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Vorwort

Der vorliegende Band der MSB gibt eine Einfliihrung in die Determinantentheorie.

In den ersten drei Abschnitten wird von linearen Gleichungssystemen von zwei bzw. drei
Gleichungen mit zwei bzw. drei Variablen ausgegangen, und in diesem Zusammenhang
werden Determinanten zweiter bzw. dritter Ordnung eingefiihrt und einige grundlegen-
de Eigenschaften dieser Determinanten bewiesen.

Fiir Leser, die sich einen ersten Uberblick iiber Determinanten zweiter und dritter Ord-
nung verschaffen mochten, geniligt das Durcharbeiten dieser ersten drei Abschnitte.
Leser, die bereits mit Determinanten zweiter und dritter Ordnung vertraut sind, kon-
nen mit dem Abschnitt 4. beginnen.

Dieser Abschnitt, der die Determinantendefinition nach Leibniz vorbereiten soll, dient
der Bereitstellung einiger Begriffe aus der Kombinatorik. Hieran schlieBt sich die Defi-
nition der Determinante n-ter Ordnung nach Leibniz an.

In den nachsten Abschnitten werden dann einige bereits fiir die Spezialfalle n = 2 und
n = 3 bekannten grundlegenden Eigenschaften der Determinanten n-ter Ordnung be-
wiesen und mit Hilfe dieser Satze einige Determinanten berechnet.

Die Auflésung linearer Gleichungssysteme mit nicht verschwindender Koeffizientende-
terminante, die Behandlung einiger Beispiele aus der Geometrie der Ebene mit Hilfe
der Determinantentheorie und eine kurze Einfiihrung in ebene affine Abbildungen bilden
den Abschluss des Biichleins.

Definitionen, Satze, ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele und in den Text eingestreute
Aufgaben sind jeweils fortlaufend nummeriert.

Die Aufgaben dienen nicht nur der Festigung des vorher behandelten Stoffes, sondern sie
erganzen ihn auch. Das Losen dieser Aufgaben ist daher vor dem jeweiligen Weiterlesen
unbedingt erforderlich. Die Lésungen, die sich nicht von selbst verstehen, sind am Ende
des Biichleins zusammengestellt.

Potsdam

Horst Belkner
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1 Determinanten zweiter Ordnung

1 Determinanten zweiter Ordnung

Wir gehen von dem linearen Gleichungssystem

a1y + ajpTe = by } (1)
2171 + a2 = by

von zwei Gleichungen mit zwei Variablen x1, x5 aus.
Die reellen Zahlen an,alg,azl,agﬂ heiBen die Koeffizienten und die reellen Zahlen
by, by die Absolutglieder des Gleichungssystems.

Setzen wir in der ersten Gleichung von (1) fir 1,z irgendwelche speziellen reellen
Zahlen ein, so wird die linke Seite im allgemeinen nicht mit b; (ibereinstimmen.

Ist dies jedoch der Fall, so sagt man, das Zahlenpaar x1, x5 geniigt der ersten Gleichung.
Ein Zahlenpaar z1,x2 heiBt eine Losung des Gleichungssystems (1), wenn es beiden
Gleichungen von (1) geniigt. Die Koeffizienten des Gleichungssystems (1) fassen wir
zu dem quadratischen Schema

( air a2 >
a1 a22

zusammen, das man als quadratische Matrix oder im Hinblick auf das Gleichungssystem
(1) als Koeffizientenmatrix bezeichnet.

Matrizen werden mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet. Die Horizontal- bzw.
Vertikalreihen einer Matrix heiBen Zeilen bzw. Spalten der Matrix. Zeilen und Spalten
einer Matrix werden unter der gemeinsamen Bezeichnung Reihen zusammengefasst.

Die Zahlen a1, aj2, asy, ass der Matrix heiBen die Elemente der Matrix. Der erste bzw.
zweite Index der mit Doppelindizes versehenen Elemente der Matrix gibt die Zeile bzw.
Spalte an, in der das Element in der Matrix steht.

Die Diagonale der Matrix, in der die Elemente aq1, ass bzw. aq9, as; stehen, heiBt die
Haupt- bzw. Nebendiagonale der Matrix. Da die obige Matrix zwei Zeilen und zwei
Spalten besitzt, bezeichnet man sie auch als zweireihige Matrix.

Durch die Schreibweise 25 wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es sich um eine
zweireihige Matrix handelt. Es ist also

Ay = ( i ) (2)

az1 a2

Wir untersuchen, ob das Gleichungssystem (1) unter einer noch weiter unten zu tref-
fenden Voraussetzung eine Losung besitzt.

Dazu nehmen wir an, dass das Zahlenpaar z1, z2 eine Losung des Gleichungssystems
(1) sei. Wir multiplizieren die erste Gleichung von (1) mit ags und die zweite Gleichung
mit —a1o und addieren die so erhaltenen Gleichungen; anschlieBend multiplizieren wir
die erste Gleichung von (1) mit —ag; und die zweite Gleichung mit a;; und addieren
wiederum sie so erhaltenen Gleichungen. Dadurch erhalten wir

(a11a99 — a12a21)x1 = bragy — baass } (3)
(CL116L22 - a12a21)l’2 = baay; — biax

ILies: a eine eins, a eins zwei usw.




1 Determinanten zweiter Ordnung

Existiert ein Zahlenpaar z1, 9, das (1) erfiillt, so geniigt es auch (3). Gilt nun

aji1a2 — a12az1 7# 0 (4)
so folgt aus (3)
braz — baaio baai; — biag
xr1 = ) To = (5)
ai1Qoe — A124921 ai1Qo2 — 124921

Besitzt also das lineare Gleichungssystem (1), dessen Koeffizienten (4) geniigen, iber-
haupt eine Losung, so ist die Losung von der Form (5). Durch Einsetzen von (5) in
das lineare Gleichungssystem (1) Giberzeugen wir uns, ob dieses Zahlenpaar auch dieses
System erfiillt. Es gilt

biags — baaiz baar1 — brag 51(a11a22 - a12a21)
ai + ajo = = b
a11Q22 — G120a21 a110A22 — Q120421 11022 — 120421
brags — baay2 baar1 — brag; ba(a11aze — ajoasr)
a1 + ag2 = = by
a11Q22 — (12021 a110A22 — Q120421 a110A22 — Q12421

Das Zahlenpaar (5) genlgt also beiden Gleichungen von (1) und ist somit die Losung
von (1).

Um das Ergebnis (5) in einer leicht einpragsamen Form zu schreiben, fithren wir fol-
genden Begriff ein:

Definition 1. Unter der Determinante einer zweireihigen Matrix 2, oder einer Determi-
nante zweiter Ordnung versteht man

air a2
2| = = a11022 — A12021 (6)
a1 a22
In Bezug auf das Gleichungssystem (1) heiBt
air a2
a1 a22

auch die Koeffizientendeterminante von (1).

Die Berechnung einer Determinante zweiter Ordnung erfolgt wegen (6) in der Form,
dass man von dem Produkt der Elemente, die in der Hauptdiagonale der zweireihigen
Matrix stehen, das Produkt der in der Nebendiagonale stehenden Elemente subtrahiert.

1 2
3 4

‘:1-4—2-3:—2

Beispiel 1. Wir berechnen

Es ist
1 2
3 4
Auch die Zahler in (5) kénnen wir als Determinanten zweiter Ordnung schreiben. Der
Zahler von x1 bzw. x5 ist

by aiz
by a9

Dy = | (7)
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In Bezug auf das Gleichungssystem (1) bezeichnet man diese beiden Determinanten als
Zahlerdeterminanten von x; und x2. Damit lasst sich (5) in der leicht einpragsamen

Form

D, Dy

= — : To = 8

2| ' )
schreiben. Das Ergebnis (8) fassen wir in einem Satz zusammen, der als Cramersche
Regel bezeichnet wird.

x1

Satz 1. Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von zwei
Gleichungen mit zwei Variablen von null verschieden, so besitzt dieses Gleichungssystem
genau eine Losung.

Die Losung erhidlt man, indem man die Quotienten (8), in deren Nenner die Koeffi-
zientendeterminante und in deren Zahler die entsprechende Zahlerdeterminante steht,
bildet.

Die Zahlerdeterminante von x; bzw. x5 erhalt man, indem man in der Koeffizientenma-
trix die erste bzw. zweite Spalte durch die Absolutglieder des Gleichungssystems ersetzt
und dann die Determinante bildet.

Beispiel 2. Wir untersuchen, ob die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems

1’1—1’2:2
201 + 190 =1

von null verschieden ist, und bestimmen gegebenenfalls mit Hilfe von Satz 1 die Losung.
Es ist
-2

Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, besitzt das Gleichungssystem
die eindeutig bestimmte Losung

I = ‘:1

2
1
1
2

Beispiel 3. Wir zeigen,

—1
1
—1
1

dass folgende Umformungsregeln fiir Determinanten zweiter

Ordnung gelten, wobei a;j, b;;, t beliebige reelle Zahlen bedeuten:

a) 11 Q21 | | ail a2
ai2 a22 as1 G292
b) tayr tayp | | ain a2 | | ain a2
a1 a2 tas tags a1 22
o) a1 +bi ap+bia | | an an . bi1 bio
a1 a9 a1 Q92 a1 92
a ay a1l a a1l a
bz, 11 2 _ |G G2 | | an an
a1 + ba1  age + b as G2 ba1  bao
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ai; a2
d) =0
ail a2
) ail a12 | ann +tann aip +tage | | ain ape
as1 + tayr a9 + tain a21 99 a21 G922
f) a1 Q22 | | 411 Q12
ai; ai2 az1 a22
Es ist
a11 a1 ail a2
a) = 11022 — G21012 =
12 Aa22 az1 Q22
ta ta a a
b) | M U2 =t(arjamn —anap) =t| P
@21  A22 az; Q22
a a a a
bzw. 1 12 = t(a11a22 — CL216L12) =1 H 12
tas taso az1 A2
a1 + b1 aiz + b2 air a2 b1 bi2
C) = (a11a22—a12a21)+(b11a22—b12a21) =
a21 a22 az1 Q22 @21 Qa22
a11 a12 a11 a2 a11 a2
bzw. = (a11a22—a12a21)+(a11b22—a11621) =
a1 + ba1  ag + b2 a1 Q22 ba1 b2
a a
d) | M "2 — a4y — aj1a1s =0
ailz a2
aii a12 ai; a2
S = (a11a92 — a12a91) + t(a1a12 — aj2a11) =
) ao1 +tajr  ag +taj ( ) ( ) ag1 Qa22
b air +tazr aip +tase | | ain axe
ZW. = (a11a22 - CL12CL21) + t(a21a22 - a22a21) =
a21 [5)) @21 Q22
f ag1 a2 | . . ail; a2
) = 21412 — G22a11 = —(a22a11 - CL21CL12) = -
ail ai2 a21 G22

AbschlieBend untersuchen wir die Frage, ob das Gleichungssystem (1), dessen Koeffi-
zienten der Bedingung
air a2

=0 9
ay a2 ()

genuigen, l6sbar ist. Der Leser, der moglichst schnell zum Abschnitt 3. vordringen moch-
te, kann bei einer ersten Lektiire diesen Teil berschlagen. Trivialerweisdﬂ ist (9) er-
fullt, wenn alle Koeffizienten a1, aj9, as1, ass verschwinden. Zunachst betrachten wir
den Fall, dass nicht alle Koeffizienten a1, a12, as1, ase des Systems (1) null sind. Glei-
chungssysteme, die diese beiden Bedingungen erfiillen, sind beispielsweise die Systeme

T+ =1 } 21+ 029 = 1 } Ty + Xy = 2 } (10,11,12)

2$1+2$2:3 O$1+0$2:1 2$1+2$2:4

2Trivial bedeutet soviel wie einfach, selbstverstandlich.




1 Determinanten zweiter Ordnung

Um uns die folgenden Uberlegungen zu vereinfachen, beachten wir, dass wir bei der
Herleitung von (3) aus (1) die Bedingung (4) nicht verwendet haben. Unter Beriick-
sichtigung von (6) und (7) kann aus (1) stets

As| - 21 = Dy }

As| - 29 = Dy (13)

gefolgert werden. Es gilt damit:

Ist ein Zahlenpaar x1, x2 Losung von (1), so ist das Zahlenpaar x1, x2 auch eine Losung
von (13). (14)

Fir die weitere Diskussion unterscheiden wir die folgenden Falle:
Fall 1. Die Determinanten D; und Dy verschwinden nicht gleichzeitig.

Angenommen, das Zahlenpaar x1, 25 wére eine Losung von (1). Dieses Zahlenpaar ge-
nigt aber nicht beiden Gleichungen von (13), denn die linken Seiten beider Gleichungen
von (13) verschwinden wegen (9), dagegen verschwinden nicht beide rechten Seiten von
(13) wegen der Bedingung "nicht (D; = 0 und Dy = 0)".

Das Zahlenpaar z1, x5 ist also keine Lésung von (13). Das ist aber ein Widerspruch
zu (14). Also muss unsere Annahme, es existiere eine Losung von (1); falsch gewesen
sein. Das Gleichungssystem (1) ist nicht I6sbar.

Fall 2. Die Determinanten D; und Dy verschwinden gleichzeitig.

Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass a;; # 0
ist. Dann folgt aus (9) bzw. Dy =0
a21 a21

99 — —a12 bzw. bQ = 7b1
a1 a11

Ferner gilt trivialerweise
_an
Q21 = —a11
ail

Diese drei Beziehungen besagen, dass die zweite Gleichung von (1) aus der ersten
Gleichung durch Multiplikation mit der reellen Zahl 72 hervorgegangen ist. Jedes Zah-
lenpaar x1, x5, das also der ersten Gleichung von (1) geniigt, erfiillt auch die zweite
Gleichung von (1).

Setzen wir x1 = t, wobei t eine beliebige reelle Zahl ist, so folgt aus der ersten Gleichung

xr = % Fir jedes t erhalten wir also eine Losung
bl — algt
r=— , To =1t 15
1 ol 2 (15)

des Gleichungssystems (1). Da man in (15) fiir ¢ beliebige reelle Zahlen einsetzen kann,
erhalt man auf diese Weise alle Lésungen von (1).

Es gibt demnach unendlich viele Lésungen des Gleichungssystems (). Die Menge aller
Losungen eines Gleichungssystems nennt man auch die Losungsmannigfaltigkeit des
Gleichungssystems.
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Da in (15) ein freier Parameter ¢ auftritt, sagt man auch, die Lésungsmannigfaltigkeit
des Gleichungssystems (1) sei einfach unendlich.
Verschwinden alle Koeffizienten ai1, ajo, asi, asy des Gleichungssystems (1), so lautet

(1)
0x1 + 029 = by } (16)

0x1 + 0xy = by

Sind in (16) die Absolutglieder by und by nicht gleichzeitig null, so gibt es kein Zahlen-
paar x1,x2 das (16) geniigt. Das Gleichungssystem (16) besitzt also keine Losung.
Ist dagegen by = by = 0, so erhalten wir mit Hilfe von

T = tl s T = tQ (17)

wobei wir fiir die freien Parameter 1, t5 beliebige reelle Zahlen einsetzen kénnen, alle
Losungen von (16). Die Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems (16) ist also
zweifach unendlich.

Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Satz 1"

Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von zwei Gleichun-
gen mit zwei Variablen gleich null und verschwinden nicht gleichzeitig alle Koeffizien-
ten des Gleichungssystems, so besitzt dieses Gleichungssystem eine einfach unendliche
Losungsmannigfaltigkeit bzw. keine Losung, falls die Determinanten Dy und D, gleich-
zeitig bzw. nicht gleichzeitig verschwinden.

Verschwinden alle Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems von zwei Gleichun-
gen mit zwei Variablen, so besitzt dieses Gleichungssystem eine zweifach unendliche
Losungsmannigfaltigkeit bzw. keine Losung, falls die Absolutglieder des Systems gleich-
zeitig bzw. nicht gleichzeitig verschwinden.

Nach Satz 1’ besitzt das System (10) bzw. (11) keine Lésung, da nicht alle Koeffizienten
des Gleichungssystems verschwinden und

10
1 0‘_0 ’ DQ_‘

W =

Mﬂ=| \:o . \:_1%0

11
2 2
bzw.

0
wiefi o

1
0
ist.

Im System (12) sind ebenfalls nicht alle Koeffizienten null, und es ist

11
2 2

21

|Q[2|:| 4 2

1 2
‘_0 | Dl_‘ ‘_0 | D2_|2 4‘_0
Nach Satz 1" besitzt also das System (12) eine einfach unendliche Lésungsmannigfal-
tigkeit. Die Losungsmannigfaltigkeit ist

$1=2—t s 332=t
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2 Determinanten dritter Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir das lineare Gleichungssystem

anxy + ajpT2 + aj3rs = by
a121 + G222 + a3x3 = by (1)
as1T1 + asaTa + aszrs = bs

von drei Gleichungen mit drei Variablen 1, z9, x3 analog wie in 1. unter einer noch
zu treffenden Voraussetzung l6sen. Dazu werden wir Determinanten dritter Ordnung
einfiihren.
Zunachst fassen wir die reellen Koeffizienten des Gleichungssystems (1) zu dem qua-
dratischen Schema

air a2 a3

Az = | a1 ax as (2)

aszr a2 ass

zusammen, das wir als dreireihige Matrix oder in Bezug auf das System (1) auch als Ko-

effizientenmatrix bezeichnen. Die Diagonale der Matrix, in der die Elemente a1, a9, ass
bzw. a13, ass, az; stehen, heiBt die Haupt- bzw. Nebendiagonale der Matrix.

Definition 2. Unter der Determinante einer dreireihigen Matrix 23 oder einer Determi-
nante dritter Ordnung versteht man

ai; a2 ai3
|As| = | as1 a2 ass
a31 a3z2 Aass

= (11022033 — 11023032 + A12023031 — Q12021033 + 13021032 — 413022031 (3)

In Bezug auf das Gleichungssystem (1) bezeichnet man

ai; ai2 ais
21 G22 Q23
a31 az2 ass

auch als Koeffizientendeterminante von (1).
Determinanten dritter Ordnung kann man berechnen mit Hilfe der

Regel von Sarrus. Die ersten beiden Spalten der dreireihigen Matrix werden rechts
neben der Matrix noch einmal hingeschrieben. Dann bildet man die Summe der drei
Hauptdiagonalprodukte des Schemas und subtrahiert von dieser die Summe der drei Ne-
bendiagonalprodukte des Schemas. Das Ergebnis ist die Determinante der dreireihigen
Matrix.

Wir liberzeugen uns von der Richtigkeit der Sarrusschen Regel:

ai; a2 a3 apx; a2
N X

Q21 G22 Q23 A21 Q22
D D NN

az; az2 a3z dasy as2

10



2 Determinanten dritter Ordnung

Die Summe der Hauptdiagonalprodukte (rote Linien) des Schemas ist
11022033 + 112023031 1 A13021032

und die Summe der Nebendiagonalprodukte (blaue Linien) des Schemas ist
11023032 + 12021033 + A13022031

Subtrahieren wir die zweite Summe von der ersten, so erhalten wir die Summe in (3).

Beispiel 4. Wir berechnen mit Hilfe der Sarrusschen Regel

12 3
D=4 56
789
Aus
1 2 3 1 2
NOX X ’
4 5 6 4 5
X XN
7T 8 9 7 8
folgt

D=45+84+96—-105—-48-72=0

Wir zeigen, dass man die Berechnung einer Determinante dritter Ordnung auf die
Berechnung von drei Determinanten zweiter Ordnung zuriickfiihren kann. Dazu fassen
wir in (3) alle Summanden zusammen, die die gleichen Elemente der ersten Spalte von
23 als Faktor enthalten:

23| = a11(ageass — agsase) — asi(a12as3 — arzase) + asi(a12a93 — a13a22)

a1z ai3
a22 Q23

a2 a13
a3z Aas3

A22 a23

= dai
az2 Aas3

Ordnen wir nach den Elementen der zweiten bzw. dritten Spalte von 23, so erhalten
wir

|913| = —alz(a21a33 - a23a31) + a22(a11(133 - a13a31) - a32(a11a23 - a13a21)
ag1 a23 ailr a13 a1l ai3
= —ai2 + ag9 — a32
a31 ass a31 ass a21 @23
bzw.
|52[3| = a13(a21@32 - azzagl) - a23(a11a32 - a126l31) + a33(a11a22 - CL12CL21)
o 21 a22 a1 a2 ai;p a2
= a13 — Q93 + aszs
a31 as2 az; as2 a21 G22

Um die in diesen Formeln auftretenden GesetzmaBigkeiten besser formulieren zu kon-
nen, fihren wir folgenden Begriff ein:

11



2 Determinanten dritter Ordnung

Definition 3. Unter der zum Element a;; gehdrigen Unterdeterminante D;; einer dreirei-
higen Matrix 23 versteht man die Determinante der Matrix, die aus 23 durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Beispiel 5. Wir bestimmen samtliche Unterdeterminanten D;; von 2l3. Es ist

aoo G23 as1 G23 as1 G292
Dy, = , Dy = , D3 = :

a32 Aa33 a31 ass a31 asz

a12 a3 ail ais ail a2
Dy = , Dyy = , Dys = ,

a32 Aa33 a31 Aass a31 asg

a12 Aa13 a1 as a1l a2
D3 = , D3y = ; D33 =

oo G23 as1 G23 as1 G292

Damit gilt in Verbindung mit Beispiel 5

a11D11 — a1 Doy + azi Dy,
|| =< —ai2D12 + age Doy — aza D3,
a13D13 — a3 Da3 + azzDas.

Diese Formeln gestalten sich noch (bersichtlicher mit Hilfe des folgenden Begriffs:

Definition 4. Unter der zum Element a;; gehorigen Adjunkte A;; einer dreireihigen
Matrix 23 versteht man die mit (—1)""/ multiplizierte Unterdeterminante D;;, d.h., es
ist

Ay = (1) Dy
Somit ist

ar A + a1 Aar + az1 Az,

23| = ¢ a12hi2 + aa A + azaAs, (4)
a13A13 + azzAsz + aszAss.

Die Formeln (4) bezeichnet man als die Entwicklung der Determinante dritter Ordnung
nach der ersten bzw. zweiten bzw. dritten Spalte.

Sie besagen: Werden in einer dreireihigen Matrix die Elemente einer Spalte mit ihren
Adjunkten multipliziert und die Produkte addiert, so erhalt man die Determinante der
dreireihigen Matrix.

Beispiel 6. Wir berechnen die Determinante in Beispiel 4 durch Entwicklung nach der
dritten Spalte.
Esist D =3(32—35) —6(8—14) 4+ 9(5 — 8) = 0.

AnschlieBend wollen wir untersuchen, zu welchem Ergebnis wir gelangen, falls wir die
Elemente einer Spalte von 23, etwa die der i-ten Spalte, mit den entsprechenden Ad-
junkten einer anderen Spalte von 23, etwa denen der j-ten Spalte (i # j), multiplizieren
und diese Produkte dann addieren. Wir fiihren dies zunachst fir ¢ = 3 und 5 = 2 durch.
Es ist

a13A12 + agzAsg + agz3Asy =

a13(agzazy — agass + azs(aiags — ayzasy + ass(aizas; — ajiags) =0

12



2 Determinanten dritter Ordnung

Wir werden in Aufgabe 2b zeigen, dass wir fiir die restlichen Falle dasselbe Ergebnis

erhalten.

Aufgabe 1. Man zeige, dass folgende Umformungsregeln fiir Determinanten dritter Ord-

nung gelten, wobei a;;, b;;,t beliebige reelle Zahlen bedeuten:

ailp a1 a3z a1l ai2 ais
a) Q12 Q22 A3z | = | Q21 G22 G23
a3 Gg3 ass asy az2 as3
tayr tayz tajs ail a2 Q13 ail a2 a3 ajl a2 ais
b) | aa1 ase ags |=|tan tagy tass |=| aa ax as | =t|an an ax
a1 azz  as3 agr azz as3 taz; taszy tass agr ags a33
ai; + b1 a2 +0bi2 aiz+ b3 aip a2 a13 bi1 bz bis
c) azy a22 Q23 | = | Q21 Q22 Q23 |+ | Q21 Q22 @23
a31 a32 a33 a31 azz2 ass a31 azz ass
aii a2 ais ai; ai2 ais ai; ai2 ais
bzw. | ag1 + ba1 aza + b2 a3 +bog | =| azr azx azs |+ | bar by bas
asi as2 ass asy az2 as3 asy as2 ass
ail a2 ais air a2 ai3 aip a2 ai3
bzw. as1 a2 o3 | = | Q21 G22 Q923 |+ | G21 Q22 (23
as; +bg1 asy + b3y ass + bss asy az2 ass bs1 b3z b33
ailp aiz2 a3 ai; a2 a13 a1 a1z ais
d) | a1 a2 a3 | =] a1 ag a |=|ayn az ay | =0
as; a3z ass ailp aizg a13 ao1 G22 Q23
ail a2 a3 a11 +tasr ais +tase a3+ tass
e) | ag1 +tann ag +tarn ags+tays | = a21 22 a3 | =
as1 a32 a33 a31 @32 a33
aii a2 ais ai a2 ais
= | ag1 +tasgr age +tasy ag3 +tass | = a9 92 ao3
asy as2 ass as1 +tagy ase + tage ass + tass
a1 12 a13 air +tazr aio +tazs a3+ tass
= a1 a2 a3 | = a1 a2 as3
az1 +tayr asze +tajp azz +tags asy as2 ass
ailr a12 ai3
= | Q21 Qa22 a23
a31 az2 ass
ailr a1z ais Qo1 G22 Q23 az; a3z as3 ai; aiz2 ai3
f) | as1 ase ass |=|an a2 a3 | =] a a a3 |=—|az azx az
ao1 G22 Q23 asp a3z ass a11 aiz2 as a31 azz ass
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2 Determinanten dritter Ordnung

Aufgabe 2. Man zeige, dass gilt:

aj1 A + a19Ali2 + a134s3
a) 23] = ¢ a21da1 + aA + agzAss (5)
as1 Az; + asaAsa + azzAsz

a1 A + a1 A + azi Asp
a1 Az + ag Asz + az Ass
ajpAry + ag A + azpAsz; (6)
a12A13 + agaAgz + azaAss
ai13Ai + aggAar + aszAsz;
ai3Aia + agg A + azzAsp

a11Aar + ajpAar + a3 A
a11 Az + ajpAszs + a13As3
ag A1 + agAiz + axzAis (7)
a1 Az + agAss + a3 Ass
az1 A1 + azaAia + azzAis
az1As1 + azaAag + azzAss

Aufgabe 3. Unter der Determinante einer einreihigen Matrix (a11) versteht man das
Element a;; selbst, und unter der zum Element a;; gehérigen Unterdeterminante D;;
einer zweireihigen Matrix 2, versteht man die Determinante der Matrix, die aus 2l
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Mit A;; = (—1)"D;;
bezeichnet man die Adjunkte des Elements a;; von 20,. Man zeige, dass gilt:

o Il

a) 0— { ar1 Az + ag Az
a12A11 + azg A
AbschlieBend untersuchen wir, ob das Gleichungssystem (1) unter der Voraussetzung,
dass die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, eine Losung besitzt. Dazu
nehmen wir an, dass das Zahlentripel x1, 25, x3 eine Lésung des Gleichungssystems (1)
sei.
Wir multiplizieren die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung von (1) mit A;; bzw.
Aoy bzw. Asz; und addieren die so erhaltenen Gleichungen.

a1 A1 + ag Ag
a12A412 + agnAa

AnschlieBend multiplizieren wir die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung mit A
bzw. Ass bzw. Aszs und addieren ebenfalls die so erhaltenen Gleichungen. SchlieBlich
multiplizieren wir die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung von (1) mit A3 bzw.
Aoz bzw. A3z und addieren wiederum die so erhaltenen Gleichungen. Auf diese Weise
erhalten wir

(a11A11 + ag1 A1 + aziAz1)zr + (a12A11 + a Ao + azsAsz)xa+
(a13A11 + ags A1 + assAsi)xs = b1 A1 + ba Aoy + b3 Asy
(a1 A1z + a1 Az + az1Asz)z1 + (a12412 + a2 g + azpAszg)xa+
(a13A12 + ags Aoy + azzAsg)rs = biAig + bayAgy + b3 Ao
(@11 A1z + a1 Aoz + az1 Asz) w1 + (a12413 + aga Aoz + azaAsz)xa+
(a13A13 + ags Aoz + azzAsz) w3 = b1 Az + byAgs + b3 Ass
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2 Determinanten dritter Ordnung

Beriicksichtigen wir (4) und (6), so folgt

|2As| - 1 = by A11 + ba A9y + b3 Az
|2As] - xo = by A1g + baAgg + b3 Ass
|As| - 3 = by A1z + by Agg + b3 Ass

Da nach Voraussetzung |23| # 0 ist, ergibt sich

= biAi1 + ba Aoy + b3 Az
||

oy = bi A1 + byAgg + b3 Asg (8)
|2

g = b1 A1z + baAgs + b3 Ass
|RAs]

Besitzt das System (1) unter der Voraussetzung |s3| # O dberhaupt eine Losung, so
ist die Losung von der Form (8). Durch Einsetzen von (8) in (1) iiberzeugen wir uns,
ob dieses Zahlentripel das System (1) erfillt. Es ist firi =1,2,3

1
1Ty + @902 + a;3T3 = WUH(CZMAH + ajpA12 + ai3Ai3)
3

+ bo(a;1 A1 + ainAog + a3 Aaz) + bs(a;1 Ay + ainAse + aizAss)]

Wegen (5) und (7) ist die rechte Seite fiir i = 1 bzw. i = 2 bzw. ¢ = 3 gleich b; bzw. by
bzw. bs. Das Zahlentripel (8) geniigt also allen drei Gleichungen von () und ist somit
die Lésung von (1).

Auch die Zahler in (8) kénnen wir als Determinanten dritter Ordnung schreiben. Er-
setzen wie in der Koeffizientenmatrix (2) die Elemente der ersten bzw. zweiten bzw.
dritten Spalte durch die Absolutglieder by, by, b3 des Gleichungssystems, so erhalten wir
die Matrizen

b1 a2 a3 ain by ais ain a2 by
by asy ass |, az by ass |, az az by (9)
bs as2 ass as; bz ass as; asp bs

In der ersten Matrix von (9) stimmen die Adjunkten der Elemente der ersten Spalte mit
den Adjunkten der Elemente der ersten Spalte der Koeffizientenmatrix (2) tberein, da
sich jeweils die beiden Matrizen nur in den Elementen der ersten Spalte unterscheiden.
Analog stimmen in der zweiten bzw. dritten Matrix von (9) die Adjunkten der zweiten
bzw. dritten Spalte mit den Adjunkten der zweiten bzw. dritten Spalte von (2) iberein.
Bezeichnen wir die Determinante der ersten bzw. zweiten bzw. dritten Matrix von (9)
mit D1 bzw. Dy bzw. Ds, so erhalten wir durch Entwicklung der ersten Determinante
nach der ersten Spalte bzw. der zweiten Determinante nach der zweiten Spalte bzw.
der dritten Determinante nach der dritten Spalte

Dy =b1A1 + baAg + b3As
Dy = b1 A2 + baAg + b3 A3y (10)
D3 = b1 A1z + byAgs + b3 Ass
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2 Determinanten dritter Ordnung

Da Dy bzw. Dy bzw. D3 der Zahler in (8) von z1 bzw. x5 bzw. x3 ist, bezeichnet man
D1 bzw. Dy bzw. D3 als Zahlerdeterminante von z; bzw. z9 bzw. z3. Mit Hilfe von
(10) lasst sich daher (8) in der tbersichtlichen Form

D, Dy D3

1'277 x:77 Ta == —— ].].
R T T (1)

schreiben. Dies bedeutet:

Satz 2. Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von drei
Gleichungen mit drei Variablen von null verschieden, so besitzt dieses Gleichungssystem
genau eine Losung.

Die Lésung erhalt man, indem man die Quotienten (11), in deren Nenner die Koeffi-
zientendeterminante und in deren Zahler die entsprechende Zahlerdeterminante steht,
bildet.

Die Zahlerdeterminante von x1 bzw. z9 bzw. x3 erhdlt man, indem man in der Koef-
fizientenmatrix die erste bzw. zweite bzw. dritte Spalte durch die Absolutglieder des
Gleichungssystems ersetzt und dann die Determinante bildet.

Beispiel 7. Wir untersuchen, ob die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems

r1+ 20 =0
T+ 13 =2
.CCQ—f—CL’g:O

von null verschieden ist, und bestimmen gegebenenfalls mit Hilfe von Satz 2 die Lsung.
Wir berechnen die Koeffizientendeterminante durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

110
A =|1 0 1|=1-(=1)—1-1=-2
011

Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, ist das Gleichungssystem
eindeutig losbar. Es ist

010 100 110
Di=1201|=-2, Dy=|12 1|=2, D3=|10 2|=-=-2
011 001 010
und folglich ist
l‘lzl, [172:—1, Igzl

die Lésung des Gleichungssystems.

Verschwindet die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems (1), so liegen die
Verhaltnisse dhnlich wie im Fall [2(;] = O bei linearen Gleichungssystemen von zwei
Gleichungen mit zwei Variablen.

Das System (1) ist dann entweder nicht losbar, oder es ist I6sbar und besitzt eine einfach
bzw. zweifach bzw. dreifach unendliche Losungsmannigfaltigkeit. Auf die Diskussion der
verschiedenen Falle soll im Rahmen dieses Biichleins nicht eingegangen werden.
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3 Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung

3 Einige grundlegende Eigenschaften der
Determinanten zweiter und dritter Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir die bereits in 1. und 2. bewiesenen grundlegenden
Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung zusammenstellen.
Das Ergebnis von Beispiel 3a und Aufgabe 1a fiihrt zum

Satz 3. Werden in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix die Zeilen mit den Spalten ver-
tauscht, so ist die Determinante der entstehenden Matrix gleich der Determinante der
Ausgangsmatrix.

Auf Grund dieses Satzes sind in Determinantensatzen Zeilen und Spalten gleichberech-
tigt. Es geniigt daher, dass die folgenden Satze entweder nur fiir Zeilen oder nur fir

Spalten bewiesen wurden.
Aufgabe 3a und (4) in 2. liefern den

Satz 4. Werden in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix die Elemente einer Reihe mit
ihren Adjunkten multipliziert und die Produkte addiert, so erhalt man die Determinante
der Matrix.

Die Ergebnisse des Beispiels 3 und der Aufgabe 1 fithren in der Reihenfolge b), c), d),
e), f) zu den folgenden Satzen:

Satz 5. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix multipliziert sich mit
einer reellen Zahl, falls man alle Elemente einer Reihe der Matrix mit dieser reellen
Zahl multipliziert.

Satz 6. Bestehen alle Elemente der i-ten Reihe einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix aus
zwei Summanden, so ist die Determinante der Matrix die Summe der Determinanten
zweier Matrizen, wobei in der i-ten Reihe der ersten bzw. zweiten Matrix jeweils die
ersten bzw. zweiten Summanden stehen, wahrend die (ibrigen Elemente der drei Matri-
zen (bereinstimmen.

Satz 7. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix mit zwei gleichen paral-
lelen Reihen verschwindet.

Satz 8. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix bleibt unverandert, wenn
man zu einer Reihe ein beliebiges Vielfaches einer parallelen Reihe der Matrix addiert.

Satz 9. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix wechselt ihr Vorzeichen,
wenn man zwei parallele Reihen der Matrix vertauscht.

Eine Verallgemeinerung von Satz 7 ist

Satz 10. Sind in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix zwei parallele Reihen proportional,
so verschwindet ihre Determinante.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 5 und Satz 7.
SchlieBlich besagen Aufgabe 3b und Aufgabe 2b:

17



3 Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung

Satz 11. Werden in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix die Elemente einer Reihe mit
den entsprechenden Adjunkten einer parallelen Reihe multipliziert und die Produkte
addiert, so erhalt man null.

Im folgenden Beispiel wollen wir mit Hilfe dieser Satze einige Determinanten dritter
Ordnung berechnen.

Beispiel 8. Wir berechnen
2

1 a a
a)A=|1 b V?
1 ¢ ¢
1 a —b
b)yB=|—-a 1 ¢
b —c 1
4 4 5 4 4 5
0C=|7 -2 =3|+|-7 33
5 7 8 5 7 8

a) Durch mehrmalige Anwendung des Satzes 8 kdnnen wir erreichen, dass in einer
Reihe nur noch ein von null verschiedenes Element auftritt. Entwickeln wir dann die
Determinante nach dieser Reihe, so verbleibt nur ein einziger Summand:

Wir subtrahieren von der ersten Zeile die zweite Zeile, und an- schlieBend subtrahieren
wir von der zweiten Zeile die dritte Zeile. Nach Satz 8 ist dann

0 a—b a®—10b?
A=|0 b—c b —¢?
1 c c?

Die Elemente der ersten Zeile enthalten a — b und die Elemente der zweiten Zeile b — ¢
als gemeinsamen Faktor. Damit ist nach Satz 5

01 a+b
A=(a—-b)b—c)|0 1 b+c
1 ¢ c?

Diese Determinante entwickeln wir nach der ersten Spalte und erhalten

1 a+b

A:(a—b)(b—c)' L batc

Diese Determinante zweiter Ordnung ist ¢ — a, und somit ist
A=(a—=0b)(b—c)(c—a)

b) Zur zweiten bzw. dritten Zeile addieren wir das a-fache bzw. —b-fache der ersten
Leile:
1 a —b
B=|0 1+a* c—ab
0 —ab—c 1+b?
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3 Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung

Diese Determinante entwickeln wir nach der ersten Spalte:

. 1+CL2 c—ab - ) ) )
B = Cdb—c 14+ =14+a"+b"+c
c) Es ist nach Satz 6
4 4 5
C=|1010
5 7 8

Diese Determinante entwickeln wir nach der zweiten Zeile und erhalten C' = 7.

Aufgabe 4. Man berechne

12 22 32 a b b a b c
a) A=1]2%2 32 42| b)B=|ba b|,c)C=|b c a
32 42 52 b b a c a b
Aufgabe 5. Man bestimme den Grad des Polynoms
r 1 2°
flx)=2 =z =«
r 2?2 —1
Aufgabe 6. In der Matrix
_ A A Asgg
Rz =| Az Az Ass
Az1 Aspy Ass

sind die Elemente die Adjunkten der entsprechenden Elemente der Matrix 3. Man

zeige, dass gilt N
5] = |2A3?
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4 Permutationen

Um uns die Uberlegungen im folgenden Abschnitt zu erleichtern, beschaftigen wir uns
in diesem Abschnitt mit einer Fragestellung der Kombinatorik.

Die Kombinatorik, die u.a. die verschiedenen Moglichkeiten der Anordnung von Gegen-
standen unter bestimmten Bedingungen untersucht, ist ein Teilgebiet der Mathema-
tik, das bei den verschiedensten mathematischen Uberlegungen als Hilfsmittel auftritt.
Diese Gegenstande, die Elemente genannt werden, kénnen Dinge der uns umgebenden
Umwelt oder mathematische Objekte sein.

Es seien n voneinander verschiedene Elemente gegeben. Jede Zusammenstellung dieser
n Elemente in irgendeiner beliebigen Anordnung bezeichnet man als Permutation der
gegebenen Elemente.

Zwei verschiedene Permutationen der gegebenen n Elemente unter- scheiden sich durch
die Anordnung der Elemente. Da bei unseren kiinftigen Uberlegungen die gegebenen n
Elemente natiirliche Zahlen sind, so wollen wir im folgenden den allgemeinen Begriff
Element durch den speziellen Begriff Zahl ersetzen.

Die Anzahl der moglichen verschiedenen Permutationen der Zahlen 1,2, ....n wollen
wir mit P(1,2,...,n) oder kurz nur mit P, bezeichnen. Um P, zu bestimmen, gehen
wir schrittweise vor.

Ist n = 1, so handelt es sich um die eine Zahl 1. Es gibt also nur die eine Anordnung,
die wir durch
(1)

bezeichnen wollen, und es ist P, = 1.
Sind zwei Zahlen 1, 2 gegeben, so ist n = 2, und es gibt offensichtlich nur die beiden
Permutationen

(1,2) und (2,1)

Damit ist P, = 2.

Sind drei Zahlen 1,2,3 gegeben, ist also n = 3, so wollen wir die Anzahl der Permu-
tationen dadurch bestimmen, dass wir von den Permutationen der beiden Zahlen 1,2
ausgehen. Aus der Permutation (1,2) entstehen drei neue voneinander verschiedene
Permutationen, indem wir die 3 vor die erste, vor die zweite und hinter die zweite Zahl
setzen, also die Permutationen

(3,1,2), (1,3,2), (1,2,3)

Entsprechend entstehen aus der zweiten Permutation (2,1) die drei neuen Permutatio-
nen
(3,2,1), (2,3,1), (2,1,3)

Auf diese Weise haben wir samtliche Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 erhalten, und
es ist P3 = 6. Fuhren wir fiir das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen 1,2,....n
mit n > 2 das Symbol n! I’f] ein, und setzen wir 1! = 1, so ist

P=1, P=1.-2=2, P,=1.2-3=3

3Lies: n Fakultat.
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Auf Grund der bisher erhaltenen Ergebnisse vermuten wir den

Satz 12. Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Zahlen ist
P, =nl! (1)

Beweis durch vollstandige Induktion nach n.

Wie wir bereits gesehen haben, ist (1) richtig fir n = 1. Wir zeigen, dass aus der
Giltigkeit von (1) fur eine beliebige natiirliche Zahl n = k£ > 1 die Giiltigkeit von (1)
fir n = k + 1 folgt.

In jeder der P, Permutationen der k& Zahlen 1,2, ..., k setzen wir die Zahl k + 1 vor die
erste, vor die zweite, ..., vor die k-te und hinter die k-te Zahl.

Dadurch entstehen aus jeder Permutation der k£ Zahlen k£ + 1 verschiedene Permuta-
tionen mit k + 1 Zahlen, insgesamt also P - (k + 1) verschiedene Permutationen der
Zahlen 1,2,....k + 1.

Auf diese Weise haben wir samtliche Permutationen der Zahlen 1,2, ...,k + 1 erhalten,
und es ist daher Py = Py - (kK + 1).

Beriicksichtigen wir die Induktionsvoraussetzung P, = k!, so folgt

Py =k-(k+1)=(k+1)!
womit der Satz bewiesen ist.

Aufgabe 7. Wieviel verschiedene flinfstellige Zahlen kann man mit den Ziffern 1, 3, 5,
7, 9 bilden, wenn in jeder der flinfstelligen Zahlen jede Ziffer nur einmal auftreten soll?

Aufgabe 8. Wieviel verschiedene vierstellige Zahlen kann man mit den Ziffern 0, 1, 2,
3 bilden, wenn in jeder der vierstelligen Zahlen jede Ziffer nur einmal auftreten soll?

Es gibt nur eine Permutation der Zahlen 1,2, ..., n, in der alle Zahlen in der natiirlichen
Reihenfolge stehen. Es ist dies die Permutation (1,2, ...,n). Wir kénnen die verschiede-
nen Permutationen der gegebenen n Zahlen ahnlich wie in einem Lexikon ordnen. Man
sagt, die Permutationen von n verschiedenen Zahlen seien lexikographisch geordnet,
wenn von zwei verschiedenen Permutationen stets die Permutation vorangeht, deren
erste Zahl die kleinere ist. Stimmen jedoch die ersten Zahlen dieser beiden Permuta-
tionen uberein, so geht die Permutation voran, deren zweite Zahl die kleinere ist usw.

Beispiel 9. Wir ordnen die Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 lexikographisch. Es ist
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)
die lexikographische Anordnung samtlicher Permutationen der Zahlen 1,2,3.

Aufgabe 9. Man ordne die Permutationen der Zahlen 1, 2, 3, 4 lexikographisch.

Aufgabe 10. Man bestimme die 37. Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, falls die
Permutationen lexikographisch geordnet sind.

Aufgabe 11. An wievielter Stelle steht die Permutation (3, 2,5, 1,4,6), falls die Permu-
tationen der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 lexikographisch geordnet sind?
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Wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es sich um eine beliebige Permutation der n
Zahlen 1,2, ...,n handelt, so schreiben wir (k1, ko, ..., k,). Um gewisse Permutationen
besser libersehen zu kénnen, setzen wir liber die eigentliche Permutation (kq, ko, ..., ky,)
nochmals die permutierten Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge, also

1, 2, ..., n

kh k27 sy kn
Soll es sich um eine beliebige Permutation handeln, die der Bedingung genligt, dass die
Zahl j an i-ter Stelle steht, so schreiben wir

( 1,2, .. e N )
k17 ceey kl—17]7 kl+17 ceey kn
was auch schon in (ki ..., k;i_1, 7, kit1, ..., k) zum Ausdruck kommt. Die Anzahl aller

Permutationen der Zahlen 1,2, ..., n mit dieser Eigenschaft betragt (n—1)!. So besitzen
beispielsweise die 3! Permutationen

(1,2,4,3),(1,3,4,2),(2,1,4,3),(2,3,4,1),(3,1,4,2), (3,2,4, 1)

der Zahlen 1, 2, 3, 4 die Eigenschaft, dass die Zahl 4 an dritter Stelle steht. Entspre-
chend verstehen wir unter

( 1, 2, ..., =1, j+1, .., n)

kla k27 SREE) kj—b kj-l—la ey kn

eine beliebige Permutation der n — 1 Zahlen 1,2,...,7—1,7+1,...,n. Es sei ausdriick-
lich darauf hingewiesen, dass die Bezeichnung in der zweiten Zeile, die eine beliebige
Permutation der dariiberstehenden Zahlen angibt, willkiirlich gewahlt werden darf.

So kénnen wir beispielsweise eine beliebige Permutation der n — 1 Zahlen 1,2, ...,j —
1,7+ 1,...,n auch in der symbolischen Form

1, 2, ..., j—1, 74+1, ..., n
ko, ... .. R
oder
1, 2, .., =1, 741, ..., n
k27 LIRS ki—la ki+17 RS kn

angeben. Wesentlich ist bei den verwendeten Darstellungsformen lediglich, dass die erste
Zeile stets die zu permutierenden Zahlen, die zweite Zeile dagegen eine Permutation
der dariiberstehenden Zahlen angibt.

Enthalt also die erste Zeile n — 1 Zahlen, so missen in der zweiten Zeile ebenfalls
dieselben n — 1 Zahlen auftreten.

Definition 5. Stehen zwei Zahlen k; und k; einer Permutation (k1, k2, ..., ki, ..., kj, ..., kp)
der Zahlen 1,2, ..., n in der zur natiirlichen Reihenfolge entgegengesetzten Reihenfolge,
so bilden die Zahlen k; und k; eine Inversion.
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Die Anzahl aller Inversionen einer Permutation (ky, ks, ..., ky,) der Zahlen 1,2, ..., n be-
zeichnen wir mit /. So besitzt beispielsweise die Permutation (4, 1, 3, 2) die Inversionen
4,1; 4,3; 4,2; 3,2. Esist also I = 4.

Definition 6. Eine Permutation (ky, ko, ..., k) der Zahlen 1,2, ...,n heiBt gerade oder
ungerade, je nachdem, ob die Anzahl [ ihrer Inversionen gerade oder ungerade ist. Die
Zahl (—1)7 heiBt das Vorzeichen der Permutation, in Zeichen

sgn(ky, kg, ..., ky) = (—1)!

Demnach ist also das Vorzeichen einer Permutation + 1 oder - 1, je nachdem, ob die
Permutation gerade oder ungerade ist. So ist beispielsweise die Permutation (4, 1,3, 2)
gerade, da die Anzahl ihrer Inversionen gerade ist. Es ist

sgn(4,1,3,2) = (=1)* = +1

Die Permutation, in der die gegebenen n Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge stehen,
besitzt 0 Inversionen. Demnach ist also

sgn(1,2,...,n) = (=1)" = +1

Beispiel 10. Wir bestimmen das Vorzeichen der Permutationen der Zahlen 1, 2, 3.

Es ist
sen(1,2,3) = (-=1)" =+1 ,  sgn(1,3,2) = (-1)' = —1,
Sgl’l(2, 173) = <_1)1 =—1 5 Sgn(2737 1) = (_1)2 = +17
sgn(3,1,2) = (1) =+1 |, sgn(3,2,1) = (-1)* = -1

Aufgabe 12. Man bestimme das Vorzeichen der Permutationen der Zahlen 1,2,3,4.

Satz 13. Werden zwei benachbarte Zahlen in einer Permutation (ki, ko, ...,k,) der
Zahlen 1,2, ..., n vertauscht, so andert sich das Vorzeichen der Permutation um -1.

Beweis. Aus der Permutation
(k17 kQa sy kia ki-‘rla sy kn)

entsteht durch Vertauschung der beiden benachbarten Zahlen k; und k;,; die Permu-
tation
(K1, kay ooy Kin1, iy ey )

Die Anzahl der Inversionen der ersten Permutation sei I, die der zweiten I. Die Inver-
sionen, die die Zahlen kq, ko, ..., k;_1 miteinander und mit allen folgenden Zahlen bilden
und ebenfalls die Inversionen, die die Zahlen k; o, k; 3, ..., k, miteinander bilden, sind
in beiden Permutationen die gleichen.

Die weitere Untersuchung beschrankt sich daher nur auf die beiden Zahlen k; und k;, 1.
Ist k; < k;v1, so hat die zweite Permutation eine Inversion mehr, esist also [ = I + 1.
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Ist dagegen k; > k; .1, so hat die zweite Permutation eine Inversion weniger, es ist also
I=1-1.

Fassen wir beide Falle zusammen, so ist I = [ £1, d.h., durch die Vertauschung zweier
benachbarter Zahlen in einer Permutation dndert sich die Anzahl der Inversionen um
eins. Es ist also

und damit
sgn(kl, k2, ceey ]CZ', ki+17 ceny kn) = — sgn(kl, k2, ey ki—l—l; I{?i, cey ]{In)

womit der Satz bewiesen ist.

Satz 14. Vertauscht man in einer Permutation (ki, k2, ....,k,) der Zahlen 1,2,...,n
zwei beliebige Zahlen miteinander, so andert die Permutation ihr Vorzeichen.

Beweis. In der Permutation
(]{1, ceny ki—l; I{Zi, ki—i—lv ceny kj—l; k’j, kj+17 ceny I{Zn)

sollen etwa die Zahlen k; und k; (i < j) miteinander vertauscht werden. Zunachst
vertauschen wir die Zahl k; der Reihe nach mit allen benachbarten, zwischen k; und
k; stehenden Zahlen und dann mit k; selbst. Dabei haben wir j — i Vertauschungen
vorgenommen, und die Ausgangspermutation ist in die Permutation

(]{1, ceny ki—l; ki—i—l; ceny /ﬁj_l, ]{j, Iﬂi, kj+17 ceny kn)

ibergegangen. Dann vertauschen wir in dieser Permutation die Zahl k; der Reihe nach
mit den Zahlen k;_1,k;j_2,...,ki11. Dann steht k; an der Stelle, in der k; in der Aus-
gangspermutation gestanden hat.

Dazu bendtigen wir j — (¢ + 1) = j — i — 1 Vertauschungen benachbarter Zahlen und.
erhalten somit die gewiinschte Permutation

(]{71, ceny ki—l; k}j, ki—&-b ceny kj—l; ki» kj+1, ceny ]{Jn)

Die Anzahl der vorgenommenen Vertauschungen benachbarter Zahlen betragt also ins-
gesamt (j— i)+ (j—i—1)=2(j —i)1.

Diese Anzahl ist aber ungerade, und da nach Satz 13 die Permutation bei jeder Ver-
tauschung benachbarter Zahlen ihr Vorzeichen wechselt, gilt

Sgﬂ(k)l, ceey ki» ceey kj» ceey kn) = — sgn(kl, RPN ]{Zj, RPN ]{ZZ', ceey l{)n)
womit der Satz bewiesen ist.

Beispiel 11. Wir beweisen, dass

1,2, i, n i
sgn | 777 . ’ = —(1)""7 sgn ’
& ( kl;m;ki—l;];ki—i—lw“k ) ( ) & ( ]{1, ....... 7ki—17ki+17 ........ k

ist.
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Beweis. In der Permutation auf der linken Seite von (2) steht die Zahl j an i-ter Stelle.
Bringen wir j an die erste Stelle, so haben wir ¢ — 1 Vertauschungen benachbarter
Zahlen vorgenommen. Nach Satz 13 andert sich daher das Vorzeichen der Permutation
um (—=1)""1, und es ist

1,2, n w 1,2, n
sgn | 77 : ’ =—(1)""sgn| ’ 3
& ( kl?"'7kiflvj7ki+17"'k ) < ) & <]7k17"'7kil7ki+17"'k ) ( )
In der Permutation auf der rechten Seite von (3) steht die Zahl j an erster Stelle. Sie

bildet also mit jeder der Zahlen 1,2, ..., 7 — 1 eine Inversion, insgesamt also j — 1 Inver-
sionen. Streichen wir in dieser Permutation die Zahl j, so erhalten wir die Permutation

1,2, j—1.541,..n
( ) (4)

1,2, i n
'7 ) ) 5
( j,klg--~7ki—17ki+17---k > ( )
besitzt. Bezeichnen wir die Anzahl der Inversionen der Permutation (4) bzw. (5) mit /
bzw. I, so gilt I = I + (j — 1). Es ist also

(=1 = ()9 = (1 (-1

und damit
1,2, i, n i 1,271,741, ... n)
son R ) — (=1) 1 3 Ly ey ) ) )
& ( ];khm,kifl,kwrla---k ) ( ) ( ]Cl, ....... ,ki,17k1‘+1, ........ k
Setzen wir dies in (3) ein, und beachten wir, dass (—1)"2 = 1 ist, so erhalten wir (2).

Satz 15. Ordnet man die nach der ersten Koordinate geordneten Zahlenpaare (1, k1),
(2,k3), ..., (n, ky), wobei (k1, ko, .., k;,) eine beliebige Permutation der Zahlen 1,2, ...,
ist, nach der zweiten Koordinate, so erhalt man die Paare (mq, 1), (m2,2), ..., (my, n).
Dann haben die beiden Permutationen ky, ks, ..., ky,) und (mq,me, ..., m,) das gleiche
Vorzeichen.

Beweis. Wir schreiben die nach der ersten Koordinate geordneten Zahlenpaare in der
Form, dass wir die Koordinaten der einzelnen Zahlenpaare untereinander schreiben:

1 2 ... n
ki ko ... k,

Es seien etwa t Vertauschungen von je zwei Zahlen notwendig, damit die Permutation
(k1, ko, ..., ky) in die Permutation mit der natiirlichen Reihenfolge iibergeht. Fithren wir
diese t Vertauschungen durch, so geht das obige Schema in

myp Mo ... My
1 2 ... n
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iiber. Wir bestimmen nun das Vorzeichen der beiden Permutationen (ky, k2, ..., ky,) und
(mq,ma, ...,my). Da t Vertauschungen erforderlich sind, um das erste Schema in das
zweite Schema zu (berfiihren, so ergibt die t-malige Anwendung des Satzes 14

sgn(ky, ko, ..., kn) = (=1)'sgn(1,2,...,n) (6)

Andererseits ist die Permutation (mj,ma,...,m,) aus der Permutation (1,2,...,n)
durch t Vertauschungen von je zwei Zahlen hervorgegangen. Die t-malige Anwendung
von Satz 14 ergibt in diesem Fall

sen(1,2,...,n) = (—1)"sgn(my, mo, ..., m,)
Setzen wir dies in (6) ein, und beachten wir, dass (—1)% = 1 ist, so erhalten wir
sgn(ky, ko, ..., k) = sgn(my, ma, ..., my,)
womit der Satz bewiesen ist.

AbschlieBend wollen wir die Summe in (3) in 2. ndher untersuchen.

Jeder der sechs Summanden ist von der Form +a, asg,ask,, wobei in jedem Summan-
den fiir die zweiten Indizes ki, k2, k3 die drei Zahlen 1,2, 3 so einzusetzen sind, dass
jede genau einmal vertreten ist. Die Reihenfolge der zweiten Indizes ist in allen sechs
Summanden verschieden. Schreiben wir die zweiten Indizes der einzelnen Summanden
auf, so erhalten wir

(1,2,3),(1,3,2),(2,3,1),(2,1,3), (3,1,2), (3,2, 1).

Die verschiedenen Zahlentripel sind aber nichts anderes als die sechs Permutationen
der drei Zahlen 1,2, 3.

Auch das Vorzeichen der einzelnen Summanden steht mit diesen Permutationen im
Zusammenhang. In Verbindung mit Beispiel 10 ergibt sich, dass das Vorzeichen jeder
Permutation der zweiten Indizes mit dem Vorzeichen des entsprechenden Summanden
ubereinstimmt.

Damit konnen wir (3) in 2. unter Verwendung des Summenzeichens auch in der Form

a11 a2 13
agi ag agg | =Y sgn(ky, ko, k3)ag, ask,ask, (7)
asi azy ass Ps

schreiben, wobei die Summation (iber alle Permutationen der Zahlen 1,2, 3 erfolgt.
Wir untersuchen, ob diese GesetzmaBigkeit auch fiir Determinanten zweiter Ordnung
gilt. Dazu berechnen wir zunachst

>_sen(ki, k2)aix, az,

P
wobei die Summation in Analogie zu (7) iber die Permutationen der Zahlen 1 und 2
zu erfolgen hat. Die Permutationen dieser beiden Zahlen sind (1,2), (2,1). Ferner ist
sgn(1,2) = +1, sgn(2,1) = —1. Somit gilt

ngn(k’l, k?)a1k1a’2k2 = a11G22 — (12021
P
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4 Permutationen

Folglich kann (6) in 1. auch in der Form

ailr a2
asy a22

= > _sgn(ky, ka)aix, az, (8)
P

geschrieben werden, wobei die Summation (iber alle Permutationen der Zahlen 1,2
erfolgt.
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5 Determinanten n-ter Ordnung

Unter einer quadratischen Matrix versteht man ein System von n? reellen Zahlen a;;,
(i,k =1,2,..,n), die in einem quadratischen Schema angeordnet sind. Man schreibt

ai; a1z ... Qip
21 A2 ... A9
an1 Ap2 ... App

Die n? reellen Zahlen heiBen die Elemente der Matrix, die Horizontal- bzw. Verti-
kalreihen von 2, heiBen Zeilen bzw. Spalten der Matrix, die unter der gemeinsamen
Bezeichnung Reihen zusammengefasst werden.

Der erste bzw. zweite Index der mit Doppelindizes versehenen Elemente der Matrix gibt
die Zeile bzw. Spalte an, in der das Element in der Matrix steht.

Durch die Schreibweise 2, wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es sich um eine
n-reihige Matrix handelt. Die dieser quadratischen Matrix zugeordnete Determinante
definieren wir analog zu (8) und (7) in 4. folgendermaBen:

Definition 7. Unter der Determinante einer n-reihigen Matrix 2l,, oder einer Determi-
nante n-ter Ordnung versteht man

ailp aiz2 ... Qain
a a e a
|mn| = 21 = n = Z(lﬁ, ]{2, ceey kn)a1k1a2k2...ankn (2)
2y
anl Ap2 ... Gpn

wobei die Summation Gber alle Permutationen der Zahlen 1,2, ..., n erfolgt.

Diese Definition der Determinante stammt von dem deutschen Philosophen und Mathe-
matiker G.W. Leibniz. Die Formel (2) bezeichnen wir daher im folgenden als Leibnizsche
Determinantenformel.

In jedem Summanden der Summe in (2) ist aus jeder Zeile und jeder Spalte der Matrix
2, genau ein Element als Faktor vertreten, da in jedem einzelnen Summanden jeder
Zeilenindex und jeder Spaltenindex genau einmal vertreten ist.

Beispiel 12. Wir berechnen mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel
air a2 a3 a4

a) 12| = Q1 Q22 @23 Q24
asr az2 azz a3
aq1 Q42 Q43 Q44

b) und mit Hilfe des Ergebnisses von a)
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5 Determinanten n-ter Ordnung

a) Unter Beriicksichtigung von Aufgabe 9 und Aufgabe 12 gilt

|9[4| =a11022033044 — 012021033044 1 013021032044 — 014021034042 — 011022034043
+ 12021034043 — A13021034042 + 114021033042 — (11023032044 + Q12023031044
— 13022031044 1+ 014022031043 + 111023034042 — 012023034041 + 113022034041
— (14022033041 + 11024032043 — 112024031043 + 113024031042 — (14023031042

— (11024033042 + 112024033041 — 13024032041 + G1402303204]
b)D:2-2-2-2—3-2-2-1—2~1-3-2+3-1~3-1:1.

Beispiel 13. Wir berechnen mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel

I
o= o oo
coo~=O
cCoo o~

|
cor~r oo
—_—oooo

In der Summe in (2) ergibt sich fiir den Summanden, der der Permutation (3,2,4,1,5)
zugeordnet ist, der Wert

Sgﬂ(3,2,4, L, 5) -1- (_1) ’ <_1> ’ (_1> 1= _Sgn(372747 1, 5)
In allen anderen Summanden tritt wenigstens einmal der Faktor null auf. Demnach ist
D= —sgn(3,2,4,1,5) = —(—1)' = —1

Aufgabe 13. Man berechne mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel

a11 a2 @13 ... QGin
0 92 A23 ... QA92n
A= 0 0 ass ... Qa3zp

0O 0 0 ... app

Aufgabe 14. Man beweise mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel, dass die
Determinante einer quadratischen Matrix 2l,, verschwindet, wenn alle Elemente einer
Reihe null sind.
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Da die Summe in (2) in 5. aus n! Summanden besteht, nimmt die Anzahl der Sum-
manden mit wachsendem n sehr schnell zu.

Die unmittelbare Anwendung der Leibnizschen Determinantenformel zur Berechnung
von Determinanten n-ter Ordnung ist bereits fiir n = 4 mihsam. Fir n = 5 besteht
die Summe bereits aus 120 Summanden. Daher ist diese Formel fiir die Berechnung
von Determinanten n-ter Ordnung fiir n > 4 praktisch ungeeignet.

Aus diesem Grunde werden wir in diesem Abschnitt die bereits in 3. fir n = 2 und
n = 3 bewiesenen Determinantensatze fiir alle natiirlichen Zahlen n > 4 beweisen. Mit
Hilfe dieser Satze wird es uns dann moglich sein, die Berechnung von Determinanten
erheblich zu vereinfachen.

Satz 16. Werden in einer quadratischen Matrix die Zeilen mit den Spalten vertauscht,
so ist die Determinante der entstehenden Matrix gleich der Determinante der Ausgangs-
matrix.

Beweis. Es ist

|§2[n| = Z(lﬁ, /{32, ceey kn)alkla%...ankn (1)
P

Aus der Matrix (1) in 5. entsteht durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten die
Matrix

ai;r agy ... Qp1
12 A9y ... Ap2
A1p A2n ... Apn

Setzen wir ay; = by, (i,k =1,2,...,n), so ist

bi1 bz ... by
%n: b21 b22 cen b2n

bnl bn2 bnn
und damit

|§Bn| = Z(kh ko, ..., kn)b1k1b2k2~--bnkn
Py

Wegen aj; = b;;. gilt somit

|%n| = Z<k17 kQ? teey kn>ak11ak22'-~aknn
P,

wobei auch hier die Summation tiber alle n! Permutationen der Zahlen 1, 2, ..., n erfolgt.
Ersetzen wir die Summationsbuchstaben k1, ko, ..., k,, durch die Summationsbuchstaben
mi, Mo, ..., My, SO Ist

1B, =D (ma, ma, ooy M) Gy 1Gim2- -G (2)
P,
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Wir greifen einen beliebigen Summanden aus (2) heraus. Die Reihenfolge der reellen
Faktoren a;, 1, @my2, --.s Gm,n darf beliebig gewahlt werden. Daher ordnen wir diese
Faktoren so um, dass die ersten Indizes in der natiirlichen Reihenfolge 1,2, ..., n stehen.
Die Reihenfolge der zweiten Indizes sei kq, ko, ..., k. Dann ist

Ami1me2---Omyn = A1k A2ky---Ank,,
Da auBerdem nach Satz 15
sgn(ky, ko, ..., ky) = sgn(my, ma, ..., my)
gilt, ist
sgn(ma, Mo, ooy My ) Ay 1Qimg2- Ay, = SEN(K1, Koy ooy k) Q1 Q2ky - A,

Der rechts stehende Ausdruck tritt aber auch in der Summe (1) auf. Da beide Summen
die gleiche Anzahl von n! Summanden besitzen, sind alle Summanden und damit die
Summenwerte gleich, und es ist

ajp a2 ... Qin a1; a1 ... Qpl
21 A2 ... QA2p | | A12 G22 ... Q(p2
An1 Ap2 ... QApp a1 A2n ... Ann

womit der Satz bewiesen ist.

Nach Satz 1 sind also in Determinantensatzen Zeilen und Spalten gleichberechtigt. Wir
brauchen daher die folgenden Satze etwa nur fiir Zeilen zu beweisen.

Definition 8. Unter der zum Element a;; gehdrigen Unterdeterminante D;; einer qua-
dratischen Matrix 2,, versteht man die Determinante der Matrix, die aus 2(,, durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Es ist also
ail ... a1,5—-1 ayj+1 - A1n
| 11 e Gi—15-1 Gi—1 4541 .- Gi—1n
Dij -
Qi+1,1 oo Qi1 -1 G141 - Gitln
anl --- Qp, -1 Apj+1 - Ann

Nach der Leibnizschen Determinantenformel ist

1, ..., =1, 5+1, ... n
Dij = Pz:l sSgn ( ]‘Jl, . kj_l, k’j+1, ok ) CQlky - @i—1 k1 Qit 1,k -+ On ks,
(3)

wobei die Summation Uber alle (n — 1)! Permutationen der Zahlen 1,2,....,5 — 1,7 +
1,...,n erfolgt.
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Definition 9. Unter der zum Element a;; gehorigen Adjunkte A;; einer quadratischen
Matrix 21, versteht man die mit (—1)"*’ multiplizierte Unterdeterminante D;j, d.h., es
ist .

Ajj = (=1)" Dy
Satz 17. Werden in einer quadratischen Matrix die Elemente einer Reihe mit ihren

Adjunkten multipliziert und die Produkte addiert, so erhalt man die Determinante der
Matrix.

Beweis. Wir formen die Summe in (2) in 5. so um, dass wir zunachst die Summanden
zusammenfassen, die a;; als Faktor enthalten.

Da u.a. in jedem Summanden der Summe in (2) in 5. aus der i-ten Zeile von 2l,, genau
ein Element als Faktor vertreten ist, sind in den Summanden, die a;; als Faktor enthal-
ten, die Elemente a;9, a;3, ..., a;, nicht als Faktoren vertreten. Durch Ausklammerung
von a;; aus diesen Summanden erhalten wir eine Darstellung der Form

120, | = ainbi1 + Ry

wobei in Ry alle die Summanden vertreten sind, die a;; nicht als Faktor enthalten. In
bi1 sind keine Summanden vorhanden, die a9, a;3, ..., a;, als Faktoren enthalten. In
R fassen wir nun alle Summanden zusammen, die a;s als Faktor enthalten. Indem wir
diesen Faktor ausklammern, erhalten wir

|20,| = ai1bi1 + ajobie + Ry

wobei in Ry alle Summanden vorkommen, die weder a;; noch a;» als Faktor enthalten.
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir schlieBlich

a1 aiz2 ... Qip
120, =] ain a2 ... Gin | = anbi + abio + ... + Ginbin (4)
an1 Ap2 ... QApnp
wobei die b;1, b2, ..., b;, keine Elemente der i-ten Zeile von 2L, enthalten. Unterscheiden
sich daher zwei n-reihige Matrizen nur in den Elementen der i-ten Zeile, so stimmen
die b;1, bi2, ..., by, fur beide Matrizen lberein.
Ersetzen wir in der Matrix 2, die Elemente a;1, a;o, ..., a;, durch z1,x9, ..., z,, und

bezeichnen wir die so entstehende Determinante mit f(x1, z,...,x,), so gilt entspre-
chend

a1 a2 ... A1n
ai—11 Gi—1,2 --- Aj—1n
f(.%‘l, T2y ouny l‘n) = I o ... Tp | = Slilbil + :EQbiQ + ...+ .Inbm (5)
Ai+11 Gi+1,2 - Aitln
Qnl Ap2 Apn
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Setzen wir insbesondere
$1=...=33j,1=(), {Ejzl, {Ej+1=...=$n=0

so erhalten wir

ail ... ai,5—-1 Qa1; alj+1 - A1n
a;—1,1 - Aji—145-1 Ai—15 Ai—145+1 -+ Ai—1n
f(O,...,O,l,O,...,O)z 0 .. 0 1 0 .. 0 =bij
N——
j—1 Ait1,1 - Qipl-1 Qi1 QGiplj41 - Qitln
(0775 B Qp,j—1 Qpj An,j+1 - Apn,

Andererseits gilt fir (5) nach der Leibnizschen Determinantenformel

f(])l, T2y ouny In) = Z sgn(kl, k’g, “'kn)alkl"‘ai—lkiflmkiai+1ki+1“'a’nk)n
P’Il

Setzen wir wieder z,, = O firk; = 1,...,j—1,j4+1,...,nund x; = 1, so verschwinden in
der Summe diejenigen Summanden, fiir die k; # j ist, da in ihnen null als Faktor auftritt.
Wir brauchen daher in der Summe nur diejenigen Summanden zu beriicksichtigen, fiir
die k; = 7 ist.

Das bedeutet aber, dass wir nur iiber die Permutationen (&1, ko, ..., k,) zu summieren
brauchen, bei denen k; = j ist, d.h., die Zahl j an i-ter Stelle steht. Die Anzahl dieser
Permutationen betragt (n — 1)!. Da f(0,...,0,1,0,...,0) = b;; ist, gilt

b;i = sgn ’ ’ ’ ’ ’ ’ Qg i1 ke 1 Qi1 ks a
e lg—1 0k, +1,k1 «Unk,
J P;—j kla cey kifl) k) ki+17 ey kn ! ! i

Beriicksichtigen wir (2) in 4., so ist

i 1, .., -1, 7+1, ..., n
bi; = (—1)"" sgn B ’ T Sk Qi1 f Qi o et O,
J ( ) PZ g ( k,17 . ki717 ki+17 s kn > 1k 1k Qit1,ki11 kn
(6)

wobei die Summation Uber alle (n — 1)! Permutationen der Zahlen 1,2,....,5 — 1,7 +
1,...,n erfolgt. Vergleichen wir (6) mit (3), so folgt unter Beriicksichtigung von Defi-
nition 9

n—1

bij = (1) Dy = Aj
Folglich geht (4) tber in

a1 a12 ... Qip
il Qg ... Qin | = @Al + aipAio + oo F GinAin, (7)
Ap1 Ap2 ... Qapp
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Wegen Satz 16 gilt fiir die Spalten der Matrix 2l,, analog

ailr ... QA1 ... Qip

asy ... Q2; ... Q9p )
= a1 A + agi Ao + .+ aniAp (7")

Apl - Qpi .. Gpp

Man bezeichnet (7) bzw. (7') als die Entwicklung der Determinante nach der i-ten
Zeile bzw. i-ten Spalte. Beim Beweis der folgenden Satze werden wir haufig von (7)
bzw. (7') und in diesem Zusammenhang von der Tatsache Gebrauch machen, dass fiir
zwei n-reihige Matrizen, die sich nur in den Elementen einer Reihe unterscheiden, die
Adjunkten der Elemente dieser Reihe fiir beide Matrizen ibereinstimmen.

Satz 18. Die Determinante einer quadratischen Matrix multipliziert sich mit einer reellen
Zahl, falls man alle Elemente einer Reihe der Matrix mit dieser reellen Zahl multipliziert.

Beweis. Wir multiplizieren alle Elemente der i-ten Zeile von 2l,,, mit einer reellen Zahl
t. Durch Entwicklung nach der i-ten Zeile erhalten wir

a11
tail

anl

@12
taig

an2

Q1n
tCLin

ann

= (ta;1)Ain + (tai2) A + ... + (tain) Ain

= t(ainAin + aigAiz + ... + ainAin) =1

a11

a1

(02751

ai2

a;2

An2

Aufgabe 15. Man beweise Satz 18 mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel.

Satz 19. Bestehen alle Elemente der i-ten Reihe einer quadratischen Matrix aus zwei
Summanden, so ist die Determinante der Matrix die Summe der Determinanten zweier
Matrizen, wobei in der i-ten Reihe der ersten bzw. zweiten Matrix jeweils die ersten
bzw. zweiten Summanden stehen, wahrend die lbrigen Elemente der drei Matrizen
tbereinstimmen.

Beweis. Durch Entwicklung nach der i-ten Zeile erhalten wir

a1 aig ... A1n
a1 +bi1 az + b Qin + bin, | = (@i1 + bin)Ain + (aio + bi2) Aia + ... + (Gin + bin) Ain
an1 Ap2 ... Ay,

= (aﬂAﬂ + aiQAZ‘Q + ...+ CLmAin) + (bilAil + bilQAiQ 4+ ...+ bmAm)

Die erste bzw. zweite Summe stellt die Entwicklung der Determinante einer n-reihigen
Matrix 21,, bzw. B, nach der i-ten Zeile dar, wobei die Matrix b,, aus der Matrix
2,, dadurch entsteht, dass die Elemente der i-ten Zeile von 2, durch die Elemente
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

bi1, bi 2, ..., biy, ersetzt werden. Es ist also
a1 ai2 Qin aj;p a2 Qin ajp a2 Qin
a;1 + bzl ;2 + bz2 Qjn 1 bm = | a1 Q2 Qin, bu bz? bm
anl Ap2 Qpn Apl Ap2 Apn Qp1  Ap2 Qpn

Satz 20. Die Determinante einer quadratischen n-reihigen Matrix mit zwei gleichen
parallelen Reihen verschwindet.

Beweis flir Zeilen durch vollstandige Induktion nach n.
Der Satz gilt wegen Satz 7 fir n = 2. Wir zeigen, dass aus der Glltigkeit des Satzes
fur eine beliebige natiirliche Zahl n = k > 2 die Glltigkeit des Satzes fiir n = k + 1

folgt.

Es sei 21 eine (k+1)-reihige Matrix, in der die i-te und j-te Zeile (i # j) elementweise
ubereinstimmen. Wir entwickeln

a1 @12 aq,k+1

a1 079) Q5 k+1

|Q[k:+1| =1 aj-1,1 aj-12 Aj—1,k+1
aj1 a2 ajk+1

aj+1,1 Gj4+1,2 Aj+1,k+1

Ar+1,1 Ak+1,2 Af+1,k+1

nach der r-ten Zeile mit r # i, # j und erhalten

1| = ar1 A + a2 Ao + oo+ arpp1 Ar i

= (_1>r+1ar1Drl + (_1)T+2ar2Dr2 + ...+ (_1)r+k+1ar,k+lDr,k+l

Es sind D,1, D;s, ..., Dy ;41 Determinanten k-reihiger Matrizen, in denen jeweils zwei
Zeilen elementweise libereinstimmen. Nach Induktionsvoraussetzung ist D,y = D,s =
... = Dy 11 = 0 und damit |Aj41| = 0, womit der Satz bewiesen ist.

Aus Satz 18 und Satz 20 folgt unmittelbar die Verallgemeinerung von Satz 20:

Satz 21. Sind in einer quadratischen Matrix zwei parallele Reihen proportional, so ver-
schwindet ihre Determinante.

Satz 22. Werden in einer quadratischen Matrix die Elemente einer Reihe mit den ent-
sprechenden Adjunkten einer parallelen Reihe multipliziert und die Produkte addiert, so
erhalt man null.

Beweis. Wir ersetzen in 2, die Elemente der i-ten Zeile a;1,a;9, ..., a;, durch die

Elemente der j-ten Zeile aji,ajo, ..., ajn (1 # 7).
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Dabei erfahren die Adjunkten A;1, Ao,
Elementen der i-ten Zeile abhangig sind. Wegen (7) gilt dann

ai
@i—11
Cle

Q41,1

ajl

an1

aio
Aj—1,2
CLjQ
Aj41,2

CL]'Q

Apn2

ain
Aj—1,k+1
ajn

Ai41,k+1

ajn

Ann

.... Ain keine Anderung, da sie nicht von den

= aleil + CL]QAZ'Q + ...+ CLjnAnl (8)

Die linke Seite von (8) verschwindet aber nach Satz 20, und es ist somit
(i # j)

Satz 23. Die Determinante einer quadratischen Matrix bleibt unverandert, wenn man
zu einer Reihe ein beliebiges Vielfaches einer parallelen Reihe der Matrix addiert.

CleAil —+ a/jQArL‘Q + ...+ ajnAnl =0

Beweis. Wir addieren in 2(,, zur i-ten Zeile das t-fache der j-ten Zeile (i # j). Durch
Entwicklung nach der i-ten Zeile erhalten wir

ai a2 A1n

a;1 + ta:j; Qo + tCL.j; iy, + ta;;;
0,31 CLjQ ajn -
anl Ap2 Ann

= (ail -+ tajl)Ail + (aig + tCLjQ)AiQ 4 ...+ (CLm -+ tCL]'n)Ain
= (apnAi1 + aiglio + ... + ainAin) + t(a1An + ajolio + ... + ajnAin)

Die erste Summe hat wegen (7) den Summenwert |2,,|, wahrend die zweite Summe
wegen (9) verschwindet. Es ist also

a1 a2 A1n aii 12 Q1n
a1 Q2 Qip, a;1 + ta‘j.l. a2 + ta;j'2‘ Qipn + ta;r;
a1 ;o Ajn a1 ) A jn
Qpl1 Gp2 Qnn Qnl an?2 Ann

Satz 24. Die Determinante einer quadratischen Matrix wechselt ihr Vorzeichen, wenn
man zwei parallele Reihen der Matrix vertauscht.
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Beweis. Wir addieren in 21, zur i-ten Zeile die j-te Zeile (i # j), anschlieBend subtra-
hieren wir von der j-ten Zeile die i-te Zeile, und schlieBlich addieren wir zur i-ten Zeile
die j-te Zeile. Nach Satz 23 ist dann der Reihe nach

a11 a2 ... Qin a1 a2 ... Q1n
;1 Q2 ... Qip a;1 + a1 Q2+ a2 ... Qi + Gy
a1 a2 ... Qjp - 41 ajo ... QA jn
an1 QAp2 ... Qpp Qn1 ap2 ... Qnn
an a2 ... Ain a1 a2 ... G1n
a;1 + aj.l‘ ;9 + (IJQ e Qi+ Qg a;1 o - Qjn
- —a;1 —diz —Qin - —a;1 —Qi2 ... —0ip
Qn1 an2 ... Qnn Qn1 ap2 ... Qnn
Die Elemente —a;1, —a;o, ..., —a;, besitzen -1 als gemeinsamen Faktor. Auf Grund von

Satz 18 gilt damit

a1 aiz ... Qin ai;p aiz ... QAin
;1 A2 ... QAin aj1 A2 ... Ajp
a1 a2 ... Qjp ;1 A9 ... QAinp
Gp1 Ap2 ... Qdnp Gpl Ap2 ... Qanp

Aufgabe 16. Man beweise Satz 24 mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel.

37



7 Berechnung von Determinanten

7 Berechnung von Determinanten

Wir sind nun in der Lage, mit Hilfe der Satze in Abschnitt 6. Determinanten ohne allzu
groBen Rechenaufwand zu berechnen.

Die wichtigsten Hilfsmittel werden hierbei die Satze 23, 17 und 18 sein. Mit Hilfe von
Satz 23 konnen wir erreichen, dass in einer Reihe nur noch ein von null verschiedenes
Element auftritt. Entwickeln wir dann nach Satz 17 die Determinante nach dieser Reihe,
so verbleibt nur ein einziger Summand.

Damit haben wir die Berechnung der gegebenen Determinante n-ter Ordnung auf die
Berechnung einer einzigen Determinante (n — 1)-ter Ordnung zurickgefiihrt.
Wiederholte Anwendung dieses Verfahrens fiihrt schlieBlich auf die Berechnung einer
einzigen Determinante zweiter Ordnung.

Der Satz 18 ermoglicht insofern Vereinfachungen, als ein gemeinsamer Faktor aller Ele-
mente einer Reihe vor die Determinante gezogen werden kann. Treten in einer Reihe
Briiche auf, so kann man die Rechnung mit Hilfe dieses Satzes dadurch vereinfachen,
dass man alle Elemente dieser Reihe mit dem Hauptnenner und die Determinante zu-
gleich mit dem Kehrwert dieses Hauptnenners multipliziert.

Beispiel 14. Wir berechnen

19 _1 3
>3 45
D:4 20
12 -2
32 -35

Wir multiplizieren alle Elemente der ersten bzw. dritten Zeile mit 4 bzw. 3 und die
Determinante mit ﬁ Wir erhalten

2 4 -2 3
1123 45
D‘E46—203

32 -3 5

Durch mehrmalige Anwendung des Satzes 23 kénnen wir erreichen, dass in einer Reihe
nur noch ein von null verschiedenes Element auftritt. Um auch hier das Rechnen mit
Briichen zu vermeiden, formen wir zunachst so um, dass ein Element +1 oder -1 wird:
Wir subtrahieren von der ersten Zeile die vierte Zeile und erhalten

12 1 =2
1| 23 4 5
12 46 —20 3
32 -3 5

D =

Zur zweiten bzw. dritten bzw. vierten Zeile addieren wir das Doppelte bzw. Vierfache
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7 Berechnung von Determinanten

bzw. Dreifache der ersten Zeile:

-1 2 1 =2
1 0 7 6 1
12| 0 14 —16 —5
0 8 0 —1

D =

Die Entwicklung nach der ersten Spalte liefert

1 7 6 1
D = 1z 14 —-16 -5
8 0 —1

Zur ersten Spalte addieren wir das Achtfache der dritten Spalte:

L6
D=—7] -2 16 -5
0 0 -1

Die Entwicklung nach der dritten Zeile liefert

1
D ‘ 15 6’

~ 12| —26 —16

Die Elemente der ersten bzw. zweiten Zeile besitzen 3 bzw. -2 als gemeinsamen Faktor.
Wir erhalten

5
D__z‘ 13 8‘__7
Beispiel 15. Wir berechnen
a? (a+1)? (a+2)? (a+3)?
po |V @0+ (b+2)? (b+3)
A (e+1)? (c+2)? (c+3)?
d? (d+1)* (d+2)* (d+3)?

Von der vierten Spalte subtrahieren wir die dritte Spalte, anschlieBend von der dritten
die zweite Spalte und schlieBlich von der zweiten die erste Spalte:

a’> 2a+1 2a+3 2a+5
V¥ 2b+1 2b+3 2b+5
cc 2c+1 2¢+3 2¢+5
d> 2d+1 2d+3 2d+5

Abermals subtrahieren wir von der vierten Spalte die dritte und schlieBlich von der
dritten die zweite Spalte:

a? 2a+1 2 2

p_| b 2b+1 22
Tl 2041 2 2
d> 2d+1 2 2
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7 Berechnung von Determinanten

Da die dritte und vierte Spalte elementweise tibereinstimmen, ist nach Satz 20: D = 0.

Beispiel 16. Wir berechnen

a bbb b c
b a b b c b
b b a c b b
D=y b cab b
b ¢ b ba b
c bbb ba

Zur ersten Zeile addieren wir die restlichen Zeilen. Die Elemente der ersten Zeile erhalten
dann a + 4b + c als gemeinsamen Faktor. Es ist

1

D = (a+4b+c)

o oo o0 o
O "o

0O R o=

TR O o=
SIS S e
>N o o

b a

Subtrahieren wir von der zweiten, dritten, vierten, fiinften bzw. sechsten Zeile das b-
bzw. c-fache der ersten Zeile, so ergibt sich

1 1 1 1 1
0 a—0> 0 0 c—0>
0 0 a—b c—0b 0
0 0 c—b a—0» 0
0 c—0» 0 0 a—0»
0 b—c b—c b—c b—c a—

D= (a+4b+c)

0O Do oo

Die Entwicklung nach der ersten Spalte und die anschlieBende Entwicklung nach der
letzten Spalte liefert

a—b 0 0 c—0»
0 a—b c—0b 0
0 c—b a—"» 0
c—b 0 0 a—>»

D= (a—c)(a+4b+c)

Wir subtrahieren von der vierten Zeile die erste, und anschlieBend addieren wir zur
vierten Spalte die erste:

a—>b 0 0 a—2b+ec

0 a—b ¢c—0b 0
D=(a=c)latdb+c) 0 c—=b a—>b 0
c—a 0 0 0

Die Entwicklung nach der vierten Spalte und die anschlieBende Entwicklung nach der
ersten Spalte liefert

— _ )2 _
D= (a—c)*(a+4b+c)(a—2b+c) b oa—b

a—>b c—b‘
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8 Cramersche Regel

Damit ist
D = (a—c)?*(a+4b+c)(a—2b+ c)(a® — ¢ — 2ab + 2bc)
Aufgabe 17. Man berechne

5 7 5 6 ap aj aj
az

a4 a/4 CL4

a) A= b) B =

BTN N
© 00
W O =~
ot Ot Ot
—_ =
=)
[\ )
)
DN o

8 Cramersche Regel

Um uns die folgenden Uberlegungen zu vereinfachen, stellen wir zunachst die Aussagen
der Satze 17 und 22 zusammen:
Fir jede quadratische Matrix 2, gilt

|20, far j =1

ajAi + ajpdip + ...+ ajp A = { 0 fir j i (1)
und |Q[ | f“ . .
o flr j =1

a1j A1 + agjAg + ... 4 anjAp = { 0 fir j i (2)

Wir wollen nun wie in den bereits behandelten Fallen n = 2 und n = 3 untersuchen,
ob das lineare Gleichungssystem

a1171 + @122 + ... + a1y, = by
2171 + 22T + ... + 2,7y = bo (3)

an1T1 + apaTo + ... + QppTn = by,

von n Gleichungen mit n Variablen x1, xo, ..., x, unter der Voraussetzung, dass die
Determinante der Koeffizientenmatrix

ai;r a1z ... Qip
ao1 a92 ... 043

A, = " (4)
An1 Ap2 ... QApp

von null verschieden ist, eine Losung besitzt. Dabei heiBt ein n-Tupel von reellen Zahlen
x1, T, ..., T, €ine Losung von (3), wenn dieses n-Tupel allen n Gleichungen geniigt.

Angenommen, es sei 1,9, ..., x, eine Losung von (3). Wir multiplizieren die erste
bzw. zweite ... bzw. n-te Gleichung von (3) mit der Adjunkte Ay; bzw. Ay; ... bzw. A,;

und erhalten
(@111 + @192 + ... + a1p2,) A1 = b1 Ay,

(2171 + ag2T2 + ... + a9nxy)Ag; = b Ay, (5)

(anlxl + ApaTo + ... + annxn)Ani - bnAni
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8 Cramersche Regel

Addieren wir die linken und die rechten Seiten von (5) und ordnen dabei die linke Seite
nach x1, xs, ..., x,, so folgt

(a11A1; + a1 Ao + ... + a1 Api) w1 + (a1241; + aggAg; + ... + an2Api)za + ...
+ (a1341; + ag;Agi + ... + aniAni)xi + ... + (a1n A1 + a2 Ao + o + apnApi) Ty
= b1 Ay + baAg + ... + by Ay

Beriicksichtigen wir (2), so erhalten wir
|Q[n‘ cx; = b1 Ay + b2 As; + ..+ b, A (i: 1,2,...,7),)

Da nach Voraussetzung die Determinante von (4), die wir im Hinblick auf (3) als
Koeffizientendeterminante bezeichnen, von null verschieden ist, ergibt sich

biAy + byd; + o+ by Ay
py = A0 ‘;T + (i=1,2,..,n) (6)

Falls also das lineare Gleichungssystem (3) unter der Voraussetzung |2l,,| # 0 Gberhaupt
eine Losung besitzt, so ist die Lésung von der Form (6). Wir zeigen, dass (6) die Losung
von (3) ist.

Dazu setzen wir zunachst (6) in die linke Seite der k-ten Gleichung von (3) ein und
erhalten, wenn wir nach by, bo, ..., b, ordnen,

1
|2 |
+ by(ag1 Aoy + aro Aoy + ... + agpAan) + ...
+ b (ap1 Ag1 + ako Ak + ... + apnAin) + ..
+ bp(ar1Ant + aroApa + ... + appAny)]

ax1T1 + agaTa + ... + QppTy = [b1(ag1A1n + age A1z + ... + arnlin)

Beriicksichtigen wir (1), so folgt

1
a1 Ty + ApaTe + o+ Ay = ol by, - 2| = by
d.h., die k-te Gleichung ist erfiillt.
Da wir fiir k der Reihe nach die Zahlen 1,2, ..., n einsetzen kdnnen, haben wir gezeigt,
dass (6) die Losung des Gleichungssystems (3) ist.

Wir zeigen, dass sich auch der Zahler in (6) als Determinante n-ter Ordnung schreiben
lasst.

Ersetzen wir in der Koeffizientenmatrix (4) die Elemente der i-ten Spalte durch die
Absolutglieder des Gleichungssytems (3), so erhalten wir die Matrix

air ... ari—1 b oarig1 ... ai,
; asy ... a9;-1 b2 agi+1 ... A9
B = * e (7
anpl - Qpg-1 bn Ani+l  --- Qnp
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8 Cramersche Regel

Da die Matrizen (4) und (7) sich nur in den Elementen der i-ten Spalte unterscheiden,
stimmen in beiden Matrizen die Adjunkten der Elemente der i-ten Spalte (iberein.
Bezeichnen wir die Determinante der Matrix B() mit D, so erhalten wir durch Ent-
wicklung nach der i-ten Spalte

D; = b1 A1 + b2Ay + ... + b, A,

Da D; der Zahler von (6) ist, bezeichnet man D; als Zahlerdeterminante von x;. Es ist

also
D;

|24,
Dieses Ergebnis fassen wir in einem Satz zusammen, der als Cramersche Regel bezeich-
net wird.

T (1=1,2,....,m) (8)

Satz 25. Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von n Glei-
chungen mit n Variablen von null verschieden, so besitzt dieses Gleichungssystem genau
eine Losung.

Die Lésung erhdlt man, indem man die Quotienten (8), in deren Nenner die Koeffi-
zientendeterminante und in deren Zahler die entsprechende Zahlerdeterminante steht,
bildet.

Die Zahlerdeterminante von z; erhalt man, indem man in der Koeffizientenmatrix die
i-te Spalte durch die Absolutglieder des Gleichungssystems ersetzt und dann die De-
terminante bildet.

Aufgabe 18. Man untersuche, ob die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems

T1+ a0+ 23+ 274 =2
23:1—903:1
1'2—31'3:11

r3+xy4 =1

von null verschieden ist, und bestimme gegebenenfalls mit Hilfe der Cramerschen Regel
die Losung.

Verschwinden alle Absolutglieder in (3), so heiBt das Gleichungssystem homogen; ist
wenigstens ein Absolutglied von null verschieden, so heiBt das Gleichungssystem inho-
mogen. Alle Gleichungen des homogenen linearen Gleichungssystems

aj1xry + appxs + ... + appr, =0
ao1x1 + g9y + ... + aspr, =0 (9)

Ap1T1 + ApoTo + ... + appx, =0
von n Gleichungen mit n Variablen x1, xs, ..., x,, sind erfillt, wenn wir
T =Ty =a3=..=2, =0 (10)

setzen. Die Losung (10) bezeichnet man als die triviale Losung von (9).
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9 Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene

Satz 26. Ein homogenes lineares Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Variablen
besitzt stets die triviale Lésung.

Besitzt das System (9) neben (10) noch eine weitere Losung, in der also nicht alle
x; = 0 sind, so nennt man diese Lésung eine nichttriviale Losung von (9). In diesem
Fall sagt man, das System (9) ist nichttrivial lésbar.

Besitzt (9) dagegen nur die Losung (10), so sagt man, das System ist nur trivial l6sbar.
So besitzt beispielsweise das homogene lineare Gleichungssystem

r1+ 19+ 203 =0
521 + 319 + 8x3 =0
3%1 + 2$2 + 5I30

neben der trivialen Lésung 1 = 29 = x3 = 0 auch nichttriviale Lésungen wie etwa
r1 =1, 29 =1, 23 = =1 und 1 = =2, z9 = —2, x3 = 2. Der folgende Satz be-
antwortet die Frage, wenn ein homogenes lineares Gleichungssystem der Form (9) nur
trivial losbar ist.

Satz 27. Ist in einem homogenen linearen Gleichungssystem von n Gleichungen mit n
Variablen die Koeffizientendeterminante von null verschieden, so ist das Gleichungssys-
tem nur trivial losbar.

Beweis. Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, kdnnen wir die Cra-
mersche Regel anwenden. Da in jeder Zahlerdeterminante alle Elemente einer Spalte
null sind, verschwinden alle Zahlerdeterminanten, und somit ist

T :0,$2 :0,...,LL’3 =0

die einzige Losung des homogenen linearen Gleichungssystems, womit der Satz bewiesen
ist.
Der Satz 27 ist logisch aquivalent mit

Satz 28. Ist ein homogenes lineares Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Varia-
blen nichttrivial l6sbar, so verschwindet die Koeffizientendeterminante des Gleichungs-
systems.

9 Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene

In diesem Abschnitt wollen wir einige geometrische Anwendungen der Determinanten-
theorie behandeln.

Beispiel 17. Es seien (x1,y1), (72, 92), (73, ys) die kartesischen Koordinaten der Punkte
Py, P,, P;. Wir zeigen, dass

1 y1 1
F:§ T2 y21

r3 y3 1

die MaBzahl des Flacheninhalts des Dreiecks P, P, P; ist.
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9 Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene

YA

0 7 - E[ ¥
Abb. 1 und 2

Auf die Parallele zur z-Achse durch P fallen wir von Ps bzw. P, das Lot (Abb. 1 bzw.
Abb. 2). Den FuBpunkt bezeichnen wir mit A bzw. B. Setzen wir Z(AP,P3) = «,
Z(BPPy) = f3, so ist

1
F:§P1P2-P1P3-sin(oz—ﬁ)
Esist F > 0 bzw. ' < 0, je nachdem, ob das Vorzeichen von sin(a—f3) positiv (Abb. 1)
bzw. negativ (Abb. 2) ist. Im ersten bzw. zweiten Fall wird die Berandung des Dreiecks

in der Reihenfolge P, — P, — P53 im mathematisch positiven bzw. negativen Drehsinn
durchlaufen. Wenden wir das Additionstheorem der Sinusfunktion an, so erhalten wir

1

F = §P1P2 - Py P3(sin awcos B — cos asin 3)
1
= 5[(P1P2 cos B) (P Pssin ) — (P Py sin 3) (P Ps cos «)]

Wie wir aus Abb. 1 bzw. Abb. 2 entnehmen, ist PP, cos § = P/ B, P P3sina = APs,
P Pysin BBP,, PiP; = cosa = Py A und damit

1
F = (PiB- APy~ BPy- P A)

Da PPB=uxy—1xl, AP; =vy3 — 1, BP> =y — 11, PLA = x3 — x7 ist, erhalten wir
schlieBlich
1 1

Fr = Sl(@e—20)(ys—y1) = (e —y)(@s =] = Slz1(y2—ys) +2(ys—y1) +a3(y1—p2)]
(2)

In der eckigen Klammer steht die Entwicklung der in (1) auftretenden Determinante

nach der ersten Spalte, womit die Behauptung bewiesen ist.

Die Formel (1) ist leichter zu merken als die Formel (2).

Beispiel 18. Wir zeigen, dass zwischen den Winkeln «, 3,7 eines Dreiecks ABC' die
Beziehung
—1 cos~vy cosf
cosy —1 cosa |=0 (3)
cosff cosa  —1

besteht.
Fallen wir von C auf die Gerade durch die Punkte A, B das Lot (Abb. 3, Abb. 4),

so erhalten wir den FuBpunkt C}. Es ist, wenn wir die MaBzahlen der Langen der
Dreiecksseiten AB, BC, C' A mit ¢, a, b bezeichnen,
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~
Lo ]

" ..
i)

(v 4
Abb.3und 4 A 7 B A B G
AC| = bcos a, BCY = acos 3, c=AC, + BC; (Abb. 3)
bzw.
AC| = bcos a, BC1 = —acos 3, c=AC; — B(4 (Abb. 4)
und damit
c=acosf+bcosa (4)
Durch zyklische Vertauschung
a
b c

Abb. 5

bei der a in b, bin ¢, cin a und a in 3, B in 7, v in « Ubergeben, erhalten wir die
beiden anderen Gleichungen

a =bcosy+ ccosf : b= ccosa+ acosy (5,6)
Diese drei Gleichungen fassen wir in der Reihenfolge (5), (6), (4) zu

(=1)-a+cosy-b+cosf-c=0
cosy-a+(—1)-b+cosa-c=0 (7)
cosy-a+cosa-b+(—1)-¢c=0

zusammen. Das homogene lineare Gleichungssystem

—xr+cosy-y+cosf-z=0
cosy-x —y+cosa-z=0 (8)
cosy-r+cosa-y—z=0

von drei Gleichungen mit drei Variablen x,y, z besitzt wegen (7) das Tripel x = a,y =
b, z = c als Loésung.

Da nach Voraussetzung die Punkte A, B, C ein Dreieck aufspannen, ist somit a # 0,
b # 0, ¢ # 0 und das System (8) daher nichttrivial lésbar.

Nach Satz 28 muss also die Koeffizientendeterminante von (8) verschwinden, womit
(3) bewiesen ist.

Aufgabe 19. Man berechne unter der Voraussetzung, dass cos 45° und cos 60° bekannt
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sind, cos 75° mit Hilfe von (3).

Beispiel 19. Es seien P;(x1,y1), Pa(2,y2) zwei verschiedene Punkte und P(x,y) ein
beliebiger Punkt der Geraden durch die Punkte P;, P;.
Wir zeigen, dass zwischen den Koordinaten der drei Punkte P, P;, P, die Beziehung

z y 1
1y 11=0 (9)
To Y2 1

besteht.
Da die Punkte P(z,y), Pi(z1,y1), Pa(x2,y2) in einer Geraden liegen, ist F' = 0, und
es gilt wegen (1)
r y 1
|lz1 1 1|=0
2
re Yy 1

Hieraus folgt (9).

Wir wollen das Ergebnis (9) nochmals auf anderem Wege herleiten. Die Gleichung einer
Geraden lautet
ar +by+c=0 (10)

[nicht (¢ = 0 und b = 0)], wobei z,y die Koordinaten eines in der Geraden gelegenen
Punktes darstellen. Die Gleichung (10) muss erfiillt sein, wenn wir die Koordinaten von
P bzw. Py bzw. P, in (10) einsetzen:

xa+yb+1lc=0
ria+yb+1le=0 (11)
Toa +yob+ 1lc =10

Das System (11) ist ein homogenes lineares Gleichungssystem von drei Gleichungen mit
drei Variablen a, b, ¢, das wegen der Bedingung "nicht (¢ = 0 und b = 0)"nichttrivial
|6sbar ist.

Das bedeutet nach Satz 28, dass (9) gilt.

Im Anschluss an dieses Beispiel betrachten wir den Fall, dass umgekehrt fiir drei Punkte
P(z,y), Pi(x1,y1), Pa(z2,y2) mit P, = P, die Beziehung (9) gelte. Entwickeln wir
die Determinante nach der ersten Zeile, so erhalten wir

(y1 — y2)x + (v2 — 21)y + (T1y2 — y172) =0 (12)

Wegen Py(x1,11) # Pa(x2,y2) ist nicht zugleich x1 = x9, y1 = yo und daher ver-
schwinden in (12) nicht gleichzeitig die Koeffizienten y; — y2, 9 — 1. Damit ist (12)
und somit auch (9) eine Gleichung einer Geraden. Setzen wir in (9)

r=x1, Y=1n bzw. =29, Y=1Yo

so verschwindet in beiden Fallen die linke Seite, da jeweils zwei Zeilen elementweise
iibereinstimmen.
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9 Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene

Die Gleichung (9) wird also durch die Koordinaten der Punkte Pi(x1,41), Pa(x2,y2)
erfullt, d.h., es ist (9) eine Gleichung der Geraden durch die Punkte P, P,. In Verbin-
dung mit Beispiel 19 haben wir somit folgendes Ergebnis erhalten:

Satz 29. Der Punkt P(x,y) liegt in der Geraden durch die Punkte Py (x1,41), Pa(x2,y2)
genau dann, wenn gilt

r y 1

ry y1 1|=0

T Y2 1

Diese Gleichung heiBt Zweipunktegleichung der Geraden in Determinantenform. Sie
zeichnet sich durch Symmetrie aus und pragt sich daher besonders gut ein, ein Vorzug
der Determinantenschreibweise.

Von der Zweipunktegleichung der Geraden in Determinantenform gelangen wir zu der
aus der Schulmathematik bekannten Form, wenn wir in (9) folgende Umformungen
vornehmen:

Wir subtrahieren von der ersten bzw. dritten Zeile jeweils die zweite Zeile und erhalten

r—xr1 y—y1 O
T y1 1]=0
To—21 Yy2—y1 0

Die Entwicklung nach der dritten Spalte liefert
(v —yL)(z —a1) — (@ —21)(y2 — 1) = 0
Ist x1 # x9, so kénnen wir dies auch in der nicht ausnahmslos giiltigen Form

Y=y _Y2—u
r — T To — X1

schreiben.

Aufgabe 20. Man untersuche mit Hilfe der Determinantentheorie, ob die Punkte P;(1,2),
P5(2,3), P5(3,5) in einer Geraden liegen.

Es seien
amr+biy+c =0 , asx + boy +co =0

Gleichungen zweier Geraden gy, go. Geniigen die Koeffizienten aq, by, as, by der Bedin-
gung

a; by
as by

£0

so besitzt das Gleichungssystem

ar + by = —c1
asx + by = —cz

auf Grund der Cramerschen Regel genau eine Losung, d.h., die Geraden ¢, go haben
genau einen Punkt gemein. Wir fassen zusammen:
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9 Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene

(13) Ist
o by |70
so haben die Geraden
gi:ar+biy+c =0 : g2 i agx +boy +co =0
genau einen Punkt gemein.
Wir nennen zwei Geraden
g1:ax+biy+c =0 , g2 1 a2 +bay +co =0

parallel genau dann, wenn sie nicht genau einen Punkt gemein haben. Demnach sind
also zwei Geraden g1, go parallel genau dann, wenn sie entweder keinen oder mindestens
zwei und damit alle Punkte gemein haben.

Durch Kontraposition erhalten wir aus (13) die zu (13) logisch dquivalente Aussage:

(14) Sind die Geraden
gr:ax+biy+c =0 , go : asx + boy +co =0

parallel, so ist
ai b

a9 bQ =0

Wir zeigen, vgl. Abschnitt 1., dass (14) auch eine hinreichende Bedingung fiir die
Parallelitat von gy, go ist:

Wegen "nicht (a; = 0 und b; = 0)" bedeutet es keine Beschrankung der Allgemeinheit,
wenn wir annehmen, dass a; # 0 ist. Dann folgt aus (14) sofort by = 2.

Ferner gilt trivialerweise ay = Z—fal. Es ist as # 0, da sich anderenfalls as = by = 0 im
Widerspruch zu "nicht (a2 = 0 und by = 0)" ergeben wiirde. Da also

az a2 ai ai
a9 = —al,bg = 7b1 bzw. a1 = —ag, bl = 7[)2

ai ai az az
ist, gehen die Koeffizienten der Variablen in der zweiten bzw. ersten Geradengleichung
aus den entsprechenden Koeffizienten der ersten bzw. zweiten Geradengleichung durch
Multiplikation mit derselben von null verschiedenen reellen Zahl Z—f bzw. Z—; hervor.
Ist auch noch ¢, = Z—fcz bzw. ¢ = %02, so genligen die Koordinaten eines jeden
Punktes von ¢g; bzw. gy auch der Gleichung von gy bzw. g;.

Somit liegt jeder Punkt der Geraden g; auch in der Geraden g, und umgekehrt, die
Geraden ¢y, g2 sind also parallel.

Ist dagegen c; # 22c1, so gibt es keinen Punkt von g; bzw. gy, dessen Koordinaten
der Gleichung von g bzw. g; genligen. Die beiden Geraden ¢y, go haben keinen Punkt
gemein, d.h., sie sind ebenfalls parallel. Damit haben wir bewiesen:

Satz 30. Die Geraden

g1:amx+biy+c =0 ; g2 1 s + boy +c2 =0
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sind parallel genau dann, wenn a by =0 ist.
az by
Der Satz 30 ist logisch dquivalent mit
Satz 31. Die Geraden
g1:mx+bhy+c =0 ; g2 :agx + by +c2 =0
. . aq bl .
sind nicht parallel genau dann, wenn # 0 ist.
a9 b2
Beispiel 20. Es seien
a1r +biy+c =0 , asx + boy +co =0 , asr + bsy +c3 =0

Gleichungen der Seiten eines Dreiecks. Wir zeigen, dass die MaBzahl des Flacheninhalts
des von den drei paarweise nicht parallelen Geraden ¢, g2, g3 gebildeten Dreiecks

aq bl C1
a9 b2 Co
1 az b3 c3
F=- 15
2 aq b1 ) as bg ) as b3 ( )
as by as b3 ai by
ist.
i
& 91
Abb. 6 A 93 A

Mit P;(x;,y;) bezeichnen wir den Eckpunkt des Dreiecks, der g; gegeniiberliegt (Abb.
6). Da keine zwei Geraden parallel sind, ist nach Satz 31

ap by
as b3

ar b az bo
az by as b

£0

7&07

0,

Die Koordinaten von P; sind die Koordinaten des Schnittpunktes des Geradenpaars
g2, g3. Diese Koordinaten berechnen wir mit Hilfe der Cramerschen Regel, wobei wir
die Gleichungen von g5, g3 in der Form

asx + boy = —co
asx + bsy = —cs

schreiben. Es ist dann

—ca by ay —c

. —c3 b3 y as —c3
1= 1=

az by 7 az by

as bs as bs
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Fur die Koordinaten der restlichen Eckpunkte erhalten wir analog

—C1 b1 ar —C —C1 bl a; —C1
—C3 b3 as —Cg —C2 b2 as —Co
Ty= =, Y=, B3= o =
ap by |’ ap by |’ ap by |’ ar b
as b3 as b3 a9 bg a9 bg
Fihren wir die Matrix
aq b1 C1
a9 bz Co (16)
az by c3

ein, und bezeichnen wir die Adjunkten der Elemente a; bzw. b; bzw. ¢; mit A; bzw. B;
bzw. C;, so ist

. bg C | | —C2 b2 _ Gz C2 | | Q2 —C2 | a2 bg
A= ‘ by ¢z | ‘ —c3 by |’ b= ag c3 | |as —c3 |’ = as  bs
b a| | —a b |l oa|_ |a —a la b
A= ‘ by c3| | —c3 by |’ b= az ¢ | |az —cz |’ 2= az by
. b1 a|_ | —a bl _ ap ¢ | | a1 —C a1 b1
A3 N ‘ bg C2 N ‘ —C9 b2 ’ 33 N ay C2 N a9 —Co ’ 03 o as b2
und damit
Ay Ay As By By Bs
T = =, Ty = -, T3 = ) = = ) -
1 C, 2 Cy 3 Cs Y1 C, Y2 s Y3 Cs
Wegen (1) und Satz 18 gilt
A B
1 gﬁ gi 1 1 Ay By G4
F=3la ¢ Y=o O
é—; g—: 1 122231 A3 Bs Cs

Beriicksichtigen wir weiter Aufgabe 6, und beachten wir, dass

as bs
ar by

al bl
asz b3

Cy = —

ist, so erhalten wir schlieBlich (15).

Aufgabe 21. Man berechne die MaBzahl des Flacheninhalts des von den Geraden
gl:x+y—4=0, g2z —y+1=0, g3:x—2y—1=0

gebildeten Dreiecks.

Beispiel 21 . Es seien

a1x + by +c1 =0, asx + boy + co = 0, asr + bsy +c3 =10
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Gleichungen dreier Geraden g1, g2, g3, die einen Punkt gemein haben oder paarweise
parallel sind. Wir zeigen, dass

aq bl C1
a9 bQ Cy | = 0 ( 17)
az by c3

Soll Py(zo,yo) in allen drei Geraden liegen, so gilt
a1 + biyo +c1 =0, agxo + bayo + c2 = 0, asxo + bzyo +c3 =0
Diese drei Gleichungen besagen, dass das Zahlentripel
T=ro, Y=y, =1
wegen 2z # 0 eine nichttriviale Losung des homogenen linearen Gleichungssystems

o+ by +c1z2=0
asx + boy 4+ coz =0
asxr +bsy +c32 =0

von drei Gleichungen mit drei Variablen x,y, z ist. Nach Satz 28 verschwindet die
Koeffizientendeterminante dieses Systems, und es gilt somit (17).

Die Geraden g1, g2, g3 seien paarweise parallel. Dann ist nach Satz 30

a1 by |l ar b1 | a2 by _
a9 bQ o as b3 o as b3 =0 (18)
Wegen (18) ist dann
ai b1
b b b
as by o | =0 32 bg — Zl bl ’+0301 “ bl 0
as by cs 3 03 3 03 2

d.h., es gilt (17).
Hieran anschlieBend betrachten wir den Fall, dass umgekehrt fiir drei Geraden
g1: a1z + by +c1 =0, g2 : T + boy + c2 = 0, g3:a3r + b3y +c3=0

die Beziehung (17) gelte. In Analogie zu Beispiel 20 filhren wir die Matrix (16) ein. Fur
die weitere Diskussion unterscheiden wir die folgenden Fille:

Fall 1. Die Adjunkten Cy, Cy, C3 der Elemente ¢1, cg, c3 in (16) verschwinden nicht
gleichzeitig.
Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass C; # 0
ist. Da

ap by ¢

az by ¢ |=a1Ay +b1 By +c1Cy

az bz c3
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ist, gilt unter der Voraussetzung (17)
a1A + 0By +cCi =0

Multiplizieren wir weiter in der Matrix (16) die Elemente der zweiten bzw. dritten Zeile
mit den Adjunkten der ersten Zeile, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von Satz
22

CLQAl + bQBl + 0201 =0 y CL3A1 + bgBl + 6301 =0

Die drei Gleichungen fassen wir zu

CL1A1 + blBl + 6101 =0
CLQAl + bgBl + CQCl =0 (19)
azsAi; + b3By +c3C1 =0

zusammen. Da ¢; # 0 ist, folgt aus (19)

a1%+bl%+01 =0
CLQ%"‘bQ%"‘CQ =0
a3%+bg%+03 =0
Dies bedeutet, dass
A B
= a ,

Zo

eine Losung von
ar+biy+c1 =0
asx + boy +co =0
asy + bsy +c3 =0

ist, d.h., der Punkt Py(z,yo) liegt in allen drei Geraden ¢, g2, 3.

Fall 2. Esist C; = Cy = C3 = 0.

Dann ist auch
aq bl

az by

aq bl
asz b3

az by

as b3 =0

und nach Satz 30 sind somit die drei Geraden ¢, g2, g3 paarweise parallel.
Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Satz 32. Drei Geraden
g1 ax+biy+c =0, g2 axx + by + co = 0, g3:a3r +bsy +c3 =0
haben einen Punkt gemein oder sind paarweise parallel genau dann, wenn

al b1 C1
a9 bg Cy | = 0
az by cs

ist.
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10 Ebene affine Abbildungen

Der Satz 32 ist logisch dquivalent mit

Satz 33. Drei Geraden g1, g2, g3 haben keinen Punkt gemein und sind nicht paarweise
parallel genau dann, wenn

ar by

a9 bg Co 7&0

az by c3

ist.
Beispiel 22. Wir untersuchen die Lagebeziehung zwischen den Geraden
g :x—2y—2=0, go:x+2y—2=0, gs:2xr+y+1=0
Da
1 -2 =2 1 =2 =2

1 2 —2/=[0 4 0][=20#£0
2 1 1 2 1 1

ist, folgt aus Satz 33, dass die drei Geraden keinen Punkt gemein haben und nicht
paarweise parallel sind.

Aufgabe 22. Mit Hilfe der Determinantentheorie untersuche man fiir alle reellen Zahlen
A die Lagebeziehung zwischen den Geraden

gl:r+y+A=0, g+ Ny+ A2 =0, g3 Nr+y+ 22X =2\ =0

10 Ebene affine Abbildungen

In einer Ebene ¢ sei ein kartesisches xy—Koordinatensystem vorgegeben (Abb. 7).

Abb. 7

Der Punkt O heiBt Ursprung des Koordinatensystems und die Punkte E;, E5 heiBen
Einheitspunkte der Koordinatenachsen (Abb. 7). In dem linearen System

) = a1z + bixs + 1 (1)
{,U/Q = a9x1 + bQ,IQ )

seien die Koeffizienten a1, b1, c1, as, ba, co beliebige reelle Zahlen.
Fassen wir in (1) die x1, 25 und 2/, x5 als kartesische Koordinaten von Punkten P und
P’ von ¢ bzgl. desselben kartesischen Koordinatensystems auf, dann wird durch (1)
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10 Ebene affine Abbildungen

jedem Punkt P(z1,x2) von ¢ eindeutig ein Punkt P’(z],x5) von ¢ zugeordnet (Abb.
7).

Man sagt auch, (1) vermittelt eine eindeutige Abbildung der Punkte einer Ebene ¢ in
sich. Hierfiir sagt man auch kirzer, durch (1) erfolgt eine eindeutige Abbildung einer
Ebene in sich. Der Punkt P’ heiBt Bildpunkt von P, der Punkt P heiBt Originalpunkt
von P’

Die durch (1) definierte Abbildung wird auf Grund der besonderen Form der Gleichun-
gen von (1) auch als lineare Abbildung bezeichnet.

Wie das folgende Beispiel zeigt, kann es durchaus vorkommen, dass bei linearen Abbil-
dungen der Form (1) nicht jeder Punkt von ¢ einen Originalpunkt in € besitzt.

Beispiel 23. Durch
Ty =11 +ax2+1
xh =2x + 229 — 4

(2)

erfolgt eine eindeutige Abbildung einer Ebene ¢ in sich.

Wir bestimmen den Bildpunkt von A(1, —1) und untersuchen, ob der Punkt B(2, —1)
einen Originalpunkt in € besitzt.

Setzen wir in (2) fir z1, z2 die Koordinaten von A ein, so erhalten wir

=1+ (-1)+1=1 | ah=2-142-(-1)—4=—-4

Damit ist A’(1,—4) der Bildpunkt von A(1, —1).

Setzen wir in (2) fur 2!, 2!, die Koordinaten von B ein, so erhalten wir das lineare
Gleichungssystem (10) von 1., von dem wir schon gezeigt haben, dass es nicht I6sbar
ist.

Damit besitzt der Punkt B keinen Originalpunkt in ¢.

AnschlieBend stellen wir die Frage, ob es bei einer durch (1) definierten linearen Ab-
bildung einer Ebene ¢ in sich vorkommen kann, dass ein Punkt F' von £ mit seinem
Bildpunkt F” zusammenfallt.

Ein Punkt mit dieser Eigenschaft heiBt Fixpunkt der Abbildung. Die Koordinaten x1, zo
von F' missen wegen der Forderung

F(xhx?) - F/(xll’x/Z)

der Bedingung
1 = a171 + bixe + 1
To = X1 + boxo + ¢

geniigen. Dieses lineare Gleichungssystem bringen wir auf die Form

(@ — )z + bz = —4 3)
as2x1 + (bz - 1)352 = —C2

Je nachdem, ob das System (3) lésbar ist oder nicht, besitzt die durch (1) definierte
Abbildung von ¢ in sich Fixpunkte oder nicht.
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Beispiel 24. Wir untersuchen fiir alle reellen Zahlen A, ob die durch

i = A+ 1)z + Ny — 1
xh=Ar1+ A+ 1xg — 1

(4)

definierte lineare Abbildung von ¢ in sich Fixpunkte besitzt, und bestimmen gegebenen-
falls alle Fixpunkte dieser Abbildung. Das Gleichungssystem (3) lautet im vorliegenden
Beispiel

2. _
)\:c1+)\:(;2—1} (5)

Ax1 + Ay =1
Es ist Nt
D:‘ A A

die Koeffizientendeterminante von (5), und es gilt
D =) (1-))
Fir die weitere Untersuchung unterscheiden wir die folgenden Falle:

Fall 1. Fiir alle reellen Zahlen ), die der Bedingung A # 0 und A\ # 1 geniigen, ist
D # 0. Das Gleichungssystem (5) besitzt dann die eindeutig bestimmte Losung
1

TL= , 12=0

Also ist F’ (%,O) der Fixpunkt der Abbildung (4).

Fall 2. Ist A =1, so ist neben D = 0 auch Dy = 0 und Dy = 0. Auf Grund von Satz 1
besitzt das Gleichungssystem (5) dann eine einfache unendliche Lésungsmannigfaltig-
keit.

Demnach gibt es unendlich viele Fixpunkte F'(z1,x2). Die x-Koordinate 1 und die
y-Koordinate x5 dieser Fixpunkte genligen wegen x1 4+ xo = 1 der Gleichung

r+y—1=0

Das ist die Gleichung einer Geraden g. Alle Punkte dieser Geraden sind Fixpunkte der
Abbildung (4). Die Gerade g heiBt daher Fixgerade der Abbildung.

Fall 3. Ist A = 0, so ist das Gleichungssystem (5) nicht lésbar, da die Absolutglieder in
(5) nicht verschwinden. Die Abbildung (4) besitzt dann keinen Fixpunkt.

Im folgenden setzen wir stets voraus, dass die Koeffizienten ay,by,as,bs in (1) der
Bedingung

ar by

‘Q[2|: as by

70 (6)
geniigen. In (2) ist diese Bedingung nicht erfillt.

Wir beweisen, das unter der Voraussetzung (6) bei einer durch (1) definierten eindeu-
tigen Abbildung von ¢ in sich auch jeder Punkt von e genau einen Originalpunkt in ¢
besitzt:
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Es sei Q(x), ) ein beliebiger Punkt von ¢. In (1) dirfen wir dann ), 2, als bekannt
voraussetzen. Schreiben wir (1) in der Form

/
a1xr1 + blxg =T —C (7)
asx1 + boxy = :L‘/Q — C9

so besitzt das lineare Gleichungssystem (7) wegen (6) auf Grund der Cramerschen
Regel genau eine Losung, d.h., zum Punkt Q(z,x)) von ¢ existiert in £ genau ein
Originalpunkt P(x1,z3), womit die Behauptung bewiesen ist.

Auf Grund des soeben Bewiesenen sagt man auch, (1) vermittelt im Fall |20;] # 0
eine umkehrbar eindeutige Abbildung einer Ebene auf sich. Eine durch (1) definierte
Abbildung einer Ebene in sich heiBt affin oder eine Affinitat, wenn |2As| # 0 ist.
Damit vermittelt also eine durch (1) definierte Affinitdt eine umkehrbar eindeutige
Abbildung einer Ebene auf sich.

Wir beweisen den

Satz 34. Bei einer durch (1) definierten Affinitat von ¢ auf sich

a) gehen Geraden in Geraden iber,

b) gehen parallele (nicht parallele) Geraden in parallele (nicht parallele) Geraden iber,
c) geht der Mittelpunkt einer Strecke in den Mittelpunkt der Bildstrecke iber,

d) ist die MaBzahl des Flacheninhalts des Bilddreiecks gleich dem Produkt aus |2d5| und
der MaBzahl des Flacheninhalts des Originaldreiecks.

Beweis von Satz 34 a. Es sei (10) in 9. die Gleichung einer Geraden g in € und P(x1, z2)
ein beliebiger Punkt von ¢g. Dann erfiillen die Koordinaten von P diese Gleichung, d.h.,
es gilt

ary +bry+c=0 (8)

Wir untersuchen, welcher Relation die Koordinaten des Bildpunktes P’'(x), ) gentgen.
Wegen (6) folgt aus (7)

/
i —c b
1— ¢ 01
/ / /
. Ty — Co by box] — bacy — by, + bico
1 p— pu—
2| |2Ls|
/
ap rp—C
. as ThH—cy a1y — ayco — asxy + asey
2 p—

B 2%
Setzen wir dies in (8) ein, so erhalten wir nach Multiplikation mit |2s]
a(baxy — bacy — biwy + bica) + b(alxh, — ajce — agx| + ascr) + ¢[Aa| =0
Ordnen wir die linke Seite nach z/, 2}, so folgt
(abg + bag)z| + (bay + aby)xh + a(bicy — bacy) — bajce — ager) +¢|A| =0 (9)

Mit Hilfe von Determinanten lasst sich (9) in der tbersichtlichen Form

a b a; b @ boc
! 1 1 /
b =
ay by x, + 0 b To+|a b 0
a9 b2 Co
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schreiben. Dies besagt, dass die Koordinaten 2/, 5, des Bildpunktes von P(z1,x2) der
Gleichung

a b a; b a boc
x + LA r+|la by ¢4 ]=0 (10)
a9 b2 b b
a2 02 C2

gentigen. Wir zeigen, dass (10) Gleichung einer Geraden ¢’ ist:
Angenommen, es gelte

a b
a9 b2

ap by

=0 und 0 b

=0 (11)

Wegen "nicht (a = 0 und b = 0)" bedeutet es keine Beschrankung der Allgemeinheit,
wenn wir a # 0 voraussetzen. Dann folgt aus (11)

b b
by = —ay ; by = —ay
a a
und es ist dann ;
a; b a; a
’Ql2| _ 1 1 _ 7 1 1 _ 0
az by a| a2 a2

im Widerspruch zur Voraussetzung (6). Demnach muss unsere Annahme (11) falsch
gewesen sein. (10) ist also Gleichung einer Geraden ¢'.

Durchlauft nun P(xy,x9) alle Punkte von g, so liegen die zugehorigen Bildpunkte in
der Geraden ¢'.

Wir zeigen noch, dass jeder Punkt von ¢’ auch einen Originalpunkt in g besitzt. Es sei
P'(x}, x4) ein beliebiger Punkt von ¢’, d.h., es gelte (9). Setzen wir (1) in (9) ein, so
erhalten wir durch Zusammenfassen

a(a162 — blag)xl —+ b(albg — blag)ﬂfg + C|2[2| =0

Hieraus ergibt sich durch Multiplikation beider Seiten mit dem Kehrwert von |2y]
unmittelbar (8), d.h., die Koordinaten des Originalpunkts geniigen der Gleichung von
g. Die Gerade ¢’ heiBt Bildgerade von g.

Beweis von Satz 34b. Es seien

nmr+qy+r=0 p2r+qy+ry=0
Gleichungen zweier Geraden g1, go und

nrtay+ri=0 . phrt+gy+ry=0
Gleichungen der Bildgeraden ¢/, g5. Auf Grund von (10) gilt dann

aq b1
P ¢

p1 @1
a9 b2

P2 G2
a9 bQ

aq bl‘
92 92

N~

Pl = : qQ = . Dh= : q
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Wir untersuchen, welche Lagebeziehung zwischen den beiden Bildgeraden ¢}, g5 be-
steht. Nach Satz 30 bzw. Satz 31 missen wir dazu die Determinante

/ /
\ noa \ (12)
Pa 45

berechnen. Es ist
P4
‘ p’; qé | = Pigy — 1Py = (P1b2 — qraz)(a1g2 — bip2) — (a1q1 — bip)(p2ba — gaa2)
= a1bap1p2 — a1a2q1g2 — b1bap1p2 + a2bipaq
= —a1bapaqr + D1bopipa + ar1axq1q2 — abipige
= P1Q2(a1bz - azbl) - p2Q1(a152 - azbl) = (p1QZ - p2Q1)(ale - a2bl)

:’pl q1 ap by
P2 q2 az by

Wegen (6) ist der zweite Faktor der rechten Seite von null verschieden. Daher ver-
schwindet (12) genau dann, wenn

‘Pl q1
P2 42

verschwindet, d.h., die Geraden ¢/, g5 sind parallel genau dann, wenn die Geraden g1, go
parallel sind, womit Satz 34b bewiesen ist.

Beweis von Satz 34c. Es sei M (21, z2) der Mittelpunkt einer Strecke PQ mit P(z1, x2)
und Q(y1,y2). Zwischen den Koordinaten von M und P, ) besteht bekanntlich der

Zusammenhang

r1+ Y1 T2 + Yo
21 = 2 5 Zo = 2

Auf Grund von Satz 34a liegen die Bildpunkte von P, ), M wieder in einer Geraden,
und wegen (1) gilt

(13)

/

T = a1 + blIg + 1
14

xh = asxy + boxa + } (14)
Yy = ay1 +biya + } (15)

r_
Yo = agy1 + baya + c1

2= b

! - a1?1 + b122 + 1 (16)
29 = U271 + ngz +

Der Mittelpunkt der Bildstrecke P'Q)" hat die Koordinaten xﬁ;yi und “"IQ‘QH/Q. Wegen
(14) und (15) ist

)+ v a1 + bixa+c1 +a1y1 + biya + ¢ Tty To + Y2
= =m + by +c
2 2 2 2
$/2 —er/Q Q21 ~+ boxo + co + agy1 + boyo + co ity T2 + Y2
2 2 Shy e byt
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10 Ebene affine Abbildungen

Beriicksichtigen wir (13) und (16),

so erhalten wir

CC/+ /
12y1:alzl+blzg+01:zi
Ay
22y2:(1221—|—b222—|—02:2’é

d.h., der Mittelpunkt der Bildstrecke fallt mit dem Bildpunkt des Mittelpunkts der
Originalstrecke zusammen, womit Satz 34c bewiesen ist.

Beweis von Satz 34d.

Es seien P(x1,x2), Q(y1,v2), R(z1,22) die Eckpunkte eines Dreiecks PQR. Dann
ist die Bildfigur P'Q'R’ mit P'(z),2)), Q' (v, v5), R'(21,25) auf Grund des bereits
Bewiesenen ebenfalls ein Dreieck. Die MaBzahl des Flacheninhalts des Dreiecks PQR

bzw. P'Q)'R’ ist wegen (1) in 9.

Ty wo 1 ) b 1
FPQR = 5 Y1 Y 1 bZW. FP’Q’R’ = 5 yi yé 1
/ /
21 2 1 21 %9 1
Beriicksichtigen wir (14), (15), (16), so gilt
a1x1 +bixo + 1 asxy + boxs + 9 1
Fpor =< | aiy1 +biya +c1 agyr +baya +co 1
a1z1 + b1z2 +c1 agzy + b222 + 9 1
Mehrmalige Anwendung von Satz 19 liefert
1 a1xr1 a2 1 a1 b2332 1 a1xr1 Co
Fpogr = 5 || Gy axtn L+ | ayr baya 1|+ a1y ¢
a1z1 asz 1 a1z1 bazeg 1 a1z1 €9
blfﬁg 91 1 b1$2 b2$2 1 blfL'Q (&) 1
+| bwy2 agyr 1|+ | biyz bayo 1|+ | biy2 o 1
b12’2 a9z 1 b1z2 bQZQ 1 blzg Co 1
C1 a2 1 C1 bgl‘g 1 C1 Co 1
+lc ayy 1|+|ca by 1|+ o 1
C1 a9z 1 C1 bQZQ 1 C1 C9 1
Die Anwendung der Satze 18 und 20 ergibt
1 r1 X9 1 r2 11 1
Fpopr = 3 atbay| y1 Y2 1| +biaz| y2 1 1
21 2 1 29 21 1
Beriicksichtigen wir Satz 24, so erhalten wir
1 1 T2 1
Fpor = §(a1b2 —brag)| y1 Y2 1
21 22 1
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10 Ebene affine Abbildungen

Damit gilt
Fpor = || Fpqr (17)
womit Satz 34d bewiesen ist.
Beispiel 25. Wir untersuchen, in welche Bildfigur die affine Abbildung
=11 +r+1 , Ty = 271 + T3 — 2 (18)

von ¢ auf sich das Quadrat ABC'D mit A(0,0), B(1,0), C(1,1), D(0,1) dberfiihrt.

Da auf Grund von Satz 34b parallele Geraden in parallele Geraden iibergeben, ist die
Bildfigur A’B’C'D’ ein Parallelogramm. Die Eckpunkte der Bildfigur berechnen wir
mit Hilfe von (18) und erhalten A’(1,—-2), B'(2,0), C'(3,1), D'(2,—1). In Abb.8 sind
Original- und Bildfigur eingezeichnet.

Abb. 8

Wie aus Abb. 8 hervorgeht, wird durch (18) das Quadrat ABC'D in das Parallelogramm
A'B'C'D’ uberfihrt, das weder orthogonale noch gleichlange Seiten hat.

Die durch (18) definierte Affinitat lasst also von den Eigenschaften des Quadrats
ABCD lediglich die Parallelogrammeigenschaften unverandert.

Aufgabe 23. Gegeben sei die Affinitat

Ty =311+ 12+ 1 , Th =11+ 23+ 2

von ¢ auf sich.
a) Zu den Geraden g1, g2, g3 von Aufgabe 21 ermittle man Gleichungen der Bildgeraden

/ / /
gigi’ %?gm in Aufgabe 21 gegebenen Dreieck berechne man die MaBzahl F’ des Fla-
cheninhalts des Bilddreiecks.
Aufgabe 24. Man untersuche, in welche Bildfigur die lineare Abbildung
Ty =11+ 2w9 — 2 , Th =11+ 29+ 4
von ¢ auf sich das Trapez ABC'D mit A(0,0), B(3,0), C(2,2), D(0,2) dberfiihrt.

Aufgabe 25. Man untersuche, in welche Bildfigur die affine Abbildung

1

/
T = X1+ -T2

2

1
2

)

/
Lo

1

= 7&1 — S22

4

1
4
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10 Ebene affine Abbildungen

von ¢ auf sich den Kreis k& mit der Gleichung 2% + y? = 1 iiberfiihrt.

Satz 35: Es seien P(x1, z2), Q(y1,vy2), R(z1, 22) bzw. P'(x), z}), Q' (v}, v5), R (21, 25)
je drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte einer Ebene . Dann gibt es genau eine
affine Abbildung von ¢ auf sich, die das eine Punktetripel in das andere Punktetripel
iberfihrt.

Beweis. Das System (1) muss erfillt sein, wenn wir die Koordinaten von P und P’ bzw.
Q und @' bzw. R und R’ in (I) einsetzen:

xria1 + Igbl + 161 = .CCII
T1a9 + Toby + 1cg = JJIQ
a1 + yoby + 1oy = v
Y10z + Yaba + 1cg =
zia1 + Zzbl + 101 = Zi
z1a9 + 29boy + 1cy = Zé

(19)

Das System (19) ist ein lineares Gleichungssystem von sechs Gleichungen mit sechs
Variablen aq, by, ¢q, as, by, co. Da die Variablen aq, b1, cq bzw. as, by, co jeweils nur in
der ersten, dritten, fiinften bzw. in der zweiten, vierten, sechsten Gleichung von (19)
auftreten, konnen wir die weitere Untersuchung von (19) auf Losbarkeit getrennt an
den beiden Systemen

xriay + xgbl + 101 = I'/l xria9 + Q?ng -+ 162 = [13’/2
yra1 + y2b1 + ley = 3 und y1ag + yaba + leg = yy (20,21)
z1a1 + 29b1 + 1eg = Zi z109 + z29boy + 1cg = Zé

vornehmen. Da nach Voraussetzung die Punkte P, ), R nicht in einer Geraden liegen,
gilt auf Grund von Satz 29

1 T2 1
1 y2 1]#0 (22)
21 <2 1

d.h., die Koeffizientendeterminante des Systems (20) bzw. (21) ist von null verschie-
den. Demnach besitzt das System (20) bzw. (21) auf Grund der Cramerschen Regel
genau eine Losung aq, by, 1 bzw. ag, by, co, d.h., in (1) sind die Koeffizienten aq, by, 1,
as, by, co eindeutig bestimmt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 25 von null verschieden ist.

Da nach Voraussetzung die Punkte P, Q, R bzw. P’,Q)’, R nicht in einer Geraden lie-
gen, gilt F'pgr # 0 und Fpgpr # 0. Aus (17) folgt dann |203| # 0, womit der Satz
bewiesen ist.

Beispiel 26. Bei einer affinen Abbildung von ¢ auf sich werden die Punkte P(—1,0),
Q(1,2), R(2,1) auf die Punkte P'(—3,—2), Q'(3,4), R'(4,3) abgebildet. Wir bestim-
men den Bildpunkt von A(1,1).

Zunachst mussen wir in (!) die unbekannten Koeffizienten ermitteln. Die Gleichungs-
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10 Ebene affine Abbildungen

systeme (20) und (21) lauten im vorliegenden Beispiel

—a1 + ¢ = -3 —a2+02:—2
a1 +2b14+c¢1 =3 und aog + 2by +co =4
201 +b1 +c1 =4 2a9 + by +c9 = 3

Das erste bzw. das zweite Gleichungssystem besitzt die eindeutig bestimmte Losung
ag=2, b=1 ¢ =-1 bzw. as =1, by =2, co=-1
Damit nimmt (1) die Gestalt
Ty =2w + 10— 1 , Th =11+ 21— 1 (23)

an. Setzen wir in (23) die Koordinaten von A ein, so erhalten wir den Bildpunkt A’(2,2).

Aufgabe 26. Bei einer affinen Abbildung von ¢ auf sich werden der Ursprung O eines
kartesischen Koordinatensystems und die Einheitspunkte F;(1,0), E5(0,1) der Koor-
dinatenachsen auf die Punkte O'(1,0), E{(0,1), E5(0,0) abgebildet.

Zu der Geraden g mit der Gleichung x — y + 1 = 0 gebe man eine Gleichung der
Bildgeraden ¢’ an.
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11 Lésungen der Aufgaben

11 Losungen der Aufgaben

2'6191)11412 + a9 Az + az1Asy =

= a11(a23a31 - a21a33) + a21(a11a33 - a13a31) + @31(CL13G21 - a11a23) =0

3. a) a11A11 + a1 A = ajnage + az(—az) = |As|

a19A19 + asnAgy = Cl12(—a21) + asai; = |Ql2|

b) a11A12 + a9 Az = ay1(—ag) + agia;n =0
a12A11 + a92A21 = aj2a99 + az(—ajz) =0

— -8
B = (a+ 2b)(a — b)*

c) C = (a+b+c)(ab+ bc+ ca —a®> — b* — ) = 3abc — (a® + b3 + 3)
5. Esist f(z) =2, d.h. der Grad der Polynoms ist null.

6.
|§l3| = A11(A22A33 - A23A32) - A12(A21A33 - A23A31) + A13(A21A32 - A22A31)
= All[(alla33 - G13a31](@11(122 - al2a21) - (a11a32 - a12a31](a11a23 - a13a21)]
+ A12[(a12a33 - a13a32](a11a22 - a12a21) - (a11a32 - a12a31](a12a23 - a13a22)]
+ A13[(a12a33 - a13a32](6l11a23 - a13a21) - (G11G33 - a13a31](a12a23 - a13a22)]
= All((l%1@22@33 — (11012021033 — 411013022031 — a%1a23a32 + aijjaizaziasz + a11a12a23a31)
+ Apa(ariaizagsass — a%2(121a33 + a12a13a21a32 — A11G12023032 + a$2a23a31 — (12013022031)
+ Ajz(—a12a13a21a33 — aj1aizagsase + a?3a21a32 + a11a13022a33 + A12a13G23031 — a?3agga31)
= A11(a%1A11 + anaigdiz + anjaizAig) + A12(a%21412 + anaigAi + ajaizAis)
+ A13(G?3A13 + anaizAi + apaizAia)
= a?lAfl + (I%QA%Q + CL%3A%3 + 2@11@1314111413 + 2@12@13A12A13 + 2&11&12A11A12
= (a1 A + a12412 + a13A13)2 = \913’2

7. Es lassen sich P(1,3,5,7,9) = 5! = 120 verschiedene fiinfstellige Zahlen bilden.

8. Es lassen sich P(0,1,2,3)— P(1,2,3) = 4!—3! = 18 verschiedene vierstellige Zahlen
bilden.

9. In der Aufstellung sind die Permutationen nach Spalten geordnet:

(1,2,3,4),(2,1,3,4),(3,1,2,4), (4,1,2,3), (1,2,4,3),(2,1,4,3),(3,1,4,2), (4, 1,3, 2),
(1,3,2,4),(2,3,1,4),(3,2,1,4), (4,2,1,3), (1,3,4,2), (2,3,4,1), (3,2,4,1), (4,2,3, 1),
(1,4,2,3),(2,4,1,3),(3,4,1,2), (4,3,1,2),(1,4,3,2), (2,4,3,1), (3,4,2,1), (4,3,2,1)

10. Bei lexikographischer Anordnung der Permutationen ist die 1. Permutation: (1,2, 3,4, 5).
Die 1 steht bei 4! = 24 Permutationen an erster Stelle. Damit ist die 25. Permutation:
(2,1,3,4,5).

Die Zahlen 2 und 1 stehen bei 3! = 6 Permutationen an erster bzw. zweiter Stelle.
Demnach ist die 31. Permutation : (2,3,1,4,5).
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11 Lésungen der Aufgaben

Bei ebenfalls 3! = 6 Permutationen stehen die beiden Zahlen 2 und 3 an erster bzw.
zweiter Stelle. Damit ist schlieBlich die 37. Permutation: (2,4,1,3,5).

11. Bei lexikographischer Anordnung der Permutationen steht an

1. Stelle: (1,2,3,4,5,6) , 121. Stelle: (2,1,3,4,5,6) , 241. Stelle: (3,1,2,4,5,6)

265. Stelle: (3,2,1,4,5,6) , 271. Stelle: (3,2,4,1,5,6) , 277. Stelle: (3,2,5,1,4,6)

12.
sgn(1,2,3,4) = +1,sgn(2,1,3,4) = —1,sgn(1,2,4,3) = —1,sgn(2,1,4,3) = +1,
sgn(1,3,2,4) = —1,sgn(2,3,1,4) = +1,sgn(1,3,4,2) = +1,sgn(2,3,4,1) = —1,
sgn(1,4,2,3) = +1,sgn(2,4,1,3) = —1,sgn(1,4,3,2) = —1,sgn(2,4,3,1) = +1,
sgn(3,1,2,4) = +1,sgn(4,1,2,3) = —1,sgn(3,1,4,2) = —1,sgn(4, 1, 3,2) = +1,
sgn(3,2,1,4) = —1,sgn(4,2,1,3) = +1,sgn(3,2,4,1) = +1,sgn(4,2,3,1) = —1,
sgn(3,4,1,2) = +1,sgn(4,3,1,2) = —1,sgn(3,4,2,1) = —1,sgn(4,3,2,1) = +1.

13. A= sgn(l, 2, ceey n)anagg...ann = a11022...0np,

14. Sind alle Elemente einer Reihe von 2, null, so verschwindet die Summe in (2) in
5., da in jedem der n! Summanden null als Faktor auftritt. Damit ist [ = 0.

15. Es ist

a1l a2 Q1n
taj tap tam | =Y Posgn(ky, ko, ..., kn)aig, G2k, ... (taik,) . -Gng,
ap1  Aap2 Ann
a1l a2 G1n
= tz Pn Sgn(lﬂ, ]{32, ey kn)alklagkz...miki...ankn =1 a;1 a9 (0779
an1 Qp2 Ann
16. Es ist
a11 a2 Q1n
a;1 a2 Qin,
e | = Z Pn sgn(k’l, ]{?2, ]C“ ceey k’j, ceey k’n)alkl...aiki...ajkj...ankn
ajl Clj2 ajn
an1 Gp2 Qnn
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11 Lésungen der Aufgaben

und
ajp a2 ... Qin
a1 az2 ... Qjp
= Z Pn sgn(kl, kg, ---kja RPN ki7 ceey kn)alkl...ajkj...aiki...ankn
a;1 A2 ... Qin
an1 Ap2 ... QApp

Da die Reihenfolge der Faktoren des Produkts aig,...a;k,...ajk;...ank, beliebig gewahlt
werden kann, ist

alkl...aiki...ajkj...ankn = alkl...ajkj...aiki...ankn

In den beiden Permutationen (ki, k2, ...ki, ..., kj, ..., ky) und (ki, ko, ...kj, ... ki, .y k)
sind zwei Zahlen miteinander vertauscht. Das bedeutet nach Satz 14, dass

Sgﬂ(k?l, kQ, l{?z, cey ]Cj, cey kn) = — sgn(kl, kg, ...kj, ey ki, ceey kn)
ist. Demnach gilt

sgn(k‘l, ICQ, ]{l, ceey /fj, ceey kn)alkl...aiki...ajkj...ankn =
— sgn(kl, k?g, ...kj, ey ki, ceey kn)alkl...ajkj...aiki...ankn

und somit
a1 aiz2 ... Qip a1 aiz2 ... Qip
a;1 A2 ... Qgip a1 a2 ... Qjp
aj1 Q52 ... Qjn ;1 A2 ... QAin
an1 Ap2 ... Qpp an1 QAp2 ... Qpp
17.a) A =50
b)
1 0 0 0
2
B 1 as—ay; ag(az —ay) aj(as — ay)
— 2
1 az—a; ag(az—ayr) a3(as—ay)
2
1 ags—a; aqag —ay) aj(ag —aq)
a9 a%
2

= (a2 — a1)(az — a1)(as — a1)

0
az —ay ag(ag — az)
a4 — ag CL4( a4 — 062)

= (a2 — a1)(az — a1)(as — ay)

1(13
1CL4

= (a2 — a1)(as — a1)(as — a1)(az — az)(as — az)(as — az)

= (a2 — a1)(az — a1)(as — a1)(as — az)(as — az)
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11 Lésungen der Aufgaben

18. Es ist
11 11
20 —1 0
|2‘4|_01—30 7
00 11

Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, ist das Gleichungssystem
eindeutig losbar. Es ist

2 1 11 1 11
10 —-10 2 1 -1 0
D=ty 1 30|77 P2=lg 1 307
10 11 0 1 11
11 21 11 1 2
20 10 2 0 -1 1
Ds=lo 1110/ 772 DPimlg 1 3 11|28
00 11 00 1 1
und folglich ist
ry = —1, To = 2, T3 = —3, ry =4
die Losung des Gleichungssystems.
19. cos 75° = %(\/3 —1).
20. Da
r1 yr 1 1 21
To Yo 1(=12 3 1 :17&0
r3 Ys 1 3 5 1
ist, liegen wegen Satz 29 die drei Punkte nicht in einer Geraden.
21. ' =6.
22. Es ist
1 1 A 1 0 0
1 A2 Mli=A 1 A-1 A—1]|=-A\-1)?
A2 1 20— )2 A2 1—=X 2—-)X—\°

Fir alle reellen Zahlen )\, die der Bedingung A # —1,0, 1 genligen, haben die Geraden
keinen Punkt gemein und sind nicht paarweise parallel.

Fir A = —1,0,1 haben die Geraden einen Punkt gemein oder sind paarweise parallel.
A = —1: Die Geraden sind paarweise parallel, aber nicht identisch.

A = 0: Die Geraden haben den Ursprung gemein.

A = 1: Die Geraden sind identisch.

23. a)
gy:y—6=0, gh:3x—Hy+9=0, gy :3x—Ty+9=0
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b) F' = 12

24. Die Bildfigur A’B'C'D’ ist ein Trapez mit A'(—2,4), B'(1,7), C'(4,8), D'(2,6).
25. Die Bildfigur &’ ist eine Ellipse mit der Gleichung 222 + 8y? = 1.

26. Eine Gleichung der Bildgeraden ¢’ ist x + 2y = 0.
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