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Einige Worte iiber Mathematik

1 Einige Worte iiber Mathematik

Wiirde man die Schiiler fragen, welches unter allen Fachern
ihnen am besten gefillt, so wiirden vermutlich die wenigsten
das Fach Mathematik nennen. Gewohnlich bringen sie ihr eher
Achtung als Liebe entgegen.

In der Sowjetunion begegnet man zwar dieser Wissenschaft mit
groBer Verehrung, aber natirlich gibt es auch unter den Schii-
lern solche, die ein Studium der Mathematik fiir beschwerlich
halten. Das liegt anscheinend nicht nur daran, dass vielen das
Studium der Mathematik nicht leichtfallt, da es Beharrlichkeit
und Mihe erfordert, sondern auch daran, dass einige Proble-
me der Schulmathematik manchmal als wenig interessant, ge-
legentlich sogar als langweilig empfunden werden.

Allerdings sind Rechtschreibung und Grammatik einer Sprache auch nicht gerade interessant;
aber nur dann, wenn man sie studiert, erhdlt man Zugang zur Literatur mit ihren schoénen
Marchen, Sagen, Erzdhlungen, Romanen und Gedichten.

Ganz ahnlich fithrt der Weg zur modernen Mathematik - diesem riesigen, fast uniiberblickbar
reichhaltigen Gebiet menschlichen Wissens, das von Jahr zu Jahr immer breitere Anwendung
findet - (ber jene einfachsten grundlegenden Satze der Mathematik, die man in der Schule
lernt.

Gelegentlich kann man die Meinung horen, in der Mathematik sei im Grunde schon alles
bekannt, die Zeit der Entdeckungen sei in dieser Wissenschaft lange vorbei. Man habe jetzt
nur noch die Satze zu lernen, die nach Gelehrten vergangener Jahrhunderte benannt sind, und
sie zur Losung verschiedener Aufgaben anzuwenden.

In Wirklichkeit liegt die Sache ganz anders.

Gerade heute erlebt die Mathematik, obwohl sie schon vor vielen
tausend Jahren entstanden ist, eine Epoche auBerordentlich stiir-
mischer Entwicklung. Neue mathematische Entdeckungen werden

heutzutage buchstablich taglich gemacht, und zwar in allen Teilen
der Welt.

Wenn man sich eine Vorstellung von der riesigen Menge dieser Ent-
deckungen machen will, braucht man sich nur folgendes vor Augen
zu halten: In der Sowjetunion erscheint monatlich das Referatenblatt
"Mathematik", in dem kurze Mitteilungen (sogenannte "Referate")
uber die verschiedenen mathematischen Entdeckungen, die in jlings-
ter Zeit in der Welt gemacht wurden, veroffentlicht werden.

Der Jahrgang 1958 dieser Zeitschrift umfasst mehr als 1600 engbe-
druckte Seiten im GroBformat und enthalt iiber 9000 Referate. Das
in Zusammenarbeit mit der Deutschen Akademie der Wissenschaf-
ten zu Berlin herausgegebene "Zentralblatt fir Mathematik und ihre
Grenzgebiete" brachte im Jahre 1963 mehr als 12000 Referate. So
groB ist also die Anzahl der mathematischen Entdeckungen inner-
halb eines Jahres, im Durchschnitt etwa 30 bis 40 taglich.

Naturlich sind sie nicht alle von gleicher Bedeutung, aber immerhin bringt jede von ihnen die




Einige Worte iiber Mathematik

Wissenschaft vorwarts, und sei es manchmal auch nur um ein ganz kleines Schrittchen. Diese
stiirmische Entwicklung der Mathematik hangt eng damit zusammen, dass Theorie und Praxis
stets neue Aufgaben stellen, die von den Mathematikern gelost werden miissen. Und wenn dazu
das alte Wissen nicht mehr ausreicht, miissen neue Wege gefunden, neue Hilfsmittel gesucht,
neue Methoden geschaffen werden.

Heutzutage wird die Mathematik nicht nur auf solchen Gebieten angewandt, wo man sich
ihrer auch schon friiher bedient hatte, wie in der Astronomie, in der Mechanik, in der Physik,
in der Chemie und in der Technik, sondern auch in der Biologie, in einigen Zweigen der
Gesellschaftswissenschaften und sogar in der Sprachwissenschaft.

Ein besonders breites Feld der Anwendung wurde ihr im Zusammenhang mit der Entwicklung
schneller elektronischer Rechenautomaten erschlossen. Diese Automaten werden zu Wettervor-
hersagen, zu astronomischen Rechnungen, zur Berechnung der Bahnen kiinstlicher Satelliten,
zur Abrechnung und Planung in der Wirtschaft sowie zur Ubersetzung wissenschaftlicher Texte
aus einer Sprache in die andere benutzt.

In nachster Zeit werden neue Typen schneller Universal- und Spezialrechenautomaten in der
Industrie und Wissenschaft auf den verschiedensten Gebieten breite Anwendung finden, bei-
spielsweise zur Steuerung von Produktionsprozessen, zur Bearbeitung von Problemen in Sta-
tistik und Buchhaltung sowie zur Losung von Planungs- und Projektierungsaufgaben.

In wenigen Worten lasst sich die Mathematik als Wissenschaft von Zahlen und Figuren cha-
rakterisieren. Man wird nur schwer ein Gebiet menschlicher Tatigkeit nennen konnen, auf dem
nicht Fragen nach der Anzahl von Dingen, nach ihren Abmessungen und Formen gestellt und
beantwortet werden. Von grauer Vorzeit an sammelten sich im Laufe der Entwicklung der
menschlichen Gesellschaft immer mehr Kenntnisse (iber Zahlen sowie (iber Abmessungen und
Formen aus der Welt unserer Erfahrungen an.

Dieses Wissen musste irgendwann in ein geordnetes System gebracht werden. So konnte es
auch leichter von einer Generation an die nachste weitergegeben werden. Auf diese Weise
bildete sich allmahlich die Mathematik als selbstandige Wissenschaft heraus.

Anfange mathematischen Wissens lassen sich schon etwa 4000 Jahre v.u.Z. feststellen. Davon
zeugen agyptische Papyrusrollen und babylonische Keilschrifttafeln, auf denen wir die Lésungen
mathematischer, geometrischer und algebraischer Aufgaben finden.

Zu hoher Blite gelangte die Mathematik jedoch erst im alten Griechenland. Vor mehr als 2000
Jahren, d. h. etwa 300 Jahre v. u. Z., erschienen Euklids "Elemente".

In diesem Werk wird die Geometrie in einer Gestalt systematisch dargestellt, wie sie bis vor
kurzem an unseren Schulen gelehrt wurde. Ferner wurden darin die Teilbarkeit von Zahlen und
die Lésung quadratischer Gleichungen (in geometrischer Form) behandelt. Ebenfalls im 3. Jh.
v. u. Z. fand Archimedes von Syrakus ein Verfahren zur Bestimmung von Flacheninhalten,
Rauminhalten und Schwerpunkten verschiedener einfacher Figuren und Korper.
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Gegen Ende des 3. Jh. v. u. Z. verfasste Apollonius von Perga sein Werk (iber die Kegelschnit-
te, in dem die Eigenschaften von Ellipse, Hyperbel Parabel behandelt werden. Im 2. Jh. u.
Z. entwickelte Ptolemaus in seinem unter der arabischen Bezeichnung "Almagest" bekannt
gewordenen astronomischen Werk die Grundlagen der Trigonometrie, stellte Tabellen der Si-
nuswerte (genauer gesagt, der Lange von Kreissehnen) auf und gab Methoden zur Berechnung
von spharischen Dreiecken an (d. h. von Dreiecken, deren Seiten Bogen von GroBkreisen auf
der Kugel sind).

Dies alles lasst deutlich erkennen, wie groB der Einfluss ist, den das
Griechenland der Antike wahrend vieler Jahrhunderte, bis in unsere
Zeit, auf die Entwicklung des mathematischen Wissens ausiibte. Man
kann ohne weiteres sagen, dass unsere heutigen Schiiler wahrend ih-
rer ganzen Schulzeit nur einen Teil dieses Wissens erlernen. Allerdings
lernen sie dafiir auch manches, was den alten Griechen noch nicht be-
kannt war.

Natirlich blieb die Entwicklung der Wissenschaft dabei nicht stehen.
Durch Arbeiten chinesischer, indischer und arabischer Gelehrter entfal-
tete sich die Mathematik weiter. Besonders groBe Erfolge erzielten die
Inder und die Araber beim Ausbau der Algebra und der Trigonometrie.

Die westeuropaischen Gelehrten mussten nach dem langen Stillstand in der Entwicklung der
Wissenschaft wahrend des Mittelalters groBe Anstrengungen machen, um sich die Ergebnisse
der Wissenschaft der Antike anzueignen. Erst danach konnten sie selbstandig weiter vorwarts-
schreiten.

Die Bliite der Mathematik in Europa beginnt im 16. Jh. In dieser Zeit entstanden neue Zweige
der Mathematik, die mit hoherer Mathematik zusammenhangen und heute an den Hochschu-
len und Universitaten gelehrt werden.

Die Grundlagen der hoheren Mathematik sind analytische Geometrie und Differential- und In-
tegralrechnung (auch Infinitesimalrechnung genannt). Sie wurden von den groBen Gelehrten
des 17. Jh., von Descartes, Format, Newton und Leibniz geschaffen.

Damit konnte man den Prozess der Anderung von GroBen und geometrischen Figuren mit
mathematischen Mitteln untersuchen. Insbesondere konnten die Bewegung von Koérpern und
andere physikalische Vorgange mathematisch erfasst und behandelt werden.

In diesem Zusammenhang fanden die Begriffe Koordinaten, Veranderliche und Funktion Ein-
gang in die Mathematik. Diese Begriffe lernen unsere Schiler in Algebra und Trigonometrie
kennen.

Dabei bleiben sie jedoch an der Schwelle zur hoheren Mathematik stehen. Diese hat sich im
Laufe der letzten dreihundert Jahre als unersetzliches Hilfsmittel von auBerordentlicher Kraft
und Geschmeidigkeit erwiesen, das Generationen von Astronomen, Physikern, Vertretern der




Einige Worte iiber Mathematik

Mechanik und anderer Wissenschaften ermoglicht hat, schwierigste Probleme in Naturwissen-
schaft und Technik zu lésen.

Es ist natiirlich unmoglich, an dieser Stelle, und sei es auch nur in groBen Ziigen, die Errungen-
schaften der Mathematik in den letzten Jahrhunderten nachzuzeichnen. Wir wollen nur noch
auf den groBen Einfluss hinweisen, den die russischen Gelehrten Lobatschewski und Tscheby-
schew und die sowjetischen Mathematiker auf die Weiterentwicklung der Mathematik ausgelibt
haben und auch heute ausiiben.

Die moderne Mathematik hat eine derartige Entwicklungsstufe und eine solche Reichhaltigkeit
ihres Inhalts erlangt, dass ein einzelner sie nicht mehr im ganzen erfassen kann; daher missen
sich selbst Wissenschaftler auf irgendein bestimmtes Teilgebiet spezialisieren.

Es sei noch bemerkt, dass die moderne Mathematik nicht nur aus den Gebieten "Algebra" und
"Geometrie" besteht, in die man die Schulmathematik manchmal einteilt; man unterscheidet
heute einige Dutzend verschiedener Disziplinen, von denen jede ihren eigenen Gegenstand, ihre
Methoden und ihren Anwendungsbereich hat.

In dem vorliegenden Werk findet der Leser Ausfiihrungen (ber Stoffgebiete, die eng mit dem
mathematischen Schulstoff zusammenhangen, den er mit Hilfe dieses Buches vertiefen und er-
ganzen kann. Wir halten es aber fiir notwendig, auch den Schleier zu liiften, der die elementare
Schulmathematik von der héheren Mathematik trennt.

Einige unserer Artikel konnen kaum als einfach oder leichtverstandlich bezeichnet werden. Wir
raten dem Leser, sich bei ihrem Studium mit Geduld zu wappnen, aber auch Papier und Blei-
stift heranzuziehen und sie Schritt fir Schritt zu bewaltigen. Wenn er dabei nicht immer gleich
Erfolg hat, so moge er nicht aufgeben. Es sei an das Wort erinnert, mit dem sich der beriihmte
franzosische Mathematiker d’Alembert an einen jungen Mathematiker wandte: "Gehen Sie nur
weiter, junger Mann, die Uberzeugung wird schon nachkommen."

Jedenfalls hoffen wir, dass jeder Jugendliche, der fiir Mathematik Interesse hat, hier solche
Artikel findet, die ihm beim ersten Lesen verstandlich sind. Den tibrigen moge er sich spater
zuwenden, wenn er in seinem Schulstoff weitergekommen ist. Mit einem Wort, die Uberzeugung
wird schon nachkommen!

Hinweis: Die besondere Gestaltung des Originalbuches konnte in dieser Abschrift nicht umge-
setzt werden. U.a. wurden auch einige, wenige Abbildungen nicht Gbernommen.
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2 Zahlen

2.1 Wie man im Altertum zahlte und Ziffern schrieb

I. G. Baschmakowa

Wir sind es gewohnt, alle Zahlen mit Hilfe der zehn Ziffern 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7, 8,9 zu schreiben. Beispielsweise schreiben wir die Zahl, die
sich aus vier Hundertern, vier Zehnern und vier Einem zusammensetzt,
in der Form 444.

Dabei bezeichnet das Zeichen ,4" die Anzahl der Einer, wenn es an
letzter Stelle (von links, d. h. an erster Stelle von rechts) steht, die
Anzahl der Zehner, wenn es an vorletzter, und die Anzahl der Zehner
von Zehnern, das heiBt die Anzahl der Hunderter, wenn es an dritter
Stelle von rechts steht.

Das Prinzip, die Zahlen in dieser Weise zu schreiben, nennt man
Positions- oder Stellenprinzip. Die Bedeutung jeder Ziffer hangt nicht
nur von der Ziffer allein ab, sondern auch davon, an welcher Stelle sie
steht. Das Positionsprinzip ermoglicht es, mit Hilfe von zehn Ziffern
jede beliebig groBe Zahl darzustellen.

Um eine vorgegebene ganze Zahl N in unserem System auf- zuschreiben, bestimmen wir
zunachst den Rest, der sich bei der Division von N durch 10 ergibt, dann den Rest, der sich
bei der Division des Quotienten durch 10 ergibt, usw.; wir setzen dieses Verfahren so lange
fort, bis wir als Quotient eine Zahl erhalten, die kleiner als zehn ist.

Beispiel:
N =523=10-52+3
52=10-5+2
5=10-0+5

Die bei den aufeinanderfolgenden Divisionen auftretenden Reste sind nun gerade die Ziffern
unserer Zahl N im dezimalen Positionssystem, und zwar in der Reihenfolge von rechts nach
links, d.h. von den Einem an aufwarts: N = 523, oder, ausfiihrlicher,

N=5-102+2-10"+3

Fir einen schon mit der Algebra vertrauten Leser erwahnen wir, dass man jede Zahl M in
dieser Form darstellen kann: Ist 10" < M < 10"*! so gilt

M=a, -10"+a,_1 10"+ ... +ay-10 + ag

wobei jeder der Koeffizienten ag, a1, ..., a, kleiner als 10 ist (das sind aber gerade die Reste der
schrittweisen Division der Zahl M durch 10). Daher kénnen wir jeden der Koeffizienten mit
Hilfe einer unserer zehn Ziffern schreiben. Nach unserem dezimalen Positionsprinzip schreiben
wir die Zahl M folgendermaBen:

anNQp—1...A100

wobei a0 die Anzahl der Einer oder der "Einheiten erster Ordnung", a; die Anzahl der "Ein-
heiten zweiter Ordnung", also der Zehner, as die Anzahl der "Einheiten dritter Ordnung", also
der Hunderter bezeichnet, usw.
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Die Zahl 10 nennt man die Basis oder die Grundzahl unseres Systems.

3:12-{—1 Es ist unter der Bezeichnung Dezimalsystem bekannt, und in diesem
4 System schreiben wir die Zahlen (iblicherweise.

2.2 Das Rechnen mit Paaren, Tripeln und

Dutzenden
v Man braucht aber keineswegs mit Zehnern zu rechnen, wie es uns
durch unsere zehn Finger nahegelegt wird. Man kann beispielsweise
i das Rechnen mit Paaren bzw. mit Tripeln einfiihren. Zu diesem Zweck

. wahlen wir als Basis des Zahlensystems die Zahl 2 bzw. die Zahl 3, und
ﬁ”gf;;‘%‘aw verfahren im ubrigen genauso, wie wir das taten, als wir die Zahl Zehn
als Basis gewahlt hatten.

Um die Zahlen im System mit der Basis 2 (man nennt es auch Dualsystem oder dyadisches
System) aufzuschreiben, braucht man nur die beiden Ziffern 0 und 1. Die Zahl Zwei schreibt
man in diesem System als 10. Um uns vor Verwechslungen mit der gewdhnlichen Schreibweise
zu schiitzen, hangen wir rechts unten eine kleine 2 (die Grundzahl) an.

Das soll also bedeuten, dass die Zahl Zwei die Basis des neuen Positionssystems ist. Somit ist
105 die Schreibweise fir die Zahl 2. Da 3 =1-2 + 1 ist, wird also die Zahl Drei in der Form
11, geschrieben.

Wegen 4 = 1-22+0-2+0-1 wird die Zahl Vier in der Form 100, geschrieben. Die Zahl Fiinf
schreibt man 101,, die Zahl Sieben in der Form 1115.

Um zu ermitteln, wie man eine beliebige Zahl N zu schreiben hat, muss man die Reste der
schrittweisen Division dieser Zahl durch 2 bestimmen. Wir tGberlassen es dem Leser, sich davon
zu Uberzeugen, dass die Gleichung

3510 - 1000112
richtig ist. Zur Kontrolle: Tatsachlich ist
35=1-2240-240-2°+0-22+1-2" +1-2°

Gilt fir die Zahl N die Beziehung 2" < N < 2"*!, so erhalten wir
durch aufeinanderfolgende Divisionen durch 2

N=a, 2"+a,1-2" " +...4a-2' +a9-2°

Im Dualsystem wird also die Zahl N in der Form

ApQyp—1...A4100

J/ \ geschrieben. Hier kann aber jeder der Koeffizienten nur noch zwei Wer-
te annehmen, namlich 0 oder 1.

Ausfiihrlicher wird auf das Dualsystem, das gegenwartig im Zusammenhang mit seiner Anwen-
dung in elektronischen Rechenautomaten groBe Bedeutung erlangt hat, im Abschnitt "Elek-
tronische Rechenmaschinen und -automaten" eingegangen. Wir aber werden uns jetzt mit
Systemen mit anderen Grundzahlen beschaftigen.

Zum Aufschreiben einer Zahl im System mit der Basis 3 (im sogenannten "triadischen Sys-
tem") sind drei Ziffern nétig, namlich 0, 1, 2. Die Zahl Drei wird hier als 103 und die Zahl Vier
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als 115 geschrieben. Der Leser moge sich selbst davon liberzeugen, dass 35,5 = 10223 ist.

Im triadischen System lauten die Additions- und Multiplikationstabellen folgendermaBen:

Additionstabelle:

1 2
1| 23 1053 Multiplikationstabelle 1
2| 103 113

Man kann aber auch mit Dutzenden rechnen, d. h., man kann ein Zahlensystem
mit der Basis 12 benutzen. Es ist noch gar nicht so lange her, dass man in
Russland und in Westeuropa einige Dinge, beispielsweise Federn und Bleistifte,
nach Dutzenden zahlte.

Ublicherweise besteht auch heute noch ein Kaffeeservice aus 12 Tassen, 12
Untertassen, 12 Tellern usw.; ein Satz Stiihle oder Sessel umfasst gewohnlich
6 (= %) Stiick. Es existiert sogar eine spezielle Bezeichnung fiir ein Dutzend
Dutzende - das Wort "Gros".

Wir wollen nun einmal untersuchen, wie die Zahlen in diesem System darge-
stellt werden! Erstens muss es darin 12 Ziffern geben.

Zu unseren zehn Ziffern kommen also noch zwei hinzu; beispielsweise A zur
Bezeichnung der Zahl Zehn und B fiir die Zahl EIf. Zweitens werden die Zah-
len in diesem System kdirzer als in unserem, wahrend die Multiplikationstabelle
langer wird. Die Zahl Zwolf wird in der Form 10,5 geschrieben (wieder hangen
wir "den Index" 12 an, um anzudeuten, in welchem System die Zahlen darge-
stellt sind), die Zahl Dreizehn als 11,5, die Zahl 35 = 2-12+ 11 als 2By, die
Zahl 133 = 11-12+1 als Blys, d. h., die im Dezimalsystem dreistellige Zahl
133 ist im Zwolfersystem zweistellig.

Nachstehend finden Sie die Multiplikationstabelle - das Einmaleins - im Zwdlfersystem (den
Index 12 haben wir weggelassen, der Leser vergesse aber nicht, dass alle Zahlen im Zwolfer-
system geschrieben sind!).

3 4 5 6 7 8 9 A B

W > oo~NOoo P~ WwWwN

6 8 A 10 12 14 16 18 1A
9 10 13 16 19 20 23 26 29
10 14 18 20 24 28 30 34 38
A 13 18 21 26 2B 34 39 42 47
10 16 20 26 30 36 40 46 50 56
12 19 24 2B 36 41 48 53 bHA 65
14 20 28 34 40 48 54 60 68 74
16 23 30 39 46 53 60 69 76 83
18 26 34 42 50 H5A 68 76 84 92
1A 29 38 45 56 65 74 83 92 Al

O B~N

Das Zwolfersystem war einst recht weit verbreitet. Dafiir gibt es eine Reihe von Beweisen: Bis
heute teilen wir das Jahr in 12 Monate und die Tage in 24 Stunden ein, wobei wir im taglichen
Leben nur bis zu 12 Stunden zahlen und dann wieder von vorn beginnen (wir sagen z. T. noch
ein Uhr nachmittags, zwei Uhr nachmittags, 7 Uhr vormittags, 7 Uhr abends usw.).

Die Zahl 12 kommt oft auch in Méarchen und Legenden vor (die zwolfképfige Hydra, die zwdlf
Schwine), was ebenfalls dafiir spricht, dass das Zwélfersystem schon sehr friihzeitig entstan-

den ist.
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2.3 Eine Wégungsaufgabe

Einige Gelehrte sind der Meinung, dieses System sei bequemer als das Dezimalsystem, da die
Zahl 12 mehr Teiler hat als die Zahl 10 (10 =2 -5, aber 12=2-6 =4 3).

In Wirklichkeit aber bietet dieser Umstand keinerlei nennenswerte Vorteile. Im Verlaufe unserer
Ausfiihrungen werden wir sehen, dass in frilheren Zeiten auch Zahlensysteme mit der Basis 20
und sogar mit der Basis 60 benutzt wurden.

Zunachst aber wollen wir zusammenfassen:

1. Jede von Eins verschiedene Zahl kann als Basis eines Positionssystems dienen.
2. In jedem Zahlensystem muiissen so viele Ziffern vorhanden sein, wie die Basis Einheiten hat.
3. Zwar sind alle Positionssysteme gleichwertig, in Einzelfallen kann sich jedoch das eine oder
andere System als vorteilhafter erweisen. Beispielsweise benutzt man, wie schon erwadhnt, beim
Rechnen mit elektronischen Rechenautomaten fast ausschlieBlich das Dualsystem.

Wir bringen jetzt als Anwendungsbeispiel eine Aufgabe, zu deren Losung man zweckmaBiger-
weise nicht das Dezimalsystem, sondern ein anderes Positionssystem benutzt.

2.3 Eine Wagungsaufgabe

Es handelt sich um eine der klassischen Aufgaben, die man sofort l6sen
kann, wenn man ein Zahlensystem mit einer passenden Basis auswahlt.
Diese Aufgabe findet sich in einem Mathematikbuch (im "Liber abaci")
des beriihmten Mathematikers Leonardo von Pisa (italienisch: Fibonac-
ci, d. h. Sohn des Bonacci), der im Jahrhundert lebte. Auch der groBe
Mathematiker Leonhard Euler befasste sich mit dem Problem.

Es sind fiinf Wagestiicke anzugeben, mit denen man jeden Korper von 1
bis 30 kg wiegen kann, dessen MaBzahl eine ganze Zahl ist, wenn man
die Wagestiicke nur auf eine Waagschale legen darf. Wie muss man die
Wagestiicke wahlen?

Alle Wagestlicke zusammen missen mindestens 30 kg wiegen. Diese Forderung allein reicht
natirlich bei weitem nicht aus. Wiirden wir beispielsweise Wagestiicke zu 1 kg, 2 kg, 3 kg,
10 kg und 15 kg wahlen, so konnten wir damit Massen von 7, 8, 9, 22, 23 und 24 kg nicht
wiegen.

o >

i s 10 I

Worin besteht nun der mathematische Inhalt der Aufgabe ?

Um eine bestimmte Masse zu wiegen, muss man, wenn man die Wagestiicke nur auf eine
einzige Waagschale legen darf, diese Masse als Summe der Massen der vorhandenen Wage-
stlicke darstellen, und zwar so, dass jedes Wagestiick nicht mehr als einmal genommen wird.
Wahlen wir die Wagestlicke p1, p2, p3, pa, Ps, SO muss ein Korper mit der Masse ) < 30 kg
folgendermaBen dargestellt werden:

Q = a1p1 + agps + asps + asps + asps

wobei ein Koeffizient gleich Eins ist, wenn das entsprechende Wagestiick auf die Waagschale
gelegt wird, und gleich Null, wenn das betreffende Wagestiick nicht benutzt wird.

11



2.3 Eine Wégungsaufgabe

Bei dieser Fragestellung erkennt man die Ahnlichkeit mit der Darstellung der MaBzahl von @,
abgekiirzt {Q} geschrieben, im Dualsystem. Man braucht als py, p2, ps, ps, ps nur die folgenden
Wagestiicke zu nehmen:

p1 =1 kg, p2 = 2 kg, ps = 4 kg, ps = 8 kg, ps = 16 kg

Die Summe ihrer MaBzahlen ist 1 +2 + 4 + 8 + 16 = 31, also groBer als 30. AuBerdem kann
jede Zahl {@}, die nicht gréBer als 31 ist, in der Form

{Q}:b424+6323+b222+b12+b0

dargestellt werden, wobei jeder der Koeffizienten by, b1, b2, b3, by so wie wir es brauchen, ent-
weder Null oder Eins ist.
Wollen wir beispielsweise einen Korper von 22 kg wiegen, so schreiben wir die Zahl 22 im
Dualsystem

22 = 101104

Wir haben also die Wagestiicke po = 2 kg, p3 = 4 kg und p5 = 16 kg zu benutzen.

Jetzt andern wir die Aufgabe etwas ab:

Es sind vier Wagestiicke anzugeben, mit denen man jeden Korper von
ganzzahliger Masse bis zu 40 kg wiegen kann, wenn man die Wagestiicke
sowohl auf die linke als auch auf die rechte Waagschale stellen darf.

Man kann sich leicht davon (berzeugen, dass man zur Lésung dieser
Aufgabe das triadische System benutzen muss, d. h. die folgenden 4 Wa-
gestiicke auszuwahlen hat:

pr=1kg, pr=3kg, p3=9kg, ps=27kg

Sollen wir zum Beispiel einen Kérper von 19 kg wiegen, so stellen wir die Zahl 19 in der
folgenden Form dar:

19=3-6+1=33-2)41=2-94+1=0-27+2-94+0-3+ 1= 2013

Jetzt stellen wir den Korper von 19 kg auf die rechte Waagschale, auf die linke legen wir ein
Wigestiick von 1 kg. Danach misste man noch zwei Wagestiicke zu je 9 kg dazulegen, wir
haben aber nur ein solches Wagestlick.

Die Zahl 18 = 2 -9 kann man aber auch noch anders darstellen., namlich in der Form

18=2-9=(3-1)-9=27—9

Daher miissen wir auf die linke Waagschale noch das Wagestiick von 27 kg und auf die rechte
das von 9 kg stellen.

Genauso verfahren wir auch in anderen Fallen. Ist @ < 40 kg, so kann man {Q} immer in der
Form
{Q} =b3-3>+by-3°+ b, -3+ by

darstellen, wobei jeder der Koeffizienten b, b1, by, b3 gleich 0, 1 oder 2 sein kann. Ist er gleich
Null, so wird das entsprechende Wagestiick nicht verwendet. Ist er gleich Eins, so stellen wir
es auf die linke Waagschale, ist er gleich Zwei, so verfahren wir so, wie wir es soeben getan
haben, d. h., das Wagestiick wird auf die rechte Waagschale, das nachstgroBere auf die linke
Waagschale gelegt.
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2.4 Unser miindliches Zahlen

Es sei bemerkt, dass zwar die Zahlen in verschiedenen Systemen auf verschiedene Art und
Weise geschrieben, ihre Haupteigenschaften davon aber nicht beriihrt werden:

Die Zahl 20 ist durch 2 teilbar, gleichgiltig, in welchem System wir sie schreiben, und 27 ist
nicht durch 2, sondern durch 3 teilbar. Die Zahlen 3, 5 und 7 bleiben in jedem Zahlensystem
Primzahlen. Allerdings dndern sich die Teilbarkeitskriterien mit dem System, in dem die Zahlen
dargestellt sind, da sie im allgemeinen auf Eigenschaften der Basis beruhen.

So ist im Dezimalsystem eine Zahl durch 5 teilbar, wenn sie auf Null oder Fiinf endet. Eine
Zahl, deren Darstellung im triadischen System auf Null endet, braucht aber nicht durch 5
teilbar zu sein: Die Zahlen 103 (d. h. 3), 1005 (d. h. 9), 10003 (d. h. 27) beispielsweise sind
nicht durch 5 teilbar, dagegen ist die Zahl 1203 (d. h. 15) durch 5 teilbar.

2.4 Unser miindliches Zahlen

Nun entsteht natirlich die Frage: Warum benutzen wir das Dezimalsystem und nicht ein
System mit einer anderen Basis ?

Und weiter: Haben die Menschen die Zahlen immer unter Verwendung des Positionsprinzips
geschrieben 7

Diese Fragen wollen wir jetzt beantworten. Um besser zu verstehen, wie die Menschen im
Altertum zahlten, wenden wir uns dem mindlichen Zahlen zu. Dabei fallt auf, dass sich unser
miindliches Zahlen vom schriftlichen stark unterscheidet. Der bemerkenswerteste Unterschied
besteht darin, dass wir die zweistelligen Zahlen zwischen zwei Zehnern (mit Ausnahme von elf
und zwolf) zwar von links nach rechts schreiben, 13, 14, 15, ..., 21, 22, ... usw., aber von rechts
nach links sprechen, drei-zehn, vier- zehn, fiinf-zehn, ..., ein-und-zwanzig, zwei-und-zwanzig
usw. Das ist eine Eigenart der deutschen Sprache, die das Erlernen des Rechnens sicherlich
nicht erleichtert.

; { / i =
Y irindvingy T el

Wie sprechen wir nun die Zahl 444 aus 7

Wir sagen Vierhundertvierundvierzig, d. h., wir sprechen drei verschiedene Worter aus. Wir
schreiben die Zahl aber mit drei gleichen Zeichen. Wenn ein Russe oder ein Franzose dieselbe
Zahl aufschreiben muss, so schreibt er die gleichen drei Zeichen hin; jeder von ihnen sagt aber
etwas anderes, der eine in Russisch, der andere in Franzodsisch.

Unsere Schreibweise in Ziffern ist also international, wahrend die Zahlworter und die Methoden
zu ihrer Bildung bei verschiedenen Volkern verschieden sind. Das ist aber noch nicht alles.
Sehen wir uns genauer an, wie wir die Zahlen aussprechen. Fir die Null und die ersten neun
Zahlen haben wir spezielle Benennungen:

"null", "eins", "zwei", ..., "neun"; fir die nachste Zahl haben wir ein neues Wort - "zehn"; wir
sagen nicht "eins, null", obwohl wir die Zahl Zehn mit Hilfe der Eins und der Null schreiben.
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2.4 Unser miindliches Zahlen

Ebenso haben wir ein besonderes Wort fiir die Zahl "EIf" und fiir die Zahl "Zwolf", wahrend
wir die folgenden Zahlworter zunachst aus dem Wort fiir die Einerziffer und dem Wort "zehn"
bilden (also durch Addition).

I = !\ Die weiteren Zehner werden durch Anhangen der Silbe "zig" gebildet,
die bei 30 zu "Big" wird. Die Benennungen fiir die Zehner zeigen, dass
zur Bildung dieser Zahlworter die Multiplikation benutzt wurde, zwei

# mal zehn, drei mal zehn usw. In der Umgangssprache wird die Silbe

1l

"zig" vielfach noch fiir "das Zehnfache" u. &. benutzt.

Das nachste neue Zahlwort ist hundert, das darauffolgende tausend.
Auch spater tauchen immer neue Zahlwérter auf : Million, Milliarde,
Billion, Trillion, usw. Daraus geht hervor, dass die Zahlbenennung
nicht dem Positionsprinzip folgt. Unser miindliches Zahlen enthalt
Spuren verschiedener &lterer Zahlensysteme.

AN,
S

P

=5
=T

Eines davon ist das der romischen Ziffern. die wir ja auch heute noch
benutzen. Hier gibt es spezielle Zeichen fiir die Eins (1), die Finf (V),
die Zehn (X), die Finfzig (L), die Hundert (C), die Fiinfhundert (D)
und die Tausend (M).

Die tbrigen Zahlen werden mit Hilfe dieser Symbole unter Anwendung
von Addition und Subtraktion geschrieben. So ist Il beispielsweise die
Schreibweise der Zahl Drei (I41+1), hingegen IV die der Zahl Vier
(V-1), VI die der Zahl Sechs (V+1) usw.

Mo

Unsere Zahl 444 wird in romischen Ziffern folgendermaBen geschrieben:

P4
C',ll

C)
,‘ I

CDXLIV  also (500 — 100) 4 (50 — 10) + (5 — 1)

Diese Schreibweise ist viel weniger bequem als unsere. Vier Einer werden hier mit dem einen
Symbol (1V), vier Zehner mit einem anderen (XL) und vier Hunderter mit einem dritten (CD)
geschrieben.

Die schriftliche Darstellung der Zahlen wird bedeutend langer. Das ist aber noch nicht alles.
In rémischen Ziffern ist das Rechnen ziemlich schwierig. Davon konnen Sie sich sofort iiber-
zeugen, wenn Sie versuchen, 444 mit 36 zu multiplizieren, wenn beide Zahlen mit rémischen
Ziffern geschrieben sind. Die Romer selbst verwendeten zum Rechnen eine spezielle Rechen-
tafel - den Abakus.

Das romische System hat auBerdem noch einen entscheidenden Mangel. Es liefert kein Verfah-
ren zum Aufschreiben beliebig groBer Zahlen. Um zum Beispiel 1000000 mit romischen Ziffern
zu schreiben, misste man entweder das Zeichen M tausendmal wiederholen oder ein neues
Symbol einfiihren.

Je groBer die Zahlen werden, desto mehr neue Symbole miisste man also einfiihren, da es keine
Multiplikation der Symbole gibt. Das liegt daran, dass das rémische System kein Positions-
system ist. Das Zeichen V beispielsweise bezeichnet darin nur fiinf Einer und kann weder fiinf
Zehner noch fiinf Hunderter bezeichnen.

Das romische System ist auch kein eigentliches Dezimalsystem. Es sind Spuren einer anderen
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2.5 Das Zahlen und Rechnen bei primitiven Vélkern

Basis - der Fiinf - darin erhalten geblieben. Das ist daran zu erkennen, dass fiir Finf, far
Fiinfzig und fir Finfhundert spezielle Zeichen vorhanden sind.

Im Russischen haben sich Spuren eines Systems mit der Basis 40 erhalten; fir diese Zahl gibt
es ein besonderes Zahlwort (sorok). Wendungen wie "vierzig mal vierzig Kirchen", "vierzig mal
vierzig schwarze Zobel" usw. erinnern daran, ebenso wie gewisse aberglaubische Vorstellungen,
die mit dieser Zahl verbunden sind, wie etwa, dass der 41. Bar, den ein Jager erlegt, ihm
Ungliick bringe.

Im Deutschen erinnern dhnliche Vorstellungen, die mit 13 oder 7 verbunden sind, an das
Rechnen im System mit der Basis 12 (6 = % 12). Auch die 7 Tage der Woche oder bestimmte
Marchen, z. B. die sieben Zwerge, erinnern an die besondere Stellung der Zahl 7.

Im Franzosischen gibt es Reste eines Rechnens in einem System mit der Basis 20; beispielsweise
werden die Zahlen zwischen 70 und 100 als 60 + 10, 60 + 11, ..., 4 x 20, 4 x 20 +1 usw.
benannt.

Im Altfranzosischen wurden noch weitere Zahlen in dieser Weise zusammengesetzt. Spuren
des Zwanzigersystems sind auch im Englischen erhalten geblieben (1 Pfund Sterling hat 20
Schillinge), ebenso des Fiinfersystems in den skandinavischen Sprachen.

Die gesprochene Sprache zeigt also, dass man friiher Zahlensysteme benutzte, die keine Posi-
tionssysteme waren; dabei wurden auch andere Zahlen als die Zehn als Basis verwendet.
Welche Quellen ermdglichen es nun, die Frage "Wie zahlte man im Altertum ?" zu beantwor-
ten?

Erstens haben sich auf der Erde Vélkerschaften erhalten, die noch vor kurzem in vielerlei Be-
ziehung auf derselben niedrigen Entwicklungsstufe standen wie unsere fernen Vorfahren. Viele
Reisende und Forscher haben die zahlreichen Rechenverfahren beschrieben, die diese Volker
verwenden. Das ist eine der Quellen, die wir ndher kennenlernen werden.

Als zweite Quelle dienen uns die Dokumente, die von den Vélkern des Altertums erhalten
geblieben sind: von den Agyptern, den Babyloniern, den Griechen, den Maya u. a. SchlieBlich
helfen uns russische Handschriften des 11. / 12. Jh., zu erkennen, wie man frither in Russland
rechnete.

2.5 Das Zahlen und Rechnen bei primitiven Volkern

Noch vor kurzem gab es Volker, deren Sprache nur zwei Zahlworter kannte: "eins" und "zwei".
Das heiBt natiirlich nicht, dass die Angehorigen dieser Stamme nicht auch eine groBere Anzahl
von Gegenstanden zu zahlen vermochten.

So kennen die Bewohner der Inseln der Torres-StraBe nur die Zahlworter "urapun" (eine) und
"okosa" (zwei). Sie zadhlten dann folgendermaBen weiter: "okosa - urapun" (drei), "okosa -
okosa" (vier), "okosa - okosa - urapun" (fiinf) und "okosa - okosa - okosa"(sechs).
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2.5 Das Zahlen und Rechnen bei primitiven Vélkern

Die weiteren Zahlen von 7 an sind fiir sie einfach "viel" oder "eine Men-
ge". Somit haben sich die Menschen dort nur endlich viele ganze Zahlen
angeeignet.

Ubrigens zeugen viele russische Sprichwérter davon, dass es bei den Vor-
fahren der Russen genauso war. Dort sagt man: "Bei sieben Kindermad-
chen ist das Kind ohne Aufsicht", "Sieben Mann warten nicht auf einen",
"Siebenmal abmessen, einmal abschneiden".

Hier wird das Wort "sieben" offenbar im Sinne von "viel" verwendet.

Sind namlich viele Kindermadchen vorhanden, so ist das Kind ohne Aufsicht; mehrmals messen
und dann erst schneiden, usw. Im Deutschen soll man "seine Siebensachen" packen, eine Stadt
liegt "hinter den sieben Bergen", im Marchen gibt es "Siebenmeilenstiefel" usw.

Wir wollen aber wieder zu unserem Thema zuriickkehren.

Schon sehr frith standen die Menschen vor der Notwendigkeit, einander mitzuteilen, dass eine
bestimmte Anzahl von Dingen in soundso viel Tagen geliefert werden miisse oder dass jeder
Stamm eine bestimmte Anzahl von Kriegern zu stellen habe.

Auch diejenigen Volker, die nur zwei Zahlwoérter kannten, konnten im gewissen Sinne eine
recht groBe Menge von Gegenstanden "zusammenzahlen". So verfuhren nach einem Bericht
des hervorragenden russischen Forschungsreisenden N.N. Miklucho-Maklai die Eingeborenen
West-Irians wie folgt:

¢ d
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21

"Ein beliebtes Zahlverfahren besteht darin, dass der Papua einen Finger nach dem anderen
umbiegt und dabei einen bestimmten Laut ausstoBt, z.B. "be-be-be". Hat er bis fiinf gezahlt,
so sagt er "ibon-be" (ibon=die Hand).

Darauf biegt er die Finger der anderen Hand um und zahlt wieder "be-be" bis er zu "ibon- ali"
(zwei Hande) gelangt. Dann fahrt er fort und zahlt so lange "be-be" vor sich hin, bis er zu
"samba-be" und "samba-ali" (ein FuB, zwei FiiBe) gelangt. Ist es nétig, noch weiter zu zahlen,
so benutzt der Papua die Finger und Zehen eines anderen."

So wurden die Gegenstande beim Zahlen gewdhnlich den Fingern und Zehen zugeordnet. Bei
Verhandlungen brauchte der Eingeborene beispielsweise nur zu sagen, dass er bei seinem Zahlen
bis zur dritten Zehe des rechten FuBes gekommen sei.

Um die nétige Anzahl von Gegenstanden abzuzahlen, begannen die Primitiven das Abzahlen
von vorn, vom ersten Finger der rechten Hand an. Wahrend sie die Finger abzahlten, zahlten
sie gleichzeitig die Gegenstande.

Die Inselbewohner der TorresstraBe benutzten fiir dieses Abzahlen nicht nur Finger und Zehen,
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2.5 Das Zahlen und Rechnen bei primitiven Vélkern

sondern auch andere Korperteile (Handgelenk, Ellbogen, Schulter), aber immer in bestimmter
Reihenfolge (&hnlich wie ein MaBschneider seine Messungen in festgelegter Reihenfolge vor-
nimmt und durch nur Zahlen zu notieren braucht). So konnten sie bis zu 33 Gegenstanden
abzahlen.

Das Wesen dieser Methode besteht darin, die Gleichzahligkeit verschiedener Mengen von Ge-
genstanden dadurch zu ermitteln, dass die Gegenstande ganz bestimmten Korperteilen, manch-
mal auch einfach Stabchen zugeordnet wurden.

Selbstverstandlich sind die Finger die bequemsten "Instrumente" zum Zahlen und Rechnen;
deshalb wurden die Gegenstande beim Zahlen meistens zu fiinf, zu zehn oder zu zwanzig
gruppiert. Dadurch erklart sich auch, dass die meisten Zahlensysteme die Zahl 10 (nach der
Zahl der Finger an beiden Handen), manchmal auch 5 oder 20, zur Basis haben.

~ N

'[7:@ Mit der Zeit wurde das Leben der Stamme immer vielfaltiger und um-
fassender. Immer 6fter mussten stets groBere Anzahlen verschiedener
Gegenstande zusammengezahlt werden, und das einfache Ermitteln
der Gleichzahligkeit durch Abzdhlen an den Fingern geniigte nicht
mehr.

Allmahlich gewohnten sich die Menschen daran, die Gegenstiande beim
Zahlen in Gruppen zu zweien, zehn oder zwolf einzuteilen. Es entstan-
den spezielle Worter zur Bezeichnung dieser immer wiederkehrenden
Mengen von Gegenstanden. So bezeichnete bei den Eingeborenen Flo-
ridas das Wort "na - kua" 10 Eier, "na - banara"10 Kérbe.

Das Wort "na" aber, das anscheinend der Zahl 10 entspricht, wurde
einzeln nicht gebraucht. Dasselbe konnte man auf den Fidschiinseln
und den Salomoninseln beobachten, wo es spezielle Bezeichnungen fiir
100 Kahne, 100 Kokosniisse, 1000 Kokosnlisse gab, wahrend abstrakte
Zahlen nicht existierten.

Die Zahlen waren dem Wesen nach benannte Zahlen, es sind noch
"Stiick-Anzahlen" konkreter Gegenstande.

Im Laufe der Zeit begann man jedoch, mit diesen festen "Stiick-Anzahlen" nicht nur die
urspriinglichen Gegenstande, sondern auch andere, ihnen dhnliche, zu bezeichnen. Die "Stiick-
Anzahlen" zum Beispiel, die eine bestimmte Anzahl von Nissen bezeichneten, konnten nach
und nach zum Zahlen (kugel-)runder Gegenstande verwendet werden.

Das fiihrte dazu, dass sich in vielen Sprachen primitiver Volker mehrere Reihen von Zahlwortern
bildeten: die einen wurden nur zum Zahlen von Menschen benutzt, andere zum Zahlen runder
Gegenstande, wieder andere fiir langliche usw. So gibt es z.B. in der Sprache der Tschimsian
(Britisch-Kolumbien) sieben verschiedene Reihen von Zahlwértern, von denen jede zum Zahlen
einer ganz bestimmten Art von Gegenstanden verwendet wurde.

Bei den meisten Volkern verdrangten allerdings diejenigen Zahlen, mit denen das "Geld" gezahlt
wurde, allmahlich alle Gbrigen. Das geschah vermutlich zu der Zeit, da hauptsachlich Vieh
als Geld diente. Man musste die Herden zahlen und dafiir andere Gegenstande eintauschen.
NaturgemaB erlangten die Zahlen, die zum Zahlen des Viehs dienten, die groBte Verbreitung;
diese Zahlen waren allen gut bekannt. Und diese Zahlen wurden zu den universellen Zahlen,
mit denen man beliebige Gegenstande zdhlen konnte.
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2.5 Das Zahlen und Rechnen bei primitiven Vélkern

So entstanden allerdings nur die Zahlen, denen "Stiick-Anzahlen" entsprachen. Wurde in Zeh-
nern gezahlt, so entstanden Bezeichnungen fiir Zehn, zehn Zehner (d.h. Hundert), zehn Hun-
derter, (d.h. Tausend). AuBerdem erhielten in der Regel alle Zahlen, die kleiner als Zehn waren,
individuelle Bezeichnungen.

Was die Zahlen 11, 12, ..., 19, 21 usw. betrifft, so wurden sie von Anfang an mit Hilfe der
Operationen, die urspriinglich mit den zu zahlenden Gegenstanden durchgefiihrt wurden, aus
den Grundzahlen zusammengesetzt.

So wurden in der Sprache der Klamathen (Nordamerika), aber auch in den Sprachen der Stam-
me Britisch-Kolumbiens zur Bezeichnung dieser zusammengesetzten Zahlen spezielle Verben
verwendet. So sagte beispielsweise der Indianer:

"Auf zweimal zehn Friichte gebe ich sechs dazu", und das bezeichnete 26 Friichte. Dieser
Ausdruck entspricht vollig dem tatsachlichen Zahlen. Die Indianer legten zehn Gegenstande
in eine Reihe, mit dem elften wurde eine neue Reihe begonnen, usw. Allmahlich gingen diese
Bewegungsoperationen in arithmetische (iber.

ro-30 |- 100

49 s 20"

PPo=§
PPP- - 40¢

PPPo- 50¢
PPPP~7O gﬁ ¢eq

PPPPPo Q1) W

Eine gute lllustration dieser Art des Zahlens bilden die Zahlen-
bezeichnungen, die vom 11. bis zum 16. Jh. bei den Azteken (in
Mexiko) benutzt wurden. Die Eins bezeichneten sie durch einen
Punkt, die Zwei durch zwei Punkte (siehe Zeichnung) usw. bis
zur Finf.

Die Zahl 6 wurde so geschrieben, dass ein senkrechter Strich die
ersten fiinf Punkte vom sechsten trennte. Offenbar wurde hier
in Gruppen zu fiinf Gegenstanden gezahlt. Der Strich trennte
eine solche Gruppe von einer anderen, ohne selbst eine Zahl zu
bezeichnen.

H.

Die Hauptoperation zur Bildung zusammengesetzter Zahlen war die Addition, daneben wurden
aber auch die Subtraktion und manchmal sogar die Multiplikation verwendet. Wie wir schon
sagten, gebraucht man z.B. im Russischen und im Deutschen zur Bildung der Zahlworter
sowohl Addition als auch Multiplikation (siebenundzwanzig: zwei - zehn + sieben).

In den ugro-finnischen Sprachen wird auch Subtraktion verwendet. Fiir die Zahl 8 sagt man dort
"zwei- (von) zehn" (d. h. zehn minus zwei), fir 80 "zwei (mal 10)- (von) hundert", fir 800 "zwei
(mal 100) von zehn mal hundert" ("zehn mal hundert" d.h. tausend; - Multiplikationsprinzip!).
So entstand allmahlich die Reihe der natiirlichen Zahlen. Nun wollen wir sehen, wie man die
ersten Zahlen schrieb und mit ihnen rechnete.
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2.6 Die ersten Zahlensysteme

Eines der altesten Zahlensysteme ist das agyptische. Wir verfiigen - ” -
uber Aufschriften, die sich in Pyramiden, auf Tafeln und Obelis- [” Z ””:.
ken erhalten haben. Sie bestehen aus Hieroglyphenbildern, welche ”I

Vogel, wilde Tiere, Menschen, Teile des menschlichen Kérpers (Au-

gen, Beine) und verschiedene unbelebte Gegenstande darstellen. l” ”” 4
Diese Art der §chrift ist iberhaupt fiir die frithen Kulturstufen cha- m =g ”i
rakteristisch. Ahnliche Schriftsysteme gab es bei den Bewohnern

Zentralamerikas - den Maya, in Peru und im alten China. lhre Ent- ” ” _5(”’
zifferung ist auBerordentlich schwierig, da oft weder die Sprache “" i =
der alten Volker noch die Bedeutung der einzelnen Hieroglyphen I
bekannt sind. n _10

Es konnte scheinen, das Problem sei unlésbar. Trotzdem wurden schon
viele Aufschriften entziffert! Zunachst wurden durch Champollion die

"’n =4h Schriftsysteme der alten Agypter entratselt, danach, nach den For-
schungen von Otto Grotefend, die babylonische Keilschrift.

nnn =50 In den 30er Jahren unseres Jahrhunderts entzifferte der tschechische
ﬂ. Gelehrte Hrozny die hethitischen Aufschriften, die man lange verge-
q 10’0“0 ? bens untersucht hatte, und schlieBlich fand vor einigen Jahren der
- an sowjetische Gelehrte Knorosow den Schliissel zur Entratselung der

qqq ot Mayaschrift und zu den Aufschriften der Osterinseln. Diese Ergeb-

=Jov nisse sind allerdings noch umstritten. Es sind zwei mathematische

Papyri erhalten geblieben, die uns dariiber unterrichten, wie die alten

I =1ovv { =10000 Agypter gerechnet haben. Einer von ihnen wird im Britischen Museum

p aufbewahrt, der andere im Museum der bildenden Kiinste in Moskau.

‘ =10 Zum Schreiben der Zahlen verwendeten die alten Agypter folgende
Hieroglyphen:

) Q@ 2 { & )
110 100 10 0151010

Sie bedeuten (in dieser Reihenfolge): Eins, Zehn, Hundert, Tausend, Zehntausend, Hundert-
tausend (Frosch), eine Million (Mensch mit erhobenen Handen), zehn Millionen.

Man nimmt an, dass die Hieroglyphe fiir Hundert eine Messleine darstellt, die fir Tausend eine
Lotosbliite, die fir 10000 einen erhobenen Finger und die fiir 10000000 das ganze Weltall.
Alle (ibrigen Zahlen wurden mit Hilfe einer einzigen Rechenart, der Addition, aus den Grund-
zahlen zusammengesetzt. Dabei wurde nicht wie bei uns von links nach rechts, sondern von
rechts nach links geschrieben. Die Zahl 15 zum Beispiel wurde so geschrieben:

n-15 44- 01004

Die Zahl 444 wire in dieser Bezeichnung folgendermaBen zu schreiben. (rechte Abbildung)
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Wir sehen, dass das altagyptische Zahlensystem dem romischen ahnlich ist, allerdings wird
dabei keine Subtraktion verwendet.

Bei der Betrachtung des romischen Zahlensystems haben wir uns davon (iberzeugt, wie unbe-
quem die Multiplikation von Zahlen ist, die nicht in einem Positionssystem geschrieben sind.

Wie haben denn nun die alten Agypter gerechnet? Es zeigt sich, dass sie mit Hilfe aufeinan-
derfolgender Verdoppelung der Zahlen multiplizierten und dividierten.

Beispielsweise sei 19 mit 37 zu multiplizieren. Die Agypter verdoppelten schrittweise, wobei
sie in eine rechte Spalte die Ergebnisse der Verdoppelung schrieben und in eine linke die
entsprechenden Potenzen von zwei:

1 37
2 74
4 148
8 296
16 592

Die Verdoppelung wurde nun so lange fortgesetzt, bis man aus Zahlen der linken Spalte den
Multiplikator additiv zusammenstellen konnte (in unserem Beispiel 19 = 1 + 2 + 16).

Die Agypter versahen die entsprechenden Zeilen mit vertikalen Stri-

7 .% chen und addierten die Zahlen, die in diesen Zeilen in der rechten

¥ Spalte stehen, also in unserem Fall 37 + 74 4+ 592 = 703; so erhiel-

.______.—-F'-—-—___— .
i ten sie das Produkt.

Sollte nun die Zahl 703 durch 19 dividiert werden, so begannen die
Agypter schrittweise den Divisor zu verdoppeln. Sie setzten das so
lange fort, wie die Zahlen der rechten Spalte kleiner als 703 blieben.
Dann versuchten sie, aus Zahlen der rechten Spalte den Dividenden
(additiv) zusammenzustellen, und wenn das gliickte, ergab die Summe
der entsprechenden Zahlen in der linken Spalte den Quotienten:

-

1 197
2 38
4 76
8 152
16 304
32 608

In unserem Fall ist 703 = 608 + 76 + 19, d. h., der Quotient ist gleich 1 + 4 + 32 = 37.
Ware der Dividend nicht ohne Rest durch den Divisor teilbar, so kdnnte man ihn nicht aus
Zahlen der rechten Spalte zusammenstellen. Wir wiirden sowohl einen Quotienten als auch
einen Rest erhalten.

Die agyptische Multiplikationsmethode ist nicht schwierig, erfordert aber sehr viele Rechen-
schritte, sogar bei der Multiplikation zweistelliger Zahlen. Miissten wir auf dieselbe Weise sehr
groBe Zahlen miteinander multiplizieren, so kamen wir nicht ohne die Hilfe einer Maschine aus.
Es sei bemerkt, dass die Agypter zur Multiplikation und Division im Grunde die Darstellung
der Zahlen im Dualsystem verwendet haben.
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2.7 Alphabetische Zahlensysteme

Wir haben gesehen, dass Zahlensysteme, die keine Positionssysteme sind, wenig zweckmaBig
sind. Das Schriftbild einer Zahl wird sehr lang, und das Rechnen ist sehr schwierig. Mit der
Entwicklung des Handels und des Handwerks wurden diese Mangel immer spiirbarer.

Da entstand in Kleinasien, wo griechische Kolonien bestanden, die einen lebhaften Handel trie-
ben, um die Mitte des 5. Jh. v.u.Z. ein neuartiges Zahlensystem, das sogenannte alphabetische

Zahlensystem. Gewohnlich nennt man es das ionische.

In diesem System bezeichnete man die Zahlen mit Hilfe der Buchstaben des griechischen Al-
phabets, lber die man Striche setzte. Die ersten neun Buchstaben bezeichneten die Zahlen
von 1 bis 9, die folgenden neun die Zahlen 10, 20, 30 bis 90 und die nachsten neun die Zahlen
100, 200 bis 900. Auf diese Weise konnte man jede Zahl bis 999 bezeichnen.

Zur Bezeichnung der Zahlen 1000, 2000, ..., 9000 verwendeten die Griechen dieselben Buch-
staben wie fiir die Zahlen 1, 2, ..., 9, nur setzten sie links unten einen schragen Strich. Wie
das gemacht wurde, ist aus dem Bild ersichtlich:

1 & 205{'_'“20355'2000,/’5
2glsax|3w?.‘3wﬁ7}7

3 7 | 40 A #00V | 4000 5

48 50”_‘1‘7_1'5m’?’_|50wu,5"

4 F |60 & (W0 | spory H
6 5| % & l' it 0! Foor ¥ '/4’,
¥ | sv & 5;05760 | §O0U 7 \ '

§ 7 1 ¢ r ’ o 3 000 T o /3
12,7'.&(400'73" Lfﬁé’ﬁﬂa’j AToor ﬂ/l '80"700’114

Fiir die Zahl 10000 wurde das Zeichen ]?4 verwendet; diese Zahl hieB Myriade. Zwei Myriaden,

B
d. h. 20000, wurden durch M bezeichnet. Mit dieser Methode konnte man alle Zahlen bis zu
einer Myriade Myriaden, d. h. (in moderner Bezeichnungsweise) bis 10® bezeichnen.
Die hoheren Zehnerpotenzen konnten im ionischen Zahlensystem nicht mehr geschrieben wer-

den; es gab im Altgriechischen auch keine Namen dafir.

Der groBte Mathematiker und Ingenieur des Altertums, Archimedes (3. Jh. v.u.Z.), widmete
dem Problem, eine allgemeine Methode zur Bezeichnung beliebig groBer Zahlen anzugeben,

ein ganzes Werk, das er "Sandrechnung" nannte.
Von alters her diente den Griechen, wie (ibrigens auch anderen Volkern, der Sand als Veran-

schaulichung der Vorstellung von einer sehr groBen und nicht mehr zéhlbaren Menge ("wie
Sand am Meer").

In Volksmarchen begegnet man der "unldsbaren" Aufgabe, die Sterne am Himmel, die Tropfen
im Meer oder die Sandkorner auf der Erde zu zahlen. Archimedes zeigte, dass man solche
Aufgaben - wenigstens im Prinzip - losen kann. In der "Sandrechnung" konstruierte er ein
System des Zahlens, in dem es Zahlen gab, die nicht nur die Anzahl der Sandkorner in seinem
heimatlichen Sizilien Gbertrafen, sondern auch solche, die groBer sind als die Anzahl der Sand-
korner im Weltall, selbst wenn es ganz mit Sand gefiillt ware.

Was haben aber die Griechen zur Zeit des Archimedes unter dem ganzen Weltall verstanden?,
Wie der griechische Astronom Aristarch von Samos nahm auch Archimedes in seinem Werk
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2.7 Alphabetische Zahlensysteme

an, im Zentrum des Weltalls befinde sich die Sonne, um die sich die Erde und die anderen
Planeten drehen.

Das Weltall habe die Form einer Kugel, auf deren Oberflache die Fixsterne angeordnet seien.
Das war sogar das erste heliozentrische System.

Um die Anzahl der Sandkérner berechnen zu kénnen, musste Archi-
medes zumindest anndhernd die Lange des Durchmessers des Weltalls
und die Abmessungen des Sandkorns bestimmen und dann das Ver-
i haltnis ihrer Rauminhalte finden.

s 2 Archimedes machte das, indem er sich auf die Angaben der Astrono-
mie seiner Zeit und auf eigene einschlagige Untersuchungen stiitzte.
Die Anzahl der Sandkorner, die sich dabei ergeben musste, liegt - in
unseren heutigen Bezeichnungen - bei 10%. Das ist eine sehr groBe
Zahl, und vor Archimedes konnte man Zahlen dieser GréBenordnung
weder schreiben noch benennen.

Um sein Problem zu l6sen, verfahrt Archimedes wie folgt:

Alle Zahlen, die kleiner als eine Myriade Myriaden sind, d. h. alle Zahlen von 1 bis 10® vereinigt
er in einer ersten Oktade (d.h. Achtergruppe) und nennt sie "Zahlen erster Ordnung". Die Zahl
10% ist die Einheit (die Eins) der zweiten Oktade, die alle Zahlen von 10® bis 10%® — 1 umfasst.
Das sind die "Zahlen zweiter Ordnung".

Analog dazu ist 10*® die Eins der dritten Oktade, und die Zahlen von 10?8 bis 10%® — 1 sind
die "Zahlen dritter Ordnung".

Setzt man diese Konstruktion fort, so kommt man zur Myriaden-Myriaden-Oktade, die alle
Zahlen von 1009°~D8 pbis 10819° — 1 enthalt. Alle diese Oktaden vereinigt Archimedes zur
ersten Periode.

Die Zahl 1081%" ist die Eins der ersten Oktade der zweiten Periode usw. Auf diese Weise kann
man bis zur letzten Zahl der letzten Oktade der Myriaden-Myriaden-Periode gelangen. Hier
hort Archimedes auf, aber es ist klar, dass man mit Hilfe seines Verfahrens auch weiter gehen
kann, nach dem man alle Perioden zu irgendeiner neuen Kategorie vereinigt hat.

7=§”e‘-§.
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Selbst die von Archimedes konstruierten Zahlen reichen aber schon zur Berechnung der Anzahl
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der Sandkorner im Weltall véllig aus.

Die bendtigte Zahl ist bereits in der achten Oktade der ersten Periode enthalten. Archimedes
hat seine Konstruktion nur deshalb weiter fortgesetzt, um zu zeigen, dass man mit seiner
Methode beliebig groBe Zahlen erfassen und benennen kann.

Die Methode des Archimedes kommt nahe an das Positionssystem heran. Es waren aber noch
etwa tausend Jahre nétig, bis es der Menschheit gelang, das Dezimal-Positionszahlensystem
zu schaffen.

Alphabetische Systeme gab es nicht nur bei den loniern, sondern auch bei den Juden, Phoni-
ziern, Armeniern, Grusiniern und anderen Volkern.

Auch im alten Russland war ein alphabetisches Zahlensystem gebrauchlich. Uber die Buchsta-
ben, die Zahlen bezeichneten, wurde ein spezielles Zeichen gesetzt - ein Titlor, damit man sie
von gewohnlichen Woértern unterscheiden konnte.

Sind nun alphabetische Systeme bequem?

Schreiben wir doch einmal im sogenannten kirchenslawischen System die Zahl 444 auf:

444 vnx

Das Schriftbild ist nicht langer als unseres. Das liegt daran, dass es in diesem alphabetischen
System 27 Ziffern gibt, wahrend es beispielsweise im agyptischen System zur Bezeichnung aller
Zahlen bis 1000 im ganzen nur drei Ziffern gab.

Die alphabetischen Zahlensysteme hatten aber auch einen groBen Mangel. Mit ihrer Hilfe kann
man nicht beliebig groBe Zahlen bezeichnen. Sie waren nur zum Aufschreiben der Zahlen bis
1000 sehr bequem.

Zwar konnten die Slawen wie auch die Griechen auch groBere Zahlen schreiben, dazu mussten
sie aber dem alphabetischen System neue Bezeichnungen hinzufiigen. Die Zahlen 1000, 2000

usw. schrieben sie mit demselben Buchstaben wie 1, 2 usw., nur wurde links unten ein spezielles
—

%A_

Zeichen angebracht; die 1000 zum Beispiel bezeichneten sie mit
Analog ist

B - %}j‘ z".——-*fk
3 r"g s!ﬁiﬂ ﬂf} 6

Die Zahl 10000 wurde wieder mit demselben Buchstaben wie 1 bezeichnet, nur ohne Titlor,
aber daflir mit einem Kreis umgeben:

@ = 10000

Diese Zahl hieB "Unmenge". Hieraus entstand tbrigens der Ausdruck "eine Unmenge Men-
schen".

Zur Bezeichnung der "Unmengen" wurden also die ersten neun Ziffern in einen Kreis geschrie-
ben:
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L0gur =B 300v0 (T) 40 0vo@)
50000-(€) e 90 000 (@)

10 Unmengen, d. h. 100000, war die Einheit der hoheren Kategorie, der sogenannten "Legion".
Zur Bezeichnung der Legionen wurden die ersten 9 Ziffern mit punktierten Kreisen umgeben:

100,01 -@ G %

10 Legionen stellten eine neue Einheit dar, die "Leodr" hieB. Zur Bezeichnung der Leodren
wurden die entsprechenden Zahlen in gestrichelte Kreise eingeschlossen:

mnmn

Diese Bezeichnungen kann man als Anfange eines Positionssystems ansehen, da zur Bezeich-
nung der Einheiten verschiedener Ordnungen ein und dieselben Symbole verwendet wurden,
die man durch Zeichen zur Bestimmung der Ordnung ergénzte. Dieses System hieB die "kleine
Zahl". In ihm gingen die Bezeichnungen nicht iiber die Millionen hinaus.

Daneben gab es aber auch eine "groBe" Zahl, in der mit dem Wort Unmenge schon 1000000
bezeichnet wurde. Eine Unmenge Unmengen (d. h. 10?) hieB "Legion", eine Legion Legionen
(d.h. 10?*) "Leodr", ein Leodr Leodren (d. h. 10*®) wurde "Rabe" genannt, die Zahl 10%
schlieBlich hieB "Holzklotz".

In einem Manuskript aus dem 17. Jh. heiBt es: "Und mehr als das kann der menschliche
Verstand nicht begreifen”, d. h., fiir groBere Zahlen gibt es keine Bezeichnungen mehr. Zur
Bezeichnung der "Raben" wurden die Buchstaben mit einem Kreis von Kreuzen umgeben:

+.‘|'++
+
LA T

und einen "Holzklotz" bezeichnete man so:
rﬂ

—
.a’.
—_

Die alphabetischen Zahlensysteme waren, wie schon gesagt, zum Rechnen mit groBen Zahlen,
die schon im Altertum auftraten (zum Beispiel bei astronomischen Berechnungen), wenig
geeignet.

Im Laufe der Entwicklung der menschlichen Gesellschaft haben diese Systeme den Positions-
systemen Platz gemacht. Uberreste der alphabetischen Zahlensysteme haben sich aber bis zum
heutigen Tag erhalten. So nummerieren wir haufig noch Abschnitte mit Hilfe der Buchstaben
des Alphabets. Die Buchstaben dienen allerdings nur noch zur Bezeichnung der Reihenfolge
und nicht mehr einer Quantitat. Mit solchen Buchstaben wird nicht mehr gerechnet.
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Das erste uns bekannte Positionssystem ist das Dezimal-

}L Sexagesimalsystem der Babylonier, das etwa 2500 bis 2000 v.u.Z.
ad entstand. Basis dieses Systems ist die Zahl 60. Folglich miisste es in ihm
P “‘ ” 60 Ziffern geben, und die Multiplikationstabelle miisste aus
= am
w 60 - 60
. o —— = 1800
B 2
r\.

-F f’} Zahlen bestehen.
j{{j Wie haben nun die Babylonier ihre Ziffern geschrieben, und wie haben

{,f . sie die riesige Multiplikationstabelle im Gedachtnis behalten?

= ﬂ!, Die Babylonier machten das so: Alle Zahlen von 1 bis 59 schrieben sie
4 ' unter Anwendung des Additionsprinzips im Dezimalsystem. Dabei ver-

Z g“ wendeten sie stets zwei Zeichen: den geraden (stehenden) Keil Y 2ur Be-
£ 24
M zeichnung der Eins und den liegenden Keil ( zur Bezeichnung der Zehn.

(YYY'YE Die Zahl 32 beispielsweise schrieben sie folgendermaBen: (( ( r' _

_B Diese Zeichen dienten in ihrem System als Ziffern. Die Zahl 60 wurde
‘; : {z wiederum mit demselben Zeichen wie die Eins bezeichnet, d. h. mit '
AJ; {}vﬁ% Genauso wurden 3600, 60° sowie alle anderen Potenzen von 60 bezeich-

%;;’ net. Die Zahl 92 zum Beispiel schrieb man so:Y (( ( "

L v Die "Ziffern", d. h. alle Zahlen von 1 bis 59, schrieben die Babylonier also
;-— : in einem Dezimalsystem, das aber kein Positionssystem war, wahrend die
uif Zahlen an sich in einem Positionssystem mit der Basis 60 geschrieben

wurden.

Eben darum nennt man ihr System Dezimal-Sexagesimalsystem (und nicht Sechzigersystem,
wie man es nennen miisste, wenn man nur die Basis 60 zu beriicksichtigen hatte)

Das Zahlensystem der Babylonier wies aber noch eine weitere wichtige Besonderheit auf: Es

gab kein Symbol fiir die Null. Und wenn ein gerader Keil Y dargestellt war, so konnte man
ohne zusatzliche Erklarungen nicht bestimmen, welche Zahl aufgeschrieben war: 1, 60, 3600
oder irgendeine andere Potenz von 60.

Das Bild der Zahl 92 konnte also nicht nur 92 = 60 + 32; sondern auch 3600 + 32 = 3632
bedeuten. Es konnte auch 122, oder 1532- usw. bezeichnen. Das Zahlenbild im babylonischen
System trug also keinen absoluten Charakter, zur Bestimmung der wirklichen GroBe einer
Zahl bendtigte man noch zusatzliche Angaben. In der Folgezeit fiilhrten ' > die Babylonier
ein spezielles Symbol zur Bezeichnung einer ausgelassenen Sechzigerstelle ein. Die Zahl 3632

beispielsweise miisste dann so geschrieben werden:

1<en -B0OF2

Am Ende einer Zahl wurde dieses Symbol jedoch niemals geschrieben.
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Die Multiplikationstabelle hatten die Babylonier nicht im Kopf. Das ware fast unmoglich gewe-
sen. Sie benutzten bei ihren Berechnungen fertige Multiplikationstabellen, so wie wir jetzt z. B.
Logarithmentafeln verwenden. Bei Ausgrabungen wurden sehr viele solcher Tabellen gefunden.

Das Dezimal-Sexagesimalsystem der Babylonier spielte bei der Entwicklung der Mathematik
und der Astronomie eine groBe Rolle. Seine Spuren haben sich bis in unsere Tage erhalten.
So teilen wir bis heute die Stunde in 60 Minuten und die Minute in 60 Sekunden ein, ebenso,
wieder nach dem Beispiel der Babylonier, den Kreisumfang bzw. den vollen Winkel in 360 Teile
(Grade).

—

Zu Beginn unserer Zeitrechnung verwendeten die Indianer vom Stamme der Maya, die auf der
Halbinsel Yucatan in Mittelamerika lebten, ein anderes Positionssystem - mit der Basis 20.
Ihre Ziffern schrieben sie, ebenso wie die Babylonier, mit Hilfe des Additionsprinzips. Die Eins
bezeichneten sie mit einem Punkt, die Fiinf mit einem horizontalen Strich. In ihrem System
gab es aber schon ein Symbol fiir die Null; es erinnert an ein halbgeschlossenes Auge.

Die Zahl 20 zum Beispiel schrieben die Maya mit Hilfe des Symbols fiir die Eins und des
Symbols fiir die Null (darunter, denn die Zahlen wurden nicht in Zeilen, sondern in Spalten
geschrieben).

Das Dezimal-Positionssystem entstand in Indien, und zwar nicht spater als im 8. Jh. u.Z. Hier
wurde auch erstmals die Null eingefiihrt.

Positionssysteme entstanden also unabhangig voneinander im alten Zweistromland, bei den
Maya und schlieBlich in Indien. All das zeugt davon, dass die Entstehung des Positionsprinzips
keine Zufalligkeit war.

Welcher Art waren nun die Voraussetzungen dafiir, dass es entstehen konnte? Was fiihrte die
Menschen zu dieser bemerkenswerten Entdeckung?

Um diese Frage zu beantworten, wenden wir uns wieder der Geschichte zu. Im alten China,
in Indien und in einigen anderen Landern existierten Zahlbezeichnungssysteme, die auf einem
multiplikativen Prinzip beruhten.
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15 7
20 :? Wenn man beispielsweise die Zehner mit X und die Hunderter mit C
_ T bezeichnet, so kann man die Zahl 323 schematisch folgendermaBen
J o 510 ;-,{-’ schreiben: 3 C 2 X 3.
40
%l +?, In solchen Systemen werden zum Aufschreiben einer gleichen Anzahl
” 50 r von Einem, Zehnern, Hundertern oder Tausendern ein und dieselben
5101 60 - Symbole verwendet; hinter jedes Symbol wird aber die Benennung
10 = der entsprechenden Position geschrieben. Auf einem analogen Prinzip
4>{ j beruhen die russischen Rechenbretter.
& %, §u = Ein und dieselbe Anzahl von Kugeln bezeichnet die Anzahl der Einer,
6 L 90 7 Zehner, Hunderter, Tausender usw. je nachdem, in welcher Reihe sich
' diese Kugeln befinden.
”W @
g =

11
¢ == 200 B

V*
}'é.
g5 100 ®

Ein ebensolches Zahlverfahren wurde beim Zahlen mit "Stiick- An-
zahlen" angewendet. So legten die lomba, ein Volksstamm in Zentral-
afrika, die Kaurimuscheln, die bei ihnen die Rolle von Geld spielten,

14 g zum Zahlen in Haufchen zu je 20 Muscheln, dann legten sie 20 solcher
10+ O Haufchen zu einem groBen Haufen zusammen . usw.
iv .2'__- Bei diesem Verfahren wird herausgearbeitet, dass man mit den Hau-
SC’CP(; fHJ fen genauso verfahren kann wie mit einzelnen Muscheln.
409

Der Forschungsreisende Miklucho-Maklai berichtet von der Zahlweise
der Papuas, die dem Zahlenaufbau nach dem Multiplikationsprinzip
schon sehr nahe kommt. Um die Tage bis zur Riickkehr der Korvette
"Witjas" zu zahlen, verfuhren die Papuas wie folgt:

"Der erste legte ein Zettelchen nach dem anderen auf sein Knie und
sagte dabei jedesmal "kare - kare" (eins); ein anderer wiederholte das
Wort "kare" und krimmte dabei jedesmal einen Finger, zuerst an der
einen Hand und danach an der anderen.

Nachdem er so bis zehn gezahlt hatte, senkte er beide Fauste auf die
Knie und sagte "zwei Hande", wobei ein dritter Papua einen Finger
der einen Hand kriimmte. Mit den nachsten zehn Zetteln wurde ge-
nauso verfahren, wobei der dritte Papua den zweiten Finger kriimmte.
Analog machten sie es auch mit dem dritten Zehner."

Man erzahlt, dass die Herden in Siidafrika genauso gezahlt wurden.
Ein Neger zahlte jedes Stiick, ein zweiter die Anzahl der vom ersten
gezahlten Zehner, ein dritter die Anzahl der vom zweiten gezahlten
Zehner, d. h. die Anzahl der Hunderter. Bezeichnen wir die Finger
des ersten mit |, die Finger des zweiten mit X und die des dritten
mit C, so kénnen wir nach dem multiplikativen System das Resultat
folgendermaBen schreiben:

3C5X31

In China ebenso wie in Indien existierte seit den altesten Zeiten ebendiese Form der Zahlen-
schreibweise. AuBerdem zeigten die Inder von alters her ein tiefes Interesse an groBen Zahlen
und an Methoden, sie aufzuschreiben. In einem alten indischen Buch ist von einem Wettkampf
zwischen den Freiern der schénen Gopa die Rede.
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2.8 Positionssysteme

Gegenstand des Wettkampfes waren die Kunst des Schreibens, die Arithmetik, der Kampf und
die Kunst des BogenschieBens. Fast die Halfte des Buches ist der Beschreibung der Wettkampfe
in Arithmetik gewidmet. Der Sieger Gauthama erdachte eine Zahlenskale, in der die Zahlen
eine geometrische Folge mit dem Quotienten 100 durchlaufen, deren letztes Glied die Zahl
1074946 war.

Die nachste Stufe zum Positionsprinzip bestand im Weglassen der Bezeichnungen fiir die
Stellen beim Schreiben, so wie wir "drei zwanzig" sagen und nicht "drei Mark und zwanzig
Pfennige".

Beim Schreiben groBer Zahlen im System mit der Basis 10 war aber sehr haufig ein Symbol zur
Bezeichnung der Null nétig. Die Einfiihrung eines solchen Symbole vollendete die Schaffung
des modernen Zahlensystems. Von Indien aus verbreitete es sich liber die ganze Welt.

Manche Voélker ibernahmen dabei von den Indem nur das Prinzip der Zahlenbezeichnung
und behielten die alten Schriftzeichen fiir die Ziffern bei (so war es z. B. in China), andere
tibernahmen auch die Ziffernschreibweise. Wir bringen eine Tabelle, aus der ersichtlich ist, wie
sich die Gobar-Ziffern, die in den maurischen Staaten gebrauchlich waren, allmahlich gewandelt
haben, bis sie die heutige Form erhielten.

- .

12345357890
R 1 2 v R 4 6 7 8§ 9 o
MI¥ 2 7 't £ 4 4 7 B 9 o0
1595 4 7 3 A ¢ & A 8 9 e
12?4 1 2 3 2 ¥y 6 1 $ 9 o
73031 7 3 R ¢ & p & 9 &
13560 1 7T 3 R g & A 8 9 0
"4z, 2 3 % 4 & A 8 9 o

Wo die Gobar-Ziffern selbst herkommen, ist bis jetzt noch nicht geklart.

Das neue Zahlensystem wurde in den europaischen Landern keineswegs sofort iibernommen.
Bis ins 18. Jh. durften in offiziellen Schriftstiicken nur romische Ziffern benutzt werden. Die
Vorziige des Positionsprinzips waren jedoch so groB, dass es schon im 13. Jh. von italienischen
Kaufleuten verwendet wurde.

Leonardo von Pisa, ein bedeutender Gelehrter des 13. Jh., trat damals als iberzeugter Anhanger
des neuen Systems auf. In Deutschland, Frankreich und England wurde das neue Zahlensystem
bis zum Ende des 15.Jh. kaum verwendet. Gegen Ende des 16. und zu Beginn des 17. Jh. errang
das Positionssystem jedoch einen entscheidenden Sieg.

Es wurde nicht nur von den Kaufleuten libernommen, sondern auch von allen Gelehrten. Nun
wurde es allenthalben benutzt.

In Russland wurde, wie wir schon wissen, vor vielen Jahren ein alphabetisches System ver-
wendet, das im Vergleich zum romischen viele Vorziige hat. Auch hier setzte sich aber das
neue Zahlensystem schnell durch. In allen mathematischen Manuskripten des 17. Jh. wurde
ausnahmslos das Positions-Dezimalsystem verwendet.

Unter Peter |. verdrangten die indischen Ziffern die altslawischen schon auf den Miinzen, in
der Folgezeit verschwanden diese vollig.

28



2.8 Positionssysteme

In Deutschland wurden in der ersten Halfte des 16.Jh., also zu Zeiten Luthers und der Bau-
ernkriege, ebenfalls noch die romischen Ziffern benutzt, wie Rechnungen aus Annaberg und
Buchholz im Erzgebirge zeigen. Erst dann setzten sich die indisch- arabischen Ziffern durch.

Um ihre Verbreitung erwarb sich der bekannte Rechenmeister Adam Ries, falschlich oft Adam
Riese genannt, groBe Verdienste. Ries wurde im Jahre der Entdeckung Amerikas, 1492, in
Staffelstein (Franken) geboren. Er lebte einige Jahre in Erfurt, wo mehrere Biicher von ihm
gedruckt wurden und wo er sich mit den damals vorhandenen Rechenbiichern vertraut machte.

Im Jahre 1523 siedelte er nach Annaberg (Erzgebirge) tiber, wo er
in seinem Hause eine Rechenschule einrichtete und als "Rezess-
schreiber" und "Gegenschreiber" im Rechnungswesen des Erz-
bergbaues tatig war. Er starb am 30. 3. 1559.

Die Stadt Annaberg hat ihm ein Denkmal gesetzt. Er selber hat
sich mit seinen Rechenbiichern, die etwa 200 Jahre lang verwen-
det und vielfach nachgeahmt wurden, sowie mit seiner Lehrta-
tigkeit einen Platz in der Geschichte des Rechnens in Deutsch-
land gesichert. (Diese Angaben sind dem Biichlein von Deubner:
.. nach Adam Ries. Leipzig/Jena, Urania-Verlag, 1959 entnom-
men.)

Zum Abschluss zitieren wir den beriihmten franzosischen Mathematiker und Physiker des 18.
bis 19. Jh., P. S. Laplace:

"Die Idee, alle Zahlen durch neun Zeichen auszudriicken, indem man diesen auBer ihrer Be-
deutung durch ihre Form noch eine Bedeutung durch ihre Stellung beilegt, ist so einfach, dass
es namentlich wegen dieser Einfachheit schwer zu begreifen ist, wie bewundernswert sie ist.

Wie schwer es war, auf diese Methode zu kommen, sehen wir am Beispiel der groBen Genien
der griechischen Wissenschaft, Archimedes und Apollonius, denen diese Idee verborgen blieb."
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2.9 Pythagoreische Dreiecke

Einfachste diophantische Gleichungen

2.9 Pythagoreische Dreiecke
W. |. Netschajew

Ein FuBballplatz ist eine rechteckige Flache von 90 m Lange und 60 m Breite. Wie kann man
eine solche Flache abstecken?

Auf dem Papier konstruiert man ein Rechteck mit Hilfe eines Lineals und eines Zirkels oder
eines Zeichendreiecks. Zur Arbeit im Gelande sind diese Gerate zu klein. Bei der Konstruktion
der rechten Winkel einer Flache wie des FuBballplatzes kénnen sie keine hinreichende Genau-
igkeit garantieren. Wiirde man jedoch Lineal, Zirkel und Zeichendreieck mit genligend groBen
Abmessungen anfertigen, so kodnnte man sie weder transportieren noch benutzen.

Seit uralten Zeiten kennt man ein sehr einfaches Verfahren zur Konstruktion von rechten
Winkeln im Geldande. Wir wollen eine solche Konstruktion ausfiihren.

Dazu nehmen wir eine Schnur und drei Pflocke. Auf der Schnur markieren wir 12 gleiche
Abstande. AnschlieBend markieren wir auf der Schnur durch Knoten drei Abschnitte M B, BC
und C'N, und zwar soll der Abschnitt M B aus fiinf, BC' aus vier und C'N aus drei solchen
Abstanden bestehen. Die Knoten M und N kniipfen wir zusammen und bezeichnen diesen
neuen Knoten mit A.

{":»‘ B
o

b

R 9 ‘)"
oY

Mit Hilfe zweier Pflocke spannen wir den Teil BC' der Schnur langs einer vorgegebenen Ge-
raden, und zwar so, dass C' mit dem Punkt zusammenfallt, durch den die Senkrechte zu der
gegebenen Geraden verlaufen soll.

Jetzt brauchen wir den Knoten A nur noch auf einen solchen Punkt des Platzes zu legen, dass
die Schnur gespannt, also die Abschnitte AB und AC' geradlinig werden; an diesem Punkt
schlagen wir einen Pflock ein.

Damit ist das Problem der Konstruktion eines rechten Winkels im Gelande gelost, da der
Winkel AC'B ein Rechter ist.

Um das zu beweisen, zeigen wir, dass jedes Dreieck, dessen Seiten, in irgendeiner Langeneinheit
gemessen, durch die Zahlen 3, 4 und 5 ausgedriickt werden konnen, rechtwinklig ist. Zu diesem
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2.10 Fahrscheinkauf fiir die Metro

Zweck betrachten wir ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten mit den beiden kleinsten
Seiten des gegebenen Dreiecks iibereinstimmen, und bestimmen dessen Hypotenuse .

Nach dem Satz des Pythagoras ist 22 = 32 +42, also = 5. Entsprechend liegende Seiten des
gegebenen Dreiecks und des rechtwinkligen Dreiecks sind also einander gleich. Hieraus folgt
aber, dass auch das gegebene Dreieck rechtwinklig ist.

Diese Eigenschaft des Dreiecks mit den Seiten 3, 4 und 5 war
anscheinend schon den Landvermessern des alten Agyptens be-
kannt. Daher nennt man ein solches Dreieck ein agyptisches.
Jedes "ganzzahlige Dreieck" (d. h. jedes Dreieck, dessen Seiten
ganzzahlige Langen haben), das einem agyptischen Dreieck dhn-
lich ist, ist ebenfalls rechtwinklig. Existieren nun noch andere
ganzzahlige rechtwinklige Dreiecke?

Bezeichnet man Katheten und Hypotenuse irgendeines ganzzah-
ligen rechtwinkligen Dreiecks mit den Buchstaben z, y und z, so
erhalt man nach dem Satz des Pythagoras

?+yt =20 (1)

Auch die Umkehrung gilt, d. h., sind x, y und z natirliche Zahlen, die der Gleichung (1) geni-
gen, so ist das Dreieck mit den Seiten x, y und z rechtwinklig. Ein ganzzahliges rechtwinkliges
Dreieck nennt man mitunter kurz ein pythagoreisches Dreieck.

Unsere Uberlegung zeigt, dass sich das Problem, alle pythagoreischen Dreiecke zu finden, auf
die Losung der Gleichung (1) in natiirlichen Zahlen reduziert. Mit der Lésung dieser Gleichung
befassen wir uns etwas spater, zuvor wollen wir noch einige andere Probleme betrachten.

2.10 Fahrscheinkauf fiir die Metro

Jeder Fahrscheinautomat in der Moskauer Metro ist mit folgender Aufschrift versehen (Die
Zahlenbeispiele entstammen der Zeit vor der Umbewertung des Rubels !):

"Werfen Sie 50 Kopeken in Stiicken zu
10 + 20 + 20

10 +10 + 15 + 15

10 + 10 + 10 + 20

15 + 15 + 20

10 + 10 + 10 + 10 + 10

ein."

Dabei kann man folgende Frage stellen:

Haben die Konstrukteure des Automaten alle Moglichkeiten, die 50 Kopeken in Stiicken zu
10, 15 und 20 Kopeken zu zahlen, vorausgesehen oder gibt es noch mehr Moglichkeiten?
Nehmen wir an, die Summe einiger Geldstiicke zu 20, 15 und 10 Kopeken betrage 50 Kopeken.
Dabei soll vereinbarungsgemaB die Anzahl der Geldstiicke eines bestimmten Wertes gleich Null
sein, wenn keine Geldstiicke dieses Wertes in der Summe vorkommen.

Bezeichnen wir mit x, y und z die jeweilige Anzahl der in der Summe enthaltenen Stiicke zu
20, 15 und 10 Kopeken, so erhalten wir die Gleichung

20z 4 15y + 10z = 50 (2)
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2.11 Wiegen auf einer Schalenwaage

Jeder Méglichkeit, die 50 Kopeken in Stiicken zu 20, 15 und 10 Kopeken zu zahlen, entspricht
also eine Losung der Gleichung (2) in nichtnegativen ganzen, d. h. natiirlichen Zahlen bzw.
Null. Wie man leicht sieht, gilt auch die Umkehrung.

Jeder Losung x, y, z der Gleichung (2) in nichtnegativen ganzen zahlen entspricht eine be-
stimmte Moglichkeit, die 50 Kopeken in Stiicken zu 20, 15 und 10 Kopeken zu zahlen. Das
Problem, alle Moglichkeiten des Fahrscheinkaufs in der Metro aufzufinden, reduziert sich also
darauf, alle Losungen der Gleichung (2) in nichtnegativen ganzen Zahlen zu bestimmen.

2.11 Wiegen auf einer Schalenwaage

Kann man 28 g irgendeines Stoffes auf einer Schalenwaage wiegen, wenn man nur Wagestiicke
zu 3 gund 5 g hat?
Es stellt sich heraus, dass man das sogar auf mehrere Arten machen kann.

Wir wollen uns bemiihen, alle Moglichkeiten aufzufinden. Dazu legen wir die Masse von 28 g
auf die rechte Waagschale und stellen durch Wagestiicke zu 3 g und 5 g das Gleichgewicht
her. Es sind folgende Falle moglich:

a) alle Wagestiicke befinden sich auf der linken Waagschale;

b) auf der linken Waagschale befinden sich nur 3-g-Stiicke, auf der rechten nur 5-g-Stiicke
zusammen mit der Masse;

d) auf der linken Waagschale befinden sich nur 5-g-Stiicke und auf der rechten nur 3-g-Stiicke
zusammen mit der Masse.

Bezeichnen wir die Anzahl der verwendeten 3-g-Stiicke mit = und die Anzahl der verwendeten 5-
g-Stiicke mit y, so erhalten wir entsprechend den oben angefiihrten Fallen die drei Gleichungen

a) 3z + 5y =28,
b) 3z =28+5y oder 3z — b5y =28, (3)
¢) 5y=28+3x oder 5y—3x=28.

Um alle Moglichkeiten aufzufinden, ist jede der erhaltenen Gleichungen in nichtnegativen gan-
zen Zahlen oder, was dasselbe ist, die Gleichung (3) in natirlichen Zahlen bzw. Null zu lsen.
Dabei ist zu beachten, dass die Werte der Unbekannten x und y nicht nur die Anzahl der
verwendeten Wagestlicke angeben, sondern auch deren Platz auf den Waagschalen.

Ist beispielsweise der Wert der Unbekannten x positiv, so ist die Anzahl der 3-g-Stiicke gleich
x, und diese befinden sich alle auf der linken Waagschale. Ist der Wert der Unbekannten z
negativ, so ist die Anzahl der 3-g- Stiicke gleich x, und diese befinden sich alle auf der rechten
Waagschale.
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2.12 Diophantische Gleichungen

2.12 Diophantische Gleichungen

Wie wir gesehen haben, lasst sich jede der betrachteten Aufgaben auf die Losung einer Glei-
chung mit mehr als einer Unbekannten in ganzen Zahlen zuriickfiihren. Solche Gleichungen
nennt man unbestimmte oder diophantische Gleichungen, nach dem Mathematiker Diophan-
tos von Alexandria, der im 3. Jh. u. Z. lebte und sich mit der Lésung solcher Gleichungen in
rationalen Zahlen befasste. Gewohnlich ergibt sich aus der Aufgabenstellung, dass die Losun-
gen irgendwelchen arithmetischen Bedingungen geniigen miissen, so dass sich der Grad der
Unbestimmtheit verringert.

Meistens sollen die Losungen ganzzahlig oder wenigstens rational sein.

Mit Losungen in ganzen Zahlen befassten sich als erste die indischen Gelehrten. Sie gaben
eine allgemeine Methode zur Lésung unbestimmter Gleichungen ersten Grades mit ganzzah-
ligen Koeffizienten in ganzen Zahlen an. Sie fanden auch die Losung einiger unbestimmter
Gleichungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten in ganzen Zahlen.

2.13 Rationale und ganzzahlige Losungen linearer diophantischer
Gleichungen

¥ Es ist nicht schwer, eine diophantische Gleichung ersten Grades
@ (dafiir sagt man auch lineare diophantische Gleichung) mit ganz-
zahligen Koeffizienten in rationalen Zahlen zu lésen. Nehmen wir

z. B. die Gleichung
29r — 3y =17 (4)

Um alle Lésungen dieser Gleichung aufzufinden, untersuchen wir,
fur welche rationalen Werte der einen Unbekannten der entspre-
chende Wert der zweiten Unbekannten rational ist. Jedem Wert
der Unbekannten x entspricht eindeutig ein Wert der Unbekann-
ten y, der durch die Formel

29z — 17
— " 5
Y 13 (5)

bestimmt ist. Hat die Unbekannte x einen rationalen Wert, so ist auch der sich nach Formel
(5) ergebende Wert der Unbekannten y rational.

Zur Bestimmung der ganzzahligen Lésungen der Gleichung (4) kénnen wir die Formel (5)
nicht unmittelbar verwenden, da die zweite Unbekannte fiir ganzzahlige Werte der ersteren
nicht notwendig ganzzahlige Werte annimmt. Um alle ganzzahligen Lésungen der Gleichung
(4) zu bestimmen, suchen wir solche Werte der Unbekannten x, fiir die der entsprechende
Wert der Unbekannten y eine ganze Zahl ist.

Diese auf den ersten Blick unbedeutende Anderung der Problemstellung erschlieBt einen Weg
zur Losung der Aufgabe.

Da 23 =2+ 2 und 1 = 1+ 7, erhalten wir aus Formel (5) die Beziehung

3r—4
y=2r—1+ 13 (6)

Jetzt missen wir untersuchen, fiir welche ganzzahligen Werte von x die Unbekannte y ganz-
zahlige Werte annimmt. Da die Zahl 2z — 1 fiir ganze x eine ganze Zahl ist, folgt aus (6),
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2.13 Rationale und ganzzahlige Lésungen linearer diophantischer Gleichungen

dass y fiir ganze x nur dann ganzzahlige Werte annimmt, wenn der Ausdruck 3’?54 eine ganze

Zahl ist. Unsere Aufgabe ist zwar noch nicht geldst, wir sind aber dem Ziel schon naher.
Setzen wir namlich

3r—4
13
so sehen wir, dass die Frage, fiir welche ganzzahligen Werte der Unbekannten z die Unbekannte
Y1 ganzzahlige Werte annimmt, dem Problem gleichwertig ist, die ganzzahligen Lésungen der
Gleichung

:yl

32 — 13y, = 4 (7)

zu bestimmen. Es ist uns also gelungen, das Problem der Lésung der Gleichung (4) in ganzen
Zahlen auf das der Lésung der Gleichung (7) in ganzen Zahlen zuriickzufiihren. Welchen Vorzug
hat nun die zweite Gleichung gegenlber der ersten?

-+ J cder — | »&

Als einfachste diophantische Gleichung ist natiirlich eine Gleichung anzusehen, bei der wenigs-
tens einer der Koeffizienten der Unbekannten gleich 1 oder -1 ist. In diesem Falle ist diese
Unbekannte bei jedem ganzzahligen Wert der anderen Unbekannten ganzzahlig.
Je kleiner daher der kleinste Absolutbetrag der Koeffizienten der Unbekannten ist, desto leich-
ter ist die Gleichung zu I6sen. In der Gleichung (4) ist der kleinste Absolutbetrag der Koeffi-
zienten die Zahl 13, in der Gleichung (7) schon 3. Wie haben wir das erreicht?

Der Koeffizient der Unbekannten z und das absolute Glied der Gleichung wurden durch die
bei der Division dieser Zahlen durch 13 verbleibenden Reste ersetzt. Der Rest bei der Division
einer ganzen Zahl durch eine natiirliche Zahl ist aber immer kleiner als diese natiirliche Zahl.
Jetzt wird auch verstandlich, weshalb wir zu Beginn die Unbekannte y durch die Unbekannte
x ausgedrickt haben.

Wir haben nach der Unbekannten mit dem kleinsten Absolutbetrag des Koeffizienten aufge-
I6st. Nachdem wir nun eine gewisse Ubung erlangt haben, kénnen wir uns der Gleichung (7)
annehmen.

Fir welche ganzzahligen Werte der Unbekannten y; nimmt die Unbekannte = ganzzahlige
Werte an?

Aus der Gleichung

:1+4y1+

(8)

ersehen wir, dass die Unbekannte z fiir ganzzahlige y; nur dann ganzzahlige Werte annimmt,
wenn H% eine ganze Zahl ist.

Bezeichnet man diesen Ausdruck mit x;, so erhalt man
1+ Y1 = 31’1 oder 35(71 — Y = 1 (9)

Das Problem ist somit auf die Lésung der Gleichung (9) in ganzen Zahlen zuriickgefiihrt. Die
Gleichung (9) in ganzen Zahlen zu lésen bedeutet, dass man untersuchen muss, fiir welche
ganzzahligen Werte von x; die Unbekannte y; ebenfalls ganzzahlige Werte annimmt.

Wegen y; = 3x1 — 1 nimmt y; fir beliebige ganzzahlige x; ganzzahlige Werte an. Aus den
Gleichungen (8) und (6) finden wir nun nacheinander die Ausdriicke fiir die Unbekannten x
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und y:

r=1+43xy — 1)+ 2 =132, — 3
y=2-(13xz; —3) — 132; — 1 = 2921 — 8

Aus den obigen Ausfiihrungen folgt nun, dass
r=13z1 — 3 ) y =291 — 8

fur x1 = 0,£1,+2, 43, ... alle ganzzahligen Lésungen der Gleichung (4) liefern.

Genauso kann man auch vorgehen, wenn die Zahl der Unbekannten in einer diophantischen
Gleichung ersten Grades groBer als zwei ist. Zu diesem Zweck ist nach der Unbekannten
mit dem (absolut) kleinsten Koeffizienten aufzulésen und die Frage zu stellen, fiir welche
ganzzahligen Werte der anderen Unbekannten die betreffende Unbekannte ganz ist.

Man wird leicht selbst herausfinden, wie weiter zu verfahren ist. Unsere Methode zur Losung
unbestimmter Gleichungen in ganzen Zahlen unterscheidet sich nur wenig von dem Verfahren,
das schon von den Indern angegeben worden ist.

Weil nun eine unbestimmte Gleichung bei der Lésung nach dieser Methode durch eine Kette
von Gleichungen mit stets kleiner werdenden Koeffizienten ersetzt wird, haben die indischen
Mathematiker dieses Verfahren die Methode der absteigenden Koeffizienten gebannt.

Heute sagt man auch Deszendenzmethode.

2.14 Losung der Wagungsaufgabe

Nun wollen wir also die Gleichung (3) in ganzen Zahlen I6sen. Wir I6sen nach der Unbekannten
x auf:

28 — By 1—2y
= = 9 —
T3 T3
Es gilt natirlich auch folgende Gleichung:
1
r=9-—2y+ —:l))—y

und diese wollen wir benutzen. Unser Ziel besteht ja darin, den Koeffizienten von y so klein
wie moglich zu machen. Wir fiihren die Bezeichnung

=3

ein. Das Problem ist damit auf die Losung der Gleichung 321 — y = 1 in ganzen Zahlen
zurlckgefiihrt. Die Losung dieser Gleichung ergibt y = 321 — 1, wobei x; eine beliebige ganze
Zahl ist. Dann ist aber

r=9—-2-3x;—1)+x, =11 -5z
Die allgemeine Losung der Gleichung (3) kann man also wie folgt schreiben:
r =11 — 5 , y=3r—1

wobei 1 = 0, +1,£2, ... ist.
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=

.D\Q R77)

Wir bestimmen einige Losungen dieser Gleichung, welche folgenden Werten von x; entspre-
chen: x1 =0,1,-1,2,-2,3, —3:

2,01-12-23-3
211616 121 -4 26
y-12-45-78-10

Die Gleichung (3) besitzt unendlich viele Lésungen. Wir kénnen jedoch nur einige von ihnen
verwenden. Das hangt von der Anzahl der Wagestiicke ab, die wir zur Verfliigung haben, sowie
von der GroBe der Waagschalen.

2.15 Losung der Fahrscheinaufgabe

Wir wollen nun die Gleichung (2) in nichtnegativen ganzen Zahlen
|6sen. Zunachst bestimmen wir alle ganzzahligen Losungen dieser
Gleichung. Nach der Division beider Seiten der Gleichung durch 5
erhalten wir

4r + 3y + 22 =10

Aus dieser Gleichung finden wir, wenn wir wieder nach der Unbe-
kannten mit dem - absolut - kleinsten Koeffizienten auflésen
10 — 4z — 3y Y

= Y 59—y —2
& 2 Y7,

Hieraus folgt, dass z fiir ganzzahlige Werte der Unbekannten z und y nur dann ebenfalls
ganzzahlig ist, wenn £ eine ganze Zahl ist, d. h., wenn y eine gerade Zahl ist. Wir setzen also
y = 2y; und erhalten

rT=05—2x— 3y

Wir finden alle ganzzahligen Lésungen der Gleichung (2), indem wir den Parametern = und y;
in den Formeln
xr = Yy = 2y1; z2=5—2x — 3y (10)

alle moglichen ganzzahligen Werte geben. Uns interessieren jedoch nur die nichtnegativen
Losungen der Gleichung (2). Deshalb miissen wir solche ganzzahligen Werte der Parameter x
und y; auffinden, fir welche die durch (10) bestimmten Unbekannten z, y, z nichtnegative
Werte annehmen. Zu diesem Zweck missen wir das System der Ungleichungen

x>0, 2y1 >0, 5—2x —3y; > 20
oder

<5—3y1
- 2
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2.15 Lésung der Fahrscheinaufgabe

in ganzen Zahlen I6sen. Offenbar kann y; nur zwei Werte annehmen: 0 und 1. Fir y; = 0 ist
x gleich 0, 1 oder 2. Fiir y; = 1 kann x nur gleich 0 oder 1 sein.
Die Gleichung (2) besitzt also in nichtnegativen ganzen Zahlen nur die 5 Lésungen:

z|0[1]20]|1
y[0]0]0]2]2
Zz|1513]1(2]0

Mit anderen Worten: Die 50 Kopeken fiir den Metrofahrschein kann man in Geldstiicken zu 10,
15 und 20 Kopeken wirklich nur auf die oben angegebenen fiinf verschiedenen Arten bezahlen.

Wir haben einige Gleichungen ersten Grades, sogenannte lineare Gleichungen, betrachtet. Jede
von ihnen besaB, wie wir herausgefunden haben, ganzzahlige Losungen. Man kann jedoch auch
Gleichungen angeben, die in ganzen Zahlen keine Losungen besitzen. Eine solche Gleichung
ist z.B.

3r —6y =5 (11)
Wiirde sie namlich fiir ganzzahlige x und y gelten, so miisste 5 durch 3 teilbar sein. So ergeben
sich die folgenden Fragen:
Welche diophantischen Gleichungen sind in ganzen Zahlen losbar? Gibt es Bedingungen fir
die Losbarkeit solcher Gleichungen, und wie lauten sie?

Wenn eine diophantische Gleichung ersten Grades Losungen in ganzen Zahlen besitzt, kann
man diese Losungen dann immer mit der oben beschriebenen Deszendenzmethode auffinden?

Die Antwort auf die erste Frage liefert der folgende Satz:

Die Gleichung
a1y + asTo + ... + Ay, = b (12)
mit ganzzahligen Koeffizienten ist in ganzen Zahlen nur dann losbar, wenn das Absolutglied

b durch den groBten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten ay, as, ..., a, teilbar ist. (Natdrlich
soll auch b eine ganze Zahl sein.)

Der Beweis des Satzes ist elementar, wir missen aber aus Platzgriinden darauf verzichten, ihn
hier anzufthren.

Wir wollen die andere Frage beantworten: Fiihrt die Deszendenzmethode bei der Lésung von
diophantischen Gleichungen ersten Grades in ganzen Zahlen immer zum Erfolg?

P XAt N =T
/ A nnv

Der Grundgedanke der Methode besteht darin, die gegebene Gleichung durch eine ihr gleich-
wertige (&quivalente) Gleichung zu ersetzen, bei der, der Absolutbetrag eines Koeffizienten
kleiner ist als der Absolutbetrag jedes der Koeffizienten der vorgegebenen Gleichung.

¢7)a

Ist a; der dem Absolutbetrag nach kleinste Koeffizient der Unbekannten der Gleichung (12),
so ersetzen wir diese Gleichung durch eine andere, in der alle Koeffizienten auBer dem von x;
durch die Reste bei der Division dieser Koeffizienten durch a; ersetzt wurden.

Wenn dabei auch nur einer der Koeffizienten ao, as, ..., a,, nicht ohne Rest durch a; teilbar
ist, erhalten wir eine Gleichung mit (absolut) kleineren Koeffizienten. Mit dieser Gleichung
verfahren wir genauso wie mit der urspriinglichen.
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2.16 Unbestimmte Systeme von Gleichungen ersten Grades

Sind aber alle Zahlen as, as, ..., a, durch a; teilbar, so ist auch b durch a; teilbar (wenn die
gegebene Gleichung tberhaupt in ganzen Zahlen sbar ist). Teilt man in diesem Falle beide
Seiten der Gleichung durch a; so erhalt man eine Gleichung, deren ganzzahlige Losungen ohne
Miihe aufzufinden sind.

Das beschriebene Verfahren ermoglicht es, wenn die Gleichung lberhaupt in ganzen Zahlen
|6sbar ist, diese ganzzahligen Losungen immer zu bestimmen.

2.16 Unbestimmte Systeme von Gleichungen ersten Grades

Zur ganzzahligen Losung unbestimmter Gleichungssysteme ersten Grades mit ganzzahligen
Koeffizienten, d. h. solcher Gleichungssysteme, bei denen die Anzahl der Unbekannten die
Anzahl der Gleichungen Ubersteigt, verwendet man gewohnlich die Methode der sukzessiven
Elimination der Unbekannten.

Wir wollen zum Beispiel folgendes Gleichungssystem in ganzen Zahlen losen:

3r+05y —Tz=15 , 2¢ +3y — 9z =12

TN
’
¢

. Zunachst betrachten wir die erste Gleichung und stellen fest, fir wel-
che ganzzahligen Werte der Unbekannten y und z die Unbekannte =

ganzzahlig ist. Wir erhalten

15—-5y+7
x:¢:5—2y+2z+y+z

¥
3 3
y Setzt man
yra T so folgt hieraus z=3r1—y und
[

3
r=5-2y+23x1 —y)+x1=5—4y+ Ty

' Diese Werte von = und z setzen wir in die zweite Gleichung ein und
s erhalten
e

2(6—4y+T7x1) + 3y — 93z, —y) = 12

oder

w 4y — 1321 = 2

Diese Gleichung I6sen wir in ganzen Zahlen:

2+ 13z, 3 +2+x1 24+ x
= " = X =
Yy 4 1 4 ) hn 4

x1=4y; —2 und y=304y1 —2)+y1 =13y, — 6

Somit kann man samtliche ganzzahligen Losungen des gegebenen Gleichungssystems aus fol-
genden Formeln erhalten:

r=>5—4(13y; —6) + T(4y; — 2) = 15 — 24y,
y=13y1 — 6
z=3(4y;1 —2) — 13y1 + 6 = —y
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2.17 Rationale Lésungen diophantischer Gleichungen hoheren Grades

wobei y; eine ganze Zahl ist.

Auf unbestimmte Gleichungssysteme ersten Grades lassen sich zum Beispiel die Aufgaben
zuriickfiihren, bei denen Zahlen gefunden werden sollen, die bei Division durch gegebene ganze
Zahlen vorgegebene Reste ergeben. In der Zahlentheorie findet man diese Aufgaben unter der
Bezeichnung "Simultane Kongruenzen".

2.17 Rationale Losungen diophantischer Gleichungen hoheren Grades

Die Losung solcher Gleichungen ist ein unvergleichbar schwierigeres Problem als die Losung
diophantischer Gleichungen ersten Grades in rationalen Zahlen. Sehen wir uns einmal die
Losung der Gleichung

?+yt =1 (13)
in rationalen Zahlen an. Dabei verstehen wir unter Losung ein Paar von Zahlen z und y, in
Zeichen (x;y), derart, dass die Gleichung (13) erfillt ist. Dieselbe Methode kann auch zur
Losung (in rationalen Zahlen) von Gleichungen der Form

ax2+y2:1

benutzt werden, wobei a eine beliebige gegebene rationale Zahl ist, sowie zur Losung einiger
anderer Gleichungen. Sie stammt von Diophantos. Es ist interessant, dass der Gedanke, der
dieser Methode zugrunde liegt, auch bei der Berechnung einiger Integrale verwendet wird.

Ist (x;y) eine rationale Lésung der Gleichung (13), so sind (—z;y), (—z;—y) und (z;—y)
ebenfalls Lésungen dieser Gleichung. Mindestens eine dieser vier Losungen ist eine Losung der
gegebenen Gleichung in nichtnegativen rationalen Zahlen.

Gleichung, (13) besitzt die Losungen (0;1), (0;—1), (1;0) und (—1;0).

Bei allen anderen Losungen dieser Gleichung sind die Werte beider Unbekannten von Null
verschieden.

Aus unseren Ausfiihrungen folgt, dass wir alle Lésungen von (13) in
rationalen Zahlen kennen, wenn wir alle positiven rationalen Losungen
dieser Gleichung gefunden haben. Um aber alle Losungen der Gleichung
(13) in positiven rationalen Zahlen zu bestimmen, untersuchen wir, fir
welche positiven rationalen Werte der Unbekannten z die Zahl /1 — z2
rational ist (unter y/a verstehen wir die positive Wurzel).

Diese Zahl stellen wir in der Form

Vieal=1-tz (14)

dar, wobei t eine rationale Zahl sei. Damit haben wir die Frage nach den rationalen Werten
der Unbekannten z, fir die /1 — 22 eine rationale Zahl ist, auf das Problem zuriickgefiihrt,
fur welche z-Werte die Gleichung (14) gilt. Zur Beantwortung dieser Frage I6sen wir folgende
Gleichung:

1—2%=(1—tx)*=1— 2tz + t*2*

(1+t)x =2t
2t
Tr =
1+¢2
Diese Schritte kann man auch in der umgekehrten Reihenfolge ausfithren. Gleichung (14) gilt
also nur dann, wenn x = 1%2 ist.
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2.18 Ganzzahlige Lésungen diophantischer Gleichungen héheren Grades

Aus dieser Gleichung folgt, dass fiir rationale ¢ auch x rational ist.
Daher ist die Zahl /1 — x? fir rationale Werte der Unbekannten z

rational, wenn z = 1_2;2 ist, wobei t eine rationale Zahl ist. Andererseits
ist

Daher kann man jede Loésung der Gleichung (13) nach den Formeln

ot d 1—¢t2
un =
1+¢2 Y=15xp

Tr =

erhalten.

Wie man leicht sieht, erhalten wir alle Losungen der Gleichung (13) in positiven rationalen
Zahlen, wenn wir dem Parameter ¢ alle positiven rationalen Werte zwischen 0 und 1 erteilen.

Besonders schwierig ist die Losung von Gleichungen hoheren als zweiten Grades in rationalen
Zahlen. Bis heute gibt es z. B. noch keinen elementaren Beweis des Satzes, dass die Gleichung
22 +y> = 1 in positiven rationalen Zahlen keine Lésungen hat.

2.18 Ganzzahlige Losungen diophantischer Gleichungen hoheren
Grades

Die Losung diophantischer Gleichungen héheren Grades mit ganzzah-
ligen Koeffizienten in ganzen Zahlen ist in vielen Fallen bedeutend
schwieriger als die Losung derselben Gleichungen in rationalen Zah-
len.

Indische Mathematiker (5. bis 12. Jh.) haben die Lésung einiger Glei-
chungen zweiten Grades mit zwei Unbekannten in ganzen Zahlen
gefunden. Vollstandig gelost wurde dieses Problem von dem franzo-
sischen Mathematiker J. L. Lagrange (1736-1813).

Gleichungen dritten Grades mit zwei Unbekannten sind bis heute
nicht vollstandig erforscht. Einige Typen solcher Gleichungen konnten
von dem sowjetischen Mathematiker B. N. Delauney erfolgreich be-
handelt werden. Es muss gesagt werden, dass schon die Bestimmung
der Anzahl der Losungen solcher Gleichungen dritten und hoheren
Grades auBerordentlich schwierig ist.

Zu Beginn unseres Jahrhunderts gelang es dem norwegischen Mathe-
matiker A. Thue, folgenden interessanten Satz zu beweisen:

Satz:
Die diophantische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten

apz" + "ty + a4 . Fany" =b
wobei n eine ganze Zahl groBer als 2 ist, hat im allgemeinen nur endlich viele Losungen
(eventuell gar keine) in ganzen Zahlen.
Ausnahmen bilden die Falle, in denen die linke Seite eine Potenz eines homogenen Binoms
ersten Grades oder eines Trinoms zweiten Grades ist.

Noch schwieriger ist das Problem der ganzzahligen Losungen diophantischer Gleichungen ho-
heren Grades mit mehr als zwei Unbekannten. Bis heute kennt man noch keine allgemeine
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2.18 Ganzzahlige Lésungen diophantischer Gleichungen héheren Grades

Methode zur Lésung solcher Gleichungen. Gleichung (1) gehért zu den einfachsten von ihnen.

Ist das Tripel a, b, c eine Losung dieser Gleichung in natirlichen, zueinander teilerfremden
Zahlen, dann |st ¢ eine Losung der Gleichung (13) in rationalen Zahlen.

Daher ist ¢ = und b = L;, wobei ¢ eine rationale Zahl ist, die der Bedingung 0 <t < 1
genugt.

Wir setzen nun t = -, wobei n und m ganze Zahlen sind, die wir als positiv und teilerfremd

2_ .2
2mn undé_m n

m2+n?2 ¢ m2+n?’

1-5—752

voraussetzen; wegen 0 < t < 1 ist n < m. Somit ist % =

Auf der linken Seite der ersten Gleichung steht ein unkiirzbarer Bruch. Hatten namlich a und
c einen gemeinsamen Primteiler, so ware auch b durch diesen Teiler teilbar.

Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht entweder ein unkiirzbarer Bruch oder ein Bruch,
dessen Zahler und Nenner durch 2, aber durch keine groBere Zahl teilbar sind. Anderenfalls
waren mindestens eine der ganzen Zahlen m oder n und der Nenner dieses Bruches, d.h.
m? + n?, durch irgendeine Primzahl p teilbar.

Dann ware aber auch die andere Zahl durch p teilbar. Folglich hatten die Zahlen m und n
den gemeinsamen Teiler p. Das widerspricht aber der Bedingung, dass die Zahlen m und n
keinen gemeinsamen Teiler haben sollen. Weiterhin stellen wir fest, dass die Zahl 2 nur dann
gemeinsamer Teiler von Zahler und Nenner des ersten Bruches sein kann, wenn m und n
ungerade Zahlen sind.

Pyt

Sind aber zwei unkiirzbare Briiche mit natirlichen Zahlen als Zahler und Nenner gleich, so
stimmen die Zahler und die Nenner dieser Briiche ebenfalls iiberein.

Daher ist im ersten Fall a = 2mn, ¢ = m?+n?, und im zwe|ten Fall a =mn, c = ;(m2+n2).
Aus der zweiten Gleichung erhalten wir entsprechend b = m? — n? bzw. b = 1(m? — n?).
Folglich lautet die Lésung der Gleichung (1) im ersten Falle

a =2mn, b=m?—n? c=m?+n’

wobei die natirlichen Zahlen m und n keinen gemeinsamen Teiler besitzen und n < m ist.
Im zweiten Falle lautet die Losung der Gleichung (1)

1 1
a=mn, bzi(mQ—nQ), c:i(mQ—i—nQ)

wobei m und n ungerade natiirliche Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind und n < m ist.

In diesen Formeln ist eine der Zahlen a und b gerade, die andere ungerade. Da die Unbekannten
x und y in der Gleichung (1) gleichberechtigt sind, kdnnen wir beim Aufsuchen der Lésungen
von (1), in denen x gerade ist, die Formeln

xr = 2mn, y =m? —n? z=m?+n? (15)

benutzen, wobei m und n teilerfremde natiirliche Zahlen sind, von denen genau eine gerade
und n < m ist.
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2.18 Ganzzahlige Lésungen diophantischer Gleichungen héheren Grades

Aus diesen Formeln kann man namlich nicht nur jede Losung der Gleichung (1) in natirlichen
teilerfremden Zahlen erhalten, sondern die Formeln (15) liefern fir beliebige Werte von n und
m, die den genannten Bedingungen geniigen, stets Lésungen der Gleichung (1).

Unter Verwendung der Formeln (15) geben wir einige Losungen der Gleichung (1) fir kleine
Werte der Parameter m und n an:

m 2 3 4 4 5 5
n 1 2 1 3 2 4
x = 2mn 4 12 8 24 20 40
y=m?-n?|3 5 15 7 21 9

5 13 17 25 29 41

2 =m?+n?

Als sich der bekannte franzésische Mathematiker Pierre Fermat (1601-1655) mit diophanti-
schen Gleichungen befasste, duBerte er die Vermutung, dass die Gleichung

fur kein natirliches n > 2 im Bereich der natiirlichen Zahlen eine Losung besitze. Fir n = 3
und n = 4 wurde der Beweis dieser Behauptung von L. Euler gefunden.

In der folgenden Zeit wurden zahlreiche Versuche unternommen, diese Behauptung vollstandig
zu beweisen. Sie waren aber nicht von Erfolg gekront. Diese Versuche waren jedoch nicht
fruchtlos. Sie haben zur Entstehung und Entwicklung eines neuen Zweiges der Mathematik -
der algebraischen Zahlentheorie - beigetragen.

Im Jahre 1955 gelang es Wissenschaftlern in den Vereinigten Staaten, auf elektronischen Re-
chenautomaten die Giiltigkeit der Fermatschen Vermutung fiir alle n < 4003 nachzuweisen.
Im Jahre 1770 auBerte der schottische Mathematiker Waring die Vermutung:

Fir jedes natirliche k£ > 1 existiert eine natlrliche Zahl r derart, dass die Gleichung
ek =N (16)

fir jedes natiirliche N in nichtnegativen ganzen Zahlen losbar ist.

Ein Beweis fiir einen Spezialfall dieser Behauptung stammt von Lagrange. Er hat bewiesen, dass
man jede ganze Zahl als Summe von vier Quadraten nichtnegativer ganzer Zahlen darstellen
kann. Beispielsweise ist

23=3%24+324+224+12 , 26 =42+ 3%+ 124+ 02

Vollstandig wurde dieser Satz im Jahre 1909 von dem deutschen Mathematiker David Hilbert
bewiesen. Er konnte allerdings keine untere Schranke fiir die Zahl r angeben.

Der exakte Wert des kleinsten r, fiir das die Gleichung (16) fur jedes N in nichtnegativen
ganzen Zahlen losbar ist, konnte erst bestimmt werden, nachdem der sowjetische Mathema-
tiker I. M. Winogradow eine besondere Methode zur Losung dieser und dhnlicher Probleme
geschaffen hatte.

In jingster Zeit wurde mit der Untersuchung unbestimmter Exponentialgleichungen begonnen.
Dazu gehort ein interessanter Satz des sowjetischen Mathematikers A. O. Gelfond.

Satz:
Die Gleichung a® 4+ bY = ¢*, wobei a,b, ¢ ganze, samtlich von 0 und von Potenzen von 2
verschiedene Zahlen sind, kann hochstens endlich viele ganzzahlige Losungen x, y, z besitzen.
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2.18 Ganzzahlige Lésungen diophantischer Gleichungen héheren Grades

Am schwierigsten sind diophantische Gleichungen, die irgendwie mit Primzahlen zusammen-
hangen. Auch auf diesem Gebiet waren in den letzten Jahren Erfolge zu verzeichnen. Wir wollen
hier jedoch auf die schwierigen und interessanten Probleme der Primzahlen nicht eingehen.

Genaueres dartiber kann man aus den Biichern erfahren, die im Literaturverzeichnis angegeben
sind.
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3.1 Konnt ihr gut rechnen?

3 Rechenfertigkeiten und Naherungsrechnen

3.1 Konnt ihr gut rechnen?

P. Ju. Germanowitsch

Gerechnet wird Uberall, in der StraBenbahn und im Geschaft, zu Hause, im Betrieb. im Biiro
und in der Sparkasse. Die Arbeit des Konstrukteurs, der Maschinen entwirft, ist mit kompli-
zierten Rechnungen verbunden ebenso wie die des Wissenschaftlers, der die Umlaufbahn eines
kiinstlichen Erdtrabanten bestimmt.

In dem MaBe, wie die Methoden der wissenschaftlichen Untersuchungen vollkommener wur-
den, drang die numerische (d. h. rechnende) Mathematik immer mehr und immer tiefer in alle
Gebiete der vielseitigen Tatigkeit des Menschen ein.

Durch Berechnungen tiberpriift der Astronom, der Ingenieur, der Gelehrte in den meisten Fallen
seine wissenschaftlichen Voraussagen, bestatigt oder widerlegt sie und damit die aufgestellten
Hypothesen.

Die weisen Worte von Leibniz "Wir wollen nicht streiten: sondern rechnen" gelten heute noch
genauso wie vor vielen Jahren.

Schon immer suchten und fanden die Menschen mit viel Scharfsinn verschiedene Hilfsmittel,
die ihnen die Rechenarbeit erleichterten. In verhaltnismaBig kurzer Zeit entwickelte sich die
Rechentechnik vom Abakus iber Rechentafeln, wie sie schon in der Schule benutzt werden,
tiber Rechenstab und Tischrechenmaschinen zu den modernen elektronischen Rechenautoma-
ten.

Es wurden groBe Rechenzentren, gewissermaBen Fabriken, in denen maschinell gerechnet wird,
eingerichtet - diese Entwicklung ist noch langst nicht abgeschlossen -, in denen wunderbare
"denkende" Maschinen die Arbeit von Hunderten von Rechnern Gbernommen haben.

Man kénnte auf den Gedanken kommen, die vielen Rechenhilfsmittel wiirden das ubliche ein-
fache Rechnen, insbesondere das Kopfrechnen, iiberfliisssig machen, und man koénne darauf
verzichten. Das ware aber ein ganz groBer Irrtum. So niitzlich die verschiedensten Hilfsmittel
auch sind, sie vermogen bei weitem nicht allen Anforderungen zu geniigen, die in Bezug auf
das Rechnen in unserem Privatleben oder bei der taglichen Arbeit an uns gestellt werden. Ge-
nau wie der Arbeiter an der modernsten Universal-Werkzeugmaschine ab und zu einmal nach
Hammer und MeiBel greifen muss, kann auch der Rechner trotz Tabellen und Rechengeraten
nicht ohne gelegentliches einfaches Rechnen auskommen.

Mehr noch, sehr oft besteht gerade die zweckmaBigste und zuverlassigste Art des Rechnens in
einem Zusammenspiel von Rechnungen mit einem Gerat und Hilfsrechnungen im Kopf. Will
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3.2 Erst liberlegen - dann rechnen!

man eine gewisse Fertigkeit im Kopfrechnen erlangen, so muss man zunachst eine haufig zu
beobachtende Scheu vor Rechnungen und Umformungen (iberwinden, die im Kopf auszufiihren
sind.

Man muss stindig iiben und Erfahrungen sammeln. Ubung und Freude am Kopfrechnen sind
das Unterpfand des Erfolges. Gerade diese Faktoren erziehen zu jener Konzentration der Auf-
merksamkeit, jenem schnellen Erfassen von Zusammenhangen, jener Beharrlichkeit und Fin-
digkeit, ohne die ein erfolgreiches Kopfrechnen undenkbar ist. GroBen Nutzen kann auch die
Kenntnis allgemeiner Prinzipien und spezieller Methoden des Kopfrechnens bringen.

3.2 Erst uiberlegen - dann rechnen!

Wir verstehen hier unter Kopfrechnen oder dem "Halb-im-Kopf-
Rechnen" keineswegs nur die Ausfilhrung der Grundrechenarten
mit gegebenen Zahlen. Das Kopfrechnen kann auf viel umfangrei-
cheren Gebieten angewandt werden. Man kann auch solche Umfor-
mungen im Kopf durchfiihren, die man gewohnlich als zur Algebra
gehorig ansieht.
Oftmals kénnen Ausdriicke, die anscheinend umfangreiche schrift-
liche Rechnungen erfordern, in Wirklichkeit schnell und leicht im
,5 Kopf berechnet werden, wenn man nur geschickt einige Formeln
anzuwenden und Umformungen vorzunehmen weiB.
Wir wollen das an einigen Beispielen erlautern.

Beispiel 1:

Man bestimme die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks,
wenn die andere 10,5 cm und die Hypotenuse 37,5 cm lang ist.
Nach dem Satz des Pythagoras findet man die gesuchte Kathete,

indem man den Ausdruck /37,52 — 10, 52 bestimmt.

(]
Das kann man auf zwei Arten tun. Die beiden Verfahren wollen wir dann miteinander verglei-

chen.

Erstes Verfahren:
Wir erhalten 37,52 = 1406, 25 und 10, 5% = 110, 25, bilden die Differenz
1406, 25 — 110,25 = 1296 und berechnen daraus die Wurzel

V1296 = 36

Von den vier Operationen miissen wir mindestens drei schriftlich durchfiih-
ren, wenn wir keine Tabelle zur Hand haben.

Zweites Verfahren: Hier beginnen wir nicht mit der unmittelbaren Berechnung, sondern wir
formen zuerst den Ausdruck /37, 5% — 10, 5% nach der dritten binomischen Formel um. Dann
ergibt sich

\/37,52—10,52:\/(37,5+10,5)(37—5—10,5):\/48.27:4-3\/3- =4.3.3=36

Durch Umformen konnten wir also den zu berechnenden Ausdruck vereinfachen und die Losung
schnell finden. Alle diese Umformungen waren sehr leicht und konnten im Kopf durchgefiihrt
werden.
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3.2 Erst liberlegen - dann rechnen!

Beispiel 2:
Man l6se die Gleichung 1022 — 101z + 10 = 0 nach x auf. Wieder wollen
wir zwei verschiedene Verfahren miteinander vergleichen.

Erstes Verfahren: Wir verwenden unmittelbar die Formel zur Auflosung
/ . . :

@; einer quadratischen Gleichung und erhalten:

%,

101 + /10201 — 400 101 £+v9801 101 £99

"‘}Yﬁ_ T2 = 20 20 20
N S
€Ty = ; To = 10

Wer die Formel zur Auflésung einer quadratischen Gleichung in allgemeiner
Form nicht kennt, muss erst die Normalform herstellen, d.h. beide Seiten durch
10 dividieren, und erhalt

101 101 [1012
4 1=0 Y _
T T2 T g 400

1

B,
Zweites Verfahren: Wir stellen fest, dass in der Gleichung der Koeffizient von W
; S

22 gleich dem absoluten Glied ist. Nach dem Vietaschen Wurzelsatz ist also das L
Produkt der beiden Wurzeln gleich 1; die beiden Wurzeln sind also zueinander

reziprok.

Andererseits ist nach demselben Satz die Summe der beiden zueinander reziproken Wurzeln
gleich dem Koeffizienten von x mit entgegengesetztem Vorzeichen, also gleich 41 = 10 + 1.
Daraus lassen sich nun aber die Wurzeln sofort angeben: die eine ist ;1 = 10, die andere
To = %

Nach dem zweiten Verfahren konnten wir die Gleichung fast ohne Rechenarbeit l6sen. Wir
mussten dabei nur die Koeffizienten richtig ansehen und ihre Eigenart erfassen. Natiirlich

muss man den Vietaschen Wurzelsatz kennen und anzuwenden verstehen.

3 ‘ ;‘;\ Beispiel 3:
= J\ Man berechne den Ausdruck
LY
N
~ \\ 3/10 . 3/0, 25 . 3/]_27 5 . 3/32

Wenn man diese Zahlen in der Reihenfolge miteinander multiplizieren

I \ wollte, in der sie aufgeschrieben sind, wiirde man ohne schriftliches Rech-

L{;I‘t nen schwerlich zurechtkommen. Fasst man aber geschickt zusammen,

d.h., benutzt man das Kommutativ- und das Assoziativgesetz der Mul-

U\ﬂk tiplikation und die Gesetze des Rechnens mit Wurzeln, so [6st sich alles
in Wohlgefallen auf, und man kann im Kopf rechnen:

(V10- /12,5) - (V32 ¢/0,25) = V/125- /8 =5-2 = 10

Beispiel 4:
Man berechne die Wurzeln der Gleichung

22— 17 +52=0

Natirlich kann man diese Gleichung leicht 16sen, wenn man die Formel zur Auflésung einer
quadratischen Gleichung verwendet.
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3.3 Und wieder nachdenken!

Wendet man aber wieder den Vietaschen Wurzelsatz an und sucht zwei Zahlen, deren Summe
gleich 17 und deren Produkt gleich 52 ist, so kann man nach ein bis zwei Versuchen - im Kopf
- sehr schnell die Wurzeln der Gleichung, namlich

r1 =4 und To = 13

angeben.

Diese Beispiele zeigen, wie leicht sich viele Aufgaben lésen lassen und sich das Rechnen verein-
fachen lasst, wenn man nicht so ungeschickt ist, ohne nachzudenken stur nach einer auswendig
gelernten Formel drauflos zu rechnen, sondern mit Verstand untersucht, ob die vorgelegte Auf-
gabe nicht eine einfache und bequeme Losung "im Kopf" zulasst.

Was ist nun dazu notwendig, um hier erfolgreich zu sein? Wie erkennt man, dass man nicht
nach Schema F vorzugehen braucht? Wie merkt man einer Aufgabe an, dass es "elegante"
Verfahren zu ihrer Lésung gibt?

Erstens muss man natdrlich eine anwendungsbereite und sichere Kenntnis der grundlegenden
Formeln und Satze besitzen. Zweitens muss man sich in eine Aufgabe hineindenken kénnen
und imstande sein, bei einer Aufgabe eines bestimmten Typs auf den ersten Blick die Beson-
derheiten der gegebenen Zahlenwerte zu erfassen.

Drittens schlieBlich bedarf es einer groBen Beharrlichkeit bei der Suche nach einem giinstigen
Losungsweg fiir eine vorgelegte Aufgabe, der dann schnell und einfach das gewiinschte Ergebnis
zu erhalten gestattet.

3.3 Und wieder nachdenken!

Wer sich ans Nachdenken gewohnt hat, erntet reiche Friichte.

Diese Gewohnheit entwickelt jenes besondere mathematische Denken, das einem in den ver-
schiedensten Fallen niitzlich sein kann. Manchmal kommt es sogar vor, dass diese Gewohnheit
unerwartete Dienste leistet, indem sie es moglich macht, sich Formeln ins Gedachtnis zuriick-
zurufen, die teilweise schon vergessen waren. Wir wollen dazu wieder einige Beispiele anfiihren.

Beispiele:

Es geht um die Formel A = %ab - sin~y flr den Flacheninhalt eines Dreiecks; das Gedachtnis
lasst uns im Stich, wir wissen nicht mehr genau, ob in der Formel sin~ oder cos~ als Faktor
steht. Hier kann man sich durch eine einfache Uberlegung helfen:

47



3.3 Und wieder nachdenken!

Die Formel muss ja fiir jedes Dreieck gelten, insbesondere auch fiir ein rechtwinkliges. Bei
einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b ist der Winkel v = 90°, also cos~y =
cos 90° = 0.

Wiirde also cos~y in der Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreieckes stehen, dann ware der
Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks gleich Null. Das ist aber offenbar Unsinn. Dagegen
ist siny = sin 90° = 1, und wir erhalten mit

Azlab
2

die bekannte Formel fiir den Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks. Damit besteht kein
Zweifel mehr, dass in der allgemeinen Formel fiir den Inhalt des Dreiecks der Faktor sin -~y
stehen muss.

Man weiB nicht mehr genau, wie die Heronische Formel zur Berechnung des Flacheninhalts
eines Dreiecks lautet,

A:\/(s—a)(s—b)(s—c) oder A:\/s(s—a)(s—b)(s—c)

Auch hier hilft wieder eine ganz einfache Uberlegung. Die linke und die rechte Seite der Formel
miissen von ein und derselben Dimension sein. Die Dimension einer Flache ist gleich 2, wahrend
s,s —a,s —b,s — c lineare (eindimensionale) GroBen sind. Die Produkte

(s—a)(s—b)(s—c) bzw. s(s—a)(s—0b)(s—c)

haben die Dimension 3 bzw. 4. Die Quadratwurzeln aus diesen GroBen haben dann die Dimen-
sionen % bzw. 2. Damit sind aber alle Unklarheiten beseitigt; die richtige Formel lautet:

A= \/s(s—a)(s —b)(s—¢)

Es ist schwer, alle Falle aufzuzahlen, in denen die Fahigkeit zu beobachten
und zu rechnen es ermoglicht, auf Anhieb sofort das zu entdecken, was
anscheinend unbedingt schriftliches Rechnen erfordert.

Es sollen in einem Kaufhaus 7% Meter Stoff gekauft werden, das Meter
zu 13,20 Mark. Der Verkaufer schreibt eine Rechnung aus, wonach 99,60
Mark zu zahlen waren. Noch ehe wir zahlen, stellt er aber fest, dass die
Summe nicht stimmt. Wir wollen versuchen, dem Gedankengang unseres
aufmerksamen Verkaufers zu folgen.

Der Preis fiir die 7% Meter Stoff wird durch das Produkt aus Preis je Meter und Anzahl der
Meter bestimmt, in Pfennigen also 1320 - 7% Pfennige. Das Produkt andert sich nicht, wenn
der eine Faktor durch 10 dividiert und der andere mit 10 multipliziert wird, es ist also gleich
132 - 75.

Beide Faktoren sind durch 3 teilbar, also muss das Produkt durch 9 teilbar sein. Die Quersumme
von 99,60 ist aber 24, und diese Zahl ist nicht durch 9 teilbar.

Dieser Widerspruch zeigt uns, dass die Rechnung nicht stimmte.

Wir wollen jetzt den wirklichen Preis unseres Einkaufs im Kopf berechnen. Im ersten Moment
scheinen die in der Aufgabe vorkommenden Zahlen keine besondere Vereinfachung zuzulassen.
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3.3 Und wieder nachdenken!

Bei aufmerksamer Betrachtung zeigt sich aber, dass man die Aufgabe nicht nur im Kopf rech-
nen kann, sondern dass sich sogar zwei Methoden dafiir anbieten.

Erstes Verfahren: Das Produkt 13,2 mal 7% ist gleich dem Produkt 6,6
mal 15 (der erste Faktor wird durch 2 dividiert, der zweite mit 2 mul-
tipliziert). Fiihren wir nun die Multiplikation mit 15 auf die bekannte
einfache Art durch, so erhalten wir:

6,610

6,6-15=06,6-10+ =66 +33=99,00

Zweites Verfahren: Wir beachten, dass 7% gerade % von 10 ist; daher
konnen wir auch folgendermaBen rechnen:

3 3
(13.2-10)-7 =132 7 = [(132:2) : 2 -3 == (66 :2)-3 = 33-3 = 99

Man konnte denken, in unseren Beispielen hatte man die einfachen Ver-
fahren des Kopfrechnens nur deshalb anwenden konnen, weil die Aufga-
benstellungen oder die gegebenen Zahlenwerte speziell gewahlt worden
seien. Das ware ein lrrtum.

Andererseits stimmt es natiirlich, dass man die verschiedenartigen Verfahren des Kopfrechnens,
die wir benutzt haben, langst nicht in allen Fallen vorteilhaft verwenden kann. Wenn es uns
beispielsweise in den vorhin betrachteten beiden Beispielen fiir die Auflésung einer quadra-
tischen Gleichung mit Hilfe des Vietaschen Wurzelsatzes gelang, ohne schriftliches Rechnen
auszukommen und auf die Auflésungsformel zu verzichten, so bedeutet das durchaus nicht,
dass man fast immer ohne diese Formel und ohne schriftliches Rechnen auskommen konnte.

Es ware aber falsch, anzunehmen, die verschiedenen hier betrachteten Verfahren, mit denen
man leicht und schnell im Kopf rechnen kann, wiirden nur fiir besonders ausgewahlte Ausnah-
mefalle gelten. Viel 6fter als es den Anschein hat, vermag ein aufmerksames und wachsames
Auge die "Individualitat" der Zahlenwerte eines zu berechnenden Ausdruckes oder die Eigenart
seiner Form zu erkennen und auszunutzen.

Um so "sehen" und vorteilhaft rechnen zu konnen, sind vor allem Erfahrung erforderlich sowie
die Gewohnheit, zunachst zu lberlegen, und eine gute Auffassungsgabe. Beim Ausfiihren der
Grundrechenarten im Kopf leistet auBerdem die Kenntnis allgemeiner Prinzipien und speziel-
ler Verfahren des Kopfrechnens eine groBe Hilfe. Einige der wichtigsten und interessantesten
dieser Verfahren wollen wir jetzt behandeln.

Gewdhnlich fiihren die alltiglichen Rechnungen zu Hause oder im Geschift sowie die Uber-
schlagsrechnungen, die der Arbeiter oder Ingenieur laufend im Betrieb durchfiihren muss, auf
einfache Operationen mit zweistelligen oder hochstens mit dreistelligen Zahlen.

Dabei muss meistens "auf Anhieb" und sehr schnell gerechnet werden. Daher ist es besonders
wichtig, dass man diese Operationen mit zwei- und dreistelligen Zahlen im Kopf auszufiihren
lernt. In den Fallen, in denen man mit verhaltnismaBig groBen Zahlen zu rechnen hat, ist es
sicherer und leichter, schriftlich oder, wenn man die Moglichkeit hat, mit Rechengeraten zu
rechnen.

Einige einfache Verfahren des Kopfrechnens werden bereits in der Schule gelehrt. Dazu ge-
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3.5 Multiplikation zweistelliger Zahlen im Kopf

horen insbesondere solche Ubungen im Kopfrechnen, die zeigen, wie man durch geschickte
Anwendungen der Kommutativ- und Assoziativgesetze von Addition und Multiplikation das
Rechnen vereinfachen kann.

Ferner werden einige einfachste Verfahren des Kopfrechnens, wie das

Multiplizieren mit 5, 15, 25, 50, einzelne Methoden der Prozentrech-

37 nung gelehrt, usw. Diese Verfahren werden wir nicht naher betrach-
' ten, sondern uns auf einige Hinweise beschranken.

3.4 Addition mehrerer zweistelliger Zahlen im
Kopf

Es soll die Summe 37 + 85 + 29 + 42 berechnet werden.

Dazu verfahren wir wie folgt: Zuerst addieren wir alle Zehner, 3 + 8
4+ 2 + 4, und merken uns das Resultat 17. Dann addieren wir alle
Einer, 7 + 5 4+ 9 + 2, und erhalten 23. Wir mussen zu den 17 Zeh-
nern also noch 2 Zehner hinzufiigen, erhalten 19 Zehner und 3 Einer
und damit als Endresultat 193.

Ebenso verfahren wir, wenn sich unter den Summanden auch drei-
stellige Zahlen befinden. Beispielsweise addieren wir die Zahlen 228,
39, 485 und 91. Wir addieren wieder zuerst die Zehner (und benutzen
dabei das Kommutativ- und das Assoziativgesetz der Addition) und
erhalten

(22+48)+(34+9) =70+ 12 =82

Als dann addieren wir die Einer: (8 + 5) + (9 + 1) = 23 und erhalten insgesamt 84 Zehner
und 3 Einer, also die Summe 843.

3.5 Multiplikation zweistelliger Zahlen im Kopf

Ein allgemeines Verfahren zur Multiplikation zweier zweistelliger Zahlen im Kopf ist die "Uberkreuz"-
Multiplikation (das sogenannte indische Verfahren). Dazu betrachten wir die Multiplikation
Zweier beliebiger zweistelliger Zahlen und benutzen dabei die Regeln der Algebra.

Es seien zwei zweistellige Zahlen ab = 10a + b und cd = 10c + d gegeben, wobei a, b, ¢, d
Ziffern sind. Dabei soll ab eine aus den Ziffern a (Zehner) und b (Einer) bestehende zweistel-
lige Zahl bedeuten; demgegeniiber bedeutet ab (ohne Querstrich) wie dblich das Produkt der
Zahlen @ und b.

Wir multiplizieren ab mit cd und erhalten

(10a + b)(10c¢ + d) = 100ac + 10ad + 10bc + bd = 100 - ac + 10 - (ad + ba) + bd

In Worten lisst sich dieses Ergebnis so deuten: Das Produkt ab-cd enthalt
ac Hunderter, (ad + bc) Zehner und bd Einer.

Wenn bd > 10 ist, d. b., wenn bd Zehner enthalt, so werden diese zu den
(ad+bc) Zehnern hinzugefiigt, und wenn die entstandene Zahl der Zehner
Hunderter enthalt, dann werden diese zu den ac Hundertern hinzugeflgt.

Wir zeigen jetzt an einem Zahlenbeispiel, wie eine solche Multiplikation
durchgefiihrt wird.
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3.6 Multiplikation groBer zweistelliger Zahlen

Beispiel:

Es sollen die Zahlen 76 und 28 miteinander multipliziert werden. Wir verfahren dabei nach dem
folgenden Schema, das allerdings hier nur zur Erlauterung dienen soll; normalerweise werden
alle Rechnungen im Kopf durchgefiihrt.

4§ 44 7 ¢
KA af
_Zg_ te
%2 |
14 4 2

e

Wir multiplizieren die 6 Einer mit den 8 Einern und bekommen 48
Einer. Darauf multiplizieren wir tiber Kreuz, um den Ausdruck ad+bc
zu berechnen, und erhalten: 7 Zehner mal 8 Einer und 6 Einer mal 2
Zehner = 56 Zehner plus 12 Zehner = 68 Zehner. Fligen wir noch
die 4 Zehner von der Multiplikation der Einer hinzu, so bekommen
wir 72 Zehner.

Nun multiplizieren wir die Zehner: 7 Zehner mal 2 Zehner, macht 14
Hunderter. In den 72 Zehnern sind aber noch 7 Hunderter enthal-
ten, so dass wir insgesamt 21 Hunderter erhalten. Also enthalt das
gesamte Produkt 21 Hunderter, 2 Zehner und 8 Einer, d.h., es ist
gleich 2128.

Wir erhielten bei diesem Beispiel das Produkt 2128 mit Hilfe eines allgemeinen Verfahrens,
das zur Multiplikation zweier beliebiger zweistelliger Zahlen verwendbar ist.

Ein findiger Rechner wird bei dieser Aufgabe aber auch feststellen, dass, wie es sehr oft
vorkommt, die Zahlen hier so beschaffen sind, dass man die Multiplikation noch einfacher
durchfiihren kann.

Man zerlegt namlich 76 = 75 + | und verfahrt bei der Multiplikation wie folgt:

2876 =28-(75+1) =28 75+ 28 = 28 - (50 + 25) + 28
2800 1400

:28'50+28‘25+28:?+T+28:2128

3.6 Multiplikation groBer zweistelliger Zahlen

Jede zweistellige Zahl kann in der Form 100 — a dargestellt werden. Wir bezeichnen a als das
Komplement der gegebenen Zahl zu 100. Wenn die gegebenen Zahlen nahe bei 100 liegen, ist
ihr Komplement eine verhaltnismaBig kleine Zahl, was giinstig fiir das Kopfrechnen ist.

Wir betrachten eine solche Multiplikation wieder in allgemeiner Gestalt:
(100 — @)(100 — b) = 100 - 100 — 100a — 100b + ab = 100(100 — a — b) + ab

Hieraus ersieht man: Um die Zahl der Hunderter des gesuchten Produktes zu erhalten, muss
man von dem einen Faktor (z. B. von 100 — a) das Komplement des anderen (also b) abziehen.
An das Ergebnis muss dann das Produkt a - b der Komplemente angehangt werden, wenn ab
eine zweistellige Zahl ist. Ist jedoch ab einstellig, etwa 8, dann hangt man 08 an.
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3.7 Prozentrechnung

Beispiel: Berechne 87 - 94

Die Komplemente zu 100 sind 13 und 6. Zur Berechnung der Hunderter ziehen wir 6 von 87
oder 13 von 94 ab und erhalten 81. An 81 wird dann 13 - 6 = 78 angehangt, und es ergibt
sich das Produkt 8178.

Die Idee dieses interessanten Verfahrens ist leicht auch auf die Multiplikation zweier dreistelliger
Zahlen auszudehnen, die nahe bei 1000 liegen. Multiplizieren wir beispielsweise 985 mit 992,
so erhalten wir als Komplemente 15 und 8.

Wir subtrahieren dann analog zu oben 8 von 985 oder 15 von 992 und erhalten 977 als Zahl
der Tausender des gesuchten Produktes. Hangen wir das Produkt der Komplemente 15 - 8 =
120 wieder an, so erhalten wir das Ergebnis 977120.

3.7 Prozentrechnung

Die einfachen Verfahren der Prozentrechnung, die in der Schule betrachtet werden, sind un-
schwer auch in einigen komplizierteren Fallen der Prozentrechnung anzuwenden. Vor allem soll
darauf hingewiesen werden, dass p% von einer Zahl a gleich {&& und a% von einer Zahl p
gleich I5, aber {2 ist ja gleich 2.

Deshalb kénnen wir immer statt p% von a, wenn es giinstiger ist, a% von p berechnen. Wir

bringen dafiir zwei Beispiele.
-

Beispiele:
Es sollen 72% von 85 bestimmt werden.

7285

Es ist leichter, 85% von 72 zu bestimmen, denn das ist gerade
72 — (15% von 72)

und 15% von 72 berechnen sich sehr leicht: 7,2 + 3,6 = 10,8.
Damit erhalten wir als Ergebnis: 72 - 10,8 = 61,2.

Es sollen 72,8% von 37% berechnet werden.
Auch hier werden wir wieder umstellen und 37% von 72,8 suchen. Da 12%% einer Zahl gleich

dem achten Teil dieser Zahl und 37%% = 12%% - 3 ist,besteht der ganze Rechenprozess darin,
3

£ von 72,8 zu bestimmen. Dazu teilen wir 72,8 durch 8, erhalten 9,1 und als gesuchte Zahl

9,1-3=27_3.

52



3.8 Einige Regeln liber das Quadrieren

3.8 Einige Regeln iiber das Quadrieren

Es ist nitzlich, auf zwei einfache Falle beim Quadrieren hinzuweisen, erstens bei ganzen Zahlen,
die auf die Ziffer 5 enden, zweitens bei gemischten Zahlen, deren gebrochener Anteil gleich %
ist.

Fir beide Falle formulieren wir jeweils die allgemeine Regel und beweisen im Anschluss daran
deren Giltigkeit.

Regel:

Um eine ganze Zahl, die auf 5 endet, zu quadrieren, braucht man nur die Anzahl der Zehner
dieser Zahl mit der nachstgroBeren natirlichen Zahl zu multiplizieren und an dieses Produkt
25 anzuhangen.

Beweis: Jede Zahl, die auf 5 endet, kann in der Gestalt 10a + 5 dargestellt werden, wobei a
die Anzahl der Zehner dieser Zahl ist. Dann erhalt man:

(10a + 5)% = 100a? + 100a 4 25 = 100a(a + 1) + 25 = a(a + 1)100 + 25

Dieser Ausdruck entspricht aber gerade der oben formulierten Regel.

Beispiel: Die Zahl 145 ist zu quadrieren.
Wir multiplizieren die Anzahl der Zehner (14) mit der nachstgroBeren Zahl (15) und erhalten
210. Hangen wir an diese Zahl noch 25 an, so ergibt sich 1452 = 21025.

Regel:

Um eine gemischte Zahl zu quadrieren, deren gebrochener Teil gleich % ist, muss man den
ganzen Teil der gebrochenen Zahl mit der darauffolgenden natirlichen Zahl multiplizieren und
1 hinzufiigen.

Der Beweis verlauft genauso wie bei der ersten Regel.

Beispiel
Die Zahl 19% soll quadriert werden. Wir bilden dazu das Produkt 19 - 20 = 380 und fiigen i
hinzu. Wir erhalten als Ergebnis
1\?2 1
19— ) = 380-
(195) =303
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3.9 Zusammenfassung

3.9 Zusammenfassung

Wir betrachteten hier nur einige, aber sehr wichtige Verfahren des
Kopfrechnens. Es hat natiirlich wenig Sinn, zu versuchen, sich eine
sehr groBe Zahl spezieller Regeln einzupragen, weil man sie ohnedies
wieder vergessen wurde, wenn man sie nicht dauernd anwendet.
Solche Regeln mogen vielleicht niitzlich sein. Wenn man das Kopf-
rechnen beherrschen will, ist es aber viel wichtiger, jene Freude am
Entdecken und jenen Scharfsinn bei sich zu entwickeln, ohne die man
nicht auskommt, wenn auswendig gelernte allgemeine Rechenregeln
nicht mehr helfen.

So kennt man das Beispiel der Schiiler der 5. Klasse einer Landschule,
die 84 -84 im Kopf ausrechnen sollten. Innerhalb kiirzester Zeit hatte
ein Knirps das Ergebnis 7056 im Kopf berechnet.

Auf die Frage, wie er das gemacht habe, antwortete er, er habe ein-
fach 144 von 7200 abgezogen.

Verfolgen wir, wie er gerechnet hat:

1
84.84=(12-7)(12-7) = (12-12)(7-7) = 144(50 — 1) = 144 - % — 144 = 7200 — 144 = 7056.

Manchmal sind auch Zahlenritsel, zu deren Lésung es keine Regeln gibt, durch einfache Uber-
legungen leicht zu bewaltigen.
Als Beispiel betrachten wir folgende Aufgabe:

a-c-ac = ccc

wobei a und ¢ bestimmte Ziffern sind. Aus der gegebenen Gleichung folgt

a-ac=ccc:c
Nun gilt aber fiir jedes ¢ die Beziehung ccc : ¢ = 111; also ist 111 = a - ac. Die Zahl 111 kann
aber nur auf eine Weise als Produkt einer einstelligen und einer zweistelligen Zahl dargestellt
werden, namlich als 3 - 37. Demnach ist a = 3, ¢ = 7 und 3 -7 - 37 = 777 die Lésung des
Rebus.

Zum Schluss sei darauf hingewiesen, dass das Denken, welches oft als mathematisches Denken
bezeichnet wird, nicht nur Grundlage eines erfolgreichen Kopfrechnens ist. Es kann dariiber
hinaus jedem Menschen auf den verschiedensten Gebieten seiner Tatigkeit helfen.

3.10 Rechenhilfsmittel und Rechengerate
A. P. Domorjad

Kommt man in ein Biiro oder in eine Rechenabteilung oder betrachtet man die Arbeit eines
Ingenieurs, der zahlreiche Rechnungen durchfiihren muss, kurz, schaut man sich die Arbeit
von Menschen an, die mit Berechnungen zu tun haben, so stellt man fest, dass sie sich der
verschiedensten Hilfsmittel zur Erleichterung der Rechenarbeit bedienen.

Die Rechner verwenden Rechenbretter und einfache Tischrechenmaschinen. Die Ingenieure ar-
beiten mit Kurven und Tabellen oder benutzen Rechenstabe mit zahlreichen Skalen, die jedem,
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3.10 Rechenhilfsmittel und Rechengerate

der die Arbeit nicht gewohnt ist, vor den Augen tanzen. In Rechenabteilungen arbeiten Labo-
ranten an elektrischen Tischrechenmaschinen, die sehr schnell mehrstellige Zahlen addieren,
subtrahieren, multiplizieren und dividieren.

In groBen Rechenzentren jedoch kann man Maschinen sehen, die mit
enormer Geschwindigkeit die schwierigsten mathematischen Rech-
nungen nach einem vorher eingegebenen Programm automatisch aus-
fuhren.

Schon in alten Zeiten waren die Menschen bemiiht, sich die Rechen-
arbeit zu erleichtern, indem sie schwierige Operationen auf einfachere
zurlckfiihrten. Beispielsweise suchte man im alten Babylon die Di-
vision durch die Multiplikation des Dividenden mit der zum Divisor
reziproken Zahl zu ersetzen. Dafiir zeugen Keilschrifttafelchen, die
fiir verschiedene Werte von n die Werte fiir i angeben.

Im 16.Jahrhundert war in Europa ein Verfahren zur Multiplikation von Zahlen verbreitet, das
auf der Identitat
(a+b? (a—b)

b= _
“ A A

beruht.

Sind in einer Tabelle die Werte der Funktion %2 fir ganze Werte von & zusammengestellt, so
braucht man zur Berechnung des Produktes ab (a und b sind ganze Zahlen) nur a + b und
a — b zu bestimmen, in der Tabelle die Zahlen (azb)2 und (a;b)g aufzusuchen und voneinander
zu subtrahieren.

In der Tabelle brauchen die gebrochenen Anteile von %2 (bei ungeradem z) nicht angegeben
zu sein, da sie sich bei der Subtraktion gerade wieder aufheben.

Auf dieser Seite sehen wir unten einen Ausschnitt aus einer solchen Tabelle.

Ist etwa a = 253 und b = 224, so erhalt man a +b = 477 und @ — b = 29 und findet in der

Tabelle:

(a—b)*

2
@40 _ oesso

4
Also ergibt sich ab = 56882 — 210 = 56672. Analog erhalt man

=210

1233 - 761 = 994009 — 55696 = 938313

Einer
Zehner 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 0 1 2 4 6 9 12 16 20
1 25 30 36 42 49 56 64 72 81 90
2 100 110 121 132 144 156 169 182 196 210
47 55225 55460 55696 55932 56169 56406 56644 56882 57121 57360
199 990025 991020 992016 993012 994009 995006 996004 997002 998001 999000

Natiirlich scheinen Tabellen, die gleich das Produkt der gegebenen Zahlen angeben, zweckma-
Biger zu sein. Allerdings sind diese Tabellen sehr viel umfangreicher; man schaue sich einmal
in einer Bibliothek Crelles Rechentafeln an!

Beispielsweise wiirden Tabellen mit den Produkten der Zahlen von 1 bis 99 mit allen dreistel-
ligen Zahlen den iiblichen Buchumfang ergeben, mit den Produkten aller dreistelligen Zahlen
miteinander aber schon den 10fachen Umfang haben.

Dagegen bendtigen die alten "Quadratzahltabellen, mit deren Hilfe sich dasselbe leisten lasst,
insgesamt nur 200 Zeilen!
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3.11 Rechenbretter und Nepersche Streifen

Die oben erwahnten Tabellen wurden Anfang des 17.Jh. von Logarithmentafeln verdrangt, die
nicht nur das Multiplizieren, sondern auch das Dividieren, das Potenzieren und das Radizieren
erleichterten.

Auch die Erfindung einfacher Rechengerate liegt lange zurlick.
So wurde bereits im alten Griechenland und in Rom zur Erleichterung des Rechnens der Abakus
- ein Rechenbrett - verwendet.
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Je nachdem, wieviel Marken in den einzelnen Rillen lagen, ergab sich die eine oder die andere
Zahl. Der Abakus wurde lange Zeit auch in Westeuropa verwendet.

In China entstand schon im friihen Altertum das Rechengerat Suan-pan, das spater die Gestalt
eines Rahmens mit einzelnen Drahten annahm, der durch eine Zwischenleiste in zwei Teile
geteilt war. Jede der beiden Kugeln, die sich rechts von der Zwischenleiste befinden, stellt 5
Einheiten dar und jede der fiinf Kugeln links von der Zwischenleiste eine Einheit.

Dadurch, dass man die Kugeln an die Zwischenleiste heranriickt, kann man auf dem Suan-pan
jede beliebige ganze Zahl darstellen.

Das japanische Rechengerat Soroban unterscheidet sich vom Suan-pan nur darin, dass rechts
von der Zwischenleiste statt zwei Kugeln nur eine Kugel angeordnet ist.
In der Sowjetunion werden heute noch die sogenannten russischen Rechenbretter verwendet.

3.11 Rechenbretter und Nepersche Streifen

In fritheren Zeiten waren die Rechenbretter etwas anders gebaut als heute; die Kugeln waren
auf diinnen Faden aufgereiht. Spater wurden die Faden durch Draht ersetzt, und schon zu
Anfang des 18. Jahrhunderts nahmen die Rechenbretter die heutige Gestalt an.

Vor der Einfliihrung des metrischen Systems in Russland waren auf zwei Drahten je vier Kugeln
untergebracht, da damals Viertelteilungen verschiedener Einheiten weit verbreitet waren (in
Holland gibt es noch heute eine Miinze zu 25 Cents, also einem viertel Gulden, und die CSSR
hat Geldscheine zu 25 Kronen).

Im metrischen System wird die Einheit in Zehntel, Hundertstel usw. aufgeteilt, so dass man
keine Drahte mit vier Kugeln mehr braucht.

Zum Rechnen mit Dezimalbriichen ist ein "bewegliches Komma" niitzlich, ein gebogenes Draht-
chen, das auf den linken Rahmenrand aufgesetzt werden kann.

Vielleicht kommen vielen Lesern die Rechenbretter nicht interessant genug vor. Es ist jedoch
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3.11 Rechenbretter und Nepersche Streifen

immer wieder erstaunlich, mit welchem Geschick Kassierer, Rechner usw., iberhaupt Leu-
te, die den ganzen Tag eine Vielzahl von Additionen und Subtraktionen mehrstelliger Zahlen
durchzufiihren haben, damit arbeiten.

Zum Addieren und Subtrahieren sind die Rechenbretter besonders geeignet; davon kann man
sich leicht Giberzeugen.

Will man die Zahlen 4683 und 2719 addieren, so hat man auf den unteren Drahten die Zahl
4683 einzustellen, dann hintereinander die folgenden Zahlen hinzuzufiigen: 2000 (2 Kugeln in
der Reihe der Tausender), 700 (da in der Reihe der Hunderter rechts nur noch vier Kugeln
zur Verfugung stehen, muss man eine weitere Kugel in der Reihe der Tausender hinzufiigen
und drei Kugeln in der Reihe der Hunderter zuriickschieben), 10 (eine Kugel in der Reihe der
Zehner) und schlieBlich 9 (wobei wieder eine Kugel der Reihe der Zehner hinzugefiigt und eine
Kugel von der Reihe der Einer abgezogen wird).
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Da man jetzt 10 Kugeln in der Reihe der Zehner hat, fiigt man dafiir eine Kugel der Reihe der
Hunderter hinzu, denn zehn Zehner ergeben ja gerade einen Hunderter.
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Analog wird die Subtraktion auf dem Rechenbrett durchgefiihrt. Beispielsweise geht man zur
Berechnung der Differenz 428 - 269 folgendermaBen vor:

Man stellt zuerst die Zahl 428 ein und zieht davon hintereinander die Zahlen 200 (2 Kugeln
in der Reihe der Hunderter), dann 60 (indem man eine Kugel von der Reihe der Hunderter
wegnimmt und dafiir 4 Kugeln der Reihe der Zehner hinzufiigt) und schlieBlich 9 ab (wobei
wieder eine Kugel aus der nachsthoheren Reihe abgezogen werden muss und dafiir eine Kugel
der Reihe der Einer hinzugefigt wird).

Zur Multiplikation und Division mit den Rechenbrettern sind die Neperschen Streifen sehr
nitzlich, einfache Hilfsmittel, die aber Multiplikation und Division mehrstelliger Zahlen sehr
erleichtern.
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3.11 Rechenbretter und Nepersche Streifen

Diese Streifen wurden im Jahre 1617 von dem schottischen Mathematiker Neper, dem Erfinder
der Logarithmen, beschrieben.
Dieses einfache Rechenhilfsmittel stellt man folgendermaBen her:
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Man schreibt auf schmale Streifen Karton, steifes Papier oder diinne Brettchen in quadratische
Kastchen das Produkt aus der einstelligen Zahl, die im "Kopf" des Streifens steht, mit den
Zahlen1,2,3,4,5,6,7, 8, 9. Indas Kastchen wird die Zahl der Zehner des Produktes oberhalb
der Diagonale und der Zahl der Einer unterhalb der Diagonale geschrieben. (vgl. Abbildung,
wo links noch ein zusatzlicher Streifen dargestellt ist, der zur Bestimmung der Nummer des
Kastchens dient.

Die Neperschen Streifen liefern sofort das Produkt einer mehrstelligen Zahl mit einer einstel-
ligen.

Wollen wir beispielsweise das Produkt 594 - 7 bestimmen, so miissen wir neben der Hilfsstreifen
die Streifen mit den Ziffern 5, 9, 4 im "Kopf" legen. Dann steht in der siebenten Zeile

751057

und so ergibt sich 594 - 7 = 4158.

In jedem Kastchen steht namlich oberhalb der Diagonale die Ziffer, welche man normalerweise
beim Rechnen im Kopf sofort zur nachsthéheren Stelle hinzufiigt. Das gesuchte Produkt enthalt
also 8 Einer, 5 (ndmlich 2 + 3) Zehner, 11 Hunderter (6 + 5) und 3 Tausender.

Von den Hundertern wird einer aufgeschrieben, wahrend die anderen zehn einen Tausender
ergeben und damit zur nachsten Stelle hinzugefiigt werden. Die 4 Tausender ergeben sich
aus dem einen gemerkten Tausender und den drei Tausendern, die in dem linken Kastchen
oberhalb der Diagonale stehen.

Da im Multiplikanden gleiche Ziffern vorkommen konnen, ist es sinnvoll, von jedem Streifen
gleich mehrere anzufertigen.

Bei der Multiplikation mehrstelliger Zahlen kann man mit den Neperschen Streifen sehr schnell
das Produkt des Multiplikanden mit den einzelnen Ziffern des Multiplikators aufschreiben, und
bei der Division kann man die aufeinanderfolgenden Ziffern des Quotienten und das Produkt
dieser Ziffern mit dem Divisor bestimmen.
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3.11 Rechenbretter und Nepersche Streifen

29467 : 594 = 49,6

594 . 467 — 2376
— 4158 5707
— 3564 — 5346
— 2376 3610

277398 — 3546
46

Die mit Pfeilen bezeichneten Zahlen wurden mit Neperschen Streifen bestimmt.
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Wird die Multiplikation (594 - 467) mit Hilfe eines Rechenbretts durchgefiihrt, dann sind 2376
Hunderter (594 - 4), 3564 Zehner (594 - 6) und 4158 Einer (594 - 7) zu addieren.
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3.11 Rechenbretter und Nepersche Streifen

Bei der Division auf einem Rechenbrett (29467 : 594) muss der Dividend auf den unteren
Drahten (oder ein wenig hoher) eingestellt werden. Man sucht das zu 2946 nachstliegende
kleinere Vielfache von 594 (das ist 2376 = 594 - 4) und zieht diese Zahl von 2946 ab, wobei
gleichzeitig auf dem oberen Draht die erste Ziffer des Quotienten (4) eingestellt wird.
Darauf bestimmt man das zu 5707 nichstliegende kleinere Vielfache von 594 (das ist 5346 =
594 - 9), stellt auf dem zweiten oberen Draht die damit erhaltene zweite Ziffer des Quotienten
(9) ein und subtrahiert 5346 von 5707. Analog wird dann die Division weiter fortgesetzt.

In der Abbildung ist der Dividend mit zwei Dezimalstellen hinter dem Komma dargestellt (unter
dem beweglichen Komma sind Zehntel und Hundertstel), und analog dazu trennt das Komma
im Quotienten (oben) den ganzen Teil vom gebrochenen Teil.

I
{—ovaromon) 117 o e
+——ovomcowe} [7] A0 M A

I

b s |
o —f Townme—

Auf dem Rechenbrett kann man auch Quadratwurzeln aus gegebenen Zahlen ziehen. Da die
Summe der aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen (von 1 an),

1434+5+...+2n—-3)+(2n—1)

n? ergibt, lasst sich die Berechnung von v/N auf die Losung des Problems zuriickfiihren,
wieviel Summanden der Gestalt 1, 3, 5, ... addiert werden kdnnen, ohne dass die Summe die

Zahl N ibersteigt.
Fir groBe N ist diese Bestimmung jedoch ziemlich anstrengend; daher bestimmt man besser

die einzelnen Ziffern der gesuchten Wurzel.

Zu diesem Zweck teilt man die Zahl von rechts nach links in Zweiergruppen ein und subtrahiert
von der hochsten Gruppe 1, 3, 5 usw., soweit das moglich ist. Dadurch erhalt man die Ziffer

der hochsten Stelle der gesuchten Zahl.
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Diese Ziffer wollen wir mit a bezeichnen. Zu dem Rest fligen wir die folgende Gruppe hinzu
und ziehen von der erhaltenen Zahl nacheinander 20a + 1, 20a + 3, 20a + 5 usw. ab, wieder

so weit, wie das moglich ist.
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3.12 Der Rechenstab

Daraus erhalten wir dann die nachste Ziffer der gesuchten Zahl usw. Die Abbildung zeigt, wie
man nach diesem Verfahren die Quadratwurzel aus 74529 zieht.

3.12 Der Rechenstab

Obwohl Rechenbretter und Nepersche Streifen die Durchfiihrung arithmetischer Operationen
sehr erleichtern, kdnnen sie bei komplizierteren Rechnungen, die beispielsweise mit der Bestim-
mung von Wurzeln héheren Grades oder von Werten trigonometrischer Funktionen verbunden
sind, schon nicht mehr helfen.

In diesen Fallen sind Logarithmentafeln sehr nitzlich. Bei zahlreichen Berechnungen erhalt
man schon eine ausreichende Genauigkeit mit vierstelligen Tafeln; manchmal muss man je-
doch fiinf- oder sogar siebenstellige Logarithmentafeln verwenden.

In Fallen, in denen es ausreicht, mit 2 bis 3 richtigen Stellen zu arbeiten, kommt man mit
dreistelligen Tafeln aus. An Stelle dieser Tafeln kann man aber auch mit recht gutem Erfolg
den logarithmischen Rechenstab verwenden, ein einfaches Rechengerat, das dank seiner hand-
lichen GroBe und der Einfachheit, mit der die verschiedensten Operationen darauf ausgefiihrt
werden konnen, auBerst zweckmaBig ist.

Der Rechenstab besteht aus einem Korper, einer Zunge (d. h. einer schmalen Leiste, die im Kor-
per verschiebbar ist) und einem Laufer (aus Glas oder Kunststoff, mit einem diinnen Strich und
meist mit Nebenstrichen zum Ablesen versehen). Die Abbildungen zeigen einen Querschnitt
des Rechenstabes und einen Rechenstab von oben.
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Das wichtigste am Rechenstab sind die logarithmischen Skalen, die es gestatten, die Multipli-
kation und Division von Zahlen auf die Addition und Subtraktion von Strecken zuriickzufiihren.

Will man eine logarithmische Skale herstellen, so wahlt man
eine MaBstabeinheit £ (Modul der Skale) und tragt vom An-
fang der Skale aus fiir verschiedene Werte von x Strecken ab,
deren Lange gleich ¥ —1g x ist. An den jeweiligen Endpunkten
der Strecken werden die Zahlen eingetragen (oder wenigstens
angedeutet), die dem Wert von z entsprechen.

So werden mit £ = 25 cm die Skale D (auf dem Korper) und
die benachbarte Skale C' (auf der Zunge) konstruiert.

Fur die logarithmischen Skalen A (auf dem Korper) und B
(auf der Zunge) wird der Modul E; = £ = 12,5 cm und
fir die Skale K (auf dem oberen Teil des Kérpers) der Modul

Ey = £ =8,5 cm verwendet.
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3.13 Multiplikation und Division

Die Zahlzeichen im mittleren und im rechten Teil der Skale K muss man sich verzehnfacht
bzw. verhundertfacht denken, die Skale L auf 5 verkleinert (sie liefern dann den Abstand der
entsprechenden Punkte vom Anfang der Skale in Einheiten des MaBstabs F = 25 cm).

Nicht alle Punkte der Skalen sind mit Zahlzeichen versehen. Zur Bestimmung des Zahlzeichens
bei einem beliebigen Punkt irgendeiner Skale muss man die Anzahl der Teilungen (Intervalle)
bestimmen, die sich zwischen den beiderseits benachbarten, mit Zahlen versehenen Punkten
befinden. Daraus erkennt man den "Wert" der Teilstriche. So hat das Intervall zwischen 3 und
4

auf der D-Skale 10 Hauptteilungen, von denen wiederum jedes Teilintervall in 5 feinere zer-
legt ist. Da an den Enden des gesamten Intervalle die Zahlzeichen 3 bzw. 4 stehen, hat jeder
groBere Teilstrich den Wert 0,1 und jede feine Unterteilung den Wert 0,02.

Im Intervall 4 bis 5 auf der Skale D bedeutet die erste Unterteilung wiederum 0,1, die feinere
dagegen nur 0,05. Im Intervall 1 bis 2 (d. h. 100 bis 200) auf dem rechten Teil der Skale K
bedeutet die grobe Unterteilung 10 und die feine 2; auf der gleichmaBigen Skale L bedeutet
jeder groBere Teilstrich 0,01 und jeder feinere 0,002.

Um mit dem Rechenstab gut umgehen zu kénnen, muss man schnell und richtig die Zahlenwerte
der Punkte auf den einzelnen Abschnitten jeder Skale bestimmen konnen. In der Abbildung
sind einige Skalenabschnitte im vergroBerten MaBstab dargestellt.

Dabei sind fiir verschiedene Punkte die Zahlenwerte angegeben. Fiir Punkte, die auf den Ska-
len nicht durch Striche gekennzeichnet sind, bestimmt man den Zahlenwert naherungsweise
nach AugenmaB.

Mit der Skale L kann man den Abstand eines beliebigen Punktes a der Skale D vom Skalenan-
fang bestimmen. Mittels des Ablesestrichs auf dem Laufer erhalt man dabei eine Genauigkeit
von einem Tausendstel. Damit hat man aber zugleich den dreistelligen Logarithmus der Zahl
a bestimmt.

In der Abbildung kann man erkennen, dass der Abstand vom Anfang der Skale D bis zum
Punkt 3,76 ungefahr gleich 0,575 E' ist, d. h. aber, dass 1g 3,76 ~ 0,575 ist. Analog erhalt
man:

lg478 =1g 100 4+ 1g4, 78 ~ 2,679
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3.13 Multiplikation und Division

Beim Multiplizieren und Dividieren von Zahlen auf dem Rechenstab ist es immer moglich, diese
Operationen mit Zahlen durchzufiihren, die zwischen 1 und 10 liegen.

Dazu muss man die gegebenen Zahlen durch Verschieben des Kommas in diesen Bereich
transformieren. Die Stellung des Kommas im Ergebnis bestimmt man dann durch eine grobe
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3.13 Multiplikation und Division

Uberschlagsrechnung mit gerundeten Ausgangszahlen. Da die Beziehungen
lg(ab) =1ga+1gb und lggzlga—lgb

gelten, werden Multiplikation und Division von Zahlen auf Addition und Subtraktion der Loga-
rithmen dieser Zahlen zuriickgefiihrt, und diese lassen sich mit Hilfe der Zunge verwirklichen.
Der mit der Theorie der Logarithmen nicht vertraute Leser moge diese Formeln an Hand einiger
spezieller Werte von a und b nachpriifen, nachdem er lg a und 1g b mit Hilfe der Skalen D und
L bestimmt hat.

Anfang und Ende der Skale C' wollen wir im folgenden der Kiirze halber mit C'1 und C'10
bezeichnen.

Liegen a und b zwischen 1 und 10, so wird die Multiplikation von a und b folgendermaBen
durchgefiihrt:

1. Ist ab < 10, so wird C'1 auf den Punkt a der Skale D eingestellt; das gesuchte Produkt ab
findet man dann auf der Skale D unter dem Punkt b der Skale C.
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2. Ist ab > 10, so wird C'10 (iber dem Punkt a der Skale D eingestellt; man erhalt unter dem
Punkt b der Skale C' auf der Skale D den Punkt %. Hier sind beide Falle dargestellt, wobei
im ersten Fall

AM = AK + KM = Elga+ Elgb = Elg(ab)

und im zweiten Fall ist:

AM:AK—MK:Elga—(E—Elgb):Elgi‘g
x
1
"\‘: & i _{4/ Y a>t
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1 a a
1 i 10
C + } —— !/
- - + 4 e

Bei der Division von a durch b muss man die Punkte a der Skale D und b der Skale C
Ubereinander einstellen. Man erhalt dann im Falle a > b den Quotienten 7 auf der Skale D
unter C1; im Falle @ < b erhalt man auf der Skale D unter C'10 den Quotienten 107“.
Dass dies richtig ist, ersieht man aus der Abbildung, denn bei a > b erhalt man

AM:AK—MK:Elga—Elgb:Elg%

und bei a < b

1
AM = AK + KM = Elga + (E — Elgb) :Elgga
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3.14 Potenzieren und Radizieren

Diese Rechenoperationen lassen sich mit dem Rechenstab nach demselben Schema durchfiihren
wie bei der Verwendung von Logarithmentafeln. Ist beispielsweise

z = /0,244

zu bestimmen, so erhalt man durch Logarithmieren

4 4
lgx = §lg0,24% §~(0,380—1)

(mit Hilfe der Skalen D und L) und schlieBlich
loz ~ 0,646 — 1

Fur die Mantisse 646 auf der Skale L finden wir auf der Skale D die Zahl 4,43; da aber die
Kennziffer -1 war, erhalten wir
x =~ 0,443

Zweite und dritte Potenzen einer Zahl lassen sich jedoch bedeutend einfacher mit den Skalen D,
A und K bestimmen, ebenso auch Quadrat- und Kubikwurzeln. Wenn bei irgendeiner Stellung
des Laufers der Ablesestrich durch die Punkte a, b, ¢ der Skalen D, A, K hindurchgeht (siehe
Abbildung), dann sind die Strecken auf den drei Skalen einander gleich; es ist also

E E
Elga = §lgb: glgc

K, + 1
1 1310) ] 1 (100) 1 (1000)
) 10 ° 1 100
+ i —
1 \6‘,“‘2
& ; : :
D 1 i ~a<v% Ve 10

und daraus folgt dann:
a:\/l_):{’/E oder b=a*und ¢ =d?

Will man also eine Zahl a zwischen 1 und 10 ins Quadrat (bzw. in die dritte Potenz) erheben,
so stellt man den Ablesestrich auf den Punkt a der Skale D ein und findet dann auf der Skale
A durch den Ablesestrich den Punkt b = a® (bzw. den Punkt ¢ = a® auf der Skale K).

Ist @ < 1 oder a > 10, so muss man zunachst a in der Gestalt a = 10 - @’ darstellen, wobei
a’ zwischen 1 und 10 liegt.

Zur Berechnung von v/b oder v/b muss b zunichst in der Gestalt b = 10% - ¥ und ¢ in der
Gestalt ¢ = 1037 - ¢/ dargestellt werden, wobei b’ zwischen 1 und 100 und ¢’ zwischen 1 und
1000 liegt. Mittels des Ablesestrichs findet man dann auf der Skale D die Zahlen v/ bzw.
N Beispielsweise erhalt man

J/0,0002 = v/10-6 - 200 ~ 1072 - 5,85 = 0, 0585

Wir wollen hier nicht auf die trigonometrischen Skalen eingehen (die sich auf der anderen Seite
der Zunge befinden), mit denen man Naherungswerte fiir die trigonometrischen Funktionen
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bestimmen und einige Operationen mit ihnen ausfithren kann, ebenso nicht auf die reziproke
Skale auf der Zunge, die zur Multiplikation einiger Zahlen vorteilhafter ist.

Es gibt eine Vielzahl von Verfahren, die es gestatten, auf dem Rechenstab sehr schnell Berech-
nungen durchzufiihren, auch wenn dabei eine ganze Reihe von Multiplikationen und Divisionen
auszufiihren oder quadratische Gleichungen zu lésen sind usw.

Dariiber kann der Leser in der Spezialliteratur mehr erfahren. Es sollte hier nur gezeigt werden,
wie bei dem Rechenstab die grundlegenden Eigenschaften der Logarithmen geschickt benutzt
werden.

Die logarithmische Skale wurde schon zu Anfang des 17. Jh., einige Jahre nach dem Erscheinen
der ersten Logarithmentafeln, verwendet. Allerdings wurden damals Addition und Subtraktion
von Strecken, welche die Logarithmen der Zahlen darstellten, mit Hilfe eines Zirkels durchge-
fiuhrt. Erst Mitte des 17. Jh. wurde dafiir die Zunge verwendet. Der Laufer wurde Mitte des
19. Jh., eingefiihrt, und damit hatte der Rechenstab in den Grundziigen bereits seine heutige
Gestalt gefunden.

Zur Erhéhung der Rechengenauigkeit kann man den Modul der Basis des Logarithmensystems
groBer wahlen. Um dabei aber die Abmessungen des Gerates nicht zu vergroBern, wird die
logarithmische Skale manchmal aufgeschnitten und in Teilen langs der Erzeugenden eines
Zylinders aufgetragen. Die Zunge wird durch einen durchsichtigen Hohlzylinder ersetzt, den
man leicht iiber dem Grundzylinder bewegen kann.

Manchmal werden die logarithmischen Skalen auch auf dem Rand einer Scheibe oder eines
Ringes aufgetragen, in deren Mitte sich eine drehbare Scheibe befindet.

Solche Rechenscheiben haben die Gestalt einer Taschenuhr. Es existieren aber auch groBere
und sehr groBe Rechenscheiben mit einem Durchmesser von 1 Meter und einem Modul fiir die
logarithmische Skale von 3 Metern. Die Rechengenauigkeit auf solchen Scheiben ist natiirlich
bedeutend groBer, aber dafiir sind zu ihrer Bedienung zwei Personen nétig.

3.15 Tischrechenmaschinen

Die Konstruktion der ersten Rechenmaschinen ist mit den Namen Pascal und Leibniz verkniipft
(17. Jh.). Im Jahre 1820 begann man in Paris mit der fabrikmaBigen Herstellung der Leib-
nizschen Rechenmaschinen, fiir welche Staffelwalzen verwendet wurden; in 60 Jahren wurden
etwa 1500 Maschinen produziert.

Die Verbreitung der Rechenmaschinen wurde besonders durch die Erfindung des Sprossenrades
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mit veranderlicher Zahnezahl durch den Petersburger Ingenieur W. T. Odhner geférdert. En-
de des 19. Jahrhunderts erschienen verschiedene Varianten des Odhnerschen Arithmometers
(Handkurbelmaschine).

Eine davon ist die Tischrechenmaschine "Triumphator" , die weit verbreitet ist. Sie besteht
aus einem Grundkoérper und einem Schlitten, den man mit einem speziellen Hebel nach rechts
und links verschieben kann.

Auf dem Schlitten befinden sich zwei Gruppen von Fensterchen, von denen die rechte (13
Fensterchen) den Blick auf die Zahlen des Resultatzdhlwerks und die linke (8 Fensterchen)
den auf die Zahlen des Umdrehungszahlwerks freigibt.

Im Resultatzahler werden die Ergebnisse von Addition, Subtraktion und Multiplikation mit
gegebenen Zahlen angezeigt, wahrend im Umdrehungszahler bei der Multiplikation.der Multi-
plikator und bei der Division der Quotient erscheint.

Seitlich am Schlitten befinden sich die Léschtasten, mit denen man in den Fensterchen des Re-
sultatzahlers bzw. des Umdrehungszahlers Nullen einstellen kann. Die Fensterchen der beiden
Zahler sind nummeriert.

Man sagt, der Schlitten befinde sich in der Stellung n, wenn sich der Zeiger (auf dem Deckel
des Grundkorpers) tber dem Fensterchen Nummer n des Umdrehungszihlen befindet.

Um eine klare Vorstellung von der Arbeit des Arithmometers zu erhalten, miissen wir das
Innere etwas naher betrachten. Im Innern des Korpers befindet sich der Odhnersche Zylinder,
der durch eine Handkurbel angetrieben wird und der aus neun Odhnerschen Sprossenradern
und vier weiteren zusatzlichen Radern (im linken Teil des Zylinders) besteht.
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Die neun Grundrader sind von rechts nach links von 1 bis 9 nummeriert, wobei aber in der
Abbildung zur Vereinfachung nur zwei davon dargestellt sind.

Eine Drehung der Handkurbel und des Zylinders bezeichnen wir als Vorwartsdrehung, wenn
die Handkurbel im Uhrzeigersinn bewegt wird. Bei jeder Umdrehung des Zylinders wird das
Ziffernrad des Umdrehungszahlers, das sich unter dem Zeiger C befindet, um ein Zehntel seines
Umfanges gedreht, und es erscheinen bei einer Vorwartsdrehung der Handkurbel nacheinander
in den Fensterchen die weiBen Ziffern 1, 2, 3, ..., 8, 9; bei Drehung der Handkurbel in um-
gekehrter Richtung erscheinen die roten Ziffern 1, 2, ..., 7, 8 und dann schlieBlich die weiBe
Ziffer 9.

Im Resultatzahler stehen auf dem duBeren Umfang jedes Ziffernra-
des die 10 Ziffern von 0 bis 9. Zu jedem dieser Rader gehort rechts
ein Triebrad mit 10 Zahnen und links ein groBer Zahn.

Jedes Odhnersche Sprossenrad besitzt einen Sprossenradkorper, auf
dem sich ein Einstellring mit einer Einstellnase befindet. Dieser Ein-
stellring ist in nebenstehender Abbildung dargestellt. In den Einstell-
ringen befinden sich stufenférmige Ausschnitte ABC, in welche die
Stifte von neun verschiebbaren Zahnen hineinragen, die sich in ra-
dialen Schlitzen des Radkorpers bewegen. Jeder Zahn befindet sich
entweder innerhalb des Radkérpers, oder er wird nach auBen vor-
geschoben.
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Das hangt davon ab, ob sich der Stift C' des entsprechenden Zahnes im Bogen AB oder im
Bogen BC' des Ausschnittes im Einstellring befindet. Wenn wir namlich die Einstellnase in
dem Schlitten der Deckplatte des Grundkorpers auf eine bestimmte Ziffer einstellen, wird die
entsprechende Anzahl von Zahnen durch den Bogen BC nach auBen vorgeschoben.

AuBer den verschiebbaren Zahnen besitzt jedes der Odhnerschen Grundrader (auBer dem ersten
Rad) noch zwei Zahne, die das gegeniiberliegende Ziffernrad um ein Zehntel seines Umfanges
drehen, wenn das rechts benachbarte Rad eine volle Drehung ausgefiihrt hat.

Soll auf dem Zylinder die Zahl 2035 eingestellt werden, so werden
FNs mit Hilfe der Einstellnase auf dem ersten Rad fiinf Zahne, auf dem
P zweiten drei Zahne und auf dem vierten zwei Zahne nach auBen vor-
geschoben. Bei einer Vorwartsdrehung dreht jeder hervorgeschobene
Zahn liber ein Zwischenzahnrad das sich unter ihm befindliche Zif-
fernrad um ein Zehntel seines Umfanges, so dass im Resultatzahler
die Zahl 2035 erscheint, wenn zuvor alles geloscht war.

Stellen wir danach beispielsweise die Zahl 7 ein und drehen wir da-
nach wieder die Handkurbel langsam in Vorwarts-Richtung einmal
herum, so konnen wir leicht verfolgen, wie im ersten Fensterchen des
Resultatzahlers die Ziffern 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2 erscheinen. In dem Mo-
ment, in dem die Ziffer 9 durch die 0 abgelost wird, lenkt der groBe
Zahn auf der linken Seite des Ziffernrades eine spezielle Nase (den
Zehneriibertrag) ab, die sich auf der Achse parallel zur Achse des
Resultatzahlers befindet.

Dadurch wird wiederum einer der zwei Extrazahne auf dem Odhnerschen Sprossenrad, das
als nachstes folgt, abgelenkt, und dadurch wird das zweite Ziffernrad um ein Zehntel seines
Umfanges gedreht.

Insgesamt erscheint so im Resultatzahler die Zahl 2042 (2035 + 7).
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Dreht man anschlieBend die Handkurbel in umgekehrter Richtung, so kann man verfolgen,
wie im ersten Fensterchen statt der Ziffer 2 nacheinander die Ziffern 1, 0, 9, 8, 7, 6, 5
erscheinen, wobei wiederum in dem Moment, in dem die 0 durch die 9 abgelost wird, im
zweiten Fensterchen statt der Ziffer 5 die Ziffer 4 erscheint.

Analog verhilt es sich in allen anderen Fensterchen beim Ubergang
von 9 zu 0 bei einer Vorwartsdrehung oder beim Ubergang von 0 zu
9 bei einer Drehung in umgekehrter Richtung.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie auf einem Arithmometer die Grund-
rechenoperationen durchgefiihrt werden. Bei der Berechnung von
a+ b oder a — b (a und b ganze Zahlen) muss der Resultatzihler
geloscht und der Schlitten in die Stellung 1 gebracht werden.
Nachdem die Zahl a eingestellt worden ist, muss man sie durch eine
Vorwartsdrehung in den Resultatzahler tibertragen. Danach wird die
Zahl b eingestellt. Durch eine Vorwartsdrehung wird sie zu a hin-
zugefligt. Durch eine Drehung in umgekehrter Richtung wird b von
a abgezogen. Entsprechend wird die Summe von mehreren Zahlen
gebildet.

Zur Multiplikation von a und b muss man die beiden Zahler lI6schen und den Multiplikanden
a mit den einzelnen Nasen einstellen. Ist beispielsweise b = 437, dann muss man, nachdem
man den Schlitten in die Stellung 3 gebracht hat, 4 Vorwartsumdrehungen ausfiihren (im
Resultatzdhler erscheint a - 400).

Danach wird der Schlitten in Stellung 2 gebracht, und man macht 3 Umdrehungen (im Resul-
tatzahler erscheint a-4004a-30); in Stellung 1 schlieBlich werden 7 Umdrehungen durchgefiihrt
(im Resultatzahler kommt zur alten Summe noch a - 7 hinzu).

So erhalt man im Umdrehungszahler den Multiplikator (437) und im Resultatzahler das ge-
suchte Produkt.

Man kann aber bei diesem Beispiel auch mit weniger Umdrehungen auskommen, indem man
in den Stellungen 3 und 2 jeweils vier Vorwartsdrehungen mit der Handkurbel und dann in der
Stellung 1 drei Umdrehungen in umgekehrter Richtung ausgefiihrt. Man hat also folgender-
maBen gerechnet:

a-437T=a-400+a-40 —a -3

Bei der Division von a durch b muss man den Dividenden in den duBersten linken Feldern des
Resultatzahlers einstellen, um fiir den Quotienten die groBtmogliche Anzahl von Dezimalstellen
zu erhalten, und den Schlitten in die Stellung 8 bringen.

Auf dem Zylinder wird der Divisor entweder (iber dem &uBersten linken Feld des Dividenden
oder eine Stelle weiter rechts davon eingestellt, je nachdem, ob die erste Stelle von b kleiner
oder groBer als die erste Stelle von a ist (sind die beiden ersten Stellen gleich, muss man die
zweiten Stellen vergleichen usw.). Danach muss der Umdrehungszahler geléscht werden.

Die Zahl b wird von der Zahl, die unter ihr in den gleichen Stellen des Resultatzéhlers steht,
so oft subtrahiert, wie es moglich ist, und man erhalt dadurch im Umdrehungszahler die erste
Stelle des Quotienten. Wird dabei eine Subtraktion ausgefiihrt, die nicht mehr moglich ist, d.
h., wird von einer kleineren Zahl eine groBere abgezogen, dann ertont ein Klingelzeichen, und
in den linken Fensterchen des Resultatzahlers erscheint eine 9. In diesem Fall muss mit der
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Handkurbel eine Vorwartsdrehung ausgefiihrt werden, wodurch man die vorhergehende Stel-
lung wieder erhalt.

Danach wird b wiederholt von der Zahl subtrahiert, welche man aus dem Rest der vorherge-
henden Subtraktionen und der folgenden Ziffer der Zahl a erhalt. Dazu muss der Schlitten
um eine Stelle nach links gefahren werden (die neue Zahl wird unter die Zahl b eingestellt),
und man erhalt, nachdem alle moglichen Subtraktionen ausgefiihrt worden sind, im siebenten
Fensterchen des Umdrehungszéhlers die zweite Ziffer des Quotienten. Analog erhalt man dann
auch die restlichen Stellen des Quotienten.

In der Abbildung ist die Ausgangsstellung fiir die Division von 42762544 durch 83072 und
der Stand der Zahler nach der Bestimmung der ersten und zweiten Ziffer des Quotienten
dargestellt.
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Das Arithmometer gehort zu den einfachsten und verbreitetsten Rechenmaschinen. Der Odh-
nersche Zylinder wird aber auch in anderen Maschinen benutzt, die betrachtliche Unterschiede
zum Arithmometer aufweisen.

Beispielsweise werden in der sowjetischen Rechenmaschine WK-2 die

‘?“ » "1" “ Ziffern auf den Odhnerschen Radern nicht mittels einer Nase, sondern
durch den Druck auf eine Taste (von insgesamt zehn) eingestellt. In
der Maschine WK-2 bleiben die Zahler unbeweglich, dafiir wird aber

M“ die auf dem Zylinder eingestellte Zahl bewegt.
In vielen Maschinen, beispielsweise in der Maschine KSM-1, wird zur

Einstellung der Zahlen eine vollstandige Tastatur (Volltastatur) ver-
wendet, beider zu jeder Stelle zehn Tasten gehoren.

Neben dem Odhnerschen Sprossenrad werden in modernen Maschi-
nen auch andere sinnreiche Verfahren angewendet, bei denen durch
Drehung des Rades um einen bestimmten Winkel die betreffende Zif-
fer einer gegebenen Zahl eingestellt wird.

Am weitesten verbreitet sind heute elektrische Tischrechenmaschi-
nen, bei denen der Rechner keine Kurbel mehr zu bedienen braucht;
das Drehen besorgt ein Elektromotor.

SchlieBlich existieren auch kleine automatische Tischrechenmaschinen, bei denen man beispiels-
weise nur Dividend und Divisor einzustellen und den Motor einzuschalten hat. Alle Operationen,
auch die Bewegung des Schlittens und das Vorwartsdrehen nach "unmaéglichen Subtraktionen”
werden automatisch, ohne Mitwirkung des Rechners, durchgefiihrt. Es gibt jedoch Aufgaben
von solcher Schwierigkeit, dass selbst solche kleinen automatischen Rechenmaschinen nicht
mehr ausreichen. Wenn auch die einzelnen Operationen auf ihnen sehr schnell durchgefiihrt
werden konnen, so miissen doch jedesmal die gegebenen Zahlen "in die Maschine eingegeben”
werden, was sehr viel Zeit kostet.
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In solchen Fallen sind Lochkartenanlagen sehr niitzlich, die einen ganzen Maschinenkomplex
umfassen (Locher, Sortiermaschine, Tabelliermaschine usw.), von denen jede ihre eigenen Auf-
gaben hat.

Bei einem Locher werden die gegebenen Zahlen auf genormte Lochkarten (ibertragen, wobei
statt der Ziffern Locher in verschiedene Spalten gestanzt werden. (Die Abbildung zeigt eine
Lochkarte mit der eingestanzten Zahl 203670).

Die Sortiermaschine tastet mit einer Metallbiirste die Karten ab. Gleitet diese (iber Locher, so
wird ein Stromkreis geschlossen, der einen Elektromagneten betatigt. Auf diese Weise werden
die Karten entsprechend den eingestanzten Ziffern sortiert.

In den Tabelliermaschinen werden die Locher durch die Biirsten in mehreren Spalten gleich-
zeitig abgetastet. Es werden Signale ausgesandt, welche die Ziffernrader der Zahler auf die
entsprechenden Winkel einstellen. Auf den 45 Spalten einer Lochkarte kdnnen sechs sieben-
stellige Zahlen untergebracht werden, die gleichzeitig in die sechs Zahler der Tabelliermaschine
ubertragen werden.

Berlicksichtigt man weiterhin, dass die von der Maschine erarbeiteten Resultate von derselben
Maschine fiir weitere Berechnungen verwendet werden konnen, so wird verstandlich, dass eine
solche Maschine komplizierte Aufgaben sehr schnell 16sen kann.

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wurden diese Maschinen im wesentlichen nur zur Verarbeitung
der statistischen Materialien von Volkszahlungen verwendet. Fiir diese Zwecke werden sie auch
jetzt noch eingesetzt, neuerdings auch zur Ermittlung der Ergebnisse von Wettkampfen. Heute
werden sie in Verbindung mit Zusatzgeraten auch zur Losung verschiedener mathematischer
Aufgaben eingesetzt, jedoch fast nur fiir Aufgaben, bei denen mit verhaltnismaBig vielen An-
gaben verhaltnismaBig wenige einfache Rechnungen auszufiihren sind.

Allerdings sind ihnen die elektronischen Rechenautomaten, die vor etwa 20 Jahren aufkamen,
in Bezug auf die Kompliziertheit der Aufgaben, die sie l6sen konnen, und in Bezug auf die
Rechengeschwindigkeit haushoch (iberlegen.

Vom Aufbau und der Arbeitsweise elektronischer Rechenautomaten handelt der nachste Ab-
schnitt.
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3.16 Elektronische Rechenmaschinen und -automaten
M. G. Reinberg

Wenn wir das Wort "Maschine" héren, stellen wir uns unwillkirlich einen Komplex aus mecha-
nischen Einzelteilen vor, der irgendwelche Materialien bearbeitet, Lasten hebt oder befordert
oder eine Art von Energie in eine andere verwandelt. Mit Hilfe solcher Maschinen wurden dem
Menschen, bildlich gesprochen, gewaltige Krafte an Armen und Beinen verliehen, welche die
korperliche Arbeit produktiver machten.

Auch groBe Rechenanlagen werden gewohnlich als Maschinen bezeichnet. Diese Maschinen
fihren aber keinerlei korperliche Arbeit aus.

Auf den einfachsten Rechenmaschinen kann man verschiedenartige Berechnungen durchfiih-
ren, beispielsweise arithmetische Aufgaben l6sen. Die komplizierteren Rechenmaschinen konnen
auch schwierigere Aufgaben der hoheren Mathematik |6sen. Viele der modernen Rechenma-
schinen konnen auBerdem auch zur Loésung logischer Aufgaben herangezogen werden.

Wie wir noch sehen werden, sind Rechenmaschinen Einrichtungen zur Verarbeitung von Zah-
lenmaterial, Daten, Nachrichten und Informationen. Sie erleichtern dem Menschen in bedeu-
tendem MaBe die geistige Arbeit.

Die Rechentechnik hat eine an Ereignissen reiche Geschichte. Besonders stiirmisch entwickelt
sie sich jedoch in unserer Zeit. Immer zahlreicher und komplizierter werden die mathematischen
Aufgaben, die schnell und mit groBer Genauigkeit gelost werden miissen.

Die Entwicklung der Rechentechnik vollzog und vollzieht sich in zwei verschiedenen Richtun-
gen. Die erste betrifft die Entwicklung von "kontinuierlich arbeitenden Maschinen", die man
auch Analogrechner oder modellierende Maschinen nennt. Diese Bezeichnungen rithren daher,
dass ein dem zu untersuchenden Prozess analoges (ahnliches) Modell untersucht wird. Das
wird spater ausfiihrlich beschrieben.

Den Rechenstab wird man wohl kaum als Maschine bezeichnen, aber
er steht am Anfang einer ganzen Liste von kontinuierlich arbeitenden
Geraten, an deren Ende die modernen elektromagnetischen und elek-
tronischen Analogrechner stehen. Einige dieser Maschinen werden oft
auch als Integratoren oder Differential-Analysatoren bezeichnet.

Die zweite Richtung in der Rechentechnik bilden die "diskret arbeitenden" Rechenmaschinen
oder Digitalrechner (= Ziffernrechner). Auch die Rechenbretter wird man nicht als Maschinen
bezeichnen wollen. Aber sie sind sozusagen die Ahnherren der groBen Familie der Digitalrech-
ner. Dazu gehoren auch die Tischrechenmaschinen mit Handbetrieb, die elektrischen Tisch-
rechenmaschinen und die komplizierteren Lochkartenanlagen, die schon eine ganze Reihe von
Operationen automatisch ausfiihren kdnnen.

Es gibt auch Digitalrechner, die mit elektromagnetischen Relais ausgestattet sind. Sie sind
auBerordentlich zuverlassig, aber relativ langsam, so dass sie bald den Anforderungen, die die
moderne Industrie stellte, nicht mehr geniigten. Die Spitze in der Entwicklung der digitalen
Rechentechnik bilden die programmgesteuerten elektronischen Ziffernrechenautomaten. Wir
werden spater noch ausfiihrlich darauf eingehen, zunachst aber wenden wir uns den Analog-
rechnern zu und studieren die Prinzipien, nach denen sie arbeiten.
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Ein Ingenieur steht oft vor der Aufgabe festzustellen, wie ein bestimmter technischer Prozess
ablauft, ohne dass es moglich ware, die Untersuchung an der in Betrieb befindlichen Anlage

durchzufiihren.

In solchen Fallen bleibt nur eine Moglichkeit, namlich den Prozess in verkleinerter Form dar-
zustellen, ein Modell zu konstruieren und am Modell zu untersuchen, was sich in Wirklichkeit
abspielt. Fast jeder reale Prozess aus Mechanik, Hydraulik, Elektrotechnik, Funktechnik und
vielen anderen Gebieten von Wissenschaft und Technik |asst sich in der Sprache der Mathe-
matik darstellen - in der Sprache der Formeln und Gleichungen.

Die Fachleute sagen dann, der Prozess werde mathematisch beschrie-
ben.

Wenn Ingenieure ein vielfach verzweigtes Hochspannungsnetz mit zahl-
reichen Kraftwerken, Umformstationen und Fernleitungen zu untersu-
chen oder zu entwerfen haben, benutzen sie gewdhnlich ein Modell

davon, ein sogenanntes Netzmodell. In diesem Modell haben sie es ge-
nau wie im Original mit elektrischen Stromen zu tun, allerdings mit

Schwachstrom. Diese Methode der Modellierung wird als physikalische
Modellierung bezeichnet.

Ein gutes Beispiel fiir ein physikalisches Modell ist das dynamische Modell eines energetischen
Systems. Es besteht aus zahlreichen Schwachstrom-Maschinen und Transformatoren.

Jede einzelne Maschine ist das Modell eines ganzen Kraftwerks oder einer groBen Fabrik, die
Energie verbraucht. Zwischen den einzelnen Teilen des Modells kann man beliebige Verbin-
dungen herstellen, die zur Modellierung des wirklichen Hochspannungsnetzes erforderlich sind.

Dynamische Modelle ermoglichen es, verschiedene komplizierte Prozesse, die in modernen
Energiesystemen ablaufen, hinreichend genau darzustellen und zu untersuchen. Das ist aber
sehr wichtig, wenn man die gewaltigen neuen Verbundnetze richtig projektieren will. Fiir die
Schaffung eines elektrodynamischen Modells fiir das Verbundnetz der Sowjetunion wurden
Akademiemitglied Kostjenko und Professor Wenikow im Jahre 1958 mit dem Leninpreis aus-
gezeichnet.
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Viel weiter verbreitet als physikalische Modelle sind mathematische Modelle. In einem mathe-
matischen Modell ist die zu untersuchende GroBe ihrer physikalischen Natur nach von der Gro-
Be, die durch sie modelliert wird, verschieden. Die Ahnlichkeit zwischen den realen Prozessen
und den Prozessen im Modell besteht nur darin, dass beide durch dieselben mathematischen
Gleichungen beschrieben werden. Beispielsweise werden in der Sprache der Mathematik die
Schwingungen einer Masse an einer Feder genauso dargestellt wie die elektrischen Schwingun-
gen in einem Schwingkreis aus Spule und Kondensator.
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In irgendeinem komplizierten Prozess seien verschiedenartige GroBen beteiligt, sagen wir me-
chanische, elektrische, thermische und andere. Beschreibt man sie durch Gleichungen, so er-
scheinen sie alle "im selben Gewande", im mathematischen.

Zeichen und Buchstaben lassen sich in einer Rechenmaschine weder addieren noch subtrahie-
ren, es sind eben nur Zeichen und Buchstaben. Es miissen namlich alle GréBen aus unserer
Gleichung mit Hilfe einer wahrnehmbaren existierenden physikalischen GroBe dargestellt wer-
den.

Am besten eignen sich dazu elektrische Spannungen. Die veranderlichen GroBen stehen nun
sowohl im Verlauf des ganzen Prozesses als auch in seiner mathematischen Darstellung in stan-
diger Wechselwirkung. Sie werden addiert, multipliziert und subtrahiert. Das heiBt aber, dass
auch in unserem mathematischen Modell die elektrischen Spannungen nach demselben Gesetz
und in einem ganz bestimmten MaBstab aufeinander wirken missen. Das ist der Grundgedanke
bei den elektrischen Analogrechnern.

Fir jede mathematische Operation existiert im Modell eine entsprechende Einrichtung. Eine
davon addiert oder subtrahiert nur elektrische Spannungen, eine andere multipliziert nur, ei-
ne dritte fihrt Integrationen durch, usw. Spezielle Gerate dienen zur Erzeugung komplizierter
funktionaler - logarithmischer, quadratischer, trigonometrischer und anderer - Abhangigkeiten
zwischen den GroBen.

Ehe man an die Losung einer Aufgabe herangeht, muss man die einzelnen Teile der Anlage
(das konnen einige Dutzend sein!) durch Drahte in bestimmter Anordnung miteinander ver-
binden. Hat die Maschine die Aufgabe gelGst, so erscheinen die Ergebnisse ebenfalls in Gestalt
veranderlicher Spannungen.

Diese Spannungen werden ihrerseits von einem speziellen elektrischen Gerat - einem Regis-
triergerat - aufgezeichnet: Die Losung der Aufgabe wird in Gestalt einer Kurve auf einem
Papierstreifen dargestellt, oder sie erscheint auf dem Schirm eines Oszillographen.

Von den existierenden modellierenden Maschinen arbeiten viele auf elektronischer Basis. Sie
konnen sehr schnell arbeiten. Zur Losung einer Aufgabe auf einer solchen Maschine sind keine
besonderen Vorbereitungen erforderlich, und die Ergebnisse erscheinen in einer fiir die weitere
Untersuchung bequemen Form.

Neben ihren vielen Vorziigen haben diese Maschinen zwei wesentliche Nachteile, die man
nicht immer in Kauf nehmen kann. Erstens ist der Kreis der Aufgaben, die man auf solchen
modellierenden Maschinen, bearbeiten kann (selbst auf groBen), sehr beschrankt; zweitens ist
die Genauigkeit begrenzt, und man kann sie nicht wesentlich erhéhen. Deshalb werden in einer
ganzen Reihe von Fallen Ziffernrechenmaschinen gegeniiber den modellierenden Maschinen
bevorzugt.
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Aus den vorhergehenden Abschnitten ist dem Leser schon klar geworden, dass das Arbeits-
prinzip der mechanischen Ziffernrechenmaschinen sehr einfach ist. Ihr Hauptbestandteil sind
spezielle Zahnrader. Fir die Ziffer jeder Dezimalstelle existiert ein Rad, auf dem zehn Zahne
die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 bezeichnen.

Jedes Rad ist mit dem folgenden durch einen einzelnen Zahn verbunden, der aber immer nur
dann in Tatigkeit tritt, wenn alle Ziffern der betrachteten Stelle durchlaufen sind.

Bei den elektrischen Tisch-Ziffernrechenmaschinen braucht man keine Handkurbel mehr zu
drehen. Durch Druck auf eine Taste werden die Zahlen, mit denen man eine bestimmte Ope-
ration durchfiihren will, in die Maschine eingegeben; dann driickt man auf die Additions- oder
Multiplikations-Taste und die Maschine lauft. Alles weitere besorgt die Maschine.

Was lasst sich nun (iber die Genauigkeit bei Ziffernrechenmaschinen sagen?

Dariiber braucht man sich nicht zu beunruhigen. Eine hohe Genauigkeit liegt im Wesen des
Rechnens mit diskreten Werten, gleichgliltig ob auf einer Tischrechenmaschine oder auf einem
elektronischen Automaten gerechnet wird. Um das zu verstehen, schreiben wir einen beliebigen
Bruch auf, beispielsweise 0,8943. Wir kdnnen diese Zahl ohne weiteres in einer Rechenmaschine
darstellen, wenn sie Rader fir Zehntel, Hundertstel, Tausendstel und Zehntausendstel besitzt.
Wie ist es nun, wenn wir einen Bruch mit einer groBeren Stellenanzahl darstellen missen,
beispielsweise 0,894360127

Dann nimmt man einfach noch vier weitere Rader hinzu, von denen dann das letzte schon ein
Hundertmillionstel darstellt.

Das bedeutet, dass man mit diesen Maschinen praktisch jede beliebige Genauigkeit erhalten
kann, wenn man nur die Anzahl ihrer Elemente entsprechend vergroBert.

Sehr wichtig fiir die Entwicklung der Rechentechnik war der Gedanke,
die Arbeit der Ziffernrechenmaschine mittels eines vorher angefertigten
Programms zu steuern. Im vorigen Jahrhundert bereits wurde die Loch-
karte erfunden, d. h. eine Karte aus steifem Papier mit eingestanzten
Lochern. Anfangs wurden mittels der Lochkarten nur die durch diese
Locher dargestellten Zahlen in die Maschine eingegeben. Es wurden
spezielle Gerate geschaffen, mit denen die Lochkarten elektrisch abge-
tastet wurden. Spater wurden dann den Maschinen durch Lochkarten
auch einige Befehle eingegeben.

Leider kann man bei mechanischen Rechenmaschinen die Durchfiihrung vieler aufeinanderfol-
gender Befehle nicht, automatisieren.

Daher muss bei Berechnungen auf modernen Lochkartenanlagen der Mensch wiederholt in die
Arbeit der Maschine eingreifen. Erst die Erfolge der Elektrotechnik und Elektronik machten es
moglich, die Berechnungen zu automatisieren und das Prinzip der Programmsteuerung anzu-
wenden.
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Mechanische Rechenmaschinen und auch elektrische Tischrechenmaschinen arbeiten ziemlich
langsam. Im Rechnungs- und Finanzwesen wirkt sich dieser Mangel nicht weiter stérend aus.
Jedoch wurden in verschiedenen Gebieten von Wissenschaft, Technik, Wirtschaft und Industrie
immer zahlreichere, ganz verschiedenartige und, was besonders wichtig ist, immer komplizier-
tere Aufgaben gestellt.

Aufgaben, die eine Million, zehn und sogar hundert Millionen arithmetische Operationen er-
fordern, sind heute keine Seltenheit mehr. Dazu bedurfte es aber der Losung zweier Aufgaben:
der Automatisierung des Rechenganges und der qualitativen Erhohung der Rechengeschwin-
digkeiten. Diese Aufgaben konnten nur von der Elektronik - der Technik der hohen Frequenzen
und riesigen Geschwindigkeiten - gelost werden.

Diese Forderung unserer Epoche veranlasste Wissenschaftler und Ingenieure, schnelloperie-
rende programmgesteuerte automatische Rechenmaschinen zu konstruieren. Die ersten dieser
Maschinen entstanden vor nicht allzu langer Zeit, Mitte der vierziger Jahre. Anfangs richteten
Wissenschaftler und Ingenieure ihre Anstrengungen darauf, groBe schnelloperierende Univer-
salrechenmaschinen zu schaffen; heute gibt es in der ganzen Welt schon viele Hunderte davon.

Die ersten groBen Ziffernrechenmaschinen entstanden in den Vereinigten Staaten und in der
Sowjetunion, spater wurden sie auch in anderen Staaten gebaut. Zwei verschiedene Typen wur-
den u. a. vor einigen Jahren bei der Akademie der Wissenschaften der UdSSR entwickelt. Die
BESM (schnelloperierende elektronische Rechenmaschine) entstand in Moskau unter der be-
wahrten Leitung von Akademiemitglied Prof. Dr. S. A. Lebedew; sie war damals die schnellste
aller europaischen Maschinen.

Die zweite Maschine, die M-2, wurde unter der Leitung des korrespondierenden Mitgliedes
der Akademie der Wissenschaften der UdSSR, |. S. Bruk, entwickelt. AuBerdem wurde eine
ganze Serie groBer Maschinen vom Typ "Strela" industriell hergestellt, deren Entwicklung Prof.
Dr. J. J. Basilewski leitete. Neuerdings werden in der Sowjetunion Maschinen von Typ "Ural"
gefertigt, die auch exportiert werden.

In der Bundesrepublik Deutschland werden mehrere Typen elektronischer Rechenautomaten
industriell gefertigt, u. a. unter der Leitung des deutschen Altmeisters der elektronischen Re-
chentechnik, Konrad Zuse, aber auch von den groBen Elektro- und Elektronikfirmen Siemens
und Telefunken.

Die groBen Maschinen sind aber sehr teuer und kompliziert, erfordern viel Wartung und bean-
spruchen auBerdem verhaltnismaBig viel Raum. Deshalb wurde eine Vielzahl verschiedenartiger,
okonomisch giinstigerer Maschinen mittleren AusmaBes entwickelt.

Sie sind bedeutend billiger, einfacher, raumsparender und trotzdem zur Lésung einer groBen
Zahl von Aufgaben ausreichend.
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3.19 Die Welt der elektrischen Impulse

Heute arbeiten in der ganzen Welt schon einige Tausend solcher Maschinen, die in vielen Lan-
dern, u. a. in England und in Holland, produziert werden. Die Entwicklung geht standig weiter,
und jetzt sind Wissenschaftler und Ingenieure bestrebt, leistungsfahige Maschinen moglichst
kleiner Abmessungen zu bauen.

Das wird durch die neueste Entwicklung der Elektronik, die Mikromodul- und die Diinnschicht-
technik, ermoglicht und gefordert.

Die minimalen Abmessungen - beispielsweise sind die Transistoren in den Grundschaltungen
des Systems IBM 360 nur salzkorngroB - haben auch die Schaltzeiten wesentlich gesenkt; man
gewinnt also nicht nur Raum, sondern auch Zeit.

Die Zeit dirfte nicht mehr fern sein, da jedes wissenschaftliche Institut und jedes groBere
Projektierungsbiiro seinen eigenen elektronischen Rechenautomaten hat.

3.19 Die Welt der elektrischen Impulse

In modellierenden Maschinen dndern sich die elektrischen Spannungen
stetig und mehr oder weniger flieBend. Die GroBe der Spannung spielt
eine entscheidende Rolle, da sie in einem bestimmten MafBstab eine
ganz bestimmte reale GroBe darstellt.

Dagegen vollziehen sich alle Grundoperationen in den Ziffernrechen-
maschinen durch kurzzeitige StoBe der elektrischen Spannung oder des
Stromes. Diese StoBe bezeichnet man Ublicherweise als Impulse.

Wenn wir auf Rechenbrettern rechnen, ist es uns gleichglltig, ob die Kugeln gleichartig sind
oder nicht. Wichtig ist nur, dass alle vorhanden sind und dass wir beim Rechnen keine davon
aus lassen. Analog dazu spielt es bei den Ziffernrechenmaschinen keine Rolle, wenn sich die
GroBe der Impulse in bestimmten Grenzen andert, nur muss jeder einzelne Impuls von dem
betreffenden Rechengerat erfasst werden.

Die elektrischen Impulse in den elektronischen Rechenmaschinen bilden die Ziffern, so wie die
Kugeln in den alten Rechenbrettern.

Jeder Impuls ist aber nur wahrend einer winzig kleinen Zeitspanne vorhanden - einige millionstel
Teile einer Sekunde-, aber die Impulse folgen mit sehr hoher Frequenz aufeinander, zehn- und
sogar hunderttausend in der Sekunde. Ehe wir also das Wort "einundzwanzig" ausgesprochen
haben, hat die Maschine einige Tausend arithmetischer Operationen ausgefiihrt.

Ein Impuls ist also entweder vorhanden oder nicht. "Ja" - "nein" - oder "1" - "0" sind also
samtliche Moglichkeiten, die mit dem Vorhandensein eines elektrischen Impulses verkniipft
sind. Das ist allerdings nicht viel. Wenn wir aber eine groBe Anzahl von Impulsen und Pausen
(d. h. von Einsen und Nullen) nehmen, koénnen wir die verschiedensten Signale kombinieren
und mit ihrer Hilfe eine beliebige Information (ibertragen.

Wie wird das nun in Ziffernrechenautomaten gemacht?
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3.20 Das Rechnen im Dualsystem

Wir haben uns alle so an das Dezimalsystem gewohnt, dass wir uns kaum vorstellen konnen,
wie man in einem anderen Zahlensystem rechnen kann.

In den meisten elektronischen Ziffernrechenautomaten wird aber nicht im Dezimalsystem,
sondern im Dualsystem gerechnet. Warum wohl?

H =G lhtronen,
BTy L Jn Qp— entdicd =
= =
Sehemd, ¢ines
Friggers

Die Grundbestandteile eines Rechenautomaten sind elektronische Trigger. Jeder Trigger be-
steht gewohnlich aus zwei Elektronenrohren und einigen Widerstanden. An Stelle der Rohren
werden heute meist Transistoren benutzt. Ein solches Schema hat zwei stabile Gleichgewichts-
zustande; es wird durch die Impulse gesteuert, die von auBen in die Schaltung einlaufen.
Wenn die erste Rohre Stromdurchgang hat und die zweite durch ein negatives Potential am
Gitter gesperrt ist, so liegt ein Zustand vor, den man als "1" bezeichnen kann. Tritt dann am
Eingang des Triggers ein Impuls auf, so wird der Trigger in den entgegengesetzten Zustand,
in den Zustand "0" umgeschaltet.

Die Trigger haben in den Rechenautomaten die verschiedensten Aufgaben, von denen die
wichtigsten das Rechnen und das Speichern von Zahlen sind. Da es nun zwei mégliche Zustande
der Trigger gibt, sind diese fiir das Dualsystem besonders geeignet.

Natirlich kdnnte man auch analoge Schaltungen fiir das Dezimal- system herstellen, aber sie
wirden so umfangreich werden, dass man davon absieht.

In den meisten Automaten verwendet man ein dual verschlisseltes De-

zimalsystem, in dem jede Ziffer einer im Dezimalsystem dargestellten

Zahl fiir sich als Dualzahl durch die Zeichen "0" und "1" geschrieben

1 = ¢ wird. Um Verwechslungen mit unserer gewohnten Dezimalschreibweise
vorzubeugen, schreibt man statt "1" oft "L" und statt "0" (Null) "O"

1 (Buchstabe O). Beispielsweise verschliisselt man 54 in folgender Form:

[OfL[OoJL[O]L[O]O]

Die Maschine arbeitet aber dann wieder auf der Grundlage des Dual-
systems und der entsprechenden Rechengesetze.

Das Dualsystem ist also die "Sprache" der meisten elektronischen Zif-
fernrechenmaschinen. Aus diesem Grunde soll im nachsten Abschnitt
das Dualsystem etwas ausfiihrlicher behandelt werden.

3.20 Das Rechnen im Dualsystem

Die Bezeichnung Dezimalsystem riihrt daher, dass zur Darstellung der Zahlen zehn verschiede-
ne Zeichen oder Symbole (Ziffern) verwendet werden: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. Diese Ziffern
geben auch die Anzahl der Einer an.

Dann folgen die Zahlen von 10 bis 99, welche Einer und Zehner enthalten, danach Zahlen,
die auch Hunderter enthalten usw. Gewohnlich denkt man nicht daran, wie die mehrstelligen
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3.20 Das Rechnen im Dualsystem

Dezimalzahlen eigentlich zustandekommen. Sie werden namlich in Verbindung mit Potenzen
der Zahl 10 dargestellt, welche die Basis des Dezimalsystems ist. So lautet beispielsweise die
Zahl 7502 ausgeschrieben:

7502 =7-10°+5-102+0-10" +2-10°

Wenn wir eine Zahl hinschreiben, lassen wir natiirlich die Potenzen von 10 weg, dafiir kommt
aber jede Stelle der Zahl an einen ganz bestimmten Platz.

Diese Uberlegungen wiederholten wir hier, um das etwas ungewohnte, aber sehr einfache
Dualsystem besser zu verstehen. In diesem Zahlensystem werden alle Zahlen nur mit Hilfe
zweier verschiedener Zeichen, der Zeichen 0 und 1 (oder O und L), niedergeschrieben.

Schon deshalb kann man vermuten - und wir werden uns auch bald davon iiberzeugen -, dass
viele Dinge im Dualsystem einfacher sind als im Dezimalsystem. Zuvor wollen wir aber erst die
folgende Tabelle betrachten:

_ dezimal dual dezimal dual
i 9 ¢ 0 =0 1 =20 —1
J g ] Q 2 =2' =10 3 -1
LA 4 =22 =100 5 =101

. 6 =110 7 =111

3 ¥ 8 =23 =1000 9 = 1001

10 = 1010 11 = 1011

12 = 1100 13 — 1101 usw.

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass jedesmal, wenn der Exponent von
Zwei links um Eins vergroBert wird, die entsprechende Dualdarstellung
um eine neue Stelle wachst. (Analog wird im Dezimalsystem jeweils
eine neue Stelle hinzugefiigt, wenn sich der Exponent der Potenz von
Zehn um Eins vergroBert.)

Die Anzahl der Nullen hinter der 1 in der Dualdarstellung rechts ist gleich dem Exponenten
der Zweierpotenz. Dieser einfache Zusammenhang macht es moglich, jede beliebige Zahl als
Summe von Zweierpotenzen darzustellen; ohne groBe Miihe folgt dann daraus die Dualdarstel-
lung dieser Zahl.

Als Beispiel wollen wir die Zahl 6 ins Dualsystem iibertragen:
6=4-1+2-1+1-0=2*-1+2"-142°.0

Lassen wir jetzt wieder analog zum Dezimalsystem die Zweierpotenzen weg, so erhalten wir
die Dualdarstellung der Zahl 6, wobei jedes Dualzeichen wieder an eine ganz bestimmte Stelle
gehort. Es ergibt sich also:

= 110(= LLO)

Daraus erhalt man dann auch leicht die Dualdarstellung der Zahl 7, indem wir der Einerstelle
eine Eins hinzufiigen:
7=111

Auf diese Art kann man die Dualdarstellung jeder beliebigen Zahl erhalten. Immer werden wir
es dabei mit verschiedenen Kombinationen von Nullen und Einsen zu tun haben.

Die arithmetischen Operationen im Dualsystem sind auBerordentlich einfach, da man stets nur
mit 0 oder 1 rechnen muss. Wir wollen mit der Addition beginnen. Dafiir gelten die folgenden
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3.20 Das Rechnen im Dualsystem

Regeln:
0+40=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=10

Dabei bedeutet natiirlich bei der letzten Regel 10 nicht etwa die Zahl Zehn, sondern die
Dualdarstellung der Zahl 2.

Wir wollen diese Regeln einmal praktisch anwenden und addieren dazu zwei kleine Zahlen,
beispielsweise 6 und 7. Wir schreiben diese beiden Zahlen in ihrer Dezimal- und ihrer Dualdar-
stellung in zwei benachbarte Spalten:

6 =110
7 =111

Wir addieren jetzt der Reihe nach von rechts nach links und erhalten fiir die rechte Spalte: '

Addition der niedrigsten Stelle ergibt: 1

Addition der mittleren Stelle ergibt: 10
Addition der hochsten Stelle ergibt: 10
Folglich erhalt man insgesamt: 1101

Tatsachlich haben wir 13 in der schon aus der Tabelle bekannten Form erhalten.

Wir wollen uns nun der Multiplikation zuwenden. Sie ist auch wieder sehr einfach, und ihre
samtlichen Regeln lassen sich in einer einzigen Zeile angeben:

0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1

Als Beispiel multiplizieren wir wieder zwei kleine Zahlen im Dualsystem, etwa 3 und 4. Wenn
wir die Multiplikation durchfiihren, verfahren wir ganz analog zu den Regeln im Dezimalsystem.

4= 100
3= 11
100 durch Multiplikation mit der letzten Stelle
100 durch Multiplikation mit der zweiten Stelle des Multiplikators
Addieren wir beide Zahlen nach den Regeln der Addition im Dualsystem,
so erhalten wir:
- 1100

Schlagen wir wieder in der Tabelle der Dualzahlen nach, dann sehen IW ¢4)
wir, dass die Dualzahl 1100 gleich 12 ist, d.h., dass die Multiplikation X il =1
richtig durchgefiihrt worden ist. ﬁL

Betrachten wir die beiden Zeilen, in denen die Ergebnisse der Multipli-

kation mit 11 stehen, so sehen wir, dass bei der Multiplikation einfach 1 ﬂ
der Multiplikand verschoben worden ist. Bei der Multiplikation mit der

1 aus der zweiten Stelle des Multiplikators wird der Multiplikand so 1‘10

verschoben, dass seine letzte Ziffer rechts ebenfalls in die zweite stelle
fallt. Die Multiplikation mit Null liefert wieder Null.

Wenn also in der Maschine eine Multiplikation durchgefiihrt wird, dann
wird der Multiplikand so oft verschoben, wie das nétig ist, und es wer-
den dann die Resultate addiert. Bei einer Multiplikation brauchen also
nur Verschiebungen und Additionen durchgefiihrt zu werden.

Die Subtraktion im Dualsystem kann man ebenfalls auf die Addition zuriickfithren und die
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3.20 Das Rechnen im Dualsystem

Division auf Addition und Verschiebung.

Aus verschiedenen Griinden fiihrt man die arithmetischen Operationen in Ziffernrechenautoma-
ten gern mit Zahlen durch, die kleiner als Eins sind, d. h. mit echten Briichen. Das wird bei der
Konstruktion der Automaten von den Wissenschaftlern beriicksichtigt. Vor der Losung einer
Aufgabe werden die Ausgangsdaten in diesen Bereich transformiert, indem die entsprechenden
Zehnerpotenzen herausgezogen werden.

Im Dezimalsystem ist das sehr einfach. Wenn wir beispielsweise die Zahlen 538 und 17 addieren
sollen, so schreiben wir sie in der Gestalt

0,538 -10% +0,017 - 10®

- natdrlich so, dass gleiche Zehnerpotenzen auftreten - und addieren dann nur die Briiche, d.h.
0,538 + 0,017. Erst am Ende der Rechnung fiigen wir dem Ergebnis den Faktor 108 wieder
hinzu.

Wie sehen nun aber Briiche im Dualsystem aus? Erinnern wir uns dazu noch einmal an die
folgenden Zusammenhange:

dezimal dual

0 0
1=2° 1
2 =21 10
4 =22 100

8 =23 1000 usw.
Analog erhalt man dann auch die folgende Tabelle:

dezimal dual

0 0

1=20 1

1=2"1 01

1=272 001

£ =2"% 0,001

75 =2"% 00001 usw.

Es sei dabei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Briiche in der rechten Spalte Dualbriiche
und keine Dezimalbriiche sind. So ist beispielsweise der Bruch 0,001 nicht etwa ein Tausendstel,
sondern die Dualdarstellung des Bruches %.

Mit Hilfe der angegebenen Tabellen konnen wir verschiedene einfache Briiche, deren Nenner
eine Potenz von 2 ist, im Dualsystem darstellen. Beispielsweise hat der Bruch % im Dualsystem
die Gestalt 0,011.

Das ist nicht schwer zu verstehen. Wir stellen dazu den Bruch % in der Form %-3 dar und suchen
in den Tabellen die Dualdarstellung der Zahlen é = 0,001 und 3 = 11. Wir multiplizieren diese
beiden Zahlen miteinander und erhalten 0,011.
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Ohne groBe Miihe kdénnen wir jetzt (mit einer bestimmten Genauigkeit) jede Zahl als Produkt
eines Dualbruchs mit einer Zweierpotenz, ebenfalls im Dualsystem, darstellen. Betrachten wir
etwa die Zahl 27. Wir kénnen diese Zahl als Summe von Zweierpotenzen darstellen:

2MW=16+84+2+1=24 423421 420

Wir dividieren, um einen echten Bruch zu erhalten, diese Gleichung durch die nachsthéhere
Zweierpotenz, d. h. durch 32 = 2°. Dann erhalten wir
27 16+8+2+1 27 1 1 1 1

2 ®» R AV I T

11 1 1
or— (Lt b1y g
’ <2+4+16+32> 3

Fir die einzelnen Briche erhalten wir aus der Tabelle der Dualbriiche

Also ist

e
i’f O‘il £ im Dezimalsystem = 0,1 im Dualsystem
i Vs I 0,01
! 1 0,0001
| 1
1 0,00001

0,11011. Nun muss nur der Faktor 32 noch in das Dualsystem uber-
‘{ gefithrt werden. Dazu verwenden wir die Tatsache, dass 32 = 2° ist;

y
f} iio il Addieren wir die einzelnen Zeilen der rechten Spalte, so erhalten wir
Y o x l;‘.’ ;

h ferner ist bekanntlich 2 im Dualsystem gleich 10 und 5 gleich 101.

Nun konnen wir endgililtig die Dezimalzahl 27 durch einen Dualbruch und einen zugehorigen

Faktor darstellen:
27 =0, 11011 - 10

Die rechte Seite dieser Gleichung besteht nur aus Nullen und Einsen. Den Bruch 0,11011
bezeichnet man als Mantisse der Zahl und den Exponenten der Zweierpotenz, in unserem
Beispiel 101, als ihre Kennziffer. Bevor der Automat zu rechnen beginnt, werden alle Zahlen
dieser Umformung unterworfen.

Als Ergebnis unserer Beschaftigung mit den Rechenregeln im Dualsystem konnen wir die sehr
wichtige und interessante Schlussfolgerung ziehen, dass alle Operationen im Automaten auf
Additionen und Verschiebungen von Zahlen, die nur aus Nullen und Einsen bestehen, zuriick-
gefiihrt werden.

In Automaten konnen aber nicht nur die vier Grundrechenarten durchgefiihrt werden. In der
Mathematik sind schon lange nummerische Verfahren zur Durchfiithrung komplizierterer Opera-
tionen wie Wurzelziehen, Logarithmieren, Berechnung der trigonometrischen Funktionen usw.
bekannt. Das bedeutet aber, dass jede noch so komplizierte Operation nach bestimmten Regeln
naherungsweise auf Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division zuriickgefiihrt werden
kann. Das Resultat ergibt sich mit sehr groBer Genauigkeit, obwohl ein Naherungsverfahren
verwendet wurde.

So haben die Wissenschaftler viele sehr komplizierte Aufgaben der hoheren Mathematik auf die
einfachen arithmetischen Grundoperationen zuriickgefiihrt. Die Automaten arbeiten nicht nur
zehntausendmal schneller als der Mensch. Es kénnen dadurch sogar solche Aufgaben gelost
werden, die vor der Existenz von Rechenautomaten gar nicht in Angriff genommen werden
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konnten. Beispielsweise erfordert eine einigermaBen zuverldssige Wettervorhersage einen sol-
chen Rechenaufwand, dass die Ergebnisse ohne Automaten viel zu spat vorliegen wiirden.

3.21 Die ,,Anatomie” der Ziffernrechenautomaten

Wir hatten festgestellt, dass die entscheidenden Operationen in der
Maschine von den elektronischen Relais oder von Triggern ausgefiihrt
werden. In einer Kette solcher Relais (im sogenannten Register) werden
mit ungeheuerer Geschwindigkeit Dualzahlen angesammelt und dort
gespeichert. Jedoch reichen die Relais allein zur Durchfiihrung aller
notwendigen Operationen nicht aus.

Einen sehr wichtigen Bestandteil der Automaten bilden die sogenannten
logischen Schaltungen, die aus gewohnlichen elektrischen Bestandtei-
len, Rohren, Dioden oder Transistoren, aufgebaut sind.

Die logischen Grundschaltungen sind "nein-", "und-", "oder-"Schaltungen. Zu jeder solchen
Schaltung gehoren ein oder mehrere Eingénge, in die die Impulse einlaufen, und ein Ausgang,
durch den das in der Schaltung gebildete Signal in andere Teile des Automaten weitergeleitet
wird.

—#—o
::"g ——> @ 2 ”‘{f’/f" =

G—

=1 hads

Wenn in die Schaltung "nein" ein Impuls einlauft, so entsteht an deren Ausgang kein Signal.
Und umgekehrt, wenn am Eingang kein Signal ankommt, dann wird in der Schaltung ein
Signal erzeugt. Die Schaltung "und" gibt nur dann ein Signal ab, wenn gleichzeitig an allen
Eingangen Impulse auftreten. SchlieBlich entsteht am Ausgang der Schaltung "oder" ein Signal,
wenn entweder an dem einen oder an dem anderen Eingang oder an samtlichen Eingangen
zugleich ein Impuls ankommt. Meistens werden die "und-" und "oder-" Schaltungen mit zwei
Eingangen verwendet.

Aus zahlreichen elektronischen Relais und aus den logischen Schaltungen wird das Rechenwerk
des Automaten zusammengesetzt; die Maschine arbeitet nach den Regeln des Dualsystems,
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wobei die Zahlen durch Impulse dargestellt sind. Natiirlich interessiert dabei, mit welcher
Genauigkeit das Rechenwerk und der Automat tberhaupt arbeiten. Die Dualzahlen, mit denen
der Automat arbeitet, haben etwa 30 bis 40 Stellen. Das entspricht etwa zehn Dezimalstellen;
die Maschine rechnet also mit sehr groBer Genauigkeit - bis zu einer zehntel Milliarde und
sogar noch hoher.

AuBer dem Rechenwerk besitzt die Maschine noch vier weitere sehr wichtige Einrichtungen,
ohne die die Arbeit des Automaten undenkbar ware. Dazu gehort zuerst einmal die Eingabe,
durch die es moglich ist, von der Sprache der Ziffern und Buchstaben zur Sprache der Impulse
iiberzugehen. Uber die Eingabe wird also die Aufgabe in die Maschine eingegeben.

Bevor aber eine Aufgabe in den Automaten eingegeben werden kann, muss
durch Mathematiker ein Programm zu ihrer Losung aufgestellt werden. Das
ist nicht nur eine Liste aller Zahlenwerte, sondern auch ein Verzeichnis der
Befehle, die von der Maschine ausgefiihrt werden miissen.

Das Programm wird durch ein spezielles Gerat - den Locher - auf Lochstrei-
fen oder Lochkarten (ibertragen. Nicht nur die Zahlen, sondern auch die
Folge der Befehle erscheint in der Maschine in Gestalt elektrischer "Nullen"
und "Einsen", d.h. in Gestalt von Impulsen.

Auf dem Locher befindet sich dhnlich wie bei einer Tischrechenmaschine
eine Tastatur, auf der jeweils diejenigen Tasten betatigt werden, die den
einzelnen Zeilen der Liste mit den Zahlen und Befehlen entsprechen. Daher
ahnelt die Arbeit einer Locherin der Arbeit einer Stenotypistin.

Der fertige Lochstreifen bewegt sich dann seitlich aus dem Locher heraus.
Die Bedingungen zur Losung der Aufgabe sind dann auf dem Lochstreifen
durch Locher, die sich in einer bestimmten Anordnung befinden, gekenn-
zeichnet.

Danach kommt der Lochstreifen in das Eingabegerat des Automaten. Driickt man auf einen
bestimmten Knopf, so bewegt sich der Lochstreifen, von einem Motor angetrieben, zwischen
Lampen und Fotozellen hindurch. Innerhalb sehr kurzer Zeit ist der Lochstreifen dann voll-
standig "gelesen", und die auf dem Streifen befindlichen Angaben sind durch die Fotozellen in
elektrische Impulse umgewandelt werden, die auf den Speicher - das Gedachtnis des Automa-
ten - gelangen.

Der Speicher ist der dritte wichtige Bestandteil eines elektronischen Rechenautomaten.

Vor Beginn der Rechnung werden die Befehle und die Ausgangswerte in den Automaten einge-
geben. Im Verlauf der Rechnung kénnen sich nun aber neue Zahlen ergeben, die wiederum fiir
die folgenden Rechnungen wichtig sind. In vielen Fallen muss der Automat diese Weite selbst
aufbewahren; das ist aber nur beim Vorhandensein eines Speichers moglich.

Man kennt zwei grundverschiedene Arten von Speichereinrichtungen. Die erste und wichtigste
ist der innere oder operative Speicher.

In den Rechenautomaten, die etwa zwischen 1955 und 1958 gebaut wurden, konnten auf dem
inneren Speicher durchschnittlich 2000 bis 4000 Zahlen aufbewahrt werden. Die Konstrukteure
waren standig bemiiht, die Speicherkapazitat der Maschinen zu erhéhen, und so kennen wir
heute bereits viele Automaten mit 20000 bis 40000 und mehr Speicherzellen.

Von der Anzahl der Speicherzellen hangt es natiirlich auch ab, ob der Automat besonders
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umfangreiche Aufgaben lésen kann.

Bei der Losung von Aufgaben wird der innere Speicher laufend benétigt; er muss eine moglichst
kurze "Zugriffszeit" haben.

Noch vor kurzer Zeit waren Magnetbander und Elektronenstrahlréhren als innere Speicher weit
verbreitet. Auf den Magnetbandern werden die Zahlen dadurch gespeichert, dass kleine Teile
ihrer Oberflaiche magnetisiert wurden. Bei den Elektronenrohren werden elektrische Ladungen
auf einer speziellen, den Strom nicht leitenden Schicht auf dem Schirm der Rohre verwendet.
Jede Speichereinrichtung ist mit Verstarkern und einer Steuerschaltung versehen.

In den letzten Jahren wurden Ferritspeicher hergestellt, bei denen die Zahlen in Gestalt ma-
gnetischer Zustande von Miniaturmagneten gespeichert werden. Eine einzelne Schicht eines
solchen Ferritspeichers ist ein eigenartiges Gewebe aus einer Vielzahl von Drahten, auf deren
Kreuzungspunkten Ferritkerne angeordnet sind, die aus einem speziellen magnetischen Pulver
hergestellt werden.

Ein solcher Speicher ist sehr zuverlassig, hat eine sehr kurze Zugriffszeit und erlaubt viele
tausend Zahlen zu speichern.

Die zweite Art von Speicher ist der duBere oder Langzeitspeicher. In ihm werden die Zahlen
aufbewahrt, die bei der Arbeit der Maschine nur selten verwendet werden. Dazu werden in
vielen Fallen Magnetbander verwendet, wie man sie von den Tonbandgeraten her kennt und
auf denen hunderttausend und mehr Zahlen gespeichert werden konnen. Bei vielen modernen
Automaten kann man - nach dem Baukastenprinzip - nach Bedarf zusatzliche duBere Speicher
anschalten.

Der nichste sehr wichtige Bestandteil der Maschine ist die Steuereinrichtung (das Leitwerk).
Ohne sie konnte der Automat nicht arbeiten, da er doch alle Operationen selbstandig, ohne
Eingreifen des Menschen, steuern muss. Wie ist es aber lberhaupt moglich, dass eine solche
Einrichtung die Steuerung eines so komplizierten Systems, wie es ein elektronischer Ziffernre-
chenautomat ist, ibernehmen kann?

Die Menschen waren schon sehr frih darum bemiiht, Leitwerk und Maschine einander an-
zupassen. Noch vor Beginn der Rechnung werden sowohl die Ausgangszahlen als auch die
erforderlichen Befehle in die Maschine eingegeben. Jeder Befehl hat etwa die Gestalt:

"Die Zahlen A und B sind gewissen Speicherzellen zu entnehmen, mit ihnen ist eine bestimmte
Operation durchzufiihren, und das Ergebnis ist wieder in eine gewisse Speicherzelle zu brin-

gen".
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Einer der nachsten Befehle verwendet dann wieder das erhaltene Resultat und fiihrt damit
neue Operationen durch usw. Die Befehle werden dem Automaten in Gestalt von Dualzahlen
eingegeben.

Das Leitwerk entziffert jeden solchen Befehl und organisiert die Wege fiir die Impulse in der
erforderlichen Richtung. Es besteht aus den uns schon bekannten elektronischen Relais, Im-
pulszdhlern und logischen Schaltungen.

Ist nun von der Maschine die gestellte Aufgabe vollstindig geldst und befindet sich das Re-
sultat in einer Speicherzelle, so tritt der fiinfte wichtige Bestandteil des Automaten, das Aus-
gabegerat, in Tatigkeit. Als Ausgabegerate dienen Schreibmaschinen, Drucker, Stanzer oder
Funktionserzeuger. Sie liefern uns die Losung in Gestalt von Tabellen aus Buchstaben und
Dezimalzahlen, Lochkarten, Lochstreifen, Kurven usw.

3.22 Bemerkenswerte Eigenschaften eines Ziffernrechenautomaten

Es soll an dieser Stelle noch etwas tiber zwei sehr wichtige Eigenschaften der Ziffernrechenau-
tomaten gesagt werden, die dazu fiihrten, dass diese Einrichtungen oft auch als "denkende"
Maschinen bezeichnet werden.

Wir wissen bereits, dass die Befehle die Gestalt von Dualzahlen haben. Es zeigt sich nun, dass
man das Arbeitsprogramm fiir den Automaten so aufstellen kann, dass die Maschine nicht nur
gegebene Befehle ausfiihrt, sondern dass sie sich selbst aus gegebenen Befehlen neue Befehle
zusammenstellen kann.

Im Ergebnis erhalt die Maschine neue Befehle, welche sie selbst dann auch ausfiihrt. Das heiBt
also, dass der Automat die Fahigkeit besitzt, sich selbst Befehle herzustellen, die er im weiteren
Rechenablauf benutzt. Wie geht dieser Prozess vor sich?

Der Automat kann ohne groBe Miihe zwei Zahlen miteinander vergleichen und feststellen,
welche die groBere ist (oder ob sie gleich sind). Das tbersteigt nicht den Rahmen der einfachen
Arithmetik. Aus dieser Fahigkeit folgt aber die zweite erstaunliche Eigenschaft des Automaten.
Er kann von einem Rechengang zu einem anderen tbergehen, wenn der Vergleich zweier Zah-
len einen solchen Ubergang erforderlich macht. In diesem Fall erhalt die Steuereinrichtung ein
Signal, und der Automat wird veranlasst, nach den veranderten Befehlen zu rechnen. Man
spricht dann von Sprungbefehlen.

Erst durch diese Eigenschaften der Ziffernrechenautomaten ergeben sich fiir ihre Arbeit so
groBe Moglichkeiten, werden sie universell und befahigt, die verschiedensten Aufgaben zu 16-
sen. Natirlich wird ein solches Verhalten des Automaten durch das Programm im voraus
bestimmt.

Die Ziffernrechenautomaten besitzen also erstaunliche Eigenschaften, wodurch sie die richtigen
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Wege fiir ihre Arbeit auswahlen, sich neue Befehle ausarbeiten und den Rechengang andern
konnen. Die Arbeit eines programmgesteuerten Automaten erinnert also bis zu einem gewissen
Grad an die Tatigkeit des menschlichen Gehirns.

Wir erwahnten schon nebenbei die gewaltigen Rechengeschwindigkeiten der elektronischen
Rechenautomaten. Jetzt kommen wir noch einmal auf dieses Thema zuriick. Die mittlere
Geschwindigkeit der meisten modernen Maschinen betragt mindestens 10000 bis 20000 Ope-
rationen in der Sekunde.

Aber auch hier bemiiht man sich, groBere Geschwindigkeiten zu erreichen, und es existieren
bereits Maschinen mit mehr als 100000 Operationen in der Sekunde. Die Zeit wird nicht fern
sein, da die Rechengeschwindigkeit groBer als eine Million Operationen in der Sekunde sein
wird.

Dies. werden dann allerdings meist.spezielle Entwicklungen sein, wahrend im allgemeinen MaB-
stab mittlere Maschinen vorherrschend bleiben werden; denn die VergréBerung der Rechenge-
schwindigkeit zu solchen unvorstellbaren Werten wird natiirlich auch reichlich teuer.

Eine amerikanische Maschine 10st beispielsweise ein System von 40 Gleichungen mit 40 Unbe-
kannten in weniger als 60 Sekunden und liefert die Resultate gedruckt aus.

Was bedeuten aber nun diese Rechengeschwindigkeiten? Wir konnen ohne weiteres behaupten,
dass bei dem heutigen Stand die Automaten zehntausendmal schneller arbeiten als ein Mensch
mit einer Tischrechenmaschine. Das heilt aber, dass die gesamte Tagesarbeit eines Rechners
von einem Automaten in 3 Sekunden erledigt wird.

Im Laufe eines einzigen Tages kann eine solche Maschine beispielsweise den Arbeitslohn fiir
25000 bis 30000 Menschen, die in einem groBen Betrieb arbeiten, berechnen, wobei die ver-
schiedenen Abziige und Zuschlage berlicksichtigt werden.

3.23 Der Ziffernrechenautomat arbeitet

Die Anwendungsmoglichkeiten der Ziffernrechenautomaten sind unerschopflich. Die Maschinen
kontrollierten schon &duBerst schwierige astronomische Berechnungen, zu denen man friiher
Jahrzehnte oder sogar Jahrhunderte benétigte.

Die Berechnung der Bewegungen aller Planeten des Sonnensystems, die friiher ein Vierteljahr-
hundert dauerte, wurde beispielsweise auf einem Rechenautomaten in 500 Stunden, also in
etwas mehr als 20 Tagen, bewaltigt.

® | N

Dabei ist zu beachten, dass der Wissenschaft nicht nur die groBen Planeten, sondern noch
einige Tausend kleine, die sogenannten Planetoiden, bekannt sind.

Wir erleben zur Zeit die Anfange der Eroberung des Kosmos. In diesem Zusammenhang haben
die elektronischen Ziffernrechenautomaten groBe und verschiedenartige Aufgaben zu l6sen.
Kurz nach dem Start eines kiinstlichen Sputniks erscheinen in den Zeitungen die Angaben
uber die Flugbahnen dieser Erdtrabanten, und zu dem vorausgesagten Zeitpunkt tauchen sie
iber den angegebenen Orten auf.
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Wer aber kann den Flug eines solchen kleinen kiinstlichen Mondes so genau voraussagen?
Natirlich nur ein Ziffernrechenautomat.

Die Maschinen werden zu unentbehrlichen Helfern von Konstrukteuren und Entwicklungsinge-
nieuren. Um die richtige Losung zu finden, wurden friiher von Ingenieuren mehrere Varianten
irgendeiner Konstruktion oder Anlage berechnet, was Monate oder Jahre dauerte. Die Maschine
kann aber diese verschiedenen Moglichkeiten in einigen Minuten oder Stunden durchrechnen.
Sie ist sogar in der Lage, unter allen Varianten die optimalen herauszufinden.

Friiher mussten zehn Menschen etwa zweieinhalb Monate lang rechnen, um bei der Konstrukti-
on eines Flugzeuges die Schwingungen seiner Teile zu bestimmen. Ein Automat aber bewiltigt
diese Arbeit in einer halben Stunde.

Ziffernrechenautomaten helfen bei der Bestimmung des Bedarfs an Geld und Material im
Bauwesen, losen komplizierte Aufgaben, die im Zusammenhang mit der Untersuchung des
Atomaufbaus auftreten, und werden bei Wettervorhersagen eingesetzt.

Das ist aber langst noch nicht alles. Wissenschaftler und Ingenieure haben tiberzeugend nach-
gewiesen, dass Ziffernrechenautomaten jede beliebige Geistesarbeit tibernehmen kénnen, die
nach streng bestimmten Gesetzen verlauft (sogenannte Routine-Arbeiten).

Man muss nur erst diese Gesetze finden, sie in Gestalt mathematischer Formeln (Algorithmen)
ausdriicken und daraus ein Programm fiir den Automaten herstellen. Dann héren aber die
Ziffernrechenautomaten auf, bloBe Recheneinrichtungen zu sein. Sie gehen namlich jetzt zur
Losung sogenannter logischer Aufgaben (iber. Diese Eigenschaft der Ziffernrechenautomaten
beruht auf den Gesetzen der mathematischen Logik.

Die logischen Aufgaben, die von den Ziffernrechenautomaten gelost werden kénnen, sind sehr
verschiedenartig. Dazu gehoren sowohl die Ausarbeitung von Fahrplanen als auch die Steuerung
des Zugverkehrs in groBen Rangierbahnhofen, das Aufstellen von Flugplanen tiber den An- und
Abflug von Flugzeugen auf Flugplatzen, das Sortieren von Biichern in einer Bibliothekskartei
nach bestimmten Gruppen (beispielsweise Dokumentation) und vieles andere.

Die wohl erstaunlichste Leistung auf dem Gebiet der logischen Aufgaben ist die automatische
Ubersetzung eines Textes aus einer Sprache in eine andere. Der Laie wird es kaum glauben,
dass eine Maschine die Arbeit eines Ubersetzers iibernehmen kann. Aber es ist eine Tatsache!
Im Januar 1954 fand in New York die erste &ffentliche Vorfithrung einer maschinellen Uber-
setzung aus der russischen in die englische Sprache statt, und Ende 1955 wurde in Moskau
auf der BESM der erste von einer ganzen Serie von Versuchen zur automatischen Ubersetzung
aus der englischen in die russische Sprache erfolgreich durchgefiihrt.

Die maschinelle Ubersetzung wurde dadurch méglich, dass es den Sprachforschern gelang, je-
ne Regeln aufzuspiiren, durch welche zwei verschiedene Sprachen miteinander verkniipft sind.
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3.23 Der Ziffernrechenautomat arbeitet

Davon ausgehend war es dann nicht schwer, zur Aufstellung eines Programms (iberzugehen.
Mit Worten und Buchstaben kann aber ein Automat nicht umgehen.

Deshalb wurde statt des Buchstabentextes eine Ziffernschreibweise in Dualform verwendet,
wie man das auch in der Telegraphie macht (ahnlich wie z. B. im Morse-Alphabet).

Beispielsweise kodiert (verschliisselt) man die ersten Buchstaben des lateinischen Alphabets
folgendermaBen: a = 16, b = 06, ¢ = 22, d = 30 usw. In dieser Ziffernform kann man auch
das russische Alphabet ausdriicken, wobei die Buchstaben, die in verschiedenen Sprachen in
gleicher Weise ausgesprochen werden, auch dieselben Ziffern erhalten.

“M;écéf_u, Fir das englische Wort "bad" - "schlecht" erhalten wir die folgen-
' de Zahlenschreibweise: 06 16 30. Auch mit Dezimalzahlen kann
et aber die Maschine noch nicht operieren. Deshalb gelangt diese
{,?‘ ' : Zahl in der Dualgestalt
’F'\k\,‘

0000 0110 0001 0110 0011 0000

in den Speicher der Maschine. Jede Vierergruppe (Tetrade) aus
Nullen und Einsen dient hierbei zur Darstellung einer Dezimalzif-

A) fer. Dieser Ausdruck ist zwar unbequem zu lesen, aber zur Uber-
3

%16 X setzung ist es erforderlich, dass auch die anderen Woérter in der
Maschine diese Dualgestalt annehmen.
Die Sprachforscher und Maschinenmathematiker speicherten in das "Gedachtnis" der Maschi-

ne vor der eigentlichen Ubersetzung ein Wérterbuch, das russische und englische Wortstamme
enthalt.

Die russischen und die englischen Worter gleicher Bedeutung befinden sich in Zellen unter ein
und derselben Nummer. Bei der Ubersetzung muss die Maschine den Ziffern-Code der Zahlen
vergleichen und (ibereinstimmende heraussuchen. Die Sprachforscher "lehrten" die Maschine,
auch mit solchen Unannehmlichkeiten fertig zu werden wie mit grammatischen Regeln, Dekli-
nation, Konjugation usw.

Die modernen Maschinen lbersetzen vorerst nur sehr einfache Texte, und diese nicht viel
schneller als der Mensch. Die Bemiihungen um eine Vervollkommnung der maschinellen Uber-
setzung werden fortgesetzt. Wissenschaftler und Ingenieure planen die Entwicklung spezieller
Ubersetzungsmaschinen. Zweifellos gewinnt die automatische Ubersetzung mit der Zeit allge-
meine Bedeutung.

Man darf sich aber keine Illusionen machen. Die Maschine kann den Menschen in solchen
Dingen wie der Ubersetzung schéngeistiger Literatur nie ersetzen.

Ziffernrechenautomaten konnen auch solche logischen Spiele wie Kar-
tenspiele, Domino und Schach spielen. Den Automaten kann man
auch mit Erfolg die Losung von Aufgaben aus Okonomie und Pla-
nung, aus der Versorgung und sogar aus der militarischen Strategie
ubertragen.

SchlieBlich eroffnet sich den elektronischen Ziffernrechenautomaten
ein unlbersehbares Tatigkeitsfeld in der Produktion.

Den Automaten, die mit Messeinrichtungen und Ausfiihrungsorganen (Servomotoren) ausge-
ristet sind, werden jetzt die Steuerung von Werkbanken, Apparaten, FlieBbédndern und sogar
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von ganzen Betrieben anvertraut. Dem Menschen bleibt dann nur die Kontrolle der Arbeit
solcher "denkender" Automaten.

In einem Werk verwendete man einen solchen Automaten als Fraser. Ein Werkstiick, zu des-
sen Bearbeitung frither ein Mensch 14 Tage brauchte, stellt der elektronische Fraser in einer
Stunde her. In einem anderen Betrieb nahm die Bearbeitung eines Prazisions-Werkstiicks 3
Wochen in Anspruch. Von Automaten wurde dieselbe Arbeit in 2 Stunden durchgefiihrt.

Schon heute arbeiten Steuermechanismen mit auBerordentlicher Genauigkeit als Dispatcher
eines Flugplatzes. Sie bilden das Gehirn eines komplizierten automatischen Systems, das mit
einem Funkgerat ausgeriistet ist, und konnen ohne menschliche Hilfe gleichzeitig die Landung
mehrerer Flugzeuge beordern.

In erddlverarbeitenden Werken, wo die Steuermechanismen gleichsam unbeschrankt herrschen,
finden wir Gberhaupt keine Menschen. In Funkwerken, die nach speziellen Entwiirfen errichtet
wurden, geschieht ebenfalls alles durch programmgesteuerte Automaten. Hier arbeiten insge-
samt zwei Menschen. Sie Gberwachen nur den Zustand der Automaten.

Dieses Verzeichnis konnte man noch beliebig lange fortsetzen.

Dabei steht die Epoche der Steuermechanismen erst am Anfang. Was aber werden die elektro-
nischen Rechenautomaten fiir den Menschen leisten, wenn sie wirklich vollkommen geworden
sind ?

Werden sie noch schneller und zuverlassiger? Hier sind der Phantasie kaum Grenzen gesetzt!

Die Konstrukteure sind beharrlich um die Verbesserung der. Eigen-
schaften der elektronischen Rechenautomaten bemiiht. Die Maschi-
nen sollen absolut zuverlassig werden, wenig Raum ein- nehmen und
wenig Elektroenergie verbrauchen. Von den zukiinftigen Automaten
wird auch die Fahigkeit zur Selbstinstandhaltung gefordert.

Wie wir sehen, sind alle gestellten Forderungen sehr wichtig. Des-
halb muss die Rechentechnik unverziiglich all jene hervorragenden
Errungenschaften der Physik, der Funktechnik und der Elektronik
ausnutzen, die fir sie wertvoll sind.

Schon jetzt verwendet man in den Automaten weitgehend die neu-
en Halbleiter- und magnetischen Miniaturbauelemente. In den Be-
trieben, in denen die Automaten hergestellt werden, wird eine neue
Montagetechnik, die der gedruckten Schaltung, verwendet.

Die Abmessungen der universellen Rechenautomaten, die mit den
neuen Bauelementen ausgestattet sind und mit gedruckten Schal-
tungen arbeiten, sind sehr gering. Sie sind kaum groBer als ein ge-
wohnlicher Schreibtisch. Diese Maschinen brauchen keine Kiihlung,
und sie sind bedeutend zuverlassiger als Rohrenmaschinen.

Die spezialisierten Ziffernautomaten mit Halbleiterbauelementen, besonders jene, die in Flug-
zeugen untergebracht sind, haben sehr kleine AusmaBe. Eine solche Maschine nimmt gerade
so viel Platz ein wie ein Fernsehapparat und verbraucht nur etwa ein Drittel soviel Energie.

Unsere Ausfiihrungen (ber elektronische Ziffernrechenautomaten und ihre erstaunlichen Ei-
genschaften waren nur kurz. Trotzdem diirfte daraus hervorgehen: Die Anwendung der elek-
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tronischen Automaten verheiBt eine gewaltige Arbeitsersparnis fast auf allen Gebieten der
menschlichen Tatigkeit, und zwar in erster Linie dort, wo materielle Werte geschaffen werden
- in der Produktion.

Wir befinden uns an der Schwelle einer neuen industriellen Ara: Die Automaten werden nicht
nur bearbeiten und herstellen, sondern auch die Produktion lenken.

3.24 Schlussbemerkungen

Wir begannen unsere Ausfiihrungen mit den einfachsten Dingen, die mit Rechenautomaten
zusammenhangen (Dualsystem, Impulse, logische Schaltungen); sie fiihrten uns bis zu den
erstaunlichsten Beispielen fiir Anwendungsmoglichkeiten dieser Maschinen.

Die Automaten rechnen schnell und einwandfrei, sie libersetzen aus einer Sprache in eine an-
dere, sie spielen Schach, und sie steuern Flugzeuge oder Werkbanke. AuBerdem konnen die
Automaten zur Modellierung von Empfindungen und Reflexen lebender Organismen dienen;
mit Hilfe der Automaten kann man die kompliziertesten Prozesse der menschlichen Gehirnta-
tigkeit studieren.

Durch das Losen logischer Aufgaben besitzt die Maschine die Fahigkeit, Erfahrungen zu sam-
meln und zu lernen.

All diese Dinge geben Anlass zu einer Menge von ernsthaften Fragen, deren wichtigste lautet:
Kann die Maschine denken? ' Kann die Maschine ganz ohne Programm arbeiten?

Diese Frage ist tatsachlich sehr ernst zu nehmen. Ware das namlich
moglich, so hieBe das, dass der Automat vollig dem menschlichen
Gehirn gleicht. Der Automat arbeitet bedeutend schneller und macht
wesentlich weniger Fehler als das menschliche Gehirn.

Muss also der Mensch den von ihm selbst geschaffenen Automaten
und den Mechanismen den Platz iiberlassen?

Solche Befiirchtungen sind natiirlich (iberfliissig. Die Maschine kann
den Menschen nicht verdrangen, sie wird niemals mehr als sein zu-
verlassiger Helfer sein.

Zur Zeit arbeiten viele Wissenschaftler angestrengt daran, die Programme fiir die Rechenau-
tomaten zu vereinfachen. Sie verfolgen dabei das Ziel, die Automaten so zu bauen, dass sie
mit ganz wenigen Ausgangsbefehlen auskommen und alles lbrige selbst tun.

Es wurden sogenannte programmierende Programme geschaffen. Dadurch war es moglich, den
miihevollsten Teil der Programmierungsarbeit von den Maschinen selbst erledigen zu lassen.

Vielleicht gelingt es mit der Zeit, die Programme so zu vereinfachen, dass 99% aller "Denk-
arbeit" von den Automaten selbst durchgefiihrt wird. Trotzdem verrichtet der Automat seine
ersten und wichtigsten Schritte immer nach dem Willen des Menschen, nach den Befehlen, die
der Mensch in die Maschine eingibt.

Die Maschine kann also nicht denken. Sie ist kein Gehirn, sondern ein Apparat, der Informatio-
nen verarbeitet, die ihm vom Menschen eingegeben werden. Es existieren auch noch andere,
nicht weniger wichtige Unterschiede zwischen einem Automaten und dem Gehirn. Es empfiehlt
sich, Gber diese Dinge ausfiihrlicher nachzulesen und dariiber nachzudenken.
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4 Figuren und Korper

4.1 Geometrie in der Umwelt
M. W. Potozki

Wir haben uns an die Dinge in unserer Umgebung so gewohnt, dass wir haufig Giberhaupt nicht
mehr bemerken, welche verschiedenartigen geometrischen Figuren sich darunter befinden.
Und der eine oder andere nimmt vielleicht sogar an, komplizierte Linien und Flachen kdmen
nur in den Biichern der Mathematiker und sonst nirgends vor!

Ebene

Wenn wir uns aber einmal aufmerksam umsehen, denn entdecken wir bald allerlei geometrische
Figuren, und es zeigt sich, dass es davon sehr viele gibt. Vorher hatten wir das nur nicht
bemerkt.

Betrachten wir etwa unser Zimmer. Die Wande, der FuBboden sowie die Decke sind Ebenen
(wir wollen dabei die Fenster- und Turéffnungen nicht beriicksichtigen), und das Zimmer selbst
hat die Form eines Parallelepipeds.

Sehen wir uns den ParkettfuBboden naher an, so stellen wir fest, dass er aus Rechtecken
zusammengesetzt ist.

Oder geben wir einmal in die Kiiche bzw. ins Badezimmer. Hier sind
die Fliesen auf dem FuBboden entweder regelmaBige Sechsecke oder
Achtecke, zwischen die man kleinere Quadrate eingefiigt hat.

Doch wir wollen ins Zimmer zurtickkehren, um uns die Mébel anzu-
sehen. Der Schrank ist ein Parallelepiped. Der Schreibtisch ist nichts
anderes als ein sehr flaches Parallelepiped, das auf zwei anderen Par-
allelepipeden liegt, den Seitenschrankchen, in welchen sich Facher
befinden.

Auf dem Tisch steht eine Lampe, deren Schirm ein Kegel oder ein
Kegelstumpf ist. Der Eimer ist ein Kegelstumpf, dessen obere Fla-
che groBer ist als die Grundflache. Es gibt tibrigens auch Eimer von
zylindrischer Form.

Man findet (iberhaupt in jedem Hause zahlreiche Kegel und Zylinder. So sind alle geraden Rohre
(Wasserleitung, Zentralheizung, Gasleitung) Hohlzylinder. Dort, wo die Rohre gekriimmt sind,
entstehen sogenannte Rohrenflachen.

Im Buffet steht ein Teeservice. Das geschliffene Glas hat Seitenflachen wie ein regelmaBiges
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vielseitiges Prisma. Die Untertasse ist wieder ein Kegelstumpf. Hier liegt auch ein Trichter. Er
ist aus zwei Kegelstiimpfen zusammengesetzt, die ineinander lbergehen.

Wenn wir Wasser in ein Glas fiillen, dann bildet der Rand der Wasseroberflache einen Kreis.
Neigen wir das Glas, ohne dass das Wasser auslauft, so wird dieser kreisformige Rand zu einer
Ellipse.

Wir wollen auf die StraBe gehen. Dort sehen wir Hauser. Lassen wir die verschiedenen Einzel-
heiten der architektonischen Gestaltung auBer acht, so kénnen wir die Hauswande als Ebenen
bezeichnen. Treffen zwei Wande unter einem bestimmten Winkel zusammen, so schneiden sie
einander in einer geraden Linie.

Von diesem Standpunkt aus gesehen, ist ein Haus also ein Korper, der von einander schnei-
denden Ebenen gebildet wird, d. h. ein Polyeder. Hier sind zwei derartige "Hauspolyeder"
dargestellt.

Das eine ist eine Parallelepiped, auf dem ein dreiseitiges Prisma liegt; das andere besteht aus
mehreren Parallelepipeden und Prismen, die ineinander tibergehen.

Oft sind Wohnhauser, Theater und andere Gebaude mit Saulen verziert. Meistens sind die
Saulen Zylinder, doch sie konnen auch kompliziertere Formen haben.

1.\ Wer in Moskau gewesen ist, weiB, wie wundervoll der Kreml ist. Wie
schon sind seine Tiirme! Wie viele interessante geometrische Formen
liegen ihnen zugrunde! Sehen wir uns beispielsweise den Nabatnaja-
Turm an. Auf einem schlanken Parallelepiped steht ein kleineres Par-
allelepiped mit Fensteréffnungen und darauf ein Pyramidenstumpf
mit viereckiger Grundflache.

Dariiber erheben sich vier Bégen, die abschlieBend von einer achtecki-
gen Pyramide gekront werden. Am Ufer der Moskwa erhebt sich der
Beklemischewskaja-Turm. Seine zylindrische Grundform geht in einen
achteckigen Pyramidenstumpf lber, der eine regelmaBige achteckige

cHabatndja- Pyramide tragt.
Tarm

Es lohnt sich auch, die auf der StraBe voriiberfahrenden Autos, StraBenbahnen und O-Busse
eingehender zu betrachten. Die Rader der Fahrzeuge sind Kreisscheiben. Wir haben uns so
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4.1 Geometrie in der Umwelt

daran gewohnt, dass wir bei ihrem Anblick Giberhaupt nicht mehr daran denken, welche Er-
leichterungen diese Figur dem Menschen in seiner Arbeit gebracht hat.

Was muss das fiir eine Zeit gewesen sein, als man das Rad noch nicht kannte und noch alle
Lasten schleppen musste!
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Wollen wir doch einmal die Scheinwerfer eines Autos untersuchen. Im Innern ist eine Spiegel-
flache. Die Konstrukteure wissen: Wenn das Licht von den Scheinwerfern als Biindel paralleler
Strahlen ausgesandt wird, dann nimmt die Leuchtkraft mit wachsender Entfernung am we-
nigsten ab.

Damit aber der Scheinwerferspiegel die Lichtstrahlen als paralleles Biindel reflektiert, muss
man ihm die Form eines Rotationsparaboloids geben und die Gliihbirne in seinem Inneren an
einem bestimmten Punkt (im Brennpunkt) anbringen. Das Rotationsparaboloid ist diejenige
Flache, welche bei der Drehung einer Parabel um ihre Achse entsteht.

Bei den meisten Autotypen sind die Scheinwerfer verkleidet, so dass man von ihnen nur die
Scheiben sieht. Bei Wagen alterer Bauart dagegen liegt der ganze Lampenkorper frei, und es
ist deutlich zu sehen, dass er parabolisch geformt ist.

Rotationsparaboloide sind auch die Reflektoren in den Scheinwerfern, die ihre gewaltigen Strah-
len gen Himmel senden.

i
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Sehen wir uns jetzt eine Briicke an. Briickenbogen kénnen ganz verschiedene Formen haben.
Manche sind elliptisch, andere parabolisch. Oft findet man an Briickengelandern Rettungsringe
befestigt. Ein Rettungsring ahnelt in seiner Form einem Torus. Die Torusflache entsteht bei
der Drehung einer Kreislinie um eine Achse, welche die Kreislinie nicht schneidet. Der Torus
hat viele interessante Eigenschaften.

Wir kommen an einem Rundfunksender voriiber. Hier erheben sich Funkmasten mit Antennen
zur Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen. Was fiir eine seltsame Form haben aber diese
Masten? Sie bestehen aus mehreren aufeinandergestellten Teilen (Sektionen). Jede Sektion
gleicht einem runden Netz aus geradlinigen Staben.

- Wir wollen einmal irgendeine der Sektionen untersuchen. Sie unterschei-
AT den sich nur in den Abmessungen voneinander. Stellen wir uns vor, dass die
Stangen ganz dicht nebeneinander liegen. In diesem Falle bilden sie eine
merkwirdige gekrimmte Flache, die als einschaliges Hyperboloid bezeich-
net wird. Jene geradlinigen Streben, die wir sehen, sind nichts anderes als
geradlinige Erzeugende dieser Flache.
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4.1 Geometrie in der Umwelt

Betrachten wir noch einmal das einschalige Hyperboloid. Es ist kaum zu glauben, dass es
gerade Linien enthalt. Aber es ist so. Eine derartige Konstruktion ist von geringem Gewicht
und dabei auBerordentlich stabil.

Das einschalige Hyperboloid verdankt seinen Namen der Hyperbel. Es entsteht namlich bei
der Drehung einer Hyperbel um diejenige ihrer Achsen, welche die Hyperbel nicht schneidet.
Dann entsteht bei der Rotation eine einzige Flache (eine Schale).

A
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Hatten wir unsere Hyperbel um die andere Achse gedreht, so ware eine aus zwei Teilen (Scha-
len) bestehende Flache entstanden, die man als zweischaliges Hyperboloid bezeichnet.
Manchmal baut man Tirme bis zu der Hohe von mehrstéckigen Hausern, die nur aus einer ein-
zigen Sektion von geradlinigen Metallstreben bestehen. Zum Beispiel ist der Wasserturm in der
Nahe der Timirjasew-Akademie der Landwirtschaftswissenschaften in Moskau so konstruiert.
Derartige Tiirme wurden erstmalig von dem russischen Ingenieur W. G. Schuchow (1853-1939)
entworfen und heiBen nach ihm Schuchow-Tiirme.

Und nun sitzen wir in einem Zug. Die Stadt liegt bereits weit hinter uns. DrauBen huschen die
Telegrafenmasten voriiber. Und auch hier verlasst uns die Geometrie nicht. Langs der Strecke
sind an den Telegrafenmasten Leitungen gezogen. Weiter weg verlauft eine Hochspannungs-
leitung. Die Leitungen hangen infolge ihres Eigengewichts etwas durch.

Was fiir eine Kurve bilden sie dabei?

Diese Frage ist von groBer praktischer Bedeutung. Wenn die Linge einer Uberlandleitung
bestimmt werden soll, muss dabei beriicksichtigt werden, dass diese (eben wegen des Durch-
hanges) groBer sein wird, als der Abstand zwischen den Endpunkten der Uberlandleitung.

Um nun die Lange der Leitungen genau ausrechnen zu konnen, muss man feststellen, was
fir eine Kurve beim Durchhangen die Leitung zwischen je zwei Masten bildet. Es stellt sich
heraus, dass das eine sogenannte Kettenlinie ist.
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Die gleiche Kurve bildet auch eine Schnur, die an zwei in die Wand geschlagenen Nageln
befestigt ist. Die Kettenlinie ahnelt zwar der Parabel, ist aber keineswegs eine Parabel; ihre
Eigenschaften sind von denen der Parabel ganz verschieden.

Unser Zug eilt Gber geradlinige Streckenabschnitte dahin und durchfiihrt ab und zu eine Kurve.
Die gleichmaBige Bewegung des Wagens in den Kurven riihrt daher, dass die Schienen in den
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Kurven nicht einfach kreisformig gebogen sind, sondern auch in recht komplizierten anderen
Kurven.

7 Nur manchmal, wenn die Kurven sehr scharf sind, spiiren wir, wie wir

/ S gegen die eine Wagenseite gedriickt werden. Wie wir wissen, wirkt in Kur-

il' Wy, VN auf die Wagen eine Kraft, die sie umzuwerfen sucht und alle im Zug

,‘“ 'éhy; befindlichen Kérper nach der AuBenseite der Kurve hin ablenkt, die Zen-
N By trifugalkraft.

Damit die Wagen nicht umstiirzen, wird die duBere Schiene in den Kurven

im Verhaltnis zur inneren etwas erhoht, und zwar um so mehr, je starker

L die Krimmung ist.

Wenn man jedoch den Zug von einem geradlinigen Streckenstiick unmittelbar in eine Kurve
ibergehen lieBe, miisste die eine Schiene plotzlich Gberhoht sein, und die Wagen wiirden beim
Ubergang in die Kurve kraftige StéBe erleiden.

Um das zu vermeiden, geschieht der Ubergang in eine Kurve allmahlich. An den geraden
Gleisabschnitt schlieBt sich eine sogenannte Ubergangskurve an lings deren die Kriimmung
nach und nach zunimmt, und erst danach geht diese Biegung in eine Kreislinie iber. Genauso
geht man am Ausgang der Kurve vor.
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Als Ubergangskurven benutzt man verschiedene Linien, je nach der Kriimmung der Kurve, der
Fahrgeschwindigkeit in der Kurve usw. Meistens verwendet man dazu entweder ein Stiick der
kubischen Parabel oder einen Lemniskatenbogen, manchmal auch einen Bogen der sogenannten
Cornuschen Spirale.

Bisher haben wir nur die einfachsten Kurven und Flachen besprochen,
die einem, wo man geht und steht, sofort ins Auge fallen. Sieht man
sich aber etwas aufmerksamer um, dann entdeckt man immer neue
Kurven und Flachen.

Schauen wir uns beispielsweise eine Fabrik an. Die Schornsteine sind
Beispiele fiir Kegelstiimpfe; unten weit, werden sie nach oben hin nach
und nach schlanker. In den Werkhallen stehen Maschinen.

Was fiir eine Vielfalt von verschiedenartigsten Linien beschreiben die
einzelnen sich bewegenden Maschinenteile!

Auf jeder Schraube befindet sich eine Schraubenlinie, wir sehen Maschinen mit elliptischen
Radern, Zahnrader mit ganz unterschiedlichen Zahnformen, die einem Zykloidenbogen, einer
Ellipse oder der Evolute eines Kreises nachgebildet sind. Die Eigenschaften dieser Kurven, die
in der Technik wichtige Anwendungen finden, werden in der hoheren Mathematik untersucht.

Es scheint so, als hatten wir die Kugelflachen vergessen. Doch auch diese treffen wir haufig an.
Man braucht nur an Kugellager zu erinnern. AuBerdem gibt es auch kugelférmige Gasometer
oder Kesselwagen. Das beruht auf folgender bemerkenswerter Eigenschaft der Kugelflache:
Zur Herstellung einer Kugel braucht man bedeutend weniger Material, als zur Herstellung jedes
beliebigen anderen GefaBes mit dem gleichen Volumen.

Und wie viele kompliziert geformte Flachen sieht man noch, fiir die es keine besonderen Be-
zeichnungen gibt!

Da ist zum Beispiel der Dampfkessel, der an einen Zylinder erinnert. In ihm befindet sich
Dampf unter hohem Druck. Daher verbiegen sich (fiir das Auge nicht bemerkbar) die Wande
des Zylinders etwas, wobei eine Flache von sehr komplizierter unregelmaBiger Form entsteht,
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welche die Ingenieure jedoch genau kennen miissen, damit sie die Festigkeit des Kessels be-
rechnen konnen. Auch der Korper eines Unterseebootes hat eine komplizierte Form. Er muss
stromlinienformig, druckfest und gerdumig sein. Man denke auch an die Form eines Schiffs-
korpers. Von ihr hangen sowohl die Stabilitat des Schiffes und seine Wasserlage als auch seine
Geschwindigkeit ab.

Die hohen Fahrtgeschwindigkeiten zwangen die Techniker, den Formen der modernen Ziige,
Flugzeuge und Automobile besondere Aufmerksamkeit zu widmen; denn von der Form eines
Fahrzeuges hangt sein Luftwiderstand ab, der bei einer Erhéhung der Geschwindigkeit rasch
zunimmt.

Ist dagegen die Form gut durchkonstruiert und stromlinienartig, dann kann sich der Luftwider-
stand bedeutend verringern. Ein Beispiel dafiir ist der Rennwagen.

Man gibt seiner Karosserie eine solche Form, dass der Luftstrom das Fahrzeug leicht umflieBen
kann.

Der Motor des Wagens liegt unter der stromlinienformigen Motorhaube, die Windschutzscheibe
ist nach riickwarts geneigt, das Dach geht in die schrage Rickwand tber. Weder die Motor-
haube noch das Dach noch die Riickwand sind eben.

Es sind komplizierte Flachen, die in der Schulmathematik nicht vorkommen. Jedoch interes-
sieren sich die Ingenieure sehr dafiir, und sie wissen sie in ihren Konstruktionsbiiros sorgfaltig
zu berechnen.

Inzwischen haben wir eine ganze Anzahl verschiedener Linien, Flachen und Kérper kennenge-
lernt, welche uns umgeben. Jetzt kdnnen Sie selbst schon eine Menge solcher geometrischer
Formen beobachten, die wir bisher nicht erwahnt haben.

Ubrigens wollen wir noch iiber eine Kurve sprechen, die niemand sieht, die aber immer um uns
ist und die man gar nicht bemerken kann, wenn man nicht schon vorher etwas lber sie weiB.

FuBboden und Decke unseres Zimmers werden von Balken getragen, deren Enden in die Wande
eingelassen sind. Diese Balken biegen sich bei groBer Belastung etwas durch. Diese Durchbie-
gung ist kaum wahrnehmbar. Damit der Architekt die zuladssige Belastung berechnen kann,
muss er die Linie kennen, in der sie sich biegen.
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Es zeigt, sich, dass die Decken- und FuBbodenbalken eine Parabel
vierter Ordnung bilden, wenn sie belastet werden.

Es ist bestimmt nicht Gbertrieben, wenn man sagt, dass sich diese
Kurve immer zu unseren FuBen befindet und stets Gber unseren
Hauptern schwebt.

Unser Abschnitt nahert sich dem Ende. Zum Schluss sei daran er-
innert, dass wir selbst auf einer eigenartigen Flache leben, welche
zwar Erdkugel genannt wird, in Wirklichkeit aber, wie die Astrono-
men, sagen, ein Geoid ist und in ihrer Form einem Rotationsellipsoid
sehr nahe kommt.

Ein solches Ellipsoid entsteht bei der Drehung einer Ellipse um ihre
kleine Achse. Freilich unterscheidet es sich im Falle der Erde wenig
von einer Kugel. Die Halbachsen der "Ellipse", durch deren Rota-
tion das Geoid entsteht, verhalten sich zueinander wie 299 : 300.
Trotzdem muss dieser Unterschied bei der Herstellung geographi-
scher Karten beriicksichtigt werden.

Wir haben gesehen, wieviel verschiedene geometrische Kurven und
Flachen der Mensch bei seiner Arbeit benutzt, sei es beim Bau von
Wohnungen, Fabriken, Briicken und Maschinen oder beim Verkehr
zu Wasser, zu Lande und in der Luft. Er verwendet sie nicht aus
Freude an den interessanten geometrischen Figuren, sondern des-
halb, weil die Eigenschaften dieser geometrischen Kurven und Fla-
chen es ihm ermoglichen, die verschiedensten technischen Probleme
moglichst einfach zu losen.

Um diese Eigenschaften aber in der Technik anwenden zu kénnen, muss man sie kennen. Folg-
lich muss man alle diese Kurven und Flachen untersuchen. Und nicht nur diese allein, sondern
noch viele andere; denn die Technik entwickelt sich weiter und braucht Jahr fir Jahr fiir ihre
Neuentwicklungen neue geometrische Figuren.

Bei der Untersuchung der Eigenschaften der verschiedenen Kurven und Flachen wollen wir uns
das Ziel stellen, diese Eigenschaften in Gestalt von Formeln auszudriicken, um mit ihrer Hilfe
unsere Maschinen, Gebaude und viele andere Anlagen berechnen zu kénnen.

Die bisherigen Ausfiihrungen lassen erkennen, welche wichtige Rolle die Geometrie in unserem
Leben spielt.

Unsere elementare Schulgeometrie untersucht nur die einfachsten geometrischen Figuren. Es
gibt aber noch andere Zweige in der Geometrie, welche die komplizierten Kurven und Flachen
erforschen. Von den Problemen, die auf diesen Gebieten behandelt werden, lernen Sie in den
folgenden Abschnitten einige kennen.

4.2 Wie die Geometrie entstand
I. G. Baschmakowa

Genau wie die anderen Wissenschaften entstand die Geometrie aus praktischen Bediirfnissen.
Das Wort "Geometrie" selbst ist griechisch und heiBt "Erdmessung".
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Die Menschen standen schon sehr friih vor der Notwendigkeit, Landstiicke zu vermessen.
Bereits 3 bis 4 Jahrtausende v. u. Z. war jedes Fleckchen fruchtbaren Landes in den Talern des
Nils, des Tigris und des Euphrats oder der chinesischen Fliisse fiir das Leben der Menschen von
Bedeutung. Nach groBen Uberschwemmungen, wie sie besonders am Nil auftraten, musste der
Boden wieder neu vermessen werden. Das erforderte gewisse geometrische und arithmetische
Kenntnisse.

Dann wurde die Ernte eingebracht. Wie hat man zu dieser Zeit Korn abgemessen? Urspriinglich
ging man dabei genauso vor, wie wir heute beim Messen von Flissigkeiten verfahren, d. h.,
man bestimmte einen Rauminhalt.

Dazu wahlte man sich als MaBeinheit ein Gefall von bestimmtem Fassungsvermégen und zahl-
te ab, wie oft man dieses GefaB von einem bestimmten Haufen fillen konnte. Dieses erste
Verfahren zur Volumenbestimmung fiihrte zu der Frage nach dem Verhaltnis der Rauminhalte
verschiedener Korper.

Allmahlich begann man dann kompliziertere geometrische Figuren zu messen und ihre Eigen-
schaften zu untersuchen.

Aus agyptischen Papyrusrollen und altbabylonischen Texten ist zu ersehen, dass man bereits
seit 2000 Jahren v.u.Z. den Flacheninhalt von Dreiecken, Rechtecken und Trapezen bestim-
men und den Inhalt des Kreises anndhernd berechnen konnte. Man kannte auch Formeln zur
Bestimmung des Rauminhaltes von Wiirfel, Zylinder, Kegel, Pyramide und Pyramidenstumpf.

Bald waren geometrische Kenntnisse nicht mehr nur in der Landvermessung notwendig. Die
Entwicklung der Architektur und etwas spater auch der Astronomie stellte neue Anforderungen
an die Geometrie.

_ Sowohl in Agypten als auch in Babylon wurden gewaltige Tem-
Ef?}}% pel errichtet, die nur auf Grund vorheriger Berechnungen gebaut
== /)1 werden konnten. Im 6. Jh. v.u. Z. war auf der Insel Samos (einem
4 der altgriechischen Inselstaaten) eine Wasserleitung gebaut worden,
durch welche das Wasser aus einer hinter dem Berg Kastro gelege-
nen Quelle in die Stadt gelangte. Diese Wasserleitung verlief durch
einen Tunnel von etwa 1 km Lange.
Es ist bemerkenswert, dass beim Bau dieses Tunnels von beiden
Seiten gleichzeitig zu graben angefangen wurde und dass die beiden
Abschnitte unter der Erde fast genau zusammentrafen!

Die Richtung des Tunnels musste also vorher bestimmt worden sein. Es war somit eine geome-
trische Aufgabe gelost worden, deren Losung auch in unserem heutigen Ingenieurwesen nicht
ganz einfach ist.
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Bei diesem Bau miissen die alten Baumeister irgendwelche Zeichnungen benutzt haben, also
war ihnen die Ahnlichkeitslehre bekannt.

42 Zu dieser Zeit waren Spezialfélle des sogenannten Lehrsatzes von
gﬁ/a.% Pythagoras bekannt; man wusste bereits, dass Dreiecke mit den
N\ Seiten a, b, ¢ rechtwinklig sind, wenn deren Langen ganze Zahlen
" ; sind, fiir welche a®+b? = ¢ gilt. In dieser Form waren der Lehrsatz
¢ des Pythagoras und seine Umkehrung sowohl in Babylon als auch

_ im alten China bekannt.
Trotz dieser schon recht bedeutenden Kenntnisse der Menschen an

geometrischen Tatsachen existierte die Geometrie als Wissenschaft
noch nicht.

4.3 Wie die Geometrie zur Wissenschaft wurde

Die Geometrie wurde erst zur Wissenschaft, als man begann, systematisch logische Beweisfiih-
rungen zu verwenden, als man begann, geometrische Satze nicht mehr nur durch unmittelbares
Ausmessen zu entwickeln, sondern mit Hilfe von gedanklichen Schlissen herzuleiten, eine Aus-
sage aus einer anderen zu folgern und die Satze in allgemeiner Form aufzustellen.

Das geschah im antiken Griechenland zwischen dem 6. und dem 4. Jh. v.u.Z. Meist bringt man
diese Wende in der Geometrie mit dem Namen des Pythagoras von Samos, eines Gelehrten
und Philosophen aus dem 6. Jh. v.u.Z., in Zusammenhang. Uber Pythagoras selbst wissen wir
fast gar nichts.

Bereits im Altertum wurde er zu einer halblegendaren Gestalt. Be-
kannt ist jedoch, dass sich im 5. Jh. u.u.Z. zahlreiche bedeuten-
de Mathematiker als Pythagoreer bezeichneten. Das lasst uns ver-
muten, dass Pythagoras das Haupt einer ersten mathematischen
Schule war. Und er ist es, dem die Griechen die Begriindung der
Geometrie als Wissenschaft zuschreiben.

Wir wollen uns jetzt einmal die Frage Vorlegen, weshalb die logi-
schen Beweise in der Geometrie und tberhaupt in der Mathematik
eine so lUberaus groBe Rolle spielen. Die meisten geometrischen Sat-
ze sind Aussagen, die fiir unendliche Mengen von Objekten gelten.

Kann man beispielsweise ohne Beweis feststellen, dass die Summe
der Winkel im Dreieck gleich 180°, d. h. gleich zwei Rechten ist?
Nein, das kann man offenbar nicht. Erstens deshalb nicht, weil man
es in der Praxis niemals mit den in der Geometrie untersuchten
& Dreiecken zu tun hat. Kein auf Papier gezeichnetes reales Dreieck
ist ein exaktes Dreieck (im Sinne der Geometrie).

Sehen wir uns seine Seiten unter dem Mikroskop an, so stellen wir fest, dass es keine Geraden
sind, sondern unregelmaBige Graphithaufchen (falls wir mit Bleistift gezeichnet haben). Ein
ideales mathematisches Dreieck kann in Wirklichkeit nie realisiert werden. Es ist ein abstraktes
mathematisches Bild, das gewisse Grundmerkmale der realen Dreiecke in sich vereinigt.

Zweitens konnten wir die Richtigkeit des angefiihrten Satzes auch dann nicht feststellen, wenn
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wir ideale Dreiecke ausmessen konnten, denn es gibt unendlich viele verschiedene Dreiecke,
und die mussten wir alle nachmessen! Wir kdnnen nicht einmal fiir ein einziges Dreieck diesen
Satz aufstellen, weil wir ja die Winkel nur mit einem bestimmten Genauigkeitsgrad messen
konnen, so dass sich nur feststellen lasst, dass die Winkelsumme im Dreieck annahernd 180°
betragt, von 180° héchstens um 0°1” bzw. um 0°0'1” abweicht.

Ein Triumph der neuen Methode war die Entdeckung, dass nicht alle Strecken ein gemeinsames
MaB besitzen ("kommensurabel sind"), dass es vielmehr sogenannte inkommensurable Stre-
cken gibt. Von unmittelbaren Messungen ausgehend, hatten die Gelehrten diese Entdeckung
niemals machen koénnen, lassen sich doch solche Messungen immer nur mit einer beschrank-
ten Genauigkeit vornehmen, und innerhalb der Grenzen dieser Genauigkeit sind alle Strecken
kommensurabel.

Anscheinend waren die ersten inkommensurablen Strecken, die man entdeckte, die Seite und
die Diagonale des Quadrates. Der alteste Beweis dafiir ist uns (iberliefert; er wird indirekt
gefiihrt und benutzt den Lehrsatz des Pythagoras sowie einen Satz aus der Zahlentheorie. Wir
geben den Beweis wieder:

‘;7\& ﬁ Wir nehmen also an, Seite und Diagonale des Quadrates seien kom-
) mensurabel, d. h., es gibe eine Strecke der Lange f, die sowohl in
der Lange der Seite als auch in der der Diagonalen ganzzahlig oft

aufgeht: AC = pf, AB = qf, und es ware % = 2L — 2 \wobei wir

af — q
= % als nichtkiirzbaren Bruch annehmen diirfen. Dann ist %z = 2’—2.
_ % y, h \ Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt aber AC” = 248", d. h., es
‘ kf : wire p? = 2¢°.
V — Folglich ware p? eine gerade Zahl. Daraus ergibt sich aber nach einem
OC_ K- Satz aus der Zahlentheorie, der damals bereits bekannt war, dass
\ auch p gerade ist: p = 2t. Dann ware 4t? = p? = 2¢2, also ¢* = 2t2,

0 .
.. pe 2 d. h., auch ¢ ware gerade.
& - Wir sind damit zu einem Widerspruch zu unserer Voraussetzung ge-

~ ' langt, nach der % nicht mehr weiter kirzbar sein sollte.

Die Entdeckung der Inkommensurabilitat iibte auf die Gelehrten des Altertums einen nachhal-
tigen Einfluss aus. Bis zu diesem Zeitpunkt hatte sich die ganze metrische Geometrie und die
Ahnlichkeitslehre auf die Arithmetik der rationalen Zahlen gestiitzt.

Man hatte geglaubt, die rationalen Zahlen, d. h., die ganzen Zahlen und die Briiche, wiirden
zum Messen jeder beliebigen GroBe ausreichen. Plotzlich stellte sich aber heraus, dass das
nicht der Fall ist. Wie klein man auch eine Strecke wahlen mag, sie geht nie sowohl in der
Diagonalen als auch in der Seite eines Quadrates ganzzahlig oft auf.

Avristoteles, der bedeutendste Philosoph der Antike, sagte, die Wissenschaft beginne beim Stau-
nen, beispielsweise mit der Verwunderung dariiber, dass Diagonale und Seite des Quadrates
inkommensurabel sind. Plato, ein anderer bedeutender griechischer Philosoph, schrieb, bis zu
dem Zeitpunkt, da er gelernt habe, dass es inkommensurable Strecken gibt, habe er einem
vernunftlosen Tier geglichen.
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4.4 Der Aufbau des deduktiven Systems

Es lasst sich in wenigen Worten schwer beschreiben, in welchem MaBe diese Entdeckung die
Entwicklung der Mathematik beeinflusst hat. Man kann sie in ihrer Bedeutung vielleicht mit
der Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie vergleichen, die auf die Entwicklung der Wis-
senschaft des 19. und 20. Jh. einen so groBen Einfluss ausiibte. Als unmittelbare Folgen dieser
Entdeckung kann man verzeichnen:

1. Die Griechen iiberzeugten sich davon, dass man zwar viele Strecken
nicht zugleich durch rationale Zahlen ausdriicken kann, wie Diago-
nale und Seite des Quadrates oder Hypotenuse und Katheten eines
rechtwinkligen Dreiecks mit, den Seiten 1 und 2, dass man sie aber
mit Zirkel und Lineal konstruieren kann.

!

Sie gingen daher in ihren theoretischen Untersuchungen vom Rechnen zum Konstruieren Uber.
Algebraische ldentitaten und Gleichungen schrieben sie nicht in Buchstaben auf, wie wir es
heute in der Algebra tun, sondern mit Hilfe von Beziehungen zwischen geometrischen Figuren.
Beispielsweise wurde die Identitat (a + b)? = a® + 2ab + b? so geschrieben, wie das in der
nebenstehenden Abbildung dargestellt ist.

Die Gleichung 22 = ab wurde in der Sprache der Geometrie folgendermaBen formuliert:

Man verwandle ein gegebenes Rechteck mit den Seiten a und b in ein Quadrat. Die Quadrat-
seite © kann man bekanntlich mit Zirkel und Lineal finden. Wie das gemacht wird, zeigt die
Zeichnung.

1
fe——————a

e

Die Geometrie wurde also zur mathematischen Sprache jener Zeit. Sowohl Algebra als auch
Arithmetik wurden mit ihrer Hilfe dargelegt. Das fiihrte naturgemaB zu einer Weiterentwick-
lung der Geometrie selbst.

2. Die griechischen Gelehrten stellten das Problem, wie man das Verhaltnis von GroBen be-
stimmen kann, auch wenn sie inkommensurabel sind,und lésten es. Um eine Vorstellung davon
zu vermitteln, wie tiefliegend diese Theorie war, sei nur gesagt, dass eine ahnliche Theorie erst
in neuerer Zeit gegen Ende des vorigen Jahrhunderts entwickelt worden ist, und zwar von dem
tschechischen Mathematiker und Philosophen Bernard Bolzano und den deutschen Mathema-
tikern Georg Cantor und Richard Dedekind.

Alle diese neuen Probleme und die in diesem Zusammenhang entstandenen Theorien fiihrten
zu einer weiteren Vervollkommnung der mathematischen Beweismethoden, und es entstand
das Bediirfnis nach der Schaffung eines streng logischen Systems der Geometrie.

4.4 Der Aufbau des deduktiven Systems

Wie sollte ein derartiges System aufgebaut werden? Wir beweisen doch jeden einzelnen Satz
unter Berufung auf andere Satze.
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4.4 Der Aufbau des deduktiven Systems

Diese Satze ihrerseits werden wieder unter Berufung auf irgendwelche dritten Satze bewiesen
usw. Dieses Verfahren lieBe sich bis ins Unendliche fortsetzen, und der Beweis kdnnte niemals
beendet werden. Was ist da zu machen?

Diese Schwierigkeiten wurden bereits im Altertum erkannt, und damals wurde auch ein Ausweg
gefunden. Schon im 4. Jh. v.u.Z. wahlten griechische Mathematiker zum Aufbau der Geometrie
einige Satze aus, die sie ohne Beweis verwendeten; alle Gbrigen Satze dagegen leiteten sie
aus ihnen streng logisch ab. Die ohne Beweis verwendeten Satze nannten sie Axiome oder
Postulate.

Als vollkommenstes Beispiel einer solchen Theorie wurden mehr als zwei Jahrtausende lang
die "Elemente" des Euklid angesehen, die etwa 300 Jahre v.u.Z. verfasst wurden.

Als Postulate wahlte Euklid solche Satze aus, deren Aussagen man mit einfachen Konstruk-
tionen unter Benutzung von Zirkel und Lineal nachpriifen konnte, wie z.B.:

1. Durch zwei Punkte kann man immer eine
Gerade legen (dazu braucht man nur ein Li-
neal).

2. Um einen gegebenen Punkt kann man
einen Kreis mit vorgegebenem Radius be-
schreiben (dazu braucht man einen Zirkel).

Euklid benutzte auch einige allgemeine Sat-
ze, die er Grundsatze nannte, wie etwa den
folgenden: Sind zwei GroBen ein und dersel-
ben dritten gleich, so sind sie auch unterein-
ander gleich.

Auf der Grundlage seiner Postulate und Grundsatze baute Euklid exakt und systematisch die
ganze Planimetrie auf, und mit ihrer Hilfe entwickelte er die Elemente der Algebra und die
Lehre von den quadratischen Gleichungen. In seinem Werk "Elemente" sind auBerdem ent-
halten: eine allgemeine Theorie der Proportionen, die in der Ahnlichkeitslehre angewendet
wird, eine Zahlentheorie, Methoden zur Bestimmung von Flachen- und Rauminhalten sowie
die Grundlagen der Stereometrie.

Den Schluss bildet die Lehre von den regelmaBigen Polyedern; das sind Polyeder, deren Seiten
aus gleichen, regelmaBigen Polygonen bestehen.

Euklid bewies, dass es fiinf regelmaBige Polyeder gibt: das Tetraeder, den Wiirfel, das Oktaeder,
das Dodekaeder und das lkosaeder - und dass es auBer diesen keine weiteren gibt.

Man kann sagen, dass Euklid in seinen "Elementen"” nicht nur die Grundlagen fiir die Geometrie
legte, sondern fir die ganze antike Mathematik.

Erst im 19. Jh. gelang es den Mathematikern, eine neue, hohere Stufe bei der Untersuchung
der Grundlagen der Geometrie zu erreichen. Da zeigte es sich dann, dass Euklid nicht alle
Axiome angegeben hatte, die zum Aufbau der Geometrie notwendig sind.

Tatsachlich hatte er die fehlenden Axiome bei seinen Beweisen benutzt, allerdings ohne sie
formuliert zu haben. Das verringert jedoch die Bedeutung Euklids in keiner Weise; er hatte
immerhin als erster gezeigt, wie man eine mathematische Theorie aufbauen kann und muss.
Die von ihm geschaffene deduktive Methode ging fiir immer in die Mathematik ein. In diesem
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Sinne sind alle spateren Mathematiker, einschlieBlich der heutigen, Schiiler Euklids.

Der geniale russische Gelehrte Nikolai lwanowitsch Lobatschewski (1792-1856) schuf ein neues
geometrisches System, dem ein Parallelenaxiom zugrunde liegt, das anders lautet als das V.
Postulat Euklids. Auch der ungarische Mathematiker Janos Bolyai und der deutsche Mathe-
matiker Carl Friedrich GauB haben etwa zur selben Zeit - unabhangig voneinander und von
Lobatschewski - dhnliche Geometrien entwickelt.

Wahrend man in der euklidischen Geometrie durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden in
der durch diesen Punkt und diese Gerade bestimmten Ebene nur eine einzige Gerade legen
kann, die die gegebene Gerade nicht schneidet, gibt es in der Lobatschewskischen Geometrie
unendlich viele solcher Geraden.

Das geometrische System Lobatschewskis ist genauso widerspruchsfrei wie das des Euklid. Spa-
ter entwickelte der hervorragende deutsche Mathematiker Bernhard Riemann ein allgemeines
Verfahren zum Aufbau derartiger nichteuklidischer Geometrien, in denen man Langen, Winkel,
Flacheninhalte und andere geometrische GroBen messen kann.

Mit Hilfe der neuen Geometrien ist es gelungen, physikalische Erscheinungen zu beschreiben,
die vom Standpunkt der euklidischen Geometrie und der Newtonschen Physik aus nicht erfasst
werden konnten. Naheres dariiber erfahren Sie in dem Abschnitt "Von den verschiedenen
Geometrien".

4.5 Messen von Langen, von Flacheninhalten und Rauminhalten

N. 1. Polski
Messen von Langen

Nehmen wir einmal an, wir sollten feststellen, welcher von zwei Gegen-
standen (z.B. von zwei geraden Metallstaben) der langere ist. Dazu
vergleicht man sie, d.h., man halt sie aneinander und erhalt so die
gesuchte Antwort.

Natiirlich kann man in dieser Weise durchaus nicht immer zwei Gegenstande der Lange nach
vergleichen. Hat man beispielsweise zu bestimmen, welche von zwei Briicken die langere ist,
so ist das angegebene Verfahren schon nicht mehr brauchbar.

In solchen Fallen bedient man sich eines Verfahrens, das Messung genannt wird. Beim Messen
wird jedem Gegenstand eine GroBe, seine Lange, zugeordnet. Unter einer GréBe verstehen wir
ganz allgemein das Produkt aus einer MaBzahl und einer MaBeinheit. Man sieht denjenigen
Gegenstand als langer an, dem beim Messen die groBere MaBzahl zugeordnet ist.

Meist werden Langenmessungen folgendermaBen ausgefiihrt:

An den zu messenden Stab legt man einen mit gleichweit voneinander entfernten Teilstrichen
(beispielsweise 1 cm bzw. den Bruchteil eines cm) versehenen MaBstab an. Danach stellt man
fest, dass der Stab ag ganze und a; zehnte] Zentimeter (mm) enthilt.
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Will man die Messung genauer durchfiihren und benutzt man z.B. einen Messschieber oder
eine Schraublehre, so bemerkt man, dass in einem Abschnitt ay hundertstel Zentimeter, a;
tausendstel Zentimeter usw. enthalten sind.
In jedem Falle erhalten wir im Ergebnis einer solchen Messung den endlichen Dezimalbruch
a0+%+%++1‘%
Diese Zahl wird nun als MaBzahl fiir die Lange des Stabes bezeichnet.

St b tefire Eine Erhohung der Messgenauigkeit kann dazu fiihren, dass bei diesem
Bruch die Anzahl der Ziffern wachst, aber selbstverstandlich wird er
immer endlich bleiben.
Haufig ist jedoch ein direktes Messen bei vielen Dingen schwierig und
manchmal sogar unmoglich. Wie sollte man beispielsweise den Ab-
stand zwischen Himmelskorpern bestimmen? Dazu missen nun spe-
zielle geometrische Methoden geschaffen werden, die es ermoglichen,
die unmittelbare Messung durch Berechnungen nach bestimmten For-
meln zu ersetzen.

Die Geometrie untersucht solche abstrakten Begriffe wie Punkte, Ge-
raden und Ebenen (siehe den Abschnitt "Von den verschiedenen Geo-
metrien"), wahrend in der realen Welt nur konkrete Gegenstande vor-
liegen.

Beim Messen eines konkreten Gegenstandes hort der Messvorgang notwendigerweise irgend-
wann auf, mit welcher Genauigkeit man ihn auch immer durchfiihren mag.

Wenn wir eine geometrische Strecke AB mit Hilfe einer anderen geometrischen Strecke P(Q
messen, wobei PQ) als Einheit (Langeneinheit, kurz LE) dienen soll, so kann es eintreten, dass
der Messvorgang unbeschrankt fortzusetzen ist. Als Ergebnis der Messung erhalten wir dann
einen unendlichen Dezimalbruch.

Das tritt z. B. ein, wenn die zu messende Strecke AB gerade % der Strecke P() betragt. Um
die Strecke AB zu messen, teilen wir die Strecke P(Q) zuerst in 10 Teile, dann in 100 Teile
usw. Beim Messen ergibt sich dann der unendliche periodische Bruch 0,333...

A R

zf f\ A L
F L i

4L

Es kann vorkommen, dass die Messung einen unendlichen nichtperiodischen Bruch ergibt. In
der Schule wird beispielsweise folgendes bewiesen:

Wenn AC die Diagonale eines Quadrates und BC seine Seite ist, so erhilt man beim Messen
von AC mit Hilfe von BC den unendlichen nichtperiodischen Dezimalbruch 1,4142135..., der
die irrationale Zahl v/2 darstellt.

Somit wird in der Geometrie im Ergebnis einer Messung jeder Strecke AB eine (rationale oder
irrationale) Zahl zugeordnet, die wir mit {I{(AB)} bezeichnen wollen. Diese Zahl heiBt die
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4.5 Messen von Langen, von Flacheninhalten und Rauminhalten

MaBzahl der Lange der Strecke. Welche Eigenschaften hat nun die Lange einer Strecke? Wir
geben vier Haupteigenschaften an:

1. Offenbar ist die MaBzahl der Lange einer Strecke eine positive Zahl:
{I((AB)} >0

2. Sind die Strecken A, B; und A, B, gleich, d,h., fallen sie beim Ubereinanderlegen zusammen,
so sind ihre Langen - und damit bei gleicher Langeneinheit auch die MaBzahlen, die man beim
Messen erhalt - ebenfalls gleich:

I(ALB)) = I(4;5))

man als Ergebnis der Messung von AB erhilt, gleich der Summe der
beiden MaBzahlen, die sich bei den Messungen der Strecken AC' und

'T b
S 3. Liegt auf der Strecke AB ein Punkt C, so ist die MaBzahl, die
6 CB ergeben, d.h.

il I(AB) = I(AC) + I(CB)

Diese Eigenschaft der Lange erscheint auf den ersten Blick trivial,
setzt sich doch die Strecke AB aus den beiden Strecken AC und C'B
zusammen. Tatsachlich ist das aber nicht so einfach.

AC

+ A

Wenn wir beispielsweise beim Messen der Strecke AC' den unendlichen Dezimalbruch /2 =
1,4142135... herausbekommen, beim Messen von C'B dagegen den unendlichen Dezimalbruch
V3 = 1,7320508..., und wenn wir dann diese beiden Strecken zu einer Strecke AB vereinigen
und diese mit demselben MaBstab messen, dann muss nachgepriift werden, ob sich bei der
zweiten Messung der unendliche Dezimalbruch v/2 4+ /3 = 3, 146264... ergibt.

Wenn man sich das gut liberlegt, ist es hier durchaus nicht offensichtlich, welche Dezimalstellen
die sich beim Messen der Strecke AB ergebende Zahl haben wird.

4. Offenbar erhalt man beim Messen der Messstrecke P() als MaBzahl die Zahl Eins:
{U(PQ)} =1

Also wird jeder Strecke durch das Messen eine Zahl, ihre MaBzahl, zugeordnet, die die Eigen-
schaften 1 bis 4 hat.

Die MaBzahl {I(AB)} ist jedenfalls ein endlicher oder unendlicher Dezimalbruch, den man
folgendermaBen schreiben kann:

—_ aq (05} as
(PO = 4, G2
PR} = a0+ 75+ 755 T 1000

Stellen wir uns jetzt einmal vor, wir hatten zum Messen der Strecke AB die Strecke P() nicht
in 10, sondern in 7 Teile zerlegt und danach jeden der entstandenen Teile wieder in 7 Teile
usf. Beim Messen ergibt sich dann irgendeine MaBzahl

+ ..

Jetzt erhebt sich die Frage: Sind die bei den verschiedenen Messverfahren fiir die Strecke AB
erhaltenen GroBen gleich, oder, anders ausgedriickt, ist [(AB) gleich A(AB)?
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Man kann beweisen, dass die MaBzahlen in beiden Fallen gleich sind, d.h., dass das Ergebnis
einer Messung nicht davon abhangt, wie man sie durchfiihrt.

Beim Beweis wird nur die Tatsache benutzt, dass die MaBzahlen von [(AB) und auch von
A(AB) die Eigenschaften 1 bis 4 haben. Die Eigenschaften 1 bis 4 bestimmen die Langen
aller Strecken eindeutig. Diese Eigenschaften sind die minimalen Forderungen, die erfiillt sein
missen, damit die Langen aller Strecken vollstandig bestimmt werden kénnen.

Wir benutzen sie als Axiome zum Aufbau einer Theorie der Langenmessung oder Metrik.

4.6 Messen von Flacheninhalten

Angenommen, wir wollen zwei Blechstiicke beliebiger Form mitein-
ander vergleichen. Man kann sie wie die Strecken aufeinanderlegen.
Wenn dabei das erste Blech ganz von dem zweiten tberdeckt wird,
dann sagt man, das zweite Blech sei groBer als das erste. Diese Ant-
wort und auch die Art, wie wir zu ihr gelangt sind, befriedigen aber
nicht.

Erstens kann es vorkommen, dass keins der Stiicke ganz ins andere
hineinpasst. Zweitens sagt die Antwort selbst ("groBer" oder "klei-
ner") noch sehr wenig dariiber aus, was man in der Praxis wissen will,
namlich, um wieviel groBer oder kleiner.

Drittens kann man im allgemeinen nicht zwei beliebige Gegenstdnde von einem Ort zum
anderen bewegen. Wie sollte man auf diese Art etwa zwei Acker miteinander vergleichen?

Es muss jedem Flachenstiick eine GroBe zugeordnet werden, sein Flacheninhalt, durch die sein
AusmaB gekennzeichnet ist. NaturgemaB wird das Messen von Flachenstiicken ein bedeutend
komplizierterer Prozess sein als das Messen von Strecken. Das beruht natiirlich auf der gréBeren
Vielfalt der Formen bei Flachenstiicken.

Es muss also eine geometrische Theorie aufgebaut werden, die es uns ermoglicht, die vielen
wichtigen praktischen Fragen zu beantworten.

Es soll jetzt gezeigt werden, wie man in der Geometrie das Problem der Flachenmessung |6sen
kann.
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Wir betrachten in der Ebene alle méglichen Flachenstiicke, die von einem oder mehreren, aus
endlich vielen Strecken bestehenden Streckenziigen begrenzt sind. Zwei solche Flachenstiicke,
die wir im folgenden Polygone nennen wollen, zeigt die Abbildung.

Das Problem besteht darin, fiir jedes solche Polygon eine zahlenmaBige Charakteristik anzu-
geben, die man als Flacheninhalt des Polygons auffassen kann. Wir bezeichnen die Polygone
mit kleinen griechischen Buchstaben «, 3, ... ihre Flacheninhalte mit A(«), A(B), ....

Welche Eigenschaften muss nun die GroBe A haben, damit sie als Flacheninhalt im gewohnli-
chen Sinne angesehen werden kann?

Diese Eigenschaften lassen sich aus der Erfahrung ableiten.

1. Die MaBzahl des Flacheninhalts jedes Polygons muss eine positive Zahl sein:
{A()} >0

2. Wenn die Polygone « und 3 beim Aufeinanderlegen zusammenfallen, so miissen ihre Fla-
cheninhalte gleich sein:

Aa) = A(P)

3. Wenn das Polygon « in die beiden Polygone /3 und v zerfallt, so muss

Ala) = A(B) + A1)

4. Der Flacheninhalt eines MaBpolygons (z.B. des Quadrates w mit der Seitenlange 1 LE) hat
die MaBzahl Eins:
{A(w)} =1

Jetzt legen wir uns zwei Fragen vor:

1. Ist die Aufgabe der Flachenmessung fiir Polygone lésbar?

Anders gesagt, lasst sich ein direktes Verfahren angeben, durch das jedem Polygon eine GroBe
zugeordnet wird, die die Eigenschaften 1 bis 4 hat?

I. Ist die Aufgabe eindeutig losbar? Anders ausgedriickt, sind die Flacheninhalte von Polygonen
durch die Bedingungen 1 bis 4 eindeutig bestimmt?

Man kann beweisen, dass sich diese beiden Fragen bejahend beantworten
lassen. Wir wollen diesen Beweis nicht wiedergeben, sondern nur auf einige
prinzipielle Schwierigkeiten hinweisen, die damit zusammenhangen. Genau
wie bei der Langenmessung muss man auch hier ein Messverfahren kon-
struieren, welches gestattet, zu jedem Polygon a eine GroBe A(a) so zu
p bestimmen, dass die Bedingungen 1 bis 4 erfiillt sind. Dafiir gibt es ver-
W, schiedene Moglichkeiten. Wir beschreiben kurz ein solches Verfahren zur
Flachenmessung.

Zu Beginn betrachten wir das Quadrat w mit der Seitenlange 1 LE. Wir teilen jede Seite dieses
Quadrates in 10 gleiche Teile und legen durch die Teilungspunkte Geraden, die den Seiten des
Quadrates parallel sind.

Das Quadrat w wird dabei offenbar in 10> = 100 kleinere, gleich groBe Teilquadrate mit der
Seitenlange %0 LE zerlegt. Jedes dieser Teilquadrate bezeichnen wir mit w.

Ilhre Flacheninhalte missen gleich sein, wenn der Flacheninhalt die Eigenschaft 2 hat. Auf
Grund der Eigenschaft 3 ist die Summe aller Flacheninhalte der Teilquadrate w; gleich dem

107



4.6 Messen von Flacheninhalten

Flacheninhalt des ganzen Quadrate w, der nach der Eigenschaft 4 gleich 1 Flacheneinheit (kurz
FE) ist. Es ist also

10" A(w;) = A(w) =1 FE
Daraus folgt A(w;) = 755 FE.
Verfahrt man nun genauso mit einem Teilquadrat w; und zerlegt dieses in 100 Teilquadrate
woy, so sieht man, dass der Flacheninhalt A(w,) = L_ FE ist. Durch eine Zerlegung des

1002
Teilquadrates wy in 100 Teilquadrate w; erhalten wir A(ws) = FE usw.

1
10003
Betrachten wir jetzt einmal das Rechteck «, dessen eine Seite a = 2,3 LE und dessen Seite
b=3,4 LE ist.
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Anhand der Abbildung kann man sich leicht tiberzeugen, dass das Rechteck « in 6 Teilquadrate
w und 182 Teilquadrate w; zerfallt. Auf Grund der Eigenschaften 2, 3, 4 und der zwischen den
Flacheninhalten A(w) und A(w;) bestehenden Beziehungen ergibt sich

Ala) = 6A(w) + 182A(w1) = (6 14+ 182- 1102) =7.82FE =a-b

Analog kann man zeigen, dass auch im allgemeinen Falle der Flacheninhalt A(«) eines Recht-
eckes gleich dem Produkt ab der Langen von zwei aneinanderstoBenden Seiten ist, weil der
Flacheninhalt die Eigenschaften 1 bis 4 hat.

Der Beweis wird aber bedeutend komplizierter, wenn etwa eine der Seiten a oder b durch einen
unendlichen Dezimalbruch dargestellt wird.

Wir wollen jetzt mit A ein beliebiges Dreieck ABC' bezeichnen. Es sei BC' = a seine langste
Seite und h, die auf diese Seite gefiilite Hohe. Ziehen wir dann die Mittellinie K L und errichten
auf ihr die Lote AD, BM und C'N, dann sind die mit gleichen griechischen Buchstaben (3
und ) bezeichneten Dreiecke gleich groB.

Da das Dreieck A und das Rechteck BCNM aus gleichen Teilen bestehen (den beiden Drei-
ecken 3 und « und dem Trapez BK LC), ergibt sich unter Benutzung der Eigenschaften 2
und 3 sofort, dass

A(A) = A(B) + A(7) + A(BKLC) = A(BCNM)
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ist.
Der Flacheninhalt des Rechteckes BC'N M ist offenbar gleich ah,. Damit haben wir bewiesen,
dass der Flacheninhalt A(A) eines Dreiecks gleich Lah,, ist.

Allerdings muss hier gezeigt werden (was aber leicht ist), dass ah, = bhy, = ch, ist, d. h., dass
A(A) nicht von der Wahl der Grundseite abhangt.

Wir untersuchen ferner ein Polygon «. In irgendeiner Weise kann man es in endlich viele
Dreiecke Ay, Ao, ..., A, zerlegen. Wenn die Bedingung 3 erfillt ist, ist der Flacheninhalt A(«)
des Polygons gleich der Summe der Flacheninhalte der Dreiecke der Zerlegung:

A(e) = A(A) + A(Ag) + ...+ A(A,)

B,

AN

Darauf beruht nun die Messung des Flacheninhaltes eines Polygons. Wir nennen dieses Ver-
fahren Triangulation.

Hier muss man jedoch aufpassen: Es muss ja noch gezeigt werden, dass bei verschiedenen Zer-
legungen des Polygons « in Dreiecke, d. h. bei verschiedenen Triangulationen, immer dieselbe
GroBe A(«) herauskommt.

Mit anderen Worten, es muss bewiesen werden, dass das zahlenmaBige Ergebnis der erwahnten
Messung des Polygons nicht von der Art der Durchfiihrung dieser Messung abhangt.

Weiterhin muss man beweisen, dass die GroBen A(«), die bei dem angegebenen Verfahren
ermittelt werden, den Bedingungen 1 bis 4 geniigen. Damit ist dann der Beweis fiir die Los-
barkeit der Aufgabe einer Flachenmessung vollstandig erbracht (Frage ).

Nun zur Frage Il. Wir haben ein Messverfahren beschrieben, das in
der Zerlegung eines Polygons in Dreiecke besteht. Wir werden jetzt
ein anderes Messverfahren angeben, das anscheinend von dem oben
beschriebenen vollig verschieden ist, durch das aber ebenfalls allen Po-
lygonen o GroBen o () zugeordnet werden, welche die Eigenschaften
1 bis 4 besitzen.

Wir wollen dieses Verfahren Quadratur nennen.

Zu diesem Zweck tiberdecken wir das in der Abbildung dargestellte
Polygon « mit einem Netz, das aus Quadraten w besteht. Jedes dieser
Quadrate w zerlegen wir in 10? Teilquadrate w;, jedes der Teilquadrate
wy in 10? Teilquadrate wsy usw.

Nun zahlen wir ab, wieviel Quadrate w ganz in dem Polygon « enthalten sind. Es seien &
Stiick (k = 5). Dabei bleibt ein Teil des Polygons « (brig, in den keine ganzen Quadrate w
mehr hineinpassen.

Wir zahlen aus, wieviel Teilquadrate w; vollstandig in dieser restlichen Flache liegen. Es seien
]{31 Stiick.
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4.6 Messen von Flacheninhalten

In dem ubrigbleibenden Teil des Polygons « liegen ko Teilquadrate wy usw.
Da A(w) =1 FE; A(w;) = 14z FE; A(w2) = 155 FE; ... ist und ferner die Eigenschaften 1 bis
4 erfillt sein sollen, miissen wir annehmen, dass die MaBzahl des Flacheninhalts des ganzen

Polygons « gleich N . .
1 2 3
{J(a)}—k+1—()2+w+710002+... (1)
ist.
Diese Summe wird im allgemeinen unendlich viele Summanden haben, sie kann aber niemals
groBer werden als die Anzahl der Quadrate w, mit denen man das ganze Polygon (iiberstehend)
iberdecken kann (in der Abbildung wird das Polygon « von 20 Quadraten w vollstandig

tiberdeckt).

Das auf Seite 108 dargestellte Rechteck war von einem eben solchen
Netz Uberdeckt. Dort war k = 64, k; = 182, kg = k3 = ... = 0, und
die Netzlinien waren den Seiten des Rechtecks parallel.

Wiirde man das Rechteck dieser Abbildung mit demselben Netz lber-
decken, es vorher jedoch um einen gewissen Winkel drehen, so waren
die Zahlen k, ki, ko, ... andere. Es entsteht die Frage, ob auch im Falle
eines gedrehten Netzes fiir das Rechteck die Summe (1) gleich ab =
7,82 FE ist.

Oder ganz allgemein. Hangt das Ergebnis einer Quadratur von der
Lage des Netzes ab?

Man kann beweisen, dass bei jeder Lage des Netzes die Summe (1) unverandert bleibt, d.h.,
das Resultat einer Quadratur hangt nicht davon ab, wie das Netz liegt.

Somit wird durch eine Triangulation dem Polygon « eine GroBe A(«) zugeordnet, unabhéngig
von der Art der Triangulation, und durch eine Quadratur eine GroBe o(«), die ebenfalls nicht
von der Art der Quadratur abhangt.

Sowohl die MaBzahlen von A(«) als auch die MaBzahlen von o(«) geniigen den Bedingungen
1 bis 4.

Zu klaren bleibt noch, ob die MaBzahlen von A(«) und o(«) lbereinstimmen, d.h., ob die
Ergebnisse von Triangulation und Quadratur gleich sind? Es lasst sich beweisen, dass A(«) =
o(a) fur jedes Polygon « gilt.

Uberdies ergibt jedes andere Messverfahren, das den Bedingungen 1 bis 4 geniigt, fiir jedes
Polygon dasselbe Resultat wie die oben beschriebenen Verfahren. Damit ist die Frage Il voll-
standig beantwortet.

Wir wollen nun kurz skizzieren, wie man allein auf Grund der vier Haupteigenschaften des
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4.6 Messen von Flacheninhalten

Flacheninhaltes eine geometrische Theorie der Flachenmessung aufbauen kann, in der die Ei-
genschaften 1 bis 4 als Axiome (analog zu den Axiomen 1 bis 4 fiir Langenmessung) fiir die
Konstruktion einer Theorie der Flacheninhalte betrachtet werden.

Wir wollen noch einen sehr interessanten und wichtigen Satz angeben, der zuerst von dem
ungarischen Mathematiker Farkas (Wolfgang) Bolyai, und unabhangig von ihm von dem deut-
schen Wissenschaftler P. Gerwien bewiesen wurde und der sich auf die Messung der Flachen-
inhalte von Polygonen bezieht.

Haben zwei Polygone « und [ den gleichen Flacheninhalt, d.h., ist
A(a)) = A(p), so kann man das Polygone « in endlich viele Polygone

A a1, Qa, ..., au, zerlegen, aus denen sich das andere Polygon ( zusam-
f' \\‘\! mensetzen |asst.

,L Einen Beweis dieses Satzes findet man in dem hiibschen Biichlein von

W. G. Boltjanski: "Inhaltsgleiche und zerlegungsgleiche Figuren." So

ist beispielsweise in der Abbildung auf Seite 108 das Dreieck ABC
so in Teile zerlegt worden, dass aus diesen das Rechteck BCNM
zusammengesetzt werden konnte.

AbschlieBend wenden wir uns kurz der Messung des Flacheninhaltes von Figuren zu, die von
krummen Linien begrenzt sind.

Dabei entnehmen wir die Existenz eines Flacheninhalts solcher Figuren zunachst der Anschau-
ung.

Wir wollen eine Figur o nadher untersuchen, deren Rand eine krumme Linie ist. Ein Polygon
«;, das ganz im Innern von « enthalten ist, nennen wir ein inneres Polygon, ein Polygon «jy
hingegen, das die Figur @ ganz umschlieBt, nennen wir ein duBeres Polygon der Figur «.

. :SE’ 3

e
e

Wir nennen eine Figur o quadrierbar, wenn es zu « ein inneres Polygon «; und ein duBeres
Polygon «; gibt derart, dass deren Flacheninhalte sich beliebig wenig voneinander unterschei-
den, d.h., dass die Differenz A(a;) — A(c;) beliebig klein ist.

Wenn « ein Polygon ist, dann kann man als «; und oy das Polygon « selbst wahlen. Hier ist
ja A(aa) — A(ay) = 0, also ist jedes Polygon quadrierbar. Man kann beweisen, dass alle in
technischen Problemen auftretenden Figuren quadrierbar sind.

In der Schule wird beispielsweise gezeigt, dass der Kreis eine quadrierbare Figur ist. Die dabei
benutzten inneren und duBeren Polygone sind regelmaBig. Es sind Sechsecke, Zwodlfecke, Vier-
undzwanzigecke usw. .
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4.7 Messen von Rauminhalten

Man sieht leicht, dass eine von einer krummen Linie begrenzte Figur nicht in endlich viele Drei-
ecke zerlegt werden kann; daher ist auch die Triangulation in der oben angegebenen Weise
nicht zur Bestimmung des Flacheninhalts solcher Figuren verwendbar.

Statt dessen werden wir hier die oben beschriebene Quadratur benutzen, die auch anwendbar
ist, wenn der Rand der Figur keine gerade Linie ist.

Man kann die Frage nach der Definition des Flacheninhaltes, d. h. der zahlenmaBigen Charak-
teristik A(«) fir alle quadrierbaren Figuren stellen.

Wie friiher miissen die MaBzahlen von A(«) die Bedingungen 1 bis 4 erfiillen. Es |asst sich
beweisen, dass das Problem der Flachenmessung fiir die ganze Klasse der quadrierbaren Figuren
in demselben Sinne eindeutig losbar ist wie fiir die Klasse der Polygone.

Unter {A(«)} versteht man jetzt eine Zahl mit der Eigenschaft, dass sich Polygone «; und
«; so angeben lassen, dass A(ay) und A(q;) sich beliebig wenig von A(«r) unterscheiden.

4.7 Messen von Rauminhalten

Das Problem der Volumenmessung ist noch komplizierter als das der Langen- und Flachen-
messung. Der unmittelbare Vergleich zweier Kérper zur Bestimmung des groBeren von beiden
ist meist (iberhaupt nicht durchfiihrbar.

Deshalb muss man hier von vornherein eine geometrische Theorie der Volumenmessung auf-
bauen. Ahnlich wie bei der Flichenmessung handelt es sich um folgende Aufgabe:

g"#@‘):’ﬂ‘ Wir betrachten die Gesamtheit aller geometrischen Korper - Poly-
.. eder -, die von endlich vielen Polygonen begrenzt sind. Solche Korper
% sind beispielsweise das Tetraeder, das Ikosaeder, das Prisma usw. Fiir
el L 473 alle diese Polyeder, die wir mit griechischen Buchstaben «, (3, ... be-
‘W zeichnen, soll eine GroBe V', das Volumen des Korpers, mit folgenden
t.;) Eigenschaften angegeben werden: .

Q)"F'?(/g)*?é‘) 1. V() > 0 fir alle Polyeder.
2. Wenn die Polyeder o und 3 gleich sind, dann ist V(«) = V(f).
3. Wenn das Polyedern « aus den Polyedern 3 und v besteht, dann
q Var=1VE

% gilt
Vie) =V(B)+ V()
4. Wenn das Polyeder w ein Wiirfel ist, dessen Kantenlange gleich 1

LE ist, dann ist V(w) = 1 Volumeneinheit (VE).
»

Hier ergeben sich natiirlich ebenso wie bei der Flachenmessung die Fragen | und Il, die jetzt
sinngemaB in Anwendung auf Korper zu formulieren sind.

Zur Ermittlung des Rauminhaltes von Polyedern muss, wie auch im Falle der Flachenmessung,
ein Messverfahren angegeben werden, das es ermoglicht, jedem Polyeder ,alpha eine GroBe
V' («) zuzuordnen, welche den Bedingungen 1 bis 4 genigt.

Die hier vorliegende Situation ahnelt in vieler Hinsicht der bei der Flaichenmessung. Man
kann auch hier ein Verfahren analog der Triangulation anwenden, d. h. eine Zerlegung jedes
Polyeders, aber jetzt nicht in Dreiecke, sondern selbstverstandlich in Dreieckspyramiden.

Das Volumen eines Polyeders ist wegen der Eigenschaften 1 bis 4 dabei naturgemaB gleich der
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4.7 Messen von Rauminhalten

Summe der Rauminhalte der Dreieckspyramiden, die man bei der Zerlegung erhéalt. Auch hier
muss wieder bewiesen werden, dass die bei diesem Verfahren gewonnenen Volumenwerte die
Bedingungen 1 bis 4 erfiillen und dass das Volumen nicht von der Art der Zerlegung abhangt.

Die Hauptschwierigkeit beim Aufbau einer geometrischen Theorie der Volumenmessung besteht
im Beweis der Tatsache, dass das Volumen einer Dreieckspyramide gleich einem Drittel des
Produktes von Grundflache und Hohe ist, d. h. in der Herleitung der Formel fiir das Volumen
einer Dreieckspyramide.

Zur Herleitung der Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks hatten wir ein beliebiges Dreieck
in Stlicke zerlegt, aus denen man ein Rechteck bilden konnte. Im Falle der Dreieckspyramide
wird man natirlich versuchen, diese in endlich viele Stiicke zu zerlegen, aus denen man ein
rechtwinkliges Parallelepiped zusammensetzen kann.

Wie sich zeigt, geht das nicht; und zwar aus dem Grunde, dass fiir Polyeder ein dem Satz von
W. Bolyai und P. Gerwien fiir Polygone ahnlicher Satz nicht gilt.

Leider kann man eine Dreieckspyramide nicht so in endlich viele Polyeder zerlegen, dass man
aus diesen Teilen einen Wiirfel oder ein Prisma zusammensetzen konnte. Den Beweis fiir diese
Behauptung findet der Leser in dem weiter oben erwahnten Biichlein von W. G. Boltjanski.

Das erklart auch, warum sich die Formel A(A) = Lah, fir den Fla-
cheninhalt des Dreiecks so einfach herleiten lasst - mit Hilfe einer
Verwandlung des Dreiecks in ein Parallelogramm bzw. in ein Recht-
eck, wahrend die Formel fiir das Volumen der Pyramide vielfach mit
Hilfe der Konstruktion einer sogenannten "Teufelstreppe" und eines
Grenziibergangs hergeleitet wird (oder mit Hilfe des Prinzips des Ca-
valieri, bei dem aber ebenfalls - stillschweigend -ein Grenziibergang
verwendet wird).

Daneben kann man hier jedoch, dhnlich wie bei der Quadratur ebener
Figuren, ein Verfahren zur Kubatur von Polyedern konstruieren.

Dazu wollen wir zunachst einen Wiirfel w der Kantenlange 1 LE betrachten. Wir teilen jede
seiner Kanten in 10 gleiche Teile und durch diese Teilungspunkte legen wir Ebenen, die zu
seinen Seitenflachen parallel sind.

Dann wird der Wiirfel w in 10% = 1000 gleich groBe Teilwiirfel w; zerlegt. Dasselbe wiederholen
wir mit einem Wiirfel w;; dieser wird in 10® Teilwiirfel w, zerlegt, usw.

Da V(w) =1 VE ist, erhalt man unter Benutzung der Eigenschaften 1 bis 3

1 1

10°-1900 -

Ferner wollen wir uns vorstellen, in dem Raum, der das Polyeder o enthilt, sei ein raumliches
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4.8 Geometrische Abbildungen

Gitter angebracht.
Wir zahlen ab, wieviel Wiirfel w ganz in dem Polyeder o enthalten sind. Es seien k Stiick.
Weiter seien im restlichen Teil, des Polyeders o wieder k; Wiirfel «; enthalten, ky Wiirfel ws
usw. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften 1 bis 4 sieht man natirlich als MaBzahl fir
das Volumen des Polyeders « die Zahl
k1 ko

{V(a)} =k + 108 00 T
an.
Es lasst sich beweisen, dass die bei diesem Verfahren bei der Kubatur erhaltenen Werte tber-
einstimmen und dass die dabei gefundenen Zahlen den Bedingungen 1 bis 4 geniigen.
Diese Uberlegungen und Ergebnisse entsprechen véllig den frither bei der Liangen- und Fla-
chenmessung angegebenen.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass analog zum Problem der Flachenmessung krummliniger
Figuren auch die Aufgabe formuliert werden kann, das Volumen von Koérpern zu messen, die
von krummen Flachen begrenzt sind. Hierbei sind Uberlegungen notwendig, die den am Schluss
des Abschnittes iiber Flichenmessung angestellten Uberlegungen analog sind.

4.8 Geometrische Abbildungen
. M. Jaglom

Mit verschiedenartigen geometrischen Abbildungen (oder Transforma-
tionen) haben wir in der Mathematik, in der Technik und auch im
taglichen Leben sehr oft zu tun. Was ist das, eine Abbildung?

Um das Wesen der Abbildungen (Transformationen) zu klaren, wollen
wir einige Beispiele betrachten.

Der Lehrer zeichnet vor der Klasse eine geometrische Figur an die Tafel, und die Schiiler
zeichnen sie in ihren Heften nach. In diesem Falle reproduzieren die Schiiler die vom Lehrer
angefertigte Zeichnung in ihren Heften, d. h., sie bilden diese auf die Heftseiten ab.

Sonnenstrahlen, die auf einen Zaun fallen, liefern in Gestalt des Schattens ebenfalls ein inter-
essantes Beispiel fiir eine Abbildung, wobei der Schatten die wirkliche Form und GroBe des
Zaunes oft eigenartig verzerrt.
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4.9 Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen

Jeder Punkt A des Gitters wird von den Sonnenstrahlen auf genau einen Punkt A’ der Erd-
oberflache geworfen. Somit fiihrt diese Abbildung jeden Punkt A des Zaunes (den man als in
einer vertikalen Ebene gelegen ansehen kann) in einen bestimmten Punkt A’ der Erdoberflache
(die man annahernd als horizontale Ebene ansehen kann) iber.

Jede Vorschrift, durch welche jedem Punkt A einer bestimmten Figur (das kann auch die
ganze Ebene sein) oder eines Korpers ein Punkt A’ einer anderen oder auch derselben Figur
(desselben Korpers) zugeordnet wird, vermittelt eine Abbildung oder Transformation.

Eine geometrische Abbildung fiihrt also eine Figur ® in eine Figur ®’ iiber. Dabei kann sich
die Figur ®' mehr oder weniger von der Ausgangsfigur ® unterscheiden.

Eine Zeichnung, die ein Schiiler aus dem Heft eines Kameraden ab-
zeichnet, kann der urspriinglichen Zeichnung vollig gleichen; der ein-
zige Unterschied zwischen diesen beiden Zeichnungen ist der, dass sie
sich auf verschiedenen Blattern befinden.

Bedeutend groBere Unterschiede bestehen zwischen der Zeichnung des
Lehrers an der Tafel und deren Kopien in den Heften der Schiler. Al-
lerdings bleibt auch hier eine hinreichende Ahnlichkeit zwischen den
Zeichnungen erhalten. Sie unterscheiden sich nur durch ihre Abmes-
sungen voneinander.

bl
oA
f.

Diese Ahnlichkeit ist so groB, dass der Lehrer von den Schiilern oft verlangt, dass sie seine
Zeichnung in ihren Heften genau abzeichnen sollen, mit anderen Worten, er halt den Un-
terschied in der GroBe der Zeichnungen fiir unwesentlich und sieht die dem MaBstab nach
verschiedenen Zeichnungen an der Tafel und im Heft durchaus als gleich an. Bedeutend groBer
sind die Unterschiede zwischen dem Zaun und seinem Schatten.

Doch auch hier lasst sich bei beiden Figuren viel Gemeinsames finden.

Der Schatten eines von einer Lampe beleuchteten Gegenstandes unterscheidet sich von dem
Gegenstand starker als sein Schatten im Sonnenlicht. Laufen doch die Strahlen einer Lampe
in einem Punkt zusammen, d. h., sie bilden ein divergentes Strahlenbiindel, wahrend man die
Sonnenstrahlen als parallel ansehen kann, weil die Sonne so sehr weit von dem beleuchteten
Gegenstand entfernt ist.

Eine Lampe kann beispielsweise den kreisrunden Rand eines Autoscheinwerfers in eine dem
Kreis vollig unahnliche Figur abbilden.

4.9 Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen

Abbildungen, welche Form und GroBe einer Figur erhalten und nur ihre Lage verandern, heien
Bewegungen. Vielfaltige Anwendung finden in der Geometrie die sogenannten Parallelverschie-
bungen (auch Translationen genannt).

Das sind Bewegungen, bei denen die Verbindungsstrecken von je zwei einander entsprechenden
Punkten A und A’ gleiche Lange und gleiche Richtung haben.
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4.9 Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen

Auch die Drehung um einen Punkt O um einen Winkel ¢ ist eine Bewegung. Bei einer solchen
Drehung um O geht Punkt A in einen Punkt A’ Giber, der vonO genauso weit entfernt ist wie
A, und esist ZAOA = .

Eine Drehung um 180° um den Punkt O nennt man eine Symmetrieabbildung beziiglich des
Punktes O. Dabei geht jeder Punkt A in einen Punkt A’ Giber, der so beschaffen ist, dass O
der Mittelpunkt der Strecke AA’ ist.

Ein anderes Beispiel fiir eine Bewegung ist die Symmetrie in Bezug auf eine Gerade [. Hierbei
geht jeder Punkt A in einen Punkt A’ lber, der so beschaffen ist, dass die Strecke AA’
senkrecht auf der Geraden [ steht und von dieser Geraden halbiert wird.

Jeder von uns kann leicht symmetrische Figuren herstellen, wenn er auf ein Blatt Papier einen
Klecks macht und dann das Blatt faltet.

Abbildungen, die nur die GroBe der Figuren andern, aber die Form unverandert lassen, heiBen
Ahnlichkeitstransformationen. Das bekannteste Beispiel einer solchen Abbildung ist die Deh-
nung oder Homothetie mit dem Zentrum O, bei welcher der Punkt A langs des Strahles O A
so verschoben wird, dass man seinen Abstand von O mit einer konstanten Zahl k& multipli-
ziert. Fir k£ < 1 wird dabei die Figur kleiner, so dass es in diesem Falle besser ist, von einer
Stauchung (Kontraktion) zu sprechen.

0 'é(‘f*-———_—.ai‘-—-—-—)é>1

<<

Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen werden in der Geometrie eben deshalb benutzt,
weil sie die Form der geometrischen Figuren nicht verandern. Es sei beispielsweise ein Dreieck
zu konstruieren (selbstverstandlich mit Zirkel und Lineal), von dem wir die zwei Seiten AB und
AC und die zwischen diesen Seiten liegende Seitenhalbierende AM kennen. Hier sind uns drei
Strecken gegeben. Allerdings liegen sie in der Zeichnung auBerst ungiinstig - alle drei Strecken
gehen von einem Punkt aus und bilden kein Dreieck.

Deshalb ist ein Losungsweg fiir diese Aufgabe nicht sofort zu erkennen.
Dabei kann uns aber der Gedanke weiterhelfen, das hier dargestellte Dreieck AMC' um 180°
um den Punkt M zu drehen.
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4.9 Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen

Dabei geht der Punkt C' in den Punkt B uber (denn M ist der Mit-
telpunkt der Strecke BC') und der Punkt A in einen Punkt A’, auf
der Geraden AM, der so beschaffen ist, dass M der Mittelpunkt der
Strecke AA" wird (also AA’ = 2AM), so dass das Dreieck AMC die
neue Lage A’M B erhélt. Als Ergebnis dieser Transformation erhalten
wir ein Dreieck ABA’ mit den bekannten Seiten AB, AA" = 2AM
und A’'B = AC (wie jede Drehung verandert auch eine Drehung um
180° die Lange einer Strecke nicht).

Wenn wir erst dieses Dreieck konstruiert haben, konnen wir das Drei-
eck ABC miihelos konstruieren.

Wir bringen noch eine weitere Aufgabe: Man konstruiere die Bestimmungslinie der Mittelpunkte
der Sehnen eines Kreises, die durch einen bestimmten Punkt M auf dem Kreis gehen.

P

Zur Losung dieser Aufgabe geniigt es zu bemerken, dass die Transformation, die dem End-
punkt A der Sehne M A deren Mittelpunkt A’ zuordnet, eine Ahnlichkeitstransformation oder
Homothetie mit dem Zentrum M ist.
Da aber bei einer Homothetie die Form einer Figur nicht verandert wird, ist die gesuchte
Bestimmungslinie ebenfalls ein Kreis.

Sehr oft kann man zum Beweis geometrischer Satze die Symmetrie be-
zlglich einer Geraden benutzen. So kann man beispielsweise nachprii-
fen, dass die Gerade, die die Mittelpunkte M und N der Grundlinien
eines gleichschenkligen Trapezes verbindet, auch durch den Schnitt-
punkt E der Diagonalen und durch den Schnittpunkt F' der beiden
anderen Seiten (der Schenkel) geht.

Die Gerade M N ist namlich Symmetrieachse der Abbildung, d.h., bei
einer Symmetrie in Bezug auf die Gerade M N geht diese Zeichnung
in sich tber.

Daher schneiden die Diagonalen AC' und BD einander notwendigerweise in einem Punkte
E auf der Achse M N; denn wenn das nicht so ware, dann wiirde die Symmetrie beziiglich
MN den Punkt E in einen anderen Punkt E’ berfiihren, welcher ebenfalls auf den beiden
Diagonalen liegen misste.

Die Diagonalen schneiden einander aber nur in einem Punkt. Genauso kann man zeigen, dass
der Schnittpunkt F' der Schenkel auf der Symmetrieachse M N liegt.
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4.10 Einige komplizierten Abbildungen

Kann man nun in der Geometrie auch Abbildungen benutzen, die auBer der GroBe auch die
Form einer geometrischen Figur verandern?

Wenn uns von einer Abbildung nur bekannt ist, dass sie die Form der Figuren andert, dann
ist sie natlrlich in der Geometrie nicht zu verwenden. Eine bestimmte Abbildung kann man
in geometrischen Aufgaben nur dann benutzen, wenn man weiB3, was bei ihr unverandert oder
invariant bleibt; mit anderen Worten, man muss wissen, welche Eigenschaften der transfor-
mierten Figur ®' mit den Eigenschaften der Ausgangsfigur ® iibereinstimmen.

Um das zu illustrieren, sehen wir uns die sogenannten linearen Trans-
E formationen einmal etwas naher an, bei welchen gerade Linien wieder
in gerade Linien Gbergehen. Zu den linearen Transformationen gehort
auch die Parallelprojektion, bei der jeder Punkt A einer Ebene 7 (z.
B. der Ebene des Zaunes) in einen Punkt A’ einer anderen Ebene 7’
(z. B. des Erdbodens) lbergeht, so dass die Gerade AA’ (hier ein
Sonnenstrahl) einer vorgegebenen Richtung parallel ist.

Zu den linearen Transformationen gehort auch die sogenannte Kon-
traktion (Stauchung) in Bezug auf eine Gerade XY. Jeder Punkt A
geht in einen Punkt A’ (iber, der auf dem von A auf die Gerade XY
gefallten Lot AP liegt, wobei der Abstand A’P des Punktes A’ von
XY um einen konstanten Faktor k kleiner (bzw. groBer) ist als der
Abstand AP.

Ist A’P groBer als AP, dann spricht man besser von einer "Dehnung
von der Geraden XY aus". Die linearen Transformationen bilden par-
allele Geraden in parallele Geraden ab und lassen das Verhaltnis von
Strecken auf einer Geraden invariant (jedoch nicht das auf verschie-
denen Geraden !).

Man (iberzeugt sich namlich leicht davon, dass Parallelprojektion auf eine Gerade und Kon-
traktion in Bezug auf eine solche tatsachlich diese Eigenschaften haben.
Wir benutzen jetzt die linearen Transformationen, um den Satz zu beweisen:

Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt. In der Schule beweist
man diesen Satz unter Benutzung gewisser Hilfslinien (aber wie kommt man darauf, dass gerade
diese Linien gezogen werden miissen?) durch Untersuchung der dabei entstehenden ziemlich
komplizierten Figur.

In dieser Beziehung sind die Satze iiber den Schnittpunkt der Winkelhalbierenden bzw. der
Mittelsenkrechten im Dreieck bedeutend einfacher, da zu ihrem Beweis keine neuen Linien
erforderlich sind.

Mit Hilfe einer Parallelprojektion konnen wir jedes Dreieck ABC' in ein gleichseitiges Dreieck
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AB’C transformieren; dabei gehen die Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC' in die Seitenhal-
bierenden des Dreiecks AB'C' iiber (denn eine lineare Transformation bildet den Mittelpunkt
jeder Strecke in den Mittelpunkt der transformierten Strecke ab).

Da sich nun die Seitenhalbierenden des Dreiecks AB'C'in einem Punkte O"" schneiden (denn
sie sind auch Winkelhalbierende bzw. Mittelsenkrechte), schneiden sich also auch die Seiten-
halbierenden des Dreiecks ABC' in einem Punkt O (und zwar ist das der Punkt, welcher in
den Punkt O’ projiziert wird). Ahnlich (wie?) kann man beweisen, dass die Seitenhalbierenden
einander im Schnittpunkt im Verhaltnis 2:1 teilen.

Wir wollen ein anderes Beispiel fiir die Anwendung der linearen Transformationen betrachten:
die Herleitung von Eigenschaften der Ellipse.

Bekanntlich sind Ellipsen diejenigen Kurven, in die ein Kreis bei einer Kontraktion in Bezug
auf seinen Durchmesser (ibergeht. Die Ellipse kann auch als die Kurve definiert werden, die
beim Schnitt einer beliebigen Ebene mit einem Kreiszylinder entsteht; diese Definition besagt,
dass die Ellipse durch eine Parallelprojektion aus einem Kreis hervorgeht. (Der Kreis aus der
Ebene 7 wird in die Ebene 7' abgebildet.)

Wir werden nun beweisen, dass die Bestimmungslinie der Mittelpunkte paralleler Sehnen einer
Ellipse eine geradlinige Strecke ist. Die Bestimmungslinie der Mittelpunkte paralleler Sehnen
im Kreis ist die zu diesen Sehnen senkrechte Gerade. Daher ist auch fiir die Ellipse die ent-
sprechende Bestimmungslinie eine Gerade.

In der Tat gehen bei einer Kontraktion oder einer Parallelprojektion parallele Kreissehnen in
parallele Sehnen der Ellipse lber, und der Kreisdurchmesser, der alle diese Sehnen halbiert,
geht in die Gerade Uber, die alle diese Sehnen in der Ellipse halbiert.

Die linearen Transformationen werden haufig deshalb benutzt, weil sie es ermoglichen, in
komplizierteren Fallen einfache Uberlegungen anzuwenden, die mit der Symmetrie der Figuren
zusammenhangen. So fiihrten wir beim letzten Beweis den Satz iiber die Ellipse auf einen Satz
uber den Kreis zuriick.

Wir benutzten namlich die Tatsache, dass jeder Durchmesser im-Kreis Symmetrieachse ist.
Den Satz iiber den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden im Dreieck leiteten wir aus demselben
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Satz fur das gleichseitige Dreieck her, wo die Verhaltnisse wesentlich einfacher liegen; das
gleichseitige Dreieck besitzt eine hohe Symmetrie (es hat drei Symmetrieachsen).

Analog dazu kann man beispielsweise zeigen, dass eine Gerade, die
durch den Schnittpunkt der Diagonalen und durch den Schnittpunkt
der Schenkel eines beliebigen Trapezes geht, die Grundlinien des Tra-
pezes halbiert.

Zum Beweis genligt es, etwa das Dreieck ABF in ein gleichschenkliges
Dreieck zu projizieren und damit diese Abbildung in die symmetrische
Abbildung tberzufiihren. In dieser Weise werden auch andere Trans-
formationsarten in der Geometrie benutzt.

Neben den linearen Transformationen kennt die heutige Geometrie noch zahlreiche andere
Transformationen. Sehr eingehend sind auch die sogenannten Kreistransformationen unter-
sucht worden, welche Kreise in Kreise abbilden.

Ein Beispiel fiir eine Kreistransformation ist die Inversion oder Symmetrie in Bezug auf einen
Kreis S mit dem Zentrum O (auch Transformation durch reziproke Radien genannt). Dabei
geht jeder Punkt A, der beziglich des Kreises S duBerer Punkt ist, in den Schnittpunkt A’
der Geraden O A mit der Sehne P(Q) iiber, welche die Beriihrungspunkte der von A aus an den
Kreis S gelegten Tangenten verbindet.

Man kann beweisen, dass bei einer Inversion Kreise wieder in Kreise abgebildet werden (bzw.
in Geraden, die als "Kreise mit unendlich groBem Radius" angesehen werden).

Die Geometrie kennt Transformationen mit noch viel iberraschenderen Eigenschaften.
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4.11 Das Erlanger Programm

Ein Beispiel einer geometrischen Abbildung, die man sowohl in der Natur als auch in der
Technik sehr haufig antrifft, ist die Symmetrie. Unsere Zeichnungen zeigen einen Zweig, eine
Blite und eine Schiffsschraube sowie die Figuren, die man bei einer orthogonalen Projektion
(das ist ein weiteres Beispiel einer Abbildung) dieser Gegenstiande auf eine Ebene erhilt, d.h.
so, wie man diese Korper von oben sieht.

Man erkennt leicht, dass alle diese Kérper und Figuren symmetrisch sind.

4.11 Das Erlanger Programm

Der deutsche Mathematiker Felix Klein schlug in seinem Erlanger Programm 1872 vor, die
geometrischen Transformationen (Abbildungen) der Klassifikation aller Eigenschaften geome-
trischer Figuren zugrunde zu legen und somit die geometrischen Eigenschaften nach denjenigen
Transformationen zu unterscheiden, die diese Eigenschaften invariant lassen.

Zu ein und derselben Klasse gehoren also diejenigen Eigenschaften, welche nur gegeniiber Be-
wegungen invariant sind, beispielsweise alle Eigenschaften, die sich auf die Abstande zwischen
Punkten beziehen. In einer anderen Klasse werden diejenigen Eigenschaften zusammengefasst,
die bei Ahnlichkeitstransformationen (Ahnlichkeitsabbildungen) unverandert bleiben (z. B. alle
diejenigen Eigenschaften, die mit der GroBe von Winkeln zusammenhéngen).

Eine weitere Klasse bilden diejenigen Eigenschaften, die bei linearen Transformationen inva-
riant bleiben. Da aber die linearen Transformationen die Figuren starker verdndern als die
Bewegungen, sind diejenigen Eigenschaften, die gegeniiber linearen Transformationen invari-
ant bleiben, als umfassender anzusehen. Von diesem Gesichtspunkt aus ist also die Eigenschaft
eines Dreiecks, die durch den Satz "Die Seitenhalbierenden im Dreieck schneiden einander in
einem Punkt" ausgedriickt wird, von allgemeinerer Bedeutung als die analoge Eigenschaft der
Hohen im Dreieck.

Diese Klassifikation der geometrischen Eigenschaften erklart auch die anscheinend so merkwiir-
dige Tatsache, dass eine durch eine Abbildung (etwa durch eine Parallelprojektion) deformierte
Figur zum Beweis von Satzen benutzt werden kann, die sich auf die urspriingliche Figur be-
ziehen.

Tatsachlich haben geometrische Figuren sehr viele Eigenschaften, die bei einer Parallelprojekti-
on vollig unverandert bleiben; beim Beweis dieser Eigenschaften kénnen wir die Parallelprojek-
tion benutzen. So haben wir bereits darauf hingewiesen, dass man beim Beweis des Satzes liber
den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden im Dreieck ohne Beschrankung der Allgemeinheit das
untersuchte Dreieck als gleichseitiges Dreieck ansehen kann (denn jedes Dreieck kann in ein
gleichseitiges Dreieck projiziert werden); das erleichtert den Beweis des Satzes wesentlich.

Dagegen diirfen wir beim Beweis des Satzes "Die Hohen im Dreieck schneiden einander in
einem Punkt" das Dreieck nicht als gleichseitig voraussetzen; denn wenn wir ein Dreieck ABC'
auf ein neues Dreieck AB'C' projizieren, dann gehen die Hohen von ABC' nicht notwendig in
die Hohen von AB'C' iiber.

Als weiteres Beispiel kann der folgende Satz angesehen werden:

Wenn zwei einander nicht schneidende Kreise C' und C} einen Kreis (von auBen) in den Punk-
ten A und B beriihren, einen anderen Kreis hingegen in den Punkten A’ und B’, dann liegen
die Punkte A, B, A’, B’ auf einem Kreis (Abb. a).

Die Eigenschaft des Kreises, die den Inhalt dieses Satzes ausmacht, bleibt bei Inversionen
invariant.
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Durch eine Inversion kann man aber zwei beliebige Kreise in zwei gleich groBe Kreise lber-
fihren. Daher konnen wir die Kreise C' und C' als gleich voraussetzen, wodurch unser Satz
beinahe selbstverstandlich wird (denn das Viereck A’B’BA in Abb. b ist ein gleichschenkliges
Trapez).

4.12 Von den verschiedenen Geometrien

Womit beginnt eine Darstellung der Geometrie?
N. I. Polski

Schlagen wir ein Lehrbuch der Geometrie auf und sehen wir uns die
Definition irgendeines geometrischen Begriffes an, beispielsweise die
des Trapezes! Wenn wir sie ganz verstehen wollen, so miissen wir, wie
wir alsbald bemerken, dazu vorher die Definition fir die Parallelitat von
Geraden und die Definition eines Viereckes kennen, und dazu brauchen
wir wieder die Definition einer Strecke. Und zu dieser Definition muss
man wissen: Was ist eine Gerade, und was ist ein Punkt?

Jede andere Definition fiihrt uns letzten Endes zu genau denselben Grundbegriffen: zur Geraden
und zum Punkt bzw. zur Geraden, zum Punkt und zur Ebene. Das bedeutet, dass Punkt,
Gerade und Ebene geometrische Grundbegriffe sind und wir mit Recht erwarten dirfen, ihre
Definitionen auf den ersten Seiten des Lehrbuches zu finden.

Aber siehe da, wir haben umsonst nachgesehen! Es zeigt sich, dass auf den ersten Seiten
unseres Lehrbuches keine mathematisch exakten Definitionen der Begriffe Punkt, Gerade und
Ebene zu finden sind, wahrend alle Definitionen, die auf diesen geometrischen Grundbegriffen
beruhen, mit voller mathematischer Strenge formuliert sind. Dieser Umstand erscheint auf den
ersten Blick doch sehr merkwiirdig.

Freilich werden am Anfang des Lehrbuches einige Ausfiihrungen dariiber gemacht, was wir
unter einem Punkt, einer Geraden und einer Ebene zu verstehen haben. Diese Erlauterungen
konnen jedoch keineswegs als exakte mathematische Definition dienen.

AuBerdem werden sie nachher nirgends bei den Beweisen der Satze benutzt. Wichtig ist nur der
Hinweis darauf, dass im weiteren eben diese Punkte, Geraden und Ebenen untersucht werden
sollen.

Was ist das nun, ein Punkt, eine Gerade, eine Ebene?

Zu allererst sei bemerkt, dass in der Natur keine geometrischen Punkte, Geraden oder Ebenen
vorkommen.

Wir wollen uns ein Kiigelchen von sehr kleinem Durchmesser, sagen wir etwa 1 mm, vorstellen.
Wir verkleinern seinen Durchmesser auf die Halfte, auf ein Drittel, auf den tausendsten Teil
usw. Gibt es nun einen Augenblick, da man die bereits ganz winzige Kugel einen Punkt nennen
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4.12 Von den verschiedenen Geometrien

kénnte? Nein!

—=  Der Lehrer malt einen ganz "dicken" Punkt an die Tafel, und auch die
Schiiler zeichnen riesige Punkte in ihre Hefte. In Wirklichkeit werden
in allen diesen Fallen kleine Kreise dargestellt.

Sind das etwa Punkte? Die Sterne am Himmel kommen uns ebenfalls
wie "Punkte" vor, obwohl einige von ihnen um viele Male gréBer sind
als unsere Sonne.

Und wenn man sich eine Kugel vorstellt, die so klein ist, dass man
sie auch mit dem modernsten Mikroskop nicht erkennen kann, ist das
dann ein Punkt? Wieder sagen wir: Nein.

Es kann kein Punkt sein, denn Punkte sind keine konkreten Dinge.

Der Punkt ist ein Begriff, ein abstrakter Begriff, den das menschliche
Erkenntnisvermogen im Ergebnis von sehr vielen und sich iiber groBe
Zeitraume erstreckenden Beobachtungen von winzigen (bzw. unter
bestimmten Bedingungen winzig klein erscheinenden) realen Objekten
wie Kiigelchen, kleinsten Kreisen usw. ableitete.

Dieser abstrakte Begriff des Punktes wird von uns mit einer ganzen
Reihe der Eigenschaften ausgestattet, die allen denjenigen konkreten
Dingen gemein sind, von welchen der Begriff des Punktes abstrahiert
wurde.

Wir wenden uns jetzt dem Begriff der Geraden zu. Auf einem Blatt Papier ist eine Linie
gezeichnet. Ist das eine Gerade? Wie iiberzeugt man sich davon? Nun, man legt ein Lineal an
und vergleicht die Linie mit der Kante des Lineals. Dabei erhebt sich aber die Frage: Ist denn
unser Lineal geradlinig?

Jeder von uns hat sicherlich schon einmal einen Tischler beobachtet und gesehen, wie dieser
prift, ob die Kante eines gehobelten Brettes geradlinig ist. Der Tischler betrachtet das Brett
dabei so, wie es hier dargestellt ist. Wenn das Lineal nicht geradlinig ist, dann erkennt man
das dabei sehr genau.

Um also festzustellen, ob ein Lineal geradlinig ist, vergleicht man seine Kante mit einem
Lichtstrahl! Genauso verhalt es sich mit einem straff gespannten Faden, den man praktisch als
Gerade ansieht.

Um sich zu vergewissern, ob der Faden gut gespannt ist und nicht durchhangt, sieht man an
dem Faden entlang, d.h., man vergleicht ihn (genau wie das Lineal) mit einem Lichtstrahl.

Somit entnehmen wir den Begriff der geraden Linie der Natur, indem wir von Lichtstrahlen
ausgehen. Das ist aber gar nicht so ganz einfach; denn nirgends kommt in der Natur etwas
vor, was wir als "einen Lichtstrahl" bezeichnen kdnnten.
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Wir wollen das Licht einer kleinen Lichtquelle durch eine winzige Offnung treten lassen. Es ent-
steht ein feines Lichtbiindel. Wenn wir uns nun vorstellen, dass sowohl die Offnung als auch die
Lichtquelle standig kleiner werden, so wird das aus der Offnung tretende Strahlenbiindel immer
feiner und feiner werden. Natirlich wird dieses Biindel niemals zu einem Strahl, selbst wenn es
moglich ware, es beliebig fein zu machen. (Bei diesem Gedankenexperiment vernachlassigen
wir absichtlich die dabei auftretenden physikalischen Erscheinungen wie Beugung, Brechung
u. a.)

Nur wenn die Lichtquelle A und die Offnung B Punkte waren, wiirde das Biindel zu einem
Strahl. Nun haben wir bereits davon gesprochen, dass es in der realen Welt keine Punkte gibt;
daher gibt es auch keine Strahlen. Also ist auch der Lichtstrahl (d. h. die Gerade) ein ab-
strakter Begriff, obwohl er eng mit realen Erscheinungen zusammenhangt und physikalischen
Ursprungs ist.

Wenn wir auf ein Blatt Papier eine Gerade zeichnen, dann schaffen wir wieder nur ein rea-
les Bild, eine Zeichnung, wobei wir zwar anstreben, sie in der einen oder anderen Beziehung
(soweit wie nétig) den physikalischen Objekten dhnlich zu gestalten, aus welchen sich der
abstrakte Begriff der Geraden herauskristallisiert hat.
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Auch hier wird, wie im Fall des Punktes, der abstrakte Begriff der Geraden mit allen Eigen-
schaften versehen, die all den konkreten Dingen gemeinsam sind, aus deren Untersuchung der
Begriff der Geraden selbst entstand.

Genauso verhalt es sich mit der Ebene. Wir wollen uns vorstellen, das Licht einer Lichtquelle
A falle durch einen geraden Spalt hindurch. Dass der Spalt gerade ist, konnen wir mit Hilfe
unseres "EichmaBes", des Lichtstrahles, nachpriifen, so wie wir das vorhin geschildert haben.

Es entsteht das in der Abbildung dargestellte Strahlenbiischel. Gelange es, die Abmessungen
der Lichtquelle bis auf einen "idealen" Punkt zu verkleinern und den Spalt bis zu einer "idealen"
Geraden zu verengen, dann wiirde aus dem Strahlenbiischel eine "ideale" Ebene.

Hier lassen sich alle Uberlegungen anwenden, die wir bei der Untersuchung des Begriffes der
Geraden angestellt haben; daher wollen wir auf diesen Fall nicht weiter eingehen. Wir sehen
also, dass die geometrischen Grundbegriffe - Punkt, Gerade, Ebene - aus der Untersuchung
von ganz realen Dingen wie Lichtstrahlen, gespannten Faden, Linealen usw. entstanden sind.
Wie soll man nun die Eigenschaften dieser geometrischen Begriffe untersuchen? Bedeutet das,
dass man bei jeder Uberlegung auf die Eigenschaften von Lichtstrahlen und gespannten Fiden
zuriickgreifen und jeden geometrischen Satz durch eine Konstruktion nachpriifen miisste?
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Das wiirde uns aber nicht gelingen!

Haben wir doch bei der Ableitung der geometrischen Begriffe von
vielen realen Eigenschaften der Dinge abstrahiert. Wir haben weder
die Beugung noch die Brechung des Lichtes, weder das Durchhan-
gen des gespannten Fadens noch seine unterschiedliche Dicke usw.
beriicksichtigt.

Obwohl also die Eigenschaften der geometrischen Objekte die Eigen-
schaften von realen Dingen widerspiegeln, ist diese Ubereinstimmung
nur eine Naherung. Deshalb muss jede geometrische Aussage bewiesen
werden.

Was bedeutet das aber, eine geometrische Aussage beweisen?

4.13 Was sind Axiome?

Jeder Schiler weiB, wie schwer es ihm fallt, den Inhalt eines Beweises, z. B. irgendeines
Satzes aus der Schulgeometrie, zu verstehen und vollstandig zu erfassen, wenn er nicht alle
vorangegangenen Uberlegungen im Lehrbuch sorgfiltig verfolgt hat. Jeder Satz baut auf einem
vorhergehenden auf.

Ein Satz schlieBt sich an einen anderen an. Wenn wir nun ein Geometrielehrbuch von Anfang
bis Ende durchgehen, so finden wir gleich zu Anfang einige Behauptungen, die niemals bewie-
sen, sondern als unmittelbar einleuchtend angenommen werden. Diese Behauptungen heien
Axiome. Und eine geometrische Aussage beweisen heiBt, sie mit Hilfe logischer Schliisse auf
Axiome zuriickfiihren.

Wo kommen nun die Axiome her?

Die Geometrie untersucht Punkte, Geraden und Ebenen. Wie wir schon sagten, miissen diese
geometrischen Grundbegriffe Eigenschaften besitzen, die charakteristisch sind fiir diejenigen
realen Dinge, aus deren Untersuchung der Mensch die angegebenen abstrakten Begriffe ablei-
ten konnte.

Von diesen Eigenschaften muss man bei der Formulierung der Axiome ausgehen.

Folglich bringen die Axiome die Eigenschaften von realen, in der Natur vorkommenden Dingen
wie etwa kleinen Kugeln, winzigen Offnungen, feinen Lichtbiindeln u.a. m. zum Ausdruck.
Welche Eigenschaften der Punkte und der Lichtstrahlen verwendet man nun als Axiome?
Natirlich diejenigen, welche von der menschlichen Erfahrung im Verlauf von Jahrtausenden
nachgepriift wurden und an denen keine Zweifel bestehen, da sie durch Versuche und Beob-
achtungen oft genug kontrolliert und bestatigt worden sind.

Die der Formulierung der Axiome zugrunde liegenden Experimente wurden selbstverstandlich
nicht mit den abstrakten Begriffen des Punktes, der Geraden und der Ebene durchgefiihrt,
sondern mit véllig konkreten, realen Objekten, wie z.B. mit Kugeln, Offnungen, Lichtbiindeln
usw.

In dem MaBe, wie sich diese realen Objekte im Bewusstsein des Menschen in die Begriffe
Punkt, Gerade und Ebene verwandelten, kristallisierten sich auch die Eigenschaften von Punk-
ten, Geraden und Ebenen heraus, die dann spater als Axiome formuliert wurden.
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So stellte man beispielsweise die folgenden Eigenschaften bei Punkten und Strahlen (Geraden)
fest:

ket 1. Durch je zwei Punkte kann man eine Gerade legen.
= 2. Durch zwei gegebene Punkte kann man nicht zwei verschiedene
Geraden legen.
3. Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte, usw.

Diese und einige andere Aussagen werden in der modernen Geometrie
als Axiome verwendet.

Diese Axiome werden stiandig zum Beweis verschiedener Satze be-
nutzt. Dabei diirfen zum Beweis irgendwelcher Satze in keinem Falle

/ﬂ Aussagen herangezogen werden, die nicht in den Axiomen enthalten
» sind, selbst wenn sie auf den ersten Blick vollig einleuchtend zu sein
L .
scheinen.

Selbstverstandlich geben die oben formulierten Axiome bei weitem noch keine vollstandige
Ubersicht iiber die offensichtlich richtigen Aussagen, die durch Erfahrung erhartet wurden. So
sind z. B. auch die folgenden Aussagen zweifellos richtig:

1. In jedem Punkt einer Geraden kann man genau eine Senkrechte errichten.
2. Auf jeder Geraden liegen unendlich viele Punkte, u. a. m.
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Und trotzdem beweist man diese Aussagen wie Satze mit Hilfe der vorhergehenden Axiome.
Man kann nicht alle Aussagen, die wahr zu sein scheinen, als Axiome verwenden; es sollen
moglichst wenige sein. Wenn es darunter eine Aussage gibt, die mit Hilfe anderer Axiome
logisch abgeleitet werden kann, so braucht man sie nicht als Axiom zu benutzen. Diese Aussage
ist vielmehr bereits ein Satz.

2 Andererseits darf die Anzahl der Axiome nicht zu klein sein. Es miissen
' mindestens so viele sein, dass man auf ihrer Grundlage das ganze
Gebaude der Geometrie errichten und alle jene Probleme I6sen kann,
welche der Geometrie von der Praxis gestellt werden.

Als erster hat der bedeutende griechische Geometer Euklid versucht,
in der Geometrie ein Axiomensystem zusammenzustellen (siehe dazu
den Abschnitt "Wie die Geometrie entstand").

Allerdings war sein Axiomensystem noch unvollstandig, und in Wirk-
lichkeit berief sich Euklid oft auf eine Zeichnung, um geometrische
Satze zu beweisen.

Ein vollstandiges geometrisches Axiomensystem wurde im Jahre 1899 von dem deutschen Ma-
thematiker David Hilbert aufgestellt. Gegenwartig benutzt man etwa zwanzig Axiome. Darunter
befinden sich auch solche Aussagen, die in der Schule als Satze angesehen werden, z. B. der
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erste Kongruenzsatz.

Nun kann die Frage auftauchen: Warum verwendet man gerade ganz bestimmte Aussagen und
nicht irgendwelche anderen als Axiome?

Es ware doch denkbar, z.B. den folgenden Satz als Axiom zu benutzen: In jedem Punkt einer
Geraden kann man genau eine Senkrechte errichten. Dafiir ware dann eines der fritheren Axiome
als Satz zu beweisen. Das stimmt natiirlich.

Nur ist dieses Problem nicht prinzipieller Art. Es ist vielmehr eine Frage der historischen
Entwicklung, der Tradition, und wir wollen darauf nicht eingehen.

Beim axiomatischen Aufbau der Geometrie konnen wir die Frage, was ein Punkt, eine Gerade
oder eine Ebene ist, ganz konkret beantworten. Es sind abstrakte Begriffe, welche die in den
Axiomen aufgezahlten Eigenschaften besitzen. Dariiber hinaus kann man von ihnen nichts
sagen. Das ist auch nicht notwendig; denn zum Beweis der Satze benutzt man nichts weiter
als die Axiome.

4.14 Das Parallelenaxiom

Wir haben also ein System von Axiomen ausgewahlt und versuchen nun, auf dieser Grundlage
die ganze Geometrie aufzubauen. Die in der Geometrie in Form verschiedener Satze daraus ab-
geleiteten Schlussfolgerungen werden z. B. von Physikern, Ingenieuren und Arbeitern bendtigt,
die mit ihrer Hilfe GroBen bestimmen, die nicht unmittelbar gemessen werden kénnen.

Je gewaltiger aber ein Gebaude ist, desto fester muss sein Fundament sein. Daher begannen
die Wissenschaftler, die Grundlagen der Geometrie sorgfaltig zu priifen und zu klaren, ob die
geometrischen Axiome den Gegebenheiten der realen AuBenwelt vollig entsprechen. Als erstes
wurde das Parallelenaxiom einer Priifung unterzogen.

Erinnern wir uns an den folgenden Satz.

Satz:
Zwei Geraden, die auf einer dritten Geraden senkrecht stehen, schneiden einander nicht. (Er
lasst sich mit Hilfe des Satzes iiber die AuBenwinkel im Dreieck leicht beweisen.)

Wir fithren nun folgende Definition ein:

Zwei Geraden, die in einer Ebene liegen und einander nicht schneiden, heien parallel.
Aus dem oben angegebenen Satz folgt, dass es parallele Geraden gibt.

Es seien jetzt in einer Ebene ein Punkt A und eine Gerade a gegeben. Offenbar kann man
durch den Punkt A eine Gerade b legen, die zu a parallel ist. Dazu geniigt es, vom Punkt A
auf die Gerade a das Lot AB zu fallen und danach durch den Punkt A die Gerade b zu legen,
die auf AB senkrecht steht. Das ist dann die gesuchte Parallele.

£

B ~
Jetzt erhebt sich die Frage, ob man durch den Punkt A nicht noch eine weitere Gerade
legen kann, die ebenfalls zur Geraden a parallel ist.
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Wer sich das noch nie tiberlegt und diese Frage noch nicht untersucht hat, der mochte sofort
und entschieden antworten: Nein, das kann man nicht! Jede von b verschiedene Gerade ' wird
die Gerade a schneiden; vielleicht erst in sehr groBer Entfernung, aber schneiden wird sie sie
auf jeden Fall!

Bevor wir diese Frage endgiiltig beantworten, wollen wir sie etwas eingehender beleuchten.

Wir wahlen auf der Geraden a einen Punkt C' und verbinden ihn mit dem Punkt A durch eine
Gerade ¢. Nun bewegen wir den Punkt C' langs der Geraden a nach rechts. Dabei wird sich
die Gerade ¢ um den Punkt A drehen. Es ist klar, dass die Gerade ¢ niemals mit der Geraden
b zusammenfallen wird; denn b und a schneiden einander ja nicht.

Die Gerade ¢, die sich immer in der gleichen Richtung dreht, wird sich aber irgendeiner be-
stimmten Grenzlage unbeschrankt ndhern, wenn sich der Punkt C' unbegrenzt weit nach rechts
entfernt. Wir werden uns also fragen:

Ist die Gerade b diese Grenzgerade, der sich die Gerade ¢ unbegrenzt nahert? Oder nahert sich
die Gerade c vielleicht einer von b verschiedenen Geraden b’ unbeschrankt, so dass die Gerade
¢ bei der Drehung nie ins Innere des Winkels « treten kann? Auch diese Annahme mochte
man wieder verneinen!

Denken wir aber einmal scharf nach! Vom Punkte A aus ziehen wir unter einem Winkel ¢ < 90°
gegen die Gerade AB einen Strahl d. Wenn dieser Winkel klein ist, so schneiden die Geraden
d und a einander auf der Zeichnung. Man braucht nur den Strahl zu verlangern.

(V)

Wenn der Winkel ¢ vergroBert wird, so schneiden die Geraden d und a einander schon nicht
mehr auf der Zeichnung, sondern irgendwo auBerhalb des Buches.

Wir vergroBern den Winkel ¢ noch mehr. Jetzt werden die Geraden d und a, wenn man sie
hinreichend verlangert, einander in sehr groBer Entfernung schneiden, sagen wir, nach einigen
hundert Metern. Es ist klar, dass man sich davon in der Praxis nur sehr schwer lberzeugen
kann; es ist zwar fast unmoglich, prinzipiell aber noch denkbar.

Jetzt vergroBern wir den Winkel ¢ noch weiter. Er soll sich schlieBlich von 90° um, sagen wir,
den millionsten Teil eines Grades unterscheiden. Was kann man jetzt (iber den Schnittpunkt
der Geraden a und d sagen? In Gedanken méchte man sie wieder verlangern.

Aber kann man sich diese Verlangerung eigentlich noch vorstellen? Verliert dieses Gedanken-
experiment nicht seinen Sinn?

Denn bei einer Verlangerung der Geraden wiirde man doch in unermessliche Fernen kommen,
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Die Annahme, dass die Lichtstrahlen a und d einander auBerhalb der Reichweite der aller-
starksten Fernrohre noch schneiden werden, beruht bereits auf reiner Phantasie. Man weif3
doch gar nicht, wie sich Lichtstrahlen dort verhalten. Hier kann man sich auf kein Experiment
mehr berufen!

Somit hat unser Gedankenexperiment zu keinem Ergebnis gefiihrt. Vielleicht schneiden die
Geraden a und d einander bei jeder beliebigen Abweichung des Winkels ¢ von 90°, aber es
ist auch moglich, dass es einen ganz kleinen Winkel « gibt, von dem an sich diese Geraden
niemals schneiden, wie weit wir sie auch immer verlangern. Das Parallelenaxiom ist also gar
nicht so selbstverstandlich.

Natiirlich braucht eine Aussage, die nicht sofort einleuchtend ist, nicht falsch zu sein. Auch
der Lehrsatz des Pythagoras ist beispielsweise nicht selbstverstandlich. Unmittelbar kann man
uberhaupt nicht nachpriifen, dass der Flacheninhalt des (iber der Hypotenuse eines beliebi-
gen rechtwinkligen Dreiecks errichteten Quadrates gleich der Summe der Flacheninhalte der
Quadrate iiber den Katheten ist.

Um sich von der Giiltigkeit des pythagoreischen Lehrsatzes fiir jedes rechtwinklige Dreieck zu
iiberzeugen, muss man ihn beweisen. Der Beweis beruht wiederum auf den Axiomen.

Moglicherweise verhalt es sich in unserem Falle dhnlich. Mit anderen Worten, die Frage ist, ob
sich mit Hilfe der Gbrigen Axiome ein Satz wie der folgende beweisen lasst.

Satz:
(A). Durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden kann man hochstens eine Gerade legen, die
zu der gegebenen parallel ist.

Es ist moglich, dass sich schon Euklid diese Frage vorgelegt hatte, eine Antwort darauf besaB
er jedenfalls nicht. Da man aber diesen Satz (bzw. einen ihm gleichwertigen) zum Beweis der
anderen Satze brauchte, wurde der Satz (A) als Axiom genommen.

(Euklid verwendete als Axiom einen anderen Satz, der jedoch dem Satz (A) gleichwertig ist.)
In den Schullehrbiichern der Geometrie wird der Satz (A) als Parallelenaxiom bezeichnet.

4.15 Beweisversuche zum Parallelenaxiom

Nach Euklid haben im Verlauf von zwei Jahrtausenden viele Mathematiker versucht, das Paral-
lelenaxiom zu beweisen, d.h. aus den (ibrigen Axiomen (der euklidischen Geometrie) abzuleiten.
Als Beweisverfahren benutzten sie dazu den indirekten Beweis. Sie gingen ungefahr folgender-
maBen vor.

Sie nahmen an, das Parallelenaxiom sei falsch. Dann kann man durch
einen Punkt A auBerhalb einer Geraden a mindestens zwei Geraden
legen, welche die Gerade a nicht schneiden.

Man versucht nun, diese Annahme ad absurdum, d. h. zu einem Wi-
derspruch zu den anderen Axiomen zu fiihren. Gelingt es, einen solchen
Widerspruch zu finden, so heiBt das, die Annahme, dass es mindestens
zwei Parallelen gebe, ist falsch, und das Parallelenaxiom ist richtig,
d.h., es ist ein Satz, der aus den anderen Axiomen ableitbar ist.

Wie scharfsinnig aber auch die Uberlegungen angestellt wurden, es
gelang nie, einen Widerspruch herbeizufiihren. Viele kamen durch die
Verneinung des Parallelenaxioms zu Aussagen, die ihnen absurd er-
schienen. So ergab sich beispielsweise folgendes:
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Wenn das Parallelenaxiom nicht gilt, so ist die Summe der Winkel im Dreieck nicht gleich
180°, die Bestimmungslinie aller Punkte, die von einer Geraden gleich weit entfernt liegen, ist
keine gerade Linie, es gibt keine dhnlichen Dreiecke, der Lehrsatz des Pythagoras gilt nicht,
u.a.m.

WEeil sie solche seltsamen Ergebnisse erhielten, die anscheinend véllig absurd waren, meinten
viele Mathematiker, sie hatten damit das Parallelenaxiom bewiesen.

Aber alle diese erstaunlichen Tatsachen ergaben keinen logischen Widerspruch. Sie widerspra-
chen zwar der gewohnlichen Anschauung, waren aber in sich widerspruchsfrei.

Nun sind die gewohnten Anschauungen das Ergebnis zahlreicher Untersuchungen. Jedes dieser
Experimente wurde, mit einem gewissen Messfehler behaftet, durchgefiihrt. Es entstand nun
die Frage, ob man sich nicht durch sehr genaue Untersuchungen von der Richtigkeit bzw.
Falschheit der aufgezahlten "seltsamen" Aussagen iiberzeugen konnte.

Es zeigte sich, dass das nicht so einfach ging. So kann man, wie wir gleich sehen werden, z.B.
nicht ohne weiteres feststellen, ob die Winkelsumme in einem Dreieck 180° betragt.

4.16 Ist die Winkelsumme im Dreieck gleich 180°7

Wir wollen vorlaufig die Frage beiseite lassen, ob das Axiom (A) in das
Axiomensystem einer Geometrie aufgenommen werden muss.

Es sei zunachst einmal darauf hingewiesen, dass in den Schulbilichern
mit Hilfe des Axiomes (A) folgender Satz bewiesen wird.

Satz: (B). Die Summe der Innenwinkel ist in jedem Dreieck gleich 180°.
(bzw. im BogenmaB gleich ).

Etwas komplizierter ist der Beweis der Umkehrung dieses Satzes:

Wenn auch nur in einem einzigen Dreieck die Summe der Innenwinkel
gleich 180° ist, dann gilt das Parallelenaxiom, d. h., man kann durch
einen Punkt A in einer Ebene nicht zwei Geraden so legen, dass sie eine
in dieser Ebene liegende Gerade nicht schneiden. (Dieser Satz wird in
den Schulbiichern nicht bewiesen. Man findet einen Beweis u. a. in dem
Buche von N. W. Efimow, "Hbhere Geometrie", oder in A.P. Norden,
"Elementare Einfiihrung in die Lobatschewskische Geometrie".)

Somit folgt aus dem Parallelenaxiom, dass die Summe der Innenwinkel in jedem Dreieck 180°
betragt; umgekehrt folgt das Axiom (A) daraus, wenn die Summe der Winkel in einem be-
stimmten Dreieck gleich 180° ist.

Das bedeutet, dass man das Parallelenaxiom aus dem Axiomensystem der euklidischen Geo-
metrie fortlassen und an seiner Stelle den Satz (B) einfiigen kann. Dabei wiirden alle tbrigen
Satze der euklidischen Geometrie unverandert bleiben.

Wir haben weiter oben die Schwierigkeit (ja sogar die praktische Undurchfiihrbarkeit) einer ex-
perimentellen Nachpriifung des Parallelenaxioms mit Hilfe von Lichtstrahlen dargestellt. Selbst
wenn man ein ganz feines Biindel von Lichtstrahlen erzeugen koénnte und keine Absorption
der Lichtstrahlen auftrate, so lieBe sich auch dann noch nichts dariiber aussagen, wie sie sich
auBerhalb der Reichweite unserer modernen Fernrohre verhalten.

Die Frage, ob die Strahlen d und a einander schneiden, wenn der Winkel ¢ sehr nahe bei 90°
liegt, wiirde immer ungeklart bleiben.
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Wenn wir das Axiom (A) benutzen, so erhalten wir eine Geometrie, in welcher die Winkelsumme
fir alle Dreiecke 180° betragt. Verwenden wir einen Satz, der dem Axiom (A) entgegen- gesetzt
ist, dann werden wir eine Geometrie erhalten, in der die Summe der Winkel in jedem Dreieck
von 180° verschieden ist.

Soll man nun das Axiom (A) benutzen oder nicht?

Auf Grund der uniiberwindlichen Schwierigkeiten, die mit einer experimentellen Uberpriifung
des Axioms (A) mit Hilfe von Lichtstrahlen verbunden sind, fragt es sich nun, ob man in
solchen Versuchen nicht einfacher den Satz (B) iiberpriifen sollte.

Wir werden die Sachlage, die dabei entsteht, etwas eingehender untersuchen.

Wie uns bereits bekannt ist, kommen in der Natur keine Punkte, Gera-
den und Ebenen vor. Folglich gibt es in Wirklichkeit auch keine Strecken,
Winkel und Dreiecke in der Natur. Wir beobachten immer nur Kugeln,
Strahlenbiindel u. a. m., die wir ndherungsweise als Punkte, Geraden
usw. ansehen.

In der Geometrie sind die Punkte, die Geraden, die Strecken, die Winkel
usw. abstrakte Begriffe, die im Ergebnis langer Beobachtungen aus die-
sen Kugeln, Strahlenbiindeln, straff gespannten Faden usw. entstanden
sind. Alle Schlussfolgerungen und Satze der Geometrie sind zur Unter-
suchung realer Objekte nur insoweit verwendbar, wie diese Objekte im
konkreten Falle als Punkte, Geraden, Ebenen usw. angesehen werden
konnen, d. h. also naherungsweise.

Stellen wir uns einmal vor, wir beobachteten durch ein Teleskop einen
fernen Stern. Der Stern wird von uns als Punkt wahrgenommen. Selbst-
verstandlich hangt dieses Ergebnis von der Genauigkeit unserer Beob-
achtungen, von der Qualitat des Teleskops, von der GroBe des Sterns
und seinem Abstand vom Beobachter ab.

In Wirklichkeit ist dieser Stern sehr groB, aber er ist vom Beobachter
ungeheuer weit entfernt. Wir sehen sein Bild im Okular als "Punkt" an.
Wiirde sich der Stern dem Beobachter ndhern, dann wirde sich auch
sein Bild im Okular vergroBern, und der Beobachter wiirde ihn nicht
mehr als Punkt wahrnehmen.

Entfernte sich der Stern noch weiter vom Beobachter, dann wiirde er ihn einfach aus dem Auge
verlieren.

Der Beobachter nimmt dabei an, dass das Licht des Sternes, das auf die Netzhaut seines Auges
fallt, eine Gerade beschreibt. Diese "Gerade" ist in Wirklichkeit ein "Biindel", das in der Nahe
des Beobachters sehr, sehr fein, in der Umgebung des Sternes dagegen so gewaltig ist, wie der
Stern groB ist.

Unter diesen Umstanden glaubt der Beobachter, er habe eine Gerade vor sich, die durch zwei
Punkte geht, namlich durch den Stern und durch sein Bild, das er durch das Okular des
Teleskope sieht.

Eine solche Situation entsteht aber nicht nur bei astronomischen Beobachtungen, sondern
auch bei Beobachtungen auf der Erde.

Stellen wir uns vor, im Geldnde wiirden Vermessungsarbeiten vorgenommen. Im Punkte B
hangt an einem Stativ eine Kugel, die der Geometer durch einen im Punkte A aufgestellten
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Theodolit beobachtet.

Wie groB muss die Kugel im Punkte B bei diesen Beobachtungen sein?

Man muss eine Kugel nehmen, die durch das Okular im Zentrum des Theodolits moglichst
deutlich zu erkennen ist. Wenn ihr Bild ein groBer Kreis ist, so muss sie verkleinert werden,
damit die Richtung genau bestimmt werden kann. Das Verkleinern der Kugel hat aber nur so
lange einen Sinn, wie es die Genauigkeit der Einstellung des Theodolits nicht beeinflusst.
Durch die Wahl einer Kugel von passender GroBe erreicht der Geometer, dass er es mit "Punk-
ten" A und B zu tun hat, die durch die Strecke AB verbunden werden. Wie in dem Beispiel
mit dem Stern kann die Kugel B in Wirklichkeit ziemlich groB sein (das hangt natirlich von
der Entfernung AB ab).

Jetzt stellen wir uns vor, es sei auch im Punkt C eine Kugel von entsprechender GroBe an
einem Stativ angebracht. Nun richtet der Geometer nacheinander den Theodolit auf die Ku-
geln B und C' und bestimmt die GroBe «, die gleich der Differenz der Ablesungen auf der
Gradeinteilung des Theodolits ist.

B

Bei Vermessungsarbeiten ist es unmaglich, alles unmittelbar auszumessen (in unserer Abbildung
verhindert z. B. ein Fluss das Messen der Entfernung AB). Daher werden manche GréBen nicht
durch Messen bestimmt, sondern durch Berechnungen, bei denen man die vorher erhaltenen
Messwerte benutzt.

Zur Durchfiihrung der Rechnung braucht man Formeln und Satze, welche die geometrische
Theorie liefert (der Zweig der Geometrie, der hier verwendet wird, ist die Trigonometrie).

Wie schon weiter oben ausgefiihrt, operiert die euklidische Geometrie jedoch mit den abstrak-
ten Begriffen des Punktes, der Geraden, des Dreiecks usw. Daher untersucht der Geometer,
wahrend er ein vollig konkretes physikalisches Experiment mit Kugeln und Biindeln von Licht-
strahlen durchfiihrt, ein abstraktes geometrisches Dreieck ABC und nimmt dabei an, die
GroBe des geometrischen Winkels an der Ecke A sei gleich o, d.h. gleich der Differenz der
Ablesungen auf der Gradeinteilung des Theodolits.

Selbstverstandlich hangt die GroBe o vom Zustand und von der Qualitat des Theodolits ab,
den man zur Messung benutzt. Der Geometer miisste also, wenn er verschiedene Messgerate
benutzt, jedesmal ein etwas anderes abstraktes Dreieck ABC' untersuchen.

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, wollen wir uns vorstellen, es sei auf Grund der
Konstruktion des Theodolits unméglich, auf der Gradskale Werte abzulesen, die kleiner sind
als 10'.
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In diesem Fall sagt man, wenn man nach der Einstellung des Theodolits auf die Kugel B den
Wert auf der Gradskale abliest, die Ablesung erfolge mit einer Genauigkeit bis auf 10" (oder
bis auf 10’ genau). Dasselbe gilt fiir die Einstellung des Theodolits auf die Kugel C.

Wenn der Geometer die Differenz e der Ablesungen bestimmt, so nimmt
er an, der Wert des Winkels an der Ecke A in dem abstrakten Dreieck
ABC unterscheide sich von a hochstens um +20'. Benutzt er genauere
Messinstrumente, dann kann er fiir den Winkel bei A einen etwas ande-
ren Wert erhalten, der jedoch innerhalb der Grenzen ov — 20’ bis v + 20/
liegen wird.

Analog dazu kann man fir die Winkel bei B und C die GréBen 3 und
~ ermitteln und die Summe bestimmen: 0 = a + 5 + 7.
Ist diese Summe nun gleich 180°7

Im allgemeinen wird das nicht der Fall sein. Eine derartige Ubereinstimmung ware selbstver-
standlich Zufall. Man braucht sich ja nur daran zu erinnern, dass jede Einstellung des Theodolits
nur bis auf 10" genau vorgenommen wurde.

Zur Bestimmung von o miisste man den Theodolit sechsmal einstellen. Die Benutzung eines
genaueren Gerates konnte deshalb dazu fithren, dass man eine andere Summe erhalt, die al-
lerdings die Fehlergrenzen o — 1° und o + 1° nicht lberschreiten wiirde.

Also hangt die Wahl der Winkelsumme im betrachteten abstrakten Dreieck von der Genauigkeit
der vorgenommenen Messungen ab (im vorliegenden Falle von der Genauigkeit des benutzten
Theodolits und der Qualifikation des Messenden). In unserem Falle ist der Geometer berech-
tigt, ein abstraktes Dreieck zu untersuchen, dessen Winkelsumme von der bei der Messung
ermittelten GroBe o um hochstens 1° abweicht.

\t‘ﬁ‘}‘o

Hier taucht eine weitere Frage auf: Um wieviel weicht die gemessene
Winkelsumme von 180° ab? Ist diese Abweichung groBer als 1°7

Liegt die Differenz zwischen 180° und o in den Grenzen der Messgenau-
igkeit der benutzten Instrumente? Anders gesagt, kann der Geometer
im vorliegenden Falle ein abstraktes Dreieck mit der Winkelsumme 180°
untersuchen?

Wir wollen einmal die moglichen Resultate der Messungen analysieren.

Erste Moglichkeit: Die Messung ergibt fiir 0 = o + 3 + ~y einen Wert,
dessen Abweichung von 180° groBer ist als die Genauigkeit der vorge-
nommenen Messungen (im vorliegenden Falle 1°).

Unter diesen Umstanden muss der Geometer etwa wie folgt tiberlegen:
Der Fluss verhindert ein Messen der Entfernung AB. Noch schwerer ist
durch direktes Messen der Flacheninhalt des Dreiecks ABC' zu ermit-
teln.

Zur Bestimmung der genannten GroBen braucht man gewisse geometrische Satze, welche die
unbekannten Sticke im Dreieck mit solchen verbinden, deren GroBen gemessen wurden.

Das bedeutet, man muss eine Geometrie aufbauen, deren Schlussfolgerungen die Moglichkeit
geben, mit der erforderlichen Genauigkeit die zahlreichen praktischen Aufgaben zu lésen, die
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der hier vorliegenden ahneln.

Wir haben bereits begonnen; auf der Grundlage eines Axiomensystems eine solche Geome-
trie aufzubauen. Schwierigkeiten bereitete uns allerdings die Frage, ob wir unter die Axiome
auch das Axiom (A) aufnehmen sollten. wenn wir dieses Axiom benutzen, dann ist in unserer
Geometrie die Winkelsumme in jedem Dreieck gleich 180°.

Der durchgefiihrte Versuch zeigt aber, dass bei der vorliegenden Messgenauigkeit das Messer-
gebnis mit dieser Schlussfolgerung nicht iibereinstimmt. Das bedeutet, dass diese Geometrie
fir unseren Geometer nicht gut genug ist. Die Aussagen dieser Geometrie wiirden ihm in seiner
Arbeit nichts niitzen.

Wenn er die Lange AC und die Winkel 3 und v kennt, so konnte er mit dem bekannten Sinus-
satz die Lange AB nicht mit der erforderlichen Genauigkeit berechnen, weil der Sinussatz nur
dort richtig ist, wo die Winkelsumme im Dreieck 180° betragt. Genau sowenig konnte er den
Flacheninhalt des Dreiecks mit Hilfe der aus der Schule bekannten Formel mit der gewiinschten
Genauigkeit ermitteln.

Er misste fir die praktischen Anforderungen eine Geometrie aufbauen, in der das Axiom (A)
nicht gilt und folglich die Winkelsumme im Dreieck nicht gleich 180° ist.

o Zweite Moglichkeit: Die Winkelsumme o = o 4 8 + v, die der Geome-
: ter bei der Messung erhalten hat, unterscheidet sich von 180° um einen
Wert, der innerhalb der Grenzen der Messgenauigkeit liegt, im vorlie-
genden Falle 1°.

Unter diesen Umstanden geniligt dem Geometer fiir die Anforderungen
der Praxis eine Geometrie, in welcher die Winkelsumme im Dreieck
gleich 180° ist. Er hat keinen Grund zur Ablehnung des Axioms (A)
bzw. des Satzes (B). Hier erweist sich die euklidische "Schulgeome-
trie" als auBerst nutzlich. Ihre Schliisse gewinnen in der Praxis groBere
Bedeutung in dem MaBe, wie die Genauigkeit der Messungen unseres
Geometers wachst.

Es muss allerdings bemerkt werden, dass der Geometer auch in diesem
Falle diejenige Geometrie nicht zu sehr vernachlassigen darf, in welcher
das Axiom (A) nicht gilt und die Winkelsumme im Dreieck von 180°
verschieden ist.

Es ist nicht ausgeschlossen, dass auch eine derartige "seltsame" Geometrie spater einmal von
ihm gebraucht werden kann. Obgleich alle Messungen des Geometers bisher gut mit derjenigen
Geometrie iibereinstimmten, in welcher die Winkelsumme im Dreieck gleich 180° ist, kdnnte
es spater vielleicht vorkommen, dass er bei einer Erhdhung der Messgenauigkeit der Gerate
oder bei der Winkelmessung in bedeutend groBeren, sagen wir, kosmischen Dreiecken dahin
gelangt, dass bei den neuen Messungen die gewohnliche Geometrie die Welt bereits nicht mehr
mit ausreichender Genauigkeit beschreibt. Dann braucht er eine ganz andere Geometrie.

Wir wollen die Ergebnisse zusammenfassen. Falls wir in Versuchen das erste Resultat erhalten,
so heiBt das, dass die mit Hilfe des Axioms (A) aufgebaute Geometrie unseren Anforderungen
nicht genligt, dass sie nicht ausreichend ist.

Man muss eine andere Geometrie aufbauen, in der das Axiom (A) nicht giiltig ist.

Wenn sich bei den Untersuchungen stets das zweite Resultat ergibt, dann bedeutet das nur,
dass die euklidische Geometrie mit dem Axiom (A) fir uns vorlaufig vollig ausreicht. Aller-
dings kann es bei einer Verbesserung der Beobachtungsgenauigkeit moglicherweise eintreten,
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dass auch eine andere Geometrie gebraucht wird. Das Problem besteht also nur darin, welche
Geometrie die reale Welt mit der groBeren Genauigkeit beschreibt.

Ganz im Sinne dieser Gedanken maB der bedeutende russische Mathe-
_ O matiker N. |. Lobatschewski bereits in der ersten Halfte des 19. Jh. unter
Benutzung der damaligen astronomischen Hilfsmittel die Winkelsumme
eines auBerst groBen kosmischen Dreiecks aus.
Als Eckpunkte wahlte er die beiden am weitesten auseinanderliegen-
den Punkte auf der Erdbahn und einen weit entfernten Stern. Auch der
deutsche Mathematiker C. F. GauB soll versuchsweise ein sehr groBes ir-
disches Dreieck vermessen haben, um die Winkelsumme nachzupriifen.

Im Ergebnis dieser Messung ergab sich, wie zu erwarten war, fiir die
Winkelsumme ein von 180° verschiedener Wert, jedoch ging diese Ab-
weichung nicht tiber die Genauigkeitsgrenze der benutzten Instrumente
hinaus. Es blieb somit die Frage offen, welche Geometrie die reale Welt
genauer beschreibt.

Es blieb ungeklart, ob tiberhaupt einmal eine Geometrie gebraucht wiir-
de, in der das Axiom (A) nicht gilt. Sollte eine derartige Geometrie
vielleicht nur eine Gedankenspielerei sein?

4.17 Die Lobatschewskische Geometrie

Lobatschewski entwickelte im Jahre 1826 als erster eine der moglichen Geometrien, in der das
Axiom (A) nicht gilt. Uber Leben und Werk dieses hervorragenden Gelehrten gibt es mehrere
Biicher, auch in deutscher Sprache.

Die Lobatschewskische Geometrie baut auf den gleichen Axiomen auf, wie die euklidische
Geometrie, mit einer Ausnahme: Das Parallelenaxiom gilt nicht, sondern eine entgegengesetzte
Aussage, das Lobatschewskische Axiom:

Durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden kann man in einer Ebene mindestens zwei Geraden
legen, die die gegebene Gerade nicht schneiden.

Wir haben gesehen, dass die Frage, welche Geometrie - die euklidische oder die Lobatschew-
skische - die Welt der Lichtstrahlen genauer beschreibt, nicht so einfach zu beantworten ist,
selbst wenn das Lobatschewskische Axiom auf den ersten Blick paradox erscheint. Das groBe
Verdienst Lobatschewskis bestand gerade darin, dass er diese Frage stellte. Seine Gedanken
waren aber so ungewohnlich, dass sie von seinen Zeitgenossen nicht verstanden wurden.

4.18 Geometrie auf krummen Flachen

Vieles aus der Lobatschewskischen Geometrie wurde klarer, seit die Mathematiker mit der
Geometrie auf krummen Flachen vertraut geworden waren. Um zu zeigen, worum es sich dabei
handelt, betrachten wir die Geometrie auf der Kugel. Es gab einmal eine Zeit, in der die Men-
schen dachten, die Erde sei eine ebene Scheibe. Durch Beobachtung von Schiffen, die hinter
dem Horizont verschwanden, kamen sie zu der Schlussfolgerung, die Erde sei kugelformig.

Dazu mussten sie aber Gegenstidnde (Schiffe) betrachten, die sich bis zu einer bestimmten
Hohe tber die Oberflache erhoben. Nun entsteht die Frage, ob man sich auch von der Kugel-
gestalt der Erde tberzeugen kann, indem man Messungen unmittelbar auf der Erdoberflache
ausfiihrt, ohne sich iiber diese Flache zu erheben und Dinge zu betrachten, die sich oberhalb
der Erdoberflache befinden. Diese "innere Geometrie" der Flachen wurde im wesentlichen von
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C. F. GauB begriindet.

Das kann man natiirlich leicht machen; denn wenn man sich standig in einer Richtung auf der
Erde fortbewegt, so kommt man schlieBlich wieder da an, von wo man ausgegangen ist. Zu
einer solchen Nachpriifung muss man allerdings erst eine ganze Weltreise machen. Vielleicht
kann man sich aber auch von der Kugelgestalt der Erde iiberzeugen, wenn man die ganze Zeit
an einem bestimmten Ort bleibt, etwa auf einer Insel?

Tatsachlich ist das moglich. Man braucht dazu nur auf der Erdoberflache geometrische Figuren
zu messen. Wir wahlen auf dieser Flache zwei Punkte A und B. Diese Punkte kdnnen wir durch
ganz verschiedene Linien verbinden, ohne dass wir dabei unsere Insel verlassen miissen. Unter
allen Linien, die die Punkte A und B verbinden, gibt es eine, die am kiirzesten ist.

Wir, die wir wissen, dass die Erde kugelformig ist, konnen sagen, was das fiir eine Linie ist -
es ist ein GroBkreisbogen, welcher die Punkte A und B verbindet.

Ein Inselbewohner, der nichts von der Kugelgestalt der Erde weiB, wird diese Verbindungslinie
der Punkte A und B aber eine Gerade nennen. Danach wahlt er drei nicht auf einer solchen
Geraden liegende Punkte A, B, C' und misst die Winkel im Dreieck ABC.

Wenn die Insel sehr klein und die Messgenauigkeit seiner Instrumente nicht besonders groB ist,
dann wird er feststellen, dass die Winkelsumme in diesem Dreieck gleich 180° ist. Ein ganz
anderes Resultat wird sich aber ergeben, wenn die Insel groB ist bzw. wenn die Messgerate der
Inselbewohner sehr genau sind.

Um das verstehen zu kénnen, wollen wir drei solche Punkte betrachten. Als Punkt A wahlen
wir den Nordpol, als Punkt B den Schnittpunkt des Aquators mit dem Nullmeridian und als
Punkt C' den Schnittpunkt des Aquators mit dem 90. Lingengrad.

Wenn Sie diese drei Punkte auf dem Globus aufsuchen, sehen Sie sofort, dass alle drei Winkel
im Dreieck ABC' gleich 90° sind. Dann betragt aber die Winkelsumme in diesem Dreieck 270°.
Man kann beweisen, dass die Winkelsumme in jedem Dreieck auf der Kugeloberflache groBer
ist als 180°, und zwar weicht sie um so mehr von 180° ab, je groBer der Flacheninhalt des
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Dreiecks ist (darum betragt fiir kleine Dreiecke die Winkelsumme nahezu 180°).

Somit konnen wir uns durch eine genaue Messung der Winkel in einem
groBen Dreieck davon tiberzeugen, dass wir nicht auf einer Ebene leben,
sondern auf einer gekrimmten Flache. Mit Hilfe von noch genaueren
Messungen kann man auch eine Vorstellung von der Gestalt der Flache
erhalten.

Die Messungen, die wir uns auf einer Kugel durchgefiihrt denken, kann
man auch auf jeder anderen Flache vornehmen. Auf jeder Flache gibt es
Linien, welche zwei Punkte verbinden und kirzer sind als alle anderen
Verbindungslinien dieser Punkte. Das sind die sogenannten geodatischen
Linien.

Durch Messen der Winkel in Dreiecken, die von geodatischen Linien gebildet werden, kann man
auf das MaB der Krimmung der Flache schlieBen. Bei einigen krummen Flachen (wie bei der
Kugel und dem Ellipsoid) ist diese Summe groBer als 180°; bei anderen, wie etwa bei der
Sattelflache, ist sie kleiner als 180°. Es gibt auch Flachen, bei denen an gewissen Stellen die
Winkelsumme groBer ist als 180°, an anderen dagegen kleiner als 180°. Je mehr aber die
Winkelsumme von 180° abweicht, desto starker ist das zu messende Dreieck gekrimmt.

Es gibt eine Flache (die sogenannte Pseudosphare), auf welcher sich die geodatischen Linien
so verhalten, wie die Geraden in der Lobatschewskischen Ebene.

Der deutsche Mathematiker Bernhard Riemann wies darauf hin, dass man nicht nur gekrimmte
Flachen betrachten kann, sondern auch gekriimmte Raume. Wir kdnnen uns einen gekriimmten
Raum schwer vorstellen; denn wenn wir von der Kriimmung einer Flache sprechen, dann stellen
wir uns diese Flache in einem Raum eingebettet vor.

Worin ist nun der gekrimmte Raum eingebettet? Nun kann man sich z. B. davon (iberzeugen,
dass eine Flache gekrimmt ist, ohne dass man aus der Flache heraustreten miisste, indem
man die Winkel in Dreiecken auf dieser Flache misst. Analog dazu ist ein Raum als gekriimmt
anzusehen, wenn die Winkelsumme der Dreiecke in diesem Raum von 180° verschieden ist.

4.19 Die Geometrie unserer Welt

Wir haben von verschiedenen Geometrien gesprochen. Natlrlich werden wir uns jetzt fragen:
Welches ist die Geometrie unserer Welt?
Diese Frage lauft auf die folgende hinaus: Ist unser Raum gekriimmt oder nicht?

Um diese Frage exakt stellen zu konnen, muss noch gesagt werden, welche Linien wir im
Raum als Geraden ansehen wollen. Wir erinnern daran, dass wir den Begriff der geraden Linie
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aus einer Untersuchung von Lichtstrahlen im Vakuum abgeleitet haben. Deshalb verstehen
wir auch jetzt unter einer Geraden, welche zwei Punkte verbindet, einen Lichtstrahl, der im
Vakuum von dem einen Punkt zu dem anderen geht.

Die Frage, welche Geometrie in unserem Raum gilt, hat jetzt einen ganz bestimmten Sinn.
Wir nehmen im Raum drei Punkte A, B und C' an und untersuchen das Dreieck ABC', das
von den Lichtstrahlen gebildet wird, die diese drei Punkte verbinden. Ist nun die Winkelsumme
in diesem Dreieck gleich 180°7

Diese Frage wurde von einem der bedeutendsten Physiker unseres Jahrhunderts, von Albert
Einstein, beantwortet. Er schuf die Relativitatstheorie, welche die Krimmung unseres Raumes
bestatigt. Nach der Einsteinschen Theorie verursachen materielle Massen die Krimmung des
sie umgebenden Raumes. Die Relativitatstheorie wurde durch einen Versuch, den wir jetzt
besprechen wollen, glanzend bestatigt. Dieses Experiment wurde mehrmals von Astronomen
wiederholt und zeigte eine gute Ubereinstimmung zwischen experimentellem Ergebnis und
bestimmten Voraussagen der Relativitatstheorie.

Wir wollen uns auf der Erde einen Beobachter vorstellen, der in einem bestimmten Moment
zwei Sterne A und B sieht und in der N3he des Sternes A die Sonne S, die sich "am Himmel"
in der durch den Pfeil gekennzeichneten Richtung fortbewegt.

\ L -
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Fir einen irdischen Beobachter bewegt sich die Sonne "am Himmel". Ferner sei darauf hinge-
wiesen, dass dieser Versuch bei totaler Sonnenfinsternis durchgefiihrt wurde. Die Beobachtung
wird in einem kleinen Zeitintervall durchgefiihrt, so dass die Sterne A und B als unbeweglich
angesehen werden konnen (ihre Verschiebung wahrend dieser Zeit ist so gering, dass sie sogar
mit den feinsten Messinstrumenten nicht registriert werden kann).

Die Geschwindigkeit der Sonne bei ihrer Bewegung am Himmel lasst sich leicht berechnen. In
einem kleinen Zeitintervall ist sie konstant. Wenn man diese Geschwindigkeit und die Entfer-
nung der Sonne vom Stern A kennt, ist leicht zu berechnen, in welchem Augenblick die Sonne
diesen Stern verdecken wird.

Ein praziser Versuch zeigt jedoch, dass in Wirklichkeit der Stern A mit einer gewissen Verzo-
gerung, d. h. etwas spater als zur errechneten Zeit, von der Sonne verdeckt wird. Der Stern A
ist zu einem Zeitpunkt noch zu sehen, in welchem ihn nach der Rechnung die Sonne bereits
verdecken miisste.

Diese Erscheinung war von der Relativitatstheorie vorausgesagt worden, und dadurch erhielt
man eine erste experimentelle Bestatigung.

Wie erklart die Relativitatstheorie diese Erscheinung? Es zeigt sich, dass das starke Gravitations-
(Schwerefeld, das von der Sonne erzeugt wird, den Raum um sie herum krimmt und die
Richtung eines Lichtstrahls verandert.

138



4.19 Die Geometrie unserer Welt

Wir wollen darauf noch etwas naher eingehen. Zu Beginn der Beobachtung (Abb. 1) beeinflusst
die Sonne den Weg der Lichtstrahlen nicht, die vom Stern A ausgehen, weil sie weit von der
Sonne entfernt sind. Der Strahl a fallt ins Auge des Beobachters, und dieser sieht den Stern.
Der Strahl a bleibt unbemerkt.

Wenn sich die Sonne, die ein starkes Schwerefeld erzeugt, den Strahlen a und a’ genligend
genahert hat, dann werden diese Strahlen gleichsam von der Sonne angezogen. Bedeckt nun
die Sonne fiir den Beobachter den Strahl a, dann kann dieser den Stern immer noch sehen,
weil jetzt der "angezogene" Strahl o’ in sein Auge fallt (Abb. 2).

Wenn man in den hier dargestellten Phasen noch den Stern B beobachtet und den Winkel «
misst, so wird dieser im zweiten Falle kleiner erscheinen als im ersten, weil es im ersten Falle
der Winkel zwischen den Strahlen a und b war, im zweiten dagegen der Winkel zwischen a’
und b.

Kann man sagen, der Strahl o’ sei anfangs gerade gewesen und sei spater (infolge der Gravi-
tation der Sonne) von der geradlinigen Bahn abgelenkt worden und habe sich gekrimmt?
Nein, das kann man nicht. Wir bezeichneten doch als Geraden eben die Lichtstrahlen im
Vakuum. Also ist jede Eigenschaft der Lichtstrahlen auch eine Eigenschaft der Geraden. Der
Strahl @’ ist sowohl im ersten Falle als auch im zweiten gerade. -

Es ist also nicht so, dass sich der Lichtstrahl krimmt, sondern der Raum um die Sonne hat
unter dem Einfluss der Schwerkraft der Sonne eine neue Eigenschaft angenommen - er wurde
gekrimmt.

Auch die anderen Sterne krimmen den Raum, ja sogar kleine Korper beeinflussen den Verlauf
der Lichtstrahlen, nur ist ihre Wirkung natiirlich um vieles geringer als die der Sonne.
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Nun befinden sich aber alle Korper in der Natur in standiger Bewegung. Deshalb wird ein
Korper, der in einem bestimmten Augenblick den Raum an einer ganz bestimmten Stelle
gekrimmt hat, ihn nach einer gewissen Zeit an einer anderen Stelle kriimmen. Die Lichtstrahlen
verhalten sich also zu verschiedenen Zeitpunkten verschieden, und die Geometrien, die ihr
Verhalten in den verschiedenen Augenblicken beschreiben, werden auch verschieden sein.
Folglich ist die Geometrie, die unseren realen Raum mit einer bestimmten Exaktheit beschreibt
(die Geometrie der Lichtstrahlen), nicht unveranderlich, sondern verandert sich mit der Zeit.
Das bedeutet, dass in die Formulierung der Axiome auch die Zeit aufgenommen werden muss.
Die Begriffe Raum und Zeit sind untrennbar miteinander verbunden.

Die Frage nach der Geometrie unseres Raumes im GroBen ist also recht kompliziert zu beant-
worten. In der Praxis muss man vor allem wissen, welche Geometrie mit der jeweils benétigten
Genauigkeit die reale Welt am besten beschreibt.

Natirlich wird man jetzt nach der Geometrie in den einzelnen "Teilen" der Welt fragen.

Weiter oben haben wir schon gesagt, dass die Bewohner eines kleinen "Teils" der Welt durch
eine Vervollstandigung ihrer Beobachtungsapparate und eine Verbesserung der Messgenauig-
keit zu der Einsicht gelangen konnen, dass die von ihnen frither benutzte Geometrie nicht mehr
ausreicht und durch eine neue ersetzt werden muss. Zu diesem Schluss konnten sie gelangen,
ohne ihren "Teil" der Welt zu verlassen.

Ferner zwingt sie die Entdeckung neuer physikalischer GesetzmaBigkeiten sowie deren Pra-
zisierung dazu, die von ihnen bisher verwendete Geometrie zu verbessern. Wir haben weiter
oben gesehen, dass diese "lokale" Geometrie von der Schwerkraft, also von der Verteilung der
Massen im betrachteten Teil des Raumes abhangt.

Die Untersuchung von kosmischen Problemen fiihrte uns also zu der Erkenntnis, dass unser
Raum der Lichtstrahlen nichteuklidisch ist.

Natdrlich bleibt auch bei der Untersuchung von ganz gewdhnlichen Problemen auf der Erde die
gegenseitige Abhangigkeit von Raum und Zeit erhalten, d. h., der Raum wird nichteuklidisch
bleiben. Diese Abweichung vom Euklidischen wird allerdings so unwesentlich, dass man sie
vollig vernachlassigen kann (und sogar muss !).

Wir kénnen mit unseren Instrumenten namlich nicht feststellen, dass der irdische Raum nicht-
euklidisch ist, so wie die Bewohner einer kleinen Insel nicht bemerken kdénnen, dass die Erd-
oberflache gekrimmt ist.

Die euklidische Geometrie verliert nichts von ihrer Bedeutung fiir die Praxis, fir die Technik
usw. Wir wiirden uns zum Beispiel sehr lber einen Ingenieur wundern, der plotzlich zu be-
riicksichtigen beganne, dass die Geraden zweier Lote nicht parallel sind, sondern einander im
Erdmittelpunkt schneiden.

Noch weniger Anlass hat ein Ingenieur zu der Annahme, die Winkelsumme in einem von ihm
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gezeichneten Dreieck sei von 180° verschieden.

Die euklidische Geometrie beschreibt in solchen Fragen unsere reale Welt mit groBer Genauig-
keit, und nicht zufallig begannen die Menschen die Untersuchung der Raumeigenschaften mit
der euklidischen Geometrie.

Das alles mindert aber in keiner Weise die Bedeutung der nichteuklidischen Geometrien herab.
Sie finden ihre Anwendung in den wichtigsten theoretischen und praktischen Problemen der
modernen Physik und Mathematik.

4.20 Schlussbemerkungen

Die Geometrie des Euklid dient dem Menschen in den verschiedensten Bereichen seiner Tatig-
keit.

Durch die Erweiterung seines Wirkungskreises gelangt der Mensch jedoch unvermeidlich zum
Studium der nichteuklidischen Geometrie. Als einer der ersten tat Lobatschewski diesen Schritt.
Die jahrhundertealte Gewohnung an die Vorstellungen der euklidischen Geometrie nahm selbst
bedeutenden Zeitgenossen Lobatschewskis, sogar namhaften Mathematikern, die Méglichkeit,
die Gedanken Lobatschewskis zu verstehen. Der Triumph seiner ldeen stellte sich erst spater
ein.

Heute sind die Entdeckungen Lobatschewskis fester Bestandteil der Naturwissenschaften und
jedem Physiker und Mathematiker wohlbekannt.

Es war schon davon die Rede, dass man in der Geometrie unter ei-
nem Punkt, einer Geraden und einer Ebene abstrakte Begriffe versteht,
welche die in den Axiomen aufgezadhlten Eigenschaften haben.

Die weiter oben besprochenen Axiome sind nun so gewahlt worden, dass
sie mit der notwendigen Genauigkeit das Verhalten von Lichtstrahlen-
biindeln in unserem realen physikalischen Raum charakterisieren.

Damit ist ein enger Zusammenhang zwischen der Geometrie und den physikalischen Erschei-
nungen der realen Welt hergestellt.

Dabei ist zu beachten, dass die Geometrie nicht nur auf das Studium solcher Erscheinungen
anwendbar ist, die mit der Lichtausbreitung zusammenhangen. Man kann auch irgendwelche
anderen physikalischen Objekte untersuchen, die zur Lichtausbreitung in keinerlei Beziehung
stehen. Einige dieser Objekte kann man als EichmaB fiir die Geradlinigkeit genauso benutzen,
wie wir das mit feinen Biindeln von Lichtstrahlen getan haben.

So lassen sich beispielsweise als MaB fiir die Geradlinigkeit auch die Bahnen fester Korper
hinreichend kleiner Abmessungen verwenden, deren Bewegung sich frei von der Einwirkung
auBerer Krafte vollzieht

Diese Geometrie (ebenso wie die bei der Untersuchung von Lichtstrahlen erhaltene) wird nur
in erster Naherung auf den Axiomen des Euklid aufgebaut werden kénnen.

Ende des 1. Bandes
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