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1. Teilbarkeit der natiirlichen Zahlen
(Ergdnzung zum Abschnitt 6)

1. Schreibe aus der Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 50 alle die
Zahlen heraus, die

a) durch 2 teilbar sind, b) durch 3 teilbar sind, ¢) durch 6 teilbar sind!
Vergleiche die bei a), b) und c) erhaltenen Mengen von Zahlen mit-
einander!
Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt folgender Satz:
P Wenn eine natiirliche Zahl durch 6 teilbar ist, so ist sie auch durch 3 teilbar.
Begriinde diesen Satz!
Die Umkehrung dieses Satzes lautet: Wenn eine natiirliche Zahl durch
3 teilbar ist, so ist sie auch durch 6 teilbar. Ist diese Aussage auch fiir
alle natiirlichen Zahlen richtig?

Begriinde deine Antwort!
2. Suche aus der Menge der natiirlichen Zahlen von 50 bis 100 alle
Zahlen heraus, die
a) durch 9 teilbar sind, b) durch 6 teilbar sind, ¢) durch 3 teilbar sind!
3. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
a) Alle durch 9 teilbaren Zahlen sind auch durch 3 teilbar.
b) Alle durch 9 teilbaren Zahlen sind auch durch 6 teilbar.
¢) Alle durch 6 teilbaren Zahlen sind auch durch 3 teilbar.
d) Alle durch 3 teilbaren Zahlen sind auch durch 6 teilbar.
e) Alle durch 3 teilbaren Zahlen sind auch durch 9 teilbar.
f) Alle durch 6 teilbaren Zahlen sind gerade.
Begriinde deine Antworten!

4, Wieviel natiirliche Zahlen sind in folgenden Mengen enthalten?

a) Menge der durch 10 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 100.
b) Menge der durch 8 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 100.
c) Menge der durch 7 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 100.
d) Menge der durch 5 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 100.



e) Menge der durch 4 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 100.
f) Menge der durch 2 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 100.

Die Menge der durch 20 teilbaren Zahlen zwischen 1 und 100 besteht
z. B. aus den Zahlen 20, 40, 60, 80.

5. Ordne die folgenden Zahlen a) nach ihrer GréBe; b) nach der Anzahl
ihrer Teiler] 150; 54; 211; 39; 48; 1; 45
Hinweis: Jede Zahl ist durch 1 und durch sich selbst teilbar. Wir
wollen diese beiden Teiler stets mit beriicksichtigen.
Unter den Teilern einer Zahl treten stets auch Primzahlen auf. Diese Teiler
werden Primteiler genannt. Da die Zah! 1 keine Primzahl ist, kann der
Teiler 1 auch nicht als Primteiler bezeichnet werden.

6. Wieviel verschiedene Primteiler haben die folgenden natirlichen
Zahlen? 12; 47; 63; 144; 64; 91; 101; 246

7. Ergénze die folgende Tabellel
Zahl | 35 | 70 | 24 | 1890 I 1024 I 81

R

8. Die natiirliche Zahl 12 ist ein Teiler von 60.
Bestimme alle Teiler von 12 und alle Teiler von 60!
Sind alle Teiler von 12 auch Teiler von 602
Sind alle Teiler von 60 auch Teiler von 122
So wie in Aufgabe 8 jede Zahl, die die Zahl 12 teilt, auch ein Teiler von 60
ist, gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen das folgende Gesetz:

Anzahl der
Primteiler

P> Wenn a ein Teiler von b und b ein Teiler von c ist, so ist a auch ein Teiler
von c.

Bestdtige dieses Gesetz durch die folgenden Aufgaben!

9 a
(alle Teiler von b) ‘ b ¢
24 120
17 85
42 90
130 520
28 130



In welchen Fallen sind alle Teiler von b auch Teiler von c?
Woran liegt es, daB in einigen Aufgaben der Tabelle nicht alle Teiler
von b auch Teiler von ¢ sind?

10. Vervollsttindige die folgende Tabelle!

a | alle Teiler von a | b | alle Teiler von b ’ at+b I
8 12

15 20

28 35

70 30

105 385

112 360

Schreibe in der letzten Spalte jeweils auf, welche Teiler von @ und
welche Teiler von b auch Teiler der Summe a + b sind!

Wie fiir die Zahlen in der Tabelle der Aufgabe 10 gilt fiir natiirliche Zahlen

stets das folgende Gesetz:

P Wenn x ein Teiler von a und auch ein Teiler von b ist, so ist x auch ein Teiler
der Summe a + b.

11. Vervollstandige die folgende Tabellel

a l alle Teiler von a ‘ b ’ alle Teiler von b ’ a-b I
42 28
81 27
143 55
523 209
100, 60
1800 © 675

Schreibe in der letzten Spalte jeweils auf, welche Teiler von a und
welche Teiler von b auch Teiler der Differenz a — b sind!
Wie in den Beispielen der Tabelle der Aufgabe 11 gilt fiir natiirliche Zahlen
allgemein das folgende Gesetz:

P> Wenn x ein Teiler von a und auch ein Teiler von b ist, so ist x auch ein Teiler
der Differenz a - b. Dabei darf b nicht gréBer als a sein, da wir sonst die
Differenz nicht bilden kdnnen.

Natiirliche Zahlen, die wie in den Aufgaben 10 und 11 gleichzeitig Teiler von
zwei. oder mehreren Zahlen sind, heiBen gemeinsame Teiler dieser Zahlen.
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12. Bestimme alle gemeinsamen Teiler der folgenden Zahlen!
a) 28, 119 und 63 b) 36, 72, 81 und 126
c) 90, 150 und 180 d) 15, 32 und 49

Natiirliche Zahlen, die auBer 1 keinen gemeinsamen Teiler haben, heiBen
zueinander teilerfremd.

2. Der groBte gemeinsame Teiler
natlirlicher Zahlen

In der Aufgabe 12 hast du die gemeinsamen Teiler mehrerer Zahlen be-
stimmt. Fiir das Kiirzen von Briichen ist es zweckméBig, den gréBten ge-
meinsamen Teiler zweier Zahlen (Zéhler und Nenner) zu bestimmen. Wir
kiirzen den Ausdruck ,gréBter gemeinsamer Teiler” durch ,g.g. T." ab.

M Beispiel 1:
56
Der Bruch % soll gekiirzt werden.

Dazu miissen wir die gemeinsamen Teiler von Zdhler und Nenner
bestimmen, um Z&hler und Nenner durch die gleiche Zahl dividieren

zu kdnnen.
56 28 . Teil

a) PR (gemeinsamer Teiler 2)
56 14 ) )

b) YRy (gemeinsamer Teiler 4)
56

c) =3 (gemeinsamer Teiler 28)

Die Zahl 28 ist im Beispiel 1 der g. g.T. von 56 und 84. Sie ist die gréBte
5

6 .
Zahl, durch die wir den Bruch % kiirzen konnen. Einen grdBeren gemein-

samen Teiler kann es nicht geben, da der Z&hler 2 und der Nenner 3 des
gekiirzten Bruches zueinander teilerfremd sind.

Fir den Fall, daB groBere Zahlen mit vielen gemeinsamen Teilern vor-
liegen, ermittelt man den g.g.T. nach dem Verfahren, das im Beispiel 2
gezeigt wird.

Wir brauchen hierbei nicht alle Teiler dieser beiden Zahlen aufzuschreiben.
Dieses Verfahren hat namlich Ahnlichkeit mit der Bestimmung des kleinsten
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gemeinsamen Vielfachen (k. g.V.) durch Zerlegung der Zahlen in Prim-
faktoren.

Beispiel 2:

Der g. g.T. der Zahlen 56 720 und 27 720 soll ermittelt werden.

Wir zerlegen die beiden gegebenen Zahlen in Primfaktoren:

56700 =22 - 34-52-7

27720 =23-32:5-7-11

Da wir einen gemeinsamen Teiler ermitteln méchten, suchen wir solche

Primfaktoren heraus, die in beiden Zahlen auftreten. Die 11 kann also

nicht als Faktor im g. g. T. auftreten. Da wir den gréBten gemeinsamen

Teiler suchen, miissen wir die hdchsten Potenzen der gemein-

samen Primfaktoren heraussuchen, die in beiden Zahlen vor-

kommen. R

Das sind die folgenden Potenzen:

22 (22 ist die hochste Potenz von 2, die in beiden Zahlen auftritt,
23 tritt in 56 700 nicht auf)

32 (32 ist die hochste Potenz von 3, die in beiden Zahlen auftritt,
34 tritt in 27720 nicht auf)

5 (52 tritt in 27720 nicht auf)

7

Beide Zohlen sind also durch das Produkt 22 - 32 - 5 - 7 teilbar. Der

g.g. T. von 56 700 und 27 720 ist daher 22 - 32 - 5 - 7 = 1260.

Nach dem gleichen Verfahren bestimmt man auch den g.g.T. mehrerer
Zahlen.

13.

Beispiel 3:

Der g. g.T. der Zahlen 44 100, 257 985 und 5733 soll ermittelt werden.
44100 =22-3 -5 -7

257 985 = 34:5 -72-13
5733 = 32 7213

Der g.g.T. ist also 32 - 72 = 441,

Bestimme den g. g.T. der folgenden Zahlenl
a) 3685500, 75600 und 23 400

b) 5083, 11 339 und 1955

c) 264 600, 126 000, 3780 und 3528

Die Bestimmung der g. g. T. natiirlicher Zahlen ist recht einfach, wenn nur
die Potenzen kleinerer Primzahlen auftreten. In der Aufgabe 13.b) hast

7



du bemerkt, daB die Primzahlzerlegung schwieriger wird, wenn Potenzen
groBerer Primzahlen auftreten. Das erschwert die Primfaktorenzerlegung
der gegebenen Zahlen. Wir wollen deshalb noch ein Verfahren zur Be-
stimmung des g.g.T. zweier Zahlen kennenlernen, bei dem die Prim-
faktorenzerlegung nicht benétigt wird. Dieses Verfahren, das man den
EUKLIDischen Algorithmus nennt, ist schon sehr alt. Der griechische Mathe-
matiker EUKLID VON ALEXANDRIA (um 300 v. u. Z.) hat es in seinem Werk
Elemente angegeben.

Beim EUKLIDischen Algorithmus wird die Division mit Rest verwendet.

Il Beispiel 4:

Bestimme den g. g. T. von 945 und 1201

Man beginnt mit der gréBeren der beiden Zahlen und versucht, sie
durch die kleinere Zahl zu dividieren. Es handelt sich hier um eine
Division mit Rest. Wir schreiben:

(1 945 = 7 - 120 + 105.

Jetzt versuchen wir, die kleinere der beiden gegebenen Zahlen (120)
durch den ersten Rest (105) zu dividieren. Es bleibt bei der Division
wieder ein Rest. Wir schreiben:
(3] v 120=1-105+ 15 ‘
Im dritten Teil unserer Rechnung versuchen wir, den ersten Rest (105)
durch den zweiten Rest (15) zu dividieren.
Diesmal geht die Division auf, es bleibt der ,Rest” 0. Wir schreiben:
(3) 105 =715 + 0.

Damit haben wir auch den g. g.T. der beiden gegebenen Zahlen ge-
funden. Es ist der letzte von Null verschiedene Rest, also die Zahl 15.
Die Zahl 15 teilt némlich die Zahl 105, wie du aus der Gleichung (3)
erkennst. Die Zah!l 15 ist ein Teiler von 120, denn sie teilt sowohl 15
als auch 105. Damit teilt 15 auch die Summe in der Gleichung (2), also
die Zahl 120.

Ebenso tberlegen wir uns, daB 15 auch die Zahl 945 teilt.

Das geht aus der Gleichung (1) hervor.

Also ist 15 gemeinsamer Teiler von 945 und 120.

Man kann auch beweisen, daB 15 wirklich der gréBte gemeinsame
Teiler ist. Auf dert Beweis dafiir miissen wir in diesem Schuljohr aber
noch verzichten. Du kannst jedoch'an einzelnen Beispielen nach-
priifen, daB du tatséchlich den gréBten gemeinsamen Teiler gefunden:
hast.



@ Beispiel 5:
Bestimme den g.g.T. von 44 022 und 48301
44022 = 9 - 4830 + 552
4830 = 8 - 552 + 414
552 = 1 - 414 + 138
414 = 3 - 138 + 0
Der gesuchte g. g. T. ist also 138.

L&Bt bei der Durchfiihrung des EUKLIDischen Algorithmus bereits die erste
Division den Rest 0, so ist die kleinere der beiden gegebenen Zahlen der
gesuchte g.g. T.

Der g.g.T. von 126 und 18 ist-z. B. gleich 18, denn 126 = 7 - 18 + 0.
Ist der erste Rest nicht gleich Null, so tritt auf jeden Fall nach einer be-
stimmten Anzahl von Rechenschritten (Divisionen mit Rest) der Rest 0 auf.
Die Reste werden ndmlich immer kleiner, und 0 ist die kleinste natiirliche
Zahl.

14. Bestimme den g.g.T. der folgenden Zahlen nach dem EUKLIDischen
Algorithmus|
a) 36 556 und 19 456
b) 34884 und 17 850
c) 13176 und "~ 6222
d) 46 740 und 16704

Wenn du den g.g.T. von drei Zahlen nach dem EUKLIDischen Algorith-
mus suchen willst, so bestimmst du ihn zundchst fiir zwei der gegebenen
Zahlen. Dann wendest du den EUKLIDischen Algorithmus auf den ge-
fundenen g. g.T. und die dritte Zahl an. Das ergibt den g.g.T. der drei
gegebenen Zahlen.
Zwischen dem k. g.V. und dem g. g.T. zweier Zahlen besteht ein Zusam-
menhang. Um diesen zu erkennen, zerlegen wir zuerst die zwei gegebenen
Zahlen in Primfaktoren.
I Beispiel 6:
Der Zusammenhang zwischen dem k.g.V. und dem g.g.T. soll an
den Zahlen 63 und 147 gezeigt werden.
63 =327
147 =3 -7
Die Primzahlpotenzen, die das k. g. V. ergeben, sind fett gedruckt.
Die iibrigen Potenzen sind die Faktoren des g.g. T.
Das k.g.V. ist 32 - 72 = 441,
Der g.g.T. ist3 -7 = 21.
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Multiplizieren wir nun das k. g. V. und den g. g. T. miteinander, so er-
halten wir das Produkt

32:3-72-7 = 9261.

In diesem Produkt treten alle Primzahlpotenzen aus den Zerlegungen
der beiden gegebenen Zahlen auf. Es ist also gleich dem Produkt aus
diesen beiden Zahlen.

Man bekommt also das k. g.V. zweier Zahlen, indem man das Produkt
dieser Zahlen durch ihren g.g.T. dividiert. Andererseits erhdlt man den
g.g. T. zweier Zahlen, indem man ihr Produkt durch ihr k. g. V. dividiert.

H Beispiel 7:
Wir betrachten die Zahlen 1320 und 3150.
Das k.g. V. ist 23-32-52-7-11 = 138 600.
Der g.g.T. ist2-3:5=30.

a) Wir dividieren das Produkt 1320 - 3150 = 4 158000 der beiden
Zahlen durch ihren g. g. T.:
4158000 : 30 = 138 600. Das ist ihr k. g. V.

b) Wir dividieren ihr Produkt durch ihr k. g. V.:
4158 000 : 138 600 = 30. Das ist der g. g. T. von 1320 und 3150.

3. Gebrochene Zahlen als Klassen von Briichen

15. Welche Briiche der folgenden Paare sind durch Kiirzen oder Erweitern
aus einander hervorgegangen? Schreibe diese Paare auf!

7 91 16 144 5 50

. a) " und YTy b) 2 und 207 c) 3 und 32

27 189 27 3 23 322

d) 37 und 27 e) T und 2 f) o und 576
205 100 37 851 .

g) 1—5und—7‘h) ;undm

Wir wollen jeweils die Briiche, die durch Erweitern oder durch Kiirzen aus
einander hervorgehen, zu einer Klasse zusammenfassen.
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B Beispiele:

Abb. 1a Abb. 1b

16. Suche zu jedem der folgenden Briiche weitere Briiche, die mit ihm in
derselben Klasse liegen!
2 70 8 1 7 5 7 144
a)3i b)ooi e i3 A ey N5 9) 35i h) 500
Schreibe die gefundenen Briiche einer Klasse in einen Kreis!
Wieviel Briiche gehdren zu einer Klasse?
Wie kann man nun feststellen, ob zwei Briiche in einer Klasse liegen?
Das kénnen wir zunéchst dadurch nachpriifen, daB wir beide Briiche so-
lange kiirzen, bis Z&hler und Nenner teilerfremd sind.

Fir die Briiche

7 1
14 = 7 erhalten. Beide gegebene Briiche liegen also in derselben Klasse

21
=7 beispielsweise wiirden wir — = -~ bzw.

— und Ty 2

42 14

1
wie der Bruch 2
Wir kdnnen aber auch die Produkte 21 - 14 und 42 - 7 miteinander ver-
gleichen. Wir stellen fest, daB 21 - 14 = 42 - 7 gilt.

;1 und ;c, die durch Kiirzen oder Er-

weitern aus einander hervorgegangen sind, die Gleichung
a*d=D>b"c
Diese Briiche liegen also in einer Klasse.

» Alligemein gilt fiir zwei Briiche

17. Lliegen die folgenden Briiche jeweils in einer Klasse?

38 50 204 38 100 nd =
@) g und 130 B) 3 und 45 <) 20 und 3
231 429 4 101 5 70 350 35

dyaund gz © g undy ) 5 o und

1"



Abb. 2
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Wir kdnnen Briiche auch auf einem Zahlenstrahl darstellen (Abb. 2).

pa va

-
0

L T T ' 1 T L I T T [
+ ¢ 1 1 % F 2 ¢ ¥ 3
18. Gib zu jedem eingezeichneten Punkt des Zahlenstrahls in Abbildung 2

weitere Briiche an, die diesem Punkt zugeordnet sind!

Wie hast du diese Briiche gefunden?

Zusammenfassung:

Das Kiirzen oder Erweitern eines Bruches bedeutet also, daB man von
diesem Bruch zu einem anderen Bruch derselben Klasse iibergeht. In einer
Klasse liegen also die Briiche, die alle demselben Punkt auf einem Zahlen-
strahl zugeordnet sind.
Im Lehrbuch fiir die 5. Klasse (S. 158) steht, daB Briiche, die durch Erwei-
tern oder Kiirzen aus einander hervorgehen, denselben Wert haben. Wir
wollen kiinftig sagen:
Alle Briiche, die in derselben Klasse liegen, die also alle demselben
Punkt auf einem Zahlenstrahl zugeordnet sind, stellen ein und dieselbe
Zahl dar. Wir nennen eine solche Zahl eine gebrochene Zahl. '
.2 6 18 200
So stellen z. B. die Briiche 3 9 27 300
mit diesem in einer Klasse liegen, ein und dieselbe gebrochene Zah! dar.

2 [
Die Gleichung 35 bedeutet also nicht, daB beide Briiche denselben

und alle anderen Briiche, die

2 6
Wert haben, sondern daB 3 und 9 dieselbe gebrochene Zahl bezeichnen.

4. Die Ordnung der gebrochenen Zahlen

19. Stelle fest, ob in den in der Tabelle angefiihrten Gleichungen das
Gleichheitszeichen richtig gesetzt worden ist! Wenn es notwendig ist,
setze das Zeichen , ¥+ fiir die Ungleichheit!



Natiirliche Zahlen ] Gebrochene Zaohlen

1 1

5= s 272
5 -2

7= 7 77 28

3 30

40 = 4 S T 50
7 4

100 = 201 il
1 2

350 = 350 35 %
9 10

1210 = 1400 1_6 =1

Die Aufgabe 19 zeigt noch einmal, daB dieselbe gebrochene Zahl durch

verschiedene Briiche bezeichnet werden kann, z. B.
5 20
7 2% Dagegen bezeichnen bei den- natiirlichen Zahlen verschiedene

Ziffern auch stets verschiedene Zahlen.

20. Vergleiche zur Wiederholung die folgenden gehrochenen Zahlen mit-

einander!
Welches ist die gréBere gebrochene Zahi?
R T T
a) 7 oder 73 b) 27 oder 27" c) 9 oder "
57 43 5366 5366 . 487 d 4_78
d) gg oder i @) Jygee Oder Isoori ) ggy oder 55
15 15 73 37
9) one 201 oder 900" h) - 502 oder 502

Bei den letzten Aufgaben sind entweder die Zéhler oder die Nenner der
zu vergleichenden gebrochenen Zahlen gleich groB gewesen.

Wie kann man nun von zwei beliebigen verschiedenen gebrochenen
Zahlen die gréBere oder die kleinere finden? Wir wollen dazu erst einige
Beispiele rechnen.

B Beispiel 8:
5 1
Vergleiche 7 und a!
Diese gebrochenen Zahlen sind voneinander verschieden, denn die
1
Briiche 7 un nd 77, die diese gebrochenen Zahlen bezeichnen, liegen

14"
in verschiedenen Klassen.
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Es gilt 5 - 14 &= 7 - 11. Die Briiche gehen also nicht durch Erweitern
oder Kiirzen aus einander hervor. Um festzustellen, welche der beiden
gebrochenen Zahlen gréBer bzw. kleiner ist, machen wir die beiden
Briiche gleichnamig. in diesem Fall geniigt es, den ersten Bruch mit 2
zu erweitern. Wir gehen also in der Klasse des ersten Bruches zu dem
Bruch mit dem Nenner 14 iber.

Abb. 3
. 10 11
Wir miissen also jetzt 1 mit 7 vergleichen und stellen fest, daB
0 M Damit qilt auch fiir die aebroch 3.
12 < 74 ist Damit gilt auch fir die gebrochenen Zahlen 7<%
Il Beispiel 9:
L5
Vergleiche 3% und 5

Diese gebrochenen Zahlen sind wieder voneinander verschieden, denn
es gilt 17 - 54 + 36 - 25. Zum Vergleich wéhlen wir aus den Klassen
der gebrochenen Zahlen jeweils einen Bruch so aus, daB sie beide
den gleichen Nenner haben. Das bedeutet, daB wir die gegebenen
Briiche gleichnamig machen.

Abb. 4
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Der Vergleich 1&Bt sich am leichtesten mit den Briichen durchfiihren,
die den kleinsten gemeinsamen Nenrer haben. Dieser kleinste ge-
meinsame Nenner ist das k. g. V. der Nenner der gegebenen Briche.
Wir vergleichen also die gegebenen gebrochenen Zahlen mit Hilfe der

., 51 50 5150 ) 17 25
Briiche 108 undﬁ und erkennen, daB ﬁ>mgllt. Also gilt c:ud13—6 > e

21. Fille die folgende Tabelle aus!

Vergleich

¢ Vergleich @ < . .
9 undd a-dlb-c| yong-dundb-c

a
b ld von b

42 40 42 > 40
> >

olv
olw

8IR Gle Slv wlv
-
=

48| 60
52| 65
37| 41
51| 59
201|171
97109

Wie bei den gebrochenen Zahlen der letzten Aufgabe gilt allgemein das
folgende Gesetz:

a [4

— iy . < .
P d.wenna d b c
a c

— il . > .
b d.wenna d b-c
a (4

—=—, . =b-ec
p =g Wenna d

22, Vergleiche die folgenden gebrochenen Zahlen miteinander, ohne die
gegebenen Briiche gleichnamig zu machen!
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19 40 96 155 72 184

) 3oz und 705} b)5; und 1op° ’51 und 507
50 118 i9_ 2 88

d) - 7 und - 121° ) 102 und 5 f) 7 und 7
209 95 215 351 o1 5

g) 13 und ey )105und Pres] |)2—7 und 2

23, Schreibe auf, welcher der drei Félle a < b odera = b odera > b
fur die natirlichen Zahlen der folgenden Tabelle gilt!

a| 7|8]70] 463 | 5376 | 70810
b|11]8]9s| 27| 5376 | 69001

24, Ordne die folgenden gebrochenen Zahlen nach ihrer GréBe!
2144710

772 912" 35" 11

Wie bei den natiirlichen Zahlen gilt auch fir zwei gebrochene Zahlen

a (4
v und 7

a (4 a c c

b_<d oder P =a oder _>d—
Es gibt gebrochene Zahlen, die durch Briiche mit dem Nenner 1 dargestellt
werden kdnnen. Beim Vergleich dieser gebrochenen Zahlen brauchen wir
nur die Z&hler derjenigen Briiche untereinander zu vergleichen, die den.
Nenner 1 haben.

B Beispiel 10:

4 7
1*<1—, denn 4 < 7.

Diese Briiche verhalten sich also beim Vergleich genauso wie die in ihrem
Zéshler stehenden natiirlichen Zahlen. Wenn wir uns also mit der Ordnung
der gebrochenen Zahlen beschaftigen, kénnen wir von jetzt an die Briiche
mit dem Nenner 1 durch ihre Zéhler ersetzen. So schreiben wir etwa

4 7
4 statt T oder 7 statt T



5. Die Addition von gebrochenen Zahlen
(Erg&nzung zum Abschnitt 9)

Die Addition von gebrochenen Zahlen ist gegeniiber der Addition von
natiirlichen Zahlen eine neue Rechenoperation. Man stellt die gebrochenen
Zahlen durch gleichnamige Briiche dar und addiert nur die Zahler. Den
gemeinsamen Nenner behdlt man bei:

a c a+c .

P T
B Beispiel 11:

3 5 7 27 30 56 113

3,5 ,7_2 30 s6 113
s TRty TR TR TR

Abb. 5

Das Gleichnamigmachen bedeutet hier also, in den Klassen der drei Sum-
manden zu den Briichen iiberzugehen, die einen gemeinsamen Nenner
haben. Am einfachsten ist es, den kleinsten gemeinsamen Nenner,
also das k. g.V. der drei einzelnen Nenner, zu nehmen.

25. Ergénze die folgende Tabelle!

@ c a c c a 1 c a c & a
v | a |stalatvl v | a|vta|ate
3 | 2 3 | s

3|7 B | %

12 | 40 2 | 3

" | 3 3| %

17 | 25

9 | 1

3 {00 06 04) 17



Wie bei den Aufgaben der letzten Tabelle gilt fiir die Addition zweier

gebrochener Zohlen ;—:— und %stets das
«

Kommutationsgesetz:

b 2. e et
b d d b
Du kennst dieses Gesetz schon vom Rechnen mit natiirlichen Zahlen. Wir

diirfen also auch im Bereich der gebrochenen Zahlen die Summanden
einer zweigliedrigen Summe vertauschen.

B Beispiel 12:
5 7 15+£. 15+14 14+15 14 15 7 S
st uT  u T 2 utuT 1t

26. Welches Gesetz fiir das Rechnen mit natiirlichen Zahlen wurde hier
verwendet? Woran liegt es also, daB die Addition im Bereich der
gebrochenen Zahlen kommutativ ist?

27. Vervollstandige die folgende Tabelle!

GAre G763

|2

|
\l(\

Nlw RSB uin sl wiv
o 28 3le Jlv wln
wle sl ZIN olN o la

Fur die Addition von drei gebrochenen Zahlen gilt ganz aligemein das
Assoziationsgesetz:

b o)
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Die Klammern deuten hierbei wieder an, daB du die in ihnen stehenden
gebrochenen Zahlen zuerst addieren muBt. Das Assoziationsgesetz bedeu-
tet nun aber, daB die Reihenfolge der Addition beliebig ist. Man kann
deshalb die Klammern fortlassen und einfach bﬁ 242 schreiben.

d f

28. Erkldre an dem folgenden Beispiel, warum auch im Bereich der ge-
brochenen Zahlen genau wie im Bereich der natiirlichen Zahlen das
Assoziationsgesetz gilt!

3 (5 7) 3 5+7  3+(5+7) (3+5)+7 3+5 7 (3 5) 7

-+ |-+ - ]=-t—=—= +—-=

= -+ =]+ =
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

Aus dem Kommutationsgesetz und dem Assoziationsgeset:z fiir die Addition
von gebrochenen Zahlen folgt nun wieder wie beim Rechnen mit natiir-
lichen Zahlen, daB in einer mehrgliedrigen Summe von gebrochenen Zah-
len die Reihenfolge der Summanden beliebig ist.

Gebrochene Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen
lassen, verhalten sich bei der Addition wieder wie die natiirlichen Zahlen.

W Beispiel 13:
9 4 13

—+—=—und 9 + 4 = 13.
1 1 1

Auch bei der Addition kénnen wir also die Briiche mit dem Nenner 1 durch
ihre Zéhler ersetzen.

Il Beispiel 14:
4 19
3 + L 5+ -l‘ Als Ergebnis erhalten wir 5— = —.
1 3 3 3 3

Im Bereich der hatiirlichen Zahlen galt stets a + 0 = a.

Es gibt auch im Bereich der gebrochenen Zahlen eine Zahl, die sich wie
die Null im Bereich der natiirlichen Zahlen verhélt. Das ist die gebrochene

Zahl, die durch alle Briiche bezeichnet werden kann, die aus —g durch
Erweitern hervorgehen. Sie ist die kleinste gebrochene Zahl. Fiir jede
andere gebrochene Zuhlzc (c # 0 und d =+ 0) gilt namlich %<—:—. weil
stets0 - d <1 - c gilt.



@ Beispiel 15:
a)

7
b) = Abb. 6

Wir kénnen deshr.:lb-:3 und alle anderen Briiche aus der gleichen Klasse

durch die natiirliche Zahl 0 ersetzen.
) Briiche, deren Nenner gleich Null sind, stellen keine g
Zahlen dar.

3.5 . . - .
Um z. B. die Summe — + 9 berechnen zu kdnnen, miiBten wir die Erwei-

hroch

terung von Briichen mit Null zulassen, da wir die Summanden nicht anders
gleichnamig machen kénnen. Der ,Hauptnenner wére n&mlich Null. Wenn
wir aber mit Null erweitern diirften, kdnnten wir alle Briiche auf die Form

0, .
o bringen.
Dann wiirden alle Briiche in einer Klasse liegen, also untereinander gleich

sein. Das ist aber sicher falsch, da es dann nur eine gebrochene Zahl
gabe.

6. Die Subtraktion von gebrochenen Zahlen
(Ergénzung zum Abschnitt 9)

Beim Rechnen mit natiirlichen Zahlen hast du die Subtraktion als Umkeh-
rung der Addition kennengelernt. Die Bestimmung der Zahl zx, fir die
x + b = a gilt, fuhrte auf die Differenz x = a — b. Ebenso ist die Sub-
traktion von gebrochenen Zahlen d|e Umkehrung der Addition im Bere|ch

der gebrochenen Zahlen. Statt < + _t = z schreiben wir £ =% _ <.
Yy
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Wir missen dabei wie im Bereich der natiirlichen Zahlen den Minuenden

—Z- und den Subtrahenden L[ wieder so wdhlen, daB der Subtrahend nicht
«

gréBer als der Minuend ist. Sonst ist die Subtroktion im Bereich der ge-
brochenen Zahlen nicht méglich.

Gebrochene Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen
lassen, verhalten sich bei der Subtraktion wieder wie natiirliche Zahlen.

M Beispiel 16:

B_5_¢ und andererseits 15 - 9 = 6.

1 1 1
Wir kdnnen also wie bisher auch hier die Briiche mit dem Nenner 1 durch
ihre Z&hler ersetzen.

H Beispiel 17:
w0 % 106

10 6 1 1 1
Im Bereich der natiirlichen Zahlen gilt: 10 - 6 — 4.

29. Rechne ebenso, und vergleiche jede Aufgabe mit der entsprechenden
Aufgabe im Bereich der natiirlichen Zahlen!

195 153 432 414 357 208 925 493

13 17 b T 18 L BT d 57

7. Die Multiplikation von gebrochenen Zahlen
(Ergénzung zum Abschnitt 12)

Wir haben gelernt, daB die Briiche mit dem Nenner 1 beim Vergleichen,
beim Addieren und beim Subtrahieren durch natiirliche Zahlen ersetzt
werden kdnnen. Wir konnten also bis jetzt mit ihnen wie mit natiirlichen
Zahlen rechnen.

Nun wollen wir auch die Multiplikation von gebrochenen Zahlen so fest-
legen, daB sich bei ihr die durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellbaren
gebrochenen Zahlen wieder genauso verhalten wie die natiirlichen Zahlen.
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Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, wie diese gebrochenen Zahlen multipli-
ziert werden missen.

B Beispiel 18: 1
4 5 x
—-—=—"+Da 4 - 5 = 20 qilt, setzen wir fest:
11 y
45 2
11 1

Man kdnnte nun denken, daB sich fiir die Multiplikation eine &hnliche
Regel ergibt wie fiir die Addition. Das Ergebnis 21—0 kénnte ja dadurch
erhalten werden, daB man die Z&hler multipliziert und den gemeinsamen

4 5 8 10
Nenner beibehélt. Gehen wir aber von 3 und—1 zu den Briichen 2 und —

aus den gleichen Klassen iiber, so hé&tten wir das Produkt —:? 2u be-
stimmen.

Rechnen wir auch dieses Produkt so aus, daB wir die Zéhler multiplizieren
und den Nenner beibehalten, so bekommen wir als Ergebnis 8_20 Dieser

Bruch liegt aber nicht in derselben Klosse wie ? Die beiden Briiche

stellen also nicht dieselbe gebrochene Zahl dar.
4

20 5
Nun kdénnen wir aber T aus 3 und 3 auch so erhalten, daB wir die
Zéahler miteinander multiplizieren und die Nenner miteinander multiplizie-
ren. Gehen wir jetzt zu anderen Briichen aus den. jeweiligen Klassen
iiber, so erhalten wir stets dasselbe Ergebnis.

B Beispiel 19:
8 10 80 20
92T

5

20 25 _ 500 _ 20

5 5 5 1

Wir setzen deshalb fest:



Zwei gebroch Zahlen d iteinand Itipliziert, indem man in den

P> sie darstellenden Briichen Z&hler mit Zéhler und Nenner mit Nenner multi-
pliziert,

30. Ergénze die folgende Tabelle!

a " 143 (4 c a
Dlal v a4
18] 9
25|
3 |21
7 |25
36| 4
7|7
5 |11
9|2
45
13|13

Hinweis: Kiirze vor dem Multiplizieren, wenn es méglich ist!

Genauso wie fiir die Multiplikation von natirlichen Zahlen gilt auch fur
die Multiplikation von gebrochenen Zaohlen das Kommutations-
gesetz:

c.a
d b

>

Q"Iﬁ

o

Ebenso *gilt auch fiir die Multiplikation von gebrochenen Zahlen das
Assoziationsgesetz:

afe.e)=(r.e).e.
b (d f (b d) !

Auch das Distributionsgesetz, das wir von den natiirlichen
Zahlen her schon kennen, bleibt im Bereich der gebrochenen Zahlen

gliltig:
3

> il

+

=R

a
+ -
b

¢ e,
d r

CAE



B Beispiel 20:

7‘+2_7_(3_6 E) 7_(i+2_)_l‘_
°’3(5 9) 3\4s 45 B35 79735
7 (4 2 7 46 7 (4 2 28
—(—=+ == - .— — =+ =)= —+

3(5 9) 3 45 3(5 9) 15

7 (4 2 322 7(4 2 252
—= 4+ =)= — —_—— 4 =)= = 4

3(5 9) 135 3\5 9) 135

7 (4 2 322

A AR

3(5 9) 135

Im Bereich der natiirlichen Zahlen galt stets a + 1 = a. Es

+
W~
o~

1%

27
70
135

gibt auch im

Bereich der gebrochenen Zahlen eine Zahl, die sich bei der Multiplikation

so verhdlt wie die 1 bei der Multiplikation von natiirlichen

Zahlen. Sie

wird durch alle Briiche dargestellt, die in derselben Klasse wie der Bruch

1
T liegen, die also aus ihm durch Erweitern hervorgehen:

Abb. 7

B Beispiel 21:

-~

(Kiirzen)

g
SN ojwn

31. Welche Zahl verhélt sich bei der Multiplikation von

gebrochenen

Zahlen genauso wie die Null bei der Multiplikation von natiirlichen

Zahlen?
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8. Die Division von gebrochenen Zahlen
(Erg&nzung zum Abschnitt 13)

Wir wollen auch bei der Division von gebrochenen Zahlen erreichen, daB
sich die durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellbaren gebrochenen Zahlen
genauso verhalten wie die natiirlichen Zahlen beim Dividieren. Wir tber-
legen uns nun, wie wir die Division gebrochener Zahlen erkldren miissen,
um diese Forderung zu erfiillen.

B Beispiel 22:
a) 21—0::—= ;— . Da20:4 = 5, setzen wir fest:
204 5
171 1
b) ? ::—= 1T° Entsprechend ist 30 : 3 10
<) ? : :—= :— . Entsprechend ist 63:7 = 9

Wir betrachten noch einmal die eben gerechneten Aufgaben im Beispiel 22.
20 4 . ) )
Bei der Division ) :Terhclten wir das Ergebnis T auch, wenn wir fol-

gendermaBen rechnen:

Statt zu dividieren, multiplizieren wir also den Dividenden mit dem Kehr-
wert des Divisors. Daran é&ndert sich auch nichts, wenn wir Dividend und
Divisor beliebig erweitern:

5 100 5 40 5.40 1
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32. Priife auch an den Beispielen 22b und 22 ¢ nach, ob die Multipli-
kation des Dividenden mit dem Kehrwert des Divisors dieselben Er-
gebnisse liefert! Benutze dabei auch beliebig erweiterte Briiche!

Wir setzen allgemein fest:
b'd b ¢

> Zwei gebroch Zahlen den dividiert, indem der Dividend mit dem Kehr-
wert des Divisors multipliziert wird.

Die Division ist uns aus dem Bereich der natiirlichen Zahlen bereits als
Umkehrung der Multiplikation bekannt. Dort muB aber der Dividend ein
Vielfaches des Divisors sein, da sonst die Division im Bereich der natiir-
lichen Zahlen nicht ausfiihrbar ist. In unserem neuen Zahlbereich, dem
Bereich der gebrochenen Zahlen, ist nun die Divisionimmeraus-
fihrbar.

b
Aus &5 C z_c.a om_cb
by d fOIQty d b'csoy d-a
Das bedeutet:
Bei det Division von gebroch Zahlen erhélt man als Ergebnis stets wieder

eine gebrochene Zahl.

Wir kénnen jedoch nicht durch die gebrochene Zahl dividieren, die durch
Briiche mit dem Z&hler 0 dargestellt werden kann.

Ml Beispiel 23:

Wir sehen, daB wir in diesem Fall immer einen Bruch erhalten wiirden,
dessen Nenner gleich Null ist. Diese Briiche stellen aber keine gebroche-
nen Zahlen dar.

Da wir die Briiche mit dem Zahler 0 durch die natiirliche Zahl 0 ersetzen
kénnen, sagen wir auch im Bereich der gebrochenen Zahlen:

P Durch Null kann nicht dividiert werden.

Wadhrend im Bereich der gebrochenen Zahlen die Division immer aus-
gefiihrt werden kann, ist dies bei der Subtraktion nicht immer méglich.

Die Subtraktion ist nur dann ausfiihrbar, wenn der Subtrahend nicht
gréBer ist als der Minuend. Wir werden uns deshalb spater noch-
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mals einen neuen Zahlbereich aufbauen, in dem dann alle vier Grund-
rechenoperationen uneingeschrénkt ausfiihrbar sein werden.
Zusammenfassend stellen wir noch einmal fest, daB sich die gebrochenen
Zahlen, die sich durch Briiche mit dem Nenner 1 darstellen lassen, beim
Vergleichen und bei allen vier Grundrechenoperationen wie die natiirlichen
Zahlen verhalten:

gebrochene Zahlen natiirliche Zahlen
3_3 5=5

1 1

7 10

—< — 7<10
1<1

3,58 3+5=28
1 1 1

2 7.5 12-7=75
1 1 1

6§ 5_% 65 =30
1 1 1

0. 18_5 90:18 = 5
1 1 1

Aus diesem Grunde kénnen wir die Briiche mit dem Nenner 1 beim Ver-
gleichen und beim Rechnen durch natiirliche Zahlen, némlich durch ihre
Zghler, ersetzen. Umgekehrt kénnen wir aber auch die natiirlichen Zahlen

durch Briiche mit dem Nenner 1 ersetzen. Statt 5; 8; 23 kénnen wir z. B.
5 8 23 .

—; —; — schreiben.

1 1 1

Wir wissen, daB Briiche, die durch Erweitern aus einander hervorgehen, in
einer Klasse liegen, also dieselbe gebrochene Zahl darstellen. Deshalb
kénnen auch die Briiche, die sich durch Erweitern aus den Briichen mit dem

Nenner 1 ergeben, durch natiirliche Zahlen ersetzt werden.

I Beispiel 24:

E =—j kann durch 6 ersetzt werden.

5
27 .27 9
Umgekehrt kann man z. B. 9 durch 3 ersetzen, denn es gilt 37T
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Durch diese Ersetzungsméglichkeit sind die Regeln, die du in deinem Lehr-
buch fiir die ,Multiplikation eines Bruches mit einer ganzen Zahl" und fiir
die ,Division eines Bruches durch eine ganze Zahl" findest, Uiberflissig
geworden.!

Du kannst in solchen Aufgaben die natiirlichen Zahlen durch Briiche mit
dem Nenner 1 ersetzen und dann die Regeln fiir die Multiplikation und
die Division von gebrochenen Zahlen anwenden.

B Beispiel 25:
a7 51 5.1 5
U o 14 5 16 1_14-1_14
b)_‘5=_'—=_._=—_—
3 3 1 3 5 3.5 15

Wenn es méglich ist, kiirze vor dem Ausrechnen!
36 36 9 36 1 36-1_ 4.1 4
c)—:‘):—:—=-—.—=—=——=—
5 5 1 5 9 5.9 5.1 5

9. Darstellung von gebrochenen Zahlen
durch Dezimalzahlen
(Ergénzung zum Abschnitt 17)

Oft ist es #ir das Rechnen bequemer, statt der bisher betrachteten gebro-
chenen Zahlen Dezimalzahlen zu benutzen. Wir wollen jetzt zeigen, daB
beide Schreibweisen gleichwertig sind, falls wir nur periodische
Dezimalzahlen betrachten.

Im Bereich der gebrochenen Zahlen ist die Division uneingeschrankt aus-
fihrbar, wenn der Divisor nicht Null ist. Also kdnnen wir die gebrochene
Zahl bestimmen, die die folgende Gleichung erfiillt:

§ 3

1 y EN

1 Anmerkung: AuBerdem handelt es sich hier nicht um ganze Zahlen, sondern um natiirliche
Zahlen.
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Sie wird durch Dividieren berechnet:

(2]
-l

Nun wissen wir aber andererseits, daB wir Briiche mit dem Nenner 1 bei
allen Rechenoperationen durch natiirliche Zahlen ersetzen kdénnen. Statt
k3 3

1

Y
ein und dieselbe Zahl einmal durch den Bruch ~: und einmal durch das

8 " . &€ . __—
:—1 kénnen wir also auch = = 3 : 8 schreiben. Wir kénnen also
Y

Ergebnis der Divisionsaufgabe 3 :8 darstellen.

Da die Division nur fiir den Fall erklért ist, in dem der Divisor von Null
verschieden ist, erkennen wir hier noch einmal, daB Briiche mit dem
Nenner 0 sinnlos sind.

Wir kénnen also fiir beliebige Briiche ib’ den Quotienten a : b schreiben,
wenn b %= 0 gilt:

o

—=ua:b (b0
0

Mit Hilfe dieser Beziehung kdnnen wir jetzt jede gebrochene Zahl durch
eine periodische Dezimalzahl darstellen. Beispiele dazu findest du im
Lehrbuch, Abschnitt 17.

Falls in einer Dezimalzahl von einer bestimmten Stelle an nur Nullen auf-
treten, falls die Periode also nur die Ziffer O enthdlt, schreiben wir diese
Nullen nicht hin und sagen: Die Dezimalzahl ist endlich.

Bei der Darstellung einer gebrochenen Zahl durch eine Dezimalzahl ent-
steht immer eine periodische Dezimalzahl. Das muB bewiesen wer-
den. Diesen Beweis kdnnen wir aber in der sechsten Klasse noch nicht
fihren. Wir wollen uns nun noch iberlegen, daB umgekehrt jede perio-
dische Dezimalzahl auch eine gebrochene Zahl darstellt.

Endliche Dezimalzahlen stellen gebrochene Zahlen dar. Das wurde bereits
im Lehrbuch im Abschnitt 17 beschrieben. .

Wir Uberlegen uns nun, daB auch durch jede unendliche periodische
Dezimalzahl eine gebrochene Zahl dargestelit wird.
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W Beispiel 26:

Welche gebrochene Zahl wird durch 0,3 dargestellt?

Wir bilden das Zehnfache von 0,3. Dazu miissen wir das Komma um
eine Stelle nach rechts riicken. Wir erhalten als Zehnfaches von

0,3 also die Dezimalzahl 3.3. Dabei steht hinter dem Komma wieder
unendlich oft die Ziffer 3. Nun subtrahieren wir 0,3 von 3,3. Als Diffe-

renz erhalten wir 3. Dies ist dann das Neunfache von 0,3. Also ist 0,3
der neunte Teil von 3. Wir erhalten

03 =2~
s

wla

Wenn wir die Dezimalzahl 0,3 mit x bezeichnen, kénnen wir den
Rechengang kiirzer aufschreiben:

x = 05
Das Zehnfache: 10x =33
Das Einfache abziehen: z =03
Das Neunfache: 9x =3
3
r =
9
1
r =—
3

I Beispiel 27:

Welche gebrochene Zahi wird durch 0,235 dargestelit?
Hier ist die Periode dreistellig. Um bei der Subtraktion hinter dem
Komma nur Nullen zu erhalten, multiplizieren wir mit 1000:

1000 x = 235,235
z = 0235
999 x = 235
_
999
Il Beispiel 28:

Welche gebrochene Zahl wird durch 0,236 dargestellt?
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Hier multiplizieren wir einmal mit 1000 und einmal mit 100:
1000 x = 236,6

100 x = 236
900 x = 213
213
=2
900
7
z =1
300

Wir erkennen, daB jede periodische Dezimalzahl eine gebrochene Zahl
darstellt. Gleichzeitig haben wir ein Verfahren kennengelernt, um diese
gebrochene Zahl zu finden.

Auch hier wollen wir den allgemeinen Beweis nicht fiihren. Du erkennst
aber an den Beispielen, daB dieses Verfahren wegen der Perioden grund-
sétzlich durchfithrbar ist.

10. Vom Beweisen geometrischer Sdtze
(Ergénzung zum Abschnitt 33)

1. Beim genauen Betrachten sorgféltig gezeichneter Figuren fallen uns

manche Eigenschaften auf, die bei allen gleichartigen Figuren (z. B. bei

allen gleichschenkligen Dreiecken) aufzutreten scheinen. Wir fassen unsere

Beobachtungen dann in einem geometrischen Satz zusammen, z. B.

P In allen gleichschenkligen Dreiec sind die beiden Basiswinkel jeweil:
gleich groB.

Das ist an sich eing voreilige Behauptung, denn wir haben keineswegs
alle gleichschenkligen Dreiecke untersucht, sondern haben unsere Aus-
sage nur an einigen Dreiecken bestdtigt gefunden. Solche Aussagen
kénnen aber durchaus falsch sein.

Da wir aber wegen der meist unbegrenzt groBen Anzahl nicht séamtliche
Figuren untersuchen kénnen, muB fiir solche Aussagen, die nur aus einigen
Figuren gewonnen (d. h. vermutet) wurden, die Allgemeingiiltigkeit auf
andere Weise gezeigt (d. h. bewiesen) werden.

Aber auch aus zwei anderen Griinden ist es nicht angéngig, lediglich
durch Betrachten oder Vermessen von Figuren Aussagen als allgemein-
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giiltig bewiesen zu betrachten. Wenn wir z. B. eine Anzahl von Quadraten,
Rechtecken und gleichschenkligen Trapezen konstruieren, ihre Diagonalen
einzeichnen und diese sorgféltig mit Hilfe des Zirkels vergleichen, kdnnten
wir zu der Aussage verleitet werden:

In allen Vierecken sind die beiden Diagonalen jeweils gleich lang.

Dabei wiirden wir in doppelter Weise voreilig handeln. Denn einmal ist es
nicht schwer, Vierecke zu zeichnen, fiir die das nicht zutrifft. Wir hétten also
héchstens sagen diirfen:

Es gibt Vierecke, deren beide Diagonalen gleich lang sind.

Zweitens miissen wir aber die Frage stellen, ob wir denn iiberhaupt die
Lénge der Diagonalen so genau feststellen kénnen, daB wir mit solcher

I

Abb. 8
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Sicherheit daraus auf die Gleichheit der Diagonalenléngen bei den unter-

suchten Figuren schlieBen kénnen. Das ist sicher nicht der Fall. Denn beim

Betrachten von Figuren unterliegen wir oft Téuschungen und beim Ver-

messen kdnnen immer nur N&herungswerte ermittelt werden.

@ Versuche festzustellen, welche der in Abbildung 8 dargestellten
Rechtecke den gleichen Flicheninhalt haben, einmal durch Schdt-
zen, dann durch maéglichst exaktes Messen!

Wir stellen also fest:

Das Betrachten und Vermessen einzelner Figuren bietet keine hinreichende

Sicherheit, um Aussagen in geometrischen Sé&tzen als richtig zu erweisen.

Denn einmal sollen geometrische Sdtze mdglichst Aussagen enthalten, die

fiir alle Figuren einer bestimmten Art richtig sind, d. h., sie sollen Eigen-

schaften einer ganzen Klasse von Figuren (z. B. aller gleichschenkligen

Dreiecke, aller Vierecke) zum Inhalt haben. Zum anderen sind aber

dabei Zufdélligkeiten (Téuschungen, MeBfehler u. a.) nicht ausgeschlossen,

so daB selbst die Richtigkeit einer Einzelaussage nicht véllig gesichert ist.

2. Wohl aber kdnnen Untersuchungen an einer Anzahl von Figuren zum

Aufdecken geometrischer Eigenschaften fiihren, die dann als Vermutung

ausgesprochen werden kénnen. So haben wir bisher schon eine ganze

Anzahl geometrischer Eigenschaften durch bestimmte Bewegungen einer

Figur entdeckt. Wir lernten bisher das Umklappen der Figur um eine

Gerade und das Verschieben léngs einer Geraden kennen.

a) Beim Umklappen wird das Gebilde (Punkt, Strecke, Winkel, Figur) so
lange um die Achse der Umklappung bewegt, bis es (natiirlich im allge-
meinen an einer anderen Stelle) wieder in derselben Ebene liegt. Als
Modell benutzten wir das Falten des Zeichenblattes léngs dieser Ge-
raden. Wir haben dabei als selbstversténdlich angenommen, daB sich
die umgeklappte Figur wihrend dieser Bewegung nicht veréndert, so
daB sie zwar in einer neuen Lage, aber nach Gré8e und Gestalt un-
veréndert erscheint. Aus dieser Bewegung haben wir z. B. die Séatze
iiber die Achsensymmetrie gewonnen.

b) Beim Verschieben eines Gebildes (Punkt, Strecke, Winkel, Figur) langs
einer Geraden setzen wir ebenfalls voraus, daB das Gebilde wéahrend
dieser Bewegung keinerlei Verénderungen in bezug auf GréBe und
Gestalt erfahrt.

Diese Festlegung wollen wir nun auf die Figur in Abbildung 23a im
Lehrbuch Mathematik fiir die 6. Klasse ubertragen.

Der Winkel  wird langs der Geraden g, verschoben und geht da-
durch in den Winkel 3, tiber. (Die Gerade g geht dabei in die Gerade
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Abb. 9

g, lber.) Wenn wir nun Winkelpaare (wie & und 4,), deren einer
Winkel bei einer solchen Verschiebung in den anderen iibetgeht, Stufen-
winkel an Parallelen nennen, so kénnen wir den folgenden Satz her-
leiten:

P Stufenwinkel an Parallelen sind stets jeweils gleich gro8.

Das Uberfiihren eines geometrischen Gebildes in ein anderes durch eins
der genannten Verfahren bezeichnet man kurz als Bewegung. Bei jeder
Bewegung bleibt also das Gebilde nach GréBe und Gestalt unveréndert,
so daB es moglich ist, zu einer Figur durch Bewegungen eine beliebige
Anzahl weiterer Figuren zu erzeugen, die alle dieselbe GroBe und Gestalt
haben. (Bewegungen 1 in Abb. 9). Umgekehrt ist natiirlich auch méglich,
diese Figuren durch Bewegungen wieder so aufeinanderzulegen, daB sie
sich vdllig decken. (Bewegungen 2 in Abb. 9). Man nennt solche Gebilde
deckungsgleich oder kong t. Es leuchtet anschaulich ein, daB es im
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zweiten Fall nicht nétig ist, die Figuren durch Bewegungen unbedingt wie-
der mit der Ausgangsfigur | zur Deckung zu bringen. Man kénnte natiir-
lich auch alle z. B. mit der Figur Il zur Deckung bringen (Abb. 10). Unter
den kongruenten Figuren ist also offenbar keine besonders ausgezeichnet.
Man sagt deshalb auch, sie bilden eine Kongruenzklasse.

Abb. 10

3. Wenn also Figuren auch oft Anregungen zum Untersuchen und Fest-
stellen besonderer Eigenschaften und damit zum Vermuten geometrischer
Satze geben kdnnen, bedarf die Richtigkeit und Allgemeingiltigkeit einer
solchen Aussage im allgemeinen eines Beweises, der nicht bloB auf der
Anschauung beruhen kann. Er muB vielmehr durch Uberlegungen gefihrt
werden, die zur Begriindung immer nur Tatsachen benutzen, deren Richtig-
keit schon vorher durch Festlegungen oder andere Beweise gesichert ist.
a) Einige geometrische Satze lassen sich unmittelbar aus der Festlegung
(Definition) eines Fachbegriffs herleiten, ohne daB zum Beweis noch
andere Satze benétigt werden.
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B Beispiele:
Der Satz In allen gleichschenkligen Dreiecken sind jeweils zwei Seiten
gleich lang laBt sich unmittelbar aus der Festlegung des Fachbegriffs
«gleichschenkliges Dreieck” herleiten und als richtig erkennen. Bekanntlich
soll némlich ein Dreieck gerade dann gleichschenklig heiBen, wenn zwei
seiner Seiten gleiche Lange haben.
Der Satz Alle Nebenwinkel betragen zusammen jeweils 180° aBt sich
allein aus der Festlegung des Begriffs ,Nebenwinkel” herleiten und bewei-
sen. Diese lautet bekanntlich: ,Nebenwinkel sind solche Winkelpaare, die
entstehen, wenn von einem Punkt einer Geraden aus in beliebiger Rich-
tung ein Strahl gezeichnet wird.” Beide so entstehenden Winkel ergeben
dann ndmlich stets zusammen einen gestreckten Winkel, also 180 °, da ja
nach der Definition das eine Schenkelpaar der Nebenwinkel die Ausgangs-
gerade bildet.

b) Die Mehrzahl geometrischer Sétze bedarf aber zum Beweis einer mehr
oder minder langen Kette von Schliissen, die immer wieder mit Hilfe
bereits bewiesener Satze oder gewisser grundlegender Festsetzungen
vollzogen werden miissen. Das geschieht folgendermaBen.

I Beispiel 29:

In Abbildung 11 werden nach unserer Festlegung Winkel @ und Winkel g
als Scheitelwinkel bezeichnet. Beim Betrachten der Figur vermutet man, daB
Scheitelwinkel stets gleich groB sind. Um die Richtigkeit dieser Vermutung
zu beweisen, versuchen wir, aus solchen Séatzen, die bereits durch Beweis

[

Abb. 11

gesichert sind, Folgerungen auf die GréBe der Winkel « und f zu ziehen.
Offenbar sind die Winkel « und 7 bzw. 8 und y Nebenwinkel, betrogen
also, wie schon bewiesen wurde, jeweils zusammen 180°. Folglich gilt:
a = 180° - y, und entsprechend: = 180° - y.

Da sowohl a als auch § demselben dritten Winkel (eben 180 ° - y) gleich
sind, sind sie auch untereinander gleich. Da iber die GréBe von « und -/}
keine besonderen Voraussetzungen gemacht wurden, ist damit die Gleich-
heit der Scheitelwinkel ganz allgemein als richtig erwiesen.

36



B Beispiel 30:

Es soll bewiesen werden, daB Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
stets jeweils gleich groB sind. In Abbildung 12 sind offenbar die Winkel
a und B nach der Begriffsfestiegung zwei zusammengehérige Wechsel-
winkel. lhre Gleichheit soll mit Hilfe anderer, bereits gesicherter S&tze be-

wiesen werden.
/-K

9

2

0 %
Abb. 12

Dazu muB als erstes gesichert sein (um Uberhaupt zum Winkel a einen
Wechselwinkel 8 erhalten zu kénnen), daB es méglich ist, zur Geraden g,
durch den Punkt P (der nicht auf g, liegt), stets eine Parallele, aber auch
nur eine einzige Parallele (d. h. kiirzer: genau eine Parallele g,) zu zeich-
nen. Wir setzen voraus, daB diese Méglichkeit immer gegeben ist. Dann
kann der Beweis folgendermaBen gefiihrt werden.

Ausfiihrliche Form ' Kurzform

Winkel 8 und Winkel y sind Scheitelwinkel. Es B = 7y als Scheitel-
wurde bereits bewiesen, daB Scheitelwinkel winkel

stets gleich groB sind.

Winkel « und Winkel y sind Stufenwinkel an

geschnittenen Parallelen.  Deren Gleichheit a =y als Stufen-

wurde auf Grund der Erzeugung durch Ver- winkel an

schiebung als gesichert angenommen. geschnittenen
Parallelen

Daraus folgt:

Wenn die Winkel @ und 8 ein und demselben
dritten Winkel y gleich sind, miissen sie auch « = f§ (Drittengleich-
untereinander gleich sein (Grundsatz von der heit),
Drittengleichheit). was zu beweisen war.
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W Beispiel 31:

Es ist zu beweisen:

Die Summe der Innenwinkel betrdgt in jedem Dreieck 180°. In Abbil-
dung 91 des Lehrbuches ist durch den Eckpunkt C des Dreiecks ABC die
Parallele zur Seite AB gezeichnet. Wir setzen auch hierbei wieder voraus,
daB sich zu einer Geraden durch einen nicht auf ihr gelegenen Punkt ge-
nau eine Parallele ziehen 1&Bt. Dann kdnnen wir folgendermaBen
schlieBen:

Behauptung (die es zu beweisen gilt):

< CAB + <X ABC + < BCA = 180°
Voraussetzung (fir die Beweisfiihrung):

Gerade durch ECD || AB (Il lies: parallel zu)

Beweis:

< DCA + < BCA + <X BCE 180° nach Voraussetzung (d. h., sie er-
geben zusammen einen gestreckten Winkel, weil nach Voraussetzung
E, C und D auf einer Geraden liegen)

<X DCA = <. CAB nach Voraussetzung als Wechselwinkel an geschnittenen
Parallelen (,nach Voraussetzung" deshalb, weil dadurch CD und AB als
parallel gesichert sind; ,als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen”
darf deshalb als Begriindung angegeben werden, weil wir vorher im Bei-
spiel 30 die Gleichheit der Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen be-
wiesen haben)

<. BCE = <X ABC ebenfalls nach Voraussetzung als Wechselwinkel an ge-
schnittenen Parallelen.

< CAB + <LBCA + < ABC = 180 ° (da wir offenbar ohne Zerstdrung
der Gleichheit in der ersten Gleichung des Beweises an Stelle von <C DCA
den gleich groBen Wert <L CAB und entsprechend an Stelle von <X BCE
auch <X ABC schreiben diirfen).

4 CAB + < ABC + < BCA = 180 ° (Anwendung des Kommutationsge-
setzes der Addition). Das ist aber die am Anfang stehende Behauptung,
die damit als richtig bewiesen ist. Wir miissen also sehr genau darauf
achten, daB wir bei einer Beweisfiihrung nur solche Aussagen und Sétze
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benutzen, die vorher durch eine stichhaltige Begriindung bewiesen oder als
gliltig vorausgesetzt wurden. Dadurch ergibt sich meist eine ganze Kette
von Aussagen und Sétzen, die fiir die Beweisfilhrung nacheinander be-
nétigt werden. Fir unser Beispiel sieht das folgendermaBen aus:

Es wurde hergeleitet

aus der Festlegung des Begriffs
+Nebenwinkel”-

aus dem Satz von der Neben-
winkelsumme

aus der Kongruenz der Figuren
bei Parallelverschiebung

aus dem Satz von der Gleichheit
der Stufenwinkel an Parallelen
und dem Satz von der Scheitel-
winkelgleichheit

aus dem Satz von der Gleichheit
der Wechselwinkel an Parallelen

der Satz von der Nebenwinkel-
summe,

der Satz von der Scheitelwinkel-
gleichheit,

der Satz von der Gleichheit der
Stufenwinkel an Parallelen,

der Satz von der Gleichheit der
Wechselwinkel an Parallelen,

der Satz von der Winkelsumme
im Dreieck
(der zu beweisen war).

In der Geometrie (wie in der Mathematik (iberhaupt) ist deshalb ein syste-
matischer, liickenloser Aufbau (von einigen Grundbegriffen und grund-
legenden Sdtzen ausgehend) erforderlich, um das ganze Gebdude zu
sichern. Man spricht von einem axiomatischen Aufbau.

Aufgaben

1. Beweise den Winkelsummensatz im Dreieck in Anlehnung an Abbil-
dung 13 und begriinde jeden Beweisschritt ausfiihrlich!

B D Abb. 13
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2. Stelle die beiden Beweise zum AuBenwinkelsatz im Dreieck, die im
Lehrbuch auf S. 137 in Worten beschrieben sind, in Kurzform dar mit
Angabe der Begriindung fiir jeden Beweisschritt!

3. Verfahre genauso mit Satz 5 des Lehrbuchs auf S. 103!

4. a) Zeichne ein beliebiges Viereck mit einer der beiden Diagonalen!
Was fiir Teilfiguren entstehen?

b) Leite daraus einen Satz iiber die Innenwinkelsumme im Viereck aus
der Anschauung her! Gilt er wohl fiir alle Vierecke?

¢) Beweise die Richtigkeit des von dir vermuteten Satzes!

d) Zeichne auch die vier AuBenwinkel ein! Versuche einen Satz Uber
die Summe dieser AuBenwinkel zu finden und beweise seine Rich-
tigkeit!

5. a) Verfahre genauso mit einem Fiinfeck, einem Sechseck . . .!

b) Kénntest du auch fiir ein Vieleck mit 100 Seiten und 100 Ecken die
Summe der Innen- bzw. AuBenwinkel angeben?

Versuche auch diese Sé&tze zu beweisen!

6. Welche der folgenden Formulierungen ist bei den Sdatzen iiber die
Summe der Innenwinkel, liber die Summe der AuBenwinkel, iiber die
GréBe eines AuBenwinkels beim Dreieck richtig:

JFir alle Dreiecke gilt:...” oder
+Es gibt Dreiecke, ftir die gilt:..."?

11. Von den Kongruenzklassen
geometrischer Figuren
(Ergénzungen zum Abschnitt 37)

Schneide aus quadratisch kariertem Papier je fiinf Figuren aus, wie sie in
Abbildung 14 gezeigt werden!

Abb. 14
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Kennzeichne die 20 Vierecke mit je einem roten, die fiinf Dreiecke mit je
einem blauen Kreuz!

Mische dann alle 25 Blattchen gut durcheinander!

Wir wollen jetzt die Figuren wieder sortieren.

Man sagt auch: Aus der Menge aller Figuren sollen Teilmengen gebildet
werden, deren Elemente bestimmte gleiche Eigenschaften haben. Du wirst
einsehen, daB das nur méglich ist, wenn wir die Elemente nach solchen
Eigenschaften ordnen (z. B. nach der Anzahl der Ecken). Dann kann jede
Figur eindeutig einer der Teilmengen, aber nicht zugleich auch einer an-
deren zugewiesen werden (entweder ist es ein Dreieck oder ein
Viereck). AuBerdem darf keine Figur ,librigbleiben®, d. h. zu keiner der
gewdhlten Teilmengen passen.

Fir eine solche Einordnung in bestimmte Teilmengen sagt man auch:

Es soll eine Klasseneinteilung vorgenommen werden (wobei alle Elemente
einer Klasse gewisse gleiche Eigenschaften besitzen sollen).
" Das kann in sehr verschiedener Weise geschehen.

B Beispiel 32a:

Die eine Klasse soll (wie oben schon erwéhnt) alle Vierecke, die andere
alle Dreiecke enthalten. Dazu miissen wir entweder bei jeder Figur die
Ecken oder die Seiten oder die Winkel zéhlen oder wir miissen auf die
Farben der aufgezeichneten Kreuze achten. Es ist offenbar hinreichend,
wenn wir beim Sortieren auf eins dieser Merkmale achten.

Il Beispiel 32b:

Die eine Klasse soll alle Figuren umfassen, die rechte Winkel haben, die
andere Klasse die Figuren ohne rechte Winkel.

Dazu miissen wir tatsdchlich auf die GréBe der Winkel achten, denn die
Anzahl der Ecken, Seiten, Winkel und die Farbe der Kreuze ist nicht ent-
scheidend fiir diese Klasseneinteilung. Wohl aber ist es notwendig, daB
in die zweite Klasse keine mit einem blauen Kreuz versehene Figur ein-
geordnet wird. Es ist aber nicht-hinreichend, allein darauf zu achten.

B Beispiel 32c:

Wir wollen vier Klassen bilden, eine Klasse der Quadrate, eine der Recht-
ecke, eine der Parallelogramme und eine der Dreiecke. ’
Dazu kénnen wir etwa so verfahren:

Wir achten zundchst wie im Beispiel 32a auf die Farbe der Kreuze und
kénnen so die Elemente der Klasse der Dreiecke herausfinden (blau).
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Bei den mit roten Kreuzen versehenen Figuren achten wir nun wie im Bei-
spiel 32b auf die GréBe der Winkel und sondern so die Klasse der
Parallelogramme aus, die keine rechten Winkel enthalten. Um jetzt Qua-
drate von Recktecken zu trennen, miissen wir als neue Eigenschaft beach-
ten, welche Elemente dieser Teilmenge von 15 Figuren gleichseitlg sind;
diese bilden die Klasse der Quadrate, der Rest die Klasse der Rechtecke.

Il Beispiel 32d:

Wir wollen eine Klasseneinteilung vornehmen, bei der in jeder Klasse nur
untereinander kongruente Figuren vorkommen.

Dazu kann zundchst wie beim Beispiel 32c verfahren werden. Doch miissen
wir die Teilmenge der Rechtecke nochmals in bezug auf ihre SeitengréBen
(in schmalere und breitere Rechtecke) unterteilen, so daB am Ende fiinf
Kongruenzklassen entstehen.

Die Einteilung geometrischer Figuren in Kongruenzklassen ist besonders
wichtig, insbesondere gilt das fiir alle Dreiecke. In einer solchen Klasse ist
dann die Menge aller Dreicke enthalten, die untereinander kongruent
sind, d. h., die in allen entsprechenden Stiidien ibereinstimmen, so daB sie,
aufeinandergelegt, sich véllig decken.

Schneide aus quadratischem kariertem Papier je fiinf Dreiecke aus, wie sie
in Abbildung 15 geaeigt werden! Mische die 20 Dreiecke gut durcheinander
und ordne sie dann wieder nach Kongruenzklassen! Wie viele Klassen er-
haltst du?

Abb. 15

Wieviel Elemente enthélt jede Klasse?

Um festzustellen, ob ein Dreieck einer bestimmten Kongruenzklasse ange-
hort oder nicht, ist es notwendig und hinreichend, zu (iberpriifen, ob das
Dreieck zu einem beliebigen Dreieck aus dieser Kongruenzklasse (einem
+Représentanten®) kongruent ist. Dazu miiBte es eigentlich in allen
Stiicken auf Ubereinstimmung mit den entsprechenden Stiicken des Repréa- .
sentanten untersucht werden. Dazu gehéren z. B. alle drei Seiten, samtliche
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Innen- und AuBenwinkel, die H8hen, die Winkelhalbierenden usw. Bei
Dreiecken geniigt es aber schon, die Ubereinstimmung in drei geeignet
ausgewdhlten Stiicken zu liberpriiten. (Beachte: Im Beispiel 32d war es zur
Unterteilung der Rechtecke in schmalere und breitere ebenfalls nicht nétig,
sdmtliche entsprechende Stiicke zu vergleichen. Zur Aufteilung der
Rechtecke in zwei Klassen geniigte es, auf eine Seite zu achten.)

Die Feststellungen derjenigen drei Stiicke von Dreiecken, die zur Gewdhr-
leistung der Kongruenz iibereinstimmen miissen, aber auch ge-
niigen, heiBen die Kongruenzkriterien fiir Dreiecke. Wir kennen sie als
die vier Kongruenzsétze.

Ihre Herleitung im Lehrbuch kann zu der falschen Ansicht verleiten, daB es
sich dabei um eine Aussage lber nur je zwei Dreiecke handele. Das ist
nicht richtig. Vielmehr kdnnen beliebig viele Dreiecke untereinander kon-
gruent sein, und fiir alle sind dann die Kongruenzkriterien erfiillt. Mit an-
deren Worten: Die Anzahl der Dreiecke, die zu einer Kongruenzklasse ge-
héren, ist unbegrenzt groB (Abb. 16). Wir kdnnen jederzeit weitere Elemente

N
A Do

Kongruenzklasse I Kongruenzklasse Il
Abb. 16
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derselben Kongruenzklasse zeichnen, wenn wir irgend einen Reprdsen-
tanten der Klasse

a)
b)

léings einer Geraden in beliebige neue Lagen verschieben,
um irgendeine Achse in dieselbe Zeichenebene umklappen.

Aufgaben

1.

44

Die Kongruenzsétze fiir Dreiecke sollten besser folgendermaBen formu-
liert werden:

#Alle Dreiedke, die in ... {ibereinstimmen, sind kongruent.”

Sprich die Kongruenzsétze in dieser Form ausl

. Zeichne ein beliebiges Dreieck und dazu eine Anzahl weiterer, die zur

gleichen Kongruenzklasse gehdren, indem du es kings verschiedener
Geraden beliebig verschiebst!
Verwende dazu

a) eine Schablone des Dreiecks,
b) die Konstruktion mit Hilfe des Kongruenzsatzes sss,
¢) die Konstruktion mit Hilfe des Kongruenzsatzes sws!

. Zeichne zu einem beliebigen Dreieck weitere Dreiecke der gleichen Kon-

gruenzklasse, indem du das Ausgangsdreieck um verschiedene Achsen
umklappst! (Achsensymmetriel)
Verwende dazu
a) eine Schablone des Dreiecks,
b) die Konstruktion mit Hilfe des Kongruenzsatzes wsw,
¢) die Konstruktion mit Hilfe des Kongruenzsatzes ssw!
Was muBt du im Falle ¢) beachten?

. Kannst du bei Aufgabe 2 und 3 auch zu weiteren Dreiecken derselben

Kongruenzklasse kommen, wenn du im weiteren Verlauf nicht immer
wieder vom anfénglich gezeichneten Dreieck ausgehst, sondern von
einem, das du zund&chst aus diesem gewonnen hast?

Bezeichne bei allen Dreiecken, die du bei Aufgabe 2 oder 3 erhalten
hast, entsprechende Ecken mit den gleichen Buchstaben (4, B, C)!
Umfahre die Figuren in der Reihenfolge dieser Buchstaben! Was stellst
du fest?



12. Von der Systematisierung der Vierecke
(Ergénzung zum Kapitel V)

Im allgemeinen Viereck haben alle Seiten untereinander verschiedene
GréBen. Gegenseiten verlaufen nicht parallel zueinander und auch die
Winkel sind verschieden groB und im allgemeinen Fall nicht gleich 90°.
Die Sonderformen der Vierecke (Trapez, Drachenviereck, Parallelogramm,
Rhombus, Rechteck, Quadrat) sind dadurch ausgezeichnet, daB gewisse
Seiten gleich lang sind, manche Gegenseiten parallel zueinander verlaufen
oder die Winkel alle gleich 90° sind. Zwischen den verschiedenen Formen
bestehen Zusammenhénge, die bei systematischen Ubersichten besonders

deutlich werden. .

Ubersicht 1: rullgemeines Viereck I

/ N\
1 Paar Gegenseiten parallel 2 Paare Gegenseiten parallel

Nichtparallele Gegenseiten gleich lang

Ubersicht 2: l allgemeines Viereck ‘

/ AY
2 Paare Nachbarseiten je gleich lang 2 Paare Gegenseiten je gleich lang

N /
Sdmtliche Seiten gleich lang

[ |

Ubersicht 3: ‘7 Parallelogramm l

/ N
Samtliche Winkel gleich groB Samtliche Seiten gleich lang

| |

N /
Samtliche Winkel gleich groB
und sémtliche Seiten gleich lang

| |
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Aufgaben

1. Ergénze in den Ubersichten 1, 2 und 3 die fehlenden Fachbezeichnun-
gen und zeichne jeweils eine entsprechende Figur dazu!

2. Im Abschnitt 39 des Lehrbuchs sind die Eigenschaften des Parallelo-
gramms auf S. 157 zusammengefaBt. Kommen diese Eigenschaften auch
den Sonderformen des Parallelogramms (siehe Ubersicht 3) zu?

3. a) Im Rechteck sind die Diagonalen gleich lang. Welchen anderen Vier-
ecken der Ubersicht 3 kommt diese Eigenschaft ebenfalls zu, welchen
nicht?

b) Beantworte dieselbe Frage fiir die Eigenschaft des Rhombus, daB
seine Diagonalen aufeinander senkrecht stehen!

¢) Beantworte dieselbe Frage fiir die Eigenschaft des Quadrats, gleich
lange, aufeinander senkrecht stehende Diagonalen zu habenl

4. Fasse die Ergebnisse der Aufgaben 2 und 3 in Sé&tzen folgender Art
zusammenl

a) Alle Quadrate sind ... und haben deshalb sémtliche Eigenschaften
der...

b) Es gibt Pdrallelogramme, die ... sind, andere aber, die keine...
sind. Die Eigenschaften der. .. kommen deshalb nicht allen Parallelo-
grammen zu.

Formuliere entsprechende Aussagen anhand der Ubersicht 3!
5. Untersuche genauso die Ubersichten 1 und 2!

6. a) Zerlege ein Drachenviereck und ein Parallelogramm (Ubersicht 2)
durch die Diagonalen in vier Dreiecke und vergleiche diese unter-
einander! Kannst du kongruente Teildreiecke finden? Wie liegen sie
jeweils zueinander?

b) Ziehe daraus Schliisse anhand der Ubersicht 2 auf die Teildreiecke
des Rhombus!

7. a) Zerlege ein Parallelogramm (Ubersicht 3) durch eine Diagonale in
zwei Teildreiecke und vergleiche siel Was folgt daraus fir die
tibrigen Vierecke der Ubersicht 32

b) Zerlege ein Parallelogramm durch zwei Diagonalen in vier Teil-
dreiecke, vergleiche sie und ziehe daraus Schliisse fiir die Ubrigen .
Vierecke der Ubersicht 31



8. a) Untersuche die Symmetrieverhaltnisse (Axialsymmetrie bzw. Zentral
symmetrie) der Vierecke in Ubersicht 1, 2 und 3!
Zeichne dazu jeweils samtliche Symmetrieachsen ein und achte dar-
auf, ob sie durch die Eckpunkte oder durch die Seitenmitten ver-
laufenl

b) Gilt auch hierbei, da.B Symmetrieeigenschaften einer allgemeineren
Figur sich bei samtlichen Sonderformen wiederfinden? Gilt auch das
Umgekehrte?

¢) Formuliere Sétze in folgender Form:
Alle Parallelogramme sind zentralsymmetrisch, folglich auch alle...
Bei allen Drachenvierecken ist eine Diagonale Symmetrieachse, folg-
lich auch bei allen...

d) Warum hot das Quadrat vier Symmetrieachsen?
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