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Vorwort

Vorwort

Dieses Buch wendet sich in erster Linie an zunachst nicht mathematisch interessierte
Intellektuelle, an Schriftsteller, Kiinstler und Geisteswissenschaftler. Ich habe von ihnen
viel Schones erhalten; jetzt lberreiche ich zum Dank die Mathematik. Ich méchte, dass
sie begreifen: Wir stehen gar nicht so fern voneinander.

Ich liebe die Mathematik nicht nur, weil sie auf die Technik anwendbar ist, sondern
auch, weil sie schon ist, weil der Mensch seine spielerische Lust in sie hineingelegt hat
und weil die Mathematik imstande ist, sogar das hochste Spiel zu treiben:

Sie kann das Unendliche fassbar machen. Uber Unendlichkeit, iiber Ideen hat sie Au-
thentisches mitzuteilen. Und doch ist sie so menschlich, keineswegs das gewisse Zwei-
malzwei: Sie hat den nie abgeschlossenen Charakter menschlichen Schaffens an sich.

Die Gemeinverstandlichkeit des Buches bedeutet nicht, dass ich den Gegenstand ober-
flachlich behandelt habe. Ich habe vollkommene Klarheit der Begriffe angestrebt - die
Darstellung in einem neuen Licht hat vielleicht auch dem Mathematiker etwas zu sagen,
dem Lehrer sicher sogar Vieles - nur die leicht ermiidend wirkende Systematisierung, die
Definition von wirklich anschaulichen Dingen, die technischen Einzelheiten sind wegge-
lassen worden. (Es gehort ja nicht zum Zweck des Buches, dem Leser die Technik der
Mathematik beizubringen.)

Geréat das Buch in die Hande eines Studenten, der dem Gegenstand Interesse entgegen-
bringt, so kann er sozusagen von der gesamten Mathematik ein Bild erhalten. Anfangs
war es nicht meine Absicht, eine liickenlose Darstellung zu geben; der Stoff hat sich
wahrend des Schreibens von selbst erweitert, und ich fand immer weniger Einzelheiten,
die ich weglassen konnte.

Haftete vorher an manchem die Erinnerung an Langeweile, so hatte ich jetzt das Gefiihl:
Ich nehme irgendeinen alten Tand hervor, blase den Staub von ihm ab, und er beginnt
in meinen Handen zu schimmern.

Es kann sein, dass der Ton vom Leser stellenweise als etwas naiv empfunden wird, doch
das nehme ich gerne auf mich: die naive Einstellung den einfachen Tatsachen gegeniiber
ruft immer die Stimmung der neuen Entdeckung hervor.

Die erste Anregung zum Buch erhielt ich von dem Schriftsteller Marcell Benedek.

Auf Quellen berufe ich mich nicht. Ich habe vieles von anderen gelernt, doch das lasst
sich heute nicht mehr in seine Elemente zerlegen. Hier und da tauchte in mir mit zwin-
gender Kraft ein Gleichnis auf, dessen Ursprung mir noch bekannt war; wurde einmal
"die" Methode von irgend etwas ausgebildet, so mochte ich es nicht anders schreiben,
bloB um origineller zu sein.

Das gilt insbesondere von dem, was ich von Laszlo Kalmar tibernommen habe. Er gehort
zu meinem Jahrgang und war mein Meister in der Mathematik; was ich schreibe, das
ist untrennbar mit seinen Gedanken durchwoben. Ich muss besonders hervorheben, dass
das "Schokoladenbeispiel" in der Behandlung der unendlichen Reihen von ihm stammt;
ebenso auch der ganze Gedankengang im Ausbau der Logarithmentafeln.
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Bei den Vornamen werde ich auch meine kleinen unbewussten Mitarbeiter in den Schul-
banken zitieren; sie werden es schon auf sich beziehen. Hier erwahne ich meine 15jdhrige
Schiilerin Kathe, die eben die Biirgerschule absolviert hat und sich tiber das Buch noch
in seinem Entstehen auBerte. lhr habe ich es zu danken, dass ich den Stoff auch mit
den Augen des begabten Schiilers sehen konnte.

Die wichtigste Hilfe waren mir aber die AuBerungen des nicht mathematisch interes-
sierten Lesers. Mein lieber Freund, Bela Lay, Theaterregisseur, der bisher der Meinung
war, dass er keine Ohren fiir die Mathematik habe, erlebte das ganze Zustandekommen
des Buches mit; ich habe erst dann nach einem Kapitel den Schlusspunkt gesetzt, wenn
er damit zufrieden war.

Ohne ihn ware dieses Buch vielleicht gar nicht entstanden.

Mit den Augen des Mathematikers hat Paul Csillag das Manuskript revidiert; in der
letzten Minute konnte auch L. Kalmar zu einem fliichtigen Uberfliegen etwas Zeit
eriibrigen; ihnen habe ich das Gefiihl der Sicherheit zu verdanken.

Budapest, im Herbst 1943 Rézsa Péter
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VORWORT ZUR DEUTSCHEN AUSGABE

Seit 1943 sind 11 inhaltsschwere Jahre vergangen. Der Mathematiker Paul Csillag und
meine Schiilerin Kathe (Kathe Fuchs) sind inzwischen Opfer des Faschismus geworden.
Der Vater meiner Schiilerin Anna, der damals wegen seiner Teilnahme an der illega-
len Bewegung zu 17 Jahren Haft verurteilt war, ist befreit worden; und so treffen sich
vielleicht bereits in der Vorstellung von Anna die Geraden, die einander immer naher-
kommen.

Auch das vollkommen fertiggestellte Buch konnte wahrend der Nazibesatzung Ungarns
nicht erscheinen. Die eingelagerten Exemplare wurden teils durch eine Bombe vernich-
tet; der Rest wurde dann am ersten freien "Biichertag" 1945 herausgegeben. Noch
1944 ist es mir gelungen, eine selbstverfertigte Rohlibersetzung nach der Schweiz zu
senden, damit wenigstens dieses Exemplar liberleben soll.

Prof. Dr. Paul Bernays, Ziirich, hat mit Hilfe eines inzwischen verstorbenen jungen
ungarischen Fliichtlings Franz Csergd, die Rohiibersetzung sprachlich verbessert; ich
schulde beiden vielen Dank.

Auf die endgiiltige Form wurde die Ubersetzung durch den Verlag Teubner gebracht,
dem ich fir die sorgfaltige Arbeit am Buche sehr dankbar bin. Hier mochte ich meinen
besonderen Dank Herrn Prof. Dr. Rudolf Kochendorffer, Rostock, aussprechen, der das
Erscheinen der deutschen Ubersetzung ganz zu seiner eigenen Sache gemacht hat und
mir auch bei der Korrektur freundlichst behilflich war. Auch Herrn E. Hodi, Budapest,
bin ich fiir seine Hilfe bei der Korrektur zu groBem Dank verpflichtet.

Der Leser bedenke, dass das Buch meine Denkweise im Jahre 1943 widerspiegelt; nur
hier und da wurde eine kleine Anderung angebracht. Allein zum Schluss befindet sich
eine wesentliche Anderung: ich habe ja seitdem gemeinsam mit L. Kalmar selber be-
wiesen, dass die Existenz der sogenannten "absolut-unentscheidbaren Probleme" eine
Folge des Godelschen Satzes liber relativ unentscheidbare Probleme ist; und die Folge
kann keineswegs von groBerer Tragweite sein als der Satz, dessen Folge sie ist.

Budapest, im Sommer 1954 Roézsa Péter
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Ich erinnere mich eines Gesprachs mit einem Schriftsteller, den ich zu meinen Freunden
zahlen darf. Er beklagte sich damals, er habe das Gefiihl, dass seine Bildung unvoll-
kommen sei, weil er keine mathematischen Kenntnisse besitze. Er flihlte diesen Mangel
sogar bei seiner schriftstellerischen Arbeit.

Er hatte bereits mathematische Begriffe, die ihm aus der Schulmathematik in Erinne-
rung geblieben waren, z. B. das Koordinatensystem, in Gleichnissen verwendet, meinte
aber, seinem Gefiihl nach gebe es in der Mathematik noch viel derartig verwendbaren
Stoff, und sein Ausdrucksvermogen sei armer, weil er aus dieser reichen Quelle nicht
schopfen konne. Die Klage hierliber erschien ihm jedoch sinnlos, da er sich fiir unfahig
hielt, jemals in die Tiefen der Mathematik einzudringen.

Seither drangte sich mir dieses Gesprach immer wieder auf, Gedanken und Plane erre-
gend. Dass es auf diesem Gebiet zu tun gibt, war mir von Anfang an klar; ist doch auch
in dem, was Mathematik fiir mich bedeutet, immer das Stimmungselement entschei-
dend, und das ist vielleicht eine Quelle, aus der Schriftsteller und Kiinstler gleichfalls
schopfen konnen.

Mir fallt eben ein Beispiel aus meiner Studienzeit ein:

Ich las mit mehreren Universitatskollegen zusammen ein Schauspiel von Shaw. Wir
waren bis zu jener Stelle gelangt, an der der Held die Heldin nach dem Geheimnis fragt,
das sie befahige, auch die am schwersten zu behandelnden Menschen so gut zu lenken
und zu gewinnen.

Die Heldin denkt nach: Vielleicht erklare sich das dadurch, dass sie im Grunde allen
Menschen fernstehe. Da rief plotzlich meine Kollegin, die uns das Stiick vorlas: "Das
ist ja dasselbe wie der mathematische Satz, den wir heute gelernt haben!"

Die mathematische Frage war namlich: Kann man sich einer Punktmenge von einem
auBenliegenden Punkte her derart ndhern, dass man samtlichen Punkten zugleich na-
herkommt?

Die Antwort lautet: Bedingung ist, dass der auBenliegende Punkt weit genug von der
Punktmenge entfernt liegt:

L] \.\\
Von diesem Punkt aus ist es Von diesem Punkt aus je-
unmdoglich; nihern wir uns ge- doch kann man sich allen
wissen Punkten, so entfernen Punkten zugleich nihern.

wir uns zuogleich von anderen.

Die andere Behauptung des erwahnten Schriftstellers, dass es namlich in die Tiefen der
Mathematik niemals einzudringen vermoge, dass er z.B. den viel erwahnten Begriff des
Differentialquotienten nie verstehen werde, wollte ich zunachst nicht glauben.
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Ich versuchte, die Einfliihrung dieses Begriffes in moglichst einfache und klare Schritte
zu zerlegen, und gewann dabei eine tiberraschende Erkenntnis: Der Mathematiker kann
es sich gar nicht vorstellen, wie schwer es dem Laien fallt, auch nur die einfachste
Formel zu verstehen.

Ebenso begreift auch der unerfahrene Padagoge nicht, dass der kleine Knirps schon
zum zwanzigstenmal S..p..a..s..s buchstabiert und noch immer nicht merkt, dass es
sich um "SpaB" handelt (dabei handelt es sich hier gar nicht um einen SpaB).

Dies war eine Erfahrung, die mir viel zu denken gab.

Bisher hatte ich geglaubt, der Mangel an mathematischen Kenntnissen bei den Laien
sei darauf zurilickzufiihren, dass noch kein gutes, gemeinverstandliches Buch, z.B. tber
die Differentialrechnung, geschrieben worden ist. Interesse dafiir ist offensichtlich vor-
handen.

Das Publikum reiBt sich ja formlich um alles, was auf diesem Gebiete geboten wird;
aber bisher ist noch nie ein solches Buch von einem Fachmathematiker verfasst worden.
Ich meine damit einen Mann, der wirklich "vom Fach" ist, der genau weiB, in welchem
Grade etwas ohne Falschung vereinfacht werden kann.

Er darf auch nicht etwa die alte bittere Arznei der Schulmathematik in irgendeiner
gefalligen Packung verabreichen, sondern muss das Wesentliche selbst in einer solchen
Beleuchtung darstellen, dass es in die Augen springt. Ein solcher Autor muss auch
selbst die Freude am mathematischen Schaffen erlebt haben, um seiner Darstellung
einen Schwung zu verleihen, durch den auch der Leser mitgerissen wird.

Nunmehr beginne ich aber zu glauben, dass sogar das wirklich allgemeinverstandli-
che Buch vielen Lesern nicht zuganglich sein wird. Vielleicht ist es das entscheidende
Merkmal eines Mathematikers, dass er einer sauren Arbeit mutvoll entgegensieht.

"Zu der Mathematik fiihrt kein koniglicher Weg", antwortete Euklid einmal seinem
Herrscher, d.h., der Weg zur Mathematik kann auch fiir Kénige nicht bequem gemacht
werden.

Oberflachlich lasst sich ein mathematisches Buch nicht lesen; man muss sich vielmehr
etwas qualen, um die dazu notwendigen Abstraktionen zu vollziehen, und der Mathe-
matiker ist derjenige, der an dieser Art, sich zu quélen, seine Freude findet.

Selbst das beste volkstiimliche Buch wird darum nur von jenen verstanden werden
konnen, die bis zu einem gewissen Grad diese Miihe auf sich nehmen wollen, die das
bittere Buchstabieren so lange zu wiederholen gewillt sind, bis sich der Sinn der Formel
vor ihnen enthiillt.

Aber ich schreibe nicht fiir jene. Ich schreibe eine Mathematik ohne Formeln, etwas
aus jener gemeinsamen Stimmungsquelle.

Ich weiB nicht, ob dieses Unternehmen gelingt. Mit dem Verzicht auf die Formel ver-
zichte ich auf ein wesentliches Merkmal der Mathematik. Dass die Form zum Wesen
gehort, weiB der Schriftsteller ebenso wie der Mathematiker; versuchen wir nur einmal
uns vorzustellen, wie die Stimmung eines Sonetts ohne Sonettform wiedergegeben wer-
den konnte!
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Dennoch mochte ich den Versuch wagen: Vielleicht lasst sich auch auf diese Weise
etwas vom wahren Geist der Mathematik retten.

Nur eine Erleichterung kann ich nicht gewahren: Dieses oder jenes Kapitel darf nicht
iiberblattert, auf spater verschoben oder nur iberflogen werden. In die Mathematik
kann man nur Schritt fiir Schritt eindringen. Kein einziges Wort ist tberflissig, jede
Einzelheit ist auf die vorhergehende gegriindet, wenn dies auch hier nicht so sichtbar
wird, wie in einem langweilig systematisch angelegten Buche.

Die wenigen Anweisungen missen auch befolgt werden: Die Abbildungen sollen wirk-
lich angesehen, eine einfache Zeichnung oder Rechnung tatsachlich ausgefiihrt werden,
wenn ich hier und da den Leser darum bitte. Zur Entschadigung dafiir verspreche ich,
dass das Buch nicht langweilig sein wird.

Aus der Schulmathematik werde ich nichts benutzen. Ich beginne mit dem Zahlen und
werde bis zum modernsten Zweig der Mathematik gelangen, bis zur mathematischen
Logik.




1.1 Fingerspiel

1 Der Zauberlehrling

1.1 Fingerspiel

Beginnen wir bei den Anfangen. Ich habe nicht die Absicht, iiber die Geschichte der
Mathematik zu schreiben; dies konnte ich ohnehin nur an Hand schriftlicher Denkmaler
tun, und wie fern von den Urspriingen sind bereits die ersten schriftlichen Denkmaler!

Wir wollen uns den Urmenschen in seiner primitiven Umgebung vorstellen, wie er eben
zu zahlen beginnt. Dabei kommt uns der Vergleich mit jenem primitiven Menschlein zu
Hilfe, das sich vor unseren Augen zu einem Kulturmenschen entwickelt.

Ich meine das Kind, das sich und die Welt kennenlernt, indem es zum Beispiel mit
seinen zehn Fingerchen spielt.

Es ist moglich, dass "eins", "zwei", "drei", "vier", "finf" nur Abkirzungen sind fiir:
"Das ist der Daumen", "Der schiittelt die Pflaumen", "Der liest sie alle auf", "Der tragt
sie nach Haus", "Und der kleine, der isst sie ganz alleine".

Dies ist kein Scherz: Ich horte einmal von einem Arzt, dass es Gehirnverletzte gibt, die
ihre Finger nicht mehr unterscheiden konnen, und dass dies immer mit dem Ausfallen
der Fertigkeit im Rechnen verbunden ist.

Diese ins Unterbewusste geratene Verbindung ist also auch im Kulturmenschen noch
untrennbar. Ich meine: auch die spielerische Natur des Menschen ist eine Quelle der
Mathematik, und eben darum ist die Mathematik nicht nur eine Wissenschaft, sondern
zum mindesten in gleichem MaBe auch eine Kunst.

Man ist heute der Ansicht, das Zahlen sei von Anfang an eine zweckmaBige Tatigkeit
gewesen. Vielleicht wollte der Urmensch (iber den Umfang seines Eigentums einen
Uberblick gewinnen, indem er seine Tierhaute abzihlte. Das ist moglich. Nicht weniger
denkbar ist es aber, dass das Zahlen auch irgendeine magische Zeremonie war.

Noch heute dient es ja Zwangsneurotikern als magische Regel, um gewisse unerlaubte
Gedanken zu isolieren:

Man muss, sagen wir, von 1 bis 20 zahlen, und erst dann ist es erlaubt, an etwas
anderes zu denken. So oder so, auf Tierhdute oder auf aufeinanderfolgende Zeitraume
bezogen, bedeutet das Zahlen immer, tiber das bereits Vorhandene noch einen Schritt
hinauszugehen.

Man kann nun auch (iber das Abzadhlen der zehn Finger hinausgehen und gelangt
dann bereits zur ersten groBartigen mathematischen Schopfung des Menschen, zur
unendlichen Zahlenfolge:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ....

Das ist die sogenannte Reihe der natiirlichen Zahlen. Sie ist unendlich, denn man kann
iber jede beliebig groBe Zahl noch um eins weiterzahlen. Es gehorte ein hoher Grad
von Abstraktionsvermégen dazu, diese Reihe aufzustellen, denn die Zahlen sind ja nur
Schatten der Wirklichkeit.
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Die Zahl 3 bedeutet hier nicht 3 Finger, 3 Apfel, 3 Pulsschlige usf., sondern das, was
allen diesen Dingen gemeinsam ist: die von ihnen abstrahierte Anzahl.

Sehr groBe Zahlen wurden (iberhaupt nicht mehr von der Wirklichkeit abstrahiert, denn
kein Mensch hat je eine Milliarde Apfel gesehen oder eine Milliarde Pulsschlige gezahlt.
Solche groBen Zahlen stellen wir uns nur als Analoga der aus der Wirklichkeit entnom-
menen kleinen Zahlen vor: In der Vorstellung kdnnen wir immer weiter und weiter zahlen
iber alle bisher bekannten Zahlen hinaus.

Aber der Mensch begniigt sich nicht mit dem Zahlen. Wenn es sonst nichts geben
sollte, dann ist es die Freude am Wiederholen, die ihn dartber hinausfiihrt. Dies ist
auch den Dichtern wohlbekannt: Die Riickkehr zu immer wieder demselben Rhythmus,
zu demselben Klang, das ist der Ausdruck des Lebendigen. So wird auch das kleine
Kind des Spielens nicht miide; es wirft den Ball immer wieder, auch wenn es dem ab-
gestumpften Erwachsenen schon langst zur Last fallt.

Wir halten bei 47 Zahlen wir doch weiter um 1! Nochmal um 1! Nun noch einmal
um 1! Wo sind wir angelangt 7 Natdirlich bei 7, ebenso, als hatten wir gleich um 3
weitergezahlt: Wir haben die Addition entdeckt:

A414+1+41=4+3="7

Jetzt spielen wir mit dieser Rechnungsart weiter: Zahlen wir zu 3 noch 3 und noch 3
und noch 3, so haben wir die 3 schon 4 mal addiert. Das lasst sich kurz so aussprechen:
4 mal 3 ist 12; in Zeichen:

3+3+3+3=4-3=12

Diese Operation wird Multiplikation genannt.
Haben wir einmal am Wiederholen Geschmack gefunden, so ist es schwer, damit auf-
zuhoren. Wir konnen ja mit der Multiplikation ebenso weiterspielen. Multiplizieren wir
4 mit 4 und noch einmal mit 4, so ergibt sich:

4-4-4=64

Diese Wiederholung, diese lteration der Multiplikation nennt man Potenzieren. 4 be-
zeichnet man hier als Basis und weist durch eine an der rechten oberen Ecke ange-
brachte kleine Zahl, durch den sogenannten Exponenten, darauf hin, wieviele Vierer zu
multiplizieren sind. In dieser Bezeichnung ist also

43 —4.4.4—=64

Wie man sieht, werden die Ergebnisse unserer Wiederholungen immer groBer: 4-3 ergibt
mehr als 4 + 3, und 43 ergibt noch mehr als 4 - 3. Das fréhliche Wiederholen schwingt
uns also recht hoch zu den groBen Zahlen empor.

Dies geschieht noch mehr, wenn auch noch das Potenzieren iteriert wird. Erheben wir
also 4 zunachst in die 4te Potenz:

44 =4.4.4.4=64- = 256

10
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Soll nun 4 in die 4*te Potenz erhoben werden:
AV 26 gy

so werden wir des Weiterschreibens bald miide. 256 Vierer waren ja hinzuschreiben,
und dann missten noch die Multiplikationen ausgefiihrt werden!

Das Resultat ware eine unvorstellbar groBe Zahl, so dass wir lieber Vernunft annehmen:
Wenn es auch noch so schon ist, immer wieder zu iterieren, so fiihren wir doch die
Iteration des Potenzierens nicht unter unsere iiblichen Operationen ein.

Vielleicht konnen wir uns in diesem Sinne verstandigen: Der menschliche Geist probiert
alle sich ihm bietenden Spiele; es bewahrt sich aber nur dasjenige davon auf die Dauer,
das vom gesunden Menschenverstand als zweckmaBig anerkannt wird.

Die Addition, die Multiplikation und das Potenzieren erwiesen sich als sehr niitzlich
und zweckmaBig fiir die Tatigkeiten des Menschen. Deshalb erhielten sie fiir immer
Birgerrechte in der Mathematik.

Man entdeckte auch Eigenschaften an ihnen, die das Rechnen erleichtern. Es ist zum
Beispiel eine groBe Erleichterung, dass sich etwa 7 - 28 nicht nur durch eine 7 malige
Addition von 28 berechnen lasst, sondern auch, indem man 28 in zwei Summanden
zerlegt und dann gliedweise multipliziert.

Die Berechnung von 7 - 20 und von 7 - 8 ist ganz leicht, und auch die Summe von
140 + 56 zu bestimmen, ist nicht schwer. Nun, und wenn man lange Kolonnen zu
addieren hat, dann ist es sehr vorteilhaft zu wissen, dass das Ergebnis durch keinerlei
Abanderungen der Reihenfolge verandert wird. Ich kann also z.B. die Addition 8+ 7+ 2
auch so durchfithren: 8 +2 =10 und 10 + 7 = 17.

Damit habe ich die unangenehme Addition 8 4+ 7 schlau umgangen. Man hat nur zu
bedenken, dass Addieren eigentlich Weiterzahlen um so viel bedeutet, als das folgende
Glied ausmacht; dann wird auch klar, dass das Ergebnis durch Vertauschungen nicht
verandert wird.

Schwieriger ist es schon, dasselbe auch bei der Multiplikation einzusehen: 4 -3 bedeutet
34 3+ 3+ 3; die Bedeutung von 3 - 4 ist aber 4 + 4 4 4. Dass nun

34+3+3+3=4+4+4

ergibt, ist wirklich nicht selbstverstandlich. Es wird aber sofort klar, wenn wir uns eine
Zeichnung machen. Zeichnen wir 4mal 3 Punkte in dieser Lage . . . untereinander:

Jedermann sieht, dass das gleiche Bild entsteht, wenn man 3mal 4 Punkte in dieser
Lage

11
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nebeneinander zeichnet. Es ist also tatsachlich 4-3 = 3-4. Darum werden Multiplikator
und Multiplikand von den Mathematikern mit einem gemeinsamen Namen, namlich
Faktoren, bezeichnet.

Wir wollen noch eine von den Eigenschaften des Potenzierens als Beispiel herausgreifen:
4-4-4-4-4=4
—_—

Ermidet mich nun das viele Multiplizieren, so kann ich eine kleine Rast einlegen. Das
Produkt der ersten drei Vierer ergibt 43, und es bleibt noch 42 iibrig. Also ist:

43_42:45

Der Exponent des Ergebnisses ist 5, das heit aber 3+2. Zwei Potenzen von 4 kann man
also multiplizieren, indem man die Exponenten addiert. Dies gilt immer. Zum Beispiel:

50.52.5>=5.5.5..5.5-5.5.5 =5
—_—— —~— ~——
und 9 ist ja 4 4+ 2 4 3.

Erinnern wir uns noch einmal des zuriickgelegten Weges. Zu samtlichen Operationen
wurden wir durch das Zahlen gefiihrt. Natirlich konnte man die Frage stellen: Wo
bleiben denn die Subtraktion, die Division?

Diese Rechnungsarten sind aber nichts anderes, als die Umkehrungen der bisherigen
Operationen (ebenso auch das Wurzelziehen und das Logarithmieren). 20 : 5 z.B.
bedeutet, dass ich das Ergebnis einer Multiplikation, namlich 20, bereits kenne und
die Zahl suche, die, 5bmal genommen, 20 ergeben hat. In diesem Falle gelingt es, eine
solche Zahl zu finden, denn es ist ja 20 =5 - 4.

Es ist aber nicht immer so leicht, diese Zahl aufzufinden; ja, es gibt nicht einmal immer
eine solche Zahl.

In 23 z.B. geht 5 nicht ohne Rest auf, da 4 - 5 = 20 weniger, 5 -5 = 25 aber schon
mehr als 23 ist. Ich muss mich also mit der kleineren Zahl begniigen und sagen, dass
5 auch in 23 4mal enthalten ist, wobei aber noch 3 lbrigbleibt.

So etwas macht natirlich mehr Kopfzerbrechen als unsere frohlichen Wiederholungen.

Die umgekehrten Operationen bedeuten in der Regel eine saure Arbeit; eben darum
sind sie beliebte Angriffspunkte der mathematischen Forschung. Ein Mathematiker ist
ja bekanntlich derjenige, der an solchen Schwierigkeiten seine Freude hat. Auf die
umgekehrten Operationen muss ich also gelegentlich noch zuriickkommen.

1.2 Die Fieberkurven der Rechnungsarten

Wir haben gesehen, dass die lterationen der Rechnungsarten uns immer hoher in den
Bereich der groBen Zahlen hinauffiihren. In welche Hohen? Es lohnt sich, ein wenig
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1.2 Die Fieberkurven der Rechnungsarten

dartuber nachzudenken.

Wenn wir z.B. das Volumen eines Wiirfels berechnen wollen, miissen wir potenzieren.
Wir ernennen zunachst einen kleinen Wiirfel zur Einheit, und die Frage ist nun, wieviele
solcher kleinen Wiirfel in den zu messenden groBen Wiirfel hineingehen. Die Einheit sei
ein Kubikzentimeter, d.h. ein Wiirfel, dessen Lange, Breite und Hohe je 1 cm betragt

fem)

Tem 1em

Reihen wir vier solche kleinen Wiirfel aneinander, so entsteht die folgende Reihe:

Qi

Werden nun vier dieser Reihen aneinandergefiigt, so entsteht eine Schicht,

in der 4 - 4 = 42 Wiirfel enthalten sind. Bauen wir schlieBlich vier solche Schichten
aufeinander, so entsteht ein groBer Wiirfel,

der aus 4 -4 - 4 = 43 = 64 kleinen Wiirfeln besteht.

Umgekehrt also: In einen Wiirfel, dessen Lange, Breite und Hohe je 4 cm betragt, gehen
43 Kubikzentimeter hinein.

Im allgemeinen erhalt man das Volumen eines Wiirfels, indem man eine seiner Kanten-
langen in die dritte Potenz erhebt. Darum wird die dritte Potenz auch Kubus genannt/[f]

Die Folge dieses Potenzierens ist dann, dass ein Wiirfel mit verhaltnismaBig kurzer Kan-
te einen riesigen Rauminhalt haben kann. Die Strecke von 1 Kilometer z. B. ist nicht

ich kenne die Einwendung der Padagogen: Ich hitte sagen sollen, dass man die MaBzahl des Vo-
lumens erhalt, indem man die MaBzahl einer Kante in die dritte Potenz erhebt. Ich will aber den
Leser nicht mit derartigen Spitzfindigkeiten langweilen. Es gibt hier auch noch Gewichtigeres, was
ich Gbergangen habe: die Frage, ob sich die Kanten eines beliebigen Wiirfels in cm ausdriicken
lassen. Darauf werde ich noch zuriickkommen.

13



1.2 Die Fieberkurven der Rechnungsarten

besonders lang, jedermann kann sie sich vorstellen, wenn er daran denkt, dass etwa die
StraBe "Unter den Linden" in Berlin 1 Kilometer lang ist.

Wiirde man aber einen Wiirfel erbauen, dessen eine Kante eben die StraBe "Unter
den Linden" ware, so hatte dieser bereits einen so groBen Rauminhalt, dass die ganze
Menschheit darin Platz finden konnte. Wer es nicht glaubt, moge nachrechnen:

Nehmen wir an, es gabe keinen Menschen von mehr als 2 Meter GréBe. Wir konnten
dann in unseren Wiirfel Dielen im Abstand von 2 Metern (ibereinander einziehen und
erhielten bei der Hohe von 1 Kilometer, d.h. von 1000 Metern, 500 Stockwerke. Teilen
wir eine solche Diele der Lange und der Breite nach in Streifen von je 1 Meter Breite
ein,

im

im

im im

so entstehen in jedem Langsstreifen 1000 Quadrate, und es kommen insgesamt 1000
derartige Langsstreifen zustande. Auf eine Diele fallen also 1000 - 1000 = 1000000
Quadrate. Lange und Breite jedes Quadrats betragen 1 Meter, und es kénnen sicherlich
4 Menschen auf ein solches Quadrat gestellt werden.

Es lassen sich also in ein Stockwerk 1000000 mal 4, das sind 4 Millionen Menschen,
ganz gut hineinstopfen.

In die 500 Stockwerke des Wiirfels passen also 500 mal 4 Millionen, das sind 2000
Millionen oder 2 Milliarden Menschen. Etwa so viele Menschen aber gibt es gar nicht
auf der Erde, oder wenigstens gab es damals noch nicht so viele, als mir von diesem
Wiirfel erzahlt wurde.

Dabei tritt in der Berechnung des Wiirfelvolumens nur die dritte Potenz auf; ein groBerer
Exponent fithrt uns noch viel stiirmischer in den Bereich der hohen Zahlen. Es diirfte
eine tiichtige Uberraschung fiir jenen Herrscher gewesen sein, von dem der Erfinder des
Schachspiels nur "einige" Weizenkorner als Belohnung verlangte:

Auf das erste der 64 Felder seines Schachbrettes sollte namlich 1 Kérnchen, auf das
zweite doppelt soviel, d.h. 2, auf das dritte wiederum doppelt soviel, d.h. 2-2 = 22 = 4,
usf. gelegt werden.
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1.2 Die Fieberkurven der Rechnungsarten

Diese Bitte scheint zunachst wirklich bescheiden zu sein, doch je weiter wir auf den
Feldern vorwartsschreiten, um so hohere Potenzen von 2 kommen an die Reihe, und
zum Schluss handelt es sich um

1424221093194 1963

Korner (bitte auch die dazwischenliegenden Potenzen hinzudenken; ich hatte keine
Geduld, alle 64 Summanden hinzuschreiben).

Hatte jemand Lust, die Zahl der Korner zu berechnen, dann wiirde er so viel Weizen
als Resultat erhalten, dass damit die gesamte Erdoberflache fast 1 cm hoch bedeckt
werden konnte.

Danach kann es uns nun nicht mehr liberraschen, dass uns die lteration des Potenzierens
in so unvorstellbare Hohen fiihrt. Nur eines mochte ich noch als Kuriositat erwahnen:
Man kann abschatzen, dass 99 eine so groBe Zahl ergibt, dass die bloBe Niederschrift
dieser Zahl einen Papierstreifen von achtzehnhundert Kilometer Lange verlangt, wobei
halbzentimeterbreite Ziffern geschrieben wiirden. Zur genauen Berechnung des Wertes
von 9% wiirde nicht einmal ein Menschenleben ausreichen.

Indem ich lese, was ich bisher geschrieben habe, fallt mir auf, dass ich immer wieder
Ausdriicke benutzte, wie: eine gewisse Rechenoperation "schwingt uns empor", "fiihrt
in die Héhe" in der Reihe der Zahlen, obwohl doch die Reihe der Zahlen eine horizontale
Reihe ist:

1,2,3,4,5,....

Um mich exakt auszudriicken, dirfte ich nur sagen, dass ich weit nach rechts komme,
oder hochstens noch, dass ich vorwarts auf die groBen Zahlen zuschreite. Der Ausdruck
wurde also schon von einem gewissen Stimmungselement beeinflusst.

Immer groBer werden, das bedeutet wachsen, und Wachstum erweckt in uns den Ein-
druck des Emporstrebens. Der Mathematiker kleidet diese Vorstellung auch in eine
konkrete Form: Er driickt seine Vorstellungen haufig in einer Zeichnung aus, und die
Abbildung der stiirmischen Zunahme ist eine steil emporstrebende Linie.

Die Kranken kennen diese Zeichnung gut; sie wissen, dass ein Blick auf ihre Fieber-
kurve geniigt, um den ganzen Ablauf der Krankheit zu erkennen. Nehmen wir an, dass
in regelmaBig aufeinanderfolgenden Zeitpunkten bei einem Kranken der Reihe nach die
Temperaturen

38°,38,5°,39°,39°,38°,38,5°,37°, 36,5°

gemessen wurden, dann konnen diese so dargestellt werden: Zunachst werden auf ei-
ner horizontalen Linie die regelmaBig aufeinanderfolgenden Zeitraume durch gleiche
Strecken abgebildet:

1 2 3 3 5 [ 7 é

Dann wird eine bestimmte Strecke als ein Grad bezeichnet und von jedem Zeitpunkt
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1.2 Die Fieberkurven der Rechnungsarten

aus - dem steigenden Fieber entsprechend - so oft aufwarts] eingetragen, wie die Tem-
peratur des Kranken in Grad gemessen zu jenem Zeitpunkt eben betrug.

Wir brauchen aber gar nicht so lange Linien zu ziehen, denn die Temperatur unseres
Kranken ist ja nie unter 36° gesunken. Wir konnen also festsetzen, dass die Hohe der
horizontalen Linie bereits der Temperatur von 36° entspricht. Dann sind tber diese
Linie der Reihe nach nur noch

2;2,5;3;3:2:2,5;1;0,5

Grad in die Zeichnung aufwarts einzutragen, und wir erhalten das folgende Bild:

1 Grod 3 3

16rad 7
es’I o

Verbinden wir schlieBlich noch die Endpunkte der gezeichneten Linien, so erhalten wir
die vollstandige Fieberkurve:

e

Diese Kurve erzahlt alles. Die emporstrebenden Linien geben vom Steigen, die fallen-
den vom Sinken des Fiebers Rechenschaft. Auf der horizontalen Linie stagnierte die
Krankheit, nachdem das Fieber anfangs gleichmaBig anstieg, wie es die ersten beiden
Linienstiicke zeigen, die gleich steil ansteigen und deshalb auf dieselbe Gerade fallen.
Abgesehen von einem kleinen Riickfall bei der sechsten Temperaturmessung, war die
Genesung rapid: Der Fall der Linie ist zwischen der sechsten und der siebenten Tem-
peraturmessung sehr steil, steiler als jede der Steigungen.

Nichts hindert uns nun daran, auch fiir unsere Rechenoperationen solche Fieberkurven
zu zeichnen.

Es ist (iblich, die Zahlen auf einer sogenannten Zahlengeraden darzustellen. Das ist eine
Gerade, auf der man einen beliebigen, mit 0 bezeichneten Ausgangspunkt annimmt und
dann von da aus gleiche Strecken nebeneinander abtragt, also mit einer bestimmten
Strecke weiterzahlt:

0 1 2 J ¢ J §oeee

2Dieses "aufwarts" ist eigentlich auch nur bildlich gemeint: Auf einem horizontal liegenden Papierblatt
lassen sich nur horizontale Linien ziehen. Wir haben aber dennoch das Empfinden, dass eine derart
gerichtete Linie: | sich aufwarts erstreckt.
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1.2 Die Fieberkurven der Rechnungsarten

Wer zu bequem zum Rechnen ist, der kann die Rechnungsarten auf einer solchen
Zahlengeraden auch ganz mechanisch ausfiihren. Um z.B. die Aufgabe 2 + 3 zu l6sen,
hatte man nur von 2 aus um 3 Schritte nach rechts zu gehen. und dort lieBe sich das
Ergebnis 5 sofort ablesen. Bei 5 — 3 miisste man von 5 aus um drei Schritte nach links
schreiten, usf.

Ahnlich wie hier wird mit Hilfe von Kugeln, die sich auf Stangen verschieben lassen,
mit dem Zahlapparat in den Elementarschulen gerechnet.

Nun wollen wir aber vom Horizontalen in die Hohe aufsteigen.

Gehen wir von einer bestimmten Zahl aus, z. B. von 3, und beobachten wir ihre Zu-
nahme, wenn nacheinander 1, 2, 3, usf. zu ihr addiert wird, wenn man sie mit 1, 2, 3,
usf. multipliziert, und schlieBlich, wenn man sie in die erste, zweite, dritte, usf. Potenz
erhebt. (Auch in dem Ausdruck "in eine Potenz erheben" ist iibrigens das Aufwartsge-
hen enthalten.)

Beginnen wir mit der Addition. Das erste Glied sei immer 3:
3+1=4, 3+2=5, 3+3 =06, 3+4=7

Das sich verandernde zweite Glied der Summe werde ich auf einer horizontalen Geraden
darstellen und die entsprechende Summe aufwarts eintragen. Wird also eine Einheit ho-
rizontal durch eine solche Strecke: = und vertikal durch eine solche: | abgebildet,
dann ergibt sich diese Fieberkurve der Addition

Hier fallen simtliche die Endpunkte verbindenden Linienstiicke auf dieselbe Gerade: Die
Summe nimmt gleichmaBig zu, wenn man das eine Glied vergroBert.
Bei der Multiplikation:

3.1=3, 3.2=
3.3=9;, 3.4=12

nimmt das Produkt ebenfalls gleichmaBig zu,
wenn einer seiner Faktoren vergroBert wird.
Die Zunahme ist aber viel groBer als bei der
Addition; die hierbei entstandene Gerade ist
weit steiler. Potenzieren wir schlieBlich:

31=3
32=3.3=9
33=3.3.3=27
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1.3 Die Parzellierung der unendlichen Zahlenreihe

so erkennen wir: Die Potenz nimmt nicht mehr gleichmaBig, sondern immer schneller
zu; 3* hatte schon nicht mehr auf dieser Seite Platz. Dieser Sachverhalt liegt jener
alltaglichen Redensart zugrunde, dass irgendetwas eine "potenzierte" Wirkung ausiibt.

In gleicher Weise lassen sich nun auch die Fieberkurven der umgekehrten Operationen

darstellen. Die Fieberkurve der Subtraktion:
M

3-1=23-2=1,3-3=0 A

ist eine fallende Gerade; die Differenz nimmt also gleichmaBig ab, wenn der Subtrahend
schrittweise vergroBert wird.

Die Division ist eine heikle Operation; auf ihre Fieberkurve komme ich deshalb erst
spater zurlck.

Bemerken mochte ich vorerst nur noch dies: Die eben gezeichneten Fieberkurven be-
zeichnet der Mathematiker als "graphische Darstellung von Funktionen". Bei der Addi-
tion hangt die GroBe der Summe davon ab, wie ihr veranderliches Glied gewahlt wird;
man sagt, die Summe sei eine Funktion des veranderlichen Summanden, und wir haben
die Zunahme dieser Funktion graphisch dargestellt.

Ebenso ist das Produkt eine Funktion des veranderlichen Faktors, die Potenz eine
Funktion des Exponenten, usf.

Bereits bei den ersten Rechenoperationen begegneten uns also Funktionen, und auch
im Weiteren werden wir solche Zusammenhange untersuchen. Der Funktionsbegriff ist
der Kern des ganzen mathematischen Werkes.

1.3 Die Parzellierung der unendlichen Zahlenreihe

Wie weit sind wir abgekommen vom Spiel mit unseren Fingern!

Wenn wir aber inzwischen schon fast vergessen haben, dass der Mensch 10 Finger hat,
so nur deshalb, weil ich den Leser nicht mit vielem Rechnen ermiiden wollte. Es hatte
sonst namlich schon langst auffallen missen, dass man zum Aufschreiben jeder Zahl -
und sei sie noch so groB - insgesamt nur 10 verschiedene Zeichen benutzt:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Wie kann man nun eine beliebige der unendlich vielen Zahlen mit Hilfe von nur 10
Zeichen aufschreiben? Dies ist nur moglich, indem man die Zahlenreihe, die sich eintonig
bis ins Unendliche erstreckt, parzelliert, in Gruppen einteilt.

Wir zahlen 10 Einheiten ab - soviel lassen sich noch mit einem Blick umfassen - und
fassen sie zu einem StrauB zusammen, dem wir einen neuen Namen geben. Der Name
von 10 Einern ist 1 Zehner.

Auch 10 Pfennigstiicke konnen ja gegen ein einziges Zehnpfennigstiick eingetauscht
werden. Jetzt kdnnen wir bereits in groBeren Schritten weiterzahlen. Nachdem wir zu
den Zehnern vorgeschritten sind, konnen wir nun auch 10 Zehner zusammenfassen, z.B.
mit einem Streifen umbinden, auf den "1 Hunderter" geschrieben wird.
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Ebenso lassen sich 10 Hunderter zu einem Tausender, 10 Tausender zu einem Zehntau-
sender, 10 Zehntausender zu einem Hunderttausender, 10 Hunderttausender zu einer
Million zusammenfassen.

Tatsachlich lasst sich auf diese Weise jede Zahl mit den genannten 10 Zeichen auf-
schreiben. Uberschreiten wir die 9, so kénnen wir wieder 1 schreiben, aber das ist
bereits ein Zehner. Die darauffolgende Zahl besteht aus einem Zehner und aus einem
Einer, sie lasst sich also mit zwei Einerzeichen (11) aufschreiben.

Die Benennungen Zehner, Hunderter und ahnliche mehr sind zunachst natiirlich beim
Schreiben zu gebrauchen. Ein sinnreicher Einfall jedoch macht schlieBlich auch diese
entbehrlich:

Der Kaufmann legt die Einpfennig-, Flinfpfennig- und Zehnpfennigstiicke usf. in ver-
schiedene Abteilungen seines Kassenfaches, rechterhand etwa die kleinsten Geldeinhei-
ten, zu denen er oft greifen muss um herauszugeben, und nach links immer groBere
Geldeinheiten.

Seine Hand gewohnt sich allmahlich so an diese Einteilung, dass er auch ohne hinzu-
schauen immer weiB3, welches Geldstiick er z.B. aus dem dritten Fach herausnimmt.

Ein 3hnliches Ubereinkommen kdnnen wir auch iiber die Stellen der Einer, Zehner,
Hunderter usf. treffen. Ganz rechts schreiben wir die Einer und dann nach links fort-
schreitend immer die zunachst groBeren Einheiten. Die zweite Stelle ist also fiir die
Zehner bestimmt, die dritte fir die Hunderter usf.

Bei dieser Schreibweise konnen die Benennungen auch weggelassen werden, da man
den Wert der Zahlzeichen aus ihrer Stellung erkennen kann. Die Zahlzeichen haben

also einen Stellenwert.
354

besteht aus 4 Einern, 5 Zehnern und 3 Hundertern. Dieses Zahlensystem, in dem wir
alle Zahlen mit 10 Zeichen ausdriicken konnen, nennt man Dezimalsystem.

Es hatte uns aber auch nichts daran gehindert, bei der Parzellierung der Zahlenreihe
frither oder spater als bei 10 haltzumachen.

Ich habe von primitiven Volkern gehort, deren ganze Rechenkunst in der Verwendung
der Begriffe eins, zwei und viel besteht.

Auch fir diese konnen wir ein Zahlensystem aufstellen, indem wir die Zahlen zu zweien
zusammenfassen. Zwei Einer ergeben dann bereits eine neue Einheit: einen Zweier; zwei
Zweier wiederum eine neue Einheit, und zwar einen Vierer; zwei Vierer einen Achter;
usf. In diesem Zweiersystem geniigen bereits zwei Zeichen:

0,1

zum Aufschreiben einer beliebigen Zahl. Am leichtesten ist das einzusehen, wenn wir
etwa mit folgenden Geldstiicken rechnen (wenn es auch in Wirklichkeit keine solche

Miinzen gibt):
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d.h. indem wir uns die Einheiten des Zweiersystems als Geldeinheiten vorstellen. Wie
konnten wir dann z.B. 11 DM aus moglichst wenigen Geldstiicken zusammenstellen?
Es ist leicht zu erkennen, dass die folgenden 3 Stiicke:

Y

insgesamt 11 DM ergeben und dass sich 11 DM aus weniger Geldstiicken auch gar
nicht zusammensetzen lassen. Ebenso ergeben

(2)

insgesamt 15 DM. Erproben Sie bitte, dass sich eine jede Zahl von 1 bis 15 aus

so zusammensetzen lasst, dass dabei jedes Geldstiick hochstens ein-
mal verwendet wird, also entweder 0 mal oder 1 mal. (Die Zahl 16 jedoch kdnnen wir
nicht mehr auf diese Weise zusammensetzen. Das ist aber auch kein Wunder, denn
16 = 2 - 8, ein Sechzehner, ist ja bereits die nachste Einheit.)

9 DM und

Nach Beispiel (1) wird 11 im Zweiersystem also durch
1011

ausgedriickt. Diese Ziffernfolge bedeutet hier einen Einer, einen Zweier, null Vierer und
einen Achter. Tatsichlich ergeben diese insgesamt 11. Ahnlich lasst sich aus unseren
Beispielen (2) und (3) herauslesen, dass man 9 bzw. 15 im Zweiersystem folgenderma-
Ben aufschreiben kann:

1001 bzw. 1111

Wir kommen also hier in der Tat mit nur zwei Zeichen aus. Es lohnt sich, nunmehr
auch das Umgekehrte zu iiben:

11101 im Zweiersystem = 1 Einer + 1 Vierer + 1 Achter + 1 Sechzehner =1 + 4 +
8 + 16 = 29 im Dezimalsystem.

Weshalb verwendet man nun eigentlich ein Zahlensystem?

Wenn man auf diese Art unter den Zahlen Ordnung hélt, wird jede Rechenoperation
wesentlich leichter ausfiihrbar, indem man z.B. bei der Addition Einer mit Einern,
Zehner mit Zehnern zusammenrechnet.

Auch der Kaufmann zahlt seine Einkiinfte abends nicht regellos zusammen, sondern
addiert zunachst die gleichen Miinzsorten je einer Abteilung seines Kassenfaches, und
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rechnet erst dann die Einzelergebnisse zusammen.

Die Bequemlichkeit ist ein oft wiederkehrender wichtiger Gesichtspunkt in der Entwick-
lung der Mathematik. Die unbequemste Rechnungsart ist die Division.

Vermutlich hat die damit verbundene Plage den ersten AnstoB zur Parzellierung der
Zahlenreihe gegeben. Wie angenehm sind die Divisionen, die sich ohne Rest durchfiihren
lassen!

Es gibt liebe, nette Zahlen, die viele andere Zahlen ohne Rest enthalten. Die Zahl 60

ist z.B. eine solche:
- 60

- 30
- 20
- 15
-12
6-10

Es gehen folglich 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 und 60 restlos in 60 auf. Wollen
wir also irgendeine groBe Zahl durch eine dieser 12 Zahlen teilen (obgleich es unniitz
ist, auch 1 in ihre Reihe aufzunehmen, da diese zum Gliick bei Multiplikationen und
Divisionen nicht zahlt), so erinnern wir uns daran, dass wir auch den Dividenden (wie
jede Zahl) durch Abzéhlen von Einheiten erhalten haben.

60 =

U W N =

Wir fassen nun die ersten 60 dieser Einheiten zusammen, dann die nachsten 60 usw.,
bis wir an unsere Zahl so nahe wie moglich herangekommen sind. Die Sechziger zu
dividieren ist nicht schwer. Es bleibt dann héchstens noch 59 iibrig, also keine groBe
Zahl; man kann sich entschlieBen, sie zu dividieren, auch wenn dabei noch irgendein
Rest Ubrigbleibt.

Von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet, hatte man die Zahlen zu 60 zusammenfassen
sollen, und die Alten haben in ihrer astronomischen Tatigkeit, die viele unangenehme
Divisionen verlangte, auch tatsachlich das Sechzigersystem zur Messung der Winkel
und der Zeit eingefiihrt.

Noch heute wird der 6 - 60 = 360ste Teil eines ganzen Kreisbogens 1 Grad genannt; 1
Grad besteht aus 60 Minuten, 1 Minute aus 60 Sekunden. Die Einteilung einer Stunde
in Minuten und Sekunden ist bekanntlich ebenso.

60 ist aber eine verhaltnismaBig groBe Zahl, mit der es sich nicht bequem genug arbeiten
lasst. Unter den Zahlen um 10 herum hat die 12 die meisten Teiler:

1-12
12=4¢ 2
3.

N

1,2, 3, 4,6, 12 - das sind sechs Teiler -, wahrend 10 nur durch vier Zahlen -1, 2, 5, 10
- restlos teilbar ist. Man findet auch Spuren von der Verwendung des Zwolfersystems:
Das Jahr z.B. besteht aus 12 Monaten, das Dutzend aus 12 Stiick. Dass doch das
Dezimalsystem die Oberhand gewonnen hat, zeugt davon, dass der Mensch durch das
Spiel mit den Fingern starker beeinflusst wird als durch die ZweckmaBigkeit.
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Die Franzosen erinnern sich sogar daran, dass man einstmals auch mit den Zehen spielte.
Achtzig kann ndmlich nur von demjenigen "viermal zwanzig" (quatre-vingt) genannt
werden, der sich einst an das Zwanzigersystem gewohnt hatte.

Doch beschranken wir uns nun auf das Dezimalsystem und untersuchen, welche Vorziige
es der Division bietet.

In erster Linie ist dieses System natiirlich dann vorteilhaft, wenn man durch irgendeinen
Teiler von 10 dividieren will: durch 2, 5 oder 10 selbst. Diese Zahlen sind in 10 ohne
Rest enthalten. Das heiBt aber, dass sie auch in 2 - 10 = 20, in 3- 10 = 30, Gberhaupt
in allen Zehnern enthalten sind; demnach auch in 10 - 10 = 100 und darum auch in
2-100 = 200, 3 - 100 = 300, kurz in allen Hundertern, Tausendern usf.

Wir sehen also, dass 2, 5 und 10 die Zehner, die Hunderter, die Tausender, usf. ohne
Rest teilen. Unbestimmt ist lediglich, ob diese Zahlen (2, 5, 10) auch die Einer teilen.
Die 10 zunachst ist groBer als alle Einer.

Wenn also bei einer Zahl irgendeine von 0 verschiedene Ziffer an der Einerstelle steht,
so kann die Zahl nicht durch 10 teilbar sein. Nur diejenigen Zahlen sind durch 10 teilbar,
die keine Einer besitzen. Der fehlende Einer wird durch O vertreten, und wir erhalten
die bekannte Teilbarkeitsregel, dass 10 nur diejenigen Zahlen teilt, die auf 0 endigen.

Die einzige Einerzahl, die durch 5 teilbar ist, ist die 5 selbst; daher gilt die Regel,
dass 5 die auf 0 oder auf 5 endigenden Zahlen teilt. Die durch 2 teilbaren Einerzahlen

schlieBlich sind 2, 4, 6 und 8. Durch 2 sind also alle die Zahlen teilbar, die auf 0, 2, 4,
6 oder 8 endigen; man nennt sie gerade Zahlen.

Damit haben wir die Teiler von 10 erschopft; die Moglichkeiten des Dezimalsystems
jedoch noch nicht. Die nachste Einheit dieses Zahlensystems ist die Hundert. Auch
die Teiler von Hundert lassen sich schnell untersuchen. Z.B. ist 4 in 10 nicht ohne
Rest enthalten, wohl aber in 100, da 4 - 25 = 100 ist. Folglich ist die 4 auch in
2-100 = 200, allgemein in allen Vielfachen von Hundert ohne Rest enthalten; natiirlich
auch in 10 - 100 = 1000 und daher in allen Tausendern usf.

Dagegen ist es nicht bestimmt, ob 4 die Zehner und die Einer teilt. Zur Beurteilung,
ob eine beliebig groBe Zahl durch 4 teilbar ist, sind daher nur die beiden letzten Stellen
zu untersuchen. Die Zahl

3478524

z.B. ist durch 4 teilbar, weil 24 durch 4 teilbar ist; dies lasst sich mit einem Blick
entscheiden, da man die ersten fiinf Ziffern gar nicht zu beachten braucht. Ebenso
kann man sofort entscheiden, dass

312486434

nicht durch 4 teilbar ist, da 4 in 34 nicht ohne Rest enthalten ist.

Nach den Teilern von 100 kommen die Teiler von 1000 an die Reihe. Die Zahl 8 z.B.
ist kein Teiler von 100, da sie 80 teilt, doch in der tbrigbleibenden Zahl 20 nicht ohne
Rest enthalten ist.
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1.3 Die Parzellierung der unendlichen Zahlenreihe

Dagegen ist sie ein Teiler von 1000, da sich 1000 in 800 + 160 + 40 zerlegen lasst und
8 in jedem Glied restlos aufgeht. Daher teilt 8 samtliche Tausender, Zehntausender,
Hunderttausender usf., und man braucht zur Beurteilung, ob eine beliebig groBe Zahl
durch 8 teilbar ist, nur die drei letzten Stellen anzusehen.

Wir haben damit ein Rezept gefunden, nach dem wir schnell beurteilen kénnen, ob eine
Zahl durch eine gewisse ausgewahlte Zahl teilbar ist. Wir missen nur nachsehen, ob
diese ausgewahlte Zahl die 10 teilt. In diesem Falle wird die Teilbarkeit bereits durch
die Einer entschieden.

Geht die vorliegende Zahl in 10 nicht ohne Rest auf, miissen wir weitergehen und
untersuchen, ob sie die 100, die 1000, die 10000 teilt, und entsprechend sind immer
mehr Stellen zur Entscheidung lber die Teilbarkeit zu untersuchen. Es gibt natiirlich
auch Zahlen, die weder 10, noch 100, noch 1000, noch irgendeine groBere Einheit des
Dezimalsystems teilen.

Es ist sogar leicht einzusehen, dass die Mehrzahl der Zahlen so beschaffen ist. Aber
auch fiir solche Zahlen geben diese Untersuchungen eine gewisse GesetzmaBigkeit. Am
einfachsten fallt diese im Falle der Teilbarkeit durch 9 aus:

10 =9+ 1;100 = 99 + 1; 1000 = 999 + 1; ...

9 kann also weder 10, noch 100, noch 1000 teilen. Versucht man namlich, eine beliebige
von diesen durch 9 zu dividieren, so bleibt 1 als Rest.

Aber eben, dass immer 1 als Rest bleibt, fiihrt zu einer einfachen Teilbarkeitsregel:
Dividieren wir 10 durch 9, so bleibt 1, dividieren wir 20, so bleibt 2, dividieren wir 30,
so bleibt 3 als Rest.

Allgemein: Wenn Zehner durch 9 dividiert werden, bleibt so viel als Rest, wie Zehner
dividiert wurden. Das Gleiche gilt fiir die Division von Hundertern durch 9. Wird 100
durch 9 dividiert, so bleibt 1, wenn 200 durch 9 dividiert wird, bleibt 2.

Es bleibt also auch bei der Division von Hundertern durch 9 stets so viel als Rest, wie
Hunderter dividiert wurden. Ebenso ist es bei den Tausendern usf. Wenn wir also die
Teilbarkeit einer Zahl durch 9 zu beurteilen haben, dann ist es am zweckmaBigsten,
diese Zahl in Einer, Zehner, Hunderter usw. zu zerlegen. Es ist z. B.

234 = 2 Hunderter + 3 Zehner + 4 Einer

Bei der Division durch 9 ergeben die 2 Hunderter als Rest 2, die 3 Zehner als Rest 3,
die 4 Einer 4. Insgesamt bleibt also 2 + 3 + 4 als Rest. Es ist aber

2+3+4=9

und diese Summe ist durch 9 teilbar. Die Reste ergeben zusammen eine durch 9 teilbare
Zahl, also ist auch 234 durch 9 teilbar.

Damit haben wir die gesuchte Regel: Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Ziffern
zusammengerechnet eine durch 9 teilbare Zahl ergeben. Die Summe der Ziffern einer
vielstelligen Zahl ist aber gewohnlich viel kleiner als die Zahl selbst.
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1.4 Der Zauberlehrling

Darum lasst sich in der Regel mit einem Blick feststellen, ob sie durch 9 teilbar ist. Es
sei z.B. die Zahl
2304576

zu untersuchen. Die Summe der Ziffern betragt
2434+44+5+74+6=27
Wer das Einmaleins kennt, der sieht sofort, dass 27 durch 9 teilbar ist. Dagegen ist
2304577

nicht durch 9 teilbar, da
243+4+54+7+7=28

nicht durch 9 teilbar ist.

In allem, was hier geschehen ist, sind wir um die eigentlichen Schwierigkeiten der Divi-
sion herumgegangen. Bereits diese Umgehungen aber sind fruchtbar: Auf Schritt und
Tritt stoBen wir dabei auf unerwartete Zusammenhange.

Spater werden wir es auch wagen, jener Division, die sich nicht ohne Rest durchfiihren
lasst, in die Augen zu schauen. Dies wird uns dann den Ausblick zu den verwegensten
Vorstellungen der Mathematik eroffnen.

1.4 Der Zauberlehrling

Der Begriff der Teilbarkeit birgt noch so manches Interessante, womit es sich lohnt zu
spielen. Dazu gehort z.B. die Entdeckung, dass es befreundete Zahlen gibt.

Zwei Zahlen sind befreundet, wenn die Summe der echten Teiler der einen die andere
Zahl ergibt und umgekehrt. Die Zahl selbst wird nicht zu ihren echten Teilern gerechnet.
(Die echten Teiler von 10 z.B. sind 1, 2 und 5.) Solche befreundete Zahlen sind z.B.
220 und 284, denn

1-220

i:;o 1-284
220 = und 288 ={ 2142

5-44 L

10 - 22

11-20

die Summe der echten Teiler von 220 ist also:
1+24+4+5+10+114+20+22+44+ 55+ 110 = 284
und die Summe der echten Teiler von 284 ist:

14+24+4471+ 142 = 220
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1.4 Der Zauberlehrling

Es gibt sogar Zahlen, die der Summe ihrer eigenen echten Teiler gleich sind. Man nennt
sie vollkommene Zahlen. 6 beispielsweise ist eine solche Zahl, da ihre echten Teiler 1,
2 und 3 sind und

1+24+3=6

Die Alten schrieben diesen Zahlen gewisse magische Eigenschaften zu, und deshalb
ging man auf die Suche nach vollkommenen Zahlen. Es wurden auch mehrere dieser
Art gefunden. Von ihnen lasst sich 28 noch am leichtesten kontrollieren

1-28
28=4 2-14 1+24+4+7+14 =28
4.7

Die Ubrigen sind schon viel groBer. Alle bekannten vollkommenen Zahlen sind gerade
Zahlen. Es gibt sogar ein Rezept, nach dem man die geraden vollkommenen Zahlen
bestimmen kann, doch wissen wir bis heute noch nicht, ob dieses Rezept beliebig viele
vollkommene Zahlen liefert. Ungerade vollkommene Zahlen wurden bisher noch nicht
gefunden; es ist eine offene Frage, ob es solche iiberhaupt gibt.

Worum handelt es sich hier eigentlich 7

Der Mensch hat die Reihe der natirlichen Zahlen fir seine Zwecke entwickelt, sie ist
seine Schopfung und dient zum Zahlen und zur Ausfiihrung der Rechenoperationen, die
aus dem Zahlen abgeleitet sind. Hat er sie aber einmal geschaffen, so besitzt er keine
Macht mehr Gber sie.

Die Reihe der natiirlichen Zahlen ist da, sie hat eine selbstandige Existenz erhalten, so
dass man an ihr nichts mehr andern kann. Sie folgt ihren eigenen Gesetzen und hat
ihre charakteristischen Eigenschaften, die zum gréBten Teil den Menschen, als sie die
Reihe der natiirlichen Zahlen schufen, nicht einmal im Traume eingefallen sind.

Der Zauberlehrling steht wie geblendet vor den heraufbeschworenen Geistern. Der
Mensch schafft eine neue Welt, aber dann wird er selbst von den geheimnisvollen,
unerwarteten GesetzmaBigkeiten dieser Welt ergriffen. Von nun an ist er kein Schopfer
mehr, sondern wird zum Forscher: Er fahndet nach den Zusammenhangen, nach den
Geheimnissen der von ihm selbst heraufbeschworenen Welt.

Diese Forschung ist darum so verlockend, weil sie fast gar keine Ausriistung verlangt,
lediglich zwei neugierige Augen. Eine zehnjahrige Schiilerin in meiner Klasse kam ein-
mal mit dem folgenden Problem zu mir:

"Es ist mir schon in der Elementarschule aufgefallen, dass ich bei der Addition der
Zahlen bis zu einer ungeraden Zahl, z.B. bis 7, ebenso viel herausbekomme, als hatte
ich mit dieser Zahl ihre "Mitte" multipliziert. Die Mitte von 7 z.B. ist 4 (unter den
Zahlen von 1 bis 7 liegt 4 in der Mitte: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7), und 7-4 = 28, wihrend die
Summe der Zahlen bis 7

1+424+34+4+54+6+7

ebenfalls 28 ergibt. Ich weiB, dass dies immer so ist, doch weil ich nicht, warum".

Naturlich, das ist eine arithmetische Reihe, dachte ich mir. Wie aber soll ich das auf
dieser Klassenstufe erklaren?
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1.4 Der Zauberlehrling

SchlieBlich stellte ich der Klasse die Frage: "Suschen hat ein interessantes Problem!"
Kaum war ich mit der Erlauterung der Frage zu Ende, da meldete sich das scharfsin-
nigste Madchen der Klasse so lebhaft, dass sie fast aus der Bank fiel.

"Es wird Unsinn sein, Evchen; so rasch bist du doch wohl nicht dahintergekommen!"
sagte ich.
Doch ja, sie wisse es. "Suschen hat 7 - 4 gesagt. Dies bedeutet

44+44+4+44+44+4+14
Das aber sagte Suschen statt
1+24+34+4+54+64+7

Sie sagte also 4 statt 1, das heit, um 3 mehr; statt 7 hat sie jedoch auch 4 gesagt,
das heiBt, um 3 weniger, und so wird dieser Unterschied also ausgeglichen. Ebenso ist
es richtig, dass 4 um 2 mehr ist als 2, aber auch um 2 weniger als 6; so wird auch das
ausgeglichen.

Und gerade so steht es mit den Vierern, die sie statt 3 und 5 aufgezahlt hat. Die beiden
Summen sind also tatsachlich gleich."

Ich war gezwungen, Evchen Genugtuung zu leisten; ich hatte das nie so schon erklaren
konnen.

Solche unbefangenen kleinen Forscher machen doch merkwiirdige Beobachtungen! "Das
ist ebenso wie in einem Heft!" - rief Mariechen, eine andere kleine Schiilerin.

"Wie meinst du das 7"

"In unserer Aufgabe wurde das erste Glied durch das letzte ausgeglichen, dann das
zweite durch das vorletzte; in einem Heft hangen die Blatter auch so zusammen: Das
erste mit dem letzten, das zweite mit dem vorletzten."

Diese kleinen Forscher wurden durch die reine Neugier geleitet; GauB, der "princeps
mathematicorum", soll als Schulkind aus ZweckmaBigkeitserwagungen hinter denselben
Zusammenhang gekommen sein. Es wird folgendes dariiber erzahlt:

Als der Lehrer von GauB einmal ein wenig Ruhe genieBen wollte, stellte er der Klasse
die langwierige Aufgabe, die Zahlen von 1 bis 100 zu addieren. Er hatte aber keine
Ruhe, denn nach einigen Augenblicken rief der kleine GauB:

"Das Ergebnis ist 5050!"

Der Lehrer musste anerkennen, dass dies stimmt. Wie aber ist es gelungen, das Ergebnis
so rasch auszurechnen 7

"Ich habe bemerkt, dass 1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, 3 + 98 = 101 ist. Also treffen
sich die jeweils vom Anfang und vom Ende der Zahlenreihe genommenen Summanden
nach 50 solchen Additionen in der Mitte, und 50 - 101 ergibt 5050."

Der kleine GauB hat die Zahlen bis zu einer geraden Zahl addiert, und er hat dabei
eine ebenso geschickte Methode zur Beschleunigung der Addition gefunden wie mein
Suschen, als sie bis zu einer ungeraden Zahl vorwartsschritt.
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1.4 Der Zauberlehrling

Denkt man etwas kompliziert, so kann man beide Verfahren vereinigen. Es ist ein
bekannter Scherz, dass jemand einen Blick auf eine weidende Herde wirft und dann mit
Sicherheit behauptet: "Es sind 357 Lammer in der Herde."

Auf die Frage, wie er das zahlen konnte, antwortet er:
"Sehr einfach: Ich habe die Beine gezahlt und das Ergebnis durch 4 dividiert."

Der Mathematiker verfahrt manchmal tatsachlich so, Sind z.B. alle Zahlen bis zu einer
bestimmten Zahl zu addieren, so kann man ohne Miihe das Doppelte der gesuchten
Summe berechnen, indem man zunachst die erste und die letzte Zahl addiert, dann die
zweite und die vorletzte usf. Wir schreiben zu diesem Zweck die zu addierenden Zahlen
zweimal in Reihen untereinander, und zwar das zweite Mal in umgekehrter Reihenfolge,

z. B.

1+2+3+4 oder 14+2+3+4+5
4+3+2+1 5+4+3+2+1

So stehen gerade jene Glieder untereinander, welche wir zusammenrechnen wollen.
Addieren wir die untereinanderstehenden Zahlen, so erhalten wir:

O0+0+5+5=4-5=20 oder 6+6+6+6+6=5-6=230

Dies ist das Doppelte der gesuchten Summen. Die Summen selbst erhalten wir nach
der Division durch 2. Das Ergebnis ist also 10 bzw. 15, und in der Tat ist

1+424+3+4=10 und 1+424+3+44+5=15

Wie wir sehen, gilt die Regel fiir beide Falle: Die Summe des ersten und des letzten
Gliedes ist mit der Anzahl der Glieder zu multiplizieren und das Ergebnis zu halbieren.
Diese Regel enthalt sowohl das Ergebnis von Suschen als auch das von GauB.
ImFalle1 +2+3+4+54+ 647 ist die Summe des ersten und des letzten Gliedes 8:;
diese Summe mit der Anzahl der Glieder multipliziert ergibt 7 - 8 = 56, und die Halfte
davon ist 28.

In der Aufgabe 142+ ... + 100 ist die Summe des ersten und des letzten Gliedes 101;
dies mit der Anzahl der Glieder multipliziert ergibt 100 - 101 = 10100, halbiert 5050.

Es ist klar - meine Klasse hat es sofort bemerkt - dass sich durch diese Regel nicht
nur die Summe unmittelbar aufeinanderfolgender Zahlen berechnen lasst, sondern ganz
allgemein die Summe beliebiger Zahlen, die in gleichem Abstand aufeinanderfolgen,
z.B. 5+ 7+94 11+ 13 (der Anfang ist beliebig), wo jedes folgende Glied um 2 groBer
ist, als das vorhergehende, oder

10+ 15+ 20+ 25+ 30+ 35

in der die Differenz von zwei benachbarten Gliedern immer 5 ist.
Auch hier ist ja die Summe aus dem ersten und dem letzten Glied ebenso groB wie die
Summe aus dem zweiten und dem vorletzten Glied, usf. Der Leser moge probieren: Im
ersten Beispiel ist

5+13=18 , 7T+11 =18
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und 9+9, das beim Berechnen der doppelten Summe in der Mitte auftritt, ist ebenfalls
18. Im zweiten Beispiel ist

10 + 35 = 45, 15 + 30 = 45, 20425 =45

Solche aquidistanten Zahlenfolgen werden von den Mathematikern arithmetische Reihen
genannt.

Es ist interessant, dass der gleiche Gedanke in verschiedenen Gebieten der Mathematik
auftaucht. Derselbe Kunstgriff, mit dem wir die arithmetischen Reihen summierten,
hilft uns z.B. auch in der Flachenberechnung.

Der Flacheninhalt des Rechteckes ist leicht zu berechnen: Wir wahlen ein kleines Qua-
drat als Einheit und prifen, wieviel solche Einheiten zur Bedeckung des Rechtecks
notwendig sind. Die Einheit sei ein Quadratzentimeter, d.h., ein kleines Quadrat, bei
dem sowohl die Lange als auch die Breite 1 cm betragt:

Tem

Tcm

Reihen wir 8 solche kleine Quadrate aneinander,

so haben wir schon ein Rechteck; um ein weniger flaches zu erhalten, schichten wir 3
solche Reihen aufeinander:

Das so erhaltene Rechteck besteht aus 3 -8 = 24 kleinen Quadraten. Geht man um-
gekehrt von einem Rechteck aus, dessen Lange 8 cm und dessen Breite 3 cm betragt,
so gehen 3 -8 = 24 Quadratzentimeter hinein. Im allgemeinen erhalt man also den
Flacheninhalt eines Rechtecks. indem man die Langen zweier benachbarter Seiten mit-
einander multipliziert [

Wir wollen uns vom Rechteck noch merken, dass seine benachbarten Seiten einen rech-
ten Winkel bilden (man sagt auch: Die Seiten stehen senkrecht aufeinander). Der rechte
Winkel ist eine richtige Ecke, worauf z.B. beim Hausbau sehr geachtet wird:

3Auf den Fall, dass 1 ¢cm in den Seiten des Rechtecks nicht aufgeht, komme ich noch zuriick.
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Der eine Schenkel beugt sich nicht gegen den anderen, er neigt sich aber auch nicht
von ihm ab, wie das bei spitzen bzw. stumpfen Winkeln der Fall ist!

(Mauern, die solche Ecken bilden, kdénnen leicht einstiirzen.) Beim rechten Winkel
dagegen erhalten die Schenkel in rechter Disziplin das Gleichgewicht.

In der durch drei Geraden begrenzten Figur, im Dreieck, kann auch ein rechter Winkel
vorkommen, aber nur einer. Bitte zu probieren: Wie man sich auch bemiiht, die beiden

anderen Winkel werden spitz.

e

Die Seiten, die den rechten Winkel einschlieBen, heiBen Katheten, die dem rechten
Winkel gegeniiberliegende Seite nennt man Hypotenuse.

Infolge seiner spitzen Winkel nun lasst sich ein solches rechtwinkliges Dreieck nicht mit
unseren quadratférmigen Flacheneinheiten vollkommen bedecken:

T~

Schon in der unteren Reihe bleibt die schraffierte Ecke unbedeckt. Hier ist also die
Berechnung des Flacheninhaltes ein Problem.

Es ist aber ein sehr leicht |6sbares Problem: Kénnen wir den Flacheninhalt eines Drei-
ecks nicht berechnen, so berechnen wir den Flacheninhalt von zweien. Legen wir zwei
gleiche rechtwinklige Dreiecke so aneinander, dass ihre Hypotenusen aufeinanderliegen,
so konnen wir ein Rechteck erhalten:

AN

Den Flacheninhalt dieser Figur konnen wir schon berechnen: Wir haben nur die bei-
den benachbarten Seiten des Rechtecks miteinander zu multiplizieren. Dabei sind die
benachbarten Seiten eben die Katheten unseres Dreiecks.

So kénnen wir den doppelten Flacheninhalt eines Dreiecks berechnen; den Flacheninhalt
des einen Dreiecks erhalten wir dann, indem wir das Resultat durch 2 dividieren: Der
Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks lasst sich also berechnen, indem man die
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Lange der Katheten miteinander multipliziert und das Ergebnis dann halbiert.

Die Analogie mit der Summierung der Glieder einer arithmetischen Reihe wird vollig
deutlich, wenn wir die Ausdrucksweise Euklids anwenden, der vor 2000 Jahren der Welt
ein bewundernswert vollstandiges mathematisches Werk geschenkt hat. Bei Euklid wird
auch alles Arithmetische in einem geometrischen Gewand dargestellt. Bei ihm konnten
statt

1,2,3, ...

N=l=h

stehen. So ware bei ihm die Darstellung der Summe

der Reihe nach die Figuren

1+2+3+4

ein solches "Treppendreieck":

r

Den Kunstgriff, die Summe noch einmal umgekehrt darunter - hier eher dariiber - zu
schreiben, miisste man hier durchfiihren, indem man noch ein ebensolches Treppen-
dreieck lber das vorherige baut:

Auf diese Weise kommt ja 4 iiber 1, 3 tber 2, 2 {iber 3 und 1 lber 4: Insgesamt liegen
immer jeweils 5 Quadrate iibereinander, zusammen 4 - 5 = 20; in Ubereinstimmung
damit, dass das so entstandene Rechteck 4 Einheiten lang und 5 Einheiten breit ist,
also sein Flacheninhalt 4 - 5 Flacheneinheiten betragt.

Das ist das Doppelte der gesuchten Summe; die Summe selbst ist also halb so groB,
wie ja auch die Flache des einen Treppendreiecks der halben Rechtecksflache gleich ist.

Hier ist wirklich klar ersichtlich, dass wir denselben Gedanken einmal in arithmetischer,
das andere Mal in geometrischer Form ausgedriickt haben. Wir werden sehen, dass sich
diese |dee noch vielfach variieren lasst.
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1.5 Variationen eines Grundthemas

Wann kommt es denn vor, dass die Zahlen von 1 an zu summieren sind? Auch das
folgende, scheinbar ganz fernliegende Problem fiihrt dahin.

Dreiecke und Vierecke haben wir bereits betrachtet. Allgemein werden die geschlossenen
Figuren mit geradliniger Begrenzung Vielecke genannt:

AV

Die hier gezeichneten sind sogenannte konvexe Vielecke: Sie sind nirgends eingeknickt,
wie etwa die folgenden:

N CT )7

Exakter ausgedriickt unterscheiden sich die unteren Vielecke von den oberen dadurch,
dass durch die Verlangerung einer ihrer Seiten das Vieleck zerschnitten wird:

N )0

Bitte zu probieren: Mit den umstehenden oberen lasst sich das nicht machen. Dieser
Unterschied musste zunachst erlautert werden. Von nun an wird nur von konvexen
Vielecken die Rede sein. (Die gleiche Unterscheidung wird auch bei Kérpern getroffen.)

Die Verbindungsstrecke zweier nichtbenachbarter Ecken nennt man Diagonale (be-
nachbarte Ecken werden namlich nicht durch eine Diagonale, sondern durch eine Seite
verbunden). In das folgende Vieleck will ich nun einige Diagonalen einzeichnen:

Das Problem lautet nun: Wieviele Diagonalen lassen sich in ein gegebenes Vieleck,
sagen wir in ein Achteck, einzeichnen?
Selbst wenn ich sie alle in die Figur einzeichne, ist es nicht leicht, sie zu zahlen, so
dicht wird die Figur von ihnen bedeckt:
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Die Aufgabe wird leichter, wenn wir zwischen benachbarten und nichtbenachbarten
Ecken keinen Unterschied machen, wenn wir also einstweilen auch die Seiten hinzuzah-
len. Wir wissen ja ohnehin, dass es acht Seiten gibt, die dann am Ende der Rechnung
vom Resultat abzuziehen sind.

In dieser Form lautet nun die Aufgabe: Es sind die 8 Ecken eines Achtecks gegeben:

7
*
Ll

x§

€ x » 5

Wieviele Moglichkeiten gibt es nun, diese Punkte miteinander zu verbinden?
Zur Losung bieten sich zwei Wege. Bei der ersten Losungsart verbindet man zunachst
Punkt 1 mit den lbrigen sieben; so erhalt man bereits 7 Strecken:

Dann verbindet man den Punkt 2 mit den (ibrigen Punkten, den ersten ausgenommen,
da er mit Punkt 2 schon verbunden wurde: so kommen weitere 6 zu den bisherigen 7
Strecken:

Verbinden wir nun den Punkt 3 mit den iibrigen - die bereits erledigten beiden Punkte
ausgenommen -, so entstehen 5 neue Strecken. Ebenso erhalten wir beim Verbinden
des Punktes 4 mit den restlichen 4 Punkten 4 neue Strecken.

Der Punkt 5 liefert 3, der Punkt 6 nur 2 und der Punkt 7 nur noch eine neue Strecke.
Punkt 8 wurde bereits mit allen anderen Punkten verbunden; daher ergibt dieser keine
neue Strecke mehr. Insgesamt erhalten wir somit

7T+6+5+4+3+2+1
oder in umgekehrter Reihenfolge
1+24+34+4+54+64+7

Strecken.
Die andere Methode zur Abzahlung dieser Strecken besteht darin, nachzuschauen, wie-
viel Linien sich von je einer Ecke aus ziehen lassen, unabhangig von den tbrigen Ecken.
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Es sind selbstverstandlich 7, da sich ja alle Ecken mit den (ibrigen sieben verbinden
lassen.

Nun konnte man irrtimlich folgern: Lassen sich aus einer Ecke 7 Verbindungslinien
ziehen, so erhalten wir bei 8 Ecken insgesamt 8 - 7 solche Linien. Das stimmt aber
deshalb nicht, weil jede Strecke zwei Ecken verbindet.

So haben wir z.B. die Ecken 1 und 6 zweimal verbunden: Einmal bei der Abzahlung
jener Linien, die von Ecke 1, und nochmals bei der Abzahlung der Linien, die von Ecke
6 ausgehen. Folglich bestand unser Fehler lediglich darin, dass wir jede Strecke doppelt
gezahlt haben. Das richtige Ergebnis wird die Halfte von 8 - 7 = 56, d.h. 28 sein.
Beide Wege miissen zu demselben Resultat fiihren,

1+24+3+44+5+64+7

ist also der Halfte von 8-7 gleich. Dies ist aber wiederum das Ergebnis meiner Schiilerin
Suschen.

Das Thema lasst sich aber noch weiter variieren. Man kann die hier aufgeworfene Frage
auch anders formulieren. Da jede Strecke in unserem Achteck zwei Ecken verbindet,
lautet die Frage: Wieviel Moglichkeiten gibt es, um aus insgesamt 8 Ecken 2 auszu-
wahlen?

Dabei ist es aber nicht unbedingt erforderlich, dass es sich gerade um Ecken handelt.
Man konnte z.B. auch folgende Frage aufwerfen: Wieviel Moglichkeiten gibt es, aus
einem Beutel mit 8 verschiedenfarbigen Kugeln 2 Kugeln herauszunehmen? Oder:
Welche Arten gibt es, von insgesamt 8 Kindern, die zu Paaren aufgestellt werden sollen,
das erste Paar auszuwahlen? Alle diese Fragen werden vom Mathematiker allgemein so
ausgedriickt:

Wieviele zweigliedrige Kombinationen lassen sich aus 8 Elementen bilden? Werden die
Elemente mit den Zahlen 1 2 3 4 5 6 7 8 bezeichnet, so sind ihre zweigliedrigen
Kombinationen (einfacher: Paare):

12 23 34 45 56 67 78
13 24 35 46 57 68
14 25 36 47 58

15 26 37 48
16 27 38

17 28

18

Aus dieser Zusammenstellung ist sehr schon ersichtlich, dass ihre Anzahl, von rechts
nach links fortschreitend,
1+24+34+4+54+64+7

betragt. Andererseits kann man auch hier davon ausgehen, dass sich jedes Element mit
den Ubrigen sieben paaren lasst. Die 8 Elemente wiirden dann 8 - 7 Paare liefern. Dabei
hatten wir aber jedes Paar zweimal verbunden, da wir sowohl die Paarungen seines
ersten als auch die seines zweiten Gliedes abgezahlt haben.
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1.5 Variationen eines Grundthemas

Das richtige Ergebnis ist also wieder die Halfte von 8 - 7.

Von so verschiedenen Dingen ausgehend; miinden die Wege doch alle in dasselbe End-
ergebnis. Ich kann es nicht tibers Herz bringen, dies nicht in die Gestalt einer Formel
zu kleiden. Dabei habe ich nur folgendes vorauszuschicken:

Ein Klammerzeichen bedeutet in der Mathematik nicht, dass irgendetwas nebenbei
bemerkt wird. Der Mathematiker setzt vielmehr alles das in Klammern, dessen Zu-
sammengehdrigkeit hervorgehoben werden soll. So bedeutet z.B. (2 + 3) - 6, dass das
Resultat der Addition 2+ 3, d.h. 5, mit 6 zu multiplizieren ist, wahrend ohne Klammern
2 4 3 -6 zum Addieren von 2 mit dem Resultat der Multiplikation 3 - 6 auffordert (es
besteht ein Ubereinkommen, dass die Multiplikation "starker bindet" als die Addition.
Wir brauchen daher nicht 2+ (3-6) zu schreiben). Jedermann weiB, dass sich die Halfte
von 4, 6 und 10 der Reihe nach als %,g und 1—20 schreiben lasst; man kann eine Division
auch in der Form eines solchen "Bruches" ausdriicken. -

Bezeichnet man nun die Zahl, bis zu welcher die Zahlen von 1 an zu summieren sind,
mit n, so ist die Summe aus dem ersten und dem letzten Glied 1 + n. Diese Summe
ist mit der Anzahl der Glieder, d.h. mit n zu multiplizieren und das Ganze durch 2
zu dividieren. So lassen sich nun samtliche Abwandlungen unseres Grundthemas durch
folgende Formel ausdriicken:

(14+n)-n
2

Die Mathematik ist eigentlich eine Sprache; eine seltsame Sprache, die ausschlieBlich
Symbole gebraucht. Auch die oben angefiihrte Formel ist nur ein Symbol und hat an
sich keine Bedeutung.

Jedermann kann sein eigenes Erlebnis in diese Formel hineinlegen. Fiir den einen kann
sie die Abzahlung der Diagonalen eines Vielecks bedeuten, fiir den anderen die Mog-
lichkeiten der Auswahl eines fiihrenden Paares aus seinen Schiilern. Die Aufzeichnung
der Formel ist der Ausdruck unserer Freude daran, dass sich alle Aufgaben dieser Art
mit Hilfe eines einzigen Gedankens losen lassen.

I14+2+3+...+n=

Nachschrift iiber die Geometrie ohne Mal3

Inzwischen sind zwei neue Motive ertont, ein geometrisches und ein arithmetisches.
Zunachst mochte ich das geometrische ein Stiick verfolgen.

Schauen wir uns noch einmal die Abbildung an, die das Achteck mit all seinen Diago-
nalen darstellt. Sie ist vollig uniibersichtlich, weil die Diagonalen einander kreuz und
quer schneiden; es wimmelt ja darin von Schnittpunkten.

Ein Glick, dass das Vieleck konvex ist, so dass seine Ecken alle auBen liegen und des-
halb wenigstens diese mit den Schnittpunkten nicht verwechselt werden konnen. Sehr
viel groBer wiirde die Ubersicht sein, wenn die Diagonalen aus Gummibandern waren,
die an den Ecken befestigt sind, so dass man sie in den Raum hinausziehen kénnte.

Wiirde dann jede Diagonale von einem Menschen ergriffen, dann konnte die zweite
etwas hoher gezogen werden als die erste, die dritte noch etwas héher usf., so dass
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sie einander nicht schneiden. Man konnte sie dann zugleich besser zahlen, denn ihre
Anzahl wiirde sich durch die Dehnung nicht andern.

Es gibt nun einen ganz besonderen Zweig der Geometrie - Topologie genannt -, der
sich mit solchen Eigenschaften der Figuren befasst, die sich nicht andern, wenn die Fi-
guren aus Gummi angefertigt sind und nach Belieben gedehnt oder zusammengedriickt
werden.

Es ist sonderbar, dass auch diese Wissenschaft zur Geometrie gehért, obwohl hier vom
Messen gar keine Rede sein kann, denn beim Dehnen andern sich ja die Langen der
Strecken und die GroBen der Winkel.

Von unserem Gesichtspunkt aus ist das Interessante an diesen Untersuchungen, dass
sie neu sind: Wir kennen ihren Ursprung: vor unseren Augen hat es sich abgespielt, wie
ein Zweig der Mathematik aus einem Spiel entsteht.

Dieses Spiel hatte die Gestalt eines Ratsels, das sich auf die Briicken von Konigsberg,
des jetzigen Kaliningrad, bezog. Die beiden Inseln des Pregelflusses bei Kaliningrad sind
miteinander und mit den Ufern durch sieben Briicken verbunden:

In dem Ratsel wird nun gefragt, ob sich ein Spaziergang - mit beliebigem Ausgangs-
punkt - unternehmen lasst, bei dem man alle sieben Briicken, doch jede nur einmal,
iberschreitet und am Schluss zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.

Bitte zu probieren. Man wird bald einsehen, dass sich die Aufgabe gar nicht andern
wiirde, wenn die Briicken, die auf dasselbe Ufer bzw. auf dieselbe Insel fiihren, in den
gleichen Punkten der betreffenden Landstiicke zusammentréafen (dies wiirde nur die
Durchwanderung des Landes iiberfliissig machen), wenn also die Landkarte folgender-
maBen aussdhe

Es ist zwar Unsinn, dass von demselben Punkt der linken Insel zwei Briicken zu demsel-
ben Punkt eines Ufers flihren, aber wir kdnnen ja annehmen, dass die eine fiir FuBganger
und die andere fiir Wagen bestimmt ist. Diese Uberlegung erméglicht es, eine einfa-
chere, schematische Zeichnung anzufertigen:
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1.5 Variationen eines Grundthemas

Wir kénnen unsere Frage dann auch so stellen: Kann man diese Figur in einem einzigen
Zuge zeichnen, ohne den Bleistift zu heben (der Spazierganger kann sich ja auch nicht
in die Luft erheben) ?

Dabei darf kein einziges Linienstiick doppelt gezeichnet werden, und der Bleistift muss
an den Ausgangspunkt zuriickkehren. Diese Frage klingt bereits nicht mehr unbekannt;
man pflegt sie auch in Bezug auf gewisse Briefumschlage aufzuwerfen:

Es leuchtet ein, dass diese Fragen in den Bereich der Topologie gehoren. Die Antwort
auf die Frage, ob sich eine solche Figur in einem einzigen Zuge zeichnen lasst, andert
sich auch dann nicht, wenn wir uns die Figur aus Gummi hergestellt denken, so dass sie
sich nach Belieben dehnen, driicken, deformieren lasst; wir diirfen sie nur nicht zerreiBen
oder die einzelnen Stiicke zusammenkleben.

Der groBe Mathematiker Euler gab eine allgemeingiiltige Antwort auf derartige Fragen.
Lasst sich eine solche Figur durch einen einzigen in sich zurlickkehrenden Zug zeichnen,
so muss der Bleistift erst vom Ausgangspunkt weg und zum Schluss wieder dahin gefiihrt
werden; sooft er wahrend des Linienzuges in irgendeine Ecke gelangt, muss er aus ihr
auch wieder heraustreten, damit er weitergehen kann.

So entspricht jeder hinlaufenden Kante eine weglaufende Kante, und es miissen sich
daher in jeder Ecke eine gerade Anzahl von Kanten treffen. Man kann beweisen, dass
diese Bedingung auch geniigend ist: Wenn sich bei einer Figur in jeder Ecke Kanten
in gerader Anzahl treffen, so lasst sie sich auf jeden Fall durch einen einzigen in sich
zuriickkehrenden Linienzug zeichnen.

Der Spaziergang in Kaliningrad ist also unmoglich: Jede Ecke schlieBt die Lésung aus,
denn es treffen sich ja in der linken Ecke 5 und in den ubrigen drei Ecken je 3 Kanten,
also immer eine ungerade Anzahl.

Den ersten Briefumschlag dagegen kann man zeichnen, wenn man nicht darauf besteht,
dass der Bleistift in den Ausgangspunkt zuriickkehrt. In seinen oberen Ecken treffen sich
je 4, in der obersten 2 und in der Mitte ebenfalls 4 Kanten.

Die Anzahl dieser Kanten ist also gerade, und nur die beiden unteren Ecken konnten
die Sache verderben, da in diesen je 3 Kanten zusammenlaufen. Wird aber erlaubt, dass
der Zug von einer der unteren Ecken ausgeht und in die andere zuriickkehrt, dann lasst
sich der Umschlag in folgender Reihenfolge dennoch zeichnen:

Der zweite Umschlag ist wieder ein hoffnungsloser Fall, denn er besitzt mehr als zwei

widerspenstige Ecken: In der obersten und der mittleren Ecke treffen sich zwar Kanten
von gerader Anzahl, in den lbrigen vier aber je 3 Kanten.
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Das ist jenes Spiel, aus dem die Topologie entstanden ist. Man darf aber nicht glauben,
dass sie auf der spielerischen Stufe verblieben ist: Sie entwickelte sich zu einer ernsten
Wissenschaft, aus der auch andere Wissenschaften reichlich schépfen, z.B. die Physik,
wenn sie Uber Stromgabelungen, und die Chemie, wenn sie iiber Molekularmodelle
spricht.

Im allgemeinen stellen sich immer topologische Betrachtungen ein, wenn man sich von
der Struktur eines Gegenstandes eine Vorstellung machen will, ohne sich um seine MaBe
zu kiimmern.

Es lohnt sich, ein Weilchen dariiber nachzudenken, welche geometrischen Begriffe in der
Topologie verlorengehen. Solche Begriffe sind z. B. die Kongruenz und die Ahnlichkeit.
Die Kongruenz und die Ahnlichkeit von Dreiecken spielen eine besonders wichtige Rolle
in der Geometrie, denn andere ebene Figuren lassen sich ja in Dreiecke zerlegen, z. B.
die Vielecke durch Diagonalen:

Sogar den Kreis kann man mit einer gewissen Nachsicht (darauf komme ich noch
zuriick) als eine aus Dreiecken zusammengesetzte Figur betrachten, wenn man seine
Radien dicht genug einzeichnet:

Jedes Bogenstiick scheint dann fast gerade zu sein. (Ich weiB, dass dieses gewisse "fast"
eine unangenehme Schulerinnerung ist, mit der ein Gefiihl der Unsicherheit verbunden
ist. Ich verspreche aber, spater seinen exakten Sinn anzugeben.)
Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn man sie so aufeinanderlegen kann, dass sie sich
decken. Die beiden folgenden Dreiecke z. B. sind so beschaffen:

I T

Wir konnen uns davon iiberzeugen, wenn wir sie aus Papier ausschneiden und in die
gleiche Lage drehen. Aufeinandergelegt, decken sich alle ihre 6 Bestandteile (3 Seiten
und 3 Winkel). Fiir die Kongruenz kann jedoch bereits die Ubereinstimmung von je
drei Bestandteilen geniigen, z.B. von je zwei Seiten der Dreiecke und den dazwischen-

liegenden Winkeln:
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1.5 Variationen eines Grundthemas

Denn weiB ich nur, dass die hier stark ausgezogenen Bestimmungsstiicke (ibereinstim-
men, und lege ich die gleichen Winkel aufeinander, so fallen die entsprechenden End-
punkte der einschlieBenden Seiten ebenfalls aufeinander.

Die dritte Seite des oberen Dreiecks verlauft zwischen diesen beiden Punkten, und ihr
bleibt darum nichts anderes iibrig, als samt den anliegenden Winkeln auf die dritte Seite
des unteren Dreiecks zu fallen.

Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn zwar ihre Form, doch nicht unbedingt ihre GroBe
gleich ist: Das eine kann das verkleinerte Abbild des anderen Dreiecks sein:

/\/\

Man kann sich etwa vorstellen, dass das groBe Dreieck photographiert wird, wobei der
Photoapparat ein verkleinertes Bild liefert. Wir erkennen, dass sich eine Seite des kleinen
Dreiecks beliebig groB wahlen lasst; wir konnen ja annehmen, dass unser Apparat zu
beliebigen Verkleinerungen fahig ist.

Die Hauptsache ist, dass er das Bild nicht verzerrt, sondern die beiden anderen Seiten
in dem gleichen MaB verkleinert und ihre Neigungen zueinander unverdndert lasst. Die
Winkel verandern sich demnach nicht.

Man sieht also, dass alle Seiten dhnlicher Dreiecke in demselben MaBe verkleinert oder
vergroBert (kurz ausgedriickt, proportional) sind und dass ihre Winkel gleich sind.
Dazu genlgt wiederum bereits, dass zwei einander entsprechende Winkel gleich sind.
Wollen wir namlich zu einem gegebenen Dreieck

A

ein ahnliches zeichnen, so kénnen wir eine Seite des neuen Dreiecks, z. B. die untere,
nach Belieben kleiner oder gréBer annehmen:

An diese haben wir dann die beiden unteren Winkel des gegebenen Dreiecks anzulegen:

A >

Uber weitere Bestandteile kdnnen wir nicht mehr frei verfiigen; die geniigend verlan-
gerten freien Schenkel der beiden Winkel werden das gesuchte Dreieck einschlieBen,

AN
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1.5 Variationen eines Grundthemas

und so kann nur dieses das gesuchte Dreieck sein. Die Ahnlichkeit wird also tatséchlich
durch die Ubereinstimmung je zweier Winkel entschieden.

In der Geometrie begegnen uns auf Schritt und Tritt kongruente und ahnliche Figu-
ren. Im folgenden sogenannten gleichschenkligen Trapez z.B. sind die weiBen Dreiecke
kongruent, die schraffierten ahnlich.

2 N\

Nun: In der Topologie kann von Kongruenz und Ahnlichkeit nicht mehr gesprochen
werden; das Dehnen und Driicken verandert sowohl die GroBe als auch die Form der
Figuren. lhre Geraden koénnen sich dabei auch kriimmen, ja sogar aus der Ebene her-
austreten.

Es ist interessant, dass die Topologie sich trotzdem dazu eignet, z.B. die Frage: Wie
viele regelmaBige Korper gibt es? zu entscheiden, obwohl die "RegelmaBigkeit" eines
Korpers in engstem Zusammenhang mit der Kongruenz und mit dem Messen allgemein
steht. RegelmaBig nennt man namlich diejenigen konvexen Korper, die ausschlieBlich
von gleichseitigen und gleichwinkligen ebenen Figuren

ANOOO OO

begrenzt sind; diese sind ihrerseits kongruent, und es treffen sich in allen Ecken des
regelmaBigen Korpers gleichviele von ihnen.

Die Topologie lost diese Frage, indem sie von den Eigenschaften der regelmaBigen Kor-
per nur beriicksichtigt, dass alle ihre Flachen durch gleich viele Seiten begrenzt sind
und in allen Ecken gleich viele Kanten zusammenlaufen. Diese Eigenschaften haben
aber mit GroBe oder Form des Korpers schon nichts mehr zu tun.

Es gelingt nun, mit den Mitteln der Topologie zu beweisen, dass bereits diese wenigen
Bedingungen lediglich von 5 Koérperarten erfiillt werden kdnnen. Dass 5 solche regelma-
Bige Korper auch tatsachlich existieren, das wird schon von der messenden Geometrie
bewiesen. Drei von ihnen werden durch Dreiecke begrenzt, der allgemein bekannte
Wiirfel durch Vierecke und einer durch Fiinfecke:

; TN (7

Das ist eine ziemlich lberraschende Entdeckung, da in der Ebene nichts die Bildung
von regelmaBigen Vielecken mit beliebig groBer Seitenzahl hindert. Ihre vorgezeichnete
Reihe lieBe sich beliebig weit fortsetzen. Unsere Vorstellungen aus der Ebene lassen sich
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also nicht ohne weiteres auf den Raum (bertragen: Im Raum ist so manches anders.

Es lohnt sich, darliber noch ein wenig nachzudenken. Wir haben natiirlich erwartet, dass
uns im Raum neue Erscheinungen begegnen werden, denn dort ist ja die Bewegung viel
freier als in der Ebene. Gerade deshalb haben wir angenommen, dass hier mehr Mog-
lichkeiten bestehen als in der Ebene, z.B. viel mannigfaltigere Arten von regelmaBigen
Korpern.

Doch siehe da, die groBeren Moglichkeiten bedeuten fiir manches auch hartere Bedin-
gungen.

Die Freiheit ist eben auch im Vorschreiben der Bedingungen groBer. Wahrend in den
Ecken unserer ebenen Figuren stets zwei Kanten aufeinander treffen, konnen in der
Ecke eines Korpers drei oder beliebig mehr Kanten und zugleich auch beliebig viele
Flachen zusammenstoBen. Es kénnen sich sogar auch beispielsweise 30 Kanten in der
einen und 3 Kanten in einer anderen Ecke treffen, und wahrend eine Flache ein Dreieck
ist, kann eine andere ein DreiBigeck sein.

Dass ein Korper sich dieser reichen Moglichkeiten nicht bedienen darf, dass ihm hierin
nur eine einzige Wahl bleibt, sich namlich mit gleichviel Kanten in allen Ecken und
gleichviel Kanten um samtliche Flachen herum zu begniigen, das ist eine sehr starke
Einschrankung. Insgesamt 5 Korper konnen sie ertragen. -

Die Topologie ist mir sogar eingefallen, als ich mir (iberlegte, wie man 1+2+3+...4+n
geschickt summieren konnte. Dies zeugt ebenfalls davon, dass die Mathematik ein or-
ganisches Ganzes ist. Wo wir sie auch antasten, da drangen sich die damit zusammen-
hangenden Gedanken aus allen anderen Gebieten der Mathematik auf.

1.6 Wir machen Versuche mit samtlichen Moglichkeiten

Vom Lehrer wird die Frage vielleicht gar nicht aufgeworfen, auf wieviel verschiede-
ne Arten er seine Klasse zu Paaren aufstellen kann. Er trachtet nur danach, unter
Beriicksichtigung der Freundschaften und Feindschaften zwischen den Schilern, die
Aufstellung zu Paaren im groBen und ganzen richtig vorzunehmen.

Der kleine Forscher jedoch, der noch voll frischer Neugierde ist, will Versuche mit samt-
lichen Moglichkeiten machen.

Als bei meinen zehnjahrigen Schiilerinnen davon die Rede war, dass man die Multiplika-
tion mit 357 sowohl bei den Einern als auch bei den Hundertern beginnen kann, wurde
sofort die Frage an mich gestellt:

Koénnte man nicht auch mit den Zehnern beginnen? Auf die Antwort, dass auch dies
moglich sei - man habe dabei nur scharf darauf zu achten, wohin die Teilprodukte
geschrieben werden -, wollten die Kleinen sofort wissen, wieviele Moglichkeiten es gibt,
eine angegebene Multiplikation auszufiihren.

So wurde ich gezwungen, einen kleinen Exkurs in das Gebiet der Kombinationslehre zu
unternehmen (denn so heiBt der Zweig der Mathematik, der sich mit der Anzahl der
moglichen Anordnungen befasst).
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Es gibt wohl kein Kind, das nicht gern erfahren wiirde, wieviel verschiedene Fahnen
sich aus 3 Farben anfertigen lassen. Aus einer Farbe kann man natirlich nur eine Fahne
machen:

AR

Ein zweiter bunter Streifen lasst sich auf zweierlei Art hinzunehmen, wenn man jede
Farbe nur einmal verwenden will. Wir setzen ihn entweder dariiber oder darunter an:

=

Wie kann man nun einen dritten Farbstreifen zu diesen hinzufiigen? Wir setzen ihn ent-
weder oben oder unten oder auch zwischen die beiden ersten Farbstreifen. So entstehen
aus der linken zweifarbigen Fahne 3 neue dreifarbige Fahnen:

— e =

Ebenso gewinnen wir aus der rechten 3 neue Fahnen:
m 1

Aus drei Farben lassen sich also insgesamt 2 - 3 = 6 Fahnen herstellen. Von diesen
konnen wir auf dhnliche Weise zu vierfarbigen Fahnen (ibergehen. Die vierte Farbe lasst
sich in jeder der dreifarbigen Fahnen (ber die erste, zwischen die erste und die zweite,

zwischen die zweite und die dritte Farbe und schlieBlich unter die dritte Farbe setzen.
So entstehen aus jeder dreifarbigen Fahne 4 vierfarbige, aus der letzten z. B. diese:

I
AT,
SRR

Wir erhalten daher aus den 2-3 = 6 dreifarbigen Fahnen insgesamt 2-3-4 =6-4 = 24
Fahnen. Wir kénnen auch 1 als Faktor hinzunehmen - das ist ja kein Unterschied -, und
so erhalten wir die folgende schone GesetzmaBigkeit:

Die Anzahl der einfarbigen Fahnen ist 1,
... zweifarbigen ist 1 -2 = 2
... dreifarbigen ist 1 - 2-3 =6,
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... vierfarbigen ist 1-2-3 -4 = 24.

Selbstverstandlich lasst sich diese Reihe ebenso fortsetzen, auch dann, wenn es sich
nicht gerade um Fahnen handelt. Man kann z.B. in 1-2-3-4 -5 = 120 Reihenfolgen
die Suppe an 5 Kinder austeilen oder beliebige 6 Elemente auf 1-2-3-4-5-6 =720
verschiedene Arten untereinander vertauschen, permutieren.
Dieses

1-2-3-4-5-6

enthalt folgende Aufforderung: Multipliziere die Zahlen von 1 bis 6 und nicht weiter!
Man pflegt dies abzukiirzen, indem man nur den letzten Faktor und das Ausrufezeichen
niederschreibt. Das oben genannte Produkt wird also

6!

geschrieben. Da es sich hier um 6 "Faktoren" handelt, liest man diesen Ausdruck 6-
Faktoriell oder 6-Fakultat. Esist z.B. 1! =1,2!'=1-2, 3! =1-2-3, usf.

Die GroBe der Produkte hangt natiirlich davon ab, wie weit wir in der Zahlenfolge vor-
wartsgehen. Damit ist uns also eine neue Funktion begegnet. Zeichnen wir sogleich ihre
Fieberkurve! Auf der horizontalen Linie tragen wir jene Zahl ab, bis zu der die Zahlen,
von 1 ausgehend, zu multiplizieren sind, und aufwarts die entsprechenden Fakultats-
werte:

Zum Vergleich sind daneben die Potenzen von 2 dargestellt.

Es ist deutlich sichtbar, dass die Kurve der Fakultat anfangs unter der Kurve der Po-
tenz bleibt (bitte z. B. das Stiick zwischen 1 und 2 anzusehen), dann aber plétzlich die
Oberhand gewinnt und nun viel steiler als die Potenzkurve in die Hohe steigt.

Dies gilt nicht nur fir die Potenzen von 2. Die Fakultat wachst starker als alle Poten-
zen. Das ist auch natiirlich, denn wie groB auch immer die Basis sein mag, z. B. 100,
wir multiplizieren beim Potenzieren doch immer dieselbe Zahl, in diesem Falle 100,
mit sich selbst. Die ersten neunundneunzig Faktoren der Fakultat sind zwar kleiner als
die entsprechenden der Potenzen, dann aber haben wir mit den stets anwachsenden
Faktoren 100, 101, 102, 103, ... weiter zu multiplizieren, und so gewinnt die Fakultat
friiher oder spater die Oberhand.
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Aus der Anzahl der einfarbigen Fahnen lieBen sich die Zahlen der zwei-, drei-, vierfar-
bigen Fahnen Schritt fiir Schritt durch die schénen regelmaBigen Produkte

1-2,1-2-3,1-2-3-4

berechnen. Andere Fragen der Kombinationslehre fiihren zu ebenso schonen Ergebnis-
sen. Z. B. wissen wir bereits, auf wieviel verschiedene Arten sich aus einer gewissen
Anzahl von Elementen Paare auswahlen lassen: Aus 8 Elementen konnen wir

8.7 _

28
2

Paare gewinnen; das haben wir bereits bewiesen. Analog erhalten wir aus 15 Elementen

15-14
——— =105
2
Paare usf. Ware es nicht moglich, aus diesen Zahlen auch die Anzahl der Tripel, der
Quadrupel, usf., die man aus gegebenen Elementen bilden kann, Schritt fiir Schritt zu
berechnen?

Sehen wir wieder nach, auf wieviel verschiedene Arten man zu einem der Paare, die aus
den Elementen 12 345 6 7 8 gebildet werden, z.B. zu

12,

ein drittes Element hinzufiigen kann. Wir beachten nur, welche Elemente in eine Gruppe
aufgenommen werden, die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle. (Stellen wir uns z.B. vor,
aus einer 8-kopfigen Gesellschaft soll eine 3-kopfige Delegation irgendwohin geschickt
werden. Auch hier ist die Frage nur, wer in die Delegation aufgenommen werden soll.)

Es lasst sich also jedes der restlichen 6 Elemente zu 1 2 hinzufiigen, und so entstehen
die folgenden 6 Tripel:

123, 124, 125, 126, 127 128

(Um die Unterstreichung braucht sich der Leser vorlaufig nicht zu kiimmern.) Ebenso
lasst sich auch jedes andere Paar auf sechs verschiedene Arten zu einem Tripel erweitern,
z. B. das Paar 25 zu den Tripeln:

251 125
253 235
254 ) . _ 245
956 oder, der GroBe nach geordnet, zu den Tripeln: 956
257 257
258 258

Im ersten Moment hat es also den Anschein, als ob man 6 mal soviel Tripel wie Paare
aus den 8 Elementen bilden konnte. Aber es gibt auch iibereinstimmende darunter, z.B.
kommt 1 2 5 unter den Tripeln vor, die aus 1 2, aber auch unter jenen, die aus 2 5
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entstanden sind (an beiden Stellen habe ich sie unterstrichen).

Dasselbe Tripel muss sogar auch unter den Erweiterungen des Paares 1 5 vorkommen,
denn wir kénnen ja die 2 als drittes Element zu ihm hinzufiigen. Wir erkennen jetzt,
dass man auf diese Weise jedes Tripel dreifach erhélt. Es entsteht aus jedem der Paare,
die nach Weglassung eines seiner Elemente lbrigbleiben. Wird z. B. von 2 3 5 je ein
Element weggelassen, so bleiben die folgenden drei Paare:

23;25;35

Umgekehrt entsteht 2 3 5 aus diesen Paaren, indem man zum ersten 5, zum zweiten
3 und zum dritten 2 hinzuftigt. Will ich also jedes Tripel nur einmal erhalten, so muss
ich durch 3 dividieren.
So erhalte ich schlieBlich die Anzahl der Tripel, die sich aus 8 Elementen bilden lassen,
indem ich die Anzahl der Paare, die aus diesen 8 Elementen gebildet wurden, mit 6
multipliziere und das Resultat durch 3 dividiere. Ich weiB bereits, dass die Anzahl der
Paare % dass die Division durch 2 auf spater verschoben wird: ist. Diese lasst sich mit
6 so multiplizieren,

8-7-6

2

Jetzt habe ich nur noch durch 3 zu dividieren. Es ist aber vollig belanglos, ob ich erst
durch 2 und dann durch 3, oder ob ich durch 2 -3 = 6 dividiere. Das Ergebnis ist in
beiden Fallen das gleiche. (Z. B. ist % = 6 und g = 2; dividiere ich nun 12 durch
2 -3 = 6 so erhalte ich ebenfalls 2.)
Folglich lassen sich aus den 8 Elementen, wenn man der Schonheit halber zum Nenner
noch eine belanglose 1 als Faktor hinzufiigt - Tripel bilden. Es ist leicht einzusehen,
dass sich auf die gleiche Weise aus 12 Elementen

12-10-9
1-2-3
oder aus 100 Elementen
100 - 99 - 98
1-2-3
Tripel bilden lassen.
Kennen wir bereits die Anzahl der Tripel, so konnen wir analog zu den Quadrupeln
iibergehen. Wir gehen wieder von 8 Elementen aus. Aus jedem Tripel entstehen 5
Quadrupel, wenn die iibrigen Elemente der Reihe nach hinzugenommen werden. Wir
erhalten z. B. aus dem Tripel: 1 2 3 die Quadrupel:

1234; 1235, 1236: 1237, 1238

Demnach wiirden wir insgesamt 5 mal soviel Quadrupel wie Tripel erhalten. Jedes
Quadrupel erscheint jedoch vierfach, z. B. das Quadrupel 1 2 3 4

aus dem Tripel 1 2 3 durch Hinzunahme von 4,
aus dem Tripel 1 2 4 durch Hinzunahme von 3,
aus dem Tripel 1 3 4 durch Hinzunahme von 2,

44



1.6 Wir machen Versuche mit samtlichen Méglichkeiten

aus dem Tripel 2 3 4 durch Hinzunahme von 1.

Wir miissen also unser Ergebnis noch durch 4 dividieren. Die Anzahl der Tripel betragt:
8-7-6
1-2-3

Dieser Ausdruck ist nun mit 5 zu multiplizieren und durch 4 zu dividieren. Folglich ist
die Anzahl der Quadrupel:

8:7-6-5

1-2-3-4
Die GesetzmaBigkeit ist jetzt gewiss schon erkennbar. Die Anzahl der 7gliedrigen Grup-
pen z. B., die man aus 10 Elementen auswahlen kann, betragt

10-9-8-7-6-5-4
1-2-3-4-5-6-7

Auch dies ist ein schones regelmaBiges Ergebnis: Beim Auswahlen von z. B. 7gliedrigen
Gruppen treten sowohl (iber, als auch unter dem Bruchstrich 7 Faktoren auf, und zwar
unten die Zahlen von 1 an aufwarts bis 7 und oben - wenn aus 10 Elementen ausgewahlt
wird - die Zahlen von 10 an abwarts.

So ist z.B. die Anzahl der einzelnen Elemente, die sich aus 5 Elementen auswahlen las-

sen, % = 5, und das ist auch durchaus einleuchtend. Die Anzahl der Tripel, die sich aus

3 Elementen bilden lassen, betragt: % = g = 1, und auch dies ist selbstverstandlich,
denn es lassen sich ja aus 3 Kugeln alle 3 nur auf eine Art auswahlen.

Gleichfalls auf nur eine Art konnen wir die Hand leer zuriickziehen, wieviel Kugeln auch
immer in dem Beutel sind. Wir treffen darum die Ubereinkunft, dass als Anzahl der

"nullgliedrigen Kombinationen" aus beliebig vielen Elementen 1 gelten soll.

Somit ist die Anzahl der immer mehrgliedrigen Kombinationen der Reihe nach:

null- ein- zwei- drei- vier
gliedrig gliedrig gliedrig gliedrig  gliedrig
aus einem Element 1 1-1 - - -
aus 2 Elementen 1 b =2 2Zl_ - -
aus 3 Elementen 1 3 3 55 _ 21— -
aus 4 Elementen 1 % =4 211—% = %%g =6 ‘fgjgj}i =1

Man kann aber die Hand auch aus einem leeren Beutel nur auf eine Art leer zuriickzie-
hen, deshalb soll als Anzahl der nullgliedrigen Kombinationen aus 0 Elementen ebenfalls
1 gelten.

Fligt man diese 1 oben noch hinzu, so lassen sich die Ergebnisse unserer Zusammen-
stellung folgendermaBen anordnen:
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Diese dreieckige Figur nennt man das Pascalsche Dreieck. Sie hat so manche inter-
essanten Eigenschaften. Dass sie symmetrisch ist, d.h., dass ihre linke Halfte gleichsam
das Spiegelbild der rechten ist, leuchtet ohne weiteres ein, da es ebenso viele Moglich-
keiten gibt, z. B. eine von insgesamt 3 Kugeln herauszunehmen, wie Moglichkeiten, 2
Kugeln im Beutel zu lassen.

Ahnlich ist es, wenn man Paare aus 5 Elementen bildet. Bei jeder Paarbildung entsteht
dann auch je ein Tripel aus den unbenutzten Elementen.

Folglich stimmt im Falle von 5 Elementen die Anzahl der Paare mit der Anzahl der Tri-
pel Gberein, und diese Anzahlen besetzen ja die symmetrischen Stellen im Pascalschen
Dreieck.

Eine einfache Regel zur Bildung der weiteren Zeilen ergibt sich aus einer anderen Ei-
gentiimlichkeit des Pascalschen Dreiecks.

Ich habe aus gutem Grund die 2 zwischen 1 und 1 geschrieben, da 1+1 = 2 ist; ebenso
steht 3 zwischen 1 und 2, und es ist 1 4+ 2 = 3, usf. Diese GesetzmaBigkeit setzt sich
auch weiterhin fort.

Daher folgt auf die zuletzt aufgezeichnete Zeile, weil 1 +4 = 5 und 4 + 6 = 10 ist,

15101051
daraus ergibt sich analog die nachste Zeile:
1615201561

usf. Der Beweis dafiir ist nicht schwierig, doch wollen wir uns hier mit einer Probe
begnligen. Die erste 15 steht auf dem Platz der Paare aus 6 Elementen; die Anzahl
dieser Paare ist

6-5 30

1-2 2
und dies ist tatsachlich 15.
Aus unserer Regel folgt aber, dass die Summe der Glieder in einer beliebigen Zeile
doppelt soviel betragt wie in der vorangehenden Zeile. Aus der zuletzt aufgeschriebenen

Zeile wird namlich die nachste folgendermaBen gebildet:
11+66+1515+2020+1515+66+11

und es ist wohl zu erkennen, dass hierin samtliche Glieder der Zeile 1 6 1520156 1
zweimal auftreten.

Daraus ergibt sich aber noch eine weitere Eigenschaft: Summiert man die Glieder je einer
Zeile, so erhalt man die aufeinanderfolgenden Potenzen von 2. Anfangs trifft das sicher
zu (einstweilen konnen wir von der obersten 1 absehen), denn esist 1 +1 =2 = 2t
1+241=4=22% und weiter brauchen wir es gar nicht nachzupriifen: Stimmt es fiir
irgendeine Zeile, so "vererbt" sich diese Eigenschaft auch auf die nachste Zeile.

Wir sahen ja, dass die Summe der Glieder in der nachsten Zeile doppelt so groB ist,
wie in der vorhergehenden. Wird aber eine Potenz von 2 abermals mit 2 multipliziert,
so wird aus ihr ein Produkt 2-2-2-...-2-2 mit einem weiteren Faktor 2, d.h. eine um
eins hohere Potenz von 2.
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Dieses Beweisverfahren, das sich ganz auf den Aufbau der Reihe der natiirlichen Zahlen
griindet, wird vollstandige Induktion genannt. Die Reihe der natiirlichen Zahlen beginnt
mit 1, und immer um 1 weiterzdhlend kann man zu einem beliebigen ihrer Glieder
gelangen.

Nun besteht die vollstandige Induktion in dem Beweisgedanken, dass alles, was am
Anfang der Zahlenreihe gilt und in der Zahlenreihe fortschreitend von einer Zahl auf
die nachste "vererbt" wird, fir sdmtliche natirlichen Zahlen giiltig ist.

Diese Schlussweise hat es uns ermoglicht, dass wir etwas fiir samtliche natdrlichen
Zahlen beweisen konnten, obwohl der menschliche Verstand nicht alle Zahlen durchzu-
probieren vermag.

Wir hatten nur zwei mit unserem Verstand wohl erfassbare Dinge zu beweisen: Erstens,
dass die vorliegende Behauptung fiir 1 stimmt, zweitens, dass sie "vererblicher Natur"
ist.

Das ist hier die wichtigste Lehre: Das Unendliche kann in der Mathematik mit endlichen
Mitteln erfasst werden. -

Wer gern mit Multiplikationen spielt, dem waren die ersten Zeilen des Pascalschen
Dreiecks bereits bekannt. Bilden wir namlich der Reihe nach die Potenzen von 11:

11=11
112=121=121
11°=1331=1331
11*=14641=146 41
Es liefern also die Ziffern der Ergebnisse eben das Pascalsche Dreieck. Wer die Mul-
tiplikationen beobachtet hat, der sah gleich, warum das so ist: Bei der Addition der
Teilprodukte wird das gleiche addiert wie bei der Bildung der Zeilen des Pascalschen

Dreiecks. (Bei 11° hért diese Ubereinstimmung bereits auf, da hier bei der Addition der
Teilprodukte ein Rest auftritt:

115 = 14641 - 11 = 146410 4 14641 = 161051

wahrend die entsprechende Zeile des Pascalschen Dreiecks aus
15102051
besteht.)

11 ist aber gleich 10 + 1,
121=1004+20+1=1-102+2-10+ 1,
1331 =10004+3004+30+1=1-103+3-102+3-10+1,

usf. Es treten also die Zahlen des Pascalschen Dreiecks eigentlich mit den abnehmenden
Potenzen von 10 multipliziert in den Entwicklungen der Potenzen von 10 + 1 auf. Das
zweite Glied von 10 + 1 ist 1. Die Potenzen von 1 sind alle 1, da 1-1 = 1 ist, daher
ist hier noch nicht zu sehen, dass in die Entwicklungen auch die Potenzen des zweiten
Gliedes hineinspielen. Man kann diese aber z. B. in folgender Weise einschmuggeln:

11 = (104+1)* = 1331 = 1000 +300 + 30 +1 =1-10* +3-10*-1+3-10- 12 +1-1°
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also derart, dass die Potenzen des ersten Gliedes abnehmen, die Potenzen des zweiten
Gliedes dafiir zunehmen. Diese Schreibweise hat den Vorteil, dass die Entwicklung in
dieser Form sich auch auf Potenzen anderer zweigliedriger Summen verallgemeinern

|asst; z.B.
?=06+2°%=1-5+3.52.2+3.5-22+1.2°

Nach dem Bisherigen ware es nicht schwer, dies allgemein zu beweisen. Hier begniigen
wir uns aber damit nachzurechnen:

1-53=5.5.-5=25-5=125
3.52.2=3.5-5-2=15-10 = 150
—~— —~—
3.5.22=3.5.2.2=3.10-2=60
~—~
1.22=92.2.2=4.2=28
insgesamt = 343

und es ist tatsachlich
=7.-7-T=49.7 =343

Diese Entdeckung dient wieder den Zwecken der Bequemlichkeit:

Oft ist es bequem, statt einfach zu potenzieren, die Basis in zwei Glieder zu zerlegen,
deren Potenzen sich leicht berechnen lassen. Es gibt z. B. Menschen, die nicht mit 7
multiplizieren mogen. Bei der Berechnung der Entwicklung von (5+2)3 sind jedoch nur
bequeme Multiplikationen mit 5 und 2 aufgetreten. Diese Multiplikationen fiihrt man
moglichst so durch, dass man je eine 5 und eine 2 zusammenfasst. Das Multiplizieren
mit 10 ist dann wirklich ein Kinderspiel.

Das Fremdwort fiir "zweigliedrige Summe" heiBt Binom. Deshalb wird das hier be-
trachtete Entwicklungsgesetz der binomische Lehrsatz genannt, und die Glieder des
Pascalschen Dreiecks bezeichnet man entsprechend als Binomialkoeffizienten.

Am haufigsten braucht man die zweite Potenz. Die zweite Zeile des Pascalschen Drei-
ecks besteht aus den Zahlen

121

hat man daher z. B. die Aufgabe, (5+3)2 zu entwickeln, so multipliziert man der Reihe
nach mit jenen Zahlen, und es treten in der Entwicklung die von 52 an abnehmenden
Potenzen von 5 und die bis 32 zunehmenden Potenzen von 3 auf. Folglich ist

(5+3)?*=1-5242-5-3+1-3°
oder, unter Weglassung der Ulberfliissigen Faktoren 1,
(5+3)*=52+2-5-3+32

So gelangt man zu der allbekannten - und vielleicht mit unangenehmen Erinnerungen
verkniipften - Regel:
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Die Summe zweier Glieder |asst sich auch so in die zweite Potenz erheben, dass man zur
zweiten Potenz des ersten Gliedes das doppelte Produkt beider Glieder und die zweite
Potenz des zweiten Gliedes addiert.

Natirlich kann man dies auch viel leichter einsehen, z.B. auf geometrischem Wege.
Wir wissen, dass sich der Flacheninhalt des Rechtecks durch das Produkt zweier be-
nachbarter Seiten berechnen lasst. Hat man nun umgekehrt ein Produkt, so lasst sich
dieses durch den Inhalt eines Rechtecks darstellen, dessen benachbarte Seiten die beiden
Faktoren sind. Die Darstellung des Produktes 5 - 3 ist z.B.:

die des Produktes 52 =5 - 5:

5] s5*

§

Das ist natirlich ein Quadrat, weshalb man die zweite Potenz auch Quadrat nennt.
In der Darstellung des Ausdrucks (5 + 3)%:

5P

5 K

verschwinden die einzelnen Glieder der Summe. Durch folgende Zerlegung aber kommt
die Trennung wieder zum Vorschein:

L™

3

Von den hier entstandenen Stiicken betrigt der Inhalt des gréBeren Quadrates 52,
der des kleineren Quadrats 32 Einheiten. AuBer diesen wird unser Quadrat durch zwei
Rechtecke mit dem Inhalt von 5 - 3 Einheiten ausgefillt. Es ist also tatsachlich

(5+3)*=52+2-5-3+ 32

Dies ist so klar wie die Figuren der indischen Lehrbiicher. Die Inder machen namlich
nicht viel Worte. Sie sprechen nur den Satz aus: Eine zweigliedrige Summe lasst sich so
und so quadrieren. Dann schreiben sie noch "siehe" und zeichnen eine Figur, die alles
erzahlt:
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a-b bt

a? a-b

Wer Augen hat zu sehen, der sieht es.

1.7 Die Farbung der grauen Zahlenreihe

Die Inder sind von altersher ausgezeichnete Mathematiker und haben eigenartige Fa-
higkeiten auf diesem Gebiete. Uber einen ihrer Gelehrten habe ich folgende Anekdote
gehort:

Als sein europaischer Freund im Scherz die Frage stellte, ob die Nummer 1729 des
benutzten Autos nicht etwa irgendeine omindse Zahl sei, gab er im natirlichsten Ton
der Welt zur Antwort:

"O nein, diese 1729 ist sogar eine sehr interessante Zahl. Sie ist die erste Zahl, die sich
auf zweierlei Arten als die Summe zweier Kuben aufschreiben l3sst; sowohl 102 + 92 als
auch 123 4+ 13 ist 1729."

Fir die Inder sind selbst noch die vierstelligen Zahlen personliche Bekannte, die fiir sie
mit besonderen Eigentiimlichkeiten behaftet sind.

In unseren Grundschulen werden die kleinen Zahlen als solche Individuen behandelt.
In den Augen des kleinen Schiilers ist z.B. die 2 nicht eine der vielen grauen Zahlen,
sondern eine vielseitig bekannte Personlichkeit. Sie ist die erste gerade Zahl, sie ist
gleich 1+ 1, die Halfte von 4, usf. Doch ob uns nur die Zahlen bis 10 oder aber bis zu
den vierstelligen Zahlen (wie bei den Indern) gewissermaBen personlich bekannt sind
-, es bleibt doch immer nur ein bescheidenes Bruchstiick der unendlichen Zahlenreihe,
die grau dariiber hinauswogt.

Wir wissen zwar, dass es gerade Zahlen gibt; ja, dass jede zweite Zahl gerade ist:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ...

Ebenso ist jede dritte Zahl durch 3 teilbar:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12....

jede vierte durch 4:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ...

usf. Das sind aber nur kleinere oder groBere Wellen innerhalb der Zahlenreihe, die,
einmal entstanden, eintonig weiterrollen. Gibt es denn wirklich nichts Unerwartetes,
gar keine individuelle Launenhaftigkeit, die diese Eintonigkeit beleben kénnte?

Doch: Die launenhafte, unregulierbare Verteilung der Primzahlen.

Erinnern wir uns an die Teilbarkeit. Es sind
samtliche Teiler von 10: 1, 2, 5, 10,

50



1.7 Die Farbung der grauen Zahlenreihe

samtliche Teiler von 12: 1, 2, 3, 4, 6, 12,
jedoch samtliche Teiler von 11: 1, 11.

Durch 1 und sich selbst sind alle Zahlen teilbar. Es gibt aber Zahlen, die auBer diesen
beiden keine weiteren Teiler besitzen, z.B. 11; man nennt sie Primzahlen.

Die Zahl 1 verhalt sich in dieser Hinsicht unregelmaBig. Sie hat nur einen einzigen Tei-
ler - die 1 - und dieser ist zugleich sie selbst. Deshalb ist es nicht tblich, die 1 zu den
Primzahlen zu zahlen. Die kleinste Primzahl ist daher die 2. Sie ist zugleich die einzige
gerade Primzahl, da jede gerade Zahl durch 2 teilbar ist und dies die Primzahlbeschaf-
fenheit nur dann nicht verdirbt, wenn der Teiler 2 die Zahl selbst ist.

Ihre Bedeutsamkeit erhalten die Primzahlen durch die Tatsache, dass sich jede andere
Zahl aus diesen Bausteinen zusammensetzen lasst. Man nennt darum die lbrigen Zah-
len auch zusammengesetzte Zahlen. Genauer lasst sich das so formulieren:

Man kann jede zusammengesetzte Zahl als ein Produkt von Primzahlen darstellen.

Versuchen wir z. B. 60 als Produkt aufzuschreiben: 60 = 6 - 10.

Hierbei lassen sich 6 und 10 weiter in Faktoren zerlegen: 6 =2 -3 und 10 =2 - 5.
Setzen wir diese Produkte statt 6 und 10 ein: 60 = 2 -3 -2 -5, dann sind bereits
samtliche Faktoren Primzahlen.

Wir hatten es auch anders anfangen kénnen. Wir sahen ja schon, dass sich 60 auf
vielerlei Arten als Produkt zweier Zahlen aufschreiben lasst. Geht man von folgender
Zerlegung aus: 60 =4 - 15,

dannist4 =2-2und 15 =3 -5,

folglich 60 =2-2-3-5.

Wahlt man die Zerlegung 60 = 2 - 30,

soist 30 =5-6 und dabei 6 =2-3, also 30=5-2- 3,
oder 30 = 2 - 15 und dabei 15 =3-5, also 30 =2 -3 -5,
oder aber 30 = 3 - 10 und dabei 10 =2-5, also 30 =3-2-5.

Man sieht also, dass 30 auf jeden Fall in das Produkt der Primzahlen 2, 3 und 5 zerfallt.
Wird dieses Produkt statt 30 eingesetzt. dann ist:

60=2%-3-5

Eine beliebige andere zusammengesetzte Zahl lasst sich ebenso leicht in ihre "Prim-
faktoren" zerlegen (und man kann beweisen, dass die verschiedenen Wege immer zur
gleichen Primfaktorenzerlegung der Zahl fiihren).

Wer im ersten Moment bei der Frage, wie das anzufangen sei, stockt, der braucht
sich nur zu dberlegen, dass der kleinste Teiler der gegebenen Zahl (auBer 1) bestimmt
eine Primzahl ist. Ware namlich auch dieser eine zusammengesetzte Zahl, so miisste
er einen kleineren Teiler als sich selbst enthalten, und dieser wiirde natiirlich auch die
urspriingliche Zahl restlos teilen. Sucht man daher immer den kleinsten Teiler, dann
lassen sich die Primfaktoren einer beliebigen Zahl nacheinander schén abtrennen, z.B.

90=2-45=2-3-15=2-3-3-5
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Eine solche Zerlegung gibt uns vollen Aufschluss iiber die Struktur einer Zahl. Man
kann aus ihr z.B. herauslesen, dass 90 folgende Teiler (auBer 1) besitzt:

aus einem Faktor gebildet: 2, 3, 5,

aus zwei Faktoren gebildet: 2-3=6,2-5=10,3-3=9, 3-5 =15,
aus drei Faktoren gebildet: 2-3-3=18,2-3-5=30, 3-3-5 =45,
aus vier Faktoren gebildet: 2-3-3 -5 = 90.

Es lohnt sich also, die Bausteine der Zahlen naher kennenzulernen.

Versuchen wir, die Primzahlen der Reihe nach aufzuschreiben. Wir wissen bereits, dass
die kleinste Primzahl die 2 ist. Die librigen geraden Zahlen kénnen wir (iberspringen,
weil sie alle durch 2 teilbar sind. Auch 3, 5 und 7 sind Primzahlen. Wir sind versucht
zu sagen, dass auch 9 eine Primzahl sei. Das stimmt jedoch nicht, denn 9 ist ja durch
3 teilbar.

Man konnte jetzt annehmen, dass die Primzahlen von nun an seltener auftreten, aber
das stimmt wiederum nicht, da 11 und 13 beide Primzahlen sind.
Dieses eine Mal bitte ich den Leser, sich ein wenig zu bemiihen:

Man versuche, die Primzahlen wenigstens bis 50 selbstandig aufzuzahlen. Zur Kontrolle
schreibe ich diese Folge hier auf. Man wird jedoch nur dann fiihlen, wie unregelmaBig
sie ist, wenn man selbst - sich immer wieder verrechnend - daran entlangstolpert. Die
Folge der Primzahlen ist:

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, ...

Schon von den alten Griechen kennen wir eine geistvolle Idee, die es ermoglicht, diese
launenhafte Folge fehlerfrei mechanisch aufzustellen: das sogenannte Sieb des Era-
tosthenes.

Schreiben wir zunachst die Zahlen von 2 bis 50 auf. Das erste Glied dieser Folge ist -
auch unbesehen - sicher eine Primzahl, denn jeder echte Teiler ware ja kleiner als diese
Zahl und wiirde deshalb (abgesehen von 1) in dieser Folge vor ihr auftreten; vor ihr
steht aber nichts. Jetzt sehen wir uns diese erste Zahl an: es ist die 2.

Jede zweite Zahl nach 2 ist ein Vielfaches von 2 und somit keine Primzahl. Von den
auf 2 folgenden Zahlen streichen wir also jede zweite Zahl:

2 3 A 5 £ 1 F 9 W o1,
, 13, M 15, 17, o19, 96, 21,
A 23 A 5. % 21, ¥ 20 H 3,
# o33, A 35, 3 31, A 39, M 4,
¥ 13, A 15, 46 41, 4 1

Die erste Zahl, die nach der 2 erhalten blieb, kann wiederum nur eine Primzahl sein,
denn sie konnte ja sonst nur ein Vielfaches einer vor ihr auftretenden Zahl sein; vor ihr
steht aber nur eine Zahl, deren Vielfache bereits gestrichen wurden.
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Sehen wir uns diese Zahl an: Es ist die 3. Jede dritte Zahl nach 3 ist ein Vielfaches
von 3, folglich streichen wir auch diese Zahlen aus. Es macht nichts, dass dabei einige
Zahlen doppelt ausgestrichen werden miissen:

2 3 AL 5 4 7 A ¥ 1L

™ N

, 13, A 1B 1 17, 19, 26, 2,
A3, A o250 26, 2 A 20, S 31,
A BOA 3 31 B3 46 4,

£ 3, A 8 ¥ 4, 19, 3.

Fahren wir entsprechend fort, dann wird als nachstes 5 beibehalten; die Vielfachen von
5 jedoch miissen wir natiirlich wieder streichen. So wird von 5 an jede fiinfte Zahl und
schlieBlich von 7 an jede siebente Zahl gestrichen:

s A s,
BB

®

I

-8
w

g M 1,

-

=
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N
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3

L1

X
L3

o

23,
43, A 45,
Weitere Zahlen brauchen wir gar nicht zu untersuchen, denn die erste beibehaltene
Zahl ist 11, und 7 mal 11 ist bereits mehr als 50, die kleineren Vielfachen von 11 treten

aber alle unter den gestrichenen Zahlen auf.
Schreiben wir die beibehaltenen Zahlen heraus:

» RN
s
R %

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47;
so erhalten wir tatsachlich die vorhin aufgezeichneten Primzahlen zwischen 2 und 50.

Man konnte auch eine Maschine konstruieren, die die gegebenen Anweisungen ausfiihrt,
also die Primzahlen bis zu einer gewissen Grenze fehlerlos ausstreut. Dies andert aber
nichts daran, dass die Primzahlen (iber alle Grenzen immer wieder mit der groBten
Launenhaftigkeit auftauchen.

So kann man z. B. nachweisen, dass beliebig groBe Liicken zwischen ihnen zu finden
sind, wenn man nur geniigend weit in der Zahlenreihe geht. Die Ergebnisse der folgenden
Operationen liefern z. B. eine Liicke, die mindestens 6 Einheiten betragt, d.h. sechs
aufeinanderfolgende Zahlen, von denen keine einzige eine Primzahl ist:

2-3-4-5-6-7T+2 2-3-4-5-6-7T+3
2-3-4-5-6-7T+4 2-3-4-5-6-74+5
2-3-4-5-6-7T+6 2-3-4-5-6-7T+7
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Dies sind tatsachlich aufeinanderfolgende Zahlen, denn jede von ihnen ist genau um
eine Einheit groBer als die vorangegangene. Keine von ihnen ist jedoch eine Primzahl,
da namlich 2-3-4-5-6 -7 durch jeden ihrer Faktoren teilbar ist, daher ist die erste
jener Zahlen eine Summe, deren beide Glieder durch 2 teilbar sind; die zweite ist aus
den gleichen Griinden durch 3 teilbar, die dritte durch 4, die vierte durch 5, die fiinfte
durch 6 und die sechste durch 7. Beim Ausrechnen erhalten wir:

2:3-4-5-6-7=25040

demnach handelt es sich hier um die folgenden sechs Zahlen: 5042, 5043, 5044, 5045,
5046, 5047.

Das sind schon ziemlich groBe Zahlen; wir mussten in der Zahlenreihe ziemlich weit
gehen, um auf diese Weise eine 6-gliedrige Liicke zwischen den Primzahlen zu finden
(natiirlich ist es moglich, dass eine solche Liicke bereits viel frither vorkommt). Wenn
wir die Miihe nicht scheuen, sehr groBe Zahlen zu betrachten, dann kénnen wir ebenso
eine mindestens 100-gliedrige Liicke finden, indem wir zu dem Produkt

2-3-4-5-...-101

der Reihe nach die Zahlen von 2 bis 101 addieren. Auf diese Art lassen sich auch beliebig
groBe Liicken finden.

Soweit man aber auch die Zahlenreihe untersucht hat, wurden doch immer wieder -
uber beliebig groBe Liicken hinaus -, benachbarte ungerade Zahlen gefunden, die sich
als Primzahlen erwiesen haben, wie z. B. am Anfang der Zahlenreihe 11 und 13 oder 29
und 31. Die Mathematiker vermuten, dass solche "Primzahlzwillinge" in allen Fernen
vorkommen, auch uber den untersuchten Teil der Zahlenreihe hinaus, doch ist es bis
heute nicht gelungen, dies allgemeinglltig zu beweisen.

Gibt es denn liberhaupt Primzahlen in allen Fernen? Farben diese nicht etwa nur einen
Abschnitt der Zahlenreihe?

Auf diese Frage haben wir bereits eine Antwort, und zwar schon seit 2000 Jahren. Euklid
hat einen sehr eleganten Beweis dafiir mitgeteilt, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt.

Dies lasst sich ebenso einsehen wie die Unendlichkeit der Zahlenreihe selbst. Wo immer
auch jemand sagen wiirde: hier ist es aus, da hatte das Lied doch kein Ende; dem
konnte ich nachweisen, dass es auch dariiber hinaus noch Primzahlen gibt.

Es genlgt, dies in einem einzigen Fall zu beweisen; in jedem anderen Fall geht es
ebenso. Wir miissen dabei nur bedenken, dass durch 2 nur jede zweite Zahl teilbar ist,
durch 3 nur jede dritte usf. Daher kann der unmittelbare Nachfolger eines Vielfachen
von 2 nicht durch 2, der unmittelbare Nachfolger eines Vielfachen von 3 nicht durch
3 teilbar sein usf. Wiirde nun jemand behaupten, es gabe nur die Primzahlen 2, 3, 5
und 7, so konnte ich dies sofort widerlegen, da ich aus den aufgezahlten Primzahlen
die Zahl

2:3-5-7T+1

54



1.7 Die Farbung der grauen Zahlenreihe

aufbauen kann. Die Zahl 2-3-5- 7 ist sowohl durch 2 als auch durch 3, 5 und 7 teilbar.
Die unmittelbar darauffolgende Zahl 2-3-5-7-41 kann also durch keine dieser Zahlen
teilbar sein.

Irgendeinen Primteiler aber misste die arme doch haben, sie ist ja auch eine Zahl.
Entweder also ist auch sie in Primfaktoren zerlegbar, oder sie ist zufallig selbst eine
Primzahl, und durch sich selbst ist sie jedenfalls teilbar. Der Betreffende hat sich also
geirrt: Es missen Primzahlen auch liber 7 hinaus vorkommen, und genauso auch tiber
jede beliebige Primzahl hinaus.

Berechnen wir nun diese Zahl 2-3-5-7+ 1: Das Ergebnis ist 211. Ein wenig Probieren
zeigt, dass 211 auBer 1 und sich selbst keine Teiler hat. Sie ist also zufallig eine Primzahl,
und somit ist sie selbst jene Primzahl nach 7, deren Existenz ich behauptet habe.
Natdrlich ist keine Rede davon, dass sie die unmittelbar auf 7 folgende Primzahl ist: Es
war keinen Augenblick lang zu erwarten, dass man die aufeinanderfolgenden Primzahlen
so regelmaBig konstruieren kénnte.

Genauer formuliert liefert unsere Methode als Ergebnis, dass man von 7 hochstens bis
2-3-5-7+1, von 11 hochstens bis 2-3-5-7-11 41 zu gehen hat usf., um eine neue
Primzahl zu finden. Das sind aber ziemlich groBe Abstande. Kénnte man nicht auch in
engeren Grenzen Primzahlen finden?

Es haben sich viele mit dieser Frage befasst. Um nur eines der schonen Ergebnisse zu
erwahnen: Der russische Mathematiker Tschebyschew hat bewiesen, dass sich zwischen
einer beliebigen Zahl (auBer 1) und ihrem Doppelten stets Primzahlen befinden:

zwischen 2 und 4 3,
zwischen 3 und 6 5,
zwischen 4 und 8  sowohl 5 als auch 7,
zwischen 5 und 10 nur 7.

Obwohl hierbei keine RegelmaBigkeit zu erkennen ist, trifft dies doch in allen Fallen
zu, wie weit man auch immer in der Zahlenreihe gehen mag. Wahlt man geniigend
groBe Zahlen, so fallen sogar beliebig viele Primzahlen zwischen die Zahlen und ihre
Zweifachen.

Da haben wir also doch eine Art Regel fiir die Primzahlen, die so unbandig zu sein
scheinen: Beliebig weit kdnnen sie sich nicht voneinander entfernen.

Ja noch mehr: Es gibt trotz allem in einem gewissen Sinne einen "Primzahlsatz" mit
einer ahnlichen "fast"-Giiltigkeit wie die, mit der man auch den Kreis als aus vielen
schmalen Dreiecken zusammengesetzt betrachten kann. (Ich habe versprochen, dieses
"fast" spater zu prazisieren.)

Bis zur 2 - diese eingeschlossen - gibt es eine einzige Primzahl, namlich die 2 selbst.
Bis zur 3 gibt es bereits zwei Primzahlen, und zwar 2 und 3; bis zur 4 wieder nur diese
beiden; bis zu 5 bereits drei, da auch 5 hinzukommt; bis zur 6 wieder nur diese drei;
bis zur 7 schon vier, namlich 2, 3, 5 und 7; bis 8, bis 9 und bis 10 dieselben vier Zahlen
usf.

Die Anzahl der Primzahlen betragt also:
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bis2 bis3 bis4 bisb5 bis6 bis7 bis8 bis9 bis 10
1 2 2 3 3 4 4 4 4

Die Glieder dieser Folge machen einen Sprung, sooft man zu einer neuen Primzahl
gelangt, und dies tritt ganz unregelmaBig ein. Jedoch lasst sich eine wohlbekannte
Folge aufschreiben, die nach einer gewissen Regel gebildet wircﬂ und die so beschaffen
ist, dass ihre Glieder und die Glieder unserer Folge einander um so ahnlicher werden, je
weiter wir fortschreiten.

Die fernen Teile dieser Folge sind also "fast" als gleich zu betrachten - ebenso, wie die
schwer zu behandelnden krummlinig begrenzten Teile des Kreises

SRR

und die wohlbekannten geradlinig begrenzten Dreiecke

D &

einander immer ahnlicher werden. Diese sind ja - die Zerlegung geniigend weit fortge-
setzt - "fast" als identisch zu betrachten.

Eine exakte Regel fiir die Primzahlen ist gar nicht denkbar, doch hat auch dieses "fast"
regelmaBige Verhalten seinen prazisen Sinn. Wie ich versprochen habe, werde ich darauf
noch zurtickkommen.

Ich kann nicht einmal versuchen, den Beweis des Primzahlsatzes auch nur anzudeuten.
Seit geraumer Zeit reichten ihn die hervorragendsten Mathematiker von Hand zu Hand,
immer etwas daran formend, bis er endlich seine heutige Gestalt erhielt.

Man versucht immer genauer zu bestimmen, wie groB der Fehler ist, den wir begehen,
wenn wir die Glieder unserer unregelmaBigen Folge durch die Glieder jener Folge erset-
zen, die sich nach der genannten Regel bilden lasst.

Das, was die Forschung hier reizt, ist weder die ZweckmaBigkeit noch die Bequem-
lichkeit, sondern die Schonheit und die Schwierigkeit des Gegenstandes. Das ist eine
Schonheit anderer Art, als die der spielerischen Zahlen in der Kombinationslehre; es
ist das Asthetische in der MaBlosigkeit. Es ist aber auch ein kiihnes Unterfangen, das
UnregelmaBige in Regeln zwingen zu wollen.

4 Jenen zuliebe, die sich noch an die Logarithmen erinnern kdnnen, schreibe ich diese Folge hier auf:

2 3 4 )
log2’ log3’ log4’logh™

obgleich es kaum moglich ist, dass sich der Leser an diese Logarithmen erinnert: es sind namlich
sogenannte natiirliche Logarithmen. Spater wird auch von diesen die Rede sein.
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Dass es einen Primzahlsatz gibt, zeugt davon, dass die Primzahlen, die sich im Kleinen,
in den untersuchten Stiicken der Zahlenreihe, unregelmaBig verteilen, in ihrer unendli-
chen Gesamtheit dennoch irgendeiner Ordnung unterworfen sind.

Mir fallt ein Gleichnis tGber die Willensfreiheit ein, das ich irgendwo gelesen habe:
Beobachten wir die schwarmenden Bienen aus der Nahe, so sehen wir, dass die einzelnen
Tiere in den verschiedensten Richtungen durcheinanderfliegen; dennoch wird der ganze
Schwarm von einem bestimmten Ziel in irgendeine bestimmte Richtung geleitet.

1.8 ,,Ich dachte mir eine Zahl*

Kehren wir nun ein wenig zur praktischen Mathematik zurtick. Den Rauminhalt eines
Wiirfels konnen wir schon berechnen; oft ist aber auch die Kenntnis des Volumens eines
Korpers von unregelmaBiger Gestalt notwendig. Der Rauminhalt solcher Korper lasst
sich jedoch nicht unmittelbar messen.

In solchen Fallen kann man den folgenden Ausweg einschlagen: Nehmen wir an, der
Korper sei aus Eichenholz; sein Gewicht kann gemessen werden. Wir miissen dann
einen kleinen Wiirfel von 1 Kubikzentimeter GroBe aus Eichenholz aushauen und dessen
Gewicht messen.

Wieviel mal dieses Gewicht im Gewicht des vorliegenden Korpers enthalten ist, soviel
Kubikzentimeter betragt dessen Rauminhalt.

Den Rauminhalt kann man hierbei also nicht unmittelbar bestimmen; doch dafiir etwas
anderes, womit der Rauminhalt in einer wohlbekannten Verbindung steht: das Gewicht
des Korpers. Aus dieser GroBe muss man dann auf das unbekannte Volumen zuriick-
schlieBen.

Es kommt in der Mathematik sehr haufig vor, dass man eine GréBe nicht unmittelbar
kennt, dass aber gewisse Zusammenhange bekannt sind, in die sie hineinspielt. Aus
diesen Zusammenhangen konnen wir dann entnehmen, welchen Wert die unbekannte
GroBe haben muss.

Der Grundgedanke dieses Verfahrens - das fiir viele Anwendungen von entscheidender
Bedeutung ist -, ist derselbe, wie bei den wohlbekannten Ratselaufgaben: "Ich dachte
mir eine Zahl, addierte zu ihr nochmal soviel, nahm das Dreifache von dem Resultat"
usf.

Nachdem ich noch verschiedenes aufgezahlt habe, was ich mit der gedachten Zahl
ausgefiihrt habe, sage ich endlich, dass ich nach diesen vielen Operationen z. B. 36 als
Endergebnis erhalten habe und bitte zu erraten, welche die gedachte Zahl war.

Also bitte zu erraten: Ich dachte mir eine Zahl, addierte zu ihr 5 und erhielt 7. Was
habe ich gedacht? - Selbst ein Blinder sieht, dass dies 2 war.

Nun eine etwas schwerere Aufgabe: Ich dachte mir eine Zahl, multiplizierte sie mit 5,
dividierte das Ergebnis durch 2, addierte 3 und erhielt 18. Welche Zahl habe ich mir
gedacht? -

Gewohnlich wird dieses Ratsel nicht schriftlich, sondern miindlich aufgegeben, so dass
der Gefragte leicht vergisst, welche Operationen aufgetreten sind. Es ist deshalb gut,
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wenn er diese gleich bei der Mitteilung der Aufgabe notiert.

Die gedachte Zahl kennt er nicht, er nennt sie daher z. Soviel wird wohl der Leser
erlauben. Darf der Dichter schreiben:

"Aller Flusse harrt die Styx.
O lésendes, sichres X!"

- so darf ich vom Loser des Ratsels vielleicht auch x fiir die unbekannte Zahl schreiben
lassen, die der Losung harrt. Er notiert also den Ablauf der Rechenoperationen:

Sein Partner dachte z und multiplizierte dies mit 5. So entstand also 5z. Dann dividierte
er dies durch 2, so dass 5733 daraus wurde. SchlieBlich addierte er dazu 3, wobei 57“3 +3
entstand, und behauptet, dass dies gleich 18 sei:

15%%
— +3=18
2+

Die gedachte Zahl erfiillt also eine solche "Gleichung"; sie ist daraus zu erraten.

Es gibt Menschen, die einen so guten Sinn fiir Zahlen haben, dass sie die Lésung
bereits aus dieser Form erraten. Gelingt einem das nicht, so muss man einen Schritt
zuriickgehen: Wurde aus irgendeiner GroBe nach der Addition von 3 die Zahl 18, so war
ihr Wert vorher gleich 15:

dSr

5 =
Daraus ist schon leichter zu erraten, welchen Wert x hatte. Wer es auch daraus nicht
errat, kann es sich mit noch einem Schritt erleichtern: Was durch 2 dividiert 15 ergeben
hat, muss vor der Division 30 gewesen sein:

15

5x = 30

Nun wird aber bereits jeder erraten, dass jene Zahl, die 5 mal genommen 30 ergibt,
nur die 6 sein kann.

Den Abbau, den wir hier allmahlich fortschreitend durchgefiihrt haben, kénnen wir in
jeder Gleichung vornehmen. Als wir von

T 5T

— +3=18 — =15

> T S
iibergingen, verschwand das Glied 3 von der linken Seite des Gleichheitszeichens. Dafiir
wurde von der Zahl auf der rechten Seite 3 subtrahiert. Das pflegt man so auszudriicken:
Es ist erlaubt, einen Summanden von der einen Seite einer Gleichung als Subtrahenden
auf die andere Seite zu bringen.

Als dann
5733

2

iiberging, verschwand der Divisor von der linken Seite. Dafiir wurde aber die Zahl auf
der rechten Seite mit 2 multipliziert.

=15 zZu 5 = 30
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Dies driickt man so aus: Es ist erlaubt, einen Divisor als Multiplikator auf die andere
Seite der Gleichung zu bringen.

Allgemein: Man darf etwas von der einen Seite einer Gleichung mit der umgekehrten
Operation auf die andere Seite bringen.

Werden wir irgendeiner tiickischen eingekleideten Gleichung gegeniibergestellt, so han-
delt es sich im Grunde um nichts anderes als um das Erraten einer gedachten Zahl. Es
laute z.B. der Text:

"Ein Vater ist 48 Jahre alt, sein Sohn 23. Nach wievielen Jahren wird der Vater gerade
doppelt so alt sein wie der Sohn?"

Manche Menschen werden die Losung natlirlich sofort - ohne jede Gleichung - finden.
Wer aber etwas schwerfalliger ist, kann in der folgenden Weise schlieBen: Der rasch
Denkende weiB das Ergebnis bereits.

Ich kann also annehmen, dass er sich eine Zahl dachte, die fiir mich noch unbekannt,
d.h. = ist. Der Vater wird also nach x Jahren doppelt so alt sein wie der Sohn. Wie
wird nun das Ergebnis vom Loser kontrolliert?

Er zahlt einfach nach, wie alt Vater und Sohn nach x Jahren sein werden, und ob die
Jahre des Vaters dann tatsachlich doppelt soviel ausmachen wie die Jahre des Sohnes.

Nach x Jahren wird der Vater um z Jahre alter als 48, d.h. 48 + x, der Sohn dagegen
23 + x Jahre alt sein. Der gewandte Rechner dachte sich also eine Zahl, addierte diese
sowohl zu 48 als auch zu 23 und behauptet, dass das Resultat der ersten Addition
doppelt so groB ist wie das der zweiten:

A8 4 x = 2(23 + z)

Daraus ware nun z zu erraten. Die Multiplikation mit 2 auf der rechten Seite lasst sich
ausfiihren, indem man beide Summanden einzeln mit 2 multipliziert:

48 4+ x = 46 + 2x

Das x von der linken Seite bringe ich als Subtrahenden auf die rechte Seite neben 2z.
Die 46 bringe ich von der rechten Seite - ebenfalls als Subtrahenden - neben 48. So
sind die Glieder mit x auf einer Seite der Gleichung versammelt:

48 — 46 = 22" x

48 — 46 = 2; und es ist klar, dass ein x Ubrigbleibt, wenn von 2z ein x weggenommen
wird. Es ist demnach:
2=z

die gedachte Zahl ist also 2: Nach 2 Jahren wird der Vater doppelt so alt sein wie der
Sohn.
In der Tat ist nach 2 Jahren der Vater 50 und der Sohn 25 Jahre alt.

Nun eine weitere Komplizierung: "Ich dachte mir zugleich zwei Zahlen, deren Summe
10 ist. Wie heiBen diese Zahlen?"
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Um die Aufgabe zu notieren, bezeichnen wir die gedachten Zahlen mit x und y (kennt
man weder Vor- noch Zunahmen eines Menschen, so nennt man ihn XY). In der Aufgabe
wird also behauptet:

r+y=10

Es ist sehr leicht, zwei solche Zahlen zu finden: 1 und 9 sind z. B. so beschaffen. Ja,
aber 2 und 8 auch! Die gedachten Zahlen kénnen auch 4 und 6 sein, und es bieten sich
noch weitere Losungen.

Das ist purer Betrug - aus dieser einen Angabe lassen sich die beiden Zahlen noch nicht
erraten. Der Gefragte kann mit vollem Recht verlangen: "Sage mir noch etwas tber
diese beiden Zahlen!" Gut, ich verrate noch, dass ihre Differenz 2 ist:

y—x =2

Jetzt konnen wir schon sehr leicht erraten, dass es nur zwei Zahlen gibt, die diese Be-
dingungen erfiillen: 4 und 6 sind jene Zahlen, deren Differenz 2 ist und deren Summe
10 betragt.

Zum Erraten von zwei Unbekannten sind also zwei Gleichungen notwendig, ein soge-
nanntes "Gleichungssystem".

Wird aus diesem nicht sofort klar, wie die gedachten Zahlen heiBen, so kann man auch
hier mit gewissen Kunstgriffen zur Losung gelangen.

Ware z. B. jemand nicht dahintergekommen, dass die Losungen des vorherigen Glei-
chungssystems 4 und 6 sind, so hatte er folgenden Weg einschlagen kénnen: Bringt
man den Subtrahenden der linken Seite als Summanden auf die rechte Seite, so bleibt
y allein: y = x + 2.

Man ersieht hieraus, dass die zweite gedachte Zahl um 2 groBer ist als die erste. Folglich
hatte man die Aufgabe auch einfacher formulieren konnen: "Ich dachte mir eine Zahl,
addierte eine um 2 groBere Zahl zu ihr und habe so 10 erhalten. An welche Zahl habe
ich gedacht 7"

Dies lasst sich folgendermaBen notieren:

r+ (x +2) = 10.

Darin kommt aber nur eine einzige Unbekannte vor, und zum Erraten dieser einen
Unbekannten kennen wir bereits die notigen Kunstgriffe. Ist uns dann z bekannt, so
brauchen wir iiber y nicht mehr viel nachzudenken, Wir wissen ja, dass dieses um 2
groBer ist als x.

Ein anderes Beispiel: "lch dachte mir zwei Zahlen, addierte das Zweifache von der
zweiten zur ersten und erhielt 11; dann addierte ich das Vierfache der zweiten zum

Zweifachen der ersten, und das Resultat war 22. An welche Zahlen habe ich gedacht
?II

Der Text lasst sich kurz so notieren:

r+2y=11 , 20 + 4y = 2
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Hat der Leser Augen, so muss er sofort sehen, dass er angefiihrt wurde. Probieren wir
nur: Die Zahlen 1 und 5 erfiillen die erste Bedingung, da 1 +2-5 =11

und sie erfiillen auch die zweite Bedingung, da 2-1+4-5 = 22 ist. Man konnte glauben,
dass die gedachten Zahlen damit bereits gefunden wurden. Doch sehen wir weiter nach:
3 und 4 erfiillen gleichfalls die Forderung der ersten Gleichung, da 3 +2 -4 = 11, und
auch die Forderung der zweiten, da 2 -3 +4 -4 = 22 ist.

Es scheint, dass jedes Zahlenpaar, das die erste Bedingung erfiillt, auch die zweite
erfillt. Die zweite Bedingung hilft hier nicht, ein bestimmtes Paar von Zahlen aus-
zuwahlen, Das ist aber auch selbstverstandlich. Was auch immer x und y bedeuten
mogen, 2z ist stets doppelt soviel wie  und 4y stets doppelt soviel wie 2y.

Es leuchtet demnach ein, dass auch ihre Summe 2z + 4y doppelt so groB wie x + 2y
sein muss.

Ist daher x + 2y = 11, dann kann 2z + 4y nur 22 sein. Die zweite Gleichung sagt
daher nichts Neues lber die gedachten Zahlen aus; sie sagt dasselbe wie die erste, nur
gezierter.

Ein noch argerer Betrug ist es, wenn z und y aus dem Gleichungssystem
r+2y =11 , 20 +4y = 23

berechnet werden sollen. Wir kénnen uns dariiber lange den Kopf zerbrechen: Es gibt
keine Zahlen, die beide Bedingungen zugleich erfiillen kénnen.

Wir haben ja schon gesehen, dass 2x + 4y fiir beliebige x und y das Doppelte von
x + 2y betragt. Ist also x 4+ 2y = 11, so muss 2x + 4y eben 22 ausmachen und kann
also nicht 23 sein. Die zweite Bedingung straft die erste Liigen.

Fassen wir zusammen: Zwei Unbekannte lassen sich aus zwei Gleichungen erraten,
vorausgesetzt, dass diese Gleichungen nicht dasselbe aussagen und einander auch nicht
widersprechen. Was kann man aber mit einem Ratsel folgender Art anfangen?

"Ich dachte mir eine Zahl, quadrierte sie, addierte dazu das Achtfache der gedachten
Zahl und erhielt 9." Wir notieren:

22+ 8r =09

Hier gibt es nur eine Unbekannte, dafiir aber eine neue Komplikation: Die Unbekannte
kommt in der zweiten Potenz vor. Es handelt sich um eine Gleichung zweiten Grades.
Fangen wir nicht gleich mit einer so komplizierten Gleichung zweiten Grades an. Die
einfachste Form ist:

z° =16

Jedermann kann mit einem Blick erkennen, dass die gedachte Zahl 4 ist, denn 4 ist
diejenige Zahl, die quadriert 16 ergibt. Die Aufgabe

(z+3)* =16

ist fast ebenso einfach, da die Zahl, die quadriert 16 ergibt, wiederum 4 ist. Wir erhalten
also x + 3 = 4 und erkennen sofort, dass z = 1 ist.
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Hier ist der Ausdruck (z+3)? aufgetreten. Denken wir nun zuriick, wie man das Quadrat
einer zweigliedrigen Summe zu entwickeln hat:

Zum Quadrat des ersten Gliedes (hier zu 22) ist das doppelte Produkt der beiden Glieder
(hier 2 - 3z = 6z) und das Quadrat des zweiten Gliedes (hier 3* = 9) zu addieren. In
dieser entwickelten Form lautet also unsere Gleichung:

22 +6x+9=16

Hatte man sie uns aber so vorgelegt, dann hatten wir keine Ahnung gehabt, was wir
damit anfangen sollen. Wir miissen also (iben, das Quadrat einer zweigliedrigen Summe
auch in entwickelter Form wiederzuerkennen. Lautet eine Gleichung z. B.:

22+ 8x + 16 =25

so muss man merken, dass hier 8¢ = 2 - 42 und 16 das Quadrat der darin auftretenden
4 ist. Folglich ist

2?4+ 87+ 16 = 2 + 2 - da + 4 = (v + 4)*
Wir haben es demnach mit der Gleichung
(x+4)*=25

zu tun. Diese lasst sich aber bereits wie die vorherigen losen.
Natirlich andert sich an der eben betrachteten Gleichung nichts, wenn 16 als Subtra-
hend auf die rechte Seite gebracht wird (25 — 16 = 9), und wir kommen schlieBlich auf
die zu Anfang gewahlte Form:

2?2 +8x =9

Auch in einer solchen Gleichung ist zu erkennen, dass sich die linke Seite zum Quadrat
der Summe zweier Glieder erganzen lasst:

22+ 8r =2 +2- - 4x

Es fehlt jetzt nur noch 4> = 16, damit (z + 4)? daraus wird. Fiigt man zu gleichen
GroBen dasselbe hinzu, so bleiben sie gleich. In unserem Falle fligen wir also 16 zu
beiden Seiten hinzu:

?+8r+16=9+16 , 2°+8r+16=25
und damit erhalten wir wieder jene Form, mit der wir bereits fertig werden konnen.

Diese Erganzung zum Quadrat der Summe zweier Glieder gelingt immer. Ist das Glied
zweiten Grades nicht 22, sondern z.B. 322, wie in der folgenden Gleichung

322 + 24x = 27

so kann man beide Seiten der Gleichung durch 3 dividieren. Sind namlich die linke und
die rechte Seite von gleichem Wert, so sind auch ihre Drittel gleich. Das Drittel von
322 ist 22, das Drittel von 24z ist 8z und das Drittel von 27 ist 9. Folglich erhalten wir

22+ 8r =09
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und in dieser Form konnen wir die Gleichung schon lésen. Waren hier nicht alle Zahlen
durch 3 teilbar gewesen, oder ware der Multiplikator von x eine ungerade Zahl, so
wiirden auch Briiche auftreten. Mit diesen und mit etwaigen Subtraktionen méchte ich
mich einstweilen noch nicht abgeben, wenn sie auch keine prinzipiellen Schwierigkeiten
verursachen wiirden.

So kénnen wir also in jedem Fall zu einem Quadrat erganzen und erhalten dann eine
Form, in der wir die Gleichung bereits l6sen konnen.

Diese Art des SchlieBens ist charakteristisch fiir die mathematische Denkweise: Sehr oft
geht der Mathematiker nicht geradeaus auf eine gegebene Aufgabe zu, sondern formt
und knetet sie erst so lange, bis sie sich in eine Aufgabe umgewandelt hat, die er bereits
friher gelost hat. Natdrlich, die gute alte Bequemlichkeit!

Diese Denkweise wird in folgendem Ratsel karikiert, das in mathematischen Kreisen
wohlbekannt ist:

"Du hast einen Gasherd, eine Wasserleitung, eine Schachtel mit Ziindhélzern und einen
Topf und moéchtest Wasser kochen. Wie machst du das?"

Gewohnlich kommt die Antwort in einem ziemlich unsicheren Ton: "Ich ziinde das Gas
an, fille den Topf mit Wasser und stelle ihn auf den Herd."-

"Das ist richtig, doch jetzt modifiziere ich die Aufgabe: Es ist alles ebenso wie vorhin,
mit dem einzigen Unterschied, dass der Topf bereits mit Wasser gefiillt ist. Was machst
du nun?"

Da spricht der Gefragte schon mutiger, seines Rechtes bewusst: "Ich ziinde die Gas-
flamme an und stelle den Topf darauf."

Nun kann man ihn Gberlegen anfallen: "So verfahrt ein Physiker! Der Mathematiker
dagegen gieBt das Wasser aus dem Topf und sagt: Damit habe ich die Aufgabe auf die
vorherige zurlickgefiihrt."

Diese Zuriickfiihrung ist jedenfalls der Kern der Losung von Gleichungen zweiten Gra-
des, nicht aber die Formel, die sich daraus ergibt und vom Schiiler so gut eingepragt
wird, dass er sie noch Jahrzehnte nach dem Abitur sogar im Traume hersagen konnte.
Es ergibt sich aber noch eine Schwierigkeit: Nehmen wir an, die Erganzung der linken
Seite zu einem vollen Quadrat sei bereits geschehen, wir finden jedoch keine Zahl, die
quadriert die Zahl auf der rechten Seite ergibt, z.B.:

(z+3)*=2

Habe ich wirklich an eine Zahl gedacht und wird diese durch x vertreten, dann kann das
eigentlich nicht vorkommen. Es kommt jedoch sehr haufig in ernsteren Anwendungen
der Gleichungen vor. Hier erhebt sich die Frage nach der Umkehrung des Potenzierens:

Wir suchen eine Zahl, die quadriert 2 ergibt. Dies ist die Aufgabe des Wurzelziehens und
gehort als umgekehrte Operation in ein spateres Kapitel. (Dort werde ich mich auch
mit der Frage befassen, wie viele Losungen eine Gleichung zweiten Grades besitzt. -
Vorlaufig freuen wir uns noch, wenn wir tiberhaupt eine finden.) Zur Beruhigung méchte
ich aber bereits jetzt sagen, dass die Aufgabe |0sbar ist.
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Wer sich nicht auf die Formel stiitzt, sondern den Gedankengang verstanden hat, kann
auch Gleichungen héheren Grades von gewisser Form leicht l6sen. Es sei z.B.

(x+1)*=27

Da 27 =3-3-3 = 33 ist, so ist 3 diejenige Zahl, deren Kubus 27 ist. Folglich ist
r+1=3 x=2.

(z + 1)? lasst sich nach dem bereits bekannten Binomialsatz auch entwickeln. Aus
einer so entwickelten Form kann man umgekehrt auch wiedererkennen, dass sie aus
dem Potenzieren einer zweigliedrigen Summe entstanden ist.

Die Erganzung zu einem vollen Kubus gelingt jedoch nicht bei jeder Gleichung dritten
Grades. Dennoch gibt es ein allgemeines Verfahren auch zur Lésung der Gleichungen
dritten und vierten Grades. Dabei hat man auBer der Verwendung der vier Spezies und
dem Quadratwurzelziehen noch dritte und vierte Wurzeln zu ziehen, d.h. Zahlen zu
suchen, deren Kubus bzw. vierte Potenz einer gegebenen Zahl, z. B. 2, gleich ist.

Derjenige Zweig der Mathematik, der sich mit Gleichungen befasst, wird Algebra ge-
nannt. Die Schule nannte alles in der Mathematik Algebra, was nicht zur Geometrie
gehort. Es stimmt jedenfalls, dass in allen Teilen der Mathematik - sogar in der Geo-
metrie - auf Schritt und Tritt Gleichungen vorkommen.

So bildete sich im Schiiler leicht die Vorstellung, die ganze Mathematik sei die Wissen-
schaft von den Gleichungen, die hohere Mathematik also wahrscheinlich die Lehre von
den komplizierteren Gleichungen.

Es gab aber tatsachlich eine Zeit, in der sich das Augenmerk der Mathematiker vor
allem auf die Algebra richtete. Man konnte sich auf diesem Gebiet die Entwicklung
der Mathematik so vorstellen, dass nach der Erledigung der Gleichungen dritten und
vierten Grades sinnreiche Methoden zur allgemeinen Losung der Gleichungen fiinften,
sechsten und immer héheren Grades erdacht wiirden.

Man muss sich nun vorstellen, wie erschitternd es wirkte, als der Mathematiker Abel
die Bedingung angab, unter der es moglich ist, zur Losung einer Gleichung beliebig
hohen Grades eine aus den vier Spezies und aus Wurzelziehungen bestehende allgemeine
Methode zu finden, und es sich dann herausstellte, dass diese Bedingung nur von den
Gleichungen ersten, zweiten, dritten und vierten Grades erfillt wird.

Es kann also keine Rede davon sein, etwa Gleichungen fiinften Grades mit unseren
Operationen allgemein zu l6sen. Es hatte den Anschein, als ob die Algebraiker die
Feder aus der Hand legen konnten. Hier kommen wir zu der romantischsten Episode in
der Geschichte der Mathematik.

Es geschah, dass ein franzosischer Jiingling von 20 Jahren, namens Galois, fiir ein
Madchen ein Duell ausfocht und dabei fiel. Am Vorabend seines Todes schrieb er einen
Brief an einen Freund und legte darin - gleichsam als eine letztwillige Anordnung -
seine Gedanken nieder, die der Algebra, die ihre Daseinsgrundlagen verloren hatte,
einen neuen Aufschwung gaben.

Wenn es auch kein allgemeines Verfahren zur Losung der Gleichungen fiinften Grades
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gibt, so konnen wir doch spezielle Gleichungen fiinften Grades l6sen, z.B. die Gleichung
2° = 32 und ebenso (z+1)° =32

Esist ja32=2-2-2-2-2 =25 Die Lésung der ersten Gleichung ist also z = 2, und
die Losung der zweiten Gleichung, da x +1 =2 ist, z = 1.

Es konnen aber auch Gleichungen anderer Form Iosbar sein. Um nur eine von den vielen
herauszugreifen: Eine Losung der Gleichung

22+ =0

ist sicher x = 0, da jede Potenz und jedes Vielfache von 0 wiederum 0, also 0°+2-0*4-0
tatsachlich gleich 0 ist.

Damit bietet sich ein neues Betatigungsfeld fiir die algebraische Forschung: Kann man
auch an ein allgemeines Losungsverfahren nicht denken, so ist es noch immer ein in-
teressantes Problem zu untersuchen, welche Gleichungen héheren Grades mit unseren
Operationen losbar sind. Das Galoissche Testament gibt eine Methode an, dies zu ent-
scheiden.

Diese Methode erwies sich als sehr fruchtbar. lhr ist es zu verdanken, dass die in
Bedrangnis geratene Algebra sich zu neuer Bliite entfaltet hat, machtiger als vorher.

Wo der Mathematik eine Wunde geschlagen wird, dort setzt die Regeneration mit allen
Kraften ein. Der neue Spross der Algebra bewahrt das Andenken von Galois auch im
Namen: Er wird Galoissche Theorie genannt.

Auf eines mochte ich den Leser noch aufmerksam machen: In der Algebra stoBen wir
zum erstenmal auf die Erscheinung, dass die Mathematik imstande ist, ihre eigene
Unzulanglichkeit auf einem abgegrenzten Gebiet mit ihren eigenen Mitteln zu beweisen.
Dies wird uns noch mehrfach begegnen.
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2 Die schopferische Form

2.1 Auseinanderlaufende Zahlen

In den vorherigen Kapiteln hat sich bereits ein StoB Schulden angesammelt. Diese
kniipfen sich alle mehr oder weniger an die Umkehrungen der Rechenoperationen. Es
ist jetzt Zeit, den umgekehrten Operationen in die Augen zu schauen.

Die Subtraktion scheint noch am harmlosesten zu sein. Worum handelt es sich denn
hier? Die Addition lasst sich folgendermaBen umkehren:

Ich kenne die Summe zweier Glieder, z.B. 10, und den einen Summanden, z.B. 6. Wie
groB ist der andere Summand?

Das Ergebnis lautet natirlich 4, denn soviel bleibt ja tbrig, wenn der gegebene Sum-
mand von 10 abgezogen wird. Wo ist denn hier die Schwierigkeit?

Die Schwierigkeiten beginnen damit, dass ich ein klein wenig nachdenken musste, ehe
ich die Zahlen 10 und 6 als Beispiel anfiihrte.

Im Falle der Addition hatte ich blindlings zwei Stellen in der Reihe der natiirlichen
Zahlen auswahlen konnen. Es ist sicher, dass auch die hier angefiihrten Zahlen sich
hatten zusammenrechnen lassen, und zwar sogar in beliebiger Reihenfolge. Was ware
aber geschehen, wenn ich unser Beispiel so formuliert hatte:

Die Summe zweier Glieder ist 6, das eine Glied ist 10; wie groB ist das andere? Hier ist
offenbar schon die Behauptung selbst unmoglich.

Die Summe kann ja nicht geringer sein als eines ihrer Glieder. Wir miissen also darauf
achten, dass der Minuend stets groBer ist als der Subtrahend.

Das ist alles? Der Leser denkt gewiss: Deshalb lohnte es sich doch nicht, diese einfache
Operation auf die lange Bank zu schieben! Es fallt niemandem ein, mehr wegzunehmen,
als vorhanden ist, und die anderen verniinftigen Subtraktionen lassen sich ja ohne jede
Schwierigkeit durchfiihren.

Das ware schon richtig; doch es gibt Falle, wo die Aufgabe, von einer kleineren Zahl
eine groBere abzuziehen, sich formlich aufdrangt. Denken wir nur zuriick an unsere
eingekleidete Gleichung, bei der zu erraten war, nach wieviel Jahren ein Vater doppelt
so alt sein wird wie sein Sohn.

Jetzt stelle ich dieselbe Frage fiir einen Vater von 52 Jahren und einen Sohn von 27
Jahren. Man schlieBt wie damals:
Die betreffende Erscheinung wird nach x Jahren eintreten. Dann wird jeder x Jahre
alter sein. Der Vater wird 52+ Jahre, der Sohn 27+ Jahre alt sein, und ich behaupte,
dass

524+x=2-(27T+ x)

ist. Verfahren wir in der bekannten Weise: Auf der rechten Seite fiihren wir die Multi-
plikation mit beiden Gliedern aus:

52 +x =54+ 2«
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Nun sammeln wir die Unbekannten auf der rechten Seite; wir bringen also das linke x
als Subtrahenden nach rechts, die 54 dagegen als Subtrahenden auf die linke Seite:

92 —04=2x—=x
Von 2z ein x abgezogen, ergibt ein x:
52 —54==x

Hier aber bleiben wir stecken: Die zu erratende Zahl miisste so groB sein wie das
Resultat der unmoglichen Subtraktion 52 — 54.

Man konnte nun schlieBen: Kann die Unbekannte nur das Resultat der Subtraktion
52 — b4 sein, so haben wir den Fehler in der Fragestellung selbst zu suchen: Dieser
Vater wird niemals doppelt so alt werden wie sein Sohn.

Aber sehen wir uns die in der Aufgabe auftretenden Lebenszeiten, 52 Jahre und 27
Jahre, etwas naher an. Wer Sinn fir Zahlen hat, wird bemerken, dass vor 2 Jahren
der Vater 50 und der Sohn 25 Jahre alt war. So war also damals das Alter des Vaters
doppelt so groB wie das des Sohnes.

Es scheint demnach, dass man die Aufgabe nur etwas umformulieren muss: Vor wieviel
Jahren war der Vater zweimal so alt wie sein Sohn?

So werden wir mit der Gleichung nicht mehr in Verlegenheit geraten. Vor z Jahren war
das Alter eines jeden um x Jahre geringer; damals war also der Vater 52 — x, der Sohn
27 — x Jahre alt, und wir behaupten von diesen Lebenszeiten, dass

52 —x=2-(27—1x)

ist. Auf der rechten Seite kann die Differenz wiederum mit 2 multipliziert werden, indem
man sowohl 27 als auch x mit ihr multipliziert:

52 —x =54 — 2z

(Hatte man uns namlich z.B. die Aufgabe 2 - 99 gestellt, dann kdnnten wir diese am
leichtesten I6sen, wenn wir 100 statt 99 mit 2 multiplizieren, aber von der gewonnenen
Zahl 200 dann 2 abziehen. Hier haben wir 99 als die Differenz 100 — 1 aufgefasst, und
darum erhielten wir ihr Zweifaches in Gestalt der Differenz 2 - 100 — 2 - 1)

Jetzt sammeln wir die Unbekannten auf der linken Seite, d.h. wir bringen den Subtra-
henden 2z als Summanden nach links:

20+ 52 —x =54

und dann noch den Summanden 52 als Subtrahenden nach rechts:
20 —x =54 — 52

Nun kann man die Subtraktionen getrost durchfiihren:

r =2
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wie wir es bereits vermutet haben.

Diese Losung wurde aber recht sauer erworben. Wir gingen den Weg in der alten
Weise, bis wir an eine Wand stieBen. Dort mussten wir umkehren, die Frage anders
stellen und das Ganze wieder von vorn anfangen. Dabei hatten wir die Losung bereits
in den Handen. Kehren wir nur dahin zurtick, wo wir nicht weiter kamen.

02 — 54

ruft uns beinahe zu: "lch verrate doch, dass die Differenz 2 ist! Ja noch mehr; auch
dass diese 2 Jahre in entgegengesetzter Richtung zu suchen sind; nicht nachher, sondern
vorher. Warum wollt ihr das nicht aus mir entnehmen?"

Es liegt also nahe, auch der Differenz 52 — 54 einen Sinn beizulegen, sie als das zu
betrachten, was die Differenz von 54 und 52 ausmacht, jedoch mit einer bestimmten
- von der gewohnten abweichenden - Richtung zu versehen. Da diese Richtung in die
zuriickliegende Zeit weist und somit andeutet, dass von dem gegenwartigen Lebensalter
2 Jahre abzuziehen sind, bezeichnet man sie mit dem Zeichen der Subtraktion. Demnach
ist also

2—4=-2

Unsere bisherigen Zahlen waren demgemaB eigentlich mit der Bezeichnung "+" zu
versehen, denn hatte das Ergebnis unserer Gleichung ausgesagt, dass die betreffende
Situation nach 2 Jahren eintritt, so waren zu dem gegenwartigen Alter 2 Jahre zu addie-
ren gewesen. Will ich dies betonen, dann werde ich das Zeichen "+" auch hinschreiben.

Das ist nicht der einzige Fall, in dem einer GroBe auch eine Richtung zugeschrieben
wird. Wenn wir z.B. an einem Wintertag sagen, dass das Thermometer 4 Grad anzeigt,
so haben wir damit noch keine erschopfende Auskunft iiber die Temperatur erteilt.
Es muss auch angegeben werden, ob diese 4 Grad lber 0 oder unter O liegen. Fur
empfindliche Menschen kann das einen ernsthaften Unterschied bedeuten.

Ebenso nachlassig ist es, vom 3. Jahrhundert zu sprechen, ohne zu sagen, ob es sich
um das 3. Jahrhundert vor oder nach dem Beginn unserer Zeitrechnung handelt; oder
tber 15° geographische Lange zu sprechen, ohne anzugeben, ob diese 15° ostlich oder
westlich von jenem Meridian der Erde liegen, von dem aus wir zahlen.

Auch der Buchhalter hat sehr darauf zu achten, ob ein Posten von z.B. 1000 DM rechts
oder links von der Mittellinie seines Kontos auftritt, denn den meisten Menschen ist es
nicht gleichgiiltig, ob sich ihr Besitz um 1000 DM vermehrt oder vermindert.

In all diesen Fallen kann man die gegensatzlich gerichteten GroBen mit der Bezeichnung
"+" bzw. "-" und mit verschiedenen Namen versehen: GroBen, die ein "+ Vorzeichen"
erhalten, nennt man positiv, GroBen, die ein "- Vorzeichen" erhalten, werden negativ
genannt.

Jede negative Zahl l3sst sich als das Resultat einer Subtraktion auffassen, bei der von
einer kleineren positiven Zahl eine groBere abgezogen wird.
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Wenn das Thermometer z. B. 5 Grad tber 0 anzeigt und die Temperatur um 8 Grad
sinkt, so bedeutet dieses Sinken eine Verminderung, die wir geneigt sind, durch eine
Subtraktion auszudriicken.

Es hindert uns nun nichts mehr, 5° um &8° zu vermindern; wir brauchen nur 0° zu
uberschreiten, und erhalten als Ergebnis 3° unter 0, d.h. —3°:

5—8=-3

Eine solche Subtraktion fiihrt immer Gber 0 hinaus, in die entgegengesetzte Richtung.
Wollen wir also die mit Richtungen versehenen GréBen auf unserer Zahlengeraden dar-
stellen, so miissen wir die positiven Zahlen in der einen Richtung (gewohnlich nach
rechts) abtragen, die negativen Zahlen aber in der entgegengesetzten Richtung:

S 3 -z -1 0 1 +2  +3 -
Diese Zahlengerade selbst kann als eines unserer Beispiele fiir gegensatzlich gerichtete

GroBen aufgefasst werden; wir brauchen sie uns nur als eine LandstraBe vorzustellen,
mit einem Wegweiser im Nullpunkt:

I ————  Bremen Frankfurt afOder ——= ]

n n | n n nl

Jkm 2km 7km Brandmnburger 1k 2km 3km
Tor

Es gibt auch Falle, in denen uns nur der "absolute" Wert der Zahlen interessiert und
nicht ihre Richtung, z. B. wenn wir wissen wollen, wie groB der Abstand zweier Punk-
te ist. So hat z.B. eine Schlange die Lange von 3 Metern, ohne jegliches Vorzeichen.
Niemand glaubt im Ernst, dass sie vom Schwanz bis zum Kopf 3 Meter und vom Kopf
bis zum Schwanz ebenfalls 3 Meter, also insgesamt 6 Meter lang ist.

Dennoch war es fast zu erwarten, dass einmal auch in der Mathematik Gegensatze
auftauchen werden; Paare gegensatzlicher Natur sind ja so charakteristisch fiir das
menschliche Denken: ja und nein, Licht und Schatten, These und Antithese.

Ein feinerer Sinn spiirt aber nicht nur die groben Gegensitze: Es gibt zahllose Uber-
gange vom Schatten zum Licht. Von einem Ausgangspunkt fithren nicht nur nach zwei
Richtungen Wege:
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Vom Brandenburger Tor laufen die StraBen nach allen Richtungen der Windrose aus-
einander. Wir hatten also die Halbgerade, auf der die natiirlichen Zahlen dargestellt
wurden, nicht nur durch ihren Antipoden zu erganzen, sondern durch eine ganze Men-
ge von RadialstraBen, die durch den Nullpunkt gehen:

Das ist nicht etwa nur eine vage Vorstellung; die beliebig gerichteten GroBen, die so-
genannten Vektoren, spielen in der Physik eine wichtige Rolle:

Eine Bewegung kann in beliebiger Richtung verlaufen, eine Kraft in beliebiger Richtung
wirken. Es hat auch einen Sinn, (iber Rechenoperationen mit solchen gerichteten GroBen
zu sprechen; etwa wenn z. B. zwei Krafte zugleich wirken und wir ihre gemeinsame
Richtung wissen wollen. Jeder Ruderer weiB, dass er bei einer Flussiiberfahrt das Ufer
nicht gegenliber dem Ausgangspunkt erreicht, sondern weiter unten, da er nicht nur
von der eigenen Muskelkraft bewegt, sondern auch vom Strome mitgerissen wird:

In einem stillen Gewasser wiirde das Boot entlang der gestrichelten Linie gleiten, und ein
Strom wiirde ein ruhendes Boot in der gleichen Zeit die dicke Linie entlangfiihren. Unter
beiden Wirkungen zugleich gleitet es die strichpunktierte Linie entlang und gelangt so
zu demselben Ort, als hatte es gleichsam den gestrichelten und den dickgezeichneten
Weg nacheinander zuriickgelegt:
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oder in umgekehrter Reihenfolge:

In beiden Reihenfolgen wiirde das Boot an denselben Ort gelangen; die Glieder lassen
sich also auch in dieser Summierung vertauschen. Man kann diese Summierung auch
als ein Weiterzahlen auffassen:
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Wir zahlen die Einheiten der einen Komponente in dieser Richtung 1, dann zahlen wir
um die Einheiten des anderen Vektors in solcher Richtung < weiter und sehen nach,
welcher Vektor auf geradem Weg dahin gefiihrt hatte, wohin wir auf diese Weise gelangt
sind. Dieser Vektor wird das Resultat oder, wie es hier genannt wird, die Resultante
sein.

Hier nun eine sonderbare Addition: die Summe z.B. von

4

2 3 s
- )
und von 4 ,

besteht genau gemessen aus 5 Einheiten. Man kommt also scheinbar zu folgendem
absurden Resultat:
34+4=5

Hierbei darf man sich aber nie nachlassig ausdriicken, sondern muss sagen, wie diese
3, diese 4 und diese 5 gerichtet sind; dann ist es schon nicht mehr so absurd, dass wir
ein kleineres Resultat als 3 +4 = 7 erhalten haben.

Die Summe entgegengesetzter Krafte kann ja sogar 0 sein: Die Schildbiirger sollen
einmal weitere 4 Pferde zum Ziehen eines Vierspanners angespannt haben; doch wie
sich die Pferde auch bemiihten, der Wagen riihrte sich nicht vom Fleck; denn - die
neuen Pferde wurden an das andere Ende des Wagens gespannt, den ersten 4 Pferden
entgegengesetzt.

Jetzt wollen wir die in allen Richtungen auseinander laufenden Zahlen nicht weiter
verfolgen; wir begniigen uns mit den beiden entgegengesetzten Richtungen.

Wir haben bereits eine Anweisung erhalten, wie positive und negative Zahlen auf der
Zahlengeraden zu addieren sind. Hat man z.B. -5 zu +8 zu addieren, so zahlt man erst,
von 0 ausgehend, um 8 Einheiten nach rechts:

8

=
+ =

Sl o o o B 48 wp e a0 vh wF vy s

=

dann von hier aus um 5 Einheiten nach links:

5

g

TUTE b <3 <2 1 0 +1 42 43 44 45 46 47 46 -

und gelangt dann zu + 3. Folglich ist die Summe von 4+ 8 und - 5 eben +3.
Vergessen wir - im Hinblick auf das spater Folgende - nicht, dass

8+ (—5)=3=8-5

ist. Man kann also auch, anstatt eine negative Zahl zu addieren, eine einfache Subtrak-
tion ausfiihren.

Auf unserer Zahlengeraden ist auch die Subtraktion nicht schwer, wenn wir das vorige
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Verfahren umkehren. Ziehen wir z.B. -3 von +2 ab, so bedeutet das: Es liegt eine Ad-
dition mit dem Resultat + 2 vor. Der eine Summand ist - 3, der andere wird gesucht.
Die Addition begann damit, dass man von 0 aus um 3 Einheiten nach links ging:

é

) b TS T SR N T

Nun frage ich: Was musste nachher geschehen, wenn man zum Schluss bei + 2 ange-
langt ist?
Von -3 hat man um 5 Einheiten nach rechts zu gehen, um zu +2 zu gelangen:

]

S =3 -2 -1 0 1 42 -

Folglich ist die Differenz von 42 und -3 eben +5. Wie interessant! Es ergibt sich
dasselbe, als hatte man +3 zu +2 addiert!

Das ist auch immer so: Statt einer Subtraktion kann stets eine Addition ausgefiihrt
werden, jedoch die Addition einer Zahl mit umgekehrtem Vorzeichen.
Man konnte glauben: Da wir bereits in der Lage sind, negative Zahlen zu addieren, so
muss auch die Multiplikation glatt gehen. Die -2 dreimal zu nehmen, bedeutet ja die
folgende Addition:

(=2)+(=2) + (-2)

und zahlt man von -2 aus nach links um noch 2, dann wieder nach links um noch 2,
so gelangt man zu -6:
(+3)-(=2) =6

Was aber, wenn der Multiplikator eine negative Zahl ist? Eine Zahl lasst sich 2mal,
3mal, 4mal addieren, es hat aber wirklich keinen Sinn, dass sie -2mal addiert werden
soll. Nun haben wir aber bereits einige Erfahrungen gesammelt. Wir werden darum
nicht mehr so leichthin sagen: Hat es keinen Sinn, so tun wir es nicht.

Es wurden ja bereits die negativen Zahlen eingefiihrt, damit wir bei gewissen Aufgaben
nicht zwei Falle zu unterscheiden brauchen, sondern einheitlich verfahren kénnen. Bei
der Multiplikation liegt das gleiche vor:

Haben wir eine Aufgabe, die sich im Bereich der positiven Zahlen durch eine Multipli-
kation l0sen lasst, so ist es unbequem, stets verschiedene Falle zu unterscheiden, indem
wir sagen: Im Falle positiver Daten haben wir zu multiplizieren, im Falle negativer Da-
ten haben wir etwas anderes zu tun.

Sehen wir zu, was jenes "andere" ist, das man hier zu tun hat. Eben dies wollen wir
im Falle negativer Zahlen unter der Multiplikation verstehen. Wir haben in der Tat das
Recht dazu: Was bisher keinen Sinn hatte, dem kdénnen wir noch nach Belieben eine
Bedeutung erteilen.

Ein Beispiel sagt mehr als viele Worte.

Spaziert jemand in einem gleichmaBigen Tempo von 3 km pro Stunde, welchen Weg
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2.1 Auseinanderlaufende Zahlen

legt er in 2 Stunden zuriick? Darauf antwortet offenbar eine Multiplikation: Werden in
einer Stunde 3 km vom Spazierganger zuriickgelegt, so in 2 Stunden 2 -3 = 6 km.
Ich erhalte also den Weg, wenn ich mit der Zeit des Spazierganges die Geschwindigkeit
des Spaziergangers multipliziere.

Richten wir nun die Aufgabe so ein, dass sowohl Weg als auch Zeit und Geschwindigkeit
gerichtete GroBen sind. Auf dem Wege befindet sich ein Punkt - ich werde ihn "hier"
nennen -, und einen Spaziergang werde ich als positiv betrachten, wenn er nach rechts,
als negativ, wenn er nach links von "hier" fihrt.

Wenn 3 km pro Stunde nach rechts zuriickgelegt werden, so sage ich, dass die Ge-
schwindigkeit des Spaziergangers +3 km betragt; wenn aber nach links, so sage ich,
dass seine Geschwindigkeit -3 km pro Stunde ist.

Endlich wahle ich einen Zeitpunkt - ich werde ihn "jetzt" nennen - und die Zeit, die
danach vergeht, wird als positiv, die Zeit, die vor ihm vergangen ist, als negativ be-
trachtet. Fiir den Ausgangspunkt heiBt es immer: "Jetzt ist der Spazierganger eben
hier":

Jelzt ist der Spazierginger
eben hier

T o S o B e

— e — —_—

Beschranken wir uns auf die kritischen Falle:
1. Ein Spazierganger hat eine Geschwindigkeit von +3 km pro Stunde; jetzt ist er
eben hier. Wo war er vor 2 Stunden? Was wir hier erhalten, ist als das Resultat der
Multiplikation

(=2) - (+3)

zu betrachten.

Uberlegen wir: Der Betreffende hat eine positive Geschwindigkeit, folglich ist er nach
rechts spaziert. Jetzt ist er hier, er ist hier angelangt (bitte auf die Tafel sehen). Vor
2 Stunden muss er also links von der Tafel gewesen sein, und zwar um soviel, wie die
Lange des Weges betragt, den er in 2 Stunden zuriickgelegt hat, um 2 -3 = 6 km.
Doch 6 km links von der Tafel steht -6. Es ist also

(—=2)-(+3)=—6

Wenn also eine positive Zahl mit einer negativen multipliziert wird, dann ergibt sich
ein negatives Resultat.

2. Die Geschwindigkeit sei -3 km pro Stunde. Jetzt ist der Spazierganger eben hier. Wo
war er vor 2 Stunden? Dies werden wir als das Resultat der Multiplikation

(=2)-(=3)

betrachten.
Die negative Geschwindigkeit bedeutet, dass der Spazierganger nach links ging; jetzt
ist er hier angelangt (bitte wieder auf die Tafel sehen). Dies ist aber nur dann moglich,
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2.1 Auseinanderlaufende Zahlen

wenn er vor 2 Stunden rechts von der Tafel war, und zwar wiederum um 6 km. Doch
6 km rechts von der Tafel steht +6. Es ist also

(=2)-(=3) = +6

Demnach ist das Produkt zweier negativer Zahlen positiv.
Das ist ebenso wie bei der doppelten Verneinung "Es ist nicht wahr, dass ich nicht
aufgepasst habe" - bedeutet: "Doch, ich habe aufgepasst".

Aus der Vorzeichen-Regel der Multiplikation konnen wir sofort ersehen, dass die Division
eine ahnliche Regel besitzt.
(+6) : (=3)

bedeutet z. B., dass die Zahl gesucht wird, die mit -3 multipliziert +6 ergibt. Dies ist
aber offenbar -2. Nun die Vorzeichenregel des Potenzierens:

(-2)' = (=) (=2)- (-2) - (-2) = (+4) - (+4) = +16

(=2)"=(=2) - (=2)- (=2) - (=2)-(=2) = (+4) - (+4) (=2) = (+16) - (-2) = —32

| N —

Allgemein ergeben die negativen Faktoren paarweise je ein positives Produkt, und die
Frage ist nur, ob auBer den Paaren noch ein Faktor tibrig bleibt oder nicht. Die Poten-
zen einer negativen Zahl sind folglich bei geraden Exponenten positiv, bei ungeraden
Exponenten negativ.

Wir haben hier die Erweiterung des Multiplikationsbegriffes auf negative Zahlen auf ein
einziges Beispiel gegriindet. Es konnten nun Zweifel aufsteigen, ob ein anderes Beispiel
nicht etwa zu einer anderen Regel gefiihrt hatte.
Eine vollstandige Beruhigung gewahrt erst die Tatsache, dass unsere neue Multiplikati-
onsregel samtliche Gesetze erflillt, die wir fiir die Multiplikation von natiirlichen Zahlen
festgestellt haben, so dass wir die neue Regel unbekiimmert anwenden kénnen, ohne
mit unserer bisherigen Mathematik in Widerspruch zu geraten.
Es stimmt z. B. auch hier, dass man die Faktoren vertauschen kann. Wir haben ja
gesehen (und héatten es auch mit Hilfe des Spaziergangerbeispiels ableiten konnen),
dass

(—2)+ (—2)+(—2) =—6  das heiBt (+3) - (—-2) = —6

ist. Aus dem Spaziergangerbeispiel haben wir aber
(=2)-(+3) = —6

erhalten. Folglich ist
(+3) - (=2) = (=2) - (+3)

Wenn wir neue Zahlen oder neue Operationen einfiihren, werden wir - da es ja der
Zweck ist, unser Verfahren einheitlich zu machen -, immer darauf achten mussen, dass
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2.2 Unbegrenzte Dichte

die alten Regeln erfiillt bleiben. Diese Behutsamkeit in der Erweiterung der alten Be-
griffe wird "Prinzip der Permanenz" genannt.

Die Reihe der natiirlichen Zahlen war eine spontane Schopfung. Das Stocken des zu-
nachst gut funktionierenden Mechanismus regte den Menschen an, bewusst neue Zahlen
zu erzeugen. Was ihm dabei zu Hilfe kommt, ist die Form.

Fir das Rechnen mit den neuen Zahlen ist der genaue Rahmen durch die Gesetze
gegeben, die fiir die alten Zahlen festgestellt wurden und von denen wir so wenig wie

moglich abgehen wollen. Dieser Gesichtspunkt gibt uns eine Anleitung fiir das bewusste
Schaffen:

Die neue Zahl ist so zu gestalten, dass sie sich gut in die fertigen Formen einpasst.

Wie Goethe sagt - es ist ja auch das Wort die Form der Gedanken -

"Denn eben wo Begriffe fehlen,
Da stellt ein Wort zur rechten Zeit sich ein."

2.2 Unbegrenzte Dichte

Das neue Problem bedarf nicht einmal einer Gleichung; selbst dem kleinsten Kind kann
es zustoBen, dass es vor die Aufgabe einer Division gestellt wird, die sich im Bereich
der natirlichen Zahlen nicht durchfiihren lasst.

Zwei Kinder wollen einen Apfel untereinander teilen. Sie sind sich darin einig, dass keines
von ihnen einen ganzen Apfel bekommen wird. Sie werden den Apfel ohne weiteres
halbieren,

% Apfel

und dabei fallt ihnen bestimmt nicht ein, dass sie damit den Zahlbegriff wieder erweitert
haben.

Bisher haben wir einen Einer als eine unteilbare Einheit betrachtet. Jetzt fuhren wir
seine Halfte als eine neue, kleinere Einheit ein. Ist nun der erste kithne Schritt getan,

dann hindert uns nichts daran, ein Ganzes auch in 3, in 4, in 5, ..., in beliebig viele
Teile zu teilen und mit den so gewonnenen kleinen neuen Einheiten weiterzuzahlen, z.
B. an Halften, drei Halften, vier Halften, ..., oder in Zeichen: % % %

Diese Bezeichnung steht nicht in Widerspruch damit, dass mit dem Bruchstrich bisher
eine Division angedeutet wurde. Sollen wir namlich z.B. 2 durch 3 dividieren, oder
gleich konkreter: wollen 3 Kinder 2 Torten untereinander teilen, so konnen sie das am
geschicktesten durchfiihren, wenn sie beide Torten in Drittel schneiden. Dann bekommt
jedes von ihnen zwei Drittel, d.h. % Torten:
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2.2 Unbegrenzte Dichte
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Die Zahl unter dem Bruchstrich benennt die Einheiten, um die es sich handelt: Sie ist
der Nenner. Die Zahl iber dem Bruchstrich zahlt, wieviele solche Einheiten genommen
werden: Sie ist der Zahler.

So vermehrt sich wiederum unsere Zahlengerade: Man kann immer neue Zahlengeraden
bilden mit immer kleineren Einheiten. Einige von ihnen gebe ich an:
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Unter den Einheiten der verschiedenen Linien gibt es auch gleiche. Beobachten wir nur,
welche von ihnen genau untereinander fallen: Es sind z.B.

1 2 3 6 2 4 8

=—-===— oder —=—-=—
2 4 6 12 3 6 12
und man kann daraus ersehen, welche scheinbaren Veranderungen es sind, die den Wert
des Bruches tatsachlich nicht verandern.
Esist z. B. % mit dem einfacheren Bruch % gleichwertig; % lasst sich zu % "kiirzen". Man
fuhrt dies so aus, dass man sowohl den Zahler als auch den Nenner durch 2 dividiert:
4:2=2,6:2=23, % = % Das ist aber auch natiirlich.
Bitte nachpriifen, dass die Drittel zweimal so groB sind wie die Sechstel, und dass man
das Gleiche erhalt, wenn man von doppelt so groBen Stiicken halb so viele nimmt.

Wir sehen auch, dass z.B. % einem Ganzen gleich ist und % einem Ganzen und % dazu
(hierfiir schreibt man kurz 13). Solche Briiche sind also keine echten Briiche, denn
ihr Wert ist ja nicht ein Teil von einem Ganzen. Sie werden deshalb unechte Briiche

genannt.
Dass sich unsere neuen Einheiten auf einer einzigen Linie durch einfaches Weiterzahlen
addieren und subtrahieren lassen, ist selbstverstandlich: Zahlt man z. B. von % aus um
zwei Viertel weiter, so gelangt man zu 2, es ist also

3 n 2 5

4 4 4
Ebenso verlauft die Multiplikation mit einer ganzen Zahl:

) D D

20— = —4+ —
12 12 12
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2.2 Unbegrenzte Dichte

und zahlt man von % aus um 5 Zwolftel weiter, so gelangt man zu %.

Wir werden aber ein wenig stocken, wenn wir Zahlen addieren sollen, die aus verschie-
denen Einheiten bestehen, z.B. wenn die Aufgabe

2 3

371
gestellt ist. Hier kann man den folgenden Ausweg wahlen: Man sucht die nachste
Zahlengerade, auf der sowohl eine Zahl zu finden ist, die mit % als auch eine, die mit
% gleich ist (man iberlegt sich leicht, dass es eine solche Zahlengerade immer gibt).
Hier erfillt die Zahlengerade der Zwolftel den Zweck. Auf ihr sind

8 2 9 3
_= und —_= -
12 3 12 4
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und so kann man nun auf einer einzigen Zahlengeraden die einfache Addition

L)
12 12
ausfuhren.

Ahnlich wie in diesem Falle muss man auf eine andere Zahlengerade (iberspringen, wenn
es sich um eine Division handelt ]

Bitte nachmessen, dass die Halfte von 5 soviel wie , ein Viertel von 2 soviel wie ; ist.
Das ist auch natdrlich, denn ein viermal so groBer Nenner bedeutet ja, dass ein Ganzes
in viermal so viele Teile geteilt wird, und von den so entstehenden Teilen werden ebenso
viele genommen wie zuvor von den groBeren Teilen.

Somit muss das Ergebnis viermal kleiner ausfallen, z.B. bei Torten:

°Das erinnert mich daran, wie die Elektronen bei der Aussendung von Strahlung von der einen
moglichen Bahn auf die andere lberspringen. Vielleicht wird es auch Leser geben, denen dieses
Bild aus der modernen Atomtheorie etwas zu sagen hat.
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2.2 Unbegrenzte Dichte

Wir sehen also, dass wir bei der Anwendung einer beliebigen der aufgezihlten Ope-
rationen auf Briiche wieder irgendeinen (echten oder unechten) Bruch als Ergebnis
erhalten. Es macht nichts, dass man dabei manchmal auf verschiedenen Klaviaturen
unserer Orgel zu spielen hat.

Ein wirkliches Problem bildet wieder die Multiplikation mit einem Bruch. Es hat wie-
derum keinen Sinn, irgend etwas % mal nacheinander zu addieren. Ein kleiner Schiler
sagte einmal:

Ist ein Ganzes mal 3 soviel: 3, dann ist % mal 3 soviel 2, - und er hatte damit auch

etwas recht.

Immerhin hilft uns hier der Sprachgebrauch: "Peter ist % mal so groB wie sein Bruder";
- damit will man ausdriicken, dass die GroBe von Peter % der GroBe seines Bruders
betragt.

Irgend etwas % mal zu nehmen, bedeutet hiernach, dass man nicht das Ganze nimmt,
sondern nur zwei Drittel davon. Das ist tatsachlich jene Multiplikation, die sich bei

eingekleideten Aufgaben empfiehlt:

Wenn 1 kg Trauben 5 DM kostet, dann kosten 4 kg offenbar 4 - 5 = 20 DM. Ich
erhalte also den Preis, wenn ich den Preis von 1 kg mit der Zahl der kg multipliziere,
die gekauft werden. Jetzt modifiziere ich die Aufgabe: 1 kg Trauben kostet 5 DM. Was
kosten % kg?

Was ich dabei erhalte, das werde ich als das Resultat der Multiplikation

3

.
betrachten.
Der Preis von dreiviertel Kilogramm lasst sich offenbar berechnen, indem man den Preis
von 4 kg 3 mal nimmt. Der Preis von 4 kg ist aber ein Viertel von 5 DM (das ist 1,25
DM); hiervon ist also das Dreifache zu nehmen (man erhélt so 3,75 DM).
%-5 bedeutet also tatsachlich, dass man drei Viertel von 5 nimmt, und dies fiihrt man
aus, indem man durch 4 dividiert und mit 3 multipliziert.

Eine ganz ahnliche Uberlegung fithrt dazu, dass man durch % dividiert, indem man mit
4 multipliziert und durch 3 dividiert.

So ergeben diese Operationen als Resultat wieder Briiche (auf irgendeiner Zahlengera-
den), und man kann zeigen, dass bei einer solchen Erweiterung des Multiplikationsbe-
griffes jede der alten Rechnungsregeln erhalten bleibt.

Es ist nicht verwunderlich, dass hier das Ergebnis haufig kleiner ist als die Zahl, die
multipliziert wurde. Eine Zahl % mal zu nehmen, bedeutet ja, zwei Drittel von ihr zu
nehmen. Das ist aber offenbar weniger als die betreffende Zahl selbst.
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Es ist sehr leicht, 20 mit i zu multiplizieren. Man hat einfach ein Viertel von 20 zu
nehmen; das Ergebnis ist also 5. Ebenso leicht ist die Multiplikation mit L mit % mit
%, denn man muss ja dabei nur die Halfte, ein Drittel, ein Fiinftel des Multiplikanden
nehmen.

Daher lohnt es sich, die Briiche in sogenannte "Stammbriiche" mit dem Zahler 1 zu
zerlegen. Z. B. ist

5 4 N 1
12 12 12
und prifen wir auf den entsprechenden Zahlengeraden nach, so sehen wir, dass 142

ebensoviel ist wie % Also ist
5) 1 1

2 3712
75 ist aber der vierte Teil von 3 (bitte nachsehen). Demnach lisst sich z.B. die Multi-

plikation
5 1 1

84 - 12 =84 - <3+ 12)
so durchfiihren, dass man erst ein Drittel von 84 nimmt - das ergibt 28 - und dann ein
Viertel davon - das ist 7. Dann liefert 28 4+ 7 das Ergebnis 35.
Das ist eine groBe Erleichterung fiir die Englander, die in ihren MaBeinheiten noch
immer die Uberreste von verschiedenen Zahlensystemen bewahrt haben: so teilt man
z.B. ihre Geldeinheit, den Schilling, in 12 Pennies. Sie miissen folglich auf Schritt und
Tritt mit Zwolfteln multiplizieren.

Es hat sich herausgestellt, dass man jede unserer Grundrechnungsarten auch im Bereich
der Briiche durchfiihren kann. Nehmen wir noch ein Beispiel dafiir:

Jemand I8st mathematische Aufgaben. Mit der leichtesten wird er in & Stunde (20
Minuten) fertig, iiber die schwerste aber zerbricht er sich 5 Stunde lang (30 Minuten)
den Kopf. Wieviel Zeit braucht er durchschnittlich fir die Lésung einer Aufgabe?

Mit dem leichtesten und dem schwersten Exempel plagt er sich insgesamt
1 1

3 2

Stunden. Waren diese gleich schwer, dann wiirde auf eine von ihnen die Halfte dieser
Summe fallen. Wahrscheinlich hat er so lange an einer durchschnittlichen Aufgabe zu
arbeiten. Berechnen wir diese Zeit:
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2.2 Unbegrenzte Dichte

Auf der Geraden mit den Sechsteln finden wir sowohl eine Zahl, die mit % als auch
eine solche, die mit % ubereinstimmt:

2 1 d 3 1
_ = — n _ == —
33 6 2
Die Summe von % und % ist also ebensoviel wie
2,35
6 6 6
und die Halfte hiervon betragt
5
12

auf der Geraden mit den Zwolfteln (bitte nachpriifen). Die Losung einer Aufgabe erfor-
dert also im Durchschnitt 5 Stunden (25 Minuten).

Das ist natiirlich mehr als die Zeit, die der leichtesten, und weniger als die Zeit, die der
schwersten Aufgabe zu widmen war.

Der Durchschnitt zweier beliebiger Zahlen lasst sich berechnen, indem man die Halfte
ihrer Summe nimmt. Dabei erhalt man immer eine Zahl als Ergebnis, deren Wert zwi-
schen den beiden gegebenen Werten liegt; eben darum wird sie von den Mathematikern
"arithmetisches Mittel" genannt.

Dieses harmlos erscheinende Beispiel eroffnet ungeheure Perspektiven, wenn man dar-
iber ein wenig nachdenkt.

Schieben wir zunachst einmal alle unsere Zahlengeraden auf eine einzige Gerade; wir
konnen ohne weiteres alle Briiche auf einer einzigen Zahlengeraden darstellen. Es ist nur
ubersichtlicher, wenn man am Anfang gesonderte Geraden fiir die einzelnen gebroche-
nen Einheiten nimmt, da auf der gemeinsamen Zahlengeraden die gleichwertigen Briiche
in einem Punkt zusammenfallen (jetzt schreibe ich zu allen Punkten den betreffenden
Bruch in der Form hin, in der er zum erstenmal aufgetreten ist):

Unsere Zahlengerade ist hier schon ziemlich dicht mit Zahlen bedeckt. Bedenken wir
aber, dass nur einige herausgegriffene Zahlengeraden aufeinandergeschoben wurden;
die Finftel, die Siebentel, die Dreizehntel, die Hundertstel und die anderen unzahlig
vielen gebrochenen Einheiten treten dagegen hier liberhaupt noch nicht auf!

Denken wir uns alle diese hinzu, so werden die bezeichneten Punkte schon unvorstellbar
dicht auf der Zahlengeraden liegen. Versuchen wir, uns in ihrer Menge zurechtzufinden.
Zunachst sehen wir, dass auch die ganzen Zahlen unter ihnen zu finden sind; sie lassen
sich auch als Briiche mit dem Nenner 1 auffassen.
% z. B. ist, wenn man an die Interpretation denkt, nach der dieser Bruch das Ergebnis
der Division von 3 durch 1 darstellt, tatsachlich 3.

Die ganzen Zahlen und die Briiche werden mit einem gemeinsamen Namen als rationale

80



2.2 Unbegrenzte Dichte

Zahlen bezeichnet; - dies lasst uns vermuten, dass es auch weniger rational beschaffene
Zahlen gibt.

Welches ist der kleinste Bruch auBer 0 (0 lasst sich als g, %, %, ... usw. auffassen)? Es
leuchtet ein, dass es nicht 1—12 ist, dem bereits % ist kleiner: Wird eine Torte in mehrere
in zerlegt, dann fallen die Stiicke immer kleiner aus.

Die Situation ist immer an mit welchem auch auch der Versuch gemacht werden mag:

To7 ist kleiner als 155, und 157 ist kleiner als 1555 Es gibt also unter den rationalen

101
Zahlen nicht nur keine groBte - wie auch schon unter den ganzen Zahlen -, sondern

auch keine kleinste.

Gut; wir konnen also das Aufzahlen der rationalen Zahlen nicht bei der kleinsten begin-
nen. Gehen wir darum von einem beliebig gewahlten kleinen Bruch aus und versuchen
wir, mindestens von da an die rationalen Zahlen der Reihe nach aufzuzahlen. Welcher
Bruch folgt auf 1—12? Der Bruch %, der auf unserer Geraden auf 1—12 folgt, kann es nicht

1 1

sein. Wir wissen ja, dass das arithmetische Mittel von 15 und von ¢ zwischen diese

beiden Briiche fallt und folglich naher an 1—12 liegt als %.

Doch hatte ich eine beliebige andere Zahl rechts von -1 angegeben, dann kénnte ich

12
ebenso das arithmetische Mittel von dieser Zahl und von % bilden, und dieses liegt

wieder naher bei 12 als die gedachte Zahl.

1
Allgemein kann man also erkennen, dass zwei beliebige rationale Zahlen, die man auf
der Zahlengeraden ins Auge fasst, wie nahe sie auch beieinander liegen mogen, keine
unmittelbaren Nachbarn sind. Es liegen immer noch andere rationale Zahlen zwischen
ihnen.

Man sagt: Die Menge der rationalen Zahlen ist (iberall dicht.

Wir begegnen hier, nach der unendlichen Zunahme der Reihe der natiirlichen Zahlen und
der Primzahlen, einem neuen Gesicht des Unendlichen: der unbegrenzten Dichte. Es gibt
keine so groBe Zahl, dass es in der Folge der natiirlichen Zahlen oder der Primzahlen
nicht noch groBere gabe; - das ist der exakte Sinn von dem, was der Mathematiker
durch die Redeweise ausdriickt: Diese Folgen nahern sich dem Unendlichen.

Aber auch keine Zahl ist so klein, dass es nicht rationale Zahlen geben wiirde, die um
noch weniger von 1—12 entfernt liegen. Man sagt: ﬁ ist ein Haufungspunkt der Menge
der rationalen Zahlen. Natiirlich ist nicht nur 1—12 sondern auch jede andere rationale
Zahl ein Haufungspunkt dieser Menge.

Dennoch lassen sich alle rationalen Zahlen in eine einzige Folge ordnen, wenn auch
nicht der GroBe nach.

Dass man sie in unendlich viele Zahlenfolgen einordnen kann, sahen wir bereits, als wir
die Folgen der verschiedenen gebrochenen Einheiten auf verschiedenen Zahlengeraden
dargestellt haben. Schreiben wir der Einheitlichkeit halber auch die Ganzen in einer
Bruchform dazu:
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usf. Jetzt handelt es sich aber darum, alle diese Zahlen in eine einzige Folge zu ordnen.
Dies gelingt, wenn wir die Zahlen an den schragen Linien der Reihe nach in einer Linie
schreiben. So kommen sie natiirlich Gber kurz oder lang alle an die Reihe:

1 213214321543 21

Es folgen einander immer langere Gruppen, die jedoch stets nur aus endlich vielen
Zahlen bestehen. Wir erhalten so tatsachlich eine einzige Folge, die jeder fortsetzen
kann, wenn er die Bildungsregel verstanden hat.

Er kann es sogar dann, wenn er die schragen Linien der obigen Tabelle gar nicht ansieht,
dafiir aber merkt, dass die Summe von Zahler und Nenner in dem einzigen Bruch der
ersten Gruppe 2, in den beiden Briichen der zweiten Gruppe 3, in den Briichen der
dritten Gruppe 4, in der vierten Gruppe 5 und in der zuletzt aufgezeichneten Gruppe 6
betragt. DemgemaB lasst sich namlich die folgende Gruppe, da

7T=6+1=5+2=44+3=3+4=24+5=1+6

ist, in dieser Weise bilden:

1’2°3°4’576
Nun kann schon jeder das Verfahren mechanisch fortsetzen.
Eine unendliche Folge kann aber als vollstandig gegeben betrachtet werden, wenn auf
Grund der in ihr erkennbaren GesetzmaBigkeit jeder ihre Glieder beliebig weit aufschrei-
ben kann.

In unserer Folge werden natiirlich auch gleichwertige Zahlen vorkommen; wir sahen
dies ja bereits auf den Zahlengeraden. Wollen wir also jede rationale Zahl nur einmal
aufschreiben, so ist zu der Bildungsregel die Vorschrift hinzuzunehmen, dass jeweils die
Briiche, die man kiirzen kann, weggelassen werden.

So bleiben z.B. von dem bisher aufgezeichneten Teil der Folge % %, % und % weg, denn
% und % sind mit % ferner % mit % und % mit % gleichwertig. Die Folge der rationalen
Zahlen beginnt demnach mit den Zahlen

12131432151

UTYUR YO
und sie lasst sich rein mechanisch fortsetzen. So kann man der Reihe nach sagen,
welches das erste, das zweite, das dritte, ... Glied der Folge ist; man kann die Glieder
nummerieren.
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2.2 Unbegrenzte Dichte

Mit einem etwas missverstandlichen Terminus wird darum die Folge "abzahlbar" ge-
nannt.

Diese einfache Tatsache fiihrt zu einer liberraschenden Konsequenz: namlich, dass trotz
der unbegrenzten Dichte der rationalen Zahlen (d. h. samtlicher Briiche) in einem ge-
wissen Sinne "ebenso viele" rationale wie ganze Zahlen existieren.

Wie lassen sich denn unendliche Mengen vergleichen? Es bietet sich dazu eine einfa-
che Methode. Moéchte ich z.B. wissen, ob in einem Tanzsaal ebenso viele Herren wie
Damen zugegen sind, so brauche ich sie nicht abgesondert zu zahlen. Es geniigt die
Aufforderung an die Herren, die Damen zum Tanze zu bitten. Bleibt dann kein einziger
Herr ohne Dame und spielt keine einzige Dame Mauerbliimchen, dann weiB ich, dass
Damen und Herren in gleicher Anzahl zugegen sind.

Diese Art der Vergleichung lasst sich auch auf unendliche Mengen (ibertragen: Kann
man die Elemente von zwei unendlichen Mengen miteinander so paaren, dass kein ein-
ziges Element der beiden Mengen ohne Partner bleibt, so sagt man, dass diese Mengen
von gleicher Machtigkeit sind.

Nun lasst sich die vorhin aufgezeichnete Folge der rationalen Zahlen mit der Folge der
naturlichen Zahlen
1,2,3,4,5,6, ...

paaren. Wir verbinden die 1 mit dem ersten Glied % unserer Folge, die 2 mit dem zweiten
Glied % die 3 mit % usf., zum Beispiel die 10 mit dem zehnten Glied % der Folge.
Mochte ich wissen, welches Glied mit 100 gepaart wird, so stelle ich erst durch das
soeben angegebene Verfahren das hundertste Glied der Folge der rationalen Zahlen
fest, - und dieses wird zu 100 gehoren.

Es leuchtet ein, dass diese Paarung jeder beliebig weit fortsetzen kann, und es ist
sowohl in der Folge der natiirlichen Zahlen als auch in der Folge der rationalen Zahlen
unmoglich, ein Element anzugeben, das dabei ohne Partner bliebe. In diesem Sinne
sind also die betrachteten Mengen - die Menge der rationalen Zahlen und die Menge
der natirlichen Zahlen - tatsachlich von gleicher Machtigkeit. Dies gilt, obwohl doch
in der uberall dichten Menge der rationalen Zahlen die ganzen Zahlen in scheinbar
verschwindender Minderheit als Rosinen verstreut sind.

Hier enthiillt sich uns wiederum eine sehr wichtige Erkenntnis:

Mit dem Unendlichen muss man sehr behutsam umgehen. Es gibt Menschen, die es
als ein immer giiltiges logisches Prinzip betrachten, dass der Teil kleiner als das Ganze
ist. Nun haben wir ein Gegenbeispiel gefunden. Die natiirlichen Zahlen bilden nur einen
verschwindenden Teil der Menge der rationalen Zahlen, dennoch ist ihre Machtigkeit
ebenso groB wie die der rationalen Zahlen.

Solche allgemeinen logischen Prinzipien sind aus einer Mannigfaltigkeit von Erfahrungen
abstrahiert. Aber diese Erfahrungen spielen sich ausschlieBlich im Endlichen ab, und es
hat schon zu vielen Verwirrungen gefiihrt, wenn man ein Prinzip, das aus Erfahrungen
im Endlichen entnommen wurde, auch dem Unendlichen aufzuzwingen suchte. Das
Unendliche macht einen Sprung und entzieht sich der Geltung des Prinzips.
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2.3 Wir erfassen das Unendliche wieder

Wenn man sich dennoch gegen die Annahme straubt - wo immer es sei -, dass der
Teil dem Ganzen gleich werden kann, so hat das gewiss den Grund, dass die logischen
Prinzipien nicht nur von der Erfahrung, sondern auch von unbewussten Kraften gestiitzt
werden.

Der Mensch empfindet es gleichsam als eine Erschiitterung der sittlichen Weltordnung,
wenn der Teil mit dem Ganzen zu wetteifern vermag. Es bedeutet aber vielleicht eben
darum eine Art von Freude an verbotenen Friichten, wenn man sich aus der Welt der
strengen Gesetze in das freiere Unendliche hinauswagt.

2.3 Wir erfassen das Unendliche wieder

Kehren wir nun fiir ein Weilchen vom Unendlichen in die greifbare Welt zuriick und
denken wir wieder daran, dass wir an unseren Handen, mit denen wir die Welt zu
ergreifen suchen, 10 Finger haben. Ware es nicht moglich, die Briiche auch in das
Zehnersystem zu zwingen?

Erinnern wir uns nur daran: Links von den Einern war die Stelle der zehnmal groBeren
Einheiten, der Zehner, links von diesen folgten die zehnmal groBeren Hunderter usf.
Fast von selbst empfiehlt es sich, diese Anordnung auch nach rechts fortzusetzen:
Rechts von den Einern setzen wir an die erste Stelle die Zehntel, an die zweite Stelle
die Zehntel der Zehntel, die Hundertstel, an die dritte Stelle die Tausendstel, usf. Man
muss aber diese neuen Einheiten von den Einern irgendwie trennen, denn sonst kénnten
wir nicht erkennen, dass etwa die 1 in

12

einen Einer und die 2 zwei Zehntel bedeuten sollen. Wir wiirden diese Zahl als Zwolf
lesen. Deshalb setzt man hier ein Komma:

1,2

)

Man darf nicht vergessen, dass dies nur eine Abkiirzung fir

1+2
10

ist. Ebenso ist 32,456 = 32 + 147) + 1%0 + ﬁ. Auf diese Weise kommen wir zu den
Dezimalbriichen.

Die Briiche, die im Nenner 10, 100, 1000 oder eine beliebige andere Einheit des Zeh-
nersystems haben, lassen sich alle auch in Dezimalform aufschreiben. So ist z.B.

23 20 3

100 100 * 100

1%00 |asst sich kurzen, indem man Zahler und Nenner durch 10 dividiert:
23 2 N 3
100 10 100
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und da Ganze darin nicht enthalten sind, ergibt sich endlich

23
— =0,23
10 ’

Ob sich aber jeder Bruch als Dezimalbruch aufschreiben lasst?
Der einfachste Weg zur Umwandlung ist, die Division durchzufiihren, die in der Bruch-

form angedeutet wird:

§:6:5:1 Rest 1

Die Ubriggebliebene 1 wird nun in Zehntel umgewechselt, das sind 10 Zehntel. Diese
ergeben durch 5 dividiert 2 Zehntel. Deshalb ist im Resultat das Komma zu setzen:

6:5=1,2 also g =12

Ahnlich ist % =7 :25 = 0,2, wobei aber 20 Zehntel libriggeblieben sind. Diese konnen
in 200 Hundertstel umgewechselt werden. Dividiert man nun 200 Hundertstel durch 25,
so erhalt man 8 Hundertstel:

7:25=0,28. Es ist also 275 = 0,28

Man bleibt aber oft bereits in den einfachsten Fallen stecken:
5= 4:9=044...
40
40
4

Diese Division endet nie: Soweit sie auch fortgesetzt wird, bleiben doch immer noch 4
ubrig. % lasst sich also nicht als Dezimalbruch aufschreiben.

Dabei lasst es sich doch so bequem mit Dezimalbriichen rechnen!
Um nur ein Beispiel dafiir anzufiihren: Welch ein Kinderspiel ist es, einen Dezimalbruch
mit 10 zu multiplizieren! Ist z.B. die Aufgabe

45,365 - 10

zu l6sen, dann hat man nur daran zu denken, dass das Zehnfache von 4 Zehnern 4
Hunderter, das Zehnfache von 5 Einern 5 Zehner, das Zehnfache von 3 Zehnteln 3
Ganze sind, usf. So sieht man gleich, dass die Aufgabe zu lésen ist, indem man einfach
das Komma um eine Stelle nach rechts riickt: 453,65.

Auf diese Weise verschieben sich ja samtliche Stellenwerte um eins nach links, und
damit werden z. B. die Zehner zu Hundertern. Multipliziert man das Ergebnis noch
einmal mit 10, 4536,5, so erhalt man schon das 100fache der urspriinglichen Zahl (z.B.
die 5 Einer werden hier zu 5 Hundertern), und daraus ist sofort ersichtlich, dass man
mit 100 multiplizieren kann, indem man das Komma um zwei Stellen nach rechts riickt.

Ebenso sieht man ein, dass die Division durch 10 durch eine Verschiebung des Kommas
nach links gelingt. Dies macht aber wirklich keine groBe Miihe. Wie gut ware es also,
wenn wir alle Briiche in Dezimalform schreiben konnten!

Nun, sehen wir es uns nochmals an: Wo sind wir denn stecken geblieben?
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2.3 Wir erfassen das Unendliche wieder

§= 4:9=044...
40
40
4

In dieser Aufgabe bleibt stets 4 brig; daraus wird immer 40, wenn der Rest in kleinere
Einheiten umgewechselt wird, und in 40 ist 9 immer 4mal enthalten. Nimmt diese
Division auch nie ein Ende, ihr Ergebnis ist trotzdem ganz in unseren Handen:

Es wiederholt sich in ihm die 4 bis ins Unendliche.

Darauf sagt der Mann der Praxis: Wiirde diese Division auch ein Ende nehmen, z. B.
beim zehnten Glied, so wiirde ich auch dann nicht das ganze Ergebnis verwenden.

Ich brauche ja hochstens Deziliter (ein Deziliter ist ein Zehntel Liter), oder Zentimeter
(ein Zentimeter ist ein Hundertstel des Meters), unter Umstanden Gramm (ein Gramm
ist ein Tausendstel des Kilogramms).

Es ware wirklich eine Haarspalterei, jene verschwindend geringfiigige GroBe, die noch
hinter den Tausendsteln steht, in Betracht zu ziehen. Von dem ganzen unendlichen
Dezimalbruch brauche ich nur

0,4 oder 0,44 oder 0,444

Ich kann also auch mit % so rechnen wie mit einem anstandigen endlichen Dezimalbruch.

Der Physiker mag in seinen viel exakteren Messungen auch weitere Stellen bendtigen,
doch gibt es auch hier eine sogenannte Fehlergrenze: Der Physiker kann abschatzen,
wie groB die Schwankung ist, die man infolge der Unvollkommenheit der menschlichen
Sinne und der experimentellen Mittel zu erwarten hat, wenn der Versuch wiederholt
wird.

Es lohnt sich dann auch nicht, in der Rechnung eine noch kleinere Einheit in Betracht
zu ziehen. Sicherlich werden sich mit der Zeit die Mittel immer mehr vervollkommnen,
die Fehlergrenzen der Messungen immer mehr verengen, doch irgendein Fehler wird
stets Ubrigbleiben; irgendwo - wenn auch sehr weit entfernt vom Komma - wird man
doch in der Reihe der Dezimalen von

0,4444...

haltmachen miissen. Es macht nichts, dass man nicht von vornherein weil3, wie weit
man in einer entfernten Zukunft gehen muss.

Man kann im voraus wissen, dass es moglich ist, auch noch so weit zu gehen, denn die
Entwicklung von % ist uns lber alle Grenzen hinaus bekannt. Wir wissen, dass in ihr
tber alle Grenzen immer nur Vierer auftreten werden.

Kann man nun wenigstens in diesem Sinne alle Briiche in Dezimalbriiche umwandeln?
Oder, die Frage anders gestellt: Wenn eine Division nie endet, folgen dann die Dezimalen
des Ergebnisses wenigstens nach irgendeiner Regel aufeinander, so dass sich dennoch
eine Ubersicht iiber das Ganze ergibt?

Es ist leicht einzusehen, dass man darauf mit "ja" antworten kann: Jede derartige
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2.3 Wir erfassen das Unendliche wieder

Entwicklung wird (iber kurz oder lang "periodisch", d. h. irgendwann tritt in ihr eine
Zahlengruppe auf, die sich von da an wiederholt.

Untersuchen wir z. B. den Bruch %

Bei einer Division durch 22 ist der Rest stets kleiner als 22. Wenn die Division nie
endet, wird demnach jeder Rest eine der Zahlen

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21

sein. Nehmen wir an, wir hatten einen Schrank mit 21 Schubladen, und diese Zahlen
seien die Aufschriften je einer Schublade.

Erhalt man nun bei der Division z. B. einmal den Rest 7, so legt man eine Kugel in
die Schublade Nr. 7. Wird das Dividieren geduldig fortgesetzt, so miisste man bei der
22sten Teildivision bereits 22 Kugeln in die 21 Schubladen gelegt haben, und daher gibt
es sicher eine Schublade, in die zwei Kugeln geraten sind: Spatestens nach 21 Schritten
muss sich ein Rest wiederholen.

Haben wir Gliick, dann wiederholt sich eine von diesen Zahlen schon viel fraher. Tritt
aber ein Rest ein zweites Mal auf, so wiederholt sich von da an alles. Beobachten wir
dies an unserem Beispiel:

2L — 21:22=0,954
210
120
100
12

halt! - Der Rest 12 kam bereits einmal vor. Hier beginnt also die Wiederholung:

2= 21:22=0,9545454...
210
120
100
120
100
120

100

12

Von einer einzigen ordnungswidrigen 9 abgesehen, wiederholt sich 54 bis ins Unendli-
che.

Werden wir umgekehrt einem periodischen Dezimalbruch gegeniibergestellt, dann kon-
nen wir erkennen, welcher gemeine Bruch diese Entwicklung besitzt. Gehen wir von
0,9545454... aus und nehmen wir an, dass wir den Bruch, der sich in diesen Dezimal-
bruch umwandeln lieB, noch nicht kennen. Eine GroBe, die wir nicht kennen, wird x
genannt. Also ist

x = 0,9545454...

Multipliziert man mit 1000, d.h. bringt man das Komma um drei Stellen nach rechts, so
kommt der bis zum Schluss der ersten Periode reichende Teil an die Stelle der Ganzen:

1000z = 954,5454...
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Wird aber & mit 10 multipliziert, so kommt an die Stelle der Ganzen der ordnungswidrige
Teil vor den Perioden:
10z = 9,545454...

Subtrahieren wir nun das Letztere vom Vorherigen, dann ist einerseits vom 1000fachen
von z sein 10faches abzuziehen, und es bleibt das 990fache von z.
Andererseits bestehen in beiden Zahlen die Teile nach dem Komma aus den unendlichen
Wiederholungen von 54. Somit stimmen diese Teile vollkommen {iberein; sie fallen
also bei der Subtraktion weg. Die Differenz von 954 und 9 ist 945, also erhalten wir
schlieBlich:

990x = 945

Wir bringen nun den Faktor 990 als Divisor auf die rechte Seite:

945
r=—
990
Dieser Bruch lasst sich mit 45 kiirzen: 945 : 45 = 21 und 990 : 45 = 22. Folglich ist
21
r=—
22

und wir wussten ja auch, dass es soviel ist.

Bei dieser Uberlegung haben wir aber einen unvorsichtigen Schritt getan: Wir haben
nicht auf das Unendliche geachtet. Wir stellten uns hierbei 0,9545454 ..... nicht nur bis
zu irgendeiner Genauigkeit, sondern bis ins Unendliche aufgeschrieben vor und multi-
plizierten unbesorgt, als ware es irgendeine endliche Zahl.

Mit welchem Recht nehmen wir von vornherein an, dass 0,9545454 ... irgendeinen end-
lichen Sinn hat?

Das Weitere durchdenken wir lieber an einem einfacheren Beispiel. Ebenso problema-
tisch ist es ja, ob
1,111...

worin sich 1 bis ins Unendliche wiederholt, einen endlichen Sinn hat. Es ist interessant,
dass man an einer derartigen unendlichen Dezimalentwicklung gewohnlich keinen An-
stoB nimmt; sieht man jedoch eine unendliche Summierung

1 1 1 1

1+ —
* 10 * 100 * 1000 * 10000 *

bis ins Unendliche, dann stockt man schon eher, obwohl es sich ja nur um eine andere
Schreibweise fiir unsere unendliche Dezimalzahl handelt. Ich bemangele nicht, dass man
an der unendlichen Summierung AnstoB nimmt, sondern vielmehr, dass man sie in der
ersten Form akzeptiert. Zwar ist die Folge

1 1 1 1
1071007 1000° 10000"

auch in ihrer Unendlichkeit als gegeben zu betrachten, denn jedermann kann sie ja
beliebig weit fortsetzen; diesen unendlichen Weg aber als durchwandert zu betrachten,
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so dass man die Glieder summieren kann, ist jedoch eine allzu kithne Vorstellung. Wie
ist das gemeint?

Ein bekannter Mathematiker hat sich bereits als kleiner Schiiler den Begriff der unend-
lichen Summe an folgendem Beispiel klargemacht:

Es gab eine Schokoladensorte, die man populdr zu machen, suchte, indem man in das
umbhiillende Stanniol einen Kupon legte. Fiir 10 dieser Kupons bekam man eine neue
Tafel Schokolade. Wieviel ist nun eigentlich eine solche Tafel Schokolade mit ihrer Ver-
packung wert?

Selbstverstandlich ist der Besitz nicht nur eine Tafel Schokolade wert, denn der Kupon
ist auch darin, und fiir einen Kupon bekommt man {; Tafel Schokolade (fiir 10 kann
man ja 1 Tafel bekommen). Zu diesem Zehntel einer Schokoladentafel gehort aber auch
ein Zehntel Kupon und kann man fiir einen Kupon 5 1 Tafel Schokolade bekommen,
so erhalt man fur 5 Kupon den zehnten Teil davon, d h.; 100 Tafel.

Zu dieser — Tat gehort auch Kupon und hlerfur bekommt man wiederum ein

100 100

Zehntel des Vorigen; ein Zehntel von W ist aber 1555 Tafel usf. bis ins Unendliche.
Es ist ersichtlich, dass diese Kette von Addltlonen nie abbricht und folglich meine

Schokolade samt Kupon
1 1 1

L+ 101L 100+10001L
Tafel Schokolade wert ist.
Andererseits werde ich zeigen, dass ihr Wert genau 1% betragt Die 1 in dieser Zahl
ist selbstverstandlich der Wert der in natura gegebenen Schokolade; ich muss also nur
beweisen, dass der Wert des beigelegten Kupons % Tafel Schokolade betragt, und dazu
geniigt der Nachweis, dass 9 Kupons 1 Tafel Schokolade wert sind, denn dann ist sicher
1 Kupon ein Neuntel davon wert.
Dass nun 9 Kupons genau eine Tafel Schokolade wert sind, lasst sich augenblicklich
beweisen.

Nehmen wir an, ich habe 9 Kupons. Nun gehe ich in die Konditorei und sage: "Ich bitte
um eine Tafel Schokolade. Ich mochte sie gleich verzehren und werde danach zahlen."
Ich esse die Schokolade und nehme den beigelegten Kupon heraus. Jetzt habe ich 10
Kupons und kann meine Schuld begleichen.

Das ist eine glatte Rechnung: Ich habe eine Tafel Schokolade gegessen und besitze
keinen Kupon mehr. Das genaue Entgelt fir 9 Kupons ist also tatsachlich eine Tafel
Schokolade, fiir einen Kupon % Tafel, und eine Tafel samt Kupon ist genau 1% Tafel
Schokolade wert. Folglich ist die Summe der unendlichen Reihe:

1 1
14+ — 4 — 4 -
+10+1OO+1000+

ganz genau 1%, handgreiflich, sogar essbar.

Dieses Ergebnis lasst sich so formulieren Ist eine GroBe in erster roher Anndherung 1,
in etwas felnerer Annaherung 1+ ﬁ, in noch besserer Annaherung, doch immer noch

ungenau 1 + 10 + 100 usf. bis ins Unendliche, so ist diese GroBe in voller Genauigkeit
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15 F

Nun kann ich auch die Versprechungen der fritheren Kapitel erfiillen:

Im Sinne der gegebenen exakten Formulierung stimmt es nun auch, dass sich der Inhalt
des Kreises mit geradlinigen Figuren anndhern lasst, und der Primzahlsatz ist ebenfalls
in einem solchen prazisen Sinne giiltig. Dies hat man mir natirlich auf Ehrenwort zu
glauben; auf die langwierigen Beweise kann ich nicht eingehen.

In der Algebra wurde eine Zahl z.B. folgendermaBen angegeben:
x bedeute die Zahl, die durch 2 dividiert und mit 3 multipliziert, nach der Addition von
5 den Wert 11 ergibt, d.h. x sei die Zahl, welche die Gleichung

x
—-3+5=11
5 +

erfillt. Jetzt haben wir einen anderen Weg zur Bestimmung einer Zahl kennengelernt.
Jener Zweig der Mathematik, in dem die Zahlen mit Hilfe anndhernder Werte, jedoch
auch so in voller Genauigkeit angegeben werden, wird Analysis genannt.

Gehen wir nun umgekehrt von 1% aus: Ein Ganzes lasst sich in 9 Neuntel teilen; es ist
also
=24+1=%= 10:9=1,1111.. bisins Unendliche
10
10
10
10
1

und die Gleichheit von 1% mit dieser unendlich langen Entwicklung hat gerade vorhin
einen exakten Sinn erhalten.
Der Mathematiker driickt dies auch so aus: Die Folge der "Teilsummen"
1 1 1
1, 11=14+—; 1,l1l=14+—+—;..
o + 100 + 10 + 100’
konvergiert gegen den "Grenzwert" (mit einem Fremdwort: den Limes) 1%. Man sagt
auch: Die Reihe

LA
10 100 7

ist konvergent, und ihre Summe ist 1%.

Damit haben wir einen neuen Summenbegriff eingefiihrt, und wir miissen untersuchen,
ob er die alten Rechenregeln erfiillt. Ich will auf so peinlich genaue Untersuchungen
nicht eingehen und gebe nur ihr Resultat an:

Es kann keine Rede davon sein. Das Unendliche entschliipft auch hierbei unseren Regeln.
Eben darum wurde hier die Frage zum Gegenstand besonderer Untersuchungen, fir
welche Reihen es zutrifft, dass ihre Glieder nach Belieben vertauscht und gruppiert
werden konnen.

%Was allgemein als "annahernder Wert" betrachtet werden kann, werde ich im nichsten Kapitel
sagen.
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Die vorhin behandelte Reihe 1 + % + ﬁ 4+ ... ist eine solche. Versuchen wir es aber
z.B. mit der Reihe
1-14+1—-1+1-—-1+...

Wenn wir darin die Operationen in einer anderen Reihenfolge aus fiihren, indem wir je
zwei Glieder zusammenfassen:
1—1+1—-1+1—-1+...

—— Y= =
0 0 0

so erhalten wir eine Reihe aus lauter Nullen, und wie oft wir 0 auch immer addieren,
das Ergebnis ist 0: Also ist auch die Summe der Reihe gleich 0.
Werden aber die Glieder in folgender Weise zusammengefasst:

I1-1+1+—-1+1+-1+1+..
0 0 0

so entsteht die Reihe
1+04+04+04+0+ ...

und die Summe dieser Reihe ist offenbar 1. Es kommt also nicht in Frage, dass die
Operationen immer in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt werden diirfen.

Soviel aber bleibt jedenfalls giiltig: Man kann auch eine unendliche Reihe Glied fiir Glied
mit einer Zahl multiplizieren. Spielen wir noch ein wenig mit unserem Ergebnis: Wird
von

1,11111... = 11
9
1 abgezogen, so erhalt man

1
0,11111... = =
’ 9

Multiplizieren wir nun mit 9, so ist:

<%99999~-==§ —1

Dieses Ergebnis durch 10 dividiert (wird das Komma auf der rechten Seite - das hinter
1 zu denken ist - um eine Stelle nach links geriickt, so erhalt man 0 Ganze), ergibt

0,099999... = 0,1
noch einmal durch 10 dividiert
0,0099999... = 0,01

usf. Die endlichen Dezimalbriiche 1, 0,1, 0,01, ... lassen sich also in einer solchen -
aus einigen Ziffern 0 und nachher aus lauter Ziffern 9 bestehenden - unendlichen Form
aufschreiben, und es folgt daraus zugleich, dass man alle endlichen Dezimalbriiche auf
zwei Arten in eine unendliche Form bringen kann. Der endliche Dezimalbruch 0,2 z.B.
lasst sich erstens so aufschreiben:

0,200000...
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denn die Addition von 0 Hundertstel, von 0 Tausendstel, von 0 Zehntausendstel usf.
andert ja nichts an der Zahl. Wir kénnen aber 0,2 auch in der Form

0,199999...

schreiben, denn das Zehntel, also 0,1, das ich hierbei von 0,2 abgezogen habe, ist
ebenso groB wie 0,099999..., das ich dafiir addiert habe. (Man kann zeigen, dass diese
Zweideutigkeit die einzige ist, die bei den Dezimalentwicklungen der Zahlen auftritt.)

In unserer Reihe ]

1 1
L+ 10 + 100 * 1000 T
ist jedes Glied ein Zehntel des vorherigen; man kann auch sagen:
Jedes Glied ist das % fache des vorherigen. Man erinnere sich bitte an die arithmetische
Reihe, in der die Differenz zweier beliebiger benachbarter Glieder immer dieselbe war.
Eine Reihe nun, in der der Quotient der benachbarten Glieder immer derselbe ist, wird

eine geometrische Reihe genannt.

Wir diirfen uns nicht zuviel einbilden und etwa glauben, dass wir jetzt bereits alle
unendlichen Reihen summieren kénnen. Betrachten wir z.B. die geometrische Reihe

1+ 10+ 100 + 1000 + ...

in welcher der Quotient der benachbarten Glieder 10 ist. Es ist klar, dass die Teilsummen
dieser Reihe tber kurz oder lang groBer werden als jede beliebige Zahl (z. B. sind sie
von der vierten an alle groBer als 1000), und so wachst diese Reihe ins Unendliche.

Das gleiche gilt sogar fiir die geometrische Reihe mit dem Quotienten 1, in der also auf
jedes Glied ein 1 mal so groBes Glied folgt:

I1+1+1+14+1+ ..

hier ist ja jede Teilsumme von der tausendsten an groBer als 1000, von der millionsten
an groBer als 1000000 usf.

Folgt endlich auf jedes Glied (-1)mal soviel, so lautet die Reihe, da 1-(—1) = —1,
(=1)-(=1) = +1, (+1) - (—1) wieder gleich -1 usf. ist:

1-14+41—-14+1-—-1+...
und Uber diese wissen wir bereits allerhand Boses. lhre Teilsummen sind der Reihe nach:
1-1=0;1-1+1=11-14+1—-1=0;...

usf. Man sieht, dass sie abwechselnd bald gleich 1, bald gleich 0 sind:

-2 —1 0 1 2
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sie springen immer zwischen 1 und 0 hin und her (mit einem Fremdwort: sie "oszil-
lieren"), und so konnen sie sich keiner Zahl annéhern. Diese Spriinge werden noch
groBer und wachsen sogar standig, wenn der Quotient benachbarter Glieder einer Rei-
he eine negative Zahl von groBerem absoluten Wert als 1 ist. Das Bild hiervon sieht
folgendermaBen aus:

Von den bisher betrachteten Reihen konnten wir also nur die Reihe

1 1
br 101L 100+1000jL

summieren. Das hangt gewiss damit zusammen, dass die Glieder dieser Reihe stets
abnehmen; dass sie sogar beliebig klein werden, wenn man in der Reihe genligend weit
geht: Sie streben mit der Genauigkeit unserer Schokoladenformulierung gegen 0.

(D. h., man kann zeigen, dass jenes gewisse Etwas, das in erster Annaherung 1, in
engerer Anndherung %, in noch engerer Annadherung ﬁ usf. ist, in voller Genauigkeit
nur O sein kann.

Ich werde das nicht immer so langwierig formulieren, sondern mich nur auf die Prazisi-
on des Schokoladenbeispiels berufen.) So kdnnte man glauben, dass dann, wenn zwar
unendlich viele Zahlen zu summieren sind, jedoch die ferneren Glieder immer kleiner,
immer geringfiigiger werden, dann diese Glieder das Ergebnis immer weniger beeinflus-
sen, und dass deshalb die immer langeren Teilsummen die volle Summe immer genauer
reprasentieren.

Zur Summierbarkeit einer Reihe genligt indessen noch keineswegs eine solche Beschaf-
fenheit der Glieder. Die Folge

111
1,=, ==, =,
374’5
konvergiert ebenfalls gegen 0 (wenn auch Iangsamer als die vorherige: Dort war schon
vom vierten Glied an jedes weitere kleiner als ; hier erst vom tausendsten an).
Die Teilsummen der Reihe
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 _ — _ — —_ — —_ R R J— J— R R J—
+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15+16+
~——

BD\PA

1000 !

streben aber dennoch dem Unendlichen zu.

Man kann das durch folgende Uberlegung einsehen: Wir wissen bereits, dass sich der
Wert eines Bruches vermindert, wenn der Nenner vergroBert wird (teilt man eine Torte
in eine groBere Zahl von Stiicken, so werden die einzelnen Sti]cke kleiner). Demnach
vermindern sich die Tellsummen wenn ich den klelneren Bruch 1 statt ;) dann 5 statt

eines jeden der Bruche = = und 1 ferner g Statt f, 10* i1+ 15 18 id und = |n die
Reihe einsetze usf.

93



2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

Allgemein: Ich gehe immer bis zu einem solchen Glied, das im Nenner eine Potenz von
2 besitzt (4 = 22, 8 = 23, 16 = 2%) und ersetze die dabei liberschrittenen Glieder durch
dieses betreffende Glied.

Folglich sind die Teilsummen der folgenden Reihe

Ipiprp b L L L by
24 48 8'8' 816 16 16 16 16 16 16 16

gewiss kleiner als die Teilsummen der obigen Reihe.
Hier sind die Werte der einzelnen Gruppen:

L1

4 4 2

o o1

8 8 878 2
i+i+i+i+i+i+i+i_l Sf
167161616 16 16 16 16 2 U

Man sieht, dass dabei jede Gruppe % liefert, 2000 mal % ist aber bereits 1000 und
2000000 mal % bereits 1 Million. So werden die geniigend langen Teilsummen dieser
Reihe groBer als jede Zahl, und um so mehr gilt das von den noch gréBeren Teilsummen
der urspriinglich aufgezeichneten Reihe.

Zur Konvergenz einer Reihe geniigt es also noch nicht, dass ihre Glieder sich mit Ach
und Krach zur 0 herablassen: Sie miissen sehr rasch der 0 zustreben.

2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

Die Dezimalentwicklungen der Briiche sind iiberraschend regelmaBig ausgefallen. Sie
lieferten ausschlieBlich endliche oder dieselbe Periode wiederholende Dezimalbriiche.
Indessen haben wir uns schon mit dem Gedanken befreundet, dass man auch eine
unendliche Dezimalentwicklung als eine einzige, bestimmte Zahl zu betrachten hat; wir
kamen ja, von 1,1111... ausgehend, zu dem Ergebnis, dass diese den Wert 1% hat.

Es ist fast unvermeidlich, dass uns der Gedanke kommt: Man konnte sich doch auch
eine unendliche Dezimalentwicklung vorstellen, die nicht periodisch ist. Wird diese nun
keiner Zahl entsprechen?

Man kann ja dabei an schon regelmaBig gebildete Dezimalen denken, deren Ziffernfolge
jedermann beliebig weit fortsetzen konnte, so dass man also den gesamten Dezimalbruch
iibersieht, und dennoch brauchte sich darin keine wiederkehrende Periode zu finden, z.
B.:

0,101001000100001000001......

Die Bildungsregel ist hier sehr einfach: Auf die 1 folgen immer Ziffern 0, doch jedesmal
eine mehr. Dabei kann aber von Periodizitat keine Rede sein, denn in diesem Falle
mussten ja auch die auftretenden Ziffern 1 (iber kurz oder lang in gleichen Abstanden
aufeinanderfolgen.

94



2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

Dies kann nicht die Entwicklung eines Bruches sein, die Teilsummen kénnen gegen
keine rationale Zahl konvergieren.

Ich werde zeigen, dass sie dennoch gegen irgend etwas konvergieren, namlich gegen
eine Liicke in der Menge der rationalen Zahlen. Daraus geht hervor, dass zwischen den
rationalen Zahlen trotz ihrer unbegrenzten Dichte noch immer Liicken vorhanden sind.

Bleibt man in unserer Dezimalentwicklung bei den Zehnteln stehen, so werden noch
eine Menge Ziffern vernachlassigt. Demnach sind die weiteren Teilsummen alle groBer
als

0,1

Andererseits aber sind alle Teilsummen kleiner als
0,2

denn erst dann, wenn lauter Ziffern 9 auf 1 Zehntel folgten, so dass wir 0,19999...
erhielten, erreichten wir den Wert 0,2, wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben.

Die weiteren Teilsummen fallen also alle zwischen 0,1 und 0,2, d.h. sie liegen alle in
dem dick ausgezogenen Intervall der Zahlenlinie:

" M 3 3
™ 1 T T t T +

¢ 9 02 03 04 05 06 @7 08 09 1

Als ihre erste Annaherung kann jeder Punkt des Intervalls betrachtet werden. Ebenso
sieht man ein, wenn wir bei den Tausendsteln stehen bleiben, dass alle weiteren Teil-
summen zwischen 0,101 und 0,102 eingeschlossen sind.

Dies kann ich auf der Abbildung nur ungenau andeuten, weil diese Punkte zu nahe an-
einanderriicken (sie weichen voneinander nur um ein Tausendstel ab). Somit liefern die
Punkte dieses Intervalls, das ganz im Inneren des ersten liegt, bereits eine viel bessere
Annaherung.

Die Fortfiihrung dieser Uberlegung ergibt, dass alle geniigend langen Teilsummen in die
immer engeren, ineinander geschachtelten Intervalle

zwischen 0,101001 und 0,101002
zwischen 0,1010010001 und 0,1010010002 ...

fallen miissen. Wiirden sich diese Intervalle nicht so rasch verengen, so ware ihr Bild
etwa:

Die Lange dieser Intervalle ist der Reihe nach:

0,1, 0,001; 0,000001; 0,0000000001
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2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

d.h. ein Zehntel, ein Tausendstel, ein Millionstel der Einheit usf.

Sie konvergieren natiirlich gegen 0, und zwar Hals Gber Kopf, so dass ich es mit der
Zeichnung und sogar auch mit Benennungen nicht verfolgen kann. Unsere gentigend
langen Teilsummen drangen sich also in diesen unbeschrankt schrumpfenden Intervallen
zusammen.

Diese Ineinanderschachtelung gleicht den ineinandergelegten Spielwiirfeln der Kinder,
oder jenen Scherzpaketen, die nach der Entfaltung ihrer duBeren Umbhiillung jedesmal
eine neue Hulle aufweisen. Wahrend man aufgeregt eine Hiille allmahlich entfaltet,
kommt immer nur eine neue Hiille zum Vorschein, das groBe Paket wird immer diinner.
Dennoch gelangt man endlich an ein Ende.

Zum Schluss steckt gewohnlich doch irgendeine Kleinigkeit in der gemeinsamen Tiefe
der vielen Umhillungen: Wenn sonst nichts, dann zumindest ein Papierknauel. Einen
unendlichen Verdruss kann man mit einem solchen Paket keinesfalls bereiten.

In unserem Falle aber setzt sich der entsprechende Vorgang ins Unendliche fort: Das
zweite Intervall liegt ganz im ersten, das dritte liegt sowohl im ersten als auch im zwei-
ten, das vierte ist ein gemeinsamer Teil der drei ersten Intervalle usw.

Unsere Anschauung lehrt: Wird die Bildung der ineinander geschachtelten, zusammen-
schrumpfenden Intervalle unendlich fortgesetzt, so ist auch jenes gewisse Etwas, zu dem
sie zusammenschrumpfen, der ihnen allen gemeinsame Teil. Mehr als ein Punkt kann
aber nicht in allen Intervallen liegen, das lasst sich beweisen.

Nehmen wir an, dass ich einen solchen gemeinsamen Punkt gefunden habe, und jemand
behauptet nun, er hatte ein Gegenbeispiel zu meiner Behauptung gefunden, einen Punkt
also, der sich von dem meinigen unterscheidet, z.B. rechts von ihm liegt, und der
trotzdem in jedes unserer Intervalle hineinfallt. Natirlich behauptet der Betreffende
nicht, diesen Punkt sehr weit entfernt von dem meinigen gefunden zu haben; ich zeichne
nur der Anschaulichkeit wegen einen geniigend groBen Abstand. Die Uberlegungen
beziehen sich aber auch auf beliebig kleine Abstande:

2 Tausendste!

-
e

mein Funkt s2in Punkt

Wie nahe auch diese beiden Punkte aneinander liegen mogen, sofern sie verschieden
sind, ist doch eine gewisse Distanz zwischen ihnen, sagen wir von 2 Tausendsteln der
Einheit. Die Langen der ineinander geschachtelten Intervalle konvergieren aber gegen
0, also werden sie liber kurz oder lang alle auch kiirzer als 1 Tausendstel der Einheit
werden.

Mein Punkt fallt in alle Intervalle hinein; doch selbst wenn er ganz an den linken Rand
eines Intervalls fiele, das klrzer als ein Tausendstel ist, auch dann kdonnte das rechte
Ende dieses Intervalls sich nicht bis zu dem Punkte erstrecken, der von ihm um 2
Tausendstel entfernt liegt:

1 Tausendstel

mem Punkt Semn Punkt
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2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

Aus diesem und allen noch kiirzeren Intervallen muss also der als Gegenbeispiel ange-
flihrte Punkt sicher herausfallen. Demnach kann er keinesfalls ein gemeinschaftlicher
Punkt samtlicher Intervalle sein.

Alle die unendlich vielen Intervalle besitzen also nur einen einzigen gemeinsamen Punkt,
und da alle genligend langen Teilsummen von 0,101001000100001000001...... in jedes
der Intervalle hineinfallen, werden ihre Bilder auf der Zahlenlinie diesem Punkt immer
naher gedrangt: Sie konvergieren gegen diesen Punkt.

Damit haben wir auf der Zahlenlinie einen Punkt entdeckt, zu dem bisher noch keine
Zahl gehort hat. Wie dicht auch die Zahlenlinie von den Briichen bedeckt wird, in
diesen Punkt konnte dennoch kein einziger Bruch fallen.

Die Dezimalform eines Bruches ist ja periodisch, unsere nach diesem Punkt konvergie-
rende dezimale Entwicklung 0,1010010001 ... ist aber nicht periodisch.

Und doch ist der Punkt ein ganz bestimmter, er liegt in einer ganz bestimmten Entfer-
nung vom Nullpunkt.

Probieren wir aber diese Entfernung zu messen, dann gelingt das weder mit ganzen
MaBeinheiten, noch mit deren Bruchteilen. Folglich hatte diese Strecke bisher noch gar
kein MaB. Um diesem Mangel abzuhelfen, werden wir sagen, das MaB dieser Strecke
sei die "irrationale" Zahl

0,101001000100001....

Wir fiihren also jenes bisher unbenannte, jedoch ganz bestimmte Etwas, das durch die
rationalen Werte
0,1,0,101,0,101001...

immer besser angenahert wird, als eine neue Zahl ein.

Sie ist fir den Mann der Praxis, fiir den Physiker nicht weniger brauchbar als die Ent-
wicklung g = 0,444.... Es gibt keine Genauigkeit, die in der Annaherung dieser Zahl
durch jene rationalen Werte nicht erreicht werden konnte. Wir kennen ja samtliche ihrer
Dezimalen, die bei den Anwendungen herangezogen werden kénnen, wir haben ja ein
Bild von der Gesamtheit dieser Dezimalen.

Ganz ebenso zeigt man, dass auch einer beliebigen anderen nichtperiodischen Dezi-
malentwicklung, die durch irgendeine Bildungsregel angegeben wird, je ein bestimmter
Punkt bzw. ein bestimmter Abstand vom Nullpunkt der Zahlenlinie entspricht. Wir be-
trachten jede derartige unendliche Dezimalentwicklung als das MaB des entsprechenden
Abstandes und nennen dies eine irrationale Zahl.

Vielleicht scheinen diese Uberlegungen sehr abstrakt zu sein.

Ich hatte aber einmal eine 14jahrige Schiilerin Eva, die von selbst darauf kam, dass es
eine Strecke gibt, deren MaB weder in ganzen noch in gebrochenen Zahlen ausgedriickt
werden kann. Sie sollte iiber folgende scherzhafte Aufgabe nachdenken:

Ein quadratformiger Fischteich wird an allen vier Ecken von je einem Baum geschmiickt:
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2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

! !

Dieser Teich soll nun erweitert werden, und zwar so, dass seine Flache doppelt so groB
wird, der neue Teich aber ebenfalls eine Quadratform erhalt und die Baume ihren Platz
behalten. Eva merkte, dass die Losung die folgende ist

Hier besitzt das groBe Quadrat tatsachlich zweimal so groBen Inhalt wie das kleine.
Zeichnet man namlich in das urspriingliche Quadrat die Diagonalen ein,

dann sieht man leicht, dass dann, wenn die so gewonnenen vier Dreiecke nach auBen
geklappt werden,

-
\

3
Py

das groBe Quadrat entsteht. Damit wurde aber zu der Flache des kleinen Quadrats
tatsachlich ebensoviel hinzugefiigt, wie seine Flache urspriinglich betrug.

Doch Eva begniigte sich damit nicht. Sie wollte nun auch wissen, wie groB die Seiten
des neuen Teiches ausfallen werden, wenn jede Seite des urspriinglichen Fischteiches
1 km lang war. In diesem Falle betragt der Flacheninhalt des alten Teiches 1-1 =1
Quadratkilometer, der Inhalt des groBen Teiches ist zweimal so groB, d.h. 2 Quadrat-
kilometer.

Folglich erhebt sich die Frage, welche Zahl man quadrieren muss, um 2 als Resultat zu
erhalten.

Damit gelangen wir zur Umkehrung des Potenzierens, zum Wurzelziehen.
Die Aufgabe besteht eigentlich in der Berechnung von /2, da die Zahl - falls eine
solche existiert - die ins Quadrat erhoben 2 ergibt, mit /2 bezeichnet wird.
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2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

Eva begann also Versuche zu machen: Eine Seite des kleinen Quadrats ist 1 km lang,
eine Seite des groBen betragt offenbar mehr. 2 km lang kann sie natiirlich nicht sein,
denn dann ware der Flacheninhalt 2 - 2 = 4 Quadratkilometer. Die betreffende Lange
liegt also zwischen 1 und 2.

Nun probierte Eva mit Zahlen, die einige Zehntel groBer als 1 sind. Dabei fand sie, dass
142=14-14=196und 1,5> = 1,5-1,5 = 2,25 ist.

1,96 ist noch weniger, 2,25 aber schon mehr als der 2 Einheiten betragende Flachen-
inhalt des groBen Teiches. Die gesuchte Lange liegt also zwischen 1,4 und 1,5.

Jetzt teilte sie diese Distanz in Hundertstel ein, und es stellte sich heraus, dass die
gesuchte Lange zwischen 1,41 und 1,42 fallt.

Indem sie so fortfuhr, bildete sich in Eva immer mehr die Uberzeugung aus, dass sie
niemals eine Zahl finden werde, die quadriert 2 ergibt.

"Und doch muss eine solche Zahl existieren, die Seite des groBen Teiches ist ja hand-
greiflich da, ich habe sie konstruiert! Eva hatte richtig vermutet: Es gibt keine rationale
Zahl, deren Quadrat 2 ist.

Dass es eine ganze Zahl dieser Art nicht gibt, hat Eva bereits bewiesen, als sie zeigte,
dass die gesuchte Zahl zwischen 1 und 2 liegt; zwischen 1 und 2 gibt es ja keine weiteren
ganzen Zahlen. Es bleiben also noch die Briiche zwischen 1 und 2 zu untersuchen.

Diese Briiche sollen erst so lange geklirzt werden, bis man sie nicht mehr kiirzen kann.
Dabei kann ihr Nenner nicht 1 werden, denn 3 z.B. bedeutet 3 Ganze, und ganze Zahlen
gibt es nicht zwischen 1 und 2. Auch ihr Quadrat kann nicht gekiirzt werden, denn es

ist z.B.
15\%  15-15
14)  14-14
und % lasst sich deshalb nicht kirzen, weil

15=3-5 und 14=2-7

ist, also 15 und 14 keine gemeinsamen Primfaktoren besitzen. Gemeinsame Primfak-
toren konnen aber durch die Multiplikation der beiden Zahlen mit sich selbst nicht

hinzutreten: )
ﬁ _3~5'3-5
2.7) 2.7-2.7

und somit kann von einer Kiirzung keine Rede sein. Nun kann aber ein Bruch, der sich
nicht weiter kiirzen lasst und der nicht den Nenner 1 hat, keinesfalls der ganzen Zahl
2 gleich sein.

Jedoch ist das Probieren von Eva der Anfang einer Einschachtelung und damit zugleich
auch der Anfang der Dezimalentwicklung fiir v/2. Die Dezimalform einer Zahl zwischen
1 und 2 beginnt jedenfalls mit

1

geos

jede so beginnende Zahl kann als erste Annaherung von /2 aufgefasst werden. WeiB
ich ferner, dass diese Zahl zwischen 1,4 und 1,5 liegt, so setzt sich die Dezimalform
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2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

folgendermaBen fort:
1,4...

die so beginnenden Zahlen ergeben schon eine bessere Annaherung.
Daraus, dass die gesuchte Zahl zwischen 1,41 und 1,42 liegt, ergibt sich die folgende
Fortsetzung:

1,41...

Jetzt ware die Distanz zwischen 1,41 und 1,42 in Tausendstel zu teilen und zu unter-
suchen, welche der Zahlen

1,410, 1,411, 1,412, 1,413, 1,414, 1,415, 1,416, 1,417, 1,418, 1,419

so beschaffen ist, dass ihr Quadrat noch kleiner, das Quadrat der darauffolgenden
Zahl aber schon groBer als 2 ist. Die betreffenden zwei Zahlen liefern bereits eine
Schachtel fiir v/2, die nur ein Tausendstel lang ist und daher auch die Tausendstel der
Dezimalentwicklung genau angibt.

Es gibt auch ein mechanisches Verfahren zur Bestimmung der Dezimalen von /2.
Das Wesentliche wird aber durch diese immer engere Zusammenziehung der Grenzen,
innerhalb deren die Zahl liegen muss, ersichtlich.

Dieses Verfahren lasst sich unbeschrankt fortsetzen und ergibt eine immer bessere Anna-
herung. Wir wissen, dass es nie abbrechen und auch keinen periodischen Dezimalbruch
ergeben kann, da ja v/2 niemals rational wird.

Dennoch haben wir genau und handgreiflich vor uns, wie groB diese - durch immer
engere Annaherung gegebene - Zahl ist: So groB wie eine Seite des erweiterten Fisch-
teiches.

Die irrationale Zahl v/2 wird uns auch durch den allbekannten pythagoraischen Lehr-
satz mit einer dhnlichen Anschaulichkeit nahegebracht. Zeichnen wir ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen beide Katheten je eine Einheit betragen, und setzen wir auf seine drei
Seiten je ein Quadrat:

Wenn wir in die beiden kleinen Quadrate je eine Diagonale, in das groBe Quadrat aber
beide Diagonalen einzeichnen, dann erhalten wir lauter kongruente Dreiecke:

/
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2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

Die beiden kleinen Quadrate enthalten insgesamt vier Dreiecke, das groBe Quadrat
ebenfalls vier. Folglich ist der Flacheninhalt der beiden kleinen Quadrate zusammen
ebenso groB wie der Flacheninhalt des groBen Quadrates allein -, d.h. - da sich der
Inhalt eines Quadrates durch das Quadrieren einer Seite berechnen lasst -; die Summe
der Quadrate der beiden Katheten ist dem Quadrat der Hypotenuse gleich.

(Das gilt nicht nur fir dieses spezielle Dreieck, sondern fiir alle rechtwinkligen Dreiecke.
Der allgemeine Beweis ist etwas komplizierter.)

Die Summe der beiden Kathetenquadrate unseres Dreiecks ist

P+1?P=1+1=2

und diese ist dem Quadrat der Hypotenuse gleich, d. h. die Lange der Hypotenuse
betragt \/2 Einheiten.

Man kann zeigen, dass sich die Rechenoperationen im Bereich der irrationalen Zahlen
ausfiihren lassen, indem sie auf die Naherungswerte angewandt werden. Die Naherungs-
werte sind aber rationale Zahlen, und fiir diese bleiben die alten Rechenregeln giiltig.
Wir haben es also mit einem Fall zu tun, in dem die im Endlichen giiltigen Gesetze des
Rechnens auch durch die Unendlichkeit nicht aufgehoben werden.

Jetzt konnen wir auf die bisher offene Frage zuriickkommen, ob sich die Kante eines
Wiirfels oder die Seiten eines Rechtecks immer in cm ausdriicken lassen. Die Antwort
lautet:

Das gelingt nicht immer, und zwar auch insofern nicht, als es sogar Strecken gibt,
die man in keinerlei Bruchteil eines Zentimeters genau messen kann. Wird z. B. %
cm genau 31mal auf irgendeiner Strecke nacheinander aufgetragen, so betragt diese

Strecke % cm.

Andererseits haben wir soeben gesehen, dass in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen
Katheten je 1 cm lang sind, die Lange der Hypotenuse in dieser Einheit durch keine
rationale Zahl ausgedriickt werden kann.

(Es muss betont werden, dass es sich um die auf diese Einheit bezogene Lange handelt;
denn es entspricht ja auch der v/2 eine bestimmte Linge. Man kénnte auch diese als
neue Einheit wahlen, und in dieser Einheit konnte man natiirlich sie selbst ausdriicken.)

Man kann trotzdem mit Hilfe der anndhernden rationalen Werte mit der Prazision
unseres Schokoladenbeispiels zeigen, dass die alten Ergebnisse der Flachen- und Raum-
inhaltsberechnung auch in derartigen Fallen richtig bleiben.

In Verbindung mit der Gleichung zweiten Grades bin ich auch noch etwas schuldig
geblieben. Dort mussten wir die Gleichung

(z+3)*=2

unerledigt lassen. Jetzt kénnen wir auch diese lésen. Da wir bereits iiber negative
Zahlen verfiigen und wissen, dass sowohl die positiven als auch die negativen Zahlen
ein positives Quadrat besitzen, kann sowohl +4/2 als auch —v/2 als jene Zahl betrachtet
werden, die quadriert 2 ergibt. So ist

:1:+3:—|—\/§ oder x+3:—\/§
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und wird 3 als Subtrahend auf die rechte Seite gebracht, so erhalt man zwei Losungen:
r=—-3+2 oder r=-3—-2
Die negative Zahl bringt aber eine neue Komplikation mit sich: Haben wir die Gleichung
22 =-9

zu l6sen, so wissen wir nicht, was wir damit anfangen sollen, denn das Quadrat sowohl
von +3 als auch von -3 ist ja +9. Wir kennen keine Zahl, die quadriert -9 ergeben
wirde. Darauf komme ich aber noch zuriick.

Die irrationalen Zahlen wurden eingefiihrt, weil wir auf der Zahlenlinie Liicken entdeck-
ten: Punkte, zu denen vorher keine Zahlen gehérten. Die Gesamtheit der rationalen und
irrationalen Zahlen, mit einem gemeinsamen Namen: der reellen Zahlen (wir werden
auch mit Zahlen zu tun haben, die sich von der Realitdt mehr entfernen), fillt nun die
Zahlengerade vollkommen aus. Nehmen

wir namlich einen beliebigen ihrer Punkte, so fallt dieser zwischen zwei gewisse Ganze,
dann zwischen gewisse Zehntel, ferner zwischen gewisse Hundertstel usf., wie etwa /2
in den Untersuchungen meiner Schiilerin Eva.

Damit ergeben sich der Reihe nach die Ziffern einer Dezimalentwicklung. Endet diese
Entwicklung irgendwo (fallt der Punkt mit irgendeinem Zehntel, Hundertstel, Tau-
sendstel... zusammen), oder fallt sie periodisch aus, so gehort zu unserem Punkt eine
rationale Zahl. Wenn keines von beiden der Fall ist, bezeichnet er eine irrationale Zahl.

Suchten wir z.B. den Punkt, welcher der Zahl 1% des Schokoladenbeispiels entspricht,
in solche Intervalle einzuschlieBen, so wiirden wir die Erfahrung machen, dass dieser der
Reihe nach zwischen 1 und 2, zwischen 1,1 und 1,2, zwischen 1,11 und 1,12, zwischen
1,111 und 1,112 liegt usf.; es fallen also der Reihe nach

1;1,1;1,11; 1,111...

in diese sich immer mehr verengenden Intervalle (sie fallen eben auf die linken Enden von
diesen). Dies ist der tiefere Grund dafiir, dass diese Zahlen immer bessere Annaherungen
fur 1% ergeben, dass sie ihr beliebig nahe kommen. Sie ergeben natiirlich eine periodische
Dezimalentwicklung, da ja 1% rational ist.

Gibt es denn viele irrationale Zahlen? Wenn sie uns bisher auch nur ausnahmsweise
begegnet sind, so muss es ihrer doch viele geben.

Wir haben ja das Gefiihl, dass es nur Zufall ist, wenn eine Dezimalentwicklung periodisch
ausfallt. Wir haben uns aber schon einmal getduscht, als wir ein dhnliches Gefiihl
hegten:

Von den rationalen Zahlen dachten wir auch, dass es ihrer mehr gibt als natiirliche
Zahlen. Dennoch stellte sich heraus, dass samtliche rationalen Zahlen sich in eine einzige
Folge ordnen lassen, so dass sie restlos mit den natiirlichen Zahlen gepaart werden
konnen: das erste Glied der Folge mit 1, das zweite mit 2 usf.
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Was sagt nun die Methode der Paarung tiber die irrationalen Zahlen aus?
Untersuchen wir erst die Gesamtheit der rationalen und irrationalen Zahlen, also die
reellen Zahlen, und zwar alle in ihrer Dezimalform.

Beschranken wir uns dabei auf die Zahlen zwischen 0 und 1, d.h. auf die Zahlen, die mit
0 Ganzen beginnen, damit wir uns nicht mit dem Teil der Ganzen abzuplagen brauchen.
Ich behaupte, dass sogar diese Teilmenge der reellen Zahlen von groBerer Machtigkeit
ist als die der natiirlichen Zahlen:

Es ist nicht moglich, ihre Elemente in eine Folge zu ordnen, ohne gewisse reelle Zahlen
aus der Folge auszulassen.

Nehmen wir an, jemand erklart, ich hatte nicht recht, er wisse ein Gegenbeispiel. Er
habe aus den reellen Zahlen, die mit 0 beginnen, eine Folge konstruiert, in der keine
von ihnen fehle. Er schreibt diese Folge auch auf.

Natirlich gibt er nur so viele Zahlen an, bis sich in ihrer Aufeinanderfolge eine Gesetz-
maBigkeit zeigt, auf Grund deren dann jeder das Aufzdhlen der Glieder beliebig weit
fortsetzen konnte. Bereits die einzelnen irrationalen Zahlen selbst konnen ja auch nur
auf diese Weise angegeben werden, sie sind doch unendliche Dezimalbriiche. Die Folge
beginne etwa folgendermaBen:

Die erste Zahl ist: 0,1
... zweite ... 0,202020...
... dritte ... 0,3113111311113...

und diese Zahlen lassen sich angeblich mit einer solchen GesetzmaBigkeit fortsetzen,
dass dabei tiber kurz oder lang jede reelle Zahl an die Reihe kommt.

Wie diese GesetzmaBigkeit auch sei, ich werde sofort eine mit 0 Ganzen beginnende
reelle Zahl bilden, die in der Folge gewiss nicht enthalten ist.

Zunachst verwandle ich die endlichen Dezimalbriiche der Folge in unendliche durch
Hinzufligung von harmlosen Nullen. Somit ist dann

die erste Zahl: 0,1000000000000...
... zweite ... 0,2020202020202...
... dritte ... 0,3113111311113...

Nun kann ich mit meinem Vorhaben beginnen. Die erste Ziffer meiner Zahl ist jedenfalls

Was soll ich nun an die Stelle der Zehntel setzen? Ich sehe nach, welche Ziffer in der
ersten Zahl des Gegenbeispiels an der Stelle der Zehntel steht und schreibe eine andere
Ziffer an diese Stelle, jedoch nicht 0 und auch nicht 9. Um etwas Bestimmtes zu sagen:
Da in der ersten Zahl des Gegenbeispiels 1 Zehntel auftritt, setze ich nun 2 an die
Stelle der Zehntel meiner Zahl (an diese Stelle und auch an die weiteren kénnte ich
ebensogut eine beliebige von den Ziffern 3, 4, 5, 6, 7, 8 hinschreiben).

Hatte an dieser Stelle der ersten Zahl des Gegenbeispiels etwas anderes als 1 gestanden,
so hatte ich 1 zum Zehntel gewahlt. Meine Zahl lautet also bisher:

0,2...
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2.4 Die Zahlenlinie wird gefiillt

Zur Wahl der Hundertstel meiner Zahl sehe ich nach, welche Ziffer an der Stelle der
Hundertstel der zweiten Zahl des Gegenbeispiels steht, und ich wahle eine andere Ziffer,
nur eben 0 und 9 nicht. Verwenden wir nur die Ziffern 1 und 2.
In der zweiten Zahl des Gegenbeispiels stehen 0 Hundertstel (und nicht 1); ich setze
also 1 an diese Stelle (hatte dort 1 gestanden, so wiirde ich 2 hinschreiben). Meine
Zahl wird also fortgesetzt

0,21...

Ebenso verfahre ich auch weiter: Ich setze an die Stelle der Tausendstel 2, da in der
dritten Zahl 1 Tausendstel auftritt. Somit ist

0,212...

meine Zahl bis zu drei Dezimalen, und nun kann schon jedermann das Verfahren fortset-
zen. Folgen die Zahlen des Gegenbeispiels mit irgendeiner verniinftigen GesetzmaBigkeit
aufeinander, so kann ich auch in der Bildung meiner Zahl nicht stecken bleiben.

So erhalte ich einen mit 0 beginnenden unendlichen Dezimalbruch, der in der Folge si-
cher nicht enthalten ist. Er unterscheidet sich ja von der ersten Zahl des Gegenbeispiels
mindestens in den Zehnteln, von der zweiten mindestens in den Hundertsteln, von der
dritten mindestens in den Tausendsteln, von jeder mindestens in einer Ziffer.

Es ist auch unmoglich, dass er sich nur der Form nach von irgendeiner Zahl des Ge-
genbeispiels unterscheidet, dem Wert nach aber nicht; denn nur jene Zahlen sind einer
solchen Doppelziingigkeit fahig, in denen von einer gewissen Stelle an nur noch 0 oder
9 wiederholt wird. Meine Zahl besteht aber ausschlieBlich aus den Ziffern 1 und 2.

Auf welche Art man also auch immer die reellen Zahlen in eine Folge zu ordnen, d. h.
mit den natlrlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ... zu paaren versucht, es wird immer reelle
Zahlen geben, die darin fehlen.

Die Machtigkeit der reellen Zahlen ist also groBer als die der natiirlichen Zahlen. Be-
schranken wir uns nicht nur auf solche, die mit 0 Ganzen beginnen, so gilt das natiirlich
um so mehr.

Allerdings wurde hier die Gesamtheit der rationalen und irrationalen Zahlen betrach-
tet. Uber die rationalen Zahlen wissen wir aber bereits, dass sie abzahlbar sind, d.h.,
dass sie sich in eine Folge ordnen lassen. Konnte man auch die irrationalen Zahlen in
eine Folge ordnen, so ware es sehr leicht, die beiden Folgen zu vereinigen, indem man
abwechselnd ein Element aus der ersten, dann eines aus der anderen auswahlite. (Die
Folgen der positiven und der negativen ganzen Zahlen,

1,2,3,4,5, ... und —1,-2,-3,—-4,—5, ...
lassen sich z.B. auf diese Weise zu einer einzigen Folge
1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,5,—5, ...

vereinigen.) Die vereinigte Folge der rationalen und irrationalen Zahlen wiirde samtliche
reellen Zahlen enthalten; wir haben aber soeben bewiesen, dass dazu keine einzige Folge
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fahig ist. Somit kann die Menge der irrationalen Zahlen auch fiir sich keine Folge bilden,
sie kann nicht abzahlbar sein. lhre Machtigkeit ist also groBer als die der rationalen
Zahlen.

Es handelt sich also bei der Einfiihrung der irrationalen Zahlen nicht etwa nur darum,
dass man einige Liicken in der (iberall dichten Menge der rationalen Zahlen ausfiillt.
Die irrationalen Zahlen sind vielmehr kontinuierlich auf der Zahlenlinie verteilt, und die
rationalen Zahlen sind trotz all ihrer Dichte nur die darin verstreuten Rosinen.

Hierbei fiihle ich irgendeine Ahnlichkeit mit dem Ather, von dem man annahm, dass
er auch in der Atmosphare der Erde die Leere liickenlos ausfiillt, so dass die scheinbar
allgegenwartigen Luftmolekiile in ihm verstreut schweben.

2.5 Die Fieberkurven glatten sich

Indem ich die Schulden aus den vorherigen Kapiteln nach und nach zusammenlese, fallt
mir jene vereinsamte 1 an der Spitze des Pascalschen Dreiecks ein:

Wir haben bewiesen, dass die Summen der Glieder in den einzelnen Zeilen von der
zweiten Zeile an nacheinander
ol 22 93 .

ergeben. Wiirde sich auch die oberste 1 in diese Ordnung fiigen, so ware ihr Wert 20,
Doch 2° hatte bisher noch keinen Sinn - man kann 2 nicht 0 mal zum Faktor wahlen
-, und bis jetzt hatte es sich auch noch nicht als notwendig erwiesen, diesem Ausdruck
einen Sinn beizulegen.

Befassen wir uns wieder einmal mit dem Potenzieren. Wir erinnern uns, wie leicht
es war, die Potenzen einer Zahl miteinander zu multiplizieren: Man brauchte nur die
Exponenten zu addieren, z. B.

32-34:@.3-3.3-3:36 und 6=2+4

Auch andere Operationen lassen sich leicht durchfiihren, wenn dabei nur Potenzen einer
einzigen Zahl auftreten. Es ist z. B.

376_ 3-3-3-3-3-3
32 3-3
Wird hierbei mit 3 - 3 gekirzt, so erhalt man

3-3-3-3

=3.3.3.3=34
1
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Es ist also gé = 3% und 4 = 6 — 2, d. h. die Division lasst sich ausfiihren, indem man
die Exponenten voneinander subtrahiert. Ferner ist

(32)4:32,32,32,32:3.3.3.3.3.3,3,3:38; und 8 = 2. 4

Haben wir also eine Potenz zu potenzieren, so multiplizieren wir einfach die Exponenten
miteinander.

Es lohnt sich daher, eine Tabelle aus den Potenzen ein und derselben Basis aufzustellen.
Wahlen wir die 2 zur Basis, denn die Potenzen von 2 lassen sich ja leicht berechnen:

2l =2 22 =4 23 =8 24 =16 25 = 32 20 = 64
27 =128 28 =256 27 =512 29 =1024 2! =2048 2'%=4096

Sollen wir zwei Zahlen miteinander multiplizieren, kdnnen wir unter glinstigen Umstan-
den das Resultat ohne Miihe aus dieser Tabelle ablesen. Ist die aufgegebene Multipli-
kation z. B.

64 - 32

so haben wir Gliick, denn beide Zahlen sind in der Tabelle enthalten; die entsprechen-
den Exponenten sind 6 und 5. Diese zusammen zu rechnen, ist keine groBe Kunst:
wir erhalten so 11. Ein rascher Blick auf die 11. Zeile unserer Tabelle liefert uns das
Ergebnis 2048.

Oder wir sollen 32 quadrieren. Der entsprechende Exponent ist 5; diesen 2mal zu neh-
men, ist wiederum eine Kleinigkeit. Wir erhalten 10, und schon kann man aus der 10.
Zeile ablesen: 322 = 1024.

Das ist wirklich ein Kinderspiel. Schade, dass nicht alle Zahlen in der Tabelle auftre-
ten. Es wiirde sich lohnen, den Begriff des Potenzierens so zu erweitern, dass sich alle
Zahlen (z. B. auch 3) als Potenzen von 2 aufschreiben lassen.

So kommen wir zu einer neuen Umkehrung des Potenzierens:

Jetzt suchen wir die Potenz, in die die gegebene Basis 2 erhoben werden muss, damit
wir z. B. 3 als Resultat erhalten. Diese Operation nennt man Logarithmieren, und ihr
Ergebnis, wenn wir ein solches erhalten, bezeichnet man als Logarithmus.

Am unangenehmsten ist das Rechnen mit Briichen, und diese treten in der Tabelle
bisher noch nicht auf. Bereits die kleinste Potenz von 2, namlich 2!, ergibt 2 Ganze.
Fur unsere angestrebte Erweiterung des Potenzierens ist es unser Leitprinzip, dass sich
eine groBere Zahl auch fernerhin als eine hohere Potenz von 2 aufschreiben lassen soll,
damit man in der Tabelle nicht drunter und driiber herumzusuchen hat.

Wollen wir auch Briiche als Potenzen darstellen, so haben wir die Potenzen von 2 auch
fur kleinere Exponenten als 1 zu definieren.

Gehen wir in ganzen Schritten nach riickwarts, so warten der Reihe nach die Potenzen
0 5—1 9—2 -3
25,271,277 270

auf ihre Definition.
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Bei dieser Operationserweiterung ist es besonders wichtig, darauf zu achten, dass die
alten Rechenregeln erhalten bleiben, denn man darf nicht das Ziel aus den Augen
verlieren: Wir wollen ja, dass das Rechnen mit den neuen Zahlen ebenso bequem ist
wie mit den alten.

Unter anderem miissen wir darauf achten, dass das Ergebnis der Multiplikation einer
Potenz von 2 mit 2° mit dem iibereinstimmt, was man erhalt, wenn zum Exponenten
dieser Potenz 0 addiert wird. Die Addition von 0 andert aber nichts.
Folglich haben wir 20 so zu definieren, dass die Multiplikation mit 2° den Wert einer
Zahl nicht andert. Jener Multiplikator, der den Wert einer Zahl nicht andert, ist aber
1. Demnach ist 2° (und ebenso auch die nullte Potenz einer beliebigen anderen Basis)
durch

2V =1
zu definieren. Damit wird auch das Pascalsche Dreieck einheitlich.
Bei der Definition von 27! hat man darauf zu achten, dass

21 . 2—1 — 21+(—1) — 21—1 — 20 — 1
wird. Wenn man aber in der Gleichung
2l. 271 =1

den Multiplikator 2! als Divisor auf die andere Seite bringt, so erhalt man

1
-1 _
2 =g
Ebenso ergibt sich aus der Forderung
1
22.272=2"=1  dass 2% =_
92
aus der Forderung
1
22.273=2"=1 dass 2*3:?

sein muss usf.

Wollen wir also die bequemen Rechenregeln aufrechterhalten, dann miissen wir die
Potenzen mit negativen Exponenten so definieren, dass jeweils 1 durch die Potenz mit
dem entsprechenden positiven Exponenten zu dividieren ist.

Damit erweitert sich unsere Tabelle jetzt bereits nach riickwarts auf die Briiche:

.11
1 1

272 == 1:4=025
1 1

27! =g 1:2=05

20 =

2! =

22 =4
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Wir gewinnen damit ein gutes Hilfsmittel auch fiir die Rechnung mit den Briichen %
%, %, ... bzw. mit den Dezimalbriichen 0,5, 0,25, 0,125...

Es sind aber noch immer groBe Liicken zwischen den einzelnen Zahlen der Tabelle, z.
B. zwischen 2! = 2 und 22 = 4. Wollen wir eine Zahl zwischen 2 und 4 (z.B. 3, aber
auch 2,7) als eine Potenz von 2 aufschreiben, so kann das auf die gewiinschte Art nur
mit einem Exponenten gelingen, der zwischen 1 und 2 liegt, z.B. mit 1%.

Dal= % ist 1% = % und wir haben also auch die Potenz von 2 mit dem Exponenten
%, allgemein: mit einem gebrochenen Exponenten, zu definieren.

Diese Definition wird dadurch festgelegt, dass wir die Regel des Potenzierens einer
Potenz aufrechterhalten wollen. Soll diese auch hier in Kraft bleiben, so muss gelten:

2
<2§> — 925 _ 95 _ 93

Demnach kann 22 nur jene Zahl sein, die quadriert 22 ergibt. Das ist aber jene Zahl,
die mit v/23 bezeichnet wird. So erhalten wir

27 = V23 =8
Berechnet man /8 bis zu den Zehnteln, so erhalt man 2,8. Da ferner

—=3:2=15
2 Y

und das Rechnen mit Exponenten in Dezimalform leichter ist, lasst sich zwischen die
Zeilen von 2! und 2?2 die folgende einschalten:

2l =2
2% =28
22 = 4,

Unseren geheimen Wunsch, die 3 als Potenz von 2 auszudriicken, haben wir auch damit
noch nicht erfiillt, obwohl 2,8 bereits ziemlich nahe bei 3 liegt.

Man kann beweisen, dass sich 3 durch keinerlei Potenz von der Basis 2 mit gebrochenem
Exponenten genau darstellen lasst; sie kann jedoch von solchen Potenzen mit beliebiger
Genauigkeit angenahert werden. Durch solche Annaherungen werden die Potenzen mit
irrationalen Exponenten definiert.

Das ist der Grundgedanke bei der Aufstellung von Logarithmentafeln.

Die alten Logarithmentafeln wurden tatsachlich so angefertigt. Die Tabelle, die von
der Schule her bekannt ist, hat die Basis 10 (die Basis wird darin nicht angegeben,
sondern nur die Exponenten). Um des Fingerspiels willen hat man hierbei bereits ein
bedeutendes Opfer gebracht: Zwischen den Potenzen von 10 (zwischen 10, 100, 1000,
...) klaffen noch viel groBere Liicken als zwischen den Potenzen von 2. Es kostet noch
viel mehr Miihe, diese auszufullen.

Manche Logarithmentafeln enthalten auch sogenannte natiirliche Logarithmen von einer
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gewissen Basis e. Dieses "e" ist eine irrationale Zahl, die mit 2,71... beginnt. Wie kam
man nun auf den Gedanken, gerade sie als eine natiirliche Basis zu betrachten?

Man kann auf vielen Wegen dazu gelangen. Nach meinem Gefiihl ist der folgende am
geschicktesten.

Die Zahl 10 ist nicht die geeignetste Basis fiir eine Logarithmentafel; es ware sogar
gut, eine kleinere Zahl als 2 zur Basis zu wahlen; dann waren die Liicken zwischen
den Potenzen mit ganzen Exponenten dieser Basis noch enger. Bis zur 1 kann man
natirlich nicht hinabgehen, denn jede Potenz von 1 ist ja 1.

Eine kleinere Zahl als 1 zu nehmen, ist wiederum nicht zweckmaBig; wird namlich
ein echter Bruch potenziert, so ist das Resultat kleiner als der Bruch selbst; z.B. ist
(2=}1=1

Machen wir den Versuch mit 1,1. Das wird schon deshalb leicht sein, weil uns die
Potenzen von 11 bereits vom Pascalschen Dreieck her bekannt sind, und nur, wenn wir
das Komma setzen, missen wir daran denken, dass jede Multiplikation mit Zehnteln
eine Division durch 10 bedeutet, das Komma also stets um eine Stelle nach links geriickt
werden muss.

Vergessen wir auch nicht, dass die nullte Potenz jeder Basis 1 ergibt.

1,10=1 L1t =11 1,12 =121
1,13 =1,331 1,14 = 1,4641

Diese Potenzen nehmen sehr langsam zu, und so treten hier bereits eine Menge Zahlen
zwischen 1 und 2 auf, schon vor der mithsamen Ausfillung der Liicken.

Naturlich ware eine noch kleinere, der 1 noch naherliegende Basis noch besser. Machen
wir den Versuch mit der Basis 1,001 (die Elemente des Pascalschen Dreiecks sind hierbei
durch je zwei Nullen voneinander getrennt):

1,001' =1, 1,001 = 1,001, 1,0012 = 1,002001, 1,001* = 1,003003001

Das ist bereits eine enorme Dichte. Diese Potenzen nehmen so schneckenhaft langsam
zu, dass man fast den Verdacht schopft: Erreichen sie denn iiberhaupt die 27

Man kann aber beweisen, dass die Potenzen der Zahlen, die 1 um noch so wenig (iber-
treffen, dennoch dem Unendlichen zustreben, wenn auch sehr langsam.

Diese Tabelle hat noch einen kleinen Schonheitsfehler: Infolge der langsamen Zunahme
gehoren bereits zu verhaltnismaBig kleinen Zahlen allzu groBe Exponenten; erst unge-
fahr bei der tausendsten Potenz wird die 2 erreicht. Tausendmal so kleine Exponenten
wiirden einen harmonischeren Eindruck auf uns machen. Hier lasst sich aber sehr leicht
Abhilfe schaffen, wenn wir die Basis einfach in die tausendste Potenz erheben. Es ist
doch

(1,0011000)ﬁ = 1,001 100 = 1,001 1000 = 1,001
(1,0011000)15W = 1,001 155 = 1,001 000 = 1,0012

usf. Folglich hat man die Basis 1,0011 tatsachlich in eine tausendmal kleinere Potenz
zu erheben als die Basis 1,001, um dasselbe Resultat zu erhalten.
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Wird die Basis 1,001'%% potenziert, so kénnen wir in Tausendstelschritten fortschreiten.
Da ferner in Dezimalform
1

2 3
1000 ~ P00 gagp = 0W0% ggp = 0003,

ist, so ergibt sich, indem wir den vorhin erhaltenen Zusammenhang zwischen den Po-
tenzen der neuen Basis und denen von 1,001 benutzen:

(1,00119)° = 1,001 = 1

(1,00119%)"™" — 1 001" = 1,001
(1,00119%)"™ — 10012 = 1,002001
(1,001190) " — 10018 = 1,003003001,

Damit besteht zwischen den Zahlen und den entsprechenden Exponenten keine Dispro-
portion mehr; andererseits ist die Dichte erhaltengeblieben.
Es ist klar, dass die Basen

1,000, 1,00001"°%, 1,000001"77%%

der Reihe nach immer zweckdienlicher werden, und man kann beweisen, dass diese Folge
gegen eine irrationale Zahl konvergiert, die mit 2,71... beginnt. Diese Zahl spielt in der
Mathematik eine sehr wichtige Rolle und hat darum auch einen besonderen Namen
erhalten: Sie wird e genannt.

Die Logarithmen von der Basis e nennt man die natirlichen Logarithmen: in so natiir-
licher Weise gelangt man zu ihnen beim Suchen nach immer zweckmaBigeren Basen.

Um der Logarithmen willen haben wir die Liicken ausgefiillt, die sich in der Definition
der Potenz noch zeigten: Jetzt hat die Potenz bereits fiir alle Exponenten einen Sinn
und nicht nur fir die natirlichen Zahlen. Damit sind wir in der Lage, die noch sehr
mangelhafte Fieberkurve der exponentialen Funktion zu erganzen.

Wir verstehen bereits, mit Gleichungen umzugehen. Daher kdnnen wir diese Funktion
auch in Form einer Gleichung aufschreiben:

Die Basis sei wieder die 2, den Exponenten werde ich variieren. Er ist somit nicht etwa
eine bekannte Zahl und wird demnach mit x bezeichnet. Abhangig von ihm wird sich
auch der Wert der Funktion verandern, den wir mit y bezeichnen:

y=2"

Die Werte von x werden auf der horizontalen Geraden (auf dieser wird jetzt ein Null-
punkt angenommen und links von ihm auch negative Zahlen) mit solchen Einheiten:
——— dargestellt; die Werte von y werden wieder aufwarts gemessen, und zwar mit
solchen Einheiten: mad:

Ist 2 = —3,s0isty =273 =%

Ist 2 = —2,s0isty =272 =2

1

W | =00 | =

1

\]
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Ist 2 =—1,s0isty =2"" =} =3,

Ist z =0, soisty =2 =1, i
Ist 7 =1, so ist y = 2! = 2,
Ist 7 = 2, so ist y = 22 = 4,
Ist z = 3, so ist y = 23 = 8.

es sind also

in den Punkten -3 -2 -1 0
der Reihe nach = 2 1

Einheiten aufwarts zu messen:

Nun konnen wir auch Zwischenwerte fur x annehmen. Wir sahen z. B. bereits, dass
2z =92 = /23 = /8 =238...

ist. Ahnlich lassen sich auch die Werte zwischen anderen ganzen Zahlen berechnen.
Bleibt man bei den Zehnteln stehen, so ergibt sich

fﬂrx:—Q%,y:O,Q fﬂra::%,yzl,él
fo:—J?y:Q4fo:1?y:28
fire=—-1,y=07 fire=25 y=57
Erganzen wir die vorige Abbildung, indem wir
in den Punkten —2% —1% — % 1

1
2
der Reihe nach 0,2 04 0,7 1

Einheiten aufwarts eintragen:

-3-2p-2-12-1 -3 0 § 1 17 2 253
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In dieser Fieberkurve gibt es schon kaum noch "Knicke" an den Treffpunkten der ge-
raden Strecken. Wird die Interpolation in unserer Phantasie (iber alle rationalen und
irrationalen Werte ausgedehnt, so glattet sich die Fieberkurve allmahlich zu einer ein-
zigen glatten Kurve aus.

Nach links fortschreitend, nahert sich die Kurve augenscheinlich der horizontalen Linie,
ohne aber diese je zu erreichen: Wir fanden ja keinen Exponenten, mit dem 2 potenziert
0 ergeben wiirde. Es kann aber nur ein solcher; Punkt auf der Linie liegen, zu dem ein
y von der GroBe O gehort.

Dieselbe Erscheinung lasst sich auch an der bisher noch fehlenden Fieberkurve der Di-
vision wahrnehmen. Solange wir nur ganze Zahlen betrachteten, hatte ich das nicht
prazise genug schildern konnen. Jetzt sei der Dividend z.B. 12 (wir wissen, dass 12
viele Teiler hat); den Divisor werde ich variieren, daher bezeichne ich ihn mit x.

In Abhangigkeit von x wird sich das Resultat der Division, der Quotient, verandern; wir

bezeichnen ihn mit y: y = 2

Ist 2 = —12, so ist y = _1—122 =—1,da (—12) - (—1) = +12,

Ist z = —6, so ist y = % = —2, aus gleichem Grunde,
Ist z = —4, so isty:%:—?),

Ist 2 = =3, soist y = =5 = —4,
12 _
72_

Ist x = —1, so isty:%:—mv

Ist x = —2, soist y =

Ist x =1, soist y = 12 = 12,

Istx=2,soisty=1]2§=6,
Istx:3,soisty:%:4,

Istx:4,soisty:12:3,
Ist x =6, soist y = 12 =2,

Ist 2 =12, soist y = 15 = L.

Sl

Die positiven y-Werte tragen wir von der Achse an gemessen aufwarts, die negativen
abwarts ein. Es sind also

in den Punkten -12 -6 -4 -3 -2 -1
-1 -2 3 -4 -6 -12

Einheiten abwarts,

in den Punkten 1 2 3 4 6 12
12 6 4 3 2 1

Einheiten aufwarts einzutragen (die Einheit sei in allen Richtungen 1):
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=12 -6 -4-3-2-1 |0

1234 6 12

Zwischenwerte sind kaum noch notig; die Kurve glattet sich bereits schon aus. Es wird
aber gut sein, ihre Enden etwas ndher zu untersuchen.

Dazu empfiehlt es sich, durch den Nullpunkt aufwarts und abwarts, in der Richtung der
y-Werte, eine Gerade zu ziehen. In einem solchen Fall ist die horizontale Linie die Achse
der x-Werte; die dazu senkrechte Linie durch den Nullpunkt wird y-Achse genannt.

Man sieht, dass sowohl die x-Achse als auch die y-Achse von beiden Kurventeilen immer
starker angenahert wird, ohne von ihnen jemals erreicht zu werden. Man nennt sie die
Asymptoten der Kurve. Geht man namlich auf der z-Achse weiter nach rechts, so wird

z.B. flirx =24
12 12

Y= T - ﬂ;
fir = 36, wenn man wiederum mit 12 kiirzt: y = %
firx =48, y = % usf.

1
mit 12 gekirzt: y = 3

Wenn man auf der x-Achse immer weiter fortschreitet, werden die y-Werte beliebig
klein, doch ganz zu 0 werden sie nie. In wieviele Teile auch immer die 12 geteilt wird,
irgendeine GroBe haben die Teile doch. Ebenso erhalt man, in der negativen Richtung
fortschreitend, die gegen 0 strebenden, jedoch nie ganz zu 0 werdenden Werte

1 1 1
27 37 47"
Der andere Ast der Kurve nahert sich also der z-Achse von unten ebenfalls immer mehr,

ohne sie je zu erreichen.

Ist nun z = % so denken wir daran, dass ein Ganzes zwei Halften enthalt. Folglich

enthalten 12 Ganze 12 - 2, d.h. 24 Halften:

y =24

1

W=

Ebenso sieht man ein, dass in 12 gerade 36 Drittel, 48 Viertel enthalten sind: ist z =

so ist y = 36, ist x = %, so ist y = 48. usf.
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Demnach wachst y fiir z-Werte, die sich dem Nullpunkt ndhern, immer mehr. Die y-
Achse kann von der Kurve nie erreicht werden, denn dies konnte nur dort geschehen,
wo z = 0 ist.

Hier ware aber y = %2 und diese Division wiirde gegen das ewige und uniiberbriickbare
Verbot verstoBen: Es ist nicht erlaubt, durch 0 zu dividieren!

Die Probe der Division besteht namlich darin, dass man multipliziert: 20 : 5 = 4, da
5-4 = 20. Was wiirde aber eine Division durch 0 ergeben? Man erhalt zur Antwort
gewohnlich:

5:0=0. Probe: 0-0 =0, und dies ist nicht 5, oder
5:0=D5. Probe: 0-5 =0, und dies ist nicht 5, oder
5:0=1. Probe: 0-1 =0, und dies ist nicht 5.

Welche Zahl auch immer mit 0 multipliziert wird, das Ergebnis wird stets 0 sein, und
das ist nicht 5. Somit lasst sich 5 nicht durch O dividieren. Bedenken wir: Ist eine
Zahl sehr klein, so ist sie sehr oft in 5 enthalten. Je kleiner die Zahl ist, durch welche
dividiert wird, um so groBer fallt das Ergebnis aus. Gabe es eine groBte Zahl, so ware
diese das Ergebnis der Division durch die kleinste Zahl, namlich durch 0. Es gibt aber
keine groBte Zahl.

Vielleicht lasst sich wenigstens die 0 selbst durch 0 dividieren? Bitte probieren:
0:0=1; Probe: 0-1=0.

Dies scheint zu stimmen. Ja schoén, ich sage nun aber: 0 : 0 = 137, und auch damit
habe ich recht, denn 0 - 137 ist ebenfalls 0.

Hier stimmt also etwas anderes nicht: Das Ergebnis ist ganz und gar unbestimmt;
die Probe erklart jedes Ergebnis fiir richtig. Das Verbot besteht streng fiir alle Falle.
Irgendein scherzhaftes Studentenblatt hat dies einmal etwa so formuliert:

Als der Herrgott Adam in das Paradies setzte, sprach er zu ihm: "Du darfst mit jeder
Zahl dividieren, nur mit der 0 nicht!"

Man konnte glauben: Wurde dies so streng verboten, dann fallt es niemandem ein,
durch 0 zu dividieren. Nun, so unverhillt vielleicht auch nicht; aber die 0 verkleidet
sich manchmal. Sie wird z. B. in folgender Form:

(z+2)? — (2 + 42 + 4)

nicht gleich von allen erkannt, obwohl hier von (x + 2)? die eigene entwickelte Form
subtrahiert wird.

Die Division durch solche verborgene Nullwerte steht im Hintergrund jener Scherzab-
leitungen, die z. B. einen Beweis fiir 1 = 2 liefern.

Wird namlich in der Mathematik nur ein einziger Fehler begangen, wird nur eine einzi-
ge Aussage, die den Ubrigen Satzen widerspricht, als wahr angenommen, so kann man
daraus bereits alles ableiten; sogar, dass 1 = 2 ist.

Pragen wir das Bild der vorherigen Kurve gut unserem Gedachtnis ein - ich sage auch
ihren Namen: Sie wird Hyperbel genannt - dann werden wir jenes Verbot nicht ver-
gessen. Das auffallendste an der Kurve ist ja, dass sie entzweigerissen ist. Beide Aste
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ziehen sich schon glatt und stetig hin, doch im Nullpunkt klafft der raue Riss, die bis
ins Unendliche ausgedehnte Wunde: Der linke Ast lauft abwarts, der rechte aufwarts
ins Unendliche.

Und zwischen ihnen erhebt sich die y-Achse wie ein blankes Schwert: Du darfst dich
nahern, doch ganz bis zur 0 wage dich nicht heran!

2.6 Es gibt nur eine Mathematik

Wenn wir auch bereits wissen, wie man einige Funktionen in Gleichungsform aufschrei-
ben kann, so diirfen wir dennoch nicht glauben, dass in der Angabe einer Funktion eine
solche Formel eine entscheidende Rolle spielt.

Bitte, man versuche, ob sich das folgende y als Funktion von x durch irgendeine einfache
Formel ausdriicken lasst: Sooft x eine rationale Zahl ist, habe y den Wert 1, und sooft x
irrational ist, nehme y den Wert 0 an (diese Funktionsbeziehung wird die Dirichletsche
Funktion genannt).

Die Definition ist tadellos: Der Wert von y hangt tatsachlich von dem Wert ab, der fir
x gewahlt wird, und zu jedem Wert von x gehort ein ganz bestimmtes y. Wenn z.B.
r=15Ist,soisty =1, wenn x = \/Q ist, so ist y = 0.

Trotzdem ist es eine recht schwierige Aufgabe, eine Formel fiir diese Funktion zu fin-
den. Sie lasst sich leider nicht einmal graphisch darstellen, denn ihr Pendeln zwischen
0 und 1 ist allzu toll: Es liegen ja sowohl die rationalen als auch die irrationalen Zahlen
uberall dicht.

Das Wesentliche des Funktionsbegriffes ist die Paarung der x-Werte mit den entspre-
chenden Werten von y. Dabei braucht x nicht unbedingt alle Werte anzunehmen. Wir
wissen ja bereits von jener Funktion, die man durch die Gleichung y = 1@,—2 angeben
kann, dass in ihr das z den Wert 0 nicht annimmt: Fiir x = 0 ist diese Funktion nicht
definiert.

Bei allen Funktionsdefinitionen muss man angeben, aus welcher Zahlenmenge x gewahlt
werden kann, und es muss eine Anweisung dariiber gegeben werden, welches y mit einem

aus jener Menge ausgewahlten = gepaart werden soll.

Es bedeutet natiirlich immer eine groBe Hilfe, wenn sich die Funktion auch graphisch
darstellen lasst: Eine gute Abbildung sagt mehr, als wenn wir die Funktion lang und
breit mit Worten zu beschreiben suchen.

Die Definition einer Funktion sei z. B. folgende: Wie auch x gewahlt wird, y soll stets
der groBten in x enthaltenen ganzen Zahl gleich sein; z. B.,

wenn x© <= 5,45, dann ist y = 5,
wenn = /2, dannist y = 1

da ja, wie wir bereits sahen, \/=1,4... ist. Versuchen wir, diese Funktion darzustellen:

Ist x =0,soist y =0; ist x = 0,1, so ist y = 0; ist x = 0,9999, so ist y = 0, man
sieht: Solange x die 1 nicht erreicht, ist stets y = 0. Dann wird
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firea=1y=1,fura=1001y=1, firx =199 y = 1.
also y = 1, solange nur x nicht bis zur 2 gelangt, usf., auch in der negativen Richtung.
So erhalten wir folgende graphische Darstellung;:

Aus diesen abgesonderten horizontalen Stiicken besteht die Kurve.

Ein Blick auf die Zeichnung verrat alles lber die Funktion: Wo die Kurve zerrissen
wird, da macht der Funktionswert einen Sprung von der Hohe 1; dafiir bleibt er auf den
horizontalen Stiicken konstant. Eine Funktion ist also nicht nur zu solchen unendlichen
Rissen fahig wie y = % an der Stelle x = 0, sondern auch zu milderen Rissen wie hier.
Das Bild von beiden Funktionen zieht sich wenigstens auf den nicht reiBenden Stiicken
stetig und glatt dahin, wahrend die Dirichletsche Funktion nirgends stetig ist:

Kein Intervall kann so eng sein, dass in ihm nicht sowohl rationale als auch irrationale
Punkte zu finden waren; zwischen diesen springt aber bereits der Funktionswert.

Man darf auch nicht glauben, dass dann, wenn sich eine Funktion durch eine Formel
angeben lasst und die x-Werte geniigend dicht genommen werden, das Bild der Funktion
sich immer zu einer Linie ohne "Knicke" ausglattet.

Nehmen wir z.B. an, dass die Definition lautet: Was auch x sei, y soll dem absoluten
Wert von x gleich sein, d.h. dem Wert von x ohne Riicksicht auf sein Vorzeichen.

Fir den absoluten Wert wurde ein bestimmtes Zeichen eingefiihrt: je ein senkrechter
Strich vor und nach der Zahl; z.B.:

|—3|=3, |+3|=3, undnatirlich |[0]=0

Die eben definierte Funktion lasst sich daher durch die folgende einfache Formel ange-
ben:

y = |z]
Wahrend also = die Punkte —4, -3, —2,—1,0,1, 2, 3,4 durchlauft, nimmt y nachein-
ander die Werte 4,3,2,1,0,1,2, 3,4 an. Die Darstellung ist:

116



2.6 Es gibt nur eine Mathematik

Das Bild unserer Funktion besteht folglich aus zwei Geraden, die sich in einem Winkel
voneinander wegneigen; auch dann andert sich hieran nichts, wenn wir beliebig viele
Zwischenwerte durchprobieren. Ist z.B.

1
=1= ist y=|1=
x 5 Soist y ‘ 5
Dieser Wert ist mit der gestrichelten Linie eingezeichnet: Auch dieser Punkt fallt auf
einen Schenkel des Winkels.

Die geometrische Darstellung liefert ein pragnantes, in die Augen springendes Bild von
der Funktion, wenn dieses auch nicht genau ist: Unser Bleistift zeichnet nicht ganz
scharf, unser Lineal ist nicht ganz gerade, auch unsere Augen und unsere Hande sind
unvollkommen. Die Geometrie hat aber iiber die einzelnen Figuren auch ganz Genaues
zu sagen, was nicht an die Zeichnung gebunden ist.

Kenne ich z. B. die geometrischen Eigenschaften der Hyperbel und weiB ich, dass das
Bild der Funktion y = % eine Hyperbel ist, so weiB ich schon fast alles {iber diese
Funktion.

Die Geometrie wendet sich aber auch oft um Hilfe an die tibrigen Zweige der Mathe-
matik. Sie borgt sich z.B. eine Formel aus, wenn sie irgendetwas einheitlich behandeln
will; wir sahen ja bereits, wieviele verschiedene Probleme durch eine einzige Formel
zusammengefasst werden konnen.

Sie hat das bereits in der Flachen- und Rauminhaltsberechnung getan.

Es gibt nur eine Mathematik. Sie zerfallt nicht in zwei verschiedene Wissenschaften - in
Geometrie und in "Algebra" - wie dies der Schiiler meint, besonders, wenn der Stoff von
seinem Lehrer so eingeteilt wird, dass man Montag und Freitag "Algebra", Mittwoch
dagegen Geometrie hat. Bei dieser Einteilung spaltet sich ja die Mathematik geradezu
in zwei Lehrgegenstande.

Eine der Briicken, die die Geometrie mit dem anderen Gebiet verbinden, ist das Koor-
dinatensystem, namlich jene senkrecht aufeinanderstehenden Geraden durch den Null-
punkt - die Achsen der x- und der y-Werte -, die wir bereits zur Beschreibung der
Hyperbel benutzt haben. Sie ermoglichen es, die Punkte der Ebene durch Zahlen zu
charakterisieren. Sie konnen als zwei Wege aufgefasst werden, die eine Wiese durch-
queren.

Habe ich in einem Busch der Wiese ein Vogelnest gefunden, so kann ich mir die Stelle
dadurch merken, dass ich in moglichst gleichmaBigen Schritten geradeaus auf den einen
Weg zugehe, meine Schritte zahle und auch jene Schritte, die ich auf diesem Weg bis
zur Wegkreuzung zu gehen habe:

Will ich nun jemanden zu dem Nest hinfiihren, und weiB ich, dass ich von der Weg-
kreuzung 21 Schritte nach Osten und 12 Schritte in nordlicher Richtung gehen muss,
dann werde ich das Nest sicher finden.

Diese beiden gerichteten Zahlen sind die beiden Koordinaten des gesuchten Punktes.
In der Geometrie werden die Richtungen natirlich mit den Zeichen ,,+" und ,-“ ange-
geben, und zwar nach altem Brauch so, dass die positiven Richtungen nach rechts und
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aufwarts, die negativen nach links und abwarts weisen.

1

~— Weslen

\\Y

Statt der Schritte hat man hier eine bestimmte Einheit anzunehmen, in der die Koor-
dinaten gemessen werden. So gehort zu einem jeden Punkt der Ebene ein bestimmtes
Zahlenpaar, und zu jedem Zahlenpaar gehort ein Punkt.

L0
g
£

o
&
N
"\.

Der Weg, den man in der Richtung der x-Achse zuriicklegt - als erster wird immer die-
ser genannt -, ist die Abszisse des Punktes; der Weg, der in der Richtung der y-Achse
zurlickgelegt wird, ist seine Ordinate.

Ich schreibe neben einige Punkte ihre Koordinaten, denn es ist gut, wenn man sich
darin Ubung verschafft:

(6;6)
-%5)

@(0;4)
f‘go'o) ) )

e . + = X
if‘ﬁ,"ﬂ i
(2;-3)

(Natiirlich ist dies nicht der einzige Weg zur Verkniipfung der Punkte mit Zahlen. Man
kann sich z.B. vorstellen, dass die Wege nicht senkrecht aufeinanderstehen. Dennoch
erhalte ich eine gute Orientierung, indem ich ihre Richtungen verfolge. Es kann aber
auch nur ein Weg vorhanden sein, auf dem aber z.B. ein bestimmter Baum bezeichnet
wird.

Bis dahin kann ich mich von dem Busch aus schrittweise durchschlagen und finde mich
auch zuriick, wenn ich tber einen Apparat verflige, mit dem ich feststellen kann, in
welcher Richtung der Busch von hier aus liegt.)

Wenn man die Punkte durch Zahlenpaare charakterisiert, so ergibt sich die Moglich-
keit, eine Linie durch eine Beziehung zwischen solchen Zahlenpaaren, d.h. durch eine
Gleichung festzulegen. Nehmen wir z.B. die Gerade, die durch den Anfangspunkt und
durch den Punkt (1,1) geht:
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Wiirde dies einen Eisenbahndamm vorstellen, dann konnte man dessen Steigung in
folgender Weise angeben:
1:1

Das bedeutet, dass der Damm um 1 Meter ansteigt, wahrend wir neben dem Damm
horizontal 1 Meter zuriicklegen. Da die Steigung gleichmaBig ist, wird der Damm in
einer Entfernung von 2 Metern 2 Meter hoch, in einer Entfernung von 3 Metern 3
Meter hoch sein, usf.

Folglich werden samtliche Punkte, die auf unserer Geraden liegen, dadurch charakteri-
siert, dass ihre beiden Koordinaten libereinstimmen: In jedem solchen Punkt ist:

y==x

AuBerhalb unserer Geraden gibt es keinen Punkt in der Ebene, der gleiche Koordinaten
hatte: Verbindet man einen beliebigen anderen Punkt mit dem Anfangspunkt, so erhalt
man ein Gefdlle, das anders steigt, vielleicht sogar bergab geht.

Die Steigung in der ersten Abbildung ist durchgehend 2:1; folglich ist die Ordinate
eines jeden Punktes, der auf dieser Geraden liegt, zweimal so groB wie seine Abszisse.
In der zweiten Abbildung ist die GroBe des Gefalles 1:1; aber wir haben hier keine
steigende, sondern eine fallende Gerade vor uns. Der Grad ihrer Neigung ware in unserem
Koordinatensystem eigentlich durch 1:(-1) anzugeben.

Ay y
112}
2 1)

Das hat zur Folge, dass die Koordinaten eines beliebigen Punktes auf dieser Geraden
zwar im absoluten Wert iibereinstimmen, jedoch stets von entgegengesetztem Vorzei-
chen, also doch nicht einander gleich sind.

Die Koordinaten der Punkte, die auBerhalb unserer Geraden liegen, kdnnen also tat-
sachlich nicht einander gleich sein: Die Gleichung

y=x
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charakterisiert vollkommen die Punkte unserer urspriinglichen Geraden und nur diese.
Somit kénnen wir mit vollem Recht sagen, dass sie die Gleichung unserer Geraden ist.
Inzwischen ist uns auch das Ergebnis in den SchoB gefallen, dass die beiden anderen
Geraden, die ich gezeichnet habe, die folgenden Gleichungen besitzen:

bei der Steigung 2:1 y =2,

(mit dieser Gleichung werden wir noch zu tun haben; ich bitte, sie dann wiederzuer-
kennen) und

bei der Steigung 1:(-1) Y= —2x.

Schieben wir nun die Gerade von der Steigung 2:1 ein wenig aufwarts, etwa um 3
Einheiten, jedoch so, dass sich ihre Richtung nicht verandert:

L
/A S

Ihre Steigung wird dadurch auch nicht verandert. Davon kénnen wir uns iiberzeugen,
wenn wir von einem beliebigen ihrer Punkte aus um 1 Einheit nach rechts schreiten:
Wir sehen dann, dass das Gefélle um 2 Einheiten hoher gelangt ist. Der einzige Un-
terschied zu der urspriinglichen Lage besteht darin, dass ein jeder Punkt jetzt um 3
Einheiten hoher gekommen ist, die Ordinate eines jeden Punktes hat sich um 3 Einhei-
ten vermehrt.

Jenes y, das vorhin 2z ausgemacht hat, wird hier zu 2x+3; folglich lautet die Gleichung
der Geraden in dieser Lage:

y=2xr+3

Der gemeinsame Charakter der bisher erhaltenen Gleichungen
y=z, y=2x y=-x y=22xr+3

besteht darin, dass sie alle Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten sind.
Dass dabei zwei Unbekannte vorkommen, versteht sich von selbst; die Punkte werden
ja durch zwei Koordinaten charakterisiert.

Die Betonung liegt darauf, dass eine Gerade in beliebiger Lage stets eine Gleichung
ersten Grades besitzt. Und auch das Umgekehrte gilt:

Man kann zeigen, dass eine Gleichung ersten Grades mit zwei Unbekannten, in welcher
Form sie auch aufgeschrieben werden mag, z.B. die Gleichung

Sr —3y =17
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stets als die Gleichung einer bestimmten Geraden betrachtet werden kann. Gleichung
ersten Grades und Gerade, das sind also nur zwei verschiedene Darstellungen desselben
Begriffes.

Das ist ein schones, jedoch nicht sehr liberraschendes Ergebnis; denn in welcher Lage
auch immer Geraden gezeichnet werden, sie sind doch alle Geraden, sie gehoren in eine
einzige Familie, und so ist es natiirlich, dass ihre Gleichungen auch eine bestimmte
Gleichungsfamilie bilden.

Betrachten wir nun irgendeine krumme Linie. Jeder kennt den Kreis; man denke z.B.
an ein Wagenrad mit sehr vielen gleichen Speichen. Diese sind die Radien des Kreises:

Es betrage jeder Radius 5 Einheiten, und der Mittelpunkt des Kreises sei im Anfangs-
punkt:

¥

(1A
W

Wo immer man einen Punkt auf der Peripherie wahlen mag, erhalt man ein recht-
winkliges Dreieck, wenn man seine Koordinaten und den in ihn mindenden Radius
einzeichnet. Die Katheten sind die Koordinaten, die Hypotenuse ist der Radius.
Erinnern wir uns nun daran, dass wir einen Zusammenhang zwischen den Katheten und
der Hypotenuse bereits kennen, namlich den guten alten pythagoraischen Lehrsatz:

Die Summe der Quadrate der beiden Katheten ist dem Quadrat der Hypotenuse gleich.

Werden also die Koordinaten eines beliebigen Punktes, der auf dem Kreis liegt, quadriert
und diese Quadrate addiert, dann muss man 52 = 25 erhalten:

22 +y? =25

Das wird die Gleichung unseres Kreises sein.

Man sieht sofort, dass sie eine Gleichung zweiten Grades ist, und zwar nicht einmal eine
solche von einfachster Form. Untersuchen wir, welche Kurve zur einfachsten, namlich
zur Gleichung

y=x
gehort.
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Ist v = —3, soist y = (—3)? = +9
Ist 7 = —2, soist y = (—2)? =4
Ist x = —1,s0isty =(—1)2=1

Ist 7 =0, soist y =0%=0
Istz =1,s0isty=12=1
Ist 2 =2, soist y = 22 =4
Ist 2 =3, soist y =32 =9

Nehmen wir noch Zwischenwerte, wenigstens um 0 herum:

Istx:%,soisty:(%f:,

Ist 2 = —3, so ist y = (—%) =1

Das Bild ist also: pY

1 /1
321 |31 2 3

Die Kurve, die entsteht, wenn sich die geknickte Linie vollkommen ausglattet, wird
Parabel genannt. lhre beiden Halften setzen sich natiirlich bis ins Unendliche fort und
werden dabei immer steiler, einer vertikalen Geraden immer ahnlicher. Diese Kurve ist
alles andere als ein Kreis.

Es ist uns bereits eine andere Kurve begegnet, die ebenfalls eine Gleichung zweiten
Grades besitzt, wir haben das nur nicht bemerkt. Ich meine die Hyperbel. lhre Gleichung

lautete zwar
12

y=—
x
wird aber hier der Divisor x als Multiplikator auf die linke Seite gebracht, so wird daraus

x-y =12

Nun betrachtet man aber in einer Gleichung zwischen = und y das Produkt zy, in dem
die Exponenten der beiden Unbekannten insgesamt 2 ergeben, als ein Glied zweiten
Grades. Wenn das noch nicht iiberzeugend genug sein sollte, verrate ich auch, dass,
wenn die Hyperbel ein wenig verdreht wird, so dass sie in die folgende Lage gelangt,

y

NI/
/TN
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ihre Gleichung
a2 —y? =24

lautet, und diese ist unbestreitbar vom zweiten Grad.
Nur erwahnen mochte ich hier, dass der langgestreckte Kreis, die Ellipse,

ebenfalls eine Gleichung zweiten Grades besitzt. Weitere solche Kurven gibt es (von
gewissen "ausgearteten" Féllen abgesehen) nicht:

Zeichne ich die aufgezahlten vier Kurven in allen Lagen in das Koordinatensystem ein,
so habe ich jene Familie erhalten, der unter den Gleichungen die Gleichungen zweiten
Grades entsprechen. Es ist aber schwer, sich eine Familie mit so verschiedenartigen
Gliedern vorzustellen. Welcher Art ist denn die Verwandtschaft zwischen diesen teils
sich im Endlichen schlieBenden, teils ins Unendliche schweifenden, zusammenhangen-
den oder entzweigerissenen Kurven?

Stelle ich diese Familie vor, dann erfahrt man sogleich, worin die Verwandtschaft be-
steht: Unsere Kurven heiBen mit einem gemeinsamen Namen Kegelschnitte.

Jetzt missen wir wieder aus der Ebene in den Raum hinaustreten. Wie schade, dass
wir nicht ebenso in den Raum zeichnen kdnnen, wie auf ein ebenes Blatt!

Stellen wir uns aber eine Farbe vor, die die Luft farbt. In der Luft befinde sich eine
horizontale Kreisflache und eine Gerade, die sich iiber ihren Mittelpunkt neigt, so dass
sie den Rand der Kreisflache in einem Punkt beriihrt:

Weiterhin haben wir uns noch vorzustellen, dass jemand die Gerade von Kopf bis FuB
in die "Zauberfarbe" getaucht hat (natirlich hat die Gerade weder "Kopf" noch "FuB":
Die Gerade ist ja unendlich lang).

Nun ergreifen wir die gedachte Gerade und packen fest denjenigen ihrer Punkte an, der
gerade Uber dem Mittelpunkt des Kreises liegt. Mit der anderen Hand erfassen wir sie
da, wo sie an den Kreis streift, und fiihren diesen Punkt um den Kreis herum. Dann
malt die Farbe, von der die Luft gefarbt wird, sowohl unter dem fixierten Punkt als
auch dariiber, eine Flache in die Luft, die man einen Kegelmantel nennt:
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Wird nun der so entstehende Doppelkegel von Ebenen in verschiedenen Lagen durch-
schnitten, so erscheinen an den Randern der abgetrennten Teile unsere vier Kurven:

Hyperbel

Nur die vierte Ebene hat auch den oberen Kegel getroffen.

Hatten wir aber auch eine solche geometrische Verwandtschaft zwischen den vier Kur-
ven nicht gefunden, so bringt doch schon der Umstand, dass ihre Gleichungen alle
zweiten Grades sind, manche verborgenen gemeinsamen Ziige an den Tag. Wir haben
zu fragen, was die Algebra (iber solche Gleichungen aussagt und was daraus gefolgert
werden kann: Dabei werden sich gemeinsame Eigenschaften der vier Kurven ergeben.

Fassen wir z.B. ihre Schnittpunkte mit einer Geraden ins Auge. Der Schnittpunkt ist
ein Punkt, der sowohl auf der Kurve als auch auf der Geraden liegt; folglich erfiillen
seine Koordinaten die Gleichungen von beiden. Die Gleichung der Geraden ist ersten
Grades, und die Algebra lehrt:

Eine Gleichung ersten Grades und eine Gleichung zweiten Grades mit je zwei Unbekann-
ten besitzen entweder keine gemeinsame reelle Losung oder sie haben eine gemeinsame
Losung oder aber zwei gemeinsame Losungen. Folglich gilt fiir einen jeden unserer
Kegelschnitte, dass eine Gerade ihm gegeniiber dreierlei Stellungen einnehmen kann:
Entweder trifft sie ihn gar nicht, oder sie beriihrt ihn in einem Punkt, oder aber sie
durchschneidet ihn in zwei Punkten:

=
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In mehr als zwei Punkten jedoch kann sie nicht einmal die zweiastige Hyperbel schnei-
den.
Solche Dienste kann die Algebra der Geometrie erweisen.

Nachschrift liber die Wellen und uber den Schatten

Im Vorhergehenden sind zwei geometrische Motive ertont; ich mochte nicht, dass sie
verloren gehen.

Das eine Motiv hangt mit der Art zusammen, wie die Richtung einer Geraden angegeben
wurde. Wir haben das Verhaltnis der Steigung zum. zuriickgelegten Weg, d.h. der einen
Kathete des entstehenden rechtwinkligen Dreiecks zur anderen festgestellt:

2

Die Richtung wird natiirlich auch dann eindeutig bestimmt, wenn man angibt, unter
welchem Winkel sich die Gerade gegen eine bestimmte Richtung neigt. Gewohnlich
wahlt man die positive Halfte der z-Achse als eine solche bestimmte Richtung. Dieser
Winkel wird der Richtungswinkel der Geraden genannt. Er ist spitz, wenn die Gerade
steigt, und stumpf, wenn sie fallt:

Nun wird die Richtung und damit auch der Richtungswinkel durch das Verhaltnis der
beiden Katheten vollkommen bestimmt; dieses Verhaltnis kann also auch als MaB fiir
die GroBe eines Winkels dienen: Nehmen wir den Fall, dass es sich um einen spitzen
Winkel handelt, zu dem ein Gefalle von der Steigung 2:3 gehort; d.h., wird von ei-
nem beliebigen Punkt des einen Schenkels eine Senkrechte auf den anderen gefallt,
so entsteht ein rechtwinkliges Dreieck, in dem das Verhaltnis jener Kathete, die dem
betreffenden Winkel gegeniiber liegt, zu der anliegenden Kathete gerade 2:3, oder in
anderer Bezeichnung % betragt.

Gebe ich dieses Verhaltnis 3 an, so lasst sich der Winkel sofort zeichnen: Man geht um
3 Einheiten nach rechts, dann um 2 Einheiten aufwarts:

___,f’

3

Wird nun der Punkt, zu dem man so gelangt ist, mit dem Ausgangspunkt verbunden,
so ist der gesuchte Winkel bereits konstruiert:
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Pl

3

Handelt es sich um einen stumpfen Winkel, so geht das Gefalle bergab, und wir sahen
bereits, dass das betreffende Verhaltnis negativ wird. Das Rezept bleibt aber unveran-
dert anwendbar. Ist dieses Verhaltnis z. B. —%, so weil ich, dass die Steigung nach
rickwarts, nach links schreitend anwachst; ich gehe also um 3 Einheiten nach links,
dann um 2 Einheiten aufwarts, verbinde wieder den erhaltenen Punkt mit dem Aus-
gangspunkt, und dann ist es offensichtlich, dass der gesuchte Winkel derjenige stumpfe
Winkel ist, der von dieser Verbindungslinie und der Richtung der positiven Fortbewe-
gung eingeschlossen wird (der Richtungswinkel wird ja immer mit der positiven Richtung

der z-Achse gebildet):
()

3

Ein solcher stumpfer Winkel lasst sich nicht in ein rechtwinkliges Dreieck hineinzwangen.
Dennoch entsteht links neben ihm ein rechtwinkliges Dreieck, und die Katheten von
diesem stehen zueinander im Verhaltnis %

Dies ist ein Verhaltnis, das unseren stumpfen Winkel - abgesehen vom Vorzeichen -
charakterisiert.

Man kann zeigen, dass das Verhaltnis zweier beliebiger Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks dessen Winkel vollstandig bestimmt. Diese Quotienten - sie hangen ja von
der GroBe des betrachteten Winkels ab - werden Winkelfunktionen genannt. Der Name
der eben untersuchten Winkelfunktion ist Tangens. Das Verhaltnis der dem Winkel
gegenlberliegenden Kathete zur Hypotenuse ist der Sinus des Winkels, das Verhaltnis
der dem Winkel anliegenden Kathete zur Hypotenuse ist sein Kosinus.

Im folgenden Dreieck
it

4

betragt z. B. der Sinus des bezeichneten Winkels g und der Kosinus %. Die Definition
einer jeden Winkelfunktion wird auch auf groBere als spitze Winkel ausgedehnt. Die
Werte der Winkelfunktionen, die zu den verschiedenen Winkeln gehéren, hat man in
Tabellen zusammengestellt. Kennen wir nun die Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks -
und andere lassen sich immer in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegen:

N T

- so brauchen wir nur in die Tabelle zu sehen, und schon kénnen wir auch seine Winkel
nennen. Es ist wahr, dass man das Dreieck auch zeichnen kdnnte, wenn seine Seiten

126



2.6 Es gibt nur eine Mathematik

bekannt sind, und dann konnten die Winkel auch gemessen werden; doch wie mangel-
haft ist die Genauigkeit dieser Messung gegeniiber der vom Verfasser der Tabelle durch
Rechnen erreichten!

Man darf namlich nicht denken, dass der Verfasser der Tabelle die Werte der Winkel-
funktionen aus Messungen entnimmt. lhre Berechnung wird einerseits dadurch ermog-
licht, dass man einzelne Werte genau kennt; unsere erste Gerade hat z. B. den rechten
Winkel genau halbiert,

und der Tangens ihres Richtungswinkels war 1:1, d.h. % = 1. Der rechte Winkel entsteht
bei einer Vierteldrehung; wir wissen also tber jenen Winkel, der zur Achteldrehung ge-
hort, dass sein Tangens 1 betragt.

Kennen wir aber bereits die Winkelfunktionen einzelner Winkel, so konnen wir danach
fragen, wie sich aus diesen die Winkelfunktionen z. B. der Summe jener Winkel oder
des Zweifachen oder der Halfte eines Winkels berechnen lassen. Nach solchen Zusam-
menhangen forscht die Trigonometrie. Die Tabellen jedoch werden auf andere Weise
hergestellt; darauf komme ich noch zuriick.

Die Winkelfunktionen haben aber eine Bedeutung, die weit (iber den Rahmen der Trigo-
nometrie hinausgeht. Wird z. B. die Fieberkurve der Sinusfunktion gezeichnet, wahrend
sich der Winkel von 0 bis zu einer vollen Umdrehung andert, so erhalt man die folgende
Wellenlinie,

TN
S~

die sich auch weiter fortsetzen lasst. Der Winkel misst eigentlich das Verdrehen einer
Geraden von einer anderen fixierten Geraden aus. Stellen wir uns z. B. vor, dass wir
einen japanischen Facher allmahlich ausbreiten:

£ b

spitzer Winkel rechter Winkel stumpfer Winkel

gestreckter Winkel erhabener Winkel voller Winkel
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so kommen alle Winkelarten zustande. Es wird aber auch ersichtlich, dass die GroBe
der Drehung durch den Kreisbogen messbar ist, der sich zwischen den Schenkeln des
Winkels erstreckt. Die Lange des Kreisbogens hangt natirlich auch vom Radius des
Fachers ab:

Wir messen unsere Winkel mit der Lange des Kreisbogens, der mit einem Einheitsradius

eingezeichnet wird:
:‘ iaagon

_—

1

(Dieses MaB ist oft zweckmaBiger als die Gradeinteilung, an die man sich von der
Schule her gewdhnt hat.) Man kann sich nun vorstellen (nicht vom Facher, dieser
wiirde zerreiBen), dass sich die drehbare Gerade nach einer vollen Umdrehung noch
weiter dreht,

so dass sie den dick ausgezogenen Teil zweimal durchlauft. Es leuchtet ein, dass sie sich
dabei zum Schluss in dieselbe Richtung einstellt, als hatte sie sich nur um den kleinen

Bogen gedreht:

Die Werte der Winkelfunktionen wiederholen sich daher fiir Winkel, die groBer als der
volle Winkel sind; die Kurve wogt ebenso weiter:

N e, ~
N ~—_

Dieses Verhalten ist so ahnlich wie die Wiederholung der Perioden in der Entwicklung
der Briiche; deshalb wird die Sinusfunktion eine periodische Funktion genannt.

Jeder Physiker kennt diese Linie genau: Sie ist die Funktionskurve der Schwingung und
spielt eine entscheidende Rolle in der heutigen Physik. Wen das Radio interessiert, der
hat vermutlich auch schon das Bild solcher "modulierter" Wellen gesehen:

Das dichte Wogen darin ist die sogenannte elektromagnetische Welle. Zu dieser allein
wirde das folgende Bild gehoren,
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aber ihre Rander werden vom Schall durch diese groBen Wellen moduliert:

T NPT TR A e

Hier kann man noch die beiden Wellen, aus denen die modulierte Welle zusammenge-
setzt wurde, deutlich erkennen. Die Schallwelle ist aber in Wirklichkeit nie so einfach:
Es gibt keinen vollkommen reinen Schall, es schwingen immer mehrere Klange zusam-
men, und der Unterschied zwischen diesen ist nicht so groB wie zwischen den elektro-
magnetischen und den Schallwellen.

So kénnen sie auch nicht so gut unterscheidbare Rollen erhalten. Durch die Uberlage-
rung wird die Welle einfach nur verzerrt, z.B. in dieser Weise:

AaVA QW

Es ist oft erforderlich, dass man aus einer solchen verzerrten Welle herausliest, aus
welchen Wellen sie zusammengesetzt wurde. Allgemein erhebt sich die Frage:

Wenn wir eine sich stetig hinziehende, beliebig verzerrte, jedoch periodische Kurve
haben, lassen sich dann nicht einfache Wellen finden, deren Zusammenwirkung gerade
diese Kurve zustandebringen wiirde?

Die Antwort lautet: Wenn dies auch nicht ganz exakt geht, so kann man doch Wellen
finden, die - einander lberlagernd - unsere Kurve mit beliebiger Genauigkeit annahern,
sogar auch dann, wenn unsere Kurve nur aus knickformigen Stiicken besteht, z. B. aus
folgenden Geradenstiicken zusammengesetzt ist:

NNNNNNN

Das wird natirlich in der Funktionssprache bewiesen: Man spricht dabei nicht von
Wellen, sondern von den Winkelfunktionen, die ihnen entsprechen.

Das andere geometrische Motiv, das erklungen ist, hangt mit den Schnitten des Kegels
zusammen. Wir schneiden die untere Kegelflache zweimal durch, und zwar einmal mit
einer horizontalen, das andere Mal mit einer etwas schiefen Ebene:

(i
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und zeichnen dann gesondert die Spitze des Kegels, den Kreis und die Ellipse:

Wir stellen uns nun vor, dass die Spitze des Kegels eine winzige Glihbirne sei, die nach
allen Richtungen Lichtstrahlen entsendet. Der Kreis sei ein Papierblatt im Wege der
Strahlen, das die darauf fallenden Strahlen nicht durchlasst.

Die Strahlen, die dann an seinem Rand entlang gleiten, ergeben unsere Kegelflache,
und so wirft der Kreis einen Schatten von Ellipsenform auf eine schiefe Ebene unter
ihm.

Die Ellipse kann also als der Schatten des Kreises aufgefasst werden:

Sie entsteht durch die "Projektion" des Kreises aus einem Punkt auf eine schiefe Ebene.
Dieselbe Projektion bringt einen Schatten von Parabelform bzw. von Hyperbelform
zustande, wenn die Ebene immer weiter gedreht wird (will man auch den anderen Ast
der Hyperbel erhalten, so muss man in den Weg der aufwartsgerichteten Strahlen eine
ebensolche Kreisflache setzen). So verzerrt kann ein Schatten ausfallen.

Die sogenannte "projektive Geometrie" forscht nun nach Eigenschaften, die sogar bei
einer durch die Projektion bewirkten Verzerrung nicht verloren gehen. Es ist auch ge-
lungen, solche "projektive" Eigenschaften zu finden, die sich der Projektion gegeniiber
"invariant" erweisen.

Hierdurch wird eine einheitliche und einfache Untersuchung der Kegelschnitte von einer
anderen Seite her ermdoglicht: es geniigt, wenn wir uns mit dem wohlbekannten Kreis
befassen. Alle seine projektiven Eigenschaften gehen ja unverandert auf die Kegelschnit-
te uber, die aus ihm durch Projektion entstehen. Der Schatten mag sich sogar bis ins
Unendliche erstrecken, ganzlich kann er sich doch nicht von seinem Urheber losreiBen.
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2.7 Elemente ,,Komma*“

Es gibt eine interessante russische Novelle, deren Umarbeitung ich als Theaterstiick
"Leutnant Komma" gesehen habe. Die Grundidee besteht darin, dass ein Leutnant,
nach Diktat schreibend, den Zuruf: "Leutnant, Komma" - missversteht.

So fiihrt er in eine Liste von Offizieren auch den Namen "Leutnant Komma" ein, und
da diese Liste vom allmachtigen Zaren unterschrieben wird, wagt kein Mensch mehr,
damit herauszuriicken, dass ein Leutnant namens Komma gar nicht existiert. Leutnant
Komma ist also eigentlich kein Mensch, nur ein Schreibfehler.

Dennoch spielen sich mit ihm und um ihn herum die mannigfaltigsten Ereignisse ab: Er
gerat ins Gefangnis, er heiratet, er stiftet einen Aufruhr an und beeinflusst entscheidend
das Leben anderer.

Solche nicht existierende, jedoch eine wichtige Rolle spielende Elemente "Komma" sind
auch in der Mathematik zu finden. Hier werden sie ideale Elemente genannt.

Ein solches ist z.B. der bewusste "unendlich ferne Punkt", in dem "die Parallelen sich
treffen". Er dient der einheitlichen Behandlung der Geometrie. Man kann namlich be-
weisen, dass zwischen den Punkten und den Geraden eine gewisse Dualitat besteht:

Gewisse Satze lUber Punkte und Geraden bleiben auch dann erhalten, wenn die Worte
"Punkt" und "Gerade" vertauscht werden. Betrachten wir ein Beispiel:

Drei Punkte, die nicht auf derselben Geraden liegen, bestimmen ein Dreieck. Das ist
zweifellos wahr:

Der Dualsatz lautet: Drei Geraden, die nicht durch denselben Punkt gehen, bestimmen

ein Dreieck:

-~ T

Diese Dualitat ist sehr bequem. Es geniigt, die eine Behauptung zu beweisen, und damit
haben wir ohne weiteres auch ihre Dublette bewiesen: Mit einem Satz erfassen wir zwei
Satze.

Ja, aber es hinkt mit dem Dualsatz schon in diesem einfachen Beispiel. Man hatte
namlich hinzufiigen sollen: "Wenn nur die Geraden nicht parallel sind".

In einem solchen Falle ist es willkommen, dass man sagen kann: Parallele Geraden
wurden schon in der Formulierung des Satzes ausgenommen, sie treffen sich ja in einem
einzigen, unendlich fernen Punkt.

Dieser unendlich ferne ideale Punkt ist aber auch viel groBeren Aufgaben gewachsen
als dem Ersparen von "wenn nur ..." - Satzen. Wenn gleichgerichteten, d. h. parallelen
Geraden ein einziger gemeinsamer unendlich ferner Punkt zugeschrieben wird, anders
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gerichteten Geraden aber ein anderer, dann haben wir so viele ideale Punkte geschaffen,
wie es Richtungen gibt.

Man kann jeweils genau beschreiben, von welchem dieser Punkte die Rede ist: Es
braucht nur die nach ihm strebende Richtung angegeben zu werden.

Modifizieren wir unsere Koordinaten ein wenig, so lasst sich sogar die Gleichung jener
Linie aufschreiben, auf der samtliche unendlich fernen Punkte liegen. Es stellt sich
heraus, dass sie dieselbe Form hat wie die Gleichung einer Geraden. Folglich sagt man,
dass die unendlich fernen Punkte alle auf einer unendlich fernen Geraden liegen.

Nun, bisher sieht das Ganze nach einer leeren Spielerei aus:

Wir haben die Gleichung einer nicht existierenden Geraden aufgeschrieben. Es ware
vielleicht besser, wenn wir gar nicht erst versuchten, sie uns vorzustellen. Eine Gerade
ist nach zwei Richtungen hin unendlich, dennoch schreiben wir ihr nur einen einzigen
unendlich fernen Punkt zu (die Dualitat wird hierdurch in Ordnung gebracht; zwei idea-
le Punkte wiirden das wieder verderben).

Das wirkt so, als trafen sich ihre beiden Enden im Unendlichen, als werde sie im Un-
endlichen zu einer Art Kreis. Unsere sich nach zwei Richtungen erstreckenden Geraden
hangen also, zu solchen Kreisen verwandelt, an den einzelnen Punkten der unendlich
fernen Geraden, wie die Friichte am Ast, und zwar parallele Geraden an demselben

' BB DB DS

Die unendlich ferne Gerade selbst hatte ich auch nicht so gerade zeichnen sollen, son-
dern wer weil wie; sie hat ja einen Punkt im Osten und im Westen zugleich, in einem
anderen ihrer Punkte treffen sich Norden und Siiden usf., durch alle Himmelsgegenden.

Vergessen wir lieber das Ganze; es gehort nicht in die Welt des Vorstellbaren, "Leutnant
Komma" ist nur ein Druckfehler.
Doch welcher Wirkungen ist diese unendlich ferne Gerade fahig!

Ihre Gleichung ist uns schon bekannt. Es ist also das Unternehmen, ihre Schnittpunkte,
z.B. mit einer Parabel, zu bestimmen, nicht allzu gewagt; man hat ja nur die gemein-
samen Losungen der beiden Gleichungen zu suchen. Dabei stellt sich heraus, dass eben
die unendlich ferne Gerade, die wir als die Verwirrung selbst betrachtet haben, die Fa-
milie der Kegelschnitte ins rechte Licht riickt.

Es erhebt sich namlich bei jedem, der sich mit diesem Gegenstand befasst, die Frage: Ist
eine Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten gegeben, wie lasst es sich dann
entscheiden, zu welcher der Kegelschnittarten diese Gleichung gehort? Die unendlich
ferne Gerade gibt die Antwort:

Hat ihre Gleichung mit der gegebenen keine gemeinsame Losung, so haben wir es mit
einer Ellipse zu tun, haben die beiden eine einzige gemeinsame Ldsung, so mit einer
Parabel, haben sie zwei gemeinsame Losungen, so mit einer Hyperbel, und es gibt keine
weiteren Moglichkeiten.

132



2.7 Elemente ,Komma*

(Der Kreis ist der regelmaBigste Spezialfall der Ellipse.)

Jetzt kdnnen wir schon unserer Phantasie ruhig freien Lauf lassen: Das erhaltene Resul-
tat entspricht vollkommen unseren Vorstellungen. Die Ellipse liegt ganz im Endlichen;
natirlich hat sie keine gemeinsamen Punkte mit der unendlich fernen Geraden.

Die beiden Schenkel der Parabel werden immer steiler, parallelen Geraden immer ahnli-
cher; selbstverstandlich treffen sie sich in einem einzigen unendlich fernen Punkte. Die
Hyperbelzweige strecken sich zwei verschieden gerichteten Geraden entlang; sie miissen
also in zwei verschiedenen Punkten das Unendliche erreichen.

Nun, ware es nicht schade darum gewesen, wenn wir diese nicht existierenden Punkte
nicht hatten zu Worte kommen lassen?
Jetzt wage ich auch schon, unser letztes unerledigtes Problem anzugreifen, namlich die
Gleichung zweiten Grades von der Form

7t = -9

Die Zahl, die quadriert -9 ergeben wiirde, miisste mit /—9 bezeichnet werden, wenn
eine solche Zahl vorhanden ware. Es hat sich aber bisher noch keine Zahl mit einem
negativen Quadrat gefunden. Ob —3, ob +3 quadriert wird, stets ist das Resultat +9.
Es ist bereits fraglich, wieviel \/—1 betragt; "i - ch weiB es wirklich nicht" - will ich
sagen.

Doch nehmen wir an, ich verzogere das
ich sage und fasse das "i "als Antwort auf:

V-1=i

Gleich fiele er mir ins Wort: "So weil3 ich auch, wieviel v/—9 ausmacht: 37, aber —3¢
kann es auch sein!" Nun, darin hatte er recht: Ware \/—1 = 4, so ware 7 jene Zahl,
deren Quadrat -1 ist:

ein bisschen und jemand notiere eifrig, was

P2 =—1

und so ware auch
(+3i)* =3i-3i =9*=9- (1) = -9

und auch
(=3i)2 = (=3i)- (=3)) =9*=9-(=1) = =9

Das Schlimme daran ist aber, dass dieses "i" gar nicht existiert, das Ganze ist ein
Missverstandnis, ein Druckfehler. Ich weiB wirklich nicht, wieviel v/—1 ist.

Doch da wir einmal diesen Druckfehler begangen haben, so wollen wir ein wenig damit
spielen, wie soeben bei der Berechnung von 1/—9. Vielleicht vermag dieses nicht exis-
tierende Element auch etwas?

Sogar schwindelerregende Dinge vermag es zu leisten! Auf ihm baut sich die Funk-
tionentheorie auf, der geehrteste, vornehmste Zweig der Mathematik. Will man "i"
davon auslassen, so muss man betonen, dass jetzt von reeller Funktionentheorie die

Rede ist.
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Doch gibt es tiberhaupt keinen Zweig der Mathematik, der dieses "i" nicht zu Hilfe rie-
fe, gerade dann, wenn etwas sehr Tiefgehendes zu sagen ist, und selbst die Geometrie
ist hiervon nicht auszunehmen.

Dieses "i" setzt dem Streben, die zerflieBenden einzelnen Satze in ein einheitliches Sys-
tem zu fassen, die Krone auf. Hier in meiner formelfreien Behandlung der Mathematik
kann ich davon nur eine kleine Kostprobe geben; die idealen Elemente werden ja tat-
sachlich durch die Form belebt.

Wird die Verwendung des Zeichens "i" gestattet, so erschlieBen sich z. B. Zusammen-
hange zwischen einzelnen Funktionen, die wir vorher gar nicht geahnt haben.

Wer wiirde denken, dass irgendein Zusammenhang zwischen den Winkelfunktionen und
der Exponentialfunktion besteht?

Nun kann man aber folgendes beweisen: Wenn der Winkel durch die Lange des ent-
sprechenden, mit dem Einheitsradius beschriebenen Kreisbogens gemessen wird,

?

dann lasst sich z. B. der Kosinus des 2 Einheiten betragenden Winkels (kurz: cos?2)
durch die Beziehung
o2 4 o2

2
aufschreiben, wobei e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Eine analoge Formel
gilt fir beliebige Winkel:

cos2 —

3i —3i 4i —4i
cos 3 = g; cos4 = ﬁ; usf.
2 2
Wieso kann denn aber der Kosinus eines Winkels, d. h. das Verhaltnis zweier Abstande,
das doch eine anstandige reelle Zahl ist, der nicht existierenden Zahl auf der rechten
Seite gleich sein?
Nur so, dass auch auf der rechten Seite eine reelle Zahl steht.

Bei der Ausfiihrung der Operation erscheint ¢ aus irgendeiner imaginaren Welt, be-
leuchtet die Zusammenhange und verschwindet dann wieder. Eine ahnliche Erscheinung
kommt auch bei den Spielen vor, in denen Zahlen zu erraten sind:

"Denke dir eine Zahl, multipliziere sie mit 3, addiere noch 4 dazu, nimm das Resultat
2mal und dann subtrahiere das 6fache der gedachten Zahl". Ich warte, bis mein Part-
ner mit der Aufgabe fertig wird; ohne ihn dann zu fragen, kann ich behaupten: "Das
Ergebnis ist 8!"

Der Gang der Rechnung lasst sich namlich folgendermaBen notieren:
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Die gedachte Zahl ist x, dreifach genommen 3z, dazu 4 addiert 3z + 4, dies ist 2mal
zu nehmen, also 2- (3z +4), endlich ist davon das 6fache der gedachten Zahl, d.h. 6z,
zu subtrahieren. So ergibt sich

2-(3x+4) -6z

Wird 3z + 4 Glied fir Glied mit 2 multipliziert, so ergibt sich 6z + 8 — 6x, oder, in
einer anderen Reihenfolge, 8 4+ 62 — 6.

Wird aber zu 8 erst 6x hinzugezahlt und dann ebensoviel wieder weggenommen, dann
bleibt eben 8. Die gedachte Zahl tritt in die Rechnung ein, verschwindet aber wieder
daraus.

Aus dem Zusammenhang zwischen den Winkelfunktionen und der Exponentialfunktion
lassen sich auch solche Zusammenhange ableiten, in denen bereits keine Spur mehr
von: zu finden ist, nicht einmal scheinbar. Berechnen wir z. B. auf Grund der Gleichung

622 + 6721

9 —
COS 9

das Quadrat von cos 2. Damit wir uns nicht mit Briichen abzuplagen brauchen, bringen
wir erst den Divisor 2 von der rechten als Multiplikator auf die linke Seite:

2cos2 = e* 4+ %
Nun quadrieren wir. Das Quadrat der linken Seite ist:
(2c052)> =2-2- (cos2)?

(ich habe guten Grund, von 2-2 = 4 jetzt noch nichts wissen zu wollen). Auf der rechten
Seite steht eine zweigliedrige Summe. Diese wird quadriert, indem man zunachst das
Quadrat des ersten Gliedes berechnet, wobei man sich vor Augen halt, dass eine Potenz
potenziert wird, indem die Exponenten multipliziert werden:

20\2 _ i
(e*)*=e

Dann addiert man dazu das Zweifache des Produktes der beiden Glieder, wobei man
bedenkt, dass die Potenzen von e sich in der Weise multiplizieren lassen, dass die
Exponenten addiert werden, und ferner, dass der Wert der O-ten Potenz 1 ist:

9. 2. o2 9. 2iH(-2) _ 9. 0 _9
endlich addiert man noch das Quadrat des zweiten Gliedes:
(72)2 = 4
dazu. Das Quadrat der rechten Seite |asst sich demnach als

€4i +2+ 6741'
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schreiben, oder in anderer Reihenfolge, als
€4i +6—4i +2

und somit ist ‘ ‘
2-2-(cos2)?=eb 474 12

Nun bringen wir einen der Faktoren 2 als Divisor auf die rechte Seite und haben dabei
jedes Glied der dort stehenden Summe durch 2 zu dividieren. Die 2 durch 2 dividiert,
ergibt 1; die Division der lbrigen Glieder wird nur angedeutet:

9 647, _|_ 6_4Z

2 (cos2) 5

+1

Hier begegnet uns aber ein Bekannter:

ol 4 o4
2

Das ist ja der Ausdruck, von dem behauptet wurde, dass er gleich cos4 ist. Also ist
2 (cos2)? = cos4 + 1

oder in anderer Reihenfolge (denn so kénnte man leicht glauben, dass es sich um den
Kosinus von 4 + 1, d.h. um cos 5, handelt):

2 (cos2)® =14 cos4

SchlieBlich bringen wir auch die andere 2 als Divisor auf die rechte Seite:

1+ cos4

2)? =
(cos2) 5

Das ist nun einer der wohlbekannten trigonometrischen Zusammenhange; von ¢ ist
darin keine Spur mehr zu finden. Dieses Ergebnis beruhigt uns, dass wir nicht fehlerhaft
gerechnet haben; etwas Neues erhalten wir aber damit nicht.

Doch wenn es uns einfallt, die Summe zweier Glieder nicht zu quadrieren, sondern auf
Grund des Binomialsatzes in beliebige Potenzen zu erheben, dann kénnen wir mit einem
Schlage auch eine Menge neuer trigonometrischer Formeln ableiten.

Ich bitte um Verzeihung fiir das lange Rechnen, wobei man sich zugleich an so viele
Regeln erinnern musste; ich glaube, es ist unvermeidlich zum Verstehen, dass man
einmal selbst erlebt, wie ¢ aus den Berechnungen wieder verschwindet, nachdem es ein
frisches Leben in sie gebracht hat.

Hierin besteht aber nicht die wichtigste Rolle des 1.

Dass es auch den letzten ungelosten Fall der Gleichung zweiten Grades geldst hat, ist
selbstverstandlich, es wurde ja zu diesem Zweck eingefiihrt: Mit seiner Hilfe wird aus
negativen Zahlen die Quadratwurzel gezogen. Es ist wahr, dass man so nur zu "ima-
ginaren" Werten kommt; doch die vorangehende Betrachtung hat den Leser vielleicht
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schon davon liberzeugt, dass auch diese Werte nicht zu verwerfen sind. So erhalt z.B.
die Gleichung
(x—2)*=-9  dielésung 2—2=+-9

und es ist /—9 = 3i oder /—9 = —3i. Wird der Subtrahend 2 als Summand auf die
rechte Seite gebracht, dann ergeben sich die beiden "Wurzeln" (so werden die Lésungen
der Gleichungen auch genannt, da man oft durch Wurzelziehen zu ihnen kommt):

rT=24+3% und rT=2—-3

Da haben wir Zahlen erhalten, die aus einem reellen und einem imaginaren Teil be-
stehen; eine solche sonderbare Verkniipfung der reellen und der imaginaren Welt wird
eine "komplexe Zahl" genannt. Wenn diese beiden Zahlen auch ziemlich unmdoglich
erscheinen, ihre Summe ist wieder reell:

Bei der Addition fallen ja +37 und —3¢ weg. Es ist sogar leicht einzusehen, dass auch
ihr Produkt reell ist.

Unter den komplexen Zahlen befinden sich auch die reellen und die rein imaginaren
Zahlen: Esist z.B. 5+ 0 -7 =5 reell, 0 + 2¢ = 2¢ rein imaginar.

Haben wir die vierte Wurzel aus einer negativen Zahl zu ziehen, oder die sechste, die
achte, usf., dann bleiben wir genauso stecken, wie beim Quadratwurzelziehen. Es ist ja
eine Potenz mit geradem Exponenten sowohl fiir positive als auch fiir negative Basen
immer positiv.

So kann z. B. die vierte Wurzel von -16 weder unter unseren positiven Zahlen noch
unter den negativen vorkommen, da

(+2)*=2-2-2.2=16  und  (=2)*=(=2) - (=2)-(=2) - (=2) = (+4) - (+4)

ist, was ebenfalls 16 ergibt. Man konnte glauben, dass diese verschiedenen Wurzeln die
Einfilhrung von immer neuen idealen Elementen erfordern.

Es ist ein schones und (iberraschendes Ergebnis, dass dies nicht erforderlich ist: Allein
mit Hilfe des ¢ werden bereits alle genannten Wurzelaufgaben losbar. Man kann sogar
beweisen, dass im Bereich der komplexen Zahlen jede Gleichung beliebigen Grades eine
Losung hat; das wird der Fundamentalsatz der Algebra genannt.

Dieser Satz steht nicht im Widerspruch mit dem Resultat von Abel, namlich damit, dass
man bereits bei der Losung der Gleichung fiinften Grades notwendigerweise stecken
bleibt. Der Fundamentalsatz ist nur ein sogenannter "reiner Existenzbeweis".

Die Herstellung (mit Hilfe der Grundrechnungsarten und der Wurzelziehung) derjenigen
Zahl, die die Gleichung erfillt, wird dadurch nicht ermoglicht.

Das Quadratwurzelausziehen ergibt immer zwei Werte: einen positiven und einen ne-
gativen. Deshalb hat die Gleichung zweiten Grades im Bereich der komplexen Zahlen
immer zwei Wurzeln. Allerdings doch nicht immer: Die Gleichung

(x—3)*=0
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hat nur eine Losung; denn die Zahl, die quadriert O ergibt, kann nur die O selbst sein.
Folglich ist z — 3 = 0; das heiBt: = 3 ist die einzige Losung. Aber die entwickelte
Form dieser Gleichung lautet:

2 — 6z +9=0

und diese Form lasst sich immer enger annahern durch Gleichungen, in denen an Stelle
der hier auftretenden 6 und 9 Zahlen stehen, die um immer weniger von jenen abwei-
chen und die alle zwei Wurzeln besitzen. Doch diese zwei Wurzeln fallen immer naher
aneinander, wahrend die Gleichungen unserer betrachteten Gleichung immer ahnlicher
werden.

Deshalb sagt man, dass im Moment, in dem diese Gleichungen mit der Gleichung

22— 62+9=0

vollkommen (ibereinstimmen, die zwei Wurzeln zusammenfallen.

Wieviel Wurzeln hat eine Gleichung vierten Grades? Die Gleichung
zt=1

[3sst sich auch ohne Hilfe von 7 |6sen: Ob +1 oder -1 in die vierte Potenz erhoben wird,
man erhalt stets +1. Folglich scheint es so, als ob es auch hier nur zwei Wurzeln gabe:
+1 und -1.

Nun redet aber das ¢ drein: "Halt, das ist keine Ordnung. Die Gleichung ist vierten
Grades, sie muss vier Wurzeln haben. Auch ich bin noch da!" Und tatsachlich ist auch
© eine Wurzel, sogar auch —i, da

4

i :u.u:ﬁ.z’?:(_l).(_l)

1
(=)' = (=) - (=0)- (=) - (=3) =i = (=1) - (=1) =1

ist. So schafft ¢ unter den Wurzeln einer jeden Gleichung Ordnung:

Man kann beweisen, dass im Gebiet der komplexen Zahlen jede Gleichung so viele
Wurzeln besitzt, wie der Grad der Gleichung angibt, abgesehen davon, dass einige der
Wurzeln auch "zusammenfallen" kénnen.

Das hat unser i der Algebra zu geben.
Das meiste leistet es aber fiir die Funktionentheorie. Um davon eine kleine Kostprobe
geben zu konnen, muss ich die komplexen Zahlen erst darstellen.

Betrachten wir 7 als eine Einheit neuer Art, mit der wir rechnen. So haben wir die
Mehrfachen von ¢ auf einer neuen Zahlengeraden darzustellen. Der Nullpunkt dieser
Zahlengeraden kann mit dem Nullpunkt der reellen Zahlengeraden zusammenfallen,
denn 0 -7 ist ja auch O.

So konnen die beiden Zahlengeraden in die Lage der festen Achsen eines Koordinaten-
systems gebracht werden:
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- imagindre Achse
3
2

P

- -3-2-10] .1 23 -
B reelle Achse
21

-F

Diese Moglichkeit kann uns dazu veranlassen, die komplexen Zahlen, die aus einem
reellen und einem imaginaren Teil bestehen, durch die Punkte der Ebene darzustellen;
die Abszisse soll der reelle Teil sein, die Ordinate der imaginare Teil. Das Bild einiger
komplexer Zahlen sieht dann so aus:

- 13i

ek | ™

Die komplexen Zahlen nehmen also nicht nur eine Zahlenlinie, sondern eine Zahlenebene
ein.

Unter dem absoluten Wert einer komplexen Zahl versteht man ihre Entfernung vom
Nullpunkt. Diese Entfernung kann natiirlich kleiner oder gréBer sein. Es gibt aber eine
Menge komplexer Zahlen in derselben Entfernung vom Nullpunkt. Diese liegen auf
einem Kreis um 0 herum:

Vel i 142/
—2+f,f }\\
! \
\ \io I
i

/

-1-2i -

Es liegt kein Grund vor, eine von diesen als kleiner zu betrachten als die (ibrigen. Von
den Begriffen "kleiner" und "groBer" kann also im Bereich der komplexen Zahlen nicht
gesprochen werden. Trotzdem (iberzeugt man sich leicht davon, dass eine jede der alten
Rechenregeln erhalten bleibt, wenn man mit den komplexen Zahlen wie bisher operiert:
als ware 7 irgendeine Unbekannte, lber die wir nur soviel wissen, dass tberall, wo ¢
auftritt, statt seiner -1 zu setzen ist.

Nun kehren wir zu einem alten Resultat zuriick. Aus dem Schokoladenbeispiel haben

wir
1

1 1
l-=14+—4+—+—+...
9 +10+10O+1000+
erhalten. Hier ist auf der rechten Seite jede Zahl % mal so groB wie die vorherige; 11—0

ist der Quotient dieser geometrischen Reihe. Versuchen wir, 1% so umzuformen, dass
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dieses 1—10 irgendeine Rolle darin erhalt:

9 LW

9 9 9
Wir haben schon viel gekirzt, daher wissen wir, dass man den Zahler und den Nenner
durch dieselbe Zahl dividieren darf. Hier dividieren wir durch 10, ungeachtet dessen,

dass diese Division im Nenner nur angedeutet werden kann:

11 1
=5
9 15
Hiermit ist erreicht, dass wir in 1% einen Bruch haben, der sich bereits leicht durch

% ausdricken lasst: Ein Ganzes besteht aus 10 Zehnteln; wird davon ein Zehntel

abgezogen, so bleiben eben 1% ibrig. Demnach ist

g =1- i und endlich 11 = !

1_ 1
10 10 9 1- &

Setzt man den rechts stehenden Ausdruck an Stelle von 1% ein, so ergibt sich:

SR I S
1—4& 10 100 1000 =

In dieser Form lasst sich unser Ergebnis verallgemeinern. Ist der Quotient der geome-

trischen Reihe nicht %, sondern z.B. % so ist jedes folgende Glied % mal so groB wie

das vorherige; die Glieder der Reihe sind also der Reihe nach

11 2 2 2 2 4 42 8
’ 3 3 33 9 93 27
und auch hierfur kann man beweisen, dass

S A .
1-2 3 9 271 7

usf.

ist. Man muss aber achtgeben, denn wir sahen bereits, dass sich nicht alle geometrischen
Reihen summieren lassen; diese Reihe ist z.B. fur +1, fur -1 und fur Quotienten von
noch groBerem absoluten Betrag nicht konvergent.

Man kann aber beweisen, dass die Reihe schon konvergiert, wenn der Quotient um noch

so wenig der 0 naher liegt als 1, und dann lasst sich ihre Summe ebenso aufschreiben
wie im Falle von <5 und von 2. Es liegen also samtliche Quotienten, fiir die die Reihe

auf diese Weise summiert werden kann, auf der Zahlengeraden zwischen -1 und +1:

- -3 -2 =1 0 1 ? 3 e

Denke ich an eine der vielen Zahlen, die in dieses Intervall fallen, sage jedoch nicht, an
welche, so kann diese Zahl x genannt werden. Auch so, unbekannterweise, kann man
iber sie berichten, dass die Glieder der mit ihr gebildeten geometrischen Reihe
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sind, und dass auch fiir diese geometrische Reihe die Beziehung

—l+ao+22+23+2+ ...

11—z
zutrifft. Das ist sicher wahr, wie auch z gewahlt wird, wenn man nur darauf achtet,
dass es in das Intervall zwischen -1 und +1 fallt.

Der Wert von ﬁ hangt natirlich davon ab, welche Zahl x bedeutet; er ist also eine
Funktion von x. Es ist (iblich zu sagen dass wir hier diese Funktion in eine "Potenzreihe"
entwickelt haben: in eine unendliche Reihe, die aus immer hdéheren Potenzen von x
besteht.

1

Die Teilsummen dieser Reihe nahern sich dem Wert von — immer besser an. In erster,

roher Annaherung kénnen wir sogar auch 1 statt ﬁ sagen, 1+ x ist schon eine bessere
Annaherung, 1 + = + 22 eine noch bessere usf.

Man kann auch allgemein die Frage stellen, ob sich eine gegebene Funktion in eine
Potenzreihe entwickeln lasst (natirlich erwartet man im allgemeinen nicht eine mit
der vorherigen identische Reihe, sondern eine solche, worin die Potenzen von x mit
gewissen Zahlen multipliziert auftreten). Das ist in der Funktionentheorie eine Frage
von entscheidender Wichtigkeit
Denn die Funktion {— ist noch ziemlich einfach. Ist z eine gegebene Zahl, so lasst sich
ihr Wert leicht berechnen. Es ist aber gelungen, z.B. auch die Potenz, als Funktion des
Exponenten, in eine Potenzreihe zu entwickeln, noch dazu am einfachsten gerade dann,
wenn die Basis jenes gewisse e = 2,71... ist. Man erhalt die folgende Reihe, welche Zahl
auch x sei:
1 1 1

—1+x+§x +§:C +5x + ..

wobei - vielleicht wurde dies noch nicht vergessen -

2N=1-2; 31=1-2-3; 4=1-2-3-4

usf. ist.

Dies bedeutet bereits eine groBe Hilfe in der Berechnung der Werte von e*, wenn an
Stelle von = bestimmte Zahlen eingesetzt werden. Den unendlichen Dezimalbruch e zu
potenzieren, ist kein groBes Vergniigen.

Wenn aber z klein ist, so wird statt seiner 1 4+ = eine gute Annaherung sein, und den
Wert hiervon zu berechnen, d.h. die gegebene Zahl zu 1 zu addieren, ist wirklich ein
Kinderspiel.

Braucht man eine groBere Genauigkeit, so nimmt man eben eine langere Teilsumme; in
einem solchen Fall, hat man auch einige Potenzen der gegebenen Zahl zu berechnen.
Es ist aber wahrhaftig eine einfachere Sache, z.B. © = 1—0 ins Quadrat, in die dritte
und in die vierte Potenz zu erheben, als die zehnte Wurzel aus der irrationalen Zahl

(2,71...)3 zu ziehen; dies ist ja die Bedeutung von (2,71...)1.

Gut, dass diese Entwicklung fiir alle x richtig ist.
Die Winkelfunktionen und die Logarithmusfunktion lassen sich auch in Reihen entwi-
ckeln, und die Tabellen werden heute bereits auf Grund solcher Reihen angefertigt.
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Diese Reihen sind jedoch nicht alle fiir jedes x konvergent; darauf hat man sehr zu
achten, damit es nicht vorkommt, dass irgend etwas auch dann durch angebliche Na-
herungswerte ersetzt wird, wenn von einer Annaherung keine Rede sein kann. Es erhebt
sich also die Frage: Habe ich eine Funktion, wie kann ich erkennen, fiir welche z sie
sich in eine Potenzreihe entwickeln lasst?

Betrachten wir abermals unsere geometrische Reihe. Wir sagten, dass die Entwicklung

— 14+t

1l—=z

im Intervall von -1 bis +1

-1 o 1

glltig ist. Sieht man denn der Funktion ﬁ an, dass gerade 1 (auf der anderen Seite

von 0 dann ebenso weit -1) die Grenze sein wird?
Und ob! Wie ware es, wenn hier das = die Zahl 1 bedeuten mochte?

1 1

sogar niederzuschreiben, graut einem. Hier steht der ewige Warnungspfahl, die Division
durch 0. Wenn wir auch die Reihe gar nicht ansehen, bereits die Funktion selbst gebietet:
Halt! - im Punkte 1.

Verrat die Funktion immer so entschieden, wie weit man gehen darf?

Im Bereich der reellen Zahlen verrat sie es nicht. Das hat bei einzelnen Funktionen viele
Sorgen und Miihe verursacht. Es war die hochste Zeit fiir das ¢, einzugreifen, und dies
hat dann volles Licht (iber diese Frage verbreitet.

Nehmen wir ein Beispiel.

Wer in der Behandlung der Formeln nur ein wenig gewandst ist, kann aus unserer geome-
trischen Reihe sofort ersehen, dass sich die Funktion in die folgende Potenzreihe
entwickeln lasst:

1
1422
1
1+ 22

und diese Reihe ist ebenfalls dann und nur dann konvergent, wenn x zwischen -1 und
+1 liegt:

:1—x2+x4—x6+...

-1 0 1
Ob wohl die Funktion auch hier diese Grenzen verrat?
Setzen wir +1 an die Stelle von z:

1 1 1

1+12 1+1 2

hier ist alles in Ordnung.
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Vielleicht ist der Fehler auf der anderen Grenze zu suchen; setzen wir -1 an die Stelle

von x:
1 1 1

1+(=1)2 1+1 2

hier ist auch kein Fehler vorhanden. Jetzt sind wir aber in arger Verlegenheit.

Da meldet sich i: "Warum setzt du denn nicht mich an die Stelle von 27" Versuchen

wir es damit:
1 1 1

1+ 1+(=1) 0
Halt! - Das ist bereits eine Division durch 0. Denken wir an die komplexe Zahlenebene,
dann sehen wir sofort, dass auch die Entfernung des ¢ vom Nullpunkt eine Einheit
betragt. An dem Umstand, dass die Funktion gerade in einem solchen Punkt auf eine
Klippe stoBt, zeigt sich, dass man sich aus den Einheitsgrenzen nicht hinauswagen darf:

Somit ist es nicht nur an reellen, sondern auch an komplexen Stellen zweckmaBig, den
Wert einer Funktion zu untersuchen.

Und es gilt ganz allgemein: Existiert auch nur ein einziger Punkt, in dem die Funktion
auf eine Klippe stoBt, dann lasst sie sich weiter entfernt von 0 als jener Punkt, nicht
mehr in eine Potenzreihe entwickeln.

Man hat also auf der komplexen Zahlenebene unter jenen Punkten, die fiir die Funktion
eine Klemme bedeuten, denjenigen zu suchen, der dem Nullpunkt am nachsten liegt.
Bis zu der Entfernung dieses Punktes erstreckt sich dann der Bereich, in dem sich die
Funktion in eine Potenzreihe entwickeln lasst:

X Gefahr! imagindre Achse

x Befahr!

Gefohr!
Gefahr!
% ! j realle Achse

So erhalten wir einen Kreis um den Nullpunkt herum. In seinem Inneren konvergiert die
Reihe, eventuell auch in einigen Punkten der Peripherie, doch (iber ihn hinaus sicher
nirgends mehr.

Ein solcher Kreis schneidet aber immer ein Intervall um die 0 herum aus der reellen
Achse heraus; dieses Intervall ist in der Abbildung durch eine dicke Linie bezeichnet.

Wieder einmal erschien also das = und brachte alles in Ordnung; und wenn wir es

143



2.8 Geheimnisse aus der Werkstatte

wollen, verschwindet es wieder: Wir kénnen uns auf jenes reelle Intervall beschranken,
das mit seiner Hilfe genau umgrenzt wurde.

Der entziickte Mathematiker lasst es jetzt aber nicht mehr dahinziehen. Wenn i so viel
vermag, so kann es nimmermehr als nicht existierend betrachtet werden. Es lohnt sich,
die komplexe Funktionentheorie, diese "aus nichts erschaffene Welt", zu durchwandern;
es herrscht ja darin eine groBere Ordnung als in den wirklichen Welten.

2.8 Geheimnisse aus der Werkstatte

Sobald sich jemand von der ersten Einwirkung eines Kunstwerkes freigemacht hat,
erwacht in ihm die Neugierde auf die im Hintergrund stehenden Dinge dieser Welt. Er
mochte wissen, wie das Meisterwerk zustande gekommen ist, was darin das Menschliche
ist: der SchweiB, das peinlich saubere Feilen. Er mochte auch in die Werkstatte ein wenig
hineinblicken.

Kehren auch wir aus den gedachten Welten zurlick und lauschen wir dem Mathematiker
seine Werkstattengeheimnisse ab. Jenes mithsame Herumkramen, das ich dem Leser
ersparen wollte, kann ich doch nicht vollig vor seinen Augen verbergen.

Jener Schriftsteller, der dieses Buch angeregt hat, war ja gerade auf den Differen-
tialquotienten neugierig, und der Differentialquotient gehort hierher, in die technische
Requisitenkammer des Mathematikers.

Wenn dies auch kein so glanzender Gegenstand ist wie die bisherigen, so ist seine
Bedeutung doch auBerordentlich groB: Es gibt kein Kunstwerk ohne Kleinarbeit.

Von Anfang an war davon die Rede, dass der Funktionsbegriff der Kern des ganzen
mathematischen Werkes ist, und von der Funktion gibt uns die entsprechende Kurve
ein Bild. Dieses Bild ist aber notwendigerweise unvollkommen.

Wir haben die Kurve am Anfang aus Geradenstiicken zusammengesetzt; dann trachte-
ten wir danach, diese Stiicke immer mehr zu verdichten, damit sich die Kurve ausglatte.
Jedoch bereits nach den ersten Glattungen verschmolzen die Bleistiftstriche; auf un-
serer Zeichnung konnte man ein Vieleck von 16 Seiten bereits kaum von einem Kreis
unterscheiden.

Es glaubt kein Mensch, dass aus einem so ungenauen Bild prazise GesetzmaBigkeiten
iiber unsere Funktionen herauszulesen sind. Man bedarf irgendeines Prazisionsinstru-
mentes, das auch beliebig feine Entgleisungen aufspiiren und den Gang der Funktion
bis zu einer beliebigen Genauigkeit verfolgen kann. Ein solches Prazisionsinstrument ist
der Differentialquotient. Gehen wir von der Zeichnung aus.

Als ich versuchte, von der Parabel ein Bild zu geben, sagte ich, dass ihre Schenkel immer
steiler werden. Wie kann man aber von der Richtung einer glatten Kurve sprechen?
Ich weiB wohl, was unter der Richtung einer Geraden zu verstehen ist; ihre Steigung
kann ja in jedem Punkt aufs neue kontrolliert werden. Auf die Gerade kann man sich
verlassen: Von der einmal eingeschlagenen Richtung wird sie nie abbiegen.

Die Kurve ist aber eben darum eine Kurve, weil sie ihre Richtung fortwahrend andert.
Ich fasse sie in einem Punkt an und frage: "Welche Richtung besitzt du hier?"
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Aber sie ist glatt und gleitet mir aus der Hand; sie gibt keine bestimmte Antwort.
Ich flihle aber doch, dass sie auch in diesem Punkt eine bestimmte Richtung hat; es
geschah nicht ohne Sinn, als ich Gber die Steilheit der Parabel sprach.

Drehen wir den Film ein bisschen zuriick, zu einer Zeichnung, in der die Kurve noch
nicht so glatt ist. Auf einem solchen Bilde wahlen wir einen bestimmten Punkt der
Kurve aus:

In dem bezeichneten Punkt ist noch ein Knick, und es ist sicher, dass die Kurve dort
keine bestimmte Richtung hat. Vor diesem Punkt ist die Richtung so:

\

und hinter ihm so:

Im Punkte selbst wechselt die Linie ihre Richtung. Jetzt drehen wir den Film langsam
vorwarts zu einer Stelle, an der schon mehr Zwischenpunkte eingeschaltet sind:

i

Hier ist der Knick bereits viel weniger scharf:

_

Die beiden Richtungen, die in unserem Punkte zusammenlaufen weichen kaum noch
voneinander ab.

Mit Hilfe einer Zeichnung bin ich nun kaum noch in der Lage, weiter zu verfolgen, wie
es sein wird, wenn noch mehr Zwischenwerte auftreten. Man kann sich aber vorstellen,
dass sich der Knick immer mehr abschwacht und die Richtungen vor und hinter dem
Punkt immer weniger voneinander abweichen. Als die Richtung der Kurve in diesem
Punkt ware jene gemeinsame Richtung anzusehen, die von den beiden Seiten her immer
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mehr angenahert wird, wahrend sich der Knick ausglattet.

Wenn wir einsehen, dass die beiden in einem Punkt zusammenstoBenden Geradenstiicke
sich tatsachlich einer gemeinsamen Richtung annahern, so wird es genligen, uns nur
mit je einer von ihnen zu befassen. Nehmen wir z.B. jeweils das Geradenstiick hinter
dem Punkt. Seine Richtung wird besser zu erkennen sein, wenn wir es (iber die Kurve
hinaus verlangern:

So erhalten wir der Reihe nach je eine Sekante der Kurve. Wahrend die Einteilung
dichter wird, kommt der benachbarte Punkt unserem Punkte immer naher, und es
fallen immer kirzere Stiicke der Sekante ins Innere der Kurve. Wir konnen gut be-
obachten, was hier geschieht, wenn die Sekante durch ein Lineal vertreten und dieses
nach auswarts gedreht wird, wobei man einen Punkt des Lineals stets auf den fixierten
Kurvenpunkt presst:

Es wird ein Augenblick kommen, in dem der benachbarte Punkt gerade mit unserem
Punkt zusammenfallt und das Lineal von der Kurve abspringt:

Die Sekante wird hier zu einer Tangente:
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Wir haben das Gefiihl, dass wir eben in diesem Augenblick die Richtung erfasst haben,
die von der oberen Seite des Knickes angendhert wird. Wenn wir uns der Kurve mit
einem so gerichteten Lineal nahern,

",

o

<

dann wird das Lineal gerade in unserem Punkt die Kurve beriihren; hier wird es sich
fir einen Augenblick an sie schmiegen, und schmiegen sich die beiden aneinander, so
haben sie dieselbe Richtung.

Wir sind dann in der gliicklichen Lage, diese Richtung nicht an der winzigen Stelle des
Anschmiegens untersuchen zu missen, denn die Gerade bewahrt bis ins Unendliche die
Erinnerung an diesen Augenblick; ihre Richtung bleibt stets dieselbe. Jetzt wissen wir
bereits, was unter der Richtung einer glatten Kurve in einem gegebenen ihrer Punkte
zu verstehen ist: die Richtung der Tangente, die im betreffenden Punkt gezogen wird.
Diese Richtung lasst sich vollkommen charakterisieren, z.B. durch einen Quotienten,
mit dem man etwa die Steigung eines Dammes auszudriicken pflegt. Nun, das ist der
Differentialquotient.

Der Begriff der Tangente ist uns bereits einmal begegnet, als wir auf rein algebraischem
Wege zu dem Resultat gelangten, dass ein Kegelschnitt 0, 1 oder 2 gemeinsame Punkte
mit einer Geraden hat. Wir sagten damals: Haben die beiden Linien einen Punkt gemein,
so beriihrt die Gerade den Kegelschnitt. Fiir die Kegelschnitte stimmt das auch.

Es ist aber durchaus keine entscheidende Eigenschaft der Tangente, dass die betreffende
Gerade mit der Kurve nur einen einzigen Punkt gemein hat. Besitzt z.B. die Kurve eine

Ecke,

so kann die Gerade unserer Abbildung, die durch diese Ecke geht, keineswegs als eine
Tangente betrachtet werden, obwohl sie nur einen einzigen gemeinsamen Punkt mit der
Kurve hat. Es kann hier keine Rede davon sein, dass durch die Richtung dieser Geraden
die Richtung der Kurve in jenem Punkt angegeben wiirde.

In diesem Punkt hat die Kurve gar keine eindeutige Richtung; unsere Gerade gibt aber
nicht einmal die linke oder die rechte Richtung an.
Andererseits hat in der Figur

— ;
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die Gerade zwei gemeinsame Punkte mit der Kurve; im ersten Punkt ist sie dennoch
als Tangente zu betrachten, denn sie schmiegt sich ja gut an die Kurve an.
Sogar auch dies ist noch keine entscheidende Eigenschaft, wenn wir sagen: Eine Tan-

gente tastet nur an, eine Sekante aber durchschneidet die Kurve. Denn z.B. die folgende
Gerade

i
/

schneidet im Augenblick des Anschmiegens die Kurve meuchlings durch. Aber sie
schmiegt sich dennoch tadellos sowohl an den unteren als auch an den oberen Ast
an; es liegt demnach kein Grund vor, sie nicht als Tangente zu betrachten.

Allein entscheidend ist, ob man zu der betreffenden Geraden beim Absprung von Se-
kanten gelangt, die durch immer naher benachbarte Punkte der Kurve gehen. In den
beiden letzten Fallen trifft das zu; ich bitte, dies durch Drehung des Lineals zu erpro-
ben.

Wollen wir also die Richtung einer Tangente bestimmen, so kénnen wir die mihe-
volle Kleinarbeit mit den sich immer mehr nahernden Sekanten im allgemeinen nicht
vermeiden.

Es fallt uns natiirlich gar nicht ein, die Drehung des Lineals als eine exakte Methode
zu betrachten. Ware es notwendig, die Richtung der Kurve genau zu kennen - etwa zur
Festsetzung irgendeiner prazisen GesetzmaBigkeit -, dann wiirden wir nicht wagen, mit
einem Resultat herauszuriicken, das durch die Drehung des Lineals erhalten wurde. Die
Prazisionsmethode kann nicht von der Zeichnung, sondern nur vom Rechnen erwartet
werden[]

Ich gehe von einem bestimmten Beispiel aus: Ich mochte den Verlauf der Funktion

verfolgen, die durch die Gleichung
2

y=x
angegeben wird. Wir wissen bereits, dass ihr Bild eine Parabel ist. Stellen wir nun
exakt fest, welche Richtung die Tangente dieser Parabel in dem Punkt besitzt, dessen
Abszisse 1 betragt. In diesem Punkt ist die Ordinate

unsere Parabel geht also durch den Punkt (1;1). Wir suchen die Richtung der Tangente
im Punkt (1;1). Das Bild der Kurve ist uns bereits wohlbekannt:

"Wer auf die Begriffe des Differentialquotienten und des Integrals nicht neugierig und der Kleinarbeit
Uberdriissig ist, der mag ausnahmsweise den folgenden Teil dieses Kapitels und das nichste Kapitel
liberschlagen.
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by

Wir wissen, was wir zu tun haben: Wir haben zunachst auf der Kurve zu dem Punkt
(1;1) benachbarte, immer naher beieinanderliegende Punkte zu wahlen. Dann ziehen
wir durch den Punkt (1;1) und jeden dieser benachbarten Punkte die Sekante und
stellen die Richtungen dieser Sekanten fest, z.B. in der Form eines Quotienten, durch
den die Steigung eines Eisenbahndammes ausgedriickt wird.

SchlieBlich beobachten wir, welcher Richtung sich diese Richtungen allmahlich nahern,
wenn sich die Sekanten dem Absprung néhern.

Wir werden die benachbarten Punkte so wahlen, dass wir vom Punkt (1;1) erst um 1
Einheit, dann um ein Zehntel, um ein Hundertstel, um ein Tausendstel der Einheit nach
rechts gehen usf, Die Abszissen der benachbarten Punkte werden also nacheinander

1+1=2 11; 1,01; 1,001

sein. Auch die Ordinaten dieser Punkte sind zu berechnen, und zwar, gemaB der Glei-
chung y = 22, durch Quadrieren.

Das wird leicht sein, denn 22 ist natiirlich 4, und wir wissen noch von der zweiten Zeile
des Pascalschen Dreiecks her (abgesehen von dem Komma und von den eingeschalteten
0-Ziffern; aber auch diese sind bereits vorgekommen), dass

1,12 =1,21; 1,01> =1,0201; 1,001*> = 1,002001;

ist.

Ich schicke noch etwas voraus, damit wir bei den wichtigeren Uberlegungen nicht von
der Kleinarbeit aufgehalten werden: Wir haben bereits sehr viel gekiirzt, und so wissen
wir, dass man den Zahler und den Nenner eines Bruches durch dieselbe Zahl dividieren

darf. Erhilt man aber z. B., indem man mit 2 kiirzt, 3 = 2, so ist auch umgekehrt:
36
4 8

Man darf also den Zahler und den Nenner auch multiplizieren mit derselben Zahl. Dabei
wird zwar die Form des Bruches weniger einfach, wir kénnen diese Regel aber unter
anderem dann gut gebrauchen, wenn in einem Bruch auch Dezimalbriiche auftreten,
wenn wir z.B. folgender unbequemen Division gegenlibergestellt werden:

0,21
0,1

Wir wissen bereits, dass sich ein Dezimalbruch mit 10 multiplizieren lasst, indem man
das Komma um eine Stelle nach rechts bringt. Da es iberfliissig ist, am Anfang einer

149



2.8 Geheimnisse aus der Werkstatte

ganzen Zahl eine 0 zu schreiben, erhalt man hier, wenn Zahler und Nenner mit 10
multipliziert werden,

0,21 2,1
= =21
0,1 1
Ebenso wird aus
0,0201
0,01
wenn man Zahler und Nenner mit 100 multipliziert,
0,0201 2,01
’ = =201
0,01 1

Nun kénnen wir uns an unsere Aufgabe wagen. Die Abszisse des Punktes, den wir
als ersten benachbarten Punkt ansehen wollen, ist 2, seine Ordinate 22 = 4. Durch
diesen Punkt (2;4) und den Ausgangspunkt (1;1) wird die erste Sekante gezogen
(linke Abbildung):

(2:4)

(%1
7

/ 7 2 s

Stellen wir zunachst die Richtung dieser Sekante fest. Vom Punkt (1;1) aus sind wir
um 1 Einheit nach rechts geschritten - soviel ist die Differenz der Abszissen - und
um 3 Einheiten aufwarts, denn um soviel ist die Ordinate des zweiten Punktes unserer
Ordinate lber den Kopf gewachsen, soviel betragt die Differenz der beiden Ordinaten.
Ich deute das in einer neuen Abbildung noch einmal verstarkt an. (Abbildung rechts
oben).

[~}

Hiernach ist die Steigung der ersten Sekante 3 : 1, d.h. % =3 =2+1 (ich habe guten
Grund, dies so zu schreiben).

Nehmen wir jetzt den folgenden benachbarten Punkt, bei dem = = 1,1 und, wie ich
im voraus berechnet habe, y = 1,12 = 1,21 ist; es handelt sich also um den Punkt
(1,1;1,21).

Versuche ich, durch diesen Punkt und durch unseren Anfangspunkt eine Sekante zu
ziehen und ihre Steigung wieder durch dicke Linien anzudeuten, so scheinen hier die
winzigen Strecken bereits zu verschmelzen:
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1 1
(41) {11,121)

= X

Um wieviel sind wir hier nach rechts gegangen? Um 0,1; denn soviel betragt gerade die
Differenz der Abszissen. Um wieviel ist die Ordinate des zweiten Punktes unserem Punkt
(1;1) dber den Kopf gewachsen? Um soviel, wie die Differenz der beiden Ordinaten
ausmacht, d.h. um 1,21 — 1 = 0,21 Einheiten. Die Steigung der zweiten Sekante ist

also
0,21

0,1

und ich habe bereits vorausgeschickt, dass diese Division 2,1 = 2 + % ergibt.

021:0,1  dh.

Gehen wir zum nachsten benachbarten Punkt iber, in dem = = 1,01 und - wie bereits
im voraus berechnet - y = 1,012 = 1,0201 ist, so ist eine noch viel stirkere Ver-
groBerung notig. Wir konnen uns aber vielleicht schon von der Zeichnung unabhangig
machen, denn aus dem Bisherigen ist ja bereits zu ersehen, dass immer die Differenz
der Ordinaten durch die Differenz der Abszissen zu dividieren ist.

Bei dem jetzt zu betrachtenden Punkt ist gegentiber dem urspriinglichen Punkt (1;1)
die Differenz der Ordinaten 1,0201 — 1 = 0,0201, und die Differenz der Abszissen
1,01 — 1 =0,01.

Folglich ist die Steigung der dritten Sekante

0,0201
0,01

0,0201:0,01  d.h.

und dieser Bruch - das habe ich vorausgeschickt - betragt 2,01 = 2 + ﬁ.

Ebenso konnen wir auch weitergehen; wir finden dann, dass die Quotienten aus den
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Ordinatendifferenzen und den Abszissendifferenzen - kurz: die Differenzenquotienten -,
welche die Steigungen solcher Sekanten angeben, die sich dem Absprung immer mehr
nahern, der Reihe nach

1 1 1
241, 24 —; 24 —; 24—
+ +10’ +100’ +1000’
betragen. Wir sahen bereits, dass die Folge
Aot
"107 1007 1000"

mit der Genauigkeit des Schokoladenbeispiels gegen 0 konvergiert; somit ist ganz ex-
akt 2 diejenige Zahl, der sich jene Steigungen immer mehr ndhern. Nun ist aber die
abspringende Sekante eben die Tangente.

Daher ist die Steigung der Tangente, die im Punkt (1;1) der Parabel gezogen wird,
gleich 2, d.h. % Auf Grund dieser Steigung lasst sich die Tangente auch zeichnen:

Yy

1/ 12

—7l x

Wird daneben mit Hilfe einer groBen Zahl von Zwischenwerten die Parabel gezeichnet,
so werden wir sehen, dass sie in der Tat von dieser Geraden berihrt wird:

¥

Wahrend wir also ungenau gezeichnet haben, ist uns als Nebenprodukt ein vollkommen
exaktes Rechnungsverfahren zur Bestimmung der Richtung einer Tangente in den SchoB
gefallen:

Wir haben auf der Kurve in der Nachbarschaft unseres Punktes einen anderen Punkt
anzunehmen, die Differenz der Ordinaten beider Punkte durch die Differenz der Ab-
szissen zu dividieren und zu beobachten, welchem Wert sich der so erhaltene Quotient
annahert, wenn der benachbarte Punkt immer naher an unseren Punkt heranriickt.

Derjenige bestimmte Wert, dem sich die Differenzenquotienten nahern, wird Differen-
tialquotient genannt. Der Differentialquotient ist also, wie ich es im voraus angekiindigt
habe, ein rechnerisches Prazisionsverfahren zur Bestimmung der Tangenten einer glat-
ten Kurve und damit zugleich zur Untersuchung des gesamten Verlaufs der Kurve.

In allen anderen Punkten lasst sich dieses Verfahren gleichermaBen anwenden: Ist die
Kurve glatt, so gibt es in jedem ihrer Punkte eine bestimmte Tangentenrichtung.
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Im Punkt (2;4), der hoher als (1;1) liegt, scheint die Parabel bereits steiler zu sein.
Werden die Differenzenquotienten in den zu

r=2+1;2,1;2,01;2,001; ...

gehorigen Punkten berechnet, die sich dem Punkt (2;4) immer mehr nahern, so erhilt
man der Reihe nach die Werte

1 1 1
4+1;, 44+ —; 44+ -—; 4+ —;
+h * 10’ i 100’ i 1000’
und in voller Genauigkeit ist 4 diejenige Zahl, welche von diesen Werten immer besser
angenahert wird. Die Steigung der Tangente im Punkt (2;4) ist daher 4 = %, und sie

ist tatsachlich groBer als die Steigung 2 = % der Tangente im Punkt (1;1).

Ebenso zeigt man, dass in dem Punkt der Parabel, der zu x = 3 gehort, die Steigung
der Tangente 6 betragt; in dem Punkt, der zu x = 4 gehort, 8; und allgemein in allen
Punkten der Parabel doppelt soviel wie die Abszisse des betreffenden Punktes. Dieser
Sachverhalt wird so ausgedriickt: Der Differentialquotient der Funktion

y==x
- was auch der Wert von z sei -, betragt
2x.

Damit ist der ganze Verlauf der Parabel tatsachlich in unseren Handen.

Um einen bestimmten Ausgangspunkt zu erhalten, lesen wir noch das eine aus der
Funktionsgleichung ab, dass die Parabel durch den Nullpunkt geht. Ist namlich x = 0,
so ist y = 22 = 02 = 0.

Alles weitere verrat bereits der Differentialquotient.

Ist z.B. x irgendeine negative Zahl, so ist das Zweifache, 2z, ebenfalls negativ; die
Steigung der Tangente ist also negativ. In einem solchen Punkt muss die Tangente
fallen und damit zugleich auch die Kurve, an die sie sich schmiegt.

Ist dagegen x positiv, so ist auch das Doppelte positiv: In einem solchen Punkt steigt
die Kurve. Ist x = 0, so ist das Zweifache, 2x, auch gleich 0. Im Nullpunkt hat also die
Kurve eine Tangente mit der Steigung 0; ein Gefélle mit der Steigung O ist aber der
horizontale Weg, hier die x-Achse selbst.

Nimmt der absolute Wert von x zu, so wird auch das Doppelte immer groBer und damit
auch die Steilheit der Tangente.

Hieraus ergibt sich von der Kurve das folgende Bild: Links vom Nullpunkt fallt die
Kurve, im Nullpunkt wird sie fiir einen Augenblick horizontal, sie schmiegt sich an die
x-Achse an, rechts davon steigt sie dann. Demnach hat sie ihren tiefsten Punkt im
Nullpunkt, und wahrend sie sich von dort entfernt, werden ihre beiden Schenkel immer
steiler. - Alles das haben wir von unserer Parabel bereits gewusst; im Falle einer weniger
bekannten Funktion hatte uns der Differentialquotient dariiber aufgeklart.
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Aber auch unser Wissen (iber die Parabel wird durch die Kenntnis des Differentialquo-
tienten verscharft: Von der Produktfunktion

2z

haben wir bereits bei der Zeichnung der ersten Fieberkurven festgestellt, dass ihr Bild
eine Gerade ist (das ist auch natirlich, da sie ersten Grades ist); folglich nimmt diese
Funktion gleichmaBig zu.

Wenngleich daher die Steilheit der Parabel vom Nullpunkt aus nach beiden Seiten stets
zunimmt, so geschieht dies doch nicht hastig, nicht immer stiirmischer, sondern schon
gleichmaBig.

Natirlich kann die Parabel auch Positionen einnehmen, die von der gewohnten Lage

Y

und in solchen Fallen kann es bereits problematisch sein, wo ihr tiefster bzw. hochster
Punkt liegt. Der Differentialquotient tastet dies sofort ab, denn die Tangente der Pa-
rabel wird ja auch jetzt in einem solchen Punkt horizontal.

abweichen: z. B.:

Das Aufsuchen solcher tiefsten oder hochsten Punkte, oder - in die Sprache der Funk-
tionen lbersetzt - die Bestimmung des Minimums bzw. des Maximums einer Funktion,
ermoglicht die mannigfaltigsten Anwendungen.

Angenommen, wir wollen aus einem quadratférmigen Blatt eine Schachtel anfertigen,
indem wir. an seinen vier Ecken je ein kleines Quadrat ausschneiden und die verstiim-
melten Teile aufwarts richten:

/4 %

\—

Die Frage ist, wie groB die auszuschneidenden Stiicke sein miissen, wenn man eine
Schachtel von maximaler Aufnahmefahigkeit erhalten will.

Die Seite des kleinen Quadrats ist unbekannt, darum werde sie x genannt. Es ist eine
sehr leichte Aufgabe festzustellen, wie der Rauminhalt der Schachtel von der Wahl des
x abhangt. Soviel ist sicher, dass dann, wenn x klein ist, d.h., wenn kleine Quadrate
abgeschnitten werden, die Schachtel zwar breit und lang, aber niedrig ausfallt.

%,

Wenn man dagegen groBe Quadrate ausschneidet, d. h., wenn eine kleinere Grundfla-
che lbrigbleibt, dann wird die Schachtel héher, aber auch enger. x darf daher weder
zu klein noch zu groB gewahlt werden; der richtige Wert ist irgendwo in der Mitte zu
suchen.
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Der Differentialquotient tastet ganz genau ab, dass man eine Schachtel mit maximalem
Rauminhalt dann erhalt, wenn die Seite des kleinen Quadrats genau den sechsten Teil
des groBen Quadrates ausmacht.

Eine Kugel kam geflogen; ich hatte aber wissen konnen, ob sie mir gilt oder dir; denn der
Differentialquotient gibt genau an, welche Bahn ein weggeschleuderter Korper durch-
laufen wird. Und es gibt noch zahllose Anwendungen.

Untersuchen wir noch einen solchen Fall, in dem die Kurve der Funktion nicht eine so
gute Bekannte von uns ist wie die Parabel. Ganz wie vorhin kann man, durch Berech-
nung von Differenzenquotienten feststellen, dass in einem jeden Punkt der Funktion,

die durch die Gleichung
3

y=1
angegeben wird, die Steigung der Tangente 3 mal soviel betragt wie das Quadrat der
Abszisse des betreffenden Punktes, d.h., der Differentialquotient dieser Funktion ist

322

Was lasst sich daraus entnehmen?
Um eine Ausgangsstelle zu erhalten, entnehmen wir auch hier der Funktion selbst, dass,

wenn z =0, auch y = 0> = 0
ist. Folglich geht auch diese Kurve durch den Nullpunkt.

Nun lassen wir den Differentialquotienten zu Worte kommen.

An diesem fallt jetzt auf, dass in ihm das Quadrat von x auftritt (sein eigenes Bild ist
eine Parabel). Daraus lassen sich gleich zwei Schlussfolgerungen ziehen:

Die eine besteht darin, dass bei der Kurve der Funktion y = 22 bereits keine Rede von
einer gleichmaBigen Zunahme der Steigung sein kann. Wahrend sie sich vom Nullpunkt
entfernt, nimmt ihre Steigung immer stiirmischer zu.

Die andere Schlussfolgerung ist, dass - gleichgiiltig, ob positive oder negative Abszissen
betrachtet werden - 22 in jedem Falle positiv ist; demnach steigt die Tangente - und
zugleich auch die Kurve - sowohl links als auch rechts vom Nullpunkt.

Da die Kurve durch den Nullpunkt geht, kann sie links davon nur dadurch steigen,
dass die Funktionswerte hier tiefer als O liegen, also die Kurve unterhalb der x-Achse
verlauft. Hinter dem Nullpunkt steigt die Kurve (iber diese Hohe. Somit wird sie im
Nullpunkt von der x-Achse geschnitten. Jedoch

wenn z = 0 ist, soist 322 =3-02=0

daher ist die Steigung der Tangente im Nullpunkt 0, d. h., hier ist die Tangente horizon-
tal. Die horizontale Linie durch den Nullpunkt ist wiederum die z-Achse selbst. Folglich
bertuhrt die 2-Achse unsere Kurve dort, wo sie diese auch durchschneidet, namlich im
Nullpunkt.

Wahrend sich die Kurve diesem Punkt nadhert, wird ihre Steigung immer gelinder; hier
rastet sie fiir einen Augenblick. Zu neuen Kraften gekommen, beginnt sie dann wieder
zu steigen, erst nur langsam, doch bald immer kiihner.

Hiernach gewinnen wir etwa das folgende Bild von der Kurve:
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Stellen wir jetzt die Funktion y = 2® direkt dar.

Ist 2 =0, soist y = 03 = 0,
Ist v =1, s0ist y =13 =1,
Ist z =2, soist y = 23 =8,
Ist 2 = —1,soist y = (—1)% = —1,
Ist z = —2, so ist y = (—2)% = —8.

Berechnen wir noch die Werte fiir einige Zwischenstellen:

Zur Darstellung von é ware aber bereits ein Punkt, den man mit dem Bleistift setzt,
zu hoch. In unserer Zeichnung hat es darum den Anschein, als ob sich die Kurve bereits
hier an die z-Achse anschmiege (eine feinere Untersuchung des Differentialquotienten
verrat auch dieses starkere Anschmiegen).

Wir haben also in den Punkten 0, % 1, 2 der Reihe nach 0, %, 1 ,8 Einheiten aufwarts
und in den Punkten —%, -1, -2 der Reihe nach —%, -1, -8 Einheiten abwarts zu messen:

4 Dies ist tatsachlich das Bild, das der Differentialquotient im
voraus gespurt hat. Auch an den Zwischenstellen kann nicht
die geringste Entgleisung vorkommen, denn der Differential-
quotient hatte auch diese verraten. Er splrt natiirlich nicht
nur das beildufige Bild, sondern tastet in jedem Punkt die

S CEARE: x Richtung der Kurve in voller Genauigkeit ab.

Kein Wunder, dass die Mathematiker fiir alle Funktionen,
e die in Frage kommen, die entsprechenden Differentialquoti-
enten bestimmt und mit diesen soviel gearbeitet haben, dass
sie diese hin und zuriick flieBend hersagen kénnen.

Und wendet sich der Physiker um eine Funktion an die Requisitenkammer der Mathe-
matik, so tberreicht ihm der Mathematiker zusammen mit der Funktion auch gleich
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den Differentialquotienten, gewissermaBen als eine genaue Gebrauchsanweisung,

2.9 Halten die Kleinen zusammen, so bringen sie es weit

Wir haben im Leben bereits mit so vielen Multiplikationen zu tun gehabt, dass wir das
Einmaleins hin und zuriick auswendig wissen. So erkennen wir auch die Ergebnisse der
umgekehrten Operationen in einem Moment, z.B. dass 5 diejenige Zahl ist, die mit 4
multipliziert 20 ergibt.

Der Mathematiker kann auch die Differentialquotienten der gebrauchlichen Funktionen
hin und zuriick hersagen; er erkennt sie daher auch sofort, wenn sie ihm unter die Augen
kommen. Spricht jemand lber die Funktion 2x, so wird jetzt auch uns gleich einfallen,
dass dieses 2x uns irgendwoher bekannt ist. Woher denn nur? -

Richtig; das war der Differentialquotient der Funktion y = z2.

Auch hier kann man also von einer Umkehrung der Operation sprechen: Wenn eine
Funktion gegeben ist, so kann man danach fragen, ob eine andere Funktion existiert,
deren Differentialquotient eben die gegebene ist, und wenn es eine solche gibt, welche
es ist.

Falls eine solche Funktion existiert, wird sie das Integral der gegebenen Funktion ge-

nannt; z.B. ist das Integral von 2z die Funktion y = 2.

Auch hier gibt es Kunstgriffe, wie bei der Losung von Gleichungen, mit deren Hilfe die
gesuchte Funktion leichter erraten werden kann, wenn man sie nicht sofort erkennt. Es
sei z.B. 22 die gegebene Funktion. Sie erinnert sehr an 322, von der wir bereits wissen,
dass sie der Differentialquotient jener Funktion ist, die durch die Gleichung y = 23
angegeben wird.

Nur ist unser x? - was immer auch z sei - gerade ein Drittel von 322. So wird es
vermutlich der Differentialquotient des Drittels von 23, d. h. der Funktion

2

yzg

sein. Man beweist leicht, dass dies tatsachlich zutrifft.

Jedoch helfen die Kunstgriffe in den meisten Fallen nicht; es ist eine allgemeinere Me-
thode erforderlich. Und es gibt noch einen Fehler in der vorigen Methode des Erratens:
Der Differentialquotient konnte nicht verraten, dass z.B. die Kurve der Funktion y = 22
durch den Nullpunkt geht; das musste seinerzeit aus der Funktion selbst herausgelesen
werden. Wie konnen wir dann denken, dass der Differentialquotient allein zur vollstan-
digen Rekonstruktion der Kurve genligen wird?

Tatsachlich gentigt er dazu nicht vollkommen; man kann dies sofort einsehen: Wir
schieben etwa unsere Parabel z. B. um 1 Einheit hoher:
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Es ist klar, dass sich die Form der Kurve durch das bloBe Hinaufschieben nicht verandert;
ihre Steilheit bleibt in jedem Punkt dieselbe. Folglich ist auch ihr Differentialquotient
derselbe. Die Gleichung der Kurve hat sich aber dennoch verandert, denn die Ordinate
eines jeden Punktes ist um 1 groBer geworden. Demnach hat sich jenes y, das bisher
gleich 22 war, zu 22 + 1 erhoht. Die Gleichung der hinaufgeschobenen Parabel ist also

y=a’+1

Nur aus der Kenntnis der jeweiligen Richtung der Kurve, d.h. nur aus dem Differen-
tialquotienten, kann man noch nicht ersehen, ob es sich um diese Funktion handelt
oder um die alte oder um eine der zahllosen Funktionen, die durch das Herauf- und
Herunterschieben unserer Parabel zustande kommen. Insofern ist unsere Aufgabe noch
unbestimmt.

Gibt man aber auch nur einen einzigen Punkt der gesuchten Kurve an, so wird sie
bereits bestimmt: Wird z. B. als "Anfangswert" angegeben, dass die Kurve durch den
Nullpunkt geht, so kann diese bei dem gegebenen Differentialquotienten nur unsere
urspriingliche Parabel sein. Dies wird sich im folgenden herausstellen. Ich will die allge-
meine Methode an der Parabel demonstrieren:

Nehmen wir an, wir hatten das Integral der Funktion 2x nicht erkannt. Gesucht wird
eine Kurve, tiber die wir nur soviel wissen, dass sie durch den Nullpunkt geht und dass
die Steigung ihrer Tangente in jedem Punkt 2z betragt.

Ich beginne auch hier mit der Zeichnung, aber das Ziel ist das Erforschen einer Prazi-
sionsmethode.

Teilen wir zuerst die x-Achse in Intervalle, die je eine Einheit betragen, und ziehen wir
von den Teilpunkten aus vertikale Linien fiir die vorlaufig noch unbekannten Ordinaten:

y

- X

-4 =3 -2 =1 o +1 +2 +3 +4

Wir wissen, dass im Punkt z = 0 der Kurve auch y = 0 ist. Hier beginnen wir, die
Kurve - natirlich nur annahernd - zu zeichnen!
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Der Grundgedanke der Zeichnung ist, dass sich die Kurve fiir ein Weilchen an die Tan-
gente schmiegt; die Tangente kann in einer kleinen Entfernung vom Beriihrungspunkt
die Kurve noch gut vertreten. Ich betrachte jetzt den Abstand von je zwei vertikalen
Linien als eine solche kleine Entfernung.

Ich zeichne also erst jene Tangente, die zum Nullpunkt gehort, und nehme an, dass
diese nach rechts ganz bis zu der vertikalen Linie im Punkt 41, nach links ganz bis zu
der Linie im Punkt -1 unsere gesuchte Kurve reprasentiert.

Die beiden Punkte, zu denen ich so gelange, betrachte ich als diejenigen Punkte der
Kurve, de zu x = +1 bzw. x = —1 gehdren, und zeichne von hier aus die entsprechen-
den Tangenten bis zu den nachsten vertikalen Linien.

Die so erhaltenen Punkte betrachte ich als diejenigen Punkte der Kurve, die z = +2
bzw. x = —2 gehoren, und zeichne die zu diesen Werten gehoérigen Tangenten bis zu
den nachsten Vertikalen, usf.

Die Tangenten werden natiirlich immer auf Grund der gegebenen Steigung gezeichnet.
Im Punkt © = 0 betragt diese 2z =2 -0 =0,

im Punkt z =1: 22 =2-1 =2,

und wir wissen, dass die Produktfunktion gleichmaBig zunimmt.

Somit wird die Steigung in den einander in gleichen Abstanden folgenden Punkten
immer um 2 groBer, d.h. von x = 1 an der Reihe nach 2, 4, 6, 8,...; analog nach links
von 0 nacheinander —2, —4, —6, ... Demnach ist die Steigung der Tangente

in den Punkten 0 1 2 -1 -2
der Reihenach 0 2 4 -2 -4

Natirlich wissen wir auch, dass man z.B. bei der Steigung 2, d.h. der Steigung % um

1 Einheit nach rechts und um 2 Einheiten aufwarts zu gehen hat, und dhnlich bedeutet
die Steigung -2, dass man nach links 1 Einheit und aufwarts ebenfalls wieder 2 Einheiten
zuriicklegen muss.

So geht man z.B. in den Punkten +1 und -1 die gleiche Strecke aufwarts.

Dies zeigt, dass die Zeichnung symmetrisch sein wird; es geniigt, wenn wir die rechte
Halfte genau zeichnen, die linke lasst sich dann einfach nachzeichnen. Nun kénnen wir
an die Zeichnung herangehen. Die Steigung 0 im Nullpunkt bedeutet, dass der Weg
horizontal ist, wir gehen also horizontal bis zum Punkt 1. Von da an schreiten wir bis
zur nachsten vertikalen Linie mit der Steigung 2 = % weiter, und von hier aus fiihrt
unser Weg mit der Steigung 4 = % weiter:

So entsteht ein noch ziemlich rohes Bild der Parabel.

Kontrollieren wir nun mit einer Rechnung die Genauigkeit unseres Ergebnisses. Dabei
wollen wir uns auf den Punkt 2 = 3 beschranken. Wir berechnen, wie groB die Ordinate
der Kurve y = 22: in diesem Punkt ist:

Im Punkt 2 = 3 ist y = 32 = 0.
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-3 =2 =t 0 1 2 3

Natiirlich diirfen wir jetzt noch nicht wissen, dass es sich um die Funktion y = 22

handelt. Da wir es aber insgeheim doch wissen, kann uns das als MaB fiir die Genauigkeit
unserer Zeichnung dienen: Wir werden nachsehen, um wieviel die zu x = 3 gehorige
Ordinate unserer stiickhaften Kurve von dem Wert 9 abweicht.

Die Zeichnung zeigt, dass wir uns zu der betreffenden Ordinate allmahlich erhoben
haben, indem sich alle Steigungen zusammensetzen, die vom Nullpunkt an bis hierher
eingetragen worden sind; es ist also

y=0+2+4=6=9-3

3 Einheiten Differenz bedeuten noch eine ziemlich groBe Abweichung. Verdichten wir
nun die Teilungspunkte, indem wir in Abstanden von je % Einheit vertikale Linien ziehen:

13

—3-2] 211 1 - 122
3-2p-2-1}1-Lol § 111223

Die Steigung der Tangente im Nullpunkt ist wiederum 0 (diese Tangente ist -horizontal).
Im Punkt z = % ist

2 —=92.-—1
o 2

und in gleichen Abstanden nimmt die Steigung gleichmaBig zu; folglich wird sie jetzt
in den aufeinanderfolgenden Teilungspunkten immer um 1 groBer.
Die Steigung der Tangente ist daher

in den Punkten 0
der Reihen nach 0

1 1 1 1
111 2 2! 1 -1 2 2l
2 3 45 -1 2 -3 -4 5

DN |[—

1
2
1

Ehe wir die Zeichnung beginnen, miissen wir noch etwas bedenken: Im Punkt 0 ist die
Steigung 0; von hier aus haben wir horizontal bis zum Punkt % zu gehen. Bis dahin
stimmt alles.

Aber im Punkt % ist die Steigung 1, d.h. % und von da aus miissten wir um 1 Einheit
nach rechts schreiten und um 1 Einheit aufwarts.
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Nun haben wir aber unsere vertikalen Linien nicht darum in Abstanden von je % Einheit
gezogen, damit wir jetzt wieder um eine ganze Einheit nach rechts gehen. Wir brauchen
nur zu (berlegen: Wenn die Steigung eines Eisenbahndammes % ist, d.h. wenn er um
1 Meter steigt, wahrend wir neben ihm horizontal 1 Meter zuriicklegen, so wird der
Damm, wenn wir nur % Meter neben ihm zuriicklegen, um % Meter steigen:

o

I
Ebenso gilt fiir einen Damm von der Steigung 2 = % dass er, wenn wir nicht 1, sondern
nur % Meter neben ihm zuriicklegen, nicht um 2, sondern nur um 1 Meter hoher steigt:

i

Schreiten wir also in Schritten von je % Einheit weiter, so haben wir immer um die

Halfte der vorhin berechneten Steigungen aufwarts zu gehen, so z. B. von 0 nach
rechts fortschreitend in den Punkten O, % 1, 1%, 2, 2% statt um 0, 1, 2, 3, 4, 5 der
Reihe nach um 0, 1, 1, 13, 2, 25 Einheiten. Jetzt hindert uns nichts mehr daran, die

Zeichnung anzufertigen:

Diese Linie ist schon fast zu einer Parabel ausgeglattet, nur deutet sie noch das An-
schmiegen an die z-Achse etwas tibertrieben an.

Berechnen wir wieder den Wert der zu x = 3 gehorigen Ordinate. Diese setzt sich hier
nicht aus den Steigungen selbst zwischen 0 und 3 zusammen, sondern aus % mal so
groBen Werten. Es wird besser sein, diese, anstatt in der berechneten Form

1.1 1
1,1-,2,2-

0. =
"2 2 2
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wieder in der Form

L 0 L 1 L 2 L 3 L 4 L 5)
2 72 72 72 72 72
zu schreiben. So ergibt sich hier
1 1 1 1 1 1
y=5-0+5-1+5-2+--3+--4+--5

2 2 2 2 2 2

% -0 ist gleich 0, kann also weggelassen werden.
Sind alle Glieder % mal zu nehmen, so ist es einfacher, sie erst zu addieren und dann
das Ergebnis. zu halbieren:

1
y:(1+2+3+4+5)-§

So hat man in den Klammern lediglich ganze Zahlen zu addieren, und auch dieses lasst
sich noch vereinfachen, und zwar nach dem Verfahren meiner Schilerin Suschen: Man
kann statt der Bildung der Summe aus den ersten fiinf Zahlen ihre "Mitte", die 3,5
mal nehmen; das ergibt 15. Dieses Ergebnis ist nun % mal zu nehmen, wir erhalten also
12—5. Wiirde zu 15 noch 3 addiert, so ergabe sich 18, das Doppelte von 9. Demnach ist
schlieBlich

Die entsprechende Ordinate der vorigen Kurve unterscheidet sich noch um 3 von 9,

diese Ordinate bereits nur um %

Wahrend sich unsere stiickhaften Kurven allmahlich ausglatten - was wegen unserer
unzulanglichen Mittel natirlich nur ein sehr ungenaues Resultat ergeben kann - fallt uns
als Nebenertrag auch ein Verfahren zur Berechnung der zu x = 3 gehérigen Ordinate
in die Hande, das sich beliebig verfeinern lasst.

Es ist klar, dass bei einer weiteren Teilung der x-Achse zu je i Einheiten die Steigung

im Nullpunkt wieder 0, im Punkt i dagegen
2 2 L 2 kirzt L
r=2--=- ekirzt —
11 ® 2

sein wird; sie nimmt also in gleichen Abstanden immer um L. Folglich ist hier vom

2
Nullpunkt an die Steigung der Tangente in den Punkten

11 3 1 11 13 1 9l 93
o+ 1 3 1 1l 1l 13 2 21 2l 93
0 I 2 3 £ 35 6 7 § 9 10 I

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Da wir hier immer um % Einheit nach rechts gehen wollen, ist auch aufwarts je i von
dem angegebenen Wert der Steigung abzutragen; denn wird neben einem steigenden
Damm i eines Weges horizontal zuriickgelegt, so erhebt sich der Damm auch nur i
mal so hoch wie bei dem ganzen Weg.

Aus diesen Vierteln wird unser y zusammengesetzt, bis wir zu dem Punkt x = 3

gelangen:

_1
4
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2

11
2
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% -0 ist natirlich 0 und konnte daher weggelassen werden. Hier ist jedes Glied mit i
zu multiplizieren, d. h., man muss eigentlich durch 4 dividieren, und der Nenner eines
jeden Gliedes deutet auBerdem noch eine Division durch 2 an.

Wir wissen bereits, dass wir, wenn irgend etwas durch 4 und dann durch 2 dividiert
wird, das gleiche Ergebnis erhalten, als wenn auf einmal durch 4 - 2 = 8 dividiert wird;
auBerdem kann man die Dividenden wieder zuerst addieren und dann das Resultat durch
8 dividieren. Folglich ist

1
y=(1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11)

Im Falle so vieler Glieder ist es schon hochst willkommen, dass uns die Methode Su-

schens zu Gebote steht: Wir brauchen nur die mittlere der Zahlen, die in der Summe

auftreten, d.h. die 6, 11mal zu nehmen; das ergibt 66, und dies durch 8 dividiert %.

Zu 66 musste noch 6 addiert werden, um Er das Achtfache von 9, zu erreichen. Es ist
I

70 66 T2 6 6

S f_ T _9__
Y=g 78 3 8

g |asst sich noch mit 2 kiirzen, so wird

—9_"°
Y A

In dieser Verfeinerung fehlt bis 9 nur noch %.

Zu diesem Resultat sind wir bereits ohne Zeichnung gelangt, indem wir jedoch stets
daran dachten, was in der Zeichnung zu tun ware. Fortsetzen konnen wir diese Methode
nun schon, ohne an irgendeine Zeichnung zu denken. Der nachste Schritt ware, die -
Achse von 0 bis 3 in Achtel zu teilen. Dabei wiirde sich die Steigung in den Teilpunkten

der Reihe nach um
oy g L _2_1
T8 T8 T 1

Einheiten vermehren. Die Steigungen in diesen Punkten waren also:

0 1 2 3 4 5
Y 47 47 47 47 4’ A
diese Zahlen missten nacheinander mit der Lange % der Abstande multipliziert und
dann addiert werden, und zwar bis zum Punkt x = 3. Das Resultat ware
3
—9_"
Y 8
Man sieht nun leicht ein, dass sich dieses Verfahren in der gleichen Weise beliebig weit
fortsetzen lasst. Die Folge

9 g oo

3
3. =
Y 27

A~ w
ol W

konvergiert aber gegen 0 (werden 3 Torten unter immer mehr Menschen gleich verteilt,
so fallt auf je einen von ihnen ein Stiick von immer mehr verschwindender GroBe).
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Es ist also in voller Genauigkeit 9 jene Zahl, die von den zu x = 3 gehorigen Ordinaten
unserer sich immer mehr ausglattenden Kurve immer genauer angenahert wird; 9, d.h.
32, also der Wert der Funktion y = 2 im Punkt 2 = 3.

In gleicher Weise beweist man, dass die Ordinaten unserer Kurven im Punkt z = 1
gegen 1 = 12, im Punkt x = 2 gegen 4 = 22, im Punkt z = 4 gegen 16 = 42,
allgemein in einem beliebigen Punkt gegen das Quadrat der Abszisse des betreffenden
Punktes, d.h. gegen 2% konvergieren. Unsere stiickhaften Kurven glitten sich also zu

der Parabel
2

y=x
aus. In der Funktionensprache ausgedriickt: Wird auch nur ein einziger Anfangswert
angegeben, so kann man aus der Funktion

2z

die Funktion rekonstruieren, deren Differentialquotient die gegebene Funktion ist.

Zugleich haben wir uns auch die gesuchte Prazisionsmethode verschafft: Man hat die
z-Achse von dem gegebenen bis zu dem betrachteten Punkt (bei uns von 0 bis 3)
in Intervalle zu teilen, die Lange der Intervalle mit denjenigen Werten der gegebenen
Funktion, die sie in den Teilpunkten annimmt, zu multiplizieren und alle diese Produkte
zu addieren.

Auf diese Weise erhalt man sogenannte "Naherungssummen". Wird die Teilung immer
mehr verdichtet, so konvergieren diese Summen gegen den Wert des Integrals in dem
betrachteten Punkt.

Ich muss gestehen, dass dies in den meisten Fallen mit viel Miihe verbunden ist; nun
ja, die umgekehrten Operationen bedeuten eine saure Arbeit.

Die Naherungssummen koénnen auch durch Flachen veranschaulicht werden. Es ist ja ein
jedes Glied einer beliebigen Naherungssumme je ein Produkt: Die Lange des Intervalls
wird mit je einem Wert der gegebenen Funktion multipliziert.

Nun wissen wir aber, dass sich ein Produkt durch die Flache eines Rechtecks ver-
anschaulichen lasst, in dem zwei benachbarte Seiten der GroBe der beiden Faktoren
entsprechen. So ergibt jedes Glied der Naherungssumme je ein Rechteck, und die ganze
Summe kann veranschaulicht werden, indem diese Rechtecke schon aneinandergefiigt
werden.

Versuchen wir es nur. Unsere erste Summe war:
0+2+4

Hier sind die Produkte nicht zu sehen; in diesem Falle betrug aber die Lange der
Intervalle je 1 Einheit. Diese Summe kann also in folgender Form geschrieben werden:

1-0+1-2+1-4

Jetzt konnen wir sie bereits darstellen:
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(1-0 darf als ein Rechteck betrachtet werden, dessen Lange sich von 0 bis 1 erstreckt
und dessen Hohe 0 betragt; das ist natiirlich nur ein horizontales Linienstiick.)

Unsere zweite Naherungssumme war:

1 1 1 1 1 1
- Zo1l4Z.24 2. 44 =
5 0+2 —|-2 —|—2 3+2 +2 )

Dazu gehort das folgende Bild
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Unsere dritte Naherungssumme bestand bereits aus 12 Gliedern:

1
~L0+

11 13 14 15 16 17 18
4 4 2

2+ 10 1 11
2

L1

4 2 4 2
Dies ist mit einer nochmaligen Halbierung der Einheit leicht darzustellen; zum Eintragen
der Zahlen ist hier allerdings kein Platz mehr, ich zeichne nur:

+

1 9
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Man sieht, dass diese Treppenfiguren sich der Flache eines rechtwinkligen Dreiecks
immer mehr annahern. Ich meine jenes Dreieck, das in jeder Abbildung unter die ge-
strichelt gezeichnete Gerade fallt. Es tritt namlich in jeder Abbildung dieselbe Gerade
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auf:

An der ersten Figur ist noch leicht abzulesen, dass ihre Steigung
2:1

ist, und man kann leicht nachpriifen, dass die Geraden in den beiden anderen Figuren
die gleiche Steigung besitzen. Unlangst habe ich darum gebeten, diese Gerade wieder-
zuerkennen:

Die Gerade mit der Steigung 2 : 1 durch den Nullpunkt hatte die Gleichung

y =2

Das ist aber gerade unsere gegebene Funktion! |hr Bild ist diese Gerade!

Die Naherungssummen nahern sich also gerade nach der Flache unter dem Bild der
gegebenen Funktion, und zwar immer genauer. Wie schade, dass wir dies nicht von
vornherein wussten; der Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks lasst sich ja sehr
leicht berechnen! -

Man hat nur die Katheten miteinander zu multiplizieren und das Ergebnis zu halbieren.
Die horizontale Kathete ist das Stiick bis zum betrachteten Punkt z = 3, sie betragt
also 3 Einheiten; die vertikale soll berechnet werden:

Ist x =3,s0isty=2x=2-3=6
die andere Kathete betragt daher 6 Einheiten:

o/

2

7 .
e ——
3

Demnach betragt der Flacheninhalt des Dreiecks
8.6 _18
2 2

Einheiten, und das stimmt tatsachlich mit jenem Resultat tberein, das wir vorhin auf
einem so mihsamen Wege erhalten haben.

9

So kann die Flachenberechnung der Integralrechnung zu Hilfe kommen. Aber dies war
kein Zufall: Wenn es sich nur nicht um eine allzu unbandige Funktion handelt (wie z. B.
die unablassig zwischen 0 und 1 hin- und herspringende Dirichletsche Funktion, wobei
es den Naherungssummen gar nicht einfallt zu konvergieren), also im Fall einer norma-
leren Funktion, lassen sich die Naherungssummen immer durch solche Treppenfiguren
darstellen.
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[Kurve der gegebensn
Funktion
/!
=X
Anfangspunk! betrachiteter Punk!

und diese nahern die Flache unter der Kurve der gegebenen Funktion, vom Anfangs-
punkt bis zu dem betrachteten Punkt, mit der Genauigkeit des Schokoladenbeispiels
an, wenn die Teilung unbegrenzt verdichtet wird. Flache unter einer Kurve und Integral:
Beides bedeutet dasselbe, nur in verschiedenen Formulierungen. Umgekehrt hat aber
die Flachenberechnung noch viel mehr der Integralrechnung zu danken.

Den Flacheninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks konnen wir berechnen, und wir wissen
auch, dass sich jedes andere Dreieck in rechtwinklige Dreiecke und jedes Vieleck in
Dreiecke zerlegen lasst. Folglich ist es kein Problem, den Flacheninhalt von solchen
Figuren zu berechnen, die von Geraden begrenzt werden.

Im groBen und ganzen haben wir uns bereits auch daran gewohnt, dass sich der Fla-
cheninhalt des Kreises mit Hilfe immer dichter hineingedrangter Dreiecke berechnen
lasst. Wie kann man aber allgemein eine Flache berechnen, die von krummen Linien
begrenzt wird?

Eine solche Flache kann durch Geraden so zerlegt werden, dass sich jedes Stiick mit

seiner geraden Seite auf die x-Achse legen lasst:

N D
et R T

und wir berechnen dann den Flacheninhalt der einzelnen Teile fiir sich. Die Berechnung
einer solchen Flache, die unter einer Kurve liegt, ist aber bereits eine Aufgabe der
Integralrechnung. Es kann vorkommen, dass man es hier gerade mit einem Integral zu
tun hat, das sich leicht erraten lasst, und dann kénnen wir in einem Augenblick sagen,
wie groB die Flache ist.

Wir haben z.B. bereits erraten, dass das Integral von 22 die Funktion

Y= 3
ist, oder richtiger, dass unter den vielen als Integral in Betracht kommenden Funktionen
eben diese Funktion diejenige ist, die durch den Nullpunkt geht, da
fire=0 £ =%=0ist

Daraus konnen wir sofort die Flache unter der Parabel mit der Gleichung

y =
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berechnen. Sie betragt z. B. bis zum Punkt x = 1 so viel, wie der Wert des Integrals
an der Stelle z = 1 ist, also

2 . .
% = % Flacheneinheiten.

Folglich ist die schraffierte Flache, die offenbar nur einen Teil des Einheitsquadrats
einnimmt, genau einem Drittel dieses Quadrats gleich:

Ay

Wen interessiert es denn, wie groB die Flache ist, die auBerhalb der Parabel liegt?
Diese Frage mag ohne Interesse sein, doch es lasst sich daraus sogleich die Flache
zwischen den Parabelschenkeln bis zu einer beliebigen Hohe berechnen. Liegt z.B. der
dritte Teil des vorhin betrachteten Einheitsquadrates auBen, so liegen zwei Drittel davon
innen. Wird noch das linke Spiegelbild hinzugenommen, so errechnet man als Inhalt des
in der folgenden Abbildung schraffierten Flachenstiickes:

2 4

1
2. 3 = 3 = 1§ Einheiten

Ich mochte noch einmal die Aufmerksamkeit auf die vielen kleinen Rechtecke lenken,
von denen die Flache angenahert wurde:

|

Indem wir die Teilung verdichten, werden unsere Rechtecke immer schmaler; es konver-
giert die Flache eines jeden Rechtecks notwendigerweise gegen 0, im Sinne der schon
fast zum Uberdruss erwahnten, in viele Stiicke geteilten Torte.
Und diese sich zu 0 verengenden Streifen néhern insgesamt doch eine von 0 verschiedene
bestimmte Fldche an. Diese braucht nicht einmal klein zu sein:

Der Inhalt des hier behandelten Dreiecks betrug z.B. 9 Einheiten. Ja, die Rechtecke
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vermehren sich eben auch in demselben MaBe, in dem sie sich verdiinnen, und halten
die Kleinen zusammen, so bringen sie es weit.

Die Aufeinanderlagerung hauchdiinner Sandschichten verschiittet mit der Zeit sogar die
Pyramiden; viele kleine Menschen denken sich etwas, und auf einmal macht die Welt
eine groBe Wendung. Soviel bewirkt die "Integration" der kleinen Wirkungen.
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3 Selbstkritik der reinen Vernunft

3.1 Und doch gibt es eine Mannigfaltigkeit von
mathematischen Welten

Es gibt kaum einen bekannten Mathematiker, dem nicht einmal irgendein geheim-
nisvoller Fremder ein kiirzeres oder langeres Schriftstiick als seinen teuersten Schatz
anvertraut hat, worin die Quadratur des Kreises "verwirklicht" war. Worum handelt es
sich hier eigentlich?

Sagt jemand: "Ich kenne die beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, und daraus
habe ich das Dreieck konstruiert", so erhebt sich sofort die Frage: "Welche Instrumente
hast du benutzt?"

Nehmen wir an, dass er das hoélzerne Dreieck, das in der Schreibwarenhandlung zu
bekommen ist, benutzte,

indem er seinen Bleistift an dessen Katheten entlang zog. Der Vollkommenheit solcher
Fabrikate darf man nicht allzu sehr vertrauen.

Legt man das holzerne Dreieck verkehrt an die andere Seite des damit gezeichneten
Winkels an und zieht in dieser Lage die Geraden, so fallt das Resultat meist klaglich
aus:

Ja, das holzerne Dreieck ist nicht ganz rechtwinklig.

Schon die alten Griechen hatten die zur Konstruktion verwendbaren Instrumente sehr
sorgfaltig ausgewahlt. Das Lineal durfte nur verwendet werden, um eine einzige Gerade
an ihm entlang zu ziehen (zum Zeichnen eines rechten Winkels dagegen nicht), obwohl
sogar schon dies ein Kompromiss war:

Es gelingt selten, ein Lineal so zu fabrizieren, dass seine Kante vollkommen gerade
wird. Einen Kreis konnen wir schon mit einem viel praziseren Instrument zeichnen; man
braucht nicht einen Bleistift an einem kreisformigen Holzstlick entlangzuziehen, son-
dern man erzeugt den Kreis selber mit dem Zirkel.

Ist die Kupplung zwischen den beiden Stangen nicht locker, und stecken wir das ge-
spitzte Ende der einen Stange fest in einen Punkt, so bewegt sich das zeichnende Ende
der anderen Stange tatsachlich in konstanter Entfernung von diesen fixierten Punkt
und zeichnet somit einen echten Kreis:
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lixierfer Punkt

Weitere Instrumente wurden von den alten Griechen fiir ihre geometrischen Konstruk-
tionen Uberhaupt nicht zugelassen. Dabei hat sich natiirlich erwiesen, dass eine Kon-
struktion um so zuverlassiger ist, je mehr sie sich nur auf den Zirkel stitzt, d.h. je
seltener dabei das Lineal verwendet wird. Jahrhunderte spater stellte sich heraus, dass
man das Lineal vollkommen entbehren kann:

Samtliche Konstruktionen, die mit Zirkel und Lineal durchfiihrbar sind, lassen sich auch
ausschlieBlich durch Benutzung des Zirkels ausfiihren. Mit einem Zirkel kann man na-
tirlich keine gerade Linie ziehen; so wird bei Konstruktionen allein mit dem Zirkel z.
B. ein Quadrat durch seine vier Ecken angedeutet:

1 4
+ +

Die durch solche Punkte dargestellte Figur lasst sich aber auch ganz gut anschaulich
vorstellen.

Wir wollen aber jetzt bei der Verwendung des Zirkels und des Lineals bleiben. Selbstver-
standlich erhebt sich die Frage: Welche Konstruktionen lassen sich durch Verwendung
nur dieser beiden Instrumente ausfiihren?

Das Problem der Quadratur des Kreises gehort auch in diesen Fragenbereich. Gegeben
ist ein Kreis, und die Aufgabe lautet, ein Quadrat zu konstruieren, dessen Flacheninhalt
ebenso groB ist wie der des Kreises.

Wir wissen bereits, dass sich der Flacheninhalt des Kreises exakt bestimmen |asst mittels
gewisser, ihn immer mehr annahernder geradliniger Figuren. Ist z. B. ein Kreis mit dem
Einheitsradius gezeichnet worden, so erhalt man auf diese Weise eine ganz bestimmte
irrationale Zahl als MaB seiner Flache; diese Zahl beginnt mit

3,14 ...,

und die Berechnung der Dezimalen lasst sich ungehindert beliebig weit fortsetzen.

Diese irrationale Zahl spielt eine so wichtige Rolle in der Mathematik, dass sie sogar
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einen eigenen Namen erhalten hat: Sie ist das von der Schule her wohlbekannte
7T

Kennen wir aber den Flacheninhalt des Einheitskreises so genau, dann kénnen wir natiir-
lich gleich sagen, welches das Quadrat von gleich groBer Flache ist. Der Flacheninhalt
des Quadrates lasst sich ja berechnen, indem wir die Lange einer Seite quadrieren; und
es gibt eine solche Zahl, deren zweite Potenz 7 ist: namlich diejenige, die mit /m
bezeichnet wird.

Folglich wird diese Aufgabe durch das Quadrat, dessen Seiten /7 betragen, gelést.
Nun ja; die Frage war aber nicht, ob ein solches Quadrat existiert, sondern ob es sich
mit Zirkel und Lineal exakt konstruieren lasst.

Dass +/m irrational ist, ware noch kein Hindernis fir die Konstruierbarkeit. Ein Quadrat,
dessen Seite /2 betragt, haben wir ja schon einmal gezeichnet, als wir den Fischteich
verdoppelten, und der dort angedeutete Gedanke lasst sich sehr leicht zu einer genauen
Konstruktion umgestalten.

Ob wohl /7 sich nicht auch irgendwie mit Zirkel und Lineal konstruieren lasst?

Das Experimentieren fiihrte jahrhundertelang zu keinem Erfolg.

Zur Losung gelangte man endlich, als man das geometrische Problem in die Sprache
der Algebra lbersetzte.

Welche Figuren lassen sich mit Lineal und Zirkel zeichnen? Geraden und Kreise.

Wir wissen aber bereits, dass in der Sprache der Algebra eine Gerade durch eine Glei-
chung ersten Grades und ein Kreis durch eine gewisse Gleichung zweiten Grades ausge-
driickt wird. Alle geometrischen Konstruktionen, die mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar
sind, bauen sich demnach aus den Lésungen solcher Gleichungen auf.

Es ist nun der Beweis gelungen, dass /7, und auch 7 selbst, nicht durch die Lésungen
solcher Gleichungen gewonnen werden kénnen; ja, noch viel mehr: © kann lberhaupt
nicht die Losung einer Gleichung, gleich welchen Grades, sein, sofern wir es nur nicht
irgendwie in die Gleichung einschmuggeln (aus der Gleichung

r—m=20

z. B. wiirde sich x = 7 ergeben, indem wir den Subtrahenden 7 als Summanden auf die
rechte Seite bringen). Man sagt, 7 ist gar keine algebraische Zahl, sondern ist "tran-
szendent".

Hiernach ist es sicher, dass die Quadratur des Kreises nicht ausfiihrbar ist. Der Ma-
thematik ist es wieder einmal glanzend gelungen, ihre eigene Unfahigkeit zu beweisen,
eine bestimmte Aufgabe mit abgegrenzten Mitteln zu l6sen.

Neben der Entdeckung, dass es transzendente Zahlen gibt, die nicht unter den Lo-
sungen einer algebraischen Gleichung vorkommen kdnnen (es lasst sich beweisen, dass
e = 2,71... - die Basis der natiirlichen Logarithmen - ebenfalls eine solche Zahl ist, und
sogar, dass die irrationalen Zahlen zum groBten Teil transzendent sind), mochte ich

172



3.1 Und doch gibt es eine Mannigfaltigkeit von mathematischen Welten

aus dem vorhergehenden Gedankengang noch die Reinheit der Methode hervorheben,
auf die die alten Griechen so sehr geachtet haben.

Es war nicht allgemein danach gefragt, ob irgendwie ein Quadrat zustande gebracht
werden kann, dessen Flacheninhalt mit dem des Kreises bereinstimmt, - am Ende
des vorigen Jahrhunderts wurde sogar ein Instrument konstruiert, mit dem man ganz
mechanisch ein solches Quadrat fabrizieren kann, - sondern ganz prazis, ob die Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal moglich ist.

So ist die Frage fiir jeden Mathematiker ein fiir allemal entschieden, und zwar im ne-
gativen Sinne. Nur jene armen Irren wollen das nicht glauben, deren Einbildungskraft
durch den phantastischen Ausdruck "Kreisquadratur" erregt wird.

Die Reinheit der Methoden, die klare Formulierung der Bedingungen, - das ist der Grund
dafir, dass die Mathematiker nie aneinander vorbeireden, wie dies die Vertreter anderer
Wissenschaften so oft tun; die Mathematiker aller Zeiten und aller Lander verstehen
einander ganz genau.

Die Mathematiker stehen im Rufe der Schwerverstandlichkeit, und dabei formuliert viel-
leicht kein Mensch seine Mitteilungen mit so weitgehender Riicksicht auf den anderen
Menschen wie eben der Mathematiker.

An den Gegenstanden der Mathematik haftet selbstverstandlich ebensoviel Subjektives
wie an allen anderen Gegenstanden. Punkte und Geraden z.B. kdnnen in der Vorstellung
einzelner Menschen sehr verschieden aussehen. Einer meiner Professoren begann seine
erste Stunde damit, dass er eine Studentin durch die unerwartete Frage tiberraschte:

"Haben Sie, Fraulein, schon jemals einen Punkt gesehen?"

IINeIn n

"Haben Sie schon jemals einen Punkt gezeichnet?"

"Ja; das heiBt,"- besann sich meine Kollegin eines Besseren - "ich hatte nur die Absicht,
einen zu zeichnen; es ist mir aber nicht geglickt."

(Ich glaube, unser Professor hat durch diese Antwort unseren Jahrgang auf Lebenszeit
liebgewonnen.) Jene Ablagerung von Graphit oder Kreide, die man zeichnet und die
unter der Lupe wie ein Gebirge aussieht, ist natirlich kein Punkt.

Jeder Mensch besitzt irgendeine Vorstellung vom Punkt, und dieser Vorstellung gemaB
versucht er, einen Punkt zu zeichnen. Die Vorstellungen tber die Gerade kénnen noch
subjektiver sein.

Die Gerade ist ja gar keine einfache Linie: Kleine Kinder und primitive Menschen zeich-
nen nie Geraden, ihr spontaner Linienzug ist der krumme Bogen. Zum Ziehen einer
Geraden gehort schon eine erhebliche Disziplin.

Wegen der verschiedenartigen Vorstellungen nun, die man auch von den Gegenstanden
der Mathematik haben kann, teilt der Mathematiker, wenn er irgend etwas tber Punkte
und Geraden bewiesen hat, dies dem anderen auf folgende Weise mit: "Ich weiB nicht,
wie dein Bild von den geometrischen Figuren beschaffen ist. Meine Vorstellung davon
ist die, dass ich durch zwei beliebige Punkte eine Gerade ziehen konnte. Stimmt das
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mit deinem Bild Uberein?"

Ist die Antwort bejahend, dann erst fahrt er fort: "Ich habe etwas bewiesen, wobei ich
von den Eigenschaften der Punkte und der Geraden gar nichts benutzt habe, auBer
der einen, mit der du schon einverstanden warst. So kannst du jetzt getrost an deine
Punkte und Geraden denken, du wirst mich dennoch verstehen."

Die Mathematik bildet sich nicht ein, absolute Wahrheiten offenbaren zu kénnen. lhre
Satze sind immer solche "wenn - so" lautenden bescheidenen Aussagen. Wenn wir nur
Zirkel und Lineal benutzen, so gelingt die Quadratur des Kreises nicht. Wenn wir unter
Punkten und Geraden das und das verstehen, so gelten fiir sie die folgenden Satze.

Es ist wahr, dass wir von der Schule her nicht solche Satze gewohnt sind, und in den
bisherigen Kapiteln wurden die Satze auch nicht so formuliert. Wer anderen Kenntnisse
vermittelt, der verfahrt richtig, wenn er die Ergebnisse nicht abgeschlossen, sondern
gleichsam im Entstehen liefert, und im Fieber des Entstehens klaren sich die genauen
Bedingungen noch nicht ab.

Auf die groBen schopferischen Zeiten folgen jedoch meistens Zeiten der Kritik; die
Mathematiker tiberblicken den zuriickgelegten Weg und entfalten dann den Kern der
fertigen Ergebnisse.

Zu diesen groBen Systematikern gehort Euklid; sein geometrisches Werk ist jahrhun-
dertelang ein Muster geblieben. Zu Beginn zahlt er die Grundbegriffe und die auf sie
beziiglichen Grundbedingungen auf (diese werden bis heute Axiome genannt); die dar-
auffolgenden Beweise sind nur fiir denjenigen bestimmt, der eine solche Vorstellung von
Punkten, Geraden und Ebenen hat, dass er die auf sie beziiglichen Axiome als wahr
anerkennt.

Deshalb wurden diese Axiome mit groBer Sorgfalt ausgewahlt; wir haben es hier mit
solchen Aussagen zu tun, in denen die Anschauungen aller Menschen lbereinstimmen;
z. B. kommt unter ihnen auch die Aussage vor, dass man durch zwei gegebene Punkte
immer eine und nur eine Gerade ziehen kann:

-~
-

~
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Das Werk ist 2000 Jahre alt, und inzwischen hat sich nur um ein einziges Axiom
ein Streit erhoben. Es handelt sich dabei um das bekannte Parallelenaxiom: Zu einer
Geraden lasst sich durch einen auBenliegenden Punkt nur eine einzige Gerade ziehen,
welche die erstere nicht schneidet, mégen beide Geraden auch noch so lang gezogen
sein:

_____ *.—.—— -

Man sagt: Diese Gerade lauft parallel zu der gegebenen. Darauf komme ich noch zu-
ruck.
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Vorerst mochte ich aber auf eine andere Moglichkeit der axiomatischen Behandlungs-
weise hinweisen: Sind die Beweise der Satze so beschaffen, dass jeder Mensch seiner
Phantasie in der Vorstellung von Punkten, Geraden und Ebenen freien Lauf lassen darf,
nur mit dem einzigen Vorbehalt, dass diese Figuren den in den Axiomen enthaltenen
Bedingungen genligen miissen, dann ist nicht einmal von Belang, ob jene Gegenstande,
an die der Betreffende denkt, berhaupt in, irgendeinem Sinn Punkte, Geraden und
Ebenen sind.

Es kann ja vorkommen, dass die Bedingungen der Axiome auch von anderen Gegenstan-
den erfillt werden, und dann liefern die Beweise auch fiir diese anderen Gegenstande
zutreffende Satze.

Hier heiBt es wiederum "mit einem Satz erfassen wir zwei Satze", wie es uns schon
begegnet ist, als wir von der Dualitat sprachen: Die dort vorkommenden Satze wiirden
auch von einem Menschen anzuerkennen sein, dessen Phantasie so verschroben ware,
dass er unter Punkt eine Gerade und unter Gerade einen Punkt verstiinde.

(Bitte an das dort angefiihrte Beispiel zu denken: Drei Punkte bestimmen ein Dreieck,
wenn sie nicht derselben Geraden angehoren. - Drei Geraden bestimmen ein Dreieck,
wenn sie nicht demselben Punkt angehoren, d. h. nicht durch denselben Punkt gehen.)

Versteht jemand z.B. unter Punkten nur solche Punkte, die in das Innere eines Kreises
fallen (die Punkte der Peripherie schon nicht mehr) und unter einer Geraden nur den
Teil einer Geraden, der in das Innere jenes Kreises fallt,

so wird auch in dieser eingeschrankten Welt wahr bleiben, dass man durch zwei Punkte
(d. h. durch zwei Punkte innerhalb des Kreises) eine und nur eine Gerade (d.h. einen sich
bis zum Rande des Kreises erstreckenden Teil einer Geraden) ziehen kann; es bleiben
also auch hier samtliche Satze bestehen, die von Punkten und Geraden ausschlieBlich
auf Grund dieses einen Axioms bewiesen werden.

Kommen wir nun wieder auf das Parallelenaxiom zuriick. Ich glaube, wer ein wenig
dariiber nachgedacht hat, der nimmt es an, dass sich zu einer gegebenen Geraden
durch einen auBerhalb dieser liegenden Punkt nur eine einzige Parallele ziehen lasst,
und sieht nicht, was daran iiberhaupt problematisch sein konnte.

Die Vorstellungswelt der meisten Menschen ist in der Tat so beschaffen, dass sie das
Parallelenaxiom ohne jede Diskussion anerkennen.

Mir ist aber folgendes begegnet, als ich in der untersten Klasse eines Gymnasiums
(10jahrige Madchen) unterrichtete.

Jede Schiilerin hatte ein Quadrat in der Hand und sollte sagen, welche Eigenschaften der
Seiten sie beobachten konnen. Bald erklang das Wort "parallel"; die Madel hatten dieses
Wort ja bereits im Leben horen kénnen. Ich fragte, was sie unter parallel verstiinden.
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Das eine Madchen sagte, Parallelen seien gleich gerichtet, das andere, dass sie stets
gleich weit entfernt voneinander blieben, das dritte, dass sie sich nicht trafen, auch
wenn sie noch so weit verlangert werden.

"All das stimmt", sagte ich, "jede dieser Eigenschaften kann schon allein als Kennzei-
chen fiir Parallele gelten, die beiden anderen folgen dann daraus".

Da richtet sich in der ersten Bank die am tiefsten denkende Schiilerin, die kleine Anna
auf. "Es ware nicht gut, als Kennzeichen anzunehmen, dass sie sich nie treffen; denn ich
kann mir auch zwei Geraden vorstellen, die nicht in gleicher Entfernung voneinander
bleiben, die sich immer mehr ndhern und sich trotzdem nie treffen, so weit man sie
auch verlangern mag". Sie deutete auch mit einer Zeichnung an, welche Geraden sie
meinte:

Ich musste ihr glauben, dass ihre Anschauung wirklich so geartet ist Empirisch kann
man solchen Dingen naturlich nicht nachgehen Neige ich unsere gewohnte Parallele ein
wenig,

-
~—
-
-
—
~—
—
-—

so kann ich - die beiden entsprechend verlangert - das Zusammentreffen mit der ge-
gebenen Geraden noch nachweisen. Hatte ich sie aber noch sehr viel weniger geneigt,
hatte sich die Gerade der Reihe nach um %, ﬁ, 101%, ... des vorigen Bogens abwarts
gedreht; wie konnte ich dann wissen, ob ich bei unbegrenzter Fortsetzung dieser Reihe
nicht einmal zu einer so kleinen Neigung gelangen werde, dass unsere Gerade die untere
tatsachlich nicht mehr schneidet?

Den unendlichen Weg kann ich ja niemals zu Ende gehen.

Fir eine Linie, die sich immer mehr einer Geraden nahert, ohne sie je zu erreichen,
haben wir bereits ein Beispiel kennengelernt: Jeder Hyperbelast ist so geartet.

Es ist also nicht so erstaunlich, dass es Menschen gibt, die sich auch die geradlinige
Annaherung in solcher Weise vorstellen konnen. Unsere Vorstellungen werden ja auch
von unserer Gefiihlswelt begleitet. Ich kann mir z.B. denken, dass sich in der Phantasie
eines schon seit langer Zeit von einem lieben Angehdrigen Getrennten das Bild einer
unbegrenzten Annaherung ohne Begegnungsmoglichkeit scharf abzeichnet.

Wie dem auch sei, seit Euklid gab es immer wieder Menschen, die die gleiche Anschau-
ung hatten wie meine Schiilerin Anna.

Ganz sicher waren sie ihrer Sache nicht, denn die Mehrheit stand ihnen ja entgegen;
doch das bestritten sie jedenfalls, dass das Parallelenaxiom ebenso selbstverstandlich
sei wie die (ibrigen Grundsatze.

"Moge man dieses Axiom beweisen, und zwar auf Grund nur solcher Bedingungen, die
auch von uns nicht bestritten werden, dann werden wir es auch anerkennen."
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Jahrhundertelang versuchten die Mathematiker vergebens, das Parallelenaxiom auf
Grund der Gbrigen Axiome zu beweisen.

Der ungarische Mathematiker Janos Bolyai war einer von denen, die es zuerst wagten,
fir die entgegengesetzte Anschauung offen Stellung zu nehmen:

"Es gelingt nicht, das Parallelenaxiom zu beweisen, weil es nicht wahr ist. Ich sehe das
so an: Zieht man zu einer Geraden durch einen auBerhalb dieser liegenden Punkt eine
andere Gerade, die die erste schneidet, und beginnt man, sie zu drehen,

W

dann wird sie die gegebene Gerade in einem immer weiter entfernt liegenden Punkt
schneiden, bis sie sich auf einmal von ihr loslost:

I,r//

Diese abspringende Gerade neigt sich noch immer ein wenig gegen die feste. Drehe ich
die bewegliche Gerade noch weiter, so wird sie die untere Gerade natirlich erst recht
nicht schneiden, und zwar so lange, bis sie sich auf der anderen Seite wieder mehr gegen
die feste Gerade neigt:

Durch den auBenliegenden Punkt gehen also zwei abspringende Geraden; keine der
unendlich vielen Geraden zwischen ihnen schneidet die gegebene Gerade, diese wird
nur von den starker geneigten Geraden geschnitten. Kommt nun alle, die ihr die gleiche
Vorstellung habt, jetzt stelle ich unsere Geometrie auf!"

Bolyai hat also die Leugnung des Parallelenaxioms als Grundbedingung angenommen,
alle anderen euklidischen Axiome jedoch beibehalten, und hat nachgepriift, welche Satze
iiber Punkte, Geraden und Ebenen man aus diesen Bedingungen ableiten kann.

So baut sich diejenige Geometrie auf, die man die hyperbolische zu nennen pflegt (jeder
Ast der Hyperbel verhalt sich ja zu seiner Asymptote wie eine abspringende Gerade) und
in der so manches anders ist als in der euklidischen Geometrie: Es ist Ansichtssache,
welche von beiden man annimmt.

Gleichzeitig mit Bolyai haben auch andere die Moglichkeit einer andersartigen Geome-
trie entdeckt. Der Russe Lobatschewski hat tiber die gleiche Entdeckung geschrieben.
Dies ist eine ziemlich haufige Erscheinung:
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Es scheint so zu sein, dass die Zeit allmahlich dieses oder jenes Problem zur Reife
bringt, und es finden sich dann Mathematiker, die das spiiren, unabhangig voneinander
an verschiedenen Punkten der Erde.

Etwas aber ist hier noch nicht in Ordnung: Lasst sich vielleicht das Parallelenaxiom
dennoch beweisen, so dass die ganze hyperbolische Geometrie auf einer falschen An-
nahme beruht und aus ihr frither oder spater eine Schar von Widerspriichen an den Tag
kommen wird?

Auf diese Frage haben wir heute bereits eine beruhigende Antwort: Die euklidische und
die hyperbolische Geometrie sind auch hinsichtlich ihrer Zuverlassigkeit gleichwertig.
Wiirde die hyperbolische Geometrie einmal zu einem Widerspruch fiihren, so ware auch
die euklidische Geometrie widerspruchsvoll.

Es lasst sich namlich ganz innerhalb der euklidischen Geometrie ein "Modell" fiir die hy-
perbolische Geometrie konstruieren, und zwar so, wie ich schon vorhin eine abgegrenzte
Welt geschildert habe, deren Punkte und Geraden alle in das Innere eines Kreises der
euklidischen Geometrie eingeschlossen sind.

Dort habe ich gezeigt, dass auch diese in beschrankterem Sinne so genannten Punkte
und Geraden eine der euklidischen Grundbedingungen erfiillen.

Nun lasst sich aber zeigen, dass diese Gebilde samtliche Bedingungen erfiillen (wenn
man nur den Begriff der Kongruenz entsprechend modifiziert), abgesehen allein von dem
Parallelenaxiom. Fir dieses gilt gerade das Gegenteil, die Grundannahme von Bolyai:

abspringende
Gerade

e
—=

gegebene Gerade

Die abspringenden Geraden sind jene, die von dem gegebenen Punkt zu den Endpunk-
ten der gegebenen Geraden, d.h. zum Rande des Kreises fiihren: die zwischen ihnen
liegenden Geraden schneiden die gegebene Gerade (innerhalb des Kreises) auch nach
Euklid nicht.

Das Axiom von Bolyai kann also den tbrigen euklidischen Axiomen nicht widersprechen;
denn siehe, in dieser eingeschrankten Welt vertragen sie sich schon miteinander!

So sind uns schon zwei gleichwertige Geometrien begegnet, und es hindert uns nichts
daran, diese Mehrzahl noch weiter zu vermehren. Jetzt konnen wir namlich dieses
Spiel schon von jeder Anschauung unabhangig weitertreiben: Anstatt eines beliebigen
Axioms, das sich auf Grund der iibrigen Axiome nicht beweisen lasst, konnen wir sein
Gegenteil annehmen und nachpriifen, welche Satze sich aus dieser entgegengesetzten
Annahme beweisen lassen.

Man kann sogar auch von ganz anderen Bedingungen ausgehen; es erscheint ja nicht als
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angebracht, an den aus der Anschauung abstrahierten Grundbedingungen so unbedingt
festzuhalten, nachdem einmal die hyperbolische Geometrie gezeigt hat, wie labil dieser
Grund ist, wie verschieden es ausfallen kann, wenn von zwei Menschen jeder seiner
eigenen Anschauung folgt.

So wird eine ganze Reihe von Geometrien nebeneinander aufgebaut. Das ist keine leere
Spielerei; die heutige Physik kann gerade auf Grund solcher abstrakt erbauter Geome-
trien viele Erscheinungen der Wirklichkeit klaren.

Die Anschauung des Menschen ist nicht unabanderlich, sie wird auch durch die Ent-
wicklung der Wissenschaft stets weitergebildet.

Seit man entdeckt hat, dass die Erde nicht eine flache Kreisscheibe ist, und man sich
daran gewohnen musste, dass unsere GegenfiiBler nach der alten Vorstellung mit dem
Kopf nach unten auf der Erde spazieren, hat sich die Anschauung des Menschen unge-
heuer gewandelt.

Erweisen sich die Ergebnisse der Relativitatstheorie der heutigen Physik als haltbar und
gehen sie in das allgemeine Bewusstsein liber, so werden sich nach einiger Zeit die
Menschen mit euklidischer Anschauung schon nicht mehr in einer so groBen Mehrzahl
befinden, und es kann eine der heute noch als abstraktes Spiel erscheinenden Geome-
trien die Geometrie der Wirklichkeit werden.

Nachschrift uiiber die vierte Dimension

Ich mochte noch auf das Wort "Modell" zuriickkommen. Innerhalb der euklidischen
Geometrie konnten wir fiir die hyperbolische Geometrie ein "Modell" konstruieren, in-
dem wir ein Stiick der euklidischen Ebene mit einem Kreis umgrenzten und jeder Figur
der hyperbolischen Geometrie je einen Gegenstand innerhalb des Kreises, jedem Satz
der hyperbolischen Geometrie je einen im Inneren dieses Kreises beweisbaren Satz ent-
sprechen lieBen.

Ein solches Verflechten zweier Wissenszweige ist uns bereits frither begegnet, als wir in
der Algebra ein Modell fiir die Geometrie fanden. Wir lieBen ja den Punkten Zahlen-
paare, den Linien Gleichungen mit zwei Unbekannten entsprechen, und so umgrenzten
wir einen bestimmten Teil der Algebra, innerhalb dessen jede geometrische Figur ein
algebraisches Gebilde, jedes geometrische Ergebnis einen algebraischen Satz reprasen-
tierte.

So konnten wir geometrische Gesetze auf algebraischem Wege ableiten und auch um-
gekehrt die Ergebnisse der Geometrie in der Untersuchung der Funktionen, die den
Kurven entsprechen, verwerten.

Alles das bezog sich auf die Geometrie der Ebene, lasst sich aber auch ohne weiteres auf
den Raum ubertragen: Im Raume wird ein Punkt durch drei Zahlen bestimmt (wére je-
nes bewusste Vogelnest im Gipfel eines Baumes gefunden worden, so hatte zur genauen
Bestimmung seines Ortes auch die Angabe gehort, wie hoch der Baum ist: wie lang die
Leiter sein muss, die wir mitzunehmen haben, wenn wir es erreichen wollen), folglich
konnen den Figuren des Raumes Gleichungen mit drei Unbekannten entsprechen.

Diese Unbekannten lassen sich mit =, y und z bezeichnen. Haben wir es z.B. mit einer
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Gleichung von folgender Form zu tun,
z=3x+ 2y

so sieht man sofort, dass der Wert von z sowohl von der Wahl des x als auch von der
Wahl des y abhangt. Dieses z ist eine sogenannte Funktion von zwei Veranderlichen.
(Im Leben begegnen wir haufig solchen Funktionen; die Pramie einer Lebensversiche-
rung hangt z. B. sowohl davon ab, wie alt der Versicherte, als auch davon, wie groB3
die Versicherungssumme ist.)

Was daher iiber die geometrischen Figuren des Raumes bewiesen wird, das lasst zugleich
Feststellungen tber die Funktionen von zwei Veranderlichen zu.
Nun brauchen wir im Raume nicht alles von vorn anzufangen:

Ein groBer Teil der in der Ebene giiltigen Satze lasst sich fiir den Raum einfach ver-
allgemeinern. Man erhalt z.B. in der Ebene die Entfernung eines Punktes - etwa des
Punktes (3;4) - vom Nullpunkt folgendermaBen:

y

(3:4)

o 3

Diese Entfernung ist die Hypotenuse jenes rechtwinkligen Dreiecks, dessen Katheten
die beiden Koordinaten des betreffenden Punktes sind.

Folglich ist ihr Quadrat nach dem pythagoreischen Lehrsatz der Summe der Quadrate
dieser beiden Katheten gleich. Die Entfernung selbst ist demnach

1/32_{_42

Entsprechend kann man beweisen, dass z. B. die Entfernung vom Nullpunkt des durch
drei Koordinaten charakterisierten rdumlichen Punktes (3;4;5)

1/32_|_42_|_52

betragt.

Man gelangt oft durch eine solche einfache Verallgemeinerung aus der Ebene in den
Raum. Dies macht sich fiir die Funktionen in der Weise geltend, dass eine Menge von
Satzen tber Funktionen mit einer Veranderlichen sich einfach auf Funktionen mit zwei
Veranderlichen verallgemeinern lassen.

Nun kann es vorkommen, dass man Funktionen mit 3, mit 4,... mit beliebig vielen
Veranderlichen gegeniibergestellt wird; da ist es wirklich schade, dass man zwar von
der zweidimensionalen Ebene zum dreidimensionalen Raum (ibergehen, iiber den drei-
dimensionalen Raum aber nicht hinausgehen kann:

Einen Raum mit vier Dimensionen haben wir nicht zur Verfiigung.
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3.2 Das Gebdude wird erschiittert

Jedoch gestattet das algebraische Modell, so zu tun, als gabe es einen solchen Raum.
Es moge z.B. das Quadrupel (3;4;5;6) ein Punkt und die Zahl

\/32+42+52+62

die Entfernung dieses Punktes vom Nullpunkt genannt werden.

Verfahren wir mit diesen Zahlen wie mit den analogen Zahlen, die wirklichen Punkten
entsprechen, und sehen wir nach, welche Satze daraus fiir die Funktionen von drei
Veranderlichen folgen.

Man kann nachweisen, dass diese mittels einer Fiktion erhaltenen Satze tatsachlich wahr
sind; es hat sich also gelohnt, so zu tun, als ob auch eine vierte Dimension existierte.

Auf entsprechende Art lassen sich auch abstrakte Rdume von 5, von 6, ..., sogar von
unendlich vielen Dimensionen einfuhren. Das Vorbild bleibt immer unser wohlbekannter
Raum, und der Zweck ist die Brauchbarkeit in der Untersuchung der Funktionen.

Diese Art der Begriffsbildung ist uns bereits nicht unbekannt: Die Punkte von mehreren
Dimensionen sind ideale Elemente. Sie kommen uns aus einer imaginaren Welt zu Hilfe;
und wenn wir wollen, verschwinden sie wieder, Ergebnisse hinterlassend, die auch ohne
ihre Hinzuziehung standhalten.

3.2 Das Gebaude wird erschiittert

Es gehort zu den Aufgaben der groBen kritischen Zeiten, den Kern der fertigen Er-
gebnisse zu entfalten, die Bedingungen der Satze klarzulegen, mit einem Wort, zu
axiomatisieren. Ein Axiomensystem umgrenzt zugleich einen bestimmten Zweig der
Mathematik:

Wir betrachten als ein zusammengehoriges Gebiet alles das, was sich aus dem System
derselben Axiome ableiten lasst.

Indem wir aber den zuriickgelegten Weg tberblicken, bemerken wir, dass gewisse Ge-
danken bald hier, bald dort auftauchen; es gibt Begriffe, die auch bei der Systematisie-
rung nicht abgegrenzt werden, die in verschiedene Zweige der Mathematik hineinspielen.

So bietet sich eine zweite Tatigkeit, namlich die Elemente, die in verschiedenen Zwei-
gen auftreten, abzusondern und zum Gegenstand einer selbstandigen Betrachtung zu
machen.

Erinnern wir uns z.B. daran, dass die Multiplikation und die Division mit rationalen
Zahlen - abgesehen von dem Fall eines Divisors 0 - immer ausfiihrbar sind und als
Resultat wieder eine rationale Zahl ergeben. Daher bilden die rationalen Zahlen - wenn
die 0 ausgenommen wird - gleichsam eine geschlossene Gruppe in Bezug auf die Ope-
rationen der Multiplikation und der Division.

Die ganzen Zahlen verhalten sich nicht so exklusiv gegenliber der Umwelt; denn die Di-
vision fiihrt ja aus ihrem Kreis heraus. Darin aber stimmen die ganzen Zahlen mit den
rationalen Zahlen lberein, dass sie in Bezug auf die Addition und die Subtraktion eine
geschlossene Gruppe bilden; - ich meine natiirlich die positiven und negativen ganzen
Zahlen.
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3.2 Das Gebdude wird erschiittert

Aus dem Kreis dieser Zahlen fiihren ja diese Operationen tatsachlich nicht heraus, und
sogar die 0 ist dabei nicht auszuschlieBen.

Es bedarf aber gar nicht so vieler Zahlen, um hinsichtlich gewisser Operationen eine
geschlossene Gruppe zu bilden. Fasst man nur die folgenden beiden Zahlen:

+1, -1

ins Auge, wievielmal diese auch immer miteinander multipliziert und dividiert werden
mogen, das Ergebnis wird immer nur eine der Zahlen +1 und -1 sein.

Diese Begriffsbildung beschrankt sich auch nicht nur auf rechnerische Operationen.
Erinnern wir uns bloB an die Vektoren:

Diese bilden in Bezug auf ihre seltsame Addition, die wir betrachtet haben, auch eine
geschlossene Gruppe; die Resultante zweier Vektoren ist ja wiederum irgendein Vektor:

Diese Operation ist aber nur noch in Gbertragenem Sinne eine Addition; es handelt sich
hier eigentlich um die Zusammensetzung von Bewegungen und von Kréaften.
Die Aufzahlung der Beispiele konnte noch lange fortgesetzt werden.

Die selbstandige Untersuchung des Begriffes "Gruppe", der an so vielen Stellen auftritt
- die "Gruppentheorie" - hat sich als auBerordentlich fruchtbar erwiesen. Sie ist der Kern
der modernen Algebra, und die heutige Physik verwendet sie ebenfalls. Die verschie-
denen Geometrien kdnnen sogar geradezu als die Theorien je einer Gruppe aufgefasst
werden.

Die Gruppen selbst sind auch "Mengen" mit gewissen Eigenschaften, und das ist je-
ner Begriff, dem wir in den verschiedensten Gebieten der Mathematik auf Schritt und
Tritt begegnen. Wenn wir iiber Mathematik sprechen, dann ist es fast unvermeidlich,
dass wir bald iber Punktmengen, bald iber Zahlenmengen, bald Giber Mengen gewisser
Funktionen etwas aussagen.

Dieser Begriff wurde von Cantor zum Gegenstand einer selbstandigen Forschung ge-
macht; die sogenannte "Mengenlehre" ist seine Schopfung.

Denken wir ein wenig zuriick: Wir sprachen z. B. von der Menge der rationalen Zahlen,
dann von der entsprechenden Punktmenge auf der Zahlengeraden, und stellten fest,
dass jeder Punkt dieser Menge ein "Haufungspunkt" ist. Das ist ein sehr wichtiger
Begriff in der Theorie der Punktmengen:

Ein Punkt wird ein Haufungspunkt einer Menge genannt, wenn in jede noch so enge
Umgebung von ihm immer noch Punkte der Menge hineinfallen.

Wir sahen bereits ein Beispiel dafiir, welche Methoden in der Theorie der Punktmen-
gen verwendet werden; wir wollen noch an einem weiteren Beispiel diese Methoden
beleuchten. Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen:

182



3.2 Das Gebdude wird erschiittert

1,2 3 45, ..

diese haufen sich dennoch nirgends; denn sie schreiten immer in ganzen Einheiten
weiter. Werden aber unendlich viele Zahlen in einem endlichen Intervall zusammenge-
drangt, wie z.B. die Zahlen der Folge

L,

no =
el =
e
el =

die alle in dem Intervall liegen, das sich von 0 bis 1 erstreckt,

so haben sie sicher eine Haufungsstelle irgendwo im Intervall.
Man kann dies ganz allgemein so beweisen: Wir nehmen an, dass jeder Punkt einer
unendlichen Menge in das Intervall zwischen 0 und 1 hineinfallt,

einerlei wohin. Halbieren wir nun dieses Intervall, so fallen mindestens auf eine seiner
Halften noch immer unendlich viele Punkte der Menge. Wiirden namlich in beiden Half-
ten nur endlich viele liegen, etwa 1 Million in der einen und 10 Millionen in der anderen
Halfte, so wiirde die Gesamtmenge 11 Millionen Elemente enthalten; eine ansehnliche,
jedoch endliche Anzahl.

In unserem Beispiel liegen in der linken Halfte des Intervalls unendlich viele Punkte.
Sehen wir uns nun statt des urspriinglichen Intervalls nur diejenige Halfte an, in der un-
endlich viele Punkte der Menge liegen (oder eine beliebige Halfte, wenn beide unendlich
viele Punkte enthalten). Das nunmehr zu betrachtende Intervall sei z.B.

0 7 1
Fir dieses lasst sich der vorige Gedankengang vollkommen wiederholen. Man kann
wiederum zu einer seiner Halften ibergehen, und zwar zu einer Halfte, die noch immer
unendlich viele Punkte der Menge enthalt.
Diese Halbierung lasst sich bis ins Unendliche fortsetzen. So gelangt man zu immer
mehr zusammenschrumpfenden Intervallen, die ineinandergeschachtelt sind; in unserem
Beispiel:
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3.2 Das Gebdude wird erschiittert

Man sieht leicht ein, dass die Langen dieser Intervalle gegen 0 konvergieren. Wir erinnern
uns wieder an das Scherzpaket, das innerhalb jeder Umbhiillung eine neue Hiille, und
im Inneren all dieser Umhdllungen einen Papierknauel enthalt: Auch hier konnen wir
einsehen, dass samtlichen Intervallen nur ein einziger Punkt gemeinsam sein wird.
Dieser Punkt wird sicher ein Haufungspunkt der Menge sein; denn in jede auch noch so
enge Umgebung von ihm fallen die noch mehr zusammengeschrumpften unter unseren
Intervallen hinein, und diese enthalten nicht nur einen, sondern sogar unendlich viele
Punkte der Menge.

Jetzt haben wir jene hohe Stufe des Wissens erreicht, von der aus wir bereits die
Frage beantworten kénnen, wie der Mathematiker einen Léwen fangt. Die Methode
des Lowenfangs durch den Experimentalphysiker ist allbekannt; sie kann ja von jedem
Anfanger verstanden und angewandt werden:

Der Experimentalphysiker schiittet die Sahara samt allem, was sie enthalt, auf ein
Sieb; was durchfallt, das ist die Sahara, was im Sieb bleibt, das ist der Léwe. Der
Mathematiker dagegen verfahrt methodisch folgendermaBen:

Man hat zwei Falle zu unterscheiden.

1. Fall: Der Lowe ruht.

Wir fertigen zunachst eine Art Kafig an, der nach unten offen und groBer als der Lowe
ist. Dann teilen wir die Sahara in zwei gleiche Teile. Mindestens in einem von diesen
wird sich der Léwe befinden (ruht er namlich auf der Grenzlinie, so befindet er sich in
beiden). Nun fassen wir eine solche Halbsahara ins Auge.

Halbieren wir auch diese, so liegt der Lowe mindestens in einer von diesen Halften. Wer-
den diese Halbierungen fortgesetzt, so erhalt man immer enger ineinandergeschachtelte
Gebiete. Uber kurz oder lang wird ein Gebiet bereits kleiner ausfallen als der Grundriss
des Kafigs; und in diesem Gebiet befindet sich der Lowe.

Setzen wir den Kafig iiber dieses kleine Gebiet, so haben wir den Lowen gefangen.

2. Fall: Der Lowe bewegt sich.

Dann ist diese Methode nicht anwendbar.
Punkt. -

Soviel iiber die Theorie der Punktmengen.

Wir haben bereits auch mengentheoretische Beweise kennengelernt, die nicht nur fir
Punktmengen giiltig sind. Es lasst sich z.B. die Methode der Paarung, mit der wir
festgestellt haben, dass die Mengen der rationalen und der natiirlichen Zahlen von
gleicher Machtigkeit sind, die Machtigkeit der irrationalen Zahlen dagegen groBer ist
als die der rationalen, auch auf beliebige andere Mengen anwenden; wir gingen ja -
wenn ich mich recht erinnere - von der Menge tanzender Damen und Herren auf diese
weniger frohlichen Mengen (iber.

Was man ulber die Machtigkeiten von Mengen aussagt, das kann gleicherweise fiir
die Menge tanzender Paare, der reellen Zahlen oder etwa der in deutscher Sprache
formulierbaren Satze giiltig sein. Cantor hat so die Mengen allgemein behandelt.
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3.2 Das Gebdude wird erschiittert

Er bewies eine Fiille schoner Satze liber die Machtigkeiten der unendlichen Mengen,
iiber diese Erweiterung des endlichen Anzahlbegriffs ins Unendliche. Er zeigte z. B.,
dass es nicht nur zwei verschiedene Machtigkeiten gibt: die der natirlichen und die
der reellen Zahlen; es gibt keine Menge von so groBer Machtigkeit, dass es nicht eine
Menge von noch groBerer Machtigkeit gabe.

Der ungarische Dichter Babits hat diese sich immer hoher tiirmenden Machtigkeiten
"die getiirmten Gebaude des Unendlichen" genannt.

Und Cantor fiihrte nach dem Vorbild der Operationen an unseren kleinen Zahlen auch
Rechnungsarten mit diesen ein: Addition, Multiplikation. Das ist das echte groBe Spiel:
das Spiel mit dem Unendlichen. Es schien, als ob der menschliche Geist nicht mehr
hoher steigen konnte.

Und da wurde das ganze Gebaude erschiittert.

In der Mathematik, in dieser fast bis zur Langweiligkeit fiir sicher gehaltenen Wissen-
schaft, tauchten am Ende des vorigen Jahrhunderts Widerspriiche auf. Gerade dort, wo
sie am hochsten gestiegen war, in der Mengenlehre, kam ihr wunder Punkt an den Tag.
Von den vielen Widerspriichen moéchte ich einen der ernstesten wiedergeben, die so-
genannte Antinomie von Russell; erst in einer scherzhaften Formulierung, wie sie auch
allgemein bekannt ist.

Man kann den Barbier einer Armee folgendermaBen definieren:

Er ist dasjenige Mitglied der Armee, das verpflichtet ist, in seiner Truppe alle diejenigen
zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren; es ist ihm aber - um Zeit zu ersparen -
verboten, auch solche zu rasieren, die sich selbst rasieren. Die Frage ist nun, ob sich
dieser Soldat zu rasieren hat oder nicht.

Wenn ja, so ist er einer von denen, die sich selbst rasieren, doch ist ihm ja verboten,
einen solchen zu rasieren.

Wenn nicht, so gehort er zu jenen, die sich nicht selbst rasieren, und diese ist er
verpflichtet zu rasieren.

Er weiB nicht aus noch ein.

In einem solchen Scherz ist natiirlich bereits die Formulierung ungenau. Betrachten wir
das ernstere Beispiel.

Eine Menge ist gewohnlich kein Element von sich selbst; z. B. sind die Elemente der
Menge der natiirlichen Zahlen nicht Mengen, sondern Zahlen; so kann sie selbst, da sie
doch eine Menge ist, nicht zu ihren eigenen Elementen gehoren.

Es kann aber vorkommen, dass zu den Elementen einer Menge auch Mengen gehoren.
Stellen wir uns z.B. alle moglichen Zahlenmengen vor und betrachten wir deren Ge-
samtheit als eine einzige Menge. Ein Element der so erhaltenen Mengen ist z. B. die
Menge der natiirlichen Zahlen, ein anderes Element ist die Menge der Zahlen unter 10,
usw.; jedes Element ist je eine Menge.

Sie selbst gehort trotzdem nicht zu ihren Elementen, da ihre Elemente solche Mengen
sind, die aus lauter Zahlen bestehen, sie selbst aber eine solche, die aus lauter Mengen
besteht.
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3.2 Das Gebdude wird erschiittert

Werden nun aber alle erdenklichen Mengen zu einer einzigen Menge vereinigt, so ha-
ben wir bereits ein Beispiel fiir eine solche Menge, die auch selbst zu ihren Elementen
gehort. Sie ist ja selbst eine Menge, und eine jede Menge muss unter ihren Elementen
vorkommen.

Wer das Gefiihl hat, dass dies durchzudenken bereits ermiidend ist, der mag es unter-
lassen; fiir das Weitere haben wir es nicht nétig. Es genligt, den folgenden Standpunkt
einzunehmen: Bei einer anstandigen Menge kann diese seltsame Eigenschaft nicht auf-
treten.

Nennen wir also eine Menge "anstandig", wenn sie selbst nicht unter ihren Elementen
auftritt, und kiimmern wir uns nicht darum, ob es auf der Welt auch andere Mengen
gibt. Stellen wir uns vor, dass wir samtliche "anstandigen" Mengen zu einer einzigen
groBen Menge vereinigen.

Wird aber nun die so erhaltene Menge "anstandig" sein?

Ist sie "anstandig", so gehort auch sie selbst, wie eine jede "anstiandige" Menge, zu
ihren Elementen. Halt, das ist doch kein anstandiges Benehmen!

Ist sie nicht "anstandig", so kann sie unter ihren Elementen nicht Platz nehmen - diese
sind ja alle "anstandige" Mengen.

Aber das ist doch gerade, was wir anstandig genannt haben!
Also, wenn sie anstandig ist, so ist sie unanstandig, wenn sie unanstandig ist, so ist sie

anstandig; wir sind auf jede Weise in einen Widerspruch geraten.
Und da hilft nichts.

Auch kann man nicht den Standpunkt einnehmen: Die Mengenlehre hat sich voreilig
emporgeschwungen; lassen wir das Ganze fallen und kehren wir zuriick zu den beschei-
deneren, jedoch sichereren Gebieten der Mathematik.

Wir wissen ja, wovon die Mengenlehre abstrahiert wurde: lhre Gedanken schleichen in
allen Zweigen der Mathematik umher.

Ist die Mengenlehre fehlerhaft, so konnen wir bereits nichts mehr als unverwundbar
betrachten.

Bis heute haben sich die Wellen der Erschiitterung nicht gelegt.

Die Mathematiker nehmen ihr gegeniiber einen Standpunkt ein, wie allgemein die Men-
schen im Falle einer anhaltenden Gefahr. Die meisten wollen gar nicht daran denken;
ein jeder treibt sein Gewerbe wie zuvor, und sie protestieren gereizt, wenn die Gefahr
manchmal doch zur Sprache gebracht wird.

Einige aber versuchen, die Lage zu retten.

Natiirlich suchte man den Fehler erst in der Russellschen Antinomie selbst. Russell
selbst war der Meinung, die Definition der darin auftretenden Menge sei fehlerhaft, sie
enthalte einen "circulus vitiosus"; denn die zu definierende Menge selbst spiele auch
hinein.

Samtliche "anstandigen" Mengen kénnten nur dann zu einer einzigen Menge vereinigt
werden, wenn von der Menge, die so entsteht, bereits entschieden ware, ob sie anstandig
und daher unter die Elemente aufzunehmen ist.
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Doch leider benutzt jeder Zweig der Mathematik auf Schritt und Tritt diesen circulus
vitiosus; bereits im Bereich der natirlichen Zahlen ist es Brauch, auf folgende Art zu
definieren: "Fassen wir die kleinste Zahl ins Auge, die so und so beschaffen ist."

Diese Zahl spielt auch in die eigene Definition hinein: Die kleinste kann nur aus allen so
beschaffenen Zahlen ausgewahlt werden; unter allen diesen befindet sie sich aber auch.

Am radikalsten ist der Rettungsversuch der Intuitionisten. (Die Bezeichnung "Intuitio-
nismus" ist hier nicht eben gliicklich; forschen wir nicht nach ihrem Sinn.) Diese Tendenz
ist alter als die Antinomien, doch die Antinomien gaben ihr einen neuen Schwung.

Der neue Intuitionismus kniipft sich an den Namen von Brouwer. Er verwirft die ganze
bisherige Mathematik und versucht, diese auf neuen, sichereren Grundlagen aufzubau-
en. Er nimmt nur das an, was sich auf irgendeine Weise konstruieren lasst; was einmal
konstruiert wurde, das ist ja unleugbar da, das kann durch Antinomien nie mehr riick-
gangig gemacht werden.

Er verwirft die "reinen Existenzbeweise", z. B. den Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra, denn dieser ermoglicht nicht die Konstruktion der Wurzeln einer Gleichung.
Von einem "aktualen Unendlichen" will er nichts wissen, man kann ja immer nur endlich
viele Elemente einer Menge konstruieren, wenn der Bildungsprozess auch unbegrenzt
fortgesetzt werden kann.

Nach ihm ware also die unendliche Menge bloB "potentiell unendlich": Sie ware stets im
Stadium des Werdens und konnte nie als fertig und abgeschlossen betrachtet werden.

Von der klassischen Mathematik bleiben auf diese Weise nur Triimmer (ibrig, und was
erhalten bleibt, das wird bei der Durchfiihrung der effektiven Konstruktion in jedem
Spezialfall fast uniiberblickbar verwickelt.

Als eine echte Rettungsaktion kann nur die Hilbertsche betrachtet werden. Deren Be-
deutung ist lber die bloBe Gefahrenabwehr hinausgewachsen: Es entstand daraus ein
neuer, fruchtbarer Zweig der Mathematik. Im folgenden wird davon die Rede sein.

3.3 Die Form lost sich los

Man darf nicht glauben, dass die Mengenlehre auch heute noch die Last der Antinomi-
en mit sich schleppt. Als es an der Zeit war (sehr dringend wurde dies eben durch die
Widerspriiche), die urspriingliche "naive" Mengenlehre zu ordnen und ein Axiomensys-
tem der Mengenlehre aufzustellen, haben die Mathematiker darauf geachtet, dass der
Mengenbegriff in den Grundbedingungen eng genug umgrenzt wurde, so dass alles, was
in der Mengenlehre von Wert ist, innen blieb, die Unheil stiftenden Mengen dagegen
ausgeschlossen wurden.

Dies scheint aber eine ziemlich gekiinstelte MaBregel zu sein; um mit Poincare zu reden:
Wir zogen einen Zaun um die Herde herum, um sie vor den Wolfen zu behiiten, man
kann aber nicht wissen, ob sich nicht einige Wélfe auch innerhalb des Zaunes verkrochen
haben. Gegen das Auftauchen neuer Widerspriiche sind wir durchaus nicht gesichert.

Hilbert, einer der groBten Mathematiker der letzten Zeit, setzte sich in den letzten 20
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Jahren seines Lebens zum Ziele, in alle Schlupfwinkel, die innerhalb des Zaunes der
Axiome liegen, hineinzuleuchten.

Er gibt zu, dass die Bedenken gegeniiber den "zirkelhaften" Definitionen, den "reinen
Existenzbeweisen" und dem "aktualen Unendlichen" berechtigt sind; in allen diesen
kann Gefahr verborgen sein.

Warum arbeiten wir aber mit so gefdhrlichen "transfiniten" Begriffen, die unseren end-
lichen Verstand iibersteigen?

Wir haben guten Grund dazu, und ohne einen zwingenden Grund werden wir auf sie
auch nicht verzichten; denn sie ermoglichen den Ausbau der groBen umfassenden Theo-
rien, das Beleuchten von Zusammenhangen fernliegender Gebiete. Das wird durch die
zerkleinerte, in Teilstlicke zerfallende Mathematik der Intuitionisten gut erhellt. Wir
wollen die gefahrlichen Begriffe nicht fallen lassen, denn diese I6ten die Mathematik zu
einem einzigen machtigen Gebaude zusammen.

Die transfiniten Mittel spielen in unserer Logik eine dhnliche Rolle, wie die unendlich
ferne Gerade, oder das 7 innerhalb der Mathematik: Sie kénnen als die "idealen Ele-
mente" der Logik betrachtet werden. Und man hat sie auch so zu behandeln wie die
idealen Elemente:

Man hat sie einzufiihren, wenn sie sich als nitzlich erweisen (und wie nutzlich sie sich
erwiesen haben!), aber dann griindlich zu untersuchen, ob sie mit unseren alten Regeln
nicht in Widerspruch geraten kénnen.

Demnach ist die Aufgabe, die uns auf diesem Gebiet noch bevorsteht: die Untersuchung
der Widerspruchsfreiheit der transfiniten Methoden.

Diesem Ziel gemaB ging Hilbert darauf aus, die in der Mathematik angewandte Logik
selbst, - die Schlussfolgerungen und Beweise -, zum Gegenstand einer exakten mathe-
matischen Untersuchung zu machen. Die erste Bedingung hierfiir besteht darin, dass
die Beweisfiihrungen von allen Zufélligkeiten gereinigt werden, die in der ungenauen
sprachlichen Ausdrucksweise an ihnen haften, dass die unmissverstandliche reine Form
aus ihnen herausgeschalt wird.

Die Zahlen konnten auch nur so zum Gegenstand einer genauen Untersuchung werden,
dass nicht mehr von 5 Fingern, von 5 Apfeln, von 5 Satzen die Rede war, sondern von
jener reinen Form, die all diesen Gegenstandlichkeiten gemeinsam ist: dies wurde ihre
Anzahl genannt und mit dem Zeichen 5 bezeichnet.

Wollen wir die Aussagen in den Kreis der Untersuchungen ziehen, so missen wir auch
von ihrem Inhalt absehen; an solchen Aussagen: "2 -2 = 4", "man kann durch zwei
Punkte stets eine Gerade ziehen", "der Schnee ist weil" - interessiert uns hier nur das,
was sie alle gemeinsam haben: Dass sie wahr sind. Auch dafiir kann man ein neues
Zeichen einfiihren, z. B.:

T

Der gemeinsame logische Wert der Aussagen: "2 -2 = 5", "zwei Geraden schneiden
einander in zwei Punkten", "der Schnee ist schwarz" - besteht darin, dass sie alle falsch
sind; das Zeichen dafiir kann

!
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sein (wie im Zirkus der alten Rémer der aufwarts und der abwarts gewendete Daumen:
die ersteren Aussagen werden freigesprochen, die letzteren dagegen nicht).

In der Mathematik interessieren uns nur solche Aussagen, die einen der beiden logischen
Werte annehmen (mit einem Wort: die wahr oder falsch sind).

Hier ist also ein Rechnen im Entstehen, das sogar einfacher als das mit den natiirli-
chen Zahlen ausfallen wird: Auch natiirliche Zahlen gibt es unendlich viele, hier aber
treten insgesamt nur zwei Werte auf. Es wird hier sehr leicht sein, das Einmaleins der
Rechnungsarten aufzuschreiben.

Denn es handelt sich wirklich um ein Rechnen, es werden auch logische Rechnungsarten
auftreten, namlich solche Verkniipfungen der einzelnen Aussagen, deren wir uns in der
Mathematik auf Schritt und Tritt bedienen.

Welche Verkniipfungen hierher gehoren, das kann ein jeder Mathematiker auf sehr ein-
fache Weise entscheiden, wenn er nur nicht samtliche Kultursprachen der Welt spricht.
Er hat nichts anderes zu tun, als ein mathematisches Buch vorzunehmen, das in einer
fremden Sprache geschrieben wurde, und zu beobachten, welche Worte er beim Lesen
aus dem Worterbuch herauszusuchen gezwungen ist.

Er wird lberrascht wahrnehmen, dass er dann, wenn er die Ausdriicke:

"nicht", "und", "oder", "wenn - dann", "dann und nur dann", "alle
"derjenige, welcher"

, "es gibt",

bereits gut eingelibt hat, nach einiger Zeit schon gar nicht mehr merkt, dass er ein Buch
in fremder Sprache liest, da er alles flieBend versteht. Die Formeln sind ja international,
der Text gibt nur den Nachdruck, er ist nicht unbedingt erforderlich, und die unent-
behrlichen logischen Verkniipfungen sind alle in den aufgezahlten wenigen Wortchen
enthalten.

Wie lautet z. B. das Einmaleins des Wértchens "nicht"?
Das ist sehr einfach: Die Verneinung einer wahren Aussage (z.B. "2 + 2 ist nicht gleich
4") ist natirlich falsch, die Verneinung einer falschen Aussage (z. B. "2 - 2 ist nicht
gleich 5) ist wahr, so besteht das ganze Einmaleins aus

nicht =/ ,  nicht J=1

Man kann das Wortchen "nicht" mit einem - ebenfalls abwarts gewendeten - Haken —
abkirzen. Danach ist z. B.
—(2-2=05)

die Verneinung der Aussage: 2-2 = 5. Mit dieser Bezeichnung wird das Einmaleins von
"nicht" zu

St=b L o
Man stellt auch das Einmaleins jener logischen Operation, die dem "und" entspricht,
leicht auf. Werden zwei wahre Aussagen mit "und" verkniipft, so erhalt man wieder
eine wahre Aussage; z. B. ist "2 -2 = 4, und man kann durch zwei Punkte eine einzige
Gerade ziehen" ebenfalls wahr. Folglich ist

T und =7
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Ist aber auch nur eine der beiden verkniipften Aussagen falsch, so verdirbt das bereits
alles: "2-2 =4 und 2-3 = 7" ist eine falsche Aussage. Es niitzt nichts, dass auch eine
wahre Teilaussage darin enthalten ist.

Die Verknilipfung zweier falscher Aussagen mit "und" ist natiirlich um so mehr falsch.
Das Einmaleins von "und" setzt sich also folgendermaBen fort:

Tound [=l; L und T=|; | und |=]

Hiermit haben wir samtliche Moglichkeiten erschopft; das ist ein schones, endliches
Einmaleins, viel leichter als das der Multiplikation!

Und das Einmaleins von "oder"?
Wir haben erst klarzustellen, welches "oder" gemeint wird; denn die sprachliche Aus-
drucksweise ist hier bereits vieldeutig.

"und du mochtest wie ich
den Sturmen Gottes
trotzen oder zerbrechen!"(Dehmel)

- das eine mochtest du bestimmt, doch nicht beides zugleich: das eine schlieBt das
andere aus.

"Wird die Sahara halbiert, so liegt der Lowe in der einen oder in der anderen Halfte"-
in irgendeiner Halfte sicher; es ist aber auch moglich, dass er in beiden Halften liegt
(wenn er sich auf der Grenzlinie befindet).

"Entweder spricht man, oder man isst" - diese beiden schlieBen einander aus, doch
keines von beiden braucht unbedingt zuzutreffen: Man kann mit dem Mund auch etwas
anderes tun; es kann ja sein, dass man ihn gar nicht 6ffnet.

In der Mathematik ist das Wortchen "oder" meistens im zweiten Sinne gebrauchlich, d.
h., die mit einem "oder" verknipften Aussagen werden hier dann als wahr betrachtet,
wenn mindestens eine der Aussagen wahr ist, wobei auch zugelassen wird, dass beide
wahr sind; man schlieBt also nur den Fall aus, dass keine von beiden zutrifft. Demnach
ist das Einmaleins der Operation "oder":

T oder 1=T, T oder |=T, 4 oder 1=7, J oder |=]

Ist das Einmaleins schon da, so kann dies als die Definition der logischen Operation
"oder" betrachtet werden, und so ist diese von den sprachlichen Zuféalligkeiten bereits
gereinigt; diese Verkniipfung kann bereits nur auf einerlei Art verstanden werden.

Ein "oder" in einem anderen Sinn lasst sich dann mit der Benutzung von unserem
"oder" ebenfalls exakt formulieren.

Es ist klar, dass es auch hier "Rechenregeln" gibt, z.B. ist die Reihenfolge der beiden
Aussagen sowohl in der Operation "und" als auch in der Operation "oder" vertauschbar,
ebenso wie die Faktoren in der Multiplikation.

Ich mochte diesen Gegenstand nicht ganz erschépfen, obwohl man die wenigen Mog-
lichkeiten, die aus den beiden logischen Werten entspringen, ziemlich bald erschopfen
konnte.
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Ich gebe lieber ein Beispiel dafiir, wie hier ein "Rechnen" getrieben werden kann. Wir
wissen z. B., dass sich die Potenzen der gleichen Basis so miteinander multiplizieren
lassen, dass man die Exponenten addiert; in diesem Fall lasst sich also die Multiplika-
tion auf eine Addition zuriickfiihren. Ob nun nicht ein dhnlicher Zusammenhang auch
zwischen den logischen Operationen besteht?

Nehmen wir ein Beispiel aus dem Kreis der so sehr beliebten Detektivromane. Versu-
chen wir, aus dem folgenden Sachverhalt zu erraten, wer der Tater war:

Ein Mordprozess hat zwei Verdachtigte: Peter und Paul. Es werden vier Zeugen ver-
nommen. Der erste macht die Aussage:

"Ich weiB nur so viel, dass Peter unschuldig ist."

Der zweite: "lch weiB nur: Paul muss unschuldig sein."

Der dritte: "Ich weiB, dass mindestens eine der beiden ersten Aussagen wahr ist."

Der vierte: "Ich kann in voller Gewissheit behaupten, dass der dritte Zeuge eine falsche
Aussage gemacht hat."

Die Tatsachen rechtfertigen den vierten Zeugen. Nun, wer war denn der Tater?

Bauen wir es nur schon ab, allmahlich zuriickgehend: Die vierte Aussage erwies sich
als wahr, folglich machte der dritte Zeuge tatsachlich eine falsche Aussage. Es ist also
nicht wahr, dass mindestens eine der ersten beiden Aussagen wabhr ist.

Demnach kann keine der beiden Aussagen wahr sein, weder die, dass Peter, noch auch
die, dass Paul unschuldig sei. Beide sind also Mérder: Sie waren Mittater.

Nun schalen wir den logischen Kern des Gedankenganges heraus.

Ich kenne die Aussagen umsonst, ihr logischer Wert muss als unbekannt betrachtet
werden; denn ich weiB ja nicht, ob sie wahr sind. Bezeichnen wir die logischen Werte
der Aussagen der beiden ersten Zeugen mit x und y.

Der dritte Zeuge machte die Aussage, dass mindestens eine von diesen wahr sei, d. h.,
- unsere Operation "oder" driickt ja gerade dieses "mindestens" aus - dass = oder y
eine wahre Aussage sei.

Dies wurde vom vierten Zeugen verneint, und das Zeichen der Verneinung ist: —, folglich
ist nach seiner Behauptung die Wahrheit:

—(z oder y)

Als wir es durchdachten, stellte sich heraus, dass dieses gleichbedeutend damit ist, dass
gerade das Gegenteil der ersten und der zweiten Aussage wahr ist; d.h., die Wahrheit
ist:

-z und -y

Der logische Inhalt des Gedankenganges besteht also darin, dass, gleichgiiltig ob x, ob
y wahr ist, oder nicht, die Aussage

—(z oder y)

stets mit der Aussage
-z und -y
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gleichbedeutend ist, und so kann man von einer "oder"-Verkniipfung zu einer "und"-
Verkniipfung iibergehen und umgekehrt.

Allgemein fiihrt der Weg natdrlich nicht iiber einen SpaB zu solchen Zusammenhangen.
Die Richtigkeit von diesen kann ganz mechanisch kontrolliert werden, indem man an
die Stelle von x und y die moglichen Werte 1 bzw. | einsetzt und nachsieht, ob die
beiden obigen Aussagen immer dasselbe Resultat ergeben.

Es sind insgesamt vier Moglichkeiten derart auszuprobieren: Es ist moglich, dass

1. der Wert sowohl von x als auch von y 1 ist,
2. der Wert von x 1, aber der Wert von y | ist,
3. der Wert von x |, dafiir der Wert von y 7 ist,
4. der Wert sowohl von z als auch von y | ist.

Machen wir den Versuch mit der ersten Moglichkeit. Was wird aus der Aussage
—(z oder y)

wenn sowohl x als auch y 1 ist? Nach dem Einmaleins von "oder" ist (man braucht
dariiber nicht nachzudenken, bitte nachsehen)

T oder 7=

also ist in diesem Falle z oder y =1;
wir haben somit mit der Aussage — 1 zu tun. Diese macht aber nach dem Einmaleins
von "nicht"

1

aus. Was wird nun der Wert der Aussage
=z und -y

sein, wenn sowohl x als auch y 1 ist? Dann ist

~w=-1=) und —y=-1=]

folglich haben wir es mit der Aussage | und | zu tun, und diese hat nach dem Einmaleins
von "und" ebenfalls den Wert

!

Ebenso zeigt man in den drei lbrigen Fallen, dass die beiden betrachteten Aussagen
gleichwertig sind.

Hier kann man auch Algebra treiben, indem man sich eine Aussage denkt, daran aller-
hand logische Operationen ausiibt, zum Schluss sagt, ob man zu einer wahren Operation
gelangt oder zu einer falschen, und wiinscht, es soll daraus erraten werden, ob die ge-
dachte Aussage wahr oder falsch war. Besonders hat hier das Spiel von folgender Art
eine groBe Bedeutung:

"Denke dir eine Aussage, verkniipfe diese mit ihrer eigenen Verneinung durch "oder";
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jetzt hast du gar nichts zu verraten, und ich sage doch: Du bist auf jeden Fall zu einem
wahren Wert gelangt".

Man kann dies folgendermaBen notieren: Die gedachte Aussage ist z, ihre Verneinung
-z, die Verkniipfung der beiden durch "oder"

x oder —zx

und von dieser wird behauptet, dass ihr Wert auf jeden Fall 1 sei, ganz gleich, ob 1
oder ob | der Wert von x war. Probieren wir es aus:

Hat x den Wert 1, so ist nach dem Einmaleins von "nicht" —x = —x =/, folglich haben
wir mit der Aussage 1 oder | zu tun. Bitte im Einmaleins von "oder" nachsehen, dass
der Wert hiervon tatsachlich 1 ist.

Hat = dagegen den Wert |, so ist nach dem Einmaleins von "nicht" —x = = =1, es
handelt sich also um die Aussage | oder 1, und das Einmaleins von "oder" sagt uns,
dass dieses ebenfalls 7 ausmacht.

Es gibt also Verkniipfungen von Aussagen, die immer wahr sind, ganz unabhangig von
den Aussagen, die darin auftreten - und zwar nicht nur von ihrem Inhalt, sondern auch
von ihrem logischen Wert unabhangig. Diese sind allein durch ihre logische Struktur
wahr; sie werden logische ldentitaten genannt. Und eben diese Aussagen spielen in der
Mathematik eine entscheidende Rolle.

Wir konnen auch so weiterspielen, dass nicht die ganze Aussage unbekannt ist, sondern
nur ihr Subjekt nicht verraten wird. Z. B.: "Ich dachte mir eine Zahl und behaupte,
dass sie gerade ist. Jetzt (ibe ich an dieser Aussage allerhand Operationen aus".

Die Aussage lasst sich so notieren:

"r ist gerade"

Ob eine solche Aussage wahr oder falsch ist, hangt natiirlich davon ab, wieviel x betragt.
Ist z.B. x = 4, so ist die Aussage wahr, ist x = 7, so ist sie falsch. Hier haben wir
also mit einer Aussage zu tun, deren Wert eine Funktion von z ist; und so sind wir zur
Funktionentheorie der Logik gelangt.

Wir konnen sofort auch eine logische Funktion von mehreren Veranderlichen fabrizieren:
"Ich dachte mir drei Punkte, und behaupte, dass diese auf einer Geraden liegen." Diese
Aussage lasst sich so notieren:

“r,y, z liegen auf einer Geraden."

und ihr Wert hangt von der Wahl der Punkte z, ¥ und z ab. Wahlt man drei Punkte
in der folgenden Lage

* *
% y oz

so ist es wahr; wenn dagegen die Lage der Punkte diese ist,
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>

N

so ist es falsch. Hier muss uns auffallen, dass die Unbekannten nicht beliebig gewahlt
werden konnen: In unserem ersten Beispiel hatte man = aus den natiirlichen Zahlen zu
wahlen, im zweiten sind x, y und z aus den Punkten der Ebene herauszusuchen.

Dies war aber schon im Bereich unserer mathematischen Funktionen der Fall: Auch
dort hatte man zu sagen, aus welcher Menge die Unbekannten zu wahlen sind. Diese
Menge wird hier der "Individuenbereich" der betreffenden Funktion genannt.

Und nun kommen die gefahrlichen Operationen herein: Diese werden gerade auf die
logischen Funktionen angewandt. Eine solche ist z.B. das Wortchen "alle". Wird es auf
unsere erste logische Funktion angewandt, so erhalt man:

"Fir alle x ist x gerade"

(natiirlich ist gemeint: fiir jedes x, das aus den natiirlichen Zahlen entnommen wird);
dies ist jedenfalls eine Aussage, wenn sie auch falsch ist: Man kann ja sofort ein Ge-
genbeispiel dafiir angeben; z. B. ist 5 nicht gerade.

Folglich:

"Fiir alle z ist x gerade"=|.

Wird dagegen das Wortchen "es gibt" auf unsere Funktion angewandt, so ist die ent-
stehende Aussage

"Es gibt ein z, fiir welches x gerade ist"
eine wahre Aussage, d.h.
"Es gibt ein x, fiir welches = gerade ist"=1

Wir sehen also, dass sowohl das Wértchen "alle" als auch das Wértchen "es gibt" solche
logischen Operationen bedeuten, die sich auf logische Funktionen anwenden lassen und
zum Resultat eine Aussage von ganz bestimmtem Wert ergeben.

In unserem Beispiel ist der Wert der Aussage, die mit "alle" beginnt, |, und zwar ganz
eindeutig (von x nicht mehr abhangig), und der Wert der mit "es gibt" beginnenden
Aussage ist ganz eindeutig 1.

Diese neuen Operationen bringen aber bereits das transfinite Element in die Logik
hinein.

"Fir alle Elemente des Individuenbereichs trifft etwas zu", - ist der Individuenbereich
unendlich, z.B. die Menge der natiirlichen Zahlen oder die Menge der Punkte der Ebene,
so wird hier dem Unendlichen: gegeniiber ein Ton angeschlagen, als ware dieses fertig
und abgeschlossen in unseren Handen.

"Es gibt ein solches x in einem unendlichen Individuenbereich" - als ob man diesen
unendlichen Bereich durchwandern kdonnte, um in ihm ein solches x zu suchen.
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Auf die erstgenannte Art werden Satze (iber das "aktuale Unendliche" ausgesprochen,
auf die letztere Art fallt man "reine Existenzaussagen": "Es gibt"-Behauptungen, ohne
das betreffende Individuum angeben zu kénnen.

So kommen in die Logik die idealen Elemente hinein, die nur nach dem Beweis der
Widerspruchsfreiheit das Bilirgerrecht erlangen konnen.

Die Aussagen der logischen Funktionentheorie lassen sich natiirlich ebenso exakt for-
mulieren wie beispielsweise die Identitat

x oder —x

Damit an den rein logischen Aussagen nicht einmal der Schatten der sprachlichen Zwei-
deutigkeit mehr haften kann, ist es besser, auch statt der bisher benutzten Worte Zei-
chen einzufiihren, wie wir dies fiir das Wortchen "nicht" schon getan haben.

So entstanden die Werke liber symbolische Logik, die nunmehr wirklich international zu
lesen sind: Lange Seiten hindurch ist in ihnen kein einziges Wort zu sehen, bloB Folgen
von Zeichen. Und der Fachmann entnimmt aus diesen den Text in gleicher Weise wie
der Musiker die Melodie, wenn er Noten liest.

Bereits Leibniz hat den Ausbau einer reinen und unzweideutigen Formelsprache begon-
nen; diese wurde von vielen weiterentwickelt, bis sie endlich von Hilbert und seinem
Mitarbeiter Bernays zu dem heutigen geschmeidigen und feinen Instrument geschliffen
wurde, das den Schlussweisen der Mathematik eine so exakte Form zu geben vermag,
dass diese bereits zum Gegenstand einer mathematischen Untersuchung gemacht wer-
den konnen.

3.4 Vor dem Tribunal der Uber-Mathematik

Nun ist es an der Zeit, einen gut umgrenzten Zweig der Mathematik vorzunehmen und
zu untersuchen, ob sich darin Widerspriiche befinden kénnen.

Wie die Umgrenzung geschieht, das wissen wir bereits: Man hat die Grundbedingungen
der einschlagigen Satze - die Axiome - herauszuschalen, und dann kann man sagen,
dass der ganze Wissenszweig aus dem besteht, was sich aus diesen Axiomen ableiten
lasst.

Die Axiome konnen in der Sprache der symbolischen Logik aufgeschrieben werden, sie
bestehen dann - ohne ein einziges missverstandliches Wort - aus dem Nacheinander
einiger mathematischer und logischer Zeichen.

Es ist noch zu untersuchen, was es zu bedeuten hat, dass irgend etwas aus den Axio-
men "ableitbar" ist; d..h., wir haben noch die Schritte der Schlussfolgerung exakt zu
formulieren.

Wenn wir aus der Richtigkeit einer Aussage auf die Richtigkeit einer anderen Aussage
schlieBen und diese Folgerung in unserer symbolischen Schreibweise notieren, gehen
wir einfach von einer Aufeinanderfolge gewisser Zeichen zu einer anderen Zeichenfolge
iber. Erinnern wir uns an die Losung einer Gleichung; diese besteht auch aus solchen
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Schritten. Es ist z. B. zweckmaBig, von der Zeichenfolge

5 5
; +3 =18 zu der Zeichenfolge ; =15

iiberzugehen. Dies hatten wir uns zuerst inhaltlich (iberlegt, indem wir sagten: Wird
aus irgend etwas 18, wenn 3 dazugezahlt wird, so muss dieses Etwas 15 sein.

Spater aber haben wir uns vergegenwartigt, dass sich die beiden Zeichenfolgen formal
nur darin unterscheiden, dass auf der linken Seite der ersten Zeichenfolge noch ein
Glied 3 steht, welches in der zweiten Zeichenfolge fehlt, wahrend die rechte Zahl in der
zweiten Zeichenfolge um 3 kleiner ist als in der ersten.

Wir konnten daraus die rein formale Regel entnehmen, dass es erlaubt ist, einen Sum-
manden von der einen Seite einer Gleichung als Subtrahenden auf die andere Seite zu
bringen. In der Folgezeit haben wir diese Regel ohne jede inhaltliche Uberpriifung an-
gewandt. So wurde die inhaltlich begriindete Schlussfolgerung zu einer mechanischen
"Spielregel":

Es ist erlaubt, gewisse Zeichen so und so verandert von hier nach dort zu bringen. Hier
haben wir eine Regel von der Art wie die beim Schachspiel: Es ist erlaubt, mit dem
Konig in alle Richtungen einen Schritt zu tun.

Das ist es also, was wir auch allgemein tun konnen, wenn wir aus unseren Axiomen
weiterschlieBen: Wir sehen nach, welche formale Anderung in unseren Zeichenfolgen
dem betreffenden Schluss entspricht, und wenden fernerhin diese formale Anderung
ohne jegliche inhaltliche Uberlegung an.

Nun dirfen wir auch vollkommen vergessen, worum es sich in dem betreffenden Wis-
senszweig handelt, und dirfen sagen: Wir verfiigen lber einige ungedeutete Zeichen-
folgen (diese werden Axiome genannt) und iber einige Spielregeln, die besagen, zu
welchen anderen Zeichenfolgen man von einer gegebenen Zeichenfolge aus libergehen
darf (diese werden Schlussregeln genannt).

Auf diese Weise wird das System der Satze und der Beweise in den Handen des Ma-
thematikers zu einem ebenso geschmeidigen und fligsamen Stoff wie die Zahlen selbst:
Er kann an ihm die bewahrten Verfahrensweisen der Mathematik erproben.

Diese Verfahrensweisen diirfen aber nun nicht mechanisch nach Spielregeln angewandt
werden. Man hat bei jedem Schritt gut zu bedenken, ob er wohl eine unbestreitbar
zulassige Folgerung ist, ob sich nicht gefahrliche Elemente eingeschlichen haben. Nicht
einen Augenblick darf man das Ziel aus dem Auge verlieren:

Man will die Berechtigung der Benutzung transfiniter Elemente in dem betrachteten
Wissenszweig erweisen; ein solcher Nachweis besaBe aber gar keine Glaubwiirdigkeit,
wenn er mit ebenso gefahrlichen Elementen gefiihrt wiirde. Man muss hier die Mittel
so rein halten, dass selbst der bedenklichste Intuitionist daran nichts auszusetzen hat.

So spaltet sich die Mathematik: einerseits in vollkommen formale Systeme mit formalen
Spielregeln anstatt der Schlussfolgerungen, andererseits in eine Uber-Mathematik, die
den Inhalt eines jeden ihrer Schritte bedenkt und nur ganz harmlose Schliisse anwendet,
in die sogenannte "Metamathematik", welche die formalen Systeme gleichsam von

196



3.4 Vor dem Tribunal der Uber-Mathematik

auBen her untersucht und deren Hauptzweck der Beweis der Widerspruchsfreiheit der
betrachteten Wissenszweige ist.

Wenn wir aber danach forschen, ob wir an Hand unserer Spielregeln nicht zu einem
Widerspruch gelangen konnen, miissen wir dann nicht dennoch auch den Inhalt der
Aussagen des Systems untersuchen? Man konnte ja glauben, dass es nicht zur Form,
sondern zum Inhalt eines Satzes gehort, dass er einen Widerspruch enthalt.

Dieser Besorgnis ist durch die Bemerkung abzuhelfen, dass es geniigt, wenn man sich
auf einen einzigen Widerspruch beschrankt, z.B. - sofern die natiirlichen Zahlen zum
System gehoren - auf den folgenden:

1=2

Diese einfache Zeichenfolge kann rein durch ihre Struktur gekennzeichnet werden: Wir
nehmen zur Kenntnis, dass das Nacheinander eines lers, eines Zeichens "=" und eines
2ers einen Widerspruch bedeutet. Mehr brauchen wir dann nicht.

Einmal war schon die Rede davon, dass es Scherzableitungen gibt, die einen Beweis
fir 1 = 2 liefern, und ich habe bereits dort erwahnt; dass sich aus einer einzigen
widerspruchsvollen Aussage, die in die Schlussfolgerungen hineingerat, alles ableiten
lasst, sogar 1 = 2.

Es genligt also, zu beweisen, dass die eine Formel 1 = 2 im System nicht ableitbar
ist, dann ist man schon sicher, dass sich in das System in keiner Weise Widerspriiche
einschleichen konnten.

Die exakt formulierte Aufgabe der Metamathematik besteht demnach darin, zu zeigen,
dass man nie zu einer Zeichenfolge der Form 1 = 2 gelangen kann, sofern man von
jenen Zeichenfolgen ausgeht, welche die Axiome des betrachteten Systems genannt
werden, und die Spielregeln anwendet.

In einigen einfachen Fallen hat Hilbert selbst ein Beispiel fiir einen solchen Beweis der
Widerspruchsfreiheit gegeben, dann hat seine Schule dieses Verfahren auch auf weitere
Systeme iibertragen. Nun waren alle Mittel beisammen, um einen groBen, umfangrei-
chen Wissenszweig in den Kreis dieser Untersuchung zu ziehen.

Als erste bot sich natiirlich die Wissenschaft von den natiirlichen Zahlen, die sogenann-
te Zahlentheorie. Alles sprach dafiir, dass man nur ein wenig die Krafte zu sammeln
brauche, um Hilberts Beweisgedanken auf die ganze Zahlentheorie auszudehnen, samt
allen darin enthaltenen gefahrlichen Begriffen. D

a geschah es, dass Hilberts "Beweistheorie", dieser neue Wissenszweig, der so schon
behutsam im Bau begriffen war, von einem Sturm erschiittert wurde.

Ein junger Wiener Mathematiker, Godel, bewies, - indem er sich eben der Methoden
der Beweistheorie bediente (wie er diese verwendete, davon wird das letzte Kapitel ein
Bild geben), - dass sich die Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie nicht beweisen lasst,
wenn nur solche Mittel verwendet werden, die man innerhalb des betrachteten Systems
formal beschreiben konnte.

Wohlverstanden: Die Metamathematik verwendet keine formalen Mittel; sie hat stets
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zu wissen, was sie macht; sie folgert immer bewusst, nie mechanisch. Daraus folgt aber
noch nicht, dass man aus ihren Schlussfolgerungen nicht auch mechanische Spielregeln
machen konnte.

Natirlich konnte man das, wenn man unabhangig von den Zwecken der Metamathema-
tik mit ihr ein wenig spielen wollte. Und wenn die Metamathematik formalisiert wird,
dann scheint es fast selbstverstandlich zu sein, dass sich ihre achtsamen, alle gefahrli-
chen Elemente vermeidenden Schlussweisen bereits in viel engerem Rahmen formalisie-
ren lassen als der betrachtete Wissenszweig mit seinen transfiniten Elementen.

Doch siehe: Godels Ergebnis besagt, dass der Beweis der Widerspruchsfreiheit nur mit
solchen Mitteln gelingen kann, die iiber den Rahmen des betrachteten Systems hinaus-
reichen. Wer wird denn eine Rechtfertigung der gefahrlichen Elemente als beruhigend
empfinden, wenn sie mit Mitteln geschieht, die aus einem noch weiteren Kreis von
Hilfsmitteln als dem des zu untersuchenden Systems entnommen werden?

Es hatte den Anschein, als ob diese Entdeckung endgiiltig das Versagen der Beweis-
theorie bedeute und man die Feder niederlegen koénne.

Hilbert selbst hat das nicht einen Augenblick geglaubt. Er war tberzeugt davon, dass
es einen Ausweg gibt: Es muss irgendeine Schlussweise geben, die den Rahmen des be-
trachteten Systems iiberschreitet und sich trotzdem auf eine konkrete Fahigkeit unse-
res endlichen Verstandes griindet, so dass sie auch von den Intuitionisten angenommen
wird.

Es begann das Suchen nach einer solchen Schlussweise, und es fiihrte auch zum Er-
folg: Gentzen, ein Schiiler Hilberts, fand das geeignete Mittel fiir die Metamathematik
in einem Fall der sogenannten "transfiniten Induktion", und damit bewies er auch die
Widerspruchsfreiheit der gesamten Zahlentheorie.

Die Herde der natiirlichen Zahlen kann bereits in Frieden leben und gedeihen:
Unter ihnen werden sicher nie Woélfe auftauchen.

Die "transfinite Induktion" klingt gefahrlich; es handelt sich aber hier nur um den
folgenden harmlosen Gedanken. Schreitet man, von einem beliebig fernen Glied der
Reihe der natirlichen Zahlen

1,2,3,4,5, ..

ausgehend, in beliebig groBen Schritten nach riickwarts, so ist sicher, dass man hierbei
nur endlich viele Schritte tun kann. Wenn man auch bei 1 Million aufbricht und in
Schritten von je 1 Einheit nach riickwarts geht, so gelangt man doch nach 1 Million
Schritten zur 1 hinunter.

Jetzt ordnen wir die Reihe der natiirlichen Zahlen um, z.B. so, dass erst die ungera-
den Zahlen genommen werden und die geraden Zahlen erst auf die unendlich vielen
ungeraden folgen:

1,3,57,..,2,4,6,8, ..

Wenn man in dieser Anordnung von irgendeiner Zahl aus nach riickwarts, d. h. zu
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immer weiter vorn stehenden Zahlen schreitet, dann ist nach endlich vielen Schritten
auch dieser Weg notwendigerweise zu Ende.

Beginnt man namlich bei einer ungeraden Zahl, so gelangt man - wie bei der urspriing-
lichen Reihe der natiirlichen Zahlen - nach endlich vielen Schritten zur 1. Beginnt man
bei einer geraden Zahl, so sieht man ebenso ein, dass man, nach riickwarts schreitend,
iber kurz oder lang keine gerade Zahl mehr ibrigbehalt und dann auf eine ungerade
Zahl lberspringen muss, wie groB diese auch sein mag.

Damit bewegt man sich aber bereits in einer einzigen Folge, die so beschaffen ist, wie
die Reihe der natiirlichen Zahlen in der urspriinglichen Anordnung.

Die Reihe der natiirlichen Zahlen lasst sich natiirlich auch auf viel kompliziertere Arten
umordnen, z. B. indem man sie in Gruppen trennt, in denen erst die durch 3 teilbaren
Zahlen, dann die Zahlen, die um 1 Einheit groBer sind als diese, und endlich die Zahlen,
die um 2 Einheiten groBer als die ersten sind, aufgereiht werden (wir setzen der Ordnung
halber auch die 0 mit ein):

0,3,6,9,...1,4,7,10,...,2,5,8, 11, ...

Beginnt man, von irgendeiner Zahl der dritten Gruppe an nach riickwarts zu gehen, so
muss man nach endlich vielen Schritten in die zweite Gruppe (iberspringen, und dann
ist die Lage bereits dieselbe wie in dem vorhin betrachteten Fall.

Man kann auch unendlich viele Gruppen erhalten, wenn z. B. zuerst die ungeraden
Zahlen ausgesondert werden, dann jene, die nur durch die erste Potenz von 2 teilbar
sind, danach jene, die durch 22 = 4, darauf jene, die durch 23 = 8 teilbar sind, usf.:

1,3,5,7,...,2,6,10,14, ..., 4,12,20, 28, ..., 8, 24, 40, 56, ...

Dariiber, dass hier unendlich viele Gruppen auftreten, mége man nicht erschrecken:
Sobald man von einer bestimmten Zahl ausgeht, so befindet sich diese in einer der
Gruppen, und dieser Gruppe gehen nur endlich viele andere voraus.

In allen diesen Fallen konnen wir sehen, dass die Riickwartsbewegung darauf hinauslauft,
dass man von einer komplizierten Anordnung zu einer weniger komplizierten libergeht.
So stellt sich zugleich auch heraus, dass man nach endlich vielen Schritten zu einer
einfachen Folge ohne Komplikationen gelangen muss, wenn man von irgendeiner kom-
plizierten Anordnung der Reihe der natirlichen Zahlen ausgeht und von dieser zu immer
weniger komplizierten zurilickschreitet.

Nun hat Gentzen in seinem Beweis die Tatsache benutzt, dass bei einer gewissen An-
ordnung - die noch viel komplizierter ist, als diejenigen, die hier angefiihrt wurden -
ebenfalls nur endlich viele Schritte riickwarts fiihren kénnen. Das ist eine Behauptung,
die man auch mit endlich-konkretem Denken gut erfassen kann und die dennoch den
Rahmen des betrachteten Systems lberschreitet. Wie lasst sich dieses Ergebnis im Be-
weis der Widerspruchsfreiheit benutzen?

Der Gedankengang eines Beweises der Widerspruchsfreiheit verlauft immer auf folgende
Art: Nehmen wir an, jemand behauptet, er habe einen Widerspruch aus den Axiomen
des Systems gefolgert.
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Er Gberreicht eine Ableitung, die von Axiomen ausgeht, durch Anwendung angeblich
nur der zugelassenen Spielregeln fortschreitet und mit 1 = 2 endet. Wir haben nun zu
zeigen, dass die Ableitung fehlerhaft ist, und auch den Fehler darin aufzufinden.

Ist kein einziges gefahrliches Element in der vorgelegten Ableitung aufgetreten, so ist
offenbar, dass man den Fehler in der Ableitung finden kann: Von wahren Satzen aus-
gehend, konnte man durch unbestreitbare Schlussweisen nur zu dem falschen Ergebnis
1 = 2 gelangen, wenn man dazwischen einen Fehler beging.

Kommt aber irgendein transfinites Element in dem Beweis vor, so ist die Nachweis-
barkeit eines Fehlers nicht mehr so sicher: Der Widerspruch konnte auch durch das
transfinite Element bewirkt worden sein.

Der Schluss des Beweises lautet aber: 1 = 2. Darin ist von einem transfiniten Begriff
keine Spur zu finden. Hat dennoch ein solcher in den Beweis hineingespielt, so konnte
das nur geschehen, indem dieser - wie es ja die Art der idealen Elemente ist - erschien,
irgendeine Wirkung ausiibte und dann wieder verschwand.

Ob man den Beweis nicht auch ohne ihn hatte ausfiihren kénnen - so wie sich manche
Formeln der Trigonometrie sowohl mit als auch ohne Hilfe von ¢ ableiten lassen?

Kommt nur ein einziges gefahrliches Element vor oder treten einige unabhangig von-
einander auf, dann ist es tatsachlich so: Hilbert hat gezeigt, dass derartige Beweise
sich in harmlose Beweise umformen lassen, und in solchen kdnnen wir sofort den Fehler
finden.

Jedoch konnen die idealen Elemente - als unkorperliche Wesen der Phantasie, die ein-
ander zu durchdringen imstande sind - auch héchst kompliziert miteinander verkoppelt
auftreten. Aus einem sehr verwickelten Beweis kann man aber die transfiniten Elemente
nicht mehr nach jener einfachen Methode beseitigen.

Nun hat Gentzen bemerkt, dass diese Verwicklung der Beweise in den komplizierten
Umordnungen der Reihe der natiirlichen Zahlen eine Analogie besitzt. Wird Hilberts
Verfahren auf einen so komplizierten Beweis angewandt, so verschwinden zwar nicht
die transfiniten Elemente daraus, der Beweis verwandelt sich aber in eine Ableitung,
deren Verwicklung einer weniger komplizierten Umordnung der Reihe der natiirlichen
Zahlen entspricht.

Dasselbe geschieht, wenn Hilberts Verfahren fiir diese nunmehr weniger verwickelte Ab-
leitung wiederholt wird. Nun wissen wir aber, dass man nach endlich vielen Schritten zu
einer Folge ohne Komplikationen gelangt, wenn man zu immer weniger komplizierten
Anordnungen der Reihe der natiirlichen Zahlen tbergeht.

So muss man nach einer endlichen Anzahl von Anwendungen des Hilbertschen Gedan-
kens zu einem Beweis ohne Verwicklungen gelangen, zu einem Beweis, in dem sich keine
transfiniten Elemente mehr befinden, und in diesem kann man dann ohne Schwierig-
keiten den Fehler entdecken.

Das ist ein schoner, rein mathematischer Gedankengang, und sein Ergebnis ist von
groBer Bedeutung: Er stellt das Vertrauen in die alten Methoden, wenigstens auf dem

200



3.4 Vor dem Tribunal der Uber-Mathematik

Gebiete der Zahlentheorie, wieder her.

Die Mehrzahl der Mathematiker - diejenigen, die von der Gefahr nichts wissen wollen -
hegen dennoch eine Abneigung gegen die Beweistheorie, sie halten sie eher fiir Philo-
sophie als fiir Mathematik.

Sie erkennen die Daseinsberechtigung eines neuen Zweiges der Mathematik nur dann
an, wenn dieser auch auf anderen Gebieten der Mathematik fruchtbar angewandt wer-
den kann. Um auch diesen zu zeigen, was die Beweistheorie zu leisten imstande ist,
unterwarf Hilbert das grandioseste alte Problem, die Kontinuumhypothese der Men-
genlehre, den Methoden der Beweistheorie.

Hier handelt es sich um folgendes: Im Bereich der nach der GroBe geordneten na-
tlirlichen Zahlen waltet eine vollstandige Ordnung; da gehort zu einer jeden Zahl ein
bestimmter unmittelbarer Nachfolger: zur 3 die 4, zur 12 die 13. Im Bereich der Briiche
kann davon bereits keine Rede sein:

Es sind in beliebiger Nahe von einem Bruch immer noch weitere Briiche zu finden. Und
erst recht gilt dies, wenn die Gesamtheit aller reellen Zahlen betrachtet wird: Diese
verteilen sich ja kontinuierlich auf der Zahlengeraden, untrennbar ineinanderflieBend;
eben darum wird ihre Machtigkeit "Kontinuum" genannt.

Man kann nun auch im Bereich der von Cantor eingefiihrten unendlichen Machtigkeiten
die Frage aufwerfen, ob eine jede Machtigkeit einen unmittelbaren Nachfolger hat. Die
Antwort lautet:

Ja, in dieser Hinsicht verhalten sich die unendlichen Machtigkeiten ebenso wie die
natirlichen Zahlen. Die kleinste unendliche Machtigkeit ist die der natiirlichen Zahlen.
Es erhebt sich die Frage: Welche Machtigkeit ist ihr unmittelbarer Nachfolger?

Wir wissen, dass das Kontinuum, die Machtigkeit der reellen Zahlen, groBer als jene
ist. Aber folgt es denn unmittelbar auf sie, gibt es zwischen ihnen nicht noch andere
Machtigkeiten? Es kniipfen sich manche tiefen Untersuchungen an diese Frage; unter
den Mathematikern entwickelte sich allmahlich die Vermutung, dass das Kontinuum
unmittelbar auf die Machtigkeit der Reihe der natiirlichen Zahlen folge.

Diese Vermutung wurde die "Kontinuumhypothese" genannt oder von jenen, die daran
fest glaubten, der "Kontinuumsatz". Man konnte die Frage aber nicht zur Entscheidung
bringen.

In der neuesten Zeit bewies dann (von den Gedanken Hilberts ausgehend) Godel mit
den Mitteln der Beweistheorie, dass die Annahme, die Kontinuumhypothese sei richtig,
keinen Widerspruch in die Mengenlehre hineinbringen kann.

Der Kontinuumsatz ist also entweder unabhangig von den Axiomen der Mengenlehre,
oder aber er lasst sich aus diesen ableiten; auf jeden Fall benutzen wir ihn mit Recht
in unseren Beweisen: Durch ihn werden nie Widerspriiche zustande kommen. Das Be-
weisverfahren ist ahnlich wie im Beweis der Widerspruchsfreiheit der hyperbolischen
Geometrie:

Godel konstruierte ein "Modell" in der Mengenlehre, in dem die Axiome der Mengen-
lehre und der Kontinuumsatz sich gut miteinander vertragen.
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Nun konnte Hilbert mit vollem Recht zu den Zweiflern an der Beweistheorie sagen: "An
ihren Friichten sollt ihr sie erkennen."

Nachschrift iiber die ins Unendliche projizierie Anschauung

Die Widerspruchsfreiheit der Lehre von den natiirlichen Zahlen ist nunmehr gesichert,
und der Beweis lasst sich leicht zu einem Beweis der Widerspruchsfreiheit der Lehre
von anderen abzahlbaren Mengen, also von den positiven und negativen ganzen Zahlen,
von den Briichen, d. h. allgemein von den rationalen Zahlen, umformen.

Es steht noch die Menge der reellen Zahlen aus, und hier stoBen wir auf neue Schwie-
rigkeiten.

Die irrationalen Zahlen wurden durch immer bessere Annaherungen, durch EinschlieBen
in immer engere Intervalle erfasst. Es handelt sich hier also nicht mehr um Zahlentheo-
rie, sondern um Analysis. Hier ist bereits das Auftreten unendlicher Prozesse permanent,
und dies bringt gefahrliche Elemente neuer Art mit sich.

Dort, wo von diesem Gedankenkreis zum erstenmal die Rede war, habe ich darauf ge-
achtet, jenen sehr gefahrlichen Satz, in dem es um Sein oder Nichtsein der Analysis
geht, aufrichtig zu formulieren. Dieser Satz lautete:

"Unsere Anschauung lehrt, dass auch dann, wenn die Bildung der ineinandergeschach-
telten, immer enger zusammenschrumpfenden Intervalle unendlich fortgesetzt wird, je-
nes gewisse Etwas, zu dem sie zusammenschrumpfen, ihr aller gemeinsamer Teil ist."

Wie konnte aber unsere Anschauung irgend etwas (iber einen unendlichen Vorgang
lehren?

Haben wir denn vergessen, dass wir kein Recht haben, das im Endlichen Vorgefundene
auf das Unendliche zu iibertragen?

Ich kann dafiir auch ein neues Beispiel heranziehen, das wiederum zu denken gibt.
Man braucht kein Mathematiker zu sein, um einzusehen, dass die kiirzeste Entfernung
zwischen zwei Punkten der gerade Weg ist. Fliegt z, B. jemand von Erfurt nach Berlin,
so gelangt er geradeswegs eher dahin, als wenn er seinen Weg tiber Dresden nahme:

Daraus lasst sich auch sofort entnehmen, dass zwei Seiten eines Dreiecks zusammen
langer sind als die dritte Seite.

Nun werde ich trotzdem beweisen, dass die zwei Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks
insgesamt genau die Lange der Hypotenuse ergeben. Dies ist offenbar Unsinn; das aber
vermag die auf unendliche Vorgange angewandte "Anschauung".

Zeichnen wir eine Treppe lber die Hypotenuse, so dass ihre Linien je einer Kathete
parallel laufen:
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Es leuchtet ein, dass die beiden vertikalen Stiicke insgesamt ebenso lang sind wie
die vertikale Kathete, und die beiden horizontalen Stiicke zusammen der horizontalen
Kathete gleich sind. Die Lange der ganzen Treppenlinie ist also der Summe der beiden
Katheten gleich.

Dasselbe gilt auch fiir eine Treppe aus vier Teilen:

Die horizontalen Stiicke sind zusammen wieder der horizontalen Kathete, die vertikalen
zusammen der vertikalen Kathete gleich. Und wird die Hypotenuse weiter geteilt,

so bleibt es unverandert richtig, dass die Lange der Treppenlinie der Summe der beiden
Katheten gleich ist. Andererseits lasst sich die Treppe immer weniger von der Hypote-
nuse unterscheiden, und "unsere Anschauung lehrt", dass dann, wenn man die Teilung
grenzenlos fortsetzt, die Treppe mit der Hypotenuse verschmelzen wird. Demnach ware
auch die Hypotenuse der Summe der beiden Katheten gleich.

Nun koénnen wir tber die Zuverlassigkeit der, ins Unendliche projizierten Anschauung
nachdenken.

Trotzdem geht es in jenem kritischen Satz um Sein oder Nichtsein der Analysis. Entwe-
der glauben wir daran ohne jeglichen Grund, nur, weil wir daran glauben mochten, oder
es bleibt nichts anderes tibrig, als unsere Zuflucht zu den Methoden der Beweistheorie
zu nehmen, nachzuforschen, ob eine solche Aussage nicht zu Widerspriichen fiihren
kann.

In das Axiomensystem der Analysis kommen also auch solche neuen transfiniten Ele-
mente hinein. Werden auch diese zugelassen, dann wird das System bereits so weit,
dass der von Gentzen benutzte Fall, und sogar auch noch viel kompliziertere Falle der
transfiniten Induktion in ihm darstellbar sind.

Nun gilt aber auch hier der Satz von Godel: Die Widerspruchsfreiheit des Systems kann
nicht mit Mitteln bewiesen werden, die sich in dem betrachteten System selbst formali-
sieren lassen. Wir konnen also nicht mehr darauf hoffen, dass die bisherigen Methoden
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ohne weiteres zum Beweis der Widerspruchsfreiheit der Analysis ausreichen werden;
hier hat man neue, scharfere Hilfsmittel zu suchen. Dies ist bis heute noch ein offenes
Gebiet der Forschung.

3.5 Was die Mathematik nicht kann

Der Beweis der Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie deutete zugleich auf einen Man-
gel in der Axiomatisierung hin. Die transfinite Induktion, die dort angewandt wurde,
ist ein Verfahren, das sich in der Sprache der natiirlichen Zahlen formulieren und auch
mit endlichem Verstand wohl erfassen lasst; dennoch iibersteigt sie den Rahmen des
Axiomensystems, das die Lehre von den natiirlichen Zahlen umfasst.

Das ist keine vereinzelte Erscheinung: Kein einziges Axiomensystem ist imstande, genau
das zu umfassen, was es umfassen will.

Es gibt stets Dinge, die ihm entgleiten, und andererseits auch Dinge, die unerwiinscht
hineinkommen. Es nimmt gleichsam zuviel unter den Arm und muss darum einiges
fallen lassen.
Dass es zuviel unter den Arm nimmt, wurde von dem norwegischen Mathematiker Sko-
lem gezeigt.

Wollen wir mit unseren Axiomen nur die Reihe der natiirlichen Zahlen in ihrer urspriing-
lichen Anordnung erfassen, so schleichen sich unvermeidlich auch die komplizierteren
Anordnungen dieser Zahlenreihe in das Axiomensystem ein: Die urspriingliche Zahlen-
reihe lasst sich diesen gegeniiber nicht abgrenzen.

Wollen wir ferner einen groBeren Individuenbereich als das Abzahlbare, z.B. die Menge
der reellen Zahlen, mit Hilfe von Axiomen genau abgrenzen, so wird es immer auch
eine abzahlbare Menge geben, die sich hier eindrangt und die Bedingungen samtlicher
Axiome erfiillt.

Dass die Axiomensysteme einiges fallen lassen miissen, wurde durch eine tiberraschen-
de Entdeckung Godels ans Licht gebracht, die Entdeckung namlich, dass es in jedem
tauglichen Axiomensystem, das die Zahlentheorie enthalt, unentscheidbare Probleme
gibt.

Wie ist das zu verstehen?

Bis heute unentschiedene, alte Probleme gibt es in der Mathematik eine Fiille. Ich habe
bereits einige erwahnt, z. B. jenes: Gibt es unendlich viele "Primzahlzwillinge" (wie
z. B. 11 und 13 oder 29 und 31)? Auch die sogenannte Goldbachsche Vermutung ist
bisher nicht entschieden: Es wurde beobachtet, dass

4=2+2
6=3+3
8=3+5

10=3+7=5+5

204



3.5 Was die Mathematik nicht kann

ist, und es hat den Anschein, als ob jede gerade Zahl mit Ausnahme von 2 sich als die
Summe zweier Primzahlen aufschreiben lieBe - eventuell auch auf mehrfache Weise.
Das trifft in der Tat zu, soweit die Zahlen untersucht wurden; bis heute ist es aber nur
eine Vermutung geblieben, dass dies auch (iber alle Grenzen hinaus zutrifft.

Am beriihmtesten wurde unter den unentschiedenen Problemen die Fermatsche Ver-
mutung. Hierbei handelt es sich um folgendes: Wir wissen, dass

32 4+42=94+16=25=5> d.h. 3% 442 = 52

ist, und es gibt auch andere Beispiele von drei Zahlen, die so beschaffen sind, dass zwei
von ihnen, ins Quadrat erhoben und addiert, das Quadrat der dritten ergeben.

Nun vermerkte Fermat, als er ein Buch mit Anmerkungen versah, dass er einen Beweis
dafiir gefunden habe, dass die entsprechende Beziehung fiir hohere Exponenten als 2
nicht mehr moglich ist; zum Aufzeichnen des Beweises dafiir sei aber auf dem Rand
nicht genitigend Platz.

Er behauptete also, dass man sich nicht drei ganze Zahlen x, y und 2z denken kann,
zwischen denen eine Verkniipfung

3 3

23 4+9° =23 oder at4yt=24

oder z°+y°=2°

besteht.

Fermat ist schon vor langer Zeit gestorben. Viele Mathematiker versuchten, seinen Be-
weis zu rekonstruieren, doch bis heute ohne Erfolg. Diese erfolglosen Bemiihungen um
einen Beweis, den jemand angeblich bereits in den Handen hatte, erweckten fiir dieses
an sich ziemlich uninteressante Problem ein groBes Interesse.

Es fand sich sogar ein Testament, das eine sehr betrachtliche Summe demjenigen hin-
terlieB, der das Problem entscheide. Man kann sich denken, dass diese Preisaufgabe
die Phantasie der Unkundigen noch mehr anregte als die Quadratur des Kreises. Zum
Glick wurde die Unternehmungslust heute bereits dadurch etwas abgekiihlt, dass das
hinterlassene Geld seitdem seinen Wert vollig verloren hat.

Trotzdem wirkte dieses Problem auch in der Mathematik befruchtend:

Es wurden sogar neue ideale Elemente, sogenannte "ldeale", eingefiihrt, um das Pro-
blem zuganglicher zu machen, und diese Ideale erwiesen sich auch auf bedeutsameren
Gebieten der Algebra als sehr brauchbar.

Es gelang aber auch damit nur, fiir spezielle Exponenten die Fermatsche Vermutung
als zutreffend zu erweisen; in ihrer Allgemeinheit ist sie bis heute noch unentschieden.
Fermat hat sich vermutlich geirrt; gewiss hat auch er nur den Beweis eines Spezialfalles
gefunden.

Es gibt aber auch Aufgaben in der Mathematik, die - bei gewissen abgegrenzten Me-
thoden - erwiesenermaBen unlosbar sind.

Diese bilden vollkommen entschiedene Probleme: Sie wurden entschieden - jedoch in ne-
gativem Sinne. Dahin gehoren z.B. die allgemeine Losung der Gleichung fiinften Grades
und die Quadratur des Kreises. Auch die Winkeldreiteilung und die Wiirfelverdoppelung
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gehoren in diese Kategorie von Problemen.

Es ist erwiesen, dass sich diese Aufgaben unter alleiniger Benutzung von Zirkel und
Lineal nicht ausfiihren lassen. Mit diesen beiden Instrumenten kdnnen wir einen belie-
bigen Winkel halbieren, doch in drei gleiche Teile konnen wir ihn bereits nicht mehr
teilen. Die Wiirfelverdoppelung ist das raumliche Analogon zur Verdoppelung unseres
Fischteiches.

In der Ebene konnten wir noch eine Seite des groBen Quadrats mit Zirkel und Lineal
konstruieren, dagegen gelingt es im Raume bereits nicht mehr, mit den zugelassenen In-
strumenten die Kante eines Wiirfels zu konstruieren, dessen Rauminhalt doppelt so groB
ist wie der des gegebenen Wiirfels. Diese Aufgabe wird auch als "Delisches Problem"
erwahnt, da die Gotter angeblich von den vom Unheil betroffenen Deliern verlangten,
ihren wiirfelformigen Altar zu verdoppeln.

Der gute Wille dazu war zwar vorhanden, doch vergebens. Die Delier wurden dann von
Platon getrostet: Die Gotter wollten die Griechen mit dieser Aufgabe vermutlich nur
zur Pflege der Geometrie anregen.

Der Satz von Godel handelt aber nicht von bisher unentschiedenen oder in negativem
Sinn entschiedenen Problemen, sondern von innerhalb der gebrauchlichen Axiomensys-
teme unentscheidbaren Problemen.

Ich mochte nun den Gedankengang Goédels in groBen Ziigen schildern.

Nehmen wir an, wir hatten ein gut aufgebautes Axiomensystem fiir die Wissenschaft
von den naturlichen Zahlen, fiir die Zahlentheorie; und in die Axiome hatten wir alles
aufgenommen, was auf diesem Gebiet notig werden kann; auch darauf hatten wir na-
tirlich geachtet, dass in dem System kein Widerspruch vorhanden ist.

Wir hatten es in der Sprache der symbolischen Logik dargestellt, so dass darin jede
Aussage die Gestalt einer Zeichenfolge annimmt.

Dann ist es moglich, einer jeden dieser Zeichenfolgen je eine Zahl zuzuordnen - genau,
wie wir den Punkten der Ebene seinerzeit Zahlenpaare zugeordnet haben. Das kann in
folgender Weise geschehen:

Wir haben mathematische und logische Zeichen in endlicher Anzahl; lassen wir nun
diesen die ersten Primzahlen entsprechen (jetzt zahle ich auch 1 zu den Primzahlen).
So soll z.B. dem Zeichen 1 die Zahl 1 selbst entsprechen; andere Zahlzeichen sind in
dem formalen System schon nicht mehr nétig; denn 2 Iasst sich ja als 141 aufschreiben,
3als1+1+1, usf.

Dem Zeichen "=" soll die 2, dem "nicht" ausdriickenden Zeichen "—", die 3 dem Zeichen
"+" die 5 entsprechen, usf., es bleibt sich gleich, wie man die Reihenfolge wahlt.

Dem letzten der Zeichen sei etwa die 17 zugeordnet. Nun ordnen wir von 19 an die
Primzahlen jenen unbekannte Werte bezeichnenden Buchstaben z, y, ... zu, die in den
Aussagen des Systems vorkommen; es soll z.B. dem x die 19, dem y die 23 entsprechen
usf.

So kommen wir zu folgendem Lexikon:
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1. 1
= ... 2
eI 3
+ 5
X ... 19
A 23

Hieraus lasst sich z. B. sofort ersehen, dass der Formel 1 = 1 das Zahlentripel 1, 2, 1
entspricht.

Aus diesem Tripel will ich eine einzige Zahl machen. Das lasst sich natirlich leicht tun,
sogar auf vielerlei Art; addiere ich z. B. diese drei Zahlen, so erhalte ich auch eine
einzige Zahl: 4. Ja.

Doch diese 4 hat jene Zahlen auch verschluckt: Es lasst sich aus ihr in keiner Weise
ersehen, aus welchen Zahlen sie zusammengesetzt wurde und in welcher Reihenfolge,
ja nicht einmal, aus wievielen Zahlen. 4 kann z. B. auch 1 + 3 sein oder 3 + 1, 2 4 2,
1+1+4+2und 2+ 1+ 1, also durchaus nicht nur

1+2+1

Ich will aber eine Zahl bilden, die genau erkennen lasst, aus welchen Gliedern sie zu-
sammengeschmolzen ist. Auch dies ist moglich:
Ich kann z.B. die ersten drei Primzahlen 2, 3, 5 mit den Gliedern unseres Zahlentripels

1,2,1

als Exponenten potenzieren und die so erhaltenen drei Potenzen miteinander multipli-
zieren; so entsteht das Produkt:

21.32.5'=10-32=10-9 =90

Der Formel 1 = 1 entspricht hiernach die Zahl 90.
Es ist leicht, aus ihr die Formel wiederzuerkennen, der sie zugeordnet wurde: Man
braucht nur die Zahl in Primfaktoren zu zerlegen, die einander der GréBe nach folgen:

90=2-45=2-3-15==2.3.3.5=21.32.5!

dann tauchen in den Exponenten wieder die Primzahlen 1, 2, 1 auf, die im Lexikon den
Zeichen 1 = 1 entsprechen. Folglich gewinnen wir aus 90 die ihr entsprechende Formel
1 = 1 tadellos wieder.

Einer jeden Aussage des Systems entspricht so je eine Zahl.

Und es lasst sich auch jedem Beweis nach demselben Verfahren je eine Zahl zuordnen.
Ein Beweis ist ja - formal betrachtet - nichts anderes als eine gewisse Aufeinanderfolge
von Aussagen (wobei die letzte Aussage eine Folge der vorherigen ist).

Den Aussagen sind aber schon Zahlen zugeordnet; so entspricht z.B. einem Beweis aus
drei Aussagen ein Zahlentripel. Die Glieder eines Zahlentripels kdnnen aber ganz in der
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vorhergehenden Weise zu einer einzigen Zahl zusammengeschmolzen werden, so dass
sich aus dieser Zahl jederzeit ihre Bestandteile wiedererkennen lassen: Man braucht sie
dazu nur in Primfaktoren zu zerlegen.

Angenommen, wir wissen bereits von einer entsetzlich groBen Zahl, dass sie in ir-
gendeiner Zuordnung vorgekommen ist, wir hatten ferner die Engelsgeduld, sie in ihre
Primfaktoren zu zerlegen, und hatten so

290000000000000000000 . 390

erhalten, dann sehen wir erstens, dass die Exponenten keine Primzahlen sind. Folglich
wurde diese Zahl nicht einer einzelnen Aussage, sondern einem Beweis zugeordnet.
Ferner muss der Beweis ein solcher sein, in dem insgesamt zwei Aussagen vorkommen,
jene, denen die Zahlen in den Exponenten

90000000000000000000 bzw. 90

entsprechen. Werden diese Zahlen in ihre Primfaktoren zerlegt, so kénnen wir aus ihnen
die entsprechenden Aussagen wiedergewinnen.
In der ersten Zahl sind 19 Nullen, folglich ist diese

9.10% —32.1019 — 32.919. 519
denn es ist ja 10 = 2 - 5. Indem wir die Basen der GroBe nach ordnen, erhalten wir
21%.3%.5.19
in den Exponenten tritt hier das Zahlentripel
19,2,19
auf. Die Zerlegung der zweiten Zahl ist uns schon bekannt:
90 = 2' . 325!

diese wurde also aus dem Zahlentripel

1,2,1
aufgebaut. Ich wiederhole das Lexikon:
1. 1
= ... 2
ST 3
+ ... 5
X e 19
Yoo 23
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Man kann hieraus ersehen, dass das erste Zahlentripel, d.h. 19, 2, 19 der Formel x = «,
das zweite Zahlentripel, d.h. 1, 2, 1, der Formel 1 = 1 entspricht.

Der betreffende Beweis, dem die betrachtete groBe Zahl zugeordnet ist, besagt also im
ganzen folgendes: Ist fiir ein beliebiges x

T =z, so folgt, dass 1=1 ist.

Nun, das ist noch ein recht kiimmerlicher Beweis, und schon zu diesem gehort eine
Zahl von astronomischer GroBe; man kann sich vorstellen, eine wie groBe Zahl einem
tauglichen Beweis entspricht.

Doch das Wesentliche ist, dass wir wissen, es entspricht ihm trotzdem eine gewisse
Zahl, und aus dieser Zahl lasst sich der Beweis - wenn ein Menschenleben dazu auch
nicht geniigt, doch wenigstens prinzipiell - rekonstruieren.

So kann man die Formeln und die Beweise in gewisse natlirliche Zahlen (ibersetzen.
Was hat das aber fiir einen Zweck?

Die Metamathematik untersucht das System von auBen her; ihre Behauptungen sagen
etwas iiber die so und so gebildeten Formeln und Beweise des Systems aus. Jetzt lassen
sich diese Behauptungen mittels des, Lexikons so umformen, dass sie von natiirlichen
Zahlen sprechen, deren Primfaktorenzerlegung so und so geartet ist. Z.B. kann die
Metamathematik, indem sie eben die Formeln, die sich mittels der Zeichen des Systems
aufschreiben lassen, untersucht, konstatieren, dass man mit den Formeln

1=1 und -(1=1)

vorsichtig umgehen muss; denn die eine ist die Negation der anderen. Wir hatten schon
gesehen, dass der Formel

1=1 die Zahl 21.32.51 =90

entspricht. Nach dem Lexikon entspricht (wenn man davon absieht, dass auch die
Klammerzeichen Zeichen sind und ihnen eigentlich auch gewisse Zahlen zugeordnet
werden missten): der Formel =(1 = 1) das Quadrupel 3, 1, 2, 1,

d.h., da die ersten vier Primzahlen 2, 3, 5, 7 sind, die Zahl 23 -3 .52 . 7%

Berechnen wir auch diese:
2°.3".5%.7'=2.2.2.3-5-5-7=4200
Stellen wir nun die beiden Primfaktorenzerlegungen noch einmal nebeneinander:
90 =2%-3%2.51 4200 =23 -3 . 52. 71

so sehen wir, dass die metamathematische Behauptung: "Die Formeln 1 = 1 und
—(1 = 1) sagen das Gegenteil voneinander aus"sich (ibersetzen lasst in die folgende
Aussage: "90 und 4200 sind so beschaffen, dass die Primfaktorenzerlegung der zweiten
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mit 22 beginnt und die Exponenten der darauf folgenden Primzahlen der Reihe nach
dieselben sind wie die Exponenten in der Primfaktorenzerlegung von 90".

In diesem letzten Satz ist keine Spur mehr von Metamathematik zu finden, er ist eine
rein zahlentheoretische Behauptung.
Das betrachtete System dient nun aber gerade dazu, die zahlentheoretischen Behaup-
tungen darin zu formulieren. Der genannte zahlentheoretische Satz lasst sich daher
auch vollkommen mit den Zeichen unseres betrachteten Systems aufschreiben, so dass
kein einziges Wort darin (ibrigbleibt.

Er wird zu einer der gewohnlichen grauen Zeichenfolgen, und dieser sieht man es nicht
mehr an, wie zweideutig sie ist. Sie ist aber zweideutig: Es lassen sich zwei verschie-
dene Texte aus ihr herauslesen. Der eine ist der zahlentheoretische Text, wie man ihn
aus jeder Formel des Systems entnehmen kann, wenn man sich besinnt, welcher Inhalt
urspringlich den Zeichen beigelegt worden ist; der andere ist das, was die in ihr ver-
korperte metamathematische Behauptung aussagt.

Und mitten in der Spielerei mit diesen zweideutigen Zeichenfolgen und mit den ihnen
entsprechenden Zahlen stieB Godel auf eine Zahl - sagen wir 8 Milliarden; in Wirklich-
keit wissen wir genau, wie diese Zahl aus Primfaktoren aufgebaut wird, es wiirde aber
zu ihrer Berechnung ein Menschenleben nicht gentigen - und bemerkte, dass diese Zahl
folgendes leisten kann:

Schreibt man nach dem Muster des vorhin behandelten Satzes die folgende metama-
thematische Behauptung mit den Zeichen des Systems auf:

"Die Formel, der 8 Milliarden entspricht, ist im System nicht beweisbar"

- und prift man nach, welche Zahl gemaB dem Lexikon der so gewonnenen Formel ent-
spricht, so wird man staunend erfahren, dass diese eben 8 Milliarden ausmacht. "Die
Formel, der die Zahl 8 Milliarden entspricht", ist also diese Formel selbst. In ihrem einen
Sinn sagt sie also aus:

"Ich selber bin nicht beweisbar."

Wohlverstanden - das ist kein Spiel mit Worten, kein Sophismus; eine gewohnliche
graue Formel steht vor uns, eine unleugbare Zeichenfolge, so wie alle anderen. Nur
wenn wir mit Hilfe unseres Lexikons nachpriifen, was fiir eine Nebenbedeutung durch
die Metamathematik in diese Zeichenfolge eingeschmuggelt wurde, bemerken wir, dass
sie mit ihrem unschuldigen Gesicht diesen seltsamen Text vor sich hin summt: "lch bin
nicht beweisbar."

Kein Wunder, dass diese Formel im System unentscheidbar ist, moge sie auch eine noch
so unschuldige zahlentheoretische Behauptung in ihrem anderen Sinn ausdriicken.

Namlich ware sie beweisbar, so wirde das mit dem, was die Formel in ihrem metama-
thematischen Sinn aussagt, in Widerspruch geraten: Dies ist ja gerade, dass sie nicht
beweisbar ist.

Wiare sie dagegen widerlegbar, so wiirde diese Widerlegung ihre metamathematische
Behauptung, namlich, dass sie nicht beweisbar ist, bestatigen: Sie ware also gerade
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durch die Widerlegung bewiesen.

Man kann sie weder beweisen noch widerlegen: Sie ist unentscheidbar.

Ich betone noch einmal: Fallt einem das Lexikon nicht ein, dann ist diese Zeichenfolge
eine gewohnliche graue Formel des Systems, eine unschuldige zahlentheoretische Be-
hauptung tber Additionen und Multiplikationen. Godel hat die Existenz so gearteter
unentscheidbarer Formeln fiir jedes taugliche System nachgewiesen.

Es ist nicht ausgeschlossen, dass z.B. auch die Goldbachsche Vermutung zu ihnen ge-
hort: Es ist moglich, dass es darum nicht gelungen ist, diese bis heute zu entscheiden,
weil dann, wenn ein formales Axiomensystem aus den Mitteln, mit denen man bisher
an dieser Vermutung experimentiert hat, herausprapariert wiirde, der formale Ausdruck
der Vermutung eben jene Formel ware, die nach dem Lexikon das Liedchen summt:
"Ich bin im System nicht beweisbar."

Dasselbe gilt fiir jedes bisher nicht entschiedene Problem; diese Moglichkeit hat ein
jeder Mathematiker ins Auge zu fassen. Eine Einwendung ware noch denkbar: Alles
dies folgt nur aus der Mangelhaftigkeit der Axiomensysteme.

Die Gédelschen Probleme lassen sich vermutlich auch entscheiden, wenn man sich nicht
an ein gewisses Axiomensystem bindet. Nun hat aber Church ein Problem konstruiert,
das mit keiner der bis heute vorstellbaren mathematischen Uberlegungen entschieden
werden kann; ganz unabhéngig davon, ob sich unsere Schlussfolgerungen in den Rah-
men eines Axiomensystems pressen lassen oder nicht.

Hier habe ich meine Ausfiihrungen zu beenden: Wir stieBen an die Schranken des heuti-
gen mathematischen Denkens. Unsere Zeit ist die Zeit des Bewusstwerdens; auf diesem
Gebiet hat auch die Mathematik das lhrige getan: Sie enthiillte selbst die Grenzen ihrer
eigenen Fahigkeiten.

StieBen wir aber an endgiiltige Hindernisse? Aus samtlichen Sackgassen in der Ge-
schichte der Mathematik fand sich bisher ein Ausweg. Auch der Beweis von Church
hat einen sehr bedenklichen Punkt: Er hatte exakt zu formulieren, was als "bis heute
vorstellbare mathematische Uberlegung" betrachtet werden soll, wenn er ein mathema-
tisches Verfahren auf diesen Begriff anwenden wollte.

Sobald aber etwas formuliert wird, wird es zugleich auch abgegrenzt, und jeder Zaun
ist zu eng. Die auftauchenden unentscheidbaren Probleme schliipfen darunter hinweg.

Die Schranken werden von der zukiinftigen Entwicklung gewiss erweitert, wenn heute
auch noch nicht zu sehen ist, wie. Stets gilt die Lehre:

Die Mathematik ist nichts Statisches und Abgeschlossenes, sondern etwas Lebendiges,
sich weiter Entwickelndes; wie immer man sie auch in abgeschlossenen Formen zum
Erstarren zu bringen sucht, sie findet eine Liicke: Lebendig stiirzt sie hinaus ins Freie.
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Nach dem Gebrauch

Mochte der Leser zuriickblattern, z.B. zum Integral, so findet er im Inhaltsverzeichnis nur den
Titel: "Halten die Kleinen zusammen, so bringen sie es weit".

Deshalb teile ich nachtraglich mit, welche mathematischen Begriffe in den einzelnen Kapiteln
zu finden sind. (Man lasse sich davon nicht abschrecken!)

. TEIL:

1
1. Addition, Multiplikation, Potenzieren.

2. Der Rauminhalt des Wiirfels; Graphische Darstellung von Funktionen.

3. Zahlensysteme. Teilbarkeitsregeln.

4. Arithmetische Reihe. Flacheninhalt des Rechtecks und des Dreiecks.

5. Diagonalen konvexer Vielecke. Zweigliedrige Kombinationen. Die Formel.
Nachschrift: Topologie. Kongruenz und Ahnlichkeit. RegelmaBige Kérper.

6. Kombinationslehre. Vollstindige Induktion. Das Quadrat der Summe zweier Glieder.
. Lerlegung in Primfaktoren. Die Verteilung der Primzahlen. Primzahlsatz.

. Gleichungen. Die Unlésbarkeit der Gleichung flinften Grades. Galoissche Theorie.

N 00 ~

. TEIL:

. Negative Zahlen. Vektoren. Prinzip der Permanenz.

. Operationen mit Briichen. Uberall dichte Menge. Die Machtigkeit der rationalen Zahlen.

. Umformung von Briichen in die Dezimalform und umgekehrt. Unendliche Reihen.

. Die irrationale Zahl. Pythagoreischer Lehrsatz. Die Machtigkeit der reellen Zahlen.

5. Logarithmentafeln. Die Erweiterung des Potenzbegriffs. Glatte Kurven. Hyperbel. Die 0 als
Divisor.

6. Der allgemeine Funktionenbegriff. Analytische Geometrie.

Nachschrift:

a) Winkelfunktionen. Approximation einer periodischen Funktion.

b) Projektive Geometrie. Invarianten.

7. Die unendlich ferne Gerade. Komplexe Zahlen. Zusammenhang zwischen den Winkelfunktio-
nen und der Exponentialfunktion. Der Fundamentalsatz der Algebra. Potenzreihenentwicklungen
von Funktionen.

8. Die Richtung der Tangente. Der Differentialquotient. Maximum und Minimum.

9. Unbestimmtes und bestimmtes Integral. Flachenberechnung.

3. TEIL:

BN =

1. Die Quadratur des Kreises. Das Axiomensystem Euklids. Hyperbolische Geometrie. Verschie-
dene Geometrien.

Nachschrift: Die vierte Dimension.

2. Gruppentheorie. Mengenlehre. Antinomien. Intuitionismus.

3. Symbolische Logik.

4. Beweistheorie. Metamathematik. Beweis der Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie. Konti-
nuumsatz.

Nachschrift: Die Axiomatisierung der Analysis.

5. Unentschiedene und mit gegebenen Mitteln unlésbare Aufgaben. Die Frage der sogenannten
unentscheidbaren Probleme.
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