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Vorwort

Der vorliegende Band gibt eine Einfiihrung in die Riemannsche Integrationstheorie.

Im Unterschied zum traditionellen Vorgehen beim Aufbau der Integralrechnung wird der Leser
anhand eines einfachen Modells an Begriffsbildungen der Funktionalanalysis herangefiihrt.
Dabei steht der Begriff des positiven linearen Funktionale im Mittelpunkt. Beide Integralbe-
griffe werden nach einheitlichen Prinzipien durch einen Fortsetzungsprozess gewonnen.

Die in den ersten drei Kapiteln bei der Konstruktion des Riemannschen Integrals entwickelten
Methoden und Denkweisen bilden die Grundlage fiir eine relativ einfache Einfiihrung des in der
modernen Mathematik wesentlich wichtigeren Lebesgueschen Integralbegriffs.

Im ersten Kapitel wird mit elementaren Methoden ein Integral fiir stiickweise lineare steti-
ge Funktionen definiert. Im zweiten Kapitel wird dieses Integral zum Riemannschen Integral
fortgesetzt.

Die Kenntnis der wichtigsten Satze (iber konvergente Zahlenfolgen und der Differentialrech-
nung im Umfang der Schulmathematik wird dabei vorausgesetzt.

Die fiir die Integralrechnung wichtigen Satze iiber stetige Funktionen werden mit Hilfe des Sat-
zes von Bolzano-WeierstraBB bewiesen. Ferner wird gezeigt, dass die hier gegebene Definition
des Riemannschen Integrals mit der klassischen Begriffsbildung tibereinstimmt. Der Mittel-
wertsatz und der Hauptsatz der Integralrechnung werden in der (blichen Weise behandelt.

Die in den ersten beiden Kapiteln eingefiihrten Begriffsbildungen und gewonnenen Erkennt-
nisse werden in den Abschnitten 3.1 und 3.2 abstrahiert und noch einmal zusammenfassend
dargestellt. Auf dieser Grundlage wird im Rest des dritten Kapitels das zweidimensionale Rie-
mannsche Integral konstruiert, wobei sich hier der Vorteil der abstrakt entwickelten Theorie
zeigt.

Unser Dank gilt dem Verlag sowie der Druckerei fiir die angenehme Zusammenarbeit und die
sorgfaltige Gestaltung des vorliegenden Bandchens.

Potsdam, im Sommer 1984

H. Belkner, S. Brehmer
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1.1 Zackenfunktionen

1 Konstruktion eines positiven linearen Funktionals

1.1 Zackenfunktionen

Unter ¢, verstehen wir im folgenden reellwertige Funktionen mit einem festen Definitions-
bereich D. In den ersten Abschnitten wird D immer ein Intervall [a, b] sein.

Gelegentlich bezeichnen wir den Definitionsbereich einer Funktion ¢ auch mit D(p). Die
Menge der Punkte P(z,¢(z)) mit z € D(¢) nennen wir das Bild der Funktion ¢.

Ist A eine reelle Zahl, so verstehen wir unter

Ap, o+, 0, ||, oot

die durch
(Ap)(@) == Ao(z),
(p + ¥)(2) = p(z) + ¢(2),
(p¥)(@) = p(z)¢(2),
ol (z) == |e(z)],
(pov((z) == p(¢(x))

definierten reellwertigen Funktionen.
Es sei ¢ die durch ¢(z) := = auf D(p) = [—1,2] definierte reelle Funktion. Die Bilder der
Funktionen ¢ und || sind in Abb. 1.1.1 veranschaulicht.

Abb. 1.1.1

Mit o bezeichnen wir die Nullfunktion, die jedem x € D die reelle Zahl o(z) = 0 zuordnet.
Wir schreiben ¢ < 1 bzw. ¢ > 1, wenn ¢(x) < ¥(x) bzw. p(x) > ¢(x) fir alle x € D ist.

Eine reellwertige Funktion ¢ heiBt beschrankt genau dann, wenn es eine nichtnegative reelle
Zahl K gibt mit der Eigenschaft
o(z)| < K

fur alle x € D. Insbesondere heiBt eine reelle Zahl K; bzw. K5 eine untere bzw. eine obere
Schranke der reellwertigen Funktion ¢ genau dann, wenn

K < ¢(z) bzw. o(z) < ko

ist fur alle z € D. Sind diese Bedingungen erfillt, so ist |o(z)| < |K1| + |Ks| fur alle x € D.

Die einfachsten reellen Funktionen sind die linearen Funktionen. Sie haben Gleichungen der
Form
fx)=mx+p (1.1.1)

und ihre Bilder sind Geraden. Es ist

f(z) — f(xg) = max +p— (mzo+p) also flz) — f(xg) =m(x —z9) (1.1.2)




1.1 Zackenfunktionen

Wenn x # z ist, gilt
o (@) = flwo) (1.1.3)
T — 2o

Die Zahl m heiBt der Anstieg der Geraden. Ist P(zg), f(xo)) ein fester Punkt der Geraden
mit der Gleichung (1.1.1), so ist yo = f(zo), und die Gleichung (1.1.1) kann auf Grund von
(1.1.2) auch in der Form

f(x) = yo + m(z — 20) (1.1.4)
geschrieben werden.
Wir fiihren eine allgemeinere Klasse von Funktionen ein.

Beispiel 1.1.1. Gegeben sei die Wertetabelle (1.1.5)

x|-1 2 4 7
y|3 4 -1 2

Verbinden wir die Punkte
Py=P(-1,3), P=P(2,4), P,=P4,-1), P3=P(7,2)

geradlinig, so erhalten wir das Bild einer auf dem Intervall [—1, 7] definierten reellen Funktion
f, die keine Spriinge macht und die stiickweise linear ist (Abb. 1.1.2).
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Um den Funktionswert an einer Stelle x € [—1, 7] zu berechnen, miissen wir erst untersuchen,
in welchem der Teilintervalle [x_1, x| der Punkte liegt. Entsprechend (1.1.4) ist dann

f(@) = yp—1 + my(x — 251) (1.1.6)
fur x;_1 < x < xy. So ist beispielsweise 6 € [z, 23] = [4,7], also
f(6) =y2+m3(6—22) =—-14(6-4)=1

Die Wertetabelle (1.1.7)

N
| O
N~




1.1 Zackenfunktionen

definiert also bei dem geschilderten Verfahren auf [—1,7] dieselbe Funktion f wie die Werte-
tabelle (1.1.5).

Unter einer Zerlegung Z eines Intervalle [a, b] verstehen wir im folgenden eine endliche, nach
ihrer GroBe geordnete Folge reeller Zahlen, die wir in der Form

Z: a=20<%c..<xp="> (1.1.8)

angeben. Ist insbesondere

b—a
T =a+ k (k=0,1,2,....,n) (1.1.9)
n
So ist
b—a

T — Lk—1 = n (k?: 1,...,n) (1110)

und Z heiBt eine aquidistante Zerlegung von [a, b].

Die folgende Definition wird durch das Funktionsbild der in Beispiel 1.1.1 beschriebenen Funk-
tion nahegelegt.

Definition 1.1.1. Eine auf [a,b] definierte reelle Funktion f heiBt eine Zackenfunktion ge-
nau dann, wenn es eine Zerlegung (1.1.8) gibt, so dass f in jedem der Intervalle [z4_1, 2]
(k=1,...,n) linear ist. Ist diese Bedingung fiir eine Zackenfunktion f erfiillt, so heit Z eine
fur die Funktion f zulassige Zerlegung.

So ist beispielsweise
Z: —1<2<4<7

eine zulassige Zerlegung fir die Zackenfunktion f in Beispiel 1.1.1. Dagegen ist die Zerlegung
7' —1<2<7

fur f von Beispiel 1.1.1 nicht zulassig, da f in dem Intervall [2, 7] nicht linear ist. Es ist aber
auch
7" —1<2<4<6<7

fir f von Beispiel 1.1.1 eine zulassige Zerlegung. Alle Punkte von Z treten in der Zerlegung
7" auf.

Die Menge aller Zackenfunktionen auf dem Intervall [a,b] bezeichnen wir mit Eyla,b]. Eine
Zackenfunktion f € Ey[a,b] ist durch eine zulassige Zerlegung (1.1.8) und die zugehdrigen
Funktionswerte yo, y1, ..., ¥, also durch die Wertetabelle

T ‘ o L1 ... Tp
ylvo w o Yn

vollstandig charakterisiert. Jeder Punkt z mit = € [a, b] liegt in einem der Intervalle [x;_1, x|,
und da f in diesem Intervall linear ist, gilt (1.1.6). Ist y; die kleinste und y; die groBte unter
den Zahlen yq, ..., y,, so ist stets

yi< fl@)<y;  (a<z<Dh)
und folglich ist jede Zackenfunktion beschrankt.

Definition 1.1.2. Eine Zerlegung Z’ von [a,b] heiBt eine Verfeinerung der Zerlegung Z von
[a, b] genau dann, wenn alle Punkte von Z auch in Z’ auftreten (Abb. 1.1.3).
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Definition 1.1.3. Sind Z’, Z” beliebige Zerlegungen von [a,b], so verstehen wir unter der
Vereinigung Z = Z' U Z" die geordnete Folge aller reellen Zahlen, die in Z’ oder in Z”
auftreten (Abb. 1.1.4).
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Satz 1.1.1. Es sei Z eine zulassige Zerlegung fir f € Eya, b]. Dann ist jede Verfeinerung von
Z wieder eine zulassige Zerlegung von f.

Beweis. Die Zerlegung Z sei durch (1.1.8) gegeben. Dann ist
Z'=xg< .. <mp 1 <E<ap <..<my

eine zulassige Zerlegung fir f, denn da f im Intervall [x)_1, x| linear ist, gilt dies auch in
den Teilintervallen [zy_1,&], [€, zx]. Da jede Verfeinerung durch Hinzufiigen von endlich vielen
Teilpunkten entsteht, ist der Satz bewiesen.

Offensichtlich gilt

Folgerung 1.1.1. Es sei Z’ bzw. Z” eine zulassige Zerlegung fir die Funktion f € Eya, b] bzw.
g € Epla,b]. Dann ist Z' U Z" eine fiir beide Funktionen zulassige Zerlegung.

Satz 1.1.2. Fiir alle Zackenfunktionen f, g € Ey[a, b] und fiir alle reellen Zahlen X gilt Af, f +
g € Eo[a, b]

Satz 1.1.3. Fiir alle Zackenfunktionen f € Eyla,b] gilt |f| € Epla, b].

Beweis von Satz 1.1.2 und Satz 1.1.3. Wir wahlen eine fiir f und g zulassige Zerlegung 7.
Wechselt f in einem der Teilintervalle [z}_,, z}] das Vorzeichen, so gibt es genau ein & mit
7’k—-1< gk < x3 und f(gk) = 0.

Alle Punkte dieser Art fiigen wir zu Z’ hinzu. Auf diese Weise entsteht eine fiir f und g
zulassige Zerlegung (1.1.8), und f wechselt in keinem der Intervalle [x;_1, zx] das Vorzeichen.
Da f und g im Intervall [z;_1, ] linear sind, konnen sie auf [zy_1, xx] durch Gleichungen der
Form

fle)y=mz+p ,  gle)=mz+p
dargestellt werden. Fir alle x mit x;_; < x <z gilt also
A(x) = (dm)x + \p : f@)+g@)=m+me+p+yp

Ist f(z) >0 bzw. f(z) <0 auf [z_1, z), so gilt

[f(@)l = f(z)=mz+p  bzw.  |f(z)] = f(z) = (=m)z + (-p)




1.1 Zackenfunktionen

Die Funktionen Af, f + g und |f(x)| sind somit in jedem Intervall [z)_1,z] linear. Damit
sind beide Satze bewiesen.

Satz 1.1.4. Zu jeder Zackenfunktion f € Ejy[a, b] gibt es eine nichtnegative reelle Zahl M mit
[f(z) = f(2')] < M|z — 2| (1.1.11)

fur alle z, 2" € [a, b].

Beweis. Wir wahlen eine fiir f zuldssige Zerlegung (1.1.8) und eine Schranke M fiir die
Zahlen |my|, ..., |my|, wobei my der Anstieg im k-ten Teilintervall ist. Mit (1.1.2) folgt
unter Beriicksichtigung von Aufgabe 1.1.2 die Abschatzung

n

n n
Z $k 1 Z ﬂﬁk 1)| —Z|mk|'|$k—$k—1
k=1 k=1 i k=1

Z xk—xk 1

| /\

d.h., es ist
|f(b) = fla)] < M(b—a) (1.1.12)

Es seien nun z, 2’ beliebige Punkte aus dem Intervall [a, b]. Wir kénnen etwa 2’ < x voraus-
setzen. Fassen wir f als Zackenfunktion im Intervall [2/, z] auf, so treten hochstens weniger
Anstiegszahlen als im Intervall [a, b] auf, so dass M seine Bedeutung behilt. Entsprechend
(1.1.12) ist also

[f(2) = f()] < M(z —2") = M|z — |

und Satz 1.1.4 ist bewiesen.

Die Bedeutung der Zackenfunktionen im Rahmen der vorliegenden Darstellung besteht darin,
dass man allgemeinere Funktionen durch sie ndherungsweise darstellen kann. So kann man z.B.
jeder auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ in folgender Weise eine Zackenfunktion zuordnen:

Man wahlt eine beliebige Zerlegung Z von [a, b] und verbindet die zu benachbarten Teilpunkten
gehorenden Kurvenpunkte geradlinig. Der entstehende Streckenzug ist stets das Bild einer
Zackenfunktion. Die Teilpunkte der Zerlegung heiBen Stiitzstellen. Aus diesem Grunde nennen
wir die so gebildete Funktion f die Stutzstellenfunktion von ¢ auf der Zerlegung Z (Abb.
1.1.5).
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Der folgende Satz ermdglicht eine Abschatzung des Fehlers, den wir begehen, wenn wir ¢
durch f ersetzen.

Satz 1.1.5. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion, und f sei die durch die Wertetabelle
(1.1.13)
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x| T .. Ty,
y‘@(%) p(z1) o p(zn)

definierte Stiitzstellenfunktion von ¢ auf der Zerlegung

Z: a=rp<r<..<T,=0b (1.1.14)
Fir alle x mit 1 < x <z, gilt dann

o) = f2)] < [e(z) = pler-1)] + lp(z) — ()] (1.1.15)

Beweis. Da f auf [x;_1, x| eine lineare Funktion ist, gilt

f(@e—1) < f(z) < flzy)  oder  f(ax) < f(2) < f@p-1)
Somit ist
o(@) = flan) < o) — f(2) < o) = flwrr)  oder
p(x) = f(zr-1) < plz) — f(z) < o(x) = flax)

Hieraus folgt in beiden Fallen die Abschatzung

lp(x) = f(@)| < le(x) = flar)| + [varphi(z) — f(xk)|

Beriicksichtigung von f(zr_1) = ¢(xr_1), f(zx) = (xy) liefert die Behauptung (1.1.15),
womit der Satz bewiesen ist.

Aufgabe 1.1.1. Es seien a, b reelle Zahlen. Man beweise die Ungleichungen
la+b| < l|a| + || , [la| — [0]| < |a — b (1.1.16,1.1.17)
Die Ungleichung (1.1.16) heiBt Dreiecksungleichung.

Aufgabe 1.1.2. Es seien al, ..., a,, reelle Zahlen. Man beweise durch vollstandige Induktion die
verallgemeinerte Dreiecksungleichung

n
D a
k=1

<3 Jal (1.1.18)
k=1

1.2 Integration von Zackenfunktionen

Wir betrachten die lineare Funktion
f(x) =mx+p (1.2.1)

im Intervall [a,b]. Wenn f(a) und f(b) positiv sind, wird von dem Bild der Funktion und
der x-Achse ein Trapez begrenzt, dessen Flacheninhalt wir mit F'(a,b) bezeichnen. Er kann
bekanntlich nach der Formel

b
Fla,b) = f(“)‘;f()(b _a) (1.2.2)
berechnet werden (Abb. 1.2.1). Diese Inhaltsformel bleibt auch richtig, wenn f(a) = 0 bzw.
f(b) = 0 ist, d.h., wenn das Trapez zu einem Dreieck entartet. Wenn fiir a < x < b stets

f(z) <0 ist, ergibt (1.2.2) den Flacheninhalt mit negativem Vorzeichen.
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Abb. 1.2.1

Wir setzen (1.2.1) in (1.2.2) ein, wobei wir zunachst keine Voraussetzungen tiber das Vorzei-
chen von f(a) bzw. f(b) machen. Wir erhalten

b b
Fa,b) = "EPTIOER G gy = OED () 4y
d.h., esist
b2 _a2
F(a,b) =m +p)b—a) (1.2.3)
Ist a < ¢ < b, so gilt entsprechend
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
F(a,c)—i—F(C,b):mc 2& +p(c—a)—|—mb ¢ +p(b—c):mb ¢ +p(b—a)
Somit ist flir a < ¢ < b stets
F(a,c) + F(c,b) = F(a,b) (1.2.4)

Haben f(a) und f(b) entgegengesetzte Vorzeichen, so gibt es ein ¢ mit a < ¢ < b und
f(c) = 0. In diesem Fall geht (1.2.4) in Verbindung mit (1.2.2) tber in

F(a,b):fgl)(c—a)#—f(zb)(b—c)

Auf der rechten Seite steht die Summe der Inhalte der beiden Teildreiecke (Abb. 1.2.2), deren
Inhalt aber mit positivem oder negativem Vorzeichen zu versehen ist, je nachdem, ob das
Dreieck ober- oder unterhalb der x-Achse liegt.

4

| a cw_ib—-x
Abb. 1.2.2

Jetzt betrachten wir eine beliebige Zackenfunktion f € Eyla,b]. Ist

Z: a=x9<z1<..<T=0> (1.2.5)

eine fiir f zulassige Zerlegung, so setzt sich die vom Bild der Funktion f und von der x-Achse
begrenzte Flache aus Trapezen bzw. Dreiecken zusammen, denen jeweils ein mit Vorzeichen
versehener Inhalt zugeordnet werden kann.

Unter dem "Inhalt" der ganzen Flache verstehen wir die Summe dieser Teilflacheninhalte, also
die reelle Zahl

Jo(f) = i F(zy—1, 1) (1.2.6)

k=1
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Abb. 1.2.3

Wir zeigen mit Hilfe von (1.2.4), dass die Definition von Jy( f) von der Wahl der fiir f € Ey|a, b]
zulassigen Zerlegung Z unabhangig ist.

Beweis. Wir bezeichnen die durch (1.2.6) mit Hilfe der fiir f zulassigen Zerlegung Z definierte
reelle Zahl zunachst mit J(f). Die Zerlegung

Z': a=x9g<1 <.<:i 1 <E<mp<..<x,=Db

entsteht aus (1.2.5) durch Hinzufiigung des Teilpunktes . Da f im Intervall [z; 1, ;] linear
ist, konnen wir (1.2.4) auf dieses Intervall anwenden. Hiernach ist

F(zio1,25) = F(wi1,€) + F(&, ;)

und folglich ist Jz(f) = Jz (f).
Wiederholte Anwendung dieses Resultate zeigt, dass J(f) = Jz«(f) ist, wenn Z” eine be-
liebige Verfeinerung von Z ist. Ist schlieBlich Z* eine beliebige fiir f zulassige Zerlegung, so
ist

Jz2(f) = Jz0z-(f) = Jz-(f)

Dieses Ergebnis rechtfertigt die
Definition 1.2.1. Es sei (1.2.5) eine zulassige Zerlegung der Funktion f € Ey[a, b]. Dann heiBt

die durch .
Jo(f) — Z f(xklg_ f(xk)

k=1

definierte reelle Zahl Jy(f) das Integral der Funktion f.
Ist f im Intervall [a, b] linear, so ist

(l’k —:L’k,l) (127)

Z: a=x9<x1=>0
eine flir f zulassige Zerlegung, und die Summe in (1.2.7) besteht nur aus dem Summanden

ap) = HTI0 g (128)
Beispiel 1.2.1. Fir die auf [a, b] konstante Funktion f(z) = ¢ gilt f(a) = f(b) = ¢ und aus
(1.2.8) folgt

Jo(f) =c(b—a) (1.2.9)
Beispiel 1.2.2. Fir die auf [a, b] lineare Funktion f(z) = z gilt f(a) + f(b) = a + b, und aus
(1.2.8) folgt
b2 o CL2
Jo(f) = (1.2.10)

Satz 1.2.1. Fiir alle Zackenfunktionen f, g € Ey|a, b] und fiir alle reellen Zahlen A gilt
a) Jo(Af) = AJo(f),

11
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b) Jo(f +g) = Jo(f) + Jo(g),
c) Jo(f) >0, falls f > o ist.

Beweis. Es sei (1.2.5) eine zulassige Zerlegung fiir die Funktionen f und g. Da auf Grund von
Satz 1.1.2 mit f,g € Eyla,b] auch \f, f+g € Eyla,b] sind, kénnen wir Jo(Af) und Jo(f+g)
gemaB (1.2.7) berechnen. Es ist

Jo(Af) = Zi: Af(mk_l); M) (2% — T—1) = A zi: f(xk_l); Jow) (T — k1) = Ao (f)

= fp-1) + g(vn—1) + flog) + g(x) (

9 Tk — ffk—l)

_ zn: fre1)) + f(zr) (25 — 20 1) + kzn: 9(:17k—1)2+ g(zx) (2 — Tp_1)

c) f > obedeutet f(x) > 0 fir alle z € [a, b]. In Verbindung mit x, —x_1 > 0firk=1,....n
folgt die Behauptung unmittelbar aus (1.2.7).

Wir haben mit Hilfe von (1.2.7) jeder Funktion f € FEjy[a,b] ein Integral Jo(j) zugeordnet.
Wir kénnen daher jy als eine "Funktion"auffassen.

Die Funktionswerte Jy(f) sind reelle Zahlen, aber als Argumente treten nicht reelle Zahlen,
sondern Elemente f € Ej[a, b] auf. Die Argumente sind also Funktionen.

Zur besseren Unterscheidung wird eine Funktion dieser allgemeineren Art ein Funktional ge-
nannt. Das Funktional .J; ordnet jeder Funktion f € Ey[a, b] die reelle Zahl Jy(f), das Integral
Jo(f), zu. Auf Grund der Eigenschaft a) bzw. b) bzw. c) sagt man, das Funktional .J; sei ho-
mogen bzw. additiv bzw. positiv.

Die Eigenschaften a) und b) fasst man zusammen und sagt, das Funktional Jy sei linear.
Somit ist Jy ein positives lineares Funktional auf der Menge Ey|a, b]. Wir leiten hieraus einige
einfache Folgerungen ab.

Folgerung 1.2.1. Fir alle Zackenfunktionen f, g € Eyla,b] mit f < g gilt

J_(f) < J_(g) (1.2.11)

Beweis. Es sei f, g € Eqya,b]. Dann ist auch g — f € Eyla,b], und aus g = f + (g — f) folgt
wegen der Additivitat Jo(g) = Jo(f) + Jo(g — f). Daher ist

Jolg = f) = Jolg) — Jo(f) (1.2.12)

fur alle f,g € Epla,b]. Ist nun f < g, soist g — f > 0, und aus der Positivitat von J; folgt

Jo(g — f) = 0.
Mit (1.2.12) ergibt sich Jo(g) — Jo(f) > 0. Hieraus folgt die Behauptung (1.2.11).

Folgerung 1.2.2.
Fur alle Zackenfunktionen f € Eyla, b] gilt

| Jo(F)] < Jo(If]) (1.2.13)

Beweis. Fiir jede Funktion f € Ey[a, b] ist auf Grund von Satz 1.1.3 auch | f| € Ey[a, b]. Ferner
ist stets £f < |f|. Wegen (1.2.11) ist Jo(£f) < Jo(|f|) und aus der Homogenitat von .J,
folgt Jo(&f) = £Jo(f).
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1.2 Integration von Zackenfunktionen

Es ist also +Jo(f) < Jo(|f|), und dies besagt (1.2.13).

Die Klasse Eyla,b] der Funktionen, fiir die wir ein Integral definiert haben, erweist sich fiir
die Anwendungen als zu eng. Es ist unser Ziel, eine Fy[a,b] umfassende Menge von reellen
Funktionen zu konstruieren, denen ein Integral zugeordnet werden kann.

Aufgabe 1.2.1. Es sei f die in Beispiel 1.1.1 definierte Zackenfunktion. Man berechne Jy(f).

Aufgabe 1.2.2. Es seien fi, ..., fn € Epla,b] und A, ..., A, reelle Zahlen. Man beweise durch
vollstandige Induktion, dass

Zn: e fx € Egla, b] und Jo <z”: Akfk) = z”: Medo(fr)
k=1 k=1

k=1

ist.
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

2 Riemannsche Integrale

2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Die reelle Funktion ¢ sei auf [a,b] definiert. Genlgt eine Funktion f € Eyla,b] bzw. g €
Eyla, b] der Bedingung f < ¢ bzw. g > ¢, so nennen wir f eine Unterfunktion bzw. g eine
Oberfunktion von .
Besitzt die Funktion ¢ eine Unterfunktion f € Eya, b] und eine Oberfunktion g € Eyla, b], so
ist

f<ev<y

Da. f und g beschrankt sind, muss auch ¢ beschrankt sein (Abb. 2.1.1).

Abb. 2.1.1

Nach (1.2.12) ist
Jo(g) = Jo(f) = Jolg = )

Diese Zahl kann als Inhalt des in Abb. 2.1.1 schraffierten Streifens gedeutet werden.
Den Hauptgegenstand der Untersuchungen im zweiten und dritten Kapitel bildet die Klasse
aller derjenigen Funktionen, fiir die dieser Inhalt beliebig klein gemacht werden kann.

Definition 2.1.1. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion. Die Funktion ¢ heiBt tiber
[a, b] Riemann-integrierbar genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ Funktionen
f, g € Epla,b] mit den beiden Eigenschaften

f<e<g und  J(g—f)<e (2.1.1,2.1.2)

gibt.

Mit Satz 2.1.2 werden wir zeigen, dass jeder lber [a, b] Riemann-integrierbaren Funktion ¢ ein
Integral J(¢) zugeordnet werden kann, so dass entsprechend Abb. 2.1.1 fiir alle Unterfunktio-
nen f € Eyla,b] bzw. alle Oberfunktionen g € Ey[a, b] die Bedingung

Jo(f) < J(p) < Jo(g) (2.1.3)
erfillt ist.

Beispiel 2.1.1. Es sei ¢ € [a,b], und die Funktion ¢. sei auf [a,b] durch

1 fur z=c¢

%@%{0 fir x4 c (2.1.4)

definiert. Wir wahlen eine positive reelle Zahl §, die im Fall a < ¢ bzw. ¢ < b der Bedingung
a < c— 0 bzw. ¢+ 6 < b genligt, und definieren die Zackenfunktion g im Falle a < ¢ < b
durch die Wertetabelle
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

(Abb. 2.1.2) Dann ist Jy(g) = 9.

Abb. 2.1.2 c-d ¢ c+d

Im Fall @ = ¢ bzw. ¢ = b definieren wir g durch die Wertetabelle

x‘a a+d b bzw x‘a b—d b
y/1 0 0 y|0 0 1
(Abb. 2.1.3, 2.1.4). In beiden Fallen ist
1

Damit ist in allen Fallen Jy(g) < 0. Die Funktion f := o ist ebenfalls eine Zackenfunktion,
und es ist
f<p.<g  sowie Jo(lg—f) =Jo(g) <6 (2.1.5,2.1.6)

Wahlen wir also ein § mit § < ¢, so ist (2.1.2) erfiillt, und folglich ist ¢, tiber [a,b] Riemann-
integrierbar.

| |
1| ;1

Abb. 2.1.32.1.4 a a+d b a b-6 b

Das System der Riemann-integrierbaren Funktionen kann auch mit Hilfe des nachfolgenden
Begriffe charakterisiert werden.

Definition 2.1.2. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion. Eine Funktionenfolge (f,)
mit f, € FEyla,b] heiBt eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ genau dann, wenn es eine
Funktionenfolge (h,) mit h,, € Ey[a,b] und mit den beiden Eigenschaften

lo— ful < h, (neN) : lim Jo(h,) =0 (2.1.7,2.1.8)

n—0o0

gibt.

Satz 2.1.1. Eine auf [a,b] definierte reelle Funktion ¢ ist genau dann iber [a,b] Riemann-
integrierbar, wenn ¢ eine Riemann-Naherungsfolge besitzt.

Beweis. a) Die Funktion ¢ besitze eine Riemannsche Naherungsfolge (f,,) mit f, € Eyla,b].
Dann kdnnen wir entsprechend Definition 2.1.2 Funktionen h,, mit h,, € Ey[a, b] und mit den

Eigenschaften (2.1.7) und (2.1.8) finden.
Ist £ eine vorgegebene positive reelle Zahl, so wahlen wir eine natirliche Zahl n mit

J(](hn) <

DN ™

Mit Satz 1.2.10 folgt
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Wegen (2.1.7) ist —h,, < ¢ — f,, < hy, also
Jo=hy <O < fothy (2.1.10)

Setzen wir
f=Tfn—ln ) 9= fo+hn
so ist f,g € Eyla,b] nach Satz 1.1.2, und wegen (2.1.10) gilt (2.1.1). Ferner ist

und mit (2.1.9) folgt (2.1.2). Es gibt also zu jeder positiven reellen Zahl ¢ Funktionen
f,g € Eyla,b] mit den Eigenschaften (2.1.1) und (2.1.2). Folglich ist ¢ iber [a,b] Riemann-
integrierbar.

b) Die Funktion ¢ sei lber [a, b] Riemann-integrierbar. Entsprechend Definition 2.1.1 kénnen

wir, wenn wir € 1= %H setzen, Funktionen f,, g, € Fyla, b] mit den Eigenschaften

1
fn<e<yg un olg f)<n+1 ( )

finden. Wir wollen zeigen, dass jede Funktionenfolge (/) mit f* € Eyla,b], die den Bedin-
gungen
fo< £ < g0 (2.1.13))

genlgt, eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ ist.
Aus (2.1.11) und (2.1.13), das mit

9o S —fa < Ja
aquivalent ist, folgt
~(Gn=fn) S —fr < gn— [
Dies besagt
o=l <gn—fn (2.1.14)
Setzen wir hy, := ¢,, — fn, so ist h,, € Ey|a, b] wegen Satz 1.1.2, und aus (2.1.14) folgt (2.1.7).
Da h,, > o ist, gilt unter Beriicksichtigung von (2.1.12)

1
n+1

0< Jo(hn) <

Hieraus folgt (2.1.8), womit gezeigt ist, dass (f') eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢
ist.
Damit ist Satz 2.1.1 bewiesen.

Speziell kann im Teil b) des Beweises f* = f, oder f = g, gewahlt werden. Es gibt also

zu jeder Uber [a, b] Riemann-integrierbaren Funktion ¢ Riemannsche N&herungsfolgen, deren

Glieder samtlich Unter- bzw. Oberfunktionen von ¢ sind.

Ist f die Stiitzstellenfunktion von ¢ auf einer fiir f,, und g,, zulassigen Zerlegung Z,, so gilt
(2.1.13). Daher ist auch (f;) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢, wobei insbesondere

pla) = fla) . w) = fr(b) (2.1.15)
ist (Abb. 2.1.5).
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Abb. 2.1.5

Satz 2.1.2. Zu jeder lber [a,b] Riemann-integrierbaren Funktion ¢ gibt es genau eine reelle
Zahl J(yp), die fur alle Unterfunktionen f € Ey|a, b] und alle Oberfunktionen g € Ey[a, b] den
Bedingungen

Jolf) < T(g) < Jlg) (2.1.16)

geniigt. Fir jede Riemannsche Naherungsfolge (f,,) von ¢ ist

J(p) = lim_ Jo(fn) (2.1.17)

n—00

Beweis. a) Wir nehmen an, es gebe eine reelle Zahl J(y), die den Bedingungen (2.1.16)
fur alle f,g € Epla,b] mit f < ¢ < g genlgt. Ist dann (f,,) eine beliebige Riemannsche
Naherungsfolge von ¢, so gibt es Funktionen h,, € Eya, b] mit den Eigenschaften (2.1.7) und
(2.1.8).

Aus (2.1.7) folgt —h,, < ¢ — fn,leqh, oder

Somit ist f,, — h,, eine Unterfunktion und f,, + h,, eine Oberfunktion von ¢, und nach Voraus-
setzung (2.1.16) ist

JO(fn - hn) < J(@) < JO(fn + hn)

Beriicksichtigen wir die Additivitat von Jy, so erhalten wir

Jo(fn) = Jo(hn) < J (@) < Jo(fn) + Jo(hin)

bzw.

—Jo(hn) < J(@) = Jo(fn) < Jo(hn) — bzw. | J(@) = Jo(fn)] < Jo(hn)

Mit (2.1.8) folgt nun (2.1.17). Dies zeigt zugleich, dass es hochstens eine reelle Zahl J(¢) mit
der Eigenschaft (2.1.16) fir alle f,g € Ep[a,b] mit f < ¢ < g gibt.

b) Wir zeigen jetzt, dass es mindestens eine reelle Zahl J(p) mit diesen Eigenschaften gibt.
Entsprechend Definition 2.1.1 gibt es Funktionen f, g € Ey[a, ], die den Bedingungen (2.1.1)
geniigen. Dann ist f < g, und mit (1.2.11) folgt

Jo(f) < Jo(g) (2.1.18)

Wir halten die Funktion g zunachst fest und bilden die Menge

M = {Jo(f): f € Eyla,b] und f <o}
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

aller Integrale von Unterfunktionen. Sie ist nicht leer, und wegen (2.1.18) ist Jy(g) eine obere
Schranke von M. Daher besitzt M eine kleinste obere Schranke, die wir mit J(¢) bezeichnen.
Dann ist fir alle f € Ey[a,b] mit f < @ stets

Jo)f) < J(p) (2.1.19)

Ferner ist J(¢) < Jy(g), denn J(y) ist die kleinste unter allen oberen Schranken von M. Da
die Oberfunktion g beliebig gewahlt war, ist fiir alle g € Ey[a, b] mit ¢ < g stets

J(p) < Jo(g) (2.1.20)

Auf Grund von (2.1.19) und (2.1.20) ist die Bedingung (2.1.16) erfiillt, womit der Satz bewie-
sen ist.

Definition 2.1.3. Fir jede tber [a,b] Riemann-integrierbare reelle Funktion ¢ heiBt die reelle
Zahl J(p) mit der Eigenschaft

Jo(f) < J(p) < Jo(9) (2.1.21)

fur alle Funktionen f,g € Eyla,b] mit f < ¢ < g das Riemannsche Integral der Funktion ¢.

Fir das Riemannsche Integral J(y) wird auch das Symbol

/bw(w)dw = J(p)

verwendet. Das von Leibniz eingefiihrte Zeichen [ symbolisiert ein "S", weil Integrale, wie wir
noch zeigen werden, als Grenzwerte von Summen berechnet werden konnen.

Satz 2.1.3. Jede Zackenfunktion h € Ej|a, b| ist Gber [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

J(h) = / h(z)de = Jo(h) (2.1.22)

a

Beweis. Setzen wir f = g := h, so ist f, g € Fyla,b|, und es sind die Relationen
f<h<g und Jo(g—f)=0 (2.1.23)
erfillt. Fir jede positive reelle Zahl e gilt demnach
Jolg—f)<e (2.1.24)

Die beiden Beziehungen (2.1.23), (2.1.24) besagen entsprechend Definition 2.1.1, dass h tiber
[a, b] Riemann-integrierbar ist. Auf Grund von (2.1.21) ist ferner

Jo(f) < J(h) < Jo(9)
und da f = h = g ist, folgt J(h) = Jy(h), womit der Satz bewiesen ist.

Das System aller iber [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit Ela, b|.
Mit Satz 2.1.3 haben wir bewiesen, dass

Eola,b] C Ela, b] (2.1.25)
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

ist und dass Jy und J fir Funktionen f aus Ey|a, b] denselben Wert an nehmen. Wir brauchen
daher nicht mehr zwischen Jy(f) und J(f) zu unterscheiden. Im folgenden werden wir haufig
Jo(f) durch J(f) ersetzen, wenn wir die bisher abgeleiteten Formeln zitieren.

Beispiel 2.1.2. GemaB Beispiel 1.2.1, 1.2.2 und (2.1.22) ist

/cdx =c(b—a) (2.1.26)

fur jede reelle Zahl ¢ und
b

2 2
/mda:: b 2“ (2.1.27)

a

Beispiel 2.1.3. Fur die durch (2.1.4) definierte Funktion . gilt

/goc(x)dx =0 (2.1.28)

Beweis. In Beispiel 2.1.1 hatten wir Funktionen f,g € Eya,b] mit f < . < g konstruiert,
und zwar war f = o, also Jy(f) = 0, und Jy(g) < 6. Wegen (2.1.16) ist 0 < J(¢.) < 6. Da
J beliebig klein gewahlt werden kann. gilt (2.1.28).

Mit Hilfe des folgenden Satzes kdnnen wir fiir die meisten in der Schulmathematik auftretenden
Funktionen nachweisen, dass sie Riemann-integrierbar sind und gleichzeitig ein Verfahren fiir
die numerische Berechnung des Integrals bereitstellen.

Satz 2.1.4. Gibt es zu einer auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ eine nichtnegative reelle
Zahl M mit
p(z) = p(a)] < M|z — 2| (2.1.29)

fur alle z, 2" € [a, b], so ist ¢ Uber [a, b] Riemann-integrierbar, und es ist

b
o ob—ad b—a
/(p(m)dx = lim > (a k) (2.1.30)

n —1 n

Beweis. Fiir eine zunachst festgehaltene natirliche Zahl n bilden wir die Stiitzstellenfunktion
fn von ¢ auf der aquidistanten Zerlegung

Zy: a=x9<m1<..<xz,=0b
Fir z,_1 < x < xy ist, wenn wir Satz 1.1.5 beriicksichtigen,
lp(x) = ful@)] < lo(x) — @(r-1)| + [p(z1) — (2)]
Mit (2.1.29) folgt

b—a
n

lo(x) — fu(x)| S M(x — xp—1) + M(zp —x) = M(x) —xp1) = M

Da jeder Punkt x € [a, b] in einem der Intervalle [x_1, x| liegt, kann dies auch in der Form

b—a

o= fal <M (2.1.31)

n
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

geschrieben werden. Die konstante Funktion

liegt in Epla, b, und nach (2.1.26) ist

(b—a)*

Jo(hn) = M

Hieraus folgt (2.1.8), und in Verbindung mit (2.1.31) besagt dies, dass (f,,) eine Riemannsche
N&herungsfolge von ¢ ist. Somit ist ¢ € Ela, b], und es gilt (2.1.17). Mit (1.2.7) und (1.1.10)
erhalten wir

Jo(fn) = an: gp(xk_l);— p(@) (T — Tp—1) = b2—na lz": o(p—1) + an @(xk)]

=t IS o) 3 )] = U5 257 ) — ot + (e -0

2n —n — 2n

d.h., esist

To(fa) = b;ai¢<a+b_ak> _ el =el@) g (2.1.32)

n 2n

Da der Subtrahend fir n — oo gegen Null strebt, gilt (2.1.30), und Satz 2.1.4 ist damit
bewiesen.

Satz 2.1.5. Fiir jede Funktion f € Ey[a,b] ist f? € Ela,b).
Beweis. Da. f beschrankt ist, gibt es eine nichtnegative reelle Zahl K mit
()] < K
fur alle x € [a, b]. Ferner gibt es gemaB Satz 1.1.4 eine nichtnegative reelle Zahl M mit
|f(z) = f(2')] < Mz — 2|
fur alle z, 2" € [a, b]. Es folgt

[f2(2) = f2(@)| = [f(2) + f(@)] - [f(z) = f@)] < (f@)] + 1 f@)]) - [f(z) = f(2)]
< 2K M|z — 2|

und (2.1.29) ist mit ¢ := f? und 2K M statt M erfillt.

Beispiel 2.1.4. Die Funktion f(z) = x liegt in Eyla,b], und aus Satz 2.1.5 folgt, dass die
quadratische Funktion (z) = 2? lber [a, b] Riemann-integrierbar ist. Wir zeigen, dass

b 33
/:&m _Va (2.1.33)

ist.
Beweis. Auf Grund von (2.1.30) ist
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Mit Hilfe der bekannten Formeln fiir die Summe der ersten n naturlichen Zahlen bzw. Qua-
dratzahlen erhalten wir

n bh— 2 n h— bh—a)?
Z <a+ ak;) = Z <a2 + 2a ak—l— ( 2a) k2>
k=1 n k=1 n n
b—ann+1) (b—a)’nn+1)2n+1)
+
n 2 n? 6

= na’ + 2a

Es folgt
/bed:z: = lim (b—a) [a2+a(b—a) <1+ i) + (b_ga)Q (1+ i) (1+21n)]

L B e

und damit (2.1.3).

Aufgabe 2.1.1. Man zeige, dass die Funktion ¢(z) = 2 lber jedes Intervall [a,b] Riemann-
integrierbar ist, und berechne das Integral.

Aufgabe 2.1.2. Man zeige, dass die Funktion ¢(z) = sin x Gber jedes Intervall [a, b] Riemann-
integrierbar ist.

Aufgabe 2.1.3. Man zeige, dass jede reelle Funktion ¢, deren Ableitung in [a, b] existiert und
beschrankt ist, tiber [a, b] Riemann-integrierbar ist.

2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Auf Grund von Satz 2.1.1 gilt ¢ € E|a, b] genau dann, wenn die Funktion ¢ eine Riemannsche
Naherungsfolge (f,) mit f, € FEyla,b] besitzt, d.h., wenn es zur Folge (f,) eine weitere
Funktionenfolge (h,,) mit h,, € Ey[a,b] gibt, die die beiden Eigenschaften

lo—f—n| <h, und lim J(h,) =0 (2.2.1,2.2.2)

n—o0

besitzt. Auf Grund von (2.1.17) lasst sich das Riemannsche Integral der Funktion ¢ dann mit
Hilfe von

b
J(p) = /so(x)dx = lim J(f) (2.2.3)

berechnen.

Wir beweisen zunachst drei Satze, die den Satzen 1.1.2, 1.1.3 und 1.2.1 vdllig analog sind.

Satz 2.2.1. Fur alle Funktionen ¢, € E|a, b] und fiir alle reellen Zahlen ) sind die Funktionen
A, ¢ + 1 ebenfalls iber [a, b] Riemann-integrierbar.

Satz 2.2.2. Firr alle Funktionen ¢ € Ela,b] gilt |p| € Ela, b].
Satz 2.2.3. Fiir alle Funktionen ¢, € E[a, b] und fiir alle reellen Zahlen \ gilt

a) /b)\go(x)d:c = )\/bgo(x)dx
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

b

b) [lip(a) + w(a)ldo = / ple)dz + / Y(2)da

a

b
c) /go(a:)dx > 0, falls ¢ > 0 ist.

Beweis. Wegen ¢ € Ela,b] gibt es Funktionenfolgen (f,,), (h,) mit f., h, € Eyla,b], die die
Eigenschaften (2.2.1), (2.2.2) und (2.2.3) besitzen, und wegen ¢ € E|a,b| gibt es weitere
Funktionenfolgen (f7), (h.) mit f/, hl € Eyla,b],

W —fol <h, o, lim J(hy,) =0 (2.2.4, 2.2.5)
b
JW) = [ Y@y = Jim J(f)) (2.26)

a) Es ist

mit A\f,, € Ey[a,b] auf Grund von Satz 1.1.2. Beriicksichtigung von (2.2.1) liefert die Unglei-
chung
Ao = Afal < [Alhn (2.2.7)

Setzen wir

B = Ay, (2.2.8)

so haben wir eine Funktionenfolge (h!) erhalten, deren Glieder h!" auf Grund von Satz 1.1.2
in Eyla, b] liegen. Mit (2.2.8) geht die Ungleichung (2.2.7) tber in

[Ap = Afal < by, (2.2.9)
Ferner ist J(h!) = J(|A|hy). Diese Gleichung lasst sich wegen Satz 1.2.19. in der Form
J(hy) = (AT (hn)
schreiben. Beriicksichtigung von (2.2.2) ergibt
. " o
dim J(hy) =0 (2.2.10)

Die beiden Beziehungen (2.2.9) und (2.2.10) besagen, dass die Funktionenfolge (\f,) mit
Afn € Epla,b] eine Riemannsche Niherungsfolge der reellen Funktion Ay ist, d.h., es ist
Ap € Ela,b]. Ferner ist

J(Ap) = lim J(Afy)

Beriicksichtigung von Satz 1.2.1a liefert

J(Ap) = lim A (fn) (2.2.11)
Da der reelle Faktor A vom Grenzprozess unabhangig ist, geht (2.2.11) iber in

J(Ap) = A lim J(fy)

Beriicksichtigung von (2.2.3) ergibt die erste Behauptung von Satz 2.2.3.
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

b) Es ist

(0 +0) = (fa+ Sl = o= fu) + @ = F)I <l = ful + ¢ = £

mit f, + f, € Epla,b] auf Grund von Satz 1.1.2. Beriicksichtigung von (2.2.1) und (2.2.4)
liefert

|+ %) = (fo + fo)| < h + By, (2.2.12)

Setzen wir
R = h, + h, (2.2.13)

so haben wir eine Funktionenfolge (h!) erhalten, deren Glieder h!" auf Grund von Satz 1.1.2
in Epla, b] liegen. Mit (2.2.13) geht (2.2.12) dber in

o+ ) = (fu+ Fl <y (2.2.14)
Unter Berlicksichtigung von Satz 1.2.1b ist
J(hy) = J(hn) + J ()
und wegen (2.2.2) und (2.2.5) gilt

lim J(h") =0 (2.2.15)

n— 00

Die beiden Beziehungen (2.2.14) und (2.2.15) besagen, dass ¢ + ¢ € E|a, b] ist. Ferner ist

(o +) = lim J(fu+ £2) = lim [J(f) + J(£])
— lim J(f,) + lim J(f) = J(p) + J()

Damit ist die zweite Behauptung von Satz 2.2.3 bewiesen.

c) Auf Grund von (1.1.17) gilt fiir alle reellen Zahlen a, b die Ungleichung ||a| — |b]| < |a — |,
und eine analoge Abschatzung gilt fiir Funktionen. Aus (2.2.1) folgt also

el = 1fall <l = ful < I (2.2.16)

Da |f.| € Eo[a, b] wegen Satz 1.1.3 ist, besagen die beiden Beziehungen (2.2.16) und (2.2.2),
dass || Uber [a, b] Riemann-integrierbar ist, womit Satz 2.2.2 bewiesen ist.

d) Auf Grund der Bemerkung im Anschluss an den Beweis von Satz 2.1.1 kénnen wir annehmen,
dass alle Funktionen f,, Oberfunktionen von ¢ sind. Aus ¢ > o folgt dann auch f, > o und
damit Jy(f,) > 0. Daher ist

J(p) = lim J(fn) >0
womit die dritte Behauptung von Satz 2.2.3 bewiesen ist.
Der Satz 2.2.3 besagt, dass das Funktional J wiederum homogen, additiv und positiv ist.

Folgerung 2.2.1. Fir alle Funktionen ¢, € Ela,b] mit ¢ < 1 gilt

/<p(x)dx < /b@/)(zr)da: (2.2.17)

a a
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Folgerung 2.2.2. Fir alle Funktionen ¢ € Ela,b] gilt

b

/go(x)dx

a

< /|<,0(x)]dm (2.2.18)

Folgerung 2.2.3. Es seien ¢4, s, ..., pn € Ela,b] und A, ..., A, reelle Zahlen. Dann ist
Z )\kgpk € E[a’a b]
k=1

und es gilt

/ [Zn: Ak%(if)] dr = z": /\k/SOk(w)dx (2.2.19)

a

Diese Folgerungen werden ebenso wie die Folgerungen 1.2.1 und 1.2.2 bzw. wie die Aufgabe
1.2.2 bewiesen.

Satz 2.2.4. Jede Funktion ¢ € El[a,b] ist beschrankt. Ist K eine untere und K eine obere
Schranke von ¢, so ist

Ki(b—a) < /go(x)dx < Ky(b—a) (2.2.20)

Beweis. Da es zu ¢ € FEla,b] eine Unterfunktion f € Ej[a,b] und eine Oberfunktion g €
Eyla, b] gibt und diese Funktionen beschrankt sind, ist auch ¢ beschrankt. Ist

K < p(r) < K, fur alle x € |a, b

so folgt unter Beriicksichtigung von Folgerung 2.2.1

b b b
/Kldx < /(p(x)dm < /Kgd:v

Dies geht mit (2.1.26) in die Behauptung (2.2.20) (ber.
Die Funktionen ¢, seien iber das Intervall [a, b] Riemann-integrierbar, und es sei p(z) <
Y(x) fur alle x € [a,b]. Als Inhalt der Punktmenge

M :={P(z,y):a<x<bund p(z) <y <¢(z)}

die von den Bildern der Funktionen ¢, 1) und den beiden Geraden x = a, x = b begrenzt wird,
bezeichnen wir die durch

p(M) 1= [[6(@) ~ p(@)d (2.221)
definierte reelle Zahl u(M) (Abb. 2.2.1).

Jt ¥

ne
o>

Abb. 2.2.1
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Ist insbesondere ¢ = o, so gibt
b
p(M) = [ Y(a)de

den Inhalt der Punktmenge an, die vom Bild der Funktion ¢/, der Abszissenachse und den
Geraden z = a, © = b begrenzt wird (Abb. 2.2.2).

Y

= A

Abb. 2.2.2 a b

Mit Hilfe der Integralrechnung kénnen somit Inhaltsberechnungen fiir Flachen mit krummliniger
Berandung durchgefiihrt werden.

Satz 2.2.5. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion. Gibt es zu jeder positiven reellen
Zahl ¢ Funktionen ¢, ¢" € E[a,b] mit

O << und  J(¢"—¢)<e (2.2.22,2.2.23)
so ist auch ¢ € Fla,b)].

Beweis. Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl ¢ wahlen wir Funktionen ¢, ¢" € Ela, b]
mit den Eigenschaften (2.2.22) und (2.2.23).

Zu ¢’ bzw. ¢ kénnen wir eine Riemannsche Naherungsfolge (f,,) bzw. (g,) mit f, < ¢’ bzw.
" < g bestimmen. Dann ist f,, < ¢’ < p < " <g,, also

fa <P < gn (2.2.24)

und

T =) = Je") = () = Jim Tga) = i () = lin T(gn — 1)

n—oo

Unter Beriicksichtigung von (2.2.23) folgt

lim J(g, — fn) <€

n—oo

Es gibt daher eine natiirliche Zahl n mit
J(gn — fn) <€ (2.2.25)

Aus (2.2.24) und (2.2.25) kdnnen wir schlieBen, dass ¢ € FEla,b] ist. Eine unmittelbare Fol-
gerung ist

Satz 2.2.6. Gibt es zu einer auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ Funktionen ¢!, ¢ € Ela, ]
mit den beiden Eigenschaften

ol <p <l und lim J(¢ — ) =0 (2.2.26,2.2.27)

n—oo

so ist auch ¢ uber [a, b] Riemann-integrierbar, und es gilt

J(p) = lim J(¢)) = lim J(¢lh) (2.2.28)

n—o0 n—o0
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Die Formelzeile (2.2.28) ist gleichbedeutend mit

n—oo n—oo

b b b
/go(x)dx = lim /gp%(:z:)dac == lim /gox(x)dx (2.2.28")

Beweis. Sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, so gibt es zu einer vorgegebenen positiven
reellen Zahl ¢ eine natiirliche Zahl n mit J(¢! — ¢)) < e.
Die Bedingungen (2.2.22) und (2.2.23) sind also mit ¢’ := ¢/, ¢ := ¢! erfiillt, und folglich
ist ¢ € Ela,b].
Aus (2.2.26) ergibt sich

0< = <o — ¢,
Beriicksichtigen wir Folgerung 2.2.1 und Satz 2.2.1, so erhalten wir

0< J(p =) =J(p) = J(@,) < (e, — )
Mit (2.2.27) schlieBen wir auf
J () = lim J(¢},)

n—oo

sowie

J(p) = lim J(¢' —n)+ lim J(p}) = J(g,) = lim [J(¢},) + (o, — ¢,)] = lim J(e7)

n—oo n— oo n—o0
Nun kann Satz 2.1.1 verallgemeinert werden.

Satz 2.2.7. Existieren zu einer auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ zwei Funktionenfolgen
(pn), (), deren Glieder (ber [a,b] Riemann- integrierbare reelle Funktionen sind, mit den
beiden Eigenschaften

o —on| <tn  und  lim J(h,) =0 (2.2.29,2.2.30)

n—oo

so ist auch die Funktion ¢ (ber [a, b] Riemann-integrierbar, und es gilt

() = J(en)| < J(¥n) (2.2.31)

Beweis. Die Bedingung (2.2.29) ist mit

Uy <o — o, <Yy, bzw. On—Un <0 <, + Uy, (2.2.32,2.2.33)

aquivalent. Die Funktionen ¢! := ¢, — 1, und ¢! := p, + 1, liegen in E[a,b] und erfiillen
wegen (2.2.33) die Bedingung (2.2.26). Aus ¢!/ — ¢! = 21, und (2.2.30) folgt (2.2.27).
Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.2.6 erfilllt, und es gilt ¢ € E[a,b]. Aus (2.2.32)
folgt

—J(¢n) < J(@) - J(@n) < J(%)

und hieraus die Behauptung (2.2.31). Wegen (2.2.30) ist dann

J(p) = lim J(p,) (2.2.34)

n—oo

Die Formel (2.2.31) ermdglicht die Abschatzung des Fehlers, den wir begehen, wenn wir fiir
J(¢) den Naherungswert J(i,,) verwenden.
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

In Verallgemeinerung von Definition 2.1.1 nennen wir die Funktionenfolge () eine Riemann-
sche Naherungsfolge von ¢ beziglich J, wenn ¢,, € E[a, b] ist und wenn es reelle Funktionen
Yy, € Ela,b] mit den beiden Eigenschaften (2.2.29) und (2.2.30) gibt.

Sind die beiden Bedingungen (2.2.26) und. (2.2.27) mit ¢}, ¢! € Ela,b] erfiillt, so sind die
Funktionenfolgen (¢!,) und (¢”) Riemannsche Naherungsfolgen von ¢ beziglich J.

Satz 2.2.8. Das Produkt ¢t zweier lber [a,b] Riemann-integrierbarer Funktionen o, 1) ist
ebenfalls tber [a, b] Riemann-integrierbar.

Beweis. a) Es sei f,d € Ey[a,b]. Dann liegen auch die Funktionen f + g, f — g in Eyla, ],
und nach Satz 2.1.5 ist (f + g)? € E[a,b] und (f — g)* € Ela,].
Wegen

i[(f +9° = (f-9)?%= le(f2 +2fg+9* = fP+2fg+9") = fg (2.2.35)

ist auf Grund von Folgerung 2.2.3 auch fg € Ela,b).

b) Es sei ¢ € E[a,b] und g € Eyla,b]. Dann gibt es Funktionenfolgen (f,,), (h,) mit f,., g, €
FEyla,b] und

o= fal <h, ,  lim J(hy) =0 (2.2.36, 2.2.37)
Es ist
log = fagl = (0 = fu)gl < lo = fal - l9] < halgl (2.2.38)

Da die Funktion g € Eyla, b] beschrankt ist, gibt es eine positive reelle Zahl K mit |g| < K,
und (2.2.38) geht dber in
lpg — fagl < Khy, (2.2.39)

Hierbei ist Kh,, € Eyla,b], und wegen (2.2.37) gilt

lim J(Kh,) = lim KJ(hy) = K lim J(h,) =0 (2.2.40)
Da die Funktionen f,g auf Grund von a) in Ea, b] liegen, besagen die Beziehungen (2.2.39)
und (2.2.40), dass (f,g) eine Riemannsche Naherungsfolge von g (beziiglich J) ist. Nach
Satz 2.2.7 ist pg € Ela, b].

c) Es sei p,psi € Ela,b]. Nach Satz 2.2.4 gibt es eine positive reelle Zahl K; mit |¢| < K.
Werden zu ¢ die Funktionen f,,, h,, wie in b) gewahlt, so gilt

o = [utd| <l = ful - W] < Ky, (2.2.41)
und wiederum ist
Aim J(kihy) =0 (2.2.42)

Da die Funktionen f,% nach b) in Ela,b] liegen, besagen die Beziehungen (2.2.41) und
(2.2.42), dass (f,1) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ ist. Somit gilt ¢y € Ela, ],
und Satz 2.2.8 ist bewiesen.

Aufgabe 2.2.1. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion, die in hochstens endlich vielen
Punkten 1, ..., z, € [a,b] von Null verschiedene Werte annimmt. Dann ist ¢ € Fla,b] und

/so(:c)d:c =0 (2.2.43)

a
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2.3 Integration (liber Teilintervalle

Aufgabe 2.2.2. Es sei ¢ eine uber [a, b] Riemann-integrierbare Funktion, und die Funktion v
stimme in [a, b] mit Ausnahme von héchstem endlich vielen Punkten x4, ..., z,, € [a, b] mit der
Funktion ¢ iberein. Dann ist auch ¢ tber [a,b] Riemann-integrierbar, und es ist

j@(x)dx = /bz/)(x)d:p (2.2.44)

Aufgabe 2.2.3. Man zeige, dass die Funktion
o(r) =32 -1 +5
iber [—1, 2] Riemann-integrierbar ist, und berechne das Integral.

Aufgabe 2.2.4. Man zeige an Hand eines Beispiels, dass es Funktionen ¢, € E[a, b] mit

b b

[ ea)(a)ds # / p@)de [ v(x)de

a a

gibt.

2.3 Integration iiber Teilintervalle

Wahrend das Intervall [a, b] bisher fest gewahlt war, wollen wir nun gleichzeitig Integrationen
uber verschiedene Intervalle ausfiihren (Abb. 2.3.1 ).

Abb. 2.3.1 !

Satz 2.3.1. Es sei a < ¢ < b und ¢ eine Uber [a,b] Riemann-integrierbare reelle Funktion.
Dann ist die Funktion ¢ auch iiber die beiden Teilintervalle [a, ¢|, [c, b] Riemann-integrierbar,
und es gilt

/bap(x)dx = /Cgp(x)dx—i—/bgo(w)da: (2.3.1)

Beweis. a) Zunachst sei ¢ eine Zackenfunktion, also ¢ = f € Eyla,b]. Offensichtlich ist f
dann auch eine Zackenfunktion auf den beiden Teilintervallen [a, c|, [c,b] von [a,b]. Wegen
Satz 2.1.3 ist danach f € Ela,c] und f € E|c,b]. Es sei ferner

Z: a=1r<..<zx,=c<..<z,=0b
eine zulassige Zerlegung fir f auf [a,b]. Dann ist
7' a=xp<..<x3p=cC

eine zulassige Zerlegung fir f auf [a, ¢] bzw.
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2.3 Integration (liber Teilintervalle

eine zulassige Zerlegung fir f auf [c,b], und es gilt

[ royts =32 HE T

s S W gy ) g,
k=1 k=r+1
also , \
/f(x)dx:/f(x)da:Jr/f(x)dx (2.3.2)

Damit ist der Satz fir Zackenfunktionen bewiesen.
Ist insbesondere f > o auf [a, b], so folgen aus (2.3.2) unmittelbar die beiden Abschatzungen

0< ./Cf(x)dxg/bf(x)dx , 0< ./bf(x)dxg/bf(x)dx (2.3.3,2.3.4)
b) Es sei ¢ ; Ela,b]. Da:n gibt es Funktionenfolgcen (fn), (hn)amit fns hn € Epla,b],
[ofal < hn nlggo/bhn(x)dx =0 (2.3.5,2.3.6)
b ba
[ otw)dz = lim [ fu(@)d (2.3.7)

Wegen (2.3.5) ist stets h,, > 0. Damit gelten die Abschatzungen (2.3.3), (2.3.4) mit h,, statt
f. Beriicksichtigung von (2.3.6) liefert schlieBlich

n—oo n—0o0

c b
lim /hn(x)dx =0 : lim /hn(x)dx =0 (2.3.8,2.3.9)

Die beiden Beziehungen (2.3.5), (2.3.8) bzw. (2.3.5), (2.3.9) besagen, dass ¢ € Ela, c| bzw.
¢ € Elc,b] und (f,) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ auf [a, ¢] bzw. auf [c, b] ist. Mit
Hilfe von (2.3.2) geht (2.3.7) iber in

/bgp(a:)daszgi_{go [/Cfn(x)da:%—/bfn(x)dx} :JLrgo/cfn(x)dz+rlll_>rgo/l)fn(x)dx

Hieraus folgt die Behauptung (2.3.1), womit der Satz bewiesen ist.

Damit (2.3.1) auch fiir die beiden Sonderfille ¢ = a oder ¢ = b Gilltigkeit behalt, setzen wir

/aw(x)dx =0 (2.3.10)

Ist © eine dber [a, b] Riemann-integrierbare reelle Funktion, so setzen wir

/ago(x)dx = —/go(x)dx (2.3.11)

a
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2.3 Integration (liber Teilintervalle

Satz 2.3.2. Es sei a < 0 < b, und die Funktion ¢ sei tber die Intervalle [a,c] und [c, ]
Riemann-integrierbar. Dann ist ¢ auch lber [a, b] Riemann- integrierbar.

Beweis. Wir wahlen Funktionen f/ h! € Eyla, c| bzw. Funktionen f h! € Ey|c, b], die in den
Teilintervallen [a, c|] bzw. [c, b] den Beziehungen

lo— fII<h,  bzw.  |o— f| <h! (2.3.12)
und
c b
Ji_g)lo/h’n(x)dx =0  bzw. Jgrgo/h”n(x)dx =0 (2.3.13)

geniigen, wobei wir annehmen konnen, dass f!(c) = ¢(c) = f/(c) ist (vgl. (2.1.15)). Unter
dieser Voraussetzung wird durch

 fl(x) fur a<z<c
h@»_{ﬂW)mrchgb (23.14)
eine Funktion f,, € Ey[a,b] definiert. Die Funktionen h], bzw. h! sind zunachst nur auf [a, c|
bzw. [c, b] definiert. Wir definieren sie gemaB Abb. 2.3.2 auch in den Intervallen [c,b] bzw.
la, ¢] durch die Wertetabelle

I‘ C qj%;:c+ﬂ b x‘a l',/:C—l—@ c
7 L bzw n .
y | k(o) 0 0 y |0 0 W ()
Nh L
| | | 1
b | H I v o & 1 1
Abb. 232 @ c b a e 3

(Abb. 2.3.2). Dann sind h/,h!” und h, := h!, + h! nichtnegative Funktionen aus FEjla,b].

n»''n

Wegen (2.3.14) und (2.3.12) ist
o — ful < hl,+hll = h, (2.3.15)

Auf Grund von (2.3.2) ist

/bh;(:c)d:c = /ch;(:r)dx—i-/bh;l(x)dx

Das zweite Integral auf der rechten Seite gibt den Inhalt des schraffierten Dreiecks in Abb.
2.3.2 an, d.h., es ist

; ' (c ' (c —c
/h'n(x)dx: h"2( )(x'n—c) = h"2( )b

n

In Verbindung mit (2.3.13) folgt

n—oo

b
lim /h’n(x)dx =0
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2.3 Integration (liber Teilintervalle

und ebenso zeigt man, dass

b
Jgrlgo/ h!'(z)dx =

ist. Fir die Funktionen h,, = h] + R gilt dann ebenfalls

Jgrgo/hn(x)dx =

Diese Beziehung besagt in Verbindung mit (2.3.15), dass (f,) eine Riemannsche Naherungs-
folge von ¢ im Intervall [a, b] ist. Mit Satz 2.1.1 ergibt sich ¢ € EJ[a, b], was zu beweisen war.

Fir ein beschranktes Intervall I mit den Begrenzungspunkten «, (5 heiBt die reelle Zahl
m(Il) =0 — « (2.3.16)

die Lange des Intervalls. Dabei kann I eines der Intervalle [a, f], [a, ), (o, B] oder (a, f3)
sein. So ist beispielsweise
[, ) ={reR:a<z <}

und analog sind die anderen Intervalle definiert. Es ist zweckmaBig, die Einermenge {«} als
"entartetes" Intervall [a, a] aufzufassen und ihm entsprechend (2.3.16) die "Lange" null zuzu-
ordnen.

Es sei A eine Teilmenge von R. Dann heiBt die durch

)1 fir z€ A
xa(z) .—{ 0 fir z¢ A (2.3.17)

definierte reelle Funktion y 4 die charakteristisch Funktion der Menge A.

Satz 2.3.3. Die charakteristische Funktion eines jeden in [a, b] enthaltenen Intervalls I ist Gber
[a, b] Riemann-integrierbar und es gilt

/ i(@)de = m(I) (2.3.18)

Beweis. Das Intervall I habe die Begrenzungspunkte o, 5 mit o < 3.
Mit eventueller Ausnahme der Punkte «, $ nimmt die Funktion x; in den Intervallen [a, o]
und [3,0] bzw. [a, §] den konstanten Wert 0 bzw. 1 an. Sie ist also auf Grund von Aufgabe

2.2.2 iiber jedes dieser Intervalle Riemann-integrierbar.
Nach Satz 2.3.2 gilt x; € E[a, b], und aus Satz 2.3.1 und Aufgabe 2.2.2 folgt

b «

/Xl(x)dx:/ dx+/x; der/XI

—/Odm—ir/ldx—l—/de— —a=m(I)

womit der Satz bewiesen ist.
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2.3 Integration (liber Teilintervalle

Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion 7 heiBt eine Treppenfunktion, wenn sich 7 in der Form
T =) X1y (2.3.19)
k=1

darstellen lasst, wobei ¢y, ..., ¢, reelle Zahlen und Iy, ..., I,, in [a,b] enthaltene Intervalle sind.
Dabei wollen wir zulassen, dass auch entartete Intervalle der Form [ay,, b,] mit a;, = by, auftre-
ten.

Ist beispielsweise [a,b] = [0,4] und I} = [0,1], I, = (1,2], I = [3,4), c1 = 1, co = —1,
c3 = 2, so ist
T=Xn — Xk T 2X1

die in Abb. 2.3.3 dargestellte Treppenfunktion.

Abb. 2.3.3

Satz 2.3.4. Jede auf [a,b] definierte Treppenfunktion 7 der Form (2.3.19) ist uber [a, ]
Riemann-integrierbar, und es gilt

b

J(r) = / r(a)de = 3" () (2.3.20)

2 k=1

Beweis. Da auf Grund von Satz 2.3.3 die Funktionen x;_ in E[a, ] liegen, gilt auf Grund von
Folgerung 2.2.3 stets 7 € Ela, b], und es ist

J(r)=J (g:l ckxfk> = kz:ckj(xfk)

In Verbindung mit (2.3.18) ergibt sich hieraus die Behauptung (2.3.20).
In (2.3.20) kann J(t) als Summe der Inhalte von n Rechtecken gedeutet werden.

Aufgabe 2.3.1. Man untersuche, ob die durch

1 fir >0
sgn(z) =4 0 fir =0
-1 fir <0

definierte reelle Funktion iiber jedes Intervall [a,b] mit @ < 0 < b Riemann-integrierbar ist,
und berechne gegebenenfalls das Riemannsche Integral dieser Funktion (Abb. 2.3.4).

’a
|
g [~

| 0
-1
Abb. 2.3.4
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2.4 Integration stetiger Funktionen

Aufgabe 2.3.2. Die Funktion f € Eyla,b] sei durch die Wertetabelle

definiert. Man berechne .
JRRGLE
1

Aufgabe 2.3.3. Man zeige, dass fiir jede Funktion ¢ € Ela,b] und je drei Punkte ¢;,co,c3 €
[a, b] die Identitat

790(17)611’ + ?w(x)d:c + 790(x)dx =0 (2.3.21)

erfillt ist.

2.4 Integration stetiger Funktionen

Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion ¢ heiBt auf [a, b] stetig genau dann, wenn sie folgende
Eigenschaft besitzt:

Fir jede konvergente Folge x,,) mit x,, € [a, b] konvergiert die Folge (¢(z,)) der zugehdrigen
Funktionswerte gegen ¢(x), wobei = € [a, b] der Grenzwert der Folge (x,,) ist, d.h., wenn stets

© ( lim xn) = lim o(z,)

n—oo n—o0

gilt.
Jede auf [a, b] definierte reelle Funktion ¢, zu der es eine nichtnegative reelle Zahl M mit der

Eigenschaft (2.1.29) gibt, ist stetig, denn fiir z, x,, € [a,b] ist
o(2) = p(zn)| < M|z — 4|

und aus = = lim =, folgt o(x) = lim ©(x,,). Insbesondere folgt somit aus Satz 1.1.4, dass
jede Zackenfunktion f € Ejy[a, b] stetig ist.

Die Menge aller auf [a, b] stetigen Funktionen ¢ wird mit C[a, b] bezeichnet. Aus ¢, € Cla, b]
und X € R folgt stets A\p, ¢ + v, b € Cla,b).
Dies ergibt sich aus den Grenzwertsatzen fiir konvergente Zahlenfolgen.

Ein zentraler Satz der Riemannschen Integrationstheorie besagt, dass jede auf [a,b] stetige
Funktion dber [a, b] Riemann-integrierbar ist. Es gelten also die Inklusionen

Eyla,b] C Cla,b] C Ela, b (2.4.1)

Um diesen Satz beweisen zu konnen, miissen wir einige Eigenschaften stetiger Funktionen
bereitstellen, wobei der nachfolgende Hilfssatz nitzlich ist.

Satz 2.4.1. Ist ¢ € Cla,b] und (x,,) eine Folge mit z,, € [a,b], so gibt es eine Teilfolge (z,, )
von (z,) und ein = € [a,b] mit

xr = klim T, und o(x) = lim ¢(x,,) (2.4.2,2.4.3)
—00

k—o0
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Beweis. Die Folge (z,) ist beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB besitzt sie
dann eine gegen eine reelle Zahl = konvergierende Teilfolge (z,, ). Dann ist (2.4.2) erfiillt.
Wegen a < z,,, < b gilt auch a < x <b. Aus (2.4.2) und der Stetigkeit von ¢ folgt (2.4.3),
womit der Satz bewiesen ist.

Satz 2.4.2. Jede Funktion ¢ € C|a, b] ist beschrankt. Ferner gibt es reelle Zahlen &', £" € [a, b],
in denen die Funktion ihr Minimum bzw. Maximum annimmt. Fiir alle x € [a, b] gilt demnach

e(&) < p(x) < p(g") (2.4.4)

Beweis. Nehmen wir an, die Funktion ¢ sei nicht nach oben beschrankt. Dann gibt es reelle
Zahlen z,, € [a,b] mit |p(z,)| < n.

Jede Teilfolge der Folge (¢(x,,)) ist also unbeschrankt. Das ist aber ein Widerspruch zur
Formelzeile (2.4.3) von Satz 2.4.1. Somit ist ¢ nach oben beschrankt.

Ist ¢ die kleinste obere Schranke des Wertebereichs von ¢, so gibt es eine Folge (x,) mit

Ty, € [a,b] und mit ¢ — L < p(x,,) < ¢, woraus

= lim g(e)

folgt. Auf Grund von Satz 2.4.1 gibt es zur Folge (x,, eine Teilfolge (z,,) und ein = € [a, b
mit den Eigenschaften (2.4.2) und (2.4.3). Setzen wir £” := z, so gilt
. . . _ . _ "
c= lim p(z,) = c= lim @(z,,) = (£")

Da c die kleinste obere Schranke ist, gilt fur x € [a, b] stets

p(z) < c=p(£")

d.h., die Funktion ¢ nimmt im Punkt £” ihr Maximum an. Analog wird die Existenz von ¢’
bewiesen.

Satz 2.4.3. Es sei ¢ € Cla,b]. Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl € eine positive reelle
Zahl o mit folgender Eigenschaft:
Fur alle z, 2’ € [a, b] mit |z — 21| < 0 gilt

lp(z) — p(2')| > (2.4.5)

Beweis. Es sei ¢ > 0. Nehmen wir an, zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gebe es reelle Zahlen
z, 2’ € [a,b] mit |z — 2’| < 0 und

o(x) — ()] Z €

1

Dann kénnen wir insbesondere zu § := - reelle Zahlen z,,, 2}, € [a, b] mit

1
|z, — 2| < - und lo(x,) — p(x))] > € (2.4.6)

finden. Zur Folge (z,) gibt es eine Teilfolge (z,,) und ein = € [a,b] mit den Eigenschaften
(2.4.2) und (2.4.3). Aus (2.4.6) folgt

1
N

34
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und demnach hat die Folge (z,,) denselben Grenzwert wie die Folge (z,, ), d.h., es ist auch
r = lim 2/ und damit
n—oo 'k
NP /
plr) = lim o(z;, )
Die Folgen (¢(x,,)) und (o(z;, )) haben also denselben Grenzwert ¢(z), und folglich ist

/

lim [p(2,) — ¢(2,)] =0

k—o0

Das ist aber ein Widerspruch zu (2.4.7), und der Satz ist bewiesen. Er wird gewohnlich Satz
von der gleichmaBigen Stetigkeit genannt.

Satz 2.4.4. Es sei ¢ € Cla,b]. Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine natiirliche
Zahl ng, so dass

lp—fol <e (2.4.8)
ist, wobei f,, die Stitzstellenfunktion von ¢ auf der dquidistanten Zerlegung Z,, von [a, b] mit
n > ng ist.

Beweis. GemaB Satz 2.4.3 konnen wir zu ¢ eine positive reelle Zahl § mit
€

() = pla')] < 3 (2.4.9)

fur alle z, 2" € [a,b] mit |z — 2| < 6 finden. Wir wahlen ein ng mit

b—a

N

<9

und bilden die aquidistante Zerlegung
In: a=xp<T1<..<x,,=020
mit n > ng. Zu jeder Zahl x € [a, b] gibt es ein k mit 25— < 2 < x41. Nach Satz 1.1.5 ist
[p(x) = fal2)] < () = @(@r-1)] + |o(x) — (@)
und da

b—a b—a
<

|z — 2p| < Tp — 241 = <90 ; v — x| < — 221 <6

no

ist, folgt unter Beriicksichtigung von (2.4.9) die Abschatzung

() = ful@) < 5+ 5 =¢

Die reelle Zahl = € [a, b] war aber beliebig gewahlt. Daher ist auch (2.4.8) erfillt.

Satz 2.4.5. Jede auf [a, b] stetige reelle Funktion ¢ ist iiber [a, b] Riemann-integrierbar, und es
ist

b
b—a & b—a

dr = lim —— —k 2.4.10

[ oteie = Jim kgﬁ”(” ) (24.10)

Beweis. Es sei f, die Stitzstellenfunktion von ¢ auf der aquidistanten Zerlegung Z,. Das

Maximum ¢,, der stetigen Funktion |¢ — f,,| werde im Punkt £, angenommen. Dann gilt stets

lo(x) = fu(z)| < ¢, also
o= ful < cn (2.4.11)
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Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl £ wahlen wir die Zahl ng entsprechend Satz 2.4.4.
Fir n > ng ist dann | — f,| < e, also auch

Cn = ’@(gn) - fn(gn)‘ <e¢

und folglich ist (c,) eine Nullfolge. Dann ist aber auch

b
lim [ ¢pde = lim ¢,(b—a) =0 (2.4.12)

n—o0
a

Die Beziehungen (2.4.11) und (2.4.12) besagen, dass (f,,) eine Riemannsche Naherungsfolge
von ¢ und damit ¢ € FEla,b] ist. Die Integrale J(f,) konnen wieder in der Form (2.1.32)
dargestellt werden. Der Grenziibergang n — oo ergibt unter Beriicksichtigung von (2.1.17)
die Behauptung (2.4.10).

Zum Schluss dieses Abschnitts beweisen wir den sogenannten Zwischenwertsatz fiir Funktionen
aus C'[a, b], da er ebenfalls fir die Integralrechnung von Bedeutung ist.

Satz 2.4.6. Es sei ¢ € C[a, b]. Dann wird jede zwischen dem Minimum und dem Maximum des
Wertebereiches liegende reelle Zahl ¢ an mindestens einer Stelle £ € [a, b] als Funktionswert
angenommen.

Beweis. Mit den Bezeichnungen von Satz 2.4.2 gilt nach Voraussetzung ¢(¢') < ¢ < ¢(&").
Wir konnen etwa & < £ voraussetzen. Dann setzen wir

aw=¢ . by=¢
Ist nun ; ;
%) % + % <c bzw. %) do + % >c
2 2
so setzen wir h
al:_aogo , by =b—0
bzw.
Qg + bo
ay = ao , by = 5

Wegen ag < by gilt im ersten Fall

by — ao

by —a; =by —a; = 5 > 0
bzw. im zweiten Fall -
bi—a;=b —ag= "0 >0
also in beiden Fallen
ag < ap < by < by ; bl_alsz;GO

und
ola) <c < (b)

36



2.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
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In dieser Weise seien die reellen Zahlen ay, ..., a,, by, ..., b, mit den Eigenschaften
bo — Qg

2n
p(an) < ¢ < o(bn) (2.4.14)

ap < ... <a, <b, <..<b , bo — ay, =

(2.4.13)

konstruiert. Je nachdem, ob

n bTL n bTL
w(a;— )gc bzw. @(a;— >>c

bn+1 = bn

ist, setzen wir

bzw.
an + b,

2
Die in dieser Weise induktiv definierten Zahlenfolgen (a,,), (b,) bilden eine Intervallschachte-
lung, und folglich existiert ein & mit a < a, <& <b, <bund

Ap41 = Qp ) bn+1 =

= irg, dn = lirg, (b)
Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt

©(&) = lim ¢(a,) = lim o (b,) (2.4.15)

n—oo

Aus (2.4.14) folgt unter Beriicksichtigung von (2.4.15)

p(&) <z <€)

d.h., esist p(§) = ¢, womit der Satz bewiesen ist.

2.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung. Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung. Integrationsmethoden

Mit Satz 2.4.5 haben wir bewiesen, dass sich des Riemannsche Integral J(y) jeder Funktion
¢ € Cla,b] mit Hilfe der Formel

b
b—a b—a
J :/ dr = lim ~—2 Ly 25.1
() as@(ﬂf)aj Jim — kZ::lsO<a+ - ) (2.5.1)

berechnen lasst. Allerdings ist der damit verbundene Rechenaufwand haufig sehr aufwendig.
Wir werden mit Hilfe der Umkehrung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
eine Methode entwickeln, die fiir gewisse stetige Funktionen eine wesentlich einfachere Be-
rechnung des Riemannschen Integrals gestattet, als dies mit der Formel (2.5.1) der Fall ist.
Um den Hauptsatz beweisen zu konnen, missen wir zunachst den Mittelwertsatz der Integral-
rechnung bereitstellen.

Satz 2.5.1. Es sei ¢ € Cl[a,b]. Dann gibt es ein £ mit £ € [a, b] und

b

[ ey = (b= a)p(€) (25.2)

a
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Beweis. Auf Grund von Satz 2.4.2 nimmt die Funktion ¢ auf [a, b] ihr Minimum K und ihr
Maximum K> an, d.h., es gilt fir alle z € [a, ]

Ky < p(z) < K,

Beriicksichtigung von (2.2.20) ergibt

Ki(b—a) < /bb<p<x)d:c < Ky(b—a)

Hieraus folgt

b
1
K, < b_a'a/go(x)dngQ

Da nach Satz 2.4.6 eine auf [a, b] stetige Funktion ¢ jeden Wert zwischen ihrem Minimum K
und ihrem Maximum K5 mindestens einmal annimmt, gibt es ein £ € [a, b], so dass

pl€) = s [ playda (253)

ist. Hieraus folgt (2.5.2), womit der Satz bewiesen ist.
Die rechte Seite der Formel in (2.5.3) heiBt der Mittelwert M?() der Funktion ¢ im Intervall
[a, b].

Ist ¢ € Cla,b] und p(x) > 0 fiir alle z € [a,b], so besagt der Mittelwertsatz der Integralrech-
nung anschaulich, dass der Inhalt der Punktmenge

M:={P(z,y):a<x<bund 0 <y <o)}

gleich dem Inhalt eines Rechtecks mit der Grundlinie b — a und der Hohe ¢(&) ist, wobei £ ein
passend gewahlter Punkt aus dem Intervall [a, b] ist (Abb. 2.5.1).

yi

”QQ;

Z

G X
Abb. 2.5.1 a b

Wir geben den Mittelwertsatz der Integralrechnung noch in einer anderen Fassung an.
Satz 2.5.2. Es sei ¢ € Cla,b|, und es seien zg,z9 + h € [a,b] mit h # 0. Dann gibt es eine
reelle Zahl 8 mit 0 <6 <1 und

zo+h
/ o(x)dr = ho(xo + 6h) (2.5.4)

Zo

Beweis. a.) Es sei h > 0. Dann ist [z, x¢ + h| C [a,b], und auf Grund von Satz 2.5.1 gibt es
ein & mit £ € [xg, o + h] und

xo+h
| ela)de = @0+ h = z)p(€) = he(€)

o
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wobei sich & in der Form & = xg 4+ 0h mit 0 < 6 < 1 darstellen |asst.

b) Es sei h < 0. Dann ist [z + h, o] C [a,b], und auf Grund von a) gibt es eine reelle Zahl
0* mit 0 < 6* <1 und

Zo

/ p(x)de = [xo — (o + h)]@[(x0 + h) + 0% (x0 — (20 + h))] = —heplzo + (1 — 67)h]

xo+h
Beriicksichtigung von (2.3.11) liefert

zo+h
/ o(2)de = helzo + (1 — 6] (2.5.5)

Zo

Setzen wir § := 1 — 0", soist 0 < 6 < 1, und (2.5.5) geht iber in (2.5.4), womit der Satz
bewiesen ist.

Es sei ¢ eine auf [a,b] definierte reelle Funktion. Eine reelle Funktion ® heiBt eine Stamm-
funktion von ¢ auf [a, b] genau dann, wenn ®'(z) = p(z) ist fir alle = € [a, b], wobei in den
Randpunkten nur einseitige Differenzierbarkeit gefordert wird.

So sind beispielsweise die Funktionen

1 1
Py (x) = ng +2 : Oy(z) = §x3 +1

Stammfunktionen der reellen Funktion o(x) = 22 auf [—2, 4], da fir alle z € [—2, 4]
@) (2) = Py(x) = 2

ist.
Dieses Beispiel zeigt, dass Stammfunktionen, falls sie existieren, nicht eindeutig bestimmt sind.
Es gilt aber der

Satz 2.5.3. Sind ®;, ®, Stammfunktionen derselben Funktion ¢ € C[a,b], so unterscheiden
sich ®;, ®, auf [a, b] nur um eine additive reelle Konstante.

Beweis. Setzt man ¥ := &; — ¥, so ist
V' (z) = @i (z) — Py(z) = p(z) — p(z) =0
fur alle x € [a, b]. Hieraus folgt W (z) = ¢ fir alle = € [a, b].

Satz 2.5.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Es sei ¢ € Cla,b]. Dann ist die durch

O(z) = /gp(t)dt
mit D(®) = [a, b] definierte reelle Funktion ® eine Stammfunktion von ¢ auf [a, b].
Beweis. Fir alle 2,z + h € [a,b] mit h # 0 ist

O(xz+ h) — P(2)
h

7hg0(t)dt - /zga(t)dt

SRS
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2.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Integrationsmethoden

Beriicksichtigung von (2.3.11), (2.3.1) und Satz 2.5.2 der Reihe nach liefert

q>(:c+h]z—<1>(m):]11[7h dt—{—/gp dt] [/go dt+7h (t)dt]

z+h

-2 / —h@(x 4 0h) = (z + 0h)

Da die Funktion ¢ auf [a, b] stetig und 0 < 0 < 1 ist, gilt
lim ¢(x + 6h) = ¢(x)
h—0

Somit ist
lim
h—0
Dies besagt, dass ¢'(x) = p(x) ist fur alle x € [a,b], d.h., ® ist eine Stammfunktion von ¢
auf [a, b], womit der Satz bewiesen ist.

Oz + hlz — ®d(2) ()

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass jede auf [a, b] stetige reelle
Funktion ¢ eine Stammfunktion besitzt und dass man mit Hilfe des Riemannschen Integrals
eine Stammfunktion von ¢ konstruieren kann. Ist umgekehrt von einer Funktion ¢ € C|a, b]
eine Stammfunktion ® bereits bekannt, so liefert die nachfolgende Umkehrung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung ein bequemes Mittel fiir die numerische Berechnung des
Riemannschen Integrals der Funktion ¢.

Satz 2.5.5. Es sei ® eine Stammfunktion der Funktion ¢ € C[a, b]. Dann ist

b

/gp(x)dx — & (b) — ¥(a) (2.5.6)
Beweis. Auf Grund von Satz 2.5.4 ist auch

= /zgo(t)dt

mit D(V) = [a, b] eine Stammfunktion von ¢ auf [a,b]. Wegen Satz 2.5.3 unterscheiden sich
beide Stammfunktionen ® und ¥ von ¢ auf [a,b] nur um eine additive reelle Konstante c,
d.h., es gilt

U(z) = d(x) +c

fur alle € [a, b]. Insbesondere ist wegen (2.3.10)

O(a)+c=V(a) = /ap(x)dx =

Hieraus folgt ¢ = —®(a). Ferner ist

womit der Satz bewiesen ist.
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Setzt man
[ (2)]2=, == ®(b) — B(a)

r=a

so nimmt (2.5.6) die fiir das praktische Rechnen sehr vorteilhafte Form

[ e@)dz = (@@,
an.

Beispiel 2.5.1. Die reelle Funktion

a—+1

ist eine Stammfunktion der stetigen Funktion ¢(z) = 2® auf [a, b], wobei « eine reelle Zahl
mit o # —1 bedeutet und das Intervall [a, b] so gewahlt ist, dass die Funktionen ¢ und ® auf
[a, b] definiert sind. Dies besagt, dass das Intervall [a, b] beliebig gewahlt werden kann, falls «
eine natirliche Zahl ist. Ist « eine negative ganze Zahl, so muss 0 < a < b oder a < b < 0
gelten. Ist a nicht ganzzahlig, so muss 0 < a < b sein.

Auf Grund von Satz 2.5.5 gilt dann

b

/x“dx =

a

Fir o = 0 bzw. @ = 1 bzw. o = 2 geht (2.5.7) diber in (2.1.26) fiir ¢ = 1 bzw. in (2.1.27)
bzw. in (2.1.33).

1
a—+1

r=b at+l a4+l
ot _ b a

) — (25.7)

Eine auf [a,b] definierte reelle Funktion ¢ heiBt auf [a,b] stetig differenzierbar genau dann,
wenn ¢ € Cla,b] ist.
Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz 2.5.5 ist der

Satz 2.5.6. Es sei ¢ eine auf [a, b] stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

Jiza = ¢(b) — ¢(a) (2.5.8)

~—

[ e = ot

In den folgenden Formeln muss das Intervall [a, b] so gewahlt sein, dass die Funktionen ¢ und
® auf [a, b] definiert sind:

b

d
/§:1n|b|_1n|ay (a<b<0oder0<a<b) (2.5.9)
b
/exdaz = et (2.5.10)
b
/cos xdxr =sinb —sina (2.5.11)
b
/sinxda: = —cosb+cosa (2.5.12)
o
/ T — arcsinb — arcsina (2.5.13)
1—2a2
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d
/ : +x$2 = arctanb — arctan a (2.5.14)

In den beiden folgenden Satzen beweisen wir zwei wichtige Integrationsmethoden, die partielle
Integration und die Integration durch Substitution.

Satz 2.5.7. Es seien ¢, 1) auf [a, b] stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

[ e @)ds = (b)) - plapbla) - [ ¢ (e)b(a)de (25.15)

Beweis. Da die Funktionen ¢’ und ¢’1 als Produkte stetiger Funktionen wieder stetig sind,
gilt auf Grund von Satz 2.4.5 zunichst ', ¢', 1 € Ela,bl]. Ferner ist unter Beriicksichtigung
von Satz 2.2.3b und Satz 2.5.6

Hieraus folgt schlieBlich (2.5.15).

2
Beispiel 2.5.2. Wir berechnen [ ze*dx. Dazu setzen wir
1

Es ist dann

und damit
2 2
/xe“”da: = [we*]"=2 — /emd:c =2 —e—[e]"=2 =2e? —e— (e —¢)
1 1

2
also [ xe®dx = €.

1

2
Beispiel 2.5.3. Wir berechnen [Inzdx. Um (2.5.15) anwenden zu kénnen, miissen wir In z als

1
Produkt einer Funktion ¢ und der Ableitung einer Funktion v darstellen. Wir kénnen etwa

o(z) :=Inzx , U(x) =x
wahlen. Damit ist .
Fo)=> . Y@)=1
und wir erhalten
/ln:cd:c—[xlnx /d:c_21n2—ln1—[];f
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Wegen In1 =0, 2In2 =In4 ist
2
/lnxdx =Iln4 -1
1

Satz 2.5.8. Es sei ¢ € C[a, b]. Gibt es eine auf einem Intervall [a, b] definierte streng monotone
stetig differenzierbare Funktion ¢ mit ¥(a) = a, ¥(B) = b, so ist

b

B
[ e@da = [ elw()/()dz (2:5.16)

Beweis. Auf Grund von Satz 2.5.4 besitzt ¢ eine Stammfunktion ® auf [a, b], und wegen Satz
2.5.5 gilt (2.5.6). Da @' = ¢ ist, erhalten wir

[P((2)]" = ((2)¢'(2) = p(¥(2))¢'(2)
Beriicksichtigung von (2.5.8) und (2.5.6) ergibt

B B
[ @) )de = [1@((=)]dz = 2((8)) - Dw(a) = @(b) — Dla) = [ ple)da

womit der Satz bewiesen ist.

Zur Berechnung des Integrals auf der linken Seite von (2.5. 16) ersetzt man also die Variable
x durch die Substitutionsfunktion x = 1(2) und multipliziert anschlieBend mit der Ableitung
der Substitutionsfunktion ). Die neuen Grenzen «, § miissen den Bedingungen () = a und

Y(B) = b gentigen.

4
Beispiel 2.5.4. Wir berechnen [ eV?dz. Die auf dem Intervall [1, 2] streng monoton wachsende
1

stetig differenzierbare Funktion
x=1(z) = 2*
geniigt den Bedingungen ¢(1) = 1, ¥(2) = 4. Wegen ¢’(z) = 2z gilt demnach

4 2 2
/eﬁdx = /e\/;dz = 2/Z€Zdz
1 1

1

Berlicksichtigung von Beispiel 2.5.2 liefert .

4
/eﬁdm = 2¢?
1

’2

1
Beispiel 2.5.5. Wir berechnen 1 — \/xdz. Die auf dem Intervall |0, Z| streng monoton
p IR 0, 3] streng

wachsende stetig differenzierbare Funktion
r =1(z) :=sin* 2

genuigt den Bedingungen ¢(0) = 0, ¢ (g) = 1. Wegen ¢/(z) = 4sin? z cos z und

V1 —Vsin*z =1/1 —sin® z = cos z
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gilt demnach

1
/ 1 — Vadr = / cos® zsin® zdz = / cos® z(1 — cos? 2) sin zdz
0 0 0

Aufgabe 2.5.1. In

: 2 3
o(z) := ag, 1T + agr” + azx

seien ag, aj, as, ag beliebige reelle Zahlen. Man beweise, dass ¢ € E|a,b] und

/bcﬂ(l’)dx ! - - [w(a) +4g (T) + w(b)]

a
ist.

Aufgabe 2.5.2. Die Bilder der Funktionen p(z) = 22, 1)(x) = y/x bilden fiir alle reelle Zahlen
x mit 0 < x < 1 den Rand einer Punktmenge M. Man berechne den Flacheninhalt von M
(Abb. 2.5.2).

Y

Abb. 2.5.2

1
/1
Aufgabe 2.5.3. Man berechne/ + \/de.
x
i

Aufgabe 2.5.4. Man beweise durch vollstandige Induktion nach n, dass fiir alle von null ver-
schiedenen natiirlichen Zahlen m,n stets

1
g m!n!

ist.
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

Fir eine beliebige auf [a, b] definierte beschrankte reelle Funktion ¢ und eine Zerlegung
Z: a=x0<21<.<T,=b (2.6.1)

fihren wir die folgenden Bezeichnungen ein. Das Maximum der in der Zerlegung (2.6.1) auf-
tretenden Intervalllingen bezeichnen wir mit d(Z), d.h., wir setzen

d(Z) := max (2 — Tg—1) (2.6.2)

Diese Zahl ist ein MaB fir die "Feinheit" der Zerlegung Z.
Die groBte untere bzw. die kleinste obere Schranke der Menge aller Funktionswerte o (z), die
im Intervall

[k = [kalyxk] (263)

angenommen werden, bezeichnen wir mit (I},) bzw. B(I},). Die reelle Zahl

5(7) = 3 () ok — 1) (2.6.4)
bzw. .
8(2) = 3 P (v — 2i-) (2.6.5)

heiBt die Untersumme bzw. Obersumme der Funktion ¢ auf der Zerlegung Z.
Wenn mehrere Funktionen auftreten, schreiben wir S(Z, ) bzw. S(Z, ) an Stelle von S(2)
bzw. S(Z). Sind &, beliebige Punkte mit

Tp—1 < & < xp, (2.6.6)

SO nennen wir .
S(Z) =3 (&) (wx — w4m) (2.6.7)

k=1

eine Zwischensumme der Funktion ¢ auf der Zerlegung Z. Wegen (2.6.6) gilt

o(Ix) < (&) < P(Ix)

(Abb. 2.6.1), und auf Grund von (2.6.4), (2.6.5) und (2.6.7) ist

S(7) < 8(2) < 5(2) (2.6.8)
17} '
N\
|
. _

g(1)

9 v (&) .
Abb. 2.6.1 Y1 & 4
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

Diese drei Zahlen konnen als Summe der (mit Vorzeichen versehenen) Inhalte von n Rechtecken
gedeutet werden. Die Formel (2.6.8) besagt, dass S(Z) bzw. S(Z) eine untere bzw. obere
Schranke der Menge aller Zwischensummen von ¢ auf Z ist.

Wir zeigen, dass es sich sogar um die groBte untere bzw. kleinste obere Schranke handelt.
Ist € eine positive reelle Zahl, so wéhlen wir entsprechend der Definition von ¢(I};) einen

Zwischenpunkt & € I, mit
€

Pl&) — o(l) <

Multiplizieren wir mit x;, — x,_1 und summieren anschlieBend tber k von 1 bis n, so erhalten
wir, wenn wir die Definitionen (2.6.7) und (2.6.4) beriicksichtigen,

n

S(Z)—S(Z =c bzw. S(Z)< S(Z)+¢

Die reelle Zahl S(Z) + ¢ ist also keine untere Schranke fiir die Menge aller Zwischensummen,
d.h., S(Z) ist die groBte untere Schranke. Analog wird die Behauptung fiir S(Z) bewiesen.

Die bisherigen Definitionen und Satze tiber Zerlegungssummen reichen aus, um das Riemann-
sche Integral einer Funktion ¢ € E[a, b] numerisch zu berechnen. Der folgende Satz besagt,
dass die Zwischen-, Unter- und Obersummen bei einer unbegrenzten "Verfeinerung" der Zer-
legung gegen das Integral von ¢ streben. Spezialfélle dieses allgemeinen Satzes wurden bereits
friiher bewiesen.

Satz 2.6.1. Es sei ¢ € E[a,b] und (Z,) eine Folge von Zerlegungen des Intervalle [a, b] mit

lim d(Z,) =0 (2.6.9)
Dann ist

b

/ plr)de = lim S(Z,) = lim S(Z,) = lim 5(Z,) (2.6.10)

wobei die Zwischenpunkte zur Bildung von S(Z,) beliebig gewahlt werden kénnen. Speziell ist

b
. b—a d
[ eladde = Jim =
o k=1
Beweis. Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl & wahlen wir Funktionen f, g € Eyla, b]
mit

¢ ) (2.6.11)

f<e<g , Jg-hH< % (2.6.12,2.6.13)

Ferner bestimmen wir gemaB Satz 1.1.4 zur Zackenfunktion f bzw. g eine nichtnegative reelle
Zahl M, bzw. M,y mit

[f(2) = f@)] < My|e — 2| bzw.  [g(x) — g(a')] < Ma|z — 2|

fur alle z, 2" € [a,b]. Mit M bezeichnen wir das Maximum der beiden Zahlen M;, Ms.
Es sei (2.6.1) eine Zerlegung von [a, b]. Wir greifen ein festes Intervall [x)_1, xy] heraus. Fir

k@ € [T1, k] ist () < g(&) und f(z) < ¢(x), also

(&) — p(r) < g(&) — f(z) = g(x) — f(2) + 9(&) — 9(2)
< g(z) = f(@) +[9(&) — 9(2)| < g(z) — f(z) + M[§ — |
<g(x) = f(x) + M(zp — 731) < g(x) — f(x) + Md(Z)
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

Mit Folgerung 2.2.1 und Satz 2.2.3 erhalten wir

T Tk
so(ék)/dx—/ dx</ o)+ Md(Z) [ do
Tk—1 Ti— Tk—1 Th—1
bzw.
T
(&) (xr — Tp1) — / 2)de < / \da + Md(Z)(n — 1)
Tp—1 Th—1

Summation lber k von 1 bis n ergibt, wenn wir (2.6.7) und Satz 2.3.1 beriicksichtigen,
S(2) = J(p) < J(g = f)+ Md(Z)(b—a)
Mit (2.6.13) folgt

S(Z) = J(g) < % + Md(Z)(b— a) (2.6.14)

Fir x,&. € [xx_1, zk] ist andererseits

p() — (&) < g(x) = (&) = g(x) = f(x) + f(x) = f(&)
< g(x) = fz) + |f(z) = F(&)] < g(z) — flz) + Md(Z)

Analog wie oben gilt dann

Tk Tk

| e@)ds = (g — ) < [ lg@) = f()lde — Md(Z) (@, —251)  bzw.
J(¢) = 8(2) < J(g— f) + Md(Z)(b - a)
J(p) — S(2) < g + Md(Z)(b— a) (2.6.15)

Eine Zusammenfassung von (2.6.14) und (2.6.15) ergibt

() = S(2)| < 5 + Md(Z)(b— a)
Da Z beliebig gewahlt war, ist auch

7(¢) = S(Z)| < 5+ Md(Z)(b - a)
Wegen (2.6.9) gibt es ein 7 mit

Md(Z,)(b - a) <

DN ™

fur r > ro. Dann ist
‘J(gp) - S(Zr)’ <ée

far r > 7y, und hieraus folgt die erste Behauptung (2.6.10). Die Zwischenpunkte kénnen so
gewahlt werden, dass

0<S(Z)—8(Z)<- baw. 0<S5(Z)—S(Z)< - (2.6.16)
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

ist. Daher haben auch die Folgen (S(Z,)) und (S(Z,)) den Grenzwert J(¢p).

Wahlen wir speziell die aquidistante Zerlegung Z, und als Zwischenpunkte & jeweils die
rechten Endpunkte der Intervalle, so nimmt (2.6.7) die spezielle Form

b—a & b—a
Zcp a + k
no = n

an. Der Grenziibergang n — oo ergibt (2.6.11), und der Satz ist bewiesen.

S(Zn) =

Satz 2.6.2. Fiir jede Funktion ¢ € Ela,b] ist der Mittelwert

1

M) 1= o —

/w(x)dﬂ: (2.6.17)

gleich dem Grenzwert der Folge der n-ten Mittelwerte

1 " b—a
M, = k 2.6.1
@)= g e (o ) (26.18)
(Abb. 2.6.2), d.h., es ist
yl

My(g)-42
Abb. 2.6.2 =
b
/ pl)de = (b~ a) lim M, () (2.6.19)
Beweis. Zu (2.6.11) addieren wir
b—
lim agp(a) =0

n—0o0 n

und erhalten

b

n

b—a b—
[otwnte = Jim P o (k] = 0 i M)
Wegen
1
lim 2L (2.6.20)
n—oo n
ergibt sich
b
: I
dim M,(p) = P Jl}ngo/gp(a:)da: (2.6.21)
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

und das ist mit der Behauptung aquivalent.

Die Untersumme bzw. Obersumme einer auf [a, b] definierten beschrankten reellen Funktion
¢ auf der Zerlegung (2.6.1) kann als Riemannsches Integral einer Treppenfunktion dargestellt

werden. Setzen wir
. [$k71,$k) fuar k=1,..,n—1
b= { [zp_1,2,) fur k=n (2.6.22)

und

=) o)X , 7= o)X (2.6.23,2.6.24)
k=1 k=1
so ist

(2.6.25)

und
J() =8(Z) (2.6.26)

Ja
Abb. 2.6.3

Jetzt konnen wir verschiedene Moglichkeiten fiir die Charakterisierung des Systems der Riemann-
integrierbaren Funktionen angeben.

Satz 2.6.3. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte beschrankte reelle Funktion. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent.

a) Esist p € Ela,b], d.h., zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gibt es Funktionen f, g € Ey[a, 0]
mit f <p<gund J(g—f) <e.

b) Fiir jede Folge (Z,) von Zerlegungen mit der Eigenschaft (2.6.9) ist die Folge (S(Z,)) bei
beliebiger Wahl der zu Z, gehorenden Zwischenpunkte konvergent.

c) Zu jeder positiven reellen Zahl € gibt es eine Zerlegung Z mit

S(Z)-8(2) < e (2.6.27)

Beweis. a) = b): Es sei ¢ € Ela,b] und (Z,) eine Folge von Zerlegungen mit (2.6.9). Auf
Grund von Satz 2.6.1 ist die Folge (S(Z,)) konvergent, da sie gegen J() strebt. Somit gilt
b).

b) = c): Firr jede Folge (Z,) von Zerlegungen mit (2.6.9) sei die Folge (S(Z,)) konvergent.
Wir kénnen dann zwei spezielle Folgen (5'(Z,)) und (S"(Z,)) mit

0<8(Z)-8E) <, 0<8(z)-5"(Z) < i (2.6.28)

wahlen, da S(Z,) bzw. S(Z,) die groBte untere.bzw. kleinste obere Schranke aller Zwischen-
summen auf der Zerlegung Z’ ist. Die Folge

Z17 Zl7 227 ZQ?
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

geniigt ebenfalls der Bedingung (2.6.9), und gemaB Voraussetzung ist die Folge
S'(Z1),58"(Z4),8(%1), 8" (Z), ...

konvergent. Die beiden Teilfolgen (S’(Z,)) und (S”(Z,)) dieser Folge haben demnach den-
selben Grenzwert S. Wegen (2.6.28) haben dann auch die Folgen (S(Z,)) und (S(Z,)) den
Grenzwert S, und es ist

lim (5(2,) = S(Z,)) =S —S=0

n—oo

Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl € gibt es dann aber ein r mit

S(z)—8(Z,) <e¢
Somit gilt ).

c) = a): Zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gebe es eine Zerlegung (2.6.1) mit der Eigenschaft
(2.6.27). Fur die durch (2.6.23), (2.6.24) definierten Funktionen gelten dann die Beziehungen
(2.6.25) und

JF—-1)=JF) - J(r)=52Z)-S(Z) <e¢ (2.6.29)

Sie besagen auf Grund von Satz 2.2.5, dass ¢ € Ela, b] ist. Somit gilt a).
Damit ist der Satz bewiesen.

Die urspriingliche Definition der Integrierbarkeit von Bernhard Riemann entspricht der Aussage
b). Die Eigenschaft c) wird gewdhnlich das Riemannsche Integrabilitatskriterium genannt.
Das Riemannsche Integral einer Funktion ¢ € Ela,b] kann auch wie folgt definiert werden.

Satz 2.6.4. Das Riemannsche Integral einer Funktion ¢ € Ela, b] ist die kleinste obere Schranke
der Menge aller Untersummen und die groBte untere Schranke der Menge aller Obersummen
von .

Beweis. Aus (2.6.25) folgt durch Integration und Beriicksichtigung von (2.6.26) die Beziehung
5(Z) = J(z) < J(p) < J(T) = S(2) (2.6.30)

wobei Z eine beliebige Zerlegung ist. Somit ist J() eine obere bzw. untere Schranke fiir die
Menge aller Unter- bzw. Obersummen von . Wegen (2.6.30) ist ferner

Jp)—S8(2)<8(2)—-S8(Z) und  S(Z)—J(p)<S(Z)—8(Z) (2.6.31,2.6.32)

Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl ¢ wahlen wir eine Zerlegung Z mit (2.6.27).
Wegen (2.6.31) und (2.6.82) gilt dann

Jp)—e<S(Z) , S <Jp) +e

Die reelle Zahl J(y) — e bzw. J(p) + ¢ ist also keine obere bzw. keine untere Schranke fiir die
Menge aller Untersummen bzw. Obersummen von ¢, d.h., J(y) ist die kleinste obere Schranke
der Menge aller Untersummen und die groBte untere Schranke der Menge aller Obersummen
von ¢, womit der Satz bewiesen ist.

Als Anwendung des Riemannschen Integrabilitatskriteriums beweisen wir die Integrierbarkeit fiir
eine weitere wichtige Klasse von Funktionen und beweisen mit seiner Hilfe, dass es beschrankte
reelle Funktionen gibt, die nicht Riemann-integrierbar sind.

Eine auf [a, b] definierte Funktion heiBt monoton wachsend bzw. monoton fallend bzw. streng
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

monoton wachsend bzw. streng monoton fallend genau dann, wenn aus z;, 25 € [a,b] und
Tr1 < X9 Stets

p(r1) < p(rg) bzw.  @(r1) = p(wz) bzw. (1) < @(r2) bzw. @(z1) > @(r2)
folgt (Abb. 2.6.4). Eine monotone Funktion braucht also nicht stetig zu sein.

Y /r

=X

Abb. 2.6.4 4 b

Satz 2.6.5. Jede auf [a, b] monotone reelle Funktion ¢ ist iiber [a, b] Riemann-integrierbar.

Beweis: Die Funktion ¢ sei etwa monoton wachsend. Fiir jedes Teilintervall einer Zerlegung
(2.6.1) gilt dann p(z_1) < (x) < @(ay) fir 25— < x < xy, d.h., esist

ore-1) =ox) ,  olvx) =0(k)

Es folgt

0 <5(2) - 8(2) = Ylilan) — el )] — 41)

n

(2) > _lp(zx) = plar-1)] = d(2)[p(b) — p(a)]

k=1

VAN
SV

Die rechte Seite lasst sich fiir eine hinreichend feine Zerlegung beliebig klein machen, und der
Satz ist damit bewiesen.

Ist » monoton fallend, so ist —¢ monoton wachsend und demnach auch ¢ € Ela, b].

Beispiel 2.6.1. Die durch

(z) = 1 fir x rationale Zahl,
X\ "=\ 0 fir g irrationale Zahl

definierte reelle Funktion xg heiBt Dirichletsche Funktion. Mit Hilfe des Riemannschen Inte-
grabilitatskriteriums beweisen wir, dass die Funktion xq tber [0, 1] nicht Riemann-integrierbar
ist.

Beweis. Dazu zeigen wir, dass fiir jede Zerlegung Z von [0, 1] die Ungleichung

S(Z)-8(Z)>1 (2.6.33)
gilt. Da fiir jedes Teilintervall I, von [0, 1] stets ¢(I;) = 0 und B(I;) = 1 ist, erhalten wir
S(Z)y=0 S(Z)=x, —x9=1

Hieraus folgt die Giiltigkeit von (2.6.33) firr jede Zerlegung Z von [0, 1].

Dieses Beispiel zeigt, dass es relativ einfache beschrankte reelle Funktionen gibt, die nicht
Riemann-integrierbar sind. Daher wurde von Henri Lebesque eine Verallgemeinerung des Rie-
mannschen Integralbegriffs eingefiihrt.

Der Lebesguesche Integralbegriff ist zwar komplizierter als der Riemannsche Integralbegriff,
hat aber den groBen Vorteil, dass das System der integrierbaren Funktionen umfassender ist
als das System der Riemann-integrierbaren Funktionen.
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3.1 Positive lineare Funktionale

3 Abstrakte Definition des Riemannschen Integrals

3.1 Positive lineare Funktionale

Wir verallgemeinern einige der in den Kapiteln 1 und 2 eingefiihrten Begriffsbildungen. Wir
betrachten reellwertige Funktionen f, die alle auf einer festen Grundmenge X definiert sind.
Dies driicken wir durch die Schreibweise

fiX >R (3.1.1)

aus. Bisher war X stets ein Intervall [a, b]. Jetzt wollen wir auch allgemeinere Grundmengen,
z.B. die Menge R aller reellen Zahlen oder die Menge R? = R x R aller Punkte (z,y) der
Zahlenebene zulassen.

Definition 3.1.1. Eine Menge E von reellwertigen Funktionen f : X — R heiBt ein linearer
Funktionenraum genau dann, wenn mit f, g € E und jeder reellen Zahl A auch \f, f+g€ E
ist.

So sind die Mengen Ey|a, b, Cla,b] und Ela,b] Beispiele fiir lineare Funktionenrdume.

Definition 3.1.2. Ein linearer Funktionenraum E heiBt ein linearer Verband genau dann, wenn
aus f € F stets | f| € E folgt.

Die Mengen Eyla, b], Cla,b] und Ela,b] sind sogar lineare Verbande.

Definition 3.1.3. Ein linearer Funktionenraum FE heiBt eine Funktionenalgebra genau dann,
wenn aus f,g € F stets fg € E folgt. Ist auBerdem |f| € E fiir alle f € E, so heifit E eine
Verbandsalgebra.

So sind beispielsweise C|a, b] und Ela, b] Verbandsalgebren. Dagegen ist Ey[a, b] keine Funktio-
nenalgebra, weil das Produkt zweier nichtkonstanter Zackenfunktionen keine Zackenfunktion
ist.

In Abschnitt 1.2 hatten wir festgestellt, dass .Jy ein Funktional ist, das jeder Funktion f €
Eo[a,b] die reelle Zahl Jy(f) zuordnet. Analog zu (3.1.1) schreiben wir

Jo : Eo[CL,b] —R (312)
Definition 3.1.4. Es sei E ein linearer Funktionenraum. Ein Funktional
J:EFE—R

heiBt ein positives lineares Funktional auf £ genau dann, wenn fiir alle Funktionen f,g € E
und fir alle reellen Zahlen A\ die Relationen

JOf) = M (f) (3.1.3)
J(f+9)=J(f)+J(9) (3.1.4)
J(f) >0, falls f>oist (3.1.5)

erfillt sind.
In Abschnitt 1.2 bzw. 2.2 haben wir bewiesen, dass (3.1.2) bzw.

J: Ela,b] > R (3.1.6)
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3.2 Riemannsche Fortsetzung eines positiven linearen Funktionals

positive lineare Funktionale sind.

Unter den Satzen der Riemannschen Integrationstheorie, wie sie bisher entwickelt wurde, gibt
es solche, in denen die speziellen Eigenschaften der auftretenden Funktionen eine wesentliche
Rolle spielen. Solche Satze findet man z.B. vorwiegend in den Abschnitten 2.3 bis 2.6.
Daneben gibt es aber andere, in denen im wesentlichen nur die Tatsache bedeutungsvoll ist,
dass Jy bzw. J positive lineare Funktionale sind. Hierzu gehoren u.a. Satze aus den Abschnitten
2.1 and 2.2. Solche Satze wollen wir im folgenden abstrakt formulieren und zur Unterscheidung
"Theoreme" nennen.

Die bisherigen Beweise wurden bereits so angelegt, dass sie sich ohne Schwierigkeiten auf den
allgemeinen Fall Gibertragen lassen. Die folgenden beiden Theoreme sind einfache Beispiele fir
diesen Sachverhalt.

Theorem 3.1.1. Ist J ein positives lineares Funktional auf dem linearen Funktionenraum E, so
folgt aus f,g € F und f < g stets J(f) < J(g).

Beweis. Vgl. den Beweis von Folgerung 1.2.1.

Theorem 3.1.2. Ist J ein positives lineares Funktional auf einem linearen Verband E, so ist fiir
alle f € E stets |J(f)| < J(|f]).

Beweis. Vgl. den Beweis von Folgerung 1.2.2.

Definition 3.1.5. Ein Funktional J : E — R heiBt eine Fortsetzung eines Funktionale J; :
Ey — R genau dann, wenn Ey C E ist und fir f € Ey stets Jo(f) = J(f) gilt.

Mit Satz 2.1.3 wurde gezeigt, dass das Funktional (3.1.6) eine Fortsetzung des Funktionale
(3.1.2) ist.

3.2 Riemannsche Fortsetzung eines positiven linearen Funktionals

Wir gehen von einem festen positiven linearen Funktional Jy auf einem linearen Funktionen-
raum Ej von Funktionen f : X — R aus, ohne dass wir diese Voraussetzung in den folgenden
Definitionen und Theoremen nochmals erwahnen.

Definition 3.2.1. Eine Funktion ¢ : X — R heiBt Riemann-integrierbar beziiglich .J, genau
dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ Funktionen f,g € E, mit den beiden Eigen-
schaften

f<e<yg und Jo(g—f) <e (3.2.1,3.2.2)

gibt.
Die Menge aller beziiglich J, Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit £ oder
auch mit R(Jy). Ist beispielsweise Ey = Eyla,b] und Jy das durch (1.2.7) definierte positive
lineare Funktional, so ist

R(Jy) = FEla,b]

Definition 3.2.2. Eine Funktionenfolge (f,,) mit f, € Ey heiBt eine Riemannsche Naherungs-
folge einer Funktion ¢ : X — R beziiglich Jy genau dann, wenn es eine Funktionenfolge (h,,)
mit h,, € Ey und mit den beiden Eigenschaften

o — ful < hy und lim Jy(h,) =0 (3.2.3,3.2.4)

n—oo

gibt.
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Theorem 3.2.1. Es ist ¢ € R(Jy) genau dann, wenn ¢ eine Riemannsche Naherungsfolge
beziiglich Jy besitzt.

Beweis. Vgl. den Beweis von Satz 2.1.1. Wiederum gibt es zu ¢ € R(Jy) Riemannsche Nahe-
rungsfolgen (£,), (ga) mit fo < ¢ bzw. ¢ < g,.

Theorem 3.2.2. Zu jeder Funktion ¢ € R(Jy) gibt es genau eine reelle Zahl J () mit

Jo(f) < J(w) < Jo(g) (3.2.5)
fur alle f,g € Ey mit f < ¢ < g, und fir jede Riemannsche Naherungsfolge (f,,) von ¢ ist
J(p) = lim Jo(fn) (3.2.6)

Beweis. Vgl. den Beweis von Satz 2.1.2.

Auf Grund von Theorem 3.2.2 wird jeder Funktion ¢ € R(.Jy) eine reelle Zahl J(y) zugeordnet,
d.h., es wird ein Funktional J : R(.Jy) — R definiert.

Theorem 3.2.3. Das Funktional J : R(Jy) — R ist eine Fortsetzung von Jy, d. h., es ist
Ey C R(Jy) und J(f) = Jo(f) (3.2.7,3.2.8)

fur alle f € Ey.
Beweis. Vgl. den Beweis von Satz 2.1.3.

Theorem 3.2.4. Die Menge R(Jy) ist ein linearer Funktionenraum, und J ist ein positives
lineares Funktional auf R(.Jy).

Beweis. Vgl. die Beweise der Satze 2.2.1 und 2.2.3.

Definition 3.2.3. Das positive lineare Funktional J : R(Jy) — R heiBt die Riemannsche
Fortsetzung des positiven linearen Funktionale J, : Ey — R.

Da die Riemannsche Fortsetzung auf Grund von Theorem 3.2.4 wieder ein positives lineares
Funktional ist, konnen wir den Erweiterungsprozess wiederholen, indem wir Ey, Jy durch E., J
ersetzen. Dies fiihrt aber zu keinen neuen Funktionen, denn es gilt

Theorem 3.2.5 Es ist R(Jy) = R(J).

Beweis. Entsprechend (3.2.7) gilt zunachst £ C R(J). Wir beweisen die umgekehrte Inklusion.
Es sei ¢ € R(J). Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ Funktionen ¢/, ¢” € E mit

<<y’ und  J(Y'—¢)<e

Wie im Beweis von Satz 2.2.5 folgt hieraus ¢ € E, und folglich ist R(J) C E. Damit ist das
Theorem bewiesen.

Auf Grund von Theorem 3.2.1 liegt eine Funktion ¢ : X — R in £ = R(J) genau dann, wenn
¢ eine Riemannsche Naherungsfolge beziiglich J besitzt, d.h., wenn es Funktionenfolgen (,,),

(¢n) mit mewn € E und

|90_(pn| <y ) lim J(wn) =0

n—oo

gibt.
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Wie Theorem 3.2.5 zeigt, gibt es positive lineare Funktionale, fiir die der Riemannsche Fort-
setzungsprozess zu keiner echten Erweiterung des Funktionensystems fiihrt.

Definition 3.2.4. Ein positives lineares Funktional J auf einem Funktionenraum E heiBt ein
Riemannsches Integral genau dann, wenn E = R(J) ist.

Die Riemannsche Fortsetzung .J eines jeden positiven linearen Funktionals .J; ist also ein Rie-
mannsches Integral im Sinne von Definition 3.2.4.

Wir leiten nun Kriterien dafiir her, dass fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen ¢, 1 auch
jeweils die Funktion |¢| bzw. ©1) Riemann-integrierbar ist, d.h., dass E sogar ein linearer Ver-
band bzw. eine Funktionenalgebra ist.

Theorem 3.2.6. Ist die Funktion | f| fiir jede Funktion f € Ej beziiglich Jy Riemann-integrierbar,
so ist £ = R(Jp) ein linearer Verband.

Beweis. Es sei ¢ € E. Nach Theorem 3.2.1 gibt es Funktionenfolgen (f,,), (k) mit f,, h,, € Eo
und mit (3.2.3) und (3.2.4). Auf Grund der Voraussetzung ist | f,,| € E, und wegen

und (3.2.4) ist (| f,,|) damit eine Riemannsche Naherungsfolge von || beziiglich J. Somit ist
lo| € R(Jy) = E, und E ist ein linearer Verband.

Theorem 3.2.7. Die folgenden Voraussetzungen seien erfiillt:
a) Alle Funktionen f € Ej sind beschrankt.
b) Fiir alle Funktionen f € EQ ist f2 € E = R(Jp).

Dann sind alle Funktionen ¢ € E beschrankt, und E ist eine Funktionenalgebra.

Die Menge E ist sogar eine Verbandsalgebra, wenn auBerdem noch folgende Bedingung erfiillt
ist:

c) Zu jeder Funktion f € E, gibt es eine Funktion g € Fy mit g > o und |f| < ¢°.

Beweis. Wegen (3.2.1) und a) sind alle Funktionen ¢ € E beschrankt. Auf Grund von a), b)
kann der Beweis von Satz 2.2.8 iibernommen werden. Aus ¢, € E folgt somit ¢y € E, und
E ist eine Algebra.

Es sei jetzt zusatzlich die Voraussetzung c) erfillt. Zu f € Ey wahlen wir eine positive reelle
Zahl K mit |f| < K. Durch

2=

o7 (3.2.9)

$Yo =0 ) Pntl 1= Pp +

definieren wir induktiv eine Funktionenfolge (,,). Da E eine Funktionenalgebra ist, gilt stets
v, € E. Wir beweisen zunachst durch vollstandige Induktion, dass stets

o< on < Il (3:2.10)

ist. Fiir n = 0 ist (3.2.10) offensichtlich erfiillt. Die Induktionsvoraussetzung (3.2.10) sei fiir
eine beliebige natiirliche Zahl n erfiillt. Dann folgt

und damit

K* = 2Kpn + ¢y = (K —¢a)* > (K = |f])* = K* = 2K|f| + f*




3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

bzw.
f* =
2K|f| > 2K, + f* — @2 bzw. If] > on + Tn = Oni1 (3.2.11)
Aus der Induktionsvoraussetzung (3.2.10) folgt andererseits ©? < f2, also
f2 _ @2
Onil — Pn = Tn >0 bzw. 0 < n < Qni1 (3.2.12)

In Verbindung mit (3.2.11) ergibt sich die Induktionsbehauptung

0§(pn+1§|f‘

Damit gilt (3.2.10) fir alle natiirlichen Zahlen n. Aus (3.2.10) haben wir aber (3.2.12) gefol-
gert. Somit ist auch (3.2.12) fir alle natiirlichen Zahlen n erfillt.

Nun bestimmen wir entsprechend Voraussetzung c) eine Funktion g € Ey mit g > o und
|f] < g2 Mit (3.2.10) und (3.2.9) ergibt sich

n f2 - SOQ
9 2 1f1 2 b1 = 1 — 00 =D (k1 — o) = D :
k=0 o 2K
Wegen (3.2.12) ist 7 < 2, also f? — 2 > f? — @2 fir k =0, ...,n und damit
2 _ 2
gz m+1)—

Unter Beriicksichtigung von (3.2.10) folgt hieraus
2K
a1? 2 e =T e = (= en)(f]+en) 2 (1] = ea) (] = on) = (1] = n)”

d.h., esist

Weiterhin gilt

. 2K : 2K
JLHQOJ(\/WQ):nL% n17@ =0

Damit ist (¢,) eine Riemannsche Naherungsfolge von |f| beziglich J. Fiir jede Funktion
f € Ey, ist also | f| € E, und nach Theorem 3.2.6 ist E ein linearer Verband.

3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale
In den beiden folgenden Abschnitten wahlen wir einen festen Rechtecksbereich
D={(z,y):a<z<bund c<y<d} (3.3.1)

der Zahlenebene und betrachteten reellwertige Funktionen von zwei Variablen, deren Definiti-
onsbereich die Menge D ist.

Eine solche Funktion f ordnet jedem Punkt (z,y) der Zahlenebene mit ¢« < z < b und
¢ <y < d eine reelle Zahl z = f(x,y) zu. Tragen wir den Funktionswert f(x,y) in Richtung
der z-Achse eines raumlichen Koordinatensystems an, so erhalten wir das Bild der Funktion.

In den wichtigsten Fallen stellt es eine Flache dar, deren Projektion in die x,y-Ebene der
Definitionsbereich D ist (Abb. 3.3.1).
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Abb. 3.3.1,332 «

Sind «, 3,y feste reelle Zahlen, so stellt das Bild der linearen Funktion

flx,y) =ax+ Py +~ (3.3.2)

mit (z,y) € D einen Ausschnitt aus einer Ebene der (Abb. 3.3.2).

Es sei I bzw. I’ ein in [a,b] bzw. [c,d] enthaltenes Intervall und A eine reelle Zahl. Fiir die
Funktion

[z, y) = Axr(@)xr(y) (3.3.3)

gilt f(z,y) =X, wennx € [ und y € I, also (x,y) € I x I’ ist.
In allen anderen Fallen ist f(x,y) = 0 (Abb. 3.3.3). Das Bild der durch (3.3.3) auf D definierten
Funktion f ist in Abb. 3.3.3 veranschaulicht.

F4

P |

Es sei f eine beliebige auf D definierte reellwertige Funktion. Wenn wir in der Funktionsglei-
chung z = f(x,y) die Variable y festhalten, ergibt sich eine auf dem Intervall [a, b] definierte
reelle Funktion. Falls diese Funktion fiir jedes feste y mit ¢ < y < d uber [a,b] Riemann-
integrierbar ist, konnen wir durch

\l
)
‘

\:

Abb. 333 *

b
= [fapde (c<y<d)

eine neue Funktion f* definieren, deren Definitionsbereich das Intervall [c, d] ist. Wenn auch
f* tber [c, d] Riemann-integierbar ist, so existiert das Doppelintegral

} o] [ e

in der Reihenfolge dx, dy. Analog wird das Doppelintegral in der Reihenfolge dy, dx definiert,
falls es existiert.
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Beispiel 3.3.1. Es sei
D={(z,y):0<zx<2und1<y<4} und fle—y)=b—z—y

Fir jedes feste y mit 1 <y < 4 ist f € Fy|0,2], also ist f Gber [0, 2] Riemann-integrierbar.
Wir erhalten
=2

1
(5 —z—vy)dr = {5x—2x2—xy _0:8—2y

~
S
S~—
I
o\w

Wegen f* € Ep[l,4] ist f* auch iber [1,4] Riemann-integrierbar. Demnach existiert das
Doppelintegral in der Reihenfolge dx, dy und es folgt

4

/4/2(5 —x —y)dzdy = /(8 —2y)dy = [8y — yQ]Zj -9

1

Analog ist fiir jedes feste  mit 0 < x < 2 auch f € Fy[l,4], und es gilt

1 r:‘l 15

4
=/(5—$—y)dy={5y—fvy—y2 = -3
J 27 J,on 2

Da f € Ey[0,2] ist, existiert auch das Doppelintegral in der Reihenfolge dy,dx, und wir

erhalten .
15
//5—:1:— dydx—/<2—33:)d:£:
01 0

Sind f, g zwei reellwertige Funktionen von zwei Variablen, deren Doppelintegrale in der Rei-
henfolge dx, dy existieren, und ist \ eine reelle Zahl, so gilt

B3,
2T 9"

=9

=0

d b

)\.//f(:vydxdy—/[ /f:pydx] dy—/d/b)\fx y)dxdy (3.3.4)

c a

und

/d/bf(w,y)dxder/d/bg(x,y)dxdy:/d [/bf(x,y)da:Jr/bg(x,y)dx] dy
Zi/b[f(x,y)Jrg(x,y)]dxdy (3.3.5)

Die Beziehung (3.3.4) bzw. (3.3.5) besagt, dass auch das Doppelintegral in der Reihenfolge
dx, dy fir die Funktion Af bzw. f + g existiert.

Analog zeigt man, dass ebenfalls das Doppelintegral in der Reihenfolge dy, dz fiir die Funktion
Af bzw. f + g existiert, falls fiir die beiden Funktionen f, g jeweils die Doppelintegrale in der
Reihenfolge dy, dx existieren.

Kann f in der Form

f(@,y) = fi(z) f2(y) (3.3.6)
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

dargestellt werden, wobei f; bzw. f, Gber [a, b] bzw. [c, d] Riemann-integrierbar ist, so existieren
offensichtlich die Doppelintegrale in beiden Reihenfolgen, und es ist

/d/bf(:v,y)dxdy:/b/df(x,y)dydx:/bfl(:c)da:/dfg(y)dy (3.3.7)

Da solche Funktionen im folgenden von Bedeutung sind, wollen wir sie zur Vereinfachung der
Sprechweise Elementarfunktionen nennen. Wir stellen einige einfache Aussagen liber Elemen-
tarfunktionen zusammen.

Jede Funktion, die auf D den konstanten Wert A annimmt, ist eine Elementarfunktion, denn
die obigen Forderungen sind mit fi(z) := A und fo(y) := 1 erfillt. Setzen wir

H@)=Mxale) . faly) = xr(y)

so erkennen wir, dass auch die Funktion (3.3.3) eine Elementarfunktion ist: Fir sie gilt

d b b d
/ / Axi(@)xr(y)dedy = A / xr(z)dz / xr(y)dy = Am(I)m(I") (3.3.8)

Das Integral ist das Produkt der Kantenlangen, also der mit Vorzeichen versehene Rauminhalt
des in Abb. 3.3.3 dargestellten Quaders. Sind die drei Faktoren von null verschieden, so ist
das Vorzeichen positiv oder negativ, je nachdem, ob der Quader ober- oder unterhalb der
x,y-Ebene liegt.

Jede Elementarfunktion der Form (3.3.6) ist beschréankt, denn die Funktion f; bzw. fs besitzt
eine Schranke K; bzw. K5 und es folgt

[f (@, 9) = [fr(@)] - [f2(y)] < K1KS

Das Produkt zweier Elementarfunktionen f, g der Form (3.3.6) und

9(7,y) = q1(x)ga2(y)

ist wieder eine Elementarfunktion, denn es ist hy := f191 € E[a,b], hy := fog2 € Elc,d] und

f@,y)g(x,y) = fi(®) f2(y)91(2) g2(y) = ha(z)ha(y)

Mit Ey(D) bezeichnen wir die Menge aller auf D definierten reellwertigen Funktionen, die sich
als Summe von endlich vielen Elementarfunktionen darstellen lassen.

Satz 3.3.1. Das System Ey(D) bildet eine Funktionenalgebra. Alle Funktionen f € Ey(D)
sind beschrankt, und durch

Jo(f) :=/d/bf(ﬂﬂ,y)dwdyZ/b/df(my)dydﬂf (3.3.9)

wird ein positives lineares Funktional auf Ey(D) definiert.

Beweis. Es sei f,g € Fo(D), und X sei eine reelle Zahl. Dann gibt es Elementarfunktionen
f17 afm und g1 -+, 9n mit

f:ifj ) gzzgk
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Als Summe von endlich vielen beschrankten Funktionen ist jede Funktion aus Fy(D) be-
schrankt. Da die Doppelintegrale fiir alle Funktionen f;, g;, existieren und iibereinstimmen, gilt
dasselbe wegen (3.3.5) fir die Funktionen f und g.

Wir kénnen daher Jy(f) durch (3.3.9) definieren. Da alle Funktionen A f; Elementarfunktionen
sind, ist Af € Ey(D), und aus (3.3.4) folgt

Jo(Af) = Ao(f)

Wegen
f+9:ij+ng

j=1 k=1
ist f+g € Eo(D), und aus (3.3.5) folgt

wamz%(iﬁ+i%>:i%mwéimmz%m+%@

Ist f > o, d.h., ist f(z,y) > 0 fir alle (x,y) € D. so folgt

b

J flayydr =0

a

und weiter L
Jo(f) = //f(x,y)d:l?dy > ()

Somit ist Fo(D) ein linearer Funktionenraum und Jy ein positives lineares Funktional auf
Ey(D). SchlieBlich ist

fg= iifjgk
j=1k=1

und da die Produkte f;g; Elementarfunktionen sind, ist fg € Ey(D), d.h., Ex(D) ist eine
Funktionenalgebra. Damit ist der Satz bewiesen.

Jetzt erweisen sich die Vorziige der in den Abschnitten 3.1 und 3.2 abstrakt entwickelten Theo-
rie. Obwohl die Funktionen f € Ey(D) eine viel kompliziertere Struktur als die Funktionen
f € Eyla,b] haben, kénnen wir sofort die Riemannsche Fortsetzung von J, bilden.

Wir bezeichnen sie wieder mit J und das System aller Gber D Riemann-integrierbaren Funk-
tionen mit F(D). Fir das Integral einer Funktion ¢ € E(D) schreiben wir auch

[ el yyy) = J() (3.3.10)

Leider kann dieses Integral nicht fir alle Funktionen ¢ € E(D) durch ein Doppelintegral
berechnet werden. Nur fiir eine Teilmenge von E(D) ist eine Berechnung nach der Formel

/@@wM@w%=jiw®wMﬂw (3:311)

60



3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

bzw.

/w(w,y)d(ﬂf,y) = /b/dw(w,y)dydw (3.3.12)

a ¢

moglich. Jedoch fiir alle Funktionen ¢ = f € Ey(D) kénnen wegen J(f) = Jo(f) und (3.3.9)
beide Formeln angewendet werden.

Beispiel 3.3.2. Es sei
D={(z,y):0<z<1und0<y<1}

und p(z,y) = xol(z)(1—sgny), wobei xq die in Beispiel 2.6.1 definierte Dirichletsche Funktion
bedeutet.
Wir zeigen, dass die Funktion ¢ tiber D Riemann-integrierbar ist, und berechnen das Integral

Je(z,y)d(z, y).
Offensichtlich ist
[p(z,9)| < [xo(@)] - |1 —sgny| <1—sgny
fur alle (x,y) € D. Wir definieren auf D zwei Funktionenfolgen (f,) und (h,,) durch

fn($7y) =0 ) hn<x>y> = 1_Sgny
Es ist f,,, h, € Eo(D), und es gelten die beiden Beziehungen |¢ — f,,| < h,,,
111
lim Jy(h,) = lim /(1 — sgn y)dy] dx
0

n—00 n—00
0

1r

1 1
:nh_{](f)lo /dy—/sgnydy] dx—nh /1—1
L0 0

0

die besagen, dass (f,,) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ ist. Demnach ist die Funktion
@ uber D Riemann-integrierbar, und es gilt

[ eyt ) = lim f) =0

Dagegen kann dieses Integral nicht mit Hilfe des Doppelintegrals

/1 [/1 Xo(z)(1 — Sgny)dwl dy 2/1 [(1 — sgny)/lx@(a:)dx] dy

berechnet werden, da die Funktion xq, wie in Beispiel 2.6.1 gezeigt worden ist, tiber [0, 1]
nicht Riemann-integrierbar ist, also das Doppelintegral liberhaupt nicht existiert.

Satz 3.3.2. Das System E(D) aller iber D Riemann-integrierbaren Funktionen ¢ bildet eine
Verbandsalgebra, und alle Funktionen ¢ € E(D) sind beschrankt.

Beweis. Die Voraussetzungen a) und b) von Theorem 3.2.7 sind erfiillt, denn nach Satz 3.3.1
sind alle Funktionen f € Ey(D) beschrankt, und es ist f2 € Fy(D) C E(D). Ist K eine
Schranke von f, so ist die Funktion

g:=VK

eine nichtnegative Funktion aus Ey(D), und es ist |f| < K = ¢g?. Damit ist auch die Voraus-
setzung c) von Theorem 3.2.7 erfilllt, womit Satz 3.3.2 bewiesen ist.
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Wir machen noch einige Bemerkungen zur geometrischen Deutung Riemannscher Integrale
von reellwertigen Funktionen zweier Veranderlicher, wobei wir aber auf die Ausfiihrung von
Einzelheiten verzichten.

Unter einer zweidimensionalen Treppenfunktion f verstehen wir eine Summe von endlich vielen
Funktionen des Typs (3.3.3). Man kann zeigen, dass jede solche Funktion in der Form

F0) = 3 Ao ()0 ) (3313

mit paarweise disjunkten Rechtecksbereichen I x I; dargestellt werden kann. Ist stets A\, > 0,
so bilden die Lote vom Bild von f auf das Rechteck D einen oberhalb der z, y-Ebene liegenden
Korper, der sich aus paarweise disjunkten Quadern zusammensetzt. Es ist

J() = ho(f) = 3 Mem(T)m(I}) (3.3.14)

k=1

d.h., das Integral der Funktion f ist das Volumen dieses Korpers. Es zeigt sich dariiber hinaus,
dass es in vollem Einklang mit unseren Kenntnissen tiber den Rauminhalt elementargeometri-
scher Korper steht, wenn wir fiir ¢ € E(D), ¢ > o die Zahl J(y) als den Rauminhalt des
Korpers

M :={P(z,y,2) : (z,9) € Dund 0 < z < p(z,y)}

bezeichnen.

Beispiel 3.3.3. Es sei
D={(zy):0<z<1lund0<y<1}

und ¢(z,y) = 1 — x. Offensichtlich ist ¢ € E(D), und es gilt

/(l—a:)d(x,y)zo/lj(l—x)dxdyzo/l({x—ixﬂij) dyzo/lidy:;

D

Die reelle Zahl % gibt den Rauminhalt des in Abb. 3.3.4 veranschaulichten Prismas an.

Abb. 334 #

Aufgabe 3.3.1. Es sei
D={(z,y):0<z<1und0<y<1}

und p(z,y) = 3—x —y. Man zeige, dass die Funktion ¢ iiber D Riemann-integrierbar ist, und
berechne das Integral [ ¢(x,y)d(z,y), das den Rauminhalt des in Abb. 3.3.5 veranschaulichten
D

Korpers darstellt.
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3.4 Riemannscher Inhalt

Abb. 335 #
Aufgabe 3.3.2. Es sei
D={(z,y):1<z<2und —1<y<1}

und ¢(x,y) = ze”Y. Man zeige, dass die Funktion ¢ iber D Riemann-integrierbar ist, und
berechne das Integral [ ¢(z,y)d(z,y).
D

Aufgabe 3.3.3. Es sei

D:{(af,y):OSngundogygg}

und p(z,y) = cos(x + y). Man zeige, dass die Funktion ¢ iber D Riemann-integrierbar ist,
und berechne das Integral [ p(z,y)d(z,y).
D

3.4 Riemannscher Inhalt

Ist X eine beliebige Grundmenge, so definieren wir die charakteristische Funktion x4 einer
beliebigen Teilmenge A C X wie in (2.3.17) durch

1 fir z € A

xalw) = { 0 fir zeX\A (34.1)
Es seien A, B Teilmengen von X. Dann gelten die Rechenregeln
XanB = XaxB (3.4.2)
XA\B = XA — XAXB (3.4.3)
XAUB = XA T XB — XAXB (3.4.4)
Man iiberzeugt sich hiervon, indem man in den Fallen
re€AreB;, v¢AreB;, xe€Axr¢B, v¢Axr¢B
die Gleichheit der Funktionswerte auf beiden Seiten Uberpriift. Ferner gilt
XA < X4, + ...+ x4, fals ACAUAU..UA, (3.4.5)

ist, denn liegt x in einer der Mengen Ay, ..., A,, so ist

X4, (T) + oo+ xa, (1) > 1> xa()
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3.4 Riemannscher Inhalt

Andernfalls nehmen beide Seiten den Wert null an.

Wihlen wir als Grundmenge X die Menge R?, so miissen wir y4(x,y) mit (z,y) € R? an
Stelle von (3.4.1) schreiben. Sind A, B zwei Mengen reeller Zahlen, so ist

Ax B:={(z,y): 2 € Aund y € B} C R?

und es gilt
XaxB(7,y) = xa(®)x5(Y) (3.4.6)

In der Tat ist die rechte Seite von (3.4.6) genau dann gleich 1, wenn z € A und y € B, also
(x,y) € A x B ist. In allen anderen Fillen nehmen beide Seiten den Wert null an.

WA

Im folgenden betrachten wir nur Teilmengen A der Menge D in (3.3.1). Die Lote, die vom
Bild der Funktion x4 auf die z, y-Ebene gefallt werden, bilden einen zylindrischen Korper der
Hohe 1 (Abb. 3.4.1).

Als sein Volumen hatten wir die Zahl J(x) bezeichnet. Das Volumen eines zylindrischen
Korpers ist bekanntlich gleich dem Produkt aus dem Inhalt der Grundflache und der Hohe, in
unserem Fall also - dem Zahlenwert nach - gleich dem Flacheninhalt der Grundflache. Damit
wird die folgende Definition verstandlich.

Definition 3.4.1. Eine im Rechteck D enthaltene Punktmenge A heiBt quadrierbar genau dann,
wenn ihre charakteristische Funktion y 4 tiber D Riemann-integrierbar ist. Die Zahl

(A) == J(xa) = /XA(x,y)d($,y) (3.4.7)

heiBt der Riemannsche Inhalt der Menge A.

Beispiel 3.4.1. Es sei I bzw. I’ ein in [a, b] bzw. [c, d] enthaltenes Intervall und A das Rechteck
I x I' (Abb. 3.3.3). Dann ist
xa(,y) = xi(x)xr(y)

also x4 € Ey(D) C E(D). Folglich ist A quadrierbar, und es ist

u(A) = J(xa) = Jo(xa)

Mit (3.3.9) und (3.3.8) folgt
p( x Iy =m(I)m(I") (3.4.8)

d.h., der Riemannsche Inhalt des Rechtecks I x I’ ist gleich seinem elementargeometrischen
Inhalt. Entartet / oder I’ zu einem Punkt, so entartet das Rechteck zu einer achsenparallelen
Strecke, fur die sich als "Flacheninhalt" null ergibt.
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3.4 Riemannscher Inhalt

Satz 3.4.1. Die leere Menge ist quadrierbar, und es ist
w(@) =0 (3.4.9)

Sind die Mengen A, B quadrierbar, so sind auch die Mengen AN B, A\ B, AU B quadrierbar,
und es gilt
u(AUB) + (AN B) = u(A) + u(B) (3.4.10)

Beweis. Die charakteristische Funktion der leeren Menge ist die Nullfunktion, deren Integral
gleich null ist. Somit gilt (3.4.9). Sind A, B quadrierbar, so liegen x4, xp in der Funktionen-
algebra E(D). Die Formelzeilen (3.4.2), (3.4.3) und (3.4.4) zeigen, dass auch xnp, XA\ B
und xaup in E(D) liegen.
Damit sind AN B, A\ B und AU B quadrierbar. Setzen wir (3.4.2) in (3.4.4) ein, so ergibt
sich

XAuB T XAnB = XA + XB

woraus
J(xauB) + J(xanB) = J(xa) + J(xB)

folgt. Dies ist mit (3.4.10) gleichbedeutend, und der Satz ist bewiesen.
Aus (3.4.10) kénnen wichtige Schliisse gezogen werden. Ist der Inhalt des Durchschnitts zweier
quadrierbarer Mengen A, B C D gleich null, so geht (3.4.10) in

W(AUB) = u(A) + u(B) (3.4.11)

iber. Speziell gilt diese Formel, wenn die Mengen A, B disjunkt sind.

Auf Grund dieser Eigenschaft sagt man, der Riemannsche Inhalt sei eine additive Mengen-
funktion. Sind Ay, ..., A, C D paarweise disjunkte quadrierbare Mengen, so zeigt man durch
vollstandige Induktion, dass

1 (;Ql Ak> = kz: 1(Ay) (3.4.12)

ist. Fiir zwei quadrierbare Mengen A, B sind offensichtlich die Mengen AN B und A\ B
disjunkt, und ihre Vereinigungsmenge ist die Menge A

Abb. 3.4.2

(Abb. 3.4.2). Daher ist
u(A) = pu(ANB) + u(A\ B) (3.4.13)

Im Spezialfall B C Aist AN B = B, also

1(A) = pu(B) + p(A\ B) > u(B)

Die Formel (3.4.10) ist jetzt plausibel, denn der Inhalt des Durchschnitts AN B wird auf beiden
Seiten der Formel doppelt gerechnet.

In (2.2.21) hatten wir fiir eine spezielle ebene Punktmenge M den Inhalt p( M) anders definiert.
Wir zeigen jetzt, dass beide Definitionen libereinstimmen.
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Satz 3.4.2. Es sei ,¢ € Fla,b], c< ¢ <1 <dund

M :={(z,y):a<z<bund p(x) <y <Y(z))} (3.4.14)
Dann ist ,
u(M) = [[0(w) = p(@))dz (3.4.15)

Beweis. Fiir eine Zerlegung
Z: a=xg<x<..<zn=>o
definieren wir die Intervalle I}, wie in (2.6.22) und bilden die achsenparallelen Rechtecke
Ry = {(z,y) sz € I, und p(I};) <y < (1)}

(Abb. 3.4.3). Da die Intervalle I}, paarweise disjunkt sind, gilt dasselbe fiir die Rechtecke R},
Die Vereinigungsmenge

R(Z) = LnJ Rk
k=1

ist quadrierbar, und mit (3.4.12) und (3.4.8) erhalten wir

n n

((R(Z)) =" w(Re) =Y (xr — 2e1) [0 (Ik) — p(I1)]

d.h., esist
1(Rz)) = S(Z,4) — S(Z, )

H

|

4

Abb. 3.4.3 & b

Ist (z,y) € M, so gibt es ein k mit x € I}, und es ist
o(Iy) < plr) <y <y(x) <P(ly)  also  (x,y) € R, € R(Z)

Somit ist M C R(Z). Dieses Ergebnis kann auch direkt aus Abb. 3.4.3 abgelesen werden.
Wegen (3.4.5) ist somit

0 < XM < XR(2)
Wir (iberdecken nun die Bilder der Funktionen ¢ bzw. 1) durch die Rechtecke

w =1, y) o e I und (1) <y <B(I)}

bzw.
wo=A{(z,y) cx el und Y(I) <y < (i)}
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und setzen . .
y=UR, . R'(Z)=UR
k=1 k=1
Analog wie oben ergibt sich
= > u(Ry) = (wx — 2p-1)[@(Ix) — p(Ix)]
k=1 k=1
also B
W(R(2)) = S(Z,¢) = S(Z,¢) (3.4.17)
und ebenso -
w(R"(2)) = S(Z,4) — S(Z,%) (3.4.18)

Es sei (z,y) € R(Z) \ M. Dann liegt (z,y) in einem der Rechtecke R}, und es folgt ¢ (/) <
y < /I;). Da (z,y) nicht in M liegt, muss (z,y) unterhalb des Bildes von ¢ oder oberhalb
des Bildes von 1 liegen. Dann ist aber

o(Iy) Sy <o) <@(ly)  oder  P(I) <Y(x) <y < P(Iy)

d.h., esist (z,y) € R, C R'(Z) oder (z,y) € R} C R"(Z). Somitist (z,y) € R'(Z)UR"(Z),
und wir haben damit die Beziehung

R(Z)\M C R(Z)UR"(Z) (3.4.19)

bewiesen. Die Beziehung (3.4.19) besagt, dass die Menge R(Z) \ M von den schraffierten
Flachen in Abb. 3.4.3 iiberdeckt wird. Wegen M C R(Z) vereinfacht sich (3.4.3) zu

XR(Z)\M = XR(Z) — XM
Beriicksichtigung von (3.4.19) und (3.4.5) ergibt die Abschatzung

0 < XR(z) — XM = XR(2)\M < XR/(2) T XR"(Z)

Dies kénnen wir in der Form

XM — Xr2)| < Xr(2) + XR'(2)
schreiben. Fiir eine Folge (Z,) von Zerlegungen mit

lim d(Z,) =0

r—00

gilt ebenso
X — Xrzo| < Xri(2,) + XR0(22)
Wegen ¢, ¢ € Ela,bl], (3.4.7), (3.4.17), (3.4.18) und (2.6.10) ist

lim J(Xr(z,) + Xrr(z,) = im (W(R'(Z)) + n(R"(Z,)))

= lim [(E(ZT,QO) —E(Zrﬂp)) ( (ZT>¢) (Zraw»]

r—00

Folglich ist (xr(z,)) eine Riemannsche Naherungsfolge von x, d.h., es ist x»; € E(D) und

(M) = J(xu) = lim J(xr(z,)) = lim p(R(Z,))
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Beriicksichtigung von (3.4.16) ergibt

u(M) = lim [S(Z,, ¢) — S(Z,, ¢)]

r—00

Wiederum aus (2.6.10) folgt die Behauptung (3.4.15).

Mit Hilfe dieser Formel konnen also die Methoden der Integralrechnung fiir die numerische
Berechnung des Riemannschen Inhalts krummlinig begrenzter Figuren, z.B. des Kreisinhalts
eingesetzt werden.

Es sei ¢ eine auf D definierte reellwertige Funktion und M eine quadrierbare Teilmenge von
D. Ist die Funktion ¢,,, Uber D Riemann-integrierbar, so sagen wir, die Funktion ¢ sei iiber
die Menge M Riemann-integrierbar. Die reelle Zahl

/wwyd(wy /sowyxM(:vy)d(xy)

heiBt dann das Riemannsche Integral der Funktion ¢ iiber die Menge M.
Ist die Funktion w sogar stetig und ist M von der in Satz 3.4.2 angegebenen Form, so gilt die

Berechnungsformel
/ d(z,y) / / w(zx,y)dydz

a p(z)
Auf den Beweis gehen wir hier nicht ein, da in Abschnitt 7.2 ein allgemeinerer Satz bewiesen
wird.

Beispiel 3.4.2. Wir berechnen das Integral der Funktion
Fz,y) =y1—-a> -y

iiber den Einheitskreis. Die Punkte P(z,y,2) mit 22 +4* < 1 und z = F(z,y) bilden die
obere Halfte der Oberflache der Einheitskugel. Als Integralwert ist daher das halbe Volumen
der Einheitskugel zu erwarten.

Der Einheitskreis K ist die Menge der Punkte P(x,y) mit

—-1<z<1 und — V1 — 22 < V1—22

Somit ist

1 \/ﬁ
/F(my xy:/ / 1 — 22 — y2dydx
S

Zur Berechnung des inneren Integrals fithren wir fiir festes 2 mit 22 < 1 die Substitution
y = ¥(t) mit
Y(t) = V1 —a?sint (—;T <t < ;T)

durch. Wegen

o i O

\/1—m2—y2:\/(1—m2)(1—sin2t):\/l—xQCost : Y'(t) = V1 —a2cost
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und (2.5.16) ist

V1—z? 3 gl—l— o
cos
/ \/1—x2—y2dy:/(1—x2)cosztdt:(1—x2)/Tdt
—/1—x2 _% _%
t sin2t13 m
= (1 — 22 { ] = (1 — 22
a-2[5+20 7 =Ta-)

Diese Beziehung bleibt auch fiir 22 = 1 richtig. Wir erhalten

/\/1—932— 2d(x, —/lﬂl—:v E:v—x:x:l 2
Y y_lz 2 "7 3 ~3"
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4 Losungen

1.1.1. Stets gilt +a < |a|, £b < |b|. Hieraus folgt durch Addition entsprechender Seiten die
Ungleichung
+(a+0b) < |al + |b]

Dies besagt (1.1.16).
Wegen a = (a +b) — b und | — b| = |b| gilt auf Grund von (1.1.16)

la| <'a+ 0|+ [b|
Hieraus folgt

lal = o < |a + 9] (1)
In (1) ersetzen wir a durch b und umgekehrt und erhalten

bl —lal <|b+af =la+b]  bzw.  —(la| —[b]) < |a+D] (2)

Die Ungleichungen (1) und (2) liefern die Behauptung (1.1.17).
1.1.2. Offensichtlich ist (1.1.18) richtig fir n = 1. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit von

(1.1.18) fiir eine beliebige natirliche Zahl n die Giltigkeit von (1.1.18) fiir n + 1 folgt.
Auf Grund von (1.1.16) und der Induktionsvoraussetzung ist

n+1

Z ap| <
k=1

n n+1

<D k| + |ansr = > |ag]
k=1

n
> ak + |ag
k=1

1.2.1. Jo(f) = 15.

1.2.2. Wegen Satz 1.1.2 bzw. Satz 1.2.18. ist A\ f1 € Eyla,b] bzw. gilt (1.2.14) fir n = 1.
Auf Grund der Induktionsvoraussetzung und Satz 1.1.2 bzw. 1.2.1 ist

n+1

Z )\kfk € Lk [CL, b] bzw.
k=1
n+1 n
<Z Akfk) =Jo (Z Akfk) + Ant1do(far1) = D Medo(fi) + Ans1Jo(frt1)
k=1 k=1 k=1
n+1
=" Mol fr)
k=1
2.1.1. Fur alle z,2" € [a, b] gilt
|2? — 2| = |2® + 22’ + 2| - |z — 2| < 3(a® + b?)|z — |

Setzen wir M := 3(a® + b?), so ist die Funktion p(z) = 2 auf Grund von Satz 2.1.4 iber
[a, b] Riemann-integrierbar, und es gilt

b
b—a & b— 3
/x3dx = lim @ Z (a + ak)
n—oo n pt n

a

— - —a (b—a)* , (b—a)® 4
_nh—)HC}oT E: a® +3a k+ 3a - k= + 3 k
) b—an(n+1) (b—a)’nn+1)2n+1) (b—a)®n?(n+1)>?
_ 3 2
= i (0= ) [0 4 300 E T s S
3 1 bt —al
=(b—a) {a?’—l—2a2(b—a)+a(b—a)2—|—4(b—a)3} = 4a

70



3.4 Riemannscher Inhalt

2.1.2. Fur alle z,2" € [a, b] gilt

R /
|sinz — sina’| = 25in T cos T4 T
2 2
Da stets |sinz| < |z| und |cosz| < 1 ist, folgt
r—1 x—a
|sinx — sinz’| < [2sin <2 = |z — /|

Setzen wir M := 1, so ist die Funktion ¢(z) = sinx auf Grund von Satz 2.1.4 iber [a, D]
Riemann-integrierbar.

2.1.8. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu zwei verschiedenen Punkten
z, 2’ € [a,b] stets ein & mit z < £ < 2’ oder 2’ < § < x und

-z
Ist M eine Schranke von ¢/, so folgt
p(r) — p(z')
|x—x’ =" <M

bzw.
lp(z) — p(2")| < M|z — 2|

Diese Ungleichung gilt sogar fiir alle x, 2’ € [a, b], womit auf Grund von Satz 2.1.4 die Riemann-
Integrierbarkeit der Funktion ¢ nachgewiesen ist.

2.2.1. In den paarweise voneinander verschiedenen Punkten x4, ..., x,, nehme die Funktion ¢
die Werte o(zx) = ¢k, (K =1,...,n) an. Mit Hilfe von (2.1.4) lasst sich ¢ dann in der Form

T) =) Crpa, ()
k=1
darstellen. Auf Grund von Beispiel 2.1.1 und Folgerung 2.2.3 ist ¢ € FEla, b]. Beriicksichtigung
von (2.1.28) und (2.2.13) liefert die Behauptung (2.2.43).

2.2.2. In den paarweise voneinander verschiedenen Punkten z, ..., x,, nehme die Funktion ¢
die Werte ¢ (zy) = di, (k= 1,...,n) an. Dann lasst sich ¢ in der Form

w Zi:dk_ @zk( )

darstellen. Auf Grund von Aufgabe 2.2.1 und Satz 2.2.1 ist ¢ € Ela, b, und es gilt (2.2.44).

2.2.3. Es sei p1(x) := 22, @o(z) := x, p3(x) := 1. Auf Grund von Beispiel 2.1.4 und Satz
2.1.3 ist @1, 9, 3 € E[—1,2]. Beriicksichtigung von Folgerung 2.2.3 liefert ¢ € E[—1,2].
Ferner ist
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22.4.Esseia:=0,b:=1, p(x) =z, () := 2°. Dann ist

/lgp(x)zb(a:)dx = /lzvgda: :i : /lgo(x)dx/lw(x)dx :é

2.3.1. Auf Grund von Satz 2.1.3, Aufgabe 2.2.2 und Satz 2.3.2 ist die Funktion ¢(z) :=sgnzx
uber die Teilintervalle [a, 0] und [0, b] und damit dber [a, b] Riemann-integrierbar, und es ist

b
/sgn(x)dx =a+b

b
23.2. /fQ(x)dx — 4;.

2.3.3. Falls zwei der Zahlen ¢y, ¢y, c5 Ubereinstimmen, folgt die Behauptung (2.3.21) aus
(2.3.10) und (2.3.11).

Andernfalls kénnen wir wegen der Symmetrie der Formel (2.3.21) in ¢y, ¢, ¢35 voraussetzen,
dass ¢y zwischen ¢; und c3 liegt. Gilt ¢; < ¢3 < ¢3, so ist auf Grund von (2.3.1) und (2.3.11)

c2 c3 c1 c3 c2
/go(:c)dx—l— /go(:c)d:c—i—/(p(x)dx = /(p(x)dx — /go(a:)dx =0
c1 co c3 c1 Cc1
Im Fall c3 < ¢ < 1 gilt
c2 C1 €3
/go(x)dx+/go(x)dx+/g0(:c)dx =0
c3 c2 C1
Multiplikation mit -1 und anschlieBende Vertauschung der Grenzen liefert die Behauptung.
2.5.1. Da ¢ auf [a, b] stetig ist, gilt ¢ € E[a, b]. Ferner ist

b
b2 — g2 b — a3 pt— gt
/cp(m)d:nzao(b—a)+a1 2(1 + asy 3a + a3 4@

a

:bga{mo+wﬂa+m+2@ml+w+h%+2%m3+fb+dﬁ+ﬁﬂ

b—a ) 3 a+b a+b\? a+b\?
= (ap + a1a + aga” + aza’) +4 | ag + a1 + as + as
6 2 2 2
. b— b
+(ao + a1b + ash? + a;;b“)} = Ta [cp(a) + 4o (i) + @(b)}
1 1
2.5.2. u(M) = /(\/E - a%)de =

0
2.5.3. Die auf dem Intervall [%, 1} streng monoton wachsende stetig differenzierbare Funktion
x = 1(z) := 2? geniigt den Bedingungen

N R
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und es ist ¢'(2) = 2z. Demnach gilt
1 1 VT 1
/\/ :/ ZdeZ—Z/\/1+de— /[ 1+zg}d

2[?1+@ﬂ;223<m@—2V2):ﬁ:@—3%®

2.5.4. Die auf dem Intervall [0,1] streng monoton fallende stetig differenzierbare Funktion
r = (z) := 1 — z genlgt den Bedingungen ¢(0) = 1, ¢/(1) = 0, und es ist ¢'(z) = —1.
Demnach gilt

1 0 1 1
/(1 —x)"wdr = —/zm(l —2)dz = /zmdz — /zm+1dz
0 1 0 0

1 1 1
Tm+1l m+2  (m+1)(m+2)

Da (m+2) (m+1)1(m+2) ist, gilt (2.5.17) fiir n = 1 und beliebige natiirliche Zahlen m.

Die Gleichung (2.5.17) gelte fiir eine natirliche Zahl n und beliebige natiirliche Zahlen m
(Induktionsvoraussetzung). Dann setzen wir

1
P)=(—ay™ L Ya) =

Es ist dann

o' (x) (m+1)(1—x) , P (z))a"
und

1 1 1
m+1_.n _ m m_.n+1

/(1 x) dx n—|—1/<1 x)""dr

0 0
bzw. )

1
/(1 — )" dr = nt I (1 —z)™* g dx
0 m+ 0

Berlicksichtigung der Induktionsvoraussetzung ergibt

n+1 (m+1)In! _ ml(n+1)!
m+1[(m+1)+n+1!  (m+n+2)

1
/(1 — )" dr =
0

3.3.1. Offensichtlich ist ¢ € E(D). Ferner ist
1 1 . 1
/(3—x— / —r—y dwdy:/<[3x—2x2—ya7] O)dy
0 0 =

D
(5-v)ar=[3r- 3], -
y V) d=5y oy =

S _ O\H
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3.3.2. Wegen ¢(x,y) = xe®e? und Beispiel 2.5.2 ist ¢ € E(D), und es gilt

12 1
/xeeryd(x, y) = //xexeydmdy = /e2eydy =efle—e ) =e(e? — 1)
] 11 -1

D
3.3.3. Wegen cos(z + y) = coszcosy — sinxsiny ist ¢ € E(D). Ferner ist

3

™

y) = //(Cosxcosy — sin z sin y)dzdy
00

M
N

/COS(ZE + y)d(z,

D
721- s
= ([sinx cos ¥y + cos x sin y]i;()?) dy
(cosy — siny)dy = [siny + cos y]zzog =1-1=0

Ot~ T —
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