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Vorwort

Der vorliegende Band gibt eine Einfiihrung in die Riemannsche Integrationstheorie.

Im Unterschied zum traditionellen Vorgehen beim Aufbau der Integralrechnung wird
der Leser anhand eines einfachen Modells an Begriffsbildungen der Funktionalanalysis
herangefiihrt.

Dabei steht der Begriff des positiven linearen Funktionale im Mittelpunkt. Beide Inte-
gralbegriffe werden nach einheitlichen Prinzipien durch einen Fortsetzungsprozess ge-
wonnen.

Die in den ersten drei Kapiteln bei der Konstruktion des Riemannschen Integrals ent-
wickelten Methoden und Denkweisen bilden die Grundlage fiir eine relativ einfache
Einfiihrung des in der modernen Mathematik wesentlich wichtigeren Lebesgueschen In-
tegralbegriffs.

Im ersten Kapitel wird mit elementaren Methoden ein Integral fiir stiickweise lineare
stetige Funktionen definiert. Im zweiten Kapitel wird dieses Integral zum Riemannschen
Integral fortgesetzt.

Die Kenntnis der wichtigsten Satze liber konvergente Zahlenfolgen und der Differenti-
alrechnung im Umfang der Schulmathematik wird dabei vorausgesetzt.

Die fiir die Integralrechnung wichtigen Satze iiber stetige Funktionen werden mit Hilfe
des Satzes von Bolzano-WeierstraB bewiesen. Ferner wird gezeigt, dass die hier gege-
bene Definition des Riemannschen Integrals mit der klassischen Begriffsbildung tiber-
einstimmt. Der Mittelwertsatz und der Hauptsatz der Integralrechnung werden in der
ublichen Weise behandelt.

Die in den ersten beiden Kapiteln eingefiihrten Begriffsbildungen und gewonnenen Er-
kenntnisse werden in den Abschnitten 3.1 und 3.2 abstrahiert und noch einmal zu-
sammenfassend dargestellt. Auf dieser Grundlage wird im Rest des dritten Kapitels das
zweidimensionale Riemannsche Integral konstruiert, wobei sich hier der Vorteil der ab-
strakt entwickelten Theorie zeigt.

Unser Dank gilt dem Verlag sowie der Druckerei fiir die angenehme Zusammenarbeit
und die sorgfaltige Gestaltung des vorliegenden Bandchens.

Potsdam, im Sommer 1984

H. Belkner, S. Brehmer
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1.1 Zackenfunktionen

1 Konstruktion eines positiven linearen Funktionals

1.1 Zackenfunktionen

Unter ¢, 1 verstehen wir im folgenden reellwertige Funktionen mit einem festen Defi-
nitionsbereich D. In den ersten Abschnitten wird D immer ein Intervall [a, b] sein.
Gelegentlich bezeichnen wir den Definitionsbereich einer Funktion ¢ auch mit D(y).
Die Menge der Punkte P(z, ¢(z)) mit x € D(p) nennen wir das Bild der Funktion ¢.
Ist \ eine reelle Zahl, so verstehen wir unter

Ap, o+, 00, |o|, 0o

die durch

definierten reellwertigen Funktionen.

Es sei ¢ die durch ¢(x) := = auf D(p) = [—1, 2| definierte reelle Funktion. Die Bilder
der Funktionen ¢ und || sind in Abb. 1.1.1 veranschaulicht.
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Abb. 1.1.1

Mit o bezeichnen wir die Nullfunktion, die jedem x € D die reelle Zahl o(xz) = 0
zuordnet. Wir schreiben ¢ < ¢ bzw. ¢ > 1, wenn (z) < (x) bzw. p(z) > ¥(x)
fur alle x € D ist.

Eine reellwertige Funktion ¢ heiBt beschrankt genau dann, wenn es eine nichtnegative
reelle Zahl K gibt mit der Eigenschaft

p(z)] < K

fur alle x € D. Insbesondere heiBt eine reelle Zahl K; bzw. K5 eine untere bzw. eine
obere Schranke der reellwertigen Funktion ¢ genau dann, wenn

Ky < p(z) bzw. o(x) < ko

ist fir alle x € D. Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist |o(x)| < |K1| + | K| fur alle
rxeD.




1.1 Zackenfunktionen

Die einfachsten reellen Funktionen sind die linearen Funktionen. Sie haben Gleichungen
der Form
f(x)=mx+p (1.1.1)

und ihre Bilder sind Geraden. Es ist

f(x) = f(z0) = mz +p— (mzo+p) also f(z) = f(zo) = m(z —x0) (1.1.2)

Wenn x # x ist, gilt
m = M (1.1.3)
r — X
Die Zahl m heiBt der Anstieg der Geraden. Ist P(zg), f(xo)) ein fester Punkt der
Geraden mit der Gleichung (1.1.1), so ist yo = f(z0), und die Gleichung (1.1.1) kann

auf Grund von (1.1.2) auch in der Form
f(z) =yo + m(xz — 20) (1.1.4)

geschrieben werden.
Wir fiihren eine allgemeinere Klasse von Funktionen ein.

Beispiel 1.1.1. Gegeben sei die Wertetabelle (1.1.5)

z|-1 2 4 7
y|3 4 -1 2
Verbinden wir die Punkte
Py=P(-1,3), P =P(2,4), P,=P(4,—-1), P3=P(7,2)

geradlinig, so erhalten wir das Bild einer auf dem Intervall [—1,7] definierten reellen
Funktion f, die keine Spriinge macht und die stiickweise linear ist (Abb. 1.1.2).
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Abb. 1.1.2

Die Anstiege in den Teilintervallen
[I()axl] = [_17217 [1'1,332] = [274]7 [LCQJ‘T?)] = [47 7]

sind




1.1 Zackenfunktionen

Um den Funktionswert an einer Stelle € [—1,7] zu berechnen, missen wir erst
untersuchen, in welchem der Teilintervalle [z)_1,x)] der Punkte liegt. Entsprechend
(1.1.4) ist dann

f(@) = yp—1 + mu(z — 23-1) (1.1.6)

fur z;_1 < x < zy. So ist beispielsweise 6 € [xq,x3] = [4, 7], also
f(6) =y2+m3(6 —x9) =—1+(6—-4) =1

Die Wertetabelle (1.1.7)

z|-1 2 4 6 7

y|3 4 -1 12

definiert also bei dem geschilderten Verfahren auf [—1, 7] dieselbe Funktion f wie die
Wertetabelle (1.1.5).

Unter einer Zerlegung Z eines Intervalle [a, b] verstehen wir im folgenden eine endliche,
nach ihrer GroBe geordnete Folge reeller Zahlen, die wir in der Form

Z: a=20<Tc..<Tp=2>b (1.1.8)
angeben. Ist insbesondere
b—a
T =a+ k (k=0,1,2,....,n) (1.1.9)
n
SO ist )
Th—tp1= " (k=1,..,n) (1.1.10)

und Z heiBt eine dquidistante Zerlegung von [a, b].

Die folgende Definition wird durch das Funktionsbild der in Beispiel 1.1.1 beschriebenen
Funktion nahegelegt.

Definition 1.1.1. Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion f heiBt eine Zackenfunktion
genau dann, wenn es eine Zerlegung (1.1.8) gibt, so dass f in jedem der Intervalle
[xp_1,2zk] (kK =1,...,n) linear ist. Ist diese Bedingung fiir eine Zackenfunktion f erfillt,
so heiBt Z eine fir die Funktion f zulassige Zerlegung.

So ist beispielsweise
Z: —1<2<4<7

eine zulassige Zerlegung fiir die Zackenfunktion f in Beispiel 1.1.1. Dagegen ist die
Zerlegung
Z':. —1<2<7

fur f von Beispiel 1.1.1 nicht zulassig, da f in dem Intervall [2, 7] nicht linear ist. Es
ist aber auch
7" —1<2<4<6<7




1.1 Zackenfunktionen

fir f von Beispiel 1.1.1 eine zulassige Zerlegung. Alle Punkte von Z treten in der
Zerlegung Z" auf.

Die Menge aller Zackenfunktionen auf dem Intervall [a, b] bezeichnen wir mit Ey[a, b].
Eine Zackenfunktion f € Eyla,b] ist durch eine zuldssige Zerlegung (1.1.8) und die
zugehorigen Funktionswerte g, 41, ..., ¥, also durch die Wertetabelle

SL"l’o r1 ... Ip
ylv v Un

vollstandig charakterisiert. Jeder Punkt x mit = € [a,b] liegt in einem der Intervalle
[zk—1, k], und da f in diesem Intervall linear ist, gilt (1.1.6). Ist y; die kleinste und y;
die groBte unter den Zahlen yq, ..., y,, SO ist stets

yi < flz)<y; (a<z<Dh)
und folglich ist jede Zackenfunktion beschrankt.

Definition 1.1.2. Eine Zerlegung Z’ von [a, b] heiBt eine Verfeinerung der Zerlegung Z
von [a, b] genau dann, wenn alle Punkte von Z auch in Z’ auftreten (Abb. 1.1.3).
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Definition 1.1.3. Sind Z’, Z” beliebige Zerlegungen von [a, b], so verstehen wir unter
der Vereinigung Z = Z' U Z" die geordnete Folge aller reellen Zahlen, die in Z’ oder
in Z" auftreten (Abb. 1.1.4).
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Abb. 1.1.4 a=h X % BN X5=b

Satz 1.1.1. Es sei Z eine zulassige Zerlegung fiirr f € Ey[a, b]. Dann ist jede Verfeinerung
von Z wieder eine zulassige Zerlegung von f.

Beweis. Die Zerlegung Z sei durch (1.1.8) gegeben. Dann ist
Z'=xpg< .. <ap1 <E<ap <...<ap

eine zulassige Zerlegung fir f, denn da f im Intervall [z_1, x| linear ist, gilt dies
auch in den Teilintervallen [z5_1,€&], [£,zx]. Da jede Verfeinerung durch Hinzufiigen
von endlich vielen Teilpunkten entsteht, ist der Satz bewiesen.

Offensichtlich gilt




1.1 Zackenfunktionen

Folgerung 1.1.1. Es sei Z’ bzw. Z" eine zulassige Zerlegung fiir die Funktion f € Ejy[a, b|
bzw. g € Eyla,b]. Dann ist Z’' U Z" eine fir beide Funktionen zul3ssige Zerlegung.

Satz 1.1.2. Fir alle Zackenfunktionen f, g € Eyla, b] und fiir alle reellen Zahlen \ gilt
Afof+ g € Eola,b].

Satz 1.1.3. Fur alle Zackenfunktionen f € Eyla,b] gilt |f| € Ey|a,b).

Beweis von Satz 1.1.2 und Satz 1.1.3. Wir wahlen eine fiir f und g zuldssige Zerlegung
Z'. Wechselt f in einem der Teilintervalle [x},_,,x}] das Vorzeichen, so gibt es genau
ein & mit 2’k — 1 < & <z und f(&) = 0.

Alle Punkte dieser Art fiigen wir zu Z’ hinzu. Auf diese Weise entsteht eine fir f und
g zulassige Zerlegung (1.1.8), und f wechselt in keinem der Intervalle [xj_1,x)] das

Vorzeichen. Da f und g im Intervall [z}_1, x| linear sind, kdnnen sie auf [x;_1, 7]
durch Gleichungen der Form

flx)y=mx+p g(x)=m'z +p
dargestellt werden. Fir alle x mit x,_1 < x <z gilt also
M@)=Gmz+xp @) +g(x) = (m+m)z+p+p
Ist f(x) >0 bzw. f(z) <0 auf [xg_1, x|, so gilt

[f(@)] = f(x) =mz+p  bzw.  |f(z)| = f(z) = (=m)z + (=p)

Die Funktionen Af, f 4+ g und |f(x)| sind somit in jedem Intervall [z)_1,x%] linear.
Damit sind beide Satze bewiesen.

Satz 1.1.4. Zu jeder Zackenfunktion f € Ey[a, b] gibt es eine nichtnegative reelle Zahl
M mit
f(z) = f(@')] < M|z — 2| (1.1.11)

fur alle z, 2’ € [a, b].

Beweis. Wir wahlen eine fir f zulassige Zerlegung (1.1.8) und eine Schranke M fir
die Zahlen |m4]|, ..., |m,|, wobei my, der Anstieg im k-ten Teilintervall ist. Mit (1.1.2)
folgt unter Beriicksichtigung von Aufgabe 1.1.2 die Abschatzung

i(f(azk)— iL’k 1 zn: :Ek 1 !— Z!mk\ \Ik—l’k 1

k=1 k=1
<MY (xp — zp-1)
k=1
d.h., es ist
f(0) — f(a)] < M(b— a) (1.1.12)

Es seien nun z,z’ beliebige Punkte aus dem Intervall [a,b]. Wir kdnnen etwa 2z’ <
x voraussetzen. Fassen wir f als Zackenfunktion im Intervall [2/,z] auf, so treten




1.1 Zackenfunktionen

hochstens weniger Anstiegszahlen als im Intervall [a, b] auf, so dass M seine Bedeutung
behilt. Entsprechend (1.1.12) ist also

|f(x) = f(@)] < M(z —2') = M|z — 2|
und Satz 1.1.4 ist bewiesen.

Die Bedeutung der Zackenfunktionen im Rahmen der vorliegenden Darstellung besteht
darin, dass man allgemeinere Funktionen durch sie naherungsweise darstellen kann. So
kann man z.B. jeder auf [a,b] definierten reellen Funktion ¢ in folgender Weise eine
Zackenfunktion zuordnen:

Man wahlt eine beliebige Zerlegung Z von [a,b] und verbindet die zu benachbarten
Teilpunkten gehorenden Kurvenpunkte geradlinig. Der entstehende Streckenzug ist stets
das Bild einer Zackenfunktion. Die Teilpunkte der Zerlegung heiBen Stiitzstellen. Aus
diesem Grunde nennen wir die so gebildete Funktion f die Stiitzstellenfunktion von ¢
auf der Zerlegung Z (Abb. 1.1.5).
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Der folgende Satz ermdglicht eine Abschatzung des Fehlers, den wir begehen, wenn wir
@ durch f ersetzen.

Satz 1.1.5. Es sei ¢ eine auf [a, ] definierte reelle Funktion, und f sei die durch die
Wertetabelle (1.1.13)

x| @ T ..  Tp
y | elxo) el@) .. o(z,)

definierte Stitzstellenfunktion von ¢ auf der Zerlegung

Z: a=xp<x1<..<Tp,=0b (1.1.14)
Fir alle 2 mit 74,1 < 2 < 2, gilt dann
o(z) = f(2)] < [o(z) — p(ar-1)| + |e(@) — ()] (1.1.15)
Beweis. Da f auf [zj_1, x| eine lineare Funktion ist, gilt
flar—) < flo) < flwe)  oder  f(ag) < f(x) < flar-1)

Somit ist

p(z) — flzr) < (@) — f(z) < @(x) — f(rg-1)  oder
p(r) = flzp-1) < p(z) = f(z) < o(x) — flor)

IN




1.2 Integration von Zackenfunktionen

Hieraus folgt in beiden Fallen die Abschatzung

lp(2) = f(@)] < () = flara)| + [varphi(z) — f(z1)]

Beriicksichtigung von f(xp_1) = @(xk_1), f(xrr) = p(x)) liefert die Behauptung
(1.1.15), womit der Satz bewiesen ist.

Aufgabe 1.1.1. Es seien a, b reelle Zahlen. Man beweise die Ungleichungen
la + b| < |a| + |b| : lla| — |b]] < |a —b| (1.1.16,1.1.17)

Die Ungleichung (1.1.16) heiBt Dreiecksungleichung.

Aufgabe 1.1.2. Es seien al, ..., a,, reelle Zahlen. Man beweise durch vollstandige Induk-
tion die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

n
> ak
k=1

<3 |l (1.1.18)
k=1

1.2 Integration von Zackenfunktionen

Wir betrachten die lineare Funktion

flx)=mz+p (1.2.1)

im Intervall [a,b]. Wenn f(a) und f(b) positiv sind, wird von dem Bild der Funktion
und der z-Achse ein Trapez begrenzt, dessen Flacheninhalt wir mit F'(a, b) bezeichnen.
Er kann bekanntlich nach der Formel

Fla,b) = W(b —a) (1.2.2)

berechnet werden (Abb. 1.2.1). Diese Inhaltsformel bleibt auch richtig, wenn f(a) =0
bzw. f(b) = Oist, d.h., wenn das Trapez zu einem Dreieck entartet. Wenn fira < x <b
stets f(x) < 0 ist, ergibt (1.2.2) den Flacheninhalt mit negativem Vorzeichen.

y

Abb. 1.2.1

Wir setzen (1.2.1) in (1.2.2) ein, wobei wir zunachst keine Voraussetzungen iiber das
Vorzeichen von f(a) bzw. f(b) machen. Wir erhalten

ma+p+mb+p(b_a):W(b_a)+p(b—a)

F(a,b) = 5

10



1.2 Integration von Zackenfunktionen

d.h., es ist
62 . CL2
F(a,b) =m 5 +p)b—a) (1.2.3)
Ist a < ¢ < b, so gilt entsprechend
2 _ 2 b2 _ 2
F(a,c)+ F(c,b) =m" 5 - +plc—a)+m 5 ‘ +p(b—c¢)
b?_ 2
=m—— "+ p(b—a)
2
Somit ist flir a < ¢ < b stets
F(a,c)+ F(c,b) = F(a,b) (1.2.4)

Haben f(a) und f(b) entgegengesetzte Vorzeichen, so gibt es ein ¢ mit a < ¢ < b und
f(c) = 0. In diesem Fall geht (1.2.4) in Verbindung mit (1.2.2) iber in

M(c—a) +f(2l))(b—c)

F(a,b) =
Auf der rechten Seite steht die Summe der Inhalte der beiden Teildreiecke (Abb. 1.2.2),
deren Inhalt aber mit positivem oder negativem Vorzeichen zu versehen ist, je nachdem,
ob das Dreieck ober- oder unterhalb der z-Achse liegt.

Abb. 1.2.2

Jetzt betrachten wir eine beliebige Zackenfunktion f € Eyla, b]. Ist
Z: a=20<x1<..<xp=0 (1.2.5)

eine fur f zulassige Zerlegung, so setzt sich die vom Bild der Funktion f und von der
x-Achse begrenzte Flache aus Trapezen bzw. Dreiecken zusammen, denen jeweils ein
mit Vorzeichen versehener Inhalt zugeordnet werden kann.

Unter dem "Inhalt" der ganzen Flache verstehen wir die Summe dieser Teilflachenin-
halte, also die reelle Zahl

(1.2.6)

Abb. 1.2.3

11



1.2 Integration von Zackenfunktionen

Wir zeigen mit Hilfe von (1.2.4), dass die Definition von Jy(f) von der Wahl der fiir
f € Eyla, b] zulassigen Zerlegung Z unabhangig ist.

Beweis. Wir bezeichnen die durch (1.2.6) mit Hilfe der fir f zulassigen Zerlegung Z
definierte reelle Zahl zunachst mit Jz(f). Die Zerlegung

Z': a=xpg<t1<.<3i 1 <E<3p<...<xp=b

entsteht aus (1.2.5) durch Hinzufiigung des Teilpunktes £. Da f im Intervall [z;_1, z;]
linear ist, konnen wir (1.2.4) auf dieses Intervall anwenden. Hiernach ist

F([L’Z‘_l, SL‘Z) = F(xi—la 5) + F<£7 371)

und folglich ist Jz(f) = Jz (f).

Wiederholte Anwendung dieses Resultate zeigt, dass Jz(f) = Jz«(f) ist, wenn Z”
eine beliebige Verfeinerung von Z ist. Ist schlieBlich Z* eine beliebige fiir f zulassige
Zerlegung, so ist

Jz(f) = Jzuz-(f) = Jz:(f)

Dieses Ergebnis rechtfertigt die

Definition 1.2.1. Es sei (1.2.5) eine zuldssige Zerlegung der Funktion f € Eyla,b].
Dann heiBt die durch

+ f (k)
2

Jo(f) = Zn: f(xk_l (zck — xk—l) (127)
k=1

definierte reelle Zahl Jy(f) das Integral der Funktion f.
Ist f im Intervall [a, b] linear, so ist

Z: a=xz9<x1=>

eine fir f zuldssige Zerlegung, und die Summe in (1.2.7) besteht nur aus dem Sum-

manden
fla) + f(b)

Jo(f) = =5 ~q) (1.2.8)

Beispiel 1.2.1. Fiir die auf [a, b] konstante Funktion f(z) = ¢ gilt f(a) = f(b) = ¢ und
aus (1.2.8) folgt
Jo(f) =c(b—a) (1.2.9)

Beispiel 1.2.2. Fir die auf [a, ] lineare Funktion f(z) = x gilt f(a) + f(b) = a + b,
und aus (1.2.8) folgt
b — a?

Jo(f) = — (1.2.10)

Satz 1.2.1. Fur alle Zackenfunktionen f, g € Eyla,b] und fir alle reellen Zahlen X gilt

a) Jo(Af) = AJo(f),
b) Jo(f +9) = Jo(f) + Jo(9),
c) Jo(f) >0, falls f > o ist.

12



1.2 Integration von Zackenfunktionen

Beweis. Es sei (1.2.5) eine zulassige Zerlegung fiir die Funktionen f und g. Da auf
Grund von Satz 1.1.2 mit f,g € Eyla,b] auch \f, f + g € Ep[a,b] sind, kénnen wir
Jo(Af) und Jo(f + g) gemaB (1.2.7) berechnen. Es ist

A (r-1) + A f (k)

Jo(Af) = kZ_Il 5 (T — 2p-1)
_ AEI f(xk—l);r T@) e ) = M)
Tolf +9) = kz: flor) + g(xk12) @R T o)
_ g f(xk_1))2+ F@) e )+ é g(fﬂk—l); 9@ ()

c) f > o bedeutet f(x) > 0 fir alle z € [a,b]. In Verbindung mit zj — zx_1 > 0 fir
k =1,...,n folgt die Behauptung unmittelbar aus (1.2.7).

Wir haben mit Hilfe von (1.2.7) jeder Funktion f € Ejla,b] ein Integral Jy(j) zuge-
ordnet. Wir kénnen daher jj als eine "Funktion"auffassen.

Die Funktionswerte Jy(f) sind reelle Zahlen, aber als Argumente treten nicht reelle
Zahlen, sondern Elemente f € Eyla,b] auf. Die Argumente sind also Funktionen.

Zur besseren Unterscheidung wird eine Funktion dieser allgemeineren Art ein Funktional
genannt. Das Funktional Jy ordnet jeder Funktion f € Ey[a,b] die reelle Zahl Jy(f),
das Integral Jy(f), zu. Auf Grund der Eigenschaft a) bzw. b) bzw. c) sagt man, das
Funktional Jy sei homogen bzw. additiv bzw. positiv.

Die Eigenschaften a) und b) fasst man zusammen und sagt, das Funktional J; sei
linear. Somit ist .Jy ein positives lineares Funktional auf der Menge Eyla, b]. Wir leiten
hieraus einige einfache Folgerungen ab.

Folgerung 1.2.1. Fiir alle Zackenfunktionen f, g € Eyla,b] mit f < g gilt

J(f) < J_(g) (1.2.11)

Beweis. Es sei f, g € Ep[a,b]. Dann ist auch g — f € Ey[a,b], und aus g = f+ (g — f)
folgt wegen der Additivitat Jy(g) = Jo(f) + Jo(g — f). Daher ist

Jo(g = f) = Jo(g) — Jo() (1.2.12)

fur alle f, g € Epla,b]. Ist nun f < g, soist g — f > 0, und aus der Positivitat von .J;
folgt Jo(g — f) > 0.
Mit (1.2.12) ergibt sich Jy(g) — Jo(f) > 0. Hieraus folgt die Behauptung (1.2.11).

Folgerung 1.2.2.
Fir alle Zackenfunktionen f € Eyla, b] gilt

[ Jo(H) < Jo(lf1) (1.2.13)
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1.2 Integration von Zackenfunktionen

Beweis. Firr jede Funktion f € FEjyla,b] ist auf Grund von Satz 1.1.3 auch |f| €
Eyla, b]. Ferner ist stets +f < |f]. Wegen (1.2.11) ist Jo(£f) < Jo(|f]) und aus der
Homogenitat von J; folgt Jo(£f) = £Jo(f).

Es ist also +Jy(f) < Jo(|f]), und dies besagt (1.2.13).

Die Klasse Ejy|a, b] der Funktionen, fiir die wir ein Integral definiert haben, erweist sich
fur die Anwendungen als zu eng. Es ist unser Ziel, eine Ey|a, b] umfassende Menge von
reellen Funktionen zu konstruieren, denen ein Integral zugeordnet werden kann.

Aufgabe 1.2.1. Es sei f die in Beispiel 1.1.1 definierte Zackenfunktion. Man berechne
Jo(f).

Aufgabe 1.2.2. Es seien f1, ..., f € Epla,b] und Aq, ..., \, reelle Zahlen. Man beweise
durch vollstandige Induktion, dass

Zn: Mefr € Egla,b]  und  Jp (Zn: )\kfk) = Zn: AkJo(fr)
k=1 k=1

k=1

ist.
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

2 Riemannsche Integrale

2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Die reelle Funktion ¢ sei auf [a, b] definiert. Genligt eine Funktion f € Eyla,b] bzw.
g € Epla,b] der Bedingung f < ¢ bzw. g > ¢, so nennen wir f eine Unterfunktion
bzw. g eine Oberfunktion von .
Besitzt die Funktion ¢ eine Unterfunktion f € Eja,b] und eine Oberfunktion g €
Eyla,bl, so ist

f<ev<yg

Da. f und g beschrankt sind, muss auch ¢ beschrankt sein (Abb. 2.1.1).

Abb. 2.1.1

Nach (1.2.12) ist

Jo(g) = Jo(f) = Jo(g — f)
Diese Zahl kann als Inhalt des in Abb. 2.1.1 schraffierten Streifens gedeutet werden.
Den Hauptgegenstand der Untersuchungen im zweiten und dritten Kapitel bildet die

Klasse aller derjenigen Funktionen, fiir die dieser Inhalt beliebig klein gemacht werden
kann.

Definition 2.1.1. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion. Die Funktion ¢ heiBt
iber [a, b] Riemann-integrierbar genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢
Funktionen f, g € Ey[a, b] mit den beiden Eigenschaften

f<p<g und Jlg—f)<e (2.1.1,2.1.2)
gibt.

Mit Satz 2.1.2 werden wir zeigen, dass jeder (iber [a, b] Riemann-integrierbaren Funktion
¢ ein Integral J(y) zugeordnet werden kann, so dass entsprechend Abb. 2.1.1 fiir alle
Unterfunktionen f € Ejy|a, b] bzw. alle Oberfunktionen g € Ejy|a, b] die Bedingung

Jo(f) < J(¢) < Jolg) (2.1.3)
erfillt ist.
Beispiel 2.1.1. Es sei ¢ € [a, b], und die Funktion ¢, sei auf [a,b] durch

1 fur z=c¢

%(x):{ 0 fir x4c (2.1.4)

definiert. Wir wahlen eine positive reelle Zahl 9, die im Fall a < ¢ bzw. ¢ < b der
Bedingung a < ¢ — 9 bzw. ¢ + § < b genlgt, und definieren die Zackenfunktion g im
Falle @ < ¢ < b durch die Wertetabelle
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

(Abb. 2.1.2) Dann ist Jy(g) = §.

Abb. 2.1.2 i ‘ c«f

Im Fall @ = ¢ bzw. ¢ = b definieren wir g durch die Wertetabelle

zla a+0 b bzw zla b—6 b
yl|1 0 0 ©yl0 0 1
(Abb. 2.1.3, 2.1.4). In beiden Fallen ist
1
Jo(g) = 55

Damit ist in allen Fallen Jy(g) < §. Die Funktion f := o ist ebenfalls eine Zackenfunk-
tion, und es ist

f<pe<g sowie  Jo(g—f)=Jolg) <9 (2.1.5,2.1.6)

Wahlen wir also ein 6 mit § < ¢, so ist (2.1.2) erfullt, und folglich ist ¢, Uber [a, b]
Riemann-integrierbar.

| |
1| ;1

Abb.2.1.32.14 9 a* b a L
Das System der Riemann-integrierbaren Funktionen kann auch mit Hilfe des nachfol-
genden Begriffe charakterisiert werden.

Definition 2.1.2. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion. Eine Funktionenfolge
(fn) mit f,, € Eo[a, b] heiBt eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ genau dann, wenn
es eine Funktionenfolge (h,,) mit h, € Ey[a, b] und mit den beiden Eigenschaften

o — ful <h, (neN) , lim Jo(hy,) =0 (2.1.7,2.1.8)

n—oo
gibt.

Satz 2.1.1. Eine auf [a,b] definierte reelle Funktion ¢ ist genau dann lber [a, D]
Riemann-integrierbar, wenn ¢ eine Riemann-Naherungsfolge besitzt.

Beweis. a) Die Funktion ¢ besitze eine Riemannsche Naherungsfolge (f,) mit f, €
Eyla,b]. Dann kénnen wir entsprechend Definition 2.1.2 Funktionen h,, mit h, €
Eyla, b] und mit den Eigenschaften (2.1.7) und (2.1.8) finden.
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Ist £ eine vorgegebene positive reelle Zahl, so wahlen wir eine natiirliche Zahl n mit

3
J()(hn) < 5

Mit Satz 1.2.10 folgt

Jo(2hy,) = 2Jy(hy) < & (2.1.9)
Wegen (2.1.7) ist —h,, < ¢ — f, < hy,, also

Jo =T <@ < frt hy (2.1.10)
Setzen wir

f::fn_hn ) g::fn+hn

soist f,g € Epla,b] nach Satz 1.1.2, und wegen (2.1.10) gilt (2.1.1). Ferner ist

g_f:(fn+hn)_<fn_hn>:2hn

und mit (2.1.9) folgt (2.1.2). Es gibt also zu jeder positiven reellen Zahl £ Funktionen
f,9 € Epla,b] mit den Eigenschaften (2.1.1) und (2.1.2). Folglich ist ¢ iber [a,b]
Riemann-integrierbar.

b) Die Funktion ¢ sei lber [a,b] Riemann-integrierbar. Entsprechend Definition 2.1.1
kénnen wir, wenn wir ¢ := n}rl setzen, Funktionen f,, g, € Eola,b] mit den Eigen-
schaften

1
W <0< gn d  Jolg, — f,) < —— 2.1.11,2.1.12
fn<e<yg un 0(gn — fn) o ( )

finden. Wir wollen zeigen, dass jede Funktionenfolge (f*) mit f* € Eyla,b], die den
Bedingungen
fo < fn < gn (2.1.13))

genligt, eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ ist.
Aus (2.1.11) und (2.1.13), das mit

—gn < —fu < fn
aquivalent ist, folgt
—(gn—Su) S —fn < gn—fn
Dies besagt
o = fal < gn— fa (2.1.14)
Setzen wir hy, := g, — fn, so ist h,, € Fyla, b] wegen Satz 1.1.2, und aus (2.1.14) folgt
(2.1.7). Da h,, > o ist, gilt unter Beriicksichtigung von (2.1.12)

1
n+1

0< Jo(hn> <

Hieraus folgt (2.1.8), womit gezeigt ist, dass (f;) eine Riemannsche Naherungsfolge
von o ist.
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Damit ist Satz 2.1.1 bewiesen.

Speziell kann im Teil b) des Beweises f = f,, oder f¥ = g,, gewahlt werden. Es gibt also
zu jeder iber [a, b] Riemann-integrierbaren Funktion ¢ Riemannsche Naherungsfolgen,
deren Glieder samtlich Unter- bzw. Oberfunktionen von ¢ sind.

Ist f die Stitzstellenfunktion von ¢ auf einer fiir f,, und g, zuldssigen Zerlegung Z,
so gilt (2.1.13). Daher ist auch (f) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢, wobei
insbesondere

pla) = frla) . o) = fr(b) (2.1.15)
ist (Abb. 2.1.5).

I
I
|
1
1
\
l

o

|
; I
| |
| B ol S
Abb. 2.1.5 a=xg X X X3 Xy X5 Ag=h

Satz 2.1.2. Zu jeder iber [a, b] Riemann-integrierbaren Funktion ¢ gibt es genau eine
reelle Zahl J(y), die fir alle Unterfunktionen f € FEj|a,b] und alle Oberfunktionen
g € Eyla, b] den Bedingungen

Jo(f) < J(¢) < Jo(g) (2.1.16)
geniigt. Fur jede Riemannsche Naherungsfolge (f,,) von ¢ ist
J(p) = lim Jo(fn) (2.1.17)

Beweis. a) Wir nehmen an, es gebe eine reelle Zahl J(y), die den Bedingungen (2.1.16)
fur alle f, g € Eyla,b] mit f < ¢ < g geniigt. Ist dann (f,,) eine beliebige Riemannsche
Niherungsfolge von ¢, so gibt es Funktionen h,, € Eya,b] mit den Eigenschaften
(2.1.7) und (2.1.8).

Aus (2.1.7) folgt —h,, < ¢ — fpn,leqh, oder

fo=hn <0 < fot hn

Somit ist f,, — h,, eine Unterfunktion und f,, + h,, eine Oberfunktion von ¢, und nach
Voraussetzung (2.1.16) ist

JO(fn - hn) < J(SO) < JO(fn + hn)

Beriicksichtigen wir die Additivitat von Jy, so erhalten wir

Jo(fn) = Jo(hn) < J() < Jo(fn) + Jo(hn)
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

bzw.

—Jo(hn) < J(0) = Jo(fn) < Jo(hn) — bzw. |J(@) = Jo(fn)| < Jo(hn)

Mit (2.1.8) folgt nun (2.1.17). Dies zeigt zugleich, dass es hdchstens eine reelle Zahl
J () mit der Eigenschaft (2.1.16) fiir alle f, g € Ey[a,b] mit f < ¢ < g gibt.

b) Wir zeigen jetzt, dass es mindestens eine reelle Zahl J(y) mit diesen Eigenschaf-
ten gibt. Entsprechend Definition 2.1.1 gibt es Funktionen f,g € Fjyla,b], die den
Bedingungen (2.1.1) geniigen. Dann ist f < g, und mit (1.2.11) folgt

Jo(f) < Jo(g) (2.1.18)

Wir halten die Funktion g zunachst fest und bilden die Menge
M :={Jo(f): f € Epla,b] und f <o}

aller Integrale von Unterfunktionen. Sie ist nicht leer, und wegen (2.1.18) ist Jo(g)
eine obere Schranke von M. Daher besitzt M eine kleinste obere Schranke, die wir mit
J(¢) bezeichnen. Dann ist fir alle f € Ey[a,b] mit f < ¢ stets

Jo)f) < J(p) (2.1.19)

Ferner ist J(y) < Jy(g), denn J(y) ist die kleinste unter allen oberen Schranken von
M. Da die Oberfunktion ¢ beliebig gewahlt war, ist fir alle g € Eyla,b] mit p < g
stets

J(p) < Jo(g) (2.1.20)

Auf Grund von (2.1.19) und (2.1.20) ist die Bedingung (2.1.16) erfiillt, womit der Satz
bewiesen ist.

Definition 2.1.3. Fir jede lber [a, b] Riemann-integrierbare reelle Funktion ¢ heiBt die
reelle Zahl J(¢) mit der Eigenschaft

Jo(f) < J(p) < Jo(g) (2.1.21)

fur alle Funktionen f,g € FEyla,b] mit f < ¢ < g das Riemannsche Integral der
Funktion ¢.

Fir das Riemannsche Integral J(¢) wird auch das Symbol

b
[ el@)de = J(p)

verwendet. Das von Leibniz eingefiihrte Zeichen [ symbolisiert ein "S", weil Integrale,
wie wir noch zeigen werden, als Grenzwerte von Summen berechnet werden kénnen.

Satz 2.1.3. Jede Zackenfunktion h € Ejy[a,b] ist iber [a,b] Riemann-integrierbar, und

es gilt
b

JM):/h@Mx:ﬁﬂw (2.1.22)

a
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Beweis. Setzen wir f = g := h, soist f,g € Ey[a, b], und es sind die Relationen
f<h<g und Jo(g—f) =0 (2.1.23)
erfillt. Fir jede positive reelle Zahl ¢ gilt demnach
Jo(g—f) <e (2.1.24)

Die beiden Beziehungen (2.1.23), (2.1.24) besagen entsprechend Definition 2.1.1, dass
h tber [a,b] Riemann-integrierbar ist. Auf Grund von (2.1.21) ist ferner

Jo(f) < J(h) < Jo(yg)
und da f = h = g ist, folgt J(h) = Jy(h), womit der Satz bewiesen ist.

Das System aller iber [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit
Ela,b]. Mit Satz 2.1.3 haben wir bewiesen, dass

Eola,b] € Ela, b] (2.1.25)

ist und dass Jy und J fir Funktionen f aus Ejy[a, b] denselben Wert an nehmen. Wir
brauchen daher nicht mehr zwischen Jy(f) und J(f) zu unterscheiden. Im folgenden
werden wir haufig Jo(f) durch J(f) ersetzen, wenn wir die bisher abgeleiteten Formeln
zitieren.

Beispiel 2.1.2. GemaB Beispiel 1.2.1, 1.2.2 und (2.1.22) ist

b

/cdx =c(b—a) (2.1.26)
fir jede reelle Zahl ¢ und

; v’ — a?

/xdq: = (2.1.27)

Beispiel 2.1.3. Firr die durch (2.1.4) definierte Funktion ¢, gilt

b
/%mmx=o (2.1.28)

a

Beweis. In Beispiel 2.1.1 hatten wir Funktionen f,g € Ey[a,b] mit f < ¢. < g kon-
struiert, und zwar war f = o, also Jy(f) = 0, und Jy(g) < 0. Wegen (2.1.16) ist
0 < J(p.) <. Da § beliebig klein gewahlt werden kann. gilt (2.1.28).

Mit Hilfe des folgenden Satzes konnen wir fiir die meisten in der Schulmathematik auf-
tretenden Funktionen nachweisen, dass sie Riemann-integrierbar sind und gleichzeitig
ein Verfahren fiir die numerische Berechnung des Integrals bereitstellen.

Satz 2.1.4. Gibt es zu einer auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ eine nichtnegative
reelle Zahl M mit
() — p(a’)] < Mz — 2| (2.1.29)
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

fur alle z, 2’ € [a, b], so ist ¢ lber [a,b] Riemann-integrierbar, und es ist

jgp(x)dx—%“&o . iw( e ) (2.1.30)

Beweis. Fiir eine zunachst festgehaltene natiirliche Zahl n bilden wir die Stitzstellen-
funktion f, von ¢ auf der aquidistanten Zerlegung

Lp: a=xp<r1<..<xp=>0
Fir xp_1 < x < x} ist, wenn wir Satz 1.1.5 berlicksichtigen,
o(x) = fal(@)] < [o(2) = @(ar-1)| + |p(zr) — ¢()]
Mit (2.1.29) folgt
b—a

|‘:0(37) o fn(x>| < M(SL‘ - l'k;_l) + M(l‘k - I) = M(Ik — xk_l) =M n

Da jeder Punkt z € [a, b] in einem der Intervalle [z)_1, x| liegt, kann dies auch in der

Form
b—a

n

geschrieben werden. Die konstante Funktion

(2.1.31)

b—a

n

h, =M

liegt in Eyla,b], und nach (2.1.26) ist
(b—a)?

n
Hieraus folgt (2.1.8), und in Verbindung mit (2.1.31) besagt dies, dass (f,) eine Rie-

mannsche Naherungsfolge von ¢ ist. Somit ist ¢ € Ela,b], und es gilt (2.1.17). Mit
(1.2.7) und (1.1.10) erhalten wir

Jo(hn) =M

Jo(fn) = zn: SO(xkl); SO(Ik)(Ik — Tpo1) = bz—na > o(zp-1) + zn: o()
k=1 k=1 k=1
= b;na ni o) + Zn: o) | = bQ_Tla [2 Zn: p(zr) — p(zn) + @z — 0)]
k=0 k=1 k=1
d.h., es ist
Jo(fa b_a2g0<a b= ) W(l)—a) (2.1.32)

Da der Subtrahend fiir n — oo gegen Null strebt, gilt (2.1.30), und Satz 2.1.4 ist
damit bewiesen.
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2.1 Riemann-integrierbare Funktionen

Satz 2.1.5. Fiir jede Funktion f € Egla,b] ist f2 € Ela,b].

Beweis. Da. f beschrankt ist, gibt es eine nichtnegative reelle Zahl K mit
f(z) < K

fur alle x € [a,b]. Ferner gibt es gemaB Satz 1.1.4 eine nichtnegative reelle Zahl M
mit
(@) = f(a")] < Mz — 2|
fur alle z, 2’ € [a, b]. Es folgt
[f2(@) = f2a)] = (@) + f@)] - |f () = F@)] < (| F@)] + [F)]) - [ f (@) = fa)]
< 2K M|z — 2|
und (2.1.29) ist mit ¢ := f2 und 2K M statt M erfiillt.

Beispiel 2.1.4. Die Funktion f(z) = z liegt in Ey[a, b], und aus Satz 2.1.5 folgt, dass
die quadratische Funktion ¢(x) = 22 iiber [a, b] Riemann-integrierbar ist. Wir zeigen,
dass

b
b3 3
[ 2tz = - ¢ (2.1.33)

ist.
Beweis. Auf Grund von (2.1.30) ist

b

200 — i b—a I b—ak 2
/x z = lim Y la+ -

P N p—

Mit Hilfe der bekannten Formeln fiir die Summe der ersten n natirlichen Zahlen bzw.
Quadratzahlen erhalten wir

n _ 2 n - - 2
kzl<a+b ak) :Z<a2+2abnak+(b za) k2>

n k=1 n

— 1 —a)? 1)(2 1
:na2+2ab an(n + )+(b a)’nn+1)2n+1)
n 2 n? 6
Es folgt
7 1\ (b—a)? 1 1
/:L‘Qd:v:hm(b—a) a?+alb—a) 1+ =)+ 1+—)(14+—
n—00 n 3 n 2n

a

e R e L

und damit (2.1.3).

Aufgabe 2.1.1. Man zeige, dass die Funktion o(x) = 2 iiber jedes Intervall [a,b]
Riemann-integrierbar ist, und berechne das Integral.
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Aufgabe 2.1.2. Man zeige, dass die Funktion ¢(z) = sinx lber jedes Intervall [a, D]
Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 2.1.3. Man zeige, dass jede reelle Funktion ¢, deren Ableitung in [a, b] existiert
und beschrankt ist, tiber [a, b] Riemann-integrierbar ist.

2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Auf Grund von Satz 2.1.1 gilt ¢ € Ela,b] genau dann, wenn die Funktion ¢ eine Rie-
mannsche Naherungsfolge (f,,) mit f,, € Ey[a, b] besitzt, d.h., wenn es zur Folge (f,)
eine weitere Funktionenfolge (h,,) mit h,, € Ey[a, b] gibt, die die beiden Eigenschaften

lo—f—n| <h, und Jim J(hy) =0 (2.2.1,2.2.2)

besitzt. Auf Grund von (2.1.17) lasst sich das Riemannsche Integral der Funktion ¢
dann mit Hilfe von

b
= [ e(x)dz = lim J(f,) (2.2.3)

berechnen.
Wir beweisen zunachst drei Satze, die den Satzen 1.1.2, 1.1.3 und 1.2.1 véllig analog
sind.

Satz 2.2.1. Fiir alle Funktionen ¢, € Ela,b] und fir alle reellen Zahlen X sind die
Funktionen Ay, ¢ + 1 ebenfalls iber [a, b] Riemann-integrierbar.

Satz 2.2.2. Fir alle Funktionen ¢ € Ela, b] gilt |¢| € E[a,b].
Satz 2.2.3. Fir alle Funktionen ©, 1 € Ela,b] und fiir alle reellen Zahlen \ gilt

/)\go dx—)\/go

b)/[()—|—1/1 da:—/go dx+/1/}

Q._Q

c) /gp(x)d:z: > 0, falls ¢ > 0 ist.

Beweis. Wegen ¢ € E|a, b| gibt es Funktionenfolgen (f,), (hy,) mit f,, h, € Eo|a, b,
die die Eigenschaften (2.2.1), (2.2.2) und (2.2.3) besitzen, und wegen ) € Ela, b] gibt
es weitere Funktionenfolgen (f!), (k) mit f/ hl € Eyla,b),

—fil<h, o, lim J(k) =0 (2.2.4,2.2.5)
b
= /zb( )dx = lim J(fy) (2.2.6)

a) Es ist
[Ap = Afal = M@ = o) = [A] - [0 = fal
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

mit \f,, € Epla,b] auf Grund von Satz 1.1.2. Beriicksichtigung von (2.2.1) liefert die

Ungleichung
[Ap = Afal < ARy (2.2.7)

Setzen wir
hy = | Ahy (2.2.8)

so haben wir eine Funktionenfolge (h!)) erhalten, deren Glieder h.! auf Grund von Satz
1.1.2 in Eyla,b] liegen. Mit (2.2.8) geht die Ungleichung (2.2.7) iiber in

(A — Afal < By, (2.2.9)
Ferner ist J(h,)) = J(|A|hy). Diese Gleichung lasst sich wegen Satz 1.2.19. in der Form
J(h) = |ALT (o)
schreiben. Beriicksichtigung von (2.2.2) ergibt

lim J(h") =0 (2.2.10)

n—o0

Die beiden Beziehungen (2.2.9) und (2.2.10) besagen, dass die Funktionenfolge (Af,)
mit Af,, € Fyla, b] eine Riemannsche Naherungsfolge der reellen Funktion Ay ist, d.h.,
es ist Ao € Fla,b]. Ferner ist

J(Ap) = lim J(Afn)
Berlicksichtigung von Satz 1.2.1a liefert
J(Ap) = lim AJ(fy) (2.2.11)
Da der reelle Faktor A vom Grenzprozess unabhangig ist, geht (2.2.11) iber in
J(Ap) = A lim J(fn)
Beriicksichtigung von (2.2.3) ergibt die erste Behauptung von Satz 2.2.3.
b) Es ist
[0+ ¥) = (fu+ fl =10 —fu) + @ = fl <lo— ful + [ = £

mit f, + f € Eyla,b] auf Grund von Satz 1.1.2. Beriicksichtigung von (2.2.1) und
(2.2.4) liefert
(o +¢) = (fat fo)] < ho+ hy, (2.2.12)

Setzen wir
hg = h, + h;z (2.2.13)

so haben wir eine Funktionenfolge (h!)) erhalten, deren Glieder A/ auf Grund von Satz
1.1.2 in Eyla,b] liegen. Mit (2.2.13) geht (2.2.12) iber in

(o + ) = (fa+ )l < Iy (2.2.14)
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Unter Beriicksichtigung von Satz 1.2.1b ist
J(hy) = J(ha) + T (1)

und wegen (2.2.2) und (2.2.5) gilt

Jim. J(h!Y =0 (2.2.15)
Die beiden Beziehungen (2.2.14) und (2.2.15) besagen, dass ¢ +1 € Ela, b] ist. Ferner
ist

= lim J(f,) + lim J(f,) = J() + J(¥)

Damit ist die zweite Behauptung von Satz 2.2.3 bewiesen.

c) Auf Grund von (1.1.17) gilt fiir alle reellen Zahlen a, b die Ungleichung ||a| — [b]| <
la — b|, und eine analoge Abschatzung gilt fiir Funktionen. Aus (2.2.1) folgt also

ol = [full <l — fal < By, (2.2.16)

Da |f» la, b] wegen Satz 1.1.3 ist, besagen die beiden Beziehungen (2.2.16) und
(2.2.2), dass |p| Gber [a,b] Riemann-integrierbar ist, womit Satz 2.2.2 bewiesen ist.

d) Auf Grund der Bemerkung im Anschluss an den Beweis von Satz 2.1.1 kdnnen wir
annehmen, dass alle Funktionen f,, Oberfunktionen von ¢ sind. Aus ¢ > o folgt dann
auch f,, > o und damit Jy(f,) > 0. Daher ist

J(p) = lim J(fn) =

n—oo

womit die dritte Behauptung von Satz 2.2.3 bewiesen ist.

Der Satz 2.2.3 besagt, dass das Funktional J wiederum homogen, additiv und positiv
ist.

Folgerung 2.2.1. Fiir alle Funktionen ¢, € Ela,b] mit ¢ < 9 gilt

b

/bgo(x)dx < /1/)(30)(13: (2.2.17)

a

Folgerung 2.2.2. Fiir alle Funktionen ¢ € Ela,b] gilt

/go(x)dx

Folgerung 2.2.3. Es seien ¢1, o, ..., 0, € Ela,b] und A, ..., \, reelle Zahlen. Dann ist

< [ le()lda (2.2.18)

Z)\kQOkEEa b]
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

und es gilt
b

/ LX: Mer(T)

Diese Folgerungen werden ebenso wie die Folgerungen 1.2.1 und 1.2.2 bzw. wie die
Aufgabe 1.2.2 bewiesen.

" b
de =) )\k/gpk(x)dx (2.2.19)
k=1

a

Satz 2.2.4. Jede Funktion ¢ € Ela,b| ist beschrankt. Ist K eine untere und K eine
obere Schranke von ¢, so ist

b
Ki(b—a) < /go(x)dx < Ky(b—a) (2.2.20)

Beweis. Da es zu ¢ € Ela,b] eine Unterfunktion f € Ejy[a,b] und eine Oberfunktion
g € Epla, b] gibt und diese Funktionen beschrankt sind, ist auch ¢ beschrankt. Ist
K < op(r) < K, fur alle  x € [a, b

so folgt unter Berlicksichtigung von Folgerung 2.2.1

/bKld:U < /bgo(x)dx < /ngd:U

Dies geht mit (2.1.26) in die Behauptung (2.2.20) iber.
Die Funktionen ¢, 1) seien iber das Intervall [a,b] Riemann-integrierbar, und es sei
o(x) < (x) fur alle = € [a, b]. Als Inhalt der Punktmenge

M :={P(z,y):a<x<bund p(z) <y <)}

die von den Bildern der Funktionen ¢, ¢) und den beiden Geraden x = a, x = b begrenzt
wird, bezeichnen wir die durch

b
(M) = [[o() - o(x))de (2.2.21)

definierte reelle Zahl (M) (Abb. 2.2.1).
¥

Abb. 2.2.1

Ist insbesondere ¢ = o, so gibt

p(M) = [ ()

den Inhalt der Punktmenge an, die vom Bild der Funktion v, der Abszissenachse und
den Geraden z = a, © = b begrenzt wird (Abb. 2.2.2).
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Abb. 2.2.2 ! a b

Mit Hilfe der Integralrechnung kénnen somit Inhaltsberechnungen fiir Flachen mit
krummliniger Berandung durchgefiihrt werden.

Satz 2.2.5. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte reelle Funktion. Gibt es zu jeder positiven
reellen Zahl € Funktionen ¢/, ¢ € Ela,b] mit

o <p<¢"  und  J(' —¢)<e (2.2.22,2.2.23)
so ist auch ¢ € Ela,b|.

Beweis. Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl ¢ wahlen wir Funktionen ¢, ¢" €
Ela,b] mit den Eigenschaften (2.2.22) und (2.2.23).

Zu ¢’ bzw. ¢ kénnen wir eine Riemannsche Naherungsfolge ( f,,) bzw. (g,,) mit f, < ¢’
bzw. " < ¢ bestimmen. Dann ist f, < ¢ < ¢ < " < g,, also

fo <0 < gn (2.2.24)

und
J(¢" =) = J(¢") = J(¢) = lim J(gs) — lim J(f,) = lim J(gn — fn)
Unter Beriicksichtigung von (2.2.23) folgt
lim J(g, — fn) <€

n—o0

Es gibt daher eine natiirliche Zahl n mit
J(gn — fu) <e (2.2.25)

Aus (2.2.24) und (2.2.25) kénnen wir schlieBen, dass ¢ € E|a, b] ist. Eine unmittelbare
Folgerung ist

Satz 2.2.6. Gibt es zu einer auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ Funktionen ¢/, ¢! €
Ela,b] mit den beiden Eigenschaften

o <p <o und lim J(¢) — ) =0 (2.2.26,2.2.27)

n—oo

so ist auch ¢ lber [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

J(p) = lim J(py,) = lim J(gy) (2.2.28)

n—oo

Die Formelzeile (2.2.28) ist gleichbedeutend mit

b b
/ x)dr = lim /gon Jdr == lim /@Z(w)dx (2.2.28")

n—o0
a
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

Beweis. Sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, so gibt es zu einer vorgegebenen
positiven reellen Zahl ¢ eine natiirliche Zahl n mit J(¢] — ¢,) < e.

Die Bedingungen (2.2.22) und (2.2.23) sind also mit ¢’ := ¢!, ¢" := ¢! erfillt, und
folglich ist ¢ € Ela,b].

Aus (2.2.26) ergibt sich
0< = <P — oy
Beriicksichtigen wir Folgerung 2.2.1 und Satz 2.2.1, so erhalten wir
0< J(p =) =J(p) = J(e,) < J(o, — ¢r)

Mit (2.2.27) schlieBen wir auf

J(p) = lim J(s,)

n—oo

sowie

J(p) = lim J(¢' —n)+ lim J(gy) — J(py) = lim [J(¢}) + T (¢, — ©},)]
= lim J(¢!)

n—oo
Nun kann Satz 2.1.1 verallgemeinert werden.

Satz 2.2.7. Existieren zu einer auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ zwei Funktionen-
folgen (¢n), (¥n), deren Glieder iber [a,b] Riemann- integrierbare reelle Funktionen
sind, mit den beiden Eigenschaften

o —¢n| <t und lim J(1,) =0 (2.2.29,2.2.30)

n—oo

so ist auch die Funktion ¢ iber [a, b] Riemann-integrierbar, und es gilt

[ J(0) = J(pn)| < T () (2.2.31)

Beweis. Die Bedingung (2.2.29) ist mit

—p < @ — pp < Uy bzw. On — Un <@ < op + Uy (2.2.32,2.2.33)

aquivalent. Die Funktionen ¢/, := ¢, — 1, und ¢!! := ¢, + 1, liegen in E[a,b] und
erfillen wegen (2.2.33) die Bedingung (2.2.26). Aus ¢!, — ¢!, = 21, und (2.2.30) folgt
(2.2.27).

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.2.6 erfiillt, und es gilt ¢ € Ela,b]. Aus
(2.2.32) folgt

und hieraus die Behauptung (2.2.31). Wegen (2.2.30) ist dann

J(p) = lim J(p,) (2.2.34)

n—oo

Die Formel (2.2.31) ermdglicht die Abschatzung des Fehlers, den wir begehen, wenn
wir fir J(¢) den Naherungswert J (¢, ) verwenden.
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2.2 Eigenschaften Riemannscher Integrale

In Verallgemeinerung von Definition 2.1.1 nennen wir die Funktionenfolge (¢,) eine
Riemannsche Naherungsfolge von ¢ beziglich J, wenn ¢,, € E[a,b] ist und wenn es
reelle Funktionen v, € E[a,b] mit den beiden Eigenschaften (2.2.29) und (2.2.30)
gibt.

Sind die beiden Bedingungen (2.2.26) und. (2.2.27) mit ¢/, ¢!l € Ela, b] erfillt, so sind
die Funktionenfolgen () und (¢) Riemannsche Naherungsfolgen von ¢ beziiglich J.

Satz 2.2.8. Das Produkt ¢t zweier tber [a, b] Riemann-integrierbarer Funktionen ¢, ¢
ist ebenfalls Uber [a,b] Riemann-integrierbar.

Beweis. a) Es sei f,d € Eyla,b]. Dann liegen auch die Funktionen f + g, f — g in
Eo[a,b], und nach Satz 2.1.5 ist (f + ¢)? € Ela,b] und (f — g)* € Ela,b).
Wegen

i[(f +9)° = (f—9)] = i(f2 +2fg+9° = P+2fg+d*)=fg  (2235)

ist auf Grund von Folgerung 2.2.3 auch fg € Ela, ).

b) Es sei ¢ € Ela,b] und g € Ey|a,b]. Dann gibt es Funktionenfolgen (f,), (h,) mit
fns gn € Epla, b] und

o= ful <ha , lim J(h,) =0 (2.2.36, 2.2.37)
Es ist
lpg — fagl = [ — fa)gl <l — fal - [g] < halg] (2.2.38)

Da die Funktion g € Ejy[a,b] beschrankt ist, gibt es eine positive reelle Zahl K mit
lg| < K, und (2.2.38) geht iiber in

lpg — fagl < Khy, (2.2.39)
Hierbei ist Kh,, € Ey[a,b], und wegen (2.2.37) gilt
lim J(Khy,) = lim KJ(hy) = K lim J(hy) =0 (2.2.40)

Da die Funktionen f,g auf Grund von a) in E[a,b] liegen, besagen die Beziehungen
(2.2.39) und (2.2.40), dass (f,g) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢g (beziglich
J) ist. Nach Satz 2.2.7 ist pg € Ela,b].

c) Es sei ¢,psi € Ela,b]. Nach Satz 2.2.4 gibt es eine positive reelle Zahl K; mit
Y| < K. Werden zu ¢ die Funktionen f,, h,, wie in b) gewahlt, so gilt

|30¢ - fn¢| S |90 - fn| ) |¢| S thn (2-2'41)

und wiederum ist
nlggo J(kihy) =0 (2.2.42)

Da die Funktionen f,1 nach b) in E[a,b] liegen, besagen die Beziehungen (2.2.41)
und (2.2.42), dass (f,1) eine Riemannsche Naherungsfolge von @1 ist. Somit gilt
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2.3 Integration tber Teilintervalle

o € Ela,b], und Satz 2.2.8 ist bewiesen.

Aufgabe 2.2.1. Es sei ¢ eine auf [a,b] definierte reelle Funktion, die in hochstens
endlich vielen Punkten x1, ..., x, € [a,b] von Null verschiedene Werte annimmt. Dann
ist ¢ € Ela,b] und

b
[ e(@)dz =0 (2.2.43)

Aufgabe 2.2.2. Es sei p eine lber [a, b] Riemann-integrierbare Funktion, und die Funk-
tion ¢ stimme in [a, b] mit Ausnahme von héchstem endlich vielen Punkten z1, ..., z,, €
[a,b] mit der Funktion ¢ Gberein. Dann ist auch 1 iber [a,b] Riemann-integrierbar,
und es ist

b b
/ga(sc)d:c = /w(x)d:c (2.2.44)
Aufgabe 2.2.3. Man zeige, dass die Funktion
o(r) =32 —2+5
iber [—1,2] Riemann-integrierbar ist, und berechne das Integral.

Aufgabe 2.2.4. Man zeige an Hand eines Beispiels, dass es Funktionen ;1 € Ela, b]

mit
b

b b
[e@yi(@)de # [o@)de [(x)d

a

gibt.

2.3 Integration iiber Teilintervalle

Wahrend das Intervall [a,b] bisher fest gewahlt war, wollen wir nun gleichzeitig Inte-
grationen (ber verschiedene Intervalle ausfiihren (Abb. 2.3.1 ).

y W

|

! {

& ! S S

Abb. 2.3.1 ' a c

o

Satz 2.3.1. Es sei a < ¢ < b und ¢ eine Uber [a,b] Riemann-integrierbare reelle Funk-
tion. Dann ist die Funktion ¢ auch tber die beiden Teilintervalle [a, c], [c, b] Riemann-
integrierbar, und es gilt

b c b
/go(:t:)d:l: = /(p(x)dq,’#—/go(x)da: (2.3.1)

Beweis. a) Zunachst sei ¢ eine Zackenfunktion, also ¢ = f € Eyla, b]. Offensichtlich
ist f dann auch eine Zackenfunktion auf den beiden Teilintervallen [a, c|, [c,b] von
[a, b]. Wegen Satz 2.1.3 ist danach f € Ela,c|] und f € E|[c,b]. Es sei ferner

Z: a=19<..<zrp,=c<..<z,=0Db
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2.3 Integration tber Teilintervalle

eine zulassige Zerlegung fir f auf [a,b]. Dann ist

7't a=ax9<..<xp=0cC
eine zulassige Zerlegung fir f auf [a, c| bzw.

7' c=x.<.<xp,=0

eine zulassige Zerlegung fir f auf [c, ], und es gilt

b

= i ﬂxkl); fow) (zp — 2p-1) + Zn: f(xkl);— flew) (zr — 1)
k=1 k=r+1
also , . ,
/f(x)dx :/f(x)dx+/f(x)dx (2.3.2)

Damit ist der Satz fiir Zackenfunktionen bewiesen.
Ist insbesondere f > o auf [a, b], so folgen aus (2.3.2) unmittelbar die beiden Abschat-
zungen

0< /Cf(:c)d:r; < /bf(x)dx ,  0< /bf(:c)das < /bf(:c)d:r; (2.3.3,2.3.4)
b) Es sei ¢ € E[a,b]. Dann gibt es Funktionenfolgen (f,), (hn) mit fo, hn € Eola,b),
[ fol S hn Jgrgo/l)hn(x)dx =0 (2.3.5,2.3.6)
b a b
[e@)de = lim [ fu(z)de (2.3.7)

Wegen (2.3.5) ist stets h,, > o. Damit gelten die Abschatzungen (2.3.3), (2.3.4) mit
hy, statt f. Beriicksichtigung von (2.3.6) liefert schlieBlich

n—o0 n—oo

c b
lim [ho(e)de =0, lim [ hy(2)de =0 (2.3.8,2.3.9)

Die beiden Beziehungen (2.3.5), (2.3.8) bzw. (2.3.5), (2.3.9) besagen, dass ¢ € E|a, c|
bzw. ¢ € E[c,b] und (f,) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ auf [a, ¢| bzw. auf
[c, b] ist. Mit Hilfe von (2.3.2) geht (2.3.7) iber in

n—oo

/bSO(:r)da;: lim /Cfn(x)dx+/bfn(x)dx :T}Lr&jfn<x)dx+ggr&/bfn(x)dx
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2.3 Integration tber Teilintervalle

Hieraus folgt die Behauptung (2.3.1), womit der Satz bewiesen ist.

Damit (2.3.1) auch fiir die beiden Sonderfalle ¢ = a oder ¢ = b Giltigkeit behalt,
setzen wir

/aga(:c)dsc =0 (2.3.10)

Ist © eine Gber [a, b] Riemann-integrierbare reelle Funktion, so setzen wir

/agﬁ(ﬂf)dx = —/bap(:zz)da: (2.3.11)
b a

Satz 2.3.2. Es sei a < 0 < b, und die Funktion ¢ sei iber die Intervalle [a, c] und [c, 0]
Riemann-integrierbar. Dann ist ¢ auch lber [a,b] Riemann- integrierbar.

Beweis. Wir wahlen Funktionen f/ h! € FEyla,c| bzw. Funktionen f/ b € Ey[c, 0],
die in den Teilintervallen [a, c| bzw. [c, b] den Beziehungen
(o= fal Shy  bzw. o — fil < hy (2.3.12)
und
c b
lim /h'n(x)dx =0  bzw. lim [ h'n(z)dz =0 (2.3.13)

n—oo n—0o0
a C

geniigen, wobei wir annehmen kénnen, dass f)(c) = ¢(c) = f//(c) ist (vgl. (2.1.15)).
Unter dieser Voraussetzung wird durch

fl(x) fur a<z<c

fu() ::{ f'(x) fir c<az<b (2.3.14)

eine Funktion f,, € Eyla, b] definiert. Die Funktionen h!, bzw. h!! sind zunachst nur auf
[a, c] bzw. [c, b] definiert. Wir definieren sie gemaB Abb. 2.3.2 auch in den Intervallen
[c, b] bzw. [a, c] durch die Wertetabelle

v| ¢ ah=ct+=c b tla ol =ctest
7 n bzw. n .
Y ‘ hn(c> 0 0 Y ‘ 0 0 hn(c)
: j b
M ; {
L o O 1 1
Abb. 232 & c i 5 a e 3

(Abb. 2.3.2). Dann sind Al h! und h, := h] + h] nichtnegative Funktionen aus
Eola,b]. Wegen (2.3.14) und (2.3.12) ist

o — fal S B+ hy = ha, (2.3.15)
Auf Grund von (2.3.2) ist

/bh%(m)dx = /Ch;l(a:)da: +/bh;(a:)daj
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2.3 Integration tber Teilintervalle

Das zweite Integral auf der rechten Seite gibt den Inhalt des schraffierten Dreiecks in
Abb. 2.3.2 an, d.h., es ist

R (c) hy(c) b—c

2 n

(5~ ) =

b
/h;(x)dx =

In Verbindung mit (2.3.13) folgt

b
Tblggo/h’,b(:c)dx =0
und ebenso zeigt man, dass

b
lim /hg(x)d:c =0

n—oo

ist. Fiir die Funktionen h,, = h!, + h! gilt dann ebenfalls

n—oo

b
lim /hn(x)dx =0

Diese Beziehung besagt in Verbindung mit (2.3.15), dass (f,) eine Riemannsche Na-
herungsfolge von ¢ im Intervall [a, b] ist. Mit Satz 2.1.1 ergibt sich ¢ € Ela,b], was
zu beweisen war.

Fir ein beschranktes Intervall I mit den Begrenzungspunkten «, [ heiBt die reelle Zahl
m(l):=p—« (2.3.16)

die Lange des Intervalls. Dabei kann I eines der Intervalle [, 5], [a, 8), (o, 5] oder
(e, B) sein. So ist beispielsweise

[, ) ={reR:a<z<f}

und analog sind die anderen Intervalle definiert. Es ist zweckmaBig, die Einermenge {«}
als "entartetes" Intervall [a, a] aufzufassen und ihm entsprechend (2.3.16) die "Lange"
null zuzuordnen.

Es sei A eine Teilmenge von R. Dann heiBt die durch

1 fuar z€ A
xa(x) .—{ 0 fir x¢ A (2.3.17)

definierte reelle Funktion y 4 die charakteristisch Funktion der Menge A.

Satz 2.3.3. Die charakteristische Funktion eines jeden in [a, b] enthaltenen Intervalls [
ist Uber [a, b] Riemann-integrierbar und es gilt

/Xf(g;)dx = m(I) (2.3.18)

a
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2.3 Integration tber Teilintervalle

Beweis. Das Intervall I habe die Begrenzungspunkte «, S mit a < 3.

Mit eventueller Ausnahme der Punkte «, 5 nimmt die Funktion x; in den Intervallen
la, ] und [, 0] bzw. [a, 3] den konstanten Wert 0 bzw. 1 an. Sie ist also auf Grund
von Aufgabe 2.2.2 {iber jedes dieser Intervalle Riemann-integrierbar.

Nach Satz 2.3.2 gilt x; € Fla,b], und aus Satz 2.3.1 und Aufgabe 2.2.2 folgt

« B
/bxj(x)dx = /X[(:c)dx+/X1(a:)da:+/bxj(x)dx
B

:f@dz+/ﬁldx+/b0dx=5—a=m(1)
a « 153

womit der Satz bewiesen ist.

Eine auf [a, 0] definierte reelle Funktion 7 heiBt eine Treppenfunktion, wenn sich 7 in
der Form .
T =Y CrXI, (2.3.19)
k=1

darstellen lasst, wobei ¢y, ..., ¢, reelle Zahlen und Iy, ..., I, in [a, b] enthaltene Intervalle
sind. Dabei wollen wir zulassen, dass auch entartete Intervalle der Form [ay, b;] mit
ap = by auftreten.

Ist beispielsweise [a,b] = [0,4]und I = [0,1], [, = (1,2], [o = [3,4), c1 = 1, co = —1,
c3 = 2, so ist

T=XIL — XIL, T 2X13
die in Abb. 2.3.3 dargestellte Treppenfunktion.

Abb. 2.3.3

Satz 2.3.4. Jede auf [a, b] definierte Treppenfunktion 7 der Form (2.3.19) ist iber [a, 0]
Riemann-integrierbar, und es gilt

b n
J(r) = / r(x)dw = ];1 crm(Iy) (2.3.20)

Beweis. Da auf Grund von Satz 2.3.3 die Funktionen x;_ in Ela,b] liegen, gilt auf
Grund von Folgerung 2.2.3 stets 7 € Fla, b], und es ist

J(r)=1J (é Ck:XIk) = Xn: crd (X1-k)

k=1
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2.4 Integration stetiger Funktionen

In Verbindung mit (2.3.18) ergibt sich hieraus die Behauptung (2.3.20).
In (2.3.20) kann J(t) als Summe der Inhalte von n Rechtecken gedeutet werden.

Aufgabe 2.3.1. Man untersuche, ob die durch

1 fur >0
sgn(z) =< 0 fir =0
-1 fiur 2 <0

definierte reelle Funktion tber jedes Intervall [a, b] mit a < 0 < b Riemann-integrierbar
ist, und berechne gegebenenfalls das Riemannsche Integral dieser Funktion (Abb. 2.3.4).

2
|

g B B

O F

| 0 b
-
Abb. 2.3.4

Aufgabe 2.3.2. Die Funktion f € Ejy|a, b] sei durch die Wertetabelle

z|1 2 4

Y ‘ 3 -1 5
definiert. Man berechne )

[ F2)da

1

Aufgabe 2.3.3. Man zeige, dass fir jede Funktion ¢ € Ela,b] und je drei Punkte
1, o, C3 € |a, b] die Identitat

[e@)de + [ p(2)dz+ [ p(a)de =0 (2.3.21)
erfillt ist.

2.4 Integration stetiger Funktionen

Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion ¢ heiBt auf [a, b] stetig genau dann, wenn sie
folgende Eigenschaft besitzt:

Fir jede konvergente Folge x,) mit z,, € [a,b] konvergiert die Folge (p(z,)) der
zugehorigen Funktionswerte gegen ¢(x), wobei = € [a, b] der Grenzwert der Folge (z,,)
ist, d.h., wenn stets

% ( lim xn) = lim ¢(zn)

n—oo

gilt.
Jede auf [a, b] definierte reelle Funktion ¢, zu der es eine nichtnegative reelle Zahl M
mit der Eigenschaft (2.1.29) gibt, ist stetig, denn fiir z, z,, € [a, ] ist

jp(x) — ()| < M|z — 2y
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2.4 Integration stetiger Funktionen

und aus z = lim =z, folgt ¢(x) = lim @(z,). Insbesondere folgt somit aus Satz 1.1.4,
n—oo n—o0
dass jede Zackenfunktion f € Eyla, b] stetig ist.

Die Menge aller auf [a,b] stetigen Funktionen ¢ wird mit C[a,b] bezeichnet. Aus
0, € Cla,b] und X\ € R folgt stets A\p, ¢ + ¢, b € Cla, b].
Dies ergibt sich aus den Grenzwertsatzen fiir konvergente Zahlenfolgen.

Ein zentraler Satz der Riemannschen Integrationstheorie besagt, dass jede auf [a, b]
stetige Funktion Uber [a, b] Riemann-integrierbar ist. Es gelten also die Inklusionen

Eyla,b] C Cla,b] C Ela, b (2.4.1)

Um diesen Satz beweisen zu kénnen, missen wir einige Eigenschaften stetiger Funk-
tionen bereitstellen, wobei der nachfolgende Hilfssatz niitzlich ist.

Satz 2.4.1. Ist p € Cla,b] und (z,,) eine Folge mit x,, € [a,b], so gibt es eine Teilfolge
(xp,) von (z,) und ein = € [a, b] mit

= k:h—{go Ty, und o(x) = kh_}Iglo ©(Tp, ) (2.4.2,2.4.3)
Beweis. Die Folge (x,,) ist beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraB besitzt
sie dann eine gegen eine reelle Zahl = konvergierende Teilfolge (x,, ). Dann ist (2.4.2)
erfllt.

Wegen a < z,, < b gilt auch a <z < b. Aus (2.4.2) und der Stetigkeit von ¢ folgt
(2.4.3), womit der Satz bewiesen ist.

Satz 2.4.2. Jede Funktion ¢ € Cfa,b] ist beschrankt. Ferner gibt es reelle Zahlen
¢, ¢" € a,b], in denen die Funktion ihr Minimum bzw. Maximum annimmt. Fir alle
x € [a,b] gilt demnach

p(&') < p(x) < (&) (2.4.4)

Beweis. Nehmen wir an, die Funktion ¢ sei nicht nach oben beschrankt. Dann gibt es
reelle Zahlen z,, € [a,b] mit |p(z,)| < n.

Jede Teilfolge der Folge (¢(z,,)) ist also unbeschrankt. Das ist aber ein Widerspruch
zur Formelzeile (2.4.3) von Satz 2.4.1. Somit ist ¢ nach oben beschrankt.

Ist ¢ die kleinste obere Schranke des Wertebereichs von ¢, so gibt es eine Folge ()
mit @, € [a,b] und mit ¢ — 2 < p(x,) < ¢, woraus

o= Jim olz)

folgt. Auf Grund von Satz 2.4.1 gibt es zur Folge (z, eine Teilfolge (x,,) und ein
x € [a,b] mit den Eigenschaften (2.4.2) und (2.4.3). Setzen wir " := z, so gilt

€= nlggo p(rn) = c= lim p(wn,) = (£)

n—oo

Da c¢ die kleinste obere Schranke ist, gilt fiir x € [a, b] stets

p(z) < =)
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2.4 Integration stetiger Funktionen

d.h., die Funktion ¢ nimmt im Punkt £” ihr Maximum an. Analog wird die Existenz
von &' bewiesen.

Satz 2.4.3. Es sei ¢ € Cla,b]. Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine
positive reelle Zahl § mit folgender Eigenschaft:
Fur alle z, 2’ € [a,b] mit |z — z1] < J gilt

o(z) = p(a’)| = ¢ (2.4.5)

Beweis. Es sei ¢ > 0. Nehmen wir an, zu jeder positiven reellen Zahl § gebe es reelle
Zahlen x, 2’ € [a,b] mit |x — 2/| < 0 und

o(x) — p(a’)] > &
Dann koénnen wir insbesondere zu § := % reelle Zahlen z,,, z!, € [a, b] mit

1
o =z < und () = e(an)] > € (2.4.6)

finden. Zur Folge (z,,) gibt es eine Teilfolge (x,,) und ein = € [a,b] mit den Eigen-
schaften (2.4.2) und (2.4.3). Aus (2.4.6) folgt

|xnk_x |<7

und demnach hat die Folge (x,,) denselben Grenzwert wie die Folge (z,, ), d.h., es ist
auch z = lim 7, und damit

p(z) = lim o(z), )

k—o00
Die Folgen (¢(zn,)) und (o(17, )) haben also denselben Grenzwert o(z), und folglich
ist
lim [p(n, ) — (7, )] = 0

k—o0

Das ist aber ein Widerspruch zu (2.4.7), und der Satz ist bewiesen. Er wird gewohnlich
Satz von der gleichmaBigen Stetigkeit genannt.

Satz 2.4.4. Es sei ¢ € Cla,b]. Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine
natiirliche Zahl ng, so dass

o —fal <€ (2.4.8)
ist, wobei f,, die Stiitzstellenfunktion von ¢ auf der dquidistanten Zerlegung Z, von
[a, b] mit n > ng ist.

Beweis. GemaB Satz 2.4.3 konnen wir zu ¢ eine positive reelle Zahl § mit
€

[p(x) = wla')] < 5 (2.4.9)

fur alle z, 2" € [a,b] mit |z — 2’| < § finden. Wir wahlen ein ny mit

b—a

no

<0
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2.4 Integration stetiger Funktionen

und bilden die aquidistante Zerlegung
In: a=xp<x1<..<x,=0>

mit n > ng. Zu jeder Zahl x € [a, b] gibt es ein k mit x;_; < x < xg41. Nach Satz
1.1.5 ist

lp(z) = fal2)] < () — p(zr-1)] + |p(x) — (z)]
und da

b—a b—a
T — 21| S ap — )1 = < < o —ap| <ap — a1 <6
n N

ist, folgt unter Berlicksichtigung von (2.4.9) die Abschatzung

(@) = fula)| < S +5 =¢

Die reelle Zahl = € [a, b] war aber beliebig gewahlt. Daher ist auch (2.4.8) erfillt.

Satz 2.4.5. Jede auf [a, ] stetige reelle Funktion ¢ ist tber [a, b] Riemann-integrierbar,
und es ist

b
b—a & b—
/ap(sc)d:c = lim ¢ d (a + ak) (2.4.10)
a k=1

n—o0 n n

Beweis. Es sei f,, die Stiitzstellenfunktion von ¢ auf der aquidistanten Zerlegung Z,,.
Das Maximum ¢, der stetigen Funktion |p — f,| werde im Punkt &, angenommen.
Dann gilt stets |p(x) — fu(z)] < ¢,, also

o — ful < cn (2.4.11)

Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl ¢ wahlen wir die Zahl ny entsprechend
Satz 2.4.4. Fir n > ng ist dann |p — f,,| < &, also auch

cn = |¢(n) — fu(&n) < ¢

und folglich ist (¢,) eine Nullfolge. Dann ist aber auch
b
Ji_{lgo/cndflf = lim ¢, (b—a) =0 (2.4.12)

Die Beziehungen (2.4.11) und (2.4.12) besagen, dass (f,) eine Riemannsche Néhe-
rungsfolge von ¢ und damit ¢ € E|a,b] ist. Die Integrale J(f,) konnen wieder in der
Form (2.1.32) dargestellt werden. Der Grenziibergang n — oo ergibt unter Beriicksich-
tigung von (2.1.17) die Behauptung (2.4.10).

Zum Schluss dieses Abschnitts beweisen wir den sogenannten Zwischenwertsatz fiir
Funktionen aus Cla, b], da er ebenfalls fir die Integralrechnung von Bedeutung ist.

Satz 2.4.6. Es sei ¢ € C[a,b]. Dann wird jede zwischen dem Minimum und dem Ma-
ximum des Wertebereiches liegende reelle Zahl ¢ an mindestens einer Stelle £ € [a, b]
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2.4 Integration stetiger Funktionen

als Funktionswert angenommen.

Beweis. Mit den Bezeichnungen von Satz 2.4.2 gilt nach Voraussetzung ¢(¢') < ¢ <
©(&"). Wir kénnen etwa & < £ voraussetzen. Dann setzen wir

ap = ¢ : by :=¢&"
Ist nun ) )
% do + b <c bzw. %) do + % > c
2 2
so setzen wir h
aq :CL02 0 s blz—b—O
bzw.
ap + by
aj 1= ag , by = 5

Wegen ag < by gilt im ersten Fall

bl—alzbo—alzbO;aO >0
bzw. im zweiten Fall -
bl—alzbl—a0:02a0>0
also in beiden Fallen
ap < ap < by < by ; bl—a1:b0;a0

und
plar) <c<p(b)

In dieser Weise seien die reellen Zahlen ay, ..., a,, bo, ..., b, mit den Eigenschaften

bn —
0 2n“° (2.4.13)

@(an) <c< @(bn) (2.4.14)

ap < ...<a, <b, <..<b , by — a, =

konstruiert. Je nachdem, ob

@(a; )Sc bzw. gp(a;— >>c

a, + b,
Ap+1 ‘= 2 y

ist, setzen wir

bzw.

Gpy1 = Gp ) anrl =
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2.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung. Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung. Integrationsmethoden

Die in dieser Weise induktiv definierten Zahlenfolgen (a,,), (b,) bilden eine Intervall-
schachtelung, und folglich existiert ein ¢ mit a < a, <& < b, <b und

¢ = lim a, = lim ¢(b,)

n—o0 n—oo

Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt

p(§) = lim p(a,) = lim ¢(b,) (2.4.15)

n—o0 n—o0

Aus (2.4.14) folgt unter Beriicksichtigung von (2.4.15)

(&) <z < p(§)

d.h., esist (&) = ¢, womit der Satz bewiesen ist.

2.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung. Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Integrationsmethoden

Mit Satz 2.4.5 haben wir bewiesen, dass sich des Riemannsche Integral J(y) jeder
Funktion ¢ € Cla, b] mit Hilfe der Formel

J(p) = /bgo(x)dx = lim " ¢ ég@ (a + b ; ak) (2.5.1)

berechnen lasst. Allerdings ist der damit verbundene Rechenaufwand haufig sehr auf-
wendig.

Wir werden mit Hilfe der Umkehrung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung eine Methode entwickeln, die fiir gewisse stetige Funktionen eine wesentlich
einfachere Berechnung des Riemannschen Integrals gestattet, als dies mit der Formel
(2.5.1) der Fall ist.

Um den Hauptsatz beweisen zu konnen, miissen wir zunachst den Mittelwertsatz der
Integralrechnung bereitstellen.

Satz 2.5.1. Es sei ¢ € Cla,b]. Dann gibt es ein £ mit £ € [a, b] und

b
[ e(@)de = (b—a)e(€) (252)

Beweis. Auf Grund von Satz 2.4.2 nimmt die Funktion ¢ auf [a,b] ihr Minimum K
und ihr Maximum K5 an, d.h., es gilt fir alle = € [a, b]

Ky <¢(x) < Ko

Beriicksichtigung von (2.2.20) ergibt

Ki(b—a) < /bbw(az)daz < Ks(b—a)
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Hieraus folgt

b
1
K, < b_aa/go(x)dx < Ko

Da nach Satz 2.4.6 eine auf [a, b] stetige Funktion ¢ jeden Wert zwischen ihrem Mini-
mum K7 und ihrem Maximum K3 mindestens einmal annimmt, gibt es ein £ € [a, b],
so dass

b
o(€) = s [ pla)dr (253)

ist. Hieraus folgt (2.5.2), womit der Satz bewiesen ist.
Die rechte Seite der Formel in (2.5.3) heiBt der Mittelwert M?(¢) der Funktion ¢ im
Intervall [a, b)].

Ist ¢ € Cla,b] und @(x) > 0 fur alle x € [a,b], so besagt der Mittelwertsatz der
Integralrechnung anschaulich, dass der Inhalt der Punktmenge

M:={P(z,y):a<z<bund 0 <y <gp(x)}

gleich dem Inhalt eines Rechtecks mit der Grundlinie b—a und der Hohe ¢(&) ist, wobei
¢ ein passend gewahlter Punkt aus dem Intervall [a, b] ist (Abb. 2.5.1).

Y4

77
7

=1 X

Abb. 2.5.1 a § b

Wir geben den Mittelwertsatz der Integralrechnung noch in einer anderen Fassung an.

Satz 2.5.2. Es sei p € Cla,b], und es seien g, xo + h € [a,b] mit h # 0. Dann gibt es
eine reelle Zahl 8 mit 0 < 6 <1 und
zo+h
/ o(x)dx = hp(zg + 6h) (2.5.4)
xo
Beweis. a.) Es sei h > 0. Dann ist [z, o + h| C [a,b], und auf Grund von Satz 2.5.1
gibt es ein & mit & € [z, o + h] und

zo+h
| e(@)dw = (o + h — 20)e(€) = hp(€)

Zo

wobei sich £ in der Form £ = z¢ + 6h mit 0 < 0 < 1 darstellen Iasst.

b) Es sei h < 0. Dann ist [z + h, ] C [a, b], und auf Grund von a) gibt es eine reelle
Zahl 6" mit 0 < 6* <1 und

Zo

| el@ydz = [zo = (w0 + W)][(xo + h) + 0" (20 — (20 + h))] = —hiplwo + (1 — 6]

xo+h
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Beriicksichtigung von (2.3.11) liefert

o(x)dx = hplzg+ (1 — 0)h] (2.5.5)

xo

Setzen wir § :=1—0*,soist 0 < 6 <1, und (2.5.5) geht dber in (2.5.4), womit der
Satz bewiesen ist.

Es sei ¢ eine auf [a,b] definierte reelle Funktion. Eine reelle Funktion ® heiBt eine
Stammfunktion von ¢ auf [a, b] genau dann, wenn ®'(z) = p(z) ist fur alle x € [a, b],
wobei in den Randpunkten nur einseitige Differenzierbarkeit gefordert wird.

So sind beispielsweise die Funktionen

1 1
Oy (x) = gx?’ +2 : Py(x) = §x3 +1

Stammfunktionen der reellen Funktion ¢(z) = 2% auf [—2, 4], da fiir alle z € [~2, 4]
O () = Py(x) = 2

ist.

Dieses Beispiel zeigt, dass Stammfunktionen, falls sie existieren, nicht eindeutig be-

stimmt sind. Es gilt aber der

Satz 2.5.3. Sind ®;, Py Stammfunktionen derselben Funktion ¢ € Cla,b], so unter-
scheiden sich @1, ®5 auf [a, b] nur um eine additive reelle Konstante.

Beweis. Setzt man ¥ := ®; — ®9, so ist

V'(z) = @y (x) — Py(x) = p(x) — p(x) =0
fur alle = € [a, b]. Hieraus folgt VU (z) = ¢ fir alle = € [a, b].

Satz 2.5.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
Es sei ¢ € Cla,b]. Dann ist die durch
= / o(t)dt

mit D(®) = [a, b] definierte reelle Funktion ® eine Stammfunktion von ¢ auf [a, b].

Beweis. Fir alle 2,z + h € [a,b] mit h # 0 ist
z+h

[t~ [

Beriicksichtigung von (2.3.11) (2.3.1) und Satz 2.5.2 der Reihe nach liefert

O(x+h) —®(x)
h h

a z+h
@(x+h]z a/ dH/SO flb x/gp(t)dtnL Zso(t)dt
}lljhgp —hgo(x+'9h) (I+9h)
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Da die Funktion ¢ auf [a, b] stetig und 0 < 6 < 1 ist, gilt
lim p(z + 6h) = p(z)
h—0
Somit ist o -
(et h) - @)
h—0 h

Dies besagt, dass ®'(x) = p(z) ist fir alle x € [a,b], d.h., ® ist eine Stammfunktion
von ¢ auf [a, b], womit der Satz bewiesen ist.

p(r)

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt, dass jede auf [a, ] stetige
reelle Funktion ¢ eine Stammfunktion besitzt und dass man mit Hilfe des Riemann-
schen Integrals eine Stammfunktion von ¢ konstruieren kann. Ist umgekehrt von einer
Funktion ¢ € C|a, b] eine Stammfunktion ® bereits bekannt, so liefert die nachfolgen-
de Umkehrung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung ein bequemes
Mittel fir die numerische Berechnung des Riemannschen Integrals der Funktion .

Satz 2.5.5. Es sei ® eine Stammfunktion der Funktion ¢ € Cla,b]. Dann ist

b
/ p(z)dz = B(b) — d(a) (2.5.6)
Beweis. Auf Grund von Satz 2.5.4 ist auch
U(z) = /gp(t)dt

mit D(V) = [a, b] eine Stammfunktion von ¢ auf [a, b]. Wegen Satz 2.5.3 unterscheiden
sich beide Stammfunktionen ® und ¥ von ¢ auf [a,b] nur um eine additive reelle
Konstante ¢, d.h., es gilt

U(r)=®(x)+c

fur alle = € [a, b]. Insbesondere ist wegen (2.3.10)

®(a)+c=V(a) = /go(:c)dsc =0

Hieraus folgt ¢ = —®(a). Ferner ist

womit der Satz bewiesen ist.

Setzt man
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so nimmt (2.5.6) die fiir das praktische Rechnen sehr vorteilhafte Form

an.

Beispiel 2.5.1. Die reelle Funktion
1

d(x) =
(x) w1t

ist eine Stammfunktion der stetigen Funktion ¢(z) = 2 auf [a, b], wobei « eine reelle
Zahl mit a # —1 bedeutet und das Intervall [a, b] so gewahlt ist, dass die Funktionen
¢ und ® auf [a, b] definiert sind. Dies besagt, dass das Intervall [a, b] beliebig gewahlt
werden kann, falls « eine natiirliche Zahl ist. Ist « eine negative ganze Zahl, so muss
0 <a<bodera<b< 0 gelten. Ist a nicht ganzzahlig, so muss 0 < a < b sein.

Auf Grund von Satz 2.5.5 gilt dann

b
/xo‘da: =

Fir @« = 0 bzw. a = 1 bzw. o = 2 geht (2.5.7) lber in (2.1.26) fir ¢ = 1 bzw. in
(2.1.27) bzw. in (2.1.33).

a+1

1
—z
a—+1

=b
z ba+1 . aa+1

T ar1 (257)

a+1

r=a

Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion ¢ heiBt auf [a,b] stetig differenzierbar genau
dann, wenn ¢ € C|a, b ist.
Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satz 2.5.5 ist der

Satz 2.5.6. Es sei ¢ eine auf [a, b] stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

[ ¢ @)z = [p(@)]i=h = ¢(b) - ¢(a) (258)

In den folgenden Formeln muss das Intervall [a, b] so gewahlt sein, dass die Funktionen
¢ und @ auf [a, b] definiert sind:

b

d
/i:1n|b|—1nyay (a<b<0oder0<a<b) (2.5.9)
x
b
/exdx —eb e (2.5.10)
b
/cos xdr =sinb —sina (2.5.11)
b
/sin xdr = —cosb+ cosa (2.5.12)
b
dx
/ = arcsin b — arcsina (2.5.13)
Vi
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d
/ . +xx2 = arctan b — arctana (2.5.14)

In den beiden folgenden Satzen beweisen wir zwei wichtige Integrationsmethoden, die
partielle Integration und die Integration durch Substitution.

Satz 2.5.7. Es seien ¢, v auf [a, b] stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
[ el (@)dz = o(B)d) — pla)b(a) — [ ¢ (@)i(a)de (2.5.15)

Beweis. Da die Funktionen 1)’ und /v als Produkte stetiger Funktionen wieder stetig
sind, gilt auf Grund von Satz 2.4.5 zunachst v/, ¢/, ¢ € FEla,b]. Ferner ist unter
Beriicksichtigung von Satz 2.2.3b und Satz 2.5.6

b b
[ ety dx+/¢ / ¢ (2)(@)]de
b
= [lpt)p @) dr = [p()p(2))i= = pB)0(0) ~ pla)i(a)
Hieraus folgt schlieBlich (2.5.15).
2
Beispiel 2.5.2. Wir berechnen [ ze*dx. Dazu setzen wir
1
pla) =x ,  Plx)=¢
Es ist dann
Pla)=1 , JYa)=¢
und damit
2
/xe“;d:r— [xe”]? —/ e’dr = 2e* —e — ["]*Z2 =2 —e — (% —e)
1

2
also [xe®dx = €.
1
2
Beispiel 2.5.3. Wir berechnen [Inzdz. Um (2.5.15) anwenden zu kdnnen, missen wir
1

In x als Produkt einer Funktion ¢ und der Ableitung einer Funktion v darstellen. Wir
konnen etwa

p(r) :=Inx : U(x) =z
wahlen. Damit ist 1
Ja =t =1
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und wir erhalten
/lnxdx—[xlnx —/dx-Zan—lnl—[]Z%
Wegen In1 =0, 2In2 =1In4 ist
2
/lnxd:v:ln4—1
1

Satz 2.5.8. Es sei ¢ € Cla,b]. Gibt es eine auf einem Intervall [a, b] definierte streng
monotone stetig differenzierbare Funktion ¢ mit () = a, ¥(8) = b, so ist

b

B
[e@)de = [ o) (2)dz (25.16)

Beweis. Auf Grund von Satz 2.5.4 besitzt ¢ eine Stammfunktion ® auf [a, b], und wegen
Satz 2.5.5 gilt (2.5.6). Da &' = ¢ ist, erhalten wir

[@((2))]" = D((2))¢'(2) = o(1h(2))¢'(2)
Beriicksichtigung von (2.5.8) und (2.5.6) ergibt

B B
[ e () = [[@(()]dz = B(4(8)) - B((0))

womit der Satz bewiesen ist.

Zur Berechnung des Integrals auf der linken Seite von (2.5. 16) ersetzt man also die
Variable = durch die Substitutionsfunktion = 1(2) und multipliziert anschlieBend
mit der Ableitung der Substitutionsfunktion 1. Die neuen Grenzen «, 3 miissen den

Bedingungen ¢(«) = a und () = b geniigen.

4
Beispiel 2.5.4. Wir berechnen [eV®dz. Die auf dem Intervall [1,2] streng monoton

1
wachsende stetig differenzierbare Funktion

geniigt den Bedingungen ¢ (1) = 1, ¥(2) = 4. Wegen ¢)/(z) = 2z gilt demnach

feﬁdac = /Qe@dz = 2/22’6de
1 1 1
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Beriicksichtigung von Beispiel 2.5.2 liefert .

4
/eﬁdx = 2¢2
1

1
Beispiel 2.5.5. Wir berechnen [ /1 — \/xdx. Die auf dem Intervall [07 %} streng mono-
0

ton wachsende stetig differenzierbare Funktion
x=1)(z) :=sin? 2

genligt den Bedingungen ¢ (0) =0, ¢ (g) = 1. Wegen v/(z) = 4sin® z cos z und

\/1—Vsin4z:\/1—sin2z:cosz

gilt demnach
1 7!'
/ 1 —adr = / cos® z sin zdz-4/cos 2(1 — cos® 2) sin zdz
0 0 0

=4 / cos® zsin zdz — / cos? z sin zdz]
10 0

r

[ 2 /
=4 / —lcos z dz—/ —100552 dz
0 3 0 5

Aufgabe 2.5.1. In
©(x) == ag, a1 + agx® + azx’

seien ag, a1, ag, ag beliebige reelle Zahlen. Man beweise, dass ¢ € E|a,b] und

b b—a a+b

[ otz =52 |ota)+ 4p (“57) + 90

a

ist.

Aufgabe 2.5.2. Die Bilder der Funktionen ¢(z) = 22, v(x) = /z bilden fiir alle
reelle Zahlen x mit 0 < x < 1 den Rand einer Punktmenge M. Man berechne den
Flacheninhalt von M (Abb. 2.5.2).

Abb. 2.5.2
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1
1
Aufgabe 2.5.3. Man berechne / + \/de.
x
1
1

Aufgabe 2.5.4. Man beweise durch vollstandige Induktion nach n, dass fir alle von null
verschiedenen natiirlichen Zahlen m,n stets

min!

e (2.5.17)

1
/(1 —x)"z"dr =
0

ist.

2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals
Fir eine beliebige auf [a, b] definierte beschrankte reelle Funktion ¢ und eine Zerlegung
Z: a=x9<11<..<Tp=0> (2.6.1)

fihren wir die folgenden Bezeichnungen ein. Das Maximum der in der Zerlegung (2.6.1)
auftretenden Intervalllangen bezeichnen wir mit d(Z), d.h., wir setzen

d(Z) = max (T — Tp—1) (2.6.2)
Diese Zahl ist ein MaB fiir die "Feinheit" der Zerlegung ~Z.
Die groBte untere bzw. die kleinste obere Schranke der Menge aller Funktionswerte
o(z), die im Intervall

Ik = [.ka,l,xk] (263)
angenommen werden, bezeichnen wir mit ¢(I;) bzw. B(1)). Die reelle Zahl
S(Z) = o(Ii)(xy — zx-1) (2.6.4)
k=1
bzw. .
S(Z) =>o(Ii)(xk — x-1) (2.6.5)
k=1

heiBt die Untersumme bzw. Obersumme der Funktion ¢ auf der Zerlegung Z.
Wenn mehrere Funktionen auftreten, schreiben wir S(Z, ) bzw. S(Z, ) an Stelle von
S(Z) bzw. S(Z). Sind & beliebige Punkte mit

Tpo1 < & < (2.6.6)
SO nennen wir
S(2) = kil (&) (25 — 1) (2.6.7)
eine Zwischensumme der Funktion ¢ ;uf der Zerlegung Z. Wegen (2.6.6) gilt
e(lk) < (&) < P(lk)

(Abb. 2.6.1), und auf Grund von (2.6.4), (2.6.5) und (2.6.7) ist
S(Z)<S5(2)<8(2) (2.6.8)
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yA '
|
| \9"
|
o (1)
o) 9 (&)
Abb. 2.6.1 Y1 & 4

Diese drei Zahlen koénnen als Summe der (mit Vorzeichen versehenen) Inhalte von n
Rechtecken gedeutet werden. Die Formel (2.6.8) besagt, dass S(Z) bzw. S(Z) eine
untere bzw. obere Schranke der Menge aller Zwischensummen von ¢ auf 7 ist.
Wir zeigen, dass es sich sogar um die groBte untere bzw. kleinste obere Schranke
handelt. Ist ¢ eine positive reelle Zahl, so wahlen wir entsprechend der Definition von
(1) einen Zwischenpunkt &, € I;; mit

£

e(&r) — e(Ix) < —

Multiplizieren wir mit x; — xx_1 und summieren anschlieBend (iber k£ von 1 bis n, so
erhalten wir, wenn wir die Definitionen (2.6.7) und (2.6.4) beriicksichtigen,

n

S(Z) - S(Z

Tp — Tp_1) =€ bzw. S(Z)< S(Z)+¢

Die reelle Zahl S(Z) + ¢ ist also keine untere Schranke fiir die Menge aller Zwischen-
summen, d.h., S(Z) ist die groBte untere Schranke. Analog wird die Behauptung fir
S(Z) bewiesen.

Die bisherigen Definitionen und Satze liber Zerlegungssummen reichen aus, um das
Riemannsche Integral einer Funktion ¢ € Ela, b] numerisch zu berechnen. Der folgen-
de Satz besagt, dass die Zwischen-, Unter- und Obersummen bei einer unbegrenzten
"Verfeinerung" der Zerlegung gegen das Integral von ¢ streben. Spezialfalle dieses all-
gemeinen Satzes wurden bereits frither bewiesen.

Satz 2.6.1. Es sei ¢ € Fla,b] und (Z,) eine Folge von Zerlegungen des Intervalle [a, b]
mit

lim d(Z,) =0 (2.6.9)
Dann ist ,
/ p(r)de = lim S(Z,) = lim S(Z,) = lim 5(Z,) (2.6.10)

wobei die Zwischenpunkte zur Bildung von S(Z,) beliebig gewahlt werden kénnen.
Speziell ist

/gp dx—ggrgob_a2¢( b= ) (2.6.11)

Beweis. Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl £ wahlen wir Funktionen f, g €
Eo[a, b] mit

f<e<g , Jg—-f)< (2.6.12,2.6.13)

DO ™
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

Ferner bestimmen wir gemaB Satz 1.1.4 zur Zackenfunktion f bzw. g eine nichtnegative
reelle Zahl My bzw. My mit

[f(z) = f@) < Mz —2'|  bzw.  |g(z) — g(2')| < My|z — 2|

fur alle z, 2" € [a, b]. Mit M bezeichnen wir das Maximum der beiden Zahlen My, M.
Es sei (2.6.1) eine Zerlegung von [a, b]. Wir greifen ein festes Intervall [zj_1, x1] heraus.

Fir §, @ € [z—1, 23] ist ©(&) < g(&k) und f(2) < ¢(z), also

(&) —(x) < g(&) — f(x) = g(z) — f(2) + 9(&) — g(x)
<g(z) = f(z) + |9(&) — 9(z)| < g(z) — f(z) + M|&) — x|
< g(x) = f(x) + M(zp — 2p-1) < g(x) — f(z) + Md(Z)

Mit Folgerung 2.2.1 und Satz 2.2.3 erhalten wir

Tk Tk
p(&) [ dx— z)dr < )dx +Md(Z) | dx
CCk-/l CC/1 $/1 xk/l
bzw.
(&) (T — Tp-1) — / r)dr < / Vde + Md(Z)(xr — x—1)
Tk—1 Tk—1

Summation Gber k von 1 bis n ergibt, wenn wir (2.6.7) und Satz 2.3.1 beriicksichtigen,
S(Z)—J(p) < J(g— f)+Md(Z)(b—a)
Mit (2.6.13) folgt

S(Z) — J(p) < ; + Md(Z)(b— a) (2.6.14)

Fir x, & € [xg—1, xk] ist andererseits
ple) = $(6) < 9l2) = (&) = 9(x) — () + f(2) - F(&)
< g(@) = flx) + [f (@) = f(&)] < g(z) — f(z) + Md(Z)
Analog wie oben gilt dann

Tk

/ o(z)dr — (&) (2r — Tp-1) / lg(x x)|de — Md(Z)(xy, — Tx—1) bzw.
J(p) = S(Z) < J(g— f) + Md(Z)(b— a)
J(p) - S(7) < ; + Md(Z)(b— a) (2.6.15)

Eine Zusammenfassung von (2.6.14) und (2.6.15) ergibt

T() = S(2)] < 5 + Md(Z)(b— a)
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

Da Z beliebig gewahlt war, ist auch
7() = S(Z)| < 5+ Md(Z,)(b - a)

Wegen (2.6.9) gibt es ein 7y mit

DO ™

Md(Z)(b— a) <

fur r > rg. Dann ist
| J(p) = S(Z)] <e

far » > 7p, und hieraus folgt die erste Behauptung (2.6.10). Die Zwischenpunkte

konnen so gewahlt werden, dass

_ 1
0§S@J—S@Q<i bew. 0< 5(Z) ~ S(Z) <

ist. Daher haben auch die Folgen (S(Z,)) und (S(Z,)) den Grenzwert J(y).

(2.6.16)

Wahlen wir speziell die aquidistante Zerlegung Z,, und als Zwischenpunkte & jeweils

die rechten Endpunkte der Intervalle, so nimmt (2.6.7) die spezielle Form

S(Z,) b—az(‘0< b— )

an. Der Grenziibergang n — oo ergibt (2.6.11), und der Satz ist bewiesen.

Satz 2.6.2. Fur jede Funktion ¢ € E]a, b] ist der Mittelwert

gleich dem Grenzwert der Folge der n-ten Mittelwerte

1 & b—a
M) i= g 3o (a2

(Abb. 2.6.2), d.h., es ist

y /

Myg)=42] 3 34 (28 |52 |66

Abb. 2.6.2

(2.6.17)

(2.6.18)
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

/ o(x)dz = (b— a) lim M, () (2.6.19)
Beweis. Zu (2.6.11) addieren wir

. b—a
lim
n—oo n

und erhalten

b

b—a & b—a n+1
! (z)dz = lim — g%@QH— k)z@—ﬂhgg —Ma(y)
Wegen
1
lim = — 1 (2.6.20)
n—oo n
ergibt sich
Lim M, (o) anh_{lc}o/go (2.6.21)

und das ist mit der Behauptung aquivalent.

Die Untersumme bzw. Obersumme einer auf [a,b] definierten beschrénkten reellen
Funktion ¢ auf der Zerlegung (2.6.1) kann als Riemannsches Integral einer Treppen-
funktion dargestellt werden. Setzen wir

v [rk—r,we) fur k=10 -1
Ik - { [xN—17'In> fir k=n (2622)

und
= > )Xy , 7= p(lk)xy (2.6.23,2.6.24)
k=1 k=1
so ist
T<p<T (2.6.25)
und
J(r)=8(2) , JT) =52 (2.6.26)

Abb. 2.6.3

Jetzt konnen wir verschiedene Maglichkeiten fiir die Charakterisierung des Systems der
Riemann-integrierbaren Funktionen angeben.

Satz 2.6.3. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte beschrankte reelle Funktion. Dann sind
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

folgende Aussagen aquivalent.

a) Esist ¢ € Fla,b], d.h., zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gibt es Funktionen f,g €
Epla, bl mit f <o <gund J(g—f) <e.

b) Fiir jede Folge (Z,) von Zerlegungen mit der Eigenschaft (2.6.9) ist die Folge (S(Z;))
bei beliebiger Wahl der zu Z, gehdérenden Zwischenpunkte konvergent.

c) Zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gibt es eine Zerlegung Z mit

S(Z2)—8(2) < ¢ (2.6.27)

Beweis. a) = b): Es sei ¢ € E[a,b] und (Z,) eine Folge von Zerlegungen mit (2.6.9).
Auf Grund von Satz 2.6.1 ist die Folge (S(Z,)) konvergent, da sie gegen J(y) strebt.
Somit gilt b).

b) = c): Fiir jede Folge (Z,) von Zerlegungen mit (2.6.9) sei die Folge (S(Z,)) kon-
vergent. Wir kénnen dann zwei spezielle Folgen (S'(Z,)) und (S”(Z,)) mit

0< S(Z) - S(z) < i 0<S(s) - 8"(2) < (2.6.28)

r

wahlen, da S(Z,) bzw. S(Z,) die gréBte untere.bzw. kleinste obere Schranke aller
Zwischensummen auf der Zerlegung Z’ ist. Die Folge

Zl7 Z17 Z27 Z27
genligt ebenfalls der Bedingung (2.6.9), und gemaB Voraussetzung ist die Folge
S(Zv),5"(Z1),5Z1), 8" (Z2), ...

konvergent. Die beiden Teilfolgen (S'(Z,)) und (S”(Z,)) dieser Folge haben demnach
denselben Grenzwert S. Wegen (2.6.28) haben dann auch die Folgen (S(Z,)) und
(S(Z,)) den Grenzwert S, und es ist

lim (S(Z,) — S(Z,)) =S — S =0

n—oo

Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl ¢ gibt es dann aber ein r mit

S(z) —8(Z,) <e
Somit gilt ¢).

c) = a): Zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gebe es eine Zerlegung (2.6.1) mit der
Eigenschaft (2.6.27). Fur die durch (2.6.23), (2.6.24) definierten Funktionen gelten
dann die Beziehungen (2.6.25) und

JF—1)=JF) - Jr)=52)-S5(Z) <e (2.6.29)

Sie besagen auf Grund von Satz 2.2.5, dass ¢ € Ela,b] ist. Somit gilt a).
Damit ist der Satz bewiesen.
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

Die urspriingliche Definition der Integrierbarkeit von Bernhard Riemann entspricht der
Aussage b). Die Eigenschaft c) wird gewodhnlich das Riemannsche Integrabilitatskrite-
rium genannt.

Das Riemannsche Integral einer Funktion ¢ € Ela,b] kann auch wie folgt definiert
werden.

Satz 2.6.4. Das Riemannsche Integral einer Funktion ¢ € Ela, b] ist die kleinste obere
Schranke der Menge aller Untersummen und die groBte untere Schranke der Menge
aller Obersummen von .

Beweis. Aus (2.6.25) folgt durch Integration und Beriicksichtigung von (2.6.26) die
Beziehung

5(2) = J(z) < J(p) < J(T) = 5(2) (2.6.30)
wobei Z eine beliebige Zerlegung ist. Somit ist J(y) eine obere bzw. untere Schranke
fir die Menge aller Unter- bzw. Obersummen von ¢. Wegen (2.6.30) ist ferner

J(p) =5(2)<8(2)-S(Z)  und  S(Z) = J(p) < 5(2) - S(2)
(2.6.31,2.6.32)
Zu einer vorgegebenen positiven reellen Zahl ¢ wahlen wir eine Zerlegung Z mit
(2.6.27). Wegen (2.6.31) und (2.6.82) gilt dann

J(p) —e < 8(2) : S(Z) < J(p) +¢€

Die reelle Zahl J(¢) — e bzw. J(¢) + ¢ ist also keine obere bzw. keine untere Schranke
fur die Menge aller Untersummen bzw. Obersummen von ¢, d.h., J(¢p) ist die kleins-
te obere Schranke der Menge aller Untersummen und die groBte untere Schranke der
Menge aller Obersummen von ¢, womit der Satz bewiesen ist.

Als Anwendung des Riemannschen Integrabilitatskriteriums beweisen wir die Integrier-
barkeit fiir eine weitere wichtige Klasse von Funktionen und beweisen mit seiner Hilfe,
dass es beschrankte reelle Funktionen gibt, die nicht Riemann-integrierbar sind.

Eine auf [a,b] definierte Funktion heiBt monoton wachsend bzw. monoton fallend
bzw. streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend genau dann, wenn aus
x1, 9 € [a,b] und z1 < x4 stets

p(r1) < @(a2) bzw. @(r1) > w(x2) bzw. @(r1) < P(T2) bzw. P(21) > P(2)

folgt (Abb. 2.6.4). Eine monotone Funktion braucht also nicht stetig zu sein.

ye ’/ar

=X

Abb. 2.6.4 a A
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2.6 Die klassische Definition des Riemannschen Integrals

Satz 2.6.5. Jede auf [a, b] monotone reelle Funktion ¢ ist Uber [a, b] Riemann-integrierbar.

Beweis: Die Funktion ¢ sei etwa monoton wachsend. Fiir jedes Teilintervall einer Zer-
legung (2.6.1) gilt dann p(zr—1) < p(z) < p(z) fir zp—1 <z < a3, d.h., esist

o(xp-1) = (k) ; p(rr) = 0(Ik)

Es folgt

0<5(2)-5(2) = Zl[so(:ck) — p(ee-1))(er — 21-1)

(2) Yleler) — o(re)] = d(2)[o(b) — p(a)]

k=1

e
I

IN
9

Die rechte Seite lasst sich fiir eine hinreichend feine Zerlegung beliebig klein machen,
und der Satz ist damit bewiesen.

Ist ¢ monoton fallend, so ist —p monoton wachsend und demnach auch ¢ € EJa, b)].

Beispiel 2.6.1. Die durch

(z) = 1 fiir « rationale Zahl,

XQW =10 fiir x irrationale Zahl

definierte reelle Funktion g heiBt Dirichletsche Funktion. Mit Hilfe des Riemannschen
Integrabilitatskriteriums beweisen wir, dass die Funktion g tber [0, 1] nicht Riemann-
integrierbar ist.

Beweis. Dazu zeigen wir, dass fiir jede Zerlegung Z von [0, 1] die Ungleichung
5(2) - S(2) > 1 (2.6.33)

gilt. Da fiir jedes Teilintervall I}, von [0, 1] stets (/) = 0 und B(f)) = 1 ist, erhalten
wir

S(Z)y=0 S(Z)=x,—x0=1
Hieraus folgt die Giltigkeit von (2.6.33) fiir jede Zerlegung Z von [0, 1].

Dieses Beispiel zeigt, dass es relativ einfache beschrankte reelle Funktionen gibt, die
nicht Riemann-integrierbar sind. Daher wurde von Henri Lebesque eine Verallgemeine-
rung des Riemannschen Integralbegriffs eingefiihrt.

Der Lebesguesche Integralbegriff ist zwar komplizierter als der Riemannsche Integral-
begriff, hat aber den groBen Vorteil, dass das System der integrierbaren Funktionen
umfassender ist als das System der Riemann-integrierbaren Funktionen.
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3.1 Positive lineare Funktionale

3 Abstrakte Definition des Riemannschen Integrals

3.1 Positive lineare Funktionale

Wir verallgemeinern einige der in den Kapiteln 1 und 2 eingefiihrten Begriffsbildungen.
Wir betrachten reellwertige Funktionen f, die alle auf einer festen Grundmenge X
definiert sind. Dies driicken wir durch die Schreibweise

FiX>R (3.1.1)

aus. Bisher war X stets ein Intervall [a, b]. Jetzt wollen wir auch allgemeinere Grund-
mengen, z.B. die Menge R aller reellen Zahlen oder die Menge R? = R x R aller Punkte
(x,y) der Zahlenebene zulassen.

Definition 3.1.1. Eine Menge E von reellwertigen Funktionen f : X — R heilt ein
linearer Funktionenraum genau dann, wenn mit f, g € E und jeder reellen Zahl X auch

M, f+ge Eist
So sind die Mengen Ey|a, b], Cla,b] und E[a, b] Beispiele fiir lineare Funktionenrdume.

Definition 3.1.2. Ein linearer Funktionenraum E heiBt ein linearer Verband genau dann,
wenn aus f € E stets |f| € E folgt.

Die Mengen Eyla,b], C[a,b] und Ela,b] sind sogar lineare Verbande.

Definition 3.1.3. Ein linearer Funktionenraum FE heiBt eine Funktionenalgebra genau
dann, wenn aus f,g € E stets fg € F folgt. Ist auBerdem |f| € E fir alle f € E, so
heiBt E eine Verbandsalgebra.

So sind beispielsweise C'[a, b] und E|a, b] Verbandsalgebren. Dagegen ist Ey[a, b] keine
Funktionenalgebra, weil das Produkt zweier nichtkonstanter Zackenfunktionen keine
Zackenfunktion ist.

In Abschnitt 1.2 hatten wir festgestellt, dass Jy ein Funktional ist, das jeder Funktion
f € Eyla,b] die reelle Zahl Jy(f) zuordnet. Analog zu (3.1.1) schreiben wir

Jo : Eo[a, b] — R (312)
Definition 3.1.4. Es sei E ein linearer Funktionenraum. Ein Funktional
J:FE—=>R

heiBt ein positives lineares Funktional auf £ genau dann, wenn fiir alle Funktionen
f,g € E und fir alle reellen Zahlen \ die Relationen

JONf) = MNJ(f) (3.1.3)
J(f+9)=J()+JI9) (3.1.4)
J(f) >0, fallsf>oist (3.1.5)

erfullt sind.
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In Abschnitt 1.2 bzw. 2.2 haben wir bewiesen, dass (3.1.2) bzw.
J: Ela,b] - R (3.1.6)
positive lineare Funktionale sind.

Unter den Satzen der Riemannschen Integrationstheorie, wie sie bisher entwickelt wur-
de, gibt es solche, in denen die speziellen Eigenschaften der auftretenden Funktionen
eine wesentliche Rolle spielen. Solche Satze findet man z.B. vorwiegend in den Ab-
schnitten 2.3 bis 2.6.

Daneben gibt es aber andere, in denen im wesentlichen nur die Tatsache bedeutungsvoll
ist, dass Jy bzw. J positive lineare Funktionale sind. Hierzu gehoren u.a. Satze aus den
Abschnitten 2.1 and 2.2. Solche Satze wollen wir im folgenden abstrakt formulieren
und zur Unterscheidung "Theoreme" nennen.

Die bisherigen Beweise wurden bereits so angelegt, dass sie sich ohne Schwierigkeiten
auf den allgemeinen Fall Gbertragen lassen. Die folgenden beiden Theoreme sind ein-
fache Beispiele fiir diesen Sachverhalt.

Theorem 3.1.1. Ist J ein positives lineares Funktional auf dem linearen Funktionenraum
E, so folgt aus f,g € F und f < g stets J(f) < J(g).

Beweis. Vgl. den Beweis von Folgerung 1.2.1.

Theorem 3.1.2. Ist J ein positives lineares Funktional auf einem linearen Verband FE,
so ist fur alle f € E stets |J(f)| < J(|f]).

Beweis. Vgl. den Beweis von Folgerung 1.2.2.

Definition 3.1.5. Ein Funktional J : ' — R heiBt eine Fortsetzung eines Funktionale
Jo : Ey — R genau dann, wenn Ey C FE ist und fir f € Ej stets Jo(f) = J(f) gilt.

Mit Satz 2.1.3 wurde gezeigt, dass das Funktional (3.1.6) eine Fortsetzung des Funk-
tionale (3.1.2) ist.

3.2 Riemannsche Fortsetzung eines positiven linearen
Funktionals

Wir gehen von einem festen positiven linearen Funktional Jy auf einem linearen Funk-
tionenraum FEj von Funktionen f : X — R aus, ohne dass wir diese Voraussetzung in
den folgenden Definitionen und Theoremen nochmals erwahnen.

Definition 3.2.1. Eine Funktion ¢ : X — R heit Riemann-integrierbar beziiglich Jj
genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl € Funktionen f,g € E, mit den
beiden Eigenschaften

f<e<g und  Jo(g—f)<e (3.2.1,3.2.2)

gibt.
Die Menge aller beziiglich Jy Riemann-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit
E oder auch mit R(Jy). Ist beispielsweise Ey = Eyla,b] und Jy das durch (1.2.7)
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definierte positive lineare Funktional, so ist
R(Jy) = Ela, b

Definition 3.2.2. Eine Funktionenfolge (f,,) mit f, € Ey heiBt eine Riemannsche Na-
herungsfolge einer Funktion ¢ : X — R bezilglich Jy genau dann, wenn es eine
Funktionenfolge (h,,) mit h,, € Ey und mit den beiden Eigenschaften

o= fal <h,  und  lim Jo(h,) =0 (3.2.3,3.2.4)

n—oo
gibt.

Theorem 3.2.1. Es ist ¢ € R(Jy) genau dann, wenn ¢ eine Riemannsche Néherungs-
folge beziglich J; besitzt.

Beweis. Vgl. den Beweis von Satz 2.1.1. Wiederum gibt es zu ¢ € R(.Jy) Riemannsche
Naherungsfolgen (f,.), (gn) mit f, < ¢ bzw. ¢ < g,.

Theorem 3.2.2. Zu jeder Funktion ¢ € R(Jy) gibt es genau eine reelle Zahl J(y) mit

Jo(f) < J(p) < Jolg) (3.2.5)

fur alle f,g € Ey mit f < ¢ < g, und fiir jede Riemannsche Naherungsfolge (f,,) von
@ ist

J(p) = lim Jo(fn) (3.2.6)
Beweis. Vgl. den Beweis von Satz 2.1.2.

Auf Grund von Theorem 3.2.2 wird jeder Funktion ¢ € R(Jp) eine reelle Zahl J(p)
zugeordnet, d.h., es wird ein Funktional J : R(.Jy) — R definiert.

Theorem 3.2.3. Das Funktional J : R(Jy) — R ist eine Fortsetzung von Jy, d. h., es
ist

Ey C R(Jo) und J(f) = J()(f) (3.2.7,3.2.8)
fur alle f € Ej.
Beweis. Vgl. den Beweis von Satz 2.1.3.

Theorem 3.2.4. Die Menge R(.Jy) ist ein linearer Funktionenraum, und J ist ein positives
lineares Funktional auf R(Jp).

Beweis. Vgl. die Beweise der Satze 2.2.1 und 2.2.3.

Definition 3.2.3. Das positive lineare Funktional J : R(Jy) — R heiBt die Riemannsche
Fortsetzung des positiven linearen Funktionale Jy : Fy — R.

Da die Riemannsche Fortsetzung auf Grund von Theorem 3.2.4 wieder ein positives
lineares Funktional ist, konnen wir den Erweiterungsprozess wiederholen, indem wir
Ey, Jo durch E. J ersetzen. Dies fiihrt aber zu keinen neuen Funktionen, denn es gilt

Theorem 3.2.5 Es ist R(Jy) = R(J).
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Beweis. Entsprechend (3.2.7) gilt zundchst E C R(J). Wir beweisen die umgekehrte
Inklusion.
Es sei ¢ € R(J). Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl & Funktionen ', " € E
mit

P <p<y’  und  J(@' ) <e

Wie im Beweis von Satz 2.2.5 folgt hieraus ¢ € E, und folglich ist R(J) C E. Damit
ist das Theorem bewiesen.

Auf Grund von Theorem 3.2.1 liegt eine Funktion ¢ : X — R in F = R(J) genau
dann, wenn ¢ eine Riemannsche Naherungsfolge beziiglich J besitzt, d.h., wenn es
Funktionenfolgen (¢,,), (1) mit ¢, ¥, € E und

|90_(10n| §¢n ) nh_{goj('(/}n) =0

gibt.
Wie Theorem 3.2.5 zeigt, gibt es positive lineare Funktionale, fiir die der Riemannsche
Fortsetzungsprozess zu keiner echten Erweiterung des Funktionensystems fiihrt.

Definition 3.2.4. Ein positives lineares Funktional J auf einem Funktionenraum E heiBt
ein Riemannsches Integral genau dann, wenn E = R(/J) ist.

Die Riemannsche Fortsetzung J eines jeden positiven linearen Funktionals Jj ist also
ein Riemannsches Integral im Sinne von Definition 3.2.4.

Wir leiten nun Kriterien dafiir her, dass fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen ¢, ¢
auch jeweils die Funktion || bzw. ¢ Riemann-integrierbar ist, d.h., dass E sogar ein
linearer Verband bzw. eine Funktionenalgebra ist.

Theorem 3.2.6. Ist die Funktion |f| fur jede Funktion f € Ej beziglich Jy Riemann-
integrierbar, so ist £ = R(Jp) ein linearer Verband.

Beweis. Es sei ¢ € E. Nach Theorem 3.2.1 gibt es Funktionenfolgen (f,), (h,) mit
frshn € Eo und mit (3.2.3) und (3.2.4). Auf Grund der Voraussetzung ist |f,| € F,
und wegen

ng‘ o ‘fn” < ’@_fn’ < hn

und (3.2.4) ist (|f,|) damit eine Riemannsche N&herungsfolge von |p| beziglich J.
Somit ist |¢| € R(Jy) = E, und E ist ein linearer Verband.

Theorem 3.2.7. Die folgenden Voraussetzungen seien erfiillt:
a) Alle Funktionen f € Ej sind beschrankt.
b) Fiir alle Funktionen f € EO ist f2 € E = R(Jp).

Dann sind alle Funktionen ¢ € E beschrankt, und E ist eine Funktionenalgebra.

Die Menge E ist sogar eine Verbandsalgebra, wenn auBerdem noch folgende Bedingung
erfillt ist:

c) Zu jeder Funktion f € Ej gibt es eine Funktion g € Fy mit ¢ > o und |f| < ¢°.

Beweis. Wegen (3.2.1) und a) sind alle Funktionen ¢ € E beschrankt. Auf Grund von
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3.2 Riemannsche Fortsetzung eines positiven linearen Funktionals

a), b) kann der Beweis von Satz 2.2.8 iibernommen werden. Aus ¢, € E folgt somit
o € F, und FE ist eine Algebra.

Es sei jetzt zusatzlich die Voraussetzung c) erfiillt. Zu f € Ey wahlen wir eine positive
reelle Zahl K mit |f| < K. Durch

2=

57 (3.2.9)

Yo ‘=0 ) Pntl ‘= @Pn +

definieren wir induktiv eine Funktionenfolge (¢, ). Da E eine Funktionenalgebra ist, gilt
stets ¢, € E. Wir beweisen zunachst durch vollstandige Induktion, dass stets

0 < pu < Ifu (3:2.10)

ist. Fir n = 0 ist (3.2.10) offensichtlich erfillt. Die Induktionsvoraussetzung (3.2.10)
sei flr eine beliebige natirliche Zahl n erfillt. Dann folgt

K_SOnZK_Uc’ZO
und damit
K? —2K@, + ¢, = (K —¢n)* > (K — |f])* = K = 2K|f| + f*

bzw.

2K|f1 2 2Kon+ [P =g bzw. [flZgnt+ Tt =0 (3210)

Aus der Induktionsvoraussetzung (3.2.10) folgt andererseits ¢? < f2, also

2=
oK

Onal — Pn = >0 bzw. 0 < v, < Ypi1 (3.2.12)

In Verbindung mit (3.2.11) ergibt sich die Induktionsbehauptung

O§¢n+1§‘f‘

Damit gilt (3.2.10) fiir alle natirlichen Zahlen n. Aus (3.2.10) haben wir aber (3.2.12)
gefolgert. Somit ist auch (3.2.12) fiir alle natiirlichen Zahlen n erfiillt.

Nun bestimmen wir entsprechend Voraussetzung c) eine Funktion g € Ey mit ¢ > o
und | f| < ¢g*. Mit (3.2.10) und (3.2.9) ergibt sich

) n f? = i
G > 1f1 > on1 = Ont1 — w0 = D (Prt1 — k) = Y
k=0 k=0 2K

Wegen (3.2.12) ist o2 < @2, also f2 — % > f? — 2 fir k=0,...,n und damit

=2

2> 1
g > (n+1) 5K
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Unter Beriicksichtigung von (3.2.10) folgt hieraus

2P 2 PR =P =@ = (= )]+ 90
> (If1 = en) (1 = o) = (1f] = @n)?
d.h., es ist
171 =l < 4220
Weiterhin gilt

: 2K . 2K

Damit ist ((,,) eine Riemannsche Naherungsfolge von | f| beziiglich .J. Fiir jede Funktion
f € Ey, ist also | f| € F, und nach Theorem 3.2.6 ist E ein linearer Verband.

3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

In den beiden folgenden Abschnitten wahlen wir einen festen Rechtecksbereich
D={(z,y):a<z<bund c<y<d} (3.3.1)

der Zahlenebene und betrachteten reellwertige Funktionen von zwei Variablen, deren
Definitionsbereich die Menge D ist.

Eine solche Funktion f ordnet jedem Punkt (z,y) der Zahlenebene mit a < x < b
und ¢ < y < d eine reelle Zahl z = f(z,y) zu. Tragen wir den Funktionswert f(z,y)
in Richtung der z-Achse eines raumlichen Koordinatensystems an, so erhalten wir das
Bild der Funktion.

In den wichtigsten Fallen stellt es eine Flache dar, deren Projektion in die x, y-Ebene
der Definitionsbereich D ist (Abb. 3.3.1).

Abb. 3.3.1,33.2 *

Sind «, (3, ~y feste reelle Zahlen, so stellt das Bild der linearen Funktion

f(z,y) =ax+ By + v (3.3.2)

mit (x,y) € D einen Ausschnitt aus einer Ebene der (Abb. 3.3.2).
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Es sei I bzw. I’ ein in [a, b] bzw. [c, d] enthaltenes Intervall und A eine reelle Zahl. Fiir
die Funktion

fx,y) = Axa(z)xr(y) (3.3.3)

gilt f(x,y) =X, wennz € [ und y € I', also (x,y) € I x I’ ist.
In allen anderen Fallen ist f(z,y) = 0 (Abb. 3.3.3). Das Bild der durch (3.3.3) auf D
definierten Funktion f ist in Abb. 3.3.3 veranschaulicht.

Z

Es sei f eine beliebige auf D definierte reellwertige Funktion. Wenn wir in der Funk-
tionsgleichung z = f(z,y) die Variable y festhalten, ergibt sich eine auf dem Intervall
[a,b] definierte reelle Funktion. Falls diese Funktion fiir jedes feste y mit ¢ < y < d
iber [a, b] Riemann-integrierbar ist, konnen wir durch

i

b
= [f@y)de  (c<y<d)

eine neue Funktion f* definieren, deren Definitionsbereich das Intervall [c, d] ist. Wenn
auch f* Gber [c, d] Riemann-integierbar ist, so existiert das Doppelintegral

//fxydxdy/{/fxydm]dy

in der Reihenfolge dx, dy. Analog wird das Doppelintegral in der Reihenfolge dy, dx
definiert, falls es existiert.

Beispiel 3.3.1. Es sei

D={(z,y):0<z<2und 1 <y<4} und fle—y)=56—z—y
Fir jedes feste y mit 1 < y < 4 ist f € Ey[0,2], also ist f iber [0,2] Riemann-
integrierbar. Wir erhalten

r=2

f*(y):/Q(S—a:—y)d:U:[51:—5:62—:1:4 =8 — 2y
0

=0
Wegen f* € FEy[l1,4] ist f* auch dber [1,4] Riemann-integrierbar. Demnach existiert
das Doppelintegral in der Reihenfolge dx, dy und es folgt
4

//25—3:— d:):dy_/(g_gy)dy_[gy y] 1_9
10 1
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Analog ist fiir jedes feste x mit 0 < x < 2 auch f € Ejy[1,4], und es gilt

Da f e Ey|0,2] ist, existiert auch das Doppelintegral in der Reihenfolge dy, dx, und
wir erhalten

2 4 =2
15 15 3 5
0/1/5—56— y)dydx = /(—3x>dx—l2x—2xL_o—9

Sind f, g zwei reellwertige Funktionen von zwei Variablen, deren Doppelintegrale in der
Reihenfolge dx, dy existieren, und ist A eine reelle Zahl, so gilt

d

)\/d/bf(x,y)dxdy:/ {)\/bf(:c,y)d:c] dy:/d/b)\f(x,y)dxdy (3.3.4)

C

und

b

/d/bfxydxdy—F//gx ydasdy_/' [/f<x7y>dx—}—/bg($,y)d$ dy

C

- //[f(“%y) +9(x,y)]dzdy (3.3.5)

Die Beziehung (3.3.4) bzw. (3.3.5) besagt, dass auch das Doppelintegral in der Rei-
henfolge dx, dy fir die Funktion A\f bzw. f 4 g existiert.

Analog zeigt man, dass ebenfalls das Doppelintegral in der Reihenfolge dy, dz fir die
Funktion Af bzw. f 4 g existiert, falls fiir die beiden Funktionen f, g jeweils die Dop-
pelintegrale in der Reihenfolge dy, dx existieren.

Kann f in der Form
f(x,y) = fi(z) fa(y) (3.3.6)

dargestellt werden, wobei f; bzw. f, iiber [a,b] bzw. [c, d] Riemann-integrierbar ist, so
existieren offensichtlich die Doppelintegrale in beiden Reihenfolgen, und es ist

/d/bf(l’ay)dxdy = /b/df(l’ay)dydfv = /bfl(x)dx/dfg(y)dy (3.3.7)

Da solche Funktionen im folgenden von Bedeutung sind, wollen wir sie zur Vereinfa-
chung der Sprechweise Elementarfunktionen nennen. Wir stellen einige einfache Aussa-
gen uber Elementarfunktionen zusammen.

Jede Funktion, die auf D den konstanten Wert A annimmt, ist eine Elementarfunktion,
denn die obigen Forderungen sind mit fi(x) := A und fa(y) := 1 erfillt. Setzen wir

fl@) = Ma(x) o faly) = xr(y)
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

so erkennen wir, dass auch die Funktion (3.3.3) eine Elementarfunktion ist: Fiir sie gilt

d b b d
//Axf(x)xf/(y)dwdy = )\/Xl(x>d$/XI’(y)d?J = Am(I)m(I) (3.3.8)

Das Integral ist das Produkt der Kantenlangen, also der mit Vorzeichen versehene
Rauminhalt des in Abb. 3.3.3 dargestellten Quaders. Sind die drei Faktoren von null
verschieden, so ist das Vorzeichen positiv oder negativ, je nachdem, ob der Quader
ober- oder unterhalb der x, y-Ebene liegt.

Jede Elementarfunktion der Form (3.3.6) ist beschrankt, denn die Funktion fi bzw. f;
besitzt eine Schranke K7 bzw. K5 und es folgt

[f (@, 9) = [fi(@)] - | f2(y)] < K1k

Das Produkt zweier Elementarfunktionen f, g der Form (3.3.6) und

9(z,y) = g1(x)g2(y)
ist wieder eine Elementarfunktion, denn es ist hy = fig1 € Ela,b], he = fags €
Ele, d] und
f(@,y)g(z,y) = f1(2) f2(y)91(2)g2(y) = hu(x)ha(y)

Mit Ey(D) bezeichnen wir die Menge aller auf D definierten reellwertigen Funktionen,
die sich als Summe von endlich vielen Elementarfunktionen darstellen lassen.

Satz 3.3.1. Das System FEy(D) bildet eine Funktionenalgebra. Alle Funktionen f €
Ey(D) sind beschrankt, und durch

Jo(f) = /d/bf(:c,y)dfvdyz /b/df(:c,y)dyd:v (3:3.9)

wird ein positives lineares Funktional auf Ey(D) definiert.

Beweis. Es sei f,g € Eo(D), und X sei eine reelle Zahl. Dann gibt es Elementarfunk-
tionen fi, ..., fn und g1, ..., g, mit

f:ifj ) g:igk
=1 k=1

Als Summe von endlich vielen beschrankten Funktionen ist jede Funktion aus Ey(D)
beschrankt. Da die Doppelintegrale fiir alle Funktionen f;, g; existieren und Uberein-
stimmen, gilt dasselbe wegen (3.3.5) fiir die Funktionen f und g.

Wir konnen daher Jy(f) durch (3.3.9) definieren. Da alle Funktionen Af; Elementar-
funktionen sind, ist A\f € Ey(D), und aus (3.3.4) folgt

Jo(Af) = Ado(f)
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Wegen
frg=2 1+ > o

j=1 k=1
ist f+ g€ Ey(D), und aus (3.3.5) folgt

Jo(f +9) (Z fi+ Z gk) = f: Jo(f5) + anI Jo(gr) = Jo(f) + Jo(9)

1 k=1 j=1
Ist f > o, d.h., ist f(x,y) > 0 fur alle (z,y) € D. so folgt

b

| flay)de >0

a

und weiter
d b
= //f(x,y)dﬂfdy >0

Somit ist Ey(D) ein linearer Funktionenraum und J ein positives lineares Funktional
auf Ey(D). SchlieBlich ist

=> > figk
=1 k=1

und da die Produkte f;gi Elementarfunktionen sind, ist fg € Ey(D), d.h., Ex(D) ist
eine Funktionenalgebra. Damit ist der Satz bewiesen.

Jetzt erweisen sich die Vorziige der in den Abschnitten 3.1 und 3.2 abstrakt entwickelten
Theorie. Obwohl die Funktionen f € Ey(D) eine viel kompliziertere Struktur als die
Funktionen f € Fjy|a,b] haben, kénnen wir sofort die Riemannsche Fortsetzung von Jj
bilden.

Wir bezeichnen sie wieder mit J und das System aller (iber D Riemann-integrierbaren
Funktionen mit F(D). Fir das Integral einer Funktion ¢ € E(D) schreiben wir auch

[ ela.yyd(e.y) = J() (3310)

Leider kann dieses Integral nicht fiir alle Funktionen ¢ € E(D) durch ein Doppelintegral
berechnet werden. Nur fiir eine Teilmenge von E(D) ist eine Berechnung nach der
Formel

/gpxy :L’y:/d/bgoxydxdy (3.3.11)
bzw.

/a,oxy (x, 1) //c,oa:ydydw (3.3.12)

moglich. Jedoch fir alle Funktionen ¢ = f € Ey(D) koénnen wegen J(f) = Jo(f) und
(3.3.9) beide Formeln angewendet werden.
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Beispiel 3.3.2. Es sei
D={(z,y):0<z<1lund0<y<1}

und o(z,y) = xo(z)(1 —sgny), wobei xg die in Beispiel 2.6.1 definierte Dirichletsche
Funktion bedeutet.
Wir zeigen, dass die Funktion ¢ lber D Riemann-integrierbar ist, und berechnen das

Integral | o(z,y)d(z,y).
D
Offensichtlich ist
[o(z,9)] < Ixa(@) - |1 —sgny[ <1 —sgny
fur alle (x,y) € D. Wir definieren auf D zwei Funktionenfolgen (f,,) und (h,,) durch
falz,y) =0 hu(z,y) :=1—sgny
Es ist fn, hy, € Eo(D), und es gelten die beiden Beziehungen |p — f,| < Ay,

lim Jy(hy,) = lim

n—oo n—oo

/1(1 — sgn y)dy] dx

= lim
n—oo

O\»—t O\H

o

_/ldy B /ISgnydy} do = JLIEO/I(l —1)dz =0
_ ) J

die besagen, dass (f,,) eine Riemannsche Naherungsfolge von ¢ ist. Demnach ist die
Funktion ¢ lGber D Riemann-integrierbar, und es gilt

/s@(l’,y)d(l’,y) = lim Jo(fn) =0

D
Dagegen kann dieses Integral nicht mit Hilfe des Doppelintegrals
/
0

berechnet werden, da die Funktion xq, wie in Beispiel 2.6.1 gezeigt worden ist, Uber
[0, 1] nicht Riemann-integrierbar ist, also das Doppelintegral Giberhaupt nicht existiert.

/X@(l’)(l —sgny)dx
0

dy = /1 [(1 —sgny)/lm(x)dfv] dy

0 0

Satz 3.3.2. Das System E/(D) aller iiber D Riemann-integrierbaren Funktionen ¢ bildet
eine Verbandsalgebra, und alle Funktionen ¢ € F(D) sind beschrankt.

Beweis. Die Voraussetzungen a) und b) von Theorem 3.2.7 sind erfiillt, denn nach Satz
3.3.1 sind alle Funktionen f € Ey(D) beschrankt, und es ist f2 € Ey(D) C E(D). Ist
K eine Schranke von f, so ist die Funktion

g:=VK

eine nichtnegative Funktion aus Ey(D), und es ist |f| < K = g*. Damit ist auch die
Voraussetzung c) von Theorem 3.2.7 erfiillt, womit Satz 3.3.2 bewiesen ist.
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3.3 Zweidimensionale Riemannsche Integrale

Wir machen noch einige Bemerkungen zur geometrischen Deutung Riemannscher Inte-
grale von reellwertigen Funktionen zweier Veranderlicher, wobei wir aber auf die Aus-
fihrung von Einzelheiten verzichten.

Unter einer zweidimensionalen Treppenfunktion f verstehen wir eine Summe von end-
lich vielen Funktionen des Typs (3.3.3). Man kann zeigen, dass jede solche Funktion in
der Form

fCay):=§;AkX@C@Xq(y) (3313)

mit paarweise disjunkten Rechtecksbereichen [ x I dargestellt werden kann. Ist stets
A > 0, so bilden die Lote vom Bild von f auf das Rechteck D einen oberhalb der x, y-

Ebene liegenden Korper, der sich aus paarweise disjunkten Quadern zusammensetzt.
Es ist

ﬂﬁzMﬁzémem%) (3.3.14)

d.h., das Integral der Funktion f ist das Volumen dieses Korpers. Es zeigt sich dariiber
hinaus, dass es in vollem Einklang mit unseren Kenntnissen tber den Rauminhalt ele-
mentargeometrischer Korper steht, wenn wir fiir ¢ € E(D), ¢ > o die Zahl J(yp) als
den Rauminhalt des Korpers

M :={P(z,y,2) : (z,9) € Dund 0 < z < p(x,y)}

bezeichnen.

Beispiel 3.3.3. Es sei
D={(zy):0<x<1und 0<y <1}
und ¢(x,y) = 1 — x. Offensichtlich ist ¢ € E(D), und es gilt

11 1 e L
/(l—x (z,y) Zofo/l—xdxdy—/(gg_zx] O)dy:/Qdy:

D r= 0

Die reelle Zahl % gibt den Rauminhalt des in Abb. 3.3.4 veranschaulichten Prismas an.

X

Abb. 3.3.4
Aufgabe 3.3.1. Es sei

D={(z,y):0<z<1lund0<y<1}
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3.4 Riemannscher Inhalt

und p(z,y) = 3 —x —y. Man zeige, dass die Funktion ¢ Gber D Riemann-integrierbar
ist, und berechne das Integral | p(x,y)d(z,y), das den Rauminhalt des in Abb. 3.3.5
D

veranschaulichten Korpers darstellt.

Abb. 335 «
Aufgabe 3.3.2. Es sei
D={(z,y):1<zx<2und —1<y<1}

und p(z,y) = xe*¥. Man zeige, dass die Funktion ¢ tber D Riemann-integrierbar
ist, und berechne das Integral [ p(z,y)d(z,y).
D

Aufgabe 3.3.3. Es sei

D:{(w,y):O_nggundOgygg}

und p(z,y) = cos(x+y). Man zeige, dass die Funktion ¢ iiber D Riemann-integrierbar
ist, und berechne das Integral | p(z,y)d(z,y).
D

3.4 Riemannscher Inhalt

Ist X eine beliebige Grundmenge, so definieren wir die charakteristische Funktion x4
einer beliebigen Teilmenge A C X wie in (2.3.17) durch

1 fir xe€ A
Es seien A, B Teilmengen von X. Dann gelten die Rechenregeln
XanB = XaXxB (3.4.2)
XA\B = XA — XAXB (3.4.3)
XAUB = XA+ XB — XAXB (3.4.4)

Man Uberzeugt sich hiervon, indem man in den Fallen

re€AxeB;, x¢AxreB;, rv€Axr¢B, x¢Axé¢B
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3.4 Riemannscher Inhalt

die Gleichheit der Funktionswerte auf beiden Seiten iiberprift. Ferner gilt
XA < x4, +--+xa,, falls ACAUAU...UA, (3.4.5)

ist, denn liegt x in einer der Mengen Aq, ..., A, so ist

Xa, () + ...+ xa, () > 1> xa(x)
Andernfalls nehmen beide Seiten den Wert null an.

Wihlen wir als Grundmenge X die Menge R?, so miissen wir x 4(z,y) mit (z,y) € R?
an Stelle von (3.4.1) schreiben. Sind A, B zwei Mengen reeller Zahlen, so ist

Ax B:={(v,y): v € Aund y € B} CR?

und es gilt
XaxB(2,y) = xalr)xs(y) (3.4.6)

In der Tat ist die rechte Seite von (3.4.6) genau dann gleich 1, wenn x € Aund y € B,
also (z,y) € A x B ist. In allen anderen Féllen nehmen beide Seiten den Wert null an.

i [

Im folgenden betrachten wir nur Teilmengen A der Menge D in (3.3.1). Die Lote, die
vom Bild der Funktion x4 auf die x, y-Ebene gefallt werden, bilden einen zylindrischen
Korper der Hohe 1 (Abb. 3.4.1).

Als sein Volumen hatten wir die Zahl J(x4) bezeichnet. Das Volumen eines zylindri-
schen Korpers ist bekanntlich gleich dem Produkt aus dem Inhalt der Grundflache und
der Hohe, in unserem Fall also - dem Zahlenwert nach - gleich dem Flacheninhalt der
Grundflache. Damit wird die folgende Definition verstandlich.

Definition 3.4.1. Eine im Rechteck D enthaltene Punktmenge A heiBt quadrierbar ge-

nau dann, wenn ihre charakteristische Funktion x4 lGber D Riemann-integrierbar ist.
Die Zahl

p(A) = T(xa) = [ xa(@,y)d(z,y) (34.7)
D

heiBt der Riemannsche Inhalt der Menge A.

Beispiel 3.4.1. Es sei I bzw. I’ ein in [a, b] bzw. [c, d] enthaltenes Intervall und A das
Rechteck I x I’ (Abb. 3.3.3). Dann ist

xa(r,y) = xr(z)xr(y)
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3.4 Riemannscher Inhalt

also x4 € Ey(D) C E(D). Folglich ist A quadrierbar, und es ist

u(A) = J(xa) = Jo(xa)
Mit (3.3.9) und (3.3.8) folgt
(I x I'y =m(I)m(I') (3.4.8)

d.h., der Riemannsche Inhalt des Rechtecks I x I’ ist gleich seinem elementargeome-
trischen Inhalt. Entartet I oder I’ zu einem Punkt, so entartet das Rechteck zu einer
achsenparallelen Strecke, fiir die sich als "Flacheninhalt" null ergibt.

Satz 3.4.1. Die leere Menge ist quadrierbar, und es ist
u(2) =0 (3.4.9)

Sind die Mengen A, B quadrierbar, so sind auch die Mengen AN B, A\ B, AUB
quadrierbar, und es gilt

p(AUB)+ (AN B) = u(A) + u(B) (3.4.10)

Beweis. Die charakteristische Funktion der leeren Menge ist die Nullfunktion, deren
Integral gleich null ist. Somit gilt (3.4.9). Sind A, B quadrierbar, so liegen x4, xp in
der Funktionenalgebra E(D). Die Formelzeilen (3.4.2), (3.4.3) und (3.4.4) zeigen, dass
auch xanp, XA\ B und xaup in E(D) liegen.
Damit sind AN B, A\ B und AU B quadrierbar. Setzen wir (3.4.2) in (3.4.4) ein, so
ergibt sich

XAUB T XAnB = XA T XB

woraus
J(xauB) + J(xanB) = J(xa) + J(xB)

folgt. Dies ist mit (3.4.10) gleichbedeutend, und der Satz ist bewiesen.
Aus (3.4.10) kdénnen wichtige Schliisse gezogen werden. Ist der Inhalt des Durchschnitts
zweier quadrierbarer Mengen A, B C D gleich null, so geht (3.4.10) in

p(AU B) = p(A) + u(B) (3.4.11)

iber. Speziell gilt diese Formel, wenn die Mengen A, B disjunkt sind.

Auf Grund dieser Eigenschaft sagt man, der Riemannsche Inhalt sei eine additive Men-
genfunktion. Sind Ay, ..., A, C D paarweise disjunkte quadrierbare Mengen, so zeigt
man durch vollstandige Induktion, dass

" (O Ak) — Y u(Ay) (34.12)
k=1 k=1

ist. Fir zwei quadrierbare Mengen A, B sind offensichtlich die Mengen A N B und
A\ B disjunkt, und ihre Vereinigungsmenge ist die Menge A
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3.4 Riemannscher Inhalt

Abb. 3.4.2
(Abb. 3.4.2). Daher ist

pu(A) =pu(ANB)+ u(A\ B) (3.4.13)
Im Spezialfall BC Aist AN B = B, also
u(A) = u(B) + u(A\ B) > u(B)

Die Formel (3.4.10) ist jetzt plausibel, denn der Inhalt des Durchschnitts A N B wird
auf beiden Seiten der Formel doppelt gerechnet.

In (2.2.21) hatten wir fiir eine spezielle ebene Punktmenge M den Inhalt (M) anders
definiert. Wir zeigen jetzt, dass beide Definitionen ibereinstimmen.

Satz 3.4.2. Es sei p, 9 € Ela,b], c < ¢ <1 <dund

M:={(z,y):a<z<bund p(x) <y <1(x))} (3.4.14)
Dann ist )

(M) = [[p(x) - p(a)]de (34.15)
Beweis. Fiir eine Zerlegung
Z: a=z9<1r <..,<xzn=2>b
definieren wir die Intervalle [}, wie in (2.6.22) und bilden die achsenparallelen Rechtecke
Ry :={(z,y) : x € I, und p(I}) <y < (Ix)}

(Abb. 3.4.3). Da die Intervalle I}, paarweise disjunkt sind, gilt dasselbe fiir die Rechtecke
Rj. Die Vereinigungsmenge

ist quadrierbar, und mit (3.4.12) und (3.4.8) erhalten wir

n n

W(R(Z)) =3 p(Ry) = > (wx — 2p1)[0(Ix) — ©(11)]

k=1 k=1

d.h., es ist
M(RZ)) = §<Zv w) - §(Z7 90)
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7 7
A— -z
FZZ{ 7
= ]
Abb. 3.4.3 a 5

Ist (z,y) € M, so gibt es ein k mit = € I}, und es ist

o(lr) S plx) <y <¢(r) <P(Iy)  also (z,y) € Ry € R(Z)

Somit ist M C R(Z). Dieses Ergebnis kann auch direkt aus Abb. 3.4.3 abgelesen
werden. Wegen (3.4.5) ist somit

0 < XM < XR(Z)
Wir lberdecken nun die Bilder der Funktionen ¢ bzw. 1 durch die Rechtecke

Ry, :={(x,y) : @ € I, und o(I},) <y <P(I})}

bzw.
po=A(2,y) 2 € Ipund (1) <y < Y(I)}
und setzen . .
=UJR, , R(2):=U R
k=1 k=1

Analog wie oben ergibt sich

= S (R = 3 (ak — wx)[p(Tk) — 971

also
u(R(2)) = S(Z,¢) = S(Z,¢) (3.4.17)
und ebenso

Es sei (z,y) € R(Z) \ M. Dann liegt (x,y) in einem der Rechtecke R} und es folgt
o(I) <y < /I}). Da (z,y) nicht in M liegt, muss (z,y) unterhalb des Bildes von
 oder oberhalb des Bildes von 1 liegen. Dann ist aber

o) <y < @) <@(lk)  oder  Y(Iy) <4(r) <y < Y(I))

d.h., esist (z,y) € R, C R/(Z) oder (z,y) € R, C R"'(Z). Somit ist (z,y) €
R'(Z)U R"(Z), und wir haben damit die Beziehung

R(Z)\M C R'(Z)UR"(Z) (3.4.19)
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3.4 Riemannscher Inhalt

bewiesen. Die Beziehung (3.4.19) besagt, dass die Menge R(Z)\ M von den schraffier-
ten Flachen in Abb. 3.4.3 iiberdeckt wird. Wegen M C R(Z) vereinfacht sich (3.4.3)
zu

R(Z)\M = XR(Z) — XM
Beriicksichtigung von (3.4.19) und (3.4.5) ergibt die Abschatzung

0 < XR(z) — XM = XR(Z\M < XR(2) + XR"(2)

Dies kdonnen wir in der Form

XM — Xrz)| < Xr(2) + XR1(2)
schreiben. Fiir eine Folge (Z,) von Zerlegungen mit

lim d(Z,) =0

r—00

gilt ebenso
XM — Xr(zo)| < Xr(2,) + XR"(2))

Wegen ¢, € Ela,b], (3.4.7), (3.4.17), (3.4.18) und (2.6.10) ist

lim J(Xp(z,) + Xrr(z,)) = lim (W(R'(Z,)) + w(R"(Z;)))

T—00 r—00

= 1im [(S(Z. ) — 8(Z,9)) + (S(Ze,0)) = S(Z,.4))] = 0

r—00

Folglich ist (xr(z,)) eine Riemannsche Naherungsfolge von X, d.h., esist xas € E(D)
und

u(M) = J(xm) = lim J(xr(z,)) = lim p(R(Z,))

r—00

Beriicksichtigung von (3.4.16) ergibt

p(M) = lim [S(Zr, ) = S5(Zr, ¢)]

r—00

Wiederum aus (2.6.10) folgt die Behauptung (3.4.15).

Mit Hilfe dieser Formel konnen also die Methoden der Integralrechnung fiir die nume-
rische Berechnung des Riemannschen Inhalts krummlinig begrenzter Figuren, z.B. des
Kreisinhalts eingesetzt werden.

Es sei ¢ eine auf D definierte reellwertige Funktion und M eine quadrierbare Teilmenge
von D. Ist die Funktion ¢,,, tber D Riemann-integrierbar, so sagen wir, die Funktion
@ sei iber die Menge M Riemann-integrierbar. Die reelle Zahl

/soxyd(xy /soxyxM(wwd(fvy)

heiBt dann das Riemannsche Integral der Funktion ¢ (iber die Menge M.
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3.4 Riemannscher Inhalt

Ist die Funktion w sogar stetig und ist M von der in Satz 3.4.2 angegebenen Form, so
gilt die Berechnungsformel

b Y(z

/w( /(wxydydx

M o(z)

Auf den Beweis gehen wir hier nicht ein, da in Abschnitt 7.2 ein allgemeinerer Satz
bewiesen wird.

Beispiel 3.4.2. Wir berechnen das Integral der Funktion
F<$7y): 1—5(}2—y2

iiber den Einheitskreis. Die Punkte P(x,y,2) mit 22 +3? <1 und z = F(z,y) bilden
die obere Halfte der Oberflache der Einheitskugel. Als Integralwert ist daher das halbe
Volumen der Einheitskugel zu erwarten.

Der Einheitskreis K ist die Menge der Punkte P(x,y) mit

—-1<z<1 und —V1—22<y<vV1—2a?

/Fscy xy:{A

Zur Berechnung des inneren Integrals fiihren wir fiir festes x mit 22 < 1 die Substitution

y = 1(t) mit
Y(t) =vV1—a?sint (—2<t< 2>

Somit ist

durch. Wegen

DT ()i

\/l—xz—yQZ\/(1—x2)(1—sin2t):\/1—x2cost : Y (t) = V1 — 2% cost
und (2.5.16) ist

/ /2 /1+0082t
1— 22 —9y2dy = | (1 —2?)cos®tdt = (1 — 2?) d
2
—\/1—22 _g _%
t  sin2t|2 7'('
—(1_2 |t _ T2
- =50

Diese Beziehung bleibt auch fiir z2 = 1 richtig. Wir erhalten

1 9qx=1
/ 1—x2—y2d(:r:,y):/W(l—xj)d:ﬁ:ﬁlx—x] =
K 1 2 r=—1
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4 Losungen

1.1.1. Stets gilt £a < |a|, &b < |b|. Hieraus folgt durch Addition entsprechender Seiten
die Ungleichung
+(a+0b) < laf + [b]

Dies besagt (1.1.16).
Wegen a = (a +b) — b und | — b| = || gilt auf Grund von (1.1.16)

lal < la + 0] + [b]

Hieraus folgt
|a| —[b] < |a+b] (1)

In (1) ersetzen wir a durch b und umgekehrt und erhalten
bl —laf < |b+af=la+b]  bzw. — —(la] = [b]) <[a+b| (2)

Die Ungleichungen (1) und (2) liefern die Behauptung (1.1.17).

1.1.2. Offensichtlich ist (1.1.18) richtig fiir n = 1. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit
von (1.1.18) fiir eine beliebige natirliche Zahl n die Giltigkeit von (1.1.18) fiir n + 1
folgt.

Auf Grund von (1.1.16) und der Induktionsvoraussetzung ist

n+1

> ak
k=1

n n n+1
S ap + g | <Y Jag] + |ant = D Jag]
k=1 k=1

k=1

<

1.2.1. Jo(f) = 15.

1.2.2. Wegen Satz 1.1.2 bzw. Satz 1.2.18. ist A\ f; € Fyla,b] bzw. gilt (1.2.14) fir
n = 1. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung und Satz 1.1.2 bzw. 1.2.1 ist

n+1

> Mefi € Epla, b] bzw.
k=1
n+1 n n
Jo (Z Akfk) = Jo (Z Akfk) 4+ Ms1Jo(frr1) = D Medo(fi) + A1 Jo(frs1)
k=1 k=1 k=1
n+1
= > MeJo(fr)
k=1
2.1.1. Fir alle z, 2" € [a, b] gilt
2% — 2| = |2% + za’ + 2| - |z — 2| < 3(a® + bP)|z — 2|

Setzen wir M := 3(a? + b?), so ist die Funktion o(x) = 23 auf Grund von Satz 2.1.4

75



3.4 Riemannscher Inhalt

iber [a, b] Riemann-integrierbar, und es gilt

b
o b—a & b—a \*
[t = i =2 S (a2 5)

n

b 1 b—a)? 1)(2 1
— Tt (b— o) o + 3225000 D) g (o0l nln b D@+ )
n—00 n2 2 n3 6
N (b—a)®n?(n+1)2
n4 4
3 1 bt — at
=(b—a) a3—|—a2(b—a)+a(b—a)2+(b—a)g] = ¢
2 4 4
2.1.2. Fir alle z, 2’ € [a, b] gilt
] o, o —a x+
|sinz —sina’| = |2sin cos
2 2
Da stets |sinz| < |z| und |cosx| < 1 ist, folgt
) o, o r—a x—x ,
|sinz — sina’| < |2sin <2 = |z — 2|

Setzen wir M := 1, so ist die Funktion ¢(x) = sinx auf Grund von Satz 2.1.4 iber
[a, b] Riemann-integrierbar.

2.1.8. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu zwei verschiedenen
Punkten z, 2" € [a, b] stets ein £ mit x < £ < 2’ oder 2/ < £ < x und

QO(SU) _ 90<x/) _ g0/<£)

Tz —x

Ist M eine Schranke von ', so folgt

e R EGIEY

r—

bzw.
o(z) — p(a)] < M|z — 2|
Diese Ungleichung gilt sogar fiir alle z, 2’ € [a, b], womit auf Grund von Satz 2.1.4 die

Riemann-Integrierbarkeit der Funktion ¢ nachgewiesen ist.

2.2.1. In den paarweise voneinander verschiedenen Punkten x4, ..., x,, nehme die Funk-
tion ¢ die Werte ¢(z1) = ¢, (k =1,...,n) an. Mit Hilfe von (2.1.4) lasst sich ¢ dann
in der Form

wmzéq%m
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3.4 Riemannscher Inhalt

darstellen. Auf Grund von Beispiel 2.1.1 und Folgerung 2.2.3 ist ¢ € E]a, b]. Beriick-
sichtigung von (2.1.28) und (2.2.13) liefert die Behauptung (2.2.43).

2.2.2. In den paarweise voneinander verschiedenen Punkten x4, ..., x,, nehme die Funk-
tion v die Werte ¥)(x) = di, (k =1,...,n) an. Dann lasst sich ¢ in der Form

$(r) = 9(a) + Sl — ), (2

darstellen. Auf Grund von Aufgabe 2.2.1 und Satz 2.2.1 ist ¥ € Ela,b], und es gilt
(2.2.44).

2.2.3. Es sei o1(x) = 22, po(x) := x, p3(x) := 1. Auf Grund von Beispiel 2.1.4
und Satz 2.1.3 ist o1, @9, 3 € E[—1,2]. Beriicksichtigung von Folgerung 2.2.3 liefert
¢ € E[—1,2]. Ferner ist

224 Esseia:=0,b:=1, p(x) =z, ¢(x) := 2> Dann ist

jw(x)w(x)dx — /g;3d:1: - i : j@(m)daz/zp(g;)dg; _ !

2.3.1. Auf Grund von Satz 2.1.3, Aufgabe 2.2.2 und Satz 2.3.2 ist die Funktion ¢(x) :=
sgn x Uber die Teilintervalle [a, 0] und [0, b] und damit ber [a, b] Riemann-integrierbar,
und es ist

b
/sgn(x)dx =a+b

’ 49
2
2.3.2. a/f (w)de = =
2.3.3. Falls zwei der Zahlen ¢, cs, c3 lbereinstimmen, folgt die Behauptung (2.3.21)
aus (2.3.10) und (2.3.11).
Andernfalls kdnnen wir wegen der Symmetrie der Formel (2.3.21) in ¢y, ¢2, c3 voraus-
setzen, dass ¢y zwischen ¢; und c3 liegt. Gilt ¢; < ¢o < ¢3, so ist auf Grund von (2.3.1)

und (2.3.11)

f@(x)dx + 790(56)d:c + 7gp(:c)d:c = 7g0(:c)dx —~ 790(;(;)(1;5 =

Im Fall c3 < ¢o < ¢ gilt

790(:C)d:v + 7@(m)dm + 7¢(I)dx _

Multiplikation mit -1 und anschlieBende Vertauschung der Grenzen liefert die Behaup-
tung.
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3.4 Riemannscher Inhalt

2.5.1. Da ¢ auf [a, b] stetig ist, gilt ¢ € Ela,b]. Ferner ist

b

b2_ 2 b3_ 3 b4— 4
/gp(x)dx:ao(b—a)+a1 2(1 + as 3@ + a3 4a

a

_“[@0+&hm+by+Mﬂ&+%w+w)+3%m3+&b+mﬂ+wﬂ

b—a ) 5 a+b a+b\? a+b\?
=5 (ap + ar1a + asa” + aga’) +4 | ap + a1 5 +a2< 5 > +a3< 5 )

b— +b
+(ao + a1b + ash? + agb?’)} —2-¢ [go(a) + 4o (a2

6 )*“W

/ 1
2.5.2. u(M / T — 2? =3

2.5.3. Die auf dem Intervall [2, ] streng monoton wachsende stetig differenzierbare
Funktion z = v (z) := 22 geniigt den Bedingungen

o(3)=1  wn=1

und es ist ¢'(z) = 2z. Demnach gilt

/1«1+x\/§d$:/1 1Z+Z2zdz:2/1\/1—|——zdz—2/[ 1—1—221 z

::[?1+@ﬂﬁé:§(mf—gwg):t?@—3¢®

ZZE

N =

2.5.4. Die auf dem Intervall [0, 1] streng monoton fallende stetig differenzierbare Funk-
tion © = ¥(2) := 1 — z geniigt den Bedingungen ¢(0) = 1, ¢(1) = 0, und es ist
Y'(z) = —1. Demnach gilt

/1(1 — z)"wdr = /Ozm 1—2)d jzmdz — /1,zm+ldz
0 1 0 0

1 1
m—|—1 Tm+2 (m+1)(m + 2)

Da (m+2) = (m+1)1(m+2) ist, gilt (2.5.17) fir n = 1 und beliebige natirliche Zahlen m.
Die Gleichung (2.5.17) gelte fiir eine natirliche Zahl n und beliebige natiirliche Zahlen
m (Induktionsvoraussetzung). Dann setzen wir

m+1 e 1 n+1
o(r) =1 —2) : P(x) = e
Es ist dann
fla)=-m+A-2)" ()"
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und
1 1L
/(1 x)" iy dy = Tgil /(1 z)" " dx
0 0
bzw. . .
_ il (1 —z)" 2 de

Beriicksichtigung der Induktionsvoraussetzung ergibt
ml(n + 1)!

1
/(1—x)mx”+1dx: n+1 (m+1)n! _
/ m+1[(m+1)+n+1!  (m+n+2)!

3.3.1. Offensichtlich ist ¢ € E(D). Ferner ist

/(3 —z—y)d(x,y) = /1(3 —x —y)dxdy = /1 (3:6 — ;xz — y:z:} x;:) dy
1
2

3.3.2. Wegen ¢(z,y) = ze”e¥ und Beispiel 2.5.2 ist ¢ € E(D), und es gilt

—e(e? — 1)

1
T+ — 20, -1
/xe Yd(z,y) //xe eYdxdy /16 eddy =e“(e—e )

D
3.3.3. Wegen cos(z + y) = coszcosy — sinxsiny ist o € F(D). Ferner ist

/cos(x +y)d //(cosx cosy — sin z siny)dzdy
D 00

—/<[sin:1:cosy+cos:t:siny]i;§> dy

o

1=0

wl3

= [ (cosy — siny)dy = [siny + cos y];_ §= 1—

o
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