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1.1 Berechnung mittels vollstandiger Induktion

1 Volistandige Induktion in der Geometrie

1.1 Berechnung mittels vollstandiger Induktion

In der Geometrie lasst sich die Methode der vollstandigen Induktion ganz naturgemaR
bei der Losung geometrischer Aufgaben durch Berechnung verwenden, und das kommt
ihrer Verwendung in Algebra und Zahlentheorie am nachsten. Wir betrachten zunachst
einige Beispiele.

Beispiel 1. Man berechne die Lange agn der Seite eines (konvexen) 2"-Ecks, das einem
Kreis mit dem Radius R einbeschrieben ist.

Losung. 1. Fiir n = 2 ist das 2"-Eck ein Quadrat; seine Seitenlange betragt a, = R+v/2.
Ferner finden wir gemaB der Formel

/ 1
a2n+1 — JQR2 - 2R R2 - Za%n

das die Lange der Seite eines regelmaBigen 8-Ecks ag = R\/2 — /2, die Lange der
Seite eines regelmaBigen 16-Ecks

ag = R\/2 — 2+\/§

die Lange der Seite eines regelmaBigen 32-Ecks

aso :R\/Q—\/2+\/2+\/§
ist.

Man vermutet daher, dass fir n > 2 die Lange der Seite eines regelmaBigen einbe-

schriebenen 2™-Ecks
agm = R 2—\/2+\/2+...\/§

n—2 Zweien

ist.
2. Wir setzen voraus, die Lange der Seite eines regelmaBigen einbeschriebenen 2™-Ecks
werde durch die Formel (1) ausgedriickt. Dann gilt fiir ein regelmaBiges 2" 1-Eck

2 — /24 ... +2
aQnHJQWQRJR?R? * +\/_:R 2—\/2+\/2+...\/§

4

n—1 Zweien

somit ist die Formel (1) fir alle n richtig.
Aus (1) folgt, dass der Umfang U = 27 R eines Kreises mit dem Radius R gleich dem

Grenzwert von
"R |2 - \/2+ V2 +..V2

n—2 Zweien
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bei unbegrenzt wachsendem natiirlichen n ist und dass daher

m= lim 2" 2—\/2+\/2+...\/§ oder  m= lim 2" 2—\/2+\/2+...¢§

n—2 Zweien n—1 Zweien

gilt.
Aufgabe 1. Man zeige mit Hilfe von (1), dass der Ausdruck

I (VD)

mit einem unendlichen Produkt im Nenner die Zahl 7 darstellt (Formel von Vieta).
Das Bildungsgesetz fiir die Faktoren im Nenner wird durch die ersten drei angegebenen
Faktoren festgelegt.

Beispiel 2. Man berechne die Radien r,, und R,, des ein- bzw. umbeschriebenen Kreises
eines regelmaBigen (konvexen) 2"-Ecks, das den Umfang U besitzt.

Losung. 1. ro = %, Ry = UT‘/Q.

2. Kennen wir die Radien r, und R, des ein- bzw. umbeschriebenen Kreises eines
regelmaBigen 2"-Ecks mit dem Umfang U, dann berechnen wir die Radien 7,1 und
R, ;1 des ein- bzw. umbeschriebenen Kreises eines 2" 1-Ecks mit dem gleichen Umfang
wie folgt:

Abb. 1 L

Es sei AB (Abb. 1) Seite eines regelméaBigen 2"-Ecks vom Umfang U, ferner O sein Mit-
telpunkt, C' der Schnittpunkt des Umkreises mit der Winkelhalbierenden vom ZAOB
und D der Mittelpunkt der Sehne AB; weiter sei E'F bezlglich AB die Mittellinie des
Dreiecks ABC' und G ihr Mittelpunkt.

Wegen ZAOE = /EOC = LCOF = /ZFOB ist EF Seite; eines regelmaBigen 2"1-
Ecks, das einem Kreis mit dem Radiusﬂ [(OF) einbeschrieben ist, wobei der Umfang
dieses 2""1-Ecks gleich

2" (EF) = 2”+1Z(A2m — 2"[(AB)

IMit I(OE) wird die Lange der Strecke OF bezeichnet.
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d.h. ebenfalls gleich U ist. Damit gilt r,.; = I[(OG) bzw. R, 11 = [(OFE). Weiter
ist klar, dass G Mittelpunkt von C'D ist und dass somit wegen 1, = [(OD) und
R, =1(0C)

R, + 7,

n+1 = 9

gilt.
Im rechtwinkligen Dreieck OEC ist nach dem Kathetensatz R%, |, = R,, - 1. Insge-
samt erhalten wir

R, +r
Tny1 = % s Rn+1 =\ Rn *Tn+1

Wir betrachten die Folge ro, Ry, 13, R3,...,7, Ry, ... Die Glieder dieser Folge streben

gegen den Radius eines Kreises vom Umfang U, d.h. gegen %

Insbesondere ist ry = i und Ry = % bei U = 2. Setzen wir noch 1 = 0 und Ry = %
dann erhalten wir den folgenden Satz:

Die Glieder der Zahlenfolge

o 11 V2 v2id V2V2+4 22+ 441241
2’487 8 8 16

deren Anfangsglieder 0 und % sind und deren ibrige Glieder abwechselnd gleich dem
arithmetischen bzw. dem geometrischen Mittel der beiden vorangehenden Folgenglieder
sind, streben gegen %

Beispiel 3. Man bestimme die Summe der GroBen der Innenwinkel eines einfachen?|
(nicht notwendig konvexen) n-Ecks.

Losung. 1. Die Summe der GroBen der Innenwinkel eines Dreiecks ist 2R, eines einfachen
Vierecks 4R, weil jedes solche Viereck in zwei Dreiecke zerlegt werden kann (Abb. 2).

c
Be
/
/
/

A
Abb. 2

2. Wir setzen voraus, die Summe der GroBen der Innenwinkel eines beliebigen einfachen
k-Ecks fir k < n sei gleich 2R(k — 2), und betrachten ein einfaches n-Eck A;As...A,,.
Zunachst zeigen wir, dass in jedem einfachen Vieleck mit wenigstens vier Ecken eine
Diagonale existiert, die es in zwei einfache Vielecke mit kleinerer Seitenanzahl zerlegtﬂ

Fir konvexe Vielecke ist das klar. Es seien A, B, C' drei beliebige benachbarte Eckpunkte
eines beliebigen einfachen Vielecks. Im Innenwinkel mit dem Scheitel B ziehen wir von

2"Einfach" bedeute in diesem Zusammenhang stets "einfach zusammenhéngend".
3Man beachte, dass eine Diagonale eines nichtkonvexen Vielecks das Vieleck zerlegen oder ganz
auBerhalb desselben liegen kann (wie die Diagonale BD in Abb. 2b).
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B aus alle Strecken, deren zweiter Endpunkt einer Vielecksseite angehort und deren
Inneres sowohl im Inneren des Vielecks als auch des Innenwinkels mit dem Scheitel B
liegt:

Es sind zwei Falle moglich:

A. Alle von B verschiedenen Endpunkte liegen in genau einer Seite des Vielecks (Abb.
3a). In diesem Fall zerlegt die Diagonale AC' unser n-Eck in ein (n — 1)-Eck und ein
Dreieck.

B. Nicht alle von B verschiedenen Endpunkte liegen in genau einer Seite (Abb. 3b).
In diesem Fall ist einer dieser Endpunkte M eine Ecke des Vielecks, und die Diagonale
BM zerlegt das Vieleck in zwei einfache Vielecke mit kleinerer Seitenzahl.

Wir werden uns jetzt dem Beweis unserer urspriinglichen Behauptung zu.

Die Bezeichnung der Ecken des n-Ecks sei so gewahlt, dass die Diagonale Ay A das
Vieleck A1 Aj... A, in das k-Eck A1 Ay... Ak und das (n — k + 2)-Eck A1 Ak Agi1... A,
zerlegt.

Abb. 3 o

Nach Voraussetzung sind die Summen der GroBen der Innenwinkel des k-Ecks bzw. des
(n — k + 2)-Ecks gleich 2R(k — 2) bzw. 2R[(n — k + 2) — 2| = 2R(n — k); daher wird
die Summe der WinkelgroBen des n-Ecks A; As... Ay gleich 2R(k —2) +2R(n — k) =
2R(n — 2), woraus die Richtigkeit unserer Behauptung fiir alle n folgt.

Wie wir in Beispiel 3 sahen, kann man in jedem einfachen Vieleck eine Diagonale finden,
die es in zwei einfache Vielecke mit kleinerer Seitenzahl zerlegt. Jedes dieser Vielecke,
das noch kein Dreieck ist, kann man wieder in zwei einfache Vielecke mit kleinerer
Seitenzahl zerlegen usw. Folglich kann man jedes einfache Vieleck durch Diagonalen,
die einander nicht schneiden, in Dreiecke zerlegen.

Beispiel 4. In wieviel Dreiecke kann ein einfaches (nicht unbedingt konvexes) n-Eck
durch Diagonalen, die einander nicht schneiden, hochstens zerlegt werden?

Losung. 1. Fir das Dreieck ist diese Zahl 1 (im Dreieck kann man keine Diagonale
ziehen); fiir das Viereck ist diese Zahl offensichtlich 2 (vgl. Abb. 2a und b).

2. Wir setzen voraus, dass jedes k-Eck mit k& < n durch einander nicht schneidende
Diagonalen (unabhangig von der Art der Zerlegung) in k — 2 Dreiecke zerlegbar ist.
Wir betrachten eine der Zerlegungen des n-Ecks A;As...A,, in Dreiecke. Es sei A1 A
eine der Diagonalen dieser Zerlegung; sie zerlegt das n-Eck A;A,... A, bei geeigneter
Wahl der Bezeichnung in ein k-Eck A1 As...Aj, und ein (n—k+2)-Eck AjApAgi1... Ay
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Nach Voraussetzung ist die Gesamtzahl der Dreiecke der Zerlegung gleich
(k=2)+[(n—k+2)—2=n—-2
damit ist unsere Behauptung fiir alle n bewiesen.

Aufgabe 2. Man bestimme die Anzahl N der Diagonalen, die einander nicht schneiden
und bei der Zerlegung eines n-Ecks in Dreiecke benutzt werden.

Beispiel 5. Wieviel Moglichkeiten P(n) gibt es, ein konvexes n-Eck durch Diagonalen,
die einander nicht schneiden, in Dreiecke zu zerlegen?

Losung. 1. Fir ein Dreieck ist diese Zahl offenbar gleich 1; also ist P(3) = 1.

Abb. 4

2. Wir setzen voraus, dass wir die Zahl P(k) fir alle k& < n bestimmt haben, und
wollen P(n) bestimmen. Dazu betrachten wir ein konvexes n-Eck A; As...A,, (Abb. 4).
Fir jede seiner Zerlegungen in Dreiecke wird die Seite A; Ay Seite eines Dreiecks der
Zerlegung; der dritte Eckpunkt dieses Dreiecks muss einer der Punkte As, Ay, ..., A,
sein.

Die Anzahl der Arten der Zerlegung des n-Ecks, fir die dieser Eckpunkt mit dem
Punkt Aj tbereinstimmt, ist gleich der Anzahl der Arten der Zerlegung des (n — 1)-
Ecks A;A3A,... A, in Dreiecke, d.h. gleich P(n —1).

Die Anzahl der Arten der Zerlegung, fiir die dieser Eckpunkt mit A4 (ibereinstimmt, ist
gleich der Anzahl der Arten der Zerlegung des (n — 2)-Ecks Ay A4A5... A, d.h. gleich
P(n —2) = P(n —2) - P(3); die Anzahl der Arten der Zerlegung, fiir die er mit A;
ibereinstimmt, ist gleich P(n — 3) - P(4), da jede der Zerlegungen des (n — 3)-Ecks
A As... A, dabei mit jeder der Zerlegungen des Vierecks As A3 A4 As kombiniert werden
kann usw.

So kommen wir zu der Beziehung

P(n) = P(n—1)+P(n—2)-P(3)+ P(n—3)-P(4)++P(3)—-P(n—2)+P(n—1) (2)

Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir

P(4) = P(3) + P(3) = 2,

P(5) = P(4)+ P(3)- P(3) + P(4) =5,

P(6) = P(5)+ P(4) - P(3) + P(3) - P(4) + P(5) = 14,

P(7) = P(6) + P(5) - P(3) + P(4) - P(4) + P(3) - P(5) + P(6) = 42




1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

Bemerkung. Mit Hilfe der Formel (2) kann man zeigen, dass fiir jedes n die Beziehung

2(2n — 5)!

Po) = = im = 3

gilt.

Aufgabe 3. In wieviel Teile wird ein konvexes n-Eck durch alle seine Diagonalen zerlegt,
wenn sich keine drei von ihnen in einem Punkt schneiden?

1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

Einige Séatze von Abschnitt 2.1 konnen bereits als Beispiele fiir die Anwendung der
vollstandigen Induktion beim Beweis geometrischer Satze angesehen werden.

Zum Beispiel kann der Satz des Beispiels 3 folgendermaBen formuliert werden: Man
zeige, dass die Summe der WinkelgréBen eines einfachen n-Ecks gleich 2R(n — 2) ist;
in Beispiel 4 war zu beweisen, dass die sich nicht schneidenden Diagonalen ein einfaches
n-Eck in n — 2 Dreiecke zerlegen.

In diesem Abschnitt betrachten wir weitere Beispiele dieser Art.

Beispiel 6. Es seien n beliebige Quadratflachen gegeben. Man beweise, dass man sie
so in Teile zerlegen kann, dass sich aus samtlichen Teilen eine neue Quadratflache zu-
sammensetzen |asst.

Losung. 1. Fiir n = 1 ist kein Beweis erforderlich. Wir beweisen nun, dass die Behaup-
tung auch fiir n = 2 richtig ist. Die Seitenlangen der gegebenen Quadrate ABC'D und
abcd bezeichnen wir mit x bzw. y; es sei etwa = > y.

Auf den Seiten des Quadrates ABC'D mir der Seitenldnge = (Abb. 5a) tragen wir die
Strecken AM = BN = CP = D@ der Lange ”%ry ab und zerlegen die Flache dieses
Quadrates durch die Geraden M P und N(), die sich offenbar im Mittelpunkt O des
Quadrats schneiden und aufeinander senkrecht stehen.

Abb. 5a, b d ¢

Dabei wird die Quadratflache in vier kongruente Teile zerlegt. Diese Stiicke legen wir
an die zweite Quadratflache an, wie in Abb. 5b gezeigt wird.

Die erhaltene Figur ist wieder eine Quadratfliche, da die Winkel bei den Punkten
M', N', P', ) Nebenwinkel und die Winkel A’, B’, C', D' rechte Winkel sind und
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AB' =B C'=C'D' = DA ist.

2. Wir setzen voraus, unsere Behauptung sei fiir n Quadratflachen schon bewiesen, und
es seien n + 1 Quadratflaichen K1, Ko, ..., K,,, K, 1 gegeben.

Wir greifen zwei beliebige Quadratflachen, etwa K, und K, .1 heraus. Wie in 1. ge-
zeigt wurde, kann man eine neue Quadratfliche K’ erhalten, wenn man eine dieser
Quadratflachen zerlegt und die erhaltenen Teile an die zweite anlegt.

Ferner kann man nach Voraussetzung die Quadratflachen K, Ko, ..., K,,_1, K’ so in
Teile zerlegen, dass man aus diesen Teilen eine neue Quadratfliche zusammensetzen
kann, was zu beweisen war.

Abb. 6a, b

b)

Beispiel 7. Gegeben sei ein Dreieck ABC'. Durch seinen Eckpunkt C' seien n—1 Geraden
gelegt, die das Dreieck in n kleinere Dreiecke AC M, M1CM,, ..., M,_1CB zerlegen.
Wir bezeichnen mit ry,79,...,7, und p1, p2, ..., p, die Radien der In- bzw. Ankreise
dieser Dreiecke, wobei alle betrachteten Ankreise im Winkel mit dem Scheitel C' des
urspriinglichen Dreiecks ABC' liegen (Abb. 6 a); r und p seien die Radien des In- bzw.
Ankreises im Winkel mit dem Scheitel C' unseres Dreiecks ABC'.
Man beweise die Beziehung
™ T Tn r
Pr P2 Pn P
Losung. Wir bezeichnen mit F' den Inhalt der Flache des Dreiecks ABC und mit s seinen
halben Umfang; dann ist bekanntlich F' = sr. Ist O der Mittelpunkt des betrachteten

Ankreises dieses Dreiecks (Abb. 6b), so gilt andererseits

1 1 1 1
F = Faoac + FaocB — Faoas = §bP + QP = 5P = 5(61 +b—c)p=(s—c)p

folglich ist sr = (s — c)p und 7 = *2£.

S
Ferner ergibt sich aus einer bekannten Formel der Trigonometrie (Halbwinkelsatz)

o [6=b)—0 5_ [G=a—0

tan2—J (5 —a) und tanz—\l s(s )

a B |(s=b(s—c) (s—a)(s—c) s—c 7
tan2tan2—¢ (s —a) : s(s — b) T —; (3)
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folgt. Nach diesen einleitenden Bemerkungen wenden wir uns dem Beweis des Satzes
zu.

1. Fir n = 1 ist unsere Behauptung offensichtlich. Wir beweisen ihre Richtigkeit fur
n = 2. In diesem Fall zerlegt eine Gerade das Dreieck ABC' in zwei kleinere Dreiecke
ACM und CMB. Nach der Formel (3) gilt (mit § als GréBe des Winkels ZAC M)

rL To o ) 180° — ¢ 5]
— . — =tan —tan— -tan —— tan —
p1 - P2 2 2 2

t at 0 t—t b t at b !

= tan — tan — cot — tan — = tan — tan — = —

2 2 2 2 2 2 p

2. Wir setzen nun voraus, unsere Behauptung sei fiir n — 1 Geraden bewiesen und es
seien n Geraden gegeben, die das Dreieck ABC' in n + 1 kleinere Dreiecke AC'Mj,
M,CMs, ..., M,,CB zerlegen. Jetzt betrachten wir zwei von diesen Dreiecken, etwa
ACM1 und MlCMQ.

Wie wir in 1. sahen, ist

ANERNT

P11 P2 P12

wobei 719 und pio die Radien des
AC M, sind. Fur n Dreiecke AC' M,

In- bzw. des betrachteten Ankreises des Dreiecks
MyCMs, ..., M,CB gilt aber nach Voraussetzung

e T Pn Tael T

P12 P3  Pn Pn+l P
also ist

T2 Ta w7

P1 P2 Pn Pntl P

Aufgabe 4. Geraden durch den Punkt C' mogen das Dreieck ABC' auf zwei Arten in
zwei Dreiecke ACM, CMB und ACM', CM'B zerlegen; 11,79 bzw. ], ), seien die
Radien der Inkreise dieser Dreiecke.

Man beweise, dass aus r; = 1} stets o = r} folgt und dass die analoge Eigenschaft
auch fiir die Radien der Ankreise im Dreieckswinkel mit dem Scheitel C gilt.

Aufgabe 5. Man beweise (in den Bezeichnungen des Beispiels 7), dass

n + Pn
Ry,

_rEp
R

T+ p1 +?”2+P2
Ry Ry

gilt, wobei Ry, R, ..., R,, und R die Radien der Umkreise der Dreiecke AC'M;, M1C M,,
., M,,CB bzw. ABC sind.

+ .+

Aufgabe 6. Es seien n Kreise ¢, ..., £, durch einen Punkt O gegeben, wobei sich £
und €, € und €3, ..., &, und £, jeweils in einem von O verschiedenen Punkt A;, As, ...
bzw. A,, schneiden (Abb. 7).

Ferner sei By ein von O verschiedener Punkt des Kreises ;. Mit g; bezeichnen wir im
Fall A, # B; die Verbindungsgerade dieser Punkte und im Fall A; = B; die Tangente
an €; im Punkt A;.

10
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Abb. 7

Ferner sei By der von A; verschiedene Schnittpunkt von ¢; und €, falls g; Sekante
von €, ist, und wir setzen By = Ay, falls g; Tangente von &, ist.

Mit go bezeichnen wir im Fall Ay # Bs die Verbindungsgerade dieser Punkte und im
Fall A, = B, die Tangente an ¢, im Punkt A,. Analog werden Bs, ... und g3, ...
bestimmt. Man beweise, dass der auf dem Kreis £; erhaltene Punkt B,,;; mit By lber-
einstimmt.

Beispiel 8. Man zeige, dass die Flache jedes konvexen Vielecks, das von einem Paral-
lelogramm verschieden ist, in eine Dreiecksflache eingeschlossen werden kann, deren
Seiten drei Seiten des Vielecks enthalten (Abb. 8).

Losung. Wir zeigen zunachst (*), dass die Flache jedes konvexen n-Ecks in die Flache
eines Dreiecks oder eines Parallelogramms eingeschlossen werden kann, deren Seiten
drei bzw. vier Seiten des Vielecks enthalten (Abb. 8).

Abb. 8

1. Fir n = 3 bedarf unsere Behauptung keines Beweises, fiir n = 4 ist sie offenbar
ebenfalls richtig; denn entweder ist unser betrachtetes Viereck ein Parallelogramm, oder
es hat zwei nichtparallele Gegenseiten, die wir bis zum Schnitt verlangern; wir erhalten
ein Dreieck der gewiinschten Art, das in seiner Flache unsere Vierecksflache enthalt
(Abb. 9 a).

Abb. 9 «a b)

2. Wir setzen jetzt voraus, unsere Behauptung sei schon fiir alle konvexen Vielecke,
die weniger als n Seiten haben, richtig, und betrachten die Flache eines beliebigen
(konvexen!) n-Ecks p (mit n > 5).

Dieses n-Eck hat sicherlich zwei nicht benachbarte und nicht parallele Seiten: Die
Gesamtzahl der zu einer gegebenen Seite AB nicht benachbarten Seiten des n-Ecks

11
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gleich n — 3 > 2, und das konvexe Vieleck kann nur eine einzige zu AB parallele Seite
haben.

Wenn wir diese nichtparallelen Seiten bis zu ihrem Schnitt verlangern (Abb. 9 b), dann
erhalten wir ein m-Eck p1, dessen Flache die Flache von p enthalt; dabei gilt m < n.
Alle Seiten dieses m-Ecks enthalten Seiten von p.

Wenn wir noch das m-Eck p; in die Flache eines Dreiecks (Fall 1) oder eines Par-
allelogramms (Fall 2) einschlieBen - was nach Induktionsvoraussetzung maglich ist -,
dann erhalten wir ein gewiinschtes Dreieck oder Parallelogramm, dessen Flache also
die Flache des n-Ecks p enthalt.

Jetzt kdnnen wir unsere Behauptung (*) fiir alle konvexen n-Ecke als bewiesen ansehen;
wir zeigen, dass aus ihr auch die Behauptung des Beispiels folgt.

Im Fall 1 ist nichts mehr zu beweisen. Im Fall 2 sei ABC'D das erhaltene Parallelo-
gramm. Ist das Vieleck p aber kein Parallelogramm, dann ist wenigstens ein Eckpunkt
von ABCD, etwa A, kein Eckpunkt von .

Wir betrachten jetzt den zu A nachstgelegenen Eckpunkt K des Vielecks p, der in der
Seite AB des Parallelogramms liegt und von dem die Seite K L des Vielecks 11 ausgeht,
die nicht in der Seite AB liegt.

Da das Vieleck i1 konvex ist, meidet es die Halbebene beziiglich g, die den Punkt
A enthalt (Abb. 10). Dann erzeugen die drei Geraden gpc, gop und gxp eine u
enthaltende Dreiecksflache, deren Existenz wir nachweisen mussten.

Abb. 10 8 &

Das Beispiel 9 ist deshalb besonders interessant, weil aus ihm miihelos die Losung der
folgenden Aufgabe folgt:

Aufgabe 7. Man zeige, dass die Flache jedes von einem Parallelogramm verschiedenen
Vielecks von drei ihrer gestauchten Bilder liberdeckt werden kann.

Dieser Satz wurde zuerst von dem deutschen Geometer F. Levi im Jahre 1955 ausge-
sprochen; unabhangig von ihm wurde dieses Ergebnis von den Kisinjover Mathematikern
|.Z. Gochberg und A.S. Markus bewiesen.

Da eine Parallelogrammflache offensichtlich stets durch vier ihrer gestauchten Bilder
iberdeckt werden kann, aber niemals durch drei (Warum ?), ergibt sich somit der fol-
gende Satz, den man Satz von Levi-Gochberg-Markus nennen kann ff

Es sei die Flache eines konvexen Vielecks . gegeben; die kleinste Anzahl ihrer gestauch-
ten Bilder, mit denen man sie lberdecken kann, ist 4 bzw. 3, je nachdem, ob es ein

4F. Levi sowie I.Z. Gochberg und A.S. Markus betrachteten nicht nur konvexe Vielecksflichen,
sondern beliebige konvexe Figuren (vgl. [1], [2], [9]); aus der Giiltigkeit des obigen Satzes folgt
jedoch unmittelbar der entsprechende Satz fiir beliebige konvexe Figuren.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

Parallelogramm ist oder nicht.

Von diesem Satz gehen sowohl F. Levi als auch [.Z. Gochberg und A.S. Markus zur
entsprechenden stereometrischen Aufgabe (iber; dabei sprechen alle drei folgende Ver-
mutung aus:

Die kleinste Anzahl gestauchter Bilder eines konvexen Polyeders p, die i vollstandig
uberdecken, liegt zwischen 4 (sie ist gleich 4 z.B. fiir ein Tetraeder) und 8 (sie ist gleich
8 z.B. fiir einen Wiirfel); sie ist gleich 8 genau dann, wenn p ein Parallelepiped ist.

An der Richtigkeit dieser Aussage zweifelt auch heute noch anscheinend keiner der an
dieser Frage interessierten Gelehrten; jedoch ist es bisher niemandem gelungen, diese
Behauptung zu beweisen, obwohl das viele bekannte Mathematiker versucht haben.
Beziiglich dieses ganzen Problemkreises kann man dem Leser etwa [1] empfehlen.

Es gibt eine groBe Anzahl geometrischer Beweisaufgaben der verschiedensten Art, die
mit der Methode der vollstandigen Induktion gelost werden konnen. In diesem Ab-
schnitt werden wir jedoch nur noch einen Problemkreis beriihren, der insbesondere
deshalb interessant ist, weil er sich auf eines der beriihmtesten Probleme, das soge-
nannte Vierfarbenproblem, konzentriert.

Dieser Problemkreis hangt mit den (mathematischen) Begriffen "Karte" und deren
"regularer Farbung" zusammen.

1.2.1 Aufgaben iiber Karten

In der Ebene sei ein Netz von Linien gegeben, die beliebige Punkte A;, As, ..., A,
(p > 1) verbinden und keine anderen gemeinsamen Punkte haben.

Wir nehmen weiter an, dass dieses Netz aus einem Stiick besteht, d.h., dass man von
jedem Punkt A;, Ay, ..., A, zu jedem anderen Punkt gelangen kann, wenn man sich
langs der Linien des Netzes bewegt (das Netz sei also "zusammenhangend").

Ein solches Netz werden wir eine Karte nennen, die gegebenen Punkte ihre Eckerﬂ
die Abschnitte der Kurven zwischen zwei benachbarten Ecken Grenzen der Karte, die
Teile der Ebene, in die sie zerlegt wird (einschlieBlich des unendlichen duBeren Gebiets),
Lander der Karte. So stellen in Abb. 11 die Punkte Ay, As, ..., Ag die Ecken der Karte,
die Kurven AlAQ, A2A7, A1A6, A6A7, A1A4, A4A3, A3A6, A6A5, A5A7, A4A8 ihre
Grenzen, die Gebiete o1, 09, 03 und das unendliche duBere Gebiet o ihrer Lander dar.

Abb. 11 °

SIn der Graphentheorie sind auch die Bezeichnungen Eckpunkte, Knotenpunkte bzw. Knoten ge-
brauchlich. - Anm. d. Red.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

Beispiel 9 (Satz von Euler). Wir bezeichnen die Anzahl der Lander einer beliebigen
Karte mit s, die Anzahl ihrer Grenzen mit [ und die Anzahl der Ecken mit p. Dann gilt
s+p=1+2.

Beweis (durch Induktion nach der Anzahl [ der Kartengrenzen).
1. Esseil = 0;dannist s =1, p = 1 (wegen p > 1 und [ = 0); in diesem Fall gilt
s+p=101+2.

2. Wir setzen voraus, der Satz gelte fir eine beliebige Karte, die n Grenzen hat, und
betrachten eine Karte, die [ = n + 1 Grenzen, s Lander und p Ecken enthalt. Es sind
zwei Falle moglich:

a) Zu je zwei Ecken der Karte existiert genau ein Verbindungsweg langs der Karten-
grenzen (mindestens ein solcher Weg existiert ja, da die Karte zusammenhéngend ist).
In diesem Fall enthalt die Karte keinen einzigen geschlossenen Weg; daher hat sie die
Gestalt, die Abb. 12 zeigt, und es ist s = 1.

Wir zeigen, dass sich auf einer solchen Karte mindestens eine Ecke befindet, die nur
einer einzigen Grenze angehort, eine sogenannte duBere Ecke (wie Ay in Abb. 12).

Wir wahlen eine beliebige Ecke der Karte. Ist sie keine auBere Ecke, dann gehort sie zu
wenigstens zwei Grenzen. Wir bewegen uns auf einer dieser Grenzen bis zu ihrer zweiten
Ecke. Ist auch diese Ecke keine duBere, dann endet in ihr noch eine andere Grenze; wir
bewegen uns auf dieser Grenze zu ihrem zweiten Ende usw.

Abb. 12

Da die Karte nach Voraussetzung keine geschlossenen Wege enthalt, kommen wir zu
keiner der frither berthrten Ecken zuriick; da die Karte nur endlich viele Ecken hat,
kommen wir schlieBlich zu einer auBeren Ecke.

Wir entfernen diese Ecke und diejenige Grenze, die diese Ecke als Endpunkt hat, und
bekommen eine neue Karte, inder !’ =1—1=mn, s’ = sund p’ = p—1 ist, wobei diese
neue Karte zusammenhangend bleibt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt s'+p’ = I'+2,
woraus s + p = [ + 2 folgt.

b) Es existieren zwei Ecken, die durch wenigstens zwei Wege verbunden sind (Abb. 11).
In diesem Fall existiert auf der Karte wenigstens ein geschlossener Weg, der durch diese
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

Ecken geht. Entfernen wir eine der Grenzen dieses Weges (ohne Ecken), so erhalten
wir eine neue zusammenhangende Karte, in welcher ' =1 —1=n,p =p, s =s—1
ist. Nach Voraussetzung gilt s’ + p’ = I’ + 2, woraus wieder s + p = [ + 2 folgt.

Beispiel 10. Man beweise: Gehen von jeder Ecke einer Karte mindestens drei Grenzen
aus (enthalt also die Karte keine Ecken wie As, A3, A5, As in Abb. 13), so gibt es ein
Land mit hoéchstens fiinf Grenzen.

Losung. Da von jeder der p Ecken der Karte nicht weniger als drei Grenzen ausgehen
und da jede Grenze zwei Ecken verbindet, gilt

3p
< 4
3 *)

Wir nehmen jetzt an, jedes der s Lander habe wenigstens sechs Grenzen; da jede Grenze
hochstens zwei Lander trennt, wirde

6s
<]
> < 5)

gelten. Die Ungleichungen (4) und (5) ergeben
1 2
<zl+zl=1
s+p=< 3 + 3

im Widerspruch zum Satz von Euler. Also ist unsere Annahme, jedes Land habe we-
nigstens sechs Grenzen, falsch.

Aufgabe 8. In einer Ebene seien fiinf Punkte gegeben. Man beweise, dass es nicht mog-
lich ist, in dieser Ebene jeden dieser Punkte mit jedem anderen Punkt zu verbinden,
ohne dass sich Linien schneiden (Abb. 13).

Abb. 13

Andere Beispiele der Anwendung des Satzes von Euler iber Karten findet der Leser in
[5] bzw. [15].

Aufgabe 9 (Eulerscher Polyedersatz). Man beweise, dass s + p = [ + 2 gilt, wenn p die
Anzahl der Ecken, [ die Anzahl der Karten und s die Anzahl der Seitenflachen eines
konvexen Polyeders ist[f]

Aufgabe 10. Man beweise, dass jedes konvexe Polyeder drei- oder vier- oder fiinfeckige
Flachen enthalt.

Aufgabe 11. Man beweise, dass kein konvexes Polyeder mit sieben Kanten existiert.

6Dieser Satz war schon dem franzésischen Philosophen, Mathematiker und Physiker René Descartes
(1596-1650) bekannt.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

1.2.2 Farbungsprobleme

In einer Ebene sei eine beliebige Karte gegeben. Wir nennen sie regular gefarbt, wenn
jedes ihrer Lander mit einer bestimmten Farbe gefarbt ist, und zwar so, dass je zwei
Lander, die eine gemeinsame Grenze haben, verschieden gefarbt sind.

Als Beispiel einer regular gefarbten Karte kann jede geographische Karte dienen. Selbst-
verstandlich kann jede Karte regular gefarbt werden, wenn man soviel Farben verwendet,
wie Lander existieren; jedoch ist eine solche Farbung nicht 6konomisch.

Uns interessiert die minimale Anzahl der Farben, die zur regularen Farbung einer Karte
notwendig ist. Offenbar kann man z.B. die in Abb. 14a dargestellte Karte mit zwei
Farben regular farben; fiir eine regulare Farbung der Karte, die in Abb. 14b dargestellt
ist, sind schon drei Farben nétig; die Karte, die in Abb. 14c dargestellt ist, kann man
nur mit vier Farben regular farben. Bis jetzt wurde noch keine Karte gefunden, die man
nicht mit vier Farben hatte regular farben konnen.

Als erster lenkte vor mehr als hundert Jahren der bedeutende deutsche Mathematiker
A. F. Mobius die Aufmerksamkeit auf diese Tatsache. Bis jetzt haben viele bedeutende
Gelehrte versucht, das Vierfarbenproblem zu l6sen, d.h. entweder zu beweisen, dass vier
Farben zur Farbung jeder Karte ausreichen, oder ein Beispiel fiir eine Karte zu finden,
die nicht mit vier Farben regular gefarbt werden kann.

Abb. 14 o b) "

Bisher ist dies jedoch niemandem auf herkdommliche Weise gelungen.ﬂ

Man konnte nur beweisen, dass zur regularen Farbung jeder Karte in jedem Fall fiinf
Farben ausreichen (vgl. Beispiel 14). Es ist nicht schwer, solche Bedingungen zu finden,
unter denen man eine Karte mit zwei (Beispiel 12) oder mit drei Farben (Beispiel 13)
regular farben kann. Wir beweisen eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass eine Karte mit vier Farben regular gefarbt werden kann (Beispiel 15): die Frage,

"Die Vermutung, dass fiir jede denkbare Landkarte vier Farben geniigen, wurde wahrscheinlich zu-
erst von dem Londoner Mathematikstudenten Francis Guthrie 1852 ausgesprochen, aber erst 1878
durch eine Anfrage auf einer Sitzung der Londoner Mathematischen Gesellschaft richtig bekannt.
Daraufhin gaben A. B. Kempe und P. G. Tait 1879 bzw. 1880 je einen "Beweis" an, die jedoch feh-
lerhaft waren. Der Fehler Kempes wurde erst 1890 durch P. J. Heawood entdeckt; er konnte jedoch
den Finffarbensatz beweisen. Trotz vielfaltiger Losungsversuche, bei denen u.a. die Graphentheorie
ganz wesentlich weiterentwickelt wurde, blieb das Vierfarbenproblem ungeldst. Nach Vorarbeiten
von H. Heesch konnten Wolfgang Haken und Kenneth Appel mit Hilfe aufwendiger Computer-
rechnung (mehr als 1000 Rechnerstunden!) an der Universitdt von lllinois in Urbana (USA) die
urspriingliche Vermutung bestatigen; der angegebene Beweis umfasst 56 Seiten Text und 114
Seiten Abbildungen, mehr als 30 Abbildungen je Seite. Die Grundlage bildet die sogenannte Ent-
ladungstheorie. Trotz dieses Resultates geht jedoch die Suche nach einem computerunabhangigen
Beweis des Satzes von Kempe-Heesch-Appel-Haken weiter.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

ob diese Bedingung von jeder beliebigen Karte erfillt wird oder ob es eine Karte gibt,
die sie nicht erfiillt, bleibt hier offen.

Abb. 15

Es ist interessant zu bemerken, dass fiir einige Flachen, die anscheinend komplizierter
sind als die Ebene, das Problem der Farbung von Karten vollig gelost ist. So ist z.B.
bewiesen, dass auf einem "Autoschlauch" oder auf einem Torus (Abb. 15) zur regularen
Farbung einer beliebigen Karte sieben Farben ausreichen, und es existieren Karten, die
man mit sechs Farben nicht regular Farben kann [}

Im weiteren werden wir voraussetzen, die Karte enthalte keine nichttrennenden Grenzen,
d.h. Grenzen, zu deren beiden Seiten ein und dasselbe Land liegt (wie die Grenze A4 Ag
in Abb. 11), weil anderenfalls die Aufgabenstellung iiber die reguldre Farbung keinen
Sinn hatte.

Wir werden ferner voraussetzen, die Karte enthalte keine Ecken, von denen nur zwei
Grenzen ausgehen (wie die Ecke Az in Abb. 11), da eine solche Ecke liberfliissig ist. Mit
anderen Worten, wir werden nur solche Karten betrachten, von deren Ecken mindestens
drei Grenzen ausgehen, d.h. Karten, die der Bedingung des Beispiels 10 geniigen; das
Resultat dieses Beispiels wird im weiteren oftmals benutzt werden[]]

8 m Jahre 1959 hat der deutsche Geometer G. Ringel (vgl. [15]) Resultate verdffentlicht, die der
endgiiltigen Lésung des Problems der Farbung von Karten auf einer beliebigen, von der Ebene und
von der Kugel verschiedenen Flache nahekommen. Die kleinste Zahl von Farben, die zur reguléren
Farbung der Oberflache eines Kérpers notwendig ist, der wie ein "Kugelkérper mit p durchgehenden
Lochern" gebaut ist, wird nach Ringel durch die verhaltnismaBig komplizierte Formel

S
2

gegeben. Dabei bezeichnen die eckigen Klammern den ganzen Teil der eingeklammerten Zahl. So
ist fiir den Torus (Abb. 15), der ein "Loch" hat, diese Zahl gleich

2 2

SUNEE

fur die "Brezel" mit zwei Lochern (Abb. 16) lautet sie

Abb. 16

T+V1+48-2|  [7V97|  [16,8... s
2 2 _[ 2 ]_

9Beziiglich der reguliren Farbung einer Karte stellt diese Voraussetzung aus folgenden Griinden
keine Einschrankung der Allgemeinheit der Betrachtungen dar: Wenn von einer Ecke A nur zwei
Grenzen ausgehen, die zu verschiedenen Ecken B und C fiihren, dann ist A offenbar tberfliissig.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

Fir uns wird es auBerdem vorteilhaft sein, vorauszusetzen, dass sich auf der Karte nur
ein einziges unendliches Gebiet befindet, d.h., dass die Karte keine Grenzen hat, "die
ins Unendliche gehen"; man kann zeigen, dass der Verzicht auf diese Bedingung keine
einzige der folgenden Schlussfolgerungen andert.

Eine Karte, in der von jeder Ecke genau drei Grenzen ausgehen, werden wir normal
nennen. Es sei eine beliebige Karte S (Abb. 17a) gegeben. Um jede Ecke dieser Karte,
von der mehr als drei Grenzen ausgehen, ziehen wir einen hinreichend kleinen Kreis und
figen ihn einem der Lander hinzu, die an diese Ecke grenzen.

Abb. 17 @ =

Wir erhalten dadurch eine normale Karte S’ mit ebensoviel Landern (Abb. 17b). Aus
jeder regularen Farbung der Karte S’ lasst sich aber leicht eine regulare Farbung der
Karte S mit derselben Anzahl Farben gewinnen und umgekehrt. Aus diesem Grunde
werden wir uns bei dem Problem der reguldren Farbung von Karten oft auf die Be-
trachtung normaler Karten beschranken.

Wir untersuchen jetzt die Struktur der einfachsten normalen Karten ['¥]

Es sei p die Anzahl der Ecken, [ die Anzahl der Grenzen und s die Anzahl der Lander
einer normalen Karte; dann gilt 2/ = 3p, woraus p = %l folgt. AuBerdem gilt nach dem
Satz von Euler s+ p=10+2,alsos=(l—p)+2= % + 2, und daraus folgt s > 2.
Fir s = 2 findet man aber | = 0; so kann aber eine normale Karte offenbar nicht
beschaffen sein.

Wahlen wir s = 3, so erhalten wir [ = 3 und p = 2; diese einfachste normale Karte hat
die in Abb. 18a dargestellte Form. Fiir s = 4 erhalten wir [ = 6 und p = 4. Wir zeigen,
dass die Karte in diesem Fall die in Abb. 18b oder c dargestellte Form hat.

N

Abb. 18 a) b} cl

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit k9 die Anzahl der Zweiecke der Karte, mit k3 die
Anzahl ihrer Dreiecke und mit k4 die Anzahl der Vierecke (da p = 4 ist, kann die Karte

Anderenfalls entsteht bei der Beseitigung von A eine sogenannte Schlinge; man kann zunachst
diese Schlinge und das von ihr umschlossene Land beseitigen, wobei eine Karte entsteht. zu deren
reguldren Farbung ebenso viele Farben nétig sind wie fiir die urspriingliche Karte. - Anm. d. Red.

19Hier und im folgenden unterscheiden wir nicht zwischen Karten gleicher Struktur (wie sie Abb. 14c
und 27a zeigen), deren Lander und Grenzen man so nummerieren kann, dass in beiden Karten
gleich nummerierte Lander durch gleich nummerierte Grenzen getrennt werden.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

keine Lander mit mehr als vier Ecken haben). Dann ist
ko4 ks +ky=5s=4 und 2ky 4+ 3ks + 4ky = 20 = 12

Aus der letzten Gleichung ist zu ersehen, dass k3 geradzahlig ist. Die Summe ko+ks+ k.4,
die ja gleich 4 ist, kann bis auf die Reihenfolge der Summanden die Form 2 + 2 + 0;
24+1+4+1,3+1+0;4+ 0+0 haben. Wir betrachten diese Falle einzeln.

Sind zwei der Werte k gleich 2 und ist einer gleich 0, dann ist fir ko = 2, k3 = 2,
ks = 0 die Summe 2ky + 3k3 + 4ks = 10 < 12;

fur ko =2, k3 =0, ky = 2 ist 2ky 4+ 3kg + 4ky = 21 = 12 - diesem Fall entspricht die
Karte, die in Abb. 18b dargestellt ist;

fur ko =0, ks = 2, ky = 2 ist 2ky + 3ks + 4ks = 14 > 12.

Ist einer der Werte k gleich 2 und sind zwei gleich 1, dann hat nur fir ks =1, k3 = 2,
ky = 1 die Summe 2ky + 3k3 + 4k, den Wert 12; eine solche Karte existiert, sie ist
aber nicht normal (Abb. 19).

Abb. 19

Ist einer der Werte £ gleich 3 und einer gleich 1, so muss k3 = 0 sein, da k3 geradzahlig
ist; dann ist 2ky + 3ks + 4k4 # 12.

Ist schlieBlich einer der Werte k gleich 4 und sind die restlichen 0, so ist nur fir
ko = ky = 0, k3 = 4 die Summe 2ky + 3k3 + 4k4 gleich 2] = 12; die entsprechende
Karte hat dann die in Abb. 18c dargestellte Form.

Manchmal werden wir nicht nur die Lander, sondern auch die Grenzen einer Karte
farben; dabei werden wir die Farben, mit denen die Grenzen gefarbt sind, mit Ziffern 1,
2, 3, ... bezeichnen. Wenn alle Grenzen, die von ein und derselben Ecke ausgehen, bei
dieser Nummerierung verschiedene Nummern erhalten, nennen wir die Nummerierung
der Grenzen der Karte regular (vgl. etwa Abb. 20).

Abb. 20

Wir weisen darauf hin, dass das Problem, die Ecken einer Karte so zu nummerieren, dass
"benachbarte" Ecken, d.h. Ecken, die durch eine Grenze verbunden sind, verschiedene
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

Nummern erhalten, ebenfalls mit dem Problem der reguldren Farbung der Lander einer
Karte zusammenhangt (vgl. [5], dort kann der Leser auch andere Beweise fiir viele der
hier genannten Satze finden).

Beispiel 11. In einer Ebene seien n Kreise gegeben. Man beweise, dass man bei beliebiger
Anordnung dieser Kreise die so entstandene Karte mit zwei Farben regular farben kann.

Abb. 21 ° o]

Losung. 1. Fir n = 1 ist die Behauptung offenbar richtig.

2. Wir setzen voraus, unsere Behauptung sei fiir jede Karte, die von n Kreisen gebildet
wird, richtig. In einer Ebene seien n + 1 Kreise gegeben. Entfernen wir einen dieser
Kreise, so erhalten wir eine Karte, die man nach Induktionsvoraussetzung mit zwei
Farben regular farben kann, z.B. mit Schwarz und WeiB (Abb. 21 a).

Danach fiigen wir den zuvor entfernten Kreis wieder hinzu und andern auf der einen
seiner Seiten (etwa in seinem Inneren) die Farbe jedes Gebietes in die entgegengesetzte
(d.h. schwarz in weiB und umgekehrt); es ist leicht zu sehen, dass wir dabei eine Karte
erhalten, die mit zwei Farben regulér gefarbt ist (Abb. 21 b).

Abb. 22

Aufgabe 12. In einer Ebene seien n Kreise gegeben. Durch jeden der Kreise wird eine
Sehne gelegt. Man zeige, dass die so entstandene Karte mit drei Farben regular gefarbt
werden kann (Abb. 22).

Beispiel 12 (Zweifarbensatz). Eine Karte kann mit zwei Farben genau dann regular
gefarbt werden, wenn von jeder ihrer Ecken eine gerade Anzahl von Grenzen ausgeht.

Losung. Die Bedingung ist offenbar notwendig; denn wiirde von irgendeiner Ecke einer
Karte eine ungerade Anzahl von Grenzen ausgehen, dann kénnten schon die an diese
Ecke angrenzenden Lander nicht mit zwei Farben regular gefarbt werden (Abb. 23).
Den Beweis, dass die Bedingung hinreichend ist, fiihren wir durch Induktion nach der
Anzahl der Grenzen der Karte.
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1. Fir eine Karte mit zwei Grenzen ist die Behauptung trivial (Abb. 24).

2. Wir setzen voraus, der Satz sei fiir alle Karten, in denen von jeder Ecke eine gerade
Anzahl von Grenzen ausgeht und bei denen die Gesamtzahl der Grenzen n nicht lber-
schreitet, richtig. Es sei eine Karte S gegeben, die n + 1 Grenzen hat und derselben
Bedingung genligt.

Abb. 24

Wir beginnen mit einer beliebigen Ecke A der Karte S und bewegen uns in beliebiger
Richtung langs der Grenzen der Karte. Da die Karte endlich viele Ecken hat, kommen
wir schlieBlich in eine schon durchlaufene Ecke zuriick. (Die Karte hat ja keine auBeren
Ecken, da es keine nichttrennenden Grenzen gibt.)

Somit konnen wir einen sich nicht (iberschneidenden geschlossenen Weg herausnehmen,
der aus Grenzen der Karte besteht. Auf diese Weise erhalten wir eine Karte S’ mit
weniger Grenzen, in der ebenfalls von jeder Ecke eine gerade Anzahl von Grenzen
ausgeht, weil jede Ecke der Karte um eine gerade Anzahl von Grenzen - 0 oder 2 -
verringert wird.

Nach Induktionsvoraussetzung kann man die Karte S’ mit zwei Farben regular farben.
Flugen wir den herausgenommenen Weg hinzu und andern wir etwa im Inneren des
Weges alle Farben, so erhalten wir eine regulare Farbung der Karte S.

Beispiel 13 (Dreifarbensatz). Eine normale Karte kann genau dann mit drei Farben
regular gefarbt werden, wenn jedes ihrer Lander eine gerade Anzahl von Grenzen besitzt.

Abb. 25

Beweis. Die Bedingung ist offenbar notwendig; denn hatte die Karte ein Land s mit einer
ungeraden Anzahl von Grenzen, dann ware es schon unméglich, s und die angrenzenden
Lander mit drei Farben regular zu farben (Abb. 25).

Den Beweis, dass die Bedingung hinreichend ist, fiihren wir durch Induktion nach der
Anzahl n der Lander der Karte.

1. Fir eine normale Karte, die aus drei Landern besteht (Abb. 18a), ist der Satz richtig.
Die normale Karte, die aus vier Landern besteht und die in Abb. 18b dargestellt ist,
kann schon mit drei Farben regular gefarbt werden (es geniigt, das "innere" Land mit
derselben Farbe zu farben wie das duBere); die normale Karte, die in Abb. 18c dargestellt
ist, genligt nicht der Bedingung, dass die Anzahl der Grenzen jedes Land gerade ist.

Somit kann jede normale Karte mit drei oder vier Landern, bei der jedes Land eine
gerade Anzahl von Grenzen hat, mit drei Farben regular gefarbt werden.
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2. Wir setzen voraus, der Satz sei fiir jede normale Karte richtig, bei der jedes Land
der Karte eine gerade Anzahl von Grenzen besitzt und bei der Gesamtzahl der Lander
n — 1 oder n ist.

Wir betrachten eine normale Karte S, die ebenfalls dieser Bedingung geniigt und n+ 1
Lander besitzt. Wie aus Beispiel 10 folgt, existiert auf der Karte S ein Land o, das nicht
mehr als fiinf Grenzen hat. In unserem Fall wird o entweder zwei oder vier Grenzen
besitzen. Wir betrachten diese Falle einzeln.

A. Das Land o habe zwei Grenzen. Es seien A und B Ecken dieses Landes, o7 und o9
die Nachbarlander von o (Abb. 28).

Abb. 26 %

Entfernt man die Grenze zwischen den Landern o und o; sowie die Ecken A und B,
so erhalt man eine Karte S’. Diese ist eine normale Karte, da von ihren Ecken Grenzen
in der urspriinglichen Anzahl ausgehen.

Jedes Land der Karte S’ besitzt sogar eine gerade Anzahl von Grenzen; denn die Anzahl
der Grenzen von jedem der Lander o1 und o9 wurde um 2 verringert, wahrend sich die
Anzahl der Grenzen der lbrigen Lander nicht gedndert hat. Da die Anzahl der Lander
der Karte S’ gleich n ist, kann man sie nach Induktionsvoraussetzung mit drei Farben
a, 3, regular farben.

Die Lander o} = 01 U0 und o, = 09 seien mit a bzw. 3 gefarbt. Stellen wir das Gebiet
o wieder her und farben es mit der Farbe v, so erhalten wir eine reguldre Farbung der
Karte S.

P
wll & % .
7 A [:]
o 4 4]
[ o 0
A 2 a1
% ——-/ g =
(3
Y
Abb. 27 « b)

B. Das Land a besitze vier Grenzen. Es kann vorkommen, dass gegeniiberliegende
Grenzen von o zu Landern mit einer gemeinsamen Grenze (07 und o3 in Abb. 27a)
oder sogar zu einem einzigen Land (Abb. 18b) gehéren.

Die tibrigen Grenzen gehéren zu zwei Landern, die nicht aneinander grenzen. Es seien
o4 und oy solche Lander (Abb. 27 b).

Wir gliedern die Lander oy und o4 an o an, indem wir die Grenzen AB und C'D
entfernen. So erhalten wir eine Karte S/, die offenbar sogar eine normale Karte ist.
Auch auf dieser Karte hat jedes Land eine gerade Anzahl von Grenzen.

Ist namlich die Anzahl der Grenzen des Landes o1 gleich 2k; die Anzahl der Grenzen
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

des Landes oy gleich 2ks, die Anzahl der Grenzen des Landes o3 gleich 2k3 und die
Anzahl der Grenzen des Landes o4 zu gleich 2k4, dann hat das Land ¢/ = c U oy U 0y
offenbar 2ky + 2k, — 4Grenzen.

Bezeichnen o und o3 verschiedene Lander, dann hat das Land o] = o7 offenbar 2k —2
Grenzen und das Land o4 = o3 offenbar 2k3 — 2 Grenzen; bezeichnen ¢ und o3 das
gleiche Land, dann wird dieses Land auf der Karte S’ vier Grenzen weniger besitzen als
auf der Karte S. Die Anzahl der Grenzen der tbrigen Lander andert sich nicht.

Die Karte S’ hat n — 1 Lander, folglich kann sie nach Induktionsvoraussetzung mit drei
Farben «, 3, v reguléar gefarbt werden.

Wir zeigen nun, dass dabei die Lander ¢} und o% mit ein und derselben Farbe gefarbt
werden konnen. Das ist klar, wenn of und o} das gleiche Land bezeichnen.

Anderenfalls sei das Land ¢’ mit der Farbe o und das Land o mit der Farbe /3 gefarbt.
Da langs des Abschnittes M N von ¢’ eine ungerade Anzahl 2,2 — 3 von Landern liegt
und die Farben dieser Lander in der Reihenfolge v, 3, 7, 3, ..., v abwechseln miissen,
wird das Land o4 mit der Farbe [ gefarbt. Wir stellen das Land o wieder her und
farben es mit der Farbe v, wahrend o9 und o4 die Farbe o behalten. So erhalten wir
eine regulare Farbung der Karte S.

Beispiel 14 (Fiinffarbensatz). Man kann jede normale Karte mit fiinf Farben regular
farben.

Beweis. 1. Fiir Karten, die nicht mehr als fiinf Lander haben, ist die Behauptung offen-
sichtlich richtig.

2. Wir setzen voraus, der Satz sei fiir alle normalen Karten mit n—1 oder mit n Landern
giltig, und betrachten eine Karte .S, die aus n + 1 Landern besteht. Wie in Beispiel 10
gezeigt wurde, enthalt die Karte S wenigstens ein Land o mit hochstens fiinf Grenzen.
Im folgenden betrachten wir alle dabei moglichen Fille.

a) Das Land o besitze zwei Grenzen (Abb. 26). Es seien o1 und oy die zu o benach-
barten Lander. Gliedern wir das Land o7 an o an, so erhalten wir eine normale Karte
S’ mit n Landern. Nach Induktionsvoraussetzung kann die Karte S’ mit fiinf Farben
regular gefarbt werden.

Die Lander 0] = o0 Uy und o), = 09 werden dabei mit zwei der fiinf mdglichen Farben
gefarbt. Stellen wir das Land o wieder her, so konnen wir es sogar mit einer der drei
ubrigen Farben farben.
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Abb. 28

b) Das Land o besitze drei Grenzen (Abb. 28a). Wir gliedern o1 an o an. Wenn wir die
so entstehende Karte S’ mit fiinf Farben farben, dann kénnen wir spater das Gebiet o
mit einer der beiden Farben farben, die nicht bei der Farbung der Lander o) = o U 0y,
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

ol = 09, 0k = 03 verwendet wurden.
2 3 3

c) Das Land o besitze vier Grenzen (Abb. 28b). Es gibt zwei an o anliegende Lander, die
keine gemeinsame Grenze haben (vgl. Beispiel 13). Wir gliedern eines dieser Lander,
etwa 09, an o an und erhalten eine aus n Landern bestehende Karte S’, die nach
Induktionsvoraussetzung mit fiinf Farben regular gefarbt werden kann.

Dabei sind die Lander o] = 01, 0, = 03 U0, 04 = o3 und oy = o4 mit hochstens
vier der fiinf Farben gefarbt (wenn ¢ und o4 das gleiche Land bezeichnen, sind o}, o}
und o, mit drei Farben regular gefarbt). Belassen wir o5 in der Farbe von o/, dann
brauchen wir o nur mit einer von den Farben von oy, 09, 03, 04 verschiedenen Farbe
zu farben.

d) Das Land o besitze fiinf Grenzen (Abb. 28c). Wie in Beispiel 13 gibt es zwei zu o
benachbarte Lander, die nicht aneinander grenzen und nicht zusammenfallen. Es seien
o1 und o3 solche Lander. Gliedern wir diese beiden Lander an o an, so erhalten wir
eine normale Karte S/, die n — 1 Lander besitzt. Nach Induktionsvoraussetzung kann
die Karte S’ mit fiinf Farben regular gefarbt werden.

Dabei werden die Lander o) = oy U o Uos, 0 = 09, 0y = 04 und of = o5 mit
irgendwelchen vier der fiinf Farben gefarbt. Stellen wir das Land o wieder her, so
konnen wir es mit der fiinften Farbe farben.

Aufgabe 13. Auf einem Globus sind Staaten verteilt, wobei einige aus einem einzigen
Teil und andere aus zwei Teilen (ohne gemeinsame Grenzen) bestehen. Man farbe
die Karte dieses Planeten regular, und zwar derart, dass das Territorium jedes Staates,
unabhangig davon, ob er aus einem Teil oder aus zwei Teilen besteht, mit einer einzigen
Farbe gefarbt wird und dass Staaten mit gemeinsamer Grenze mit verschiedenen Farben
gefarbt werden.

Man beweise, dass dies immer moglich ist, wenn man zwolf Farben zur Verfiigung hat,
dass jedoch elf Farben zu diesem Zweck nicht immer ausreichen.

Beispiel 15 (Satz von Vonnskij)E. Eine normale Karte kann genau dann mit vier Farben
regular gefarbt werden, wenn sich ihre Grenzen mit drei Ziffern regular nummerieren
lassen.

Losung. A. Wenn eine normale Karte mit vier Farben regular farbbar ist, kann man ihre
Grenzen mit drei Ziffern regular nummerieren.

Die normale Karte S sei mit den vier Farben «, 3, 7, ¢ regular gefarbt. Wir bezeichnen
mit Ziffer 1 die Grenzen zwischen den Landern, die mit den Farben o und 3 bzw. mit
den Farben ~ und ¢ gefarbt sind, mit Ziffer 2 die Grenzen zwischen den Landern, die
mit den Farben o und 7 bzw. mit den Farben § und § gefarbt sind, und mit Ziffer 3
die Grenzen zwischen den Landern, die mit den Farben « und § bzw. mit den Farben
[ und ~ gefarbt sind.

Die erhaltene Nummerierung der Grenzen ist regular. Denn gingen von einer beliebigen
Ecke A zwei Grenzen aus, die mit ein und derselben Ziffer (z.B. mit Ziffer 1, Abb. 29)
bezeichnet sind, dann mussten die Lander o9 und o3 die vom Land o; durch Grenzen

11V V. Volynskij (1923-1943), sowjetischer Mathematiker.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

derselben Ziffer abgegrenzt sind ein und dieselbe Farbe haben. (Wenn oy in unserem
Beispiel die Farbe « hat, werden oy und o3 mit der Farbe 3 gefarbt.) Das kann aber
nicht sein, da o9 und o3 in einer normalen Karte aneinander grenzen.

Abb. 29

B. Wenn man die Grenzen einer normalen Karte mit drei Ziffern regular nummerieren
kann, dann kann man ihre Lander mit vier Farben regular farben. Den Beweis dieser
Behauptung fiihren wir durch Induktion nach der Anzahl n der Lander der Karte.

1. Die Grenzen der einfachsten normalen Karte mit drei Landern (Abb. 18a) kann man
eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Ziffern) mit den Ziffern 1, 2, 3 nummerieren.
Wir betrachten die Karte, die Abb. 30a zeigt. Dabei hat die Grenze zwischen den
Landern, die mit den Farben o und (3 gefarbt sind, die Nummer 1, die Grenze zwischen
den Landern, die mit den Farben 5 und ¢ gefarbt sind, die Nummer 2 und die Grenze
zwischen den Landern, die mit den Farben « und § gefarbt sind, die Nummer 3.

Abb. 30 « b)

Eine regulare Farbung einer Karte S mit den vier Farben «, 3, v, 9, bei der die Grenzen
zwischen den Farben o und 3 und zwischen den Farben v und 6 die Nummer 1, die
Grenzen zwischen den Farben « und ~ und zwischen den Farben /5 und ¢ die Nummer
2 und die Grenzen zwischen den Farben « und ¢ und zwischen den Farben 3 und v die
Nummer 3 besitzen, nennen wir zulassig.

Wir haben gezeigt, dass man die einfachste normale Karte, die aus drei Landern besteht,
zulassig mit vier Farben regular farben kann. Wir zeigen nun, dass dies auch fiir normale
Karten mit vier Landern zutrifft (Abb. 18b und c).

Die Grenzen der Karte, die in Abb. 18b dargestellt ist, kann man eindeutig (bis auf
die Reihenfolge der Ziffern) mit den Ziffern 1, 2, 3 regular nummerieren (Abb. 30b).
Die Farbung dieser Karte, die in Abb. 30b gezeigt ist, ist zulassig. Die Karte, die in
Abb. 30b dargestellt ist, gestattet zwei wesentlich verschiedene Nummerierungen der
Grenzen (Abb. 31a und 31b). Die Féarbung dieser Karten, die in Abb. 31a und b gezeigt
werden, ist ebenfalls zulassig.

Abb. 31 o B
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

2. Wir setzen voraus, dass jede normale Karte, deren Grenzen durch Ziffern regular
nummeriert sind und die aus n — 1 oder n Landern besteht, mit vier Farben zulassig
gefarbt werden kann. Jetzt betrachten wir eine normale Karte S, die aus n+ 1 Landern
besteht und deren Grenzen durch drei Ziffern regular nummeriert werden koénnen. Wie
wir in Beispiel 10 sahen, gibt es auf der Karte .S ein Land o, das hochstens fiinf Grenzen
besitzt.

Wir betrachten nun die verschiedenen Unterfalle einzeln.

a) Das Land o besitze zwei Grenzen. Die einzig (bis auf die Reihenfolge der Ziffern)
mogliche Nummerierung der Grenzen in der Umgebung von o ist in Abb. 32a dargestellt.

3 a
2 ! ?
M 1 1 N
A 8
3 7 3
a
al
1 .
2 % 2
M f; ”
3 3

Abb. 32,33 bl

Wir gliedern das Land o1 dem Land o an; die neue Grenze M N, die die Lander o] =
01 Uo und o, = o9 (Abb. 32b) trennt, tragt die Nummer 1; die Nummern der (brigen
Grenzen lassen wir unverandert.

Die entstandene Karte S’ ist normal. lhre Grenzen sind mit drei Ziffern regular numme-
riert. Da die Anzahl der Lander der Karte S’ gleich n ist, kann man sie mit vier Farben
regular Farben, wobei das Land o} die Farbe  hat, wenn das Land o) die Farbe «
besitzt. Stellen wir das Land o wieder her und farben es mit der Farbe 7, so erhalten
wir eine zulassige Farbung der Karte S mit vier Farben.

b) Das Land ¢ besitze drei Grenzen. Die einzig mogliche Nummerierung der Grenzen
in der Umgebung von o zeigt Abb. 33a. Wir stellen uns vor, die Karte S sei auf einer
Gummihaut aufgezeichnet, und ziehen das Land ¢ in einem Punkt zusammen. Dabei
gehen die Grenzen AB, BC' und AC verloren und die Ecken A, B und C fallen in einer
Ecke A’ zusammen (Abb. 33 b).

Vertauscht man die Nummerierung der Grenzen M A’, NA’, PA’ (ehemals M A, NB,
PC) und aller tbrigen Grenzen nicht, so erhalt man eine normale Karte S" mit regular
nummerierten Grenzen. Da die Anzahl der Lander der Karte S’ gleich n ist, kann man
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

sie mit vier Farben regular farben.

Wenn das Land o] mit der Farbe a gefarbt wird, muss das Land ¢/ die Farbe § und
das Land o} die Farbe « besitzen. Wir stellen das Land o wieder her und farben es mit
der Farbe 3. So erhalten wir eine zulassige Farbung der Karte S.

2 a0 1 2 o 1
P
s 2 47 LA 3 >
L/ ¢ 16 o
2 1 2 1
¥AA 7 N ) ' a
1 g, 2 1 a, 2
a) b)
Abb. 36
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Abb. 34,35 Gl

c) Das Land o besitze vier Grenzen. In diesem Fall sind zwei wesentlich verschiedene
Nummerierungen der Grenzen in der Umgebung des Landes o moglich (Abb. 34a und
35a). Zunachst betrachten wir den ersten Fall.

Es gibt zwei zu o benachbarte Lander, die keine gemeinsamen Grenzen haben (vgl.
Beispiel 13). Da die beiden Paare gegeniiberliegender Lander o1, o3 und o9, 04 im
Sinne der Nummerierung der Grenzen gleichberechtigt sind, kénnen wir annehmen,
dass die Lander o1 und o3 keine gemeinsamen Grenzen haben.

Wir gliedern an o die Lander o7 und o3 an. Die neuen Grenzen N P und M () erhalten die
Nummer 3 (Abb. 34b). Die entstandene Karte S’ ist normal mit reguladr nummerierten
Grenzen.

Da die Anzahl der Lander der Karte S’ gleich n — 1 ist, kann man sie mit vier Farben
regular farben; dabei muss man die Lander ¢, = o5 und o) = o4 mit der Farbe ¢
farben, wenn man das Land ¢/ = 01 U 03 U 04 mit der Farbe o farbt. Wir stellen das
Land o wieder her und Farben es mit der Farbe 5.

Im zweiten Fall (Abb. 35a), wenn die Lander o1 und o3 keine gemeinsamen Grenzen
haben, kann man analog vorgehen. In diesem Fall erhalt zwar die neue Grenze NP
wieder die Nummer 3, aber die Grenze M () die Nummer 2 (Abb. 35b). Das Land
oy = o4 wird mit der Farbe -y gefarbt. Wir stellen das Land o wieder her und farben
es wieder mit der Farbe (.
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1.2 Beweise mittels vollstandiger Induktion

SchlieBlich setzen wir voraus, dass die Lander o9 und o4 keine gemeinsame Grenze
besitzen. Wir ziehen das Viereck ABCD so in eine Strecke zusammen, dass die Ecke
A mit der Ecke B und die Ecke C' mit der Ecke D zusammenfallt; dabei fallt die Grenze
BC' mit der Grenze AD zusammen.

Die Nummerierung der Grenzen M A, BN, PC und QD bleibe erhalten; die neue
Grenze BC' = AD bekomme die Nummer | (Abb. 35c). Die entstandene Karte S’ ist
normal mit regular nummerierten Grenzen.

Da die Anzahl der Lander der Karte S’ gleich n ist, kann man sie mit vier Farben
regular farben. Wenn das Land ¢} die Farbe o hat, muss das Land ¢/, die Farbe 4, das
Land o die Farbe o und das Land oy die Farbe  haben. Wir stellen nun das Land o
wieder her und farben es mit der Farbe (5.

d) Das Land o besitze fiinf Grenzen. In diesem Fall ist die Nummerierung der Grenzen
in der Umgebung des Landes o (bis auf die Reihenfolge der Ziffern 1, 2, 3) eindeutig
bestimmt (Abb. 36 a).

Wir betrachten zuerst den Fall, dass das Land o5 weder mit 2 noch mit 03 gemeinsame
Grenzen besitzt.

Abb. 36 ¢

An o wird das Land o5 angegliedert. Die neue Grenze M B bekommt die Nummer 2. die
neue Grenze RD die Nummer 1, die Grenze BC nummerieren wir in 1, die Grenze C'D
in 2 um. So erhalten wir die normale Karte S’ (Abb. 36 b) mit reguldr nummerierten
Grenzen.

Da die Anzahl der Lander der Karte S’ gleich n ist, kann man sie mit vier Farben
regular farben. Wenn das Land ¢/ = o U 05 mit der Farbe « gefarbt ist, missen die
Lander o), und o) mit der Farbe 3 gefarbt werden und die Lander o} und o} mit der
Farbe ~. Wir stellen das Land o wieder her und farben es mit der Farbe J.

Wenn das Land o5 an o5 grenzt oder o5 und oy das gleiche Land bezeichnen, grenzen
die (dann verschiedenen) Lander o7 und o3 nicht aneinander.
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Wenn aber o5 und o3 das gleiche Land bezeichnen oder aneinandergrenzen, kénnen
die Lander o5 und o4 weder aneinandergrenzen noch identisch sein. Die beiden letzten
Falle sind im Sinne der Nummerierung der Grenzen gleichberechtigt.

Es genligt, den ersten Fall zu betrachten. Wir gliedern die Lander o; und o3 an o an.
Die neue Grenze N P bekommt die Nummer 3, die neue Grenze M E die Nummer 2
und die neue Grenze E() die Nummer 3. Dadurch erhalten wir eine normale Karte S’
(Abb. 36¢) mit reguldr nummerierten Grenzen.

Da die Anzahl der Lander der Karte S’ gleich ny ist, kann man sie mit vier Farben
regular farben. Wenn das Land ¢/ = o U 01 U o3 mit der Farbe o gefarbt ist, missen
die Lander o}, = 09 und o) = 04 mit der Farbe § und das Land o} = o5 mit der Farbe
~ gefarbt werden. Wir stellen das Land o wieder her und farben es mit der Farbe £5.

Da wir nicht wissen, ob jede normale Karte mit vier Farben regular gefarbt werden
kann; wissen wir auch nicht, ob man die Grenzen jeder normalen Karte mit drei Ziffern
regular nummerieren kann. Man kann nur folgende schwachere Behauptung beweisen.

Beispiel 16. Man kann die Grenzen jeder normalen Karte mit vier Ziffern regular num-
merieren.

Beweis. Wir beweisen diese Behauptung fiir beliebige (nicht notwendig zusammenhan-
gende) Karten, bei denen von jeder Ecke hochstens drei Grenzen ausgehen. Den Beweis
fuhren wir durch Induktion nach der Anzahl n der Ecken der Karte.

1. Fir n = 2 ist die Behauptung offenbar richtig.

2. Wir setzen voraus, unsere Behauptung sei fiir jede Karte, bei der von jeder Ecke
hochstens drei Grenzen ausgehen und deren Eckenzahl n ist, richtig. Jetzt betrachten
wir eine Karte S, die dieselbe Bedingung erfiillt und n + 1 Ecken hat. Wir entfernen
eine dieser Ecken, etwa Ay, zusammen mit den von ihr ausgehenden Grenzen.

So erhalten wir die Karte S’, bei der von jeder Ecke hochstens drei Grenzen ausgehen
und die n Ecken hat. Nach Induktionsvoraussetzung kann man die Grenzen der Karte
S’ mit den vier Ziffern 1, 2, 3, 4 reguldr nummerieren. Wir fiigen nun die Ecke Ay mit
ihren Grenzen hinzu. Dann sind drei Falle moglich:

a) Die Ecke Ay ist nur zu einer Ecke A; der Karte S’ benachbart und mit dieser durch
eine, zwei oder drei Grenzen verbunden (Abb. 37a, b, ). In diesem Fall lasst sich
die Nummerierung der Grenzen der Karte S’ leicht in die regulare Nummerierung der
Grenzen der Karte S fortsetzen.

Ay
4
A
3 ! 3 1 3
A
A
1 2 1 )8
Abb. 37 bl L

b) Die Ecke Ag ist zu zwei Ecken A; und A, der Karte S’ benachbart. Eine der
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1.3 Volistindige Induktion bei Konstruktionen

benachbarten Ecken kann mit ihr durch zwei Grenzen verbunden sein (Abb. 38a, b).
Man priift leicht nach, dass man dabei in allen Fallen die Nummerierung der Grenzen
der Karte S’ in die reguldre Nummerierung der Grenzen der Karte S fortsetzen kann.

Abb. 38 bl

c) Die Ecke Ay ist zu drei Ecken Ay, Ay, As der Karte S’ benachbart (Abb. 39). Der
ungiinstigste Fall liegt vor, wenn von jeder der Ecken A, Ay, Asz der Karte S’ zwei
Grenzen ausgehen.

In diesem Fall haben wir fiir jede der Grenzen AgA;, AgAs, AgAsz zwei mogliche Num-
mern, aus denen nur dann keine drei verschiedenen Nummern ausgewahlt werden kon-
nen, wenn diese drei Paare gleich sind, d.h., wenn die drei Paare von Grenzen der
Karte S’, die durch die Ecken A;, Ay, A3 gehen, die gleichen Nummern, etwa 1 und
2, erhalten haben.

Abb. 39

Wir heben dann auf der Karte S” einen Weg maximaler Lange hervor, der in der Ecke A
beginnt und abwechselnd aus Grenzen mit den Nummern 1 und 3 besteht (ein solcher
Weg kann aus einer einzigen Grenze bestehen und in einer der Ecken A;, A3 enden).

Dieser Weg kann sich nicht tiberschneiden, weil die Grenzen der Karte S’ nach Voraus-
setzung reguldar nummeriert sind. Wir andern nun die Nummern dieses Weges, indem
wir die 1 durch die 3 ersetzen und umgekehrt. Dabei bleibt die Nummerierung der Gren-
zen der Karte S’ regulér, wobei in der neuen Nummerierung die drei Paare von Grenzen,
die durch die Ecken A;, Ay und A3 der Karte S’ gehen, nicht mehr in derselben Weise
nummeriert sind.

In diesem Fall kann man jedoch leicht die regulare Nummerierung der Grenzen der
Karte S’ in die regulare Nummerierung der Grenzen der Karte S fortsetzen.

1.3 Volistandige Induktion bei Konstruktionen

Wenn in den Bedingungen einer Konstruktionsaufgabe eine natirliche Zahl auftritt
(wenn beispielsweise n-Ecke zu konstruieren sind), dann lasst sich die Methode der
vollstandigen Induktion anwenden.

Wir werden eine Reihe von Beispielen der ebenen Geometrie betrachten, wobei wir in
diesem Abschnitt auch (iberschlagene Vielecke (Abb. 40) und beliebige geschlossene
Streckenziige AyAs...A, Ay die wir hier kurz n-Eck A;As,...A,, nennen, untersuchen
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1.3 Volistindige Induktion bei Konstruktionen

werden.

Ist M Mittelpunkt der Strecke AB, dann erhalten wir B aus A durch Spiegelung
am Punkt M (in der Ebene Drehung um M um 180°) und A aus B ebenfalls durch
Spiegelung am Punkt M; bezeichnen wir die Spiegelung am Punkt M mit oy und den
Bildpunkt von X bei der Spiegelung an M mit X o) oder X, dann kdnnen wir den
genannten Sachverhalt durch Aoy = AM = B und Boyy = BM = A notieren.

Ag

Abb. 40 4

Mitunter ist es zweckmaBig, mehrere Spiegelungen eines Punktes an Punkten nach-
einander auszufiihren. Werden die Spiegelungen op und o¢g nacheinander ausgefiihrt,
dann ist die resultierende Abbildung op o o eine Verschiebung (Translation) des ur-
spriinglichen Punktes um den doppelten gerichteten Abstand zwischen P und Q).
Werden drei Spiegelungen op, og, or nacheinander ausgefiihrt, dann ist die resultie-
rende Abbildung op o o o o wieder Spiegelung an einem Punkt S, es ist also

OpOOUQOOR=0g bzw. Oopo0Qg=0500R

folglich stimmt der gerichtete Abstand von P nach ) mit dem von S nach R Uberein;
bilden P, (), R ein Dreieck, dann ist S speziell die vierte Ecke des Parallelogrammes
PQRS (vgl. [11] und [8]). Diese Aussagen lassen sich vorteilhaft bei der Losung des
folgenden Beispiels verwenden.

Beispiel 17. Es seien 2n + 1 Punkte in einer Ebene gegeben. Man konstruiere ein
(2n + 1)-Eck, fur welches diese Punkte Seitenmitten sind.

Losung.

1. Sind im Fall n = 1 die Punkte A;, As und A3 gegeben und nicht kollinear (d.h.,
liegen sie nicht auf einer Geraden), dann ziehen wir zu jeder Dreiecksseite die Parallele
durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt. Diese Parallelen schneiden sich in den Punk-
ten X1, X9, X3 eines gesuchten Dreiecks.

Diese Losung konnen wir auch wie folgt erhalten: Wir bestimmen X; durch die Glei-
chung 04, 0 04, 0 04, = 0x, sowie Xo, X3 durch Xy = th und X3 = X§42. Dann
gilt

X{ = (X% = ()b = 0 = X,
d.h., dass neben A; und A, auch Ajs ein Seitenmittelpunkt des Dreiecks X X5.X35 ist.
In der zweiten Losung wird nicht bendtigt, dass A As A3 ein Dreieck ist. Durch sie wird
also der Fall n = 1 geldst.
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Abb. 41 s

2. Wir setzen voraus, die Aufgabe sei fiir je 2n — 1 vorgegebene Punkte gelost. Es seien
jetzt 2n + 1 Punkte Ay, Ao, ..., Ao,iq gegeben. Wir bestimmen einen Punkt A durch
die Gleichung (Abb. 41)

aAQn—l o O-AZn o O-A2n+1 - O-A

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es zu den Ay, A, ..., Ao, o, A Punkte X1, Xo, ...
Xon_9, Xo,_1 mit der geforderten Eigenschaft, wobei A Mittelpunkt von X5, 1 und
Xy ist, d.h., es gilt X35} | = X,

Wir setzen Xy, = f,fﬁf, Xopi1 = X3 voraus. Dann gilt schlieBlich auch noch

Aopy1 Aoy Azt o Aosn—1\Aan, Aznt1 _ vA .
XQnJil - (X2n ) - (( 2n1n ) ) - X2n—1 - X1

Zu den ebenen Bewegungen gehoren die Drehungen und Verschiebungen. Bei der Nach-
einanderausfithrung von Drehungen und Verschiebungen erhalten wir stets wieder Dre-
hungen und Verschiebungen, zu denen wir auch die identische Abbildung zéhlen (vgl.

[11], [8]).

Wahrend die Nacheinanderausfiihrung zweier Verschiebungen als resultierende Abbil-
dung wieder eine Verschiebung ergibt, kann die resultierende Abbildung bei der Nach-
einanderausfihrung zweier Drehungen sowohl Drehung als auch Verschiebung sein (vgl.
[11], S. 121, 122).

Bezeichnen wir die Drehung um einen Punkt A um den Drehwinkel ¢ mit p(A, @),
dann konnen wir genauer folgendes ausfiihren:

Die Nacheinanderausfithrung p( A1, v1) o p(Asg, p2) zweier Drehungen ist eine Drehung
oder Verschiebung, je nachdem, ob ¢ + @2 # 0 oder ¢ + @2 = 0 gilt; ist p1 4+ 2 =
¢ # 0, dann ist die resultierende Abbildung eine Drehung mit dem Drehwinkel ¢ um
ein geeignetes Drehzentrum; im Fall A; = A, ist die resultierende Abbildung stets eine
Drehung um A; (vgl. [11]. S. 136/137). Diese Aussagen werden wir bei der Lésung des
folgenden Beispiels benutzen.

Beispiel 18.@ In einer Ebene seien n Punkte Ay, ..., A, und n Drehwinkel ¢1, ..., 2
gegeben. Man konstruiere ein n-Eck X;...X,,, das so beschaffen ist, dass

le(A17 (101) - XQa X2p<A27 902> - X37 ceey an(ATw SOTL) = Xl
12Das Beispiel 17 kann als Spezialfall dieses Beispiels mit ¢ = @y = ... = Po,41 = 180° aufgefasst
werden.
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1.3 Volistindige Induktion bei Konstruktionen

gilt (Abb. 44) [

Abb. 42 «d

Losung. Diese Aufgabe ist nicht immer I6sbar. Wenn sie losbar ist, kann es mehrere
Losungen geben.

1. Es sei n = 2. Zu gegebenen Punkten A;, Ay und Drehwinkeln ¢1, @2 sind Punkte
Xl, X2 mit le(Al,(p1> = X2 und XQﬂ(AQ, QOQ) = Xl zu konstruieren.
Es muss also ein Punkt X; mit

X1 = Xop(Ag, 2) = Xip(A1, 1) 0o Xop(Asg, p2)

bestimmt werden. Ist p(A1, 1) 0 p(As, o) eine nichtidentische Drehung p(A, ), dann
kann X7 = A und X5 = Xp(A1, p1) gewahlt werden; weitere Losungen X existieren
nicht. Ist die resultierende Abbildung p(A1, v1) o p(As, 2) die identische Abbildung,
dann kann jeder Punkt der Ebene als X; und Xy = X1p(A1, ¢1) gewahlt werden. Ist
schlieBlich die resultierende Abbildung eine nichtidentische Verschiebung, dann ist die
Aufgabe nicht losbar.

Zur naheren Erlauterung dieser Aufgabe wollen wir noch den Fall n = 3 diskutieren
(Abb. 42a). Zu gegebenen Punkten A, A, A5 und Drehwinkeln ¢1, 9, 3 sind Punkte
X1, X, X3 mit Xip(A1, 1) = X, Xop(As, 1) = X3 und X3p(A3,3) = X zu
konstruieren. Es muss also ein Punkt X; mit

X1 = X3p(As, @3) = Xop(As, p2)0X3p(As, p3) = X10p(A1, p1)op(Asz, 2)op(As, p3)

bestimmt werden. Nun ist aber p(Aj, ¢1) o p(Az, v2))T eine Drehung oder Verschie-
bung. Dann ist auch 7 o p(As, ¢3) eine Drehung oder Verschiebung. Die Aufgabe ist
eindeutig bzw. mehrdeutig, wobei alle Punkte der Ebene Losungen sind, bzw. nicht
losbar, je nachdem, ob p( A1, ¢1) o p(Asg, o) o p(As, ¢3) eine nichtidentische Drehung,
die identische Abbildung bzw. eine nichtidentische Verschiebung ist.

2. Wir setzen voraus, dass p(A1, 1) o p(Az, p2) o ... 0 p(Ay, pn) Drehung oder Ver-
schiebung ist. Gegeben seien nun n 4+ 1 Punkte Ay, ..., A, .1 und Drehwinkel ¢, ...,
©n. Lur Losung der Aufgabe ist ein Punkt X7 zu finden, fiir den

X1 = X10p(A1,01) 0 p(Az, ) 0 ... 0 p(Aps1; Pnt1)

13Eine andere Formulierung dieser Aufgabe lautet: Zu gegebenen n Punkten konstruiere man ein n-
Eck, dessen Seiten Grundlinien gleichschenkliger Dreiecke mit den gegebenen Punkten als Spitzen
und den Winkeln ¢1, ¢s, ..., ¢, an diesen Spitzen sind.
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1.3 Volistindige Induktion bei Konstruktionen

gilt. Nach Induktionsvoraussetzung ist p(Ai, ¢1) o p(Asa, p2) o ... 0 p(An, @n) = T eine
Drehung oder Verschiebung. Nun ist es leicht, die Losbarkeit der Aufgabe zu diskutie-
ren.

Aufgabe 14. In einer Ebene seien n Punkte gegeben. Man konstruiere ein n-Eck, fiir das
diese Punkte Eckpunkte von Dreiecken sind, die auf den Seiten des n-Ecks konstruiert
werden; dabei sollen die Dreiecke vorgegebene Drehwinkel bei diesen Eckpunkten und
vorgegebene Seitenverhaltnisse besitzen.@

Beispiel 19. In einer Ebene seien ein Kreis und n Punkte gegeben. Man beschreibe
diesem Kreis ein n-Eck ein, dessen Seiten bzw. deren Verlangerungen in einer vorge-
schriebenen Reihenfolge durch die gegebenen Punkte hindurchgehen.

Losung. Diese Aufgabe ist schwierig. Um sie zu l6sen, werden wir die vollstandige In-
duktion auf ganz unerwartete Weise anwenden, namlich nicht nach der Anzahl n der
Seiten des Vielecks.

Statt dessen werden wir die allgemeinere Aufgabe betrachten, ein n-Eck zu konstruie-
ren, bei dem k benachbarte Seiten oder deren Verlangerungen in einer vorgeschriebenen
Reihenfolge durch k gegebene Punkte hindurchgehen, wahrend die librigen n — k Sei-
ten in einer ebenfalls vorgeschriebenen Reihenfolge parallel zu gegebenen Geraden sind.
Diese Aufgabe geht fiir £k = n in die urspriingliche tiber. Wir fiihren die Induktion nach
der Zahl k.

1. Fir k = 1 haben wir folgende Aufgabe: Einem Kreis ist ein n-Eck einzubeschreiben,
dessen Seite A, A; oder deren Verlangerung durch einen gegebenen Punkt hindurch-
geht, wahrend die n — 1 Seiten A;As, AsAs, ..., A, 1A, der Reihe nach parallel zu
gegebenen Geraden [y, 1o, ..., 1,11 sind.

Dabei ist zugelassen, dass benachbarte Punkte Ay, Ax.1 zusammenfallen, wenn die
Parallele zu [, durch Ay eine Tangente ist.

Wir setzen zunachst voraus, die Aufgabe sei schon gelost und ein gesuchtes Vieleck
konstruiert (Abb. 43a, b).

Wir wahlen auf dem Kreis einen beliebigen Punkt By und konstruieren ein einbeschrie-
benes Vieleck B;Bs...B,,, dessen Seiten B1Bs, ByBs, ..., B,_1B, der Reihe nach

14Diese Aufgabe ist als Verallgemeinerung des Problems im Beispiel 18 mit den gleichschenkligen Drei-
ecken A1 X1 X5, Ao X5X3, ... aufzufassen. Demzufolge sind hier Drehstreckungen statt Drehungen
zu betrachten.
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1.3 Volistindige Induktion bei Konstruktionen

zu ly,ls, ..., l,,—1 parallel sind; dabei ist By = By genau dann zugelassen, wenn die
Parallele zu I, durch Bj, Tangente ist.

Wir betrachten die Menge der Drehungen um den Kreismittelpunkt O. Die Drehung, die
Ay auf By abbildet, habe den Drehwinkel ¢;1. (Dabei kann ; als MaB des gerichteten

TN
Bogens A; By aufgefasst werden.) Entsprechend werden o, ..., @, erklart. Wegen der
vorhandenen Parallelitaten gilt @1 = —@y = w3 = ... (vgl. [11], Satz A auf S. 142).

Fall 1. Es sei n gerade. Dann gilt ;1 = —¢,,. Nach dem genannten Satz A liegen Ay,
A, und By, By, in zueinander parallelen Geraden (Abb. 43a). Um die Aufgabe zu lésen,
konnen wir von einem beliebigen Punkt B, des Kreises ausgehen und die Parallele g zu
9B, B, (fir By = B, Tangente) durch P betrachten. Falls diese Gerade g den Kreis
trifft, kann leicht eine Losung angegeben werden; das ist z.B. fiir alle Punkte P der
Kreisflache erfiillt. Anderenfalls ist die Aufgabe nicht losbar.

Fall 2. Es sei n ungerade. Dann gilt 91 = ¢,. Nach dem oben genannten Satz A liegen
Ay, B, und By, A, in zueinander parallelen Geraden (Abb. 43 b).

Bei der Spiegelung am Lot von O auf diese Geraden werden jeweils A; und B, sowie
By und A, vertauscht, d.h.. die Punktepaare Ay, A, und By, B, liegen in Tangenten
eines Kreises um O, oder O liegt in g4,4, und Gp,B,.

Um die Aufgabe zu lésen, konnen wir von einem beliebigen Punkt B, des Kreises
ausgehen und gp, g, (fir By = B,, Tangente) bestimmen. Notwendig und hinreichend
fir die Losbarkeit ist die Bedingung, dass der Punkt P vom Kreismittelpunkt keinen
kleineren Abstand hat als diese Gerade.

Wenn die Bedingung erfiillt ist, dann kénnen wir gp, 5, um O derart drehen, dass ihr
Bild g durch P geht. Dabei geht B in einen Punkt A; des Kreises liber und es kann
leicht eine Losung angegeben werden. Hinreichend fiir die Losbarkeit ist z.B., dass P
kein innerer Kreispunkt ist.

2. Wir setzen voraus, die Aufgabe, ein in den Kreis einbeschriebenes n-Eck zu konstruie-
ren, von dem k benachbarte Seiten oder deren Verlangerungen in einer vorgeschriebenen
Reihenfolge durch k& Punkte hindurchgehen, wéahrend die librigen n — k Seiten in einer
ebenfalls vorgeschriebenen Reihenfolge parallel zu gegebenen Geraden sind, sei gelost.
Zu konstruieren ist ein Vieleck A1 As...A,,, das dem Kreis einbeschrieben ist und bei dem
die k + 1 benachbarten Seiten Ay As, AsAs, ..., Axr1Ak1o oder deren Verlangerungen
der Reihe nach durch k 4 1 gegebene Punkte P, P, ..., P41 hindurchgehen und die
ibrigen n — k — 1 Seiten in einer vorgegebenen Reihenfolge zu gegebenen Geraden
parallel sind.

Um diese Aufgabe auf die Induktionsvoraussetzung zuriickzufiihren, wollen wir P; und

P, durch gp, p, und einen geeigneten Punkt P "ersetzen".

Wir setzen zunachst voraus, dass A1 As... A, Lésung der Aufgabe ist (Abb. 44). Die
Parallele g zu gp, p, durch A1 moge den Kreis in A, treffen, wobei A, = A; nur dann
zugelassen ist, wenn g Tangente ist.
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Abb. 44

Die Sekante oder Tangente durch A} und A3 moge gp, p, in P4 schneiden. Dann gelten
die folgenden gleichsinnigen Kongruenzen der gerichteten Winkel zwischen Geraden
(vgl. [11], besonders S. 144):

(94145, 9P Py) = (941495 9, 4,) = (9A245, Gy 45)

folglich ist Py PjA3A, ein Sehnenviereck beziiglich eines geeigneten zweiten Kreises.
Da As A3 gemeinsame Sehne beider Kreise ist, hat P beziiglich dieser Kreise dieselbe
Potenz (Sekanten- bzw. Sehnensatz).

Somit lasst sich P aus P; und P, ohne Kenntnis der Losung A; A,...A,, konstruieren.
Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir ein n-Eck A;AsAs... A, konstruieren. Nun
ist es nicht schwierig, ein gesuchtes n-Eck A As... A, zu konstruieren. Ist die in Beispiel
19 formulierte Aufgabe nach 1. und 2. gelost?

Aufgabe 15. Man beschreibe einem gegebenen Kreis ein n-Eck ein, von dem & (nicht
unbedingt benachbarte) Seiten durch k gegebene Punkte hindurchgehen, wahrend die
ibrigen n — k Seiten zu gegebenen Geraden parallel sind.

Beispiel 20. Es seien zwei parallele Geraden [ und [; gegeben. Mit alleiniger Hilfe eines
Lineals zerlege man die Strecke AB auf der Geraden [ in n deckungsgleiche Teile.

Losung. 1. Es sei n = 2. Einen beliebigen Punkt S der Ebene, der nicht auf den Geraden
[ und [y liegt, verbinden wir mit den Punkten A und B (Abb. 45 a). Wir bezeichnen
mit C' und D die Schnittpunkte der Geraden gag bzw. gpgs mit der Geraden [;.

{
A F 8

Abb. 45 a

Den Schnittpunkt der Geraden gap und ggc bezeichnen wir mit 75, den Schnittpunkt
der Geraden ggsp, und [ mit P,. Wir beweisen, dass der Punkt P, der gesuchte ist, d.h.,
dass A—Pg> = 51@ gilt.

Mit Q2 bezeichnen wir den Schnittpunkt der Geraden ggp, und /1. Nach dem Strah-
lensatz gelten die Beziehungen

PB T,B AD BA 54 4B
0.C T DC 0.C SC  CD
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I Pzﬁ AP, :
Folglich ist = , und daher gilt
@C Q.

Tpg:;ﬁ

2. Wir setzen nun voraus, wir hatten mit alleiniger Hilfe eines Lineals einen solchen
— 1
Punkt P, der Strecke AB konstruiert, fiir den AP, = —1@ gilt.
n

AuBerhalb von [ und [y wahlen wir einen beliebigen Punkt S und bezeichnen mit T,
und @,, die Schnittpunkte der Geraden gsp, mit gap bzw. {1 (Abb. 45b).

Den Schnittpunkt 7}, 1 der Geraden g4p und gcop, verbinden wir mit S. Die Schnitt-
punkte von gsr, ., mit den Geraden [; und [ bezeichnen wir mit (),,+1 bzw. P, 1. Wir
beweisen, dass P, 1 der gesuchte Punkt ist, d.h., dass

AP, =+ ap
n+1

gilt.

Nach dem Strahlensatz gelten die Beziehungen
PaPuci _PTw _PA . APn  SA 4D 67
CQn—&-i CTn—&-i Clj CQn—i—l '@ Clj ,

Aus den Gleichungen (6) und (7) erhalten wir

PPy PA 1
AP, AB n

und schlieBlich AP,y = -1 A,

> > > 11— 1 >
AP,.1 = AP, + P,P,,1 = —AB — —AP, 1
n n

Abb. 46

Um die folgenden Punkte P, ,, P". ,, ... der Zerlegung zu finden, geniigt es, nach
demselben Verfahren die Strecken

1 S
/ / /! /
Pn—l—l n+l — ﬁpn—}—l s Pn+1 n+l — mpn-i-lB usw.

zu konstruieren.

Bemerkung. Bei der Konstruktion der Punkte P, ., P/ ; kann man auch wie folgt
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verfahren: Mit Hilfe des Punktes P» kann man durch den Punkt S die Gerade 15 || !
hindurchlegen (vgl. Abb. 45a, bei der der Punkt T" auf gpg beliebig gewahlt wurde).
Es sei K der Schnittpunkt der Geraden gp,,,c mit Iy und P} der Schnittpunkt der
Geraden gx,(,., mit [ (Abb. 46 b). X .

Dann ist leicht nachzuweisen, dass PnHP,’LJri#APM{ = n%rlﬁ is. Die Konstruk-
tion der folgenden Punkte P/ ,, P}, ... verlauft analog.

Aufgabe 16. Man konstruiere mit Hilfe eines Zirkels gegebener Schenkel6ffnung a und
eines Lineals eine Strecke der Lange .

1.4 Bestimmung von Figuren mittels vollstandiger Induktion

Wir behandeln nun einige Aufgaben zur Bestimmung von Figuren mit Hilfe vollstandi-
ger Induktion.

Beispiel 21. Auf den Seiten des konvexen n-Ecks A;...A, werden die Strecken B,(C",
By, ..., B, C,, abgetragen. Man bestimme die Menge der inneren Punkte M des Viel-
ecks, fur welche die Summe der Flacheninhalte der Dreiecksflachen M B{Cy, M BoC5,
..., M B, C,, konstant ist. (gleich der Summe Fang,p,0, + FaroBocy + - + Faron,c,
ist, wobei M ein bestimmter Punkt im Innern des Vielecks ist).

Losung. 1. Es sei n = 3 (Abb. 47). Auf den Seiten A3A; und AsA; des Dreiecks
A1 Ay A3 tragen wir die Strecken A3P = BC5 und A3Q) = B3Cj ab.

Abb. 47 ¥
Dann gilt]

FaroB,co + FamyBscs = Famopas + FanvigQas = Fapgas + Fanypg

also

Famopicy + Fanviocs + Fanopscs = Fargas + (Famopics + Fanvro

15Das Zeichen # bedeutet Parallelgleichheit (vgl. auch [11], S. 125).
16\Wir nehmen hier an, der Punkt M, liege im Innern des Vierecks A As PQ); anderenfalls wiirde sich
die Uberlegung geringfiigig dndern.
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Entsprechend gilt

Famsion + Famp,o, + Fampscs = Fapgas + (Favcr + Fampg)

Daher ist die gesuchte Figur durch folgende Bedingung charakterisiert:

Famvp,o, + Fampg = Famysioy + Famypo

Es sei N der Schnittpunkt der Geraden g4,4, und gpg (wenn diese Geraden parallel
sind, wird die gesuchte Figur eine Strecke parallel zu diesen Geraden). Wir tragen auf
den Schenkeln des Winkels ZA;s NP die Strecken NR = P(Q und NS = B(C} ab;

dann gilt

Eamosicr + Famorg = Famgns + FamvigNr = FANRs + FaMyRrs

und entsprechend
Favpioy + Fampg = Fangs + Famrs
Folglich besteht die gesuchte Figur aus den Punkten M, die innerhalb des Dreiecks

liegen und fir die Fayrrs = Fanmyrs gilt, d.h., es ist eine Strecke XY einer Geraden,
die durch den Punkt M verlauft (und parallel zur Geraden grs ist).

2. Wir nehmen nun an, wir wiissten schon, dass die gesuchte Figur fiir das n-Eck aus
einer Strecke besteht (die selbstverstandlich durch den Punkt M, hindurchgeht), und
betrachten jetzt das (n + 1)-Eck A1A45...A, A1

0y

8,

,aJ

Abb. 48 A

Es seien B1C1, B2(s, ..., B,C,, B,11C,11 auf seinen Seiten abgetragene Strecken
und M ein Punkt im Innern dieses (n + 1)- Ecks (Abb. 48). Auf den Schenkeln des
Winkels ZA1A,,11A, tragen wir vom Scheitel aus die Strecken A, 1P = B,C,, und
Ani1Q = Bpi1Ch1 ab. Dann gilt fir einen Punkt M der gesuchten Figur

Fav.c, + FavB,iCry = Faviano P+ Fava,Q = Faa,..rQ + Fanmpg

Folglich ist

Favioy tEAMByc, + -+ FAMB, 10 + FaMPQ
= Famosics + FanmoBoco + -+ FaroB, 1Coi + FaryPo

17Es ware moglich, die Induktion mit » = 2 zu beginnen, wenn das "2-Eck" als n-Eck aus zwei
Strecken mit gemeinsamem Endpunkt definiert wird.
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Nach Induktionsvoraussetzung ist die gesuchte Figur eine Strecke, die durch den Punkt
My verlauft.

Anhand der Losung dieser Aufgabe lasst sich auch eine Methode zur Konstruktion der
gesuchten Figur finden.

Aufgabe 17. Gegeben seien n Geraden [y, ls, ..., 1, und auf jeder von ihnen eine Strecke
BCy, By(Cs, ..., B,C,, ferner ein Punkt M,. Man bestimme die Menge der Punkte
M, fur welche die algebraische Summe der Flacheninhalte der Dreiecksflachen M B;CY,
M B5Cs, ..., M B, C,, gleich der entsprechenden Summe fiir den Punkt M| ist.

Dabei ist der Flacheninhalt der Dreiecksflaiche M B;C; (i = 1,2, ...,n) positiv zu rech-
nen, wenn der Punkt M auf der gleichen Seite der Geraden [;, wie der Punkt M, liegt,
anderenfalls negativ.

Aufgabe 18. Man zeige, dass in einem Viereck, das einem Kreis umbeschrieben ist, die
Mitten der Diagonalen auf einer Geraden durch den Kreismittelpunkt liegen (Satz von
Newton; vgl. Abb. 49).

Abb. 49

Aufgabe 19. Man zeige, dass die Gerade, welche die Mittelpunkte der Diagonalen ei-
nes konvexen Vierecks (das weder ein Trapez noch ein Parallelogramm ist) verbindet,
die Strecke halbiert, welche die Schnittpunkte der Verlangerungen gegeniiberliegender
Seiten verbindet (Satz von GauB; vgl. Abb. 50).

F

Abb. 50 £

Beispiel 22. Gegeben seien n Punkte A, As, ..., A, und n (positive oder negative reelle)
Zahlen ay, as, ..., a,. Man bestimme die Menge der Punkte, fiir welche die Summe

al(MAY)? 4+ agL(M Ag)? + ... + a,l(MA,)*

konstant ist.

Losung. 1. Es sei n = 2. Wir wollen zunachst annehmen, die beiden Zahlen a; und as
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seien positiv. Auf der Strecke Ay A, wahlen wir den Punkt O, der A; A, im Verhaltnis
as : ap teilt. Dann gilt also

as ai

I(OA,) = [(A1A2)  ,  U(OAy) =

a1 + a ai + as

[(A1A) (*)

Nun sei M ein beliebiger Punkt der Ebene und H FuBpunkt des Lotes, das von M auf
die Gerade g4, 4, geféllt wird (Abb. 51). Dann ist nach dem Kosinussatz

(M =)? +1(A,0)* £ [(A,0)I(HO)
(M =)? +1(A,0)* £ [(A,0)I(HO)

Wenn wir die erste dieser Gleichungen mit [(A20) und die zweite mit I(A;0) multipli-
zieren und die Ubereinanderstehenden Glieder addieren, erhalten wir

I(MA)? - 1(A0) + 1(MA3)?* - 1(A,0)

= [(MO)*(I(A30) + 1(A10)) + 1(A10)* - 1(A20) + 1(A30)* - L(A,0)
=I(MO)? - 1(A1Ag) + 1(A10) - [(A20) - k(A1 Ag)

M

i

|

|
|

]
I
!
H

A

Abb. 51 4 0

Unter Beriicksichtigung von (*) erhalten wir also
ZGQZ(AlAQ)

20lALAS) gy y,)202l Ay

ap + a ap + as

— (MO - 1(AAy) + —1
( ) ( ! 2) a] + as ay + ag

[(MA)

as

1(AAs)?

oder

ai1a

CL1Z(MA1)2 + CLQl(MAg)Q = (CLl + (Zg)l(MO)z + Z<A1A2)2

a1 + ag
Wenn also ail(MA1)? + asl(M As)? = R? ist, gilt

R? a1as
I(MO)* = — I(A1Ay)? = t.
( ) ap + as a1+a2( 142) cons

R2
Daher ist _ e Z(A1A2)2 > 0 die gesuchte Punktmenge ein Kreis mit dem
a] +as a1+ a
Mittelpunkt O und dem Radius

2
\J R . a1a9 Z(A1A2)2

a1 + as ai + as
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Fir B2
a1 +as a4+ as

besteht die gesuchte Figur aus einem einzigen Punkt O. Ist schlieBlich

R2 a1a9
ap+az ap+as

so gibt es keinen Punkt, der die Bedingung erfiillt.

Der Fall, dass a; und as beide negativ sind, lasst sich offenbar auf den vorhergehenden
zurlckfihren. Im Fall a; > 0, as < 0 und a; + ag # 0 (etwa a; + a > 0) kann der
Punkt O auf der Verlangerung der Strecke Ay Ay lber A hinaus so gewahlt werden,

dass
a1

a1 + az

a2
a1 + ag

gilt. Die weiteren Uberlegungen unterscheiden sich dann nicht von den obigen.

Ist schlieBlich a1 +as = 0, so lautet die Aufgabe: Man bestimme die Menge der Punkte
M, fir welche die Differenz der Quadrate der Abstande von zwei vorgegebenen Punkten
Aq und A, konstant ist. Es sei H FuBpunkt des Lotes vom Punkt M auf die Gerade
94,4, (Abb. 51), dann ist

(IMA)? =I(MH)? +1(AH)?, I(MAY)* =1(MH)? 4 1(AyH)?
also
I(MA)? —1I(MAy)* = 1(AH)? — 1(AyH)?
Setzt man
2 2 2 R2
I(MA)* —I(MAy)" =R so ist I(A1H) — l[(AsH) =
(MA)? (M Ay) (AH) = [(AeH) = s

oder - wenn der Punkt H auf eine Verlangerung der Strecke A; A, fallt -

R2

A + U H) = s

Es gibt genau einen Punkt H, der dieser Bedingung genligt; die gesuchte Punktmenge
ist dann die Senkrechte zur Geraden g4, 4, im Punkt H.

2. Wir nehmen nun an, wir hatten schon bewiesen, dass die gesuchte Figur bein (n > 2)
gegebenen Punkten fir ay + as + ... + a, # 0 ein Kreis und fiir ay + a2+ ... +a, =0
eine Gerade ist.

Jetzt betrachten wir n 4+ 1 Punkte Ay, Ao, ..., A,1 und n+ 1 Zahlen ay,as, ..., aniq.
Falls sich unter a, ..., a,1 eine Null befindet, gilt die Behauptung offensichtlich.

Anderenfalls gibt es unter aq,...,a,+1 zwei Zahlen gleichen Vorzeichens; wir diirfen
voraussetzen, dass a,, a,1 gleiche Vorzeichen besitzen, da wir das anderenfalls durch
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Umnummerieren so einrichten. Folglich gibt es in der Strecke A, A, 1 einen Punkt O
derart, dass fiir jeden Punkt M der Ebene

anl(MAn)Q + an+1l(MAn+1)2 = (an + an+1)l(MO)2 T CLCLT—f?ZLH(AnAnH)Z
n n+1

gilt. Somit fihrt unsere Aufgabe auf die Bestimmung der Menge der Punkte M, fir
welche die Summe

all(MAD? 4+ agl (M A)? + ...+ an_ 1 l(MA,_1)* + (an + app1)[(MO)?

konstant ist.
Nach Induktionsvoraussetzung wird die gesuchte Figur fir a1 +as+... +an +an1 # 0
ein Kreis und fir a; + ag + ... + a, + a,+1 = 0 eine Gerade.

Aufgabe 20. Man bestimme die Menge der Punkte, fiir welche die Summe der Quadrate
der Abstande von n gegebenen Punkten konstant ist.

Aufgabe 21. Man bestimme einen Punkt, fiir den die Summe der Quadrate der Abstande
zu n gegebenen Punkten minimal ist.

Aufgabe 22. Man bestimme die Menge der Punkte, fiir die das Verhaltnis der Abstande
von zwei gegebenen Punkten konstant ist.

Aufgabe 23. Gegeben sei das n-Eck A As...A,,. Man bestimme die Menge der Punkte
M, fir welche die Flache des Vielecks, dessen Eckpunkte die Projektion von M auf die
Seiten des gegebenen Vielecks sind, einen gegebenen Flacheninhalt F' hat.

1.5 Definition mittels vollstandiger Induktion

Interessante Beispiele der Anwendung der vollstandigen Induktion in der Geometrie
liefern Aufgaben, die Begriffe enthalten, bei deren Definition der Ubergang "von n auf
n + 1" benutzt wird. Aufgaben dieser Art ist der vorliegende Abschnitt gewidmet.

Beispiel 23. Definition der Schwerelinien und des Schwerpunktes eines n—Ecks.@

1. Unter dem Schwerpunkt einer Strecke A; A5 wollen wir ihren Mittelpunkt O verstehen
(Abb. 52a). Danach kann man die Schwerelinien eines Dreieckes A; A3 A3 als diejenigen
Strecken definieren, welche die Eckpunkte des Dreiecks mit den Schwerpunkten der
gegeniiberliegenden Seiten verbinden (Abb. 52b).

Bekanntlich schneiden sich die Schwerelinien eines Dreiecks in einem Punkt und teilen -
von den Eckpunkten aus gerechnet - einander im Verhaltnis 2:1. Der Punkt, in dem sich
alle Schwerelinien des Dreiecks schneiden, nennt man den Schwerpunkt des Dreiecks.

18Es ist zweckmaBig, in den Beispielen und Aufgaben iiber Schwerpunkte und Schwerelinien unter
einem n-Eck stets ein konvexes Vieleck zu verstehen, bei dem drei aufeinander folgende Eckpunkte
nicht kollinear sind. Die Definitionen und abgeleiteten Aussagen lassen sich auf n-Ecke ohne diese
Nebenbedingungen ausdehnen. Das ist unter Verwendung der Mittel der analytischen Geometrie
bzw. des Vektorbegriffes besonders leicht moglich.
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Ay

Abb. 52 @ b)

Wir wollen jetzt unter den Schwerelinien eines Vierecks A; As A3 A4 diejenigen Strecken
verstehen, die seine Eckpunkte A, Ay, Az, A4 mit den Schwerepunkten O, O, Os,
O, der von den ibrigen drei Eckpunkten gebildeten Dreiecke verbinden (Abb. 52c).
Wir beweisen nun, dass sich die Schwerelinien eines Vierecks in einem Punkt schneiden
und dort - von den Eckpunkten aus gerechnet - einander im Verhaltnis 3:1 teilen:

Mit S bezeichnen wir den Schwerpunkt (Mittelpunkt) der Seite A; A; und mit O4 und
O3 die Schwerpunkte der Dreiecke A; Ay Ag bzw. A1 Ay A,. Es sei O der Schnittpunkt
der Schwerelinien A303 und A4O4 des Vierecks. Da SA3s und S A4 die Schwerelinien
der Dreiecke A;AsA3 und A1 A5A, sind, ist

57%2—3 und 57Q—S also S—/lg—m
50, 505 50; SO,

Hieraus folgt aber O30, || A3A4 und

A3A; 0,04

p— S :3
SAy SO,

Nach dem Strahlensatz folgt hiernach

OA, OAy A4,

7 7 > = _3
004 003 0304

Somit werden je zwei benachbarte (d.h. von benachbarten Eckpunkten ausgehende)
Schwerelinien des Vierecks durch ihren Schnittpunkt im Verhaltnis 3:1 geteilt.
Hieraus folgt, dass alle vier Schwerelinien des Vierecks durch den Punkt O hindurchge-
hen und durch ihn samtlich im Verhaltnis 3:1 geteilt werden. Den Schnittpunkt O der
Schwerelinien des Vierecks nennt man den Schwerpunkt des Vierecks.

2. Wir setzen nun voraus, wir hatten schon fiir alle £ < n die Schwerelinien des k-Ecks
als diejenigen Strecken definiert, welche die Eckpunkte des k-Ecks mit den Schwer-
punkten der (k — 1)-Ecke verbinden, die jeweils von den ubrigen k& — 1 Eckpunkten
gebildet werden.

Fir alle £ < n sei ferner der Schwerpunkt des k-Ecks als Schnittpunkt seiner Schwe-
relinien definiert. Wir setzen ferner als bereits bewiesen voraus, dass die Schwerelinien
jedes k-Ecks fiur k < n durch den Schwerpunkt des k-Ecks - von den Eckpunkten aus
gerechnet - im Verhaltnis (k — 1) : 1 geteilt werden.
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Jetzt definieren wir die Schwerelinien des n-Ecks als diejenigen Strecken, welche die
Eckpunkte des n-Ecks mit den Schwerpunkten der (n — 1)-Ecke verbinden, die von den
ibrigen n — 1 Ecken gebildet werden. Unter diesen Annahmen beweisen wir, dass sich
alle Schwerelinien des n-Ecks A;As...A,, in einem Punkt schneiden und dort - von den
Eckpunkten aus gerechnet - im Verhaltnis (n — 1) : 1 geteilt werden.

Abb. 53

Es sei S der Schwerpunkt des (n — 2)-Ecks A;As...A,,_o. Dann werden die Strecken
SA,—1 und S A, Schwerelinien der (n —1)-Ecke A; AsA,,—1 und A1 As...A;,_2A,, (Abb.
53). Sind O,, und O,,_; die Schwerpunkte dieser (n — 1)-Ecke, dann gilt nach Indukti-
onsvoraussetzung

SAnfl S_AAn>
2 s =n—1
SO, SO,_1
Folglich ist
A,_1A
OnOn_1 || Andyp—y  und =228 —p 1
H Onon—l

Bezeichnen wir mit O den Schnittpunkt der Schwerelinien O,_1A,,_1 und O,A, des
n-Ecks A;As...A,, so folgt nach dem Strahlensatz

OA,_, OA, A, A,
> — > = > = _(n - 1)
OOn_l OOn On—lOn

Somit werden je zwei benachbarte Schwerelinien des n-Ecks durch den Schnittpunkt
innen im Verhaltnis (n — 1) : 1 geteilt. Hieraus folgt aber, dass sich alle Schwerelinien
des n-Ecks in einem Punkt schneiden und dort im Verhaltnis (n —1) : 1 geteilt werden.
Jetzt konnen wir den Schwerpunkt des n-Ecks als Schnittpunkt seiner Schwerelinien
definieren (und dann die Schwerelinien eines (n+1)-Ecks als diejenigen Strecken, welche
die Eckpunkte des (n + 1)-Ecks mit den Schwerpunkten der n-Ecke verbinden, die von
den (brigen n Eckpunkten gebildet werden).

Die Methode der vollstandigen Induktion erlaubt zu behaupten, dass unsere Definition
der Schwerelinien und des Schwerpunktes des n-Ecks fiir jedes n sinnvoll ist.

Aufgabe 24. Im n-Eck AjAs...A,, bezeichnen wir mit O; den Schwerpunkt des (n —1)-
Ecks Ay As... A, mit Oy den Schwerpunkt des (n — 1)-Ecks A1 As...A,, ..., mit O, den
Schwerpunkt des (n — 1)-Ecks A;As... A, 1.
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Man beweise, dass das n-Eck O10,...0,, aus dem gegebenen n-Eck A;A,...A,, durch
eine Stauchung hervorgeht.

Unter einer Schwerelinie k-ter Ordnung eines n-Ecks (k < n) versteht man diejenige
Strecke, die den Schwerpunkt eines aus k beliebigen Eckpunktes des n-Ecks gebildeten
k-Ecks mit dem Schwerpunkt des aus den iibrigen n— k Eckpunkten gebildeten (n—k)-
Ecks verbindet, wobei sich die Reihenfolge der Eckpunkte dieser Vielecke aus der des
n-Ecks ergibt.

Somit ist eine Schwerelinie k-ter Ordnung auch gleichzeitig eine Schwerelinie (n — k)-
ter Ordnung. Die Schwerelinien des n-Ecks, die im Beispiel 23 definiert wurden, konnte
man Schwerelinien erster Ordnung nennen.

Aufgabe 25. Man beweise, dass sich alle Schwerelinien k-ter Ordnung eines n-Ecks in
einem Punkt schneiden und dort im Verhaltnis (n — k) : k geteilt werden.

Aufgabe 26. Man formuliere die Behauptung der Aufgabe 25 fiir n =4, k = 2.

Der Kreis, der durch die Mitten der drei Seiten eines Dreiecks hindurchgeht (Abb. 54),
heiBt Eulerscher Kreid'"| dieses Dreiecks. Er besitzt eine Reihe interessanter Eigenschaf-
ten (so z.B. geht der Eulersche Kreis auBer durch die Mitten D, E, F' der Seiten noch
durch die FuBpunkte P, (), R der Hohen AP, B(@) und C'R sowie durch die drei Punkte
K, L, M, welche die Strecken AH, BH, C'H halbieren, wobei H der Schnittpunkt der
Hohen ist;@ deshalb wird der Eulersche Kreis oft auch Neunpunktekreis des Dreiecks
genannt.)

Da der Eulersche Kreis des Dreiecks ABC' dem Dreieck DEF umbeschrieben ist, das

n der Literatur wird dieser Kreis meist Feuerbachscher Kreis genannt, nach Karl Feuerbach (1800-
1834). Wie uns I.M. Jaglom mitteilte, war dieser Kreis schon Leonhard Euler (1707-1783) bekannt.
Deshalb scheint es ihm richtiger zu sein, vom Eulerschen Kreis zu sprechen. Das hat sich in den
letzten flinfzig Jahren in der UdSSR bereits durchgesetzt.

20Das Viereck KFDM (Abb. 54) ist ein Rechteck, denn es gilt FK | BH || DM, weil KF
und DM die Mittellinien der Dreiecke ABH und C'BH mit der gemeinsamen Seite BH sind,
FD || AC || KM, weil FD und KM die Mittellinien der Dreiecke ABC und AHC mit der
gemeinsamen Seite AC sind, sowie BH 1 AC. Folglich sind die Strecken F'M und DK kongruent
und halbieren einander. Ebenso beweist man, dass auch die Strecke E'L zu diesen kongruent ist und
dass der Mittelpunkt von E'L mit dem gemeinsamen Mittelpunkt von F'M und DK zusammenfallt.
Hieraus folgt, dass der Eulersche Kreis, der durch die Punkte D, E und F' hindurchgeht, auch
durch K, L und M verlauft: der Mittelpunkt dieses Kreises fallt mit dem gemeinsamen Mittelpunkt
von DK, EL und FM zusammen, und der Durchmesser ist zu diesen Strecken kongruent.

Da nach dem bereits Bewiesenen K und D diametral gegeniiberliegende Punkte des Eulerschen
Kreises sind und der Winkel ZK PD ein rechter Winkel ist, geht der Eulersche Kreis durch den
Punkt P hindurch. Ebenso lasst sich beweisen, dass er auch durch die Punkte Q und R verlauft.
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ein Bild des Dreiecks ABC' im MaBstab 1/2 ist, betragt sein Radius R/2. (Hier und
im folgenden ist R der Radius des Umkreises des Ausgangsdreiecks ABC'.)

Der Begriff des Eulerschen Kreises kann folgendermaBen auf beliebige einem Kreis
einbeschriebene Vielecke verallgemeinert werden.

Aufgabe 27. 1. Ein Kreis vom Radius R/2, dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt der
Sehne A;Aj ist (Abb. 55a), heiBt Eulerscher Kreis der Sehne A; A, des Kreises £ mit
dem Radius R.

Die drei Eulerschen Kreise der Seiten des Dreiecks A; A3 A3 mit dem Umkreis € schnei-
den sich in einem Punkt O, welcher Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius R/2 ist, der
durch die Mittelpunkte der drei Eulerschen Kreise geht. Dieser Kreis heit Eulerscher
Kreis des Dreiecks A3 Ay A3 (Abb. 55b).

Abb. 55 ©

2. Wir nehmen nun an, der Eulersche Kreis eines einem Kreis € einbeschriebenen n-Ecks
sei definiert, und es sei bekannt, dass sein Radius R/2 betragt (R Radius des Kreises
t).

Nun betrachten wir das (n+1)-Eck Ay Ay A3... A, 11, das dem Kreis £ einbeschrieben ist.
Dann schneiden sich die n+1 Eulerschen Kreise der n-Ecke AsAs... A1, A1As... Api,
oy A1 A5 A, in einem Punkt, welcher Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius R /2
ist, der durch die Mittelpunkte aller n + 1 Eulerschen Kreise geht.

Dieser Kreis heiBt Eulerscher Kreis des (n + 1)-Ecks AjAs...A,+1 (vgl. Abb. 55¢, in
der der Eulersche Kreis eines Vierecks dargestellt ist).

Aufgabe 28. Es sei A1 A5... A, ein beliebiges n-Eck, das einem Kreis £ einbeschrieben
ist. Man beweise, dass der Schwerpunkt des n-Ecks (vgl. Beispiel 23) auf derjenigen
Strecke liegt, die den Mittelpunkt von € mit dem Mittelpunkt des Eulerschen Kreises
des n-Ecks verbindet und diese Strecke im Verhaltnis 2 : (n — 2) teilt.

Aufgabe 29. 1. Es sei ein dem Kreis ¢ einbeschriebenes Dreieck A1 A; A3 gegeben, und
P sei ein beliebiger Punkt dieses Kreises. Man beweise, dass die FuBpunkte der Lote,
die vom Punkt P auf die Seiten des Dreiecks ABC' gefallt werden, auf einer Geraden
liegen (Abb. 56); diese Gerade heiBt Simsonsche Gerade des Punktes P beziglich des
Dreiecks A1 A5As3. @

21Robert Simson (1687-1768), schottischer Mathematiker; nicht zu verwechseln mit dem bedeutend
bekannteren Londoner Mathematiker Thomas Simpson (1710-1761).

47



1.5 Definition mittels vollstandiger Induktion

Abb. 56

2. Wir nehmen nun an, wir hatten bereits die Simsonsche Gerade eines Punktes P
des Kreises € bezlglich jedes einbeschriebenen n-Ecks definiert. Es sei A; As...A,, 11 ein
dem Kreis £ einbeschriebenes (n + 1)- Eck.

Man beweise, dass die FuBpunkte der Lote, die vom Punkt P auf die n+1 Simsonschen
Geraden dieses Punktes beziiglich aller moglichen n-Ecke, die von n Eckpunkten des
(n + 1)-Ecks AjAs... A, 11 gebildet werden, auf einer Geraden liegen.

Diese Gerade nennen wir die Simsonsche Gerade des Punktes P beziiglich des (n + 1)-
Ecks AlAQ...An+1.

Beispiel 24. 1. Es seien [y, s, l3, 4 vier Geraden allgemeiner Lage, d.h., keine zwei von
ihnen sind parallel und keine drei von ihnen gehen durch denselben Punkt.
Es bezeichne O; den Mittelpunkt des Umbkreises des Dreiecks, das von den Geraden
lo, 13,14 gebildet wird, O, den Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks, das von den
Geraden [y, (3,14 gebildet wird, usw. Dann liegen die vier Punkte O1, 05, O3, 04 auf
einem Kreis, dem Mittelpunktskreis der vier Geraden [y, ls, 13,14 (Abb. 57).

AR

R

Abb.57

2. Der Mittelpunktskreis von n Geraden sei schon definiert, und es seien n+ 1 Geraden
l1,19, ..., 1,11 allgemeiner Lage gegeben.
Wir bezeichnen den Mittelpunkt des Mittelpunktskreises der n Geraden [y, 13, ..., [,11
mit 01, den Mittelpunkt des Mittelpunktskreises der n Geraden Iy, 13, ..., l,, 11 mit Oy
usw. Dann liegen die n+ 1 Punkte O1, O-, ..., O, 11 auf einem Kreis, dem Mittelpunkt-
skreis der n + 1 Geraden [y, 1y, ..., Ly11.

Beweis. 1. Es seien 1y, l3, 3,4 vier Geraden allgemeiner Lage (Abb. 59), A;5 Schnitt-
punkt von I3 und l4, ferner A3 Schnittpunkt von I und I4 usw.; O sei der Mittelpunkt
des Umkreises ¢, des Dreiecks, das von den Geraden s, l3, [4 gebildet wird, usw.

Wir beweisen zunachst, dass sich die Kreise £, €, £3 und £, in einem Punkt M schnei-
den.
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Abb. 58

Ist M Schnittpunkt von £; und €5 und von A;s verschieden, dann gelten die folgen-
den gleichsinnigen Kongruenzen der gerichteten Winkel zwischen Geraden (vgl. [11],
besonders S. 144);

(9nA1s, 90ray,) = (I2)03) (M AL 90 Az) = (I3, 11)

Hieraus folgt (gara,, 9 as;) = (l2,11), so dass auch €5 durch M geht. Ebenso beweist
man, dass auch €4 durch M geht.

Jetzt kdnnen wir bereits beweisen, dass die Punkte O, Oy, O3 und O, auf einem Kreis
liegen. Wir betrachten die drei Kreise £, €5 und €3 die durch einen Punkt M gehen.
Die Kreise £; und €3 schneiden sich noch im Punkt Az, die Kreise €5 und €3 im Punkt
Ass. Hieraus folgt (vgl. die Losung der Aufgabe 6)

(9030179(0302) = (gMA13agMA23) = <l27 ll)

Ebenso lasst sich auch (go,0,, 9(0402) = (l2, 1) zeigen, und damit ist die Behauptung
bewiesen.

2. Wir setzen voraus, unsere Behauptung sei fiir n Geraden schon bewiesen, und be-
trachten jetzt n + 1 Geraden [y, 1o, ..., l,,+1 allgemeiner Lage.

Es sei O; Mittelpunkt des Mittelpunktskreises £, der n Geraden [y, 13, ..., 1,41 usw., O19
Mittelpunkt des Mittelpunktskreises €15 der n — 1 Geraden I3, 14, ..., [,,11 usw.

Wir beweisen zunachst, dass sich die Kreise €1, £, ..., £,1 in einem Punkt M schneiden.
Es sei M ein von Oy verschiedener Schnittpunkt der Kreise £; und €. In diesem Fall
haben wir (vgl. den Schluss von 1.)

(9M013> gMO12) = (l27 l3) ) (gMOmv gMOz;;) = <l37 ll)
Hieraus folgt
(gMO13agM023) = (127 ll) = (903401379034023)

d.h., dass der Kreis €3 durch M geht. Genauso wird bewiesen, dass jeder der lbrigen
Kreise &4, ¥4, ..., £,11 durch M geht.

Wir betrachten jetzt die drei Kreise €1, €5 und €3 die durch den einen Punkt M gehen.
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Die Kreise £, und &5 schneiden sich noch im Punkt Oq3, die Kreise €5, und €3 im Punkt
023. ..
Entsprechend den obigen Uberlegungen gilt

(90301,90302) = (gM01379M023> = (903401379034023) = (l27 ll)

Genauso zeigt man, dass auch fiir jeden der Punkte O; (i =4,...,n+ 1)

(90,015 90,0,) = (l2,11)

gilt. Hieraus folgt aber, dass alle Punkte O, 03,03, 0y, ..., O, auf einem Kreis lie-
gen. Damit ist der Beweis von Beispiel 24 beendet.

In der Formulierung des Beispiels 24 kann man tiberall die Umkreise durch einbeschrie-
bene Kreise ersetzen. Hier taucht jedoch eine zusatzliche Schwierigkeit auf, die damit
zusammenhangt, dass zwar der Umkreis eines Dreiecks eindeutig (als Kreis durch die
Eckpunkte) definiert ist, aber ein einbeschriebener Kreis (als Kreis, der alle Seiten des
Dreiecks beriihrt) einer von vier Kreisen sein kann.

Alle drei Seiten werden namlich von dem Inkreis und drei Ankreisen beriihrt.

Um diese Schwierigkeit zu tiberwinden, kénnen wir folgendermaBen vorgehen. Wir fiih-
ren gerichtete Geraden und Kreise in unserer Betrachtung ein, wobei auf jeder Linie
der Durch- bzw. Umlaufsinn durch einen Pfeil festgelegt wird.

h Al A

Abb. 59 a b)

Ferner werden wir gerichtete Geraden und Kreise genau dann als einander beriihrend
ansehen, wenn auch ihre Richtungen im Berlihrungspunkt zusammenfallen. Dann exis-
tiert ein einziger gerichteter Kreis, der drei gegebene gerichtete Geraden [y, 15,13, die
sich nicht in einem Punkt schneiden, beriihrt (Abb. 59 a, b), der gerichtete einbeschrie-
bene Kreis des von den gerichteten Geraden [y, [, und 3 gebildeten Dreiecks.

Man beweise die Behauptungen der Aufgaben 30 bis 34.

Aufgabe 30. 1. Es seien [y, 15, [3 und Iy vier gerichtete Geraden allgemeiner Lage (vgl.
Beispiel 24), O1,02,03 und O4 die Mittelpunkte der gerichteten einbeschriebenen
Kreise der Dreiecke, die von ls, 13 und l4, von [, 3 und [4 usw. gebildet werden. Dann
liegen die vier Punkte O1, 05, O3 und O4 auf einem Kreis, dem Mittelpunktskreis der
vier gerichteten Geraden [y, l5,l3 und Iy (Abb. 60).

2. Der Mittelpunktskreis von n gerichteten Geraden sei schon definiert, und es seien
n + 1 gerichtete Geraden allgemeiner Lage [y, 1s,13, ..., I, 1,11 gegeben. Mit Oq, O-,
coey Op, Opyq bezeichnen wir die Mittelpunkte der Mittelpunktskreise der n+1 Systeme
von n gerichteten Geraden, die man aus unseren n + 1 Geraden auswahlen kann.
Dann liegen die n + 1 Punkte O, O, ..., O,,11 auf einem Kreis, dem Mittelpunktskreis
der n + 1 gerichteten Geraden.
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Abb. 60 “

Aufgabe 31. Definition des Orthozentrums eines einem Kreis einbeschriebenen Vielecks.

1. Als Orthozentrum eines Dreiecks wird bekanntlich der Hohenschnittpunkt bezeich-
net.

2. Das Orthozentrum des dem Kreis ¢ einbeschriebenen n-Ecks A;A,...A,, sei schon
definiert, und es liege ein dem Kreis £ einbeschriebenes (n + 1)-Eck A1 A5... A, A4
Vor.

Abb. 61

Wir bezeichnen mit Hy, Ho, ..., H,, 11 die Orthozentren der n+1 Vielecke A3 As... A, 11,
A1Asz. Apia, ..., A1As. A, Dann schneiden sich die Kreise mit den Mittelpunkten
Hy, Hs, ..., H, 1 und den gleichen Radien wie ¢ in einem Punkt H; dieser Punkt wird
dann Orthozentrum des (n+1)-Ecks A; As... A, 41 (vgl. das Orthozentrum des Vierecks
A1 A3 A3A4 in Abb. 61) genannt.

Aufgabe 32. 1. Unter dem Zentralpunkt zweier (sich schneidender) Geraden wollen wir
ihren Schnittpunkt verstehen (Abb. 62a).

Unter dem Zentralkreis dreier Geraden allgemeiner Lage (vgl. Beispiel 23) verstehen wir
denjenigen Kreis, der durch die Zentralpunkte jedes Paares dieser Geraden geht (Abb.
62b).

L
X 01 l]
()
b A i

Abb. 62 ° . .

Es seien jetzt vier Geraden allgemeiner Lage [y, s, (3, [4 gegeben. Wir bezeichnen mit
£, den Zentralkreis der drei Geraden s, l3,1l4 mit 5 den Zentralkreis der drei Geraden
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l1,13,14 usw. Dann schneiden sich die vier Kreise €1, €5, €3, 4 in einem Punkt O, den
man Zentralpunkt der vier Geraden [, [, 3,14 nennt (Abb. 62c).

2. Wir nehmen nun an, der Zentralkreis von 2n — 1 Geraden und der Zentralpunkt
von 2n Geraden seien schon definiert, und es seien 2n + 1 Geraden allgemeiner Lage
l1,lo, ..., lop, lon 11 gegeben. Mit A; bezeichnen wir den Zentralpunkt der 2n Geraden
lo, 13, ...; lon, lopr1, mit As den Zentralpunkt der 2n Geraden Iy, 3, ..., lop, lopi1 USW.,
mit As,.q1 den Zentralpunkt der 2n Geraden [ly,1[s,...,1l5,. Dann liegen die Punkte
Ay, Ag, ..., Aopiq auf einem Kreis, den wir Zentralkreis der 2n + 1 Geraden [y, [, ...,
lon, lon+1 nennen.

Es seien schlieBlich 2n + 2 Geraden [y, 1o, ..., lop11, 2,12 allgemeiner Lage gegeben.
Wir bezeichnen mit €; den Zentralkreis der 2n + 1 Geraden [, 3, ..., l2,12, mit €5 den
Zentralkreis der 2n + 1 Geraden ly,l3, ..., — 2n + 2 usw., mit €5, den Zentralkreis
der 2n + 1 Geraden [y,1ls, ..., lop11.

Dann schneiden sich die Kreise £, €, ..., 2,11, 2,42 in einem Punkt, den wir den
Zentralpunkt der 2n + 2 Geraden [y, s, ..., lop 11, l2; 42 nennen.

Aufgabe 33. 1. Gegeben seien drei Geraden [y, l5, 5 allgemeiner Lage. Der Mittelpunkt
des Umkreises des von ihnen gebildeten Dreiecks heiBt Zentralpunkt der drei Geraden.

Wir betrachten jetzt vier Geraden [y, 1o, [3, [, allgemeiner Lage. Mit A; bezeichnen wir
den Zentralpunkt der drei Geraden [y, 3,14, mit Ay den Zentralpunkt der drei Geraden
ll, l3, l4 usw.

Dann liegen die vier Punkte Ay, As, A3, A4 auf einem Kreis (vgl. Beispiel 24), welcher
Zentralkreis der vier Geraden [y, [o, [3, 4 genannt wird.

2. Der Zentralpunkt von 2a — 1 Geraden und der Zentralkreis von 2n Geraden seien
schon definiert und es seien 2n+1 Geraden allgemeiner Lage [, lo, ..., lop, l2,, 11 gegeben.
Wir bezeichnen mit €, den Zentralkreis der 2n Geraden [y, 1y, ..., loy, lo,11, mit €5 den
Zentralkreis der 2n Geraden [y, 13, ..., lop, lo, 11 usw., mit €5, den Zentralkreis der 2n
Geraden [y, [, ..., l9,.

Dann schneiden sich die Kreise &, €, ..., €5,.1 in einem Punkt, den wir Zentralpunkt
der 2n + 1 Geraden [y, s, ..., loy, l2, 11 nennen.

Es seien schlieBlich 2n+2 Geraden allgemeiner Lage [1, 1o, ..., lop11, lon12 gegeben. Den
Zentralpunkt der 2n+ 1 Geraden [y, I3, ..., lo, 11, lop1 0 bezeichnen wir mit A, den Zen-
tralpunkt der 2n + 1 Geraden [y, 13, ..., lop11, lonio mit As usw., den Zentralpunkt der
2n+1 Geraden Iy, o, ..., lop, lop1 Mit Agyyio. Dann liegen die Punkte Ay, Ao, ..., Aopio
auf einem Kreis, den wir Zentralkreis der 2n + 2 Geraden [y, [, ..., lo, 11, l2;, 42 Nnennen.

Unter einem Linienelement versteht man das Paar aus einem Punkt A und einer Rich-
tung, d.h. einer Geraden a, die durch A hindurchgeht. Ein Linienelement wird mit (A, a)
bezeichnet.

Die n Linienelemente (Aja;), (Ag, az), ..., (An, a,) werden wir konzyklisch (von "Zyklus"-
Kreis) nennen, wenn die Geraden aq,as, ..., a, Geraden allgemeiner Lage sind (vgl.
Beispiel 24) und die n Punkte Ay, A, ..., A, auf einem Kreis liegen.
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1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

Aufgabe 34. 1. Als Richtungskreis zweier Linienelemente (A1, a1) und (As, as), die so
beschaffen sind, dass die Punkte A; und As voneinander verschieden sind und die Ge-
raden a; und ay sich schneiden, wird der Kreis bezeichnet, der durch die Punkte A,
As und durch den Schnittpunkt von a; und ay geht (Abb. 63 a); wenn dabei etwa
der Punkt A; mit dem Schnittpunkt von a; und ay (ibereinstimmt, dann verlangen wir
noch, dass dieser Kreis die Gerade a; in A; berlhrt.

Die Richtungskreise dreier Paare von Linienelementen (Aj, a1) und (A, a2), (A1, a1)
und (As, as), (Ag, as) und (As, a3) (die so beschaffen sind, dass die Punkte Ay, As, A3
samtlich voneinander verschieden sind und die Geraden aq, as, ag allgemeine Lage ha-
ben) schneiden sich in einem Punkt, dem sogenannten Richtungspunkt der Linienele-
mente (Al,al), (AQ,CLQ) und (Ag,(lg) (Abb 63 b)

Abb. 63 ®

2. Der Richtungskreis von 2n—2 konzyklischen Linienelementen und der Richtungspunkt
von 2n — 1 Linienelementen seien schon definiert.

Wir betrachten 2n konzyklische Linienelemente. Die 2n Richtungspunkte aller mog-
lichen Systeme von je 2n — 1 dieser konzyklischen Linienelemente liegen auf einem
Kreis, dem Richtungskreis der 2n konzyklischen Linienelemente. Wenn man 2n + 1
konzyklische Linienelemente betrachtet, dann bestimmen alle Systeme von je n Lini-
enelementen 2n + 1 Richtungskreise, die sich samtlich in einem Punkt schneiden, dem
Richtungspunkt der 2n + 1 konzyklischen Linienelemente.

1.6 Volilstandige Induktion nach der Dimensionszahl

Beim Studium der Stereometrie fallt eine gewisse Analogie zwischen Satzen der Stereo-
metrie und Séatzen der Planimetrie auf. So sind Eigenschaften des Parallelepipeds (bzw.
Spates) in vielem Eigenschaften des Parallelogramms &hnlich; man betrachte z.B. die
Satze:

"Im Parallelepiped sind die gegeniiberliegenden Seitenflachen kongruent, die Kérperdia-
gonalen schneiden sich in einem Punkt und halbieren einander" und "Im Parallelogramm
sind die gegeniiberliegenden Seiten kongruent, und die Diagonalen halbieren einander");

Eigenschaften der Kugel sind Eigenschaften des Kreises dhnlich (man betrachte z.B.
die Satze:

"Die Tangentialebene einer Kugel steht senkrecht auf dem Beriihrungsradius" und "Die
Tangente eines Kreises steht senkrecht auf dem Beriihrungsradius").

Andererseits gibt es wesentliche Unterschiede zwischen den Eigenschaften ebener und
raumlicher Figuren. Der Hauptunterschied besteht darin, dass die Figuren der Ebene
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1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

zwei Dimensionen ("Lange" und "Breite") besitzen, wahrend die raumlichen Korper drei
Dimensionen ("Lange", "Breite" und "Héhe") haben.

Dementsprechend lasst sich die Lage eines Punktes in der Ebene durch zwei Koordina-
ten z und y charakterisieren (Abb. 64b), wahrend man zur Bestimmung der Lage eines
Punktes im Raum drei Koordinaten x, y und z braucht (Abb. 64c).

Deshalb nennt man unseren gewohnlichen Raum haufig den dreidimensionalen Raum
("Raum mit drei Dimensionen"), wahrend man bei der Ebene sagt, sie sei ein zweidi-
mensionaler Raum ("Raum mit zwei Dimensionen").

Abb. 64 b)

Diese Terminologie kann man noch weiter ausdehnen. Die Lage eines Punktes auf einer
Geraden wird durch eine einzige Koordinate = charakterisiert (Abb. 64a).

Das hangt damit zusammen, dass auf einer Geraden alle Figuren (z.B. Strecken) nur
eine Dimension ("Lange") besitzen. Deshalb nennt man eine Gerade einen eindimen-
sionalen Raum. Das erlaubt zu sagen, die Dimension eines Raumes kann 1, 2 oder 3
sein.

Satze der Stereometrie sind gewohnlich schwieriger als die entsprechenden Satze der
Planimetrie. Die Eigenschaften ebener Figuren sind ihrerseits komplizierter als die Ei-
genschaften der Figuren der Geraden (Strecken).

Beim Beweis "dreidimensionaler" (d.h. stereometrischer) Satze stiitzt man sich oft
wesentlich auf die Kenntnis der entsprechenden "zweidimensionalen" (d.h. planimetri-
schen) Satze.

Beispielsweise stiitzt sich der Beweis, dass die (Korper-)Diagonalen des Parallelepipeds
einander halbieren, auf die entsprechende Eigenschaft der Diagonalen des Parallelo-
gramms. Seinerseits stiitzt sich der Beweis "zweidimensionaler" Satze manchmal auf
den der analogen "eindimensionalen®.

Dieser Umstand ermoglicht es, in einigen geometrischen Aufgaben die Methode der
vollstandigen Induktion nach der Dimensionszahl anzuwenden, die den aufeinanderfol-
genden Ubergang vom eindimensionalen zum zweidimensionalen und schlieBlich zum
dreidimensionalen Raum umfasst. Beispiele solcher Art sind in diesem Abschnitt zu-
sammengestellt.

In der modernen Mathematik und Physik spielt der Begriff des n-dimensionalen Raum-
es, in dem die Lage eines Punktes durch n Koordinaten festgelegt ist, eine groBe Rolle.
Hierbei ist n eine beliebige natiirliche Zahl, die auch groBer als 3 sein kann (vgl. etwa
[3], [4], [16]). Eigenschaften von Figuren im n-dimensionalen Raum beweist man oft
durch vollstandige Induktion nach der Dimension des Raumes.

Dabei konnen wir eigentlich nur beim Beweis "n-dimensionaler" Satze mit beliebigem
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natirlichen n mit vollem Recht von der "Methode der vollstandigen Induktion" sprechen
(denn nur dann kommt der "Satz 2", der zur Beschreibung dieser Methode verwendet
wird und der die Méglichkeit des Ubergangs von einem beliebigen n = k zu dem nichs-
ten Wert n = k + 1 behauptet, voll zur Geltung).

Die Methode der vollstandigen Induktion ermoglicht es, alle Resultate dieses Abschnitts
auf den n-dimensionalen Raum zu iibertragen, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl
ist. Da aber der Begriff des n-dimensionalen Raumes (iber den Rahmen der mathemati-
schen Vorkenntnisse hinausgeht, die beim Leser dieses Blichleins vorausgesetzt werden
konnen, beschranken wir uns im folgenden auf die Félle n = 1, 2 oder 3 (d.h. auf den
Fall der Geraden, der Ebene und des gewdhnlichen Raumes).

Bei der Untersuchung der Beispiele und der Losungen der Auf- gaben dieses Abschnitts
beachte man, dass dem Kreis in der Ebene (d.h. der Menge der Punkte, die von einem
gegebenen Punkt O gleich weit entfernt sind, Abb. 65 b) im Raum die Kugel (Abb.
65 c) und auf der Geraden ein Paar von Punkten, die von O gleich weit entfernt sind
(Abb. 65 a), entspricht.

Abb. 65 @ b)

Der Kreisflache in der Ebene entspricht im Raum der Kugelkorper und auf der Geraden
die Strecke. Dem Dreieck ABC' in der Ebene (Abb. 66 b) entspricht im Raum das
Tetraeder (d.h. eine beliebige dreiseitige Pyramide mit den vier Eckpunkten ABC'D
(Abb. 66 c) und in der Geraden die Strecke AB, welche die beiden "Eckpunkte" A, B
besitzt (Abb. 66 a).

A/
A B A s A ¢
Abb. 66 d b) c) b

Es sei bemerkt, dass die Frage, welcher Satz der Stereometrie einem gegebenen Satz
der Planimetrie entspricht, im allgemeinen nicht eindeutig beantwortet werden kann.
Manchmal ist es zweckmaBig, anzunehmen, dem Dreieck in der Ebene entspreche nicht
das Tetraeder - eine Figur, deren Dimension um 1 hoéher ist -, sondern wieder ein
Dreieck, das im Raum liegt. Analog dazu kann man annehmen, einer Geraden in der
Ebene entspreche im Raum eine Gerade oder eine Ebene.

Auf diese Weise kann man verschiedene "stereometrische Analoga" zu einem und dem-
selben Satz der Planimetrie erhalten. Beispielsweise entsprechen dem Satz

"Die Summe der Quadrate der Abstande eines Punktes M der Ebene von allen Eck-
punkten eines regelmaBigen n-Ecks mit dem Mittelpunkt O und dem Umkreisradius R
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ist gleich n(R? + 1(OM)2."®
die beiden folgenden Satze der Stereometrie:

"Die Summe der Quadrate der Abstande eines Punktes M des Raumes von allen Eck-
punkten eines regelmaBigen n-Ecks mit dem Mittelpunkt O und dem Umbkreisradius R
ist gleich n(R? + 1(OM)?)."

und

"Die Summe der Quadrate der Abstande eines Punktes M des Raumes von allen Eck-
punkten eines regelmaBigen Polyeders mit n Eckpunkten, das einer Kugel mit dem
Mittelpunkt O und dem Radius R einbeschrieben ist, ist gleich n(R? + [(OM)?)".

Beide Satze sind richtig, und beide lassen sich aus dem entsprechenden "zweidimensio-
nalen" in der Weise folgern, dass bei der Herleitung jeweils vollstandige Induktion nach
der Dimensionszahl benutzt wird. Wir wollen auf diese Fragen nicht naher eingehen,
schlagen vielmehr dem Leser vor, den Ubergang vom "eindimensionalen" zum "zwei-
dimensionalen" und "dreidimensionalen" Satz in den Beispielen 27 und 34 mit dem in
den Beispielen 25 und 32 zu vergleichen.

In allen Beispielen und Aufgaben dieses Abschnitts wird der "dreidimensionale" (ste-
reometrische) Satz als der grundlegende betrachtet, obwohl haufig der entsprechende
Satz, der sich auf den zweidimensionalen (ebenen) Fall bezieht, am interessantesten
ist, und der Ubergang vom zweidimensionalen zum dreidimensionalen Fall nur skizziert,
aber nicht vollstandig ausgefiihrt wird.

22Nach dem Kosinussatz gilt fiir die fragliche Summe S zunichst

S = ,; <r2 +1(OM)? — 2RI(OM) cos (a + 21:?))

= n(R2 + l(OM)z) — 2RI(OM) - En:cos (a—i— 2’;”)
k=1

Damit ist die Behauptung aquivalent dazu, dass die Summe

n 2k
C, = Zcos (a + 77)
k=1 n

verschwindet. Nach einem Additionstheorem gilt

n n n
2km 2km 2km 2km
C, = Zcos <cosacos — sin asin > = cosaZcos— — sinaZsin—
n n n n
k=1 k=1 k=1
™ 2(n—k)m . . . .
Da sin — = —sinu gilt, verschwindet der Subtrahend. Fiir eine gerade Zahl n ist

n n
analog Cy = 0. Allgemein kann gesagt werden, dass eine Umnummerierung der Ecken
2k
cosaCy = Cy = C 26x = COS (a + 7T> Cy
n n

ergibt. Folglich verschwindet Cj, und die behauptete Aussage besteht zu Recht.
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1.6.1 Berechnung und Bestimmung von Figuren mittels vollstandiger
Induktion nach der Dimensionszahl

Beispiel 25. In wieviel Teile wird der Raum von n Ebenen zerlegt, von denen sich je
drei schneiden und keine vier gemeinsame Punkte haben (solche Ebenen werden wir
"Ebenen allgemeiner Lage" nennen)?

Wir betrachten nacheinander folgende Aufgaben.

A. Man stelle fest, in wie viele Teile die Gerade durch n Punkte zerlegt wird. Wir
betrachten nacheinander folgende Aufgaben.

Losung. Wir bezeichnen diese Zahl mit Fi(n). Offenbar ist Fi(n) =n + 1.

B. In wieviele Teile zerlegen n Geraden, von denen sich je zwei schneiden, wahrend je
drei keine gemeinsamen Punkte haben (n Geraden "allgemeiner Lage"), die Ebene?

Losung. 1. Eine Gerade zerlegt ihre Ebene in zwei Teile.

2. Wir nehmen an, die Anzahl Fy(n) der Teile, in welche n Geraden allgemeiner Lage
die Ebene zerlegen, sei uns bekannt, und betrachten n + 1 Geraden allgemeiner Lage.
Die ersten n Geraden zerlegen die Ebene in Fy(n) Teile.

Die (n + 1)-te Gerade [ wird nach Voraussetzung von jeder der librigen n Geraden in n
verschiedenen Punkten geschnitten. Diese Punkte zerlegen die Gerade [ in F(n) = n+1
Teile (siehe A).

Folglich schneidet die Gerade [ noch n + 1 frither erhaltene Teile der Ebene, d.h., zu
den Fy(n) Teilen kommen Fi(n) = n + 1 Teile hinzu. Damit ist

Fy(n+1) = Fy(n) + Fi(n) = F2(n) + (n + 1) (8)
Setzen wir in Gleichung (8) die Werte n — 1, n — 2, ..., 2, 1 fiir n ein, so erhalten wir

FQ(TL) = Fg(n — 1) +n

Fo(n—1)=FMn-2)+(n—-1)
F5(3) = F5(2) + 3,
F(2) = Fy(1) + 2.

Unter Beriicksichtigung von F5(1) = 2 erhalten wir durch Einsetzen
Fo(n)=FK1)+nh+n-1)+.+2/=14+n+n-1)+..+2+1]

und schlieBlich )
1 2
Fyn) = 14 O

C. Man lése die urspriingliche Aufgabe.

Losung. 1. Eine einzige Ebene zerlegt den Raum in zwei Teile.
2. Wir setzen voraus, die Zahl F3(n) der Teile, in welche n Ebenen allgemeiner Lage
den Raum zerlegen, sei bekannt, und betrachten n 4+ 1 Ebenen allgemeiner Lage. Die
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ersten n Ebenen zerlegen den Raum in F3(n) Teile. Die (n + 1)-te Ebene 7 schneidet

diese n Ebenen in n Geraden allgemeiner Lage; folglich wird n in Fy(n) = % Teile
zerlegt (siehe B). Damit erhalten wir

Fy(n+1) = F3(n) + Fa(n) = F3(n) + n2n2+ - (9)

Ersetzen wir n in Gleichung (9) durch n — 1, n — 2, ..., 2, 1, so ergibt sich

n—12+Mn-1)+2

Fg(n) = Fg(n — 1) +

2
PH”‘U=PHH—%+«n_ngn—®+2

2249242

Fy(3) = Fy(2) + =~
124142
F3(2) = F3(21) + —

Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir
1 1
&@w:Pam+§ﬂn—U?+m—zﬁ+“44ﬂ+§Kn—n+wn—2yw“+u

1
+§p+2+m+ﬂ

n—1 Zweien

und hieraus schlieBlich unter Berticksichtigung von F5(1) = 2

n(n—1)(2n — 1) N (n—1)n (n+1)(n? —n +6)
12 4 6

Aufgabe 35. In wieviel Teile wird der Raum von n Kugeln zerlegt, von denen je drei
einander in zwei Punkten schneiden und keine vier durch einen Punkt gehen?

F3(n) =2+ +(n—1)=

Beispiel 26. Man bestimme die Menge der Punkte des Raumes, bei denen die Summe
der Quadrate der Abstidnde von n gegebenen Punkten Aj, A,, ..., A, konstant (gleich
d?) ist.

Wir betrachten nacheinander folgende Aufgaben:

A. Auf einer Geraden seien n Punkte A1, As, ..., A,, gegeben. Man bestimme diejenigen
Punkte M der Geraden, fiir welche [(M A1)? + [(MAy)? + ... + I(MA,)? = d? ist,
wobei d eine gegebene Lange ist.

Losung. Wir wahlen unsere Gerade als Zahlengerade. Die Punkte A4, A, ..., A,, mogen
den Zahlen a4, as, ..., a,, und der gesuchte Punkt M der Zahl x entsprechen. Nun kénnen
wir den Abstanden M von Ay, M von A, ..., M von A,, die MaBzahlen beziiglich einer
Langeneinheit e zuordnen. Folglich gilt

(MAD? +I(MA)?* + ..+ 1(MA)* = [(z — a1)* + (z — a2)* + ... + (z — an)?]e?
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Nun ist

(x—a1)?+ (xr—a)*+ ...+ (x —a,)?* =

:x2—2a1x+a%+x2—2a2x+a§+...+x2—2anaj+ai
=na? —2(a; +agy + ... + a,)r + (a] + a5+ ... +a?)
(a1 +as + ... + an)?

( a1+ a9+ ... + ay,
=nl|x—

2
- > +(a* +ai+.. +ad2)—

n
ay+ag+ ... +a,

n

(MA)? +1(MA)* 4 ... +1(MA,)? =

Den Punkt mit der Koordinate

bezeichnen wir mit A; dann gilt

2
Cl(MAY 4 (@@ + a2+ )= et R )y
n

Somit ist

2
rH(MA)* = & ((a? +a3+..+ay)— (a1 +az + ... + an) )

n

also

I(MA) = Jl

n n

2
2=l gt a - (R0 o

Diese Gleichung definiert, wenn der Radikand positiv ist, zwei Punkte M, welche die
Bedingungen der Aufgabe erfiillen; sie liegen auf verschiedenen Seiten des Punktes A.

B. Man bestimme die Menge der Punkte der Ebene, deren Summe der Quadrate der
Abstande von n gegebenen Punkten Ay, As, ..., A, konstant (gleich d?) ist.

Lésung.@ Wir wahlen in der Ebene ein beliebiges kartesisches Koordinatensystem und
bezeichnen die Projektionen der Punkte A;, Ao, ..., A, auf die z-Achse und auf die
y-Achse mit A%, AL, ..., Al bzw. A, AY, ..., Al'. Die Projektionen des Punktes M auf
die Koordinatenachsen bezeichnen wir mit M’ bzw. M”. Dann gilt

I(MA;)?
[(M Ay)?

M 44)° + 1" A7
1M Ay + 1M AL

I(MA,)? =1(M'A )2+ 1(M"A))?
also

I(IMAD? +1(MA)? + .+ 1(MA,)* = I(M'A)? +1(M'AY? + ...+ 1(M'AL)?
FUMANDE - I(M"AD? + A LM AY)?

ZEine andere Losung dieser Aufgabe wurde schon frither angegeben (vgl. Beispiel 22 und Aufgabe
20).
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Nach (10) gilt
I(M'AD? + 1M AL + .+ I(MTAL)? =

=nl(M'A")? + l(x% + 25+ ..32) — (o1 4 22 4+ )] e’
n n ]
L(M"AY? + 1(M"AD)? + ..+ I(M"AL)? =
+ 2+ o+ Yn)?]
— nl(M" A2 2 2 0 2 - (yl 2
nl( )+l(y1+y2+ Yn) " |

wobei x1, x9, ..., x,, die Abszissen und y1, ¥o, ..., y, die Ordinaten der Punkte Ay, Ao, ..., A,

ferner A’ und A” Punkte der z- bzw. y-Achse mit den Koordinaten

1+ 22+ .+ Xy bzw nt+y+...+un
n n

sind. Damit gilt

I(MA)? +1(MAY)? + ...+ 1(MA,)* =
= nl(MA)? + [(Jc% +as 22 (Y R
(71 + @2 + oo + T)° (y1+y2+...+yn)21 .2

n n

(11)

wobei A der Punkt der Ebene ist, dessen Projektionen auf die Koordinatenachsen A’
bzw. A” sind. SchlieBlich gilt
nl(MA)? =d® — ((af + a3+ ..+ 22) + (U +v3 + . + v2)
(w1 +xo+ . 4+ 2,)* (42t + yn)2> o2

n n
also mit?4

p=d®— ((@F+ a3+ .. +22)+ W+ s+ .. +v5)
(w42t tzn)’ (gt t yn)2> .2

wn-G n

1
Die gesuchte Figur ist also der Kreis mit dem Radius {/ —p wenn der Radikand positiv
n

ist. Die Figur besteht aus einem einzigen Punkt A, wenn der Radikand 0 ist, und enthalt
keinen Punkt, wenn der Radikand negativ ist.

C. Man lése die urspriingliche Aufgabe.

Hinweis. Man betrachte im Raum ein kartesisches Koordinatensystem und projizierte

alle Punkte auf die x, y-Ebene und auf die z-Achse. Ferner verwende man die Formeln
(10) und (11).

2*Variable p in dieser Abschrift eingefiigt
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1.6.2 Definition und Beweis mittels vollstandiger Induktion nach der
Dimensionszahl

Beispiel 27. Ein Tetraeder, dessen vier Eckpunkte mit den Ziffern 1, 2, 3 und 4 numme-
riert sind, wird so in kleinere Tetraeder zerlegt, dass je zwei der Tetraeder der Zerlegung
keine gemeinsamen Punkte oder einen gemeinsamen Eckpunkt oder eine gemeinsame
Kante (aber nicht einen Teil einer Kante) oder eine gemeinsame Seitenflache (aber
nicht einen Teil einer Seitenflache) besitzen.

Alle Eckpunkte der so entstandenen kleinen Tetraeder werden wieder mit den Ziffern
1, 2, 3 und 4 nummeriert. Dabei werden diejenigen Eckpunkte, die auf einer Seiten-
flache des groBen Tetraeders liegen, mit den drei Ziffern nummeriert, mit denen die
Eckpunkte dieser Seitenflache nummeriert sind, wahrend diejenigen Eckpunkte, die auf
einer Kante des groBen Tetraeders liegen, mit den beiden Ziffern nummeriert werden,
mit denen die Eckpunkte dieser Kante nummeriert sind.

Man beweise, dass man wenigstens ein kleines Tetraeder finden kann, dessen vier Eck-
punkte samtlich mit verschiedenen Ziffern nummeriert sind.

Wir betrachten nacheinander folgende Aufgaben:

A. Eine Strecke, deren Eckpunkte mit den Ziffern 1 und 2 bezeichnet sind, wird durch
einige sich nicht Gberlappende kleinere Strecken zerlegt. Alle Punkte der Zerlegung wer-
den mit den Ziffern 1 oder 2 (Abb. 67 a) nummeriert. Man beweise, dass es wenigstens
eine Strecke der Zerlegung gibt, deren Eckpunkte mit verschiedenen Ziffern bezeichnet
sind.

Abb. 67 @

Loésung. Wir zeigen, dass die Anzahl der Strecken, die mit den Ziffern 1, 2 bezeichnet
sind, ungerade ist. Hieraus folgt aber die Existenz einer solchen Strecke (denn 0 ist
eine gerade Zahl). Mit A bezeichnen wir die Anzahl der Eckpunkte der Strecken der
Zerlegung, die mit der Ziffer 1 bezeichnet sind.

Diese Zahl ist offenbar ungerade; denn jede Ziffer 1, die im Innern der groBen Strecke
steht (die Anzahl dieser Ziffern bezeichnen wir mit k), ist Eckpunkt von zwei Strecken
der Zerlegung, und nur diejenige Ziffer 1, mit der ein Eckpunkt der groBen Strecke
bezeichnet ist, gehort genau einer Strecke der Zerlegung an.

Folglich ist A = 2k + 1. Ist andererseits p die Anzahl der 1,1-Strecken unter allen
Strecken der Zerlegung und ¢ die Anzahl der 1,2-Strecken, dann wird die Anzahl A der
1-Eckpunkte gleich A = 2p + q. Aus 2k + 1 = 2p + ¢ ergibt sich, dass ¢ ungerade ist.

B. Ein Dreieck, dessen Eckpunkte mit den Ziffern 1, 2 und 3 nummeriert sind, wird

61



1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

so in kleinere Dreiecke zerlegt, dass zwei Dreiecke der Zerlegung entweder gar keine
gemeinsamen Punkte oder einen gemeinsamen Eckpunkt oder eine gemeinsame Seite
(aber nicht einen Teil einer Seite) haben.

Alle Eckpunkte des Dreiecks der Zerlegung werden mit den Ziffern 1, 2 und 3 numme-
riert; dabei werden die Eckpunkte, die auf einer Seite des groBen Dreiecks liegen, mit
einer der Ziffern, mit denen die Eckpunkte dieser Seiten nummeriert sind, bezeichnet
(Abb. 67 b). Man beweise, dass man wenigstens ein Dreieck der Zerlegung finden kann,
dessen Ecken samtlich mit verschiedenen Ziffern nummeriert sind.

Losung. Wir zeigen, dass die Anzahl der 1,2,3-Dreiecke ungerade ist. Zu diesem Zweck
berechnen wir die Gesamtzahl A der Seiten der Dreiecke der Zerlegung, die mit den
Ziffern 1, 2 nummeriert sind. Die Anzahl der 1,2-Strecken, die im Innern des urspriingli-
chen Dreiecks liegen, bezeichnen wir mit k, die Anzahl der Strecken, die auf der Seite 12
des groBen Dreiecks liegen, mit 1 (auf den anderen Seiten des urspriinglichen Dreiecks
kann keine der 1,2-Strecken liegen).

Weil jede der ersten k Strecken der Zerlegung zu zwei Dreiecken der Zerlegung und
jede der [ letzten Strecken zu einem Dreieck gehort, ist A = 2k + 1.

Nun sei p die Anzahl der Dreiecke der Zerlegung, deren Eckpunkte mit den Ziffern 1,
2, 2 oder 1, 2, 1 nummeriert sind, und g die Anzahl der 1,2,3-Dreiecke. Weil jedes der
ersten p Dreiecke zwei 1,2-Seiten und jedes der ¢ letzten eine solche Seite besitzt, ist
A =2p+q. Aus 2k + | = 2p + q folgt, dass ¢ und [ zugleich gerade oder ungerade
sind. Die Zahl [ ist aber nach Satz A ungerade; folglich ist auch ¢ ungerade.

C. Man lése die urspriingliche Aufgabe.

Losung. Es sei A die Anzahl der Flachen der Tetraeder der Zerlegung, die mit den
Ziffern 1, 2, 3 bezeichnet sind. Wenn k solche Flachen im Innern des urspriinglichen
Tetraeders liegen und [ auf der Seitenflache 123, ist A = 2k + (.

Ist andererseits p die Zahl der Tetraeder der Zerlegung, die mit den Ziffern 1, 1, 2, 3; 1,
2, 2,3 oder 1, 2, 3, 3 nummeriert sind und ¢ die Anzahl der Tetraeder der Zerlegung,
die mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 bezeichnet sind, soist A =2p+q. Aus 2k +1=2p+¢q
folgt, dass die Zahlen ¢ und [ zugleich gerade oder ungerade sind. Die Zahl [ ist aber
nach B ungerade, folglich ist auch ¢ ungerade.

In der Einfiihrung zu diesem Abschnitt haben wir darauf hingewiesen, dass die vollstan-
dige Induktion nach der Dimensionszahl manchmal durch tibliche vollstandige Induktion
ersetzt werden kann.

Wir fiihren hier entsprechende Beispiele an.

Beispiel 28. Man beweise den in Beispiel 27 A formulierten Satz mittels vollstandiger
Induktion nach der Anzahl n der Strecken der Zerlegung.

Losung. 1. Fir n = 1 ist die Behauptung offensichtlich richtig.

2. Wir setzen voraus, unsere Behauptung sei fiir jede Zerlegung der Strecke in n kleinere
Strecken bewiesen. Es sei eine Zerlegung der Strecke 12 in m + 1 kleinere Strecken
gegeben. Sind nicht alle diese Strecken mit den Ziffern 1, 2 bezeichnet, so gibt es eine
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Strecke, deren Endpunkte mit einer einzigen Ziffer, etwa 1, 1, bezeichnet sind.
Wir ziehen diese Strecke auf einen Punkt zusammen. Dann erhalten wir eine Zerlegung
der Strecke 12 in n kleinere Strecken.

Nach Induktionsvoraussetzung finden wir in dieser Zerlegung und schlieBlich auch in der
ersten Zerlegung wenigstens eine Strecke, die mit den Ziffern 1, 2 bezeichnet wurde,
was zu beweisen war.

Beispiel 29. Man beweise den in Beispiel 27 B formulierten Satz mittels vollstandiger
Induktion nach der Anzahl n der Dreiecke der Zerlegung.

Losung. 1. Fir n = 1 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Fiir n = 2 ist sie leicht
zu verifizieren.

2. Wir nehmen an, unsere Behauptung sei fiir jede Zerlegung des Dreiecks 123 in n
oder weniger Dreiecke schon bewiesen.

Es sei eine Zerlegung des Dreiecks in n + 1 Dreiecke gegeben. Sind nicht alle diese
Dreiecke mit den Ziffern 1, 2, 3 bezeichnet, so finden wir ein Dreieck, bei welchem zwei
Eckpunkte die gleiche Nummer tragen, etwa 1.

Zur Seite 11 gehoren entweder zwei Dreiecke der Zerlegung (wenn diese Seite im Innern
des urspriinglichen Dreiecks liegt, Abb. 68 a) oder ein Dreieck (wenn diese Seite auf
einer Seite des urspriinglichen Dreiecks liegt, Abb. 68 b).

Wir ziehen diese Strecke auf einen Punkt zusammen.

Dadurch erhalten wir eine neue Zerlegung des Dreiecks 123 in n—1 (im ersten Fall, Abb.
68 c) oder in n (im zweiten Fall, Abb. 68 d) Dreiecke. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es in dieser Zerlegung wenigstens ein Dreieck, dessen Eckpunkte mit den Ziffern 1,
2, 3 bezeichnet sind; dann gibt es aber auch schon in der ersten Zerlegung ein solches
Dreieck (Warum 7).

Y VAN
L N
Abb. 68 ¢

Aufgabe 36. Man beweise den Satz des Beispiels 27 C mittels vollstandiger Induktion
nach der Anzahl der Tetraeder der Zerlegung.

Den Satz des Beispiels 27 kann man noch prazisieren. Wir fithren den Begriff der "Ori-
entierung" eines Tetraeders ein, dessen Eckpunkte mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 nummeriert
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sind, indem wir die Tetraeder, fiir die - vom Eckpunkt 4 aus betrachtet - der Umlauf-
sinn des Dreiecks 123 (vom Eckpunkt 1 zum Eckpunkt 2 und dann zum Eckpunkt 3)
mit dem Uhrzeigersinn lbereinstimmt, von den Tetraedern unterscheiden fiir die dieser
Umlaufsinn - vom Eckpunkt 4 aus betrachtet - sich vom Uhrzeigersinn unterscheidet.
Dann gilt die Aussage der folgenden Aufgabe.

Aufgabe 37. Man beweise, dass unter der Bedingung des Beispiels 27 die Zahl der
Tetraeder der Zerlegung, die mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 nummeriert und so orientiert
sind wie das Haupttetraeder, um 1 groBer ist als die Anzahl der 1,2,3,4-Tetraeder, die
davon verschieden orientiert sind.

Beispiel 30. Im Raum seien n > 3 Kugelkorper gegeben, von denen je vier einen ge-
meinsamen Punkt haben. Man beweise, dass ein Punkt existiert, der allen Kugelkorpern
angehort.

Wir betrachten nacheinander folgende Aufgaben.

A. Auf einer Geraden seien n Strecken gegeben, von denen jeweils zwei gemeinsame
Punkte besitzen. Man beweise, dass ein Punkt existiert, der allen Strecken angehort.

Losung. 1. Fir n = 2 ist die Behauptung offenbar richtig.

2. Wir nehmen an, unsere Behauptung sei fiir je n Strecken schon bewiesen, und auf ei-
ner Geraden seien n+1 Strecken [y, ls, ..., [,, gegeben, die der Voraussetzung des Satzes
geniigen. Nach Induktionsvoraussetzung haben die n Strecken [y, 1o, ...,l,, wenigstens
einen gemeinsamen Punkt. Wir bezeichnen ihren Durchschnitt (welcher offenbar ein
Punkt oder eine Strecke ist) mit [.

Wir beweisen, dass die Strecken [,, 1 und [ wenigstens einen gemeinsamen Punkt haben.
Anderenfalls existiert ein Punkt A, der [,,11 und [,, trennt (Abb. 69 a).

Abb. 69 d b) c)

Jede der Strecken [y, 15, ..., 1, enthalt aber [ und nach Voraussetzung wenigstens einen
Punkt der Strecke [,,.1. Folglich enthalt jede dieser Strecken den Punkt A; folglich
miusste A in [ liegen.

Der erhaltene Widerspruch beweist, dass [, 11 und [ gemeinsame Punkte haben. Der
Durchschnitt von [ und ,, 1 gehort allen Strecken [y, 1o, ..., 1, an.

B. In der Ebene seien n > 2 Kreisflachen gegeben, von denen je drei gemeinsame Punk-
te besitzen. Man beweise, dass mindestens ein Punkt existiert, der in allen Kreisflachen
liegt.

Losung. 1. Fir n = 3 ist die Behauptung offensichtlich.
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2. Wir setzen voraus, unsere Behauptung sei fiir je n Kreisflachen schon bewiesen und
in der Ebene seien n 4+ 1 Kreisflachen Cy, (s, ..., C,,, C,, 11 gegeben. Nach Induktions-
voraussetzung haben die n Kreisflaichen C', Cy, ..., C, wenigstens einen gemeinsamen
Punkt. Wir bezeichnen den Durchschnitt von C1, Cs, ..., C,, mit C' (das ist ein Kreis-
bogenvieleck (Abb. 69 b); es kann auch zu einer Kreisflache oder zu einem Punkt
entarten).

Wir werden beweisen, dass die Figur C' mit der Kreisflaiche C),;; gemeinsame Punkte
hat. Wir nehmen das Gegenteil an. Dann kann eine Gerade [ gefunden werden, die die
Figuren C), 11 und C trennt:

Es sei A der Punkt der Figur C', der dem Mittelpunkt O von C), ;1 am nachsten liegt,
und B der Schnittpunkt der Strecke OA mit dem Rand von C), ;1. (Ein solcher Punkt
existiert im Innern der Strecke O A, da nach unserer Annahme der Abstand des Punktes
A von O groBer als der Radius von ()41 ist.) Die Mittelsenkrechte von AB kann als
Gerade [ benutzt werden |

Da alle Kreisflaichen (1,2, ...,C), die Figur C' enthalten und nach Voraussetzung ge-
meinsame Punkte mit C),, 1, treffen sie auch die Gerade [. Wir bezeichnen die Strecke,
die 7 aus der Geraden [ schneidet, mit ay, die Strecke, die C aus dieser Geraden
schneidet, mit as usw.

Auf der Geraden [ werden wir dann n Strecken aq, as, ..., a, haben. Je zwei der Stre-
cken aq,ao, ..., a, haben wenigstens einen gemeinsamen Punkt: Wir betrachten zwei
von ihnen, etwa a; und as.

Es sei M ein beliebiger Punkt der Figur C', dann gehort der Punkt M sowohl C; als
auch C5 an. Da sich je drei von den gegebenen Kreisflichen schneiden, existiert ein
Punkt N im Durchschnitt von C7,C5 und C),11. Dann gehort die Strecke M N ganz
C1 und C5 an. Folglich wird ihr Schnittpunkt mit der Geraden [ gemeinsamer Punkt
der Strecken a; und as.

Wie aus dem Satz A folgt, existiert auf der Geraden [ ein Punkt, der allen Strecken
ai, as, ..., a, angehort, also auch C, Cy, ..., C,, folglich auch der Figur C'. Das wider-
spricht der Konstruktion der Geraden [.

Demnach missen C), 1 und C' einen gemeinsamen Punkt haben, und dies ist ein ge-
meinsamer Punkt von C4,Cs, ..., C),, Cp 1.

C. Man l6se die urspriingliche Aufgabe.
Losung. 1. Fir n = 4 ist die Behauptung offensichtlich.

2. Wir setzen voraus, unsere Behauptung sei fiir je n Kugelkorper schon bewiesen, und

2\Wenn die Gerade [ die Figuren C,,; und C nicht trennt, befindet sich auf ihr ein Punkt K,
der der Figur C angehort. Im Dreieck OAK ist der Winkel ZOAK ein spitzer; auBerdem gilt
[(OA) < I(OK) nach Definition des Punktes A. Folglich wird der FuBpunkt L des Lotes von
O auf die Gerade gax zwischen den Punkten A und K liegen, wobei [(OL) < [(OA) gilt. Da
die beiden Punkte A und K allen Kreisflaichen C1,Cs, ..., C,, angehéren, gilt das auch fir die
ganze Strecke AK; folglich gehért auch ihr Punkt L jeder Kreisfliche C1, Cs, ..., C, an, also liegt
auch ihr Punkt L in der Figur C'. Deshalb muss [(OL) > I(OA) gelten. Dieser Widerspruch, nach
welchem das Lot langer wére als eine Schrage, beweist unsere Behauptung.
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es seien n + 1 Kugelkorper &, @4, ..., &, ®,, 11 gegeben.
Den Durchschnitt der n Kugelkorper ®1, @, ..., ®,, (der nach Induktionsvoraussetzung
nicht leer ist) bezeichnen wir mit ®. Dann kann man wie in Beispiel 30 B zeigen:

Wenn der Kugelkorper ®,,.1 keinen Punkt von ® enthalt, dann existiert eine Ebene T,
die ® und ®,,.; trennt. Die Figuren, in denen die einzelnen Kugelkorper &1, ®o, ..., ¢,
die Ebene 7 schneiden, sind Kreisflachen, von denen je drei gemeinsame Punkte besit-
zen. Folglich existiert in der Ebene 7 ein Punkt, der allen diesen Kreisflaichen angehort
und der also in ® liegt. Das widerspricht der Definition der Ebene 7.

Der Satz des Beispiels 30 kann statt mittels vollstandiger Induktion nach der Dimen-
sionszahl auch direkt mittels vollstandiger Induktion nach der Anzahl der Kreisflachen
bewiesen werden.

Beispiel 31. Man beweise den Satz des Beispiels 30 B mittels vollstandiger Induktion
nach der Anzahl der Kreisflachen.

Losung. Wir beweisen den entsprechenden Satz fiir Kreisbogenvielecksflachen, d.h. fir
Figuren, die Durchschnitt endlich vieler Kreisflachen, d.h. fiir Figuren, die Durchschnitt
endlich vieler Kreisflachen sind; hieraus wird als Spezialfall unsere urspriingliche Be-
hauptung folgen:

1. Fir n = 3 ist die Behauptung offenbar richtig.

Gegeben seien vier Kreisbogenvielecksflachen C, Cs, Cs, Cy, von denen sich je drei
schneiden. Wir bezeichnen mit A; einen gemeinsamen Punkt der Figuren C5, C5 und
Cy, mit Ay einen gemeinsamen Punkt der Figuren 'y, C3 und C}y usw. Es sind zwei
Falle moglich:

A A
aAI’
! A
A1 “1 :
A
Abb. 70 a b)

a) Einer der Punkte Ay, A, A3, Ay, etwa Ay, gehort der (eventuell zu einer Strecke
entarteten) Dreiecksflache an, die durch die iibrigen drei Punkte bestimmt wird (Abb.
70a). Da das Dreieck A1 A2A3 ganz zu Cy gehort, ist auch Ay ein Punkt der Figur Cy;
folglich ist A, gemeinsamer Punkt aller vier Figuren Cy, Cy, Cs5, Cy.

b) Keiner der Punkte Ay, Ay, A3, A4 gehort der Dreiecksflache an, die von den (ibrigen
Punkten bestimmt wird. Dann wird der Schnittpunkt A der Diagonalen des (konvexen)
Vierecks A1 A2 A3 A4 (Abb. 70 b) als gemeinsamer Punkt der Dreiecksflachen A; A5 As,
A1As Ay, A1 A3A4 und Ay A3 A4 gemeinsamer Punkt aller vier Figuren C1, Co, C3, Cy.

2. Unsere Behauptung sei fiir n Kreisbogenvielecksflachen schon bewiesen. Wir be-
trachten jetzt n 4+ 1 Kreisbogenvielecksflachen C1, Cs, ..., C,, C,11. Mit C bezeichnen
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wir den Durchschnitt der Figuren C,, und C,, 1 (offenbar ist C' ebenfalls eine Kreisbo-
genvielecksflache) und beweisen, dass sich je drei der n Figuren Cy,C5, ..., C,—q, C
schneiden; nach Voraussetzung existiert zu je drei der Figuren C,Cs, ..., C,,_1 wenigs-
tens ein gemeinsamer Punkt; wir betrachten jetzt C' und zwei weitere dieser Figuren,
etwa C1,Cs, C. Da sich von den Figuren Cy,Cy, C),,Cp11 je drei schneiden, haben
diese vier Figuren nach 1. einen gemeinsamen Punkt, und dies ist ein gemeinsamer
Punkt der Figuren C,C5 und C.

Da sich je drei der n Figuren C1, Cy, ..., C,,, C schneiden, haben nach Induktionsvor-
aussetzung alle diese Figuren einen gemeinsamen Punkt, der auch gemeinsamer Punkt
der n + 1 Figuren C1, (s, ..., C, Cp4q ist.

Aufgabe 38. Man beweise die Aussage des Beispiels 30 C mittels vollstandiger Induktion
nach der Anzahl der Kugelkorper.

Aufgabe 39. In der Ebene seien n Punkte Ay, Ao, ..., A,, gegeben, und der Abstand zwi-
schen je zwei von ihnen sei nicht groBer als die Langeneinheit e. Man beweise, dass alle
diese Punkte in einem Kreis mit dem Radius %e enthalten sind (Satz von Youn@.

Aufgabe 40. Im Raum seien n Punkte Ay, Ao, ..., A,, gegeben, und der Abstand zwi-
schen je zwei von ihnen sei nicht groBer als die Langeneinheit e. Man beweise, dass alle
diese Punkte in einem Kugelkorper mit dem Radius @e enthalten sind.

Eine Verallgemeinerung der Aussage des Beispiels 30 und zahlreiche Anwendungen fin-
det man in [9] 7]

Beispiel 32. Wir betrachten endlich viele Halbraume| die den ganzen Raum ausfiillen.
Man beweise, dass man aus ihnen vier (oder weniger) Halbraume auswahlen kann, die
schon den ganzen Raum ausfillen.

Wir betrachten nacheinander folgende Aufgaben.

A. Eine Gerade sei von endlich vielen Halbgeraden (Strahlen) iberdeckt. Man beweise,
dass man aus ihnen zwei Halbgeraden auswahlen kann, die schon die Gerade (iberde-
cken.

Losung. Es sei A der Anfangspunkt, der bei allen "nach links gerichteten" Halbgera-
den am weitesten "rechts" liegt, und B der Anfangspunkt, der bei allen "nach rechts
gerichteten" Halbgeraden am weitesten "links" liegt. Da die Halbgeraden nach Voraus-
setzung die Gerade Uberdecken, liegt der Punkt B nicht rechts von A, und die beiden
Halbgeraden mit den Anfangspunkten A und B iberdecken die Gerade vollstandig.

26 ) W. Young (1863-1942), englischer Mathematiker.

27Die Aussage in Beispiel 30 B ist auch dann noch richtig, wenn statt der Kreisfliche beliebige konvexe
Figuren betrachtet werden. (Das ist nach dem Beweis zum Beispiel 30 unmittelbar einzusehen.)
Dieser allgemeinere Satz ist als Satz von Helly bekannt.

28 Jede Ebene zerlegt die Menge der iibrigen Punkte des Raumes in zwei Teile, sogenannte Halbraume,
derart, dass die Verbindungsstrecke je zweier Punkte, die in verschiedenen Teilen des Raumes
liegen, die Ebene trifft und die Verbindungsstrecke zweier Punkte aus ein und demselben Raumteil
die Ebene meidet. Die Ebene wird Tragerebene dieser Halbrdume genannt.

67



1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

B. Die ganze Ebene werde von endlich vielen Halbebenen?’ iiberdeckt. Man beweise,
dass man aus ihnen zwei oder drei Halbebenen auswahlen kann, die schon die ganze
Ebene iberdecken.

Losung. Den Beweis fiihren wir durch vollstindige Induktion nach der Anzahl n der
Halbebenen.

1. Fir n = 3 ist die Behauptung offensichtlich.

2. Wir nehmen nun an, unsere Behauptung sei fiir n Halbebenen wahr, und es seien
n + 1 Halbebenen Fi, Fy, ..., F},, F},11 gegeben, welche die ganze Ebene liberdecken.
Die Tragergeraden dieser Halbebenen bezeichnen wir mit [y, l2, ..., l;,, l,,11. Es sind zwei
Falle moglich:

Fall 1. Die Gerade I,,.1 ist ganz in einer der gegebenen Halbebenen enthalten, etwa in
F,,. Dann sind die Geraden [,, und [, parallel. Liegen die Halbebenen F;, und F, .4
auf verschiedenen Seiten ihrer Tragergeraden (Abb. 71 a), dann lberdecken schon die
Halbebenen F}, und F),; die Ebene.

TS
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Abb. 71 d bl

Anderenfalls ist eine dieser beiden Halbebenen ganz in der anderen enthalten (beispiels-
weise I, 11 in F,; Abb. 71 b), und der Satz folgt aus der Induktionsvoraussetzung, weil
in diesem Fall schon n Halbebenen (in unseren Fall Fy, Fy, ..., F},) die ganze Ebene
uberdecken.

Fall 2. Die Gerade [, .1 ist in keiner der Halbebenen Fi, Fy, ..., F}, enthalten. Diese
Halbebenen iiberdecken die Gerade ,,+1 und schneiden aus ihr m (< n) Halbgeraden
heraus, die [,,,1 Uberdecken.

Wie wir in A sahen, kann man aus diesen Halbgeraden zwei auswahlen, die ebenfalls
schon die Gerade tiberdecken. Die entsprechenden Halbebenen seien F),_; und F,,. Wir
betrachten jetzt die beiden moglichen Falle der gegenseitigen Anordnung der Halbebe-
nen F, 1, F, und F, 1 einzeln:

a) Die Halbebene F}, 1 enthalt den Schnittpunkt der Geraden [,,_1 und [,, (Abb. 72 a).
Dann lberdecken schon die drei Halbebenen F),_1, F;, und F}, 1 die Ebene.

L Lo

In+1 /i lm‘l

Abb. 72 a) bl

2 Jede Gerade einer Ebene zerlegt die Menge der iibrigen Punkte der Ebene in zwei Teile, sogenannte
Halbebenen, derart, dass die Verbindungsstrecke je zweier Punkte aus verschiedenen Teilen die
Gerade trifft und die je zweier Punkte aus ein und demselben Teil der Ebene die Gerade meidet.
Die Gerade wird Tragergerade dieser Halbebenen genannt.
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b) Die Halbebene F;, 1 enthélt den Schnittpunkt der Geraden [,_1 und [,, nicht (Abb.
72 b). Dann wird die Ebene von den n Halbebenen Fi, Fy, ..., F,, Gberdeckt, und der
Satz folgt aus der Induktionsvoraussetzung.

C. Man lése die urspriingliche Aufgabe.

Losung. Den Beweis fiihren wir durch vollstandige Induktion nach der Anzahl n der
gegebenen Halbraume.

1. Fir n = 4 ist die Behauptung offensichtlich.

2. Wir nehmen an, unsere Behauptung sei fir n Halbraume wahr, und es seien n + 1
Halbraume Vi, Vs, ..., Vi, V.11 gegeben, die den Raum (iberdecken. Die Tragerebenen
dieser Halbraume bezeichnen wir mit my, mo, ..., ™, T,11. Es sind zwei Falle moglich:

Fall 1. Die Ebene 7,11 ist vollig in einem der Halbraume Vi, V5, ..., V,, enthalten, etwa
in V,,. Dann sind die Ebenen 7,1 und 7, parallel. Wenn die Halbraume V1 und
V,, auf verschiedenen Seiten ihrer Tragerebenen liegen, (iberdecken schon diese beiden
Halbraume den ganzen Raum. Anderenfalls ist einer der beiden Halbraume ganz in dem
anderen enthalten, und der Satz folgt aus der Induktionsvoraussetzung.

Fall 2. Die Ebene 7,.1 ist nicht in einem der Halbraume V7, V5, ..., V,, enthalten. Dann
wird sie von diesen Halbraumen, die aus ihr m < n Halbebenen Fi, F5, ..., I}, aus-
scheiden, vollstandig Gberdeckt. Nach B kann man aus diesen Halbebenen zwei oder
drei auswahlen, die bereits 7,1 berdecken (Abb. 71a und 72a). Wir betrachten die
hier moglichen Falle einzeln:

a) Die Ebene 7,11 wird von zwei Halbebenen (Abb. 71 a) iiberdeckt, etwa von F} und
F5, wobei die entsprechenden Ebenen 7, und 7y parallel sind (Abb. 73a). Dann wird
der ganze Raum von den beiden Halbraumen V; und V5 ausgefiillt.

A7 A

;

N

Abb. 73 ¢ al

b) Die Ebene 7,1 wird etwa von den beiden Halbebenen Fy und F; iiberdeckt und
die entsprechenden Ebenen 71 und 7y schneiden sich (Abb. 73b). Wenn der Halbraum
V11 die Schnittgerade der Ebenen m; und 79 enthélt, dann fillen die drei Halbraume
V1, Vo und V11 den ganzen Raum aus. Anderenfalls wird der Halbraum V/,,, 1 durch die
Halbraume Vj und V5 iiberdeckt, und der Satz folgt aus der Induktionsvoraussetzung.
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1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

c) Die Ebene 7,41 wird von drei Halbebenen (Abb. 72a), etwa Fi, F, und F3 lber-
deckt, wobei die Ebene 73 zur Schnittgeraden der Ebenen 7y und 7y parallel ist. Die
entsprechenden Ebenen bilden ein "Prisma" (Abb. 73c). Dann fiillen die drei Halbraume
Vi, V5 und V3 den ganzen Raum aus.

d) Die Ebene 7,41 wird etwa von den drei Halbebenen Fy, F» und Fj lberdeckt. Die
Ebene 73 ist nicht der Schnittgeraden der Ebenen 71, 9 parallel. Die Ebenen 7y, o, 3
und 7,41 bilden eine "Pyramide" (Abb. 73d).

Wenn der Halbraum V,, 1 den Schnittpunkt der Ebenen 7, 75 und 73 enthalt, fiillen
die vier Halbraume Vi, V5, V5 und V,,; 1 den Raum aus. Anderenfalls wird der Halbraum
Vi1 von den Halbraumen Vi, V5, und V3 iiberdeckt, und der Satz folgt aus der Induk-
tionsvoraussetzung.

Aufgabe 41. Man beweise, dass im Raum nicht mehr als vier Halbgeraden (Strahlen)
existieren konnen, die paarweise zwischen sich stumpfe Winkel bilden.

Beispiel 33. Man beweise die Existenz einer Zahl C'3, derart, dass die Seiten jedes raum-
lichen Vielecks A1A,...A,, wenn sie samtlich hochstens gleich der Langeneinheit sind,
ohne Anderung ihrer GroBe und ihrer Richtung so umgeordnet werden kénnen, dass das
entstehende Vieleck in einen Kugelkorper mit dem Radius C3 eingeschlossen werden
kann.

Wie iiberall in diesem Abschnitt betrachten wir zuerst entsprechende "eindimensionale"
und "zweidimensionale" Aufgaben.

A. Man beweise: Es gibt eine Lange (' derart, dass fiir jeden geschlossenen Strecken-
zug A1 A,... A, in einer Geraden, bei dem die Lange jeder der Strecken A A, 2, AsAs,
v Ap_1A,, An,A; die Langeneinheit nicht (bertrifft, ein geschlossener Streckenzug
B1Bj...By, und eine eindeutige Zuordnung seiner Seiten zu den Seiten von A;Ay... A,
existieren, bei der einander\zugeordne\te gerichtete Seiten A¢A¢+i, BkBHi den gleichen
Vektor bestimmen (AiAH{#BkBHi) und By Bs...B,, in einer Strecke der Lange 2C
enthalten ist.

Losung. Wir vereinbaren, die Lange a; der Seite A;A; 11 (i = 1,2,...,n; unter A,
verstehen wir den Punkt A;) unseres geschlossenen Streckenzuges AjAs...A,, positiv
zu zahlen, wenn der Punkt A, rechts von A; liegt (wir wihlen unsere Gerade, auf der
alle Punkte liegen, waagerecht), und negativ im anderen Fall; a; ist also der gerichtete
Abstand von A; nach A; ;.

Dann ist aj + ay der gerichtete Abstand von A; und As (der nach unserer Verabredung
positiv oder negativ werden kann), a; + ag + a3 der gerichtete Abstand von A; nach
Ay, ..., a1 +as+ ...+ a,_1 der gerichtete Abstand von A; nach A,, und a; +as+ ... +
an_1 + a, = 0 der gerichtete Abstand von A; nach Aj;.

Nach der Voraussetzung liber den geschlossenen Streckenzug B;Bs...B, kann unsere
Aussage wie folgt formuliert werden:

Es seien n positive bzw. negative Zahlen a1, ao, ..., a,_1, a, gegeben. Die Betrage dieser
n Zahlen (bertreffen die Zahl 1 nicht, und ihre Summe ist gleich Null. Man beweise,
dass diese Zahlen in eine solche Reihenfolge a;,, ..., a;, ,,a;, umgestellt werden kdnnen

n
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1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

(hier sind 41, i, ..., i, die Zahlen 1,2,...,n—1,n aber in anderer Reihenfolge), dass alle
Summen a;,, a;, + @iy, ..., a;, + a;, + ... + a;, dem Betrag nach eine Zahl C (die von
der Reihenfolge aq, as, ..., a, und von der Zahl n nicht abhangt) nicht ibertreffen.

Wir beweisen, dass C; = 1 gewahlt werden kann. Es seien aj, ay, ..., a;, alle positiven
Zahlen der Folge ay, az, ..., a, und af, ay, ..., a; die lbrigen Glieder dieser Folge (p+q =
Wir nehmen so viele der ersten positiven Zahlen a}, ab, ..., a). (k < p), dass ihre Summe
die Zahl 1 nicht tbertrifft (z.B. nur die Zahl @} ). Danach fiigen wir so viele der negativen
Zahlen af, ab, ...,a] (I < q) hinzu, dass die Summe aller verwendeten Zahlen negativ,
aber dem Betrage nach nicht groBer als 1 wird.

Nun wenden wir uns von neuem den positiven Zahlen zu usw., bis wir alle gegebenen
Zahlen verbraucht haben. Die dabei erhaltene Folge

N Y Y Y R/ x N
(p = Ay, Qg = Aoy .oy g = Ap, Ap g = A1, Afyg = Ay oy Ay = A5 oo

besitzt die geforderte Eigenschaft.
Den eben bewiesenen Satz iiber n positive bzw. negative Zahlen konnen wir auch in
einer anderen Form aussprechen:

Die Ecken unseres Streckenzuges bestimmen Vektoren a4, ..., a, derart, dass A; durch
a; in A;.1 abgebildet wird. Die Betrage dieser n Vektoren iibertreffen die Zahl 1 nicht,
und ihre Summe ist gleich dem Nullvektor.

Diese Vektoren konnen in eine solche Reihenfolge a;,, a;,, ..., a;, umgestellt werden,
dass alle Summen a;,, a;, +a;,, ..., a;, +a;, +...+a; dem Betrag nach die Zahl C; =1
nicht Gbertreffen.

B. Man beweise: Es gibt eine Lange Cy derart, dass in einer Ebene fiir jeden geschlos-

senen Streckenzug AiA,...A,, bei dem die Lange der Seiten die Langeneinheit nicht

ibertrifft (Abb. 74), ein geschlossener Streckenzug Dy Ds...D,, und eine eineindeuti-

ge Zuordnung seiner Seiten zu den Seiten von AjAs...A,, existieren, bei der einander
: . -

zugeordnete gerichtete Seiten A;A;,1 und

2
Ay
/ A
'47 o o 6 ‘3
A,

A5

Abb. 74

—_— > 5
DyDgy1 den gleichen Vektor bestimmen (A;A; 1# Dy Di+1 und D1Ds...D,, in einer
Kreisflaiche vom Radius (5 enthalten ist.

Lésung. Wir beweisen, dass man fiir Cy stets /5 Langeneinheiten wahlen kann. Die
Ecken eines beliebigen Streckenzuges bestimmen Vektoren ay, a4, ..., a, derart, dass A;
durch a; in A;;; abgebildet wird (Abb. 74).
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1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

Wir wahlen aus den Vektoren einige, mit by, ..., b, bezeichnete Vektoren derart aus, dass
b = by + by + ... + by, maximalen Betrag besitzt bzw. dass die die Figur schlieBende
Strecke B1Bs.1 groBtmogliche Lange hat (Abb. 75).

Abb. 75 B

Die ubrigen der Vektoren ay, as, ..., a, bezeichnen wir mit by, ..., b,. Es gilt
bi+bo+...+b, =1 +as+..4+a,=0

Wir zerlegen jeden der Vektoren b, in seine Parallelkomponente b/, und seine Normal-
komponente b beziiglich b, d.h., es gilt b/, || b, b || b und b = b/, + b Dann gilt
offenbar
by +b,+..+b.=b , b +by+..+bl=o0
b +..+b,=—b b, +..+br=0

sowie [b/| < 1und |6} <1 firv=1,..,n.
Nach A konnen by, bo, ..., bs bzw. bgyq, ..., b, derart zu ¢y, ..., ¢s bzw. ¢511, ..., ¢, UM-
geordnet werden, dass

o+ +b <1 fir p=12..s

]cj+1+...+blﬂ <1 fur v=s+1,.,n

gilt.
Wiederum nach A kénnen wir die Vektoren ¢4, ..., ¢, derart zu Vektoren 01, ..., 0,, umord-
nen, dass erstens die Reihenfolge ¢1, ..., ¢s bzw. ¢s11, ..., ¢, erhalten bleibt und zweitens

) +.. 0| <1  fir v=1,..n

gilt. Wir erhalten nach dem Satz des Pythagoras und nach der Dreiecksungleichung fiir
Vektoren folgende Abschatzung:

D4 0=+ NP+ o)

<14+t ooy + o+
<1+ (Jef + o+ o+ ey + .+ )* <5
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1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

fir A =1,...,n und geeignete 1 und v. Daraus folgt wie behauptet

01+ ... +0)] < V5
fuirA=1,...,n.

Es sei D1 = Ay und D, der Punkt, der aus D; durch Anwendung von 0; hervorgeht.
Wir haben dann ein n-Eck D1 D>...D,,, das in der Kreisflaiche um D; mit dem Radius
von /5 Lingeneinheiten liegt.

C. Man l6se die urspriingliche Aufgabe.

Hinweis. Man beweise, dass fiir C; stets /21 Langeneinheiten gewahlt werden kénnen.
Die Uberlegungen in diesem Fall verlaufen analog zu B; es sind die senkrechten Projek-
tionen der Vektoren ay, as, ..., a,, auf die Ebene K, die senkrecht auf der schlieBenden
Strecke By Bsy1 steht, zu betrachten.

Beispiel 34. Definition der Schwerelinien und des Schwerpunktes eines Tetraeders.
A. Der Schwerpunkt einer Strecke sei wie in Beispiel 23 definiert.

B. Auch die Schwerelinien und der Schwerpunkt eines Dreiecks seien wie in Beispiel 23
definiert.

C. Unter einer Schwerelinie eines Tetraeders verstehen wir eine Strecke, die einen Eck-
punkt des Tetraeders mit dem Schwerpunkt der gegeniiberliegenden Seitenflache ver-
bindet.

Abb. 76 4

Wir beweisen, dass sich die Schwerelinien eines Tetraeders in einem Punkt schneiden.
Dazu betrachten wir das Tetraeder ABC'D (Abb. 76).

Es seien O, Os, O3, O4 die Schwerpunkte der Dreiecke BC'D, CDA,DAB bzw. ABC.
Da sich die Geraden gpo, und g40, im Mittelpunkt P der Strecke C'D schneiden,
schneiden sich auch die Geraden g40, und gpo, in einem Punkt O1s.

Analog dazu schneiden sich die Geraden g40, und gco,, die Geraden g40, und gpo,,
die Geraden gpo, und gco,, die Geraden gpp, und gpo, und die Geraden gco, und
gpo, in den Punkten O13 bzw. O14 bzw. Oz3 bzw. Oy bzw. O34,

Wir beweisen nun, dass alle diese Punkte iibereinstimmen (auf der Zeichnung mit dem
Punkt O). Wiirden etwa O12 und Os3 nicht ibereinstimmen, dann lagen die Geraden
JA0,,» 980, Und gco, in einer Ebene 7 durch die Punkte Oj2, O3 und Oas.
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1.6 Vollstandige Induktion nach der Dimensionszahl

Dann lage aber auch die Gerade gpo,, die die Geraden g40,, 950, und gco—, schneidet,
in dieser Ebene m, d.h., alle vier Eckpunkte des Tetraeders miissten in der Ebene 7
liegen. Da dies nicht richtig ist, missen die Punkte 02 und Oq3 tibereinstimmen. Mit
diesen Punkten stimmen auch alle tGbrigen Punkte Oy4, Os3, O24 und O34 lberein.

Den Schnittpunkt der Schwerelinien des Tetraeders nennt man den Schwerpunkt des

Tetraeders.

Aufgabe 42. Man beweise, dass jede der Schwerelinien des Tetraeders durch den Schwer-
punkt im Verhaltnis 3:1 (von den Eckpunkten aus gerechnet) geteilt wird.
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1.7 Losungen

1. Wir bezeichnen mit F5. den Flacheninhalt des regelmaBigen 2"-Ecks, das dem Kreis
mit dem Radius R einbeschrieben ist, mit hy» den Abstand seiner Seiten vom Mittel-
punkt. Dann folgt aus (1)

2
hon = R?—%:R\/2+\/2+...+\/§

n—1 Zweien

und (fiir n > 3)

1
Fon =20 <2a2n> hon = 2" 1R? |2 — \/2 + V24 . + V2 =2""2Ragi

n—3 Zweien

Ferner ist
FQn 2n_1a2nh2n hgn 180°
= = = cos
F2n+1 2n—1 Rasn R 2n
woraus
Fy Fy Fg Fypr cos 180° o8 180° cos 180°
an n Fg F16m an N 4 8 2n—1
folgt. Da
Fy=2R*>  und lim Fy = 7R
n—o0
gilt, ist % Grenzwert des Ausdrucks cos45° - COS% - COS %.... Danach braucht man

nur die Formel

a 1+ cosw
CoS — = || ———
2 2

2. Weil N Diagonalen und n Seiten des n-Ecks Seiten von n — 2 Dreiecken sind (vgl.
Beispiel 4), folgt 2N + n = 3(n — 2) und somit

zu benutzen.

N=n-3

3. Das konvexe (n + 1)-Eck AjAs...A, A1 wird von der Diagonalen A; A, in das
n-Eck AjAs... A, und das Dreieck A1 A, A, 11 zerlegt. Wir setzen die Zahl F'(n) der
Teile, in welche das n-Eck AjAs... A, durch seine Diagonalen zerlegt wird, als bekannt
voraus und bestimmen, um welche Zahl diese Zahl F'(n) wachst, wenn der Eckpunkt
A1 hinzukommt. Diese Zahl ist um 1 groBer als die Anzahl der Teile, in welche die
vom Eckpunkt A,.; ausgehenden Diagonalen durch die iibrigen Diagonalen zerlegt
werden. So finden wir

Fin+1)=Fn)+141(n—-2)4+1+2n-3)+1+..+[(n—2)(n—(n—1)) +1]
=F(n)+(n+1)-1+[1+2+..4(n=2)]-n—[1-24+2-3+...4 (n—2)(n—1)]

:F(n)+(n_1)+n(n—1)(n—2) ~n(n—1)(n-2)

2 3
= P+ (- 4 MDDy
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1.7 Lésungen

(vgl. Kap. 1, Beispiele 3 und 6).
Durch Addition der einzelnen Zuwachse (vgl. Kap. 1, Beispiele 3 und 4 sowie Aufgabe
4), erhalten wir
(n—1)(n—2)(n? — 3n +12)
24
2r

4. Mit den Bezeichnungen im Beispiel 7 ist zuerst zu beweisen, dass % =1— 2" und

F(n) =

L =1+ %p gilt, wobei h die vom Punkt C' ausgehende Hohe ist. Daraus folgen die

aleichungen
Lo (o2 2 2 (2
h h h h h
L2\ (g2 2 (2 () %k
(=) (=) =T = - (-5

5. Bekanntlich gilt ' = sr = (s —¢)p = j—%, woraus wir mit Hilfe des Kosinussatzes
r+p §+£ B (a+b)[c®> — (a — b)?] B b2 + 2 — a? +a2—|—02—b2

abc -
2R S 2abc 2bc 2ac

= cosa + cos 3

erhalten.

6. Zunachst beweist man den folgenden Hilfssatz:

Es seien O bzw. Oy die Mittelpunkte der Kreise £; bzw. £, die sich in O schneiden,
By Bs eine Sehne durch den zweiten Schnittpunkt A; dieser Kreise (Abb. 77). Dann
erscheinen B; By und O105 von O aus unter ein und demselben Winkel. Dann beweist
man die Behauptung fiir drei Kreise. Danach nimmt man an, der Satz sei fiir n — 1
Kreise richtig und betrachtet n Kreise £, &, ..., ,.

Abb. 77

Man zieht die Sehne durch den Punkt B,,_; und den Schnittpunkt der Kreise £,,_1 und
t,. Auf die n — 1 Kreise &, &, ..., £,_1 wendet man die Induktionsvoraussetzung an.

2. Losung. Wir betrachten gerichtete Winkel zwischen Geraden, auch Kreuze genannt
(vgl. [11]). Es gelten folgende gleichsinnige Kongruenzen

(9oB1>94:B,) = (900,15 90.0,) (94,81, 90B,) = (90,045 900,)

daraus folgt

(90815 908,) = (goo,, 900s)
Analog erhalten wir

(908:, 90B5) = (9002, 900,)
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usw. Dann gilt
(90815 90Bi.1) = (9001, 90O )
unter der Voraussetzung

(9081, 90B,) = (900:, 900,)

wegen
(90By> 90B,.1) = (900., 900, )

Fiur k = n + 1 erhalten wir

(90317 gOBn+1> = (90017 9001)
woraus mit gop, = gon,,, die Behauptung folgt.

7. Es sei M = A;A3A;... A, ein konvexes n-Eck, das kein Parallelogramm ist, und
ABC ein Dreieck, wobei etwa A1Ay C AB, Ay A1 € BC und AjA;q C CA gelten.
Wir wahlen im Innern von M einen Punkt O und verbinden ihn durch Strecken mit drei
beliebigen Punkten P, @) und R der Seiten Ay As, ApAj1 bzw. A;A;, 1. Die Strecken
OP, OQ und OR zerlegen die zu M gehérige Flache F' in drei Teile My, My und Mj.

Mit FY, F5 und F3 bezeichnen wir Flachen, die wir aus F' durch Stauchungen mit den
Zentren A, B bzw. C' erhalten, wobei die Stauchungsfaktoren so gewahlt werden, dass
M, My und Ms (bei geeigneter Nummerierung) von Fi, I bzw. Fj (iberdeckt werden.

8. Wir nehmen an, alle diese Punkte seien entsprechend der Bedingung der Aufgabe
verbunden. Dabei konnen wir voraussetzen, dass zu je zwei Punkten genau eine Ver-
bindung gehort. Wir kommen zu einer Karte, die fiinf Ecken, % = 10 Grenzen und
folglich sieben Lander hat (Satz von Euler).

Dass solche Karten unméglich sind, folgt aus Uberlegungen, die denen ahnlich sind, die
zur Ungleichung (5) fiihrten.

9. Zu einem konvexen Polyeder wahlen wir eine Kugel mit hinreichend groBem Radius.
deren Mittelpunkt im Innern des Polyeders liegt. Vom Mittelpunkt der Kugel projizieren
wir alle Punkte des Polyeders auf die Kugeloberflache S.

Die dort entstandene Karte projizieren wir von einem beliebigen ihrer Punkte P, der
auf keiner Grenze liegt. auf diejenige Ebene, die die Kugeloberflaiche im Gegenpol von
P beriihrt (stereografische Projektion). Auf die erhaltene ebene Karte wenden wir den
Satz von Euler an.

10. Vgl. Beispiel 10.
11. Man wende den Satz von Euler an.

12. Es sei eine Karte gegeben, die von n Kreisen mit Sehnen gebildet wird und mit drei
Farben «, 3,7 regular gefarbt ist. Wir fiihren einen (n + 1)-ten Kreis ein und farben
die Lander um, die im Innern des Kreises liegen:

a) auf der einen Seite der Sehne nach der Vorschrift

a—fB, =7 7«
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b) auf der anderen Seite der Sehne nach der Vorschrift
a—y, f—=a v

13. Wir zeigen zunachst, dass zwolf Farben immer zur regularen Farbung der Karte
unseres Planeten ausreichen. Wenn die Zahl der Lander der Karte 12 nicht Ubertrifft,
ist klar, dass uns zwolf Farben geniigen.

Wir setzen nun voraus, unsere Behauptung sei fir alle Karten, die n (n > 12) Lander
enthalten, richtig, und betrachten irgendeine Karte, die n + 1 Lander enthalt.

Wie schon frither kdnnen wir uns auf den Fall normaler Karten beschranken: ferner
konnen wir annehmen, dass jedes Land aus zwei Teilen besteht, da wir einem Land
o, das nur aus einem Teil besteht, ein nicht sehr groBes Territorium zuteilen kénnen,
das wir um eine Ecke herauslosen, in der irgendwelche drei von o verschiedene Lander
zusammenstoBen.

Man kann auch den Fall der Lander ausschlieBen, die einen ringformigen Teil enthalten;
denn wenn ein Land o; die Form eines Ringes hat, das Land ¢’ an diesen Ring von
innen grenzt, das Land ¢” von auBen angrenzt, dann kénnen wir zu ¢’ einen solchen
Teil des Ringes, der von ¢’, o1 und von ¢” (das ist selbstverstandlich) begrenzt wird,
hinzufiigen; wenn zwolf Farben fiir die Farbung der neuen Karte ausreichen, dann wird
das auch fiir die alte Karte moglich sein.

Wir bezeichnen jetzt mit p die Anzahl der Ecken, mit [ die Anzahl der Grenzen und
mit s die Anzahl der Lander der Karte; dann gilt, weil die Karte normal ist 2] = 3p;
andererseits gilt nach der Eulerschen Formel (Beispiel 9) in diesem Fall 2s +p =1+ 2,
weil die Zahl der Gebiete auf der Karte gleich 2s ist.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

125 = 3p + 12

oder, wenn wir die Anzahl der Lander mit i Grenzen mit 59 bezeichnen, wobei i =
4,5,6, ... ist,

12(sW 4 5@ 4+ 50 4 ) = (4s®W 4550 4650 + ) +12,  dh.

8sW 4+ 750 4650 4 . 42510 4 51D = 5(13) L 9504 4 3515 4 19

1) (5)

g eeey

Hieraus folgt, da eine der Zahlen s, s( s(1) positiv sein muss, dass es ein Land

o gibt, das weniger als zwolf Grenzen besitzt; wenn wir jeden der zwei Teile dieses
Landes zu einem der an diesen Teil grenzenden Lander hinzufligen, erhalten wir eine
Karte mit n Landern, die man nach Induktionsvoraussetzung mit zwolf Farben regular
farben kann.

Danach wird es einfach, die Ausgangskarte regular mit zwolf Farben zu farben (vgl.
Abb. 78).
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Abb. 78

Um nachzuweisen, dass elf Farben nicht ausreichen kénnen, genligt es, ein Beispiel einer
Karte mit zwolf Landern anzugeben, von denen jeweils jedes von elf Landern begrenzt
wird.

14. In der Ebene seien also n Punkte Ay, ..., A,,, Drehwinkel ©1, ..., ¢, und Streckungs-
faktoren ky, ..., k, gegeben. Es ist ein n-Eck Xj...X,, derart zu konstruieren, dass

Xip(Ar, 01)0(A1 k) = Xa,  Xop(Asz, p2)0(As, ka) = X,

an(Am Spn)o(An; kn) - Xl

gilt. Die Aufgabe kann analog zum Beispiel 18 (einem Spezialfall dieser Aufgabe) gelost
werden.

Nur wird anstatt der Drehung p(A1, ¢1) um den gegebenen Punkt A; um den bekann-
ten Drehwinkel ¢ hier eine Ahnlichkeitsabbildung betrachtet, die aus der Drehung
um den Drehwinkel ¢; und einer Streckung (Homothetie) 9(A;, k1) mit dem Zentrum
Ay und einem Streckungsfaktor ki (Seitenverhiltnis des entsprechenden Dreiecks) be-
steht.

Fir As, As, ..., 2,03, ... und ko, k3, ... gilt Entsprechendes. Die aufeinanderfolgende
Ausfiihrung zweier solcher Ahnlichkeitsabbildungen ist einer gewissen dritten Ahnlich-
keitsabbildung gleich (vgl. [11], S. 251, Formel (64) in Verbindung mit dem Satz 79
oder [8]).

Durch vollstandige Induktion kann man sich eine Ubersicht iiber Produkte von n Dreh-
streckungen verschaffen und dann die Losbarkeit der Aufgabe diskutieren.

15. Die Seite A;As eines gesuchten Vielecks gehe durch den Punkt P und die Seite
Ay As sei parallel zur Geraden [ (Abb. 79). Wir bezeichnen mit P’ bzw. A} den Punkt,
der symmetrisch zum Punkt P bzw. A; beziiglich des Lotes zur Geraden [ durch den
Kreismittelpunkt liegt.

Im n-Eck A;ALA;z... A, ist die Seite A A, parallel zur gegebenen Geraden [ und die
Seite A5 A3 geht durch den bekannten Punkt P’

Wenn wir diese Konstruktion hinreichend oft durchfiihren, reduziert sich die Aufgabe
auf die Konstruktion des n-Ecks, bei dem k benachbarte Seiten durch bekannte Punkte
gehen und die lbrigen n — k Seiten parallel zu gegebenen Geraden sind.
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&
}\q
Abb. 79

16. Auf dem Kreis vom Radius a legen wir die Punkte A;, Ay, Az, Ay, A5, Ag fest
als Eckpunkte eines regelmaBigen Sechsecks. Wir nehmen an, der Punkt B,, auf der
Strecke OA,, mit [(OB,,) = %Z(OAR) = % sei schon bekannt (hier wird Ag,, 11 = Ay

fur jedes m und k = 1,2, ...,6 angesehen; By = A;), und bezeichnen mit B, den

Schnittpunkt der Geraden gp4,,,, und gg,4,.,. Dann ist
a
(OB =
(OBns) n+1

Die Losung der Aufgabe 16 kann auch aus der Losung des Beispiels 20 gefolgert werden
(wie 7).

17. Die gesuchte Figur ist eine Gerade. Der Beweis ist analog zur Losung des Beispiels
21.

18. Mit den Bezeichnungen der Abb. 49 gilt

Fapce + Faape = Fapcr + Faapr = Fapco + Faapo = iF

wobei I der Flacheninhalt der Vierecksflache ist. Hieraus ergibt sich nach Beispiel 21
(oder Aufgabe 17), dass die Punkte E, F' und O auf einer Geraden liegen.

19. Mit den Bezeichnungen der Abb. 50, wobei die Punkte M und N die Mitten der
Diagonalen AC' und BD sind und P die Mitte der Strecke E'F ist, gilt

1

Faapyr + Facoy = Faapn + Facpn = Faapp — Facpp = §F

wobei F' der Flacheninhalt der Vierecksflache ist. Hieraus ergibt sich nach Aufgabe 17,
dass die Punkte M, N und P auf einer Geraden liegen.

20. Es geniigt, in der Voraussetzung des Beispiels 22 a; = as = ... = a,, = 1 zu setzen.

21. Es ist dies der Mittelpunkt des Kreises, der in Aufgabe 20 gesucht wurde.

[(AM
22. Wenn M Punkt der gesuchten Figur ist, so gilt ZEBM; = ¢, also [(AM)? — 2 .

[(BM)? = 0; damit ist die vorliegende Aufgabe auf das Beispiel 22 zuriickgefiihrt.

23. Man kann zeigen, dass der Flacheninhalt einer Dreiecksflache mit Eckpunkten, die
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FuBpunkte der Lote von einem Punkt M auf die Seiten des Dreiecks A; A5 A3 sind,
gleich ,

h_ &
4 R?
ist, wobei R der Radius des umbeschriebenen Kreises £ des Dreiecks A1 A32A3 und d
der Abstand des Punktes M vom Mittelpunkt des Kreises ¢ ist. Hieraus folgt, dass fiir
n = 3 die gesuchte Figur ein zu £ konzentrischer Kreis oder ein Paar solcher Kreise ist.
Mit Hilfe vollstandiger Induktion nach der Anzahl der Seiten des Vielecks lasst sich
zeigen, dass auch fir jedes n die gesuchte Figur ein Kreis oder ein Paar konzentrischer
Kreise ist.

Fan, a4,

24. Im Beispiel 23 wurde

= \=—(n—1)

bewiesen. Mit der gleichen Uberlegung erhalt man

04,  OAi
OO0y OO

=—(n—1)

fir k =1,...,n — 1. Folglich ist O das Zentrum und —ﬁ der Stauchungsfaktor.

25. Es seien S; und S die Schwerpunkte des (k—1)-Ecks A2 As...Aj und des (n—k—1)-
Ecks ApioAg.3...A,, ferner Op und Oy die Schwerpunkte der k-Ecke A;A,... Ay und
AsAs...Aj1, schlieBlich O3 und Oy die Schwerpunkte der (n — k)-Ecke Aj1...A4, und
Ajyo...An A1 (Abb. 80).

Dann gilt
0,5, 0,5, 1
L= 22— und 010 || A1Agiq
014, O2 A 41 k-1
055y 0.8 1

G S e und O30y || A1 Ak
34k+1 4411
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e e
Wenn jetzt O Schnittpunkt der Schwerelinien k-ter Ordnung 0204 und 0103 ist, so
gilt

00, 00, 0,0, ‘AAg  n—k
005 005 0307 A A k

Man kann sogar beweisen, dass fiir beliebige k£ der Schnittpunkt der Schwerelinie k-ter
Ordnung des n-Ecks mit seinem Schwerpunkt iibereinstimmt.

26. Die Strecken, welche die Mittelpunkte der gegeniiberliegenden Seiten und die Mit-
telpunkte der Diagonalen eines beliebigen Vierecks miteinander verbinden, schneiden
sich in einem Punkt und halbieren einander.

27. Es sei AjA;A3A, ein beliebiges Viereck, das dem Kreis £ einbeschrieben ist. Der
Eulersche Kreis des Dreiecks A1 A3A3z geht durch die drei Mittelpunkte der Strecken
H4A,, HyAy, HyAs, wobei H, Schnittpunkt der Hohen von A; As Ag ist.

Daraus folgt, dass er aus € durch Stauchung mit dem Zentrum H, und dem Stau-
chungsfaktor % hervorgeht. Daher gehort der Mittelpunkt der Strecke H4A, diesem
Kreis an.

Jetzt bleibt nur zu bemerken, dass die Mittelpunkte der Strecken H{ Ay, H3As, H3A3
und H4A,, wobei Hy, Hy und H3 Schnittpunkte der Hohen der entsprechenden Drei-
ecke sind, zusammenfallen. Dies folgt daraus, dass z.B. das Viereck A;HyH{ A5 ein
Parallelogramm ist, weil bei der Streckung mit dem Schwerpunkt des Dreiecks A; A3 Ay
bzw. A3A4A; als Zentrum und dem Faktor —2 (mit P als Mittelpunkt von A3Ay)

HyAy 5 _ Ha Ay
NM Mﬁ

gilt.

Wir nehmen jetzt an, fiir alle k-Ecke, deren Seitenzahl k der Ungleichung k£ < n
(n > 4) genligt, sei die Existenz des Eulerschen Kreises schon bewiesen, und betrach-
ten ein (n + 1)-Eck A;y...A, A, 11 das dem Kreis ¢ einbeschrieben ist.

Es ist zu beweisen, dass sich die Eulerschen Kreise ¢, €, ..., £,,.1 der n-Ecke As As... A, 11,
A1A3A4. Apiq, ..., A1As.. A, in einem Punkt schneiden. Dazu geniigt es zu bewei-
sen, dass sich je drei von ihnen in einem Punkt schneiden, etwa £;, €5 und £3; denn
schneiden sich je drei von m > 5 paarweise verschiedenen Kreisen in einem Punkt,
dann schneiden sich auch alle Kreise in einem Punkt 7

Wir bezeichnen mit €19, €3, €25 die Eulerschen Kreise der (n — 1)-Ecke A3Ay... Ay,

30Fiir m = 4 ist dieser Schluss falsch (Abb. 81).

Abb. 81
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A2A4A5...An+1, A1A4A5...An+1 und mit 012, 013, 023 ihre Mittelpunkte. Es seien
noch O1, 05 und O3 die Mittelpunkte der Kreise €1, €5, 3 und O3 Mittelpunkt des
Eulerschen Kreises im des (n — 2)-Ecks A4A5... A1 1.

In diesem Fall kommen wir zu Abb. 82.

Abb. 82

Die Dreiecke 0105015 und 0930130123 sind parallelkongruent, denn die Verschie-
bung 5(01013) fuhrt auch 012 in 0123 und 02 in 023 Elber, weil 010120123013 und
020120123023 Rhomben sind.

Insbesondere sind 010, und 013093 kongruent; analog erweist sich, dass 0103 =
093015 und 0203 = 013044 ist. Folglich gilt

ANO010203 = AO923013012

Da die Kreise €93, €13 und €15 sich im Punkt O3 schneiden, missen sich auch die
Kreise €1, €5 und €3 in einem Punkt schneiden.

28 (vgl. [6], Bd. 1, Losung von Aufgabe 52c). Es sei r der Radius von £. Die Kreise
t(A;,r) um die Eckpunkte A; mit demselben Radius r gehen durch den Mittelpunkt
M von &

1. Es sei A; Ay Az ein Dreieck. Seine Seitenhalbierenden A;S; schneiden sich im Schwer-
punkt S des Dreiecks. Nach dem Beispiel 23 gilt A;S : SS; = 2 : 1. Bei der Stauchung
(S, —1) geht jeder Kreis £(A;, ) in den Eulerschen Kreis der A; gegeniiberliegenden
Seite und (M, r) in den Eulerschen Kreis £(O, §) von A; Ay Aj iiber. Folglich gilt wie
behauptet MS : SO =2:1.

2. Nun sei n > 4 und die Behauptung fiir alle (n — 1)-Ecke giiltig. Der Schwerpunkt
von AsAs...A, werde mit S; bezeichnet, der von A;As...A,, mit Sy usw. Wir fiihren
zuerst die Stauchung 0 (S, —ﬁ) mit dem Zentrum im Schwerpunkt S des gegebenen
n-Ecks A;As...A, aus. Nach dem Beispiel 23 gehen dabei die Eckpunkte A; in die
Schwerpunkte .S; lber, die Kreise £(A;,r) in die Kreise ¢ (S %1) welche das Bild M’

79 n
von M als gemeinsamen Punkt besitzen.
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Nach der Induktionsvoraussetzung gilt fiir die Mittelpunkte O; (i = 1,2,...,n) der
Eulerschen Kreise der (n — 1)-Ecke AsAs... A, A1A;s... A, usw.

und folglich

wird jetzt die Stauchung 0 (M, ”T_l) ausgefiihrt, dann gehen die Kreise E(SZ-, ﬁ)
—1
in Kreise mit dem Mittelpunkt O; und dem Radius r 1 n 5 = ; d.h. in die
n —
Eulerschen Kreise von Ay As...A,,, A1As... A, usw. lber.
Sie haben das Bild O von M’ gemeinsam; O ist der Mittelpunkt des Eulerschen Kreises

des gegebenen n-Ecks A1 As...A,,. Der Punkt O ist letztlich Bild von M, und es gilt

MS:SM =1:

n_lz(n—l):l bzw. MS: MM =(n—1):n

=2:(n—1)
und folglich
MS:MO=2:n  dh. MS:850=2:(n—-2)

29. Der Satz iiber die Simsonsche Gerade des Punktes P des Dreiecks A;A5A3 ist
weithin bekannt. Beim Beweis kann man sich vorteilhaft auf die gleichsinnige Kongruenz
gerichteter Winkel zwischen Geraden stiitzen.

30. Die Losung dieser Aufgabe ist der Losung des Beispiels 24 ahnlich.

31. Wir bemerken, dass die Orthozentren der einem Kreis einbeschriebenen Vielecke
eine Reihe von Eigenschaften besitzen, die den Eigenschaften der Orthozentren der
Dreiecke ahnlich sind. Viele davon, deren Beweis zwangslaufig mittels vollstandiger
Induktion gefiihrt wird, weil das Orthozentrum des Vielecks durch Induktion definiert
ist, sind in [6] angegeben.

32. (vgl. [6], Bd. 2, Lésung von Aufgabe 218a), oder [17], Bd. 2, Lésung von Aufgabe
125). Zur Losung des ersten Teils der Aufgabe verwendet man zweckmaBigerweise
Aussagen iiber Drehstreckungen.

Zur Losung des zweiten Teils werden zusatzlich solche tiber Spiegelungen am Kreis be-
nutzt (siehe [8]; [6], Bd. 2). Bei Spiegelungen an Kreisen ist es liblich, die gewohnlichen
Kreise und die Geraden Kreise zu nennen.

1. Hier ist nur die Existenz des Zentralpunktes O von vier Geraden [y, 15, l3, [4 allgemei-
ner Lage zu beweisen. Es sei A5 der Schnittpunkt von I3 und Iy, Ay3 der von [y und
4 usw.

Dann schneiden sich £, und £ in A5 und einem weiteren Punkt O. Wir zeigen, dass
auch €3 und €4 durch O gehen:

Zunachst ist O Zentrum der Drehstreckung, die A13A23 auf Aj4Ao4 abbildet, denn die
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gerichteten Peripheriewinkel ZA13A12A14, ZA130A14 und 4142314121424, 4142301424
sind kongruent (vgl. etwa [11], S. 144, und [6], S. 105/106 in Bd. I).
Aus

ZA130A14 = ZA23OA24 fOlgt ZA130A23 = ZA14OA24

aus
OA13 . OA23 = OA14 = A24 f0|gt OA13 . OA14 = OA23 = A24

d.h., O ist auch Zentrum der Drehstreckung, die A;3A414 auf Ay3As, abbildet. Folglich
gilt
LA130A93 = LA13A34A93 = LA 14 A3 A2 = LA140 Ay,

und die Kreise €3 und €, gehen somit durch O.
2. Es seien jetztly, ly, ..., 1, (n > 5) Geraden allgemeiner Lage.

a) n ungerade.

Es sei A, der Zentralpunkt von Iy, 13, ....1,, Ao der von [y, 13, ..., [, usw. Es sei €15 der
Zentralkreis von I3, ..., [,,, 13 der von o, 14, ..., [,, usw.

Ferner sei A193 der Zentralpunkt von ly, ..., [, Aj24 der von I3, 15, ..., 1, usw. Mit €934
werde schlieBlich der Zentralkreis von I5, ..., [, usw. bezeichnet.

(Die gewahlten Indizes gehoren also stets zu den ausgelassenen Geraden; fiir n = 5 sei

bio34 =I5, 1235 = 1y, ...)

Zu zeigen ist, dass Aj, As, ..., A, auf einem Kreis liegen. Das ist klar, wenn je vier
dieser Punkte auf einem Kreis liegen. Es genligt sogar zu zeigen, dass A;, A3, A3 und
Ay auf einem Kreis liegen.

Durch A; gehen gemaB der Definition €2, &3, ..., £1,,; allgemein gilt A; € &; fiir i—j.

Ferner geht €15 durch Aj93, Aj24, ..., A12, usw. Durch Ajs3 gehen aber auch €934, ...,
193, usw. Insbesondere gilt

A2, Aoz € B2, E3 : A3, Aoz € B3, 834

A4, Agzy € B34, 81y : Al Ajoy € B2, 814

Da Aj93, Aozg, A1z und Ajo4 einem Kreis angehoren, muss auch durch Aq, As, A3, Ay
ein Kreis gehen. (Dieses Teilproblem kann mit Hilfe einer Spiegelung an einem Kreis
auf eine Aufgabe mit Geraden zuriickgefiihrt werden; dazu vgl. etwa [6], S. 487 in Bd.
2 und dann [6], S. 239 und S. 125f. in Bd. 1.)

b) n gerade.

Nun sei €; der Zentralkreis von Iy, 3, ..., 1,, € der von [y, 13, ..., 1, usw. A5 bezeichne
den Zentralpunkt von I3, 14, ..., 1, usw. analog den Bezeichnungen in a).

Hier ist zu zeigen, dass &, €, ..., €, einen gemeinsamen Punkt haben. Wegen n > 5
genligt es zu beweisen, dass je drei der Kreise, etwa £, ¥ und €3, durch einen Punkt
gehen.

GemaB Definition gilt

A, A1g, Aig € 81, Ajg, Aoz, Aoy €8y, Ajs, Agg, Azy € 83
Ao, Aja, Aoy € B1oa,  , Aus, Aua, Asy € Biza, Aoz, Aoy, Asy € B34
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Wegen A1234 c E124,E134,?234 gehen ?1,?2,%3 durch einen gemeinsamen Punkt (Vg|.
obige Verweise auf [6]).

33. Die Beweise der hier formulierten Satze sind vollig analog zu den Beweisen der
Satze, die den Inhalt der Aufgabe 32 bilden.

34. (vgl. [6], Bd. 2, Losung von Aufgabe 218b)). Die Aufgabe kann mit denselben
Hilfsmitteln wie die Aufgabe 32 gelost werden. Das trifft auf den Induktionsanfang mit
n = 3,4 wie auf den Schluss von n — 1 auf n zu.

Um die Analogie des Vorgehens deutlich zu machen, werde hier der Fall einer ungeraden
Zahl n > 5 etwas naher betrachtet:

Es seien (A1,a1), (Ag,a2), ..., (An, a,) konzyklische Linienelemente. Ferner sei ¢, der
Richtungskreis von (A, a3), ..., (An,ay,), €2 der von (A1, a1), (As,a3), ..., (An,an)
USwW.

Werden die zwei Linienelemente (A;, a;) und (A;,a;) ausgelassen, dann besitzen die
iibrigen einen Richtungspunkt A;;.

Der Richtungskreis der n — 3 Linienelemente, die beim Auslassen von (A4;, a;), (4;, a;)
und (A, a;) verbleiben, werde mit €, bezeichnet. SchlieBlich sei A;;x; der Richtungs-
punkt der n — 4 Linienelemente (A,,a,) mit p # 4, j, k,l oder im Sonderfall n = 5
einfach A,,.

Es ist zu beweisen, dass k1, ko, ..., k,, einen gemeinsamen Punkt besitzen. Wegen n > 5
genlgt es zu zeigen, dass je drei dieser Kreise diese Eigenschaft haben, etwa ¢, €, €;.
Aufgrund der Festlegung der Bezeichnungen gilt

Ao, A1z, Ay € 81, Ajg, Aoz, Aoy € 8, Ajs, Agg, Azy € 3

Ao, Arg, Aoy € 814, Aus, Ara, Azg € ¥134, Aoz, Aoy, A3y € o3y

Auch der Fall einer geraden Zahl n kann auf die Losungshinweise zur Aufgabe 32
zurlickgefiihrt werden.

35. Wir betrachten nacheinander folgende Aufgaben.
A. In wieviel Teile zerlegen n "eindimensionale" Kreise (d.h. n Punktepaare) ohne
gemeinsame Punkte die Gerade (siehe in Einfiihrung zu 2.6.)7

Losung. 2n Punkte zerlegen die Gerade in 2n + 1 Teile.

A'. Man ermittle die Anzahl ®;(n) der Teile, in die n Punktepaare ohne gemeinsame
Punkte, die auf einem Kreis liegen, diesen Kreis zerlegen.

Losung. ®1(n) = 2n.

B. Man ermittle die Anzahl ®5(n) der Teile, in welche n sich paarweise schneidende
Kreise die Ebene zerlegen (jedoch sollen keine drei Kreise durch einen Punkt gehen).

Losung. Da n Kreise den (n + 1)-ten Kreis in n Punktepaaren schneiden und ihn daher
in ®1(n) = 2n Teile zerlegen (vgl. A’), schneidet der (n + 1)-te Kreis ®;(n) = 2n
aus den ®5(n) Teilen, in die n Kreise die Ebene teilen, aus. Hieraus erhalten wir die
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Gleichung

Mittels dieser Gleichung und ®5(1) = 2 erhalten wir ®5(n) = n? —n + 2.

B". In wieviel Teile zerlegen n sich paarweise schneidende Kreise die Kugeloberflache,
in der sie liegen, wenn keine drei Kreise durch einen Punkt gehen?

Losung. In ®3(n) = n? —n + 2 Teile.

C. Losung der urspriinglichen Aufgabe. Da n Kugeln die (n + 1)-te Kugel in n Kreisen
schneiden, die sich paarweise schneiden, wobei keine drei durch einen Punkt gehen,
wird die (n + 1)-te Kugel in ®5(n) = n? — n + 2 Teile zerlegt (vgl. B'); und da n
Kugeln nach der Induktionsvoraussetzung den Raum in ®3(n) Teile zerlegen, teilen die
n + 1 Kugeln den Raum in

®3(n + 1) = ®3(n) + Po(n) = d3(n) + (n* —n +2)
Teile. Hieraus und aus ®3(1) = 2 folgt schlieBlich

Dy(n) = n(n —33n +8)

36. Der Beweis ist analog zum Beweis der Behauptung des Beispiels 29.

37. Folgende Aufgaben werden nacheinander betrachtet:

A. In den Voraussetzungen des Beispiels 27 A werden wir die 1,2-Strecken, fiir welche
die Richtung vom Eckpunkt 1 zum Eckpunkt 2 mit der Richtung von 1 nach 2 fiir
die Hauptstrecke tibereinstimmt, von den 1,2-Strecken unterscheiden, fiir welche die
Richtung von 1 nach 2 der Richtung der Hauptstrecke entgegengerichtet ist.

Man beweise, dass die Anzahl der erstgenannten Strecken um 1 groBer ist als die der
zweiten.

B. Wir wollen sagen, das Dreieck 123 (vgl. Beispiel 27 B) sei im Uhrzeigersinn (oder
entgegen dem Uhrzeigersinn) orientiert, wenn der Umlauf seiner Eckpunkte von 1 nach
2 und dann nach 3 im Uhrzeigersinn (oder entgegen dem Uhrzeigersinn) erfolgt.

Man beweise, dass die Anzahl der Teildreiecke, die mit den Ziffern 1, 2, 3 nummeriert
und wie das urspriingliche Dreieck orientiert sind, um 1 groBer ist als die Anzahl der
ubrigen Teildreiecke, die mit den Ziffern 1, 2, 3 nummeriert sind.

C. Man l6se die urspriingliche Aufgabe.

38. Man beweise den entsprechenden Satz fiir "Kugelflachenpolyeder”, d.h. fiir Korper,
die Durchschnitt endlich vieler Kugelkorper sind. Der Beweis dieses Satzes wird analog
zum Beweis der Behauptung des Beispiels 31 gefiihrt.

39. Man zeige zunachst, dass man je drei dieser Punkte in einen Kreis vom Radius %e

einschlieBen kann. Danach wird um jeden der gegebenen Punkte eine Kreisflaiche mit
dem Radius %e konstruiert und gezeigt, dass sich je drei dieser Kreisflachen treffen.
Ein gemeinsamer Punkt aller dieser Kreisflachen, der nach dem Ergebnis im Beispiel 30
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B existiert, ist eben der Mittelpunkt des Kreises mit dem Radius %e, der alle gegebe-
nen Punkte enthalt.

40. Der Beweis ist analog zur Losung der Aufgabe 39.

41. Im Raum sei ein endliches System von Halbgeraden gegeben, die paarweise einen
stumpfen Winkel bilden, wobei wir voraussetzen, dass dieses System in dem Sinn ma-
ximal ist, dass keine weitere Halbgerade existiert, die mit allen gegebenen Halbgeraden
einen stumpfen Winkel bildet.

Wir tragen an jede Halbgerade einen Halbraum an, der durch die Ebene begrenzt ist,
die durch den Trager des Halbgeradensystems geht und auf der Halbgeraden senkrecht
steht, und der die Halbgerade enthalt. Da unser System der Halbgeraden maximal ist,
fillen diese Halbraume den ganzen Raum aus, und unsere Behauptung folgt aus dem
Ergebnis des Beispiels 32.

42. Man benutze die Tatsache, dass der Schwerpunkt des Dreiecks die Seitenhalbie-
renden im Verhaltnis 2:1 teilt (vgl. Beispiel 23).
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