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Vorwort

Die meisten beriihmten Mathematiker waren und sind auch heute noch Freunde unterhaltsamer
Mathematik. Sie sind es, weil sie die Verbindung zwischen Spiel und Ernst in der Mathematik
deutlich sehen, weil sie den Wert origineller Aufgaben fiir die Entwicklung des Denkens kennen
und weil sie ganz einfach SpaB an dieser Seite der Mathematik finden.

AuBerhalb eines nur fiir Experten zuganglichen Formalismus liegt hier gemeinsamer Gesprachss-
toff fiir alle Freunde der Mathematik vor, werden Leser unterschiedlicher mathematischer Bil-
dung angesprochen.

An der Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitat Leipzig wurde in den Jahren 1982/83 ei-
ne Reihe von Vorlesungen liber "Unterhaltsame Mathematik" gehalten. Daraus entstand unser
Buch.

Zehn Autoren haben alte und neue Probleme verschiedenen Schwierigkeitsgrades ausgewahlt,
um beim Nachdenken vergniiglich zwischen gesundem Menschenverstand und mathematischen
Spitzfindigkeiten hin und her zu wandern.

Verlag und Lektor haben unser Anliegen vorbildlich unterstiitzt, wir hatten beim Schreiben des
Buches unseren SpaB; nun sind Sie damit beim Lesen dran.

Monika und Gunter DeweB
Leipzig, Marz 1985
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1 Rechnen, Beweisen, Wundern und Zaubern

1 Rechnen, Beweisen, Wundern und Zaubern

Wollt ihr an einem reichhaltigen Leben teilhaben,
so fallt eure Képfe mit Mathematik,

solange ihr dazu die Moglichkeit habt.

Sie wird euch

in eurer gesamten Arbeit groBe Hilfe leisten.

M. I. Kalinin

Wo die Mathematik anfangt

Auf ganz natiirliche Weise, durch fortlaufendes Zahlen von Gegenstanden, kommt man zu den
natirlichen Zahlen 1, 2, 3 E] Zu jeder gibt es genau eine nachstgroBere und auch (auBer zur
1) genau eine nachstkleinere.

Schwierig wird es erst, wenn (iber alle natirlichen Zahlen "auf einmal" gesprochen werden soll,
denn dazu benétigt man Prinzipien, mit denen selbst manche angehenden Mathematikstuden-
ten nicht gleich zurechtkommen.

Wir fangen lieber mit drei sehr leichten Ratseln an.

Ratsel: Stephan wohnt in der Stadt Peano. Er hat kein Geld, aber einen StraBenbahnfahrschein.
In Peano gilt folgende Regel: Ein entwerteter Fahrschein wird kostenlos gegen einen neuen
umgetauscht. Wie oft kann Stephan StraBenbahn fahren?

Zusatzfragen: Wie oft kann er fahren, wenn er keinen StraBenbahnfahrschein besitzt, und wie
oft, wenn er zwar einen hat, aber die Regel nicht gilt?

Ratsel: Sigrun steht vor einer endlosen Treppe aus riesigen Steinquadern. Das Madchen ist
groB genug, um auf die erste Stufe steigen zu konnen. Die weiteren Stufenhohen erlauben
es, dass Sigrun immer dann, wenn sie irgendwie eine Stufe erreicht hat, von dort aus bis zur
nachsten klettern kann.

Wie hoch kann Sigrun steigen?

Ratsel: Ein alter indischer Mathematiker sagte einmal, dass man als Mathematiker ein Freund
der Zahlen sein muss. Unter seinen Freunden war die Zahl 1, und man konnte sicher sein: Falls
eine Zahl n zu seinen Freunden zahlte, dann bestimmt auch die nachstgroBere Zahl n + 1.
Mit welchen natiirlichen Zahlen war er befreundet?

A

Abb. 1

Denken Sie sich selbst solche Réatsel aus! In Abb. 1 sehen Sie ein gemeinsames Prinzip in
Aktion. (Die Kette aus Schlisselringen hat die Eigenschaft, dass nach Freigabe des obersten

Manchmal wird auch die 0 mit zu den natiirlichen Zahlen gerechnet.
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Ringes dieser in die nachste Etage abkippt, daraufhin von dort aus wieder einer in die nachste
usw. - Ausprobieren! Freunden schenken!)

Nach der geistigen Verarbeitung der beim Raten und Beobachten gesammelten Erfahrungen
setzt die formale Seite der Mathematik ein - das Prinzip wird allgemein formuliert:

Eine Menge M gewisser natiirlicher Zahlen enthalte die 1 und habe die Eigenschaft, dass, falls
eine Zahl n zu M gehort, stets auch die nachstgroBere Zahl n+ 1 zur Menge M gehért. Dann
gehoren alle natiirlichen Zahlen zu der Menge M.

Das ist das Prinzip der vollstandigen Induktion. Beide Forderungen (die nach der 1 und die
nach der Méglichkeit des Ubergangs von jedem n zum nachfolgenden n + 1) sind gleichwertig,
wie wir bei den Zusatzfragen zum ersten Rétsel gemerkt haben.

Ein solches Prinzip kann man nun formal (wie ein Rezept) anwenden, aber worauf und wie,
das erfordert wieder Phantasie.

Beispiel: Wie viele verschiedene Méglichkeiten gibt es, k& Personen in einer Reihe nebeneinander
aufzustellen?

Bei £ = 1 offenbar eine, bei k = 2 genau zwei Moglichkeiten. Bei k = 3 gibt es bereits 3 -
2 Moglichkeiten: Diese konnen wir in Falle einteilen, je nachdem, welche der 3 Personen ganz
links steht.

Dann gibt es in jedem Fall noch zwei Mdoglichkeiten fiir die Reihenfolge der beiden anderen
Personen. Wir vermuten also: Bei k Personen existieren k(k—1)(k—2)-...-2-1 Moglichkeiten.

Zum Beweis betrachten wir die Teilmenge M derjenigen natiirlichen Zahlen k, fiir die diese
Vermutung stimmt. Offenbar gehort 1 zu M (wir wissen sogar schon, dass auch 2 und 3 zu M
gehoren). Unter der Annahme, dass irgendein n zu M gehért, kdnnen wir die Moglichkeiten,
n + 1 Personen anzuordnen, leicht herausbekommen:

Die Moglichkeiten lassen sich in n+1 Falle einteilen, ausgehend von der links stehenden Person.
In jedem Fall gibt es dann noch so viele Moglichkeiten, wie man die anderen n Personen
anschlieBen kann; also nach unserer Annahme n(n — 1)(n — 2) - ...2 - 1 Varianten. Insgesamt
(alle Falle zusammen) gibt es somit (n + 1)n(n —1)(n —2) - ... - 2- 1 Mdglichkeiten.

Folglich gehort auch n + 1 zu M, falls n zu M gehért. Nach dem Prinzip der vollstandigen
Induktion gehoren damit alle natirlichen Zahlen zu M, und unsere Vermutung ist fir alle
natirlichen k richtig.

Ubrigens nennt man jede Méglichkeit, k unterscheidbare Dinge in eine Reihenfolge zu bringen
(eventuell durch Umordnen ausgehend von einer gegebenen Reihenfolge) eine Permutation.
Fir deren Anzahl sagt man kurz "k Fakultat" und schreibt

Klo=k(k—1)(k—2)..-2-1

Die halbe Arbeit des Mathematikers ist das qualifizierte Raten - erst danach kann er etwas
beweisen. Und selbst die Beweisidee muss erst erraten werden, ehe sie sich ausfiihren l3sst
[31].

Réatsel: Stephan nimmt im Dunkeln aus einem Beutel mit drei Sorten Socken einige heraus.
Wie viele muss er entnehmen, damit er sicher ein Paar gleicher Socken dabei hat?

Ratsel: In einem Raum sind etwa 400 Personen versammelt. Gibt es unter ihnen wenigstens
zwei, die am gleichen Tag Geburtstag feiern?
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Ratsel: Sigrun sortiert mehr als k& Gegenstande in einen Schrank mit & Schubfachern ein. Kann
sie es so einrichten, dass sich in keinem Schubfach mehr als ein Gegenstand befindet?

Auch diese drei Ratsel lassen ein mathematisches Grundprinzip erkennen, das sogenannte
Schubfachprinzip: Teilt man mehr als £ Objekte in k& Klassen ein, so gibt es mindestens eine
Klasse, die aus mehr als einem Objekt besteht.

Die grundlegende Bedeutung dieses einfachen Prinzips hat zuerst der Mathematiker P. G. L.
Dirichlet (1805-1859) erkannt.

Knobelaufgabe 1: Gibt es zur Zeit in Leipzig zwei Frauen, die die gleiche Anzahl Haare auf
dem Kopf haben? (Hinweis: Niemand hat mehr als 120000 Kopfhaare.)

Aussagen wie die beiden genannten Prinzipien werden zum formalen Ableiten weiterer Aussa-
gen benutzt. Aber irgendwo muss man anfangen, und zwar mit Grundsatzen, die nicht formal
abgeleitet sind, sondern deren ZweckmaBigkeit sich auf andere Weise erwiesen hat.
Allerdings bemiihen sich die Mathematiker, mit moglichst wenigen solchen "als richtig an-
genommenen" Grundprinzipien auszukommen. Schon das so einfache Schubfachprinzip kann
formal bewiesen werden mit Hilfe des Prinzips der vollstandigen Induktion. Dieses wiederum
kénnte man aus dem Prinzip der kleinsten Zahl (in jeder nichtleeren Menge natiirlicher Zah-
len gibt es eine kleinste) formal herleiten - und umgekehrt. Heute wird meist das Prinzip der
vollstandigen Induktion zugrundegelegt.

Die Geschichte von der Malerleiter

Die Geschichte handelt von einem kleinen Planetarium, dessen Grundriss im wesentlichen aus
zwei Kreisen mit gleichem Mittelpunkt besteht (Abb. 2).
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Abb. 2a, b, c

Uber dem inneren Kreis befindet sich das eigentliche Planetarium, iiber dem Ring zwischen
den beiden Kreisen verlauft ein Gang mit Garderobenhaken. Von diesem Gang hat ein Maler
die gesamte ebene Decke neu gestrichen. Er kommt nach Hause und argert sich etwas: Seine
beiden Kinder haben ihn abgeholt, und da hat er vor Freude vergessen, die gestrichene Flache
zu vermessen - wie soll er nun die Rechnung ausschreiben?

Aber der kleine Stephan erinnert sich: "Als ich mit Sigrun die Leiter waagerecht weggetragen
habe, da hat sie gerade so zwischen die Wande gepasst." Sigrun weiB, dass die Leiter 6 Meter
lang ist, und iiberlegt. Nach einiger Zeit ruft sie stolz: "Vati, du hast 28,3 m? Decke gestri-
chen!"

Kann das mit rechten Dingen zugeben, wo doch sehr verschiedenartige Grundrisse die "Maler-
leiterbedingung" erfiillen (Abb. 2b und 2c)? Uberlegen Sie selbst!

Sigrun hat zwischen den Radien r des kleinen und R des groBen Kreises nach dem Lehrsatz
des Pythagoras die Beziehung r? = R? — 3% m? festgestellt.
Der Flacheninhalt des Kreisringes ergibt sich als Differenz zwischen groBer und kleiner Kreis-
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fliche?] und ist somit tatsachlich durch die Lange der Leiter eindeutig bestimmt:
TR —qr =nR* — m(R* =9 m?) =7-9m? =283 m?

Dass das Ergebnis von r bzw. R unabhangig ist, verwundert uns, weil wir keinen entspre-
chenden Lehrsatz kennen. Aber wir wissen, dass Dreiecke, die in Grundseitenlange und Hohe
ubereinstimmen, denselben Flacheninhalt haben, obwohl sie doch auch sehr verschiedenartig
aussehen konnen.

Zur Aufgabe von der Malerleiter gibt es eine analoge Geschichte in Raum: Wenn man durch
eine Kugel ein zylindrisches Loch (mit einem Kugeldurchmesser als Achse) bohrt und die Lan-
ge des Loches mit 1 bezeichnet (Abb. 3a, 3b), dann ist das Volumen des Restkérpers (Kugel
minus Zylinder minus zwei Kugelkappen) immer %l‘g -7, unabhangig von der GroBe der Kugel!

IS W - AW

Abb. 3a-d

Dabei kann das Loch sowohl durch einen Zylinder als auch durch einen beliebigen Kreiskegel
(Abb. 3c) oder ein beliebiges Rotationsparaboloid (Abb. 3d) erzeugt werden sein [11], [31].
Im nachsten Beispiel werden wir ebenfalls erst rechnen und uns dann wundern kénnen.

Vom Wundern in der Mathematik

Vier Radarstationen A, B, C', D bilden ein Rechteck. Sie orten die Landekapsel L eines
Raumschiffes, und zwar hat diese von A den Abstand @ = 60 km, von B den Abstand b = 90
km, von D den Abstand d = 20 km. Welchen Abstand ¢ hat sie von C?

Falls es moglich ist, dies auszurechnen, ohne die GroBe des Rechtecks zu kennen, wére das
erstaunlich.
Wir setzen AB = CD =r, BC = AD = s und fiihren weitere Bezeichnungen entsprechend
Abb. 4 ein.

Abb. 4

Von A aus ist der FuBpunkt F' (genau unter L in der Rechteckebene) durch z und y ein-
deutig festgelegt. F' konnte auch auBerhalb des Rechtecks liegen, aber selbst dann gilt in den

2Ein Kreis mit Radius R hat den Flicheninhalt 7R? mit der nichtperiodischen Dezimalzahl © =
3,14159265358...
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entstandenen rechtwinkligen Dreiecken nach dem Satz des Pythagoras

o? = 2% + 9 , a® = h? + o?
B=(r—22+y: , B=Rtp
V=-2+(-y)? ,  F=h4y
F=at+(s—y)? d* = h* + &

Bilden wir links die Summe der ersten und dritten Gleichung bzw. der zweiten und vierten, so
sind die rechten Seiten der beiden Summengleichungen identisch, also gilt a2 + % = 3% + §°.
Dies ist eine interessante Abstandsbeziehung fiir jeden Punkt F' in der Rechteckebene. Die
entsprechend aus den rechten vier Gleichungen gebildeten Summengleichungen besagen:

a2+02:2h2+a2+”y2 ’ b2+d2:2h2+ﬁ2+52
Infolge der eben gefundenen Abstandsbeziehung stimmen auch hier die beiden rechten Seiten
uberein, d.h., es gilt
a?+ =0+ d
woraus man ¢ = 70 km berechnen kann. Die Aufgabe ist somit I6sbar, ohne die GroBe des
Rechtecks zu kennen.

Unsere Erfahrung besagt: Legen gegebene GroBen eine Figur eindeutig fest, dann kann eine
gesuchte GroBe in dieser Figur eindeutig berechnet werden.

Dagegen ist dies selten moglich, wenn die Figur durch die gegebenen GroBen nicht eindeutig
festgelegt ist. Der Mathematiker nennt solche GroBen, die in verschiedenen Figuren gleich sind,
Invarianten.

Man muss aufmerksam sein und sich wundern kdnnen, um an Invarianten nicht achtlos vor-
iiberzugehen, also an GesetzmaBigkeiten wie unserer Beziehung a? + ¢? = b? + d? fiir beliebige
Rechtecke und jeden Punkt L im dreidimensionalen Raum (im Spezialfall L = F folgt die
Abstandsbeziehung a? + 72 = % + 62; natiirlich darf L auch auf der "anderen" Seite des
Rechtecks liegen, in unserem Beispiel ein "unterirdischer" Punkt sein [13]).

Wem jedoch diese GesetzmaBigkeit gelaufig ist, der wundert sich nicht mehr, dass man ¢ be-
rechnen kann. Anschaulich wird alles klar, wenn wir uns ein mechanisches Modell (Abb. 5)

bauen.
L

— =5
Abb. 5

Nun "sehen" wir, dass bei Veranderung der Rechteckproportionen die vier zur Spitze L fiih-
renden Kanten ihren Zusammenhalt behalten, also jede Kantenldnge schon durch die anderen
drei bestimmt ist.

Gelehrte der verschiedensten Epochen haben darauf hingewiesen, dass es in der Wissenschaft
unter anderem auf zweierlei ankommt: Erstens sich zu wundern, wenn etwas anders verlauft
als erwartet, und zweitens den Sachverhalt dann solange zu untersuchen, bis man sich nicht
mehr wundern muss.

Bereits zum ersten Schritt braucht man Erfahrungen und Wissen.
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Durch Grenzbetrachtung zur Beweisidee

Eine Helix ist eine zusammenhangende Kurve auf der Mantelflache eines

Zylinders, die von der Grundflache zur Deckflache verlauft und dabei jede
@5“ Mantellinie im gleichen Winkel schneidet (Abb. 6).

Sigrun soll die Lange einer Helix ermitteln, die auf einem 35 cm hohen
Abb. 6 geraden Kreiszylinder mit dem Schnittwinkel 60° verlauft.

Sie wundert sich, dass liber den Durchmesser d des Zylinders nichts gesagt ist, aber vielleicht
hangt die gesuchte Lange [ gar nicht von d ab?
Dann konnte man ein d wahlen, bei dem sich [ besonders gut berechnen lasst.

Sigrun stellt sich zunachst Zylinder mit sehr, sehr groBem Durchmesser vor, deren Kriimmung
kaum noch zu spiren ist. Im Grenzfall hatte solch ein Zylinder unendlich groBen Durchmesser,
die Krimmung Null, und die Helix auf ihm ware eine Gerade (Abb. 7).

z

{ 609 }35

X~ ¥

Abb. 7 "~

Das rechtwinklige Dreieck XY Z wiare dann die Halfte eines gleichseitigen Dreiecks (wegen
des 60°-Winkels). Also ist hier [ =2 -35 cm = 70 cm.

Ob das wohl auch fiir "normale" Zylinder gilt?

Sigrun schneidet einfach das Dreieck XY Z aus und denkt es sich auf den Zylinder aufgewickelt.
Auf diese Weise entsteht die Helix. Damit ist die Aufgabe wirklich gelost, sogar fiir Zylinder
iber anderen Grundflachen.

Nun stellt Sigrun selbst eine Aufgabe, und Stephan soll sie l6sen: Auf einem Teich schwimmt
ein Kahn mit einem Stein an Bord. Der Stein wird ins Wasser geworfen. Steigt oder fallt
daraufhin der Wasserspiegel des Teiches?

Auch Stephan kennt die Methode, durch "Ubertreibung", durch sinnvolle Grenzbetrachtung,
zur richtigen Vermutung und vielleicht zur Beweisidee zu kommen. Er stellt sich einen Stein
vor, der winzig klein und trotzdem ungeheuer schwer ist. Wird dieser in die Luft geworfen,
driickt der Kahn viel weniger ins Wasser, und der Wasserspiegel sinkt!

Daran andert sich auch nichts, wenn der winzige Stein dann ins Wasser fallt. Damit ist das
Wesen der Aufgabe klar erkannt (Abb. 8).

e D2 % i

Fir "normale" Steine (sie miissen nur ein groBeres spezifisches Gewicht als Wasser haben) gilt
nach dem "Archimedischen Prinzip":

Im Kahn schwimmend verdrangt der Stein soviel Wasser, wie er wiegt. Auf dem Teichboden
liegend verdrangt er nur soviel Wasser, wie sein Volumen ausmacht.

Erkennen der Invariante spart Rechnung

In vielen Biichern und Zeitschriften findet man folgende Aufgabe, nicht selten recht umstand-
lich gelost:




1 Rechnen, Beweisen, Wundern und Zaubern

Gegeben sind ein GefaB M mit Milch, ein GefaB K mit Kaffee und ein Loffel. Aus M wird
ein Loffel voll entnommen und in K gegeben. Vom dort entstehenden Gemisch wird ein Loffel
voll entnommen und in M gegeben. Ist danach mehr Kaffee in M oder mehr Milch in K7

Natirlich kann man die unbekannten Anfangsmengen m bzw. k nennen, das Fassungsvermogen
des Loffels mit [ bezeichnen und dann sofort rechnen. Aber wir empfehlen, erst einmal einige
ubersichtliche Grenzfalle zu durchdenken; bei Bedarf setze man gutes Umriihren voraus.

Grenzfall 1: I = m und k = 0. Endergebnis: In beiden GefaBen keine - also gleichviel - ""fremde"
Flissigkeit.

Grenzfall 2: [ = 0. Gleiches Endergebnis.

Grenzfall 3: [ = m und k unendlich groB: Am Ende in beiden GefaBen [ - also gleichviel -
"fremde" Flussigkeit.

Grenzfall 4: l =m = k...

Oft bewahrt sich bei uniibersichtlichen Aufgaben die Methode, sich einen "stetigen" Vorgang
zerlegt in "Portionen" vorzustellen:

In zwei Nachbarorten befinden sich ein Wohnheim M fiir Maurer und ein Wohnheim K fiir
Krankenschwestern. Von M aus fahren [ Maurer nach K und anschlieBend [ Personen von dort
nach M. Sind danach mehr Krankenschwestern in M oder mehr Maurer in K?

SchlieBlich erkennt man die entscheidende Invariante und kann so die Aufgabe exakt ohne jede
Rechnung l6sen: Die Gesamtmasse bzw. -anzahl ist in M am Ende dieselbe wie am Anfang.
Falls sich also am Ende etwas in M befindet, was aus K stammt, dann ist entsprechend viel aus
M in K geblieben. ("Umriihren" bzw. gleichmaBiges Verteilen der Maurer im Krankenschwes-
ternwohnheim. ist nicht notwendig.)

Mathematische Zauberei: Verheimlichen von Invarianten

Bei jenen Zauberkunststiicken, die auf mathematischen Prinzipien beruhen, wird meist eine
Invariante ausgenutzt, von der die Zuschauer nichts wissen.

Ein einfaches Beispiel: Man schreibt eine gewisse Zahl auf eine Karte und libergibt sie im
Umschlag den Zuschauern. Dann bittet man jemanden, eine dreistellige Zahl x an die Tafel zu
schreiben, deren duBere Ziffern sich mindestens um 2 unterscheiden. Durch Vertauschen der
auBeren Ziffern soll er daraus die Zahl 2’ bilden und danach die kleinere der beiden Zahlen z,
x’ von der gréBeren subtrahieren. Die Differenz nennen wir .

Durch erneutes Vertauschen der duBeren Ziffern entsteht daraus 3/, und schlieBlich bildet man
die Summe y+4'. Zur Verbliiffung aller war diese Summe aber bereits zu Beginn auf die Karte
geschrieben werden!

Unsere heimliche Invariante ist hier die Zahl 1089, und zwar aus folgendem Grunde: Fur
beliebige Ziffern a, b, ¢, das heift x = 100a+10b+c, ist z —2' = 99(a—c¢), ' —x = 99(c—a),
also y durch 99 teilbar.

Weil a und ¢ sich um mindestens 2 unterscheiden sollten, ist y dreistellig; folglich gilt

y =100d + 10e + f = 99d + (d + 10e + f)

mit gewissen Ziffern d, e, f. Da y durch 99 teilbar ist, muss (d + 10e + f) = 99 sein, woraus

10
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man e = 9 und d + f = 9 erhalt. Dann ist stets

y+y =101d + 20e + 101f = 101(d + j) + 20e = 101 -9+ 20 - 9 = 1089

Stephan als Gedachtniskiinstler

Stephan behauptet, von einem Buch das erste Wort auf jeder Seite auswendig zu wissen. Er
gibt den Zuschauern einen Block mit zehn Zetteln und lasst folgendermaBen eine Seitenzahl
ermitteln.

|1.5ex] Erster Zuschauer: beliebige ganze Zahl zwischen 1 und 100 aufschreiben, Block wei-
tergeben.

Weitergabevorschrift fiir die anderen Zuschauer (ein Helfer geht mit und passt auf, dass alle
richtig rechnen): Blatt abreiBen, von allen Ziffern die Quadrate bilden und die Summe dieser
Quadrate auf den Block schreiben, Block weitergeben.

Ausnahme: Wer die Zahl 1 vorfindet, bitte die 2 auf den Block schreiben (denn wegen 12=1,
12 =1, ... wére das Spiel sonst langweilig).

Der letzte Zuschauer ruft laut die auf dem Block stehende Zahl; sofort nennt Stephan das
erste Wort der entsprechenden Seite.
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Abb. 9 '

Das Geheimnis wird in Abb. 9 geliftet. Man findet hier jede Zahl von 1 bis 100 und (immer in
Pfeilrichtung) den jeweiligen Rechengang. Nach spatestens 10 Schritten erhalt man eine der
acht roten Zahlen - nur von diesen acht Seiten muss Stephan das erste Wort kennen.

In [36] wird bewiesen, dass man mit zusatzlichen Schritten sogar von beliebigstelligen Zahlen
aus letztlich immer in diesen "roten" Zyklus einmiindet.

Sigrun als Geddchtniskiinstler

Auch Sigrun verspricht, das erste Wort jeder Seite eines Buches angeben zu konnen. Sie lasst
die Seitenzahl mit Hilfe der Zahlenblume (Abb. 10) ermitteln.

11
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Abb. 10

Ein Zuschauer darf eine beliebige Zahl a zwischen 30 und 40 wahlen. Dann wiirfelt er, sucht
die "Wurzel" mit der entsprechenden Augenzahl und zahlt zunachst a Felder vorwarts (zum
Kopf der Blume hin, spater entgegen der Uhrzeigerrichtung). AnschlieBend beginnt er mit dem
eben erreichten Feld und zihlt im Blumenkopf a Felder riickwarts (in Uhrzeigerrichtung).
Die Zahl, mit der seine Wanderung endet, gibt er laut bekannt, und Sigrun nennt sofort das
erste Wort der entsprechenden Seite.

A Knobelaufgabe 2: Worauf beruht dieses Kunststiick (Sigrun braucht namlich kein besseres
Gedachtnis als Stephan)?

Bemerkung: Abb. 9 und 10 kann man fiir ein kleines Wettspiel benutzen: Wer tippt in kiirzester
Zeit die Zahlen 1 bis 100 in richtiger Reihenfolge an? Als zusatzliche Schwierigkeiten fehlen
bei der Zahlenblume allerdings genau alle durch 9, 11 oder 13 teilbaren Zahlen.

Wir erraten das Alter

Die meisten Methoden zum Erraten einer Zahl x laufen folgendermaBen ab: Mit x beginnend
wird eine Reihe von Rechenoperationen durchgefiihrt, das Ergebnis wird genannt, und aus ihm
kann man bei Kenntnis des "Geheimnisses" x eindeutig ermitteln ([2], [24], [32]).

Im nachsten Beispiel ergibt sich zwar fiir mehrere Altersangaben = das gleiche Ergebnis, aber
bei Kenntnis der Person ermitteln wir x trotzdem exakt:

"Dividieren Sie |hr Alter durch 3, und nennen Sie mir den Rest der Division. Nun dividieren
Sie lhr Alter durch 4 und nennen den Rest. Danke. Sie sind Jahre alt."

Wie das gemacht wird? Mit x bezeichnen wir das unbekannte Alter, mit  bzw. s die Reste

12
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bei Division durch 3 bzw. 4. Fiir gewisse a, b gilt also x = 3a + r bzw. © = 4b + s. Lost
man diese Gleichungen nach r und s auf, r = x — 3a, s = x — 4b, dann erhalt man mit der
"Geheimvorschrift" S = 4r + 9s die Gleichung

S=4r+9s =4(x — 3a) + 9(x — 4b) = x + 122 — 12a — 36b

Also unterscheidet sich 2 von dem heimlich berechneten S nur um Vielfache von 12, und auf
12 Jahre genau lasst sich das Alter schatzen!

Beispiel: » =2, s =1, also S = 17. Dann ist x = 5 oder 17 oder 29 oder 41 oder ...

Finden Sie selbst solche Vorschriften (die Zahlen, durch die zu dividieren ist, werden zweck-
maBigerweise teilerfremd gewahlt). In [24] wird beschrieben, wie man aus drei Resten Zahlen
bis auf Vielfache von 60 genau bestimmen kann.

Ein anderes Trickprinzip mit Resten lautet wie folgt: "Multiplizieren Sie eine beliebige acht-
stellige Zahl mit 8 und addieren Sie dazu Ihr Alter. Nennen Sie bitte langsam das Ergebnis.
Danke. Sie sind Jahre alt.”

Das Ergebnis, es heiBe S, hat bei Division durch 8 denselben Rest wie das Alter x, und auch
auf 8 Jahre genau kann man normalerweise schatzen.

Zur Ermittlung des Rests von S bei Division durch 8 genligt es, die Zahl aus den letzten drei
Ziffern von S durch 8 zu dividieren (da 1000 und somit alle Vielfachen von 1000 durch 8
teilbar sind). Weil 400 bzw. 800 durch 8 teilbar sind, kann man die erste dieser drei Ziffern
noch eventuell um 4 oder 8 vermindern.

Beispiel: S = 914; vermindert 114; 11 dividiert durch 8 gibt Rest 3; 34 dividiert durch 8 gibt
Rest 2: also z = 2 oder 10 oder 18 oder 26 oder ...

Miss Phoenix weil3 es vorher
An der Tafel lesen wir eine siebzehnstellige Zahl
P = 52631578947368421

Daneben steht Sigrun als "Miss Phoenix" mit einem geschlossenen Papierband tiber der Schul-
ter. Stephan lasst einen Zuschauer dreimal wiirfeln und die Summe der Augenzahlen ermitteln
(sie heiBe a).

Dann muss dieser Zuschauer das Produkt P - a ausrechnen. Miss Phoenix hat das Ergebnis
aber bereits "vorausgesehen": Sie schneidet ihr Papierband durch, und auf diesem lasst sich
das richtige Produkt ablesen!

1:19 =0,052...421 052...421 ... Dieses Kunststiick beruht darauf, dass eine sogenannte
8 2o 18 i Phoenixzahl auf dem Papierband steht, P mit einer Null

00 davor: 052631578947368421. Wo kommt diese Zahl her?
95 Denken wir uns die Divisionsaufgabe 1 : 19 ausgefiihrt: Der
— letzte angegebene Rest ist 12, und mit diesem miisste man
50 weiterrechnen. Bei Division durch 19 kénnen nur die Reste
33 0 bis 18 auftreten. Nach spatestens 19 Schritten muss also

(Schubfachprinzip!) ein Rest zum zweiten Mal auftreten, so

12 dass sich die Rechnung periodisch wiederholt.
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Bei 1 : 19 tritt das nach genau 18 Schritten ein; alle Reste auBer 0 sind dann genau einmal
vorgekommen. Berechnet man mit einem a zwischen 1 und 18 den Dezimalbruch a : 19, so
ist die Rechnung dieselbe, als wiirde man bei 1 : 19 an jener Stelle anfangen, wo a als Rest
auftrat. a : 19 liefert folglich dieselbe periodische Ziffernfolge wie 1 : 19, und diese Folge steht
auch auf dem Papierband; man muss es nur noch an der richtigen Stelle aufschneiden.

Unsere Phoenixzahl endet auf 21. Sigma rechnet nach dem Wiirfeln 21 - a im Kopf aus, d.h.
20 - a + a. Die letzten beiden Ziffern dieses Ergebnisses sind die letzten beiden Ziffern von
P - a, so dass sie nach diesen das Band aufschneiden kann. Beispiel: a = 13; 21 - 13 = 273;
Band nach 73 aufschneiden.

Um den Trick interessant vorzufiihren, lasst Stephan solange wiirfeln, bis die Augensumme
erstmals groBer als 10 ist.

Uber Phoenixzahlen kann man in den Biichern [2], [24], [36] nachlesen. Aus letzterem stammt
auch die Anregung zu unserem Zauberkunststiick (dort ist es mit der aus 127 hervorgehenden
Phoenixzahl 142857 erklart, und vermutlich gibt es unendlich viele Phoenixzahlen; genau ist
das aber noch nicht bekannt).

Ein Eignungstest fiir Parchen

Mit Hilfe einer Tabelle von 5 x 5 Feldern (Abb. 11 ohne die roten Zahlen) verspricht Stephan
zu priifen, ob zwei Mitspieler aus dem Publikum wirklich gut zueinander passen. Wahrend er
den einen kurz nach drauBen schickt, soll der andere inzwischen funf Zahlen aus der Tabelle
auswahlen, aber aus jeder Zeile und jeder Spalte nur eine.

Stephan weist darauf hin, dass es dafiir 120 Méglichkeiten gibt?]

Die fiinf gewahlten Zahlen werden addiert, und dasselbe wird anschlieBend mit dem anderen
Mitspieler wiederholt. Wie stark werden die Ergebnisse wohl voneinander abweichen?

1 7 14 4 11
11 2 8 15 5 12
6 12 19 9 16
13114 20 27 17 24
81 9 15 22 12 19
2,3 9 16 6 13

Abb. 11

Beide erhalten als Summe 66.

In jedem Feld der Tabelle steht ndmlich die Summe aus der roten Zeilenanzahl und der roten
Spaltenzahl; die Gesamtsumme ist also stets gleich der Summe aller zehn roten Zahlen, d.h.
gleich 66.

Indem man passende rote Zahlen vorgibt, lassen sich leicht Tabellen mit jeder gewiinschten
Summe aufbauen, beispielsweise mit dem Alter einer Person, der man diese Tabelle (natirlich
ohne die roten Zahlen) dann zum Geburtstag schenkt [11].

Ahnliche Tabellen treten iibrigens auch auf, wenn in der mathematischen Optimierung Trans-
portplane mit moglichst niedrigen Gesamtkosten er- stellt werden.

3 Jede Moglichkeit kann durch eine Anordnung der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 dargestellt werden, z.B. bedeutet 3,
4,1, 2, 5 die dritte Zahl der ersten Zeile, vierte Zahl der zweiten Zeile usw. Wir hatten uns tberlegt, dass
esb5-4-3-2-1=120 Méglichkeiten gibt, finf Dinge in einer Reihe aufzustellen.
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Eine kleine Sensation

Als Abschluss eines mathematischen Zauberprogramms eignet sich ein Kunststiick, das bei
guter Vorfliihrung wirklich unglaublich erscheint.

Wir wollen es mit den vier Farben Eichel (E), Griin (G), Rot (R), Schellen (S) eines Skatspiels
(32 Karten) beschreiben. Noch geheimnisvoller wirkt es allerdings mit speziellen Karten, die
funf Symbole enthalten und fiir Gedachtniskunststiicke haufig verwendet werden [33].

Sigrun betritt die Biihne mit einem Skatspiel, das sie in zwei StéBen links und rechts auf dem
Tisch ablegt. Die Zuschauer diirfen nun beim Mischen mithelfen, indem sie z.B. rufen "zwei
Karten von links", "drei Karten von rechts" usw., bis in der Mitte ein vollig vermischter StoB
entstanden ist.

Sigrun zahlt die Karten stets einzeln von den StéBen ab, ohne sie umzudrehen. Nun teilt sie
an acht Zuschauer je vier Karten aus mit der Bitte, sich jeweils die erste zu merken. Falls ein
Zuschauer eine Kartenfarbe mehrfach hat, soll er eine dieser Karten verdeckt ablegen. Falls
er aber alle vier Farben hat, soll er die erste Karte ablegen. Danach nennt Sigrun der Reihe
nach die Farben der abgelegten Karten aller acht Mitspieler! Bei jedem wird das kontrolliert
(Hochhalten der abgelegten und der anderen drei Karten) - es stimmt immer.

Sigruns erstes Geheimnis ist es, wie die beiden St6Be | und Il zu
Beginn gelegt waren. Bei 1 legt sie mit der Bildseite nach unten
die Farben in der Reihenfolge S-E-R-G usw., bei [l S-G-R-E usw.
Durch das einzelne Abheben beim Mischen kehren sich diese
Reihenfolgen um, und auBerdem "verzahnen" sich | und Il

=1
—t
—

m | —

(3] —
a)
Qw o\

s (Abb. 12):

R R

- = Der erste Mitspieler erhdlt k; Karten von | (k1 = 0 oder 1

; ; oder 2 oder 3 oder 4) und 4 — k; Karten von Il. Wir haben im

. g/ Beispiel den Fall k; = 3 durch eine rote Linie 1 eingezeichnet.
.G o Der erste Mitspieler bekommt demnach die 4 Karten zwischen
,,/%// % den roten Linien O und 1. Entsprechend erhalt der zweite
’ = 2 Mitspieler die 4 Karten zwischen den roten Linien 1 und 2 (in

: der Abb. ky = 2 Karten von |, 4 — ko = 2 Karten von 1) usw.

Abb. 12 Wir gehen nun alle Moglichkeiten fiir den ersten Mitspieler

durch:

k1 = 0: erhalt nur Karten von Il, S-G-R-E, legt S als die erste Karte ab (Sigrun zahlt die
Karten einzeln vom Mischstapel ab),

ki =1: S von | und S-G-R von Il, S doppelt, legt S ab,
ko = 2: S-E von | und S-G von I, legt S ab,

ki =3: S-E-R von | und S von I, legt S ab,

ki1 = 4: S-E-R-G von |, legt S als erste Karte ab.

Nach der in der Mathematik (iblichen Beweismethode "vollstandige Fallunterscheidung" ist
somit klar, und Sigrun sagt das laut: Der erste Mitspieler hat S abgelegt.

Beim Kontrollieren achtet Sigrun nur auf die drei nicht abgelegten Karten, denn bei diesen
fehlt stets genau eine Farbe (man priife das selbst fiir jeden Wert von k; nach!).
Jene fehlende Farbe sagt Sigrun beim nachsten Mitspieler als die Farbe der abgelegten Karte
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voraus, und so weiter. Wir wollen nun beweisen, dass dies auch bei beliebig vielen Mitspielern
moglich ist, und wenden dabei das Prinzip der vollstandigen Induktion an. Der Anfangsschritt
(erster Mitspieler) ist bereits getan.

Angenommen, bis zum n-ten Mitspieler klappt alles, dann hat der nachste Mitspieler die 4
Karten zwischen den roten Linien n und n + 1.

Fall 1: Die rote n-Linie 1duft in | zwischen G und S. Da lber ihr eine durch 4 teilbare Zahl von
Karten liegt, muss sie in Il, bei irgendeinem Viererblock, zwischen E und S verlaufen (Abb.
12).

Unter den drei Restkarten des n-ten Spielers kann S dann nicht sein. Der n-te Spieler kann
uberhaupt nur S erhalten haben, wenn seine 4 Karten oberhalb der n-Linie alle aus demselben
StoB kamen; dann wurde S auch als erste Karte abgelegt.

Nach Induktionsannahme sind beim n-ten Spieler die drei Restkarten von unterschiedlicher
Farbe - Sigrun sagt fiir den Spieler n + 1 also eindeutig S voraus.

Und das ist richtig, denn die Situation nach der n-Linie entspricht genau jener nach der 0-Linie,
dort aber war S richtig als Voraussage fiir den ersten Spieler. Entsprechend sind damit auch
die Restkarten des (n + 1)-ten Spielers von unterschiedlicher Farbe.

Fall 2: Die rote n-Linie verlauft in | zwischen S und E, folglich in Il irgendwo zwischen R und
E. In Abb. 12 ist dies als Linie n’ eingezeichnet.
Wir "iibersetzen" nun den Fall 2 nach folgendem "Worterbuch"= in eine andere Sprache:

FE&<S, R&E, G& R, Sed

Dann steht in | nach der Linie n” also S', E’, R, G’, in Il hingegen S’, G, R, E'. In der neuen
Sprache ist die Situation um die Linie n’ genau dieselbe wie in der alten Sprache im Fall 1 um
die Linie n.

Es wird S’ vorausgesagt, und das ist richtig; die drei Restkarten des Spielers n + 1 sind von
unterschiedlicher Farbe. Statt S’ sagt Sigrun E (Verwendung der urspriinglichen Sprache),
denn die Ubersetzung war nur ein Hilfsmittel fiir unseren Beweis.

Fall 3: Rote n-Linie in | zwischen E und R.
Fall 4: Rote n-Linie in | zwischen R und G.

Die Falle 3 und 4 lassen sich mit etwas anderen "Wbérterblchern" ebenso auf Fall 1 zurlick-
fUhren, wie eben fiir Fall 2 erlautert.

Weil unter der Annahme, dass bis zum n-ten Spieler alles klappt, auch fiir den (n + 1)-ten
Spieler die richtige Voraussage kommt, ist (zusammen mit dem Anfangsschritt fiir den ersten
Mitspieler) nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion bewiesen, dass dieses Kunststiick mit
beliebig vielen Mitspielern moglich ist, solange die Karten reichen.

Die Moglichkeit, Begriffe unter Beibehaltung aller ihrer Struktureigenschaften eindeutig in eine
andere Sprache zu iibersetzen und bei Bedarf wieder zuriick, spielt Gbrigens in der Mathematik
eine wichtige Rolle (Isomorphie).

Manchmal darf die zweite Sprache sogar "armer" sein, d.h. fiir mehrere Begriffe der ersten
Sprache dasselbe Wort setzen (Homomorphie). Das wird beispielsweise benutzt, ordnet man
verschiedenen Zahlen, die bei Division durch 12 denselben Rest haben, in der zweiten Sprache
diesen Rest zu (vgl. Abschnitt "Wir erraten das Alter").
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2 ... und so weiter

Achilles und die Schildkrote

Kann Achilles, der tapfere Krieger im Kampf um Troja, eine Schildkréte einholen, wenn diese
einen Vorsprung von 1 km hat und Achilles zehnmal so schnell wie die Schildkrote lauft?

Nach einem beriihmten Gedankenexperiment des Griechen Zenon von Elea (4907-4307 v.u.Z.)
kann er das nicht. Zenon begriindete das so: Hat Achilles 1 km zuriickgelegt, ist die Schildkréte
inzwischen 100 m weitergekrochen.

Ist nun Achilles 100 m weitergelaufen, so ist die Schildkrote aber auch weitergekommen und
zwar 10 m. Hat Achilles diese 10 m zuriickgelegt, dann hat die Schildkréte immer noch einen
Vorsprung von 1 m; usw. Der Vorsprung der Schildkréte wird zwar immer kleiner, aber Vor-
sprung bleibt Vorsprung. Achilles holt die Schildkréte also nie ein.

Unsere Erfahrung spricht jedoch gegen diesen Schluss. Wo ist z.B. die Schildkrote geblieben,
wenn Achilles 2 km zuriickgelegt hat? 200 m ist sie inzwischen weitergekrochen, d.h., Achilles
hat die Schildkrote tberholt. Es hat folglich einen Punkt gegeben, bei dem er sie eingeholt
hatte.

x sei jene Strecke, die Achilles zuriicklegt, bis er die Schildkrote einholt. Die Schildkrote, die

einen Vorsprung von 1 km gehabt hatte, legte in der Zwischenzeit einen Weg von % zuriick.

10
Wir konnen also die Gleichung 1 + 1% = x aufstellen. Aus ihr folgt = = 19 "4 h., nach 1,111...

9
km holt Achilles die Schildkrote ein.

Achilles kann nicht laufen

Nach einem dhnlichen Gedankenexperiment Zenons hatte Achilles jedoch gar nicht erst einen
Kilometer zuriicklegen konnen. Zenons "Beweis":

Erst misste Achilles die Halfte der Strecke laufen, dann die Halfte der zweiten Halfte, d.h.
ein Viertel, dann wieder die Halfte des letzten Viertels, also ein Achtel, usw. Jedesmal miisste
er die Halfte des verbliebenen Restes erst durchlaufen. Achilles hatte also immer noch eine
bestimmte Strecke zuriickzulegen. Er kime somit nie an.

Spinnen wir diesen Schluss weiter, kommt Achilles gar nicht erst vom Start weg, sondern muss
stehen- bleiben. Er konnte namlich mit derselben "Begriindung" gar nicht erst einen halben
Kilometer zurticklegen, usw.

Achilles lauft doch

Wir wollen eine Strecke der Lange 1 zuriicklegen. Nach Zenons Uberlegung haben wir insgesamt
eine Strecke folgender Lange zu bewaltigen:

L ity b 1+<1)2+(1>3+(1)4+
2178 16 e 5T 2 2) T

Das ist eine sogenannte geometrische Reihe mit dem Faktor % Die hinzukommenden Sum-

manden werden immer kleiner und sogar so klein, dass die Summe irgendwelcher Summanden
dieser Reihe, auch wenn es noch so viele sind, immer kleiner als 1 ist.

Nehmen wir andererseits eine beliebige Zahl her, die kleiner als 1 ist, so kénnen wir immer so
viele Summanden finden, dass deren Summe dennoch groBer als diese Zahl ist. Wir kénnen
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also den Unterschied zwischen 1 und einer Teilsumme beliebig klein, d.h. fast zu Null werden
lassen, wenn wir nur geniigend viele Summanden zu einer Teilsumme zusammenfassen.

Ist ¢ eine Zahl mit der Eigenschaft 0 < ¢ < 1, so hat allgemein eine geometrische Reihe der
Gestalt

l+q+¢+¢ +..
die Summe 1%(1 Mathematisch exakt erfasst wird dieser Sachverhalt mit Hilfe des Grenzwert-
begriffes, den wir hier aber nicht naher erklaren wollen.

Wir lberlegen uns nur folgendes:
Esseis,=1+q+q¢*+..+¢" Dannist ¢-s, = s, — 1+ ¢""*, und daraus folgern wir

1 _ qn+1
Sy = ———
1—¢q
Gilt nun 0 < ¢ < 1, so nahert sich ¢"*! beliebig nahe der Null an. Der Grenzwert der Folge 1,
q, ¢*, ¢3, ... ist in diesem Falle 0. Die Folge s, 51, Sa, ... hat dann den Grenzwert l%q.

Wir kehren nun zuriick zu unserem Laufbeispiel und machen folgende Rechnung:

1 1 1 1 11 11
+++m:@+++m>:2d_

=1
2 4 8 2\ 2 4

1
2

Danach laufen wir also eine Strecke der Lange 1.

Zenon legt jedoch mit seiner Beschreibung vom Durchlaufen einer Strecke folgende Vorstellung
nahe:

Nachdem Achilles 500 m gelaufen ist, verharrt er erst einmal und priift nach, ob er tatsachlich
die Halfte der Strecke zuriickgelegt hat. Nach den nachsten 250 m blickt er wieder erst einmal
um sich, ehe er weiterlauft, usw. Bliebe er z.B. jedesmal eine Sekunde stehen, um nachzusehen,
wo er sich eigentlich befindet, kdme er tatsachlich nie an.

Bei einem richtigen Lauf wiirde er aber bestimmt, wenn er beispielsweise bei ungefahr 998 m

1 1 1 1
(§+Z+§+...+@~O,998)

ist, einen groBen Schritt machen und das urspriinglich 1 km weit entfernte Ziel iiberschreiten.

Noch einmal Achilles und die Schildkrote

Zenon hatte den Weg des Achilles in diejenigen Teilstrecken zerlegt, die Achilles jeweils zu-
riicklegen muss, um zu dem Punkt zu kommen, an dem sich die Schildkrote bei der vorigen
Etappe befand.

Da die Geschwindigkeit der Schildkrote nur ein Zehntel derjenigen des Achilles betragt, ist
die Lange jeder folgenden Etappe nur ein Zehntel der Lange der vorhergehenden. Achilles hat
somit bis zum Einholen der Schildkréte einen Weg folgender Lange zuriickzulegen (in km):

e
71

Hier haben wir es mit einer geometrischen Reihe mit dem Faktor ;5 zu tun. Nach der Sum-
menformel fiir eine geometrische Reihe ermitteln wir in Ubereinstimmung mit der bereits
durchgefiihrten Rechnung fiir den Treffpunkt mit der Schildkrote

1 10
a’,‘:il:—
-1 9
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Mathematisch konnten diese beiden von Zenon Uberlieferten Paradoxa im Altertum noch nicht
geklart werden. Immerhin ist es in gewissem MaBe ja doch verwunderlich, dass die Addition un-
endlich vieler positiver Summanden nicht zu einer unendlich groBen Summe zu fiihren braucht.
Bis der Begriff des Grenzwertes eingefiihrt und Klarheit um ihn geschaffen wurde, hatte es noch
viele Jahrhunderte gedauert.

A Knobelaufgabe 3: Wieso hat die sogenannte harmonische Reihe

IR S I R SR
2 3 4 5 6 7 8 9
~N = ——

keine endliche Summe?

Summandenfresser am Werk

Ein Summandenfresser nimmt sich vor, gewisse Glieder der harmonischen Reihe wegzuknab-
bern. Ein Summandenfresser mit der Perfektion 1 lasst jeden 10ten Summanden stehen. Welche
Summe bleibt (brig ?

Es bleiben

i+i+i+ —1Q+1+3%)
10 20 30 710 2 3 7

stehen, also immer noch eine "unendlich groBe" Summe. Ein Summandenfresser mit doppelter
Perfektion lasst nur jeden 10%-ten, d.h. jeden hundertsten Summanden stehen.
Ob wohl die doppelte Qualifikation hier etwas einbringt? Diesmal bleiben

LS —]’O+1+1+ )
100 £ 200 300 T 100 2 3 7

ibrig. Ein Summandenfresser der Perfektion 6 verschont nur jedes millionste Glied.

1@+1+1+ )
1000000 2 '3 7

bleiben trotzdem iibrig. Ein Summandenfresser der Perfektion 7, der jedes 10"-te Glied nur
stehenlasst, ist immerhin schon so qualifiziert, dass er bei dem Vorhaben, das gesamte Festland
der Erde wegzufressen, nur eine Flache lassen wiirde, die nicht ganz so groB wie die Flache der
Insel Hiddensee ware. Und ein Summandenfresser der Perfektion 56 ware sogar so griindlich,
dass er bei dem Versuch, die gesamte Erdoberflache wegzufressen, nur etwas tibersehen wiirde,
das kleiner ware als ein Atomkern.

Trotzdem - mit einer Qualifikation der Perfektion n ist fiir kein noch so groBes n etwas zu

machen. Immer bleibt
! 0+1+1+ )
10" 2 3
tbrig, eine "unendlich groBe"Summe.

Vom Neunerfresser

Nun lassen wir auf die harmonische Reihe den Neunerfresser los. Dieses unscheinbare kleine
Untier frisst alle Summanden % weg, bei denen die Zahl n eine Ziffer 9 enthalt. Welchen Rest
wird dieses Tierchen wohl lassen?
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Die Antwort ist sicher flir manchen verbliffend. Der Neunerfresser schafft es, nur endlich viel
tbrig zu lassen. Das winzige kleine Untier entpuppt sich namlich als groBer unersattlicher dick-
bauchiger Drachen und lasst nur einen Rest von etwa 22,921.

Mit S” wollen wir den Rest der harmonischen Reihe bezeichnen, der (brigbleibt, wenn wir alle
Summanden % weglassen, bei denen n eine Ziffer 9 enthalt. Wir fassen nun jeweils aufeinan-

derfolgende Summanden dieser Restreihe auf folgende Weise zu Summen Sy, zusammen:

1 1 1
Si=1l+4g+g++g;
g L+ .1 1,1 1
2 = 1O+11+...—|- 18+20+'”+88
S3 umfasst alle Glieder von 100 bis 888, wobei zwischendurch auch wieder alle die Glieder
weggelassen wurden, bei denen in der Zahl % im Nenner eine 9 auftaucht;
S4. umfasst dann analog alle Summanden zwischen und - unter Streichung aller da-

1
_ : _ _ _ 1000 8888
zwischenliegenden Glieder, bei denen eine 9 vorkommt; usw.

Betrachten wir eine Summe Sy, so kénnen wir die Summanden der nachsten Summe S, auf
folgende Weise aus denen von Sy, erzeugen:
Ist % ein Summand von Sy, so enthélt Sy, die Summanden

1 1 1
10m+0" 10m4+1" 77 10m—+8

Wir kénnen so eine Zuordnung treffen zwischen jeweils einem Summanden von S; und neun
Summanden von S 1. Wegen

1 . 1 T 1 - 1 1 1 9 1
10m+0 10m+1 ~— 10m~+8 10m 10m ~ 10m 10 m

erhalten wir die Abschatzungen Si.1 < =55}, bzw.

9! L
Sk+1 < (10> . Sk fur = 1,2,3,...

Fur die angeknabberte harmonische Reihe
S =8+ 8+ S5+ ...+ 81+ S+ Skt
folgt somit, wenn wir ¢ = <% setzen:
S < S+ S+ St S+ S+ qg+E+ )

Wir haben es hier mit einer geometrischen Reihe zu tun. Wegen ¢ < 1 hat die hier vorkom-
mende geometrische Reihe eine endliche Summe, und diese betragt 10. Wir erhalten also fiir
S’ folgende Abschatzung nach oben:

S < S +S,4+S54+ ...+ Sk +10- 5,

Eine grobe Naherung fir den Wert von S’ finden wir bereits, wenn wir nur S; ausrechnen und
von der Ungleichung S; < S’ < 10 - S; ausgehen, namlich

2,7< 8 <27,2
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2 ... und so weiter

Wem diese Angaben nicht genligen, der muss sich noch etwas griindlicher mit der Reihe S’
beschéaftigen und eine genauere Abschatzung fiir S’ nach unten suchen. Auch hierbei hilft uns
wieder die Untersuchung einer geometrischen Reihe.

Wir greifen uns einen Summanden einer beliebigen Summe Sy, 1, £ > 0, heraus. Der Nenner
eines solchen Summanden ist dann mindestens zweistellig. Wir wollen ihn darstellen durch

10m 4+ ¢, m > 1, wobei ¢ dann irgendeine der Zahlen 0, ..., 8 ist. Fiir 10m schreiben wir kurz
p. Wir Gberlegen uns, dass Si1 dann alle Summanden p}ro’ }ﬁ, zﬁ enthalt.

Fir diese Summanden finden wir folgende Abschatzung nach unten:

1 1 1 1 1 1 0 8 1 36
- T [ P ) e
p+0 p+8 p\l+7 L+ P p P D D
(Wir benutzten dabei, dass aus 1 > 1 — % und 1 —2?)(1 +2)(1 — z) stets ;1= > 1 —x folgt,
wenn = > —1 gilt.)

Aus der Bestimmung der Summe S, folgt p > 10%, d.h.
Abschatzung

% < o5~ Wir erhalten also die

T T (I T
p+0 7 p+87 p 10)  m \10 10k

Da - ein Summand von Sy ist und ﬁ, ]ﬁ die von ihm in der Summe S, erzeugten

Summanden sind, erhalten wir nach kurzer Rechnung folgende Ungleichungen:

9 36 9 36\
Sk;+1 > <1O — 10k+1) . Sk» bzw. S]H_l > (10 — 1()k+1> : Sk, l= 1,2,3,
Setzen wir ¢ = -5 — 1557, so liefern uns diese Ungleichungen fiir die Restreihe S eine

Abschatzung nach unten:

S > 8 + S+ .+ S Sl g+ + )

1
S/>Sl+52++5’k_1+5kiq
, 10
S >S5 +S5y+ ...+ Sk + Sk 36
1+W

k = 3 liefert schon ein gutes Ergebnis.

Der schiefe Turm

Sigrun will mit ihren Bausteinen einen Turm bauen, und zwar will sie ihn nicht nur moglichst
hoch, sondern auch moglichst schief bauen. Sie setzt zwei Steine nicht genau lbereinander,
sondern verschiebt jeden Stein soweit gegeniiber dem darunter liegenden (z.B. immer nach
rechts), dass ihr Turm gerade noch nicht einfallt. Wie schief kann ihr Turm werden?

Wir wollen annehmen, dass sie unendlich viele Steine hat, die Steine alle die gleiche Form und
die gleiche Masse haben (Lange 1 Einheit, Masse 1 Einheit). Wir nehmen uns die ersten beiden
Steine her (Abb. 13).

Die groBtmogliche Verschiebung erreichen wir, falls der Schwerpunkt des oberen Steins genau
iber einem Ende des unteren Steins liegt, z.B. (iber dem rechten. Wir denken uns nun diese
beiden Steine aneinandergeklebt und setzen sie auf einen dritten Stein.
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2 ... und so weiter

|
[}

ful
@

Abb. 13 ° s

Dabei schieben wir sie wieder so weit vor, bis der gemeinsame Schwerpunkt der oberen beiden
Steine iiber der Endkante des dritten Steins liegt. Dann denken wir uns die so aufeinanderlie-
genden drei Steine wieder aneinandergeklebt und packen diesen Block abermals so weit wie
moglich nach rechts verschoben auf den vierten Stein, usw.

Der oberste Stein (iberragt den darunterliegenden um eine halbe Lange. Der Schwerpunkt der
oberen beiden Steine liegt bei 2. Die ersten beiden Steine konnen also um %+i iber den

4
dritten Stein hinausragen.

Jetzt stellen wir uns n Steine so aneinandergeklebt vor, dass die Verschiebung maximal ist.
Darunter wollen wir nun einen (n-+)-ten Stein legen, so dass die Verschiebung wieder maximal
wird.

Die Masse der aneinandergeklebten n Steine betragt n Einheiten, die Masse aller n+ 1 Steine
natlrlich n 4+ 1 Einheiten. Der Schwerpunkt des untersten Steins liegt bei % und der Schwer-
punkt des n-Steine-Blocks soll, damit das Hinausragen maximal wird, bei 1 liegen. Fiir den

Schwerpunkt des (n + 1)-Steine-Blocks gilt dann
tol+1l-nm 1+42n 1

n+1  2(n+1) = 2n+1)
Die groBtmogliche Verschiebung des (n + 1)-ten Steins lber dem (n + 2)-ten Stein betragt

somit
1

2(n+1)
Haben wir also n + 1 Steine iibereinandergebaut, so kénnen die oberen n Steine liber den
untersten maximal um

11 1 1 1 1 1 11 1 1
2+4+6+8+...+2n—2( +2—|—3+4+...+n>
nach rechts herausragen.

Mit ihren unendlich vielen Steinen konnte Sigrun folglich unendlich weit nach rechts bauen.
Das ist erstaunlich, wenn wir bedenken, dass fiir beliebige n der Schwerpunkt der jeweils
ibereinandergepackten obersten n Steine sich natiirlich irgendwo genau unter dem untersten

Stein befinden muss.

Fir die Koordinaten der Schwerpunkte erhalten wir die Folge %, %, %, ... und diese Folge strebt
mit wachsendem n gegen den Wert 1.

Die Kaninchenplage

Die Kenntnis einer Folge ganzlich anderer Art verdankt die Mathematik dem italienischen
Mathematiker Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci (11807-1250).
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2 ... und so weiter

In seinem 1202 geschriebenen "Buch vom Abakus"(lat.: Liber abaci; der Abakus war das
Rechenbrett der Rdmer) behandelte er die folgende Aufgabe (vgl. [37]):

"Jemand sperrt ein Kaninchenpaar in ein allseitig ummauertes Gehege, um zu erfahren, wieviel
Nachkommen dieses eine Paar im Laufe eines Jahres haben werde. Es wird dabei vorausgesetzt,
jedes Kaninchenpaar bringe monatlich ein neues Paar zur Welt und die Kaninchen wiirden vom
zweiten Monat nach ihrer Geburt an gebaren."

Die Losung Uberlegte sich Fibonacci so:

Das eine Paar hat im ersten Monat Junge, so dass dann zwei Paare vorhanden sind. Von diesen
hat im zweiten Monat nur eines Nachkommen, namlich das erste, und nach zwei Monaten leben
drei Kaninchenpaare in dem Gehege. Zwei von diesen gebaren auch im folgenden Monat; das
gibt dann schon fiinf Paare.

Und so weiter: Fiir die nachsten Monate erhalt man der Reihe nach 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233 und schlieBlich 377 Kaninchenpaare nach einem Jahr.

Natirlich vermehren sich lebende Kaninchen nicht so "mathematisch" wie die Fibonacci-
Kaninchen, aber doch so ahnlich:

In Australien erzeugten am Ende des vorigen Jahrhunderts zwolf freigelassene Kaninchenpaare
innerhalb von 40 Jahren eine Nachkommenschaft von rund 20 Millionen Tieren!

700 Jahre nach dem Erscheinen des Liber abaci eine schone Bestatigung der Theorie durch
die Natur.

Noch einmal Wundern

Wir kédnnen uns nun auch dafir interessieren, wie viele Paare von Fibonacci-Kaninchen es nach
17, 59 oder allgemein nach n Monaten gibt.

Bezeichnen wir diese Anzahl mit k,,, so finden wir mit etwas Miihe k7 = 4181, ksg ist bereits
eine dreizehnstellige Zahl.

Allgemein setzt sich k,, zusammen aus der Anzahl der im vorhergehenden Monat lebenden
Kaninchenpaare (diese ist gleich k,—1) und der Anzahl der im laufenden Monat geborenen
Kaninchenpaare (diese ist gleich der Anzahl der mindestens zwei Monate alten Kaninchenpaare,
also k,_»):

kn = kn—l + kn+2 (TL == 3,4, )

auBerdem wissen wir bereits k; = 2 und ko = 3.

Zahlenfolgen, die einem solchen Fortpflanzungsgesetz gehorchen, gehoren zu den rekursiven
Folgen, die in der Mathematik eine groBe Rolle spielen.

Will man ein Glied einer solchen Folge bestimmen, so muss man zuvor alle Folgenglieder mit
kleinerer Nummer ausrechnen, wozu bei groBem n auch ein groBer Rechenaufwand nétig sein
kann. Dies ist eine unangenehme Uberraschung.

Die Mathematiker suchten deshalb eine Formel, mit der man ein Folgenglied direkt ausrechnen
kann, wenn seine Nummer in der Folge bekannt ist.

Fir die Zahlenfolge Fy, Fy, Fs,... mit Fy = Fo, =1, F, = F,_1 + F,_2, (n = 3,4,...), die
in der Literatur meist Zahlenfolge des Fibonacci heit und sich von der "Kaninchenfolge" nur
durch die Anfangsglieder unterscheidet, lautet die sogenannte Binetsche Formel

E, = \}g KH;/%)” - (1 _2\/3>n1 . n=1,23,..
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2 ... und so weiter

Da haben wir noch einmal Grund zum Wundern:

Die Formel zur Berechnung der ganzen Zahlen F), enthalt nicht nur Briiche, sondern sogar
die irrationale Zahl v/5. Wenn Sie den binomischen Lehrsatz kennen, werden Sie sich erklaren
kénnen, warum die Binetsche Formel stets ganze Zahlen liefert (ibrigens auch fiir negative n).

Das verhexte Kastchen

Unter Ausnutzung einer Eigenschaft der Fibonacci-Zahlen wollen wir ein wenig mit kariertem
Papier zaubern. Dazu zeichnen wir uns ein Quadrat von 8 Kastchen Seitenlange auf kariertes
Papier, zerschneiden es gemaB Abb. 14a und setzen es nach Abb. 14b zu einem Rechteck von
5 mal 13 Kastchen zusammen.

Abb. 143, b

Der Flacheninhalt des Rechtecks betragt 65 Kastchen, ist also um eines groBer als der Fla-
cheninhalt des Quadrates.

A Knobelaufgabe 4: Woher kommt das Kastchen?

Wenn man in gleicher Weise ein Quadrat von 13 Kastchen Seitenlange in ein Rechteck von
8 mal 21 Kastchen umwandelt, verschwindet ein Kastchen. Wohin? Welche Eigenschaft der
Fibonacci-Zahlen ist dafiir verantwortlich?

Die Fibonacci-Zahlen haben noch viele andere interessante Eigenschaften, iiber die Sie in [37]
nachlesen konnen. Zu den noch ungeklarten Problemen gehort die Frage, ob die Folge nur
endlich viele oder unendlich viele Primzahlen enthalt.

Wollen Sie noch ein bisschen knobeln? Dann stellen Sie sich den kleinen Roland vor, der am
Anfang eines langen Weges aus quadratischen Platten steht. Er ist gerade groB genug, von
einer Platte auf die nachste zu gehen oder iiber eine Platte hinweg auf die liberndchste zu
springen.

Auf wieviel verschiedenen "Wegen" kann er zur n-ten Platte gelangen? (Zwei Wege sollen
genau dann als gleich angesehen werden, wenn sie lber dieselben Platten fiihren.)
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3 Labyrinthe und Landkarten

3 Labyrinthe und Landkarten

Jetzt fahr’'n wir tiiber’'n See

Mitunter ist das nicht einfach. Schwierig ist die Uberquerung besonders dann, wenn man kein
Boot hat. Besser ging es da einem Fahrmann, der einen Wolf, eine Ziege und einen Kohlkopf
mit sich fiihrte. Als er an das Ufer kam, fand er ein kleines Boot, konnte in ihm jedoch
hochstens ein Ding mitnehmen, sonst ware es gesunken.

Auch durfte er nur Wolf und Kohlkopf ohne Aufsicht zusammenlassen, wollte er ein Ungliick
vermeiden. Wolf und Ziege oder Ziege und Kohlkopf - das ware nicht gutgegangen. Wie sollte
sich der Fahrmann verhalten?

Wir wollen die Antwort mit Hilfe der sogenannten Graphentheorie suchen. Zuerst notieren
wir, welche "Zustande" am Ausgangsufer eintreten konnen, d.h. welche Méglichkeiten es dafiir
gibt, dass sich etwas oder jemand dort befindet (Abb. 15).

WZKF  WKF ZKF  ZWF ZF % K 2(
Abb. 15 WK W K z NICHTS }g(x ;4 )%

Dann streichen wir die Zustande, die unzulassig sind, weil (hier oder im Boot oder am anderen
Ufer) der Wolf die Ziege oder die Ziege den Kohlkopf fressen konnte. Zu jedem der restlichen
Zustande suchen wir alle "Nachbarzustande", d.h. solche, die durch Abfahrt oder Ankunft des
Bootes erreicht werden konnen, und verbinden sie durch vom Zustand zu seinen Nachbarn
fuhrende Linien.

Das Bild aus Punkten und verbindenden Linien (auch "Knoten" und "Kanten" genannt), das
wir erhalten haben, stellt einen Graph dar. Er ist zusammenhangend, d.h., es gibt von jedem
Knoten einen Kantenweg zu jedem anderen Knoten.

Wollen wir unsere Aufgabe nun l6sen, miissen wir nur noch einen Weg vom Knoten WZKF
zum Knoten NICHTS finden. Das ist leicht; ein moglicher Weg ist farbig markiert.

Und nun versuchen Sie einmal, folgende Aufgabe zu lésen:

A Knobelaufgabe S: 3 Katzen und 3 Hunde kamen an einen Fluss und wollten iibersetzen.
Im einzigen Boot fanden hochstens 2 Tiere Platz. Sind irgendwo mehr Hunde als Katzen, so
fallen sie Gber die Katzen her. Wie kamen die Tiere heil iiber den Fluss? (Jedes der 6 Tiere
kann rudern.)

In der Aufgabe von Wolf, Ziege und Kohlkopf verbanden wir einen Knoten mit seinen Nachbarn
stets durch eine ungerichtete Linie (Kante). Das ist sinnvoll. Zum Beispiel ist W Nachbar von
ZWF (wird bei Abfahrt des Bootes mit Fahrmann und Ziege erreicht), aber ebenso ist ZWF
Nachbar von W (wird bei entsprechender Bootsankunft erreicht).

Im folgenden Beispiel dagegen werden alle Kanten gerichtet sein; an die Stelle von Nachbarn
treten "Nachfolger":

Drei Personen mit einer Masse von 105 kg, 55 kg bzw. 50 kg wollen sich von einem Turm
abseilen.

Dazu haben sie ein langes Seil, zwei Korbe (zum Hineinsetzen) und einen Stein von 45 kg
Masse zur Verfiigung. Bringen sie das Seil auf Turmlange, befestigen an den Enden die Korbe
und hangen es oben iiber eine Rolle, so kann durch Herablassen des Steins bzw. Auf- und
Abfahrten die oben befindliche "Gesamtmasse" verringert werden [34].
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3 Labyrinthe und Landkarten

Die Losung dieser Aufgabe wollen wir wieder mit Hilfe eines Graphen suchen. Zunachst be-
stimmen wir dessen Knoten. Diese sollen (durch die entsprechenden Massen) angeben, wer
oder was sich gerade oben befindet (Abb. 16).

(4550,105]  (45,55,105) (50,55,105)

(55, 105) ."'/_...ﬁ_-.g_h. (45, 50,55, 105)

(50,105) ® (NICHTS)

(45, 105) \
\\ /(45}

(45, 50,55) 2 e=—ag ¥ 1?0
Abb. 16 (105)  (50,55) (45,55) (45,50 (55)

Ein Knoten ist nun Nachfolger eines anderen, wenn er aus diesem durch eine Fahrt mit den
Kérben oder durch Hinablassen des Steins erreicht werden kann. Wenn ein Mensch nach unten
fahrt, soll die Masse des anderen Korbs hochstens 5 kg geringer sein, damit die Fahrt sanft
verlauft.

In Abb. 16 sind alle Nachfolgerbeziehungen eingezeichnet. Die Aufgabe besteht nun darin, ent-
lang der gerichteten Kanten einen Weg vom Knoten (45, 50, 55, 105) zum Knoten (NICHTS)
oder zum Knoten (45), bei dem ebenfalls keiner oben ist, zu finden. Es gibt mehrere solche
Wege. Einer davon ist in der Abbildung farbig gekennzeichnet.

Der Faden der Ariadne

Waren Sie schon einmal in AltjeBnitz? In diesem Ort befindet sich ein Heckenlabyrinth, in dem
Sie sich hoffnungslos verirren kdnnen. Schon seit tausenden Jahren gibt es kiinstlich angelegte
Labyrinthe, so das sagenumwobene auf der Insel Kreta, in dem der Minotaurus (ein Ungeheuer:
halb Mensch, halb Stier) gelebt haben soll.

Sieben Madchen und sieben Jiinglinge opferten die Athener jedes Jahr, bis endlich Theseus den
Minotaurus erschlug und mit Hilfe eines abgewickelten Fadenknauels (das ihm ein Madchen
namens Ariadne gegeben hatte) den Weg aus dem Labyrinth fand.

Jedem Labyrinth kann man einen Graph zuordnen, in dem die Knoten die Verzweigungs- und
Endpunkte sowie die Kanten die Gange zwischen diesen darstellen (Abb. 17).
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Abb. 17 Labyrinth und zugeordneter Graph

Ausgang £ t

Den Ausgang des Labyrinths finden bedeutet dann, einen Kantenweg von dem Knoten, an
dem man sich befindet, zum Ausgang zu erkennen. Das ist einfach, wenn der gesamte Graph
bekannt ist. Wir bilden ihn dann mit einem Fadenmodell nach:

Die Faden sind die Kanten, an den Knoten des Graphen werden sie wirklich verknotet. Passen
wir an jenem Knoten, von dem aus wir den Ausgang suchen, und am "Ausgangsknoten" an
und ziehen sie auseinander, so sind die gespannten Fadenstiicke die Kanten eines Weges zum
Ausgang. Bei maBstabsgerechter Ausfiihrung erhalten wir sogar den kiirzesten Weg.
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3 Labyrinthe und Landkarten

Nun stellen Sie sich aber einmal vor, Sie befanden sich inmitten eines lhnen unbekannten
Labyrinths, ohne dessen Plan mit eingezeichnetem eigenem Standort zu besitzen. Was tun?
Oft kommt man dann schon mit der "Rechte-Hand-Regel" zum Ziel. Diese lautet: Gehen Sie,
wenn Sie auf einen Knoten treffen, die am weitesten rechts liegende Kante weiter!

Versuchen Sie einmal auf diese Weise, das Labyrinth in Abb. 17 vom Knoten a aus zu verlassen.
Es wird Ihnen gelingen. Leider hilft diese Regel aber nicht immer. Das in Abb. 18 dargestellte
Labyrinth kénnen Sie von a aus auf diese Weise nicht verlassen.

.
Abb. 18 Ausgang

Wenn wir den Ausgang finden wollen, miissen wir alle Gange nach ihm absuchen. (Natirlich
héren wir auf, wenn wir ihn gefunden haben.) Gesucht ist also eine Methode, die - ohne dass
wir das Labyrinth kennen - uns nétigenfalls durch die Gange flihrt, ohne einen zu vergessen.
Mit der folgenden Methode schaffen wir das.

Ubersehen wir den Ausgang, so kehren wir zum Schluss an unseren Anfangsknoten zuriick,
nachdem wir durch jeden Gang genau zweimal gelaufen sind.

Diese Methode liefert also die Route fiir eine StraBenkehrmaschine: Jede StraBe wird zweimal
entlanggefahren, um beide StraBenseiten zu reinigen, und der besseren Anschaulichkeit wegen
geben wir die Methode (Algorithmus von Tremaux) auch in der "Sprache einer StraBenkehr-
maschine" an:

- Start an einem beliebigen Knoten in beliebiger Richtung.
- Am Ende einer Sackgasse wird umgekehrt.

- Am Beginn und am Ende einer gereinigten StraBenseite wird ein Zeichen (Markierung) an-
gebracht.

- An einem noch nie befahrenen Knoten wird durch eine beliebige andere Strale weitergefah-
ren.

- Gelangen wir durch eine erst einseitig gereinigte StraBe an einen schon einmal befahrenen
Knoten, so kehren wir um und reinigen die andere StraBenseite. War die andere Seite schon
sauber, dann suchen wir zur Weiterfahrt eine noch gar nicht gereinigte StraBe. Haben wir auch
diese Moglichkeit nicht, so fahren wir in einer beliebigen erst halbseitig gereinigten StraBe wei-
ter.

- Haben wir den Ausgang gefunden, so wird die Suche beendet.
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3 Labyrinthe und Landkarten

Versuchen Sie einmal, das in Abb. 18 dargestellte Labyrinth von a aus auf diese Weise zu
verlassen! Finden Sie eine Fahrtroute einer StraBenkehrmaschine auf dem in Abb. 19 gezeigten
Ausschnitt aus einem Stadtplan!

Die zankischen Nachbarn

Es waren einmal vier Einsiedler in ihren Hiitten, die wollten Wege anlegen, um sich gegenseitig
aufsuchen zu kénnen. Da sie sehr zankisch waren, sollten sich diese Wege aber nicht kreuzen.
So vermied man ungewollten Streit. Nachdem der Plan, die Wege wie in Abb. 20a anzulegen,
verworfen war, entschlossen sich die Einsiedler zu dem in Abb. 20b dargestellten Wegenetz.

Abb. 20a, b

Die beiden Graphen in Abb. 20 bestehen aus den gleichen Knoten und den gleichen Kanten
(bzw. Knotenverbindungen), diese sind nur verschieden dargestellt. Wir unterscheiden deshalb
nicht zwischen ihnen. Es handelt sich um zwei Darstellungen des gleichen Graphen. Dabei
ist eine solche moglich, in der sich keine Kanten im Bild schneiden. Graphen, bei denen das
moglich ist, nennen wir eben.

Die vier Einsiedler hatten gerade die Losung ihres Problems gefunden, als sich ein fiinfter zu
ihnen gesellte. Jetzt wurde es schwierig. Kann man auch zwischen den nunmehr fiinf Hitten
die Wege kreuzungsfrei anlegen? Mit anderen Worten: Ist der durch Abb. 21 gegebene Graph
eben?

Abb. 21 "Graph der zankischen Nachbarn"

Zur Losung dieses Problems benutzen wir die nach L. Euler (1707-1783) benannte Eulersche
Polyederformel:

Fiir einen zusammenhangenden ebenen Graphen mit Knotenanzahl e, Kantenanzahl k£ und
Flachenanzahl f (bei "ebener" Darstellung; einschlieBlich der "duBeren" Flache) gilt stets e +
f=k+2

(Einen unterhaltsamen Beweis finden Sie in [2].)

Bei dem in Abb. 20 dargestellten Graphen ist z.B. ¢ = 4, f = 4, k = 6. Der "Graph der
zankischen Nachbarn"in Abb.21 hat e = 5 Knoten, k = 10 Kanten.

Angenommen, er ware eben und wir hatten eine entsprechende Darstellung gefunden. Dann
wollen wir uns jedes Flachenstiick (auch das "auBere") als ein Land vorstellen und die Kanten
als Landergrenzen. Die Zahl der Landerist f =k +2—e=T.

Jedes Land stellt nun an jeder seiner Grenzen genau einen Posten auf. Die Gesamtzahl der
Posten bezeichnen wir mit p. Weil an jeder Grenze von jeder Seite genau ein Posten steht, ist
dann p = 2k = 20.

Andererseits hat aber jedes Land mindestens 3 Grenzen. (Warum?) Hieraus folgt p > 3f = 21.

Aus dem so erhaltenen Widerspruch kénnen wir schlieBen, dass die Annahme, der Graph sei
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3 Labyrinthe und Landkarten

eben, falsch ist. Die fiinf zankischen Nachbarn kénnen ihr Vorhaben nicht verwirklichen.

A Knobelaufgabe 6: Drei Hauser sollen jeweils direkte Zuleitungen zum Gaswerk, zum Was-
serwerk und zum Kraftwerk erhalten. Ist das moglich, ohne dass sich irgendwelche Leitungen
in der Bauzeichnung kreuzen (Abb. 22)?

o O O

Abb. 22 = d d

Ein Seeungeheuer staunt

Die Abb.23 kdonnte einem Ausmalebuch fir Kinder entnommen sein. Das kleine Seeungeheuer
darauf staunt, dass es in unserem Buch eine Rolle spielen wird. Es hat doch nichts mit Graphen

zu tun - oder?
N 0

Abb. 23 lmrssn = mEes= o= '

Das Bild soll so ausgemalt werden, dass zwei angrenzende Flachen stets unterschiedliche Farben
erhalten. Dabei wollen wir - im Gegensatz zur "Farbewut" mancher Kinder - moglichst wenige
Farben verwenden.

Betrachten wir also das Bild im Lichte der Graphentheorie:

Die Linien sind Kanten, ihre Kreuzungspunkte Knoten. Von jedem Knoten geht eine gerade
Anzahl von Kanten aus. Einige dieser Kanten sind sogar unbeschrankt, aber auch deren Anzahl
ist gerade. Wir konnen also stets zwei davon verbinden.

A Knobelaufgabe 7: Uberlegen Sie sich, dass bei jedem Bild, in dem von jedem Knoten eine
gerade Anzahl von Kanten ausgeht, die Anzahl der unbeschrankten Kanten gerade ist!

Den nun erhaltenen Graphen zerlegen wir in geschlossene Kantenziige. Dazu starten wir in
einem Knoten, folgen - etwa mit dem Bleistift - einer von ihm ausgehenden Kante bis zum
nachsten Knoten.

Dort wahlen wir eine Kante aus, die noch nicht durchlaufen wurde. Das geht so weiter, bis der
Startknoten wieder erreicht wird. Das Fortschreiten an den Knoten ist gesichert, da von ihnen
eine gerade Zahl von Kanten ausgeht.

Haben Sie alle Kanten des Graphen in geschlossenen Kantenziigen erfasst, so zahlen Sie, wie
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viele dieser Kantenziige jedes Flachenstiick umgeben (Abb. 23)!

Gleiche Farben erhalten diejenigen Flachen, wo diese Zahlen gerade bzw. ungerade sind. An-
grenzende Flachen werden so unterschiedlich gefarbt, da sie eine Kante trennt, die ja zu einem
geschlossenen Kantenzug gehort. Es reichen also zwei Farben aus.

Ob das Seeungeheuer mit dieser Antwort zufrieden ist? Doch, schon - aber reichen denn immer
zwei Farben?

Sie reichen stets dann, wenn im zugeordneten Graphen von jedem Knoten eine gerade Anzahl
von Kanten ausgeht. Ist diese Zahl fiir einen Knoten ungerade, z.B. 3, so kénnen Sie sich leicht
an einer Skizze davon liberzeugen, dass zwei Farben allein nicht geniigen.

Zufrieden schnaufend taucht das Seeungeheuer zuriick in die Tiefe. Es bleibt die Frage, wie
viele Farben man mindestens bendtigt, um eine beliebige Abbildung auszumalen. Wir wissen,
dass zwei nicht reichen. Aber miissen es 18 sein oder nur zwolf? Oder gar nur sechs?

Das Problem tritt ebenso beim Farben von politischen Landkarten auf. Lander mit einer ge-
meinsamen Grenze miissen unterschiedliche Farben erhalten. Natiirlich treten hier keine un-
beschrankten Grenzen auf. AuBerdem wollen wir vereinfachend annehmen, dass jedes Land
zusammenhangend ist, also keine Inseln oder Gebiete inmitten anderer Lander besitzt. Das
Problem wird auch nicht komplizierter, wenn Lander vollig von anderen oder vom Meer ein-
geschlossen sind. Diese Teile der Karte konnen namlich als extra zu farbende Karte aufgefasst
werden.

Treffen mehr als zwei Lander in einem Punkt aneinander, so heiBt dieser "Ecke". Von einer
Ecke gehen also mindestens drei Kanten aus.

Funf Farben reichen immer

Uberrascht Sie das? Hatten Sie mit mehr gerechnet? Weil unser Vorstellungsvermégen auf
diese ungewohnliche Aufgabe kaum eingestellt ist, halten wir uns an die exakte mathematische
Schlussweise, hier in der Gestalt eines Induktionsbeweises iiber die Anzahl f der Lander.

Finf Farben reichen offenbar aus, wenn die Landkarte nicht mehr als finf Lander enthalt
(Induktionsanfang). Wir werden nun zeigen, dass alle Karten mit hochstens (f + 1) Landern
(f > 5) mit nur funf Farben farbbar sind, wenn dies schon fiir alle Karten mit maximal f
Landern moglich ist (Induktionsschritt).

Zunachst tberlegen wir uns:
In jeder Landkarte existiert ein Land .S mit nicht mehr als fiinf Grenzen! Andernfalls erhielten
wir beim Zahlen der k Grenzen von den f Landern bzw. den e Ecken: 2k > 6f und 2k > 3e.
(Jede Grenze wurde zweimal gezahlt. Denken Sie an den "Grenzposten"-Beweis im Abschnitt
"Die zankischen Nachbarn"!)

Mit Hilfe der Eulerschen Polyederformel e 4+ f = k + 2 wiirde dann 3k > 3(e + f) = 3(k + 2)
folgen, eine falsche Aussage. Damit ist die Existenz von S gesichert.

-0 (7

Abb. 24. S mit 4 bzw. 5 Nachbarlandern
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Hat S vier oder weniger Nachbarn, so vereinigen wir es mit einem von diesen, farben die ent-
stehende Karte mit hochstens f Landern und vergeben dann an S jede Farbe, die bei seinen
Nachbarn nicht auftritt.

Besitzt S fiinf Nachbarlander, so gibt es unter diesen zwei, die nicht benachbart sind. An-
dernfalls erhielte man namlich - die finf Hauptstadte paarweise durch sich gegenseitig nicht
kreuzende Eisenbahnlinien verbunden - den Graph der zankischen Nachbarn, der aber bekannt-
lich nicht eben ist.

Wir kénnen S mit diesen beiden Nachbarlandern vereinigen, die entstehende Karte mit hochs-
tens (f — 1) Landern mit finf Farben farben und anschlieBend an S jene Farbe vergeben, die
unter seinen mit vier Farben gefarbten fiinf Nachbarn nicht vorkommt.

Reichen bereits vier Farben?

Wir verraten lhnen noch etwas: Eine Landkarte, in der von jeder Ecke genau drei Grenzen
ausgehen, lasst sich dann und nur dann mit drei Farben farben, wenn die Anzahl der Ecken
jedes Landes gerade ist.

(Interessenten empfehlen wir [8], wo dieser Sachverhalt eingebettet in viele interessante Kno-
belaufgaben bewiesen wird.)

Also sind auch nur spezielle Landkarten mit drei Farben farbbar. Allgemein reichen fiinf, was
aber ist mit vier Farben?

Dieses Problem bewegte lange Zeit die Mathematiker. Erstmals erwahnt wurde die Vermu-
tung, dass stets vier Farben reichen konnten, 1852 in einem Brief von A. de Morgan, den der
Student F. Guthrie mit dieser Frage konfrontiert hatte.

Schnell musste man erkennen, dass dieses einfach erscheinende Problem komplizierte mathe-
matische Uberlegungen erforderte. Erst 1890 zeigte P. Heawood, dass fiinf Farben immer
ausreichen. 1975 wusste man, dass sich Karten mit hochstens 96 Landern stets mit nur vier
Farben farben lassen.

Die Forschungen nach einem Beweis oder einer Widerlegung der Vierfarbenvermutung produ-
zierten eine Unmenge von Erkenntnissen (iber ebene Graphen.

Einige Male glaubte man auch schon, Beweise gefunden zu haben, doch stellten sie sich stets
als fehlerhaft heraus. Erst 1976 zeigten K. Appel und W. Haken, dass jede ebene Landkarte
mit nur vier Farben farbbar ist. Auch sie verwendeten einen Induktionsbeweis und wiesen mit
Hilfe von Computerprogrammen nach, dass jede Landkarte eine von 1936 Reduktionsfiguren
enthalt. (Beispiele fiir solche Figuren zeigt die Abb.24.)

Die im Zusammenhang mit dem Vierfarbensatz erhaltenen Forschungsergebnisse sind heute
fester Bestandteil der Graphentheorie und finden Anwendung bis hin zum Entwurf gedruckter
Schaltungen und integrierter elektronischer Bauelemente.
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4 Ich weil3, dass du mitdenkst

Wilhelm Busch schreibt, wie Sie wissen,
man sollt’ den Verstand nicht missen.
Also denkt der Max sogleich
an 'nen klugen vierten Streich.
Lehrer Lampel musst sie riigen,
weil die Buben standig ligen.

So entschlieBt der eine sich:

"Nur die Wahrheit sage ich!"

Dies nun weil3 der brave Lehrer,
der vom Tabak ein Verehrer.
Nach der Arbeit will er dann
ziinden seine Pfeife an.

Doch nicht mehr auf rechtem Schranke
liegt die Pfeife. Der Gedanke,
etwas konnte hier nicht stimmen,
geht nicht mehr aus seinen Sinnen.
Da erspaht er beide Buben
hinterm Fenster seiner Stuben.
Eine Frage steht ihm frei,
was mit seiner Pfeife sei.

Ratsel: Mit welcher Frage an einen der beiden Jungen Max oder Moritz erfahrt Lehrer Lampel,
ob mit seiner Pfeife noch alles in Ordnung ist?

Konnte er zwei Fragen stellen, so ware die Losung einfach. Mit der ersten Frage wiirde er
erkunden, ob Max der Ligner ist, und mit der zweiten Frage erfahren, was mit seiner Pfeife
geschah.

Da Lampel aber nur eine Frage stellen darf, iiberlegt er sich:

"In meiner Frage muss ich mich nach der Pfeife erkundigen. Frage ich, ob die Pfeife in Ordnung
ist, so kann ich mit der Antwort nichts anfangen, weil ich nicht weiB, ob Max - den ich z.B.
frage - die Wahrheit sagt. Ich weill aber, dass Max entgegengesetzt zu Moritz antwortet, da
genau einer von beiden liigt. Also frage ich Max:

'Was wiirde Moritz sagen, wenn ich ihn frage, ob die Pfeife noch funktionstiichtig ist?'"

Uberlegen wir uns nun anhand folgender Tabelle, welche Antworten Lehrer Lampel erhalten
kann (Tab. 1). Hinter unserer Vorgehensweise verbirgt sich das Prinzip der vollstandigen Fall-

unterscheidung.
Wir erkennen, die Pfeife ist in Ordnung, falls Max auf Lampels Frage mit "Nein" antwortet,

sie ist nicht in Ordnung, wenn er mit "Ja" antwortet.

Tab. 1
die Pfeife ist | Max sagt die | Moritz sagt | Max antwortet
in Ordnung | Wahrheit die Wahrheit
ja ja nein “Nein."
nein ja "Nein."
nein ja nein “Ja."
nein ja "Ja."
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Aufgabe: Meinen Sie, Lehrer Lampel erfahrt mit der Frage "Wiirdest du liigen, wenn du auf
die Frage 'lst meine Pfeife in Ordnung’ mit 'Ja’ antwortest?" die Wahrheit?

Die klugen Manner Bagdads

Vor langen, langen Jahren kam dem Kalifen von Bagdad zu Ohren, dass es in seiner Stadt eine
Reihe untreuer Frauen gibt. Die Untreue galt als Privileg seiner Manner und als Todsiinde fiir
die Frau. Und so gab eines frilhen Morgens ein Bote des Kalifen bekannt:

Es gibt in Bagdad untreue Frauen! An dem Tage, an dem ein Ehemann von der Untreue seiner
Frau liberzeugt ist, bringe er diese bis zum Einbruch der Dunkelheit zum Henker! Ab sofort
erwartet der Henker die Schuldigen!

Der Kalif konnte sich darauf verlassen, dass jeder Mann von jeder Frau auBer von seiner eigenen
weiB, ob sie untreu ist oder nicht. Ebenso war er von der Klugheit und vom Gehorsam seiner
Manner fest (iberzeugt.

Ratsel: Konnte so der Kalif alle untreuen Frauen hinrichten lassen, wenn nur die Manner seine
Anordnungen genau befolgten?

Zunachst Uberlegen wir uns die Losung des Ratsels fiir zwei Spezialfalle:

Ein Mann, der keine untreue Frau kennt, muss seine eigene Frau am ersten Tag zum Henker
bringen. Falls am ersten Tag keine Frau zum Henker gebracht wurde, ist jedem klugen Mann
klar, dass es also wenigstens zwei untreue Frauen geben muss, denn jeder Man kennt wenigstens
eine (sonst ware der erste Fall eingetreten).

Wer genau eine kennt, weiB also am zweiten Tag, dass seine eigene Frau untreu ist.

Aufgabe: Versuchen Sie zusammen mit wenigstens vier Mitspielern, diese Denkaufgabe fiir den
Fall dreier untreuer Frauen zu lésen!

Die bisherigen Uberlegungen bringen uns auf eine Vermutung: Falls bis zum (n — 1)-ten Tag
keine untreue Frau zum Henker gebracht wurde, so gibt es wenigstens n untreue Frauen. Jeder
kluge und gehorsame Mann, der genau n — 1 kennt, wei8 dann am n-ten Tag, dass seine Frau
untreu ist, und er bringt sie zum Henker.

Wenn wir diese Behauptung fiir jede natiirliche Zahl n zeigen kdnnen, so haben wir das Ratsel
gelost. Die Idee liegt nahe, den Beweis mit vollstandiger Induktion zu fiihren.

Der Anfang ist bereits getan, da wir schon fiir n = 1 und n = 2 diese Behauptung lberpriiften.
Erinnern Sie sich nun, dass wir weiter folgendermaBen vorgehen kdnnen.

Um von n auf n+1 zu schlieBen, setzen wir zunachst voraus: Die Vermutung ist fiir alle £ < n
richtig. Unter dieser Voraussetzung zeigen wir nun, dass sie auch fiir n 4 1 richtig ist.

Falls also bis zum n-ten Tag keine untreue Frau zum Henker gebracht wurde, weiB jeder kluge
Mann, es gibt wenigstens n + 1 untreue Frauen.

Denn wiirde es weniger, also k (k < n) untreue Frauen geben, so wiirden diese nach Voraus-
setzung am k-ten Tag zum Henker gebracht. Dies trat aber nicht ein. Nun ist jeder Mann,
der genau n untreue Frauen kennt, sicher, dass seine Frau untreu ist, und er bringt sie am
(n + 1)-ten Tag zum Henker.

Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. Unsere Vermutung ist fiir alle natiirlichen Zahlen
richtig. Das Ratsel ist gelost.
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Erst besinn’s, dann beginn’s

In einem Mathematikzirkel tbten llka, Franziska, Susanne und Katja, logische Denkaufgaben
zu lésen. Sebastian fordert sie zu einem Spiel heraus [6].

Er zeigt ihnen ein Kastchen mit Ohrringen, mit acht einzelnen weien und zwei einzelnen roten.
Dann wendet er sich an seine Madchen:

"Jeder von euch stecke ich zwei Ohrringe an. |hr seht dabei nicht, welcher Farbe sie sind.
AnschlieBend konnt ihr euch gegenseitig anschauen. Ich frage euch dann im Abstand von je
einer Minute, ob ihr die Farbe eurer Ohrringe bestimmen konnt. Es gewinnt diejenige, die am
schnellsten die richtige Antwort weiB!"

Gesagt, getan. Nach der ersten Minute und auch nach der zweiten Minute kann noch keines
der Madchen die Farbe seiner Ohrringe bestimmen.

Aber nun, man sieht es ihr schon an, weiB llka, welcher Farbe ihre Ohrringe sind. Sie ruft es
den anderen zu!

Ratsel: Wie kam llka zu dieser Entscheidung, und wie sahen ihre Ohrringe aus?

Was erwarten Sie? Kann llka wirklich die Farbe bestimmen, obwohl sie nur die Ohrringe der
anderen drei Madchen sieht? Verfolgen wir ihre Gedanken im Verlaufe des Spieles.

Nachdem Sebastian die Ohrringe verteilt hat, stellt llka alle Méglichkeiten, Paare von Ohrringen
auszuwahlen, zusammen. Als nach der ersten Minute noch keines der Madchen die Farbe
bestimmen kann, iiberlegt sie sich, dass die ersten beiden Varianten entfallen (Abb.25).
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Sonst hatte wenigstens eines der Madchen die beiden roten Ohrringe gesehen und damit nach
der ersten Minute gewusst, dass es selbst nur weiBe haben kann. "Also", denkt Ilka, "ist
hochstens ein roter Ohrring im Spiel."

Weiter sagt sie sich: "Ich sehe keinen roten Ohrring. Falls ich selbst einen roten trage, so sehen
Franziska, Susanne und Katja diesen. Da sie klug sind, missen sie in diesem Falle nun wissen,
dass Sebastian ihnen weiBe gab, denn der Fall zweier roter Ohrringe ist bereits ausgeschlossen."

Sie wartet gespannt auf die Antwort der anderen. Aber nach der zweiten Minute kann noch
immer keines der Madchen die Farbe seiner Ohrringe bestimmen. "Also haben wir alle nur
weiBe Ohrringe!", denkt llka und sagt es sofort. Sie war die schnellste und loste das Ratsel
nach der dritten Minute. Die anderen kamen einen Augenblick spater zum gleichen Resultat.

Die kluge llka konnte nicht nur schnell, sondern auch kithn gewesen sein. Sie will unbedingt
gewinnen und riskiert es, gleich in der ersten Minute zu rufen: "lch habe zwei weiBe Ohrringe!"
Glauben Sie, dass dies verniinftig ist?

llka hat es sich gut Uberlegt: Ein Madchen, das einen oder gar zwei rote Ohrringe hat, kommt
mit einer risikofreien Antwort sowieso immer spater als die anderen Madchen an.

Auch im folgenden Spiel kann jeder auf das richtige Denken der anderen vertrauen und wahrend
des Spielverlaufs unmogliche Varianten ausschlieBen.
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A Knobelaufgabe 8: llka fordert jetzt Franziska, Katja und Sebastian auf, drei natiirliche Zahlen
zu erraten, deren Produkt 900 ist. Dabei verrat sie an Franziska die mittlere und an Katja die
groBte dieser Zahlen. Das Spiel verlauft so:

Katja fragt Franziska: Kennst du die Zahlen? Franziska: Nein!

Franziska fragt Katja: Kennst du die Zahlen? Katja: Nein!

Katja fragt Franziska: Kennst du die Zahlen? Franziska: Nein!

Franziska fragt Katja: Kennst du die Zahlen? Katja: Nein!

Katja fragt Franziska: Kennst du die Zahlen? Franziska: Ja!

Nun freuen sich auch Katja und Sebastian und rufen jeder: Ich kenne sie auch!

Welche Zahlen verriet ihnen llka, und wie fanden die drei die Losung dieses Denkspiels?

Wollen Sie noch weitere logische Denksportaufgaben kennenlernen? Auf recht unterhaltsame
Art sind sie in [6], [14], [39] beschrieben. Viel SpaB!
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5 Ganzzahlig, aber nicht einfach

Drei Hamster und eine Maus treffen sich zum Schmaus

Die Hamster Knabberzidhnchen, Goldfellchen und WeiBbriistchen haben einen Haufen Weizen-
korner gesammelt, den sie am nachsten Tag untereinander aufteilen wollen.

Nachts wacht Knabberzdahnchen auf und beschlieBt, sich seinen Teil schon beiseite zu legen.
Es teilt die Weizenkorner in drei gleich groBe Haufen auf. Ein Korn bleibt dabei iibrig.
Mauschen Piep, das gerade aus seinem Loch gekommen ist, holt sich dieses Korn. Nachdem
Knabberzahnchen seinen Anteil versteckt hat, legt es die anderen Weizenkdrner wieder zu
einem Haufen zusammen und schlaft weiter.

Jetzt aber wacht Goldfellchen auf und beschlieBt ebenfalls, sich seinen Anteil schon zu nehmen.
Auch diesmal bleibt ein Korn fiir Piep librig. Nachdem Goldfellchen wieder eingeschlafen ist,
wacht WeiBbriistchen auf, teilt den noch vorhandenen Haufen in drei gleiche Teile, wobei
wiederum ein Weizenkorn fiir Piep (ibrigbleibt.

WeiBbriistchen nimmt sich einen Teil und legt die anderen beiden wieder zu einem Haufen
zusammen.

Am nachsten Morgen beschlieBen die drei misstrauischen Hamster, den Resthaufen zu teilen.
Wieder ergeben sich drei gleiche Teile und ein Korn fiir Piep.

Martin hort von dieser Geschichte und fragt sich:
Wieviel Weizenkorner enthielt der Haufen am Abend vorher? Wieviel Weizenkorner hatte jeder
der drei Hamster am Morgen nach der letzten Teilung?

x sei die Anzahl der von allen gesammelten Weizenkorner; und u, v, w seien die Anzahlen der
Korner, die sich jeweils Knabberzahnchen, Goldfellchen und WeiBbriistchen nachts zuriicklegen;
y sei die Anzahl der Korner, die jeder bei der morgendlichen Teilung erhalt.

Der Kornhaufen wurde insgesamt viermal aufgeteilt. Wir erhalten dabei der Reihe nach folgende
vier Gleichungen:

r=3u+1, 2u=3v+1, 2v=3w+1, 2w=3y-+1

Losen wir die letzte Gleichung nach w auf und setzen sie in die vorletzte ein usw., so erhalten
wir schlieBlich
8xr = 81y + 65

Nach Division durch 8 lautet die Gleichung
1
T = 10y+8—|—§(y+1)

Damit x ganzzahlig wird, muss y + 1 ein Vielfaches von 8 sein. Entsprechend der Aufgaben-
stellung soll auBerdem x > 0 und y > 0 gelten. Die kleinste mogliche Losung erhalten wir fiir
y="1.

Dann ist z = 79. Weitere Losungen bekommen wir, wird y = 15,23, 31, ... gesetzt. Fir die
GroBe des gesamten Haufens ergibt sich in diesen Fallen x = 160,241,322, ... Wir wollen
annehmen, dass die drei Hamster 79 Weizenkérner sammelten. Dann haben am Ende Knab-
berzahnchen 33, Goldfellchen 24 und WeiBbriistchen 18 sowie Piep 4 Korner.

Mit nur drei Hamstern hat Martin die Lésung dieser Aufgabe schnell herausbekommen. Wie
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groB wird der Kornhaufen bei n Hamstern, wenn wieder bei jeder Teilung Mauschen Piep ein
Korn erhalt?
In diesem Falle erhalten wir die Gleichung

n—1D"2z=n""y+n-1D"4+0-1)"" n+n-1)"n+.. . +(n—1)-n"""+n"

Benutzen wir die Formel

gk 1pht1
7b:ak+ak’1b+...+abk’1+bk (a,b>0,a #D)
a J—
so konnen wir dafiir kiirzer schreiben
(n _ 1)n or = nn+1 Yy +nn+1 _ (n _ 1)n+1
oder
nn+1 . |

x—m’(!ﬂr )= (n—1)
y + 1 muss also ein natiirliches Vielfaches von (n — 1)" sein, d.h.,, z = k- n"™ — (n — 1),
k=1,2,..., Weizenkorner haben n Hamster und ein Mauschen aufgehauft.

Auf Eulers Spuren

Mit Aufgaben dieser Art, die auf Gleichungen fiihren, fiir die ganzzahlige Lésungen gesucht
werden, beschaftigte man sich schon vor Jahrhunderten, und sie tauchen in vielen alten Re-
chenbiichern auf.

Martin findet zahlreiche solche Aufgaben im zweiten Teil von L. Eulers "Vollstandiger Anlei-
tung zur Algebra" [9], die 1770 in Petersburg erstmals erschien. Wir wollen daraus die nachsten
Aufgaben entnehmen und sie dhnlich wie Euler losen, der schrieb, dass die Losung derartiger
Aufgaben "oft ganz besondere Kunstgriffe erfordert, und sehr zur Belehrung der Anfanger so-
wie zur Ausbildung ihrer Fertigkeit im Rechnen dient."

A Knobelaufgabe 9: "Man suche zwei Zahlen, die so beschaffen sind, dass, wenn ihre Summe
zu ihrem Produkte addiert wird, 79 herauskommt."

Im Wirtshaus

"30 Personen, Manner, Frauen und Kinder, geben in einem Wirtshaus 50 Thaler aus, und zwar
zahlt ein Mann 3 Th., eine Frau 2 Th. und ein Kind 1Th.
Wieviel Manner, Frauen und Kinder sind es gewesen?"

Bezeichnen wir mit z, y, z die Anzahlen der Manner, Frauen bzw. Kinder, so erhalten wir die
beiden Gleichungen:

r+y+z=30 , 3x+2y+ 2z =50

Subtrahieren wir die erste Gleichung von der zweiten, finden wir 2z+y = 20 bzw. y = 2(10—x).
Setzen wir in dieser Gleichung der Reihe nach x = 0,1, ..., 10, so erhalten wir alle in der Tab.
2 zusammengestellten Werte fiir y und z.

zxf 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tabelle 2 y(20 18 16 14 12 10 8 6 4 2 0
z |10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Diese Losung notierte lbrigens auch Karl Marx, als er sich zur Entspannung mit Mathematik
beschaftigte.
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Viehhandel

"Jemand kauft Pferde und Ochsen, zahlt fiir ein Pferd 31 Thaler, fiir einen Ochsen aber 20 Th.
und es stellt sich heraus, dass samtliche Ochsen 7 Th. mehr gekostet haben, als die Pferde.
Wie viel Ochsen und Pferde sind es gewesen?"

Bezeichnen wir mit x die Anzahl der Pferde und mit y die Anzahl der Ochsen, so muss

3la+7 11z + 7
20y = 31 It | = =
Oy =31z +7 gelten, also Y 0 T+ 20

Daher muss 11z + 7 durch 20 teilbar sein, d.h. 20r = 11z + 7, wobei 7 eine ganze Zahl sein
soll.

Die letzte Gleichung fiihrt auf
_20r =7 9r — 7

x 11 =r+ 1 =r+s mit 11s=9r -7
1s+7 25+ 7
r= 89+ =s+ il =5+t also O =25s+7
Wir verfahren mit dieser Gleichung wieder auf die gleiche Weise:
9 -7 t—7
= —— =4t+ —— =4t
S 5 + 5 +u

wobei 2u = t — 7 nun erstmals ohne Entstehung eines Bruches nach der "vorhergehenden"
Variablen t aufgelost werden kann: ¢t = 2u + 7.

Das tritt bei jeder I6sbaren Aufgabe nach endlich vielen Schritten ein [16]. Aus diesen Glei-
chungen erhalten wir der Reihe nach:

t=2u+7,

s =4t +u = 9u + 28,
r=s+t=11u+ 35,
r=1r-+s=20u-+ 63,
y=x+1r=31u+98

Die kleinsten positiven Zahlen fiir x und y finden wir daraus fiir u = —3, namlich x = 3,
y = 5. Weitere Moglichkeiten sind x = 23,43,63,83, ... bzw. y = 36,67, 98,129, ...

A Knobelaufgabe 10: "Ein Amtmann kauft Pferde und Ochsen zusammen fiir 1770 Thaler. Er
zahlt fir ein Pferd 31 Th., fiir einen Ochsen aber 21 Th. Wie viel Pferde und Ochsen sind es
gewesen?"

Und noch einmal wollen wir mit Vieh handeln.

"Jemand kauft 100 Stuck Vieh fur 100 Thaler, und zwar 1 Ochsen fur 10 Th., 1 Kuh fir 5
Th., 1 Kalb fiir 2 Th., 1 Schaf fiir 1/2 Th. Wie viel Ochsen, Kiihe, Kélber und Schafe sind es
gewesen?"

Die Zahl der Ochsen, Kiihe, Kalber bzw. Schafe sei p, ¢, v bzw. s. Wir erhalten dann die
beiden Gleichungen

1
p+q+r+s=100 , 10p+5q+27‘+582100
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multiplizieren die letzte Gleichung mit 2 und subtrahieren davon die erste. Das ergibt
19p + 9q + 3r = 100

Daraus bekommen wir 3r = 100 — 19p — 9¢ oder r = 33 — 6p — 3¢ + 1%”. Folglich muss 1 —p
durch 3 teilbar sein.
Fir p — 1 = 3t erhalten wir

p=3t+1, r=27—19t — 3q, 5§ ="T72+2q+ 16t

Da r > 0 sein soll, muss 19t 4+ 3q < 27 gelten. Aus p > 0 folgt ¢ > 0, und aus ¢ > 0 folgt
t <1.

Setzen wir t =0, so wird p =1, r =27 — 3q, s = 72 + 2q. Wegen r > 0 darf ¢ nicht groBer
als 9 sein. Nun finden wir leicht die in Tab. 3 angegebenen Losungen.

pf1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
27 24 21 18 15 12 9 6 3 O
72 74 76 78 80 82 84 86 88 90

Tabelle 3

w3

Firt=1wird p=4, r =8 — 3q, s = 8 + 2q. In diesem Fall darf ¢ nicht groBer als 2 sein.
Wir erhalten dann die drei Losungen aus Tab. 4.

p| 4 4 4
q| 0 1 2
Tabelle 4 T8 5 2
s 188 90 92

Insgesamt haben wir damit alle dreizehn moglichen Losungen gefunden.

Etwas iiber diophantische Gleichungen

Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten und mit zwei oder mehr Unbekannten, bei denen
man alle ganzzahligen Losungen sucht, heiBen diophantische Gleichungen, benannt nach dem
griechischen Mathematiker Diophantos aus Alexandria (der vermutlich zwischen 150 und 350
u. Z. gelebt hat).

Die Ermittlung aller Losungen einer diophantischen Gleichung ist zuweilen ein sehr schwieriges
Problem, und wir haben keine allgemeine Methode zur Verfliigung, um damit jede solche
Gleichung anpacken zu konnen. Trotz jahrhundertelanger Bemiihungen sind auch heute noch
einige Fragen dieser Theorie ungeklart.

Manche diophantischen Gleichungen haben endlich viele, manche sogar unendlich viele Lo-
sungen, und es gibt auch welche, die keine einzige Losung haben. Nicht immer gelingt es,
iberhaupt herauszufinden, welcher dieser Falle vorliegt.

Fir bestimmte Gleichungen gibt es aber bereits Verfahren, wie man entweder Lésungen in
ganzen Zahlen finden kann oder feststellt, dass keine Losungen existieren. Das ist z.B. fiir
Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten

ar+by+c=0

wobei @, b und ¢ ganze Zahlen sind, nicht schwierig. Sie sind genau dann lésbar, wenn ¢ durch
den groBten gemeinsamen Teiler von a und b teilbar ist.
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Bei losbaren Gleichungen dieses Typs konnen wir deshalb ohne Einschrankung voraussetzen,
dass a und b teilerfremd sind.

Eine Methode, um nun eine Losung zu finden, ist das Eulersche Reduktionsverfahren, das
wir hier aber nicht niher beschreiben wollen. (Bei unseren Beispielen sind wir nach diesem
Algorithmus vorgegangen.)

Ist g, yo irgendein Losungspaar, dann liefern die Formeln
T =x9—k-b ) Y =Yo+ k-0

wobei k eine beliebige ganze Zahl ist, alle Losungen der obigen Gleichung.
Ist xq, yo eine Losung, so muss namlich ax — axy + by — byy = 0 gelten, d.h.

a(lrg —
y—yozi( Ob )

Da a und b teilerfremd sein sollten, muss x¢y — x durch b teilbar sein, also 2o — x = k£ - b mit
ganzzahligem k. Daraus folgt v — yo = k - a, und wir erhalten t =29 — k- b, y = yo + k - a.
Umgekehrt erkennen wir leicht, dass alle so gebildeten Zahlenpaare Losungen darstellen.

Suchen wir wie bei unseren Beispielen nur Losungen, die nicht negativ sind, so erhalten wir
genau dann unendlich viele Lésungen, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben. Anderen-
falls kann es sogar passieren, dass die Aufgabe unldsbar ist, z.B. die Gleichung 10x + 15y = 5.

Wollen Sie mehr tber die Losung von diophantischen Gleichungen wissen, dann schauen Sie
doch einmal in [16] hinein.

Eine ,wasserige”“ Angelegenheit

Martin ist allein im Zeltlager zuriickgeblieben. Er sitzt am Lagerfeuer, Mittag naht heran. Um
sich eine Suppe kochen zu konnen, muss er die Wassermenge von einem Liter abmessen.

Dafiir steht ein mit Trinkwasser gefiillter 20-I-Vorratsbehalter bereit. AuBerdem hat er zwei
kleinere Kriige, sieben bzw. neun Liter fassend, zur Verfiigung. Wird es ihm gelingen, nur
durch wiederholtes Umfiillen mit diesen drei Behaltnissen einen Liter Wasser in einem der drei
GefaBe zu erhalten?

Um nicht unnétig Wasser zu vergieBen, macht sich Martin sein Vorgehen zuerst an einem
Schema klar (Abb. 26). In diesem Rechteck mit Seitenlangen 7 und 9 ist jeder Punkt durch
den Fillstand der bei- den Kriige gekennzeichnet.

7
6
5
&
3
2

)

Abb. 26 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Zu Beginn sind beide leer: (0,0) - linke untere Ecke. Der groBere Krug wird gefillt (9,0),
anschlieBend werden 7 | davon in den kleineren Krug umgefiillt (2,7) und in den Vorratsbehalter
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zuriickgegossen (2,0). Nun kommen die restlichen zwei Liter in den 7-I-Krug (0,2), und der
andere Krug wird erneut gefillt (9,2).

Die folgenden Fliissigkeitsverteilungen lassen sich in Abb.26 verfolgen. Nach acht Umfiillungen
vom groBeren in den kleineren Krug verbleibt ein Liter Wasser im 9-1-Krug. Martin kann mit
dem Kochen beginnen.

Selbstverstandlich hat Martin bemerkt, dass er mit seiner Methode die diophantische Gleichung

1=9m —"Tn

mit naturlichen Zahlen m und n geldst hat.

Er weiB, dass eine solche Gleichung genau dann |6sbar ist, wenn der groBte gemeinsame Teiler
der beiden Koeffizienten von m und n Eins ist. Er folgert also, dass sich auch jede ganzzahlige
Flissigkeitsmenge zwischen einem und neun Litern nach seiner Methode abmessen lasst.

Mit Kriigen, die vier bzw. sechs Liter fassen, ware sein Vorhaben jedoch von vornherein aus-
sichtslos gewesen.

Halbierung unmaoglich

Beim Transport zur Wasserleitung passiert es: Der 20-I-Behalter geht zu Bruch!
Ein neuer lasst sich erst am nachsten Tag beschaffen. Was kann Martin mit den noch im
Behalter verbliebenen zwolf Litern anfangen? Lasst sich immer noch ein Liter abmessen?

Martin betrachtet erneut sein Schema. Jetzt muss er alle Punkte ausschlieBen, in denen mehr
als zwolf Liter Wasser im Spiel sind. Diese liegen samtlich oberhalb der Verbindungsstrecke
von (7,5) und (9,3).

In Abb. 27a lassen sich alle Umfiillungen (berblicken, die entstehen, wenn mit der Fiillung des
9-1-Kruges begonnen wird.

-y o o
- Ry W Rt Ty g

1 23 4 5 6 7 89 0 1.2 3 4 5 6 78 9110

o

Abb. 27a, b

Einen Liter kann er also noch abmessen, nicht mehr jedoch jede ganzzahlige Fliissigkeitsmen-
ge zwischen einem und neun Litern. Sechs Liter in einem der beiden Kriige lassen sich im
vorliegenden Fall nur gegenseitig umfiillen (rote Linie in Abb. 27a).

Dieser Zustand kann somit von einem gefiillten 7-I- oder 9-1-Krug aus durch Umfiillungen allein
nicht erreicht werden.

Bemerkenswerterweise ist durch Umfiillungen gerade die Halbierung einer vollen Fiillung des
Vorratsbehalters nicht immer moglich. Fasst der Vorratsbehalter a Liter und fassen die beiden
kleineren Kriige b bzw. ¢ Liter (a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a > b > c und a < b+ ¢), so
lasst sich aus Martins Beispiel verallgemeinern, dass ein solcher Fall stets bei a — ¢ < % <b
und a — ¢ < § < c entsteht.

Wegen b > c heiBt das a — ¢ < § < c bzw. a < 2c.
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Weitere nicht darstellbare Fliissigkeitsmengen r gruppieren sich um die Halbierungsmenge des
Vorratsbehilters: a — ¢ < r < c¢. Wie das Beispiel mit a = 11, b = 10, ¢ = 7 (Abb. 27b) zeigt,
wo durch Umfiillungen allein weder zwei noch neun Liter abmessbar sind, gibt es auch noch
andere solcher Falle.

Wohin rollt die Kugel?

Je langer Martin die Schemata fiir die Umfiillungen betrachtet, desto stérker wird er an das
Billardspiel erinnert. Natiirlich gelten dort die Gesetze der Physik.

Eine Billardkugel wird an der Bande unter dem gleichen Winkel reflektiert, unter dem sie
auftraf.

Martin stellt sich einen rechteckigen Billardtisch mit Seitenlangen 4 und 3 vor. In Gedanken
legt er eine Kugel in eine Ecke und stoBt sie im Winkel von 45° zu jeder der anliegenden Seiten
ab (Abb. 28 a). Angenommen, es treten keine Reibungsverluste auf, wiirde die Kugel unendlich
lange auf dem Tisch umherrollen oder ihren Lauf in einer Ecke beenden, vielleicht sogar in der
Anfangsecke?

Martin niitzt es wenig, dass er den Weg der Kugel auf kariertem Papier nachzeichnen kann -
die Linie kdnnte sehr lang werden. Also miissen andere Uberlegungen angestellt werden.

L1 i1 1
=
e : r=—1
—|::_ :I—--q I:——q:n—
e o L_—J
) halgdel 7
) T N I N S
Abb. 28a, b, ¢ A L1 L L i

Von jedem Punkt des Rechtecks lassen sich Lote auf die zwei Seiten fallen, die von der Star-
tecke der Kugel ausgehen. Jeder Punkt ist damit durch die beiden "Koordinaten", d.h. die
Entfernungen der FuBpunkte der Lote zum Startpunkt der Kugel, bestimmt.

Bei ganzzahligen Seitenlangen durchlauft die Kugel nur Randpunkte, deren Koordinaten selbst
ganzzahlig sind. Unter diesen sind die Ecken, in denen sie ihren Lauf beendet, und Punkte auf
den Seiten, in denen sie im Winkel von 45° auftrifft und wieder reflektiert wird (Abb.28 b).

Diese Situation entspricht der eines Hauses mit vier Eingangen von auBen, in dem jedes Zimmer
nur zwei Tiren (zu unterschiedlichen Nachbarraumen oder nach auBen) besitzt (Abb.28 c).
Betritt man dieses Haus durch eine Eingangstiir, um moglichst viele Raume kennenzulernen,
so verlasst man jedes Zimmer, das man erreicht hat, durch die noch unbenutzte Tiir.

Zwangslaufig betritt man kein Zimmer mehrfach und gelangt auch sicher wieder ins Freie -
durch eine Eingangstiir, die nicht am Anfang gewahlt wurde! Also wird die Billardkugel ihren
Lauf in einer der drei anderen Ecken des Tisches beenden. Aber in welcher?

Wichtig ist die Feststellung, dass die Kugel nur Randpunkte des Tisches passieren kann, in
denen die Summe der beiden Koordinaten geradzahlig ist. Im Startpunkt (0,0) gilt dies. Bei
jeder Bewegung um eine Einheit nach oben oder unten fiihrt die Kugel auch eine Bewegung
um eine Einheit nach rechts oder links aus. Also bleibt die Summe der Koordinaten entweder
konstant oder andert sich bei einer solchen Bewegung um 2.
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Damit lasst sich Tab. 5 aufstellen. Martin kann also auf seinem 4 x 3-Tisch davon ausgehen,
dass die Kugel ihren Lauf in der Ecke beenden wird, die der Startecke (iber die langere Seite
benachbart ist.

Seitenlangen Summe der Koordinaten in Ankunft in

a b (,0)  (0,6)  (a0)

ungerade ungerade | ungerade ungerade gerade (a,b)
Tabelle 5

ungerade gerade ungerade gerade ungerade | (0,b)

gerade ungerade | gerade ungerade ungerade | (a,0)

gerade gerade gerade gerade gerade 7

Nur fir den Fall, dass beide Seitenlangen geradzahlig sind, gibt Tab. 5 keine Auskunft. Wie
kann Martin dann vorgehen?

Zunachst gibt es eine groBte gerade Zahl p, die Teiler von a und b ist, also a = pa’ und b = pb’
(a/, b' - natirliche Zahlen). Wird der Test nun mit o’ und " ausgefiihrt, so heiBt das nur, dass
wir jetzt als neue Langeneinheit p Stiick der alten verwenden.

Die Beispiele a = 8, b = 6; a = 64, b = 32 und a = 120, b = 24 zeigen, dass alle drei anderen
Ecken als Ankunftsorte auftreten kénnen.

A Knobelaufgabe 11: Auf einem Billardtisch, der doppelt so lang wie breit ist, liegt eine Kugel.
Sie wird so gestoBen, dass sie im Winkel von 45° auf eine Seite auftrifft. Wie verlauft ihr Weg?
Von welchen Punkten aus wird sie eine der Ecken erreichen?

In welche Positionen wird sie nach wie vielen Reflexionen stets wieder zuriickkehren?
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6 In der zwei-, drei- und vierdimensionalen Welt

Ein Traum im All

Kommandant Reiv Dim fand nach seinem Dienst in der Zentrale des Raumschiffes nur schwer
Schlaf. SchweiBgebadet walzte er sich in seinem Bett; er spiirte einen dumpfen StoB, empfand
um sich herum vollige Leere. Plotzlich ein zweiter StoB - der Alptraum war voriiber.
"Kommandant, wir haben soeben einen Hyperiibergang vollzogen!"

Durch diese Worte seines Stellvertreters Muar Chrud erwachte der Kommandant ...

Was geschah wahrend Reiv Dims Traum mit dem Raumschiff?

Aller guten Dinge sind drei

Wir wissen, dass wir in einem dreidimensionalen Raum leben. Doch was heit das eigentlich?
Nun, wir kdnnen uns in drei Grundrichtungen bewegen: nach oben/unten, nach vom/hinten
und nach rechts/links.

Alle anderen Bewegungen lassen sich in diese drei Grundrichtungen zerlegen. Wenn wir einen
Berg besteigen, so bewegen wir uns gleichzeitig nach vorn und nach oben; auf einer Serpentine
bewegen wir uns auBerdem noch abwechselnd nach rechts und links.

Diese Teilbewegungen heiBen Komponenten der Gesamtbewegung. Und wenn ein Eiskunst-
laufer eine kunstvolle Pirouette zeigt, dann durchlaufen seine ausgestreckten Arme in einer
Drehbewegung alle Richtungen zwischen den Grundrichtungen vorn/hinten und rechts/links.

Frage: Kénnen wir eine Bewegung in eine der drei Grundrichtungen in Komponenten nach den
beiden anderen zerlegen? (Nachdenken! Antwort nochmals durchdenken! Weiterlesen!)

Nein, das geht nicht! Wie wir uns auch nach vom, hinten, rechts und links bewegen, nie werden
wir dabei nach oben oder unten gelangen. Und genau das ist das besondere Merkmal der drei
Grundrichtungen: sie sind unabhangig voneinander.

Jede dieser drei Grundrichtungen steht senkrecht auf jeder der beiden anderen; sie bilden ein
rechtwinkliges Koordinatensystem des dreidimensionalen Raumes.

Jeder Punkt dieses Raumes lasst sich dann durch die Angabe seiner drei Koordinaten beschrei-
ben. Sehr gut erkennt man ein solches Koordinatensystem - sozusagen von innen - an einer
Zimmerecke oder - von auBen - an der Ecke eines Ziegelsteines.

Wenn wir unsere Umgebung aufmerksam betrachten, so finden wir noch viele derartige "Drei-
beine": An der "Ecke" eines FuBballfeldes bilden die verlangerte Torlinie, die Seitenlinie und
die Eckfahne ein rechtwinkliges Koordinatensystem; bei einer Dreiseitensperrung stellen die
beiden Arme und der Korper des Verkehrspolizisten ein Dreibein dar.

Sicher konnen Sie mit lhren Freunden noch mehr solche Beispiele zusammentragen.

Was ware, wenn ...

unser Raum nur (iber zwei unabhangige Grundrichtungen verfiigen wiirde?

Versuchen wir doch einmal, uns eine solche Welt vorzustellen. Natiirlich kann dann kein Korper
mehr drei Ausdehnungen - Lange, Breite und Hohe - haben, da diese Eigenschaft aller uns
umgebenden Dinge ja gerade die drei Grundrichtungen erfordert. Eine Welt mit nur zwei
Grundrichtungen ist also eine Flachwelt.

Das gesamte Leben spielt sich in einer Ebene ab, so wie sie etwa diese Buchseite darstellt. Die
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Flachmenschen (stellen Sie sich darunter einfach die Buchstaben dieser Seite vor) haben die
Moglichkeit, sich nach vorn und hinten - entlang einer Zeile - oder nach oben und unten - von
einer Zeile in die andere - zu bewegen. Natirlich kdnnen sie auch zwei solcher Bewegungen
kombinieren und sich sogar in der Ebene drehen. Wenn sich zum Beispiel der Flachmensch b
um 180° um seinen FuBpunkt dreht und dann noch etwas nach oben riickt, wird aus ihm ein

q.

Frage: Welche Bewegungen muss der Flachmensch b ausfiihren, um ein d zu werden?

Wenn Sie b lange genug in der Ebene verschoben und gedreht und immer noch keine Lésung
gefunden haben, dann kdnnen Sie die Versuche beenden: es ist nicht moglich.

Herr b misste schon seinen Bauch fiir kurze Zeit aus der Ebene herausklappen, doch gerade
das ist ihm nicht vergonnt; er kann nun einmal seine flache Welt nicht verlassen.

Allerdings konnen wir diesen Durchgang durch die dritte Dimension mit Hilfe eines kleinen
Tricks (zumindest scheinbar) umgehen: Stellen wir neben Herrn b einen Spiegel, dann erscheint
er in der gespiegelten Flachwelt (die natirlich nur eine Scheinwelt ist) als d (vergleiche auch

[14]).

Vom Leben der Flachmenschen

Je langer wir nachdenken, um so kurioser erscheint uns das Leben in einer Flachwelt. Kann
etwa Herr A beim Laufen ein Bein vor das andere setzen?

Nein, er ist gezwungen zu hiipfen oder zu rollen, was natirlich Frau O viel besser kann. Aber
wenn sie es eiliger als Herr A hat, dann muss auch sie hiipfen kénnen - wie sollte sie ihn sonst
tberholen.

Welches Durcheinander muss erst auf einer FlachstraBe (nehmen wir die erste Zeile dieser
Seite) herrschen, wenn alle Vokale von rechts nach links und alle Konsonanten in die ande-
re Richtung wollen. Von den Strapazen bei einem "gemitlichen" Waldspaziergang ganz zu

schweigen (Abb.29)!

N
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Hatten Sie vermutet, dass eine fehlende Dimension solche Auswirkungen hat? Wenn nicht,
dann stellen Sie sich doch einmal folgende Dinge in der Flachwelt vor: Drehmaschine, Schere,
Halskette, Trinkrohrchen, Quirl Und sicher werden Sie und lhre Freunde auch SpaB an einem
kleinen Erfinderwettbewerb haben: Wer erfindet das beste (funktionsfahige!) Flach-Fahrrad?

Abb. 29

Darf es auch mehr sein?

Die Vorstellung von einer Welt mit nur zwei Dimensionen bereitete uns eigentlich keine allzu
groBen Schwierigkeiten. Ist denn nun aber auch eine Welt mit vier unabhangigen Grundrich-
tungen moglich?

Auf diese Frage gibt es zwei Antworten. Die erste ist die, dass ein solcher Raum fiir uns nicht
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anschaulich vorstellbar ist. Da unser Anschauungsvermogen auf der dreidimensionalen Welt be-
ruht, konnen wir uns bildlich nicht vorstellen, dass durch einen Punkt des Raumes vier jeweils
aufeinander senkrecht stehende Richtungen verlaufen.

Aber der Mensch ist durchaus in der Lage, iiber Dinge nachzudenken, die seine Vorstellungs-
kraft Gbersteigen.

Denn auch ein vierdimensionaler Raum, das ist die zweite Antwort auf unsere Frage, ist ab-
strakt denkbar. Wir stoBen auf keine logischen Widerspriiche, wird verlangt, dass sich jeder
Punkt eines Raumes in vier voneinander unabhéngige Grundrichtungen bewegen kann. Eine
beliebige Bewegung lasst sich dann eben in vier Komponenten zerlegen, jeder Korper dieses
Raumes hat vier Ausdehnungen, jeder Punkt lasst sich durch vier Koordinaten beschreiben
usw.

Und genauso wie wir aus dem Flachmenschen b nach einer Drehung im dreidimensionalen
Raum dessen Spiegelbild d erhalten, konnen wir einen rechten Schuh in einen linken verwan-
deln, wenn ..., ja wenn wir ihn kurzzeitig im vierdimensionalen Raum "drehen". Aber hier
beginnt nun schon wieder die Utopie!

Natlrlich sind auch Raume mit 5, 26 oder 478 Dimensionen denkbar. Jeder Mathematik-
student lernt heute bereits in den ersten Wochen seines Studiums solche mehrdimensionalen
Raume kennen und sie bei der Losung zahlreicher mathematischer und physikalischer Probleme
anzuwenden.

So ist zum Beispiel jede Losung (z1, z9, 3, T4, x5) eines Gleichungssystems mit 5 Unbekann-
ten ein Punkt des fiinfdimensionalen Raumes; die Menge aller Losungen bildet dann einen
"Unterraum" dieses Raumes.

Fir starke Gemiiter: Die Mathematik zeigt nicht einmal Respekt vor Raumen mit unendlich
vielen Dimensionen!

Eine runde Sache

Einer der einfachsten, aber auch interessantesten Korper unseres dreidimensionalen Raumes
ist die Kugel. Mathematisch lasst sie sich erklaren als Menge aller Punkte, die von einem
gegebenen festen Punkt A (Mittelpunkt) hochstens den Abstand r (Radius) haben.
Zahlreiche Dinge unseres Lebens sind, zumindest angenahert, kugelformig. Und das ist kein
Zufall.

So ist die Kugel der einzige Korper, der in allen Punkten seiner Oberflache die gleiche Kriim-
mung hat, also "gleichmaBig rund" ist. Deshalb finden wir Kugeln z.B. in Kugellagern oder als
Balle. Eine andere wichtige Eigenschaft:

Die Kugel ist derjenige Korper, der bei gegebener Oberflache O das groBte Volumen V' ein-
schlieBt; deshalb haben z.B. die Vorratsbehalter auf Wassertiirmen oft die Form einer Kugel.
Wir kennen auch die mathematischen Formeln fiir diese GroBen:

4
V= §7T7"2 , O = 4mr?

Wie sieht denn nun eine "Flachkugel", also eine Kugel des zweidimensionalen Raumes, aus?
Sie ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von M hdochstens den Abstand 7 haben, also
ein Kreis. Das "zweidimensionale Volumen" V5, dieser Flachkugel ist offenbar nichts anderes
als der Kreisinhalt, und die "Oberflache"O, der Flachkugel entspricht dem Kreisumfang:

Vo = mr? , Oy = 27r
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Genauso wie die dreidimensionale Kugel ist der Kreis derjenige Flachkérper, dessen Rand in
allen Punkten die gleiche Kriimmung hat und der bei gegebener Oberflache (Umfang) das
groBte Volumen (Inhalt) hat (siehe Kap. 8). Wir wissen auch, dass bei senkrechter Parallel-
projektion einer Kugel auf eine Ebene das Bild gerade ein Kreis ist, also eine Flachkugel.

Verzichten wir nun auf unsere Anschauung und begeben wir uns in die vierdimensionale Hy-
perwelt.

Natirlich ist eine Hyperkugel die Menge aller Punkte des vierdimensionalen Raumes, die von M
hochstens den Abstand r haben. Versuchen Sie bitte nicht, sich das bildlich vorzustellen - Sie
wissen ja, dass es nicht moglich ist. Aber: Bei senkrechter Parallelprojektion einer Hyperkugel
in unseren dreidimensionalen Raum ist das Bild eine Kugel.

Unser Tischtennisball ist also nichts anderes als eine solche Projektion einer Hyperkugel.
Sicher konnen Sie sich nun auch schon denken, dass die Hyperkugel derjenige vierdimensionale
Korper ist, dessen Rand in allen Punkten die gleiche Kriimmung hat und der bei gegebener
7"Oberflache" O, das groBte "Volumen" Vj, einschlieBt. Die hohere Mathematik liefert sogar
Formeln fiir diese GroBen:

1
Vy= §7r2r4 , Oy = 2173

Berechnen Sie doch einmal fiir eine zwei-, drei- und vierdimensionale Kugel das Verhaltnis
von Volumen und Oberflache! Welche Vermutung wiirden Sie daraus fiir das entsprechende
Verhiltnis einer n-dimensionalen Kugel ableiten?

Hypermensch, argere Dich nicht!

Fir dieses beliebte Gesellschaftsspiel bendtigen die Hypermenschen natiirlich einen Hyperwiir-
fel. Und wieviel Zahlen konnen sie damit "hyperwiirfeln"?

Nun, genauso wie die 6 Seitenflachen unseres dreidimensionalen Wiirfels durch drei Paare je-
weils gegeniiberliegender Quadrate (Flachwiirfel) entstehen, setzt sich ein vierdimensionaler
Wiirfel aus vier Paaren jeweils gegeniiberliegender Wiirfel zusammen, d.h., er hat 8 "Sei-
tenwirfel" . Das Hypermensch-argere-Dich-nicht-Spiel ist also noch unterhaltsamer als unser
dreidimensionales.

Wir wollen einmal versuchen, uns die Anordnung und gegenseitige Lage dieser 8 Seitenwiirfel zu
verdeutlichen, was natirlich nur im dreidimensionalen Raum moglich ist. Zunachst (iberlegen
wir uns, wie das entsprechende Problem fiir einen dreidimensionalen Wiirfel im zweidimensio-
nalen Raum geloést werden kann.

Dazu schneiden wir den Wiirfel an den vier senkrechten Kanten sowie an drei Kanten der Deck-
flache auf und klappen die Seitenflachen nacheinander in die Ebene um. Die so entstandene
Figur (Abb. 30a) heiBt ein Netz des Wiirfels.

1 Z] 7
2 3 2 32 li 3 4
2
7
Abb. 30a, b |—7/

Umgekehrt entsteht aus diesem zweidimensionalen Netz der Wiirfel, wenn wir die Flachen in
den dreidimensionalen Raum hineinklappen; die Flachen mit jeweils gleicher Zahl gehen dabei
in gegeniiberliegende Seiten des Wiirfels tber.
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6 In der zwei-, drei- und vierdimensionalen Welt

Vollig analog erhalten wir auch ein dreidimensionales Netz eines vierdimensionalen Wiirfels
(Abb. 30b). Es besteht aus sieben sichtbaren und dem im Inneren des Kreuzes liegenden achten
Wiirfel, zu dem die Zahl 4 gehort. Der Hyperwiirfel entsteht nun einfach durch Hineinklappen
dieser Wiirfel in den vierdimensionalen Raum ...

A Knobelaufgabe 12: Wieviel Ecken hat ein Hyperwiirfel? (Uberlegen Sie zunachst, wie man
aus der Eckenzahl eines Flachwiirfels die eines dreidimensionalen Wiirfels ableiten kann!)

Zu jeder Ecke eines Wiirfels (beliebiger Dimension) gibt es genau eine gegeniiberliegende Ecke.
Die Verbindungsstrecke solcher Ecken heiBt Raumdiagonale; sie verlauft vollstandig im Inneren
des Wiirfels.

Fir einen Flachwiirfel mit der Kantenlange a konnen wir die Lange dy; der Raumdiagonalen
nach dem Lehrsatz des Pythagoras sehr einfach berechnen (Abb. 31 a):

dg =a?+a® =2d° , also dy = av'2

Um die Lange d3 der Raumdiagonalen eines dreidimensionalen Wiirfels zu berechnen, ergéanzen
wir diese durch eine senkrechte Kante und eine Diagonale der Grundflache (die ja die Lange
dy hat) zu einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 31b).

dg a |

Abb. 31a, b 4

Nun wenden wir wieder den Satz des Pythagoras an, d.h., es gilt
d3 = d5 + a® = 2a* + a® = 3a* , also ds = aV/3

Und fiir den Hyperwiirfel wird die Raumdiagonale durch eine Kante und eine Diagonale des
"Grundwiirfels" zu einem rechtwinkligen Dreieck erganzt, d.h., wir erhalten

di:d§+a2:3a2+a2:4a2 , also d4:a\/Z:2a

Sollten Sie jetzt vermuten, dass fiir einen n-dimensionalen Wiirfel die Formel d,, = a+/n gilt,
so haben Sie recht.

Wie man sich bettet

Legen Sie bitte auf eine Flachwelt eine (dreidimensionale) Kugel. Wenn Sie jetzt einen beliebi-
gen Punkt P der Flachwelt mit dem hochsten Punkt dieser Kugel verbinden, dann durchstoBt
die Verbindungsstrecke die Kugeloberflache in genau einem Punkt P’.

Auf diese Weise gelingt es, die gesamte Flachwelt auf die Kugeloberflache abzubilden; man
nennt das Einbettung der Flachwelt in einen dreidimensionalen Raum. Eine Flachwelt muss
also gar nicht eben, sie kann auch gekriimmt sein. Und wenn der Radius der Kugel sehr, sehr
groB ist, dann spiiren die Flachmenschen diese Kriimmung nicht einmal; trotzdem lasst sie sich
nachweisen (z.B. ist die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks auf der Kugeloberflache stets
groBer als 180°).

Ein Bewohner dieser gekriimmten Flachwelt gelangt natirlich nur von einem Ort zu einem
anderen, indem er sich auf der Kugeloberflache bewegt.
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6 In der zwei-, drei- und vierdimensionalen Welt

So verlockend es auch sein mag, die "Abkirzung" durch das Innere der Kugel zu wahlen -
dieser Bereich gehort nun einmal nicht zu seiner Welt; ja er kann sich nicht einmal vorstellen,
dass es einen solchen Weg gibt.

Auf genau die gleiche Weise ist es theoretisch auch moglich, einen dreidimensionalen Raum
auf die Oberflache einer Hyperkugel abzubilden, d.h. ihn in einen vierdimensionalen Raum
einzubetten.

Mehr noch: die Mehrzahl der Naturwissenschaftler (und auch der Philosophen) ist heute der
Meinung, dass unser Weltall tatsachlich eine solche Struktur hat!E]

Die Moglichkeit, in diesem Falle einen Weltraumflug durch das Innere der Hyperkugel abzu-
kiirzen, bezeichnet man als Hyperiibergang - und einen solchen vollzog Reiv Dims Raumschiff
zu Beginn dieses Kapitels. Da aber ein Hyperiibergang nichts anderes bedeutet, als unsere
Welt fiir einige Zeit zu verlassen, soll er fiir immer dort bleiben, wo er hingehort: im Reich der
Utopie.

“Ein Beweis fiir diese Hypothese (z.B. durch Messen der Innenwinkel in einem sehr groBen Dreieck) konnte
allerdings noch nicht erbracht werden.
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7 Auf dem Parkett

7 Auf dem Parkett
7.1 Acht Damen fordern ihr Recht

Schach und matt - Falk hat schon wieder verloren! Kunststiick, wo sein Gegner doch einen
Bauern eintauschen konnte und mit zwei Damen der Weg zum Sieg leicht war. Selbst miisste
er alle seine acht Bauern in Damen verwandeln konnen ... Aber so einfach geht das wohl nicht.
Vor allem heute nicht mehr, denn fiir eine Revanche ist es zu spat.

Beim Einschlafen denkt er immer noch an seine Idee, mit acht Damen das ganze Schachbrett
beherrschen zu konnen, und dann im Traum passiert es:

Zwischen den Damen bricht ein Streit aus. Keine will sich von einer anderen bedroht sehen,
also weder in der gleichen Reihe (Zeile oder Spalte) noch in der gleichen Diagonalen mit einer
anderen stehen. Ein wiistes Gedrange entsteht, nur unterbrochen vom Rasseln des Weckers.

Den ganzen Tag uber vergisst Falk dieses Gerangel nicht; abends beschlieBt er, liber das
Problem systematisch nachzudenken. Damen schlagen waagerecht und senkrecht wie Tirme,
auBerdem schrag wie Laufer. Also darf zunachst in jeder Zeile und Spalte des Schachbretts
nur eine von ihnen stehen.

Fir die erste gibt es 8 Moglichkeiten, fiir die zweite noch 7 usw. Insgesamt sind das 8- 7-6 -
.- 2-1=8!=40320 Moglichkeiten.

Falk schreibt eine solche Méglichkeit auf, indem er von links nach rechts (die Schachspieler
bezeichnen die Spalten mit a, b, ..., h) die Zeilen (1, 2, ..., 8) notiert, in der die Damen stehen,
also:

a3,bb,c2,d8, el, f6, g4, h7

entspricht 3528 1647.

Doch unter diesen Stellungen sind gewiss solche, bei denen sich Damen wie Laufer unterein-
ander bedrohen; in Falks Beispiel die Damen in der d- und f-Spalte. Wie kann das erkannt
werden, ohne die Stellung auf dem Schachbrett aufzubauen?

Hier steht eine Dame zwei Spalten weiter rechts auch zwei Zeilen tiefer. Verschieben wir nun
jede Dame um so viele Zeilen nach oben, wie ihre Spaltennummer angibt, so stehen diese
beiden danach in der gleichen Zeile (eventuell in einem nach oben fortgesetzten Schachbrett).
Auch umgekehrt stehen jetzt nur dann zwei Damen in der gleichen Zeile, wenn sie sich schon
vorher wie Laufer angriffen. Wie das im Beispiel geht, zeigt Tab. 6.

Zeile a b c d e f g h

Spalte 3 5 2 8 1 6 4 7

Verschiebung | +1 +2 +3 +4 +5 46 +7 48
4 7 5 12 6 12 11 15

Tabelle 6

Also bestand auch wirklich nur zwischen den Damen in der d- und f-Spalte ein Lauferangriff -
parallel zur Diagonalen a8-h1 wohlgemerkt! Fiir Lauferangriffe parallel zur anderen Diagonalen
muss gerade von hinten mit der Addition begonnen werden (Tab. 7).

Zeile a b C d e f g h

Spalte 3 5 2 8 1 6 4 7

Verschiebung | +8 +7 +6 +5 +4 +3 +2 +1
1 12 8 13 5 9 6 8

Tabelle 7
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Es stellt sich heraus, dass in dieser Stellung auch ein Angriff zwischen den Damen der c- und
h-Spalte bestand. Diese Methode, eine Stellung auf Lauferangriffe hin zu prifen, geht auf C.
F. GauB (1777-1855) zuriick, der schon 1850 erkannte:

Eine Vertauschung der Zahlen 1, ..., 8 stellt genau dann eine Losung des Problems dar, wenn
die absolute Differenz zweier Zahlen nie gleich dem Unterschied ihrer Platznummern ist.

Damit liefert 3528 1746 eine Moglichkeit, die acht Damen zu postieren. Falk kann daraus
sofort drei weitere Losungen ableiten, indem er die Stellung (Abb. 32) am linken Brettrand
spiegelt oder eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn ausfiihrt oder die gespiegelte noch dreht.
Ganz nebenbei liberlegt er sich, dass bei einer Spiegelung, ganz gleich, ob an waagerechter,
senkrechter oder diagonaler Brettachse, stets eine neue Losungsmoglichkeit entstehen muss.

- N W P Ty N @

Abb. 32 a b c d i.e. f g h

A Knobelaufgabe 13: Uberlegen auch Sie, warum bei Spiegelungen stets eine neue Lésung
entsteht!

Wahrend aus der Losung 3528 1746 durch Spiegelung und Drehungen nur insgesamt vier
Stellungen hervorgehen, gibt es noch elf andere Positionen, die zu Gruppen von jeweils acht
Losungen gehoren (Tab. 8).

15863724 ; 25713864 ; 26831475 ; 35841726
16837425 ; 25741863 ; 27368514 ; 36258174
24683175 ;26174835 ; 27581463

Finden Sie alle Losungen einer solchen Gruppe:

Die am linken Brettrand gespiegelte Stellung erhalt man durch Umkehrung der Reihenfolge
der Ziffern; die um 90° im Uhrzeigersinn gedrehte durch Abzahlen, auf welchem Platz von
hinten sich die Ziffern 1, 2, ..., 8 befinden. Falk erhalt also fiir das Problem der acht Damen
8 - 11 4+ 4 = 92 verschiedene Losungen.

Interessantes uiber fiinf Damen

Soll das Schachbrett mit moglichst wenigen Damen beherrscht werden, so lernt Falk aus [1],
dass dazu mindestens fiinf Damen nétig sind, die auf 4860 verschiedene Arten postiert werden
konnen.

Darunter sind Stellungen, in denen sich die Damen gegenseitig bedrohen (z.B. al, c3, d4, 5,
g7) und andere, wo kein Angriff stattfindet (b3, c6, d4, 2, 5).

Fiinf Damen auf einem 5 x 5-"Schachbrett" erlauben folgende nette Uberlegungen: Zunichst
gibt es zehn Moglichkeiten, sie ohne gegenseitigen Angriff aufzustellen (Tab.9).

02413, 14253, 24135, 42531, 41352, 25314, 13524, 53142, 35241, 31425
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7 Auf dem Parkett

Es fallt sofort auf, dass in jeder der beiden Gruppen die Zeilen aus zyklischen Vertauschungen
anderer hervorgehen; nicht nur die Zeilen, auch die Spalten liefern Losungen.

Setzt man die erste Zeile oder Spalte von vom nach hinten bzw. unten, so stehen immer noch
alle fiinf Losungen jeder Gruppe da. Stellt man sich ein Riesenparkett aus 5 x 5-Schachbrettern
vor, auf denen irgendeine der zehn Losungen angegeben ist, dann kann Falk beim Ausschnei-
den eines beliebigen Quadrates mit Seitenldnge 5, dessen Seiten parallel zu den Seiten der
Parkettfelder liegen, sicher sein, auf ihm eine Losung der jeweiligen Gruppe zu erhalten (Abb.

33).

) — =
2 = -

Abb. 33. Riesenparkett aus 5 x 5-Brettern mit Losung 13524; im Quadrat entsteht die
Losung 24135

Hat Falk von fiinf Farben jeweils fiinf Damen zur Verfiigung und stellt er diese entsprechend
den fiinf Losungen einer Gruppe auf, so finden alle 25 Damen Platz, ohne dass sich zwei der
gleichen Farbe gegenseitig bedrohen. Mehr noch, in einem 5 x 5 x 5-Wiirfel lassen sich die
finf Losungen einer Gruppe schichtweise so realisieren, dass auch in jeder Scheibe, die seitlich
abgeschnitten wird, eine Losung vorliegt (Abb. 34).

1151432
312|154
Abb. 34 5141321
211|543
4131215

Die Zahlen in der Abbildung geben an, in welcher Schicht eine Dame steht (Draufsicht auf den
Wiirfel). Werden die Scheiben von vorn abgeschnitten, so ist in ihnen allerdings keine Losung
vorhanden, wie sich an den Nachbarn der Damen der dritten Schicht leicht erkennen lasst.

Woran liegt es nun, dass bei Fiinf Damen die Lésungen solche Eigenschaften haben, wie sie
bei acht nicht zu beobachten sind?

Um das zu erklaren, bildet Falk mit der natiirlichen Zahl d eine arithmetische Folge: a, =
p—1d, p=1,..n

Die Position einer Dame in der p-ten Spalte eines n x n-Schachbrettes erkennt er aus dem
Rest, den a, bei Division durch n liefert (einen Rest O ersetzt er durch n). Damit unter den
Resten alle Zahlen 1, ..., n vorkommen, miissen d und n teilerfremd sein.

Ein Lauferangriff wird nach dem Kriterium von GauB nun dadurch ausgeschlossen, dass nicht
gelten darf:

aa; = (1 —j)d=kn=x(i—7j) bzw. (1 —7)(d+1)=kn
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7 Auf dem Parkett

furallei,5 =1, ...,n, i # j und ganze Zahlen k. Sind nun auch noch die Zahlen n und (d+ 1)
bzw. (d — 1) teilerfremd, so sind alle Forderungen erfiillbar.

Dieser Fall tritt ein, wenn n eine Primzahl gréBer als 3 ist (dann gibt es fir d die (n — 3)
Méglichkeiten: 2,3, (n — 2)), nicht aber, wenn n durch 2 oder 3 teilbar ist. Folglich lassen sich
bei n = 5 zehn Losungen in zwei Gruppen entsprechend d = 2 und d = 3 anordnen.

Die nachste Moglichkeit bietet sich bei n = 7 mit d = 2,3,4,5, wo durch die 4 -7 = 28
Losungen aber nur ein Teil der vierzig moglichen erfasst wird. Bei n = 8, dem Fall des
iblichen Schachbretts, existiert eine solche Darstellung jedoch nicht.

7.2 Konige sind vertraglicher

Falk wendet sich jetzt den anderen Schachfiguren zu. Wie viele von jeder Sorte konnen auf
einem Schachbrett aufgestellt werden, ohne dass sie sich gegenseitig bedrohen?

Fir Tirme hatte er das schon zu Beginn des ersten Abschnitts ausgerechnet: Acht Tirme
lassen sich auf 8! = 40320 verschiedene Arten auf dem Brett unterbringen. Einen kleinen Trick
hat Falk nun noch fiir Sie vorbereitet:

3935|3742 36|41 40| 38
231192126 |20 |25 |24 |22
63 59| 61|66 | 60|65 64|62
71671697468 |73|72|70
1511 |13 /18 |12 |17 |16 | 14
311271293428 |33|32|30
47 |43 145 |50 | 44 | 49 | 48 | 46
55 151 |53 |58 |52 |57 |56 |54

Abb. 35

Stellen Sie acht Tirme auf dem in Abb. 35 angegebenen Brett mit den Zahlen 11 bis 74 auf
den Feldern so auf, dass sie sich nicht gegenseitig schlagen kénnen. Addieren Sie dann die
Zahlen auf den besetzten Feldern! Es kommt stets 340 heraus. Erkennen Sie das "Geheimnis"
des Brettes?

(Hinweis: Lesen Sie noch einmal im Kapitel 1 iber den "Eignungstest fiir Parchen" nach!)

Welches Ergebnis kann Falk wohl fiir Laufer erwarten, wenn er wei, dass eine Dame die
Schlageigenschaften von Turm und Laufer in sich vereint und sich jeweils hochstens acht
Damen bzw. Tiirme auf einem Schachbrett ohne gegenseitigen Angriff aufstellen lassen?
Werden es mehr oder weniger als acht Laufer sein? Natirlich mindestens genauso viele, denn
bei weniger Laufern wiirde ja stets unter acht Damen schon ein Angriff stattfinden.

Um das ganze Brett mit Laufern zu beherrschen, miissen eine Diagonale und ihre sieben
Parallelen besetzt werden. Zwei davon bestehen aber nur aus je einem Feld mit gegenseitiger
Schlagmoglichkeit.

Also lassen sich hochstens 14 Laufer auf dem Schachbrett unterbringen, wie es z.B. in der
Stellung al, a2, a3, a4, a5, a6, a7, hl, h2, h3, h4, h5, h6, h7 realisiert wird.

Neben Laufern sind auch Kénige (Zug: 1 Feld in beliebige Richtung) und Springer (Zug: 1
Feld gerade und 1 Feld schrag) vertraglicher als Damen oder Tirme. Auf dem Schachbrett
lassen sich namlich 16 Konige aufstellen (z.B. auf der 1., 3., 5. und 7. Zeile der a-, c-, e- und
g-Spalte) und sogar 32 Springer.

Letztere Zahl verbliifft insofern, da hier die Halfte aller Felder des Schachbretts besetzt ist.
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7 Auf dem Parkett

Das liegt aber daran, dass der Springer bei jedem Zug die Farbe seines Feldes wechselt. Alle
32 Springer stehen also auf Feldern gleicher Farbe, so dass sie sich gegenseitig nicht bedrohen.

Mehr als 32 Springer kann Falk aber nicht unterbringen. Das liegt an der Existenz von Ros-
selspriingen lber das gesamte Schachbrett, bei denen ein Springer jedes Feld genau einmal
berthrt. (Finden Sie einen solchen Résselsprung!)

Sind mehr als 32 Springer aufgestellt, dann gibt es in einem beliebigen Rosselsprung iiber das
gesamte Brett aufeinanderfolgende Felder, die besetzt sind, also einen Angriff erlauben.

... bis es zerbricht

Von der plétzlichen Schachleidenschaft des groBen Bruders angesteckt, sucht Tina im Haus
nach einem Schachbrett fir sich allein. Auf dem Dachboden, in der alten Spielzeugkiste, findet
sie auch eines, jedoch wie sieht es aus?

Die 64 Felder sind noch zu erkennen, aber die Farbe ist ganz ausgeblichen, so dass man
nicht mehr sieht, welches einmal die hellen und welches die dunklen Felder gewesen sind. Zum
Uberfluss zerbricht das Brett beim Herauszerren auch noch in viele Teile (Abb. 36).
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Abb. 36

Die vier einzelnen Felder sind im Halbdunkel nicht mehr auffindbar. Was soll Tina mit dem
Rest nun anfangen?

Sie nimmt die zwolf Teile mit und schaut sie in ihrem Zimmer genauer an. Seltsam, alle
bestehen aus fiinf Feldern, und alle sind verschieden geformt (Abb. 36). Ob es noch mehr
solche Figuren aus fiinf Feldern gibt? Tina probiert das auf kariertem Papier systematisch aus.

Zwei Felder liefern - bis auf eine Drehung um 90° - nur eine Figur: den Dominostein. Setzt
man ihm an allen sechs moglichen Stellen noch ein weiteres Feld an, so entstehen - bis auf
Drehungen bzw. Spiegelungen - genau zwei verschiedene Figuren: "Winkel" und "Stab". Nach
dem griechischen Wort "tria" fiir "drei" nennt man diese Figuren Trominos. Wenn man bei
ihnen wiederum an allen moglichen Stellen ein Feld ansetzt, ergeben sich fiinf Figuren mit vier
Feldern (Tetraminos), und daraus auf dieselbe Weise schlieBlich unsere Pentominos aus fiinf
Feldern.

Zusammengefasst werden solche Figuren aus zwei, drei und mehr Feldern unter dem Begriff
Polyominos (griech. "poly"- "viel").

Wie viele verschiedene es fiir eine bestimmte Feldanzahl n gibt, kann man zwar im Prinzip so
wie Tina abzahlen, aber eine allgemeine Formel hat bis heute niemand gefunden.

Erstaunt stellt Tina fest, dass es tatsachlich nur genau die zwolf Pentominos gibt, die als
Schachbrettstiickchen vor ihr auf dem Tisch liegen. Zu einem Schachbrett lassen sie sich nicht
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mehr zusammenfiigen; es sind ja nur noch 12 - 5 = 60 Felder vorhanden, und das ergibt

uberhaupt kein Quadrat.
Vielleicht aber wenigstens ein Rechteck? Viele Rechtecke haben 60 Felder:

60=1-60=2-30=3-20=4-15=5-12=6-10

Rechtecke mit einem oder zwei Feldern als Hohe kann man allerdings nicht aus den Pentominos
legen; wie sollte da zum Beispiel das Teil 6 hineinpassen? Aber die anderen denkbaren Sei-
tenlangen probiert Tina aus, und nach einer Weile hat sie alle diese Rechtecke nacheinander

wirklich zusammengesetzt (Abb. 37).
ll:l
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Abb. 37. Ein 5 x 12-Rechteck erhalt man durch anderes Zusammensetzen der beiden Halften
des 6 x 10-Rechtecks (fiir das es iibrigens noch Tausende andere Maglichkeiten gibt)

Schneiden Sie die Pentominos aus Pappe aus! Versuchen Sie auch, die Figuren aus Abb. 38

zu legen!
Wenn nicht alle Teile verwendet werden, kann man Treppen, Sterne und vieles mehr bilden.
Und schlieBlich ist so ein Puzzle auch ein originelles Geschenk fiir Freunde ...

.

[ 1]
|

Abb. 38

Atelier fiir FuBboden

Bei der eifrigen Beschaftigung mit den Puzzles fallt auch manchmal ein Teil herunter. Als Tina
sich biickt, schaut sie den FuBboden genauer an:
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Die einzelnen Holzquader des Parketts haben ja alle dieselbe Form wie das Pentomino 1! Ob
man wohl auch mit anderen Pentominos ein Parkettmuster finden kénnte? (Das Parkett soll
nur aus Pentominos einer einzigen Sorte zusammengesetzt werden.)

Dabei muss man jede beliebig groBe Flache iberdecken kénnen, ohne dass Liicken (FuBangeln!)
oder Uberlappungen entstehen. Tina schneidet die Pentominos mehrfach aus und hat bald
herausgefunden, dass sich die Aufgabe fiir jedes einzelne |6sen lasst, noch dazu auf verschiedene
Weise. Einige Beispiele zeigt Abb. 309.

Abb. 39a, b, ¢

A Knobelaufgabe 14: Kénnen Sie sich auch Polyominos ausdenken, aus denen man kein Parkett
zusammensetzen kann?

Natlrlich ist es argerlich, dass oft am Rand noch etwas abgeschnitten werden muss, wenn
man ein rechteckiges Zimmer mit solchem Parkett auslegen will. Vielleicht lassen sich die
einzelnen Pentominos zu Rechtecken zusammenlegen, mit denen man ein Zimmer geeigneter
Proportionen dann miihelos parkettieren konnte?

Eine solche Moglichkeit zeigt Abb. 39b.

Nun, das geht leider nicht immer. Wir brauchen nur stellvertretend Teil 6 ("Kreuz") anzu-
schauen:

Wenn wir es in dem zu bildenden Rechteck an die obere Kante anlegen (und dort muss es
ja anstoBen), entsteht zwischen dem Querbalken des Kreuzes und der Rechteckseite rechts
und links jeweils eine Liicke von einem Feld, die wir durch weitere Kreuze, die vollstandig im
Rechteck liegen sollen, nicht schlieBen konnen.

Tatsachlich bilden nur die Pentominos 1, 2, 3 und 10 Rechtecke. Probieren Sie doch einmal,
eine Losung fiir Pentomino 3 zu finden! Sie werden natiirlich mehr als zwei Teile brauchen ...

VergroBerte Pentominos

Falk hat noch eine Puzzleaufgabe fiir seine Schwester: "Kannst du auch aus mehreren gleichen
Pentominos ein vergroBertes Bild der jeweiligen Figur zusammensetzen?"

Bei den Teilen 1, 2, 3 und 10 koénnte Tina sofort "ja" sagen. Warum? Wir wissen schon, dass
man aus diesen Pentominos Rechtecke bilden kann.

Wenn wir aber ein Rechteck haben, das a Felder breit und b Felder hoch ist, so lassen sich in a
Reihen iibereinander jeweils b dieser Rechtecke nebeneinanderlegen (a und b sind ja natiirliche
Zahlen!), und es entsteht ein Quadrat der Seitenlange a - b Felder. (Wenn a und b gemeinsame
Teiler haben, so gibt es auch kleinere Quadrate. Die Seitenlange des kleinstmoglichen Quadrats
ist dann das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b.)

Aus fiinf solchen Quadraten kénnen wir natirlich leicht wieder ein - vergroBertes - Pentomino
zusammensetzen.

Ubrigens: Die Aufgabe ist mit keinem der anderen Pentominos Iésbar. Man merkt das beim
Versuch, Kanten bzw. Ecken der vergroBerten Figuren liickenlos auszulegen.
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Wieviel Holzchen?

Tina will die Pentominos (mit der Einteilung in quadratische Felder) aus Streichhdlzern legen.
Dabei fallt ihr auf, dass sie immer 16 Holzer braucht, nur bei Teil 10 kommt sie mit 15 aus.
Wenn sie sich nun die 6-ominos (Polyominos aus sechs Feldern) oder irgendwelche anderen
n-ominos vorgenommen hatte, wieviel Holzer wiirde sie dann brauchen?

Und: Kann man die n-ominos mit der groBten Holzchenzahl ("maximale" n-ominos) vielleicht
auch ohne Nachzahlen erkennen?

Sie denkt nach: "Um das erste Feld des n-ominos zu legen, brauche ich immer vier Holzchen,
fur jedes der (n — 1) folgenden Felder aber nur noch hochstens drei, weil sie ja stets an ein
schon vorhandenes angrenzen. Das macht zusammen also héchstens 4 +3 - (n — 1) =3n+1
Holzchen. Das ist auch nicht zu groBzligig abgeschatzt, denn fiir die stabformigen n-ominos
(wie z.B. Teil 1 der Pentominos) braucht man offensichtlich wirklich immer 3n + 1 Hélzchen.

Falk hat schon lber die zweite Frage nachgedacht:

"Schau", sagt er, "im Teil 10 erkennst du einen geschlossenen 'Kreis' (in diesem Fall von vier
Feldern): Wenn du die Bleistiftspitze in eines dieser Felder setzt und dann waagerecht oder
senkrecht in ein benachbartes Feld weitergehst usw., kommst du schlieBlich ins Ausgangsfeld
zuriick. n-ominos, die so einen Kreis enthalten, sind nie maximal, denn wir kdnnten beim Legen
mit den [ Feldern des Kreises anfangen.

Fur die ersten (I — 1) Felder brauchen wir, wie du schon weiBt, hochsten 3- (I — 1) 4+ 1 Holzer,
fur das [-te aber hochstens noch zwei, da es ja an das (I — 1)-te und an das erste Feld anst6Bt.
Fur die restlichen (n — 1) Felder werden wieder maximal je drei Holzer benétigt. Das ergibt
dann hochstens 3- (I —1)+1+4+2+3-(n—1) = 3n Holzer."

"Und umgekehrt gibt es in jedem nichtmaximalen n-omino so einen Kreis", ruft Tina. "Wenn
ich das n-omino lege, kann ich mit irgendeinem Feld A anfangen.

Neue Felder lege ich immer nur an schon vorhandene an. So gibt es von A aus fiir den Bleistift
zu jedem vorhandenen Feld einen Weg. Damit weniger als 3n + 1 Holzer gebraucht werden,
muss irgendwann einmal ein neues Feld D an mindestens zwei schon vorhandene (B und C')
angrenzen. Dann kann ich aber den Weg von A nach B entlanggehen, hiniiber auf das Feld
D, weiter nach C, und den Weg von A nach C' riickwarts: Spatestens in A schlieBt sich der
Kreis!"

Damit haben Falk und Tina die Gleichheit zweier Mengen (der Menge K der n-ominos mit
Kreisen und der Menge N der nichtmaximalen n-ominos) bewiesen.

Alle Elemente der Menge K liegen in N, und umgekehrt gehort auch jedes Element von N zu
K. Erst aus diesen beiden Aussagen zusammen kann man schlieBen, dass N und K wirklich
genau dieselben Elemente enthalten, also gleich sind!

Nun, eigentlich wollte Tina ja etwas liber die maximalen n-ominos wissen. Aber das ist jetzt
einfach:

Ein maximales n-omino kann keinen Kreis enthalten, denn alle n-ominos mit Kreis sind ja nicht
maximal. Und ein n-omino ohne Kreis ist automatisch auch maximal, denn die nichtmaximalen
enthalten bekanntlich stets Kreise. Folglich ist die Menge der maximalen n-ominos gleich der
Menge der kreislosen n-ominos, d.h., Tina kann die n-ominos, fiir die alle 3n + 1 Holzchen
benotigt werden, daran erkennen, dass sie keinen Kreis enthalten.
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Faires Spiel?

"Zur Erholung", meint Tina zu Falk, "schlage ich ein kleines Spiel vor."

Man braucht dazu einen Bogen kariertes Papier. Beide Spieler malen abwechselnd je ein Kast-
chen des Papiers in ihrer Farbe aus. (Damit der Blattrand nicht stort, fangt man besser nicht
zu dicht am Rand an!) Der erste Spieler (Tina) hat dabei die Aufgabe, zusammenhéangende
Kastchen so zu besetzen, dass das Winkel-Tromino hineinpasst, der zweite Spieler (Falk) soll
dies durch die Wahl seiner Felder geschickt verhindern. (Erst ausprobieren, dann weiterlesen!)

Natdrlich merkt Falk schon beim ersten Spiel, dass die pfiffige Tina ihm eine unlésbare Aufgabe
gestellt hat und immer gewinnen wird. Nach kurzem Nachdenken stellt er ihr das Quadrat-
Tetromino als Aufgabe. Er hat sich namlich folgendes iiberlegt:

"Ich stelle mir das Papier als Ziegelmauer vor; jeder Ziegel bestehe aus zwei Kastchen. Egal
wie das Quadrat-Tetromino liegt, es (iberdeckt immer einen ganzen Ziegel.

Wenn Tina also eine Halfte eines solchen Ziegels ausmalt und ich die andere Halfte ausmale,
kann sie nie zum Ziel kommen."

Spielen Sie dieses Spiel mit verschiedenen Polyominos! Bei einigen Polyominos (mit hochstens
sechs Feldern, z.B. alle Tetrominos auBer dem Quadrat) kann der erste Spieler bei geschickter
Vorgehensweise (Strategie) immer zum Ziel kommen.

Bei allen anderen hat der zweite Spieler die Moglichkeit, mit einer raffinierten, nicht immer
leicht zu erkennenden Strategie die Bemiihungen des ersten zu vereiteln und selbst zu gewinnen.
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Versuchen Sie einmal, zwei Knoten auf einem Faden so anzubringen, dass diese sich bei Ver-
schiebungen gegenseitig aufheben! Sie schaffen es nicht? Geben Sie getrost auf! Es wurde
mathematisch bewiesen, dass dies unmoglich ist.

Mit Eigenschaften von Kurven und Flachen, die diese unabhangig von ihrer GréBe und spezi-
ellen Gestalt besitzen, befasst sich die Topologie.

Sie untersucht, welcher Art ein Knoten ist, ob und wie Kurven miteinander verkettet sind,
ob eine Flache Locher oder Henkel besitzt, welche Nachbarschaftsverhiltnisse bestehen (vgl.
Kapitel 3) usw.

Bei Deformationen wie Verlangern, Verbiegen, Umklappen, Verkiirzen (nicht ZerreiBen!) an-
dern sich gewisse Eigenschaften nicht, sie sind invariant.

Die Topologie ist ein verhaltnismaBig junges Gebiet der Mathematik, obwohl ihre frithen Anfan-
ge bis auf Euler zuriickgehen. Vom Geometer A. F. Mébius (1790-1868), einem Zeitgenossen
von GauB, stammt das Moébiusband mit seinen interessanten topologischen Eigenschaften, die
schon manchen Zauberkiinstler zu einem Trick verleiteten.

Das Mobiusband besteht aus einem Streifen Papier, dessen Enden um 180° verdreht und an-
schlieBend zusammengeklebt sind. Es ist eine einseitige Flache mit einer geschlossenen Rand-
kurve [28].

Uberpriifen Sie es selbst: Farben Sie das Band vollstindig mit einer Farbe ein, ohne den Pinsel
oder Stift abzusetzen!

Wie bereits im ersten Kapitel beschrieben, kann man beim Ausnutzen von Invarianten er-
staunliche Wirkungen erzielen. Mathematische Spiele topologischer Natur beruhen auf solchen
Invarianten oder verdndern geschickt die topologische Struktur einer Kurve bzw. Flache. Wir
verwenden fiir solche Spiele verformbare Materialien, wie Schnur, Gummiband oder Papier.

Abb. 40a, b, ¢, d

Tuckische Knoten

Aus eigener Erfahrung kennen Sie die unterschiedlichsten "Knoten" (Schnirsenkelknoten, Kra-
wattenknoten, Seemannsknoten). Der Mathematiker unterscheidet bei solchen "Knoten" aber
noch zwischen einer Verschlingung (bei offener Schnur, Abb. 40a) und einem Knoten (bei
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geschlossener Schnur, Abb. 40b-d).

Dabei sind die Knoten in Abb.40b und 40d topologisch aquivalent, d.h., sie lassen sich durch
Deformationen ineinander tberfiihren. Nicht aquivalent sind die Knoten der Abb. 40c und 40d.
Es ist klar, Verschlingungen lassen sich durch Deformationen I6sen. Einen Knoten jedoch kann
man auf einer Schnur beliebig lange entlangschieben, aber nicht auflésen.

Diese Tatsache bringt Franz auf eine Idee: Er fordert Marlen auf, ein Tuch mit beiden Handen
an gegenlberliegenden Ecken zu fassen und, ohne loszulassen, zu verknoten. Sie schafft es,
denn sie verschrankt vorher die Arme. Auf der geschlossenen Linie Tuch - Arme Koérper wird
der Knoten von Arm - Korper - Arm auf das Tuch geschoben, sobald Marlen ihre Arme aus
der Verschrankung l6st.

Abb. 41a (o =0), b («

Scheinbare Verkettungen

Nehmen Sie nun zwei Faden. Sie konnen die Enden jedes Fadens so verkniipfen, dass beide
entweder verkettet (einfach oder mehrfach, Abb. 41b, c) oder nicht verkettet (Abb. 41a) sind.

AnschlieBend dirfen Sie die Faden nach Belieben verformen, sie bleiben verkettet oder nicht
verkettet. Die "Verkettungszahl" (o > 1 oder a = 0) ist eine topologische Invariante.

Nehmen Sie nun drei Faden und verbinden Sie diese so, wie in Abb. 41 d: Es ist nur der linke
Faden mit dem mittleren einfach (o = 1) verkettet.

Nicht immer lasst sich so leicht entscheiden, ob geschlossene Kurven verkettet sind oder nicht.
Sie kennen vielleicht den Trick mit der Schere, die wie in Abb.42 mit einem Gummi an einem
Wandhaken angebunden war, eines Tages aber nicht mehr an der Wand hing. Der Gummi
jedoch befand sich noch unbeschadigt an Ort und Stelle [28].

Abb. 42 B
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Marlen und Franz wurden von ihren Freunden scheinbar unlésbar mit Schniiren verbunden
(Abb. 43). Doch es gibt eine Maglichkeit, wie sie sich aus dieser Verkettung befreien konnen:
Die Hande sind nicht verformbar, es ist somit unmoglich, sie aus der Schlinge zu ziehen.
Topologisch spielt das aber keine Rolle.

Abb. 43

Es muss der Faden der einen Schlinge liber eine beliebige Hand des anderen gezogen werden,
und zwar durch jene Schlinge hindurch, die das entsprechende Handgelenk umgibt.

Nachdem Marlen sich aus dieser Schlinge befreit hat-
te, stellt nun sie den anderen einen Trick vor:

Sie hangt sich einen Gummiring (iber den Zeigefinger
und fihrt das freie Ende der Schlinge um den Mit-
telfinger herum, dann hangt sie es wieder iiber den
Zeigefinger (Abb. 44). Nun bittet sie Franz, ihren Zei-
gefinger festzuhalten.

Als sie anschlieBend den Mittelfinger einknickt,
springt das Band vom Zeigefinger auf den Mittel-
finger (beim Einknicken rutscht dabei ein Teil des
Bandes vom Mittelfinger).

Abb. 44

Verschlungene Bander

Die bisherigen Tricks beruhten auf den topologischen Eigenschaften von Kurven, wenden wir
uns nun den Flachen zu.

Basteln Sie sich ein Mobiusband! Stellen Sie selbst fest, was passiert, wenn man dieses Band
parallel zu den Randern in der Mitte oder parallel zu den Randern im Abstand von einem
Drittel der Bandbreite aufschneidet [35].

Alle Phanomene sind topologisch begriindbar. Wahlen Sie den Streifen sehr lang, so kénnen
Sie verbluffende Zaubertricks verfiihren, weil dann die Verdrehung des Bandes nicht auffallt.
Franz fithrt nun noch einen Trick vor.

Er zieht eine Weste an, hangt sich eine sehr groBe Schlinge aus Bindfaden iiber den linken
Arm und steckt den Daumen der linken Hand in die Westentasche. Marlen soll versuchen,
die Schlinge zu entfernen, ohne den Daumen von Franz aus der Westentasche zu ziehen. Es
gelingt!

Uber den Kreis

"Der Kreis ist die erste, die einfachste und die vollkommenste Figur".
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Dieser Ausspruch stammt von dem griechischen Philosophen Proklos (410-485). Was mag
ihn dazu bewogen haben? Vielleicht die vollkommene Symmetrie des Kreises? Vielleicht auch,
dass der Kreis Losung so vieler Aufgaben ist, mit denen sich die Gelehrten schon im Altertum
beschaftigt haben?

Franz nimmt sich einen Faden her und bindet die beiden Enden zusammen. Wie muss er den
Faden auf das Zeichenpapier legen, damit der eingeschlossene Flacheninhalt am groBten ist?
Er muss ihn so legen, dass ein Kreis entsteht.

Diese Aufgabe, das sogenannte isoperimetrische Problem, ist schon sehr alt. Bereits die be-
rihmten Gelehrten Zenon und Archimedes (2877-212 v.u.Z.) haben sich mit ihr befasst. Der
Beweis wurde jedoch erst 1879 von K. WeierstraB (1815-1897) gefunden.

Der Schweizer Geometer J. Steiner (1796-1863) [7] gab eine einfache und interessante Kon-
struktion an, die zur Lésung des Problems hinfiihrt. Er zeigte, dass man zu jeder geschlossenen
ebenen Kurve (auf dem Zeichenpapier liegender zusammengebundener Faden), die nicht kreis-
formig ist, eine geschlossene ebene Kurve K* finden kann, welche die gleiche Lange hat und
einen groBeren Flacheninhalt einschlieBt.

Was wurde damit gezeigt? Betrachten wir alle geschlossenen, ebenen Kurven gleicher Lange.
Wenn es unter diesen eine gibt, die einen groBeren Flacheninhalt einschlieBt als alle anderen,
dann handelt es sich um den Kreis.

Folgt daraus schon, dass der Kreis wirklich das isoperimetrische Problem [6st?

Nein! Verdeutlichen wir uns einmal diesen etwas schwierigen Gedankengang an einem einfachen
Analogon aus dem Bereich der Zahlen:

Anstelle aller ebenen geschlossenen Kurven vorgegebener Lange betrachten wir alle Briiche
mit dem Zahler 1. Wir suchen den kleinsten Bruch dieser Art und wissen:

Zu jedem Bruch 1, i > 2, lasst sich ein solcher angeben, der kleiner als 1 ist, namlich .
Folglich konnte nur % = 1 der kleinste sein; alle anderen kommen nicht in Frage.

Wenn es also unter den betrachteten Briichen einen kleinsten gibt, so ist dies % =1.

Hier sieht man sofort: Wir kénnen nicht schlussfolgern, dass % der kleinste Bruch mit dem
Zahler 1 ist, da ein solcher nicht existiert.

Ebenso konnen wir nicht schlussfolgern, dass der Kreis jene Kurve ist, die den groBten Flachen-
inhalt einschlieBt. Erst wenn gezeigt ist, dass es wirklich eine Kurve gibt, die unsere Aufgabe
|6st, konnen wir sagen: Es ist der Kreis.

Die Tatsache, dass eine solche Kurve existiert, scheint auf der Hand zu liegen; in Wirklichkeit
liegt aber genau hier die Hauptschwierigkeit bei der Losung der Aufgabe verborgen.

Wie schon angedeutet, konnte Weierstrall die Existenz der Lésung 1879 mit Mitteln der Va-
riationsrechnung nachweisen.
Aus dem isoperimetrischen Problem lassen sich nun eine Reihe verwandter Aufgaben ableiten:

Das Problem der Dido

Bei der Griindung der Stadt Karthago scheint es, als ob die Tochter des tyrrhenischen Konigs
die Lésung des isoperimetrischen Problems benutzt hatte:

Weltberiihmt ist die Legende von Didos List, mit der sie Hiebras, dem Konig der Numidier, ein
riesiges Stiick Land abluchste. Sie erbat soviel Boden von ihm, wie eine Ochsenhaut umspannen
kann, schnitt die Haut in fadendiinne Streifen, aus denen sie eine sehr lange Schnur machte,
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und umgrenzte damit ein Flachenstiick.

Welche Form sollte sie dem Gebiet erteilen, um den groBtmoglichen Flacheninhalt zu gewinnen?
Im Inneren des Landes ware es naturlich ein Kreis. Wir befinden uns aber am Meeresufer, und
damit ist das Problem ein anderes. Wir wollen es unter der Annahme |6sen, dass jenes Ufer
eine Gerade ist. Der Bogen B (Abb.45 a) habe die vorgegebene Lange.

N Y
E F B Vo b3
g /
Abb. 45a, b F  Senw

Die Flache zwischen der Strecke E'F' und dem Bogen B soll so groB wie moglich werden. Die
Punkte E und F' wahlen wir beliebig auf der Geraden (Abb.45 b). Die Kurve B und deren
Spiegelbild B’, bei Spiegelung an der Geraden E'F, bilden eine geschlossene Kurve doppelter
Lange.

Die eingeschlossene Flache ist dann am groBten, wenn diese geschlossene Kurve ein Kreis ist,
mit der gegebenen Geraden als Symmetrieachse. Somit ist die Losung von Didos Problem ein
Halbkreis.

Kreispolygone

Eine ganze Reihe von Schlussfolgerungen wurden von J. Steiner aus der Losung des isoperi-
metrischen Problems abgeleitet. Einige davon sind besonders eindrucksvoll, und wir wollen sie
hier nennen und erlautern.

1. Einem Kreis sei ein Polygon, d.h. ein geschlossener Streckenzug, einbeschrieben (Abb. 46
a). Die von den Seiten abgeschnittenen Kreissegmente oder "Monde" denken wir uns starr aus
Pappe gefertigt und an den Ecken durch bewegliche Gelenke oder Osen miteinander verbunden.
Dadurch entsteht ein "Vielgelenk".

Dieses "Vielgelenk" kénnen wir nun durch Anderung der Winkel an den Gelenken deformieren
(Abb. 46b). Welches "Vielgelenk" hat den groBten Flacheninhalt?

Abb. 46a, b

Wenden Sie zur Beantwortung dieser Frage die Kenntnis der Losung des isoperimetrischen
Problems an!

Der Flacheninhalt unserer neuen Figur ist bei gleichem Umfang kleiner als der des gegebenen
Kreises. Weil die Flacheninhalte der Segmente aber unverdndert sind, konnen wir schlussfol-
gern, dass der Flacheninhalt eines einem Kreis einbeschriebenen Polygons groBer ist als der
Flacheninhalt jedes anderen Polygons mit denselben Seiten (die Seiten seien in Bezug auf
Lange und Reihenfolge gleich).

2. Von einem Polygon seien Seitenzahl und Umfang vorgegeben. Welches dieser Polygone hat
den groBten Flacheninhalt?
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Wenn es ein solches gibt, muss es einem Kreis einbeschrieben sein. Angenommen, Sie hatten
die richtige Lage aller Ecken bis auf eine, die wir X nennen, gefunden. Dann besteht das ganze
Polygon aus zwei Teilen: dem Polygon Y X...VW mit n — 1 Ecken und dem Dreieck W XY
(Abb. 47a).

Von diesem Dreieck sind die Summe der Seiten WX und XY sowie die Grundlinie WY
bekannt.

Abb. 47a, b, ¢ x ¥ Xy W

Der Flacheninhalt des Dreiecks W XY muss maximiert werden. Er ist dann am groBten, wenn
das Dreieck gleichschenklig ist und die gegebene Seite WY zur Grundseite hat, d.h., die Seiten
XY und WX missen gleich lang sein.

Dieses Ergebnis konnen Sie sich gut plausibel machen, indem Sie an den beiden Enden eines
Stockes (der Grundlinie des Dreiecks) einen Faden von der Lange der Summe der vorgegebenen
Seiten (Abb.47 b) befestigen.

Alle Varianten, ein Dreieck aufzuspannen, findet man, wird der Faden an einer beliebigen Stelle
straff gespannt (Abb. 47c). Die Flache des Dreiecks berechnet sich aus dem halben Produkt
der Grundseite und der Hohe.

Wo muss man den Faden nun spannen, damit die Hohe am groBten ist? Natdrlich in der Mitte!
Also sind die beiden Seiten gleichlang, und das Dreieck ist gleichschenklig.

Mit jeder beliebigen Ecke des Polygons konnen wir den gleichen Schluss durchfithren und
erhalten: Das gesuchte Polygon ist gleichseitig.

Es sollte einem Kreis einbeschrieben sein - also muss es auBerdem regelmaBig sein. Unter
allen Polygonen mit vorgegebenem Umfang hat somit das regelmaBige Polygon den groBten
Flacheninhalt.

A Knobelaufgabe 15: Angenommen, zwei regelmaBige
Polygone, mit n bzw. mit n + 1 Seiten, haben den glei-
chen Umfang. Welches hat den groBeren Flacheninhalt?

Auch andere Probleme haben den Kreis als Losung. Ein
solches ist das folgende:

Unter allen ebenen Figuren vorgegebenen Flacheninhal-
tes ist jene mit minimalem Umfang zu bestimmen. Beide
Aufgaben, das isoperimetrische Problem und die eben
genannte, scheinen in einem gewissen Zusammenhang
zu stehen. Tatsachlich kann man zeigen, dass sie gleich-
wertig sind [31].

Ein sehr eindrucksvolles Experiment wird Sie zu einer
weiteren Eigenschaft des Kreises hinflihren:

Stellen Sie verschiedene Flachen gleichen Flacheninhal-
tes aus Pappe her!

Abb. 48
Legen Sie diese Pappen nacheinander auf eine Waage und schiitten Sie soviel wie moglich
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Sand auf jede der Flachen (Abb. 48). Wiegen Sie den auf den Flachen liegenden Sandhaufen!
Welche Flache tragt den meisten Sand? Natdrlich der Kreis! Durch unseren Versuch wird die
Losung stark suggeriert - ein mathematischer Beweis dieser Aussage wurde jedoch erst 1962
von Leavitt und Ungar, [25], erbracht.

Auch die Kugel ist eine besondere Figur

Bis jetzt haben wir uns mit allen Fragestellungen in der Ebene bewegt. Natiirlich kann man
analoge Fragestellungen auch in unserem Anschauungsraum formulieren, z.B.:
Welcher Korper vorgegebenen Volumens hat die kleinste Oberflache? Die Kugel!

Diese Antwort werden Sie ohne mathematischen Beweis glauben. Durch ganz naive Beobach-
tung konnen Sie sie sogar von einer Katze lernen. Was tut eine Katze, wenn sie sich in einer
kalten Nacht schlafen legt? Sie zieht die Beine an und rollt sich zusammen, kurz, sie macht
sich so kugelformig wie moglich.

Offensichtlich will sie warm bleiben, d.h. die von ihrer Korperoberflache abgegebene Warme
auf ein Minimum reduzieren. Sie |6st das Problem eines Korpers mit kleinster Oberflache bei
gegebenem Volumen, indem sie moglichst kugelformige Gestalt annimmt [31]. Es scheint, als
kenne sie die Losung unserer Aufgabe.

Eine praktische Frage

SchlieBlich sei noch erwahnt, warum Schleusendeckel kreisformig sind. Was konnte z.B. bei
einem quadratischen Deckel passieren?

Er konnte lber die Diagonale in die Schleuse hineinfallen, genau das ist aber bei einem kreis-
formigen Deckel nicht moglich. Wie Sie ihn auch drehen, er passt nie in die Schleuse.
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Nach dem Lesen der Uberschrift kénnten Sie sich und uns fragen, ob nicht die Mathematik
eine ziemlich ernsthafte Angelegenheit sei, fern aller Spielerei. Gewiss, das ist richtig.

Und doch spielen Mathematiker, manche sogar von Berufs wegen. In den letzten 50 bis 60
Jahren ist ndmlich eine neue mathematische Disziplin entstanden und stiirmisch gewachsen:
die Spieltheorie.

Ihr Begriinder war J. v. Neumann (1903-1957), der in seiner Arbeit "Zur Theorie der Gesell-
schaftsspiele" 1928 erstmals formulierte, was man mathematisch unter einem Spiel zu verstehen
hat.

Ein Spiel als mathematisches Modell eines Wettkampfes wird durch drei Angaben beschrieben:
die Menge der Spieler, deren mogliche Verhaltensweisen und die Verteilung von Gewinn und
Verlust auf die Spieler am Ende einer Partie.
Dabei hiangen Gewinn oder Verlust eines Spielers nicht nur von seinem eigenen Verhalten,
sondern auch von dem seiner Mitspieler ab.

Es zeigte sich schon bald, dass die Spieltheorie eine Reihe wichtiger Anwendungen besitzt, vor
allem in der Okonomie und im Militarwesen. Das erklart den schnellen Aufschwung dieser noch
jungen Teildisziplin der Mathematik. Sie kdnnen dariiber in [38] noch mehr lesen.

Mit den Gliicksspielen hat die Spieltheorie (ibrigens wenig zu tun, die gehdren mehr in das
Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Von Ziigen, Positionen und Strategien

Bevor wir einige Spiele vorstellen, die man auch im Familienkreis spielen kann, wollen wir uns
noch etwas mit der Begriffswelt der Spieltheorie befassen.

Allen unseren Spielen ist gemeinsam, dass zwei Spieler beteiligt sind und dass der Sieger einer
Partie genausoviel gewinnt, wie sein Gegner verliert.

Wir sprechen deshalb von Zweipersonen-Nullsummenspielen. Gemeinsam ist den Spielen auch
die zeitliche Ausdehnung, denn erst nach einer Reihe von Ziigen wird iber Gewinn und Verlust
entschieden. Wahrend einer Partie kennen beide Spieler jederzeit deren Stand, die erreichte
Position, weshalb wir auch von Positionsspielen mit vollstandiger Information sprechen. Ein
typisches Beispiel eines solchen Spiels ist das Schachspiel.

Als Positionen bezeichnen wir die verschiedenen Zustande, die eine Partie durchlauft, und der
Ubergang von einer Position zu einer anderen heiBt Zug.

Jedes Spiel beginnt mit einer Anfangsposition, das Schach zum Beispiel mit der Grundaufstel-
lung der Figuren. Einer der Spieler (der Anziehende) fiihrt den ersten Zug aus, wodurch eine
neue Position entsteht.

Nun folgt der Zug des anderen Spielers (des Nachziehenden), und so geht es abwechselnd
weiter.

Beim Erreichen bestimmter Positionen ist die Partie beendet; das Resultat ist entweder der
Sieg eines Spielers oder ein Unentschieden. Beim Schach sind alle Matt- und Pattstellungen
solche Schlusspositionen.

Die moglichen Verhaltensweisen der Spieler nennen wir Strategien. Bei Positionsspielen besteht
eine Strategie in einer Vorschrift, welcher Zug in jeder moglichen Position ausgefiihrt werden
soll.
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Bei vielen Spielen ist die Anzahl der Positionen und damit auch die Anzahl der moglichen
Strategien sehr groB. In dieser Vielfalt, aber auch in dem Umstand, dass kein Mensch (und bei
den meisten Spielen auch kein Computer) in der Lage ist, alle Folgen eines wahrend der Partie
ausgefiihrten Zuges bis zur letzten Konsequenz vorherzusehen, liegt der Reiz dieser Spiele.

Die Kernfrage der Spieltheorie ist: Wie muss sich ein Spieler verhalten, um ein moglichst
glinstiges Ergebnis zu erzielen, zu gewinnen oder wenigstens nicht zu verlieren?

Eine Strategie, die einem Spieler den Gewinn jeder Partie, unabhangig von der Spielweise sei-
nes Gegners, sichert, nennen wir eine Gewinnstrategie.

Bereits 1912 konnte E. Zermelo (1871-1953) in seinem Vortrag "Uber eine Anwendung der
Mengenlehre auf die Theorie des Schachspiels", gehalten auf dem V.Internationalen Mathe-
matikerkongress, nachweisen, dass beim Schach und bei allen "ahnlichen Verstandesspielen"
in jeder Position im Prinzip feststeht, ob einer der Spieler eine Gewinnstrategie besitzt und
welcher das ist.

Wenn kein Spieler eine Gewinnstrategie besitzt, endet jede Partie bei fehlerfreiem Spiel unent-
schieden. Nach dieser Vorrede wollen wir mit dem Spielen beginnen. Sind Sie bereit?

Drei in einer Reihe

Dieses Spiel ist unter vielen Namen und in vielen Varianten bekannt. Wir beginnen mit einer
ganz einfachen Form:

Auf ein Brett von 3 x 3 Feldern setzen Sie und lhr Gegenspieler abwechselnd rote bzw. schwar-
ze Steine (nur auf freie Felder und ohne gesetzte Steine zu verschieben). Wer zuerst drei Steine
in einer Reihe - waagerecht, senkrecht oder diagonal - hat, ist Sieger.

Schon nach kurzer Zeit werden Sie in diesem Spiel nicht mehr zu schlagen sein. |hr Geg-
ner aber auch nicht, denn eine Gewinnstrategie gibt es bei diesem Spiel nicht. Eine typische
Schlussposition zeigt Abb. 49 a.

@ @ @ |6457 |£5SE | 0SS
® @ ® |raiF |8ERG | TORF
@ ® |(sanwy |ENoE | GoNne 6|1

Abb. 49a, b, ¢

Wenn Sie dieses Spiel perfekt beherrschen, so schlagen Sie doch einmal das folgende vor. Die
Spieler streichen abwechselnd jeweils eines der folgenden Worter ab: BANN, BERG, BOSS,
ENDE, ESSE, GAST, GONG, RALF, TORF.

Sieger ist derjenige, der als erster drei Worter gestrichen hat, die einen gemeinsamen Buch-
staben besitzen. Wer "Drei in einer Reihe" schon beherrscht, ist im Vorteil, er muss sich die
Worter nur angeordnet denken wie in Abb. 49b.

Sie haben aber noch weitere Moglichkeiten, lhre Fahigkeiten anzuwenden. Nehmen wir dies
interessante Spiel:

Sie schreiben nebeneinander die Zahlen von 1 bis 9. Dann setzen Sie eine Mark auf eine
Zahl und lassen Ihren Gegenspieler einen Pfennig auf eine noch freie Zahl setzen. So geht
es abwechselnd weiter, bis ein Spieler auf drei Zahlen mit der Summe 15 gesetzt hat. Dieser
bekommt das ganze Geld. Sie kénnen auch Ihren Gegner beginnen lassen.

Bei diesem Spiel gibt es nur acht Gewinnkombinationen, die wir in den Zeilen, Spalten und
Diagonalen des magischen Quadrates 3. Ordnung (Abb.49 c) wiederfinden. Auf diesem miissen
Sie also "Drei in einer Reihe" spielen, und Sie kdnnen das ohne Angst um lhr Geld tun, denn
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bei fehlerfreiem Spiel ist lhnen stets ein Unentschieden sicher.

Sie konnen natiirlich auch eine andere Variante probieren: Jeder der Spieler erhalt nur drei
Steine.

Variante 1. Nach dem Setzen darf waagerecht oder senkrecht auf das Nachbarfeld gezogen
werden, wenn dieses frei ist.

Variante 2. Es darf waagerecht, senkrecht und auf den beiden langen Diagonalen gezogen
werden.

Variante 3. Nach dem Setzen diirfen die Steine beliebig "springen".

Bekannt und beliebt ist auch das folgende, aus "Drei in einer Reihe" entstandene Spiel:

Auf einem hinreichend groBen Blatt karierten Papiers setzen die Spieler abwechselnd Kreu-
ze und Nullen. Zum Sieg werden hier fiinf Kreuze bzw. Nullen in einer Reihe (waagerecht,
senkrecht oder diagonal) benétigt.

Hex - ein Spiel ohne Hexerei

Wenden wir uns nun einem noch wenig verbreiteten Spiel zu, dessen Erfinder der Dane P. Hein
ist (siehe [11]). Als Spielgerate bendtigen wir ein Brett, das wir auch selbst herstellen kénnen,
und Spielsteine in zwei verschiedenen Farben, wozu sich Dame- oder Go-Steine eignen.

Das Brett besteht aus sechseckigen Feldern (daher auch der Name des Spieles: Hex), die zu
einem Rhombus zusammengesetzt sind. Abb. 50a zeigt ein solches Brett im Format 5 x 5.
Gegeniiberliegende Rander sind in den Farben der Spielsteine gefarbt, bei uns rot und schwarz.

Die GroBe des Brettes kann man dem Alter, den Fahigkeiten und der Geduld der Spieler
anpassen. "Standard" ist ein Brett von 11 x 11 Feldern.

Die beiden Spieler setzen nun abwechselnd (wobei Rot beginnt) einen Stein ihrer Farbe auf
ein noch freies Feld; gesetzte Steine werden weder verschoben noch geschlagen. Das Ziel jedes
Spielers besteht darin, eine Kette aus seinen Steinen zu bilden, die die Rander seiner Farbe
miteinander verbindet (Abb. 50b). Sieger ist, wem dies zuerst gelingt.

Abb. 50a, b

Ingrid und Ulrich haben sich ein Hex-Brett gebastelt und spielen ihre erste Partie. Die Ziige
notieren sie wie beim Schach. (Vergleiche Abb. 50, die Kette dort beginnt im Feld c1, verlauft
uber c2, d2, ..., b5, a6 und endet im Feld a7. Die Eckfelder werden beiden anliegenden Randern
zugerechnet.)

Die Partie nahm folgenden Verlauf (Nachspielen!):
1.d4 b4 2.b3 c3 3.b5 ab 4.2 a6 5.a7 b6
(Ulrich, der die schwarzen Steine setzt, freut sich, denn er hat schon eine ziemlich lange Kette.)
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6. d1 b7
(Ein Rand ist erreicht, aber Ingrid bleibt gelassen.)
7. b2 d2 8.el c2 9.c1 f2 10.e4 gl 11.g3 f3 12.14.

Abb. 51

Damit ist die Stellung der Abb. 51 erreicht. Ingrid kiindigt an, dass sie in zwei Ziigen gewinnen
wird und erklart:

"Betrachte die Felderpaare a2/a3 und d3/e3 (in Abb. 51 sind sie schraffiert). Wenn es mir
gelingt, von jedem dieser Paare ein Feld zu besetzen, ist meine Kette fertig. Du aber kannst
das nicht verhindern, denn immer, wenn du eines der Felder besetzt, setze ich auf das andere."

Ulrich gibt sich geschlagen und stellt fest, dass es gar nicht so giinstig ist, sofort lange Ketten
zu bilden. Besser ist es, seine Steine so zu verteilen, dass man viele Anlegemoglichkeiten hat.

Hex ist ein Spiel mit vollstandiger Information, wie wir es eingangs beschrieben haben. Das
bedeutet, dass entweder einer der Spieler eine Gewinnstrategie besitzt oder bei fehlerfreiem
Spiel beider Spieler jede Partie unentschieden endet. Welcher Fall liegt aber vor?

Biber kontra Wassermann

Einer Idee des amerikanischen Mathematikers D. Gale folgend, wollen wir uns iiberlegen, dass
es beim Hex kein Unentschieden geben kann:

Wir stellen uns vor, dass die beiden schwarzen Rander des Brettes die Ufer eines Baches sind.
Der Schwarz-Spieler ist ein Biber, der versucht, einen Damm aus sechseckigen Pfosten durch
den Bach zu ziehen. Gelingt ihm das, so hat er gewonnen. Gelingt es ihm nicht, dann kann
der Rot-Spieler, der Wassermann, gewinnen, indem er einfach dem Weg des Wassers folgt.

Gale gab auch einen exakten Beweis fiir diesen Sachverhalt, aber die Idee mit dem Wasser ist
eigentlich schoner.

Wir wissen jetzt, dass es fiir einen der Spieler eine Gewinnstrategie geben muss. Aber fir
welchen?
Hier hilft uns die folgende Idee weiter (vergleiche [11]). Wir nehmen an, dass es fiir den
Nachziehen- den (also Schwarz) eine Gewinnstrategie gabe. Dann kénnte Rot folgendermaBen
vorgehen:

- Er fihrt einen beliebigen ersten Zug aus.

- Weiter spielt er nach der Gewinnstrategie von Schwarz, indem er so tut, als hatte dieser mit
seinem ersten Zug das Spiel erdffnet.

- Muss Rot, dieser Strategie folgend, seinen ersten Zug ausfiihren, dann macht er wieder einen
beliebigen Zug und spielt weiter wie zuvor.

Auf diese Weise spielt Rot nach einer Gewinnstrategie mit dem Vorteil eines zusatzlichen
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Steines auf dem Brett. So kann er natiirlich nicht verlieren. Das steht aber im Widerspruch
dazu, dass Schwarz eine Gewinnstrategie besitzt, weil dann er jede Partie gewinnen miisste.
Folglich war unsere Annahme falsch und das Gegenteil richtig: Es gibt eine Gewinnstrategie
fir den Anziehenden.

Wir sind also wieder etwas kliiger: Der Anziehende kann so spielen, dass er bei beliebiger
Gegenwehr immer gewinnt. Aber wie soll er spielen?

An dieser Stelle versagt (gliicklicherweise) unsere Kunst. Fiir Bretter mit 7 x 7 oder mehr
Feldern konnte bisher noch niemand eine Gewinnstrategie angeben, obwohl ihre Existenz ge-
sichert ist.

Das ist kein Grund zum Wundern. Schon im ersten Kapitel dieses Buches waren uns Beweise
fir die Existenz mathematischer Objekte begegnet, deren konkrete Bestimmung dann ein ganz
anderes Problem ist. (Denken Sie an Knobelaufgabe I!)

A Knobelaufgabe 16: Wie muss Rot auf dem 5 x 5-Brett spielen, um in hochstens sieben
Zigen zu gewinnen? Wie muss Schwarz spielen, um nicht schneller zu verlieren?

Sollte Ihnen das Hex-Spiel bald langweilig werden, so vergroBern Sie doch einfach das Brett.
Und wenn Sie fiir jedes Brettformat eine Gewinnstrategie gefunden haben, dann teilen Sie uns
diese bitte mit und beschéaftigen sich mit einer der folgenden Varianten.

Variante 1. Es wird wie Ublich gesetzt, aber wer zuerst eine durchgehende Kette hat, ist Ver-
lierer.

Variante 2. Jeder Spieler erhalt eine vorher festgelegte Anzahl von Steinen (mehr, als Felder
in einer Reihe sind, aber nicht zu viele, z.B. 11 Steine fiir ein 7 x 7-Brett). Sind alle Steine
gesetzt, ohne dass ein Spieler gewonnen hat, darf bei jedem folgenden Zug ein Stein auf ein
beliebiges freies Feld umgesetzt werden.

Beim Briickenbau

Dem Hex eng verwandt ist das nachste, von D.Gale erfundene Spiel (siehe [11]), das wir
"Briicke" nennen wollen. Der Spielplan ist ein Gitter aus roten und schwarzen Punkten wie in
Abb. 52 a. Man kann auch auf groBeren oder kleineren Gittern spielen, z.B. mit 6 x 7 oder 4
x 5 Punkten jeder Farbe.

Die Spieler verbinden abwechselnd jeweils zwei benachbarte Punkte ihrer Farbe waagerecht
oder senkrecht (aber niemals schrag!) durch eine Briicke der entsprechenden Farbe. Schon
bestehende Briicken diirfen nicht gekreuzt werden. Sieger ist, wer zuerst seine beiden Ufer
verbunden hat.

Ingrid und Ulrich haben sich auch dieses Spiel gebastelt. Als Briicken benutzen sie schwarz
bzw. rot gefarbte Streichholzer. Bei einem Gitter von 5 x 6 Punkten jeder Farbe bendtigen
sie 21 rote und 20 schwarze Holzchen.

A Knobelaufgabe 17: Wie viele Hoélzchen werden fiir einen Spielplan mit je n x (n + 1) roten
und schwarzen Punkten benétigt (n = 2,3,4,...)7?

Abb. 52 b zeigt eine Stellung aus einer Partie zwischen Ingrid und Ulrich. Ulrich (mit Schwarz
spielend) kiindigt einen Sieg in zwei Ziigen an. Wie gelingt ihm das (Rot am Zuge)?

Die Theorie dieses Spiels ist der des Hex sehr ahnlich: Es gibt kein Unentschieden, und der

70



9 Wenn Mathematiker spielen

Anziehende besitzt eine Gewinnstrategie. Einen Unterschied aber gibt es:
Fir "Bricke" sind solche Strategien bereits bekannt, noch dazu fiir beliebiges Spielformat.
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Wer keine Lust zum Basteln hat, kann natirlich auch mit rotem und schwarzem Stift auf
kariertem Papier spielen (aber ohne Radiergummi!). Die beim Hex vorgeschlagenen Varianten
sind auch hier interessant.

Wer sagt Null?

Eigentlich wollten Ulrich und Roland nur das Subtrahieren iiben. Dabei haben sie das Spiel
"Wer sagt Null?" erfunden. Am Anfang wird die Zahl 100 auf ein Blatt Papier geschrieben,
dann subtrahiert Ulrich eine natiirliche Zahl zwischen 1 und 10 (diese eingeschlossen) und
notiert das Ergebnis.

Von diesem subtrahiert nun Roland eine Zahl zwischen 1 und 10 und schreibt die Differenz
auf. So geht es abwechselnd weiter. Gewinner ist, wer die Zahl Null als Ergebnis erhalt.

Die Positionen dieses Spiels sind die Zahlen von 0 bis 100, 100 ist die Anfangsposition, und
beim Erreichen der Position 0 ist das Spiel beendet. Ein Zug ist das Subtrahieren einer der
Zahlen von 1 bis 10.

Da das Spiel nicht unentschieden enden kann, muss es fiir einen der Spieler eine Gewinnstra-
tegie geben.
Um herauszufinden, welcher Spieler das ist, konnen wir folgendermaBen (iberlegen:

Wer die Zahl 11 nennt, wird garantiert gewinnen, da der andere Spieler als nachste Position
eine der Zahlen 1 bis 10 nennen muss, von der man zur 0 gelangt. Wer erreicht aber mit
Sicherheit die 117

Natirlich derjenige, der die 22 nennt. (Versuchen Sie, das selbst zu begriinden!) Diese wieder-
um erreicht, wer zuvor 33, 44, ..., 88, 99 genannt hatte.

Also gewinnt der Anziehende, indem er im ersten Zug 1 subtrahiert und bei jedem weiteren
Zug jene Zahl abzieht, die die von dem Gegner gewahlte zu 11 erganzt. Der Zug "subtrahiere
3" ist also immer mit dem Zug "subtrahiere 8" zu beantworten, "subtrahiere 9" stets mit
"subtrahiere 2" usw.
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Nim(m) - aber die richtige Anzahl!

Dieses Spiel gehort zu den sogenannten Nim- (oder Nimm-) Spielen, die wir jetzt beschreiben
wollen.

Am Beginn des Spiels liegt auf dem Tisch eine Anzahl von Gegenstanden, zum Beispiel Knopfe,
auf drei Haufen verteilt. Dies ist die Anfangsposition.

Die Spieler ziehen abwechselnd, wobei ein Zug darin besteht, von einem beliebigen Haufen
eine beliebige Anzahl Knopfe wegzunehmen, mindestens einen, aber hochstens so viele, wie
auf dem Haufen noch liegen. Wer den letzten Knopf wegnimmt, ist Sieger.

Wir wollen auch fiir dieses Spiel die "gewinnbringenden" Positionen bestimmen, deren Erreichen
den Gewinn der Partie sichert. Dazu gehoren alle Positionen mit zwei gleich groBen Haufen,
wahrend der dritte schon vollstandig weggenommen ist. In einer solchen Position muss man
nur die Ziige des Gegners wiederholen, um zu gewinnen.

Um zu entscheiden, ob die zuletzt entstandene Position eine gewinnbringende ist oder ob sie
sich in eine solche (iberfiihren ldsst, denken wir uns alle Haufen nach Zweierpotenzen zerlegt,
also zum Beispiel 7in4 + 2 4+ 1 oder 13in8 + 4 + 1.

Eine Position ist genau dann gewinnbringend (d.h. der Spieler, der sie herbeigefiihrt hat, ge-
winnt), wenn alle Zweierpotenzen in genau zwei Haufen vorkommen.

Wie kommen wir nun von einer Position, die diese Eigenschaft nicht hat, zu einer gewinnbrin-
genden?

Entscheidend sind stets die groBte Zweierpotenz, die drei- oder einmal vorkommt, und ein
(oder der) Haufen, der sie enthalt. Von diesem Haufen missen wir Kndpfe wegnehmen. Wir
betrachten dazu zwei Beispiele. (Knépfe suchen und mitspielen!)

In der Position 10/9/6 (d.h., es sind Haufen mit 10, 9 und 6 Knépfen da) gilt 10 =8 + 2,9 =
8 +1und 6 =4 + 2, die Zweierpotenzen 4 = 22 und 1 = 2° kommen nur in je einem Haufen
vor. Von dem die groBere dieser Potenzen enthaltenden Haufen (das ist der letzte) lassen wir
so viele Knopfe (ibrig, dass eine gewinnbringende Position entsteht, namlich 3 = 2 + 1.

In der Position 14/10/9 gilt 14 =8 + 4 + 2,10 =8 + 2 und 9 = 8 + 1. 8 = 23 kommt in
allen drei Haufen vor.

Von einem beliebigen Haufen konnen wir Knopfe wegnehmen; Ubrigbleiben miissen stets so
viele, dass nunmehr alle Zweierpotenzen in zwei Haufen auftreten. Vom mittleren Haufen
missten 7 = 4 + 2 4+ 1 Knopfe liegenbleiben, 3 werden genommen. Wie viele Knépfe muss
man von den an- deren Haufen jeweils wegnehmen?

Was tun wir aber, wenn unser Gegner eine gewinnbringende Position herbeigefiihrt hat? Wir
miissen dann mindestens einen Knopf wegnehmen und zerstoren so die gewinnbringende Po-
sition, wahrend der Gegner bei seinem nachsten Zug wieder eine solche herstellen kann. Wir
konnen dann nur irgendwelche Ziige machen und hoffen, dass der andere die Gewinnstrategie
nicht kennt.

Die "Regeln" zum Herbeifiihren einer gewinnbringenden Position sehen zunachst ziemlich kom-
pliziert aus, aber mit ein wenig Geduld werden Sie bald in der Lage sein, jede Position richtig
einzuschatzen und den besten Zug zu finden.

Einen kleinen Vorteil hat, wer mit Dualzahlen rechnen kann:

Die Anzahl der Knopfe in jedem Haufen wird als Dualzahl geschrieben, die drei Zahlen setzen
wir untereinander. Wenn in jeder Spalte die Ziffer 1 zweimal oder gar nicht steht, dann ist
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diese Position eine gewinnbringende. Ausfiihrlicher finden Sie dies in den Biichern [1] und [11]
erlautert.

Um das Nim-Spiel noch abwechslungsreicher zu gestalten, empfehlen wir lhnen folgende Vari-
anten, die man auch "mischen" kann.

Variante 1. Wer den letzten Knopf nimmt, hat verloren.

Variante 2. Bei jedem Zug darf hochstens eine vorher vereinbarte Anzahl von Knépfen genom-
men werden.

Variante 3. Bei jedem Zug diirfen Knopfe aus zwei verschiedenen Haufen genommen werden.

Eine mogliche Mischung der Varianten 2 und 3 ist zum Beispiel: Es diirfen Knopfe aus ein
oder zwei Haufen genommen werden, aber insgesamt hochstens eine vorher vereinbarte Anzahl.
Natirlich kann man Nim auch mit mehr als drei Haufen spielen.
Es gewinnt dann (bei beiderseits fehlerfreiem Spiel) stets derjenige, der zuerst eine Position
herbeifiihrt, in der alle auftretenden Zweierpotenzen in einer geraden Anzahl von Haufen ent-
halten sind. Die angefiihrten Varianten sind auch dann méglich.

Und nun: Viel SpaB beim Spielen!
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10 Fiinfzehnerspiel und Zauberwiirfel

In den Sitzungspausen des Internationalen Mathematikerkongresses 1978 ging ein Spiel von
Hand zu Hand, das sich in den folgenden Jahren rasch iiber die ganze Welt ausbreitete:
Der von E. Rubik aus Budapest erfundene "Zauberwiirfel".

Eine vergleichbare Begeisterung iiber ein mathematisches Spielzeug - Diskussionen, Artikel,
Biicher, Meisterschaften - hat es in der Geschichte wohl nur einmal gegeben, und zwar bei
dem etwa 100 Jahre friiher in Mode gekommenen Fiinfzehnerspiel. Betrachten wir zunachst
dieses altere der beiden Geschwister.

Abb. 53

Mit den Zahlen 1 bis 15 versehene Steine fiillen zusammen mit einem Leerfeld ein 4 x 4-
Quadrat aus. Das ist leicht zu basteln. Die Stellung in Abb. 53 links nennen wir "Grundstel-
lung".

Entsprechend den Steinen dieser Grundstellung bezeichnen wir die Felder mit F, ..., Fi4 und
das Feld rechts unten mit Fig. Ein "Zug" besteht darin, einen an das jeweils leere Feld an-
grenzenden Stein in dieses hineinzuschieben.

Nach einigen Ziigen ist die Grundstellung durcheinandergeraten, sie ist zur "Ausgangsstellung"
der Aufgabe geworden (auch in dieser sei wieder Fig leer). Die Aufgabe besteht darin, durch
geeignete Ziige wieder zur Grundstellung zu kommen.

A Knobelaufgabe 18: Wie viele Stellungen (mit Leerfeld rechts unten) gibt es beim "Dreier-
spiel" mit drei Steinen auf einem 2 x 2-Quadrat, und wie viele davon lassen sich durch Ziige
in die entsprechende Grundstellung tiberfiihren?

Die Sechsermaske

Wir wollen die Aufgabe des Fiinfzehnerspiels durch Teilschritte l6sen, die jeweils "wenig" ver-
andern, damit wir die Ubersicht nicht verlieren.

Ein interessanter Ausschnitt aus dem Fiinfzehnerspiel ist einer mit 2 x 3 Feldern (Abb. 54a).
In diesem unterscheiden wir ein linkes und ein rechtes 2 x 2-Quadrat.

Wir wollen uns iiberlegen: Wenn sich auf dieser Flache irgendwo die Steine A, B, drei weitere
Steine und das Leerfeld befinden, kénnen wir stets die in Abb. 54b gezeigte Position erreichen.

A B g |A
8 A

Abb. b4a, b, c, d, e

Dazu bringen wir zuerst ohne Mihe B nach links oben (Abb. 54 c) und das Leerfeld nach
unten Mitte.

Fall 1: Ein von A verschiedener Stein steht links unten. Dann erreichen wir leicht Position Abb.
54 d und von dort aus 54 b.
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Fall 2: A steht links unten (Abb. 54 e). Dann gehen wir folgendermaBen vor: A nach unten
Mitte, B nach unten links, anderer Stein nach links oben; durch Drehen im rechten Teilquadrat
A nach rechts unten, anderen Stein nach rechts oben; durch Drehen im linken Teilquadrat B
nach links oben. Nun kénnen wir nach Fall 1 die Stellung in Abb. 54b erreichen.

Verfahren zur Losung des Fiinfzehnerspiels

Zuerst sollen beispielsweise die Steine 1 und 5 auf ihre richtigen Platze gelangen: Wir denken
uns eine Sechsermaske auf Fy, Fy, F3, F5, Fs, Fr gelegt und bringen (als "Vorspiel") die Steine
1, 5 und das Leerfeld in den Bereich dieser Maske.

Das eigentliche Spiel mit A = 1, B = 5 leistet dann das Verlangte. Diese Idee benutzen wir
bei jeweils anderer Lage der Maske noch fiinfmal, ohne die schon eingeordneten Steine zu
bewegen!

Mit A = 2 und B = 6 (Maske tber Fy, F3, Fy, Fgs, F;, Fg), dann mit A =4 und B =3
(Maske im Hochformat), mit A =7 und B =38, mit A =9 und B = 13, mit A = 10 und
B = 14.

Durch Drehen allein im rechten Quadrat der letzten Maske kénnen wir noch Stein 11 einordnen
und erhalten Fig als Leerfeld.

Wenn nun "von selbst" die Steine 12 und 15 richtig stehen, sind wir fertig. Im folgenden
wird bewiesen, dass der andere denkbare Fall (Abb. 55a) bei einem ordnungsgemaB montier-
ten Fiinfzehnerspiel (das wirklich einmal in Grundstellung war und seitdem nur durch Ziige
verandert wurde) nicht eintreten kann.

Unmoglichkeitssatz zum Fiinfzehnerspiel

Behauptung: Aus der Grundstellung kann man durch keine Zugfolge zur Stellung in Abb. 55
a kommen.

12134 12134

51678 51678
Abb. 552, b g7 1 9 [10|11] 12

13| 14 | 12 1315 | 14

Zum Beweis unterteilen wir alle denkbaren Stellungen in zwei Klassen:

Wir zéhlen die auf den Feldern I bis Fig stehenden Steine der Reihe nach auf (das Leerfeld
beachten wir nicht, wo es auch stehen mag) und stellen fest, wie viele Paare von Steinnummern
es gibt, die "verkehrt" in Bezug auf die natiirliche Reihenfolge stehen.

Zur Abb. 55a gehort die Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 15, 13, 14, 12; in ihr
stehen finf Paare verkehrt: 15 vor 13, 15 vor 14, 15 vor 12, 13 vor 12, 14 vor 12.

Alle Stellungen mit ungerader Anzahl verkehrter Paare nennen wir ungerade Stellungen - also
sind die in Abb.55 a und 55 b abgebildeten ungerade. Die anderen Stellungen heiBen gerade,
insbesondere ist die Grundstellung (0 Stiick verkehrte Paare) gerade.

Wenn bei einem Zug das Leerfeld nach links oder rechts "wandert", andert sich die Anzahl
verkehrter Paare nicht. Bewegt es sich nach oben (d.h., ein Stein X zieht nach unten), dndert
sich die Anzahl um -3, -1, 1 oder 3, vgl. Tabelle 10:

Der Stein X uberspringt in der Reihenfolge genau drei Steine C, D, E. Aus den Paaren XC,
X.D, X..F wird C..X, D.X, EX - aus jedem "verkehrten" Paar wird ein "richtiges" bzw.
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umgekehrt.

Tab. 10

vorher 3 Paare verkehrt — jetzt O verkehrt: Anderung -3
vorher 2 Paare verkehrt — jetzt 1 verkehrt: Anderung -1
vorher 1 Paar verkehrt — jetzt 2 verkehrt: Anderung 1
vorher 0 Paare verkehrt — jetzt 3 verkehrt: Anderung 3

Ebenso andert sich die Anzahl verkehrt stehender Paare stets um eine dieser ungeraden Zahlen,
wenn das Leerfeld nach unten wandert.

In der Grundstellung steht das Leerfeld auf Fig. Steht es irgendwann einmal wieder dort, hat
es ebenso viele Bewegungen nach oben wie nach unten hinter sich, also insgesamt eine gerade
Anzahl von Bewegungen (wo sich bei jeder die Anzahl verkehrter Paare um eine ungerade Zahl
anderte).

Insgesamt hat sich folglich die Anzahl verkehrter Paare um eine gerade Zahl verandert. Damit
haben wir sogar etwas mehr als unsere Behauptung bewiesen:

Jede aus der Grundstellung durch Ziige hervorgegangene Stellung mit Leerfeld auf Fi¢ ist eine
gerade Stellung!

Entsprechend lasst sich aus irgendeiner ungeraden Stellung (z.B. einer aus Abb. 55) durch
Ziige jede ungerade Stellung mit Leerfeld an gleicher Stelle erzeugen, aber keine gerade mit
Leerfeld an gleicher Stelle (oder in der gleichen Zeile oder in der "ibernachsten" Zeile).

A Knobelaufgabe 19: Kann man beim Spiel mit 8 Steinen im 3 x 3-Quadrat von der Grund-
stellung zu einer ungeraden Stellung (mit Leerfeld am urspriinglichen Platz) kommen?

Beim Fiinfzehnerspiel gilt: Aus jeder geraden Stellung wird, indem man "mit Gewalt" (auBer-
halb der erlaubten Ziige) genau die Steine 12 und 15 vertauscht, eine ungerade Stellung. Es
gibt also gleich viele gerade und ungerade Stellungen. Genau die Halfte aller denkbaren

15!'=15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 = 1307674368000

Stellungen mit Leerfeld auf Fi4 ist gerade, lasst sich also aus der Grundstellung erzeugen bzw.
in diese Uberflihren.

Baut man sich das Spiel mit runden Steinen und lasst auch Drehungen des 4 x 4-Feldes zu,
so ist jede Stellung aus jeder erreichbar.

Interessante Stellungen

Abb. 56a und 56b zeigen magische Quadrate, bei denen die Summe in jeder waagerechten,
senkrechten oder diagonalen Reihe 30 betragt. Die anderen Stellungen sind ahnlich regelmaBig
wie die Grundstellung aufgebaut, e und f sind Spiegelbilder voneinander.

521112 12115 3 112713
419 10| 7 11| 1 (14| 4 41567
Abb. 56 3, b, ¢ ey 287113 819 10|11
3 14|13 516|910 1213 [ 14| 15

Uberlegen Sie selbst einmal, welche der abgebildeten Stellungen sich durch Ziige aus der
Grundstellung (Abb. 53) erzeugen lassen und was man (iber Stellungen sagen kann, die sich
durch Spiegelungen, Drehungen oder bestimmte andere Veranderungen ergeben!
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413]2]1 1284 41812
8765 151173 3[7]11]15

Abb. 56 d, e, f 211111019 141101612 216|101 14
15 [ 14 | 13 13/ 9 |51 1/5/9 )13

»Beschrankte* Spiele

Das Einfligen einer "Schranke" soll bedeuten, dass eine gemeinsame Grenze zweier Nachbar-
felder fiir das Uberschieben mit Steinen gesperrt ist.

Im 2 x 2-Feld oder 2 x 3-Feld bedeutet bereits eine Schranke eine wesentliche Einschrankung
der Schiebemoglichkeiten. Dagegen kann man im 2 x 4-Feld eine Schranke so aufstellen, dass
alle vorher erreichbaren Stellungen erreichbar bleiben.

A Knobelaufgabe 20: Welche Méglichkeiten gibt es im 2 x 6-Feld, Schranken so anzubringen,
dass alle vorher erreichbaren Stellungen erreichbar bleiben?

Sollen die Spielmoglichkeiten nicht eingeschrankt werden, darf man nicht zu viele Schranken
aufstellen. Beispielsweise muss jedes Feld mindestens zwei "Ausgange" behalten, und es muss
mindestens zwei zusammenhangende Felder geben, so dass dieses Felderpaar insgesamt min-
destens drei Ausgange nach anderen Feldern hat.

Im 2 x n-Feld darf man héchstens n — 3 Schranken errichten [1]. Beim 3 x 3-Feld kénnen
Sie ausprobieren, dass hochstens eine Schranke moglich ist.

Fir unser Fiinfzehnerspiel geben wir ohne Beweis an: Mehr als 7 Schranken diirfen nicht errich-
tet werden. Fir das Aufstellen von 7 Schranken ohne Einschrankung der Spielmdglichkeiten
gibt es sogar mehrere Moglichkeiten, zwei davon zeigt Abb. 57.

| L g
I [

F--fb-—T--F-1 F——4—t—1 -1
| 1 [

__-.——l--.—L—-¢ — - =} =
| (I

- - - - - -

[ [
L

Abb. 57 =l ' -

Der Zauberwiirfel und sein Skelett

Der Zauberwiirfel oder "Ungarische" Wiirfel (Abb.53) besteht aus 27 Teilwiirfeln:

1 unsichtbarer Zentrumswiirfel, 6 Mittelwiirfel mit je einer sichtbaren Flache, 12 Kantenwiirfel
(zwei sichtbare Flachen), 8 Eckwiirfel (drei sichtbare Flachen). Im "Grundzustand" ist jede der
sechs Flachen des Zauberwiirfels einheitlich gefarbt.

Als "Zug" bezeichnen wir die 90°-Drehung einer duBeren Schicht um ihren Mittelwiirfel. Die
Mittelwirfel bilden zusammen mit dem Zentrumswiirfel das "Skelett", dessen Lage man beim
Hantieren mit dem Wiirfel eigentlich nicht verdandern muss.

Die Mittelwiirfel geben also stets jene Farbe an, die im Grundzustand die gesamte Seitenflache
hat.

Die Kanten- und Eckwiirfel haben in Bezug auf das Skelett ihren festen Stammplatz im Grund-
zustand. Unsere Aufgabe besteht darin, von irgendeinem Zustand des Wiirfels aus durch Ziige
wieder zum Grundzustand zu kommen.

Die sechs moglichen Ziige bezeichnen wir durch GroBbuchstaben: V' ist die 90°-Drehung der
Vorderschicht im Uhrzeigersinn, auch die anderen Ziige sollen bei Draufsicht auf die Wiirfelo-

I



10 Fiinfzehnerspiel und Zauberwiirfel

berflache Uhrzeigersinn haben. Anschaulich stellt man die Ziige oft durch ihre Wirkung in der
Vorderschicht dar (Abb. 58).

} —

A=Y M

Abb. 58

Durch Aneinanderfiigen solcher Ziige entstehen "Prozesse", z.B. bedeutet ORU, dass man erst
oben, dann rechts, dann unten dreht. Jeder Zug selbst wird auch schon als Prozess aufgefasst.
Der Exponent (-1) bezeichnet Drehung entgegen der Uhrzeigerrichtung, etwa R™! in der
rechten Schicht (Abb. 58). Wir benutzen die Potenzschreibweise V'V = V2 usw.

Prozesse mit gleicher Gesamtwirkung nennen wir gleich; z.B. ist O? = 072, U? = U™},
RL = LR. Den Prozess, der gar nichts bewirkt, nennen wir E. Es ist beispielsweise R* = E,
UU'=FE.

Auf der Suche nach ,,einfachen” Prozessen

Heute ist bekannt, dass man mit hochstens 52 Ziigen, Umkehrziigen oder Doppelziigen (02,
U?, ...) von jedem Zustand aus zum Grundzustand kommen kann - aber dazu benétigt man
umfangreiche Tabellen.

Wie schon beim Fiinfzehnerspiel suchen wir auch hier nach einem verstandlichen, schrittweisen
Verfahren, nach "einfachen" Prozessen, die moglichst wenig am Wiirfel verandern. Dabei kann
uns die mathematische Gruppentheorie helfen. Die Prozesse am Zauberwiirfel erfiillen namlich
alle vier Forderungen, die der Mathematiker an eine "Gruppe" stellt (vgl. [22]):

- Prozesse konnen (durch Hintereinanderausfiihren) verkniipft werden, dabei entsteht jeweils
ein bestimmter Prozess.

- Es gilt das Assoziativgesetz: (XY)Z = X (Y Z) fir beliebige Prozesse.

- Es gibt einen Prozess, dessen Verkniipfung mit anderen gar nichts an den anderen verandert:
E.

- Jeder Prozess kann durch einen "umgekehrten" riickgangig gemacht werden, d.h., zu jedem
X gibt es ein X!, so dass XX ! = FE ist. Wenn X aus mehreren Ziigen besteht, dann
muss natiirlich der letzte Zug zuerst riickgangig gemacht werden; z.B. zu X = OR'UL ist
X1 =L"'U RO

Man beachte, dass das Kommutativgesetz nicht gilt. Zwar ist RL = LR, aber z.B. ist RU #
UR. Es ist dann auch (RU)? = (RU)(RU) = RURU und somit (RU)? # R*U?.

Fir jedes X aus einer Gruppe mit endlich vielen Elementen gibt es einen kleinsten natiirlichen
Exponenten n # 0, so dass X" = FE ist.E]

Dieses n heiBt Ordnung von X . Beispielsweise hat jeder Zug die Ordnung 4, R? hat die Ordnung
2. Jeder noch so komplizierte Prozess fiihrt also nach hinreichend haufiger Wiederholung zu
E; zum Beispiel X = RO*U'HU~! nach 1260facher Wiederholung (das ist die hochste
Ordnung beim Zauberwiirfel).

Der einfachste Prozess ist E selbst mit der Ordnung 1. Auf der Suche nach "einfachen"
Prozessen achten wir deshalb auf solche, die "beinahe E" sind, die eine niedrige Ordnung
haben. Dazu gibt die Gruppentheorie einige allgemeine Hinweise:

SBeweis: Existieren mehr X-Potenzen, als es Gruppenelemente gibt, dann miissen nach dem Schubfachprinzip
zwei gleich sein, etwa X! = X™ mit [ > m. Es folgt X!™™ = X0 = E.
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- Wiirde das Kommutativgesetz gelten, so ware XY X 'Y ™! = E (wegen XY X 'Y~ =
YXX 'Y 1=y XX )Yy l=Y"1=E).

Wir hoffen, dass dann, wenn X mit Y nicht vertauschbar ist, als XY X 'Y~ wenigstens
"beinahe" E herauskommt. XY X 1Y ~! heiBt Kommutator von X, Y.

- Hat Y die (z.B. niedrige) Ordnung n, so hat fir beliebiges X der "zu Y konjugierte" Prozess
XY X! dieselbe Ordnung n.

Beweis: (XYX O = (XY X HXYXX HXYX . (XYX
= XY X' X)YX'X)Y. . (X'X)YX = Xy"X !
=XEX'=XX"'=FE

(XY X~1)™ £ E fir m kleiner als n, denn sonst ware auch Y™ = (X"} (XY X 1H)X)" =
..=X1'EX=E.

- Hat X die Ordnung n und n ist durch k& > 1 teilbar, so hat X* die Ordnung n = k, die
niedriger ist als jene von X.

Beweis:
(X*)e = X" = E, aber (X¥)™ = Xk &£ E fir m < 2.

Die Mittelschichtdrehung M

Gelegentlich spricht man auch von einer Mittelschichtdrehung M (Abb. 58 rechts).

Diese ist kein Prozess in unserem Sinne, da sie das Skelett verandert (Platzveranderung der
Mittelwiirfel). Die gleiche Wirkung wie mit M, aber bei festem Skelett, wird durch oOU! er-
reicht, wenn man auBerdem noch 90° um den Wiirfel herumlauft, d.h. statt der Vorderscheibe
die linke Scheibe anblickt.

Wir werden M nur so benutzen, dass sich das Herumlaufen nach kurzer Zeit wieder aufhebt.
Am Beispiel "Kippen eines Kantenwiirfels", also am Vorhaben, von der in Abb. 59 links hervor-
gehobenen Stellung eines Kantenwiirfels irgendwie zu der ganz rechts gezeichneten Stellung
zu kommen, erlautern wir dies.

Abb. 59

Der Kantenwiirfel wird durch V' in die Mittelschicht heruntergedreht, dort durch M ~! auf die
andere Seite gebracht, dann durch V' wieder hochgedreht (Abb. 59).

Damit sich das "Herumlaufen" aufhebt, schlieBen wir noch M an und merken uns K’ =
VM~V M als niitzlichen Kipp-Prozess. K’ ist dann auch wieder allein durch Ziige darstellbar,
K' =VUOTROU™, aber das merkt sich schlechter.

K’ hat die Ordnung 6. Wir kénnen das Kantenkippen mit noch weniger Nebenwirkungen
auf andere Teilwiirfel bewerkstelligen, wenn wir nicht M ~! benutzen, sondern durch M MM
"hintenherum" auf die andere Seite der Vorderschicht kommen, denn dort lasst sich jedesmal
ein V' einschieben, und es entsteht der viel "regelmaBigere" Prozess

K=VMVMVMVM = (VM)*
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Viermal M, d.h., das "Herumlaufen" hebt sich auch auf, aber K hat nur die Ordnung 2, ist
also "einfacher" als K’. Dagegen hat das naheliegende Kantenkippen mit K” = VRO die
Ordnung 80, dirfte also ein ziemlich unbrauchbarer Baustein fiir ein Gesamtverfahren sein.

A Knobelaufgabe 21: Stellen Sie K durch Zige (ohne M) dar!

Aktion 1: Kantenwiirfel der ersten Schicht

Als erste Schicht bringen wir die obere in Ordnung. Durch das Skelett wissen wir, welcher
Kantenwiirfel vorn oben stehen soll.

a) Steht er in der vorderen Schicht, dann drehen wir ihn in dieser nach oben (und wenden bei
falscher Kippung noch K’ an).

b) Steht er in der unteren Schicht, dann drehen wir ihn in dieser nach vom und erhalten Fall
a).

c) Steht er in der rechten, linken oder hinteren Schicht, dann bewegen wir ihn durch eine
Drehung X in der jeweiligen Schicht nach unten und verfahren wie im Fall b).

Eventuell fithren wir vor dem "Hochdrehen"aber noch X! aus, falls namlich vorher in der
z-Schicht oben schon der richtige Kantenwiirfel stand. X(...)X ! ist iibrigens gerade ein kon-
jugierter Prozess.

Nacheinander konnen so alle Kantenwiirfel der ersten Schicht eingeordnet werden, indem wir
den gesamten Wiirfel jeweils so in die Hand nehmen, dass ihr Stammplatz vorn oben ist.

Aktion 2: Eckwiirfel der ersten Schicht

Durch das Skelett wissen wir, welcher Eckwiirfel vorn oben rechts hingehért. Durch ein "Vor-
spiel" wie bei Aktion 1 (Drehungen der unteren Scheibe oder konjugierte Prozesse davon)
erreichen wir leicht, dass der fragliche Eckwirfel vorn unten rechts steht (Abb. 60).
Wir miissen ihn nur noch "hochziehen", allerdings ohne dabei Kantenwiirfel oder schon einge-
ordnete Eckwiirfel der ersten Schicht (schwarze Wirfel in Abb. 60) zu "verderben".

Abb. 60a, b, c

a) Im Fall Abb. 60a zeigt die Farbe, die in die Deckflaiche des Zauberwiirfels gehért, nach
rechts.

Wir betrachten jene Stelle, wo der Eckwiirfel hin soll, als Férderkorb eines Aufzuges, den Eck-
wiirfel selbst als das zu Fordernde Objekt. Dann ergibt sich naheliegend und einpragsam, was
zu tun ist (Abb.61): "freimachen" mit U, "absenken" des Forderkorbes mit V/, "austauschen"
mit U, "hochziehen" mit V1. [

SAll das geht auch mit drei Ziigen R~'U 'R, aber fiir unsere weiterfiihrenden Betrachtungen ist das nicht
ausbaufahig.
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Abb. 61

Dieser wichtige Prozess "Férderkorb" F' = UVU 'V ! ist ein Kommutator, dessen Neben-
wirkungen wir einmal ganz genau studieren wollen (Abb. 62):

Der Vergleich des linken und des rechten Zustands lasst die drei Wirkungen von F' erken-
nen: Austausch der Eckwiirfel o, 5 (unter Verdrehung), Austausch der Eckwiirfel a, b (unter
Verdrehung), zyklischer Austausch der Kantenwiirfel 1, 2, 3. Alle anderen Teilwiirfel bleiben
insgesamt (!) unverandert; ihre voriibergehende Platzanderung wurde nicht eingezeichnet. F’
hat die Ordnung 6.

b) Die in die Deckflache des Zauberwiirfels gehérende Farbe zeigt nach vorn. Dann wird die
"Fordereinrichtung" iiber der rechten Scheibe des Zauberwiirfels angebracht (Abb.60 b), und
es ergibt sich sinngemaB F' = U 'R™'UR.

c) Der Fall, dass die in die Deckflache gehérende Farbe nach unten zeigt (Abb. 60 c), wird
durch eine Vorbehandlung auf einen der Fille a) oder b) zuriickgefiihrt, z.B. RTIURU'U!
und dann F wie im Fall a). Das letzte U~! der Vorbehandlung und das erste U von F ergeben
zusammen E, konnen also gemeinsam weggelassen werden.

Abb. 62

Aktion 3: Kantenwiirfel der zweiten Schicht

In der zweiten Schicht (Mittelschicht) brauchen wir nur die Kantenwiirfel einzuordnen. Wir
betrachten den Kantenwiirfel vorn rechts. Falls er sich in der unteren Scheibe befindet, kommen
wir durch deren Drehung auf einen der Falle a) oder b) in Abb. 63.

Fall a) wird im Prinzip durch F erledigt (vgl. Wiirfel 1 in Abb.62). Aber bei F' wiirde der schon
eingeordnete Eckwiirfel der ersten Schicht wieder verdorben (Austausch a, b in Abb. 62).
Deshalb vertauschen wir vor Anwendung von F' die Eckwiirfel a, b so, dass sie durch F' dann
wieder in Ordnung kommen. Dies ermoglicht F'~1, so dass der Fall a) insgesamt durch F'F
gelost ist. Analog wird Fall b) durch FF” gelost.
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Falls aber der bendtigte Kantenstein selbst in der Mittelschicht steht, gerat er in die Unter-
schicht, wenn wir ihn mittels F'F” oder F'F durch einen anderen Kantenwiirfel verdrangen -
moglichst gleich durch den richtigen.

Abb. 63 a, b

Aktion 4: Kantenwiirfel der letzten Schicht platzieren

Wir nehmen die noch zu ordnende letzte Schicht jetzt nach vorn und stellen uns die Aufgabe,
die Kantenwiirfel (ohne Riicksicht auf Verkippungen) zunichst einmal an den richtigen Platz
zu bringen.

Abb. 64 a, b, c

V realisiert die zyklische Vertauschung aller vier Kantenwiirfel in Uhrzeigerrichtung (Abb. 64
a). Wir erarbeiten uns nun eine zyklische Wanderung von nur drei Kantenwiirfeln entgegen
der Uhrzeigerrichtung (Abb. 64 b); schlieBlich haben wir mit F' ja fast eine solche (Teilwiirfel
1, 2, 3 in Abb. 62).

Aber die Teilwiirfel c, 3 in Abb.64 b diirfen nicht wieder verdorben werden, und es soll ja nicht
3 wie in F, sondern es soll 3' (Abb. 64 b) in den Zyklus kommen. Das erreicht man, indem
zuerst L ausgefiihrt wird (Abb. 64c), dann unser I (die Vertauschung der Eckwirfel a, b und
B, v der letzten Schicht stért nicht), dann wieder L.

Durch Kombination von diesem zu £ konjugierten Prozess LF L' mit V kénnen wir alle be-
notigten Vertauschungen von Kantenwiirfeln der Vorderschicht erreichen. Beispielsweise liefert
VLFL™! die Vertauschung zweier Kantenwiirfel (vorn links, vom oben) mit Nebenwirkungen
nur in Eckwiirfeln der Vorderschicht.

Der entscheidende Trick

Bis zur Aktion 4 kamen wir bei jedem (auch bei einem falsch montierten) Zauberwiirfel, alles
war anschaulich zu verstehen. Im folgenden brauchen wir eine neue ldee, denn es ist nun
schwierig geworden, das Ordnen der letzten Schicht fortzusetzen, ohne schon Erreichtes zu
verderben.

Wir benotigen eigentlich "Einschichtprozesse", d.h. solche, die alle Teilwiirfel der anderen
beiden Schichten fest lassen. Diese sind (abgesehen von der Drehung der letzten Schicht
selbst) schwer zu finden.

Deshalb freuen wir uns bereits iiber "Beinahe-Einschichtprozesse":

Bei diesen bleiben die Teilwiirfel der anderen beiden Schichten nicht unbedingt alle fest, aber
sie bleiben wenigstens in den anderen beiden Schichten.
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Mit einem interessanten Trick lassen sich aus jedem Beinahe-Einschichtprozess leicht Ein-
schichtprozesse erzeugen. Nehmen wir etwa an, wir hatten einen Prozess P, bei dem alle Teil-
wiirfel der oberen Schicht nur untereinander und alle Teilwiirfel der anderen beiden Schichten
ebenfalls nur untereinander ausgetauscht werden (also einen Beinahe-Einschichtprozess beziig-
lich der oberen Schicht).

P habe die Ordnung n, P* = E. Nach n-maliger Wiederholung von P ist also insbesondere
jeder Teilwiirfel der Mittelschicht und jeder Teilwiirfel der unteren Schicht wieder dort, wo
er urspringlich war. Daran andert sich nichts, wenn zwischendurch ab und zu einmal O aus-
gefiihrt wird, denn das "merken" die Teilwiirfel der Mittelschicht und Unterschicht doch gar
nicht!

Also ist P"*OP™OP™0...0OP" O mit n; +ns+...4+n,, = n ein Einschichtprozess beziiglich
der oberen Schicht.

Allgemeiner erhalt man das auch bei ny 4+ ns + ... + n,, = s, mit ganzzahligem s, denn
Pt = (P") =FE°=F.

Aktion 5: Kantenwiirfel der letzten Schicht kippen

Wir nehmen die letzte Schicht nach oben. Unser Kipp-Prozess K ist ein Beinahe-Einschichtprozess,
er bewirkt in der Oberschicht nichts anderes als das Kippen des Kantenwiirfels vorn oben. K
hat die Ordnung n = 2.

Falls die Anzahl der zu kippenden Kantenwiirfel gerade ist, etwa gleich 2s mit ganzzahligem
s, konnen wir also folgendermaBen vorgehen:

Durch Drehung der Oberschicht den ersten zu kippenden Kantenwiirfel nach vorn bringen,
K durchfiihren, dann durch Drehen der Oberschicht (nicht etwa durch Drehen des ganzen
Wiirfels!) den nachsten zu kippenden Kantenwiirfel nach vorn bringen, K durchfiihren, usw.
Die insgesamt 2s-malige Anwendung von K hebt sich dann wegen 2s = sn in Mittelschicht
und Unterschicht auf.

Wir haben insgesamt einen Einschichtprozess durchgefiihrt.

Erster Unmoglichkeitssatz fir den Zauberwiirfel:

Der andere denkbare Fall, dass die Anzahl der zu kippenden Kantenwiirfel ungerade ist, kann
bei einem ordnungsgemaB montierten Zauberwiirfel (der wirklich einmal im Grundzustand war
und seitdem nur durch Ziige verandert wurde, nicht etwa durch Herausbrechen von Teilwiirfeln
und unbedachtes Zusammensetzen) nicht eintreten.

Abb. 65

Zum Beweis denken wir uns alle Platze (!) fiir Kantenwiirfel mit einer "Polung" versehen (Abb.
65).

Alle Kantenwiirfel sollen im Grundzustand so beschriftet sein wie die Polung ihrer Stammplatze.
Man sieht leicht: Bei jedem Zug werden genau vier Kantenwiirfel "umgepolt". Deshalb dndert
sich bei jedem Zug die Anzahl der falsch gepolten Kantenwiirfel um eine gerade Zahl (vgl. die
Uberlegung beim Fiinfzehnerspiel, aber dort wurden jeweils drei Paare "umgepolt"; Tab. 10).
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Somit kann, wenn nach Aktion 4 alle Kantenwiirfel auf ihrem Stammplatz sind, nicht eine
ungerade Anzahl gekippt (falsch gepolt) stehen.

Aktion 6: Eckwiirfel der letzten Schicht platzieren

Wir nehmen die letzte Schicht nach rechts. Beziiglich der rechten Scheibe ist F® ein Beinahe-
Einschichtprozess (durch die dreimalige Wiederholung hebt sich die zyklische Vertauschung
der Kantenwiirfel 1, 2, 3 in Abb. 62 heraus), in der rechten Schicht bewirkt er nichts anderes
als die Vertauschung der Eckwiirfel a, b in Abb.62. Da F die Ordnung 6 hat, besitzt ™ die
Ordnung n = 2.

Wir kombinieren nun F3 mit R, so dass die zu vertauschenden Eckwiirfel nacheinander die
Platze vorn links oben und vorn links unten einnehmen (Abb. 66).

Abb. 66

Falls die Anzahl der nétigen Vertauschungen insgesamt gerade ist, hebt sich die Wirkung von
F3 wegen n = 2 in den anderen beiden Schichten auf. Falls sie ungerade wiare, bliebe ein Paar
noch zu vertauschender Eckwiirfel Gbrig.

Zweiter Unmoglichkeitssatz fiir den Zauberwiirfel:
Eine Stellung, bei der alle Teilwiirfel mit Ausnahme allein eines Paares auf ihrem Stammplatz
stehen, kann bei einem ordnungsgemaB montierten Zauberwiirfel nicht entstehen.

Diese Aussage erinnert uns an den Unmoglichkeitssatz beim Fiinfzehnerspiel - und die dortige
Beweisidee lasst sich tatsachlich Ubertragen [4], [18].

Aktion 7: Eckwiirfel der letzten Schicht drehen

Alle Teilwiirfel sind an ihrem Stammplatz, die Eckwiirfel der letzten Schicht eventuell noch
verdreht. Wir nehmen die letzte Schicht wieder nach oben.

Dann ist £ ein Beinahe-Einschichtprozess. In der oberen Schicht bewirkt er nichts auBer der
Verdrehung des Eckwiirfels vorn rechts oben (Wiirfel a in Abb. 62 links) um 1/3 entgegen
dem Uhrzeigersinn. Da F die Ordnung 6 hat, besitzt I die Ordnung n = 3.

Wir kombinieren F? mit O, so dass nacheinander die zu verdrehenden Eckwiirfel auf den Platz
vorn rechts oben kommen. Falls die Anzahl der 1/3-Drehungen von Eckwiirfeln (entgegen
Uhrzeigersinn) insgesamt durch 3 teilbar ist, hebt sich die Anwendung von F’ wegen n = 3 in
den andern beiden Schichten auf, und wir erreichen gliicklich den Grundzustand.

Also beispielsweise, wenn drei Eckwiirfel je eine 1/3-Drehung brauchen bzw. einer eine 1/3-
und einer eine 2/3-Drehung. Fiir 2/3-Drehungen kann man ja F* verwenden, d.h. wenn F?
nicht zum Ziel fiihrt, nochmals F? anwenden.[]

"Falls man die Notwendigkeit einer 2/3-Drehung gleich erkennt. kommt man wegen F* = (F?)7! =
OVUV-UvU—tw—H=t = VUV-IU'VUV LU~ mit acht Ziigen aus. Unser Universalprozess
F ist der Kommutator UVU 1V ™!, bei dem die gemeinsame Kante (vom unten) von den ersten beiden
Zigen "entgegengesetzt bearbeitet" wird (Abb.67).
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10 Fiinfzehnerspiel und Zauberwiirfel

Dritter Unmoglichkeitssatz fiir den Zauberwiirfel:

Eine Stellung, in der alle Eckwiirfel am richtigen Platz stehen und die Gesamtzahl der noch
erforderlichen 1/3-Drehungen nicht durch 3 teilbar ist, kann bei einem ordnungsgemaB mon-
tierten Zauberwiirfel nicht entstehen.

Der Beweis ahnelt dem zum ersten Unmoglichkeitssatz, jedoch werden jetzt Grund- und Deck-
flache des Zauberwiirfels mit +, die anderen vier Flachen mit - gepolt. Die Verdrehungen der
Eckwiirfel zahlt man anhand dieser Polung, sie andern sich bei einem Zug stets um null oder
sechs, bei jedem Prozess dann also um ein Vielfaches von drei [4], [18].

Wie viele Gesichter hat der Zauberwurfel?

Beim Montieren eines zerlegten Zauberwiirfels (Skelett fest!) haben wir 8! = 8-7-6-5-4-3-2-1
Méoglichkeiten, die Eckwiirfel auf die Eckwiirfelplatze zu verteilen, entsprechend 12! = 12-11-
10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 bei den Kantenwiirfeln.

Jeden der 12 Kantenwiirfel kénnen wir "richtig" oder "falsch gepolt"einsetzen, das ergibt 2!2
Méglichkeiten; jeden Eckwiirfel "richtig", "1/3-verdreht" oder "2/3-verdreht", das ergibt 38
Moglichkeiten.

Durch die drei Unmoglichkeitssatze gilt jedoch fiir die richtige Montage des Zauberwiirfels:
Der letzte Kantenwiirfel darf nur auf eine der beiden denkbaren Weisen an den freien Kanten-
wiirfelplatz gelangen.

Die letzten beiden Eckwiirfel konnen wir nur auf eine der beiden denkbaren Weisen auf die letz-
ten beiden Eckwiirfelplatze verteilen. Der letzte Eckwiirfel darf nur auf eine der drei denkbaren
Weisen an den freien Eckwiirfelplatz gelangen.

Deshalb ist die Anzahl der durch Montieren erreichbaren Stellungen durch 2-2-3 zu dividieren,
wenn man die Anzahl der durch "richtiges Montieren" moglichen Stellungen angeben will:

8. 12!.212.38

= 432520032744
5.2.3 3252003274489856000

Weil wir mit unseren 7 Aktionen jeden Zustand, der nicht den drei Unmoglichkeitssatzen wider-
spricht, tatsachlich in den Grundzustand tberfiihren kénnen, ist auch umgekehrt jedes dieser
reichlich 43 Trillionen Gesichter durch Prozesse erreichbar.

Fir noch weitergehende mathematische Beschaftigung mit dem Zauberwiirfel sei auf [18] ver-
wiesen, wo auch lber verwandte Spiele (4 x 4 x 4- Wirfel, Tetraeder, ...) einiges nachzulesen
ist, ebenso liber weitere Verfahren zum Ordnen des Wiirfels.

L9

U

Abb. 67

Es gibt genau einen anderen Grundtyp, wo die den Kommutator erzeugenden Ziige die Kante "gleichsinnig"
bearbeiten, UV U1V, auch auf diesem lisst sich alles aufbauen [19].
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11 Der kalkulierbare Zufall

11 Der kalkulierbare Zufall
Gesucht: Ein MaB fiir das Gliick

Entgegen der Aufforderung "Mensch, argere Dich nicht" argert sich Uwe doch. Wahrend seine
Freunde schon eifrig kampfen, hat er nach neun Wiirfen immer noch keine "Sechs" erhalten,
die ihm die Teilnahme am Spiel ermoglichen wiirde.

So bedauerlich dieses Ereignis fir Uwe auch sein mag, es ist doch nichts anderes als ein
mogliches Ergebnis des Zufalls - genauso wie die Tatsache, dass Petra bereits im ersten Wurf
eine "Sechs" gewdrfelt hat. (Wir wollen dabei stets voraussetzen, dass es sich um mathematisch
exakte Wiirfel aus homogenem Material handelt.)

Haben Sie auch das Gefiihl, dass Uwes Pech (Eintreten des unerfreulichen Ereignisses £ =
"in 9 Wiirfen erscheint keine Sechs") viel groBer ist als Petras Gliick (Eintreten des erfreulichen
Ereignisses E5 = "im ersten Wurf erscheint eine Sechs")?

Wenn ja, dann versuchen Sie doch einmal, lhre Meinung einem Bekannten zu begriinden!
Sicher werden Sie dabei merken, dass dies nicht so ohne weiteres moglich ist. Besser ware es
da schon, wenn wir das Pech des einen bzw. das Gliick des anderen Spielers objektiv messen
konnten, etwa durch je eine Zahl. Ein Vergleich dieser beiden Zahlen wiirde uns dann jegliche
langatmige Begriindung ersparen.

Untersuchen wir zunachst Petras Gliick, das im Eintreten des Ereignisses F bestand.
Insgesamt sind bei einem Wurf sechs verschiedene Ergebnisse (die Zahlen 1 bis 6) moglich, die
untereinander vollig gleichberechtigt sind - da es sich um einen "guten" Wiirfel handelt. Weil
von diesen sechs Ergebnissen genau eines (namlich die Zahl 6) zu dem eingetretenen Ereignis
E fihrt, liegt es nahe, Petras Gliick durch die Zahl % zu messen. Diese Zahl nennt man die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Es und schreibt dafiir P(E;) = é.

Natirlich kdnnen wir uns bei einem solchen Wurf auch fiir andere Ereignisse interessieren.

Betrachten wir z.B. das Ereignis F'5 = "bei einem Wurf wird eine gerade Zahl gewiirfelt".

Von den sechs maéglichen Wiirfelergebnissen sind drei (namlich die Zahlen 2, 4 und 6) fiir das
1

Ereignis E3 "giinstig", deshalb setzt man P(FE;) = 2 = 1.

Wir sehen, dass das Ereignis E5 eine kleinere Wahrscheinlichkeit als das Ereignis F5 hat, d.h.,
es ist unwahrscheinlicher als F5. Wenn also von zwei Spielern der eine auf das Ereignis Fy und
der andere auf das Ereignis F5 wartet, dann hat sicher der erste Spieler weniger Aussicht auf
Erfolg als der zweite.

Dafiir hat er aber, wenn "sein" Ereignis F5 tatsachlich eintritt, eben mehr Glick gehabt als
der zweite Spieler beim Eintreten von Fjs.

Fassen wir zusammen:

Wenn bei einem Versuch eine endliche Anzahl m von gleichberechtigten Ergebnissen moglich
ist, von denen g fiir ein bestimmtes Ereignis [ giinstig sind, dann heiBt die Zahl P(E) = £
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses F.

Je kleiner diese Zahl ist, umso unwahrscheinlicher ist das betreffende Ereignis und umso groBer
ist dafiir das Glick (bzw. bei einem unerfreulichen Ereignis das Pech), wenn es eintritt. Die
Idee, das Verhaltnis % als ein MaB fir das Glick zu verwenden, stammt von dem franzdsischen
Mathematiker P. S. Laplace (1749 bis 1827).

8Die Abkiirzung P stammt von "probabilité", dem franzésischen Wort fiir "Wahrscheinlichkeit".
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11 Der kalkulierbare Zufall

Berechnen Sie doch einmal zur Ubung die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einem Wurf mit
einem Spielwiirfel eine Quadratzahl, eine negative Zahl, eine Zahl kleiner als 10 bzw. eine
Primzahl fallt!

Wer dabei nicht die Ergebnisse % 0, 1 bzw. % erhalten hat, muss seine Uberlegungen iiber-
prifen (bitte beachten: die Zahl 1 ist keine Primzahl)!

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit des bei Uwes Wiirfen eingetretenen Ereignisses E; be-
rechnen. Dazu bestimmen wir zunachst die Anzahl m aller moglichen Ergebnisse bei 9 Wiirfen.
Da nach jedem der 6 moglichen Ergebnisse des 1. Wurfes beim 2.Wurf ebenfalls 6 Ergebnis-
se eintreten konnen, haben wir nach 2 Wiirfen insgesamt 6 - 6 = 6 = 36 gleichberechtigte
Versuchsergebnisse.

Zu jedem davon gibt es 6 Ergebnisse des 3.Wurfes, so dass nach 3 Wiirfen 63 = 216 Ver-
suchsergebnisse moglich sind. Nun ist klar, dass bei 9 Wiirfen insgesamt 6° = 10077696
gleichberechtigte Versuchsergebnisse auftreten konnen.

Jetzt brauchen wir noch die Anzahl g derjenigen Versuchsergebnisse, die zu dem Ereignis F
fihren. Damit dieses Ereignis eintritt, muss ja in jedem der 9 Wiirfe eine der Zahlen 1, 2, 3, 4
oder 5 gewiirfelt werden. Fiir jeden Wurf gibt es somit 5 "glinstige" Moglichkeiten, insgesamt
also 5% = 1953125. Mit diesen Zahlen erhalten wir nun nach der Laplaceschen Formel

1953125
P(Ey) = g _ 2709080
m 10077696

Das bei Uwes neun Wiirfen eingetretene Ereignis E ist also sogar wahrscheinlicher als das bei
Petras erstem Wurf eingetretene Ereignis FEs; er hatte also gar nicht so groBes Pech, wie es

uns zunachst erschien. Wie sehr hat uns unser Gefiihl doch wieder einmal getrogen!

1
~0,1938 > - = P(Ey)

A Knobelaufgabe 22: Zwischen Peters und Karins Heimatorten gibt es drei Wege. Wie groB ist
die Wahrscheinlichkeit, dass sich Peter und Karin unterwegs begegnen, wenn sie zur gleichen
Zeit in ihrem Heimatort loslaufen und dabei jeweils einen beliebigen der drei moglichen Wege
auswahlen?

Baume, die nicht in den Himmel wachsen

Es ist nicht immer leicht, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E nach der Laplaceschen
Formel P(E) = £ zu berechnen, da die Bestimmung der Zahlen m und g mitunter recht kom-
pliziert ist (ein Beispiel ist etwa die Berechnung von Uwes "Pechzahl"im vorigen Abschnitt).

Mehr noch: Ist eine der beiden Voraussetzungen (endliche Anzahl gleichberechtigter Versuchs-
ergebnisse) nicht erfillt, dann kann diese Formel iiberhaupt nicht angewendet werden. Deshalb
gibt es in der Wahrscheinlichkeitsrechnung Satze, die die Berechnung unbekannter Wahrschein-
lichkeiten aus bekannten Daten (meist sind das selbst wieder Wahrscheinlichkeiten) ermogli-
chen. Einen dieser Satze wollen wir an folgendem Beispiel erlautern:

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, bei zwei aufeinanderfolgenden Wiirfen genau eine Qua-
dratzahl zu wiirfeln?

Bezeichnen wir mit ); und (), die Ereignisse, dass im 1. bzw. im 2. Wurf eine Quadratzahl
gewiirfelt wird, so gilt ja P(Q;) = P(Q2) = 3.

Weiter seien Q1 und (), die Ereignisse, dass im 1. bzw. 2.Wurf keine Quadratzahl fallt (d.h.,
es wird eine der Zahlen 2, 3, 5 oder 6 gewiirfelt), dann gilt P(Q;) = P(Q2) = 2.

Nun kénnen wir die moglichen Falle bei zwei Wiirfen in Form eines "Baumes" mit "Knospen"
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11 Der kalkulierbare Zufall

und "Asten" darstellen (Abb. 68). Aus diesem "Baum" erhalt man die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses Fy = "in zwei Wiirfen genau eine Quadratzahl" nach folgender Vorschrift:

a) Markieren Sie alle Wege, die das gesuchte Ereignis liefern.

b) Multiplizieren Sie fiir jeden der "giinstigen" Wege die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen
"Aste".

c) Addieren Sie diese Produkte; diese Summe ist dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

In unserem Beispiel muss in einem der beiden Wiirfe eine Quadratzahl und im anderen eine
Nicht-Quadratzahl fallen; dementsprechend sind in Abb. 68 die moglichen Wege markiert.

1. Wurf
2. Wurf
Abb. 68
Also gilt nach b) und c)
1 2 21 4
PE)=> 4> -=-m0,44
(F)=3-3t33757~0

Zur Ubung sollten Sie einmal die in der Knobelaufgabe 22 gesuchte Wahrscheinlichkeit mit
Hilfe eines Baumes berechnen! (Die beiden "Stufen" entsprechen dabei den Entscheidungen
von Peter bzw. Karin.)

Wir wollen die "Baumregel" (die die Mathematiker Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
nennen) noch zur Lésung eines etwas komplizierteren Beispiels benutzen:

Aus einem gut gemischten Skatspiel mit 32 Karten werden zwei Karten gezogen, wobei die
erste Karte nicht zuriickgelegt wird. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E5 =
"mindestens ein Unter wird gezogen"?

Wir betrachten die Ereignisse U, Uy, Uy, U, (deren Bedeutung sicher jedem klar ist) und
erhalten den in Abb. 69 dargestellten Baum.

1 Karte

Abb. 69

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fiir die Aste der ersten Stufe ist recht einfach:
Fur die 1. Karte gibt es namlich m; = 32 Moglichkeiten (Karten), von denen g; = 4 Unter
bzw. g, = 28 Nicht-Unter fiir die Ereignisse U; bzw. U, giinstig sind. Nach der Laplaceschen

Formel erhalten wir also P(U;) = 34—2 und P(U,) = %_

Nun zur zweiten Stufe. Da die zuerst gezogene Karte nicht zuriickgelegt wird, gibt es fir die 2.
Karte nur noch my = 31 Moglichkeiten. Und wie viele davon sind fiir das Ereignis U; glinstig?
Das héngt offenbar davon ab, ob die 1. Karte ein Unter war (linker Ast der 1. Stufe) oder nicht
(rechter Ast der 1. Stufe). Im ersten Fall gibt es noch g, = 3 Unter, deshalb hat das Ereignis
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11 Der kalkulierbare Zufall

Us unter der genannten Bedingung die Wahrscheinlichkeit 33—1 Die Mathematiker schreiben

dafar 3
P(Usy/Uy) = 3l

und nennen diese GroBe eine bedingte Wahrscheinlichkeit. Die Berechnung der lbrigen be-
dingten Wahrscheinlichkeiten auf der 2. Stufe diirfte nun keine Schwierigkeiten mehr bereiten.
Damit erhalten wir nach der "Baumregel"

4 3 4 28 28 4 12+112+112 236

PE:)= —. = 4+ = . 22422, % = — =~0,24
(E5) 3231 T32 31 32 31 32.31 992

Das ist (ibrigens auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim Skatspiel der Kartengeber min-
destens einen Unter in den Skat legt. (Warum?)

Natirlich kann ein solcher Baum auch mehr als zwei Stufen haben. Dabei kann man all jene
Verastelungen, die nicht zu dem interessierenden Ereignis fiihren, von vornherein weglassen.
Als Beispiel wollen wir noch einmal Uwes "Pechzahl" berechnen.

Mit S, und S; bezeichnen wir die Ereignisse, dass im k-ten Wurf eine "Sechs" bzw. keine
"Sechs" fallt; dann gilt P(S)) = ¢ und P(S;) = 2.

6

1] ;jen
o
|
1| orfen

Y

2 =
INS;  I\S2 1\ 3 N Sg 1 Sy
Abb. 70 ¢ PN 0

Bei dem "verschnittenen" Baum (Abb. 70) missen die nach unten fiihrenden Aste nicht verfolgt
werden, denn wenn in einem Wurf eine "Sechs" fallt, dann kann das Ereignis £y = "in 9 Wiirfen
erscheint keine Sechs" eben nicht mehr eintreten. Nach der Baumregel erhalten wir nun wieder

|
[

5\? 5°
P(E)=(=) == ~0,1938
Bemerkung: Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Aste, die einer Knospe entspringen, ist

stets 1. (Nachpriifen!)

Zufalle gibt es ...

Die Begriinder der Wahrscheinlichkeitsrechnung erhielten ihre ersten Anregungen vor mehr als
300 Jahren aus der Welt der Gliicksspiele. Hier kann man namlich sehr gut die dem Zufall
innewohnenden GesetzmaBigkeiten studieren [’

Deshalb beginnen auch die meisten popularwissenschaftlichen Biicher und sogar viele Lehrbii-
cher der Wahrscheinlichkeitsrechnung ihre Betrachtungen mit der Behandlung von Gliicksspie-
len wie Wiirfel-, Karten-, Lotto-Spielen usw.

Doch damit sind die Anwendungsmoglichkeiten der Wahrscheinlichkeitsrechnung keineswegs
erschopft. Im Gegenteil! Fast tberall, wo zufallige Prozesse ablaufen, lassen sich ihre Methoden
mit groBem Erfolg anwenden.

Und wo hat der Zufall schon nicht seine Hand im Spiel. Die Lebensdauer einer Gliihlampe

9Vom Standpunkt der Verfasser aus muss man die hierbei auftretende philosophische Frage nach dem objek-

tiven Charakter zufélliger Erscheinungen mit "ja" beantworten.
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11 Der kalkulierbare Zufall

oder eines radioaktiven Atoms, die Anzahl der an einer Kaufhallenkasse wartenden Kunden,
die jahrlichen Ausgaben der Versicherung - all das sind zufallige GroBen, die sich durch die
Wahrscheinlichkeitsrechnung erfassen und beschreiben lassen.

Erst dadurch werden sinnvolle Entscheidungen méglich (z.B. iber die zweckmaBige Anzahl
von Ersatzglithlampen oder von Kaufhallenkassen, tber die sachgemaBe Hohe von Versiche-
rungsbeitragen usw.).

Ja, es gibt sogar Probleme, die mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden gelést werden
konnen, obwohl bei ihnen der Zufall keine Rolle spielt.

So lasst sich z.B. der Flacheninhalt komplizierter Flachen mit der "Monte-Carlo-Methode"
naherungsweise bestimmen - ein Verfahren, dessen Name uns an die Anfange der Wahrschein-
lichkeitsrechnung erinnert, namlich an Gliicksspiele. Wer mehr iber die vielfaltigen Anwen-
dungsmoglichkeiten der Wahrscheinlichkeitsrechnung erfahren mochte, der wird mit Gewinn
das Biichlein [23] lesen.

Auf jede Frage eine Antwort

Dirk hat zu seinem 15.Geburtstag vier Freunde eingeladen. Er stellt ihnen folgende Aufgabe:
"Ich denke an eine Begebenheit aus meinem bisherigen Leben. lhr sollt erraten, wie alt ich
damals war. Dazu darf aber jeder nur eine Frage stellen, die mit ja oder nein beantwortet
werden kann."

Die Freunde (iberlegen: Dirk kann an jede Begebenheit von seiner Geburt bis zur heutigen Feier
denken, wir miissen also eine der 16 Zahlen von 0 bis 15 erraten. Fragt jeder von uns direkt
nach irgendeinem Alter (natiirlich jeder nach einem anderen), dann erraten wir das gesuchte
Alter nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,25. (Nachpriifen!)

Dieser Weg fiihrt also nicht mit Sicherheit zum Ziel. Nach weiterem Nachdenken finden die
Freunde aber doch noch vier passende Fragen. Hier sind sie und dazu Dirks Antworten:

[. Warst Du alter als 7 Jahre? Nein.
2. Warst Du alter als 3 Jahre? Ja.
3. Warst Du alter als 5 Jahre? Ja.
4. Warst Du 6 Jahre alt? Nein.
Frage: Wie alt war Dirk?

Offenbar besteht die "Strategie" der vier Freunde darin, mit jeder Frage die Halfte der jeweils
noch verbliebenen Moglichkeiten auszuschlieBen.

Manchmal muss man sich allerdings auch (anders als in unserem Beispiel) damit begniigen,
weniger als die Halfte der noch verbliebenen Moglichkeiten auszuschlieBen - namlich dann,
wenn deren Anzahl ungerade oder liberhaupt nicht genau bekannt ist.

Das ist z.B. bei dem folgenden sehr unterhaltsamen Gesellschaftsspiel der Fall: Die Anwesenden
bilden zwei Parteien, von denen sich jede eine bekannte Person ausdenkt. Diese soll durch die
andere Partei mit moglichst wenigen Entscheidungsfragen erraten werden.

Die ersten Fragen konnten etwa folgendermaBen lauten: "Ist die Person mannlich?", "Lebt sie
noch?", "Wissenschaftler?", ...

Ubrigens: LieBe sich bei diesem Spiel die "Halbierungsmethode" exakt anwenden, dann kénnte
man mit nur 20 zielgerichteten Fragen eine Person aus einer Menge von iiber 1 Million Personen

erfragen9]

0Das geht annihernd, wenn man die Stellung des Namens in einem Lexikon erfragt: "Miisste der Name im
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Information = beseitigte Ungewissheit

Konnen Dirks Freunde eigentlich auch mit weniger als vier Fragen zum Ziel gelangen?

Sie sammeln ja mit ihren Fragen Informationen iiber das gesuchte Alter und beseitigen damit
nach und nach die zu Beginn des Ratespieles bestehende Ungewissheit (= Informationsmangel).
LieBen sich nun sowohl dieser Informationsmangel als auch die Informationsmenge, die man mit
je einer Frage gewinnen kann, durch Zahlen messen, dann kénnten wir offenbar die Mindestzahl
der notwendigen Fragen bestimmen.

Auf der Suche nach solch einem MaB fiir Informationen gelangte der Mathematiker C. E.
Shannon (geb. 1916) zu folgender Erkenntnis:

Tritt bei einem Versuch genau eines der Ereignisse F1, ..., E, ein, dann kann die Zahl
I(Ey, ..., Ep) Z -1d P(Ey)

als geeignetes MaB fiir den Informationsgehalt des Ereignissystems F, ..., F),, verwendet wer-
den; dieser wird mit der Einheit bif!] gemessen.

Hierbei ist P(E)) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ej und ldz bezeichnet den Lo-
garithmus der Zahl z zur Basis 2, den man aus dem Zehnerlogarithmus nach der Formel
ldz = lgi ~ 3,32 lgx erhalt.

Fiir unsere weiteren Uberlegungen benétigen wir den folgenden Satz:

Fir ein beliebiges Ereignissystem E, ..., F, gilt stets 0 < I(FE, ..., E,) <ldn.
Dabei wird der maximale Informationsgehalt 1d n genau dann erreicht, wenn alle n Ereignisse
die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, wenn also P(E)) = + fir alle k =1, ..., n gilt.

Bei unserem Ratespiel haben wir es nun mit zwei Ereignissystemen zu tun. Das erste besteht
aus den 16 Ereignissen Fj, ..., F1g, wobei Fj, = "Dirk denkt an ein Erlebnis, bei dem er & — 1
Jahre alt war"bedeutet.

Da fiir jedes dieser Ereignisse von m = 16 gleichberechtigten Zahlen ¢ = 1 Zahl giinstig ist,
erhalt man aus der Laplaceschen Formel P(E}) = 1 fir alle k =1, ..., 16.

Deshalb gilt nach obigem Satz I(Ej, ..., E,,) = 1d 16 = 4. Diese Informationsmenge von 4 bit
missen also Dirks Freunde mit ihren Fragen zusammentragen. Die moglichen Antworten "ja"
bzw. "nein" auf diese Fragen bilden nun das zweite Ereignissystem .J, V.

Da die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse natiirlich von der Fragestellung abhangen, kann
man den Informationsgehalt des Ereignissystems J, IV fiir eine beliebige Fragestellung nicht
berechnen. Nach unserem Satz gilt aber stets die Ungleichung I(J,N) <1d2 = 1.

Mit einer Ja-Nein-Frage kann man also hochstens 1 bit Information gewinnen. Da insgesamt
4 bit erreicht werden missen, brauchen die Freunde mindestens vier Fragen, wenn sie das
gesuchte Alter mit Sicherheit erraten wollen. Damit haben wir das zu Beginn des Abschnittes
gestellte Problem auch schon gelost.

Bemerkung: Die Rechnung liefert nur ein Resultat iiber die Mindestzahl der notwendigen
Fragen. Ob man mit vier Fragen tatsachlich auskommt und wie man diese Fragen stellen
muss, wird damit nicht beantwortet.

Allerdings enthalt unsere Herleitung auch dazu einen Hinweis:

Lexikon vor (dem mittleren Wort) kommen?" usw. - ein langweiliges Frageschema.
1 Abkiirzung des englischen Ausdrucks "binary digit".
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Man muss mit jeder Frage die maximale Information von 1 bit erreichen, was nach obigem Satz
nur dann méglich ist, wenn P(J) = P(N) = 3 ist. Dies wird offenbar durch die im vorigen
Abschnitt beschriebene "Halbierungsmethode" erreicht. (Sollte eine genaue Halbierung einmal
nicht moglich sein, dann muss man versuchen zu erreichen, dass P(J) und P(N) moglichst

nahe bei % liegen, was durch eine "Fast-Halbierung" gelingt.)

Gewogen und fiir falsch befunden

Im weiteren Verlauf der Geburtstagsfeier legt Dirk seinen Freunden 21 Kugeln vor, die sich
auBerlich vollig gleichen. Allerdings ist eine dieser Kugeln schwerer als die iibrigen 20, und
diese soll mit moglichst wenigen Vergleichswagungen auf einer Balkenwaage herausgefunden
werden.

Auch hier hilft uns die Informationstheorie, die Mindestzahl der notwendigen Wagungen zu
bestimmen. Dazu betrachten wir zunachst das Ereignissystem F, ..., E5;, wobei wir uns die
Kugeln durchnummeriert denken und E; = "die k-te Kugel ist schwerer" bedeutet. Hier gilt
P(E})) = & und deshalb I(E}, ..., E,) = 1d 21 ~ 4, 39 bit. (Nachrechnen!)

21

Diese Informationsmenge ist nun mit moglichst wenigen Wagungen zu erzielen. Die drei mog-
lichen Wagungsergebnisse L = "linke Seite schwerer", R = "rechte Seite schwerer" bzw. G =
"Gleichgewicht" bilden das zweite Ereignissystem, flir das wir nach dem Satz aus dem vorigen
Abschnitt I(L, R, G) <1d3 ~ 1,58 bit erhalten.

Folglich kénnen zwei Wagungen, die hochstens 3,16 bit liefern, nicht ausreichen, wahrend man
mit drei Wagungen zum Ziel gelangen kann.

A Knobelaufgabe 23: Wie muss man die drei Wagungen durchfiihren?

Und wenn nun nicht bekannt ist, ob die "falsche" Kugel schwerer oder leichter ist? Dann haben
wir es mit einem der 42 Ereignisse F;" = "die k-te Kugel ist falsch und schwerer" bzw. E; =
"die k-te Kugel ist falsch und leichter" zu tun.

Der Informationsgehalt des Ereignissystems £, ..., E5;, Ey , ..., E5; betragt dann etwa 5,39
bit, und da mit einer Wagung nach wie vor hochstens 1,58 bit erreicht werden konnen, muss
man jetzt mindestens vier Wagungen ausfiihren.

Ein Ratschlag fiir alle, die die Strategie selbst herausfinden mochten: Man kann im Verlauf
der Wagungen Kugeln, die man schon als "gut" erkannt hat, als Vergleichskugeln benutzen.
(Man beachte, dass die falsche Kugel herausgefunden werden soll und auch, ob sie schwerer
oder leichter als die anderen ist.)

Hinweise zur Behandlung dieses und ahnlicher Wagungsprobleme sind in den Biichern [21],
[30] und [35] zu finden; in [21] sind insbesondere weitere interessante Zusammenhange mit
der Informationstheorie erlautert.

Vom Traum eines Skatspielers

Ernst, Martin und Fritz sind in ihrer Freizeit begeisterte Skatspieler. Eines Tages wirft Fritz
folgendes Problem auf: "Ich habe einmal tberschlagen, dass wir seit Bestehen unserer Skat-
runde schon etwa 9000 Spiele durchgefiihrt haben. Ist es da nicht verwunderlich, dass noch
keiner von uns einen Grand ouvert gespielt hat?"

Hinweis: Bei diesem Spitzenspiel muss der Alleinspieler, ohne den Skat aufzunehmen, vor
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Spielbeginn seine 10 Karten aufdecken, und er darf keinen einzigen Stich an die Gegenspieler
abgeben.

Er erhalt dafiir mindestens 252 Gewinnpunkte, weit mehr als fiir alle anderen moglichen Spiele.
Deshalb und wegen seiner Seltenheit ist es der Traum eines jeden Skatspielers, einen Grand
ouvert zu erhalten (Abb. 71).

Abb. 71

Die drei Skatfreunde (iberlegen. Ernst ist der Meinung, dass man ausrechnen kann, wie oft
etwa ein Grand ouvert vorkommen musste. Er erklart sich bereit, am Abend in Ruhe dariiber
nachzudenken.

Martin hat eine andere Idee: "Warum erkundigen wir uns nicht bei einem Skatverein, wie viele
der dort registrierten Spiele Grand ouverts waren?"

Die drei beschlieBen, beiden Moglichkeiten nachzugehen. Nach einigen Tagen liegen die Ergeb-
nisse vor und stiften Verwirrung. Ernsts Rechnung hat ergeben, dass "im Mittel" etwa jedes
20000 ste Spiel ein Grand ouvert sein misste. Martin erhielt dagegen eine optimistischere
Auskunft:

Von allen beim Skatverein registrierten Spielen war etwa jedes 6000 ste Spiel ein Grand ouvert.
Wo liegen die Ursachen fiir diese unterschiedlichen Resultate?

Nun, Ernst und Martin haben sich - wie wir gleich sehen werden - mit in zweifacher Hinsicht
verschiedenen Aufgaben beschaftigt.

1. Ernst interessierte sich nur fir die absolut sicheren Grand ouverts (Ereignis A), da im
Falle eines unsicheren Grand ouverts die mathematisch nicht erfassbare Risikobereitschaft des
Alleinspielers zu berlicksichtigen ware.

Martin dagegen forschte nach den gespielten Grand ouverts (Ereignis B), deren Anzahl sich
aus unverlierbaren und verlierbaren Spielen zusammensetzt.

2. Ernst berechnete die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A. Dazu beschaftigte er sich mit
folgenden Fragen:

a) Wieviel Kartenverteilungen sind beim Skat moglich?
b) Wieviel sind davon fiir einen absolut sicheren Grand ouvert (der bei jeder Kartenkonstellation
gewonnen wird) giinstig?

(Ausfiihrliche Betrachtungen dazu sind in dem Buch [30] zu finden.)

Um nun zur Berechnung von P(A) die Laplacesche Formel anwenden zu kdnnen, musste Ernst
noch voraussetzen, dass bei jedem Spiel alle moglichen Kartenverteilungen gleichberechtigt
sind, das bedeutet, dass die Karten immer "ideal gemischt" sind. So erhielt er

1 1

P(A) = ~
(4) 19579 20000
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11 Der kalkulierbare Zufall

Martin hingegen verglich lediglich die Anzahl 88988 der registrierten Spiele mit der Anzahl
14 der gespielten Grand ouverts (diese Zahlenangaben sind ebenfalls [30] entnommen). Damit
berechnete er die relative Haufigkeit des Ereignisses B zu ﬁ ~ ﬁ.

Diese Zahl kann man als eine Naherung fiir die unbekannte Wahrscheinlichkeit P(B) betrach-

ten.

Da Ernsts Rechnung einmal von idealen Voraussetzungen ausgeht und zum anderen nur die
absolut sicheren Grand ouverts beriicksichtigt, wird die von Martin ermittelte Zahl im Hinblick
auf die in der Spielpraxis auftretende Haufigkeit von Grand ouverts realistischer sein.

Ist es nun nicht tatsachlich verwunderlich, dass unsere drei Freunde bei weit mehr als 6000
Spielen noch keinen Grand ouvert gespielt haben?

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir zu- nachst ein einfacheres Beispiel: Beim
Werfen eines Spielwiirfels erwarten wir, dass "im Mittel" jeder sechste Wurf eine "Sechs"
ergibt. Aber nicht jede Wurfserie erfiillt diese Erwartung!

Es ist gar nicht so selten, dass man bis zur ersten "Sechs" neunmal oder noch o6fter wiirfeln
muss (darin bestand ja gerade Uwes Pech zu Beginn dieses Kapitels). Genauso verhalt es sich
beim Skatspiel. Hier erwarten wir, dass "im Mittel" jedes 6000ste Spiel ein Grand ouvert ist.
Jedoch sind Serien von 9000 oder mehr Spielen ohne einen Grand ouvert keine Seltenheit und
deshalb auch kein Grund zum Wundern!

Vom Mischen

Wie alle Skatspieler haben auch Ernst, Martin und Fritz ihre eigenen Mischmethoden. Bevor
wir sie im einzelnen analysieren, wenden wir uns einer einfacheren Aufgabe zu: dem Mischen
von nur 3 Karten.

Wir nummerieren den Kartenstapel von unten nach oben und schreiben die Position jeder
Karte nach dem Mischen unter ihre Position vor dem Mischen.

So beschreibt z.B. :1)) ; :1)) ) die folgende Mischoperation: Die untere Karte gelangt nach

oben (;) und die obere nach unten (‘f) wahrend die mittlere Karte ihre Position beibehalt
2
5)-

Eine solche Umordnung der Elemente einer (endlichen) Menge nennt man eine Permutation.

Die Anzahl der moglichen Permutationen von 3 Elementen betragt 3! = 1-2-3 = 6 (siehe
Kap. 1), d.h., es gibt 6 verschiedene Ergebnisse beim Mischen von 3 Karten:

(123 (123 (1
m=\q193) ™71 32) ™7|2
(123 (123 (1
Ta=1 9 1) ™=\l3192) 713

Mehrmaliges Mischen kann natdrlich als Hintereinanderausfithrung der entsprechenden Per-
mutationen aufgefasst werden. Wird z.B. zuerst 73 und dann 75 durchgefiihrt, so geschieht
folgendes:

Die untere Karte (1) gelangt erst in die mittlere und von dort wieder in die untere Position
(1), die mittlere Karte (2) gelangt erst nach unten und dann nach oben (3), die obere Karte
(3) verandert zunachst ihre Position nicht und geht dann in die mittlere (2) tber.

W N NN
NN =N
—_ W
~—
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11 Der kalkulierbare Zufall

Als Resultat dieser aufeinanderfolgenden Mischbewegungen erhalten wir also die Permutation
(123
W1 3 2
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass diese Produktbildung nicht kommutativ ist. So gilt zum
Beispiel 75 - m3 = mg (Nachpriifen!)

o , dafiir schreiben wir 73 - 15 = 15 (Produkt von Permutationen).

Kommen wir nun zum Skatspiel zuriick. Die Anzahl aller moglichen Permutationen betragt
hier
32! = 263130836933693530167218012160000000

und wir wollen ein Mischverfahren dann als gut bezeichnen, wenn jede dieser Permutationen
gleich moglich ist.

Fritz wird von seinen Kollegen als bester Mischer angesehen, denn er beherrscht das "Riffel-
mischen" - ein elegantes und von vielen Zauberkiinstlern verwendetes Verfahren. Dabei wird
der KartenstoB in zwei etwa gleich groBe Teile geteilt, die "ineinandergeschoben" oder "inein-
andergeriffelt" werden (Abb. 72).

Abb. 72

Martin und Ernst dagegen benutzen das iibliche "Uberhandmischen". Hierbei halt die rechte
Hand das Spiel, und der linke Daumen streift von der Oberseite eine oder mehrere Karten ab,
bis sich der gesamte Stapel in der linken Hand befindet.

Bei beiden Methoden spielt in der Regel der Zufall eine groBe Rolle. Uns interessiert nun
zunachst die Frage: Kann dieser Zufall durch besonderes Geschick des Mischenden ausge-
schlossen werden, und was ware die Konsequenz?

Beim Riffelmischen ist das sicherlich moéglich. Man muss z.B. nur den Kartenstapel exakt
halbieren und danach die Karten einzeln ineinanderriffeln (Abb. 73).

z 7 % :
7 0 4 30
—l
9
19 3 —
,_g 18 2 ,’g
Abb. 73 ! 7 !

Dieser festen Mischvorschrift entspricht die Permutation

(1 2345 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16
Tl 135 7911 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Betrachten wir m genauer, so erkennen wir:

a) Die Zahlen 1 und 32 gehen in sich lber, d.h., die untere und die obere Karte des Stapels
behalten ihre Position bei.

b) Die tbrigen Zahlen lassen sich in Zyklen zu je 5 Zahlen einteilen, die ineinander iibergehen.
So finden wir z.B. die zyklischen Uberginge
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2—3— dr—=>7f
17:::\ =5 und 18/\ %13,

die wir kurz durch ( 23597 ) bzw. ( 4 7 13 25 18 ) bezeichnen. Damit kénnen
wir 7 in folgender Form schreiben:

7= (1)(235917) (47 132518) (6 11 21 10 19) (8 15 29 26 20) (12 2314 27 22) (16 31
30 28 24) (32)

Welche Permutationen beschreiben nun aber zweimaliges, dreimaliges, ..., n-maliges Riffeln?
Nach unseren obigen Uberlegungen sind es die Produkte 7 -7 = 72,73, ..., 7" Alle diese
Potenzen lassen sich leicht bestimmen, indem wir in jedem Zyklus 1,2, ...,n — 1 Zahlen "lber-
springen". So gilt z.B.

72 = (1) (2517 3 9) (4 13 18 7 25) (6 21 19 11 10) (8 29 2015 26) (12 14 22 23 27) (16
30 24 3128) (32)

(Nachpriifen!) Berechnen wir noch 73, 7, 75, so erwartet uns eine Uberraschung: 7% ist die

identische Permutation, die jedes Element in sich selbst tiberfiihrt. Fliinfmaliges exaktes Riffeln
fihrt demnach zur Ausgangssituation zuriick!

Konsequenz: Wie oft man auch riffelt, es lassen sich hochstens 5 verschiedene Anordnungen
der Karten erzielen. Entgegen allem Anschein ist dieses exakte Riffeln, das so elegant wirkt,
ein duBerst schlechtes Verfahren zum Mischen von Karten.

A Knobelaufgabe 24: Wie oft muss ein Spiel mit 10 (14; 2") Karten exakt geriffelt werden,
um zur Ausgangssituation zu gelangen?

Kommen wir nun zum Uberhandmischen. Auch hier gibt es Experten, die nach festen Vor-
schriften mischen kénnen und damit den Zufall ausschlieBen. Nehmen wir zunachst an, dass
stets genau 2 Karten in die linke Hand abgestreift werden (Abb.74).

— ?

30 —_—

29 3

— - i

L _

3 —_—

2 R ——

Abb. 74 7 3

Wir erkennen sofort: Zweimaliges Ausfiihren dieser Operation fiihrt zur Ausgangssituation zu-
riick. Dasselbe ist der Fall, wenn man jedesmal 4 (8; 16) Karten abstreift.

Wir setzen jetzt voraus, dass nacheinander 2, 4, 1, 3, 3, 2, 1, 3, 4, 3, 1, 2, 3 Karten von der
rechten in die linke Hand tiberwechseln. Dann lautet die Mischpermutation

= (130627 332231) (428) (529) (7249 26) (8251020 11 21 12 22 13 23) (14 17
16 19 15 18)

(nachprifen!). Wird dieselbe Vorschrift mehrfach wiederholt, so lassen sich dadurch héchstens
120 verschiedene Reihenfolgen realisieren. (Diese Zahl ist das kleinste gemeinsame Vielfache
der Zyklenlangen 2, 4, 6, 8 und 10.)

Allgemein lasst sich mit Hilfe der Gruppentheorie zeigen: Durch eine beliebige, aber feste
Mischvorschrift entsteht in keinem Fall ein gut gemischtes Kartenspiel. Die Anzahl der er-
reichbaren Anordnungen ist vielmehr verschwindend gering gegeniiber der Anzahl 32! aller
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moglichen Anordnungen. Somit erweist sich auch das nach einer festen Vorschrift ablaufende
Uberhandmischen als ein schlechtes Mischverfahren.

Weder beim Riffeln noch beim Uberhandmischen liefern also feste Vorschriften ein gut ge-
mischtes Spiel.

Betrachten wir nun noch den Fall, dass die Mischbewegungen vom Zufall abhiangen. Um
diesen zufalligen Einfluss mathematisch erfassen zu kénnen, treffen wir die folgende Voraus-
setzung: Bei jedem einzelnen Mischvorgang wird jede der 32! moglichen Permutationen m,
(k = 1,2,...,32!) mit derselben (allerdings von k abhangigen) Wahrscheinlichkeit P reali-
siert.

Dann kann man mit Hilfe der Theorie der Markovschen Ketten (siehe z.B. [10]) zeigen: Nach
einer sehr groBen Anzahl n von Mischvorgangen tritt jede der 32! moglichen Permutationen
mit annahernd gleicher Wahrscheinlichkeit auf, d.h., es gilt

1

P(m nach n Mischvorgangen) ~ 0

Wenn wir also nur gentigend oft mischen, dann ist unser Spiel (fast) ideal gemischt!

Weil sowohl das Riffelmischen von Fritz als auch das Uberhandmischen von Martin und Ernst
dem Zufall unterworfen ist, mischen alle drei gut, wenn sie sehr viele Mischvorgange durch-
fihren. Begnligen sie sich allerdings mit der in der Praxis tiblichen Anzahl von 4 bis 6 Misch-
vorgangen, so sind sie durchweg schlechte Mischer!
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12 Losungshinweise

1. Wir denken uns die Frauen Leipzigs in Klassen eingeteilt, und zwar nach der Haaranzahl. Da
es in Leipzig mehr als 120000 Frauen gibt, ist die Existenz von Frauen mit gleicher Haaranzahl
nach dem Schubfachprinzip bewiesen.

2. Angenommen, es wurde eine ,,6“ gewdrfelt. Die insgesamt 2a Schritte kann man dann wie
folgt einteilen:

18 Schritte (der erste auf Feld 93) bis zum Erreichen des Blumenkopfes (Feld 82), a — 18
Schritte entgegen dem Uhrzeigersinn, a — 18 Schritte im Uhrzeigersinn (man ist dann beinahe
wieder bei Feld 82, namlich bei Feld 16), 18 weitere Schritte in Uhrzeigerrichtung (Feld 89).
Beim Wiirfeln einer ,,6" wird also unabhéngig von a stets Feld 89 erreicht.

Entsprechend kommt man bei jeder Augenzahl zu einem ganz bestimmten Feld. Die sechs
Seitenzahlen sind unter den acht "roten" von Abb. 9.

3. Wegen
1—1—1 L
2 2’
L1111
3 474 4 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1

_ _ _ - > — —

5+6+7+8 4+4+4+4 2
usw., konnen wir immer wieder aufeinanderfolgende Summanden zusammenfassen, deren Sum-
me groBer als 3 ist.

4. Bei sehr genauem Zeichnen und Schneiden stellen wir fest, dass die "Diagonale" des Recht-
ecks gar keine Gerade ist (der Strahlensatz bestatigt dies), dass sich die beiden Halften des
Rechtecks geringfiigig tiberlappen.

Im zweiten Fall bleibt zwischen den Halften eine Liicke. Beides beruht auf der Beziehung

Foiy - Foa=F2+(-1)", n=23..
die Sie mittels vollstandiger Induktion bestatigen konnen.

5. Die Knoten werden fast wie in der Aufgabe "Wolf, Ziege, Kohlkopf" gewahlt. Sie beschreiben
stets die beiden Anzahlen der Katzen bzw. Hunde am Ausgangsufer.

AuBerdem wird unterschieden, ob sich das Boot gerade dort befindet oder nicht. Die unzu-
lassigen Zustande werden gestrichen und die Nachbarschaftsbeziehungen eingezeichnet. Dann
erhalt man den Graphen von Abb. 75. (Einer der gesuchten Wege ist bereits rot markiert.)

Boot am { 231 (a1 (a0 a4 (1]

AUIIngs= 3 (33) (32) (37) (30) (22) (11) (03) (02) (01) (00}
. L]

L
Gootam { 133) (32} (37} (30) (22) (17) (03) (0z] (61} (00)

Zielufer
Abb. 75 w0 0 pd b 7

6. Wir missen untersuchen, ob der Graph in Abb. 22 eben ist oder nicht. Angenommen, er
ware eben und wir hatten eine entsprechende Darstellung gefunden, dann stellen wir uns die
Flachen als Lander und die Kanten als deren Grenzen vor. Wegen e = 6, k£ = 9 ist nach der
Eulerschen Polyederformel f =k +2 —e = 5.
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Wenn nun jedes Land an jeder seiner Grenzen genau einen Posten aufstellt, ist deren Ge-
samtzahl p = 2k = 18. Andererseits hat jedes Land mindestens 4 Grenzen (da zwischen den
Hausern bzw. Werken keine Leitungen verlaufen). Also ist p > 4f = 20. Aus diesem Wider-
spruch folgt, dass der Graph nicht eben sein kann.

7. An jeder Ecke stellen wir die Anzahl aller Grenzen fest, die von ihr ausgehen. Dann bilden
wir die Summe dieser Anzahlen.

Nun machen wir noch einmal dasselbe, wobei wir aber nur Grenzen beriicksichtigen, die je zwei
Ecken miteinander verbinden - jede solche Grenze wird dabei zweimal gezéhlt. Beide Summen
sind gerade. lhre Differenz ergibt genau die Anzahl der unbeschrankten Grenzen. Sie ist folglich
ebenfalls gerade.

8. Die Primzahlzerlegung von 900 lautet:
900=2-2-3-3-5-5

Stellen Sie sich eine Tabelle zusammen, in der alle Moglichkeiten fiir die drei verschiedenen
Faktoren von 900 auftreten. Gehen Sie nun so vor:

Franziska kennt die drei Zahlen nach der ersten Frage nicht; streichen Sie also jene Varianten,
die ihr eine sofortige Entscheidung erméglicht hatten, z.B. 900 = 3 - 4 - 75.

Die zweite Frage ist an Katja gerichtet. Auch sie kennt die Zahlen noch nicht; folglich streichen
Sie nun alle Varianten, die Katja eine Entscheidung nach dieser Frage ermoglicht hatten, z.B.
900 =2-5-90.

So verfahren Sie noch zweimal. Nun kennt aber Franziska die drei Zahlen. Suchen Sie sich
also aus dem Rest der Tabelle diejenige Zerlegung von 900 aus, mit der Franziska jetzt auf
die beiden anderen Faktoren schlieBen kann. Sie erhalten die Losung: 900 = 3 - 10 - 30.

9. Bezeichnen wir die beiden gesuchten Zahlen mit = und y, so muss zy + x +y = 79 gelten.
Wir erhalten dafiir die in Tab. 11 angegebenen fiinf Losungsmoglichkeiten.

x| 0 1 3 47
y |79 39 19 15 9

Tab. 11

10. Die Zahl der Pferde sei x und die der Ochsen y. Dann muss 31z + 21y = 1770 gelten. Die
moglichen Anzahlen sind in Tab. 12 angegeben.

x| 9 30 51

Tab. 12 " ‘ 140 9

11. In eine Ecke gelangt die Kugel nur, wenn sie auf einer der Linien lag, die von den Ecken
im Winkel von 45° zu den anliegenden Seiten ausgehen, und von dort in Richtung dieser
Linie gestoBen wird. In allen anderen Fallen kehrt sie nach sechs Reflexionen wieder an den
Ausgangspunkt zuriick.

Man kann das z.B. in Abb.76 verfolgen, wo an Stelle einer Reflexion die Kugel ihren Weg
geradlinig auf einer stets an der Auftreffseite gespiegelten Flache fortsetzt.
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A \ 8 A

o 7 o
i N\ .
C 7 \ c
Abb. 76 A 8

12. Ein Flachwiirfel hat 4 Ecken. Grund- und Deckflache eines dreidimensionalen Wiirfels
sind Flachwiirfel, die keine gemeinsamen Ecken haben; die Ecken der Seitenflachen gehoren
entweder zur Grund- oder Deckflache.

Also hat ein Wiirfel 2-4 = 8 Ecken. Analog erhalt man, dass ein Hyperwiirfel 2-8 = 16 Ecken
hat.

13. Steht vor einer Spiegelung auf einem Feld F' eine Dame D; und danach eine Dame Dy,
dann konnten sich Dy und D, vor der Spiegelung gegenseitig schlagen. Die Ausnahme davon,
dass F' Diagonalfeld ist und an dieser Diagonale gespiegelt wird, kann nur fiir eine Dame
gelten.

14. Siehe Abb. 77.

L L]

Abb. 77

15. Das regelmaBige Polygon mit n Seiten kann man sich als unregelmaBiges Polygon vorstellen,
indem man eine Seite noch einmal halbiert und jede Halfte als Seite zahlt. Damit ist klar, dass
das Polygon mit n Seiten den kleineren Flacheninhalt hat.

16. Rot muss mit c3 beginnen. Auf a4 oder e2 (diese Zige sind wegen der Symmetrie des
Brettes gleichwertig) muss Rot b2 bzw. d4 antworten. Der Zug b3 muss mit b4 beantwortet
werden und umgekehrt (analog d3 mit d4 und umgekehrt).

Auf alle anderen Ziige von Schwarz spielt Rot im zweiten Zug a4 (oder €2). Die beste Vertei-
digung von Schwarz besteht in a4 und nachfolgendem e2. Dann ist Rot zu b2 und d4 gendtigt,
und zum Ausfiillen der Liicken zwischen seinen Steinen sind noch vier weitere Ziige erforder-
lich.

17. Es werden n? — n + 1 rote und n? — n schwarze Briicken benétigt (zumindest theoretisch,
im praktischen Spiel kommt man mit weniger aus).

18. 3-2 -1 Stellungen, davon 3 in die Grundstellung tiberfiihrbar.

19. Bei Wanderung des Leerfeldes nach oben oder unten andert sich die Anzahl "verkehrter"
Paare um eine gerade Zahl. Der Unmoglichkeitssatz gilt also entsprechend fiir das 3 x 3-Feld.
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Er gilt sogar fir alle n x n-Felder.

20. Es gibt die Moglichkeiten von Abb. 78 mit drei Schranken (zwei davon sind jeweils Spie-
gelbilder voneinander) sowie diejenigen mit zwei bzw. einer, die daraus durch Weglassen von
Schranken hervorgehen.

—T—
44

...._.
4
4 -
1L_J

Abb. 78
21. K= (VM)*=VOU'LOU'HOU'ROU.

22. Da sowohl Peter als auch Karin einen von 3 moglichen Wegen auswahlen, gibt es insgesamt
m = 3 -3 =9 Moglichkeiten.

Davon sind diejenigen fiir das Ereignis £ = "Begegnung" giinstig, bei denen sich beide fiir
denselben Weg entscheiden, also g = 3. Somit gilt P(F) = £ = %

m

23. Um mit jeder Wagung moglichst nahe an die maximale Informationsmenge von 1,58 bit
heranzukommen, muss man P(L), P(R), P(G) =~ 1 anstreben und dazu die Menge der jeweils
"verdachtigen" Kugeln so gut wie moglich dritteln.

Deshalb werden bei der ersten Wagung auf jede Schale sieben Kugeln gelegt, wahrend sieben
als Rest bleiben. Nach der Wagung sind nun nur noch sieben Kugeln "verdachtig". Von diesen
legt man bei der zweiten Wagung je zwei auf jede Schale, drei bleiben als Rest.

Von den dann noch "verdachtigen" zwei bzw. drei Kugeln legt man bei der dritten Wagung je
eine auf jede Schale, dabei bleibt evtl. eine Kugel tbrig.

Auf jeden Fall liefert aber die dritte Wagung die falsche Kugel. Es kann sogar vorkommen,

dass die falsche Kugel kein einziges Mal auf der Waage gelegen hat!

24. Es sind 6 (12, n) Mischvorgange notwendig.
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