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Vorwort

Wer kennt sie nicht, Aufgaben aus Klasse 6 wie

3 4 5 6 _7
242 .52 .6 .72
34 5 56 67 78
und das damit verbundene Problem, schnell und sicher zum Ziele zu kommen? Der

klrzeste Rechenweg ware 3-5-6-7-9, das Ergebnis 5670.

"Mathe mit Pfiff" bringt eine groBe Zahl solcher Probleme. Sie sollen anregen, geschickt
zu kombinieren, rationell zu arbeiten, rasch und richtig zu rechnen.

Schliissel zum Erfolg ist ein gutes Grundwissen. Es wurde daher eine Reihe von formalen
Aufgaben steigenden Schwierigkeitsgrades in Form von Arbeitsblattern aufgenommen.
Ihre gewissenhafte Losung erleichtert die erfolgreiche Beschaftigung mit den Problemen
des entsprechenden Abschnitts.

"Mathe mit Pfiff" will Anregung geben - gegliedert nach wichtigen Stoffgebieten der
Klassen 5 bis 8 - fiir Arbeitsgemeinschaften, Ferienlager, Ring-frei-Veranstaltungen,
Wettbewerbe, Wandzeitungsarbeit, aber auch fiir den Unterricht und fiir Eltern, die
gemeinsam mit ihren Kindern unterhaltsame Mathematik treiben wollen.

"Mathe mit Pfiff" bietet denen, die schon langere Zeit die Schule verlassen haben, eine
konkrete Hilfe bei der Wiederholung und Vertiefung wichtiger mathematischer Grund-
lagen, gibt ihnen einen Einblick in die unterrichtliche und auBerunterrichtliche Arbeit
in der Mittelstufe unserer allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule.

Das vorliegende Handchen wurde aus der Aufgabensammlung (und einer dicken Mappe
lustiger Vignetten) des Autors zusammengestellt. Aus ihr sind die Probleme entnom-
men, die sich in lGber einem Jahrzehnt praktischer Arbeit des Autors als Leiter eines
Mathematikklubs besonders bewahrt haben. Sie stammen aus eigener Feder, aus der
mathematischen Schiilerzeitschrift "alpha", den "Olympiaden Junger Mathematiker der
DDR", aus Aufgabensammlungen und populdrwissenschaftlichen Zeitschriften.

"Mathe mit Pfiff" hat sich das Ziel gesetzt, Interesse fiir die Mathematik zu wecken,
bereits vorhandene Neigungen weiterzuentwickeln, will Helfer sein fiir eine aktive, un-
terhaltsame Freizeitgestaltung.

J. Lehmann
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1 Uberall natiirliche Zahlen

1 Uberall natiirliche Zahlen

1 Zum Anfang:
z = 107-700 — [96 : 2 — (45 +27) : 9] - 5 — 495135

2 Die Summe von acht ungeraden natiirlichen
Zahlen betragt 20. Wieviel Losungsmoglichkei-
ten gibt es, wenn unter diesen acht Zahlen auch
gleiche Summanden vorkommen diirfen?

3 Zwischen den Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 sind un-
ter Beachtung dieser Reihenfolge in beliebiger
Weise Operationszeichen fiir die vier Grundre-
chenarten und eventuell auch Klammern so zu
setzen, dass man als jeweiliges Ergebnis folgen-
de natirliche Zahlen erhalt:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

Beispiel fiir das Ergebnis 0: 1+3-5—(74+9) = 0.

7

4 Von einer zweistelligen Zahl z ist bekannt, dass die Einerziffer eine dreimal so groBe
Zahl darstellt wie die Zehnerziffer. Vertauscht man die Grundziffern, so entsteht eine
Zahl, die um 36 groBer als die urspriingliche Zahl ist. Wie lautet z?

5 Fir sechs von Null verschiedene natiirliche Zahlen a, b, ¢, d, e und f gelte
a+ 3b+ 5c =12 und d+3e+5f =20

Wie groB ist die Summe a +b+c¢, wenn d+ e+ f =a+ b+ c gilt?
(Lose die Aufgabe mit Hilfe einer Tabelle! Verschiedene Buchstaben kdnnen dieselbe
Zahl bedeuten!)

6 Bilde das Produkt aus der Summe und aus der Differenz der Zahlen 8 und 4 und
subtrahiere den Quotienten aus den gegebenen Zahlen!

7 Es seien a und b beliebige natiirliche Zahlen mit a > 0.
a) Man berechne alle Zahlen z, fiir die die Summe aus = und dem Produkt von a und
b das Quadrat der Zahl a ergibt.

b) Man berechne alle Zahlen y, fir die die Differenz aus dem Produkt von a und b und
der Zahl y das Quadrat der Zahl b ergibt.

8 Die Summe zweier natiirlicher Zahlen betragt 968. Ein Summand endet mit einer
Null. Streicht man diese Null, so erhalt man den anderen Summanden.
Wie lauten diese beiden Zahlen?




1 Uberall natiirliche Zahlen

9 Das Produkt dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist 21 mal so groB wie
die Summe dieser Zahlen.
Um welche Zahlen handelt es sich?

10 Gesucht ist die groBte fiinfstellige Zahl, fir die gilt:

a) Die Zehnerziffer stellt eine halb so groBe Zahl wie die Tausenderziffer dar;

b) die Einer- und die Hunderterziffer kann man vertauschen, ohne dass sich die fiinf-
stellige Zahl andert.

11 Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zahlen, die folgende Bedingungen erfiillen:
a) Die Differenz aus der Zehnerziffer und der Einerziffer betragt 4, wobei die Einerziffer
von Null verschieden sein soll;

b) vertauscht man die Ziffern einer solchen Zahl, so erhalt man eine neue zweistellige
Zahl, die kleiner als der dritte Teil der urspriinglichen Zahl ist!

12 Es sind alle natirlichen Zahlen n anzugeben, fiir die die Zahl

n-+ 17
n—3

z =

ebenfalls eine naturliche Zahl ist.

13 Von den hintereinander in einer Zeile aufgeschriebenen natirlichen Zahlen
12345678910111213...9899100

sind 10 Ziffern so wegzustreichen, dass die lbrigbleibende Zahl méglichst groB ist.

14 Die MaBzahlen der Seitenlangen eines Dreiecks sind drei aufeinanderfolgende na-
tirliche Zahlen. Der Umfang des Dreiecks betragt 42 cm.
Wie lang ist jede der drei Seiten des Dreiecks?

15 Versuche, mit Rechenvorteil zu arbeiten!
a) 16-19=ux; b) 26-86 = x; c) 62-68 = x.

Der Rechenvorteil ergibt sich z.B. bei ¢) dadurch, dass man den (gemeinsamen) Zehner
mit den um 1 vermehrten Zehner multipliziert, also 6-7 = 42 (eigentlich 60-70 = 4200),
und an das Ergebnis das Produkt aus den Einem, also 2-8 = 16, "anhangt" (eigentlich
4200 + 16), = = 4216.

16 Ein Mathematiklehrbuch unserer Republik umfasst 196 Seiten. Die Seitenzahlen fiir
die ersten beiden Seiten und fiir die letzte Seite wurden nicht gedruckt.

a) Wieviel Ziffern wurden zum Nummerieren der (ibrigen Seiten verwendet?
b) Wie oft wurde dabei die Ziffer 0 gedruckt?

17 Axel sagt zu Bernd: "Denk Dir eine natiirliche Zahl, die groBer als 1, aber kleiner
als 10 ist. Multipliziere die gedachte Zahl mit 27 und das erhaltene Produkt mit 37.
Nenne mir die letzte Ziffer Deines Ergebnisses!"

Bernd nannte 7 als letzte Ziffer. Daraus konnte Axel sofort angeben, welche Zahl sich
Bernd gedacht hatte. Gib eine Begriindung dafiir!




1 Uberall natiirliche Zahlen

18 Eine vierstellige Kraftfahrzeugnummer weist folgende Besonderheiten auf :
a) Die erste Ziffer ist gleich der zweiten und die dritte gleich der vierten Ziffer;
b) die vierstellige Zahl ist eine Quadratzahl.

Wie lautet die Kraftfahrzeugnummer?

BEHHG+AG+ UG+ 46+ 46+ 46+ 46 +HE +A4O+46 +46 +46 TAET 4646

* +
§ 46-46 46%-(40+6)> 46 b6 4 &
184 1600 46 23 9 %
? 276 36 16136 11 184
® e 480 2|4 5 %% %
+ —_— 2116 _24-_. 2 F36 +
¢ 716 1 4R ¥
® 40 6 46%=(50-8)* —/ 2116 é
+ p[_240 e 2500 .
- + 16 3
* 2510 +
§ 40| 1600 2| - 400 3
$ 2116 é
+ .
56 + 46+ 46 +46 + o +6 +46 +46 + 46+ 46 +46 +46+46 + 4622116




2 Teilbar oder nicht teilbar

2 Teilbar oder nicht teilbar

1 Gesucht ist die Menge aller natiirlichen Zahlen
a, die folgenden Bedingungen geniigen:

() 100 < a < 1201,

(2) a ist sowohl durch 3 als auch durch 4 als
auch durch 5 teilbar,

(3) a ist nicht durch 8, nicht durch 9 und nicht
durch 25 teilbar,

(4) a lasst bei der Division durch 11 einen Rest,
der durch 2 teilbar ist.

2 Man ersetze jede durch ein Sternchen gekenn-
zeichnete Leerstelle durch eine Ziffer, so dass
stets eine wahre Aussage entsteht. (Es ist zu
beachten, dass es mehrere Moglichkeiten geben
kann.)

a) 3|8327x (lies: 3 ist Teiler von 8327%)

b) 3184 %72 (lies: 3 ist nicht Teiler von 84*72)
c)9]23%58

d) 41587 %6

"Was soll bloB aus dem mal werden? "

3 Durch welche Ziffern missen die durch Sternchen gekennzeichneten Leerstellen in
52%2* ersetzt werden, damit die entstehende fiinfstellige Zahl durch 36 teilbar ist?
Wie viele Moglichkeiten gibt es?

4 In der Zahl *378* sind anstelle der beiden Sternchen Ziffern zu setzen, so dass die
entstehende Zahl durch 72 teilbar ist. Es sind alle Moglichkeiten anzugeben!

Anekdote

Wahrend der Vorlesung soll ein beriihmter Mathematikprofessor einmal auf die schwie-
rige Aufgabe 7 -9 gestoBen sein. Er bittet die Studenten um Hilfe. Einer ruft: "62", ein
anderer "65".

Darauf der Professor: "Aber, meine Herren, das ist doch unmdoglich, 7 - 9 kann doch
nur 62 oder 65 sein!"

5 Zur dreistelligen Zahl 223 ist die Zahl 326 zu addieren. Als Summe erhalt man die
dreistellige Zahl 5y9, die durch 9 teilbar ist.

Es ist die Summe x + y zu ermitteln. Welche der folgenden Losungen ist richtig?
a)2b)4c)6d)8e)9

6 Es ist die kleinste natiirliche Zahl zu finden, die bei der Division durch 2, 3, 4, 5 und
6 jeweils den Rest 1 lasst, aber durch 7 teilbar ist. Nenne weitere Zahlen mit dieser
Eigenschaft und gib an, wie man beliebig viele solcher Zahlen erhalten kann!

7 Das Produkt dreier natiirlicher Zahlen betragt 30, die Summe dieser Zahlen ist durch




2 Teilbar oder nicht teilbar

4 teilbar.
Welches sind diese drei Zahlen?

8 Von drei von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen a, b und ¢ sind die groBten
gemeinsamen Teiler (g.g.T.) je zweier dieser Zahlen bekannt:

(a,b) = 4; (lies: der g.g.T. der Zahlen a und b ist 4)

(a,c) = 6;

(b, c) = 10.

Welche kleinsten, von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen a, b und ¢ genligen diesen
Bedingungen?

9 Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (k.g.V.) zweier Zahlen ist 3% - 5%-7-11; der
groBte gemeinsame Teiler dieser Zahlen ist 45. Eine der beiden Zahlen, deren k.g.V.
und g.g.T. gegeben sind, lautet 4725.

Wie heiBt die zweite dieser Zahlen?

10 In einem Ferienlager Junger Mathematiker kauft Rainer wahrend einer Pause in der
Lagerkantine fiir seine Freunde Waren ein: 13 Flaschen Limonade zu je 0,21 M, sechs
Bockwiirste und neun Lachsbrotchen.

Rainer soll insgesamt 10,43 M bezahlen. "Das kann nicht stimmen", sagt er. Dabei
wusste er noch gar nicht, wieviel ein Lachsbrotchen kostet.

Weshalb konnte er seiner Behauptung trotzdem sicher sein?

11 Die Lange der Seite BC' = a eines Dreiecks ABC' betrage 5 cm, die Lange der
Seite AC' = b dieses Dreiecks betrage 3 cm. Aus diesen beiden Stiicken sollen alle
diejenigen Dreiecke konstruiert werden, deren MaBzahlen ihrer Umfange u natiirliche,
durch 3 teilbare Zahlen sind.

Wie viele einander nicht kongruente Dreiecke dieser Art lassen sich konstruieren?

Gib fir jedes mogliche Dreieck die Lange der Seite AB = ¢ und die Lange des zuge-
horigen Umfangs u an!

12 Jedes der beiden Vorderrader eines Wagens hat den Umfang von 210 cm; jedes der
beiden Hinterrader einen Umfang von 330 cm.

Ermittle die kiirzeste Strecke (in cm), die der Wagen auf einer ebenen geraden StraBe
durchfahren muss, damit jedes seiner Rader genau eine ganze Anzahl von Umdrehungen
durchgefiihrt hat!

Eine Aufgabe von Prof. Dr. N. Tschaikowskij:

In der Stadt Lwow (UdSSR) verkehren neue, elegante StraBenbahnen. Jeder Zug besteht
aus zwei zusammengekoppelten Wagen, die mit dreiziffrigen Zahlen nummeriert sind:
Die Nummer des ersten Wagens ist um 100 kleiner als die des zweiten. Einmal habe
ich bemerkt, dass bei einem Wagenpaar die erste Nummer durch 6, die zweite durch 7
teilbar ist.

Da fiel mir eine Aufgabe ein: Es sind alle Paare dreiziffriger Zahlen zu finden, deren
Differenz 100 betragt und deren eine durch 6, die andere durch 7 teilbar ist. Wer sucht
mit?




2 Teilbar oder nicht teilbar

Herr Flunkrich

Herr Flunkrich wird nach der Postleitzahl seines Wohnortes gefragt. Er macht Gber
diese Zahl folgende Aussagen:

(I) Der Nachfolger der Zahl ist nicht durch 3 teilbar.

(2) Die Zahl lasst bei der Division durch 5 einen anderen Rest als bei der Division durch
7.

(3) Die Zahl ist groBer als 800.

(4) Der Vorganger der Zahl ist nicht durch 8 teilbar.

(5) Der Rest bei der Division der Zahl durch 7 ist kleiner als 3.

(6) Der Rest bei der Division der Zahl durch 5 ist groBer als 3.

Nun wissen wir, dass alle Aussagen des Herrn Flunkrich falsch sind. Wie lautet die
Postleitzahl seines Wohnortes?




3 Nicht in die Briiche geraten!

3 Nicht in die Briiche geraten!

1 Ermittle diejenige gebrochene Zahl, die
gleich % ist und deren Differenz aus ihrem
Nenner und ihrem Zahler 21 betragt!

2 Bestimme zwei Zahlen, deren Summe 132
ist, wobei % der einen Zahl gleich % der an-
deren ist!

3 Die rationale Zahl % ist als Summe zweier
positiver rationaler Zahlen mit den Nennern
5 und 13 darzustellen.

4 Wie kann man ohne Ausfiihrung der Re-
chenoperationen feststellen, ob die Zahl

378 - 436 — 56
378 + 436 - 377

groBer oder kleiner als 1 ist?

5 Von den Teilnehmern einer Schule an der 1. Stufe der Mathematikolympiade wurden
3 2

genau ;5 zur 2. Stufe delegiert. Von diesen Schiilern erhielten bei der 2. Stufe genau §
Preise oder Anerkennungsurkunden.

Einen ersten Preis in seiner Klassenstufe erhielt genau ein Schiiler, genau ein weiterer
Schiiler erhielt in seiner Klassenstufe einen zweiten Preis; genau zwei weitere bekamen
dritte Preise. AuBerdem wurden genau vier anderen Schiilern dieser Schule fiir besonders
gute Losungen einer Aufgabe Anerkennungsurkunden (iberreicht.

Gib die Zahl aller Teilnehmer dieser Schule an der 1. Stufe der Mathematikolympiade

an!

6 Bei der Siegerehrung einer Kreisolympiade erhielt genau ein Neuntel aller Teilnehmer
einen Preis. Genau ein Zehntel aller Teilnehmer der Kreisolympiade ist Mitglied des
Kreisklubs Junger Mathematiker.

Von den Preistragern stammen genau 75 Prozent aus dem Kreisklub. Genau 6 derjeni-
gen Schiiler, die an der Kreisolympiade teilnahmen und Mitglieder des Kreisklubs sind,
erhielten keinen Preis.

Ermittle die Anzahl aller Teilnehmer an dieser Kreisolympiade!

7 Zeige, dass der Bruch
a?—a+1

a?+a—1
weder durch 2 noch durch 3 gekiirzt werden kann!

8 Bei einer Subtraktionsaufgabe betrage der Subtrahend % des von Null verschiedenen
Minuenden (Minuend - Subtrahend = Differenz).
a) Wieviel Prozent des Minuenden betragt die Differenz?

10
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b) Wieviel Prozent des Minuenden betragt die Summe aus Minuend und Subtrahend?

9 "Bisher hast Du 6 Mark Taschengeld erhalten. Ab sofort bekommst Du nur noch den
0,8. Teil dieses Taschengeldes !" sagte der Vater.

Jorg argerte sich zunachst, dann aber schenkte er vor lauter Freude seiner kleinen
Schwester Claudia eine Tiite Bonbons. Es ist das Verhalten von Jorg zu begriinden!

10 Zur Urauffilhrung des Puppenspiels "Der gestiefelte Kater" waren viele Zuschauer
gekommen. Die Halfte und einer waren Kinder. Ein Viertel und zwei der Anwesenden
waren Mutter, und ein Sechstel und drei waren Vater dieser Kinder.

Wieviel Miitter, Vater und Kinder waren es?

11 Zwei Wanderer legen den Weg von A nach B zuriick. Der erste Wanderer braucht
fur 1 km 15 Minuten, der zweite 12% Minuten.

Wie weit liegen die beiden Orte auseinander, wenn der erste Wanderer 1% Stunden vor
dem zweiten startet und eine halbe Stunde vor ihm ankommt?

Nachgedacht und mitgemacht!
2 1 2 1 2 1

1 2
13- 425, 32 -2%; 32.2%; 3-:.2%
Sty Sy T2y Sy iy 95y

161 13\ (109 13
2 (= — 2} (=22
(30 15) <30 15)

2 2 3 3
() (3 BT ()
6 4 24 24 4 2
. 3.3 _ 301. . _ 3001
4 Ordne der GroBe nach: a = £;0 = £, ¢ = 555
102 + 117 4 12% + 132 + 142
365

62 = ~{~[~(-2) {— - (—;)]}

Lasst sich x als Potenz einer natirlichen Zahl darstellen?
6-27242-819 80-32%.125%

5

7y =
i 80000002 919 — 7296
8. _ 38796589 - 38795688 - 38795687 - 38795686 — 38795684 - 38795683 - 38795682 - 38795681
B 387956882 + 387956862 + 387956842 + 387956822
a
9 40zry*2? : 8z'y?z; a’ : 3a; ab : —

C

3a\" [4c\”
10 () (=) .
0 (cd) (ab) b

24a — 6b '486—18a‘ a2 —2ab+b* a+b

11 : :
70x — 100y = 35x — 50y’ a’?+2ab+0> a—b

11
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6a + 8b — 2¢ 7a+8b—5c+4a—26 6a —2b+ 3¢ 38a + 9b — 6¢
4 10 20 25 50

13 (scﬁ—x6—x3+9:2):<1—i>

12

12



4 Uberall Variablen

4 Uberall Variablen

Betrachtet man auslandische Mathematik-
blucher, so findet man in den Texten auch
Zeichen fir Variablen, die charakteristisch
fur die Mathematik sind, und erkennt so-
mit auch mathematische Zusammenhange,
selbst wenn man kein Wort dieser fremden
Sprache versteht.

Um so erstaunlicher ist es, dass erst seit dem
17. Jahrhundert in der Mathematik in gro-
Berem Umfange spezielle Symbole verwendet
werden.

Vor der Herausbildung einer mathemati-
schen Formelsprache mussten die entspre-
chenden Rechenoperationen mit Hilfe von
Worten der Umgangssprache ausgedriickt
werden.

"... freue ich mich, dass Sie meiner
Einladung zu einem volkstiimlichen
Kegelabend Folge geleistet haben !"

Der bedeutendste Algebraiker des 16. Jahrhunderts, der Franzose Francois Viéte (lat.
Vieta, 1540 bis 1603), der als Jurist in hohen Staatsdmtern tatig war, stand einige Zeit
beim franzésischen Konig in Ungnade.

Wahrenddessen beschaftigte er sich mit Mathematik. Er lieB sich von dem Gedanken
leiten, dass eine durchgingige Verwendung von Buchstaben die Ubersichtlichkeit der
mathematischen Rechnungen wesentlich erhohen konnte, und verwendete die Schriftzei-
chen der Vokale na«, »e«, »i«, fur die Variablen und die Schriftzeichen der Konsonanten
»b«, nd«, »ngy, fir Konstanten.

Zugleich machte er von eckigen, geschweiften und runden Klammern Gebrauch.

Wegen der zu groBen Zahl von Symbolen fanden aber Vietas Vorschlage nicht die
Zustimmung seiner Zeitgenossen. Heute konnen wir uns die Algebra und ihre entspre-
chende Symbolik aus unserem Leben nicht mehr wegdenken.

1 Mit welchen natirlichen Zahlen kénnen die Variablen a, b, ¢, d belegt werden, damit
man aus den Gleichungen

48 :a=>5,24:c=a, 56— (c-d) =50

drei wahre Gleichheitsaussagen erhalt, wenn auBerdem a > cund (a +b+¢) : d =6
gelten soll?

2 Mit welchen natiirlichen Zahlen miissen die Variablen a, b, ¢, d und e belegt werden,
damit wir aus den Gleichungen 1-a =¢e,2+c=¢,12: b =e,5 — d = e vier wahre
Gleichheitsaussagen erhalten, wenn a > b > ¢ > d gelten soll?

3 Es sind alle geordneten Paare [m,n| natiirlicher Zahlen zu bestimmen, die die Glei-
chung (m + 1)(2n — 1) = 6 erfillen.

4 Unter den rationalen Zahlen a, b, c sei genau eine positiv, genau eine negativ, genau

13



4 Uberall Variablen

eine gleich Null. Ferner sei a = b?(b* + ¢?).
Welche der drei Zahlen ist positiv, welche negativ und welche gleich Null?

5 Es seien a und b positive ganze Zahlen. Gesucht sind alle ganzen Zahlen x, Fiir die

a+x b
b—=x a

gilt.
6 Es sind alle geordneten Tripel (a,b,c) positiver ganzer Zahlen a, b, ¢ zu ermitteln,
fur die

a—+ b+ c=abc

gilt. (Unter einem geordneten Tripel positiver ganzer Zahlen versteht man drei in einer
bestimmten Reihenfolge angegebene positive ganze Zahlen.)

7 Es ist zu beweisen, dass sich der Term 2a? + 2b% als Summe der Quadrate zweier
natirlicher Zahlen darstellen asst, wobei @ und b natirliche Zahlen sind.

8 Dieter rechnet sehr schnell. Er multipliziert zwei zweistellige Zahlen, deren Zehner
iibereinstimmen und deren Einer die Summe 10 ergeben, im Kopf, z.B. x = 83 - 87:

8§:-9=72
3-7T= 21
x = 7221

Die Allgemeingiiltigkeit dieses Rechenvorteils soll mit Hilfe von Variablen nachgewiesen
werden.

9 Denke dir eine dreistellige natiirliche Zahl, bei der der Hunderter um mindestens 2
groBer als der Einer und der Einer groBer als Null ist! Vertausche den Hunderter und
den Einer miteinander, und subtrahiere die so erhaltene Zahl von der gedachten Zahl!
Addiere zu diesem Ergebnis diejenige Zahl, die du erhaltst, wenn du in dem Ergebnis
wieder den Hunderter mit dem Einer vertauschst! Du erhaltst als Summe stets die Zahl
1089.

Beweise das mit Hilfe von Variablen!

Nachgedacht und mitgemacht!

i |
Verenfachel © 160 Vi - VIR Z . [
a)ﬁ—g—g, b)ﬁ'54’ C)5 k4 — 49]{7, d) 9 3

Berechne!
f) (3a —5b)%,  g) (ba —1)3, h) (6a + 5b) ($a — 2b)
i) 3m(m+0, 6n—4n?)+(m—>5n)?, kK)d: (d—2)=4:3, )6,3:4,5=4,2:x

14
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Fasse zusammen!
m) 245+ o (a# —bja #0)

—

o
~— ——— O:

)
(¢
)
c
=

1=1 (nach ¢)
= =0b, (a#0;b#0;a,b reell) (nach a)
(nach t)

(nach r)

>
I+
=3 -
Q
+
i
>

;j><mm~@m
I

Scol

e

R

o

>-“"

—~~

)

\/ &~
—~ O

Y

—
~—"

Errechne 2!
s) 5720 — p = 4500; p +r = 3900; r : 20 = z: 10000 — r — p — 5966 = =

Erganze!

L a | b | ¢ |(b+c¢)|alc—=b)|a-b|b:c]|
+3 | +4 | +6

+10 | —% | +3

+x | —y | +22
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5 Kleine Mengenlehre

In der Umgangssprache ist der Begriff Menge
gleichbedeutend mit viel. Er wird hier vollig un-
terschiedslos gebraucht, ob es sich um konkrete
Dinge (eine Menge Biume) oder irgendwelche
Erscheinungen (eine Menge Blitze), um Zahlba-
res (eine Menge Menschen) oder nicht Zahlbares
(eine Menge Wasser) handelt.

In Mathematiklehrbiichern lesen wir dagegen:
Mengen werden gebildet, indem man aus einem
zugrunde gelegten Bereich von Dingen, dem
Grundbereich, nach bestimmten Gesichtspunk-

S vkl ¥ ten Dinge auswahlt und zu einer Gesamtheit zu-
AN sammenfasst.

YRS Dies ist auch die Erklarung fiir die auBerordent-

> liche Breite der Mengenlehre und ihrer Anwen-

Ein Vorkommnis wahrend der Priifung dung in Theorie und Praxis.

Der Begriinder der Mengenlehre ist der deutsche Mathematiker Georg Cantor, geb.
1845 in Petersburg als Sohn einer Kaufmannsfamilie, gest. 1918 als Professor fiir Ma-
thematik in Halle.

Seine Forschungsgebiete und -ergebnisse, seine wissenschaftlichen Untersuchungen ha-
ben in der Mathematik eine revolutionierende Wirkung ausgelost.

Seine modernen mathematischen Betrachtungs- und Behandlungsweisen bergen u. a.
groBe Moglichkeiten der Rationalisierung unseres Lernprozesses in sich.

1 Element

Es seien folgende Mengen gegeben:

A die Menge der Bezirkshauptstadte der DDR,
B die Menge der Werktagsnamen einer Woche,
C die Menge aller Primzahlen,

D die Menge der geraden Primzahlen.

a.) Gib je zwei Elemente der Mengen A und B an!
b) Gib eine Schreibweise fiir die Menge C und die Menge D an!

2 Teilmenge

U sei die Menge aller ungeraden Zahlen zwischen 10 und 20; P sei die Menge aller
Primzahlen zwischen 10 und 20.

Vergleiche beide Mengen!

3 Nullmenge
Gegeben sei die Menge aller Schaltjahre zwischen 1973 und 1975. Was kann tiber diese
Menge ausgesagt werden?
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4 Gleichheit von Mengen

E sei die Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht groBer als 30 sind und sich sowohl
durch 2 als auch durch 3 ohne Rest teilen lassen:

F' sei die Menge aller natiirlichen Zahlen, die kleiner als 36 sind und sich ohne Rest
durch 6 teilen lassen. Vergleiche!

5 Komplementdarmenge

Gegeben sei die Menge R = {0,1,2,3,4,5,6,7} als Grundbereich und die Menge
S =1{2,3,5T7}.

Wie heiBt die Komplementarmenge?

6 Vereinigung von Mengen

Zwei Kulturgruppen einer Schule fahren zum Wettbewerb. Zur Volkstanzgruppe (Menge
V') gehoren die Schiiler a, b, ¢, d, e, f und zur Musikgruppe (Menge M) die Schiiler
d, e, g, h, k.

Wieviel Fahrkarten miissen Fir die Schiiler besorgt werden?

7 Durchschnitt von Mengen

In einer Klasse besteht ein Mathematikzirkel aus den Schiilern Z = {e, f; g, h, k,l,m}
und eine Volleyballmannschaft aus den Schillern B = {c¢,d, h, i, k,}.

Eines Tages gibt ein Junge bekannt: "Alle Schiiler, die sowohl zur Volleyballmannschaft
als auch zum Mathematikzirkel gehdren, melden sich beim Klassenleiter."

Wer ist gemeint?

8 Aus der Praxis
a) Von den 34 Schilern einer Klasse kénnen 14 radfahren, 25 schwimmen und 9 Schiiler
beides. Wieviel Schiler dieser Klasse konnen weder radfahren noch schwimmen?

b) Marie-Luise wird von ihren Mitschiilern gefragt, wieviel Blumen sie zum Geburtstag
erhalten habe.

Ihre Antwort kleidet sie in Form einer Aufgabe: "Ich erhielt rote und gelbe Rosen sowie
rote Nelken. Zusammen zahlte ich 16 rote Bliiten, 11 Rosen und 7 rote Rosen."
Wieviel Blumen erhielt Marie-Luise insgesamt?
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c) Hans hat bei einer Wanderung durch den herbstlichen Wald Kastanien, Eicheln und
Bucheckern gesammelt. Zu Hause zahlt er zunachst 16 Eicheln. Dann zahlt er zu-
sammen 26 Kastanien und Eicheln bzw. 33 Bucheckern und Kastanien. Wie viele der
genannten Waldfriichte hat er insgesamt gefunden?

d) Von den 32 Schiilern einer Klasse haben sich 16 fir die Interessengemeinschaft
Basteln, 12 fiir die Interessengemeinschaft Volkstanz sowie 5 fiir beide genannten In-
teressengemeinschaften gemeldet.

Wieviel Schiiler dieser Klasse beteiligen sich an keiner dieser beiden Interessengemein-
schaften?
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6 Gleichungen in Theorie und Praxis

1 Die Summe zweier natirlicher Zahlen betragt
121, ihre Differenz 45. Wie lauten die Zahlen?

2 Das Produkt zweier natirlicher Zahlen ist
dreimal so groB wie die Summe dieser Zahlen
und sechsmal so groB wie ihre Differenz.

Wie lauten die beiden Zahlen? Hat die Aufgabe
nur eine Losung?

3 Wenn man den Zahler eines Bruches um 5
vermehrt und den Nenner um 3 vermindert, so
erhalt man 2. Wenn man dagegen den Zahler um
3 vermehrt und den Nenner um 5 vermindert, so
erhalt man 3. Wie lautet der Bruch?

4 Ermittle alle rationalen Zahlen z mit folgender
Eigenschaft:

Addiert man 33 zu z und halbiert die entstan-
dene Summe, so erhalt man das Doppelte der

zu x entgegengesetzten Zahl. "Sei still, so einfach und billig
machen wir's uns nicht!"

5 Gegeben sei die Gleichung

x L x L7 3

— — =T — —

2 3 4
In dieser Gleichung soll der Summand 7 so durch eine andere Zahl ersetzt werden, dass
x = 11 die Gleichung erfillt. Wie lautet die Zahl?

6 Die folgenden beiden sprachlichen Formulierungen sind als Gleichungen zu schreiben:
a) Addiert man zu einer Zahl x ihren zehnten Teil, quadriert man danach die erhaltene
Summe, so erhalt man die Zahl z.

b) Wenn man das Produkt aus a?, b und ¢ durch die Quadratwurzel aus p dividiert, so
erhalt man als Ergebnis ¢.

c) Bestimme den Wert von ¢, wenn a =3, b= —4, ¢ =5 und p = 16 ist!

7 In zwei Getreidespeichern lagerten zusammen p Tonnen Korn. Aus dem ersten werden
taglich a Tonnen, aus dem zweiten b Tonnen Korn entnommen. Nach ¢ Tagen lagern
in beiden Speichern die gleichen Mengen Korn.

Wieviel Tonnen Korn waren urspriinglich in jedem Speicher?

8 Bei einer Geschwindigkeitskontrolle durch die Volkspolizei durchfuhr ein PKW inner-
halb einer geschlossenen Ortschaft (keine SchnellstraBe) die Messstrecke von 200 m in
einer Zeit t von 10 s.

Verhielt sich der Kraftfahrer entsprechend der StraBenverkehrsordnung?

9 Monika belegte beim Wettkampf im LuftgewehrschieBen den dritten Platz. Die Sie-
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gerin Barbel erzielte vier Ringe mehr als Monika und zwei Ringe mehr als Margit, die
auf den zweiten Platz kam.

Monika erreichte % der Anzahl aller moglichen Ringe. Addiert man die von diesen drei
Madchen erreichten Ringzahlen, so erhalt man das 2%fache der Anzahl aller moglichen
Ringe.

Wie groB ist diese Anzahl? Welche Ringzahlen erhielten die drei Madchen?

10 Herr Giinther fragt Herrn Schulz, welche Zahlen er beim Spiel "6 aus 49" getippt
habe.

Herr Schulz antwortet:

"Die Summe der getippten Zahlen lautet 175. Die zweite Zahl ist um 5 groBer als die
erste, die flinfte um 2 groBer als die vierte. Die dritte Zahl ist eine Primzahl, die groBer
als 20, aber kleiner als 30 ist. Die sechste Zahl ist dreimal so groB wie die erste. Die
Summe aus der ersten und zweiten Zahl ist gleich der vierten Zahl."

Welche Zahlen hat Herr Schulz getippt?

11 In einem alten Buch mit lustigen mathematischen Knobeleien fand Annerose fol-
genden Vers:

Eine Zahl hab ich gewahlt,
107 dazugezahlt,

dann durch 100 dividiert
und mit 4 multipliziert,

und zuletzt ist mir geblieben
als Resultat die Primzahl 7.

Gibt es Zahlen, die den gegebenen Bedingungen geniigen? Wenn ja, ermittle sie!
Nachgedacht und mitgemacht!

Alle reellen Zahlen x, y bzw. z sind gesucht!

1(1]1/1
Ungarische Volksrepublik: = { [ (:1: — 5) — 5] — 5}

515\
Volksrepublik Polen: 5z (z +m) — (x — m)(x — 2m) = (4o +m)(x + m)
. 3 2 )
RS(@+1)—-(2r—1)=2—2(z+1
CSS 4(x+ ) 3( r—1) 6(az+ )

199 -5z 20— l4x
Volk blik Bulgarien: — =
olksrepublik Bulgarien 1 s 632 5)

1

1
Island: 1 — T = —
1—5 i

DDR: (p + qz)* + (pz — q)> = 2(p*2> + ¢°)

UdSSR: sz + 3)\/(233 +3)/(22 +3)v2r + 3 = \/(6 - x)\/(G — )/ (6-2)V6—=
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Republik Osterreich: 4VZ+l = g4 . 2ve+l
Sozialistische Republik Rumanien: | 22 + 2y +y?> =13, lx +y = 4
GroBbritannien: | 3x — 6y +2 =15l v+ 5y +32= -9, 1 20 —y +42 =4
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7 GroBer, kleiner oder gleich

Schon in den Schriften des Altertums treten Un-
gleichheitsrelationen auf, vor allem in der Geo-
metrie.

So formulierte der griechische Mathematiker Eu-
klides (Euklid) von Alexandria (um 365 bis um
300 v.u.Z.) in seinem bedeutenden Werk "Ele-
mente" auch eine Reihe von Satzen aus der Geo-
metrie, die Ungleichheitsrelationen ausdriicken,
z.B. den Satz:

"In jedem Dreieck sind je zwei Seiten zusammen
groBer als die dritte."

Diese Relationen werden aber stets in Worten formuliert; Ungleichungen im modernen
Sinne gab es weder im Altertum noch im Mittelalter.

Ungleichungen erhalt man, indem man zwei Terme entsprechend ihrer GréBe durch das
Kleiner- bzw. GroBerzeichen, < oder >, verbindet, z.B. T} < T5.

Eine Ungleichung, die Variablen enthalt, in einem gegebenen Grundbereich zu losen
heiBt, alle Zahlen des gegebenen Grundbereichs zu ermitteln, die die Ungleichung nach
dem Einsetzen zu einer wahren Aussage machen.

Gegeben sei die Ungleichung 3z + 4 < 15 mit z € G (d.h., fir z ist der Grundbereich
die Menge der ganzen Zahlen). Nenne Zahlen, die nach Einsetzen fiir x die gegebene
Ungleichung zu einer wahren Aussage machen!

Durch Probieren: Rechenweg: Probe:
3-x+4<15 3r+4<15 2 44<15
3-14+4<15 3z <15—4 §+%§15
3-24+4<15 3r <11
3:-3+4<15 v< i B <15
3-444>15

3-(-1)+4<15 x < 33 15 =15
re{3,2,1,0,—1,..} L={3,21,0-1,..}

Ungleichungen treten u.a. in der Fehlerrechnung und bei Intervallberechnungen auf, vor
allem finden sie in der hoheren Mathematik, z.B. bei Abschatzungen, laufend Verwen-
dung.

1 Stelle aus den Ungleichungen z > x, v >z, y > v, 2 < v, z < y, 2 < y eine
fortlaufende Ungleichung her!

2 Wieviel Moglichkeiten gibt es, in der Ungleichung a < b die Variablen durch die
natirlichen Zahlen von 0 bis 20 so zu ersetzen, dass die Ungleichung dabei stets erfillt
wird?

3 Bestimme die Menge aller natiirlichen Zahlen q, fiir die folgende Bedingungen gleich-
zeitig erfillt werden:
(1) 0 < a < 4000;
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(2) die Zahlen a sind zugleich durch 4, 5 und 9 teilbar;
(3) 8, 25 und 27 sind nicht Teiler von a;
(4) subtrahiert man von den Zahlen a die Zahl 8, so ist diese Differenz durch 11 teilbar.

4 Welche natirlichen Zahlen a erfiillen die Ungleichung

3 a 7

5 a1
5 Fir finf natiirliche Zahlen a, b, ¢, d, e gelten die folgenden Ungleichungen:
l.a>e 3.c>e 5.a>0 7.c>a

2.b<c 4.d<e 6.b<d 8.e>d
Ordne diese Zahlen nach ihrer GroBe! Welche der Ungleichungen werden zur Lésung
der Aufgabe nicht benétigt?

6 Aus dem Mathematiklehrbuch der Klasse 4:
Setze in die folgenden Aufgaben das jeweils richtige Relationszeichen (=, <, >) fir *

ein, so dass wahre Aussagen entstehen!
35 : 7440 % 45, 49 : 74 55 * 62, (81 —39) : 7% 5, (94 —38) : 7% 9

7 Es sind alle geordneten Paare [z, y| natiirlicher Zahlen anzugeben, die die Ungleichung
3z + 4y < 10 erfillen.

8 Es sind alle geordneten Paare [z, y] natlrlicher Zahlen anzugeben, die das folgende
Ungleichungssystem erfiillen:

I: z4+y<4 : IT: 2z+45y>10
Nachgedacht und mitgemacht!

(Aufgaben, wie sie auch in Schulbiichern zu finden sind.)
Es sind alle natiirlichen Zahlen zu ermitteln, die jeweils folgende Ungleichungen erfiillen!

1 <3 6 T7r+2<30

2 4>z 7 3(@x+5)<15

3 24y<5|8 42-5t>19

4 9—u>7|9 £k£:9<6

5 In<35 10 72>45+1t > 66

11 92+22— 22 < 100— 11z —42 |12 7(3z —2) < 3z + 22
13 (z4+42<(@z+1)2—2+78 |14 522—8r—4<0

15 322> 16 22° — 3z +4 > 2% + 22— 2

171 112 +17>92+3 , Il x —9 > 2x — 36
18142 —3>5x—-5, 122z +4 < 8
19%<3x+2

Gib folgende Mengen durch Aufzahlung ihrer Elemente an:

a) die Losungsmenge L, obiger Ungleichung im Bereich der natiirlichen Zahlen;

b) die Losungsmenge Lo obiger Ungleichung im Bereich der ganzen Zahlen mit —4 <
T <l1;

c) die Menge M aller Elemente, die sowohl in L4, als auch in Ly vorkommen!
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8 Logisch gedacht!

1 Emil, Johannes, Karl und Rudolf haben auf
dem Hof FuBball gespielt und eine Fensterschei-
be eingeschlagen. Als der Fall untersucht wurde,
sagten sie folgendermaBen aus:

Emil: "Das Fenster hat Karl oder Rudolf einge-
schlagen."

Johannes: "Rudolf hat es getan."

Karl: "lIch habe das Fenster nicht eingeschla-
gen."

Rudolf: "Ich auch nicht."

Ihr Lehrer, der die Jungen gut kannte, sag-
te: "Drei von ihnen sprechen immer die Wahr-
heit."Wer hat also das Fenster eingeschlagen?

2 Welche Lehrer unterrichten welche Facher, wenn bekannt ist:

(1) In einer Klasse werden die Facher Mathematik, Physik, Chemie, Biologie, Deutsch
und Geschichte von den Lehrern Altmann, Brendel und Clausner erteilt.

(2) Jeder Lehrer unterrichtet genau zwei Facher.

(3) Der Chemielehrer wohnt in demselben Haus wie der Mathematiklehrer.

(4) Herr Altmann ist von den drei Lehrern der jingste.

(5) Der Mathematiklehrer und Herr Clausner spielen haufig Schach miteinander.

(6) Der Physiklehrer ist alter als der Biologielehrer, aber jiinger als Herr Brendel.

(7) Der éalteste der drei Lehrer hat einen langeren Heimweg als seine beiden Kollegen.

3 Bei einem Spiel verstecken die drei Madchen Anna, Brigitte und Claudia in ihren
Handtaschen je einen Gegenstand, und zwar einen kleinen Ball, einen Bleistift und eine
Schere. Dieter soll feststellen, wer den Ball, wer den Bleistift und wer die Schere hat.
Auf seine Frage erhalt er folgende Antworten, von denen verabredungsgemaB nur eine
wahr, die anderen beiden aber falsch sind:

1. Anna hat den Ball.
2. Brigitte hat den Ball nicht.
3. Claudia hat die Schere nicht.

Wer hat den Ball, wer den Bleistift und wer die Schere?

4 Nach dem Abschluss eines Schulsportfestes vergleichen die Schiiler Heinz, Werner,
Uwe, Jirgen und Karl ihre erzielten Leistungen im Weitsprung; sie stellen dabei folgen-
des fest:

a) Heinz sprang weiter als Werner, jedoch nicht so weit wie Uwe;
b) zwei dieser Schiiler erreichten die gleiche Sprungweite;
c) Jirgen, der nur 3,20 m schaffte, sprang nicht so weit wie Werner;
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d) Heinz sprang genau um 20 cm weiter als Jirgen;
e) die Sprungweite von Karl war zwar um 5 cm kiirzer als die von Uwe, jedoch um 10
cm groBer als die von Werner.

Wie weit sprang jeder Schiiler?

5 Nach einem ScheibenschieBen verglichen Elke, Regina, Gerd und Joachim ihre Schuss-
leistungen. Es ergab sich folgendes:

(1) Joachim erzielte mehr Ringe als Gerd.

(2) Elke und Regina erreichten gemeinsam dieselbe Ringzahl wie Joachim und Gerd
zusammen.

(3) Elke und Joachim erzielten zusammen weniger Ringe als Regina und Gerd.

Ermittle auf Grund dieser Angaben die Reihenfolge der Schiitzen nach fallender Ring-
zahl!

6 In einem Abteil eines D-Zuges, der von Leipzig nach Berlin fiihrt, sitzen vier Herren
mit den Familiennamen Krause, Miiller, Schulze und Lehmann. Die Wohnorte dieser
vier Reisenden sind Leipzig, Berlin, Erfurt und Schwerin. Aus den folgenden Aussagen
ist zu ermitteln, in welchem Ort jeder der vier Herren wohnt.

a) Herr Lehmann war schon &fter besuchsweise in Leipzig.

b) Herr Miiller ist alter als der Herr aus Leipzig.

c) Herr Lehmann kehrt von einem Besuch der IGA zuriick.

d) Herr Krause wird am Endbahnhof von seiner Gattin, die nicht mit verreist war,
abgeholt.

7 Axel gibt Bruno eine harte Nuss zu knacken; er sagt:

"In meiner Klasse konnen genau 25 Schiiler radfahren und genau 20 Schiiler schwimmen.
Jeder Schiiler meiner Klasse iibt mindestens eine dieser beiden Sportarten aus.
Multipliziert man die Zahl der Schiiler meiner Klasse mit 8, so erhalt man als Produkt
eine Zahl, deren Quersumme doppelt so groB wie die Quersumme der Zahl der Schiiler
ist. AuBerdem ist dieses Produkt Vielfaches der Zahl 5."

Bruno soll aus Axels Angaben folgendes ermitteln:

a) Wieviel Schiiler umfasst Axels Klasse?
b) Wieviel Schiiler konnen nur radfahren, wieviel nur schwimmen?
c) Wieviel Schiiler kdnnen sowohl radfahren als auch schwimmen?

8 Wenn jeder Teilnehmer eines Schachturniers genau eine Partie mit jedem der tibrigen
Teilnehmer spielt, so werden insgesamt 231 Partien gespielt. Wieviel Spieler nehmen
teil?

9 Monika sucht ihr letztes Geld zusammen. Es sind genau 1,61 M. Darunter befinden
sich Ein-, Finf-, Zehn- und Fiinfzigpfennigstiicke, von jeder Sorte mindestens eine
Miinze. Im ganzen sind es 16 Geldstiicke.

Wieviel Geldstiicke jeder Sorte besitzt Monika?
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616.6,6,0.

10 Die in der Abbildung gezeigten Figuren sind in einer bestimmten Reihenfolge geord-
net. Man finde den logischen Zusammenhang. Aus ihm ergibt sich die fehlende Figur.
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O Aus alten Mathematikbiichern

Mohamed ibn Musa al Khowarizmi (al-
Chwarismi, 9. Jh.)

ARITHME BBER 1 ich hab 10 in zwei Teile zerlegt, den einen

CA INTEGRA,

durch den anderen geteilt. Der Quotient war 4.
Authore Michacle Seifclio, (aus: ald jahr w'almokabala, um 830)

Cum prafatione Philippi Melanchithonis, Atscharja Bhaskara (1114 bis 1185)

2 Der achte Teil einer Herde Affen, ins Quadrat
erhoben, hipfte in einem Haine umher und er-
freute sich an dem Spiele, die 12 (ibrigen sah
man auf einem Hiigel miteinander schwatzen.
Wie stark war die Herde?

Leonardo Pisano (Leonardo von Pisa, 1180 bis
Norimberga apud lohan. Petreiun. 1228)
oy L 3 Zwen Thurm stehn uff einer ebene 60 eln von
L"IIE‘;'}‘{“L:)&S*E':'n;&f;f'w | einander. Der ein ist 50 eln hoch. Der andern 40.
Zwischen den zweyen Thurmen steht ein brun-
ne, gleych veyt von den Spitzen der Thurmes.

Ist die frag, wie fern steht der brunne unden von yedem Thum?
(aus: Liber Abaki, um 1200)

Johann Widmann (15. Jh.)

4 Item 1 Leb vnd 1 Hunt vnd 1 Wolff. Die essen mit eynander 1 Schoff. Vnd der Leb
eB das Schoff alleyn in eyner stund. Vnd der Wolff in 3 stunden. Vnd der Hunt in 6
stunden. Nu ist die frag, wen sy das Schoff all 3 mit eynander essen in wie langer Zeit

sy das essen.
(aus: Behende und hiibsche Rechenung, 1439)

Adam Ries (1492 bis 1559)

5 Item Eynn sohn fraget seinen Vatter wie alt er sey. Antwurdt ihm der Vatter entspre-
chende: Wan du werest noch so alt, aber so alt, halb so alt und 1 Jahr elter, so werestu
134 Jahr alt. (Wenn du warest auch so alt wie ich und halb so alt und ein Viertel so
alt und ein Jahr dazu, wérest du 134 Jahre alt.)

Christoph Rudolff (16. Jh.)

6 Ich habe drei Zahlen, die sich wie 1 : 2 : 4 verhalten. Die Summe ihrer Quadrate ist
189. Wie heiBen die Zahlen? Hat diese Aufgabe nur eine Losung?

(aus: CoB, 1525)

Michael Stifel (etwa 1486 bis 1567)

7 Die Differenz zweier ganzer Zahlen betragt 79. Bildet man die Summe ihrer Quadrate
und addiert man hierzu noch die Quadratwurzel der zuvor erhaltenen Summe, so erhalt
man 10302.

Wie heiBen die beiden Zahlen?
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9 Aus alten Mathematikbiichern

Daniel Schwenter (17. Jh.)

8 Als Pythagoras nach der Zahl seiner Schiiler gefragt wurde, antwortete er: Der halbe
theil meiner Schiiler studieren die Mathesin der vierdt theil die Physicum der sibende
theil lernt stillschweigen vnd tiber dil habe ich noch 3 gar kleiner Knaben. Ist die Frag
wie viel der Personen gewest.

(aus: Erquickungsstunden, 1636)

Leonti Filippowitsch Magnizki (1669 bis 1783)

9 Ein Vater fragt den Lehrer seines Sohnes, wieviel Kinder er unterrichte. Der Lehrer
antwortete:

"Hatte ich noch einmal soviel Schiiler, wie ich jetzt habe, und dann noch die Halfte
und dazu ein Viertel und dann noch deinen Sohn, so waren es genau 100."

Leonhard Euler (1707 bis 1783)
10 Die Zahl 25 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, dass der groBere Summand
49mal so groB wie der kleinere Summand ist.

Jakob Steiner (1796 bis 1863)

11 Gegeben seien zwei parallele Geraden g und h und auf h zwei voneinander verschie-
dene Punkte A und B.

Jakob Steiner fand heraus, dass die Strecke AB allein mit Hilfe eines Lineals halbiert
werden kann.

Gib die Konstruktion an!

12 Der 16jahrige E. Galois I6ste drei ihm in der Schule gestellte Aufgaben in 15 Minuten.
Die Aufgaben wurden dem Schiiler als Pensum fiir die ganze Woche gegeben. Die Lehrer
rechneten mit einer Arbeitszeit von vielen Stunden. Die erste Aufgabe lautete:

"Finde die zwei Diagonalen x und y eines Vierecks, das in einen Kreis eingezeichnet
ist, mittels seiner vier Seiten a, b, ¢, d!"

(Es sollen also die Langen der Diagonalen eines Sehnenvierecks berechnet werden, wobei
die Langen der Seiten dieses Vierecks a, b, ¢, d gegeben sind.)
Wie ist die Losung dieser Aufgabe?

Thomas Alva Edison (1847 bis 1931)

13 Edison hatte viel Sinn fiir geistreiche SpaBe. Seine zahlreichen Gaste wunderten sich
oft, mit welcher Miihe sie das Gartentor vor seinem Haus aufmachen mussten.
SchlieBlich sagte einer der Freunde zu dem groBen Erfinder:

"Ein solch technisches Genie wie du konnte doch ein Gartentor bauen, das richtig
funktioniert!"

Edison erwiderte lachelnd: "Mein Tor ist ganz verniinftig eingerichtet. Ich habe es an
die Zisterne angeschlossen. Jeder, der zu mir kommt, pumpt mir 20 Liter Wasser in die
Zisterne."

Als Edison statt eines 20-l-GefaBes ein 25-1-GefaB verwendete, waren 12 Besucher
weniger notig, um die Zisterne zu fillen. Wie war das Fassungsvermogen der Zisterne?

Joh. Christ. Schafer (19. Jh.)
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9 Aus alten Mathematikbiichern

14 Ein junger Hirte lieB mit Freuden
1008 Schafe weiden,
Bis daB der Sonne letzter Strahl
Entwich aus seinem griinen Thal,
Und grauer Abend war geworden.
Jetzt fihrte er sie in 12 Horden,
Doch so, daB jegliche 2 mehr
Enthielt, als das nachstvor'ge Heer.
Sag’, wieviel in die erst kommen,
und jede andre aufgenommen?

(aus: Wunder der Rechenkunst, 1857)

Anekdote

Carl Friedrich GauB (1777 bis 1855) zeichnete sich schon als Schiiler durch Klugheit und
Witz aus. Einmal sagte sein Rechenlehrer: "GauB, ich stelle zwei Fragen. Beantwortest
Du die erste richtig, sei Dir die zweite erlassen.

Also: Wieviel Nadeln hat ein Weihnachtsbaum?"

GauB sagte ohne zu zoégern: "67534".

"Wie bist Du so rasch auf diese Zahl gekommen?"

GauB antwortete pfiffig: "Herr Lehrer, das ist bereits die zweite Frage."

29



10 GréBen gesucht!

10 GroBen gesucht!

1, 2, 3 Es sind die farbig gekennzeichneten GroBen (Strecken bzw. Winkel) zu bestim-
men.

1a, 1b a

1c, 1d, 1le  # S

-

2a, 2b, 2c, 2d TR gem A Tacm . 7om

3a, 3b
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10 GréBen gesucht!

k 1
m ;r |

3c, 3d, 3e WApry eBrE = A M B

4 Welche der beiden farbig gekennzeichneten Flachen in den gleichgroBen Quadraten

ist die groBere?

4a, 4b a o

[=]
=]
o

[=]

5 Es sind die Inhalte der farbig gekennzeichneten Flachen unter Benutzung der ange-
gebenen Seitenlangen zu berechnen.

a

% < 2a a
5 D
E a a
A a F B = =
5a, 5d 2 : 20
a D Q C
a E a
a a P
2 2
5b, 5¢ i i

6 Welchen Anteil an der Rechteckflache ABC'D haben
a) die Dreieckflaiche SPF,

b) die Dreieckflache ABC,

c) die Viereckfliche ASED = BCFS?

7 Wieviel Prozent der Flache des Rechtecks sind farbig gekennzeichnet?
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10 GréBen gesucht!

M1

a Mg a
2 ?

8 Der Flacheninhalt des farbig gekennzeichneten Dreiecks ist durch den Flacheninhalt
des Parallelogramms auszudriicken!

9 Wie verhalt sich der Flacheninhalt des Quadrates zum Flacheninhalt der Sternfigur?

D a C

11 Gesucht wird der Inhalt der farbig gekennzeichneten Flache unter Benutzung der
angegebenen Seitenlangen.

A B
11 abc ” a ’ ° \—/

Die Mathematik als Fachgebiet ist so ernst, dass man keine Gelegenheit versaumen
sollte, es etwas unterhaltsamer zu gestalten.

Blaise Pascal (1623 bis 1672), franzésischer Mathematiker
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11 Rund um den Kreis

11 Rund um den Kreis

1 In welchem Verhéltnis steht die Quadratflache zur
farbig gekennzeichneten Rosettenflache?

2 In welchem Verhaltnis steht die Flache des groBen
Quadrats zu der Flache der farbig gekennzeichneten
Figur?

2'3 o=2r

3 Welches Verhaltnis besteht zwischen der Quadrat-
flache und der Flache der beiden Mondchen?

4, 5 Gesucht wird der Flacheninhalt der farbig gekennzeichneten Figuren.

a-2r a=2r

4a, 4b 5a, 5b = o

5¢c, 5d

6 Vergleiche die Flache und den Umfang der Sichelfigur mit der Flache bzw. dem
Umfang der Quadrate mit der Seite a!

7 Vergleiche den Flacheninhalt der Herzfigur mit der Quadratflache mit der Seite a!
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11 Rund um den Kreis

Versuche folgende Figuren nachzukonstruieren!

Mit Zirkel und Zeichendreieck
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12 Nochmals Geometrisches

12 Nochmals Geometrisches

1 Gegeben sei ein Winkel mit dem GradmaB
a = 36°. Konstruiere unter alleiniger Verwen-
dung von Zirkel und Lineal einen Winkel, dessen
GradmaB 99° betragt!

-

2 Die in der Abbildung angegebenen Winkel «
und [ seien bekannt. Berechne die GroBe des

Winkels +!
9
>

3 Die abgebildete Figur stellt drei facherférmig
angeordnete einander kongruente Rhomben dar,
deren spitze Winkel samtlich 30° betragen.

4 In der abgebildeten Figur schneiden sich die vier Geraden g¢i,ds, g3 und g4 in den
Punkten A, B, C, D, E und F'. Die GroBen der Winkel /ZDAFE, /ZEBF und ZFCD
seien «, 8 bzw. ~v. Ermittle die GroBe des Winkels Z/F DFE!

5 Es ist ein Dreieck zu konstruieren aus den Strecken a + b, b+ ¢ und a + c.

6 Man zerlege ein Parallelogramm ABC D durch Geraden, die von C' ausgehen, in acht
paarweise flachengleiche Dreiecke.

7 Zeichne ein Quadrat, dessen Flacheninhalt gleich der Differenz der Flacheninhalte
zweier Quadrate mit den Seitenldangen a und b ist!

8 Wie kann man ein Rechteck mit den Seitenlangen @ = 16 cm und b = 9 cm so
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12 Nochmals Geometrisches

in zwei Teilfiguren zerlegen, dass diese Teilfiguren zu einem Quadrat zusammengelegt
werden konnen?

9 Gegeben sind drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte P;, P, und Ps.
Konstruiere eine Gerade, von der alle drei Punkte den gleichen Abstand haben! Wie
viele solcher Geraden gibt es? Welche Feststellung lasst sich nach der Ausfiihrung der
Konstruktion bezilglich der erhaltenen Schnittpunkte machen?

10 Gegeben sind die drei Punkte B, P; und P,. Man konstruiere zwei gleich groBe,
sich in B beriihrende Kreise k1 und ks derart, dass k; durch P, und ko durch P, geht.

11 Es ist ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren, bei dem die Summe aus der Lange
einer Seite und der Lange der Hohe 7,5 cm betragt.

12 Auf der fotografischen Aufnahme eines FuBballfeldes sind 3 Seiten und die Mittellinie
erkennbar.
Wie kann man sich das Bild des gesamten Spielfeldes mit Bleistift und Lineal verschaf-

fen?

13 Die abgebildete Figur stellt die Umrisse eines Zeichenblattes dar, in das drei Ge-
raden g, h und k, die paarweise verschiedene Richtung haben, eingezeichnet sind. Die
Schnittpunkte A, B und C der Geraden liegen auBerhalb des Zeichenblattes.

Es ist der Mittelpunkt der Strecke AB, deren Endpunkte unzuganglich sind, zu kon-
struieren; dabei ist die Konstruktion nur auf dem gegebenen Zeichenblatt auszufiihren.

/LA

/A \8

14 Das abgebildete Rechteck ABC'D ist in ein flachengleiches Rechteck zu verwandeln,
dessen eine Seite gleich der eingezeichneten Strecke AFE ist. Wie kann man die andere
Seite des gesuchten Rechtecks allein mit dem Bleistift und dem Lineal konstruieren?

15 Von einem Schachbrett liegt das zentralperspektive Bild des Spielfeldrandes vor. Die
Bilder der 64 Einzelfelder sind unter Verwendung von Bleistift und Lineal einzuzeichnen!

£\
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12 Nochmals Geometrisches

Anekdote

Abraham Gotthelf Kastner (1719 bis 1800), Mathematiker und Epigrammdichter, lernte
als Student so spielend leicht, dass er es sich vor seinem Staatsexamen leisten konnte,
mit der bildhiibschen Tochter seines Professors spazierenzugehen, anstatt die Nase in
die Biicher zu stecken.

Als ihn der Professor deswegen zur Rede stellte, erwiderte Kastner schlagfertig: "Herr
Professor, Sie haben uns Studenten als Vorbereitung fiir das Examen das Studium lhrer
eigenen Werke empfohlen. lhre Tochter halte ich fiir Ihr bestes."
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13 Von verschiedenen Seiten betrachtet

13 Von verschiedenen Seiten betrachtet

1 Von oben wie gesehen? So fragt Prof. C. Ot-
tescu, Bukarest, und ist gewiss, dass der Le-
ser den Grundriss zum gegebenen Aufriss findet.
Wie mag wohl das Schragbild aussehen?

2 Restkorpernetz gesucht! Gegeben sei ein
Wiirfel mit den Eckpunkten A, B, C, D, E, F,
G, H und der Kantenldnge a = 4 cm. Von ihm
werde durch einen ebenen Schnitt durch die
Punkte I, K, L eine Ecke abgeschnitten, wobei
I der Mittelpunkt von AFE, K der Mittelpunkt

L von EF und L der Mittelpunkt von FH ist.
Zeichne ein Netz des Restkorpers!

3 Wir bauen einen Koérper! Die Abbildung stellt einen konvexen, durch ebene Flachen
begrenzten Koérper im Grund-, Auf- und Kreuzriss dar. (Ein durch ebene Flachen be-
grenzter Korper K heiBt konvex, wenn fiir jede seiner Begrenzungsflachen S gilt: Ist T’
die Ebene, in der S liegt, so befindet sich K ganz in einem der beiden Halbraume, in
die der Raum durch T zerlegt wird.)

EN D"-E" EM g™ oM

A= C B cm A= B
c'=F 5 /
A B'=D'

Die Umrisse des dargestellten Korpers sind im Grund-, Auf- und Seitenriss Quadrate
mit der Seitenlange a.
Bauen oder beschreiben Sie einen solchen Kérper, und berechnen Sie sein Volumen!

4 Aufgepasst! Wir wollen tberpriifen, wie es um unser raumliches Vorstellungsvermogen
steht: In einem Wiirfel ist der Verlauf eines Drahtes in raumlich gebrochener Linie
eingezeichnet.

In zwei weiteren Wiirfeln verlaufen die Drahte anders. In a und b sind die Wiirfel
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13 Von verschiedenen Seiten betrachtet

im Grund-, Auf- und Kreuzriss dargestellt, wobei jeweils der Verlauf des zugehorigen
Drahtes eingezeichnet ist.
Zeichne in die beiden Wiirfel den Verlauf der Drahte in raumlich gebrochener Linie ein!

a b

5 Nicht im Netz verfitzen! Trage in die Wiirfelnetze (Abwicklungen) je drei verschiedene

Moglichkeiten ein, wie die farbig eingezeichneten Linien in den Abwicklungen erscheinen
konnen!

O 00O OO0

p g i
p

0 O 5 5 QO I 1

i Ol il

6 Uberall Werkstiicke! Bei den Darstellungen handelt es sich um die Grund- und Aufrisse
von ebenflachig begrenzten Werkstiicken (Profilen).

Oberhalb der Rissebene, die mit "z15" bezeichnet ist, liegen die Aufrisse. Jedem dieser
Aufrisse ist ein unvollstandiger Grundriss des Werkstiickes zugeordnet. Vervollstandige
analog den ersten Beispielen fiir die anderen Werkstiicke den Grundriss!

i——ﬁT —\j

I
I

I

i

1
1

1

L A

[El L

X 12

[ T =

X12
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14 Wiirfeleien

14 Waurfeleien

1 Die Kante eines Wiirfels habe die Lange a; =
2 cm, die eines anderen Wiirfels die Lange a, =
6 cm.

Berechne das jeweilige Verhaltnis der Kanten-
langen, der Oberflichen und der Rauminhalte
dieser beiden Wiirfel!

2 Die Raumdiagonale eines Wiirfels misst 5 cm.
Wie groB ist die Oberflache dieses Wiirfels?
Berechne aus der Raumdiagonalen eines Wiirfels
mit der Kantenlange a sein Volumen V!

3 Das Volumen V eines Wiirfels ist durch seine
Oberflache Ap des Wiirfels auszudriicken.

4 Aus einem Wiirfel mit beliebiger Kantenlange
soll die groBtmogliche Kugel gewonnen werden.
Wie groB ist die Ausnutzung N des Materials,
wenn darunter das Verhaltnis von Nutzvolumen
zu Bedarfsvolumen verstanden wird?

5 Einer Kugel mit dem Radius » = 1 ist ein
Wiirfel einzubeschreiben. Wie lang wird dessen
Kante a?

Dem Wiirfel ist wiederum eine Kugel einzube-
schreiben. Wie groB wird deren Radius r;?

6 Vier Wiirfel aus Aluminium (p = 2,70 g-cm™3), Eisen (p = 7,8 g-cm™3), Silber (p =
10,5 g-cm™3) und Gold (p = 19,3 g-cm™3) sollen (bei verschiedenen Rauminhalten)

die gleiche Masse m = 1 kg haben.

Wie lang mussen die Kanten der vier Wiirfel sein?

7 Ein Klempner fertigt einen wiirfelféormigen, oben offenen Blechbehalter an, der 50 |

Wasser fasst.

Wieviel m? Blech werden zur Anfertigung gebraucht?
(Von Uberlappungen und Verschnitt soll abgesehen werden.)

8 Verbindet man bei einem Wiirfel die Mittelpunkte der Seitenflachen geradlinig mit-
einander, so erhalt man die Kanten eines dem Wiirfel einbeschriebenen Oktaeders:

A
X

L —

i
N4

=il

Verfahrt man in entsprechender Weise bei dem Oktaeder, so erhadlt man die Kanten
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14 Wiirfeleien

eines dem Oktaeder einbeschriebenen Wiirfels.

a) Wie verhalten sich die Volumina des Wiirfels und des ihm einbeschriebenen Oktaeders
zueinander?

b) Wie ist das Verhaltnis der Volumina des Oktaeders und des ihm einbeschriebenen
Wiirfels?

c) Wie verhalten sich die Oberflachen des Wiirfels, des ihm einbeschriebenen Oktaeders
und des letzterem einbeschriebenen Wiirfels zueinander?

9 Ein Wiirfel mit der Kantenlange x wird von einem anderen Wiirfel mit der Kantenlange
y so durchdrungen, dass ein lberall gleich starker Restkorper mit einer Wandstarke von
4 cm und einem Volumen von 5120 cm? entsteht.

a) Welche Kantenlange hat der durchstoBene Wiirfel?

b) Welche Innenflache hat der Restkdrper nach dem DurchstoBen?

'Y y —] |a—4cm

10 Ein eiserner Wasserbehalter ist wiirfelféormig mit der Kantenlange 1 m. Durch eine
Unterlage langs einer Kante der Grundflache hat der Behalter eine Schragstellung, so
dass die gegenlberliegende Kante der Grundflache um 12 cm tiefer liegt.

Berechne die Wassermenge in dm?, die sich im Behalter befindet, wenn dieser bis zum
Uberlaufen gefiillt ist!

11 Auf welchen Teil wird das Volumen eines Wiirfels verkleinert, wenn alle Ecken so
abgeschnitten wurden, dass alle Schnittkanten % betragen?

wla

12 Aus einem Wiirfel mit der Kantenlange a wird der in Kavaliersperspektive abgebil-
dete Korper herausgeschnitten.
Welchen Rauminhalt hat der aus dem Wiirfel herausgeschnittene Korper?
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14 Wiirfeleien

Mit Zirkel und Zeichendreieck
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15 Magische Quadrate

15 Magische Quadrate

1 Trage die ungeraden Zahlen 1,3,5,...,17 so
in die Felder des Quadrats ein, dass die Summe
jeder Zeile, Spalte und Diagonale stets 27 be-
tragt!

2 Erganze in den leeren Feldern bestimmte Zah-
len so, dass die Summe in jeder Zeile, Spalte und
Diagonale stets % betragt!

3 In die Kastchen des abgebildeten Quadrats
sind neun Zahlen so einzutragen, dass das Pro-
dukt der drei Zahlen jeder Zeile und Spalte stets
270 betragt.

Auf welche Weise und wie oft lassen sich die ein-
getragenen neun Zahlen umstellen, wenn dabei
die geforderte Eigenschaft erhalten bleiben soll?

1 2
5 5
3
3 4
5 5

4 Die Glieder der Zahlenfolge —16, —14,...,0,+2, +4, ..., +14 sind so in die 16 Felder
einzusetzen, dass in jeder Zeile, jeder Spalte und in jeder der beiden Hauptdiagonalen
die Summe stets -4 betragt. (Jede Zahl darf nur einmal verwendet werden!)

5 Gib eine Moglichkeit an, die im Quadrat gegebenen Zahlen so umzustellen, dass die
Summe der Zahlen jeder Zeile, Spalte und Hauptdiagonale sowie die der vier Eckfelder

18 betragt!

QRO BN

QRO BN

~| ol w| =

~N| O W=

6 Erganze die fehlenden Zahlen des gezeigten Quadrats! Sie sind waagerecht, senkrecht
und diagonal Glieder von Zahlenfolgen.

7 GemaB den Zahlen am Rande des Quadrats sind entsprechend viele Kastchen in der
zugehorigen Zeile bzw. Spalte anzukreuzen. (Es gibt mehrere Moglichkeiten!)

2

14

31211123

(0]

16

WA=
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15 Magische Quadrate

8 Gib eine Moglichkeit an, die Ziffern 1; 2; 3; 4 und 5 so in das quadratische Netz
einzutragen, dass in jeder Zeile, Spalte und in den beiden Hauptdiagonalen jede der 5
Ziffern genau einmal vorkommt!

1121345
112(3]4]5
112(3/4]|5
1121345
112(3/4]|5

9a Setze natiirliche Zahlen (0 < n < 10) in die leeren Felder von 9a so ein, dass wahre
Aussagen entstehen!

9b Setze entsprechend in 9b ganze Zahlen ein (=5 < n < 8)!

9a 9b
-1 1-1 F11 [BT:1 1+ 7
+ = + :
- 1 —l6]-| 5
= + = . 3 .
. - =2 - + |4 |-
6| 7] |2 AN

10 Die Zahlen 0 bis 15 sind so in die Kreisfiguren einzutragen, dass die Summe der
Zahlen in den vier Doppelkreisen und die Summe der Zahlen in den Kreisen auf jeder
der beiden Symmetrieachsen gleich 40 ist.

TIR[A[NIAIF [ R[U
U[R|T|U|N|O|O|F |A|F]]

1
|

E

‘ |
‘.‘_.J\d.. 1 —4
1

12 Das vorliegende Muster zeigt das Wort Fortuna. Man gehe von dem in der linken
oberen Ecke sichtbaren Buchstaben F aus und versuche zu dem in der rechten unteren
Ecke eingetragenen Buchstaben A zu gelangen.

Dabei sollen alle kleinen Quadrate der Abbildung durchlaufen werden, aber jedes nur
einmal. Unterwegs darf man die Buchstaben nur so beriihren, dass sie nacheinander
das Wort FORTUNA bzw. seine Wiederholung ergeben.
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16 Ratsel und Spiele

16 Ratsel und Spiele

Kryptarithmetik

In den Aufgaben dieses Abschnitts ist jedes
Sternchen bzw. jeder Buchstabe bzw. jede geo-
metrische Figur durch eine Ziffer zu ersetzen, so
dass richtig geloste Aufgaben entstehen. Inner-
halb einer Aufgabe bedeuten gleiche Buchsta-
ben bzw. geometrische Figuren (auBer *) glei-
che Zahlen.

1k —xsx =1 2 %00 %% = (k% %)

2

Ak 52 - Kk
3 +xx2 4 >:<
* % 01 T
55 -x=3%5H 6 V**x9 = xx 7 (x+7)? = 6%

8 2, 2% : x, xx =11 9 AA- ABA = AAAA 10 ABB = (AC)¢
11 AB-AB=CAB 12 AA+ B =BCC

ABB A+ A = B
+BAB + : +
13 .gpa Y a4 .4 - B
BBBO B — B = O
15 AB—-BA=A 16 (A+ A)+3(B+ B) = A* + BB
WOCHE
PPP. PPP - ALPHA KLETN TWOCHE
17 (XY)Y—AZPHA 18 +VIETA 19 +WOCHE
X4y D\ NEWTON +WOCHE
- MONAT
ALPHA VIER VATER
20 +MATHE 21 +EINS 22 +MUTTER
HEITER FUENF ELTERN
= d . - B
D% + 2_§ 3!:_1 Mg : N-= 3 AEIOAD []
15+ [ 3= 13 Wl 2 N A= HO
23 24 95 A+3=0< MZ-d-42 AAY M =010
1 1 5 [ 3 = =
ot ® *E = 1 ﬁ: I i 1 @ @ @
i+é+é = 1 - RIA[ O+ O-0+0+1
Lo Lo Lo g -(:+0-
26 27 28 A @@ @B O0-0+0-0
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16 Ratsel und Spiele

29

Andere Ratsel

al|t cld]|e
¢ 1 K
ANE
%
£ w n
o P
q *
1 Kreuzzahlratsel

Waagerecht

a) Drei Primzahlen, bei denen die Differenz aus der zweiten und der ersten Zahl sowie
aus der dritten und der zweiten Zahl gleich 2 ist.

c) Die kleinste von Null verschiedene natiirliche Zahl, die durch 2, 3, 4, 5, 6 und 7
teilbar ist.

f) Die Losung der Gleichung 4(x — 13) + 3(z + 7) = 200.

h) Die groBte natirliche Zahl z, fir die 162 < 1000 gilt.

i) Die kleinste Primzahl, die groBer als 100 ist.

k) Eine fiinfstellige Zahl, die gleich der neunten Potenz einer natirlichen Zahl ist.

m) Die MaBzahl der Lange der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Ka-
theten die Langen 120 und 50 haben.

o) Die Anzahl der Diagonalen eines konvexen Achtecks.

p) Eine zweistellige natiirliche Zahl, deren Vorganger durch 4% und deren Nachfolger
durch 52 teilbar ist.

q) Die MaBzahl des Flacheninhalts eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse
die Lange 39 und dessen eine Kathete die Lange 15 hat.

r) Das Produkt zweier natiirlicher Zahlen, deren kgV gleich 333 und deren ggT gleich
3 ist.

Senkrecht

a) Die groBte natirliche Zahl, deren 1000. Teil kleiner als % ist.

b) Die kleinste Primzahl, deren Doppeltes groBer als 100 ist.

d) Zwei natiirliche Zahlen, deren Summe gleich 8 ist und bei denen die Differenz aus
der zweiten und der ersten Zahl gleich 4 ist.

e) Die ersten drei Ziffern nach dem Komma des in dezimaler Schreibweise dargestellten
Bruches %
g) Die Lésung der Gleichung £ = 7 + 3386.
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16 Ratsel und Spiele

i) Eine natiirliche Zahl, die Losung der fortlaufenden Ungleichung 39800 < 209z <
40000 ist.

j) Die MaBzahl des Umfangs eines regelmaBigen Sechsecks, das einem Kreis mit dem
Durchmesser 60 einbeschrieben ist.

1) Die kleinste dreistellige natiirliche Zahl, die durch 2, 3 und 37 teilbar ist.

n) Die groBte dreistellige natiirliche Zahl.

2 Die Reihenfolge bringt die Losung - Um den Text lesen zu kénnen, muss die Reihen-
folge der Streifen vertauscht werden.

In richtiger Anordnung erhalt man einen Ausspruch von Karl Marx lber die Bedeutung
der Mathematik.

GGG IEIE ][]
c i h t|]s t|lal|l]ls £ e
.—'—.—l—| — b ——
5 n t [} v ni;u#
H;L_e eI e LW i L]
w i e d e s n t n||a]
i a n g n lih e t
5 h t e||d c 5 i i r
o ([ || t]] t m h m e k
— —4 — — ——— — — —
[ujlejlb]lelln]lifle]llz{]d]ln]
1 2 3 4 5 6 7 8 92 10

3 Welchen Beruf Gber Frau Kimmer aus?

HERTA KIMMER
THALE

4 Rosselsprung - Die Losung ergibt einen wichtigen Satz der Geometrie.

lgleich| nu

der | te |dukt| ho | dem | te

eck | te | hy | the | se |ren

the | po |aus | ist |pro [ ge |ka [und

drei |das | e | nu |zur | ab |recht| den

ka [gen |qua | im | hy |dem

drat| te | ner [sen |wink fschitt

5 Fillratsel - Es sind abwechselnd Wérter mit sechs und fiinf Buchstaben zu suchen,
deren Anfangsbuchstaben einen Begriff aus der Mengenlehre ergeben:

1. Deutsches Wort fiir Divisor, 2. Schweizer Mathematiker, 3. Begriff aus der Geome-
trie, 4. HohlmaB, 5. Anschauungsmittel, 6. geometrisches Grundgebilde, 7. Teil eines
Bruches, 8. deutscher Mathematiker, 9. Vieleck.

47



16 Ratsel und Spiele

12 3 456 78 9

L L L L i

6 Das "R" auf der Treppe - Fiille die leeren Kastchen mit Buchstaben, so dass folgende
mathematischen Begriffe entstehen:

1. Halbmesser, 2. Viereck, 3. Korper, 4. Begriff der darstellenden Geometrie, 5. Win-
kelart, 6. FlachenmaB.

Wir falten

1 Henry Ernest Dudeney stellt folgendes Ratsel: Man unterteile einen rechteckigen
Bogen in acht Quadrate und nummeriere diese auf einer Seite (siehe Abb.).

1874 =
- ﬁj\l
21365 .

Es gibt hierbei 40 Moglichkeiten, diese "Karte" entlang den eingezeichneten Linien so
zu falten, dass ein quadratisches Paket entsteht, welches an oberster Stelle die »1«
zeigt. Das Problem verlangt nun, den Bogen so zu falten, dass die Quadrate in ihrer
natirlichen Reihenfolge liegen, wobei die 1 oben sein soll.

2 Gegeben ist ein Streifen von 2 cm Breite und 14 cm Lange. Falte aus ihm einen
Wiirfel mit einer Kantenlange von 2 cm!

3 Falte aus dem gezeichneten Tetra-Flexagon ein Sechseck!

\VAVAVAVAVAN

4 Auf der Vorder- und Riickseite eines rechteckigen Stiickes Papier seien die in der
Abbildung gezeichneten Buchstaben geschrieben. Falte das Stiick Papier so, dass die
Buchstaben in der Reihenfolge WOLFGANG (ibereinander liegen!

OIN|GA
WIG|F|L

Wir schneiden

1 Zeichne die Figuren A bis C nach, und zerschneide sie durch einen einzigen geraden
Schnitt so, dass daraus Quadrate zusammengestellt werden kénnen, die den gegebenen
Figuren flachengleich sind.
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16 Ratsel und Spiele

2 Gegeben sei die Figur A. Zerlege die Figuren B, C und D durch gerade Schnitte so,
dass jede dieser Figuren mit A zur Deckung gebracht werden kann!

>

3 Wie viele Moglichkeiten gibt es, das Quadrat in zwei Teile zu zerlegen, die gleicher
GroBe und Figur sind?

Erst schatzen, dann rechnen

1 Welche der beiden Sehnen in den Halbkreisen der Abbildung ist langer, die Sehne in
dem groBeren Halbkreis oder die Sehne in dem kleineren Halbkreis?

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Flacheninhalte der beiden sich beriihrenden Halb-
kreise sich wie 3 : 1 verhalten, dass die beiden Sehnen aufeinander senkrecht stehen
und dass die Sehne in dem groBeren Halbkreis mit dem Begrenzungsdurchmesser dieses
Halbkreises einen Winkel von 60° bildet.

Erst schatzen, dann messen, dann berechnen!

2 Ein regelmaBiges Zwolfeck ist, wie die Abbildung zeigt, in drei Teilfiguren zerlegt
worden.
Welche Teilfigur hat den groBeren Flacheninhalt, die mittlere oder eine der beiden
auBeren?
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3 Ein regelmaBiges Zwolfeck wurde in drei Teilfiguren zerlegt. Ist der Flacheninhalt der
mittleren Teilfigur groBer oder kleiner als die Summe der Flacheninhalte der beiden
auBeren farbig gekennzeichneten Teilfiguren?

Beobachtungstest

Diese Aufgabe ist im Testprogramm fiir die medizinische und psychologische Auswahl
der sowjetischen Flieger und Kosmonauten enthalten.

Sie sollen nun die Zahlen suchen und angeben (mit einem Gegenstand, der keine Spuren
hinterlasst, etwa mit einem Streichholzende). Die ganze Tafel ist abzutasten, und zwar
immer abwechselnd rot und blau:

a) in zunehmender Reihe (1 blau, 1 rot, 2 blau, 2 rot usw.),

b) in abnehmender Reihe (50 rot, 50 blau, 49 rot, 49 blau usw.),

c) blau in zunehmender, rot in abnehmender Reihe (1 blau, 50 rot, 2 blau, 49 rot usw.),
d) blau in abnehmender, rot in zunehmender Reihe (50 blau, 1 rot, 49 blau, 2 rot usw.).

Wenn es lhnen gelingt, jede dieser Varianten binnen flinfzehn Minuten zu bewaltigen,
sind Sie ein Mensch von groBer Aufmerksamkeit und ausgezeichneter Beobachtungsga-
be.
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17 Losungen

Uberall natiirliche Zahlen

1

x=107-{700 — [48 — 72 :9] - 5 — 495} — 135 = 107 - {700 — [48 — 8] - 5 — 495} — 135
=107 - {700 — 200 — 495} — 135 = 107 - 5 — 135 = 400

2 Es gibt genau elf Moglichkeiten:

20=1+1+1+1+14+1+4+1+13
20=1+1+14+14+14+14+34+11...
20=1+1+3+3+3+3+3+3

3 Unter anderen gibt es folgende Moglichkeiten:

1=(1+3-5):(7T+9) 6=1-3+5+7-9
2=1-3-5+7+9 T=1+3+5+7-9
3=[1+4+3)-5+7:9 8=(1+3-5):(-7+9)
4=(143)-5—(7+9) 9=(1-345-7)-9
5=1+[3-5+7]:9 10=1-3+5-7+9

4 Es gibt genau drei zweistellige Zahlen, bei denen die Anzahl der Einer dreimal so groB
ist wie die der Zehner, namlich 13, 26, 39. Von ihnen erfiillt nur 26 die Bedingungen
der Aufgabe; denn 31 — 13 = 18; 62 — 26 = 36; 93 — 39 = 54.

5 Fir die erste Gleichung gibt es nur 2 Moglichkeiten (erste Tabelle):
a b c‘a—i—b—l—c d e f‘d—f—e—l—f
1 21 4 1 3 2 6
4 1 1 6 2 1 3 6

Mit den drei Zahlen 1, 2, 1 |asst sich die zweite gegebene Gleichung d+3e +5f = 20
nicht erfiillen. Die Summe a + b + c ist also gleich 6. Wir erhalten zwei Losungen:

CL1:4,bl:1,01:1,d1:1,€1:3,f1:2;
a2:4,52:1,62:1,d2:2,62:1,f2:3

6 (S+4)-(8—4)—8:4=12-42 =48 — 2 = 46.

7 a) Angenommen, es gibt eine Zahl = mit der geforderten Eigenschaft, dann gilt
ab + x = a2, woraus man z = a? — ab erhilt. Also kann héchstens die Zahl z =
a’? — ab = a(a — b) Lésung sein.

Tatsachlich ist a - b+ a(a — b) = ab + a® — ab = a®.

b) Angenommen, es gibt eine Zahl y mit der geforderten Eigenschaft, dann gilt ab—y =
b?, woraus man y = ab— b? erhalt. Also kann héchstens die Zahl iy = ab—b* = b(a—b)
Losung sein.

Tatsachlich ist a - b — b(a — —b) = ab — ab + b* = b
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8 Die letzte Ziffer der kleineren Zahl muss 8 sein. Dann ist 8 aber auch die mittlere
Ziffer der groBeren Zahl. Aus dem Ansatz  + y = 968 und y = 10x erkennt man nun
leicht, dass die beiden Summanden 88 und 880 lauten miissen.

9 Die drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen seien a, a + 1, a + 2; dann gilt:
ala+1)(a+2)=21a+ (a+1)+ (a+2)] =21(3a+ 3) = 63(a + 1)

Da a+ 1 # 0 ist, erhalten wir a(a +2) = 63. Weil a und a + 2 natiirliche Zahlen sind,
missen a = 7 und a + 2 = 9 sein. Die gesuchten Zahlen lauten 7, 8 und 9.

7-8-9=504;  21(7+8+9)=21-24=504

10 Entsprechend der Forderung nach der groBten fiinfstelligen Zahl ist die Zehntausen-
derstelle eine 9, da fiir diese Stelle keine weitere Bedingung gestellt ist. Da die Zahl so
groB wie moglich sein soll, muss nach Bedingung a) an der Tausenderstelle 8 und an
der Zehnerstelle 4 stehen.

Fir die Hunderterstelle und die Einerstelle ergibt sich eine 9, damit die groBte fiinfstel-
lige Zahl entsteht und gleichzeitig die Bedingung b) erfiillt wird. Die gesuchte Zahl ist
also 98949.

11 Es sei a die Ziffer der Zehnerstelle und b die Ziffer der Einerstelle.

a b|10a+b|10b+a | 3-(10b+ a)
5 1 51 15 45
6 2 62 26 78
7 3 73 37 111
8 4 84 48 144
9 5 95 59 177

Nur die Zahl 51 erfiillt die gestellten Bedingungen; fir sie gilt 15 < 52—1 oder 45 < 51.
12 » = r;—i;137 — n;3_—|5))20 =14+ %

Da z eine natiirliche Zahl sein soll, muss 20 Vielfaches von n — 3 sein, und nQ—_Og muss
gleich oder groBer als -1 sein.

Nun ist % = —1 bei n = —17. Diese Zahl entspricht aber, weil sie negativ ist, nicht
den Bedingungen der Aufgabe. Es erfiillen nur die in der folgenden Tabelle angegebenen
natirlichen Zahlen n die geforderten Bedingungen.

n|4 5 7 8 13 23
2|21 11 6 5 3 2

139,11,12,13,14, 15, ...

14 Die drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, die den Seitenlangen des Dreiecks
entsprechen, seien n—1, n und n+1. Die Summe dieser Zahlen betragt 3n. Aus 3n = 42
folgt n = 14. Die Langen der Dreiecksseiten sind demnach 13 cm, 14 cm und 15 cm.

1523) 16-19 =2: 16 + 9 = 25; 25 - 10 = 250; 6 - 9 = 54; 250 + 54 = 304
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Herleitung:
(100 + b)(10a + ¢) = 100a* + 10ab + 10ac + be = 100(100 + b + ¢) + be
r=16-19:a=1,b=6;¢c=09;
£=10-(10-14+6+9)+6-9=10-25+ 54 = 250 4 54 = 304

b) 26-86 = x. 2-8+ 6 = 22; 22- 100 = 2200; 6 - 6 = 36; 2200 + 36 = 2236
c)62-68=ux.6-7=42; 42-100 = 4200; 2 - 8 = 16; 4200 + 16 = 4216

16 Beim Nummerieren der Seiten des Lehrbuches werden die Zahlen von 3 bis 195
gedruckt. Fiir die Zahlen 3 bis 9 braucht man 7 Ziffern. Fiir die Zahlen von 10 bis 99
braucht man 90 - 2 = 180 Ziffern. Fiir die Zahlen von 100 bis 195 dagegen 96 -3 =
288 Ziffern. Das sind insgesamt 475 Ziffern. Die Ziffer 0 kommt dabei 29 mal vor.

17 Es sei n die von Bernd gedachte Zahl; dabei gelte n = 2,3,4,...,9. Bernd hat
folgende Rechenoperationen auszufiihren: n - 27 - 37 =n - 999 = 1000n — n

n 2 3 4 9
1000n —n 1998 2997 3996 ... 8991
letzte Ziffer 8 7 6 1

Aus der Tabelle erkennen wir, dass die Summe aus der gedachten Zahl und der letzten
Ziffer des Ergebnisses stets 10 betragt. Also hat sich Bernd die Zahl 3 gedacht.

18 Die erste Ziffer der vierstelligen Zahl sei a und die dritte b; dann lasst sich die
vierstellige Zahl wie folgt darstellen:

1000a + 1000 + 10b + b = 1100a 4+ 116 = 11(100a + b)

Da die Zahl eine Quadratzahl sein soll, muss sie durch 112 teilbar sein. Das trifft zu,
wenn 11 Teiler von 100a + b ist.

Wegen 1000 + b = 99a + a + b ist diese Zahl durch 11 teilbar, wenn a + b durch 11
teilbar ist. Wegen 0 < @ < 10 und 0 < b < 10 ist dann aber a + b = 11, also

11(100a + b) = 11(99a + a + b) = 11(99a + 11) = 11*(9a + 1)

wobei 9a + 1 eine Quadratzahl ist. Das trifft aber nur fiir ¢« = 7 zu. Wir erhalten b = 4,
also die Kraftfahrzeugnummer 7744 = 882

Teilbar oder nicht teilbar?

1 Wegen (2) ist a durch 60 teilbar. Es gilt a = 60b, b natirliche Zahl, wegen (1) folgt
100 < 60b < 1201. Somit muss b der Bedingung 1 < b < 21 genligen.

Wegen (3) kann b nicht durch 2, 3 und 5 und wegen (4) auch nicht durch 11 teilbar
sein. Deshalb kommen fiir den Faktor b nur die Zahlen 7;13;17 und 19 in Frage.

Es sind also noch die Zahlen 420; 780; 1020 und 1140 zu betrachten, die samtlich (1),
(2) und (3) erfiillen. Von ihnen geniigen nur 420; 780 und 1020 der Bedingung (4). Es
gibt keine weiteren natirlichen Zahlen, die (1) bis (4) gleichzeitig erfiillen.
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2 Unter Beachtung der Teilbarkeitsregeln fiir die Zahlen 3, 9 und 4 erhalten wir:

a) 3|83271, 3|83274, 3|83277,

b) 31 84172,3 184272, 3 1 84472 usw.
c) 9]23958, 923058,

d) 4158706, 4 58726 usw. ...

3 Eine Zahl ist durch 36 teilbar, wenn sie durch 4 und durch 9 teilbar ist. Aus der
Teilbarkeit durch 4 folgt zunachst 52 * 20, 52 x 24, 52 % 28.

Die Quersummen der noch unvollstandigen Zahlen betragen 9, 13, 17. Also muss die
erste Leerstelle mit 0 oder 9, die zweite mit 5, die dritte mit 1 belegt werden. Wir
erhalten die Zahlen 52020, 52920, 52524, 52128.

4 Wenn eine Zahl durch 72 teilbar sein soll, so muss sie durch 8 und 9 teilbar sein. 78x
muss also durch 8 teilbar sein. Es ist nur 784 durch 8 teilbar. Folglich muss die letzte
Ziffer 4 sein.

Um die erste Ziffer zu erhalten, wende man die Teilbarkeitsregel der 9 an. Die Quer-
summe der bis jetzt bekannten Ziffern ist 3 + 7 + 8 + 4 = 22. Die Differenz bis 27, die
folgende durch 9 teilbare Zahl, betragt 5. Daher erfiillt nur die Zahl 53784 die gestellte
Bedingung.

5 Nach der Teilbarkeitsregel fiir 9 kann nur 549 durch 9 teilbar sein, also y = 4. Dann
ergibt sich fiir z = 2, also x + y = 6. Die Losung c) ist richtig.

6 Die kleinste natiirliche Zahl, die durch 2, 3, 4, 5, 6 teilbar ist, ist das k.g.V. dieser
Zahlen, also 60. Alle Vielfachen von 60 sind zugleich Vielfache von 2, 3, 4, 5 und 6,
also 60n mit n = 1,2, 3, ... Die Zahlen der Form 60n + 1 firn = 1,2, 3, ... lassen also
jeweils bei der Division durch 2, 3, 4, 5 und 6 den Rest 1.

Die kleinste dieser Zahlen, die durch 7 teilbar ist, ist 301. Addiert man zu 301 Vielfache
von 420 (k.g.V. der Zahlen 2, 3, 4, 5, 6 und 7), so erhalt man weitere Zahlen, z.B.
721, 1141, 1561 usw.

7 Es gibt fiinf verschiedene Moglichkeiten, die Zahl 30 als Produkt von drei Faktoren
zu schreiben:

1,1,30; 1,2,15; 1,3,10; 1,5,6; 2,3,5
Nun gilt a-b-c =30, a < b < ¢, und 4 ist Teiler von a + b + c. Die gesuchten
Zahlentripel sind (1, 1, 30) bzw. (1,5,6).

8 Aus (a,b) =4 folgt a =n -4 firn = 1,2,3, ..., aus (a,c) = 6 folgt a = k - 6 fur
k=1,2,3,... Nun sind n = 3 und k = 2 die kleinsten Zahlen, die diese Gleichungen
erfillen, also a = 12.
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Entsprechend gilt: Aus (a,b) = 4 folgt b = p - 4; und aus (b,c) = 10 folgt b = ¢ - 10.
Also ist b = 20.

Aus (a,c) = 6 folgt ¢ = r - 6; und aus (b, c) = 10 folgt ¢ = s - 10. Also ist ¢ = 30. Die
Zahlen a = 12, b = 20 und ¢ = 30 erfiillen die Bedingungen.

9 Es gilt der Satz: Das Produkt aus dem k.g.V. und dem g.g.T. zweier Zahlen ist gleich
dem Produkt dieser beiden Zahlen. Folglich ist z-4725 = 33-52.7-11-45, d.h. z = 495.
Die zweite Zahl lautet 495.

10 Es gilt: (1) Ist mindestens ein Faktor eines Produktes durch 3 teilbar, so ist das
Produkt selbst durch 3 teilbar.

(2) Sind alle Summanden einer Summe durch 3 teilbar, so ist auch die Summe durch
3 teilbar.

Jeder der Teilpreise wird als Produkt aus Einzelpreis und Anzahl der Einzelwaren er-
rechnet. Dabei ist jedes Produkt nach (1) durch 3 teilbar. Aus (2) folgt, dass der
Gesamtpreis ebenfalls durch 3 teilbar sein muss. 10,43 M ist aber nicht durch 3 teilbar.
Der Gesamtpreis kann deshalb nicht stimmen.

11 Es gilt der Satz: Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks ist groBer als die dritte
Seite.

Aus a + b = 8 folgt ¢ < 8; der Umfang a + b+ ¢ = 8 + ¢ soll durch 3 teilbar sein. Das
trifft zu fir ¢ =7 und ¢ = 4. Fir c = 1 ware b+ ¢ < a, was nicht moglich ist. Es gibt
genau zwei Dreiecke, die den gestellten Bedingungen genligen:

a=5cm, b=3cm,c=T7cm, u=15cm
a=5cm, b=3cm,c=4cm, u=12cm

12 Der Wagen muss eine Strecke zuriicklegen, deren Lange ein gemeinsames Vielfaches
von 210 cm und 330 cm ist. Die kiirzeste Strecke, die vom Wagen zurlickgelegt werden
muss, ist das k.g.V. dieser Zahlen.

210 = 2-3-5-7
330 = 2-3.5-11
kgV. = 2-3-5-7

Die kiirzeste Strecke betragt 2310 cm.
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Eine Aufgabe von Prof. Dr. N. Tschaikowskij:

a) Ist die kleinere Zahl durch 6, die groBere durch 7 teilbar, so ist 600 und 700 ein solches
Zahlenpaar. Weitere Zahlenpaare findet man, wenn man dazu gemeinsame Vielfache
von 6 und 7, d.h. 42, addiert oder subtrahiert, also z. B. 642 und 742; 684 und 784;
558 und 658 usw.

b) Wenn die kleinere Zahl durch 7, die groBere durch 6 teilbar sein soll, so findet man,
dass 602 und 702 ein solches Zahlenpaar ist. Weitere ergeben sich durch entsprechende
Uberlegungen wie bei a), z.B. 644 und 744 usw.

Herr Flunkrich

Da alle Aussagen des Herrn Flunkrich falsch sind, ergibt die Zahl wegen (1) bei der
Division durch 3 den Rest 2 und wegen (2) bei der Division durch 5 denselben Rest wie
bei der Division durch 7. Dieser Rest ist wegen (5) groBer oder gleich 3 und wegen (6)
kleiner oder gleich 3, also gleich 3.

Wegen (4) lasst die Zahl bei der Division durch 8 den Rest 1. Ferner ist wegen (3) die
Zahl nicht groBer als 800. Nun gibt es wegen 3-5-7-8 = 840 und 840 > 800 héchstens
eine natlrliche Zahl a < 800, die

bei der Division durch 3 den Rest 2, (7)
bei der Division durch 5 den Rest 3, (8)
bei der Division durch 7 den Rest 3, (9)
bei der Division durch 8 den Rest 1 lasst. (10)

Wegen (10) ist a eine der Zahlen 9, 17, 25, 33, ..., 793 und wegen (9) eine der Zahlen
17, 17+8-7 =173, 17+ 256, ..., 17+ 13 - 56; also wegen (8) eine der Zahlen 73;
73+4+8-7-5="73+4280=353; 73+ 2-280 = 633; also ist wegen (7) a = 353.

Die Postleitzahl des Herrn Flunkrich ist 353; er wohnt in Havelberg.

Nicht in die Briiche geraten!

1 Die zu ermittelnde gebrochene Zahl finden wir durch Erweitern des Bruches % mit

der Zahl n; der erweiterte Bruch ist %. Ferner gilt Tn — 4n = 21, also n = 7. Die

- 28
gebrochene Zahl ist also 5.

2 Der erste Summand sei n, dann ist der zweite Summand 132 — n. Es gilt %n =
(132 = n); n = 60. Die Summanden sind demnach die Zahlen 60 und 72.

3 Aus ¢ + % = % folgt 13z + by = 77 bzw. z = 6 — % Der Zahler 5y + 1 ist
durch 13 teilbar fir y = 5,18, 31, ... Nur fir y = 5 wird x positiv, und zwar gleich 4.
Also gilt: % + 1—53 = %.
4

378 -436 — 56 377-436 + 436 — 56 377436 + 380 -

377436+ 378 377-436+378  377-436 + 378
5 Die Zahl der Schiiler mit Preisen oder Anerkennungsurkunden ist SE% der Zahl der

Teilnehmer an der 2. Stufe. Daraus folgt: 4 Schiler = = % der Teilnehmer und 36
Schiiler ﬁ% (das sind alle Teilnehmer dieser Schule an der 2. Stufe). Laut Aufgabe
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gilt weiterhin: 36 Schiler = 30 der Teilnehmer an der 1. Stufe, also 12 Schiiler 2%
der Teilnehmer an der 1. Stufe und 480 Schiiler = A40 o (das sind alle Teilnehmer dieser
Schule an der 1. Stufe).

Genau 480 Schiiler dieser Schule beteiligten sich an der 1. Stufe der Mathematikolym-
piade.

T

6 Teilnehmer: x, Preistrager: £ Klubmltglleder L

10
Klubmitglieder mit Preisen: % 7, Klubmitglieder ohne Preise: 6
Die Anzahl der Klubmitglieder ergibt sich aus der Gleichung:
x D
—=—-—46 = 360
0 1009 > o °

An der Kreisolympiade nahmen 360 Schiiler teil.

a?—a+1 ala—1)+1

a?2+a—1 ala+1)—1
Die Produkte a(a — 1) bzw. a(a + 1) sind fiir jede natiirliche Zahl a eine gerade Zahl;
demzufolge sind sowohl Zahler als auch Nenner ungerade Zahlen und nicht mit 2 zu
klrzen.
Um den gegebenen Bruch mit 3 kiirzen zu kénnen, miissen Zahler und Nenner durch
3 teilbar sein. Nun sind die Terme (a — 1), a und (a + 1) fiir natiirliche Zahlen a drei
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, und unter diesen ist genau eine durch 3 teilbar.
Man untersucht folgende 3 Fille:

Fall 1: (a — 1) ist durch 3 teilbar. Dann ergibt sich im Zahler der Rest 1. Also ist der
Zahler nicht durch 3 teilbar.

Fall 2: a ist durch 3 teilbar, dann ergibt sich im Zahler der Rest 1 und im Nenner der
Rest 2 (bzw. -1). Also sind Zahler und Nenner nicht durch 3 teilbar.

Fall 3: (a+ 1) ist durch 3 teilbar. Dann ergibt sich im Nenner wieder der Rest 2 (bzw;
-1). Also ist der Nenner nicht durch 3 teilbar.

Aus diesen drei Fallen folgt, dass der gegebene Bruch nicht mit 3 zu kiirzen ist.

8 a) Bezeichnet man den Minuenden mit m (m 75 0), dann ist der Subtrahend Zm.
Die Differenz ist m — %m = %m Wegen %m = 100m betragt die Differenz 60% des
Minuenden.

b) Zm = 139m. Die Summe betrigt 140% des Minuenden.

6 6 60
91 = :7:7:7f
TT08 2T 8

Jorg erhalt nunmehr 7,50 M Taschengeld.

10 Es waren x Personen anwesend, davon %x + 1 Kinder, fa: + 2 Mitter und 6:1: + 3
Vater.

P IE L L g

also x=72. Somit waren 37 Kinder, 20 Mutter und 15 Vater zur Urauffiihrung des
Puppenspiels gekommen.
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11 Der zuriickgelegte Weg sei x km. Aus 15x — 75 = 12%33 — 30 folgt = = 18, d.h.,
die Entfernung zwischen den Orten A und B betragt 18 km.

Nachgedacht und mitgemacht!

1.5.9l.15
166’6793’116

21

25.4.1
321

4 Schreiben wir die Zahlen a, b und c als Dezimalbriiche, so erhalten wir: a = 0, 6;
b= 0,600798...; ¢ = 0,600079.... Daher gilt: a < c < b.

3654365 _

5107 + 11% + 122 = 365; 132 4 142 = 365; also 6

6 © = 1™ mit n natlrlich
7 10

8 Man erkennt leicht, dass der Zahler und der Nenner des gegebenen Terms symmetrisch
aufgebaut sind. Daher ist es zweckmaBig, den Mittelwert der im Zahler vorhandenen
Zahlen z.B. mit a zu bezeichnen: a = 38795685. Dann erhalt man fir

v  (a+4)(a+3)(a+2)(a+1)—(a—1)(a—2)(a—3)(a—4)

T (@+32+(at 12+ (a— 1)+ (a—3)?
u = 20a® + 100a = 20a(a’® + 5)
v =4a® + 20 = 4(a* + 5)
20a(a’® +5
, U _ 20a(@®+5)

v 4(a®+5)
Wegen a = 38795685 erhalt man z = 193978425.

2,.—2..a°.
9 S5y“r~7z; %3 be

12\*
10 ()

11 —%,Z—;Z
12 b
13 1
(x7—x6—x3+x2):(1—x> =2 -2
(o %)
— 2’ + 2
_( 253—|-{L'2)
0
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Uberall Variablen

1 Aus 56 — (¢-d) = 50 folgt c¢-d = 6. Fiir dieses Produkt sind genau vier Falle moglich,
und zwar 1-6=2-3=3-2=6-1=6. Dann ist

c:1,2,3,6; d:6,3,2,1; a:24,12,8,4; b:2,4,6,—

b = 8 entfallt, da a > z sein soll. Davon erfiillt nur das Quadrupel a = 12, b = 4,
¢ =2, d = 3 die Bedingungen.

2Aus24+c=eundb5—d=-cfolgt2+c=5—d. Dannist c+d =3 mit c = 2,
d=1,dac>d. Alsoiste=4,b=3und a =4.

3Wegen6=1-6=2-3=3-2=06-1 kdnnten die Faktoren
aym+1=1und 2n—1=6,

b)m+1=2und 2n—1=3,

c)m+1=3und2n—-1=2,

d)ym+1=06und 2n —1 =1 sein.

Von den geordneten Paaren [m;n| erfillen nur [1;2] und [5; 1] die Bedingung.

4 Auf Grund der Voraussetzung kann genau einer der folgenden Falle eintreten:

1. a = 0. In diesem Falle ware wegen 0 = b*(b*> + ¢?) auch b = 0. Widerspruch.
2. a < 0. Dieser Fall ist wegen b*(b* + ¢*) > 0 nicht méglich.

3.a>0. Dannist b # 0, also b < 0. Daher ist ¢ = 0.

Der 3. Fall erfiillt die Bedingungen der Aufgabe.

a-+x
5A
usb

b
= — folgt a* + ax = b*> — bz, also (a + b)x = b* — a*. Da a und b positiv
a

b? — a2

sind, ist a +b #= 0, und es folgt weiter z = = b—a, und b— a ist ganzzahlig.

a
Somit kann hochstens die Zahl © = b — a die genannte Eigenschaft haben.

6 Aus a + b+ ¢ = abc wird 3a + 3b + 3¢ = abc + abc + abc und durch Umformung
a(bc —3) 4+ blac —3) +c(ab—3) =0

Diese Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn entweder ab = ac = bc = 3 gilt oder
mindestens eine der Zahlen ab — 3, ca — 3, bc — 3 negativ ist, da nach Voraussetzung
a, b, ¢ positive Zahlen sind.

)/ ,

srf) JErEQ O IO e
freerig) R e Py T o A T I
fremri g Fo s

w14 vag)t TR ATE _pE VTR
rco R e RN s T S s
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Aus ab —3 < O folgt a = 1; b = 1 bzw. a = 1; b = 2. Die erste Lésung fiihrt zum
Widerspruch. Fiir die zweite ergibt sich

(2¢=3)+2(c—3) +¢(—1) =0; c=3
Es gibt genau 6 Losungstripel fir a = 1, b = 2, ¢ = 3: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3),
(2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

7 Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir @ > b annehmen. Dann gilt
2a% + 2% = a® + 2ab + b* + a* — 2ab + b* = (a + b)* + (a — b)?

Der Term 2a? + 2b? lasst sich also als Summe der Quadrate der beiden natiirlichen
Zahlen a + b und a — b darstellen.

8 Der erste Faktor sei gleich 10a + b, wobei a und b natiirliche Zahlen mit 1 < a, b <9
sind. Dann ist der zweite Faktor gleich 10a 4 (10 — b), und man erhalt

(10a + b)(10a + 10 — b) = 100a® + 100a — 10ab + 10ab + 10b — b* = 100a(a + 1) + b(10 — b)

Fir unser Beispiel gilt: 83-87=100-8-9+4 3 -7 = 7221.

Man erhalt also das Produkt, indem man den ersten Zehner mit den um 1 vermehrten
zweiten Zehner multipliziert und hinter dieses Ergebnis das Produkt der Einer schreibt.
Ist das Produkt der Einer kleiner als 10, so muss noch die Ziffer 0 eingefligt werden.

9 Es sei 100a + 10b + ¢ die gedachte Zahl mit a — ¢ > 2 und ¢ > 0. Subtrahiert man
davon 100c + 10b + a, so erhalt man 100(a — ¢) + (¢ — a). Das wird umgeformt zu
100(a —c—1)4+90+ (104 ¢ — a).

Addiert man hierzu die Zahl 100(10 + ¢ — a) + 90 + (a — ¢ — 1), so erhalt man die
Summe 1089.

Nachgedacht und mitgemacht!

a) D=0l — g k) 4(d — 2) = 3d;d = 8
b) % ) =30

c) bk — Tk = =2k m) ai;zﬁ%—;ﬁg—)ﬁ _ Zztzb)z

d) -/ n) e ooe _ab . ab
e) = 21a)1(u21a+1) =2a—1 0)a=1

f) 9a% — 30ab + 25b p) pkt:s—p;t:?—kp

g) 125a® — 75a® + 15a — 1 Q) r2 =3,y = 3V

h) 3a — 1002 ‘ oA

i) 4m? — 8,2mn — 12mn? + 25n?
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s) p = 1220; r = 2680; z = 134, denn

5720 — 1220 = 4500
1220 + 2680 = 3900
2680 : 20 = 134
10000 — 2680 — 1220 — 5966 = 134

a |b |c |b+c |alc=b) |a-b|b:c
) +3 [ +4 |6 |-2 -30 +12 [ -2
10| —15 | +5 |+ | 4 -5 -1
+r | =y | 422 |22~y | 22z 42y | —2Y | —£

Kleine Mengenlehre

1a)zB. Ge A L e A (Gera und Leipzig sind Elemente der Menge A.)

Z ¢ A (Zeitz ist nicht Element der Menge A, d.h., Zeitz gehort nicht zu den Bezirks-
hauptstadten.)

b) C'={2,3,4,...} (unendliche Menge); D = {2} (Einermenge)

20U ={11,13,15,17,19}; P = {11,13,17,19}
Es gilt: 15 € U; 15 ¢ P; also U # P; P ist Teilmenge von U, in Zeichen: P C U.

3 Zwischen 1973 und 1975 gibt es kein Schaltjahr. Diese Menge hat kein Element, sie
ist leer, wir sagen auch: Es liegt eine Nullmenge vor. Schreibweise S = &.

4 E=1{0,6,12,18,24,30} und F = {0,6,12,18,24,30}, also E = F
(Die Menge E enthélt dieselben Elemente wie die Menge F').

5 Die Komplementarmenge heiBt S = {0,1,4,6}

6 V U M (gelesen: V' vereinigt mit M)

F ={a,b,c,dye, fY U{d,e,g,h, k}; F=A{ab,cde, f g hk}

In dieser Menge sind genau die Schiiler zusammengefasst, die eine Fahrkarte bendtigen
(also 9 Schiiler).

Wir erkennen: Werden zwei Mengen vereinigt, die einige Elemente gemeinsam haben,
dann enthalt die Vereinigungsmenge samtliche Elemente der beiden Mengen, aber jedes
nur einmal.

7 Es melden sich nur die Schiiler h, k und [; denn nur diese gehdren sowohl zur
Volleyballmannschaft als auch zum Mathematikzirkel. Die Schiiler h, k und [ bilden
ebenfalls eine Menge, d.h. den Durchschnitt der Mengen von Z und B.

Man schreibt dafir BNZ (gelesen: B geschnitten mit Z). Esist also BNZ = {h, k,[}.

8 a) Vier Schiiler konnen weder radfahren noch schwimmen. RN .S enthalt 9 Elemente,
R\ S (d.h. Differenz von R und S) enthalt 5 Elemente, S\ R enthalt 16 Elemente,
K\ (RUS) enthalt 4 Elemente.

b) A (rote Rosen) = Elemente, x = 7, B (gelbe Rosen) y Elemente, y = 4, C (rote
Nelken) z Elemente, z =9
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AUC: (x+ z) = 16 Elemente; AU B: (v +y) = 11 Elemente; (AUC)U(AUB)\ A
: 20 Elemente; Marie-Luise erhielt 20 Blumen.

c) Hans fand 16 Eicheln, 10 Kastanien und 23 Bucheckern, also 49 Waldfriichte.

d) BUV enthélt 11 + 5 + 7 = 23 Elemente, B C K und V C K, K\ (BUYV)
enthalt 9 Elemente.

Neun Schiiler dieser Klassen beteiligen sich an keiner dieser beiden Interessengemein-
schaften.

Gleichungen in Theorie und Praxis
lo+y=121;2 —y =45, x = 83, y = 38. Die Zahlen heiBen 83 und 38.

22y =3(x+y)ay =6(x—vy); 3> =18y — 6y, y1 = 0,2 = 4; 2 = 3y, 21 = 0,
I2:12
Die Aufgabe hat zwei Losungen: x1 = 0 und y; = 0 bzw. x5 = 12 und y, = 4.
z+5 _ o. z+3 _ 4. _ _
3y—f3—2,y—f5—4,x—3,y—7

—3 =33

z+44
4 2 5

5 Angenommen, x = 11 erfiille die gegebene Gleichung mit unbekanntem Summanden.

o o3 2B
g T3 T 1 YT 12

Also hat nur die Zahl a = % die verlangte Eigenschaft.
6 a) (z+0,1z)? = z; b) (a®bc) : \/p=1t;¢c)t =—45

7 Im ersten Speicher lagerten urspriinglich = Tonnen, im zweiten p — = Tonnen Korn.
Dem ersten Speicher wurden a -t Tonnen, dem zweiten b-t Tonnen Korn entnommen.

1
r—at=(p—x)—bt; 2 = at — bt + p; xzi[t(a—b)—kp]

Im ersten Speicher lagerten urspriinglich 5[p+t(a—b)] Tonnen, im zweiten 3[p—t(a—b)]
Tonnen.

By =5 = bimn _ gt

Nein, der Fahrer hat die zulassige Hochstgeschwindigkeit (iberschritten.

9 Es sei n die Anzahl der Ringe, die ein Schiitze hochstens erreichen kann, dann
entfallen auf Monika %n Ringe, auf Barbel %n + 4 Ringe, auf Margit %n + 2 Ringe.

Zusammen erreichten die drei Madchen also %n + 6 Ringe. Die Gleichung

12 +6_5
5T
hat die Losung n = 60. Ein Schiitze konnte 60 Ringe erreichen. Barbel erzielte 52,

Margit 50 und Monika 48 Ringe.
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10 1.Zahl: n; 2. Zahl: n + 5; 3. Zahl: 23 oder 29; 4. Zahl: 2n + 5; 5. Zahl: 2n + 7; 6.
Zahl: 3n.

Entweder 9n + 40 = 175 oder 9n + 46 = 175, d.h. n = 15, 9n = 129.

Letzteres n kommt nicht in Etage, da 129 kein Vielfaches von 9 ist. Herr Schulze tippte
die Zahlen 15, 20, 23, 35, 37 und 45.

11 =97 . 4 = 7. Die Zahl 68 erfiillt die Bedingungen.

Nachgedacht und mitgemacht!

Ungarische VR z = 3900 DDR 712 = £1

VR Polen x =m UdSSR z =1

CSSR z = —1 Osterreich z = 35*

VR Bulgarien z =1 SR Ruménien z = 1;y = 3 oder x =
IsIandx:% Sy=1

GroBbritannien x = 1;y = —2;2 =0
* denn (22)\/m+1 — 26 . 2\/317+17 22\/+m1 _ 26+\/x+1
2Vr+1=64+Vr+1,Ve+1=6,2+1=236

GroBer, kleiner oder gleich?
lAusz<z,x<v,v<y,z<v,z<y z<yfolgtr<z<ov<uy.

2 In der Zahlenfolge 0, 1, 2, 3, ..., 19, 20 ist die Zahl 0 kleiner als jede der folgenden 20
Zahlen. Es lassen sich also 20 verschiedene Ungleichungen bilden, in denen stets a = 0
ist und fur b die Zahlen von 1 bis 20 eingesetzt werden konnen.

Wenn a = 1, so kann b durch die Zahlen 2 bis 20, also durch 19 verschiedene Zahlen
ersetzt werden. Diese Uberlegungen setzen wir fort. Fiir a = 19 gibt es genau eine
Moglichkeit, b = 20.

Also gilt: 20 +19 + ... + 2 + 1 = 210. Es gibt genau 210 Moglichkeiten.

3 Aus (2) folgt 180|a, denn 4-5-9 = 180. Also 0 < 180x < 4000 furz = 1,2, 3, ..., 22.
Nach (3) scheiden alle durch 2, 5 und 3 teilbaren x aus. Also x = 1,7,11,13,17,19.
Aus (4) folgt 11|(180x —38); 11](4-45x—8); 11|[4(45x—2)]. In dem Produkt 4(45x—2)
muss der zweite Faktor durch 11 teilbar sein. 11|(45xz — 2); 11|[44x + (x — 2)].

Damit die Summe 44x + (z — 2) durch 11 teilbar ist, muss  — 2 durch 11 teilbar sein.
Also x = 13, 24.... Nur x = 13 erfiillt die Ungleichung 0 < 180z < 4000.
Weil @ = 13 - 180 = 2340, ist die Losungsmenge L = {2340}.

4 Allgemein gilt 7 < < genau dann, wenn a - d < b-c. Aus 5a > 123 folgt a > 24%,
aus 1la < 287 folgt a < 26%.
Die Aufgabe besitzt nur die Losungen: a; = 25 und as = 26.

5 Durch Umstellung erhalten wir:
l.e<a 3. e<c¢bh b<a 7.a<c
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2. b<c 4 d<e 6.b<d; 8. d<e.
Aus der Verkniipfung der Ungleichungen von 6, 4, 1 und 7 erhalten wir b < d < e <
a < c. Die Ungleichungen 2, 3, 5 und 8 werden zur Lésung nicht benétigt.

6 35 : 7+40 = 45; 49 : 7+55 = 62; (81—39) : 7 > 5; (94-38):7<9
7 4y <10 — 3z; y < 3%, L = {[0,0]; [0, 1]; [0, 2]; [1, 0]; [1, 1]; [2, 0]; [3, 0] }

8 y =0, sogilt z <4 und 2z > 10, d.h. x > 5 (keine Losung)
y=1,sogilt x <3 und 2z > 5, d. h. z > 5 (keine Lésung)
y=2,sogiltx <2und2x >0, alsor=1
y=3,sogilt z <1und2x > -5, alsoz=0.

y > 3 gibt wegen = + y < 4 keine Losung. L = {[1,2]; 0, 3]}.

Nachgedacht und mitgemacht!

1L=1{0,1,2} 8 L=1{01,234}

2 L=1{0,1,2,3} 9L=1{01,2..53}

3L=1{0,1,2} 10 L = {22, 23, 24,25, 26}

4L=1{01) 1172 +22 <58 — 11z, z < 2 L = {0,1}
5L=1{0,1,23} 1221z —14 < 32+22, v < 2, L = {0,1}
6 L=1{0,1,23) 1322 +8x+16 <2 +20+1—2+78,

7 Keine Lésung im Bereich der natiirlichen © <9 L={0,1,2,3,4,5,6,7,8}

Zahlen. Losungsmenge leer L = &.

14 , , 8 4 [(8)\° 4 8\* 4 4\* 36
—8r—4<0 ——rz——+ (= - <= = —— ] <=
Lo T 5+<10> T5<\w) "5 "7

Setztmanzanstatt(:L‘—%),soist22<%;esista|so—g<z<g,d.h.
§<:c %<§ oder §+%<x<§+%
5 5 5 5 5 5 5

Man erhlt daher —2 <z < 2. L ={0,1}

15 22 —3 > 2(1 + 52); = < —g Keine Lésung im Bereich der natiirlichen Zahlen.
L=go.

16 22 —5x +6 > 0; (x—%)2>i, 22>%

das gilt fur z > % oder z < —% und :U—g > % d.h. x > 3; bzw. SL’—% < —%, d.h.
x < 2.

Die Ungleichung wird also durch alle x-Werte erfiillt, die groBer als 3 oder kleiner als 2

sind. L =1{0,1,4,5...}.

17 Auflésung der Ungleichung (1): 2z > —14; x > —7,
Auflésung der Ungleichung (Il): —x > —27; z < 27.
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Da die Ungleichung | von allen z-Werten, die groBer sind als -7, und die Ungleichung (I1)
von allen x-Werten, die kleiner sind als 27, erfiillt wird, wird das Ungleichungssystem
von allen Werten zwischen —7 und 27 befriedigt, seine Losung lautet: —7 < x < 27.
L=40,1,2,...,26}.

182 <z <2 L={1}
1982z +1) <5(3x+2), x <2a) L={0,1};b) L ={-3,-2,—-1,0}; c) M = {0}
Logisch gedacht!

1 E. wird als Ubeltater von K. und R., J. wieder von K. und R. und K. von E. und R.
angegeben. Keiner dieser drei Jungen kann also der Tater sein, denn nach der Erklarung
des Lehrers muss der Schuldige von drei Verhorten genannt werden.

R. wurde von E., J. und K., d. h. von drei Jungen beschuldigt. Er hat also die Fenster-
scheibe eingeschlagen.

2 Aus Satz 6 und Satz 4 folgt: Herr Altmann unterrichtet Biologie. Aus Satz 3 und Satz
7 und Satz 6 folgt: Herr Brendel unterrichtet nicht die Facher Mathematik, Chemie,
Biologie und Physik; also unterrichtet er die Facher Deutsch und Geschichte.

Somit muss der Physiklehrer Herr Clausner sein. Aus Satz 5 folgt, dass Herr Clausner
nicht Mathematik unterrichtet, also verbleibt fiir ihn nur das Fach Chemie. Herr Alt-
mann unterrichtet also noch im Fach Mathematik.

3 1. Fall: Angenommen, die Aussage 1 sei wahr, dann sind die Aussagen 2 und 3 falsch.
Also hatte B. den Ball. Das steht im Widerspruch zu der Aussage 1.

2. Fall: Angenommen, die Aussage 2 sei wahr, d.h., B. hat den Ball nicht. Dann sind
die Aussagen 1 und 3 falsch. Also hat C. die Schere, A. den Ball nicht. Also misste C.
den Ball haben, was zum Widerspruch fiihrt.

3. Fall: Angenommen, die Aussage 3 sei wahr, dann sind die Aussagen 1 und 2 falsch.
Also hat B. den Ball, C. den Bleistift und A. die Schere.

4 W sei die Sprungweite von Werner usw. Es gilt dann:
a) W< H<U,

c)J=320m<W<H<U,
d)J=3,20m<W < H=3,40m < U,
e) W< K<U.

Aus b) und e) ergeben sich nunmehr die folgenden Sprungweiten: J = 3,20 m, W =
330m, K =340m, H =340m, U = 3,45 m.

5 J sei die Ringzahl von Joachim usw. Es gilt dann:

(1) J>G, 2Q)E+R=J+G, 3) E+J<R+G.

Aus (2) und (3) ergibt sich durch Addition
2E+J+R<2G+J+R

also E' < G. Hieraus und aus (2) folgt R > J. Daher gilt R > J > G > E.

65



17 Losungen

6 Aus d) folgt: Herr K. wohnt in B. Aus a) und c) folgt: Herr L. wohnt weder in L.
noch in E., also wohnt Herr L. in Sch.

Aus b) folgt: Herr M. wohnt nicht in L., also wohnt er in E. Daher wohnt Herr Sch. in
L.

7 Auf Grund der Voraussetzung hat die Klasse hochstens 45 Schiiler und mindestens
25 Schiiler. Damit ein Produkt durch 5 teilbar ist, muss es auf 0 oder 5 enden. Die
Zahl der Schiler von Axels Klasse sei n.

n | 8n | Quersumme von n | Quersumme von 8n
25 | 200 7 2
30 | 240 3 6
35 | 280 8 10
40 | 320 4 6
45 | 360 9 9

Nur fir n = 30 ist die Quersumme von 8n doppelt so groB wie die Quersumme von n.
Axels Klasse umfasst genau 30 Schiiler.

Es konnen 10 Schiiler nur radfahren und 5 nur schwimmen; 15 Schiiler (iben beide
Sportarten aus.

8 ) — 931; 42 — 2 — 462 = 0; ) = 22, 7y = —21 (entfillt).
Das Turnier hat 22 Teilnehmer.

9 Es konnen nur zwei Finfzigpfennigstiicke und ein Einpfennigstiick dabei sein, weil
sonst unter den gegebenen Bedingungen keine 10 Miinzen méglich sind. Die restlichen
sieben Miinzen sind zwei Fiinf- und fiinf Zehnpfennigstiicke.

®
10

11 Sechs Katzen miissen auf der rechten Seite der Waage sitzen, damit diese im
Gleichgewicht ist.

Aus alten Mathematikbiichern

1 Die beiden Teile betrugen 8 und 2; 8 : 2 = 4.

2 (%)2+12:x; 22 — 64z + 768 = 0; 1 = 48, x5 = 16

Die Herde bestand aus 48 oder 16 Affen.

3a*>=22+50% a®>=(60—1)*+40% =225
Der eine Turm steht 22,5 eln, der andere 37,5 eln entfernt.
45 5e5=10=}

Die 3 Tiere fressen das Schaf zusammen in % Stunden.
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52+ g0+ qx+1=134; 2 =76
Der Vater ist also 76 Jahre alt.

6 22 + (22)? + (42)? = 189; 11 = +3, 13 = —3
Die Aufgabe hat genau zwei Losungen: (3,6,12); (=3, —6,—12).

7 Es sei x die erste der beiden Zahlen, die zweite 79 + x. Ferner gilt

+ (79 + )2 + /22 + (79 + 2)? = 10302

Ersetzen wir in dieser Gleichung \/xQ (79 + 2)? durch t, so erhalten wir t? + t —
10302 = 0 mit den Lésungen ¢; = 101 und ty = —102. Deshalb gilt 1012 = 22 +
(79 + 2)% und (=102)? = 2% + (79 + x)?; nur die Lésungen der ersten dieser beiden
Gleichungen sind ganzzahlig, und zwar 1 = —99 und x5 = +20.

Wir erhalten: +99 und 420 oder —20 und —99.

8 5+ 7+ % 4+ 3 =x: x = 28, Es waren 28 Personen.

9x+x—l—%:€+ix—l—1:100; r =36
Der Lehrer unterrichtet 36 Schiiler.

10 = + 492 = 25; x:%
Der kleinere Summand ist gleich % der groBere gleich 24%.

11 Wir wahlen einen Punkt P so, dass er in derjenigen durch die Gerade g bestimmten
Halbebene liegt, in der die Gerade h nicht gelegen ist.

Die Verbindungsgeraden von P mit A bzw. B schneiden die Gerade ¢ in den Punkten
C bzw. D. Wir verbinden A mit D und B mit C' und erhalten den Schnittpunkt S der
Geraden AD und BC'. Wir zeichnen die Gerade PS.

Dann ist der Schnittpunkt von P.S mit h der Mittelpunkt der Strecke AB.

12 Da ZCDA = 180° — 3 und cos(180° — ) = — cos 3 ist, folgt aus

2?2 = a*+b*>—2abcos und 1 = A +d*—2cd cos(180°—3) = 2 +d*+2cd cos B

a® +b* —2abcos B = ¢ + d* + 2cd cos 8
2cos 3+ (ab+ cd) = a* + b* — ¢* — d*
a?+ b —c2—d?
ab + cd
ab(a® + b? — 2 — d?)
ab + cd

2cos =

v =a*+ b —

13 20z = 25(x — 12); 2 = 60
Das Volumen der Zisternen betrug 1200 Liter.

M2+ (2+2)+(x+4)+(x+6)+... + (x+22) =1008; x = 73
In der 1. Horde befanden sich also 73 Schafe, in der 2. Horde 75 Schafe, in der 3. Horde
77 Schafe, und in der 12. Horde 95 Schafe.

67



17 Losungen

GroBen gesucht

1 a) ADreieck ABC — AQuadrat + A3 Teildreiecke, alSO

5t 3(457) 506
a®V/3 = a(2z 4+ zv/3)
a3 =2z + 2v3 = (2 +V/3)

av/3
2+\/§:a(2\/§—3)

xr =

b) h? = a? — (2)"; h = 43

c)a=28cm +(28 —11) cm = 45; b =28 cm
T =e=+a?+ b =452 + 282 = /2809 = 53,

d.h., die Diagonale des Rechtecks betragt 53 cm.

d) Im Rechteck ABCD gilt: A=a-b= A; + A.
a=(10+8) cm = 18 cm, (90 + 180) cm?® = 18 cm -b cm; b = 15 cm.

Im Trapez EBCG gilt: A= 232 h; h=>0b=15cm, go =8 cm

180 cm? = L;s cm -15 cm; go = 16 cm.

Im Dreieck EFG gilt: 22 = EF? + FG?, EF = (g1 —8) cm = 8 cm.
FG=b=15cm, z =8 + 152 cm =17 cm

e)AQ:az;AD:a—;;ng:

e

a

NS

23a)CB=+VAB? - AC? =172 - 152 =8 cm
DB=+vVCD2+BC?2=+62+8=10cm ==z

b)a=14+7=21cm;b=z,e=14+(144+7)=35cm
2? = e? — a?; x = V/35%2 — 212 = 28. Die Rechteckseite b = x betragt 28 cm.

Ausu=x+b+c=22undb=c= (x+2)folgt: 22 =x+ (x +2) + (z + 2) bzw.
x = 6; d.h., die Seite = ist 6 cm lang.

d)a=0b=75cm; c="75cm +(75—12) cm = 138 cm; § = 69 cm.

B2 =a2—(5); he = V752 — 692 = /364

C
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22 =h2+ (2)" o = VBGE 36 = 30
Die Lange der Strecke x betragt 30 cm.

e) AQ = AD = AT = 122 =144 cm2

Ap = % bzw. 144 = LQ}“ hy = 24. Die Hohe h; der Dreiecke betragt 24 cm.

Apr = % - ho bzw. 144 = w - ho; ho = 4. Die Hohe hy des Trapezes
betragt 4 cm.

r=g+hy=124+4 =16 cm.

f) Ergadnzt man Dreieck AC'B zu einem Sehnenviereck DAC'B, wobei P in dessen
Innerem liegt, dann ist die Summe der Gegenwinkel gleich 180°. Der Gegenwinkel von
x sei a, dann gilt x + a = 180°.

Da ZBPA = 160° Zentriwinkel und « der entsprechende Peripheriewinkel ist, ergibt
sich o = 18 = 80°. Dann ist = + a = 180° und = = 100°.

3a)z =23 b) z =4%V3

c) Im konkaven Viereck betragt die Winkelsumme 360°. Der Peripheriewinkel betragt
125 — 64°. Der Erganzungswinkel zum Mittelpunktswinkel betrigt (360° — 128°) =
232°.

Es ergibt sich fiir Winkel = = 360° — (232° 4 20° 4 64°) = 44°.

d) ZAMD = 180° — (90° + 20°) = 70°, ZCMB = (180° — 70°) = 110° (als
Supplementwinkel). Da ACME gleichschenklig ist, betragen die Basiswinkel dieses
Dreiecks 18051 = 35° d.h. ZDCE = 35°.

Da ACDE rechtwinklig ist, folgt fir Z/CED = 90° — 35° = 55° und fiir Winkel
x = (180° — 55°) = 125° (als Supplementwinkel).

e) Summe der Innenwinkel im n-Eck: 2(n — 2) — 90° = 540°
QO+ B+r+0+e=2-540°—5-180° = 180°

4 Die schraffierte Flache wird immer mit A, die Quadratflache mit Ag, die Dreieckflache
mit Ap, die Rechteckflache mit Ar und die Kreisflaiche mit Ax bezeichnet.

a) A=Ag—Ag, A=d>—Ag =a® — Cr =2 (4—7)

]

b) A= Ag — 4Ax = a® — 4%‘11—2 = 9 (4 — m) Die beiden Flachen sind gleich groB.
5a) BC? = a2+ (3) = 2, BC = 45

DE = EB = z (Strahlensatz), BC :a =a: 2z (AABC ~ AABD))

A=2%= %2, T = %\/5

b) A= Ag, — Ag, —24Ap =a> — & — € — &
c) BE und DF sind im AABD Seitenhalbierende und teilen sich im Verhaltnis 1 : 2.
Dann ist auch die Hohe h von P auf AB gleich .

. 2 2 2
Nun IStA:AQ—Q-AAFD—Q-AFBP:CLZ—%—%:%

2 2
d) A=Agp—2-Ap, —2-Ap,=3a>—-2-22 - 2. % = 14°
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S

6a)A:AR=a—;:3a2:i;A:%:a§

2

b)AABSZAR:%ZSCL2:%

C) AASED:ARZ%ZZ?)CR:%

7 MM, zerlegt das Rechteck in zwei kongruente kleinere Rechtecke, deren Diagonalen

sich im Verhaltnis 2 : 1 teilen. Die Hohen der schraffierten Dreiecke betragen somit
a

bzw. &

ab ab 5 100-5-ab 2
A=92. D219, 92 _ 2 B
s T2 uTp® o oap 3%

8 Wir fallen von C das Lot CG = h auf die Gerade AB und ziehen durch F' die
Parallele zur Geraden C'GG. Sie schneide AB in H und C'D in K. Fiir die Dreiecke
AHF und DKF gilt:

ANAHF = ADKF und somit auch FH = FK = 2

ah ah ah
Aapcp = ah; Aspr = r Agpc = i Acpr = T
ah ah ah 3 3
A—ap_ M _ah a3, 3,
T Ty Ty T gt T gaBen

9 Die 8 nicht schraffierten rechtwinkligen Dreiecke sind kongruent. Nun ist EB = %\/5
und AABE ~ AHBG (s. a. Aufg. b).

a a a a a a
2v€ > G; 2%% : G

2 2
2
a a a-a a
Hg=-*. =L pAHBG=_2°% __ %
25 V5 2v5-2v/5 20

842 3 3, 3
A=Ap -8 -Ap =a®> — — = Za* Ap:A=d*>:2a>=1:==5:
og—8-Ap=a 50 — 5% Q a 5a = 5:3
10 Ay = AACD — AAPF — APCH:  AABC 2= AACD

Ay = ANABC — ANAGP — APEC; NAGP = NAPF
Daraus folgt: Ay = Ay; APEC = APCH

11 a) Die Restflache APQ ist die Differenz aus dem Viereck APM @ und dem Sektor

TN
MQ@QP. Die Hohe h des Dreiecks ABC' ist CR = “\/_

Die Seitenhalbierenden teilen einander 1 : 2. Folgllch ist MR = “\/_ PR =
AP = g. (Pythagoras) Ebenso gilt QS = §; AQ =

Sle
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Da ZPAQ = 60°, folgt fir QP = § und ZQMP = 60°. Das Viereck APM() ist
demnach ein Rhombus mit der Flache

Ay =5 oVB= f;ﬁ
Der Kreissektor @ hat die Flache Ay = g—zw
a2
A= 52(3@ — )

b) Im gleichseitigen Dreieck gilt: Flache Ap, = %2 3 und Hohe h = %\/3

Das stumpfwinklige Dreieck hat die Hohe M M; = % = §V3 und die Flache Ap, =
aaV3 _ d® 3

6-2 12 ’

2

A= Ap, - Ap, = V3

c) Wir setzen BC = CD = EF = FA = x, dann gilt AB = ED = 2z. Um z zu
berechnen, miissen wir zunachst nachweisen, dass die Diagonalen AD, BE und C'F
durch M des Umkreises gehen. Dann folgt namlich AB || F'C || ED.

Wir verbinden M mit den sechs Eckpunkten, dann gilt ABMA = AEMD (sss),
daraus folgt ZBMA =/ZEMD.

Ferner gilt ACMB =2 ADMC = AFME = ANAMF.

Daraus folgt /CMB = /DMC = /FME = ZAMF'. (Es gilt: Winkelsumme aller
Winkel 360°.) ZCM B+ /ZDMC + ZEMD = 180°, d.h., die Punkte B, M, E liegen
auf einer Geraden.

Wir fallen das Lot M P von M auf ED und das Lot D@ von D auf MC'. Wir setzen
MC =MD =r, MD = D@ = h. Es gilt PD = M@ = x.

h2:7’2—:1:2; h2:$2—(7"_513)2:27’x_7"2
22+ 2rx — 2r% = 0; T = :IZT(\/g — 1) =~ £0,732r
B2 =% — 22 mr? —0,732202 ~ 0,464r%  h~0,681r

Fur Ay (Sechseck) gilt
r—ax 9
A =4 (xh + Qh) —o(r+a)h;  Ar ~ 2,350

Fir As (umbeschriebener Kreis) gilt

Ar 2,359
Ay 3,142

Ay = r? & 3, 142r%; ~ 0, 7508

Der Flacheninhalt des Sechsecks ist nur etwas groBer als % das Flacheninhalts des
umbeschriebenen Kreises.
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Rund um den Kreis

1 2
AR:TQ—AS:T‘Q—T:T2(1—Z>
AAg — 8Ap = (2r)* — (8 — 27) = 2r% (7 — 2)
Ag: A= (2r)3r*(r—2)=2: (1 —2)
2 Die Rosette in der Abb. entspricht der Fliche aus Aufg. 1, Agr = 2r?(7w — 2). Der

Inkreis des groBen Quadrates (Umbkreis des kleinen Quadrates) ist nach der Abb. wie
folgt zu berechnen:

A= Z(a\/i)2 = ;Ta2 mit d=av?2

Folglich betragt die Seite des groBen Quadrates @’ = av/2 bzw. 2rv/2 und die Flache
A= (2ry/3)? = 82,

A:AQ—AI+AR:87°2—ga2—|—2r2(7r—2):47‘2:a2

AQ:A:8r2:47“2:2:1

/ Ag

Abb. zu 1

3 Aus der Abb. ergibt sich fiir 4 Méndchen die Fliche A = a2, d.h., 2 Mdndchen haben
die Flache A = “2—2 Daraus folgt

Cl2

AQ:A:a2:5:2:1

4a) A= Ag— 4K = (2r)2 — 477 = p2(4 — 1) = © (4 — )

b) Die schraffierte Flache ist die Summe aus 2 Viertelkreisen und 2Ar (nach Abb. zu
1).
2 2

Ay remw T a
A=2-2E fogp=2.25 22(1_>:22:
4—|— R 4—|—7” 1 r 5
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5a) A=Ay — 2Ag (nach Abb. zu 1)

A:2—22(1—W):T B

2ot (1-0) = D9 = S -2)
b) A_AQ_QAK_<2 Aq _ AK)
A 4 A

Al 2B r e 28 e

- 4 r

c) Ay sind die nichtschraffierten Kreissegmente, Ay ist der Halbkreis Uber a, Ay ist
die Flache der Méndchen.

4-Ay = Ag — Ag = (a\/_) 5@ 2-a%  d=aV?2
7TdQ T
4-Ay=4- = —a? =
H 5 Qa, d=a
T T
4-AM—§a2 (2a2—a2):a2:A

d) Die gesuchte Flache lasst sich aus dem Quadrat lber der Zwolfeckseite und vier
Segmenten (iber den Seiten dieses Quadrates zusammensetzen. Die Zwolfeckseite ergibt
sich als = ay/2 — V3.

Das Quadrat ist 22 = a?(2 — v/3). Das Segment erhilt man als Differenz der Fliche
des Kreissektors und der Flache eines gleichschenkligen Dreiecks mit den Seiten a, a
und z.

T (I2 Cl2
A men 2 — == -
Segment = 150"~ = 15(7 )
2
A=a?2-V3)+4L (n—3)=a <1+—\/§)
2 1
6 A:Zd% Zd%; dl—ga; dy = -a
4 1 1
A_ 2 -2 2
(36a 36a>7T 247
2

u=7rd1+7rd2=§a7r+§a7r=a7r

1
A:AQ—Eapz a>=m:12

uiug=ar:4a=m:4

7 A, ist die Flache des kleinen Quadrates, A, die Flache des Halbkreises. A; hat als
Quadratseite und Ay als Kreisdurchmesser 5 des Quadrates liber a. e = av/2 bzw.

F=5v2

2

a—(4-|—7r)

A= Ao = (2va) 12 T (4va) =0

2 8 \2
a? 5
AIAQ:§(4—|—7T>ICL =(4+m):8
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Nochmals Geometrisches

1 Der geforderte Winkel lasst sich aus einem rechten Winkel und einem Winkel vom

GradmaB 9° konstruieren (§ = 9°).

2 Man zieht durch den Scheitelpunkt des Winkels ~ die Parallele zu g und h. Es ist
v = a + (. (Wechselwinkel an Parallelen.)

3 Es sei K ein Punkt, der auf derselben Seite der Geraden AB liegt wie F', und es
sei BK || AF. Dann gilt auch BK || HG, BC || AD und wegen LFAD = 30°
auch ZK BC = 30°. Daher schneiden die Geraden BC und HG einander, und es gilt
a=/LKBC = 30°.

4 Esist ZDFC = a+ [ als AuBenwinkel des Dreiecks ABF'. Daher ist der gesuchte
Winkel ZFDE = ZDFC+ ZFCD = a+ 3+ als AuBenwinkel des Dreiecks C D F'.

5 Wir tragen die Strecken a + b, b + ¢ und a + ¢ auf einer Geraden g nacheinander
von D bis F' ab und halbieren die Strecke DF'. Der Mittelpunkt der Strecke DF’ sei
E; dann gilt

DA=(a+b+c)—(a+c)=0b
BE =(a+b+c¢)—(b+c)=a
AB=(a+b+c)—(a+b)=c

Daher lasst sich das Dreieck ABC' aus den drei Seiten leicht konstruieren.

6 Man teilt die Strecke AB in vier gleiche Teile mit den Teilpunkten P, P, P; und
die Strecke AD in vier gleiche Teile mit den Teilpunkten @1, Q)2, )3 und verbindet den
Punkt C' mit den Punkten @1, )2, Q3, A, Pi, P», P3 und erhalt so die acht Teildreiecke.
Sie sind einander paarweise flachengleich, da die Teildreiecke ABC und AC'D einander
kongruent sind, die Flacheninhalte dieser Dreiecke einander gleich und dem halben
Flacheninhalt des Parallelogramms ABC'D gleich sind.
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7 Ist = die Lange des gesuchten Quadrats, so gilt 22 = a® — b*. Man zeichnet daher
die Strecke AB = a, konstruiert (iber AB den Thaleskreis und schlagt um B mit dem
Radius b einen Kreis, der den Thaleskreis in C' schneidet. Dann ist AC' = x die Seite
des gesuchten Quadrates.

8 Bezeichnet man die MaBzahl der Seiten des gesuchten Quadrates mit x, so ist
2?2 = 16 -9 = 144, also x = 12. Es liegt daher nahe, das gegebene Rechteck durch
einen"treppenformigen" Schnitt zu zerlegen.

9 Wir konstruieren eine Gerade mit der geforderten Eigenschaft folgendermaBen:

Wir zeichnen die Verbindungsgerade von zwei der gegebenen Punkte und zeichnen
durch den dritten gegebenen Punkt die Parallele zu der Verbindungsgeraden. Die nun
zu konstruierende Mittellinie zu den beiden gezeichneten parallelen Geraden erfiillt die
geforderte Eigenschaft.

Es gibt also genau drei solcher Geraden. Die drei Geraden schneiden sich paarweise
in den Punkten S;, So und S35, die die Verbindungsstrecken der gegebenen Punkte
halbieren.

10 Wir drehen den Punkt P; um B als Drehpunkt im positiven Sinn um 180° und
erhalten bei dieser Drehung P} als Bildpunkt von P;. Wir drehen ferner den Punkt P
um B als Drehpunkt im positiven Sinn um 180° und erhalten P; als Bildpunkt von P.
Auf Grund der vorliegenden Symmetrieeigenschaften (k; und ks sollen sich beriihren
und gleiche Radien besitzen) geht ks durch P und k; durch Py. Es sind also nur
die Umkreise der beiden Dreiecke BP,Py und P»BP; in der bekannten Weise zu
konstruieren; diese besitzen die geforderten Eigenschaften.
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11 Man konstruiert ein beliebiges gleichseitiges Dreieck AB1C7 mit der Hohe h; =
C1D1 und verlangert die Seite ACY Uber C hinaus bis F; so, dass C1E; = hy ist.
Ferner bestimmt man auf dieser Verlangerung den Punkt E so, dass AE = a+h =7,5
cm betragt.

Dann zieht man durch E die Parallele zu E1B;, die die Gerade AB; in B schneidet.
Endlich zieht man durch B die Parallele zu B{C}, die die Gerade AC] in C' schneidet.

Dann ist ABC' das verlangte gleichseitige Dreieck. Aus der Konstruktion folgt namlich
AABC ~ ANAB,C}, also AABC gleichseitig. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke CDE
und C1DFE; folgt CD =CD, d.h.,, AC+CD =7,5cm.

DD, & B,

12 Die Verlangerungen der Bilder der parallelen Spielfeldseiten schneiden sich in den
Fluchtpunkten F} bzw. F. Die Verbindungsgerade F} I liefert daher den Horizont des
Bildes.

Auf dem Horizont miissen sich auch die Bilder der parallelen Diagonalen beider Spiel-
feldhalften schneiden. Die eine Diagonale schneidet den Horizont in F3. Folglich geht
auch das Bild der parallelen Diagonalen der anderen Halfte durch F3. Damit lasst sich
dann auch das Bild der vierten Seite des Spielfeldes leicht einzeichnen.

13 Wir zeichnen zur Geraden g zwei Parallelen m und n so, dass sie die Geraden k£ und
h in den Punkten D und E bzw. M und N schneiden und dass diese Punkte auf dem
Zeichenblatt liegen. Wir halbieren die Strecken DE und M N; die Halbierungspunkte
seien P und (. Die Gerade P() schneidet die Gerade g im Punkt T so, dass AT = BT
gilt.

Beweis: AABC' ~ AMNC ~ ADEC.

Die Strecke PC' ist Seitenhalbierende des Dreiecks DEC, die Strecke QC' ist Seiten-
halbierende des Dreiecks M NC. Aus der Ahnlichkeitslage der Dreiecke folgt, dass die
Strecke T'C' Seitenhalbierende des Dreiecks ABC' sein muss.
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14 Wir zeichnen die Verbindungsgerade der Punkte D und F, verlangern die Strecke
C B uber B hinaus und erhalten den Schnittpunkt F'. Dann ist C'F' gleich der anderen
Seite des gesuchten Rechtecks, das dem urspriinglichen Rechteck ABC'D flachengleich
ist.

Zeichnen wir namlich durch F' zu AB die Parallele, die die Verlangerung von DA in G
schneidet, so gilt nach dem Strahlensatz AF : GF = DA : DG, also wegen

GF =AB, DA=BC, DG=CF  auch

AE : AB = BC : CF, dh. AE.-CF =AB-BC

Das urspriingliche Rechteck ABC'D ist also dem Rechteck mit den Seitenlangen AE
und C'F flachengleich. Dieses Rechteck AH K E ist zur Veranschaulichung noch einmal
gezeichnet worden.

D o
1 2

A B
_\J F

13

N 12

H %

3 4
i AN il
6 0 8 T n 3

15 Die Abb. zeigt durch die den Geraden beigefiigten Zahlen, in welcher Reihenfolge
konstruktiv vorzugehen ist.

Von verschiedenen Seiten betrachtet

1 Von oben wie gesehen? 2 Restkorpernetz gesucht!

AN ] Jr
ot NS

Grundrif Schrigbild B L
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3 Wir bauen einen Korper

Ein solcher Korper entsteht z.B. aus einem Wiirfel mit der Kantenlange a, in dem zwei
Tetraeder mit ebenen Schnitten durch die Punkte A, D, F bzw. B, C, E abgetrennt
werden. Fir das Volumen Vp eines jeden dieser Tetraeder gilt Vp = %a?’.

Das Volumen V' des so entstandenen Korpers ist daher

A B a e 4 Aufgepasst!

5 Nicht im Netz verfitzen! 6 Uberall Werkstiicke

EeiFACEY

t = Bigmuiliniin b -

l [ ] I_d N ] F—iw

I
I
L |

Waiirfeleien

la)aj:a=2:6=1:3

b) Ao, : Ap, =6a3 : 6a3 =24:216=1:9
A)Vi:Vo=al:a3=8:216=1:27

2Ause:a\/§fo|gta:%; AO:6a2:6-§:6%cm2:50cm2
Aus V = a3 und e = av/3 folgt V = & esé/gl

&

3
3 Aus V = a® und Ap = 6a’ folgt a = /42.
3
A Ao [A
V:“?):(vﬁ‘)) =5V

4N=V,:Vy, Vg = %m’?’; Viv = (2r)3; N = %m“g (2r)3=7:6
Die maximale Ausnutzung N betragt stets .

5 Der Radius ist gleich der halben Raumdiagonale.
o= av3ia=2n=4=3V3

6 Aus p = y; folgt V' = "2. AuBerdem gilt V = ad.
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Aluminium: V = 13070 cm?; ap = @ 13070 cm = 7ml18 cm.

Eisen: as = 5,40 cm; Silber: a3 = 4,57 cm; Gold: as = 3,73 cm.

7 Aus V = a? folgt a = v/V = /50000 cm = 37 cm.
Ao =5-37" cm? =5-1369 cm? = 0,68 m?. Es werden 0,68 m? Blech benétigt.

8a)Vir : Vo=6:1;b)Vo:Vir =9:2;¢) Ow : Op =23 :1; Op : Oy =33 : 2
9 Aus Vi = 5120 cm?® bzw. Vi = 2% — (z — 8)% - x folgt
1 — (r—8)*-2=>5120; 2 —42-320=0; x;=20; (o= —18 entfillt)

a) Die Kantenlénge y des durchstoBenden Wiirfels betragt (r—4—4) cm = (20—4—4)
cm = 12 cm.

b) Die Innenflache des Restkérpers besteht aus 4 Rechtecken mit A = z -y bzw.
4A =4-20-12 cm? = 960 cm?.

10 Der mit Luft gefiillte Teil des Behaltervolumens hat die Form eines dreiseitigen
Prismas mit der Hohe h = 100 cm, dessen Grundflache ein rechtwinkliges Dreieck mit
der Grundlinie ¢ = 100 cm und der Héhe 7/ ist.

Dieses Dreieck ist dem Dreieck an der Unterseite des Behalters ahnlich, daher gilt
h': 100 = 12 : v/1002 — 122 h' =12,08 cm

Viuke = M9 = 60400 cm?; Vivasser = V — Vit = 940 dm®

11 Vr =V —8-Vp=0d3 — 8L — 1743

162 81
12 VRestkE)rper - VWijrfeI - (4VEckpyr. + ZJLVinnenpyr.)
1 a? 1 a? ad  dd
V=d®— (4. - —a+d - -—a]=d— =+
( 378 “Th 3 a) T T
Magische Quadrate
T [ 9 [ 2
3117 | 7 5 10| 5
7 1 3
1113/ 9|5 2/ %5132 |15
3T 1 [ 4
1111 |15 B

3 Die drei Zeilen seien mit a, b und ¢, die drei Spalten mit d, e und f gekennzeichnet.
Die drei Spalten lassen sich auf sechsfache Weise anordnen: def, dfe, edf, efd, fde,
fed.

AuBerdem lassen sich die Zeilen auf sechsfache Weise anordnen: abc, acbh, bac, bca,
cab, cba. Darlber hinaus darf man die Zeilen gegen die Spalten austauschen. Es gibt
also 6 - 6 - 2 = 72 verschiedene Anordnungen; dabei ist die gegebene Anordnung mit
eingeschlossen.

2 15|18 |11 |14
-16 | +12 | +10 | -10 8/1/3]6
4 |8 (12|16 20
+6| -6 -4 0 2|7]54
4 5 6| 6 | 11|16 |21 |26
2| +2 | +4 | -8 514127
+8 | -12 | -14 | +14 316/8]|1 8 14120]26 ) 32
10|17 |24 | 31| 38

79



17 Losungen

* * 112,345
* 41511123
7% * * 8/2/3]4|5]|1
* * 511234
* 3/4(5(1]2
41-T1T-[3[] []:14[+]5]*
:z—é—s=1 —[6]- |55
— + —_
2l -l4]-Tel-2] [2]-[5][+]4]1
9, p LA 2 of |2 |4

10 Doppelkreise 3 + 14 4+ 15 + 8 = 40
Symmetrieachse 7 + 5 + 13 + 12 +1 + 2 = 40
Symmetrieachse 4 +10 + 11 + 9+ 0 + 6 = 40

- * F!"'I e R
5 [T R TR
* I..! |49 )
& : =t [y [ L [
3 sty il
L ] o] I":lI r"
e e
i Y
11 12 e
Ratsel und Spiele
Kryptarithmetik 7(1+7)? =64
1 1000 — 999 = 1 812,21 : 11,1 = 11: 32,23 : 2,93 = 11
2 10000 = 1002 40000 = 2002 Hw-
90000 = 900%: 60025 = 2452 911-101 =1111
80089 = 2832 10 144 — 122
3 49 4+ 952 = 1001 11 25 - 25 = 625
45211 =572 12 99 + 1 = 100
565-5 = 325 13 811 + 181 + 118 = 1110
55.7 = 385: 35-9 = 315 N . _
14
6 /169 = 13; /289 = 23: 2 - 2 = 4
V529 = 17: /729 = 27 4 -4 =0
1598 —89 = 9

16 (24 2) + 3(6 + 6) = 22 + 6% 40 = 40
17 50625 = 224; 222 - 222 = 49286; 43> = 79507; 4 + 3 = 7; (28)% = 21952

18 Es gibt genau 6 Losungen:
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37291 87291 45321 95321 74631 94631
-+ 89250 -+ 39250 -+ 92360 + 42360 + 93620 + 73620
126541 126541 137681 137681 168251 168251

19 Da im dekadischen Positionssystem gerechnet wird, gilt
(102 W+4+10*-0+10°-C+10-H+ E)—4=10* M +10>*- O+ 10> N+10-A+T

Dabei sind die Buchstaben jeweils durch eine natiirliche Zahl, die kleiner als 10 ist, zu
ersetzen. Ferner ist W #£ 0, M # 0. Wegen 4 - W < 10 ist W gleich 1 oder 2, ferner
ist O gleich 0, 3, 6 oder 9, da sonst ein Widerspruch zur 2. Spalte auftreten wiirde.

13274 +13274 13402 +13402 19863 +19863

+13274 +13402 +19863
+13274 +13402 +19863
53096 53628 79452
20 Es gibt mehrere Losungen:
58015 67016 43014

+65412 +56412 +84512
123427 123428 127526

21 Die Summe zweier vierstelliger Zahlen ist stets kleiner als 20000; daraus folgt F' = 1;
wegen R+ S # 1 gilt also R+ S = 11. Daraus folgt 5+ N+1 =10+ N, d.h. £ =09.
Daraus folgt weiter [ + 1 +1=9 oder [ + 1+ 1=19; da I # 9 ist, gilt I = 4. Man
erhalt R+ S = 11, daher folgende Moglichkeiten

R S U V N

3 8 5 6 0,2o0der7
3 8 6 7 0,2o0derb
5 6 2 3 0,7oder8
5 6 7 8 0,2o0der3

Das sind insgesamt 12 Losungen; hierzu kommen noch durch Vertauschung von R und
S weitere 12 Losungen, so dass die Aufgabe insgesamt 24 Losungen hat. Eine Losung
ist z.B.: 6493 4 9408 = 15901

22 Man setzt fiir N der Reihe nach 0, 2, 4, 6 und 8 ein. Dann gibt es fiir R stets zwei
Moglichkeiten, wobei entweder R < 5 oder R > 5 gilt. Fir N = 2 und N = 6 wird
R < 5 ungerade und R > 5 gerade.

Das fiihrt zu Widerspriichen, da im ersten Falle R (wegen £ + E'= R bzw. E+ E =
R+ 10) gerade, im zweiten Falle (wegen £+ E+ 1= R bzw. E+ E+1 = R+ 10)
ungerade sein misste. Man braucht also nur noch die tbrigen Falle zu untersuchen.

|. Es sei N = 0. Dann folgt daraus R = 0 (Widerspruch) oder R = 5 und weiter F = 2
oder £ = 7.

Aus E = 2 folgt M =1 und 7" = 1 (Widerspruch) oder T = 6 und daraus A = 9.
Mithin bleiben fur U, V', L nur 3, 4, 7 und 8. Wegen U +V + 1 = L + 10 erhalt man
die beiden Loésungen

U=4,V=8L=3 U=8V=41L=3
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Aus £ = 7 folgt M = 6 und T' = 3 oder T' = 8. Aus T" = 3 folgt aber A = 0
(Widerspruch). Aus T' = 8 folgt A = 9. Fur U, V, L bleiben mithin 1, 2, 3 und 4. Das
ergibt wegen U +V + 1 = L + 10 keine Losungen.

[I. und Ill. Die Falle N =4 und N = 8 werden analog untersucht, wobei zu beachten
ist, dass zu jeder Zahl N zwei verschiedene Zahlen R, zu jeder Zahl R ebenso zwei
verschiedene Zahlen E und zu jeder Zahl E ebenfalls zwei verschiedene Zahlen T
moglich sind, deren Differenz jeweils 5 betragt.

Fir N = 4 treten bereits bei allen vier fiir £ moglichen Zahlen Widerspriiche auf,
wahrend man aus den (brigen Fallen noch die folgenden 6 Losungen ermittelt:

N 8 88 8 8 8|/A 9 9000 0
R 4 4 4 49 9(UO5 72956
E 22 7 7 4 4|V 75 9 2 6 5
M 1166 3 3[/L 3311171
T 6 6 3 3 2|2
Damit sind alle Moglichkeiten erschopft.
27 + 8 = 35 stit+y=1
- - - 26 L4141l —9
P10 45 = 15 L1,
_ 2 4 4
17 + 3 20
L : 4-9:3+20=32
2; 3 = 3 - 8:24+32—6=230
24 | p 6-2+12:2=18
2g + % = 1g 18 — 13+ 47 +28 = 80
" ’ 285-3=2
120 + 15 = 8 245=34+34+1,24+3=5+5-5
- : _|_
25 o . 5 _ 39 29 89 + 54 = 143; 136 + 7 = 143
114 : 3 = 38

Andere Raitsel

1 Kreuzzahlratsel

Jil'a |'F 41210

3113 4 62

3 11001 F
119|6|8&|3

2 113 | 9

2|0 2 9

217|0 al9 |2

2 Die Reihenfolge bringt die Losung: Die Streifen sind in folgender Reihe aneinander-
zulegen: 8; 1; 3; 7; 9; 6; 2; 5; 4; 10.

Der Ausspruch lautet dann: "Eine Wissenschaft ist erst dann voll entwickelt, wenn sie
dahin gelangt ist, sich der Mathematik zu bedienen."
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3 Welchen Beruf ibt Frau Kimmer aus? Frau Kimmer ist von Beruf Mathematiklehrer.

4 Rosselsprung: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat einer Kathete gleich dem
Produkt aus der Hypotenuse und dem zur Kathete gehorenden Hypotenusenabschnitt
(Kathetensatz).

5 Fullratsel:
123456789
TIeE| I |[L[mM]|E|N]G]|E
EJuln]i[o]Bs|elAalL
I{LlalT]ole[~n[u]F
LIe|ale[e[N[N]s [E
E[R[LIR]L]ETE]S |C
R T L R K

6 Das »R« auf der Treppe: 1. Radius, 2. Trapez, 3. Wiirfel, 4. Aufriss, 5. Zentri, 6.
Hektar.

Wir falten

1 Man halte den Bogen mit der beschrifteten Seite nach unten, so dass beim Betrachten
des Bogens von oben die nummerierten Quadrate in folgender Stellung liegen:

2/3|5]6
18|74

Nun falte man die rechte Halfte des Bogens nach links, so dass die 5 liber der 2, die
6 (ber der 3, die 4 (ber der 1 und die 7 tber der 8 liegt. Die untere Halfte falte man
nun nach oben, so dass die 4 iiber der 5 und die 7 lber der 6 liegt. AnschlieBend falte
man 4 und 5 zwischen 6 und 3 und falte 1 und 2 unter das Paket.

—
e Y T 23

| VA
3 £

4 In der 3. und 4. Spalte liegt im Uhrzeigersinn die verlangte Buchstabenfolge LFGA
vor. Damit L und F sowie A und G A jeweils iibereinanderliegen, beginnt man, indem
man L unter G F faltet.

Um zu erreichen, dass G und F aufeinanderliegen, faltet man ONG (wobei A mitge-
fihrt wird) auf WGF (worunter L liegt). Nun liegen OW, daneben NG sowie daneben
AGFL jeweils in dieser Reihenfolge untereinander. Die letztgenannten vier Buchstaben
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legt man nun auf N (worunter G liegt), um LFGANG zu erhalten. SchlieBlich faltet
man O (wobei W mitgefiihrt wird) auf L (worunter FGANG liegt) und erhalt dadurch

WOLFGANG.
/ ;

Wir schneiden

Dﬁjl; >

Nk :
Q4R P

3 Es gibt 6 Moglichkeiten.

Erst schatzen, dann rechnen

1 Es seien M; der Mittelpunkt und r; der Radius des groBeren Halbkreises, Ms der
Mittelpunkt und ro der Radius des kleineren Halbkreises. Ferner seien AB und AC' die
beiden im Punkt A aufeinander senkrecht stehenden Sehnen.

Dann ist nach Voraussetzung Z/M;AB = 60°, also auch ZBM;A = 60°. Ferner ist
AB = ry, da das Dreieck M1 AB gleichseitig ist. Wegen Z/BAC = 90° gilt ZCAMs =
30°.
Ist D die Mitte der Sehne AC), so gilt cos 30° = %), also AC' = 2AD = 2rycos 30° =
rov/3. Wir erhalten also

ACZCB:T'Q\/gi’I“l

Nach Voraussetzung gilt nun

Daher gilt

AC T2
=1
AB 7‘1\/_ \/_ \/_

d.h. AC'= AB. Die beiden Sehnen AB und AC sind also gleich lang.
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DB C

B
C
3]
i
rn l"z
M, A M,

AEB

2 Es sei A der Flacheninhalt des Zwolfecks. Ferner sei M der Mittelpunkt des Umkreises
des Zwolfecks. Dann ist der Flacheninhalt I des Dreiecks M AB gleich %; denn wir
konnen das Zwolfeck in 12 einander kongruente Dreiecke zerlegen, die ihre Spitze in

M haben. Nun gilt fir den Flacheninhalt des Rechtecks ABC'D

AB-ME:4[:4£:
2 12

Alle drei Teilfiguren haben den gleichen Flacheninhalt, namlich ?.

F=AB-AD=AB-2MFE =4-

el i

3 Wir bezeichnen die Eckpunkte des regelmaBigen Zwolfecks mit Py, P, ..., P15, den
Mittelpunkt seines Umkreises mit M und die Mitte der Strecke PsM mit D.

Ferner bezeichnen wir den Flacheninhalt des regelmaBigen Zwolfecks mit A und den
der linken Teilfigur P, P, P3Py Ps mit Ay, den der mittleren Teilfigur P, Ps Py P M Py P
mit A,, den der rechten Teilfigur M P; PsPyPg P11 mit A3. Den Radius des Umkreises
bezeichnen wir mit r.

Dann ist wegen ZPs M Py = 60° und wegen M P; = M P53 das Dreieck P; M P, gleich-
seitig mit den Seitenlangen r und der Hohe P;D = %\/3 Der Flacheninhalt des Dreiecks

M P, Ps betragt also g\/g

Py P Py

Ferner ist, wenn man den Schnittpunkt der Strecken M P, und P;P3; mit E bezeichnet,
PsE = 5 und M Py = r, also der Flacheninhalt des Dreiecks M Py Ps und aller anderen
elf gleichschenkligen Dreiecke, deren Basis eine Zwolfeckseite ist und deren Spitze in
M liegt, gleich %. Wir erhalten daher

7,2 T2 7“2
Aj=d-— ——\3="(4-
1 1 4\/§ 4( \/§)
7°2 T2 7°2
Ay=4-— 4+ —/3=—(4
9 4+4ﬁ 4<+ﬂ)
2
T
A3:4'Z:7°2

Daraus folgt

2
A1—|—A3:2<8—\/§> also A1+A3>A2
d.h., der Flacheninhalt der mittleren Teilfigur ist etwas kleiner als die Summe der

Flacheninhalte der beiden duBeren Teilfiguren.
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