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Vorwort

Vorwort

Dieser 3. Teil der "Ubungen fiir Junge Mathematiker" entstand ebenso wie die Teile
"Zahlentheorie" und "Geometrie" aus Aufgabenmaterial, das fiir Schiilerzirkel und Spe-
zialistenlager Junger Mathematiker zusammengestellt und mit einem Schiilerkreis ab
Klassenstufe 7 behandelt wurde.

Um auch dem Leser, der mit dem Gebiet der Ungleichungen noch nicht so vertraut ist,
ein moglichst rasches Eindringen zu ermdglichen, haben wir hier den bewahrten Aufbau
beibehalten, von den in der Schule erworbenen Kenntnissen auszugehen und dann die
Ungleichungen systematisch anhand von Aufgaben einzufiihren.

Dabei sind einerseits Ungleichheitsaussagen (auch goniometrische) zu beweisen und an-
dererseits Losungsmengen von Ungleichungen mit und ohne Parameter zu bestimmen.
Um das Rechnen mit absoluten Betragen zu festigen und entsprechende Vorstellun-
gen zu vermitteln, wurden einige wenige Aufgaben mit hinzugenommen, in denen die
graphische Darstellung von Funktionen bzw. Zuordnungen verlangt wird, in deren ana-
lytischen Ausdriicken absolute Betrage auftreten.

Bei der Bestimmung von Lésungsmengen wurde auch darauf Wert gelegt, diese durch
graphische Veranschaulichungen zu interpretieren. Daher ist dieses Biichlein vor allem
fir die Schiiler, Lehrer und Arbeitsgemeinschaftsleiter geeignet, die in irgendeiner Form
an den Olympiaden Junger Mathematiker beteiligt sind.

Die mit einem "e" versehenen Aufgaben sind wie auch in den Teilen 1 und 2 wieder
Ubungsaufgaben, deren Lésung am Schluss des Buches angegeben ist. Es empfiehlt sich
aber, jede Aufgabe zunachst erst einmal selbst zu l6sen, bevor die angegebene Loésung
durchgearbeitet wird. Dabei kann die Losung, die der Leser selbstandig gefunden hat,
mitunter aus den verschiedensten Griinden von der angegebenen abweichen.

Die Aufgaben selbst sind so zusammengestellt, dass der Schwierigkeitsgrad allmahlich
ansteigt. Gerade fiir den noch nicht mit dem Stoff vertrauten Leser wird daher emp-
fohlen, zunachst immer mit den ersten Aufgaben jedes Kapitels zu beginnen. Dabei
konnen Aufgaben auch ibersprungen werden, ohne dass der Zusammenhang verloren
geht, obwohl bei manchen Lésungen teilweise auf vorhergehende zuriickgegriffen wird.

Im Anhang sind einige Biicher angefiihrt, die als Zusatzliteratur von allen, die den
Wunsch haben, noch tiefer in das hier behandelte Stoffgebiet einzudringen, genutzt
werden konnen.

Mein besonderer Dank gilt vor allem Herrn P. Borneleit und allen, die durch manchen
Ratschlag und Hinweis bei der Abfassung des Buches mitgeholfen haben.

Leipzig, Herbst 1967 Gerhard Kleinfeld

Vorwort zur zweiten Auflage

Schon nach relativ kurzer Zeit war die erste Auflage vergriffen, so dass sich die Herausgabe
einer Nachauflage erforderlich machte, die bis auf einige Korrekturen ein Nachdruck der ersten
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ist.

Dabei sei allen Lesern fiir die freundlichen Hinweise und Einschatzungen gedankt, die das An-
liegen dieser Aufgabensammlung bestatigen. Wir hoffen, dass auch die zweite Auflage weiterhin
dazu beitragen wird die im Vorwort zur ersten Auflage genannten Ziele zu verwirklichen.

Leipzig, Friihjahr 1971 Gerhard Kleinfeld
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Einleitung

1 Einleitung

1.1. Im folgenden sollen kurz und ohne Beweis die zum Verstandnis der einzelnen Kapitel
notwendigen Voraussetzungen angefiihrt werden. Dabei wird, wenn geeignete Literatur
vorliegt, auf diese verwiesen.

Unter einer Aussage verstehen wir einen sinnvollen Satz, der die Eigenschaft hat, ent-
weder wahr oder falsch zu sein (1). Enthalt der Satz Leerstellen (Variable), so wird er
als Aussageform bezeichnet, wenn er bei Ersetzen der Variablen durch Objekte eines
bestimmten, vorher festgelegten Grundbereicheﬂ in eine wahre oder falsche Aussage
ibergeht.

"Eine Variable ist nichts anderes als ein Zeichen (oder eine Bezeichnung) fiir ein be-
liebiges Element aus einem fest vorgegebenen Bereich, dem Variabilitatsbereich dieser
Variablen." (Mathematisches Worterbuch, Leipzig 1961, Seite 796.)

Wird die Aussageform H(x) durch die Verwendung von "es gibt ein 2" bzw. "fiir alle
x" quantifiziert, so bezeichnen wir die Variable x als gebundene Variable.

Gebunden wird sie auch durch den bestimmten Artikel "dasjenige". In allen anderen
Fallen nennen wir die Variable freie Variable.

Beispielsweise sind die Variablen a und b in folgender Allaussage gebunden:
Fir alle reellen a,b gilt (a — b)2 > 0, wahrend x in der Aussageform = +7 < 5 — 2x
als freie Variable bezeichnet wird (I).

Beispiele fiir Aussagen bzw. Aussageformen sind Gleichheits- und Ungleichheitsaussa-
gen bzw. Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen und einem Grundbereich, der
Teilmenge der reellen Zahlen ist. Dabei ist natirlich die Existenz von Gleichheitsaussa-
gen uber anderen Grundbereichen nicht ausgeschlossen.

Somit ist jede Gleichheits- bzw. Ungleichheitsaussage auch eine Gleichung bzw. Unglei-
chung (die in diesem Falle jedoch keine Variablen enthélt), aber nicht umgekehrt.

Sollen die Zahlen eines vorgegebenen Grundbereiches bestimmt werden, die an Stelle
der Variablen in die Ungleichung eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen,
so heiBt es, dass die Ungleichung gelost werden soll. Die Zahlen, die dieser Bedingung
genligen, bezeichnet man als Losungen der betreffenden Ungleichung.

Die Menge der Losungen einer Ungleichung wird kurz als Losungsmenge oder Erfiil-
lungsmenge der betreffenden Ungleichung bezeichnet. Es ist unmittelbar klar, dass die
Losungsmenge Teilmenge des Grundbereiches ist, wobei unter gewissen Bedingungen
Losungsmenge und Grundbereich zusammenfallen konnen, wie zum Beispiel in der Auf-
gabe:

Gesucht ist die Menge aller der Zahlen des Grundbereiches A, die an Stelle der Varia-
blen z in die Ungleichung 22 > 0 eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.

(Der Leser moge fiir A nacheinander als Grundbereiche die Menge der natirlichen, der

!Der Grundbereich ist dabei so zu bestimmen, dass alle in der Ungleichung auftretenden Zahlen in
ihm enthalten und die vorgeschriebenen Operationen in ihm ausfiihrbar sind ((Il) Seite 257).
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ganzen, der rationalen und der reellen Zahlen einsetzen und sich davon iiberzeugen,
dass in diesen Fallen die jeweiligen Losungsmengen mit den jeweiligen Grundbereichen
zusammenfallen).

Andererseits kann sich durchaus auch als Losungsmenge die leere Menge ergeben. In
diesem Falle existiert also kein Element des Grundbereiches, das an Stelle der Varia-
blen in die Ungleichung eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage macht. Das trifft
beispielsweise in der Aufgabe zu:

Gesucht ist die Menge aller der positiven ganzen Zahlen, die an Stelle der Variablen x
in die Ungleichung 22 + x — 1 < 0 eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.

Eine Ungleichung mit Variablen hat als Aussageform keinen Wahrheitswert. Man nimmt
an, dass es eine Zahl des Grundbereiches gibt, die Lésung der Ungleichung ist und
bezeichnet diese mit (. Indem man in der Aussageform die Variable an allen Stellen
durch z ersetzt, erhdlt man eine Aussage, die nach bekannten Regeln umgeformt
werden kann.

Man erhalt fiir die Losungsmenge eine notwendige Bedingung und priift durch die Pro-
be, ob diese Bedingung auch hinreichend ist.

Treten in Ungleichungen auBer den Variablen, die durch Elemente des Grundbereiches
ersetzt, diese zu Aussagen machen, noch zusatzliche Buchstaben auf, die an Stelle be-
liebiger aber fester reeller Zahlen stehen, so bezeichnet man diese als Parameter.

Bei jeder Aufgabe muss also explizit angegeben sein, welche Buchstaben Variable und
welche Parameter darstellen sollen (Il). Zur Bestimmung der Lésungsmenge einer Un-
gleichung zu einem vorgegebenen Grundbereich gehoéren also die Auflosung der betref-
fenden Ungleichung (d.h., die Umformung der durch die Annahme "angenommen, es
existiert eine Zahl des Grundbereiches, die Losung der betreffenden Ungleichung ist"
gewonnenen Aussage) und der Nachweis, ob die Zahlen des Grundbereiches, die durch
die Auflosung gefunden wurden, die Ungleichung erfiillen.

Aus Platzgriinden wird oft auf die Probe verzichtet, der Leser moge sich aber auch
immer bewusst sein, dass die Probe Bestandteil des vollstandigen Losungsweges ist.

Wir unterscheiden zwischen zwei Aufgabenstellungen.

1. Die Menge der Losungen einer Ungleichung mit vorgegebenem Grundbereich ist zu
bestimmen.

2. Es ist zu beweisen, dass eine bestimmte Ungleichung fiir alle Elemente eines vorge-
gebenen Grundbereiches gilt.

Wahrend also im ersten Fall diejenigen Elemente des vorgegebenen Grundbereiches ge-
sucht werden, die an Stelle der Variablen in die Ungleichung eingesetzt, diese zu einer
wahren Aussage machen, wird im 2. Fall der Beweis einer Allaussage gefordert.

Weitere Voraussetzungen fiir diesen Teil der Aufgabensammlung sind die elementare
Kenntnis der Lehre von den Gleichungen und Ungleichungen, wie sie etwa ab Klassen-
stufe 7 unserer polytechnischen Oberschulen vermittelt wird, sowie fiir einige Aufgaben
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elementare Kenntnisse lber Folgen, Reihen und Grenzwerte, liber Binomialkoeffizien-
ten und Uber einige Begriffe der Mengenlehre, die in (1) und (1) ausfiihrlich behandelt
werden.

Eine wesentliche Voraussetzung ist die Kenntnis der Regeln und Gesetze fiir das Rechnen
mit natlrlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen. Der Charakter dieses Biichleins
als Aufgabensammlung verbietet es von selbst, auf den Aufbau des Systems der reellen
Zahlen naher einzugehen. Wir verweisen den interessierten Leser auf (Il).

Nur die fiir diesen Teil der Aufgabensammlung wichtigsten Begriffe und Gesetze der
reellen Zahlen seien kurz angefiihrtf|

Sind a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so gilt stets genau eine der folgenden drei
Aussagen:
a < b, a=>b, a>b (1)

Fir die angefiihrten Relationen gelten folgende Gesetze:
a) Es ist stets a = a (Reflexivitat).

b) Aus a = b folgt b = a (Symmetrie).

c) Aus a = b und b = ¢ folgt a = ¢ (Transitivitat).

d) a < b und b < a schlieBen einander aus (Asymmetrie)
e) Aus a < b und b < 0 folgt a < ¢ (Transitivitat)

Aus d) und e) folgt insbesondere, dass die Menge der reellen Zahlen hinsichtlich der
Relation < geordnet ist.

Die Relation < wird als "Kleiner-Relation" bezeichnet, und man liest a < b als "a ist
kleiner als b" oder "b ist groBer als a". Fiir die Negation (Verneinung) der drei Aussagen
(1) schreibt man:

a > b ("a groBer oder gleich b"), wenn nicht a < b gilt.
a # b ("a ungleich 0"), wenn nicht a = b gilt.
a < b ("a kleiner oder gleich b"), wenn nicht a > b gilt.

Damit folgt:

Aus a < bund b < c oder aus a < b und b < ¢ folgt a < c.

1.2. Fir das Rechnen mit Ungleichungen gelten folgende Regeln:

1. Aus a > b und b > c folgt a > ¢, das schon angefiihrte Gesetz der Transitivitat.
2. Wenn a, b, c beliebige reelle Zahlen sind und a > b ist, dann gilt a + ¢ > b + a.

3. Wenn a > b und ¢ > 0 gilt (a, b, c reelle Zahlen), dann gilt ac > bc bzw.

ol

>

<

oI olo

4. Wenn a > b und ¢ < 0 gilt (a, b, c reelle Zahlen), dann gilt ac < bc bzw.

ol

5. Wenn a, b, c,d beliebige reelle Zahlen sind und a > b und ¢ > d gilt, dann gilt

2Diese Gesetze und Regeln gelten bekanntlich auch in den iibrigen oben angefiihrten Zahlsystemen,
sofern die auszufithrenden Operationen in diesen definiert sind und aus diesen Zahlsystemen nicht
herausfihren.
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at+c>b+d.

6. Wenn a, b, ¢, d beliebige positive reelle Zahlen sind, und wenn a > b und ¢ > d gilt,
dann gilt ac > bd.

7. Wenn a, b beliebige positive reelle Zahlen sind, und wenn a > b ist, dann gilt a” > b",
wobei 7 eine beliebige natiirliche Zahl > 0 ist.

8. Wenn a, b beliebige nichtnegative reelle Zahlen sind, und wenn a > b ist, dann gilt
Ja > {/(; wobei n eine beliebige natiirliche Zahl > 1 ist.

Weiterhin gilt:

9. Unter dem absoluten Betrag einer reellen Zahl a (geschrieben |a|) verstehen wir:

la] = a fira>0
U= —a fira<o

10. Sind a und b beliebige reelle Zahlen, so gelten fiir das Rechnen mit absoluten
Betragen folgende Gesetze: |a| = | — al,

11. |a —b| = |b —al,
12. |ab| = |al|b]

1
la]”

13. Fiir beliebige reelle a # 0 gilt

1
a

la|

1.3. Es ist weiterhin zweckmaBig, folgende Festlegungen zu treffen:

14. Fir beliebige reelle Zahlen a und b (b # 0) gilt

a
b

1. Zur Bestimmung der Losungsmenge einer Ungleichung muss der Grundbereich, aus
dem die Losungen entnommen werden sollen, vorgegeben sein. In den Fallen, wo das
nicht der Fall ist, wollen wir als Grundbereich die Menge der reellen Zahlen annehmen.

2. Die Menge der natiirlichen Zahlen wollen wir mit N, die der ganzen Zahlen mit Z,
die der rationalen mit QQ und die der reellen Zahlen mit R bezeichnen. Der Buchstabe
A sei allgemein das Zeichen fir den Grundbereich (11).

3. Ist die Losungsmenge als Teilmenge eines Grundbereiches A zu einer vorgegebenen
Ungleichung zu bestimmen, so lautet die Aufgabenstellung: L = {z;x € A und H(x)},
wobei H(x) die betreffende vorgegebene Ungleichung darstelle.

(Gelesen: Gesucht ist die Menge L aller Zahlen aus A, die an Stelle der Variablen x in
die Ungleichung H(x) eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.) Wir wollen
kirzer folgendes schreiben:

Man bestimme alle und nur die reellen (rationalen, ganzen, natiirlichen) z, die die
Ungleichung H(x) erfillen.

Bei dieser Aufgabenstellung ist der Grundbereich A durch die Formulierung "reelle
(rationale, ganze, natiirliche) z" als Menge P(Q,Z, N) gegeben.

4. Um die stets wiederkehrende Formulierung, "angenommen, es gibt ein x € A, das
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Losung der vorgegebenen Ungleichung H(x) ist, ein solches x sei xy zu vermeiden,
schreiben wir kiirzer vor jede Auflésung:
"Angenommen: 3z € A und H(x)) : xo."

5. Die Ungleichheitsaussage H(x) wird nach bekannten Regeln in die letzte Aussage
H*(xp) umgeformt. Da iiber zy nichts weiter angenommen wurde, als dass es eine
Losung der Ungleichung H(z) sei, muss jede solche Losung xy Element der Menge
Ly ={x € A: H*(x)} sein, wobei L4 das Symbol fiir die Menge der mdglichen
Losungen sei.

Deshalb werden wir in jede dieser Aufgaben die Menge L4 oder, wenn es erforderlich
ist, L mit einem anderen Index zu versehen, dieses L mit dem entsprechenden Index
sofort nach H*(xy) angeben.

6. Die Schreibweise I = L 4 bedeutet, dass die durch die entsprechenden Umformungen
gefundene Menge der moglichen Losungen L 4 identisch ist mit der Losungsmenge L
der betreffenden Ungleichung.

7. Die Allaussagen werden nicht in jedem Falle (z.B. Aufgabe 2.1.1.) als solche beson-
ders gekennzeichnet.




2.1 Aufgaben, die sich auf elementare Ungleichungen zuriickfiihren lassen

2 Beweis von Ungleichungen

2.1 Aufgaben, die sich auf elementare Ungleichungen
zuriickfiihren lassen

2.1.1. Wenn a > 0 und b > 0 beliebig reell, dann gilt die Ungleichung
(a+b)? > a® + b?

Analyse 1. Teil:
Aus (a + b)? = a® + b? folgt nach Auflésung

a* + 2ab + b* = a® + b

und daraus 2ab = 0, ab = 0.

Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist,
wenn also a = 0 oder b = 0. Damit ist aber auch der Fall a = b = 0 zugelassen,
denn das "oder" wird (wenn nicht ausdriicklich anders gesagt oder wenn eine ande-
re Bedeutung nicht unmittelbar aus dem Inhalt folgt) im nichtausschlieBenden Sinne
gebraucht.

Wie man sich durch Einsetzen iiberzeugen kann, ist damit auch gezeigt, dass das
Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn @ = 0 oder b = 0 oder a = b = 0.

Analyse 2. Teil:
Aus (a+ b)2 > a2+ b und a>0;6>0 (1)
folgt nacheinandeg? + 2qb + b2 > % + b2, 2ab > 0, ab >0 (2,3,4)

Da a und b nach Voraussetzung beide positiv sind, ist auch das Produkt positiv, also
ist die Aussage (4) wahr.

Jetzt kann die Aussage der Aufgabe 2.1.1. bewiesen werden, indem man die Schliisse
(1) bis (4) riickwarts verfolgt. Dabei kann der Beweis auf Grund der Analogie der
Analysen mit dem GroBer- und Gleichheitszeichen gleichzeitig gefiihrt werden, indem
man von der letzten als wahr erkannten Schlussfolgerung ausgeht und priift, ob die
Schlusskette umkehrbar ist.

Losung:

Voraussetzung: a > 0, b > 0.
Behauptung (a + b)? > a? + b*.
Beweis:

Aus ab > 0 folgt 2ab > 0 und daraus

a? + 2ab+b* > a® + b und letztlich (a+b)? > a® + b (g.e.d.)

Dass man aus der Richtigkeit der letzten Schlussfolgerung bei einer durchgefiihrten
Schlusskette nicht notwendig auf die Wahrheit der Ausgangsbeziehung schlieBen kann,

3]st ein Beweis vollstandig gefithrt und damit die Wahrheit einer Aussage nachgewiesen, so wird der
Beweis durch die Abkiirzung q.e.d. (lat. quod erat demonstrandum, d.h., was zu beweisen war)
abgeschlossen. Im folgenden wird dieser Abschluss nicht mehr mit angegeben.

10



2.1 Aufgaben, die sich auf elementare Ungleichungen zuriickfiihren lassen

verdeutlicht folgendes Beispiel:

Behauptung: Es gilt 4 = 5.
"Beweis":
Aus 4 = 5 folgt nach Subtraktion von 3

und daraus

und nach Auflésung
81

81
16 =36+ — =25—-45+ —
i 4 * 4
Nach Subtraktion von i—l folgt 16 — 36 = 25 — 45 und daraus —20 = —20.
Bei diesem Beispiel sind wir von einer falschen Aussage ausgegangen und gelangten zu
einer wahren Aussage. Die einzelnen Schritte der Schlusskette sind aber nicht samtlich
umkehrbar, daher gilt nicht 4 = 5.

b
2.1.2. Man beweise, dass fiir a > 0 beliebig reell und b > 0 beliebig reell Z+ - >2
a
gilt.

Analyse 1. Teil: a + é —9 : a® + b2 =2ab
b a
> =2ab+b02=0 , (a—b*=0
und daraus folgt a = b.
) b
Analyse 2. Tell: Z_|_ YS9 : a® 4+ b2 > 2ab
a
a’>—2ab+ b >0 ) (a_b)2>0

Das ist eine wahre Aussage fiir a # b.

Losung:

Voraussetzung: a > 0 bel. reell, b > 0 bel. reell.

Behauptung: 3 + 2 > 2.

Beweis:

Aus (a —b)? > 0 folgt a® — 2ab+b? > 0, a® + b*> > 2ab. Da ab > 0, ist Division durch

ab moglich, also folgt

a b
—+=->2
b * a

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir a = b. Aus diesem Grund wurde die Analyse getrennt,

denn Teil 1 der Analyse ist als Beweis fiir folgende Aussage anzusehen:

Wenn ¢ + 3 = 2 gilt, dann gilt a = b.
Es ist noch zu zeigen: Wenn a = b, dann gilt § + g =2

11



2.1 Aufgaben, die sich auf elementare Ungleichungen zuriickfiihren lassen

Dies kann leicht durch Einsetzen von a = b in der Behauptung gezeigt werden.

Die Losungen der Aufgaben 2.1.1. und 2.1.2. zeigten, dass die Analyse benutzt wer-
den kann, um entscheidende Aussagen Uber die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens zu
erhalten. Bei weiteren Aufgaben wird diese Trennung nicht mehr durchgefiihrt. Es wird
nur noch angegeben, wann das Gleichheitszeichen gilt; der Leser moge den Beweis in
diesen Fallen selbst fiihren.

Ab Aufgabe 2.1.2. soll auch aus Platzgriinden auf ein gesondertes Formulieren von
Voraussetzung und Behauptung verzichtet werden, es wird aber empfohlen, sich jeweils
Voraussetzung und Behauptung zu lberlegen.

2.1.3.e¢ Man beweise, dass fiir alle positiven reellen x folgende Ungleichung gilt:
1
r+—>2
x
2.1.4. Es ist zu zeigen, dass fiir jedes reelle x die Ungleichung gilt:
2
a”*+ 2 > 9
a?+1
Wie bereits festgestellt, darf zum Beweis einer Aussage nicht von der Behauptung
ausgegangen werden, es sei denn, man untersucht jede einzelne Schlussfolgerung auf
Umkehrbarkeit. Man kann aber die Seiten einer Ungleichung fiir sich betrachten und

nach bekannten Regeln abschatzen oder umformen. Letzteres soll beim Beweis der Be-
hauptung der Aufgabe 2.1.4. durchgefiihrt werden.

Losune: ?+2 a+1+1 a®+1 1
V@l Vatl Vail Jatl
a*+1  (a®+1)Va®2+1 Va?+1
va2+1  Je2+12 1
a’ + 2 a?+1 1
m: 1 i a?+1

Beweis:

Da Aufgabe 2.1.3. zeigt (unter der Annahme, dass die Behauptung stimmt), dass unter
den entsprechenden Voraussetzungen x + % > 2 gilt, fallt die jetzige Behauptung mit
der der Aufgabe 2.1.3. zusammen, wenn man = = v/a? + 1 setzt.

Da Va? + 1 fiir jedes reelle a positiv ist, ist die Voraussetzung der Aufgabe 2.1.3.
erflllt; demnach gilt auch die Behauptung der Aufgabe 2.1.4.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = 0.

2.1.5. Es ist zu beweisen, dass fiir a > 0 bel. reell und b > 0 bel. reell gilt:
a4+ b3 > a’b + ab?

Analyse:
a® +b* > a?®b + ab® : a® +b® > ab(a + b)

12



2.2 Beweise mittels Fallunterscheidung

Da a + b > 0, folgt nach Division durch a + b
a® — ab + b* > ab und daraus (a—0b)?>0

Das ist eine wahre Aussage. Um die Richtigkeit der Behauptung zu beweisen, muss die
Schlusskette riickwarts verfolgt werden.

Beweis:
(a—b)QZO, a? —2ab+b* > 0, a? —ab+b> > ab

(a+0b)(a® —ab+b*) >abla+b) ,  a®+b>a’b+ab?

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b.

2.2 Beweise mittels Fallunterscheidung

2.2.1. Man beweise, dass fiir a > 0 beliebig reell und b > 0 bel. reell gilt:
a4+ b —a*b—ab* >0

Analyse: a4+ —ab—ab* >0

a*(a—b) +b*'(b—a) >

a*(a— ) b'(a—b) >

(a* —b")(a —b)

Es ist zu untersuchen, ob (4) eine wahre Aussage ist. Dazu ist notwendig festzustellen,
ob unter der Voraussetzung a > 0 und b > 0 bel. reell (4) gilt. Um diese Untersuchung
durchzufiihren, ist eine Fallunterscheidung notwendig. Es muss also festgestellt werden,
ob die Ungleichung (4) gilt fir

1. Fall: a > b, 2. Fall: a < b, 3.Fall: a =0

(
> (
(
(

|\/|

Beweis:
Zum 1. Fall: Es sei a > b, dannist a — b > 0.
Aus a* > b* folgt a — b* > 0, also gilt auch (a — b*)(a —b) > 0.

Zum 2. Fall: Es sei @ < b, dannist a — b < 0. Aus a* < b* folgt a* — b* < 0. Das
Produkt zweier negativer Zahlen ist aber positiv, also gilt (a* — b%)(a — b) > 0.

Zum 3. Fall: Es sei a = b, dann ist a — b = 0. Da ein Produkt gleich Null ist, wenn
mindestens einer der Faktoren Null ist, gilt (a* — b*)(a — b) = 0.

Damit ist nachgewiesen, dass (a* — b*)(a — b) > 0 eine wahre Aussage ist.

Aus (a* — b*)(a — b) > 0 folgt a® + b° — a*b — ab* > 0.

Die Falle 1. und 2. zeigten, dass das Gleichheitszeichen hochstens im Fall 3. gelten
kann, und Fall 3 zeigt, dass das Gleichheitszeichen in diesem Fall auch wirklich gilt.

2.2.2. Es ist zu zeigen, dass fiir alle reellen Zahlen a und b die Ungleichung a* — 4ab® +
3b* > 0 gilt!
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2.2 Beweise mittels Fallunterscheidung

Analyse:
Es sei a = b+ p (p geeignet reell). Damit sind die 3 Félle a < b, a > bund a = b je
nach Wahl von p erfasst.

a* — 4ab® +3b* > 0 (1)
(b+p)* —4b3(b + p)3b* > 0 (2)
b+ 4b3p + 6b*p2 + 4bp? + pt — 4b* — 4bPp + 36 > 0 (3)

Da sowohl b* — 4b* + 3b* = 0 als auch 4b%p — 4b3p = 0, folgt aus (3):

6b2p® + 4bp® + p* > 0 (

462p2 + 4bp3 + p4 + 2b2p2 >0 (5
p2(4b% 4 4bp + p?) + 26%p* > 0 (
p*(2b + p)* + 2b%p* > 0 (

Die linke Seite von (7) ist als Summe von Quadraten fiir jedes reelle b und fiir jedes
reelle p nichtnegativ und (7) folglich eine wahre Aussage.

Beweis:

Da alle Schliisse in der Schlusskette umkehrbar sind, d.h., dass also aus (7) die Unglei-
chung (1) folgt, ist die Behauptung bewiesen. Fir p = 0 gilt in (7) das Gleichheitszei-
chen. Fir p = 0 gilt a = b und somit das Gleichheitszeichen dann, wenn a = b ist.

2.2.3.e Es ist zu beweisen:
Sind 1 < 1 und 25 < 1 beliebige reelle Zahlen, dann gilt 1 + 29 > 2121 + 1.

2.2.4. Es seien x1,x9 und x3 beliebige positive reelle Zahlen und es gelte z1x92x3 =1,
dann gilt die Ungleichung x1 4+ x5 + 23 > 3.

Losung:
Es sind zwei Falle zu unterscheiden:

1. Alle Faktoren sind gleich 1, dann ist ihre Summe gleich 3. Das Gleichheitszeichen
gilt also dann, wenn 1 = 29 = 23 = 1.

2. Mindestens ein Faktor sei ungleich 1, dann gibt es sicher einen Faktor, der kleiner
und einen, der groBer als 1 ist.

O.B.d.Affsei 2; < 1 und 25 > 1. Nach Aufgabe 2.1.2. gilt, dass die Summe zweier
beliebiger positiver reeller Zahlen nicht kleiner als 2 ist, falls deren Produkt 1 betragt.
Setzt man x1xy = y, so gilt, da yrs = 1, die Ungleichung y 4+ x3 > 2.

y+axg>2
Yy—y+taoi+ratr3>2+r+a2—y
rT1+xo+2x32>3+2x1+ 29— 2179 — 1

4Ohne Beschrankung der Allgemeinheit.
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2.3 Beweise mit Hilfe des arithmetischen und geometrischen Mittels

Nach Aufgabe 2.2.3. ist aber x1 + 29 — x12x2 — 1 unter denselben Voraussetzungen tber
21 und x9 positiv.
Damit ist gezeigt, dass x — 1 + z9 + x3 nicht kleiner als 3 vermehrt um eine positive
Zahl ist. Folglich gilt erst recht x1 + x2 4+ 3 > 3 und wegen 1. damit die Behauptung:
r1+ 219 + 23 > 3.

2.2.5.e Die Aufgabe 2.2.4. ist ein Spezialfall der folgenden Ungleichung, die zu beweisen
ist:

Es seien x1, x9, ..., x,, beliebige positive Zahlen und es gelte x1x5...x, = 1, dann gilt
r1+x9+ ... +x, > N

2.3 Beweise mit Hilfe des arithmetischen und geometrischen
Mittels

2.3.1.e Es seien a; (i = 1,2,...,n) beliebige nichtnegative reelle Zahlen, dann gilt die
Ungleichungf

n

1 n n
—> a; > (][ a
no= i=1

1 n n n
Man nennt — - ) a; das arithmetische Mittel dieser Zahlen und (H ai) das geome-
i=1 i=1
trische Mittel aus diesen Zahlen a;.

a) Es ist unter Benutzung der Aussage von Aufgabe 2.2.5. zu beweisen, dass das
arithmetische Mittel groBer oder gleich dem geometrischen Mittel aus n beliebigen
nichtnegativen reellen Zahlen ist!

b) Dieselbe Aussage ist mit Hilfe der Methode der Vollstandigen Induktion zu beweisen!

2.3.2. Man beweise, dass fiir alle positiven ganzen reellen Zahlen a und b stets gilt:

a;bz b

Beweis: O. B. d. A. sei a > b > 0. Dann ist

CLb—b > ba—b

aa—l—bbb—i—l 2 a2bb2a

7 aa—bbb—a > 1
, Vaatbpath > qbpe
(Vab)**t > o’ : Vab > “Vabbe
Da %’b > v/ab nach Aufgabe 2.3.1. und vab > “Vabbe gilt, so folgt aT’Lb > “Vabhe,
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b.

2.3.3.e Es seien a und b zwei beliebige positive reelle Zahlen und n und m zwei beliebige
nichtnegative ganze reelle Zahlen mit m < n. Es ist zu zeigen, dass

n™(a™b" ™) < [am + b(n —m)]"

SErklarung dieser Zeichen s. Teil 1.
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2.4 Gemischte Aufgaben

2.3.4. Es seien z; (i = 1,2, ...,n) beliebige nichtnegative reelle Zahlen. Es ist zu zeigen,
dass dann gilt:

n—1

VT1Te + 123+ o+ ST 1T < 5 (x1+ 22+ ... +2p)

Beweis:
Unter denselben Voraussetzungen gilt nach Aufgabe 2.3.1.

xr1 + 9 X1+ T3 Tp_1+ X
T1T2 < 5 r1r3 < 5 V1T < %
Durch Addition dieser Ungleichungen erhalt man:
T1+x9 11+ X3 Tp—1+ Tp

N T1ToHA/T1X3 + ... + ST 1Ty < 5 + 5 + ...+ 5

1
=—(r1+xet+r1+a3+ ... +x51+ 1)

2
1
= 5[(71 — Do+ (n—1Dzo+ ... + (n— 1)z,
n—1
VT T1T3 + o+ ST 1Ty, < 5 (x1+ 22+ ... +2p)
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x1 = 29 = ... = x,,.

2.4 Gemischte Aufgaben

2.4.1.e Es ist nachzuweisen, dass fiir beliebige positive reelle Zahlen x und y die Un-

gleichung gilt:
1\ 1\? z+ 2 \?
<x+> +<y+> 22( Yy )
x Y 2 T +y

2.4.2. Es seien x1,x9,y; und yo beliebige reelle Zahlen. Man beweise, dass dann gilt:

Va?+y3 + Va3 + 03 > (@ + 22)? + (11 + 42)?

Beweis:
Annahme: Es gelte das Gegenteil der Aussage, also

\/ff%+y%+\/$%+y§<\/($1+$2)2+(y1+y2)2 (1)

Durch Quadrieren der Ungleichung (1) erhalt man:

22+ y3 + 2/ (2 + 23) + (2 + vd)ad + v3 < @3 + 2mime + 75+ yF + 2y19e + 3
V@t + 92 (@3 +43) < 1122 + iy
(1'% + yf)(x% + y%) < (z172 + yly2)2

2105 + 213 + yiws + ytys < wixs 4 2maayiye + Yivs

(1y2 — y1x2)2 <0
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2.4 Gemischte Aufgaben

Das ist aber eine falsche Aussage, da das Quadrat einer beliebigen reellen Zahl stets
groBer oder gleich Null ist. Damit ist die Annahme falsch und es gilt die Behauptung.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x1 : o = y1 : ¥o.

2.4.3.e Der Beweis der Aussage von Aufgabe 2.4.2. ist direkt zu fiihren!

2.4.4. Es ist zu beweisen, dass fiir beliebige reelle Zahlen a, b, ¢, z,y und z die Unglei-

chung gilt:
ax + by + cz < Va? + b+ a2 + y? + 22 (1)

Analyse:
Durch Quadrieren beider Seiten von (1) erhalt man{f]

(az + by + c2)? < (a® + 0% + &) (2 + y* + 2°) (2)
Jede Seite der Ungleichung wird durch Ausrechnung der Klammerausdriicke umgeformt:
a’z? + 2abry + 2acxz + 2beyz + b2y + 222 <
Q202 + a2 + 0222 + 0P + 0Py 4 0222 4 P 4 P 2R (3)
Durch Subtraktion der Ausdriicke a?z?, b%y? und c?z? erhalt man

2axby + 2acxz + 2bcyz < a®y? + a?2? + ba? + 0222 + Aot + PP (4)
0 < (ay — bx)? + (az — cx)* + (cy — bz)? (5)

1. Beweis:
Zum Beweis der Ungleichung (1) wird von folgenden gesicherten Aussagen ausgegangen
0 < (ay — bx)?, 0 < (az — cx)?, 0 < (cy — bz)* (6)

Aus (6) folgt durch Addition der einzelnen Ungleichungen die Ungleichung (5). Aus (5)
folgt die Ungleichung (4) und aus dieser durch Addition von a?z?, b?y? und c?2? die
Ungleichung (8) und daraus (2). Da beide Seiten dieser Ungleichung nichtnegativ sind,
kann die Wurzel gezogen werden, also

V0az+by+c2)? < Va2 TP+ A a2 4y + 22
Der Ausdruck ax + by + cz ist entweder negativ oder nichtnegativ, man erhalt
1 az +by+cz < Va2 + 02+ E\Ja? + 2 + 22
2 —(az+ by +cz) S VA TR TR 1 g2 1 22,

Damit gilt ax + by + cz < Va2 + b? + ¢2\/2? + y? + 22 und es ist gezeigt, dass unter
den geltenden Voraussetzungen die Ungleichung (1) gilt. Das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenna:b:c=x:y: 2.

2. Beweis:

®Dabei braucht der Fall az + by + cz < 0 nicht extra betrachtet zu werden.
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2.4 Gemischte Aufgaben

Zum Beweis gehen wir von folgender Gleichung| aus:
(ax+by+cz2)? = (a®+b24+c2) (2* +y> +2°) — [(ay —bx)* 4+ (az—cx)? + (bz—cy)?] (1)

Da der Subtrahend als Summe von Quadraten stets groBer oder gleich Null und ande-
rerseits nur kleiner oder gleich dem Minuenden ist, folgt

(azx + by + c2)? < (a® + b + &) (2 + y* + 22)

und daraud®|
axr + by + cz < Va?+ b2+ \Jx? + y? + 22

2.4.5. Es ist zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl ungleich Null die Ungleichung
gilt:

1 1
+ > 1

+ + ...
n+1 n+2 3n+1
Beweis:
1. Fir ng = 1 erhalt man %—i— % + % > 1 und daraus % > 1.

2. Wir nehmen an, die Behauptung sei richtig fiir n = k:

1 1 1
o 1
T B S R Y A (1)

und zeigen, dass dann die Ungleichung auch fir n = k + 1 gilt, also

! + ! + ...+ ! > 1 (2)
k+2 k+3 7 3k+1)+1

Es gilt fir jedes reelle k£ > 0 die Ungleichung (siehe Aufgabe 2.4.6.)

1 i 1 . 1 - 1 (3)
3k+2 3k+3 3k+4 k+1

Durch Addition von (1) und (3) erhalt man:

1 1 | 1 1 1
LI 14
rel st T2 T3k es T3haa o TR

und daraus

S S
k+2 7 3k+1)+1

Die Ungleichung n%rl + #2 +..+ ﬁ > 1 gilt also fiir jede natiirliche Zahl n # 0.

2.4.6.e a) Wie findet man die in Aufgabe 2.4.5. im Beweis benutzte Ungleichung (3)?
b) Die Ungleichung (3) ist zu beweisen!

"Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Lagrangeschen Identitit:
(a1by + ... +apbp)? = (a3 + ...+ a2) (b3 + ... + b2) — (a11by — agh)? — ... — (@n_1bp — apby_1)?
8Diese Ungleichung ist ein Spezialfall der Ungleichung von Cauchy auch Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung genannt: Sind a;, b; beliebige reelle Zahlen, dann gilt:
(a1by + .. +apbp)? < (a3 + ...+ a2) (b + ... +b2)
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2.4 Gemischte Aufgaben

2.4.7. Wenn a, b, ..., n die voneinander verschiedenen ganzen positiven ‘ reellen Zahlen
sind, die nicht durch eine Primzahl groBer als 3 teilbar sind, so gilt die Ungleichung

1 1 1

-+ -+...+—-<3

a b n
Beweis:
Da es Zahlen sind, die durch keine Primzahl gréBer als 3 teilbar sein sollen, miissen sie
die Form 27 - 3/ haben, wobei i, = 0,1,2, ..., m ist.
Die Behauptung ist also aquivalent folgender Aussage: Bei obiger Voraussetzung gilt
die Ungleichung

> —<3
im0 1.m 23
7=0,1,...m
Durch Umformung erhalt man:
1 ULRRCR | UL A |
?:8’%’“ m203 552 525
j: bbb Rid 7m

Bildet man die Folgen der Partialsummen fiir beide Reihen, so erhalt man fiir die Folge

der Teilsummen der Reihe f) 3

=0
1 1 1 1 1
=1 so=1+4=; so=1-+—+— .. =l ot —
Sq 7 S9 +2, S9 +2+4, 5 Sm —|—2+ +2m

1 1
Analog ist die m-te Teilsumme der Reihe inj 3% s =1+ 3 + ...+ 3m
j=0
Da sich die Folgen der s, und s, monoton wachsend ihren Grenzwerten nahern, ist
also jedes der s,, kleiner als der entsprechende Grenzwert. Es ist daher zweckmaBig,
die Summe der Reihen als Summen unendlicher Reihen zu bestimmen.
1 , 1 3

s = lim s, = =2 und §'= lim s = = —
m—0o0 1 — m—00 1 —

DO

und demnach als Summe fiir die Doppelreihe:

Also gilt fiir alle positiven ganzen reellen Zahlen a, b, ..., n, von denen keine durch eine
Primzahl groBer als 3 teilbar sein soll, die Ungleichung % + % + ...+ % < 3.

2.4.8. Es ist zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt:

4n 2n
n—|—1<(n) (1)

Beweis:
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2.4 Gemischte Aufgaben

1. Fir ng = 2 ist die Ungleichung (1) richtig, denn

42 (2-2) 4-3 16
< = — §<6

2+1 2 1-2 ’

2. Die Ungleichung (1) sei fiir eine beliebige natiirliche Zahl n = k > ny richtig, das

heiBt es gelte
4k 2k
2
k+1<i(k) 2)

Durch Umformung der rechten Seite von (2) erhalt man:

2K\ (2k)!  (2Kk)!
kT ORED T (kD)2

Damit erhalt man fiir (2) folgende aquivalente Aussage:

4+ (2Kk)!
3
el (R (3)
Es ist zu zeigen, dass dann die Ungleichung gilt fir n = k + 1, also
4+l [2(k + 1)]!
(4)

k2 [kt D)2

Ungleichung (3) muss mit einer Ungleichung = < y multipliziert werden, so dass dann
Ungleichung (4) erhalten wird. Es ist daher zweckmaBig, eine Analyse von (3) und (4)
durchzufihren.

Analyse:
Die rechte Seite der Ungleichung (3) hat die Form

1:2:3- k- (k+1)-(k+2)- .- 2k
1-2-3-...-k-1-2-3-...-k

Die rechte Seite von (4) hat die Form *

120 ke 2k (2k+1)(2k+2)  1-..-2k(2k +1)(2k +2)

1-2-..-k(k+1)-1-2- .- k(k+1) (kD)2 (k+1)?
Wie man sieht, hat die rechte Seite der gesuchten Ungleichung x < y die Form

2k +1)(2k +2)
(k + 1)2

Aus der linken Seite von (3) soll die linke Seite von (4) durch Multiplizieren mit der
linken Seite der gesuchten Ungleichung entstehen, das heiBt

4k 4k+1
k+1 " kt2
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2.4 Gemischte Aufgaben

Man erhalt fir 2 den Ausdruck:

Ak + 1) 4k+1)
ARk +2) k42

Damit ist die Ungleichung, mit der (3) multipliziert werden muss, gefunden. Sie misste

wie folgt lauten:
A4k+1)  (2k+1)(2k+2)

5
k+2 (k+1)2 ()
Ob aber diese Ungleichung nun richtig ist und fiir welche k sie richtig ist, muss als
nachstes gezeigt werden.

Behauptung: Fiir alle reellen & > 0 gilt die Ungleichung (5).
Beweis:
Nach Voraussetzung ist k£ > 0, daraus folgt dann 0 < k, 0 < 2k

4k? + 8k + 4 < 4k* + 10k + 4
4k +1)* <202k +4k +k+2) =22k + 1)(k +2)
4(k+1)  202k+1) 2Qk+1)(k+1) (2k+1)(2k +21)
k+2 k+1  (k+12  (k+1)?

Also ist die Ungleichung (5) fiir alle reellen Zahlen k& > 0 richtig, und es kann nun
gezeigt werden, dass die Ungleichung (4) unter der Annahme, dass (3) richtig ist, gilt.
Aus

4* _ (2k)! ind 4(k+1)  (2k+1)(2k +2)
E+1 = (k!)? k+2 (k+1)?
folgt nach Multiplikation

48 4k +1)  (2k)! (k+1)(2k+2)
Frl k+2 (D (k+1)p
4Rt (2k 4 2)!

k2 S [kt D2

Damit ist bewiesen, dass die Ungleichung (1) fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt.

2.4.9.e Es ist zu beweisen, dass die Ungleichung /n! > V/n fir jede natiirliche Zahl
n > 2 gilt!

2.4.10.e Es seien = und y beliebige natirliche Zahlen mit = > y. Man beweise, dass

2
2
dann die Ungleichung v < ‘ gilt,
y 2y

Man benutze beim Beweis folgende Beziehung: Wenn a, b, n natiirliche Zahlen sind, dann gilt

-0 0006

(Kleine Enzyklopadie "Mathematik", Leipzig 1965, Seite 497).
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2.4 Gemischte Aufgaben

2.4.11.e a) Es ist zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt:

n+2> " 1
2 —or+1

b) Man zeige, dass diese Ungleichung ein Spezialfall der folgenden ist, die bewiesen
werden soll!
(I1+a)(1+az)...(14+a,) >14+a;+a2+ ... +ay

n>2 a (i=1,2,...,n) positiv.
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3.1 Ungleichungen mit einer Variablen

3 Bestimmung der Losungsmenge von
Ungleichungen

3.1 Ungleichungen mit einer Variablen

3.1.1. Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, die die Ungleichung 8z+2 > 4x+1
erfillen!

Losung:
Angenommen: Jz(z € R und 8z + 2 > 4z + 1) : x.
Aus
8rg+2>4dxg+1 (1)
erhalt man nacheinander
1

8xy > 4wy — 1, daxy > -1, xTo > _Z (2,3,4)
Ly={zeR:z>—-1}.
Probe: Aus zy > —i folgt z¢p = —i + p, wobei p > 0 geeignet reell. Durch Einsetzen

von —i + p in die linke Seite der Ungleichung, 8x + 2, erhalt man

1
8(‘1 +p) =8p

in die rechte Seite der Ungleichung, 4x + 1, erhalt man

4(—i+p)+1:4p
Durch Vergleich folgt, dap > 0, 8p > 4p. Damit ist gezeigt, dass fiir alle reellen z > —i
die Ungleichung 8z + 2 > 4z 4 1 gilt. Man kann die Probe auch so fiihren, dass man
entweder bei jeder der Umformungen (1) bis (4) prift, dass es sich um aquivalente
Umformungen handelt oder von (4) ausgehend die Schlusskette (1) bis (4) riickwarts
verfolgt und priift, ob aus (4) auch (1) folgt.

Geometrische Veranschaulichung: Fasst man 8x+2 = y; und 4241 = y, als analytische
Ausdriicke von Funktionen auf, so sind deren graphische Darstellungen im kartesischen
Koordinatensystem folgende Geraden:@

yh Y =8x+2
Vo= x+1

2

1,
= 3 /jl 7 x
Bild 1

10Kleine Enzyklopadie "Mathematik", Leipzig 1965, Seite 343.
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Fir z > —1ist yl >y
Wie man sieht, gilt y; > o fir —% < x < +00. Wegen y; = 8xr+2und yo = 4 +1 ist
mit dem Intervall —i < x < 400 die Losungsmenge der Ungleichung 8x +2 > 4z + 1
veranschaulicht werden.

Das Intervall bezeichnen wir wie folgt:

{reA:a<xz<b} = (ab) : {reA:a<z<b}=]ab)
{reA:a<z<b} =]a,b] : {reA:a<z<b} = (a,b

Dabei soll A nur durch P(Q,Z,N) ersetzt werden.

In Aufgabe 3.1.1. erhielten wir x > —i. Diese Ungleichung ist aquivalent der Unglei-
chung —i < x < +00. Damit kann fiir die Losungsmenge L der Aufgabe 3.1.1. auch
geschrieben werden:

1 1
LZ{EEERI—Z<I<+OO} oder L:<—4,+oo>

3.1.2.e Es ist die Lésungsmenge von 2z — { + 62 > 4(z + 2) zu bestimmen!

3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

3.2.1. Es ist die Menge L aller reellen x zu finden, fir die folgendes System von
Ungleichungen gilt:

Az —3+6>20+1 §—1<5—x (1,2)
Losung:
Angenommen: 3z : (r € Rund 4(x —3) +6 > 2x + 1) : x¢
Aus 4(xg — 3) + 6 > 2z + 1 folgt g € (%,+oo), Ly = {33 eR:z> %} (3).
Angenommen: Jx : (x €Rund §-1<5 —x) Yo
Aus £ — 1 < 5 —yg erhélt man yy € (—00,4); Laz = {x € R: 2z < 4}. (4)

Als Lésung der Ungleichung (1) kommen wegen (3) nur die reellen = > I in Frage, als
Losungen von (2) wegen (4) nur die reellen x < 4.

Beide Ungleichungen gemeinsam werden also nur von solchen reellen z erfiillt, die groBer
als % und kleiner als 4 sind. Die Menge aller dieser ist aber gerade der Durchschnitt
von L 41 und Lys.

7 7
Lao=LsiN Ly = (2,+OO> N (—00,4) = (2,4>

Auf die Durchfiihrung der Probe sei hier verzichtet, sie wird analog wie bei Aufgabe
3.1.1. durchgefiihrt.

Geometrische Veranschaulichung der Lésungsmenge auf der Zahlengeraden:
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Bild 2 IERFRERS’
Die folgenden 5 Systeme von Ungleichungen sind zu lésen!
3228 6-3z<5-06z, <l p>2r41
3236 izt i>dr+1l,  z+3<4(z+6)
3248  2@+5)>Tr+3, Sr—T7<32x+10, x-1>3(z+5)

3.2.5.e 15z +3 > 12z — 1, 10z + 6 > 4(z — 3)

3.2.6.0 T+ <z-—1 2z—3)<z-3
3.2.7. Es ist die Losungsmenge L der Ungleichung ﬁ—ﬂ > 3 zu bestimmen!
1. Losung:

Es ist A =R. Angenommen: dx (x € R und ﬁ—ﬂ > 3) L T

Dann gilt 2y # 1, da die linke Seite der Ungleichung fiir x = 1 nicht erklart ist. Um
diese Ungleichung aufzulosen, miissen beide Seiten mit der Zahl xy — 1 multipliziert
werden.

Angenommen 2y — 1 > 0 (1), dann erhalt man aus ig—ﬂ >3, 19+ 1> 3x9 — 3 und
o < 2.

Wegen (1) gilt auch 2o > 1. Damit gilt zo € (1, 2).

Sei jedoch zy — 1 < 0 (2), dann folgt aus ig—ﬂ >3, 0+ 1< 3xyg— 3 und ¢ > 2.
Wegen (2) gilt jedoch xy < 1. Wegen dieses Widerspruches ist die Annahme 2p—1 < 0
falsch. Damit gilt also L4 = (1,2).

Geometrische Veranschaulichung der Losungsmenge auf der Zahlengeraden:

o1z
Bild 3 f=od)
Probe:
Aus 1 < xg < 2 folgt xyg° = 1+p, wobei 0 < p < 1 geeignet reell. Setzt man xg = 1+p
in die linke Seite der Ungleichung an Stelle der Variablen ein, so erhalt man

l+p+1 2+4p 2 2(1 —1p)

= =1+-=3+
I+p—-1 D P P

Der Ausdruck @ ist aber wegen 0 < p < 1 positiv, also gilt 3 + @ > 3 und

damit auch 21 > 3 fiir alle reellen z € (1,2).

2. Losung:
Angenommen: Jx (x € R und i—j > 3) L X.
zo+1
Aus 205 > 3 folgt
ro+1 2xg + 4

—-3>0 und daraus
o — 1 o — 1

>0
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Ein Bruch ist positiv genau dann, wenn Zahler und Nenner jeweils das gleiche Vorzeichen
haben. Es gilt demnach

—2x90+4>0 , ro—1>0 (1)

oder
—2x0+4 <0 : rg—1<0 (2)

Damit hat die vorgegebene Ungleichung die Losungsmenge L = (1,2), da (2) auf einen
Widerspruch fiihrt. Die Probe wird analog wie nach der 1. Losung durchgefiihrt.

3.2.8. Es ist die Menge aller reellen z zu bestimmen, fir die gilt

Tr — 3
8 —5H

1< <1

Es ist also ein System von Ungleichungen zu lésen, namlich

Tr — 3 Tr — 3
<1 , )
8 — 5 8 — 5

> —1 (1,2)

Losung:
2 kann keine Lésung sein, da dann die linke Seite von (1) und (2) nicht definiert ist.

Tx—3

1. Bestimmung der Lésungsmenge von ¢7— <1

. Tz—3 .
Angenommen: dx (35 €Rund = < 1) : :c(;. .
To—

Da zur Losung beide Seiten der Ungleichung Sro—p < 1 mit 8x9 —5 multipliziert werden

missen, sind folgende zwei Falle zu unterscheiden:
a) 8rg—5 >0 b) 8xg — 5 < 0.
Fall a): Es sei 8xp — 5 > 0, dann folgt aus

733‘0—3
8580—5

<1 , Trg—3 < 8xg—5H

Damit gilt also
8rg—5H>0 und Txg—3 < 8xg— >

Aus 8xy — 5 > 0 folgt x¢ > % und aus 7Txg — 3 < 8y — 5 folgt o > 2. Wie die Probe
(hier nicht angegeben) zeigt, geniigen alle reellen z € (2, +00) den Bedingungen.

Fall b): Wie man leicht sieht, gilt 8z —5 < 0 und 7xy — 3 > 8z — 5, woraus sich die
Menge aller reellen z € (—o0, 2) ergibt. Der Leser mége die Probe selbst durchfiihren.

8
Fir die Ungleichung gi:g < 1 erhalt man folglich

5
L = (2,+00)U (—oo, 8)

Geometrische Veranschaulichung:

Setzt man y; = gg:g und yo = 1, so erhalt man folgende Bilder:
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Y
J..

18
1 1

iy P
—_—
-1 | 1 2 X
-11 i|

. -21
Bild 4 *

Wie die Darstellung zeigt, gilt fir alle reellen x aus (2, +00) bzw. (—o0, g): v < Ya.

2. Bestimmung der Lésungsmenge der Ungleichung ;ﬁ:g > —1.(2)
Angenommen: Jx (x € R und gi:?} > —1) : T.
Da auch hier wieder 2 Falle zu unterscheiden sind, wird analog wie bei der Losung von

1. vorgegangen.

Fall a) Es sei 829 —5 > 0. Aus §2=% > —1 folgt 72 — 3 > 5 — 8.

Es gilt 829 — 5 > 0 und 7Txg — 3 > 5 — 8xy. Damit folgt, zy € (%, +00).
Probe: ¢ > g bzw. xy = % +p (p > 0, geeignet reell) in (2) eingesetzt ergibt:

7(%+p)—3_%+7p

8(2+p)—5 8 =

Fall b) Fir 8xy — 5 < 0 ergibt sich nach Multiplikation mit 8zg — 5 7xg — 3 < 5 — 8x

und damit o € (—o0, ¥).

Die Probe (in diesem Fall hier nicht durchgefiihrt) zeigt, dass alle reellen = € (—oo, %)
auch Losungen sind.
Als Menge der moglichen Losungen fiir Ungleichung (2) erhalt man

L 5+ U 8
= |-, 400 —00, —
A2 87 715

3. Bestimmung der Lésungsmenge des Ungleichungssystems
Tr—3

-1 < <1
8xr — 5
Dieses hat alle die reellen z als Losung, die Elemente von L 41 und L 49 sind, also
8
Li=LsiNLyy = (—OO, 15) U (2,+OO)

8

Probe: g = 1z — p (p > 0 geeignet reell) in Tz—3

8r—5

flr = eingesetzt, ergibt:

T(f5—p) =3 _ —105p+11 _120p+11  15p+22 _
8(%-p)—5 —120p—11 120p+11 120p+11

1

Der Vergleich liefert — < b; < 1[1]

1Dje Abschitzung —1 < by (b < 1 ist unmittelbar klar) verlangt den Beweis folgender Allaussage:

Fir alle reellen p > 0 gilt 1125&12121 < 2.
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3.3 Ungleichungen héheren Grades

Analog erhalt man fiir zp > 2 bzw. xg = 2+ ¢q (¢ > 0, geeignet reell):

7(2+q)—3_1_ q
8(2+¢q) -5 ~ 8g+11

by

und der Vergleich ergibt —1 < by < 1.
Damit ist gezeigt, dass L4 = L = (—oo, %) U (2, +00).

Geometrische Veranschaulichung: Darstellung von —1 <

Yo = gi:g, so erhalt man folgende Bilder:

Tz—3.
s Setzt man y; = —1 und

Y
J
2
1‘.
N .
-z -1 \15 Z 3 &
| l} Yr-

Bild 5 -

Fiir alle  aus (g, +oo) bzw. (—oo, %) gilt y1 < yo.
1.5ex] Darstellung von —1 < ££=3 < 1.
Setzt man y; = —1, o = St und y3 = 1, so erhalt man die Bilder:

_ Tx—3

Y
G
3
24
?

—
-3 -2 -1
¥ = A

Bild 6 1

¥, —
; ¢

Wie man sieht, gilt fiir alle reellen x aus (—oo, 1%) bzw. (2, +00): 11 < y2 < Y3.

3.3 Ungleichungen hoheren Grades

3.3.1. Es sind alle reellen z zu bestimmen, fiir die gilt:

1
x2—4$+3>§$+1 (1)

Losung:
Angenommen: 3z(z € R und 2? — 4z + 3 > Jz + 1) : 20.

Aus 23 — 4z + 3 > Sz + 1 folgt z3 — 4229 > —2 und daraus, nach Addition der
quadratischen Erganzung,

9 81 81 ) 92>49
x_i PR
07y 16

28



3.3 Ungleichungen héheren Grades

Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel aus beiden Seiten

gezogen werden:
AT
Ty 16

1. Ist g — % > 0, so folgt weiter

woraus ’azo — %’ > % folgt.

9 7
xo — 1 > 1 und daraus xo >4

Da zg > 4 und aus g — % >0 x9 > % folgt, erhalt man im ersten Fall alle reellen
x € (4,+00) als Losung.

2. Ist g — % < 0, so folgt aus |xy — %| > %

+ >7 dd <1
oy 1 1 und daraus oy 5

Wegen x( — % < 0 ist aber auch xy < %.
Also erhalt man im 2. Fall alle reellen z € (—oo, %)
Fur die Ungleichung (1) erhalt man demnach

La=(4,+00)U <—oo, ;)

Probe:
xg > 4 bzw. g = 4+ p (p > 0, geeignet reell) in 22 — 4z + 3 fiir = eingesetzt, ergibt

(4+p)?—4(d+p)+3=p*+4dp+3=b
und fir x in %l’ + 1 eingesetzt

p

1
—(4 1= 3=5»
2( +p) + 5+ 5

Der Vergleich ergibt: b; > by. Die Probe fir 2y < % (hier nicht angefiihrt) zeigt, dass
auch alle reellen = € (—oo, %) der Ungleichung (1) genigen, also ist L4 = L.

Geometrische Veranschaulichung: Wird 22 — 42 + 3 = y; und %x + 1 = yo gesetzt, so
erhalt man folgende Bilder:

Bild 7
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3.4 Wurzelungleichungen

Fir alle z aus (4, +00) bzw. (—oo, %) gilt y1 > yo.
3.3.2.¢ Man bestimme die Menge aller reellen z, fir die gilt
2t +102° + 352% + 50z + 24 < 0

Hinweis: Die Ungleichung hat die Gestalt P; < 0; man betrachte zunachst P, = 0 und
suche unter der Annahme, dass diese Gleichung ganzzahlige Wurzeln hat, diese nach
Vieta zu bestimmen!

3.4 Wourzelungleichungen

3.4.1. Fir welche reellen x gilt /o +2 <27

Losung:

Angenommen: Jz(z € R und vz +2 < 2) : .

Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, enthalt die Losungsmenge
nur reelle Zahlen, die der Ungleichung = + 2 > 0 genlgen.

Aus 2o + 2 > 0 folgt xg > —2. Durch Quadrieren beider Seiten der Ungleichung

Vg + 2 < 2 folgt

ro+2<4 und daraus Ty < 2
Fir L4 erhalt man folglich L4 = [—2,2).

Probe: Aus —2 < xg < 2 folgt xg = —2 + p, wobei 0 > p < 4 geeignet reell. Durch
Einsetzen von —2 + p an Stelle der Variablen in die Aussageform erhalt man

V2tp+2=\p<2
da p < 4. Also gilt fiir alle x € [-2,2) die Ungleichung vz + 2 < 2.

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man /x + 2 = y; und 2 = s, so erhalt man
folgende Bilder:

¥l

|
T
| ./ : i t X
-3 -2 -1 T & o
Bild 8 7

3.4.2.¢ Man bestimme die Losungsmenge der Ungleichung
T+ 3
T — T —\r+2
3.4.3. Es ist die Losungsmenge der Ungleichung
T4 /3
\/g > 1 (*)

a;—i—\/x—m
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3.4 Wurzelungleichungen

zu bestimmen!
Losung:
3
Angenommen: dx | x € R und SRV > 1] :x.
( ot foy/or T
Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, enthalt die Losungsmenge
nur reelle Zahlen, die den beiden folgenden Ungleichungen gentigen:

29 / 29
1. x0+ZZO und 2. X9 — xO+ZZO

Aus xg + % > 0 folgt zy > —% also

29
xo € [—4,+OO> =T (1)

Aus x¢ — /o + % > 0 folgt xg > \/xp + % (2).
Da \/zg + % nicht negativ ist, folgt fir x¢: ¢ > 0 und, da ¢ = 0 zum Widerspruch
fuhrt,

Xo € (0, —f—OO) =T (3)

Man kann daher beide Seiten von (2) quadrieren, woraus dann

29
33(2) > xo + T (4)
folgt. Aus (4) erhalt man:
29
Ty — To > T
und nach Addition der quadratischen Erganzung
To—T +1 > 3
0Ty
und daraus )
1 30
— 2] > 5
(20-3) =25 @

Da beide Seiten von (5) nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die Wurzel gezogen
werden:

To — ‘ > 9 (6)
1. Fall: Es sei 29 — § > 0, dann folgt aus (6)

> 1++/30

also To €
5 0

Zo

Andererseits folgt aus xy — % >0:x9 € [%, +oo) =1Tjy.
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3.4 Wurzelungleichungen

2. Fall: Es sei 29 — 5 < 0, dann folgt daraus 2 < 5 und aus (6)

- 1—+/30

Ty > 9

Das ist aber ein Widerspruch zu (3), also scheidet dieser Fall aus. Man erhalt als
Teilbereich damit die Menge aller der reellen Zahlen, die sowohl Element von 17, T,
T3 als auch T} sind. Das ist aber gerade der Durchschnitt dieser 4 Mengen.

1++/30
T:mﬁﬂﬂmﬂﬂ:+éﬁm)

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass kein = ¢ T Lésung sein kann. Auch die Nullstellen
des Nenners von (*) kdnnen keinesfalls Losungen von (*) sein. Wegen

/ 29 / 29
51:—|—Jx— aH_Z:O also —x:\lx— I+Z

mussen die Nullstellen, falls sie reell sind, negativ sein. Damit sind sie dann auch nicht
im Teilbereich 1" enthalten, also brauchen die Nullstellen in diesem Fall nicht bestimmt
zu werden.

Bestimmung der Losungsmenge: Wegen

1+ 30 / 29
+2,—|—oo> gilt xo—l—dxo— IO+Z>O

Somit erhalt man aus

0 2 > 1 , I0+\/;>$o+¢330— a:o—l—z (7)

Xo €

Da beide Seiten von (7) positiv sind, folgt, nachdem man beide Seiten quadriert hat,

3 / 29 / 29 3
5 > 10—t/ xo + T und daraus o + vy > 29 — 5 (8)
Wegen z( € [H%/%, +oo> ist xo—% positiv, also konnen beide Seiten von (8) quadriert

werden, ohne dass sich das Ungleichheitszeichen dndert. Aus (8) folgt dann

29 3\° ) )
xo+z> n0-5) x5 —4dxg — 5 <0, (xg—2)* <9

Wegen xy € T ist o — 2 positiv, also folgt weiter

To—2<3 , Ty <O (9)
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3.4 Wurzelungleichungen

Fiir L4 erhalt man demnach L4 = {1+5/%,5>.

Probe: Wie man nachweisen kann, sind fir alle x € T die vorgenommenen Umfor-
mungen von (7) bis (9) umkehrbar, also ist L4 tatsachlich auch die Lésungsmenge der
vorgegebenen Ungleichung.

3.4.4.¢ Man bestimme die Menge aller reellen z, fiir die die folgende Ungleichung gilt:

VE=243
1—+vx—-3
3.4.5. Man bestimme die Menge aller reellen x, fiir die die Ungleichung gilt:
1 1 1

+ > — 1
r+V2—22 x—V2—22" 2 1)

—2

Losung:

: 1 1 1) .
Angenommen: Jx <:1: cRud ———+ —F— 23] %0

a) Die Losungsmenge kann nur reelle x zu Elementen haben, die der Ungleichung
2 — 2% > 0 geniigen, da die Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden definiert ist. Aus

2—x>0 folgt af <2

Da beide Seiten dieser Ungleichung nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die Wurzel
gezogen werden. Man erhilt || < /2. (2)

Ist 79 > 0, so folgt aus (2) 29 > /2, mithin x4 € [0, v/2)-

Ist dagegen z < 0, so folgt aus (2) —z¢ < v/2 und weiter 7y > 2, also 29 € [—v/2,0).
Die Losungsmenge kann also nur reelle = zu Elementen haben, die ihrerseits Elemente

sind von
[—v/2,0) U [0,V2) = [-V2,V?2]

b) Zur Lésungsmenge konnen weiterhin die x nicht gezahlt werden, fiir die der Nenner
gleich Null ist. Es ist also zu untersuchen, fiir welche reellen x die beiden Ausdriicke

4+ vV2—22und x — V2 — 22 den Wert Null annehmen.

Aus x + /2 — 22 = 0 folgt x = +1.
Ebenfalls aus © — v/2 — 22 = 0 folgt x = +1
Man erhalt somit als Teilbereich

T={rec:—V2<z<V2}\{-1,+1}
c) Bestimmung der Lésungsmenge:
Durch Umformung der linken Seite von (1) folgt

1 1 2z x

+ = =
rHV2—22 x—v2—-22 2a2-1) 22-2

Fir xg muss also gelten

8
N
|
—_
N | —
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3.4 Wurzelungleichungen

Da zur weiteren Lsung beide Seiten von (3) mit der Zahl 3 — 1 multipliziert werden
miissen und wegen b) der Fall 292?—1 = 0 ausscheidet, sind zwei Falle zu unterscheiden.

1. Fall: 22 — 1> 0. 2. Fall: 22 — 1 < 0.

Zum 1. Fall: Es sei 73 — 1 > 0, dann ist 2 > 1 und |zo| > 1. (4)
Ist o > 0, dann folgt aus (4) xo > 1, also xy € (1, +00).

Andererseits erhalt man aus (3) 279 > 23 — 1 und daraus (7o — 1)*> < 2, woraus
|z — 1] < /2 folgt.

Fir xo —1 > 0ist zp > 1 (x — 0 = 1 muss wegen b) ausgeschlossen werden). Aus (6)
folgt dann ¢ < 1+ /2, also zp € (1,14 v/2].

Fir zop — 1 < 0 ist xy < 1, Widerspruch zu (5).
Ist zp < 0, dann folgt aus (4), —z¢ > 1 bzw. xy < —1, also xy € (—o0, —1). (7)
Fiir diesen Fall erhalt man aus (3) |z — 1] < V2.

Fir xg — 1 > 0 ist zy > 1, Widerspruch zu (7).
Ist 29 — 1 < 0, dann ist 29 < 1 und aus (6) folgt —(z¢ — 1) < v/2, woraus man dann
T > 1 — /2 erhilt, Widerspruch zu (7).

Man erhalt somit fiir den 1. Fall als Menge der moglichen Losungen
La=Tn(1,1+v2 = (1,V2
Zum 2. Fall: Es sei 22 — 1 < 0, dann erhalt man analog wie beim 1. Fall
Laa=TnN(=1,1-v2] = (1,1 = V2]

Die Ungleichung (1) hat als Menge der moglichen Lésungen die Vereinigungsmenge
von L 41 und L 49, also

Lpo=Ls1 ULy = (1,\/§]U(—1,1—\/§)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn zp = 1 — /2.

3.4.6.e Der Leser fiihre die Probe, indem er folgende Allaussage beweist:
Fir alle reellen € (1,v2]U (1,1 — /2) gilt ;%7 > 1.

z2—1
Hinweis: Der Beweis dieser Allaussage erfordert eine genaue Analyse ahnlich der der

Aufgaben 2.1.1. bis 2.4.9.

3.4.7.e Es ist die Menge aller reelle z zu bestimmen, fiir die folgende Ungleichung gilt:

1
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4.1 Graphische Darstellungen

4 Das Rechnen mit absoluten Betragen

4.1 Graphische Darstellungen

4.1.1. Es ist die Funktion f, gegeben durch den analytischen Ausdruck y = f(z) = |«
graphisch darzustellen!

1

Losung:

Nach Definition ist y = || > 0. Der Definitionsbereich ist das Interval[” —co < 2+ o0
und der Wertevorrat 0 < y < +00.

Es ergeben sich die beiden Halbgeraden mit den analytischen Ausdriicken y = —x fir
x <0 undy =z fir x > 0 als graphische Darstellung.

Y
Al

31

-3 -z 1T 2 3 x

Bild 9 E

4.1.2.e Es ist die Funktion f, die durch den analytischen Ausdruck y = f(z) = |x —
|z — 1|| gegeben ist, graphisch darzustellen.

4.1.3. Es ist die durch den analytischen Ausdruck |y—1| = 1—|z| vermittelte Zuordnung
im kartesischen Koordinatensystem graphisch darzustellen.

Losung:
Wegen |y — 1| > 0 sind nur den x € [—1;1] reelle y zugeordnet. Fir y < 1 ist
—(y —1) =1 — |x| und damit y = |x|.

Firy>1listy—1=1—|x
Firy=1ist z = £1.
Damit erhalt man

,alsoy =2 — |z|.

y = |x| mit dem Definitionsbereich —1 < x < 1 und dem Wertevorrat 0 <y < 1
y = 2 — |z| mit dem Definitionsbereich —1 < 2 < 1 und dem Wertevorrat 1 <y < 2.
Es ergibt sich damit folgendes Bild:

—

Z 4 T 2 X
-1

Bild 10

4.1.4.e Es ist die Funktion f, gegeben durch den analytischen Ausdruck y = f(x) =
||z| — 2|, graphisch darzustellen!

12Unter dem Definitionsbereich wollen wir im folgenden immer die groBte Menge verstehen, fiir die
der analytische Ausdruck f(x) noch sinnvoll ist.
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit
absoluten Betrigen

4.2 Bestimmung der Losungsmenge von Gleichungen und
Ungleichungen mit absoluten Betragen

4.2.1. Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, fiir die gilt:
lz — |z —1|| = -2z +1 (1)
Losung:
Angenommen: Jz(x € Rund |z — |z — 1]| = =22+ 1) : x.
Nach Definition gilt |zg — |xo — 1|| > 0, also ist auch —2z¢ + 1 > 0.

Aus —2z9 + 1 > 0 folgt 1 > 21 oder xy < 3. Man erhilt T = (—o0, 3.

Fur alle x € (—oo, %} gilt wegen (1)
e+ —1=2z—-1]=—(2x—1) alsogilt — 2z — 1) = -2z + 1
Wegen dieser Identitat ist L, =T
Probe: Alle reellen z, die der Bedingung —oco < z < % genligen, sind Losung der
Gleichung (1).
xo = %—p mit 0 < p < +oc in die linke Seite der Ausgangsgleichung eingesetzt, ergibt
1 |1 1| = 1 I _op| =2
9 p 9 p ~ |9 p—0D 5| = P| = 4P
Setzt man fiir x den Ausdruck % — p in die rechte Seite der Gleichung ein, so folgt
1
—2(2—p>+1:—1+2p+1:2p
Der Vergleich liefert 2p = 2p. Alsoist L =Ly =T.

4.2.2. Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, fir die die Ungleichung || < 5
gilt!

Losung:

Angenommen: Jz(z € R und |z| < 5) : zy.

Da fiir alle reellen z gilt || = | — x|, ist eine Fallunterscheidung notwendig.
1. Fall: Fur xy < 0 ist |zg| = —xg, also gilt —zo < 5 bzw. 2y > —5.

2. Fall: Fiir 7o = 0 ist || = 0, es gilt 0 < 5.
3. Fall: Fir zg > 0 ist |zo| = x0, also gilt ¢ < 5;

Man erhalt: L4 = (—5,5).

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man |z| = y; und 5 = y,, so erhalt man
folgende Bilder:

¥
b Vo
SEZEE
LN\ ]
5% -2 2 45 X
Bild 11 2
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit
absoluten Betrigen

4.2.3.e Es ist zu zeigen, dass die Ungleichung |z| < a fir alle reellen z € (—a,+a)
und fiir alle positiven reellen a gilt!

4.2.4 e Es ist die Losungsmenge L fiir folgende Ungleichung zu bestimmen: |z —3| < 4.
4.2.5. Es ist die Losungsmenge der Ungleichung |z| > x zu bestimmen!

Losung:
Es sei A = RR. Nach Definition des absoluten Betrages gilt fiir alle z > 0

2] = 2

Als Lésungen kamen damit nur alle reellen < 0 in Frage. Wegen |z| > 0 fir alle
reellen z < 0 sind diese offensichtlich auch Lésungen. Als Menge der Lésungen erhalt
man L = (—o0,0).

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man |z| = y; und = = ¥, so erhalt man
folgende Bilder:

Y1 Y1

o B T

5 2 J 75 § x
g ol

_z};
Bild 12

Wie man sieht, gilt fiir alle reellen x < 0 die Ungleichung y; > 5.

4.2.6.e Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, fiir die gilt:

> =
r+1 z+1
4.2.7. Fur welche reellen z # +1 gilt folgende Ungleichung

2] — 1

|

>

N —

1. Loésung:

1. Bestimmung der Losungsmenge L:

Angenommen: Jx (:l: e R\ {-1,+1} und Zﬂj > %) L X0.

Da beide Seiten der vorgegebenen Ungleichung mit 22 — 1 zu multiplizieren sind, ist
eine Fallunterscheidung durchzufiihren.

1. Fall: 23 — 1> 0. 2. Fall: 22 — 1 < 0.

Zum 1. Fall: Es sei #3 — 1 > 0, dann ist z3 > 1 und daraus folgt, \/;% > /1, mithin
’33’0‘ > 1.

Diese Ungleichung wird von allen reellen z erfillt, fir die z € (—o0,—1) oder z €
(1, 4+00) gilt.
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit
absoluten Betrigen

Fiir 22 — 1 > 0 folgt aus lzol =1 % nacheinander:

mg—l
2 af + 1
Awol -2 a3 =1 ool 2
Fir zyp > 0 folgt:
2
1
xo_%;— , 2wg > a8 + 1, 0> (29— 1)*

Das ist aber fiir xg # 1 eine falsche Aussage, also gilt nicht zy > 0. Fiir ¢y < 0 folgt:

x4+ 1 <_x%+1

-9 > 5 xo < 5 2x0§—x3—1, (:Eo—l—1)2§0

Diese Aussage ist aber fiir 2y # —1 ebenfalls falsch, also gilt nicht 3 < 0. Da sowohl
xo > 0 als auch zg < 0 nicht gelten und auch zy = 0 zum Widerspruch fiihrt, kann
der 1. Fall insgesamt nicht eintreten, ist also auszuschlieBen.

Zum 2. Fall: Es sei 23 — 1 < 0, dann ist 22 < 1 und daraus folgt —1 < zy < 1, also
Ty = (—1,1).

Fiir 22 — 1 < 0 folgt aus

— 2
sl ml-isy@en, el <

23 —1

>

N | —

Da nach Definition fiir zo > 0 gilt: |zo| = x0, folgt aus (1)

z3+1
2

T < und daraus

219 < a8 + 1 , 0 < (29— 1)*
Da beide Ausdriicke nichtnegativ sind, folgt weiter 0 < |xo — 1| und daraus

a) xp > 1, zg € [1,4+00) =T, und
b) ro <1, z¢g € (—OO, —1] = T5.

Der Durchschnitt von 7} und 75 ist leer und 77 N 15 = 17, da nach Voraussetzung

x # 1 ist. Andererseits ist nach Definition |z¢| = —x¢ fir zg < 0, also folgt aus (1)
241 241
—x < o+ und daraus Ty > —:CO;

und weiter (zg + 1) > 0. Da beide Seiten nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen
werden |z + 1| > 0 und daraus folgt

c) xg < —1, xg € (—o0, —1] =T}
d) g > —1, xyg € [-1,400) = T5

Der Durchschnitt von T} und T} ist leer und 77 NT; = T3, da nach Voraussetzung
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit
absoluten Betrigen

x # —1 ist. Man erhalt letztlich als Menge der moglichen Losungen der Ungleichung

z|—1
> 1Ly =(=1,1).

. . . xr|—1
2. Bestimmung der reellen z, fir die ‘cc2|—1 =1(1)

Aus (1) folgt |zo| = I‘%jl und daraus wiirde xy = +1 folgen. Diese Werte sind aber
nach Voraussetzung auszuschlieBen, so dass die Gleichung (1) fir kein reelles z gilt.

Damit ist riickschlieBend die Ungleichung zu verandern, und zwar gilt Lf;': > % fur alle
re(—1,1).

Probe: —1 < 29 < 4+1 bzw. xp = —1 + p mit 0 < p < 2 wird in die linke Seite der
Ungleichung sz)'j > % eingesetzt und man erhalt

|—14+p/—1
(-1+p)* -1 2)

a) Fir 0 < p < 1 folgt aus (1)
l—p—1 -1
pP—2p p-2

Dap <1, ist p—2 < 0. Durch Erweitern mit -1 erhalt man

—1 1
p—2 2-p
Der Vergleich zeigt in diesem Falle ﬁ > %
b) (1) ergibt fir 1 <p < 2
—1+p—-1 1
p(p—2) p

Da 1 < p < 2, ergibt der Vergleich > > 2

2. Loésung:
Es gilt (|z| —1)(|z|+1) = |z|> =1 = 2% — 1 fiir alle reellen z. Daraus folgt, da = # +1
ist,

|.7}0| —1 o 1

w3 -1 |wo|+1

- 1
2
Da |zg| + 1 > 0, erhalt man weiter
1
1>§(|$0|+1)> 2> |mo| + 1, 1> [z

Diese Ungleichung ist nach Aufgabe 4.2.3. der Ungleichung 11 < 2y < 1 aquivalent.
Man erhilt als Losungsmenge das Intervall (—1,1).

4.2.8. Es ist die Menge aller reellen = zu bestimmen, fiir die gilt:

1
3-|2—a| 214z (1)
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4.3 Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betragen

Losung:

Angenommen: 3z : (z € Rund 3 — |2 — z| > 1+ 3z) : 2.
Dann folgt aus (1) |2 — 20| < 2 — $y.

Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung erforderlich:

1. Fall: 2— 2o >0und 2 — 29 < 2 — L.
2. Fall: 2 =29 <0und 7g — 2 < 2 — 5.

Der 1. Fall liefert dann 0 < xy < 2, und der 2. Fall ergibt dann 2 < 2y < %. Somit
erhalt man fiir L4: Ly = {O, %}

Geometrische Veranschaulichung : Setzt man y; = 3 — |2 — z| und yo = 1 + %a: SO
erhalt man folgende Bilder:

Bild 13
Wie man sieht, gilt y1 > yo im Intervall {O, g]

4.2.9.e Es ist die Losungsmenge von folgendem Ungleichungssystem mit einer Variablen
zu bestimmen!

1
1—|1—2| <22 : §x+2>|x+1|

4.3 Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betragen

4.3.1. Es ist zu beweisen, dass fiir 2 beliebige reelle Zahlen x und y die Ungleichung
|2 +y| < ||+ [y| gilt!

Beweis:
Lasst man in Aufgabe 4.2.5. das Gleichheitszeichen zu, so gilt nach dieser Aufgabe
folgende Abschatzung:

lz| >+ und ly| > +y
Damit gilt auch
[ + [yl = £z +y)  mithin [z + [y] = |z +y|
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x und y das gleiche Vorzeichen haben.

4.3.2.e Man beweise, dass fiir 2 beliebige reelle Zahlen x und y |z +y| > || — |y| gilt!

4.3.3. Fiir alle reellen a,b,c,z,y, 2 mit a®> +b> 4+ ¢ = 1 und 22 + 3> + 22 = 1 gilt
lax + by + cz| < 1.

1. Losung:
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4.3 Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betrigen

Voraussetzung: a® +b*> + 2 =1
2> +y?+22=1;a,b,c v,z geeignet reell.

Behauptung: |ax + by + cz| < 1.
Beweis:
Nach Aufgabe 2.4.4. gilt fiir beliebige reelle a, b, c, x,y, z

(az + by + c2)* < (a® + 0% + ) (2* + ¢ + 27)
Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen werden.

Man erhalt
V0az —by — e2)2 < Va2 102 + 222 + y? + 22

und daraus

lax — by — cz| < Va? +b? + /2?2 + y? + 22
Da nun insbesondere
A+ +=1 und P4+ =1

erhalt man |ax + by + cz| < 1, wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn
a=x, b=y, z=codera=—x,b=—yund c = —z.

2. Losung:
Wir betrachten die Vektoren a = ai+bj+ct und b = zi+yj+ 28 Aus a®> +0* +c? = 1
bzw. ? 4+ y* + 2% = 1 folgt

la| = Va2 + b2+ 2 =1 bzw. o] = a2+ y2+22=1

a und b sind also Einheitsvektoren.
Aus der Definition des skalaren Produkts zweier Vektoren,

a-b=|al-|b]-cosp
folgt fir Einheitsvektoren, wegen | cos p| < 1,
1<a-b<1 (1)

Da a-b = ax + by + cz, folgt aus (1) unmittelbar |ax + by + cz| < 1.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn | cos p| = 1, das heiBt, wenn die Vektoren
gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, wenn also entweder a = b oder a = —b

gilt.
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5.1 Bestimmung der Losungsmenge

5 Ungleichungen mit Parametern

5.1 Bestimmung der Losungsmenge

5.1.1. Fir welche reellen x gilt 2px + 3 < 7, wobei p eine reelle Zahl (Parameter) ist?
(1)

Losung:

Angenommen: Jz(z € R und 2pz + 3 < 7) : x.

Dann folgt aus 2pzo + 3 < 7: pzy < 2. (2)

Da iiber p keine weiteren Voraussetzungen gegeben sind, ist eine Fallunterscheidung
durchzufiihren.

1. Fall: p=0.

Fir p = 0 ist jedes reelle x Losung der Ungleichung (1), das heiBt, die Losungsmenge
fallt mit dem Grundbereich zusammen, also mit der Menge der reellen Zahlen. Es ist
in diesem Fall L4 = R.

2. Fall: p > 0.

Fir p > 0 folgt aus (2) o < £ und man erhalt fiir diesen Fall L4y = (—oo, %)
3. Fall: p < 0.

Fir p < 0 folgt aus (2) zg > £ also L3 = (%7 +oo).

Probe:

1. Fall: Fir p =0 gilt 0 -z < 2 fir jedes reelle x.
2. Fall: % in die linke Seite der Ungleichung (1) an Stelle der Variablen = eingesetzt,
ergibt, da x < §

2
2pr + 3 < 2p—+3 ) 2pr +3 <7
p

3. Fall: 1%+ g mit 0 < g < oo in (1) an Stelle der Variablen z eingesetzt, ergibt

2
2p<p+q>+3:4+2pq+3:7+2pq

Da 2pq wegen p < 0 negativ ist, ergibt der Vergleich 7+ 2pg < 7.
5.1.2. Man bestimme alle reellen z, die der Ungleichung

xr  2p
-— <2 1
- (1)

genligen, wobei p eine positive reelle Zahl (Parameter) bedeutet!

1. Losung:
Angenommen: dx (:1: € R und % — %p < 2) D X.
Aus (1) folgt dann

:U% — 2p? -

o~ 2 (2)
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5.1 Bestimmung der Losungsmenge

Da fiir zp = 0 die linke Seite von (2) nicht erklart ist, sind bei der weiteren Lésung nur
noch zwei Falle zu unterscheiden:

1. Fall: g > 0.
Fir zo > 0 folgt aus (2) nacheinander

xs —2p* < 2pxy,  wE—2pmo+p?<3p’,  (v0—p)<3p’

und daraus
|20 — p| < [p|V/3 (3)

Da nach Voraussetzung p > 0, folgt fiir g — p > 0 aus (3) zo < p(1 + V/3).
Fiir 2o — p = 0 folgt xo = p und fiir zy — p < 0 folgt aus (3) zy > p(1 — V/3).
Man erhalt wegen o > 0 schlieBlich L4 = (0, p(1 + /3)).

2. Fall: xy < 0.
Fir xy < 0 folgt aus (2) nacheinander

vy — 20" > 2pro,  (vo—p)>>3p°,  |wo—pl > |plV3
Da nach Voraussetzung p > 0 und zo < 0 ist, gilt nur p — 2o > pv/3 und damit

zo < p(1 —+/3).
Man erhilt also Lo = (—o0, p(1 —+/3)).

Als Menge der moglichen Losungen von (1) erhalt man letztlich
Li= L UL = (0,p(1++3))U(—00,p(1—+3))

Probe: Setzt man p(1 + +/3) fiir 2: in (1) ein, so folgt, da = < p(1 + /3),

p T P p(1++/3) 1+v3  1+V3

p(1 —+/3) in (1) an Stelle der Variablen z eingesetzt, ergibt

v 2 _p=v3) 2 2(1 - V3)

T 2p<p(1—i—\/§)_ 2p (1+\/§)2—2_2+2\/§_2

p p p(1—+3)  1-V3

2. Losung:
Setzt man % =z, mitzg>0in % — 9271; < 2 ein, so erhalt man z —% < 2 und daraus
nacheinander

P2 —22-2<0, 22-2241<3, (2-12<3, |z—1<V3

Diese Ungleichung ist nach Aufgabe 4.2.3. der Ungleichung —v/3 < z —1 < /3
aquivalent, woraus dann 1 — V3 < z < 1 ++/3 folgt.

Wegen 2z = % gilt

p(1 —/3) < 2o < p(1 ++/3)
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5.2 Bestimmung der Losungsmengen von Ungleichungssystemen

Da 2y > 0 vorausgesetzt wurde, hat das Ungleichungssystem (4) die Lésungsmenge
Lay = (0, +(1 +v/3)).

Fir zp < 0 ist %:z<0, mithin gilt
22 —22-2>0 : lz—1] >3

und daraus folgt z < 1 — /3 bzw. © < p(1 — /3). Als Lésung erhalt man Ly =
(—00,p(1 —/3)) und letztlich als Lésungsmenge von (1):

L = (—00,p(1 = v/3)) U (0,p(1 + v/3))
5.1.3.e Es ist zu untersuchen, fiir welche  und unter welchen Voraussetzungen fiir p

die Ungleichung % — %p < 7 gilt!

5.2 Bestimmung der Losungsmengen von
Ungleichungssystemen

5.2.1. Es ist folgendes Ungleichungssystem zu losen, in dem p eine beliebige reelle Zahl
(Parameter) ist!

pr—2>x+1 (1
3—x p

— [

5 "2 (1)

Losung:

Angenommen: Jz(z € Rund pr —2 > x + 1) : 2.

Aus | erhalt man pzy — xy > 3 und daraus z(p — 1) > 3. Zur weiteren Losung ist eine
Fallunterscheidung notwendig.

1.Fall: p—1=0.
Aus p — 1 =0 folgt 0 > 3, also ist dieser Fall auszuschlieBen.

2.Fall: p—1>0.
Aus p — 1 > 0 folgt p > 1, und damit erhalt man alle die z( als Lésung, die der
Ungleichung = > ;% genligen.

3.Fall: p—1 <.
Aus p — 1 < 0 folgt p < 1, und man erhalt alle die z( als Losung, die der Ungleichung
T < p%l genugen.

Angenommen: dx (:U € R und 3%’” < g) S Yo.

Aus Il erhalt man dann 3 — yy < gp und daraus yy > 3 — %p.

Damit sind alle reellen x des Intervalls (3 — gp, +00) Losung von II, wobei p jede reelle
Zahl sein kann.

Es ist zu untersuchen, welches die Losungsmenge des Ungleichungssystems fir p > 1
ist.
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5.3 Gemischte Aufgaben

Fir p > 1 ist die Menge der moglichen Losungen von | L4y = (;%17 oo).

und die der Ungleichung Il L 4o = (3 — 32p, oo).
Losung des Ungleichungssystems sind alle die reellen x, die Elemente von L 41 und L 49
sind, die also Elemente des Durchschnitts von L 47 und L 45 sind.

3 5 3
Ly=|(—— 00]n(3-2 — (=
A (p—l’oo> ( 2p’oo> (p—1’°°>

Weiterhin ist die Losungsmenge fiir p < 1 zu untersuchen. Man erhalt analog

3 )
Ly=|—-0c0,—— |N[(3—=p,o0| =9
p—1 2

Die Probe moge vom Leser selbst durchgefiihrt werden.

5.2.2.e Es ist das Ungleichungssystem
I. p(x—3)>z—-3 : II. 2p+3)(xz—1)>(p—1)(z+2)

zu losen, wobei p eine reelle Zahl ist!

5.3 Gemischte Aufgaben

5.3.1. Es ist die Losungsmenge L der Ungleichung px(3 — x) > 7p — 5 zu bestimmen,
in der p eine reelle Zahl ist!

Losung:
Angenommen: Jz(z € R und pz(3 —x) > Tp —5) : xy.
Aus pz((3 — x¢) > 7p — 5 folgt nacheinander
3pwo—pri < Tp—5, —pri4-3pzo—Tp+5 > 0, pri—3pro+Tp—5<0 (1)
Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: p=0.
Fir p = 0 ist jedes reelle = Losung, d.h., die Losungsmenge fallt mit dem Grundbereich
(Menge der reellen Zahlen) zusammen.

2. Fall: p > 0.
Fir p > 0 folgt aus (1) nacheinander:

5 9 5 19 3\ 5 19
$g—3$0+7—5<0, $(2)—3LL’0+Z<Z;—Z, <I0—2> <5_Z
Da zy — % entweder nichtnegativ oder negativ ist, ist eine weitere Fallunterscheidung

durchzufiihren.

a) Istxo—%zo,dann istx0<%+ %—%_
b) Ist 2o — 3 < 0, dann ist zp < 3 — g_lzg_




5.3 Gemischte Aufgaben

Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, gilt ]% — % > (). Daraus
. 20
folgt fir p: p < 13-

F[er:%istxozg. Damit erhalt man im 2. Fall
3 5 19 3 5 19 20
Lpg=|-—\-——F,2 - — — bei 0, —
A2 (2 » 4,2+ » 4) wobei p€<,19]
3. Fall: p < 0.

Fir p < 0 folgt aus (1) nacheinander

5 9 5 19 3\2 5 19
x%—3x0+7—]—)>0, x3—3x0+1>5—z, ( >>

Da p < 0, ist auch 1% < 0, mithin ware beim Radizieren die Diskriminante D = g— 1
0 und die Wurzel nicht erklart. Also ist die Aufgabe fiir p < 0 nicht losbar.

Die Menge der moglichen Losungen der vorgegebenen Ungleichung ist demnach fiir den
Fall p=0
Ly =R

fiir den Fall p € [0, 23]

’ 19
3 5 19 3 5 19
Lp=(2— 2o+ 2=
2 p 4 2 p 4

5.3.2. Man bestimme die Lésungsmenge folgender Ungleichung: |1 — px| < p+ z. (p
beliebige reelle Zahl.)

Losung:
Nach Aufgabe 4.2.3. ist diese Ungleichung der Ungleichung

—(pta)<l—pr<p+zx

aquivalent.
Es ist also die Losungsmenge von folgendem Ungleichungssystem zu bestimmen:

I. —p—x:<1l—px , II. p+x>1—-pzx

Angenommen: Jx(z € Rund —p—ax <1—pz;p+x>1—px): x.
Formt man I. und Il. um, so erhalt man

pro—x0<1l+p , pro+x9>1—p

Die Losung erfolgt weiter analog der Aufgabe 5.1.3. Man erhalt, ahnlich wie dort,
nachstehende Falle:

Fir Ungleichung I
1. p=1 und damit L = R.
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5.3 Gemischte Aufgaben

2. p > 1 und damit L4y = (—oo, %).

3. p <1 unddamit Ls3 = (;%11’, )

Fir Ungleichung Il

1. p = —1 (dieser Fall ist auszuschlieBen).
2. p> —1 und damit Ly = (1;79,00).

3. p < —1 und damit L5 = (—oo ﬂ).

Als Menge der moglichen Losungen fiir das Ungleichungssystem erhalt man dann:
Far P = 1, LA = LA4.

Fir —1 <p < 41, La = L3N Lay.

Far p>1, Ljg= LN Lgy.

Firp < —1, Lqa = L3N Las.

Fir p = —1 ist die Aufgabe nicht I6sbar.
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

6 Goniometrische Ungleichungen

6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen
6.1.1. Es ist zu beweisen, dass stets sinx + cosx # 1,5 ist!

1. Losung:
Angenommen, es sei sinx + cosx = 1,5 fir ein x € R. Dann folgt

sinz+ 1 —sintz =15

Durch Ordnen und beiderseitiges Quadrieren erhalt man

3 1,25
sin?z — ismaﬂ— T =0
und daraus
) 3 n 1
Sin = — _—
T 16

Da der Radikand negativ ist, ist die Wurzel nicht erklart, die Aussage sinx = %:l:\/ 6
ist also sinnlos. Demnach ist die Annahme falsch, und es gilt sinx 4 cosx # 1,5
alle z € R.

2. Losung:

Mit y; = sinz und y, = cosx ist auch f(x) =y = y1 + ya stetiﬂ und periodisch mit
derselben Periodenlange wie y; und ys».

Wegen der Periodizitat von y (Periodenléange 27) kann die Untersuchung auf das In-
tervall [0,27) beschrankt werden. In einem abgeschlossenen Intervall nehmen stetige
Funktionen ihr absolutes Maximum bzw. Minimum an, welches bei dieser Losung er-
mittelt werden soll.

Diese absoluten Extrema konnen auch am Rand des Intervalls liegen, was allerdings in
diesem Fall nicht untersucht zu werden braucht. Aus iy = —sinx + cosz = 0 folgt
cosx = sinx und damit x; = 7 und xo = %ﬂ'.

Es gilt f”(z1) < 0, also liegt an der Stelle x; ein Maximum vor. Mithin gilt fir alle
x €19,27) f(z) < f(z1).

Wegen f(x1) = V2 < 1,5 folgt damit fiir alle z € [0,27) f(x) # 1,5 und, da
y = y1 + y2 periodisch ist, letztlich fiir alle reellen z € (—o0, 00).

Geometrische Veranschaulichung:

Setzt man sinx = y; und cos x = ¥9, S0 ist y = y1 +ys der analytische Ausdruck, durch
den die Funktion dargestellt wird, deren Bild man durch Superposition der grafischen
Darstellungen der Funktionen y; und y erhalt. Man erhalt folgende Bilder:

13"Enzyklopadie der Elementarmathematik”, Band Ill, Analysis; Berlin 1958 Seite 1795.
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

y
7 Yp=COSX  Ymsinx,
1
Y=Yit¥
-’2( i o X
-1
) -12]
Bild 14
3. Loésung:
Es gilt

(1 —sinz)*>0 und (1 —cosz)*>0

Da sinx und cosx nicht beide gleichzeitig gleich 1 sein konnen, ist wenigstens einer
der Summanden ungleich Null, folglich erhalt man nach Addition beider Ungleichungen

(1 —sinx)? 4 (1 — cosz)? > 0
und daraus
12sinz +sin?z +1 — 2cosz + cos® z > 0

Da sin?z + cos?z = 1, folgt weiter
: . , 3
3—2sinz —2cosz > 0, 2(sinz + cosx) < 3, SanZ+COS$<§

4. Losung:
Annahme, es gelte sinz + cosz = 1,5 fiir ein z € R. (1)
Durch beiderseitiges Quadrieren folgt aus (1)

sin?x + cos® z + 2sinw cos = 2,25 (2)

Da

2

sin®z +cos’z =1 und 2s8in x cosx = sin 2z

folgt aus (2) sin2z = 1, 25.
Das ist aber firr jedes reelle x eine falsche Aussage, also ist die Annahme falsch, und
es gilt die Behauptung:

sinx 4+ cosx # 1,5

6.1.2. Es ist zu beweisen, dass fiir jedes reelle x die Ungleichung gilt:
|sinz + cosz| < V2

Beweis
(sinz + cosx)? = sin®z + 2sin 2 cos x + cos® x (1)

Da sin?z + cos? x = 1, folgt aus (1)
(sina + cosz)? = 1+ 2sinxz cos w (2)
Wegen sin 2z = 2sin z cos z, folgt aus (2)

(sina 4 cosx)? = 1 4 sin 2z (3)
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

Da beide Seiten der Gleichung nicht negativ sind, kann aus (3) die Wurzel gezogen
werden, und man erhalt

|sinx 4 cos x| = V1 + sin 2z

Nun ist aber sin 2x fiir jedes reelle = kleiner oder gleich 1, also gilt
|sinz + cosz| = V1 +sin2z < V2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = 7 + 2km oder x = %ﬂ' + 2k ist,
wobei £ eine beliebige ganze Zahl ist.

6.1.3. Es ist zu zeigen, dass fiir beliebige, von Null verschiedene, reelle = gilt:
|tanz| + | cot x| > 2

Beweis:
Nach Aufgabe 2.1.2. gilt: Ist das Produkt zweier positiver reeller Zahlen gleich 1, so ist
die Summe dieser Zahlen nicht kleiner als 2. Da tanx cot x = 1, gilt

|tanz| + | cot x| > 2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = 7(2k +1) ist, wobei & eine beliebige
ganze Zahl ist.

6.1.4. Folgende Aussage ist zu beweisen:
Fir alle reellen x und y aus (O, %) gilt: tan x cot y ist groBer oder gleich 1 genau dann,
wenn sin(z —y) > 0.

Voraussetzung: sin(z —y) > 0; z,y € (0, g)
Behauptung: tanxz coty > 1.

Beweis:

Aus sin(z — y) > 0 folgt

sinx cosy — cosxsiny > 0 und daraus sinx cosy > cosxsiny

Dividiert man beide Seiten durch cos z sin ¢, dann folgt, da coszsiny > 0,

sin x cos _
7_1/ >1 und folglich tanzcoty <1
cosxsiny
Umkehrung:
Aus tanx coty > 1 folgt 222°%¥ > 1 und daraus
cosxsiny
sin x cosy > cos x siny , sinx cosy — cosxsiny > 0

und letztlich sin(z —y) > 0.. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z =y = 7.

6.1.5. Es ist zu beweisen, dass fiir alle reellen x € (0, ﬂ gilt:

tan® z + cos® rtan’ <1+ sin® z tan® x
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

Beweis:
Nach Voraussetzung ist sinx < g Daraus folgt nacheinander:

sinx cosx 2 2
7§£ , tangr:cosxg£

cosST 2 2
tan® 2 cos? z < 1 : tan? z(1 + cos® z —sin’z) < 1

woraus dann sofort die Behauptung folgt. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn

Y
5(3—4.

6.1.6. Es ist zu zeigen, dass fiir alle reellen x € {0, %} gilt

sinz + cosx > V2v/2sin zy/cos (1)

Analyse:
Wegen 2 sin z cos z = sin 2z, folgt aus (1)

sinz + cosx > vV4sin 2z

und daraus wegen = € [0, g}
(sina + cosz)! > 4sin2r  oder [(sinz + cos x)?]? > 4sin 2z (2)
Wie in Aufgabe 6.1.2. unter anderem gezeigt wurde, gilt
(sinz + cosz)? = 1 + sin 2z
daher erhalt man aus (2) weiter
(1 + sin 2x)? > 4sin 22
und daraus
sin? 2z — 2sin2z+1>0  mithin (sin2z — 1)* > 0 (3)

Die Ungleichung (3) ist fiir jedes reelle = eine wahre Aussage, sie kann daher als
Grundlage fir den Beweis von (1) genommen werden.

Beweis:
Es gilt (sin2z — 1)? > 0. Man erhalt daraus sin? 2z — 2sin 2 + 1 > 0 und weiter

sin? 2z + 2sin 2x + 1 > 4sin 2z , (sin 22 4 1) > 4sin 2z
Da sin2x + 1 = (sinz + cosz)? folgt weiter

[(sinz + cos x)?)* > 4sin 2z oder (sinz + cos z)* > 4 sin 2z (4)

s
12

sinz + cosx > vV4sin 2z

Nach Voraussetzung ist x € [O
gezogen werden:

}, daher kann aus beiden Seiten von (4) die Wurzel
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

Aus dieser letzten Ungleichung folgt dann sofort die Behauptung. Das Gleichheitszei-

i _
chen gilt genau dann, wenn = = 7.

6.1.7. Man beweise, dass fiir beliebige reelle x gilt:

DN | —
—~
'—l
N

sin x + costz >

Beweis:
Da sin?z + cos® x = 1 ist, folgt (sin?x + cos? z)? = 1. Daraus erhalt man

2 si 2
sin® z + costr =1 — 2sin’zcos’z =1 — 2sin CUQCOS 2 (2)

Wegen 2 sin z cos x = sin 2z, folgt aus (2)
sina 4+ costz =1 — 5 sin? 2z

Fiir jedes reelle z gilt sin? 2z < 1, daher folgt aus sin? 22 < 1 nach Multiplikation mit
1

2
1 1 1
3 sin? 2x < 3 oder —3 sin? 2x > —3
und nach Addition von 1 ] ]
1— 5 sin? 22 > D)

Mithin gilt letztlich

1
sin4x+cos4a::1—§sin22:v > 5

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = % + 2k ist, wobei k eine beliebige
ganze Zahl ist.

6.1.8. Es ist zu beweisen, dass fiir beliebige reelle = und y folgende Ungleichung gilt:
sin?x 4 sin®y > sinasiny + sinz + siny — 1 (1)
Analyse: Aus (1) folgt nacheinander

sin?z — sinzsiny + sin?y > sinz + siny — 1

2

sin“x — 2sinxsiny+sin2y > sinx +siny — 1 —sinxsiny

(sinz — siny)? > sinz +siny — 1 —sinasiny

Untersucht man die rechte Seite der letzten Ungleichung fiir sich, so erhalt man aus
sinz +siny — 1 —sinxsiny

sinz +siny — 1 —sinzsiny = sinz(1 —siny) — (1 —siny) = (1 —siny)(sinz — 1)

Da 1 — siny fiir alle reellen y stets nichtnegativ und sinx — 1 fiir alle reellen x stets
nichtpositiv ist, folgt,
(1 —siny)(sinz —1) <0
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6.2 Bestimmung der Lésungsmenge

Da (sinz — siny)? > 0 fiir alle reellen = und y ist, kann beim Beweis von folgenden
gesicherten Aussagen ausgegangen werden:

(sina — siny)? >0 und (1 —siny)(sinz —1) <0

Beweis:
Man geht aus von

(sinz — siny)* >0 und — (1 —siny)(sinz —1) > 0
Durch Addition beider Ungleichungen erhalt man:
(sinz — siny)? — (1 — siny)(sinz — 1) > 0

und daraus folgt

2

sin“x — QSinxsiny—i—sin2y —sinx 4+ 1 +sinzsiny > 0

woraus sofort
sin? x + sinQy >sinzsiny +sinz +siny — 1

folgt. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = y = 5 + 2k ist, wobei £ eine
beliebige ganze Zahl ist.

6.2 Bestimmung der Losungsmenge
6.2.1. Man bestimme alle reellen z, fir die sinx + cosz > 1 gilt!

1. Loésung:

Da bei goniometrischen Ungleichungen die Variablen auch fiir Argumente trigonome-
trischer Funktionen stehen und diese periodisch sind, gestattet es deren Periodizitat,
unsere Betrachtung zunachst auf das entsprechende Periodenintervall zu beschranken.

Angenommen: Jz(x € [0,27] und sinz 4 cosx > 1) : z.

Aus
sin xg + cosxg > 1 folgt sinzg + 1 —sin®xy > 1

Durch Ordnen und beiderseitiges Quadrieren erhalt man

1— sin2:c0 >1— 2sinx + sin? o

und daraus

sin? xg — sinzg < 0 oder sinzg(sinzg — 1) <0

Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig:

1. Fall: sinzg > 0 und sinxg — 1 < 0.
2. Fall: sinxzg < 0 und sinzg — 1 > 0.
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Der 2. Fall ist auszuschlieBen, da sinzy — 1 stets negativ oder Null fiir jedes reelle x
ist.
Zum 1. Fall: Im Periodenintervall [0, 27) folgt aus sinxg > 0: 0 < g < 7.

Fir alle reellen z gilt stets sinx — 1 < 0, deshalb ist die Losungsmenge enthalten in
LAl = [O,ﬂ'].

Die Probe zeigt, dass aber nur alle reellen z € [O, g} Losungen sind, da fiir alle reellen
x € {%,W] cosx <0 ist.

Bei der Bestimmung der allgemeinen Losungsmenge muss die Periodizitat beachtet
werden. So sind nicht nur alle reellen z € {0, g} Losung der vorgegebenen Ungleichung,

sondern auch alle reellen x € [27, gﬂ und weiterhin alle die Intervalle, die man erhalt,

wenn man zu jedem reellen = € [O, g} 2km addiert.
Allgemein erhalt man:

L= [%w, ;T + ka] . (k beliebig ganze Zahl)

2. Losung:
Angenommen: Jz(z € R und sinx + cosz > 1) : x.
Aus sin xy + cosxg > 1 folgt

sin? To + 2sin xgcos g + cos? ro > 1

und daraus 1 + sin 2xy > 1, mithin sin 229 > 0. Im Periodenintervall [0, 27) folgt aus
sin 2zg > 0

0<2xy<m und daraus 0<xy < 72T
also L4 = [0, g} und allgemein
Ly= {2]@7?, ;T + 2km|, (k beliebig ganz)

6.2.2. Fiir welche reellen x gilt v/3sinz + cosz > /27 (1)

Losung:

Da die linke Seite von (1) groBer als V2 sein soll, sind nur reelle Losung, die der
Bedingung 0 < z < 7 genligen, wobei also zunachst nur die Untersuchung im Intervall
[0, 7] durchgefiihrt wird.

Angenommen: 3z(z € [0, 7] und V3sinz + cosx > v/2) : xo.
Aus (1) folgt dann

3 2
sin xo + \/3_ cos Tg > \/; (2)

Man fiihrt nun die reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 7 und tan ¢ = § ein, also folgt aus (2)

V2
sinzg + tan g cosxg > —=
V3

14Siehe auch die graphische Darstellung der Aufgabe 6.1.1.
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Nach Multiplikation mit cos ¢ folgt wegen cos¢ > 0
V2
V3

Da tan p = i erhdlt man fir ¢ = ¢ und deshalb fir

sin xg cos ¢ + sin ¢ cos xg > cos ¢

Cos Y = cos— f\/_

also ist

1
sin x( cos g + sin 76r cos xg > 5\/5

Nach Anwendung des entsprechenden Additionstheorems folgt
sin (330 + ) > \/_
Aus sin (xo + %) > % folgt wegen %\/5 = sin §

T T 3
— <zt =<-T7

4 6 4
und daraus
T 7r< <3 T d letztlich 7T< <7
- — = T — — n ztli — —
R T K 12 S0 17

Wegen der Periodizitét folgt, dass die vorgegebene Ungleichung fiir alle reellen
( + 2k, 127? + 2k7r) gilt, wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.

6.2.3.¢ Man bestimme alle reellen z, fiir die folgende Ungleichung gilt:

COS T COS 3T > COS DT cos Tx
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7 Losungen und Losungshinweise

Im folgenden findet der Leser die Losungen der in den einzelnen Kapiteln gestellten
Ubungsaufgaben. Dabei ist die Mehrzahl ausfiihrlich geldst.

Bei Aufgaben, die sich in ihrer Problematik kaum von den in den einzelnen Kapiteln
behandelten unterscheiden, ist nur der Losungsweg skizziert und die Losung angegeben.

Bei der Bestimmung der Losungsmenge wird die Annahme, dass eine Losung existiert
nicht mehr gesondert formuliert. Um aber dem Leser diese wichtige Annahme bewusst
zu machen, werden stets die Ungleichheitsaussagen mit der angenommenen Losung
(0, yo oder zp) umgeformt.

Zu 2.1.3.
Voraussetzung: x > 0 beliebig reell.

Behauptung: x + % > 2.
Beweis: Es gilt
(2-1)°>0 (1)
Aus (1) folgt
2 —2r4+1>0 und daraus 22 +1> 2

und nach Division durch z, da z > 0

1
T+ —>2
T

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = 1.

zu 2.2.3.

Voraussetzung: 1 < 1, x5 > 1 mit x1, x2 bel. reell.
Behauptung: x1 + 29 > 129 + 1

Beweis: Aus z1 < 1 folgt 21 — 1 < 0 oder

1-— I 2 0 (1)
Aus 9 > 0 folgt
29 —1>0 (2)

Das Produkt zweier nichtnegativer Zahlen ist ebenfalls nichtnegativ, also gilt: (1 —
x1)(zg — 1) > 0 und daraus

$2—1—$1$2+LE120 oder $1+$223§1$2—|—1

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x1 = 1 oder x5 = 1 oder x1 =, 2_1,

Zu 2.2.5.

Voraussetzung: z1%s...x, = 1, 1,29, ..., z, bel. positive reelle Zahlen.

Behauptung: z; + 22 + ... + 2, > 1

Beweis:

1. Die Ungleichung ist richtig fir n = 3 (nach Aufgabe 2.2.4.) und wie man leicht
nachweisen kann auch fir n = 2.
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2. Die Ungleichung gelte fiir eine beliebige natiirliche Zahl k > 3. Es ist zu zeigen, dass
sie dann auch fiir den Nachfolger & + 1 richtig ist,

Dabei sind 2 Falle zu unterscheiden:

1. Es seien alle Faktoren gleich 1. Dann ist ihre Summe sicher gleich n.
2. Mindestens ein Faktor sei ungleich 1, dann gibt es sicher einen Faktor, der kleiner
und einen der groBer als 1 ist.

O.B.dA. sei 1 < 1 und xxy1 > 1, dann ist 1 - xx41 - T2...x = 1. Setzt man
r1Tp = ¥, so folgt
y-$2'$3-...-xk:1

und es gilt
y+axo+axs+...+xp >k

Dazi+...+2pp1 =y +x2+ ...+ 2, —y+ 21 + 2441 ist, gilt

y+oo+ ..ty —ytrrt g 2kt -yt 2kt 14+ —y+a—1
>k+1+mzp — 12+ — 1
Zk+1+($€k+1—1)<1—$1)

Da z; < 1und zg4q > 1, ist (zg41 — 1)(1 —21) > 0. Es gilt also '
1+ o+ > k+ 1+ (o — 1)1 —21) > k41

Das Gleichheitszeichen gilt also genau dann, wenn alle Faktoren gleich 1 sind.

Zu 2.3.1.
Voraussetzung: aq, as, ..., a, beliebige positive reelle Zahlen;
Behauptung: ®Fextettn > /g " ay - a,

In der Aufgabenstellung wird gefordert, den Beweis fiir nichtnegative reelle Zahlen zu
fihren. Wegen der anschlieBenden Division durch {/a; - a3 - ... - a, missen die a; aber
samtlich positiv sein. Es ware also die Untersuchung fiir den Fall, dass mindestens eines
der a; gleich Null ist, gesondert zu fiihren. Das ist aber trivial, da dann der Radikand
in der Behauptung Null ist und damit die Behauptung erst recht gilt.

Beweis a)
Es sei {/aj-az-...-a, = g dann ist
M2 8 mithin 222y
g 9 9 g 9 9
Nach Aufgabe 2.2.5. gilt dann
@ @
9 g

und daraus folgt

ar+as + ... +an
n

a1+ as+...+a,>n-g oder
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und letztlich gt o+
a1+ as+...+a
! 2 nZ(/al-ag-...-an
n
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a; = as = ... = a,.
Beweis b):

1. Die Behauptung gilt fir n = ng = 2: 4% > | /aja,.
Beweis: Aus (a; — ap)? > 0 folgt

a% — 2a1a9 + a% >0 , a% + ag > 2a1a9
und daraus nach Addition von 2ajas
2 2
ai + 2a1az + a5 > 4ajas

und weiter

a1 + as

5 > \Jaias

2. Die Behauptung gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen n > n — 0. Wir nehmen an,
die Behauptung sei fiir n = m wahr und zeigen, dass dann die Richtigkeit fiir die
nachfolgende natiirliche Zahl m + 1 gilt.

Es wird zuerst folgender Hilfssatz bewiesen:

ar + az)? > 4ayay, a1 + ay > 2\/ajaz,

Ist die Behauptung fiir n = m giiltig, so gilt sie auch fir n = 2m.
Beweis:

WAy - ... Aplp_1 ... A2y = ’{/\/al e ApQpy—q " ..t A2,
= '\'/\/alazv(l:’)azl Tt/ G2m—102m

Da die Behauptung fiir n = m giiltig sein soll, gilt

T/M\/@' “\/Q2m—102m < VAL R VA e sV
m—1U2m >

m

folglich

m
Wie gezeigt, gilt die Behauptung fiir n = 2, daher ist eine weitere Abschatzung moglich:

ai+az + as+aq + + a2m—1+0a2m
o) —_——

2m,/a1_”'.a/2m§ 2 2

m

Daraus folgt:
aq + ...+ ao2m

2m

maq ... Aoy <

Da die Richtigkeit der Ungleichung fiir n = 2 nachgewiesen wurde, kann der Hilfssatz
fir m = 2 angewandt werden. Dann gilt die Behauptung auch fiir n = 4. Weiterhin
wird der Hilfssatz fiir m = 4 angewandt, also gilt die Behauptung fir n = 8 usw.
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Es ist also zu zeigen, dass die Ungleichung allgemein fiir 2P gilt, wobei p eine beliebige
naturliche Zahl > 1 ist.
1. Die Richtigkeit der Behauptung fiir p = 1 wurde gezeigt:

a1 + as

5 > \/a1as

2. Die Ungleichung sei richtig fiir ein beliebiges p = k. Durch die Anwendung des
Hilfssatzes folgt dann sofort

n—= 2k L9 = 2k+1
Damit gilt die Ungleichung fiir alle Zahlen der Folge
ol 92 93 . 9P

Es gilt nur noch zu zeigen, dass die Ungleichung auch fiir alle natiirlichen Zahlen gilt,
die nicht in dieser Folge vorkommen. Um das zu zeigen, wird eine natiirliche Zahl k so
bestimmt, dass n < 2F = r gilt. (Diese Ungleichung gilt sicher fiir k = n).

—= ”‘\7/(CL1 L an)'r — \7/(a1 e an>% — \/’/(a’l . an):l_'_r;n
= \T/al...an . (a1 et an)%

Da fiir » = 2* die Ungleichung gilt, erhalt man folgende Abschatzung:

vai ... ap =

a1+ ...+an+ (r—n)Yar - .- a,

\T/al...an (ay . an) T .

IA

Also gilt
a;+ ...+ a,+ (r—n)ar - ay
r

...y =<
und daraus folgt

ryfayc.can <ar+ ...t a,+ (r—n)Ya .. ay,
N\/ai - ...~y < ay + ... +ay

a1+ ...+a
/a]l.”_.a/nS#

Zu 2.3.3.
Voraussetzung: a, b beliebige positive reelle Zahlen, n, m beliebige nichtnegative ganze
reelle Zahlen, m < n.

Behauptung: n"(a™b" ™) < [am + b(n — m)]"
Analyse:

nvVambn=m < am + b(n —m)

- n
n Summanden
< at+a+..+a+b+..+0b

a-...-a b-...-b <
—_——— N—— n
m Faktoren n—m Faktoren
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Beweis:

Nach Aufgabe 2.3.1. gilt: Das geometrische Mittel beliebiger nichtnegativer reeller Zah-
len ist kleiner oder hochstens gleich dem arithmetischen Mittel aus diesen Zahlen.
Also gilt:

n b - n
Vampn—m < am + b(n — m) , nvambr—m < am+ b(n —m)

n

und weiter
n"(a™b"") < [am + b(n —m)]"

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b ist.

Zu?24.1.
Voraussetzung: x,y > 0 beliebige reelle Zahlen.
Behauptung:
1) 1\? z+ 2 \?
(J:Jr) +<y—|—> Z2< y+ )
x Y 2 x+y
Beweis:

Formt man zunachst jede Seite fiir sich um, so erhalt man

() (5 =[]

x Y 2(x +y)

und daraus

x4—|—2x2+1+y4+2y2—|—1 S (x+y)t+8(x +y)*+ 16
x? y? B 2(z +y)?

Durch Analyse dieser Ungleichung findet man die zum Beweis notwendige wahre Aus-
sage:

22y (2 = y*)? + 202 — ) + day(z — y)? > 0
Durch Umkehrung der bei der Analyse angewandten Schlusskette folgt dann daraus

(' + 20 + )y’ + (y* + 29 + D)a® _ (e +y)* +8(x +y)° +16
;Ij2y2 - 2($ + y)2

und weiter
ot 222+ 1y 422+ 1 [(x+y)? +4)?
2 + 2 > 2
y 2(z +y)

X

Durch weitere Umformung erhalt man

AR ETS.

und nach Erweiterung mit 2 letztlich

1)\2 1\2 T+ 2 \?
<x+> +<y+> 22( LA )
x Y 2 r+y
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Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = y ist.

Zu 2.4.3.

Behauptung: /22 + 43 + \/x% +y3 > \/(Il + 22)% + (y1 + 12)?
Beweis: Es gilt

(z1y2 — 12y1)? > 0
Daraus folgt
TiYs + 25y > 2217911

und nach Addition von z%23 + y3y3
2175 + 2TYs + Yis + Yty > 1iws + 2313y + YTYs
(27 + 7)) (23 + 43) > (122 + y132)°

Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen werden,
und man erhalt:

Va2 + g3 Jad + y3 > aizs + yie
und daraud™

2y/a% + yRyd + 3 = 212 + i)
und nach Addition von 23 + y3 + 7 + 3%

P+ 2\/1:% + y%\/x% + 3+ a5 ys > 2yt + 2(xwe + yiy2) + 15+ s

\/331+Z~/1+\/l’2+3/2 (x1 + x2) +(Z~/1+y2)2

Beide Seiten der Ungleichung sind nichtnegativ, daher kann die Wurzel gezogen werden
und man erhalt letztlich,

woraus folgt

Vit +yi + Va3 + 43 > (@1 +22) + (1 +1)?
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x1 : x5 = y1 : 9.

Zu 2.4.6. Die fir den Beweis der Aufgabe 2.4.5. notwendige Ungleichung.

1 N 1 n 1 - 1
3k+2 3k+3 3k+4 k41

erhalt man durch folgende Analyse:

| 1 1
T Torg s o A B VA
1 1 1 1
S T SV B s BT (S B
1 1 1 1
YT kTl 3k+2 3k+3 3k+4
1 1 1 1

“3kt2 3k+3 3hid kol

15Der triviale Fall 2122 + 3192 < 0 braucht nicht untersucht zu werden.

61



Losungen

Es ist weiterhin zu untersuchen, ob fiir alle positiven reellen Zahlen £ gilt: = > 0; denn
nur dann gilt

| 1 1 1
Y=g t2 T 3k+s 3k+d ka1l
und damit
1 1 | |
Sk+2 3k13 Bktd kil
Es gilt

6k 4 6 - 6k + 6
9k? + 18k +8 = 9k? + 418k + 9
fir alle reellen k£ > 0. Aus dieser Ungleichung folgt dann:

1 1 1 1
>
Sk+2 3k+d  3k+3  3%k+3
und daraus nach Addition von 3Tl+3
1 + ! + ! >3 Lo 1
3k+2 3k+3 3k+4 3k+3 k+1
Zu 2409,
Aus ¥/nl > y/n (1) folgt n! > v/n"™ (2) und daraus

(n)* > n" (3)

Da die Schritte in der Schlusskette umkehrbar, sind die Ungleichungen (1) und (3)
aquivalent. Es gilt also zu beweisen, dass (3) gilt, damit gilt dann auch (1).

1. Die Ungleichung (n!)* > n™ gilt fiir ein spezielles n = ng = 2: (21)? =22, 4 = 4.

2. Die Ungleichung (3) sei fiir n = k richtig, das heiBt es gelte (k!)? > k.
Es ist zu zeigen, dass sie dann auch fiir den Nachfolger von k fiir k£ + 1, richtig ist, also
aus

K>k kD) > (k+ DM folgt.

Beweis:
(k)% > k¥ ist aquivalent der Ungleichung

(1-2-.-k)?*>k-..-k (4)
und [(k + 1)1]? > (k + 1)**! ist 4quivalent
(12 k- (E+1)2>k+DF (k+1) (5)
Multipliziert man (4) mit folgender Ungleichung
Kk +1)% > (k+ 1"k + 1) (6)

so folgt (5).
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Es gilt also zu zeigen, dass (6) fir jede natirliche Zahl richtig ist, dann kann aus (4)
mit Hilfe von (6) die Ungleichung (5) gefolgert werden.

Hilfssatz: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt
n"(n+1)2>n+1"(n+1) (7)

Beweis:
Aus (7) folgt durch aquivalente Umformungen nacheinander

1’[’L

Wnt1)> (41 na1s 0D
n'I’L
1\" 1

n+12<n+ > ,  n+l1>1+-)"
n n

Nun ist aber lim (1 + l)n = e, wahrend n + 1 fiir n — oo uber alle Grenzen wachst,
n—00 n

1 n
n+12<1+>
n

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn n = 1 ist.
Damit ist gezeigt, dass die Ungleichung (6) fir jede beliebige natiirliche Zahl n > 1
gilt. Multipliziert man (4) mit (6), so gilt:

also gilt

(1-2 k)2 (k1) > K+ Dk + 1)
[1-2- . k(k+1]?> (k4 1)
[(k+ 1) > (k+ 1)

Damit sind die Bedingungen 1. und 2. erfiillt, folglich ist die Gultigkeit von (1) wegen
Aquivalenz mit (3) firr jede natirrliche Zahl n > 2 bewiesen. Das Gleichheitszeichen
gilt genau dann, wenn n = 2 ist.

Zu 2.4.10.

Voraussetzung: x,y beliebige natiirliche Zahlen mit x > y.
Behauptung: (”;)2 < @;)
Beweis:

Setzt man in (8) (Z) 4+ (2) (8) = (“:b) a = b= x und n = 2y, dann erhalt man

)= O) O - () ()0
()") =)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn y = 0 ist.

Zu 2.4.11.

63



Losungen

a) Die Ungleichung ”T” > % %H kann wie folgt umgeformt werden:
=0

n+ 2 1 1
>14+ -4+ ...+ — 1
2 +2+ +n+1 (1)

1. Die Ungleichung gilt fiir ein spezielles n = ny = 2.

2>1+1+1—11
2 3 6

2. Die Ungleichung sei fiir eine natiirliche Zahl n = k > ny richtig, es gelte also

k+2>1+1+ + !
2 2 k41

Es ist zu zeigen, dass (1) dann auch fiir den Nachfolger von k gilt, dass also folgt:

éié>1+1+ +1+ L + L
2 2 7k k+1 k42

Da % > k%rz fur jede natiirliche Zahl k gilt, und da Ungleichungen gliedweise addiert

werden kénnen, folgt aus (1):

k+2+1>1+1+ + L + L
2 2 2 k+1 k42
k+3>1+1+ — L + L

2 2 7 k+1 k42

Damit gilt fir jede natiirliche Zahl n > 2 die vorgegebene Ungleichung

b) Setzt man in

(14+a)(1+az)...(l—ay) >14+a+..+a, (2)
fur a; = lil (i =1,...,n), so folgt
1 1 1 1 1
1+ ({1+=z].(1l+—=]>14+=-+ ..+ ——
(trg) (reg) (o) =gy
und daraus
3 4 5 n+1 n+2 LI |
°.2.2. >3
4 3 4 n n+l o+l
letztlich also '
n—+ 2 " 1
2 —oxr+1

Die Ungleichung (2) beweist man sofort durch Ausmultiplizieren der linken Seite:

l1+a1+...4a, +a1a9+ ... +ap_1a, +...+ay...ap, >14+ay1+as+ ... +a,
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Zu 3.1.2 5 .
Zx—1+6x>4(x+2) (1)

Aus %xo — i + 6xo > 4(xg + 2) folgt nacheinander
3xrg — 14 24x9 > 16(%0 + 2) , 27T — 1 > 1629 + 32

zo € (3,00).

Probe: o = p+3 mit p > 0 in (1) eingesetzt und die beiden Seiten fiir sich betrachtet,
liefert

S Loy = Ty = TS
und
4(p+3+2)=(p+5)4:4p+20:@j80
Vergleich: 272580 > 10p 50,
Zu 3.2.2.
I 6-3z<5—6x, II. $;3<x11, 11, z>2+1

Der Grundbereich A umfasst alle reellen Zahlen.
Aus |. folgt zy < —%, also zg € (—oo, —%) =1Ti.
Aus |. folgt yo < —5, also yy € (—o0, —5) = Ts.
Aus Ill. folgt zp < —1, also 2y € (—o0, —1) = T5.
Man erhalt: Ly = (T1 NTy) N T5 = (—o0, —5).

Zu 3.2.3. ] ]

I §x+§>4x—1, II. 43 <4(z+6)
Aus . folgt 2y < %, also zg € (—oo, % =1T1.
Aus Il. folgt yo > —7, also yg € (—7,00) = Tb.

La=TiNnT,=(-7,5).

Zu 3.2.4.

3 1
I. 2(x+5)>T7x+3, I1. 5:1:—7<1:1:+10, II1. x—1>§(:1:—|—5)

Aus |. folgt 2y < % also x( € (—oo, %) =1T1.

Aus Il. folgt yo < 4, also yg € (—00,4) = Ts.

Aus ll1. folgt zy > 7, also 2y € (7, 00) = T5.

Daraus folgt fiir La: La = (Th1NT)NT5 = 2.

Man erhalt als Durchschnitt die leere Menge, d. h., es gibt kein = € R, welches alle 3
Ungleichungen gleichermaBen erfiillt.

Zu 3.2.5.
I. 15z+13>12x+ 1, IT. 10x 46 > 4(xz — 3)
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Aus |. folgt zy > —4, also z¢ € (—4,00) = T1.
Aus Il. folgt yo > —3, also yg € (—3,00) = Tb.
LA = T1 ﬁTQ = (—3,00)
Zu 3.2.6.

’ 11 7

5
I. ~+-a<z—- I 2@-3)<z-
3+2:c_9: & 2(90 3)<xz—3

Aus |. folgt xy > 3, also x € [3,00) = T1.
Aus 11. folgt yo < 3, also yg € (—o0, 3] = Ts.

LA :T1 HTQ = [3,00) ﬂ(—OO,?)] = {3}

Der Durchschnitt enthalt nur ein Element und, wie die Probe zeigt, genligt dieses auch
beiden Ungleichungen.

Zu 3.3.2.
1. Loésung:

ot 4102 4 3522 4+ 50z + 24 = (z + 1)(z + 2)(z + 3)(z + 4)

Es sind also alle reellen = zu bestimmen, fir die (x +1)(z+2)(x +3)(z +4) < 0 gilt.
Dabei sind 2 Falle zu unterscheiden:

L. Fall: (zg+1)(zo+2) >0, (zo+3)(zo+4) <0
2. Fall: (zg+1)(zo+2) <0, (xg+3)(xg+4) >0

Es sei (zg+ 1)(zo +2) > 0, dann sind 2 weitere Fille zu unterscheiden:

la)zg+1>0,20+2>0
Ib) zg+1<0,20+2<0

1a) Aus o + 1 > 0 folgt 29 > —1, d.h. z € (-1, 0).
Aus 2y + 2 > 0 folgt xp > —2, d.h. x € (=2, 00).
Aus 1a) erhilt man 77 = (—1,0).

1b) Aus 2o+ 1 < 0 folgt xp < —1, d.h. z € (—o0, —1).
Aus 2o+ 2 < 0 folgt 9 < =2, d.h. x € (—o0, —2).
Aus 1b) erhélt man Ty = (—o00, —2).

Fir (zo + 3)(zo +4) < 0 sind ebenfalls 2 weitere Falle zu unterscheiden:

Ic)xg+3>0,20+4<0
1d)$0—|—3<0,l’0+4>0

1c) Aus zg + 3 > 0 folgt g > —3, d.h. z € (=3, 00).
Aus zp +4 < 0 folgt 9 < —4, d.h. z € (—o0, —4).
Aus 1c) erhélt man T5 = @.

1d) Aus xo + 3 < 0 folgt zy < —3, d.h. z € (—o0, —3).
Aus 2o+ 4 < 0 folgt o > —4, d.h. x € (—4, —0).
Aus 1d) erhalt man T, = (—4, —3).
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Fir den 1. Fall erhalt man folglich:
Ly=(T1UTy)N(T3UTy) = (—4,-3)
Analog erhalt man nach der Untersuchung des 2. Falls:
Las=(-2,-1)

Und letztlich
Lao=Ls1 ULy = (—4, —3) U (—2, —1)

2. Losung:
Setzt man y = ‘(z + 1)(x 4+ 2)(z + 3)(x + 4), so erhalt man folgendes Bild:

Bild 15

Es sei y = (v + 1)(z + 2)(z + 3)(z + 4) der analytische Ausdruck, durch den die
Funktion f dargestellt wird. Dann ist f eine ganzrationale Funktion 4. Grades und
deshalb tberall stetig. Daher ergibt die graphische Darstellung dieser Funktion notwen-
dig den skizzierten Kurvenverlauf, und es gilt = < 0 fir alle z € (—4,—3) und alle
xr € (—2,-1).

Zu 3.4.2,
Bestimmung der Losungsmenge folgender Ungleichung:

T+ 3

T +/r—Vr+2

> 1

Losung:
a) Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, kdnnen nur solche reellen
x Elemente der Losungsmenge sein, die folgendem Ungleichungssystem genligen:

I. 242>0 , II. 2—2+2>0

Aus |. folgt xy > —2, also xy € (=2, +00) = T1. (1)

Aus Il. folgt xg > v/zo +2 (2)

Da die rechte Seite von (2) nichtnegativ ist, muss z( ebenfalls nichtnegativ sein. Es
gilt also zg > 0.

Fiir 29 = 0 folgt aus (2) aber 0 > /2, also muss ¢ > 0 sein, d.h. g € (0, +00) = Tb.
(3)

Unter dieser Voraussetzung konnen beide Seiten von (2) quadriert werden, und man
erhalt

1N _ 9
22 > 1o+ 2 und daraus (xo — 2) > 1 (4,5)
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Da beide Seiten von (5) nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die Wurzel gezogen
werden. Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden:

1. Fall: 2o — £ >0

ergibt x¢g > 5 und damit z( € E, oo) =Tj.
1
2

1
2

Fir xg — 5 > 0 folgt aus (5) zp — % > % und daraus xg > 2, d.h. xg € [2,+00) = T}.
2. Fall: zp — 1 <0

fiihrt zu 2y < 5 und aus (5) folgt unter dieser Voraussetzung zo < —1.

Das fihrt aber mit (3) zum Widerspruch, also scheidet der 2. Fall aus. Man erhilt
somit:

T = [(Tl N TQ) N T3] NTy = [2, —|-OO)

Analog wie bei Aufgabe 3.4.3. brauchen die Nullstellen des Nenners nicht bestimmt zu
werden.

b) Bestimmung der Lésungsmenge:
Man erhalt dann aus

xo+ 3
0 > 1 : a:0+3>950+\/x0—\/1:0+2 (6)
IQ-I-\/(BQ—\/l‘O—FQ

und daraus 3 > \/xo — Vo + 2.

Da beide Seiten positiv sind, kann quadriert werden, ohne dass sich das Ungleichheits-
zeichen andert:

9> 20— Vg +2 , VIo+2>x0—9 (7)
Zur weiteren Losung von (7) ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: Aus (7) folge nach dem Quadrieren xg + 2 > (29 — 9)? (8a)
2. Fall: Aus (7) folge g + 2 < (z9 — 9)? (8b)
3. Fall: Aus (7) folge nach Quadrieren zo + 2 = (zg — 9)?, dann ist

1
v =5 £ V5 (8¢)

1. Fall:
Aus zg + 2 > (29 — 9)? folgt nacheinander

19\? 45
Ty + 2 > x5 — 18z + 81, x3 — 1929+ 79 < 0, (:);0—2) <7

Da zg — 1—29 entweder nichtnegativ oder negativ sein kann, ist eine weitere Fallunter-

scheidung notwendig.
a) xg — % > 0, dann gilt
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Fir 29 — & > 0 folgt aus (9) nacheinander

19 _ 3v/5 _ 19+ 35
Tp— — < —— Ty < —————
0" 5 ; 0 5
und daraus wegen (10) z € [129, 19*;’\/5) (11)
b) Es sei x¢ — % < 0, dann ist 2y < 1—29 also x¢ € (—oo, 12—9) (12)

Fir 2o — 2 < 0 folgt aus (9) nacheinander

19 35 19 35

— 7< —_—
$0—|—2 9 , $0>2 5

und damit wegen (12) x € (19_23‘/5, 129> (13)

Ungleichung (8a) und damit auch (6) wird von allen z erfiillt, die Elemente der Verei-

nigungsmenge
19 —3v/5 19 19 19+ 35
L= |—5— 5 |U|5—5—
2 2 2 2
sind, da alle Elemente von L4; auch Elemente von T sind und alle vorgenommenen

Umformungen umkehrbar waren. Es bleibt noch zu untersuchen, ob sich im 2. und 3.
Fall weitere Elemente ergeben, die (6) erfiillen.

2. Fall: Aus (7) folgt xg + 2 < (g — 9)? und daraus folgt dann

19\% 45
_ 7 = 14
<930 9 ) > 1 ( )

Auch hier ist wieder eine Fallunterscheidung notwendig.

a) zo— 2 >0, dann ist zy > &, 2 € {1—29,%—00),
Aus (14) folgt dann zy > 19+273\/5_

Damit ware aber xy — 9 positiv, und aus (7) wirde 8a statt 8b folgen. Das ist aber ein
Widerspruch zur Voraussetzung des 2. Falls, da dann beim Quadrieren das Ungleich-
heitszeichen nicht durch das entgegengesetzte ersetzt zu werden braucht.

Also scheidet dieser Fall aus.

b) xg — 1—29 < 0, dann ist z¢ < %.
Aus (14) folgt unter dieser Annahme dann zy < 19—T3\/5 und damit fiir den 2. Fall
Ty € (_00,19_23\/5 .

Wegen T' = [2, +00) erhélt man

1 _
L {2, 98%)

2
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Da fir den 3. Fall g = ? + % ebenfalls zur Losungsmenge gehdren, erhalt man
letztlich:
19— 3v/5 19-3v5 19+3V56 19 + 3V
LA — 27 U Y - 27 5
2 2 2 2
Zu 3.4.4.

\/:1:—2—|—3<
1—+vx—3

a) Die Losungsmenge kann nur reelle z, die den Ungleichungen

—2 (1)

I. x—22>0, II. »—32>0, II1I. 1—+vx—3#0

geniigen, zu Elementen haben.

Aus |. folgt xy > 2, also x € (2, +00).
Aus Il. folgt xy > 3, also = € (3, +00).
Aus Ill. folgt xg # 4

Man erhalt somit zunachst als Teilmenge T7: T7 = [3,4) U (4, +00).

b) Bestimmung der Losungsmenge:
Da der Zahler von (1) fiir jedes = € T} positiv ist, muss der Nenner von (1) kleiner als
Null sein, da die linke Seite von (1) kleiner als -2 sein soll. Es gilt also:

Vo —2+3>0 und 1—+vV29—3<0 (*,%%)

Aus (*) folgt wegen a): x¢ € T7.
Aus (**) folgt zy > 4, also zg € (4, +00).
Aus (*) und (**) folgt: 7' = (4, 4+00). (2)

Da 1 —\/zy — 3 < 0 ist, erhalt man aus (1)

10vxg — 2 > 3x9 — 35

1.Fall: Aus (3) folge nach dem Quadrieren 100(zg — 2) > 923 — 210z + 1225. Dann
erhalt man daraus

( 155)2 11200 @

Ty ST

Ist 29 — 1%5 > 0, dann ist zg > 1%5, und aus (4) folgt

155 + 407
9

Ty <

155 155 + 4047
9’ 9

also To € [

Ist zg — 1%5 < 0, dann ist zy < 122

=57, und aus (4) erhalt man

Lo

155 — 407 155 — 404/7 155
< B — also Ty € 9 "9
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Aus dem ersten Fall folgt somit als Menge der méglichen Losungen

155 155+40\/7> ! (155 — 40V/7 155) B (155 — 40V/7 155+40ﬁ)
9’ 9 9 "9 ) 9 ’ 9

La = [
2. Fall: Aus (3) folge 100(zg — 2) < 922 — 210z + 1225, woraus man

0Ty 81

( 155>2 11200
9 >

erhalt.

Fir zg — 122 > 0 folgt aus (5) o > W.

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des 2. Falls, da fiir alle xg > %ﬁ
aus (3) 100(zg — 2) > 923 — 210z + 1225 folgen wiirde.

155—40v/7
=

Fir zg — 125 < 0 ist 7y < 122, und aus (5) folgt zy <

Also erhalt man im 2. Fall:

155 — 4 155 — 4
LAngﬂ<—oo, 55 0\/?):(4, 55 0\/7)

9 9

3. Fall: Aus (3) folge nach dem Quadrieren 100(zg — 2) = 922 — 210z + 1225. Dann
erhalt man:

ro = ——

155 407
9 9

155 + 40v/7 155 — 407
also L3 = )

9 9

SchlieBlich folgt fiir L 4:

155 — 40v/7
La=(La1ULa2)ULaz= (4, 9]
Zu 3.4.6.
Das Ergebnis der Auflosung zu Aufgabe 3.4.5. lasst sich durch folgende Allaussage
beschreiben:

Fir alle reellen x, die der Ungleichung

> 4 geniigen, gilt

ze(1,V2]U(-1,1 -2

Wie gezeigt wird, ergibt die Probe, dass alle reellen 2 € (1,v/2] U (—=1,1 — /2] auch
Losung von —*5 > % sind.

Wir kénnen die Probe also fiihren, indem wir die Allaussage

"Fiir alle reellen z € (1,v/2] U (—1,1 — /2] gilt, % > 3"

beweisen.

Analyse: Aus —*— > % folgt durch Partialbruchzerlegung

r2—1 =

2—1 (z—1(z+1) z4+1 z—-17
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Durch Multiplikation mit 2 erhalt man

1 + 1 >1
r+1 x-—17—

z € (1,v/2]U (—1,1 — /2] ist dquivalent mit

l<y<v2 oder —l<z<<1-v2

1.Fal Ausl <z <V2folgt2<2+1<1+v2und0<z—1<—-1++2.
Offensichtlich sind (z+)(1 + v/2) und (z — 1)(—1 + v/2) positiv.

Betrachtet man nur x+1 < 1++/2, so erhilt man nach Division durch (z+1)(1++/2)

1 1
< 1
1+v2  z+1 (1)
Analog erhalt man aus z — 1 <1 —+/2
1 1
< 2
—14+v2 " z-1 (2)
Wegen (1) und (2) folgt also
1 1 1 1 24/2
> _ 22 =2V2>1

- - =
c+1 z-17"1+v2 V2-1 2-1

2.Fall: Aus —1 <z <1—+V2folgt0<z+1<2—v2und 2<2—1<—2.
Das Produkt (z +1)(2 — /2) ist offensichtlich positiv. Das Produkt (z — 1)(—+/2) ist

ebenfalls positiv, da beide Faktoren negativ sind. Analog zum 1. Fall erhalten wir
1 1 1 1
< und < (3,4)
2—-vV2 " x+1 -2 T z—1

Wegen (3) und (4) folgt

1 1 1 1 222
+ > + = =
r+1 -172-12 —V/2 2-2V2

Beweis:
Wegen z € (1,v/2]U (=1,1 — /2] gilt 1 <z <2 oder -1 <2 <1—+/2.

1.Fall: Aus 1 < 2 < /2 folgt (wie in der Analyse gezeigt)
1 1 1 1

< und < 1,2
1+v2 ~ z+1 V2-1~"x+1 (1.2)
Wendet man die bei der Analyse angewandte Schlusskette riickwarts an, so folgt
2v/2 2v/2 1 1
1<2V2= V2 = V2 = +
2—-1 (V2+1D(W2-1) 14+v2 —1+2
1 N I 2z

< =
xr+1 xx—1 22-—-1
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Also gilt fiir alle reellen = € (1,+/2] die Ungleichung % e
2. Fall: Aus —1 < 2 < 1 —+/2 folgt

1 < 1 q 1 < 1
un
2—V2 " x+1 V2 T x+1

Wegen (3) und (4) folgt
L2202 V2422 1 1 1 1 2

(3.4)

C2-2v2 (2—-V2)(2+V2) 2—\/§+—\/_§x+1+x—1_:c2—1

Also gilt fir alle z € (—1,1 — v/2] die Ungleichung 3 < ——. Damit gilt auch fiir alle

reellen z € (1,v/2] U (—1,1 — /2] die Ungleichung "~ > 1.

z2—1
Zu 3.4.7.
Bestimmung der Lésungsmenge von /3 —z — \/z + 1 > 1. (1)
Zur Losungsmenge konnen nur alle reellen x, die folgenden Ungleichungen geniigen,
gehoren

I. 3—x2>0 , II. z+1>0

Aus |. folgt zo < 3. Aus Il. folgt 2o > —1. Man erhalt somit:
T = (—00,3|N[—1,+00) = [—1, 3]
Aus (1) folgt /3= ¢ > 1 4+ /zo + 1 und daraus nacheinander

1 7
3—x0>1+\/x0—|—1+3:0—|—1, 1—2:1:0>\/x0—|—1 (2)

Da /xzg+ 1 > 0 ist, muss % — 2x¢ > 0 sein, woraus g < % folgt, also x( € {—1, %)

(3)

Aus (2) folgt dann (z — 1)? > 21 und daraus

a) xg > 8+§/ﬁ Widerspruch zu (3), und
b) T <

Qo
%
—_

8

- . . . . . 8—\/371
Als Menge der moglichen Lésungen erhalt man folglich: L4 = [—1, 5 )

Zu 4.1.2.
y = |r — | — 1||. Gesucht ist das Bild der Funktion.

Losung:
Firz>1listy=|z—|z—1||=|r—(z—1)| =1
Firxz <listy=|z— |z —1|| = |22 — 1.

Fir 22 — 1 > 0 erhalt man z >
Fir 22z — 1 < 0 erhalt man z <

D0 —

Zusammenfassend erhalt man:
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Aus (1): y = 1 mit dem Definitionsbereich 1 < z < oo und dem Wertevorrat y = 1.
Aus (3) und (2): y = 2z—1 mit dem Definitionsbereich § < = < 1 und dem Wertevorrat
0<y<l1.

Aus (4) und (2): y = —2z + 1 mit dem Definitionsbereich —co < z < 1 und dem
Wertevorrat 0 < y < 4oc.

Man erhalt folgendes Bild:

- W &

13)
‘2-7][123&1

Bild 16
Zu 4.1.4.
y = x| =2].
1. Losung:
Wegen ||z| —2| > 0ist y > 0.
Firz>0isty = ||z| — 2| = |z — 2|. (1)

st x —2>0,dannist x > 2. Ist x — 2 < 0,50 ist ©x < 2.

Firx =0 ist y = 2.

Firz <Oisty =|lz|—2]=|—z—2| (2)
Ist —x —2— >0, s0ist < —2.Ist —x —2 <0, soist x > —2.

Zusammenfassend erhalt man:

Aus (1): y =  — 2 mit dem Definitionsbereich 2 < z < 400 und dem Wertevorrat
0<y<oo.

y = —x + 2 mit dem Definitionsbereich 0 < z < 2 und dem Wertevorrat 0 < y < 2.
Aus (2): y = —x — 2 mit dem Definitionsbereich —oo < < —2 und dem Wertevorrat
0<y<+oo,

y = = + 2 mit dem Definitionsbereich —2 < 2 < 0 und dem Wertevorrat 0 < y < 2.
Man erhalt folgendes Bild:

- M W &

-4 -3 -2--1 1 2 3 & x

Bild 17 *

2. Losung:

Stellt man die Funktion graphisch dar, die durch den analytischen Ausdruck y = |z|—
gegeben ist, so erhalt man die gestrichelt dargestellte Kurve.

Da wegen ||z| — 2| > 0 auch y > 0 ist, wird die "Spitze" in den 1. und 2. Quadranten
hochgeklappt, und man erhalt die voll ausgezogen dargestellte Kurve.
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% -3 2Nt
~

Bild 18

Zu 4.23.

Behauptung: Alle reellen x € (—a,+a) erfiillen die Ungleichung |z| < a.

Beweis:

r=—a+pmit0<p<2ain |z| eingesetzt, ergibt: | — a + p),

und fir —a +p < 0 folgt aus | — a + p| = —(—a + p) = a — p. Der Vergleich zeigt,
dass gilt: a — p < a.

Ist —a +p > 0, so folgt | —a+ p| = —a+p. Da p < 2a und p > 0 ist, zeigt der
Vergleich p — a < a.

Zu 424,
Bestimmung der Losungsmenge von |z — 3| < 4.

1. Losung:

1. Fall: Fur g —3 < 0ist |zg — 3| = — (2o — 3).

Mithin gilt —x¢+ 3 < 4 oder g > —1. Aus xy — 3 < 0 folgt andererseits zy < 3. Also
erhalt man L4, = (—1,3).

2. Fall: Fir zp —3 > 0ist |xg — 3| = 29 — 3.
Mithin gilt g — 3 < 4 oder xy < 7. Ferner folgt aus xo — 3 > 0 xg > 3. Folglich ist
LAQ = [37 7)

Man erhalt L4 als Vereinigungsmenge von L 47 und L 49:
Ly=LAa ULy =(-1,3)U[3,7)=(-1,7)

Probe: Setzt man —14+p mit 0 < p < 8in |x—3| ein, so erhalt man |—1+p—3| = |p—4|.
Fir p — 4 < 0 ist nach Definition |p — 4| = —(p — 4) = 4 — p, also kleiner als 4.

Fir p — 4 > 0 ist nach Definition |p — 4| = p — 4. Da fir p in diesem Fall 4 < p < 8
gilt, ist p —4 < 4.

Damit ist gezeigt, dass alle reellen = € (—1,7) der Ungleichung |z — 3| < 4 geniigen.

2. Losung:
Nach Aufgabe 4.2.3. gilt die Ungleichung |x| < a fiir alle reellen x € (—a, +a). Es gilt
also fiir |z — 3] < 4

—-4<zr—-3<4

und nach Addition von 3: —1 <z < 7.

Zu 4.2.6.
Bestimmung der Lésungsmenge von ’m%l‘ >, # -l
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L('jsung'
_ Zo T
Es sei o +1 > 0, dann ist ‘x +1‘ T und es musst

aber ein Widerspruch, also ist dieser Fall auszuschlieBen.

xo xo H
T > o gelten. Das ist

Zo
w1

oz
Es sei ot < 0, dann ist ‘

und es gilt

i) To
— >
33’0—|-1 $0+1

1. Fall: Fir z9p +1 > 0 folgt zp > 1 und aus _x:jJA >
xo < 0.
Im ersten Fall ist L4, der Durchschnitt von (—o0,0) und (—1, +00).

xo+1 folgt —xy > x( oder

Ly = (—00,0) N (=1, +00) = (~1,0)

2. Fall: Es sei xg +1 < 0, dann ist xyp < —1, und aus —
und daraus xg > 0.

Bildet man den Durchschnitt von (—oo, —1) und (0, +00
Die Menge der moglichen Losungen der Ungleichung ’Iil
(1,0).

Die Probe moge der Leser fiir diese Behauptung selbst fiihren.

xo
xo —|—1 > xo+1

f0|gt —Igy < Zg
, so ist dieser leer.

> le istalso Ly = Ly =

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man y; = ‘ﬁl‘ und o = x%l so erhalt man

folgende Bilder:

S
1
1
|
I
I

Bild 19

Wie man sieht, gilt im Intervall (—1,0) offensichtlich y; > ys.

Zu 4.2.9.
Bestimmung der Lésungsmenge des Ungleichungssystems

I. 1—]1—2|<2x : II. ;:1:+2>|a:—|—1|
Losung:
Aus |. folgt |1 — x| > 1 — 2xy. (1)
1. Fall: 1 — 2 > 0 ergibt 29 < 1, d.h. 29 € (—o0, 1] = T7.
Aus (1) folgt dann 1 — 2y > 1 — 2z und daraus xy > 0, also z( € (0, +00) = Th.
Man erhalt fiir diesen Fall:
Tr. =T 0T = (0,1]
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2. Fall: Es sei 1 — xy < 0, dann ist 2y > 1, also g € (1, +o0) = T5.
Aus (1) folgt dann, da |1 — zo| > —(1 — ), 2o — 1 > 1 — 2z, dann ist 27 > % also
Ty € (%, —l—OO) =Ty.
Fir diesen Fall folgt fiir die Ungleichung |.:
Tr2 =T3NTy = (1,400)

Aus Il. folgt |zg — 1] < fzo + 2. (2)
1. Fall: xg + 1 > 0 ergibt g > —1, d.h. xy € [-1,+00) = T}.
Aus (2) folgt dann zy + 1 < 20 + 2, also zy € (—00,2) = T. Fir diesen Fall folgt
fir Ungleichung I1.:

Tria. =TsNTs = [—1,2)

2. Fall: Es sei g+ 1 < 0, dann ist g < —1, also 2 € (—o0,—1) = T7.
Fir o +1 < 0 folgt aus (2) —xzg — 1 < %xo + 2 und daraus g > —2, also z(y €
(—2, -|-OO) = Tg.
Man erhalt somit
Trro. =T NIy = (—2,-1)

Als Menge der moglichen Losungen fiir |. erhalt man:
Lar=Tr1.UTro = (0,1 U (1,400) = (0, +00)
Analog folgt fiir II.
Larr =Tir1. UTrre = [-1,2) U (=2,-1) = (-2,2)
Letztlich folgt fir das Ungleichungssystem:
Ly=LarN Lar=(0,400)N(=2,2) =(0,2)

Geometrische Veranschaulichung:

¥

& -2
ey y= %x 2

3

2

7

=

o =
+
=

~N

Zi 3 2 1 7 3 4 x
-7
y-1-{1+

Bild 20 =
Zu 4.3.2.
Behauptung: |z +y| > |z| + |y|. (z,y bel. reell)
Beweis: Es gilt

lz+yl+lyl = [z +y[+ |-yl
Nach Aufgabe 4.3.1. gilt:

lz+yl+]|—yl >z +y—yl=|z]
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Aus |x+y|+ |y| > |z| folgt |x+y| > |z|+ |y|. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann,
wenn die Vorzeichen von x und y verschieden sind.

Zu 5.1.3.

Bestimmung der Losungsmenge von % - 3—f < 7, wobei p eine beliebige reelle Zahl ist.
(1)

Losung:

1. Fall: p = 0.

Dieser Fall muss ausgeschlossen werden, da £ » fir p = 0 nicht erklart ist.

2. Fall: p > 0.
Analog wie bei der Aufgabe 5.1.2. erhalt man fiir diesen Fall:

7 7

3. Fall: p < 0.

Da x # 0, sind folgende Falle zu unterscheiden:

a) xo > 0.

Fiir p < 0 und xg > 0 ist prg < 0, daher folgt aus (1) 23 — 3p? > Tpxy und daraus

7 2>612
x_i —_—
0 2p 4p )

P/—
0—219‘

Wegen p < 0, ist—p>0unddaauchx0>0,istxo—%p>0.
Fir 2o — 2p > 0 erhalt man o > 2(7 + /61)

T = <g(7+ V61), +oo)

b) To <0
Da p < 0 und zy < 0, ist prg > 0, und man erhalt aus (1)

7\* 61
ro—sp| <P, 330—*]? pv
2 4
und nach Fallunterscheidung:
[
@) x0<§p+§\/61 : B) x> p—f\/

Da nach Voraussetzung p < 0, ist —3\/61 > 0, also xg > 0, Widerspruch, dieser Fall
ist auszuschlieBen!

7 7
Y) T = P Ty = (—OO, s g@)

Ist p < 0, so erhalt man fiir Ungleichung (1) L3 = Ty N T5. Die Proben mégen vom
Leser selbst durchgefiihrt werden.
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Zub.2.2,
Bestimmung der Lésungsmenge von

I. p(x—3)>z-3, II. 2p+3)(xz—1)>(p—1)(z+2)
wobei p eine beliebige reelle Zahl ist. Aus | und Il folgen
I zo(p—1)>3(p—1), IT*. xo(p+4) >4p+1

Bei der notwendigen Fallunterscheidung der einzelnen Ungleichungen erhalt man:

Falle: P 0 Bemerkungen
Ungleichung |

p—1=0 p=1 Widerspruch, also p # 1
p—1>0 p>1  x9g>3, (3,00) =L

p—1<0 p<l xy<3, (—00,3) = Las

Ungleichung Il

p+4=0 p=—4 Widerspruch, also p # —4
p+4>0 p>—4 x> (B 0o) = L

p+4<0 p<—4 x0<4;’T+41, (—oo, 41:“) Ly

Fir p € (—4,1) ist La = Lap N Laz = (&5,3).

Firp € (1,00) ist Ly = Ly N Las = (3,4+0).

Firp € (—oo,—4) ist Lg = Lygs N Lag = (—00,3).

Zu 6.2.3.
Es sind alle reellen z zu bestimmen, fiir die cos x cos 3z > cos bx cos 7x gilt.

Losung.
Die Ungleichung kann zunachst auf das Periodenintervall (0, 27) beschrankt werden.
Aus cos xg cos 3xg > cos bxg cos Tx folgt

—_

1
5 —(cos 2xg + cosdxy) > —(cos 2z + cos 12z() , cos4xy > cos 12z

[\

Setzt man 4z = «, so folgt weiter cosa — cos 3a > 0 und daraus nacheinander

3+1 3—1
2sin * o sin 5 a>0

sin 2asina > 0

sin? «a cos a >0

2

(1 —cos*a)cosa > 0

Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: 1 — cos? e < 0 und cosa < 0.
2. Fall: 1 —cos®?a > 0 und cosa > 0.
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Losung des 1. Falls:
Aus 1 — cos® a < 0 folgt cos? a > 1 und daraus |cosa| > 1.
Das ist aber ein Widerspruch, da stets gilt | cos « < 1, also ist dieser Fall auszuschlieBen.

Losung des 2. Falls:
Aus 1 — cos? a > 0 folgt cos? a < 1 und daraus |cosa| < 1.
Ist cosa < 0, dann Widerspruch, da nach Voraussetzung des 2. Falles cos o > 0 gelten

soll.
Fir cosa > 0 folgt aus |cosa| <1, cosa < 1.
Aus cos o < 1 folgt fir o im Periodenintervall [0, 27).

0<a<2n (1)
Aus cos a > 0 folgt fir a im Periodenintervall [0, 27)

3
Ogagg oder §7T§a§277 (2)

Aus (1) und (2) folgt fur x

3
0 <4z, < 72T oder §7r <4xy <2mw
und daraus

T T
0<ay <= oder — < dxy < —
8 2

T 3 7

L [ 7:| PR,

a2 = |0, g U [8” 2]

Ly= [27?]{, 78r + 27Tk} U [:ﬂ’ + 27k, 72T + 27r/<:1
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