B. Klotzek

Einfiihrung in die
Differentialgeometrie ||

1983 Deutscher Verlag der Wissenschaften
MSB: Nr. 108
Abschrift und LaTex-Satz: 2022 https://mathematikalpha.de



https://mathematikalpha.de

Vorwort
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Das vorliegende Bandchen enthalt die Kapitel Innere Geometrie einer Flache und Ein-
fihrung in die Riemannsche Geometrie. Sie schlieBen an die Differentialgeometrie |
mit der Kurventheorie und der Einfliihrung in die Kriimmungstheorie einer Flache an.
Selbst die Nummerierung der Kapitel und Abschnitte bringt zum Ausdruck, dass hier
das frithere Bandchen die entscheidende Voraussetzung darstellt. Lediglich zum vierten
Kapitel wurden erganzende Literaturhinweise gegeben.

Das Kapitel Innere Geometrie einer Flache beginnt mit der Darstellung der GauBschen
Kriimmung einer Kugel mit Hilfe der bemerkenswerten Formel von Bertrand und Pui-
seux, so dass ihre Bestimmung durch Messungen in der Kugelflache auf der Hand liegt.
Damit wird nicht nur der Begriff der inneren Geometrie einer Flache, sondern die bald
folgende Feststellung der Unmoglichkeit der Verbiegung dieser Flache in eine Ebene vor-
bereitet. Die Behandlung der Abwickelbarkeit und (stetigen) Verbiegbarkeit von Flachen
in zahlreichen Beispielen tragt zur Festigung und Vertiefung des Begriffes der inneren
Geometrie einer Flache bei; unter anderem wird die Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit
der Torsen in die Ebene und der Drehflachen ein und derselben konstanten Kriimmung
aufeinander dargelegt.

Im dritten Abschnitt wird die Zugehorigkeit der Christoffelsymbole zur inneren Geo-
metrie einer Flache bewiesen und - schon im Hinblick auf die Einfiihrung in die Rie-
mannsche Geometrie - der Begriff der absoluten Ableitung langs einer Flachenkurve
eingefiihrt. Daran schlieBt sich ein erster kurzer, aber formaler Beweis des Theorema
egregium an.

Da dabei die Gleichungen von GauB bzw. Mainardi und Codazzi entwickelt werden,
empfiehlt sich eine anschlieBende Erorterung des Fundamentalsatzes der Flachentheo-
rie und seiner Bedeutung fiir die Bestimmung von Flachen ein und derselben inneren
Geometrie.

Im sechsten Abschnitt werden verschiedene Méglichkeiten zur Berechnung der geodati-
schen Kriimmung einer Flachenkurve einschlieBlich des Satzes von Liouville erarbeitet;
insbesondere haben hier die Frenetschen Formeln der ebenen Kurventheorie ihren Platz
gefunden.

Die Ausfiihrungen iiber geodatische Linien sind solche liber den Zusammenhang Geo-
datische - Kiirzeste; dabei wird versucht, die haufig anzutreffende Oberflachlichkeit bei
der Behandlung dieses Gegenstandes zu vermeiden, auch wenn hier lokale Differential-
geometrie betrieben wird und Begriffe wie Aussagen der globalen Theorie unzureichend
mit Verfligung stehen.

Die Existenz von geodatischen Parallel- bzw. Polarkoordinaten wird (iber die Existenz
und Eindeutigkeit von Geodatischen und lber den Nachweis der Orthogonalitat einer
Schar von Geodatischen und gewissen Parallelkurven gesichert. Dann kénnen auf dem
ublichen Wege die Formeln von Bertrand und Puiseux bzw. Diguet in voller Allgemein-
heit gewonnen werden.

Die geodatische Parallelverschiebung, Autoparallele und absolute Ableitungsgleichungen
einer Flachenkurve stehen am Ende der inneren Geometrie einer Flache. Im Zusammen-
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hang mit den Abbildungen einer Flache auf eine andere werden erstens die Haupttypen
und zweitens die fiir die Kartographie wichtigsten Probleme der Abbildung der Kugel
in die Ebene behandelt.

Das Kapitel Einfiihrung in die Riemannsche Geometrie soll die grandiosen Ideen der be-
rihmten Probevorlesung von Bernhard Riemann von 1854 erschlieBen. Fiir diejenigen
Leser, die nicht (iber ausreichende Kenntnis der grundlegenden Begriffe und Aussagen
der Topologie und Tensorrechnung verfiigen, wird eingangs der Begriff der zulassigen
Parameterdarstellung einer Flache analysiert, um den notwendigen allgemeinen Rahmen
fir die Begriffsbildung abzustecken.

Im Ergebnis dieser Analyse ergibt sich eine Einfiihrung der Begriffe des Hausdorffschen
Raumes mit Hilfe offener Umgebungen, des Unterraumes und des Homéomorphismus
zwischen Hausdorffschen Raumen. Dann ist es nicht mehr schwer, Karte, Atlas und
differenzierbare Mannigfaltigkeit zu definieren. Der zweite Abschnitt enthalt die Kon-
struktion der Tangentialraume.

Obwohl die Behandlung der Tensoralgebra und -analysis in den folgenden Abschnitten
nur so weit erfolgt, wie sie spater bendtigt werden, kann diese kurze Darstellung auch
fir Anwendungen in der Physik genutzt werden; das wesentliche Ergebnis ist der Begriff
der kovarianten Ableitung.

Im Abschnitt Affin zusammenhangende Raume erscheint erstmals der Krimmungs-
tensor, zunachst bei der Untersuchung der Differentiationsreihenfolge bei kovarianten
Ableitungen; einen geometrischen Zugang zu dieser Begriffsbildung eroffnet die Paral-
lelverschiebung langs geschlossener Wege.

Nach dieser Vorbereitung wird der zentrale Begriff des Riemannschen Raumes und des
zugehorigen affinen Zusammenhanges bereitgestellt. Die Kurventheorie in Riemann-
schen Raumen endet mit den verallgemeinerten Frenetschen Formeln, der Verallgemei-
nerung der absoluten Ableitungsgleichungen der Flachentheorie.

Recht ausfiihrlich wird die Kriimmungstheorie Riemannscher Raume behandelt: Ko-
varianter Kriimmungstensor und seine Symmetrieeigenschaften, Schnittkrimmungen
beziiglich zueinander senkrechter Einheitsvektoren und ihre Bedeutung fiir die Bestim-
mung des kovarianten Krimmungstensors, Ricci-Tensor und skalare Krimmung sind
die Teilthemen.

Obwohl die Rdume konstanter Kriimmung fiir kosmologische Modelle heute nicht mehr
in Betracht gezogen werden, wurden Beispiele angegeben und eine Charakterisierung
mittels der freien Beweglichkeit hergeleitet; der Anhang enthalt die Identitat von Bian-
chi und das Schursche Kriterium fiir Raume konstanter Krimmung.

Im abschlieBenden Abschnitt wird lber die schon von Riemann genannte Verallgemei-
nerung des Riemannschen zum Finslerschen Raum referiert, zumal dieser Raumtyp fiir
Physiker von Interesse ist; schlieBlich wird noch etwas zur Entwicklung des Raumpro-
blems mitgeteilt.

Die Zielsetzung hier entspricht der fiir den Teil I: Erweiterung der Allgemeinbildung
und Bereitstellung von Hilfsmitteln fir die Anwendung in der Praxis. Deshalb wurden
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die Begriffsbildungen breit motiviert, die Grundziige hinreichend streng dargestellt und
zahlreiche Beispiele vorgerechnet.

Ich hoffe, somit den Interessen von Schiilern der Abiturklassen, Lehrern, Lehrerstuden-
ten, Studenten naturwissenschaftlicher und technischer Richtungen wie auch Natur-
wissenschaftlern und Technikern zu entsprechen. Beziiglich des weiteren Ausbaus der
Theorie und spezieller Anwendungen muss auf die Literatur verwiesen werden.

Dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften danke ich fiir die Aufmunterung, die-
ses Bandchen zu schreiben. Mein Dank gilt weiterhin J. Eichhorn, R. Sulanke und P.
Wintgen fiir kollegiale Ratschlage sowie dem Kollegen H. Wendland fiir ihre freundli-
che Unterstiitzung beim Korrekturlesen. Einen ganz besonderen Dank verdient Frau E.
Arndt, die durch die sachkundige und umsichtige redaktionelle Bearbeitung zur vorlie-
genden Gestalt des Bandchens beigetragen hat.

In dieser Hinsicht spreche ich auch dem VEB Druckhaus "Maxim Gorki" meine Aner-
kennung fir die sorgfaltige Arbeit aus.

Potsdam, im Herbst 1982 B. Klotzek
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3.1 Einfiihrung

3 Innere Geometrie einer Flache

3.1 Einfiihrung

Die Krimmungstheorie einer Flache im zweiten Kapitel stitzte sich wesentlich auf die
Geometrie des (dreidimensionalen) Anschauungsraumes.

Wir stellen nun die Frage, welche geometrischen GroBen einer Flache durch Messungen
in der Flache allein schon bestimmt werden konnen. Die Vermessungsarbeiten, die Carl
Friedrich GauB von 1821 bis 1825 durchgefiihrt hat (Abb. 1), sind naherungsweise
Messungen in der Erdoberflache gewesen.

i

Goufll 1821-25

Abb 1 Inselsberg®

Sie ergaben fiir ihn viele Anregungen zu allgemeinen Untersuchungen lber gekriimmte
Flachen, und 1827 erschien sein grundlegendes Werk "Disquisitiones generales circa
superficies curvas", welches u. a. das spater noch zu behandelnde Theorema egregium
enthalt. Einen ersten Eindruck vom Inhalt dieses Satzes erhalten wir im folgenden

Beispiel

(3.1) GauBsche Krimmung K einer Kugel vom Radius R.

Im Beispiel (2.18) konnten wir K = 4 konstatieren. Um eine Aussage beziiglich der
Messung in der Kugeloberflache zu erhalten, betrachten wir sie als Drehflache mit
r(ul) = Rsin“—b; und z(u') = RCOS% (Abb. 2); das ergibt die Parameterdarstellung

zh

-
S|

Abb. 2, 3




3.1 Einfiihrung

ul ul ul
P = | Rsin — cosu?, Rsin — sin u?, R cos —
R R R

mit (geodatischen) Polarkoordinaten beziiglich des Ursprunges N, des Nordpols (Abb.
3). Es gilt

ul , Ll
cos—cosu cosRsmu,—smE :

1
:( Rsm—smu Rsm%cosu 0>

2 U

g1 = 1, 912 = go1 = 0, g2 = R*sin 7

Somit erhalten wir fur den Radius r eines Breitenkreises

1

r= Rsin% = /22

wahrend bei einer "Bindfadenkonstruktion" auf der Kugelfliche die Punkte des Brei-
tenkreises von N den Abstand u! besitzen (vgl. Abb. 2, 3). Als Flichenkurve hat der
Breitenkreis die GauBsche Parameterdarstellung

u' = const , u? =t

Wegen ! = 0 und 42 = 1 fiihrt die Berechnung des Umfanges zu

27 27
U= / girtiukdt = /\/QQth = 270/ g2 = 271 # 27u!
0 0

dabei ergibt sich 27u' beim Einsetzen des in der Fliche gemessenen Abstandes u! in
die aus der euklidischen Elementargeometrie bekannte Formel fiir den Umfang eines
Kreises. Um die Differenz 27u2 — U anzunihern, benutzen wir die Taylorreihe fiir die

sin-Funktion
ot w1 (a1t

und erhalten zunachst

2m (U1)3 1
3R — (u')(..)

orut — U = 27ut — 27 = —

so dass wegen K = %

1 _
K — lim 3(2rut —U)
=0 mw(ul)3

(1)

gilt. Da sich u!' und U durch Messungen in der Fliche bestimmen lassen, gilt dasselbe
fur die GauBsche Krimmung K einer Kugel.




3.1 Einfiihrung

Die bemerkenswerte Formel (1) gilt auch in der Ebene (Aufgabe 1). Die Herleitung von
(1) fur beliebige Flachen erfolgt im Abschnitt 3.8.
Die Messung von Bogenlingen in der Flaiche P = P(u!, u?) wird gemaB der Formel

ta
s:/ giputukdt
t1

mit Hilfe der metrischen FundamentalgroBen g durch Berechnung ersetzt; umgekehrt
konnen diese FundamentalgroBen nach Messungen in der Flache als Grenzwerte be-
stimmt werden: Die u!-Linie durch den Punkt Py = P(u},u?) hat die GauBsche Para-
meterdarstellung

ul(t) = ug +t : u?(t) = ug

und fiir ihre Bogenlange gilt

s1(t) = /t\/ﬁdT

0

12y (g siN2  (dsi)?
gn(uo,uo)—(tg%t> “\at ),

d.h.

Analog erhalten wir fiir die Bogenlange der u2-Linie mit der Parameterdarstellung
ut(t) =up WPl =udi+t
die Gleichung t
5s(t) = [ Vamdr
0

12y (g s2\2  (ds)’
g22(ug, up) = (tg%t> “\at ),

und somit gilt

Auch g12 = go1 = go1(up, u0?) lasst sich auf dhnlichem Wege bestimmen (vgl. die
Anleitung zur folgenden Aufgabe 2).

Zur Prazisierung des Begriffes der inneren Geometrie einer Flache stiitzen wir uns des-
halb auf die metrischen FundamentalgroBen:

Definition. Es sei P = P(u', u?) eine Flache. Eine (vom betrachteten Punkt abhangi-
ge) GroBe f gehort genau dann zur inneren Geometrie der Flache, heiBt genau dann
innergeometrische GroBe, wenn f(u!, u?) ausschlieBlich eine Funktion der metrischen
FundamentalgréBen g;x(u', u?) und deren Ableitungen ist.

Die innere Geometrie der starren Flache ist die Menge der giiltigen Aussagen, die allein
mit Hilfe der innergeometrischen GroBen formuliert werden konnen.

Vom besonderen Interesse sind GroBen und Aussagen, die zur inneren Geometrie jeder
starren Flache gehoren, die bei sogenannten Abwicklungen (bzw. Verbiegungen) erhal-
ten bleiben. Die abwicklungs- (bzw. biegungs-) invarianten Aussagen bilden die innere
Geometrie schlechthin.




3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

Wie wir noch sehen werden, gehort beispielsweise die Formel (1) zur inneren Geometrie
jeder Flache. Dagegen trifft das in Bezug auf das Beispiel (3.1) weder auf

, m(ul)3 . 32mul = U)
= | lim )7 h H=|lim 2™ —Y)
h JU%TO 3rul —U) oA JU%TO r(ul)3

zu; R und H gehoren nur zur inneren Geometrie der starren Kugel.

Ein sicherer Weg, abwicklungsinvariante Aussagen zu erhalten, besteht im Verzicht auf
die Verwendung von GroBen und Begriffen, die wie beispielsweise H und K nicht mit
Hilfe von innergeometrischen GroBen definiert wurden.

Andererseits besteht fiir uns ein besonderer Reiz darin, im Rahmen der inneren Geo-
metrie die aus der Krimmungstheorie der Flachen bekannten GroBen zu untersuchen.
Solche gehoren zur inneren Geometrie, wenn wie im Beispiel der GauBschen Kriimmung
mit der Formel von Bertrand und Puiseux eine fiir alle Flachen einheitliche Darstellung
mit innergeometrischen GroBen gelingt.

Aufgaben

1. Man bestatige (1) fiir eine Ebene.

2. Man bestimme g12 = g12(u}, u2) durch Messung in der Flaiche P = P(u!, u?).

Anleitung. Man betrachte die Flachenkurve mit der GauBschen Parameterdarstellung
ul(t) = uj +t : w?(t) = ud +t

und bestimme deren Bogenlange s, um mit Hilfe von % die FundamentalgroBen g0 =
go1 = go1(up, ud) auszudriicken; dabei diirfen gi1 = g11(ud, u2) und 999 = goo(ud, u)
als bekannt vorausgesetzt werden.

3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

Angesichts der Erklarung der inneren Geometrie kann man fragen, inwieweit sie eine
Flache bestimmt, ob es verschiedene Flachen mit derselben inneren Geometrie gibt. In
diesem Zusammenhang erklaren wir

Definition. Zwei Flachen heiBen genau dann aufeinander abwickelbar oder isometrisch,
wenn Parameterdarstellungen

P = P(u*,u?) und P = P(u!,u2), (u',u?) € G
mit der Eigenschaft
gir(u', u®) = g (u', u?)

fir alle (u',u?) € G existieren. Die inneren Geometrien aufeinander abwickelbarer
Flachen stimmen Uberein.

Beispiele

(3.2) Abwicklung einer Zylinderflache in die Ebene (vgl. Beispiel (2.7)).




3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

In der Parameterdarstellung einer Zylinderflache als spezieller Regelflache
P(u',u?) = P(u') + u*a (2)

mit einem konstanten Einheitsvektor a (in Richtung der Mantellinien) diirfen wir o. B.
d. A. voraussetzen, dass die "Bahn" P = P(u!) alle Mantellinien senkrecht trifft und
dass dabei ! ihr natiirlicher Parameter ist (vgl. Abb. 4 und Aufgabe 2). Unter diesen
Voraussetzungen lber (2) gilt

Plzp/ , P,=a
und folglich
g =P? =1, g12 = ga1 = Pla=0, g =a’=1

d. h., dass P = P(u!,u?) mit (u!,u?) € G und G als Teil einer Ebene mit kartesischen
Koordinaten aufeinander abwickelbar sind (Abb. 4).

Au

Abb. 4

(3.3) Abwicklung einer Kegelflache in die Ebene (vgl. Beispiel (2.6)). Fiir die Parame-
terdarstellung
P(ut,u?) = Py +u?a(u') (3)

mit |a(u')| = 1 darf vorausgesetzt werden, dass P(u') := Py+a(u') eine Kurve mit der
Bogenlinge als Parameter u! ist. Falls P(u',u?) = Py + u*a(u') diese Voraussetzung
noch nicht erfullt, nehmen wir die Parametertransformation

ut = / |a|dat : u? =’
vor, die wegen _
al 0
01 70

d. h. von null verschiedener Funktionaldeterminante, offenbar zulassig ist. Wir erhalten
eine Parameterdarstellung

P(u',u?) := Py + v*a(u')
wobei a(u!) := a(u' (ul)) sei; fir P(u') = Py + a(u') ist

771
. . U
P:a- 1:
u

Q
| al-

Q
al




3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

ein Einheitsvektor, so dass u' der natiirliche Parameter der Kurve P = P(u') sein
muss. Unter den obigen Voraussetzungen tiber (3) gilt

und folglich
g1 =(w"?  gu=gn=a-ula=0, gpn=a=1

weil a? = 1 sofort aa = 0 ergibt. Somit sind P = P(u!, u?) mit (u!,u?) € G und G als
Teil einer Ebene mit den Polarkoordinaten » = u? und ¢ = ! aufeinander abwickelbar
(Abb. 5).

Abb. 5

(3.4) Abwicklung einer Tangentenflache in die Ebene (vgl. Beispiel (2.8)). Es sei P =
P(s) Parameterdarstellung einer Kurve der Krimmung & = k(s) > 0 und

P(u',u?) = P(u') +*P'(u')  w*>0 (4)

eine zugehorige Tangentenflache. Nach dem Fundamentalsatz der Kurventheorie gibt
es eine ebene Kurve P = P(s) der Krimmung k(s) = k(s). Deren Tangentenfliche

P(u',u?) = P(u') + u*P'(u'), u? >0
ist eben, und fir beide Tangentenflachen gilt wegen
P =P +u*P", P,=P; P =P +u*P', Py=PF
offenbar
g =1+ (*)*k*(u') = g3, g12 =1=7, g2 =1 =7

Damit ist jede Tangentenflache in eine Ebene abwickelbar. Die zur Tangentenflache
einer Schraubenlinie gehérige ebene Tangentenfliche P = P(u!,u?) ist in Abb. 6
dargestellt.

Abb. 6
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3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

Nach dem Satz 2.3 gilt der
Satz 3.1. Jede Torse ist in die Ebene abwickelbar.

Die naheliegende Frage, ob noch weitere Flachen in die Ebene abwickelbar sind, konnen
wir erst spater beantworten. Wir konnen aber sofort zeigen, dass Flachen existieren,
die nicht in die Ebene abgewickelt werden kénnen:

Satz 3.2. Keine Umgebung eines Punktes auf einer Kugel kann in die Ebene abgewickelt
werden.

Denn andernfalls besaBen ein Stiick einer Kugelflache und ein Gebiet der Ebene die-
selbe innere Geometrie, und ein Kreis & vom Radius u! der ersten Fliche miisste in
einen Kreis k' der Ebene iibergehen. Das ist ein Widerspruch, weil ihre Umfange U
voneinander verschieden sind: Uy, # 2mu! = Uy (vgl. Beispiel (3.1)).

Die Relation "aufeinander abwickelbar" ist eine Aquivalenzrelation. Jede Aquivalenz-
klasse enthalt ausschlieBlich Elemente derselben inneren Geometrie. Nach dem Satz
3.2 gibt es verschiedene innere Geometrien.

Bei einer Abwicklung in eine Ebene ¢ kann ein Teil von € unbedeckt bleiben (Abb. 6).
Andererseits kann der (brige Teil mehrfach bedeckt werden. Das tritt z. B. ein, wenn
fir eine Schraubenlinie die gesamte Tangentenflache in die Ebene abgewickelt wird.

Neben der Abwicklung wird der Begriff der (stetigen) Verbiegung betrachtet, bei dem
der "Prozess des Abwickeln" modelliert wird; man denke etwa an die Umformung eines
Bleches.

Definition. Zwei Flachen heiBen genau dann ineinander verbiegbar, wenn sie zu einer
stetigen einparametrigen Schar von aufeinander abwickelbaren Flachen gehéoren.

Beispiele

(3.5) Verbiegung einer Zylinderflache in die Ebene.

Gilt fir eine Zylinderflache (2) wie im Beispiel (3.2), dass die "Bahn" P = P(u') alle
Mantellinien senkrecht trifft und u! ihr natiirlicher Parameter ist, dann ist P = P(u')
eine ebene Kurve mit den natiirlichen Gleichungen k = k(u') und w = 0. Wir wollen
die Verbiegung realisieren, indem wir die "Bahn" durch ebene Kurven P = P!(u!) mit
den natiirlichen Gleichungen k = tk(u') und w = 0 ersetzen: Das ist offenbar erfiillt,
wenn P(ul) = P'(tu') gilt; daraus erhalten wir

P(tu!) — P(0)
t

P'(u') = P(0) +

fiir t # 0; es sei noch

Die Flachenschar

12



3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

enthalt fir ¢ = 1 die Zylinderflache (2) und fiir ¢ = 0 eine Ebene, und sie ist in ¢ stetig
(fiir t # 0 sogar differenzierbar). Um schlieBlich die Abwickelbarkeit der Flachen der
Schar zu erhalten, bilden wir

Pl =Ptu') , Pi=a

und erhalten gi; =1, gly = ¢4, =0, g}y = 1.

(3.6) Verbiegung einer Tangenten- bzw. Kegelflache in die Ebene.

Analog dem Vorgehen im Beispiel (3.5) kann bei gegebener Tangentenflache einer Kurve
mit natdrlichen Gleichungen k = k(s) und w = w(s) eine Schar von Kurven mit den
natiirlichen Gleichungen k = k(s) und w = tw(s) genutzt werden, um eine Schar von
aufeinander abwickelbarer Tangentenflachen anzugeben, die fiir ¢ = 1 die urspriingliche
Flache und fiir t = 0 eine ebene Tangentenflache enthélt. Bei einer Kegelflache (3) ist
P(ut) = Py + a(u') in einen Einheitskreis iiberzufiihren.

Damit sind alle Torsen in die Ebene verbiegbar.

Wir wollen nun die Verbiegung von einigen in der Praxis besonders bedeutsamen Dreh-
flachen
P(u!,u?) = O + rcosu’i + rsinu?j + 2t (5)

naher studieren. Wie im Beispiel (2.3) sei ¢(s) = r(s)i + z(s)j eine Erzeugende mit
dem natlrlichen Parameter s.
Nach den Beispielen (2.10) und (2.14) gilt

12 12 2
gn=r"+z"=1, g2 = g21 = 0, go=9g=1">0
Ly =7r"2" 1", Lis = Lg1 =0, Loy =17, L= ("r"=2"r")yrs

Die GauBsche Krimmung der Drehflache (5)

/
Lz nmooo_nn

K=—=—=(GZ"r"=2"")
g r
hangt nur von u! ab; wegen 0 = g}, = 2r'v” +22'2" bzw. 2/2" = —r'r" ist
1 ,’,,// ,r,//
K = 7(_7,/27“// . 2/27"”) — _7(74/2 + 2/2) -
r r r

folglich sind K und r durch die Differentialgleichung

"+ Kr=0 (6)
verbunden. Die Gleichung (6) ist von zweiter Ordnung und linear, sie ist zu dem System
=1y : ry = —Kry (6)
dquivalent. Zu vorgegebener stetiger Funktion K = K (u') und vorgegebenen Zahlen

ud, r10, 20 gibt es genau eine Losung r1 = r1(ut), ro = ro(ul) mit ry(u) = 710 und
ro(ug) = roo (vgl. den Abschnitt 0.1).
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3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

Das bedeutet beziiglich (6) die Losbarkeit, denn mit r = ry gilt v/ = r{ = r§ =
—Kry = —Kr; dabei kénnen fiir r(u}) und r’(u}) noch Zahlenwerte vorgegeben wer-
den.

Wir kénnen zunichst feststellen, dass zu vorgegebener stetiger Funktion K = K (u')
stets Drehflichen derart existieren, dass fiir alle ' die GauBsche Kriimmung gerade
K (u') ist: Wir haben fiir eine Erzeugende nur

r=r(u')

als Lésung von (6) und dann wegen 7'* + 22 =1

s= [T= e

zu wabhlen.
Das Problem der Verbiegung wird nun fiir konstante GauBsche Kriimmung betrachtet.

Beispiel
(3.7) Die Drehflachen konstanter GauBscher Krimmung K = 1.
Wir erhalten eine Ubersicht iiber alle Drehflichen mit K = 1, indem wir

r+r=0 (6.1)

l6sen; dabei konnen wir noch Anfangsbedingungen der Form r(0) = a > 0 und 7/(0) =
b aufstellen. Auch ohne groBere Kenntnisse iiber die Losung von Differentialgleichungen
hilft beziglich (6.1) folgender "Kunstgriff" weiter:

Aus 1" = —r folgt 2r"r' = —2r1’, d. h.

r? =yl — 2

Um nun das Wurzelziehen zu umgehen, versuchen wir den Ansatz r = rgcos ¢, d. h.
. do \*
résin? ¢ - <du1> = 72(1 — cos® )

und folglich

dy

i A

du! ’
Wir kénnen o. B. d. A. u} = 0 = 7/(0) und das obere Vorzeichen wahlen; dann gilt
v> = (r'(0))> =0=1r3 —r*0) =73 —a? d. h.

1
u
T
r=acosu', z:/\/l—azsin2g0dg0 mit ]u1|<§

1

0 = +u' +u

(Abb. 7). Fiir a = 1 ist die Erzeugende wegen r = cosu!, z = sinu! ein Einheitskreis;
flir a # 1 ist z als sogenanntes elliptisches Integral nur ndherungsweise zu bestimmen,
wobei im Fall @ > 1 noch die weitere Einschrinkung 1 — a?sin®u! > 0, d. h. |u!| <
arcsin%, zu beachten ist.
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3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

Es sei 0 < a < 1. Die Einheitskugelflache

P(u',u*) = O + cosu' cos u?i + cos u' sin u?j + sin u't, —T< — <7

und die zu a gehorige Drehflache

1
2 2 U
P(ut,u?) := O + acosu' cos 4+ acosu' sin u—j + / V1 — a?sin? £dge
a a

sind ineinander verbiegbar, denn sie gehoren zur Schar der Flachen

1
2 2 U
u u
P'(u',u®) = O + tcosu' cos - i+ tcosu'sin ~ i+ / V1 — t2sin? £dee

mit den Ableitungen

u? u?
Pl = (—t sinu! cos o —tsinu'sin o V1 — t2sin? u1>
2 2
U u
P! = [ —cosu! sin —, cosu' cos —, 0
2 t ) t )

und den metrischen FundamentalgroBen

t t ot t 2 1
911 = 1, 912 = 991 = 0, Ggog = COS™ U

Es sei nun a > 1. Die Zone |u'| < arcsini der Einheitskugel mit —7 < u* < 7 und
die Drehflache

P = P“(u*,u?) , o<l

a a

sind ineinander verbiegbar, weil sie zur Schar P = P!(u', u*) gehéren.
Da alle Drehzylinderflachen ineinander verbiegbar sind und aus dem Ergebnis des Bei-
spiels (3.7) bei Wahl einer neuen Langeneinheit das entsprechende Resultat fiir jedes
konstante K > 0 folgt, gilt der

Satz 3.3. Es sei K > 0. Alle Drehflachen der konstanten GauBschen Krimmung K
sind ineinander verbiegbar, wenn der Definitionsbereich in der u!, u?-Ebene geeignet

gewahlt wird.
Abb. 7 /
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3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

Zunachst bleibt noch offen, ob dabei auch Drehflachen verschiedener GauBscher Kriim-
mung ineinander verbiegbar sind und welche Aussagen im Falle K' < 0 gemacht werden
konnen. Antworten auf diese Fragen enthalten die Abschnitte 3.4 und 3.8 (vgl. auch
die folgende Aufgabe 1).

Unter den Drehflachen sind die Katenoide die einzigen Minimalflachen (vgl. den Ab-
schnitt 2.10). Schon 1838 hat Ferdinand Adolf Minding (1806-1885) die Verbiegbarkeit
der (langs eines Meridians aufgeschnittenen) Katenoide

P(z,u%) = (a cosh = cos u?, acosh = sin u?, z) (7)
a a

(vgl. die Herleitung des Satzes 2.10) in die Wendelflache
P(u',w*) = (u® cosu’,w*sinu', aw') (8)

entdeckt. Zum Beweis dieser Tatsache betrachten wir die Flachenschar (Abb. 8a-d nach
W. Wunderlich)

#=1/2 Wendelfliche

t=0 Ketienfldche

z .1 R .
P'(z,u?) = (a cosh = cosu® cost + asinh = sin® u?sin t,
a a
Z . 9 . Z 9 . 9 .
a cosh — sin u” cost — asinh = cosu” sint, z cost + au”sin t (9)
a a

a) Zu dieser Schar gehéren die Katenoide (7), denn wir haben offensichtlich P°(z, u?) =
P(z,u?). Weiterhin gilt

P”/Q(z, u?) = (a sinh = sin u?, —a sinh = cos u?, au2)
a a

Um (8) zu erhalten, betrachten wir die Parametertransformation

T -
al =u?— = , w2 = asinh =
2 a

Wie man leicht sieht, ist diese Parametertransformation zulassig, weil die Funktional-
determinante

z
= —cosh —

a

0 cosh i
1 0

16



3.2 Abwickelbarkeit und Verbiegbarkeit

stets negativ ist.

b) Die Flachen der Schar sind aufeinander abwickelbar, denn es gilt
0’ . z ) zZ . 2 . . Z . 2 z 2 .
P, = <smh — cosu” cost + cosh — sin u” sin ¢, sinh — sin u” cost — cosh — cos u* sin t, cos t>
a a a a

z . . z . z . z . . .
Pl = (—a cosh = sin u? cost + asinh = cosu®sint, a cosh = cos u® cost 4+ a sinh = sin u? sin ¢, a sin t)
a a a a

und somit

2 2
. R Z . . A2 z .

gt = (smh Z cosu® cost 4 cosh = sin u? sin t) + (smh Zsinu? cost — cosh = cos u? sin t)
a a a a
. z Z . Z
+cos?t = (Smh2 -+ 1) cos®t + cosh? ~ sin®t = cosh? =
a a a

. z z . . . z

gy =ua (Slnh ~ cosu® cost + cosh = sin u? sin t) . (Slnh —cosu

. Z .
2sint — cosh = sin u? cos t)
a a

a a
+a (smh Z sinu? cost — cosh = cos u? sin t) . (smh Zsinu?sint + cosh = cos u? cos t)
a a a a

+asintcost =0

2 2
z . .1 2 . z SRR .
gho = a? [(— cosh = sinu? cos t 4 sinh = cos u? sin t) + (cosh Z cosu® cost + sinh = sin u? sin t)
a a a a

z z z
+ sin? t} = q? [cosh2 Zcos?t + (sinh2 -+ 1) sin? t] = a’cosh? =
a a a

d. h., dass ¢, gty (= ¢,) und gh, nicht von t abhangen. Wir haben also den
Satz 3.4. Das Katenoid (7) und die Wendelflache (8) sind ineinander verbiegbar.
Aufgaben

1. Die Schar mit dem Scharparameter ¢ > 0

2
b1 2y 1 Uj 2 Uj ) 2 12
P'(u",u®) = O+ tcoshu cos t1+tcoshu sin tH— 1 — t?sinh” ydx¢

besteht aus ineinander verbiegbaren Flachen der GauBschen Krimmung K = —1.
Anleitung. a) Man zeige zunichst, dass ¢4, gt, und gb, von ¢ nicht abhangen, d. h.,
dass alle Flachen der Schar aufeinander abwickelbar sind.

b) P = P'(u',u®) muss in t stetig sein, da fiir ¢ > 0 die Differenzierbarkeit offensicht-
lich ist.

c) Die GauBsche Kriimmung ist -1, da r = t coshu® der Differentialgleichung (6) mit
K = —1 genigt.

Bemerkung. Die Bestimmung samtlicher Lésungen der Differentialgleichung " —r = 0
kann wie im Beispiel (3.7) begonnen werden:
Aus 2r"r" = 2rr’ folgt zunachst

" —a?=r?— b und r? =724+ a® - 0?

17



3.3 Die Christoffelsymbole Ffj als GroBen der inneren Geometrie einer Fliache und die
absolute Differentiation

Wir setzen 1y := y/|a®> — b%|, machen fir 7o # 0 den Ansatz r = rycosh x oder
r = rosinh x, je nachdem, ob a? < b? oder a* > b* ist, und finden y = +u! + u3.
Im Fall > = ¥? gilt ©/ = +r, woraus = = +1, Inr = +u' + u} und schlieBlich

1
r=roet" folgt.

2* Man zeige, dass fiir eine Zylinderflache der Ubergang von einer Parameterdarstellung
P(u',u?) = P(u') + w°a zu einer Darstellung P(u',u?) = P(u') +v’a mit a L P
und P2 =1 zulassig realisiert werden kann.

Anleitung. Man fiihre zwei Parametertransformationen durch:
() @' =a" , w@=u*- / Padu’

ist zulassig, und fir

gilt a L P.

(b) .
ut = / | P|dit : u? = o

ist ebenfalls zulissig. Man setze abschlieBend P(u') := P(a'(ul)).

3.3 Die Christoffelsymbole I'}; als GroBen der inneren
Geometrie einer Flache und die absolute Differentiation

Es sei P = P(u',u?) eine Fliche mit dem begleitenden Dreibein P;, P, 1.
Im Zusammenhang mit der geodatischen Kriimmung wurden die Ableitungsgleichungen
von GauB und mit ihnen die Christoffelsymboleﬂ eingefiihrt:

Pij = F%Pr + me (10)

Um hieraus eine Darstellung von F?j zu gewinnen, multiplizieren wir beide Seiten von
(10) mit Py:

PP, =T, PPy =T 9 (11)
Die Matrizen (g,) und (¢*) sind zueinander invers - g,;9* = 6. (Kroneckersymbol) -,
so dass sich aus (11) vorerst

Pz‘jpkgkh = nggrkgkh = %57}} = thj (12)
ergibt. Andrerseits gilt wegen ¢,, = P, P,
gii,z = P Pj + BiPjy
aagfif = Pj; P, + PPy,
gi’? = PP+ PP,

!lhre Bedeutung fiir die Differentialgeometrie hat Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) bereits 1869
erkannt.

18



3.3 Die Christoffelsymbole F,’L-‘fj als GroBen der inneren Geometrie einer Fliache und die
absolute Differentiation

indem wir die beiden letzten Gleichungen addieren und vom Ergebnis die erste Gleichung
subtrahieren, erhalten wir wegen P, = P,,

agij I agj{c i agk'i

25 B = = ouk  oul ou’

(13)

Die Gleichung (13) wird (bersichtlicher, wenn wir wie bei P, und P;; die partiellen
Ableitungen von g¢,s nach u! durch einen unteren Index kennzeichnen. Um den Index,
der die Ableitung angibt, von den schon vorhandenen Indizes ohne diese Bedeutung zu
trennen, wird ein Komma gesetzt

9grs
Grsit ‘= oul
Aus (12) und (13) gewinnen wir schlieBlich
hk
Ff} = 92<_gij,k + Giki + Grij) (14)

wobei in der Klammer die Indizes durch zyklische Vertauschung auseinander hervorge-
hen.
Zusammenfassend gilt der

Satz 3.5. Die Christoffelsymbole sind innergeometrische GroBen der Flache. Sie konnen
nach (14) berechnet werden.

Ist langs einer Kurve mit den GauBschen Parametern
u' = u'(t)

eine Schar von Vektoren (Abb. 9)

b =o(t) = v'(t)Pi(u' (t), u"(t))

in der jeweiligen Tangentialebene
e =e(t) = e(u' (), u*(t))

gegeben, dann ist
0 =10=10"P,+ v Pyt

im allgemeinen kein Vektor der Tangentialebene € = &(t). Das trifft beispielsweise auf
v(t) = P(t) zu; denn ist t die Bogenlange, dann hatten wir in (1.54) die Zerlegung

o = P’ =k, + kye

aufgestellt, und k,, ist im allgemeinen von null verschieden. Fiir die Differentialgeometrie
innerhalb der inneren Geometrie einer Flache wollen wir keineswegs auf Ableitungen
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3.4 Theorema egregium

verzichten; deshalb zerlegen wir v beziiglich € = £(¢) in die Parallelkomponente v. und

die Normalkomponente o, und wir nennen v. = v_(¢) absolute Ableitung der Schar

b = v(t) langs der Flachenkurve u' = u'(t), in Zeichen?|

Do(t) . _—

o) s (15)
Mit Hilfe der Ableitungsgleichungen von GauB erhalten wir
b — o = 0'P; + o'T; Pt
d. h. Dot
o) . o
di ) _ (0" + TLv7 ") P, (15)
Aufgaben

1. Man berechne fiir eine Flache mit den metrischen FundamentalgréBen ¢;; = 1,
g12 = ¢g21 = 0 und goo = goo(u',u?) - vgl. die metrischen FundamentalgréBen der
Drehflachen - samtliche Christoffelsymbole nach (14).

Anleitung. Es gilt ¢'' = 1, ¢'2 = ¢*! = 0 und ¢** = gé. (Vgl. auch den Abschnitt

3.4)
2. Wird fiir eine (Orts-)Funktion f = f(u', u?)

Df

T

gesetzt, d. h. Identifizierung der absoluten mit der gewohnlichen Differentiation, dann
gelten folgende Summen- und Produktregeln:

Div+v Dv Dbv D(vo) Do Dv

=+, = 0+b—
dt dat  dit dt dt dt
i DU? Do . . . KR - -1
Anleitung. Um EU + nﬁ zu berechnen, benutze man v, = 6 — 01, b. =0 —1_),
sowie v, L 91, t')gl,ﬁj.

3.4 Theorema egregium

Die Tatsache, dass die heutzutage nach GauB benannte Kriimmung K zur inneren
Geometrie der Flache P = P(u', u?) gehért, hat GauB als theorema egregium (hervor-
ragenden Satz) bezeichnet.

Bevor wir ihn spater als Folgerung der Formel (1) gewinnen, geben wir hier eine erste
kurze, aber formale Herleitung. Sie fiihrt uns zwangslaufig auf Gleichungen, die fiir
die FundamentalgroBen erfiillt sein missen und spater noch gebraucht werden, auf die

2Zweifellos kann die ZweckmaBigkeit dieser Definition in Frage gestellt werden, weil . wie v(t) im
allgemeinen nicht mehr in der Flache enthalten ist. Wie wir in Abschnitt 4.2. jedoch sehen werden,
kann der Begriff der Tangentialebene ohne Anschauungsraum innerhalb der inneren Geometrie
entwickelt werden.
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3.4 Theorema egregium

Gleichungen von GauB und auf die Gleichungen von Mainardi und Codazzi.

Wir gehen davon aus, dass nach einem Satz von H. A. Schwarz (vgl. den Abschnitt 0.1.),
nach dem die Existenz von stetigen partiellen Ableitungen die Vertauschung der Diffe-
rentiationsreihenfolge gestattet, beziiglich der Parameterdarstellung P = P(u!, u?)

P = P (16)
gilt. Mit Hilfe der Ableitungsgleichungen von GauB (1.58)
P = angpt + LpsN
und Weingarten (1.75)
mr - _LrsgStPt
lasst sich P folgendermaBen berechnen:E|

9 9
Pt = 5711 = o

=T, . P+ T (T35 Py + LgM) + Lij M+ Lij(— L g“P,)

= (05, + DTS5 — LinLjug™) P + (Lij + T Lo )N

LR+ LigN) = T3, P+ T3 Pog + Lij M+ LMy,

entsprechend gilt
Pyj = (D j + Tilsy — LivLg"™) Ps + (Lik,j + T Lej)N
Aus (16) folgt P;jr, — Pir; =0, d. h.
i Ps + Ciji 9 =0 (16")
mit den Abkiirzungen

k=R — (LijLw — LinLjy) g

S P S S T S T S "
ik = Lije — Uiy £ Uiloe — Tigly (16")
S . . _ . . T _ T .

Cijk = Lw,k Lzlw + FijLTk Fik:LT]

Da die Vektoren Py, P, linear unabhangig sind, gibt es genau eine Linearkombination
des Nullvektors beziiglich dieser Vektoren, namlicho =0- P, +0- P, +0-91, d. h., dass
in (16") samtliche Koeffizienten verschwinden miissen. Somit bestehen die Gleichungen
von GauB (1827)

fjk =0 (17)

- die Variable G erinnert an GauB - und die Gleichungen von Mainardi und Codazz{

Cijr =0 (18)

3Beziiglich der Bezeichnungen Il und Lijp vergleiche man die Bemerkungen zu g5+ Uber der
Formel (14).

“Diese Gleichungen sind in Veréffentlichungen aus den Jahren 1856 und 1860 enthalten, die von
Gaspare Mainardi (1800-1876) bzw. Delfino Codazzi (1794-1859) abgefasst wurden. Das C' in
(18) bezieht sich auf Codazzi.
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3.4 Theorema egregium

Aus (17) kann nun die eingangs genannte Behauptung gewonnen werden, denn (17)
ist mit

ik = (LijLy — LiLj)g" (17")
dquivalent. Da (gs) und (g'*) zueinander invers sind und somit ¢'*g; = &! gilt, folgt
aus (17') nunmehr

gstRj, = (LijLit — LirLjt)6) = LijLyy — LigLjt
oder nach Umbenennung von ¢
GisR;, = LijLiy — LigLji (17")
Insbesondere gilt flir i =7 =1und k =1=2
G2sRi19 = Li1Log — LiaLip =L

Nach (1.70") heiBt das
L g2s
K=—="=—R] 19
g g e (19)
Weil Rijy =17y o — Ty + 1175 — I'I7 nach dem Satz 3.5 zur inneren Geometrie

der Flache gehért, gilt das

Theorema egregium. Die GauBsche Krimmung K = K (u!,u?) ist eine GroBe der
inneren Geometrie der Flache.

Die Formel (19), die zum Theorema egregium fiihrte, hat auf der rechten Seite nur
deshalb solch einfaches Aussehen, weil wir giinstige Abkiirzungen eingefiihrt hatten.
Allerdings kann, wie wir im folgenden Beispiel sehen werden, die rechte Seite von (19)
unter besonderen Voraussetzungen auch sehr einfach sein.

Beispiel

(3.8) Der Fall g11 = 1, g12 = go1 = 0, ga2 = g2o(ul, u?). Der Fall tritt beispielsweise
bei Drehflaichen mit der Bogenlinge der Erzeugenden als Parameter u! ein, er ist aber
dariiber hinaus fir spatere Untersuchungen wichtig.

Unter obigen Voraussetzungen gilt g = ga0, ¢g'' =1, ¢'2 = ¢*! =0, ¢*2 = g% sowie
921 1 922 9 2 2 2 2 12 2 12 1 2 2 12
K = ?Ruz + ?an = Ryjp = F11,2 - F12,1 + Iy + 715 — Tiply — T30

In einer Nebenrechnung bestimmen wir die bendtigten Christoffelsymbole (vgl. die Auf-
gabe 1 zu Abschnitt 3.3.)

11
I} = g2(—911,1 + 111+ 9111) =0
g2
I = 7(—911,2 + 9121+ g21,1) =0
22
Y, = 92(—912,2 + G221 + g21,2) = gﬂl =12,
g22
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3.4 Theorema egregium

und die beiden bendtigten Ableitungen

92211922 — (922,1)2

r.,=0 r2,, =
11,2 12,1 2(922)2
Somit gilt die Formel
2
92211 | 1 (9221 :
o= 211 1 () 19
2922 4\ g2 (19)

aus der die Zugehorigkeit von K = K (u', u?) zur inneren Geometrie der Fliche bereits
leicht abgelesen werden kann. Wegen

82\/922 _ 0 ( g22.1 ) _ 922,11 (922,1 2
(Qul)?  Oul \2\/g22 2,/022  4(\/922)3

besteht schlieBlich die Gleichung

P 1 0

Sind Flachen aufeinander abwickelbar oder gar ineinander verbiegbar, dann existieren
Parameterdarstellungen P = P(u!,u?) und P = P(u!, u?) mit

gik‘(ulau2) - gik<u1au2) (21)

nach (19) gilt dann

K(u',u?) = K(u',u?) (22)
In Erganzung des Satzes 3.3 kann nun festgestellt werden, dass Drehflachen konstanter,
aber verschiedener GauBscher Kriimmung nicht aufeinander abwickelbar und damit erst
recht nicht ineinander verbiegbar sind, weil K als GroBe der inneren Geometrie bei
Verbiegung wie auch bei Abwicklung konstant bleiben muss.
Die naheliegende Frage, ob aus (22) umgekehrt (21) folgt, ist - wie das folgende Beispiel
zeigt - zu verneinen.

Beispiel
(3.9) Parameterdarstellungen mit (22), die (21) nicht erfiillen. Neben der Parameter-

darstellung
22 (,2)2
Plul,u?) = <u1,u2, (u”) . (u”) )
eines hyperbolischen Paraboloides (vgl. Beispiel (2.16)) mit
P1:(1707 —U1>, P2: (0717u2)7
Py =(0,0,-1), Prg = Py =0, Py = (0,0,1),
g1 =1+ (uh)? 1,2
go2 = 1+ (

) gi2 = g21 = —UuU U,

u’)
u2)27 g = 1+ (u1>2 + <u2)2

betrachten wir
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3.4 Theorema egregium

wobei wegen

Pl - (1,0,162), p? - (0,1,U1),

Py =0, Py = Py = (0,0,1), Poyy =0,

g1 = 1+ (u?)?, Gro = Go1 = u'u?, Goo = 1+ (u')?, =1+ (u')’+ (u?)?

offenbar (21) fiir (u',u?) # (0,0) verletzt ist. Die Berechnung der GauBschen Kriim-
mung ergibt jedoch

K £ _ (Plpgpll)(P1P2P22) - (P1P2P12)2 _ _i
g g° g
sowie _ o — == .
F_L_(P1P2P11)(P1P2P22)_(P1P2P12) _ 1_[(
=—-= — __?_
[7] g

Trotz dieses Resultates kann gefragt werden, wann die GauBsche Kriimmung bereits
die innere Geometrie einer Flache beherrscht. Hier konnen wir zunachst den Satz 3.3
nennen. Um ein weiteres Resultat von dieser Art zu erhalten, bestimmen wir alle Flachen
verschwindender GauBscher Kriimmung:

Fir P = P(ul,u?) gelte K(u',u?) = 0.

a) In Flachpunkten gilt L;z = Ag;z mit A = 0 nach dem Satz 2.6, d. h. Lj; = 0
und 9 = 0 nach den Ableitungsgleichungen (1.75) von Weingarten. In einem offe-
nen Flachenstiick aus Flachpunkten ist 91 konstant und die Flache eben. Alle iibrigen
Flachpunkte sind Haufungspunkte von Nicht-Flachpunkten, und iber sie erhalten wir
nach b) und einem Grenziibergang eine Aussage.

b) In flachpunktfreien Flachenstiicken seien o. B. d. A. die Parameterlinien Kriim-
mungslinien, so dass nach einem Zusatz des Satzes 2.7 sofort g12 = go1 = 0 und wegen
{1 = @(y = 0 nach (1.71) noch

Ly = Mg, Lis = Loy =0, Los = Xag22

folgt. Es gilt MqAy = K = 0,d. h. Ay #2 0, Ao = 0 oder \; = 0, Ay # 0; aus
Stetigkeitsgriinden diirfen wir einheitlich \; £ 0, Ao = 0 voraussetzen.
Dann ist noch Loy = 0 und Dy = —Lgrgrij = 0. Fir Py, erhalten wir

Pyy = TP+ Loy =T%, P,

denn nach (18) ist 0 = Ca9; = I'3,L1; und folglich T3, = 0. Insbesondere haben wir
fur die z-Koordinate von Ps

ox 1 Ox
@ = F%2.§C bzw. E . W = ng
oder nach Integration
'LL2
Inz —Inzg = f(u',u?) = /F%2du2 bzw. r = xpe’
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3.5 Der Fundamentalsatz der Flachentheorie

Analog ergibt sich y = yoe/ und 2z = ze/. Da P, = e/ (29, 4o, 20) gilt, sind die u?-
Linien geradlinig. Mithin ist das Flachenstiick eine Regelflache mit 91, = 0, d. h. eine
Tores.

Aus diesem Ergebnis und dem Satz 3.1 folgt der

Satz 3.6. Folgende Aussagen sind untereinander aquivalent.

a) Die Flache ist eine Torse.

b) Die Flache ist in die Ebene abwickelbar.

c) Fir die Flache gilt Gberall K(u',u?) = 0.

d) Die Punkte der Flache sind parabolisch, oder es sind Flachpunkte.

Aufgaben
1. Die GauBsche Kriimmung einer Regelflache ist nirgends positiv.

2. Man iberpriife die Giiltigkeit von (20) fiir eine a) Drehzylinderflache, b) Drehkegel-
flache, c) Kugel vom Radius 7.
Anleitung. Fir Drehflachen gilt goo = r. Unter a) ist r konstant und K = 0, unter b)

gilt 7 = u'sin S und K = 0, unter c) sind r = Rsin % und K = # zu beriicksichtigen.

3*. Die Gleichungen (17) enthalten nur vier wesentliche Gleichungen, die samtlich das
Theorema egregium erweisen und untereinander aquivalent sind. Dagegen befinden sich
unter den Gleichungen (18) zwei wesentliche Gleichungen.

3.5 Der Fundamentalsatz der Flachentheorie

Bereits in der Einfiihrung 3.1. konnte festgestellt werden, dass die innere Geometrie zur
eindeutigen Bestimmung einer Flache im allgemeinen nicht ausreicht, d. h., dass eine
Flache durch die metrischen FundamentalgréBen noch nicht eindeutig festgelegt ist.
Nach dem folgenden Fundamentalsatz gelingt die eindeutige Beschreibung einer Flache
mit Hilfe aller FundamentalgroBen.

Im Zusammenhang mit der Bestimmung aller Flachen ein und derselben inneren Geome-
trie ist vor allem zu klaren, inwieweit die zweiten FundamentalgroBen beliebig gewahlt
werden konnen.

Schon im zweiten Kapitel wurde darauf hingewiesen, dass den Frenetschen Formeln
der Kurventheorie die Ableitungsgleichungen von GauB und Weingarten entsprechen.
Somit bilden die FundamentalgréBen g, und L;x, das Gegenstiick zu Krimmung und
Windung, mit deren Hilfe sich die Koeffizienten in den Frenetschen Formeln angeben
lassen.

Wegen Gik = -Pszy (Pl X P2)2 =g und Pij = Fiﬂjpk + me gl|t

(i) gir zweimal stetig differenzierbar; g11, g22, 9 > 0; gir = G,
(ii) Lix stetig differenzierbar, L;; = Ly;.

Im Gegensatz dazu, dass in der Kurventheorie Krimmung und Windung véllig unab-
hangig voneinander sind, missen die FundamentalgroBen nach Abschnitt 3.4. noch den
Gleichungen von GauB bzw. Mainardi und Codazzi
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3.5 Der Fundamentalsatz der Flachentheorie

(iii) 7y = 0 (GauB 1827),
(iv) Cijr = 0 (Mainardi 1856, Codazzi 1860)

geniigen. Die Bedingungen (i) bis (iv) sind somit notwendig dafiir, dass die Funktionen
gir = gir(ul,u?) und Lijx = Lix(ul, u?) zu einer zulassigen Parameterdarstellung einer
Flache gehoren. Nach dem folgenden Satz sind diese Bedingungen auch hinreichend:

Fundamentalsatz der Flachentheorie (Bonnet 1867).
Geniigen die Funktionen §;, = §(u', u?) und Li; = Lix(u', u?) den Bedingungen (i) bis
(iv), so gibt es bis auf Bewegung im Raum genau eine zuldssige Parameterdarstellung
P = P(ul,u?) mit

gir(u', u?) = Gip(ut, u?) und Lip(ut, u?) = Li(ut, u?)

Der Beweis beruht auf der Existenz und Eindeutigkeit der Losung von einem System
partieller Differentialgleichungen. Das soll im folgenden skizziert werden:
Eine Losung P = P(u', u?) muss die Ableitungsgleichungen von GauB und Weingarten

erfilllen. Notwendige Voraussetzung fiir die Losbarkeit dieses Systems von partiellen
Differentialgleichungen ist

(f;“jpr + LMy = (f;?jpr + L), (25)

und ) )
(=LirG" Ps)j = (= Ljrg" Ps); (26)

dabei besteht (25) nach (23) und (24) infolge von (iii)und (iv), wie die Herleitung
dieser Gleichungen im Abschnitt 3.4. lehrt. Es erweist sich tberraschenderweise, dass
(26) keine neue Bedingung erfordert. Denn (26) hat die Gestalt

KZPS + sz‘ﬁ = K]SZPS + K]Z‘ﬁ

wobei sich die voriibergehend mit K; bzw. Kj;; bezeichneten Koeffizienten nach (23)
berechnen lassen

K Py 4 KN = —(Linj§"™ + Lirg"™7) Py — Ling™ (I} Ps + Ly M)
Trivialerweise haben wir
Kij = —Lip§"Lgj = —L;js§* Lri = Kj;
Um Kfj = K;Z- nachzuweisen, bemerken wir zunachst

~rs,j~

g gst + grsgst,j =0

wegen §"°gs = 0; und betrachten
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3.5 Der Fundamentalsatz der Flachentheorie

K]gst - _IN/it,j + Eirgrsgst,j - iirgrufijgst
~ sy

- - e o _ _ _ ~
= _Lit,j + L, (grsgst,j - grui(_guj,y + Gjy.u + gyu,i)gst>

2
~ ~ STrU
= Lit,j + Ly (gTugutj 9 (_guj,t + gjt,u + gw,i))
~ ~ gru ~ ~ ~ ~ ~ o~
= L ; + Lir?(_gjtu + Gtug + Gujt) = Litj + Livljy = Lt j + I Liy
= _Ctm Lt] i+ F Ctzy ﬂgst

Nach (iv) gilt Cy;; = 0 und somit
K@sjgst — K;tgst

woraus K;; = K3; und damit (26) folgt. Also besteht (26) nach (23) lediglich wegen

(iv).
Die Theorie der Losung von Differentialgleichungen lehrt, dass (23) und (24) wegen
(25) und (26) genau eine Losung

P =P v ., N=N0 ) (27)
besitzt, wenn man von einem geeigneten Dreibein
Pl(u(l)’ug)v PQ(“%)?“?))? m(“%?“%)

ausgeht. Nach der Wahl eines Punktes Py gibt es wegen P;(u',u?); = P;(u', u?); nach
(23) genau eine Losung P = P(u', u?) mit (27) und P(ug, uj) = F. Schhethh |asst
sich gix = i und Ly, = Lik fiir alle (u', u?) nachweisen.

Um nun eine Klasse von Flachen mit derselben inneren Geometrie zu bestimmen, kann
man bei festen metrischen FundamentalgroBen g;; zunachst alle mit (iii) und (iv) ver-
traglichen L;;, bestimmen. Da beide Bedingungen fiir j = k trivialerweise erfiillt sind
(vgl. (16")), dirfen wir o. B. d. A. sofort j =1 und k = 2 voraussetzen.

Die Bedingung (iii). Aus (iii) und g, = g;k, folgt erst
(LirLay — LisLu)g" = Rjyy = (LinLyy — LinLu)g"

und dann - -
Ly Loy — LigLyy = Ljy Loy — Lijg Ly

In den Fallen : = [ = 1 oder ¢ = [ = 2 liegen triviale ldentitaten vor. AbschlieBend
betrachten wir die tibrigen Falle:

a) t1=1und [ =2: LHLQQ — L12L12 = ZHZQQ — zlgzlg
b) t1=2und [ =1: L21L21 — L22L11 = Zzlz% — ZQQle

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, dass (iii) lediglich L = L ergibt; diese Glei-
chung erhalten wir bereits aus g;x = gz, Uber K = K nach dem Theorema egregium.

27



3.5 Der Fundamentalsatz der Flachentheorie

Bei der obigen Voraussetzung g;xz = ;. ist folglich (iii) belanglos.

Die Bedingung (iv). Wegen j = 1 und k = 2 besteht (iv) aus zwei Gleichungen
(i=1,21)

(iv') { Lo — Li2g + F#Lm + F21L22 — F%QLll — F§2L21 =0
Lot — Log1 + 151 L1a + 151 Lag — I'g9L11 — I'59 L0 =0
Unter der Voraussetzung, dass die Parameterlinien zueinander orthogonale Kriimmungs-
linien sind, vereinfacht sich (iv') erheblich: Aus g12 = g21 = 0 und 56%1) = xé) = 0 folgt
nach (1.71)
L1 = Mg, Lya = Loy =0, Lo = Aagao

so dass wir
(iv") { Liyo =Tyl — T% Lo
Log1 = —T3oL11 + T3 Loy

erhalten, wobei wir die Bestimmung von Li; und Loy auf die Ermittlung von \; =
A1 (ul, u?) bzw. Ay = Ao(ul, u?) zuriickfiihren kénnen.

Beispiel
(3.10) Bestimmung aller mit g11 = go2 = 1, g12 = g21 = 0 vertraglichen zweiten Fun-
damentalgroBen unter der Voraussetzung, dass die Parameterlinien Krimmungslinien
sind.
Wegen I, = 0 gilt R}, = 0 nach (16”) und K = 0 nach (19). Aus Stetigkeitsgriinden
diirfen wir o. B. d. A. lberall Ay = 0 voraussetzen. Zur Ermittlung von \; steht uns
(iv]) zur Verfligung:

Liig=(A\gn)2=Xi2=0

als Lésungen kommen gerade alle stetig differenzierbaren Funktionen \; = A;(u!) in
Frage. AuBerdem gilt

Lll(ula Uz) = )\(Ul) ) Lig = Loy = Loy =0

Nach dem Fundamentalsatz gibt es zu jeder Funktion A\; = A(u') eine Lésung P =
Py (ut,u?); diese Losung kdénnen wir sogar explizit als Zylinderflache (2)

Py(ut,u?) = Py(u') +u’a

mit |P5| = |a] = 1 und aP; = 0 angeben, wobei die ebene "Bahn"-Kurve P =
Py(u!) die Krimmung ky(u') = [A(u!)| besitzt und sgn A(u!) = +1 etwa "Links"-
und sgn A(u') = —1 "Rechtskurve" bedeutet. Sonderfall ist natiirlich die Ebene.

Im obigen Beispiel haben wir tber (iv") nicht alle in die Ebene abwickelbaren Flachen
erhalten. Die Ursache ist darin zu sehen, dass die Ebene vielfaltige Systeme zueinander
orthogonaler Krimmungslinien besitzt.

Nach einer Bemerkung in Abschnitt 1.2.9. lassen sich in einer Umgebung jedes Nicht-
Nabelpunktes die Kriimmungslinien als Parameterlinien einfiihren, und nach einem Zu-
satz zum Satz 1.2.7 ist das System der Kriimmungslinien dort eindeutig. Um den Wert
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3.6 Die geodatische Kriimmung

von (iv") einschatzen zu kdnnen, miissen wir den Fall der Nabelpunkte naher untersu-
chen:

Es sei P = P(u',u?) eine Fliche, die nur aus Nabelpunkten besteht. Nach dem Satz
1.2.6 gilt
Lip(u', u?) = Mu', u?) gir (u', u?)
nach den Ableitungsgleichungen von Weingarten (1.75) somit
N; = —Livg"” Py = Agirg’? P; = —AP; (28)
Folglich ist
Mg —Nor = = A2 = AP+ A 1Pa+ APy = A 1P — AP =0

wegen der linearen Unabhangigkeit von P; und P, bedeutet das A | = A3 = 0, so dass
A konstant ist. Folglich ergibt (28) im Fall A = 0 einen konstanten Normalvektor N,
mithin ist P = P(u!, u?) eben; im Fall X # 0 fiihrt Integration von (28) zu

1

N = APy — P(u',u?)) bzw. (Py — P(u',u*)* = It

d. h., dass P = P(u!,u?) der Gleichung der Kugel um Py mit dem Radius ﬁ genugt.
Wir haben also den

Satz 3.7. Ein Flachenstiick, das nur aus Nabelpunkten besteht, ist entweder Teil einer
Ebene oder Teil einer Kugel.

Aufgaben

1. Fir P = P(u',u?) seien die Parameterlinien zueinander orthogonale Krimmungsli-
nien.

a) Man zeige g1 = L12 = 0.

b) L, := — Ly, ist mit g; vertraglich, d.h., dass (iv") von g und L. erfullt wird.
c) Man berechne L;;, nach der Parametertransformation @' = u!, 7? = —u?, vergleiche
das Resultat mit L;, und deute des Ergebnis.

2. Fiir die Kegelflache (3) gilt g11 = (u?)?, g12 = go1 = 0 und 22 = 1. Man bestimme
alle mit diesen g;;. vertraglichen L;;, die zu Flachen mit orthogonalen Kriimmungslinien
als Parameterlinien gehoren.

3. Man l6se nochmals Aufgabe 3* aus Abschnitt 3.4.

3.6 Die geodatische Kriimmung

Es sei u' = u'(s) die GauBsche Parameterdarstellung einer Kurve der Fliche P =
P(u',u?), wobei s den natiirlichen Parameter bezeichne. Im Abschnitt 2.5. haben wir
die geodatische Krimmung lber die Zerlegung

P"(ul(s),u*(s)) = k.M + ky(M x P') (29)
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3.6 Die geodatische Kriimmung

eingefiihrt. Da 91 x P’ ein zu 91 senkrechter Einheitsvektor ist, erhalten wir aus (29)
k, = (M x P'YP" = N(P' x P") (30)

Diese Darstellung zeigt noch keine Beziehung von kg zur inneren Geometrie der Flache
P = P(u',u?). Deshalb formen wir P’ und P” mit Hilfe der Ableitungsgleichungen
von GauB um:

kg = NP x P") = NP x (Poug + Tju’ v P+ Liju' uw/ M)
— " (@ + Tiuw )N(P, x P,)
Wegen
P x P furr <s

P.xP,=<¢0 firr=s
—P x B furr > s

gilt (P, x Py) = N(P1 x Py)sgn(s —r) = ,/gsgn(s — r) und schlieBlich
ky = \/E(ull(uyl + Fijuiluj/) — u2/(ulu + nguiluj/)) (31)

Nach dem Satz 3.5 haben wir nun den

Satz 3.8. Die geodatische Krimmung einer Flachenkurve gehort zur inneren Geometrie
der Flache.

Der Nachteil der Formel (31) besteht neben ihrer Lange in der Abhangigkeit von den
Flachenparametern. Fir die Theorie der ebenen Kurven soll das nachgewiesen werden.
Dort kann man vorteilhaft die geodatische Kriimmung statt der Kriimmung benutzen,
weil das Vorzeichen sgn k,(s) eine bemerkenswerte Deutung besitzt:

a) Ebene mit kartesischen Koordinaten.
Wegen ¢g11 = g22 = 1 und g12 = go1 = 0 verschwinden alle Christoffelsymbole. Der
Tangentenvektor P’(s) einer ebenen Kurve lasst sich mit Hilfe des Winkels 1) = 1(s)

zwischen den positiv orientierten Parallelen zur u'-Achse und P’(s) darstellen (vgl.
Abb. 10):

P'(s) = (u”,u?) = (cos v, sin 1)
so dass

P'(s) = (ulﬁ,uy/) = (— sin @/Jil;f,cos 1#?25)

'l

(1,
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3.6 Die geodatische Kriimmung

gilt. Aus (31) erhalten wir folglich

_w

= (31a)

kg = cos - cos z/JCCl;f — sin e (— sin 10655) d. h. ky(s)

Wachsender Winkel v und positive geodatische Kriimmung entsprechen einander und
kennzeichnen eine Linkskurve; negative geodatische Kriimmung charakterisiert eine

Rechtskurve. Die Parametertransformation 5 := —s ergibt
= dy dy ds
) = s T s as T M)

und wie erwartet die Umwandlung einer Links- in eine Rechtskurve und umgekehrt. Ist
(t,n4) ein positiv orientiertes Zweibein, dann erhalten wir wegen k,, = 0

t=kmy w, = —kgt

die Frenetschen Formeln der ebenen Kurventheorie. Damit wird

die natiirliche Gleichung einer ebenen Kurve.

b) Ebene mit Polarkoordinaten.
Aus den metrischen FundamentalgroBen g11 = 1, g12 = go1 = 0, goo = (ul)Q, wie
sie im Beispiel (1.2.12") ermittelt wurden, erhalten wir beziiglich der Christoffelsymbole
nach (14) folgende Ergebnisse:

rt =rl, =0, I} :_%, 2, =12,=0, I? _ 9221

11 12 22 2911 11 12 127 90,

st 1) der Winkel, den die durch den betrachteten Punkt laufende u!-Linie mit dem Tan-
gentenvektor P'(s) einschlieBt (Abb. 11), dann gilt wegen Py = g11(u!)2+ goa(u?)? =
1 hier zunachst

P/(S> = Piui/ = Pl COS¢ + PQSlnldj
u
4
Y
Abb. 11
und dann
ulﬂ:—sinib-@ uz//:cosw.@_sinwcosw
ds ’ ul  ds (ul)?
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3.6 Die geodatische Kriimmung

Die geodatische Kriimmung kann nun wieder nach (31) berechnet werden:

1 cosy dip sinycosy 2 sin v
kg =u (cos¢<u1 -E—W—l—aﬁosw- i
sin . dy | sin?¢
. (— Smlﬂ% —u - ()2
. . 2 1
= cos? @b@ + (:0521/)M + sin® w% + sin¢sm 4 = i +siny - —  (31b)
ds ul ds ul ds ul

Gegeniiber (31a) ist hier ein Korrekturglied zu beriicksichtigen, das mit % die geoda-
tische Kriimmung der u2-Linie durch den betrachteten Punkt enthilt.

Nach (31 b) lasst sich eine Darstellung der geodatischen Krimmung einer Kurve
u’ = u'(s) in einer beliebigen Flaiche P = P(u', u?) mit Hilfe der geodatischen Kriim-
mung der Parameterlinien vermuten.
Dabei setzen wir voraus, dass sie ein orthogonales Netz bilden, d. h. g1 = go1 = 0. Es
sei s1 der natiirliche Parameter der u!-Linie u? = ¢. Dann ist wegen P,, = Pu’ = Pju!
und |P, | =1 =|Pu"| o. B. d. A.

ul' = ! u? =0

v 911 ’

Um die Formel (31) anwenden zu kdnnen, bendtigen wir lediglich noch

1 gi1,2
I3 = s—(—g22) = =5
H 2922( 2) 2922
denn jetzt ist
k;l) _ \/§u1,1“%1u1/u1, _ _9n2y9ngz _ 9112 (32.1)

2922\/9113 o 29111/922

Analog ergibt sich
@ 921 32.2
I 2g22+/911 ( )
AbschlieBend berechnen wir die geodatische Kriimmung der Flachenkurve u’ = u'(s)
gemaB (31). Wegen g2 = g21 = 0 gilt zunachst

g11,1 1 g11,2 1 —g221
My =20, Dy=2"2 Ti= =
M 2gy 27 201 22 2911
—011,2 2 —g22,1 2 9222
I} = , T, = , I3 =
H 2092 12 2G90 227 2099

Wir stellen den Tangentenvektor P’ wiederum mit Hilfe des Winkels 1) zwischen u!-Linie
und Kurve (Abb. 12) dar:

Abb. 12
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3.6 Die geodatische Kriimmung

COS ¢ sm 1/}
\/gT \/97

P =Py =

somit haben wir

' cost v Smwdw cosp 3 COS@D sin
_\/ﬁ’ U = Jands 2 /gn gi1—— +tgn2——

Vi V922
o siney g cosdy  siny 3 cos Y g sin )
= - 22,2

TV YT Vmds 2o <g2“¢— \/_>

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Berechnung der geodatischen Kriimmung
ausfihren:

by = /3 <005¢ <u2" _guz cos? 1 4 9221 sin ¢ cos 1 L 922 SiHQZ/J)
Vo 2011 gu gi1 V9 2g22 922
sm¢ ( N g1 cos? 1 n g2 sin v cos Y 921 sin2¢>>
V922 2011 gu gi1 V9 2011 911
¢

T ds

) sin Y cos? ) + k ) cos® v+ kél) cos 1 sin ¢ + kf) sin® 9

Nach einer weiteren Zusammenfassung erhalten wir den

Satz 3.9 (Liouvilleﬂ, 1850). Bilden die Parameterlinien ein orthogonales Netz, dann lasst
sich die geodatische Kriimmung nach der Formel

ky = Cf;p + k: ) cos e + k ) sina) (33)

berechnen.

Bei der effektiven Bestimmung von k, wird man jedoch meist auf (30) zuriickkommen,
woraus nach den Frenetschen Formeln

kg = N(P' x P") = N(t + kn) = kNb

und somit
ky = kcos Z(,b) (34)

folgt. Das lasst sich umdeuten:

Satz 3.10. Die geodatische Kriimmung ergibt sich aus der Krimmung nach Multipli-
kation mit dem Kosinus des Neigungswinkels von Tangential- und Schmiegebene.

Aufgaben
1. Man zeige, dass fiir ebene Flichen P = P(u',u?) stets |k,| = k gilt.

2. Man bestimme die geodatische Kriimmung einer logarithmischen Spirale (Abb. 11)
mittels (31b).

®Joseph Liouville (1809-1882). Seine mathematische Schule brachte u. a. die Frenetschen Formeln
hervor.
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3.7 Geodditische Linien

Anleitung. Nach dem Beispiel (1.15) gilt cosy = \/117

3. Man zeige, dass in einer Kugelflache jede Kurve konstanter geodatischer Kriimmung
ein Kreis ist.

Anleitung. Ist R der Kugelradius, dann gilt k2 = %, so dass k konstant sein muss
(warum?). Man zeige abschlieBend w = 0.

4. Man beweise fiir die Meridiane der Drehflachen k;, = 0 nach (32) und ermittele
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden der geodatischen

Krimmung der Breitenkreise.
Anleitung. Fiir eine Drehflache (1.36)

P(ut,u*) = O + rcosu?i + rsinu?j + 2&

gilt g11=1, g12 = g21 = 0 und goo = r(u!)? nach dem Beispiel (2.10), wobei Meridiane
und Breitenkreise Parameterlinien sind.

5. Man uberpriife (32.2) sowie

d d
KD = ——In/ KD = ——In/
g ds I1y/g11 3 g sy 11 4/g22

2

3.7 Geodatische Linien

Die Geraden sind durch verschwindende Kriimmung gekennzeichnet. Da Flachen nur in
Ausnahmefallen Geraden enthalten, zeichnen wir in einer Flache die Kurven verschwin-
dender geodatischer Kriimmung als "geradeste" Linien aus:

Definition. Eine Flachenkurve P = P(u!(s),u?(s)) heiBt geodatische Linie oder kurz
Geodatische genau dann, wenn k,(s) = 0 fiir alle s gilt.

Beispiele

(3.11) Geraden. Enthalt eine Flache eine Gerade g, dann ist g eine Geodatische, weil
aus k = 0 und k* = k2 + k2 sofort kg = k,, = 0 folgt. Unter anderem sind die Geraden
einer Regelflache geodatisch.

(3.12) Meridiane der Drehflachen. Fir sie ist b Tangentenvektor der Breitenkreise, d.
h. b L 9%; aus (34) folgt k, = 0.

Eine andere Begriindung ergibt sich daraus, dass ihre Schmiegebene auf der Tangen-
tialebene senkrecht steht und dass somit k£, = 0 nach dem Satz 3.10 gilt. SchlieBlich
fihrt auch die Feststellung |k,| = k zur Behauptung k;, = 0. Dagegen gilt k, = 0
nur fiir die Breitenkreise, deren Tangentialebenen parallel zur Achse sind, z. B. fiir alle
Breitenkreise der Drehzylinderflachen.

Satz 3.11. Jede der folgenden Bedingungen ist fiir Geodatische kennzeichnend:

a) M(P' x P") =0 fur alle s,
b) u'" + Ti,w'u* =0 fir alle s und i = 1,2.

Beweis. Die Behauptung beziiglich a) ergibt sich unmittelbar aus (29). Wir erinnern an
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3.7 Geodditische Linien

(1.54) und (1.61). Wegen
P’ = ky(M x P') + kM = (u + szu] VP + koM
ist k, = 0 gleichbedeutend mit
(" + szuj VP =0

und diese Gleichung wegen P; }f P, mit u + FZ Wk =0, i=1,2 fir alle s, w. z.
b. w.

\

VA\

Abb. 13

@
Beispiel

(3.13) Die Schraubenlinien auf Drehzylindern sind geodatisch, da 0 || P” und somit
NP x P")=-NP'"x P')=—(Mx P")P' =0 ist (Abb 13).

Da die Meridiane und Breitenkreise ebenfalls geodatisch sind, geht von einem Punkt
des Drehzylinders in jeder Richtung eine Geodatische. Allerdings ist die Verbindung
zweier Punkte durch eine Geodatische nicht eindeutig: Beispielsweise gibt es fiir zwei
Punkte P und ) einer Mantellinie noch unendlich viele sie verbindende Schraubenlinien
(Abb. 13).

In der Ebene ist die geradlinige Verbindung zweier Punkte nach der Dreiecksunglei-
chung stets kirzeste Verbindung dieser Punkte. Wie das Beispiel (3.13) lehrt, kann es
geodatische Verbindungen zweier Punkte geben, deren Lange nicht minimal ist (Abb.
13). Umgekehrt ist in einer Ebene die kiirzeste Verbindung geradlinig. Diese Aussage
lasst sich stets verallgemeinern:

Satz 3.12 (Johann Bernoulli, 1697). Eine kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist stets
Teil einer Geodatischen der Flache P = P(u!, u?).

Beweis. Es sei u’ = u’(s) die Gleichung einer kiirzesten Verbindung der Punkte A; =
P(u'(s;),u*(s;)), 7= 1,2, d. h., dass ihre Lange das Minimum fiir die Langen aller A,
und A, verbindenden Kurven ist. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei s; < s5.

Abb. 14

Wir betrachten zwei dreimal stetig differenzierbare Funktionen v! = v!(¢) und v? =
v2(t) mit vl(s!) = v%(s1) = v!(s2) = v*(s2) = 0 und fragen, wann durch (Abb. 14)

ul(t) == u'(t) + evt(t), uZ(t) = u?(t) + ev?(t), s1 <t < s (35)

3

35



3.7 Geoddatische Linien

eine Flachenkurve beschrieben wird. Offenbar gilt u(t) = u'(t), d. h., dass fiir e = 0 die
Kiirzeste dargestellt wird; dann ist ¢t nach Voraussetzung sogar natiirlicher Parameter.
(Da diese Eigenschaft bei dem obigen Ansatz nicht gefordert wird, haben wir den
Parameter mit ¢ bezeichnet.)
Fiir ¢ # 0 ist u’ = u'(t) dreimal stetig differenzierbar; doch wann gilt (1}, u2) # (0,0)?
Wegen der Aquivalenzen

(ul,u?) #(0,0) & P.:= Pl #0 < P? >0 < ggala® >0

gr e

genligt es, die Werte der durch (g;x) definierten positiv definiten quadratischen Form
zu untersuchen. Es gilt

glkug k= = gipt' 'k + 25—:glku oF + &2 gir0' ok =1 + 25glku o + &2 GikU ipk

> 14 2egptitt” > 1 = 2e||gintilo™| > 1 — |e|M >0
wenn M das Maximum der stetigen Funktion

f(t) = 2|gga' o]

auf dem abgeschlossenen Intervall [sy, so] bezeichnet und fir M # 0 dann |e] < 47

gewahlt wird. Es gibt also stets eine Umgebung U, von 0 derart, dass (35) fiir ¢ € U,
eine Flachenkurve beschreibt.

Die Léange [. einer Kurve (35) erfillt nach der Voraussetzung die Ungleichung [y < L..
Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimum ist bekanntlich

a
de e=0
genauer heiBt das
So did
0:5/ gijaéuédt = /g”kug L +2g” L
c 51 e=0
52 1 52 52 o
= / 2(913 puculo® + 2g;ju 0l )dt /9@] putilvtdt + gijuzvl| — /(gijul)vjdt
S1 51

1 Ep) i y
= 5 [ (ki — 2(gui))o"dt
S1

Da v! = v!'(t) und v? = v%(t) weitgehend beliebig gewahlt werden kdnnen - spe-
ziell derart, dass der Integrand stets nicht negativ ist -, kann das Integral nur dann
verschwinden, wenn

Gij ' — 2(gga’) = 0 (36)
gilt.
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3.7 Geodditische Linien

Fir e = 0 ist der Parameter die Bogenlange s, so dass wir kiinftig die Ableitungen mit
! statt ~ kennzeichnen. Aus (36) folgt

-/ -/ -/ -/ .
1 1 A
Gij ' W — 2gi ju" v — 2g;u’ =0

tr
" g Y,
ik (Ut + 7(—9¢j,r + 2girj)u’ W ) =0

und schlieBlich nach Multiplikation mit ¢"* und Summation
u" F?jui/uj/ =0

fir unsere Kiirzeste. Nach dem Satz 3.11 ist sie geodatisch, w.z.b.w.

&

geoditische 4'-Linen

Abb. 15 @ H

Wie wir bereits wissen, gilt die Umkehrung des Satzes 3.12 im allgemeinen nicht. Um
eine hinreichende Bedingung fiir die Umkehrbarkeit formulieren zu konnen, erklaren wir:

Definition. Das System der Parameterlinien einer Flache heiBt genau dann geodatisch,
wenn die u'-Linien geoditisch sind und von den u2-Linien senkrecht durchsetzt werden
(Abb. 15a). Man spricht dann auch von geodatischen Parametern.

Das System der Meridiane und Breitenkreise einer Drehflache ist z. B. geodatisch.

Satz 3.13. Zwei u>-Linien eines geodiatischen Parametersystems schneiden aus den u!-
Linien Stiicke gleicher Lange aus (GauB, 1827). Umgekehrt ergibt diese Eigenschaft bei
einem orthogonalen Netz, dass die u'-Linien geodatisch sind.

Zusatz. Bei geodatischen Parametern kann o. B. d. A. g11 = 1,912 = g21 = 0 und

go2 = gao(ul, u*) angenommen werden.

Folgerung. Sind bei einem geodatischen System der Parameterlinien auch die u2-Linien
geodatisch, dann lasst sich die Flache in die Ebene abwickeln.

Beweis. a) Das System der Parameterlinien sei geodatisch. Falls die metrischen Fun-
damentalgréBen g,;,., noch nicht die im Zusatz angegebene Gestalt haben, gilt jedoch
11 nach (32.1) und gy; = gy;(@'). Wir nehmen die Parametertransformation

—1
u
ut = /\/gndﬂl . ut =1
vor; dabei wird offensichtlich nur die "Nummerierung" der u2-Linien gedndert. Fiir die

Funktionalmatrix ,
u’ _ (v O
our 01
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<W>_(W>_ — [ Ve !
ouk) —\ou*) 01

die inverse Matrix; damit gilt

_ ot 1
911:P12:<Pz’au1> =011 g :1

ou'\ (—
G2 = P1Py < W ) ( 6u2> N =0=g2

goo = Po Py = ?2 = G2

ist nach (1.2.4A)

Q \

Damit ist der Zusatz bewiesen. Sind sogar die Voraussetzungen der Folgerung erfiillt,
dann kann mit denselben Argumenten wie oben neben g11 = 1 und g19 = 0 noch g9s =
1 erreicht werden, d. h., dass die Flache in die Ebene (mit kartesischen Koordinaten)
abwickelbar ist.

Fiir die Lange [ des Kurvenbogens zwischen den u2-Linien u
(Abb. 15a)

U= ¢ und u! = ¢ gilt

l=/du1=02—01
b) Fiir die Umkehrung sei die Berechnung der Bogenlinge unabhingig von u? (Abb.15b)

1
gi1,2du

A [0 L1
O—auQC{\/gndU —C{W\/gndu —42 =

Folglich ist g11.2 = 0 und kél) = 0 nach (32.1), w. z. b. w.

Wegen des bewiesenen Sachverhaltes werden die u2-Linien eines geodatischen Systems
von Parameterlinien Parallelkurven, (u',u?) signifikanter geodatische Parallellkoordi-
naten oder GauBsche geodatische Parameter genannt. Mit ihrer Hilfe lasst sich eine

hinreichende Bedingung fiir die Umkehrung des Satzes 3.12 formulieren:

Satz 3.14. Sind die (zulassigen?)) Parameter der einfach zusammenhangenden Fliche
P = P(u!,u?), (u',u?) € G, geoditische Parallelkoordinaten und liegen P, Q auf einer
u'-Linie, dann ist ihr Teil k zwischen P und Q die Kiirzeste unter allen Verbindungs-
kurven der Flache.

Beweis. Es sei P = P(p,c) und Q = P(q,c). Da die Flache einfach zusammenhangt,

6In der Literatur findet man haufig eine oberflachliche Zusammenstellung der Voraussetzungen, wird
oft nur die Schlichtheit der u!-Linien (durch jeden Punkt der Fliche geht genau eine u!-Linie) her-
vorgehoben. Jeder Drehzylinder wird von den Schraubenlinien ein und derselben Ganghéhe schlicht
tberdeckt, ohne dass solch geodatische Verbindung Kiirzeste zu sein braucht. Bei unserer Parame-
terdarstellung der Kugel miissen Nord- und Siidpol ausgeschlossen werden, um die Zulassigkeit zu
gewahrleisten; danach ist die Flache wie ein Drehzylinder nicht mehr einfach zusammenhangend
(nicht jede geschlossene Kurve lasst sich "stetig auf einen Punkt zusammen ziehen"); es muss nun
noch ein Halbmeridian zwischen Nord- und Siidpol entfernt werden.
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3.7 Geodditische Linien

ist k& durch P und @) eindeutig bestimmt, etwa k = {P = P(z,c¢) : p < x <}, die

Lange von k ist ¢ — p.
i \J:
P ] ¢
k r—’_.:
Abb. 16 ¥ 7

Fiir eine Verbindungskurve u’ = u’(t) der Punkte P und @ (Abb. 16) gelte u'(a) = p,
ut(b) = q sowie u?(a) = u*(b) = 0. lhre Lange

b b b b
L= [ @)+ gu(i2dt > [\Jlah2dt = [|illde > [iidt =g —p

ubertrifft ¢ — p; damit ist k eine Kirzeste. Dariiber hinaus ist k einzige Kiirzeste, denn
aus [ = ¢ — p folgt erstens 42 = 0, d. h. u? = ¢ fiir a <t < b, und zweitens @' > 0 fiir
alle t € [a,b] wegen @' # 0 und ! = |4!|, so dass u; = u!(t), u> = ¢ nur eine andere
zulassige Darstellung von k ist, w. z. b. w.

Beispiele

(3.14) Die Voraussetzungen des Satzes 3.14 im Fall des Drehzylinders.

Die Drehzylinderflache ist nicht einfach zusammenhangend. Trotzdem lasst sich fiir jede
geodatische Verbindung k zweier Punkte ein derartiges einfach zusammenhangendes
Flachenstiick F' angeben, dass dort diese geodatische Verbindung Kiirzeste wird (Abb.
17); bei der Abwicklung in die Ebene geht F' in eine Rechtecksflache uber.

Abb. 17—

Es brauchen keine neuen Parameter eingeflihrt zu werden, wenn die geodatische Verbin-
dung Teil einer Mantellinie oder eines Breitenkreises ist. Liegt k in einer Schraubenlinie
P = P(s), dann wahlen wir die Schraubenlinien derselben Ganghéhe als u!-Linien und
in F diejenigen Schraubenlinien mit entgegengesetztem Schraubungssinn als u2-Linien,
die P = P(s) im rechten Winkel treffen. (AuBerhalb von F' kénnen die u>-Linien nur
gering verlangert werden, weil sie sonst ein und dieselbe u'-Linie mehrfach treffen wiir-
den.)

(3.15) Die Kirzesten der Kugel.

Die Voraussetzungen des Satzes 3.14 sind erfillt, wenn aus der Flache Nord- und Siidpol
sowie ein sie verbindender Halbkreis aus der Flache entfernt werden. Die geodatischen
Meridiane sind fiir ihre Punkte kiirzeste Verbindungen; ihre Lange wird durch 7R (R
Kugelradius) beschrankt.
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3.8 Geodatische Parallel- bzw. Polarkoordinaten und die Formel von Bertrand und
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Auf dem durchtrennten Aquator gibt es jedoch geodatische Verbindungen k& einer Linge
[ > mR (Abb. 18a). Solche Verbindung k kann jedoch stets durch einen Kleinkreis-
bogen kleinerer Lange (wegen des kleineren Radius und kleineren Zentriwinkels, Abb.
18b) ersetzt werden. Auf der Kugel ist eine geodatische Verbindung also genau dann
Kiirzeste, wenn ihre Lange durch mR beschrankt wird.

Abb. 18 a) bl

In Erganzung des Satzes 3.14 kann man nach Moglichkeiten zur Konstruktion eines
geodatischen Systems von Parameterlinien fragen, bei dem eine gegebene Geodatische
k eine u!'-Linie ist. Diese Frage wird im folgenden Abschnitt beantwortet.

Aufgaben
1. Man zeige, dass jede Geodatische in der Kugelflache Teil eines GroBkreises ist (vgl.
Aufgabe 3 von Abschnitt 3.6.).

2. Man beweise, dass in einer Zylinderflache (2) a) alle Mantellinien, b) alle Schnittkur-
ven in den zu den Mantellinien senkrechten Ebenen, c) alle Béschungslinien geodatisch
sind.

3. Auf dem Drehzylinder 2% + 3> = r? befindet sich die Schraubenlinie
P(t) = (rcost,rsint, ht)

Man ermittle diejenige Schraubenlinie, die P = P(t) im Punkt (r, 0, 0) senkrecht trifft,
und berechne alle Schnittpunkte dieser Schraubenlinien.

3.8 Geodatische Parallel- bzw. Polarkoordinaten und die
Formel von Bertrand und Puiseux

Die Einfiihrung spezieller Koordinaten in der Flaiche P = P(u!,u?) hiangt wesentlich
von der Losung folgender Aufgabe ab:

Durch einen Punkt P ist eine Geodétische u’ = u'(s) zu legen, deren Tangentenvektor
P = Pl-ui/(O) in Py ein gegebener Einheitsvektor {; ist. Die Losung stitzt sich auf die
Theorie der Differentialgleichungen.

Hilfssatz 3.15. Es sei ty Einheitsvektor der Tangentialebene im Punkt P, der Flache
P = P(u',u?). Dann gibt es dreimal stetig differenzierbare Funktionen u’ = u'(s),
s € I, derart, dass P = P(s) := P(u'(s),u*(s)) eine Geodatische durch P mit dem
natiirlichen Parameter s ist, die Pyu’ (0) = t; erfiillt. Das Paar u! = u!(s), u? = u?(s)
ist eindeutig.

Beweis. Nach dem Satz 3.11b muss eine Lésung u! = u!(t), u? = u%(t) die Differen-
tialgleichungen ‘ o
i’ + Tl a =0 (37)
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erfillen. Umgekehrt wird in der Theorie der Differentialgleichungen zu den Anfangs-

bedingungen P(u!(0),u2(0)) = Py, Pu'(0) = t, die Existenz genau eines Paares

u' = ul(t), u* = u*(t) von dreimal stetig differenzierbaren Funktionen gesichert, weil

die Koeffizienten FZk stetig differenzierbar sind. Nach dem Satz 3.11b erhalten wir so
eine Geoditische, falls ¢ der natiirliche Parameter ist, d. h., falls g;;u'%/ = 1 fir alle ¢
gilt. Wir setzen

f(t) = gwulu]
um f(t) =1 fir alle ¢ zu zeigen. Es gilt
2.
f = gijpdtada® + gited + ggitid = (PPl b + gt + ggatat
= (P P; + PPy )i' v’ u” + g,jii" 0! + guu
= (F kGrj T gzrrjk)u Wi + 9rj i+ girtt! i
= (4" + Thatab) g0 + ' g (i + nguju )=0

nach (37), d. h. f(t) =1 fur alle ¢, w. z. b. w.
Fir das weitere spielt der folgende Hilfssatz ebenfalls eine groBe Rolle.

Hilfssatz 3.16. Es sei P = P(s) = P(s,0) eine Kurve, die von einer Schar von Geoda-
tischen P = P(s,t) mit dem natirlichen Parameter ¢ geschnitten wird. Dann ist das
Skalarprodukt P'(s,t)P(s,t) von t unabhingig.

Folglich steht die Geodatische P(sg,t), wenn auf einer, dann auf allen Parallelkurven
P(s,ty) senkrecht (Abb. 19).

Beweis. Es sei P(s,t) = P(u'(s,t),u?(s,t)). Fiir die Geodatischen gilt
gl =1 @+ Thald =0 (38)
Aus (38-1) folgt
gijriliduf = 2g; 0l i = 0 (38)
so dass wir mit Hilfe von (38") und (38.2)

i g\ i ik o 3 e
(giju’ &) = gijpu" WU + gigit 0 + giu W

U T .
= gijpu’ W = ik Wt + gl (— 00 "

Abb. 19,20  PPisstl | P-Psty)

41
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erhalten. Diese Summe verschwindet, denn Umbenennung ergibt

s g
(giju" &’ ) = 5(—9#:,@‘ + grig + gig)u Wi + gir <_2<_gik’,p + Gkpj + Gpik) U’ UJUk)
1 | ;o
- 5(—9jk,z‘ + Griy + Gija)u’ Wi — 555 (=Gikp + Ghoj + Gpjae)u’ W il*
1

= 5(—9#;,2‘ + Grij + Gijk + Gjki — Grij — Giga)u’ Wik =0
w. z. b. w.
Nunmehr kénnen wir die Konstruktion neuer Parameterlinien erfolgreich in Angriff neh-

men:

a) Geodaitische Parallelkoordinaten zu gegebener u!-Linie k.

Es sei k geodatisch, P € k und t; Tangenteneinheitsvektor von & in Py (Abb. 20).
Zunachst wahlen wir eine Flachenkurve P = P(s), die in Py, auf k senkrecht steht;
eine solche Kurve erhalten wir etwa nach dem Hilfssatz 3.15 zu P, und t X 91. Indem
wir dann den Hilfssatz 3.15 auf P(s) und 91 x P’(s) anwenden, erhalten wir eine Schar
von Geodatischen, die samtlich auf P = P(s) senkrecht stehen. Deshalb werden die
Parallelkurven zu P = P(s), in Abb. 20 gestrichelt, mit den Geodatischen nach dem
Hilfssatz 3.16 ein orthogonales Netz bilden.

Allerdings wird die Schar der Geodatischen nur eine Umgebung U von Fj, schlicht
tiberdecken, nur in einer Umgebung V' von F, werden je eine Geodatische der Schar
und eine Parallelkurve von P = P(s) hochstens einen gemeinsamen Punkt haben.
In U NV bilden die Geodatischen der Schar und die Parallelkurven von P = P(s)
ein geodatisches System von neuen Parameterlinien; die Parametertransformation ist
zulassig.

Abb. 21

b) Geodatische Polarkoordinaten.

Es sei P ein beliebiger Punkt der Fliche P = P(u',u?) und € die Tangentialebene in
Py. Nach dem Hilfssatz 3.15 existiert durch Py in jeder Richtung der Tangentialebene
genau eine Geodatische; wir verbinden alle Punkte mit ein und demselben Abstand von
Py durch einen geodatischen Abstands{’| bzw. Entfernungskreis (Abb. 21).

Die Schar der Geodétischen und die Abstandskreise bilden ein orthogonales Netz: Denn
ist P(s,t) = Py+sP’(0,t)+s*R die Taylorentwicklung von der Geodatischen der durch
das BogenmaB t reprasentierten Richtung (Abb. 20), dann gilt fiir festen Parameter ¢

[P'(s,8)P(s,1)] < |P(s,1)] = s|P'(0,1) + s%| = 0

"In Analogie zu dieser Namensbildung kénnte man die Parallelkurven von P = P(s) unter a) Ab-
standslinien nennen. Geodatische Abstandskreise haben im allgemeinen keine konstante geodati-
sche Kriimmung. Flachenkurven konstanter geodatischer Kriimmung werden geodatische Kriim-
mungskreise genannt; sie sind im allgemeinen nicht geschlossen.
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fir s — 0; da P'(s,t)P(s,t) nach dem Hilfssatz 3.16 von s unabhangig ist, muss somit
P'(s,t)P(s,t) = 0 bzw. P'(s,t) L P(s,t) fir alle s und t gelten.

Eine Umgebung U von Py werden die (auf den natirlichen Parameter s bezogenen)
Geodatischen, wenn wir Py herausnehmen, schlicht Gberdecken; in einer Umgebung V'
von Py, werden sich je eine von F, ausgehende Geodatische und jeder Abstandskreis
in genau einem Punkt treffen. In U NV kdnnen wir schlieBlich zu diesem geodatischen
System von Parameterlinien (ibergehen, wobei wir die neuen metrischen Fundamental-
groBen

gu=1, g2=g1=0, gn=gn(' v’

mit u! := s und u? := t erhalten. Dabei miissen wir aber beachten, dass die Parame-
tertransformation in Py nicht zulassig ist.

Wegen /gaz = u!|P'(0,u?) + u'R|, u' > 0, kénnen wir fir u' — 0 einige wichtige
Limites gewinnen:

0./
lim gz =0 . lm 922 _ 4 (39)
ul—

ul—0 Oul

. 82\/922 . 83\/922
ulllglo (Oul)z 0 ’ J%E}O (Oul)® — Ky (40)

wobei K die GauBsche Kriimmung in P bezeichnet.

Beweis. Die Beziehung (39.1) ist offensichtlich; aus ihr folgt (40.1) nach (20). Es gilt

0 922 / 1 51 2
T S92 i [Pl ) + 0l = |P(0,0)]

den Betrag des Vektors P’(0, u?) ermitteln wir in der Tangentialebene ¢ (Abb. 22): Die
Einheitsvektoren P'(0,u?) und P’(0,u? + h) schlieBen einen Winkel der GroBe h ein.
Nun lasst sich (39.2) wie folgt ermitteln:

. 0922 P'(0,u* + h) — P'(0,u?) _ 2sin?
l = = lim =
uwl=0  Oul h—>0 h h—0 h

P'(0.u%+h}

n (]
£ 2 Proul)
Abb. 22 . L

Um (40.2) zu erhalten, gehen wir von (20) aus:

?;\1{19)7 v+ k22 (41)

Beim Grenziibergang u! — 0 ergibt sich nach (39) wie gewiinscht (40.2), w. z. b. w.

Da nach (41) auch noch eine weitere Ableitung von ,/gos nach u! existiert, wenn
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P = P(u',u?) viermal und damit K = K (u!,u?) einmal stetig ableitbar ist, kdnnen
wir flir /go2 folgende Taylorentwicklung angeben:

V= = S+ @) (#2)

mit deren Hilfe Umfang U und Flacheninhalt ' des Abstandskreises u! = r berechnet
werden konnen:

27
1
U= /‘ /Gaadu® = 2mr — §7rK07’3 + ()
0

2T r

1
F = //\/Eduldu2 = mr? — —wKor* +15(..) (44)
A 12

Indem wir diese Formeln nach K umstellen und r gegen O streben lassen, erhalten wir
die beriihmten Formeln von Bertrand und Puiseuxf| bzw. Diguet
2
Ko= g 2 U 12y w7 = F (45)
Tr—=0 3 T or—=0  pd

Mit diesen Grenzwertformeln wird das Theorema egregium noch einmal ganz augenfallig
bestatigt: Wir ermitteln zunachst den Uberschuss des Umfanges bzw. des Flachenin-
haltes eines Kreises vom Radius 7 in der Tangentialebene liber den Umfang bzw. den
Flacheninhalt des geodatischen Abstandskreises vom Radius r.
Da in jedem Fall der Uberschuss wie auch die fraglichen Quotienten allein durch Mes-
sung in der Flache ermittelt werden konnen, gehort Ky zur inneren Geometrie der
Flache.

Aufgabe
Man beweise, dass die Flachen gleicher konstanter Kriimmung lokal isometrisch sind
(Minding, 1839), d. h., sind Py und Py Punkte derselben oder verschiedener Flachen

konstanter Krimmung K, dann gibt es aufeinander abwickelbare Umgebungen U (F))
und U(Py).

Anleitung. Wir wahlen in Py und Py geodatische Polarkoordinaten, so dass nach (20)
folgendes gilt:

1 1 1

a) K = ok 0= /g22 = a(u?) Smi2 + b(U2)COSQ;%

b) K =0 = /922 = a(u®)u' + b(u?)

&) K = —- < 0= /g — a(u?) sinh "o + b(u?) cosh -
- R2 g22 - R R

Nun ist noch (39) zu beachten.

8Diese Formeln wurden im Jahre 1848 von Joseph Bertrand (1822-1900) und Victor Alexandre
Puiseux (1820-1883) bzw. Diguet gefunden.
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3.9 Parallelverschiebung und absolute Ableitungsgleichungen
Fir eine Schar von Vektoren (Abb. 9)

wobei b(t) zur Tangentialebene £(t) im Punkt P(u!(t),u?(t)) gehért, hatten wir im
Abschnitt 3.3. die absolute Ableitung

Do(t) . .
gy =0, =0—0F

als tangentialen Teil von v eingefiihrt. Nach Tullio Levi-Civitta (1873 bis 1941) nen-
nen wir Vektoren geoditisch parallel oder liangs P = P(t) = P(u'(t),u?(t)) parallel
verschoben genau dann, wenn fir alle ¢

Do(t)
dt

gilt. Fir eine Ebene ist (46) gleichbedeutend mit v(¢) = 0, d. h., v(t) ist dabei konstant.
Fir beliebige Flachen hat Levi-Civitta 1917 erkannt:

—0 (46)

Satz 3.17. Bei einer Parallelverschiebung langs P = P(t) bleiben die Betrage und von
Vektoren eingeschlossene Winkel unverandert.

Beweis. Es gelte (46) sowohl fiir v = v(t) als auch fiir v = v(¢). Nach der Produktregel
fur die absolute Differentiation (vgl. Aufgabe 2 zum Abschnitt 3.3.) gilt

Dv6  Dv_ Db

T P T

Andererseits wurde absolute Differentiation fiir eine Ortsfunktion f = f(u!, u?) mit der
gewohnlichen Differentiation identifiziert, so dass (bb) = 0 gilt und das Skalarprodukt
vo langs P = P(t) konstant sein muss. Im Fall o = v ergibt das die erste Behauptung,
und danach folgt die zweite, w. z. b. w.

Wegen der linearen Unabhangigkeit von P und P, ist (46) nach (15") gleichwertig mit
o'+ T’k =0 (46")

Ist die Bedingung (46) fiir die Tangentenvektoren einer Kurve P = P(s) erfillt, dann
kann sie als eine geradeste Kurve oder - nach der Eigenschaft der Tangentenvektoren,
selbstparallel zu sein - als eine Autoparallele angesehen werden. Die Bedingung (46')
ergibt nach dem Satz 3.11b sofort den

Satz 3.18. Die Geodatischen einer Flache sind auch ihre geradesten Kurven.

Beispiel

(3.16) Parallelverschiebung langs geschlossener Wege.

Es sei ¢ die Tangentialebene in einem Punkt Fy. Jede Parallelverschiebung langs eines
geschlossenen Weges durch P, ergibt eine Bewegung mit dem Fixpunkt F.
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Auf einer Kugel K kénnen wir so gerade alle Drehungen von € um P realisieren (Abb.
23): Es sei By = N.

Wir verschieben lings des Nullmeridians bis zum Aquator, gehen auf ihm bis zum
Meridian der geographischen Lange ¢ und auf ihm zuriick zum Nordpol. Dabei erhalten
wir eine Drehung mit dem Drehwinkel ¢, weil die Orientierung von ¢ erhalten bleibt.
Da auf K jede Parallelverschiebung langs eines geschlossenen Weges durch N die
Orientierung von ¢ erhalt, ist jede so erhaltene Bewegung von ¢ eine Drehung.

Abb. 23,24

Auf einem Mobiusschen Ban(ﬁ kann die Spiegelung an der Tangente der Mittellinie
durch Parallelverschiebung langs der Mittellinie realisiert werden (Abb. 24).

Im Abschnitt 3.6. hatten wir die Frenetschen Formeln der ebenen Kurventheorie kennen-
gelernt. Hier soll nun ihre Verallgemeinerung auf beliebige Flachen dargelegt werden.

In der Flaiche P = P(u'!,u?) sei eine Flachenkurve u’ = u'(s) gegeben; wir setzen
P(s) := P(u'(s),u*(s)). Die beiden Vektoren t := P'(s) und n := D(ul(s), u%(s)) x
P'(s) gehoren zur Tangentialebene £(s) im Punkt P(s), wobei

=1 tn, =0 nl=1 (47)

gilt. Hier interessieren wir uns nur fiir die tangentialen Anteile von t' und ', d. h. fiir

Dt Dn+
s a1t + ajong ; g5 a1t + agng (48)
Die absolute Differentiation von (47) fiihrt zu
Dt Dt Dt Dn+ Dn+ Dn+
Tt =0, —ny At =0, = = _0
ds + ds " ds " ds ’ ds R 0 ds
d. h.
Dt Dl’l_|_ Dn_|_ Dt
ail s ds ny = a2 ) as1 ds ds ny a12

Fir die Darstellung der Vektoren (48) mit Hilfe des begleitenden Zweibeins (t,n,),
das aus dem Tangentenvektor t und dem Seitenvektor n, besteht, bendtigen wir im
wesentlichen an, wobei

Dt Dt Dt DP' DP’
— — — P/ — P/ P// - P// o
== (M )= (X P) = (X P) ( ( — ))

=Mx PP =k,

9Mébius, August Ferdinand (1790-1868).
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nach (30) gilt, weil P" — Dd—lj | 91 ist. Zusammenfassend kénnen wir die absoluten
Ableitungsgleichungen notieren:

Dt Dn+
=k
ds gt ’ ds

= —kyt

sie werden auch Frenetsche Formeln der absoluten Theorie der Flachenkurven genannt.

Aufgaben

1. Man zeige, dass alle von Parallelverschiebungen langs geschlossener Wege durch F
erzeugten Bewegungen der Tangentialebene in PO eine Gruppe bilden, die sogenannte
Holonomiegruppe.

2. Man beweise, dass die Holonomiegruppe der Ebene und aller in die Ebene abwickel-
barer Flachen nur aus der identischen Drehung besteht.

3.10 Abbildungen von Flachen

Die Darstellung der Erdoberflache auf ebenen Karten zeigt uns die Notwendigkeit,
Abbildungen einer Flache auf andere zu studieren. Fiir den Anwender ist ein Bild, bei
dem alle (Bogen-) Langen unverandert bleiben, besonders einfach zu handhaben; solche
Abbildung setzt Abwickelbarkeit voraus.

Selbst wenn wir noch die maBstabliche Verkleinerung zulassen, kénnen wir zwar die
Erdoberflache mit invarianten Langenverhaltnissen auf einen Globus abbilden, aber nie
in die Ebene (der Krimmung K = 0).

Wir werden folglich fiir ebene Karten tberpriifen, ob sich schwachere Forderungen wie
Winkeltreue - man denke an einen festen Kurs bei der Seefahrt - oder Flachentreue
realisieren lassen. Zunachst kommt es darauf an, dass wir diese Forderungen in der
Sprache der Flachentheorie formulieren, um die bereits entwickelte Theorie zur Lésung
der aufgeworfenen Probleme nutzen zu kénnen.

Wir betrachten eine Abbildung « einer Fliche P = P(u!,u?) in eine Fliche P =
P(u',u?). Ist P(u',u?) das Bild von P(u!,u?), dann sind seine Parameter Funktionen
von u! und u?, d. h.

' =a' (ul, u?) : 7 = (ut, u?) (49)

um wenigstens im Kleinen eindeutige Umkehrbarkeit zu sichern, werden wir die Existenz
einer von null verschiedenen Funktionaldeterminante voraussetzen. Dann ist

P(ul,u?) = P! (u',u?), @ (u',u?)) (50)
eine Darstellung der Bildflache mit P(u', u?)* = P(u',u?) fir alle (u', u?). Dabei gilt
P; = ?F%:: und

B _ou" ou’
9ij = gﬁ% ouw’

Diese Formel werden wir im Anhang benutzen.

(507)
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Beispiel

(3.17) Netzentwurf von Sanson und Flamsteed™|

Die Bilder der Langen- bzw. Breitenkreise der Kugel, der u'- bzw. u2-Linien (vgl.
Beispiel (3.1)), werden durch

1 1
_1 2 . U _92 u
U = u’sin — , U - —
R R

_71'
2

dargestellt (Abb. 25). Folglich sind die Bilder der Meridiane Sinuslinien mit Nullstellen in
den Bildern der Pole; die Breitenkreise gehen in Strecken (liber, die parallel zur ' -Achse
verlaufen.

Abb. 25

Im folgenden vergleichen wir die Lange eines Kurvenstiickes mit der GauBschen Para-
meterdarstellung u! = u!(t), u? = u?(t) mit der Lange des Bildes

t —
S f gwulu]dT
s —
[/ gijurad dr
bzw. die Langenverzerrung \ = % in der Richtung (u!,u?). Sie hat eine besonders

einfache Darstellung, wenn ¢ natiirlicher Parameter s der Originalkurve ist:
A =/gul v’ bzw. N =g ul

Wie im Zusammenhang mit der Bestimmung der Hauptkriimmungen - vgl. Abschnitt
1.2.7. - kdnnen wir in einem festen Punkt A = A(t) als Funktion der durch v charak-
terisierten Richtung auffassen und nach deren Extremwerten, die (da A stets positiv
ist) gleichzeitig die Extremwerte von A, die Hauptverzerrungen, sind. Mit den gleichen
Uberlegungen wie in Abschnitt 1.2.7. mit Jij» statt L;; erhalten wir im betrachteten
Punkt:

a) A% ist genau dann konstant, wenn (g;;) = A\*(gi;) gilt.

b) Wenn A2 nicht konstant ist, gibt es genau zwei Richtungen extremaler Langenver-
zerrung, die Hauptverzerrungsrichtungen.

c) Die Hauptverzerrungsrichtungen stehen aufeinander senkrecht.

1%Er wurde 1650 von Nikolaus Sanson (1600-1667) angegeben. John Flamsteed (1646-1719) war
erster Direktor der Sternwarte Greenwich, die auf seinen Vorschlag hin gegriindet wurde.
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d) Die Extremwerte von A\? = \?(t) sind Lésungen der Gleichung

1

N - )\25(91@22 + 922011 — 2912991) + = =0

Q |

e) Gehoren zu den orthogonalen Hauptverzerrungsrichtungen t; und tp (t3 = 3 = 1)
die Hauptverzerrungen \; bzw. Ay und gilt in der Tangentialebene des Originalpunktes
t = cos ] + sin ety, dann lasst sich die Langenverzerrung in der Richtung ¢ nach der
Formel

A = cos? A2 + sin? oA (51)

berechnen [I]

Fiir die Umkehrabbildung a1, die in einer Umgebung des betrachteten Punktes P
existiert, ist X\ = % = 1 die Langenverzerrung. Aus (51) folgt mit = := Xcos ¢ und
Yy = Asinp B B

(X cos p)? N (Asing)?  a?  y?

= ==+ =
N ¥ YD

d. h., dass das Urbild des Einheitskreises k in der Tangentialebene von P in der Tan-
gentialebene von P eine Ellipse ist, eine Tissotsche Indikatrix (Abb. 26a). Da analog
zu (51)

N = cos? PN +sin’Bh, T = cos Pty + sin Pty

b

al

Abb. 26

gilt, gibt es in der Tangentialebene von P eine Ellipse mit den Halbachsen A; und X,
als Tissotsche Indikatrix (Abb. 26 b). Nach dem Vorbild der (Haupt-) Kriimmungslinien
konnen schlieBlich Hauptverzerrungslinien (Tissotsche Hauptlinien), deren Tangenten
stets Hauptverzerrungsrichtungen sind, eingefiihrt werden.

Die Tissotschen Indikatrizen vermitteln sofort anschauliche Vorstellungen spezieller Ab-
bildungen von Fliachen P = P(u',u?) und P = P(u', u?) gemaB (50):

a) Isometrische Abbildungen oder Abwicklungen. Fir alle (u',u?) gilt
9ij = 9ij (52a)

Hier sind die Tissotschen Indikatrizen Einheitskreise.
Im wesentlichen isometrisch sind die

1Djeses Analogon zum Satz von Euler wurde 1881 von Nicolas Auguste Tissot (1824-1904) gefunden.
In einem umfassenden Werk wurden von ihm die Netzentwiirfe geographischer Karten behandelt.

49
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b) Ahnlichkeitsabbildungen. Bei ihnen werden alle Langen mit einem konstanten posi-
tiven Faktor ¢ multipliziert, d. h.

9ij = CYij (52b)
Die Tissotsche Indikatrix in den Tangentialebenen der Bildflache ist ein Kreis mit dem

Radius c. Fiir ¢ = 1 haben wir eine isometrische Abbildung, fiir ¢ # 1 eine eigentliche
Ahnlichkeitsabbildung.

c) Winkeltreue oder konforme? Abbildungen. Die Winkeltreue ist nach (1.48) gleich-
bedeutend mit

g9i; &’ ?ijfiﬁj
\/gijfifj \/gijninj \/yijéié‘j \/ﬁijninj
insbesondere ist die Orthogonalitat invariant. Gilt g;12 = ¢o1 = 0, dann muss auch
G12 = Go1 = 0 sein; ist etwa (1,1) L (n*,n%) # 0, dann gilt

= cos Z(z,y) = cos L(T,7y) =

g€ = gun' + gaan® = 0 =g = gn' + Gon”
d. h. g;; = cgi;. Andernfalls sei (1,0) L (n',7?%); wegen

gun' + gi2n® =0 = ?11771 + ?12772

gilt zunachst g,; = c¢191;. Entsprechend erhalten wir noch g,; = cag2; und mit ¢1g12 =
19 = o1 = C2921 noch ¢; = co. Aus der Invarianz der Orthogonalitat ergibt sich in

jedem Fall

Jij = c(u17u2)gzj (52¢)
mit c(u!, u?) > 0. Wie man leicht sieht, folgt umgekehrt aus (52c) die Winkeltreue, so
dass (52c) fiir winkeltreue Abbildungen kennzeichnend ist.
Die Tissotschen Indikatrizen in den Tangentialebenen der Bildflache sind Kreise vom
Radius \/c(u!, u?); dabei ist ¢ = c(u', u?) nur im Fall der Ahnlichkeitsabbildung kon-
stant. Die Winkeltreue ist fiir Seekarten ausschlaggebend.

d) Inhaltstreue (oder flachentreue) Abbildungen. Aus der Gleichheit von Flacheninhal-

ten
1.2 _ =217 2
B//\/gdu du B//\/EdU du

fur alle B folgt
g=g (52d)
und umgekehrt. Tissotsche Indikatrix und Einheitskreis stimmen im Flacheninhalt Giber-

ein; da eine Ellipse mit a, b als den Halbachsenlangen den Flacheninhalt mab hat, miissen
die Hauptverzerrungen reziprok zueinander sein (Abb. 27).

Abb. 27

12Dieser Name wurde 1844 von GauB eingefiihrt.
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Im wesentlichen inhaltstreu oder flachentreu sind Abbildungen, die der Gleichung
7 =g (52e¢)

mit einem konstanten Faktor ¢? > 0 geniigen. Somit sind die Verhaltnisse von Flichen-
inhalten invariant. Diese Eigenschaft wird (iberwiegend fiir Landkarten angestrebt.

Angesichts der Forderungen (52 a-e) ist es naheliegend, Abbildungen mit
ffj =Tk (52f)

zu betrachten; sie werden affin genannt. Nach dem Satz 3.11b gehen dabei Geoda-
tische in Geodatische tber. SchlieBlich heiBen Abbildungen, bei denen das Bild einer
Geodatischen geodatisch (52 g) ist, geodatisch.

Offenbar hat jede isometrische Abbildung auch die Eigenschaften b bis g, jede Ahn-
lichkeit die Eigenschaften c und e bis g. Wie man leicht sieht, folgt a aus b und d, b
entsprechend aus ¢ und e. Der logische Zusammenhang der Eigenschaften kann gra-
phisch wie folgt deutlich gemacht werden:

a
/ N\
d | T
— f -—--—"-._-
\e/ \0 ~g

Es lasst sich noch zeigen, dass sich b aus c und g ergibt (vgl. die schwachere Behaup-
tung in der folgenden Aufgabe). Beziiglich der Vertraglichkeit von = b, ¢, e und g
wollen wir ohne Beweis nur bemerken, dass sie davon abhangt, ob die Flachen in die
Ebene abwickelbar sind oder nicht.

Fir die Darstellung der Erdoberflache sind im wesentlichen isometrische und flachen-
treue Abbildungen (Globen bzw. politische oder statistische Landkarten) sowie die win-
keltreuen Abbildungen (Seekarten) die hiufigsten Sonderformen. Um eine Ubersicht
iiber alle moglichen flachen- bzw. winkeltreuen Abbildungen zu erhalten, kdnnen aus e
bzw. c Differentialgleichungen fiir geeignete Parameterlinien aufgestellt und ihre Los-
barkeit diskutiert werden.

Wir wollen uns damit begniigen, im Anhang die tblichen Netzentwirfe fir Atlanten
anzugeben und auf die Eigenschaften a bis g hin zu untersuchen.

Aufgabe
Man zeige, dass jede konforme und affine Abbildung im wesentlichen isometrisch ist.

Anleitung. Man berechne fiir eine konforme Abbildung die Christoffelsymbole, um nach
(52 f)

hr hr h h
c ci0" + ¢;0;
0= QQC (=¢rgij + cigjr + cjgri) = —9267'92']' ”276“
zu erhalten. Fir h # i = j lasst sich die dquivalente Gleichung
oc
our =0

herleiten, nach der ¢ = c(u!, u?) konstant sein muss.
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3.11 Anhang. Kartennetzentwiirfe

Vor dem Zeitalter der Sputniks und Raumschiffe konnte die Gestalt der Erde nur auf
der Grundlage von Messungen auf ihrer Oberflache bestimmt werden. Die Justierung
der Messgerate erfolgt mit Hilfe von Loten oder Flissigkeitslibellen und damit letzten
Endes mit Hilfe der Schwerkraft.

Auf der ruhend gedachten Oberflaiche der Weltmeere ist die Richtung eines physikali-
schen Lotes in jedem Punkt Flachennormale (= mathematisches Lot), d. h., dass diese
Oberflache Teil einer Niveauflaiche des Schwerepotentials ist, welche Geoid genannt
wird. Das Geoid ist annahernd ein Rotationsellipsoid

P = (Asin v cos ¢, Asindsin ¢, B cos V)

das mittlere Erdellipsoid. Dabei gilt (A — B) : A = 1: 298, 25.

Die Abweichung von Geoid und mittlerem Erdellipsoid, die mitunter kartenmaBig fest-
gehalten wird, liegt lberall weit unter 100 m. Trotzdem spielt das Geoid bei groB-
maBstabigen Vermessungen und fiir Berechnungen in der Raketentechnik eine wichtige
Rolle, da seine Grundlage die Schwerkraft bildet, die von der Verteilung und Dichte der
Massen abhangt.

Abb. 28

Im folgenden werden wir wegen der (im Sinne unserer Zielstellung) geringen Abweichun-
gen von Geoid und mittlerem Erdellipsoid beide durch eine Erdkugel mit dem Radius
R =~ 6370 km ersetzen, obwohl A — B rund 21,476 km betragt.

Fir die Parameterdarstellung einer Kugelflache sind wir von Polarkoordinaten, von Pol-
abstand 9 und Azimut ¢ ausgegangen. Um auf den Meridianen den natiirlichen Para-
meter zu erhalten, wurde u' = RO und u?> = pmit 0 < J < mund -7 < o <7
gesetzt (Abb. 28);

P(u',u?) = (Rsin ¥ cos ¢, Rsin ¥ sin ¢, Rcos )
ergibt nach Beispiel (3.1)
gn1=1, gi2=921 =0, goo= R?sin? 9

Wenn wir bei den in der Kartographie iiblichen Breiten- und Langenangaben "nérdlich"
bzw. "6stlich" mit "+" und "stdlich" bzw. "westlich" mit "- " identifizieren, dann ist
5 — U die Breite und ¢ die Lange.

In der Kartographie wird das Gradnetz einer Kugel (oder eines an den Polen abgeplat-
teten Rotationsellipsoides) entweder auf eine Tangentialebene (Abb. 29 bis 32 a) oder

52



3.11 Anhang. Kartennetzentwiirfe

zunachst auf eine Drehkegel- bzw. -zylinderflache abgebildet, deren Achse durch den
Kugelmittelpunkt geht, um sie dann langs einer Mantellinie aufzuschneiden und in die
Ebene abzuwickeln (vgl. etwa Abb. 35); somit haben wir am Kartenrand im allgemeinen
keine Stetigkeit.

Bei der Abbildung enthalt jede Ebene durch den Berlihrungsradius g bzw. die Kegel-
oder Zylinderachse g neben einem GroBkreis auch dessen Bild; von den Bildern der
Kleinkreise in den zu g senkrechten Ebenen wird verlangt, dass ihre Bilder konzentri-
sche Kreise bzw. Geraden werden (vgl. z. B. Abb. 30 und 35).

Einige mathematisch abgeleitete Netzentwiirfe, die noch eine der eben beschriebenen
Eigenschaften besitzen (z. B. konzentrische Kreise als Bilder der oben beschriebenen
Kleinkreise, vgl. Abb. 32b und 33), werden in diesem Sprachgebrauch als "unechte"
Azimutal-, Kegel- bzw. Zylinderentwiirfe klassifiziert. In der Kartographie wird oft all-
gemein von "Projektionen" gesprochen, obwohl nur einige der Abbildungen Parallel-
bzw. Zentralprojektionen sind. Ganz und gar verwerflich ist es, von "langentreuer Pro-
jektion" zu sprechen, wenn etwa nur die Meridiane langentreu abgebildet werden.

Im folgenden geben wir einige Beispiele, wobei wir statt @', w? hier x,y oder 7, ¢ bei
kartesischen bzw. Polarkoordinaten der Ebene schreiben.

\
Abb. 30 ol o
a) Orthographischer Entwurf

Er entsteht wie in der darstellenden Geometrie bei senkrechter Parallelprojektion auf
eine Tangentialebene, die hier auch orthographische Projektion genannt wird (Abb. 29).
Man findet leicht, dass die Abbildung weder winkeltreu (52 c) noch flachentreu (52 e)
ist. Da GroBkreise, die nicht durch den Beriihrungspunkt von Kugel und Tangential-
ebene gehen, auf Ellipsen abgebildet werden, ist die senkrechte Parallelprojektion auch
nicht geodatisch (52g). Somit besitzt sie keine der Eigenschaften a bis g (vgl. Abb.
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30a).
b) Gnomonischer Entwurf

Er ist das Ergebnis der Zentralprojektion vom Kugelmittelpunkt auf eine Tangentialebe-
ne (Abb. 30b). Weil jeder GroBkreis in eine Gerade projiziert wird, ist diese Abbildung
geodatisch.

Abb. 31

Abb. 32 t L

c) Stereographischer Entwurf

Ist P der Beriihrungspunkt von Kugel und Tangentialebene ¢, so liefert die Zentral-
projektion vom Gegenpol ) des Punktes P auf e (stereographische Projektion) den
stereographischen Entwurf als Bild des Gradnetzes (Abb. 31). Fiir die Polarkoordinaten
erhalten wir (Abb. 32 a)

ul

Y
r = 2Rtan§ = 2Rtanﬁ

neben 72 = v = u%. Aus den metrischen FundamentalgréBen der Ebene in Polarkoor-

dinaten (vgl. (1.2.12"))

1

gll(ﬂ 7ﬂ2) = 17 gl?(ﬂlaﬂz) = 07 §22(U17ﬂ2) = TQ
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erhalten wir nach (50")

1 oy 1 o [ Or ’ or 1 Oy L
gu(u,u”) =gy (u,u’) 92 +29,5(u’,u >a P+ (T @) o) M
B 4 9. Or Or o dp Dy

1.2 12
912<u LU ) — gn(u , U >8u1 92 + ... +922(u )8u1 Ou2 =0

or \?
Goo(u',u?) = gy, (@', %) (8u2> + oo+ oo (T, T <8u2>

<2R tan )

so dass schlieBlich

1 0, 0 1
— 12 2 2 2 2 2
Joo(u™,u”) = cos4g <4R sin” o cos 2) = Cos4gR sin” o
folgt. Wir haben
12 1,2 1,2 1.2 1
gij(u,u):c(u,u)gij(u,u), clu ,u”) = -
cost 2=

d. h., dass diese Abbildung winkeltreu ist.

Eine weitere Eigenschaft der stereographischen Projektion ist ihre Kreistreue: Das Bild
eines Kreises der Kugelflache ist wieder ein Kreis oder eine Gerade und umgekehrt.

a) Wir betrachten einen Kreis k in der Kugelflache und die Kegel- bzw. Zylinderflache,
die die Kugel in k berlihrt. Die Mantellinien stehen auf ksenkrecht, ihre Bilder bilden
ein Geradenbiischel, das wegen der Winkeltreue von k senkrecht durchsetzt wird; k ist
folglich ein Kreis, wenn sich die Bilder der Mantellinien in einem Punkt M treffen, oder
eine Gerade, wenn sie untereinander parallel sind.

b) Die Umkehrung kann gezeigt werden, indem von einem Kreis oder einer Geraden der
Tangentialebene drei Punkte und durch ihre Urbilder ein Kreis £ betrachtet werden.
Man begriinde die Behauptung mit Hilfe von a).

d) Lambertscher Azimutalentwurf

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) befasste sich wahrend seiner 1765 beginnen-
den Tatigkeit an der Berliner Akademie u. a. mit Entwiirfen mathematisch exakter
Karten. Dabei gab er 1772 eine winkeltreue Verallgemeinerung der stereographischen
Projektion, aber auch folgenden inhaltstreuen Azimutalentwurf an (Abb. 32b):

9 1
r:2Rsin2:2Rsin§R ) © = u?

bei dem die Kugeloberfliche (F' = 4w R?) auf einen Kreis vom Radius 2R abgebildet
wird. Wegen

1 1
?11(“17162) = cos’ ;LR ?12(“17 UQ) =0, ?22(“17 UQ) =r? = 4R*sin® 2UR
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erhalten wir mit

1 1 1 12 1
7 = 4R%sin” ;LR cos> ;LR = 2R? <2 sin ;R oS QUR) = R?sin? ;R =g
die behauptete Inhaltstreue.

Die folgenden Entwiirfe e) bis h) sind ebenfalls flachentreu:
e) Bonnescher Entwurf

Der Entwurf in Abb. 33 ist ein "unechter" Kegelentwurf. Er wurde schon um 150 u. Z.
von Klaudios Ptolemaios (85-165) in Alexandria und 1514 von Johann Werner (1468-
1528) und Johann Stab (gest. 1522) benutzt, die Flachentreue hat Rigobert Bonne
(1727-1795) erkannt und 1752 eine Abbildungsvorschrift angegeben, die in unserer
Bezeichnungsweise folgendes Aussehen hat:

. 1

1 1 “2smu§
r=u"—ug , 0= — !
ul — uf

Ihre Flachentreue erkennen wir folgendermaBen: Ist

10 i
A:<Or2> und Bz(%‘La %)

die Funktionalmatrix, dann gilt

(g(u',w?) =B"AB ,  g=|A] |B]

Abb. 33

Wegen |B| = 1 sinq“‘—R1 haben wir schlieBlich

T

Auf Befehl Napoleons wurde die Generalstabskarte Frankreichs auf der Grundlage dieses
Entwurfes ausgefiihrt; auch heute werden Karten noch verbreitet auf dieser Grundlage
hergestellt. Wegen 7 = u! — u{ sind die Bilder der Breitenkreise konzentrische Kreise
der Karte.
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3.11 Anhang. Kartennetzentwiirfe

f) Entwurf von Samson und Flamsteed

Wegen der Abbildungsvorschrift

2 ult T ul
T = u’sin — = - — —
R Y797 R
erhalten wir die Funktionaldeterminante
u? ut 1 1
FOSE TR|I_Llg W
sin % 0 R R

die Flachentreue ergibt sich wie folgt:
_ 1 9 ul 1
I= R R T R

g) Mollweidescher Entwurf
2 <wu? < % auf die Flache des Kreises

Soll die Halbkugel —%
z = V2R cost , y:\/éRsint
und die ganze Oberfliche auf die Fliache der Ellipse mit den Halbachsen ¢ = 2v/2R
b = /2R abgebildet werden, dann kann das nach Karl Branden Mollweide (1774-1825,
1805) mit Hilfe der Abbildungsgleichungen
2
\/_Ru cost, y = V2Rsint,

™

geschehen (Abb. 34a).

ul
T cos® — = 2t +sin 2t

T =

e

f’f‘gﬂ‘“—“‘ e

* /|
un;mn

ll -"il'h:
Ul
4 “L" ARS8

Abb. 34a

Diese Abbildung ist wegen

oz 2R cost AR? dt \?
g=|A|lB|" = |B|" = \/_Rcostdt 0 . cos dul
2 2
4R? msin % ut 2cos’t ut
( T R(2 + 2cos 215)) ( sin R 1+ cos 275) R

inhaltstreu.
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3.11 Anhang. Kartennetzentwiirfe

Abb. 34b

Der Mollweidesche Entwurf kann mit Hammerﬁ flachentreuen Planisphére (Abb. 34b)
verglichen werden:
Wird ein Punkt N des Aquators als neuer Pol gewahlt, so hat jeder Punkt der Kugel
einen neuen Polabstand ¥ bzw. Azimut . GemaB d) ergibt das in der Tangentialebene
von N
9 9 9

T = 2Rsin 5 bzw. T = 2Rsin 5 €08 D, Y = 2Rsin 5 sin @
Die Modifikation dieses Lambertschen (&quatorialen) Azimutalentwurfes durch Ham-
mer besteht in der anschlieBenden Abbildung

(T,7) = (v,y) = (27,7)

die noch flachentreu ist. Nach Sinus- und Kosinussatz der spharischen Trigonometrie
gilt dabei

1

~ 2 _ cos'y
cos U} = sin — cosu : COSP = —

R sin v

h) Entwurf von Archimedes (287-212 v. u. Z.) und Lambert

Legen wir um die Kugel eine Zylinderfliche derart, dass sie den Aquator enthalt, und
projizieren wir die Oberflache der Kugel auf den Zylinder (Abb. 35 a), dann gilt nach
der Abwicklung in die Ebene
2 u!
—R — Rcos —
x u , Yy cos —
Die Seitenlangen des Bildbereiches sind 27 R und 2R (Abb. 35 b). Auch hier ergibt die
Funktionaldeterminante

=

0 —sin%

R
R 0

wegen
U
7= R’sin® — =
g R g

sofort die Inhaltstreue. Dieser Entwurf ist in Lamberts "Beytragen zum Gebrauche der
Mathematik und deren Anwendung" (1765-1772) enthalten; in Ostwalds Klassiker der
exakten Wissenschaften wurde u. a. der Teil "Anmerkungen und Zusatze zur Entwerfung
der Land- und Himmelscharten" nachgedruckt.

13Ernst Hammer (1858-1925).
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3.11 Anhang. Kartennetzentwiirfe

Abb. 35a,b ¥ 4

Auch heute noch kann die von Gerhard Kremer (1512-1594) im Jahre 1569 veroffent-
lichte Weltkarte (Abb. 36) als faszinierendes Beispiel fiir den menschlichen Erfindergeist
gelten. Ihre Abbildungsgleichungen gab 1645 Henry Bond (1600-1678), ihre mathema-
tische Fundierung erfolgte gar erst 1666 durch Nikolaus Kauffmann (lat. Mercator,
1620-1687) und 1695 durch Edmound Halley (1656-1742). Da die lateinisierte Form
von Kremer Mercator lautet, spricht man allgemein vom

i) Mercatorentwurf

Bei ihm hangen die kartesischen Koordinaten folgendermaBen von unseren Parametern
ut, u? der Kugel ab (Abb. 35):

2 u!
=R = RlIncot —
x u : Yy ncot o
Offenbar ist das Bild der Kugelflache ein Streifen der Breite 27 R.
Wie beim Entwurf von Archimedes und Lambert gehen Breiten- und Langenkreise in
Parallelen zu den Koordinatenachsen tiber. Doch was hat diesen Entwurf so beriihmt
gemacht, warum ist er noch heute die Grundlage der Seekarten?

A 9

Abb. 36

Er ist, wie wir gleich nachweisen werden, winkeltreu; da die Bilder der Meridiane Par-
allelen zur y-Achse sind, folgt daraus: Die Kugelloxodromen, die Kurven konstanten
Kurses (konstanter Winkel zwischen Meridian und Kurve) sind gerade, d. h., sie kon-
nen auf der Seekarte mit dem Lineal bestimmt werden.
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3.11 Anhang. Kartennetzentwiirfe

Da diese fiir die Anwendung entscheidende Eigenschaft von der Winkeltreue abhangt,
geben wir abschlieBend ihren Nachweis. Zunachst gilt

ox ox
oy X _R
oul ou?
oy R —1 -1 @ _0
oul  cot % 2R sin? % sin % ’ ou?

Somit kénnen wir g,;(u', u*) nach (50') berechnen:

. ul . 2 u
Sll’lf Sl R
ng(ulv U2) =0= §21 (u17 U2>
§22(U1,U2) — 1 . R2 — R2

Folglich ergibt der Vergleich mit den metrischen FundamentalgroBen der Kugel

G = 9ij
o 2t
sin” &

der Faktor ¢ = c(u',u?) hangt hier nur vom Polabstand und damit nur von der geo-

graphischen Breite ab.

Bemerkung. Mercatorkarten wurden auch von Pedro Nunez Salaciense (1502-1578)
schon vor 1559 hergestellt.

Aufgabe
Man bestatige die Inhaltstreue des Mollweideschen Entwurfes.

Anleitung. Aus f(ul,t) := 7 cos % — 2t — sin 2t lasst sich -2 = —fj’;‘: ermitteln.
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4.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

4 Einfiihrung in die Riemannsche Geometrie

Bernhard Riemann (1826 in Breselenz/Hannover geb., 1866 in Selasca/ Lago Maggiore
gest.) hat, von der Flachentheorie ausgehend, im Beisein von GauB in seiner Habilitati-
onsvorlesung "Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen" wesentliche
Gedanken seiner Theorie dargelegt.

Da bei uns bisher die Grundziige der Flachentheorie vorliegen, befinden wir uns beziig-
lich des Verstandnisses der Riemannschen Geometrie in einer dhnlichen Situation wie
die Zuhorer von 1854. Seither wurde die Theorie inhaltlich ausgebaut und methodisch
aufbereitet. Davon werden wir im folgenden profitieren.

4.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Das vorige Kapitel hat gelehrt, dass zweidimensionale Geometrie nicht denknotwendig
ebene euklidische Geometrie sein muss. Ein wesentlicher Aspekt war dort die Moglich-
keit, "zweidimensional zu koordinatisieren", d. h. die Angabe einer zulassigen Darstel-
lung P = P(u!,u*) mit Hilfe von zwei Parametern. Der andere wesentliche Aspekt
bestand in der Berechnung von Langen mit Hilfe der metrischen FundamentalgroBen
ik = gik(ul, UQ)-

Zunachst geht es uns um die Verallgemeinerung des ersten Aspektes. Wenn wir den
Raum koordinatisieren wollen, miissen wir zwangslaufig eine stillschweigende Voraus-
setzung des vorigen Kapitels aufgeben, namlich die Voraussetzung, alle Flachen als
Teilmengen des Anschauungsraumes aufzufassen.

Doch welche Eigenschaften besal3 dort die Menge der Punkte, die eine sinnvolle For-
mulierung des Begriffes der zulassigen Parameterdarstellung gestatten?

Um eine Antwort auf diese Frage zu finden, erinnern wir uns: Eine Parameterdarstellung
ist eine Abbildung in die Menge der Punkte, die selbst stetig ist und stetige Ableitun-
gen besitzt. Die Stetigkeit einer Abbildung in die Menge der Punkte wird tberprifbar,
wenn wir fir jeden Punkt die Menge seiner Umgebungen kennen. Wir werden den
Begriff der Umgebung in einer Punktmenge als Grundbegriff verwenden; um einfache
Grenzwertaussagen herleiten zu konnen, formulieren wir zwei Axiome:

Definition. Gegeben sei ein Paar (I3, 4l), wobei B eine Menge und 4l eine Menge von
Teilmengen von ‘B ist. Wir nennen P € B Punkt, U € 4l (offene) Umgebung und
(B, 4l) einen Hausdorffschen Raum@ genau dann, wenn es

(1) fir alle P € P und U, U’ € U mit P € U, U ein Element V € U mit P € V C
U, u’,

(2) zu jedem P € P ein U € U mit P € U und zu je zwei Elementen P,Q € P
Elemente U,V cUmit Pc U, Qe Vund UNV =z [

1“Nach Felix Hausdorff (1868-1942), von dem das Werk "Grundziige der Mengenlehre" (1914) be-
sonders genannt sei.

15Der erste Teil von (2) wird nur dann benétigt, wenn 3 hochstens einen Punkt besitzt, der zweite
Teil von (2) wird Hausdorffsches Trennungsaxiom genannt und mit 75 bezeichnet.
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4.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

gibt. Statt P € U € 4l schreiben wir auch kurz Up oder U(P) und nennen Up eine
Umgebung von P.

Im Hausdorffschen Raum lasst sich Konvergenz erklaren: P, strebt gegen P, kurz
P, — P, genau dann, wenn jede Umgebung von P fast alle P, (n € N) enthalt. Zur
Rechtfertigung der Schreibweise

P = lim P,
n—00

beweisen wir, dass unter der Voraussetzung P,, — P fiir keinen von P verschiedenen
Punkt @) ebenfalls P, — () gelten kann: Nach T gibt es disjunkte Umgebungen Up
und Ug. Wegen P, — P enthalt Up fast alle P, und folglich Ug nur endlich viele P,,
d. h., P, strebt nicht gegen Q).

In einem Hausdorffschen Raum heiBt eine Punktmenge M genau dann offen, wenn jeder
Punkt aus M eine in M enthaltene Umgebung besitzt. Offenbar ist jede Umgebung U
offen, denn fir alle P e U gilt Pe U C U.

Die Menge O aller offenen Mengen eines Hausdorffschen Raumes nennen wir dessen
Topologie.m GemaB der obigen Bemerkung gilt 4 C O.

Beispiel
(4.1) Es sei B = E? die Menge der Punkte (z,y) der (reellen) euklidischen Koordina-
tenebene. Wie allgemein tblich sei fir p > 0

Up(zo,y0) = {(z,y) : (x — m0)* + (y — %) < p°}

eine p-Umgebung von (zg,yo). Ist 4 die Menge aller p-Umgebungen (0 < p < o),
dann ist (B, ) offenbar ein Hausdorffscher Raum. Andererseits konnen fir o,7 > 0
Rechtecksumgebungen

Ua,r(ifo,yo):{(%y) o< x—x0<O0,—T<Yy—y <T}

sowie die Menge le aller Rechtecksumgebungen betrachtet werden. Wie man leicht
sieht, ist auch (%3, 4() ein Hausdorffscher Raum.

20

Abb. 37 la) b

16Aus (1) und (21) gewinnen wir ohne T; folgende Eigenschaften von O:
1.IPeD,2MNeOD=MNNecD, 3MCO=UMeO.

Beweis. Offensichtlich ist @ offen, wahrend das fiir ¥ nach (2.1) zutrifft. Sind M und N offen und
gilt P € M UN, dann existieren Umgebungen U und V mit Pe U C M und P €V C N, da es
nach (1) eine Umgebung W mit P € W C U,V gibt, muss P € W CUNV C M NN gelten und
M N N offen sein. Ist schlieBlich 9T C O und P € U9, dann finden wir ein Element M € 9t mit
P € M und wegen M € O eine Umgebung U mit Pe U C M C UM, d. h. UM € O w.z.bw.
Jedes Paar (3, 9), bei dem O die Eigenschaften 1. bis 3. besitzt, heiBt topologischer Raum.
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SchlieBlich kénnen wir feststellen, dass (93, 4) und (33,B) ein und dieselbe Topologie
besitzen: a) Ist M beziiglich (3, 1) offen und (z¢,y0) € M, dann gibt es eine reelle
Zahl p > 0 mit Uy(xo,50) € M. Wir wahlen 0 = 7 = £ und erhalten fiir (z,y) €
Us (0, Y0) (vgl. Abb. 37 a)

(z — 370)2 <o’ ; (y — y0)2 <7’

und somit

(= 20)* + (y — 90)* < p*
d. h. Us+(70,90) S Uy(z0,50) € M. Folglich ist M auch beziiglich (B, 1) offen.
b) Ist umgekehrt M beziiglich (%, Ll) offen und (z¢,y0) € M, dann existieren positive
reelle Zahlen o, 7 mit U, -(zo,y0) € M. Fiir p := min(o, 7) und (z,y) € U,(z0,%0)
gilt (Abb. 37b)

(= 20)* + (y — 90)* < p*
daraus folgt (z — 2¢)?, (y — yo)? < p? und schlieBlich

(v — 960)2 <o’ 3 (y — y0)2 <7’

d. h. Uy(z0,40) € Usr(z0,50) € M. Damit ist M beziiglich (9,U) offen, weil
(x0,y0) € M beliebig gewahlt war, w. z. b. w.

Fiir Stetigkeitsbetrachtungen in der (reellen) euklidischen Koordinaten- ebene sind (
und i als gleichwertig anzusehen.

Satz 4. 1. Es sei (I3, 1) ein Hausdorffscher Raum, M C B und Ly, = {XNM : X € U}.
Dann gilt:

a) (M, 4ys) ist ein Hausdorffscher Raum.

b) X C M ist beziglich (M,ly;) genau dann offen, wenn es eine beziiglich (3, )
offene Menge Y mit X =Y N M gibt.

Zusatz. Wenn M eine offene Teilmenge von B ist, dann gilt
Oy ={XCM:X e}

Beweis. a) Es sei P € U, V € 4. Dann gibt es Umgebungen U’, V', W € 4
mtU=UnNMYV =V N"NMund Pe W CU,V'. Wegen P WNM C
U'nMyNn(V'nM)=UnV gilt (1) far (M, ).

Offensichtlich ist (2.1) erfiillt. Zu zwei Punkten P, () € M existieren disjunkte Umge-
bungen Up,Ug € 4. Dann sind Up N M und Ug N M aus U, disjunkt, und es gilt
PeUpnNMund Q € Ugn M. Somit gilt auch (22) fir (M, Ups).

b) Es sei Y beziiglich (3,41) offen und P € X = Y N M. Es gibt eine Umgebung

Up C Y. Folglich gilt P € UpnN M C X. Da P beliebiges Element aus X war, ist X

bezlglich (M, 4,,) offen.

Nun sei umgekehrt X beziiglich (M, ;) offen. Von jedem Punkt P € X gibt es eine

Umgebung Up € U mit Up U M C X. Dann ist Y := PUX Up beziglich (P,U) offen,
€

und es gilt
YNM= | UpnM= ] UpnM)=X
pPex pPex
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Zum Beweis des Zusatzes sei M beziiglich (3, 4l) offen. Nach b) gilt X € O); genau
dann, wenn es eine beziiglich (I3, i) offene Menge Y mit X =Y N M gibt; dabei gilt
X=YNMe9, wzbw.

Wir fragen nun nach einem Kriterium dafiir, dass bei einer Abbildung f eines Haus-
dorffschen Raumes in einen Hausdorffschen Raum die Konvergenz erhalten bleibt:

Es sei P, — P. Um f(P,) — f(P) zu erhalten, betrachten wir eine Umgebung
U’ von f(P). Ware nun f~1(U’) offen, dann gibe es eine Umgebung Up, fiir die
P, € Up C fYU’') und damit f(P,) € U’ fir fast alle P, gilte. Wir erklaren
deshalb:

Definition. Eine Abbildung f eines Hausdorffschen Raumes B3 in einen Hausdorffschen
Raum P’ heiBt stetig genau dann, wenn das Urbild jeder Umgebung und damit auch
jeder offenen Menge offen ist.

Eine eineindeutige Abbildung f von B auf ¥’ wird topologisch oder ein Homéomor-
phismus genannt genau dann, wenn f und f~! stetig sind.

Der Begriff der topologischen Abbildung ist von groBer Allgemeinheit. Beispielsweise
kann jede einfach zusammenhangende Menge der euklidischen Ebene homéomorph auf
das Innere des Einheitskreises abgebildet werden (Abb. 38).

Mit diesem Begriff wird die angestrebte Koordinatisierung beschrieben.

L

Wie schon das Beispiel der Kugel lehrt, gibt es keine zulassige Parameterdarstellung der
gesamten Oberflache. Wenn wir eine zulassige Parameterdarstellung "Karte" nennen,
dann gelingt aber eine vollstandige Beschreibung durch ein System von Karten, einen
"Atlas" (Abb. 39).

Abb. 38

Abb. 39

Die Verallgemeinerung des Flachenbegriffes auf héhere Dimensionen muss auch diesem
Aspekt noch Rechnung tragen. Fiir einen Hausdorffschen Raum mit einem System von
Parameterdarstellungen gibt es folgende

Definition. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C* (k = 0, ..., 00) ist ein
Hausdorffscher Raum (33, ) mit einem Atlas ({far} areamco folgender Eigenschaften:

1. U =, d.h. M ist eine Uberdeckung von ‘.
MEm

2. Vermoge fur wird M topologisch auf eine offene Menge des n-dimensionalen eukli-
dischen Raumes E™ abgebildet.
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3. Gilt P € M, N € 9, so gibt es eine Umgebung U von P derart, dass (Abb. 40)
_ ~1
Y= foM ’fM(U)

eine regulire Koordinatentransformation der Klasse C* beschreibt, d. h., fir X € U
mit

Abb. 40

k-mal stetig differenzierbadz], und die Funktionaldeterminante

ou out
oul o Qun
ou" ou"
oul Tt Qun

verschwindet nicht.

4. Eine beliebige Karte g ist genau dann zulassig, wenn fiir jeden Punkt P des Defi-
nitionsbereiches von g wenigstens eine Karte f,, und eine Umgebung Up C M derart
existieren, dass gf]\}llfM(Up) eine regulire Koordinatentransformation der Klasse C*
ist [19]

Fir £ > 0 heiBt die Mannigfaltigkeit differenzierbar.

Die n-Dimensionalitat wird durch den Zusammenhang mit dem n-dimensionalen eu-
klidischen Raum gewahrleistet, die Klasse C* findet in Eigenschaft 3 und vor allem in
Eigenschaft 4 ihren Ausdruck. (Wenn der Atlas nur eine Karte enthélt, lauft Eigenschaft
3 leer!)

Wir werden zwei Atlanten als gleichwertig ansehen, wenn die Karten des einen jeweils
zulassig bezlglich des anderen sind.

Will man sich von der Zufalligkeit der Beschreibung einer differenzierbaren Mannig-
faltigkeit freimachen, so kann man den maximalen Atlas, die Menge aller zulassigen

17Falls alle Funktionen @' = @ (u', ..., u™) analytisch, d. h. in Potenzreihen entwickelbar sind, schreibt

man C¥.

18F{ir einige Aussagen, die die Mannigfaltigkeit als Ganzes betreffen, fiir die Riemannsche Geometrie
im GroBen, werden wir spater noch die Verbindbarkeit zweier Punkte durch einen Weg bendtigen,
den bogenweisen Zusammenhang.
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Karten betrachten; das ist aber im allgemeinen nicht notig. Bemerkenswert ist, dass
aus jedem maximalen Atlas einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Klasse C* ein
Atlas der Klasse C'*° ausgewahlt werden kann (H. Whitney, Ann. of Math. 37 (1936)).
Dagegen gibt es (topologische) Mannigfaltigkeiten der Klasse C?, die keinen differen-
zierbaren Atlas gestatten (M. Kervaire, Comm. Math. Helv. 34 (1960)). SchlieBlich sei
bemerkt, dass eine Mannigfaltigkeit ungleichwertige Atlanten besitzen kann (J. Milnor,
Ann. of Math. 64 (1956)).

Aufgaben

1. Man beweise, dass in E? alle p-Umgebungen des Ursprungs O die Axiome (I) und
(2.1) erfiillen, aber nicht T, = (2.2). (Neben @ und E? sind dann nur noch diese
Umgebungen offene Mengen.)

2. Man zeige, dass 3.) E' =R und {y € R: y > 0}, b) (0,7) und R vermoége y = e*
bzw. y = cot x homdomorph sind.

3. In E"list S% = {X € E"" : [v(OX)| = R}, die n-Sphare um O mit dem

Radius R, nach dem Satz 4.18. ein Hausdorffscher Raum. Die stereographische Pro-

jektion vom Nordpol N = (0, ..., 0, R) bzw. vom Siidpol S = (0, ...,0, —R) der Punkte

(1, ..., Tpnt1) € Sk in den E™ vermoge
i sz

i e — zw. ="
R — 2y R+ x4

~1

(vgl. Abb. 41) mit den Definitionsbereichen
M := S\ {N} bzw. N = SE\ {5}

bilden einen C*°-Atlas.

Abb. 41 5
Anleitung. Es gilt
R—=x
-1 . n+1
foM ((371,---,11771)) - R—Fan( 1 >xn)
und R
— xn
Fu R (@, 20)) = 5= (1,0, )

4.2 Tangentialraume

In jedem Punkt P einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Klasse
C* kann ein n-dimensionaler Tangentialraum T'(P) eingefiihrt werden.
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Der Nachweis dieser Tatsache liefert zugleich eine Einordnung der Tangentialebene und
absoluten Differentiation in die innere Geometrie einer Flache. In den folgenden Ab-
schnitten werden nur die wesentlichen Ergebnisse der folgenden Konstruktion benétigt,
wie sie zu Beginn des Abschnittes 4.4. zusammengestellt werden.

Der Grundbaustein ist der Begriff der Parameterdarstellung einer Kurvd'| der Mannig-
faltigkeit P als einer stetigen Abbildung einer euklidischen Strecke in die Menge der
Punkte der Mannigfaltigkeit P

P = P(t), t € (a,b) (53)

Wir nennen (53) h-mal stetig differenzierbar (1 < h < k), wenn fir alle ¢ eine Karte
fu mit P(t) € M existiert, so dass P = fy(P(t)) an der Stelle ¢t wenigstens h-mal
stetig differenzierbar ist. Diese Definition hangt nicht von der speziellen Karte f5; ab,
denn gibt es noch eine Karte fy mit P(t) € N, dann ist

P = fn(P(t) = (fnfar ) fu(P(1)) (54)

nach der Kettenregel an der Stelle ¢ ebenfalls h-mal stetig differenzierbar.

Im folgenden betrachten wir nur stetig differenzierbare Parameterdarstellungen von
Kurven. Unter dieser Voraussetzung besitzen P = P(t) und P = Q(u) in P(ty) =
Py = Q(up) denselben Tangentenvektor per definitionem genau dann, wenn es eine
Karte fy; mit Py € M und

d
5 u(P@) = fu(Qu) (55)

t=to du U=U0

gibt. Damit ist eine Relation definiert, mit deren Hilfe "Tangentenvektoren" erklart
werden sollen; solch Situation liegt z. B. vor, wenn zunachst die Relation "gleichlang"
gebraucht und spater erst "Lange" definiert wird; dabei weist der Name der Relation
ebenfalls schon auf den Namen der Aquivalenzklasse hin.

Die oben definierte Relation ist von der speziellen Karte unabhangig, denn gilt fir fy
ebenfalls Py € N, dann erhalten wir

d

FVPO)| = L (@)

U=1UQ

nach (54) und (55). Aus (55) lesen wir noch ab, dass "in P, denselben Tangentenvektor
besitzen" eine Aquivalenzrelation ist. Der zu P = P(t) in P,, gehdrige Tangentenvektor

tio(t) ist die Menge aller Parameterdarstellungen P = Q(u), fur die es einen Parameter

ug mit Q(ug) = Py, und (55) gibt.

19Wie in der Kurventheorie des Anschauungsraumes fithren Parametertransformationen - beispiels-
weise t = ¢ - T - zu einer neuen Parameterdarstellung derselben Kurve, die am bequemsten als
Aquivalenzklasse in der Menge aller zuldssigen Parameterdarstellungen (Existenz von Tangenten-
vektoren ungleich dem Nullvektor fiir alle t) definiert wird. Die Aquivalenzrelation bestehe genau
dann, wenn eine (noch zu prazisierende) zulassige Parametertransformation existiert.
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Wir kénnen (55) noch durch die Feststellung umformulieren, dass nach obiger Defini-
tion zwei Parameterdarstellungen genau dann in ) € P denselben Tangentenvektor
besitzen, wenn ihre Bilder beziiglich einer Karte denselben Tangentenvektor in E" ha-
ben.

Nunmehr strukturieren wir die Menge der Tangentenvektoren, indem wir eine Addition
und die Vervielfachung mit reellen Zahlen einfiihren: Um tﬁ(t)

,  mit ¢ € R zu vervielfa-
chen, setzen wir t = cu in (53) ein und erhalten

@ pu(Plew) = S peP0) - 0 = e fu(P()
deshalb setzen wir
et = (56)
Unter der Voraussetzung P(ug) = Py = Q(vg) kdnnen wir tgo(t) + t?,(f”) als die Menge

derjenigen Parameterdarstellungen P = S(t) mit S(ty) = P, und

d d
=5:= %fM(P(U)) + %fM(Q(U))

t=to U=ug V=0

d
S h(S(t)

definieren; diese Menge ist nicht leer, denn sie enthilt beispielsweise P = f;;' (Po +ts)
mit Py := fa Py, das Urbild des in fy;(M) gelegenen Teils der Geraden der Richtung
s durch P,.

Wenn durch Py, die Achsen eines Koordinatensystems gelegt werden, dann erzeugen
ihre Urbilder beziiglich der Karte f); eine Basis fiir alle Tangentenvektoren in Fy. Wie
man leicht sieht, bilden sie einen n-dimensionalen Vektorraum, den Tangentialraum
T(Fy).

Aufgabe

Man gebe zwei Parameterdarstellungen durch einen Punkt Py € S% an, die denselben
Tangentenvektor besitzen, und veranschauliche (55) in einer Skizze.

4.3 Tensoralgebra

In diesem Abschnitt werden weitere Begriffe fiir den Aufbau der Riemannschen Geo-
metrie bereitgestellt. Dazu gehen wir lediglich von einem reellen n-dimensionalen Vek-
torraum V' aus.

Wir konnen feststellen, dass V' stets ein weiterer n-dimensionaler Vektorraum zuge-
ordnet werden kann, namlich sein "dualer Vektorraum". Zunachst erklaren wir dessen
Elemente:

Definition. Eine Funktion  : V' — R mit den Eigenschaften?]

lz+y) =1(x)+(y) (Additivitat)
l(cx) = cl(x) (Homogenitat)

20Beide Eigenschaften werden auch unter Linearitidt zusammengefasst.
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heiBt lineares Funktional oder Linearform tber V.

Beispiel
(4.2) Es sei B der Vektorraum des Anschauungsraumes und a € 5. Die Funktion
la : B — R mit l;(r)axr (Skalarprodukt) hat die Eigenschaften

la(r+v) =a(@+1) = ar+ay = la(x) + la(n)
la(cr) = a(cxr) = c(ax) = cly(p)

d. h. die Eigenschaften eines linearen Funktionals.

Fir lineare Funktionale iiber V' lassen sich leicht eine Addition und eine Vervielfachung
mit reellen Zahlen einfuhren: Wir setzen fir Linearformen [ und m sowie reelle Zahlen
c

(+m)(z) = l(x) +mx) ,  (d)(x):=cz) (57)
Im Beispiel (4.2) lauft die Addition und Vervielfachung der linearen Funktionale auf die
Addition und Vervielfachung von Vektoren hinaus:
Es gilt

lo + 1y = layo ) clog = leq
wegen
(la + 1) (®) = la(z) + lo(2) = ar + by = (a + b)r = Lot (r)
und entsprechend
(cla)(x) =clo(x) = c-ar =ca -t = l4(r)

fur alle x € 8. Die Struktur der Linearformen [, ist isomorph dem Vektorraum B, ins-

besondere selbst ein Vektorraum. Diese Fakten lassen sich auf die Struktur der linearen
Funktionale tber einem beliebigen n-dimensionalen Vektorraum V' verallgemeinern:

Satz 4.2. Die linearen Funktionale iiber V' bilden mit der durch (57) erklarten Addition
und Vervielfachung selbst einen n-dimensionalen Vektorraum, den zu V' dualen Vek-
torraum V'*.

Beweis. Wie man leicht sieht, sind [ + m und ¢l Linearformen. Um Assoziativitat,
Kommutativitdt und Umkehrbarkeit der Addition zu zeigen, betrachten wir beliebige
Linearformen [ und m. Es gilt

(I +n)(z) = U(z) + m(z) = m(z) +l(z) = (m + ) (z)

firallex € V,dh. l+m=m+1L
Analog wird die Assoziativitat bewiesen (vgl. Aufgabe 1).

Offenbar ist 0 : V' — R vermoége o(x) = o fir alle z € V' eine Linearform; wegen

(0+ 1) (x) =o(x) + l(x) = l(x)

fur alle x € V, d. h. o+ 1 =1, ist o Nullelement.
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AuBerdem ist —1 : V' — R(—I(z) := —(I(z))) eine Linearform:

—l(z+y)=—-(z+y))=—(

Hier gilt
(=l+1)(x)=—l(z)+(z) =0 =o(x)

fur alle x € V, d. h., dass —[ zu | entgegengesetzt ist.
Es ist genauso leicht, die Eigenschaften der Vervielfachung

1-1=1, (ab)l = a(bl), (a+b)l = al + bl, a(l+m) =al+am (58)

fur beliebige reelle Zahlen a und b zu beweisen.
Um fiir V* eine Basis anzugeben, betrachten wir eine Basis a1, ..., a,, von V' und setzen

a'(z) = a'(z'ay + ... + 2"ay) = 2 (59)
a’ beschreibt folglich die Projektion von V' auf die i-te Koordinatenachse. Speziell gilt

dla=5={ o 15 (60

Mit Hilfe der n Projektionen a!, ..., a", die offensichtlich linear sind, kann jedes lineare

Funktional [ Giber V' eindeutig dargestellt werden: Es sei [; := [(a;). Dann gilt
l=1liag + ...+ 1,a"

wegen
I(z) = I(2'a;) = 2'1(a;) = Lia'(x) = (l;a")(z)

fir alle z € V; damit ist die Darstellbarkeit gezeigt. Um ihre Eindeutigkeit zu erhalten,
gehen wir von . .
ha' + ..+ l,a" =1=ha' + ..+ 1"

aus. Diese Gleichung muss speziell beim Einsetzen der Basisvektoren aq,...,a, von V
gelten, nach (60) muss die Gleichung

L= (ha' + ... + 1,a")(a;) = (Lha' + ... + 1,a")(a;) = I;
bestehen, w. z. b. w.

Die Elemente von V* werden auch kovariante Vektoren genannt; die Elemente von V'
sind dann kontravariante Vektoren.

Wegen [(z) = 2'l(a1) + ... + 2"(a,) = 2l + ... + 2”1, gibt es - vgl. Beispiel (4.2) -
folgenden

Darstellungssatz fiir lineare Funktionale. Ist a, ..., a,, eine Basis von V', dann existiert
zu jedem linearen Funktional [ ein n-Tupel (I4,...,1,) mit

I(z) = [;2" (61)
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Umgekehrt definiert jedes n-Tupel (I1,...,1,) Gber (61) ein lineares Funktional [; dabei
gehoren zu [ + m und cl die Tupel (I1 +myq, ..., 1, + my) bzw. (cly, ..., cly,).

Der Beweis der Umkehrung beruht lediglich auf dem Rechnen mit reellen Zahlen: Ad-
ditivitat und Homogenitat gelten infolge von

Lt 4+ o)) + o+ @ +y") = (hat + .+ L") + (b + .+ Ly™)
Licxh) + . dy(ca™) = e(lix' + ... +17)
AuBerdem haben wir
(I +m)(z) = Lix' + ma’ = (I; + my)a’, : (c)x = c(liz") = (cl;)a’
w. z. b. w.

Der Darstellungssatz zeigt uns den engen Zusammenhang zwischen dem Skalarprodukt
im E,, und den Linearformen. Das Skalarprodukt besitzt aber noch eine andere Verall-
gemeinerung:

Definition. Eine Funktion b : V x V — R, fur die
b : V —R (ba(y) :=b(a,y)) : b.:V — R (be(x) == b(x,¢))

Linearformen sind, heiBt Bilinearform iiber V' x V. Eine Bilinearform ist genau dann
symmetrisch (schiefsymmetrisch), wenn

b(z,y) = b(y, x) (b(z,y) = —b(y, x))
fir alle x,y € V gilt.

Entsprechend werden Bilinearformen iiber V' x V* und V* x V* definiert. Beziiglich
einer Basis ay, ..., a, ist eine Linearform [ nach (61) bereits durch die n Werte [; = [(a;),
i =1,...,n, vollig bestimmt. Beziiglich einer Bilinearform b gilt nach der Einsteinschen
Summenkonvention mit z = 2’a; und y = vy'a;

b(z,y) = 2'b(z,y) = 2'b(a;, a;)y’

d. h., dass b mit den n? Werten bij := b(ai, a;) bereits vollstandig bekannt ist. Da
umgekehrt Matrizen (b;;) additiv und homogen sind und einen n?-dimensionalen Vek-
torraum bilden, haben wir folgende Aussagen:

Darstellungssatz fiir Bilinearformen. Beziiglich einer Basis von V' (und der dualen von
V*) gibt es zu jeder Bilinearform b iber V' x V', V' x Vx oder V* x V* eine n-reihige
quadratische Matrix (b;;), (b)) bzw. (b) mit

b(x,y) = «'bijy’ (62.1)
bzw. den analogen Darstellungen

b(x,1) =27b5l; ,  b(l,m) =1b"m; (62.2,3)
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wobei z°,y/ bzw. l;, m; die Koordinaten der kontravarianten Vektoren z,vy bzw. der
kovarianten Vektoren [, m bezeichnen. Umgekehrt bestimmt jede n-reihige quadratische
Matrix sowohl gemaB (62.1) als auch gemaB (62.2) und (62.3) eine Bilinearform.

Folgerung. Die Bilinearformen iiber V x V, V x V* bzw. V* x V* bilden einen n2-

dimensionalen Vektorraum.

Beispiele
(4.3) Im Anschauungsraum ist das Skalarprodukt eine Bilinearform. Beziiglich einer
orthonormierten Basis ¢y, ..., ¢, ist die Matrix (b;;) wegen

bij = 61‘6]‘ = 5ij

die Einheitsmatrix, so dass sich (62.1) auf z'y' + 22y? + 23y reduziert. Diese Biline-
arform ist symmetrisch.

(4.4) Im Anschauungsraum ist das duBere Produkt r A 1, beziiglich einer Basis durch
die Matrix

o o 0 x1y2 _ y1x2 xlyS _ yl.IS
(J?Zy] . yzl,j) — :c2y1 o y2x2 0 x2y3 _ y2$3
x3y1 _ y1x3 x3y2 _ y3x2 0

definiert, eine (schiefsymmetrische) Bilinearform iiber V* x V*. Bei einer orthonormier-
ten Basis besteht ein Zusammenhang zum Vektorprodukt ¢ X ) = (v, v2, v3), namlich

. o 0 V3 —V9
Y —y2l)=| —vs 0
Vo —U1 0

(2

Trotzdem besteht ein Unterschied: Die Darstellungen erweisen sich beim Ubergang
zu einer anderen Basis nur dann als gleichwertig, wenn beide Basen ein und dieselbe
Orientierung bestimmen.

(4.5) Sind [ und m zwei Linearformen lber einem, beliebigen Vektorraum V', dann ist
ihr Produkt

b:VxV—=>R (b(z,y) :==Il(x) - m(y))
eine Bilinearform tber V' x V, denn aus [,m € V* folgt b, = l(a)m = ¢m € V* und
by =m(b)l =cl € V*.

Alle bisher behandelten Begriffe lassen sich einem Begriff unterordnen, ohne den sich
viele physikalische Sachverhalte nicht formulieren lassen, dem Begriff des Tensors. Im
Rahmen der Flachentheorie sind uns z. B. die FundamentalgréBen g;; bzw. L;;, als
Tensoren begegnet, ohne dass wir allerdings die abstrakte Beschreibung gesucht hatten:

Definition. Eine Multilinearform tiber V; x ... x V,, ist eine Funktion f : V} x...xV,, —
R, bei der fir feste Vektoren x4, ...,z;_1, 11, ..., T, die m Funktionen

fi:Vi=R (filz) == flz1, .., Tim1, T, Tig1, - T
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Linearformen sind. Ein Tensor der Stufe (7, s) oder ein (r, s)-Tensor ¢ (iber V ist ent-
weder

a) eine reelle Zahl fir r =s =10

oder

b) eine Multilinearform tber V3 X ... x Vo mit V; =V firi=1,...,rund V; = V*
firi=r+1,....,r+s.

Die (1,0)-Tensoren sind Linearformen; die Bilinearformen ergeben (2,0)-, (1,1)- bzw.
(0, 2)-Tensoren. Obwohl wir spater meist nur solche Tensoren niedriger Stufe betrachten
werden, haben wir Tensoren beliebiger Stufe definiert, zumal die Ausfiihrbarkeit gewisser
Operationen einen unbegrenzten Vorrat an Tensoren erfordert.

Tensoren gleicher Stufe konnen in Verallgemeinerung von (57) addiert und vervielfacht
werden: z. B. ist

(t +u)(z,y, z;1,m) = t(x,y, 2,1, m) +u(z,y, 2;1,m)
(ct)(x,y, z;l,m) = ct(x,y, z;1,m).

Tensoren beliebiger Stufen konnen in Verallgemeinerung des Beispiels (4.5) multipliziert
werden] beispielsweise ist fiir (2, 1)-Tensoren v und (1, 1)-Tensoren w

(vw)(x,y, z;1,m) = v(x,y;1) - w(z,m)

Die Tensoren ein und derselben Stufe bilden jeweils einen Vektorraum; die Multiplikation
von Tensoren ist assoziativ, distributiv und kommutativ.
Ist ¢ ein (r,s)-Tensor, a1, ...,a, eine Basis von V und a',...,a" die dazu duale Basis
von V* dann lasst sich t mit Hilfe der Werte fiir die Basisvektoren

I = tay,, . apcd L d?) (63)

110y

darstellen. Umgekehrt definieren n"** Zahlen tﬁ ZJ stets einen Tensor der Stufe
(r,s)

Dieser Darstellungssatz umfasst die entsprechenden Satze fiir lineare Funktionale und
Bilinearformen. Offenbar bestimmen die Koordinaten eines kontravarianten Vektors
x € V einen (0,1)-Tensor.

Beziiglich einer Basis kann jedem (r, s)-Tensor mit r, s > 1 folgendermaBen ein (r —
1, s — 1)-Tensor durch Verjingung zugeordnet werden:

t]l Jo—1Jo+1--Js . _ Z ]1 Jo— lk]a+1 .Js
11..0p—1%p41...0p  ° 11.dp—1 Zp+1 Sy

21Diese Multiplikation darf nicht mit der Multiplikation von Matrizen verwechselt werden.

22Die Komponenten tJl f andern sich im allgemeinen beim Ubergang zu einer anderen Basis; dabei
sind die Transformatlonsglelchungen (67) zu beachten.

2|rrtiimer kdnnen entstehen, wenn ein System von n"+* Zahlen schon ein gewisses Transformations-
verhalten besitzt, das von (67) abweicht und auf das nicht verzichtet werden kann (vgl. (73) in

Abschnitt 4.4.) ; dann sind besondere Uberlegungen erforderlich.
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4.3 Tensoralgebra

Der Nachteil dieser Definition besteht in ihrem Bezug zu einer Basis. Es erweist sich
aber, dass es gleichgiiltig ist, ob wir erst verjiingen und dann eine Koordinatentransfor-
mation durchfiihren oder erst transformieren und dann verjiingen:
n
7].1”-].(771]'0'4»1---_7.5 . I . . . ] ...j()‘7 ]Cja- ]s
til-nip—lilﬂ—l-ui'r' — Z t11.2p71k2p+1l7 L ! +1 (64)
k=1

Bevor wir (64) beweisen, bemerken wir, dass der folgende Sonderfall einer Verjingung

n

hi..hy hy..hy

. . . _ . . . . 1
Ut 02 hgrar gy VitoisJ 1 Jo—1KJos10:Js = D Vi iy J1ew-Jo—1KJos1-Jstg gt kg,

k=1 k=1

Uberschiebung genannt wird; fiir Bilinearformen handelt es sich hierbei um Matrizen-
multiplikation.

Dem Beweis von (64) stellen wir einige Bemerkungen iiber Koordinatentransformatio—
nen voran: Sind ay, ...,a, und @y, ..., a@, zwei Basen von V' mit ihren Dualen al,... s"
bzw. @', ...,a", dann glbt es Koeff|2|enten al und al mit

a=dala;, , @=a
Die Matrizen (a}) und (@) sind zueinander invers, denn es gilt nach (60)

8 =@ (a;) = )’ (afa,) = afdrho’ 6, = afal, (65)

Fir die Koordinaten eines Vektors x = r'a; = T'a; € V bzw. einer Linearform [ =
lia' = 1'a; € V* folgt aus
Tla;

r'a; = v =70, = a’p

bzw. entsprechend aus
Lia' =1=1,a" =all,a
wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von x bzw. [ beziglich der Basis bzw. ihrer

Dualen o’ = a’@*, I; = a/l, oder, da (&) = (a]) ™" besteht,

=ald , j=dl (66)
Hieraus ergeben sich die Transformationsgleichungen fiir einen (r, s)-Tensor ¢, weil fiir
jedes (r + s)-Tupel der Wert von ¢ von der Basis unabhéngig sein muss:

FJ1--Js 01 .Os Pl Pr~J1  =7Js
tll A t P Tau azr aal aas (67)

Nunmehr ist die Giiltigkeit von (64) ofFenS|chtI|ch.
Aufgaben

1. Man beweise die Assoziativitat der Addition von Linearformen und etwa die Regel
(58.4).

2. Man zeige, dass die Projektionen (59) linear sind.

3. Im Anschauungsraum betrachten wir neben der orthonormierten Basis i, j, £ noch die
Basis a; = (1,0,1), @a = (—1,1,1) und a3 = (0,0, —1). Man gebe

a) die Matrizen (a}) und (@), b) Z;; fiir das Skalarprodukt ¢ mit Hilfe von #;; = a;d;
und gemaB (67) an.
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4.4 Tensoranalysis

Wir kniipfen hier an den Schluss von Abschnitt 4.2. an, denn fiir die Riemannsche
Geometrie benétigen wir die Anwendung der Tensorrechnung auf die Tangentialraume
T(P). Dabei werden wir uns der Koordinatendarstellungen bedienen, und zwar der
Koordinatendarstellungen beziiglich ausgezeichneter Basen:
Zunachst besitzt E™ die ausgezeichnete Basis der Vektoren

Beziiglich einer Karte fy; hatten wir in T'(F) eine Basis eingefiihrt, indem wir durch
das Bild Py von P, Parallelen zu den Koordinatenachsen gelegt und dann ihre Urbilder
betrachtet hatten.

Im Zusammenhang mit der Definition von Addition und Vervielfachung im Tangen-
tialraum T'(P,) bedeutet diese Festlegung, dass ein beliebiger Vektor aus T'(F) und
der ihm zugeordnete Vektor in £" ein und dieselbe Koordinatendarstellung besitzen,
namlich

(u', ..., a") (68)

wenn die Bilder bei fy; die Koordinaten (u', ..., u") haben. Eine zul3ssige Koordinaten-
transformation

=7 (u', ..., u") (69)
ergibt zwangslaufig
i ou'
U= (70)

oder - mit den Bezeichnungen von (66) -
i oa’ ou’
a- = — , a,. = —
T O Toow
d. h., dass beim Ubergang von einer ausgezeichneten Basis zu einer anderen nur die

(zueinander inversen) Funktionalmatrizen (66') zu beachten sind (vgl. auch den An-
hang zu Abschnitt 1.2.4.).

1

(66')

Die Ableitung der Koordinatenfunktionen fiihrte zu den Koordinaten der Vektoren von
T(Fy). Aus der Kurven- und Flachentheorie wissen wir bereits, dass in der Differential-
geometrie hohere Ableitungen nach den Parametern gebraucht werden. Bei differenzier-
baren Mannigfaltigkeiten entsprechen den zwei Flachenparametern nunmehr n Variable;
auBerdem haben wir darauf zu achten, dass den zu erklarenden Ableitungen eine vom
Koordinatensystem unabhangige Bedeutung zukommen muss. Wir gehen schrittweise
vor:

1. Gegeben sei eine (skalarwertige) Funktion

f=f! . o) =f@@,. . a" (71)
fir deren partielle Ableitungen nach der Kettenregel
_ o
fi=Vtigg
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4.4 Tensoranalysis

gilt. Nach (66') konnen wir sagen, dass dem n-Tupel

(f1, e fin) (72)

eine vom Koordinatensystem unabhangige Bedeutung zukommt, dass die partielle Ab-
leitung dem Skalarfeld (71) das Gradientenfeld (72) zuordnet. Da (72) die Koordina-
tendarstellung eines Feldes von Linearformen (= kovarianten Vektoren) ist, nennt man
den Ubergang von (71) zu (72) kovariante Ableitung.

2. Gegeben sei ein kontravariantes Vektorfeld
gt =t (ul, . u")
Aus T' = @z erhalten wir nach (66') und der Produktregel
i oa ;o o*u' o’
Tk = 9w T ouF T duiour out

diese partiellen Ableitungen transformieren sich leider nicht wie ein (1,1)- Tensorfeld,
da der zweite Summand der rechten Seiten im allgemeinen nicht verschwindet. Der
partiellen Ableitung kommt also keine invariante Bedeutung zu.

cad (73)

Dieses Resultat konnten wir jedoch nach den Ergebnissen des Abschnittes 3.3. erwarten:
Die Ableitung einer Schar von Vektoren in den jeweiligen Tangentialebenen ergibt nicht
automatisch Vektoren der Tangentialebene; mit Hilfe der Christoffelsymbole konnten
wir jedoch in (15') eine Differentiation im Rahmen der inneren Geometrie einer Flache
angeben.

Wir machen fiir eine kovariante Ableitung den Ansatz

v = o+ Ay (u', ") - 2 (74)
Zunachst konnen wir feststellen, dass (74) folgende Regel ergibt:
(ax’ + by’ ) = a - al + byl

Andererseits ist der Faktor A;k im Korrekturglied von der Karte f); abhangig; beziiglich

einer anderen Karte wird ein Faktor @(Hl, ..., ") zu verwenden sein.
Der Formel (74) kommt eine vom gewahlten Koordinatensystem unabhangige Bedeu-
tung zu, wenn sich die 27, als Koordinaten eines (1, 1)-Tensors erweisen:

Th = dLalaj (75)

Daraus ergibt sich fir die Faktoren Aizk nach (73)

21 24
t _aiuatxr:ai/\ratms_aiuatxs
o urout " stk Ousdut "

S
fur alle kontravariante Vektorkoordinaten 2%, d. h.

— : 0%
T =T ~1L AT T t
a-=a'N,a, ——a
rks TSR Qusout F

i ~T_ S _ AT =T __ —i 7i_~ir ~i T
A pagr® = A" =7 — k= a,xha, — a,xha
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Indem wir beide Seiten der Gleichung mit a} multiplizieren und addieren, erhalten wir
wegen aga; = 0; schlieBlich

9
a st

Dt "1 (76)

7’ . r
)\]k ai\ 5@ al —

Es genligt also, beziiglich einer Karte geeignete A;k zu besitzen; denn gemaB (76) lassen

sich dann stets Kék berechnen, so dass (75) erfiillt ist. Die notwendige Uberpriifung
iiberlassen wir dem Leser als Aufgabe.

Beispiel

(4.6) In der inneren Geometrie einer Flache kann A%, := I, gesetzt werden (vgl.
Aufgabe 1). Ist ein Vektorfeld v' = v'(u'(t),u?(t)) lings einer Kurve u’ = ui(t)
gegeben (vgl. Abschnitt 3.3.), dann kann die absolute Ableitung langs der Kurve nach
(15") in der Form

J
D<U<Z;t (1)) (g;}k + szvj> 4 P _ vkukP

oder in Koordinatenschreibweise

Dv' -
= vfkuk

notiert werden. Die Bedingung (46) fir die Parallelverschiebung vereinfacht sich zu

und u u = 0 kennzeichnet eine Geodatische.
Die kovarlante Ableitbarkeit kontravarianter Vektorfelder hangt von der Existenz geeig-
neter A;-k(ul, ...,u™) ab; im allgemeinen sind diese Faktoren nicht eindeutig.

Die Mihsal im Zusammenhang mit der Definition einer kovarianten Ableitung eines
kontravarianten Vektorfeldes braucht keine Furcht vor der Definition der kovarianten
Ableitung beliebiger Tensorfelder aufkommen zu lassen. Wie wir sogleich sehen werden,
konnen solche Ableitungen mit Hilfe geeigneter A;'.k entsprechend (74) gebildet werden.

3. Gegeben sei ein kovariantes Vektorfeld

Wir betrachten noch ein beliebiges kontravariantes Vektorfeld z?. Wir erhalten eine
kovariante Ableitung von (77), indem wir die Giiltigkeit der Produktregel postulieren:
Aus

(L"), = [Lins’ + Ll =)lija’ + 1i(ah + Njya)

folgt nach Subtraktion der Gleichung

(lixi) = [(L;z") =|l;, w4+ Lt '
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4.5 Affin zusammenhangende Raume

zunachst 0 = [ja? — 2! + [;A%,27 fir alle 27, d. h.
Lk = L — Nl (74)
4. Gegeben sei ein (r, s)-Tensorfeld

.71 ]s J1.. ]s 1 n
G =t (L u")

In Verallgemeinerung des Vorgehens im Schritt 3 ergibt sich

tjl Js 2le Jsk_l_ZAjktﬂl ]a 1JJo+1---Js ZAzpk:t]l Jb (78)

21.. Zr 210 11 Zp 1Z’Lp+1 Ay

wodurch nach (76) ein (r,s + 1)-Tensor bestimmt ist. Die leichte, aber aufwendige
Durchrechnung in Bezug auf das Transformationsverhalten wollen wir uns ersparen.

Da die kovariante Ableitung (78) wieder einen Tensor ergibt, konnen wir genau so oft
kovariant ableiten, wie tjl 4, partiell differenziert werden kann.

Aufgaben
1. Wenn ein Tensor beziiglich einer Karte konstante Glieder hat, braucht die kovariante
Ableitung nicht zu verschwinden. Man zeige jedoch

5§;k =0

(0ij; und 5% verschwinden im allgemeinen nicht!)

2. Man bestimme die kovariante Ableitung eines (1, 1)-Tensorfeldes beziiglich

Ak = Ny (u 1,....,u”).. o

Anleitung. Ist 0} = b;-(ul, ...,u") gegeben, dann wende man auf liba? die Produktre-
gel an (vgl. den Punkt 3 zur Bestimmung der kovarianten Ableitung eines kovarianten
Vektorfeldes).

3. Man zeige, dass die Christoffelsymbole F;k das Transformationsverhalten (76) be-
sitzen. ‘
Anleitung. Wegen P, = P; ng, gilt

— oW out . 0

Py=Pg "l P

! % Jus Out * Jusout

Man benutze jetzt die Ableitungsgleichungen von GauB, beachte P, = a’P; und ver-
gleiche die Koeffizienten von P;.

4.5 Affin zusammenhangende Raume

Wie wir in den Abschnitten 4.2. und 4.4. gesehen haben, sichert eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit der Klasse C* die Existenz der Tangentialraume T'(P), aber fiir k > 1
nicht ohne weiteres héhere Ableitungen.
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4.5 Affin zusammenhangende Raume

Dazu benétigen wir ein Feld A% = A% (u', ..., u") fir jede Karte, das das Transforma-
tionsverhalten (76) besitzt. In diesem Abschnitt sei nun eine bogenweise zusammen-
hangende, n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* zusammen
mit einem Feld?

fur jede Karte, kurz: ein affin zusammenhangender Raum gegeben.

Solche Raume besitzen bereits bemerkenswerte geometrische Eigenschaften. Zunachst
wollen wir jedoch die Bedeutung der Symmetrie in den unteren Indizes von Az-k fur die
Bildung kovarianter Ableitungen herausstellen.

Dabei stoBen wir, die stetige Differenzierbarkeit von A’ vorausgesetzt, zu einer inva-
rianten GroBe in Form eines Tensors fiir jeden Punkt:

Die kovarianten Ableitungen eines beliebigen Tensorfeldes sind durch f := f; fir
Skalarfelder, durch (74) und durch die Forderung nach der Giltigkeit der Produkt-
regel vollstandig bestimmt. Wegen der Linearitat der Korrekturglieder haben wir die
Additivitat

(th ]s+u]1 Js)k _ 4 ]sk+u]1 Js

1.0 21...1 i1 1.0k

Welche Regeln bestehen neben Additivitat und Produktregel? Kann die Differentiati-
onsreihenfolge vertauscht werden? Fiir kontravariante Vektorfelder gilt

x;ij;k - 7] kA — A
= ,j,k + Arj,kx AZ " K + A k$ + A kA Ajk . ASkA

und entsprechend

7 1 7 r 7 r 7 r ] 7
T = Thg + Mgt = My + Ayl + Ay AGa” = Ao — A AL
Auf Grund der Symmetrieeigenschaft A%, = Aj; erhalten wir somit
7 7 _ 7 7 7 r S
Lijik = Loy = (Asj,k - sk] + A kA Arj sk)x

Indem wir den Klammerausdruck mit (16") vergleichen, fiihren wir fiir ihn die Ab-
kirzung Rijk ein. Die rechte Seite bestimmt als Differenz der entsprechenden Glieder
zweier Tensoren selbst einen Tensor. Das ergibt

1

5 _ =i pr
stk — arRtuva aj ak
wegen
B —s __ B p_ r p UV
R @ = Rypayx” = a me:); aja,

szk bestimmt einen Tensor, den Kriimmungstensor im betrachteten Punkt.
Wie wir nach (19) vor dem Theorema egregium wissen, verschwindet R! sk 1M allge-
meinen nicht, sondern steht fiir n = 2 in einem engen Zusammenhang zur GauBschen

24Die Symmetrie in den unteren Indizes hat invariante Bedeutung, demnach (76) bleibt diese Eigen-
schaft bei Koordinatentransformationen erhalten.
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4.5 Affin zusammenhangende Raume

Krimmung der Flache. Die Bedeutung des Kriimmungstensors wird in Abschnitt 4.8.
bei beliebiger Dimension noch ausfiihrlich diskutiert.

Neben diesem formalen Zugang zum Krimmungstensor kann auch ein geometrischer
angegeben werden. Wir erinnern daran, dass die Holonomiegruppen in Punkten einer
Kugel und eines Mdébiusschen Bandes charakteristische Unterschiede aufweisen (vgl.
Beispiel (3.13)); fir Zylinderflichen bestehen die Holonomiegruppen in jedem Punkt
nur aus der identischen Abbildung. Wir wollen im folgenden den fiir diese Aussagen
grundlegenden Begriff der Parallelverschiebung langs eines Weges aus Abschnitt 3.9.
verallgemeinern. Es sei

u' = u'(t) (80)
ein glatter Weg. Wir nennen Vektoren mit den Koordinaten z' = z(t) langs (80)
parallel verschoben genau dann, wenn

Tk dz’

e T = r + Ajkx]uk

fiir alle ¢ verschwindet. Es ist méglich, jeden Vektor ) aus T'(Py) mit
Py := P(ul(tg), ...,u"(to)) langs (80) parallel zu verschieben, indem das Differential-
gleichungssystem

D(a'(t))
dt
mit den Anfangsbedingungen z'(to) = !, gelost wird. Insgesamt ergibt das eine vom
Weg (80) abhangige Abbildung «(t) : T'(Py) — T'(P(t)), die wegen
D(az'(t) + by'(t)) Dzt Dy

dt dt o dt

linear ist. Deshalb konnen wir sagen, dass A langs beliebiger Wege einen "linearen Zu-
sammenhang" zwischen den fiir jeden Punkt definierten Tangentialrdumen herstellt ]

=0

k

= (az’ + by') 0" = axl i + byl 0" = a

Besonders interessant ist die Menge der Abbildungen eines Tangentialraumes T'(Fy) auf
sich, die im Ergebnis der Parallelverschiebung von T'(F,) langs geschlossener, stiick-
weise glatter Wege durch P, entstehen (Abb. 43, aber auch Abb. 23 und 24).
Offenbar ergibt die Nacheinanderausfiihrung und die Umkehrung solcher Abbildungen
wieder eine Abbildung derselben Art, so dass eine Abbildungsgruppe, die Holonomie-
gruppe in Py, vorliegt. Fir affin zusammenhangende Raume sind die Holonomiegruppen,
wie man leicht sieht, vom speziellen Punkt in dem Sinne unabhangig, dass sie isomorph
sind (Abb. 42a, b); sie stellen ein Charakteristikum des Raumes dar.

P P
6‘4’ f/@
B A
8]

Abb. 42 @

BWird in (79) auf die Symmetrie in den unteren Indizes verzichtet, dann liegt statt eines affin
zusammenhangenden Raumes nur ein linear zusammenhangender Raum vor. Dann ist neben dem
Krimmungs- noch der sogenannte Torsionstensor zu beachten. Von diesen Begriffen ausgehend,
fuhrt die Spezialisierung (79) zu einem symmetrischen linearen oder torsionsfreien Zusammenhang.
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4.5 Affin zusammenhangende Raume

Wir untersuchen nun wie D. Laugwitz geschlossene Wege, die Urbilder von Parallelo-
grammen im E" sind: Unter der Voraussetzung, dass a, b in E™ linear unabhangig sind
und o. B.d. A. P: 0= P(0,...,0) gilt, sei (Abb. 43)

eta’ 0<t<l1
i) oelat+ (t — 1)) 1<t<?2 ,
ue(t) = ela+b —(t—2)a") 2<t<3 (80')

e(1—(t—3) 3<t<4

v'(3) )
viiz)
p :
Abb. 43 vio) vt

Da wir fir Azk eine Taylorentwicklung nutzen wollen, setzen wir A% %1, als zweimal stetig
differenzierbar und o. B. d. A. A% (0,...,0) =0 voraus@ Dann gllt

;k(ul(t), L u(t)) = E-M(O, s 0)ul(t) + R;-k (80a)
mit einem Restglied R’

Wir verschieben einen beliebigen Vektor z{, langs des Weges (80') und erhalten z° =
x"(t). In jedem der vier t-Intervalle betrachten wir eine Taylorentwicklung vom An-
fangspunkt aus:

. . . 1 .
o' (t; + h) = 2'(t;) + &' (t))h + 5:ij’(ztj)hQ +
mit ¢; = 0,1,2,3 und 0 < h < 1. Fir h = 1 gilt insbesondere
i 1) = ) 4t 1 i1+ 80b
a:(tj+)_x(tj)+a:(tj)+§x(tj)+... (80b)

Da es sich um eine Schar paralleler Vektoren handelt, muss in jedem der vier t-Intervalle
nach (80a)

= —Ayalih = =A% (0, ., 0027k + (80c)
= —Azk wlikal 4 A’kA a it 4 (80d)
2Das ist wegen der Symmetrie in den unteren Indizes méglich: Aus K;k = Ay; folgt mit der Koordi-
natentransformation v’ := ' + 2A]k( ..,0)@u", deren Funktionaldeterminante wegen
. o i i _

in Py sogar 1 und somit in einer Umgebung Up, gewiss von null verschieden ist,

0% —i

Das ergibt A%, (0,...0) = 0 nach (76), w. z. b. w.
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4.5 Affin zusammenhangende Raume

gelten, insbesondere

#'(0Y) =0

@' (17) = —®A%y (0, ..., 0)2 (1)bha' + €3(...)

@'(27) = A% (0, ..., 0)27 (2)a" (a' + b)) + €7(...) (80e)
@'(3%) = A%y (0, ..., 0)27 (3)b"b! + £7(...)

sowie entsprechend

#'(07) = —52A§-k,lx](0)a a' +&3(...)
F(1T) = —e2AL 2! (1) + £7(...)
#(2%) = =Ny 27 (2)a"d’ + £%(...) (80f)
(3% = —62/\;,4;7[:1:7(3)17 b3

Da wir Glieder mit €3 vernachlassigen wollen, kénnen wir nach (80b, ¢, d) in (80e, f)
den Vektor x'(t;) durch xj, ersetzen, speziell erhalten wir dann

2N =i0M) +3(...)  und  F(3Y) =i"(1T)+3(.)

Wir interessieren uns abschlieBend fiir die Differenz z%(4) — 2. Nach (80b) gilt

. . . . 1 . .
2'(4) — af = 2'(3) + ' (37) + 55&1(?#) — )

2'(2) + &' (37) + (27) + ;(:‘c’i(?ﬁ) +@'(27)) — ag

Q

22

#(3Y) + 21 (2T) + (1) + #'(1T) + #4(0T)
(Azkzxoa b _Azklxobk l)

2 kil 2 i J kil
g (Ajk,l — jl k)xoa b =e“R’ kll’oa b

22

Q

Die Gleichung ' ' . ‘
2'(4) = zf + 2 Riy(0, ..., 0)zha®t + 3(...)

zeigt, dass die Anderung von z, fiir hinreichend kleine ¢ im wesentlichen durch den
Kriimmungstensor bestimmt wird; sie kann auch in der Form

Oé ~ 52 + 52lela/ b
geschrieben werden.

Aufgaben 1. Man berechne fiir ein kovariantes Vektorfeld I; = I;(u!, ..., u™) die Differenz
li;j;k - li;k;l-

2. Man zeige, dass Ré'kz = 0 in Up, genau dann gilt, wenn die Holonomiegruppe fiir in
Up, verlaufende Wege nur aus der Identitat besteht.
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4.6 Riemannsche Riume

4.6 Riemannsche Raume

Zu Beginn des Abschnittes 4.1. hatten wir fiir die innere Geometrie einer Flache zwei
wesentliche Aspekte hervorgehoben: Angabe einer zuldssigen Parameterdarstellung und
Berechnung von Langen. Wahrend ersteres seine Verallgemeinerung in affin zusam-
menhangenden Raumen findet, ist die Langenmessung nach wie vor noch offen. Da zu
einer Metrik in einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit stets ein wohlbestimmter affiner
Zusammenhang gehort, erklaren wir

Definition. Ein Riemannscher Raum ist eine bogenweise zusammenhangende, n-dimen-
sionale differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C* mit einem symmetrischen (MaB-
) Tensorfeld, das beziiglich einer Karte durch

Gik = gik<u17 sy uﬁ)

gegeben sei. Die Lange einer durch u’ = u'(t), to < t < t; dargestellten Kurve ist per
definitionem

t1
s = s(t1) — s(to) == / giputukdr
to

Die Lange ist eine (nicht negative) reelle Zahl, wenn g;.z‘z* > 0 fiir alle Vektoren
ungleich dem Nullvektor gilt, wenn g;. eine positiv definite quadratische Form bestimmt.
Will man jedoch die Raum-Zeit der Relativitatstheorie von A. Einstein studieren, dann
sind nicht reelle Langen zuzulassen.

AuBerdem werden wir noch geeignete Differenzierbarkeitsvoraussetzungen festlegen.

Neben der Langenmessung von Kurven besitzen wir sogleich eine Metrik in den Tangen-
tialraumen. Im Fall der positiven Definitheit werden alle Tangentialrdume euklidische
E™, und wir haben

ik
2] = Jogrizh  cosL(z,y) = —2HY

- \/gikl’ixk\/gikyiyk

naturlich konnen wir auch in der gewohnten Art und Weise Winkel zwischen zwei Kurven
in einem Schnittpunkt berechnen. Falls keine positive Definitheit vorliegt, sind pseu-
doeuklidische Raume zu betrachten; hierauf gehen wir im Rahmen dieser Einfliihrung
nicht weiter ein.

Wir wenden uns nun der kovarianten Ableitung von Tensorfeldern in Riemannschen
Raumen zu. Nach Abschnitt 4.4. bendtigen wir dazu einen linearen Zusammenhang.
Wir setzen das Tensorfeld g;x = gik(ul, ...,u") als stetig differenzierbar voraus und

setzen wie in (14)
hk

9
F?j = 7(‘9@% + Giki + Grij) (81)
Zunachst lberlegen wir uns, dass (81) einen affinen Zusammenhang ergibt:
GemaB (67) gilt ) -

9ij = grsagai ) g7 = gmdidg (82)
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4.6 Riemannsche Riume

hiernach besitzen die Ff‘j folgendes Transformationsverhalten:

. ghk
I = 7(‘?@,]« + Gjki + Tnig)
po 82 r 82 s 82 T
_ ~h~k Y r s _t U s r U r. s t u s
BRATY (‘9 3 O g 3 e g I s g
2,8 2, T 2us
T r_ s _t s T
e g Ik s i 9kauauk>
0P o*a"

__ ~hpp ,0,T ~h _ ~hpp o T r.s

=a,l' afaj + a, o ol s as aj S o % %
denn aus a"a’ = 6" folgt bei der partiellen Ableitung nach

Pul ou® o 0" . 0% 0%l
—al 4+ ——— =0 und aﬁ = — -
ourous ou' ou'ou’ ou'ou’ durdutaja;

Damit erfiillen die F,’}j die Bedingung (76); sie erzeugen wegen F?j = F?Z. einen affinen

Zusammenhang, w. z. b. w.

Die Parallelverschiebung langs beliebiger Wege u’ = u'(t), die mittels " erklart wird,
hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dass sie die Lange der Vektoren erhalt, dass sie
folglich die Tangentialraume T'(FP,) und T'(P) beziglich der Punkte Py und P des
Weges isometrisch aufeinander abbildet.

Beweis. Es sei

Da'(t) v Dy'(t)

Wir bilden die Ableitung
%gij (Ul, Lut)ay! = gij,kfﬂzyjuk + gi; 'y + gijx'y’

wegen (83) lasst sich die rechte Seite umformen:
ity 0 + gij (T i)y’ + giga' (=T 0°) = (gij — 95Tl — gulp)a'y 0"
Die letzte Klammer verschwindet nach (81), so dass wir

d ..
T y =0 (84)
erhalten. Aus (84) folgt fir ' = y* die Konstanz der Langen und danach die Konstanz

der WinkelgroBen, w. z. b. w.

Nennen wir einen affinen Zusammenhang A?j mit der Metrik des Riemannschen Raumes
vertraglich genau dann, wenn die zugehorigen Parallelverschiebungen Isometrien sind,
dann koénnen wir das obige Resultat noch verscharfen:

Die F?j bestimmen den einzigen mit der Metrik vertraglichen affinen Zusammenhang.

Beweis. Wir betrachten die kovariante Ableitung beziglich Azhj = A?Z Wegen der
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4.6 Riemannsche Riume

Metrikinvarianz der Parallelverschiebung gilt fiir beliebige kontravariante Vektorfelder
und Wege

D

0="
dt

(952'y") = i’y 7" = (gijn — 9Ny — girNjp) 2"y 0"
d. h. dann sogar
Gijk — grjAZf - girA§k =0 (85)

Durch Umbenennung erhalten wir noch

iki — 9kl — gjrNy = 0
ki — Gril\i; — grrNi; =0

indem wir (85) von der Summe dieser Gleichungen subtrahieren, bekommen wir
—Gijk + Gjki + Gkij = 2Gkr 1\

und hieraus m
g
A = T<_gij,k + ki + Grij) = F%

in allen Punkten einer Karte, w. z. b. w.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass die Geometrie des Riemannschen Raum-
es die zu Beginn des Kapitels gesuchte Verallgemeinerung der inneren Geometrie einer
Flache darstellt: In ihr ist die n-dimensionale Koordinatisierung und die Gewahrleistung
der Langenberechnung gelungen.

Insbesondere gilt der

Hauptsatz. Jeder Riemannsche Raum hat bei stetig differenzierbaren g;; genau einen
mit der Metrik vertraglichen affinen Zusammenhang, namlich den durch die Christof-
felsymbole bestimmten.

Die Formel (85) firr die Christoffelsymbole
Gijik = Gijk — 9rilik — girl ', = 0 (85)
ist auch als Lemma von Ricci?’] bekannt.

Aufgaben
1. Welche Besonderheit besitzt die Holonomiegruppe eines Riemannschen Raumes?

2. Wie lasst sich E™ als Riemannscher Raum auffassen?

3. Die n-Sphare um O mit dem Radius R ist ein Riemannscher Raum, wenn g;; mit
Hilfe der Metrik des E™™! bestimmt wird (vgl. (103) und (104)).

27Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925).
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4.7 Kurventheorie in Riemannschen Riumen

4.7 Kurventheorie in Riemannschen Raumen

In einem Riemannschen Raum sei u’ = u‘(s) Parameterdarstellung einer Kurve, wobei
wir (m + 1)-mal stetige Differenzierbarkeit und g;ju’ v’ = 1, d. h. Bogenlange als
Parameter voraussetzen. Wir definieren

du! Dy, Daf,,_y)

Z’(l) = E, ZZ'(Q) = W, ceey xzm) = ds (86)

die Indizes in Klammern beziehen sich dabei nicht auf das Koordinatensystem, sondern
stellen eine Nummerierung der Vektoren x(,) dar.

Im Kapitel 1 wurden mit Hilfe der Ableitungen einer Darstellung einer Kurve die Fre-
netschen Formeln entwickelt. Doch welche Eigenschaften besitzen hier die Vektoren
T(1), .- T(m)? Da s die Bogenlange ist, muss x(;) ein Einheitsvektor sein:

gija:fl)x%l) =gu' v =1 (87)

Aus (87) erhalten wir durch Differentiation nach s unter Beriicksichtigung des Lemmas
von Ricci, d. h. von (85'),

0= zs(gzjui/uj ) = gijau’ 0w 4 g+ giul e
= gty Tl + 9 (@l — T 95’(1) ety + gigty (vl = Thafyiy)
= (Gijuk — ngsz: Gie L5y ) + 29627
= Gk ()2 +29w Ti)T) = 291]'5’7?2)“5?1)
Das bedeutet
T L T
Wie in der Kurventheorie nennen wir k) := |z(2)| die erste Kriimmung der Kurve und

unterscheiden

Fall 1: k(1) = 0 in einem Intervall. Wegen

i DIil Dui/ i s
Ozx@): ds() = I =u +I,du" u

werden wir - vgl. den Satz 3.11b - das Kurvenstiick geodatisch nennen.

Fall 2: k(1) # 0. Dann fiihren wir

ci=aa) = kpre

ein und nennen e; Tangenten- und es Hauptnormalenvektor. Allerdings reichen e; und
es flir n > 3 noch nicht zur Definition eines begleitenden n- Beines aus. Das gelingt in
dem Sonderfall, dass m = n ist und x(y), ..., z(,) linear unabhangig sind:
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4.7 Kurventheorie in Riemannschen Riumen

Wir definieren e(,) nach dem Schmidtscheﬂ Orthogonalisierungsverfahren, so dass
€(1), --+» €(n) Paarweise senkrechte Einheitsvektoren sind und ¢,y Linearkombination von
T(1), .- T(n) ist. In Koordinatendarstellung bedeutet das

i€l = Ors ey = 2 b7l (88,89)
Indem wir eine Verallgemeinerung der Frenetschen Formeln suchen, bilden wir

De%r) n i
e 52:21 Qrs€(s) (90)

Welche Eigenschaften besitzt die Koeffizientenmatrix (a,5)? Aus (88) erhalten wir nach
dem Lemma von Ricci und (90)

Depyy i De{s)
0 = gi ds C(s) + Jis€) gy Yrs + Qg
oder gleichwertig damit ay,, = —a,s, d. h., dass die Koeffizientenmatrix schiefsym-

metrisch ist, insbesondere in der Hauptdiagonale nur Nullen enthalt. Nach (89) und
(86) kann % als Linearkombination von z(y), ..., Z(,41) auch nur Linearkombination
von ey, ..., €41y sein, d. h. nach (90) a,s = O fiir s > r + 1. Zusammen mit der
Schiefsymmetrie ergibt das folgende Gestalt der Matrix (a,):

0 ais 0 e 0
—ai2 0 ags : :

0 —aes O - 0

Ap—1n

0 -~ 0 —apn O

Dabei ist k() = ai2; setzen wir noch k() = a,,,11, dann erhalten wir nach (90) die
verallgemeinerten Frenetschen Formeln fiir die absoluten Ableitungen der Vektoren des
begleitenden n-Beines ¢(q), ..., e()

De! .
W) _ g i

7o = Foe
Dejy) ; j

7s = ke + ke
Del@) i i

ds = _k(V—l)e(v—l) + k(”)e(zﬂrl) (91)
Del(ﬁ) i

7s = Fe-n¢mo

2Erhard Schmidt (1876-1959).
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4.8 Kriimmung eines Riemannschen Raumes

. .. Del,\ . . - .
Die v-ten Krimmungen k, = g;; d; )€%y+1) sind als Uberschiebungen von Tensoren

selbst (0, 0)-Tensoren, also invariant.

Im Fall des dreidimensionalen euklidischen Raumes wird Fg‘j = 0 und folglich

Del(y) _ de?y)
ds ds

wir erhalten die Frenetschen Formeln der Kurventheorie. Im Fall einer Flache, d. h.
n = 2, wird k(1) gerade der Betrag der tangentialen Komponente von (u® P;), d. h.
von kge; somit ist k(1) bis aufs Vorzeichen die geodatische Krimmung £, .

AbschlieBend bemerken wir ohne Beweis, dass k(y), ..., k,,—1) ein vollstandiges Invari-
antensystem der Kurve bilden (W. Blaschke, Math. Z. 6 (1920)); im Fall &k, # 0
fir u = 1,...,m — 1, ki) = 0 und m < n existieren nur ein "begleitendes m-Bein"
€(1), ---» €(m) und m verallgemeinerte Frenetsche Formeln.

Aufgaben
1. Falls nur z(qy, ..., (,—1) linear unabhdangig sind, kann dennoch lokal ein begleitendes
n-Bein erklart werden.

2. Im E™ mit kartesischen Koordinaten sei k() = % und k() = 0 fir m > 1. Man
zeige, dass die gesuchte Kurve ein Kreis im E™ ist.

Anleitung. Es gilt dQ = 4 Aus den verallgemeinerten Frenetschen Formeln
s ds

erhalt man efQ) = Rel('/l) und folglich

-/
2

ela) = Re(y) = ——e(y

Beziiglich der Losung der Differentialgleichung
i// 1

€ = ~ ¢

vgl. Beispiel (3.7), wobei die Integrationskonstanten dadurch eingeschrankt werden.
dass e(1), e(2) paarweise senkrechte Einheitsvektoren sind. SchlieBlich ist e’('l) =’ zu
beachten.

4.8 Kriimmung eines Riemannschen Raumes

Um fiir einen Riemannschen Raum einen ersten Kriimmungsbegriff zu gewinnen, erin-
nern wir daran, dass mit Hilfe der Christoffelsymbole ein affiner Zusammenhang gegeben
ist. Damit besitzen wir das Feld der Kriimmungstensoren

s S 1 n\ _ 18 S r TS T TS
ik = R (us,u™) =05 = To s + T — T, (92)
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4.8 Kriimmung eines Riemannschen Raumes

Wie jedem Tensor kommt (92) eine invariante Bedeutung zu, jedoch diirfte (92) als
Krimmungsbegriff noch recht inhaltsarm sein, da wir R}, als Abkirzung eingefiihrt
haben und lediglich Gber (19), namlich

925 S
K== 112

im Fall eines sehr speziellen Riemannschen Raumes, einer Flache im Anschauungs-
raum, eine schwache Ahnung von seiner Bedeutung fiir Kriimmungseigenschaften eines
beliebigen Riemannschen Raumes besitzen konnen.

Ich gehe sicher nicht fehl in der Annahme, dass jeder, fiir den Tensoren Neuland dar-
stellen, ohnehin zu invarianten Skalaren wie etwa der GauBschen Kriimmung K mehr
Vertrauen hat als zu den invarianten Tensoren.

Um zu Skalaren zu gelangen, brauchen wir nur die Funktionswerte eines Tensors fiir
gewisse ko- und kontravariante Vektoren zu bestimmen; um dabei nur kontravariante
Vektoren, Elemente des Tangentialraumes T'(P) im betrachteten Punkt P, beriicksich-
tigen zu missen, gehen wir - wiederum durch (19), namlich go5R§,, angeregt - vom
"gemischten" Krimmungstensor R?;; zum kovarianten Kriimmungstensor

Rhijk = thik(ul, P u") ‘= (hs fjk (93)

uber. Als Verschiebung von Tensoren erhalten wir tatsachlich in jedem Punkt einen
Tensor.

Fiir spatere Uberlegungen erarbeiten wir uns einige Eigenschaften des kovarianten
Kriimmungstensors. Um neben (93) eine weitere Darstellung von Ry, zu gewinnen,
setzen wir (92) in (93) ein und beriicksichtigen (81)

_ S S S T S T
Ruijr = gns(U3j ) — Uiy + Ul — T30 1)

9% g%
= Ghs (’2(—91']',0 + Gjoi + Goij) + 7<_gij,a,k: + Gjo,ik + gai,j7k)>

gS_U gsa
— Ohs (;(_gik,a + Gkoi + Joik) + 7(_gik,o,j + Gkoyij T gm,m))

+ gns (L7 — T7510%)

Zur Vereinfachung der rechten Seite bemerken wir g;5g°7 = df, sowie 0 = 47 = =
SO

Gns79% + gns9% s d. he grsgY = —gns 9%
Unter Beriicksichtigung dieser Gleichungen, der Vertauschbarkeit der Differentiations-

reihenfolge und des Lemmas (85") von Ricci gilt
s 1 .1
Rhpijk = —gns il + 5(_9ij,h,k + Ginik + Gnij) + Gns Uik — 5(—91‘14:,}14 + Gkhij + Ghikj)
1
— gns(Tp Tl — T2, 10 = §(ghj,z;k; — —Gijhk + —Gikhj — —Ghk,ij)
+ gns (UL — T0T0) — (9rsUhils + g0 U 55) + (905U Ui + gne 1)
1

= §(ghj,i,k — Gijhk + Gikhg — Gnkig) + Grs(ChiTi — Trely) (94)
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4.8 Kriimmung eines Riemannschen Raumes

Aus der Darstellung (94) lesen wir folgende Eigenschaften des kovarianten Kriimmungs-
tensors ab (vgl. Aufgabe 4):

Ruijk = —Rinjk = —Rhikj = Bijin (95.1)
Rpiji + Rpjri + Ry = 0 (95.2)

Nach (95-1) verschwinden von den n* Komponenten des Tensors eine groBe Anzahl,
viele unterscheiden sich nur im Vorzeichen.

Beispiel

(4.7) Kovarianter Krimmungstensor in einem Punkt einer Flache des Anschauungsrau-
mes.

Nach (19) gilt K = g~ 'L = g~ ' Ry119, also Ra112 = L. Uber die 2 = 16 Komponenten
Rypiji konnen nach (95) folgende Aussagen gemacht werden:

a) Ri1jk = Rogji, = 0 wegen Ry;jr, = —Rinjk, d. h., acht Komponenten verschwinden,
b) Ruii1 = Rhize = 0 wegen Rp;jx = —Rpikj, d. h., weitere vier Komponenten ver-
schwinden,

c) Roniz = L = Rigo1 wegen Ryiji = Rjini,
d) R1212 =—-L= R2121 nach C) wegen Rhijk = _Rihjk: = _Rkjhi-

Die Regeln (95) haben aber auch interessante Folgerungen bei der Anwendung des
Tensors auf Vektoren des Tangentialraumes

hoi j_k
R(x,x,y,2) = Rpijpa" 'y’ 2
wenn wir j und k festlassen, dann gilt

h, i 1.1 1.2 2 1 2 2
Rpijrx"x’ = Rijpv o + Rigjrr o7 + Rorjpx”x” + Rogjpa”x

1.2 2,1
== Rlzjkx T — Rlek:x r =0

d. h. R(z,x,y,z) = 0. (95")
Ganz analog ergibt sich R(z,y,z,2) = 0. (95")
Diese Folgerungen aus (95.1), die sich sofort auf den n-dimensionalen Fall iibertragen
lassen, werden wir auch bald ausnutzen.

Bevor wir zu dem angekiindigten Ubergang vom kovarianten Kriimmungstensor zu Ska-
laren durch Belegung mit Vektoren aus 7'(P) kommen, wollen wir (19) unter speziellen
Voraussetzungen umdeuten: Wenn im betrachteten Punkt der Flache P, und P, zuein-
ander senkrechte Einheitsvektoren sind, dann gilt g11 = g2 =1, gio =921 =0, g =1
und

R(Py, P\, P, Py) = Roj12+-1-1-1-1=Ry110=K

Sind nun a und b zwei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren des Tangenti-
alraumes T'(P) in einem Punkt P eines beliebigen Riemannschen Raumes, dann setzen
wir

K(a,b) := R(b,a,a,b) = Ryxb"a’a’bF (96)

Es gilt nun der bemerkenswerte
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4.8 Kriimmung eines Riemannschen Raumes

Satz 4.3. K(a,b) hangt nur von der durch a,b bestimmten Ebene ab, d. h., es gilt
K(a,b) = K(a,b)
wenn @, b zueinander senkrechte, von a, b abhangige Einheitsvektoren sind.

Beweis. Es sei @ = aa + 3b und b = ~va + db. Da es sich um zueinander senkrechte
Einheitsvektoren handelt, gilt

0= gijaigj =ay+ [0 und 1= gijgigj — 72 4+ 62

Daraus; folgt (v,6) = (8, —a) oder (v,6) = —(8, —«); wegen
R(b,a,a,b) = R(—b,a,a,—b) nach (96) dirfen wir 0. B. d. A. (v,0) = (8, —a)
voraussetzen. Dann gilt nach (95)

K(a, 6) = Rhijkghﬁiajgk = Rhijk(ﬁah — abh)(aai + 5bi)ﬁj6k
= BQRhijkahbiajBk — Oéthijkbhaiﬁjgk = —62Rhijkbiahdj6k — OéQRhijkthLia‘jBk
= —Rhijkbhaiﬁjgk
Entsprechend ergibt sich
_Rhijkbhaia‘jgk = Rpjpb"a’att = K(a,b)
w. z. b. w.

Die GroBe K (a,b) wird Riemannsche Krimmung oder Schnittkrimmung genannt; sie
kann namlich als GauBsche Kriimmung einer Flache gedeutet werden, fiir die @ und b
in P die Tangentialebene aufspannen. So kann man sich einen Eindruck von der durch
Rpiji reprasentierten Krimmung in P (ber Schnittkrimmungen verschaffen, wie wir
uns die GauBsche Kriimmung in einem Flachenpunkt iiber die Krimmung von Flachen-
kurven erarbeitet hatten.

Bei einer gegebenen orthonormierten Basis gibt es @ Schnittkrimmungen bezlig-
lich der Koordinatenebenen. Trotzdem kénnen nach (95) die n* Komponenten des
kovarianten Kriimmungstensors mit Hilfe dieser Schnittkrimmungen und der Schnitt-
krimmungen beziiglich gewisser Symmetrieebenen von Koordinatenebenen bestimmt
werden:
Es sei e(1), ..., €(n) Orthonormierte Basis und Rpijx = R(ewm), €q), €j), er)). Nach (95")
und (95") gilt

Riiji. = Rpijj =0 (95%)
Falls bei [2;;1 nicht nur voneinander verschiedene Indizes vorhanden sind, brauchen wir
nach (95*) und (95.1) nur noch den Fall h = k # i,j zu betrachten; fiir i = j ergibt
sich Kp; .= K(e(h), e(i)), fir ¢ # 7 wegen €(h) 1 e Tt €()s g(e(i) + €, eu) T ey = 2
und

Rlem), e + ey, ey + €)s emy) = Bhiin + Bhijn + Rnjin + Bhjijn
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4.8 Kriimmung eines Riemannschen Raumes

nach (95.1)

e T e; 1
Rpijn = K <6ha ()\/_2(9)> B §(Khi + Knj) = Rinnj (95%%)

Falls Rj;ji nur paarweise verschiedene Indizes besitzt, betrachten wir zunachst

R(ewmy, ey + ey €6y + €g)y ek)) = Bhiik + Rhijr + Rujix + Rnjjr
R(emy, €@ + ew), (), €@) + em)) = Rniji + Ruiji + Rukji + R
0 = Rpiji + Rpirj

Nach Addition dieser Gleichungen erhalten wir unter Beriicksichtigung von (95.1) und
(95.2)

€@ T ey €wsey) ei) tew €6+ ew
3ha3k =2 <R <€(h), \/5 / ) \/5‘] 7e(k)> —R (6(]7,)7 ) ) €(35)
— Rpiik — Rujji — Rhiij — Rukkj (95%*%)

Nun ist es nicht mehr schwer, Ry, mit Hilfe von Schnittkrimmungen beziiglich der
Vektoren e, und L\Z”) [ # ~ darzustellen (vgl. (95**)), w. z. b. w.

Die Riemannsche Kriimmung K (a,b) ist im allgemeinen vom betrachteten Punkt und
der von a, b aufgespannten Ebene abhangig. Um einen Krimmungsbegriff zu erhalten,
der nur von u', ...,u™ abhingt, kdnnen verschiedene Wege eingeschlagen werden. Es
liegt nahe, wie in der Flachentheorie gewisse Mittelbildungen ins Auge zu fassen; die-
sen Weg werden wir weiter unten beschreiten. Ein anderer Weg nutzt die Mittel der
Tensoralgebra aus:

Durch Verjiingung von R’Z‘:jk erhalten wir in Form von den Ricci-Tensor und dann durch
Uberschiebung und Verjingung

Rij = Rfjs (98)
die skalare Krimmung im betrachteten Punkt, friiher meist Krimmungsskalar genannt.
Im folgenden sollen beide Bildungen, die als Tensoren Invarianten sind, mit Hilfe von
K (a,b) gedeutet werden.

Ein n-Bein (1), ..., e(») in T'(P) gibt Anlass, das arithmetische Mittel der Riemannschen
Krimmungen K., = K(e(), ¢(s)) fiir die n—1 Koordinatenebenen durch die r-te Achse
des n-Beins zu betrachten:

K, = > Ky (99)

dabei bezeichnet K, := Rhijke?r)efr)e{”e’fr) = 0.

Satz 4.4. Das arithmetische Mittel (99) ist von e(yy, ..., €(_1), €(r41), -, €(») Unabhangig,
d. h., es gilt
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4.9 Raume konstanter Kriimmung

wenn €1, ..., €(yn) ein n-Bein mit €(r) = €(r)-
Zusatz. Es gilt K, = ﬁRUefr)e{m

Beweis. Die Koordinaten el('r) der Vektoren e(y),...,€(,) bilden eine n- reihige qua-
dratische Matrix A. Da es sich um paarweise senkrechte Einheitsvektoren handelt,
ist AT(g;;)A gleich der n-reihigen Einheitsmatrix F,. Daraus folgt AT(g;;) = A™,
(gw) = (AT)_lA_l = (AAT)_l und schlieBlich (ghk) = (9ij)_l = AAT, d.h.

ghk = Zl el(lr)el(cr) (100)
r=

Nun kénnen wir bequem K, berechnen, indem wir neben (99) noch (96) und (100)
benutzen:

1

1 & .1

— - — ooh i ] _ . hk_r _J
K, = n—1 Szzjl Kys = n—1 Szz:l Rhmke(s)e(s)e(s)e(s) T 1hagk9 €(4)€r)
1 kK r J 1 r J
= 1 o) = e

Damit ist der Zusatz bewiesen, aus dem der Satz unmittelbar folgt, w. z. b. w.

Das arithmetische Mittel der K (e(,), e(5)) lber alle @ Koordinatenebenen steht in
einem engen Zusammenhang zur skalaren Krimmung R, denn es gilt

R=Y K. (101)

r,s=1

(vgl. Aufgabe 3).

Ricci-Tensor und skalare Kriimmung spielen in der allgemeinen Relativitatstheorie eine
bedeutende Rolle, dort wird der Einstein-Tensor

R
5 9ij (102)

betrachtet. Im Fall R;; = cg;; spricht man von Einsteinraumen.

Eij = Ri]’ —_

Aufgaben
1. Man begriinde, dass vermoge (102) ein Tensor definiert wird.

2. Man stelle in der Flachentheorie (n = 2) die GauBsche Kriimmung mittels des
Kriimmungsskalars R dar.

3. Man bestatige (101) mit Hilfe des Zusatzes vom Satz 4.4 und der Beziehung (100).
4. Man uberprife die Giltigkeit von (95).

4.9 Raume konstanter Kriimmung

Die Riemannsche Kriimmung (96) ist im allgemeinen vom betrachteten Punkt P und
der Wahl eines zweidimensionalen Unterraumes (kurz: einer Ebene) von T'(P) abhan-
gig. Ein Riemannscher Raum ist genau dann ein (Riemannscher) Raum konstanter
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4.9 Raume konstanter Kriimmung

Krimmung, wenn K),(a,b) = Kj(a,b) fir alle Punkte P, P und durch a,b bzw. @, b
aufgespannte Ebenen gilt.

Beispiele

(4.8) Die Euklidischen Raume E™ mit g;; = d;;. Nach (81) verschwinden alle Christof-
felsymbole, so dass nach (92) alle Komponenten des Krimmungstensors und nach (93)
samtliche Komponenten des kovarianten Kriimmungstensors gleich null sind. Somit gilt
nach (96) auch noch Kp(a,b) = 0.

Dieses Resultat kann natiirlich andererseits unmittelbar gewonnen werden, denn die
Ebenen durch P sind Flachen verschwindender GauBscher Krimmung.

(4.9) Die n-Sphare S mit der Metrik &;; fiir den E". Da es stets eine Bewegung 3
gibt, fir die bei gegebenen Punkten P, P und Tangentenvektoren a, b, @, b (wegen
lv(OP)| = |v(OP)| =R, a,b L v(OP) und @,b L v(OP)

P=pP% P+ra={P+a)’, O+b=(P+b)’

gilt, haben wir konstante Kriimmung. lhren Wert kénnen wir etwa im Punkt (R, 0, ..., 0)
fir a = (0,1,0,...,0) und b = (0,0, 1,0,...,0) bestimmen. Weil der E? mit der Glei-
chung u* = ... = u" = 0 aus S? die (zweidimensionale) Kugel (u')? + (u)? + (u®)? =
R? herausschneidet, die (R, 0, ...,0) enthilt und fiir die a, b Tangentenvektoren sind,
ist ihre GauBsche Kriimmung, namlich 1/R?, gleichzeitig die konstante Kriimmung der
n-Sphare S%.

Eine rechnerische Bestatigung dieses Ergebnisses kann auch folgendermaBen erreicht

werden: Wir betrachten etwa fiir die "nérdliche Halbsphare" eine Karte mit den Para-

metern u!, ..., u™ aus E™, wobei natiirlich

(W2 = R* — (u')? — ... — (u")? (103)
ist. Fiir das Tensorfeld g;; = g;;(u', ..., u™) muss
g il = (a')? + ...+ (@")?
gelten, wobei (i1n + 1)? aus (103) bestimmt wird:
20" Myt = —ouly!l — L — 2"
folglich, wenn wir a;; := u'u’ setzen,
(@2 = ()b 4 i) = () Rag

d. h. fiir das zu bestimmende Tensorfeld mit R? = K1

1 -
Gij = 5@' + (K — (U1)2 — . — (u”)2> u'u’ (104)
Die Ermittlung von K nach (96) ist recht aufwendig, deshalb wollen wir K (a,b) nur
im Nordpol (u! = u? = ... = 4™ = 0) errechnen: Zunachst gilt
Ot + dgpt” uutut
st = T neiy2 t 2(un+1)4
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im Nordpol verschwinden diese partiellen Ableitungen, so dass dort nach (81) alle Chri-
stoffelsymbole gleich null sind. Somit vereinfacht sich die Berechnung der Komponenten

des kovarianten Kriimmungstensors gemaB (94): Wir erhalten fir u' = u* = ... = u" =
0
Gnjik = K(Onidjk + 0nkdij) = Gik h,;j , Gjink = K (0nibjx + 0n;0ik) = Gnii
und folglich

Rhijk = K((Shkém — 6hj5ik) (105)

Da im Nordpol fiir Vektoren des Tangentialraumes g;;z'y’ = d;;x'y’ gilt, erhalten wir
fir zueinander senkrechte Einheitsvektoren x und y nach (96)

K(z,y) = Ruijey"z'2’ 2" = K (i — o0 )y"z'a’ 2" = K
Bei dieser Rechnung wurde nicht benoétigt, dass K positiv ist. Wir erhalten also

(4.10) Raume konstanter negativer Krimmung K, wenn wir (104) mit K < 0 verwen-
den. Dazu gehoren

(u1>2 o+ (un)Q _ (un—l—l)Q — K—l

und .
gt = (u') + ..+ (W) = (a"th)?

Zusammenfassend kénnen wir zunachst feststellen, dass zu jeder reellen Zahl K ein
Raum konstanter Krimmung K gehort.

Die Raume konstanter Kriimmung besitzen eine ganze Reihe besonderer Eigenschaf-
ten, von denen wir die freie Beweglichkeit - zu je zwei Punkten P, P und n-Beinen
€(1): - €(n) DZW. €(1), ..., €() In P bzw. P gibt es Umgebungen Up bzw. Up und eine
Isometrie o von Up auf Up mit P* = P und e{;) = €(;) - hier herausstellen méchten.

Vom Standpunkt des Physikers Hermann von Helmholtz (1821-1894) ist die freie Be-
weglichkeit von MaBstaben die Grundlage jeglicher Langenmessung; danach kdmen nur
Raume konstanter Kriimmung als mathematische Modelle fiir den Kosmos in Frage.
Die Argumentation setzt ein positiv definites Tensorfeld ¢;; = g;;(u', u? u?) fir den
dreidimensionalen Raum voraus.

Die allgemeine Relativitatstheorie von Albert Einstein (1879-1955) fiir die vierdimensio-
nale Raum-Zeit kann diese Voraussetzung nicht gestatten; nach ihr fiihrt die Forderung
nach freier Beweglichkeit von dreidimensionalen MaBstaben in der vierdimensionalen
Raum-Zeit nicht mehr zu Raumen konstanter Kriimmung. Das mathematische Modell
des Kosmos ist kein Raum konstanter Krimmung.

Mitunter wird die Aussage dahingehend prazisiert, dass im wesentlichen eine euklidische
Metrik vorliegt, die lediglich in der Umgebung groBerer Massen merklich davon abweicht
; daneben wurden auch andere kosmologische Modelle vorgeschlagen und diskutiert.
Trotzdem wollen wir uns noch etwas mit den Raumen konstanter Kriimmung befassen.

Die obige Behauptung Uber die lokale freie Beweglichkeit eines Raumes konstanter
Krimmung bedarf zu ihrem Beweis einiger Vorbereitungen, denen wir uns zunachst
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zuwenden. Mit Hilfe des kovarianten Kriimmungstensors haben wir die Riemannschen
Krimmungen K (a,b) bestimmt; wenn wir ein n-Bein €(1), --» €(n) auszeichnen, dann
gibt es n(n —1)/2 Werte K,, = K(e(), e(s))-

Wir fragen nun, warum mit Hilfe von diesen Werten und weiteren Schnittkrimmungen
die n* Komponenten des Kriimmungstensors Rp;ji bestimmt werden konnten?

Die Herleitung von (95*) bis (95***) beruhte ausschlieBlich auf den Symmetrieeigen-
schaften (95) des Kriimmungstensors. In jedem Riemannschen Raum besitzt der Tensor

Ghijk = 9nkGij — GnjJik
dieselben Symmetrieeigenschaften, es gilt namlich offenbar
Ghijk = =Ginjk = —Ghikj = —Grjin -~ Ghijk + Ghjki + Ghrij =0

folglich wird auch er durch seine Schnittkriimmungen vollstandig bestimmt:
Ist a, b ein orthonormiertes Vektorpaar aus 7'(P), dann gilt

G(b,a,a,b)=1-1-0-0=1

Daraus folgt

Lemma 4.5. Wenn in einem Punkt P eines Riemannschen Raumeﬂ K(a,b) fir a,b €
T(P) stets ein und dieselbe Zahl K ergibt, dann gilt in P

Ryijie = K - (9n9ij — 9njgik) (106)
Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir den

Satz 4.6. Je zwei n-dimensionale Riemannsche Raume ein und derselben konstanten
Krimmung K sind lokal isometrisch.

Folgerung. Jeder Raum konstanter Krimmung ist lokal isometrisch zu einem Raum der
Beispiele (4.8) bis (4.10).

Beweis. Es seien P und P beliebige Punkte und €(1), -+ €(n) UNd €(1), ..., €() beliebi-

ge n-Beine in T'(P) bzw. in T(P). Wir suchen Umgebungen Up und U sowie eine
isometrische Abbildung o von Up auf Up, d. h., wenn a~! die Koordinatendarstellung

u' = u'(u', ...,u?) hat, muss nach (82) und (66')

(107)

r
_ s . Ou
gz‘j — grsaia]‘ ) a; = 8@"

29\Werden hier die Komponenten Rpiji bezlglich einer orthonormierten Basis ¢(y), ..., €(,) bestimmt,
dann gilt far h #£ 4

Rpiin = K = Ripni , Rpini = —K = Rinin

wiahrend alle tGibrigen Komponenten nach (95*), (95**) und (95***) verschwinden. Die Kompo-
nenten beziglich einer anderen Basis konnen nach (106) oder einer Koordinatentransformation
gewonnen werden.

96



4.9 Raume konstanter Kriimmung

gelten. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien die Koordinatensysteme so gewahlt,
dass P und P Koordinatenurspriinge und die gegebenen n-Beine die ausgezeichneten
Basen sind. Dann haben wir fiir (107) die Anfangsbedingungen

gij(ov 70) = gij(ov 70) = 52']' ) ag(()? ceey 0) = 5: (108)

Indem wir die Integrabilitat von 2% = af,

5 namlich af . = a" . voraussetzen, erhalten
wir aus (107) wegen

Y] I

Gijk = Grsa Q070 J° + Grs0f 105 + Grsj as

die Gleichungskette

=8 L_si

aglyy = ag- §9ﬂ
1

a~fB~k ~6 r s t r s r_s r s t r s
= §a5a5a§g7 (—grs,taz‘ ajak — gr5&i7kaj — gmai aj7k. + grs,tajakai + grsaj,iak

(=TFijk + Tjki + Trij)

r .8 r s _t r S r_s
+ grsajak;ﬂ' + GrstAa; CL]- + grsakJai + grsakai,j)

1
— §ga5(_g7"8,5 + 985,7' -+ gér’sa;aj + (:Lzof] = F,,Ofsa/gaj + aZOj]

und damit das Differentialgleichungssystem

h
A ) h 7 s h_ Ou
a; ;=1 a7y —1".a:a’ a; = .
1,J ik rsi %y ) i ot

(107")

Umgekehrt erfiillt jede Losung von (107') nach obiger Rechnung zumindest die Bezie-
hung g,; — grsaja; = c;j mit konstanten Gliedern ¢;;; wegen der Anfangsbedingung
(108) gilt ¢;5(0,...,0) = 0 und somit (107). Es geniigt also, statt der Losbarkeit von
(107) die von (107') zu ermitteln.

Um die Giiltigkeit der Integrabilitdtsbedingungen von (107') festzustellen, betrachten
wir aj ;. — aj ;. Da wir die Gleichungen (107) und (107") verwenden diirfen, erhalten
wir nach einigen Umformungen

a]io,j,k: - aﬁk,j = aé’ﬁ?jk - Rfstagaj'al;f
Uberschieben wir die rechte Seite mit g,pa$, dann erhalten wir
Rhpijk — Rorstajajasay, (109)
Da nach Voraussetzung
Ehijk = K(ghkgij - ghj?ik) ) Rorst = K(gotGrs — Gosgrt)

gilt, verschwindet der Ausdruck (109) und damit die Differenz a; ;, — aj; ;, d. h., dass
die Integrabilitdtsbedingungen von (107") erfillt sind, w. z. b. w.

Als Folgerung erhalten wir nun den
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4.9 Raume konstanter Kriimmung

Satz 4.7. Die Raume konstanter Krimmung kénnen durch freie Beweglichkeit charak-
terisiert werden.

Beweis. Die Rdume konstanter Kriimmung gestatten nach dem Satz 4.6 freie Beweg-
lichkeit. Besitzt umgekehrt ein Riemannscher Raum die Eigenschaft der freien Beweg-
lichkeit, dann miissen alle Schnittkrimmungen einander gleich sein; mithin ist der Raum
von konstanter Krimmung, w. z. b. w.

Anhang. Die Identitat von Bianchi und ein Satz von F. Schur iiber Raume
konstanter Kriimmung®™|

Wir setzen im folgenden voraus, dass alle g;; dreimal stetig differenzierbar sind. Fir
den Beweis des Schurschen Satzes benutzen wir die Identitat von Bianchi

Rpijkyg + Rhiki;j + Ruij = 0

Zum Beweis der Gleichung diirfen wir im betrachteten Punkt P o. B. d. A. I}, =
voraussetzen. Dann stimmt dort die kovariante Ableitung mit der partiellen (iberein,
und nach (94) gilt wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge

—2(Rhijia + Rhikisj + Rhitjik) = 9hkiji — 9hjiki + Gijhkl — Gikhjl + Ghiik,j
— Gnk,ilj T Gikhilj — Gilhkj + Ghjilk — 9nligk + Githjk — Gijhik =0
Als Tensorgleichung hat die Identitat von Bianchi invariante Bedeutung, w. z. b. w.
Wenn die Riemannsche Kriimmung in jedem Punkt konstant ist, dann gilt nach dem
Lemma 4.5
Rhpije = K<U’17 e un>(ghkgij - gthik)
Unter Berlicksichtigung des Lemmas von Ricci verschwindet
K i(9rkgij — 9njgix) + K j(gngix — gnrgi) + K 1(9gnigi — gngi;)
so dass nach Uberschiebung mit g/ wegen g/"g;; = n
K (gir — ngir) + K ;(6] gix — 6ga) + K 1(nga — gu)
= —(n — 1)K 1g9ik + (K19 — Krgin) + (n — 1) K kg
= (n — 2)(K g — K 19i) = 0

folgt. Im Fall n > 2 gilt
K rgi = K 19ik
woraus nach Uberschieben mit g/*

K 0 = K6/

entsteht, d. h. K; = 0 fir f = k # (. Folglich haben wir den

30 uigi Bianchi (1856-1928); Friedrich Heinrich Schur (1856-1923).
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4.10 Finslersche Raume

Satz von F. Schur (1886). Ist die Riemannsche Krimmung in jedem Punkt eines Rie-
mannschen Raumes einer Dimension n > 2 konstant, dann liegt ein Raum konstanter
Krimmung vor.

Hierbei handelt es sich nicht nur um ein bemerkenswertes Kriterium fiir Rdume kon-
stanter Krimmung, sondern auch um eines der zahlreichen Beispiele der Sonderrolle
der Dimension 2 in der Geometrie:

Schon fiir Flichen des Anschauungsraumes gilt K = K (u!,u?), aber es gibt Flachen
nichtkonstanter GauBscher Krimmung.

4.10 Finslersche Raume

In den letzten Abschnitten wurde ein Bild von der Geometrie skizziert, die heute zu
Ehren von Bernhard Riemann benannt wird.

Es ist bewunderungswiirdig, wie er in seiner Probevorlesung den Begriff entwickelt,
die wesentlichen Aussagen liber die Krimmung unter Einschluss der Bedeutung von
n(n — 1)/2 Schnittkrimmungen und bei positiv definiter MaBbestimmung die Konse-
quenzen der freien Beweglichkeit darlegt. In [19] lesen wir auBerdem:

"... noch kompliziertere Verhaltnisse konnen eintreten, wenn die vorausgesetzte Darstell-
barkeit eines Linienelementes durch die Quadratwurzel aus einem Differentialausdruck
zweiten Grades nicht stattfindet. ...
Es muss also entweder das dem Raume zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Man-
nigfaltigkeit bilden, oder der Grund der MaBverhaltnisse auBerhalb, in darauf wirkenden
bindenden Kraften gesucht werden.

Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem man von der bishe-
rigen durch die Erfahrung bewahrten Auffassung der Erscheinungen, wozu Newton den
Grund gelegt, ausgeht und diese durch Tatsachen, die sich aus ihr nicht erklaren lassen,
getrieben allmahlich umarbeitet; solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte,
von allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, dass diese Arbeit nicht
durch die Beschranktheit der Begriffe gehindert und der Fortschritt im Erkennen des
Zusammenhangs der Dinge nicht durch lberlieferte Vorurteile gechemmt wird."

Die hier erahnte Bedeutung seiner Probevorlesung wurde - wie schon erwahnt - in der
allgemeinen Relativitatstheorie von A. Einstein glanzend bestatigt.

Die folgende stiirmische Entwicklung der mathematischen Theorie umfasste auch die
zu Beginn des Zitates klar herausgestellte Moglichkeit einer allgemeineren MaBbestim-
mung; so hat schon 1918 Paul Finsler (geb. 1894) in seiner Dissertation "Uber Kurven
und Flachen in allgemeinen Raumen" (ebenfalls in Gottingen) eine Verallgemeinerung
vorgelegt, die wir im abschlieBenden Abschnitt erlautern wollen.

Die Riemannsche MaBbestimmung macht jeden Tangentialraum zu einem Euklidischen
Raum; insbesondere gilt "im Kleinen" der Satz des Pythagoras. (Falls man auf die po-
sitive Definitheit verzichtet, erhalt man zumindest noch eine pseudoeuklidische Metrik
in jedem Tangentialraum.)
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4.10 Finslersche Raume

Hier beginnen wir mit der Erlduterung der Geometrie im Tangentialraum 7°(O) mit
einigen Beispielen. Aus Griinden der physikalischen Dimension kann man statt der sich
aus dem Satz des Pythagoras ergebenden Formel fiir den Einheitskreis in der x, y-Ebene

(Abb. 44b)
Vi +y? =1

|z + ly[ =1

(Abb. 44a) oder - wie schon von Riemann genannt -

eine Bestimmung der Art

x2+y =1

N srass,

Abb. 44 o

(Abb. 44c) betrachten. Allgemein wird eine richtungsabhéngige Abstandsfunktion die
Einheitskreise beschreiben; die Forderung nach der Giiltigkeit der Dreiecksungleichung
(fiir nicht notwendig nicht-kollineare Punkte) ergibt konvexe Einheitskreise. Fir die
Vektoren von T'(O) haben wir somit eine Norm mit den Eigenschaften

|z =0=2=0,[zf[=[Alllz]l,  [lz+yll <ll|l + ]yl

sie bestimmt eine Minkowskische I\/Ietrik.[ir] Somit haben wir eine Theorie umrissen,
die trotz der merkwirdig anmutenden Einheitskugeln (vgl. Abb. 45a, b) dennoch der
Euklidischen Geometrie nachststehend ist: Eine Minkowskische Metrik ist namlich schon
dann euklidisch, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist (vgl. [28]):

a) Es besteht freie Beweglichkeit.

b) Es existiert an jeder Geraden eine Spiegelung.

c) Je zwei von O ausgehende Halbgeraden kénnen ineinander gedreht werden.
d) Es gilt der Satz des Pythagoras oder die Parallelogrammbeziehung

[la.+Bl[* + [la — b][* = 2(/lal[* + |[b[*)

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem richtungsabhangigen Tensorfeld fir

jede Karte
(110)

Abb. 45

31Eine elementare Einfiihrung in diese Geometrie von Hermann Minkowski (1864-1909) enthilt das
vierte Kapitel von [28].
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4.10 Finslersche Raume

derart, dass (110) in T'(P(u?, ...,u")) eine Minkowskische Metrik induziert, heiBt Fins-
lerscher Raum.
In einem Finslerschen Raum wird die Bogenlange mit Hilfe des Integrals

t1
/\/gij(ul,...,un;ul,...,un)umﬂdt
to

berechnet. Kiirzeste u’ = u'(t) sind autoparallel
i+ T (ut o uh L d) e =0

dabei gilt F§ = g—;(—gjk,r + Gkrj + grjk), jedoch haben wir die Abhangigkeit von u'

und ¢ zu beachten. Auf den Beweis kdnnen wir aus Raumgriinden hier nicht eingehen.

Ein Finslerscher Raum, bei dem fiir jeden Tangentialraum eine der obigen Bedingungen
erfillt ist, muss ein Riemannscher Raum sein. Falls c) fiir jeden Tangentialraum zu-
trifft, ergibt sich also der sogenannte Satz von Helmholtz; mit Hilfe der lokalen freien
Beweglichkeit, der freien Beweglichkeit von MaBstaben, kam Helmholtz dann zu einer
Charakterisierung der Raume konstanter Kriimmung.

Die Riemannschen Raume besitzen genau einen mit der Metrik vertraglichen affinen
Zusammenhang. Existiert ein solcher fiir einen Finslerschen Raum, dann konnen wir
die Metrik in einem beliebigen Punkt P := P(u!,...,u™) aus der Metrik g;; in einem

Punkt P, mittels einer linearen Abbildung xf = o (u!, ..., u™)2" darstellen:

n, .1

gij(ut, uat 2" = gg(ata”, L allah) (111)

Ohne Beweis teilen wir mit (Satz von H. WeyF?):

Wenn zu jedem nichtausgearteten Tensorfeld o (u!, ..., u?) die Metrik (111) einen ver-
traglichen affinen Zusammenhang besitzt, dann ist sie Riemannsch.

Die Riemannschen Raume sind spezielle affin zusammenhangende Raume. Fiir die Fins-
lerschen Raume existiert eine analoge Verallgemeinerung, der Wegeraum; in ihm gibt
es einen ausgezeichneten Differentiationsprozess, und es konnen Parallelverschiebung
und Autoparallele erklart werden. Bezliglich weiterer Eigenschaften eines Wegeraumes
sei auf die Literatur verwiesen.

Die logischen Beziehungen zwischen den genannten Raumformen konnen folgenderma-
Ben in einer Ubersicht deutlich gemacht werden:

32Hermann Weyl (1885-1955).
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Wegeraum

T

affin zusammenhangender RaumFinslerscher Raum

iemannscher Raum

aum konstanter Kriimmung

/ \

Euklidischer Raum  Raum konstanter positiver Krimmungaum konstanter negativer Krimmung

Minkowskischer Raum

Diese Ubersicht moge durch einige historische Daten erginzt werden. Der Begriff des
dreidimensionalen Euklidischen Raumes wurde um 300 v.u.Z. in [6] durch Angabe von
Axiomen sowie Postulaten formiert und 1899 von D. Hilbert (1862-1943) prazisiert

(vgl. [27]).

Die Entdecker der Lobatschewskischen Geometrie, namlich GauB (1777-1855), Lobat-
schewski (1792 bis 1856) und J. Bolyai (1802-1860), sind zwischen 1816 und 1831 auf
einen Raum konstanter negativer Krimmung gestoBen. Die beriihmte Habilitationsvor-
lesung von Riemann fand - wie schon oben erwahnt - 1854 statt.

Die Idee der Minkowskischen Metrik finden wir 1896 in dem Buch "Geometrie der Zah-
len"; das mathematische Gewand der speziellen Relativitatstheorie hat Minkowski kurz
vor seinem Tode entwickelt. Die Dissertation von Finsler lag 1918 vor. Die Betrach-
tung der Parallelverschiebung geht auf Levi-Civita zuriick (1917); daran ankniipfend
hat Weyl wesentlich zur mathematischen Klarung des Raumbegriffes beigetragen.

Das Interesse an allgemeinen Raumtypen wie beispielsweise am Finslerschen Raum von
seiten der Physik ist die bedeutendste Triebkraft bei ihrer weiteren mathematischen
Untersuchung.

102



4.10 Finslersche Raume
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Bezeichnungen und Symbole

P = P(ut,u?)

N = N(ul,u?)

N
9ij> 9 = 19451
Lij, L)|Li;

X
di

Gij.k> F?jk
T Lisk, T
Y

Rl
Rhijk

R
Up,Us7,Up
15

Parameterdarstellung einer Flache
partielle Ableitungen
Normalvektor

partielle Ableitung
Kroneckersymbol

metrische FundamentalgroBen
zweite FundamentalgroBen
GauBsche Kriimmung
Riemannsche Kriimmung, Schnittkrimmung
geodatische Kriimmung
Christoffelsymbole
linearer/affiner Zusammenhang
absolute Ableitung

partielle Ableitungen

kovariante Ableitungen

Karte

gemischter Kriimmungstensor
kovarianter Kriimmungstensor
Ricci-Tensor

Krimmungsskalar

Umgebungen

Hausdorffsches Trennungsaxiom
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