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Vorwort

Vorwort

Das vorliegende Bandchen der MSB, das die Kenntnis des in der gleichen Reihe erschie-
nenen Biichleins "Matrizen" voraussetzt, gibt eine Einfiihrung in die Anfangsgriinde der
Funktionalanalysis, einer mathematischen Disziplin, die sich erst im 20. Jahrhundert
entwickelt hat und Grundbegriffe aus verschiedenen mathematischen Disziplinen verei-
nigt.

Im ersten Abschnitt erfolgt die Bereitstellung einiger Tatsachen, die zum Verstandnis
des Folgenden unbedingt erforderlich sind. Im zweiten, dritten und vierten Abschnitt
werden die Begriffe Abstandsfunktion und metrischer Raum eingefiihrt und Folgen in
metrischen Rdumen behandelt.

Der folgende Abschnitt ist den vollstandigen metrischen Raumen gewidmet. Der sechs-
te Abschnitt gipfelt im Banachschen Fixpunktsatz.

Im letzten Abschnitt erfolgt schlieBlich auf der Grundlage der vorangegangenen Ab-
schnitte eine Einflihrung in die Theorie der iterativen Losung linearer Gleichungssyste-
me von p Gleichungen mit p Variablen.

Definitionen, Satze, ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele und Ein den Text eingestreu-
te Aufgaben sind jeweils fortlaufend nummeriert. Die Aufgaben dienen nicht nur der
Festigung des vorher behandelten Stoffes, sondern sie erganzen ihn auch. Das Losen
dieser Aufgaben ist daher vor dem jeweiligen Weiterlesen unbedingt erforderlich.

Herrn Prof. Dr. S. Brehmer mochte ich fiir Ratschlage danken, die er mir nach Durch-
sicht des Manuskriptes gegeben hat. Gleichzeitig gilt mein Dank Frau D. Ziegler und
Frau R. Stachorra vom Verlag BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft fiir die angeneh-
me Zusammenarbeit.

Potsdam, Friihjahr 1971 Horst Belkner
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1.1 Ungleichungen

1 Vorbemerkungen

1.1 Ungleichungen

In diesem Abschnitt verstehen wir unter a, b, ¢, d, falls nicht anders vermerkt, beliebige
reelle Zahlen. Zwischen reellen Zahlen a, b besteht genau eine der drei Beziehungen

a ist kleiner als b, (a < b)
a ist gleich b, (a = b) (1)
a ist groBer als b, (a > b)

Man bezeichnet a < b bzw. a > b als Ungleichung. Unter a < b versteht man "a < b
oder a = b". Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten die folgenden Grundgesetze:

Wenn a < b und b < ¢ ist, so folgt a < ¢ (2)
Wenn a < b ist, so folgt a+c < b+¢ (3)
Wenn a < b und ¢ > 0 ist, so folgt ac < be (4)

Aus diesen drei Grundgesetzen leiten wir unter Verwendung der als bekannt vorausge-
setzten Grundgesetze der Addition und der Multiplikation reeller Zahlen einige Regeln
fir das Rechnen mit Ungleichungen her.

Regel 1. Wenn a < b und ¢ < d ist, so folgt a + ¢ < b+ d.

Beweis. Auf Grund von (3) ergibt sich aus a < b bzw. ¢ < d zunachst
at+c<b+c bzw. b+c<b+d

Beriicksichtigen wir (2), so erhalten wir die Behauptung.
Regel 2. Wenn a < b mit b > 0 und ¢ < d mit ¢ > 0 ist, so folgt ac < bd.

Beweis. Auf Grund von (4) ergibt sich aus a < b bzw. ¢ < d zunachst
ac < be bzw. be < bd

Beriicksichtigen wir (2), so erhalten wir die Behauptung.
Regel 3. Wenn 0 < a < b ist, so folgt a® < b2

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus Regel 2, wenn wir dort ¢ = a und d = b
setzen.

Ist a eine nichtnegative reelle Zahl, gilt also a > 0, so gibt es stets eine eindeutig
bestimmte nichtnegative reelle Zahl = mit der Eigenschaft 22 = a. Diese nichtnegative
reelle Zahl z heiBt die Wurzel von a. Sie wird mit \/a bezeichnet.

Regel 4. Sind a, b nichtnegative reelle Zahlen mit a < b, so folgt \/a < V.

Beweis. Angenommen, es gelte v/b < /a. Mit Hilfe von Regel 3 folgt hieraus b < a,
was mit a > b gleichbedeutend ist. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
a < b. Demnach muss unsere Annahme falsch gewesen sein. Es gilt also /a < Vb,




1.1 Ungleichungen

womit die Behauptung bewiesen ist.
Regel 5. Wenn a < b und ¢ < 0 ist, so folgt ac > bc.

Beweis. Auf Grund von (3) folgt aus a < b zunachst

a+ (—=b) <b+ (—b) also a—b<0
und hieraus auf Grund von (3)

a—b+(—a) < —a also —b< —a

Die letzte Ungleichung ist gleichbedeutend mit —a > —b.
Damit haben wir folgendes Zwischenergebnis erhalten:
Wenn a < b ist, so folgt —a > —b. (5)

Setzen wir ¢ = —c¢, so ist ¢ > 0, da nach Voraussetzung ¢ < 0 ist. Auf Grund von (4)
folgt aus a < b die Ungleichung
ac < bc

Beriicksichtigen wir (5), so erhalten wir
—acd > —bd

Hieraus folgt '
a-(=c)>b-(=c) : ac > be

Regel 6. Wenn 0 < a < b oder a < b < 0 ist, so folgt é > %

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung ist % . % = é > (0. Wegen (4) gilt dann
1 1
<D —
“ ab —  ab
Hieraus folgt
1 < 1 b 1 S 1
- <= ZW. - > -
b~ a a b

Beispiel 1. Es sei a eine reelle Zahl, die der Bedingung a > —1 genuigt. Wir beweisen,
dass fir alle natirlichen Zahlen n gilt

(14 a)" >1+na (6)

Diese Ungleichung tragt den Namen des Schweizer Mathematikers Jacob Bernoulli
(1654-1705).

Beweis durch vollstandige Induktion nach n.
Es ist (6) richtig fir n = 1. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit von (6) fiir eine
beliebige natiirliche Zahl n = k > 1 die Glltigkeit von (6) fir n = k+ 1 folgt. Aus der
Induktionsvoraussetzung

(1+a)f>1+ka




1.1 Ungleichungen

folgt wegen 1+ a > 0 auf Grund von (4)
(1+a)' > (14 ka)(1+ a) und hieraus (14 a)*™ > 14 (k+ 1)a + ka®
Da ka? > 0 ist, gilt
14+ (k+1a+ka®>>1+(k+1)a  undsomit  (1+a)* >1+(k+1a

womit die Behauptung bewiesen ist.

Wir beweisen nun eine wichtige Ungleichung, die nach dem deutschen Mathematiker
Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) benannt wird und Schwarzsche Ungleichung
heiBt.

Satz 1. Firr alle reellen Zahlen @, as, ..., a, und fiir alle reellen Zahlen by, 0o, ..., b, gilt
(arby + agby + .. + apbp)® < (af + a3 + ... + a2) (b + b5 + ... + b)) (7)

Beweis.
Fall 1. Es sei

(ale,agzO,...,asz) oder (ble,bQIO,...,bPZO) (

(oe]
~

Dann gilt offensichtlich (7), da 0 < 0 eine wahre Aussage ist.

Fall 2. Es sei "nicht (a; = 0,a2 = 0,...,a, = 0)" und "nicht (b = 0,b2 =0, ...,b, =
0)" (9

~—

Dann ist mindestens ein a; # 0 (und mindestens ein b; # 0, und es ist daher
al+a3+ .. +a2>0 . b+b 4.+ >0 (10)
Fir alle reellen Zahlen x gilt stets
y = (a1 +b1)* + (agz + b2)? + ... + (apz +b,)* >0 (11)
da jeder Summand (a;z + b;)? in (11) eine nichtnegative reelle Zahl ist. Aus (11) folgt

y=(ai + a3+ ..+ a2)z” + 2(arby + asby + ... + apby)z + (b + b3 + ... +b2) > 0
(12)

Mit den Bezeichnungen

a=a%+a%—|—...—|—a§
b= a1b1 + CLQbQ + ...+ (Ipbp (13)
c=bi+b5+.. .+

geht (12) dber in
y =azr®+2bx+c>0 (14)




1.2 Betrag einer reellen Zahl

Wegen (10) ist in (14) der Koeffizient a positiv, also von null verschieden. Die Kurve

von
y = azx’ + 2bx + ¢

ist daher eine Parabel, die wegen y > 0 die Abszissenachse hochstens beriihrt. Deshalb
kann die quadratische Gleichung

ax?® + 2bx +c =0 (15)

auch nicht zwei verschiedene reelle Losungen besitzen. Aus der Losungsformel

B —b+ Vb2 —ac

a

X

fur die quadratische Gleichung (15) ergibt sich, dass dann
b —ac <0 also b? < ac (16)

sein muss. Setzen wir (13) in (16) ein, so erhalten wir (7).

Aufgabe 1. Man bestimme alle reellen Zahlen z, die der Ungleichung geniigen:

T

<2
xr—1"—

Aufgabe 2. Man beweise, dass fiir alle nichtnegativen reellen Zahlen a, b gilt

Va+b<a+ Vb

Aufgabe 3. Man beweise, dass fir alle nichtnegativen reellen Zahlen ay, as, ..., a, gilt

\/a1+a2+...+ap§\/a_1+\/a—2+...+\/a_p (17)

1.2 Betrag einer reellen Zahl

Definition 1. Ist a eine reelle Zahl, so heiBt die durch

a fira>0
laf = —a fira<

definierte nichtnegative reelle Zahl |a| der Betrag von a.

Beispielsweise ist |3| =3, | — 5| = 5.
Insbesondere gilt offensichtlich fir jede reelle Zahl a stets

a < |al (1)
Ist a eine beliebige reelle Zahl, so ist a®> > 0. Auf Grund unserer Ausfiihrungen in 1.1.

gilt dann
Va? = |q (2)




1.2 Betrag einer reellen Zahl

Beispielsweise ist also \/(—3)3 = |3| = 3 bzw. /42 = |4] = 3.
Als Folgerung von Satz 1 erhalten wir eine wichtige Ungleichung, die nach dem deut-
schen Mathematiker Hermann Minkowski (1864-1909) benannt ist.

Satz 2. Fir alle reellen Zahlen a1, as, ..., a, und fir alle reellen Zahlen by, b, ..., b, gilt

V0ar +01)2 + (a2 + b2)2 + oo + (a, + b)2 < \JaT + a3 + ... + a2+ /07 + b3 + ... + b2
(3)

Beweis.
Aus 1.1.(7) folgt auf Grund von (2) und Regel 4

la1by + agbs + ... + apb,| < \/a% +a5+..+a2- \/b% + 03 + ... + b2
Da wegen (1) stets
arby + asby + ... + apbp < ]albl + asby + ... + apbp|

ist, gilt .

a1by + asbo + ... + apby < \Jad +ad + ...+ a0} + B3+ ..+ b2 (4)

Wegen 2 > 0 folgt aus (4) unter Beriicksichtigung von 1.1.(4)

2(a1by + asby + ... + apby) <2+ Jad + a3 + ...+ a2 B3+ b+ ... + b2
Filigen wir auf beiden Seiten der letzten Ungleichung die reelle Zahl
(a3 + b7) + (a3 4+ b3) + ... + (a) + b))
hinzu, so gilt auf Grund von 1.1.(3)
(a? + 2a1by + b2) + (a3 + 2agby 4+ b3) + ... + (af) + 2a,b, + b;) <

(@l +a3+..+ad)+2 Jad+ad+..+a /0 + B3+ ... + b2
+ (b7 + b5+ ...+ D)

Diese Ungleichung konnen wir auch in der Form

(af +b3) + (a3 +3) + ... + (a2 +b2) < (\Jad +ad + ... + a2+ \/0F + B3 + ... + b2)?

schreiben. Wenden wir auf diese Ungleichung Regel 4 an, so erhalten wir die Behauptung
(3).

Satz 3. Fiir alle reellen Zahlen a, b gilt
|a+ 0] < af + 0] ()

Beweis. Fiir p =1 lautet (3)

V0ar +00)2 < \Jad + 5} (6)




1.3 Maximum einer endlichen Menge reeller Zahlen

Setzen wir a1 = a,b; = b, so geht (6) unter Berlicksichtigung von (2) iber in (5),
womit der Satz bewiesen ist.

Es seien a, b, c reelle Zahlen. die der Bedingung

la—b] <c (7)
genugen.
Ist a — b >0, so geht (7) Gberina—0b<c. (8)
Ist a — b < 0, so geht (7) Gberinb—a <c. (9)

Aus (8) bzw. (9) folgt
a—c<b bzw. b<a-+c
Damit lasst sich (7) auch in der Form
a—c<b<a+c (10)

schreiben, da umgekehrt aus (10) auch (7) folgt.
Sind a, b feste reelle Zahlen mit a < b, so bezeichnet man die Gesamtheit aller reellen
Zahlen zu, die der Bedingung a < x < b bzw. der Bedingung a < = < b geniigen,

als abgeschlossenes Intervall, in Zeichen Sfa, b], bzw. als offenes Intervall, in Zeichen
S(a,b).

Aufgabe 4. Man beweise, dass fir alle reellen Zahlen ay, as, ..., a, gilt

a1 +ag + ... + ap| < |a1| + |azg| + ... + |ay) (11)

1.3 Maximum einer endlichen Menge reeller Zahlen

Gegeben seien endlich viele reelle Zahlen z1, x5, ..., z,, die wir uns zu einer Menge M
zusammengefasst denken. Dies schreiben wir in der Form

M ={z1,22,...,7p}

Die reellen Zahlen z1,z5,...,z, heiBen die Elemente der Menge M. Fir die Aussage
"x; ist ein Element von M" schreiben wir kiirzer "x; € M". Nach dem Mengenbegriff
der Mathematik andert sich M nicht, wenn man einige Elemente von M mehrfach
aufzahlt. Beispielsweise ist also

{1,2,3} = {1,2,2,2,3,3}

Definition 2. Eine reelle Zahl a heiBt Maximum einer Menge M = {x1,x9,...,x,} von
reellen Zahlen, in Zeichen
a = max{x,Za, ..., Tp} (1)

wenn a € M ist und fir alle x; € M gilt x; = a.

Offensichtlich ist a in (1) eindeutig bestimmt. Beispielsweise ist max{1, 3, 4,2} = 4.




1.3 Maximum einer endlichen Menge reeller Zahlen

Aufgabe 5. Man beweise, dass fiir alle reellen Zahlen al,as, ..., a, und fir alle reellen
Zahlen
bl, bQ, ceey bp gl't

max{a; + by, as + by, ..., ap + by} < max{ay,as,...,ap} +max{by,ba,....,0,} (2)
Ist insbesondere p = 2 und

ar = |z — 21, b1:|Z1—y1’}
az = |xa — 29|, by = |29 — o

wobei x1, 29, y1, Y2, 21, 22 beliebige reelle Zahlen bedeuten, so geht (2) iber in

max{|z1—21|+[21—y1], [v2— 22| +|20—yo|} < max{|r1—21], [ —22|} max{|z1—y1], [22—yl}

(3)

10



2.1 Die Abstandsfunktion dy

2 Abstandsfunktionen
2.1 Die Abstandsfunktion d;

In einer Ebene e sei ein kartesisches xy-Koordinatensystem vorgegeben (Fig. 1). Der
Punkt O heiBt Ursprung des Koordinatensystems, und die Punkte E;, E5 heiBen Ein-
heitspunkte der Koordinatenachsen (Fig. 1). Es seien X (z1,22), Y (y1,y2) zwei belie-
bige Punkte von e (Fig. 2).

Y [ v &
R R
1
& X
Ef=—=—X |
PR T et
o & o ol g X
Fig. 1, 2

Dafiir sagt man auch, die Punkte X, Y seien Elemente von e, wofiir auch die Schreib-

weise
X,Y €e

iblich ist. Zwei Punkte X (z1,x2), Y (y1,y2) sind gleich genau dann, wenn gilt
1 =Y ) T2 = Y2

Wir fithren nun eine Funktion d; ein, die dem Punktepaar X (z1,x2), Y (y1,42) von e
die reelle Zahl

di(X,Y) = /(21 — y1)2 )z — y2)? (1)

zuordnet. Wie aus der Schulmathematik bekannt ist, kann d;(X,Y") als Abstand der
beiden Punkte X, Y gedeutet werden (Fig. 3).

JA ,_,Y e
AN
£ S
o] & X
Fig. 3

Ist beispielsweise X (1,3), (4,—1), so ist

G(X,Y)=(1-42+@B+1)2=v9+16=5
Die Funktion d; besitzt folgende Eigenschaften:

Al. Fiir alle Punkte X,Y € e gilt: Es ist d1(X,Y) = 0 genau dann, wenn X =Y ist.
A2. Fiir alle Punkte X, Y € e gilt: d1(X,Y) = di(Y, X).

11



2.1 Die Abstandsfunktion dy

A3. Fiir alle Punkte X, Y, Z € e gilt: di(X,Y) < di(X,Z) + d1(Z,Y) (2)
Beweis von Al. Es sei d;(X,Y) = 0. Aus (1) folgt dann
(21 —=y1)* + (12 —12)* = 0

Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fiir z; —y; = 0, 29 — y2 = 0 null
werden. Hieraus folgt 1 = y1, 9 = 9, d.h. es gilt

X=Y

Es gelte umgekehrt X (x1,z2) = Y (y1, y2) (3)
Dann folgt x1 = y1, 9 = ¥po. (4)
Unter der Voraussetzung (3) gilt wegen (4) somit d;(X,Y) = 0.

Beweis von A2. Stets ist

(X, Y) = (1 —y1)2 + (22— 92)2 = /(1 — 21)% + (32 — 22)2 = &y (X, Y)

Beweis von A3. Wegen

xl—y1=($1—21)+(21—y1)}
Ty — Yo = (T2 — 22) + (22 — Y2)

gilt stets

di(X,Y) = /(21 —y)2 + (12 — 12)? = /(21 — 21) + (21 — 90) ]2 + [(22 — 22) + (22 — 1) 2

Fir p = 2 lautet die Minkowskische Ungleichung 1.2.(3): ®
V(s +01)2 + (ag + b)? < \Ja? + ad + /02 + b} (6)

Setzen wir
m=x1—2, bh=21—y1, a=x2—2, br=2—1

so geht (6) tber in

Vi@ —20) + (21— )2 + [(22 — 22) + (22 — )] <
V(@ — 212+ (29— 2)2 + /(21 — 1) + (20 — 12)? (7)

Unter Beriicksichtigung von (7) folgt aus (5)

di(X,Y) < \/(361 —21)% + (x2 — 22)% + \/(Zl —y1)* + (22 — y2)? (8)

Verstehen wir unter z1, 2o die Koordinaten von Z € e, so ist auf Grund von (1) der
erste bzw. der zweite Summand der rechten Seite von (8) gleich d; (X, Z) bzw. gleich
di(Z,Y). Damit geht (8) tber in (2), womit A3 bewiesen ist.

12



2.1 Die Abstandsfunktion dy

Die unter A1, A2, A3 zusammengefassten Eigenschaften der Funktion d; bringen fol-
gende fundamentale Eigenschaften, die man sinnvollerweise einem Abstand zuschreiben
mochte, zum Ausdruck:

Al. Der Abstand zweier Punkte verschwindet genau dann, wenn die Punkte zusam-
menfallen.

A2. Bei der Abstandsbestimmung zweier Punkte sind beide Punkte gleichberechtigt.

A3. Eine Seite eines Dreiecks XY Z kann nicht groBer sein als die Summe der beiden
anderen Seiten (Fig. 4).

ot e, P
=
NG
Lo b
B g==zid
X d,(X,Y)Y
(4] E? X

Fig. 4

Die Ungleichung (2) heiBt daher Dreiecksungleichung. Jede Funktion d mit den Eigen-
schaften Al, A2, A3 werden wir als Abstandsfunktion bezeichnen.

Fir die Koordinaten z,y der Punkte P(x,y) von e, die vom Ursprung O des Koordi-
natensystems den Abstand

dP,0) =1
haben gilt \/(x —0)2 + (y — 0)2 = 1. Hieraus folgt
2’ +y’ =1 9)

Das ist die Gleichung eines Kreises k; mit dem Ursprung als Mittelpunkt und dem
Radius eins. Alle Punkte P(z,vy), die auf dem Rand des Kreises k; (Fig. 5) mit der
Gleichung (9) liegen, haben vom Ursprung den Abstand d; (P, O) = 1.

Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Fiir die Koordinaten x, y der Punkte P(x,y)
von ¢, die von O einen Abstand d; (P, O) mit

di(P,0) < a (10)
haben, gilt 2% + y? < &2. (11)

Fig. 5,6

Die Ungleichung (11) besagt, dass alle Punkte P(z,y), die im Innern des Kreises ke
(Fig. 6) mit O als Mittelpunkt und ¢ als Radius liegen, der Bedingung (10) geniigen.

13



2.2 Die Abstandsfunktion ds

2.2 Die Abstandsfunktion d-

Es seien X (z1,22), Y (y1,%2), Z(21,22) beliebige Punkte einer Ebene e, in der ein
kartesisches Koordinatensystem vorgegeben ist.

Wir fithren eine Funktion dy ein, die dem Punktepaar X (x1,z3), Y (y1,y2) von e die
reelle Zahl

da(X,Y) = max{|z1 — v, [v2 — 2|} (1)
zuordnet. Ist beispielsweise X (1,3), Y (4, —1), so ist
do(X,Y) = max{|1 —4[,[3+ 1|} = max{3,4} =4
Wir beweisen, dass auch die Funktion dy die Eigenschaften Al, A2, A3 besitzt.

Beweis.
a) Es sei do(X,Y) = 0. Aus

max{|z; — y1|, [v2 — 32|} =0  folgt  |v1— | =0, |29 — yo| =0

und hieraus
r1 =Y, T2 = Y2 dh, €s gl't X=Y

Umgekehrt gelte
X(xl,22) =Y (y1,92) (2)
Hieraus folgt x1 = y1, 2 = y2. Unter der Voraussetzung (2) gilt somit
dy(X,Y) = max{0,0} = 0
d.h., die Funktion ds besitzt die Eigenschaft Al.

b Wegen
|371 —y1| = |y1 —$1| }
T2 — 2| = |y2 — 22

gilt stets
dy(X,Y) = max{[zy — w1, |22 — 9ol} = max{[ys — 21}, |y2 — 22|} = da(Y, X)
d.h., die Funktion dy besitzt auch die Eigenschaft A2.
c) Wegen
r1 —y1 = (1 — 21(+(21 — y1) ; T2 — Yo = (T2 — 22(+(22 — ¥2)
gilt unter Beriicksichtigung von Satz 3,

1 —y1| <oy — 21] + 21 — 1 } (3)
|2 — y2| < |20 — 20| + |22 — 2|

Damit ist

do(X,Y) = max{|zy — y1], [v2 — 92|} < max{|ry — 21| + |21 — w1, [v2 — 22| + |22 — y2|}

(4)
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2.2 Die Abstandsfunktion ds

Auf Grund von 1.3.(3) geht (4) tber in
dy(X,Y) = max{|zy — 21|, [22 — zof} + max{|z1 =y, [22 — [} (5)

Verstehen wir unter 21, 2z, die Koordinaten von Z € e, so ist auf Grund von (1) der
erste bzw. der zweite Summand der rechten Seite von (5) gleich d2(X, Z) bzw. gleich
d2(Z,Y). Somit geht (5) dber in

d2<X7 Y) < dZ(Xa Z) + dZ(Za Y)

Damit ist nachgewiesen, dass dy eine Abstandsfunktion ist. Die reelle Zahl dy(X,Y)
kodnnen wir daher auch als Abstand der beiden Punkte X, Y bezeichnen.

Fir die Koordinaten x,y der Punkte P(x,y) von e, die vom Ursprung O des Koordi-
natensystems den Abstand dy(P, O) = 1 haben, gilt

max{lz —0,[y =0} =1 also  max{fz] |y[} =1 (6)

Hieraus folgt |x| =1, |y| < 1 oder |z| < 1, |y| = 1.

Y €
2
& g
0 £ .;f_

Fig. 7

Demnach wird durch (6) ein Quadrat ¢; (Fig. 7) charakterisiert, dessen Seiten parallel
zu den Koordinatenachsen sind. Alle Punkte P(z,y), die auf dem Rand dieses Quadrats
liegen, haben vom Ursprung den Abstand dy(P,O) = 1.

Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Fiir die Koordinaten x, y der Punkte P(z,y)
von e, die von O einen Abstand dy(P, O) mit

do(P,0) < ¢ (7)
haben, gilt wegen
max{|z|,|y|} <e  dann x| <e, |yl <e

Dies besagt, dass alle Punkte P(x,y), die im Innern des Quadrats ¢. (Fig. 8) liegen,
der Bedingung (7) geniigen.

Fig. 8
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2.3 Die Abstandsfunktion d3

2.3 Die Abstandsfunktion d;

Unter X (x1, 22), Y (y1,¥2), Z1(21, 22) verstehen wir wieder beliebige Punkte einer Ebe-
ne e, in der ein kartesisches Koordinaten- system vorgegeben ist.
Wir fithren eine Funktion ds ein, die dem Punktepaar X (x1,z3), Y (y1,y2) von e die
reelle Zahl

d3(X,Y) = [z — p1] + 2 — yo] (1)

zuordnet. Ist beispielsweise X (1,3), Y (4, —1), so ist
d3(X,)Y)=|1—-4[+34+1=3+4=7

Auch diese Funktion besitzt, wie wir anschlieBend beweisen werden, die Eigenschaften
Al, A2, A3.

Beweis.
a) Es sei d3(X,Y) = 0. Wegen (1) gilt dann

|71 —y1| + 22 —yo| = 0
Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fiir
[z —p[=0 |22 — 2| =0

verschwinden. Das ist aber nur moglich, wenn ;1 = y1, xo = yo ist, d.h., esgilt X =Y.
Es gelte umgekehrt

X(21,22) = Y (y1,92) (2)

Hieraus folgt x; = z5. Damit gilt unter der Voraussetzung (2) d3X,Y) = 0. Die
Funktion d3 besitzt also die Eigenschaft Al.

b) Stets gilt
d3(X,Y) = |21 — y1| + [22 — 92| = |y1 — 21| + [y2 — 22| = d3(Y, X)
d.h., die Funktion d3 besitzt die Eigenschaft A2.
c) Beriicksichtigen wir 2.2.(3), so geht
d3(X,Y) = |21 — y1| + [v2 — 32
uber in
d3(X,Y) < |z1 — 21| + [21 — g | + |z2 — 22 + [22 — 92
Die letzte Ungleichung kénnen wir auch in der Form

d3(X,Y) < (Jz1 — 21| + 22 — 22]) + (|21 — w1 | + |22 — v2]) (3)

schreiben. Verstehen wir unter z1, 2z die Koordinaten von Z € ¢, so ist auf Grund von
(1) der erste bzw. der zweite Summand der rechten Seite von (3) gleich ds3(X, Z) bzw.
gleich d3(Z,Y"). Damit geht (3) tber in

d3(X,Y) < dsy(X, Z) + d3(Z,Y)
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2.4 Begriff der Abstandsfunktion

Somit haben wir bewiesen, dass auch ds eine Abstandsfunktion ist. Die reelle Zahl
d3(X,Y) kénnen wir daher auch als Abstand der beiden Punkte X, Y bezeichnen.
Fir die Koordinaten x,y der Punkte P(x,y) von e, die vom Ursprung O des Koordi-
natensystems den Abstand ds(P,O) = 1 haben, gilt

lz —0|+]y—0/=1 also lz| + |y =1 (4)

Fall 1. Es sei x > 0,y > 0. Dann geht (4) tber in z +y = 1.
Fall 2. Es sei x > 0,y < 0. Dann geht (4) dber inz —y = 1.
Fall 3. Es sei x < 0,y > 0. Dann geht (4) dber in —z +y = 1.
Fall 4. Es sei x < 0,y < 0. Dann geht (4) dberin —x —y = 1.
(

Demnach wird durch (4) ein Quadrat ¢; (Fig. 9) charakterisiert, dessen Eckpunkte in
den Koordinatenachsen liegen.

IN
NS

Alle Punkte P(x,y), die auf dem Rand dieses Quadrats liegen, haben vom Ursprung
den Abstand d3(P,O) = 1.

Fig. 9

Es sei wieder ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Fir die Koordinaten z,y der Punkte
P(z,y) von e, die von O einen Abstand d3(P, O) mit

d3(P,0) < ¢ (5)

haben, gilt |z| + |y| < €.
Dies besagt, dass alle Punkte P(z,y), die im Innern des Quadrats ¢. (Fig. 10) liegen,
der Bedingung (5) geniigen.

Fig. 10

2.4 Begriff der Abstandsfunktion

Die in 2.1., 2.2. und 2.3. eingefiihrten Abstandsfunktionen sind auf einer Ebene, also
auf einer Menge von Punkten definiert. Man kann aber auch Abstandsfunktionen auf
Mengen definieren, deren Elemente beispielsweise Spaltenvektoren oder reelle Zahlen
sind.
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2.4 Begriff der Abstandsfunktion

Lassen wir offen, ob die Elemente einer Menge M Punkte bzw. Spaltenvektoren bzw.
reelle Zahlen sind, so bezeichnen wir die Elemente von M mit z, vy, z, ...

Definition 3. Eine auf einer nichtleeren Menge M definierte Funktion d, die je zwei
Elementen z, y von M eine reelle Zahl d(z,y) zuordnet, heiBt Abstandsfunktion, wenn
d folgende Eigenschaften besitzt:

Fir alle Elemente x, y, z von M gilt:

Al. Esist d(x,y) = 0 genau dann, wenn z = y ist;

A2. d(z,y) = d(y,x);

A3. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (1)

Die reelle Zahl d(z,y) heiBt Abstand der Elemente z, y, und die Ungleichung (1) heiBt
Dreiecksungleichung.

Im folgenden Abschnitt werden wir auf der Grundlage dieser Definition den Begriff
"metrischer Raum" einfiihren. Zunachst ziehen wir aus der Definition 3 eine wichtige
Folgerung.

Satz 4. Ist d eine Abstandsfunktion auf einer Menge M mit den Elementen z, v, ...,
so gilt stets d(z,y) > 0.

Beweis. Ersetzen wir y durch x und z durch y in (1), so erhalten wir die Ungleichung
d(x,7) < d(x,y) +d(y, ) (2)

Beriicksichtigen wir Al und A2, so geht (2) dber in 0 < 2d(x,y). Hieraus folgt die
Behauptung d(z,y) > 0.
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3.1 Begriff des metrischen Raums

3 Metrische Raume

3.1 Begriff des metrischen Raums

Definition 4. Ist d eine Abstandsfunktion auf einer Menge M, so heiBt das geordnete
Paar (M, d) ein metrischer Raum und die Menge M ihr Trager.

Verstehen wir unter e die Menge aller Punkte X, Y, ... einer Ebene, so gilt auf Grund
von Definition 4 und dem in 2.1., 2.2., 2.3. Bewiesenen, dass

(e;di) mit di(X,Y) =1/(z1 —y1)? + (22 — )2
(e,dy) mit do(X,Y) = max{|x1 — y1|, |v2 — 2|}
(e,dg) mit dg(X, Y) = |[U1 — y1| —+ |{L’2 — y2|

metrische Raume sind. Obgleich diese drei metrischen Raume dieselbe Tragermenge e
besitzen, sind sie verschiedene metrische Raume, da in ihnen der Abstand zwischen den
Elementen unterschiedlich definiert ist.

Definition 5. Ist a ein Element eines metrischen Raumes (M, d) und ¢ eine positive
reelle Zahl, so heiBt die Menge aller Elemente = von (M, d), die von a einen Abstand
d(x,a) < € haben, e-Umgebung von a, in Zeichen U, (a).

Das Element a bzw. die positive reelle Zahl ¢ heit der Mittelpunkt bzw. der Radius
von U.(a).

Im metrischen Raum (e, dy) bzw. (e, ds) bzw. (e, d3) besteht beispielsweise U.(O), wie
wir in 2.1., Fig. 6, bzw. in 2.2, Fig. 8, bzw. in 2.3., Fig. 10, gezeigt haben, aus allen
Punkten, die im Innern eines Kreises bzw. eines Quadrats liegen.

Das folgende Beispiel kann bei einer ersten Lektiire (iberschlagen werden, da es fiir das
Verstandnis des Folgenden nicht erforderlich ist.

Beispiel 2. Es sei (M, d) ein metrischer Raum und

d(z,y)

T+ da—y) @

flz,y) =

Wir zeigen, dass (M, f) ein metrischer Raum ist.

Beweis. Dazu miissen wir nachweisen, dass f eine Abstandsfunktion ist. Da nach Vor-
aussetzung (M, d) ein metrischer Raum ist, also d eine Abstandsfunktion ist, gilt auf
Grund von Satz 4 stets

d(z,y) >0 also 1+d(z,y) >0 (2)

Damit wird durch (1) je zwei Elementen z,y von M genau eine reelle Zahl f(x,y)
zugeordnet.

a) Es sei f(x,y) = 0. Dann geht (1) dber in

d(z,y)
1+d(x,y)
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3.1 Begriff des metrischen Raums

Hieraus gilt d(z,y) = 0. (3)
Auf Grund von Al ist dann z =y (
Umgekehrt gelte (4). Dann folgt auf Grund von Al aus (4) die Beziehung (3), und (1

geht Uber in
0

Die Funktion f besitzt also die Eigenschaft Al.

b) Wegen d(z,y) = d(y, x) gilt stets

d(z,y) d(y, x)

d.h., die Funktion f besitzt auch die Eigenschaft A2.

c) Um zu zeigen, dass die Funktion f der Dreiecksungleichung geniigt, unterscheiden
wir zwei Falle:

Fall 1. Es sei x +y. Dann ist d(z,y) > 0. Dividieren wir Zahler und Nenner der rechten
Seiten von (1) durch d(z,y), so erhalten wir

d(z,y)

(5)

Da nach Voraussetzung (M, d) ein metrischer Raum ist, geniigt die Funktion d der
Dreiecksungleichung
d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)
Hieraus folgt wegen
0 <d(z,y) < d(z,2)+d(z,y)

auf Grund von Regel 6,
1 1

>
d(z,y) — d(x, 2) +d(z,y)
Mit Hilfe von (6) geht (5) tber in

1
d(x,2)+d(z,y)

Multiplizieren wir Zahler und Nenner der rechten Seite der letzten Ungleichung mit
d(x,z) 4+ d(z,y), so erhalten wir

d(x,2) + d(z,y)
J@+9) < T e S die.y)

Diese Ungleichung lasst sich in der Form

d(z, z) d(z,y)
T ) S T d, )+ dey) T 1+ d(w,2) +d(y)
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3.2 Der metrische Raum (M, 1, d;)

schreiben. Da stets
d(z,y) >0 ,  d(z,2)>0

ist, vergroBern wir hochstens die rechte Seite von (7), wenn wir dort im ersten Nen-
ner bzw. im zweiten Nenner den Summanden d(z,y) bzw. den Summanden d(z, z)
weglassen:

d(z, z) d(z,y)
J(x.y) < 1+ d(z, 2) 7 +d(z,y) (®)
Beriicksichtigen wir (1), so geht (8) lber in
flx,y) < flx,2) + f(z,9) (9)

Fall 2. Es sei x = y. Dann ist f(z,y) = 0. Da ferner stets

fla,z) =20, flz,y) 20

ist, gilt auch (9) fir z = y.

3.2 Der metrische Raum (0, ., d;)

Sind 1, x9, ..., ¢, beliebige reelle Zahlen, so nennen wir

x
o)
r=| . (1)

Lp

einen Spaltenvektor. Spaltenvektoren sind spezielle Matrizen. Fiir Matrizen ist eine als
Addition geschriebene Verkniipfung (Matrizen, Definition 2) und eine Verkniipfung mit
reellen Zahlen )\ (Matrizen, Definition 4) definiert. Wie wir gezeigt haben, wird die
Menge 9, aller Spaltenvektoren der Form (1) mit den durch

xy (1 T1+
rhh = 33:2 n y:z | + Y2
Lp Yp Tp + Yp

1 AT

A=A To _ AT

Tp AT

definierten Verkniipfungen zu einem reellen Vektorraum 95?,,’1. Aus drucktechnischen
Griinden werden wir Spaltenvektoren der Form (1) auch in der Form

= (21,22, ...,2p)7
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3.2 Der metrische Raum (M, 1, d;)

schreiben.
Auf 901, 1 definieren wir eine Funktion d; durch

di(r,9) = /(21 — y1)2 + (22 — 42)? + o + (2 — 1p)? (2)

Mit Hilfe von (2) wird jedem Vektorpaar r,n € E)fTIp,l genau eine reelle Zahl d;(x, )
zugeordnet. So wird durch (2) beispielsweise den beiden Spaltenvektoren

3 2
=1 1 , p=1 3 (3)
4 2

des 9&3’1 die reelle Zahl

di(r,n) = /(3-22+(1-302+(4-2)2=3

zugeordnet. 3
Wir beweisen, dass d; eine Abstandsfunktion, also (91,1, d;) ein metrischer Raum ist.
Der Beweis erfolgt in analoger Form wie in 2.1.

Beweis.
a) Es sei di(z,n) = 0. Aus (2) folgt dann

(21— 1)+ (@2 — 1)’ + o+ (2, — p)* =0
Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fir
11—y =0,20—y2=,...,0, —y, =0
verschwinden. Dies besagt
T1=Y1, T2 = Y2, .0y Tp = Yp (4)
d.h., es gilt auf Grund von Definition 1 (Matrizen)
r=y (5)

Es gelte umgekehrt (5). Auf Grund von Definition 1 (Matrizen) ergibt sich aus (5)
unmittelbar (4). Aus der Voraussetzung (5) folgt wegen (4) somit d;(z,n) = 0.

b) Wegen
(@i — yi>2 = (yi — fUz')Q
fur alle ¢ € {1,2, ..., p} gilt stets dy(x,n) = di(9, ).
c) Wegen z; —y; = (v; — z;) + (2 — ;) fur alle i € {1,2, ..., p} gilt

dife,0) = (@1 — 9 + o+ (0 — 1)
=l

+
(@1 =2) + (2 =y + o+ {2y = 2) + (2 —mp))* (6)
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3.2 Der metrische Raum (M, 1, d;)

Setzen wir in 1.2.(3),
==z bi=zi—yi
mit ¢ € {1,2,...,p}, so geht 1.2.(3) dber in
\/[(wl —z1)+ (21 —y) P+ [y — 2p) + (2 — yp)]2 <
< \/(xl —21)% 4 (1 — )%+ \/(2’1 —y1)?+ o+ (2 — Yp)? (7)
Unter Beriicksichtigung von (7) folgt aus (6)
di(19) < (21— 202+ o+ (2p— 22+ (21— y)2 + e+ (5 —3)2 (8)
Verstehen wir unter 3 den Spaltenvektor
(21, 22, ..., 2p)T (9)

so ist auf Grund von (2) der erste bzw. der zweite Summand der rechten Seite von (8)
gleich d;(z,3) bzw. gleich d1(3,n). Damit geht (8) tber in

di(x,9) < di(x,3) +di(3,1)

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 5. Es ist (9,1, d;) mit

di(x,n) = \/(1’1 —y1)?+ (2 —y2)? 4+ ...+ (zp — yp)?

ein metrischer Raum.

Es seien
U = (A1, Q2ms ooy Qpm)T € 95?1,,1
an = (Q1n, Q2ny ooy Q)T € 95?19,1
Wir beweisen, dass die Ungleichungen
@i — Gin| < di(a, an) < |aim — ain| + ... + [apm — apn (10)
mit i € {1,2,...,p} gelten.
Beweis. Es ist

@i, — Qin| = \/(aim —ap)? < \/(alm — a1n)? + oo+ (Qpm — apn)? (11)

Da

dy (A, a,) = \/(CL1m — 1) + oo+ (Apm — apn)?
ist, geht (11) dber in
|aim - ain| S dl(am7 an)

womit der erste Teil von (10) bewiesen ist. Ferner gilt auf Grund von Aufgabe 3 stets

dl(ama an) S \/ (alm - aln)2 + ...+ (apm - adpn)2

dl(arm an) S |a1m - a1n| + ...+ |apm - apn'

Hieraus folgt

womit auch der zweite Teil von (10) bewiesen ist.
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3.3 Der metrische Raum (M, 1, d2)

3.3 Der metrische Raum (901, , d)

Wir gehen wieder von dem reellen Vektorraum 9%, aus und definieren auf 91, ; eine
Funktion dy durch
da(x,) = maxi|zr —yi, |22 = yal, s |7 — ypl} (1)

d. h., mit Hilfe von (1) wird jedem Vektorpaar r,y € 9i,; genau eine reelle Zahl
da(r,n) zugeordnet. Beispielsweise wird durch (1) den beiden Spaltenvektoren 3.2.(3)
die reelle Zahl

da(z,9) = max{|3 — 2|,|1 — 3|, |4 — 2|} = max{1,2,2} =2

zugeordnet. )
Wir beweisen, dass auch dy eine Abstandsfunktion und damit (9%, 1, d2) ein metrischer
Raum ist. Dieser Beweis erfolgt analog zu 2.2.

Beweis. a) Es sei da(r,n) = 0. Aus

max{|z1 — y1, |22 = yal, -, [7p — [} = 0
folgt
[z1 =1l =0, [z — 92| =0, .. |2, —yp[ =0
und hieraus
L1 =Y, L2 = Y2, .-, Tp = Yp (2)
Dies besagt, dass
r=y (3)

ist.
Umgekehrt ergibt sich aus (3) sofort (2). Aus der Voraussetzung (3) folgt wegen (2)
somit

o (x,9) = max{0,0, .., 0} = 0

b) Wegen
[zi — vl = |yi — Z|
fur alle i € {1,2,...,p} gilt

da(r, U) = mfﬁ<{|901 - y1|, |-732 - y2|, e |33p - yp|}
= max{|y1 — 21|, [y2 — 22|, ..., [yp — 2p|} = d2(,¥)

c) Wegen
v —yi = (v — 2z;) + (2 — ¥i)
fur alle i € {1,2, ..., p} gilt unter Beriicksichtigung von Satz 3

zi — yi| < |xi — 2| + |2 — il
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3.4 Der metrische Raum (M, 1, d3)

Damit ist

do(r,9) = max{|zi—y1l, ..., |37p_yp|} < max{|r;—zi|+|z.~y1], ..., |5Cp_zp|+|zp_yp|}
(5)
Setzen wir in 1.3.(2)

a =lvi—zl . b=z -y
fur alle 7 € {1,2, ..., p}, so geht 1.3.(2) iber in

max{|z1 — 21| + |2z = y1|, s [2p — 2p| + [2p — Y[} < max{[zy — 21, ..., [ — 2[}
+ max{|z1 — yi|, - |2 — Yp|}

(6)

Unter Beriicksichtigung von (6) folgt aus (5)

da(x,) < max{lz) — 21, ., [2p = |} + max{[z1 —wil, - [zp = wpl} (7)

Verstehen wir unter 3 den Spaltenvektor 3.2.(9), so ist auf Grund von (1) der erste
bzw. der zweite Summand der rechten Seite von (7) gleich da(x, 3) bzw. gleich da2(3,1).
Damit geht (7) dber in

da(x,9) < da(r,3) + da(3,)

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 6. Es ist Dﬁpi mit

da(x,9) = max{|zr — 1, [r2 = gal, -, [2p — ypl} (1)

ein metrischer Raum.

3.4 Der metrische Raum (0, ;, d3)

Auch in diesem Abschnitt gehen wir wieder von dem reellen Vektorraum M,1 aus und
definieren auf 91, ; eine Funktion d3 durch

ds(x,9) = [v1 — 1| + |22 — gol + . + |2 — 1y (1)

d. h., mit Hilfe von (1) wird jedem Vektorpaar r,y € 9i,; genau eine reelle Zahl
ds(r,n) zugeordnet. So wird etwa durch (1) den beiden Spaltenvektoren 3.2.(3) die
reelle Zahl

d3(r,9) =3 =2[+ |1 =3[+ [4-2[=5

zugeordnet.

Wir beweisen, dass auch d3 eine Abstandsfunktion, also (91,1, d3) ein metrischer Raum
ist. Der Beweis erfolgt in Analogie zu 2.3.

Beweis.

a) Es sei d3(z,y) = 0. Dann gilt

|331—y1|+|1’2—y2|+...+|3§p—yp| =0
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3.5 Der metrische Raum (A, dy)

Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fiir

|$1 - y1|07 |$2 - y2| = 07 ) |xp - yp| =0

verschwinden. Das ist aber nur moglich, wenn

L1 =Y1, T2 = Y2, .-, Tp = Yp (2)

also

r=y (3)
ist. Umgekehrt ergibt sich aus (3) sofort (2). Aus der Voraussetzung (3) folgt wegen
(2) somit ds(r,n) = 0.

b) Offensichtlich gilt stets ds(x,n) = ds(b,1).
c) Auf Grund von 3.3.(4) gilt stets

ds(r,9) = |1 — |+ +lxp —yp| < |z — 21|+ 21—y + oo+ |y — 2p] + 12p — Yyl
Diese Ungleichung schreiben wir in der Form

d3(r,9) < (Jog — 21| + ... + |5Cp - Zp|) + (Jer —wu| + ...+ |Zp - yp|> (4)

Verstehen wir unter 3 wieder den Spaltenvektor 3.2.(9), so ist auf Grund von (1) der
erste bzw. der zweite Summand der rechten Seite von (4) gleich ds(r,3) bzw. gleich
ds(3,v). Damit geht (4) tber in

d3(x,v) < d3(x,3) + d3(3,9)

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 7. Es ist (M,,_1, d3) mit

d3(r,v) = o1 — 1| + |2 — 92| + ... + |33p - yp|

ein metrischer Raum.

3.5 Der metrische Raum (A, d))

Eingliedrige Spaltenvektoren, das sind Spaltenvektoren der Form ¢ = (z), kann man
mit den reellen Zahlen z identifizieren, denn die fiir Spaltenvektoren definierten Ver-
knipfungen

@)+ @) =@+y) ,  AMz)= ()

stimmen in diesem Sonderfall mit der fiir reelle Zahlen erklarten Addition bzw. Multi-
plikation Uberein. Damit ist die Menge aller reellen Zahlen in Verbindung mit der fiir
diese Zahlen erklarten Addition und Multiplikation ein reeller Vektorraum, den wir mit
A bezeichnen.
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3.5 Der metrische Raum (A, dy)

Es seien r, 1 eingliedrige Spaltenvektoren. Nach unserer obigen Vereinbarung ist dann

r=(@)=x , 9=(y =y

und 3.2.(2) bzw. 3.3.(1) bzw. 3.4.(1) geht fir n = 1 dber in

d1(zﬂ, U) = d1<557y> = (ZL’1 — y1)2 = |SC1 - y1|
bzw.
da(x,9) = da(z,y) = max{|z; — y1[} = [21 — v1|
bzw.
d3(x,9) = d3(z,y) = |x1 — 1

Im Fall n = 1 stimmen also die in 3.2., 3.3. und 3.4. definierten Abstandsfunktionen
di, do, dg Uberein, die wir im Fall n = 1 mit dy bezeichnen. Damit gilt der

Satz 8. Es ist (A, dy) mit

do(%y) = |$1 - y1| (1)
ein metrischer Raum.
e B T
Fig. 11 Uplo)=5t-¢)

Im metrischen Raum (A, dp) besteht U.(0) wegen
do(z,0) =]z —0|=z| <e

aus allen reellen Zahlen x, die der Bedingung —s < x < ¢ genlgen, also im Innern
des in Fig. 11 veranschaulichten offenen Intervalls S(—¢,¢) liegen. Die reellen Zahlen
e und —e gehoren nicht zur e-Umgebung von O.
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4.1 Begriff der Folge

4 Folgen in metrischen Raumen

4.1 Begriff der Folge

Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Ordnet man der natirlichen Zahl 1 ein Element
ay € M zu, der natiirlichen Zahl 2 ein Element ay € M, der natirlichen Zahl 3 ein
Element ag € M usw., so erhalt man eine Folge im metrischen Raum (M, d).

Fir Folgen verwenden wir die Schreibweise

{n — a,} (1)

Die Elemente a1, ag, ag, ... heiBen die Glieder der Folge (1). Folgen im metrischen Raum
(A, dp) heiBen Zahlenfolgen. Handelt es sich beispielsweise um eine Folge im metrischen
Raum (e, d;) bzw. im metrischen Raum (91, ,,9,, so ist

aAn = An(alTh a?n) bzw. ap = Ay = (a1n> A2nyy vy apn>T

Bei Zahlenfolgen sind die Glieder der Folge reelle Zahlen.

)

eine Folge im metrischen Raum (e, d1). Wir bestimmen die ersten fiinf Glieder von (2).

Beispiel 3. Es sei

Es ist
(o)
Qp = Ap | —, —
n n
y V4 (ead?)
P
/
/!9
Vs
/
.f
’,//fz
A3
E /]
2 ,’,45#
Fig. 12 o/l h %
und damit
4 3 3 4
ai :A1(374)7 (IQZAQ <;)a4) ) CL3:A3 <173)7 a4:A4 (47]-)’ (15:A5 (575>

In der Fig. 12 sind die ersten fiinf Glieder der Folge (2) in (e, d;) veranschaulicht. Sie
liegen auf einer Geraden g mit der Gleichung

dr — 3y =0
Beispiel 4. Wir bestimmen die ersten fiinf Glieder der Zahlenfolge
U
n —
n+1
n—1

Esistan:n—Hunddamita1:0,ang,a;),:%,cm:%,%:%.
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4.1 Begriff der Folge

Fig. 13 9% & Gas 1 W)

In der Fig. 13 sind die ersten fiinf Glieder der Zahlenfolge veranschaulicht.

1 1— T
{n—> (1, o ”,—1) }
n n
eine Folge im metrischen Raum (E)jtl,l,dl). Es ist

1 1— T
ap = 0p = (15 +n7 na_1>
n n

Beispiel 5. Es sei

also
1+n 1—n
Aip = 17a2n - n y A3n =

, A4p = —1
n

Die ersten drei Glieder der Folge (3) lauten

. 31\ 402\
a1:a1:(172707_1) ) Qg = Qg = 1757_57_1 3 a3 = ag = 1757_77_1

Neben der Folge (1) wird vielfach die Folge
{k = an} (4)
betrachtet, in der k die Menge der natirlichen Zahlen durchlauft und
ny<ng <ng<..<ng<ngy <..

ist. Da alle Folgenglieder von (4) auch Glieder der Folge (1) sind, heiBt (4) eine Teilfolge
der Folge (1). Beispielsweise sind die beiden Folgen

{k s Ay (;2)} (5)

{k_)AQ’H (21@?)—1’21{41—1)} (6)

Teilfolgen von (2). Die jeweils ersten drei Folgenglieder von (5) bzw. (6) erhalten wir,
indem wir in

bzw. in

3 4
A, = A= (% 1 2%k — 1>

fur k der Reihe nach die Zahlen 1, 2 und 3 einsetzen. Es ist

3 3 1 2
ap, = Ao <272> . ap, = Ay (4, 1) , o Qpy = Ag <2, 3) bzw.

4 3 4
an, = A1 (3,4), ap, = A3 (1, 3> . Gpy = As (57 5)
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4.2 Konvergente Folgen

Aufgabe 6. Es sei

3 4
A [ (=) + =, (=1)" — — 7
o (-0 2, -0 - 2 @
eine Folge im metrischen Raum (e, d;).

a) Man bestimme die ersten zehn Glieder von (7) und veranschauliche dieser Glieder in
(6, dl)

b) Von den beiden Teilfolgen

{k—>A2k_1 <—1+%?’_1,—1—2l;“_1>} (8)
{/@%A%<1+§§,1—i)} (9)

der Folge (7) gebe man jeweils die ersten fiinf Glieder an.

4.2 Konvergente Folgen

Zur Vorbereitung der folgenden Definition gehen wir von der Folge des Beispiels 3 aus.
Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Wir fragen nach der Anzahl der Glieder
dieser Folge, die vom Ursprung O einen Abstand haben, der kleiner als ¢ ist, d. h. also,
wieviel Glieder der Folge in U.(0) liegen.

Im metrischen Raum (e, d;) besteht U.(0), wie wir in 3.1. gezeigt haben, aus allen
Punkten, die im Innern des Kreises mit O als Mittelpunkt und ¢ als Radius liegen.
a) Es sei ¢ = 6.

Ji (edy)
_,__...I_._..______H“ 1
>~
S
~
N
Vg
N
/';h N
7/ A
a’, N
/9 %
V4 ]
’ \
e \\
4
8 JSh \1
/ A‘f i
o 1
Fig. 14 9. £ | x

Wie aus Fig. 14 ersichtlich ist, liegen alle Glieder der Folge in Us(O). Dies lasst sich
auch wie folgt formulieren:

Fur alle natirlichen Zahlen n gilt: Wenn n > 1 ist, so folgt A, € Us(0) (1)
b) Es sei ¢ = 2.

Wie aus Fig. 15 ersichtlich ist, liegen die beiden Folgenglieder A; und A nicht in
U3(0), alle tbrigen Folgenglieder A3, A4, sind jedoch Elemente von Uy (O). Dies lasst
sich analog zu (1) wie folgt formulieren:

30



4.2 Konvergente Folgen

;
\
.Y" fﬁ, (f;ﬂ';J
/
¥
s
79
/
-~ .r'ii
-~ \f\ 2
// ,"A3\\
/ Bl g4\
] ' =
Flg 15 | & & : x
Fir alle natirlichen Zahlen n gilt: Wenn n > 3 ist, so folgt A, € Us(O) (2)

Wir vermuten, dass fiir jede positive reelle Zahl ¢ ein dhnlicher Sachverhalt vorliegt,
d. h., dass in jeder e-Umgebung des Punktes O mit Ausnahme von hochstens endlich
vielen Folgengliedern alle Glieder der Folge liegen. Diese Vermutung konnen wir folgen-
dermaBen formulieren:

Zu jeder positiven reellen Zahl € gibt es eine (von € abhangige) reelle Zahl N(¢) derart,
dass fur alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt A,, € U.(O) (3)

Im vorliegenden Beispiel ist wegen (1) bzw. (2) etwa N(6) = 1 bzw. N(2) = 3. Da
"A, € U.(O)" aquivalent ist mit "d;(A,,0) < ", so lasst sich (3) ersetzen durch:

Zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gibt es eine reelle Zahl N(c) derart, dass fir alle
natirlichen Zahlen n gilt:
Wenn n > N(e) ist, so folgt d1(A4,,0) < e (4)

Offensichtlich ist der Punkt 0 der einzige Punkt von e mit der Eigenschaft (4), d.h., in
jeder e-Umgebung eines vom Ursprung 0 verschiedenen Punkts P von e liegen hochstens
endlich viele Folgenglieder, wahrend alle restlichen Folgenglieder auBerhalb von U.(P)
liegen. In Fig. 16 ist dieser Sachverhalt fir den Punkt P(1,2) und € = 1 veranschaulicht.

/ .
J i (edy)
Fa
A
f/ ,,g
//@
%
4.
RS
1145
Fig. 16 o/l 4 X

Definition 6. Eine Folge {n — a,} in einem metrischen Raum (M, d) ist konvergent
genau dann, wenn es in M ein Element a mit der Eigenschaft gibt, dass sich zu jeder
positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N(¢) so finden lasst, dass fiir alle natirlichen
Zahlen n gilt:

Wenn n >y (¢) ist, so folgt d(a,,a) < ¢. (5)

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent. Durch Kontraposition von (5)
erhalten wir:
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4.2 Konvergente Folgen

Wenn ¢ < d(ay,, a) ist, so folgt n < N(¢).
Damit gilt der

Satz 9. Eine Folge {n — a,} in einem metrischen Raum (M, d) ist konvergent genau
dann, wenn es in M ein Element a mit der Eigenschaft gibt, dass sich zu jeder positiven
reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N(¢) so finden lasst, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n
gilt:

Wenn ¢ <, (ay,, a) ist, so folgt n < N(e).

Wir beweisen den

Satz 10. Zu jeder konvergenten Folge {n — a,} in einem metrischen Raum (M, d)
gibt es genau ein a € M mit der Eigenschaft (5).

Beweis. Auf Grund von Definition 6 existiert zur konvergenten Folge {n — a,} ein
a € M mit der Eigenschaft (5), d.h., zu jeder positiven reellen Zahl ¢ lasst sich immer
eine reelle Zahl N,(¢) so finden, dass fiir alle natirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N,(¢) ist, so folgt d(a,,a) < ¢. (6)

Wir miissen noch zeigen, dass es neben a € M kein weiteres Element von M mit der
Eigenschaft (5) gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch b € M ein Element mit dieser
Eigenschaft. Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ stets eine reelle Zahl N;(¢)
derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > Ny(e) ist, so folgt d(ay,b) < e. (7)

Setzen wir
N(e) = max{N,(e), Ny(e)}

so gilt wegen (6) und (7):
Wenn n > N(e) ist, so folgt d(ay,,a) + d(ay,b) < 2e. (8)

Da nach Voraussetzung (M, d) ein metrischer Raum ist, gilt, in (M, d) die Dreiecks-
ungleichung, insbesondere also die Ungleichung

d(a,b) < d(a,ay) + d(ay,b) (9)

Den ersten Summanden auf der rechten Seite von (9) kénnen wir auf Grund von A2
durch d(a,, a) ersetzen. Damit geht (9) dber in

d(a,b) < d(an,a)+ d(ay,b) (10)

Mit Hilfe von (10) lasst sich (8) in folgender Form schreiben:
Wenn n > N(e) ist, so folgt d(a,b) < 2¢
Da a, b feste Elemente sind, so ist auch d(a, b) eine feste nichtnegative reelle Zahl. Da
ferner ¢ eine beliebige positive reelle Zahl ist, also auch beliebig klein gewahlt werden
kann, so ist

d(a,b) <e

nur richtig, falls d(a,b) = 0 ist, also a = b gilt, womit der Satz bewiesen ist. Das
Ergebnis von Satz 10 fiihrt zur
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4.2 Konvergente Folgen

Definition 7. Ist {n — a,} eine konvergente Folge in einem metrischen Raum (MM, d),
so heiBt das eindeutig bestimmte Element a € M mit der Eigenschaft (5) der Grenzwert
der Folge {n — a,}, in Zeichen a = lim a,. Eine Zahlenfolge mit dem Grenzwert

null, heiBt Nullfolge.

Die Definitionen 6 und 7 besagen, dass bei einer konvergenten Folge {n — a,} in
einem metrischen Raum (M, d) in jeder e-Umgebung des Grenzwerts a € M der Folge
{n — a,} mit Ausnahme von hochstens endlich vielen Folgengliedern alle Glieder der
Folge {n — a,} liegen.

Will man in einem metrischen Raum (M, d) eine Folge {n — a,} mit Hilfe von Satz 9
auf Konvergenz untersuchen, so versucht man, aus der Ungleichung

e < d(ap,a) (11)

eine Ungleichung der Form n < N(e) herzuleiten. Dieses Vorgehen setzt allerdings
voraus, dass man von einem Element a € M vermuten muss, dass es der Grenzwert
der Folge {n — a,} ist.

Beispiel 6. Wir untersuchen die Folge des Beispiels 3 auf Konvergenz.
Auf Grund unserer Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts vermuten wir, dass a =
0(0,0) der Grenzwert dieser Folge ist.

Beweis der Vermutung. Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Da auf Grund von
2.1.(1) im metrischen Raum (e, d;)

(4,00 (-0) + (£0) 2

ist, lautet (11) im vorliegenden Beispiel

5
e <di(A,,0) =— (12)
n
Wegen % < % geht (12) dberin e < %. Hieraus folgt, da £ und n positive reelle Zahlen

sind, unmittelbar

6
n < -
€

Es ist g eine von ¢ abhéangige reelle Zahl, die wir mit N(g) bezeichnen. Damit haben

wir aus der Ungleichung
€ S dl(An7 O)

eine Ungleichung der Form n < N(e) hergeleitet. Auf Grund von Satz 9 ist die Folge
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4.2 Konvergente Folgen

Beispiel 7. Wir untersuchen die Zahlenfolge

{n—>n_1} (13)

n—+1
auf Konvergenz. Wegen
n—1 1-—
aTL = =
n+1 1+

unterscheiden sich Zahler und Nenner des Folgenglieds a,, fiir groBe n nur wenig von
eins. Wir vermuten daher, dass a = 1 der Grenzwert der Zahlenfolge (13) ist.

S =S =

Beweis der Vermutung. Es sei € eine beliebige positive reelle Zahl. Da auf Grund von
3.5.(1) im metrischen Raum (A, dp)

-1 2 2
dolan, 1) = |"—= — 1| = |- =
n+1 n—+1 n—+1
ist, folgt aus
< dp(an,1) : <2
€ Qn, = N
=0 n+1 n

unmittelbar n < %
Es ist % eine von ¢ abhangige reelle Zahl, die wir mit N(e) bezeichnen. Damit haben
wir aus der Ungleichung

e < do(an, ].)

eine Ungleichung der Form n < N(e) hergeleitet. Auf Grund von Satz 9 ist damit die
Folge (13) konvergent, und es gilt

Beispiel 8. Wir untersuchen die Folge

{n—mn("zl,”;l)} (14)

im metrischen Raum (e, dy) auf Konvergenz. Wegen

n+1 1 n—1 1
=1+ = 7 —1-=
n n n n

unterscheiden sich die beiden Koordinaten von A,, fiir groBe n nur wenig von eins. Wir
vermuten daher, dass a = A(1, 1) der Grenzwert der Folge (14) ist.

Beweis der Vermutung. Es sei € eine beliebige positive reelle Zahl. Da auf Grund von
2.2.(1) im metrischen Raum (e, d2)
=il
=maxq—,— o =
n'n

—1
n —1‘}:max{
n

1

n

1

n

n+1
n

—1

Y Y

dy(A,, A) = max {

1

n
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4.2 Konvergente Folgen

ist, folgt aus
1 2
e <dy(Ap,A)=— < —

n n

sofort n < 2. Die von ¢ abhangige reelle Zahl 2 bezeichnen wir mit N(g). Damit haben
wir bewiesen, dass die Folge (14) im metrischen Raum (e, ds) konvergent ist. Es gilt

lim A,

n—oo

(n—f—l’n—l):A(Ll)

n n

Beispiel 9. Wir untersuchen die Folge

{n—> (1,12",1;”,—1>T} (15)

im metrischen Raum (901, ,,d;) auf Konvergenz. Wegen

1+n 1 1—n 1
n n n n

unterscheiden sich die zweite bzw. die dritte Koordinate des Spaltenvektors

1 1-— T
a, = (17 +n7 n7_1>
n n

fir groBe n nur wenig von 1 bzw. -1. Wir vermuten daher, dass der Spaltenvektor
a=(1,1,-1,—1)

der Grenzwert der Folge (15) ist.

Beweis der Vermutung. Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Da auf Grund von
3.2.(2) im metrischen Raum (9, ,, d)

ist, folgt aus

&

2 2
e <di(ap,a)=— < — sofort n<-—
n n £

Die Folge (15) ist also im metrischen Raum (901, ,,d;) konvergent, und es gilt

14n 1— T
lim (1, tn ",—1) = (1,1,—1,-1)7

n—oo n n

Aufgabe 7. Es sei c eine beliebige, nach Wahl aber feste reelle Zahl. Man beweise, dass
die Zahlenfolgen
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4.2 Konvergente Folgen

Nullfolgen sind.

Aufgabe 8. Es sei ¢ eine beliebige, nach Wahl aber feste reelle Zahl. Man beweise, dass
die Zahlenfolge {n — c} den Grenzwert c besitzt.

Aufgabe 9. Man untersuche die Zahlenfolgen
n—3a n+ 2 n
S b , { }
a) {n—> - } ) {n—) . } c) n—>2n+1

d) {n—><2—2n1_1>} : e) {n—>n2_n1}

auf Konvergenz und bestimme gegebenenfalls ihren Grenzwert.

Aufgabe 10. Man beweise, dass die Folge

1 1 \T
{n—> (2— 2n_1,2— 2n—1> }

in jedem der drei metrischen Rdume (ifﬁzbdl), (5)5?271,d2), (fflll,l,dg) den Grenzwert

a=(2,2)7
besitzt.

Aufgabe 11. Man untersuche die Folge

{n—> (1,12",1;”,—1>T} (15)

im metrischen Raum (91, ,, d) und im metrischen Raum (901, ,, ds) auf Konvergenz.

Satz 11. Sind {n — a,}, {n — b,}, {n — ¢,} Zahlenfolgen mit

lim a, = lim ¢, = a und gilt a, <b, <c, (16)

fur alle natiirlichen Zahlen n mit n > ng, wobei ny eine feste natirliche Zahl ist, so ist
auch die Folge {n — b, } konvergent, und es gilt

lim b, = a
n—oo

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung in Satz 11 gibt es zu jeder positiven reellen Zahl
e reelle Zahlen Np(g) bzw. Ny(e) derart, dass fir alle natirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > Ny (e) ist, so folgt dp{a,,a} = |a, —a| < e.
Wenn n > Ny(e) ist, so folgt do{c,,a} = |c, —a| <e. (17)
Wegen

la, —al = |a — a,] : lcn —al = |a — ¢,

lasst sich (17) unter Beriicksichtigung von 1.2.(7) und 1.2.(10) auch in folgender Form
schreiben:
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4.2 Konvergente Folgen

Wenn n > Ny(e) ist, so folgt a — e < a, < a +¢.
Wenn n > Ny(e) ist, so folgt a — e < ¢, < a +&. (18)

Setzen wir
N(e) = max{Ni(g), Na(e),no}

so gilt wegen (18) und (16):

Wenn n > N(e) ist, so folgt a —e < a, < b, < ¢, <a+e.

Hieraus ergibt sich insbesondere:

Wenn n > N(e) ist, so folgt a —e < b, < a+e. (19)
Beriicksichtigen wir nochmals 1.2.(10), 1.2.(7), so lautet (19):

Wenn n > N(e) ist, so folgt |a — b,| < ¢.

Dies besagt nh_}ngo b, = a, womit der Satz bewiesen ist.

Beispiel 10. Mit Hilfe von Satz 11 untersuchen wir die Zahlenfolge

{n — (Vn?+n—n)} (20)
auf Konvergenz und bestimmen gegebenenfalls ihren Grenzwert.
Es ist
vnZ+n+n  n?4+n-—n?
b, =vni4+n—n=(Vn2+n-—n)- =
( ) vni4+n+n  vVn?P4+n+n
n 1
CVnZtntn 14142
Mit
1 1
an = ) Cn = 3
241 2
gilt wegen

1 1
1+<1+>>1+\/1+>1+\/T:2
n n

fur alle natirlichen Zahlen n

ol v
24y 14+(1+3) 1414

N | —

an

also a, < b, < c,.
Von den Zahlenfolgen

{n—>an}={n—>2i1}:{n—>2n2+1}, {nﬁcn}:{”_);}

n
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4.3 Monotone Zahlenfolgen

haben wir in Aufgabe 9 c und in Aufgabe 8 gezeigt, dass sie konvergent sind und beide
den Grenzwert % besitzen. Damit sind die Voraussetzungen von Satz 11 erfillt. Die
Zahlenfolge (20) ist konvergent, und es gilt

1
lim (Vn?4+n—n)= -

n—00 2

Aufgabe 12. Es seien {n — a,}, {n — b,} konvergente Zahlen folgen mit

lim a, = a , lim b, = b
n—oo n—oo

Ferner gelte a,, < b, fir alle natirlichen Zahlen n mit n > ng, wobei ng eine feste
natlrliche Zahl ist. Man beweise, dass dann auch a < b ist.

4.3 Monotone Zahlenfolgen

Definition 8. Eine Zahlenfolge {n — a,} ist monoton wachsend genau dann, wenn fiir
alle natirlichen Zahlen n gilt a,, < a,41.

Beispiel 11. Wir zeigen, dass die Zahlenfolge

)

monoton wachsend ist.
Fur alle natirlichen Zahlen n gilt
n-3 n—-2 m+1)n+3)-nn-2) 3

_ — = — <0
n n+1 n(n+1) n(n+1)

Qp — p4+1 =

Hieraus folgt a,, < a,1, d. h., die Zahlenfolge ist monoton wachsend.

Definition 9. Eine Zahlenfolge {n — a,} ist monoton fallend genau dann, wenn fiir
alle natirlichen Zahlen n gilt a, > a,1.

Beispiel 12. Wir zeigen, dass die Zahlenfolge

{ n—|—2}
n —
n

monoton fallend ist.
Fur alle natirlichen Zahlen n gilt

n+2 n+3 2
n n+1 nn+1)

Qp — Qpi1 = >0

Hieraus folgt a,, > a1, d. h., die Zahlenfolge ist monoton fallend.

Definition 10. Eine Zahlenfolge {n — a,} ist nach oben beschrankt genau dann, wenn
es eine reelle Zahl K derart gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt a,, < K. Die
reelle Zahl K heiBt obere Schranke der Zahlenfolge.
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4.3 Monotone Zahlenfolgen

Jede nach oben beschrankte Zahlenfolge {n — a,} besitzt eine kleinste obere Schran-
ke, was wir im Rahmen dieses Biichleins nicht beweisen wollen. Diese kleinste obere
Schranke heiBt das Supremum der Zahlenfolge {n — a,}, in Zeichen sup a,,.

Beispiel 13. Fiir die Zahlenfolge
{n — —n?} (3)

gilt offensichtlich fir alle natiirlichen Zahlen n
a, = —n?< -1

d. h., die Zahlenfolge (3) ist nach oben beschrankt. Da fiir alle natiirlichen Zahlen n
auch
a, = —n? <0 bzw. a, =—-n><5

ist, so sind beispielsweise die reellen Zahlen -1, 0, 5 obere Schranken der Zahlenfolge
(3). Die kleinste obere Schranke von (3) ist -1, d. h., es gilt
sup(—n?) = —1

Definition 11. Eine Zahlenfolge {n — a,,} ist nach unten beschrankt genau dann, wenn
es eine reelle Zahl K derart gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt a,, > K. Die
reelle Zahl K heiBt untere Schranke der Zahlenfolge.

Jede nach unten beschrankte Zahlenfolge {n — a,} besitzt eine groBte untere Schran-
ke, was wir im Rahmen dieses Biichleins auch nicht beweisen wollen. Diese groBte
untere Schranke heiBt das Infimum der Zahlenfolge {n — a,}, in Zeichen inf a,,.

Beispiel 14. Fiir die Zahlenfolge
{n — n’} (4)

gilt offensichtlich fir alle natirlichen Zahlen n: a,, = n3 > 1, d. h., die Zahlenfolge (4)
ist nach unten beschrankt. Da fur alle natlrlichen Zahlen n auch

an=n>>0 bzw. ap >n> > -7

ist, so sind beispielsweise die reellen Zahlen 1, 0, -7 untere Schranken der Zahlenfolge
(4). Die groBte untere Schranke von (4) ist 1, d. h., es gilt inf n3 = 1.

Wie man sofort sieht, ist die Zahlenfolge (3) nicht nach unten beschrankt, und die
Zahlenfolge (4) ist nicht nach oben beschrankt.

Definition 12. Eine Zahlenfolge {n — a,} ist beschrankt genau dann, wenn es eine
reelle Zahl K derart gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt |a,| < K.

Eine Zahlenfolge ist offensichtlich beschrankt genau dann, wenn sie nach oben und
nach unten beschrankt ist.

Beispiel 15. Wir zeigen, dass die Zahlenfolge

{M””} (5)

n
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4.3 Monotone Zahlenfolgen

beschrankt ist.
Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt

|an| =
Da stets 2 < 2 ist, folgt |a,| < 3, d. h., die Zahlenfolge (5) ist beschrinkt. Eine obere
bzw. eine untere Schranke von (5) ist 3 bzw. -3. Insbesondere ist

2 2
nt =3 , infn+ =
n n

1

sup

Will man monotone Zahlenfolgen auf Konvergenz untersuchen, so braucht man, wie
der folgende Satz zeigt, von einer reellen Zahl a nicht erst zu vermuten, dass sie der
Grenzwert dieser Zahlenfolge ist.

Satz 12. Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Zahlenfolge {n — a,} ist
konvergent, und es gilt
nlggo G, = SUp ay,

bzw. eine monoton fallende, nach unten beschrankte Zahlenfolge {n — a,} ist kon-
vergent, und es gilt
nll_}IIolo a, = inf a,

Beweis. Es sei {n — a,,} eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Zahlenfolge.
Fir alle natirlichen Zahlen n gilt dann a,, < a,1.

Ferner sei a = sup a,, und ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Da a die kleinste obere
Schranke ist, ist a — ¢ keine obere Schranke der Zahlenfolge.

Somit gibt es, da {n — a,} eine monoton wachsende Zahlenfolge ist, zu ¢ eine reelle
Zahl N (e) derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt a,, > a — ¢ und a, < a.

Dafiir lasst sich auch schreiben:

Wenn n > N(e) ist, so folgt a — ¢ < a, < a.

Dann gilt aber erst recht:

Wenn n > N(e) ist, so folgt a — ¢ < a, < a+e¢. (6)
Auf Grund von 1.2.(10), 1.2.(7) geht (6) dber in:

Wenn n > N(e) ist, so folgt |a — a,| < e.

Damit gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt dy(a,,a) < e.

Dies besagt, dass die Folge {n — a,} konvergent und a ihr Grenzwert ist. Damit ist
der erste Teil des Satzes bewiesen.

Es sei {n — a,} eine monoton fallende, nach unten beschrénkte Zahlenfolge. Fiir alle
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4.4 Intervallschachtelungen

natirlichen Zahlen n gilt dann a,, > a,.1. Ferner sei a = inf a,, und ¢ eine beliebige
positive reelle Zahl.

Da a die groBte untere Schranke ist, ist a + € keine untere Schranke der Zahlenfolge.
Somit gibt es, da {n — a,} eine monoton fallende Zahlenfolge ist, zu ¢ eine reelle
Zahl N (e) derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt a,, < a + € und a, > a.
Dafiir lasst sich auch schreiben:

Wenn n > N(e) ist, so folgt a < a,, < a+e¢.

Dann gilt aber erst recht:

Wenn n > N(e) ist, so folgt a — ¢ < a, < a+¢.

Dies besagt, dass die Folge {n — a,} konvergent und a ihr Grenzwert ist, was zu
beweisen war.

Beispiel 16. Von der Zahlenfolge

{ n+2}
n —
2

haben wir in Beispiel 12 und in Beispiel 15 gezeigt, dass sie monoton fallend und nach
unten beschrankt ist. Auf Grund von Satz 12 ist diese Zahlenfolge konvergent, und es
ist

n+ 2 n+2

lim = inf

1

4.4 Intervallschachtelungen

Definition 13. Zwei Zahlenfolgen {n — a,} und {n — b,} bilden eine Intervallschach-
telung, in Zeichen {n — a,, /b, }, genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

I1. Die Zahlenfolge {n — a,} ist monoton wachsend.
12. Die Zahlenfolge {n — b,,} ist monoton fallend.

I3. Fur alle natirlichen Zahlen n gilt: a,, < b,.

14. Die Zahlenfolge {n — (b, — a,)} ist eine Nullfolge.

Satz 13. Ist {n — a,/b,} eine Intervallschachtelung, so gilt fir alle natiirlichen Zahlen
k.l stets ap < b;.

Beweis. Wir unterscheiden die folgenden Falle:
Fall 1. Es sei k < [. Auf Grund von I1 und I3 folgt dann

ar < a;p < by

und hieraus die Behauptung.
Fall 2. Es sei k > [. Wegen I3 und 12 gilt dann

ap < by < by
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4.4 Intervallschachtelungen

woraus die Behauptung folgt.

Ist {n — a,,/b,} eine Intervallschachtelung, so kdnnen wir uns die Glieder der beiden
Folgen im metrischen Raum (A, dy) veranschaulichen. Aus Satz 13 folgt, dass kein
Glied der monoton wachsenden Zahlenfolge {n — a,} groBer ist als irgendein Glied
der monoton fallenden Zahlenfolge {n — b, }. Folgenglieder mit jeweils gleichem Index,
also die Glieder a1, by bzw. as, by bzw. as, bs konnen wir wegen I3 im Fall a,, < b, als
Endpunkte von abgeschlossenen Intervallen

Sl = Sl[al, bl], SQ = SQ[&Q, bg], Sg = Sg[ag,, bg],

auffassen, die ineinander geschachtelt sind. Die Forderung 14 besagt, dass die Lange
der Intervalle S,, mit wachsendem n gegen null strebt.

SR .| S
T Y.y -i
N Sl T
TR T
AFRNCCNERE
. o4 @ o0 a bs 78, b 03 t25)
Flg. 17 ) O & UG 5 s AU Oy 02 Uy

Wir vermuten, dass es genau eine reelle Zahl a gibt, die in allen Intervallen liegt.

Beispiel 17. Wir zeigen, dass

{ n—3
n —
n

n+2} (1)

n
eine Intervallschachtelung ist.

Dazu miissen wir nachweisen, dass (1) die Eigenschaften I1, 12, 13, 14 besitzt. Die
beiden ersten Eigenschaften 11 und 12 wurden bereits in Beispiel 11 und Beispiel 12
nachgewiesen. Um die Giiltigkeit von 13 zu zeigen, berechnen wir a,, — b,,.

Fur alle natirlichen Zahlen n gilt

-3 2 5
n _n+t __2 <0

n n n

an_bn:

Hieraus folgt a,, < b,,, womit I3 nachgewiesen ist. Die Folge
5
{n— (b, —a,)} = {n e }

n

ist, wie in Aufgabe 7a gezeigt worden ist, eine Nullfolge. Damit besitzt (1) die vier
Eigenschaften 11, 12, 13, 14.

Satz 14. Ist {n — a, /b, } eine Intervallschachtelung, so gibt es genau eine reelle Zahl
a mit der Eigenschaft

a, <a<b, (2)

fur alle natirlichen Zahlen n. Ferner gilt

a = lim a, = lim b, (3)
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4.4 Intervallschachtelungen

Beweis. Aus Satz 13 folgt, dass b; eine obere Schranke der monoton wachsenden Zah-
lenfolge {n — a,} und a; eine untere Schranke der monoton fallenden Zahlenfolge
{n — b,} ist. Auf Grund von Satz 12 sind damit beide Folgen konvergent. lhre Grenz-
werte seien a und b. Dann gilt
lim a, = a und lim b, =n (4)
n—oo n—oo

Auf Grund von (4) gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ reelle Zahlen N,(¢) und
Ny(e) derart, dass fir alle natirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N,(e) ist, so folgt dy(an,a) = |a, —a| < e. (5)
Wenn n > Ny(e) ist, so folgt do(bn,b) = |b, — b < e.

Da nach Voraussetzung eine Intervallschachtelung vorliegt, gilt auf Grund von 13, dass
{n — (b, — a,)} eine Nullfolge ist. Dies besagt, dass es zu jeder positiven reellen Zahl
e eine reelle Zahl Ny(e) derart gibt, dass fir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > Ny(e) ist, so folgt dy(b, — a,,0) = |b, — a,| < ¢. (6)
Setzen wir
N(e) = max{N,(e), Np(¢), No(¢)}

so gilt wegen, (5) und (6):
Wenn n > N(e) ist, so folgt |a,, — a| + |b, — b| + |by, — an| < 3e. (7)
Ferner gilt stets

b—a=(b—>b,)+ (b, —ay) + (a, — a)
Hieraus folgt wegen |b — b,| = |b, — b|

b —a| < by —n|+ |by — an| + |an —q (8)
Mit Hilfe von (8) erhalt man aus (7):
Wenn n > N(e) ist, so folgt |b — a| < 3e.

Da ¢ eine beliebige positive reelle Zahl und |b — a| eine feste nichtnegative reelle Zahl
ist, so ist
|b—al < 3¢

nur richtig, falls |b — a| = 0, also b = a ist. Damit ist die Existenz einer reellen Zahl a
nachgewiesen, die wegen (4) der Bedingung (3) genligt.

Da {n — a,} eine monoton wachsende nach oben beschrankte Zahlenfolge bzw.
{n — 0b,} eine monoton fallende nach unten beschrankte Zahlenfolge ist, gilt fiir
den gemeinsamen Grenzwert a dieser beiden Zahlenfolgen a,, < a und a < b,.
Hieraus folgt unmittelbar (2).

Es bleibt noch zu zeigen, dass es neben der reellen Zahl a keine weitere reelle Zahl mit
der Eigenschaft (2) gibt. Dazu nehmen wir an, es gelte fiir alle natiirlichen Zahlen n
auch

ap, <a" < b,
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4.5 Haufungswerte

mit a* # a. Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir a < a*
annehmen. Dann gilt
a, <a<a* <b,

Hieraus folgt
by, —an >a* —a>0 (9)

Da a* — a eine feste positive reelle Zahl ist, kann die Zahlenfolge

{n—(bn —an)}

wegen (9) keine Nullfolge sein. Das ist aber ein Widerspruch zu 14. Also muss unsere
Annahme, es existieren zwei verschiedene reelle Zahlen, die der Bedingung (2) geniigen,
falsch gewesen sein. Es gibt demnach nur eine reelle Zahl a, die (2) erfiillt, womit Satz
14 bewiesen ist.

Beispielsweise wird durch die Intervallschachtelung (1) die reelle Zahl 1 erfasst (vgl.
Aufgabe 9a).

Aufgabe 13. Man beweise, dass
n—1 n+1
n — /
2n 2n

eine Intervallschachtelung ist. Welche reelle Zahl wird durch diese Intervallschachtelung
erfasst?

4.5 Haufungswerte

Zur Vorbereitung des folgenden Begriffs gehen wir von der Folge
3 4
{n — A, ((—1)” + o (—1)" — )} (1)

im metrischen Raum (e, dy) aus. Die ersten zehn Glieder dieser Folge sind

ap = A1(27 _5)7 Ao = A2 <;7 _1> ’ a3 = A3 <O7 _’;> ) a4 = A4 (17()) )

2 9 31 4 11
= A5 [—=,—= = Ag (=, = = A [—=, ——
as 5( 5 5); Qg 6(2,3>, ay 7( 7 7>7

11 1 2 13 13 3
as 8(872>7 ag 9( 3’ 9>7 a0 10 (1075>

In der Fig. 18 sind diese Folgenglieder veranschaulicht. Die Glieder A;, Az, A5, A7, Ag
bzw. Ay, Ay, Ag, Ag, Aqp liegen auf einer Geraden g bzw. h mit der Gleichung

do + 3y = —7 bzw. 4drx+3y=7
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Fig. 18 und 19

Wir fragen nach der Anzahl der Glieder der Folge (1), die vom Punkt B(—1, —1) bzw.
vom Punkt A(1,1) einen Abstand haben, der kleiner als ¢ ist, wobei ¢ eine beliebige
positive reelle Zahl bedeutet.

Diese Fragestellung ist gleichbedeutend damit, wieviel Glieder der Folge (1) in U.(A)
bzw. in U.(B) liegen. In der Fig. 19 ist der Sachverhalt fiir e = 1 veranschaulicht.

Wir vermuten, dass in jeder e-Umgebung der beiden Punkte A und B jeweils unendlich
viele Glieder der Folge (1) liegen. Punkte mit dieser Eigenschaft heiBen Haufungswerte
der Folge (1).

Dieser neue Begriff unterscheidet sich vom Begriff "Grenzwert einer Folge" dadurch,
dass nichts darliber ausgesagt wird, wieviel Glieder der Folge auBerhalb jeder e-Umgebung
von A bzw. von B liegen. Entscheidend ist lediglich, dass in jeder e-Umgebung von A
bzw. von B unendlich viele Glieder der Folge liegen.

Es ist offensichtlich, dass der Grenzwert einer Folge auch Haufungswert dieser Folge
ist, aber umgekehrt braucht nicht jeder Haufungswert einer Folge der Grenzwert dieser
Folge zu sein.

Fir die Folge (1) ist beispielsweise der Punkt A nicht Grenzwert dieser Folge, da die
Bedingung "in jeder e-Umgebung von A liegen mit Ausnahme von hochstens endlich
vielen Folgengliedern alle Glieder der Folge" nicht erfiillt ist.

Der neue Begriff "Haufungswert einer Folge" kann als eine Verallgemeinerung des Be-
griffs "Grenzwert einer Folge" aufgefasst werden.

Definition 14. Ein Element a € M ist Haufungswert einer Folge {n — a,} in einem
metrischen Raum (M, d) genau dann, wenn in jeder e-Umgebung von a unendlich viele
Glieder der Folge liegen.

Beispiel 18. Wir zeigen, dass A(1,1) und B(—1,—1) Haufungswerte der Folge (1) sind.
Dazu miissen wir nachweisen, dass fiir jedes € > 0 in U.(A) bzw. in U.(B) unendlich
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4.5 Haufungswerte

viele Folgenglieder von (1) liegen. Es ist

3 2 4 2 9 16 5
di(Agp, A) = <1+2k—1> +<1—2k+1> — 7+7_%

3 2
d1{Ae-1, B) = (_1+2k—1+1> +<_ 2/<— 2/<—1
Fur alle natuirlichen Zahlen k£ mit
5) 5+¢€
k> % bzw. k > 5
gilt dann

dl(AQk;, A) <€ bzw. dy (Agk_l, B) <e€

also
Ay € UE(A) bzw. Agp_q € UE(B)

Damit ist gezeigt, dass in jeder e-Umgebung von A bzw. von B unendlich viele Fol-
genglieder von (1) liegen, womit die Behauptung bewiesen ist.

Aufgabe 14. Man beweise, dass die reellen Zahlen 1 und -1 Haufungswerte der Zahlen-

folge
]

Wir beweisen nun einen sehr wichtigen Satz, der den Namen des tschechischen Ma-
thematikers Bernhard Bolzano (1781-1848) und des deutschen Mathematikers Karl
Weierstrass (1815-1897) tragt.

sind.

Satz 15. Jede beschrankte Zahlenfolge enthalt eine konvergente Teilfolge, d.h., jede
beschrankte Zahlenfolge besitzt mindestens einen Haufungswert.

Beweis. Es sei
{n —a,} (2)

eine beschrankte Zahlenfolge. Dann existieren eine untere Schranke r und eine obere
Schranke s dieser Zahlenfolge mit » < s. In dem Intervall S[r,s| liegen somit alle
Glieder von (2).

Wir halbieren das Intervall S[r,s]. Mindestens in einer Halfte dieses Intervalls liegen
dann unendlich viele Glieder von (2), da anderenfalls in S[r, s] nur endlich viele Folgen-
glieder liegen wiirden. Es sei Si[ri, s1] diejenige Halfte, die unendlich viele Glieder von
(2) enthalt.

Enthalten beide Halften unendlich viele Folgenglieder, so sei Si[r1, s1] eine von ihnen.
AnschlieBend halbieren wir das Intervall Sq[rl, sq].

Mindestens in einer Halfte dieses Intervalls liegen unendlich viele Glieder von (2). Es sei
Sa[ra, o] eine Halfte von Si[ry, s1], in der unendlich viele Folgenglieder liegen. Diesen
Prozess denken wir uns beliebig weit fortgesetzt.
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4.5 Haufungswerte

Nach k schritten erhalten wir ein Intervall Si[rk, sx], das unendlich viele Glieder von
(2) enthalt.

A

——— b Oy A{a‘
Fig. 20 r 0 nery ry 883 1 S=5; (,d)

Die Lange der Intervalle Sy, .Ss, ..., Sy ist

S—7T
S1— 711 = B
S1—"1 S—7T
S9 — T'g = =
2 2 9 22
S—7T
S — T = 2]’6

Wir zeigen, dass {k — 71 /si} eine Intervallschachtelung ist. Auf Grund der Konstruk-
tion der Intervalle Sp, 55, ... ist

eine monoton wachsende Zahlenfolge,

{/{3 — Sk} (4)

eine monoton fallende Zahlenfolge, und fiir alle natiirlichen Zahlen k gilt v, < sp.
Ferner ist, wie in Aufgabe 7 b gezeigt wurde, die Folge

s—r
{k%(sk—rk)}z{k% ok }
eine Nullfolge, da s — r eine feste reelle Zahl ist. Auf Grund von Satz 14 besitzen
dann beide Zahlenfolgen (3) und (4) einen gemeinsamen Grenzwert, den wir mit a
bezeichnen. Es ist also

lim 7, = lim sy =a (5)
k—o00 k—o0

Wir zeigen, dass die reelle Zahl a der Grenzwert einer noch zu konstruierenden Teilfolge

{k — ai} (6)

von (2) ist. Damit haben wir dann aber auch gleichzeitig nachgewiesen, dass a Hau-
fungswert von (2) ist, da ja in jeder e-Umgebung von a mit Ausnahme von héchstens
endlich vielen Gliedern von (6) alle Glieder von (6) und somit unendlich viele Glieder
der Ausgangsfolge (2) liegen.
Als erstes Glied von (6) wahlen wir ein Glied a,, von (2) mit a,, € Si[r1, s1]. Als zweites
Glied von (6) wahlen wir ein auf a,, folgendes Glied a,, von (2) mit a,, € Sa[ra, sa].
Als k-tes Glied von (6) wahlen wir ein auf die Glieder a,,, an,, ..., an, , folgendes Glied
ap, von (2) mit:

Qp, € Sk[rk,sk] (7)
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4.5 Haufungswerte

Eine derartige Auswahl ist immer moglich, da jedes dieser Intervalle unendlich viele
Glieder von (2) enthalt. Auf Grund von (7) gilt fiir alle natirlichen Zahlen &

T < Gy, < Sk (8)
Wegen (5) und (8) sind die Voraussetzungen von Satz 11 erfiillt, und es gilt

lim a,, =a
k—o0 "k

d. h., a ist der Grenzwert von (6) und damit Haufungswert von (2), womit der Satz
bewiesen ist.

48



5.1 Begriff der Fundamentalfolge

5 Vollstandige metrische Raume

5.1 Begriff der Fundamentalfolge

Die Untersuchung von Zahlenfolgen auf Konvergenz gestaltet sich, falls eine monotone
Zahlenfolge vorliegt, mit Hilfe von Satz 12 relativ einfach. Auch in Satz 11 haben wir fiir
die Konvergenzuntersuchung einer Zahlenfolge, die die Voraussetzungen dieses Satzes
erfillt, ein geeignetes Hilfsmittel.

In allen Gbrigen Fallen sind wir im Rahmen dieses Biichleins bei der Untersuchung einer
vorgegebenen Folge auf Konvergenz in einem metrischen Raum (M, d) auf die Defini-
tion 6 oder auf Satz 9 angewiesen.

Dieses Vorgehen ist aber mit einer Schwierigkeit verbunden. Es setzt voraus, dass man
von einem Element a € M vermuten muss, dass es der Grenzwert der zu untersuchen-
den Folge ist. Wir werden zeigen, dass in gewissen metrischen Raumen die Frage, ob
eine Folge konvergent ist, auf anderem Wege beantwortet werden kann. Dazu fiihren
wir zunachst einen neuen Begriff ein.

Definition 15. Eine Folge {n — a,} in einem metrischen Raum (M, d) ist Fundamen-
talfolge genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N(¢)
derart gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen m,n gilt:

Wenn m,n > N(e) ist, so folgt d(an,,a,) < €. (1)

Wegen Al ist (1) trivialerweise erfillt, wenn m = n mit n > N(e) ist. Ferner bedeutet
es auf Grund von A2 keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir in (1) die Zahl
n als die kleinere der beiden Zahlen m,n auffassen. Ist das der Fall, so gibt es stets
eine naturliche Zahl k so, dass

m=n-+k

ist. Gilt dann n > N(g), so ist trivialerweise auch immer die Bedingung m > N(¢)
erfiillt. Diese Uberlegungen fiihren zum

Satz 16. Eine Folge {n — a,} in einem metrischen Raum (M, d) ist Fundamentalfolge
genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N (¢) derart gibt,
dass fir alle natirlichen Zahlen n, k gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt d(an1,a,) < €. (2)
Durch Kontraposition von (2) erhalten wir:

Wenn e < d(anik, ay,) ist, so folgt n < N(¢)

Damit gilt der

Satz 17. Eine Folge {n — a,} in einem metrischen Raum (M, d) ist Fundamentalfolge
genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N (¢) derart gibt,
dass fir alle natirlichen Zahlen n, k gilt:

Wenn e < d(anik, ay) ist, so folgt n < N(e).
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Beispiel 19. Wir beweisen mit Hilfe von Satz 17, dass

SR

im metrischen Raum (e, dy) eine Fundamentalfolge ist.

Beweis. Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Da auf Grund von 2.1.(1) im metri-
schen Raum (e, d;)

3 3)’° 4 4\ | 9K2 + 16k? 5k
di(Apik, Ap) = - — ——] = =
1At An) \J <n+ k n) * (n +k n) n’(n+k)? n(n+k)

ist, folgt aus

5k 5k 5
<di(Apip, Ap) = —— < — = —
e < di(Anir, An) n+k bdn n
da £ und n positive reelle Zahlen sind,

5)
n < -
€

Die von & abhangige reelle Zahl 2 bezeichnen wir mit N(¢). Damit haben wir aus der

Ungleichung
€< d1<An+k> An)

eine Ungleichung der Form n < N (e) hergeleitet. Auf Grund von Satz 17 ist demnach
die Folge (3) eine Fundamentalfolge.

Beispiel 20. Wir beweisen, dass die Zahlenfolge

%r+”_1} (4)

eine Fundamentalfolge ist.

Beweis. Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Da auf Grund von 3.5.(1) im metri-
schen Raum (A, dp)

" - - 2%k B 2k
O\ nth @) = 1 1 T 1 (n+1)(n+k+1)] (+Dn+k+1)

n+k—1 n—l‘ B
ist, folgt aus
2k 2k 2

< doansp, an) = v_ 2
e < do(@nk an) (n+1)(n+k+1)<nk n

sofort n < % womit die Behauptung bewiesen ist.

Aufgabe 15. Man beweise, dass die Folge
1 n—1
{n—+An<”+ o )} (5)
n n
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im metrischen Raum (e, d3) eine Fundamentalfolge ist.

Aufgabe 16. Man beweise, dass die Folge

{n%(l,l—;n,lgn,—ly} (6)

im metrischen Raum (951471,611) eine Fundamentalfolge ist.

Von den Folgen (3), (4), (5), (6) haben wir gezeigt, dass sie Fundamentalfolgen sind.
Wie wir in Beispiel 6, Beispiel 7, Beispiel 8 bzw. Beispiel 9, Seite 49, gesehen haben,
sind diese Folgen auch konvergent. Dieses Ergebnis ist nicht etwa zufallig. Vielmehr gilt
der

Satz 18. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum (M, d) ist auch eine Fun-
damentalfolge in (M, d).

Beweis. Es sei
{n —a,} (7)

eine konvergente Folge in (M, d) und a € M der Grenzwert dieser Folge. Dann liegen
in jeder e-Umgebung von a mit Ausnahme von hochstens endlich vielen Folgengliedern
alle Glieder von (7). Offensichtlich liegen dann aber auch in U, /y(a) mit Ausnahme von
hochstens endlich vielen Folgengliedern alle Glieder von (7).

Das letztere bedeutet, dass es zu jeder positiven reellen Zahl § eine reelle Zahl N ()
derart gibt, dass fir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt d(ay,,a) < § (8)
Wegen A3 bzw. A2 gilt ferner

d(apm, an) < d(am,a) + d(a, ay,) bzw. d(am, an) < d(am,a) + d(ay,a) (9)
Unter Beriicksichtigung von (8) und (9) gilt:
Wenn m,n > N(e) ist, so folgt d(an,,a,) < 5+ 5 =¢.
Dies besagt in Verbindung mit Definition 15 dass (7) eine Fundamentalfolge ist.

Mit Hilfe eines Beispiels zeigen wir, dass die Umkehrung von Satz 18 falsch ist, d.
h., nicht jede Fundamentalfolge in einem metrischen Raum (M, d) ist konvergent in
(M, d). Zuvor bemerken wir, dass offensichtlich mit (M, d) auch (M, d) ein metrischer
Raum ist, falls M, eine Teilmenge von M ist.

Es sei e eine Ebene, in der ein kartesisches Koordinatensystem vorgegeben ist, und e;
die Menge aller Punkte von e mit positiven Koordinaten. Der metrische Raum (e, d;)
ist in Fig. 21 veranschaulicht. Es ist

oo (29)) o
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5.1 Begriff der Fundamentalfolge

Fig. 21

eine Folge im metrischen Raum (e, d;), da stets A,, € e; ist. Diese Folge ist auch eine
Fundamentalfolge in (e1,d;), da der fir die Folge (3) in (e, d;) schon gefithrte Beweis
unverandert fir den metrischen Raum (ey, d;) iibernommen werden kann.

Die Folge (10) ist in (e, d;), wie wir schon gezeigt haben, konvergent, ihr Grenzwert
ist O(0,0). Da dieser Punkt nicht zu e; gehort, ist (10) keine konvergente Folge in

(el,dl).

Wie wir im folgenden Abschnitt zeigen werden, gibt es metrische Raume mit der Eigen-
schaft, dass in ihnen jede Fundamentalfolge konvergent ist. Derartige metrische Raume
heiBen vollstandige metrische Raume.

Satz 19. Jede Fundamentalfolge in (A, dy) ist beschrankt.

Beweis. Es sei {n — a,} eine Fundamentalfolge in (A,dy). Dann gibt es zu jeder
positiven reellen Zahl ¢, insbesondere also zur reellen Zahl € = 1 eine reelle Zahl N (1)
derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen m,n gilt:

Wenn m,n > N(1) ist, so folgt do(am, a,) = |am — a,| < 1. (11)
Ferner gilt stets trivialerweise
ap = A + (a, — ap,)

Beriicksichtigen wir 1.2.(5) so erhalten wir

|an| < [am| + [an — an (12)
Da |a, — an| = |am — ay| ist, geht (12) dber in

|an| < fam| + |am — anl (13)
Ist m = myg in (13) eine beliebige, aber feste natirliche Zahl mit my < N(1), so gilt
wegen (13)

|an| < amo| + [am, — anl (14)
Wegen (14) und (11) gilt dann fir alle natiirlichen Zahlen n:
Wenn n > N(1) ist, so folgt |a,| < |am,| + 1 (15)
Es sei ny die groBte natiirliche Zahl mit der Eigenschaft ny < N(1). Ferner sei

K = max{l|a1], |az|, ..., |an, |, |@m,| + 1} (16)

Dann gilt aber wegen (15) und (16) fiir alle natiirlichen Zahlen n stets |a,| < K, d.
h., die Fundamentalfolge ist auf Grund von Definition 12 beschrankt, womit der Satz
bewiesen ist.
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5.2 Begriff des vollstindigen metrischen Raums

5.2 Begriff des vollstandigen metrischen Raums

Definition 16. Ein metrischer Raum ist vollstandig genau dann, wenn in ihm jede Fun-
damentalfolge konvergent ist.

Wir beweisen den wichtigen

Satz 20. Die metrischen Raume

a) (A, dy) 3 .

b) (My1,d1), €) (M1, dz), d) (M1, d3)

e) (e,dy), f) (e,ds), g) (e,ds3) sind vollstandig.

Beweis von Satz 20a. Die Zahlenfolge

{n —a,} (1)

sei eine Fundamentalfolge in (A, dy. Dann gibt es auf Grund von Definition 15 zu jeder
positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl Ny(e) derart, dass fir alle natiirlichen Zahlen
m,n gilt:

Wenn m,n > Ny(e) ist, so folgt do(am, an) = |am — an| < ¢

Offensichtlich gibt es dann aber auch zu jeder positiven reellen Zahl 5 eine reelle Zahl
Ny (e) derart, dass fir alle natirlichen Zahlen m, n gilt:

Wenn m,n > Nj(e) ist, so folgt do(am, an) = |am — an| < 5 (2)

Da die Zahlenfolge (1) nach Voraussetzung eine Fundamentalfolge ist, so ist sie auf
Grund von Satz 19 beschrankt. Damit erfiillt die Zahlenfolge (1) die Voraussetzung des
Satzes 15. Die Folge (1) enthalt demnach eine konvergente Teilfolge

{k = an, } mit ]}1_{20 Ap, = a (3)

d. h., in jeder e-Umgebung von a liegen mit Ausnahme von hochstens endlich vielen
Folgengliedern alle Glieder von (3). Dann liegen aber auch in U, /y(a) mit Ausnahme
von hochstens endlich vielen Folgengliedern alle Glieder von (3). Dies besagt, dass es zu
jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N5(e) derart gibt, dass fiir alle natiirlichen
Zahlen ny, gilt:

Wenn ny > N3(e) ist, so folgt dy(an,, a) = |an, —al <5 (4)
Trivialerweise gilt ferner stets
ap —a = (a, — ap,) — (an, — a)

Bericksichtigen wir 1.2.(5), so erhalten wir

|an — a| < |an — ap,| + lan, —a (5)
Wegen |a,, — an, | = |an, — a,| geht (5) Gber in
|an — a| < |an, — ap| + |an, —a (6)
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5.2 Begriff des vollstindigen metrischen Raums

Setzen wir
N(e) = max{Ny(e), N3(e)}

so gilt wegen (6), (2) und (4), wenn wir m in (2) durch ny, ersetzen, fiir alle natiirlichen
Zahlen ny,n:

Wenn ny,n > N3(e) ist, so folgt |a, —a| < 5+ 5 =¢
Dies besagt, dass die Zahlenfolge (1) konvergent ist, womit der Satz 20a bewiesen ist.

Beweis von Satz 20b. Die Folge

{n = a,} = {(a1n, a2n, ..., apn)7} (7)

sei eine Fundamentalfolge in (91,1, d1). Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢
eine reelle Zahl N () derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen m,n gilt:

Wenn m,n > N(e) ist, so folgt di(a,,,a,) < e

Wegen 3.2.(10) gilt dann auch:

Wenn m,n > N(e) ist, so folgt |aim — ain| < € (8)

furallei € {1,2,...,p}. Auf Grund von Definition 15 besagt (8), dass die p Zahlenfolgen
{n = a},{n = an},....{n — apm} (9)

Fundamentalfolgen in (A, dp) sind. Wegen Satz 20a sind demnach die Zahlenfolgen (9)
konvergent. lhre Grenzwerte seien

ar, ag, ..., ay (10)
Dies besagt, dass es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ reelle Zahlen
Ni(e), Na(e), ..., Np(e) (11)
derart gibt, das fir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > Ni(e) ist, so folgt |ay, —ai| < ¢
Wenn n > Ny(e) ist, so folgt |as, — as| < &

(12)
Wenn n > Ny(e) ist, so folgt |ay, — ap| < e
Dann gibt es aber auch zu jeder positiven reellen Zahl 5 reelle Zahlen
Ni(e), Ny(e), ..., Nj(€) (13)
derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:
Wenn n > Nj(e) ist, so folgt |ai, — a1 < 2
Wenn n > Nj(e) ist, so folgt |ag, — az| < © (14)

Wenn n > N, (¢) ist, so folgt [a,, — a,| <

D™
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Setzen wir
N(e) = max{Nj(e), Ny(¢), ..., N (€)} (15)

so gilt wegen (14):

Wenn n > N(e) ist, so folgt
e € €
la1n — a1] + |agn —ag| + ...+ |apn —ap| < =+ -+ ...+ - =¢ (16)
p p p

Wir zeigen, dass der Spaltenvektor
a= (al,ag,...,ap)T (17)

dessen Koordinaten die Grenzwerte der Zahlenfolgen (9) sind, der Grenzwert der Folge
(7) ist. Dazu berechnen wir dy(a,,, a). Wegen 3.2.(10) gilt

di(an, ) = |ai, — a1| + |ag, — az| + ... + |ap, — ay) (18)

In Verbindung mit (18) geht (16) tber in:
Wenn n > N(e) ist, so folgt di(a,,a) < e.

Damit haben wir gezeigt, dass der Spaltenvektor a der Grenzwert der Fundamentalfolge
(7) ist. Die Folge (7) ist also konvergent, womit Satz 20b bewiesen ist.

Beweis von Satz 20c. Die Folge (7) sei eine Fundamentalfolge in (91,1, d2). Dann gibt
es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N (¢) derart, dass fiir alle natirlichen
Zahlen m,n gilt:

Wenn m,n > N(e) ist, so folgt

do (., 0) = max{|aim — aipl, .-y [aGpm — apn|} < €

Hieraus folgt (8). Wegen (8) sind die p Zahlenfolgen (9) Fundamentalfolgen in (A, dy)
und damit auf Grund von Satz 20a konvergent. lhre Grenzwerte sind die reellen Zahlen
(10). Dies besagt, dass es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ reelle Zahlen (11) derart
gibt, dass fir alle natirlichen Zahlen n die Bedingungen (12) erfiillt sind. Setzen wir

N(e) = max{Ni(g), Na(e), ..., Np(e)}
so gilt wegen (12):
Wenn n > N(e) ist, so folgt |a;, —a;| < e (19)

fur alle i € {1,2,...,p}. Wir zeigen, dass der Spaltenvektor (17) der Grenzwert der
Folge (7) ist. Wegen (19) gilt fir alle natirlichen Zahlen n:

Wenn n > (¢) ist, so folgt

do(ay, a) = max{|ai, — a1, ..., |apn — ap|} < ¢
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5.2 Begriff des vollstindigen metrischen Raums

Damit haben wir gezeigt, dass der Spaltenvektor (17) der Grenzwert der Fundamental-
folge (7) ist, womit Satz 20 c bewiesen ist.

Beweis von Satz 20d. Die Folge (7) sei eine Fundamentalfolge in (901, 1, d3). Dann gibt
es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N () derart, dass fiir alle natiirlichen
Zahlen m,n gilt:

Wenn m,n > N(e) ist, so folgt
d3(Am, 0y) = |a1m — a1n| + .. + |apm — apn| < €

Da keiner der p Summanden |a1,, — @1y, ..., |apm — apn| negativ ist, folgt hieraus (8).
Wegen (8) sind die p Zahlenfolgen (9) Fundamentalfolgen in (A, dp) und damit auf
Grund von Satz 20a konvergent.

Ihre Grenzwerte sind die reellen Zahlen (10). Dies besagt, dass es zu jeder positiven
reellen Zahl ¢ reelle Zahlen (11) derart gibt, dass fir alle natiirlichen Zahlen n die
Bedingungen (12) erfiillt sind.

Dann gibt es aber auch zu jeder positiven reellen Zahl % reelle Zahlen (13) derart, dass
fur alle natirlichen Zahlen n die Bedingungen (14) erfillt sind. Bestimmen wir N (¢)
gemaB (15), so gilt (16).

Wir zeigen, dass der Spaltenvektor (17) der Grenzwert der Folge (7) ist. Wegen (16)
gilt fir alle natirlichen Zahlen n:

Wenn n > N(e) ist, so folgt
ds(ay, a) = |a1m — a1n| + - + |apm — apn| < €

Damit haben wir gezeigt, dass der Spaltenvektor (17) der Grenzwert der Fundamental-
folge (7) ist, womit der Satz 20d bewiesen ist.

Ist (7) eine konvergente Folge in dem metrischen Raum
(fﬁtp’l, dl) bzw. (95{;071, dz) bzw. (Sjtp’l, d3)

so hat die Folge (7), wie die Beweise zu den Satzen 20b, c, d zeigen, in jedem dieser
drei Raume denselben Grenzwert (vgl. auch Aufgabe 10 und Beispiel 9 in Verbindung
mit Aufgabe 11).

Dieser Grenzwert ist, wie ebenfalls aus den Beweisen zu diesen Satzen hervorgeht,
ein Spaltenvektor der Form (17), dessen p Koordinaten ay,as, ..., a, die Grenzwerte
der p Zahlenfolgen (9) sind. Diese Zahlenfolgen heiBen Koordinatenfolgen der Folge
(7). Man sagt daher auch, dass die Konvergenz in diesen drei metrischen Rdumen die
koordinatenweise Konvergenz ist.

Beispiel 21. Wir untersuchen die Folge

_ 2 T
{n_><n 37n+ , n ) } (20)
n n 2n+1

im metrischen Raum (90131, d3) auf Konvergenz.
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Die Koordinatenfolgen von (20) sind die Zahlenfolgen

n—3 n+ 2 { n }
n — ) n — , n —
n n 2n+1
Von diesen Zahlenfolgen haben wir in Aufgabe 9a, b, c gezeigt, dass sie konvergent
sind und jeweils die folgenden Grenzwerte besitzen:

. on—3 Con+2 , n 1
lim =1, lim =1, im =

Demnach ist die Folge (20) im metrischen Raum (93, d3) konvergent, und es gilt

_ n—3n+2 n \T 1\T
lim s y = ]-7 ]-7 a
n—+00 n n 2n+1 2
Der Beweis des Satzes 20 e bzw. 20 f bzw. 20 g ist analog dem Beweis des Satzes 20
b bzw. 20 ¢ bzw. 20 d.

Die Ergebnisse von Satz 18 und Satz 20 fassen wir zusammen zum

Satz 21. Eine Folge in dem metrischen Raum (A, dp) bzw. (90,1, dy) bzw. (M1, do)

bzw. (9,1, d3) bzw. (e, d1) bzw. (e, d2) bzw. (e, ds) ist konvergent genau dann, wenn
sie eine Fundamentalfolge ist.

Auf Grund von Satz 21 sind also in den metrischen Raumen, die in Satz 21 aufgezahlt
sind, die beiden Begriffe "Fundamentalfolge" und "konvergente Folge" aquivalent. Will
man beispielsweise in einem dieser metrischen Raume eine Folge auf Konvergenz un-
tersuchen, so versucht man zu zeigen, dass diese Folge eine Fundamentalfolge ist.

Beispiel 22. Mit Hilfe von Satz 21 beweisen wir, dass die Zahlenfolge

{n—><1—|—212+...+7112>} (20)

konvergent ist.

Beweis. Es sei ¢ eine beliebige positive reelle Zahl. Aus

1 1 1
nr 12 a2 T )y

e < dO(an—kaan> = |an+k - an‘ = (

folgt wegen
1 1 1 1

< — -
(n+1i)? (n+i—1)(n+i) n+i—1 n+i
fir alle i € {1,2, ..., k}

- 1 1 N 1 1 A 1 1 1 1

€ —— — — =——

n n+1 n+1 n+2 n+k—1 n-+k n n+k
und hieraus € < % Damit gilt n < é Die Zahlenfolge (20) ist also eine Fundamental-
folge und auf Grund von Satz 21 ist damit (20) eine konvergente Zahlenfolge.
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Aufgabe 17. Mit Hilfe von Satz 21 beweise man, dass die Zahlenfolge
] 1 1 1
n — + ? + ? + ...+ E

Es sei (M, d) ein metrischer Raum und M; eine Teilmenge von M. Dann ist, wie wir
bereits festgestellt haben, auch (Mj,d) ein metrischer Raum. Sind a,b reelle Zahlen
mit a < b, so ist (S[a,b],dy) ein metrischer Raum, da S|a, b] eine Teilmenge von A
ist. Wir beweisen den

konvergent ist.

Satz 22. Sind a, b reelle Zahlen mit a < b, so ist (S[a, b], dy) ein vollstandiger metrischer
Raum.

Beweis. Die Zahlenfolge

{n —c,} mit ¢, € S[a,b] (21,22)

sei eine Fundamentalfolge in (S|a, b],dy). Dann ist (21) auch eine Fundamentalfolge
in dem metrischen Raum (A, dy). Da (A, dy) ein vollstandiger metrischer Raum ist, ist
die Fundamentalfolge (21) konvergent in (A, dp). lhr Grenzwert sei ¢ Wir zeigen, dass

c € Sla, b (23)
gilt. Die Beziehung (22) ist dquivalent mit
a<c, <b (24)

Auf Grund von Aufgabe 8 besitzt die Zahlenfolge {n — a} bzw. {n — b} in (A, dp)
den Grenzwert a bzw. b. Da ¢ der Grenzwert der Zahlenfolge (21) in (A, dp) ist, so sind
in Verbindung mit (24) alle Voraussetzungen von Aufgabe 12 erfiillt, und es gilt daher

a<c<b

was mit (23) aquivalent ist. Damit ist gezeigt, dass die Fundamentalfolge (21) in dem
metrischen Raum (S|a, b], dy) konvergent ist, womit der Satz bewiesen ist.
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6.1 Begriffe

6 Eindeutige Abbildungen eines metrischen Raums
in sich
6.1 Begriffe

Gegeben seien der metrische Raum (e, d; ), wobei in e ein kartesisches Koordinatensys-
tem vorgegeben ist (Fig. 22), und das lineare System

Ty =11 +a2+1 (1)
xh = 2w + 2x9 — 4

Fassen wir in (1) die x1, 29 bzw. die x|, x} als kartesische Koordinaten von Punkten
X, X" € e auf, so wird durch die Vorschrift (1) offensichtlich jedem Punkt X des
metrischen Raums (e, d;) genau ein Punkt X' von (e, d;) zugeordnet (Fig. 22).

.Y X ¥ (E.'d])
"""""" 1
|

EzI :*’2
| ol & B
Xz&_’ _____ 7 &
Xox

Fig. 22

Hierfir sagt man auch, die Vorschrift (1) vermittelt eine eindeutige Abbildung des
metrischen Raums (e, dy) in sich. Der Punkt X’ heiBt das Bild des Punkts X.

Beispiel 23. Durch (1) erfolgt eine eindeutige Abbildung des metrischen Raums (e, d;)
in sich. Wir bestimmen das Bild des Punkts X (1, —1). Setzen wir in (1) fir x;, 25 die
Koordinaten von X ein, so erhalten wir

=14 (D) +1=1 ,  ah=2-14+2-(-1)—4=-4
Damit ist X’(1, —4) das Bild von X (1, —1).

Definition 17. Wird jedem Element x eines metrischen Raums (M, d) durch eine Vor-
schrift ein eindeutig bestimmtes Element 2’ von (M, d) zugeordnet, so sagt man, es
erfolgt eine eindeutige Abbildung des metrischen Raums (M, d) in sich. Wird diese
Abbildung mit A bezeichnet, so schreibt man die Zuordnung zwischen den Elementen
x und 2’ in der Form 2/ = A(z). Das Element 2’ heiBt das Bild des Elements .

In dem metrischen Raum (9, 1,d;) bzw. (M, 1,d2) bzw. (M, 1, d3) konnen wir eine
eindeutige Abbildung A des metrischen Raums in sich durch

' =A()=Ar+b

definieren, wobei

/

Xy a1x a2 ... Qip i bl
/

T asy @ ... G x b

;o 2 o 21 (22 2p - 2 o 2

v = : 2 = : r= b=

/

), apl Ap2 ... Gpp Tp by
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ist. Die Gleichung

' =Ar+b (2)
lasst sich ausfiihrlich in der Form (Matrizen, Seite 27 ff)
1'/1 ai; a2 ... Qip I bl
’

Lo _ a1 Q22 ... A ) + bg

, apl  Gp2 .. Gpp xp by
a11r1 + aipxs + ... + A1pTp b1 a11xr1 + a1 + ... + A1pTp + b1
_ 2171 + G22%2 + ... + Q2T I by _ (2171 + G22%2 + ... + A2y + by
ap1T1 + apaTo + ... + appTy by ap1T1 + ApaT2 + ... + appTy + by

schreiben. Dies ist auf Grund von Definition 1 (Matrizen, Seite 7) aquivalent mit

:L‘ll = a1y + appers + ... + apr, + by
513,2 = (2171 + a22T2 + ... + a2y + by

Ty, = Ap1 71 + AT + ...+ Ty + by
Gilt neben (2) noch
' =RAn+b (4)
mit
U/ - (y/17y/277y]/9)T ) U - (y17y27"’7yp)T

so lasst sich (4) analog in der Form (3) schreiben. Aus beiden Ergebnissen folgt dann
unmittelbar

T — Yy = a (1 — Y1) + a2 — Y2) + ... A arp(xp — Yp)
Ty — Yy = a1 (21 — Y1) + a2 — y2) + ... + azp(xp — yp)

(5)
Ty = Yp = ap1 (21 — Y1) + ap(@2 — y2) + ... + app(zp — Yp)
Von (5) werden wir in 6.3. Gebrauch machen.

Aufgabe 18. Es sei

2111 1
13 11 1
A= 1141 ’ b= 3
1115 4
Man bestimme jeweils das Bild der Vektoren
1 1
11 | -1
xl - 1 ) x2 - 0
1 2
bei der durch
' =2Ar+b (6)

definierten eindeutigen Abbildung A von (9514,1,d1) in sich.
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6.2 Fixpunkte einer Abbildung

Definition 18. Ein Element z eines metrischen Raumes (M, d), das bei einer eindeutigen
Abbildung A von (M, d) in sich mit seinem Bild =’ zusammenfallt, heiBt Fixpunkt der
Abbildung A.

Fixpunkte einer Abbildung A geniigen wegen der Forderung x = z’ der Gleichung
z = A(z) (1)

Je nachdem, ob (1) lésbar ist oder nicht, besitzt die Abbildung A Fixpunkte oder nicht.
Ist ein Element x Fixpunkt einer Abbildung, so werden wir dieses Element auch mit z*
bezeichnen.

Beispiel 24. Wir untersuchen, ob die durch 6.1.(1) definierte Abbildung A von (e, d;)
in sich Fixpunkte besitzt. Wegen der Forderung

X (21, 22) = X'(21, 72)
mussen die Koordinaten der Bedingung
Ty =11 : Th = T3 (2)
gentigen. Unter Beriicksichtigung von (2) geht 6.1.(1) tber in

Ty =x1+x9+1
To = 221 + 229 — 4

Dieses Gleichungssystem bringen wir auf die Form
Tro = —1
201 + 19 =4
Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung 1 = % xro = —1.
Damit besitzt die Abbildung A genau einen Fixpunkt, namlich den Punkt X* (g, —1).

Aufgabe 19. Man untersuche, ob die in Aufgabe 18 definierte eindeutige Abbildung A
von (941, dy) in sich Fixpunkte besitzt.

6.3 Kontrahierende Abbildungen

In dem metrischen Raum (e, d;) bzw. (e, ds) bzw. (e, d3) haben die beiden Punkte
X=X(48) , Y=Y(@08)

die Abstande

d(X,Y)=/(4—8)2+(8—8)2=4
dy(X,Y) = max{[4 — 8|,|8 — 8]} = 4 (1)
d3(X,Y) =148 + |8 — 8| =4
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I)lerh
.I', = -1+ —-29 + 1 .I', = *35[' — =9 + 3
1 2 1 1 2 ) 2 1 1 8 2

erfolgt eine eindeutige Abbildung A von (e,d;) bzw. von (e, dy) bzw. von (e, d3) in
sich. Die Bilder von X und Y sind in diesen drei metrischen Raumen die Punkte

AX)=X'(5,5) .,  AY)=Y'(7,8)

und diese Bildpunkte haben die Abstande

di(AX),A(Y)) = J(6-72+(5-8?2 =13
dao(A(X), A(Y)) = max{|5 —7,[5 — 8|} = 3 (2)
d3(A(X),AY))=b—T7|+1]5-8|=5

Vergleichen wir (2) mit (1), so erhalten wir das Ergebnis

d1<A(X),A(Y)) < dl(X, Y)
da(A(X), A(Y)) < da(X,Y)
d3(A(X), A(Y)) > ds1(X,Y)

In den beiden metrischen Raumen (e, d;) und (e, ds) bewirkt die Abbildung A, dass
die Entfernung der Bildpunkte X'(5,5), Y'(7,8) kleiner wird als die Entfernung der
Punkte X (4,8), Y (8,8). Diese Uberlegungen fiihren zu:

Definition 19. Eine eindeutige Abbildung A eines metrischen Raums (M, d) in sich ist
eine kontrahierende Abbildung genau dann, wenn es eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1
so gibt, dass fiir alle x,y € M gilt

d(A(z), Ay)) < qd(z,y) (3)
Die reelle Zahl g heit Kontraktionsfaktor.

Ehe wir die Frage beantworten, unter welchen Bedingungen die durch
v=A) =Ar+b (4)
definierte eindeutige Abbildung A des metrischen Raums
(M,1,d1) bzw. (M,1,dz) bzw. (M1, ds)

in sich eine kontrahierende Abbildung ist, fiihren wir noch einige Begriffe ein: In der
p-reihigen Matrix

a1 a2 ... Qaip

21 Q%22 ... a9
A = P

ap1 Ap2 ... App
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von (4) kénnen wir die p Summen

| = ‘CLH’ + |CL12’ + ...+ ’a1p|
Zy = |ao1| + |agz| + ... + |agy|

Zp = lapi| + laga| + ... + |agy|
bilden. Diese Summen heiBen Zeilensummen der Matrix 2[. Die p Summen

S| = |CL11| + |CL21| + ...+ |ap1’
Sy = |aia| + aga| + ... + [ap|

Sp = |a1p| + |a2p| +o+ |app|
nennt man analog Spaltensummen von 2, und schlieBlich heiBt die Summe
Q=a}, +aly+..+al, a3 +a%+ ..+ a5+ .. tay+ay+..+a, (7)

Quadratsumme der Matrix 2.

Beispiel 25. Wir bestimmen von der Matrix

0,01 —0,07
A= ( —0,03 0,02)

die Zeilensummen, die Spaltensummen und die Quadratsumme. Es ist
Z1=0,08; Zy=0,05 S51=0,04; S,=0,09; @ =0,0063

Satz 23. Die durch die Gleichung (4) definierte eindeutige Abbildung A des metrischen
Raums (9,1, d1) bzw. (9,1, d2) bzw. (M, 1, d3) in sich, ist eine kontrahierende Ab-
bildung A, wenn sich fir die Matrix 2/ in

a) (M,1,d,) eine reelle Zahl ¢ mit /Q < q1 < 1, (8)

b) (9,1, d2) eine reelle Zahl ¢2 mit

max{Zi, Zy, .. Z,} < qp < 1 (9)
c) (9M,1,ds) eine reelle Zahl g3 mit

max{S1,S2, ..., 5} < ¢z < 1 (10)

finden lasst.

Beweis von Satz 23 a. Es seien r, 1 beliebige Elemente von (9t,1,d;) und t’,n’ deren
Bilder. Dann gilt

(di(A(r), A()* = ((d',v")* = (21 = 91)* + (25 = 95)* + o + (2, — y)°
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Beriicksichtigen wir 6.1.(5) so erhalten wir

(di(A(x), A(0))? = [an(z1 — y1) + a12(z2 — y2) + ... + arp(zp — yp))°
+ [ag1(x1 — y1) + ag2 (w2 — yo) + ... + agp(zy — yp)* + ...
+ lap(z1 — y1) + apa(r2 — y2) + .. + app(z)p — yp)]z (11)

Auf Grund der Schwarzschen Ungleichung 1.1.(7) gilt

[ai (1 = y1) + ain(z2 — y2) + . + aip(a, — yp)]* <
< (ay +afy + o+ a0l —yn)* + (w2 =)+ (1 — )T (12)
fur allei € {1,2,....p}. Da
(21 =) + (22 = 92)° + . + (25 — 1)° = (di (1,1))°
ist, geht (11) wegen (12) iber in

(i (A(x), A(9))* < (a; + am + . +agy) - (dix, )
+ (a21 +a3y+ ...+ a2p) (di(x,9))* + ...
+( 2+...+app) (dy(x,1))?
Hieraus folgt in Verbindung mit (7)
(di(A(r), A(9))* < Q- (da(x,)) (13)
Da di(A(x), A(y)), @, di(x,y) nichtnegative reelle Zahlen sind, folgt aus (13) auf
Grund von Regel 4
di(A(r), A(y)) < \/> di(x, 9 (14)

Beriicksichtigen wir die Voraussetzung (8), so geht (14) uber in
di(A(x), A(n)) = q1 - di(x,)
Dies besagt auf Grund von Definition 19, dass A eine kontrahierende Abbildung ist.

Beweis von Satz 23 b. Es seien 1,y beliebige Elemente von (90,1, d>) und t’, 1’ deren
Bilder. Dann gilt

da(A(r), A(n)) = do(t',0') = max{|zy — 9], |25 — 9, ..., |2, — |}
Bericksichtigen wir 6.1.(5), so erhalten wir
da(A(x), A(n)) = max{laii (21 — y1) + ara(22 — y2) + . + ap(xp — )|,

lagi(x1 — y1) + a22(x2 — y2) + ... + agp(zp — Yp)|, -,
’apl(xl — 1) + %Q(x? —Yo) + ... + app(xp - yp)|} (15)

Auf Grund von Aufgabe 4 gilt

lair(x1 — y1) + a2 — y2) + ... + aip(xp — yp)| <
|air (1 — y1)| + |ai(re — yo2)| + .. + |aip(zp — yp)]
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fur alle i € {1,2,...,p}. Ferner ist
|aij (21 — y1)| = lag| - |z — vl
fur alle i,5 € {1,2,...,p}. Damit gilt

i (21— y1) + ain(z2 — y2) + .o + aip(ap — yp)| <
|ain| - |z1 — yi| + laia| - (w2 — yol + o + faip| - |2 — (16)
fur alle i € {1,2, ..., p}. Beachten wir noch, dass
lz; — yi| < da(x, )
ist fur alle i € {1,2,...,p}, so geht (15) schlieBlich iber in

da(A(x), A(n)) <max{(Jai1| + |aiz] + ... + |aip|) - da(z, 1),
(Jag1| + aga| + ... + [agp|) - da(r,9), s (lap1| + |ape| + ... + |agp|) - d2(x, v)}

Hieraus folgt in Verbindung mit (5)
dZ(A(F)v A(U)) < (maX{Zh 2, s Zp}> ’ d2(?7 U) (17)

Beriicksichtigen wir die Voraussetzung (9), so besagt (17), dass A eine kontrahierende
Abbildung ist.

Beweis von Satz 23 c. Es seien 1,1 beliebige Elemente von (91,1, d3) und t’,n’ deren
Bilder. Dann gilt

d3(A(r), A(n)) = da(r',v') = 27 — vi] + |25 — yo| + ... + |2, — )|
Bericksichtigen wir 6.1.(5), so erhalten wir

d3(A(r), A()) = |ari(z1 — y1) + ar2(2 — y2) + ... + arp(zp — yp)|
+ |ag1 (21 — y1) + (w2 — y2) + ... + azp(z, — yp)| + ...
+ |ap1(371 - yl) + CLpZ(IZ - 92> +..t app(l'p - yp)| (18)

Beriicksichtigen wir (16), so geht (18) iber in

d3(A(r), A(n)) < (Jan| + |arz| + ... + [a1p]) - |21 — v1]
+ (’(121‘ + |CL22‘ + ...+ ‘agp’) . |$2 — yg‘ =+ ...
+ (’apll + |ap2| + o+ |app|) : ’xp - yp|

Hieraus folgt in Verbindung mit (6)

dB(A(?>»A(U)) <51 |5[71 - 3/1| + 5o - |5U2 - l/2| Tt Sp’ |513p - l/p|
< (max{S1, Sz, ..., Sp}) - (|o1 — yu| + w2 — w2 + ... 4 [2p — yp)

Da
d3(z,v) = |v1 —y1| + |2 — 92| + ... + |xp - yp|
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ist, gilt
d3<A<x)> A(U)) < (maX{Slv 52, sy Sp}> ) d3(I7 U) (19)

Beriicksichtigen wir die Voraussetzung (10), so besagt (19), dass A eine kontrahierende
Abbildung ist, womit der Satz 23 ¢ bewiesen ist.

Genligt eine p-reihige Matrix 2 der Bedingung (8) bzw. (9) bzw. (10), so sagt man,
die Matrix 2 erfiillt das Quadratsummen- bzw. das Zeilensummen- bzw. das Spalten-
summenkriterium.

Beispiel 26: Wir untersuchen, ob die durch

2\ (0,00 —0,07) [ 2 0,34
(x’2>_<—0,03 0,02><m2>+<0,15> (20)
definierte eindeutige Abbildung A des metrischen Raums (thg’l,dﬁ bzw. (ﬂﬁg,l,dg)
bzw. (921, ds) in sich die Eigenschaft (8) bzw. (9) bzw. (10) besitzt, also eine kon-

trahierende Abbildung ist.
Dazu mussen wir die Matrix

0,01 —0,07
2= ( —0,03 0,02 ) (21)

untersuchen. Wie wir in Beispiel 25 gezeigt haben, ist
Q =0,0063; Z;=0,08 Z>=0,05, S;=0,04; S=0,09

a) Wegen
JQ = V/0,0063 < /0,0064 = 0,08 = ¢, < 1

erfiillt die Matrix (21) das Quadratsummenkriterium, die Voraussetzung in Satz 23a ist
also erfiillt. Die durch (20) definierte eindeutige Abbildung A von (9121, d;) in sich ist
eine kontrahierende Abbildung.

b) Es ist
max{ 7y, Z2} = max{0,08;0,05} = 0,08 =g, < 1

d. h., die Matrix (21) erfiillt das Zeilensummenkriterium. Somit ist die Voraussetzung
in Satz 23 b erfillt. Die durch (20) definierte eindeutige Abbildung A von (M 1, d2)
in sich ist eine kontrahierende Abbildung.

c) Die Matrix (21) erfiillt auch das Spaltensummenkriterium, da
max{S1, S2} = {0,04;0,09} = 0,09 = ¢35 < 1

ist. Die Voraussetzung in Satz 23c ist also erfiillt. Die durch (20) definierte eindeutige
Abbildung A von (931, ds) in sich ist eine kontrahierende Abbildung.

Aufgabe 20. Es seien a, b reelle Zahlen. Durch

=axr+b

66



6.4 Banachscher Fixpunktsatz

erfolgt eine eindeutige Abbildung A des vollstandigen metrischen Raumes (A, dp) in
sich. Man untersuche, fiir welche reellen Zahlen a, b diese Abbildung A eine kontrahie-
rende Abbildung ist.

Aufgabe 21. Man zeige, dass durch

, a4+l
T =————

100 (22)

eine eindeutige Abbildung A des vollstandigen metrischen Raumes (S]0, 1], dp) in sich
erfolgt und A eine kontrahierende Abbildung ist.

6.4 Banachscher Fixpunktsatz

Wir formulieren nun einen Satz, der von groBer Tragweite ist. Er tragt den Namen
des polnischen Mathematikers Stefan Banach (1892-1945) und heiBt Banachscher Fix-
punktsatz.

Satz 24. Es sei (M,d) ein vollstandiger metrischer Raum und A eine kontrahierende
Abbildung von (M, d) in sich. Dann existiert genau ein Fixpunkt der Abbildung A.

Beweis. Es sei z ein beliebiges, nach Wahl aber festes Element von (M, d). Ausgehend
von xo berechnen wir iterativ, d. h. schritt- weise

T = A(Z‘o), T9 = A(xl), ey Ly = A(xn_l), Tpitl = A(Qj‘n), (1)

Fir die so bestimmten Elemente x1, xo, ... des metrischen Raumes (M, d) gilt wegen
6.3.(3)

370),33’0) (2)

A1, 3n) = d(A(2n), Aln 1)) < qd(n, 1) < g"d(A(z0), 20)

Durch wiederholte Anwendung der Dreiecksungleichung 2.4.(1) erhalten wir folgende
Beziehungen:

(xn-l-k, xn—kk—l) + d<xn+k—17 xn)
(xn—l—k; xn—l—k—l) + d(xn—l—k—b xn+k—2) + d(xn—i—k—Qa xn)

d(Tpik, xn) < d
d($n+k, xn) S d
und schlieBlich

d(xn—&—k? xn) < d($n+k; xn—i—k‘—l) + d(xn—l—k—lv xn+k—2) + d($n+1, xn) (3)

Wir zeigen mit Hilfe von Satz 17, dass die durch (1) definierte Folge

{n — x,} (4)
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die lterationsfolge heiBt, eine Fundamentalfolge in (M, d) ist. Es sei ¢ eine beliebige
positive reelle Zahl. Aus
e < d(Tnyk, n)

folgt in Verbindung mit (3) und (2) zunachst
e < (¢"+ " L+ ¢")d(Alwo), w0) (5)
Da wegen 0 < ¢ <1

T T = (T T g )

1 — qk qn
— " . 6
T ST, (6)
ist, geht (5) mit Hilfe von (6) dber in
qn
e < 1 qd(A(Io),l‘o) (7)
Wegen 0 < g < 1 lasst sich ¢ stets in der Form
1
177 +a
darstellen, wobei a eine reelle Zahl mit a > 0 ist. Dann ist
1 n_ lta 1
l1-q¢ 1—¢q =y (1+a)"
Beriicksichtigen wir Bernoullische Ungleichung 1.1.(6), so erhalten wir
l1+a 1 < l1+a 1
a (I+a)™~ a 14na
Da stets
1 1
< -
14+na na
ist, folgt schlieBlich
q" 14+a 1
- — 8
1—gq az n (8)
Mit (8) geht (7) dber in
14+a 1
< ~d(A , - — 9
e < dlAGwo), ) - )

In (9) sind a und d(A(zo), xg) feste reelle Zahlen. Damit ist auch

1+a
— -

. d(A(xo), o)
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eine feste reelle Zahl, die wir mit K bezeichnen. Die Ungleichung (9) lautet dann
e < % Hieraus folgt

K
n < —=N(e)
£

Auf Grund von Satz 17 ist demnach die Iterationsfolge (4) eine Fundamentalfolge. Da
nach Voraussetzung (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum ist, ist damit (4) eine
konvergente Folge in (M, d).

Ihr Grenzwert sei x*. Dann gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl
N (e) derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt d(x,,x*) < e. (10)
Wir zeigen, dass a* Fixpunkt der Abbildung A ist. Wegen 2.4.(1), Seite 26, gilt

d(z*, A(x")) < d(z*, x,) + d(zp, A(z*)) (11)

Da x,, = A(x,—1) und A nach Voraussetzung eine kontrahierende Abbildung von (M, d)
in sich ist, gilt

d(zn, A(z")) = d(A(zn-1), A(z")) < qd(zn-1,27) (12)
Mit Hilfe von (12) und unter Beriicksichtigung von
d(z*, xy,) = d(xy, ")

geht (11) dber in
d(z*, A(x")) < d(xp, %) + qd(xp—1, ")

Wegen (10) gilt dann fir alle natiirlichen Zahlen n:
Wenn n > N(e) + 1 ist, so folgt d(z*, A(x*)) < € + g < 2e.

Da d(z*, A(z*)) eine feste nichtnegative reelle Zahl und ¢ eine beliebige positive reelle
Zahl ist, so kann die Ungleichung

d(z*, A(z")) < 2¢
nur richtig sein, wenn
d(z*, A(z*)) =0 also " = A(z")
gilt. Die letzte Gleichung besagt aber, dass x* Fixpunkt der Abbildung A ist.

Wir missen noch zeigen, dass die Abbildung A neben z* keinen weiteren Fixpunkt
besitzt. Dazu nehmen wir an, es sei auch y mit y # x* ein Fixpunkt von A. Dann
gelten die beiden Gleichungen z* = A(z*) und y = A(y).
Ferner ist

d(x”,y) = d(A(z"), A(y)) < qd(2",y) (13)
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Wegen z* # y ist d(z*,y) > 0. Aus (13) folgt dann 1 < g, also
q=>1

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung 0 < ¢ < 1. Somit gibt es nur einen
Fixpunkt x* von A, womit der Banachsche Fixpunktsatz bewiesen ist.

Sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, so kann man, wie
der Beweis dieses Satzes iiberdies zeigt, den eindeutig bestimmten Fixpunkt x* iterativ
berechnen, indem man von einem beliebigen Element z eines vollstandigen metrischen
Raums (M, d) ausgeht und gemaB (1) eine lterationsfolge (4) konstruiert. Da es sich
bei (4) um eine konvergente Folge mit dem Grenzwert z* handelt, sind die Glieder
dieser Folge Naherungswerte von x*.

Dieses lterationsverfahren hat den groBen Vorteil, dass es selbstkorrigierend ist, d. h., ist
ein Glied einer Iterationsfolge falsch berechnet bzw. wird es durch ein anderes Element
von (M, d) ersetzt, so leidet darunter nicht die Konvergenz dieser Folge, da man das
falsch berechnete Element bzw. das durch ein anderes Element ersetzte Element als
Ausgangselement einer neuen lterationsfolge auffassen kann.

Ist x,, der n-te Naherungswert fiir den Fixpunkt x*, so bezeichnet man den Abstand
d(xy,,z*) als Fehler bei der n-ten Naherung. Fir den Fehler bei der n-ten Naherung
gilt, wie wir beweisen werden, die Abschatzung

d(zn, 7*) < 1‘]  d(zp, Tn1) (14)
—dq

Ist der Kontraktionsfaktor ¢ dem Betrage nach sehr klein, so verkleinert sich auf Grund
von (14) bei jedem Iterationsschritt der Fehler d(x,,,x*) sehr schnell, d.h., die Anzahl
der bereits genauen Stellen des zu berechnenden Fixpunktes x* vergroBert sich in diesem
Fall sehr schnell.

Beweis von (14). Wegen
Ty = A(xp—1) und = A(z")
gilt auf Grund von 2.4.(1),
A(n, 2°) = d(A(rar, A(")) < d(Awn_y, Ax,)) + d(A(x,), A@z?)  (15)
Beriicksichtigen wir die Kontraktionsbedingung 6.3.(3), so geht (15) iber in
d(xp, %) < qd(Tp-1,2n) + q(zn, )

Hieraus folgt
(1 o Q)d($n, :E*) S C_Id(l'n, In—l) (16)

Wegen 0 < ¢ < 1ist 1 — g > 0. Damit folgt aus (16) die Behauptung (14).
Wir leiten noch eine zweite Abschatzung fir den Fehler d(x,,z*) her. Aus (2) ergibt

sich zunachst
d(p, 2n-1) < ¢ d(A(0), 20) (17)
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Wegen x1 = A(zg) lasst sich (17) auch in der Form
d(l‘n, xnfl) < qn_ld(xlu IL'()) (18)

schreiben. Unter Beriicksichtigung von (18) geht (14) dann iber in

n

q

d(xn7$*> < 1—¢

~d(x1, x0) (19)

Soll der Fehler d(z,,, z*) kleiner als eine vorgegebene Schranke sein, so kann mit Hilfe
von (19), wenn nach Vorgabe von z( das Element z1 = A(z() berechnet werden ist,
die Anzahl n der erforderlichen Iterationsschritte abgeschatzt werden.

Da die Abschatzung (14) eine kleinere Schranke fiir den Fehler liefert als die Abschat-
zung (19), werden wir fir die Fehlerabschatzung stets (14) verwenden.

Zur Erlauterung des Banachschen Fixpunktsatzes bringen wir zwei einfache Beispiele.

Beispiel 27. Durch

¥ =A(r) = ;:c +1 (20)

erfolgt eine eindeutige Abbildung A des vollstindigen metrischen Raums (A, dy) in
sich. Diese Abbildung ist wegen ’%‘ < 1 auf Grund von Aufgabe 20 eine kontrahierende

Abbildung, und ¢y = % ist ein Kontraktionsfaktor.
Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind somit erfillt. Die Abbildung
A besitzt damit genau einen Fixpunkt z*, den wir gemaB der Vorschrift
1
Ty = Alxp_1) = 5Tn-1 +1 (21)

iterativ berechnen wollen, wobei wir das Iterationsverfahren mit o = 0 in Gang setzen.
Wir erhalten

:L’le(xo):;I)—l—l:l
$2:A(x1):;~1—|—1:2:2—;
xng(xg):;-g+1:Z:2—212
und vermuten, dass .
Tn =2 5o (22)

ist. Diese Vermutung beweisen wir durch vollstandige Induktion nach n. Wie wir bereits
gezeigt haben, ist (22) richtig fir n = 1.

Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit von (22) fiir eine beliebige natiirliche Zahln = k > 1
die Giiltigkeit von (22) fir n = k + 1 folgt.

Wegen (21) gilt z11 = Sxx + 1. Beriicksichtigen wir die Induktionsvoraussetzung

1
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so folgt

1 1 1 1

womit (22) bewiesen ist. V
Die im Beweis von Satz 24 gemaB (1) konstruierte lterationsfolge lautet im vorliegenden

Beispiel
{n— ) = {n - (2 - in_l)}

Von dieser Zahlenfolge haben wir in Aufgabe 9d gezeigt, dass sie den Grenzwert 2
besitzt. Dieser Grenzwert ist auf Grund des Beweises des Banachschen Fixpunktsatzes
der Fixpunkt der Abbildung A, d. h.

=2 (23)

ist die Losung der Gleichung

1
x:§x—|—1 (24)

Zu dem Ergebnis (23) gelangen wir bei diesem einfachen Beispiel auf direktem Wege
wesentlich schneller. Um die Fixpunkte von A zu bestimmen, brauchen wir nur die
Gleichung (24) zu I6sen, die offensichtlich die eindeutig bestimmte Losung (23) besitzt.

Beispiel 28. Durch
1
) e=(1)

erfolgt eine eindeutige Abbildung A des vollstandigen metrischen Raums

=A@ =2 +0b mit le(

NN
S [

(ﬁtg’l,dl) bZW. (gjtll,dg) bZW. (Djtg’l,dkg) (25)
in sich, die wegen
Q_\/1+1+1+1_1_ -1
“Vi6 "6 1616 2
11 1
maX{Zl,Zg}:max{Q,Q} =—=qp<1

2
11 1
max{51, So} = max {2, 2} =5=® <1

auf Grund von Satz 23 in allen drei Fallen eine kontrahierende Abbildung ist. Die
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind somit erfiillt. Die Abbildung A
besitzt genau einen Fixpunkt ¢*, den wir iterativ gemaB der Vorschrift

Iy = A(?n—l) - Q[?n—l +b (26)

berechnen wollen, wobei wir das Iterationsverfahren mit Hilfe des Vektors
(0
=1lo
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in Gang setzen. Wir erhalten

eano=(1 1)(8)+(4)-(2)
a-a-() () ()-(1)- (1)
weno-(§ D)+ ()-(D- (1)

und vermuten, dass

ist. Diese Vermutung beweisen wir durch vollstandige Induktion nach n. Es ist (27)
richtig fir n = 1. Wir zeigen, dass aus der Giltigkeit von (27) fiir eine beliebige
natirliche Zahl n = k > 1 die Giltigkeit von (27) fiir n = k + 1 folgt.

Wegen (26) gilt
2 — o 1 1— & 1 2 — o
2k—1 o 2k o 2k
+ = + =
Jeom ) ()=o) ()= (G2
womit (27) bewiesen ist.
Die im Beweis von Satz 24 gemaB (1) konstruierte lterationsfolge lautet im vorliegenden

Beispiel
1 1 \T

Diese Folge besitzt, wie wir in Aufgabe 10 gezeigt haben, in den drei metrischen Raumen
(25) jeweils den Grenzwert

Lot = Atr) = (

NN
PN

= (2,2)7 (28)

der der Fixpunkt der Abbildung A ist.
Zu dem Ergebnis(28) gelangen wir auch bei diesem Beispiel wesentlich schneller auf
direktem Wege. Um die Fixpunkte von A zu bestimmen, gehen wir wegen t’ = ¢ von
der Gleichung

r=Ar+06

aus, die wir in der Form
(€A =0

schreiben. Diese Matrizengleichung ist aquivalent dem Gleichungssystem
%:L‘l — éxg =1
—1371 + 1.’172 =1
das die eindeutig bestimmte Losung (28) besitzt.

Nicht immer wird es moglich sein, den Grenzwert der Iterationsfolge auf so schnellem
Wege zu ermitteln, wie es bei diesen beiden einfachen Beispielen der Fall gewesen ist.
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6.4 Banachscher Fixpunktsatz

Wir kénnen aber den Fixpunkt z* einer kontrahierenden Abbildung A eines vollstandigen
metrischen Raums in sich mit jeder beliebig vorgegebenen Genauigkeit berechnen.
Wie wir im folgenden Beispiel und in 7. zeigen werden, ist bei komplizierteren Beispielen
der rechnerische Aufwand bei der iterativen Berechnung des Fixpunktes z* erheblich
geringer als bei der direkten Berechnung von z*.

Beispiel 29. Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes untersuchen wir, ob die kubische
Gleichung
2 —99r +1=0 (29)

in dem abgeschlossenen Intervall S[0, 1] eine Lésung besitzt.
Dazuschreiben wir die Gleichung (29) in der zu (29) &quivalenten Form

_:U3+3:+1

100z = 2° 1 bzw.
X x4+ x+ ZW X 100

Wie wir in Aufgabe 21 gezeigt haben, erfolgt durch

_333—|—:13-|—1

/
— A
v = A) 100

eine kontrahierende Abbildung A des vollstdndigen metrischen Raums (S0, 1], dp) in
sich. Ein Kontraktionsfaktor ist gy = 0, 04.

Die Abbildung A besitzt damit genau einen Fixpunkt x*, der gleichzeitig die eindeutig
bestimmte Losung der Gleichung (29) in dem abgeschlossenen Intervall S|0, 1] ist. Diese
eindeutig bestimmte Losung x* wollen wir gemaB der Vorschrift

3 ta, g +1

tn = A1) = 100

iterativ berechnen, wobei wir das lterationsverfahren mit

rog=0¢€ S[O, 1]
in Gang setzen. Wir erhalten
— Alzy) = —— — 0,01
A = 00 T
0,000001 + 0,01 +1
o = A(xy) = - 130 1 0,01010001

Fir den Fehler bei der zweiten Niherung gilt auf Grund von (14) die Abschatzung

qo
1 —qo

do(zg, 2™) < - do(wg, 11)

in unserem Fall wegen ¢y = 0,04, also

0.04
0.01010001 — z*| < —
0, C'7‘—0,96

1
-10,01010001 — 0,01| = o1 0,00010001 < 0,000005
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6.4 Banachscher Fixpunktsatz

Dies bedeutet
0,0100 < z* < 0,0102

d. h. die eindeutig bestimmte Lésung von (29) im Intervall S[0,1] ist bis auf drei
Dezimalen genau berechnet. Es gilt

z* = 0,010

Aufgabe 22. Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes untersuche man, ob die qua-
dratische Gleichung
22— 99z +1=0 (30)

in dem abgeschlossenen Intervall S0, 1] bzw. in dem abgeschlossenen Intervall S[98, 99
je eine Losung besitzt, und bestimme gegebenenfalls die jeweilige Losung iterativ bis
auf drei Dezimalen genau.

Aufgabe 23
a) Man zeige, dass durch

= ( i 2) (31)

X

eine kontrahierende Abbildung A des vollstdndigen metrischen Raums (S[1,2],dp) in
sich erfolgt und /2 gemaB der Vorschrift

o = Aln_1) = ; <xn_1 42 ) (32)

Tn—1

iterativ berechnet werden kann.

b) Man berechne fir V2 Naherungswerte x1, xo, indem man mit Hilfe von 2y = % €
S[1, 2] das Iterationsverfahren gemaB (32) in Gang setzt. Fir xo gebe man eine Feh-
lerabschatzung an.
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7.1 Voorbemerkungen

7 lterative Losung linearer Gleichungssysteme von p
Gleichungen mit p Variablen

7.1 Vorbemerkungen

Unter einem linearen Gleichungssystem von p Gleichungen mit p Variablen z1, o, ..., x)
versteht man ein System der Form

C11%1 + C12T2 + ... + C1pT)y = dy
C211 + CooT2 + ...+ Cgpl‘p = d2 (1)

Cp1T1 + Cpay + ... + Cppy = d,

Die reellen Zahlen ¢, (i = 1,2,...,p; k = 1,2,...,p) heiBen die Koeffizienten und die
reellen Zahlen d,ds, ..., d, die Absolutglieder des Gleichungssystems. Ein p-Tupel von
reellen Zahlen

T1,T2, ..., Tp

heiBt eine Losung von (1), wenn dieses p-Tupel allen p Gleichungen von (1) geniigt.
Die Menge aller Lésungen von (1) heiBt die Lésungsmannigfaltigkeit von (1).

Man sagt, ein lineares Gleichungssystem G5 entsteht durch elementare Umformungen
eines linearen Gleichungssystems (G, wenn folgende Umformungen vorgenommen wer-
den:

|. Vertauschung zweier Gleichungen von G

II. Beide Seiten einer Gleichung von G werden mit derselben von null verschiedenen
reellen Zahl multipliziert.

[11. Beide Seiten einer Gleichung von (G; werden mit derselben reellen Zahl multipliziert
und die Ergebnisse zu den entsprechenden Seiten einer anderen Gleichung von GG ad-
diert.

Wie wir in Satz 14 (Matrizen, Seite 30) gezeigt haben, besitzt ein lineares Gleichungs-
system (55, das aus einem linearen Gleichungssystem (1 durch elementare Umformun-
gen hervorgegangen ist, dieselben Losungen wie 1, oder beide Systeme sind nicht
|6sbar.

Prinzipiell lasst sich jedes lineare Gleichungssystem der Form (1) mit Hilfe des in Ab-
schnitt 4. (Matrizen, Seite 46 ff) geschilderten Verfahrens auf Losbarkeit untersuchen,
und im Fall der Losbarkeit konnen wir mit Hilfe dieser Methode auch alle Losungen
bestimmen.

Beispiel 30. Wir untersuchen das lineare Gleichungssystem

99911 + 629 + 1423 + 924 = 337
921 + 100229 — T3 — 94 = 168 (3)

6x1 + 1229 4+ 100123 — 18z, = 145

3r1 + 18x9 + T3 + 1008x4 = 117
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auf Losbarkeit und bestimmen gegebenenfalls die Losungsmannigfaltigkeit.

3([‘1 + 18172 + 7173 + 10081‘4 = 1172 | -3 | 333 |
621 + 1229 + 100123 — 1824 = 1451 | | |
921 + 100229 — T3 — 924 = 168 1] |
99911 + 6x9 + 1423 + 924 = 337 -1 |
3x1 + 18z + Tx3 + 100824 = 117
24x9 — 98Tx3 + 203424 = 89 —79 | —499 |
94819 — 2873 — 303314 = —183 2 ] |
598819 + 2317x3 + 3356551, = 38624 2 ]
3r1 + 18x9 + T3 + 100824 = 117
24x9 — 98Tx3 + 203424 = 89
TT917x3 — 16675224 = —7397 | —7397 |
49714723 4+ 34365624 = 32837 | —11141 |
3r1 + 18x9 4+ T3 + 100824 = 117
24wy — 9873 + 203424 = 89 (3)
7791723 — 166752x4 = —7397

—8017658856x4 = —890850984

Auf Grund von Satz 30 (Matrizen, Seite 75) ist das System (3) und damit auch das
Ausgangssystem (2) eindeutig I6sbar. Um zu diesem Ergebnis zu gelangen, war bereits
ein erheblicher rechnerischer Aufwand zu leisten. Wir bestimmen noch die eindeutig
bestimmte Losung: Aus der letzten Gleichung von (3) folgt

890850984

- ! (4)
8017658856 9

Setzen wir dies in die vorletzte Gleichung von (3) ein, so erhalten wir

Ty

77917z3 = 11131

Hieraus ergibt sich

11131 1
BT T ©)
Mit Hilfe von (4) und (5) geht die zweite Gleichung von (3) iber in 2425 = 4. Damit
ist
1
T2=g (6)

SchlieBlich folgt unter Berticksichtigung von (4), (5), (6) aus der ersten Gleichung von

(3)
I = 1

3

1111\
376° 79

die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems (2).

Somit ist
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7.2 Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf lineare Gleichungssysteme

7.2 Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf lineare
Gleichungssysteme

Aus einem linearen Gleichungssystem der Form 7.1.(1) versuchen wir mit Hilfe elemen-
tarer Umformungen ein Gleichungssystem der Form

r1 = a;1xy + a2 + ... + apr, + by
To = a21X1 + A22%2 + ... + A2pTy + by

(1)

Tp = Ap1T1 + ApaX2 + ... + AppTy + by

so herzuleiten, dass die aus den Koeffizienten a;;, des Gleichungssystems (1) gebildete
Matrix

a1 a2 ... Qaip

21 Q22 ... a2
A = P

ap1 Ap2 ... App

dem Quadrat- oder dem Zeilen- oder dem Spaltensummenkriterium geniigt. In diesem
Fall sagen wir auch, das Gleichungssystem (1) erfiillt das Quadrat- oder das Zeilen-
oder das Spaltensummenkriterium, bzw. das Gleichungssystem (1) liegt in iterierfahiger
Form vor.

Mit Hilfe von (2) und den beiden Vektoren

X by
Lp by

konnen wir (1) in der Matrizenschreibweise
r=2Ar+b (3)
angegeben. Wie wir in 6.1. gezeigt haben, wird durch
¥'=A(x)=A+b (4)

eine eindeutige Abbildung A definiert, die den metrischen Raum

(SJTpJ,dl) bZW. (Dﬁm,dg) bZW. (Sﬁm,dg) (5)

in sich abbildet. Von diesen drei metrischen Raumen haben wir in Satz 20 b, ¢, d
gezeigt, dass sie vollstandig sind. Die Losungen der Gleichung (3) sind die Fixpunkte
der durch (4) definierten eindeutigen Abbildung A.

Diese Abbildung ist auf Grund von Satz 23 eine kontrahierende Abbildung, wenn die
Matrix (2) das Quadrat- oder das Zeilen- oder das Spaltensummenkriterium erfillt.
Setzen wir voraus, dass die Matrix 2l einer dieser drei Bedingungen geniigt, so sind alle
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.
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7.2 Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf lineare Gleichungssysteme

Auf Grund dieses Satzes besitzt dann A genau einen Fixpunkt ¢*, d. h., das Gleichungs-
system (3) bzw. das System (1) ist eindeutig losbar.
Damit haben wir folgendes Zwischenergebnis erhalten:

Wenn ein lineares Gleichungssystem der Form (1) das Quadrat- oder das Zeilen- oder
das Spaltensummenkriterium erfiillt, so besitzt es genau eine Losung r*.

Wie der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes iiberdies zeigt, kann die eindeutig
bestimmte Losung
v=(a, b, x)T

des Gleichungssystems (1) iterativ nach der Vorschrift
In = A(Inq) = Q[anl +b

berechnet werden. Fiir den Fehler bei der n-ten Naherung gilt, wie wir in 6.4.(14)
gezeigt haben, die Abschatzung

di
1 =g

di(xn,r") < - di(tn, tn-1)

wobei
In = <331n7 L2y e mpn)T

bedeutet. Der Kontraktionsfaktor g; ist davon abhangig, in welchem der drei metrischen
Raume (5) wir das Gleichungssystem (1) betrachten.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 25. Erfiillt ein lineares Gleichungssystem der Form (1)

a) das Quadratsummenkriterium /Q < ¢q; < 1 oder
b) das Zeilensummenkriterium max{Zi, Zs, ..., Z,} < g2 < 1 oder
c) das Spaltensummenkriterium max{Si, Ss, ..., Sp} < g3l

so besitzt das lineare Gleichungssystem (1) genau eine Lésung r*.
Diese eindeutig bestimmte Losung kann iterativ nach, der Vorschrift

tn = 2,1+ 0
berechnet werden, indem man mit Hilfe eines beliebigen Vektors
o = (931075620, ---,Dﬁpo)T
das lIterationsverfahren in Gang setzt. Fiir den Fehler bei der n-ten Naherung
In = (Tin, Ton, ---,l“pn)T

gilt die Abschatzung
a)

\/(xm —27)? + (w20 — 25)%) + oo + (Tpn — 75)? <

q
< 1 ! \/(fEm — Z1-1)% + (20 — T2n—1)? + . + (Tpn — Tp—1)?
—q1
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7.2 Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf lineare Gleichungssysteme

oder b)
max{|z1p — 27, [22n — 23], -, [2pn — 2|} <
< 1—¢ maX{|$1n - xl,n71|7 |332n - x2,n71|7 e |{Epn - xp,n71|}
— 42
oder c)

q3

o1, a5 3] S T2 (@10t a1 =)

Beispiel 31. Das lineare Gleichungssystem
991’1 + 71’2 =34 (6)
3x1 + 9819 = 15

versuchen wir zunachst mit Hilfe elementarer Umformungen auf die iterierfahige Form

(1) zu bringen:
1

1?0

100

21 = 0,01z, — 0,072 + 0,34
zy = —0,03z; + 0,02z + 0,15

10033'1 = T, — 7[132 + 34
100z = —3x1 + 229 + 15

(7)

Dieses System erfiillt, wie wir in Beispiel 26 gezeigt haben, das Quadrat-, das Zeilen-
und das Spaltenkriterium. Es ist namlich

q1 = 0,08; g2 = 0,08; g3 = 0,09

Die Voraussetzung von Satz 25 a bzw. von Satz 25 b bzw. von Satz 25 c ist also erfiillt.
Das Gleichungssystem (6) ist damit eindeutig losbar. Die eindeutig bestimmte Lsung
r* ermitteln wir iterativ. Dazu schreiben wir (7) in der Form (3):

m\ _( 0,00 0,07 (), (0,34
2o )\ —0,03 0,02 )\ 2 0,15

Das lterationsverfahren setzen wir mit

(2)

0,34
le:0+b—<0’15>

Als ersten Naherungswert wahlen wir

(0,34
B=1015

in Gang. Wir erhalten
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7.2 Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf lineare Gleichungssysteme

Wir berechnen
At + b — 0,01 —0,07 0,34 0,34
B0 =1 003 0,02)\015 0,15
_( —0,0071 0,34 0,3329
~\ —0,0072 0,15 0,1428
Als zweiten Naherungswert wahlen wir

(0,333
271 0,143
Wir berechnen
oty 1 p— [ 001 —0,07) (0,333 (034
270=1 0,03 0,02 )\ 0,143 0,15
_( —0.00668 \ (0,34 _(0,33332) _
~\ —0,00713 0,15 ) ~ 014287 ) =%

Fir den Fehler bei der dritten Naherung gilt im metrischen Raum
a) (Mo1,d;) die Abschatzung

0,08
0,92

V(0,33332 — 27)2 + (0,14287 — 13)2 < -1/0,000322 + 0, 000132

Hieraus folgt
(0,33332 — 1) + (0, 14287 — x5)* < 0,09% - 0,0000001193 < 0,09% - 0,0000001225

Demnach gilt
(0,33332 — %)% < 0,092 - 0,000352
(0, 14287 — a%5)? < 0,092 - 0,000352
0, 33332 — x7| < 0,09 - 0,00035 < 0,000032
|0, 14287 — 23| < 0,09 - 0,00035 < 0,000032

Dies bedeutet
0,3332 < x] < 0,33340 }

0,1428 < 25 < 0,14291

d. h. die eindeutig bestimmte Lésung 1* von (6) ist bis auf drei Dezimalen genau

berechnet. Es ist also
« [ 0,333...
710,142,

0,08
0,92

b) (My,1,dy) die Abschitzung

max{|0, 33332 — x|, 0, 14287 — 3|} <

- max{0, 00032; 0, 00013}

Hieraus folgt
|0,33332 — x7| < 0,09 -0,00032 < 0,00003
|0, 14287 — 23| < 0,09 - 0,00032 < 0,00003
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Dies bedeutet
0,3332 < x] < 0,3334 }

0,1428 < x5 < 0,1429
. (0,333...
= 0,140.

0,09 0,09
o7+ (0,00032+0,00013) < =0, 00045 = 0,000045

d. h., es gilt

c) (My.1,ds) die Abschatzung

|0,33332 — 27| — |0, 14287 — 25|} <

Hieraus folgt
|0, 33332 — 7| < 0,000045
|0, 14287 — 5| < 0,000045

Dies bedeutet

0,14282 < 2} < 0, 14292

. (0,333
=1 0,140.

Beispiel 32. Mit Hilfe von Satz 25b untersuchen wir das lineare Gleichungssystem

0,33320 < 2% < 0, 33340 }

d. h., es gilt

99911 4 69 + 1423 + 924 = 337
9x1 + 100229 — Tx3 — 924 = 168 (8)

6x1 + 1229 4+ 100123 — 18x4 = 145

3171 + 181’2 + 71’3 + 1008LC4 =117

von Beispiel 30 auf eindeutige Losbarkeit und bestimmen gegebenenfalls die Losung
iterativ bis auf zwei Dezimalen genau.

Zunachst bringen wir das System (8) mit Hilfe elementarer Umformungen auf die ite-
rierfahige Form (1):

10002, = 21 — 62y — 1425 — 924 + 337 | 1o
1000z = =921 — 229 + Ty + 924 + 168 | 1555
1000z = —6x1 — 1225 — 23 + 1824 + 145 | 1555
1000z4 = —3x; — 1829 — Tx3 — x4 + 117 ﬁ

r1 =0,001xy — 0,006x2 — 0,014x3 — 0,009z4 + 0,337
ro = —0,00921 — 0,002x9 + 0,007x3 + 0,009z4 + 0, 168 (9)
r3 = —0,006x; — 0,01225 — 0,001x3 + 0,018z4 + 0, 145
x4 = —0,003x1 — 0,01829 — 0,0072x3 — 0,008x4 + 0,117

Dieses System erfiillt das Zeilensummenkriterium, denn es ist

max{Z1, Zs, Z3, Zs} = max{0,03;0,027;0,037;0,036} = 0,037 = ¢» < 1
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Die Voraussetzung von Satz 25b ist also erfillt. Das Gleichungssystem (8) ist eindeutig
|6sbar. Der Rechenaufwand, der uns zu diesem Ergebnis fiihrte, ist offensichtlich ge-
ringer als beim Beispiel 30. Die eindeutig bestimmte Lésung r* ermitteln wir iterativ.
Dazu schreiben wir (9) in der Form (3):

) 0,001 —0,006 —0,014 —0,009 \ /[ z; 0,337
zo | | —0,009 —0,002 0,007 0,009 || 0,168
zs | = | —0,006 —0,012 —0,001 0,018 || =5 | 7| 0,145
4 —0,003 —0,018 —0,007 —0,008 ) \ x4 0,117

Das lterationsverfahren setzen wir mit

Lo = (07 07 07 O)T
in Gang. Wir erhalten
0,337
0,168 |
Uo+b=1| o'1y5 | =0 (10)
0,117

Wir wollen untersuchen, wieviel Iterationsschritte erforderlich sind, damit fiir den Fehler
die Abschatzung

da(xn,r™) < 0,005
gilt. Das ist dann gesichert, wenn gemaB 6.4,(19) gilt
¢
I —q

- da(tn, ") < 0,005 (11)

Da
d2(z1,r0) = max{0,337;0,168;0,145;0,117} = 0,337

ist, geht (11) dber in

0,037"
: : 7 0 12
0,963 0,337 < 0,005 (12)
Aus (12) folgt
. 0,005-0,963
0,037" < 0337
und hieraus 0.005 - 1. 011
no o DVEY T T .3=0.01
0,037" < 0.337 0,005 -3 = 0,015

Die Ungleichung 0,037" < 0,015 ist fir alle natirlichen Zahlen n mit n > 2 erfillt.
Dieses Ergebnis besagt, dass der Naherungswert g5 die in der Aufgabenstellung geforder-
te Genauigkeit (10) besitzt, wenn die weitere Rechnung mit dem unter (10) berechneten
Naherungswert pq fortgesetzt wird.
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Um jedoch die folgende Rechnung etwas zu vereinfachen, wahlen wir als ersten Nahe-
rungswert den gegentiber (10) abgeinderten Vektor

0,34
0,17
H=1015 (10)
0,12
Wir berechnen
0,001 —0,006 —0,014 —0,009 \ / 0,34 0,337
0,009 —0,002 0,007 0,009 || 0,17 0,168
Ao +0=1"_ 006 —0.012 —0.001 0,018 || 0.15 | 7| 0,145
~0,003 —0,018 —0,007 —0,008 ) \ 0,12 0,117
—0,00386 0,337 0,33314
_ | 000127 | o168 | | 0,16673 | _
~ | —0,00207 0,145 | ~ | 0,14293 | ¥
—0,00609 0,117 0,11091

Fir den Fehler bei der zweiten Naherung gilt die Abschatzung

max{0, 33314 — 2|, |0, 16673 — 3|, |0, 14293 — 3|, |0, 11091 — x|} <
0,037

<

= 0,963

Dies bedeutet

37
- max{0,00686; 0, 00327 0, 00707; 0, 00909} < £ - 0,00963 = 0,00037

0,332 < 27 < 0,334, 0,166 < a3 < 0,168, 0,142 < 2% < 0,144, 0,110 < 2% < 0,112

d.h., es ist
0,33...
« | 0,16...
0,14...
0,11...

Wie wir an dem Gleichungssystem (6) und dem System (8) erkennen, sind in der
jeweiligen Koeffizientenmatrix

999 6 14 9

( 9 7 ) bzw 9 1002 -7 -9
3 98 ' 6 12 1001 -—18

3 18 7 1008

die Elemente der Hauptdiagonale im Vergleich zu den (ibrigen Elementen dem Betrag
nach groB. Wenn diese Bedingung erfillt ist, fihrt das Iterationsverfahren sehr schnell
zum Ziel.

Aufgabe 24. Mit Hilfe von Satz 25 untersuche man das lineare Gleichungssystem

999921 + 4wy + 223 = 3335
41 + 1000129 + 323 = 3336
Tx1 + 229 4+ 1000223 = 3337
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auf eindeutige Losbarkeit und bestimme gegebenenfalls die Losung iterativ bis auf flinf
Dezimalen genau.

7.3 Eine Anwendungsaufgabe

In diesem Abschnitt setzen wir einige Schulkenntnisse aus der Vektorrechnung voraus.
Liegen vier Punkte A, B, C, D unseres Anschauungsraumes nicht in einer Ebene, so
spannen sie ein Tetraeder ABC' D auf (Fig. 23).

Fig. 23 D "
Wir beweisen zunachst den
Satz 26. Sind im Anschauungsraum die Punkte A, B, C', D Eckpunkte eines Tetraeders

ABCD und R ein beliebiger Punkt des Anschauungsraumes, so gibt es stets reelle
Zahlen x1, x9, x3, x4 so, dass gilt

(1)

wobei a, b, ¢, 0, t die Ortsvektoren der Punkte A, B, C, D, R bzgl. des Ursprungs O
eines raumlichen kartesischen xyz-Koordinatensystems bedeuten (Fig. 24).

Insbesondere liegt R im Innern des Tetraeders ABC' D, wenn die reellen Zahlen x1, xo, 3, 24
die (1) erfillen, nichtnegative reelle Zahlen sind.

T1+ro+x3+r4=1
$1a+l‘zb+$3c+l‘40:t

Fig. 24,25

Beweis. Da nach Voraussetzung die Punkte A, B, C, D ein Tetraeder aufspannen,
liegen die Vektoren a — 0, b — ¢, ¢ — 0 nicht in einer Ebene (Fig. 24). Bezeichnen wir

den Vektor D‘é mit 1), so gilt, wie aus Fig. 25 zu entnehmen ist,

a=0+y (2)
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Wir zeigen, dass sich der Vektor 1y als Linearkombination der Vektoren a — 0, b — 0,
¢ — 0 darstellen lasst. Zunachst entlasten wir die Fig. 25 von einigen Hilfslinien, indem
wir zur Fig. 26 tbergehen.

Fig. 26
In der Ebene e liegen die Vektoren a — 0 und b — 9. Durch R ziehen wir eine Parallele
zur Geraden DC'. Der Schnittpunkt dieser Parallelen mit der Ebene e sei R"&Fig. 27).

>
Der Vektor R'R ist parallel dem Vektor ﬁ = ¢ — 0, d.h., der Vektor R'R ist eine
Linearkombination des Vektors DC'.

Fig. 27
Dann gibt es eine reelle Zahl, die wir mit x3 bezeichnen, derart, dass gilt
—
R'R = z3(c — ) (3)

AnschlieBend ziehen wir durch R’ eine Parallele zur Geraden DB. Der Schnittpunkt
dieser Parallelen mit der Geraden DA sei R” (Fig. 27). Da der Vektor R"R’ parallel

dem Vektor ﬁ s
und der Vektor lﬁ parallel dem Vektor
17}4 =a—0
ist, gibt es reelle Zahlen, die wir mit x5 bzw. mit x; bezeichnen, derart, dass gilt

—
R'R' = z5(b —0) (4)

Fig. 28
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Aus der Fig. 28 entnehmen wir
e
y—DE— DR + RE

Wegen

\
4

DR =DR'+R'R gt y=DR'+R'R+RR
Beriicksichtigen wir (3), (4), so erhalten wir
p=2x1(a—0)+ x2(b—0)+ 23(c —0) (5)

Mit (5) geht (2) dber in

t=0+mz(a—0)+x2(b—0)+x3(c —0) (6)
Hieraus folgt
t:x1a+xgb+a:3c+(1—a:1—332—:53)0 (7)
Setzen wir
l—2) — 29— 213 =14 (8)

so erhalten wir aus (8) die erste Gleichung von (1). Mit Hilfe von (8) geht (7) in
die zweite Gleichung von (1) tber. Damit haben wir gezeigt, dass es reelle Zahlen
x1, Ta, X3, T4 gibt, die dem Gleichungssystem (1) geniigen.

Sind die reellen Zahlen zy, x9, x5, x4, die dem System (1) geniigen, nichtnegativ, so
folgt aus der ersten Gleichung von (1) unmittelbar

Losen wir die erste Gleichung von (1) nach x4 auf, so erhalten wir
$4:1—$1—$2—$3 (10)

Mit Hilfe von (10) geht die zweite Gleichung von (1) tber in (6). Auf Grund von (9)
ergibt sich dann aus (6), dass der Punkt R im Innern des von den drei Winkelrdumen
der Winkel

IADB, <ADC, <BDC (11)

begrenzten raumlichen Gebildes liegt. (Fig. 25). Losen wir dagegen die erste Gleichung
von (1) nach z3 auf , so folgt

$3:1—$1—$2—$4 (12)
Mit Hilfe von (12) geht die zweite Gleichung von (1) tber in

r=mzat+zb+ (1 -2 —x9 —xg)c+ 240 =c+x1(a —¢) + 29(b — ¢) + 23(0 — ¢)
(13)
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Unter Beriicksichtigung von (9) besagt (13), dass der Punkt R im Innern des von den
drei Winkelraumen der Winkel

<DCA, <DCB, <ACB (14)

begrenzten raumlichen Gebildes liegt. Aus (11) und (14) folgt, dass R im Innern des
Tetraeders ABC'D liegt.

Beispiel 33. Wir untersuchen, ob der Punkt R(335,166, 166) im Innern des Tetraeders
ABC'D mit den Eckpunkten A(5,—7,4), B(997,4,—7), C(8,1005,6), D(—2, —3,996)
liegt.

Die Ortsvektoren der Punkte A, B, C', D, R sind

a=(5-7,4)7

b = (997, 4, —7)T

¢ = (8,1005, 6)7 (15)
2 = (—2,-3,996)T

v = (335, 166, 166)T

Setzen wir (15) in (1) ein, so erhalten wir das lineare Gleichungssystem

rT1+aro+a3tars=1

5x1 + 997x9 + 813 — 224 = 335
—Tx1 + 429 + 100523 — 324 = 166
4xy — Txg + 63 + 99624 = 166

(16)

Dieses System versuchen wir mit Hilfe elementarer Umformungen auf die iterierfahige
Form 7.2.(1.) zu bringen. Dazu multiplizieren wir zunichst beide Seiten der ersten
Gleichung von (16) mit 1002. Wir erhalten:

5371 + 997!)32 + 8{133 — 2{134 =335
—7x1 4+ 4x9 4+ 100523 — 34 = 166 —1

1002z 4+ 100229 + 100223 + 100224 = 1002 1 1 11 1 1
-1 | | |

| |

4r1 — Ty + 63 + 9962, = 166 —1 |

1000z + 8x9 — 1723 + 1124 = 335
51 4+ 997x9 + 8xr3 — 224 = 335
—7x1 4+ 429 + 100523 — 324 = 166
41 — Txg + 63 + 99614 = 166

100027 = —8x9 + 1723 — 11x4 + 335
1000zy = —5x1 + 329 — 83 + 214 + 335
1000x3 = Txq1 — 4x9 — D3 + 314 + 166
1000x4 = —4x1 + 7Tx9 — 623 + 4204 + 166

r1 = —0,0082x9 4+ 0,017x3 — 0,011z, + 0,335

r9 = —0,005z1 + 0,003x2 — 0,008x3 + 0,002x4 4 0, 335
T3 0,007x1 — 0,00429 — 0,00523 4+ 0,003z4 + 0, 166
rgy = —0,004z1 + 0,0072x9 — 0,006x3 + 0,004z, + 0, 166

(17)
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Es ist
max{Zy, Zs, Z3, Z,} = max{0,036;0,018;0,019;0,021} = 0,036 = ¢» < 1

Das System (17) erfiillt also das Zeilensummenkriterium. Die Voraussetzung von Satz
25b ist demnach erfiillt. Das Gleichungssystem (16) ist eindeutig losbar. Die eindeutig
bestimmte Losung ermitteln wir iterativ. Dazu schreiben wir (17) in der Form 7.2.(3):

7 0 —0,008 0,017 —0,011\ [ 23 0,335
2z | | —0,005 0,003 —0,008 0,002 || x 0,335
zs | = | 0,007 —0,004 —0,005 0,003 || 25 | 7| 0,166
74 —0,005 0,007 —0,006 0,004 ) \ x4 0,166

Das lterationsverfahren setzen wir mit

Lo = (07 07 Oa O>T
in Gang. Wir erhalten
0,335
0,335 |
Ql?o + b - 07 166 - ;1
0,166

Fir den Fehler bei der ersten Naherung gilt die Abschatzung

max{|0,335 — 27|, |0, 335 — 23|10, 166 — 27|, [0, 166 — 27|} <
0,036
= 0,964

18 18
. 1 1 — . . — 1
max{0,335,0,335,0, 60, 0, 66} 182 0,335 < a7 0,335 =0,018

Dies bedeutet
x] >0, z5>0, 23>0, ;>0

Auf Grund von Satz 26 liegt demnach der Punkt S im Innern des Tetraeders ABC'D.
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8 Losungen der Aufgaben

1. Wir unterscheiden die folgenden Falle:
Fall 1. Esseix > 1
Dann ist z — 1 > 0, und die Ausgangsungleichung ist aquivalent mit der Ungleichung

x<2x—1) bzw. —rx < =2 bzw. x> 2
Ferner ist x > 1 und > 2 aquivalent mit x > 2.

Fall 2. Es sei x < 1.
Dann ist x — 1 < 0, und die Ausgangsungleichung ist aquivalent mit der Ungleichung

x>2x—1) bzw. —x > -2 bzw. r <2

Ferner ist x < 1 und x > 2 aquivalent mit x < 1.
Damit haben wir folgendes Ergebnis erhalten: Alle reellen Zahlen z, die der Bedingung
x > 2 oder der Bedingung = < 1 geniigen, sind Losungen der Ungleichung.

2. Wegen a > 0, b > 0 ist offensichtlich
a+b<a+b+2/avb
Das lasst sich auch in der Form
a+b< (Va+ Vb)?

schreiben. Beriicksichtigen wir die Regel 4, so folgt hieraus die Behauptung.

3. Beweis durch vollstandige Induktion nach p.
Offensichtlich ist 1.1.(17) richtig fiir p = 1. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit von
1.1.(17) fur eine beliebige natiirliche Zahl p = k > 1 die Giltigkeit von 1.1.(17) fir
p = k + 1 folgt. Auf Grund von Aufgabe 2 gilt

\/(a1 +ag+ ... +ap) +appr <Var+as+ .+ ak + Jagprg

Beriicksichtigen wir die Induktionsvoraussetzung

Var +as+ ... +ap < ar ++ag + ...+ Vag

so folgt schlieBlich

Vvai+as+ ...+ ap +ap < Var+Vag + o+ aga

womit die Behauptung bewiesen ist.

4. Beweis durch vollstandige Induktion nach p.

Offensichtlich ist 1.2.(11) richtig fir p = 1. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit von
11.2.(11) fiir eine beliebige natirliche Zahl p = k > 1. die Giiltigkeit von 1.2.(11) fir
p =k + 1 folgt. Auf Grund von 1.2.(5) gilt

|(a1 +ag + ... +ag) + apr1] < lay +ag + ... + ag| + |ag41]
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Beriicksichtigen wir die Induktionsvoraussetzung
lay + az + ... + ag| < |ag| + |ag| + ... + |ax]
so folgt schlieBlich
lay + ag + ... + agy1| < lag| + |ag| + ... + |ag11]

womit die Behauptung bewiesen ist.

5. Es sei
max{ay, ag, ..., ap} = aj (A)
max{by, by, ...,bp} =

wobei k,l € {1,2,...,p} ist. Wegen (A) gilt
a; < ag, bi < by (B)
fur alle 7 € {1,2,...,p}. Auf Grund von Regel 1 ergibt sich aus (B) zunichst
a; +b; < ap+ (€)
fur alle ¢ € {1,2,...,p}. Wegen (C) ist
max{a; + by, as + ba, ..., ap + b,} < ap+b

Hieraus folgt in Verbindung mit (A) die Behauptung.

6. a) Die ersten zehn Glieder der Folge sind schon angegeben und in Fig. 18 veran-
schaulicht.

b) Die jeweils ersten fiinf Glieder von (8) bzw. von (9) sind

7 2 9
n:A 27_ ) nzZA s T o | n:A Ty o
A,y 1( 5) a 3<0 3) (07 5( 5 5>

4 11 2 13
Apy = A7 <_77 _7> y  Opy = A9 <_37 _9>

bzw.
5 7 31
Qp, = A2 (27 1) ) Qny = A4 <470> ) ng = A6 (27 3) ’
11 1 13 3
n _A 3 ) ns :A ) =
s 8(8 2) s 10(10 5>
7. a) Aus
2
e < do(an,0) = | & = 14 2
n n n
folgt
2|c|
<—=N
= Nee)
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b) Aus
cl_ld _ I
< do(an,0) = || = 0 .
esdolan,0) = |on| =g <7
folgt
n < I = N(¢)
£
8. Aus |
e <dy(ap,c)=lc—c|=0< —
folgt
1
<-=N
n<l=N)
9. a) Beweis der Vermutung a = 1. Aus
-3 3 4
sgdo(an,a)—n —1‘:<
n non
folgt n < © = N(c). Damit gilt lim "3 = 1
olgt n < o= (€). Damit gilt lim == = 1.
b) Beweis der Vermutung a = 1. Aus
2 2 3
e < dy(ap,a) = nt —1‘:<
n non
3 e e o
folgt n < — = N(¢g). Damit gilt lim "= = 1.
£ n—oo N
c) Beweis der Vermutung a = 5. Aus
n 1 1
< dylay.a) = — =
e < dolan,a) =57 2’ 2(2n + 1)
1 s n 1
folgt n < o= N(e). Damit gilt lim 575 = 3.
d) Beweis der Vermutung a = 2. Aus
1 1 2
€< do(an,a) = |2 ©oon—1 2‘ - on—1 - on
2 T 1
folgt n < o= N(e). Damit gilt lim (2 - ﬁ) =2
d) Beweis der Vermutung a = 3. Aus
n—1 1 1 1
< d ns = —_—_ = — =< =
e < do(an, a) 2n 2‘ 2n n

1
folgt n < o= N(e). Damit gilt nh_ggo"T_nl = 1.

92



7.3 Eine Anwendungsaufgabe

10. Aus
1 1 2 2 4 4 -
Vi —ma =g <ghi=g <3 firi=1
— 1 1 1 2 4 -
€ S di<an7 Cl) - max {)_Qn—l T } = on—1 < on—1 < n’ fur =2
2 4 ..
’_Qn—l + T on-1 == on—1 < ) fur 1 = 3

4
folgt n < —) = N(g), womit die Behauptung bewiesen ist.
5

11. Beweis der Vermutung a = (1,1, —1,—1)T. Aus

O, |2, 2,0} =2 <2 fiiri=

1 1 _ 2 3 e s
ﬁ‘+5‘+|0|—5<5, furl—

max
0] +

Y

e <di(ay,a) = {

3
folgt n < — = N(e), womit die Behauptung bewiesen ist.
£

12. Auf Grund der Voraussetzung gibt es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ reelle Zahlen
No(g), Ny(¢) derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N,(¢) ist, so folgt |a, —a| < e (A)
Wenn n > Ny(e) ist, so folgt |b, —b| < ¢ (A)
Angenommen, es gelte a > b. (B)
Wegen der Voraussetzung a,, < b, fiir alle natiirlichen Zahlen n > ny und der Annahme

(B) gilt fur alle natiirlichen Zahlen n > ng

o = 0] < [(a =b) + (bn — an)| = [(a = an) + (bn = b)| < |a — an| + |bn = b|
= |an — a| + [bn — ] (©)

Setzen wir

N(E) = maX{Na(5)7 Nb<€)7 TL()}
so gilt auf Grund von (C) und (A):
Wenn n > N(e) ist, so folgt |a — b| < 2¢

Da ¢ eine beliebige positive reelle Zahl und |a — b| eine feste nichtnegative reelle Zahl
ist, so ist |a — b| < 2¢ nur richtig, falls |a — b| = 0, also a = b ist.

Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme (B). Es gilt also a < b, womit die Behaup-
tung bewiesen ist.

13. Setzen wir

n—1 n+1
an = ) b, =
2n 2n
so gilt fir alle natirlichen Zahlen n:
a)
n—1 n 1
(p — Qpiq] = — =———<0, Gp < Qpi1
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b)
n+1 n+ 2 1
b, — b1 = — = > 0, b, > b,
+l 2n 2(n+1) 2n(n+1) +
c)
—1 1 1
an—bn:n _n+ = —— <0, a, < by,
2n 2n n

d) {n = (b, —a,)} = {n — %} ist eine Nullfolge. Damit ist bewiesen, dass eine
Intervallschachtelung vorliegt. Durch diese Intervallschachtelung wird die reelle Zahl
n—1 1

=% T T2

(vgl. Aufgabe 9e) erfasst.

14. Wir beweisen, dass fiir jedes ¢ > 0 in U (1) bzw. in U.(—1) unendlich viele
Folgenglieder der Zahlenfolge liegen. Es ist

1 1
d 1) =lag — 1= |(-D)*+ — 1| = —
O(CLka ) |(12k | ‘( ) + 2]€ ‘ 2]{3
bzw. .
4. =1) = _ 1 = (=1 2k—1 1] =
do(agg—1,—1) = |agk—1 + 1| ‘( ) +2k—1+ | 5% 1
Fur alle nattirlichen. Zahlen £ mit
1 1+¢
k> — bzw. k >
2e 2w 2e
gilt
do(agg, 1) < e bzw. do(agg—1,—1) < e

d.h., in jeder e-Umgehung von 1 bzw. von -1 liegen unendlich viele Glieder der Zahlen-
folge.

15. Aus
ntk+1 n+ll ntk-1 n-1
§ _ B _
e < dy(Antr, An) max{ n+k n |’ n+k n ‘}
x| e el = e < =
= n(n+/€) ’ n(n—i—/{?) _n(n—I—k) nk n

1
folgt n < o= N(e).
16. Aus

1—|—n+k_1+n>2+(1—n—kz 1—n

2
_ -1 12
n-+k n n+k n ) +(=1+1)

e < dl(an+l~c7 an) = \/(1 N 1)2 * <
V2k 2k 2

—n(n—k)<@—n
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2
folgt n < — = N(e =.
£

17. Aus
< dolappyn) = | b oL L ]
£ = O ) = I T D2 T k)| (D) e D2 (nt k)

1 1 1

oG] Tt ><n+2>+'+<n+k—1><n+k>
() () Gt A
\n n+l n+2) T T \n+k-1 n+k/ n n+k n

1
folgtn<f=N()
18. Es ist
B=(6,7,10,12)T g=(41,514)

19. Wegen der Forderung ¢ =’ geht 6.1.(6) tber in
r=Ar+06

Diese Gleichung lasst sich wegen ¢ = €r (Matrizen, 3.1.(9), Seite 24) in der Form
Cr=Ar+b

schreiben. Hieraus folgt

bzw.

|
—
|
p—
|
w
|
p—
8
w
W = =

Diese Matrizengleichung ist aquivalent dem Gleichungssystem

—{L’1—$2—SL’3—$4:1
—X1 — 2Ty — T3 — Xy = 2
—X1— X9 —3T3— x4 =3
—581—332—1’3—41’4:4

Auf dieses System wenden wir das in 4. (Matrizen) erlauterte Verfahren zur Aufldsung
linearer Gleichungssysteme an. Wir erhalten:

—X1 — Ty — X3 — T4 =1 1 ’ 1 | 1 |
—x1 — 209 —x3—x4 =2|—1 | | |
—T1 — X9 —3T3 — Ty = -1 | |
—$1—$2—$3—45L’4 =4 —1 \l,
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—r1— X9 —T3—x4=1

To = 0
2.%’3 = -2
3$4 =-3
Hieraus folgt z1 = 1, 29 = 0, x3 = —1, x4 = —1. Das Gleichungssystem ist also

eindeutig I6sbar. Der Spaltenvektor
x* = (17 07 _]-7 _]->T
ist damit der Fixpunkt der Abbildung A.

20. Es seien x,y beliebige Elemente von (A, dp) und 2/, ¥ deren Bilder. Dann gilt

do(A(x), A(y)) = do(2',yf) = 2" = y/'| = |ax + b — ay — b| = |a(z — y)|
= lal - |z =yl = lal - do(, )

Gilt |a] < 1, so ist A, unabhangig von der Wahl von b, eine kontrahierende Abbildung
von (A, dp) in sich. Ein Kontraktionsfaktor ist dann gy = |al.

21. Fir alle x € 5[0, 1] gilt offensichtlich
0,01 < 2/ < 0,03

d. h., durch 6.3.(22) erfolgt eine eindeutige Abbildung des vollstandigen metrischen
Raums (510, 1], dp) in sich.
Es seien x, y beliebige Elemente von (5[0, 1], dy) und 2/, y" deren Bilder. Dann gilt

BPrr+l—yP—y—1
do(A(x), A(y)) = do(2".y) = |2’ — y/| = 100y ’

1 3 3 ]‘ 2 2

= — — — = — — 1
Lo — 0 + ()] = ol@ — 0)a? oy g+ )
=yl | 2 do(z,y)
TR AR A Ty

< dO(:L.vy)

- 100

< d0($ _ y) . (
100

2+ ay + P+

(|2 + |zy| + 97 + 1)

1+1+1+1)=0,04-do(z —y)

Es liegt eine kontrahierende Abbildung vor, da gy = 0,04 ist.
22. Wir schreiben die Gleichung 6.4.(30) in der zu 6.4.(30) aquivalenten Form

_x2+x+1

100z = 22 1 bzw.
X x4+ x+ YA, x 100

Durch

2+ +1
I Alp) =TT A

erfolgt eine eindeutige, Abbildung des vollstandigen metrischen Raums (S[0, 1], dp) in
sich, da fur alle z € S[0, 1] gilt 0,01 < 2’ < 0,03.
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Wir zeigen, dass diese Abbildung eine kontrahierende Abbildung ist: Es seien z, y
beliebige Elemente von (S[0,1],dy) und ', ¢’ deren Bilder. Dann gilt

P +r+1—yP—y—1

do(A(z), A(y)) = do(2', ) = |2' — /| =

100
1 2 2 dO(xay)
100 |27 —y* + 2 — y| 100 |z +y + 1]
do(l’,?J) dO('xay)
< . 1) < (1+1+4+1)=0,03d

Ein Kontraktionsfaktor ist also ¢y = 0, 03.

Die Abbildung A besitzt damit genau einen Fixpunkt x 4, der gleichzeitig die eindeutig
bestimmte Losung der Gleichung 6.4.(30) in dem abgeschlossenen Intervall S[0, 1] ist.
Diese eindeutig bestimmte Losung x4 berechnen wir gemaB der Vorschrift

22w, +1
100

Ip = A(xn—l) =

iterativ, wobei wir das Iterationsverfahren mit zy € S[0, 1] in Gang setzen. Wir erhalten

0,0001 + 0,01 +1

xr1 = A(xo) = 0,01, A(l’1> = 100

= 0,010101

Als zweiten Naherungswert wahlen wir zo = 0,011. Wir berechnen

0,000121 + 0,011 + 1
100

I3 — A(l‘g) = = 0, 01011121

Fir den Fehler bei der dritten Naherung gilt die Abschatzung

qo
1 —qo

do(z3,24) = - dp(x3, x2)

in unserem Fall also

0,03 3
0,01011121 — | < 72 0,00088879 < - - 0,00097 = 0,00003

Y

Diese bedeutet 0,0100 < x4 < 0,0102; d. h., die eindeutig bestimmte Losung x4
von 6.4.(30) im Intervall S0, 1] ist bis auf drei Dezimalen genau berechnet, und es ist
x4 = 0,010... eine Losung der quadratischen Gleichung 6.4.(30).

Durch (A) erfolgt dagegen keine eindeutige Abbildung des vollstandigen metrischen
Raums (S[98,99], dy) in sich, da fiir alle z € S[98,99] gilt

97,03 < 2’ < 99,01

Fiur z € S[98,99] ist 6.4.(30) aquivalent mit

1
22 =997 — 1 bzw. =99 — —
T
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Durch ]
' = B(r) =99 —
x

erfolgt eine eindeutige Abbildung des vollstandigen metrischen Raums (S[98,99], dy)
in sich, da fir alle x € S[98,99] gilt

99 1< '< 99 ! b 98 < 2’ <99
——<ux - — zZw. x
98 — — 99

Wir zeigen, dass diese Abbildung eine kontrahierende Abbildung ist:
Es seien x,y beliebige Elemente von (S[98,99],dy) und 2/, 4" deren Bilder: Dann gilt

1 1 1 1] |z—y
do(B(z), B(y)) = do(z',y) = |2’ — /]| =199 — = =99+ —| = | = — | =
o(B(x), By)) = do(a', /) = | — o/ : +y\ L; y| y\

1 1
= o=yl =dow —y)
|2y ] - |yl
1
< dy(z,y) - 0% < 0,0002 - dy(z,y)

Ein Kontraktionsfaktor ist gy = 0, 0002.

Die Abbildung B besitzt damit genau einen Fixpunkt xp, der gleichzeitig die eindeutig
bestimmte Losung der Gleichung 6.4.(30) in dem abgeschlossenen Intervall S[98, 99
ist. Diese eindeutig bestimmte Losung x5 berechnen, wir gemaB der Vorschrift

1

Tp—1

Ty = B(zp_1) =99 —

iterativ, wobei wir das lterationsverfahren mit
xo = 98,5 € 5[98,99]

in Gang setzen. Wir erhalten
98

und, setzen x; = 98, 9898.
Fir den Fehler bei der ersten Naherung gilt die Abschatzung

0. 0002 1
08,0898 — x| < 2% . 0. 4898 < —— - 0.4999 = 0. 0001
198, | < 0,9998 4999 ’

Dies bedeutet
98,9897 < xp < 98,9899, d.h., es ist rp = 98, 989...

die zweite Losung der quadratischen Gleichung 6.4.(30).

23. a) Durch 6.4.(31) erfolgt eine eindeutige Abbildung des vollstandigen metrischen
Raums (S[1,2],dp) in sich, da fiir alle z € S[1, 2] gilt
1 2 2

(14 = <gg’<1 24+ = bzw 1<2' <2
2 2) — - 2 1)’ ' - -

98
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Wir zeigen, dass diese Abbildung eine kontrahierende Abbildung ist:
Es seien x, y beliebige Elemente von (S[1,2],dy) und 2/, ¥ deren Bilder. Dann gilt

1 2 1 2
anme-n=yes 83+
x Y

QU

do(A(), Aly)) = .

1 1 1 1 2(x —
2 Yy x 2 Ty
1 2 do(z,y 2
2 Ty 2 Ty
Da fir alle z,y € S[1,2] gilt
2 2 2 1
—1=1-—<1-—=1—-—==
1 Ty 2:2 2
bzw. 5
0<1l——|<1 (B)
Yy

so geht (A) unter Beriicksichtigung von (B) dber in

do(A(x), AW)) < 5 - do(av)
Damit ist gezeigt, dass eine kontrahierende Abbildung vorliegt. Ein Kontraktionsfaktor
ist qo = %
Die Abbildung A besitzt somit genau einen Fixpunkt x*, den wir gemaB der Vorschrift
6.4.(32) iterativ berechnen konnen.
Der eindeutig bestimmte Fixpunkt z* der Abbildung A ist wegen = /. die Lésung

der Gleichung

1 2
xz( +>; 2x2:x2+2; 22 =2
2 T
in S[1,2]. Damit ist 2* = /2.
b)
1 /7 10y 99
—Alzg) = = [+ =) =2 — 1 414285...
1= Alwo) 2<5+7> 0
1/99 140\ 19601
Alry) = = (2 4 20) = 2200 1 414213...
(1) 2(70+ 99) 13860

Als zweiten Naherungswert wahlen wir zo = 1,414213.
Fir den Fehler bei der zweiten Naherung gilt die Abschatzung

in unserem Fall also

|1,414213 — /2| < 2.0,000072 < 0,00008

D=0l
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Dies bedeutet 1,4141 < /2 < 1,4143, d. h., es ist v/2 = 1,414... auf drei Dezimalen
genau berechnet.
24.
10000z = 21 — 4y — 223 + 3335
100002y = —4x, — 29 — 33 + 3336
1000023 = —7x1 — 229 — 223 + 3337
x1 = 0,0001z; — 0,0004x5 — 0,000223 + 0, 3335
xy = —0,00042; — 0,0001z5 — 0,0003z3 + 0, 3336
r3 = —0,00072; — 0,000225 — 0,0002z3 + 0, 3337

Dieses System erfiillt das Zeilensummenkriterium, denn es ist

max{Z, Zy, Zs} = 0,0011 = ¢, < 1

Das Gleichungssystem ist auf Grund von Satz 25b eindeutig losbar.

1 0,0001 —0,0004 —0,0002 \ [ 3 0,3335
2o | = | —0,0004 —0,0001 —0,0003 || zo | +] 0,3336
T3 ~0,0007 —0,0002 —0,0002 | \ 3 0,3337

Das lterationsverfahren setzen wir mit
ro = (0,333;0,333;0,333)7

in Gang. Wir erhalten

0,0001 —0,0004 —0,0002 \ [ 0,333 0,3335
Arg + b= | —0,0004 —0,0001 —0,0003 || 0,333 | + | 0,3336
~0,0007 —0,0002 —0,0002 | \ 0,333 0,3337
—0, 0001665 0,3335 0, 3333335
= | —0,0002664 |+ | 0,3336 | =| 0,3333336 | =1,
—0, 0003663 0,3337 0,3333337

Fur den Fehler bei der ersten Naherung gilt die Abschatzung

max{|0, 3333335 — 2, |0, 3333336 — 23|, |0, 3333337 — x|} <
_ 0,0011 0,0011
= 0,9989 0, 9989

Dies bedeutet

-0,0003337 < 0,0000004

- max{0, 0003335; 0,0003336; 00003337} =

0,3333331 < x] < 0,3333339
0,3333332 < x5 < 0,3333340
0,3333333 < x5 < 0,3333341

d. h., es ist
0,33333...

= | 0,33333...
0,33333...
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