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Vorwort

Zuweilen halt man die Schule nur fiir ein Instrument
zur Weitergabe einer Hochstmenge von Wissen

an die heranwachsende Generation.

Das ist nicht richtig. Wissen allein ist tot;

die Schule aber dient dem’ Lebendigen. Sie soll

in den jungen Menschen alle Eigenschaften und
Fahigkeiten entwickeln, die fiir die Wohlfahrt

der Allgemeinheit wertvoll sind.

Albert Einstein

Noch genau kann ich mich an jenen Tag erinnern, als ich im Jahre 1953 meinen Schiilern
der Klassenstufe 10 erstmals zentral gestellte Aufgaben zur schriftlichen Abschlusspri-
fung tbergab.

Aufgabe 1 lautete:

e Ein Balken hat quadratischen Querschnitt. Die Diagonale des Querschnitts ist 5 cm
langer als die Seite. Berechnen Sie die Lange der Seite und die Lange der Diagonale!

Diese und weitere rund 250 Prifungsaufgaben liegen heute vor mir, fein sauberlich auf
Karteikarten libertragen, mit vollstindigen Losungen versehen. Sie stellen eine wertvolle
Fundgrube fiir die Gestaltung des Unterrichts dar.

Vielfaltig sind ihre Einsatzmoglichkeiten: Gegliedert nach Stoffgebieten, nach theore-
tischen und praktischen Aspekten, nach leichter und anspruchsvoller Kost, eingebaut
in Klassenarbeiten, vorgegeben als Einstimmung auf eine Unterrichtsstunde, lehrplan-
gerecht eingefligt in den verschiedensten Klassenstufen, eingesetzt als Hausaufgabe,
sind diese Prifungsaufgaben stets Freund, Helfer und standiger Begleiter liber drei
Jahrzehnte geblieben.

Manches ist wie eh und je aktuell, anderes veraltet. Einige praxisbezogene Aufgaben
haben schon historischen Wert.

Einhundert Aufgaben habe ich fiir dieses Buch ausgewahlt, nach Stoffgebieten geordnet
und in der "Pflicht" (A) zusammengefasst.

Mein Ziel ist: jeden erreichen, anregen und aktivieren.

Herausgegriffen aus der Praxis, aus Fachbiichern, aus einer Vielzahl von Broschiiren
und Zeitschriften, habe ich stets auch aktuelle Aufgaben in den Unterricht eingebaut.
Bewahrten sie sich, wurden sie als "Kiir" meiner "Pflicht"-Kartei angegliedert.

Auf Grund meiner Initiative wurde im Jahre 1967 die mathematische Schiilerzeitschrift
alpha ins Leben gerufen, deren Chefredakteur ich seither bin. Sie ist Freund und Helfer
fiir iber 50000 Leser in rund zwanzig Landern der Erde.

alpha schafft enge Wechselbeziehungen zwischen dem Unterricht und einer lebendigen,
abwechslungsreichen, niveauvollen auBerunterrichtlichen Arbeit, insbesondere fiir leis-
tungsstarke Schiiler, ihre Betreuer sowie an Mathematik interessierte Erwachsene. Sie
gab wertvolle Impulse vor allem zu den "Kiir"-Aufgaben dieses Bandes.

Mit Interesse, Staunen und etwas Schmunzeln machten sich meine Schiler erst kiirzlich




Vorwort

an die Losung folgender Probleme aus dem Mathematiklehrbuch der Jahre 1945/46:

e |In einem Wintermonat brennen in einem Dorfwirtshaus am Abend und in der Nacht 8
Lampen, und zwar 6% Std. lang. Wieviel Petroleum haben sie im Monat alle zusammen
verbraucht, und wieviel kostete das Petroleum (1 | kostet 29 Pf.)?

e Eine Handschuhfabrik verpackt in einer Kiste Handschuhe: von der 1. Sorte 5% Dtzd.,
von der 2. Sorte 72 Dtzd., von der 3. Sorte 92 Dtzd., von der 4. Sorte 42 Dtzd. Wieviel
Dtzd. und wieviel Stiick sind das insgesamt?

e 8 Mann mahen am ersten Tag 5 ha Sommergetreide; wieviel ha bringen in derselben
Zeit 20 Mann fertig?

Aus zahlreichen Quellen habe ich die "Kir"-Aufgaben dieses Buches (M) ausgewahilt,
und zur Auflockerung sind jeweils auch einige historische Fragestellungen sowie eine Rei-
he unterhaltsamer Knobeleien eingestreut. Gedanklich angelehnt habe ich mich dabei
an den Eiskunstlauf: Nach exakter, streng reglementierter Pflicht folgt eine spielerische,
abwechslungsreiche Kiir mit unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad.

Umgesetzt auf die Mathematik bendtigen wir gute Grundkenntnisse, solides Wissen
und Konnen, aber auch die Bereitschaft und die Fahigkeit, erworbene Kenntnisse bei
der Losung praktischer Probleme anzuwenden.

Den mehr als 250 Aufgaben dieses Bandes wurden Losungshinweise beigefligt, bei
einigen ausflhrlicher, bei anderen nur die Resultate. Dem Leser, sowohl dem Lernenden
als auch dem Lehrenden, Schiilern, Lehrern, Eltern und auch anderen Interessenten,
werden Impulse gegeben fiir die weiterfiihrende Beschaftigung mit diesem oder jenem
Stoffgebiet ...

Mein Dank gilt Herrn Jirgen WeiB und den Gutachtern, die eine Reihe wertvoller
Hinweise zum vorliegenden Buch gaben.
Viel Freude, vor allem aber Erfolg, wiinscht allen Lesern

Johannes Lehmann Leipzig, Mai 1986
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1 Arithmetik

1 Arithmetik

Nichts ist der Natur gemaBer.
man muss zu rechnen wissen
oder das Lehrgeld bezahlen.

Wilhelm Ludwig Wekhrlin

P 1 A Gegeben sei der Term 5’9—‘;.
a) Berechnen Sie den Wert des Terms fiir a = 3, b = 7!

b) Geben Sie denjenigen Wert fiir b an, fiir den der Term nicht definiert ist!
P 2 A a) Geben Sie 7- 1072 als Dezimalbruch an!

b) Berechnen Sie z, y und z:

105 1,2-107-4,5- 1072
TEqe 10 = 36-103 2= y/1,44-10°

P 3 A Kiirzen Sie den Bruch
Bruch nicht annehmen dar.

1

2
42‘;:1 , und geben Sie an, welchen Wert, a in dem gegebenen

P 4 A Fur die Elemente x der Menge M gilt: 15 < x < 20 (z € N).
a) Geben Sie alle Elemente von M an!
b) Geben Sie alle Teilmengen von M an, deren Elemente Primzahlen sind!
P 5 A Vereinfachen Sie:
ST B A a6
2 3 5’ 27t 54
P 6 A Vereinfachen Sie die folgenden Terme so weit wie moglich:

a) 5(3a — 2b) 4 2(4b — 5a) — 10b

(6}



1 Arithmetik

b) 3m(m + 0,6n — 4n*) + (m — 5n)%,
a b

Q) o+ — (aF—ba#b)

P 7 A Es seien

x der absolute Betrag von (-8), y die entgegengesetzte Zahl zu (-2,5) und z das

Reziproke von £.

Ermitteln Sie 22 - % . %

[\]

P 8 A Vereinfachen Sie folgende Terme so weit wie moglich:
a) \3/a6b9 (a>0;b>0;a,beR),
—V49k2 (k> 0,k € R),

\3/67\/> (a>0,a € R)

P 9 A a) Berechnen Sie 12,5 % von 528 ha!
b) Ermitteln Sie n = logs 27!
c) Ordnen Sie die Zahlen v/2;1,4; 1,3 der GréBe nach!

P 10 A Gegeben ist eine natirliche Zahl n (n # 0).

a) Schreiben Sie in allgemeiner Form die der Zahl n unmittelbar vorangehende natiirliche
Zahl (Vorganger) und die unmittelbar folgende natiirliche Zahl (Nachfolger) auf!

b) In einem speziellen Fall sei das Produkt aus dem Vorgénger und dem Nachfolger
von n die Zahl 483. Berechnen Sie n mit Hilfe einer Gleichung!

Die Mathematik ist die Konigin
der Wissenschaften und die Arithmetik

die Konigin der Mathematik.
Carl Friedrich GauB

K 11 M Setzen Sie statt [J das jeweils richtige Zeichen <; >; = ein:

a) 61:6° O 1 b) 6%-0,62 O 1
c) 0,5%:0,5 O 1 d) 1007%.10' O 1
e) 0,3:0,3 O 1 f) 0,55-25 O 1
g) V8lz:(22.34) O 1 hy vi2:v6 0O 1
N V2EV3 V23

) v ool ) s B

K 12 B Ohne Benutzung einer Tafel soll entschieden werden, welche der beiden fol-
genden Zahlen groBer ist:

a) 4-+/3 oder 7, b) /2 oder /3,
c) V5 + /3 oder /6 + /2.




1 Arithmetik

K 13 B In die leeren Felder der Abb. 1.1 sind natirliche Zahlen so einzusetzen, dass
waagerecht und senkrecht alle Aufgaben richtig gelost sind!

52.125 = [
O¥zz - O
109232+O -\
N -
C1+O+A =V

Abb. 1.1, 1.2

K 14 B Fillen Sie die freien Felder der Abb. 1.2 aus! Gleiche geometrische Symbole
bedeuten gleiche Zahlen.

K 15 B Zu einer Familie gehoren sechs Personen (Vater, Mutter, zwei Sohne und zwei
Tochter). Das Produkt der Zahlen, die jeweils das Alter der weiblichen Familienmit-
glieder in vollen Jahren angeben, betragt 5291.

Fir die mannlichen Familienmitglieder heiBt das entsprechende Produkt 3913. Unter
den Kindern dieser Familie ist ein Zwillingspaar.
Sind die Zwillinge gleichen Geschlechts?

K 16 B Zu bestimmen ist die Menge M aller ungeraden Teiler von 90, die zwischen 4
und 10 liegen!

K 17 B Welchen Wert besitzt der Term
a(a +2) + c(c —2) — 2ac
wenn @ — ¢ = T ist?

K 18 B In diesem Puzzle (Abb. 1.3) sind genau zwanzig mathematische Begriffe ver-
steckt.

ktctutr{sfLl{alm|i]Z]E|D
MIARTU[K{CIELT{H[CIE{R|R
steInloltfrf+fololalL]E
vivlTls{riRiEfC|K]E]I]]
mislen[ulHlCcHEHIG[E
micInfutolL]r[Bl8lalP (M
ElL|k{R{ELI|S]I[§]6]2]2
klutelelc|klalr|nlale]s
TI kNI W[ LIR[A[P|F
RlolTiklatF]I |E|A[R]|ALF
olutatolrRlalT|o[H]E|RIE
NI ol RIET+HTETE TR L]G] TR

Abb. 1.3

Suchen Sie diese waagerecht oder senkrecht, vorwarts oder riickwarts! Die frei bleiben-
den Buchstaben ergeben, fortlaufend gelesen, einen mathematischen Begriff.




1 Arithmetik

K 19 M Driicken Sie den in Textform gegebenen mathematischen Sachverhalt durch
einen Term aus:

a) Gegeben ist eine Differenz. Der Minuend ist eine reelle Zahl. Der Subtrahend ist die
Summe aus einer anderen reellen Zahl und der Halfte des Quadrates des Minuenden.

b) Gegeben ist ein Produkt. Der erste Faktor ist der finfte Teil einer reellen Zahl. Der
zweite Faktor ist die Summe aus einer anderen von Null verschiedenen reellen Zahl und
dem Reziproken dieser Zahl. Der dritte Faktor ist die 3. Potenz des ersten Faktors.

K20l

SORT—=6 + 3T~ C -0 - O
Lo’ -A— g, A-O —stop

Abb. 1.4

K 21 B Berechnen Sie oder vereinfachen Sie soweit wie moglich im Kopf:

O 135 (W[ 32 \/n "

voiH N3

—2

_ T
2
0,25

—0,25

K 22 B Die Babylonier benutzten fiir die Bestimmung der Quadratwurzel die Nahe-
rungsformel v/a? + b? ~ a + %

a) Bestimmen Sie nach dieser Formel 1/102; 1/10,2; /35, 6!

b) Ist der Naherungswert groBer oder kleiner als der wahre Wert? Begriinden Sie lhre
Auffassung!

K 23 B Eine harte Nuss: Bestimmen Sie die Menge M aller natiirlichen Zahlen a, fir
die die folgenden Bedingungen gleichzeitig erfiillt werden:

a) 0 < a < 4000,

b) die Zahlen sind sowohl durch 4, durch 5 als auch durch 9 teilbar,
c) 8, 25 und 27 sind nicht Teiler von a,
)

d) subtrahiert man von den Zahlen a die Zahl 8, so ist diese Differenz durch 11 teilbar!




1 Arithmetik

K251

Abb. 1.6

1:37°+V63 V7T S 436 : 078
213 WA
[10"-2+(1o:2)_f I 175—.(1;+33)
1.7 2 r.g 3
(ﬁi*ﬁfa'qs C | 217217
1 -3
/21957 - 83521 H (1-§)
2°:5° (a0, 6“) E | 399999 571428
10000 \ 3#.2° 142857 ~ 142857
Z
1
(25%"5'1):(25"82> o
(/Y3 (/573) -
V3% 3% 28

K 24 B Kreuzzahlratsel: Fiihren Sie die vorgegebenen Operationen durch, und tragen
Sie die Ergebnisse in Abb. 1.5 ein!

Abb. 1.5

Waagerecht
Losen Sie im Kopf!

1. 112
3.42.10% 4+ 92
6. 142

8.93:9

9. 3(v/64 + V/16)
11. 30% 4 3%

13. 192 + 40

15. /121

16. 967 - 3

18. 80% 4 62

20. /361

22. 25% 4132
23.30% +43 -4
25. 8765 - 10* + 4321

Senkrecht
Lésen Sie mit dem Taschenrechner!

. [(128624 4 99999) - 3 + 2] - 18

1
2. /14641

3. 10 - v/2825761
4. 2200 : 52

5

. 1099989 : 99

40986
7 23-18

10. /3721 — 1

12. 3 +10% - V1234321
14. 234574 : (399 : 21)
17. 272 —211-3

19. 110334 : 222
21.92.12

23. 1/1/38416
24,1785 : (5-17)




1 Arithmetik

K 26 B Spiel mit dem Taschenrechner:
Fordern Sie einen Mitspieler auf: "Wahle aus dem Bereich von -2 bis 2 000 finf auf-

einanderfolgende Zahlen! Addiere diese Zahlen, und multipliziere die Summe mit der
dritten der gewahlten fiinf Zahlen! Das Ergebnis multipliziere mit 5, und nenne mir das
Produkt! Ich sage dir die gewahlten fiinf Zahlen."

10



2 Planimetrie

2 Planimetrie

Wann ist die Freude am groBten?
Wenn du das Gewdinschte erreichst.
Thales von Milet

P 1 A a) Ermitteln Sie den Umfang und den Flacheninhalt eines Kreises mit dem
Durchmesser d = 5,35 m!

b) Berechnen Sie den Flacheninhalt eines Kreisringes mit den Durchmessern d; = 4,5
cm und dy = 3,8 cm!

P 2 A Lange und Breite eines Rechtecks verhalten sich wie 5 : 3. Der Umfang betragt
48 cm. Wie lang sind die Seiten?

P 3 A Ein 15,00 m langer Fahrradschuppen wird gebaut. Die Skizze (Abb. 2.1) zeigt
den vereinfachten Querschnitt.

Abb. 2.1

a) Berechnen Sie die Balkenlange s!

b) Berechnen Sie den Inhalt der Dachflache!

P 4 A Formen Sie die folgende Gleichung nach a um!

(@a+c)-h
2

P 5 A Gegeben sind ZA =3 cm, ZB =12 cm, ZC =5 cm (Abb. 2.2).

A:

11



2 Planimetrie

Abb. 2.2

Berechnen Sie die Lange von ZD!

P 6 A Berechnen Sie an Hand der Abb.2.3 (g || g2) die GroBe des Winkels -y, wenn
die Winkel o = 20° und 3 = 60° gegeben sind!

Abb. 2.3 = %

Geben Sie lhren Losungsweg an, und begriinden Sie lhre Feststellung iiber die GréBe
des Winkels ~!

P 7 A Ein Dreieck soll zentrisch gestreckt werden.

a) Zeichnen Sie in ein Koordinatensystem auf Millimeterpapier (Koordinateneinheit 1
cm) das Dreieck PQR mit P(2;1), Q(5;1) und R(2;3)!

b) Zeichnen Sie in dieses Koordinatensystem das Dreieck P'Q'R’, das bei der zen-
trischen Streckung des Dreiecks PQR mit dem Streckungszentrum Z(0;0) und dem
Streckungsfaktor k£ = 2 entsteht!

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt A des Dreiecks PQR)!

d) Es sei A’ der Flacheninhalt des Dreiecks P'Q)'R’. Geben Sie das Verhiltnis A" : A
an!

P 8 A Gegeben ist ein Dreieck ABC'. Dabei ist /BCA = 90°; CD = h, = 5,2 cm;
AD =q=3,9cm.

a) Konstruieren Sie das Dreieck ABC'
b) Berechnen Sie die Lange der Strecke AC' = b!
c) Berechnen Sie die Lange der Strecke BD = p!

P 9 A a) Zeichnen Sie eine beliebige Strecke C'D, und konstruieren Sie mit Zirkel und
Lineal die Mittelsenkrechte dieser Strecke!

b) Zeichnen Sie einen beliebigen Winkel o (0° < a < 180°)! Konstruieren Sie die
Winkelhalbierende dieses Winkels (mit Zirkel und Lineal)!

P 10 A a) Geben Sie die GroBe von § an, wenn 7y = 38° ist (Abb. 2.4)!
b) In Abb. 2.5 sei v = 46°. Ermitteln Sie 4!

12



2 Planimetrie

Abb. 2.4,2.5

Eine Arbeit, die uns Befriedigung gewahrt,
ist gewiss das beste und solideste Gliick.
Maxim Gorki

K 11 B Fir 7 sind folgende Naherungswerte angegeben worden:

(1) Archimedes 3%; (4) Antonisz 315
(2) Archimedes 37; (5) Tschu-Kong 22
(3) Direr 35 (6) Ptolemaus 3%

Welcher dieser Naherungswerte kommt der Zahl m am nachsten?

K 12 M Es ist ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ¢ = 8 cm und der Hohe
h. = 3 cm zu konstruieren.

a) Fertigen Sie eine Skizze an, und stellen Sie einen Lésungsplan auf!
b) Fithren Sie die Konstruktion aus!
c) Beschreiben Sie die Konstruktion!

d) Begriinden Sie, dass die durch die Konstruktion gewonnenen Dreiecke tatsachlich
rechtwinklig sind!

K 13 B Rosselsprung unter Verwendung eines Ausspruchs von C. F. GauB:

tun | Nichts | ist

et- tan Al

ist ibrig | noch
wenn | was ge-

K 14 M Der Flacheninhalt A; eines Kreises K betragt 1500 dm?.
a) Geben Sie den Radius r; dieses Kreises an!

b) Bestimmen Sie den Umfang u; des Kreises!

/2

Abb. 2.6

13



2 Planimetrie

K15 B In Abb. 2.6 sind acht Lander (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) skizziert. Wie konnen wir
diese Landkarte mit den vier Farben Rot, Blau, Gelb und Schwarz farbig gestalten, so
dass je zwei benachbarte Lander verschieden gefarbt sind?

Geben Sie eine solche Farbung an!

K 16 B Ein Trapez ABCD (AB || CD) besitzt einen rechten Winkel bei D. Die
Langen der Schenkel des Trapezes betragen 45 cm und 53 cm. Die langere der beiden
parallelen Seiten AB ist 54 cm lang.

a) Welcher Schenkel ist 45 cm und welcher 53 cm lang?
b) Konstruieren Sie das Trapez im MaBstab 1:10!
c) Wie groB ist der Flacheninhalt des Trapezes?

K 17 B Gegeben seien ein Quadrat ABC'D und eine Gerade g mit dem Punkt P, die
durch B parallel zu AC verlauft (Abb. 2.7).

0

AOC
p
—y

Abb. 2.7 B

Spiegeln Sie das Quadrat an g, und drehen Sie es dann um P als Drehzentrum im
mathematisch positiven Sinn um einen Winkel o = 60°!

K 18 B Zeichnen Sie ein Quadrat ABC'D mit 3 cm Seitenlange!

Ein Punkt E auf AB liegt von A, ein Punkt I auf AD liegt von D jeweils 1 cm entfernt.
Zeichnen Sie diese Punkte, und konstruieren Sie das Bild A’B'C’'D’ des Quadrates
ABCD bei Spiegelung an der Geraden, die durch £ und F' verlauft!

K 19 M Eine Aufgabe aus F. C. Mother "Hauptsatze der Elementar Mathematik"
(1859):

Verwandle ein konvexes Fiinfeck ABC'DFE in ein flachengleiches Dreieck und dieses in
ein flachengleiches Rechteck!

K20 B Gegeben sei ein Winkel mit dem Scheitelpunkt S und der GroBe 36°.
Konstruieren Sie hieraus unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal einen Win-

kel, dessen GroBe 99° betragt!
K 21 B Gesucht ist jeweils die GroBe des Winkels o (Abb.2.8 a, b, ¢)!

¢)

Abb. 2.8
K 22 B Konstruieren Sie die wahren Langen AyB, der Strecken AB (Abb. 2.9)!

14



2 Planimetrie

Abb. 2.9 2

K 23 B Aus einer englischen mathematischen Schiilerzeitschrift:

Alle abgebildeten Figuren haben eine Flache von einem Quadratzoll, und jede kann in
zwei Teile zerlegt werden, die zusammengefiigt ein Quadrat mit der Seitenldnge ein
Zoll ergeben.

An welcher Stelle muss jede Figur geteilt werden (Abb. 2.10)7?

A
=R A

K 24 B a) Berechnen Sie den schraffierten Flacheninhalt A (Abb. 2.11)!

I*____*}Emﬂ
L Jem
=
(5] Sy
h" .\-\
OO,
{\ \:\\:\ 5
NI =
Y, E
(=]
|
Jcm
Abb. 2.11

b) Einem Kreis k£ mit dem Radius r werden vier kongruente Kreise mit dem Radius z

so einbeschrieben, dass jeder der vier zwei andere von auBen und den Kreis £ von innen
bertihrt (Abb. 2.12).

Abb. 2.12,2.13

Bestimmen Sie 2 und fur r = 1 cm den Flacheninhalt eines einbeschriebenen Kreises!

e) Finden Sie eine analoge Losung fiir drei einbeschriebene Kreise vom Radius = (Abb.
2.13)!

15



3 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

3 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

Es gibt nichts Praktischeres,
als eine gute Theorie.
Gottried Wilhelm Leibniz

P 1 A Losen Sie die folgende Gleichung, und fiihren Sie die Probe durch:

(20 —5)-(x+3) =22 - 32 —4)+9 (x € R)

P 2 A Gegeben ist die Gleichung L gb: =1.

a
Welche Einschrankungen gelten fiir die Parameter a und b7
Losen Sie die Gleichung nach x auf, und fiihren Sie die Probe durch!

P 3 A Ein Drittel einer natirlichen Zahl ist um 3 groBer als ein Viertel der gleichen
Zahl.
Bestimmen Sie die gesuchte Zahl mit Hilfe einer Gleichung!

P 4 A a) Bestimmen Sie x durch Konstruktion:
6,3:4,5=4,2=x (x € R)

b) Errechnen Sie x!

P 5 A Eine Seite eines Rechtecks sei 6 cm lang. Verlangert man diese Seite um 4
cm und verkirzt zugleich die andere um 1 cm, so entsteht ein Rechteck mit gleichem
Flacheninhalt.

Wie lang ist die andere Seite des urspriinglichen Rechtecks?

P 6 A a) Gegeben ist =5z —2,7> —12,3 — 2z (x € R).
Losen Sie diese Ungleichung! Geben Sie alle ungeraden natiirlichen Zahlen an, die diese
Ungleichung erfiillen!

16



3 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

b) Fir die Elemente x einer Menge M gilt: 15 < = < 20 (z € N). Geben Sie alle
Elemente von M an!
Geben Sie diejenige Teilmenge M; an, deren Elemente nur die Primzahlen aus M sind!

P 7 A Gegeben ist die Ungleichung
12—2x>3(14+2z)+3 (x € R)

a) Losen Sie diese Ungleichung!
b) Geben Sie drei gebrochene Zahlen an, die diese Ungleichung erfiillen!

c) Geben Sie durch Aufzahlen alle natiirlichen Zahlen an, die diese Ungleichung erfiillen!

P 8 A Gegeben ist die Ungleichung
20 — (8 —z) <82z +3) — bz (z € R)

a) Ermitteln Sie die Lésungsmenge L der Ungleichung!

b) Geben Sie fiir jede der sechs Zahlen —8; 3;0; —%; —4;5,2 an, ob sie zur Lésungs-
menge L gehort oder nicht!

P 9 A Gegeben sind die folgenden Ungleichungen:

(1) br+5<x+25 (x € R),

(2) 120 — (x—1) > 52+ 13 (x € R).

a) Losen Sie die Ungleichung (1)! Geben Sie diejenigen Elemente der Losungsmenge

an, die naturliche Zahlen sind!

b) Losen Sie die Ungleichung (2)! Geben Sie diejenigen Elemente der Lésungsmenge
an, die einstellige natiirliche Zahlen sind!

c) Die unter a) angegebenen natiirlichen Zahlen bilden die Menge M, die unter b)
angegebenen natirlichen Zahlen die Menge M,. Geben Sie den Durchschnitt von M,
und M5 an!

P 10 A Gegeben ist die lineare Ungleichung

8(2x + 1)
5

a) Losen Sie diese Ungleichung im Bereich der reellen Zahlen!

<3x+2

b) Geben Sie folgende Mengen durch Aufzéhlen ihrer Elemente an:

Die Losungsmenge L obiger Ungleichung im Bereich der natirlichen Zahlen;
die Loésungsmenge Lo obiger Ungleichung im Bereich der ganzen Zahlen mit —4 < z <
L
die Menge M aller Elemente, die sowohl in L als auch in Ly vorkommen!
Wenn die Neugier sich auf ernsthafte

Dinge richtet, dann nennt man sie Wissensdrang.
Marie von Ebner-Eschenbach
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3 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

K 11 B Loésen Sie nach k auf:

k
a)a:k+a(/€7é—a)
) k=" (0 0)
C)Zi—Z:a(k%a)

K 12 B Setzen Sie die natiirlichen Zahlen von 1 bis 16 richtig in die Leerfelder des
Quadrates ein (Abb. 3.1)!

Abb. 3.1

K 13 B Marie-Luise fordert ihre Freundin Monika auf:

"Merke dir eine von Null verschiedene natiirliche Zahl, multipliziere mit 5, addiere zu
diesem Produkt 2! Multipliziere die so erhaltene Summe mit 4, und addiere zu diesem
neuen Produkt 3! Die nun erhaltene Summe ist noch mit 5 zu multiplizieren! Nenne
mir das Ergebnis deiner Rechnung, und ich sage dir, welche Zahl du dir gemerkt hast!"

Begriinden Sie, wie Marie-Luise die von Monika gedachte Zahl ermitteln konnte!

K 14 B Aus altagyptischer Zeit:
Der knapp dargestellte Text lautet: "% hinzu, % weg, 10 ist der Rest."

2 1 2
Dies bedeutet: (:1: + 3:1:) —3 (:1: + 3:1:) =10
Berechnen Sie z!

K 15 B Von den natirlichen Zahlen p und ¢ sei bekannt, dass 0 < p < ¢ gelte.

a) Ordnen Sie die Zahlen 1, g, % der GroBe nach! Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl!

b) Stellen Sie fest, welche der beiden Zahlen g und % naher an 1 liegt!

K 16 B Aus A. Burg "Aufldsung algebraischer Gleichungen des ersten und zweiten
Grades" (1827):

17-3 4o + 2 Tr + 14
Gegeben: 6z + - a:3+ =5+ x—g ,

den Werth von 2z zu finden!

K 17 B Ermitteln Sie alle nichtnegativen reellen Zahlen x, die die Gleichung x+|z—1| =
1 erfillen!
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3 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

K 18 B Das aus einem ungarischen Buch
stammende Labyrinth (Abb. 3.2) ist durch
das Feld (+ 1) zu betreten und durch das
Feld (- 1) zu verlassen.

Man darf von einem Feld aus jedes Nach-
barfeld betreten, auch die Felder in Diago-
nalrichtung.

Es ist ein Weg zu finden, bei dem man nur
durch Ausfithrung der Addition bzw. Sub-
traktion das Endergebnis 0 erhalt.

Abb. 3.2

K 19 B Eine Aufgabe aus L. Euler "Vollstandige Anleitung zur Algebra"(1770):

Die Zahl 25 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, dass der groBere Summand 49mal
so groB wie der kleinere Summand ist!

K 20 B a) Zum Dreifachen einer Zahl die Zahl 3 addiert ergibt das gleiche wie von
der dritten Potenz der Zahl 3 das Dreifache jener Zahl subtrahiert. Bestimmen Sie die
Zahl!

b) Zum vierten Teil einer Zahl die Zahl 4 addiert ergibt das gleiche wie vom Vierfachen
jener Zahl die Zahl 4 subtrahiert. Bestimmen Sie die Zahl!

K 21 B Man ersetze die Buchstaben im Namen von C. F. GAUSS (1777 bis 1855) so
durch natirliche Zahlen, dass nachfolgende Bedingungen erfiillt werden:

()C-F-(G+A+U+S+S)+A-U=1777
(2)G-A-U-S5-5=1855
3)G>C>A>U>F>S

K 22 B Gegeben ist die Ungleichung
1
12—z > §(36—:(;)—1.

Ermitteln Sie die Losungsmenge dieser Ungleichung
a) im Bereich der reellen Zahlen,
b) im Bereich der gebrochenen Zahlen,

c) im Bereich der natiirlichen Zahlen!

K 23 B Ermitteln Sie alle geordneten Paare [a; b] natiirlicher Zahlen, fiir die folgende
drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) a < 4 (2) a—0b>0; (3)a+b>2
K 24 W Es ist zu untersuchen, ob die Ungleichung
510+610 < 710

eine wahre Aussage ist!
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4 Quadratische Gleichungen und Gleichungssysteme

4 Quadratische Gleichungen und Gleichungssysteme

Nicht wurzeln, wo wir stehen,
nein, weiterschreiten.
Christian Gotthilf Salzmann

P 1 A Gegeben ist die Gleichung
20% +ax —a®> =0 (a,z € R)
Berechnen Sie z!

P 2 A Losen Sie die folgenden Gleichungen (z € R):

a) 22— 14z +45=0
b) 22 —6x=0
c) 4r*=2-Tx
d) 26— (z+3)?=(x—1)
e) 6x—2 _ 342°431z—8  da+4
2x+3 —  1622-36 8r—12
f) (dr+1)(2x—2) — (x+0,5)(6x —5) =3
3

P 3 A Gegeben ist die Gleichung

2 +4r4+q¢=0 (¢g,z € R)

a) Ermitteln Sie die Losungen dieser Gleichung fiir ¢ = 3!

b) Geben Sie fiir g eine solche Zahl an, dass die Gleichung eine Doppellosung (zweifache
reelle Losung) hat!

P 4 A Gegeben ist die Gleichung

2 —ar+c=0 (a,c,z € R)

a) Geben Sie fiir diese Gleichung die Diskriminante an!
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4 Quadratische Gleichungen und Gleichungssysteme

b) Geben Sie die Anzahl aller reellen Losungen der Gleichung fiir folgende zwei Falle
an:

(1) a=0und c=1{; (2)02%2

Begriinden Sie Ihre Aussagen mit Hilfe der Diskriminante!

P 5 A Die Differenz zweier natiirlicher Zahlen betragt 6. Das Produkt dieser beiden
Zahlen betragt 216. Ermitteln Sie diese beiden natiirlichen Zahlen!

P 6 A Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

(1) 2z 4+y =10
(2) 62 +2y =34 (z,y € R)

P 7 A Gesucht sind zwei Zahlen. lhre Summe ist 4. Wird das Dreifache der einen Zahl

um das Doppelte der anderen Zahl vermindert, so erhalt man 52.
Berechnen Sie die beiden Zahlen!

P 8 A Berechnen Sie die Losung des folgenden linearen Gleichungssystems in Abhan-
gigkeit vom Parameter a:

(1) Bax +y = Ta

(2)az+y=3a  (a,z,y €R,a#0)

P 9 A a) Bestimmen Sie z und y:

(Daz+y=s

2Q)x—y=t (s,t,z € R).

b) Setzen Sie t = 6. Fiir welche Werte von s hat dieses Gleichungssystem dann ganz-
zahlige Losungen?

P 10 A Losen Sie folgendes Gleichungssystem rechnerisch und graphisch:

Dzx+y=1
(2) 3z — 2y =8 (x,y € R)

Ein jeder Mensch begreift und behalt dasjenige

im Gedachtnis viel leichter,

wovon er den Grund und Ursprung deutlich einsieht;

und weiB sich auch dasselbe bei allen vorkommenden Fallen
weit besser zu Nutz zu machen.

Leonhard Euler

K 11 B Eine Aufgabe aus C. Rudolff "CoB" (um 1550):

Ich habe drei Zahlen, die sich wie 1 : 2 : 4 verhalten. Die Summe ihrer Quadrate ist
189.
Wie heiBen die Zahlen? (Hat diese Aufgabe nur eine Losung?)

K 12 B Berechnen Sie z (z € R):
a) 2% + 10z = —21,
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4 Quadratische Gleichungen und Gleichungssysteme

b) 22 — 9862 = — 145080,
c) 2

d) 699230, 07 — 3(100z — 3122) = 100z(60 + )

—mx+n=0 (m,n € R),

K 13 B Gegeben ist die quadratische Gleichung

22 =22 4+q=0 (¢, € R)
Ermitteln Sie alle reellen Zahlen ¢, fiir die die Gleichung
a) keine reelle Losung,

b) eine reelle Doppellésung,
c) zwei voneinander verschiedene reelle Losungen besitzt!

K 14 B Fir welche reellen Werte von a haben die Gleichungen
2’ +ar+1=0 und 2’ +r+a=0 (a,z € R)
mindestens eine gemeinsame Losung?

K 15 B Losen Sie die Gleichung
322 4 51| = 2 (z € R)

K 16 M Sie haben sieben Zahlen mit Ziffern in natiirlicher Folge. Ohne die Ziffernfolge
zu andern, sollen die Operationszeichen +, —, -, : oder Klammern so zwischen gewisse
Ziffern gesetzt werden, dass jeweils eine richtig geloste Aufgabe entsteht:

123=1
1234=1
12345=1
123456=1
1234567=1
12345678=1
123456789=1

K 17 B Es sei n eine natirliche Zahl. Das Produkt aus dem Vorganger und dem
Nachfolger von n betrage 483.
Um welche natiirliche Zahl n handelt es sich?

K 18 M Die Summe der Quadrate von vier aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen
betrage 630. Wie heiBen die betreffenden Zahlen?

K 19 B Ermitteln Sie die Lésungsmenge der folgenden Gleichungssysteme (z,y € R):
a) (1) 5(xz+2)—3@y+1)=23

(2) 3(x—2)+5(y—-1)=19
D) (1) 240=1

@ i-3=%
9 (1) -

(2) y—z=4




4 Quadratische Gleichungen und Gleichungssysteme

K 20 B Von den drei natiirlichen Zahlen x, y und z ist bekannt:

(1) z =8

(2) z ist um 2 kleiner als y.

(3) Wenn man zum Produkt aus = und y das Quadrat der Zahl z addiert, erhalt man
49.

Ermitteln Sie die Zahlen y und z!

K 21 B Es sind alle reellen Zahlen a, b, ¢ mit ¢ # 0 zu ermitteln, die das folgende
Gleichungssystem erfiillen:

(1) a+b+c=6, (2) — =6 (3) a>~b—c=6

K 22 B Ein Gleichungssystem aus der franzdsischen mathematischen Schiilerzeitschrift
"Sphinx" (1932):

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern. Je eines der vier Zeichen 4, —, -, : ist an
Stelle der Sterne zu setzen, wobei jedes Zeichen nur einmal vorkommt.

(1) aabxc=adde, (2)cccxf=7jff,
(3) addexc=ccc, (4)jff=*g= fhd.

K 23 B Mit dem Taschenrechner schaffen wir es!
Es seien n und k natiirliche Zahlen, z die Potenz n* und g die Quersumme von z. Fur
welche natiirlichen Zahlen gilt n* = z = ¢* ?

Beispiel: 367 = 1679616 = (1+6+ 7+ 9+ 6 + 1+ 6).

Es sind mindestens zehn Lésungen zu finden!

1.5ex] K 24 B Aus der mathematischen Schiilerzeitschrift "alpha™:

Setzen Sie fiir die Buchstaben Ziffern ein! Dabei bedeuten innerhalb jeder Aufgabe
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern.

a) AX3 = ALPHA, b) VALPHA = HHA
c) PPP.PPP=ALPHA, d)(XY)' = ALPHA; X+Y =A

K 25 B Kreuzwortratsel mit dem Taschenrechner (Abb. 4.1):

78022
1oy = | o 4+ 3(589 + 3 - 230);
_ N Vo1 o )

2. \/\/@s — 420 + 5115 = 72;
3. 23 ="T7-10+ 7% 4 83?
4. 1% — 842434 — 2752785 = 0, 24 > 0;

o | 5.25= (22 +2+3)-(32+2-3)- (42 +3);
6
7
8

(6 — 4213) = 93636, x5 < 4000;
Ca7 =102+ v/529 + 60 - (100 + 1);
V50 : 46575v/2 : a

Abb, 4.1
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4 Quadratische Gleichungen und Gleichungssysteme

Die Aufgaben sind mit dem Taschenrechner zu rechnen. Dreht man ihn um 180°, so
wird ein Wort lesbar, das dann einzutragen ist. Die markierte Senkrechte ergibt eine
Naturwissenschaft:

n = (V89812 + 215688 + 8)% — 49110983
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5 Beweise

5 Beweise

Anstatt den Studenten einen unverdaulichen

- Wust abstrakter Kenntnisse einzupauken,

muss echte Wissenschaftlichkeit in der Entfaltung
des jugendlichen Geistes,

der Selbstandigkeit des Denkens, bestehen.
Adolph Diesterweg

P 1 A Vermindert man das Quadrat einer ungeraden natirlichen Zahl um 1, so ist diese
Differenz stets durch 4 teilbar.

a) Wahlen Sie eine ungerade Zahl, und zeigen Sie, dass die Aussage fiir die Zahl giltig
ist!

b) Geben Sie unter Verwendung der Variablen n (n € N) eine allgemeine Darstellung
einer ungeraden natdrlichen Zahl an!

c) Beweisen Sie, dass obenstehende Aussage fiir jede ungerade natiirliche Zahl giltig
ist!

P 2 A a) n sei eine beliebige natiirliche Zahl. Geben Sie mit Hilfe von n die nichsten
beiden auf n folgenden natiirlichen Zahlen an!

b) Beweisen Sie folgenden Satz:
Die Summe von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets durch 3 teilbar.

P 3 A Zeigen Sie, dass folgende Aussage falsch ist:
Die Summe von fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist immer durch 10 teil-
bar.

P 4 A Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck ABC' mit der Basis AB. Der Mittel-
punkt des Schenkels BC sei D, der Mittelpunkt des Schenkels AC sei E.

a) Fertigen Sie hierzu eine Skizze an, und verbinden Sie A mit D und B mit E!
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5 Beweise

b) Beweisen Sie, dass die Dreiecke ABD und EAB zueinander kongruent sind!
P 5 A Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC' mit dem Winkel ZCAB = o = 90°.

a) Zeichnen Sie ein solches Dreieck! Zeichnen Sie in dieses Dreieck die Hohe A, ein!
Bezeichnen Sie den FuBpunkt der Héhe mit D!

b) Beweisen Sie, dass die Dreiecke ABC' und ABD einander dhnlich sind!

P 6 A a) Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck mit beliebiger Seitenlange a, und
zeichnen Sie eine Hohe h ein!

b) Leiten Sie die Gleichung h = %\/3 ohne Benutzung trigonometrischer Beziehungen
her!

c) Leiten Sie die Beziehung sin 60° = /3 her!

P 7 A In einem Quadrat ABCD ist M der Mittelpunkt der Strecke BC, und N ist
der Mittelpunkt der Strecke C'D.

a) Zeichnen Sie die Figur!
b) Beweisen Sie, dass die Strecken AM und AN die gleiche Lange haben!

P 8 A Durch den Mittelpunkt M eines Kreises verlaufen zwei Geraden g; und g9, die
nicht senkrecht aufeinanderstehen. Die Gerade ¢, schneidet den Kreis in den Punkten
A und B. Die Gerade g» schneidet den Kreis in den Punkten C' und D. Verbindet man
A mit C' und B mit D, so entstehen die Dreiecke M AC und M BD.

a) Entwerfen Sie eine Skizze!

b) Beweisen Sie mit Hilfe eines Kongruenzsatzes, dass die Dreiecke M AC' und M BD
kongruent sind!

P 9 A Die Abb. 5.1 zeigt zwei Kreise mit den Mittelpunkten M; und M5, die einander
in den Punkten A und B schneiden.

Abb. 5.1

a) Beweisen Sie unter der Benutzung eines Kongruenzsatzes, dass die Dreiecke My AM,
und MsB M, einander kongruent sind!

b) Was folgt aus der Kongruenz der Dreiecke M;AMs und M;BM, fir die Winkel
ZMlAMQ und ZMQBMl?

P 10 A In einem Kreis sind AB und C'D zwei Durchmesser, die aufeinander senkrecht
stehen (Abb. 5.2).
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5 Beweise

=4 24

Abb. 5.2 ¢

a) Begriinden Sie, warum das Dreieck ABE rechtwinklig ist!

b) Im Viereck MBEF sei ZMBE = 70°. Berechnen Sie die GroBe des Winkels
LEFM!

c) Beweisen Sie, dass die Dreiecke ABE und AM F einander ahnlich sind!
Um etwas richtig zu machen,
muss man herausfinden,

was man dazu nicht braucht.
James Watt

K 11 M Eine Aufgabe des griechischen Mathematikers Archimedes:

0

A ,B
b R
Abb. 5.3 \J/

Die Abb. 5.3 zeigt einen Kreissektor mit dem Zentrum O und dem Radius r, dessen
Sehne AB = AO = BO ist, und einem Halbkreis mit £ als Durchmesser. P sei die
Flache des Dreiecks ABO, ) die Flache des Kreissegmentes und R die Flache des
Méoéndchens.

Beweisen Sie, dass gilt: P + Q = %77‘2, Q+R = %7?7“2, P—R= imﬂ und 3P =
Q + 4R!

K 12 B Es ist zu beweisen, dass sich der Term
2a” + 2b° (a,b € N)

als Summe zweier Quadrate natirlicher Zahlen darstellen |13sst!

K 13 B Gegeben sei folgende Aussage:

b
Es gilt stets: Wenn a und b zwei nichtnegative reelle Zahlen sind, so ist Vab < a; .

a) Beweisen Sie die Wahrheit dieser Aussage!

27



5 Beweise

b) Weisen Sie nach, warum die Voraussetzung "a und b sind zwei nichtnegative reelle
Zahlen" erfiillt werden muss!

c) Geben Sie eine Bedingung dafiir an, dass das Gleichheitszeichen gilt!

K 14 B Beweisen Sie die Identitat:
R
VE—V5  VE-v2 V62

K 15 B Ermitteln Sie, wie viele Moglichkeiten es gibt, in der abgebildeten Figur (Abb.
5.4) das Wort INSERAT auf verschiedene Weise von links oben nach rechts unten zu
lesen.

l IN|S|E|R
Abb.54 |[N|S | E|R|A
SIE|RIA|T

K 16 B Ortrud behauptet: Es sei z eine beliebige dreistellige natiirliche Zahl, und 2’
sei jene Zahl, die sich aus z durch Umkehrung der Ziffernfolge ergibt. Dann ist |z — 2/|
durch 99 teilbar.

Beweisen Sie diese Behauptung!

K 17 B Eine Umkehrung des Hohensatzes lautet:

Wenn eine Seite eines Dreiecks durch die zugehoérige Hohe h in zwei Abschnitte p und
q geteilt wird und h? = p - g gilt, so ist das Dreieck rechtwinklig, und p und ¢ sind die
Hypotenusenabschnitte.

Beweisen Sie, dass diese, Umkehrung des Hohensatzes eine wahre Aussage ist!

K 18 M In dem abgebildeten gleichseitigen Dreieck ABC' (Abb. 5.5) wurden von einem
inneren Punkt D der Seite AB die Lote auf die Seiten BC' und AC gefallt und deren
FuBpunkte mit £ und F' bezeichnet.

F

Abb. 5.5 A b 8

Weisen Sie nach, dass die Summe ED + F'D konstant und gleich der Lange einer
Dreieckshohe ist!

K 19 M Beweisen Sie, dass jedes Viereck ABCD, in dem die Innenwinkel ZABC,
ZBCD und ZC DA die GroBen 2«, 3a bzw. 4a haben (wobei @ die GroBe des Innen-
winkels ZDAB bezeichnet), ein Trapez ist!

K 20 B Beweisen Sie folgenden Satz:
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5 Beweise

Im Tangentenviereck ist die Summe der Langen je zweier gegenliberliegender Seiten
gleich der Summe der Langen der beiden anderen Seiten.

K 21 B Die Abb. 5.6 stellt einen Streifen dar, der von den parallelen Geraden ¢ und
h gebildet wird. Auf der Geraden g sind drei Punkte A, B und C, auf der Geraden h
drei Punkte D, E und F so festgelegt, wie in der Abbildung angegeben, und es gilt
auBerdem AB = EF und BC = DFE.

A B £ g
><
Abb.56 D F s

Beweisen Sie, dass sich die drei Verbindungsgeraden AF', BE und C'D in genau einem
Punkt P schneiden!

K 22 B Der ehemalige Obertertianer (9. Klasse) J. Klein aus Opole fand im Jahre 1937
folgenden Satz:

Zeichnet man lber den Seiten eines beliebigen Dreiecks ABC' nach auBen die Quadrate
und verbindet man je zwei benachbarte Ecken der Quadrate miteinander, so entstehen

drei Dreiecke, die dem urspriinglichen Dreieck ABC' inhaltsgleich sind (Abb. 5.7).
Dieser Satz ist zu beweisen!

Abb. 5.7 0 E

K 23 B Zeigen Sie, dass die Summe von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
niemals ein Vielfaches von 4 sein kann!

K 24 B Zerlegen Sie die abgebildete Rechtecksflache (Abb. 5.8) in sechs Teilflachen, die
zwar unterschiedliche Formen haben kdnnen, aber alle aus jeweils drei Quadratkastchen
bestehen sollen!

Finden Sie mindestens sechs Moglichkeiten!

Abb. 5.8

K 25 B Berechnen Sie die Summe der ungeraden Zahlen von
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5 Beweise

a) 1 bis einschlieBlich 99,
b) 1 bis einschlieBlich 2n — 1!

K 26 B Kreuzzahlratsel: Tragen Sie die Losungen der folgenden Aufgaben (durch *
gekennzeichnet) in die Abb. 5.9 ein!

Abb. 5.9

Waagerecht: 1. 2° - 210 = 2%, 3. 2" = %; 6. (82-10) + 1 = *; 8. a* - a* - a* = a*; 9.
7.3 =% 11. ™. ® =" 14. (32)2 = % 15. (6 - 2) +5 =

Senkrecht: 1. 42 = x; 2. 2222 2% 22 - 22 - 2% = o*;
7.132 =%;10. a®>-a 2 -a®- a3 = a*; 11. (a ) = a*;
22.6 = x*.

9..9. .9 4. (y3)7 = 51000 177 %
12.
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6 Text- und Sachaufgaben

6 Text- und Sachaufgaben

Vielleicht lasst sich eine weitschweifige
Materie durch nichts kiirzer erschopfen, als durch Beyspiele.
Wilhelm Ludwig Wekhrlin

_ e TNy
. \ﬁ'i.—\ L e N

. S

b

P 1 A Ein Tieflader transportiert zu einer Baustelle zwei Arten von Deckplatten, kurze
und lange. Bei einer Beladung mit 5 langen und 9 kurzen Platten transportiert er
insgesamt eine Masse von 40,0 t. Wenn er mit 9 langen und 3 kurzen Platten beladen
ist, transportiert er 39,0 t.

Berechnen Sie die Masse einer langen und die einer kurzen Deckplatte!

P 2 A Ein LKW hat einen Normverbrauch von 25,0 | Kraftstoff auf 100 km.

a) Berechnen Sie daraus den Kraftstoffverbrauch fiir eine monatliche Fahrstrecke von
8000 km!

b) Durch eine kraftstoffsparende Fahrweise werden je 100 km durchschnittlich nur 23,8
| Kraftstoff verbraucht.
Wieviel Liter Kraftstoff werden je 100 km eingespart?

c) Wieviel Prozent Kraftstoff werden auf diese Weise eingespart?

d) Wieviel Liter Kraftstoff konnen dadurch bei der monatlichen Fahrstrecke von 8000
km eingespart werden?

P 3 A Mit sechs Kartoffelvollerntemaschinen gleichen Typs wird in 40 Stunden ein 43
ha groBes Feld abgeerntet.

a) Insgesamt wurden dabei 9600 dt Kartoffeln geerntet. Berechnen Sie den Ertrag pro
Hektar!

b) Berechnen Sie die GroBe der Flache, die von einer Maschine in einer Stunde abge-
erntet wurdel

c) Welche Zeit hatte man beim Einsatz von acht solchen Maschinen gebraucht?
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6 Text- und Sachaufgaben

d) In welcher Gesamtzeit hatte dieses Feld abgeerntet werden kénnen, wenn man nach
einem flinfzehnstiindigen Einsatz dieser acht Maschinen noch zwei solche Maschinen
zusatzlich eingesetzt hatte?

P 4 A Zur optimalen Auslastung des Transportraums bei der Beférderung von Speisekar-
toffeln setzt die Eisenbahn Zielziige ein. In einem solchen Zug laufen zwei Waggontypen
mit einer Ladefdhigkeit von 20 t bzw. 24 t Speisekartoffeln. Der Zug besteht aus 33
Waggons. Er befordert insgesamt 720 t Speisekartoffeln.

Berechnen Sie, wieviel Waggons des jeweiligen Typs in diesem Zielzug eingesetzt sind!

P 5 A In einem Maschinenbaubetrieb wird ein SchweiBroboter eingesetzt.

a) Die bisherige Tagesproduktion von 425 Teilen konnte dadurch um 84,0% gesteigert
werden. Wieviel Teile werden nun taglich gefertigt?

b) Die Herstellkosten je Stiick sanken dadurch von urspriinglich 8,60 Mark auf 6,90
Mark. Auf wieviel Prozent wurden die Herstellkosten gesenkt?

P 6 A In einem Betrieb ist ein Bauteil in groBer Stiickzahl zu bearbeiten.

a) Fir 200 dieser Bauteile entstehen Kosten von 2600,00 Mark. Berechnen Sie daraus
die Kosten fiir die Bearbeitung eines solchen Teiles!

b) Ein Rationalisierungsvorschlag sieht den Einbau einer Vorrichtung vor. Dadurch kon-
nen die Kosten fiir die Bearbeitung eines Teiles auf 9,00 Mark gesenkt werden. Es
entstehen aber einmalige Kosten von 250,00 Mark fiir den Einbau der Vorrichtung.
Wieviel Mark werden bei der Bearbeitung eines Teiles eingespart, wenn die Vorrichtung
eingebaut ist?

Berechnen Sie die Gesamtkosten fiir den Einbau der Vorrichtung und die Bearbeitung
von 200 Teilen nach dem Rationalisierungsvorschlag!

c) Berechnen Sie, um wieviel Prozent die Gesamtkosten fiir den Einbau der Vorrichtung
und die Bearbeitung von 200 Teilen geringer sind als die Kosten im Fall a)!

d) Wieviel Teile miissen mindestens bearbeitet werden, damit die erzielte Einsparung
groBer ist als die einmaligen Kosten fiir den Einbau der Vorrichtung?

P 7 A Uwe und Karsten haben den gleichen Schulweg. Uwe fahrt mit seinem Fahrrad
mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 15 km/h, Karsten geht zu FuB mit einer
Geschwindigkeit von 5 km /h. Wenn Karsten 20 min vor Uwe von daheim weggeht, sind
sie gleichzeitig in der Schule.

Welche Zeit benotigen sie fiir den Schulweg, und wieviel Kilometer betragt der Schul-
weg?

P 8 A Im Stadtzentrum Berlins erscheint von einem Punkt P aus der Fernsehturm
hinter dem Hotel "Stadt Berlin" so, dass die Punkte P, A und B auf einer Geraden
liegen (Abb. 6.1).
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6 Text- und Sachaufgaben

Abb. 6.1 P # F

Die Langen der Strecken betragen naherungsweise PH = 200 m, PF = 600 m,
FB =360 m.

a) Ermitteln Sie naherungsweise die Hohe H A des Hotels! Wahlen Sie einen geeigneten
MaBstab!

b) Ermitteln Sie die Hohe des Hotels auch rechnerisch!

P 9 A Aus einem rechteckigen Blech mit den Seitenlangen 50 cm und 20 cm soll ein
oben offener quaderférmiger Kasten entstehen. Dazu schneidet man an den vier Ecken
Quadrate mit der Seitenlange © cm heraus (Abb. 6.2). Das schraffierte Rechteck mit
den Seitenldngen a und b ist die Grundflache des Kastens.

S0cm

Z0cm

Abb. 6.2

a) Berechnen Sie den Inhalt der Grundflache fir z = 1,5 cm!

b) Wie groB muss z sein, damit der Inhalt der Grundfliche 400 cm? betragt? Geben
Sie fiir diesen Fall a und b an!

P 10 A Ein Balken hat einen quadratischen Querschnitt. Die Diagonale des Querschnitts
ist 5 cm langer als die Seite.
Berechnen Sie die Lange der Diagonale!

Jeder Erfolg unseres Wissens stellt
mehr Probleme auf, als er |8st.
Louis Victor de Broglie

K 11 B Eine Aufgabe aus L. Euler "Vollstandige Anleitung zur Algebra" (1770):

Ein Amtmann kauft Pferde und Ochsen fiir insgesamt 1770 Taler. Er zahlt fiir ein Pferd
31 Taler, fur einen Ochsen aber 21 Taler.

Wieviel Pferde und wieviel Ochsen sind es gewesen? Hat diese Aufgabe mehrere Lo-
sungen’?

K 12 B Eine Aufgabe aus J. C. Schafer "Die Wunder der Rechenkunst" (1831):
Ein junger Hirt lieB mit Freuden
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6 Text- und Sachaufgaben

1008 Schafe weiden,

bis daB der Sonne letzter Strahl
entwich aus seinem griinen Thal,
und grauer Abend war geworden.
Jetzt fuhrte er sie in 12 Horden,
doch so, daB jegliche zwei mehr
enthielt, als das nachstvor'ge Heer.
Sag, wieviel in die erste kommen,
und jede and’re aufgenommen?

K 13 B Mit zwei Baggern wird eine Arbeit in 12 Tagen ausgefiihrt. Mit dem ersten
Bagger allein wiirde sie 20 Tage dauern.
In wieviel Tagen wiirde sie mit dem zweiten allein ausgefiihrt werden kénnen?

K 14 B Johannes wird von seinen Eltern nach dem Ergebnis der letzten Mathematik-
arbeit gefragt. Er weiB, dass 5 Schiiler die Note 1, 8 Schiiler die Note 2, 4 Schiiler die
Note 4 und die tbrigen Schiiler die Note 3 erhielten. AuBerdem erinnert er sich noch,
dass die Durchschnittsnote genau 2,5 betrug.

Wieviel Schiiler haben die Arbeit mitgeschrieben?

K 15 B Die Fischer Adam, Bauer, Christiansen und Dahse (abgekirzt A, B, C, D)
wiegen nach dem Fischen ihre Ausbeute und stellen fest:

(1) D fing mehr als C.
(2) A und B fingen zusammen genausoviel wie C und D zusammen.
(3) A und D fingen zusammen weniger als B und C zusammen.

Ordnen Sie die Fangergebnisse a, b, c, d der Fischer A, B, C, D der GroéBe nach!

K 16 B Heron von Alexandria stellte folgende Aufgabe:

Eine Zisterne von 12 Raumeinheiten erhalt Wasser durch zwei Rohren, deren eine in
jeder Stunde eine, deren andere in jeder Stunde vier Einheiten liefert.

In welcher Zeit wird die Fillung der Zisterne von beiden Réhren gemeinsam bewirkt?

K 17 B Wir bauen uns ein Minischachbrett mit 3 x 4 = 12 Feldern (Abb. 6.3).

O|0]|0

Abb. 6.3 e

Es stehen sich 3 weiBe und 3 schwarze Springer gegeniiber. Nun sollen mit moglichst
wenigen Ziigen die weiBen und die schwarzen Springer ihre Platze tauschen. Die Springer
ziehen so, wie es beim Schachspiel tblich ist.

Ist es moglich, diese Aufgabe in 16 Ziigen zu l6sen?

K 18 B Aus einem russischem Unterhaltungsbuch (1908):
In einer Bibliothek hat jemand die Reihenfolge der Bande eines Lexikons durcheinan-
dergebracht (Abb. 6.4).
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6 Text- und Sachaufgaben

- | A | | |

ils ﬁﬂ
Abb. 6.4 = —

Der Bibliothekar ordnet sie mit drei Griffen, wobei er jeweils zwei Bande gleichzeitig
ergreift.
Wie hat er das gemacht?

K 19 B Mit dem Taschenrechner:

Fir Sparguthaben bekommt man von der Sparkasse jahrlich 3%% Zinsen. Der groBe
Bruder von Anja hat an einem 1. Januar ein Guthaben von 800 Mark auf seinem
Sparbuch.

Wieviel Jahre muss Anjas Bruder warten, damit sich dieses Guthaben allein durch die
jahrlichen Zinsen verdoppelt?

(Er will in dieser Zeit kein Geld von diesem Guthaben abheben.)

@
-

K 20 M Bei einem Einkauf wurde der Preis von 170 Mark mit genau 12 Geldscheinen
bezahlt. Jeder dieser Geldscheine war ein 10-Mark-Schein oder ein 20-Mark-Schein.
Ermitteln Sie die Anzahl der 10-Mark-Scheine und die der 20-Mark-Scheine, die zum
Zahlen der angegebenen Summe verwendet wurden!

K 21 B Eine Aufgabe aus dem Rechenbuch "Auf der Feder unnd Linien/gantz leicht"
von J. Albert, Rechenmeister zu Wittenberg (1729):

Es reisen zwei Gesellen zugleich von Wittenberg nach Spanien. Der eine lauft jeden Tag
sieben Meilen, und der andere lauft am ersten Tag eine Meile, am nachsten Tag zwei,
am dritten Tag drei Meilen und so fortsetzend, jeden Tag eine Meile mehr.
Es ist die Frage zu beantworten, in wieviel Tagen diese zwei Gesellen zusammenkommen.
n(n+ 1)

5 )
K 22 B Ganz in Familie: In den vier Schemata sind jeweils die Buchstaben durch Ziffern
so zu ersetzen, dass richtig geloste Additionsaufgaben entstehen (Abb. 6.5).

(Hinweis: Man benutze die Beziehung 1 +2+ ... +n =

1) EVE | 2) VATER |3) OPA
+EVE | +MUTTER +0OMA

ADAM | “ELTERN PAAR
) ICH + DU + ER + SIE + ES = WIR

Abb. 6.5

Dabei bedeuten jeweils gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, verschiedene Buchstaben
verschiedene Ziffern.

K 23 B Eine Aufgabe aus J. C. Schafer "Die Wunder der Rechenkunst"(1831):

Ein Gans'rich watschelte in Ruh

In einem Erlgestrauche,

Da flog ein Ganseschwarm hinzu

Von einem nahen Teiche.

Der Gans'rich sprach: "Ich griiB euch schon!
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6 Text- und Sachaufgaben

Firwahr, ich bin verwundert,

Euch insgesamt allhier zu seh'n,

Ihr seid gewiB an Hundert!"

Ein kluges Ganschen d'rauf versetzt:
"Wird viel zu Hundert fehlen!

Du hast zu hoch die Zahl geschatzt,
D’rum magst du selbst nun zahlen.
Verdopple uns're Zahl, dann sei

Die Halfte noch gewonnen;

Ein Viertel und Du, Freund, dabei,
Wirst Hundert dann bekommen."
Das kluge Ganslein flog geschwind
Zu den verlass’'nen Schaaren;

Du aber sage, liebes Kind,

Wieviel es Ganse waren?

K 24 B Drei Sportler starteten gleichzeitig und liefen 100 m. Als der erste am Ziel war,
hatte der zweite noch genau 10 m zu laufen. Als der zweite am Ziel war, blieben dem
dritten noch genau 10 m.

Wie weit war der dritte noch vom Ziel entfernt, als der erste es erreicht hatte? (Es
sei angenommen, dass jeder der drei Sportler die genannte Strecke mit konstanter
Geschwindigkeit durchlief.)

K 25 B Aus einem Schweizer Lehrbuch:

Der Minutenzeiger einer Uhr ist 2 cm lang, der Stundenzeiger 1,5 cm.

Wievielmal so groB ist die Geschwindigkeit der Spitze des Minutenzeigers im Vergleich
zur Geschwindigkeit der Spitze des Stundenzeigers?

K 26 B Zwei Spiele mit dem Taschenrechner:

a) Zielrechnen: Die Mitspieler vereinbaren, dass jeder eine Zahl nennt, deren Quadrat
zwischen 73 und 75 liegt.

Die einzelnen genannten Zahlen werden jeweils mit dem Taschenrechner quadriert und
gepriift, ob die Bedingung erfiillt ist. Der Mitspieler, dessen Zahl ein "Treffer" ist,
bekommt einen Punkt. Danach wird ein neues Intervall vereinbart, usw.

Sieger ist, wer nach 10 "Runden"die meisten Treffer hat.

Spielschema:

Intervall Andrea Mathias

von bis | Zahl Z  Z?  richtig | Zahl Z  Z*  richtig
73 75 8,7 75,69 - 8,6 73,96 X
103 108 | 10,2 104,04 X 10,1 120,01 -
uSwW.

Es empfiehlt sich, dass vor der Priifung auf einen "Treffer" alle Mitspieler ihre "vermu-
teten" Zahlen sagen. Dadurch hat keiner die Moglichkeit, aus den Fehlern der anderen
Mitspieler seine Zahl schnell noch zu korrigieren.
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6 Text- und Sachaufgaben

b) Zahlen fangen: Die Mitspieler vereinbaren eine Zahl und eine Intervalllange. Dann
soll jeder ein Intervall angeben, in dem das Quadrat der vereinbarten Zahl liegen konnte.
Beispielsweise wird die Zahl 17,6 vereinbart, und die Intervalllange soll 5 sein. Dann
werden eine neue Zahl und ein neues Intervall vereinbart. 52 6. Text- und Sachaufgaben

Spielschema:
Zahl Andrea Mathias Intervall-
A 72 Intervall  richtig | Intervall richtig | lange
17,6 309,76 | 305-310 X 300-305 - 5
43 1849 | 1800-1820 - 1830-1850 X 20

usw.

Auch hierbei nennen erst alle Spieler ihre Intervalle, in denen sie die richtige Zahl
vermuten. Erst dann wird die richtige Zahl ermittelt.
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7 Lineare, quadratische und trigonometrische Funktionen

7 Lineare, quadratische und trigonometrische
Funktionen

Ich habe die Unart, ein lebhaftes Interesse

bei mathematischen Gegenstanden nur dann zu nehmen,
wo ich sinnreiche ldeenverbindungen

und durch Eleganz oder Allgemeinheit

sich empfehlende Resultate ahnen darf.

Carl Friedrich GauB
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P 1 A Durch die Gleichung y = 3z — 1 (x € R) ist eine Funktion gegeben; ihr Graph
ist eine Gerade g. Geben Sie die Gleichung einer anderen linearen Funktion an, deren
Graph parallel zu der Geraden g verlauft!

P 2 A Eine Funktion ist gegeben durch

1
y=5o- 3 (x € R)
a) Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion, und bezeichnen Sie ihn mit g;!
b) Berechnen Sie die Nullstellen dieser Funktion!
c) Zeichnen Sie die Gerade g9, die durch den Punkt P(0;2) parallel zu g; verlauft!

d) Die Gerade g2 schneidet die z-Achse im Punkt ). Geben Sie die Koordinaten von
Q@ an!

e) Geben Sie die Gleichung der durch g, dargestellten Funktion an!
P 3 A a) Zeichnen Sie die Gerade g; mit der Gleichung y = z!

b) Tragen Sie in dasselbe Koordinatensystem die Punkte A(2;2) und B(0;—2) ein,
und zeichnen Sie die Gerade g9, die durch diese Punkte verlauft!

c) Geben Sie fiir die Gerade g die Gleichung der zugehdrigen Funktion an!
d) Zeichnen Sie die Gerade g3, die durch den Punkt C'(0; —6) parallel zu g9 verlauft!
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7 Lineare, quadratische und trigonometrische Funktionen

e) Wie groB ist der Streckungsfaktor k bei einer zentrischen Streckung mit dem Stre-
ckungszentrum O, wenn OC die Bildstrecke von OB ist?

P 4 A Gegeben ist das Gleichungssystem
(1) y=3zx+3 : (2) y=—ax+7 (x € R)

a) Losen Sie dieses System rechnerisch!

b) Betrachten Sie jede Gleichung des Systems als Gleichung einer linearen Funktion!
Stellen Sie die beiden Funktionen in ein und demselben Koordinatensystem graphisch
dar!

c) Der Schnittpunkt der beiden Graphen sei S. Der eine Graph schneidet die z-Achse
im Punkt (), der andere Graph schneidet die z-Achse im Punkt R.
Ermitteln Sie den Flacheninhalt des Dreiecks QRS (in Quadratzentimeter)!

P 5 A Durch die Gleichung
2 9 :
y=z —5SE—|—Z (z inR)
ist eine Funktion gegeben.

a) Vervollstandigen Sie die zu dieser Funktion gehdrende Wertetabelle!

x|-1 01 3 5

v

b) Berechnen Sie die Nullstellen dieser Funktion!

c) Der Graph dieser Funktion ist eine Parabel. Ermitteln Sie die Koordinaten ihres
Scheitelpunktes! d) Zeichnen Sie diese Parabel mindestens im Intervall 0 < z < 5!

P 6 A a) Durch y = f(z) = 2> — 2 (x € R) ist eine Funktion f gegeben. Zeichnen Sie
den Graph der Funktion f im Intervall —3 < x < +3!

Geben Sie die Koordinaten des Scheitelpunktes S dieses Graphen an! Geben Sie den
Wertebereich dieser Funktion an!

b) Durch die Gleichung y = g(x) = %sc (x € R) ist eine weitere Funktion g gegeben.
Zeichnen Sie den Graph der Funktion ¢ in dasselbe Koordinatensystem im Intervall
—3<x < +3!

Berechnen Sie alle Argumente von g, fiir die der Funktionswert y = 4,5 ist!

c) Die Graphen von f und g schneiden einander in zwei Punkten. Geben Sie die Koor-
dinaten des Schnittpunktes an, der im Il. Quadranten liegt!

P 7 A Gegeben sind zwei Funktionen f und g mit den Gleichungen

(1) y=f(z)=2x+1 (x € R)
(2) y=g(x)=2"+2r—3 (x € R)

a) Zeichnen Sie den Graph der Funktion f in ein rechtwinkliges Koordinatensystem!
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7 Lineare, quadratische und trigonometrische Funktionen

b) Berechnen Sie die Nullstelle von f!

c) Der Graph von g ist eine Parabel. Geben Sie die Koordinaten ihres Scheitelpunktes
an, und zeichnen Sie die Parabel in das bei Aufgabe a) verwendete Koordinatensystem!

d) Berechnen Sie die Nullstellen von ¢!

e) Die Graphen der Funktionen f und g schneiden einander in den Punkten P; und P.
Geben Sie die Koordinaten der Schnittpunkte an!

P 8 A Durch y = f(x) = % (r € R; © # 0) ist eine Funktion f gegeben.

a) Berechnen Sie deren Funktionswerte fiir die in der Tabelle vorgegebenen Argumente!
(Doppelbriiche sind in gemeine Briiche umzuformen.)

1 1 5
2 1 L 1123

X 2 9

y|
b) Zeichnen Sie den Graph von f!

e) Zeichnen Sie in dasselbe Koordinatensystem den Graph der Funktion y = g(x) =«
(x € R)!

2

P 9 A a) Durch die Gleichung y = 22 (z € R) ist eine Funktion gegeben. Zeichnen Sie
den Graph dieser Funktion in ein rechtwinkliges Koordinatensystem!

b) Durch die Gleichung y = % (r € R; x # 0) ist eine weitere Funktion gegeben.
Vervollstandigen Sie die Tabelle!

v|-4 -3 -2 —3% 4
y | 2 4 21

Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion in dasselbe Koordinatensystem!

c) Die Graphen der beiden Funktionen schneiden einander in den Punkten P und P.
Geben Sie von jedem der beiden Punkte die Koordinaten an!

P 10 A a) Skizzieren Sie den Graph der Funktion mit der Gleichung y = 2sinz (z € R)
im Intervall 0 < z < 37!

b) Geben Sie den Wertebereich dieser Funktion an!

Nur durch das Extreme hat die Welt ihren Wert,
nur durch das Durchschnittliche ihren Bestand.
Paul Valéry

K 11 B Bestimmen Sie die Argumente z im Intervall 0° < z < 360° fir die in der
Tabelle angegebenen Funktionen und Funktionswerte, und tragen Sie diese Argumente
in die Tabelle ein:

f(z) | sinz cosx | tanz | cotw
T1 | X2 | 1 | T2 | X1 | T2 | 1 | T2
0,5
1
0
-1
-0,5
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7 Lineare, quadratische und trigonometrische Funktionen

K 12 B a) Es ist die Gleichung einer linearen Funktion anzugeben, wenn P;(2;4) und
der Anstieg m = 1,5 des Graphen der Funktion gegeben sind.

b) Gegeben sind zwei Punkte des Graphen einer linearen Funktion mit P;(—1; —2) und
P5(4;3). Wie lautet die Gleichung der linearen Funktion?

c) Wie lautet die Gleichung einer linearen Funktion, deren Graph die Punkte P;(2;0)
und P5(0;4) enthalt?

K 13 B Durch die Gleichung y = %sin 2z (x € R) ist eine Winkelfunktion gegeben.
Zeichnen Sie den Graph dieser Funktion genau im Intervall 7 < x < 7, und geben Sie
den Wertebereich dieser Funktion an!

K 14 B Aus einer ungarischen Ratselzeitschrift:
Welchen Weg muss das Auto nehmen, um den Parkplatz zu erreichen (Abb. 7.1)?

Abb. 7.1

K 15 B Gegeben sind zwei Funktionen durch die Gleichungen
Y1 = mix + nq und Yo = Mox + No mit x € R
a) Welche Bedingungen miissen my, mgy, ny, ng erfillen, damit die Graphen der Funk-

tionen

(1) einander in einem Punkt schneiden,
(2) zusammenfallen,
(3) parallel zueinander laufen, aber nicht zusammenfallen?

b) Welche Aussagen lassen sich beziiglich der Lésungsmenge fiir das jeweils zugehorige.
Gleichungssystem treffen?

1
K 16 B Gegeben sei der Term ——— (z € R).
l—sinz

Fir welchen Wert von x (0 < z < 27) ist dieser Term nicht definiert?

K 17 B Eine harte Nuss: Zeichnen Sie den Graph der durch y = [z 41|+ § —2 erklarten

41



7 Lineare, quadratische und trigonometrische Funktionen

Funktion!

K 18 B In jeder Zeile darf nur ein Buchstabe verdndert werden, um vom ersten zum
letzten mathematischen Begriff zu gelangen.
Jedes neue Wort muss einen Sinn haben:

Z | E|I|T Z|E|H/N KIAIN|TIE

WIE|R|T RITATU M TIO/N|IN|E

K 19 B Gegeben sind Funktionen mit den Gleichungen (z € R):

(1)y=—-22+4 (—o0<z<00),
(2) y=10" (—o00 <z < 0),
B)y=2>-5 (—o00<x<00),
(4)y=Ilgz (z>1),
B)y=(+12-2 (-1<x<o0),
(6) y=sinz (—27 <z < 2m),
(MNy=vz (z=0),

(8) y=tanz (—7/2<xz<m/2).

Welche der folgenden Bedingungen werden durch die einzelnen Funktionen erfillt: die
Funktion hat im genannten Definitionsbereich

a) keine Nullstellen,
b) genau eine Nullstelle,
c) mehr als eine Nullstelle,

die Funktion ist im genannten Definitionsbereich

d) monoton steigend,
e) monoton fallend?

K 20 B Untersuchen Sie, welche der drei gegebenen quadratischen Funktionen eine
(Doppel-Nullstelle), keine Nullstelle bzw. zwei (verschiedene) Nullstellen hat, und deu-
ten Sie diesen Sachverhalt graphisch!

a) filx) =22% —4x+2, b) folx) =222 —4dx+5, c) f3(z) =22° — 42 — 6.

K 21 B Aus einem rumanischen Mathematikwettbewerb:
Es ist der Graph der Funktion

y=+vVx2+2x+1+ 22— 2x+ 1 zu zeichnen.

K 22 B Welche geordneten Paare [z; y| natiirlicher Zahlen x und y erfillen die Gleichung
21 + y? = 817

K 23 B Ein sonderbares Testament:
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7 Lineare, quadratische und trigonometrische Funktionen

Das Testament des Ebenezer Skinflint enthielt ein Vermachtnis an Zuwendungen, das
so sonderbar und exzentrisch war wie der Mann selbst. Er legte folgendes fest:

a) Die Hohe jeder Zuwendung muss gleich sein und so niedrig wie moglich,
b) jede Zuwendung muss aus einem Betrag in vollen £ bestehen,
c) die Anzahl der Zuwendungen muss so klein wie mdglich sein,

d) jeder Bedachte muss einen gleichen Anteil von £ 1001 plus n £ erhalten, wobei n
die Anzahl der Bedachten ist.

Die Testamentvollstrecker wussten nicht, was sie auszahlen sollten oder wie viele Emp-
fanger in Betracht kamen. Konnen Sie ihnen helfen und die Lésung finden?

K 24 M Priifungsaufgabe aus Athiopien:

a) Wenn f(z;y) = 2%y>, welche der Aussagen ist wahr?

1) fl—y) =2 (2) fas—y) = =2y

3) f(—zy) = =2y (4) f(1;0)=—1;

(5) keine der Aussagen von (1) bis (4).

b) Fiir welche geordneten Paare [z;y] ist die Funktion f(z;y) = J* nicht definiert:

(1) [150; (2) [1; =105 (3) [=1;1]; (4) [1;1]; (5) [0;1]7

K 25 B a) Sieben Schachteln liegen in einer Reihe. In der ersten befinden sich 19
Zindholzer, in der zweiten 9 und in den folgenden in dieser Reihenfolge 26, 8, 18, 11
und 14.

Aus jeder beliebigen Schachtel kénnen die Holzchen in eine benachbarte gelegt werden.
Man soll die Holzchen so umsortieren, dass schlieBlich in jeder Schachtel gleich viele
Holzchen liegen.

Wie muss man dabei vorgehen, wenn man mit moglichst wenigen Umordnungen aus-
kommen will (Abb. 7.2)?

V i S e WV e ¥

EFIFNli iy II_WI_TI_l

Abb. 7.2 T

b) Die Schachteln mit den Streichhdlzern seien jetzt in Form eines "Hundes" angeord-
net (Abb. 7.3). Die Zahlen bezeichnen die Anzahl der Hélzchen in den Schachteln. Die
Holzchen sollen nur entlang der gezeichneten Linien zwischen den Schachteln transpor-
tiert werden konnen.

30

Abb. 7.3 30 1% 10 20

43



8 Trigonometrie

8 Trigonometrie

Keine Kunst, keine Wissenschaft
ist erreichbar ohne Lernen.
Demokrit

Qs

P 1 A Von einem Dreieck ABC' sind gegeben:
AB=c=85cm; AC=b="7,2cm; ZOAB = o = 48°.

a) Konstruieren Sie dieses Dreieck!
b) Berechnen Sie die Lange der Seite BC = a!
c) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABC'!

P 2 A Drei Kreise beriihren einander von auBen. lhre Mittelpunkte A, B und C' sind
Eckpunkte eines Dreiecks (Abb. 8.1).

Abb. 8.1 /\

Der Radius des Kreises um A sei 1 = 3,0 cm, der Radius um B sei r = 4,0 cm, und
der Radius um C sei r3 = 2,0 cm.

a) Ermitteln Sie die Langen der Seiten AB = ¢, BC = a und AC = b des Dreiecks!
b) Konstruieren Sie das Dreieck ABC'!

c) Berechnen Sie den Winkel ZBC' A = ~!

d) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABC'!

P 3 A Von einem Punkt P, der auBerhalb eines-Kreises um den Punkt M liegt, sind
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8 Trigonometrie

die Tangenten an diesen Kreis gezeichnet. Sie beriihren den Kreis in den Punkten By
bzw. By (Abb. 8.2).
MBl = MB2 =r=4 cm; ZBQPBl = 2a = 50°.

81

8
Abb. 8.2

a) Berechnen Sie die Lange der Strecke PM = ¢!
b) Berechnen Sie die Lange des Tangentenabschnittes PB; = ¢!
c) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Vierecks P By M By!

d) Die Verlangerung von PM Uber M hinaus schneide den Kreis im Punkt (). Berech-
nen Sie die GroBe des Winkels ZB1(Q) 5!

P 4 A Die Diagonale KM eines Parallelogramms K LM N hat eine Lange von 7 cm.
Diese Diagonale bildet mit den Seiten des Parallelogramms Winkel von 28° bzw. 115°.

a) Konstruieren Sie das Parallelogramm!
b) Beschreiben Sie die Konstruktion!
c) Berechnen Sie die langere Seite des Parallelogramms!

P 5 A Fir den Flacheninhalt Ap des in Abb. 8.3 dargestellten
Trapezes ABCD gilt:

D c £ 2 2

Ar = S - tan o
2
h
a) AE - a) Berechnen Sie A fira =6,3 cm, ¢ =5,5 cm, o = 75, 3°!
A B
Abba. 8.3 b) Driicken Sie h durch die Variabljn ZL, ¢ und « aus!
c) Leiten Sie die Gleichung Ay = ¢ 5— tan a her, indem Sie von

Ap = “TJ’C - h ausgehen und das in b) ermittelte Ergebnis nutzen!

P 6 A a) Ein Vermessungstrupp hat die Lange einer unzuganglichen Strecke AB tri-
gonometrisch zu bestimmen. Er ermittelt folgende Werte:

AC=b="72,8m; BC=a=45,0m; ZCAB =~ = 77° (Abb. 8.4).

Berechnen Sie AB auf Grund dieser Messwerte!
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8 Trigonometrie

Abb. 8.4

b) Auf die gleiche Weise wurde von drei Gruppen einer Klasse 10 die Lange der Strecke
AB bestimmt. Sie fanden folgende Werte:

Gruppe 1: 73,4 m; Gruppe 2: 76,4 m; Gruppe 3: 77,3 m.

Berechnen Sie den Mittelwert (arithmetisches Mittel) dieser drei Werte!

c) Um wieviel Meter weicht dieser Mittelwert von dem Wert fir AB ab, der unter a)
berechnet wurde?

P 7 A Ein Hubschrauber fliegt mit konstanter Geschwindigkeit auf einer geradlinigen
Bahn von A nach C (Abb. 8.5).

140 m

'.‘___

D  170m E

Abb. 8.5

a) Berechnen Sie den Anstiegswinkel « dieser Flugbahn!

b) Von A nach B benétigt der Hubschrauber 7,5 s. Wie lange braucht er von A nach
c?

c) Berechnen Sie die Fluggeschwindigkeit des Hubschraubers auf der Strecke AC'! Ge-
ben Sie diese Geschwindigkeit in Kilometer je Stunde (X") an!

P 8 A In bergigem Gelande wird eine StraBe von A nach E projektiert. Sie soll gleich-
maBig ansteigen. (Abb. 8.6 zeigt einen Gelandeschnitt.) Bekannt sind:

Abb. 86 4 B ¢
AC =180 m; CE =20 m; AB =162 m; BP = 21m.
a) Berechnen Sie die Lange der Strecke BD!
b) Wieviel Meter liegt der Punkt D der projektierten StraBe unter dem Gelandepunkt
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P?
c) Berechnen Sie die GroBe des Anstiegswinkels o!

d) Die Steigung einer StraBe ist das Verhaltnis von Hohenunterschied h zur zugehdrigen
waagerechten StraBenlange [. Sie wird gewohnlich in Prozent angegeben und nach der

h
Formel s = 7 100% berechnet. Berechnen Sie die Steigung s dieser StraBe!

P 9 A Zwei StraBen schneiden einander im Punkt A. Durch den Punkt B auf der einen

StraBe wird eine Rohrleitung gelegt, welche die andere StraBe im Punkt C' schneidet
(Abb. 8.7).

b \a

é /4

Abb. 8.7 A~ ¢

: W
B

Bei der Vermessung wurden folgende Werte ermittelt: AB = ¢ = 4,7 km; ZCAB =
a =35 aABC = 3 = 85°.

a) Konstruieren Sie das Dreieck ABC' in einem geeigneten MaBstab!
b) Berechnen Sie die GroBe des Winkels Z/BC' A = !
c) Berechnen Sie die Lange a des Abschnitts BC' der Rohrleitung!

d) Um einen Naherungswert ay fiir die Lange des Abschnitts BC' zu erhalten, wurde
fiir den Winkel ZABC = 3 der Naherungswert 90° verwendet. Die Werte fiir AB = ¢
und ZC'AB = « blieben unverandert. Berechnen Sie den Naherungswert a !

e) Geben Sie den absoluten Fehler ay — a an!

P 10 A Von einer Radarstation R wurden zwei Schiffe A und B geortet (Abb. 8.8).
Dabei wurden ermittelt: RA =9,5 sm; RB = 11,5 sm; ZBRA = 26,0°.

B

Abb. 8.8 4

a) Ermitteln Sie zeichnerisch die Entfernung AB der beiden Schiffe!
b) Ermitteln Sie AB rechnerisch!

c) Rechnen Sie diese Entfernung in Kilometer um (1 sm = 1,852 km)!

Wer sich um Belehrung bemdiiht,

muss vor allem zweifeln konnen.

Zweifel fithren zur Entdeckung der Wahrheit.
Aristoteles
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8 Trigonometrie

K 11 B Im Jahre 1889 errichtete A. G. Eiffel anlasslich der Pariser Weltausstellung
in Stahlkonstruktion den 305 m hohen nach ihm benannten Eiffelturm. Von einem
Flugzeug aus wurde die Spitze des Eiffelturmes unter dem Tiefenwinkel von 5° angepeilt.
Wie weit war das Flugzeug zum Zeitpunkt der Peilung vom Eiffelturm entfernt, wenn
die Flughohe fiinf Kilometer betrug?

K 12 B Sinus- oder Kosinussatz? Stellen Sie jeweils eine Gleichung auf, um die Variable
x zu berechnen (Abb. 8.9)!

9 e X
A
my z
d)
o] n b
C) F's
Abb. 8.9 =

K 13 B Zeichnen Sie ein Dreieck ABC' mit den Seitenldngen a = 6 cm, b = 4 cm und
¢ =5 cm! Legen Sie auf AC einen inneren Punkt D so fest, dass AD die Lange e = 1
cm hat!

Durch den Punkt D ist eine Gerade g zu ziehen, die die Seite BC in einem inneren
Punkt E so schneidet, dass die Gerade ¢ die Flache des Dreiecks ABC' halbiert.
Welche Lange muss BE besitzen?

K 14 M Ein Fischereifahrzeug fahrt auf einem Kurs, der als geradlinig angesehen werden
kann. Zur Orientierung wurde von den Punkten A und B des Schiffsweges das Funkfeuer
F angepeilt (Abb. 8.10). Dabei wurden ermittelt:

AB = 14,6 km; ZFAB = a = 46,3°, ZABF = 3 = 61,4°.

F

Abb. 8.10 ~ 4 D B

a) Berechnen Sie, in welcher Entfernung vom Funkfeuer F' sich das Schiff im Punkt B
befand!

b) Berechnen Sie die kiirzeste Entfernung DF, in der das Schiff am Funkfeuer vorbei-
gefahren ist!

K 15 B Die Abb. 8.11 zeigt das Konstruktionsschema eines Dachbinders. AB = BC =
CD =2,40 m; DH = 3,00 m.

Abb. 8.11 A B c i
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8 Trigonometrie

a) Berechnen Sie die Langen der Strecken BE und C'F'!
b) Berechnen Sie die Lange der Strecke AH!
c) Berechnen Sie die GroBe des Winkels !

)

d) Begriinden Sie, dass das Dreieck AC'E gleichschenklig ist!

K 36 B Ein Schwimmkran hat die Auflagebreite AB = 31 m. Sein schwenkbarer
Ausleger hat die Lange BC' = 24 m (siehe nachfolgend stark vereinfachte Darstellung
Abb. 8.12).

Abb. 8.12 T e v v

Berechnen Sie fiir den Neigungswinkel ZC'BL = § = 60°

a) die Arbeitsweite BL,
b) die Lange AC' des Spannseiles!

K 17 B Die Abbildungen 8.13 und 8.14 zeigen vereinfachte Darstellungen eines Kur-
belgetriebes. P bewegt sich auf dem Kreis um M mit M P = r (r konstant), und K
bewegt sich auf der Geraden ¢ (I konstant).

Abb. 8.13,8.14

Es seien MP=r=25cmund KP =1=6,5cm.

a) Zeichnen Sie das Dreieck M K P mit dem Winkel ZPM K = a; = 90°, und berech-
nen Sie hierfiir die Lange der Strecke MK = a;!

b) Berechnen Sie die Lange der Strecke M K = ay fir den Winkel ZPMK = ay =
180°!

c) Berechnen Sie die GroBe des Winkels ZPMK = a3 (0° < az < 180°) fir
MK =a3z=4,8 cm!

K 18 B Losen Sie die Gleichung 2 sin ¢ + cos 2¢ = 0 rechnerisch auf zwei Dezimalstel-
len genau (0° < ¢ < 360°)!

K 19 B In Abb. 8.15 ist ABC ein rechtwinkliges Dreieck. E' D verlauft parallel zu AB;
AB=17cm, BC=10cm, AD =9 cm und ED =7 cm.
Bestimmen Sie die Flache des Dreiecks AC'E!
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8 Trigonometrie

Abb. 8.15 A 8

K 20 M Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners, unter Verwendung des Kosinus-
satzes, die fehlende Dreiecksseite (geforderte Genauigkeit: 2 Dezimalstellen)!

a) a = 40; ¢ = 60; § = 25°%

b) b = 50; ¢ = 80; o = 41°;

c) a =60; b=90; v = 64°.

K 21 B Von einem Parallelogramm ABC'D sind die Seiten a = 8 cm, b = 5 cm und
der Winkel o = 60° gegeben.
Wie lang sind die Diagonalen? Losen Sie die Aufgabe rechnerisch und zeichnerisch!

K 22 B Die Figur ist in sechs Teile zu zerlegen (Abb. 8.16)!

G2l |t
= | W
XY

rlolvdlwiv|o

wl =l |w |

N @™ || N

Abb. 8.16

Diese Teile aus jeweils zwei plus drei bzw. drei plus zwei Kastchen miissen stets die
Summe 20 ergeben.

K 23 B Die OberweiBbacher Bergbahn, eine Standseilbahn, gilt als die steilste Bahn
der Welt fiir normalspurige Eisenbahnwagen. Von der Talstation Obstfelder Schmiede
im Schwarzatal bis zum Bahnhof Lichtenhain auf dem Kamm des Thiiringer Waldes
iiberwindet sie einen Hohenunterschied von 323 Metern. Die 1400 m lange Strecke legt
die Bergbahn in 18 Minuten zurtick.

Wieviel Prozent mittlere Steigung hat die Bahn zu Giberwinden, und wie groB ist der
Anstiegswinkel?

K 24 B Ein Lastkraftwagen fahrt eine StraBe, die eine durchschnittliche Steigung von
5,6 % aufweist, mit einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von v = 36 km-h~! hinauf.
Welcher Héhenunterschied (in Metern) wird in 5 min Fahrzeit Gberwunden?
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9 Stereometrie

0 Stereometrie

So sonderbar ist der nimmersatte Mensch; hat er
ein Gebaude vollendet, so ist es nicht, um nun
ruhig darin zu wohnen, sondern um ein anderes

anzufangen.

Carl Friedrich GauB

P 1 A Ein zylinderférmiges Werkstiick aus Stahl (d = h = 75 mm, p = 7,8 g/cm™3)
wird so bearbeitet, dass daraus eine Kugel entsteht, die den gleichen Durchmesser wie
der Zylinder hat.

Berechnen Sie die Masse des Abfalls, der bei dieser Bearbeitung entsteht! Geben Sie
die Masse in Gramm an!

P 2 A Ein gerader Kreiszylinder mit der Hohe A und dem Durchmesser d stehe auf seiner
Grundflache. Auf seiner Deckflache sei eine Halbkugel mit dem gleichen Durchmesser
aufgesetzt.

a) Zeichnen Sie den Aufriss eines solchen zusammengesetzten Korpers fiir d = h = 4,4
cm!

b) Berechnen Sie das Volumen dieses Koérpers fiir d = h = 4,4 cm!

c) Bei einem anderen so zusammengesetzten Korper soll das Volumen des Zylinders
genau so groB wie das der Halbkugel sein. Berechnen Sie die Hohe dieses Zylinders fiir
d=4,4 cm!

/.91'!(12127 /.E_‘*QETZ

4

o - i = 1 &
kg - /@y

120 mm

20mm

N |

Abb. 9.1 o
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9 Stereometrie

P 3 A Die Abb. 9.1 zeigt ein quaderformiges Werkstiick mit zwei durchgehenden zy-
linderférmigen Bohrungen.

a) Berechnen Sie das Volumen des Werkstiicks (in cm?)!

b) Das Werkstiick besteht aus Stahl (p = 7,8 g/cm?). Berechnen Sie seine Masse!

P 4 A Ein rechteckiges Stiick Blech mit den Seitenlangen a und b wird zu einem Rohr
zusammengebogen, das die Form eines offenen, geraden Kreiszylinders hat. Die Lange
des Rohres sei b.

Geben Sie das Volumen des zylinderformigen Rohres an, wenn 2a = b ist!

P 5 A Ein Kochtopf hat einen lichten Durchmesser von 17,5 cm und eine lichte Hohe
von 15 cm.

a) Wieviel Liter Wasser fasst der Topf, wenn er bis 2 cm unter den Rand gefiillt wird?
b) Wie hoch steht das Wasser, wenn nur 1i Liter Wasser eingefiillt werden?

c) Aus wieviel cm? Blech besteht der Topf?

P 6 A Ein Kegelmantel wird aus einem Kreisausschnitt mit dem Radius » = 125 mm
und dem Zentriwinkel o = 100, 8° hergestellt. Er wird durch eine Halbkugel abgeschlos-
sen.

a) Fertigen Sie eine Skizze an!

b) Berechnen Sie den Radius des Grundkreises des Kegels!
c) Berechnen Sie die Oberflache des Gesamtkorpers!

d) Berechnen Sie die Hohe des Kegels!

e) Berechnen Sie das Volumen des Gesamtkorpers!

P 7 A Auf einer Baustelle ist ein Kieshaufen in Form eines geraden Kreiskegels auf-
geschiittet worden. Er ist 4,0 m hoch und hat einen Schiittwinkel von o = 30° (Abb.

9.2).
Pl

Abb. 9.2 -

a) Berechnen Sie den Radius 7 der Grundflache dieses Kegels!
b) Berechnen Sie das Volumen dieses Kegels!

c) Berechnen Sie die Masse des aufgeschiitteten Kieses (p = 2,2 t/m?)!

P 8 A Fir die Modernisierung und Werterhaltung von Wohnungen werden Vollziegel
und Hohlziegel verwendet.

a) Ein quaderférmiger Vollziegel hat folgende Abmessungen:

Lange [ = 24,0 cm; Breite b = 11,5 cm; Hohe i = 7,1 cm. Die Dichte des Materials
betragt p = 1,80 g/cm?3,

Berechnen Sie die Masse eines Vollziegels, und geben Sie diese in Kilogramm an!
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b) Die Masse eines Hohlziegels betragt 2,3 kg. Wieviel Prozent der Masse eines Voll-
ziegels betragt die Masse eines Hohlziegels?

c) Ein Lastkraftwagen kann maximal mit 2500 Vollziegeln beladen werden. Wieviel
Hohlziegel konnen mit diesem LKW transportiert werden?

P 9 A Zur Herstellung oben offener quaderférmiger Kasten stehen gleich groBe recht-
eckige Blechplatten mit 62 cm Lange und 38 cm Breite zur Verfliigung. Von ihnen
werden aus den Ecken quadratische Flachen mit der Seitenlange x herausgeschnitten.
Der schraffierte rechteckige Teil wird zur Grundflache des Kastens (Abb. 9.3).

I ) ";_ 1
7 .
7 | «
S //1;1/"’/’4‘/ 5
- IaF |
e 62 cm F—-J‘

Abb. 9.3 =

a) Berechnen Sie das Volumen des Kastens fiir z = 2,5 cm!

b) Der Inhalt der Grundflache des Kastens betrage 1300 cm?. Berechnen Sie das Vo-
lumen dieses Kastens!

P 10 A Eine Kugel mit dem Radius r wird von einer Ebene geschnitten. Diese Ebene

habe den Abstand a vom Mittelpunkt M der Kugel.

a) Berechnen Sie fiir r = 5,0 cm und @ = 3,0 cm das Volumen des kleineren Kugel-
abschnittes, der durch den Schnitt entsteht!

b) Geben Sie den Radius 71 der Schnittflache an!
c) Ermitteln Sie den Inhalt der Schnittflache!
Ein Gramm Anschauung wiegt manchmal

schwerer als eine Tonne guter Griinde.
Felix Klein

K 11 B Die Cheopspyramide hat als Grundflache ein Quadrat mit 233 m Seitenlange.
Sie war urspriinglich 148 m hoch und ist heute in 137 m Hohe abgestumpft.

a) Welche Gesteinsmasse wurde fiir den Bau benétigt (p = 2,7 g/cm?)?
b) Welche AusmaBe hat die heute vorhandene Plattform auf dem Gipfel ndherungswei-

se?

K 12 B Die Oberflache zweier Wiirfel, von denen einer eine um 22 cm langere Kante
hat als der andere, unterscheiden sich um 19272 cm? voneinander.
Es sind die Langen der Kanten beider Wiirfel zu berechnen!

K 13 B Welche der Figuren A, B, C' ist in den Bildern 1 bis 15 wiederzufinden (Abb.
9.4)7
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Abb. 9.4
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B

K 14 B In einem allseitig geschlossenen quaderférmigen Glaskasten befinden sich genau
600 cm?® Wasser. Legt man den Kasten nacheinander mit seinen verschiedenen AuBen-
flachen auf eine horizontale Ebene, so ergibt sich fiir die Wasserhohe im Kasten einmal
2 cm, einmal 3 cm und einmal 4 cm.

Ermitteln Sie das Fassungsvermogen des Kastens!

K 15 B Das Volumen des von einem abgewalmten Dach mit den Kantenlangen a, b und

c sowie der Hohe h begrenzten Korpers kann nach folgender Formel berechnet werden:

1
V =20+ cbh

a) Die Richtigkeit der Formel ist zu zeigen (Abb. 9.5)!

4 V b
Abb. 9.5 L

b) Es ist das Volumen fir a = 16 m, b = 6 m, ¢ = 8 m, h = 4 m zu berechnen.
(Es empfiehlt sich, den Dachkoérper durch zwei senkrechte Schnitte, die durch die End-
punkte des Dachfirstes gehen, in zwei Pyramiden und ein Prisma zu zerlegen und die
Volumina dieser Kérper nach den bekannten Formeln zu berechnen.)

K 16 B Reicht ein Draht von 1 m Lange zur Herstellung eines 12 cm hohen Kanten-
modells fiir eine Pyramide mit rechteckiger Grundflache (a = 8 cm, b = 6 cm)?

K 17 B Eine dreiseitige Pyramide ABC'D mit der Spitze D habe die Kantenlangen
AB=4cm, BC =5cm, BD =12 cm.

Die Winkel ZABD und ZABC' seien rechte Winkel; BD sei die Hohe des Korpers.
Berechnen Sie das Volumen V' dieser Pyramide!

K 18 B Mit Hilfe der modernen Technik kann man Drahte aus Metall herstellen, die
nur eine Dicke von 2 yum = 0,002 mm haben.

Welche Lange besitzt ein Draht von kreisformigem Querschnitt (Querschnittsdurch-
messer 0,002 mm), der aus einer Masse von 2 g Silber (p = 10,5 g/cm?) hergestellt
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worden ist?

K 19 B Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b und der Hypotenuse ¢
rotiere um die Kathete a.

a) Welcher Rotationskorper entsteht auf diese Weise?

b) Berechnen Sie den Inhalt und die Oberflache des entstandenen Rotationskérpers fiir
a=16cm, b =12 cm und ¢ = 20 cm!

c) In welchem Verhaltnis stehen die Volumina der Korper, die entstehen, wenn das
Dreieck erstens um a und zweitens um b rotiert?

K 20 B Berechnen Sie mit dem Taschenrechner (auf zwei Kommastellen genau) die
Oberflache eines geraden Kreiskegels mit dem Radius 7 =1 cm (2 cm, 3 cm, 4 cm, 5
cm) und der Hohe h = 6 cm!

Esist s=+vh?2+72und O =n(r+s)-r.

K 21 B Welchen prozentualen Anteil hat ein Wiirfel am Volumen einer Kugel, die der
Wiirfel mit all seinen Eckpunkten beriihrt?

K 22 B Man schittet 50 Stahlkugeln gleichen Durchmessers in einen Messzylinder, der
mit 75 ml Wasser gefiillt ist.

Der Wasserstand steigt danach auf 87 ml. Welches Volumen und welchen Durchmesser
hat jede dieser Kugeln?

K 23 B Im menschlichen Blut befinden sich je 1 mm3 etwa 4,775 Millionen roter
Blutkorperchen. Ein rotes Blutkorperchen hat eine durchschnittliche Dicke von 7,9 um.
Wie viele rote Blutkorperchen sind etwa in den durchschnittlich 5 Litern Blut jedes
Menschen enthalten. Welche Lange hatten all diese aneinandergereihten roten Blutkor-
perchen?

K 24 B Ein kegelformiges Glas hat ein Fassungsvermégen von einem Liter.
In welcher Hohe des Glases befindet sich der Wasserspiegel, wenn wir 0,5 Liter Wasser
in das Glas gieBen?

K 25 B Ratespiel mit dem Taschenrechner:
Jeder merke sich eine Zahl kleiner als 10,

- multipliziere sie mit T,

- dividiere durch 4,

- multipliziere mit 10,

- dividiere durch 7,85,

- addiere 4,

- multipliziere mit 3,

- addiere zum Produkt 6!

Nennen Sie mir das Ergebnis auf eine Dezimalstelle nach dem Komma genau!
Ich sage Ihnen dann, welche Zahl Sie sich gemerkt haben.
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10 Darstellende Geometrie

Ein jeder aufmerksame Zuschauer der Natur wird
einraumen, dass Insonderheit die geometrischen
Wabhrheiten leicht und die natiirlichsten der Welt

sind. Es beweisen solches fast alle Kiinstler und
Handwerker, die irgend mit Zirkel und Lineal umgehen.

Alexis Claude Clairaut

pon | | ) KR I ISAETA
leos || F RERLTRLEN

0!0':..

P 1 A Das Dach eines Turmes hat die Form einer geraden Pyramide. lhre Grundflache
ist ein Quadrat mit der Seitenlange a = 4,4 m. Die Hohe h der Pyramide betragt 6,1

m.

a) Stellen Sie diese Pyramide im MaBstab 1:100 in Kavalierperspektive dar! Zeichnen
Sie die Hohe h der Pyramide und die Hohe h,, einer Seitenflache ein!

b) Das Dach dieses Turmes soll neu gedeckt werden. Fiir 1 m? Dachfliche sind 54
Ziegel einzuplanen. Berechnen Sie, wieviel Dachziegel insgesamt bereitgestellt werden

mussen!

P 2 A Gegeben ist ein Quader, der von einer Ebene in den Punkten P, ), R, S
geschnitten wird (Abb. 10.1). AB = BC' = 6,0 cm, AE =7,0 cm, AP = DQ = 5,0

cm, ES=HR =2,0 cm.

Abb. 10.1 4 P B

5
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10 Darstellende Geometrie

a) Stellen Sie den Quader einschlieBlich der Schnittfigur in senkrechter Zweitafelpro-

jektion dar!
b) Konstruieren Sie die Schnittfigur in wahrer GroBe und Gestalt!

c) Berechnen Sie die Lange der Strecke PS'
P 3 A In der Abb. 10.2 ist ein Betonkorper, der die Form eines vierseitigen Prismas

hat, in Grund- und Aufriss dargestellt.

600m .t

|

Abb. 10.2

a) Stellen Sie dieses Prisma in Kavalierperspektive im MaBstab 1:100 dar!
b) Die Vorderansicht des Betonkérpers ist ein Trapez. Berechnen Sie dessen Flachen-

inhalt (in m?)!
c) Berechnen Sie das Volumen des Betonkérpers (in m3)!

P 4 A Gegeben ist ein gerades Prisma ABCDEF: AB = DC = 6,2 cm,

BC = FEF =8,5cm, /BAE = /EBA = 56°.
a) Stellen Sie das Prisma in senkrechter Zweitafelprojektion dar! Bezeichnen Sie alle

D =

Eckpunkte entsprechend der Abb. 10.3!

A

Abb. 10.3
b) Konstruieren Sie die Flache BCF'E in wahrer GroBe und Gestalt!

P 5 A Ein Korper ist aus einem Quader und einer geraden Pyramide zusammengesetzt.
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Abb. 10.4

a) Berechnen Sie das Volumen dieses zusammengesetzten Kérpers (in cm?)!
b) Stellen Sie diesen Korper in senkrechter Zweitafelprojektion im MaBstab 1:1 dar!
Bezeichnen Sie alle Eckpunkte entsprechend der Abb. 10.4!

P 6 A Die Abb. 10.5 zeigt ein Werkstiick in Kavalierperspektive. Die MaBe des Werk-
stiickes sind: AB = 11,0 cm, AG = 6,0 cm, BE =2,0cm, GH = 8,0 cm, AD =

6,0 cm.

(=3 ]

Abb. 10.5 A

a) Stellen Sie dieses Werkstiick in senkrechter Zweitafelprojektion im MaBstab 1:1 dar!
Bezeichnen Sie alle Eckpunkte entsprechend der Skizze!

b) Berechnen Sie die Lange der Kante F'H!
c) Berechnen Sie den Umfang des Fiinfecks ABEHG!

d) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Fiinfecks!

P 7 A Die Abb. 10.6 zeigt das Schragbild eines Werkstiickes.

Tomm
| 4 \
e i il s i
EtE 4 3 e“7
E o
£El] a s
30mm
S0mm

Abb. 10.6
a) Stellen Sie dieses Werkstiick in senkrechter Zweitafelprojektion im MaBstab 1:1 dar!
(Benennung der Eckpunkte ist nicht erforderlich.)

b) Berechnen Sie den Inhalt der schraffierten Flache (in mm?)!

P 8 A Die Abb. 10.7 zeigt ein gerades Prisma in Grund- und Aufriss. Die MaBe des
Prismas sind: AB=a=5,0cm, ALl = BE =s5=6,5cm, BC =1=14,0 cm.

58



10 Darstellende Geometrie

Abb. 10.7 AT E B

a) Stellen Sie diesen Korper in Kavalierperspektive dar!

b) Berechnen Sie den Oberflacheninhalt dieses Prismas!

P 9 A Eine gerade Pyramide mit der Spitze S hat als Grundflache ein regelmaBiges
Sechseck ABC'DFEF' mit einer Seitenlange von 25 mm. Die Korperhohe betragt 60 m.

a) Stellen Sie den Korper im Grund- und Aufriss-Verfahren dar! Benennen Sie die Bilder
aller Eckpunkte der Pyramide!

b) Ermitteln Sie unter Verwendung Ihrer Zeichnung die wahre Lange einer Seitenkante,
und kennzeichnen Sie diese Strecke farbig!

c) Berechnen Sie auBerdem die wahre Lange dieser Seitenkante!

P 10 A Ein gerader Kreiskegel (r = 3,0 cm; h = 6,0 cm) wird von einer Ebene parallel
zur Grundflache geschnitten. Der Abstand der Ebene von der Grundflache des Kegels
betragt 2,0 cm.

a) Zeichnen Sie den so entstandenen Kegelstumpf im Grund- und Aufriss-Verfahren im
MaBstab 1:1!

b) Berechnen Sie die Lange des Radius der Schnittflache! (Vergleichen Sie auch mit
der Zeichnung!)

c) Berechnen Sie das Volumen des Kegelstumpfes!

Die Ohren der Menschen glauben
weniger als ihre Augen.
Herodot

K 11 B Ein Kafer krabbelt nur auf den Kanten eines Wiirfels entlang. Er beginnt im
Eckpunkt A und gelangt auf dem kiirzesten Wege zum Eckpunkt G des Wiirfels (Abb.
10.8). Geben Sie an, welche und wie viele Moglichkeiten der Kafer zum Krabbeln hat!

H g G
h I 3
£ et
Im
: l‘D . C
d/)____é_ b
4 b

Abb. 10.8,10.9 .
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10 Darstellende Geometrie

K 12 B Gegeben sei ein Wiirfel mit den Eckpunkten A, B, C, D, E, F, GG, H und
der Kantenlange 4 cm (Abb. 10.9). Von ihm werde durch einen ebenen Schnitt durch
die Punkte I, K, L eine Ecke abgeschnitten, wobei I der Mittelpunkt von AE, K der
Mittelpunkt von E'F und L der Mittelpunkt von EH ist.

Zeichnen Sie ein Netz des Restkorpers!

K 13 B Von einem Wiirfel mit der Kantenldange a = 9 cm sei an jeder seiner Ecken
jeweils ein Wiirfel mit einer Kantenlange b < § herausgeschnitten. (Die Flachen der
herausgeschnittenen Wiirfel seien parallel zu den entsprechenden Flachen des groBen
Wiirfels.)

a) Zeichnen Sie fiir b = 3 cm ein Schragbild (¢ = 3, a = 60°) des Restkérpers!

b) Ermitteln Sie den Wert von b, fiir den das Volumen des Restkérpers Vi = 217 cm?
betragt!

K 14 B Aus einer ungarischen Ratselzeitschrift:
Welcher der mit Buchstaben gekennzeichneten Wiirfel hat die gleichen Bruchlinien wie
der Wiirfel in der Mitte der unteren Reihe (Abb. 10.10)?

A

Abb. 10.10

K 15 B Die Punkte A, B, C, D, E, F, G, H seien im Raum so gelegen, wie es die
Abb. 10.11 in Zweitafelprojektion zeigt.

Abb 1011 B=F'e al'=(

Zeichnen Sie in Zweitafelprojektion und in Kavalierperspektive einen zusammenhan-
genden, ebenflachig begrenzten Korper, der genau diese acht Punkte als Eckpunkte
besitzt, der kein Wiirfel ist, aber aus einem solchen durch "Herausschneiden" eines
ebenflachig begrenzten Teilkorpers entstanden ist! Von Korperflachen verdeckte Kan-
ten sind gestrichelt zu zeichnen.
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10 Darstellende Geometrie

(Hinweis: Zwei Korper, die sich nur in einem Punkt oder einer Kante beriihren, sollen
nicht als zusammenhangend gelten.)

K 16 B Denken Sie sich einen Wiirfelschnitt derart, dass die Schnittfigur ein gleichsei-
tiges Dreieck ist, dessen Seiten die Diagonalen je einer Quadratflache des Wiirfels sind!

a) Zeichnen Sie den Wiirfel mit Schnitt in einer Schragbilddarstellung!
b) Konstruieren Sie die Netze der beiden Teilkérper!
c) Wie heiBt der kleinere der beiden Teilkorper?

K 17 B Ein Warfel soll auf verschiedene Arten durch einen ebenen Schnitt in zwei
Teilkorper zerlegt werden. Konnen dabei folgende Schnittfiguren entstehen:

a) gleichseitiges Dreieck,
b) gleichschenkliges (nicht gleichseitiges) Dreieck,
c) rechtwinkliges Dreieck,

d) ungleichschenkliges Dreieck,

e) Quadrat,

f) nichtquadratisches Rechteck,

g) Fiinfeck,

h) Achteck?

Welche moglichen Schnittfiguren sind in dieser Aufzahlung nicht enthalten?

Als Losung gilt jeweils eine Skizze, aus der man sehen kann, wie der ebene Schnitt ge-
flihrt werden muss, wenn man die betreffende Schnittfigur erhalten will. In den Fallen,
in denen eine der aufgefiihrten Schnittfiguren nicht entstehen kann, genligt der Hinweis
darauf (ohne Begriindung).

K 18 B Ein Wiirfel werde von allen denjenigen Ebenen geschnitten, die durch die Mit-
telpunkte der drei jeweils von einem Eckpunkt ausgehenden Kanten verlaufen. Dabei
entsteht ein Restkorper.

a) Stellen Sie einen solchen Wiirfel mit der Kantenlénge a und den Restkdrper in einem
Schragbild (o = 60°; ¢ = 1) dar!

b) Ermitteln Sie die Anzahl aller Eckpunkte und die Anzahl aller Kanten des Restkor-
pers!

c) Nennen Sie die Form und die Anzahl aller Teilflachen der Oberflache des Restkérpers!

K 19 B Die Arbeitsgemeinschaft Aquarien hat eine Zuchtanlage von acht Becken, die
mit a, b, ¢, ... bezeichnet sind (Abb. 10.12). Alfred (A), Berthold (B) und Christine
(C) betrachten zu gleicher Zeit die Anlage.
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[ (l.r) r

8(l.r
/r a /l d
|

! l b l i L
| A——==f—F—T———~]-1-
LT
A1 -
[ R A B e
// f ’ g { 4
Abb. 10.12 Clou)

Alfred: "Ich sehe links (b + ¢+ f + g) 13 Fische, rechts (a + d + e + h) 18 Fische."
Berthold: "Ich sehe links (a + b+ e+ f) 17 und rechts (¢ + d + g + h) 14 Fische."
Christine: "Ich sehe oben (a + b+ ¢+ d) 16 Fische, unten (e + f + g + h) 15 Fische."

Wieviel Fische befinden sich in jedem der Aquarien a, b, ¢, d, e, f, g, h?
(Alfred und Christine betrachten die Anlage von verschiedenen Seiten, Berthold von
oben.) Beachten Sie, dass durch je zwei Becken hindurchgesehen wird!

K 20 M a) Zeichnen Sie ein schiefes Prisma mit rechteckiger Grundflache (a = 4,0 cm,
b= 3,0 cm), dessen Hohe 3,5 cm lang ist und dessen Seitenkanten mit der Grundflache
einen Winkel der GroBe 35° bilden, in Zweitafelprojektion und in Kavalierperspektive!

b) Berechnen Sie die Lange der Seitenkanten trigonometrisch!

c) Berechnen Sie den Oberflacheninhalt und das Volumen des Prismas!

i e
A A K 21 B a) Geben Sie einen Korper an, der den abgebildeten
sLp" B LA

A" Grund-, Auf- und Kreuzriss besitzt (Abb. 10.13)! (Samtliche Ris-
jﬁ se sind rechtwinklige gleichschenklige Dreiecke.)
b9 b) Zeichnen Sie das Netz dieses Korpers!

Abb. 10.13

K 22 B Die Abb. 10.14 zeigt einen zusammengesetzten Korper im Grund- und Aufriss.
Konstruieren Sie das Bild des Kérpers in Kavalierperspektive!

0mm

4

s i
E | Z5mm Ef
] =

Abb. 10.14,10.15 NN L

K 23 B a) Stellen Sie den in Kavalierperspektive abgebildeten Korper in senkrechter
Zweitafelprojektion dar (Abb. 10.15)!
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10 Darstellende Geometrie

b) Bestimmen Sie zeichnerisch die Lange der Seitenhdhe h!

c) Uberpriifen Sie das Ergebnis von b) durch Rechnung!

K 24 B Von einem regelmaBigen Tetraeder mit der Kantenlange a werden durch ebene
Schnitte vier Pyramiden, deren Spitzen in den Ecken des Tetraeders liegen, so abge-
trennt, dass der verbleibende Restkorper von vier regelmaBigen Sechsecken und vier
gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird.

a) Der Korper ist in Kavalierperspektive zu zeichnen!

b) Es sind der Oberflacheninhalt und das Volumen des Restkorpers zu berechnen!

K 25 B Die in der linken Spalte dargestellten Korper sind in der mittleren Spalte in
anderer Reihenfolge von vorn, in der rechten von oben zu sehen (Abb. 10.16).
Ordnen Sie die Risse den Korpern zu!

7
(RE
@G

K 26 B In den Losungen bleiben Kommas bei Dezimalstellen unberiicksichtigt. Setzen
Sie die Ergebnisse genau nach der Anzahl der vorhandenen Felder ein (Abb. 10.17)!

1
Z
3

=
.

Abb. 10.16

Abb. 10.17

Waagerecht:

1. Rauminhalt eines Wiirfels (in Einheitswirfeln) mit einer Oberfliche von 294 Ein-
heitsquadraten; 3. Wert von n in einer arithmetischen Folge, wenn T} = 2,4; T, = 5,4
und T,, = 17,4; 5. Wert von z, wenn 2 - log;, 6 = log,,z; 6. Werte von x (groBerer
Wert zuerst), wenn 422 — 24z + 35 = 0; 8. Innenwinkel (in Grad) eines regelmaBigen
Polygons mit 15 Seiten; 9. Anstieg des Graphen y = 4z? 4 22 — 3, wenn = = 1%;
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10 Darstellende Geometrie

10. groBtmégliche Fliache (in m?), die in einer Ebene von einem 17,73 m langen Seil
eingeschlossen werden kann; 12. einfache Zinsen auf ein Darlehen von 15000 Mark fiir 2
Jahre zu einem Zinssatz von 2,25% pro Jahr; 15.tan 249°; 17. Durchschnittsgeschwin-
digkeit bei einer Fahrt, wenn die Hinfahrt bei einer gleichmaBigen Geschwindigkeit von
72 km h™! 2% Stunden und die Riickfahrt auf der gleichen Strecke 1% Stunden betragt;
18. Flache (in Einheitsquadraten) eines Vierecks mit den Eckpunkten (0;0), (2;10),
(8;12) und (12;3); 19. Umfang (in Langeneinheiten) des Vierecks in 18. waagerecht.

Senkrecht:

(23N 6N () o et oy | .
1. Wert von z7 in < 41 ) ( y ) = ( 29 ) 2. Flache (in cm?®) eines Kreissektors mit

dem Radius von 8 cm und Winkel von 60°; 3. Anstieg einer geraden Linie, die durch
(—3;—2) und (2;4) verlauft; 4. Rauminhalt einer Kugel mit einem Radius, der doppelt
so groB ist wie der einer anderen Kugel von 19 cm?® Rauminhalt; 5. 2°—2-5%: 7. 101, 101
(Basis 2) ausgedriickt zur Basis 10; 8. Kosten eines Artikels ohne Zusatzsteuer, wenn
die Kosten einschlieBlich 15 % Zusatzsteuer 14,49 Mark betragen; 11. Umfang (in Lan-
geneinheiten) des Umkreises eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlange v/3; 13.
(x,y), wenn 4z — 3y = 6x — 8y = 21; 14. 194 Grad Fahrenheit ausgedriickt in Grad
Celsius; 16. Verkaufspreis einer Ware, wenn der normale Preis von 108,80 Mark um
37,5 % reduziert wird; 17. prozentuale Preiserhdhung eines Gebrauchsgegenstandes,
dessen Preis von 4500 Mark auf 4936,50 Mark gestiegen ist.
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11 Lésungshinweise

11 Losungshinweise

Der echte Schiiler lernt aus dem Bekannten
das Unbekannte entwickeln und nahert sich
dem Meister.

Johann Wolfgang von Goethe

11.1 Arithmetik
1.1 a)
1.2:2) 0,007. b) z = 107* = 0,0001; y = 1,5 - 10> = 150; z = 1,2 - 10> = 120
1.3; B )@otl) _9q 11, a# L

2a—1
1.4: a) M = {16,17,18,19}. b) M; = {17}; M, = {19}; M5 = {17,19}

a)
1.5 ) 105s— 203 24s __ 61 b) 1
a)

= 3. b) Fir b —2 =0, also fiir b = 2, ist der Term nicht definiert.

= 309 P) 3.3

1.6:
1.7: 32.
1.8: a) a®b®. b) —2|k|. ¢) §

5a — 12b. b) 4m? — 8, 2mn — 12mn? + 25n2. ¢) L.

1.9:2) 66 ha. b) 33 =27, dh.n=3.¢) 1,4 <2< 1,4,
1.10: a) n—1; n+1.b) (n—1)(n+ 1) = 483; n = 22.
1.11:a) <. b) >.¢) >. d) <. e) >.f) =.g) <. h) > i) <. k) <

1.12: a) 4v/3 < 7, denn 16 - 3 < 49. b) V2 < /3, denn 2 < V/9; 8 < 9. )
V5 4+ V3 > V6 + 2, denn (V5 4+ v3)2 > (V6 + v2)?% 8 4+ 2V15 > 8 + 2V/12;
V15 > V/12.

1.13: Zum Beispiel: Abb. 1.7.

Abb. 1.7
1.14:572.125 = 5; 5 : /125 = 1; log, 32+1 = 6; 6-3 = 322 = 18; 3+ 1+6 = /100.

1.15: Wegen 5291 = 11 - 13 - 37 sind die weiblichen Familienmitglieder 11, 13 bzw. 37
Jahre alt. Wegen 3913 = 7 - 13 - 43 sind die mannlichen Familienmitglieder 7, 13 bzw.
43 Jahre alt. Daraus folgt, dass die 13jahrigen Zwillinge unterschiedlichen Geschlechts
sind.
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11 Lésungshinweise

1.16: M = {5;9}.
1.17: Wenn a = 7+ ¢, dann gilt: (74 ¢)(9+¢) +c(c —2) — 2(7+ ¢)c = 63.

1.18: Abbildung, Addition, Dezimalbruch, Dreieck, Elf, Faktor, Gerade, Gleichung,
Kreis, Kugel, Meter, Plus, Quadrat, Rechteck, Strahl, Strecke, Summe, Trapez, Winkel,
Ziffer, Multiplikation.

119:a)a— (b+%).b) 2+ (b+ 1) 5.

1.20: V169 + /361 = 13 +19 =32; v/32:v/2 =16 =4; 471 .32 = §; log, 8 = 3.
1.21:
n or | 3.5 | nd % z Vn n"
2 81 | 75 |8 | 2| 2 | V2 4
BEEAREEERE:
-2 é % -8 —g —% n. def. i
—L T LT 35 [ =1 ]-10] =% [ n. def. | n. def.
0,25 | V3| 35 | & |20] & | | 2
—0,25 | $V3 | 2V125 | -7 | -20 | —55 | n. def. | n. def.

1.22: a) /102 = /100 + 2 ~ 10 + & = 10,1;
VI 2=,9+12~3+% =32 /356=36—0,4~6— 3 ~ 5,07

2 2

b) Wir quadrieren die beiden Terme und erhalten a?+b und (a - %) =a’+b+ (%) ,
2

also gilt a®> +b < a®>+b+ (2%) , d.h., der Naherungswert ist groBer als der wahre Wert.

1.23: Aus b) folgt 180|a, denn 4 -5 -9 = 180. Es gilt somit 0 < 180 - = < 4000 fiir
v =1,2,3,4,..,22.

Aus (1) folgt 11|(180x — 8) bzw. 11|4(45x — 2); damit das Produkt 4(45z — 2) durch
11 teilbar ist, muss der zweite Faktor 452 — 2 durch 11 teilbar sein. Aus 11|(45x — 2)
folgt = = 2,13, 24, 35, 46, ....

Nur z = 13 erfullt die Ungleichung 0 < 180x < 4000 unter den einschrankenden
Bedingungen. M = {2340}.

1121 116 |'8
2 11916 8

51
1)
3 "6 98 [“ 1
&l ZIE 1
5 AEINE 1
% " |3 |6 % F'a
2709 4 o 7f%
175,
1.24: Abb. 1.8, CBLZIE[]4[3]2]1

1.25: 5 :9+4+21 =30; C : 15, H : 5,5, N : 28— 17 = 11; E : 10 - 19 = 190;
L:25:1:25;L:%:1§;5:24;I:4;C’:21;H:8;E:7—4:3;R:28.
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1.26: Aus dem genannten Endprodukt ist die Quadratwurzel zu ziehen und das Ergebnis
durch 5 zu dividieren. Wenn man davon nun noch 2 subtrahiert, erhalt man die erste
der gewahlten Zahlen. Die vier folgenden Zahlen zu erganzen, ist kein Problem.
Mathematische Grundlage: Der Mitspieler nennt das Endprodukt z:

r=n+Mn+1)+n+2)+n+3)+(n+4)]-(n+2)-5
= (Bn+10)(n+2)-5=5n+2)(n+2)-5=[5(n+2)>

Mit n = %\/E — 2 nennt er somit die erste der gewahlten Zahlen.
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Nichts macht sich von selbst,
ohne Anstrengung und Wille,
- ohne Opfer und Arbeit.
Alexander lwanowitsch Herzen

11.2 Planimetrie

21:a) u=nd~ 16,8 m; A= ird®> = 175352 m? ~ 22,5 m?

b) A= in(d? —d}) = jm(4,5% — 3,8%) cm?® ~ 4,6 cm?.

2.2: Ausa+b=24und b= %a folgt a + %a = 24, also a = 15 und b = 9. Die Seiten
des Rechtecks sind 15 cm und 9 cm lang.

2.3:2) 52 =(0,72+3,52) m?> = 12,74 m?, s = 3,57 m.

b) A=1-S=(3,57-15) m? = 53,55 m?.

. _2A _ , _ 2A—ch
2.4.a—h c= =

2.5: 7D : ZB = ZC : ZA; ZD = (ZB - ZC) : ZA; ZD = (12-5) cm? : 3 cm = 20
cm.

26: =a+7,alsoy=p0—a=060°—20°=40°.
27:c) A=4-2-3cm?=3cm? d) A/: A=4:1.

2.8: a) Wir konstruieren zunachst das Teildreieck ADC' aus AD = ¢ = 3,9 cm,
CD = h. = 5,2 cm und dem rechten Winkel ZADC. B ist der Schnittpunkt der
Geraden AD mit der Senkrechten zu AC in C.

b) b% = ¢*> + h? = (3,92 +5,2%) cm? = 42,25 cm?; b= 6,5 cm.
A)p-q=h®p=h%:q=(52%:3,9 cm=6,9 cm.

2.9: a) Abb. 2.14. b) Abb. 2.15.

é‘ \/ 5 5\§< w
Abb. 2.14,2.15

2.10: a) y =6 =38°. b) § =2y = 92°.

2.11: (1) 3,5 > m; (2) 3,1408 < ; (3) 3,125 < 7; (4) und (5) 3,1415929 > 7; (6)
3,1417 > 7. Die Werte (4) und (5) kommen der Zahl © am néachsten.

2.12: a) Uber AB = c als Durchmesser zeichnen wir einen Halbkreis (Thaleskreis).
Die Parallele zu AB im Abstand h. = 3 cm schneidet den Halbkreis in den Punkten C'
und C’. Wir erhalten die beiden rechtwinkligen Dreiecke AABC und AABC’.

d) Jeder Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser eines Kreises ist ein rechter Winkel
(Satz des Thales).
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2.13: Nichts ist getan, wenn noch etwas zu tun ibrig ist.

2.14: a) Ay = 7} ~ 1500 dm?; ry = /2% dm = 21,85 dm.
b) u; = 27r; &~ 137,29 dm.

2.15: Zum Beispiel: Abb.2.16. =
2.16: a) AD =45 cm, BC =53 cm. ¢) A = 1800 cm?

2.17: Abb. 2.17.

2.18: Abb. 2.18.

2.19: (1) Es sei ABCDE ein konvexes Fiinfeck. Man zeichne die Diagonale BD und
die Parallele zu BD durch C'; sie schneide die Gerade AB in F'. Man verbinde F' mit
D.

Dann ist das Viereck AF DE flachengleich dem Fiinfeck ABC'DE, denn die Dreiecke
ADBC und ADBF sind flachengleich, da sie die Seite DB gemeinsam haben und
die zu dieser Seite gehdérenden Dreieckshohen gleich lang sind (Abb. 2.19). Auf diese
Weise lasst sich das Viereck AFDFE in ein flachengleiches Dreieck GF D verwandeln.

K D H

C

Abb. 2.19 6 A M B F
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(2) Es sei M der Mittelpunkt der Dreieckseite GF. Uber M F zeichnen wir ein Rechteck
MFHK, dessen Seite I'H die gleiche Lange hat wie die Hohe des Dreiecks GF'D zur
Seite GF

2.20: Wegen 3 - 36° — % = 99° lasst sich aus einem Winkel der GroBe 36° ein Winkel
der GroBe 99° wie folgt konstruieren: Wir verdreifachen mit dem Zirkel den gegebenen
Winkel der GroBe 36° und erhalten einen Winkel der GroBe 108°. Durch zweimaliges
Halbieren des gegebenen Winkels von 36° erhalten wir einen Winkel der GroBe 9°, der
von dem Winkel der GroBe 108° durch Abtragen zu subtrahieren ist.

2.21: a) a =55° b) a = 110°. ¢) a = 55°.
2.22: Abb. 2.20.

Abb. 2.20
2.23: Zum Beispiel: Abb.2.21.

Abb. 2.21 4 5 6

224:3) A=(8-8—-3-8—-3-5)cm? =25 cm?.
b) x sei der unbekannte Radius, dann gilt (Abb. 2.22).
v+ 2? = (r — )7, O<x<;; Tr9=—r+Vr2 42

r=(V2-1) A=n(v/2-1)?-72=0,54 cm?

Abb. 2.22,2.23
c) x sei der unbekannte Radius, dann gilt (Abb. 2.23):

2
9 T ZE) 9 0 T
:U+( = (r—x)*, T <3

r1o=(=3+V12)r;  z=(-3+V12)r, A=n(-3+12)>?~0,68 cm’
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Bekanntlich ist man auf nichts so stolz wie
auf das, was man seit zwei Minuten weiB.
Kurt Tucholsky

11.3 Lineare Gleichungen und Ungleichungen

3.1: 222 + 62 —5r — 15 =222 —3x +4+9; L={7}.

3.2:a7é0,b;é(),a#b.Ausbx—aa::abfolgtx:%.

3.3 %z%—ki’); 4r = 3x + 36; x =36
3.4: a) Abb.3.3.

5~ "

5 '
Abb. 3.3 63LE AN 45U

— 475572 —
b) z = =g3= =3

3.5: Aus6cm -b=10cm (b —1 cm) folgt b = 2,5 cm.

3.6: a) x < 3,2. Die ungeraden natirlichen Zahlen 1 und 3 erfiillen diese Ungleichung.
b) M = {16,17,18,19}; My, = {17;19}.

3.7:a) 12— >32+6;4vr < 6; L={zlr<1,5und x € R}

b) z.B. 2,1,2. c)0; 1

3.8:a) —8xr <32, x> —4; L ={z|r > —4 und z € R}
by 8¢ L;3e€L;0eL; —3€L; —4¢L;52¢€ L.

3.9: a) 4z < 20; L ={z|xr <5und z € R}; 0,1,2,3,4.
b) 11z + 1 > bz + 13; L={z|r>2und x € R}; 3,4,56,7,8,09.
C) M1 N M2 = {3,4}

3.10: a) 16z + 8 < 15z + 10; L ={z|r <2und z € R}.
b) Ly = {07 1}: Ly = {_37 _27 _170}' M = {0}

2

311.2) k=2 a1,
b) k = -2, a#=1, c)k:a(“+1),a7é1.

a—1" a—1

3.12: Inder 1., 3., 5. bzw. 7. Zeile des Quadrates miissen folgende Gleichungen stehen:

8-2—1=15 ; 114+14=7=13;
9—-16:4=5 ; 6+12:3=10; oder
9—-12:3=5 ; 64+16:4=10

3.13: [(z-5+2)-4+3]-5=mn; 100x + 55 =n.
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Die gesuchte Zahl = erhalt man, wenn man vom errechneten Ergebnis n die beiden
letzten Ziffern (55) weglasst.
Beispiel: n = 1755; x = 17.

3.14: . =9.
3.15: a) Aus p < ¢ folgt nach Division durch p bzw. ¢:
1< % bzw. g < 1. Daraus folgt weiter % <1< %.
b) Man bildet £ —1 = 2 und 1 — 2 = 2 Da p < ¢ und somit 1 > 1 ist, gilt
P JZ q q P~ g
=P ~ 4P
q P
Also liegt g naher an 1 als %.
3.16: z = 4.
317 1Fal: 2 —1>0,dh. x> 1; |z — 1| =2z — 1.

3.18: 1+9—-84+2+7—6+5—4+3—-2+5—6+7—84+9—-1—-94+4—-1+3—-5—-4—1=0;
oder: 1+4—-3—-5+8—-4—-1=0.

3.19: 492 + x = 25. Die Summanden heiBen % und 4—29.

3.20: a) 3x +3=3% - 3z; v = 4.
b)ﬁ:4x—4,x:212—5

321: A=7,C=13; F =2, G=53; U=5; S=1.

3.22:a) L) = {35|51: <3undz e ]R}

b) Ly = {:1;|:1: <3undz € R*}.

c) Ly = {0;1}.

3.23: a ist wegen (1) eine der Zahlen 0, 1, 2, 3. Fiir a = 0 folgt aus (2) b < 0
(Widerspruch zur Eigenschaft von b, natirliche Zahl zu sein), also ist a # 0. Fiira = 1
folgt aus (2) zunachst b = 0 und damit a+b = 1 (Widerspruch zu (3)), also ist a # 1.
Fir a = 2 folgt aus (2) b < 2, und aus (3) folgt b > 0, also b = 1. Fiir a = 3 folgt aus
(2) die Ungleichung b < 3. Daher kénnen nur die Paare [2;1], [3;0] , [3;1], [3;2] alle
Bedingungen erfiillen.

3.24:
510 610 5 10 6 10
ﬁ + ﬁ <1 , ? + ? <1

Aus 53 + 63 = 125 + 216 = 341 und 73 = 343 folgt 5% + 63 < 73. Daraus folgt weiter
(3)+(2) <1

Wegen (%)10 < (%)3 und (g)lo < (g)g gilt somit (%)10 + ($>10 < 1. Also ist die
Aussage 5 + 610 < 710 wahr.
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Man kommt Ulber seine Fehler hinweg,
wenn man die Kraft hat, sie zuzugeben.
Francois la Rochefoucauld

11.4 Quadratische Gleichungen und Gleichungssysteme
4.1: x2+%x—%2:0. L:{%;—a}

4.2: a) L = {5;9}.

b) x-(x—6)=0; L=1{0;6}.
)a?+ iz —1=0, L:{i;—Q}.
d) 22 +22 —8=0; L = {2;—4}.
)
)

2(3z—1 342°+312—8 x+1 . 9 N T _— J4.1
Bo-1) _ 3da’+ et = Jr4+2=0; L={4;1}

22+3 4(22-3)(22+3)  22-3" 2

5_0-7 — [5._1
x2—2$—1—0, L_{§’_§}
4.3:a) L = {—1;,-3}.

2
b) Die Gleichung besitzt eine Doppellésung, wenn & — ¢ = 0 gilt. Fiir p = 4 erhalten
16

wir -7 —q = 0. Somit hat die Gleichung 2?4 4z 4+ g = 0 fiir ¢ = 4 eine Doppelldsung,

namlich z1 = 29 = —2.

4.4:3)D=1% —¢

b) D > 0: zwei verschiedene reelle Lésungen,

D = 0: zwei gleiche reelle Losungen (Doppellésung),
D < 0: keine reelle Losung.

(1) 9 — & < 0: keine reelle Losung;
(2) %2 - %2 = 0: zwei gleiche reelle Losungen (Doppelldsung).

4.5: Die beiden natirlichen Zahlen seien x und y. Dann gilt das Gleichungssystem
(1) 2—y=6 : (2) x-y=216

Y2+ 6y — 216 = 0; y; = 12; yp = —18.
Dann wird y; = y = 12 in (1) eingesetzt, und es folgt x = 18. Die beiden natirlichen
Zahlen lauten 12 und 18.

4.6: L = {(7,-4)}.
A7 x+y=4;3x—2y=>52;, L={(12;-8)}.
4.8: L ={(2;a)}.

4.9:a) L = {(%(s +1);5(s — t))}
b) L ={(5+3;5—3)}. Fiir s = 2n mit n = 0,1, %2, £3, .. hat dieses Gleichungs-
system ganzzahlige Losungen.
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4.10: L ={(2;—-1)}; Abb.4.2.
4.11: n® + (2n)? + (4n)? = 189; 21n? = 189; n2 = 9; n; = 3; ny = —3. Es existieren
zwei Losungen, namlich (—3,—6,—12) und (3,6,12).

4.12: a) L = {—3;47}.

b) L = {806;180}.

C) T2 = %(m:l:\/M) L= {%(m + \/M), %(m - \/M), n < m;}
d) 22 + 900z — 99890,01 = 0; L = {99,9; —999,9}.

4.13:D:%2—q:1—q
a) firg>1,b)firqg=1, c) fir ¢ < 1.

4.14: Wir subtrahieren die zweite von der ersten Gleichung und erhalten z? — 22 +
ar—z+1—a=0,2(a—1)—(a—-1)=0, (r—1)(a—1) =0.

Fiir a = 1 erhalten wir zwei identische Gleichungen 2% + z + 1 = 0, die keine reellen
Losungen besitzen. Fiir a = 1 und = = 1 erhalt man aus der ersten Gleichung a = —2,
d. h. 22 —224+1=0und 22 +2 —2=0; 2; = 1. Die gegebenen Gleichungen haben
flir a = —2 eine gemeinsame Losung.

4.15: |32° + b5z| = 2.

a) 3z% + 5z = 2, falls 322 + 52 > 0, oder b) 3z% + 5z = —2, falls 3z + 52 < 0.
Zu a) 32° + 5x = 2 hat die Lésungen 71 =
32% + 5z > 0.

Zu b) 32% 4+ 52 = —2 hat die Lésungen x5 = —%; x4 = —1. Fir beide Lésungen gilt
32% + 5z < 0.

L= {212}

%; r9 = —2. Fir beide Losungen gilt

4.16: Mogliche Losungen:
(1+2):3=1,

12:3:4=1,

[(142):3+4]:5=1,
(12:3:4+5):6=1,
12-3-4—-5—-6+7=1,
{{(1+2):3]-44+54+6—-7}:8=1,
—(1-2-3-4)-54+6+7+8+9=1

4.17: (n—1)(n+1) =483; n®> — 1 = 483; n = 22.
4.18: (n—1)2+n*+ (n+1)? + (n + 2)? = 630;
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n24+n—156=0; n; = 12; no = —13 (entfallt, da keine natiirliche Zahl). Die Zahlen
lauten 11, 12, 13, 14.

4.19:a) L={(5;3)}. b) L={(5;14)}. ¢) L = {(-7;-3)}.
4.20: 8- (2 +2) + 22 = 49; 21 = 3; 20 = —11 (entfillt, da keine natiirliche Zahl);
y=2>5; z2=23.

4.21: Addieren wir die Gleichungen (1) und (3), so erhalten wir a® + a = 12; a; = 3;
ay = —4. Durch Einsetzen in (1) bzw. (2) erhalten wir by + ¢; = 3 bzw. by = ¢; = 2,
also by =2, ¢; = 1 und b? + ¢ = 10 bzw. by : c3 = (=3) : 2, also b* = 30, ¢ = —20.
Das Gleichungssystem besitzt zwei Losungen, namlich (3,2,1) und (—4, 30, —20).

4.22: In Gleichung (1) kann es sich nur um ein Produkt handeln; es gilt somit aab-c =
adde. Dann kann es sich in Gleichung (2) nur um einen Quotienten handeln; es gilt
deshalb ccc: f = fff.

Es sind hierfiir zunachst zwei Falle moglich, namlich 444 : 2 = 222 und 999 : 3 = 333.

Deshalb handelt es sich bei Gleichung (3) um eine Differenz (adde — ¢ = ccc), in
Gleichung (4) um eine Summe (fff + g = fhd).

Wegen 444+ 4 = 448 < adde entfallt ¢ = 4. Deshalb gilt nur 999 : 3 = 333, alsoc =9
und f = 3. Wegen 999 +9 = 1008 gilt a = 1, d = 0, e = 8. Wegen 1008 : 9 = 112
gilt b = 2. Wegen 333 + g = 3h0 gilt g = 7 und h = 4.

Ergebnis: (1) 112-9 = 1008; (2) 999 : 3 = 333; (3) 1008 —9 = 999; (4) 333+ 7 = 340.

n k x q ¢ n k z q qF
7 2401 7 7] 8 43 512 8 83
9 81 9 92|17 4913 17 173
18 5832 18 183 |22 234256 22 22¢
4.23: 25

614656 28 28%
52521875 35 35°
60466176 36 36°

28 17210368 28 28° |35
36 1679616 36 36" | 36
18 34012224 18 18

3
4

390625 25 25* |26 3 17576 26 263
4
5
5

4
2
3
4

27 3 19683 27 273 |28
5
4
6

4.24: a) 28% = 21952. b) /50625 = 225.
c) 222 - 222 = 49284. d) 43% = 79507 und 4 + 3 = 7.

E
/

B
G

L

—lh|lo||m|iao|m|m
D m|m|mr|lom|—~lt|m
m
_—

B
!
0
L
0
6
r

B

4.25: Abb. 43, LU
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Alles gelernt, nicht um es zu zeigen,
sondern es zu nutzen.
Georg Christoph Lichtenberg

11.5 Beweise

5.1: a) 4[(11%2 — 1); 4]120, denn 4 - 30 = 120.

b) 2n + 1 stellt fir n = 0, 1,2, 3, ... eine ungerade natiirliche Zahl dar.

c) 2n+1)2—1=4n?+4n+1—1 = 4n(n+1); das Produkt enthilt den konstanten
Faktor 4; es ist also stets durch 4 teilbar.

5.22a)n+1, n+2.
b)Esgilt s=n+(n+1)+(n+2) =3n+3=3(n+1); die Summe s ist somit stets
durch 3 teilbar.

5.3 =n+n+1)+n+2)+n+3)+(n+4) =5n+10, s =5(n+ 2); die
Summe s’ ist stets durch 5, aber nicht stets durch 10 teilbar.

5.4: b) Es gilt AB = AB (gemeinsame Dreiecksseite), ZFAB = ZABD (Basiswinkel
im gleichschenkligen Dreieck ABC), AE = BD (halbe Lange der Schenkel). Daraus
folgt AABD = ANABE (Kongruenzsatz SWS).

A
/AE\
5.5:a) Abb. 5.10. & 0 c

b) LCAB = ZBDA (beides rechte Winkel), ZABD = ZABC (beide Dreiecke
stimmen in diesem Winkel (berein). Beide Dreiecke stimmen also in zwei Winkeln
iiberein; nach dem Hauptahnlichkeitssatz gilt deshalb AABC' ~ AABD.

5.6:b) h? = a2 — (4)" = 3 h— 23,
c)sin60°:%:(%\/§):a:% 3
5.7: b) LZABM = ZNDA (rechte Winkel), AB = AD (Quadratseiten), BM = DN

(halbe Lange einer Quadratseite), folglich AABM = AAND (Kongruenzsatz SWS),
also auch AM = AN.

-

5.8: a) Abb. 5.11.
b) Wegen MA = MB = MC = MD (Lange des Radius r) und ZCMA= ZDMB
(Scheitelwinkel) gilt AMAC = AMBD (Kongruenzsatz SWS).

5.9: a) M1 A = M;B (Lange von 1), My A = My B (Lange von 1), My My = My Ms;

76



11 Lésungshinweise

somit stimmen beide Dreiecke in den drei Seiten iliberein, und es gilt AM; AM, =
AM;BM,; (Kongruenzsatz SSS).
b) Da kongruente Dreiecke in ihren Winkeln iibereinstimmen, gilt ZM1AM, = /MyBM;.

5.10: a) ZBEA = 90° (nach dem Satz des Thales); folglich ist das Dreieck ABE
rechtwinklig.

b) Wegen ZFMB + ZBEF = 90° + 90° = 180° gilt ZEFM = 180° — 70° = 110°.
c) LFAM = /FEAB, ZAMF = /BFEA (rechte Winkel); beide Dreiecke stimmen in
zwei Winkeln iiberein. Nach dem Hauptahnlichkeitssatz gilt somit AABE ~ AAMF'.

5.11: Da AABO ein gleichseitiges Dreieck mit drei Winkeln von je 60° ist, ist der
Kreissektor OAB ein Sechstel der Kreisfliche mit dem Radius r. Folglich ist P+ Q =
fm" , Q4+ R = (%r)Q = %777“2. Man subtrahiert diese Gleichungen und erhalt
P R ST

Eliminiert man aus diesen Gleichungen r, dann ist 6(P + Q) = 8(Q + R) = 7% und
demzufolge 3P = @ + 4R.

5.12: Es sei a > b; dann gilt ohne Beschrankung der Allgemeingiltigkeit
2a% 4 20> = a® + 2ab + b* + a® — 2ab + b* = (a + b)* + (a — b)*

Der Term 2a? + 2b2 lasst sich also als Summe der Quadrate der beiden natiirlichen
Zahlen a + b und a — b darstellen.

5.13: a) Aus 0 < (a — b)? folgt schrittweise 0 < a? — 2ab + V?, 4ab < a? + 2ab + V2,
dab < (a+b)?, ab < i(a+b)?, Vab < 2t

b) Die Quadratwurzel v/ab ist nur fiir ab > 0 definiert.

Wenn a < 0 und b > 0, so ab < 0,

wenn a > 0 und b < 0, so ab < 0,

wenn a > 0 und b > 0, so ab > 0,
Wenna<0undb<0,soab>0,aIso\/%>O,aber“7+b<0,also“7+b<\/%
(Widerspruch).

c) Wenn a = b, so Va :‘I—H’,denn \/?:2—2“,@:@.

514-T1 iy = Y = f+f

T = f 7 \fi\f (‘[‘L‘[) =6+ /5, also T} = Tb.

5.15: a) Man kann das Wort INSERAT auf 15 verschiedene Weisen lesen (Bezeichnung
der Zeilen mit a, b, c; der Spalten mit 1; 2; 3; 4; 5),
z.B. al-a2-a3-a4-ab-b5-ch; al-a2-b2-b3-b4-b5-cb; al-bl-cl-c2-c3-c4-c5 usw.

5.16: Jede dreistellige natiirliche Zahl z lasst sich in der Form z = 100a + 10b + ¢
schreiben, wobei a, b, ¢ natiirliche Zahlen sind, flirdie1 > a > 0;0<b6<9;0<¢<9
gilt.

Die Zahl 2z’ mit der umgekehrten Ziffernfolge lautet dann 2’ = 100¢ + 10b + a, und die
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Differenz z — 2’ beider Zahlen heiBt
z — 2" =100a + 10b 4 ¢ — (100c + 106 + a) = 99a — 99¢ = 99(a — ¢)

d. h., 2 — 2" ist durch 99 teilbar.

5.17: Aus h2 = p-q folgt p: h = h : q. Die Dreiecke AADC und ADBC stimmen im
Verhaltnis zweier Seiten und dem von diesen Seiten eingeschlossenen rechten Winkel
uberein.

Deshalb gilt AADC = ADBC'. Daraus folgt, dass der Winkel ZBC'D die GroBe «
hat. Ferner hat der Winkel ZDC' A die GroBe 90° — «v, und somit hat der Winkel ZBC' A
die GroBe 90° — a4+ a = 90°, d.h., Dreieck ABC hat einen rechten Winkel bei C, also
ist AB die Hypotenuse.

5.18: Wir verbinden C' mit D und erhalten die Dreiecke AADC und ADEC. Nun
gilt Aapc = Aapc + Dpse,

1 1 1

—a-h=-a-FD+ -a-ED, h=FED+FD

2 2 2
5.19: Nach dem Satz iiber die Innenwinkelsumme im Viereck gilt fiir jedes Viereck mit
den genannten InnenwinkelgroBen o + 2 + 3o + 4o = 360°.
Daraus folgt ZDAB+/ZCDA = a+4a = 180°. Nach der Umkehrung des Satzes lber
entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen gilt somit AB || DC, also
ist ABC'D ein Trapez.

5.20: Es seien F, F, GG, H die Berlihrungspunkte des Inkreises des Tangentenvierecks
ABCD mit den Seiten AB, BC, CD, AD; dann gilt A = AH, BE = BF,
CG=CF, DG =DH.

Durch Addition dieser vier Gleichungen erhalten wir

AE+BE+CD+ DG =AH+ BF+CF+ DH

¢

also AB + CD = BC + AD (Abb. 5.12). A

5.21: Auf Grund der Voraussetzung schneiden sich zunéchst die beiden Geraden AF
und C'D im Punkte P. Nun sind ZCDF = ZDCA (GroBe «) und LCAF = ZDFA
(GroBe [3) als Paare von Wechselwinkeln an geschnittenen Parallelen, aber auch AC' =
DF'. Daraus folgt ADFP = ANCAP und somit PA = PF, PC'= PD.

Drehen wir das Dreieck DF P um P als Drehzentrum um einen Winkel der GroBe
180°, so fallt F mit A, D mit C' und E mit B zusammen. Da bei einer Drehung um
180° Originalpunkt, Drehpunkt und Bildpunkt auf einer Geraden liegen, gehen die drei
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Verbindungsgeraden AF', C'D und BE durch genau einen Punkt, namlich durch P.

5.22: Es seien Ag, Ay, Ay, A3 die Flacheninhalte der Dreiecke ABC, AKD, BEF,
CGH; dann gilt

1 1 1
Ay = §bcsina und A = 5bcsin(180° —a) = §bcsinoz

also Ag = A;. Analog dazu gilt Ay = Ay = As.
523 n+(n+1)+(n+2)+(n+3)=4n+6=4(n+1)+2.

5.24: Abb. 5.13.

5.25:2) 1+34+5+...+974+99 = (14+99)+(3+97) +...4+(49+51) = 25-100 = 2500.
b) Fiir arithmetische Folgen 1. Ordnung gilt die Summenformel s,, = % (a1+a,). Wegen
a1 = 1 und a,, = 2n — 1 erhalten wir durch Einsetzen

Snzg-[1+(2n—1)]zg-2n:n2
B R
ANE 112
96 1'03 3
11 12 g 132
5.26: Abb. 5.14. L HE
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Bemerken, Sondern, Zahlen, Messen, Wagen

sind groBe Hilfsmittel, durch welche der Mensch

die Natur umfasst und Uber sie Herr zu werden sucht,
damit er zuletzt alles zu seinem Nutzen verwende.
Johann Wolfgang von Goethe

11.6 Text- und Sachaufgaben

6.1: Angenommen, die Masse einer langen Deckplatte betragt x Tonnen, die einer
kurzen y Tonnen; dann gilt 5z + 9y = 40 und 92 4+ 3y = 39, also x = 3,5 und
y=2,0.

Die Masse einer langen Deckplatte betragt 3,5 t, die einer kurzen 2,5 t.

6.2: a) 25- 80 = 2000 I. Der Kraftstoffverbrauch betragt 2000 .

b) 251 - 23,8 = 1,21 I. Es werden 1,21 Kraftstoff eingespart.

c) 1,2:25 =z : 100; = = 4, 8. Die Einsparung an Kraftstoff betragt 4,8 %.
d) 1,21-80 = 96 I. Es kénnen 96 | Kraftstoff eingespart werden.

6.3: a) 9600 dt : 48 = 200 dt. Der Ertrag betrug 200 dt je Hektar.

b) 48 ha : (40 h - 6) = 0,2 ha/h. In einer Stunde wurden von einer Maschine 0,2 ha
abgeerntet.

c) x:40 = 6 : 8, = = 30. Beim Einsatz von acht Maschinen hitte man 30 Stunden
gebraucht.

d)8:-15-0,2+10-y-0,2=48; y = 12; 12 h + 15 h = 27 h. Man hatte 27 h zum
Abernten gebraucht.

6.4: Es gilt  + y = 33; 20x + 24y = 720.
Aus 20z +24(33 —x) = 720 folgt x = 18. In diesem Zielzug sind 18 Waggons mit einer
Ladefahigkeit von 20 t und 15 Waggons mit einer Ladefahigkeit von 24 t eingesetzt.

6.5: a) x : 184% = 425 : 100%; x = 782. Es werden nun 782 Teile taglich gefertigt.
b) z : 6,90 = 100 : 8,60; = = 80, 23%. Die Herstellungskosten wurden auf rund 80 %
gesenkt.

6.6: a) 2600 Mark: 200 = 13 Mark. Die Kosten fiir die Bearbeitung eines Bauteils
betragen 13 Mark.

b) 13 Mark - 9 Mark = 4 Mark. Es werden 4 Mark eingespart. 250 Mark + 200 - 9
Mark = 2050 Mark. Die Gesamtkosten betragen 2050 Mark.

c) 2600 : (2600 — 2050) = 100 : p; p = 21,2%. Die Gesamtkosten sind um 21,2 %
geringer.

d) 4-n > 250; n > 62,5. Es missen mindestens 63 Teile bearbeitet werden.
6.7:15-t=5-(t+3), 3t =t+3 t =1 (L h=10min).

Uwe braucht 10 min fiir den Schulweg; Karsten 30 min. s = vt = 2,5 km. Der Schulweg
hat eine Lange von 2,5 km.

6.8: a) Z. B.: MaBstab 1 = 10000. Die Hohe des Hotels betragt 120 m.
b) h : 360 = 200 : 600; h = 120. Die Hohe des Hotels betragt 120 m.
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6.9:a) A= (50 —3)- (20 — 3) = 47-17 = 799. Die Grundfliche betrigt 799 cm?.
b) (50 — 22)(20 — 2z) = 400, 2> — 35z + 150 = 0, x; = 30 (entfillt, denn 30 > 20),
x9 = 5. In diesem Fall gilt @ = 40 cm und b = 10 cm.

6.10: Wegen d = a - /2 gilt av/2 = a + 5, also a ~ 12, 1. Die Diagonale ist ungefihr
17,1 cm lang.

6.11: Angenommen, der Amtmann kauft  Pferde und y Ochsen; dann gilt 312421y =
1770.

Diese diophantische Gleichung besitzt drei positive ganzzahlige Losungspaare (z;v),
namlich (51;9), (30;40) und (9;71). Es konnten also 51 Pferde und 9 Ochsen, aber
auch 30 Pferde und 40 Ochsen oder 9 Pferde und 71 Ochsen sein.

6.12:
r+(x+2)+(x+4)+(x+6)+...+ (x+20)+ (x +22) = 1008

122 4+ 132 = 1008, x = 73. In die erste Horde kommen 73 Schafe, in die nachsten 75,
77, 79, 81, 83, 85, 87, 89, 91, 93 bzw. 95 Schafe.

6.13: Der zweite Bagger sei allein © Tage eingesetzt; er schafft somit an einem Tag %
der Arbeit. Der erste Bagger schafft an einem Tag 2—10 der Arbeit.

Also gilt i%— 2—10 = 1—12 mit x # 0; dann folgt x = 30. Die Arbeit wiirde mit dem zweiten
Bagger allein in 30 Tagen ausgefiihrt werden konnen.

6.14: Angenommen, x Schiiler haben die Arbeit mitgeschrieben; dann gilt
514824+ (x—17)-3+4-4]: 2 =2,5; xr =28

28 Schiiler haben die Arbeit mitgeschrieben.

6.15: Die Aussagen (1), (2) und (3) lassen sich folgendermaBen schreiben:
(I)e<d, (2)a+b=c+d 3)a+d<b+c

Aus (2) und (3) folgt durch Addition 2a+b+d < 2c+b+d, also a < ¢ (4). Aus (3)
und (2) folgt durch Subtraktion d — b < b —d, also 2d < 2b, d < b (5). Aus (4), (1)
und (5) folgt a < ¢ < d < b.

6.16: In einer Stunde liefern beide Rohren 1 + 4 = 5 Raumeinheiten Wasser. In % h
= 2 h 24 min wird die Fillung der Zisterne von beiden Réhren gemeinsam bewirkt.

6.17: (S) D1 - C3, (S) C3 - BL, (W) A2 - C3, (W) C3- D1, (S) D3 - C1, (S) C1 -

A2, (W) Al - B3, (W) B3 - C1, (W) C1- D3, (S) D2 - B3, (S) B3 - A, (S) B - C3,
1 2

oo

3
®)

o O m

(W) A3 - B1, (W) B1-D2, (S) C3-B1, (S) B1L - A3 (Abb. 6.6).
6.18: Der Bibliothekar stellt die Bande 3 und 6 zwischen die Bande 2 und 7, danach
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die Bande 5 und 9 rechts neben Band 4, abschlieBend die Bande 4 und 5 zwischen die
Bande 3 und 6.

6.19:
800 - 3,25 3,25
K, = —_— = 1 ’ = 82
1 =800+ 100 800( + 100) 826
also ergibt sich am Ende des ersten Jahres ein Guthaben von 826 Mark.
Ky -3,25 3,25
Ko=K +—=K; |1 ’ = 852,84
T 1<+100> 892,845

also ergibt sich am Ende des zweiten Jahres ein Guthaben von 852,85 Mark. K3 =
880, 56763; also 880,57 Mark.
Allgemein gilt K;;1 = K; - 1,0325. Daher ist

Ky =1,0325-800,  Kp=(1,0325)"-800,  K;=(1,0325)- 800

Das Guthaben hat sich verdoppelt, wenn (1,0325)" - 800 > 1600 ist; (1,0325)" > 2.
Nach 22 Jahren hat sich das Guthaben verdoppelt (unabhéngig vom Absolutbetrag).

6.20: War xdie Anzahl der 20-Mark-Scheine, so war (12 — z) die Anzahl der 10-Mark-
Scheine. Der in Mark ausgedriickte Wert der 20-Mark-Scheine betrug dann 20x, der
der 10-Mark-Scheine (120 — 10z). Daher gilt:

20x + 120 — 10z = 170; T =23

Also war 5 die Anzahl der 20-Mark-Scheine, und wegen 12 - 5 = 7 war 7 die Anzahl
der 10-Mark-Scheine.

6.21:

m=14+2+3+4+..+n, 7n:Z-(n+1)

n? —13n = 0, n; = 0 (entfallt), ny = 13. In 13 Tagen kommen diese zwei Gesellen
zusammen.

6.22: (1) 656 + 656 = 1312 oder 858 4 858 = 1716.
(2) Zum Beispiel:

59624 60249 20374 89625
4176624 oder +352249 oder +693374 oder +146625
236248 412498 713748 236250

(3) Wegen O + O = PA vermuten wir P = 1. Aus A+ A = R und A # R folgt
A#0. Wegen P=1gilt A# 1. Wenn A=2,s0 R =4 und O = 6.

Wegen P + M = A muss dann M = 1 sein; das steht im Widerspruch zu P = 1, also
A#£2.

Wenn A = 3, so R = 6. Dann muss aber auch O = 6 sein; das fiihrt zu einem
Widerspruch, also A # 3. Wenn A =4, so R = 8 und O = 7, also M = 3. Wir
erhalten
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714 816
+734 +846
1448 1662

(4) 172 4 60 + 34 + 513 + 35 = 814.

6.23: 2n+ 2+ 2 +1 =100, 2n =99, n = 36.
Es waren 36 Ganse.

6.24: Der zweite Laufer legte % der Strecke zuriick, die der erste Laufer in der gleichen
Zeit schaffte. Der dritte Laufer legte %der Strecke zuriick, die der zweite Laufer in der
gleichen Zeit schaffte. Der dritte Laufer legte deshalb % : 1% = % der 100-m-Strecke
zuriick, als der erste Laufer das Ziel passierte. Der dritte Laufer war somit noch 19 m
vom Ziel entfernt.

6.25: In 60 min legt die Spitze des Minutenzeigers einen Weg von 27r; = 41 cm, die
Spitze des Stundenzeigers einen Weg von 1—12 - 2mry = iw cm zuriick.

Wegen 16 & = 4 ist die Geschwindigkeit der Spitze des Minutenzeigers 16 mal so groB
wie die der Spitze des Stundenzeigers.
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Die Entwicklung der allgemeinen Fahigkeit

zu selbststandigem Denken und Urteilen

sollte stets an der ersten Stelle stehen

und nicht die Aneignung von Spezialkenntnissen.
Albert Einstein

11.7 Lineare, quadratische und trigonometrische Funktionen

7.1: Zum Beispiel y = 3x 4+ 2 oder y = 3x — %; allgemein: y = 3z 4+ n (n € R;

n# —1).

y

9,

/
14 /

a -1 2 1 7 X
7.2: a) Abb. 7.4. /
b)Oz%-azo—B;ajoz& m:%,n:2.
d) Q(—4;0); e)y=ir+2
7.3: a), b), d) Abb. 7.5.
y
. =X
1 X
"T/BT
-Eé 92193
Abb. 7.5.

)y=2x—-2,e)0C=k-0OB;6=Fk-2;, k=3.

74:2)3x+30—z+7,4r=4,2=1,y=3-14+3=6.
c) Q(7;0), R(—1;3), S(1;6), D(1;0), also RQ =c=8 cm, DS = h. =6 cm,
=5-c

A=35-c-h.=75-8-6=24cm?
r|-1 0 1 3 5
Yl 71 1 1 1 1
b)$2—5$—|—%_0 Ir1 = %Z’Q %
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7.6:2) S(0;-2); —2 <y < .
1.2,
1.

Abb. 7.6.

7.7:b)0=2x+1, g = —
2

)S(—%q—-@)>;p:2,q:—3,5b44—®-

d) 22 +20-3=0, 2, =1, 79 = —3.

e) 2’ +2r —3=20+1, 22 =4, 21 =2, 39 = =2, y1 = 5, 4o = =3, P1(2;5),

Py(—2;-3)

N[ =

C

r|l2 -1 -1 112 32
7-8: a) T 2 2 T ?1
y
PX 14 P,
b), c) Abb. 7.7. T "
Yi
T
1..
-1/0 1 x
y- 1
7.9: a) Abb. 7.8.
1 1 1
yl-1 -3 -3 2 421 4

c) 23 = 1. Die Graphen beider Funktionen schneiden sich in P;(1;1) und Py(—1; —1).
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2

1 /\s.? sinx
ol :r\'/b: R
-1

7.10: a) Abb. 7.9.
b) -2 <y < +2.

7.11: Abb. 7.10.
f(x) sin COS T tan cot x
Z1 L2 1 L2 L1 L2 L1 L2
05 | 30° 150° | 60° 300° | 26,6° 206,6° | 63,4° 243, 4°
1 90° - 0° - 45° 225° 45° 2250°
0 0° 180° | 90° 270° 0° 180° 90° 270°
-1 | 270° - 180° - 135° 315° 135° 315°
—1 1210° 330° | 120° 240° | 153,4° 333,4° | 116,6° 396, 6°
712 0)y—yi=m(x —x1), y—4=3(r—-2),y :%l’—f—l
) (y — 1)(w2 — 1) — (& — 2) (s — 1) = 0, (y+2)(A+1) — (z+1)(3+2) =0,
y=1x—1.
c)y=—2x+4.

7.13: -3 <y <3

7.14: Abb. 7.11.

7.15: a) (1) my # mae; (2) m1 = mg und ny = ngy; (3) my = my und ny # no.

b) (1) Die Losungsmenge besteht aus genau einem geordneten Paar reeller Zahlen.
(2) Die Losungsmenge besteht aus unendlich vielen geordneten Paaren reeller Zahlen.
(3) Die Lésungsmenge ist leer, d.h., es existieren keine geordneten Paare reeller Zahlen.

7.16: Der Term ist fur x = g nicht definiert.

7.17: Wir unterscheiden die beiden Falle x +1 >0Ound x +1 <0, d.h. z > —1 und
r < —1.
Firz > —1lgit|z+1|=2+1, alsoy=2+1+%—2und somit y = 3z — 1.
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Fire < —lgilt|t+1|=—(z+1),alsoy = —(z+1)+%—2und somit y = —% — 3.

7.18: z.B.: ZEIT, ZELT, WELT, WERT; ZEHN, ZAHN, ZAUN, ZAUM, RAUM; KAN-
TE, KANNE, TANNE, TONNE.

7.19: Im genannten Definitionsbereich haben

a) die Funktionen (2) und (4) keine Nullstelle,

b) die Funktionen (1), (3), (5) und (7) genau eine Nullstelle,
c) die Funktionen (6) und (8) mehr als eine Nullstelle.

Im genannten Definitionsbereich
d) sind die Funktionen (2), (3), (4), (4) und (7) monoton steigend,
e) ist die Funktion (1) monoton fallend.

7.20: a) ©1 = x5 = 1, Doppelnullstelle; die z-Achse wird in genau einem Punkt beriihrt.
b) 12 = 1 £ /—1,5, keine reelle Lésung, also keine Nullstellen; die z-Achse wird
weder beriihrt noch geschnitten.

c) xy = 3, x5 = —1, zwei verschiedene Nullstellen; die z-Achse wird in zwei Punkten

geschnitten.

7.21: Die gegebene Funktion ist identisch mit y = /(z + 1)? 4+ /(x — 1)?; deshalb
gilty=|z+ 1]+ |z —1].

y
y=2
1
21 o\ + X
Abb. 7.12. I
Daraus folgt weiter (Abb. 7.12):
(x+ 1)+ (x—1)=2x fur x > 1
y=1 (4+1)—(x—1)=2 fir — 1<z <1

—(z+1)—(z—1)= =22 firz < -1

7.22: Aus 2z + y? = 81 erhalten wir 22 = 81 — 2. Nun muss 81 — y? durch 2 teilbar
sein.

=1, yi=1, 22, =280, x;=40;

Yo =3, yi=09, 2xy="T2, x9=36;

y3 =5, 92 =25 2w3=>56, x3=28;

ys =7, yr=49, 2x4=232, x4=16;

ys =9, yr=281, 2x5=0, x5=0;
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Die geordneten Paare [40; 1], [36; 3], [28;5], [16;7], [0;9] erfillen die gegebene Glei-
chung.

7.23: Wenn jeder Bedachte x £ erhalt, dann gilt xt =n + 1001 . Da x eine ganze Zahl
ist, muss n ein Teiler von 1001 sein, und mogliche Werte fiir n und x sind in der Tabelle
angefiihrt:

n 1 7 11 13 77 91 143 1001
x 1002 150 102 90 90 102 150 1002

Demzufolge ist die kleinste Zuwendung £ 90, und die niedrigste Anzahl von Empfan-
gern ist 13.

7.24: a) (1) Aus f(x;y) = x2y? folgt fiir das geordnete Paar [x; —y] durch Einsetzen
f(x;y) = 2% - (—y)® = —2%y3. Folglich ist (1) eine falsche Aussage.

2) Aus f(x;y) = 2%y? folgt fiir das geordnete Paar [—x; —y] durch Einsetzen f(z;y) =
7)% - (—y)? = —x*y>. Folglich ist (2) eine wahre Aussage.

1)? - y3 = 2%y3. Folglich ist (3) eine falsche Aussage.

) Aus f(z;y) = 22y folgt fiir das geordnete Paar [1;0] durch Einsetzen f(z;y) =

(2
(=
(3) Aus f(a: y) = xy?3 folgt fiir das geordnete Paar [—x;y] durch Einsetzen f(z;y) =
(=
(4
12 0% = 0. Folglich ist (4) eine falsche Aussage.

(5) Da (2) eine wahre Aussage ist, gibt es unter den Aussagen von (1) bis (4) genau
eine wahre Aussage. Das steht im Widerspruch zur Aussage (S). Die Aussage ist des-
halb falsch.

b) Die Funktion f(z;y) = f—fy ist fur alle geordneten Paare [x;y] mit © = y nicht
definiert, da die Division durch 0 nicht definiert ist. Deshalb ist diese Funktion fiir das
geordnete Paar (4) [1; 1] nicht definiert.

7.25: a) Insgesamt enthalten die Schachteln 105 Hoélzchen. Demnach missen bei
Gleichverteilung in jeder Schachtel 15 Ziindholzer liegen. Unter dieser Voraussetzung
hat die Aufgabe genau eine Losung:

Man muss aus der ersten Schachtel 4 Holzchen in die zweite legen. Dann hat dieselbe
15 und die zweite 13 Hoélzchen. Wir fugen zwei iberfliissige Holzchen aus der dritten
Schachtel zu den der zweiten hinzu.

Dann verbleiben in der dritten Schachtel noch 24 Hoélzchen. Die tberfliissigen Holzer
legen wir nun in die vierte Schachtel und so weiter.

b) Die Losung sei dem Leser selbst iiberlassen.
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Ubrigens ist mir alles verhasst,

was mich bloB belehrt,

ohne meine Tatigkeit zu vermehren
oder zu beleben.

Johann Wolfgang von Goethe

11.8 Trigonometrie

8.1: b) a®> = b* + ¢ — 2bc - cosa, a® = (7,22 + 8,52 —2-7,2-8,5 - cos48°) cm?,
a=6,5cm.

b)A:%bc-sina:%-7,2-8,5'3111480323 cm?

8.2 a)a=ro+rs=6cmb=r;+rs=5cm;c=r; +ry=7cm.
_ a4’ 62451 o o

c) cosy = = = et = 0,2,y = 78, 5°

d) A= fabsiny=3-6-5-sin78,5° ~ 14,7 cm?.

. . r 4 ~
8.3:a)e= e = oaes 29,5 cm.
b) t= tana ~ tan25° " 8,6 cm.

c)A=r-t=4-86=344 cm?
d) ZB1MP = 90° — 25° = 65° (halber Zentriwinkel),
£B1Q By = 65° (zugehoriger Peripheriewinkel).

8.4: c) KL = Tsnl15® ~ 10,5 cm.

sin 37°
8.5:a) Ar = (6325552 - tan 75,30) ~ 18 cm?

b) h = (a—c)-tana.

c) Ar = %(a+c)-h: %(a—kc)(a—c)-tana: %(a2 —02) - tan o

8.6:a) 2 =a?+b>—2ab-cosy = (452 + 72,82 —2-45-72,8 - cos 77°); ¢ ~ 76,5 m.
b) m, = 3(a1 + as + az) = 75,7 m.
c) 76,5 — 75,7 =0,8 m (Abweichung vom Mittelwert).

8.7: a) tana = §& = 18 = (,8235; a &~ 39, 5°
b) 50 : 140 = 7,5 = t; t = 21. Der Hubschrauber braucht 21 Sekunden.

c) AC? = CE? + AE?; AC =220 m; v = 4€ = 29 ~ 10,5 m/s = 37,7 km/h. Die
Fluggeschwindigkeit betragt 37,7 km/h.

8.8:a) BD:CD = AB: AC, BD = 16128‘50 =18 m.

b) BP — BD =3 m.

c)tana=CD: AC = 0,1111; o = 6, 3°.

d) s =~ 11,1%.

8.9: b) v = 180° — (a + ) = 180° — (35° + 85°) = 60°.

__ csina __ 4,7sin35°
¢) a =35 = “neoe ~ 31 km
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d) ay =c-tana =4,7-tan35° = 3,3 km.

e) |a, —al = 0,2 km.

8.10: b) AB?> = RA> + RB*—2- RA- RB - cos(/BRA)
AB2 =95 411,52 -2-9,5-11,5 - cos 26°,

c) AB =~ 9,5 km.

8.11: 5000 m - 305 m = 4695 m; x = (4695 - cot 5°) m;

x =~ 53700 m. Zum Zeitpunkt der Peilung war das Flugzeug etwa 53,7 km vom Eiffel-
turm entfernt.

8.12: a) x : y = sin[180° — (v + B)] : sin f; x = %Ogm (Sinussatz).

b) 22 =y? +22—2-y-2z-cosd; x = y2+ 22 —2-y-2-cosd (Kosinussatz).

2

m? +n2 —0?
2mn

c)o®>=m?+n?—2-m-n-cosx; cosx = (Kosinussatz).

d) sinz :sina=b: q; sinz = 29 (Sinussatz).

8.13: Es habe BFE die Lange x, also C'E die Lange a — x und C'D die Lange b — ¢;
ferner habe ZBC' A die GréBe «. (Abb. 8.17).

h-e o
0 &9
= X
Abb. 8.17. A c 8

Dann gilt fir die Flacheninhalte der Dreiecke ADEC und AABC : 2- Appc = Aapc
bzw.

1
2. -(a—x)(b—e)sinvziabsmv; 2(a —z)(b—e) =ab

DN | —

T= S0 = 2 cm.

. _ AB-sina __ 14.6-sin46,3°
8.14: a) BF = = T N 11,1 km.

b) DF = BFsin 8 = 11,1 -sin61,4° ~ 9,75 km.

8.15:a) BE: DH =AB: AD, BE=1m, BE:CF =AB: AC, CF =2 m.

b) AH? = DH? + AD? AH = 17,8 m.

o) sinar = HD : AH =3:7,8 ~ 0,3846; a; = 22, 6°.

d) AABE = ABCE (SWS).

8.16: a) LLCB = 90° — 60° = 30°, folglich

BL=1-BC=2%=12m.

b) ZABC = 180° — 60° = 120°; AC* = AB? + BC* — 2 - AB - BC cos 120°,
AC ~ 47,76 m.

8.17:a) a? = 1> — 7% a; = 6 cm.
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b) ag =1—r=4cm.

C) cosag = % = —0,54; ag = 122, 7°.

8.18: 2sin ¢ + cos2p = 0; 2sing + 1 — 2 - sin® p = 0;

sinp —singp — £ =0; (sinp)io =3 £33

sin = 3(14v/3) > 1 (entfallt),

sin = (1 — v/3) = —0,3660; 1 = 201,47°, ¢y = 338, 53°.

8.19: Man kann vom Trapez ABCE ausgehen. Dessen Flache A; ist dann A; =
ABICE . BC' = 120 cm®.

Die Flache As des Dreiecks ABC ist Ay = % - AB - BC = 85 cm?. Die Flache A des
Dreiecks AC'E ist somit A = A; — Ay = 120 — 8 = 35 cm?.

8.20: a) b =29,15. b) a = 53,50. c) ¢ = 83, 46.

8.21: BD? = (82 +52—2-8-5-c0s60°) =49 cm?, BD =7 cm;
AC? = (82 +5% —2-8-5c0s120°) = 129 cm?, AC ~ 11,36 cm.

slolw|lw]n]oe
Wilawafjunl=JlWw]w
LS Gl BT R T Y XY

8.22: Abb. 8.18.

8.23: BC =323 m: AC = 1400 m; AB? = AC? — BC?, AB = 1362 m:
tana = BC : AB = 323 : 1362 = 0,2372; a = 13, 3°. Die Steigung betragt 23,7 %,
der Anstiegswinkel 13, 3°.

8.24: 5,6 % = 0,056, also tana = 0, 056; o = 3, 2°;
5 min = 1—12 hy s=v-t=3km; x =3 -sin3,2° = 0,167 km = 167 m. In 5 min
Fahrzeit wird ein Hohenunterschied von 167 m Uberwunden.
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Lang ist der Weg durch Belehrungen,
kurz und wirksam durch Beispiele.
Seneca d.J.

11.9 Stereometrie

9.1: Wegen h =d gilt V = iﬂ'd?’ — %de = 11—27rd3,

V =7-7,5°~110,4 cm® und somit m =V - p ~ 861 g.

9.2: b) Wegen d = h gilt V = 17d® + Lrd® = ird3, V =% - 4,4% =~ 89,2 cm?®.
c) ind®h = Lrd® h =%~ 1,47 cm.

9.3:a) V=abc—2-1 -7-d* h~9373cm.

bym=V.-p~x73lg

9.4: Aus V =772 bund a=2rr und b= 2a folgt V =7 (&) -2a = 2.

9.5:a) V = jwd*h = 7 - 17,5% - 13 &~ 3127 cm® = 3,127 I.
b) h = 4.V __ 41250

wd? — w17,52
)A=n-d-h+in-d®=ird(4h+d), A=Z%-17,5-(4-15+ 17,5) =~ 1065 cm?.

9.6: a) Abb. 9.6.

=95,2 cm.

: ; :r
Abb. 9.6.,9.7.

b) b = Tr = 2mry, also rg = =& = 1252908 = 3 5 cm (Abb. 9.7).

c) Ao = 27mrg +mrg - =m-ro(2ro +7), Ag = 7-3,5(2-3,5+12,5) = 214 cm®
d) h? =r* —rf = (12,52 — 3,5%) cm? h =12 cm.

e) V= %7?7”8 + %7?7“8 -h = %7‘(‘7”%(27‘0 +h), V=733, 52(2- 3,5 + 12) ~ 244 cm?.

9.7: a) tana = 2; r ~ 6,9 m.
b) Vg = smr?h = 199, 4 m3. c) m =V - p~438,7 t.

98:a)m=V-p=1-b-h-p= 3,530 kg.
b) 3,527 : 2,3 = 100 : x, z = 65,2. Die Masse eines Hohlziegels betragt rund 65%
der Masse eines Vollziegels.

c) 2500 - 3,530 =y - 2,3, y ~ 3837. Der LKW kann rund 3840 Hohlziegel laden.

9.9:2) V =(38—-2-2,5)(62—2-2,5)-2,5=4702,5 cm®
b) (38 — 22)(62 — 2z) = 1300, (19 — z)(31 — ) = 325,
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22 — 50z + 264 = 0, (z1 = 44 entfallt, denn 44 > 38), z = 6, V' = 1300 - 6 = 7800

cm3.

9.10: a) V=% -h*- (3r —h) =54 cm?, b) rf =r* —a® r; = 4 cm (Abb. 9.8). c)
Ag = mr} = 167 ~ 50 cm?

AR

r

Abb. 9.8.,9.9.

9.11: a) m =V - p = 3a®hp ~ 7200000 t.
b) x:233 = 11: 148, x = 17, 3; 2% = 300 (Abb. 9.9).
Die heute auf dem Gipfel vorhandene Plattform hat einen Flacheninhalt von rund 300

m2.

9.12: Aus as = a; — 22 und a? — (a; — 22)% = 19272 : 6 folgt a; = 84, also ay = 62.
Die Wiirfel haben die Kantenlangen 84 cm und 62 cm.

9.13: Figur A ist in Bild 4, Figur B in den Bildern 1, 5, 6, 9, 10, 14, Figur C in den
Bildern 2, 7, 15 wiederzufinden.

9.14: Wenn die Kantenlingen a, b, ¢ (in Zentimeter) des quaderférmigen Innern des
Kastens den Angaben der Aufgabenstellung entsprechen, so gilt 0. B. d. A.
(1)a-b-2=600, (2) a-3-c=1600, (3)4-b-c=600.

Durch Division erhalt man aus (1) und (3) 5z =1, d. h. (4) a = 2c.

Setzt man (4) in (2) ein, so folgt 6¢ = 600, und daraus wegen ¢ > 0 (5) ¢ = 10.
Wegen (5) folgt aus (4) dann @ = 20 und aus (1) oder (3) schlieBlich b = 15. Daher
konnen nur 10 cm, 15 cm, 20 cm als InnenmaBe des Kastens und mithin nur der Wert

3000 cm? fiir sein Fassungsvermogen den Angaben der Aufgabenstellung entsprechen.

9.15: a) Wir zerlegen den Dachkorper durch zwei zur Grundflache senkrecht stehende
Schnitte, die durch E und F' gehen und parallel zu AD verlaufen. Dann entstehen zwei
Pyramiden APSDE und QBCRF sowie ein Prisma PSEQRF (Abb. 9.10).

g a-c
Abb. 9.10. 'z 2

Jede der Pyramiden hat eine rechteckige Grundflache mit dem Flacheninhalt %(a—c) -b
und der Hoéhe h.
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l~l-(a—c)~b-h.

Fir das Volumen einer Pyramide gilt V} = 5 - 3

Die Grundflache des Prismas hat den Flacheninhalt %b - h. Da seine Hohe gleich c ist,
hat das Prisma das Volumen V;, = %b-h-c. Daher betragt das Volumen des Dachkérpers

1 1 1 1

b) V = 160 m®.
9.16: Es sei d die Lange der Diagonale der Grundfliche; dann gilt d*> = a? + b?, also
d =10 cm und g:5cm.

Wegen s? = h? + (g)Q gilt s = 13 cm. Wir erhalten 2a+2b+4s = 2(a+b+2s) = 80

cm und somit 80 cm < 100 cm.
Der 1 m lange Draht reicht zur Herstellung eines Kantenmodells fiir diese Pyramide.

9.17: V = 1-%-12:40cm3.
. JR— —_— 2 ~
0.18: V = ™ — ;2. ~ 0,1905 cm®.

8
Fiir die Lange = des herzustellenden Drahtes gilt V = 7r?z, also x = M ~ 60,6
km.

I3 <!

9.19: a) Es entsteht ein gerader Kreiskegel mit dem Grundkreisradius b, der Hoéhe a
und der Mantellinie c.

b) V = 3mr?h = gwb’a = 3w - 122 - 16 ~ 2413 cm?;

Ag=mr* +7rs =1 -b(b+c) ~ 1206 cm?

c) Vi = imba®; Vo = sma*balso Vi : Vo =b:a=12:16 =3 : 4.

9.20: Fiir r = 1 cm folgt O ~ 22,25 cm?; weitere Ergebnisse: 52,30 cm?, 91,50 cm?,
140,88 cm?, 201,22 cm?.

9.21: Aus Vg = ind® und d = a\/3 folgt

1
Vi = gm(av/3)® = Lma®V/3; darum gilt o® : (27ra3\/§> =23 : 31~ 0,37
Der Wiirfel nimmt etwa 37 % des Volumens der Kugel ein.

9.22: 87 ml-75ml = 12 ml = 12 cm3:
50 - ird® ~ 12 em?; Vi = 240 mm?; Vi = Ird® d = 7,7 mm.

9.23: 5 Liter =5 - 10% cm?® = 5 - 105 mm3;

4,775-10°.5-10°% = 24 - 10'2. Das Blut eines Erwachsenen enthilt etwa 24 - 10'? rote
Blutkorperchen.

24 10" -7,9 pm ~ 190000 km.

94



11 Lésungshinweise

. ih
4 9.24: Aus %WT%M — 1000 und %WghQ = 500 folgt 7"; 1 _
WL YOS . H S 9 rah

T
Nach dem Strahlensatz gilt hy : hy = ry @ 7.

Daraus folgt weiter A : h3 = 2 : 1, hy : hg = V/2 : 1,
hy = 5, ha ~ 0,8h; (Abb. 9.11). Das Glas wird durch

Abb. 9 11. 0,5 | Wasser bis zu % seiner Hohe gefiillt.

hy

9.25: Der Ratende subtrahiert von dem genannten Ergebnis 18 und dividiert das Er-
gebnis durch 3. Das Resultat ist die gemerkte Zahl.

Beispiel: Die gemerkte Zahl sei die 9.

Rechengang:

{{l[((9-7):4)-10]: 7,85] +4} =3} + 6 = Z; Z = 45,0137

mitgeteiltes Ergebnis = 45,0.

Losungsgang: X = (45— 18) : 3 =27:3 = 9. (Durch die eingebaute Rechenvorschrift

4_17078r5 = 1,0005072 ist im Ergebnis die erste Dezimalstelle stets eine Null!)
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Selbst unsere haufigsten lrrtiimer haben den Nutzen,
dass sie uns am Ende gewohnen, zu glauben,

alles konne anders sein,

als wir es uns vorstellen.

Georg Christoph Lichtenberg

11.10 Darstellende Geometrie

10.1: b) h2 = (&) + 1% hy = 6,48 m,
A0:4-%-aha:2-aha%57 m?;

n = 57-54 = 3078 (Anzahl der Ziegel).

10.2: a), b) Abb. 10.18.

c) PS? = AE? + (AP — ES)%, PS ~ 7,6 cm.
S.R"

E'H' Fig* EF;

an] | e\ [ger O—fF GG
o | HO| Rl oG

Abb. 10.18.10.19. ° EA S PRFE A E BE L
10.3: b) Ar = L(a+ c)h ~ 16,2 m?.
)V =Ar-h ~ 38,9 m’.
10.4: Abb. 10.19.
10.5: ) V = Vo + Vp = abc + %abh; V = 156 cm?®.

10.6: a) Abb. 10.20.

b) EH? = (AB — GH)?> + (AG — BE)?, EH? =25 cm? EH =5 cm.
c)u=AB+ BE+ FH + HG + AG = 32 cm.

d) A= AG -GH + L(AG + BE)(AB — GH), A = 60 cm?.

GK" HI"
E'F" o
A B/C
K,0' I [ — =
Abb. 10.20.,10.21. GA' H  EP
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11 Lésungshinweise

10.7: a) Abb. 10.21.
b) A= AR—Ap=a-b— j(a+c)h, A=50-30— (30 + 16) - 20 = 1040 mm?.

10.8: b)
1
Aoza-l+2$-l+2-2ah:l(a+2$)+; 452 — a?

Ag=14- (5 +13) + 2,5/ 12,25 — 25 = 282 cm?
10.9: ¢) s> = h? + a?; s = 65 mm.

10.10: b) z:d = (h —2) : h; x = 4 cm, also r; = 2cm.
)V =gm-h(ri+r3+mrry), V=3pi-232 +22+3-2) ~ 40 cm®.

10.11: Der Kafer hat sechs Moglichkeiten, vom Eckpunkt A entlang der Kanten zum
Eckpunkt G zu gelangen:

(a,b.1), (a,k, f), (d,c.1), (d.m,g), (i,e, f), (i, h, g)
10.12: Es gibt mehrere Anordnungsmoglichkeiten. Eine davon zeigt die Abb. 10.22.

|
6 F l ’I |

T

4 ¥ S|

F 6 c 8 F L _} K

- /——;,' Y

N o [ A

LT H D A | "{.”"“j;)--fﬁf

/| ’}--.JJ K

Abb. 10.22.,10.23. HoL /

10.13: a) Abb. 10.23.
b) VR =V —8-Vy, 217 cm® =9 cm?-803, ¥=64cm? b=4cm.
Es gilt ferner die Bedingung b < 5, denn 4 < % =4,5.

10.14: Warfel F.
10.15: Abb. 10.24, Abb. 10.25.

Abb. 10.24.,10.25.

10.16: c) Der kleinere der beiden Teilkorper ist ein unregelmaBiges Tetraeder.

10.17: Von den gesuchten Schnittfiguren sind die unter c) und h) genannten nicht
moglich. Alle anderen sind moglich, wie man aus den Abbildungen 10.26 a) bis g)

97



11 Lésungshinweise

erkennen kann. Dabei konnen bei b) und d) nur spitzwinklige Dreiecke, bei g) nur
unregelmaBige Fiinfecke mit zwei Paaren paralleler Seiten entstehen.

ﬁ : = =
AN /SN . J i
: I Z Z=
L EL 1=

Abb. 10.26. " ) ko) k) )

In der Aufzahlung nicht enthalten, aber moglich sind, wie die Abbildungen 10.26 i)
bis 1) zeigen: i) Parallelogramme, die weder Rhombus- noch Rechteckform haben, j)
Rhombus, k) Trapez (gleichschenklig oder ungleichschenklig), ) Sechseck (regelmaBig
oder unregelmaBig mit drei Paaren paralleler Seiten).

10.18: b) Der Restkorper hat 12 Eckpunkte und 24 Kanten.
c) Sechs Teilflachen sind Quadrate, 8 Teilflachen sind gleichseitige Dreiecke.

10.19: Eine mogliche Losung stellt die folgende dar:
a b ¢ d e f g h Summe Name

4 4 4 4 16 Christine
4 5 0 6 14 Christine
4 4 4 5 17 Berthold
4 4 0 6 14 Berthold
4 4 5 0 13 Alfred
4 4 4 6 18 Alfred
4 4 4 4 4 5 0 6 31
10.20: b) sin35° = 35—5 s~ 6,1 cm. c) Ay = 2(ab + ah + bs) = 88,6 cm?, V =

Ac-h=a-b-h=42 cm?.

10.21: a) Ein Tetraeder mit kongruenten gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken als
Seitenflachen besitzt bei geeigneter Lage zu den Projektionsebenen einen derartigen
Grund-, Auf- und Kreuzriss.

10.23: ¢) A2 = (15% + 10%) m?; hy = /325 mm =~ 18 mm.

10.24: b) Der Restkorper ist von vier regelmaBigen Sechsecken mit der Seitenlange -
und vier gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenlange g begrenzt; daraus folgt
V=Vr—4-Vp=202- 4.0 2= 253/

10.25: I-3-B; 1I-1-C; I1I-2-A.

10.26: Waagerecht: 1. 343; 3. 11; 5. 36; 6. 3525; 8. 156; 9. 12; 10. 25; 12. 675; 15.
2605; 17. 90; 18. 88; 19. 387.

Senkrecht: 1. 36; 2. 335; 3. 12; 4. 152; 5. 30; 7. 5625; 8. 1260; 11. 628; 13. 753; 14.
90; 16. 68; 17. 97.
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