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Vorwort

Vorwort

Themen dieses Buches sind die Bestimmung der Losungen von linearen Gleichungssys-
temen, die Matrizenrechnung sowie die Bestimmung der Losungen von linearen Opti-
mierungsaufgaben.

Dabei stehen sowohl die Herleitung der wesentlichen theoretischen Aussagen als auch
die Bereitstellung von algorithmisch aufbereiteten Rechenverfahren im Vordergrund,
und zwar erfolgt die Entwicklung der Theorie unmittelbar in Verbindung mit den Lo6-
sungsalgorithmen.

Diese wurden unter den in der Praxis (iblichen Verfahren ausgewahlt und erhalten
Formulierungen, die dem Leser das tibersichtliche Durchrechnen von Beispielen ermog-
lichen, aber auch eine Verwendbarkeit in modernen programmgesteuerten Rechenauto-
maten erkennen lassen; die hierfiir angegebenen Flussbilder machen mit einer wichtigen
Technik zur Darstellung von Algorithmen bekannt.

Der Stoff ist so abgefasst, dass er schon fiir Schiiler der Abiturstufe verstandlich wird.
Ein umfangreicher Aufgabenteil dient der Festigung, regt aber auch zu gewissen Wei-
terfihrungen an. Weil die mathematische Theorie mit den wesentlichsten Begriffen des
Themenkreises, aber auf numerische Losungsverfahren orientiert, entwickelt wird und
bezliglich dieses Vorhabens ohne Liicken dargestellt ist, hoffe ich, dass das Buch ebenso
in Studienrichtungen, die die Mathematik anwenden, genutzt werden kann.

Die Einflihrung in die Matrizenrechnung und in die Theorie der linearen Gleichungs-
systeme geschieht hier aus Griinden der methodischen Vereinfachung und handlicheren
Verwendbarkeit in den Losungsalgorithmen zunachst ohne die Begriffe der linearen Un-
abhangigkeit und des Ranges im wesentlichen mit dem GauBschen Algorithmus und der
Aquivalenz von Gleichungssystemen.

Erst nachdem die Struktur der allgemeinen Losungen bestimmt wurde, erfolgt eine
abgerundete Zusammenfassung der Theorie durch Aussagen (iber die lineare Unabhan-
gigkeit von Vektoren und den Rang einer Matrix sowie durch eine Formulierung der
Hauptsatze liber lineare Gleichungssysteme mittels dieser Begriffe; damit ist auch der
unmittelbare Anschluss fiir ein weitergehendes Studium der Vektorrdume gegeben. De-
terminanten werden nicht verwendet.

Unabhangig davon gehen die Uberlegungen noch in zwei Richtungen weiter:

Das GauB-Seidelsche Verfahren fiihrt ein in die haufig auftretenden iterativen Losungs-
verfahren, und schlieBlich werden die in praktischen Anwendungen sehr bedeutsame
Simplexmethode und eine Losungsmethode fiir Transportprobleme behandelt, wobei
die theoretische Rechtfertigung auf dem vorher entwickelten Matrizenkalkiil beruht.

Mein Dank gilt dem Herausgeber dieser Reihe, Herrn Professor Dr. H. Karl, der durch
kritische Bemerkungen wesentliche Verbesserungen am Manuskript veranlasste, und
dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften fiir die Aufnahme des Bandes.

In besonderem MaBe danke ich jedoch Herrn Professor Dr. W. Engel dafiir, dass er die
Entstehung des Manuskriptes von Anfang an in jeder Hinsicht geférdert hat.

Klaus-Dieter Drews Rostock, Juli 1974
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1 Lineare Gleichungssysteme - spezielle Falle

1.1 Grundsatzliches zur Problematik

Wir betrachten zwei Aufgabenstellungen aus verschiedenen praktischen Anwendungs-
gebieten der Mathematik:

1. Die Ergebnisse der Bodenuntersuchung, die Bediirfnisse der verwendeten Fruchtfolge
sowie die zur Verfligung stehenden Handelsdiinger ergaben fiir einen Schlag, dass eine
Diingemittelmischung die in Tabelle 1 genannten Mengen enthalten muss.

Um den Erfordernissen zu entsprechen, missen die Werte der Variablen x1, x5, 3, 24
das lineare Gleichungssystem

2071 + 1535 = 180
2123 = 150
2721 + 4dxs + 6025 + 70z, = 1600

von drei Gleichungen mit vier Variablen erfiillen.

2. Die drei Produktionszweige Kohleindustrie, Elektroenergieerzeugung und Gaserzeu-
gung mogen die Gesamtproduktion 1,72 bzw. x3 (jeweils in 10° M) haben. Jeder
Zweig verbraucht davon einen gewissen Teil selbst, liefert an die beiden anderen und
an

P2O5 N Ca0 | Mischungsmenge in dt
Erforderliche Menge in dt | 1,8 15 16 -
Zusammensetzung von

Tabelle 1~ Mg-Phosphat 20% - 27% T
Thomasphosphat 15% - 44% X9
Kalkstickstoff - 21% 60% T3
Kohlensaurer Diingekalk | - - 70% T4

Abnehmer auBerhalb dieser drei Industriezweige (auBerhalb des Verflechtungssystems).
Wir wollen ansetzen, dass die Lieferung an einen der drei Produktionszweige jeweils der
Gesamtproduktion dieses Zweiges proportional ist, und somit liefere der i-te Zweig an
den k-ten Zweig den Teil m;zz) und an andere Abnehmer den Teil a; (i,k = 1,2,3).
Demnach miissen folgende Gleichungen bestehen:

r1 =M1 + 129 + mi13xs + aq
To9 = Ma1X1 + M2aTo + Mo3T3 + a2
T3 = M31x1 + M32T2 + M33T3 + a3

wobei die (dimensionslosen) Proportionalitatsfaktoren m;; sich aus der Struktur der
Verflechtung der Industriezweige bestimmen und fiir unsere Zwecke als gegeben anzu-
sehen sind.

Fordern nun die Abnehmer die Mengen a4, as, ag an Kohle, Strom bzw. Gas, so mis-
sen in den drei Industriezweigen Werte x1, x2, x3 produziert werden, die das lineare
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Gleichungssystem
(1 —myp)x1 — miaTe — Mi3xs = a;
—mao1x1 + (1 — mag)xe — masxs = as
—mg1T1 — Maa®y + (1 — mg3)xs = as

von drei Gleichungen mit drei Variablen erfiillen.

Diese Beispiele geben Hinweise zum Ansatz einer allgemeinen Aufgabenstellung, nam-
lich einer Untersuchung der linearen Gleichungssysteme von beliebig vielen Gleichungen
mit beliebig vielen Variablen.

Wir wollen im folgenden eine theoretische Ubersicht fiir die Behandlung dieser allgemei-
nen Aufgabe erarbeiten; mittels der dabei zu entwickelnden Methoden lassen sich dann
auch die eingangs formulierten speziellen Aufgaben, die die Wichtigkeit dieser Unter-
suchungen fiir verschiedenste Bereiche der Praxis andeuten, (bersichtlich behandeln.

Am Anfang unserer theoretischen Uberlegungen stehen als einfachster allgemeiner Fall
lineare Gleichungssysteme

a11x1 + a9 = ag (11)
211 + A22X2 = G2

von zwei Gleichungen mit zwei Variablen. Dabei sind a11, aq2, as1, ase, a1, as gegebene
Zahlen, und die Aufgabe besteht darin, alle Wertepaare zu bestimmen, die das Va-
riablenpaar (x1,2z2) annehmen kann, um beide Gleichungen zu erfiillen. Jedes solche
Wertepaar nennt man eine Losung, genauer eine spezielle Losung des Gleichungssys-
tems.

Zur Sprechweise sei folgendes vermerkt:

Unter "Zahlen" verstehen wir stets Elemente aus dem Bereich der reellen Zahlen. (Im
Ergebnis unserer Uberlegungen lasst sich feststellen, dass wir alle Betrachtungen auf den
Bereich der rationalen Zahlen beschranken konnten, weil mit den auftretenden Zahlen
nur Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen ausgefiihrt werden.)

Variabilitatsbereich fir Variablen seien ebenfalls die reellen Zahlen; wird einer Variablen
eine bestimmte Zahl zugeordnet (fiir eine Variable eine bestimmte Zahl eingesetzt), so

heiBe diese Zahl der "Wert" der Variablen.
Um die Notwendigkeit der genaueren Untersuchung linearer Gleichungssysteme zu un-
terstreichen, betrachten wir zwei Beispiele, die beweisen, dass keineswegs jedes lineare
Gleichungssystem genau eine (spezielle) Losung besitzt. Das Beispiel
201+ 190 =3

41 4+ 209 = 5
zeigt, dass es lineare Gleichungssysteme gibt, die keine Losung besitzen. Gabe es nam-
lich ein Wertepaar fiir (x1,z2), das diese beiden Gleichungen gleichzeitig erfillt, so
misste dieses Wertepaar gleichzeitig auch den Gleichungen

41 + 229 =6

4oy + 219 =5
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(linke und rechte Seite der ersten Gleichung sind mit 2 multipliziert worden) geniigen,
und dann misste 6 = 5 sein. Da dies falsch ist, kann es keine Lésung des Beispiels
geben. Das zweite Beispiel

201 + 19 =0
41‘1—}—21‘2:0

zeigt, dass es lineare Gleichungssysteme gibt, die unendlich viele spezielle Losungen
besitzen. Wahlt man namlich eine beliebige Zahl t und setzt x1 = t, xo = —2t, so gilt

2331 + T = 2t + (—Qt) =0

und
Ay 4 2w9 = 4t +2(—2t) =0

d. h., beide Gleichungen sind erfillt. Durch 21 = t, xo = —2t (t beliebige Zahl) sind
demnach unendlich viele voneinander verschiedene Losungen des zweiten Beispiels be-
schrieben.

Nach diesen grundsatzlichen Feststellungen wollen wir uns von dem speziellen Fall li-
nearer Gleichungssysteme von zwei Gleichungen mit zwei Variablen |6sen. Unser Ziel
ist es, ein Verfahren kennenzulernen, nach welchem man samtliche Lésungen linearer
Gleichungssysteme von beliebig vielen Gleichungen mit beliebig vielen Variablen (wobei
keineswegs die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen tbereinstimmen
muss) bestimmen kann.

Diese Aufgabe lost der verkettete Algorithmus von GauB-Banachiewicz. Eine Vorstufe
davon ist der GauBsche Algorithmus, den wir zuerst darstellen wollen, indem wir als
Beispiel ein lineares Gleichungssystem von vier Gleichungen mit vier Variablen betrach-
ten[]

Da in Zukunft bei uns nur lineare Gleichungssysteme auftreten, d. h. Gleichungen,
in denen die Variablen nur in der ersten Potenz vorkommen, wollen wir auch kirzer
"Gleichungssysteme" oder "Systeme" sagen, also den Zusatz "linear" weglassen.

1.2 Der GaulBsche Algorithmus

Gegeben sei das Gleichungssystem

221 + 319 — x3 = 20

—6x21 — S + 224 = —45 (2.1)
2x1 — 5x9 + 63 — 614 = —3
4r1 + 229 + 33 — 314 = 33

!Dije im folgenden zur Erarbeitung der Theorie benutzten Beispiele sind vorrangig unter dem Ge-
sichtspunkt ausgewahlt worden, dass die nétige numerische Rechnung auf keine Schwierigkeiten
stoBt; wir verzichten daher bei ihnen darauf, Bezugspunkte zur Praxis anzudeuten.
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Die Variablen x1, 2, x3 und x4 dieses Gleichungssystems fassen wir zusammen zu einem
sogenannten Vektor (auch Spaltenvektor) in der Form

T
o)
T3
Ly

In diesem Zusammenhang nennt man z,..., x4 auch die Komponenten des Vektors.
Erhalten die Variablen x4, ..., x4 bestimmte Werte, z.B. x1 = 0, 20 = 9, 23 = 7,
Ty = (ﬂ so kann diese Tatsache durch eine Vektorgleichung

T
T2
T3
Ty

S N © O

beschrieben werden. Diese Schreibweise hat den Vorteil, dass sie zum Ausdruck bringt,
dass in diesem Zusammenhang z. B. nicht der Wert der Variablen x; fiir sich von
Interesse ist, sondern nur die Werte aller vier Variablen, d. h. Vektoren von vier Zahlen.

Die Aufgabe, das Gleichungssystem (2.1) zu lésen, kann nun so formuliert werden, dass
samtliche Vektoren von vier Zahlen fiir bestimmt werden miissen, die alle Gleichungen
von (2.1) erfiillen.

Zur Erledigung dieser Aufgabe formt der GauBsche Algorithmus das gegebene Glei-
chungssystem in systematischer Art und Weise um. Im ersten Schritt wird die Variable
x1 mittels der ersten Gleichung aus der zweiten bis vierten Gleichung eliminiert, indem
geeignete Vielfache der ersten Gleichung zu den anderen addiert werden.

Wird die erste Gleichung mit 3 bzw. -1 bzw. -2 multipliziert und sodann zur zweiten
bzw. dritten bzw. vierten Gleichung addiert, so entsteht aus (2.1) das Gleichungssystem

2x1 + 319 — x3 = 20
Adxy + 3x3 + 224 = 15 (2.2)
—8x9 4+ Tx3 — 61y = —23
—4x9 4+ bxg — 3wy = —7

Da man aus (2.2) das System (2.1) wiedergewinnen kann, indem man die soeben
durchgefiihrten Umformungsschritte riickgangig machiﬂ gilt die Feststellung, dass die
Systeme (2.1) und (2.2) dieselben Lésungen (evtl. beide keine Losung) besitzen ]

Im zweiten Schritt des GauBschen Algorithmus wird die Variable x5 mittels der zweiten

2Diese Werte erfiillen nicht samtliche Gleichungen von (2.1); es handelt sich also nicht um eine
Lésung von (2.1).

$Man multipliziere die erste Gleichung in (2.2) mit -3 bzw. 1 bzw. 2 und addiere sie zur zweiten bzw.
dritten bzw. vierten Gleichung in (2.2).

“Diese Schlussweise wird im Abschnitt 6 begriindet.
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Gleichung von (2.2) aus der dritten und vierten Gleichung von (2.2) eliminiert. Man
multipliziere dazu die zweite Gleichung mit 2 bzw. 1 und addiere sie sodann zur dritten
bzw. vierten Gleichung, wodurch man aus (2.2) das Gleichungssystem

2x1 4+ 319 — x3 = 20
dxg + 3x3 + 214 = 15 (2.3)
r3— 24 =17
2563 — T4 = 8
erhdlt. Die Umformungsschritte von (2.2) nach (2.3) lassen sich rickgangig machen,

und es gilt daher die Feststellung, dass die Systeme (2.2) und (2.3) und damit auch
die Systeme (2.1) und (2.3) dieselben Lsungen besitzen.

Im dritten Schritt des GauBschen Algorithmus wird die Variable x5 mittels der dritten
Gleichung von (2.3) aus der vierten Gleichung von (2.3) eliminiert, indem die dritte
Gleichung mit -2 multipliziert und sodann zur vierten Gleichung addiert wird. Man
erhalt dadurch aus (2.3) das Gleichungssystem

211 + 319 — x3 = 20

4xo + 3x3 + 224 = 15 (24)
r3g — 24 =17
3%4 =—6

Wiederum gilt, dass die Systeme (2.3) und (2.4) und damit auf Grund der vorigen
Feststellung die Systeme (2.1) und (2.4) dieselben Lésungen haben.

Das Gleichungssystem (2.4) besitzt nun aber eine besondere Gestalt, der man sofort
ansieht, dass das Gleichungssystem eine Losung hat, und zwar genau eine. Fiir einen
Losungsvektor von (2.4) ist namlich durch die vierte Gleichung der Wert von x4 eindeu-
tig bestimmt, sodann durch die dritte Gleichung der Wert von x3 usw. Man nennt ein
Gleichungssystem dieser Gestalt ein gestaffeltes Gleichungssystem. Da (2.1) und (2.4)
dieselben Losungen haben, erhilt man fiir die Losung von (2.1) aus (2.4) der Reihe
nach

Ty = —2

x3=T+2(-2)=3
xo=(154+3-3-2(-2)/4=T7
r1=(20-3-743)/2=1

Das Ergebnis wollen wir so beschreiben: Die allgemeine Lésung von (2.1) ist

I 1
9 . 7
xs o 3
Iy —2

Die Bestimmung der allgemeinen Lésung von (2.1) kann in einem Schema zusammen-
gefasst werden, das Tabelle 2 zeigt. Durch waagerechte Striche ist das Schema in Felder
eingeteilt.
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Die links in einem Feld durch Klammern abgetrennten Zahlen sind die Faktoren, mit
denen die erste Gleichung des vorhergehenden Feldes zu multiplizieren ist, bevor sie
zur Elimination einer Variablen zu den nachfolgenden Gleichungen ihres Feldes addiert
wird.

Tabelle 2

221 + 3x9 — x3 = 20 r1=(20-3-7+3)/2=1

—6$1 — 51}2 + 21‘4 = —45

2x1 — dry + 613 — 614 = —3
4xr1 + 229 + 313 — 324 = 33

3)  dwp + 3w5 + 204 =15 | 2o = (15 +3-3_2(-2))/d=7

-1)  —8xy + Txg — 6y = —23
—2) —4x9 + brs — 314 = —7

2) I3—2£L’4:7 $3:7+2(—2):3
].) 21’3 — X4 = 8
—2) 3%4 = —6 Ty = -2

wird. Im rechten Teil des Schemas erfolgte die "Aufrechnung der Variablen" an den
ersten Gleichungen jedes Feldes, den Gleichungen des gestaffelten Gleichungssystems
(2.4). Eine abgekiirzte Schreibweise des Rechenschemas, die weniger Schreibarbeit er-
fordert, aber dennoch alle wichtigen Daten enthalt, zeigt Tabelle 3.

Tabelle 3
I i) T3 Ty =
2 3 -1 0 20 71=(20-3-7+3)/2=1
-6 -5 0 2 -45
2 5 6 -6 33
4 2 3 -3 33
3) 4 3 2 15 |a3=(16+3-3—2(-2)/4=7
1) 8 7 6 -23
2) 4 5 3 7
2) 1 2 7 T3 =7+2(—2) =3
1) 2 -1 8
2) 3 -6 Ty = —2

Von den Gleichungen sind im linken Teil des Schemas lediglich die Faktoren der Va-
riablen x1, ..., x4 eingetragen, denn nur mit ihnen wird bei der Umformung des Glei-
chungssystems gerechnet.

Das Rechenschema lasst sich noch weiter abkiirzen und Ulbersichtlicher gestalten. Bevor
wir uns der Beschreibung davon zuwenden, bendtigen wir eine Vorbereitung.

1.3 Das skalare Produkt, Flussbilder

Die Bezeichnung im allgemeinen Gleichungssystem (1.1) von zwei Gleichungen mit
zwei Variablen ist so eingerichtet, dass sie sich ohne weiteres auf Gleichungssysteme
von beliebig vielen Gleichungen mit beliebig vielen Variablen erweitern lasst. So lautet
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z. B. das allgemeine Gleichungssystem von vier Gleichungen mit vier Variablen

(1171 + Q122 + A13T3 + A14T4 = Q1
(211 + Q222 + A23T3 + G244 = a2 (3.1)
a31T1 + a32T2 + 3373 + A34T4 = A3
4171 + A42T2 + Q4373 + Q4474 = Q4

Die Faktoren der Variablen zq, ..., x4 werden oftmals folgendermaBen in ein Schema
gefasst, dem auch eine abgekiirzte Bezeichnung gegeben wird:

ajp a2 a1z a4
A — 21 a2 a3 a4
az1 a3z2 asz as4
Q41 Q42 Q43 Q44

Ein solches Schema A heiBt eine Matrix, und die Zahlen ai1,aqo, ..., as4 heiBen die
Elemente der Matrix. Allgemein ist eine Matrix ein rechteckiges Schema, in welchem
Zahlen oder Variablen in einer Anzahl von Zeilen und Spalten angeordnet sind. Hier
haben wir den speziellen Fall einer Matrix von vier Zeilen und vier Spalten.

Die Indizes der Elemente von A sind so gewahlt, dass der erste Index die Nummer der
Zeile, der zweite die Nummer der Spalte angibt, in der das entsprechende Element in
A steht.

Fire=1,2,3,4 und k = 1,2,3,4 kann man durch a;;, das Element der i-ten Zeile und
k-ten Spalte von A bezeichnen. Man schreibt darum auch kurz’|

A = (air)i=1(1)4,k=1(1)4

Der friiher eingefiihrte Vektor
I
T2
T3
Ly

kann als eine Matrix von vier Zeilen und einer Spalte aufgefasst werden (der Spalten-
index der Elemente kann in diesem Fall wegfallen, da es nur eine Spalte gibt). Diese
einspaltigen Matrizen wollen wir, um sie gleich als solche zu kennzeichnen, mit kleinen

Buchstaben bezeichnen:
T

X2
xs3
T4

Jede Spalte der Matrix A kann, fiir sich genommen, als Vektor aufgefasst werden; aber
auch jede Zeile, also z. B.

(an, a12, a3, Cl14)

®j = 1(1)4 bedeutet: i bekommt die Werte von 1 (in der Schrittweite 1) bis 4, d.h. i = 1,2,3, 4.

10



1 Lineare Gleichungssysteme - spezielle Falle

soll ein Vektor genannt werden, und wir wollen zur Unterscheidung dieser beiden Formen
von Spalten- bzw. Zeilenvektoren sprechen. Kleine Buchstaben sind grundsatzlich der
Bezeichnung von Spaltenvektoren vorbehalten. Der Zeilenvektor

(371, X2, X3, 3:4)

soll mitf] x” bezeichnet werden; man nennt x” die zu x transponierte Matrix.

Zu einer beliebigen Matrix A wird die transponierte Matrix AT dadurch gebildet, dass
der Reihe nach die Zeilen von A zu Spalten von A’ gemacht werden, und zwar die
erste, zweite, ... Zeile jeweils zur ersten, zweiten, ... Spalte, so dass auBerdem die erste,
zweite, ... Spalte von A jeweils zur ersten, zweiten, ... Zeile von AT wird.

Indem man sich die linken Seiten des Gleichungssystems (3.1) ansieht, erkennt man,
dass diese Terme in gleicher Art gebildet sind. Jeder dieser Terme ist namlich eine
Summe von Produkten, und zwar erhalt man z. B.

a11x1 + a12x2 + a1323 + A1474

aus den beiden Vektoren
(a11, a12, a13; a14) und

indem man die Produkte der ersten, zweiten, dritten, vierten Komponenten bildet und
sodann von diesen Produkten die Summe. Diese fiir die folgenden Uberlegungen auBerst
wichtige Bildung einer Produktsumme aus den Komponenten zweier Vektoren ist nicht
daran gebunden, dass es sich um Vektoren mit vier Komponenten handelt, sondern
kann fiir zwei Vektoren mit beliebig vielen Komponenten in gleicher Art vorgenommen
werden.

(3.2) Definition. Das skalare Produkt von zwei Vektoren[|
(u1,ug, ..., uyg) und (v1,v9, ..., Vy)
die dieselbe Anzahl von Komponenten haben, ist
Uy -V + Uy -V + ... + Uy - Uy

Somit stehen auf der linken Seite der Gleichungen (3.1) die skalaren Produkte der Zei-
len von A mit der Spalte x.

Fir die Rechenverfahren, die wir kennenlernen wollen, sollen stets sogenannte Flussbil-
der angegeben werden, die in lbersichtlicher Form die Reihenfolge der Rechenschritte
und Entscheidungen wiedergeben. Jedes Flussbild besteht aus einigen Kastchen, in de-
nen Eintragungen stehen, und verbindenden Pfeilen. Folgende Formen von Kastchen
werden verwendet:

6Lies: "z transponiert".
Es braucht sich nicht unbedingt um Zeilenvektoren zu handeln, sondern man kann in gleicher Weise

auch das skalare Produkt zweier Spaltenvektoren bzw. eines Zeilen- und eines Spaltenvektors
bilden.

11
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: Operationskastchen: eingetragen werden Rechenvorschriften

@ Verzweigungskastchen: eingetragen werden Fragen, die nur die Antwort
ja bzw. nein zulassen

Cj Ergebniskastchen: eingetragen werden Aussagen, die als Ergebnis des
Rechenverfahrens gewonnen werden

.
Startkastchen: Beginn des Flussbildes
Stoppkastchen: Ende des Flussbildes

Von Operations-, Ergebnis- bzw. Startkastchen gehen ein Pfeil, von Verzweigungskast-
chen zwei Pfeile, die durch ja bzw. nein gekennzeichnet sind, aus, vom Stoppkastchen
geht kein Pfeil aus. Beginnt man beim Startkastchen und geht von jedem erreichten
Kastchen zu dem durch einen von ihm ausgehenden Pfeil gekennzeichneten nachsten
Kastchen (iber - bei den Verzweigungskastchen ergibt sich der Pfeil entsprechend der
Antwort auf die Frage - so bedeutet die Ausfiihrung der in die Kastchen eingetragenen
Vorschriften in der damit festgelegten Reihenfolge die Anwendung des Rechenverfah-
rens, zu dem das Flussbild gehort.

Das Rechenverfahren wird genau dann beendet, wenn auf diesem Wege das Stoppkast-
chen erreicht wurde.

In manchem Zusammenhang ist es vorteilhaft, noch ein besonderes Zeichen, das Ergibt-
zeichen := zu benutzen. Dieses Zeichen tritt etwa in Zeichenverbindungen folgender
Art, sogenannten Anweisungen, auf: a :=3, z :=2-a+ b, j := j + 1, und hat die
Bedeutung, dass die linke Seite den Wert der rechten Seite erhalt.

(Man liest z.B. "j := j+ 1" so: "j ergibt sich aus 7+ 1"; nach (einmaliger) Ausfilhrung
dieser Anweisung hat sich der Wert von j um 1 erhoht.)

SP:=u, -
ji=2
A
< ™\ nein
C’ "
ja

SP := SP + u;- v; Das skalare Produkt
—_ . . s der beiden Vektoren

i =it ist SP

12
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Abb. 1. Flussbild zur Berechnung des skalaren Produktes zweier Vektoren. Gegeben
sind die Vektoren (u1,us, ..., u,) und (v1, vy, ..., v,)

Das Flussbild in Abb. 1 gibt wieder, wie man bei der Berechnung von skalaren Produkten
(im Kopf oder mit Tischrechenmaschinen) vorgehen wird:

Man bildet das Produkt der beiden ersten Komponenten und merkt sich das erhaltene
Zwischenergebnis?|, addiert dazu das Produkt der nichsten Komponenten und merkt
sich wieder das erhaltene Zwischenergebnis usw., bis das Produkt der letzten Kompo-
nenten addiert worden ist.

An spateren Stellen wird zur exakten Redeweise eine abgewandelte Form des skalaren
Produktes zwischen zwei Vektoren bendtigt; es handelt sich um das skalare Produkt
der Teilvektoren aus den ersten (bis zur k-ten) bzw. auch den letzten (von der i-ten
an) Komponenten dieser Vektoren:

Uy - V1 +Ug -V 4+ ...+ Uup - U
sei als skalares Produkt; j,
Ui UV + Uil " Vi1 T oo+ Up - Up
als skalares Produkt; ,, der Vektoren
(UL, Uy ooy Uy Ui 1y evy Uy Uy und (U1, V2, ey Viy Vi 1y oeey Uky o-Up)

bezeichnet. (Das ibliche skalare Produkt ist skalares Produkt; ,,)

1.4 Der verkettete Algorithmus

Das Schema der Tabelle 3 zur Losung des Gleichungssystems (2.1) enthalt im linken
Teil Bestandteile, die zur "Aufrechnung der Variablen" im rechten Teil nicht benutzt
werden.

Hierzu werden namlich lediglich die ersten Zeilen der einzelnen Felder benétigt, die
den Gleichungen des gestaffelten Gleichungssystems (2.1) entsprechen. Es ware daher
angenehm, ein Verfahren zu haben, das zu (2.1) sofort (2.4) herstellt und damit die
Zwischenschritte (2.2) und (2.3) iibergeht. Das leistet der verkettete Algorithmus von
GauB-Banachiewicz.

8Die Zwischenergebnisse braucht man beim Rechnen mit Tischrechenmaschinen nicht aufzuschrei-
ben, man kann die Summe im Resultatregister bzw. in einem Speicherregister "auflaufen lassen".

13
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Tabelle 5
r1 X9 T3 T4 =
2 3 -1 0 20
6 -5 0 2 | -45
2 -5 6 -6 -3
4 3 2 -3 33
3 4 -3 2 15
-1

)
)
2)

Tabelle 4

T1 X9 X3 T4 =

2 3 -1 0 20
-6 -5 0 2 | -45

2 5 6 -6 -3

4 3 2 -3 |33
3) 4 3 2 15
_1)
_2)

2) 1 2 | 7
1)

In Tabelle 4 steht der zunachst unveranderte Anfang des Rechenschemas. Die (durch
Klammern abgetrennten) Faktoren im dritten Feld konnen im nachsten Schritt gebildet
werden, ohne dass man das zweite Feld weiter ausfillt, wie Abb. 2 andeutet.

x, Ty X3 X,
3
%
A Y
. N
\
_5\ N
2\ \_\
\‘ \\\
S Nihe weaamos
\ \ |
—1)—_ \ \ |
=R \ \\ |
—2) ~~\_ \ '
2) VTN I
1) " (=54 (—1)-3)/—4

—2).3)/—4
Abb. 2 (24 (=2)-3)
Ebenso kann nun die erste Zeile des dritten Feldes vervollstandigt werden, wie in Abb.
3 angedeutet wird. Bis hierher hat das Rechenschema die Gestalt der Tabelle 5 ange-
nommen.

Ty Ty xa I‘ =
—1 0 20
\\ \\ \
A v " \\
6 \\ —6 \ -3 \
[ \ LT
[N VOl AN
‘L \ '\_ 3 N N
\ \ 1 \
—3! \ \
8 M VRN N
—1) AV X! Y X N
A\ \ \ \ ~ \ \
1 1N T -
l' N\ \ 1 \\\\ \\
| 9 1 'n'\\ R R 1 7\ \\ N
| [ LR NN TN
| : \\ \\ —6 \\ \ =3 \\ \\
%
Ll DN Ik ()20
I+ 2 .(=3 + 2.2 + 2.15
Abb. 3 .

Die letzte Zeile des Schemas aus Tabelle 3 kann nun schlieBlich so gewonnen werden,
wie die Abbildungen 4 und 5 skizzieren.
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Tabelle 6

Tr1 X9 A3 T4 =
2 3 -1 0 20
-6 -5 0 2 | -45
2 -5 6 -6 | -3
4 3 2 -3 |33

2 3 -1 0 20 | 1

3 4 -3 2 15| 7

-1 2 1 -2 7 13
-2 1 -2 3 -6 | -2
-1

Damit ist prinzipiell gezeigt, wie die Gleichungen des gestaffelten Gleichungssystems
(2.4) gebildet werden kénnen, ohne die Zwischenschritte (2.2) und (2.3) zu notieren. Es
muss betont werden, dass tatsachlich nur das Niederschreiben von Zwischenergebnissen
reduziert wurde; die durchzufiihrenden Rechenoperationen sind genau dieselben wie
beim urspriinglichen Verfahren geblieben.

x T, Ty @y

I
|
I
|
\ \ ™ !
i 34 (=2 (=1 +1-(=3)/—1
Abb. 4 EAESE ) e TRt e e e, B i i

Die "Aufrechnung der Variablen" kann anschlieBend an den Gleichungen des gestaffelten
Systems (wie in Tabelle 3) geschehen.

Nun lasst sich aber die Ubersichtlichkeit und die Schematisierung der durchzufiihrenden
Rechnungen erheblich steigern, wenn alle wahrend der Rechnung aufzuschreibenden
Zahlen wie in Tabelle 6 angeordnet werden. Der untere Teil dieses Schemas ist durch
"Ineinanderschieben" des zweiten, dritten und vierten Feldes entstanden, wobei die
erste Zeile mit der ersten Zeile des oberen Teiles (ibereinstimmt, so dass die Zeilen des
gestaffelten Gleichungssystems beieinander stehen.
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Ty x, Z3 Ty =

20
\ 1
.\ .\\
‘I\ \
\ .\
\ \
-3 \\ 33 \\
(A 1
2!| ‘l\ 15‘1 \\
[ Y \\\1 \\
\ ‘\‘ R
_-'2) ll‘\ \\ 1‘?\ \\
! IR N
| F —2 15 7 1\ \
I \ A \\ iy 1
' 1) Ny Ny
: 1 \,! y AUNEE Y
: I —2 3 }i\ \ \\ —06 \“ \ \\
I i l) \1\\\\\ \11\\ \ X
. —8 N\ BORCLS
]
Lo (=20 +(=2)\20
} i -_— \
1% + 1N
| \
+{—2)- (=2) +(=2)- 7
Abb. 5 el (

In der letzten Spalte stehen die Werte der Variablen x1, x5, x3, x4 der Losung des Glei-
chungssystems, wobei die zugehorigen Nebenrechnungen nicht aufgeschrieben werden.
Die -1 rechts unten hat ihre Bedeutung fiir die Schematisierung bei der "Aufrechnung
der Variablen".

Um den Rechengang allgemein beschreiben zu kénnen, seien die auf den Feldern des
Schemas stehenden Zahlen wie in Tabelle 7 bezeichnet. Damit werden die Zahlen im
unteren Teil nach folgenden Vorschriften in der angegebenen Reihenfolge berechnet:

Die erste b-Zeile: b11 = aii, b12 = a2, b13 = a13, b14 = Qa14, bl = a
Die erste c—SpaIte: Co1 = CL21/ — by, €31 = CL31/ — b1, ca1 = a41/ — b1y

Die zweite b-Zeile: 522 = Q99 + C91 - blg, 523 ‘= Q93 + Co1 - b13, 524 = Q94 + C21 - 514,
bg = Qas + Co1 - b1

Die zweite c—SpaIte: C32 ‘— (CL32 + C31 - b12>/ - b22, Cq2 ‘= (CL42 + C41 - blg)/ — 522 (Vg'
Abb. 2).

Die dritte b-Zeile: b33 := as3 + c31 - big + 39 - ba3, b3y := agq + c31 - biga + c39 - by,
bg ‘= az+ c31 - b1 + C392 - b2 (Vg| Abb. 3)

Die dritte c—SpaIte: C43 = (a43 4+ c41 - b1z + 49 - bgg)/ — b33 (Vgl Abb. 4)

Die vierte b-Zeile: byy := aaa+ca1-b1a+Ca9-bos+ca3-b34, by := as+ca1-b1+cCan-bo+caz-b3
(vgl. Abb. 5).

Die ¢-Spalte: §4 := —by/ — by = (ba/baa), &3 1= (b3a - §4 — b3)/ — ba3,
§r = (baz - &3+ b - & —ba)/ — b2, &1 := (b1 - &+ b1z - &+ bia - & — b1)/ — b
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Tabelle 7

I T2 T3 T4 =

a1; G122 Ga13 a4 | a1
G217 G222 G23 Q24 | G2
aszr azg2 asz G344 | ag
a41 Q42 43 Q44 | Q4
bin b2 biz b |01 | &
co1 b2 Doz bay | Do | &2
c31 Cc32 bz b3y | b3 | &3
Cqy1 Caz Ca3 bag | Dy | &
-1

Von der zweiten b-Zeile an ordnen sich diese Rechenvorschriften der folgenden allge-
meinen Beschreibung unter.

Bilden der j-ten b-Zeile:
bi := ajr+ skalares Produkt; j_; der j-ten c-Zeile und k-ten b-Spalte (fir k = j(1)4),
b;j := a;+ skalares Produkt; j_; der j-ten c-Zeile und flinften b-Spalte.

Bilden der j-ten c-Spalte:
cij = (aij+ skalares Produkt; ;_; der i-ten c-Zeile und j-ten b-Spalte)/ — b;;; fiir
i=j+1(1)4).

Bilden der ¢-Spalte (die -1 rechts unten in Tabelle 7 wird als fiinfte Komponente der
&-Spalte aufgefasst):

€; = (skalares Produkt; 5 der i-ten b-Zeile und &-Spalte)/ — b;; (fir i = 4(—1)1).
Damit die ¢- und &-Elemente berechnet werden kénnen, muss sich wahrend der Rech-
nung b;; # 0 (i = 1(1)4) ergeben.

Nach den bis hierher angegebenen Rechenvorschriften konnen wir daher nur solche
Gleichungssysteme losen, die diese Voraussetzung erfiillen.

Die Berechnung der angegebenen skalaren Produkte erfordert tibrigens durch die Be-
schrankung auf die ersten bzw. letzten Komponenten der Vektoren wahrend der Rech-
nung keine erhohte Aufmerksamkeit; zur Bildung eines neuen b-, c- bzw. £-Elementes
gehen aus dem unteren Teil der Tabelle stets gerade die bis zu dem Zeitpunkt berech-
neten Elemente der Zeile oder der Spalte dieses Elementes in die Rechnung ein, d.h.,
die Bildung des skalaren Produktes "bricht von selbst ab".

1.5 Zusammenfassung

Durch den GauBschen Algorithmus wird das Gleichungssystem

(1171 + A12T2 + 4133 + Q1474 = Q1
(211 + G222 + A2373 + G244 = a2 (5.1)
a31T1 + a32T2 + (3373 + A34T4 = A3
4171 + A42T2 + Q4373 + Q4474 = Q4
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- wenn dies moglich ist - in ein gestaffeltes Gleichungssystem

bi1w1 + b12we + b1373 + bywy = by
baoxo + bosxs + bosry = bo (5.2)

b33r3 + b3axy = b3

bagry = by

umgeformt, das dieselbe Losung besitzt. Die einzelnen Schritte dieser Umformung sind
am Beispiel (2.1) erlautert. Die dabei durchzufiihrenden Rechnungen lassen sich durch
den verketteten Algorithmus systematisieren, wie schon beschrieben, und die wichti-
gen Zwischenergebnisse lbersichtlich im Schema der Tabelle 7 anordnen. (Am Beispiel
(2.1) ist dies erlautert.) Daher gilt folgendes:

(5.3) Satz. Ergibt sich bei der Anwendung des verketteten Algorithmus auf das Glei-
chungssystem (5.1) fiir i = 1(1)4 b; # 0, so besitzt (5.1) genau eine Losung, und zwar
die Losung

T &1
T | _ | &
T3 &3
T4 &4

von (5.2).

1.6 Aquivalente Gleichungssysteme

Durch ein Gleichungssystem (z. B. (5.1)) sind die Zahlen a;; und a; gegeben. Die
Komponenten x; von x bezeichnen wir als Variablen und geben dem Gleichungssystem
folgende Interpretation: Erst wenn man den Variablen x; Zahlen als Werte erteilt, stellt
jede einzelne Gleichung des Systems eine wahre bzw. falsche Aussage dar. Im ersten
Fall sagt man auch, dass die entsprechende Gleichung erfiillt sei. Erfiillen gewisse Werte
der Komponenten von x alle Gleichungen des Systems, so nennt man diese Werte eine
Losung des Systems.

Die Aufgabe, samtliche Losungen eines Gleichungssystems zu bestimmen, wird beim
GauBschen Algorithmus dadurch erledigt, dass das System schrittweise durch Syste-
me einfacherer Gestalt ersetzt wird, die jeweils - und das ist entscheidend - dieselben
Losungen wie das Ausgangssystem haben.

Gleichungssysteme mit denselben Losungen heiBen aquivalent.

Wir wollen die Regeln zusammenstellen, die garantieren, dass beim GauBschen Algo-
rithmus Gleichungssysteme stets in aquivalente umgeformt werden. Grundlegend fiir
die Uberlegungen sind die folgenden bekannten Aussagen, die fiir beliebige Zahlen a,
b, ¢ und d gelten:

(6.1) Ausa=0bfolgt c-a=c-b,
(6.2) aus a = b und ¢ = d folgt a + ¢ = b + d.

Mit A; und Ay bezeichnen wir abkiirzend die linken Seiten zweier Gleichungen eines
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Gleichungssystems (von beliebig vielen Gleichungen mit beliebig vielen Variablen):

(6.3) Satz. Zwei Gleichungssysteme, die sich nur in folgendem unterscheiden, sind aqui-
valent:

a) Statt der Gleichung A; = a; steht die Gleichung ¢ - A; = ¢ - a;, wobei ¢ eine von 0
verschiedene Zahl ist, oder

b) statt der Gleichung Ay = ay steht die Gleichung Ay + d - A; = ax + d - a; wobei d
eine beliebige Zahl sein kann.

(Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl # 0 bzw. Addition von beliebigen Viel-
fachen einer Gleichung zu einer anderen fihrt also zu dquivalenten Systemen.)

Beweis. a) Fiir eine Losung des ersten Systems ist die Gleichung A; = a; erfiillt und da-
mit nach (6.1) auch die Gleichung ¢- A; = c-a; (und natirlich alle Gbrigen Gleichungen)
des anderen Systems. -

Fir eine Losung des zweiten Systems ist die Gleichung ¢+ A; = ¢ - a; erfullt und damit
(wegen ¢ # 0) nach (6.1) auch ¢ !(c- A;) = ¢ (c- a;), d.h. die Gleichung A; = a;
des ersten Systems.

Keines der beiden Systeme hat demnach Losungen, die das andere nicht besitzt, die
Systeme sind aquivalent.

b) Firr eine Losung des ersten Systems sind die Gleichungen A; = a; und A = ay
erfullt; somit sind nach (6.1) auch d - A; = d - a; und dann weiter nach (6.2) die
Gleichung Ay +d - A; = ap + d - a; des anderen Systems erfiillt. -
Fiir eine Losung des zweiten Systems sind die Gleichungen A; = a; und Ay +d - A; =
ar + d - a; erfillt; somit ist nach (6.1) auch —d - A; = —d - a; und dann weiter nach
(6.2)

Ak—l—dAZ)—dAZ: (ak—kd-ai)—d-ai

d.h. die Gleichung Ay = a;, des ersten Systems, erfiillt. Keines der beiden Systeme hat
demnach Lésungen, die das andere nicht hat, die Systeme sind aquivalent.

Beim GauBschen Algorithmus werden lediglich die im Satz (6.3) genannten Umfor-
mungen wiederholt angewandt (endlich oft), so dass alle dabei auftretenden Systeme
aquivalent sind.

1.7 Gleichungssysteme von n Gleichungen mit n Variablen

Den Satz (5.3) kdnnen wir nicht als besonders wichtiges Resultat unserer Uberlegungen
betrachten, da er nur eine Aussage lber Gleichungssysteme mit einer festen Anzahl
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von Gleichungen und Variablen macht, die auBerdem noch eine wichtige Voraussetzung
erfullen missen.

Unser Ziel ist es, ein Verfahren zu gewinnen, nach dem man Gleichungssysteme mit
beliebig vielen (m) Gleichungen und beliebig vielen (n) Variablen

a11x1 + ajexoe + ... + a1, = aq
a2121 + ax2xs + ... + asnx, = an, (71)

U121 + 2T + ... + Gyp Ty, = A,

l6sen kann. Nun ist die bisherige Beschrankung des GauBschen Algorithmus auf vier
Gleichungen mit vier Variablen kiinstlich.

Das Prinzip des Verfahrens, ein gegebenes Gleichungssystem schrittweise in ein aquiva-
lentes gestaffeltes Gleichungssystem umzuformen, indem in jedem Schritt mittels einer
Gleichung eine Variable aus allen nachfolgenden Gleichungen eliminiert wird, ist an kei-
ne feste Anzahl von Gleichungen bzw. Variablen gebunden.

Die Zusammenstellung der Rechenvorschriften im verketteten Algorithmus lasst die Ge-
setzmaBigkeit erkennen, die sich auf das Bilden der einzelnen b-Zeilen und c-Spalten
ubertragt, wenn der untere Teil des analog zu Tabelle 7 gebildeten Rechenschemas wie
der obere m Zeilen und n + 1 Spalten hat. Als allgemeine Rechenvorschriften werden
daher jetzt angegeben:

Bilden der ersten b-Zeile: by := ay,  (fir k = 1(I)n), by := a4
Bilden der ersten c-Spalte: ¢;1 := a;1/ — by (fir i = 2(1)m)

Bilden der j-ten b-Zeile (fir j > 2):

bjir 1= ajr + skalares Produkt; j_; der j-ten c-Zeile und k—ten b-Spalte (fir k£ =
j(Hn),

bj := a; + skalares Produkt; ;_; der j-ten c-Zeile und (n + 1)-ten b-Spalte.

Bilden der j-ten c-Spalte (fur j > 2):
¢ij = (a;; + skalares Produkt; j_; der i-ten c-Zeile und j-ten b-Spalte)/—b;; (fir
i=7+1(1)m).

Tabelle 8
X1 i) Tn =
a1 a12 A1n aq
a1 a922 a9p, a9
Qn1 An?2 QAnn Qp,
bit bz ... b | b1 | &
co1 by ... by, | b2 | &
Cn1 Cn2 bnn bn gn
-1
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Als vorlaufiges Resultat soll ein Rechenverfahren formuliert. werden, nach dem man
Gleichungssysteme von n Gleichungen mit n Variablen (die Anzahl der Gleichungen
stimme also mit der Anzahl der Variablen tberein: m = n) behandeln kann.

Das Rechenschema hat in diesem Fall die in Tabelle 8 angegebene Gestalt. Genauer
gesagt kann das Rechenschema nur diese Gestalt annehmen, wenn sich wahrend der
Rechnung fiir i = 1(1)n b;; # 0 ergibt, und nur in diesem Fall kann auch die folgende
Vorschrift angewendet werden:

Bilden der £-Spalte:

1= —1
& :=(skalares Produkt; ;1,11 der i-ten b-Zeile und &-Spalte)/—b;; (fiur ¢ = n(—1)1).

Das eben angekiindigte Rechenverfahren wird durch Abb. 6 beschrieben; formt man das
gegebene Gleichungssystem nach diesem Flussbild um und tritt dabei fir i = 1(1)n
bi; # 0 ein, so erhalt man in

bi1x1 + bigwe + ... + b1y, = by
bggxg —+ ...+ bgnxn = bn

bnnxn - bn

ein zu dem gegebenen Gleichungssystem aquivalentes gestaffeltes Gleichungssystem.

Bilden der 1. b-Zeile
Bilden der 1. c-Spalte

J ;
ji=j+1 | ( i<n )ﬂ
yi
Bilden
der j-ten ¢c-Spalte

!
Bilden der ¢-Spalte |

Aussagenjiber Lésun-
‘gen des Systems
kénnen mit den bis-
herigen Kenntnissen
nichtgemacht werden

Das System hat die
einzige Losung

£y &

Ty &
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Abb. 6: Vorlaufiges Flussbild zum verketteten Algorithmus Gegeben ist ein
Gleichungssystem (7.1) mit m = n. (Vorausgesetzt werden kann ay; # 0)

Daher gilt (in Erweiterung von Satz (5.3)):

(7.2) Satz. Ergibt sich bei Anwendung des verketteten Algorithmus auf ein Gleichungs-
system von n Gleichungen mit n Variablen fir i = 1(1)n b; # 0, so besitzt das
Gleichungssystem genau eine Lésung, und zwar

1 &1
2 | _ | &
Ty, Sn

Als Aufgabe bleibt bestehen, die Falle, bei denen sich fiir irgendein ¢ der Fall b;; = 0
ergibt oder die Anzahl der Gleichungen nicht mit der Anzahl der Variablen iiberein-
stimmt, genauer zu untersuchen. Zur eleganten Formulierung der Uberlegungen dazu
benétigt man als Hilfsmittel einige Teile der Matrizenrechnung.

1.8 Aufgaben

1. Mit dem verketteten Algorithmus sind folgende linearen Gleichungssysteme zu I6sen:

T, Ty 3= | T Ty w3 = |
2) 2 3 -5 16 b) -2 3 -2 -2
5 7 -11 |44 4 9 -4 |-1
3 -2 4 36 6 -9 2 4
11 Xy r3 x4 = | T Ty w3 x4 = |
-1 2 -3 1 7 -2 -2 3 0
¢ 3 5 7 2 |17 d 1 0 2 5 |0
4 -2 -1 4 4 o 1 -1 2 0
2 5 -10 5 16 2 -1 2 -4 1
Ty T2 T3 Ty Ty = 1 T2 T3 Ty Ty =
2 -1 -1 3 2 6 -1 1 1 1 1 2
) 6 -2 3 O -1 -3 f) o 2 0 1 2 2
-4 2 3 -3 -2 -5 2 0 2 1 -1 4
2 0 4 -7 -3 -8 1 -1 -1 0 1 -2
0 1 8 -5 -1 -3 3 2 2 -2 0 -8

Nach Erledigung der Aufgabe f) kann man auch sofort die Frage beantworten, welche
Losung die Systeme besitzen, die aus dem System f) dadurch hervorgehen, dass die
Koeffizienten von x9 und x5 vertauscht (Vertauschung der zweiten und dritten Spalte)
bzw. die dritte und vierte Gleichung vertauscht werden (Vertauschung der dritten und
vierten Zeile).

Zu welchem Ergebnis fiihrt die Rechnung nach dem vorlaufigen Flussbild zum verket-
teten Algorithmus bei diesen Systemen?

2. Ein Schnellzug bendtigt auf einer bestimmten Strecke 2% h weniger Fahrzeit als ein
Personenzug, da er stiindlich 25 km mehr als dieser zuriicklegt. Ein Gliterzug, dessen
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Geschwindigkeit um 15 km/h geringer ist als die des Personenzuges, benétigt fiir die
Strecke 3% h mehr als der Personenzug.

Mit welcher Geschwindigkeit fahren die drei Ziige? Man gebe auch Fahrzeit der Ziige
sowie Lange der Strecke an.

3. Drei Gase (51, G9, G3 haben folgenden Heizwert bzw. Schwefelgehalt:

Heizwert Schwefelgehalt
Gy 1000 kcal m®* 6 g m3
Gy 2000 kcal m® 2 g m?
G3 1500 kcal m® 3 g m?3

Wie muss man die Gase mischen, um ein Gas mit dem Heizwert 1475 kcal m® und dem
Schwefelgehalt 3,55 g m? zu erhalten? Welches ist der groBtméogliche Heizwert, den
man bei einem Schwefelgehalt von 3,55 g m? durch Mischung erhalten kann?

4. Die Berechnungsvorschriften "skalares Produkt; ;" bzw. "skalares Produkt;," der
Vektoren

(ULy ey Uiy ooy Uy eey Upy) , (V15 ooy Uiy ey Uk vy Upy)
konnen beide als Spezialfall einer allgemeineren Berechnungsvorschrift aufgefasst wer-
den:
Ui Vi + Uit * Vi1 + oo + Up - Vg
sei als "skalares Produkt; ;, bezeichnet. Es ist ein Flussbild zu folgender Aufgabenstellung
zu entwerfen:

Gegeben sind die Vektoren
(u1, ug, ..., uy) und (v1,v9, ..., vp)

sowie zwei natlrliche Zahlen 7 und £ mit 1 < ¢ < k < n. Gesucht ist das skalare
Produkt; ;, der beiden Vektoren.

5. Man entwerfe Flussbilder zu folgenden Aufgabenstellungen:
Gegeben sind n Zahlen ay, as, ..., a,.
Gesucht sind a) die Summe der n Zahlen, b) das Maximum der n Zahlen.

6. Ein Gleichungssystem werde wie folgt umgeformt (Bezeichnungen wie in 1. 6.; p, q,
r, s Zahlen):
Statt der Gleichungen A; = a; und Ay = a;, stehen die Gleichungen

p-Ai+q-Ar=p-a;+q-a und r-Ai+s-Ax=r-a;+s-a;

Jede der folgenden Bedingungen ist daraufhin zu untersuchen, ob sie garantiert, dass
Gleichungssysteme, die durch eine soeben beschriebene Umformung auseinander her-
vorgehen, aquivalent sind:

a) Die Zahlen p,q,r, s sind beliebig.
b) Die Zahlen p, q,r, s sind von Null verschieden, aber sonst beliebig.
c) Es sind p und s gleich 1, ¢ und r beliebig.
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d)Esgiltp-s#q-r.

7. Wendet man auf ein Gleichungssystem in einer Anzahl von Umformungsschritten
die in Satz (6.3) beschriebenen Umformungsoperationen an, so entsteht ein System,
das zu dem urspriinglichen aquivalent ist (wie ja in diesem Satz formuliert). In einem
speziellen Fall diskutiere man die Frage nach der Giiltigkeit der Umkehrung dieser
Aussage, namlich: Die Systeme

a11r1 + a12r2 = aq ) 211 + Q222 = G2 und

bi1z1 + biaze = by , ba1z1 + bagxy = by

mit a1 # 0 und b1y # 0 seien aquivalent; lasst sich das erste durch eine Anzahl der in
Satz (6.3) genannten Umformungsoperationen in das zweite tberfiihren?
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2 Matrizen

2.1 Multiplikation und Addition von Matrizen
Das Gleichungssystem (|. 7.1)E| kann als Vektorgleichung geschrieben werden:

1171 + a12T2 + A13T3 + Q1474 ay
a2171 + Qg2%2 + G23%3 + A24Ty | _ | G2 (1.1)
(3171 + a32T2 + A33T3 + A347T4 as
4171 + A42T2 + Q4373 + Q4474 a4

Fihrt man die Bezeichnungen

ai; a2 a3 Aaiq4 X ai

Q21 G22 Q23 Q24 X2 as
A — 3 , X = , a —

a3r a3z2 asz3 as4 X3 as

aq1 Q42 Q43 Q44 Tyq a4

ein - die Matrix A heiBt Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (1.7.1) -, so gelten
fur die Komponenten des linken Vektors in (1.1) die Gleichungen:

(1.2) erste Komponente = skalares Produkt der ersten Zeile von A mit x,
zweite Komponente = skalares Produkt der zweiten Zeile von A mit x,

m-te Komponente = skalares Produkt der m-ten Zeile von A mit x.

(1.3) Definition. Das Produkif® A - x einer Matrix A von m Zeilen und n Spalten
mit einem Spaltenvektor x von n Zeilen ist ein Spaltenvektor von m Zeilen, dessen
Komponenten nach den Vorschriften (1.2) gebildet werden.

Damit ist das Gleichungssystem (l. 7.1) nichts anderes als die Gleichung
A-x=a

Die Moglichkeit, das Produkt von Matrizen bilden zu konnen, soll nun aber nicht auf
den Fall "Matrix mal Spaltenvektor" beschrankt bleiben. Ist vielmehr B eine Matrix von
n Zeilen und p Spalten,

bll aig ... blp

le as9 ... bz
B = P

Np1 Ap2 ... bnp

9Wird bei Verweisen eine rémische Zahl mit angegeben, so handelt es sich um eine Nummer in dem
entsprechenden Kapitel.

10Das Wort "Produkt" und das Zeichen "-" erhalten hier eine neue Bedeutung, und eigentlich sollte
man andere Bezeichnungen fiir diese Verkniipfung wahlen. Zur Rechtfertigung kann man anfiihren,
dass das Produkt von Matrizen in dem Fall, dass beide Faktoren Matrizen mit einer Zeile und einer
Spalte sind, mit dem Produkt von reellen Zahlen (bereinstimmt.
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so soll auch das Produkt A - B definiert werden. Um einen Anhaltspunkt fiir eine
sinnvolle Definition zu erhalten, betrachten wir folgende Aufgabenstellung: Es sei

Y1
Y2

Yp
und gegeben seien die Matrizen A, B und a; man bestimme alle Losungen y des

Gleichungssystems
B-y=x (1.4)

wobei x alle Losungen des Gleichungssystems
A-x=a

durchlauft.

Da die Losungen x als Endergebnis nicht gesucht sind, kann man sich die Arbeit verein-
fachen und braucht anstatt mehrerer nur ein Gleichungssystem zu lésen, denn gesucht
sind die Losungen von

A-(B-y)=a

Die linke Seite dieses Gleichungssystems soll etwas ausfiihrlicher aufgeschrieben werden.
Es gilt

ai;  aiz ...y biiyr + b2y + ... + by
A-(B.y) — a.2.1‘ age  ...G2p | | bayr +booyr + ... + b?pZ‘J‘]?
Am1 Am2  ---Gmn bnlyl + anyz + ...+ bnpyp

Das Produkt "Matrix mal Spaltenvektor" auf der rechten Seite wird nach Definition
(1.3) ausgefiihrt. Dabei werden die Komponenten des entstehenden Vektors gleich nach
den y; geordnet (worauf man schon bei der Produktbildung achten kann). Man erhalt

(@11b11 + ... + a1pbp1)yr + (a11biz + ... + a1nbn2)y2 + ... + (@11b1p + ... + A1bnp)Yp

A-(Bry) = (a21b11 + ... + a2nbp1)y1 + (a21b12 + ... + a2nbn2)y2 + ... + (a21b1p + ... + a2000p ) Yp

(amlbll + ...+ amnbnl)yl + (am1b12 + ...+ amnan)yQ + ...+ (amlblp + ...+ amnbnp)yp

Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht das Produkt der Matrix

ai1bi1 + ... + a1pbn ai1bis + ... + a1pbpo ... allblp + ...+ alnbnp
ao1b11 + ... + aspbn ao1bia + ... + aspbpo ... aglblp + ...+ agnbnp (1 6)
am1b11 + ...+ (lmnbnl am1b12 + ...+ amnbng amlblp + ...+ amnbnp

mit dem Vektor y. Definiert man daher die Matrix (1.6) als Produkt A - B der Matrix
A mit der Matrix B, so gilt fiir die drei Matrizen A, B und y die Gleichung

A-B-y)=(A-B)-y (1.7)
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Durch "Einsetzen" von (1.4) in (1.5) wiirde man dann das Gleichungssystem
(A-B)-y=a

erhalten. Soweit die Betrachtung der obigen Aufgabenstellung. Sie hat uns auf die
folgende Definition gefiihrt.

(1.8) Definition. Das Produkt A - B einer Matrix A von m Zeilen und n Spalten mit
einer Matrix B von n Zeilen und p Spalten ist eine Matrix von m Zeilen und p Spalten;
Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von A - B ist das skalare Produkt der i-ten
Zeile von A mit der k-ten Spalte von B (vgl. (1.6)).

Es ist wichtig, dass die Anzahl n der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B
iibereinstimmt - man sagt: A ist mit B verkettet - denn grundsatzlich nur in diesem
Fall wird das Produkt A - B definiert.

In Abb. 7 ist das Vorgehen bei der Berechnung des Produktes von zwei Matrizen (iber-
sichtlich zusammengefasst; dort werden die Elemente der Produktmatrix spaltenweise
berechnet.

d;; := skalares Produkt der
i-ten Zeile von (a;;) und der
k-ten Spalte von (by)

R ja D
=141 <—C<m

lk::k-}-l Jar k<p )

nein

(Fir)i=10)m, k=101)p
ist das Produkt von (a;) mit (b;)

Abb. 7. Flussbild zum Bilden des Matrizenproduktes
Gegeben sind zwei verkettete Matrizen (aix)1(1)m,k=1(1)n UNd (bik)i=1(1)n,k=1(1)p

Die folgende Tatsache stellt das Verhaltnis von Definition (1.3) zu Definition (1.8) klar.
Es gilt:

erste Spalte von A - B = Matrix A mal erste Spalte von B,
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2 Matrizen

zweite Spalte von A - B = Matrix A mal zweite Spalte von B,

p-te Spalte von A - B = Matrix A mal p-te Spalte von B.

In dem Fall, dass die Matrix B nur eine Spalte besitzt, ist demnach das nach Definition
(1.8) gebildete Produkt genau das nach Definition (1.3) gebildete.

Zwei Matrizen gelten genau dann als einander gleich, wenn sie an allen entsprechenden
Stellen tbereinstimment] Die Definition des Produktes A - B der Matrix A mit der
Matrix B lasst schon duBerlich erkennen, dass von der Giiltigkeit des kommutativen
Gesetzes A - B = B - A nicht die Rede sein kann, denn A und B brauchen, wenn sie
in der Reihenfolge A, B verkettet sind, in der Reihenfolge B, A gar nicht verkettet zu
sein (wenn m = p ist), so dass es das Produkt B - A gar nicht gibt.

Aber auch in dem Fall, dass beide Produkte A - B und B - A definiert sind, sind sie im
allgemeinen verschiederﬂ, wie das folgende Beispiel zeigt:

00 (20)_ (00 2 0) (00 _ (00
1 0 10/ \20 ’ 00 10) (0O
Wichtig fiir das Rechnen mit Matrizenprodukten ist dagegen der folgende Satz.

(1.9) Satz (Assoziatives Gesetz der Matrizenmultiplikation).
Sind A, B und C drei Matrizen, von denen A mit B sowie B mit C verkettet ist, so
gilf"]

A-(B-C)=(A-B)-C

Beweis. B - C hat ebensoviel Zeilen wie B, so dass A mit B - C verkettet ist; A - B hat
ebensoviel Spalten wie B, so dass A - B mit C verkettet ist.

Daher lassen sich die Produkte A- (B - C) und (A - B) - C bilden. Hat C ¢ Spalten, so
haben auch diese Produkte ¢ Spalten. Fiir i = 1(1)q gilt:

Man erhalt
die i-te Spalte von A- (B - C) in A - (B - i-te Spalte von C),
die i-te Spalte von (A-B) - Cin (A - B) - i-te Spalte von C.

Diese beiden Spalten sind aber nach (1.7) einander gleich. (Man hat sich in (1.7)
an Stelle der Spalte y lediglich die i-te Spalte von C geschrieben zu denken.) Daher
stimmen die Spalten von A - (B - C) mit denen von (A-B) - C iiberein, d.h., A-(B-C)
und (A - B) - C sind einander gleich.

Zwei weitere Operationen mit Matrizen werden wir bendtigen, wir haben sie sogar in
Spezialfallen schon angewandt.

(1.10) Definition. Eine Matrix A wird mit einer Zahl ¢ multipliziert, indem jedes Element

1Fiir Vektoren haben wir diese Definition der Gleichheit schon benutzt.

12Da bei der Multiplikation von Matrizen aus dem ersten Faktor die Zeilen, aus dem zweiten aber die
Spalten in die Rechnung eingehen, ist dies nicht verwunderlich.

13Man braucht also bei fortlaufenden Matrizenprodukten auf keine Klammerung zu achten. Dieses
Gesetz ist keineswegs selbstverstandlich, ja nicht einmal unmittelbar einzusehen: Von B gehen bei
A . (B-C) die Zeilen, bei (A - B) - C dagegen die Spalten in die Rechnung ein.
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von A mit ¢t multipliziert wird:

all a12 LQ1n allt algt ...alnt
a a .. a1t aget  ...agnt
A-t—1. A— 21 022 2 21 22 2n
Aml  Am2  --Amn, Amit amat  ...Qmnt

Fir A - (—1) wird auch kurz —A geschrieben.

(1.11) Definition. Die Summe A + B zweier Matrizen A und B, die beide dieselbe
Anzahl von Zeilen und dieselbe Anzahl von Spalten haben,@ wird gebildet, indem die
Elemente an einander entsprechenden Stellen von A und B addiert werden:

ap a2 ...aip b1 bz ...bin
b b b
A+B=A-t=¢t-A=| @1 @2 0w |, 21 ba2 2n
am1 am2 ---Gmn bml bm2 ---bmn
aip +bi1 aip+bi2  .a, + b1,
a1 +bo1  asa +bao ...z, + boy

am1 + bml am2 + bm2 O, + bmn

(Das Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von A+ B ist a;; +b;;;) Fir A+ (—B)
wird auch kurz A — B geschrieben.

Beim GauBschen Algorithmus in Tabelle 3 haben wir diese Operationen z. B. ange-
wandt, indem wir das Dreifache der ersten Zeile zur zweiten addierten. In der jetzigen
Schreibweise entspricht dem die folgende Rechnung:

(2,3,-1,0,20) - 3+ (=6, —5,0,2, —45) = (6,9, —3,0,60) + (—6, —5,0,2, —45) = (0,4, —3, 2, 15)

(1.12) Satz. Unter der Voraussetzung, dass die notigen Matrizenoperationen ausfithrbar
sind, gelten fir sonst beliebige Matrizen A, B, C und Zahlen s, t die Regeln

A (s+t)=A-s+A-t,

A + B = B + A (kommutatives Gesetz der Matrizenaddition).

(A+B)+C=A+ (B+ C) (assoziatives Gesetz der Matrizenaddition),
A-B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+ B- C (distributive Gesetze)

Beweis. Die Giiltigkeit der ersten drei Regeln ist unmittelbar aus den Definitionen (1.10)
und (1.11) abzulesen. Die beiden distributiven Gesetze - da die Matrizenmultiplikation
nicht kommutativ ist, muss man hier zwei Gesetze formulieren - bestehen, weil

A (B+C)=(an- (bix +cix) + ... + @in - (bnk + Cnk))i=1(1)mk=1(1)p
= (aitbigx + ... + Ginbpk + aincix + ... + QinCak)i=1(ymp=11)p = A-B+A-C

und

(A+B)-C=((an+bi) - cir + ... + (@in + bin) - Cuk)i=1(1)m,k=1(1)p
= (airc1k + - + AinCok + birCrx + . + binCok)i=1(1)ymr=11)p = A-C+B-C

14Grundsatzlich nur in diesem Fall wird die Summe zweier Matrizen definiert.
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Beim Rechnen mit Matrizen spielen einige besondere Matrizen eine Rolle, die auch
mit Standardsymbolen bezeichnet werden. Mit o bezeichnen wir einen Spaltenvektor,
dessen Komponenten alle gleich Null sind:

Die Anzahl der Komponenten von o ist nicht festgelegt, so dass hier eigentlich ver-
schiedene Matrizen mit demselben Symbol bezeichnet werden; aus dem jeweiligen Zu-
sammenhang, in dem das Symbol o vorkommt, wird aber stets hervorgehen, wieviel
Komponenten o hat. Die wichtigste Eigenschaft von o ist:

Fir einen beliebigen Spaltenvektor a mit m Komponenten gilt

a o = (o] a—=—a
+ ~— ~— +
m Komponenten m Komponenten

Die Vektoren o und o heiBen Nullvektoren.

In einer Matrix (aix)i—1(1)m.k=1(1)» heiBen die Elemente a11, asz, ass, ... Elemente der
Hauptdiagonalen. Stimmt die Anzahl m der Zeilen mit der Anzahl n der Spalten (iberein,
so heiBt die Matrix quadratisch.

Mit E bezeichnen wir eine quadratische Matrix, deren Hauptdiagonalelemente gleich 1,
alle ubrigen Elemente dagegen gleich 0 sind:

10 .0
E_ 01 0
00 ... 1

E heiBt Einheitsmatrix. Die Anzahl der Zeilen (und Spalten) von E ist nicht festge-
legt, wird aber aus dem jeweiligen Zusammenhang stets hervorgehen. Die wichtigste
Eigenschaft von E ist:

Fir eine beliebige Matrix A mit m Zeilen und n Spalten gilt

A- E = E A=A
— —

n Zeilen m Zeilen

2.2 Regulare und singulare Matrizen

Es sei A = (ai)i=1(1)nk=1(1)n, @ = (@i)i=1(1)n, X = (Ti)i=1(1)n- Wir kniipfen an das
Flussbild von Abb.6 an, das sich auf das Gleichungssystem A -x = a bezieht, und heben
einen besonderen Gesichtspunkt hervor:

Die wahrend der Rechnung zu fallenden Entscheidungen auf Grund der Frage "b;; # 0"
hangen nur von der Matrix A ab, sind also von der rechten Seite a unabhangig!

Tritt daher fir ¢ = 1(1)n der Fall b; # 0 ein, so ist das eine besondere Eigenschaft
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der (quadratischen) Matrix A. Aus dieser Eigenschaft von A folgt z. B., dass das
Gleichungssystem A - x = a zu jeder beliebig vorgegebenen rechten Seite a genau eine
Losung besitzt.

(Die zu a gehorige Losung x = & lasst sich nach Abb. 6 berechnen.)

Ist aber

1 -1 0 -2
2 2 -1 -2
Ao = 2 1 5 —6
2 2 2 1

und wird Ay nach den Rechenvorschriften des verketteten Algorithmus umgeformt,
wobei die rechte Seite a des Gleichungssystems A - x = a zunachst ganz auBer acht
bleiben kann, so ergibt sich die in Tabelle 9 dargestellte Situation.

Die zweite c-Spalte kann nicht gebildet werden. Man erkennt aber, dass sich nach
Vertauschung der zweiten und dritten Spalte von Ag bys = —1 ergeben wiirde und die
Rechnung ihren Fortgang finden kénnte; dies zeigt Tabelle 10.

Wie auch immer die rechte Seite von Ay - x = a aussieht, es ist ersichtlich, dass
stets genau eine Losung x = £ existiert. (Bei der Angabe des Ergebnisses ist lediglich
darauf zu achten, dass in dem formal berechneten Lésungsvektor die zweite und dritte
Komponente vertauscht werden miissen.)

Tabelle 9 Tabelle 10

r1T X9 T3 T4 = T1 X3 T2 T4 =
1 -1 0 -2 1 0 -1 -2
2 -2 -1 -2 2 -1 -2 -2
-2 1 5 -6 -2 5 1 -6
2 2 2 1 2 2 2 1
1 -1 0 -2 1 0 -1 -2
-2 0 -1 2 -2 -1 0 2
2 2 5 -1 0
2 2 2 0 1

Auch in allgemeinen Fall kombinieren wir die Umformung einer Matrix nach dem ver-
ketteten Algorithmus mit folgendem Spaltenvertauschungsprinzip:

Man forme die Matrix nach den Vorschriften des verketteten Algorithmus um. Ergibt
sich in der j-ten b-Zeile b;; = 0, aber fiir das Element b;, (in der p-ten Spalte der j-ten
Zeile) b;, # 0, so wird die Rechnung nach Vertauschung der j-ten und p-ten Spalte
fortgefiihrt.

Dieses Prinzip ermoglicht genau dann keine Fortfiihrung der Rechnung, wenn die j-te
b-Zeile aus lauter Nullen besteht.

(2.1) Definition. Eine quadratische'®| Matrix A heiBt regulr, wenn die Anwendung des
verketteten Algorithmus (mit Spaltenvertauschungsprinzip) auf A keine b-Zeile ergibt,
die aus lauter Nullen besteht. Im anderen Fall heiBt A singular.

15Grundsitzlich nur in diesem Fall wird von Regularitat bzw. Singularitat gesprochen.
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Es scheint zunachst noch so, als ob die Auswahl der Spalten fiir notwendige Spalten-
vertauschungen einen Einfluss auf die Entscheidung (iber die Regularitat einer Matrix
haben konnte. Die Charakterisierung der Regularitdt in den gleich folgenden Satzen
(2.4) bzw. (2.4') zeigt jedoch, dass dies nicht der Fall ist.

(2.2) Bemerkung. Wenn A regular ist, besitzt das System A - x = a zu jeder rechten
Seite a eine Losung, und zwar genau eine.

Beweis. Das System A - x = a lasst sich (gegebenenfalls nach Spaltenvertauschungen)
in ein aquivalentes gestaffeltes System umformen, das wie das Ausgangssystem aus n
Gleichungen besteht und eine eindeutig bestimmte Losung besitzt.

(2.3) Bemerkung. Wenn A singular ist, gibt es eine rechte Seite a, fiir die das System
A - x = a keine Losung besitzt.

Beweis. Da A singular ist, ergibt sich bei Anwendung des verketteten Algorithmus auf
A eine j-te D-Zeile, die aus lauter Nullen besteht. Denkt man sich die rechte Seite in die
Umformungen des verketteten Algorithmus einbegriffen, so entsteht als j-te Gleichung
0 = b;, wobei b; = a;+ skalares Produkt; ;_; der j-ten c-Zeile und (n+1)-ten b-Spalte
ist.

Es gibt daher sicher eine rechte Seite a, aus der sich bei dieser Umformung b; = 1
ergibt. (In einer gegebenen rechten Seite braucht man nur die j-te Komponente geeignet
abzuandern.) Das Gleichungssystem A -x = a besitzt keine Losung, da ein aquivalentes
System eine unerfiillbare Gleichung enthalt.

Die Aussagen der Bemerkungen (2.2) und (2.3) lassen sich zusammenfassen zu dem
folgenden Satz.

(2.4) Satz. Die quadratische Matrix A ist genau dann regulér, wenn das System A-x = a
zu jeder rechten Seite a genau eine Losung besitzt.

Man kann die Bemerkungen auch wie folgt zusammenfassen:

(2.4) Satz. Die quadratische Matrix A ist genau dann singuldr, wenn es eine rechte
Seite a gibt, fir die das System A - x = a keine Losung besitzt.

Als weiteres fiir spatere Uberlegungen wichtiges Resultat dieses Abschnittes beweisen
wir schlieBlich noch die folgende Aussage.

(2.5) Satz. Das Produkt A - B zweier quadratischer Matrizen A und B ist genau dann
regular, wenn sowohl A als auch B regular ist.

Beweis. Der Satz wird bewiesen, indem die folgenden Falle unterschieden und ihre
Aussagen bewiesen werden.

Fall a: Ist A regular und B regular, so ist A - B regular.

Fall b: Ist A regular und B singular, so ist A - B singular.
Fall c: Ist A singular und B regular, so ist A - B singular,
Fall d: Ist A singular und B singular, so ist A - B singular.

Zu Fall a: Das System A - B = a besitzt, da A regular ist, zu beliebigem a eine Lésung
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y = 1. Das System B - x = 7 besitzt, da B regular ist, eine Losung x = . Diese ist
auch Losung des Systems A - B - x = a, das somit zu beliebigem a stets eine Losung
besitzt, d.h., A - B ist regular (Begrindung der Schliisse durch Satz (2.4")).

Zu Fall b: Da B singular ist, gibt es nach Satz (2.4") ein System B - x = b, das keine
Losung besitzt. Man setze a := A - b, so dass das System A -y = a nach Satz (2.4)
die eindeutig bestimmte Losung y = b hat. Hatte dann A - B - x = a eine Losung
x =&, so musste B - £ = b sein im Widerspruch dazu, dass B - x = b unlosbar ist. Das
Gleichungssystem A - B - x = a hat daher keine Losung, d. h. nach Satz (2.4'), A-B
ist singular.

Zu Fall c und d: Da A singulér ist, gibt es nach Satz (2.4") ein System A -y = a, das
keine Losung besitzt. Dann hat auch das System A - B - x = a keine Losung; hatte es
die Losung x = &, so hatte A -y = a die Losung y = B - €. Nach Satz (2.4") ist somit
A - B singular.

2.3 Die inverse Matrix einer regularen Matrix

Es bestehe die Aufgabe, das Gleichungssystem
A -x=a (3.1)

mit der regularen n-zeiligen Koeffizientenmatrix A zu lésen, wobei jedoch der Vektor a
gewissen Anderungen unterworfen sei. In diesem Fall ware es angenehm, wenn man die
Losung von (3.1) mit einer Matrix A_l, die allein durch A bestimmt ist, in der Form

x=A"'.a (3.2)

angeben konnte; fiir verschiedene a lasst sich dann die jeweilige Losung durch eine
Multiplikation von A~ mit a gewinnen, womit kein mehrmaliges Durchrechnen des
verketteten Algorithmus erforderlich ist.

(An (3.2) ist zu sehen, dass A" ebenfalls n Zeilen und n Spalten haben muss.)

Bestimmt man A~ ! in der Tat so, dass
A-A'=E (3.3)

gilt, dann ist durch (3.2) die Losung von (3.1) gegeben, wie die folgende Rechnung
zeigt:
A-(A'.a)=(A-A').a=E-a=a

(3.4) Bemerkung. Zu jeder reguldren Matrix A gibt es genau eine Matrix A~ die
sogenannte inverse Matrix, welche die Gleichung (3.3) erfullt.

Beweis. Nach Definition des Produktes zweier Matrizen ist Gleichung (3.3) gleichbe-
deutend mit folgenden Gleichungen:

A mal erste Spalte von A~ = erste Spalte von E,
A mal zweite Spalte von A1 = zweite Spalte von E,
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A mal n-te Spalte von A~! = n-te Spalte von E.

Jede dieser n Gleichungen reprasentiert ein Gleichungssystem mit der Koeffizienten-
matrix A. Da A regulér ist, besitzt jedes dieser Systeme nach Satz (2.4) genau eine
Lésung, d. h., die einzelnen Spalten von A™! lassen sich berechnen und sind eindeutig
bestimmt.

Durch die Feststellungen im Beweis zu Bemerkung (3.4) bietet die Berechnung von
A~ prinzipiell keine neuen Schwierigkeiten:

Man hat Gleichungssysteme mit der Koeffizientenmatrix A und n verschiedenen rechten
Seiten zu losen. Die Berechnung der Lésungen dieser Systeme kann simultan geschehen,
wenn das Rechenschema des verketteten Algorithmus erweitert wird. Dazu ordne man
die n rechten Seiten wie in Tabelle 11 nebeneinander an.

Tabelle 11

1 X Tn | = n rechte Spalten

al;  a12 A1n 1 0 0

ao1 A2 A9on 0 1 0

anl an2 a/nn 0 0 1

bi1 b2 bin, |1 0 0 o110 iy,

c21 boo bon | ¥ 1 0 Qo] Qi Qo

bzz Q5

Cn1 bn? bnn * * 1 Op1  Op2 Onn
-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

Auch die Rechenvorschriften des verketteten Algorithmus missen teilweise modifiziert
werden. Beim Bilden der b-Zeilen muss die Vorschrift, die sich auf das Berechnen des
Elementes der rechten Seite bezieht, auf alle n rechten Seiten ausgedehnt werden.
(Rechnung formal ganz analog!) Die b-Zeilen erhalten dadurch (n + 1)-te bis 2n-te
Komponenten.

Zum Berechnen der Lésungsspalten der n Gleichungssysteme formulieren wir an Stelle
der Vorschrift "Bilden der &-Spalte" die neue Vorschrift

Bilden der a-Spalten:

a) Man ergénze die a-Spalten durch (n-+1)-te bis 2n-te Komponenten mit den Spalten
von —E.

b) Fir 7 = 1(1)n rechne man nach der Vorschrift

«;j := (skalares Produkt;;i 9, der i-ten b-Zeile und j-ten a-Spalte)/ — b;; (fir i =

n(—l_)l).
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(Die Anordnung der Zahlen -1 und 0 rechts unten bewirkt, dass bei der Berechnung
der j-ten a-Spalte von den n rechten Seiten genau die j-te beriicksichtigt wird.)

Die Berechnung von A™' ist an die Voraussetzung b;; # 0 fir i = 1(1)n gebunden.
Da A jedoch regular ist, lasst sich dies durch Spaltenvertauschung nach Definition
(2.1) stets erreichen. (Bei der Angabe des Ergebnisses miissen diese vorgenommenen
Spaltenvertauschungen beriicksichtigt werden!)

Um eventuelle Spaltenvertauschungen anzuzeigen, ist es ratsam, in der ersten Zeile des
Schemas die Zeile x”" aufzuschreiben und deren Komponenten stets mitzuvertauschen.
Ist z. B.

1 -1 0 -2
2 2 -1 -2
Ao = 2 1 5 —6
2 2 2 -1

so fihrt die Rechnung, wie wir schon in Tabelle 9 gesehen haben, auf by = 0. Durch
Vertauschung der zweiten und dritten Spalte lasst sich das jedoch beheben, und es
entsteht das in Tabelle 12 wiedergegebene Rechenschema.

Tabelle 12
Tr1 X9 X3 T4 =
1 0 -1 21 00O
2 -1 -2 270 1 00
-2 5 1 -6/0 010
-2 2 2 1,0 001
1 0 -1 211 0005 -1 -1 2
-2 -1 0 2(-2100}-2 3 0 2
2 5 -1 0|-8510(8 5 -1 0
2 2 0 122012 2 0 1
-1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 O
0O 0 0 -1

Tabelle 12 beginnt, wie gesagt, mit der Matrix, die aus A, durch Vertauschung der
zweiten und dritten Spalte entsteht. Zu dieser Matrix ist somit

5 -1 1 2
2 3 0 2
Ao = 8 —5 —1 0
2 2 01

die inverse. Um Aal zu erhalten, muss man hierin noch die zweite und dritte Zeile
vertauschen (Vertauschung der Komponenten in den Losungsvektoren), d. h., es ist

5 -1 1 2
| 8 =5 -1 0
A= o 3 02
2 2 01
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Das Flussbild in Abb. 8 fasst den Ablauf des Verfahrens zur Bestimmung der inversen
Matrix einer beliebigen regularen Matrix A zusammen, wobei sich im allgemeinen iiber-
haupt erst wahrend der Rechnung zeigen kann, ob die gegebene Matrix regular ist; stellt
sich dagegen heraus, dass die Matrix singular ist, so wird die Rechnung abgebrochen.

¥ ~ 1
. - Neubeginn des Rechen-
Bilden der 1. b-Zeile sihoniag nooh-Nev.
Bilden der 1. c-Spalte tauschung der j-ten und
p-ten Spalte

ja

Gibt esein p
mit b, % 0

nein

Bilden der j-ten c-Spalte l

¥
I Bilden der a-Spalten ]
v )

(@) ist singular

(i) ist die inverse der Matrix, mit
der das letzte Schema begann*)

* Die erste Zeile des Schemas gibt an, wie die Zeilen von (a;;)~! aus (aiz) zu
entnehmen sind.

Abb. 8. Flussbild zur Berechnung der inversen Matrix. Gegeben ist eine Matrix
T

(@ik)i=1(1)n,k=1(1)n- Beginn des Rechenschemas mit )((aik) E
Dazu muss jetzt noch bewiesen werden, dass in diesem Fall keine inverse Matrix zu A
existiert.

Wir haben die inverse Matrix A™! einer quadratischen Matrix A definiert als Lésung der
Gleichung A-A~! = E. Nun ist die Einheitsmatrix E regulir, denn das Gleichungssystem
E - x = a hat zu beliebiger rechter Seite a natirlich die einzige Losung x = a (Satz

(2.4)).

Das heiBt, das Produkt A- A~ ! ist regulér, und damit folgt aus Satz (2.5), dass sowohl
A als auch A" regular ist. Singulire Matrizen besitzen demnach keine inverse Matrix,
so dass die Voraussetzung der Regularitit von A notwendig und (nach Bemerkung
(3.4)) hinreichend fiir die Existenz von A~ ist.

Unter dieser Voraussetzung ist aber A~ ebenfalls reguldr, und es gibt daher nach
Bemerkung (3.4) genau eine Matrix (A™')~!, die die Gleichung A™' - (A™!)"! = E
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erfillt. Diese Gleichung vereinfacht sich, denn es gilt

A-ADH)- (AT T=A- (A (AT
E E

und somit (A™1)~!1 = A,
Zusammenfassend ergibt sich folgender Satz:

(3.5) Satz. Eine quadratische Matrix A besitzt genau dann eine inverse Matrix Al
wenn sie regular ist. A™! ist eindeutig bestimmt, regular, und es bestehen die Gleichun-
gen

A H1t=A |, A-A'=ATA=E

2.4 Aufgaben

1. Es sei
3 =2 5) 1 =2 0
A_<4 0 —7) ’ B_<1 1 3>

Man bestimme X so, dass A + 2 - X = B ist.

2. Gegeben sind die Polynome f(z) = 22° — 3z + 4, g(x) = 2* — 42 — 17 und
h(z,y) = * — 4zy + 4x + y. Man berechne f(A), g(B) und h(C,D) fiir

3 01
A:(fé), B:(Zi’), c=|1 05|, bD=
9 —1 1

dabei sei X’ = E.

—_ N =
O = =
=)

3. Ein Betrieb A verarbeitet z; Tonnen der Rohstoffe R; zu y; Tonnen der Zwischen-
produkte Z;, aus denen ein Betrieb B 2, Tonnen der Endprodukte £} erzeugt. Fiir
1 Tonne Z; werden a;; Tonnen R;, fir 1 Tonne Ej, werden bj;, Tonnen Z; bendtigt
(i=1(1)3, j =1(1)4, k =1(1)2).

Es sei x = (x;), z = (2x), A = (aij), B = (bji). Welches lineare Gleichungssystem
besteht zwischen x und z?

4. Verflechtung von mehreren Abteilungen eines Betriebes bzw. zwischen Produktions-
zweigen der Volkswirtschaft.

a) Es sei x; die Gesamtproduktion des i-ten Produktionszweiges, m;;x;. der Teil von der
Produktion des i-ten Zweiges, der an den k-ten Zweig, sowie y; derjenige Teil von der
Produktion des i-ten Zweiges, der an Abnehmer auBerhalb des Verflechtungssystems
geliefert wird (i, k = 1(1)n). Weiter sei x = (x;), y = (v;), M = (my).

Welches lineare Gleichungssystem besteht zwischen x und y?

b) Es seien p; bzw. ¢; Einzelpreis bzw. Neuwert eines Erzeugnisses des i-ten Produkti-
onszweiges (1 = 1(1)n) sowie p = (p;), 4 = (¢)-
Welches lineare Gleichungssystem besteht zwischen p und q7
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5. Es ist zu beweisen, dass fiir Matrizen A mit m Zeilen und n Spalten und Matrizen
B mit n Zeilen und p Spalten (A - B)T = B” . AT gilt.

6. Wir betrachten fiir quadratische Matrizen neben dem (blichen Matrizenprodukt A-B
("Zeilen mal Spalten") die Verkniipfungen A o; B, Aoy, B, A o3 B:

Ao, B =A-B” ("Zeilen mal Zeilen"),

A o, B = AT . B” ("Spalten mal Zeilen"),

A o; B = A" . B ("Spalten mal Spalten").

Es ist zu zeigen, dass fir die Verknilipfungen oy, o9, o3 das assoziative Gesetz nicht gilt.

7. Fiir den Spaltenvektor w gelte w! - w = 1 (w heiBt normiert); weiter sei U =
E-2 -w-wl
Man zeige: UT = U (U ist daher eine symmetrische Matrix) und U-U” = UT-U = E

(hiernach ist U eine orthogonale Matrix).

8. A heiBt Nullteiler, wenn es ein B gibt, so dass A - B = O gilt, obwohl A # O und
B # 0O (O = Nullmatrix, d.h. alle Elemente gleich 0).

a) Man zeige: Jede singulare Matrix (# O) ist Nullteiler.

b) Kann fiir eine Matrix A, die Nullteiler ist, die existierende Matrix B in A-B = O
reguldr sein? (Auftretende Matrizen seien quadratisch.)

9. Berechne A~" und mit A~ die Lésung von A - x = a fiir

0 1 9

| 1 1

1 o |’ 1| 0

_1 1 1
11 2 —4 1 020
13 4 -8 1 10 2
o) A= o9 3 6| Y A= g 911
920 -1 2 1 300

9 -3 5 6

0 A 8 —12 19 22

—4 5 =8 —10

—2 4 -5 =3

10. Es ist zu beweisen:

a) Fiir regulare Matrizen A und B gilt (A-B)"'=B™'- A",

b) A ist genau dann regular, wenn AT regular ist, und fiir regulires A gilt (A7)~ =
(AT

11. Fur
1 —1 1 1 -4 2
A= 1 1 -1 : B=| -3 10 -6
—1 1 1 -1 2 -1
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sind A”', B™!, (A-B)~!, (B-A)~"! zu bilden und X so zu bestimmen, dass A-B - X -
A~' =B ist.

12. Mit

1 020 2 =3 5 6
-1 10 2 8§ —12 19 22
A= 0 -2 11 ’ B = —4 5 —8 —10
1 300 —2 4 -5 =3

1 -1 0 2

2 -2 -1 3

C= -1 2 2 -4

0 2 1 =5

berechne man das Produkt A- (B-A)~!.B*.C-(C-B-C)" ..

13. Es seien A und B zwei regulare Matrizen, die miteinander vertauschbar sind, d.h.,
es gelte A- B = B - A. Man zeige, dass dann auch die Matrizen A~! und B!, A™!
und B, A und B™! jeweils miteinander vertauschbar sind.

14. Fir die Matrix S gelte S© = —S (S heiBt schiefsymmetrisch); ferner sei E + S
regulirund U= (E+S)~!'- (E—S).
Man zeige: U-U” = U .U = E (d. h., U ist orthogonal).

In den folgenden Aufgaben sei e; der Spaltenvektor, dessen i-te Komponente gleich
1, aber alle lbrigen Komponenten gleich 0 sind, und E;; sei die quadratische Matrix,
deren Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte gleich 1, aber alle iibrigen Elemente
gleich 0 sind (¢, k = 1(1)n). Ist

ail aig ... Qip

A:

an1 An2 ... QAnpn

so ist auch
A=a; -E1+ap-Ep+. .. +ay, En+..+an -Eun+an Epo+...+awm: Eun

n o n
- Z Z arsErs
r=1s=1

15. Beschreibe das Aussehen der Matrizen (nach Ausfiihrung der Operationen!) A -E;,
Ei+- A A-(E+c-Ey), Ex+c-E)-A.

16. Berechne eiT - €L, €; - eg, Ezk - €, e% : Elmv Ezk . Elmv e;{ A - ey, Ezk A - Elm

17. Es sei
U=Ey +Ex+..+E,

V:ZZvik-Eik , Wr:ZZwlm'Elm

i>k I>m—+r
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wobei r fest und 0 < r < n — 2 ist.

(U, V, W, sind untere Dreiecksmatrizen, d.h., oberhalb der Hauptdiagonalen stehen
Nullen; auBerdem stehen in ihren Hauptdiagonalen Nullen, in W, auch noch in den r
ersten Parallelen unterhalb der Hauptdiagonalen.)

a) Berechne U” fir k = 1,2, ... (insbesondere U™™!)!
b) Berechne und beschreibe V - W, !
c) Beschreibe mittels b) V¥ fir k= 1,2, ..

18. Es sei V eine untere Dreiecksmatrix mit Nullen in der Hauptdiagonalen und D eine
regulare Diagonalmatrix (d. h., nur die Elemente der Hauptdiagonalen sind ungleich 0).
a) Man zeige: (E— V) '=E+V+V*+ ..+ V"

b) Welche Formel gilt fiir (D — V)17

(Alle auftretenden Matrizen haben n Zeilen und n Spalten.)
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3 Lineare Gleichungssysteme - allgemeiner Fall

3.1 Allgemeine Losungen von (gestaffelten)
Gleichungssystemen

Gegeben sei ein Gleichungssystem
A -x=a (1.1)

d. h., gegeben sei eine Matrix A von m Zeilen und n Spalten sowie ein Spaltenvektor
a von m Zeilen.
Unter der Aufgabe, das Gleichungssystem (1.1) zu l6sen, versteht man folgendes:

Es sind alle Vektoren x zu bestimmen, fiir die die Gleichung A - x = a besteht.
Die Gesamtheit aller dieser Vektoren x heiBt allgemeine Losung, jeder einzelne unter
ihnen eine spezielle Losung des Gleichungssystems (1.1).

Bisher haben wir (in Satz (I. 7.2)) nur eine Aussage gemacht iiber Gleichungssysteme,
deren allgemeine Loésung aus einer einzigen speziellen Losung besteht. In diesem Ab-
schnitt sollen Aussagen (iber die Struktur der allgemeinen Lésung gemacht werden, und
gleichzeitig wird gezeigt, wie man die allgemeine Losung von gestaffelten Gleichungs-
systemen bestimmt.

Man unterscheidet zwei Typen von Gleichungssystemen:
Ist in (1.1) a = o, so heiBt das Gleichungssystem homogen, im anderen Fall inhomogen.
Zu jedem inhomogenen Gleichungssystem (1.1) gibt es das sogenannte zugehdrige ho-
mogene Gleichungssystem, das entsteht, indem in (1.1) die rechte Seite a durch o
ersetzt wird:

A-x=o0 (1.2)

Homogene Gleichungssysteme

Jedes homogene Gleichungssystem (1.2) besitzt die Lésung x = o, die sogenannte
triviale Losung, denn es ist A-0 = 0. Doch schon das zweite Beispiel auf Seite 5 zeigt,
dass ein homogenes Gleichungssystem sehr wohl auch nichttriviale Losungen besitzen
kann.

(1.3) Satz. Sind x = &1, x = &9, ..., x = &, Losungen von (1.2), so ist fir beliebige
Zahlen ty,ts, ..., 1, auch

x=& ti+& tat...+& 1
Losung von (1.2).

Beweis. Vorausgesetzt wird im Satz die Giiltigkeit der Gleichungen A-¢; = o, A-& = o,
.., A&, = 0. Dann gilt

A'(gl'tl—{—gg'tg—l—...—l—gp'tp):A-gl't1—|—A'£2-t2—|—...—|—A'£p-tp:0

womit der Satz bewiesen ist.
Die Bestimmung der allgemeinen Losung von gestaffelten homogenen Gleichungssyste-
men demonstrieren wir an dem Beispiel (1.4)
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Tr1 X9 X3 T4 Iy Tg X7
1 -2 0 4 7 0 -5
2 -1 -3 0 4 2

2 0 0 4 -6

3 12 -6 3

O O O o

Um eine Ubersicht iiber samtliche Lésungen dieses Systems zu gewinnen, schreiben wir
es so:

r1T X9 T3 T4 = Ty g X7
1 -2 0 41 -1 0 5
2 -1 -3 0 -4 -2

-2 0 0 4 ©

3/-12 6 -3

Hieran ist zu erkennen, dass durch Werte der Variablen x5, x4, x7 fiir eine Losung des
Gleichungssystems die Werte der Variablen x4, x3, 9, 21 in dieser Reihenfolge eindeutig
bestimmt sind.

Wir setzen z. B.

o -3
) —6
Ty 1 I3 0
z6 | =1 0 und erhalten die Losung Ty | = 4
Ty 0 T5 1
T 0
i 0

und erhalten zwei weitere Losungen

I —4 I 1
T2 2 I —4
T3 2 T3 -3
Ty = 2 s Ty = —1
x5 0 Ts 0
L6 1 L6 0
Ty 0 g 1

Aus diesen drei Losungen lassen sich nach Satz (1.3) mit beliebigen Zahlen t1, 5, t3
unendlich viele Lésungen

T1 -3 —4 1

9 —6 2 —4

T3 0 2 -3

X4 = —4 -t + 2 clo + —1 - 13 (15)
Ty 1 0 0

Te 0 1 0

T 0 0 1
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bilden. Schreibt man (1.5) in der Form

T —3t1 - 4t2 + t3
Z9 —6t1 + 2t2 - 4t3
T3 2t2 - 3t3

Zq = —4t1 + 2t2 - t3
xTs tl

Te tQ

i t3

so ist ersichtlich, dass durch (1.5) Losungen des Gleichungssystems (1.4) beschrieben
werden, in denen die Variablen x5, x4, x7 beliebige Werte haben. Durch jede Wertekom-
bination dieser Variablen ist aber eine Losung von (1.4), wie oben festgestellt wurde,
eindeutig bestimmt; es kann daher keine weiteren Losungen als die durch (1.5) be-
schriebenen geben, d.h., (1.5) ist die allgemeine Losung von (1.4).

Das Vorgehen bei diesem Beispiel lasst sich sofort auf den allgemeinen Fall Gibertragen:
Gegeben sei ein homogenes gestaffeltes Gleichungssystem

rr T2 ... XTp Tyy1 o Tp =
bir b1z ... by biyy1 ... b1, | O
(1.6) bys . by baypr . by |0
brr bT,r+1 brn 0

von 7 Gleichungen mit n Variablen. (Vorausgesetzt ist natiirlich b; = 0 fir i = 1(1)r.)
Denkt man sich fiir einen Augenblick die Gleichungen so umgestellt, dass auf der linken
Seite nur die Variablen x1, ..., zr auftreten, dann ist ersichtlich, dass durch Werte der
Variablen x4, ..., x, flr eine Lésung des Gleichungssystems die Werte der Variablen
Xy, ..., 21 in dieser Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

(1.7) Man setze fur

Tyi1
Tyi2

Tn

der Reihe nach die Spalten der Einheitsmatrix

1 0 ... 0
0 1 0
0 0 ... 1

mit n — r Zeilen und Spalten ein und bestimme die zugehodrigen Losungen x = &,

XxX==E&, ..., x =&,
Ebenfalls Losung ist dann nach Satz (1.3)

ngl 't1+£2't2+-~-+£n—r'tn—r (18)
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(t; (i = 1(1)n — ) beliebig), d.h.

X1
,
Try1 | = 1]
T2 to
T tn—r

(Die Werte von z; bis x, interessieren im Augenblick nicht)

Diese zweite Schreibweise macht deutlich, dass durch (1.8) Losungen beschrieben wer-
den, in denen die Variablen z,.1,...,z, beliebige Werte haben. Daher ist (1.8) die
allgemeine Losung von (1.6).

Wie namlich oben bemerkt wurde, ist durch Werte der Variablen x,.1,...,z, eine
Losung eindeutig bestimmt, und eine beliebig vorgegebene Losung von (1.6) erhalt
man somit aus (1.8), wenn man firr t,...,t,_, die Werte der Variablen z,1,..., 2,
dieser Losung wahlt.

In der Darstellung (1.8) fiir die allgemeine Losung kann kein Vektor & weggelassen
werden, da man sonst nur diejenigen Losungen erhielte, in denen die Variable x,.,; den
Wert 0 hat. Von den nach (1.7) bestimmten Losungen ist darum jede wesentlich. Die
Ergebnisse dieser Uberlegungen sind zusammengefasst in dem folgenden Satz.

(1.9) Satz. Ein gestaffeltes homogenes Gleichungssystem von r Gleichungen mit n
Variablen, wobei n > r ist, besitzt n — r wesentliche Lésungen

x=&, x=&, .., x=§&,_,

die nach Vorschrift (1.7) bestimmt werden. Die allgemeine Losung des Gleichungssys-
tems ist gegeben durch

x=§& ti+& to+ ...+ & thyr (18)

(t; (i = 1(1)n —r) beliebig), d.h.

Inhomogene Gleichungssysteme

(1.10) Satz. Besitzt das inhomogene Gleichungssystem (1.1) eine spezielle Lésung x =
&o und ist durch x = &g die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Systems
(1.2) beschrieben, so ist

§=%& +¢&n

die allgemeine Losung von (1.1).

Beweis. Vorausgesetzt wird im Satz die Giiltigkeit der Gleichungen A - & = a und
A -y = o. Zu beweisen ist einerseits, dass x = {y + {y Losung von (1.1) ist. Dies
folgt sofort aus

A-Go+&n)=A-§+A-{p=at+o=a
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Andererseits ist zu beweisen, dass durch x = &) + &y samtliche Lésungen von (1.1)
beschrieben sind. Ist aber x = ¢ irgendeine Lésung von (1.1), d.h. A - ¢ = a, so gilt

A-E-)=A-(—A-{=a—a=o0

Demnach ist x = & — & eine Losung des zu (1.1) gehdrigen homogenen Systems (1.2).
In der Form x = &y + (£ — &p) ist daher die Losung x = & in den Losungen x = &+ &y
enthalten, womit der Satz bewiesen ist.

Im Satz (1.10) wird keine Aussage dariiber gemacht, in welchen Fallen ein inhomoge-
nes Gleichungssystem iiberhaupt eine Losung besitzt; ein Verfahren zur Entscheidung
hieriiber wird im nachsten Abschnitt angegeben. Bei gestaffelten Gleichungssystemen
eriibrigt sich diese Frage allerdings, denn es ist sofort zu sehen, dass diese Systeme
stets eine Losung besitzen. Wir betrachten das Beispiel (1.11)

Ty T2 T3 T4 Ty Tg X7
1 -2 0 4 7 0 -5|11
2 -1 -3 0 4 2]|-5

-2 0 0 4 6|6

3 12 -6 3|12

Eine spezielle Losung dieses Systems gewinnt man z. B. so: Man gebe den Variablen
x5, xg, r7 den Wert 0; fiir eine Losung des Gleichungssystems sind dann die Werte der
Variablen x4, ..., x1 in dieser Reihenfolge eindeutig bestimmt. Damit gewinnt man die
spezielle Losung

il —1
xT9 2
T3 -3
Ty = 4
T5 0
Te 0
T 0

von (1.11). Das zu (1.11) gehdrige homogene Gleichungssystem ist (1.4), dessen all-
gemeine Losung durch (1.5) gegeben ist. Nach Satz (1.10) erhalten wir daher das
Resultat: Die allgemeine Losung von (1.11) ist

1 -1 -3 —4 1

s 2 6 2 4

T3 -3 0 2 -3

Ty = 4 + —4 -t + 2 -~ 19 + —1 - 13
s 0 1 0 0

i 0 0 1 0

T 0 0 0 1

(t; (i = 1(1)3) beliebig)

Im allgemeinen Fall eines inhomogenen gestaffelten Gleichungssystems

I T2 Ty Lr41 Tn ‘
bll b12 blr bl,r-i-l bln bl
b22 . bgr b277«+1 v boy bg
brr br,r+1 brn br
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3 Lineare Gleichungssysteme - allgemeiner Fall

von 7 Gleichungen mit n Variablen (wobei natirlich b;; # 0 fir i = 1(1)r vorausgesetzt
ist) lasst sich eine spezielle Losung x = &, dadurch bestimmen, dass man die (r + 1)-te
bis n-te Komponente von &, gleich 0 wahlt und sodann die r-te bis erste Komponente
(in dieser Reihenfolge) bestimmt.

Uber die allgemeine Lésung des zu (1.12) gehérigen homogenen Systems (1.6) gibt
Satz (1.9) Auskunft, und nach Satz (1.10) ist damit

x:£0+£1't1+£2't2+-~-+€n7r'tnfr

(t; (t = 1(1)n — r) beliebig)
die allgemeine Lésung des Gleichungssystems (1.12).

Die Rechnungen zur Bestimmung der speziellen Losungen x = &, eines inhomogenen
bzw. x = &; (i = 1(1)n — r) des zugehorigen homogenen gestaffelten Gleichungssys-
tems lassen sich lbersichtlich in einem Rechenschema anordnen, das Tabelle 13 zeigt.
Benotigt wird die Rechenvorschrift

Bilden der &-Spalten:

a) Man setze

fur die (r + 1)-te bis n-te Komponente von &, die Spalte o,

fur die (r 4 1)-te bis n-te Komponente von ¢; die j-te Spalte der Einheitsmatrix von
n —r Zeilen (j = 1(1)n — ), und zur formalen Rechnung

die (n + 1)-te Komponente von & gleich -1,
die (n + 1)-te Komponente von §; gleich 0 (7 = 1(1)n — 7).

b) Fir 7 = 0(1)n — r rechne man nach der Vorschrift:
i-te Komponente von &; := (skalares Produkt;; 11 der i-ten b-Zeile und &;)/ — by;

(i = r(—=1)1).

Durch b) ergeben sich spaltenweise die in Tabelle 13 noch fehlenden Komponenten der
gesuchten Losungen.

Ty Ty ... Ty Tpgpl ... Tp o & S ..o s
bll b12 b17' bl,r—H bln bl
b22 e b27‘ b2,r+1 e b2n b2
brr br,r—i—l e brn br

0 1 O 0

0 0 1 0

0 0 O 1

-1 0 0 0

3.2 Beliebige Gleichungssysteme

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung eines beliebigen Gleichungssystems (1.1) oder
(I. 7.1) fehlt uns jetzt nur noch ein stets anwendbares Verfahren zur Uberfiihrung
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3 Lineare Gleichungssysteme - allgemeiner Fall

dieses Systems in ein aquivalentes gestaffeltes. Dazu miissen die Rechenvorschriften
des verketteten Algorithmus fiir den Fall, dass b;; = 0 eintritt, vervollstandigt werden.
Im oberen Teil von Tabelle 14 stehen zwei Beispiele (die sich nur in der Komponente
a3 unterscheiden), an denen die in einem solchen Fall méglichen Situationen aufgezeigt
werden sollen.

Beginnt man die Umformung nach dem verketteten Algorithmus, so ergibt sich die
Situation von Tabelle 14; wegen b33 = 0 kann die Rechnung zunachst nicht fortgefiihrt
werden. Bis zu dieser Stelle ist aus dem System der drei ersten Gleichungen von Ta-
belle 14 ein dquivalentes (gestaffeltes) System von drei neuen Gleichungen entstanden,
dessen Form fiir die beiden Beispiele unterschiedliche Auswirkungen hat.

ry T2 X3 T4 Ts Tg X7

1 -2 7 4 0 0 -5 11

2 -2 14 5 -1 4 -8 17

1 4 7 7 1 -4 -7 |17 bzw. 16

0 -10 0 15 3 -16 -16 31

-1 6 5 -7 -2 2 12 -9
Tabelle 14 -3 6 27 0 -4 -16 15 27

1 -2 7 4 0 0 -5 11

-2 2 0o -3 -1 4 2 -b

-1 1 0 0 0 0 0 1 bzw. 0

0 5

1 -2

3 0

Das Beispiel mit a3 = 17 besitzt keine Losung, da ein aquivalentes System die uner-
fillbare Gleichung

0z + O0xo + Ox3 4+ Oxg4 + Oz5 + Ozg + Oy =1

enthalt. Fir das Beispiel mit ag = 16 hat sich als dritte eine Gleichung ergeben, die fiir
beliebige Werte der Variablen x4, ..., z7 erfillt ist.

Nach der begonnenen systematischen Elimination der Variablen hat sich damit gezeigt,
dass die dritte Gleichung von Tabelle 14 mit a3 = 16 gegenliber den vorhergehenden
Gleichungen gar keine neuen Bedingungen mehr stellt. Sind die vorhergehenden Glei-
chungen erfiillt, so ist sie automatisch ebenfalls erfillt und wird daher als lberflissige
Gleichung aus dem System gestrichen.

Das Schema wird mit der Berechnung einer neuen dritten Zeile fortgefiihrt, und der
untere Teil gewinnt die Gestalt von Tabelle 15.

1 27 4 0 0 -5 11

2 2 0 -3 -1 4 2 -5

-1 1 6 06 6 6 0 |1bzwbO
Tabelle 15 0 5 0 0 2 4 -6 6

1 -2

3 0

Abermals hat sich b33 = 0 ergeben. Doch die Umformung des Systems kann fortgefiihrt
werden, wenn als nachstes nicht die Variable x3, sondern z. B. x5 aus den folgenden
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Gleichungen eliminiert wird.

Zur Ubersichtlichen Fortsetzung der Rechnung (s. Tabelle 16) vertauschen wir daher
die dritte und finfte Spalte; an der Kopfzeile des Schemas ist diese Vertauschung

ersichtlich, denn sie hat ihre Bedeutung bei der spateren Angabe der Losungen.
(Die gestrichene tberfliissige Gleichung kann natiirlich jetzt wegbleiben.)

1 X9 r3 T4 Tj T T
1 -2 0 4 7 0 -5 |11
2 -2 -1 5 14 4 -8 |17
0 -10 3 15 0 -16 -16 |31
-1 6 -2 -7 5 2 12 1]-9
Tabelle 16 -3 6 -4 0 27 -16 15 |27
1 -2 0 4 7 0 -5 |11
2 2 -1 -3 0 4 2 | -5
o 5 -2 0 0 4 6|6
1 -2 0 3 12 -6 3 |12
3 0 -2 -4 0 O 00

Tabelle 16 zeigt, dass die letzte Gleichung ebenfalls als tberfliissige Gleichung gestrichen
werden kann. (Fiir den schematischen Ablauf der Rechnung weist das Beispiel an dieser
Stelle darauf hin, dass nicht grundsatzlich nach dem Streichen der j-ten Zeile eine neue
j-te Zeile berechnet wird, denn es kann inzwischen das Ende der Umformung erreicht
worden sein.)

Damit ist ein aquivalentes gestaffeltes System gewonnen, und die Bestimmung der all-
gemeinen Losung kann wie fiir Beispiel (1.11) vorgenommen werden.

Gegeniiber dort sind hier nur die Variablen x3 und x5 vertauscht, so dass die ent-
sprechenden Komponenten in den Losungsvektoren vertauscht werden missen. Die
allgemeine Losung des Beispiels von Tabelle 14 mit a3 = 16 ist darum

T -1 -3 —4 1

T 2 —6 2 —4

T3 0 1 0 0

X4 4 + —4 -t + 2 ~to9 + —1 - 13
x5 -3 0 2 3

g 0 0 1 0

7 0 0 0 1

(t; (i = 1(1)3) beliebig)

Diese Beispiele haben auch die Punkte gezeigt, in denen das vorlaufige Flussbild zum
verketteten Algorithmus in Abb. 6 abgeandert werden muss, um fiir den allgemeinen
Fall anwendbar zu sein:

1. Einflhrung einer Variablen r, deren Wert die Anzahl der Gleichungen angibt, die
ein aquivalentes gestaffeltes System enthalt. Zunachst ist (vermutlich) » = m, doch
erniedrigt sich r jeweils um 1, wenn eine iberfliissige Gleichung gestrichen wird.

2. Ergibt sich nach dem Bilden der j-ten b-Zeile b;j; #= 0, so entsteht die Frage:
Enthalt die linke Seite der neuen j-ten Gleichung einen Koeffizienten ungleich Null?
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Wenn ja, so kann die Rechnung nach Vertauschen von Spalten weitergefiihrt werden.
Andernfalls entsteht die Frage:

3. Ist die rechte Seite der neuen j-ten Gleichung ungleich Null?

Wenn ja, so besitzt das System keine Losung. Andernfalls werden die bisherigen j-ten
Zeilen im oberen und unteren Teil des Schemas gestrichen, und es wird, wenn noch
j < r ist, eine neue j-te b-Zeile gebildet, wobei die Nummerierung der Zeilen formal
entsprechend abzuandern ist.

Im Flussbild zum verketteten Algorithmus (Abb. 9, nichste Seite) sind diese Punkte
beriicksichtigt worden, und wir haben in dem Flussbild eine abschlieBende Zusammen-
fassung fiir das Vorgehen zur Bestimmung der allgemeinen Lésung eines beliebigen
linearen Gleichungssystems.

1

Bilden der 1. b-Zeile Neubeginn des Rechenschemas

Bilden der 1. c-Spalte nach Vertauschung der j-ten

und p-ten Spalte (iiberfliissige
Gleichungen bleiben weg)

|i3ilden der j-ten b—ZeileI

> ja

( b #Wnein / Gibt es ein p mit
Lipde S8 o \ bjp == 0%)
1 nein
Bilden einer neuen
j-ten b-Zeile*) ( b0 )

ja nein ja

4 ein nein,— 3
E:j—i—'ll (1<~ }érHr::-r—lJ
J .

ja

y
Bilden der j-ten
c-Spalte

—

Bilden der&—SpaltenI

y
A -
Das System besitzt
keine Losung

Allgemeine Losung des Systems,
mit dem das letzte Schema begann,
ist ® = ;l}+ ‘El -4 + o + ner* bor
(¢; beliebig)**)

Abb. 9. Flussbild zum verketteten Algorithmus Gegeben ist ein System (1.1) mit

xI' =

R VY
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*) Im Fall j > n (fir m > n moglich) sind die Fragen b;; # 0 und b;, # 0 mit "nein"
zu beantworten, und das Bilden einer neuen j-ten b-Zeile beschrankt sich auf die Spalte
der rechten Seiten.

**) Die erste Zeile des Schemas gibt an, wie die Komponenten der Ldsungsvektoren
des Ausgangssystems anzuordnen sind.

3.3 Der Rang einer Matrix, Hauptsatze iiber lineare
Gleichungssysteme

Die besprochenen Aussagen lber lineare Gleichungssysteme gestatten nach Einfiihrung
weiterer Begriffe Erganzungen, von denen wir abschlieBend einige herleiten wollen, weil
sie eine abgerundete Zusammenfassung der Theorie ermoglichen. Zunachst tragen wir
zwei Satze nach, die die Regularitat von Matrizen mit der Losbarkeit homogener Glei-
chungssysteme verkniipfen.

Werden in einer Matrix A gewisse Zeilen oder Spalten weggelassen (evtl. auch keine
Zeile bzw. keine Spalte), so entsteht eine Untermatrix von A.

(3.1) Satz. Fir jede Matrix A mit k Spalten gilt: A enthilt eine k-reihige regulare
Untermatrix genau dann, wenn das homogene System A - x = o nur die triviale Lésung
besitzt.

Hieraus ergibt sich sofort der folgende Satz, der eine Vereinfachung von Satz (11.2.4)
darstellt.

(3.2) Satz. Die quadratische Matrix A ist genau dann reguldr, wenn das homogene
System A - x = o nur die triviale Losung besitzt.

Beweis von Satz (3.1). Das homogene System A - x = o besitzt genau dann nur die
triviale Losung, wenn der verkettete Algorithmus zu einem aquivalenten gestaffelten
System fiihrt, das & Gleichungen (mit k& Variablen) enthélt; d.h., in A gibt es k Zeilen,
aus denen sich - unabhangig von den iibrigen Zeilen - die k Zeilen der gestaffelten
Matrix ergeben. Diese k Zeilen bilden eine regulare Untermatrix von A.

Aus Spaltenvektoren ay, as, ..., a; oder Zeilenvektoren zI, zI', ..., zI' kann man mit Zah-

2y
len t1,to, ..., tr bzw. s1, So, ..., S, wiederum Spaltenvektoren
a;-t1+ay-ta+...+ap -t

bzw. Zeilenvektoren

T T T
z,-51+2y -So+...+2, - Snp

bilden; jeder so gebildete Vektor heit Linearkombination der a; bzw. ij. So gilt z. B.
mit

u’ =(2,3,-1,0,20), vl = (=6,-5,0,2, —4), wl = (0,4, -3,2,15)

die Gleichung u” - 3 + v’ -1 = w’, und daher ist w’ eine Linearkombination von
u” und v?. Natiirlich gilt ebenfalls u-3 +v-1 = w, und darum ist auch w eine
Linearkombination von u und v.
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Ein weiteres Beispiel liefert Satz (1.9), der besagt, dass jede Losung x eines gestaffel-
ten homogenen Gleichungssystems eine Linearkombination der n — r Losungsvektoren

1,89, 0, &y it
x=& ti+& to+ ...+ &ty

(3.3) Definition. Spaltenvektoren ai, ay, ..., a; heiBen linear unabhingig genau dann,
wenn die Gleichung

aj-t1+ay-ta+..+ap-tp=o0
nur fir t; = to = ... = t; = 0 besteht; im anderen Fall heiBen sie linear abhangig.
Zeilenvektoren z7', 2L ... zI heiBen linear unabhingig genau dann, wenn die Spalten-

vektoren z1,z,, ..., 2, linear unabhangig sind, d.h., wenn die Gleichung
2zl s 4zl -so+ .. +zl -sp=0

nur fir s; = so = ... = s,, = 0 besteht.

Beispielsweise sind die wesentlichen Losungsvektoren &1, &s, ..., &, eines gestaffelten
homogenen Gleichungssystems linear unabhangig; an der ausfiihrlichen Schreibweise
von (1.8) ist ndmlich zu erkennen, dass die Linearkombination

61 1 +£2 “to + . +£n7r R 7

nur dann gleich dem Nullvektor o ist, wenn man t; = t5 = ... = t,_, = 0 wahlt.
Dagegen sind die eben erwahnten Vektoren u, v, w linear abhangig, denn es ist
u-3+v—w=o0, und demnach besteht die Gleichung u-t; +v -ty +w-t3 = o fir
ty =3, ta =1, t3 = —1.

Besonders wichtig ist in diesem Zusammenhang die Untersuchung der linearen Unab-
hangigkeit zwischen Spalten einer Matrix A. Nun ist die linke Seite A - x eines Glei-
chungssystems mit der Koeffizientenmatrix A nichts anderes als eine Linearkombination
der Spalten von A (vgl. (Il. 1.1)), und daher gilt die folgende Aussage.

(3.4) Bemerkung. Die Spalten einer Matrix A sind linear unabhangig genau dann, wenn
das homogene System A - x = o nur die triviale Losung hat.

Hiernach konnen die Begriffe "Lineare Unabhangigkeit" und "Regularitat" wie folgt in
Zusammenhang gebracht werden:

(3.5) Satz. Die Matrix B habe k Spalten. Diese Spalten sind linear abhangig genau
dann, wenn B eine k-reihige regulare Untermatrix enthalt.

Beweis. Die Spalten von B sind nach (3.4) genau dann linear unabhangig, wenn B-x = o
nur die triviale Losung hat, was nach Satz (3.1) genau dann der Fall ist, wenn B eine
k-reihige regulare Untermatrix enthalt.

Mit dem folgenden Satz werden wir schlieBlich den Rang einer Matrix A, und zwar
sofort durch mehrere gleichwertige Bedingungen einfiihren. Dabei folgt die Aquivalenz
der Aussagen a) und b) unmittelbar, wenn man Satz (3.5) auf Untermatrizen B von A
anwendet.
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(3.6) Satz. Durch jede der folgenden Bedingungen wird einer beliebigen Matrix A die-
selbe Zahl r, der Rang von A (r = rg(A)), zugeordnet:

a) Die groBten regularen Untermatrizen von A haben r Zeilen und Spalten.

b) r ist die maximale Anzahl von linear unabhangigen Spalten in A.

c) r ist die maximale Anzahl von linear unabhéangigen Zeilen in A.

Beweis. Wie erw3hnt, braucht .nur noch die Aquivalenz von ¢) mit a) und b) gezeigt zu
werden. Die groBten regularen Untermatrizen von A bzw. AT seien r- bzw. r1-reihig.
Aber B ist genau dann regulare Untermatrix von A, wenn B regulire Untermatrix von
AT ist (s. Aufgabe 11.10b)), und hieraus folgt r = r/.

Nach b) ist r; (und somit r) auch die maximale Anzahl von linear unabhangigen Spalten
in AT, d.h., r ist die maximale Anzahl von linear unabhangigen Zeilen in A.

Mit den oben schon betrachteten Vektoren u?, vI', w’ sei z. B.
u’ 2 3 —-10 20
A= vl |[=|] -6 =5 0 2 —45
w’ 0 4 -3 2 15

und der Rang von A zu bestimmen. Die drei Zeilen von A sind linear abhiangig: u” -
3+ vl —w! = o”. Dagegen sind die beiden ersten Zeilen linear unabhingig, weil

UT . tl + VT . t2 = (27f1 — 6t2, 3t1 — 5t2, —tl, 2t2, 20t1 — 45t2)

ist und rechts nur fiir t; = t5 = 0 der Nullvektor steht, wie man leicht an der dritten
und vierten Komponente erkennt. Mithin hat A den Rang 2. - Wir haben dies mittels
der Zeilen uberlegt, aber nach Satz (3.6) ist 2 auch die maximale Anzahl linear un-
abhangiger Spalten von A, und weiter haben die groBten regularen Untermatrizen von
A zwei Zeilen und Spalten, alle dreireihigen quadratischen Untermatrizen von A sind
singular.

Besonders einfach lasst sich der Rang von Koeffizientenmatrizen gestaffelter Glei-
chungssysteme angeben:

(3.7) Satz. Die gestaffelte Matrix
bir b2 ... b1y biyp1 ... bip
0 byy ... boy b27r+1 .. boy, mit bu#O(Z:l(l)’l“>
0 0 v by bypst oo b

hat den Rang r.

Beweis. Die r Zeilen zI', 21" ... zI" der Matrix sind linear unabhingig. Es ist namlich

le-31 +zg 89+ ... —I—zf - 8p = (b1181 + 02282, D17 Sp +02rSo + .+ b Sp + oo+ b Sy)

und schon an den ersten  Komponenten erkennt man, dass sich rechts nur fiir s =
$90 = ... = s, = 0 der Nullvektor ergibt; wegen b1; # 0 muss s; = 0), sodann wegen
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bao # 0 auch so = 0 sein usw., wenn schlieBlich schon s1 = so = ... = 5,1 = 0 ist, so
verschwindet die r-te Komponente wegen b,.. % 0 nur fiir s, = 0.

Diese Aussage liber gestaffelte Matrizen bietet in Verbindung mit dem folgenden Satz
eine geeignete Moglichkeit zur Bestimmung des Ranges einer Matrix.

(3.8) Satz. Eine gestaffelte Matrix B, die mit dem verketteten Algorithmus aus einer
Matrix A gewonnen wurde, hat denselben Rang wie A.

Beweis. Schon zur Bemerkung (3.4) fiihrte uns die Uberlegung, dass die Untersuchung
von linearen Abhangigkeiten zwischen Spalten von A oder B gleichbedeutend ist mit der
Suche nach nichttrivialen Lésungen der homogenen Systeme A - x = 0 bzw. B-x = o.
Diese beiden Systeme sind aber - wie in 1.6. ausfiihrlich untersucht wurde - dquiva-
lent, und daher bestehen zwischen entsprechenden Spalten von A und B (evtl. wurden
Spaltenvertauschungen vorgenommen!) dieselben linearen Abhangigkeiten. Insbesonde-
re stimmt in beiden Matrizen die Maximalzahl linear unabhangiger Spalten lberein.

Mit dieser Feststellung lasst sich Satz (1.9) erganzen zum

(3.9) Hauptsatz iiber homogene lineare Gleichungssysteme.

Ein homogenes System A - x = o mit n Variablen, dessen Koeffizientenmatrix A vom
Rang r ist, besitzt n — r linear unabhangige Losungen. Jede Losung des Systems ist
eine Linearkombination dieser n — r linear unabhangigen Losungen.

Von grundlegender Bedeutung fiir inhomogene Systeme ist neben Satz (1.10) der fol-
gende Satz:

(3.10) Satz liber die Losbarkeit inhomogener linearer Gleichungssysteme.

Ein inhomogenes System A - x = a ist genau dann lésbar (besitzt also eine spezielle
Losung), wenn der Rang der Koeffizientenmatrix A mit dem Rang der erweiterten
Matrix (A,a) lbereinstimmt: rg(A) = rg(A, a).

Beweis. Wenn A - x = a losbar ist, lasst es sich mit dem verketteten Algorithmus
umformen in ein dquivalentes gestaffeltes System B-x = b von r Gleichungen, welches
l6sbar ist, d. h., in den gestaffelten Matrizen B und (B,b) sind die r Elemente der
Hauptdiagonalen ungleich Null.

In diesem Fall gilt nach Satz (3.7) rg(B) = rg(B,b) = r, nach Satz (3.8) aber ebenso
rg(A) =rg(A,a) =r. -

Im anderen Fall, wenn A - x = a nicht l6sbar ist, flihrt der verkettete Algorithmus zu
einem aquivalenten System B - x = b mit

bll b12 blr bln bl
0 b22 bgr bZn b2
B=| .. ... .. .. . . . b=
0 0 ... by ... by b,
0 0 .. 0 .. 0 by

wobei b;; # 0 fur i = 1(1)r und b1 # 0 ist. In diesem Fall ist rg(B) = r, dagegen
rg(B,b) = r + 1, und somit ist auch rg(A,a) = rg(A) + 1.
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(Ubrigens gilt diese Feststellung natiirlich auch, wenn sich die eben fir B-x = b
geschilderte Situation schon fiir ein Teilsystem aus den ersten k£ der m Gleichungen
von A - x = a einstellt.)

Ein schoner Beweis des letzten Satzes lasst sich auch folgendermaBen ausarbeiten:
A - x = a ist genau dann losbar, wenn sich a als Linearkombination der Spalten von A
darstellen lasst.

Nun bleibt zu lberlegen, dass dies genau dann eintritt, wenn sich durch Hinzunahme
von a zu den Spalten von A die Maximalzahl der linear unabhangigen Spalten nicht
vergroBert (vgl. Aufgabe 14).

3.4 Aufgaben

1. Man bestimme die allgemeine Losung des in Beispiel 1 von Abschnitt |.1 aufgestell-
ten linearen Gleichungssystems!

2. Man I6se die Verflechtungsgleichung (E — M) - x = a der Produktionszweige Kohle-
industrie, Stromerzeugung, Gaserzeugung in Beispiel 2 von Abschnitt 1.1 (vgl. Aufgabe
11.4) fir

0,10 0,20 0,20 10
M= 018 0,10 0,30 ., a=| 100 |; (ain10%M)
0,18 0,39 0,10 10

3. Ein Gas &1 hat einen Schwefelgehalt von 6 gm~3, ein Gas G5 von 2 gm™3, ein Gas
(GG3 von 3 gm~3. Man bestimme alle Moglichkeiten, die Gase so zu mischen, dass ein
Gas mit einem Schwefelgehalt von 4 gm™3 entsteht.

4. In dem Gleichungssystem
T1 + a12T2 = a1 ) (2171 + A22T2 = A2

sind noch fiinf Koeffizienten beliebig wahlbar.

a) Es ist dieses allgemeine System zu diskutieren, d. h., es sind Bedingungen fiir die
beliebigen Koeffizienten zu formulieren, unter denen das System genau eine, unendlich
viele bzw. gar keine Losung besitzt, und die Loésungen anzugeben,

b) Man entwerfe fiir die Behandlung des Systems ein Flussbild.

5. Man berechne die allgemeine Lésung der folgenden vier Systeme:

ry T2 T3 T4 T5 Tg

2 4 2 3 -2 210
-8 -16 -8 12 8 8 0
6 15 3 -13 2 -6 | 2
0 9 9 -12 24 0 |a4
-4 1 -13 -7 30 4 8
4 -1 15 4 -28 -10| ag
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3 Lineare Gleichungssysteme - allgemeiner Fall

fur agy = 4,a6 = 4 bzw. ay = 4,a¢ = 6 bzw. a4 = 6, a5 = 4 bzw. a4 = 6, ag = 6.
6. Man berechne die allgemeine Lésung von

r1 X9 T3 T4 X
1 3 2 4 -2]-2
3 -7 5 8 -3|-3

2 6 -4 -3 2|2

-2 8 -5 -2 3|3
1 -5 3 3 -3]|-3

Fur welche Werte der t; erhalt man die Losung

I —1
T2 1
xs = 2
T4 0
I5 1

1 X9 X3 T4 Th
1 -2 4 -3 2| 4
3 4 9 5 4,7

2 2 0 3 1|5
-2 4 -8 8 -5|-5
1 2 -2 1 2 /-10

8. Man berechne die allgemeine Lésung von

Ty T2 T3 X4
3 1 3 -1 ]2
-3 0 2 5 -1
6 1 1 -6 13
-9 -1 1 11 | -4
9 5 19 5 8
3 -2 -10 -11]1

9. Man berechne die allgemeine Losung der folgenden drei Systeme:

I T X3
4 -3 219
8 -b 112
-12 6 3 -9
4 -4 5 | q
0 3 -7 as
-8 3 4 -3
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3 Lineare Gleichungssysteme - allgemeiner Fall

fir ay = 15,a6 = —12 bzw. a4y = 15, a6 = —10 bzw. a4y = 14, a5 = —12.

11. In dem Gleichungssystem A - x = a habe A m Zeilen und n Spalten. Fiir welche
der folgenden sechs Méglichkeiten a) bis f) gibt es Beispiele?

Das System hat
keine Losung | genau eine Losung unendlich viele Losungen

Esist m <n a) b) c)
m>n d) e) f)
11. Es sei
3 1 0 1
2 1 e ~1
a; = 1 , A2 = 2 , a3 = ) y A4 = 0
-1 0 0 1

Man zeige, dass ay, as, as, a4 linear unabhangig sind.
Wenn man b = a; - 2 — a3 setzt, sind dann die Vektoren a;, as, a3, b bzw. a;,as,a4, b
linear unabhangig?

12. Die Matrix A habe m Zeilen und n Spalten. Es soll gezeigt werden, dass fiir m < n
die Spalten, fiir m > n die Zeilen von A linear abhangig sind.
(Mehr als m Vektoren von m Komponenten sind also linear abhangig.)

13. An den Gleichungssystemen der Aufgaben 5 bis 9 (iberpriife man die Aussagen der
Satze (3.9) und (3.10).

14. Wir betrachten sechs Spaltenvektoren ay, as, as, a4, a5, a; die Matrix (a;,as,a3,a4,as)
habe den Rang 3 und aj, as, a3 seien linear unabhangig.
Man zeige:

a) Wenn a eine Linearkombination von aj, as, a3 ist, dann sind aj, as, ag, a linear ab-
hangig. (Muss man hierbei wissen, dass a;, as, a3 linear unabhangig sind?)

b) a4 und a; sind Linearkombinationen von ay, as, a3 und hiermit:

c) Wenn a eine Linearkombination von ay, ay, a3, a4, a5 ist, ist a auch eine Linearkombi-
nation von aj, as, a3 (und somit hat nach a) die erweiterte Matrix (ay, az, a3, ay, as, a)
auch den Rang 3).

d) Wenn a keine Linearkombination von ay, as, a3, ay, a5 ist, hat die erweiterte Matrix
(a1, a9, a3, a4, as,a) den Rang 4.

(Die leichte Verallgemeinerung dieser Uberlegungen auf eine allgemeine Anzahl von
Vektoren fiihrt zu dem am Ende von Abschnitt 3 angedeuteten Beweis von Satz (3.10).)
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

4 Das GauB-Seidelsche iterative Verfahren

4.1 Grundsatzliches zur Problematik

Durch die bisherigen Uberlegungen ist theoretisch die Bestimmung der allgemeinen
Losung von Gleichungssystemen vollstandig geklart. Die dazu notwendige Bestimmung
von speziellen Lésungen inhomogener bzw. homogener Gleichungssysteme wird stets auf
die Aufgabe zuriickgefiihrt, (eindeutig bestimmte) Lésungen von Gleichungssystemen
mit regularer Koeffizientenmatrix zu berechnen.

Auf diese spezielle Aufgabe beziehen sich die weiteren Uberlegungen in diesem Kapitel.
Betrachtet man z. B. das Gleichungssystem (1.1)

2! L2 L3 Ly =
0,50 0,00 -0,20 0,20 | 0,90
-0,0b 0,40 0,02 0,28 | 1,91
0,00 -0,12 050 0,25 |-0,74
0,06 000 0,03 0,10 0,26

so lasst sich ohne groBe Miihe nach dem verketteten Algorithmus die eindeutig be-
stimmte Losung

71 —1,00
z | | 2,00
x5 | ~ | —3,00
T4 4,00

berechnen.

Trotzdem soll dieses Beispiel zur Darstellung einer prinzipiellen Schwierigkeit bei der
praktischen Rechnung dienen, die wir bisher bei der Theorie vollig auBer acht gelassen
haben.

Bei jeglicher praktischen Rechnung ist man gezwungen, mit Zahlen zu arbeiten, die
durch eine endliche (und zwar nicht zu groBe!) Anzahl von Dezimalstellen dargestellt
sind. Rechnet man mit der Hand, so kann man je nach Notwendigkeit die Anzahl der
mitgefiihrten Dezimalstellen steigern, aber doch nicht beliebig, denn eine Rechnung mit
z. B. 50 Dezimalstellen ist auf dem Papier schon sozusagen unvorstellbar.

Rechnet man mit einer Tischrechenmaschine oder auch mit einer programmgesteuerten
elektronischen Rechenmaschine, so ist die Anzahl der Stellen vielleicht 10 oder auch 20
oder auch 50, aber sie ist beschrankt. (Das auBert sich z.B. darin, dass in einer solchen
Maschine die Zahl % als Dezimalbruch gar nicht vorhanden ist, denn 0,33333.... muss
an irgendeiner Stelle abgebrochen werden und stellt dann nicht mehr die Zahl % dar.)

Diese Festlegung auf eine bestimmte Anzahl von mitgefiihrten Dezimalstellen hat nun
aber ihre Konsequenzen fiir die Brauchbarkeit einer Rechnung. Wir demonstrieren das
an der Anwendung des verketteten Algorithmus auf das Beispiel (1.1), indem die Rech-
nung mit zwei Dezimalstellen nach dem Komma durchgefiihrt wird, d. h., nach jeder
Multiplikation und Division wird auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet[I]

16|y der Praxis ist diese starke Beschrankung natirlich nicht anzutreffen, aber das Prinzip lasst sich

57



4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

Tabelle 17

I T2 T3 Ty =
0,50 0,00 -0,20 0,20 | 0,90
-0,06 0,40 0,02 028 | 191
0,00 -0,12 0,50 0,25 |-0,74
0,00 0,00 0,03 0,10 0,26
0,50 0,00 -0,20 0,20 | 0,90 | -0,72
0,10 0,40 0,00 0,30 2,00 | 2,30
0,00 030 050 0,34 ]|-014|-2,72
-0,10 0,00 -0,10 0,05 0,18 | -3,60
-1

Es ergibt sich das Rechenschema der Tabelle 17 und somit die "Lésung"

1 —0,72
i) . 2,30
s | T | —2,72
74 3,60

Durch die in der Praxis unvermeidbaren Rundungsfehler kann demnach die mit dem
verketteten Algorithmus berechnete "Lésung" von der exakten Losung wesentlich ab-
weichen.

Man muss sich daher nach anderen Losungsverfahren umsehen, die in gewissen Fallen
helfen konnen. Ein solches Verfahren soll im folgenden dargestellt werden. Es handelt
sich dabei um ein iteratives Losungsverfahren im Gegensatz zum direkten Verfahren des
verketteten Algorithmus. Der grundlegende inhaltliche Unterschied zwischen direkten
und iterativen Verfahren geht aus folgenden Beschreibungen hervor:

Ein direktes Verfahren besteht aus Rechenvorschriften, die als Resultat die Losung der
Aufgabe liefern, und zwar wird theoretisch - d.h. beim Rechnen mit exakten ZahlenE
- die exakte Losung gewonnen.
Ein iteratives Verfahren besteht

a) aus Rechenvorschriften, die von einer Naherungs-"Losung" der Aufgabe ausgehend
als Zwischenresultat eine "bessere" Naherungs-"Losung" liefern, und

b) aus der wiederholten (iterativen) Anwendung dieser Rechenvorschriften auf die ge-
wonnenen Naherungs-"Losungen" zur Berechnung jeweils "besserer" Naherungs-"Loésungen”,
bis schlieBlich das gewonnene Zwischenresultat die exakte Losung darstellt oder "gut
genug" geworden ist und auch in diesem Fall als Endresultat angesehen wird.

(In diesem zweiten Fall wird auf den Vorsatz, die exakte Lésung der Aufgabe bestim-
men zu wollen, verzichtet, aber man hat die Moglichkeit, festzulegen, was "gut genug"
heiBen, d.h., wie genau die zu berechnende Naherungslésung mit der exakten Losung
ubereinstimmen soll.)

schon hiermit demonstrieren und braucht nicht an einer komplizierten mehrstelligen Rechnung
gezeigt zu werden.

17Beim Rechnen mit Dezimalbriichen also mit soviel Dezimalstellen, wie zur geniigend genauen Dar-
stellung jeder Zahl, die in der Rechnung vorkommt, notwendig sind.
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4.2 Beschreibung des Verfahrens

Ein Gleichungssystem kann nach dem GauB-Seidelschen iterativen Verfahren gelost wer-
den, wenn in seiner Koeffizientenmatrix die Elemente der Hauptdiagonalen gegeniiber
den anderen Elementen ihrer Zeile betragsmaBig "geniligend stark" (iberwiegen.

In dem Gleichungssystem (1.1) ist das der Fall, und das Vorgehen des GauB-Seidelschen
Verfahrens, erlautert an diesem Beispiel, lasst sich grob folgendermaBen motivieren:
Man denke sich die Gleichungen des Systems so umgestellt, dass nur die Glieder mit
den betragsmaBig liberwiegenden Diagonalelementen auf der linken Seite stehen:

0,502, = 0,203 — 0,2024 + 0,90

0,4015 = 0,052, — 0,0225 — 0,2874 + 1,91 (2.1)
0,503 = 0,1229 — 0,257, — 0,74

0,10z4 = —0,052; — 0,03z3 + 0,26

Es liege nun eine Naherungslosung

T 11
T2 | _ 21
T3 §31
T4 Sa1

&1 = i-te Komponente der ersten Naherung)

des Gleichungssystems vor, die Zahlen &1, ...,&41 weisen also gegenliber der exakten
Losung noch gewisse Differenzen auf. Man setze diese Naherungslosung in die Terme
der rechten Seiten von (2.1) ein und bestimme aus (2.1) fir die Variablen 1, ..., x4 auf
den linken Seiten Werte &1, ..., 42 einer zweiten Naherungslosung.

Die Differenzen der neuen Werte zur exakten Losung missen geringer sein als die
der ersten Naherung; diese Differenzen der ersten Naherung werden namlich bei der
Berechnung der zweiten Naherung mit Zahlen multipliziert, die betragsmaBig kleiner
als 1 sind (wegen der iiberwiegenden Diagonalelemente).

Wenn man dieses Vorgehen mehrere Male wiederholt, miissten die gewonnenen Nahe-
rungswerte daher der exakten Losung immer naher kommen.

Der soeben skizzierte Ubergang von der ersten zur zweiten Naherung geschieht genau-
er nach den folgenden Vorschriften, indem die Komponenten &9, ..., €49 der zweiten
Naherung der Reihe nach so bestimmt werden, dass die Gleichungen

€12 = (0,20€31 — 0,20&4; + 0,90)/0,50

&2 = (0,05&12 — 0,02€31 — 0,288,417 + 1,91)/0,40 (2.2)
€30 = (0,12899 — 0,25&41 — 0,74) /0,50

642 = (—0,05512 — 0,03532 + 0,26)/0,10

bestehen. Zu beachten ist hier, dass zur Berechnung der zweiten Naherung nicht grund-

satzlich die Komponenten der ersten Naherung, sondern stets auch die bis zu dem
gegebenen Moment vorliegenden Werte der zweiten Naherung benutzt werden.
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

Durch diese Bestimmungsgleichungen sind die Rechenvorschriften fiir die Anwendung
des GauB-Seidelschen Verfahrens auf das Beispiel (1.1) gegeben.

Sollte namlich die berechnete zweite Naherung noch nicht "gut genug" sein, so werde
sie als neue erste Naherung aufgefasst, und es erfolgt die Berechnung einer neuen
zweiten Naherung usw.

Eine gefundene Naherungslosung soll "gut genug" sein, wenn sie sich durch Anwendung
der Vorschriften (2.2) nicht mehr andert.

Die Anfangsnaherung, mit der das Verfahren startet, kann beliebig gewahlt werden
(so dass eigentlich von Naherung gar nicht die Rede sein kann)! Gewohnlich geht
man wegen der am Anfang einfachen Rechnung von x = o aus. Die Rechnung werde

wiederum mit zwei Dezimalen nach dem Komma durchgefiihrt, und man erhalt aus
(2.2)

&12 = (0,90)/0,50 = 1,80
€22 = (0,05-1,80 4+ 1,91)/0,40 = 5,00
€30 = (0,12 - 5,00 — 0,74)/0,50 = —0,28
&2 = (—0,05-1,80 — 0,03 - (—0,28) + 0,26)/0,10 = 1,80
d.h. die zweite Naherung
T 1,80
9 - 5,00
T3 —0,28
Ty 1,80

Mit dieser Naherungslosung als (neuer) erster Naherung erhalt man aus (2.2)

&5 = (0,20 - (—0,28) — 0,20 - 1,80 + 0,90) /0,50 = 0,96

€22 = (0,05-0,96 — 0,02 - (—0,28) — 0,28 - 1,80 + 1,91)/0,40 = 3,68
€39 = (0,12 3,68 — 0,25 - 1,80 — 0,74) /0,50 = —1,50

€10 = (—0,05- 0,96 — 0,03 - (—1,50) + 0,26)/0,10 = 2,60

d.h. die (neue) zweite Naherung

1 0,96
z | | 3.68
25 | | =1,50
T4 2,60

Das Verfahren arbeitet weiter mit dieser Nadherungslésung als (neuer) erster Naherung,
berechnet nach (2.2) eine (neue) zweite Naherung usw. Diese und die folgenden Rech-
nungen konnen erheblich tibersichtlicher gestaltet werden, wenn man das Rechenschema
der Tabelle 18 benutzt.
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Tabelle 18
X D) T3 X4 =
1050/ 0,00 -020 0,20 0,90
-0,05| ||0,40]| [0,02] [0,28]||1,91]

000 -0,12 |050] 0,25 -0,74
005 0,00 003 [0,10] 0,26
38! §1 |&a1| |&m -1
€12

In dem Schema notiert man unterhalb der Koeffizientenmatrix zeilenweise die Nahe-
rungslosungen, wobei die -1 in der letzten Spalte zur Schematisierung der Rechnung
dient.

Berechnung der i-ten Komponente ;o der zweiten Naherung:
Benutzt werden

a) die i-te Zeile des Gleichungssystems (das ist die Zeile, deren (gekennzeichnetes)
Diagonalelement in der Spalte von &;5 steht) und

b) die untersten {-Werte jeder Spalte einschlieBlich der rechts mitgefithrten —1.

Man setze zunachst &5 = 0; der endgliltige Wert von &5 ergibt sich aus dem skalaren
Produkt zwischen den Zeilen a) und b) dividiert durch das negative Diagonalelement
der Zeile a)[™

Tabelle 19

sl i) T3 Ty =

0,50 0,00 -020 0,20| 0,90

-0,05 002 0,28 1,1
000 -0,12 [050] 0,25 |-0,74
005 000 003 [010]| 026
1,80 500 -028 180 -1
096 368 -150 2,60| -1
016 305 -204 310| -1
0,26 268 -240 340| -1
052 245 -260 370| -1
0,72 220 -282 380 | -1
0,84 218 -28 390 | -1
0,90 208 -294 400| -1
0,98 2,00 -300 400| -1
-1,00 2,00 -3,00 4,00

In Tabelle 18 sind die Elemente, die z. B. zur Berechnung von &35 benutzt werden, blau
eingerahmt, und die Berechnungsvorschrift fiir diesen Wert ist

€2 = (0,05 &1+ 0,02+ &5 + 0,28 - &y + 1,91+ (—1))/ — 0,40

18Die Vorschrift &5 := 0 braucht bei der Rechnung auf dem Papier nicht ausgefiihrt zu werden, denn
sie soll lediglich bewirken, dass bei der Bildung des genannten skalaren Produktes das Produkt der
Elemente in der Spalte von &;» nicht beriicksichtigt wird.
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(vgl. (2.2)). - Die Bestimmung der Lésung des Beispiels (1.1) nach dem GauB-Seidelschen
Verfahren ergibt bei Rechnung mit zwei Dezimalstellen nach dem Komma Tabelle 19.

Die Ausgangsnaherung x = o ist dabei nicht aufgeschrieben, weil ihr Eingang in die

Berechnung der ersten &-Zeile trivial ist. "Gut genug" als Losung ist damit bei diesem

Beispiel

71 —1,00
z | | 2,00
x5 |~ | =3,00
T4 4,00

und das ist sogar die exakte Losung des Gleichungssystems.

4.3 Konvergenzbeweis

Die Rechenvorschriften des GauB-Seidelschen Verfahrens zur Bestimmung der Lésung
eines Gleichungssystems von n Gleichungen mit n Variablen

a11T1 + a12T2 + ...+ ATy = A1

211 + A22%2 + ... + A2pnTy = Q1 (31)

An1T1 + Ap2Z2 + ... + AppTp = Ay
sind diese: Aus einer vorliegenden Naherungslosung

X 511

Tn €n1
wird eine bessere Naherungslosung (zweite Naherung)
I €12

Tn 5712

errechnet, indem die Komponenten der zweiten Naherung der Reihe nach so bestimmt
werden, dass die Gleichungen

512 = (—a12£21 - a13€31 e T alnfnl + al)/au
£ = (—a2&i2 — 231 — ... — azén2 + az)/a (3.2)
5712 = <_an1§12 - an2€22 e T an7n—1€n—172 + an)/ann

bestehen, wobei a;; # 0 (i = 1(1)n) vorausgesetzt ist. (Setzt man in (3.1) oberhalb
der Hauptdiagonalen fiir die Variablen z; ihre Werte der ersten Naherung ein, so ist
die zweite Naherung die Losung des lbriggebliebenen gestaffelten Gleichungssystems.
Umstellung der Gleichungen nach den Diagonalelementen fiihrt zu (3.2).)
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Fir die Anwendung des GauB-Seidelschen Verfahrens auf ein Gleichungssystem (3.1)
machen wir iiber dieses Gleichungssystem eine Voraussetzung, die Uberwiegen der
Hauptdiagonalelemente in der Koeffizientenmatrix prazisiert.

(3.3) Voraussetzung. In der Koeffizientenmatrix ist jedes Hauptdiagonalelement be-
tragsmaBig groBer als die Summe der Betrage aller librigen Elemente seiner Zeilezﬂ

|CL12| + |a13| 4+ ...+ |a1n| < |CL11|
|a21| -+ |CL23| 4+ ...+ |a2n| < |(122|

|an1| + [anz| + .. + |ann-1| < |ans]

(3.4) Satz. Erfillt ein Gleichungssystem (3.1) die Voraussetzung (3.3), so gilt:

a) Das Gleichungssystem besitzt genau eine Lésung, und

b) man kann mit dem GauB-Seidelschen Verfahren, ausgehend von einer beliebigen
Anfangsnaherung, Naherungslosungen berechnen, die sich von der exakten Losung be-
liebig wenig unterscheiden.

(Die Naherungslosungen konvergieren gegen die exakte Losung.)

Beweis von (3.4a). Wir werden beweisen, dass sich bei Anwendung des verketteten
Algorithmug®| auf (3.1) fiir i = 1(1)n b;; # 0 ergibt, und damit folgt die zu beweisende
Behauptung aus Satz (I. 7.2). (Die Koeffizientenmatrix ist demnach regular.)

Dazu ist es giinstig, den Ablauf des GauBschen Algorithmus in seiner urspriinglichen
und nicht in der verketteten Form zu verfolgen.

Zur Elimination von z7 wird die erste Gleichung von (3.1) mit —ag; /a1 - aus (3.3)
folgt a1 # 0 — multipliziert und zur zweiten addiert; es entsteht die Gleichung

(a22 - a21/a11 : a12) To + (a23 - Cl21/a11 : a13)fL’3 + ...+ (a2n - a21/a11 : a1n)$n = ..

b2

Die folgenden Relationen zeigen, dass wegen Voraussetzung (3.3) auch in dieser Glei-
chung der Diagonalkoeffizient byy betragsmaBig groBer ist als die Summe S der Betrage
aller tbrigen Koeffizienten:

S = |CL23 - 0621/(111 'a13\ + ...+ |CL2n - CL21/CL11 ‘a1n|
< |ags| + |ag1 /a1 - ars| + ... + |agn| + |azi /a1 - a1,

= |ags| + ... + |azn| +]az1/an| - (Jais| + ... + [a1]

<|azz|—laz1| <lai1|—|a1z]

nach (3.3), damit

S < |ags| — |ag1| + |ag1|/|aw1| - (lar1] — |aw2]) = |az| — |a21|/|a11] - |a12]

= |Cl22| - |CL21/CL11 : Cl12| < |Cl22 - CL21/6L11 : a12| = |bzz|

19Es handelt sich hier um das sogenannte Zeilensummenkriterium.
20Der verkettete Algorithmus dient uns hier nur als theoretisches Hilfsmittel; es geht jetzt nicht darum,
(3.1) nach diesem Verfahren zu l6sen.
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also S < |ba2

; insbesondere folgt daraus by # 0.

Dieses Uberwiegen des Diagonalelementes lisst sich, indem man nur entsprechend an-
dere Koeffizienten a;; in die Rechnung einbezieht, genauso fiir die Gleichungen bewei-
sen, die entstehen, wenn mittels der ersten Gleichung x; aus allen tibrigen Gleichungen
von (3.1) eliminiert wird. Daher erfiillt auch das so entstandene Gleichungssystem die
Voraussetzung (3.3).

Beziiglich x5 liegt jetzt in der zweiten bis n-ten Gleichung derselbe Fall vor wie im
urspriinglichen System fiir x1. Nach Elimination von x5 aus der dritten bis n-ten Glei-
chung muss somit auch fiir das neue Gleichungssystem wieder Voraussetzung (3.3),
insbesondere b3 # 0 gelten.

Durch ganz entsprechende Argumentation wird so b; # 0 fir ¢ = 1(1)n bewiesen.

Beweis von (3.4b). Aus Voraussetzung (3.3) folgt a;; # 0 fir ¢ = 1(1)n, und daher

(|a12] + ’alg‘ + ...+ |a1n\)/\a11] <1
(|a21] + |CL23‘ + ...+ |a2n|)/|a22| <1

(lana| + lan2| + ... + lann—1])/]ann| <1

Bezeichnet man mit a das Maximum der n linken Seiten dieser Ungleichungen, so gilt
(0 <)a <1 und

(Jarz| + |awz| + ... + |a1n])/|a11] > a
(|az1] + [azs| + ... 4 |azn|)/|asz| > a

(lani| + lana| + ... + |ann-1)/|ann| = a
Nach (3.4a) besitzt (3.1) genau eine Losung

T &1

mit ihr gelten die Gleichungen (3.5)

§1 = (—a12§2 — a13§3 — ... — a1y + a1)/an
£ = (—a2&i — ag3és — ... — a2, + az)/ag
Sn - (_an1€1 - an2€2 e amn—lgn—l + an)/ann

(Man setze die Losung in (3.1) ein und stelle die Gleichungen nach den Diagonalele-
menten um.)

Gegeniiber den Komponenten &; der exakten Losung sind die Komponenten & der
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Naherungslosungen mit gewissen Fehlern f;; behaftet, d. h., es sei
11 &+ fu §12 &1+ fi2
| = : und L= 5 (3.6)
€n1 gn + fnl €n2 gn + fn2

Zum Beweis von (3.4b) ist zu zeigen, dass diese Fehler f;; dem Absolutbetrag nach
beliebig klein gemacht werden konnen. Das wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, dass
der absolut groBte unter ihnen beliebig klein gemacht werden kann; wir bezeichnen
diese Maximalfehler der ersten bzw. zweiten Naherung mit f; bzw. fs:

f1 = Maximum von | fi1], | fa1], -, | fn1]
fo = Maximum von | fial, | fa2|, -, | fr2]

Fur die Fehler f;;, erhdlt man aus (3.2) die Gleichungen

(&1 + fi2) = (—a2(§o + f21) — a13(§3 + f31) — .. — a1n(&n + fr1) + a1)/an
(&2 + fa2) = (—a21(&1 + fi2) — a2s(§3 + f31) — ... — agn(&n + fr1) + az)/az

(Sn + fn2) - (_anQ(gl + fnl) - an2(£2 + f22) T e T an,n—l(gn—l + fn—172) + an)/ann

die sich aber wegen Giiltigkeit von (3.5) zu (3.7)
fiz = (—arafor — a13fs1 — ... — ainfo1)/an
f22 = (—CL21f12 - a23f31 — .. aznfnl)/azz
fr2 = (—anafi2 — anafoo — .. — Gpp—1fn-12)/ann

vereinfachen lassen. Aus diesen Gleichungen werden die entscheidenden Folgerungen
fir die GroBenabschatzung der Maximalfehler gezogen.

Aus (3.7) erhalt man durch Bilden der absoluten Betrage und Anwendung der Drei-
ecksungleichung auf die Zahler der rechten Seiten (3.8)

| fi2] < (lawz||for| + |aws|[ fa1| + - + |ain] | far]) /] a11]
| foo| < (laa1|| fiz| + |azs|| fa1| + - + |agn|| fa1]) /| a2e]

’fn2’ S (‘aanfH’ + ’an2||f22| + ...+ |an,n—1’|fn—1,2’)/’a'nn|

In der ersten von diesen Ungleichungen kann man unter Erhaltung der <-Relation die
| fir| durch ihren groBten Wert, d.h. f; abschatzen und erhalt

| f12] < (laie] + |aws] + ... + |awn))/|a11]) fr < a- fi

<a

Hieraus folgt |f12| < fi, so dass auch in der zweiten Ungleichung von (3.8) die | f]
durch f; abgeschatzt werden kénnen:

| foo] < (Jagi| + |ags| + ... + |agn|)/|a2]) fi < a- fi

<a
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

In gleicher Weise lasst sich mit den Gbrigen Ungleichungen von (3.8) schrittweise fiir
i=1(1)n
|fia| <a-fi

beweisen. Weil | fi2], ..., | fna| demnach samtlich nicht groBer als a- f1 sind, gilt dasselbe
auch fir das Maximum unter ihnen, d.h. fiir fs:

fo<a-fi (3.9)

Startet das GauB-Seidelsche Verfahren bei einer (beliebigen) Anfangsnaherung, die den
Maximalfehler f hat, so gilt laut (3.9) beim Ubergang von jeder Naherung zur nichsten
fir deren Maximalfehler:

Er ist hochstens so groB wie der mit a multiplizierte der vorhergehenden Naherung. Der
Maximalfehler der Naherungslosung, die nach k lterationsschritten entstanden ist, ist
daher héchstens gleich a* - f. Wegen a < 1 wird er beliebig klein, wenn nur k geniigend
groB gewahlt wird.

4.4 Fehlerabschatzung

Durch Satz (3.4) ist zwar bewiesen, dass man unter Voraussetzung (3.3) nach dem
GauB-Seidelschen Verfahren beliebig genaue Naherungslosungen eines Gleichungssys-
tems berechnen kann, aber es ist noch die Frage offen, woran man wahrend der Rech-
nung feststellt, wie genau denn eine gefundene Naherungslosung schon ist.

Bei Anwendung des Verfahrens auf Beispiel (1.1) war uns im voraus die exakte Losung
des Gleichungssystems bekannt, was in der Praxis natiirlich nie der Fall ist, und wir
konnten die Konvergenz der Naherungslosungen gegen die exakte Losung verfolgen.

Sowohl in der Theoriﬂ wie in der Praxis ist auch die folgende, vielleicht naheliegende
Argumentation falsch: Man rechne solange, bis sich die gefundene Naherungslosung
durch Anwendung der Rechenvorschriften des Verfahrens nicht mehr andert; diese Na-
herung ist dann die exakte Losung.

Theoretiscﬂ kann dieser Fall nach endlich vielen Iterationen niemals eintreten (wenn
nicht die Ausgangsnaherung des Verfahrens schon die exakte Losung darstellt). Stel-
len namlich die Komponenten einer ersten Naherung nicht die exakte Losung dar und
werden nach (3.2) die Komponenten der zweiten Naherung berechnet, so kann nicht
die zweite Naherung mit der ersten iibereinstimmen; denn aus den dann bestehenden
Gleichungen wiirde folgen, dass diese Naherung doch schon die exakte Losung sein
misste (vgl. (3.5)).

Das bedeutet, dass nach Satz (3.4) zwar die Fehler der berechneten Naherungslésungen
beliebig klein, aber theoretisch in endlich vielen Rechenschritten niemals Null werden.

21d.h. beim Rechnen mit exakten Zahlen.
224 h. beim Rechnen mit exakten Zahlen.
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

Tabelle 20
T X2 xs3 =
100 90 8 159,6
97 (100 0| 58,8

90 0 [100]| 56,0

0,6 001 0,02 -1
0,59 0,02 0,03 -1
0,58 0,03 0,04 -1
0,57 0,04 0,05 -1
0,56 0,04 0,06 -1
0,56 0,04 0,06

Praktisch, d.h. beim Rechnen mit einer beschrankten Anzahl von Dezimalen und daher
unvermeidbaren Rundungen, kénnen die Fehler der Naherungslosungen dennoch Null
werden (siehe Beispiel (1.1) in Tabelle 19); oder es kann auch die aus einer ersten
Naherung nach (3.2) berechnete zweite Naherung mit der ersten iibereinstimmen, ohne
dass schon die exakte Losung erreicht ist!

Dies zeigt das Beispiel in Tabelle 20, wenn wieder jede Rechenoperation mit zwei

Dezimalen nach dem Komma durchgefiihrt wird, denn die exakte Losung ist in diesem
Fall

Tl 0,4
) = 0,2
€T3 0,2

wovon man sich leicht durch Einsetzen iiberzeugt. (Die Losung ist nach Satz (3.4a)
eindeutig bestimmt, denn Voraussetzung (3.3) ist erfiillt.)

Die Beispiele zeigen, dass theoretische Aussagen in der Praxis durch Rundungen ent-
stellt werden konnen. So ist fiir das System in Tabelle 20 die Genauigkeit einer zwei-
stelligen Rechnung zu schlecht, um einigermaBen brauchbare Naherungslosungen des
Gleichungssystems zu ergeben. Dies wissen wir jetzt, da uns die exakte Losung bekannt
ist.

Wir wollen uns nun aber ein Hilfsmittel verschaffen, welches auch wahrend der Rech-
nung eine Aussage iiber die GroBe der Fehler macht, mit der eine gefundene Nahe-
rungslosung hochstens behaftet ist. Diese Aussage wird aus den Differenzen zwischen
den Komponenten zweier aufeinanderfolgender Naherungen gewonnen.

Der folgende Satz hat nur Giltigkeit unter der Voraussetzung (3.3), unter der nach
Satz (3.4) die Konvergenz des GauB-Seidelschen Verfahrens garantiert ist, d. h., es sei
(0 <)a < 1; setzt man r = a/(1 — a),so gilt r > 0.

(4.1) Satz. Ist d die absolut groBte Differenz zwischen den Komponenten zweier aufein-
anderfolgender Naherungslésungen, so gilt fiir den Maximalfehler fo, der (jeweiligen)
zweiten Naherung:

Jo>r-d
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

Beweis. An (3.6) erkennt man, dass die Differenzen zwischen den Komponenten zwei-
er aufeinanderfolgender Naherungen gleich den Differenzen zwischen den Fehlern der
einzelnen Komponenten sind:

611_£12:f11_f127 X3) £n1_£n2:fn1_fn2

Ist daher .
d = Maximum von [£11 — &1a), vy |En1 — Enol

so ist auch
d = I\/Iaximum von ’fll — f12’, ceey ‘fnl — fn2’

Weiterhin war
f1 = Maximum von |fi1], ..., | fu1]

und es muss daher eine Zahl [ geben, so dass f; = |f;1] ist. Dann ist aber

d>|fi — fiol = | ful = | fiol
—— i~
=f1 >—fo

und somit d > fi — fo. Nach (3.9) gilt ferner fir a # 0 (der Fall a = 0 ist trivia@
f1 > f2/a, so dass
d> fafa— fo= fo(1 —a)/a= fofr

folgt, womit der Satz bewiesen ist.

Fir die Anwendung von Satz (4.1) machen wir zunichst am Beispiel von Tabelle 20
einige Bemerkungen:

Betrachtet man die letzten beiden Naherungen, so ist anscheinend d = 0, und aus Satz
(4.1) wirde folgen, dass der Fehler jener Naherung Null ist, d. h. die exakte Losung
vorliegt!? Dieses wird jedoch durch die Rechnung mit zwei Dezimalen suggeriert, weil
die kleinste positive Zahl in dem Falle 0,01 ist und somit kleinere positive Zahlen gar
nicht erfassbar sind.

Man hat jedoch kein Recht, diese Zahlen schlechthin durch Null zu ersetzen und kann
daher legitimerweise in jenem Fall nur d < 0,005 behaupten.

Fir das Beispiel ist a = 0,98, r = 0,98/0,02 = 49, und aus Satz (4.1) folgt dann
fa <49-0,005 < 0,25.
Fir die Komponenten &1, &9, &3 der exakten Losung sind daher lediglich die Aussagen

0,56 — 0,25 <& < 0,56 + 0,25,
0,04 — 0,25 <& < 0,04 + 0,25,
0,06 — 0,25 <& < 0,06 + 0,25

gewonnen, die darauf hindeuten (ohne vorherige Kenntnis der exakten Lésung), dass
die vorliegende Naherungslosung noch sehr schlecht ist. Wollte man fiir dieses Beispiel
die Losung auf eine Dezimale nach dem Komma gerundet erhalten, so miisste man

2Man erhilt im ersten Schritt die exakte Lésung.

68



4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

f2 < 0,05 fordern. Das kénnte man durch r - d < 0,05, d.h. d < 0,05/49 = 0,001... =
1,...- 1073 erreichen.

Diese Abschatzung fiir d kann aber erst gemacht werden, wenn die Rechnung mindes-
tens mit drei Dezimalen nach dem Komma durchgefiihrt wird.

Soll fiir ein gegebenes System die auf k£ Dezimalen gerundete Naherungslosung be-
rechnet werden, so kann man von vornherein nicht entscheiden, mit wieviel Stellen die
Rechnung durchzufiihren ist; man wird versuchsweise vielleicht mit k& + 1 Dezimalen
beginnen, doch evtl. zeigt sich im Laufe der Rechnung, dass mehr Dezimalen erforder-
lich sind?*| Bei dem folgenden abschlieBenden Beispiel ist dieser Effekt zu beobachten.

Die Losung des Gleichungssystems

1 X2 3?3‘ =
10 -2 2|15

2 10 1|-7
-2 1 10|16

soll mit dem GauB-Seidelschen Verfahren auf drei Dezimalen nach dem Komma gerun-
det berechnet werden. Voraussetzung (3.3) ist erfillt, und daher konvergiert nach Satz
(3.4) das Verfahren.

Hier ist a = < ( Maximum von -, % 3) und damit r = 1 i o= 2
Tabelle 21

T ) T3 =

10| -2 2|15

2 1| -7
-2 1 [10] | 16 d < red<

15 -1,0 20 -1

0,9 -1,08 1,888 | -1

0,9064 -1,0701 1,8883 | -1
0,9083 -1,0705 1,8887 | -1 0,00195 0,0013
0,9082 -1,0705 1,8887 | -1 0,00015 0,0001
0,90816 -1,07050 1,88868 | -1 0,000045 0,00003
0,908164  -1,070501  1,888683 | -1 | 0,0000045 | 0,000003
0,9081632 -1,0705009 1,8886827 0,00000085 | 0,0000006

Der Ablauf der Rechnung ist in Tabelle 21 zusammengestellt. Mit der letzten berechne-
ten Naherung gelten nach Satz (4.1) fir die Komponenten &1, &9, &3 der exakten Losung
die Aussagen

0,9081626 < & < 0,9081638, —1,0705015 < & < —1,0705003
1,8886821 < & < 1,8886833

Damit lasst sich eine gerundete dreistellige, ja jetzt sogar eine gerundete fiinfstellige
Naherungslosung angeben:

1 0,90816
x9 | =~ | —1,07050
I3 1,88868

24Man sollte jedoch bei den anfanglichen Niherungen keineswegs mit sehr vielen Stellen rechnen,
sondern erst nach "Stabilisierung" der ersten Dezimalen weitere hinzunehmen.
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

Berechnung von a

r:=al(l —a)
l:=k+1
v

1. Niherung ist x = o
Berechnung der 2. Niherung

2. Ndherung wird neue 1. Ndaherung
Berechnung einer neuen 2. Naherung
Berechnung von d
(Rechnung mit [ Dezimalen)

LaBt sich die 2. Naherung
unter Beriicksichtigungdes \ja
Fehlers r - d
auf k¥ Dezimalen runden
|nein

_ ja LaBt sich d noch
sichtlich verkleinern

nein

Durch Rundung erhilt
man eine auf &
Dezimalen gerundete
Niherungslosung

Abb. 10. Flussbild zum zum GauB-Seidelschen Verfahren.
Gegeben ist ein Gleichungssystem (3.1), das die Voraussetzung (3.3) erfiillt. Gesucht
ist die auf £ Dezimalen nach dem Komma gerundete Naherungslosung.

Nimmt man dagegen die vorletzte Naherung mit der zugehorigen Fehlerabschatzung,
so gilt fir & lediglich
—1,070504 < & < —1,070498

hiernach kann man &;, noch nicht auf drei Dezimalen nach dem Komma runden!
Eine systematische Zusammenfassung tber den Ablauf des GauB-Seidelschen Verfah-
rens gibt das Flussbild in Abb. 10.

4.5 Aufgaben
1. Bestimme die Losung von

! T2 L3 ‘ =
0,1 001 0,01]0,22
0,01 01 001|058
0,01 0,01 0,1|0,76
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

a) mit dem verketteten Algorithmus bei Rechnung mit exakten Zahlen,

b) mit dem verketteten Algorithmus bei Rundung jeder Rechenoperation auf zwei De-
zimalen nach dem Komma,

c) mit dem GauB-Seidelschen Verfahren bei Rundung jeder Rechenoperation auf zwei
Dezimalen nach dem Komma.

2. Die Losung des linearen Gleichungssystems

Tr1 X2 T3 T4 ‘ =
10 0 3 -1]10
-5 10 0 -1]12
0 2 10 4] -9
-1 -2 1 0] 2

ist nach dem Verfahren von GauB-Seidel zu bestimmen, indem jede Rechenoperation
auf zwei Dezimalen nach dem Komma gerundet wird. (Das Verfahren liefert die exakte
Losung.)

3. Fir das System

o I3 .’L‘4‘ =

X1
5 1 0 0] 18
1 6 -1 0| -9
0 -1 8 1/|-10
0 0 1 -6/|-16

ist nach dem GauB-Seidelschen Verfahren eine Naherungslosung zu berechnen, deren
Komponenten héchstens mit dem Fehler 0,5 - 1072 behaftet sind.

4. Fiir das System

11wy w3 | =
10 0 3| 18
2 20 2]-17

1 2 10| 3

ist nach dem GauB-Seidelschen Verfahren die auf zwei Stellen nach dem Komma ge-
rundete Naherungslosung zu berechnen.

5. In der quadratischen Matrix A sei jedes Hauptdiagonalelement betragsmaBig groBer
als die Summe der Betrage aller iibrigen Elemente seiner Spalte. Man zeige: A-x = a
besitzt genau eine Losung.

(Der Nachweis dafiir, dass die mit dem GauB-Seidelschen Verfahren berechneten Nahe-
rungslosungen auch unter dieser Voraussetzung fiir A gegen die exakte Losung konver-
gieren, kann erbracht werden, ist prinzipiell nicht schwieriger als der Beweis von Satz
(3.4b), erfordert jedoch im Detail einige andere Gedanken.)

6. Es sei x = (xi)izl(l)n, A= (aik)i,kzl(l)n
Fur Vektoren x sei

||| = Maximum von |x1|, |z2], ..., |2,
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4 Das Gaul-Seidelsche iterative Verfahren

fur Matrizen A sei

||A|| = Maximum von (|a11| + |a12| 4+ ...+ |a1n|), (|(121| + |a22| 4+ ...+ |a2n|), ceey
(’anﬂ + |6Ln2‘ + ...+ \ann])

(Jedem Vektor x und jeder Matrix A werden je eine Zahl ||x|| bzw. ||A]| (ihre Normen)
zugeordnet, namlich die absolut groBte Komponente bzw. die groBte Zeilensumme aus
den Absolutbetragen der Elemente (Zeilennorm).)
Es ist zu beweisen, dass ||A - x|| < ||A]] - ||x|| gilt.

b) Fiir Vektoren x sei
x| = |1 + [waf + .. + [

fur Matrizen A

||A|| = Maximum von <|CL11| + |CL21| 4+ ...+ |an1|), (|(I12| + |6L22| 4+ ...+ |an2|), ceey
(|a1n| + |agn| + - + |@nn])

|A|| ist hier die groBte Spaltensumme aus den Absolutbetragen der Elemente (Spal-
tennorm).) Es ist zu beweisen, dass auch fir diese Normen ||A - x|| < ||A][| - ||x|| gilt.

7. In der Verflechtungsgleichung (E — M) - x =y (s. Aufg. 11.4) gilt fir in der Praxis
vorkommende Fille m;; < 1, my, =0 (i,k = 1(1)n), x > o (d.h. x; > 00(i = 1(1)n))
sowie y > o und y # o.

Man zeige, dass dieses Gleichungssystem fiir y > o niemals unendlich viele Losungen
x (> o) hat. Gibt es den Fall der Unlosbarkeit?

8. Man entwerfe ein Flussbild zur Berechnung der Zahl a fiir eine gegebene quadratische
Matrix A mit nichtverschwindenden Hauptdiagonalelementen (vgl. Aufg. 1.5).
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5 Lineare Optimierungsaufgaben, Simplexmethode

5.1 Festlegungen zur Aufgabenform

In den folgenden Abschnitten werden Losungsmethoden fiir verschiedene Formen von
linearen Optimierungsaufgaben behandelt, und es sei einleitend hervorgehoben, dass
wir zur Begriindung dieser Methoden fruchtbringend die in Kapitel Il (iber Matrizen ge-
wonnenen theoretischen Aussagen wie auch tGberhaupt den Matrizenkalkiil heranziehen
werden.

Zunachst betrachten wir zwei Beispiele, die den allgemeinen Ansatz fiir lineare Opti-
mierungsaufgaben erlautern.

Beispiel 1. Der Transport eines homogenen@ Produktes von den Aufkommensorten A;
und As nach den Bedarfsorten B;, Bs, und Bs soll neu organisiert werden. Gesamtauf-
kommen und Gesamtbedarf sind gleich groB, und zwar betrage das Aufkommen in A;
120, in Ay 80 Einheiten des Produktes, der Bedarf in By 10, in By 120, in Bg 70
Einheiten.

Gegeben sind weiter die Gewinnﬂ cix je Einheit des Produktes bei der Neuorganisation
des Transportes von A; nach Bj:

w-( 10 3)

Werden nun x;; Einheiten von A; nach Bj transportiert, so ist der Gesamtgewinn Z
gegeben durch
Z = 7!13‘11 + 01’12 + 5([‘13 — 6[1721 + 5I22 — 2{13‘23

Dabei bestehen fiir die x;; die Gleichungen

11 + 212 + 213 = 120

To1 + Tog + T3 = 80 } Ausschopfung des Aufkommens

r11 + x91 = 10
T12 + Too = 120 Befriedigung des Bedarfs
213 + we3 = 70

Die Aufgabe ist nun darin zu sehen, nichtnegative Werte fiir die ;. so zu bestimmen,
dass Z einen maximalen Wert annimmt. Dies Beispiel ist ein sogenanntes Transport-
problem.

Beispiel 2. Ein Teilprozess in einem chemischen Betrieb zur Herstellung eines Produktes
P aus dem Rohmaterial R lasse zwei Realisierungen zu:

P wird aus R auf elektrolytischem Wege (iber ein Zwischenprodukt Z; oder mittels
einer chemischen Reaktion iiber ein Zwischenprodukt Z, gewonnen.

Beim ersten Weg wird Energie verbraucht, und es fallt als Nebenprodukt eine Saure

25d.h. beliebig in Teilmengen zerlegbaren.
26Negative Gewinne bedeuten Kosten.
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an, und zwar werden je t Z; an Energie e; MWh, an Rohstoff r; t bendtigt, dagegen
s1 m? der Saure frei; beim zweiten Weg wird die Siure verwendet, und es wird Energie
frei, und zwar fallen es MWh je produzierter t Z, an, wofiir aber 5 t Rohstoff und s,
m?3 Saure verbraucht werden.

Erzeugt der Betrieb 1 t Z; und x9 t Z, so kann er daraus (121 +cox2) t des Produktes
P herstellen.

Es bestehe nun die Aufgabe, moglichst viel P zu produzieren, wobei jedoch zu beachten
ist, dass Energie, Rohmaterial und Saure jeweils nur in den Hochstmengen e, r, s zur
Verfligung stehen. Dann miissen x; und x5 solche nichtnegativen Werte erhalten, dass
die Ungleichungen

€11 — ey < €
rxy +rore <1
—8121 + S99 < 8
erfillt sind und ¢y + coxry moglichst groB wird.

Im allgemeinen Fall sind bei einer linearen Optimierungsaufgabe (LO-Aufgabe) ein Sys-
tem von linearen Ungleichungen oder Gleichungen (System von Restriktionen)

=

Ty T2 .. Tn | T
a1l a12 e A1p b1
a1 A2 ... A2y | bo
an1  Ap2 ... Qnn bn

und eine lineare Zielfunktion
Z =c1x1 + cors + ...+ cpxy,

gegeben. Gesucht sind die optimalen Losungen der LO-Aufgabe, das sind diejenigen
Losungen des Systems der Restriktionen, deren Komponenten samtlich nichtnegativ
sind und fiir die der Funktionswert der Zielfunktion maximal ist.

Von den Restriktionen kann verlangt werden, dass alle rechten Seiten b; (i = 1(1)m)
nichtnegativ sind. Dies erreicht man gegebenenfalls durch Multiplikation mit -1 (wobei
darauf zu achten ist, dass dann der Richtungssinn der Ungleichheitszeichen umgekehrt
werden muss) und sei ein fir allemal vorausgesetzt.

Ubrigens bereiten Aufgabenstellungen, bei denen der Wert der Zielfunktion statt seines
Maximums das Minimum annehmen soll, (iberhaupt keine neuen Schwierigkeiten. Mit
der Bestimmung des Minimums von Z ist die des Maximums von —Z gleichbedeutend.
In einer vorliegenden "Minimal"-Aufgabe hat man daher nur die rechte Seite der Ziel-
funktion mit -1 zu multiplizieren, um eine aquivalente "Maximal"-Aufgabe zu erhalten.

Zunachst besprechen wir LO-Aufgaben, bei denen in den Restriktionen lediglich das Zei-
chen < auftritt (sogenannte Normalaufgaben). Dieser Aufgabentyp spielt eine grundle-
gende Rolle, denn es wird sich zeigen, dass andere Aufgaben im Prinzip mit denselben
Methoden behandelt werden kénnen.
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5.2 Einfiihrungsbeispiel
Gegeben sei die LO-Aufgabe (2.1)

7z = 2.271 —|—3CL’2

vom Typ des Beispiels 2 aus dem vorigen Abschnitt. Daneben betrachten wir die LO-
Aufgabe (2.2)

Tr1 T2 U1 U U3 ‘ =
1 -2 1 0 0|1
2 1 0 1 09

-1 2 0 0 1|8

Z = 2I1 —|—3$2 —|—OU1 +0U2 +OU3

deren Restriktionen in Gleichungsform gegeben sind und die durch Einfiihrung der soge-
nannten Schlupfvariablen uy, us, u3 aus den Restriktionen der urspriinglichen Aufgabe
entstanden sind. Es gilt: Die Werte von z; und x5 in einer optimalen Lésung von (2.2)
erfillen die Restriktionen (2.1) und liefern denselben Z-Wert.

Umgekehrt gilt auch: Liegt eine optimale Lésung von (2.1) vor, so lasst diese sich zu
einer Losung der Restriktionen (2.2) erganzen; sie liefert denselben Z-Wert, und in ihr
haben die Variablen w1, us, uz nichtnegative Werte.

Aus jeder optimalen Ldsung von (2.2) kann man somit eine optimale Lésung von (2.1)
ablesen und umgekehrt. Wir bestimmen die optimalen Lésungen von (2.2) nach der
Simplexmethode. Diese Methode ist ein iteratives Verfahren (vgl. IV.1.), das als Zwi-
schenlosungen sogenannte zulassige Basislosungen liefert.

Eine Losung der Restriktionen heiBt zulassig, wenn in ihr alle Variablen nichtnegative
Werte haben. Die Restriktionen (2.2) haben eine ausgezeichnete Gestalt: Dieses Glei-
chungssystem ist nach den Variablen wuy, us, us aufgelost in dem Sinne, dass jede dieser
Variablen in genau einer Gleichung vorkommt, so dass man sofort eine zulassige Losung
angeben kann, namlich

I 0
i) 0
w | =11 (2.3)
(%) 9
us 8

Die Variablen, nach denen das Gleichungssystem aufgel6st ist, heiBen Basisvariablen, die
ubrigen Nichtbasisvariablen. Man erhalt eine Basislosung, wenn man diejenige Losung
der Restriktionen bestimmt, in der die Nichtbasisvariablen den Wert 0 haben. (2.3) ist
die erste zulassige Basislosung der Aufgabe (2.2); fiir sie hat Z den Wert 0.

Diese Begriffe gehen ein in die Simplextabellen, die den Ablauf der Simplexmethode in

schematischer Form zusammenfassen.
Erste Simplextabelle fiir (2.2) ist (2.4)
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BV ‘ r1 T2 U U2 U3 ‘

w | 1 2 1 1

uy | 21 1 9

us | -1 2 1| 8
2 3 Z

In der letzten Zeile der Tabelle ist die Gleichung der Zielfunktion aufgefiihrt; in der
ersten Spalte sind die Basisvariablen angegeben in der Reihenfolge, wie sie in den
einzelnen Restriktionen auftreten, so dass auch aus der Tabelle unmittelbar die zulassige
Basislosung (2.3) abgelesen werden kann.

Nun liegt der Gedanke nahe, zulassige Basislosungen zu berechnen, in denen x; und
xo positive Werte haben, weil Z fiir solche Losungen einen groBeren Wert erhalt. Es
wird daher eine neue Simplextabelle berechnet, in der x5 Basisvariable ist. (Man gibt
xo gegenliber x; den Vorzug, weil Z bei VergroBerung von o starker wachst.)

Der Wert von x5 in einer zulassigen Losung darf nur so groB gewahlt werden, dass keine
der Variablen uy, us, ug einen negativen Wert erhalt; x; behalt vorlaufig den Wert 0.
Dann liefern die einzelnen Restriktionen von (2.4) folgende Bedingungen:

die erste Zeile keine Bedingung fiir x5,
die zweite Zeile 9 <9,
die dritte Zeile z5 < 4.

Von (2.4) ausgehend, kann somit x5 hochstens den Wert 4 annehmen; fir o = 4 wird
ug = 0. Die neuen Basisvariablen sind w9, u1, us. Das System der Restriktionen wird
aquivalent umgeformt, so dass es nach diesen Variablen aufgelost ist.

Dazu muss zo mittels der dritten Zeile aus den tibrigen eliminiert werden; man sagt, die
dritte Zeile ist fur diese Umformung die Hauptzeile, ihr Element in der zweiten Spalte
(Spalte derjenigen Variablen, die Basisvariable wird) das Hauptelement. Es entsteht die
folgende Simplextabelle: (2.5)

BV‘ 1 To UL U9 u;;‘

2) Uy 1 9
1w | 25 1 -05 5

zo | -0,5 1 0,5 4
-3) 35 15| Z-12

Zunachst wurde die dritte Zeile durch 2 (das Hauptelement) dividiert, sodann mit 2, -1
bzw. -3 multipliziert und zur ersten, zweiten bzw. letzten Zeile addiert; die Faktoren sind
in der ersten Spalte notiert. Es wurde also auch die Gleichung der Zielfunktion in gleicher
Weise umgeformt, um Z in Abhangigkeit von den Nichtbasisvariablen darzustellen.
Aus der Tabelle (2.5) kann die neue zulassige Basislosung

T 0
T2 4
U1l = 9
U9 5
us 0
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abgelesen werden. Z hat fiir diese Basislosung den Wert 12, was auch aus der letzten
Zeile von (2.5) abgelesen werden kann. Aus dem positiven Koeffizienten 3,5 von x;
schlieBt man, dass sich der Wert von Z weiter vergroBert, wenn x; einen positiven
Wert erhalt.

Darum wird ausgehend von (2.5) eine neue Simplextabelle berechnet, in der x; Basis-
variable ist. Prinzipiell wiederholen sich nun die Rechenschritte.

Zunachst wird wieder unter den Restriktionen die Hauptzeile bestimmt, die den jetzt
groBtmoglichen Wert von z; festlegt. Die Basisvariable, die in dieser Zeile steht, wird
Nichtbasisvariable. Es liefert

die erste Zeile keine Bedingung fiir 1,
die zweite Zeile z; < 2,
die dritte Zeile keine Bedingung fiir 1,

d.h., die zweite Zeile ist Hauptzeile und 2,5 Hauptelement. Mittels dieser Zeile wird x
aus den Gbrigen Zeilen eliminiert, so dass das System der Restriktionen wieder nach den
Basisvariablen aufgelost und Z in Abhangigkeit von den Nichtbasisvariablen dargestellt
ist: (2.6)

BV ‘ 1T T Uy U9 us ‘

0) us 1 1 9
x| 1 04 -02 2
0,5) 22 1 02 04 5
-3,5) 14 -08|Z—19

Aus dieser Tabelle ist die zulassige Basislosung

I
T2
(75} =
U2
us

(2.7)

O O © Ot

fur die Z = 19 ist, abzulesen. Da die Nichtbasisvariablen us und w3 in der letzten Zei-
le negative Koeffizienten haben, schlieBt man, dass sich der Wert von Z nicht weiter
vergroBern lasst, d. h., (2.7) ist die gesuchte optimale Lésung der LO-Aufgabe (2.1).

Die Rechenschritte der Simplexmethode sind an dem Beispiel erlautert worden. Nach-
dem man diese Methode beherrscht, besteht der Losungsgang wie in Tabelle 22 lediglich
aus der Berechnung der Simplextabellen; dabei sind erganzend in der letzten Spalte die
Bedingungen angegeben, die zur Auswahl der Hauptzeile und damit des gekennzeich-
neten Hauptelementes fiihren.
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Tabelle 22
BV r1 T2 U U2 us =
Uy 1 -2 1 1 -
Uo 2 1 1 9 9
uz | -1 2% 1 8 4
2 3 A
2) Ul 1 9 -
1) uy | 2,5% 1 -05 5 2
x2 | -0,5 1 0,5 4 -
-3) 3,5 15| Z2—12
0) ug 1 1 9
T1 1 04 -0,2 2
0,5) xo 1 02 04 5
-3,5) 14 -08|2Z—19

5.3 Der Simplexschritt
Zu der allgemeinen Normalaufgabe (3.1)

e o ... Tn S
ai; a2 ... A | b
a921 a29 ... Aon bg

Am1  Gm2 ... Amnp bm

Z = c1z1 + caw3 + ... + ¢, 1, entsteht nach Einfihrung der Schlupfvariablen w; (i =
1(1)m) die Ausgangstabelle (3.2)

BV | 3 To ... Tp UL U2 . Uy | =
(V5] a1 a12 A1n 1 bl
u9 as1 a99 a9n 1 bg

Um | QGm1  Qm2 ... Gmn 1|0,

cl co ... Cn, 1| Z

Als iteratives Verfahren fithrt die Simplexmethode von dieser Tabelle zu einer neuen
Tabelle nach gewissen Rechenvorschriften, die sodann auch wiederholt auf die jeweils
neuen Tabellen anzuwenden sind. Wir wollen jetzt diese Rechenvorschriften (den Sim-
plexschritt) allgemein beschreiben.

In einer Simplextabelle sei v die Nichtbasisvariable, die in der nachsten Tabelle Basis-
variable sein soll. (v kann eine der Variablen x; oder u; sein.) Vorlaufig machen wir
folgende

(3.3) Annahme. Abgesehen von der letzten Zeile tritt in der v-Spalte der Tabelle min-
destens eine positive Zahl auf.

Simplexschritt zur Variablen v:
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|. Bestimmen des Hauptelementes:

In jeder auBer der letzten Zeile wird die Zahl in der letzten Spalte durch die Zahl
der v-Spalte, falls diese positiv ist, dividiert. Eine von den Zeilen mit dem kleinsten
so ermittelten Quotienten wird Hauptzeile, ihr Element in der v-Spalte Hauptelement.
(Nach (3.3) wird mindestens ein Quotient gebildet, so dass es einen kleinsten gibt.)

[I. Eintragen der Basisvariablen in die neue Tabelle: An Stelle der bisherigen Basisva-
riablen w der Hauptzeile wird v eingetragen, die lbrigen Basisvariablen werden (iber-
nommen.

lIl. Bilden der (neuen) v-Zeile: Division der Hauptzeile durch das Hauptelement.

IV. Bilden der ersten Spalte: Multiplikation der v-Spalte mit -1. (Das Element der v-
Zeile wird nicht bendtigt.)

V. Bilden der lbrigen Zeilen: In der ersten Spalte der neuen Zeile stehe die Zahl a. Zur
alten Zeile wird das a-fache der v-Zeile addiert.

Tabelle 23 verdeutlif:ht Einzelheiten eines Simplexschrittes zur Variablen v. Dabei gilt
a’ > 0, und damit % > 0. Ist a” <0, d.h. a >0, so gilt

/

b//+a_glzb//20
a

Ist «” > 0, so gilt

Cl/ a/ a// a/

b”—|—a-b/:b”—a”-b/:a”<b”—b/>

Nach Punkt | des Simplexschrittes ist 2—/,/, > 2—,, Bedingung, die man auch so formulieren

kann, dass v den Wert Z—/, und nicht einen groBeren erhalt, ist notwendig und hinreichend
dafiir, dass in der letzten Spalte der neuen Tabelle nichtnegative Zahlen stehen.

BV | v=
w | a* y
9
Tabelle 23 a v
v 1 2—/,
—a" +a)| O b"—&—a'g,

In jeder Simplextabelle ist das System der Restriktionen nach den Basisvariablen auf-
gelost, und zwar ergibt die Anwendung der Vorschriften des Simplexschrittes auf das
Gleichungssystem der Restriktionen eine dquivalente Umformung dieses Systems, und
es gilt nach den eben gemachten Uberlegungen der

(3.4) Satz.
a) Durch den Simplexschritt zur Variablen v entsteht eine Simplextabelle, aus der eine
zulassige Basislosung abgelesen werden kann.

b) Durch Punkt | des Simplexschrittes wird der groBtmogliche Wert bestimmt, den
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v annehmen kann, wenn man ausgehend von der durch die alte Tabelle gegebenen
Basislosung, zulassige Losungen berechnet.@

5.4 Struktur der Simplextabellen, optimale Tabellen

Wir wollen jetzt die Struktur der Simplextabellen genauer analysieren, um iber den
Abbruch des iterativen Verfahrens, d. h. (iber das Vorliegen der optimalen Lésungen im
allgemeinen Fall, Aussagen machen zu koénnen.

In Abschnitt 2 haben wir aus den negativen Zahlen in der letzten Zeile von (2.6) ge-
schlossen, dass die optimale Lésung von (2.1) bzw. (2.4) gefunden ist. Diese Schluss-
weise lasst sich rechtfertigen, da man formulieren kann, dass die in Tabelle 22 zusam-
mengefassten Simplextabellen aquivalente LO-Aufgaben darstellen. Wir wollen diese
Begriindung jedoch im allgemeinen Fall nicht weiter ausfiihren, sondern eine geschlos-
senere theoretische Darstellung geben.

Ebenso, wie wir Gleichungssysteme in Matrizenform geschrieben haben, sollen jetzt
auch Ungleichungssysteme geschrieben werden. Mit den Bezeichnungen

ai;p a2 Ain Iy by C1

a1 A9 ... QA9 i) bg Co
A= n X = . b= . c=

Aml  Am2 Qmn Tn bm Cn

lautet dann die allgemeine Normalaufgabe (3.1)

A-x<b , Z=cl x

Nach Einfiihrung der Schlupfvariablen u, ..., u,, entsteht mit der Bezeichnung

U
U2

Im

die LO-Aufgabe
A-x+u=b , Z=cl x

Die Ausgangstabelle dazu (vgl. (3.2)) kann mit diesen Abkiirzungen so geschrieben
werden: (4.1)

BV ‘ xI' ul =
u | A E b
cl Z

27Es ist durchaus moglich, dass v in zuldssigen Lésungen der LO-Aufgabe noch gréBere Werte an-
nehmen kann. Zur Bestimmung dieser Lésungen muss man aber von anderen Simplextabellen
ausgehen.
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Durch eine Reihe von Simplexschritten werden aus dieser Tabelle eine neue, aus der
wieder eine neue usw. berechnet. In einer beliebigen entstandenen neuen Tabelle -
wir nennen sie kurz Endtabelle - sind gewisse Variablen x; und gewisse Variablen wu;
Basisvariablen.

Zur Vereinfachung der Uberlegungen konnen wir annehmen, dass dies die ersten Kom-
ponenten von x und die letzten Komponenten von u sind. (Durch evtl. Umbenennung
der Variablen l3sst sich das erreichen.)

Wir fassen diese Basisvariablen z; zu einem Vektor x;, die Nichtbasisvariablen x; zu
einem Vektor x5, die Nichtbasisvariablen u; zu einem Vektor u; und die Basisvariablen
u; zu einem Vektor uy zusammen, d.h.

T U1

Die Matrix A wird ebenfalls zerlegt in vier Teilmatrizen:

ail a1 ... o Q1p

U I e I B :<An Au>
A21 A22

o) ()

und zwar so, dass Aj; eine quadratische Matrix ist, deren Zeilenanzahl mit derjenigen
von x; ubereinstimmt, A5 ebensoviel Zeilen und und As; ebensoviel Spalten wie Aqq
enthalt. (Ubrigens missen die Zeilenanzahl von x; und die von u; einander gleich sein.)
SchlieBlich seien auch noch die Vektoren b und c in je zwei Teilvektoren b; und by
bzw. ¢; und ¢y zerlegt, so dass b; und c¢; ebensoviel Elemente wie x; haben:

(n) (2

Mit diesen verfeinerten Bezeichnungen lautet die Ausgangstabelle (4.1) so:

T T o ul | —
BV‘x1 X5 Uy uz‘—

u; A11 A12 E b1
uz | Az A E | by
cl Z

Wir werden nun zusammenfassend (gewissermaBen in einem Schritt) beschreiben, wie
die Zahlen in der Endtabelle mit denen in dieser Ausgangstabelle zusammenhangen.
Zur Ausgangstabelle gehoren die Gleichungen

A11 - X1 + A12 X9 + U = b1 (423)
A21 + X1 + A22 + X9 + Ug = b2 (42b)
cxy+cl-xo=27 (4.2¢)
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Das Gleichungssystem der Restriktionen ist nach den Komponenten von u; und us
aufgeldst. In der Endtabelle sind an Stelle der Komponenten von u; diejenigen von x;
Basisvariablen geworden, und das Gleichungssystem ist dort nach den Komponenten
von X; und uy aufgelOst.

Da es also nach diesen Komponenten auflésbar ist, folgt, dass das System (4.2a, b)
bei beliebiger Wahl der Werte fiir xo und u; (eindeutig bestimmte) Losungen besitzt.
Insbesondere ist daher (4.2a) in der Form

Aji-xg=b; — Ay x2—uy

zu jeder beliebigen rechten Seite I6sbar (sogar eindeutig). Aus Satz (11.2.4") folgt dann,
dass die Matrix A;; regular ist und somit nach Satz (11.3.5) eine inverse Ajj' besitzt.
Jetzt ist es moglich, die Form der Gleichungen zu gewinnen, die zur Endtabelle gehoren.
Durch Multiplikation mit A[{' von links wird (4.2a) nach x; aufgelst:

X1 + Ail A9 - X9 + Afll U = Afll - by (4.33)

Aus den Gleichungen (4.2b) und (4.2c) wird x; eliminiert, indem (4.3a) von links mit

—Ay; bzw. —c! multipliziert und sodann zu (4.2b) bzw. (4.2c) addiert wird; man erhilt

<A22 — A21 . Al_ll . A12> * Xg — A21 . Al_ll Ul + U = b2 — A21 : A1_11 . b1 (43 b)

(cl—cl' A Ap) xg—cl A} - uy=Z—-c' A by (43¢)

Die Gleichungen (4.3) gehoren zur Endtabelle, und wir haben damit gefunden, dass
diese die Gestalt (4.4)

BV [x] xJ ul ul | =

x, |E A7 -Ap A Al - by

u; Aoy — Agr - ALl A —Agy A E | by— Ay -Af by
cf —cl Al A —cf A Z—cf A b

hat. Aus dieser Tabelle lasst sich die zulassige Basislosung

I Al_ll : b1
X - i) o (o)
u N U1 o o
U9 bg — A21 : Al_ll : b1

ablesen. (Durch Einsetzen in (4.2a, b) stellt man fest, dass dies eine Losung der Re-
striktionen ist.) Durch Einsetzen in die Zielfunktion

Z:C{-Xl—FCg-Xg
erkennt man weiterhin, dass fiir diese Basislosung

Z=cl Al b
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gilt. Andererseits erhalt man durch Einsetzen der Basislosung in die zur letzten Zeile
der Tabelle gehorige Gleichung (4.3c) ebenfalls

Z—-cl A b =0

An dieser Stelle wird deutlich, welche Bedeutung die Einbeziehung der letzten Zeile der
Simplextabellen in die Simplexschritte hat. Zunachst gilt, wie wir sahen, die folgende
Bemerkung. (4.5) Bemerkung. Fiir die aus einer beliebigen Simplextabelle ablesbare
Basislosung gilt Z = (, wenn Z — ( das letzte Element der Tabelle ist.

Dariiber hinaus gilt aber die folgende Aussage.

(4.6) Satz.

a) Steht in der letzten Zeile einer Simplextabelle keine positive Zahl (abgesehen vom
letzten Element), so ist die aus der Tabelle ablesbare zulissige Basislésung eine opti-
male Losung der LO-Aufgabe.

b) Stehen in der letzten Zeile einer Simplextabelle in den Spalten aller Nichtbasisva-
riablen negative Zahlen, so ist die aus der Tabelle ablesbare zulassige Basislosung die
einzige optimale Losung der LO-Aufgabe.

Beweis zu a). Nach Voraussetzung gilt in der Endtabelle (4.4)
cl—c A A <ol und —cl'. Al <ot

d.h.
c <l A A und cl A > ol

(%)-(2)

eine beliebige zulassige Losung der gegebenen LO-Aufgabe, so dass insbesondere (vgl.
(4.2a))

Es sei

A -G +AR- &< b (4.7)

gilt. Z hat den Wert c{ &+ cg - &9, und es ist zu beweisen, dass dieser hochstens
gleich ¢I' - A} - by ist. Das leisten die folgenden Relationen:

- < g+ AL A& (wegen el <l A A und & > o)
=cf AL A -G+l AL ARG
=cf AL (A& +AR-&) <cf A b
(wegen ¢ - Al > o und (4.7))
Beweis zu b). Hier gilt die scharfere Voraussetzung
cl < A AL und cl' Al >of

Die Uberlegungen im Beweis zu a) gelten natirlich auch in diesem Fall, d. h., die aus
(4.4) ablesbare zulassige Basislosung

X A b . _
<x;>:< "o 1) mit  Z=cj Ay b
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ist eine optimale Losung. Zu beweisen ist, dass eine beliebige zulassige Losung
(2)-(2)
X2 &2

T T T -1

fur die

ist, mit jener Gbereinstimmt.
Bei Bestehen der letzten Gleichung missen in (4.8) an Stelle der beiden <-Zeichen
ebenfalls Gleichheitszeichen stehen. Fiir das erste <-Zeichen kann dies wegen cl <

cl-A;l - Ay, nur geschehen, wenn
§o=0
gilt. Fiir das andere <-Zeichen kann dies wegen ¢! - A;}' > o” nur geschehen, wenn

A -&+AR-&=Dby

also A1 -& =by, dh. & = A1_11 -b; gilt. Das Bestehen der Gleichungen & = A1_11 by
und & = o war zu beweisen.

Eine Simplextabelle, deren letzte Zeile (abgesehen vom letzten Element) keine positive
Zahl enthalt, heiBe fortan optimale Tabelle.

(4.9) Satz. Von der Ausgangstabelle einer LO-Aufgabe gelangt man in endlich vielen
Simplexschritten zu einer optimalen Tabelle, wenn stets die Annahme (3.3) erfiillt ist
und die rechten Seiten der Hauptzeilen ungleich Null sind.

Beweis. Steht in der letzten Zeile einer Simplextabelle eine positive Zahl ¢ in der Spalte
der Nichtbasisvariablen v, so lasst sich, da die Giiltigkeit von (3.3) im Satz vorausgesetzt
wird, der Simplexschritt zur Variablen v durchfiihren.

BV | v=
w | a* b
Tabelle 24 c Z —C
v| 1 g
)| 0| Z—-(—c-?

Einige Stellen hiervon sind durch Tabelle 24 herausgehoben; dabei sind a, b und ¢

positiv, und der Wert von Z hat sich somit beim Ubergang zu der neuen zulissigen
. b .

Basislésung um c - 2 vergréBert (s. Bemerkung (4.5)).

Bei jedem Simplexschritt vergroBert sich demnach der Wert von Z, und dadurch ist

ausgeschlossen, dass man eine einmal erreichte zulassige Basislosung nach einigen Sim-

plexschritten wieder erreicht. Man gelangt stets zu neuen zulassigen Basislosungen.

Nun kann man aus den n+m Variablen x1, ..., x,, u1, ..., 4, nur in einer endlichen An-
zahl von Moglichkeiten m Basisvariablen auswahlen (hdchstens (”jnm) Méglichkeiten),
so dass es auch nur endlich viele verschiedene Basislosungen gibt. Man muss daher von
der Ausgangstabelle in endlich vielen Simplexschritten zu einer Tabelle kommen, die in

der letzten Zeile keine positive Zahl mehr enthalt.
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5.5 Sonderfalle

Satz (4.9) macht eine Aussage iiber den Verlauf der Simplexmethode im "gewdhnlichen"
Fall. Zu uberlegen bleibt, welche Aussagen gemacht werden koénnen, wenn folgende
Sonderfalle eintreten.

(5.1) In der Hauptzeile des Simplexschrittes ist die rechte Seite gleich Null.

Wir wollen dieses Problem nicht untersuchen, sondern zur Kenntnis nehmen, dass in der
Praxis die hierbei theoretisch moglichen Schwierigkeiten (vgl. Beweis von Satz (4.9))
nur bei besonders dafiir konstruierten Beispielen beobachtet wurden.

(5.2) In einer erreichten Simplextabelle ist fiir den nachsten Simplexschritt die Annahme
(3.3) nicht erfiillt.

Ist dabei die Zahl ¢ in der letzten Zeile der v-Spalte positiv, so erkennt man ohne Miihe,
dass die LO-Aufgabe zulassige Losungen mit beliebig groBem Wert von v und Z, aber
daher keine optimale Lésung besitzt. Fiir ¢ = 0 sind wir dagegen bei der in Satz (4.6a)
noch offenen Frage, wieviel optimale Losungen es gibt, wenn in einer optimalen Tabelle
in Spalten von Nichtbasisvariablen Nullen stehen.

Wir wollen uns hier ausdriicklich auf Bemerkungen zu folgendem Sonderfall beschran-
ken:

(5.3) In der letzten Zeile einer optimalen Tabelle steht bei genau einer Nichtbasisvaria-
blen v die Zahl 0.

(5.4) Satz.

a) Gilt in der v-Spalte die Annahme (3.3) nicht, so besitzt die LO-Aufgabe unendlich
viele optimale Losungen.

b) Gilt in der v-Spalte die Annahme (3.3) und gelangt man durch den Simplexschritt
zur Variablen v von der Basislosung x = & zur Basislosung x = 7, so besitzt die
LO-Aufgabe die optimalen Losungen

x=¢-t+n-(1—1) (mit0<t<1)
(Das sind unendlich viele Lésungen, wenn die rechte Seite der Hauptzeile ungleich Null

war; sonst ist x = £ = 1) einzige Losung.)

Beweis. Wie bei (5.2) erkennt man fiir a), dass es zulassige Losungen mit beliebigem
nichtnegativem Wert von v gibt, die aber alle denselben optimalen Z-Wert liefern. Fiir
b)ist Z =c’ - ¢ =c’ -, und auch

x=&-t4+n-(1-1) (5.5)
sind fir 0 <t <1 zulassige Losungen mit demselben Wert von Z:
T tvn-(1-t)=c ¢trc’ e (1-t)=c" ¢

In der Losung x = £ hat v den Wert 0, in x = 7 nach Satz (3.4b) den groBtmdglichen
Wert; in (5.5) liegen die Werte von v zwischen diesen beiden.

Mit Berlicksichtigung dieser Sonderfalle kann der Ablauf der Simplexmethode fiir Nor-
malaufgaben durch Abb. 11 (nachste Seite) zusammengefasst werden.
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5.6 Gleichheitszeichen und >-Zeichen in den Restriktionen

Restriktionen mit >-Zeichen kénnen grundsatzlich in solche mit Gleichheitszeichen
ibergefiihrt werden, indem zusatzliche Variablen eingefiihrt werden: Statt
a1x1 + asxo + ... +apx, > b wird a1T1 + 9o + ... + apxy, —y =0

genommen. Als Aufgabe bleibt daher lediglich noch die Behandlung von Restriktionen

mit Gleichheitszeichen (ibrig.
Gegeben sei die LO-Aufgabe (6.1)

x1 — 2w + 23 <D
r1 + 32 + 33 = 33
T, + 2o + 223 = 21
Z = bxy — Tre + 323

I Ausgangstabelle l

Bestimmen der gréBten Zahl in’
der letzten Zeile (Eine zugehérige
Nichthasisvariable sei v)

C(}ilt die Annahme (3.3) ) e
ja

I Simplexschritt zur Variablen v I

ja Steht in der letzten Zeile eine
positive Zahl

nein

Steht in der letzten Zeile bei einer
Nichtbasisvariablen die 0

nein ja

Die Tabelle D.ie Tabelle gibt eine Es gibt keine
gibt die ein- optlr_na.leLbsung an.Ent- optimale
zige optimale scheidung iiber weitere Lésung

optimale Losungen nach

Lésung an
Satz (5.4)

Abb. 11. Flussbild zur Simplexmethode fiir Normalaufgaben.
Gegeben ist eine Normalaufgabe (3.1). (Der Konnektor (2) hat fiir Abschnitt 6
Bedeutung.)

Bringt man wie bei Normalaufgaben die erste Restriktion durch Einfiihrung der Schlupf-
variablen u; auf Gleichungsform, so unterscheidet sich das entstandene Gleichungssys-
tem der Restriktionen gegeniiber denen bei Normalaufgaben in folgendem:
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Es sind noch keine drei Basisvariablen bekannt, nach denen es aufgelost ist, so dass
auch nicht unmittelbar eine erste zulassige Basislosung angegeben werden kann. Im
Gegensatz zu den Normalaufgaben tritt hier tatsachlich auch die Frage auf, ob es
iberhaupt eine zulassige Losung gibt.

Die Simplexmethode soll daher so erweitert werden (durch eine erste Phase), dass das
Gleichungssystem der Restriktionen nach gewissen Basisvariablen aufgelost und eine
zulassige Basislosung angegeben bzw. entschieden wird, dass es keine zulassige Losung
gibt, es sich also um eine unlésbare LO-Aufgabe handelt. Tritt der erste Fall ein, so

kann die Aufgabe anschlieBend wie bisher weiterbehandelt werden (zweite Phase).
Neben der Aufgabe (6.1) wird dazu folgende Normalaufgabe betrachtet: (6.2)

T1— 200+ 23 <5
r1 + 319 + 323 < 33
r1 + T + 223 < 21
7' =231 — 4x9 + g

Dabei sind die beiden Restriktionsgleichungen von (6.1) durch Ungleichungen ersetzt,
und maximiert werden soll die Summe der linken Seiten dieser beiden Gleichungen; fiir
zulassige Losungen der Aufgabe (6.2) gilt daher Z' < 33 + 21 = 54. Dariiber hinaus
gilt der folgende entscheidende Zusammenhang zwischen den beiden Aufgaben:

Besitzt (6.1) eine zulassige Losung, so ist diese eine optimale Lésung von (6.2), weil
7' = b4 ist. Gilt demnach fir eine optimale Lésung von (6.2) Z’ < 54, dann kann
(6.1) keine zulassige Losung besitzen.

Gilt dagegen fir eine optimale Losung von (6.2) Z' = 54, dann miissen die beiden
letzten Restriktionen von (6.2) als Gleichungen erfiillt sein, d. h., es liegt eine zulassige
Losung von (6.1) vor.

Die Anwendung der Simplexmethode auf (6.2) ergibt Tabelle 25 und damit eine opti-
male Losung mit Z' = 54, d.h. eine zuldssige Losung von (6.1).

BV r1 T X3 Ul U U3 ==

wp | 1 -2 1* 1 5 5

up | 1 3 3 1 33 11

us | 1 1 2 1 21 2
2 4 5 VA

vz 1 2 1 1 5 -

3) wg | -2 9F -3 1 18 2

2) wuz| -1 5 -2 1 N
Tabelle 25 -5) -3 14 5 7' — 25

X9 -9 1 —§ g 2 -

5)  wg | g* 3 1 1 9
-14) 3 -3 —= 7' — 53
—2) w3 1 2 3 -5 4
%) T 1 -1 -1 2 4
| 1 3 5 9 9
—-3) -1 1| Z'—54
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Sieht man von den Variablen us und ug ab, so ist auBerdem das Gleichungssystem der
Restriktionen von (6.1) nach den Basisvariablen x1, xo, x3 aufgelost.

Um nun das Maximum der zu (6.1) gehdrenden Zielfunktion zu bestimmen, ist es
ratsam, auch diese Funktion in die Umformungen der bisher durchgefiihrten Simplex-
schritte einzubeziehen, damit aus ihrer Gleichung die Basisvariablen eliminiert werden.
AuBerdem sind zum Gang der Methode bis zu dieser Stelle noch einige Abanderungen
sinnvoll.

Bei der Fortfilhrung des Rechenganges muss darauf geachtet werden, dass uy und ug
den Wert 0 behalten. Um daher nicht Gefahr zu laufen, dass sie wieder Basisvariablen
werden, lasst man zweckmaBig ihre Spalten aus der Rechnung weg, sobald sie Nicht-
basisvariablen geworden sind.

Noch mehr: Da diese Spalten wahrend der Rechnung gar keine Rolle spielen, konnen
sie von Anfang an fortbleiben!

Man kann sich zwar die Variablen uy und us eingefiihrt denken (zur Riickfiihrung
der Aufgabe (6.1) auf eine Normalaufgabe), braucht sie aber nicht aufzuschreiben;
sie erscheinen daher auch nicht in der BV-Spalte. Mit diesen Festlegungen wird die
Aufgabe wie in Tabelle 26 gelost; einzige optimale Lésung von (6.1) ist

T 15
To | = 6 mit Z =33
xs 0
BV r1 T I3 (5} =
w| 1 -2 1% 1 5 5
1 3 3 33 11
1 1 2 21 %
2 4 5 Z'
x| 1 2 1 1 5 -
-3) -2 9 -3 18 2
-2) -1 5 -2 N
-3) 2 -1 3| Z-15
-5) -3 14 5| Z' =25
2) w3| o 1 2 9 &
Tabelle 26 ol E 2
apete -5) Ly 1 1 9
1) 2 —1?8 Z—13
-14) 3 —3 | 2/ —53
—2) a3 1 2F 4 2
%) T2 1 -1 4 -
I 1 -3 9 -
16
) RE
9
(5} 1 1 2
2) ay| 1 % 15
-2) -1 Z — 33
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I Ausgangstabelle ]

Steht in der letzten Zeile eine nein
positive Zahl i

ja

Bestimmen der gréfiten Zahl in
der letzten Zeile (Eine zugehirige
Nichthasisvariable sei v)

y

Simplexschritt zur Variablen v
(Fiir 1. wird die Z-Zeile nicht
beriicksichtigt)

v

Steht in der letzten Zeile eine
negative Zahl

ja nein

h
Streichen der letzten Zeile
Beginn der zweiten Phase

[Es gibt keine zu-
lissige Lasung

in Abb. 11

Abb. 12. Flussbild zur ersten Phase der Simplexmethode fiir Aufgaben, unter deren
Restriktionen Gleichungen auftreten.

Fir den allgemeinen Fall lassen sich Beschreibung und Begriindung des Vorgehens voll-
standig in Analogie zu diesem Beispiel finden; wir verzichten daher auf Details und
formulieren nur die Resultate. In der ersten Phase der Simplexmethode erscheint als
letzte Zeile der Simplextabellen die sogenannte sekundare Zielfunktion Z’, die man
durch Summierung der linken Seiten von den Restriktionen mit Gleichheitszeichen er-
halt.

(6.3) Satz. Fur die beziiglich Z’' optimale Simplextabelle gilt (jeweils vom letzten Ele-
ment abgesehen):

a) Stehen in der letzten Zeile nur Nullen, so liefert die Tabelle eine zulassige Basislosung
der gegebenen LO-Aufgabe.

b) Steht in der letzten Zeile (mindestens) eine negative Zahl, so besitzt die LO-Aufgabe
keine zulassige Losung.

Eine beziiglich Z’ optimale Simplextabelle ist am Ende der ersten Phase gewonnen;
Abb. 12 fasst das Vorgehen zusammen.
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5.7 Aufgaben

1. Mit der Simplexmethode sind die optimalen Lésungen folgender Normalaufgaben zu
bestimmen:

201 + 3z <12 T1+ T+ T3+ 24 <12
(l) —I1 + 31‘2 S 9 b) 2$1 + 9 + 2[E3 + 214 S 15
T <3 1+ 39 +2x3+2x4 <9
3r1 +4x9 = Z max! r1 + 2x9 + 33 + 424 = Z max!
T — 229 + 223 <4 4x1 + 4dxo < 28
C) —x1+ 20+ 23 <2 d) 221 — 0,523 <10
—2x1 + 4x3 <4 —x1 + 319 + x3 <9
211 + 19 + 4r3 = Z max! 2x1 + 3x9 + 0,253 = Z max!
2. Es sei
11 2 1 7 4
1 2 -1 2 8 5)
A=lq3 1 g|=lm) b=l c=]y
23 0 =2 16 4

. 11 . ai;p a12
mes ()= (0 )

A, liefert eine Einteilung fiir die Ausgangstabelle der LO-Aufgabe A-x =b, Z = ¢’ -x
max!, x > o.

Man bilde die zugehorige Endtabelle. Zum Vergleich [6se man diese LO-Aufgabe nach
der Simplexmethode.

3. Man bestimme jeweils alle optimalen Lésungen der folgenden LO-Aufgaben:

T+ a0+ 203 <9

T+ 2z <4
—r1+ao+x3 <4 2; —l—x2 ~ 10
o) mA2mtay =T ) x12+ 3723 =6

52Lf1‘|’+2i2 1 gﬁi’g = 8Z max! —x1 + 229 + 223 = Z max!
1 + T2 + 223 <9
—1 + X9 + X3 <4
¢) m+2atay =T
201+ a2+ 13 =38
3r1 + 322 + 223 = Z max!

4. Aus den Futtermitteln Fy, Iy, F5, Fy soll eine moglichst billige Futtermischung herge-
stellt werden, die jedoch gewisse Mindestmengen an Wirkstoffen W7y, Wy, W3 enthilt;
folgende Daten sind gegeben:
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pro Einheit Mindestmenge
Fy Fy, F3 Fy | inder Mischung
Einheiten von W7 | 0,5 0,2 1,0 0,3 10
Wy 10 0 04 05 15
Ws102 05 0 02 5
Preisin WE | 20 6 33 10

5. Gegeben sei die LO-Aufgabe A -x < b, Z = ¢’ - x max! Man beweise:

a) Sind x = & und x = & zulassige (bzw. optimale) Ldsungen, so sind auch z =
& -t+&-(1—t) mit 0 <t <1 zuldssige (bzw. optimale Losungen.

b) Sind x = &1, ...,x =&, (1) zulassige Losungen, so sind auch

Xx=& bttt (2)

mit t; > 0,....t, >0, t; + ... + t,, = 1 zulassige Losungen (Verallgemeinerung von a).
c) Ist zy der groBte Wert, den die Zielfunktion Z fiir die zuldssigen Losungen (1)
annimmt, so gilt Z < z auch fir alle zulassigen Losungen (2).

d) Es sei A (quadratisch und) regular und x = A~ -b(= €) eine zulassige Losung; dann
ist E =& - % +& - % mit zuldssigen Losungen x = & und x = & nur flir & =& =€
moglich.

6. Zu jeder LO-Aufgabe (in diesem Zusammenhang primale Aufgabe genannt)
A -x<b, X > 0, Z=c' x maxl

(dabei ist bgego nicht gefordert) gehort eine sogenannte duale Aufgabe
AT.y>c, y>o0, V=bl-y minl

Folgende Satze sind zu beweisen:

a) Wenn die primale und die duale Aufgabe zuléssige Losungen besitzen, gilt fiir belie-
bige zulassige Losungen 7 < V.

b) Sind x = £ bzw. y = 1 zulassige Losungen der primalen bzw. dualen Aufgabe und
ist c” - & =b” - (dh. Z=V), soist x = £ optimale Losung der primalen und y = 7
optimale Losung der dualen Aufgabe.
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6 Eine Losungsmethode fiir Transportprobleme

6.1 Ausgangstabelle, Diagonalmethode, Turmziige

Die Aufgabenstellung des allgemeinen Transportproblems lautet:
Gegeben sind m positive Zahlen a;, n positive Zahlen b mit

iZibk

i=1 k=1
und m - n Zahlen ¢;;. Gesucht sind die optimalen Losungen der LO-Aufgabe (1.1)

I11 + T12 + ...+ T1ip =— Q1

To1 + To2 + ... + Top = Q2

Tl + Tm2 + oo + Ty, = Gy,
11 +To1 + ... + T = b1

T12 + T22 + ... + Tz = bo

Tin + Top + oo + T = b,
Z = c11711 + C19%12 + ... + C1pnT1n + C21T21 + Co2T22 + ...

+ Cond2n + ...+ Cm1Tml + Cm2Tm?2 + ...+ CrmnTmn

Diese LO-Aufgabe ist das mathematische Modell des Problems, den Transport eines
homogenen Produktes von m Aufkommensorten A;; mit dem jeweiligen Aufkommen
a; nach n Bedarfsorten By, mit dem jeweiligen Bedarf by neu einzurichten, so dass der
erzielte Gewinn Z maximal wird.

(Vorausgesetzt wird dabei, dass Gesamtaufkommen und Gesamtbedarf gleich groB
sind.)

Durch ¢; ist der Gewinn je Einheit des Produktes beim Transport von A; nach Bj
gegeben. Die Werte der x;; geben die Einheiten des Produktes an, die von A; nach By
transportiert werden.

Transportprobleme konnen wie jede LO-Aufgabe nach der Simplexmethode gelost wer-
den. Da sie aber eine besondere Gestalt haben - die Restriktionen sind in Gleichungsform
gegeben, und in ihnen treten als Faktoren der Variablen (in systematischer Weise) nur
die Zahlen 1 oder 0 auf - soll eine besondere Methode angewandt werden, die den
Rechen- und Schreibaufwand gegentber der Simplexmethode vermindert.

Ein spezielles Transportproblem ist Beispiel 1 aus V.1., und wir werden die Methode
an diesem Beispiel erklaren, aber gleichzeitig jeweils Hinweise auf den allgemeinen Fall
geben.

Die Restriktionen lassen sich in tibersichtlicher Form darstellen, wenn man die Variablen
xir in Matrixform anordnet, die a; als Randspalte und die b als Randzeile dazufiigt:
(1.2)
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I11 T12 Tin aq
x21 X22 Ton az

Im1 Tm?2 oo Tmn | Om
b1 b ... b,

(Die Summe der i-ten Zeile von (xz;x) ist gleich a; und die Summe der k-ten Spalte
gleich by.)
Folgende Tabelle wird als Ausgangstabelle bezeichnet: (1.3)

C11 C12 Cin aq
Co1 Co9 Con a9

Cm1i Cm2 ... Cmn | Om
bi by ... b,

Sie enthélt alle gegebenen Zahlen des Transportproblems in lbersichtlicher Form, und
durch (1.3) betrachten wir die Aufgabenstellung des Transportproblems als formuliert;
die Bedeutung der Zahlen in der Ausgangstabelle geht aus (1.1) hervor, aber diese
Bedeutung wird als selbstverstandlich bekannt angenommen.

Ausgangstabelle fiir das Beispiel aus V.1. ist (1.4)

7 0 5[120
6 5 -2 80
10 120 70|

Die Bestimmung einer ersten zulassigen Basislosung geschieht nach der sogenannten
Diagonalmethode:

Wird die Variable x;; Basisvariable, so wird ihr unter Berlicksichtigung der Werte aller
schon bestimmten Variablen der groBtmogliche Wert gegeben (so dass die Zeilensum-
m@ a; oder die Spaltensumme by, erreicht wird.)

11 wird Basisvariable.

Hat z,,, noch keinen Wert und wird durch den Wert der zuletzt bestimmten Basisva-
riablen x;.

a) die Zeilensumme erreicht, dann erhalten alle noch nicht bestimmten Variablen der-
selben Zeile den Wert 0, und die nachste Basisvariable wird x;;1 4 (in der nachsten
Zeile derselben Spalte); oder wird

b) die Spaltensumme erreicht und die Zeilensumme nicht, dann erhalten alle noch nicht
bestimmten Variablen derselben Spalte den Wert 0, und die nachste Basisvariable wird
z; g+1 (in der nachsten Spalte derselben Zeile).

Im Beispiel wird 11 Basisvariable und erhalt den Wert 10; dabei wird die Spaltensumme
und nicht die Zeilensumme erreicht:

2Dije Redeweise bezieht sich stets auf (1.2).
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10 120
0 80
10 120 70 |

Dann wird x5 Basisvariable und erhalt den Wert 110; dabei wird die Zeilensumme
erreicht:

0 80
10 120 70 |

10 110 0] 120

Nachdem x99 als Basisvariable den Wert 10 erhalten hat, wird schlieBlich x93 Ba-
sisvariable und erhalt den Wert 70, wodurch die letzte Zeilensumme und die letzte
Spaltensumme erreicht wird: (1.5)

10 110 0120
0 10 70| 80
10 120 70 |

Jetzt muss geprift werden, ob die gewonnene zulassige Basislosung optimale Losung
ist oder nicht. Es ist z. B. moglich, eine zulassige Lésung anzugeben, in der die Variable
x91 (bisher Nichtbasisvariable) den Wert p hat: (1.6)

10—p 1104+p 0]120
p 10—p 70| 80
10 120 70 |

Die in ihrem Wert gegeniiber der ersten zulassigen Basislosung abgeanderten Variablen
liegen auf einem "geschlossenen Weg", der das Feld der Nichtbasisvariablen z9; ent-
halt und sonst abwechselnd horizontal und vertikal in der Gangart eines Turmes beim
Schachspiel tiber mit Basisvariablen besetzte Felder fiihrt.

Die Bestimmung solcher "Wege" wird ein wiederkehrender Teilschritt der Methode sein,
und wir geben daher hier folgende

Definition. Ein Turmzug zur Nichtbasisvariablen z;; ist eine endliche Folge von Varia-
blen in (1.2). Erstes Element dieser Folge ist x;, die (ibrigen Elemente sind Basisvaria-
blen. Je zwei aufeinanderfolgende Elemente der Folge sowie das letzte und erste liegen
abwechselnd in derselben Zeile oder derselben Spalte von (1.2).

Die Aufstellung von (1.6) kann nach dieser Definition so beschrieben werden: Man
bestimme in (1.5) den Turmzug zur Variablen z5; und &ndere auf diesem Turmzug
die erste und dritte Variable (d.h. die mit ungerader Nummer) um +p, die zweite und
vierte Variable (d. h. die mit gerader Nummer) um —p.
Die Entscheidung dariiber, wie groB p gewahlt werden soll, fallt, wenn man beachtet,
wie sich der Wert von Z beim Ubergang von Lésung (1.5) nach Lésung (1.6) andert,
namlich um

(€21 — o2+ 12 —cn)p

d.h. um —18p. Es ist daher nicht ratsam, p positiv zu wahlen, und z9; als Basisvariable
einzufiihren.
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Wir versuchen es mit z13, bestimmen den zugehdrigen Turmzug in (1.5) und andern
die Variablen mit ungerader Nummer um p, die mit gerader Nummer um —p:

10 110 —p p | 120
0 10+p 70—-p| 80
10 120 70 ‘

Der Wert von Z wiirde sich hierbei um

(c13 — c12 + Caa — Cco3)p

d.h. um 12p andern; darum wird man p moglichst groB wahlen.

Damit die Losung zulassig bleibt, also keine Variable einen negativen Wert erhalt, muss
p gleich dem Minimum der Werte von den Variablen mit gerader Nummer auf dem
Turmzug zu x13 gewahlt werden: p = Minimum von 110, 70, d.h. p = 70.

Daher wird x13 an Stelle von x93 Basisvariable, und die neue zulassige Basislosung
erkennt man in (1.7)

10 40 70120
0 80 0 80
10 120 70 |

Das Verfahren, mit dem wir von der Loésung (1.5) zur Losung (1.7) gelangt sind, kann
verbessert werden, so dass der unndtige Schritt (1.6) nicht gemacht werden muss.
(Wenn ein Transportproblem eine groBere Anzahl von Variablen enthalt, ist es sehr
umstandlich, die Turmziige zu allen Nichtbasisvariablen zu untersuchen.)

6.2 Transporttabellen, Austauschschritte

Jeder Zeile von (1.2) wird eine Variable u; (i = 1(1)m) und jeder Spalte eine Variable
v (k= 1(1)n) zugeordnet. Werte dieser Variablen sollen so bestimmt werden, dass
auf den Feldern der Basisvariablen x;; die Gleichungen

U + U = Cig (2.1)
erfullt sind (s. Abb. 13).
U+ Vp ——— Uy

Uy

|
|
|
|
|
Vg o Ty

Abb. 13 7
u; + v, = ¢;, auf den Feldern der Basisvariablen

Eine Losung dieses Gleichungssystems kann stets bestimmt werden, indem der Wert
einer Variablen sogar willkirlich festgelegt wird (etwa u; = 0). Zu den in (1.5) an-
gezeigten Basisvariablen unseres Beispiels gehort folgendes Gleichungssystem (2.1): In
der Tabelle (2.2)
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7 0 (75}
5 -2 u9
V1 Uy U3 ‘

muss jedes notierte Element c¢;; gleich der Summe der Randelemente seiner Zeile und
Spalte sein. Setzt man u; = 0, so folgt zwangslaufig der Reihe nach

’01:7, 222:0, UQ:5, 123:—7

Um zu einer moglichst kurzen und (bersichtlichen Schreibweise zu kommen, iiberle-
gen wir folgendes: Wird nach der Diagonalmethode die erste zuldssige Basislosung
bestimmt, so ist es nicht notwendig, die Werte 0 der Nichtbasisvariablen aufzuschrei-
ben.

Auch die Zahlen a; und by brauchen nicht wieder aufgeschrieben zu werden, sondern
konnen an der Ausgangstabelle (1.4) abgelesen werden. Statt (1.5) steht nur

10 110
10 70

In diese Tabelle konnen als Randspalte und Randzeile die Werte der u; und v einge-
tragen werden:

U;
10 110 0
10 70| 5

v 70 -7

Zu ihrer Bestimmung wird nicht erst (2.2) aufgeschrieben, sondern die zur Rechnung
bendtigten Werte ¢;;, werden an der Ausgangstabelle (1.4) abgelesen. Auf dem Feld
jeder Nichtbasisvariablen x;; wird schlieBlich der Wert von c¢;r. — u; — v eingetrager@,
und die Werte der Basisvariablen werden zur Unterscheidung von diesen Zahlen ge-
kennzeichnet: (2.3)

(10) (110) 120
-18  (10) (70) | 5
7 0 -7

Eine solche Tabelle heiBe Transporttabelle; sie enthalt auf den Feldern der Basisvaria-
blen deren gekennzeichnete Werte, in der Randspalte und Randzeile eine Losung des
Gleichungssystems (2.1) und im (brigen auf dem Feld jeder Nichtbasisvariablen x;; den
Wert von ¢;r. — u; — vy.

(2.4) Satz. Werden aus der Gleichung der Zielfunktion die durch eine Transporttabelle
angegebenen Basisvariablen mittels der Restriktionen eliminiert, so steht als Koeffizient
bei der Nichtbasisvariablen x;. der Wert von ¢;;, — u; — vg.

(Beweis siehe Abschnitt 3.)

29Auf den Feldern der Basisvariablen wiirde hierbei O erscheinen.
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Durch diesen Satz konnen theoretische Aussagen lber die Methode zur Bestimmung
der optimalen Loésungen von Transportproblemen aus den Abschnitten V.4 und V.5
gewonnen werden.

Es gilt also (vgl. Beweis zu Satz (V.4.9)):

Steht in einer Transporttabelle ein positiver Wert ¢;, — u; — v, so vergroBert sich der
Wert von Z durch VergréBerung des Wertes von ;.

In diesem Fall wird die Transporttabelle so umgeformt, dass x;; Basisvariable wird. Wir
beschreiben allgemein den Ubergang von einer Basislésung zur nichsten, in der die
bisherige Nichtbasisvariable x;; Basisvariable ist.

Austauschschritt zur Variablen x;;:

a) Bestimmen des Turmzuges T' zur Variablen z;; in der Transporttabelle.

b) Bestimmen des Minimums p der Werte der Variablen mit gerader Nummer auf 7.
c) z;;; wird Basisvariable, eine der Variablen von 7" mit gerader Nummer, die den Wert
p hat, wird Nichtbasisvariable (ihr Wert wird also unter d) nicht eingetragen).

d) Eintragen der nachsten Basislosung in eine neue Transporttabelle: Zu den Werten der
Variablen mit ungerader Nummer auf 7" wird p addiert; von den Werten der Variablen
mit gerader Nummer auf T wird p subtrahiert; die Werte aller tbrigen Basisvariablen
bleiben unverandert.

Die Zahl 12 in der Transporttabelle (2.3) bringt uns darauf, den Austauschschritt zur
Variablen z13 durchzufiihren; dadurch entsteht

(10) (40) (70)
(80)
|

Mit den jetzt vorliegenden Basisvariablen ist wieder ein Gleichungssystem (2.1) ver-
bunden. Durch eine Lésung dieses Systems wird die Tabelle zu der Transporttabelle
(2.5)

(10) (40) (70) |0
-18 (80) -12|5
7 0 5

vervollstandigt. Aus Satz (V.4.6) folgt in Verbindung mit Satz (2.4) folgendes:

(2.6) Satz.

a) Steht auf den Feldern der Nichtbasisvariablen einer Transporttabelle keine positive
Zahl, so ist die durch die Tabelle gegebene Basislosung eine optimale Lésung des
Transportproblems.

b) Stehen auf den Feldern aller Nichtbasisvariablen einer Transporttabelle negative
Zahlen, so ist die durch die Tabelle gegebene Basislosung die einzige optimale Lésung
des Transportproblems.
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6 Eine Lésungsmethode fiir Transportprobleme

Tabelle 27
Ausgangstabelle

7 0 5120
6 5 -2 80
10 120 70 |

1. Transporttabelle

Basislosung wurde gewonnen mit der Diagonalmethode.
(10) (110) 1240
-18  (10) (70) | 5

7 0 -7

2. Transporttabelle

Basislosung wurde gewonnen durch den Austauschschritt zu x13.

(10) (40) (70) |0
-18 (80) -12 |5
7 0 5]

Demnach gibt (2.5) die einzige optimale Losung des Beispiels an:

(ra) = 10 40 70
ik 0 8 0

mit Z=7-10+0-40+5-70+5-80 = 820.

Zusammenfassend besteht die Methode in der Berechnung der einzelnen Transportta-
bellen; fiir unser Beispiel illustriert dies Tabelle 27.

Wie bei den Simplextabellen sind in den Transporttabellen stets gewisse Variablen als
Basisvariablen ausgezeichnet. Im Unterschied zu den Simplextabellen werden jedoch
hier die Restriktionen nicht standig nach den Basisvariablen aufgelost. Es ist daher z.
B. nicht moglich, die Annahme (V.3.3) unmittelbar nachzupriifen. Wir kdnnen aber
feststellen, dass diese Annahme bei Transportproblemen stets erfiillt ist.

Andernfalls wiirde namlich aus (V.5.2) bzw. (V.5.4a) folgen, dass es zulassige Losungen
gibt, in denen Variablen beliebig groBe Werte annehmen, und das ist in den Restrikti-
onsgleichungen von Transportproblemen unmaoglich.

Daher ergibt sich aus Satz (V.4.9) der folgende Satz.

(2.7) Satz. Durch die Berechnung von endlich vielen Transporttabellen gelangt man zu
einer optimalen Losung eines gegebenen Transportproblems, wenn in jedem Austausch-
schritt p # 0 ist.

Der Fall p = 0 entspricht dem Sonderfall (V.5.1) und soll nicht ndher untersucht
werden. SchlieBlich folgt, dem Sonderfall (V.5.3) entsprechend, aus Satz (V.5.4b) ein
weiterer Satz.
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6 Eine Lésungsmethode fiir Transportprobleme

(2.8) Satz. In einer Transporttabelle stehe auf dem Feld genau einer Nichtbasisvaria-
blen z;;, die Zahl 0, wahrend auf den Feldern aller tbrigen Nichtbasisvariablen negative
Zahlen stehen. Gelangt man durch den Austauschschritt zur Variablen x;; von der Ba-
sislosung () = (&#«) zur Basislosung (i) = (1), so besitzt das Transportproblem
die optimalen Losungen

(win) = (k) -t + () - (L =) (mit 0 <t <1)

(Das sind unendlich viele Lésungen, wenn p ungleich Null war; sonst ist (x;;) = (§ir) =
(nik) einzige Losung.)

Abb. 14 gibt eine abschlieBende Ubersicht fiir die Methode zur Lésung von Transport-

problemen.

[ Ausgangstabelle, I)iagonalmethode1

Vervollstindigen der Tabelle zu einer
Transporttabelle (Bestimmen der u;
und v, Eintragen der ¢;;, — u; — v;)

¥
Steht auf den Feldern der Nicht-  Pein
basisvariablen eine positive Zahl

ja

Bestimmen der groBten Zahl auf den
Feldern der Nichtbasisvariablen
(Eire zugehérige Variable sei ;)

—I Austauschschritt zur Variablen 2, l

v
Steht auf dem Feld einer Nichtbasis-
variablen die 0

nein ja

Die Tabelle gibt |
die einzige opti-
male Losung an

Die Tabelle gibt eine optimale
Lésung an. Entscheidung iiber
weitere optimale Losungen
nach Satz (2.8)

Abb. 14. Flussbild der Methode zur Bestimmung optimaler Lésungen vom
Transportproblemen.

6.3 Bemerkungen zur Durchfiihrbarkeit der Methode

Es sei zunachst der Beweis des wichtigen Satzes (2.4) nachgetragen, denn mittels
dieses Satzes konnten die in Kapitel V gewonnenen Aussagen auf Transportprobleme
ibertragen werden.
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6 Eine Lésungsmethode fiir Transportprobleme

Tabelle 28 gibt ein Transportproblem (1.1) in der iblichen Anordnung der Variablen von
linearen Gleichungssystemen (in diesem Fall mit m - n Variablen) wieder; man erkennt,
dass die Variable x;; in den Restriktionen in der i-ten a-Gleichung und in der k-ten
b-Gleichung (i = 1(1)m, k = 1(1)n) und nur in diesen vorkommt.

Tr11 + T2+ ...+ 21 = a1

To1 + T2 + ... + Top = Q2

Tl +Tm2 + oo + Ty, = G,
11+ o1+ ... F 1 = by

T12 + Tog + ... + Ty = bg

Tin +Top + oo + Tipp = bn

C11T11 + .. + CinZTin + 21221 + ... + ConTon + ... + Cp1Tm1 + oo + ConnTomn = £

Beweis zu Satz (2.4). Werden die i-te a-Gleichung mit —u; sowie die k-te b-Gleichung
mit —vg (¢ = 1(1)m, k = 1(1)n) multipliziert und dann die Gleichungen zur letzten
addiert, so entsteht nach der eben gemachten Bemerkung

(c11 —up —v1)x11 + oo + (Cik — i — Vk)Tig + oo + (Conn — U — V) T

=7 —uay — ... — UpQy, — U1by — ... — v,b,

Damit aus dieser Gleichung die durch eine Transporttabelle angegebenen Basisvaria-
blen eliminiert sind, muss fiir die u; und v, eine Losung des Gleichungssystems (2.1)
eingesetzt werden. Die Nichtbasisvariablen haben dann die im Satz angegebenen Ko-
effizienten. (Diese Koeffizienten stehen in der Transporttabelle.)

Um die technischen Voraussetzungen fiir die Durchfiihrbarkeit der Methode zu sichern,
waren nun noch folgende Satze zu beweisen:

(3.1) Mit der Diagonalmethode lasst sich stets eine zulassige Losung bestimmen.
(3.2) Zu jeder Nichtbasisvariablen gibt es in jeder Transporttabelle einen Turmzug.
(3.3) Das Gleichungssystem (2.1) besitzt stets eine Lésung mit u; = 0.

Wir wollen jedoch der Kiirze halber die Beweise nicht ausfiihren, sondern zur Kenntnis
nehmen, dass diese Satze giiltig sind.

6.4 Aufgaben

Bestimme die optimalen Losungen folgender Transportprobleme:

4 1 17 |10 5 -7 2 4|90

ay 98 553 y 10 2 37
36 72|38 4 5 2 -2/35
2 5 7 7| 50 50 85 15|
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6 Eine Lésungsmethode fiir Transportprobleme

2 2 -4 3 -1]40
0 1 -3 -1 -5/70
) 2 3 1 -2 0]60
12 0 -4 130
30 60 50 40 20

2. Man zeige, dass in jedem Transportproblem das Gleichungssystem der Restriktionen
eine Uberflissige Gleichung enthalt. Konnte jede Gleichung als diese lberflissige Glei-
chung angesehen werden?

3. Die Matrix (c;) in der Ausgangstabelle (1.3) bestimmt die Zielfunktion Z eines
Transportproblems, das in diesem Zusammenhang Problem A heiBe. Neben einem ge-
gebenen Transportproblem A betrachten wir die Transportprobleme A’ und A” mit
denselben Restriktionen wie A, aber den Zielfunktionen Z’ bzw. Z”, die aus Z ent-
stehen, indem in (c;;) zu allen Elementen einer bestimmten Zeile eine Zahl p bzw. zu
allen Elementen einer bestimmten Spalte eine Zahl ¢ addiert wird.

Die Probleme A, A’ und A” besitzen dieselben zulassigen Lésungen.

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Werten von Z und Z' bzw. Z" fir
eine gegebene zulassige Losung?

b) Man zeige, dass die Probleme A, A" und A” dieselben optimalen Lésungen besitzen.
c) Wie kann man erreichen, indem man die beschriebene Umformung der Matrix (c;z)
auf alle Zeilen und Spalten ausdehnt, dass in der resultierenden Matrix die Null als
kleinstes Element in jeder Zeile und Spalte erscheint?
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7 Losungen zu den Aufgaben

Kapitel I.

1. a) x" = (10,7,5), b) x”
c)x =(-2,3,2,5),d) xI
e) x' =(8,21,-2,1,3), f
2. Up—45km/h Up = 70 m/h vG—SOkm/h tpp—lh tD—45h tG—105
h, s = 315 km.

(L.5:3)
=(1,-1,-3,-1),
) xI' = (0,1, 1,4,2).

3. 0,25 m? G1, 0,2 m3 G5 und 0,55 m? G5 ergeben 1 m? des gewiinschten Gases. 1
m?3 des Gases mit groBtmoglichem Heizwert von 1612,5 kcal m~2 ergeben 0,3875 m?
G1 und 0,6125 m3 Gg.

4. In Abb. 1 sind SP := uy - vy, j := 2, j < n der Reihe nach zu ersetzen durch
SP:=0,j5:=1,j <k.

5. a) Man verwende Abb. 1 mit u; = aj, v; =1 (j = 1(1)n).
b) Man beginne mit M := a; und realisiere fiir j = 2(1)n: Wenn M < aj, dann
M = a;.

6. a), b), c) garantieren im allgemeinen keine aquivalente Umformung; z.B. fir p =
g =1 = s =1 erhalt man aus dem unlésbaren System

I1—|—ZL'2:0 y $1+I2:2

das losbare
201 + 229 = 2 , 201 + 219 = 2

d) garantiert stets eine dquivalente Umformung; sind etwa die Gleichungen des zweiten
Systems erfiillt, so ist z. B.auch

s(pA; + qAr) — q(rA; + sAg) = s(pa; + qar) — q(ra; + say,)

d.h. (ps — qr)A; = (ps — qr)a;, und damit (wegen ps — qr # 0) die Gleichung A; = a;
des ersten Systems erfiillt.

7. Sind beide Systeme I6sbar, so lassen sie sich ineinander iberfiihren. (Beide sind
namlich demselben System, das die Losungen angibt, dquivalent.) Sind dagegen beide
Systeme unlosbar, so erhalt man durch zugelassene Umformungen aus ihnen

x1+a’12:1:2:0 s 0=1

bzw.
T+ e =0 | 0=1

die fir a}, # b5 nicht ineinander iberfithrt werden kdnnen.

Kapitel I1.
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7 Lésungen zu den Aufgaben

—-1 0 =5
1 x— :)
41
16 10 4
8 7 00
2.f(A):<7 15>,g(<0 0)),h(C,D): 3% 07
18 7 0

3.x=A-B-z

4.a) (E~M)-x=y,b) (E-M)".p=gq

5 Mit A-B = (uz), (A-B)" = (vy), BT - AT = (wy,) wird:

u;, = skalares Produkt der i-ten Zeile von A und k-ten Spalte von B,

Vi = Up; = skalares Produkt der k-ten Zeile von A und i-ten Spalte von B;

w; = skalares Produkt der i-ten Zeile von B und k-ten Spalte von AT
= skalares Produkt der i-ten Spalte von B und k-ten Zeile von A = vy

6. Beispielsweise ist

(AoyB)o;C=(A-B)o,C=(A-B").c"=A.B".C”
Ao, (BoyC)=Ao, (B-ChY=A-(B-C"YT=A.C-B”
(s. Aufg. 5), und die Terme ganz rechts sind z. B. verschieden fir A = B = E und
eine Matrix C mit C* £ C.
7. U'=E'—2.-w-wH)T=E-2- w7 - wl' =U
U-U=(E-2-w-wh) (E-2 -w-wh)

—E—4-w-w +4-wl -ww!l =E
————

1

8. a) A singular, B = ({,0,...,0) mit einer Lésung x =& # 0 von A-x = 0.
b) Man multipliziere mit B~!.

9. a) A ist singular.
3

_3 _3 6 1 _8 1 _4
X S R 1 1° 0 3°
b)A”" =] 1 & 3 |, x=A"-a T 1ol | 2
3P 31 R 1 1
5 10 5 2 5 5
9 5 _5 _4 1 3 1
16 -3 ¢ o 1 5 o7
-1 _ —o —b - I O B B
A= 14 9 5 o x=ATarl ol o | gy
5 1 -2 1 0 ~1 —8

10. a) Folgt aus (A -B) - X = E
b) Genau dann ist A" - A = E, wenn (A~'- A)T = AT. (A"HT = E ist. (Siehe Aufg.
5)

11. (A-B)'=B ' Al X=B"'-A'.B-A
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7 Lésungen zu den Aufgaben

2 -1 -1 1

12. Spaltenvertauschung erforderlich. C™ = g _il _i) _i
3 i

2 -5 -1 3

13. Zum Beispiel A”' .B=A"'"-B-A-A'=A"".A.B-A'=B-A"!

14. Man verwende Aufgabe 5, (E—S)T = E+S, (E—S)-(E+S) = (E+S)-(E-S) =
(E—s?)

15. A - E;x: In der k-ten Spalte steht die i-te Spalte von A, sonst Nullen.
A - (E+c-E;): Zur k-ten Spalte von A wurde das c-fache der i-ten Spalte addiert.

16.
T o 1fU|”L:]€ . T .
€ ek_{OﬁJri;«ék e e, = Eu

O firk#l1
e — .. T. . T:
Biv B =ei-e-e e, {Eim fiir k = 1

Ei. -A-Ep, =an- -Eip-Ex-Epy =ap - Eip

17.a) U  =Ep 11+ .. +Epp g fir 1 <k <n—1.
U"'=E,,U"=0firk>n

b) V-W, =W,

OVF=W;_ firl<k<n-1, V- =0firk>n

18.a) (E—-V)- (E+V+ .. +V")=E— V" =E (s. Aufg. 17).
by(D-V)'=D'+D'.V.-D'+D ' V2D'+. . +D"'V)!.D!

Kapitel I11.

1. mit0<t<12:

T 9 —3 9 —0,75

T2 L 0 1 ~ 0 1
w2 [Tl oo | raa [T 0 |
4 g — 13,26 —0,34

2. xT ~ (65,78;154,71;91,30) (in 105 M).

3. (w1, 29,23) = (0, —1,2) + (1,3, —4) - t mit 1/3 <t < 1/2;
1 m? G, 9 m® G und x3 m® G5 ergeben 1 m? des gewiinschten Gases.

4. d = a9 — 12091,

fiir d # 0 genau eine Losung: < il ) = ( 1tz = 2012 ) .y
2

az — aias1 d
Fir d = 0 und a2 — ajag; = 0 unendlich viele Lésungen: il = ( “ —taut ) (t
2
beliebig)

Fir d = 0 und as — ajas;—0 keine Losung.

104
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5. Beide Systeme mit a4 = 4 sind unlosbar. Systeme mit a4 = 6:
fir ag = 4: I = (=8, 1,3,-2,0,0),

fir ag = 6: &1 = (—11,2,4,-2,0,0).

fg = <_27272727170) 11+ (_8,3, 3,0, 0,1) - 9.

6. &I = (1,7;0,7;0; —0,4;0).
& =(—0,5;0,5;1;0;0) - t1 + (—=1,7; =0,7;0;0,4; 1) - o, t1 = 2,19 = 1.

7.x7 = (—8,2,5,2,1).

8. xI' =(1,-4,1,0) + (1,1, -1,1) - ¢.

9. Fiir ay = 15, a5 = —12: xT = (3,3, 3). Die beiden anderen Systeme sind unlésbar.
10. Nur fir b) nicht.

11. Die Matrix (a1, a9, a3, a4) ist regulér. a1, a9, a3, b sind linear abhangig, a;,as, a4, b
linear unabhangig.

12. A-x = 0 bzw. AT - x = o hat nichttriviale Loésungen.
13. Die Koeffizientenmatrizen haben der Reihe nach den Rang 4, 3, 5, 3 bzw. 3.

14. a) a1~t1+a2-t2+a3~t3+a4-t4:o mitt4: —1 (7&0)

b)ES ist z.B. ay - u; +as - us + az - ug + a4 - ug = o mit uy # 0, denn ay, as, as, ay
mussen linear abhangig sein, aber a;, as, a3 sind linear unabhangig.

c) Die in b) gewonnenen Linearkombinationen kann man einsetzen.

d) a1, a9, a3, a sind linear unabhangig, denn sonst erhielte man a als Linearkombination
von aip, as, az. Unter fiinf Spalten der erweiterten Matrix befinden sich mindestens vier
der urspriinglichen.

Kapitel IV.

1. a) xI' = (1,5,7). b) x' = (1,0;4,9;6,8). c) x' = (1,0;5,0;7,0).
2. xI' = (1,50;2,00; —1,50; 0,50).

3.r=1/2; x" ~ (3,152;2,239; —1,276; 2,454) mit f, < 0,43 - 1072,

4. r =3/7; aus
xT = (1,71928; —0,70498; 0,26907) mit f> < 0,710 folgt x” = (1,72; —0,70; 0,27).

5. A" erfilllt das Zeilensummenkriterium (3.3) und ist somit nach Satz (3.4) regular;
dann ist auch A regulér. (Aufg. 11.10b.)

o

< mgX{Z aie -mgx{|ﬂ:k|}} - mgX{Z |az~k|} {Ixl] = [1A]|- [x]]

k=1

n

> laikl|xk]

k=1
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7 Lésungen zu den Aufgaben

n

A x| =3

n

Z AikTk| < Z:: Z |ak||xg| = 22 (Z |azk|> |2k

i=1 [k=1 k=1
<y (maX{ |azk|}> i = [IA[]- > |kl = [IA]]- 1]
k=1 k=1
7. (E— M) - x =y habe eine Losung x = (&;) > o. Fiir
&1
A=(E—-M)- =
&n
1
1

gilt dann A-e =y mite =

1
In A sind wie in E — M die Hauptdiagonalelemente positiv, dagegen alle lbrigen Ele-
mente nichtpositiv. Daher bedeutet A-e =y > o, dass A das Zeilensummenkriterium

(3.3) erfiillt, und somit regular ist. - Man konstruiere E—M z.B. so, dass (E—M)-e = o
ist; dann ist E — M singular.

8. Man beginne mit a := 0 und realisiere fiir i = 1(1)n

1. das Bilden der zur Maximumbestimmung jeweils mit a zu vergleichenden Zahl .S (man
beginne hierzu mit S := 0 und realisiere fir k = 1(1)n, aber k # i x|),
danach

2. S := 5/|ai;| und sodann

3. den Vergleich mit (dem bisherigen) a

Kapitel V.

1. a) (w1, z9, ur, ug, uz) = (3,2,0,6,0), Znax = 17.

b) (1’1, To,T3,T4, U, U2, U3) = (O, O, 7,1, 4, 0,0), Zmax = 25.

c) Keine optimale Lésung, sondern zulédssige Losungen mit beliebig groBem Wert von
Z:z.B. Z =23+ 15t fur

($1, o, T3, Ui, U2, Ug) = (4 + 4t,3 + 3t,3 + t,O, 0, 4t)

d) (Il,I2)$3,U1,UQ,U3> = (3,4, 0, 0,4,0) -+ (7,0, 16,0,4,0) : (1 - t) mit 0 <t< 1,
Lmax = 18.

2. Mit A} = ( ? 1 ) erhalt man
BV r1 T T3z T4 UL U2 U3 Ug =
x| 1 5 2 -1 6
T2 1 -3 1 -1 1 1
us3 3 1 -2 1 3
Uy -1 5 -1 -1 1 1
-1 -1 -3 -1 Z —29
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3. a) (xl,.TQ,xg,Ul,UQ) — (2, 1737072)1 Zmax = 13.
b) Keine zulassige Losung.
c) (z1, 2, 3, ur, u9) = (3,2,0,4,5) -t +(2,1,3,0,2) - (1 —¢) mit 0 <t < 1, Zpax = 15.

4. Die Mischung enthalte z; Einheiten F; Die LO-Aufgabe lautet

0,521 + 0,229 + x3 + 0,324 > 10
r1+ 0,4z3 + 0,524 > 15
0,221 + 0,522 + 0,224 > 5
20z1 + 6x9 + 3323 + 1024 = Z min!

Mit etwas Geschick bei der Auswahl der Hauptelemente erhalt man in vier (drei) Sim-
plexschritten
($17$27$3ax4791>92a93) - (07 57 07 307 07 07 375)1 Zmin = 330.

5. a)

A& t+&-1—t)=A-& - t+A-&-(1—t)<b-t+b-(1—t)=b
" (Gt+&-A-t)=c &t & (1—t) = Znax(t+1—1)

b) A- (&1 ti 4.+ & ty) <b-(ti+ .. +t,)=b
C) CT(€1t1++€ntn)§Z0(tl++tn):ZO
db=A-{=A-(§-5+& 3)<b-L+b-J alsomuss A-& =A-& = b sein.

6.a) Z=cl - x<yl' -A-x<y"-b=b".y=V.

b) Fir eine beliebige zulassige Losung x = & der primalen Aufgabe gilt nach a):
cl ¢ <b’-n daherc’ ¢ <cT-¢

Zu beachten ist, dass in den Aufgaben 5 und 6 beim Rechnen mit Ungleichungen stets
nichtnegative Faktoren ¢, 1 —t, t;, x, y/ verwendet wurden.

In Aufgabe 6a) wurden Ungleichungen addiert!

Kapitel VI.
201 7 85 5
1.a) (z) = | 3 e = 137.b) (i) = | 50 15 10 |, Zuaw =
17 35
40 40
45.¢) () = | o 0 - RN OO S(1—1) mit 0 <
0 20 0 20

t <1, Znax = 160.

2. Da die Summe der a-Gleichungen gleich der Summe der b-Gleichungen ist, lasst sich
jede der Gleichungen als Linearkombination der m + n — 1 {brigen darstellen und ist
daher mit ihnen zugleich erfiillt.

3. a) Istin der j-ten Zeile ¢}, = cjr+p (k = 1(1)n),s0 gilt Z' = Z+p-a;; entsprechend
7" =7+ q- b]._
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7 Lésungen zu den Aufgaben

b) Nach a) unterscheiden sich die Werte der Zielfunktionen nur um (von den

unabhangige) Konstanten.
c) Man subtrahiere zunichst das kleinste Element in jeder Zeile von allen Elementen
dieser Zeile; in der neuen Matrix subtrahiere man das kleinste Element in jeder Spalte

von allen Elementen der Spalte.
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