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Vorwort

Vorwort

In den letzten Jahrzehnten hat die Matrizenrechnung im Zusammenhang mit der Entwicklung
der modernen Rechentechnik in wachsendem MaBe vielfaltige Anwendungsmaoglichkeiten in den
Naturwissenschaften, in der Technik und in der Okonomie gefunden. Deshalb ist es erforderlich,
dass sich breitere Kreise von Werktatigen mit Problemen der Matrizenrechnung beschaftigen.

Aus diesem Grunde wurde das vorliegende Buch als Monographie so abgefasst, dass sich
der Leser auch im Selbststudium eine Einfiihrung in die Matrizenrechnung erarbeiten kann.
Insbesondere konnen sich Werktatige, die sich im Rahmen ihrer beruflichen Qualifizierung mit
Matrizenrechnung beschaftigen miissen, mit seiner Hilfe in dieses Stoffgebiet einarbeiten.
Der Bedeutung der Matrizenrechnung entsprechend, wurde auch im Rahmen des fakultativen
mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts in der erweiterten Oberschule der Lehrgang
"Matrizenrechnung und ihre Anwendung in Okonomie und Elektrotechnik" geschaffen.

Bei der inhaltlichen Gestaltung dieses Buches wurde besonderer Wert darauf gelegt, den ge-
samten Stoff des Plans fiir den fakultativen Lehrgang "Matrizenrechnung und ihre Anwendung
in Okonomie und Elektrotechnik" ausfiihrlich zu behandeln. Nur dort, wo Abrundungen oder
Ausblicke auf weiterfiihrende Betrachtungen niitzlich erschienen, wurden erganzende Ausfiih-
rungen gemacht.

Das bezieht sich besonders auf die Einfliihrung algebraischer Strukturen und die Behandlung
des Austauschverfahrens zur Bestimmung der inversen Matrix.

Der Leser sei auf die determinantenfreie Darstellung der Matrizenrechnung hingewiesen, wie
sie im Plan fir diesen Lehrgang gefordert wird. Besonders wurde darauf geachtet, die einzelnen
Stoffabschnitte und die erforderlichen Rechenverfahren liberzeugend zu motivieren, den Aufbau
des Matrizenkalkils in leicht verstandlicher, dabei aber in wissenschaftlich einwandfreier Weise
zu entwickeln und dadurch den Leser an mathematische Denk- und Arbeitsweisen zu gewohnen.
Gerade die Matrizenrechnung eignet sich vorziglich dazu, die enge Verbindung einzelner ma-
thematischer Disziplinen zu verdeutlichen, wie das z. B. in der algebraischen Behandlungswei-
se beim Aufbau des Matrizenkalkiils - einschlieBlich der Beweisfiihrung in der erforderlichen
Strenge und der Einfiihrung einfacher algebraischer Strukturen - , in der geometrischen Inter-
pretation der Matrizenrechnung mittels linearer Transformationen und in der Entwicklung von
Algorithmen und Programmablaufplanen fiir numerische Berechnungen zum Ausdruck kommt.

Beispiele verdeutlichen die Ausfiihrungen, Arbeitsauftrage dienen der Vertiefung des Stoffes.
Zur Ubung werden am Ende eines jeden Kapitels Aufgaben gestellt, deren zum Teil ausfiihrli-
che Lésung der Leser am Ende des Buches zur Uberpriifung seiner Arbeit findet.

Anwendungsaufgaben zu den einzelnen Abschnitten des Buches werden insbesondere dem
6konomischen Objektbereich entnommen. Dadurch soll der Leser starker mit 6konomischen
Fragestellungen - bereits in der Schule - vertraut gemacht werden. Aufgaben zur Berechnung
von elektrischen Gleichstromnetzen erfordern umfangreichere Kenntnisse (einschlieBlich der
Bildung der inversen Matrix) und werden deshalb erst am Ende des Buches gestellt.

Auf Aufgaben zur Berechnung von elektrischen Wechselstromnetzen muss verzichtet werden,
da die Behandlung komplexer Matrizen nicht Gegenstand des fakultativen Lehrgangs ist. Fiir
das Verstandnis der Darlegungen in diesem Buch sind Vorkenntnisse in Mathematik erfor-
derlich, die im wesentlichen dem Stoff der zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschule entsprechen.

Der im Buch behandelte Stoff bietet vielfaltige Moglichkeiten, mathematische Kenntnisse, Fa-
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higkeiten und Fertigkeiten aus verschiedenen Stoffgebieten des obligatorischen Unterrichts zu
wiederholen und zu vertiefen.
Um eine bessere Ubersicht zu gewahrleisten, wurden durch die Zeichen

> Definitionen und Satze,
[] Beispiele,
(O Arbeitsauftrage

hervorgehoben. AuBerdem wurden die Definitionen, Satze, Beispiele und Arbeitsauftrage inner-
halb jedes Kapitels durchnummeriert; dabei gibt die erste Zahl jeweils die Nummer des Kapitels
und die zweite Zahl die Nummer der Definition, des Satzes, des Beispiels bzw. Arbeitsauftrags
in dem entsprechenden Kapitel an.

Bei der Abfassung des Manuskripts haben mich Herr Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h. c. Helmut
Heinrich und Herr Prof. Dr. paed. habil. Wolfgang Lange, Technische Universitat Dresden,
unterstiitzt. Dafiir mochte ich ihnen sehr herzlich danken, Weiterhin mochte ich Herrn Di-
plommathematiker Dr. rer. nat. Claude-Joachim Hamann, Technische Universitat Dresden,
fir wertvolle Hinweise Dank sagen.

Alfred Hilbert




1.1 Einfiihrende Beispiele

1 Der Begriff der ,,Matrix*

1.1 Einfiihrende Beispiele

Einige Beispiele aus verschiedenen Objektbereichen sollen die ZweckmaBigkeit der Einflihrung
eines neuen mathematischen Gebildes, der Matrix, verdeutlichen.

O BEISPIEL 1/1:
Zur Berechnung des Bruttolohns der Arbeiter einer Brigade benétigt die Lohnabteilung eines
volkseigenen Betriebs bestimmte Angaben. In stark vereinfachter Darstellung miissen

- die Namen der Arbeiter (z. B. Ay, Ao, ..., A,,) einer Brigade,
- die Art der ausgefiihrten Arbeiten (z.B. P;, P, ..., P,) und
- die Angabe der zur Ausfiihrung der Arbeiten benétigten Zeiten

erfasst werden. Wir kdnnen diese Angaben fiir die monatliche Gesamtabrechnung der Brigade
in folgender (ebenfalls stark vereinfachter) Weise zusammenstellen (Tabelle 1):

Tabelle 1
Namen der Arbeiter Ausgefiihrte Arbeiten Anzahl der aufgewendeten Arbeitsstunden
Al P ail
Py aiz
P, A1n
As P az1
Py a2
P, a2n,
Am Py am1
P am2
P, Gmn

Anmerkungen:

1. Das Auftreten der Doppelindizes (z. B. a;; - gelesen "a eins eins") bei der Bezeichnung der
Anzahl der aufgewendeten Arbeitsstunden erklart sich aus der Notwendigkeit zu erkennen, auf
welchen Arbeiter und auf welche spezielle Arbeit sich die Zeitangabe bezieht.

2. Wurde von einem Arbeiter (z. B. A;) eine Arbeit (z.B. P;) nicht ausgefiihrt, dann ist das
Element ay; = 0 zu setzen.

Die Lohnabteilung des Betriebes berechnet den Bruttolohn jedes Arbeiters, indem die auf-
gewendeten Arbeitszeiten mit den fiir die Arbeit geltenden Lohnsatzen der entsprechenden
Lohngruppe des Arbeiters, die Tabellen entnommen werden kénnen, multipliziert und alle Pro-
dukte addiert werden.

Fir die Arbeit P; soll der Lohnsatz py, fiir die Arbeit P, der Lohnsatz p, usw. gelten. Dann
betragt der Bruttolohn des

1. Arbeiters (A;) Iy = appr + aaps + ... + a1pn
2. Arbeiters (Ag) ly = A91P1 + Qo2P2 + ... + QonPp




1.1 Einfiihrende Beispiele

m-ten Arbeiters (A,,) Ly = QmiP1 + QmoD2 + ... + QrnPn

Wie man sieht, ist ein System von m linearen Gleichungen mit n Variablen pq, po, ..., p, entstan-
den. Werden zur Erhéhung der Ubersichtlichkeit die Lohnsatze in den folgenden Ausfiihrungen
mit 1, xs, ..., T, bezeichnet und die Seiten vertauscht, so erhalt das Gleichungssystem die
folgende Form:

a11T1 + a192T9 + ...+ ALy = ll

211 + Q999 + ... + A9y T, = l2

Am1T1 + AmoXo + ... + Ty, =

Anmerkung: Obgleich es noch (blich ist, in linearen Gleichungssystemen mit drei Variablen
die Variablen mit z, y, z zu bezeichnen, erweist sich die hier eingefiihrte Bezeichnung mit
Hilfe von Indizes besonders bei praktischen Problemen, bei denen oft mehr als drei Variable
auftreten, als zweckmaBiger.

Die reellen Zahlen a;; (i = 1,2,..,m; k = 1,2,...,n) sollen die Koeffizienten und die reellen
Zahlen I; (i = 1,2,...,m) die (konstanten) rechten Seiten des Gleichungssystems genannt
werden.

Bei umfangreichen Gleichungssystemen ist man bestrebt, Schreibarbeit einzusparen. Da es nur
darauf ankommt, die Lage der Koeffizienten im Gleichungssystem eindeutig zu kennzeichnen,

genlgt es, statt der linken Seite des Gleichungssystems die folgende Tabelle zu schreiben
(Tabelle 2):

Zeile | Spalte

1 2 3 ... k .. n
1 a1y 19 a13 A1k QA1
2 921 929 923 . (0513 . Qon,
1 ;1 ;9 ;3 . Qi . (0779
m Am1 Am2 Am3 .. Qmk ... Qmp

Die Koeffizienten tragen doppelte Indizes (z.B. a;x); dabei soll stets der erste Index i die Zeile,
der zweite Index k die Spalte angeben.

Die in dieser Tabelle 2 enthaltene Information (iber das lineare Gleichungssystem kann nach
dieser Vereinbarung noch einfacher dadurch dargestellt werden, dass wir nur das Koeffizienten-
feld aufschreiben. Um die Zusammengehorigkeit hervorzuheben, schlieBen wir es durch groBe
Klammern ein:

a1 aiy ... QA1
921 a29 ... QAon,
Am1 Am2 ... Amn

Dadurch ist ein neues mathematisches Gebilde entstanden, das man Matrix nennt. Da als
Elemente der Matrix die Koeffizienten a;;, des Gleichungssystems auftreten, nennt man dieses
Gebilde auch Koeffizientenmatrix.
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O] Beispiel 1/2:
In dem in der Skizze dargestellten elektrischen Gleichstrom-Netzwerk seien die Urspannungen
E4, E5 und die Widerstande RF}, Ry, R3, Ry bekannt (Bild 1).

Ry R3
L o e
ET Ez
ﬁz N
Ry
Bild 1 ¢ —

Zur Berechnung der Stromstarken Iy, I, I3, I in den einzelnen Zweigen missen wir ein Glei-
chungssystem aufstellen. Bekanntlich besteht ein elektrisches Netzwerk aus Mascherﬂ, die sich
- wie aus Bild 1 ersichtlich - aus Zweigen zusammensetzen.

Die Zweige enden in Knotenpunkten (Verzweigungspunkten) und kénnen Widerstande und
Spannungsquellen enthalten. In jedem Zweig flieBt ein Strom unterschiedlicher Stirke. Uber
jedem Widerstand entsteht ein Spannungsabfall. Zur Berechnung der Zweigstrome dienen die
beiden Kirchhoffschen Satze der Stromverzweigung:

Knotenpunktsatz: Die Summe der zum Knotenpunkt hinflieBenden Strome ist gleich der Sum-
me der vom Knotenpunkt wegflieBenden Strome.

Maschensatz: Beim Umlauf in einer Masche ist die Summe der vorzeichenbehafteten Urspan-
nungen (E) gleich der Summe der vorzeichenbehafteten Spannungsabfalle (U) tber den Wi-
derstanden.

Wir legen zunéchst die Richtungen der Urspannungen und der Strome fest, wobei vereinbart
sei, dass Stromrichtung und Richtung des Spannungsabfalls iiber einem Widerstand iiberein-
stimmen sollen (Bild 2).

IT;UJ I3'U3

| g—
L
—_—

Uy s A

Iﬁ‘! U¢
| -
el T

Bild 2 ' —

Dann gelten die Gleichungen

[1—[2—13 =
L —1,— 14

8 }nach dem Knotenpunktsatz

und
El—Ul—UQ :0
Ey—Us+Us+ U, 0

Berticksichtigt man das Ohmsche Gesetz U = RI, so konnen die Gleichungen des Maschen-
satzes folgendermaBen geschrieben werden:

} nach dem Machensatz

E1 - Rlll - RQ.[Q - 0
EQ - RQIQ + R3[3 + R4[4 - O

YIn der Elektrizititslehre versteht man unter einer Masche einen geschlossenen Teil eines Stromkreises.




1.2 Definition des Begriffs ,,Matrix*“

Das gesamte Gleichungssystem lautet in ausfiihrlicher Darstellung:

1L+ (=) + (-1)I3+ 01, =0
1L+ (—1)+0I3+ (-1)I, =0
RiIy + Ryl + 013 + 0, = E)
0I1 + Roly + (—R3) I3+ (—Ry) 1, = Es

O Arbeitsauftrag 1/1:
1. Losen Sie das Gleichungssystem mit Hilfe eines lhnen bekannten Verfahrens!
2. Losen Sie das Gleichungssystem, wenn folgende GroBen gegeben sind!

Rl - 19, Rg - 39, Rg - 19, R4 - 29, E1 — 4‘/, EQ =2V

Sie werden erkennen, dass selbst im Falle dieses besonders einfachen linearen Gleichungssys-
tems von vier Gleichungen mit vier Variablen ein beachtlicher Rechenaufwand notwendig ist.

Um ein zweckmaBiges Verfahren fiir die Losung von Gleichungssystemen mit mehr als drei
Gleichungen und mehr als drei Variablen in den spateren Ausfiihrungen entwickeln zu kénnen,
fihren wir hier in Anlehnung an die Darstellungen im Beispiel 1/1 die Koeffizientenmatrix
dieses Gleichungssystems ein:

1 -1 —1 0
1 -1 0 —1
R Ry 0 0
0 Ry —R3 —Ry

Zusammenfassung:

In der gesellschaftlichen Praxis gibt es eine Vielzahl von Sachverhalten unterschiedlicher Art,
denen exakt (oder wenigstens naherungsweise) direkte Proportionalitdten zugrunde liegen.
Diese linearen Beziehungen sind eine unmittelbare Verallgemeinerung der Proportionalitat von
EinzelgroBen auf GroBensysteme. Ihre mathematische Behandlung fiihrt auf lineare Gleichungs-
systeme von m Gleichungen mit n Variablen.

Von Bedeutung fiir die Charakterisierung eines solchen Gleichungssystems sind die Koeffi-
zienten, die in einem rechteckigen Schema zusammengefasst werden kénnen. Das dadurch
entstehende neue mathematische Gebilde wird Koeffizientenmatrix genannt.

1.2 Definition des Begriffs ,,Matrix*

Die einfliihrenden Beispiele machen deutlich, dass die Matrix ein geordnetes Schema von Ele-
menten darstellt. Die Elemente kdnnen aus einem der bekannten Zahlenbereiche (natirliche
Zahlen, gebrochene Zahlen, rationale Zahlen, ganze Zahlen, reelle Zahlen, komplexe Zahlen)
stammen, sie kdnnen aber auch GréBen, Funktionen oder andere mathematische Gebilde (z.
B. selbst: wieder Matrizen) sein.

Wir vereinbaren, dass in unseren Darlegungen - wenn nichts anderes festgelegt wird - die
Elemente der Matrizen reelle Zahlen sein sollen.

Weiterhin kénnen wir aus Beispiel 1/2 erkennen, dass in den verschiedenen Zeilen einer Koef-
fizientenmatrix unterschiedliche mathematische Gebilde auftreten kdnnen.

Die Matrix ist eine Kurzform zur klaren Darstellung und lbersichtlichen Formulierung linearer
Zusammenhange aus Mathematik, Naturwissenschaften, Technik und Okonomie. Solche linea-
ren Zusammenhange konnen auch in Form von Tabellen erfasst werden. Eine Vielzahl solcher
Tabellen sind beispielsweise im Statistischen Jahrbuch der DDR enthalten (Tabelle 3).




1.2 Definition des Begriffs ,,Matrix*“

Tabelle 3
16. Industrielle Produktion ausgewahlter Erzeugniss{]
Wertangaben in konstanten Preisen

Erzeugnis Einheit | Produktion
1955 1960 1965 1970 1972 1973

Metallurgische Erzeugnisse
Roheisen 1000 t | 1516,6 1994,7 2338,0 1994,0 2150,6 2201,6
Rohstahl* 1000 t | 2815,9 3749,9 4313,3 5052,7 5670,2 5891,7
Walzstahl, warmgewalzt** | 1000 t | 1884,1 2613,3 2986,3 3406,5 3708,2 3876,0
Erzeugnisse der Il. metallurgischen

Verarbeitungsstufe | 1000t | 312,1 497,56 730,7 16924 20532 23144

* EinschlieBlich Flussigstahl fur Formguss.
** EinschlieBlich Halbzeuge fiir Schmiede- und Pressteile und fiir Rohre.

Verstehen wir unter einem linearen Zusammenhang (einer linearen Beziehung) Ausdriicke von
der Form

Yi = Z&ikwk, (1=1,2,...,m)
k=1
wobei die Produkte a;.x) bildbar und fiir jedes ¢ auch addierbar sein miissen, dann ist die

Matrix die angepasste Darstellungsart fiir lineare Zusammenhange.

» Definition 1/1:
Das aus m Zeilen und n Spalten bestehende Schema

aiq aiy ... Q1n
A _ 921 a2 ... QAon,
Am1 Am2 ... Amn

heit die Matrix A.

In der deutschsprachigen Literatur ist es lblich, die Matrizen durch groBe Frakturbuchstaben
zu symbolisieren. Wir schlieBen uns jedoch beider Bezeichnung der Matrizen der international
ublichen Darstellungsweise an: Matrizen werden im Druck durch fettgedruckte groBe Anti-
quabuchstaben, in der Schreibschrift durch unterstrichene groBe Buchstaben der lateinischen
Schrift bezeichnet.

Die Elemente einer Matrix tragen Doppelindizes, z. B. ay; (gelesen "a zwei eins"). Gelegentlich
benutzen wir unter Verwendung des allgemeinen Elements a;;, eine Kurzschreibweise fiir die
Matrix

A= (aik)m,n

wobei der Zeilenindex i alle natiirlichen Zahlen von 1 bis m, der Spaltenindex k alle natiirlichen
Zahlen von 1 bis n durchlaufen soll. Fiir Zeilen und Spalten verwendet man die gemeinsame
Bezeichnung "Reihen".

Das Zahlenpaar (m,n) ist der Typ der Matrix. Gelegentlich ist auch der Begriff "Format der
Matrix" tblich. Dass die Matrix A den Typ (m,n) hat, bringt man durch 7(A) = (m,n) zum
Ausdruck.

2Statistisches Jahrbuch 1974 der Deutschen Demokratischen Republik, Staatsverlag der Deutschen Demo-
kratischen Republik, Berlin 1974, S. 126. (Auszug)
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1.2 Definition des Begriffs ,,Matrix*“

Die Matrizen vom Typ (m,n) bilden eine Menge, die wir mit M, ) bezeichnen wollen.

Ist m # n, dann heiBt die Matrix rechteckig, ist m = n, heiBt sie quadratisch. In diesem Falle
nennt man m = n die Ordnung der quadratischen Matrix. Zwei Matrizen sind dann und nur
dann vom gleichen Typ, wenn sie die gleiche Anzahl von Zeilen und die gleiche Anzahl von
Spalten haben.

O] Beispiel 1/3:
1 2
A=| 3 -1 ; T(A) = (3,2)
5 4

A ist eine rechteckige Matrix vom Typ (3, 2).

B =

W O N

31
05 ;o 7(B)=(3,3)
1 2

B ist eine quadratische Matrix 3. Ordnung, m =n = 3.

Alle Elemente a; einer quadratischen Matrix mit ¢« = k bilden die Hauptdiagonale. Eine Matrix
vom Typ (m, 1) besteht nur aus einer Spalte. Sie kann auch - entsprechend der koordinaten-
maBigen Darstellung eines Vektors - als Spaltenvektor aufgefasst werden. Eine Matrix vom
Typ (1,7) besteht nur aus einer Zeile. Sie wird in Analogie dazu als Zeilenvektor bezeichnet.

In Anlehnung an die Bezeichnungsweise der Matrizen wollen wir Spaltenvektoren im Druck
durch kleine fettgedruckte Antiquabuchstaben, in der Schreibschrift durch unterstrichene klei-
ne lateinische Buchstaben bezeichnen.

O Beispiel 1/4:
2

a= | 1 | istein Spaltenvektor; (5 1) ist ein Zeilenvektor.
3

Eine Matrix kann auch aus einem einzigen Element bestehen, z. B. (17). Sie ist vom Typ
(1,1). Dabei ist zu beachten, dass sie ein anderes mathematisches Objekt als die reelle Zahl
17 ist und deshalb in Klammern eingeschlossen werden muss.

Erganzung:

Da in dieser Darstellung die Elemente der Matrizen dem Bereich der reellen Zahlen entnom-
men werden sollen, ist es besonders fiir Beweisfiihrungen vorteilhaft, wenn an dieser Stelle die
Grundgesetze fiir das Rechnen mit reellen Zahlen zusammengestellt werden:

Es seien a, b, ¢, d reelle Zahlen, dann gilt stets:

1. Je zwei reellen Zahlen a und b wird durch die Verkniipfung Addition genau eine reelle Zahl
zugeordnet, die mit a + b bezeichnet und die "Summe" von a und b genannt wird.

2. Es gilt das Kommutativgesetz der Addition: a +b=b+a
3. Es gilt das Assoziativgesetz der Addition: (a +0b) +c=a+ (b+ ¢)

4. Die Zahl 0 ist das neutrale Element der Menge der reellen Zahlen beziiglich der Addition:
a+0=a

5. Die Gleichung a + x = b hat genau eine reelle Losung. Diese wird mit x = b — a bezeichnet
und "Differenz" genannt.

11



1.3 Inzidenzmatrizen

6. Je zwei reellen Zahlen a und b wird durch die Verkniipfung Multiplikation genau eine reelle
Zahl zugeordnet, die mit ab bezeichnet und das "Produkt" von a und b genannt wird.

7. Es gilt das Kommutativgesetz der Multiplikation: ab = ba
8. Es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation: (ab)c = a(bc)

9. Die Zahl 1 ist das neutrale Element der Menge der reellen Zahlen beziiglich der Multiplika-
tionta-1=a

10. Die Gleichung ax = d hat fiir a # 0 genau eine reelle Lésung. Diese wird mit g bezeichnet
und "Quotient" genannt.

11. Es gilt das Distributivgesetz: (a + b)c = ac + be

Hat eine Zahlenmenge mindestens zwei verschiedene Elemente, sind fiir diese Elemente die Ver-
knipfungsoperationen Addition und Multiplikation definiert und gelten die oben aufgestellten
elf Gesetze, so sagt man, "diese Zahlenmenge bildet einen Korper".

Die Menge der reellen Zahlen ist also beziiglich der in der lblichen Weise erklarten Addition
und Multiplikation ein Korper.

"Korper" ist ein algebraischer Strukturbegriff. Solche Strukturen sind fiir die moderne Betrach-
tungsweise in der Mathematik typisch. Ist eine Menge von Elementen gegeben und werden auf
dieser Menge Rechenoperationen definiert, so wird der Menge eine bestimmte Struktur aufge-
pragt.

Man sagt auch: "Die Menge wird strukturiert." Der Vorteil einer solchen Betrachtungsweise
liegt darin, dass sich alle Folgerungen, die aus den durch Abstraktion gewonnenen Strukturge-
setzen gezogen werden, auf jede andere Menge derselben Struktur iibertragen lassen.

O Arbeitsauftrag 1/2:

Zeigen Sie, dass

a) die Menge der rationalen Zahlen einen Kérper,

b) die Menge der ganzen Zahlen keinen Korper bilden,

wenn die Addition und die Multiplikation in der tiblichen Weise definiert werden!

Zusammenfassung:

Der Begriff "Matrix" wird als ein aus m Zeilen und n Spalten bestehendes Schema definiert,
wobei die Elemente der Matrix in dieser Darstellung reelle Zahlen sein sollen, wenn nichts
anderes vermerkt wird. Matrizen werden in diesem Buch in der international blichen Weise
bezeichnet.

Der Typ der Matrix wird durch die Anzahl der Zeilen und die Anzahl der Spalten bestimmt. Die
Matrizen vom Typ (m,n) bilden die Menge M (m,n). Vektoren kénnen als einspaltige (bzw.
einzeilige) Matrizen aufgefasst werden. - Die Menge der reellen Zahlen bildet einen Korper.

1.3 Inzidenzmatrizen

In Okonomie und Technologie werden die Zusammenhinge einzelner Objekte in sog. Ver-
flechtungen untersucht. Beispielsweise ist es fiir die Materialplanung wichtig zu wissen, wie
viele Einzelteile verschiedener Art zur Herstellung eines bestimmten Enderzeugnisses bendtigt
werden. Den stark vereinfachten Sachverhalt kann man durch folgende Darstellung (Bild 3)
veranschaulichen:
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1.3 Inzidenzmatrizen

Einzelteile 1 2 3

Enderzeugnis 4

Bild 3

Aus Bild 3 soll hervorgehen, dass zur Herstellung von einem Stiick des Enderzeugnisses 4

2 Stiick des Einzelteils 1,
3 Stiick des Einzelteils 2 und
1 Stick des Einzelteils 3

gebraucht werden. Wir wollen dabei die Einschrankung vornehmen, dass nur solche Verflech-
tungen betrachtet werden, bei denen Teile des Enderzeugnisses nicht wieder als "Rohstoffe"
Verwendung finden, wie z. B. die in chemischen Prozessen frei werdende Energie.

Sehen wir zunachst von der Anzahl der verwendeten Einzelteile ab, dann erkennen wir, dass
Zusammenhange dieser Art durch Kopplungsnetze, sog. Netzwerke, verdeutlicht werden kon-
nen. Sie stellen Spezialfalle von Grapherﬂ dar. Ein Graph kann als eine strukturierte Menge
aufgefasst werden.

Wir konnen die Elemente dieser Menge durch Punkte und ihre Beziehungen durch gerichte-
te (oder ungerichtete) Strecken ("Kanten" genannt) zwischen den Punkten veranschaulichen.
Wir sprechen dann von der geometrischen Veranschaulichung eines Graphen. Es ist nur von
Interesse, welche Punkte miteinander verbunden sind. Die Lange der Verbindungsstrecke wird
nicht berticksichtigt.

Relationen dieser Art konnten in unserem Beispiel sein: "... ist Bauteil fir ..." oder "... wird
bendtigt zur Herstellung von ..." oder, wenn man die Anzahl der verwendeten Einzelteile be-
riicksichtigen wollte: "Vom Bauteil ¢ werden r Stiick zur Herstellung von Erzeugnis k bendtigt."
Wir wollen diesen Sachverhalt mathematisch formulieren:

Es seien zwei Mengen gegeben: Menge M der Knotenpunkte und Menge A der Kanten.
Zwischen den Elementen von M und A besteht eine Relation, die "Inzidenz" genannt wird:
Jedem Element von a € A ist eindeutig ein geordnetes Paar von Knotenpunkten P, () € M
zugeordnet. Das Element a € A ist mit den beiden Knotenpunkten P, () inzident, d. h., a
verbindet P und Q).

Beim Uberfiithren in die Matrixform ist folgendes zu beachten:

Wenn eine Kante vom i-ten Punkt zum k-ten Punkt fiihrt, wird das Element a;;, der Matrix
gleich 1 gesetzt; ist aber der i-te Punkt nicht mit dem k-ten Punkt verbunden, so lautet das
Element a;;, = 0.

Dabei wird vorausgesetzt, dass kein Punkt mit sich selbst verbunden sein soll. Auf diese Weise
erhalten wir eine quadratische Matrix, die wir die Inzidenzmatrix eines Graphen nennen wollen.

O] Beispiel 1/5:

3Die Graphentheorie ist eine sehr junge Disziplin. Sie untersucht mathematische Strukturen der Kombinatorik.
Sie wurde 1936 von dem ungarischen Mathematiker D. Konig begriindet, fand aber anfangs nur wenig
Beachtung. Erst mit der Untersuchung diskreter Strukturen in Technik und Okonomie um 1950 erlangte
sie groBe Bedeutung und wurde weiterentwickelt.
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1.4 Gleichheit zweier Matrizen

Zuordnung einer Inzidenzmatrix zur geometrischen Veranschaulichung eines gegebenen unge-
richteten Graphen (Bild 4):

. . ] 010000

101010

. 010100
7

Bild 4 001011

010100

0007100

O] Beispiel 1/6:
Zuordnung einer Inzidenzmatrix zur geometrischen Veranschaulichung eines gegebenen gerich-
teten Graphen (Bild 5):

01001000
2 3 7 00100000
1O"—< 00000100

. s 3 00010000
Bild 5 00000100
0000001 1

0000000 0O

0000000 0O0

Die Elemente in der Hauptdiagonalen solcher Inzidenzmatrizen sind auf Grund der Bedingung,
dass kein Punkt mit sich selbst verbunden sein soll, Null.

Will man in den Inzidenzmatrizen nicht bloB zum Ausdruck bringen, ob eine Relation zwischen
zwei Punkten besteht oder nicht besteht, sondern will man darstellen, dass r Teile des Gegen-
stands ¢ zur Herstellung des Gegenstands k benétigt werden, so setzt man in der Inzidenzmatrix
das Element a;;, = r. Auf diese Weise entsteht fiir das Bild 3 die folgende Verflechtungsmatrix:

o O O O
o O O O
o O O O
O = W N

Zusammenfassung:

Ein weiterer, fiir die Praxis wichtiger Sonderfall einer Matrix ist die Inzidenzmatrix eines Gra-
phen. Sie wird zur mathematischen Beschreibung von Verflechtungen 6konomischer Sachver-
halte benoétigt.

1.4 Gleichheit zweier Matrizen

In gleicher Weise, wie im obligatorischen Unterricht beispielsweise nach der Definition des
Begriffs "gebrochene Zahl" fiir die Menge der gebrochenen Zahlen Relationen und Operationen
eingefiihrt wurden, um mit diesen Zahlen "arbeiten" zu kénnen, wollen wir fiir die Menge
der Matrizen gleichen Typs Relationen und Operationen festlegen, damit wir mit dem neuen
mathematischen Gebilde "Matrix" rechnen konnen.

Wir wollen den Matrizenkalkil aufbauen, der die Gesamtheit aller Definitionen und die Gesetze
fir die Gleichheitsrelation und die Rechenoperationen mit Matrizen umfasst.

Wie bei dem bekannten Aufbau der Zahlenbereiche ist zunachst zu untersuchen, ob fir Ma-
trizen eine Ordnungsrelation festgelegt werden kann. Der Fall, dass alle oder einige Elemente

14



1.4 Gleichheit zweier Matrizen

einer Matrix A kleiner als die einer anderen Matrix B sind, ist in unserem Zusammenhang
bedeutungslos: Eine Kleiner- bzw. GroBerrelation wollen wir deshalb fiir Matrizen nicht einfiih-
ren.

Dagegen muss der Gleichheitsbegriff fiir Matrizen festgelegt werden. Zwei Matrizen sind gleich,
wenn zwei Bedingungen erfiillt sind: Sie miissen sowohl im Typ als auch in den einander ent-
sprechenden Elementen (ibereinstimmen.

> Definition 1/2:
Zwei Matrizen A = (@ig)m,n und B = (b;x),, heiBen gleich genau dann, wenn m = p und
p = q sowie a;, = by, fir 1 <i<mund 1 < k <n gilt.

Sind zwei Matrizen A und B gleich, gilt die Matrizengleichung A = B.

OJ Beispiel 1/7:
Die beiden Matrizen A und B sind gleich:
2 3 4 2t 2l 41 22
A_<819> ’ B_<23 20 23+1>
A =B, denn 7(A) = 7(B) und a;; = by, firi=1,2und k = 1,2,3.
OJ Beispiel 1/8:
Wenn zwischen den Matrizen
ail a2 a13 5 4 3
A= a1 a22 a3 und B = 6 0 2
a3y az2 as3 9 1 8

Gleichheit bestehen soll, dann muss Ubereinstimmung im Typ bestehen: 7(A) = (3,3) und
7(B) = (3, 3). Diese Bedingung ist erfillt, Weiterhin muss gelten:

ay; = 9,az1 = 6,a31 = 9,a12 = 4,020 = 0,a32 = 1,a13 = 3,a23 = 2,a33 = 8

Der Matrizengleichung A = B, wobei A und B € M(,, ,,) sein sollen, entsprechen m -n skalare
Gleichungen.

Erganzung:

Die Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation die durch folgende Eigenschaften charakterisiert wird:
Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat.

Im Falle der Matrizengleichheit gilt:

- Jede Matrix A ist zu sich selbst gleich, A = A (Reflexivitat).

- Wenn A = B, dann gilt auch B = A (Symmetrie).

- Sind A, B und C Matrizen vom gleichen Typ, dann folgt aus A = B und B = C stets A=C
(Transitivitat).

Eigentlich sind wir erst jetzt berechtigt, das bekannte Gleichheitszeichen auch zwischen Ma-

trizen zu verwenden.

Zusammenfassung:
Fir Matrizen kann eine Gleichheitsrelation festgelegt werden, wenn beide Matrizen Elemente
der gleichen Menge My, sind.
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1.5 Historische Entwicklung des Matrixbegriffs

1.5 Historische Entwicklung des Matrixbegriffs

Der englische Mathematiker James Joseph Sylvester (1814 bis 1897) fithrte im Jahre 1850 den
Begriff "Matrix" zur Bezeichnung einer rechteckigen Anordnung von Zahlen in die Mathematik
ein. Sylvester ist dafiir bekannt, dass er den mathematischen Objekten phantasievolle Namen
gab.

"Matrix" sollte ein Platz sein, in dem etwas sich entwickelt oder entsteht. Wir wollen "Matrix"
im Sinne von "Anordnung" verstehen. Eine Matrix sei ein mathematisches Gebilde, das eine
sinnvolle schematische Anordnung von mathematischen Gebilden enthalt, die zeilenweise in
linearen Beziehungen zueinander stehen. Seit 1853 beschaftigte sich William Rowan Hamilton
(1805 bis 1865), seit 1858 Arthur Cayley (1821 bis 1895) mit Matrizen.

Die grundlegende Bedeutung dieser Begriffsbildung fiir die Mathematik wurde erst gegen Ende
des 19. Jahrhunderts erkannt. MaBgeblichen Anteil an der Weiterentwicklung der Matrizen-
rechnung hatte G. Frobenius (1849 bis 1917).

Die Algebraiker hatten einen Kalkiil geschaffen, der 1925 von Werner Heisenberg zur Beschrei-
bung der Quantenmechanik angewendet wurde. 1942 fiihrte Feldtkeiler die Matrizenrechnung
zur Berechnung elektrischer Netzwerke in die Elektrotechnik ein.

Der Grund dafiir, dass die Matrizenrechnung so spat erst in auBermathematischen Objektbe-
reichen zur Anwendung gelangte, besteht in der in dieser Epoche zur Verfligung stehenden
Rechentechnik. Mit logarithmischer Rechnung ist ein dauernder Wechsel von Multiplikation
und Addition bei der Bildung der linearen Zusammenhange (Skalarprodukte) sehr zeitaufwen-
dig. Rechenmaschinen dagegen eignen sich besonders gut zur Skalarproduktbildung, weil die
Produkte im Speicher addiert werden konnen.

Erst in jiingster Zeit fand die Matrizenrechnung ein groBes Anwendungsfeld in der Okono-
mie. Beispielsweise ist bei der Planung in Industriebetrieben eine groBe Anzahl haufig wieder-
kehrender, massenhaft auftretender Rechenarbeiten zu bewaltigen (z. B. die Ermittlung der
Aufwendungen an Arbeitszeit und Material fir ein vorliegendes Produktionsprogramm).
Solche Multiplikationen der Stiickzahlen der Produktion mit den verschiedenartigen Normen fiir
den Aufwand (technische Arbeitsnormen, Lohnfaktoren, Materialverbrauchsnormen u.a.) sind
auBerst zeitraubend, kénnen aber sehr rasch mit elektronischen Datenverarbeitungsanlagen
bewaltigt werden. Unter der Voraussetzung, dass lineare Zusammenhange vorliegen, ist die
Matrizenrechnung zur mathematischen Behandlung solcher 6konomischer und technologischer
Probleme gut geeignet.

In den Systemunterlagen fiir elektronische Datenverarbeitungsanlagen gibt es spezielle Unter-
programme zur Matrizenrechnung und deren Anwendungen in der Okonomie.

In der Praxis treten aber oft Probleme auf, die nicht linear sind. Weil die als lineare Gleichungs-
systeme formulierbaren Probleme leicht lberschaubar und rechnerisch gut zu behandeln sind,
liegt es nahe zu untersuchen, ob nichtlineare Probleme naherungsweise durch lineare Zusam-
menhange wiedergegeben werden kénnen. Ist das der Fall, spricht man von einer Linearisierung
des betreffenden Problems. Zur Losung eines linearisierten Problems kann dann die Matrizen-
rechnung herangezogen werden.

1.6 Aufgaben

1. Wie viele Elemente hat eine quadratische Matrix n-ter Ordnung ?
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1.6 Aufgaben

2. Eine Matrix hat 36 Elemente. Von welchen moglichen Typen kann sie sein 7
3. Eine Matrix hat 11 Elemente. Von welchem Typ kann sie sein ?

4. Es sei A eine quadratische Matrix (m = n) mit den Elementen a;. (i,k =1,2,...,.n).
Wie viele Elemente stehen a) tber, b) in, c) unter der Hauptdiagonalen ?

5. Wie viele Elemente stehen in einer quadratischen Matrix n-ter Ordnung nicht in der Haupt-
diagonalen 7

6. Bilden Sie eine Matrix vom Typ (4,4), deren Elemente a;, durch
a) ag =i+ k, b) ay =ik, c) ax = (i — k)?, d) ax = i®k + ik? gegeben sind!
Sind die Elemente dieser Matrizen symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonalen angeordnet ?

7. Suchen Sie einen mathematischen Ausdruck fiir die Bildung der Elemente a;;. der folgenden

Matrix!
1 1 1 1

3 4 5 6
9 16 25 36
27 64 125 216

— = = =
.00 RN =

8. Wie lauten die Inzidenzmatrizen, die durch folgende Graphen geometrisch veranschaulicht
werden 7

Bild 6,7

9. Zeichnen Sie den ungerichteten Graphen, der durch die folgende Inzidenzmatrix gegeben
ist!

01010
1 00 01
00010
10101
01010

10. Zeichnen Sie den gerichteten Graphen, der durch die folgende Inzidenzmatrix gegeben ist!

OO OO oo
[=lelolelal
[N elololl S =
OO O = OO
_ o = O oo
OO OO = O

11. Stellen Sie die Matrix der im Bild 8 gegebenen Verflechtung auf!
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1.6 Aufgaben

1 2 3 4

\/\ g

Bild 8

12. Berechnen Sie z,y, z € P (P ... Menge der reellen Zahlen) in folgender Matrizengleichung!

r 2r+y )\ (6 2
r+z 2y+z ) 4 —-22
13. Welche Aussagen sind wahr ?

a) (0;0) = (0;0;0), b) (0—0;0) = (0—10;0—0)

1-1 2-2 .
c) (x—x 3_3)—(0) mit x € P.
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2.1 Addition von Matrizen

2 Der Vektorraum der Matrizen gleichen Typs

Nachdem im ersten Kapitel der Matrixbegriff erarbeitet und die Gleichheit von Matrizen defi-
niert worden sind, sollen nun in den folgenden Abschnitten fiir das neue mathematische Gebilde
"Matrix" Rechenoperationen eingefiihrt werden.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Menge der Matrizen gleichen Typs bezlglich dieser
Rechenoperationen ein Modell fiir einen Vektorraum bildet.

2.1 Addition von Matrizen

O Beispiel 2/1:

Zwei Betriebsteile stellen jeweils die gleichen Enderzeugnisse A, B, C' in den Qualitatsstufen
Q, 1, 2 her. Aus Tabelle 4 geht die Anzahl der in den Betriebsteilen gefertigten Erderzeugnisse
- gegliedert nach Qualitatsstufen - hervor.

Wie groB ist die Gesamtzahl der Enderzeugnisse in den genannten Qualitatsstufen?

Enderzeugnisse
Qualitatsstufen Betriebsteil | Betriebsteil 1l
A B C \ A B C
Tabelle 4 Q 250 150 300 | 300 400 550
1 120 80 100 | 100 140 180
2 15 12 18 | 25 20 30

Wir kénnen die Anzahlen der Enderzeugnisse des Betriebsteils | als Elemente der Matrix A,
die des Betriebsteils Il als Elemente der Matrix B auffassen:

250 150 300 300 400 550
A= | 120 80 100 , B=| 100 140 180
15 12 18 25 20 30

Beide Matrizen haben den gleichen Typ (3, 3).

Die Gesamtzahl der Erzeugnisse beider Betriebsteile nach Qualitatsstufen wird durch die Addi-
tion der Elemente bestimmt, die sich an einander entsprechenden Stellen in Tabelle 4 befinden.
Das bedeutet aber auch die Addition derjenigen Elemente in den Matrizen A und B, die die
gleichen Indizes tragen. Dadurch entsteht eine neue Matrix; sie soll C genannt werden.

550 550 850
C=| 220 220 280
40 32 48

Fir die Ausfiihrung der Addition von Matrizen ist notwendig, dass die zu addierenden Matrizen
vom gleichen Typ sincﬂ und dass jedes Element der Matrix C durch die Addition der einander
entsprechenden Elemente (d.h. die gleichen Doppelindizes tragenden Elemente) der Matrizen

“Hinweis beziiglich der Forderung "Matrizen gleichen Typs": Es ware in praxisbezogenen Aufgaben auch der
Fall denkbar, dass z. B. der Il keine Erzeugnisse in der Qualitatsstufe 2 herstellt. Dann wére die Matrix B
zunichst vom Typ (3, 2). Es muss aber beriicksichtigt werden, dass alle Elemente der dritten Zeile in der
Matrix B Null sind, so dass doch eine (3,3)-Matrix zur Addition mit der Matrix A zur Verfiigung steht.
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2.1 Addition von Matrizen

A und B gebildet wird. Ausfiihrlich geschrieben:

ail ai19 A1n b11 b12 bln
asy asy ... a92n, + bgl bgg bgn
Aml Am2 ... Gmn bmi bm2 ... bmn
a1 +bi1 a2 +bi2 ... ai,+biy 11 €12 ... Clp
a1 +ba1  agp+bae ... agutbay | | ca1t 2 ... co2p
am1 + bml am2 + bm2 eer Qmp t bmn Cml Cm2 -+ Cmn

In Kurzschreibweise:

(aik)m,n + (bzk>m,n = (aik + blk)m,n = (Cik)m,n

furt=1,2,...m; k=1,2,...,n
Als Matrizengleichung geschrieben:
A+B=C
Damit konnen wir jetzt die Addition zweier Matrizen definieren.

> Definition 2/1:

Die Matrix C € M, ), die bei der Addition der gleiche Doppelindizes tragenden Elemente
der Matrizen A und B € M, entsteht, heiBt die Summe der Matrizen A und B und wird
mit A 4+ B bezeichnet.

[ Beispiel 2/2:
Gegeben seien die Matrizen

O] Beispiel 2/3:
Gegeben seien die Matrizen

>
Il
/N
O N
D =
w Ot
~_—
oy}
Il
O = W N
= DN Ot .o O

Da beide Matrizen nicht vom gleichen Typ sind, konnen sie nicht addiert werden.

Im folgenden wollen wir Eigenschaften der Matrizenaddition untersuchen. Die auftretenden
Matrizen seien Elemente der Menge M, ).

> Satz 2/1:
Die Addition von Matrizen ist kommutativ. (Kommutativgesetz)

A+B=B+A
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2.1 Addition von Matrizen

Beweis:

Voraussetzung: a;; + b, = by, + a;r (Im Korper der reellen Zahlen gilt das Kommutativgesetz
der Addition)

Behauptung A+ B =B + A

Beweis: A + B = (a;x) + (bix) = (as + bi) nach Definition der Matrizenaddition;

(aix + bix) = (bir, + ai) nach Voraussetzung;

(bir + air.) = (bir) + (a;) nach Definition der Matrizenaddition;

(bir) + (air) = B+ A

A+B=B+Awzbw.

> Satz 2/2:
Die Addition von Matrizen ist assoziativ. (Assoziativgesetz)

A+ (B+C)

(A+B)+C

O Arbeitsauftrag 2/1:

Fihren Sie den Beweis fiir Satz 2/2 unter Beachtung der folgenden Hinweise selbst durch!

1. Gestalten Sie den Beweis so, dass er auf das Rechnen mit reellen Zahlen zuriickgefiihrt wird!
2. Beachten Sie die doppelte Bedeutung der runden Klammern! (b;) ... Klammerkurzschreib-
weise fiir Matrizen

(B+C) = ((bir)+(aix)) ... Neben der Klammerschreibweise fiir Matrizen ist noch die Klammer
um die Summe B + C zu beachten.

O] Beispiel 2/4:
Gegeben sind die Matrizen

Dann ist:

= o
~ ~—
+
e
w
~ ~—
I
—

ES IEN BN BN
B ©
N———

Il
/N

Das Assoziativgesetz kann auf eine beliebige Anzahl von Matrizen gleichen Typs erweitert
werden. Die Addition von Matrizen ist umkehrbar.

> Satz 2/3:
Zu zwei Matrizen A und B € M,, ) gibt es genau eine Matrix X € My, ), die die Gleichung
A + X = B erfiillt.

Beweis:
Der Beweis dieses Satzes besteht aus zwei Teilbeweisen: Zunichst muss bewiesen werden, dass
eine solche Losung existiert; dann muss bewiesen werden, dass es nur diese eine Losung gibt.

Beweis fiir die Existenz der Losung:
Voraussetzung: a;, + (bix — air.) = aix + by, — air = by, (Addition im Korper der reellen Zahlen)
Behauptung: X = (b, — a;,) ist Losung der Gleichung A + X = B.
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2.1 Addition von Matrizen

Beweis:
A + X = (air) + (bir — aix) = (@i + by — ax) = (by,) = B w.z.b.w.

Hinweis: Man beachte, dass (b;, —a;i) in der Voraussetzung eine reelle Zahl, in der Behauptung
und im Beweis eine Matrix bedeutet.

Beweis fiir die Einzigkeit der Losung:
Behauptung: Es gibt eine und nur eine Matrix X, die Losung der Gleichung A + X = B ist.

O Arbeitsauftrag 2/2:
Fihren Sie den (indirekten) Beweis selbst durch!

Es existiert also genau eine Losung X der Gleichung A + X = B. Sie lautet X = B — A,
Dadurch haben wir die Umkehroperation der Addition von Matrizen festgelegt. Die Existenz
und Einzigkeit dieser Umkehroperation zur Matrizenaddition wurde oben nachgewiesen. Wir
nennen sie in Anlehnung an die Umkehroperation der Addition im Bereich der reellen Zahlen
die Subtraktion von Matrizen.

Deshalb kénnen wir jetzt definieren:

> Definition 2/2:
Sind A, B € M, 5,), dann heiBt die Losung X € M, ) der Gleichung A+X = B die Differenz
der Matrizen A und B. Sie wird mit X = B — A bezeichnet.

Kurzschreibweise: X = (b, — a) fir alle i, k.

bi1 —ain bz —ai2 ... by, —am

bo1 —a boos — a eee boy, —a
B_A— 21 21 22 22 on 2n
bml — Qml bm2 — am2 ... bmn — Qmn

Wir betrachten nun noch einige Spezialfalle, die aus der Umkehrung der Addition von Matrizen
folgen:

1. Die Gleichung A+ X = A hat die Lésung X = A — A. Wir bezeichnen sie mit 0 und nennen
sie Nullmatrix.

0 0 ... 0
0— 0 0 .. 0
0 0 .. 0

A und 0 sind Elemente derselben Matrizenmenge My, ;). Die Nullmatrix ist das neutrale
Element der Matrizenmenge beziiglich der Addition.

2. Die Gleichung A + X = 0 hat die Lésung X = 0 — A. Sie heiBt die zu A entgegengesetzte
Matrix und wird mit —A bezeichnet.
Kurzschreibweise: (—aix)m.n

—all —ai2 ... —Q1n

—an1 —as ... —an
—A = = n

—Qm1 —Am2 ... —Qmn

Fir sie gilt A+ (—A) = 0.
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2.2 Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl (Operatoranwendung)

Nach der Einfithrung der entgegengesetzten Matrix kann die Subtraktion von Matrizen gleichen
Typs auf die Addition in folgender Weise zuriickgefiihrt werden:

B-A=B+(-A)

Erganzung:

Wir stellen die Eigenschaften der Addition von Matrizen zusammen:

1. Die Matrizenaddition ist in M, ) eindeutig ausfiihrbar. Sie ergibt stets eine Matrix vom
gleichen Typ: A+ B=C

2. Die Matrizenaddition ist assoziativ. Es gilt stets: A+ (B+C)=(A+B)+C

3. Die Matrizenaddition ist umkehrbar. Fiir beliebige
@ Matrizen AJB € M ist die Gleichung A + X = B
eindeutig losbar. Das neutrale Element der Matrizenad-
7 dition ist die Nullmatrix.
a‘-’:”g':”;n Die zu A entgegengesetzte Matrix ist —A.

4. Die Matrizenaddition ist kommutativ. Es gilt stets:
irad A+B=B-+A.

ka

Durch diese Eigenschaften wird nach dem "Zahlenkor-
per" (siehe Erganzungen zu Abschnitt 1.2.) eine weite-
re algebraische Struktur charakterisiert: Sie wird Modul
(additive Abelsche Gruppe) genannt.

)

=

Cik * = Qg + bk

Beispiele fiir weitere Moduln sind:
- die Menge der ganzen Zahlen beziiglich der Addition,

TN
—i

tegRbal - die Menge der rationalen Zahlen beziiglich der Addi-
6 l tion,

k>n? )i - die Menge der reellen Zahlen beziiglich der Addition,
7 W - die Menge der Vektoren des dreidimensionalen Raum-

freitd es bezlglich der Addition.
g l Fir die mit den Symbolen der Rechentechnik vertrau-

P m¥ )L ten Leser werden die bei der Addition von Matrizen aus-
9 W zufithrenden Rechenschritte in einem Programmablauf-

f‘“?a“ plan veranschaulicht (Bild 9).

ik

Zusammenfassung;:

In der Menge der Matrizen gleichen Typs kann eine Re-

chenoperation, die Addition, definiert werden. Die Men-

ge der Matrizen gleichen Typs bildet beziiglich der Ad-
Bild 9 dition einen Modul.

2.2 Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl
(Operatoranwendung)
[J Beispiel 2/5:

Die Anzahl der Arbeitsstunden, die fiir jedes Erzeugnis in den Abteilungen Formerei, Brennerei
und Malerei aufgewendet werden, ist aus der Tabelle 5 ersichtlich.
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2.2 Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl (Operatoranwendung)

Abteilung ‘ Erzeugnis 1  Erzeugnis 2

Formerei 1,05 1,10
Tabelle 5 Brennerei 24,00 12,00
Malerei 1,75 2,30

Gesucht wird die Anzahl der Arbeitsstunden fir 25 Stiick jedes Erzeugnisses. - Man erhilt
die Gesamtzahl der Arbeitsstunden fiir 25 Stiick jedes Erzeugnisses, indem jedes Element
der Tabelle mit 25 multipliziert wird. Wird der Tabelle 5 Matrizenform gegeben, so besteht
die Aufgabe darin, jedes Element der Matrix mit einer reellen Zahl zu multiplizieren. Zur
Vereinfachung der Schreibweise fiir diesen Sachverhalt wird die Multiplikation einer Matrix
mit einer reellen Zahl eingefiihrt.

Wir schreiben in diesem Beispiel

1,05 1,10
25| 24,00 12,00
1,75 2,30

Diese Operation wird zweckmaBig so festgelegt, dass jedes Element der Matrix mit der reellen
Zahl multipliziert wird.

> Definition 2/3:
Wenn A eine Matrix vom Typ (m,n) und X eine reelle Zahl ist, dann bezeichnet AA die Matrix
vom Typ (m,n), in der jedes Element von A mit A multipliziert worden ist.

Kurzschreibweise: A(ai) = (Aaix) = (@) A
O Beispiel 2/6:

Gegeben seien die Matrix A = ( 2 =50

3 1 2

2 =50 10 =25 0
AA_5<3 12>_<15 510)
Die Multiplikation einer Matrix A € M, ,) mit den reellen Zahlen A und p hat folgende
Eigenschaften:

) und die reelle Zahl A = 5. Dann ist

1. ADA=A

2.0A=0

3.(-HA=-A

4. (M)A = A(uA)  Assoziativgesetz

5. (A4 1)A = AA + A Distributivgesetz

6. A(A+B)=)MA+ AB Distributivgesetz

Die Beweise fiir die Richtigkeit dieser Aussagen kénnen wiederum durch Zurickfiihrung auf
die Rechengesetze fiir reelle Zahlen erbracht werden. Dazu eignet sich die Kurzschreibweise
fir Matrizen.

Die Richtigkeit von 1., 2. und 3. ist sofort verstandlich, weil jedes Element der Matrix A mit
1 bzw. mit 0 bzw. mit (-1) multipliziert werden muss.

Beweis zu 4:
Voraussetzung: (Au)a;x = A(pag,) Assoziativgesetz fiir die Multiplikation reeller Zahlen
Behauptung: (Ap)A = A(uA)
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2.3 Der Vektorraum der Matrizen gleichen Typs

Beweis: (Ap)A = (Ap)(a;x) andere Schreibweise fir A;

= ((Au)a,) nach Definition der Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl; die duBeren
Klammern kennzeichnen eine Matrix;

= (A(pag)) Assoziativgesetz fiir das Produkt reeller Zahlen; die duBeren Klammern kenn-
zeichnen eine Matrix;

= A(pa;,) nach Definition der Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl,

= A(u(a;)) nach Definition der Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl; die inneren
Klammern kennzeichnen eine Matrix;

= MuA), w.z.b.w.

O Arbeitsauftrag 2/3:
Fiihren Sie die Beweise zu 5. und 6. selbstandig!

Zusammenfassung;:
Die Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl erfolgt in der Weise, dass jedes Element
der Matrix mit der reellen Zahl multipliziert wird. Fiir sie gelten ein Assoziativgesetz und zwei
Distributivgesetze.

2.3 Der Vektorraum der Matrizen gleichen Typs

O Arbeitsauftrag 2/4:
Wiederholen Sie lhre Kenntnisse aus dem Stoffgebiet "Vektorrechnung" des obligatorischen
Unterrichts Gber den Begriff "Vektorraum®"!

Fassen wir unser bisher erworbenes Wissen iiber die Operationen mit Matrizen zusammen,
dann kénnen wir unter Nutzung unserer Kenntnisse aus dem Stoffgebiet "Vektorrechnung"
des obligatorischen Unterrichts erkennen, dass die Matrizen die Forderungen erfiillen, die an
die algebraische Struktur "Vektorraum liber dem Korper der reellen Zahlen" gestellt werden.

> Definition 2/4:

Wenn in einer Menge von Objekten die Operationen Addition und Multiplikation mit einer
reellen Zahl definiert werden kénnen, so dass die folgenden Bedingungen erfillt sind, dann
heiBt diese Menge Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen, und ihre Elemente heiBen
Vektoren.

Bedingungen:
1. Die Menge bildet einen Modul. 2. Fiir diese Menge gelten die im Abschnitt 2.2. genannten
Gesetze fur die Multiplikation mit einer reellen Zahl.

Damit kénnen wir feststellen, dass auch die Menge der Matrizen gleichen Typs (m,n) ein
Modell des Vektorraums iiber dem Korper der reellen Zahlen ist.

2.4 Lineare Abbildungen

Gegeben seien zwei Vektorrdume B und B’. Wird durch die Vorschrift ¢ jedem Element x
(Original) aus B genau ein Bild ¢(x) in B’ zugeordnet, dann sprechen wir von einer Abbildung
von ‘B in B’. Werden bei diesen Abbildungen gerade die einen Vektorraum charakterisierenden
Eigenschaften der Addition und der Multiplikation mit einer reellen Zahl iibertragen, dann
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2.5 Spezielle quadratische Matrizen

nennen wir sie eine lineare Abbildung.

> Definition 2/6:
Eine Abbildung, die den Bedingungen

e(x +x') = p(x) + p(x') fur alle x, x' (Additivitat)
©(Ax) = Ap(x) fir alle x und beliebige A (Homogenitat)

geniigt, heiBt lineare Abbildung.

O Arbeitsauftrag 2/5:
Formulieren Sie die Bedingungen der Definition 2/5 mit lhren Worten!

T ll
x l

Wird wie im Beispiel 1/1 dem Vektor x = _2 der Vektor | = 2 aus dem gleichen
Tm lm

Vektorraum B vermittels der Matrix A zugeordnet (x — I), dann entsteht wegen der Giiltigkeit
der Additivitat und der Homogenitat eine lineare Abbildung mit der Gleichung | = p(x) = Ax.
Die Matrix A ist hierbei als linearer Operator aufzufassen. Wie im Kapitel 4 gezeigt wird,
bewirkt jede Matrix A vom Typ (m,n) mit Hilfe der Vorschrift y = Ax eine lineare Abbildung
des Vektorraums B in den Vektorraum B(™).

2.5 Spezielle quadratische Matrizen

AuBer den bisher eingefiihrten besonderen Matrizen,

- der quadratischen Matrix n-ter Ordnung und

- der Nullmatrix vom Typ (m, n), gibt es weitere Spezialfalle, die hier zusammengestellt werden
sollen:

1. Eine quadratische Matrix, deren Elemente a;; mit ¢ # k gleich Null sind, nennen wir
Diagonalmatrix D:

d 0 ... 0
D — 0 do ... O
0 0 .. d,

Eine besondere Diagonalmatrix liegt vor, wenn alle Elemente in der Hauptdiagonalen unter-
einander gleich sind. Wir nennen eine solche Matrix Skalarmatrix S:

s 0 ... 0
S — 0 s 0
0O 0 ... s

Sind in einer Skalarmatrix alle Elemente in der Hauptdiagonalen gleich 1, nennen wir diese
Matrix die Einheitsmatrix E:

1 0 .. 0
E_ 0 1 0
0 0 . 1
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2.6 Das Transponieren einer Matrix

2. Eine quadratische Matrix wird obere (untere) Dreiecksmatrix genannt, wenn alle Elemente
unterhalb (oberhalb) der Hauptdiagonalen gleich Null sind. Zum Beispiel ist

ai;p] ai2 ... Qinp bn 0 .. 0

0 azo ... Q2pn b21 b22 0

A= 0 0 .. a3n, 5 B = 631 b32 0
0 0 .. Ann, bml bm2 bmn

A eine obere Dreiecksmatrix, B eine untere Dreiecksmatrix.

2.6 Das Transponieren einer Matrix

Fir Matrizen gibt es eine Operation, bei der in einer gegebenen Matrix vom Typ (m,n) die
Zeilen mit den Spalten vertauscht werden. Beispielsweise konnten die Eingange in die Tabelle
4 (im Abschnitt 2.1.) vertauscht worden sein. Dadurch entsteht eine neue Matrix.

> Definition 2/6:

Die aus der Matrix A = (a;x)m., durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten entstehende
Matrix vom Typ (n,m) heiBt die zu A gehérige transponierte Matrix und wird mit AT be-
zeichnet.

Bezeichnen wir die Elemente der transponierten Matrix AT mit az,;, so gilt:

A" = (a) = (aw)

O Beispiel 2/7:
Wenn die Matrix A durch
1 2 5 3
A=10 2 -2 0
6 —1 4 4
gegeben ist, dann lautet deren transponierte Matrix:
1 0 6
2 2 —1
T _
A= 5 —2 4
3 0 4

Im Falle einer quadratischen Matrix werden beim Transponieren die Elemente an der Haupt-
diagonalen "gespiegelt".

O Beispiel 2/8: Die zu

2 -1 0
A= 3 0 4
—1 2 8
gehorige transponierte Matrix A’ lautet:
2 3 -1
AT=] -1 0 2
0 4 8

O Arbeitsauftrag 2/6:
Bilden Sie die zu A = (aix)m,n gehorige transponierte Matrix AT
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2.6 Das Transponieren einer Matrix

Fir transponierte Matrizen gelten folgende Eigenschaften:

1L (ANHT =A
2. (A+B) =AT +B”
3. VAT =)AT A eP

O Arbeitsauftrag 2/7:
Beweisen Sie die Giiltigkeit der Aussagen 1 bis 3! Formulieren Sie diese Satze mit Worten!

Werden Matrizen vom Typ (m, 1), die als Vektoren aufgefasst werden kdnnen, transponiert,
dann entstehen Matrizen vom Typ (1,m), die als transponierte Vektoren bezeichnet werden.

> Beispiel 2/9:
2

Zum Spaltenvektor a = | 1 | gehért als transponierter Vektor der Zeilenvektor a’ = (21 3).
3

Oft ist es aus drucktechnischen Griinden vorteilhaft, statt des Spaltenvektors seinen zugehori-
gen transponierten Vektor (einen Zeilenvektor) zu schreiben. Man schreibt dann fiir den Vektor
a im Beispiel 2/9a= (21 3)7.

Anmerkung: In diesem Buch soll als Vektor stets ein Spaltenvektor verstanden werden. Wenn
fir die Elemente einer quadratischen Matrix a;, = ay; gilt, ist diese Matrix ihrer Transponier-
ten gleich. Fiir sie wollen wir den Begriff "symmetrische Matrix" benutzen.

> Definition 2/7:
Wenn A = A7 gilt, dann heiBt die Matrix A symmetrische Matrix.

[J Beispiel 2/10:

bi1 1 2 —4
1 b2 3 O
2 3 bss 6

-4 0 6 by

B= =BT
Die Matrix B ist symmetrisch.
Erganzung:

> Definition 2/8:
Wenn fiir die Matrix A gilt AT = —A, dann heiBt A antimetrische oder schiefsymmetrische
Matrix.

Fir antimetrische Matrizen gilt:

1. ay; = —ay furallei, k=1,2,....n
2. Wenn 7 = k, dann a;; = 0.

[J Beispiel 2/11:
Es soll gezeigt werden, dass die Matrix A antimetrisch ist.

0 2 =3
A= -2 0 1
3 -1 0

Lésung: Wir bilden AT und —A und vergleichen die einander entsprechenden Elemente der
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2.6 Das Transponieren einer Matrix

Matrizen A” und —A:

0 -2 3 0 -2 3
AT = 2 0 -1 |; —A= 2 0 -1
-3 1 0 -3 1 0

Da A" = —A bzw. A + AT = 0 ist, ist die gegebene Matrix A antimetrisch.

> Satz 2/4:
Fir jede quadratische Matrix A gilt: A ist die Summe aus einer symmetrischen Matrix A, und
einer antimetrischen Matrix A,

A=A;+A,

Beweis:

Wir berechnen die Matrizen A, und A,:

(1) A=A, +A,

Durch Transponieren von (1) erhalt man:

(2) AT = (As + Aa)T = AZ + AaT

(3) AL = A, (Definition 2/7)

(4) AT = —A,, (Definition 2/8)

Werden (3) und (4) in (2) eingesetzt, erhalt man:
(5) AT = A, — A,

Durch Addition von (1) und (5) erhalt man:

(6a) A+ AT =2A, A, =2AT
Durch Subtraktion von (1) und (5) erhalt man:
(6b) A— AT =2A, A, =AA
Die Matrix A lasst sich eindeutig in die symmetrische Matrix A und die antimetrische Matrix

A, zerlegen.

> Beispiel 2/12:

Die Matrix A soll in einen symmetrischen und einen antimetrischen Anteil zerlegt werden.
10 2

Gegeben: A= | 2 4 3
2 1 4

1 2 2
Lésung: Die transponierte Matrix lautet AT = | 0 4 1
2 3 4

Man erhalt:
. (0 20 0 -1 0
Aazi(A—AT):§ 2 02 |=11 01
0 -2 0 0 -1 0
) (224 11 2
Aszi(AJrAT):5 2 8 4 |=|14 2
4 4 8 2 2 4

In der Tat ist A, eine symmetrische, A, eine antimetrische Matrix.
Probe:
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2.7 Aufgaben

Zusammenfassung:

Durch Vertauschen der Zeilen und der Spalten in einer gegebenen Matrix A entsteht die zu A
gehorige transponierte Matrix A’

Wenn A = AT gilt, heiBt die Matrix symmetrisch; wenn A = —AT gilt, heiBt die Matrix
antimetrisch.

Jede quadratische Matrix kann eindeutig als Summe aus einer symmetrischen Matrix und einer
antimetrischen Matrix dargestellt werden.

2.7 Aufgaben
1. Gegeben sind die Matrizen A, B, C durch

5 2 1 0 4 1 2 0 6
A= 3 0 21, B=|2 6 3|, C=|113
-1 8 4 1 -2 1 2 56

Berechnen Sie
a)2A-3B—-C,b)A+2B —3C,c) A" +2B +C”, d) 2A - B" +2C"

2. Vereinfachen Sie durch Ausklammern eines allen Elementen gemeinsamen Faktors!

0,00920  0,00011 0 2 2y %
) A= ( 0,00034 —0,00217 0,00024 ) b B= ( 2P~z 32 2 —a )

3. Bestimmen Sie X und Y, wenn

11 2 2
X+Yz<2 2) und X—Yz(1 1)

gleichzeitig gelten!

3. Beweisen Sie den Satz: Die Spur der Summe zweier Matrizen ist gleich der Summe der
Spuren der einzelnen Matrizen.

Hinweis: Unter der Spur sp A einer quadratischen Matrix versteht man die Summe der Elemente
in der Hauptdiagonalen.

4. Ist die Summenmatrix stets symmetrisch, wenn die zu addierenden Matrizen symmetrisch
sind 7 Begriinden Sie lhre Antwort!
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3.1 Das Skalarprodukt zweier Vektoren

3 Multiplikation von Matrizen

3.1 Das Skalarprodukt zweier Vektoren

O] Beispiel 3/1:

Um die Selbstkosten bei der Herstellung eines Erzeugnisses berechnen zu konnen, ist es erfor-
derlich, den Aufwand an Arbeit in Stunden fiir ein Erzeugnis je Arbeitsplatz und je Besteller
zu ermitteln.

Zunachst sollen die Betrachtungen fiir einen Arbeitsplatz und einen Besteller angestellt werden.

Fiir den Arbeitsplatz 1 sind die Arbeitszeiten in Stunden zur Herstellung einzelner Erzeugnisse
in Tabelle 6 erfasst:

a
Arbeitsplatz  Erzeugnisse a;
Tabelle 6: 1 2 ... n In Vektordarstellung: a =
1 ap Qs ... Qy
Qn

Ein Handelsorgan habe von den angebotenen Erzeugnisse folgende Bestellung aufgegeben
(Tabelle 7):

Erzeugnis Bestellung

1 by Zl
Tabelle 7: 2 by In Vektordarstellung: b = _2
n by, On

Um den Aufwand an Arbeitszeit am Arbeitsplatz 1 fiir diese Bestellung zu ermitteln, miissen
die Produkte a1by, asbs, ..., a,b, gebildet und anschlieBend summiert werden. Dies entspricht
der Skalarproduktbildung der Vektorrechnung in Koordinatendarstellung:

k’l = a1b1 + CLQbQ + ...+ anbn = Zazbl

i=1
unter Verwendung der Vektorschreibweise:
b
ki =a'b=(a ay ... a,) b_z
by

> Definition 3/1: Unter dem Skalarprodukt zweier reeller Vektoren a, b € Z versteht man die
reelle Zahl

by
T by ¢
ab= (CLl as ... an) . :Zaibi:albl+a2b2+...+anbn
: i=1
by,
3 1
[ Beispiel 3/2: Gegeben seien die Vektorenaund b:a=| 2 |, b=
5 3
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3.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Es soll das Skalarprodukt a’b gebildet werden.

Losung:
1
k=a'b=(325)| 4 | =3+8+15=26
3
Fir das Skalarprodukt zweier reeller Vektoren gelten das Kommutativgesetz
a’b=b"a
und die beiden Distributivgesetze
a’(b+c)=a’'b+a’c (a’ +b")c=a’c+b’c

O Arbeitsauftrag 3/1:
Beweisen Sie diese Gesetze! Hinweis: Benutzen Sie dabei die Koordinatenschreibweise!

O Arbeitsauftrag 3/2:
Zeigen Sie, dass das Assoziativgesetz fiir das Skalarprodukt nicht gilt!

3.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

[J Beispiel 3/3: Wir wollen jetzt Beispiel 3/1 dadurch erweitern, dass wir auch die Aufwen-
dungen an Arbeitszeit in Stunden bei der Herstellung der Erzeugnisse 1,2, ....,n an den Ar-
beitsplatzen 2, 3, ..., m erganzen. Dadurch entsteht Tabelle 8.

Arbeitsplatz Erzeugnisse
1 2 n
1 a 12 Q1n
Tabelle 8:
2 a1 22 A2n,
m Am1 Am2 Amn

Die zweckmaBige Verwendung der Doppelindizes wird dabei deutlich: Die Tabelle enthalt die
Arbeitszeit a;;, die am i-ten Arbeitsplatz zur Herstellung fiir das k-te Erzeugnis aufgewendet
wird. Die Tabelle 8 kann in Matrixform gebracht werden:

all a2 ... A1n
asy agzy ... aon

A= = (aik)m,n
aml1 am2 ... Qmn

Beriicksichtigen wir, dass die im Beispiel 3/1 genannte Bestellung eines Handelsorgans beste-
hen bleibt - gegeben durch den Vektor b -, dann besteht die Aufgabe darin, den Aufwand an
Arbeitszeit an allen Arbeitsplatzen durch fortgesetzte Skalarproduktbildung zu berechnen.
Unter Verwendung der Matrixelemente (mit Doppelindizes) entsteht am

Arbeitsplatz 1: k1 = a11b1 + a1209 + ... + a1,b,
Arbeitsplatz 2: ky = as1b1 + ag9bs + ... + a9,b,
Arbeitsplatz m: k,, = amn1b1 + amobs + ... + Amnbn

Wenn am Arbeitsplatz ¢ kein Beitrag zur Realisierung des k-ten Teils der Bestellung geleistet
wird, lautet das Element a;;, = O.
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3.3 Multiplikation zweier Matrizen

Die einzelnen Gleichungszeilen kdnnen in einem System zusammengefasst werden:

a1161 + G,lgbg + ...+ alnbn = ]{?1
a21b1 + a22b2 + ...+ CLann = ]CQ

amlbl + am2b2 + ..o+ amnbn = km

Aus dieser Darstellung wird deutlich, dass wegen der Skalarproduktbildung eine Matrix nur
dann mit einem Vektor multipliziert werden kann, wenn die Anzahl der Spalten der Matrix A
gleich der Anzahl der Zeilen des Vektors b ist.

Wir erkennen darin eine notwendige Bedingung fiir die Ausfiihrbarkeit der Multiplikation ei-
ner Matrix mit einem Vektor. Wir sagen, Matrix und Vektor missen (in dieser Reihenfolge)
verkettbar sein. Wenn die Bedingung der Verkettbarkeit erfillt ist, kann das Gleichungssystem
durch die folgende Matrixgleichung beschrieben werden:

k1
ks
Ab = k, wobei k = .
ko
O] Beispiel 3/4:
3 -1 4 2
Gegeben seien die Matrix A = < 9 0 6 ) und der Vektor b = 1 |. Essoll Ab =k
3
gebildet werden.
Losung:
A und b sind verkettbar, weil 7(A) = (2,3) und 7(b) = (3,1). Der Vektor k ist vom Typ
(k) = (2,1).

Damit ist gezeigt, dass die Multiplikation dieser Matrix A mit diesem Vektor b ausgefiihrt
werden kann.

Die Elemente des Vektors k werden in Ab durch das Skalarprodukt der Zeilen der Matrix A
mit dem Vektor b gebildet:

3 -1 4 _12_k_k1
2 0 6 s | \ R

ky=3-(=2)+(-1)-144-3=—6-1-12=5

ky=2-(=2)+0-146-3=-4+0+18=14 k:(154>

O Arbeitsauftrag 3/3:
Untersuchen Sie, ob fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor das Kommutativge-
setz gilt!

3.3 Multiplikation zweier Matrizen

[J Beispiel 3/5:

Wir wollen das Beispiel 3/1 erneut erweitern: Wir wollen jetzt in Betracht ziehen, dass nicht
nur ein Handelsbetrieb eine Bestellung, sondern dass mehrere Handelsorgane ihre Bestellungen
aufgegeben haben. Dann konnen wir alle "Bestellvektoren" zu einer Matrix zusammenfassen.
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3.3 Multiplikation zweier Matrizen

Unter Verwendung der Doppelindizes lautet die Matrix B:

b11 bia ... blp
B — bo1 bog ... bgp
bpi bn2 ... by

Bei der Berechnung der Aufwendungen an Arbeitszeit, die an jedem Arbeitsplatz fiir jeden
Besteller anfallen, miissen mehrere solcher Gleichungssysteme aufgestellt werden; bei p Han-
delsbetrieben sind es p Gleichungssysteme.

Der Rechenaufwand erhoht sich betrachtlich. Es erscheint niitzlich, eine vereinfachte Darstel-
lung der Skalarproduktbildung bei solchen umfangreichen Gleichungssystemen vorzunehmen.

Dazu dient die Multiplikation von zwei Matrizen. Schon im Abschnitt 3.2. haben wir erkannt,
dass zur Ausfithrung der Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor die Bedingung der Ver-
kettbarkeit erfiillt sein muss. Das gilt natirlich auch bei der Multiplikation zweier Matrizen.
Deshalb definieren wir den Begriff "verkettbar" in folgender Weise.

> Definition 3/2:

Die Matrix A heit verkettbar mit der Matrix B, wenn die Anzahl der Spalten der Matrix A
mit der Anzahl der Zeilen der Matrix B iibereinstimmt.

Das heiBt: Zwei Matrizen A vom Typ (m, n) und B vom Typ (p, ¢) heiBen in der Produktbildung
AB verkettbar, wenn n = p ist.

OJ Beispiel 3/6:

A=

_— o W
=N B V)

1 850
und B = ( 2 5 4 3 )
sind in der Produktbildung AB verkettbar, weil 7(A) = (3,2) und 7(B) = (2,4) sind.
O Beispiel 3/7:

3
A=|0
1

= Ot N

1
und B=1] 2
3

S Ut

sind in der Produktbildung AB nicht verkettbar, da 7(A) = (3,2) und 7(B) = (3, 2) sind.

Unter der Voraussetzung, dass zwei Matrizen A und B in der Produktbildung AB verkettbar
sind, kann das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors der Matrix A mit dem k-ten Spaltenvektor
der Matrix B zur Berechnung des Elements ¢;; der Produktmatrix C gebildet werden. Somit
konnen wir die Multiplikation zweier Matrizen definieren.

> Definition 3/3:
Wenn die Matrix A = (a;x)mn» mit der Matrix B = (b;;,),,,, verkettbar ist, dann heiBt die
Matrix C = (¢ix)m,p, = AB das Produkt der beiden Matrizen A, B. lhre Elemente ¢;;, werden
durch das Skalarprodukt der i-ten Zeile aiT = (a; ... a;,) der Matrix A mit der k-ten Spalte
b1y
b, = : von B gebildet.
bnk
Definitionsgleichung:
AB = C, wobei ¢;; = alb, = il a;jbjrund i =1,2,... .m; k=1,2,....p
j=
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3.3 Multiplikation zweier Matrizen

Kurzschreibweise:

n
AB = (Z aijbjk)
=1 m,p

Der Prozess der fortgesetzten Skalarproduktbildung soll durch folgende Ubersicht veranschau-
licht werden:

a? - - — b1 bQ bp aibl a?bQ aibp
al — — - | | al’b; alby .. alb,
O Arbeitsauftrag 3/4:
Bilden Sie die Produktmatrix AB! Gegeben:
aip a2
bi1 b2 b
A= axn a2 ; B= ( bi b;z b >

asy asz

[J Beispiel 3/8:
30 1 3 2

Die Produktmatrix AB soll gebildet werden, wenn A=1| 1 2 |B = ( 41 9 ) gegeben
2 4

sind.

Losung:

Da C = AB gesucht wird, muss zunachst die Verkettbarkeit beider Matrizen gepriift werden:
7(A) = (3,2); 7(B) = (2, 3). Beide Matrizen sind in der geforderten Reihenfolge verkettbar.
Die Matrix C ist vom Typ 7(C) = (3, 3).

Nach Definition 3/3 werden die Elemente ¢;; der Matrix C durch das Skalarprodukt der i-ten
Zeile der Matrix A mit der k-ten Spalte der Matrix B gebildet, also

3 0
C—AB=| 1 2 (12>
42

zB.:c;1=3-140-4=3,¢12=3-34+0-1=9 usw.
Die Bildung des Elements c35 wurde durch Umrahmung hervorgehoben: ¢35 =2-3+4-1 =
6+4=10

3 9 6
Die Matrix C lautet: C = 9 5 6
18 10 12
O] Beispiel 3/9:
30 1 3
Gegeben seien A= | 1 2 |, B=| 4 2
2 4 5 1

Gesucht wird: C = AB

Losung:

Da 7(A) = (3,2) und 7(B) = (3, 2) sind, sind beide Matrizen in der geforderten Reihenfolge
nicht verkettbar. Deshalb kann die Produktmatrix AB nicht gebildet werden. Die Aufgabe ist
nicht losbar.
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3.4 Rechengesetze fiir die Multiplikation von Matrizen

Nach der Definition der Matrizenmultiplikation muss nun tberpriift werden, ob die vom Rech-
nen mit reellen Zahlen her bekannten Gesetze (das Kommutativgesetz, das Assoziativgesetz
und das Distributivgesetz) fiir die Matrizenmultiplikation giiltig sind.

Zum Kommutativgesetz:

O Arbeitsauftrag 3/5:
Untersuchen Sie, ob fiir die Matrizenmultiplikation das Kommutativgesetz giiltig ist!

Anleitung:

(1) Untersuchen Sie zunachst die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes fiir rechteckige Matrizen!
Gehen Sie von einem Zahlenbeispiel aus!

(2) Priifen Sie, ob das Kommutativgesetz fiir quadratische Matrizen ein und derselben Ord-
nung gilt!

Aus den Uberlegungen im Arbeitsauftrag 3/5 wird verstandlich, dass bei der Einfiihrung eines
neuen mathematischen Gebildes die vom Rechnen mit reellen Zahlen her bekannten Gesetz-
maBigkeiten nicht ohne Beweisfiihrung lbertragen werden diirfen.

Nun kénnen wir aber zeigen, dass es doch einige Matrizen gibt, fiir die gilt:

AB = BA

[0 Beispiel 3/10:

1 -1 2 1 .
A—<0 1)und B_<0 2>se|engegeben.
Dann sind
1 -1 2 1 2 -1
AB:(O 1)(0 2>:<o 2)
2 1 1 -1 2 -1
BA:(O 2)(0 1>:<o 2)

Fir die beiden Matrizen A, B gilt AB = BA.
Solche Matrizen wie im Beispiel 3/10 heiBen vertauschbar. Ein Paar vertauschbarer Matrizen

ist z.B. jede quadratische Matrix und die Einheitsmatrix gleicher Ordnung. Da AE = A und
EA = A, gilt AE = EA.

O Arbeitsauftrag 3/6:

Bilden Sie zu A = ( 3 2 ) eine Matrix B so, dass AB = BA gilt!

-2 3

Sind A und 0 verkettbare Matrizen, so gilt stets A0 = 0 und OA = 0, wobei gegebenenfalls
die vorkommenden Nullmatrizen von verschiedenem Typ sind.

Es gibt aber auch verkettbare Matrizen A, B, fiir die AB = 0, aber A # 0 und B # 0 gilt.
Solche Matrizen heiBen Nullteiler.

Hinweis: Bekanntlich gilt fiir reelle Zahlen a, b:
ab = 0 genau dann, wenn a = 0 oder b = 0. In Zahlenkoérpern gibt es keine Nullteiler.

- _ . (12 B 2 =2
[J Beispiel 3/11: Gegeben seien A = ( 5 4 ) , B = ( 11 )
Gesucht: AB
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3.4 Rechengesetze fiir die Multiplikation von Matrizen
Losung:
A und B sind Nullteiler.

1 2 2 =2 0 0
AB:<2 4><—1 1>:<0 0)
O Arbeitsauftrag 3/7:

Gilt fur die Matrizen aus Beispiel 3/11 auch BA = 07
Zum Assoziativgesetz

> Satz 3/1:
Wenn A mit B und B mit C verkettbar sind, dann gilt fiir die Multiplikation der Matrizen A,
B, C (in dieser Reihenfolge) das Assoziativgesetz:

(AB)C = A(BC)

O Arbeitsauftrag 3/8:
Beweisen Sie das Assoziativgesetz der Multiplikation von Matrizen!

Da das Assoziativgesetz gilt, kann die Klammerschreibweise entfallen:
(AB)C = A(BC) = ABC

Das Assoziativgesetz kann fiir endlich viele Matrizen erweitert werden, falls sie in der angege-
benen Reihenfolge verkettbar sind:

([((AB)C] - ...-M) = ABC..M

O] Beispiel 3/12:
Gegeben seien die Matrizen A, B, C, die in der Produktbildung ABC verkettbar sind:

2 3 -1 -3 0 _
A=|05 4|, B= 1 2 ,cz<2 3>
11 2 5 3
Unter Beriicksichtigung des Assoziativgesetzes fiir die Matrizenmultiplikation soll P = ABC
berechnet werden.
-8 3\ ~2 25
(AB)C=| 25 22 ( 5 3 ) = 69 16
8 8 24 8

2 3 —1 3 6 —2 25
ABC)=|0 5 4 5 4 |=] 69 16
11 2 11 -1 24 8

gebildet. Es besteht Ubereinstimmung.

Losung: Es wird

Wenn eine Matrix quadratisch ist, kann das Produkt aus n Faktoren A gebildet werden.

> Definition 3/4:
Unter der n-ten Potenz einer quadratischen Matrix A versteht man das Produkt A-A-...- A

aus n Faktoren A mit n > 2.

A=A -A-...-A
n Faktoren
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3.4 Rechengesetze fiir die Multiplikation von Matrizen

In Analogie zu den bekannten Potenzgesetzen fiir reelle Zahlen gilt
AmAn — Am+n und (Am)n _ Amn

> Definition 3/5:
Es gilt: A' = A und A’ = E.

[0 Beispiel 3/13: Gegeben sei die Matrix A = ( i g ) Es sollen A2, A% und A® berechnet
werden.
Losung: A2 — 2 3 23)_(T76
1 0 1 0 2 3
(7T 6\ (23)_(2 2
L2 3 1 0/ 7 6
Al 20 21 2 3\ (61 60
o 7 6 1 0 - 20 21
AP 61 60 2 3\ (182 183
20 21 1 0 - 61 60

Andererseits kann man A® durch Bilden des Produkts A?A? berechnen:

ons (7 6\ (20 21\ [ 182 183
AA<3 3)(7 6)(61 60)
Zum Distributivgesetz

> Satz 3/2:
Wenn B und C vom gleichen Typ und A mit Bund A mit C verkettbar sind, gilt:

A(B + C) = AB + AC

Beweis:
A(B + C) = D = (d;) Wir schreiben das Element d;:

dir =Y ai(bj + ¢jr) = an (bie + i) + @i (bak + o) + o + @i (brk + o)
j=1
= anbik + aiic1i + Qigbar + ainco + ...+ inbpk + inCur

n n
= anbik + Qibok + ... + Finbak + ainCip + QCop + o+ QinCop = > aijbjr + Y aiicin
= j=1

Das bedeutet in Matrixschreibweise: D = AB + AC, w.z.b.w.
[0 Beispiel 3/14: Gegeben seien die Matrizen

2 1 1 1 3 2
A=(50) ==(23) <(37)
Wir berechnen

waro-(2 1)+ (12)-(2 %)
2 1\ /1 1 2 1\ /(3 2 15 6 5 10 10
AB+AC:<3 0)(3 3>+<3 0)(0 1>:<3 3>+<9 6>:<12 9)
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3.5 Der Ring der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung

Es besteht Ubereinstimmung.

> Satz 3/3:
Wenn A und B vom gleichen Typ und A mit C und B mit C verkettbar sind, gilt:

(A +B)C = AC + BC

Auf den Beweis wollen wir verzichten, da er analog zum Beweis des Satzes 3/2 verlauft.

3.5 Der Ring der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung

Nach Definition der Operation Multiplikation und nach der Untersuchung der Giiltigkeit der
bekannten Rechengesetze fiir die Multiplikation von Matrizen kdnnen wir einen weiteren alge-
braischen Strukturbegriff einfiihren: den Ring der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung.
Sind fiir eine Menge

- die Operationen Addition und Multiplikation erklart,
- das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz der Addition giiltig,
- die Umkehrbarkeit der Addition nachgewiesen,

- das Assoziativgesetz der Multiplikation und das Distributivgesetz giiltig, dann heiBt die Men-
ge ein Ring.

Die Menge der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung mit reellen Zahlen als Matrizenele-
mente erfiillt diese Bedingungen.

Da das Kommutativgesetz der Multiplikation nicht gilt, ist der Matrizenring nicht kommuta-
tiv. Er besitzt Nullteiler. Die Einheitsmatrix ist eindeutig bestimmtes neutrales Element der
Multiplikation. Beispielsweise bildet die Menge der ganzen Zahlen ebenfalls einen Ring, der
jedoch kommutativ ist.

Zusammenfassung:

Zur Ausfiihrung der Multiplikation ist es erforderlich, dass beide Matrizen verkettbar sind. Die
Elemente der Produktmatrix werden durch das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der
k-ten Spalte von B gebildet.

Die Multiplikation einer Matrix vom Typ (m,n) mit einer Matrix vom Typ (n, p) ergibt eine
Matrix vom Typ (m,p). Es gelten das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz; das Kom-
mutativgesetz gilt nicht.

Die Menge der quadratischen Matrizen gleicher Ordnung bildet einen Ring.

3.6 Berechnung der Produktmatrix

Die Multiplikation von umfangreichen Matrizen, wie sie in der Praxis haufig auftreten, erfor-
dert durch die Bildung der Skalarprodukte einen groBen Rechenaufwand.

Waren deshalb friiher der Nutzung der Matrizenrechnung Grenzen gesetzt, so bietet sich heute
der Einsatz elektronischer Datenverarbeitungsanlagen zur Bewaltigung dieser umfangreichen
Rechnungen besonders an. Bei der Vorbereitung des Einsatzes solcher Anlagen miissen die im
einzelnen auszufiihrenden Rechenschritte in einem Programmablaufplan veranschaulicht wer-
den.
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3.6 Berechnung der Produktmatrix

|

Eingabe
Qi by, M, 7, B

L]
-

§ ‘
Cip: = e+ Bye l

3 T e
.8
S G
1 in
k:=k+1 J
e e ol
1) 1

i

jraf+1

L

Ausgabe
G

&

Bild 10

Tableau 1

Fir die mit den Symbolen der Rechentechnik vertrau-
ten Leser wird der Programmablaufplan fiir die nume-
rische Berechnung der Produktmatrix AB angegeben
(Bild 10), wobei A = (@ )m. und B = (big)n,p (s. De-
finition 3/3) sind.

Fir die Multiplikation von mehr als zwei Matrizen ohne
den Einsatz maschineller Rechenanlagen ist es zweck-
maBig, die Matrizen lbersichtlich anzuordnen und Re-
chenkontrollen vorzusehen. Das Falksche Schema erfillt
diese Bedingungen. Dabei wird vorausgesetzt, dass die
zu multiplizierenden Matrizen verkettbar sind.

Falksches Schema fiir die Multiplikation von zwei
Matrizen

Wir ordnen die zu multiplizierenden Matrizen A =
(@ik)mn und B = (bi)n, und das Matrizenprodukt
AB = C = (¢ix)m, so an, dass das Element ¢;, der
Produktmatrix C im Schnittpunkt der i-ten Zeile von
A mit der k-ten Spalte von B liegt (Tableau 1).

In Abgrenzung zu einer Tabelle nennen wir diese sche-
matische Darstellung ein Tableau. Zur Vereinfachung
der Darstellung seien die Elemente in den Matrizen
durch Punkte angedeutet.

A. . . .|]. .|C=AB

[J Beispiel 3/15: Gegeben seien die Matrizen

>
Il
N W= O =
|
_— NN = O

oW N =

3 3 0 2
-1 1 0

(2) und B = 9 9 1
1 1 3 2

Gesucht wird die Produktmatrix C mit Hilfe des Falkschen Schemas.
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3.6 Berechnung der Produktmatrix

3 (0] 2

-1 0|B
-2 1
1 2
Losung (Tableau 2): 1 0 1 4 -1 14 7
0 1 2 0|5 5 2

A1) [2] [3] [2]] 9 [2] 3|c=AB

3 2 4 0[3 6 10
2 1 1 -1/2 0 3

Im Schema wurde die Berechnung von ¢35 durch Einrahmung hervorgehoben:

C3p = asby = (12 —32) =0+2—-6+6=2

w N = O

Rechenkontrollen sind bei Anwendung des Falkschen Schemas als Summenproben leicht durch-
zufiihren. Zwei Kontrollverfahren sind moglich: die Spaltensummenprobe und die Zeilensum-
menprobe.

Spaltensummenprobe:

Die Elemente jeder Spalte der Matrix A werden addiert und als Spaltensummenvektor s’ un-
ter die Matrix A geschrieben. Nun wird das Skalarprodukt des Spaltensummenvektors s’ mit
jedem Spaltenvektor der Matrix B gebildet. Die dabei auftretenden Skalarprodukte werden
jeweils in der betreffenden Spalte unter C geschrieben.

Dadurch entsteht unter der Produktmatrix C ein Zeilenvektor s’. Andererseits kénnen die
Elemente jedes Spaltenvektors von C addiert werden. Dadurch entsteht der Spaltensummen-
vektor s’.. Die Ubereinstimmung der Vektoren s/, und s’ ist zu zeigen:

Beweis:

Behauptung: s% = s”

Linke Seite: .

s¢. = s, B, wobei s, = (a;) mit a; = '210% mit j =1,..,n und B = (bi)n,-

Also ist S?;B = <Zn: ajbjk> = (Zn: <m aij> bgk)
j=1 j=1 \i=1
Auf Grund der Giiltigkeit des Distributivgesetzes fiir reelle Zahlen ist die Multiplikation mit

der Summation vertauschbar:
SgB = (Z Z(awbﬂg)> = (Z Cik) far k= 1, P
i=1j=1 i=1

Rechte Seite:
m m
st = (cp) mit ey = 3 ¢ fiir k= 1,..., p; also ist sT = (Z cik>.
i=1 i=1
Ubereinstimmung der linken und rechten Seite:

(f cik) _ (§ cik), dh sTB = sT w.z.bw.
=1 =1

O Beispiel 3/16:
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3.6 Berechnung der Produktmatrix

Fur die Aufgabe im Beispiel 3/15 soll die Spaltensummenprobe durchgefiihrt werden (Tableau
3). sh by wird ausfiihrlich berechnet: sib; =15 -2 —10+5= 8.
Das erste Element des Spaltensummenvektors von C, s; genannt, wird durch

dea=—-1-54+4+3+2=38

=1

gebildet und ergibt Ubereinstimmung mit sb;.

3 0 2
-1 1 0B

2 2 1

1 3 2

-1 0 1 4 |-1 14 7

Tableau 3: 01 2 0l5 5 9
A1 2 3 2|9 2 3 |C=AB

3 2 4 03 6 10

2 1 1 112 0 3
sh|5 2 5 58 27 25|s'=¢B

Hinweis: Wir empfehlen, zuerst das Skalarprodukt s£b1 zu bilden und sofort mit s; zu ver-
gleichen, bevor man weiterrechnet. Dadurch konnen mogliche Rechenfehler schnell lokalisiert
werden.

Es ware auch denkbar, dass sich einmal zufallig zwei oder mehrere Rechenfehler gerade aufhe-
ben. Deshalb ist es empfehlenswert, auch die Zeilensummenprobe durchzufiihren.

Zeilensummenprobe:
Sie wird in Analogie zur Spaltensummenprobe durch eine Schrittfolge beschrieben:

1. Addiere die Elemente jedes Zeilenvektors der Matrix B. Dadurch entsteht der Spaltenvektor
ZpB.

2. Bilde die Skalarprodukte eines jeden Zeilenvektors von A mit zg! Dadurch entsteht der
Spaltenvektor z.

3. Addiere die Elemente jedes Zeilenvektors von C. Dadurch entsteht der Spaltenvektor z.
Vergleiche die Elemente dieses Vektors z mit denen des Spaltenvektors z, die im Schritt 2
bestimmt wurden!

Fir die Zeilensummenprobe gilt also die Behauptung z =z, d.h. Az = z¢.
Auf den Beweis der Ubereinstimmung dieser Vektoren wollen wir verzichten. Er wird in Analogie
zum Beweis der Spaltensummenprobe gefiihrt.

O] Beispiel 3/17:
Fur die Aufgabe im Beispiel 3/15 soll die Zeilensummenprobe durchgefithrt werden (Tableau
4, siehe nachste Seite).

Zusammengefasst ergibt sich fiir die Multiplikation von zwei Matrizen folgendes Tableau (Ta-
bleau 5, siehe nachste Seite):
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3.6 Berechnung der Produktmatrix

3 0o 2 5
-1 1 0 0| B
-2 2 1 1
1 3 2 6
-1 0 1 4 -1 14 7 |20
Tableau 4: 01 2 o0 5 5 5 )
A1l 2 -3 2 9 2 3 |14 | zc =Azp
3 -2 4 0 3 6 10| 19
2 1 1 -1 2 0 3 5
C=AB
B Zp
Tableau 5: . . . ) )
A . . C=AB . ZC:AZB
sh . |. st=s4B

O Arbeitsauftrag 3/9:

Zeigen Sie an der Aufgabe in den Beispielen 3/16 und 3/17, dass die Summe der Elemente
des Zeilenvektors z¢ gleich der Summe der Elemente des Spaltensummenvektors s’ ist! Darin
besteht die Moglichkeit einer weiteren Rechenkontrolle.

Falksches Schema fiir die Multiplikation von mehr als zwei Matrizen

Wir setzen voraus, dass die Multiplikation der gegebenen Matrizen ausfiihrbar ist, d.h., dass
die Matrizen in der geforderten Reihenfolge verkettbar sind. In der Darstellung beschranken
wir uns auf die Multiplikation von vier Matrizen, aus der die ZweckmaBigkeit der Anordnung
bereits ersichtlich ist. Daflir erweitern wir das Falksche Schema.

Es bestehen zwei Moglichkeiten, die Matrizen in dem erweiterten Falkschen Schema anzuord-
nen:

1. Anordnung nebeneinander:
Man beginnt links und bildet nacheinander die Matrizenprodukte AB, (AB)C ,(ABC)D. Es
ist zweckmaBig, das Falksche Schema nach rechts fortzusetzen (Tableau 6).

Tableau 6: ) B ) C R D
A .|. AB|. ABC . .|. ABCD
T T T T
SA - |- Sap |- Sapc - - |- SABCD

Die Elemente in den Matrizen werden durch Punkte in der ersten Zeile und in der ersten Spalte
verdeutlicht. Daraus wird der Typ der Matrizen ersichtlich.

Um mogliche Rechenfehler beheben zu kdnnen, sollte eine Rechenkontrolle (Spaltensummen-
probe) durchgefiihrt werden.

2. Anordnung untereinander:
Man beginnt oben und bildet nacheinander die Matrizenprodukte CD, B(CD), A(BCD). Es
ist zweckmaBig, das Falksche Schema nach unten fortzusetzen (Tableau 7).

43



3.6 Berechnung der Produktmatrix

D zZp

Tableau 7: c - cb . ZCD
B . . BCD . ZBCD
A . . ABCD . ZABCD

Als Rechenkontrolle sollte man wenigstens die Zeilensummenprobe durchfiihren. *

[J Beispiel 3/18:
Gegeben sind die Matrizen

320 13 3 4
A=]15 2 |[,B=|0 3 ,C:<(2)(1)(2)>,D: 0 -1
011 2 1 -2 1

Es soll mit Hilfe des erweiterten Falkschen Schemas die Produktmatrix ABCD berechnet
werden.

Losung: Anordnung nebeneinander (Tableau 8):

B D
1 3 C 3 4
0o 3|2 0 2|0 -1
A 2 1]0 1 0]-2 1
Tableau 8: 3 2 0|3 156 15 6| 6 15
1 5 2|5 20|10 20 10|10 30| ABCD
0 1 1|12 4|4 4 4| 4 16
4 8 3|10 3920 39 20|20 61 81
sk shp shpc shpep
Anordnung untereinander (Tableau 9):
D
3 47
0 -1 -1 zZp
C 22 1 ] -1
2 0 212 10]12 Zcp
0 1 0j]0 -1]-1
Tableau 9: 1 32 719
B 0 3/0 -3]|-3]| zpcp
2 114 1923
3 2 0|6 15|21
1 5 2110 30|40 | zagcho
0 1 1|4 16|20
A 81
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3.7 Anwendung der Matrizenmultiplikation

In der Okonomie findet die Matrizenmultiplikation ein weites Anwendungsfeld, z. B. bei Ma-
terialverflechtungen.

Der Produktionsprozess fiir ein Erzeugnis besteht meist aus mehreren Stufen. So werden bei-
spielsweise in einem sehr einfachen Fall. aus Einzelteilen Baugruppen und aus diesen und Ein-
zelteilen wiederum Enderzeugnisse hergestellt. Auf Grund der bestehenden Technologie wird
eine bestimmte Anzahl von Einzelteilen bendtigt, um die Baugruppen zusammenzustellen.
Zwischen den Baugruppen und den Einzelteilen bestehen lineare Beziehungen, d.h. eine lineare
Abbildung. Diese kénnen in Tabellen gegeben sein, fiir die sich auch die Darstellung in Ma-
trixform eignet. Werden nun die Baugruppen zu den Enderzeugnissen montiert, so besteht
wiederum eine lineare Abbildung zwischen Enderzeugnissen und Baugruppen, die ebenfalls in
Tabellen- oder Matrixform dargestellt werden kann.

Wird nun die Anzahl der bereitzustellenden Einzelteile gesucht, so besteht die Aufgabe, die-
se zwei Tabellen durch eine Tabelle, die eine Aufeinanderfolge linearer Abbildungen zwischen
den Enderzeugnissen und den Einzelteilen enthalt, zu ersetzen. Dieser Substitution entspricht
die Multiplikation der beiden Matrizen, die die Proportionalitat zwischen Baugruppen und
Einzelteilen sowie zwischen Enderzeugnissen und Baugruppen wiedergibt. Dabei ist die Matri-
zendarstellung wesentlich lbersichtlicher.

O Beispiel 3/19:

Bei der Herstellung der Erzeugnisse E; und E5 werden die Bauelemente B; und B; und zu
deren Herstellung die Teile 77, 75 und 75 in der in den Tabellen 9a und 9b angegebenen Anzahl
benotigt:

Zur Herstellung von | werden bendtigt (in Stiick)
B, By
Tabelle 9a o > 3
Ey 1 4
Zur Herstellung von | werden bendtigt (in Stick)
I, Ty 13
Tabelle 9b B, 51 0
By 1 0 3

Es soll die Anzahl der Teile T7, T5 und T3 ermittelt werden, die zur Herstellung von je einem
Stiick des Enderzeugnisses erforderlich sind.

Losung mit Hilfe der Aufeinanderfolge linearer Abbildungen:
1) Veranschaulichung der Verflechtung durch einen Graphen (Bild 11)

Teije ) A A
N A

Bauslemente &, 8,

Erzeugnisse g &

Bild 11
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3.7 Anwendung der Matrizenmultiplikation

2) Mathematische Formulierung des Problems

I. FEy=2B1+3B,
Ey =18, + 4B,
II. By =211+ 175 + 0T}
By =117 + 075 4 315

3) Nacheinanderausfiihrung der linearen Abbildungen

Ey =221 + 1Ty + 073) + 3(1T) + 0T + 3T3)
Ey = 12Ty + 1Ty + 0T3) + 4(1Ty + 0T, + 3T3)
Ey =TT + 275 + 975
Ey =61, + 115 + 1213
4) Ergebnis:
Zur Herstellung von einem Stiick des Erzeugnisses F; werden 7 Teile T;, 2 Teile T5, und 9

Teile T3, zur Herstellung von einem Stiick des Erzeugnisses F» werden 6 Teile 77, 1 Teil T5
und 12 Teile T3 bendtigt.

Losung mit Hilfe der Matrizenmultiplikation:
Wie im Abschnitt 2.4. dargestellt wurde, sind Matrizen geeignet, lineare Abbildungen zu be-
schreiben. Deshalb kann unter Verwendung der Koeffizientenmatrix

- El = 2 3 Bl
fur Tabelle 9a <E2 ) = ( 1 4) (BQ>

T
. Ev\ (210
furTabeIIe9b<E2><1 0 3> ?

3

geschrieben werden. Der Nacheinanderausfiihrung der linearen Abbildungen entspricht die Mul-
tiplikation der Koeffizientenmatrizen in folgender Weise:

<E1> (2 3)(210) o (72 9) o
= 2 | = 2
Ey 1 4 1 0 3 T, 6 1 12 T
O Arbeitsauftrag 3/10:

Uberpriifen Sie durch Anwendung der Matrizenmultiplikation die Richtigkeit dieser Darstellung!
Diese wesentlich kiirzere Darstellung fiihrt zum gleichen Ergebnis.

[J Beispiel 3/20:

Bei der Berechnung der Lohnkosten, die bei der Herstellung eines jeden Erzeugnisses fiir jeden
Kunden anfallen, sind folgende Daten gegeben:

Der Arbeitsaufwand in Stunden je Arbeitsplatz und je Erzeugnis durch die "Aufwandsmatrix"
A in

Tabellenform (Tabelle 10)

Erzeugnis | Aufwand in Stunden Matrizenform
am Arbeitsplatz 9 1 45 0
12345 A=|14252
a 2 1 4 5 0 0103 4
b 1 4 2 5 2
c 0 1 0 3 4
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3.7 Anwendung der Matrizenmultiplikation

Der Bedarf in Stiick je Kunde und Erzeugnis durch die "Bedarfsmatrix" B in
Tabellenform (Tabelle 11)

Matrizenform

Kunde | Erzeugnisse in Stiick
a b ¢ 0 4 2
K [0 4 2 B(o 2 4)
L 0 2 4 5 10
M 5 1 0

Die Lohnkosten in Mark je Arbeitsplatz durch den "Lohnkostenvektor" y in

Tabellenform (Tabelle 12) Matrizen
atrizenform

Arbeitsplatz | Lohnkosten in Mark 16
1 16 20
2 20 y=1 18
3 18 18
4 18 16
5 16

Gesucht wird der Lohnkostenvektor k in Mark je Kunde.

Losung:

Da durch den "Lohnkostenvektor" y der lineare Zusammenhang zwischen Arbeitsplatz und
Lohnkosten und durch die "Aufwandsmatrix" A der lineare Zusammenhang zwischen Erzeugnis
und Arbeitszeit am Arbeitsplatz gegeben werden, gibt das Produkt Ay den linearen Zusam-
menhang zwischen Erzeugnis und Lohnkosten.

Da die "Bedarfsmatrix" B den linearen Zusammenhang zwischen Kunde und Anzahl der Er-
zeugnisse enthalt, liefert das Produkt aus B(Ay) somit die fiir jeden Kunden aufzuwendenden
Lohnkosten. Die Berechnung dieses Produkts

k = BAy

erfolgt nun zweckmaBigerweise im Falkschen Schema (Anordnung der Matrizen nebeneinander)
(Tableau 10).

Aly
Tableau 10 B| BA | k
Sh | Sap | Sk

Numerische Berechnung einschlieBlich Kontrolle durch die Spaltensummenprobe (Tableau 11):

16
A 20
2 1 4 5 0 18 |y
1 4 2 5 2 18
Tableau 11 B 0O 1 0 3 4 16
0 4 2|4 18 8 206 16| 1292
0 2 4|2 12 4 22 201060 |k
5 1 0|11 9 22 30 2 |1324
5 7 6|17 39 34 78 38| 3676

Ergebnis: Die Lohnkosten belaufen sich fiir die Bestellung des Kunden K auf M 1292 -, die
von L auf M 1060,- und die des Kunden M auf M 1324 -.
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3.8 Aufgaben

3.8 Aufgaben
1. Sind die folgenden Matrizen in der Produktbildung AB verkettbar ?

;1 . (6—2)
. 3 1
3

4

( 6 3
(7 >, e[
(g;) (21

2. Geben Sie den Typ der folgenden Matrizen an!

J>

2
52 o e
2 5 3 4 0 1
0 0 O

In welcher Reihenfolge sind beide Matrizen verkettbar?

3. Gegeben sind die Matrizen

30 5 01 2 2 5
A=| 21 1|, B=|203]|; c=|10
31 -2 33 1 6 1

Berechnen Siel!
a)F=AB; b)G=BC; ¢c)H=CA; d)K=A(B+C); e)L=A(BC

0
1
3

);
R = (AB)T

4. Bilden Sie jeweils die Produktmatrix!

2) (21 xs)(z;) b) (o1 x2)<(2) ; j):

Y3

oaofi )

5. Beweisen Sie die folgenden Satze! Es wird vorausgesetzt, dass die Matrizen verkettbar sind.
a) Die Transponierte des Produkts zweier Matrizen ist gleich dem Produkt der Transponierten
der beiden Matrizen in umgekehrter Reihenfolge.

(Behauptung: (AB)” = BTAT)

b) A(AB) = (A\A)B = A(\B)
(X beliebige reelle Zahl) Driicken Sie diesen Satz in Worten aus!

6. Gegeben sind die linearen Abbildungen I, Il, lIl. Wie lautet die Abbildung in Matrixform, in
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3.8 Aufgaben

der x durch z ausgedriickt wird?

I = 2U1 + U9 — 2U3 uy = 31}1 + 2?)2 + U3 vV = —322 + 323
1’2:U1+3U3 I U2:2U1+’U2 17 U2:2Z1+222—2’3 117
I3 = 2U2 — 2U3 Uz = v + 2U3 V3 = 32’1 — 29

7. Gegeben seien die Matrizen A, B, C und D. Berechnen Sie mit Hilfe des Falkschen Schemas
die Produktmatrix ABCD!

- 025 2 13
4 -8 1 -3 1340 0 2
A:gg’3:<o 2 1 0>’C:0103’D:30
2510 11

8. Zur Berechnung der Lohnkosten, die bei der Herstellung verschiedener Erzeugnisse fiir jeden
Kunden anfallen, sind folgende Daten bekannt (vol. Beispiel 3/20):
Arbeitsaufwand (Tabelle 13):

Erzeugnis | Aufwand in Stunden am Arbeitsplatz
1 2 3 4

Tabelle 13 a 1,2 08 2,1 3,0

05 1,3 02 28

10 1,1 1,8 25

Bedarf (Tabelle 14) Lohnkosten (Tabelle 15):
Kunde | Erzeugnisse in Stiick Arbeitsplatz | Lohnkosten in M
a b c 1 7,30
Tabelle 14: K 3 7 5 Tabelle 15: 2 5,60
L 2 40 3 6,70
M 1 6 2 4 8,10

9. Die Verflechtung einzelner Teile, Baugruppen, die aus Teilen zusammengesetzt sind, und
Enderzeugnisse sei durch einen Graphen gegeben (Bild 12).

Einzelteile 1 2 3 %
\’ 2 4 7
Baugruppen 5 6 7
3 2 7 7 3
z 2
Enderzeugnisse 8 8 0

Bild 12

Stellen Sie die Verflechtungsmatrix auf und ermitteln Sie, wie viele Einzelteile zur Herstellung
eines jeden Enderzeugnisses benotigt werden
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4.1 Die lineare Punktabbildung

4 Lineare Transformationen durch Matrizen

4.1 Die lineare Punktabbildung

Im Abschnitt 2.4. wurde die lineare Abbildung definiert. Dort konnten wir feststellen, dass
jede Matrix A vom Typ (m,n) mit Hilfe der Vorschrift y = Ax eine lineare Abbildung des
Vektorraumes B" in den Vektorraum 8™ bewirkt.

Wir konnen hierbei die Matrix A als einen linearen Operator auffassen.

Wir wenden uns nun speziell dem zwei- bzw. dreidimensionalen Vektorraum zu in der Absicht,
der Matrizenrechnung eine geometrische Interpretation zu geben. Fassen wir wiederum die
Matrizendarstellung eines linearen Gleichungssystems

y = Ax

als Vorschrift auf und nehmen wir ein geeignetes Koordinatensystem an, so vermittelt die
Matrix A eine lineare Transformation des Vektors x in den Vektor y.

Seien die Koordinaten der Punkte X bzw. Y durch die Komponenten der Vektoren x bzw. y
beschrieben, dann bildet die durch die quadratische Matrix A vom Typ (2,2) bzw. (3, 3) ver-
mittelte lineare Transformation alle Punkte X des zwei- bzw. dreidimensionalen Vektorraumes
in Punkte Y desselben Vektorraumes ab.

Fir B@ gilt | 71 ) = ( @0 %12 ) [ o
Y2 Q21 Q22 T2

n @11 Q12 Q13 X1
Fir %(3) gl|t Y2 = 921 922 a23 i)
Ys a31 a3z as3 T3

Eine rechteckige Matrix vom Typ (2, 3) bewirkt eine Abbildung des dreidimensionalen Vektor-
raumes in die Ebene. Dafir gilt:

X1
Y\ [ Ann Q12 @13
g x2
Y2 Q21 Q22 Q23 "

3
[ Beispiel 4/1:

Der Punkt X (1;4) soll durch die Matrix A = ( 2

1 .
3 _9 > abgebildet werden.

Losung:
Fir den Originalpunkt X (1;4) konnen durch die lineare Transformation

Y1 = 2w + 2o ; Y2 = 3x1 — 29
die Koordinaten des Bildpunktes Y berechnet werden:
y1="0, Yo = —H; Y (6;—5)

In Matrizendarstellung: y = Ax

<§2>:<§—§>(i>=<_§> v =01 =5




4.1 Die lineare Punktabbildung

Man erhalt das gleiche Ergebnis.

Geometrische Veranschaulichung: Dem Vektor x, der dem Punkt X zugeordnet ist, wird ein
Vektor y und damit der Punkt Y zugeordnet (Bild 13).

@y
7-
G ‘II = l : '(U
-1k
i Y
Bild 13 )
O Beispiel 4/2:
0 1 2
Der Punkt X (1;2;3) soll durch die Matrix A = 2 —1 1 | abgebildet werden.
—1 01
Losung:
Durch die lineare Transformation
y1 = xg +2w3, Yo =2 — 1o+ 2x3, Yz3=—T+I3

konnen fir den Originalpunkt X (1;2; 3) die Koordinaten des Bildpunktes Y berechnet werden:
=8 12 =3 y3=2; Y(83;2).
Das gleiche Ergebnis erhalt man wesentlich kiirzer bei Anwendung von Ax = y:

n 0 1 2 1 8
p | = 2 -1 1 2 =13
Y3 -1 01 3 2

Geometrische Veranschaulichung (3) in Kavalierperspektive (Bild 14):

)
v

2

L1

_X/

/1;
L F a 1 L L 1

-1 1 2)

..,.
T
gl

Bild 14 ™
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4.1 Die lineare Punktabbildung

O] Beispiel 4/3:
Der Punkt X (2;3; —3) soll durch die Matrix A = ( é g ; > in die (1),(2)-Ebene abgebildet
werden.
Losung:
Durch die lineare Transformation
Y1 = x1 + 2,2+ x3 , Yo = 221 + 223

kénnen fiir den Originalpunkt X (2;3; —3) die Koordinaten des Bildpunktes Y berechnet wer-
den: y; =5, yo = =2, Y (5;-2).
Das gleiche Ergebnis erhalt man bei Anwendung von Ax =y:

i) 2)-(2)

Geometrische Veranschaulichung (Bild 15):

3)

)
Bild 15 XA

Eine lineare Transformation y = Ax fiihrt nicht nur einen Punkt in seinen Bildpunkt Uber,
sondern alle Originalpunkte einer geometrischen Figur in ihre zugehdrigen Bildpunkte. Durch
eine lineare Transformation erhalt im allgemeinen jede geometrische Figur eine andere Gestalt,
und ihr Bild entsteht an einer anderen Stelle des, Koordinatensystems.

[ Beispiel 4/4:
2 11

Das Dreieck XY Z soll durch die Matrix A= | 0 1 2 | abgebildet werden. Das Bild soll
1 2 0

Dreieck X'Y’Z' heiBen.
Die Eckpunkte des Originals seien gegeben durch X (1;2;3), Y(0;1;1), Z(2;3;1).

Losung:
Durch die lineare Transformation

/ / /
T =201+ T2+ T3, Ty =To+2x3, Ty3=T1+ 2T

kénnen fiir den Punkt X'(1;2;3) die Koordinaten des Bildpunktes X' berechnet werden. Wer-
den z; bzw. z durch y; bzw. y. und schlieBlich durch z; bzw. 2] ersetzt, so kdnnen auch die
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4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

Koordinaten der Bildpunkte Y’ (aus Y) und Z’ (aus Z) berechnet werden:

/ /

Il == 7, :U2 == 8,
/ /

Y1 = 27 Yo =
/ /

Zl - 8, 22 — 5,

X'(7;8;5)
Y'(2;3;2)
7Z'(8;5;8)

Die Anwendung der Matrizenmultiplikation fiihrt schneller zu dem gleichen Ergebnis:

2 11

Ax = x': 01 2

1 2 0

2 11

Ay =y 01 2

1 2 0

2 11

Az =7 01 2

1 2 0

Diese Abbildung kann auch durch D’

D = (x,y,Z) sind (Bild 16).

— W RO WD

= AD dargestellt werden, wobei D

@

CO UL 00O DN W N Ot oI

X = (7;8;5)"
y =(2;3;2)"
Z = (8;5;8)

Bild 16 ”‘

(x,y,2) und

Im dreidimensionalen Raum hat die lineare Abbildung die Eigenschaft, lineare Gebilde wiederum
in lineare Gebilde zu tberfiihren, d. h., es werden Geraden in Geraden und Ebenen in Ebenen

uberfiihrt. Aus diesem Grunde heiBt die Abbildung "linear".

4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der

Ebene

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, durch welche Matrizen bestimmte Abbildungen
von Punkten der Ebene bewirkt werden.

Abbildung in den Koordinatenursprung

Durch die Nullmatrix 0 werden alle Vektoren x in den Nullvektor 0 abgebildet. Das bedeutet,




4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

dass durch die Nullmatrix alle Punkte der Ebene in den Koordinatenursprung transformiert

werden.
y=0x=o0 mit0:<8 8)

Geometrische Veranschaulichung (Bild 17):

12}

Bild 17
Identische Abbildung

Durch die Einheitsmatrix E werden alle Vektoren x in sich selbst abgebildet. Das bedeutet,
dass durch die Einheitsmatrix alle Punkte der Ebene in sich selbst transformiert werden.
Geometrische Veranschaulichung (Bild 18):

| T

Bild 18 J
Abbildung durch Verschiebung

Die Vektoraddition y = x + ¢ bewirkt eine Verschiebung des Vektors x um den Vektor c (Bild

19), wobei ¢ = ( Cl )
(&)

@)

Bild 19

Lineare Transformationen in der Form y = Ax nennt man homogen. Inhomogene lineare
Transformationen enthalten einen Vektor als additives Zusatzglied: y = Ax + c.

Da die homogenen Transformationen leichter zu handhaben sind, ist man bestrebt, inhomogene
lineare Transformationen auf homogene zuriickzufiihren. Das erfolgt in unserem speziellen Fall
y = X + ¢ zunachst durch Einfiihrung der Einheitsmatrix E:

y=Ex+c
Ausfiihrlich geschrieben bedeutet das:

y1:1$1+01’2+01 i y2:0I1+1$2+CQ
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4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

Erganzt man anschlieBend als dritte Zeile
1=0x; + 029+ 1

so entsteht folgende homogene Matrizendarstellung:

(70 10 ¢ T

y2 | =10 1 ¢ To

1 0 0 1 1
O] Beispiel 4/5:

Der Punkt P(1;3) soll durch die Verschiebung um den Vektor ¢ = ( ? >) in den Punkt P’
abgebildet werden.

Y1 1 0 2 1 3
2 |=10 11 3= 4|, alsoP(3;4)
SRERIBRY

Geometrische Veranschaulichung (Bild 20):

2} [

Bild 20

Abbildung durch Spiegelung

Die Spiegelung werde durch die Matrix S in der linearen Transformation y = Sx bewirkt. Wir
wollen folgende Falle unterscheiden:

Spiegelung an durch die Matrix Beispiel Bild

dem Koordinatenursprung Sy = _(1] _(1) 4/6a 21
1 0

der (1)-Achse S1 = 0 1 4/6b 22
-1 0

der (2)-Achse Sy = 01 4/6¢c 23

. . 0 1

der Winkelhalbierende des Sy, = < 10 4/6d 24

1. und 3.Quadranten

der Winkelhalbierende des  Syo = < (1) _(1) ) 4/6e 25

2. und 4.Quadranten
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4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

] 1) {2)

Bild 21, 22, 23

O] Beispiel 4/6:
Gegeben sei der Punkt P(1;3). Es sind die Abbildungen durch die Matrizen Sy, S1, Sa, Sw,
und Syyo durchzufiihren.

Losung:

a) Gegeben: P(1;3) und Sy = L0

0 -1
Durch die Matrix S; erfolgt die Spiegelung des Punktes P am Koordinatenursprung (Bild 21).

Es gilt: y = Sox
m) (-1 o\(1) (-1
w = o0 -1 )\l3)7( =3
Wir erhalten: y = (—1; —3) und Pj(—1;-3).

b) Gegeben: P(1;3) und S} = (1) (1)

Durch die Matrix S, erfolgt die Spiegelung des Punktes P an der (1)-Achse (Bild 22). Es gilt:

y:SIX
N (1 oN(1) [ 1
yo /L0 1 3/ \ -3
Wir erhalten: y = (1; —3)7 und Pj(1;-3).

c) Gegeben: P(1;3) und Sy = _(1) (1)

Durch die Matrix S, erfolgt die Spiegelung des Punktes P an der (2)-Achse (Bild 23). Es gilt:

yZSQX
w\ (-1 0\(1) (-1
w0 o1 )ls)=1 3
Wir erhalten: y = (—1;3)7 und Pj(—1;3).

d) Gegeben: P(1;3) und Sy = (1) é

Durch die Matrix Sy, erfolgt die Spiegelung des Punktes P an der Winkelhalbierenden der 1.
und 3. Quadranten. Es gilt: y = Sy1x

(5)=(0) (6)=(7)

Wir erhalten: y = (3;1)" und P}, (3;1).
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4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

Bild 24, 25

0 —1
-1 0
Durch die Matrix Sy erfolgt die Spiegelung des Punktes P an der Winkelhalbierenden der 2.
und 4. Quadranten. Es gilt: y = Syox

e) Gegeben: P(1;3) und Sy =

Yo - -1 0 3 - —1
Wir erhalten: y = (—3; —1)7 und P,(—3; —1).

Abbildung durch Streckung

Die in der Ahnlichkeitslehre behandelte zentrische Streckung vom Ursprung als Streckungs-
zentrum aus erfolgt durch die Skalarmatrix

z 0
2-(0!)
mit z > 0 als Streckungsfaktor.
Eine allgemeine Streckung, bei der fiir die Koordinatenachsen unterschiedliche Streckungsfak-
toren gelten, wird durch die Matrix
o 21 0
Z= ( 0 Z9 )

bewirkt. Eine Streckung nur in einer Koordinatenrichtung erfolgt durch die Matrix

(=0 (10
Zl—< 0 1> bzw. ZQ—(O Z2>
O Beispiel 4/7:

Fir den Punkt P(1;3) sollen die Abbildungen durch die Matrizen Zy, Z, Z; und Z, mit z = 2,
z1 = 3 und 29 = 2 ermittelt werden.

Losung:

a) Gegeben: P(1;3) und Z, = g g
Durch die Matrix Z, wird eine Streckung des Vektors x vom Ursprung aus durchgefiihrt; da

z = 2 ist, wird der Betrag des Vektors x verdoppelt (Bild 26). Es gilt: y = Zyx

(5)=(02) ()= (¢)

Wir erhalten: y = (2;6)7 und P}(2;6)
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4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

@) @] P(38)
i B (2;6)
P
: i
1t s
‘ (1 1] ' l(?) l 0 1L : JE
Bild 26, 27
30
b) Gegeben: P(1;3) und Z = 0 2

Durch die Matrix Z erfolgt eine allgemeine Streckung des Vektors x (Bild 27). Es gilt: y = Zx

w\ (3 0\(1) (3
(n)-(02)(3)-(3)
Wir erhalten: y = (3;6)7 und P'(3;6)

@ @) R

P B(33)

Bild 28, 29
3 0
01
Vektors x nur in Richtung der (1)-Achse (Bild 28). Es gilt: y = Z;x
w ) (3 0\(1) (3
w) Lo 1)ls3)7\3

Wir erhalten: y = (3;3)7 und P{(3;3)

c) Gegeben: P(1;3) und Z; = Durch die Matrix Z; erfolgt eine Streckung des

1

d) Gegeben: P(1;3) und Z, = < 0 g ) Durch die Matrix Z, erfolgt eine Streckung des

Vektors x nur in Richtung der (2)-Achse (Bild 28). Es gilt: y = Zyx

()=o) ()= (6)

Wir erhalten: y = (1;6)T und P5(1;6)
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4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

Abbildung durch Scherung

Unter einer Scherung versteht man eine Abbildung, bei der jedem Punkt P ein Bildpunkt P’
folgendermaBen zugeordnet wird:

(1) P’ liegt auf einer Parallelen zu einer Koordinatenachse (Scherungsachse).
(2) Der Abstand des Bildpunktes P’ vom Originalpunkt P ist dem Abstand des Originalpunk-
tes von der Scherungsachse proportional.

Bei Scherung parallel zur (1)-Achse ergibt sich nach Bild 30 der Proportionalitatsfaktor als Ver-
haltnis der Differenz der Abszissen beider Punkte und der Ordinate und wird mit 5 bezeichnet;
es gilt also:

Yy — 1
To =
€2
{2)
YaI P
{2)
P ’
Xt¥e [ e XaF P
L L L
g % % (7 ¢ Xy 1)
Bild 30, 31

Bei Scherung parallel zur (2)-Achse erhalt man nach Bild 31 den Proportionalitatsfaktor, der
hierbei mit r; bezeichnet wird, entsprechend; es gilt also:

Yo — T2
r =
T

Eine Scherung parallel zur (1)-Achse wird durch die Matrix (Bild 30)

. 1’/“2
()

eine Scherung parallel zur (2)-Achse wird durch die Matrix (Bild 31)
bewirkt.

10
(1)
O] Beispiel 4/8:

Fir den Punkt P(1;3) sollen die Abbildungen durch die Matrizen Ry und Ry mit 7 = 2 und
ro = 3 ermittelt werden.

Losung:
1 3
a) Gegeben: P(1;3) und Ry = 0 1
zur (1)-Achse (Bild 32). Es gilt: y = Ryx
w ) (1 3\[(1) (10
w ] Lo 1)\3)7 3

Wir erhalten: y = (10;3)” und P/(10;3)

Durch die Matrix R; erfolgt eine Scherung parallel
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4.2 Matrizendarstellung einfacher geometrischer Abbildungen der Ebene

2)

P P 3)

L 1 L L 1 1 L i 1

[ 7 )

Bild 32

b) Gegeben: P(1;3) und Ry = < ; (1) ) Durch die Matrix R, erfolgt eine Scherung parallel
y

zur (2)-Achse (Bild 33). Es gilt: y = Rox

w ) (1o0Y[(1) (1
()= G)-(5)
Wir erhalten: y = (1;5) und Py(1;5)

2)
P (1:5)

2)

(1 ¢ 7 (7

Bild 33, 34
Abbildung durch Drehung

Die Drehung eines Vektors x um den Koordinatenursprung um den Winkel « erfolgt durch die
Matrix _
A:(@“”_mm>, (—180° < a < 180°)
sinaw  cosa

Geometrische Veranschaulichung erfolgt im Bild 34.

Herleitung der "Drehmatrix":
Aus Bild 35 ist ersichtlich, in welcher Weise v, und g5 durch z; und x5 gebildet werden konnen.

(2}
PeX=Y
fn
AN
2 L
1k s 14
4 4 ’
ol Ik,
T »n m
Bild 35

Der Punkt P kann sowohl als Punkt X im (1),(2)-Koordinatensystem durch seine Koordinaten
x1 und x ausgedriickt werden als auch als Punkt Y im (1),(2)-Koordinatensystem durch die
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4.3 Nacheinanderausfiihrung linearer Transformationen

Koordinaten y; und y»:

y1 =0Q = OR — QR =z cosa — xysin a, a < 90°
Yo = PQ = BQ+ PB=AR+ PB = x;sina + x5 cosa

yi ) [ cosa —sina T
ys /] \ sina  cosa T

Eine Drehung um den Winkel o« = 90° wird durch die Matrix
0 —1
A= (1)

4.3 Nacheinanderausfiihrung linearer Transformationen

In Matrizendarstellung:

bewirkt.

Durch die Matrix A wird mit Hilfe einer linearen Transformation der Vektor x in den Vektor
y abgebildet. Wird nun auf den Vektor y eine weitere Transformation durch die Matrix B
angewendet, so entsteht der Bildvektor z. Es werden zwei Transformationen nacheinander

ausgefiihrt: y = Ax und z = By.

Sie sind einer Transformation z = BAx = (BA)x gleichwertig. Die Nacheinanderausfiihrung

linearer Transformationen ist also auf die Matrizenmultiplikation zuriickzuftihren.

B Beispiel 4/9:

Gegeben sei der Punkt P(3;2). Es sind nacheinander folgende Transformationen auszufiihren:

1. Transformation: Spiegelung an der (2)-Achse
2. Transformation: Zentrische Streckung vom Ursprung aus mit z = 2

Losung (Bild 36):

pe @

Bild 36 -
(-1 0N L, .
1.52< 0 1),13( 3:2)
20 . pI(_ga.
2.20_<0 2>,P( 6:4)

Die Matrizenmultiplikation ergibt den Bildvektor z:

s (12)(30)-(32)(2)-(

)
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Durch zwei nacheinander ausgefiihrte Drehungen um den Koordinatenursprung (erste Drehung
um den Winkel «, zweite Drehung um den Winkel 3 konnen die Additionstheoreme fiir die
Sinus- und die Kosinusfunktionen in folgender Weise hergeleitet werden (Bild 37):

¢3] k

Bild 37

Bei der Drehung um den Winkel o (—180° < o < 180°) wird durch die Matrix
A— ( C(?SO& —sina )
sina  cosa
der Vektor x in den Vektor y abgebildet. AnschlieBend wird durch die Matrix

B_ ( cos f3 —sinﬂ)

sinf  cosf

bei der Drehung um den Winkel 3 der Vektor y in den Vektor z abgebildet. Die resultierende
Abbildung wird durch die Matrizenmultiplikation z = BAx = Cx gegeben.

- [ cosfB —sinf cosa —sina
C_BA_<sinﬁ COSB)(Sina cosa)

[ cosfcosa —sinBsina  —cos Bsina — sin 5 cos a
~ \ sinfBcosa +cosBsina  — sin Bsin a + cos 3 cos o

Andererseits wurde die Drehung um den Winkel (o + 3) herbeigefiihrt, so dass die Transfor-
mation des Vektors x in den Vektor z durch die Matrix

-(meid meid)

beschrieben werden kann.
Vergleichen wir die entsprechenden Elemente der Matrix C in beiden Darstellungen, so erhalten
wir die bekannten Additionstheoreme der Winkelfunktionen:

sin(a + ) = sin acos 8 + cos asin 3

cos(a + ) = cosarcos § — sin asin 3

4.4 Aufgaben

1. Wenden Sie die Abbildung y = Ax auf die gegebenen Punkte an, und zeichnen Sie Original-
und Bildpunkt jeder Aufgabe in ein besonderes Koordinatensystem ein!

a)A:<§ ;);P(4;—3)
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4.4 Aufgaben

w O =
N W N

3
b) A = (4 );P(5;1;3)
1

cos90° —sin90° 0
sin90°  cos90° 0 |; P(1;3;2)
0 0 1

c) A=

2. Gegeben sei der Punkt P(3; —1). Fiihren Sie nacheinander folgende Transformationen aus!
(1) Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten

(2) Verschiebung um den Vektor ¢ = (3; —1)7

(3) Zentrische Streckung vom Ursprung aus um z = 1,5

a) Losen Sie die Aufgabe zeichnerisch!

b) Stellen Sie die Transformationen in Matrizenform dar, bilden Sie die resultierende Transfor-
mation mit Hilfe der Matrizenmultiplikation und vergleichen Sie das Ergebnis mit der zeich-
nerischen Losung!

Verandern Sie die Reihenfolge der auszufiihrenden Transformationen, z.B. (3), (1), (2)! Zu
welchem Ergebnis gelangen Sie?

3. Durch die Matrizen A, B, C sei (in dieser Reihenfolge) die resultierende Abbildung der
Strecke P(Q) bestimmt.
Gegeben: P(3;3), Q(5;1)

-1 0 1 0 0,5 0
a=( 7o) om0 ) e ("0l
a) Ermitteln Sie P Q" rechnerisch!

b) Losen Sie die Aufgabe zeichnerisch, indem Sie die Abbildungen nacheinander ausfiihren!

4. Durch welche Skalarmatrix A wird der Punkt P(2; —3) in den Punkt P’(5; —7,5) abgebildet
?
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5.1 Matrizenschreibweise linearer Gleichungssysteme

5 Der verkettete Algorithmus

5.1 Matrizenschreibweise linearer Gleichungssysteme

In dem einleitenden Beispiel 1/2 (Abschnitt 1.1.) wurde die Aufgabe gestellt, ein lineares Glei-
chungssystem von vier Gleichungen mit den vier Variablen Iy, I3, I3, I4 zu l6sen. Dabei zeigte
sich, dass die Losung dieser Aufgabe unter Verwendung der aus dem obligatorischen Mathema-
tikunterricht bekannten Verfahren sehr aufwendig war. Wir wollen deshalb zur Vereinfachung
der Rechnung ein stark schematisiertes Verfahren entwickeln, das auf der Anwendung der Ma-
trizenrechnung basiert.

Bekanntlich beruhen die zur Loésung linearer Gleichungssysteme von zwei bzw. drei Glei-
chungen mit zwei bzw. drei Variablen in der Schule verwendeten Verfahren (Einsetzungs-,
Gleichsetzungs-, Additionsverfahren) auf der Methode der schrittweisen Elimination der ein-
zelnen Variablen, wobei es dem Lésenden (berlassen bleibt, in welcher Weise die Gleichungen
zusammengefasst werden.

Bei umfangreichen Gleichungssystemen (z. B. solchen mit 2000 und mehr Gleichungen und
ebenso vielen Variablen) sind die genannten Verfahren unzweckmaBig.

Die Eliminationsmethode muss systematisch eingesetzt werden. Wir wollen die von Carl Fried-
rich GauB entwickelte Methode zur schrittweisen Elimination der Variablen - den GauBschen
Algorithmuﬂ— in einer Ubersichtlich angeordneten, rationellen und leicht kontrollierbaren Form,
die der polnische Mathematiker T. Banachiewicz im Jahre 1938 eingefiihrt hat, kennenlernen.
Fir das lineare Gleichungssystem

a11r1 + 1272 + ...+ A1y = kl

A91%1 + A92T2 + ... + GopT, = ko

11 + Qoo + oo + Ty = ki,
konnen wir abkiirzend die Matrizendarstellung
Ax =k

schreiben, wobei A = (a;;)m.n die Koeffizientenmatrix, x = (x1, 9, ..., 2,)" der Vektor der
Variablen, k = (ky, ko, ..., k,,,)T der Vektor der konstanten rechten Seiten sind.

Die Aufgabe, das Gleichungssystem Ax = k zu lésen, bedeutet, bei vorgeschriebener Matrix
A und vorgegebenem Vektor k denjenigen Vektor x zu ermitteln, fiir den die lineare Relation
Ax = k wahr ist.

Es ist nicht moglich, in diesem Zusammenhang die vollstandige Theorie iiber lineare Glei-
chungssysteme zu entwickeln. Wir wenden uns zunachst dem Spezialfall der quadratischen
Koeffizientenmatrix zu. Es sollen n Gleichungen zur Ermittlung von n Variablen gegeben sein,
wobei wir fordern, dass die Gleichungszeilen miteinander vertraglich und nicht voneinander
abhangig® sein sollen.

5Unter einem Algorithmus versteht man eine genaue Vorschrift, nach der ein gewisses System von Operationen
in einer bestimmten Reihenfolge auszufiihren ist und nach der man alle Aufgaben eines gegebenen Typs
l6sen kann. (Nach Trachtenbrot, B. A.: Wieso kénnen Automaten rechnen? VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin 1959.)

6Zwei Gleichungen sind voneinander linear abhingig, wenn die eine Gleichung durch Multiplikation mit einem
von Null verschiedenen Faktor in die andere Gleichung umgeformt werden kann.
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5.2 Aquivalente Gleichungssysteme

Weiter verlangen wir, dass k # o ist. Wir werden also zunachst inhomogene lineare Gleichungs-
systeme behandeln.

5.2 Aquivalente Gleichungssysteme

Bei der Losung linearer Gleichungssysteme mit Hilfe der Eliminationsmethode miissen wir durch
geeignete Zusammenfassung einzelner Gleichungszeilen schrittweise die Zahl der Variablen
verringern, bis nur noch eine Gleichung mit einer Variablen iibrigbleibt, aus der dann diese
Variable ermittelt werden kann.

Im Prozess der Umformung entsteht ein zu dem gegebenen aquivalentes "gestaffeltes" Glei-
chungssystem von der Form

bllflfl + blgl’g + ...+ bln.flln = ll
ngQfg + ...+ bgnﬂfn = lg

bnnmn = ln

> Definition 5/1:
Zwei Systeme aus n linearen Gleichungen mit n Variablen x,xs, ..., x, heiBen zueinander
aquivalent, wenn sie die gleiche Lésungsmenge haben.

Wurde aus der letzten Gleichung eines gestaffelten Gleichungssystems z,, berechnet, kann
durch Einsetzen der reellen Zahl fiir x,, in der vorhergehenden Gleichungszeile x,,_; ermittelt
werden. Durch riicklaufiges Einsetzen der berechneten x; erhalt man ein geordnetes n-Tupel
reeller Zahlen, das die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems darstellt.

Bei der schrittweisen Elimination der Variablen ist es erforderlich, Linearkombinationen ein-
zelner Gleichungszeilen zu bilden. Unter einer Linearkombination von zwei Gleichungen eines
linearen Gleichungssystems wollen wir diejenige Gleichung verstehen, die entsteht, wenn wir
die gegebenen Gleichungen mit reellen Zahlen multiplizieren und anschlieBend addieren.

[J Beispiel 5/1: Aus den Gleichungen

I1+2I2:4 ‘2
201 + 190 =3 |1

erhalten wir durch Multiplikation mit den angegebenen Faktoren und anschlieBender Addition
beider Gleichungen die Linearkombination 4z, + 5z, = 11.

Die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems erfiillt auch jede Linearkombination des
Systems.
Aus einem Gleichungssystem entsteht ein dazu aquivalentes System, wenn

- zwei oder mehrere Gleichungen miteinander vertauscht werden,

- eine Gleichung mit einer von Null verschiedenen reellen Zahl multipliziert wird,

- zu einer Gleichung des Systems das Vielfache einer anderen Gleichung dieses Systems addiert
wird.

5.3 Der GauBsche Algorithmus

Der in der Praxis tatige Mathematiker ist bestrebt, den Prozess der Losung eines linearen
Gleichungssystems in eine endliche Folge von Einzelschritten zu zerlegen, die eindeutig aus-
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5.3 Der GauBsche Algorithmus

fihrbar sind. Er gibt fiir alle Aufgaben einer Art eine genaue Vorschrift an, nach der gewisse
Operationen in einer bestimmten Reihenfolge auszufiihren sind. Wir sagen, er entwickelt einen
Algorithmus.

Das von Carl Friedrich GauB (1777 bis 1855) entwickelte Verfahren zur Lésung eines linearen
Gleichungssystems besteht in der systematischen schrittweisen Umformung eines gegebenen
Gleichungssystems in ein dazu aquivalentes gestaffeltes GIeichungssystem.[]

Aus Ax = k oder
a1 + 19T + ...+ A1 Ty — /{31
911 + 999 4+ ...+ Aoy = kg
A1 L1 F QmaTo + ... + QG Xn, = km
soll folgen Bx = | oder

buZL’l + blzl’g + ...+ blnl‘n = ll
b22f172 + ...+ anmn = lg

bnnxn — ln
Die Matrix B ist eine obere Dreiecksmatrix:
bii bz ... biy
B — 0 b22 bgn
00 . by

Im einzelnen bestehen folgende Aufgaben:

1. Es ist eine Rechenvorschrift zu entwickeln, die angibt, wie man vom gegebenen zum gestaf-
felten Gleichungssystem gelangt.

2. Aus der letzten Zeile des gestaffelten Systems findet man sofort die Losung z,,. Die ande-
ren Losungen x,,_1, ..., 9, x1 erhdlt man durch riicklaufiges Einsetzen der bereits gefundenen
Losungen in die vorangehenden Gleichungszeilen des gestaffelten Gleichungssystems.

Wir wollen die erste Aufgabe am Beispiel eines linearen Gleichungssystems mit zwei Variablen
vorbereiten und am Beispiel eines linearen Gleichungssystems mit drei Variablen erlautern.

O Beispiel 5/2:
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit zwei Variablen:

1171 + a2 = kg (a1 #0)

9171 + Gooxs = ko

Wir bilden eine Linearkombination, indem wir die erste Zeile mit %il und die zweite Zeile mit

"Interessierten Lesern wird die Lektiire von Wussing, H.: Carl Friedrich Gauss. BSB B. G. Teubner Verlags-
gesellschaft, Leipzig 1974, empfohlen.
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5.3 Der GauBsche Algorithmus

1 multiplizieren und anschlieBend beide Gleichungen addieren:

1 a2 L
Q12T = 1
—ai —ail —ai

2171 + Q22T2 = ko

a21 a1
( a19 + a22> To = kl + /{Zg
—ai —ai

Schreibt man abkirzend fiir
a a
—ﬂalg + a9y = b22 und fur — ﬂkl + ]{?2 = lQ
a1 a1

und setzt man die Koeffizienten der ersten Zeile des gegebenen Gleichungssystems a7 = by,
a12 = bya, k1 = [, so entsteht das gestaffelte Gleichungssystem

bi1xy + bigwe =1y
baozo = lo

29 kann sofort aus der zweiten Zeile berechnet werden; x; folgt aus der ersten Zeile durch
Einsetzen von z,.

OJ Beispiel 5/3:
Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem mit drei Variablen:

a11T1 + 122 + 133 = kl (l)
a21%1 + A92T9 + Qo33 = k’g (”)
az1r1 + a3eT2 + azzrz = ki (1)

Ziel der Umformung ist es, ein gestaffeltes Gleichungssystem zu entwickeln.

Losung:
In der ersten Eliminationsstufe bilden wir folgende zwei Linearkombinationen:

- Wir multiplizieren (1) mit dem "Eliminationskoeffizienten" cy; = <2 und addieren dieser
Gleichung zu (I1).
- Wir multiplizieren (1) mit dem "Eliminationskoeffizienten" c3; = 2. und addieren dieser

Gleichung zu (I11).
Im einzelnen erhalten wir:

a21 a1 a1 a21
a111 + a12T9 + 4+ a13xr3 = ]{31
—ail —a —ail —ail

a21%1 + A% + ag3x3 = ko

a1 a21 a1 )
(—au + a22> To + <—6L13 +ags | 3 = ———ki + ko (1)
ai a11 ai
sowie
a3 a3 a3 a3
a11r1 + a12T2 + + a13T3 = ky
—a11 —a11 —a11 —a11
az1T1 + Az + azzrs = k3
a3 a3 a3
(—am + asz) To + <—a13 +ass ) r3=——ki + k3 ()
11 a1 a11
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5.3 Der GauBsche Algorithmus

(1) und (III") bilden ein Zwischengleichungssystem. Wir wollen abkiirzend schreiben:

/! / _ 1t '

!/ / _ / '

In der zweiten Eliminationsstufe bilden wir folgende Linearkombination: Wir multiplizieren (I1")

mit dem "Eliminationskoeffizienten" ¢3, = “%- und addieren diese Gleichung und (III').
22
Im einzelnen:

! li !
a a a
32 32 32
/ CL,22.T2 + + / (l,23.173 = / ;
—Qg9 —0Qa9 —Qg9
/ / o
A39T2 + g3T3 = kf
a’ a:
32 /1 / _ 32 1./ / "
— gy g | w3 = ——=ky + Ry ()
Qg9 Q99

Wir wollen dafiir abkiirzend wie folgt schreiben: aj,x3 = k% Das gestaffelte Gleichungssystem
erhalten wir, wenn wir jeweils die ersten Gleichungen der Zwischengleichungssysteme zu einem
neuen Gleichungssystem zusammenfassen:

a1171 + a12Te + a1373 = Ky
(T2 + Uyt = ki
@gsxfi = kg
Wenn wir die Koeffizienten des gestaffelten Gleichungssystems mit b;; und die Konstanten auf
den rechten Seiten mit [; bezeichnen, dann erhalten wir:

bi171 + biawe + biszs =1y
baoxy + bagws = Iy

bszws = I3

Die Auflésung dieses Gleichungssystems nach den Variablen x; erfolgt wiederum durch riick-
laufiges Einsetzen der bereits ermittelten Variablen in die jeweils vorangehende Gleichung.

Wir wollen die Losung eines linearen Gleichungssystems mittels des GauBschen Algorithmus
nunmehr an einem Zahlenbeispiel verdeutlichen.

O] Beispiel 5/4:
Der Losungsvektor des Gleichungssystems
ZE1+4ZE2+3{E3 = ]_ (l)
2$1+5$2+41’3 =4 (”)
1’1—3332—21'3:5 (I”)

soll ermittelt werden.

Losung:

1. Eliminationsstufe:

Wir bilden eine Linearkombination, indem wir Zeile (I) mit dem "Eliminationskoeffizienten"
2

co1 = 2= = = = —2 multiplizieren und zu Zeile (Il) addieren. Daraus erhalten wir

—3$2—2$3 =2 (”')
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Wir bilden eine weitere Linearkombination, indem wir die Zeile (I) mit dem "Eliminations-

koeffizienten" c3; = - = —1 multiplizieren und zu Zeile (Ill) addieren. Daraus erhalten
wir

—71‘2—5(133:4 (”l')
Das Zwischengleichungssystem lautet also:

—3$2—2£E3 =2 (”’)

—71‘2—51’3:4 (”l')

2. Eliminationsstufe:
Aus dem Zwischengleichungssystem bilden wir eine Linearkombination, indem wir die Zeile

(1) mit dem "Eliminationskoeffizienten" ¢z, = <% = —I multiplizieren und zu Zeile (III')

!
Qg2

1 2

—gT =g ()

Das gestaffelte Gleichungssystem lautet dann:

addieren. Wir erhalten:

$1+4I2+31’3:1

32y — 205 = 2
1 9

——Lq = ——
373 3

Die Auflésung dieses Gleichungssystems nach den Variablen x, x5, x5 erfolgt ricklaufig, mit
der 3. Zeile beginnend: x3 = 2.

Zur Berechnung von x5 setzt man x5 = 2 in die Zeile (II') ein: 2y — 2.

x1 berechnet man unter Verwendung von x5 und 33 aus Zeile (I): z; = 3.

Die Probe wird in (1) und (IIl) des gegebenen Gleichungssystems durchgefiihrt, Der Losungs-
vektor dieser Aufgabe lautet: x = (3; —2;2)7.

Zusammenfassung:
Der GauBsche Algorithmus besteht aus folgenden Schritten:
1. Festlegen der Eliminationszeile. Das wird im allgemeinen die erste Zeile sein.

2. Elimination der Variablen x; aus samtlichen Gleichungen durch Multiplikation der Zeile (I)
mit dem Eliminationskoeffizienten ¢;; und nachfolgender Addition zur i-ten Zeile. Dadurch
entsteht das erste Zwischengleichungssystem mit (n — 1) Gleichungen und (n — 1) Variablen.

3. Elimination der weiteren Variablen x5, x3,...,2,_1 aus den vorangehenden Zwischenglei-
chungssystemen, bis nur noch eine Gleichung mit der Variablen x,, verbleibt.

4. Zusammenfassung der ersten Gleichungszeilen eines jeden Zwischengleichungssystems zum
gestaffelten Gleichungssystem.

5. Auflésung des gestaffelten Gleichungssystems nach den Variablen z,,, x,,_1, ..., T2, 21 durch
ricklaufiges Einsetzen der bereits ermittelten Variablen in die jeweils vorangehende Gleichung.

5.4 Der verkettete Algorithmus zur Losung linearer
Gleichungssysteme

Da der Aufwand an Schreibarbeit bei der Losung linearer Gleichungssysteme mit Hilfe des
GauBschen Algorithmus durch das Niederschreiben der Zwischengleichungssysteme noch be-
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5.4 Der verkettete Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme

trachtlich groB ist, wenden wir uns der verketteten Form des GauBschen Algorithmus zu, wie
sie von dem polnischen Mathematiker Tadeus Banachiewicz entwickelt wurde.

Er hatte erkannt, dass sich bei der Umformung eines linearen Gleichungssystems in ein gestaf-
feltes Gleichungssystem aus einer quadratischen Koeffizientenmatrix A eine obere Dreiecks-
matrix B bilden lasst und dass die Eliminationskoeffizienten zu einer unteren Dreiecksmatrix
C zusammengefasst werden konnen.

O] Beispiel 5/6:
Die Koeffizientenmatrix des Gleichung im Beispiel 5/4 lautet

1 4 3
A=(2 5 4
1 -3 =2

die obere Dreiecksmatrix des gestaffelten Gleichungssystems heil3t

1 4 3
B=|0 —3 —2
0 0 -1

3

die Matrix der Eliminationskoeffizienten ist eine untere Dreiecksmatrix, deren Elemente in der
Hauptdiagonalen zweckmaBigerweise gleich -1 gesetzt werden:

-1 0 0
C=| -2 -1 0
7
-1 -7 -1
Multiplizieren wir die Matrizen C und B,
—1 0 0 1 4 3 -1 -4 -3
cCB=| -2 -1 0 0O -3 -2 |=| -2 -5 —4 |=-A

-1 3 2
so erhalten wir die Koeffizientenmatrix A mit negativem Vorzeichen. Wir vermuten also, dass
CB=-A oder —CB=A (*)

gilt.

> Satz 5/1:
Zu jeder (regulérelﬂ) quadratischen Matrix A gibt es genau eine obere Dreiecksmatrix B und
genau eine untere Dreiecksmatrix C, fir die gilt:

—-CB=A
Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir verzichten.

Ubertragen wir diese Erkenntnis auf die Matrizendarstellung linearer Gleichungssysteme, so
gilt fir die Umformung des Gleichungssystems Ax = k in das dazu aquivalente gestaffelte
Gleichungssystem Bx = I

Ax = k ist wegen Satz 5/1 gleichbedeutend mit —CBx = k. Andererseits gilt wegen Bx = |
die Beziehung —CBx = —Cl. Folglich ist k = —CI. (**)

8Der Begriff "regular" wird in Definition 5/3 noch festgelegt.
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Zur Losung linearer Gleichungssysteme mit Hilfe des verketteten Algorithmus verwenden wir
ein erweitertes Tableau, in das auBer den Elementen der Koeffizientenmatrix auch die Elemente
des Vektors der konstanten rechten Seiten eingetragen werden. Es ist zweckmaBig, im Tableau

die rechten Seiten von der Koeffizientenmatrix zu trennen und eine Kontrollspalte anzuschlie-
Ben (Tableau 12).

Unter das Tableau fiir das gegebene Gleichungssystem werden in der im Tableau 12 ange-
gebenen Weise die Elemente der oberen Dreiecksmatrix (Koeffizientenmatrix des gestaffelten
Gleichungssystems) und der unteren Dreiecksmatrix (Matrix der Eliminationskoeffizienten) so-
wie der Vektor der konstanten rechten Seiten des gestaffelten Gleichungssystems eingetragen
und die Kontrollspalte vorgesehen.

Die Elemente ¢; = —1 der Eliminationskoeffizienten werden aus Platzgriinden nicht auf-
geschrieben. Sie missen aber bei den spateren Rechnungen beriicksichtigt werden. Fir ein
Gleichungssystem von drei Gleichungen und drei Variablen (vgl. Beispiel 5/3) hat das Tableau
folgendes Aussehen (Tableau 12):

a1 a2 a3 | k1 | Kontroll-
91 QA922 Q923 kz spalte

azy asx  asz | ks
Tableau 12 b11 b12 b13 ll
Co1 | baa bag | Iy
c31 C32 | bag | I3
T i) T3 -1

Die Elemente der Matrizen C und B werden zur tbersichtlichen Darstellung des Tableaus durch
einen Linienzug voneinander getrennt. Die Aufgabe der Losung eines linearen Gleichungssys-
tems von drei Gleichungen und drei Variablen besteht aus zwei Teilen:

Teil 1: Berechnung der Elemente der Matrizen C und B sowie des Vektors .
Teil 2: Berechnung der Elemente des Losungsvektors x.

Teil 1:

Die Berechnung der Elemente der Matrizen C und B sowie des Vektors | erfolgt abwechselnd:
Zuerst werden die Elemente ¢;;, fiir eine Zeile ermittelt, dann werden mit ihnen die Elemente b;;,
und [; der gleichen Zeile des Tableaus berechnet. Wir haben zwei Moglichkeiten, die Elemente
der Matrizen C und B bzw. des Vektors | zu ermitteln:

1. Vergleich der Darstellungen in der Ubersicht "Gegeniiberstellung des GauBschen Algorithmus
und des verketteten Algorithmus"
2. Nach den Gleichungen (*) und (**) gelten folgende Zusammenhange:

-CB=A und —Cl=k
Im einzelnen: —CB = A
1 0 0 bi1 bia b13 11 a1z 413
—C21 10 0 bao 523 = Q21 Q22 0423
—c31 —c3p 1 0 0 bss as; asy As3
bzw. —Cl = k:
1 0 0 ll kl
—C21 1 0 l2 == kQ
—c31 —c3p 1 I3 ks
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Wir entwickeln zum besseren Verstiandnis des Zusammenhangs von GauBschem Algorithmus
und verkettetem Algorithmus einerseits und der Matrizendarstellung andererseits fiir die Be-
rechnung der Elemente der Matrizen C und B sowie des Vektors 1 eine Schrittfolge (Vergleichen
Sie dazu die nachfolgende Ubersicht:

Gegeniiberstellung des GauBschen Algorithmus und des verketteten Algorithmus

GauBscher Algorithmus Verketteter Algorithmus
(1) Gegeben: ann a2 a3 | ki
a1 asy a1 a2 a3 | ko
aiix1 + aipxs + arzrs = kq - ol R (1 az1  azz a3 | k3
—ai;  —ai
asx a9gox aozr3 = k 1 . az
2171 + G272 + A23%3 = K2 (1) mit co = — 2t
as1x1 + aga®a + azzrs = k3 (1 o1
(2) 1. Eliminationsstufe an a,12 a,lg k,l
€21 | Qg9 Qa3 2
as1 a21 a1 a21
a11r1 + a12T2 + + a13xr3 = k1
—aii —ai] —aii —ay _
0 mit
ao121 + 929 + agzxs = k I ’
211 2222 2373 2 (1) ahy = Ca1a12 + azs = bao
as1 as1 a1 ahe = Co1a ass = b
<_ a2 + a22) T2 + <—CL13 + CL23> r3=——"k + ko 2? 21013 + 23 23
a1 ail ail Ky = corky + ko = Iy
.az
mit _a711 = C21: und a1 = b11, aje = bl12, a13 =

b1z, k1 =11

(c21a12 + azox2 + (c21a13 + a23w3 = ca1ky + k2 b b b 1
, , , , 11 12 13 1
Ago%2 + Go323 = Ky () co1 | baa  ba3 | 2

a31 a31 asi

asi
ap1xy + ai2x2 + + a13r3 = k1 _ast,
—ail —ail —arl —ail C31 = ——:
(|) ail
/
a31x1 + aszoxo + assxrsy = ks (”l) Qg9 = C31a12 + a32
/ —_—
as31 as1 asy Q33 = €31013 + a33
———ajg+az |ro+ (———az3+asz ) v3=——Fk1 + k3 K = carkr 4k
a1l a1l a1 3 = C31R1 + k3

. a3
mit ——— = c31:
ai

(es1a12 + asoxa + (cz1a13 + agszrs = c31ki + k3
/ / / ’
A39X2 + a33T3 = k3 (”I )

(3) Zusammenfassung im Zwischengleichungssystem:

/
a 1
gy + s = by - 2 ()
22

!/ / /
A39T2 + A33T3 = k3
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5.4 Der verkettete Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme

(4) 2. Eliminationsstufe

/ !/
2 a32 _
(1221172 + +— a23$3
—ay —ay — @29
/ !/ /

/
a’32 k/

/
asy _ 32

< o a22+a33>$3— —=ky + kg
Ao Qo

/
a
mit —ﬁ = C32:
22

! / / /
(c32a93 + az3)ws = caoky + ky

()

12 1

Bestimmung des Losungsvektors

Die Berechnung der Elemente des Lésungsvektors erfolgt
aus dem gestaffelten Gleichungssystem: Aus

bi1x1 + biawa + bizrs = 1q

C32 = —

mit

!
P) bz

/
430 _ _C31012 T a3,

bir b1z b3

co1 | baa  ba3
/

€31 C32 | a3g

ly
la

" / /
33 = C320G93 + ass3

"
k3

= c32b93 + c31013 + as3
= c31b13 + 32023 + az3 = bs3
= c3ok] + K
= c32lo + c31k1 + k3

c31ly + ca2la + k3)l3

bi1 b2 bz | L
co1 | bag  bog | I2
c31 c32 | b3z | I3
bin bz bz |
c21 | bao  bog | I2
c31 €32 | b3z | I3
I i) I3 -1

b baszs =1
2272 + 02373 = 2 Multiplikation der Elemente des Vek-

bssrs = I3 tors | der rechten Seiten mit (-1), da
folat durch die negativen Diagonalelemente
& dividiert werden muss:
I3
T3 = — (=1)is
3 b33 “bas =3
boo T = X2
Iy — bizxs — biox
gy = L1873 T 1272 (—1)l1 + x3b13 + x2boo
b1 “byy =1
Schritt 1:

Die erste Zeile von B ist der ersten Zeile von A gleich, weil die erste Zeile des gegebenen
Gleichungssystems in die erste Zeile des gestaffelten Systems iibernommen wird. Es gilt also
air = blk fur k = 1, . n

Schritt 2:

Fir die erste Eliminationsstufe gilt: Im GauBschen Algorithmus wurde der Eliminationskoeffi-
zient ¢y; durch ¢y = % = 42 bestimmt.

Andererseits erhalt man das EIement co1 aus der Skalarproduktbildung der 2. Zeile von —C
mit der 1. Spalte von B: Aus

—co1b11 = ag folgt Co1 =

In entsprechender Weise findet man die weiteren Eliminationskoeffizienten der 1. Spalte von
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5.4 Der verkettete Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme

Schritt 3:

Fir die erste Eliminationsstufe gilt (iberdies:

1. Die Elemente der 2. Zeile der Matrix B konnen sowohl der vorhergehenden Ubersicht
entnommen werden:

!
C21Q12 + Q22 = A9y = bay bzw. bag = Co1b12 + age

/
C21013 + Q23 = Aoy = bog bzw. baz = co1b13 + ags

als auch durch Skalarproduktbildung der 2. Zeile von —C mit der 2. bzw. 3. Spalte von B
ermittelt werden:

—C21b12 + bag = ags ; baa = c21b12 + age
—C21b13 + bz = aos ; bas = co1b13 + o3

2. Die Umformung des Elements k; in das Element [, erfolgt analog. Der Darstellung in der
Ubersicht kann entnommen werden:

021]{71 + /{32 = k’é = lQ ; lg = Cglll -+ k)g

Andererseits erhalt man das Element [; durch Skalarproduktbildung der 2. Zeile von —C mit
dem Vektor I:

—cotly + 1o = Ky ; lo = co1ly + ko
Fiir die zweite Eliminationsstufe werden die Schritte 2 und 3 analog durchgefiihrt (siehe Uber-
sicht).

Schritt 2"
In der Ubersicht kann aus der Gegeniiberstellung des GauBschen Algorithmus und des verket-
teten Algorithmus

!/
a3y Cza;ptasz  cabig +as
(32 = — = — = 5
(22 o) 22

entnommen werden.
Andererseits erhalten wir das Element ¢35, durch Skalarproduktbildung der 3. Zeile von —C
mit der 2. Spalte von B:

b boy — _ Ca1bia +az
—C31012 — C32022 = Q32 s C32 = 71)
—022

Schritt 3"
1. Das Element b33 der Matrix B entnehmen wir der Gegeniiberstellung (Ubersicht):

"o / /
(33 = C32093 T+ U33
Durch Umformen erhalten wir:
1
(353 = C32ba3 + 31013 + ags = c31013 + C32b23 + asz = bss

Andererseits finden wir das Element b33 durch die Skalarproduktbildung der 3. Zeile von —C
mit der 3. Spalte von B:

—c31b13 — c32ba3 + b3z = ass ) bss = c31b13 + 32093 + ass
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5.4 Der verkettete Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme

2. Das Element I3 entnehmen wir der Gegeniiberstellung:
k‘g = ngk; + k’é = nglg + Cglkl + k’3 = 03111 + 632l2 + azz3 = l3

Andererseits finden wir das Element I3 durch die Bildung des Skalarprodukts der 3. Zeile von
—C mit dem Vektor I:

—c31ly — c3aly + 13 = k3 ) l3 = ca1ly + c30ly + k3

Zusammenstellung der Beziehungen zur Berechnung der Elemente der Dreiecksmatrizen C und
B beim verketteten Algorithmus:

1. Zeile: a1, = by k=1,...,n
1. Spalte: ¢;; = _“gil i=2,...,n
Eliminationskoeffizienten:

k-1
ik + ’21 Cijbji
J= .

Cik = ;o 1=3,...,n; k=i—-1
—bp,
Elemente der Matrix B:
i—1
bik:aik—i‘zcijbjk; i:2,...,n; k:i,...,n
j=1
Elemente des Vektors I: .
i
lZ:kZ+ZCZ]l], izl,...,n
j=1

Merkregel fiir die Berechnung der Elemente der Dreiecksmatrizen B und C:

1. Die Eliminationskoeffizienten ¢;, entstehen als Summe aus dem Skalarprodukt der i-ten
Zeile der Matrix C mit der k-ten Spalte der Matrix B und dem Element a;;, dividiert durch
das negative Diagonalelement von B.

2. Die Elemente der Matrix B, b;,, werden als Summe aus dem Skalarprodukt der i-ten Zeile
der Matrix C mit der k-ten Spalte der Matrix B und dem Element a;; gebildet.

3. Die Elemente des Vektors [; der konstanten rechten Seiten werden als Summe aus dem
Skalarprodukt der i-ten Zeile von C mit dem Vektor | und dem Element k; gebildet.

Teil 2: Die Berechnung der Elemente des Losungsvektors x erfolgt aus dem gestaffelten Glei-
chungssystem. Die Ubersicht zeigt die Gegeniiberstellung des GauBschen Algorithmus mit dem
verketteten Algorithmus.

Wir berechnen z3, indem wir (—1) mit /3 multiplizieren und durch —bs; dividieren.

Wir berechnen x5, indem wir (—1) mit [y und 23 mit by3 multiplizieren und die Summe der
Produkte durch —by, dividieren.

Wir berechnen 1, indem wir (—1) mit [;, x3 mit by3 und x5 mit bjs multiplizieren und die
Summe der Produkte durch —by; dividieren.

Die Elemente des Losungsvektors werden in die untere Zeile des Tableaus eingetragen.
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5.4 Der verkettete Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme

O Beispiel 5/6:

Die Aufgabe des Beispiels 5/4 soll mit Hilfe des verketteten

Gegeben:

Losung (Tableau 13):

ZL’1+4{L‘2+35L‘3:1
2131+5.132+4.§(}3:4

$1—3$2—2$3:5

Algorithmus gelost werden.

Der Lésungsvektor x lautet: x = (3; —2;2)7

Erlauterung der Rechnung:

Rechenkontrolle:

1 4 3 1
Al 2 5 4 4
1 -3 -2 5
Tableau 13: B|1 4 3 1
20 -3 -2 2
cl1 = -1| -2
xI''3 -2 2 -1
2 1
621—:——27 031—j1=1
byy = (—2)-4+5=-8+5=—3
5232(—2) 3+4=—-6+4+4=-2
lp=(=2)-14+4=—-2+4=
. (-1)-4-3 7
7
b33—(—1)'3+(—3)‘(—2)—2:—
7 2
—(-1)-1—=-2 = _Z
l3 ( ) 3 +5 3
(—1).(—§) 2
3 _
) S1=2=7
3 3
(-D-2+2-(-2)
)"
(—1)-1+2-3+(—2)-4:3::'31

Um mogliche Rechenfehler schnell lokalisieren zu kénnen, berechnet man die Elemente der
Kontrollspalte auf zwei verschiedenen Wegen:

1. Man bildet die Summe der Elemente einer Zeile der um das Element des Vektors der rechten
Seiten erweiterten Matrix B.
2. Man bildet das Skalarprodukt der Eliminationskoeffizienten einer Zeile mit den Elementen
der Kontrollspalte. Vergleich mit I.

O] Beispiel 5/7:

Wir fiithren fir das Beispiel 5/6 die Rechenkontrolle durch (Tableau 14):
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5.5 Bemerkungen zur Lésbarkeit linearer Gleichungssysteme

Kontrollspalte

1 4 3 1 9

Al 2 5 4 4 15

1 -3 -2 5 1

Tableau 13: B 1 7 3 1 9
20 -3 -2 2 -3

JERE ]

xI'[3 - 2 -1 |

Erlauterung der Rechenkontrolle:

2. Leile: Zeilensumme -3
Skalarprodukt (—2) -9 + 15 = —18 + 15 = —3 Der Vergleich zeigt Ubereinstimmung.
3. Zeile: Zeilensumme -1

Skalarprodukt (—1:94-(—%)-(—=3)—1 = —9+7+1 = —1 Der Vergleich zeigt Ubereinstimmung.
Die Probe muss durch Einsetzen der Losungen in das gegebene Gleichungssystem erfolgen.

O Arbeitsauftrag 5/1:

Entwickeln Sie aus der Skalarproduktbildung die Zusammenhange zur Berechnung der Eli-
minationskoeffizienten, der Elemente der oberen Dreiecksmatrix B und des Vektors | fiir ein
lineares Gleichungssystem von 4 Gleichungen und 4 Variablen! Stellen Sie die Beziehungen zur
der Berechnung der Elemente des Losungsvektors fiir dieses Gleichungssystem auf!

Zusammenfassung:
Der verkettete Algorithmus ermoglicht eine sehr tibersichtliche Form der Darstellung und Ein-

sparung von Schreibarbeit beider Losung linearer Gleichungssysteme. Durch eine Rechenkon-
trolle ist die schnelle Lokalisierung von Rechenfehlern moglich.

A k z
Tableau 15: B ,
C
xl -1

Die Rechnung erfolgt zweckmaBig in nebenstehendem Tableau (Tableau 15).

5.5 Bemerkungen zur Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

In den bisherigen Ausfiihrungen (iber lineare Gleichungssysteme hatten wir wesentliche Ein-
schrankungen gemacht. Sie bestanden darin, dass

- die Gleichungssysteme aus n Gleichungen mit n Variablen bestehen,
- die Gleichungszeilen voneinander unabhangig und miteinander vertraglich sein sollten.

Uberdies trat in den bisher behandelten Beispielen nie der Fall ein, dass in der oberen Drei-
ecksmatrix B des gestaffelten Gleichungssystems ein Diagonalelement Null war. Das hatte bei
der Ermittlung des Losungsvektors zu Schwierigkeiten gefiihrt, weil bei der Berechnung der
Elemente des Losungsvektors auch das negative Diagonalelement dividiert werden muss.
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5.5 Bemerkungen zur Lésbarkeit linearer Gleichungssysteme

Auf diese Weise erreichten wir, dass nur solche Gleichungen behandelt wurden, die eindeutig
|6sbar waren.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall inhomogener linearer Gleichungssysteme (k # o)
zu:

Wenn m die Anzahl der Gleichungen und n die Anzahl der Variablen eines Systems sind,
so missen wir die Falle m < n, m = n und m > n unterscheiden. Zur Untersuchung der
Losbarkeit linearer Gleichungssysteme fiihren wir den Rangbegriff ein: Die maximale Anzahl
linear unabhangiger Spaltenvektoren heiBt Rang der Matrix.

> Satz 5/2:
Die maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilenvektoren ist gleich der maximalen Anzahl li-
near unabhangiger Spaltenvektoren (ohne Beweis).

Bei der Umformung eines Gleichungssystems in ein gestaffeltes System werden Linearkom-
binationen aus zwei Gleichungszeilen gebildet, so dass der GauBsche Algorithmus (in seiner
verketteten Form) zur Rangbestimmung verwendet werden kann.

> Satz 5/8:
Ist B eine Matrix mit b;, = 0 fiir ¢ > k, so ist der Rang von B gleich der Anzahl der von Null
verschiedenen Elemente b;;.

X
0 x .

B = 0 0 x
0O 0 0 .. x

mit times bedeutet: Das Element ist ungleich Null, . bedeutet: Das Element ist groBer, gleich
oder kleiner als Null, 0 bedeutet: Das Element ist Null.
Auf den Beweis wird verzichtet.

Wenn A € M, die Koeffizientenmatrix eines Gleichungssystems und (A, k) die um den
Vektor der konstanten rechten Seiten erweiterte Matrix (Systemmatrix) sind, so ist der Rang
der Koeffizientenmatrix Rg(A) < min(m,n) und der Rang der Systemmatrix Rg(A, k) <
min(m,n + 1).

Bei der Untersuchung der Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems ist festzustellen, ob der
Rang der Systemmatrix mit dem Rang der Koeffizientenmatrix (ibereinstimmt oder nicht.
Ohne Beweis sei mitgeteilt:

> Satz 5/4:
Dann und nur dann, wenn Rg(A, k) =Rg(A) = r ist, ist ein inhomogenes lineares Gleichungs-
system losbar (Losbarkeitsbedingung).

Ist diese Bedingung erfiillt, dann bedeutet » < min(m,n), dass r < m und r < n ist. Deshalb
miissen wir folgende Falle unterscheiden:

a) Ist r = m = n, so ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar (Normalfall).

b) Ist r < m, so gibt es (m — r) iiberzahlige Gleichungen.

e) Ist r < n, so gibt es (n — r) freie Parameter. Das Gleichungssystem hat eine (n — r)-fache
Losungsmannigfaltigkeit.
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5.5 Bemerkungen zur Lésbarkeit linearer Gleichungssysteme

O Beispiel 5/8:
Es sei (B, 1) eine durch Anwendung des verketteten Algorithmus entstandene erweiterte Matrix
des gestaffelten Gleichungssystems. Dann kann (B, 1) folgende Form haben:

Fall a:zB. m=4,n=4,r=4

X

0 x . I . :z:<7éO
(B,l) = 00 x .| . mit .O;_OO

00 0 x | =

Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar.

Fallb: zB. m=4,n=3,r=3

|
(B.1) = }
|

oo o X
o o X .

0
Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar, es gibt eine tberzahlige Gleichung.
Fallc:zBm =3, n=4,r=3

X
B,h=|[ 0 x . .
0 0 x . |

Das Gleichungssystem ist 16sbar; es gibt einen freien Parameter (z. B. z4). Die Ldsungsman-
nigfaltigkeit ist einfach.

Es ist aber auch méglich, in der Matrix (B, I) sowohl freie Parameter als auch tiberzahlige Glei-
chungen zu erkennen: Wenn m = 4, n = 6, r = 2, so gibt es vier freie Parameter (3, ..., 7¢)
und zwei iiberzdhlige Gleichungen:

(Bvl) =

oo o X
o o X

0 0
0 0

|
|
0|
0|

b o O .

0

0
In diesen Schemata 4uBert sich die Bedingung Rg(A) =Rg(A,
von B auch im Vektor | der rechten Seiten Null steht.
Aus Satz 5/4 folgt, dass ein inhomogenes lineares Gleichungssystem nicht losbar ist, wenn

der Rang der Koeffizientenmatrix mit dem Rang der Systemmatrix nicht lbereinstimmt, d. h.,
wenn gilt: Rg(A) #Rg(A, k).

OJ Beispiel 5/9:

Es sei B eine durch Anwendung des verketteten Algorithmus entstandene Koeffizientenmatrix,
(B, 1) eine in gleicher Weise gebildete Systemmatrix eines gestaffelten Gleichungssystems, dann
steht im Falle Rg(A) #Rg(A, k) in mindestens einer Nullzeile von B rechts eine von Null
verschiedene Zahl:

) darin, dass in den Nullzeilen

|
B o]
(B.1) = 000 | x
000 |

oo o X
o o X
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5.6 Die Bestimmung des Rangs einer Matrix mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = o von m Gleichungen mit n Variablen hat
stets die triviale Losung x = 0, wenn die Koeffizientenmatrix den Rang r = n hat. Ist jedoch
im Falle m < n der Rang r < n, so ist das Gleichungssystem nicht trivial losbar, d. h., es gibt
(n — r) freie Parameter.

5.6 Die Bestimmung des Rangs einer Matrix mit Hilfe des
verketteten Algorithmus

Wir wollen die Rangbestimmung mit Hilfe des verketteten Algorithmus an einigen Beispielen
zeigen.

1 4 3
O Beispiel 5/10: Die Matrix A = [ 25 4 | hat den Rang Rg(A) = 3; denn es gilt
1 -3 -2
(Tableau 16):
1 4 3
2 5 4
1 -3 -2
Tableau 16: 1 1 3
2] -3 -2
=1

Die Berechnung der einzelnen Elemente der Matrizen B und C wurde im Beispiel 5/6 durch-
gefiihrt. Das homogene lineare Gleichungssystem

$1+4l’2+3$3 =0
2!E1 + 5!132 +4{E3 =0
I1—3I2—2l’3:0
hat wegen » = n = 3 nur die triviale Lésung x1 =0, x5 =0, x3 = 0.

O Beispiel 5/11:

2 3 ~1
Der Rang der Matrix A= | 1 —2 —3 | ist kleiner als n, denn (Tableau 17):

1 5 2

2 3 -1

1 -2 -3

1 5 2

Tableau 17: 5 3 1

_I1_7 _5

% 2 2

1717 0

Die dritte Zeile ist als Linearkombination aus erster und zweiter Zeile aufzufassen. Der Rang
ist r = 2.

Da r < n ist, besteht in dem homogenen linearen Gleichungssystem Abhangigkeit Die Lo-
sungsmannigfaltigkeit ist (n — r)-fach, hier einfach.
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5.6 Die Bestimmung des Rangs einer Matrix mit Hilfe des verketteten Algorithmus

In dem homogenen Gleichungssystem

2[L’1+3[E2—$3:O
x1—2x2—3x320
r1+ dxe + 223 =10

kann die Variable z3 beliebig vorgegeben werden. Wahlen wir z. B. x3 = 1, dann werden

:ng—% und x1:1—71.

Da wir fiir x3 jede beliebige reelle Zahl einsetzen konnen, gibt es eine unendliche Anzahl
nichttrivialer Losungen. Setzen wir x3 = 0, dann werden auch x5 = 0 und z; = 0, d.h., wir
erhalten die triviale Lésung x = o.
O Beispiel 5/12:
Der Rang der Systemmatrix des inhomogenen linearen Gleichungssystems

T — 3$2 + 2I3 =10

3ZE1—QI2—ZB3:9

21’1 + To — 3%3 =-1

betragt r = 2; denn der verkettete Algorithmus (Tableau 18) ergibt Rg(A) =Rg(A,k) = 7.

1 -3 2 10
3 -2 -1 9
2 1 -3| -1
Tableau 18: I —3 3 0

-3 7 =7]-21
-2 —-1] 0 0

Die Lésungsmannigfaltigkeit ist (n—r)-fach. Die Variable x3 kann beliebig vorgegeben werden.
Waihlen wir z. B. 23 = 1, so erhalten wir 9 = —2 und z; = 2.

O Beispiel 5/13:

Bei dem folgenden inhomogenen linearen Gleichungssystem besteht Ungleichheit zwischen dem
Rang der Koeffizientenmatrix und dem Rang der Systemmatrix des Gleichungssystems:

X1+ To — 45[}3 =—11
21 — 19 + Tx3 = 20
3x1 + 19 — 223 = —10

Der verkettete Algorithmus ergibt (Tableau 19):

1 1 —4]-11
2 -1 7 20
3 1 -2 =10
Tableau 19: 1 T A 11
-2 =3 15 | 42
-3 -3 0 -5

Da Rg(A) #Rg(A, k), ist das Gleichungssystem nicht I6sbar.

Zusammenfassung:
Mit Hilfe des verketteten Algorithmus kann (iber die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme
entschieden und der Rang von Matrizen bestimmt werden.
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5.7 Die Determinante einer quadratischen Matrix und ihre Berechnung mit Hilfe des
verketteten Algorithmus

5.7 Die Determinante einer quadratischen Matrix und ihre
Berechnung mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Jeder quadratischen Matrix A kann eine reelle Zahl det A, die Determinante dieser Matrix,
zugeordnet werden, die in bestimmter Weise gebildet werden kann.

Die Lehre von den Determinanten soll im Rahmen dieser Darstellung nicht behandelt werden.
Wir wollen in diesem Zusammenhang die Determinante so definieren, dass wir die bisher
erarbeiteten GesetzmaBigkeiten der Matrizenrechnung anwenden kdnnen. SchlieBlich wollen
wir Determinanten mit Hilfe des verketteten Algorithmus berechnen.

> Definition 5/2: Die der quadratischen Matrix

a1y a12 ... QAip
A— 21 A22 ... QA9p
Ap1 Ap2 ... Qpp

zugeordnete Zahl, die bei Anwendung des verketteten Algorithmus durch das Produkt der Dia-
gonalelemente b;; der oberen Dreiecksmatrix B gebildet wird, heiBt Determinante der Matrix
A und wird mit

a1 Q12 ... Qaip

ao1 @22 ... Q43
det A = "

Ap1 Ap2 ... Qpp

bezeichnet.

Bemerkung: Diese Definition befindet sich mit anderen Definitionen der Determinante in Ein-
klang.

> Definition 5/3:
Eine quadratische Matrix A heiBt regular, wenn det A # 0, sie heiBt singular, wenn detA = 0
ist.

Die Determinante einer quadratischen Matrix A ist genau dann Null, wenn mindestens ein
Diagonalelement der oberen Dreiecksmatrix bei Anwendung des verketteten Algorithmus Null
ist und auch nach Umstellen der Gleichungen. Null bleibt. Das heiBt aber, dass der Rang der
Matrix kleiner als n ist.

Im Unterschied zur Gleichheit zweier Matrizen, bei der die an gleicher Stelle stehenden Elemen-
te gleich sein miissen, konnen zwei Determinanten gleich sein, wenn ihre Elemente verschieden
sind.

Da bei der Umwandlung der Koeffizientendeterminante des gegebenen in die des gestaffelten
Gleichungssystems Linearkombinationen der Gleichungszeilen gebildet werden, andert sich auf
Grund der Determinantengesetze ihr Wert nicht; es gilt also:

det A =detB = b1lbgg...bnn

Bei der Berechnung der Determinante einer quadratischen Matrix A muss

- der verkettete Algorithmus auf die gegebene Matrix A zur Entwicklung einer oberen Drei-
ecksmatrix B angewendet und
- anschlieBend das Produkt der Diagonalelemente der Matrix B gebildet werden.
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5.8 Aufgaben

[J Beispiel 5/14:

. Gesucht wird det A.

N

1 3
Gegeben sei die Matrix A= | —1 0
2 9

Losung: Verketteter Algorithmus (Tableau 20):

Tableau 20:

Berechnung der Determinante:

SN =~ DN

3

=1

5.8 Aufgaben

1. Bestimmen Sie den Rang folgender Matrizen!

1 2 -3
aA=|2 1 -1
1 -1 2

1 3 2 5
3 -2 0 1
b) A= 2 4 3 -2
1 -6 -3 3

2. Untersuchen Sie die Losbarkeit folgender Gleichungssysteme!

xr1 — 3$2 —xr3 = —6
a) 2x)+x9—2x3 =6
4.1’1 — 3.1‘2 — 2.1‘3 =0

3. Losen Sie folgende Gleichungssysteme!

201 —3x0+ 23 =2
a) 1+ 29 —x3 = —1
41’1 — 51’2 —xr3 = 4
1 —3x9 +4x3 =12
C) —2x1 4+ 8x9 — 63 = —4
3r1 — dxo + 1bxg =72
Tx1+ 6xo 4+ T7Tx3 = 100
e) r1 —2x9+x3 =0
3r1+ 20— 223 =0
2x1 + 4o + 6x3 +2x4 =14
) r1—x2+x3—24 =10
g 2x1 + 304+ 223 — x4 =
4x1 + 229 —x3+ 224 = —4

2.T1 - 3$2 - 8$3
Z) 5x1 + x0 — 37x3
41 + 11z — 5023

1 —4xre +3x3 =21
, b) 2x;+3x9 —x3 = —1
3r1 —xo+2x3 =20
1+ 3x9 +2x3 = -9
, b) —x1 +4r3 =
221 + 929 + Txs = —21

r1+xo+x3 =9

, d) T+ 229 +4x3 =15
1+ 3x9 + 923 =23
T, — 210+ 23 = —2
, f) 201 +x0 — 33 =11
3x1 + 2x9 + 223 = —17
rotw3tay =2
h) $1—3$3—£C4 =0
’ 371+ Ty — 23+ 204 = —4

201 —2x9 —x3 =7
=0
=0
=0
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5.8 Aufgaben

4. Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen!
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6.1 Matrizeninversion mit Hilfe des verketteten Algorithmus

6 Inversion einer quadratischen Matrix

6.1 Matrizeninversion mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Im Abschnitt 5.1. wurde bereits auf die Problematik der Losung eines linearen Gleichungssys-
tems in der Matrizendarstellung Ax = k hingewiesen. Wir stellen uns nun die Aufgabe, diese
Matrizengleichung nach x aufzulosen.

Wir werden diese Betrachtungen auf Grund der Losbarkeitsbedingung (Satz 5/4) nur fir den
Normalfall (r = m = n) durchfiihren kénnen.

Wir fassen die Gleichungen

AX1 = kl,AXQ = kg, ...7AXn = kn

Zu
A(Xl,Xg7 ...,Xn) = (kl, kQ, ...7kn) d.h. AX =K

X k

zusammen.
Wir untersuchen zunachst den Sonderfall AX = E.

Dabei wollen wir in Analogie zu der symbolischen Darstellungsweise bei der Losung der linearen
Gleichung ax = 1 (mit @ # 0) durch z = a~! fiir den Sonderfall AX = E symbolisch als
Losung X = A~! schreiben.

Da diese Matrix A" die Gleichung AX = E erfiillen soll, muss AA~" = E gelten.

Zunachst missen wir fragen, ob diese Matrix A~ ! existiert und ob fiir die Multiplikation mit der
Matrix A~' das Kommutativgesetz gilt. (Da die Matrix A quadratisch ist, sind die Matrizen
verkettbar.) AnschlieBend ist fiir diese Matrix A~' ein Name einzufiihren und ein Weg zur
Berechnung dieser Matrix zu entwickeln.

> Satz 6/1:
Fiir den Normalfall linearer Gleichungssysteme gibt es genau eine Matrix X = A™', die die
Gleichung AX = E erfiillt.
Beweis (indirekt):
Wir nehmen an, es gabe nicht genau eine Matrix, die die Gleichung AX = E erfiillt, dann
wiirde es zwei quadratische Matrizen B; und By von der gleichen Ordnung wie die Matrix A
geben, fir die gilt:

B,A=E und AB, = E (1,2)

Wird (1) von rechts mit By und (2) von links mit B; multipliziert, dann werden
(B;A)B; = EB, = B, : B,(AB,;) = B,E=B; (1',2")

Da die Multiplikation quadratischer Matrizen gleicher Ordnung stets eindeutig ausfihrbar ist
und da das Assoziativgesetz flir die Matrizenmultiplikation gilt, ist

(BlA)BQ = B1A82 = Bl(ABz) also 82 = Bl
d.h., es gibt genau eine Matrix, die die Gleichung AX = E erfillt, w.z.b.w.

> Definition 6/1:
Die zu einer regularen Matrix A gebildete Matrix X, die die Gleichung AX = E erfillt, heiBt
die zu A inverse Matrix (oder die Inverse zu A) und wird mit X = A~" bezeichnet. Es gilt:

AA'=A'A=E
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6.1 Matrizeninversion mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Bei der Bestimmung der inversen Matrix X = A~', d.h. bei der Auflésung der Matrizenglei-
chung AX = E nach X, sind n Gleichungssysteme zu I6sen, die alle die gleiche Koeffizienten-
matrix A, aber unterschiedliche rechte Seiten haben:

AX1 = ey, AX2 = €2, ... AXn =€e,,

O] Beispiel 6/1:
Bei gegebener Koeffizientenmatrix A sind fir n = 3 die drei Gleichungssysteme aus AX = E
aufzustellen.

Losung:
T11 Ti2 13 100
AX=A T21 T2 X923 = 010
31 T332 I33 0 01
Es sind die drei Gleichungssysteme zu I6sen:
T11 1 11711 + 1221 + a3z =1
Ax, =e;; Al 290 | =] 0 |; a21%11 + Q2221 + ag3x31 =0
31 0 a31%11 + agaor + azzrz; =0
T2 0 (11712 + A12T92 + 13732 = 0
Ax; =ey; A x90 | = 1 [; a21%12 + U222 + Q2332 =1
T32 0 a31%12 + Az2T22 + a33r3zz =0
13 0 a11%13 + a1a3 + ajzrzz =0
Axs; =e3; A zo3 [ =] 0 |; a21713 + A22T23 + A23r33 =0
T33 1 a31713 + A32T23 + azzrzz = 1

Zur Losung eines solchen Gleichungssystems dient der verkettete Algorithmus.

Der Vorteil der Anwendung dieses Verfahrens bei der Bestimmung der inversen Matrix besteht
darin, dass die Umformung der Koeffizientenmatrix A in die obere Dreiecksmatrix B der
Koeffizienten des gestaffelten Gleichungssystems und die Bildung der unteren Dreiecksmatrix
C der Eliminationskoeffizienten nur einmal vorgenommen zu werden braucht.

Im Tableau 21 ist die Bestimmung der inversen Matrix durch Zusammenfassung der n Glei-
chungssysteme angegeben, an das die Kontrollspalte fiir die Zeilensummen angefiigt ist.

A E z
. B (2N
Tableau 21: C L z

@AnT [ E

Bei der Umformung der Gleichungssysteme konnen wir die rechten Seiten zu einer unteren
Dreiecksmatrix L zusammenfassen. Die Berechnung der Losungsvektoren erfolgt dem verket-
teten Algorithmus entsprechend mit Hilfe der Matrix —E.

O Beispiel 6/2:
Gegeben sei die Matrix

1 3 2
A= 2 5 3
-3 -8 —4

Gesucht wird die zu A inverse Matrix A",

Losung: Anfertigung des Tableaus zur Anwendung des verketteten Algorithmus (Tableau 22):
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6.2 Das Austauschverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix

1 3 271 0 O 7
A 2 5 3|10 1 0111 | =z
3 -8 4]0 0 1]-14
B 1 3 271 0 O 7
Tableau 22: C 9 1 1l2 1 ol 314
31 111 1 1 4
4 1 1]|-1 0 0L
AHT |4 2 10 -1 0|-E
1 -1 1{0 0 -1
Die inverse Matrix A~ lautet:
—4 41
Al = 1 -2 1
1 1 1

Hinweis: Es ist zu beachten, dass im verketteten Algorithmus die inverse Matrix in ihrer trans-
ponierten Form entsteht.

Probe:
-4 4 1 1 3 2 1 00
A 'A = 1 -2 1 2 5 3|=010]|=E
1 11 -3 -8 —4 001
1 3 2 -4 4 1 100
AA! = 2 5 3 1 -2 1|=]1010]=E
-3 -8 —4 1 11 001
Zusammenfassung:

Die Problematik der Auflésung eines linearen Gleichungssystems fiithrt zur Umkehrung der
Matrizenmultiplikation. Fir den Normalfall linearer Gleichungssysteme (reguldre Matrix A)
gibt es genau eine Matrix X = A, die die Gleichung AX = E erfiillt. Diese Matrix A~" heiBt
die zu A inverse Matrix. lhre Berechnung erfolgt zweckmaBig in einem Tableau (Tableau 21).

6.2 Das Austauschverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix

Ein anderes in der Praxis haufig angewendetes Verfahren zur Bestimmung der inversen Matrix
ist das Austauschverfahren. Es beruht auf der Umformung des Gleichungssystems y = Ax in
das System x = A~ 'y durch schrittweisen Austausch der i-ten Zeile gegen die j-te Spalte des
Systems y = Ax.

Wir verdeutlichen das Austauschverfahren zunachst am Beispiel eines Gleichungssystems von
zwei Gleichungen mit zwei Variablen:
Fir das Gleichungssystem y = Ax, das ausfiihrlich geschrieben

Y1 = a11%1 + Q1272 ; Yo = A21T1 + Q2272 (1
lautet, sei das Schema

‘ 1 X2
Y1 | a1 a2
Y2 | Q21 Q22
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6.2 Das Austauschverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix

eingefiihrt. Es soll in das System x = By = A~'y umgeformt werden, das ausfiihrlich ge-
schrieben
r1 = b1y1 + biaye ; Ty = ba1y1 + baoye ()

lautet. Es besteht damit die Aufgabe, das System (I) durch schrittweisen Austausch der Varia-
blen x;,y; in das System (Il) umzuformen und fiir die Durchfiihrung eines solchen Austausch-
schrittes Umformungsregeln zu entwickeln.

Die Wahl eines Austauschschrittes ist beliebig. Wie noch ersichtlich werden wird, bestimmen
jedoch rechnerische Vorteile den ersten Austauschschritt. Soll beispielsweise die i-te Zeile ge-
gen die j-te Spalte ausgetauscht werden, so bilden

- das Element a,; das Hauptelement, auch Pivotelememﬂ genannt,
- die Elemente der i-ten Zeile die Hauptzeile (Pivotzeile) und
- die Elemente der j-ten Spalte die Hauptspalte (Pivotspalte).

Wahlen wir zur Vereinfachung der Darstellung im ersten Austauschschritt das Element a1, als
Hauptelement (d.h., wir tauschen y; gegen x; aus), dann erhalten wir aus der ersten Zeile des

Systems (1) ' '
a2 a12

Dabei wird deutlich, dass das Pivotelement a1, # 0 gefordert werden muss. Im Zwischensystem

erhalten wir 1
12
bu = — und blg =
CL11 —a11

Setzen wir x; in die zweite Zeile des Systems (1) ein, so erhalten wir

_ _ Y1 a12 _an ai2
Yo = G21T1 + A2%2 = Qo1 | — — — T2 | + A22T2 = —Y1 — Q21— T2 + G29T2
a1 ay a1 a1
a21 a2
= —u+ [@2 + agy ( T
a11 —ail

Damit erhalten wir im Zwischensystem

1)21 = — und 622 = Q99 + a91 (

@12 > _ —a11a92 + A21012
ai

—ail —ai

(Man vergleiche byy im Beispiel 5/2!)
Das Zwischensystem hat in schematischer Darstellung folgendes Aussehen:

‘ Y1 T2
T 1 a2
ail —aii

asi aig

Yo | g Q22+ a21 - — =

Hieraus lassen sich fiir einen Austauschschritt die Umformungsregeln formulieren:

1. Das Hauptelement: b, = a% mit ag # 0

2. Die Elemente der Hauptzeile: by, = “;:t mit k # ¢
3. Die Elemente der Hauptspalte: b;; = Z—i mit 7 # s

4. Fur alle Gbrigen Elemente gilt: b, = a;; + bopay mit i # s, k £t

9pivot - franz. Angel-, Dreh- oder Hauptpunkt, Hauptstiitze
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6.2 Das Austauschverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix

Fir die Berechnung des Produkts by,a;; ist es zweckmaBig, die neue Hauptzeile b, unter dem
vorangehenden System als "Kellerzeile" anzubringen.
Nach den obigen Regeln muss nun in einem weiteren Schritt y» gegen 5 ausgetauscht werden.

OJ Beispiel 6/3:
Mit Hilfe des Austauschverfahrens soll die zu A = ( ; ? ) inverse Matrix A' gesucht werden.

Losung:
rT X2
Schematische Darstellung: 9 3
Yo 2 7
Kellerzeile | 1 -3

1. Austauschschritt: a;; wird als Hauptelement (eingerahmt) gewahlt, da bei der Anwendung
der Umformungsregeln die Division rechnerisch erleichtert wird. Es wird also y; gegen x;
ausgetauscht.

Im Zwischensystem lauten

das Hauptelement by; = -1 = 1.

ail -
die Hauptzeile by = 42 = 3 =-3

—ail
Beide Elemente werden unter das aIte System als "Kellerzeile" geschrieben.
Die Hauptspalte lautet by = 22 = I = 2.

Nun wird das restliche Element dieses Zwischensystems berechnet:

bog = a9 + bioas =7+ (—3)-2=1

Y1 T2

. I 1 -3
Schematische Darstellung:

8 Yo | 2

Kl-2 1

(Die erst im zweiten Austauschschritt entstehende Kellerzeile wurde bereits eingetragen.)

2. Austauschschritt:
Yo wird gegen xo ausgetauscht, d. h., ass wird Hauptelement (eingerahmt).

Schematische Darstellung:

Das Element by; wird hier bestimmt durch 1 4+ (=2) - (=3)=1+6=7.

Die zu A inverse Matrix A" lautet A~' = < _; _il))

N——

Probe:

Il
m

>
>
R

I
N
DO =
N W
~__—
 ~

|

[NOREEN |
|

— W
~_—

I
/N .~/
O =
— O
N~

I
m
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6.2 Das Austauschverfahren zur Bestimmung der inversen Matrix

Fir den Fall eines linearen Gleichungssystems von drei Gleichungen mit drei Variablen soll der
erste Austauschschritt durchgefiihrt werden, wobei a1, als Hauptelement gewahlt wird:

Bei der Losung des linearen Gleichungssystems y = Ax mit reguldrer Koeffizientenmatrix A
wird die inverse Matrix A" gebildet. Im Gleichungssystem

Y1 = 1171 + G12T2 + A1373
Y2 = A21T1 + A22T2 + A23T3
Y3 = G31T1 + 3202 + 43373

wird die erste Zeile nach z; aufgeldst:

Y1 — Q1272 — (1373

a1

T

Daraus kdnnen wir ablesen:

1
bii = —; b =
ai

a12 ais

b1z =
—a —ai

Setzen wir z7 in die zweite Gleichungszeile ein,

1

a13
21T1 + A22T2 + G23T3 = A2 (a U+
11

Q12

To +
—ail

Y2 333) + Q22T2 + G23T3

—ail

a1 2 3
= —Y1 +axn Ty + a2 T3 + a22T2 + 2373
an —a1 —a11
21 12 a1373
= —uy + ((122 + a0 To + | @23 + a2 T3
ai —ai —ai
so kénnen wir daraus
21 a12 a13
ba1 = ——; b = Qg2 + ag1——; bag = ag3 + ag
a1 —a11 —an

ablesen. (Man vergleiche die Koeffizienten by, = ab, und bog = aby in der Zeile II' des Beispiels

5/3).

Wir setzen x; in die dritte Gleichungszeile ein:

Q12 @13

T2 —+
—ail

1373

Y3 = a31T1 + A32T2 + A33T3 = A31 (a Y1+ Is) + az2T2 + as3Ts
11

—ai

)

a3 a2
—y +

a1

(CL32 + as; ) To + <a33 + as

—an —an

Daraus lesen wir ab:

asi a12 ais

)

ai

b3 = b3y = ase + as; ;b33 = ass + as;

—ai —ai

(Man vergleiche die Koeffizienten b3y = af, und b33 = ajy in Il des Beispiels 5/3.)

Schematische Darstellung des Zwischensystems:

‘ Y1 L2 T3
T 1 aio a3
ail —ai1 —aii
a a a
Yo | oop Qo2+ as— % agz+asi—
Yz | BL o oagg + a3 agz + az -8

a1l

—a1l

—ail
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6.3 Die Gruppe der reguliren Matrizen

O Beispiel 6/4:
Die zu A inverse Matrix A~! ist mit Hilfe des Austauschverfahrens zu bilden.
1 3 2
Gegeben sei die Matrix A = 2 5 3 |.(vgl Beispiel 6/2)
-3 -8 —4
Losung:

U1 3 2

Schematische Darstellung: Y21 2 5 3
Ys -3 -8 -4
K|l 1 -3 -2

Hauptelement sei a;; = 1
Die Kellerzeile wurde bereits aus dem ersten Austauschschritt tbernommen.

1. Austauschschritt: y; wird gegen x, ausgetauscht

Yy T2 T3
T 1 -3 -2

Ys -3 1 2

Hauptelement sei asy = —1

2. Austauschschritt: yo wird gegen x5 ausgetauscht

Y Y2 T3
T -5 3 1
ro | 2 -1 -1
ys | -1 -1
K|-4 4 -1

Hauptelement sei az3 = 1

3. Austauschschritt: y3 wird gegen x3 ausgetauscht

‘ Yi Y2 Ys

r1 | -4 4 1

ze | 1 -2 -1

rz3| 1 1 1
-4 4 1
Die zu A inverse Matrix A~ lautet: A™! = 1 -2 -1
1 1 1

Die Probe wurde im Beispiel 6/2 durchgefiihrt.

6.3 Die Gruppe der regularen Matrizen

Wir konnen alle quadratischen n-reihigen regularen Matrizen, deren Elemente reelle Zahlen
sind, zu der Menge M,, zusammenfassen. Diese Menge M, hat folgende Eigenschaften:
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6.4 Matrizengleichungen

1. Das Produkt zweier Matrizen aus M,, ist wieder eine Matrix aus M,,.
2. Es gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation (vgl. Abschnitt 3.4.).

3. M,, enthalt die Einheitsmatrix E mit der Eigenschaft EA = AE = A fiir jede Matrix A aus
M,,. E ist das neutrale Element der Matrizenmultiplikation.

4. Zu jeder Matrix A € M, existiert in M, genau eine Matrix A, inverse Matrix genannt,
mit der Eigenschaft A~'A = AA™! = E.

Wenn fiir die Elemente einer Menge eine Rechenoperation (hier die Multiplikation) definiert
ist und wenn diese Menge die Eigenschaften 1) bis 4) besitzt, dann heit diese strukturierte
Menge eine Gruppe.

Die Menge M, der quadratischen regularen Matrizen bildet demnach hinsichtlich der Matrizen-
multiplikation eine Gruppe. Ein weiteres Beispiel fiir eine Gruppe ist die Menge der positiven
rationalen Zahlen hinsichtlich der Multiplikation. Diese Gruppe ist sogar kommutativ.

O Arbeitsauftrag 6/1:

a) Weisen Sie nach, dass die Menge der positiven rationalen Zahlen hinsichtlich der Multipli-
kation eine Gruppe bildet!

b) Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit wir bei dieser Gruppe von einer kommutativen
Gruppe sprechen kénnen?

c) Warum bildet die Menge der quadratischen reguléren Matrizen hinsichtlich der Multiplikation
keine kommutative Gruppe 7

O Arbeitsauftrag 6/2:

a) Formulieren Sie die Eigenschaften, die eine Menge haben muss, wenn sie hinsichtlich der
Addition eine kommutative Gruppe bilden soll!

b) Zeigen Sie, dass die Menge der ganzen Zahlen hinsichtlich der Addition eine kommutative
Gruppe bildet!

6.4 Matrizengleichungen

Nach der Behandlung des Sonderfalls einer Matrizengleichung von der Form AX = E in
Abschnitt 6.1. kénnen wir uns nun der Losung der Gleichung

AX =K

zuwenden.
Die Aufgabe besteht darin, mit Hilfe einer Darstellung in Form eines Tableaus n Gleichungs-
systeme zu losen:

AX1 = k17 AXQ = k2, AXn = kn

In Analogie zu der in Abschnitt 6.1. gegebenen Losungsmoglichkeit wird der verkettete Algo-
rithmus angewendet (Tableau 23, nachste Seite):

O Beispiel 6/5:
Gegeben sei die Matrizengleichung AX = K mit
1 -3 4 -4 —6 12
A=| -2 8 —6 und K= 2 -8 —4
3 =5 15 6 —48 72

Es soll X ermittelt werden.
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6.4 Matrizengleichungen

A K z
Tableau 23: B L ,
C
XT -E
Losung (Tableau 24):
K

3 -5 15 |6 -48 72| 43

Tableau 24:

-3 -2 -1(30 10 -4 35
197 27 -30|-1 0 O ]|L

14 6 4 |0 0 -1

-30 —10 4
Probe: Durch die Multiplikation von A mit X erhalten wir K:

1 -3 4 197 34 14 -4 -6 12
-2 8 —6 27 0 6 |= 2 -8 —4
3 =5 15 =30 —-10 4 6 —48 72

Damit kénnen wir uns nun schwierigeren Matrizengleichungen zuwenden, die vor der Losung
mit Hilfe des verketteten Algorithmus erst in geeigneter Weise umgeformt werden miissen.

197 34 14
X= 27 0 6

O Beispiel 6/6:

Zwischen den gegebenen quadratischen Matrizen A, B, C' € M, bestehe die Gleichung
AX —2BX =C — B.

Es soll die Matrix X (X € M, )) ermittelt werden.

Losung:

Aus AX — 2BX = C — B folgt (A —2B)X = C — B.

Werden beide Seiten der Gleichung von links - das ist besonders zu beachten - mit der Matrix
(A — 2B)~! multipliziert,

(A-2B)"'(A-2B)X = (A—-2B)"'(C-B)
erhalt man wegen (A — 2B)~!(A — 2B) = E die Matrix X:
X = (A —2B)"'(C — B)

In der numerischen Berechnung bildet man zunachst A — 2B = G und C — B = H und kann
anschlieBend die Matrizengleichung X = G™'H mit Hilfe des verketteten Algorithmus nach
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6.5 Aufgaben

Beispiel 6/3 l6sen.

O] Beispiel 6/7:

Gegeben sei die Matrizengleichung AX +2X — 3C = —B mit A,B,C,D € M, ).

Gesucht sei die Matrix X € M, ).

Losung:

Nach Erganzung des zweiten Summanden der linken Seite durch die Einheitsmatrix ist dieser
Fall auf eine Gleichungsform des Beispiels 6/6 zuriickgefiihrt:

AX +2EX = B +3C
(A+2E)X=B+3C,  wobei E€ M,
(A +2E)"'(A+2E)X = (A +2E)" (B + 3C)
X = (A+2E)"(B+3C)
Zusammenfassung:

Die Losung von Matrizengleichungen der Form AX = K wird auf die Bildung der inversen
Matrix mit Hilfe des verketteten Algorithmus zuriickgefiihrt.
Zur Berechnung der Matrix X dient ein Tableau (Tableau 23).

6.5 Aufgaben

1. Beweisen Sie, dass (AB)_1 =B 'A! gilt, wenn A,B € M, ) und regular! Fassen Sie
diesen Satz in Worte!

2. Bilden Sie die zu A inverse Matrix A~ mit Hilfe des verketteten Algorithmus und machen
Sie die Probe!

1 2 -1 2 4 -1
@) A=| -1 4 21|: b A=| 3 7 0
2 —2 -2 1 -2 1

3. Bilden Sie die zu A inverse Matrix A~ mit Hilfe des Austauschverfahrens und machen Sie

die Probel
3 1 -3 13 0 3
a) A=|[2 1 -3 [; by A=| -2 -1 1
1 2 =5 0 2 —3

4. Losen Sie die Gleichung B — 2AX = C — 3X nach X auf! Gegeben sind die Matrizen

2 -1 0 43 5 1 3 -2
A=|3 0 2|, B=|-10-2]; c=|2 1 o0
0 1 -1 2 5 3 0 -4 3

5. Durch Umkehrung der Transformation y = Ax mit regularer Matrix A entsteht die inverse
Transformation x = A™'y.

a) Bilden Sie die inverse Matrix zur Matrix Z,, die eine zentrische Streckung vom Ursprung
aus bewirkt (vgl. Abschnitt 4.2., Abbildung durch Streckung)!

b) Wie lautet die inverse Matrix, die die Umkehrung der Verschiebung in Beispiel 4/5 bewirkt?
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7.1 Bemerkungen zum Modellbegriff

7 Matrizenmodelle aus auBermathematischen
Objektbereichen

Nachdem in den Kapiteln 1 bis 6 die Grundlagen des Matrizenkalkiils gelegt worden sind, sol-
len nun einfache Anwendungsaufgaben aus auBermathematischen Objektbereichen behandelt
werden. Da die Aufbereitung praxisbezogener Aufgaben griindliche Sachkenntnis voraussetzt,
erscheint es zweckmiBig, leicht iiberschaubare Problemstellungen aus der Okonomie und aus
der Physik des Gleichstromkreises zu betrachten. Einleitend mochten wir einige Bemerkungen
zum Modellbegriff machen.

7.1 Bemerkungen zum Modellbegriff

Der Modellbegriff wird in der Mathematik in unterschiedlicher Weise gebraucht. Wie wir im
Abschnitt 2.3. gezeigt haben, nennt man jede Interpretation einer algebraischen Struktur ein
Modell. Dort wurde erwahnt, dass beispielsweise die Menge der geordneten Zahlenpaare, zwi-
schen denen bestimmte Verkniipfungen festgelegt sind, ein Modell dieser Struktur "Vektor-
raum" ist.

Andererseits wird von der Seite der Anwender der Mathematik der Modellbegriff im Sinne des
Ergebnisses eines Abstraktionsprozesses verstanden. Bei den komplizierten Erscheinungen der
objektiven Realitat wird bei der Bildung eines Modells von vielen Nebensachlichkeiten abstra-
hiert, indem nur diejenigen wesentlichen Seiten der Wirklichkeit, die unter einem spezifischen
Aspekt von Bedeutung sind, berlicksichtigt werden.

Dadurch entsteht ein vereinfachtes und damit ein niitzliches (praktikables) Abbild der Realitat,
das auch Modell genannt wird. Beispiele fiir solche Modelle sind ahnlich gestaltete Nachbil-
dungen technischer Gegenstande: Um bestimmte physikalische Eigenschaften (Stromungsei-
genschaften) studieren zu kénnen, werden in hydro- oder aerotechnischen Anlagen &hnlich
gestaltete Korper gewissen Bedingungen, wie sie in der Realitat existieren, ausgesetzt.

Um eine Diskussionsgrundlage fiir die zweckmaBigste Gestaltung des Aufbaus eines neuen
Stadtteils zu geben, schafft der Architekt ein Modell in verkleinerter Darstellung, aus der die
Lage- und GroBenverhaltnisse entnommen werden konnen.

Werden zur Formulierung des Modells mathematische Ausdrucksmittel verwendet, erhoht sich
seine Allgemeingiiltigkeit infolge der der Mathematik innewohnenden hohen Abstraktionsstufe.

Oft bendtigt man ein System mathematischer Gleichungen bzw. Ungleichungen, um die Ver-
haltnisse zwischen den die Sachverhalte charakterisierenden GréBen und ihre ortliche und zeit-
liche Anderung beschreiben zu kénnen. Wir bezeichnen dann das System mathematischer
Gleichungen und Ungleichungen als mathematisches Modell des betreffenden Sachverhalts.
Der Vorteil der mathematischen Modellbildung gegeniiber anderen wissenschaftlichen Metho-
den besteht vor allem in dem hohen Abstraktionsgrad. Mit dem gleichen Modell lassen sich
u. U. analoge Sachverhalte aus verschiedenen Wissenschaftszweigen charakterisieren. Die aus
dem Modell gezogenen Schlussfolgerungen sind immer richtig, wenn die Voraussetzungen rich-
tig waren, auf denen das Modell entwickelt wurde.

In der Praxis wird die Beschreibung quantitativer Zusammenhange haufig durch lineare Rela-
tionen angestrebt. Im Abschnitt 1.5. wurde bereits auf die Moglichkeit der Linearisierung eines
praktischen Problems hingewiesen. Die linearen Zusammenhangen angepasste Darstellungsart
ist aber die Matrix und der Matrizenkalkiil.
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Es ist also moglich, mit ein und demselben Modell, dem Matrizenmodell, unterschiedliche Sach-
verhalte der objektiven Realitdt zu beschreiben. So eignet sich die Matrizenrechnung sowohl
zur Lésung von Aufgaben aus der Mechanik (Biegungsproblem, Schwingungen) als auch zur
Berechnung von Gleichstrom- und Wechselstromnetzen in der Elektrotechnik. Die Okonomen
benutzen den Matrizenkalkil zur Beschreibung von Materialverflechtungen, zur Darstellung
von betrieblichen und volkswirtschaftlichen

Verflechtungen und zur Lésung von Optimierungsaufgaben. Aus der Vielzahl der Anwendungs-
moglichkeiten sollen in dieser Darstellung nur 6konomische Verflechtungen und elektrische
Gleichstromnetze behandelt werden.

7.2 Okonomische Verflechtungen

Die wissenschaftliche Planungs- und Leitungstatigkeit in der entwickelten sozialistischen Ge-
sellschaft erfordert die mathematische Modellierung im gesamten Bereich der Volkswirtschaft.

Die ersten Untersuchungen iiber die Organisation der Volkswirtschaft wurden 1939 von dem
sowjetischen Mathematiker J. W. Kantorowitsch durchgefiihrt. Er erkannte das Problem, das
Problem der Linearoptimierung, und gab Wege zu seiner Losung an.

In der 6konomischen Praxis werden Verflechtungen der gesamten Volkswirtschaft, die sehr
umfangreich sein konnen, aufgestellt und mit Hilfe von Matrizen untersucht.

Aber auch Verflechtungen von Teilbereichen der Volkswirtschaft, z. B. solche einer VVB, und
von Betrieben werden mit Hilfe von Matrizen dargestellt und Material-, Energie- und Arbeits-
kraftebilanzen aufgestellt. Die Matrizenrechnung gestattet nicht nur eine iibersichtliche Dar-
stellung komplizierter linearer Zusammenhange 6konomischer Probleme, sondern soll dariiber
hinaus zu neuen Erkenntnissen filhren. Damit Rechenautomaten eingesetzt werden kénnen,
miissen die Rechnungen schematisiert werden. Auf diese Weise wird die Planung rationalisiert.

Einfaches Modell einer Produktionsplanung

In unseren Darstellungen wollen wir ein deterministisches System betrachten. In diesem ist
eine bestimmte Anzahl von Erzeugnissen (Einzelteile, Halbfertigfabrikate, Baugruppen) gege-
ben, die zur Produktion von anderen Erzeugnissen, besonders von Enderzeugnissen, benétigt
werden.

Terle 1 2 3 4

Bougrugpen

Enderzeugnisse 8 g 70

Bild 39

Zur Vereinfachung des Problems wollen wir annehmen, dass zwischen den GroBen lineare
Beziehungen bestehen. Wir setzen fest, dass alle Verbrauchsmengen der Bruttoproduktion
proportional sind. Wir bezeichnen die einzelnen Erzeugnisse (Einzelteile, Halbfertigfabrikate,
Baugruppen, Enderzeugnisse) mit i = 1, ..., n.
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7.2 Okonomische Verflechtungen

Zwischen den einzelnen Erzeugnissen soll die im Bild 39 dargestellte technologische Verflech-
tung bestehen.

Die bewerteten Pfeile geben bekanntlich an, wie viele Stiick vom i-ten Erzeugnis zur Herstel-
lung eines Stiicks des k-ten Erzeugnisses notwendig sind. Dem Graph entspricht eine Matrix;
wir nennen sie die Matrix der direkten Einsatzkoeffizienten.

Man sagt auch: "Die Matrix B der direkten Einsatzkoeffizienten ist dem Netzwerk isomorph".
Wir konnen z. B. aus Bild 39 folgende direkte Einsatzkoeffizienten b;; ablesen:

bis =1; by =2; bsi9=2

Die Matrix B hat folgende Gestalt:

00001 100|200
000 0201|000
000 0j01 2000
000 0[O0 0 1|0 01
B_ 000 0(00O0O|1 1 2
000 0j0O0O0O|0T10O0
000 0[O0 O0O0|1 01
0 00 0j0 0O0J0 0O
000 0j0O0O0|0O00O0
0 00 0j0 000 0O

Durch Einzeichnen von Hilfslinien kann die Matrix B in "Untermatrizen" zerlegt werden, wobei
man der Aufteilung in Teile (4), Baugruppen (3) und Enderzeugnisse (3) folgen sollte. Dadurch
vergroBern wir die Ubersicht. Noch kiirzer:

110[200
0[2 0 1/0 0 0
012000

B_ 00 1/00 1
000[1 12
0/0 000 10
000101
0] 0 0

Wenn nun auBerdem verlangt wird, dass Einzelteile und Baugruppen (Halbfertigfabrikate) als
Ersatzteile zum Verkauf zur Verfiigung stehen, so ist es zur Aufstellung des mathematischen
Modells zweckmaBig, mit

x den Vektor der Gesamtproduktion und mit
y den Vektor des Verkaufsprogramms

zu bezeichnen.

So umfasst die Gesamtproduktion sowohl das Verkaufsprogramm als auch die Produktion von
einzelnen Teilen, die nach dem Netzplan zur Herstellung der Enderzeugnisse bendtigt werden.
Fir die Gesamtstiickzahl des i-ten Erzeugnisses ergibt sich die Beziehung

$i:yi+Zbik$k, wobei i, k=1,...n
k=1
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7.2 Okonomische Verflechtungen

Bei n Erzeugnissen entstehen die folgenden n Gleichungen:

T1 =y + buixy + bora + ... + b1y,
To = Yo + o121 + boowa + ... + by

Ty = Yp + bnlxl + bn2x2 + ...+ bnn$n
In Matrizenschreibweise kann dieser Zusammenhang wie folgt dargestellt werden:
x =y -+ Bx

Wenn der Vektor y des Verkaufsprogramms gegeben und der Vektor x der Gesamtproduktion
gesucht ist, besteht die Aufgabe, die Gleichung

x =y + Bx

nach x aufzuldsen.
Zunachst ist es erforderlich, diese Gleichung durch Einfiilhrung der Einheitsmatrix E zu ver-
vollstandigen:

Ex—-Bx=y

Soll diese Gleichung eine eindeutige Losung besitzen, so muss E — B regulér vorausgesetzt
werden. B selbst ist singular. Mit Hilfe des verketteten Algorithmus kann x ermittelt werden:

(E-B)x=y
(E-B) (E-B)x=(E—-B) 'y
x=(E—-B) 'y

[J Beispiel 7/1:
Fir das Strukturdiagramm nach Bild 39 laute der Vektor y fiir das Verkaufsprogramm

y=(2050340510 15)

Gesucht wird der Vektor x der Gesamtproduktion.

Losung:
Die Berechnung von x = (E — B) 'y erfolgt mit Hilfe des verketteten Algorithmus (Tableau
25):

E-B y

1 0 o 0|-1 -1 02 0 012

0 1 O 0|2 0 -1/{0 O 01O

0 0 1 0|0 -1 2/0 O 0|5

0 0 o 1/0 O -1/{0 O -1/(0

1 0 O0}|-1 -1 2|3

Tableau 25: 0 0O 1 0!0 -1 0la
o 0 1(-1 0 -1/|0

1 0 0|5

0 0 0O 1 0|10

0 0 115

x' [ 74 116 59 35[48 14 20| 5 10 15| -1
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7.2 Okonomische Verflechtungen

Ergebnis:

Der Vektor x = (74 116 59 35 48 14 20 5 10 15)T gibt an, wie viele Stiicke von jedem
Einzelteil, von jeder Baugruppe und von jedem Enderzeugnis anzufertigen sind, damit neben
der Produktion nach Netzplan auch das Verkaufsprogramm verwirklicht werden kann.

Modell einer Materialplanung

Berechnung des Gesamtmaterialaufwands

Zur Bereitstellung des benotigten Materials bei der Herstellung eines bestimmten Erzeugnisses
soll in einem Betrieb der gesamte Materialaufwand berechnet werden.

Wenn mit a;;, der Aufwand in der j-ten Materialposition fiir eine Einheit des k-ten Erzeugnisses
(j=1,..,m; k=1,..,n), mit a; der Gesamtaufwand in der j-ten Position und mit x der
Vektor der Gesamtproduktion bezeichnet werden, dann kann a; dargestellt werden durch .

n
a; = Zajkxk fuirg=1,...m
k=1

Fasst man alle a; zum Vektor a des Gesamtmaterialaufwands zusammen und stellt die Koef-
fizienten a;;, durch die Matrix A vom Typ (m, n) dar, dann gilt der Zusammenhang a = Ax.
A ist die Matrix der Materialverbrauchsnormen.

Nun kann man x durch (E—B) 'y ersetzen, so dass der Vektor des gesamten Materialaufwands
a ausgedriickt wird durch
a=A(E-B)'y
Berechnung der Gesamtmaterialkosten
Wenn die Materialverrechnungspreise m; fir j = 1,...,m gegeben sind, dann kénnen die
Gesamtkosten k), fir das Material wie folgt berechnet werden:
kv =) mja; =m’a=m"Ax=m"A(E—-B)y

J=1

Der Vektor m der Materialverrechnungspreise muss als Zeilenvektor geschrieben werden, damit
das Skalarprodukt gebildet werden kann.

Berechnung der Materialkosten fiir jede Materialposition

Werden die Kosten fiir jede einzelne Materialposition gefordert, dann gibt die Diagonalmatrix
der Materialpreise einen zweckmaBigen Ansatz:

0O 0 0 .. m,
Die Kosten fiir jede Materialposition im Vektor k erhalt man folgendermaBen:
k1
o ko
k=Ma=MAx=MA(E-B) 'y= _
kn
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7.3 Elektrische Gleichstromnetze

Modell einer Maschinenzeit- und einer Arbeitszeitplanung

Nach der Voraussetzung, dass die erforderlichen Maschinenzeiten den Erzeugnismengen pro-
portional sind, kann in entsprechender Weise die benétigte Maschinenzeit geplant werden. Es
sei

T die Matrix der Maschinenzeitnormen,
x der Vektor der Gesamtproduktion und
t der Vektor der Maschinenzeiten.

Dann ist es fiir die Planung des Produktionsprozesses erforderlich, bei gegebenem Vektor der
Gesamtproduktion die Zeit des Einsatzes der Maschinen zu berechnen. Es ist

Tx=t

Diese Aufgabe ist mit Hilfe der Matrizenmultiplikation zu |6sen.

Oft besteht aber auch die Frage, wie bei bekannter Matrix T der Maschinenzeitnormen und
bei vorgegebenem Vektor t der Maschinenzeiten die Gesamtproduktionsmengen der einzelnen
Erzeugnisse berechnet werden konnen. Die Gleichung Tx = t ist nach x aufzuldsen:

x=T"'t
Werden mit

Z die Matrix der Arbeitszeiten, mit
x der Vektor der Gesamtproduktionsmengen und mit
f der Vektor der erforderlichen Zeitfonds bei den Arbeitsgangen

bezeichnet, dann gilt unter Voraussetzung der Proportionalitat zwischen f und x:
f=12x

Auch in dieser Aufgabe kann f mit Hilfe der Matrizenmultiplikation bei gegebenem Z und x
berechnet werden.
Bei vorgegebenen Zeitfonds kann mit Hilfe der Matrizeninversion eine Aussage iiber die Ge-

samtproduktionsmengen durch
x=2'f

gemacht werden.

7.3 Elektrische Gleichstromnetze

Die Berechnung elektrischer Netze beruht auf den linearen Zusammenhangen zwischen Span-
nungen und Stromstéarken. Nichtlineare Schaltelemente sollen naherungsweise durch lineare
Elemente ersetzt werden (Linearisierung).

Diese linearen Zusammenhange konnen durch lineare Gleichungssysteme beschrieben werden,
zu deren theoretischer Formulierung und praktischer Berechnung Matrizen Verwendung finden
kénnen.

Wir wollen mit Hilfe der Matrizenrechnung Stromstéarken und Spannungsabfille in einem
Gleichstrom-Netzwerk berechnen. Im Beispiel 1/2 wurde der Aufbau eines elektrischen Netz-
werkes aus Maschen, die von Zweigen begrenzt werden, erlautert.

Dort wurde gefordert, die Strome in den Zweigen und die Spannungsabfalle (iber den Wi-
derstanden zu berechnen, wenn die Widerstande und die Urspannungen bekannt sind. In der
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7.3 Elektrische Gleichstromnetze

Elektrotechnik wird gezeigt, dass bei n Knoten und m Zweigen immer (m—n+1) unabhéngige
Maschen auftreten.

Der Ansatz der Gleichungen erfolgt mit Hilfe der im Beispiel 1/2 genannten Kirchhoffschen
Satze der Stromverzweigung. Dabei treffen wir folgende Vereinbarungen:

- Die Richtung der Strome I}, soll mit der Richtung der Spannungsabfalle Uy (ibereinstimmen
(k=1,..,m).

- Die Umlaufstrome in einer Masche werden mit z; bezeichnet. Es gibt ebenso viele Maschen-
umlaufstrome, wie unabhangige Maschen im Netzwerk vorhanden sind.

Wenn nun die Widerstande Rj; und die Urspannungen E; gegeben sind, besteht die Aufga-
be, die Maschenumlaufstrome und daraus die Spannungsabfalle (iber jedem Widerstand und
die Teilstrome in den Zweigen rechnerisch zu ermitteln. Die Zusammenhange (in Vektorform)
zwischen den Leiterstromen und den Maschenumlaufstromen und zwischen den Urspannungen
und den Spannungsabféllen werden durch eine Verkniipfungsmatrix angegeben.

Der Zusammenhang zwischen den Leiterstromen und den Spannungsabfallen liber den Wider-
standen wird durch das Ohmsche Gesetz (in Matrizendarstellung) gegeben.

Zur Bearbeitung der Problematik entwickeln wir eine Schrittfolge, die auf der Anwendung des
Maschensatzes beruht. In der Literatur wird dieses Verfahren als Umlaufverfahren bezeichnet.

Schrittfolge

1. Wir nummerieren die Zweige des Netzes und wahlen in jedem Zweig die gleiche Richtung
(durch Einzeichnen von Pfeilen) fiir die Leiterstromstérke [;, und die iiber dem Widerstand Rj,
abfallende Spannung Uy.

2. Wir ermitteln die voneinander unabhangigen Maschen. Bei m Zweigen und n Knoten gibt
es immer (m — n + 1) unabhangige Maschen. In jeder Masche legen wir die Richtung des
zugehorigen Maschenumlaufstroms x; fest.

3. Da das elektrische Netzwerk Ohmsche Widerstande enthalt, filhren wir die Widerstandsma-
trix R ein. Sie ist eine Diagonalmatrix.

4. Wir stellen den linearen Zusammenhang zwischen den Leiterstromen [, und den Maschen-
umlaufstromen x; durch die Verkniipfungsmatrix V her.

lhre Zeilenanzahl ist gleich der Anzahl der Zweige, ihre Spaltenanzahl ist gleich der Anzahl
der voneinander unabhangigen Maschen. Eine Zeile der Verknlpfungsmatrix V gibt durch 1,
-1 oder 0 an, ob der Leiterstrom I, zum Maschenumlaufstrom z; in gleicher oder in entge-
gengesetzter Richtung beitragt oder nicht beitragt.

Das geschieht am zweckmaBigsten so, dass wir in den einzelnen Spalten von V aufschreiben,
welche Strome (unter Beriicksichtigung ihrer Richtung) zum Maschenumlaufstrom beitragen.
Die m Gleichungen des linearen Gleichungssystems werden in Matrizendarstellung durch i = Vx
erfasst, wobei 1 der Vektor der Leiterstrome und x der Vektor der Maschenumlaufstrome sind.

5. Bezeichnen wir mit u den Vektor der Spannungsabfalle, dann gilt auf Grund des Ohmschen

Gesetzes:
u=Ri

Beriicksichtigen wir noch den Zusammenhang zwischen Leiterstromen und Maschenumlauf-
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7.3 Elektrische Gleichstromnetze

stromen in der Beziehung i = Vx, dann kénnen wir schreiben:
u = RVx

6. Um die im Netz wirkenden Urspannungen beriicksichtigen zu konnen, fithren wir den Vektor
e der Urspannungen ein. Fiir e gilt:
e=Vu

7. Damit besteht die Aufgabe, die Matrizengleichung
e = VI'RVx

nach x aufzulésen. Es ist zweckmiBig, zunachst V'RV = A mit Hilfe des Falkschen Schemas
zu berechnen und anschlieBend Ax = e nach x mit Hilfe des verketteten Algorithmus aufzu-
|6sen.

8. Die Leiterstrome berechnen wir aus der Gleichung i = Vx die Spannungsabfalle durch die
Beziehung
u = RVx
O] Beispiel 7/2:
LR 3
5T ) )
R
Bild 40 —

In dem durch Bild 40 dargestellten Netzwerk sind die Leiterstrome und die Spannungsabfalle
uber den Widerstanden zu berechnen.

Gegeben: Ry =112, Ry =30, R3 =19, Ry =20, E1, =4V, E; =2 V.

Losung unter Anwendung der angegebenen Schrittfolge:
1. und 2. Festlegung der Zweige und der unabhangigen Maschenumlaufstrome (Bild 41):

Bild 41

Anzahl der Zweige: m =4

Anzahl der Knoten: n = 3

Anzahl der unabhangigen Maschen: m —n+1 =2
3. Widerstandsmatrix unter Verwendung der

R, 0 0 0 1 000

. B 0 R, 0 O 10300
GroBen R = 0 0 Ry 0 , MaBzahlen R = 00 1 0
0 0 0 Ry 000 2

4. Verkniipfungsmatrix, z. B.

102



7.3 Elektrische Gleichstromnetze

I, liefert einen Beitrag zu z1, gleiche Richtung, also vy = 1;

13 liefert keinen Beitrag zu x4, also v3; = 0;

15 liefert einen Beitrag zu x5, entgegengesetzt gerichtet; also vy = —1.
1 0
0 —1
V= 0 1
0 1
Es gilt: i = Vx

5. Nach dem Ohmschen Gesetz ist u = RVx.

6. Vektor der Urspannungen in den einzelnen Maschen in GroBen MaBzahlen

GroBen e = <

_El

Es

) , MaBzahlen e = <

E, ist dem Maschenumlaufstrom entgegengesetzt.

7. Berechnung des Vektors der Maschenumlaufstrome:

A wird mit Hilfe des Falkschen Schemas, x mit Hilfe des verketteten Algorithmus berechnet

(Tableau 26).

Tableau 26:

R \'
1 0 0 01 0
0 3 0 0] 1 -1
0 01 0O 1
v’ 00 020 1 |e z
11 0041 3 00| 4 -3 |-4|-3
0 1110 312 -3 6 |2|5
Al 4 3 |1-4]-3
EAEREIE
T 46 414: 4
X —5 5 -1
8. Berechnung des Vektors der Leiterstrome (Tableau 27): i = Vx
_6
5
V | - |x -3
1 0] -2 . -1
Tableau 27 154 1= 145
C LB, 5
0 1 ~15 1 —15
1 0| —+
Berechnung des Vektors der Spannungsabfalle (Tableau 28): u = Ri
_6
i
_i i _6
15 15
Tableau 28: R _1% u= _%
T rToo0 o] ¢ | 2
0 3 00 —%‘ —18—5
001 0|—%|u
0 00O —1%

—4

2

)
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Ergebnis:

Die Maschenumlaufstrome betragen x; = % Aund 25 = 1% A (in entgegengesetzter Richtung
als angegeben),

die Leiterstrome [, = g A I = % A I3 = % A I = % A (in entgegengesetzter Richtung
als angegeben),

die Spannungsabfalle Uy = £ V, Uy = ¥ V, Uy = & V, U = & V (in entgegengesetzter
Richtung als angegeben).

(Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Losung des Arbeitsauftrages 1/1, Punkt 2)

Zusammenfassung:

Die bei 6konomischen und elektrotechnischen Sachverhalten aufgestellten Systeme linearer
Gleichungen kénnen mit Hilfe der Matrizenrechnung tibersichtlich angeordnet und systematisch
gelost werden.

Weitere praxisbezogene Aufgaben der Mechanik und der Schwingungslehre, z. B. bei der Be-
stimmung von Eigenfrequenzen, fiihren auf das Problem der Eigenwerte einer gegebenen Ma-
trix, auf deren Bestimmung im Rahmen dieser Darstellung nicht eingegangen werden kann.

7.4 Aufgaben

1. Um den Gesamtbedarf an Erzeugnissen (Rohstoffe, Zwischenerzeugnisse, Enderzeugnisse)
bei der Produktion in einem Betriebsteil zu ermitteln, wurde untenstehendes (vereinfachtes)
Materialflussbild aufgestellt (Bild 42):

At
3
a1 Aok Wh
? /
A, /1000 tick
Bild 42

Berechnen Sie den Bedarf an jedem einzelnen Erzeugnis, wenn die Planauflage durch den
Vektor y = (0 0 3 5)7 gegeben ist!

2. Berechnen Sie die gesamten Materialkosten fiir folgende Verflechtung!
Gegeben : Strukturdiagramm (Bild 43)

Bild 43

Vektor des Verkaufsprogramms: y = (3157 9 10)7
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Matrix des Materialaufwands:

b

I
NN O =N W
U O = O Ot
W WD DO
DO N WO o
LW N b~

N O = O WO

Vektor der Materialverrechnungspreise: m = (12 3 6 10 4 3)7

3. Im folgenden Netzwerk sind die Urspannungen £} = 1 V und E5 = 2 V sowie die Ohmschen
Widerstande Ry = 1Q, Ry = 292, R3 = 2Q und R, = 312 gegeben (Bild 44).

5T

e
Tt

Bild 44 Ry &

Berechnen Sie die Maschenumlaufstrome, die Zweigstrome und die Spannungsabfalle iber den
Widerstanden mit Hilfe der Matrizenrechnung!

4. Zur Berechnung der Maschenumlaufstrome, der Zweigstrome und der Spannungsabfille
iber den Widerstanden in dem Netzwerk nach Bild 45 sind folgende Daten gegeben:
Ey=1V,E,=3V,E3=2V, E,=1V

Ry =1Q, Ry =19, R3 = 2Q, Ry = 39, Rs = 20, Rg = 20, Ry = 1Q.

T3

Fhhy

Bild 45 L
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Lésungen

8 Losungen

Kapitel 1
Arbeitsauftrage:

1 1) I, = (R3+R4)E1+R2(E1—E»)

. L = (Ri+R2)(R3+Ra)+RiRs
I, — Ri1E2+(R3+R4)En

2 = (Ri1+R2)(R3+R4)+Ri1R2
]’ — ]’ — RgEl—(Rl—i-Rz)Eg

3 4 (R1i+R2)(R3+R4)+R1R2
NN =SAL=23AT=I=4A

2. a) Es seien a, b, ¢, d rationale Zahlen, dann sind fiir diese Elemente die Verkniipfungsope-
rationen Addition und Multiplikation definiert, und es gelten stets folgende Gesetze:

()a+b=¢, (Qa+b=b+a, B)(a+b)+c=a+(b+c), (4)a+0=a,
(5) Die Gleichung a + = = b hat genau eine rationale Lésung = = b — a.
(6)a-b=c, (7)a-b=b-a, (B8)(a-b)-c=a-(b-¢), (9)a-1=a,
(

(

(IS

10) Die Gleichung a - x = d hat fiir a # 0 genau eine rationale Lésung = =
11) (a + b)c = ac + be
Die Menge der rationalen Zahlen bildet einen Korper.

a’

b) Die Gleichung ax = d hat in der Menge der ganzen Zahlen nicht immer eine ganzzahlige
Losung; deshalb bildet die Menge der ganzen Zahlen keinen Korper.

Aufgaben:

1. Eine quadratische Matrix n-ter Ordnung hat n? Elemente.

2. Folgende Typen sind méglich: (1,36), (2,18), (3,12), (4,9), (6,6), (9,4), (12,3), (18,2),
(36,1).

3. (1,11), (11,1).

4. a) Uber der Hauptdiagonalen stehen 0 +1+42+ ...+ (n — 1) = %(n — 1) Elemente,

b) in der Hauptdiagonalen stehen n Elemente,
1

c) unter der Hauptdiagonalen stehen 3(n — 1) Elemente.

5. n> —n = n(n — 1) Elemente stehen nicht in der Hauptdiagonalen.

2 3 4 5 12 3 4
345 6 24 6 8
6.a)A=1, 5 ¢ 7 b)B=13 6 9 12
56 7 8 48 12 16
0149 2 6 12 20
101 4 6 16 30 48
DA=1,4101] DA=| 19 30 4 w4
941 0 20 48 84 1928
7.aik:ki_1
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01 00 O0O0O0OO0OT1TO0 01 0 0O0O0O0OO0OO0OTO
1 01 00 0O O0O0OTO0UO 0 1 01 001 0O0O0UO
01 01 0 O0O0O0TO0TO0 01 01 10O0O0OO0TO0
001 010O0UO0O0TO0 001 0O0O0OO0UO0OTO0TUO0
8a)0001010001 b)0010000000
' 0000101000} 01 00 O0OO0OT1T1TO0FPO0
0O 0O0OO0OO0OT1TTUO0OT1TTO0OSTPO0 00 0O0O0OT1TO0O0TQO0OTO0
00 00 O0O0OT1WO0DT1TFP0 000 O0OO0OT1TTO0OTUO0OT1T1
1 0000 O0OO0T1PO0TUO 000 O0O0OO0OTO0OTI1TTUO0OFO0
00 01 0 O0O0UO0TO0TUO0 000 O0OO0OO0OO0OT1TTUGO0OFO0
2
5 3 4
7
7 2 g
Bild 46, 47 A £
9. Bild 46; 10. Bild 47
00 0010020
00 0021 3 00
00 0 O0O0OT1TO0OTU0OSFUO
000 O0OO0OT1TT1TO0OSFPO0
11.b)000000010
0O00O0OO0OO0OO 0OT1 2
00 0 O0O0O0OO0OTO0O 2
000 O0O0O0OUO0OTO0OSO
00 0 O0O0O0OO0OUO0OT O
12.2=6,y=—-10, 2 = -2

13.a) Fb)Wc) F
Kapitel 2

Arbeitsauftrage:

1. Beweis des Satzes 2/2:

Voraussetzung: a;x + (b + cir.) = (aix + bir) + cix

(Im Kérper der reellen Zahlen gilt das Assoziativgesetz der Addition)

Behauptung: A+ (B+C)=(A+B)+C

Beweis:
A+ (B+C) = (aix) + ((bir) + (cix)) = (ai + (bir + ci))  (nach Definition)
(ai + (b + cix)) = ((aip + bix) + cix) (nach Voraussetzung)
((ask + bix) + cir) = ((aix) + (b)) + (cix) (nach Definition)
((aix) + (bix)) + (cik) = (A+B) + C, w.z.b.w.

2. Beweis fiir die Einzigkeit der Losung:
Behauptung: Es gibt genau eine Matrix X, die Losung der Gleichung A+X=B ist.
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Beweis (indirekt): Angenommen, es gabe eine weitere Matrix Y (mit X # Y), die die angege-
bene Gleichung erfiillt, dann ware A4+ X = B und A+Y = B. Daraus folgte A+ X =A+Y,
d.h,, fir alle i, k gilt a;r + Tix = @i + yir bzw. T = Y.

Das bedeutet wiederum X =Y.

Das ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, es gabe eine weitere Losung dieser Gleichung.
Daraus folgt, dass genau eine Losung X existiert, w.z.b.w.

3. Beweis der Distributivgesetze:

5 A+ pu)A=MA+ A

Voraussetzung: (A + p)a;, = Aagg + pag, (Im Kérper der reellen Zahlen gilt das Distributivge-
setz)

Behauptung: (A + u)A = AA + uA

Beweis:
A+ A =N+ p)(aw) = (N4 p)a) (nach Definition)
(A + wai) = (Aag + pag) (nach Voraussetzung)
(A + pag) = (Aaig) + (pag) (nach Definition)
(Naig) + (pag) = Mag) + plag) = \AA+ pA - w.z.bw.

6) \(A+B)=)XA+)\B
Voraussetzung: (A + p1)a;x = Aaii + pag, (Im Korper der reellen Zahlen gilt das Distributivge-
setz)

Behauptung: A(A +B) = AA+ \B

Beweis:
AMA+B) = A(aix + (bir)) = Maig + bir) (nach Definition)
Maix + (bix) = (Aaig + \big) (nach Voraussetzung)
(A + Abik) = (Aaig) + (Abig) (nach Definition)
(Aaix) + (Mbix) = Maix) + Mbix) = AA + AB, w.z.b.w.

4. Mathematik-Lehrbuch fiir Klasse 11 (Ausgabe 1969), Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin, Seiten 175 und 176.

5. Die Bedingungen der Definition 2/5 lauten kurzgefasst:

1. Das Bild einer Summe von Elementen ist gleich der Summe der Bilder der Elemente.

2. Das Bild eines Vielfachen eines Elements ist gleich dem Vielfachen des Bildes dieses Ele-
mentes.

a1 aig ... Q1n a1 as1 ... Qm1

. 921 a9y ... Q9 . . a19 929 a
6. Diezu A = " | transponierte Matrix lautet AT = mn
Am1 Am2 ... Omn A1m A2m ... Amn

7. Beweis fiir die Giiltigkeit der Eigenschaften transponierter Matrizen:
Voraussetzung: A = (k) (m,n)
Behauptung: (A")T = A

Beweis:
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In Kurzschreibweise gilt A = (a;).

A" = (ay) nach Definition

(AT = ()" = (aix) = A, w.z.b.w.

Satz: Die Transponierte einer transponierten Matrix ist gleich der "urspriinglichen" Matrix.
8. Voraussetzung: A = (Gik)(m.n), B = (bik)(mn); @ix und by, reell

Behauptung: (A +B)” = AT + BY

Beweis:

(A+B)" = ((ai) + (bir))" = (a + bix)" = (cax)” ( nach Definition)
(c)" = (cxa) (nach Definition)
(ki) = (ari + bri) = (agi) + (b)) = AT + B”, w.z.b.w.

Satz: Die Transponierte einer Summe zweier Matrizen ist gleich der Summe der Transponierten
der beiden Matrizen.

3. Behauptung: (AA)” = AAT
Beweis:
()‘A>T = (/\<aik)T = ()\az'k)T = A(aik)T = \AT, w.z.b.w.

Satz: Die Transponierte einer mit einer reellen Zahl multiplizierten Matrix ist gleich der mit
dieser reellen Zahl multiplizierten Transponierten dieser Matrix.

Aufgaben:
8 -8 -7 -1 10 -15 7 12 3
l.ayS=| -1 =19 -8 [, b)S= 4 9 —-11], ¢S=1|6 13 19
-7 17 -1 -5 —11 —-12 9 1 12

14 4 5
d)S=| 2 —4 16
9 19 19

2. Mogliche Losungen:

920 11 0 r 2y 2 129
—10-5 — - L
a)A=10 ( 34 217 24>'b)B_x<x2—1 3¢ x—l)’c)c_60<—8 25)

11 1 -1
3 . 1
3.x_2<11>, x_2< X 1)

4. Voraussetzung: sp A = a1 + oo + ... + Qppy

Sp B = bn +b22 =+ ... +bnn

sp (A+B) = (a1 +bi1) + (a2 + baz) + ... + (Gnn + bpn)
Behauptung: sp (A + B) =sp A+ sp B

Beweis:

Sp(A -+ B) = (CLH + bll) + ((122 + b22) + ...+ (a,m + brm)
= a1 +asy + ... +apy + b11 —+ b22 + ...+ bnn = SpA -+ SpB, w.z.b.w.

5. Ja. Wenn A= A"und B=B", danrn A+ B =A" +B" = (A+B)”.
Unter den genannten Bedingungen ist die transponierte Summenmatrix gleich der Summen-
matrix; diese Summenmatrix ist also stets symmetrisch.
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Kapitel 3
Arbeitsauftrage:

1. 1) Beweis des Kommutativgesetzes fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren:
Voraussetzung: a;b; = b;a; (Kommutativgesetz der Multiplikation reeller Zahlen)
Behauptung: a’b = b’ a

Beweis:

b1
T by
a'b= (Q1CL2...CLn) . = a161 + a262 + ...+ Clnbn

br,
ay

az

bTa = (blbgbn) = (Zlbl -+ agbz + ...+ anbn = aTb, w.z.b.w.

Qn

2) Beweis der Distributivgesetze fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren:
a) Voraussetzung: a;(b; + ¢;) = a;b; + a;c; (Distributivgesetz fiir reelle Zahlen)
Behauptung: a’ (b +c¢) = a’b +a’c

Beweis:
by +c1
T by + o
a (b+c)=(aas...a,) : = ay(by +c1) + aa(ba + c2) + ... + an(by + cp)
b, + ¢y,
= a1by + asby + ... 4+ apb, + aycy + ases + ... + apc, = a'b +alc, w.z.b.w.

b) Voraussetzung: (a; + b;)c; = a;c; + b;c; (Distributivgesetz fiir reelle Zahlen)
Behauptung: (a’ +b")c =a’c+b’c

Beweis:
C1
T, WT 2
(@ +b')c=(a1+a+..+ap+bi+b+..+b,) [ |
Cn

= ay¢1 + agCy + ... + apcpy + by + baco + ... + by, = alc+ ch, w.z.b.w.
2. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist kein Vektor, sondern eine reelle Zahl. Deshalb ist

eine weitere skalare Multiplikation mit einem Vektor nicht moglich.

3. Fir die Multiplikation einer Matrix A mit einem Vektor b gilt das Kommutativgesetz nicht,
weil die Bedingung der Verkettbarkeit nicht erfillt ist. Da 7(b) = (m, 1) ist, musste die Matrix
vom Typ 7(A) = (1, q) sein.

4. Da 7(A) = (3,2) und 7(B) = (2,3), sind die Matrizen A und B in dieser Reihenfolge
verkettbar. Dann gilt:

ail a2 by biy bis a11b11 + a12b21  a11bi2 + a12ba2  a11b13 + a12ba3
AB = | a2 a2 bor bay bos ) | 2 bi1 + az2ba1  a21b12 + azbrr  a1b13 + azabos
a1 as2 az1bi1 + azaba1  azibia + azabaa  azi1biz + azabag
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5. (1) Da zur Ausfiihrung der Matrizenmultiplikation die Verkettbarkeit der Matrizen notwendig
ist, kann fir rechteckige Matrizen das Kommutativgesetz nicht giltig sein. Ein mogliches
Zahlenbeispiel:

Wenn 7(A) = (3,2) und 7(B) gegeben sind, dann ist zwar AB ausfiihrbar, BA jedoch nicht.

Gelegentlich konnen zwar im Fall rechteckiger Matrizen beide Matrizenprodukte AB und BA
gebildet werden (vgl. Beispiel 3/8). Die Produktmatrizen sind aber von unterschiedlichem Typ.
Im Beispiel 3/8 ist 7(AB) = (3,3), 7(BA) = (2,2). Wegen 7(AB) # 7(BA) kénnen AB und
BA nicht gleich sein.

(2) Auch fir quadratische Matrizen von ein und derselben Ordnung gilt das Kommutativgesetz
der Multiplikation nicht.

Beispiel:

. ) ) 31 1 3 .
Wir wahlen zwei Matrizen A = ( 2 0 ) und B = ( 9 1 ) und bilden sowohl das Produkt
AB als auch BA:

m- (30 (5 0)-(3) e (A )(3 )= (1))

also AB # BA.

Da bei Allaussagen der Nachweis der Falschheit durch Angabe eines Gegenbeispiels erbracht
werden kann, ist bewiesen, dass das Kommutativgesetz auch fiir die Multiplikation quadrati-
scher Matrizen nicht gilt.

6. Um B so zu bestimmen, dass gilt AB = BA, setzen wir an:
-2 3 bor  baoy —2b11 + 3by;  —2byy + 3byo
BA — 3b11 + 2boy 3b12 + 2b9y 3 2 _ 3b11 + (—=2)b12 3b11 + 3b1o
—2b11 + 3ba1 —2b12 + 3bay -2 3 3bo1 + (—2)baa 2091 + 3bay
Wenn AB = BA, muss gelten:

3b11 + 2bo1 = 3b1y + (—2)b1o

3b12 + 2baz = 3b11 + 312
—2b11 + 3ba1 = 3bgy + (—2)boe
—2b19 4 3bgs = 2bo1 + 3bos

Die Losung dieses Gleichungssystems ergibt:
ba1 = —b12 ) baa = b1y

b11 und by konnen beliebig gewahlt werden.

. (2 =2\ [12) (-2 -4
7.Ne|n,denBA—(_1 1><24>—< 1 2)#0

8. Beweis des Assoziativgesetzes fiir die Multiplikation von Matrizen:
Voraussetzung: 7(A) = (m,n), 7(B) = (n,p), 7(C) = (p,q)
Behauptung: (AB)C = A(BC)
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Beweis: (AB)C = RC mit

a11b11 + ...+ alnbnl anblp + ...+ alnbnp ™1 ... T1p
R — (121511 + ...+ aznbnl a21blp + ...+ agnbnp . 21 ... Top
am1b11 + ...+ amnbnl amlblp + ...+ amnbnp Tm1 - Tmp
T11C11 =+ ...+ rlpcpl Tllclq —+ ...+ rlpcpq
721C11 + ... +T9,Cp1 ... T91Clg + ... + T2pC
RC = pCp q pCre | _ 7
Tm1C11 + oo + TimpCp1 -+ TmiCig + oo + TimpCpg

Die ausfiihrliche Berechnung soll nur am Element z;; durchgefiihrt werden:

211 = r1c + .+ rpCpr = (@11b11 + .o + a1pbpa)cn + - (a11bip + oo+ @by

= CLHbHCH + ...+ alnbnlcu + ...anblpcpl + ...+ alnbnpcpl

A(BC) = AS = Y mit

b11011 + ...+ blpcpl b1101q + ...+ blpcpq S11 ... Si1g
S — bglcll + ...+ b2p6p1 bglclq + ...+ b2pcpq _ S21 ... S2q
bpicin + ... +bppCpr ... bpicig .o F bppcpg Sp1 o Sng
a11811 + ... + @1nSn1 .- 1181 + -+ + Q11nSng
AS — 21811 + ... + A2,Sn1  --- A2151¢q + ...+ A2n,Snq Y
Am1S11 + - + GmpSp1 -+ Am1S1g T - T GmnSng

Die ausfiihrliche Berechnung soll nur am Element y;; durchgefiihrt werden:

Y11 = a11811 + ... + A1pSpl = a11<b11011 + ...+ bplcpl) + ...+ aln(bnlcu + ...+ bnpcpl)

= apibncir + ...+ anbpicyr + ..o A anbpicin A . a1 bipcp
Durch Umordnen der Summanden und Ausklammern der Faktoren ci; und ¢, erhalt man:
y11 = (a11bi1 + ... + a1nbpr)cin + (a1bip + oo+ @inbyp)
Damit ist die Ubereinstimmung mit dem Element z;; gezeigt.
9. Die Summe der Elemente des Zeilensummenvektor z ergibt
20+24+144+19+5 =60
Die Summe der Elemente des Spaltensummenvektors s, ergibt
8+ 27+ 25 =60

Damit wurde die Ubereinstimmung gezeigt.

10. Far I El = 231 + 3B2, EQ = 1B1 —|—4B2
Far 1 Bl = 2T1 + 1T2 + 0T3, BQ = 1T1 + OTQ + 3T3

Aufgaben:
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1. a) 7(A) = (3,2), 7(B) = (2,2); verkettbar

b) 7(A) = (2,3), 7(B) = (2,2); nicht verkettbar

c) 7(A) = (2,2), 7(B) = (3,2); nicht verkettbar

d) 7(A) = (3,2), 7(B) = (2,4); verkettbar

2. 7(A) = (4,3), 7(B) = (3, 3); die beiden Matrizen sind in der Reihenfolge A, B verkettbar.

(
15 18 11 13 27 16 5 15
3.a) F= 5 5 8 |;b)G=|22 13 9 [;c)H=| 0 1 3 |;
-4 -9 =5 15 16 6 11 4 25

51 38 26 114 86 51 49 22 22
d)K=| 16 16 12 |;e)L=| 63 33 290 | )M=| 33 24 13 |;

—-21 -26 -10 —47 =25 =24 -2 -1 1

36 20 15 13 27 49 22 22

g) AC = 11 11 4 [ BC=] 22 13 9  N=AC+BC=| 33 24 13
-17 —-17 -5 15 16 6 -2 -1 1

—4 -3 12 -5 5 —4 15 5 —4
h) P = 3 3 41[;)Q=] 63 -1 ;KM=F'=[18 5 -9 |[;
-3 4 16 9 4 11 11 8 —5

1
4. a) (x1y1 + T2y2 + 23y4), b) (221 321 4+ bry — 21 +425), ¢) (0 — 6 11) ( 0 ) = (22)
2

5. a) Voraussetzung: (a;x)(bix) = (cix) mit a, b reell
und ¢ = zn:aijbjk firi=1,...mk=1..p
Behauptunjg_:l(AB)T — B'AT
Beweis:
T
(AB)" = (i aijbjk) = (cax)" = (cw) = iaﬁbkj = i brjaj; = BTAT, w.z.b.w.
j=1 j=1

j=1

b) Voraussetzung: A und B seien verkettbar; a, b, A reell
Behauptung: A(AB) = (AA)B = A(\B)

Beweis:
; B
AAB) = A((a) (b)) = (Maw) (b)) = { (a:0)(Absx) — A(AB) w.z.b.w.

In Worten: Das Produkt zweier Matrizen multipliziert mit einer reellen Zahl ist gleich dem
Produkt aus der mit der reellen Zahl multiplizierten ersten Matrix und der zweiten Matrix oder
gleich dem Produkt aus der ersten Matrix und der mit der reellen Zahl multiplizierten zweiten
Matrix.

T 4 —6 13 21
6. | o | = 25 —21 16 29
T3 -2 -3 7 Z3
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0 2 5 211 3

1 3 4 00 2

i 8 1 310 1 0 3|3 o0

0o 2 1 0|2 5 1 0|1 1

7. Tableau 29: =95~ 554 9 | 40 83 37 36 | 115 250
5 6|20 28 11 -15| -58 -108 -27 73 | -66 -317

2 0|8 16 2 6|28 -60 -30 22| 96 -182

10 7040 66 17 30 | 126 251 -9 131 | 277 -749

8. k = BAy (Tableau 30):

7,30
12 08 21 30 5,60
05 13 02 28 6,70
10 11 18 25 8,10

3 7 5|12,1 17,0 16,7 41,1 | 628,33
2 4 0| 44 6,8 50 17,2 | 243,02
1 6 2|62 108 6,9 248 | 352,85
6 17 7227 346 28,6 83,1 | 122420
9. Nach Bild 48 gilt:
2
Zy Z; Z;
Bild 48
2 22 0 0 1 300 1200 1
» =001 0 i2+012 3125 22
23 00 0 3 00 3 0 40 1 3
T4 T4
2.2 0 0 1 3 6 0 0 1 5 8 0 0 1
—loo01o0 201103 927 2 -3 937 2
0000 3 0 12 0 3 3 012 0 3 3
Zur Herstellung des Erzeugnisses Nr. werden ... Einzelteile der Nr. ... gebraucht
1 2 3 4
3 5 8 0 0
9 3 9 3 7
10 0 12 0 3
Kapitel 4
Aufgaben:

vay=a () (5 3)(

4
-3

(

5
6

); P’(5;6) (Bild 49)
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(2) 3

Bild 49, 50
v 31 2 -5 ~10

Y| wo | =] 4 0 3 -1 | =] -11 P'(—10; —11; —2) (Bild 50)
Ys 2 3 2 3 —2

Y1 cos90° —sin90° 0 1 -3
c)| yo | = sin90°  cos90° 0 3 1= 1 P’(—3;1;2) (Bild 51)
Ys 0 01)\2 p

3) @

Bild 51, 52

2. a) Bild 52

2. Transformation < _;) )

3. Transformation ( 1’(5) 1.

c) 3. Transformation

); P"(3;3)
[

4,5
~1,5

1,5

5
0 1
} 0 1
1. Transformation < 10 ) (

, D
: _175 3 _ . pm .
2. Transformation < 45 > ( 1 ) = < ), P"(1,5;3,5)

Die resultierende Transformation stimmt nicht mit der in a) und b) ermittelten (iberein.

s (2)(2)(3 1) (D)) ()
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Tableau 31: Tableau 32:
1 0 -1 0 3 5
0 -1 0 -1 3 1
05 01|05 0 |-05 0 |-15 05 0 |-25
O 050 -05, 0 05|15 0 05|05
" [ 0,5 0 1 0 -1 0 5 -2,5
om0 ) (0 05) (0 ) (70 1) (1) (05

b) Durch A erfolgt eine Spiegelung am Koordinatenursprung; P'(—3; —3), Q'(—5; —1)
Durch B erfolgt eine Spiegelung an der (1)-Achse; P"(—3;3), Q"(—5;1).

Durch C erfolgt eine zentrische Streckung vom Ursprung aus um z = 0,5; P”(—1,5;1,5),
Q"(—2,5:0,5). (Bild 53)

Bild 53

4. Durch die Matrix Z, = ( 2’8 5 g ) erfolgt die geforderte Abbildung. Sie bewirkt eine
zentrische Streckung vom Ursprung aus um z = 2, 5.

Kapitel 5

Arbeitsauftrage:

1. Fir die Elemente im Tableau 33 gilt: Tableau 33:

bii bia bz b |l
Ca1 bag oy | Iy
c31 C3z | bz b3y | I3
Cq1  Cao C43 | bag | Iy
r1 o X3 x4 | -1

(].) blk = A1k fur k = 1, ..,4; ll = k‘l
(2) ca =

(3) —621b12 + 1b22 = a29, daraus b22 = C21b12 + 929
—C21013 + 1ba3 = ag3, daraus boz = co1b13 + ag3
—C21b14 + 1bay = ag4, daraus bog = co1b14 + ag4
—Cglll + 1[2 = k’g, daraus 12 = Cglll + kg

@i fir = 2,3,4
—011

— __ c31biata
(4) —c31b12 — C32b22 = aga, 32 = 731,11322 2
— __ carbiota
—Ca1bia — Cagbay = u, Cyp = HHE
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(5) —cs1b13 — c32ba3 + 1bss = ags, bss = c31b13 + C32ba3 + a3
—c31014 — 32094 4 1b34 = az4, bgs = 31014 + C32b2y + a4
—c31ly — caoly + 1lg = ks, I3 = ca1ly + c30la + k3

(6) —ca1b1z — Cazbog + cazbss = aus, ca3 = —c4lb13+_c?,§§23+a43

(7) —ca1bra — caobag + ca3bsy + 1bay = aua, bag = ca1b14 + Ca2bog + Ca3bss + aua
—cCa1ly — caoly + casls + 1y = kg, 4 = csnly + cagly + cagls + ky

(8) Berechnung der Elemente des Lésungsvektors:
[( )]( big) = 4

[( )13 + £E4bg4] : ( bgg) = I3

[(—1)l2 + 24bog + x3b33] : (—baa) = 9

[( )ll + $4b14 + I3b13 + Z‘leg] . (—bu) =T

Aufgaben

1. Tableau 35:
Tableau 34: 1 3 2 5
1 2 -3 3 -2 0 1
2 1 -1 2 4 3 -2
1 -1 2 1 -6 -3 3

A1 2 3| P

21-3 5
-1 -110
Rang r =2

2. Tableau 36:

1 3 1]-6]-7
2 1 2|6 |7
a)l4 3 201
1 3 1 6|7
217 -4 |18|21

6 | 6
4 5171710

Das Gleichungssystem ist eindeutig l6sbar. Der Losungsvektor lautet: x = (1 2 — 1).

Tableau 37:

1 4 312121
2 3 -1 -1 3
by 3 -1 2|20 |24
1 4 312121
2111 -7 |-43 -39
3 -1|101| 0 0

Das Gleichungssystem ist nicht eindeutig losbar, da n = 3 und r = 2. Es besteht Abhangigkeit.
Es gibt einen freien Parameter. Wird z.B. x; = 4 gewahlt, sind zo = —2, x5 = 3.
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3. Tableau 38: Tableau 39: Tableau 40:
2 3 1 [2]2 1 3 2]-9]-3 1 -3 4]12]14
1 2 -1 |-1]1 -1 0 4|9 |12 2 8 -6|-4|-4
) 4 5 -1 | 4|2 b) 2 90 7 |-21]-3 0 3 -5 15|72/ 85
2 3 1 [2]2 1 3 2913 1 3 41214
-] & -3]-2]0 113 6|09 212 2]20]|24
2 “Z]-2|1]-2 2 -1]-3]-31|-6 3 2]-1|-4|-5
5 —3 -3 |-1]x" 5 2 1] -1 [xT 14 6 4 |-1]x7
Tableau 41: Tableau 42: Tableau 43:
1 1 1]9 12 7 6 7] 100 | 120 1 2 1] -27]-=2
1 2 4|15 22 21 0 0 2 1 311 |11
) 1 3 9[23]36 ) 3 1 2] 0 2 0 3 2 2|-17|-10
1 1 1]9 12 7 6 7| 100 | 120 1 2 1] -27]-=2
1)1 3|6 10 1 -2 o | -0 10 2] 5 5|15/ 15
-1 20212 4 -2 —I]-5| -35 | -40 3 —5]7|-35]-28
5 3 1|-1[xT 3 5 7] -1 [xT -1 2 5| -1 [xT
Tableau 44:
2 4 6 2 [ 14 | 28
Lol b -1} 10310 Tableau 45:
2 3 2 -1 | 4 10
0 1 1 1]-2
4 2 | A 5 hyl1 0 -3 -1|0
2 2 | 14 | 28 1
513 4 i1 -1 2|4
. 50 2 2 -1 017
~Il-nn -2
-1 -1 [ xT

Die Umstellung der Gleichungszeilen ist erforderlich, weil a;; = 0. Bei der Anwendung des ver-
ketteten Algorithmus misste sonst durch 0 dividiert werden. Eine Moglichkeit der Umstellung
des Gleichungssystems ist folgende (Tableau 46):

1 0 3 -1 0 -3
0 1 1 1 -2 1
2 -2 -1 0 7 6
1 3
L1 a1 2| -4 |22
) p) 2
Tableau 46: 1 3 1 0 3
0 1 -2 1
2 4 3 | 14
_1 25 | 25 0
2 14 14
2 2 1 1] -1 [xT
i) Tableau 47:
z
2 -3 -8 -9
5 1 -37 ] -31
Tableau 46: 4 11 -50 | -35
2 -3 -8 9
17 17
—3 |3 17| —%
2 210 0
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r = 2. Der Rang der Koeffizientenmatrix ist kleiner als n, also ist das homogene Gleichungs-
system nicht trivial |osbar. Es gibt (n — r) freie Parameter: n —r =3 —2 = 1.

Die Darstellung im gestaffelten Gleichungssystem ergibt 12—7332— 1725 = 0. Also 293 = 2x3. Wird

beispielsweise x3 = 1 gewahlt, so werden x5 = 2 und z; = 7. Ein moglicher Losungsvektor
lautet x = (7 2 1)7.

4. Tableau 49:

Tableau 48: z
z 3 4 2 1] 10

1 3 1 5 1 2 3 5|11
1 0 5 4 o 1 1 2| 4
a)|2 1 3 6 b)l] 1 2 4 0| 7
1 3 1 5 3 4 2 1] 10
1] 3 6 9 2 I 4 »
2 —2]11| 11 51-3 5| -2
det A=1-3-11 =33 -1 1 7| 7

et B= 35

Tableau 50: 1 6
1 1 2 1[5 1|5
2 0 2 00 2| 6
0| -6 2 | 2

6|9 1| 8

1[5 316

2| 10 5| -7

2| 4 7| -1

7 17

>0 Ca|

3 3

e) Da F eine untere Dreiecksmatrix ist, gilt detF =3-2-1 =6.
Kapitel 6

Arbeitsauftrage:

1. a) Die Menge der positiven rationalen Zahlen bildet hinsichtlich der Multiplikation eine
Gruppe, weil

- das Produkt zweier positiver rationaler Zahlen a, b wieder eine positive rationale Zahl ist
(a-b=c),

- fir positive rationale Zahlen das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt ((ab)c = a(bc)),

- ein neutrales Element der Multiplikation vorhanden ist,

- zu jeder positiven rationalen Zahl a genau eine positive rationale Zahl a~! existiert, fiir die
gilt:

) a = -
a

b) Wir sprechen dann von einer kommutativen Gruppe, wenn das Kommutativgesetz der Mul-
tiplikation gilt (ab = ba).

c) Die Menge der quadratischen regularen Matrizen bildet hinsichtlich der Multiplikation keine
kommutative Gruppe, weil das Kommutativgesetz der Multiplikation fiir Matrizen nicht gilt.
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2. a) Eine Menge, die hinsichtlich der Addition eine kommutative Gruppe bildet, muss folgende
Eigenschaften haben:

1) Die Summe zweier Elemente der Menge ist wieder ein Element der Menge: a + b = c.

2) In der Menge gilt das Assoziativgesetz der Addition: a + (b+¢) = (a +b) + ¢.

3) Die Menge enthalt das neutrale Element 0 mit der Eigenschaft 0 +a =a + 0 = a.

4) Zu jedem Element a der Menge existiert in der Menge genau ein Element —a mit der
Eigenschaft —a+a =a+ (—a) =0.

5) In der Menge gilt das Kommutativgesetz der Addition: a +b = b+ a.

b) Die Menge der ganzen Zahlen bildet hinsichtlich der Addition eine kommutative Gruppe,
weil fir a,b,c € G gilt:

1) Die Summe zweier ganzer Zahlen ist wieder eine ganze Zahl: a + b = c.

2) In der Menge der ganzen Zahlen gilt das Assoziativgesetz der Addition: a+(b+c) = (a+b)+c
3) Die Menge der ganzen Zahlen enthélt das neutrale Element 0 mit der Eigenschaft 0 +a =
a+0=a

4) Zu jeder ganzen Zahl a existiert in der Menge der ganzen Zahlen genau eine ganze Zahl
—a mit der Eigenschaft —a +a =a+ (—a) = 0.

5) In der Menge der ganzen Zahlen gilt das Kommutativgesetz der Addition: a +b = b+ a.

Aufgaben:

1. Beweis:

Voraussetzung: A,B € M, ,; A, B regular

(AB)C = A(BC) (Es gilt das Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation); A~ = E, EB = B
Behauptung: AB™' =B 'A™!

Beweis:

(1) (B'A(AB) =B '(A"'A)B=B '(EB)=B 'B=E

(2) Setzen wir fiir B"'A~! = C, dann gilt C(AB) = E.

(3) Da nur die zu einer gegebenen Matrix (AB) zugehérige inverse Matrix (AB™') bei der
Multiplikation mit der gegebenen Matrix die Einheitsmatrix E ergibt, muss C = (AB)™! sein.

Satz: Die Inverse der Produktmatrix zweier regularer (quadratischer) Matrizen ist gleich dem
Produkt der Inversen beider Matrizen in umgekehrter Reihenfolge.

2. a) Tableau 52:

1 2 -1[1 0 0]3
-1 4 2]0 1 0|6
2 2 2/0 0 1]
1 2 -1[1 0 03
116 -1/1 1 09
2 1 ]1]-1 1 1|2

-2 ¢ -1[-1 0 0
1 0 1]/0 -1 0
i —3 1]0 0 -1

T e
— OO

>
iR
Il
—
| |
— 0O |00 [

) , Probe wie gewohnt
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b) Tableau 53:

11

i

™M

| —q

ol

< — O

N

,_21,2

Probe wie gewohnt

) T3

T

Ty T3

T

Y3

Yo

hn

-19
-13

-39

-6
4

-26

$ gy
8 o SR
5 v &jey
— N ™M

X =S8 8

g — Koo —
3 D A
5 o F[=~ o
X S8

Y2 Y3

n

X1

T2

-12 3

7
3

x3

1

-5

xy

T2

x3

1 -1 0
—-12 3
4. Durch Umformung erhalt man:

7
3

|

—
™M Oy M
— —
[
O O ©
™M A
(I
— O <f
[
N—
Il
—
|
<

-5 1

(3E — 2A)(C — B)

~C-B, X-=

(3E — 2A)X

—C-B,

3EX — 2AX

D und C — B =K.

Zur Abkiirzung schreiben wir 3E — 2A
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1 2 03 0 7] -9
6 3 4|3 1 2| -1
0o 2 1|2 -9 0 | 12
1 2 0|3 0 7| 9 25 70 31
Tableau54:[ 6 | 9 -4 | 21 1 44 | 53 X=21|-13 35 —u
17 20 83 88 214
° __5% SR A 60 —83 —88
O U
T TR O
17 17 17

5. a) Die inverse Matrix, die zur Matrix Z, gebildet werden kann, lautet:

z 0|1 O
0O z| 0 1
1z 0|1 0 (L0
Tableau 55: T‘ olo 1 Z, = ( 0 % )
101 0
0 Ljo -1
b) 1 0 2|1 0 0|4
0O 1 110 1 013
O 0 1,0 O 1712
1 0 2|1 0 0|4 1 0 -2
Tableau56:[ 0|1 1|0 1 013 Al=]101 -1
O o110 O 12 0 0 1
1 0 0|-1 0 O
O 1 0(0 -1 0O
2 -1 1,0 0 -1
Kapitel 7
Aufgaben:
1. Vereinfachte Darstellung (Bild 54):
! E-D y
]3 1 0 -3 0|0
) 0O 1 -2 4]0
. 4 0 0 -1 -1[3
1, 0O 0 0 1165
i xI'[24 36 8 5 -1
Bild 54 *
00 30
Matrix der direkten Einsatzkoeffizienten: D = 8 8 3 411
00 00
Aus (E — D)x =y folgt x = (E — D) ly.
1 0 -3 0
01 —2 —4
E-D=100 1 1
00 0 1

Der Bedarf an jedem einzelnen Erzeugnis wird durch den Vektor x = (24 36 8 5)7 bestimmt.
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Mit Worten: Von A; werden 24 t, von A, 16 kWh, von A3 8 t bendtigt, um 5000 Stiick von
Ay herzustellen.

2. Aus Bild 43 kann die Matrix B der direkten Einsatzkoeffizienten abgelesen werden:
0 00 2 3 2

000111
B_ 000020
0 00 0O 3
000 O0O0 4
0 00 0O0O

Zur Berechnung des Vektors x der Gesamtproduktion ist unter Berlicksichtigung des Vektors
y des Verkaufsprogramms die Gleichung (E — B)x =y nach x aufzulsen (Tableau 58):

E-B y

1 0 0o -2 3|-2]3

0 1 0O [-1 -1|-1|1

0 0 1 0 21015

Tableau 58: 0 0 0 1 o0l3l7
0 0 0 0O 14|09

0 0 0 0O 01110

x| 244 97 10337 49[10] -1

x = (244 97 103 37 49 10)
Die Berechnung des gesamten Materialaufwandes erfolgt durch a = Ax:

352001 244 1433
2 06 3 0 4 97 1257
a_ 1 400 3 2 103 _ 799
06 2 4 21 37 1044
24300 3 49 1215
153 26 3 10 1436

a = (1433 1257 799 1044 1215 1436)T
Durch k,; = m”a werden die Gesamtmaterialkosten berechnet:

1433
1257
799
ky = (123610 4 3) 1044 = 45369
1215
1436
Die gesamten Materialkosten betragen 45369 M.
3. (1)
Ra Ry
- Fea
= Ry ‘9
L,
= L
_ 2 Pl
Bild 55 &
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(2) Es existieren (6 — 5+ 1) = 2 unabhangige Maschen.
1000

(3) Widerstandsmatrix: R =

o O O

20
0 2
0 0
1 0
(4), (5) Verkniipfungsmatrix: V = é . |, u=Rvx
1 1
(6) Vektor der Urspannungen: e = < ; ); e=V'u
(7) Berechnung der Maschenumlaufstréme (Tableau 59): A = VIRV und Ax = e

Vv

1 0 0 0|1 O

R/I0O 2 0 0|1 -1

0 0 2 0]0 1
v’ 0 003/ 0 1|e z
1 1 0 0|1 2 003 -2(1]|2
0O -1 1.1/0 -2 2 3|2 7 /|2|7
Al3 2|12
sakaREE:
g

1717

T

Der Vektor der Maschenumlaufstrome lautet: x = (% %)

(8) Berechnung der Leiterstrome durch i = Vx:

(L2 E oy
- \17 17 17 17

Berechnung der Spannungsabfalle iiber den Widerstanden durch u = RVx:

B (11 6 16 24)7“

17 17 17 17
4. Bild 56

3 R A

e 1 —i

Ty -

Ry[] TI!;UI' G;\ I5I04 - @ Ry [] lfa,%

L3 3

=4 —

Bild 56 o e B

Es existieren 3 unabhangige Maschen.
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1 000000 1 0 —1
01 0 0O0O0O0 1 0 -1
00 2 0000 0 1 -1
Widerstandsmatrix: R=| 0 0 0 3 0 0 0 | Verknipfungsmatrix V= 0 1 0
00 00200 1 -1 0
0 00O0O0Z2PO0 1 0 O
00 0O0O0O01 0 0 1
Ei + Es 3
Vektor der Urspannungen: e = Es — E3 = 1 Berechnung des Vektors x der
—E1 — Ey + Ey -3
Maschenumlaufstrome (Tableau 60):
R V
1 0 0 0 0 0 0] 1 0 -1
0O 1 0 0 O 0 0] 1 0 -1
0 0 2 0 0 0 0| O 1 -1
0 0 0 3 0 0 0] O 1 0
0O 0 0 0 2 0O 1 -1 0
0 0 0 0 0 2 0|1 0 0
v’ 0 0 00 0 01/ 0 0 1 e z
11 0 0 1 101 1 0 O 2 2 06 -2 -2 3 5
o o 11 -1 0O0O0 O 2 3 -20W90-2 7 2] 1|4
-1 -1 -10 0 O01{-1 -1 2 0 0 0 1| -2 -2 5 -3 -2
6 -2 -2 3 5
Lo sy |0
T & sl | |l
T = e
x| a1 g L
Der Vektor der Maschenumlaufstrome lautet: x = (% é—? — %)T
Berechnung des Vektors i der Leiterstrome:
10-1 19—2:2
10-1 -2k
01—1 % %32}
010 L= 5
1-10 —22 %
100 155
001 2

6l

Der Vektor der Leiterstréme lautet: i = 135(97 97 64 20 33 53 — 44)7.
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Berechnung des Vektors u der Spannungsabfalle Giber den Widerstanden (Tableau 61):

vV

1 0 -1

1 0 -1

0 1 -1

01 0

1 -1 0 & ]«x

1 0 0 &

R 00 1|-2

1 00000O0O0[1 0 -1] 35
010000010'112742
00200000 2 2| &
0003000030&{1;
00002002-20%
0000O0O0OT2®0|2 0 02
0 00O0O0O0T1|0 0 1]|-2

Der Vektor der Spannungsabfalle lautet: u = %(97 97 128 60 66 106 — 44)T
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