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In der Differentialgeometrie ist eine Synthese von Differential- und Integralrechnung
einerseits und Elementargeometrie andererseits zu beobachten.

Deshalb miissen einige Vorkenntnisse bezliglich dieser Teilgebiete vorausgesetzt werden.
In zwei vorbereitenden Abschnitten werden die diesbeziiglichen Begriffe und Aussagen
zusammengestellt, wie sie zum (iberwiegenden Teil in den Lehrbiichern der Oberschule
enthalten sind.

Hinsichtlich der Differentialrechnung wird dabei gleich auf Funktionen von mehreren
Variablen einschlieBlich ihrer graphischen Darstellung und Stetigkeit, ihrer partiellen
Ableitungen und des Satzes von Schwarz sowie der Taylorentwicklung hingewiesen,
weil die angefiihrten Begriffe und Satze fiir das zweite Kapitel, die Kriimmungstheorie
der Flachen, gebraucht werden.

Andererseits konnen die betreffenden Ausfiihrungen bei der Vorbereitung auf das erste
Kapitel, die Kurventheorie, zunachst ibergangen werden.

Uber das Niveau der Lehrbiicher der Oberschule geht der Begriff der Differentialglei-
chung hinaus; der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die Losung von linearen Diffe-
rentialgleichungssystemen wird beim Beweis des Fundamentalsatzes der Kurventheorie
benotigt.

Die Zusammenstellung von Begriffen und Aussagen aus der linearen Algebra und analy-
tischen Geometrie basiert ebenfalls auf den genannten Lehrbiichern. Es werden jedoch
fir das Vektorprodukt die wichtigsten Eigenschaften aufgefiihrt, der Entwicklungssatz
angegeben und das Spatprodukt eingefiihrt. Der Abschnitt schlieBt mit einer Ubersicht
iber alle Kurven und Flachen zweiter Ordnung. Hervorzuheben ist noch die Verwendung
von Matrizen und Determinanten bei der Darstellung von Koordinatentransformatio-
nen, linearen Gleichungssystemen und den diesbeziiglichen Losbarkeitsaussagen.

Der erste Abschnitt des Kapitels Kurventheorie beginnt mit einer Prazisierung des Kur-
venbegriffs und endet mit Ausfiihrungen zu den zulassigen Parameterdarstellungen.
Danach wird die Bogenlange als natiirlicher Parameter eingefiihrt. Im dritten Abschnitt
erscheinen das begleitende Dreibein einer Kurve und die Frenetschen Formeln; sie stellen
ein unentbehrliches Hilfsmittel fiir die Losung theoretischer und praktischer Aufgaben
der Kurventheorie dar.

Hieran schlieBt sich die Ermittlung der Kriimmung und Windung einiger spezieller Kur-
ven an. Die Deutung von Kriimmung und Windung wird im flinften Abschnitt fortge-
setzt, indem Krimmungskreis und begleitende Schraubung ermittelt werden.

Mit Hilfe der Taylorentwicklung kénnen die charakteristischen Naherungsparabeln der
Projektion in die Schmieg-, Normal- bzw. rektifizierende Ebene entwickelt werden.

Der Fundamentalsatz der Kurventheorie klart die Bedeutung von Krimmung und Win-
dung fiir eine Kurve abschlieBend und gibt den Anlass zur Aufstellung ihrer natiirlichen
Gleichungen; insbesondere kann jetzt eine Ubersicht (iber alle Kurven konstanter Kriim-
mung und Windung gegeben werden.

Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels werden Kurven behandelt, die in Anwendun-
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gen besonders interessant sind: Boschungslinien, Klothoiden. Fadenevolventen und -
evoluten (insbesondere Evolvente der Kettenlinie und Evolute der Ellipse), Zykloiden
und Trochoiden als spezielle Rollkurven, Spiralen oder Schneckenlinien. Es sei nochmals
hervorgehoben, dass sich die Kurventheorie an die Mathematikausbildung fiir Abituri-
enten anschlieBt.

Bei der Einflihrung in die Kriimmungstheorie der Flachen im zweiten Kapitel werden
ebenfalls geringe Vorkenntnisse vorausgesetzt, es werden jedoch der gesamte Inhalt der
vorbereitenden Abschnitte und die wesentlichsten Aussagen der Kurventheorie benutzt.
Die GauBsche Parameterdarstellung einer Flachenkurve beziiglich einer zulassigen Pa-
rameterdarstellung der Flache erfordert fiir die Berechnung des Tangentenvektors die
Kettenregel bei Funktionen von mehreren Variablen. Andererseits hilft die geometrische
Interpretation der partiellen Ableitungen und der Kettenregel bei der Aneignung dieses
Begriffs bzw. dieser Aussage aus der Differentialrechnung.

Die grundlegenden Begriffe der Flachentheorie wie Tangentialebene und begleitendes
Dreibein werden zunachst am Beispiel des Graphen einer Funktion von zwei Variablen,
der Drehflache und der Regelflache studiert. Die Behandlung der Regelflachen geht
von ihrer Definition tiber hyperbolisches Paraboloid, einschaliges Hyperboloid, Kegel-,
Zylinder- und Tangentenflache als Beispielen zu den Torsen, fiir die eine vollstandige
Ubersicht erarbeitet wird; an dieser Stelle konnte der Begriff der Hiillkurve organisch
eingegliedert werden.

Die Behandlung der Langen-, Winkel- und Flacheninhaltsmessung im vierten Abschnitt
schlieBt Anwendungen auf Drehflachen, Funktionen zweier Variablen, Kreis und Halb-
kugel ein. Im Zusammenhang mit der Einfiihrung von Normal- und geodatischer Kriim-
mung werden die Ableitungsgleichungen von GauB aufgestellt und die zweiten Funda-
mentalgroBen eingefiihrt.

Hier beginnt die Darstellung der Kriimmungstheorie der Flachen im engeren Sinne. Im
sechsten und siebenten Abschnitt werden der Satz von Meusnier gefolgert, die Haupt-
krimmungen als Extremwerte der Normalkriimmungen gefunden und der Satz von Euler
ausgesprochen.

Nach der Definition der GauBschen und der mittleren Kriimmung mit Hilfe der Haupt-
krimmungen findet nach Beispielen die Einfiihrung von K nach GauB ihren Platz;
dabei werden die Ableitungsgleichungen von Weingarten entwickelt. Die Klassifikation
der Flachenpunkte mit Hilfe der GauBschen Kriimmung wird geometrisch gedeutet und
durch die Untersuchung der Dupinschen Indikatrix vertieft. Den Abschluss des zweiten
Kapitels bilden Ausfiihrungen tGber Minimalflachen, speziell Gber die Wendelflache und
das Katenoid.

Die vorliegende Einfiihrung in die Differentialgeometrie, die in einem zweiten Band-
chen durch die innere Geometrie einer Flache und die Einfiihrung in die Riemannsche
Geometrie erganzt wird, soll einerseits der Erweiterung der geometrischen Allgemein-
bildung dienen und andererseits ein Hilfsmittel fiir die Anwendung der Differential-
und Integralrechnung in der Praxis sein. Deshalb wurden die Grundziige hinreichend
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streng dargestellt und auBerdem zahlreiche Beispiele ausgefiihrt. Ich hoffe, somit den
Interessen von Schiilern der Abiturklassen, Lehrern, Lehrerstudenten, Studenten na-
turwissenschaftlicher und technischer Richtungen wie auch Naturwissenschaftlern und
Technikern zu entsprechen. Beziiglich des weiteren Ausbaus der Theorie sowie spezieller
Anwendungen muss auf die Literatur verwiesen werden.

Die Kollegen J. Eichhorn, R. Sulanke und P. Wintgen haben das Entstehen dieser ele-
mentaren Einfiihrung durch Gesprache gefordert, wofiir ich ihnen danke, ebenso wie
den Kollegen H. Wendland und B. Wernicke, die mich beim Korrekturlesen unterstiitzt
haben.

Dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften bin ich zu Dank verpflichtet, denn
ohne seine Aufmunterung ware wohl kaum dieses Bandchen zustande gekommen; ins-
besondere mochte ich Frau E. Arndt fiir die sachkundige und umsichtige redaktionelle
Bearbeitung des Manuskripts meinen Dank aussprechen. SchlieBlich bin ich dem VEB
Druckerei "Thomas Miintzer" Bad Langensalza fiir die sorgfaltige Arbeit sehr verbun-
den.

Potsdam, im Frithjahr 1981 B. Klotzek
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Begriffe und Aussagen aus der Differential- und Integralrechnung

0. Vorbereitung

0.1. Begriffe und Aussagen aus der Differential- und
Integralrechnung

Funktionen y = f(z) sind oft fir alle reellen Zahlen x erklért, haufig jedoch nur fir
ein Intervall. Beispielsweise ist fiir die elektrische Leistung

N=NUIN=U-I

oder fiir die Lange eines geradlinigen Weges bei einer gleichmaBig beschleunigten Be-
wegung

b
s =s(b,t) = §t2

in Bezug auf physikalische Vorgange auf der Erde von vornherein eine Einschrankung
hinsichtlich der vorkommenden physikalischen GroBen U und I bzw. b und t zu fixieren.

AuBerdem zeigen schon diese einfachen Beispiele, dass wir in den Anwendungen nicht
nur Funktionen einer Variablen antreffen, sondern auch Funktionen von zwei und mehr
Variablen. Sind nun beispielsweise fiir die Spannung U und die Stromstarke [ je ein
Intervall durch Uy < U < Uy und I} < I < I vorgegeben, dann ist N = N(U,I)
auf einem Rechteck der U, I-Ebene definiert; die Funktion selbst kann beziiglich eines
dreidimensionalen Koordinatensystems mit der U—, I— und N —Achse als eine Flache
dargestellt werden, indem (iber jedem Punkt des Rechtecks der entsprechende Funkti-
onswert abgetragen wird.

Wir unterscheiden offene Intervalle (a,b) := {z : @ < = < b} und abgeschlossene
Intervalle [a,b] := {z : @ < x < b}; dabei wird im Fall des offenen Intervalls a = —o0
und b = +oo zugelassen. Wir betrachten das Intervall I = [—1, 7]. Darin gibt es ein
groBtes Element oder Maximum (nxleafsc = ) und ein kleinstes Element oder Minimum

(mi?x =—1);esgilt -1, mr€lund [ <7 bzw. -1 <.
re

Diese Eigenschaften besitzt das offene Intervall (—1,7) nicht; zwar gibt es Zahlen s
mit I < s, beispielsweise s = 4,72, obere Schranken von I, aber es gilt dabei stets

sé¢l.

Die Menge aller oberen Schranken von I hat ein kleinstes Element, namlich 7. Dieses
Resultat ergibt sich aus einer allgemeinen Eigenschaft der reellen Zahlen: Jede nicht
leere, nach oben (unten) beschrankte Menge M reeller Zahlen besitzt eine kleinste
obere (groBte untere) Schranke, die obere (untere) Grenze, das Supremum (Infimum)

supM = supz (Infimum inf M = inf x)
xeM xeM

Bei Funktionen y = f(x) konnen verschiedene z-Werte dasselbe Bild besitzen; bei-
spielsweise gilt beziiglich y = 22, z € R, sowohl 22 = 4 als auch (—2)? = 4. Gehéren
jedoch zu verschiedenen Argumenten x1,z2 auch stets verschiedene Funktionswerte
f(x1), f(z2), dann kann eine Umkehrfunktion f~1 gebildet werden; aus y = f(z),
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x € D (Definitionsbereich) und f(D) = W (Werte- oder Bildbereich) folgt fiir diese
Funktion

v=f"y), yew

Fir die Umkehrbarkeit einer Funktion ist die strenge Monotonie hinreichend; dabei heiBt
y = f(z), z € D, in D genau dann streng monoton wachsend, wenn aus 1 < x5 stets
f(x1) < f(z2) folgt; entsprechend heiBt y = f(x), z € D, in D genau dann streng
monoton fallend, wenn f(x1) > f(x2) fir z; < x5 gilt.

In Anwendungen bendtigt man meist stetige Funktionen. Das Bild einer in einem Inter-
vall stetigen Funktion einer Variablen kann gezeichnet werden, "ohne den Zeichenstift
absetzen zu missen". Dieser anschauliche Begriff kann wie folgt mathematisch exakt
eingefiihrt werden.

Zunachst nennen wir die Menge aller Punkte der Zahlengeraden, die von einem Punkt
z einen Abstand kleiner als eine positive Zahl p haben, eine p-Umgebung von z, in
Zeichen U,(z).

Eine Funktion y = f(z), © € D, heiBt an der Stelle x € D stetig genau dann, wenn es
zu jeder e-Umgebung von f(x) eine 5-Umgebung von x mit f(Us(x)N D) C U:(f(x))

gibt (Abb. 1).

Abb. 1 L

Gilt fiir eine Folge mit Gliedern x;, € D, dass sie gegen = konvergiert, dann strebt die
Folge der Funktionswerte gegen f(z) : f(zx) — f(2).

Eine Funktion f heiBt genau dann in U C D stetig, wenn sie in jedem Punkt von U
stetig ist. Sagt man gar, dass f stetig ist, dann ist f in jedem Punkt des Definitions-
bereiches D stetig.

Diese Definitionen werden gleichlautend fiir Funktionen mit mehreren Variablen ausge-
sprochen, wobei sich "Umgebung" nicht mehr auf die Zahlen- gerade, sondern auf den
Raum der (unabhangigen) Variablen bezieht. In unserem Beispiel N = N(U,I) =U -1
ist eine -Umgebung eine Kreisscheibe der U, I-Ebene.

Eine Funktion f, die in einem abgeschlossenenﬂ Intervall I (oder beschrankten abge-
schlossenen GebietED stetig ist, nimmt dort ihr Maximum und ihr Minimum an, d.h.,
dass fiir die Menge der Funktionswerte, fiir den Wertebereich f(7), Maximum max f(x)
Tre
und Minimum ml}lf(sc) existieren.
re

Dariiber hinaus nimmt sie jeden Wert zwischen Maximum und Minimum an wenigstens
einer Stelle von I an (Zwischenwertsatz).

!Diese Voraussetzung ist unentbehrlich, denn die Funktion y = cot z ist im offenen Intervall (0, n)
stetig, sie besitzt dort aber weder ein Maximum noch ein Minimum.

2Bei einem Gebiet G gehort mit einem Punkt auch eine Umgebung von ihm zu G, und je zwei Punkte
von G kénnen durch einen in G liegenden Streckenzug verbunden werden.
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Eine Funktion y = f(x) heiBt an der Stelle = eines offenen Intervalls des Definitions-
bereiches genau dann differenzierbar, wenn der Grenzwert

flz+h) - =)

,
B0 h
existiert. Der Grenzwert wird mit dj;(f) = f'(x) bezeichnet und Differentialquotient

oder erste Ableitung an der Stelle x genannt.

Aus der Existenz der ersten Ableitung an der Stelle = folgt die Stetigkeit der Funktion
f an dieser Stelle. Die Funktion f ist an allen Stellen x definiert, in denen y = f(x)
differenzierbar ist.

Die Funktion y = f(x) heiBt genau dann an der Stelle x stetig differenzierbar, wenn
y' = f(z) dort stetig ist.

SchlieBlich erhalten wir die (n + 1)-te Ableitung an der Stelle x als Differentialquotient
der n-ten Ableitung £ (n = 1,2, ...), seine Existenz vorausgesetzt.

Die Bilder zweier Funktionen y = f(z) und y = g(x) beriihren sich an der Stelle
von (wenigstens) (n + 1)-ter Ordnung, falls in einer Umgebung U von x(n + 1)-te
Ableitungen existieren und f(z) = g(z), f'(z) = ¢'(2), ..., fOD(z) = gD (z),
n >0, gilt.

Je groBer n ist, um so besser wird eine der Funktionen von der anderen in der Umgebung
U von z angenahert. Beide werden gemaB der Taylorentwicklung® von f an der Stelle
x + h von einem Polynom n-ten Grades angenahert.

! (n)
ﬂx+®=f@%rq?h+m+fngM”+&@ﬁ)
B fO (@ +6n)
Ry(xz,h) = ) +1

R, (x,h) ... Restglied von Lagrangeﬂ (0<0< l)ﬂ

Fir n = 0 erhalten wir die charakteristische Beziehung des Mittelwertsatzes der Diffe-

rentialrechnung
fle+h) - f(z)
h

die rechte Seite kdnnen wir als Anstieg einer Sekante deuten, die linke Seite als Anstieg
der Tangente in einem Zwischenpunkt (Abb. 2a).

f'(z+0h) =

y y=1fix} x x= "yl
1
[x x+on x+h X 7 ]
Abb. 2 o b)

3Brook Taylor (1685-1731).

“Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

®Wegen dieser Bedingung kann @ + h Randpunkt von U sein, wenn f dort wenigstens noch stetig
ist.
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Aus dem Mittelwertsatz erhalten wir noch folgende wichtige Aussage: Wenn in einem
offenen Intervall f’ stets positiv (negativ) ist, dann ist f streng monoton wachsend
(fallend), und die Umkehrfunktion f~! besitzt dort die erste Ableitung (vgl. Abb. 2a,
b)

dx -1 -1 1

G =W = ) =
Werden bei einer Funktion von mehreren Variablen bis auf x; alle Variablen konstant
gelassen, so erhalt man eine Funktion einer Variablen, auf die sich die Begriffe der
Differentialrechnung anwenden lassen. Die Differentialquotienten werden dabei partielle
Ableitungen genannt und fir y = f(x1, ..., 2,) mit

of(x1, ...,y
foi(x1, oy xp) = I/ 1&1: )

bezeichnet. Auch hier kdnnen héhere Ableitungen gebildet werden, wobei "gemischte"
Formen, d. h. Ableitungen nach verschiedenen Variablen, auftreten kénnen. Beispiels-
weise gilt beziiglich gleichméaBig beschleunigter Bewegungen (alle moglichen konstanten
b beriicksichtigend)

Os os 1,

a—bt, %—it,

Ps_, s _ s s
o2 7 otdb oot b2

Die Ubereinstimmung von zweiten Ableitungen driickt die Moglichkeit der Vertauschung
der Differentiationsreihenfolge aus.

Die genauen Bedingungen dafiir enthalt der folgende Satz, der von H. A. Schwarz
(1843-1921) bewiesen wurde: Sind in einem Gebiet f, ., fa,, fz,2, Stetige Funktionen,
dann existiert auBerdem f, .. in G, wobei fi.. = fiz, gilt;

Auch die Taylorsche Formel besitzt eine Form fiir Funktionen von mehreren Variablen.
Wenn wir die Existenz und Stetigkeit der vorkommenden Funktionen in einer Kreisschei-
be voraussetzen, dann hat der Formelanfang speziell fiir Funktionen zweier Variablen
die Gestalt

hy ho h?
f(I + hlay - h2) = f(x>y> + ?fm(ajay> + ny<$,y> + gfm(l’,y)

2h1hg h3

+ foy(xay) + ??fyy(xay) + ..

Falls wir den Prozess des Ubergangs von einer Funktion y = f(x) zu ihrer ersten
Ableitung umkehren wollen, stellen wir die Frage, ob es eine Funktion y = F'(x) mit
F'(x) = f(x) gibt; y = F(x) heiBt eine Stammfunktion von y = f(x).

Von groBer Bedeutung ist die Tatsache, dass sich alle Stammfunktionen einer gege-
benen Funktion f(z) nur um eine additive Konstante unterscheiden. Zum Begriff der
Stammfunktion kann man auch lber die Flacheninhaltsbestimmung gelangen: Der In-

halt
b

/f(a:)da:

a




Begriffe und Aussagen aus der Differential- und Integralrechnung

der in Abb. 3 schraffierten Fliche, wobei unterhalb der z-Achse gelegene Teile als
negativ angesehen werden, heiBt bestimmtes (RiemannschedP))) Integral; es existiert,
wenn y = f(x) stetig ist.

Das bestimmte Integral

als Funktion der oberen Grenze ist eine Stammfunktion von y = f(x). Folglich gilt fur
eine beliebige Stammfunktion F' einer auf dem Intervall [a, b] stetigen Funktion f

b
F(z)l; = F(b) = F(a) = [ f(z)de

Somit erweist sich fiir die meisten Anwendungen die Kenntnis der ersten Ableitung von
elementaren Funktionen als unentbehrliches Hilfsmittel; u.a. wird die Beherrschung der
Formeln[]

d(axP? de”® dlnzx 1
— p_l _— = x = —
dx wr dx € dx x’
dsin x dcos x ) darcsin x 1
= COST — —ginx —
dx ’ dx ’ dx 1 — 33'2,
darctan z B 1 darccos x B 1 darccot x B 1
dx 1422 dx /1 =22 dx 1422

erwartet. Gute Dienste leisten auch die allgemeineren Regeln
/ / / / / / u\’ u'v — uv'
(utv) =u +, (v-v) =u'v+u, <>:2
v v

Die Ableitung einer mittelbaren Funktion y = f(x(t)) fihrt zur Kettenregel

dy dy dx

dt  dr dt

Als Folgerung aus dieser Regel bzw. der Regel fiir ein Produkt uv erhalt man

/f(x)d:z: = /f(x) . Cj;dt (Substitutionsregel)

®Bernhard Riemann (1826-1866)
"Fiir eine natiirliche Zahl p darf z eine beliebige reelle Zahl sein; fiir beliebige ganze Zahlen p muss
x = 0 ausgeschlossen werden. Fiir reelle Zahlen p ist > 0 vorauszusetzen.

10
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bzw. .
/uv’daz = uv — /u’vdx (partielle Integration)

Die Kenntnis obiger Formeln gestattet uns beispielsweise, aus der Gleichung ¢y = €*
auf y = e” + ¢ zu schlieBen. Die Angabe einer Stammfunktion ist die Losung einer
Differentialgleichung erster Ordnung

g(z,y,y) =0

fir eine gesuchte Funktion y = f(z); eine Differentialgleichung zweiter Ordnung hat-
te das Aussehen g(z,y,vy’,y”) = 0. Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung
besitzt die Gestalt

Y + a(x)y + b(z)

=0
Mitunter werden gleichzeitig n Funktionen y; = fi(z),...,yn = fu(x) gesucht, die
Losungen eines linearen Differentialgleichungssystems

Yi = an(v)y1 + ... + an(x)yn + b1 ()

. «
Y, = a1 ()91 + - + (@) + () )
y=kxr—a

sind. Hierfiir gibt es folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz:

Sind die Funktionen a;; = a;j(x), b, = by(z) im Intervall (a,b) stetig, dann gibt es
zu gegebenen Zahlen xy € (a,b) und 7, ..., n, genau eine Losung y1 = f1(x), ...,y =
fn(z) mit dem Definitionsbereich (a,b), fir die fi(zo) = m, ..., fu(zo) = Ny und (*)
gilt.

Neben den bisher betrachteten gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es partiel-
le Differentialgleichungen; sie enthalten partielle Ableitungen von gesuchten Funktio-
nen mehrerer Variablen. Beziiglich aller weitergehenden Fragen, speziell nach weiteren
Existenz- und Eindeutigkeitssatzen sowie nach Losungsmethoden verweisen wir auf Bii-
cher zur Theorie der Differentialgleichungen, etwa auf [10].

0.2. Begriffe und Aussagen aus der linearen Algebra und
analytischen Geometrie

Vektoren des Raumes werden wir stets durch gerichtete Strecken veranschaulichen,
wobei parallelgleiche gerichtete Strecken zu ein und demselben Vektor gehdren (Abb.

4).
Abb. 4,5 }/9:/ a V

Andererseits kann jeder Vektor durch eine gerichtete Strecke mit einem festen Anfangs-
punkt dargestellt werden; Scharen von solch gerichteten Strecken, von Ortsvektoren,

11
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eignen sich gut zur Beschreibung von Kurven (Abb. 5).

Bei der Anwendung von Vektoren wird haufig mit ihnen gerechnet. Hinsichtlich ihrer
Addition sind Assoziativitdt und Kommutativitat

(a+b)+c=a+(b+¢) : a+b=b+a

sowie ihre eindeutige Umkehrbarkeit. Zu gegebenen Vektoren a, b gibt es genau einen
Vektor r mit a + ¢ = b besonders wichtig. Hieraus erhalt man unter anderem die
Existenz und Eindeutigkeit des Nullvektors o mit

at+o=a
Fir alle Vektoren a und des Entgegengesetzten —a fiir jeden Vektor a
—ata=o

Daneben gibt es die Vervielfachung mit reellen Zahlen. Veranschaulichen wir die Vekto-
ren a und xa durch gerichtete Strecken mit dem gemeinsamen Anfangspunkt O, dann
liegen ihre Endpunkte mit O auf einer Geraden (Abb. 6).

Xa

Abb. 6 ¢

Fir beliebige Vektoren a, b und reelle Zahlen x, y gilt
l-a=a, (xy)a = x(ya), (x +y)a = za+ ya, z(a+b) =za+ zb

Somit besteht za = o genau dann, wenn = = 0 oder a = o ist. Wegen (—1)a = —a
gilt auBerdem’
(—z)a = z(—a) = —(za)

Folglich ergibt xa = ya fir a # o stets © = y. Allgemeiner gilt: Sind a, b, ¢ nichtkom-
planare Vektoren, dann gibt es zu jedem Vektor v reelle Zahlen z,y, z mit

v =xa+yb+ zc

(v als Linearkombination von a, b, ¢), und aus v = 2’a + y'b + 2/c folgt 2/ = x,y =
y, 2" = z (Koeffizientenvergleich).
Deshalb wird das Tripel (a, b, ¢) eine Basis genannt. Andererseits folgt aus xa+yb+zc =
da+y'b+ 2

(z—2Na+(y—y)b+(z—2)c=0
Der obige Satz vom Koeffizientenvergleich ist somit gleichwertig mit der eindeutigen
Linearkombination des Nullvektors mit Nullen

Ta+yb+zZc=0=>a2=79=2=0

die die lineare Unabhangigkeit der Vektoren a, b, ¢ ausdriickt.

12
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Offenbar gibt es verschiedene Basen des Raumes. Sind (ai,as,a3) und (af,a},a})
zwei Basen des Raumes, dann mochte man mitunter die Koordinaten ), ), x4 eines
beliebigen Vektors v beziglich der Basis (a7, a5, a5) aus den Koordinaten 1, xa, x5 des
Vektors v beziiglich der Basis (a1, as, as) berechnen.

Das gelingt, wenn man die Vektoren a; als Linearkombinationen der Vektoren a). kennt:
Aus

/ ! ! ! ! !/
a4 =) apdj, und 101 + To0y + 1303 = 0 = Ta] + Ty + T303
k

folgt nach dem Einsetzen und dem Koeffizientenvergleich
/
Ty = T1a11 + T2a21 + 3031
/
Ty = T1Q12 + T2G22 + T3a32
/
Ty = T1013 + T2A23 + T3a33
oder - in Matrizenschreibweise -
N AN '
(xla Lo, LIZ3) — (Ih X9, x3)<azk})

dabei ist die Determinante der Koeffizientenmatrix (a;;) von Null verschieden: |(a;)| #
0.

Wir erinnern daran, dass verkettete Matrizen (a;x) und (b;x) (Anzahl der Spalten der ers-
ten Matrix gleich Anzahl der Zeilen der zweiten) als Produkt eine Matrix (c;x) besitzen,
wobei ¢;; Produkt aus dem i-ten Zeilenvektor von (a;;) und dem k-ten Spaltenvektor
von (b;) ist:
Cik = Z airbrk
s

Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ. - Beispielsweise gilt

2 —1 1 5y [(2-1+(-1)4 2-54+(-1)6\ (-2 4
3 1 4 6 ) 3-1+1-4 3-5+1-6 /) 7 21
Offenbar ist

’2—1

3 1W‘iE‘ZV'P—%—UPU»6—4BM:—m

-2 4
7 21

Fir die Determinanten verketteter quadratischer Matrizen gilt allgemein folgender Mul-
tiplikationssatz

|:@4ﬂ1—?4:—m

|air|bir| = [(air)(brk
Die Berechnung einer Determinante kann stets durch Entwicklung nach einer Zeile oder
Spalte erfolgen; z. B. gilt

2 3 9
8 —5 39 3 9

-1 8 -5 :2| ‘—QJw ‘+0w ‘
0 4 6 —4 6 —4 6 8 —5

13
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Bekanntlich lassen sich Matrizen mit reellen Zahlen vervielfachen und - gleicher Typ
vorausgesetzt - addieren, was am Beispiel erlautert sei:

9 2 -1 5\ (22 2-(-1) 25\ (4 -2 10
3 4 1) \2-3 2-4 2-1) \6 8 2
2 -1 5 n 15 2)\ 2+1 —-1+5 5+2)\ (3 4 7
3 41 21 -9 ) \34+(-2) 441 1-9) |15 -8
Hinsichtlich der Addition und Vervielfachung gelten die gleichen Regeln wie fiir Vek-
toren. Im Zusammenhang mit der Matrizenmultiplikation besteht Distributivitat: (A +

B)C = AC+BC und A(B+C) = AB+ AC; es miissen beide Gleichungen angegeben
werden, da die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist.

Durch "Spiegelung an der Hauptdiagonale" ergibt sich die Transponierte (a};) einer
Matrix (a;x); es gilt aj, = ag;. Mit der Bezeichnung (a;,)? := (a},) haben wir

A+BT=AT+B" |, (zA)T =zAT
(AB)" =B'A" | |AT|=A|

Jeder Vektor a, der durch die gerichtete Strecke ]@ veranschaulicht wird, besitzt als
seinen Betrag |a| die MaBzahl des Abstands von P und @) beziiglich einer Langeneinheit.
Der Vektor ¢ heiBt Einheitsvektor genau dann, wenn |e| = 1 ist. Allgemein gilt

|za] = |z[a]

. a . . .
Im Falle a # o ist a” := Tl ein Einheitsvektor.
a
Fir Vektoren lassen sich die Relationen || und L iiber die entsprechenden Relationen
fir gerichtete Strecken einflihren; der Nullvektor sei zu allen Vektoren parallel und senk-
recht. Jeder Vektor v kann beziiglich eines Vektors a # o in eine Parallelkomponente
v, und eine Normalkomponente b1 zerlegt werden; dabei gilt (Abb. 7)

ba || @, b L a, b =0, + 0
Abb. 7 “©

Unter dem Skalarprodukt ab zweier Vektoren a, b versteht man die Zahl

ab — 0 fira=o0oder b =0
| |a||b| cos Z(a,b) sonst

Aus dieser Definition liest man ab: Es gilt ab = 0 genau dann, wenn a L b ist. Die
grundlegenden Eigenschaften des Skalarproduktes sind

aa >0 fira#o , ab = ba

t(ab) = (ta)b : (a4 b)c =ac+ be

14
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fur alle Vektoren a, b, ¢ und reelle Zahlen ¢. Wegen aa = |a||a| > 0 gilt
la| = Vaa

Diese Formel wird haufig angewandt. Fiir die Berechnung des Skalarproduktes erhalten
wir aus seinen obigen Eigenschaften:

Sind 1i,j, ¢ paarweise senkrechte Einheitsvektoren (orthonormierte Basis) und ist u =
xi+ vy + 28, v = Ti+ gj + Z¢,dann gilt

up =z + yy + 22

Das Tripel (i,j,¢) wird im folgenden als (orientierendes) Dreibein vorausgesetzt, d.
h., dass (i,j, ) nicht nur ein System paarweise senkrechter Einheitsvektoren darstellt,
sondern auch ein Rechtssystem; bei der Drehung von i in j um 90° soll € in Fortbewe-
gungsrichtung einer Rechtsschraube zeigen.

Das Vektorprodukt oder (vektorielle) Kreuzprodukt der Vektoren a und b ist ein Vektor
mit folgenden Eigenschaften:

la x b] = |a||b|sin Z(a, b) : axblab
und im Fall |a x b| # 0 ist a, b, a x b ein Rechtssystem.
Hieraus erhalten wir a x b = 0 genau dann, wenn a || b ist. AuBerdem ist
ixj—t jxt—=i jxi—=j,  aber jxi=—f usw.

Sind z,y, 2z bzw. Z, ¢, Z die Koordinaten von a bzw. b beziiglich der Basis (i, j, ), dann
gilt

i g ¢
axb=|z y z
T Yy z
Die wichtigsten Rechenregeln sind
axb=-bxa, z(a x a) = (ra) x b, ax(b+c)=axb+axc

Offenbar ist |a x b| MaBzahl des Flacheninhalts des von a, b aufgespannten Parallelo-
gramms (Abb. 8a).
Spannen a, b, ¢ einen Spat auf (Abb. 8b), dann ist (ax b)c wegen (ax b)c = (axb)cgxp
bis aufs Vorzeichen gleich der MaBzahl des Spatvolumens. Deshalb wird fiir beliebige
Vektoren a, b, ¢

abc := (a x b)c

Spatprodukt genannt. Es gilt

arh

4
1.81sin « (o, &)
Lars

Abb.8 @ :
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aq b1 C1
abc = D(a,b,ac) :=| ay by ¢
az by c3

wobei die Spaltenvektoren die Koordinaten von a,b und ¢ enthalten. Die Vektoren
a, b, ¢ sind genau dann komplanar (linear abhangig), wenn abc = 0 ist. AuBerdem gilt

(axb)e=a(bxc)

Der Vektor (a x b) x ¢ steht auf a x b senkrecht und ist folglich eine Linearkombination
von a und b nach dem Entwicklungssatz sind die Koeffizienten Skalarprodukte:

(a x b) x c=—a(bc) + b(ca)

Jeder Vektor a des Raumes kann als Verschiebung gedeutet werden; das Bild P’ eines
Punktes P geben wir folgendermaBen an:

P=P+a

Diese Schreibweise ist vor allem deshalb zweckmaBig, weil entsprechende Koordinaten
addiert werden. Gilt beispielsweise P = (3,—2,5) und a = (2,1, —4), dann ist P’ =
Pta=(3+2-2+1,5-4)=(5-1,1).

Umgekehrt ist a = (5 — 3,—1 — (—2),1 — 5), so dass wir gelegentlich den durch 1_515)’
bestimmten Vektor v(PP’') mit P’ — P oder t/ — v (¢/, v Ortsvektoren von P’ bzw. P)
bezeichnen. AuBerdem gilt stets

(P+a)+B=P+(a+0b)
Eine Gerade durch P mit dem Richtungsvektor a besitzt die Parametergleichung
X =P+ ta, teR
Die von a,b (}f a) aufgespannte Ebene € durch P wird mittels
X =P +ua+vb, u,v € R

beschrieben. Ohne Parameter kann die Ebene £ mit Hilfe eines zu ihr senkrechten
Vektors s durch

(X=P)s=(qx—p)s=0
charakterisiert werden; dabei wird s ein Stellungsvektor von ¢ genannt, im Fall |s| = 1

auch Normalvektor von ¢.
Sollen z.B. die gemeinsamen Punkte der Geraden

(x,y,2) = (1,0,2) + t(1,1,1)

und der Ebene durch die Punkte A = (2,1,0), B =(—1,1,4), C = (0,2, 3) ermittelt
werden, dann konnen wir eine Parametergleichung fiir € 4gc mit Hilfe von B — A und
C — A aufstellen:

('raya Z) = (27 17 O) + u(_3707 4) + U<_27 173)
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gleichsetzen:

1 1 2 -3 -2
O+t 1 |=111+4u 0 +v 1
2 1 0 4 3

und durch Koeffizientenvergleich das lineare Gleichungssystem

t+3u+2v=1
t—v=1
t—4u —3v = -2

erhalten. Mit Hilfe des Kreuzproduktes lieBe sich aber auch eine parameterfreie Glei-

chung erhalten:

[(z,y,2) — (2,1,0)](=4,1,-3) =0
Einsetzen fiihrt tGber

(t—1,t—1,t+2)(—-4,1,-3)=0

zu dem "Gleichungssystem" mit einer Gleichung
6t+3=0

Die Bestimmung der gemeinsamen Punkte zweier Ebenen kann zu einem linearen Glei-
chungssystem mit drei Gleichungen und vier Unbekannten oder drei Gleichungen mit
zwei Unbekannten fiihren. Solch Gleichungssystem kann stets als Matrizengleichung
geschrieben werden:

al ... Qip tl bl

Aml - Qmn t, b,

kurz als At = b. In dieser Form lassen sich die Losbarkeitsbedingungen am ubersicht-
lichsten formulieren. Dabei heift A Koeffizientenmatrix,

ailp ... Qip bl

Am1 .- Amn bm

erweiterte Koeffizientenmatrix und t (gesuchter) Losungsvektor.

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilenvektoren einer Matrix B heiBt deren
Rang p(B); p(B) ist auch gleich der maximalen Anzahl linear unabhangiger Spalten-
vektoren von B.

Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn p(A) auch Rang der erwei-
terten Koeffizientenmatrix ist. Im Falle b = o (homogenes Gleichungssystem) ist das
stets der Fall; eine Losung ist die triviale Losung t = o.

Aus At; = o und Aty = o folgt fiir eine Linearkombination t = Ait; + Aoty

At = N\ At + LA, =0
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d. h., dass alle Lésungen einen Vektorraum bilden; er hat die Dimension n — p(A). Da
wir aus Aty = b und At =0 bzw. At; = b

A(f() + t) =Aty)+At=0>0 bzw. A(tl — to) =Afy — Aty =o

erhalten, ist {ty +t: At = o} die Menge aller Lésungen des inhomogenen Gleichungs-
systems At = b mit der partikularen Loésung ty. Ist A dabei eine quadratische Matrix
mit |A| # 0, dann gilt p(A) = n, und t = A~ 'b ist die eindeutige Losung.

Gerade und Ebene werden durch lineare Gleichungen oder Gleichungssysteme beschrie-
ben. Das trifft auf Kreis und Kugel nicht mehr zu. In der x — y-Ebene hat der Kreis
k(0,7) mit dem Ursprung als Mittelpunkt und dem Radius r die Gleichung

242 =2

die im Raum eine Kreiszylinderflaiche kennzeichnet (Abb. 9).

z

Abb. 9

Fir den Kreis kann auch eine Parameterdarstellung angegeben werden:
P =0+ rcosti+ rsintj

Hier ist aber nicht zu erkennen, dass wir mit einer Gleichung zweiten Grades auskom-
men. In der analytischen Geometrie kann man sich eine Ubersicht iiber alle Kurven und
Flachen mit solchen Gleichungen verschaffen.

Durch Wabhl eines geeigneten Koordinatensystems (Hauptachsentransformation) erhalt
man, wenn man die Koordinaten mit z, ..., x,, bezeichnet, zunachst zwei Moglichkeiten
fur die Gleichung (mit A; # 0):

Mt + .+ A +a" =0
(dabei ist der Ursprung Mittelpunkt) oder
Alx% + ...+ )\pxi + 2a,417p41 =0

Die Fallunterscheidung wird nun fir n = 2 (Kurven in einer Ebene) und fir n = 3
(Flachen im Raum) durch die Auflistung der moglichen Koeffizienten verfeinert. Unter
der Voraussetzung a* # 0 setzen wir fir 1 <i < p

a2 ==X\ :a*fir =\ :a* >0

7
a;? =\ s a* fiir \j:a* >0

sonst einfach a[2 = \; fir \; > 0 und a[2 = —\; fur \; <O.
Es gibt folgende Moglichkeiten, wenn wir wieder x, y, z statt x1, x9, 3 und a, b, ¢ statt
ai, as, as schreiben:
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n = 2 Kurven in der Ebene

p Gleichung Kurve oder Entartung Abb.
2 2—3 + Zé—j =1  Ellipse (fir a = b Kreis)

5 :‘é—; =1  Hyperbel
2

_Tr _ yj — %]
2(12 262
Zih-0 {0}
‘;—z — :‘é—; =1 Paar sich schneidender Geraden
2
1 5=1 Parallelengeradenpaar
—o =1 o
p Gleichung Kurve oder Entartung Abb.
1 i—z =0 Gerade (Doppelgerade)
\
2
Iy +2by = 0 Parabel
n = 3 Flachen im Raum
p Gleichung Kurve oder Entartung Abb.

2

3 L4 %42 —1 Ellipsoid (fiir a = b= ¢ Kugel)

C

2y + 43 — 5 =1 einschaliges Hyperboloid '
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p Gleichung Kurve oder Entartung

3 —2—2 — %2 + %2 =1 zweischaliges Hyperboloid
R o
s R R
et + yé + £ 0 {0}
a2 b2 2 =

L+4% —% =0 Kegel (a = b Rotationskegel)

M
[N

CBOG (0

2 L4+ h=1 elliptischer Zylinder
4‘/I
2—; — %—j = 1 hyperbolischer Zylinder
2
2 5 -5l @
2 2
L+ 4% =0 Gerade (z-Achse)
gé — ?g—j =0 schneidendes Ebenenpaar
A

z’ + %—z + 2cz =0 elliptisches Paraboloid
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p Gleichung

2 2
2 L -5 +22=0

a?

Sk
I
o

24 2by =0

Kurve oder Entartung

hyperbolisches Paraboloid

Parallelebenenpaar
%]

Doppelebene

parabolischer Zylinder

Abb.

21



1.1 Kurve und Parameterdarstellung

1 Kurventheorie

1.1 Kurve und Parameterdarstellung

Urspriinglich waren Linie und Flache Begriffe, die bei der Betrachtung der Gegenstande
der Umwelt durch Abstraktion gewonnen und fiir die Herstellung von Gegenstanden
mit gewlinschtem Aussehen bendtigt wurden.

Als spezielle Linien und Flachen wurden beispielsweise gerade Linien und ebene Flachen
eingefiihrt. Das konnen wir in den Elementen des Euklid (365 7-300 v.u.Z.) beobach-
ten; fur den Umgang mit diesen Begriffen in der Praxis werden in den sogenannten
Definitionen folgende Beschreibungen angegeben:

Ein Punkt ist, was keine Teile hat.

Eine Linie breitenlose Lange.

Die Enden einer Linie sind Punkte.

Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten auf ihr gleichmaBig liegt.
Eine Flache ist, was nur Lange und Breite hat.

Die Enden einer Flache sind Linien.

Eine ebene Flache ist eine solche, die zu den geraden Linien auf ihr gleichmaBig liegt.

.. (Vgl. [6], S. 1)

Im Geometrieunterricht an unseren Schulen werden Geraden und Ebenen als undefinier-
te Begriffe benutzt. Spater werden einige spezielle Kurven wie Kreis, Parabel, Ellipse
und Hyperbel erklart und mehr oder weniger ausfiihrlich behandelt.

Eine brauchbare Definition des Begriffes Kurve, wie wir statt Linie sagen, ist keineswegs
einfach. Die anschauliche Version "Bahn eines Punktes"

P=P(), t<t<t (1)

d. h. eine Abbildung einer Strecke der Zeitachse in den Raum, ist noch zu allgemein.
In Abb. 16 ist zu sehen, wie eine Strecke auf eine Strecke (Abb. 16a), auf einen Punkt
(Abb. 16b), genauer: auf die einelementige Punktmenge {A’}, bzw. wie eine offene
Strecke auf eine Gerade projiziert werden kann (Abb. 16c¢).

<f B <

Abb. 16 ¢ ¢)

Neben diesen Abbildungen einer Strecke kdnnen weitere Beispiele angegeben werden,
die mit unseren Vorstellungen von einer "Bahn eines Punktes" nicht zu vereinbaren
sind. So lasst sich eine Strecke, die wir als Intervall [0, 1] einer Zahlengeraden ansehen,
eineindeutig auf ein Einheitsquadrat abbilden:

Jedem Punkt Z der Strecke (Abb. 17a) entspricht eine reelle Zahl z; dieser Zahl ordnen
wir im Fall z # 0 einen Dezimalbruch zu, wobei wir das eindeutig tun kénnen, indem
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wir statt der endlichen Dezimalbriiche wie z.B. 0,2 Dezimalbriiche mit der Periode 9
(im Beispiel 0,199...) verwenden:

Z —2=0,2129...2p...

}
{
|
|
| |
o | R i S

Abb. 17 ¥ H

Dem Dezimalbruch 0, z1z5... ordnen wir ein Paar (x,y) von reellen Zahlen zu, indem
wir Ziffernkolonnen bilden, bei denen einzig die letzte Ziffer von 0 verschieden ist,
und aus den Kolonnen mit ungerader bzw. gerader Nummer zwei neue Dezimalbriiche
xr = 0,x123... und y = 0, y15... bilden; beispielsweise erhalten wir aus

z = 0,350810020004076009...
die beiden Dezimalbriiche
x = 0,30800207009..., y = 0,5100046...

Dem Paar (x,y) entspricht ein Punkt Z" im Einheitsquadrat der x, y-Koordinatenebene
(Abb. 17a). Indem wir noch z = 0 dem Paar (z,y) = (0,0) zuordnen, erhalten wir
eine eineindeutige Abbildung der Einheitsstrecke auf ein Einheitsquadrat.

Offenbar kann man analog eine Einheitsstrecke auf einen Einheitswiirfel eineindeutig
abbilden (Abb. I7b). Wir bemerken, dass sich eine Strecke sogar eineindeutig der Menge
aller Punkte des Raumes zuordnen |asst.

Die Abbildungen in den letzten Beispielen sind nicht stetig. Wir kénnen sie ausschlieBen,
wenn wir unter Kurve eine "verbogene Strecke" verstehen, d.h. das Bild einer Strecke
bei einer Abbildung ¢, bei der es fiir jeden Punkt X der Strecke eine Umgebung U(X)
gibt, in der  eineindeutig ist (Abb. 18), und beider fiir jedes "GenauigkeitsmaB" ¢ > 0
in der Strecke jeder Punkt X eine Umgebung U mit ¢(U) C U.(p(X)) besitzt (Ste-
tigkeit von ¢) und umgekehrt (Stetigkeit von = 1).

Fir differentialgeometrische Untersuchungen ist diese Erklarung auch noch zu allge-
mein; die notwendige Spezialisierung setzt den Begriff des Tangentenvektors voraus

(Abb. 19):
Z Plty) ? Pit)
g alty) «lt)
Abb. 18,19
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Um einen solchen Vektor in Py = P(ty) zu erhalten, betrachten wir einen benachbarten
Punkt P = P(t) und bilden

o(FPP) _ e(t) —x(to) _ (x(ﬂ —a(to) y(t) —ylto) 2(t) — Z(to))

t—ty  t—1 t—ty = t—ty = t—tg

Existiert lim w d.h., dass
t—to 0

(t) — x(to) + i V) —y(to) 5 lim
I A :

T = lim

die erste Ableitungﬁ samtlicher Koordinatenfunktionen, vorhanden sind, dann wird
: () —(t) . .
P(ty) = lim BT (@(t), y(t), (1) (2)

Tangentenvektor genannt. Entsprechend sind

Plao) = g O — o, o). 20 ©)
B(to) = tim T TP _ iy ), 0 (4)

t—to t— 1o

erklart. Wenn P(t), P(t), P (t) existieren und stetig sind, wird P = P(t) dreimal stetig
differenzierbar genannt.

Diese Begriffe gestatten nun, die fiir die spateren Ausfiihrungen entscheidende Erkla-
rung bezlglich des Kurvenbegriffes auszusprechen; als Variable benutzen wir weiterhin
t, wobei in t € I durch I ein Intervall reeller Zahlen gekennzeichnet wird; wird kein
Intervall angegeben, so variiert ¢ auf der Menge aller reellen Zahlen oder einem (evtl.
friher angegebenen) Intervall.

Definition. P = P(t), t € I, heiBt (zulassige) Parmeterdarstellung eines Kurvenstiickes
genau dann, wenn P = P(t) fir alle t € I wenigstens dreimal stetig differenzierbar ist
und P(t) # o gilt.

Beispiele

Abb. 20

(1.1) Gerade (Abb. 20): P(t) = P +ta, a # 0, t € R. Wegen P(t) = (x1 + tx,y1 +
ty, z1 + tz) gilt

P<t):(xvyaz):a7éo

J?(t) = (0,0,0) =0

P(t)=(0,0,0) =0

8Die Bezeichnung der Ableitungen einer Funktion mit Hilfe von °, " usw. geht auf Isaac Newton
(1642-1727) zuriick, der etwa gleichzeitig mit Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) die Infinite-
simalrechnung entwickelt hatte.
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1.1 Kurve und Parameterdarstellung

d.h., dass eine zulassige Parameterdarstellung vorliegt.

(1.2) Kreis (Abb. 21): P(t) = O+r costi+rsintj, r # 0. Aus P(t) = (rcost,rsint,0) =
0 + ©(t) folgt

P(t) = (—rsint,rcost,0) = —rsinti + r costj

P(t) = (—rcost, —rsint,0) = —rcosti — rsintj = —t(t)

P(t) = (rsint, —rcost,0) = rsinti — r costj

wegen P? = r2sin®t + r?cos?t = r? gilt P # o, so dass auch hier eine zulassige

Parameterdarstellung vorliegt.

Pt)

A
Abb. 2122 ~Z)

(1.3) Ellipse als Bild eines Kreises bei Parallelprojektion. Setzen wir ¢ := r und b :=
rcos a, dann gilt zunachst = rcost und y = cosa - (rsint) (Abb. 22), d.h.

P(t) = (acost,bsint,0) = O + a costi + bsintj
Somit erhalten wir
P(t) = (—asint,bcost,0) = —asinti + beost]

P(t) = (—acost, —bsint,0) = —acosti — bsintj
P(t) = (asint, —bcost,0) = asinti — bcost]

wobei P # o ist, denn aus P? = a?sin® t+b% cos? t = 0 folgte a?sin? ¢t = b% cos®t = 0,
sin?t = cos?t = 0 und schlieBlich sint = cost = 0 im Widerspruch dazu, dass sint = 0
nur fiir t = km und cost = 0 nur fir ¢t = § 4 km (k ganze Zahl) gilt.

(1.4) Schraubenlinie (Abb. 23). Da sich die Schraubenlinie auf einem Zylinder vom
Radius r befindet, fiir den die z-Achse die Zylinderachse ist, gilt x = rcost, y = rsint
und z = ht fir eine Konstante h # 0, d. h.

P(t) = (rcost,rsint, ht) = O + rcosti + r sintj + htt

2

~—

ZTh

Abb. 23 " v
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1.1 Kurve und Parameterdarstellung

Auch dieses Beispiel ist eine zulassige Parameterdarstellung, denn es gilt

P(t) = (—rsint,rcost, h) = —rsinti + rcostj + ht
P(t) = (—rcost, —rsint,0) = —rcosti — rsintj
P(t) = (rsint, —rcost,0) = rsinti — 7 costj

und
P?=r%sin®t 4+ r2cos®t + h2 =12+ h2 #£0, d.h.P o

Die Resultate P, P, P hatten wir rascher gewonnen, wenn wir die Differentiationsregeln
fir eine Summe bzw. bei einen; konstanten Faktor formal auf P(t) = P;+ta angewandt
hatten: P =a,P =0, P = 0.

Dieses Vorgehen wird durch die folgenden Regeln gerechtfertigt:
Fur konstante Funktionen P(t) = P, bzw. r(t) = a gilt P, = a = 0. Sind a = a(¢),
b="0(t), c=c(t), v =10(t), f = f(t), t = t(s) differenzierbar, dann gelten die Regeln

(a+by=da+b (Summenregel)
(fa) = fa+ fa (Produktregeln)
(ab) = ab + ab (Skalarprodukt)

(axby=axb+axb (Kreuzprodukt)

D(a,b,¢) = D(a,b,¢) + D(a, b, ¢) + D(a, b, ¢) (Spatprodukt)
ci’ (t(s)) = bji (Kettenregel)

Die Giiltigkeit der Regeln erhalten wir aus den entsprechenden Regeln der Differential-
rechnung. Beispielsweise gilt

(ab) = (a2 (1)bo(t) + ay ()by(t) + a=(t)b=(t))

= (a2 ()by + azby) + (ayby + ayb,) + (ab, + a.b,)

= (a5 ()b + ayb + a,b.) + (azby) + ayb, + a.b,) = ab + ab
)

d d cdtdt dt . dt
) = (Soaltlo), Jeplu(s)), S0 = (#5005 250 ) = 65

Wie die Beispiele (1.2) und (1.3) lehren, ist eine zuldssige Parameterdarstellung im
allgemeinen nicht eineindeutig. Beispielsweise gilt dort stets P(t + 27) = P(t).
Allgemein ist jedoch P(t) # o, d.h., dass fiir jeden Parameterwert ¢ wenigstens einer
der Funktionswerte (), §(t) bzw. Z(t) nicht verschwindet.

Es sei etwa @(t) # 0. Wegen der Stetigkeit von #(t) gibt es zu € := |@(t)| > 0 eine
Umgebung Us(t) derart, dass aus 7 € Us(t)

(1) — &(t)] < |2(1)]

folgt, dass & (7) zwischen 0 und 2- () liegt. Unter dieser Voraussetzung ist x(t) streng
monoton und somit P = P(t) eineindeutig. Insgesamt gilt der
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1.2 Bogenlinge

Satz 1.1. Es sei P = P(t) eine zuldssige Parameterdarstellung eines Kurvenstiickes.
Dann gibt es zu jedem Parameterwert ¢ eine Umgebung Us(t) derart, dass P = P(7)
fur 7 € Us(t) eineindeutig ist.

Eine zulassige Parameterdarstellung ist - anders ausgedriickt - im Kleinen umkehrbar
eindeutig.

Aufgaben

1. Man berechne P, P, P fiir die Parameterdarstellung einer Ellipse aus dem Beispiel
(1.3) mit Hilfe obiger Regeln und vergleiche die erhaltenen Ergebnisse mit den friher
erhaltenen Resultaten.

2. Ist P(t) = O + ti + at?j eine zulissige Parameterdarstellung der Parabel y = ax? ?

3*. Es sei P(t) = O + acoshti + hsinhtj.
2 2
a) Man zeige, dass die Hyperbelgleichung % + gl; = 1 erfillt ist.
a
Anleitung. Die Funktionen cosh (cosinus hyperbolicus) und sinh (sinus hyperbolicus)

sind definiert durch (vgl. Abb. 24)
Lot - Lot
cosht := 5(@ +e) : sinht := 5(6 —e ")

folglich gilt nach den binomischen Formeln cosh?t — sinh?¢ = 1.

ry fy=cosh x

Ty =sinh x

=Y

Abb. 24

b) Man berechne P, P, P und priife, ob eine zulissige Parameterdarstellung vorliegt.
Anleitung. Es gilt
d 1,

d 1
acosht:§(e —e), asinht: §(€t—|—6_t), cosh®t = 1+sinh®t > 1

und folglich P2 > b2 cosh®t > b > 0.

1.2 Bogenlange

Eine Parameterdarstellung eines Kurvenstiickes versetzt uns in die Lage, fir die Unter-
suchung seiner Eigenschaften analytische Hilfsmittel wie die Differential- und Integral-
rechnung einzusetzen. Andererseits besitzen Kurven die verschiedenartigsten Parame-
terdarstellungen. Neben der Darstellung

P(t) = O + acosti+ bsintj
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1.2 Bogenlinge

fiir eine Ellipse kann auch

12
P(t) =0+t +b\1 - —j —a<t<a
a

fir einen Ellipsenbogen gewahlt werden. In dieser Situation konnen wir Gefahr laufen,
eine "Besonderheit", einer Kurve festzustellen, die sich allein aus der gewahlten be-
sonderen Parameterdarstellung ergibt. Dieser Gefahr konnen wir entgehen, indem wir
uns auf einen ausgezeichneten, geometrisch erklarten Parameter, die Bogenlange, be-
ziehen,

An die Definition der Lange eines Bogens AB beziiglich einer Parameterdarstellung
P = P(t) mit A= P(a) und B = P(b) kénnen wir wie folgt herangehen (Abb. 25):

Abb. 25

Wir bilden alle Naherungspolygone PyP, P,...P,. Ein Naherungspolygon besitzt die Ei-
genschaft, dass die den Punkten Py, Py, ..., P, zugeordneten Parameterwerte g, t1, ..., t,
streng monoton geordnet sind:

a=ty <t <tag<..<t,=0b (5)

umgekehrt, bestimmt jede Zerlegung (5) ein Naherungspolygon PyP, P;...P,.
Bezeichnen wir die Zerlegung (5) mit Z und setzen wir v := v(P;_1 ), dann kénnen
wir die Lange [z des Naherungspolygons Py P P»... P, in der Form

n
Iz =) |vg]
k=1

angeben.

Die Wahl eines Zwischenpunktes P (vgl. Abb. 25) fiihrt nach der Dreiecksungleichung
- in Abb. 25 etwa |v1| < |0(PyP)| + v(PP1)| - zu einem Naherungspolygon groBerer
(evtl. auch gleicher) Lange. Somit wird man die kleinste obere Schranke, die obere

Grenze fur die Langen samtlicher Naherungspolygone als Lange l@ des Bogens AB

ansehen:

l@ ; sgp Iz
Notwendig und hinreichend fiir die Existenz der oberen Grenze ist fiir eine nichtleere
Menge reeller Zahlen die Existenz einer oberen Schranke. Wir wollen uns die geistreiche
Konstruktion eines Kurvenbogens ohne Lange versagen, jedoch die sogenannte Rektifi-
zierbarkeit”| bei zulassiger Parameterdarstellung beweisen: Gilt P(t) = (x(t), y(t), 2(t)),

9Rektifizierbar heiBt sinngemaB streckbar. Nicht rektifizierbare Bogen befinden sich z.B. auf der von
Kochschen Kurve (vgl. [B]).
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1.2 Bogenlinge

dann koénnen wir die Koordinaten von v, nach dem Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung ausdriicken:

(te — te—1)2(&k), b1 < & <ty
(tr — th—1)y(nn), tp—1 < & <ty
(tr — th—1)2(C), b1 < & <ty

x(tk) — x(tkfl)
y(tr) — y(tr-1)
Z(tk) — Z(tk_l)

Als stetige Funktionen nehmen &,y und Z auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] ihr
Maximum und ihr Minimum an; mit der Konstanten K := max(max &, max f/, max 2)

gilt
|P| = |(3,9,2)] = a2+ 92 + 22 < KV3

fur ¢t € [a, b]. Es folgt
t2 = 3 Ioel = 3 IG6(€0) 500e). 2G)| < KV S (1 — i) = KV =) (9

d. h., dass P = P(t) rektifizierbar ist[[]
Die Formelzeile (6) fihrt zu der Vermutung

b
L— = [|Pldt 7
a5/ ™)

die auch bewiesen werden kann; wir verzichten hier darauf.
Die Anwendung von (7) ergibt im Fall des Kreises (vgl. Beispiel (1.2)) mit a = 0 und

b = 2n dessen Umfang
27

/rdt = 27r
0
und im Fall der Schraubenlinie

2
/ V12 + h2dt = 2nvr? + h?
0

Dieses Resultat erhalten wir elementargeometrisch, wenn wir den Zylindermantel mit
der Schraubenlinie in eine Ebene abwickeln: das fragliche Kurvenstiick geht in die Hy-
potenuse eines rechtwinkligen Dreiecks lber, dessen Katheten die Langen 277 und
2rh (Ganghdhe) besitzen; nach dem Satz des Pythagorad!l| erhalten wir wiederum

2mV/1? 4 h2,
Wir betrachten jetzt die Funktion

t

s(t) := [ |1P(r)ldr (8)

to

10F{ir diesen Beweis haben wir nicht dreimal stetige Differenzierbarkeit, sondern nur einmal stetige
Differenzierbarkeit benoétigt. Folglich sind schon alle glatten Kurven rektifizierbar.
11Pythagoras von Samos (5807-5007 v.u.Z.).
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1.2 Bogenlinge

Wegen 5(t) = |P| > 0 ist diese Funktion streng monoton wachsend, und es existiert
stets eine Umkehrfunktion
t = t(s) (9)

die dreimal stetig differenzierbar ist, denn nach der Kettenregel erhalten wir (im Ge-
gensatz zu den Ableitungen nach ¢ gebrauchen wir zur Bezeichnung der Ableitungen
nach s den sonst blichen ’):

dt 1 1 1 o
ds (5) 5(t) |P| VPP (PP)
d’t d PP

—— =t"(s) = —=(PP)3?.2PP . — = -~
g2 = U8} = =5 (PP) ds ~ (PP)

d3t £(s) 4(PP)? — (P? + PP)P?

—— =1(s) = — —

ds? (PP)3VPP
In Bezug auf das Beispiel (1.2) erhalten wirﬁ s(t) =1t und t = %, so dass sich durch
Einsetzen und Differenzieren

P(s) :O—l—rcosfi—l—rsinfj
r r

P(s) :—sin§i+cos§j7éo
T T
1 s 1 s

P'(s) = —=cos ~i — —sin ~j
roor r r
==/ 1 . s, 1 S,
P (s)= — gsin_i—-5cos-j (10)

ergibt, d. h. eine zulassige Parameterdarstellung.
SchlieBlich ist
P(s) := P(t(s)), s(ty) < s < s(ty) (11)

stets eine zulassige Parameterdarstellung mit dem natirlichen Parameter s bzw. eine
Darstellung beziiglich der Bogenlange s. Zum Beweis dieser Behauptung differenzieren
wir P(s):

_ . dt P
Ps)=P. .= =
(s) R |P|#0
2 2
p%g:zi(i>-+Pi;
_ Lo (dt\? . At Pt - dBt
P's)=P. = 3p.— .2 L pZ”
() (ds) * ds d52+ ds3

Die allgemeinen Aussagen, die sich auf die Existenz einer Umkehrfunktion stiitzen,
sind - wie wir spater erkennen werden - fiir die Losung theoretischer und praktischer
Aufgaben von groBer Bedeutung. Um ihre spatere Anwendung zu erleichtern, sollen

12Hier wird wie meist auch spater auf additive Konstanten verzichtet.
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1.3 Begleitendes Dreibein und Frenetsche Formeln

hier noch zwei Folgerungen herausgestellt werden:

1. Offenbar ist P'(s) fiir alle s ein Einheitsvektor; gilt umgekehrt [P(t)] =1, t; <t <
to, dann gilt s =t nach (8); zusammenfassend formulieren wir das

Kriterium 1.2. Beziglich der Parameterdarstellung P = P(t) ist t genau dann gleich
der Bogenlange s, wenn |P(t)| =1 gilt.

2. Auch wenn sich die Integration (8) nicht elementar ausfiihren lasst, kann P’ (s) aus
einer gegebenen Parameterdarstellung berechnet werden. Unter Beriicksichtigung der

dt &t
Resultate fir o- und 7= gilt

1 PP

P'@t) = 52 (P - PPP) (12)

Aufgaben

1. Man gebe fiir die Schraubenlinie (vgl. Beispiel (1.4)) eine Darstellung beziiglich der
Bogenlinge an und berechne P'(s) und P"(s).

2. Man berechne P (s) an der Stelle t =0
a) firr eine Ellipse nach Beispiel (1.2),
b*) fir eine Parabel bzw. eine Hyperbel nach Aufgabe 2 bzw. 3* des Abschnitts 1.1.

1.3 Begleitendes Dreibein und Frenetsche Formeln

Fir viele Untersuchungen einer Kurve ist es vorteilhaft, in jedem Punkt ein Koordi-
natensystem einzufiihren, das dem Verlauf der Kurve angepasst ist. Bei wachsendem
Parameter drangt sich die Vorstellung von einem die Kurve "begleitenden Dreibein"
auf.

Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts dirfen wir von einer Darstellung P =
P(s) mit dem natirlichen Parameter s ausgehen. Folglich gilt fiir den Einheitsvektor
P’(s) offenbar

P'(s)-P'(s) =1

daraus folgt
P"(s)- P'(s)+ P'(s)- P"(s) =0 d. h. P'(s)- P"(s) =0

Im Fall P”(s) # o definieren wir das begleitende Dreibein im Punkt P(s):

t(s) := P'(s) (Tangentenvektor)
P//
n(s) == \P"Egl (Normalenvektor, 13)
b(s) :=t(s) x n(s) (Binormalenvektor)
Wegen P'P" = 0 gilt t(s) L n(s). Somit stehen diese Einheitsvektoren paarweise

aufeinander senkrecht, und sie bilden ein Rechtssystem (Abb. 26).
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1.3 Begleitendes Dreibein und Frenetsche Formeln

Abb. 26 4

Der Name Tangentenvektor ist gerechtfertigt, da es sich um einen Richtungsvektor
der Tangente in P(s) handelt. AuBerdem wird eine zur Tangente senkrechte Gerade
Normale genannt; daher erklart sich die Benennung von n(s) und b(s).

Neben dem Hauptfall P”(s) # o haben wir noch den Fall P”(s) = o zu untersuchen.
Gilt P"(s) = o einem s-Intervall I, dann muss P’(s) = ¢ mit einem konstanten
Einheitsvektor ¢ und folglich

P(s) = P, + sc (Strecke)

gelten. Da umgekehrt P’(s) = o fir Geraden gilt (vgl. Beispiel (1.1) mit einem Ein-
heitsvektor a), ist P'(s) = 0, s € I, kennzeichnend fiir den geradlinigen Verlauf.

Gilt jedoch P"(sp) = o und mit Ausnahme von s; in einer Umgebung von s stets
P"(s) # o, dann sind Sonderbetrachtungen notwendig; mitunter kann fiir solche Punkte
auch ein Dreibein in einer befriedigenden Art und Weise festgelegt werden (vgl. Beispiel

(1.8)).

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass ein begleitendes Dreibein t, n, b existiert,
wenn

k(s) := [P"(s)] (14)
die Krimmung oder Flexion in P(s), nicht verschwindet.

Um die fir die Definition des begleitenden Dreibeins wesentlichen Vektoren P’(s) und
P"(s) zu deuten, denken wir bei P = P(s) wieder an die "Bahn eines Punktes" im
Raum. Dann stellt P'(s) einen Geschwindigkeitsvektor mit dem konstanten Betrag 1

dar.
P'ls)
%\{\P?w
Abb. 27

|[P'(0) —P'(s) 2sing  «

Wegen (Abb. 27)

o — s T o—s| |o—s
und P'(o) — P'(s)
lim = P’"(s)
o—S o — 8
gilt

(0%

|P"(s)] = w:= lim

O’—>80-_S

d. h., dass |P"(s)| eine Winkelgeschwindigkeit w ausdriickt, wegen b L P’'(s), P"(s)
wird dabei die Binormale P = P(s) + tb als Drehachse betrachtet. Der Vektor P’ (s)
selbst kann als Anderungsgeschwindigkeit von P’(s) gedeutet werden.
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1.3 Begleitendes Dreibein und Frenetsche Formeln

Dabei kennzeichnet |P”(s)| = O fiir ein Intervall geradlinigen Verlauf, wahrend |P"(s)|
sonst als MaB fiir die Abweichung vom geradlinigen Verlauf angesehen werden kann.
Fir einen Kreis erhalten wir nach (10) offensichtlich

=/

Ks) = [P ()] =

d. h., dass die Kriimmung eines Kreises konstant und in Ubereinstimmung mit unserer
Anschauung umgekehrt proportional seinem Radius ist.

Durch obige Uberlegungen angeregt, fragen wir nach der Anderung der Vektoren des
begleitenden Dreibeins beim Fortschreiten auf der Kurve. Dazu machen wir folgenden
Ansatz, wobei wir statt t(s),n(s), b(s) kurz t,n, b schreiben:

t’(S) = a1t + aon + a;3b
11/(8) = agit + agn + asshb (16)
b'(s) = a3zt + azn + aszb

Zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten steht uns die Gleichungskette t'(s) =
P"(s) = kn, d. h. a;1 = a3 = 0 und a13 = k, zur Verfigung. Da t,n, b ein Dreibein
ist (t? =n% =b%=1 und tn = nb = bt = (), kdnnen wir nach a;;; aufldsen:

ail = f’f = O, aig = t’n = k, a3 = f’b =0

asl = IIIJL, a9y = ﬂ/‘ﬂ, agy = n’b, asy = b/t, asy = b/’(l, asz = b/b
Wegen tt =nn=0bb=1gilt tt+t' =0, d.h. t =bn’ =bb' = 0.
Aus th = nb = bt = 0 folgt tn +tn’ = 0, b+ nb’ = 0 und b't + bt = 0, d.h.

a1p = —as1, azy = —age und a3 = —as.
Damit sind bis auf as3 und asy alle Koeffizienten bestimmt. Mit der Festlegung

w(s) :=n'b = —nb’ (17)

Windung oder Torsion in P(s), erhalten wir folgendes System von Differentialgleichun-
gen:

t' = kn
n = —kt + wb (18)
b’ = —wn

die Frenetschen Formeln, wobei samtliche Koeffizienten und Vektoren Funktionen von
s sind. '
Entdeckt wurden diese Formeln 1847 von F. J. Frenet (1816-1868, veroffentlicht 1852)

und 1851 von A. Serret (1819-1885). Sie bilden eines der wichtigsten Hilfsmittel bei
der Losung der Aufgaben der Kurventheorie.

Da k(s) = O fur ein Intervall geradlinigen Verlauf kennzeichnet, liegt es nahe, fiir
w(s) =0, s € I, eine geometrische Deutung zu suchen:

In I ergibt sich der Reihe nach, dass b’ = o gilt und b ein konstanter Einheitsvektor ¢ ist.
Aus P'(s)-¢=1tb = 0 bzw. v/(s)c = 0 erhalten wir durch Integration (t(s) —tg)c = ¢,
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1.3 Begleitendes Dreibein und Frenetsche Formeln

wobei sich fiir die Konstante c stets ein Vektor ¢y mit ¢gc = ¢ finden lasst. Das ergibt
mit ¢; (=19 + ¢p

(t(s) —c1)e=0
d. h., dass P(s) in einer Ebene € durch den Punkt P; := O + ¢; liegt, fiir die ¢ ein
Normalvektor ist (Abb. 28).

Abb. 28 29 #

Ist umgekehrt P = P(s) fir s € I eine ebene, aber nicht geradlinige Kurve, dann gibt
es zueinander senkrechte Einheitsvektoren ¢; und ¢y mit

P(s) = P+ ai(s)e; + as(s)es

folglich sind t(s) = P’'(s), P"(s) und somit auch n(s) und n’(s) Linearkombinationen
von ¢ und es:

e1 + ¢
% + al? a? + al?
Wir konnen von der Basis ¢q, ¢ der betrachteten Ebene zur Basis t, n iibergehen, so
dass n'(s) als Linearkombination von ¢; und ¢y eine Linearkombination von t und n
allein sein muss.
Nach den Frenetschen Formeln ist das nur fiir w(s) = 0 moglich. Zusammenfassend
kann festgestellt werden, dass w(s) =0, s € I, fiir ebenen Verlauf kennzeichnend ist.

Allgemein wird man w(s) als MaB fir die Abweichung vom ebenen Verlauf auffas-
sen. Die Windung kann ahnlich der Kriimmung (vgl. (15)) als Winkelgeschwindigkeit
gedeutet werden (Abb. 29):

Dort war k(s) = |P"(s)| = |¥(s)| = |k(s)n|; wegen b'(s) = —w(s)n kénnen wir
die Anderung der Binormalen als Drehung um die Tangente deuten, die gleichzeitig
Drehung der von t und n aufgespannten Ebene ist. Somit kennzeichnet w(s) das "Her-
auswinden" der Kurve aus dieser Ebene. (Auf die Deutung des Vorzeichens von w(s)
gehen wir im Abschnitt 1.5 noch ein.)

Aufgabe

Man bestimme das begleitende Dreibein

a) eines Kreises mit Hilfe von (10),

b) einer Schraubenlinie (vgl. Beispiel (1.4) und (12), wobei wegen PP = 0 hier t =
|P|"'P und n = |P|~'P gilt).
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1.4 Krimmung und Windung einiger spezieller Kurven

1.4 Krimmung und Windung einiger spezieller Kurven

Beispiele

(1.5) Gerade: P(s) = Py +sa, |a| =1, s € R. Wegen P'(s) = a und P"(s) = o gilt

k(s)=0 , w(s):=0

(1.6) Kreis: P(s) = O +rcos i+ rsin?j, r > 0, s € R. Nach (10) gilt auBerdem
P"(s) = —1 cos i — Lsin %, und folglich |P”( | = L fir diese ebene Kurve konstant,
d. h.

k(s) = — : w(s) =0

(1.7) Krimmung einer Ellipse in ihren Scheiteln (vgl. Beispiel (1.3)). Aus P(t) =
(acost,bsint,0), P(t) = (—asint,bcost,0) und P(t) = (—acost, —bsint,0) kon-
nen wir, obwohl

t
= / \/@2 sin? 7 + b2 cos? Tdr

nicht elementar ausgewertet werden kann, mit Hilfe von (12) die gestellte Aufgabe
|6sen:

— 1 PP 1 . . a
P(0)= B3 (P_P?P) bQ( ai—0-bj) = _El
Daraus erhalten wir £(0) = 7%. Im Punkt P (%) ergibt sich analog a% fir die Krimmung.

(1.8) Kriimmung der Parabel y = ax? im Scheitel (vgl. Aufgabe 2 zu Abschnitt LI).
Wegen

P(t) = (t,at*,0)
P(t) = (1,2at,0),  P(0) = (1,0,0)
P(t) = (0,2a,0),  P(0) = (0,2a,0)

gilt P(0)- P(0) =1, P(0)- P(0) = 0 und somit

/!

P(0)=1-P(0) = (0,2a,0)

Als gesuchte Kriimmung ergibt sich £(0) = 2|al.

(1.9) Verschwindende Kriimmung in einem isolierten Punkt. Bei der biquadratischen
Parabel y = 2* (Abb. 30) erhalten wir aus der Parameterdarstellung P(t) = (¢,t%,0)

Abb. 30
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1.5 Weitergehende Deutung von Krimmung und Windung

P(t) = (1,4t3,0), P?=1+16t%, P(t) = (0,12t%,0), PP = 485

Wegen der Darstellung
— 1 . 485 . 48t° 12¢2(1 + 16t%) — 48¢5 - 4¢3
P”(t) _ p_ Pl =|(_ 7 ( + ) 7 0
1+ 16¢2 1+ 16t6 (1+ 16t6)2 (14 16t%)2
12t2

= (—4#>,1,0
(1-+-16t6)2< 1,0)

gilt P"(t) = 0 genau dann, wenn ¢ = 0 ist. Somit verschwindet die Kriimmung lediglich
fir t =0, d. h. im Ursprung.
An der Stelle t = 0 lasst sich folgendermaBen das begleitende Dreibein erklaren: t =i,

w iy L gy A

=0 |ﬁ”| - %l—% V1616 + 1 -
und damit b = &.

(1.10) Schraubenlinie. Ebenso wie Gerade und Kreis besitzt eine Schraubenlinie kon-
stante Krimmung und Windung (vgl. Beispiel (1.4)):

r h
R TR e

k(s) (19)
Dabei kennzeichnet w > 0 (bzw. h > 0) eine Rechtsschraube (Abb. 23) und w < 0
(bzw. h < 0) eine Linksschraube. Den rechnerischen Nachweis der Giltigkeit dieser

Formeln (iberlassen wir dem Leser als Aufgabe.
Aufgaben

1. Man berechne fiir eine Schraubenlinie Krimmung und Windung, indem man auf
der Grundlage der Resultate der Aufgabe 1 zu Abschnitt 1.2 eine Darstellung mit dem
natirlichen Parameter s benutzt.

2. Man zeige fiir eine kubische Parabel y = 23, dass

a) nur im Ursprung die Kriimmung verschwindet - und dass

b) in diesem Punkt (sogenannter Wendepunkt) keine sinnvolle (d.h. stetig differenzier-
bare) Festlegung des begleitenden Dreibeins moglich ist. Vgl. dazu Beispiel (1.9)!

1.5 Weitergehende Deutung von Kriimmung und Windung
Gegeben sei die Parameterdarstellung P = P(s) einer Kurve.

A. Kriimmung. Wir suchen im Fall k(sg) # O einen Kreis, der die Kurve in P(sp)
moglichst gut annahert. Fir ihn ist vor allem der Mittelpunkt M gesucht; denn mit
M erhalten wir den Radius 7 = |o(M P(sg))|, und wegen der geforderten Annédherung
muss der Kreis in der von M und der Kurventangente in P(sy) bestimmten Ebene
liegen.
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1.5 Weitergehende Deutung von Krimmung und Windung

Im folgenden sehen wir zunachst M und damit r als gegeben an und betrachten die
Funktion (Abb. 31 a)

J(S) = (o(MP(s)))* —r*
sie stellt ein gewisses MaB fiir die Abweichung des Abstands der Punkte M und P(s)

von r, d. h. fir die Abweichung der Kurve von der Kugel K(M,r) um M mit dem
Radius r dar. GemaB Taylorentwicklung liegt gute Beriihrung vor, wenn

fs)=0 .  f¥(s0)=0

fur moglichst viele v = 1,2, ... gilt. Sind m und t(s) die Ortsvektoren von M bzw.
P(s), dann konnen diese Forderungen unter Beriicksichtigung der Frenetschen Formeln
umformuliert werden. Zunachst gilt

f(s) = (v(s) —=m)* —r?

f'(s) =2(x(s) —m) - ¥'(s) = 2(v; —m) - t

f(s) = 2¢'(s) - t+ 2(x(s) — m)t' = 2 + 2k(x(s) —m)n

7 (s) = 2[K (x(s) — m)n + ktn + k(v(s) — m)(—kt +wb)] = 2(x(s) — m)[—k*t + &'n + kwb]

S

Die beiden ersten Forderungen ergeben
f(s0) = (x(sp) —m)* —r? =0, d. h. P(so) € K(M,r)
f/(S()) = 2(‘C(80) — m) t= O, d.h. ‘C(So) —m_Lt

Wir machen den Ansatz t(sg) — m = an(so) + yb(sp) und erhalten nach der dritten

Forderung
f"(s0) =2(1 + k(zn+ yb)n) =2(1 4+ kx) =0

d. h. sofort

Die vierte Forderung fiihrt (iber

k k

zur Bestimmung von y:

B k’;;ﬂ fir w(sg) # 0
Y= beliebig fiir w(sg) = k(o) = 0

/
" (s0) =2 (—ln + yb) [—k* + k'n + kwb] = 2 (—k + kwy) =0

dagegen lasst sich die vierte Bedingung fir w(sg) = 0 und k() # 0 nicht erfillen.

o Krimmungsachse

P(Sg
Pls,

o
Krimmungsmittelpunkt

1 Kriimmungskrefs
b/

a
-

Abb. 31
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1.5 Weitergehende Deutung von Krimmung und Windung

Die Mittelpunkte aller Kugeln mit f(so) = f'(s0) = f"(so) = 0 geniigen nach obigem
Ansatz der Gleichung

1
M:P<$0)+%n—yb

sie liegen auf der Geraden a durch M(sg) := P(so) + +n mit dem Richtungsvektor b
(Abb. 31 b). Die Gerade a wird Krimmungsachse genannt. Sie ist parallel zur Binor-
malen der Kurve in P(sg).

In allen Kugeln mit f(so) = f'(s0) = f"(s0) = 0, d. h. in allen Kugeln durch P(sg) mit
M € a liegt ein Kreis mit dem Mittelpunkt My = M (sq), der Krimmungskreis (Abb.

31b). My = M (sp) heiBt Krimmungsmittelpunkt und p(sg) := kéo) Kriimmungsradi-
us.

In Verallgemeinerung des Zusammenhanges von Krimmung und Radius eines Kreises
gilt der

Satz 1.3. Die Kriimmung k(s) einer Kurve ist gleich dem Kehrwert des Krimmungsra-
dius p(s), d. h.

Der Mittelpunkt des Krimmungskreises
M (s) = P(s) + p(s)n(s) = P(s) + p*(s)P"(s)
ist zur Angabe einer Gleichung fiir ihn bedeutsam (p, k, t,n an der Stelle sg):
K(s) = M(sg) + psink(s — so)t — pcosk(s — so)n

Der Kriimmungskreis berihrt die Kurve in P(sp) von mindestens zweiter Ordnung,
denn es gilt

(s0) = M(sg) — pn = P(sp),

)
(s0) = cos k(sg — so)n + sink(sg — so)n =t = P'(s),
K"(s0) = —ksink(sg — so)t + k cos k(sg — so)n = kn = P"(s).

K
K/

Eine Kugel mit Beriihrung von wenigstens dritter Ordnung existiert fir w(sg) # 0 oder
w(so) = k'(so) = 0. lhr Mittelpunkt ist
k/

1
M:P(S())—'—En—mb, 'UJ(SQ) 7&0

bzw.

1
M = P(sg) + o yb, w(sg) = K'(sp) = 0, y beliebig.

Solche Kugeln heiBen Schmiegkugeln.

Der Krimmungsmittelpunkt beziiglich eines Punktes eines Kreises ist offensichtlich der
Kreismittelpunkt. Fiir die Scheitel einer Ellipse (vgl. Beispiel (1.7)) fihrt die Bestim-
mung der Kriimmungsmittelpunkte zu folgendem Ergebnis:
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1.5 Weitergehende Deutung von Krimmung und Windung

Wegen k(0) = 3z und n(0) = —i erhalten wir

b2
MO)=PO)+m=0+ai—pi=0+ <a—>i
a
Dieser Punkt lasst sich durch eine einfache Konstruktion ermitteln (Abb. 32 a):
Wegen der Ahnlichkeit der entsprechenden rechtwinkligen Dreiecke bestehen die Pro-
portionen

u_"b v_a

b a ’ a b
dh.u=% = p0) und v = —2 p(%) Das Lot vom Punkt (a,b) auf die Verbin-
dungsgerade der Punkte P(0 d P (g) trifft die Achsen in den gesuchten Kriim-

mungsmittelpunkten.

Die Kriimmungskreise in den Scheiteln sind ein wichtiges Konstruktionshilfsmittel fir
das Ziehen einer Ellipse; denn werden um die Kriimmungsmittelpunkte diese Kreise
als Hilfslinien geschlagen (Abb. 32 b), dann kann mit dem Kurvenlineal bereits eine
formschone Naherungskurve fiir die Ellipse ausgezogen werden.

I'Y4

PET g :

b F
;o L

Abb. 32 @ o

1

B. Windung. Um im Fall k(sp) > 0 und w(sg) # 0 Krimmung und Windung der
Kurve zu deuten, fragen wir nach einer Schraubenlinie, welche die Kurve wie der Kriim-
mungskreis von wenigstens zweiter Ordnung beriihrt; denn die konstante Windung der
Schraubenlinie darf als Prototyp der Windung aufgefasst werden.

Zuerst leiten wir noch einige Formeln {iber die Schraubenlinie

S(s) = O + S irsin— g4
s) = 7 COS ——=—=1+ 7 sin

‘/T'Q + h2 \ /7‘2 + hQJ \ /7'2 + h2
her. Fir jede Kurve ist das begleitende Dreibein ein ausgezeichnetes Koordinatensystem.
Um die Achse der Schraubenlinie mit seiner Hilfe zu beschreiben, stellen wir fest, dass
t wegen £ L n eine Linearkombination von t und b sein muss (Abb. 33).

(20)

z

<

Abb. 33 Y
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1.5 Weitergehende Deutung von Krimmung und Windung

Zur Berechnung der Koeffizienten werden die Vektoren t und t bendtigt:

t=9=— ! sin i i+ i cos i j + h ¢
V12 + h? V12 + h2? Vr2 + h? \/7’2%—h2J Vr2 + h?
S =" cos * i " s i j
r2+ h? V2R r2+h? 242
P s L S .
R N CE
b—txn h ) S i h S - r ¢
VTR VLR VLR VR R i

Unter Berlicksichtigung von
I r h
= — w = —-
r2 + h? ’ r2 + h?
(vgl. (19) im Beispiel (1.10)) gilt
1
wt 4 kb = ———=t 21
V12 4+ h? (21)

Wir suchen eine Schraubenlinie P = S(s), die P = P(s) im Punkt P(sg) gut annahert.
Spater kdnnen wir zeigen, dass es auf eine Losung des folgenden Gleichungssystems (der
Index S weist dabei auf die Schraubenlinie hin)

S(0) = P(so),  ts(0)=t(s0),  ns(0) =n(so) = bs(0) = b(so)
ks(0) = k = k(so), wg(0) = w = w(sg)

zutrifft. Nach (20) sind ein geeignetes Koordinatensystem O, i, j, £ sowie r und h zu
bestimmen. Aus (19) folgt

1 1
2 2 /2 2 _
k4w _7h2+h2 bzw. 74+ h? = s

nach (21) gilt demzufolge
wt+ kb

N/

Aus (19) folgt aber auch

r=k(r?+h?) = oimy }

h:w<7‘2+h2):ﬁ

(22)

Nunmehr kann ein geeignetes Koordinatensystem angegeben werden:

k

O := P(S()) + T’n(SO) = P(SO) + m

n(so)

i:= —ﬂ(So)

kt(sg) — wb(sp)
VE? + w?

ji=txi=n(sy) xt=
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1.5 Weitergehende Deutung von Krimmung und Windung

Fir (20) gilt beziiglich des soeben bestimmten Koordinatensystems mit (22) der Reihe
nach

S(0) =0 +ri= (P(so) +rn(sg)) + r(—n(sp)) = P(s0)

r S r S h

S'(s) = ———=—=8In ——=i+ j+ ¢

B = e e O e e

koo w k%t — kwb 4+ w?t + kwb
YO =V T Ve 21w = tso) = P'ls0)
S"'(s) = — Tocos i T i
R TR/ Iy YR Dy vl

S"(0) = —Mi = kn(so) = P"(s0)

Hieraus folgt die Ubereinstimmung im begleitenden Dreibein fiir s = 0 der Schrauben-
linie bzw. s = sy der Kurve.

Satz 1.4. Durch jeden Punkt einer Kurve mit positiver Kriimmung und nicht verschwin-
dender Windung gibt es eine Schraubenlinie, die dort dieselbe Kriimmung und Windung
besitzt und die Kurve von wenigstens zweiter Ordnung beriihrt.

Da w > 0 und h > 0 aquivalent sind und A > 0 eine Rechtsschraube P = S(s)
kennzeichnet, ist auch die Kurve fiir w > 0 im betrachteten Punkt naherungsweise eine
Rechtsschraube. Entsprechend wird die Kurve fiir w < 0 im betrachteten Punkt durch
eine Linksschraube angenahert.

Da die konstruierte Schraubenlinie vom betrachteten Punkt abhangt, spricht man von
der begleitenden Schraubenlinie bzw. Schraubung der Kurve. Entscheidendes Hilfsmit-
tel zur Ermittlung der begleitenden Schraubung ist der Vektor (Vektor von Darboux
und Cesaro)ﬁ

0(s) = wt+ kb

Dieser Vektor charakterisiert die Drehung des begleitenden Dreibeins: Ist 0 Vektor der

Winkelgeschwindigkeit <|D| = %‘f) einer Drehbewegung, dann gilt (Abb. 34a, b)

. d .
5] = df|n| sin Z(0,0) = [o||o|sin Z(d,0),  © L,00

oder einfach

D=0X0D
&T . '
LV lolsin & (4% 40)
Abb. 34 a bl

13Das Hauptwerk von Gaston Darboux (1842-1917) hat den Titel "Lecons sur la théorie générale des
surfaces et sur les applications géométriques du calcul infinitésimal". Erneston Cesaro (1859-1906).
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1.6 Projektion in die Schmieg-, Normal- bzw. rektifizierende Ebene und
Néherungskurve gemaB Taylorentwicklung

Beziiglich des Vektors von Darboux und Cesaro erhalten wir

Oxt=(wt+kb)xt=kn=+
O xn=(wt+kb) xn=wb—kt=n
0xb=(wt+kb)xb=—-uwn=1>p

. . o0 . d
d. h., dass 0 die (momentane) Drehbewegung des begleitenden Dreibeins (mit 52 =

vV k? + w?) kennzeichnet.
Aufgaben

1. Es sei ¢ > 0. Man gebe einen Kreis an, fiir dessen Krimmung k = c gilt.
2. Es sei ¢ > 0 und d # 0. Man ermittle eine Schraubenlinie mit £ = ¢ und w = d.

3. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass die begleiten-
de Schraubung die betrachtete Kurve von wenigstens dritter Ordnung beriihrt. (Dazu
betrachte man den Beweis des obigen Satzes, in dem die Berlihrung von wenigstens
zweiter Ordnung konstatiert wurde.)

1.6 Projektion in die Schmieg-, Normal- bzw. rektifizierende
Ebene und Naherungskurve gemall Taylorentwicklung

Unter der Voraussetzung der (n + 1)-mal stetigen Differenzierbarkeit der Koordina-
tenfunktionen x = z(s), y = y(s) und z = z(s) kann fiir sie eine Taylorentwicklung
vorgenommen werden. Somit erhalten wir folgende Taylorentwicklung beziiglich der
Parameterdarstellung P = P(s):

h n

P(s+h) = P(s) + EP/(S) - ZTP“(S) + ..+ —|—Z!P(”)(s) +tn(s, h) (23)

Zunachst werden wir diese Entwicklung fiir n = 2 anwenden.

Wir betrachten einen Kurvenpunkt P(s). Die in P(s) zu t senkrechte Ebene (Abb.
35a) heiBt Normalebene (NE). Firr k(s) # 0 erhalten wir wie folgt eine weitere mit der
Kurve verbundene Ebene (Abb. 35b):

o v

/ Pis)

Abb. 35 @ b/

Es sei P1 = P(S—f—hl) und P2 = P(8+h2) mit 0 7£ hl, hg,hg—hl. Da ]ﬂ(S—f—h) 7£ Oin
einer Umgebung von P(s) gilt, diirfen wir voraussetzen, dass P, P;, P» nicht kollinear
sind; es sei ¢ die Ebene durch diese Punkte.

Wie betrachten P(s) als Ursprung und kdénnen Py, P, und einen beliebigen Punkt X € ¢
durch ihre Ortsvektoren tq, to bzw. t charakterisieren. Wegen X € ¢ gilt v L t; X to,
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1.6 Projektion in die Schmieg-, Normal- bzw. rektifizierende Ebene und
Néherungskurve gemaB Taylorentwicklung

Aty X ty fir jede reelle Zahl \. Bei der Angabe eines Stellungsvektors Aty X t9 kdnnen
wir Gber A # 0 noch verfiigen. Nach (23) gilt

1
P, = P(s) + hiP'(s) + 5hfP”(s) + to(s, hy), i=1,2

und folglich

1 1
)\tl X Ty = A (hl . 5}13 — hg . Qh%) Pl X PH—|— )\t(S,hl,]’L2>

Setzen wir jetzt
2
 hiho(hs — hy)

dann gilt lim O)\t(s, h1, he) = o und folglich

h1,h2—>

A

lim Aty X tg = P'(s) x P"(s) =t x kn = kb

hl,h2—>0

Die fur k(s) # 0 eindeutig bestimmte, zu b(s) senkrechte Ebene durch P(s) heiBt
Schmiegebene im Punkt P(s); sie wird von t und n aufgespannt.

Die zu t(s) senkrechte Ebene durch P(s) heiBt rektifizierende Ebene [l

Abb. 36

In Abb. 36 sind die Koordinatenebenen SE, NE und RE des begleitenden Dreibeins, d.
h. Schmieg-, Normal- und rektifizierende Ebene, dargestellt.

Fir die weitere Auswertung von (23) setzen wir viermal stetige Differenzierbarkeit vor-
aus. Um den Vektor

h h? h3
o(s,h) := —P'(s) + —=P"(s) + 30

=1 o P”/(S) —|—t3($,h)
in der Form n(s, h) = xt + yn + zb entwickeln zu kdnnen, benutzen wir die Formeln

P'(s) =t
P"(s) =t =kn
P"(s) = k'n+ kn' = —k*t + K'n 4 kwb

und erhalten die sogenannte kanonische Entwicklung von v(s, k) und damit auch von
P(s+ h) = P(s) +v(s,h):

k2 k K’ k
o(s, h) = (h — 6h3> t+ <2h2 + 6h3> n+ g”h% + t3(s, h)

14Sie wird auch Streckebene genannt.
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1.6 Projektion in die Schmieg-, Normal- bzw. rektifizierende Ebene und
Néherungskurve gemaB Taylorentwicklung

Dabei ist t3(s, ) in h von vierter Ordnung, d. h., dass sich h* ausklammern l3sst:
t3(r, h) = h* - T(r, h) mit beschranktem 7(s, h) fiir |h| <e.
Aus der kanonischen Entwicklung ergibt sich gemaB dem obigen Ansatz

z=h+h3.)
z® = h?+hi(..)
k

Yy = 5:1:2 +R3(..)

d. h., dass fiir k£ # 0 die Projektion der Kurve in die Schmiegebene in einer hinreichend
kleinen Umgebung von P(s) mit |h| < € sehr gut von der Parabel y = x angenahert
wird (vgl. Abb. 37a).

SE NE RE

x % x
k40 w0 w>0

Abb. 37 ¥ B “

Um die Annaherung der Projektion in die Normalebene zu ermitteln, bilden wir

k 2k
22 = (éuh3+h4(...)> = 32” RS+ h7(...)

k S
P = <2h2 - h3(...)> = §h6 +R7(..)

hieraus folgt

2uw?
2 h7
z %y +h'(...)

Die Projektion der Kurve in die Normalebene wird fiir w(s) # 0 durch die Neilsche
Parabel 2% = 29—“,fy3 angenahert (vgl. Abb. 37 b). Man (iberzeuge sich im Fall der
Schraubenlinie von der Richtigkeit des erhaltenen Resultates, indem man die Umge-
bung eines Punktes beim "Vorbeischauen" in Richtung der Tangente beobachte.

SchlieBlich untersuchen wir das Bild der Kurve beim "Betrachten in Richtung der Haupt-
normalen”. Wegen
k
B=R () gt 2= g" 25 4 RA(L)
so dass fiir w # 0 die Projektion der Kurve in die rektifizierende Ebene durch die

kubische Parabel z = %23 angenahert wird (Abb. 37 c).

Aufgaben

1. Man bestimme den Krimmungsmittelpunkt der Naherungsparabel y = gazQ in der
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1.7 Der Fundamentalsatz der Kurventheorie

Schmiegebene und vergleiche die Kriimmungskreise von Kurve und Naherungsparabel.

2. Man gebe im Fall £ = 2 und w = —3 (Linksschraube) die Neilsche Parabel in
der Normalebene und die kubische Parabel in der rektifizierenden Ebene durch eine
Zeichnung an.

1.7 Der Fundamentalsatz der Kurventheorie

In den obigen Abschnitten kann die Bedeutung von Kriimmung und Windung fiir die
geometrischen Eigenschaften einer Kurve schon in einem gewissen MaBe erkannt wer-
den. Der Fundamentalsatz klart die Rolle von Kriimmung und Windung fiir den Verlauf
einer Kurve durch seine Eindeutigkeitsaussage endgiiltig. AuBerdem enthalt er eine weit-
reichende Existenzaussage.

Es sei P = P(s) eine zulassige Parameterdarstellung einer Kurve. Wegen k(s) =
|P"(s)] = VP"P" > 0 ist die Krimmung k = k(s) im Fall k(s) = 0 stetig differen-
zierbar, denn es gilt

P//Pl//

)2 ! )24
w=ls) =wo= (i) (P )

ist eine stetige Funktion von s, wobei ihre Definition P”(s) # 0 bzw. k(s) # 0 voraus-
setzt. Diese Aussagen lassen sich wie folgt umkehren:

K(s) =

Die Windung

Fundamentalsatz. Im Intervall I mit 0 € [ sei k = k(s) eine stetig differenzierbare,
positive Funktion und w = w(s), eine stetige Funktion. Weiterhin sei P ein Punkt und
¢1, 2, e3 ein ( orthonormiertes) Dreibein, d.h. ¢;e; = 0, E und (e1 X eg)es = 1.

Dann gibt es genau eine Kurve P = P(s), die in I definiert ist und folgende Eigen-
schaften besitzt:

1. s ist der natirliche Parameter, die Bogenlange,
2 P(O) = P(), t(O) = ¢1, n(O) = ¢9, 5(0) = €3,
3. k(s) = h(s), w(s) = w(s) fir alle s € I.

Beweis. Eindeutigkeit. Notwendige Bedingung fiir eine gesuchte Kurve P = P(s) ist
das System Frenetscher Formeln, wobei 1. bis 3. gelten, d. h.

t(s) = k(s)n(s)

W(s) = —k(s)(s) +w(s)b(s) (24)
b (s) = —w(s)n(s)

15Das Kroneckersymbol d;; ist folgendermaBen definiert:

S — 1 furi=k%
TV 0 fiari#£k

Leopold Kronecker (1823-1891).
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1.7 Der Fundamentalsatz der Kurventheorie

mit P(0) = Py und

{(O) = ¢, ﬁ(O) = €9, E(O) = €3 (25)
Sobald umgekehrt eine Losung fir das System (24) mit den neuen Differentialglei-
chungen (jede Gleichung in (24) fasst drei Gleichungen mit den Koordinatenfunktionen
zusammen!) fiir neun gesuchte Koordinatenfunktionen mit (25) gefunden wurde, erfiillt

P=P(s)=PF+ /St(a)da (26)

alle Bedingungen in 2.; nach einem Satz lber lineare Differentialgleichungen ist (24) mit
den Anfangsbedingungen (25) eindeutig l6sbar. Somit gibt es hochstens eine gesuchte
Funktion P = P(s), namlich P(s) = P(s) mit P(s) gemaB (26).

Existenz. Hier ist die Frage zu stellen, ob (26) zulassige Parameterdarstellung einer
Kurve ist, die 1. bis 3. erfillt.

a) Mit P(s) = P(s) kénnen wir dreimal stetige Differenzierbarkeit konstatieren, denn
nach (26) und (24) gilt

Fur den weiteren Beweis formulieren wir (24) neu: Die Koeffizientenmatrix wollen wir
wieder wie bei der Herleitung der Frenetschen Formeln mit (a;x) bezeichnen; auBerdem
setzen wir by(s) := t(s), ba(s) :=n(s) und bs(s) := b(s). Dann gilt

bi(s) = i ay,by, (24)
k=1

Nach diesen Festlegungen setzen wir das begonnene Beweisprogramm fort, indem wir
zeigen, dass

b) b;by = 0;x und (b1 X ba)bs =1 fir alle s € [ gilt:
Es sei b;r(s) := b;by.
Nach (25) ist b;,(0 = d;;. Das System der Differentialgleichungen

;k - (bzbk)/ - Z(airbrbk + biakrbr) - Z(airbrk - birark>

‘s s

hat neben b;;(s) = b;by die Lésung d;;; denn beziglich der linken Seite haben wir
0. = 0, beziiglich der rechten Seiten

Z(air(srk - 5irark) = Qi — Qi = 0

-
Nach dem oben schon benutzten Satz tber die Lésung von Differentialgleichungssys-
temen, speziell der Eindeutigkeitsaussage, gilt b;x(s) = d;x, d. h., dass die Vektoren
by, by, bs paarweise senkrechte Einheitsvektoren sind.
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1.7 Der Fundamentalsatz der Kurventheorie

Folglich besitzt die Funktion
f(S) = ([11 X [12)[13

nur die Werte 1 und -1. Da f(0) = 1 nach (25) gilt und diese Funktion stetig ist, haben
wir f(s) =1 fur alle s € 1.

C) Wegen v = b? = 1 ist s natiirlicher Parameter.

d) Beziiglich des begleitenden Dreibeins erhalten wir

e) Hinsichtlich der Kriimmung und Windung haben wir ebenfalls das angestrebte Ziel
erreicht:

k(s)=tm=ta=k(s) , w(s)=—bn=—07=Fk(s)
w.z.b.w.

Die wichtigsten Folgerungen aus diesem Satz beziiglich beliebiger Kurven lauten:

1. Wenn wir
k= k(s) : w = w(s) (27)

von einer Kurve kennen, dann ist sie bis auf Bewegung im Raum (Wahl von Py, ¢y, ¢2, ¢3)
eindeutig bestimmt. Alle Kurven mit gegebenen Funktionen (27) sind untereinander
kongruent.

2. Jede Eigenschaft einer Kurve, jede geometrische GroBe, lasst sich mit Hilfe von
Krimmung k(s) und Windung w(s) beschreiben. Kriimmung und Windung bilden ein
unabhangiges und vollstandiges Invariantensystem der Kurve.

Definition. Fir eine Kurve P = P(s) sind (27) die natirlichen Gleichungen.

Hinsichtlich der Kurven konstanter Kriimmung und Windung - als solche sind uns bisher
Gerade, Kreis und Schraubenlinie bekannt (vgl. die Beispiele (1.5), (1.6) und (1.10)
im Abschnitt 1.4) - kdnnen wir nach dem Fundamentalsatz eine vollstindige Ubersicht
gewinnen:

a) Ist P = P(s) eine ebene Kurve konstanter Krimmung k # 0, dann betrachten wir
den Krimmungskreis in einem Punkt P(sy). Da er die Kurve von wenigstens zweiter
Ordnung beriihrt, besitzen Kurve und Kriimmungskreis in P(sq) dasselbe begleiten-
de Dreibein. Nach dem Fundamentalsatz ist die ebene Kurve (w = 0) Teilmenge des
Krimmungskreises.

b) Ist P = P(s) eine nicht ebene Kurve konstanter Krimmung & und konstanter Win-
dung w, dann betrachten wir in einem Punkt P(s() die begleitende Schraubenlinie. Da
sie die Kurve von wenigstens zweiter Ordnung beriihrt, haben beide Kurven in P(sp)
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1.8 Einige spezielle Kurven

dasselbe begleitende Dreibein. Nach dem Fundamentalsatz ist die nicht ebene Kurve
P = P(s) Teilmenge der Schraubenlinie.

Zusammenfassend formulieren wir den

Satz 1.5. Gerade, Kreis und Schraubenlinie sowie Teile davon sind die einzigen Kurven
konstanter Krimmung und Windung.

Bisher haben wir lediglich aus der Eindeutigkeitsaussage des Fundamentalsatzes gefol-
gert. Seine Existenzaussage kann nur im Zusammenhang mit der Theorie der Diffe-
rentialgleichungen genutzt werden. Oft haben gerade geometrische Fragestellungen zur
Weiterentwicklung dieser Theorie beigetragen.

Kriimmung und Windung bilden ein vollstdndiges Invariantensystem einer Kurve. Zwei-
fellos wird damit die Frage aufgeworfen, ob noch andere Invariantensysteme existieren.
Zunachst stellen wir fest, dass

l|=%k  und 6| = |w]

gilt. Offenbar ist auch [n'| = k% +w? eine Invariante; wir setzen g(s) := [n(s)|
(ganze bzw. Lancretschﬂ Krimmung) und Gberlassen es dem Leser, mit Hilfe der
ganzen Kriimmung neue Invariantensysteme aufzustellen.

Aufgabe

Man priife, ob g = ¢g(s) und w = w(s) ein vollstandiges Invariantensystem ist, und
formuliere gegebenenfalls einen neuen Fundamentalsatz.

1.8 Einige spezielle Kurven

Die Auswahl der Klassen von Kurven, die im folgenden naher untersucht werden, er-
folgte unter dem Aspekt der Bedeutung fiir Anwendungen. In der Praxis werden meist
Aussagen iiber Flachen bendtigt, jedoch konnen Einsichten beziiglich der Kurventheo-
rie sehr nitzliche Anwendung finden - sei es, dass StraBen im Gelande durch Kurven
"ersetzt" werden oder dass geeignete Schnitte bei zylindrischen bzw. kegeligen Ober-
flachen schon wesentliche praxisrelevante Aussagen lber die Flache gestatten.

Andererseits werden wir die Kurventheorie im Rahmen der Flachentheorie weiterentwi-
ckeln, weil die dort ohnehin bereitzustellenden Hilfsmittel eine gesonderte Behandlung
solcher Themen wie Kurven beziiglich nichtkartesischer Koordinatensysteme der Ebene
oder Hullkurven hier im Rahmen der Kurventheorie als nicht zweckmaBig erscheinen
lassen.

a) Boschungslinien

StraBen mit konstantem Anstieg erfordern eine gleichmaBige Motorleistung und eriibri-
gen vor allem unerwiinschtes Schalten. Wir kdnnen solche StraBen als verallgemeinerte
schiefe Ebenen auffassen (Abb. 38):

16] ancret 1802.
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1.8 Einige spezielle Kurven

Abb. 38

Wir stellen die StraBe durch ein Kurvenstiick dar und féllen von jedem Punkt auf eine
horizontale Ebene das Lot; bei Abwicklung des entstandenen Flachenstiickes in eine
Ebene ergibt sich eine rechtwinklige Dreiecksflache.

Eine Kurve konstanten Anstiegs ist bei senkrechter Achse die Schraubenlinie. Unabhan-
gig von den Begriffen "vertikal" und "horizontal", die sich geometrisch ohne Willkiir
(etwa Auszeichnung der x,y-Ebene) nicht prazisieren lassen, erklaren wir

Definition. Eine Kurve P = P(s) heiBt genau dann Boschungslinie (allgemeine Schrau-
benlinie), wenn es einen Einheitsvektor ¢ derart gibt, dass P’(s)e konstant ist, etwa
P’e = cos o mit konstanter WinkelgroBe o.

Fir eine Boschungslinie P = P(s) folgt aus P'(s)e = cos « zunachst P”(s)e = 0 und
P"(s) L.

Unter der Voraussetzung k(s) = 0 gilt n L ¢ und folglich b/(s)e = —wn(s)e = 0, d.
h., dass auch b(s)e konstant ist.

Es sei ¢; := t(s)e = P'(s)e = cosa und ¢z := b(s)e. Wegen 0 = n'(s)e = (—kt +
wb)e = —kcy +wey und co # 0 (sonst ware wegen k(s) = 0 offensichtlich ¢; = co =0
und e L t,n, b im Widerspruch zu [e| = 1) muss w (= £) proportional zu k(s) sein.

Es sei nun umgekehrt w(s) = c¢-k(s) fir eine Kurve P = P(s). Zur Konstante c gibt es
eine WinkelgroBe o mit ¢ = cot a. Um zu beweisen, dass eine Béschungslinie vorliegt,
bendtigen wir einen geeigneten Vektor ¢; wir machen den Ansatz

e(s) = cosat(s) + sin ab(s)
Offenbar gilt |e(s)| = 1 und P’(s)e(s) = cos at® = cos a wegen

¢'(s) = cosar - k(s)n(s) +sina - (—w(s)n(s))

= n(s)[k(s) cosa —sina - cot ak(s)] = o

ist ¢(s) = e ein konstanter Vektor. Insgesamt gilt der

Satz 1.6 (Saint-VenanﬂZD, 1844). P = P(s) ist genau dann eine Béschungslinie, wenn
es eine Konstante ¢ mit w(s) = ¢ - k(s) gibt.

Sonderfalle einer Boschungslinie sind alle Geraden (k(s) = w(s) = 0), alle ebenen
Kurven (¢ = 0) und alle Schraubenlinien (k,w konstant).

Aufgabe

Man zeige, dass alle nichtebenen Boschungslinien konstanter Kriimmung Schraubenli-
nien sind.

17Adhemar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886).
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1.8 Einige spezielle Kurven

b) Klothoide (Cornuschel¥ Spirale)

Ein Fahrzeug hat bei geradlinigem und bei kreisformigem Verlauf einer StraBe oder
eines Schienenstranges eine feste Einstellung der lenkbaren Rider. Den Ubergang von
der einen Stellung der Rader zur anderen wollen wir durch eine konstante Lenkradge-
schwindigkeit realisieren:

CCZZW—C#O dh. w=cs

wenn wir von einer additiven Konstante absehen. Nach (14) und (15) erhalten wir
k(s)=|P"(s)|=w=cs
Fir eine ebene Kurve ergibt das die natiirlichen Gleichungen (E. Cesaro)
k(s) =cs : w(s) =0

Messen wir den Drehwinkel ¢ des Tangentenvektors stets von der positiven z-Achse

aus, dann ist ,
d
w:df und ¢—§32—;‘L2 fir ¢>0

(bis auf eine additive Konstante), d. h. beziglich der z,y-Ebene

s s
P'(s) = (cos p,sin @) = (cos sin )

202’ 2a?

82 52
x(s) = / oS QTLQdS’ y(s) = /sm 2—a2d5

. . . S a2 a
Die Substitution ¢ = 2 . ergibt wegen % =l=c_ Nox
7 cos ¢ SOsmgo
dp,  ylp)=a dip,

= | =

die Substitution s = a+/77 ergibt die in der Optik auftretenden Fresnelschen Integralﬂ
= a\/_/cos —dT , = a\/_/sm —dT

sodassx =y = iiaﬁ die asymptotischen Punkte fiir 7 — oo charakterisieren (Abb.

39a).
Ay
GTE'-\— @

Abb. 39 .

18Nach Marie Alfred Cornu (1841-1902).
Y9 Augustin Fresnel (1788-1827).

=Y

bl
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1.8 Einige spezielle Kurven

Als Ubergangsbogen zwischen einer Strecke und einem Kreisbogen wird ein derartiges
Stick einer geeigneten Klothoide (Wahl der Konstante ¢) bestimmt, dass beziiglich
des Koordinatensystems die Strecke auf der negativen x-Achse abgetragen ist und
der Kreisbogen dort beginnt, wo die Klothoide die Kriimmung 71 (r zum Kreisbogen
gehoriger Radius) erreicht hat (Abb. 39 b). Im StraBenbau spricht man von Anrampung.

Aufgabe
Man berechne fiir eine Klothoide P = P(s) aus der Integraldarstellung P"(s) und k(s).
c) Evolventen und Evoluten einiger Kurven

Es sei P = P(s) eine Kurve. Die Punktmenge
Q(s) = P(s) +v(s) - P'(s) (28)
fiir die s im allgemeinen kein natiirlicher Parameter ist, wird durch die Forderung
Q(s) = P'(s) + V' (s)t(s) + v(s)t(s) L t(s)
zu einer Orthogonaltrajektorie der Tangenten der Kurve P = P(s). Wegen
0=tt+v't+vkn) =1+'(s)

ergibt (28) dber v'(s) = —1 sofort v(s) = sy — s und damit die Filarevolvente bzw.
Fadenevolvente

Q(s) = P(s) + (s0 — s)P'(s) (29)

mit der ersten Ableitung

Q(s) = (s0 = $)P"(s) = (s0 — s)k(s)n(s) (30)

Eine Filarevolvente entsteht als Bahn eines Fadenknotens, wenn der Faden zunachst auf
der Kurve liegt (der Knoten dabei auf P(sg)) und der Faden dann derart abgewickelt
wird, dass der gespannte abgewickelte Teil in der jeweiligen Tangente liegt (Abb. 40);
der abgewickelte Faden hat bis zum Knoten die Lange sy — s.

Pisy)

Abb. 40

Ein Pendel, dessen Aufhangung zwischen zwei "Backen" erfolgt, an die sich der Faden
legt und wieder ablost, beschreibt ebenfalls eine Fadenevolvente; solche Pendel werden
beispielsweise in der Physik untersucht (vgl. auch (1) Rollkurven).

Die Darstellung (29) ist zulassig, wenn P = P(s) viermal stetig differenzierbar, s # sg
und k(s) # 0 ist.
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1.8 Einige spezielle Kurven

P = P(s) heiBt Filarevolute von P = (Q)(s) gemaB (29). Bei Kurven einer Ebene ¢
spricht man kurz von Evolventen und Evoluten. Unter den Voraussetzungen k(s) > 0,
w(s) = 0 und s # s( erhalten wir, wenn wir den natiirlichen Parameter der Evolvente
mit a bezeichnen, der Reihe nach

Q(s) = —k(s)n(s) + (s0 — )k (s)n(s) + (s0 — s)k(s)(~k(s)n(s))
0'(s) = { n(s) firs < s

—n(s) fir sy <s

und wegen Q" (s) L Q = +n(s), d.h. Q"(s) = M(s),

P-a(2) vaft - 5 (- Ga) - L - Lo

do do? ()2 Q)2 (sg — 5)2k2 59— 5 — S0
A(s) = t  firsp<s
] —t fir s < s
1 ..
kevolv = { s_—501 EU: SO<< s
o firs <sg

d. h., dass die Krimmungsmittelpunkte der Evolvente

Meyors = Q(s) + kmﬁ(s) = Q(s) + (s — s0)t(s)
= P(s) + (s0 — 8)P'(s) + (s — s0) P'(s) = P(s)
die Evolute bilden 9]

Wir betrachten nun die Menge der Kriimmungsmittelpunkte einer beliebigen ebenen
Kurve P = P(s). Wie uns vom Beispiel des Kreises bekannt ist, braucht diese Menge
keine Kurve zu sein. Doch wann existiert ein Tangentenvektor?

Wegen w(s) = 0 gilt

M(s) = P(s) + p(s)n(s),
M(s) = P'(s) + p'(s)n(s) + p(s)n'(s) = t+ p'n+ p(—kt) = t+ p'n — t = p'(s)n(s)

d. h., dass M(s) # o und nicht konstanter Kriimmungsradius bzw. nicht konstante
Krimmung der Kurve P = P(s) - kein Kreisbogen - aquivalent sind. Bezeichnen wir
die Bogenlange von P = M (s) mit o, dann gilt

p'(s) firp'(s) >0
—p'(s) fir p'(s) <0

) = {

und folglich
o(s) = { p(s)  fur p/(s) >0
—p(s) firp'(s) <0

2 Christiaan Huygens (1629-1695) hat 1673 die Evolute als Einhiillende der Normalen der Evolvente
gekennzeichnet.
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Fir die zu P = M(s) = M (o) gehdrige Schar von Evolventen erhalten wir

Q(o(s)) = M(a) + (00 — 0)M (o) = [P(s) + p(s)n(s)] + (po — p(s))n(s)
= P(s) + pon(s)

insbesondere fiir py = 0 die urspriingliche Kurve.
Zusammenfassend gilt der

Satz 1.7. Jede ebene Kurve nirgends konstanter Kriimmung besitzt genau eine Evolute,
namlich die Menge der Krﬂmmungsmittelpunkte.ﬁ

Evolventen und Evoluten finden vielfache Anwendung, z. B. bei der Evolventenverzah-
nung und beim Zykloidenpendel von Huygens. Das liegt an der Deutung ersterer als
Fadenevolvente und der Charakterisierung zweiterer als Menge von Kriimmungsmittel-
punkten. Wir wollen abschlieBend zwei Beispiele rechnerisch behandeln.

(1.11) Evolvente der Kettenlinie y = a cosh Z.
Diese Kurve ergibt sich als Gleichgewichtsfigur eines vollkommen biegsamen, unaus-
dehnbaren, homogenen, schweren Seiles, das in zwei nicht ibereinanderliegenden Punk-
ten befestigt ist; sie wird deshalb auch Seilkurve genannt. Wir berechnen eine Evolvente
aus einer Parameterdarstellung der Kettenlinie

t

P(t) = O + ti + acosh —j

a
. t
P(t) =i+ sinh —j
a

) t t
P?2 —1 +sinh? ~ = cosh? —
a a

¢
s(t) = /cosh Ealt = asinh !

a a

— .dt  P(t)
P(t)=P— =
*) ds  cosh 5

— t t t t
Q(t) = P(t) — sP'(t) = O + <t — atanh > i+ (acosh — asinh — - tanh > j
a a a a

Q(t) = O + (t—atanht>i+

a

cosh gj

Diese Evolvente heiBt Traktrix (Traktorie von Huygens) oder Schleppkurve (Abb. 41).

Abb. 41 i

21Dje iibrigen Evoluten sind Béschungslinien.
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Zur Rechtfertigung des Namens berechnen wir den Abstand eines ihrer Punkte Q(t)
vom Schnittpunkt R(t) seiner Tangente mit der z-Achse: Mit

: cosh? £ + sinh? £ —sinh £ ot tanhi
t)=|(1- a ali @i — tanh® —i — aj
Q) ( cosh2§ + cosh? )=t T s £

machen wir den Ansatz

R(t) = Q(t) + AQ(t) = f(t)i
aus der daraus folgenden Gleichung

t
a — tanh -

p— O
cosh £ cosh £
a a

erhalten wir A = acoth £ und den gesuchten Abstand IAQ| = a wegen

a? sinh?t + 1
_ 42 a — CL2

. t
AO)? = a®tanh?® — + =aq
(\Q) a  cosh’ 3 cosh? g

d. h., dass ein schwerer Punkt in S an einem undehnbaren Faden der Lange a, dessen
Ende R(t) sich zunachst im Ursprung O befindet, bei der Bewegung von R langs der
x-Achse die Schleppkurve P = Q(t) beschreibt. Sie befindet sich oberhalb der z-Achse,
hat bei S eine Spitze und nahert sich der z-Achse beidseitig asymptotisch (Abb. 41).

(1.12) Evolute einer Ellipse.
Es kommt hier darauf an, die Menge aller Krimmungsmittelpunkte zu bestimmen (vgl.
Abschnitt 1.5 A). Aus der Parameterdarstellung

P(t) = O + acosti+ bsintj

erhalten wir (vgl. Anleitung zur folgenden Aufgabe)

b? a?
M(t) =0+ (a — ) cos® ti + <b— b> sin® tj

a

oder in parameterfreier Darstellung mit der linearen Exzentrizitit ¢ = /a2 — b?

az\ i by 5
() +<> =1

eine Astroide oder Sternkurve (Abb. 42).

Abb. 42
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Aufgabe

Man berechne die Evolute der Ellipse.
Anleitung. Man berechne P und P mit deren Hilfe sich P”(¢) nach (12) und

(0 = (POF = s =

M(t) = P(t) + (0P (1)

bestimmen lassen.

d) Rollkurven.

Wenn eine starre ebene Kurve k1, die Polkurve, auf einer zweiten k5, der Polbahn, gleit-
frei abrollt, beschreibt ein mit der Flache von k; verbundener Punkt P eine Rollkurve.
Die fiir Anwendungen wichtigsten Falle entstehen beim Abrollen eines Kreises auf einer
Geraden oder einem anderen Kreis.

Es sei k1(M,r) ein Kreis vom Radius 7, wobei sich P auf einer vom Mittelpunkt M
ausgehenden Halbgeraden im Abstand a von M befinde (Abb. 43).

Abb. 43

Die folgende Ubersicht vermittelt die wichtigsten Sonderformen fiir den Fall, dass ks
eine Gerade oder ein Kreis vom Radius R ist; dabei ist noch darauf zu achten, ob k;
innen oder auBen auf ko abrollt; fir P € ky gibt es verschiedene Zykloiden, fiir P € k;
Trochoiden (vgl. auch die folgende Tabelle).

ko Gerade k1 Kreis vom Radius R
M auBerhalb ko M innerhalb ky (r < R)
a=r (gemeine) Zykloide (gemeine) Epizykloide (gemeine) Hypozykloide
(P € k1) oder Radkurve
a<r verkiirzte, gestreckte verkiirzte, verschlungene verkiirzte, gestreckte
Zykloide oder Trochoide Epizykloide oder Hypozykloide oder
Epitrochoide Hypotrochoide
a>r verlangerte, verlangerte, verschlungene verlangerte, verschlungene
verschlungene Zykloide  Epizykloide oder Hypozykloide oder
oder Trochoide Epitrochoide Hypotrochoide
a beliebig  Zykloide Epizykloide Hypozykloide

Zykloiden sind zu beobachten, wenn ein Rad mit einem Fleck oder Bolzen auf einer
StraBe oder Schiene rollt; daher kommt der Name Radkurve. Gemeine Zykloiden be-
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gegnen uns als Brachistochronen?? und beim Zykloidenpendel P

rt X S
¢l d]

Eine Gleichung der Zykloiden mit dem in BogenmaB anzugebenden Walzwinkel t er-
halten wir folgendermaBen (Abb. 44a, b, c): Wegen

rt =x + asint , r=1y+acost
erhalt eine gesuchte Parameterdarstellung die Gestalt
P(t) =0+ (rt — asint)i+ (r — acost)j

Daraus ergibt sich z. B. die Bogenléange der gemeinen Zykloide (a = r)

t T

t
s(t) = /7“ 2(1 — cost)dt = /2r sin Q‘dt
0 0
unter der Voraussetzung 0 < ¢t < 27 ist

(1) = —drcos t| = 4r — drcos
s(t) = —4rcos —| = 4r — 4r cos —
2o 2

d. h., dass der Bogen zwischen zwei Spitzen die Lange 8r besitzt.

Die Gleichungen der Epi- und Hypozykloiden lauten

R+tr
r

+
P(t) =0+ (R:l:r)cost:FacosR r
”

t]i—i—l(R:l:r)sint—asin tlj

Diese Kurven schlieBen sich, falls  eine rationale Zahl ist. Die gemeine Epizykloide
mit R = r ist die Kardioide oder Herzkurve (Abb. 45a), die gemeine Hypozykloide mit
R = 4r eine Astroide oder Sternkurve (Abb. 45b).

22Es handelt sich um eine derartige Verbindungskurve zweier Punkte ungleicher Hohe, dass ein nur
unter dem Einfluss der Schwerkraft gleitender Massenpunkt in kiirzester Zeit vom hoheren zum
tiefer gelegenen Punkt gelangt. Die 1696 von Johann Bernoulli (1667-1748) gestellte Preisfrage
nach der Form der Kurve wurde von ihm und seinem Bruder Jakob (1654-1705) gelost: Sie ist ein
Zykloidenbogen, falls die Punkte nicht (ibereinanderliegen.

23Ein gewdhnliches Pendel ist nicht isochron, d. h., dass die Schwingungsdauer von der GréBe des
Ausschlages abhangt. Huygens fand 1673 ein isochrones Pendel, das Zykloidenpendel: Die Auf-
hangung erfolgt derart, dass der Faden auf einem Zykloidenbogen mit Spitze abrollt (Abb. 44 d);
dabei beschreibt der schwingende Massenpunkt eine Evolvente. Die gemeine Zykloide wird deshalb
auch Tautochrone genannt.
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ars® |
K x

Abb. 45 o) bl

Neben den ausfiihrlicher behandelten Rollkurven seien abschlieBend noch die Rollkurven
erwahnt, die beim Abrollen der Kegelschnitte von deren Brennpunkten erzeugt werden,
die Delaunayschen? Kurven. Im Fall der Parabel erhalt man eine Kettenlinie; deshalb
werden die brigen Delaunayschen Kurven elliptische bzw. hyperbolische Kettenlinien
genannt.

Aufgabe

Man leite aus den obigen Gleichungen fiir die Epi- (oberes Vorzeichen) und Hypozy-
kloiden (unteres Vorzeichen) die parameterfreien Gleichungen fiir die Kardioide (R =
r=a)

(2 + y* — r?)? = 4r2[(z — r)* + ]

und die Astroide (R = 4r = 4a)
223 423 — R/
(vgl. die Evolute der Ellipse) her.

e) Spiralen oder Schneckenlinien

Fir eine ebene Spirale ist der Abstand r eines Punktes vom Ursprung eine streng
monotone Funktion des von der positiven x-Achse aus gemessenen Drehwinkels ¢ :
r = f(¢). Die Boschungslinien werden als nichtebene Spiralen aufgefasst.

Spiralen begegnen uns vielfach in Physik und Technik; besonders bekannt sind Spiral-
federn, etwa bei der Unruhe einer Uhr. Hier wollen wir einige Beispiele ebener Spiralen
naher untersuchen.

(1.13) Archimedische®| Spirale r = ap (Abb. 46 a).

y > y/’_,”__
(6—
Abb. 46 ol %

24Nach Charles Eugene Delaunay (1814-1872).
25 Archimedes von Syrakus (287 ?7-212 v. u. Z.).
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1.8 Einige spezielle Kurven

Diese Kurve entsteht als Bahn eines Punktes auf einer Halbgeraden, wenn die Halb-
gerade mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um ihren Anfangspunkt rotiert und der
Punkt sich in Bezug auf die Halbgerade mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

Es sei a > 0. Eine Parameterdarstellung beziiglich des Drehwinkels ¢ > 0 hat die
folgende Gestalt
P(t) = O + at costi + at sin tj

bzw. fir den Ortsvektor t(t) von P(t)
t(t) = at costi+ atsintj

Wegen der Beziehung
[t(t + 27m) — vt| = 27a

haben zwei aufeinanderfolgende "Schneckengange" konstanten Abstand a* (Abb. 46a).
Fir die Krimmung, deren detaillierte Berechnung wir dem Leser iiberlassen (vgl. fol-
gende Aufgabe), erhilt man

t2+2
a1l +12)3/2

insbesondere k(0) = 2 bzw. p(0) = %. Um den Kriimmungsmittelpunkt bestimmen zu
kénnen, berechnen wir nach (12)

k(?)

P(t) = (acost — arsint)i+ (asint + at cost)j, P(O) =ai
P(t) = (—2asint — atcost)i + (2acost — at sint)j, P(0) = 24j
_ 1 . 2
P'(1) = P(0) = 2

a?

d. h., dass fiur t = 0 das Intervall [0, a] Durchmesser des Krimmungskreises ist. Bei
der Spiegelung der archimedischen Spirale am Einheitskreis entsteht die

(1.14) hyperbolische Spirale r = a (a, > 0). Fir sie ist der Ursprung ein asympto-

tischer Punkt und y = % eine Parallele zur z-Achse, eine Asymptote (Abb. 46b): Aus
der Parameterdarstellung

1 1
P(t) = — i+ —sintj
(1) O+atcos 1+ats1n)

folgt offensichtlich
1 1
y=—sint < — far t>1
at a

sint

. . . . 1 .
.~ = 1 zundachst die Ungleichung y < - sowie

und fiir 0 <t < 1 wegen SIT“ <1, lim
t—0
Y=g

Die Asymptote ist Bild des oben betrachteten Krimmungskreises der archimedischen
Spirale.
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1.8 Einige spezielle Kurven

(1.15) Logarithmische Spirale r = r¢e®? (¢ € R). Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit kann ry = 1 gesetzt werden. Die logarithmische Spirale wird wegen

T‘(QD + 2/{?71') — ea(éﬁ+2k7r) _ e2ak’7r . o0

fur jede ganze Zahl k bei der Dehnung mit dem Zentrum O und dem Dehnungskoeffi-
zienten e2*™ auf sich abgebildet (Abb. 47).
Aus der Parameterdarstellung

P(t) = O + e costi+ e sintj = O + t(t)

J

Abb. 47
berechnen wir eine weitere, fiir Anwendungen wichtige Eigenschaft:

P(t) = (ae™ cost — e sint)i + (ae™sint + e™ cost)j

Qat( 2at

Pr=e""(ac oth—sintcost+asin2t+sintcost) = ae

= e*(a* cos®t — 2asintcost +sin®t + a?sin® ¢ + 2asint cost + cos®t) = e**(a® + 1)

t? = e?(cos® t + sin’t) = &>
Pt a
IPlle] V14 a2

wegen des konstanten Winkels A(P, t) werden Bogen logarithmischer Spiralen fiir die
schneiden rotierender Schneidwerkzeuge (z. B. Hackselmaschinen) und bei Turbinenra-
dern verwendet, wegen des konstanten Winkels Z( P, t) wird diese Spirale auch gleich-

winklige Spirale genannt.
AbschlieBend ermitteln wir die natirlichen Gleichungen der logarithmischen Spirale:

P(t) = e™(a® cost — 2asint — cost)i + e (a?sint + 2a cost — sint)j

2sintcost + 2asin®t + sint cost

PP = e®™(a® cost — 2a*sint cost — acos’t — a
+ a®sin®t + 2a%sint cost — asin®t + a?sint cost + 2a cos®t — sint cost)

= e*(a® — a + 2a) = a(a® + 1)e*™

PP
P2
— 1 (. PP. et
Pt P-~—-P int — cost)i -+ t —sint)j
(t) = T2 ( Iz ) 1—1—@2[( asint — cost)i+ (acost — sint)j]
—m e—2at e—2at
P = ———(a®sin®t + 2asint cost + cos* t + a® cos® t — 2asint cost + sin’t) =
(14 a?)? 1+ a?
—2at
1
k(t) = ——— =

V1i+a?2 rV1+a?
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1.8 Einige spezielle Kurven

Andererseits gilt

t
val 2 val 2
s(t):/e“tvl—Fant: +ae“t:r Ta
a a

—0Q

und somit k(s) = -, w(s) = 0 ein Gegenstiick zu den natiirlichen Gleichungen der
Klothoide.

Der Fall a < 0 bringt fiir die archimedische Spirale (¢ < 0), die hyperbolische Spirale
(o < 0) und die logarithmische Spirale lediglich die Spiegelung an der z-Achse, also
nichts wesentlich Neues.

Aufgabe

Man berechne die Krimmung k() der archimedischen Spirale.
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2.1 Parameterdarstellung einer Flache und Flachenkurven

2 Einfiihrung in die Kriimmungstheorie einer Flache

2.1 Parameterdarstellung einer Flache und Flachenkurven

In Analogie zum Vorgehen in der Kurventheorie betrachten wir Flachen als Bilder von
ebenen Gebieten®] G, d. h[]

P = P(u!,v?) = (z(u',v?), y(u', u?), z(u', u?)), (u',u’ € Q) (31)

(vgl. Abb. 48). Wird ein Parameter, z. B. u?, als konstant betrachtet, dann kénnen wir
an eine Parameterdarstellung einer Kurve denken; fiir einen konstanten Parameter u?
erhalten wir eine u!-Linie (in Abb. 48 ausgezogen), bei konstantem u! eine u2-Linie (in
Abb. 48 punktiert). Die u'-Linien werden auch Parameterlinien genannt.

Abb. 48

Zunachst setzen wir voraus, dass sich aus (31) zulassige Parameterdarstellungen der
u'- und u?-Linien ergeben. Tangentenvektoren der u’-Linien werden, um sie einfach
voneinander unterscheiden zu konnen, nicht mit Hilfe von ~ bzw. ’ bezeichnet, sondern
mittels

OP(ut,u?)

ou’

In der Differentialrechnung spricht man bei (32) von partiellen Ableitungen. Es kénnen
auch hohere Ableitungen gebildet werden: Betrachten wir bei P; nun wu; als konstant,
dann ist

P = (32)

P O?P(u',u?) 0P (u',u?)
T oo T Ou?
die partielle Ableitung von P, nach u? usw. Im folgenden betrachten wir Parameter-

darstellungen, die fiir die weiteren Uberlegungen notwendige Voraussetzungen erfiillen
und somit "zulassig" sind:

Definition. Eine Parameterdarstellung (31) heiBt genau dann zulissig, wenn P =
P(ul,u?) bzw. x = z(ut,u?), y = y(ut,u?), 2 = z(u',u?) dreimal stetig differen-

zierbar und P;, P, nicht parallel sind.

Bei einer zulissigen Parameterdarstellung P = P(u!,u?) wird (iber die etwas friiher
erhobene Forderung nach der Existenz von Py # o, Py1, Pj11 sowie von Py # 0, Py,

20Bej einem ebenen Gebiet G' gehdrt mit einem Punkt auch eine Umgebung von ihm zu G, und je
zwei Punkte von G kénnen durch eine in G liegende Kurve verbunden werden.

27Die hochgestellten Indizes bei u' und u? erhalten spater in der Summenkonvention Albert Einsteins
(1879-1955) eine wichtige Bedeutung und damit Rechtfertigung.
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2.1 Parameterdarstellung einer Flache und Flachenkurven

Pyos (fir konstanten Parameter u? bzw. u' sollte sich eine zulassige Parameterdarstel-
lung der u'- bzw. u?-Linien ergeben!) hinaus noch verlangt, dass P2, Ps1, Pi12, Por1,
Pio9, Py1o und Py existieren und dass P} x P, # o (gleichwertig mit P, }f P) fir alle
(u',u?) € G gilt.

Nach einem Satz der Differentialrechnung von H. A. Schwarz kommt es bei stetigen
partiellen Ableitungen nicht auf die Reihenfolge der Differentiationen an; folglich gilt

Py = Py, Pi19 = Piog = Poyy, Piog = Po19 = Pooy

fiir alle (u!, u?) € G.

Beispiel: (2.1) Zylinder(flache) mit (der z-Achse als) Drehachse (Abb. 49):
P(u!,u?) = O + rcosu’i + rsinu?j + u't

Fiir konstanten Parameter u? erhalten wir eine Mantellinie (u!-Linie), fiir konstanten
Parameter u! als u?-Linie einen Breitenkreis. Es gilt

P1 =¢

Py = —rsinu®i 4+ rcosu?j }f P,
Py =Pp=PFPy=0="FPn
Pyy = —r cosu’i — rsin u2j

Psoy = rsinu*i — r cos u?j
Pi1a = Pig1 = Po11 = 0 = Py = Py = Pia

Setzen wir u! = ul(t) = ht (h # 0) und u? = u?(t) = t, dann erhalten wir in der
Drehzylinderflache die Kurve

t(t) = rcosti+ rsintj + htt

d. h. eine Schraubenlinie (vgl. Beispiel (1.4) und Abb. 23).

\Z

t——

Abb. 49 I

Allgemein ergibt die GauBsche Parameterdarstellung®™
ut = ul(t) : u? = u?(t) (33)

nach Einsetzen in (31) eine Kurve dieser Flache, wenn (33) eine zuldssige Parameter-
darstellung einer Kurve der u!, u?-Ebene ist, d. h., wenn die Funktionen in (33) dreimal

2Carl Friedrich GauB (1777-1855)

62



2.1 Parameterdarstellung einer Flache und Flachenkurven

stetig differenzierbar sind und (!, ?) # (0, 0) fiir alle ¢ gilt: Ist weder u!(¢) noch u?(¢)
in einer Umgebung von ¢ konstant, dann folgt aus

o(P(ul(t), u?(t)) P(ul(r), u*(r)))

T—1
_ o(P(ul(t), u?(t)) P(ul (1), u?(t))) N o(P(u'(7), u?(t))P(u' (1), u*(7)))
T—1 T—1
_ o(Pul(t), w?(t)) P(ul (1), (1)) u'(r) —u'(t)
ul (1) — u?(t) T—t
N o(P(u' (), w?(t))P(u' (1), u(7))) (1) —u?(t)
u?(1) — u?(t) T—1

beim Grenziibergang 7 — t wegen der Stetigkeit von P,
P(t) = Pii' + Py (34)

die Kettenregel; bei konstantem u'(t) bzw. u?(t) gilt (34) trivialerweise. Die Voraus-
setzungen P Jf P und (u',42) # (0,0) ergeben noch P(t) # o.

Es ist nun nicht mehr schwer, mit Hilfe der Kettenregel und den anderen Differentia-
tionsregeln P und P zu berechnen und als stetig zu erkennen; dazu werden stetige
Ableitungen i, " (i = 1,2) benétigt.

Wir méchten noch hervorheben, dass fiir stetig differenzierbare Funktionen v = v(u!, u?),

ul = ul(t), u? = u*(t) allgemein die Kettenregel

o(ul(t),u?(t)) = vy - ' + vy - 02 (34%)

gultig ist.
Beispiel: (2.2) Der graphischen Darstellung einer Funktion z = f(z,y) kann die Para-
meterdarstellung

P(u',u?) = O +ufi+u?j + flu,u?)E
zugeordnet werden. Handelt es sich hierbei um eine zulassige Parameterdarstellung?
Offensichtlich ist die dreimal stetige Differenzierbarkeit von P = P(u!, u?) gleichwertig
mit der dreimal stetigen Differenzierbarkeit von f. Speziell gilt

P =i+ fit ; Py =j+ fot g A

Das Bild einer Funktion zweier Veranderlicher ist also nur dann eine Flache mit zulas-
siger Parameterdarstellung, wenn sie dreimal stetig differenzierbar ist.

(2.3) Drehflachen. Die Drehzylinderflache ist Sonderfall einer allgemeineren Flachen-
klasse. Wieder sei die z-Achse die Drehachse, die Flache jedoch durch Drehung einer
beliebigen Kurve, einer Erzeugenden (Abb. 50), in der Halbebene = > 0 der x, z-Ebene
mit dem natlrlichen Parameter

e(s) = z(x)i+ z(s)t, z(s) >0 (35)

gebildet. Es gilt
o(s) =2(s)i+2(s)t,  |e(s)] =1

63



2.1 Parameterdarstellung einer Flache und Flachenkurven

aanls)

—

Abb. 50 * | 4

Fur einen konstanten Parameter s beschreibt ein rotierender Punkt einen Kreis vom
Radius 7 = z(s), wahrend die z-Koordinate z = z(s) unverandert bleibt, d.h.

P(s,0) = O + x(s) cos pi + x(s) sin @j + z(s)t
bzw. nach Umbenennung der Variablen
P(u!,u?) = O + rcosu?i + rsinu?j + z(u')t (36)

Die u'-Linien, die samtlich zur Erzeugenden kongruent sind, werden Meridiane, die u?-
Linien Breitenkreise genannt.

Da r = x(s) und z = z(s) dreimal stetig differenzierbar sind, kénnen wir auch P =
P(ul,u?) dreimal stetig differenzieren; speziell gilt

P, = ' cosu®i + ' sin u2j + /e , Py = —rsinu’i + 7 cos U2j f P
und somit
i ) €
1 o =| r'cosu® r'sinu
P % P / 2 / 2

2 2

2 | = —2'rcosuti — Zrsinu?j + rr't
—rsinu® rcosu® 0

woraus
(PLx P2 = (r2))? + (r')? =r?(r"? + %) =1r* > 0
fur alle Kurven ¢ = ¢(s) mit r = x(s) > 0 folgt.
Bezuglich (36) konnen wir eine Flachenkurve r = r(¢) mit den GauBschen Parametern

ut =ht (h#0) : u? =t (37)

und dem Tangentenvektor
t=Ph+ P

betrachten. Im Fall der Parameterdarstellung der Drehzylinderflaiche gemaB Beispiel
(2.1) erhielten wir mit Hilfe von (37) eine Schraubenlinie, die auf Grund des konstanten
Winkels Z(t, £) eine Boschungslinie ist.
Allerdings ist dieses Ergebnis von der Parameterdarstellung der Zylinderflache abhangig;
denn auch

P(ut,u®) = O + rcosu®i + rsinu?j + (u' + (u')?)e
ist eine zulassige Parameterdarstellung der Drehzylinderflache, fir die (37) aber eine
Flachenkurve r = r(t) mit

Cw (14+3uh)h

cos /(t,¢) = H = \/(1 + 3(ul)2)2h2 + 12
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2.1 Parameterdarstellung einer Flache und Flachenkurven

bestimmt, fir die folglich Z(t,€) nicht konstant ist. Wir fragen deshalb, ob es eine
Parameterdarstellung (33) einer Flachenkurve v = t(t) derart gibt, dass mit ihrer Hilfe
eine Boschungslinie mit konstantem Winkel Z(t, ) beschrieben wird?

Hier suchen wir nur fiir einen Drehkege] (Abb. 51) mit

¢(s) = ssinai — scos at, (s >0)

die Antwort auf die aufgeworfene Frage, wobei wir an

ut=s=t : u? = u?(t) (33")
denken. Es gilt
t=P-1+P-u* =P+ P =1+ (u?)?
und damit
et CoS v cos

cos Z(t,8) = — = =
¢ \/1 + r2(u'?)? \/1 + 52 sin” a(u/2)2

d. h., dass fir eine Boschungslinie der Radikand konstant sein muss, etwa
1+ s?sin?a(u®)?=c* > 1

z

Abb. 51

Daraus folgt fiir die gesuchte Funktion u? = u?(t) = u?(s)

7 7
cc—1 cc—1 )
=" , ur = = Ins+c¢; mit u'=s

ssin sin a

(GauBsche Parameter einer Boschungslinie auf einem Kegel).
Aufgaben
1. Man zeige, dass
P(u!,u?) = O + Rsinf cos i + Rsin 0 sin ¢j + R cos 0%

2

1
mit den Polarkoordinaten 6 = %, 0 <0 <, und ¢ = u” eine zuladssige Parameter-

darstellung einer Kugel(flache) vom Radius R ist.

2. Man priife, ob eine Béschungslinie auf einem Drehkegel zugleich eine Loxodrome ist
(einen konstanten Winkel Z(t, P;) bildet), und zeige, dass ihre Projektion in eine zur
Kegelachse senkrechte Ebene eine logarithmische Spirale ist.

2Man denke an die Projektierung einer StraBe (Bdschungslinie), die auf einen kegelférmigen Berg
fihren soll.
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2.2 Tangentialebene und begleitendes Dreibein

2.2 Tangentialebene und begleitendes Dreibein

Es sei P = P(u',u?) eine zulissige Flichenparameterdarstellung, P ein beliebiger
Flachenpunkt und P(t) = P(u'(t),u?(t)) eine beliebige Flachenkurve durch P. lhr
Tangentenvektor

P = P + Pyl

liegt in der von P; und P» auf gespannten Ebene e durch den betrachteten Punkt (Abb.
52).

3

L Q
& P

A

Abb. 52

Haben wir eine weitere zulassige Darstellung der Fliche mit den Parametern @' und
w2, dann liegen die Tangentenvektoren P; und Py der @!- bzw. @?-Linien durch P in
der Ebene . Die Ebene ¢ durch P ist folglich unabhangig von der Wahl der Flachen-
parameter; sie wird Tangentialebene genannt. Auf ihr stehen P, x P, bzw.

P1 X P2
m = m(’LLl, U2> = m

der Normalvektor, senkrecht. Das Tripel P, P>, )t heiBt begleitendes Dreibein der Fla-
che, obwohl zwar ein Rechtssystem mit

PP, 1M , M2 =1

vorliegt, aber im allgemeinen P, P, keine zueinander senkrechte Einheitsvektoren sind.
Werden fiir die @'~ bzw. w?-Linien GauBsche Parameter

u' = ol (@, w?) : u? = (T, 7?) (38)

angegeben, dann lasst sich die Unabhangigkeit der Tangentialebene von der Wahl der
Parameter aus

P, ) = P (@', 72, v (! 7)) (39)
mit der Kettenregel errechnen:
— Out ou? — oul ou?
Pir=P-—+P — Po=P - — 4+ P
1 L o + I BoE ) 2 152 + I B

da Py, P nicht parallel sind, gilt
= .5 out  Ou? ou? oul
0 F PrxPy=(Px Po) - Gor s + (P P s
ou'  ou? B ou® Oul
out ou? oul Ou?

= (P ><P2)(
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2.2 Tangentialebene und begleitendes Dreibein

d. h., dass die Basistransformation durch die Matrix

oul  oul
ou?  ou?

vermittelt wird, fur deren Determinante, die Funktionaldeterminante.

out  ou?

e -

gu gy | #£0 (40)

ou?  ou?
gilt. Umgekehrt definieren dreimal stetig differenzierbare Funktionen (38) mit (40) stets
einen Ubergang zu neuen zulissigen Parametern, eine zulissige Parametertransforma-
tion. Mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir wie oben P; und Ps, wobei Py }Jf P2 nach
(40) besteht; die dreimal stetige Differenzierbarkeit von (39) ergibt sich ebenfalls nach
Ketten- und Produktregel:

— ou! ou?\ oul 0*ut
Pua= (Pugi + Pgs) s+ P i
ou! ou?\ oul 0%u?

P 4 Py | S Py

+< 1 o2 + 228u2) ou' L ou' ou?

USW.

Zulassige Parametertransformationen sind fiir die Ermittlung geometrischer Eigenschaf-
ten bedeutsam, zumal in der Flachentheorie kein so wirkungsvolles Hilfsmittel wie der
natirliche Parameter fiir die Kurventheorie zur Verfiigung steht.

Beispiel einer zulassigen Parametertransformation ist stets die Vertauschung der Para-
meter: Aus u! = u! und u? = u? folgt nach (39)

Pl = P2 , FQ = P1
Damit gilt fir den auf der Tangentialebene senkrechten Normalvektor

?1Xﬁ2_P2><P1_ —P1><P2 o P1><P2

ﬁ:i — pr— pu— P e p—
|P1 XP2| |P2><P1| |—P1 XP2| |P1 XP2|

—-N

Allgemein kann festgestellt werden, dass die Vektoren P, P, des begleitenden Drei-
beins von der Wahl der Flachenparameter abhangen, wahrend 91 bis aufs Vorzeichen
eindeutig bestimmt ist. Die fir die Ermittlung von geometrischen Eigenschaften der
Flache notwendigen zuldssigen Parametertransformationen kdnnen wir spater in einem
gewissen MaBe umgehen, indem wir uns auf die Invarianz von Tangentialebene bzw.
Flachennormale und die Kurventheorie stltzen.

Aufgaben

1. Man berechne beziiglich der Parameterdarstellungen in den Beispielen (2.1), (2.2)
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2.3 Regelflichen und andere einparametrige Scharen von Kurven

und (2.3) sowie der Aufgabe 1 des vorigen Abschnitts den Normalvektor 9T = N(u!, u?)
der Drehzylinderflache, des Bildes einer Funktion von zwei Veranderlichen, der Dreh-
flachen und der Kugel.

2. Man transformiere im Beispiel (2.1) die Parameter nach der Vorschrift

1 2

w =7l + w2 ) u? =ut 2

— U

und berechne 91, nachdem man sich von der Zulassigkeit dieser Transformation lber-
zeugt hat.

2.3 Regelflachen und andere einparametrige Scharen von
Kurven
Der Name Regelflaiche wurde vom franzésischen surface réglée (geradlinige Flache)

abgeleitet. Diese Flachen kann man sich wie folgt durch eine bewegliche Gerade erzeugt
denken (Abb. 53):

Abb. 53

Ein Punkt einer Geraden beschreibt eine "Bahn"
P = P(u')
wobei fiir jedes u! die Richtung der Geraden durch einen Einheitsvektor
a=a(u')
bestimmt wird. Ein beliebiger Punkt P der Geraden g = g(u!) besitzt die Gleichung
P = P(u',u') = P(u') + v*a(ul) (41)
Es liegt eine zulassige Parameterdarstellung vor, wenn

1. P = P(u') und a = a(u') dreimal stetig differenzierbar sind und
2. Py x Py = (P(u') +v?a(ul)) x a(ul) # o, d.h. P +u?a)f q, gilt.

Wir fassen (41) mit 1. und 2. als Definition der Regelflache auf.

Beispiele
(2.4) Hyperbolisches Paraboloid (Abb. 14b). Seine Definitionsgleichung lautet

22 2
Hieraus ist zu ersehen, dass fir konstantes z # 0, d. h. in den Ebenen parallel zur
x, y-Ebene, durch (42a) Hyperbeln bestimmt werden; die z, z- Ebene (y = 0) und die
y, 2-Ebene (z = 0) schneiden die Flache (42a) in Parabeln.
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Die Gleichung (42a) ist aquivalent zu

G G-g o =

und somit auch aquivalent zu dem Gleichungssystem

r Y r Yy
=—-4= - == 20z = 42
A a+b , /\<a b>+ cz =10 (42c)
bzw. zu dem Gleichungssystem
_T Y (£ U)X 20—
A s : s N +2cz=0 (42d)

Somit wird das hyperbolische Paraboloid von den Schnittgeraden gebildet, die fiir jedes
A bzw. )\ entstehen, d. h., dass diese Flache zwei Scharen von Geraden enthalt. Um
eine Darstellung (41) zu erhalten, kann etwa P(u') = O +u'(ai+1bj), d. h. die Gerade
mit ' = 0, gewahlt und a(u') aus (42c) und A\ = 2u'! bestimmt werden.

(2.5) Einschaliges Hyperboloid (Abb. 12a). In der analytischen Geometrie wird die
Definitionsgleichung

-+ 5 ——5=1 (43a)

verwendet. Zur Motivierung des Namens kann festgestellt werden, dass die Ebenen
x =0, y = 0 oder allgemein y = mx, d. h. die y, z-Ebene, die x, 2-Ebene, sogar eine
beliebige Ebene durch die z-Achse, die Flache (43 a) in Hyperbeln schneiden.

Fir a = b erhalt man eine Drehflache (vgl. Beispiel (2.3)), ein einschaliges Rotations-
hyperboloid, das fiir die Herstellung von Getrieben mit "hyperbolischen Radern" auf
windschiefen Achsen bzw. den Bau von Kiihltiirmen von Bedeutung ist.

V]

Die Ebenen z = +a schneiden das einschalige Hyperboloid wegen v % = 0 bzw.

2
z = £fy in je zwei Geraden. ’
Im Fall des einschaligen Rotationshyperboloides liegt somit eine Regelflache vor, weil
mit Hilfe von P(u') = O + acosu'i + asinu'j und der Geraden © = a, z = §y
zunichst a(0) und dann a(u!) fir eine Darstellung (41) berechnet werden kann.
Um im Fall @ = b ebenfalls zu diesem Resultat zu gelangen, geben wir die zu (43a)

aquivalente Gleichung
y 2\ /Yy 2z x x
YA (Y22 (1 )(1—) 43b
(b * c) (b c) ( + a a (43b)

an. Die Gleichung (43b) ist genau dann erfiillt, wenn das Gleichungssystem

(G000 @D
bzw. das Gleichungssystem
R B L P R (R, TR
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2.3 Regelflichen und andere einparametrige Scharen von Kurven

erfullt wird. Nach (43c) und (43d) erhalten wir die Punkte des einschaligen Hyperboloids
jeweils als Schnitt zweier Ebenen, d. h., dass auf ihm ebenfalls zwei Scharen von Geraden
liegen.

Die Ergebnisse der Beispiele (2.4) und (2.5) lassen sich folgendermaBen umkehren:

Satz 2.1. Jede Regelflache mit zwei Geradenscharen, bei der zwei Geraden genau dann
windschief sind, wenn sie der gleichen Schar angehdren, ist entweder ein hyperbolisches
Paraboloid oder ein einschaliges Hyperboloid.

Der Beweis kann in der analytischen Geometrie ohne Hilfsmittel der Differential- und
Integralrechnung gefiihrt werden:

Wir wahlen drei Geraden fy, f1, fo der einen Schar und zwei Geraden gy, g; der zweiten
Schar, die fy, f1, fo in den Punkten O, P, Q, R, S, T treffen (Abb. 54).

Dann ist (ai,as,a3) mit a; := O — R; ay := P — O und a3 = ) — P eine Basis.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 7" = O = +al. Eine beliebige Gerade g der
zweiten Schar mit fy, fi }t g ist Schnitt der Ebenen epxy = copy bzw. egxy = €grx,
wobei

8(1)’“_1"; 0 p—1 =«
00 Z 1=l ow oy = Drtpr=pa—2)+2=0 ()
11 1 1 0 p 2
und
0 -1 0 z 0 -1 0 =z
1 A\ 0 A\ —z

10A?/:10Ay:1ozz1oyz
10 02 100 =2 11 z41 01 2—2+41
1 1 11 1 0 0 z+1

— AMz—z41)+(y—2)=0 (I1)

deren Gleichungen sind. AuBerdem missen fs und g komplanar, d. h. a; — Aas, a; —
ay — caz, (u—1)a; + (1 — A(ag + pag linear abhangig sein:

1 1 pu—1
O=| - =1 p—2A _‘
0 —c w

Abb. 54
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2.3 Regelflichen und andere einparametrige Scharen von Kurven

Daraus folgt nach (1)

O=—plz—2)1—c—A—c\) —2cA\(x—2)=2(1 —c— X —cA) —2cA\(z — 2)
=A(c— 1)z —2cx]+ (1 —¢)z

und somit nach (II)
0=(y—2)[(c—1)z—2cx]+ (1 —c)(x—2z+1)z

d. h., dass die Punkte der Flache eine Gleichung zweiten Grades erfiillen.

Wir liberlassen dem Leser die Argumentation dafiir, dass die Regelflache auch fir g || fo
oder g || f1 eine Flache zweiter Ordnung ist.

Durch Fallunterscheidung lasst sich nunmehr zeigen, dass unter den nichtebenen Fla-
chen zweiter Ordnung nur hyperbolisches Paraboloid und einschaliges Hyperboloid zwei
Geradenscharen enthalten.

Unter den Flachen zweiter Ordnung besitzen die Kegel und Zylinder eine Geradenschar.
Diese Flachen werden allgemein wie folgt definiert:

5 P=Pls)

Abb. 55 @ o B

Beispiele
(2.6) Die Kegelflache (Abb. 55a) ist eine Regelflaiche (41) mit konstanter Funktion

P = P(u') = Py (vgl. Abb. 51 mit einer Drehkegelfliche und Abb. 12c). Aus der
Zulissigkeit der Parameterdarstellung folgt u* # 0 (ausgeschlossene Kegelspitze) und

a # o, d. h,, dass a(u') nicht konstant ist.

(2.7) Die Zylinderflachen (Abb. 55 b) werden unter den Regelflachen (41) durch eine

Konstante a = a(u') = ay gekennzeichnet (vgl. die Drehzylinderfliche in Abb. 49).
Hier darf P(u') nicht konstant sein.
Im Fall der Kegel- und Zylinderfliche heiBen die Geraden g(u') Mantellinien.

(2.8) Tangentenflachen (Abb. 55 c). Es sei P = P(s) eine Kurve mit dem natiirlichen
Parameter s. Wir betrachten eine Regelflache mit der Bahn P = P(s) und dem Feld
der Richtungsvektoren a = P'(s), d. h.

P(ul, u2) = P(ul) + u2P/(u1) (44)
Nach den Frenetschen Formeln gilt
P x Py = (P'(u') +u?P"(u')) x P'(u') = u?kn x t = —u?kb

so dass eine zulassige Parameterdarstellung vorliegt, wenn P = P(s) viermal stetig dif-
ferenzierbar ist und sowohl u* als auch k = k(s) von Null verschieden sind. Fiir u> = 0
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2.3 Regelflichen und andere einparametrige Scharen von Kurven

erhalt man P = P(ul), die urspriingliche Kurve, welche Gratlinie, Riickkehrkante oder
Striktionslinie der Tangentenflache (44) genannt wird.

Im folgenden befassen wir uns mit einer speziellen Klasse von Regelflachen, die wir
zunachst kennzeichnen:

Definition. Eine Regelflache heit genau dann Torse, wenn die Tangentialebene in ei-
nem Punkt der erzeugenden Gerade g(u') gleichzeitig Tangentialebene fiir alle Punkte
von g(ul) ist.

Beispiele fiir Torsen sind Kegel-, Zylinder- und Tangentenflachen, jedoch weder einscha-
liges Hyperboloid noch ein hyperbolisches Paraboloid. Fiir die rechnerische Uberpriifung
der Eigenschaft einer Regelflache, Torse zu sein, kann ein einfaches Kriterium angege-
ben werden:

Eine Regelfliche ist genau dann eine Torse, wenn der Normalvektor 91 = 9(u!, u?)
durch u' bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt ist, d. h.

mz =0
Im Beispiel der Kegelflache giltf]

Pl x Py=(P+u%)xa=uv*axa

‘ﬁ(ul,uQ):ic.lxa , My =0
la x a
im Beispiel der Zylinderflache
. Pxa
P, x P,=P xua, N(ut, u?) = = , Ny =0
bl ( ) |P x a ?

und im Beispiel der Tangentenflache®]]

N(ut,u?) = Fb(u') : My =0

Fiir spatere Uberlegungen stellen wir ein weiteres Torsenkriterium bereit:

Satz 2..2 Eine Regelfliche (41) ist genau dann Torse, wenn das Spatprodukt Paa
verschwindet, d. h. Paa = 0.

Beweis. Wegen 0T = 1 gilt 9191, = 0, d. h. 9T L 9y. Somit ist | x INy| = [N
und 9T x Ny = o charakterisiert eine Torse.
Es sei g = g(ul,u?) := (P, x P;)% Dann gelten

1

Ny = 6‘32-\}g)(P+u2a)><a+\}§a><a:\}gdxa+(£2-\}§)\/§m
‘ﬁx‘ﬁngﬁx(\}gaxa>:;[(P+u2a)xa]x(axa):;(an)x(axa)
(45)

30F{r u2 > 0 ist das obere, fiir u? < 0 das untere Vorzeichen zu nehmen.
31F{r w2 > 0 ist das obere, fiir u? < 0 das untere Vorzeichen zu nehmen.
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2.3 Regelflichen und andere einparametrige Scharen von Kurven

und nach dem Entwicklungssatz (a x b) x ¢ = —a(bc) + b(ac)
1. . . :
M x Ny = 5[—P(ac’ta) + a(Paa)] = —;(Pac't)

Somit ist 9T x My = 0 seinerseits gleichwertig mit Pad = 0, w.z.b.w.
AbschlieBend beweisen wir den folgenden

Satz 2.3. Die Menge der Torsen besteht aus Kegel-, Zylinder- und Tangentenflachen
sowie aus Zusammensetzungen solcher Flachen.

Beweis. Nach der obigen Ermittelung von 91y = o fiir Kegel-, Zylinder- und Tangen-
tenflachen haben wir zu zeigen, dass jede Torse eine solche Flache bzw. eine Zusam-
mensetzung von ihnen ist.

Bei einer Torse P(u',u?) = P(u') 4+ u?a(u' dirfen wir o. B. d. A. Pa = 0 voraus-
setzen. Denn anderenfalls setzen wir @' := u!, @? := u? + [ Padu* und nehmen die
Parametertransformation

W=ut ., W=ut- /Padﬂ1
vor, die wegen der nicht verschwindenden Funktionaldeterminante
1
0

offenbar zulassig ist. AuBerdem gilt

P@@,a") = P(@) + (@@ — / Pada')a(@') = P(a') — / Pada‘a(a) + w?a(a)

mit P(@') := P(@') — [ Padu'a(u'), wobei
ﬁa:(P (Pa) a—/Padu a)a ——/Padu aa =0

wegen aa = 0 infolge von aa = 1 gilt.
Unter der Voraussetzung Pa = (0 nehmen wir eine Fallunterscheidung vor:

Fall 1: P = o auf einem Intervall. Dann ist P(u') = Py ein fester Punkt und P =
P(u',u?) eine Kegelflache.

Fall 2: P # o, wobei wir o. B. d. A. u! als natiirlichen Parameter der Kurve P =
P(u') voraussetzen diirfen. Dann ist P’ ein Einheitsvektor und das Dreibein P’, a, M
orthonormiert; fiir @ machen wir den Ansatz a’ = a P’ +ba+ 1, woraus sich a = o’ P/,
b = a’a = 0 und schlieBlich

1
c:a"ﬁ:a’<

1
(P +u*d) x a) = ——Pad =0
v V9

9
nach 45) fir unsere Torse ergibt, d. h. o' = (a'P') P’
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Fall 2a: /P’ = 0 fir ein Intervall, d. h. @’ = 0. Es muss a(u') = ay konstant und
P = P(u!,u?) eine Zylinderfliche sein.

Fall 2b: aa’P" # 0 (gilt fir ein ganzes Intervall). Wir machen fiir eine Flachenkurve
den Ansatz
R(u') := P(u',v(u!)) = P(u!) + v(u')a(ul)

wobei wir tiber die Funktion v = v(u!) noch verfiigen kénnen. Zunichst gilt
R(u') =P +vd +va=P(1+v(dP)) +va
Wir setzen v(u') := —ﬁ und haben schlieBlich
R (u') =va

d. h., dass P = P(u',u?) fiir v/ # 0 eine Tangentenfliche und fiir v = 0 in einem
Intervall eine Kegelflache ist.

Damit ist der Satz bewiesen, denn nach unseren bisherigen Uberlegungen kénnen nur
noch einzelne u!-Werte unberiicksichtigt sein, und in den entsprechenden Geraden g(u')
werden die Teile der Flache zusammengesetzt.

Die Regelflichen sind einparametrige Geradenscharen g = g(u!). Analog sind Drehfla-
chen einparametrige Scharen von Kurven, namlich der Meridiane.
Eine beliebige Fliache lisst sich als Schar der u!-Linien, aber auch als Schar der u*-

Linien auffassen; der Scharparameter ist dabei u? bzw. u'.

Bei der Auffassung der Flache als Schar von Kurven ist zweifellos der einfachste Fall,
eine Schar von Geraden zu betrachten. Vom Standpunkt der Elementargeometrie kann
eine Schar von Kreisen als nachster Fall Interesse beanspruchen. Bei einer Rohrenflache
schneiden die Normalebenen einer Kurve P = P(s) aus der Flache (untereinander
kongruente) Kreise k(P(s),r) heraus:

P(u!,u?) = P(u') 4+ rcosu®n(u') + rsinu’b(u)
Fur sie gilt
Py = P +rcosun’ + rsinu’b’ = (1 — kr cosu®)t — wr sin u?n + wr cos u?b

P, = —rsinu®n + r cos u?b
Py x Py = —r(1 — kr cosu®)(cos u*n + sin u?b)
da eine in der Praxis verwendete Rohrenfliche fiir alle u? definiert sein muss, ergibt
sich die Bedingung

r< fur alle u'

1
F)
Bei dieser Parameterdarstellung stehen die u!- und die u?-Linien aufeinander senkrecht
(orthogonales Netz), wenn PP, = wr? = 0 gilt, d. h., wenn die Kurve P = P(s) eben

Ist.
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Ein Beispiel dafiir ist der Torus, bei dem P = P(s) ein Kreis vom Radius R > r ist. Die
Bedingung ist nicht notwendig; bei einer Anderung der Parameterdarstellung lasst sich
auch fiir nicht ebene Kurven P = P(s) ein orthogonales Netz der u!- und u3-Linien
erreichen (vgl. die folgende Aufgabe 2).

Mit dem Begriff der einparametrigen Kurvenschar ist der Begriff der Hiillkurve, Einhiil-
lenden oder Enveloppe verbunden:

Eine Hiillkurve P = P(s) beriihrt jede Kurve einer einparametrigen Schar P = P(s, t).
Um eine einfache Bedingung fiir die Hiillkurve der Schar zu erhalten, setzen wir voraus,
dass die Menge der Beriihrungspunkte der Kurven der Schar infolge geeigneter Wahl
der Kurvenparameter t fiir einen von s abhangigen Parameterwert ¢(s) angenommen
wird, d. h. P(s) = P(s,t(s)).

Wegen der vorausgesetzten Beriihrung missen fir alle s die Tangenten (ibereinstimmen,
d. h.

P'(8,6)|i=i(s) 1| P(s,1(5))

oder, wenn wir den Scharparameter mit u!' und den Parameter der Kurven mit u?

bezeichnen,
Py (u!, u?) x Pg(ul,u2)|uz:uz(u1) =0 (46)

Diese Bedingung gestattet es, bei vorliegender Kurvenschar P = P(u!, u?) gegebenen-
falls eine Einhiillende zu finden. Diese Bedingung ist natirlich fiir die Gratlinie einer
Tangentenflache mit u?(u!) = 0 erfiillt (Abb. 55 c).

Falls hinreichend viele Kurven einer Schar gezeichnet wurden, sind die Konturen einer
Einhillenden leicht zu erkennen. Wir behandeln abschlieBend ein Beispiel.

(2.9) Kreisschar (Abb. 56).

Abb. 56

Es sei
P(u',u?) = P(u') + rsinu*t(u') + r cosu*n(u')

wobei die Mittelpunkte P(u') auf einem Kreis liegen, d. h.

P(s) = O—l—Rcos;i—i—Rsian

hieraus erhalten wir

f(s) = —sin—i+cos—j und  n(s) ® i sin 2
8) = —sin —i + cos — u S) = —cos —i — sin —
R R R R
Wegen
P, = t+ krsinu®n — kr cos u’t , Py = rcosu’t — rsinu’n
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fuhrt die Bedingung (46) zu

2

0= P, x Py = [—rsinu® — kr?sinu® cos u® + kr?sinu® cos u*]b = —r sin u*b

und folglich zu sinu? = 0, d. h. u> = o, w. Das ergibt

1 1
P,(u') = P(u') + m = O + (R —r) cos éi + (R — ) sin ?;%j,
1 4

P.(u') = P(u') —rmm = O + (R + ) cos 1;%1 + (R + r)sin Ej

Fir r # R haben wir zwei einhiillende Kreise mit den Radien |R—r| und R+ erhalten.
Aufgaben
1. Man gebe die u!- und die u2-Linien der Wendelflache

P(u!,u?) = O + u*(cos u'i + sin u'j) + au't
und P = P(u'), a = a(u') gemaB (41) an, um zu zeigen, dass keine Torse vorliegt.

2. Man zeige, dass die von den Hauptnormalen bzw. Binormalen einer Kurve erzeugte
Regelflache genau dann eine Torse ist, wenn die Kurve in einer Ebene verlauft.

3. Man verwende fiir eine Rohrenflache die Parameterdarstellung
P(ut,u?) = P(u')4r cosu'(cos f(u')ntsin f(u)b)4rsin u?(—sin f(u')n+cos f(u')b)

und priife, unter welchen Bedingungen fiir f die u!- und u!-Linien ein orthogonales
Netz bilden.

4. Man bestimme fiir die Geradenschar P(z,t) = O + ti + (22t — x?)j die Einhiillende
naherungsweise durch Zeichnen hinreichend vieler Geraden (verschiedene x-Werte!) und
rechnerisch mittels (46).

2.4 Bogenlange von Flachenkurven und metrische
FundamentalgroBBen

In der Fliche P = P(u',u?) sei eine Kurve mit der GauBschen Parameterdarstellung

ul = ul(t), u* = u*(t) gegeben, d. h.

P(t) = P(u'(t),u'(t))
Bei der Berechnung der Bogenliange wird®?

P? = (Pa')’ = (Pa')(Pyil) = P,Ppii

2 .
32Hier bedienen wir uns der Einsteinschen Summenkonvention: Statt > P;u’ schreiben wir einfach
i=1
P;ub; Gber einen unten und einen oben stehenden Index ist zu summieren.
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benétigt. Offenbar sind die Koeffizienten P; P, unabhangig von der speziellen Kurve.
Wir formulieren deshalb folgende

Definition. Die Skalarprodukte g;x = gix(u', u?) := P, P heiBen metrische Fundamen-
talgroBen.

Es gilt
gi =P? >0 ; g2 = PP, = PP, = gn

d. h., dass die Matrix
( g11 912 )
g21 922

in der Hauptdiagonale samtlich positive Glieder besitzt und symmetrisch ist. Weiterhin
ist nach dem Entwicklungssatz und der Definition von g

\9it] = 911922 — G50 = 911 P — g PPy = (g1 P> — g21 P1) P
= [_Pl(P2P1) + PQ(PlPl)]PQ = [(Pl X PQ) X Pl]PQ
:(P1><P2)-(P1><P2):g>0

AuBerdem bestimmt die Matrix (g;;) wegen
gwi'i" >0 & (', 4%) # (0,0)
eine positiv definite quadratische Form.

Die g;i gestatten die Berechnung der Bogenlange einer Kurve der Flache mit Hilfe ihrer
GauBschen Parameterdarstellung:

s(t) = / griiikdt (47)

Sie kdnnen aber auch zur Berechnung des Schnittwinkels zweier Flachenkurven heran-
gezogen werden: Die Flachenkurven P = P(t) und P = Q(t) mdgen sich im Punkt S
schneiden (Abb. 57), o. B. d. A. sei P(0) = S = Q(0).

Ferner seien u’ = wu'(t) die GauBschen Parameter der Flachenkurve P = P(t) und
u' = v'(t) die von P = Q(t). Wegen PQ = |P||Q|cos Z(P, Q) gilt

A e

cos Z(P,Q) = 7%92-;612%’“\/%@ v
Q
Abb. 57 .

Allgemein haben wir fiir Vektoren ¢ = (£1,&2) und y = (11, 72) der Tangentialebene

cos Z(x, 1) = ———=1/ gixn)'n" (48)
\V gir€iek
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AuBerdem gilt folgende Flécheninhaltsformelﬁ
F= / NP, Pydu'du® = | / Jgdutdu? (49)
B B

wobei B ein Bereich (Gebiet mit seinen Begrenzungspunkten) ist.
Beispiele

(2.10) Drehflachen (vgl. Beispiel (2.3)). Es gilt

gn=Pl=r?+:%=1 , g12 =921 = PLP, =0  (orthogonales Netz)

goo = P§ =1? : g = |gir| = r*

(2.11) Funktionen zweier Variablen (vgl.Beispiel (2.2)). Wir erhalten

911:1+f12 ; g12 = g1 = fi1fe

g =1+f; ; g=1+f+f;

Dabei ist u' die Bogenlange der u'-Linien genau dann, wenn g; = 1, d. h. f; =
0 gilt; die Flache stellt dann eine Zylinderfliche mit Mantellinien dar, die zu einer
Koordinatenachse parallel sind; auf ihr bilden die w!- und die u?-Linien ein orthogonales
Netz.

Es konnen u! und u? nur dann beide Bogenlange sein, wenn die Flache zur z, y-Ebene
parallel, wenn f konstant ist.

(2.12) Ebene in kartesischen Koordinaten: P(u!, u?) = (ul,u?,0).
Wegen P, =i und P, =j gilt g;x = i, d. h.

und g = 1.

Abb. 58
(2.12") Ebene in Polarkoordinaten (Abb. 58):

2

P(@',w*) = (@' cosw?, @' sinw?, 0)

d. h. u! = @' cos@?, u? = u?sinw?. Die Funktionaldeterminante
cosw? —u'sinu?
sinw?  w!cosw?

33Die Gleichheit der Integrale ergibt sich aus TP PN(P x Py) = ﬁ(ﬂ X Py) - (P x Pp) = /g,
die Entstehung des Integranden wird im Anhang skizziert (vgl. Abb. 61 a).
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verschwindet gerade fiir @' = 0; somit ist die Parametertransformation mit Ausnahme
des Ursprunges zulassig.

Weiterhin gilt
Py = (cos@?,sinw?,0)
Py = (—u' sinw?, @' cosw?, 0)
gu=1 G2=0x1=0, gn=1)* g=@)

Hieraus erhalten wir den Kreisflacheninhalf34

2w r 2w r

//fdudu _//ududu —/i—:maz

Z

()

(2.13) Halbkugel in Zylinderkoordinaten (Abb. 59):

Abb. 59
P(u', u?) = (u' cosu?sinu?, \/r2 — (ul)?)

Wir berechnen zunachst Py, P, und dann die metrischen FundamentalgréBen und deren
Determinante:

ul
Pl = (COSUQ,SiHUQ, —7
9

Py = (—u'sinu?, u' cosu?,0)
(u!)? 2
pu— 1 pu—
gu T Wl)2 ~ 72— (u))?
r2(ul)?
gn=g12=0, gn= (') g= 7“2_((141)2
Um auch hier die Flacheninhaltsformel erfolgreich auswerten zu kénnen, denken wir an
die Substitution u := r? — (u')?. Wegen £ = —2u! erhalten wir
27 r 27 r du 2 0
1 _ 71/2 1 _ ~1/2 2
//\/_du du? // JU du du? // dudu
2m
:/{ 1/2} du? —/TQdu = 2712
0 0

Damit ergibt sich wie in der Elementargeometrie 4772 als Flacheninhalt der Oberfliche
einer Kugel vom Radius r.

34Da die Parameterdarstellung fiir @' = 0 nicht zulissig ist, miissten die Integrationsgrenzen ¢, r
statt 0, » und der Limes € — 0 betrachtet werden.
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Anhang. Invarianz der Bogenlange und des Flacheninhaltes bei Parametertransforma-
tionen

Bei unseren obigen Uberlegungen sind wir davon ausgegangen, dass Bogenliange und
Flacheninhalt invariante (von der Art der Beschreibung unabhangige) GroBen sind.
Andererseits besitzen wir Berechnungsformeln, die sich auf eine bestimmte Parameter-
darstellung der Flache beziehen.

Im folgenden wollen wir nachrechnen, dass zulassige Parametertransformationen tat-
sachlich Bogenlange und Flacheninhalt unverandert lassen. Dieser Nachweis besitzt eine
allgemeine Bedeutung:

Nach dem vorgefiihrten Muster kénnen wir bei einer beliebigen Berechnungsformel
nachweisen, ob eine mit ihrer Hilfe erklarte GroBe geometrisch ist. Insbesondere kann
jeder, dem (49) nicht vertraut ist, erkennen, dass dadurch eine von der speziellen Pa-
rameterdarstellung unabhangige GroBe definiert wird.

Zunachst stellen wir ohne Beweis ein paar allgemeine Aussagen vor.
Es sei x eine zulassige Parameterdarstellung und

o (@, ) — (u'(@',w®), v (@, w?))

eine zuldssige Parametertransformation (dreimal stetig differenzierbare Abbildung mit
einer von Null verschiedenen Funktionaldeterminante (40)). Somit ist ¢ := x o ¢ eine
zulassige Parameterdarstellung (Abb. 60). AuBerdem ist ¢ in einer Umgebung eines
jeden Punktes umkehrbar,

o @, w?) — (@t (ut,u?), 7 (ut, u?))

dreimal stetig differenzierbar und ¢! o ¢ mit der Koordinatendarstellung

u = (u' (@, ), v’ (@', 7))

Abb. 60

; ou' i ou’
ap ‘= ) ag, L
ou ou
zunachst ,
ou' 5i— ou' ou" ;.
oa kT gur ouk
d. h.
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2.4 Bogenlange von Flachenkurven und metrische FundamentalgroBen

so dass ¢! wegen [a| = |a%|~! # 0 ebenfalls eine zulissige Parametertransformation
ist.

Hieraus ergibt sich, wenn wir wie iiblich P(u!,u?) := x(u!, u?) und
P@',w?) = ¢@,w*) = P(u' (@', w?),u* (@', a%))
setzen, folgende Transformationsgleichung fiir die metrischen FundamentalgroBen:
G, = PiPr = P.a} - Psa}, = a} g,saj,

d. h.
(i) = (a;)T(grs)(ar) (50)

Beispielsweise gilt beim Ubergang von kartesischen zu Polarkoordinaten einer Ebene
(vgl. die Beispiele (2.12) und (2.12"))

1 0\ cosu’?  sinu? 1 0 [ cosu? —u'sinu?
0 (uh)? ) \ —ulsinu? u'cosu? 01 sinu?  ul cosu?
Mit (50) ergibt sich folgendermaBen die Invarianz der Bogenlange bei Parametertrans-

formation:
Es sei u* = w*(u'(t), u%(t)) eine Flichenkurve. Dann gilt

P =gt = (@)7(g,)(#) = (afi)" (@) (gu) (0} (@i
7(a) N am)[(@5)(@))(°) = ()T (67)T (gua) (85) (i)
(111) — gklukul _ PQ

Daraus erhalten wir [ |ﬁ|dt — [ |P|dt. Dieses Resultat folgt auch aus
P = Pyu* = Palatil = Psiul = Pl = P

(invariante Differentialform).

Um abschlieBend (bis aufs Vorzeichen) die Invarianz des Flacheninhalts bei Parame-
tertransformation zu skizzieren, denken wir zunéachst an die Annaherung eines von u!-
und u2-Linien begrenzten Flichenstiickes durch eine Parallelogrammfliche, deren Inhalt
sich mit Hilfe des Volumens eines darauf stehenden Spates der Hohe 1 angeben lasst
(Abb. 61 a):

N(Prdu') (Pydu?) = NP, Podu' du® = \/§du1du2

‘72

(72 (u'+ du’, uiede® )

ratay ’//
N

(T +au! o v d?) 7Y
u

Abb. 61 @ Y
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2.5 Normal- und geodatische Krimmung von Flachenkurven

Beim Ubergang zu neuen Flachenparametern betrachten wir zunichst die Seitenliangen
des in Abb. 61 b schraffierten Rechtecks R:

o' o
—1/ 1 2 o 2
at(u' + dut,u? + du?) — Tt (ut, ) ~ dat auldu +8u2d
o’ ou?
—27 1 1 .2 2 2/ 1 2\ ~ —2,

hieraus lesen wir folgende Abbildungsgleichung ab:

() =@ (G ) (51)

Der Flicheninhalt von R wird durch du'du® angenahert; da sich bei der linearen Ab-
bildung (51) jeder Inhalt mit der Determinante der Abbildungsmatrix multipliziert, gilt

du'du’® = |a}|du’ du® (52)

Somit erhalten wir folgendermaBen die gewiinschte Invarianz des Flacheninhalts (bis
aufs Vorzeichen):

// Vdu*du® —// V@) (gr) (a)| |t du du? —// Jolal Pl |du? du®
://\/gsgnmjlduldu :sgn|aj|// \/§du2du
B B

Aufgaben

1. Man gebe eine Berechnungsformel fiir den Flacheninhalt einer Drehflache an (vgl.
(2.10)) und berechne damit a) einen Drehzylindermantel, b) einen Drehkegelmantel,
c) die Kugeloberflache.

2. Man berechne fir eine Wendelflache
P(u!,u?) = O + u*(cos ui + sin u'j) + au't

a) die Lange der u!-Linien mit u* = 0 bzw. u?* = r > 0 fir u!' € [0, 27],
b*) den Flacheninhalt fir ! € [0, 27] und u* € [0, 7].

2.5 Normal- und geodatische Kriimmung von Flachenkurven

Wir wollen das Kriimmungsverhalten von Flachen studieren, indem wir Flachenkurven
untersuchen. Hierbei wird eine "Zerlegung" der Kriimmung einer Flachenkurve in einen
Anteil bezlglich der Flachennormalen und einen Anteil beziiglich der Tangentialebene
von besonderer Bedeutung sein.

Es sei u' = u'(s) die GauBsche Parameterdarstellung einer Kurve der Fliche P =
P(u!,u?), wobei s die Bogenlange ist. Nach der Einsteinschen Summenkonvention ist

P = P : P" = P + Pyu'"u* = k(s)n(s) (53)
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2.5 Normal- und geodatische Krimmung von Flachenkurven

Andererseits werden wir P” beziglich Py, P>, 91 (begleitendes Dreibein der Flache)
darstellen. Zunachst setzen wir

P" = Fkyp(s)M 4+ ky(s)e (54)

wobei ¢ einen Einheitsvektor der Tangentialebene, d. h. ¢2 = 1 und e = 0, bezeichnet,
iber den wir noch geeignet verfiigen (vgl. (56)).
Wegen P'P’ =1 gilt bekanntlich P'P” = 0 und folglich

0= P"P' = kNP + kyeP' = kyeP’ (55)

Fall 1: k; # 0. Neben 0t L P, ¢ gilt nach (55) noch ¢ L P’. Wir kénnen das Vorzeichen
von kg so festlegen, dass fiir die paarweise orthogonalen Einheitsvektoren 91, P/, ¢ noch

Mx P =e (56)

(Abb. 62) gilt.

Abb. 62
Fall 2: k, = 0. Hier kann o. B. d. A. der Vektor ¢ gemaB (56) gewahlt werden.

Wie der Wechselstromwiderstand im Zeigerdiagramm in Ohmschen und induktiven Wi-
derstand "zerlegt" wird, konnen wir (54) als "Zerlegung" der Krimmung k& = |P”|
der Flachenkurve in die Normalkriimmung &, (s) und die geodatische Krimmung k(s)
deuten (Abb. 63).

lhy !
Fi4 P

Tk, !

Abb. 63 -

Dabei gilt stets
K=k +k (57)

Indem wir eine Darstellung von P beziiglich Py, P, Ot anstreben, setzen wir (vgl. (53))
Py =T3P+ T3P+ LN =T, P + LN (58)

Da es sich um die Darstellung der Ableitungen der Vektoren P;, P, des begleitenden
Dreibeins der Flache beziiglich dieses Dreibeins handelt, ist (58) ein Analogon der Fre-
netschen Formeln; die Formeln (58) werden Ableitungsgleichungen von GauB genannt.
(Es fehlt in dieser Analogie noch die Darstellung von 91y und 91, beziiglich des beglei-
tenden Dreibeins der Flache, die wir erst in Abschnitt 2.8 als Ableitungsgleichungen
von Weingarten kennenlernen.)
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2.5 Normal- und geodatische Krimmung von Flachenkurven

Zunachst werden wir hauptsachlich mit den zweiten FundamentalgroBen L;;, (vgl. die
Koeffizienten in den Frenetschen Formeln) arbeiten. Fir sie gilt L;; = PuM; wegen
PO1 = 0 haben wir PN + PO = 0 und somit

Lix = PN = =P, = =B, (59)
Die Determinante der zweiten FundamentalgroBen wird mit L bezeichnet:
L := |Lig| = | Lix(u', u?)|

Neben der Darstellung der Normalkriimmung tber (54)

kn(s) = P'M (60)
erhalten wir nach (53) und (58)
P" = Po(u" 4 Thuu'*) + NLjgu' " (61)
und somit
kn(s) = Liu/u™ (62)

Die Christoffelsymbole F;k und die geodatische Kriimmung k, werden erst spater in
den Abschnitten 3.3 und 3.6 (Bd. Il) eingehend untersucht.

Beispiel

(2.14) Zweite FundamentalgréBen bei Drehflachen. Nach dem Beispiel (2.3) kennen
wir fir

P(u!,u?) = O + rcosu’i + rsinu?j + z¢
bereits die Vektoren

P, =1’ cosu?i + r' sinu?j + 2%

Py = —rsinu?i + r cos 4%
Py x Py = —r2' cosu®i — r2’ sinu?j + rr't
und damit
N = —2' cosu?i — 2/ sinu?j) + r'e

Zur Berechnung der zweiten FundamentalgréBen stellen wir zunachst
Py = 1" cosu?i + " sin u2j + ¢
Piy = —r'sinu®i + 1’ cosu?) = Py
Pyy = —rcosu’i — rsin u2j
bereit. Daraus ergibt sich
Ly = —r"2 +1"2", Lo =0= Loy, Loy =172
L= |Ly| = (Z"r" = 2"v"\r
Fir welche Drehflachen gilt ausschlieBlich L = 07

Fall 1: 2/ = 0 fir u* € (a,b). Dann ist z konstant, und es liegt eine "gelochte"
Kreisscheibe vor (Abb. 64a).
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D

Abb. 64 @ s o

Fall 2: 7/ = 0 fir u! € (a,b). Dann ist r konstant. Es liegt eine Zylinderflache vor
(Abb. 64b).

Fall 3: 7/ # 0 und 2’ # 0,

fir u' € (a,b). Dann ist i—; =+ 0 konstant, etwa 2’ = ¢r’. Wir erhalten z = cr + d, d.
h., dass die geradlinige Erzeugende eine Kegelflache beschreibt (Abb. 64c).
Da die Erzeugende eine glatte Kurve ist, schlieBen sich diese Fille gegenseitig aus.

Aufgabe

Man zeige, dass fiir eine Kurve in einer Ebene k, = 0 und |k,| = £ gilt.

2.6 Kriimmung und Normalkriimmung von Flachenkurven
gleicher Tangente

Im folgenden werden in einer Fliche P = P(u!,u?) alle Kurven u’ = u'(s) bzw.
u’ = v'(s) durch einen festen Punkt P betrachtet; es sei etwa P(u!(0),u?(0)) = Py =
P(v1(0),v%(0)). Aus der Ubereinstimmung der Tangentenvektoren an dieser Stelle,

17 17
Pu' = Puv"

folgt u/i(0) = v"/(0) und somit Lyu"u™ = Ljv"v'®, d. h. Ubereinstimmung in der
Normalkrimmung.
Aber auch aus Pjv'" = — P/t ergibt sich dieses Resultat, denn aus dieser Gleichung
folgt v"4(0) = —u'i(0) und somit Ljv"v* = Ly (—u")(—u'*) = Ligu'"u'*. Zusam-
menfassend gilt der

Satz 2.4. Alle Flachenkurven, die in einen Punkt ein und dieselbe Tangente haben,
besitzen dort die gleiche Normalkrimmung.

Der Zusammenhang von Krimmung und Normalkrimmung fiir alle Kurven gleicher
Tangente in Py kann wegen

kn(0) = P"N = kn9 = k cos Z(n, N) (63)
im Fall k, k,, # 0 durch X |
L= 3o Z(n, M) (64)

ausgedriickt werden. Daraus ergibt sich fiir den Krimmungsmittelpunkt M = P+ %n,
dass er auf dem Thaleskreis iber der von Py und N = P, + é‘ﬁ begrenzten Strecke
in der Normalebene der Kurve liegt (Abb. 65).
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2.6 Krimmung und Normalkriimmung von Flachenkurven gleicher Tangente

Insgesamt gilt der

Satz 2.5 (Meusnierﬁ), 1776). Die Krimmungsmittelpunkte aller sich in P, beriihrender
Flachenkurven liegen in der gemeinsamen Normalebene auf einem Kreis, der die Flache
1

in By bertihrt und Ty ZUM Durchmesser hat.

In einer Umgebung von Fj, schneidet die von der gemeinsamen Tangente und der
Flachennormalen aufgespannte Ebene aus der Flache eine Kurve heraus, fiir dien = +I1
und somit k, = *+k gilt.

Beispiele

(2.15) Kugel von Radius R. Nach der obigen Bemerkung erwarten wir k,, = i%. Dieses
Resultat wollen wir jedoch mit Hilfe von (62) bestatigen. Wir betrachten die Kugel als
Drehflache (vgl. Beispiel (2.14)) mit r(s) = Rcos % und z(s) = Rsin 3. Dann gilt

1

Ly =r'2" — 'y =
Lig = Loy =0

Loo =12 =R 25 _ T
29 rz COSR R

Ein Vergleich mit den Ergebnissen des Beispiels (2.10) fiihrt zur Feststellung von

1
Li, = Rk
Damit gilt
ky, = L; xixk—l ~:Jci:1:k—l
n — L4k - Rgzk - R

in allen Richtungen, die durch Einheitsvektoren (2!, 2?) in der Tangentialebene charak-
terisiert seien.

(2.16) Hyperbolisches Paraboloid. Zur Vereinfachung der Rechnung setzen wir a = b =
¢ = 1 voraus, so dass die Fliche durch die Gleichung 22 — y? + 2z = 0 oder durch die
Parameterdarstellung

P(u',u?) = <u1,u2, il o (“1)2>

35 Jean Baptiste Marie Meusnier (1754-1793).
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charakterisiert sei (Abb. 66). Es gilt

Py = (1,0, —u"), Py = (0,1,u?)
Pll - (0707 _1)7

Im folgenden betrachten wir u! = u? = 0 (Ursprung). Dort gilt 91(0,0) = (0,0, 1) und

o (gir) = ( (1) (1) ) : (Lik) = ( _(1) (1) )

z

Abb. 66

Der Vektor v = 2" P, = cosaP; + sina P, liegt in der zum Ursprung gehoérigen Tan-
gentialebene; er ist wegen g;,x'z* = 1 ein Einheitsvektor. Die von « abhingige Nor-
malkrimmung f(a) kann folgendermaBen errechnet werden:

f(a) = cos a, sin «) ( _é (1) ) < Z?sz > = —cos®a +sin?a = — cos 2

Sie nimmt fir o = £7 den Wert Null an; in diesen Richtungen gilt y = +z und
demzufolge z = 0, d. h., dass in diesen Richtungen die Tangentialebene Geraden aus
der Flache herausschneidet. Wir konnen auBerdem Extremwerte der Normalkrimmung
ermitteln:

f'(a) = 2sin2a : f"(a) = 4cos2a

™

Die erste Ableitung verschwindet genau dann, wenn « ganzzahliges Vielfaches von 7

ist; auBerdem gilt f” (k : g) = 4coskm # 0. Die Extremwerte der Normalkrimmung
sind

K=o =-1 kP =r(5)=1
Sie werden in der Richtung der x-Achse bzw. der y-Achse angenommen.

In den Beispielen haben wir bereits markante Sonderfélle fiir Flachenpunkte kennenge-
lernt:

Definition. Ein Flachenpunkt heiBt genau dann Nabelpunkt, wenn die Normalkriim-
mung unabhangig von der Richtung eine Konstante c ist; fiir ¢ = 0 spricht man von
einem Flachpunkt. Ein Flachenpunkt heiBt Sattelpunkt genau dann, wenn Richtungen
existieren, in denen die Normalkrimmung verschiedene Vorzeichen besitzt.

Aufgabe

Die Krimmungskreise der Flachenkurven mit ein und derselben Tangente in F bilden
eine Kugel, die Meusnierkugel.
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2.7 Hauptkriimmungen

Wie in Abschnitt 2.6 betrachten wir in einer Fliche P = P(u', u?) einen festen Punkt
Fy. Wir suchen Anzahl und Lage der Extremwerte der Normalkrimmung k;, in Abhan-

gigkeit von der Richtung v in der Tangentialebene.
Definition. Die Extremwerte der Normalkrimmung &f (u$,u3) in einem Punkt Py =
P(u?,u3) heiBen Hauptkrimmungen, die zugehérigen Richtungen entsprechend Haupt-

krimmungsrichtungen.
Es sei t = o' P, + 22 P, ein Einheitsvektor, d. h. g;z’a* = 1. Die Gleichung
f(zt,2?) = gnata! 4+ grta? + gnals + gpra® = gpa'a® =1

lasst sich stets nach x und nach z? auflésen. Wenn f; = % # ( ist, dann existiert
dzx!

9Ly wegen
flal ag) = flag,a5) o' =5 fa'2?) = fa,a5)
! — xf 'xQ—x%+ Ty — T =0
fir f(x!,2%) = f(z},23) = 1, und es ist
flfii; + fo=0 bzw. j;; = ;i (65)

Da auBerdem aus f1(z},23) = fa(zf, 22) = 0 zunachst

2Pivg = 2P, (:1:(1)P1 + £L’(2)P2) 2(g11:1:(1) + glzxg) =fi (:1:(1), x%) =0

2Pty = 2P2(xOP1 + xOPg) = 2(gglx(1) + g22x3) = fg(x(l), x%) =0
und dann 2} = 22 = 0 sowie der Widerspruch gjzizh = 0 folgte, diirfen wir

1 2
fi(zd,2d) # 0 oder fo(xd,x3) # 0 und damit die Existenz von 9% oder %% kiinf-
tig voraussetzen.

A. Notwendige Bedingungen fiir die Existenz von Extremwerten der Normalkriimmung:
Wir setzen zunachst voraus, dass fir tg = Pz ein Extremwert angenommen wird,

dass 0. B. d. A. fi(x},22) # 0 gilt und dass somit d% existiert. Fiir die Funktion
h(2?) := k! = Lya'(2?) 2" (2?) + 2L1pat (2%)2? + Loga?a?
ergibt sich die notwendige Bedingung

OLxiz® da'  OLjaxiah
2 i i .
W) = ozl da? i or? 0 (66)

Nach (65) gilt fiir vy

Ogirziat
oxl

Ogipaia®  dat N Ogirziah

orl  dx? 0x? 70 (67)
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Um aus den Gleichungen (66) und (67) die Ableitung % zu eliminieren, bestimmen

wir fir v eine Zahl A\ (Lagrangescher Multiplikator) mit

OLipxiak Ogiraiah
— = 1

5l A ol 0 (68.1)
und erhalten, indem wir zu (66) das A-fache von (67) addieren, noch

OLipxiak )\@gikxixk
Ox? Ox?

=0 (68.2)

Da die FundamentalgréBen g;x und L richtungsunabhangig sind, erhalten (68.1,.2)
das Aussehen

2Ly 12t + 201927 — M(2g112" + 2g122%) = 0
2L012" 4 2L — A(2gm 2! + 2g992%) = 0
diese Gleichungen sind aquivalent zu
(Lit = Agi)z* =0,  i=1,2 (69)

Es gibt genau dann eine Lésung v # o des homogenen Gleichungssystems (69), wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als 2 ist, wenn

|Lir, — Agir| = 0
gilt. Wegen

L1 — Agi1 Li2 — Agio

= (L11 — Ag11)(Laz — Ag22) — (L12 — Agi2)?
Lor = Aga1 Loz — Agaz (L11 = Agi1)(Laz — Aga2) — (Li2 — Agi2)

= Li1Lay — L1y — Mg11Laa + goaLl11 — gialar — go1L12)
+ N (911922 — g2) = L — A(...) + g\

ist nichttriviale Losbarkeit von (69) gleichwertig zu
A=A ;(911[/22 + g22L11 — g12Lo1 — ga1La2) + ' 0 (70)

Wegen dieser notwendigen Bedingung gibt es in dem Fall, dass die Koeffizientenmatrix
von (69) fir kein A den Rang Null hat, zu jedem A mit (70) genau eine Richtung ex-
tremaler Normalkriimmung als Lésung von (69), insgesamt héchstens zwei Richtungen
dieser Eigenschaft.

Existiert jedoch eine Zahl A mit (L;;) = A(gix), dann ist die notwendige Bedingung
(69) fir alle Richtungen erfiillt.

Bi. Im Fall (L;;;) = A(gix) ist die notwendige Bedingung auch hinreichend:
Aus (L) = Mgix) folgt kY = Liypaia® = \gipa’a® = X fir alle Richtungen t; es liegt
also ein Nabelpunkt vor.
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Es sei bemerkt, dass hiervon auch die Umkehrung gilt. Denn ist F ein Nabelpunkt
mit k;, = c in allen Richtungen t, dann gibt es, da nach (70) hochstens zwei -
Werte mit (69) existieren, ein A mit (69) fir wenigstens zwei Richtungen, so dass der
Losungsraum von (69) zweidimensional und der Rang von (L;; — Agix) gleich Null ist,
d. h. (Lir) = A(gir); nun muss aber ¢ = X sein. Zusammenfassend gilt der

Satz 2.6. Der Punkt F, ist genau dann Nabelpunkt mit der Normalkriimmung X in
allen Richtungen, wenn (L;x) = A(gix) gilt.

Bs. Im allgemeinen erfassen wir alle Richtungen
Py'
vV 9iry'y*k
mit y! := cosa, y? :=sina und 0 < a < 7, so dass
fla) =k,

eine in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ist und dort wenigstens ein
Maximum und ein Minimum annimmt. Somit miissen die Lésungen von (70) stets reell
sein.

Tt =

Satz 2.7. Es gibt genau zwei Richtungen extremaler Normalkrimmung, oder &}, ist im
betrachteten Punkt konstant.

Die Bestimmung des groBten und des kleinsten Wertes der Normalkrimmung kann
recht leicht erfolgen: Zur Losung A von (70) moge die Losung v = x%k)Pi von (69)

gehoren, wobei g;;x{;) 27, = 1 sei. Aus (69) folgt

Llszk) — /\kgwx%k) = O, j = 1, 2 ; LUSCZ(IC) = /\kg”xzk) j = 1, 2 (71)
und nach Multiplikation mit x’@ und Addition
Likxfk)x‘gk) = )\kgijxék)x%k) =" (72)
Zusatz. Die Losungen von (70) sind die Hauptkrimmungen im betrachteten Punkt.
Aus (71) lasst sich statt (72) auch
Lijxél)xé) = Algijxél)x€2) y LZ]I%I)xé) == )\Qgijxél)aj{é) (731,732)

und folglich o

(A2 = A1)gij () ziy = 0
gewinnen.
Fall 1: Ay # Ay, Wegen gjafy wfy = 0 gilt 1 L .

Fall 2: A\ = Xs. Die Gleichheit von Maximum und Minimum besagt, dass P, Nabel-
punkt ist.
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Zusatz. Es gibt stets zwei zueinander senkrechte Richtungen extremaler Normalkriim-
mung. Dabei liegt ein Nabelpunkt vor, oder diese Richtungen sind eindeutig bestimmt.

Zur Loésung A; von (70) moge nach wie vor die Losung v von (69) gehdren, wobei wir
noch o. B. d. A. t; L vy voraussetzen. Dann ist t := cos at; +sin aty ein Einheitsvektor

(Abb. 67).
Abb. 67 EV,

Die Normalkrimmung £}, lasst sich auf Grund der Distributivitat der Matrizenmultipli-
kation folgendermaBen berechnen:

ky = tT(L)v = (cos ary + sin are)T (L, ) (cos ary + sin aty)

— cos? at] (Lyp, )ty + cos asin at] (L )vg + sin a cos ard (Lig )t + sin® aed (L, )vs

dabei erhalten wir nach (72) und (73) der Reihe nach

] (L)t = Ay
t](Lix)ta =0, wegen t; L to
3 (L )vy =0, wegen t; L to
t}(Lig)va = Ao

Damit gilt der

Satz von Euler[]
Gehoren zu den orthogonalen Hauptkriimmungsrichtungen ty, t5 die Hauptkriimmungen
A1 bzw. A9 und gilt v = cos ar; + sin ary, dann ist

k!t = cos® al; + sin? a\y

Beispiele
(2.17) Torsen. Wegen My = 0 gilt L;s = —PMNy =0, L = 0 und somit
1

V=X () =0

Folglich verschwindet eine Hauptkrimmung; es sei etwa A\; = 0.
Die weitere Untersuchung gilt einigen Sonderfallen:

A. Drehtorsen mit der Erzeugenden e(s) = r(s)i + z(s)t. Fir sie gelten nach den
Beispielen (2.10) und (2.14)

(g9ik) = ( (1) 72 > ’ (Lip) = < P2 "0 )

0 re

36|m Jahre 1760 von Leonhard Euler (1707-1783) aufgestellt.
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2.7 Hauptkriimmungen

Dabei ist g;x = gix(u') und Liy = Lix(u'), d. h., dass die FundamentalgréBen langs
eines Breitenkreises konstant sind. AuBerdem ist hier im Gegensatz zur obigen Feststel-
lung gerade Ny = 0, d. h. L;; = 0. Wegen L = 0 kénnen wir die Resultate des Beispiels
(2.14) benutzen, wobei wegen Li; = Loy = L12 = 0 nur noch Loy interessiert.

a) Gelochte Kreisscheibe (Abb. 68 a). Wegen 2’ = 0 gilt Lys = 0, A = 0 und schlieBlich
A1 = Ay = 0. Die Ebene besteht also nur aus Nabelpunkten, speziell Flachpunkten.

N Ny

Abb. 68 N

d)

b) Drehzylinderflache (Abb. 68 b). Es ist  konstant und somit z = s. Wir erhalten
Loy = r und neben \; = 0 (Kriimmung der Mantellinie)

Ao=—(.)="=Lyp=— 1=- (Krimmung des Breitenkreises)

00\ (= ( 0—5 0 ) )
=0 bzw. r =0
( 0 r > ( gj%l) 0 r— %TQ 37%1)

o - 2O bzw. () = 0 und - wegen z(;y = guzfyr(, = 1 baw. r*(afy)* =
g2 @) %) =

1
T = :|:P1 bzw. Ty = :|:§P2

Fir den von « abhangigen Normalschnitt (Abb. 68 b) muss die Normalkriimmung nach

.2 :
dem Satz von Euler gerade k = 22 sein.

c) Drehkegelflache (Abb. 68 c). Es sei 5 die GroBe des Winkels zwischen Drehachse
und Mantellinie, so dass

r = ssinf , z = scos 3+ 2
gesetzt werden kann. Mit Loy = 1 cos (3 gilt neben A; = 0 (Kriimmung der Mantellinie)

1
Ay = @ng = —cosf3 (Normalkrimmung des Breitenkreises)
r

Zu A1, Ao gehoren die Hauptkrimmungsrichtungen v; = +P; bzw. v, = i%Pg wegen
[t1] = |t2] = 1 und

0 0 B b —%COSB 0 B
0 T‘COSﬁ TG =0 ZW. 0 0 To =0

Nach dem Satz von Euler stellt £ = sz‘)‘%&ﬁ die Normalkrimmung eines von «
abhangigen Normalschnittes (Abb. 68c) dar. SchlieBlich ist Ay nach dem Satz von
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2.8 Mittlere und GauBsche Kriimmung

Meusnier die Scheitelkrimmung des Kegelschnittes, der von der zur Mantellinie durch
den betrachteten Punkt senkrechten Ebene erzeugt wird (Abb. 68 d).

B. Tangentenfliche P(u',u?) = P(u!) + u?P’'(u'). Die Berechnung von Py, M =
—sgn u?b und der metrischen FundamentalgréBe fiihrt zu

AM=0, Jdg=-—-—2

_ _ ::tP ::i:t T :j:n
k|u2|7 15 2 ’ 2

(vgl. die folgende Aufgabe).
Aufgabe

Man berechne fiir eine Tangentenflache die Hauptkrimmungen und die Hauptkriim-
mungsrichtungen.

2.8 Mittlere und GauBsche Kriimmung

Die Hauptkriimmungen in einem Punkt P, gestatten die Einfiihrung von weiteren, nur
von Py abhangigen Kriimmungsbegriffen:

Definition. Das arithmetische Mittel der Hauptkrimmungen heiBt mittlere Krimmung
H, ihr Produkt GauBsche Kriimmung K der Flache im betrachteten Punkt, d. h.

AL+ Ao

5 :
Flachen mit H = Oin allen Punkten heiBen Minimalflachen 2]
Aus der Definition folgt

M —2HA+ K =0 (70")

H =

K = )\1)\2

1
H = %(911[/22 — g12L91 — go1L12 + ga2L1a

L
K=—
g
M4+ A=)
wegen H? = 1;2> :< 12 2) + K ist stets H? > K, wobei K negativ sein

kann (vgl. hyperbolisches Paraboloid im Beispiel (2.16)).
Beispiele

(2.18) Fiir eine Kugel von Radius R gilt H = & und K = 5 (vgl. Beispiel (2.15)). Das
hyperbolische Paraboloid 22 — % 4+ 2z = 0 hat im Ursprung verschwindende mittlere
Krimmung und die GauBsche Kriimmung -1.

(2.19) Fir Torsen gilt stets ' = 0. Dabei nimmt die mittlere Krimmung fiir Drehzylinder-
, Drehkegel- bzw. Tangentenflache folgende Werte an:

cos3  cotf3 w

1
H=_— konstant H = = —
2r (r konstant), 2r 2s 2k [u?|

37Eine Seifenblase in einem (nicht notwendig ebenen) Drahtbiigel bildet eine Fliche minimalen Fla-
cheninhaltes, eine Minimalflache. Auf den Beweis mussen wir hier verzichten.
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2.8 Mittlere und GauBsche Kriimmung

Hieran lasst sich erkennen, dass mittlere und GauBsche Kriimmung nicht dieselbe Rolle
wie Kriimmung und Windung in der Kurventheorie spielen konnen; beispielsweise lasst
sich zu einer Drehkegelflache die Tangentenflache einer geeigneten Boschungslinie so
bestimmen, dass K und H fiir u?> = s iibereinstimmen (vgl. Aufgabe 3).

Die Einfilhrung von H und K erfolgte recht formal. Wir wollen deshalb noch die
Einfiihrung von K durch GauB vorstellen (Abb. 69):

Die Flache wird vermoge

[P, u?) — O+ N(ut,u?)

in die Einheitskugel abgebildet. Im Beispiel einer Zylinderflache erhalten wir als Bild
einen GroBkreis, im Beispiel einer Drehkegelflache analog einen Breitenkreis; das Bild
einer Kugel vom Radius R ist die volle Einheitskugel, wobei wir als Quotient der Fla-

cheninhalte 1 1

T
= -—- K
41 R2 R?

erhalten.

Um den Flicheninhalt des Bildes U’ eines Gebietes U der u!, u?>-Ebene (Abb. 69) bei
der Abbildung 9t = MN(u',u?) zu ermitteln, denken wir daran, dass DM(u!, u?) ein in
O + M(u', u?) auf der Einheitskugel senkrecht stehender Einheitsvektor ist.

Es sei nun Py = P(u},u?) ein Punkt der Fliche P = P(u',u?) und B der Abschluss
F?| einer Umgebung U von (u},u?). Um das Krimmungsverhalten im Punkt Py zu
bestimmen, betrachten wir nach GauB3 zunachst

Jf MO Nodut du?
B

ff ‘JtPleduldUQ
B

(74)

als "durchschnittliche Krimmung" in einer Umgebung von F,. Diese Festlegung stimmt
gut mit anschaulichen Vorstellungen iiberein, denn bei einer "stark gekrimmten" Flache
werden sich die Normalvektoren stark "spreizen" und einen relativ groBen Quotienten
(74) ergeben.
Doch welchen Wert erhalten wir, wenn U auf (u}, u2) zusammenschrumpft? Zunachst
gilt

JI N Nodut du? MO, M,

lim 2 =
Usstubad) [f NP Poduldu® NP, P
B

38Vereinigung von U und der Menge der Begrenzungspunkte von U.
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2.9 Die Indikatrix von Dupin

Um einen Zusammenhang zu den schon eingefiihrten Kriimmungsbegriffen zu erhalten,
setzen wir

N; = AJP; + BN
Es gilt B; = 0 wegen N L 9, infolge von 912 = 1 bzw; 9N, = 0. Weiterhin ist
—Lir, = WP, = AlP; P, = Algj,
oder in Matrizenschreibweise
< —Lyn —Lao ) _ ( Ap A ) (911 912 )
—Loy —La Ay A3 921 922

Mit der Festlegung (¢'*) := (gix)~" erhalten wir aus der letzten Gleichung
Ay AT\ [ —Lu —Li gt g
A} A3 ) —Loy1 —Lao g% 9%

d. h. AJ = —L;.g"7. Das ergibt

N, = —Lirg"” P; (75)

die Ableitungsgleichungen von Weingarterﬁ.
Sie bilden - wie bereits einmal gesagt - zusammen mit den Ableitungsgleichungen (58)
von GauB das Analogon der Frenetschen Formeln. Nunmehr gilt

NNy N(L1,g Pj X Losg™Pr) NP Po(L1yg™ - Losg™ — Lirg” - Lasg™

NP, P, NP, P, NP, P,

e 7 L
= |Lirg"| = |Lir|lg |=§=K

Somit haben wir eine schone Charakterisierung von K erhalten.
Aufgaben
1. Man zeige fiir Minimalflachen K < 0.

2. Das arithmetische Mittel der Normalkrimmungen in zwei zueinander senkrechten
Richtungen ist stets gleich der mittleren Krimmung H.

3. Man bestimme zu gegebener Drehkegelflache eine Boschungslinie derart, dass fir
deren Tangentenfliche K und H fiir u> = s dieselben Werte wie bei der Kegelfliche
annehmen.

2.9 Die Indikatrix von Dupin

Das Vorzeichen der GauBschen Krimmung wird zur Klassifikation der Flachenpunkte
herangezogen.

39 Josef Weingarten (1836-1910).
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2.9 Die Indikatrix von Dupin

Definition. Ein Punkt P einer Flache P = P(ul,u2), der kein Flachpunkt ist, heiBt
genau dann

a) elliptisch, wenn K > 0,

b) hyperbolisch, wenn K < 0,

c) parabolisch, wenn K = 0 ist.

Beispiele

(2.20) Auf der Kugel sind alle Punkte elliptisch; das trifft auch noch auf das Ellipsoid,
das elliptische Paraboloid und das zweischalige Hyperboloid zu. Auf dem hyperboli-
schen Paraboloid und dem einschaligen Hyperboloid liegen ausschlieBlich hyperbolische
Punkte.

Nichtebene Torsen sind Beispiele fiir Flachen aus parabolischen Punkten; insbesondere
gehoren dazu elliptischer, hyperbolischer und parabolischer Zylinder sowie der Kegel
unter den Flachen zweiter Ordnung.

Bekanntlich besteht eine Ebene nur aus Flachpunkten. Nichttrivialer Fall eines Flach-
punktes ist der Ursprung bei der durch die biquadratische Parabel z = t,z = t*
erzeugten Drehflache (Abb. 70):

Abb. 70

Die Erzeugende hat im Ursprung verschwindende Kriimmung; wegen k? = k2 + k; gilt
dort fiir alle Meridiane k,, = 0. Alle (ibrigen Punkte dieser Drehflache sind elliptisch.

Wegen K = 5 kann die Klassifikation auch mit Hilfe von L statt K vorgenommen
werden.

Die Namen der Klassifikation konnen eine eindrucksvolle Begriindung erfahren. Dazu
sei im betrachteten Punkt Py = P(u},u3), o. B. d. A.

1 .
uh =u2 =0 , P(u*,u?) = P(0,0) + P;(0,0)u’ + =Py,(0, 0)u'u® + Rs
0 0 )

die Taylorentwicklung. Wir betrachten den Schnitt mit der zur Tangentialebene paral-

lelen Ebene
N(0,0)(X — P(0,0)) =¢

Nach den Ableitungsgleichungen (58) von GauB gilt fiir die gemeinsamen Punkte von
Flache und Ebene

1 . 1 .
e =N(Pu* u*) — P(0,0) =N (R-uZ + EPiku’uk + 9%3) = ELikuluk + R3

i,k

1

41 = Lo+ — Ry
2lel el
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2.9 Die Indikatrix von Dupin

7

Uu
V2l

+1 = Lga'a® + /2|¢| RS

Mit der Substitution z° := erhalten wir zunachst

und fiir ¢ — 0 die Gleichung ‘
Lipz'z® = +1 (76)

Definition. Die Menge der Punkte X der Tangentialebene, die der Gleichung (76)
geniigen, heiBt die Indikatrix von Dupiﬂ in F.

¥
x
1
T
P

Abb. 71 ¥ b o

Satz 2.8. Die Indikatrix von Dupin ist (Abb. 71)

a) eine Ellipse, wenn P, elliptisch,

b) ein Paar konjugierter Hyperbeln (mit gemeinsamen Asymptoten), wenn PO hyper-
bolisch,

c) ein Parallelgeradenpaar, wenn P parabolisch,

d) @, wenn Py Flachpunkt

1
ist. Dabei hat X von F, den Abstand \/ﬁ
Beziiglich a) bis c) ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus der analytischen Geo-

metrie, da L fir diese Kurven zweiter Ordnung Diskriminante ist; die Behauptung d)
ist trivial. Es sei nun v = v(FPyX). Dann ist

1 2
v=1'P, = \/gipaizk LH + L‘PQ
\ girwizk \ gikaiak

wobei in der Klammer ein Einheitsvektor steht. Aus der Gleichungskette

okt

_27r
— =1k,
gijx'a!

+1 = Lklﬂjkl’l = gijl‘il’j : Lkl

ergibt sich abschlieBend wie behauptet |t| =

Kl

Folgerung. Die Achsen der Indikatrix fallen mit den Hauptkrimmungsrichtungen zu-
sammen. Bei a) und b) sind \/‘IA—I‘ und \/llA_z\ die Langen der Halbachsen, wenn A; und

A2 nach wie vor die Hauptkriimmungen bezeichnen.

*0Charles Dupin (1784-1873).
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2.9 Die Indikatrix von Dupin

Nabelpunkte haben entweder einen Kreis als Indikatrix, oder sie sind Flachpunkte.
Auf der Grundlage der Klassifikation lassen sich noch weitere Aussagen gewinnen:

a) Elliptischer Punkt: K > 0.

Dann haben die Hauptkriimmungen gleiches Vorzeichen und folglich alle Normalkriim-
mungen ein einheitliches Vorzeichen. Somit ist Lyz'z* fiir (2!, 22) # (0,0) entweder
stets positiv oder stets negativ, d. h., dass eine hinreichend kleine Umgebung von F,

mit Ausnahme von Py ganz in einem (offenen) Halbraum beziiglich der Tangentialebene
durch Py liegt (Abb. 72a).

Abb. 72 @ s

b) Hyperbolischer Punkt (Sattelpunkt) : K < 0.

Da die Hauptkriimmungen verschiedene Vorzeichen besitzen, ist L;;2'z* sowohl positiv
als auch negativ. Folglich liegen in jeder Umgebung von F, in beiden Halbraumen
beziiglich der Tangentialebene Punkte der Flache.

Genauer kann gesagt werden, dass die zur Tangentialebene senkrechten Ebenen durch
die Asymptoten der Dupinschen Indikatrix in einer hinreichend kleinen Umgebung von
Py die Teile der Flache in den beiden Halbraumen beziiglich der Tangentialebene tren-
nen (Abb. 72 b).

Dort schneidet die Tangentialebene die Flache in zwei Kurven P = P;(t), i = 1,2,
fur die die Asymptoten der Indikatrix Tangenten sind: Der Schnitt

1 ,
0=N(Pu,u?) — Ry) = ELikuluk + R3”
habe die GauBsche Parameterdarstellung u’ = ufj)(t) mit £ = 0 in Fy. Dann gilt

ut ouF 2RE
0= L -— - — 3
L D

woraus wir fir ¢ — 0 '
Lt =0
erhalten, d. h., dass der Tangentenvektor der Asymptotengleichung geniigt, w. z. b. w.
c) Parabolische Punkte: K = 0, wobei etwa A\; = 0 und A\ # 0 gilt.
Mit Ausnahme der Vielfachen von t; hat L;,z'z" stets das Vorzeichen von \s. Eine

hinreichend kleine Umgebung von Py ohne die Punkte der Geraden P = P + tt; liegt
in einem Halbraum beziiglich der Tangentialebene durch Py (Abb. 73 a).
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2.9 Die Indikatrix von Dupin

al
b) % ;
Abb. 73

d) Flachpunkte: Dort beriihren sich Flache und Tangentialebene von mindestens zwei-
ter Ordnung. Nach unserer bisherigen Klassifikation muss das auch fiir den Scheitel
eines sogenannten rotationssymmetrischen Affensattels (Abb. 73 b) zutreffen, bei dem
neben den "Beinen" auch der "Schwanz" seine Beriicksichtigung findet.

Die Achsen der Dupinschen Indikatrix kdnnen leicht angegeben werden, wenn die u!-
und die u?-Linien spezielle Flaichenkurven sind:

Definition. Eine Flachenkurve, deren Normalkriimmung in jedem ihrer Punkte Haupt-
krimmung ist bzw. verschwindet, heiBt (Haupt-) Kriimmungslinie bzw. Haupttangen-
tenkurve (auch Asymptotenlinie).

In einer Ebene oder einer Kugelflache ist jede Kurve eine Kriimmungslinie, in einer
Kegel-, Zylinder- oder Tangentenflache ist jede Gerade zugleich Krimmungslinie und
Haupttangentenkurve. Auf den Drehflachen sind die Meridiane und Breitenkreise Kriim-
mungslinien (vgl. Aufgabe 1); im einschaligen Hyperboloid und im hyperbolischen Pa-
raboloid sind die Geraden Asymptotenlinien.

Die Tangentenvektoren einer Asymptotenlinie erfiillen die Differentialgleichung
(L1igar — Laigue)i'i" = 0

umgekehrt kann diese Differentialgleichung in einer geeigneten Umgebung jedes hy-
perbolischen Punktes wegen L < 0 zur Bestimmung einer Parametertransformation
genutzt werden, so dass die Asymptotenlinien die neuen u‘-Linien bilden.

Aus (69) erhalt man mit @* statt 2* nach Eliminierung von X fiir die Kriimmungslinien
die Differentialgleichung

(L11go1 — Loygin )it + (Li1gas — Loigio)u'i® + (L1agoy — Laogn )u*a’

+ (L12ga2 — Lasgro)i*i®> = 0
oder kurzer |
(Lrigor — L2z‘g1k)fﬂuk =0

Es ist nicht so leicht wie im Fall der Asymptotenlinien zu begriinden, dass in einer
geeigneten Umgebung jedes Nicht-Nabelpunktes die Kriimmungslinien mit Hilfe dieser
Differentialgleichung als @'-Linien eingefiihrt werden kénnen.

Aufgaben

1. Man beweise auf der Grundlage der Ergebnisse der Beispiele (2.10) und (2.14), dass
die Meridiane und Breitenkreise der Drehflachen Kriimmungslinien sind.
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2.10 Minimalflachen

2. Dupin hat die Flache durch
. 1 .
P(u!,u?) = Py + Pu' + 5Pz-kq,ﬁu’f (77)

angenahert und diese Flache mit Parallelen zur Tangentialebene geschnitten. Man zeige,
dass (77) ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid, ein parabolischer Zylinder oder
die Tangentialebene darstellt, je nachdem, ob Fj elliptisch, hyperbolisch, parabolisch
oder ein Flachpunkt ist.

2.10 Minimalflachen

Im Jahre 1760 stellte Joseph Louis Lagrange die Aufgabe, durch eine geschlossene und
doppelpunktfreie glatte Kurve eine Flache minimalen Flacheninhaltes zu Iegen.@
Obwohl sich namhafte Mathematiker mit dieser Aufgabe befasst und interessante Bei-
trage zu dieser Flachenklasse geliefert hatten, konnte ihre Losung erst 1932 unabhangig
voneinander von Jesser Douglas und Tibor Radé erbracht werden. Lagrange gelangte
zu einer notwendigen Bedingung, die kurz durch H = 0 fiir alle Punkte ausgedriickt
werden kann. Trotz der fehlenden Umkehrung werden heute alle Flachen verschwinden-
der mittlerer Krimmung Minimalflachen genannt.

Satz 2.9. Es sei P = P(u',u?), (u',u?) € B, eine von der geschlossenen glatten
Kurve K berandete Fliche minimalen Flicheninhalts. Dann gilt H(u!,u?) = 0 fiir alle
(ut,u?) € B.

Bevor wir einen Beweis skizzieren, wollen wir eine Anwendung in der Physik vorstellen:
Eine Seifenblase in einem Drahtbiigel bildet auf Grund der Oberflachenspannung, wenn
wir von den geringen anderen Einfliissen, wie beispielsweise der Schwerkraft, absehen,
eine Flache minimalen Flacheninhaltes. Das gestattet es uns, Minimalflachen experi-
mentell herzustellen.

Wir betrachten eine Schraubenlinie und ihr Bild bei der Spiegelung an ihrer Achse
(Abb. 74). Die Seifenlamelle nimmt die Gestalt einer Wendelflache an. Wir iberlas-
sen dem Leser den Nachweis, dass die mittlere Krimmung einer Wendelflache tiberall
verschwindet (vgl. die folgende Aufgabe).

Abb. 74

Damit haben wir eine 1776 von Meusnier angegebene Minimalflache kennengelernt;
die andere ist eine spezielle Drehflache. Sie kann experimentell erzeugt werden, indem
zwei kreisformige Drahtbiigel in der Seifenlésung zunachst tGbereinander gelegt werden
und dann in Richtung der gemeinsamen, auf ihren Ebenen senkrechten Symmetrieachse
auseinander gezogen werden (Abb. 75).

*1Es wird oft vom Plateauschen Problem gesprochen, obwohl Joseph Plateau (1801-1883) erst 1866
diese Aufgabe formuliert hat.
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2.10 Minimalflachen

Abb. 75

Um zu einer analytischen Beschreibung dieser Flache zu gelangen, betrachten wir eine
beliebige Drehflache (vgl. Beispiel (2.3))

P(u!,u?) = O + rcosu?i + rsinu?j + z(u')t

Fur sie gilt nach dem Beispiel (2.10)

gi=1, gu=g1=0, gu=r% g=r°

und nach Beispiel (2.14)
L11 = T/Z” — 7’”2/, L12 = L21 = 0, LQQ = TZ/

Eine Drehflache verschwindender mittlerer Kriimmung erfillt die Gleichung

1 1
H = %(911%2 + g2ol1) = ?(rz’ + 72" = ")) =0

bzw. die Differentialgleichung

1
r'2" — (7"” — ) 2 =0 (78)
r
Zur Bestimmung der Erzeugenden machen wir den Ansatz r = f(z) und erhalten aus
(78)

/

f'Z/Z//_ <fZ/2+fZ//_]1C> Z/:—f2/3+;:0

Es gilt folglich 2/ = 0, d. h., dass z konstant ist, oder

f'z’Q—}:o

Wegen $(z) = /1 + f2und 2/ = \/# erhalten wir daraus

ff=1+73)=0 (79)

Das ist eine Differentialgleichung der Kettenlinie 7 = a cosh %, und aus der Theorie der
Differentialgleichungen folgt die Einzigkeit der Losung, wenn beispielsweise f(0) = a
und f(O) = () gefordert wird. Die Drehflache wird deshalb Katenoid genannt; das Wort
Kette ist aus dem lateinischen catena entstanden.

Zusammenfassend gilt der

101



2.10 Minimalflachen

Satz 2.10 (Bonnet*), 1860). Die einzigen nichtebenen Drehflichen verschwindender
mittlerer Krimmung haben eine Kettenlinie als Erzeugende, sind Katenoide.

Wir skizzieren abschlieBend den Beweis des Satzes 2.9. Es sei P = P(u!'flu?), (u!,u?) €
B, eine von der geschlossenen glatten Kurve K berandete Flache minimalen Flachen-
inhalts. Eine "benachbarte" Flache mit demselben Rand K kann in der Form

P(u',u?) = P(u',u?) + cv(ul, u®)M(u', u?)

angegeben werden, wenn v(u!,u?) = 0 fir alle (u',u?) aus dem Rand von B gilt.
Somit ist

P =P +evN+evdy =P — evLy,.g" Pj + evyN
Py = Py — cvLysg*" Py, + oM
g11 = g1 — 2evLi.g"7gn +€%(...) = gi1 — 2evlyy +€%(..)
g12 = g12 — 2evlip + 82(...) 21
G22 = goz — 2evLigp + €2(...)
G = G11G22 — G1ado1 = g11922 — G1aga1 — 26v(L11gas + Laagin — 2L12ga1) + €%(...)
= g(1 — 4pvH) +€2(...)

Der Flacheninhalt der benachbarten Flache ist nur dann minimal, wenn

0 =17 2 _

- é/ Viduldu?|_ =0 (80)
gilt. Aus (80) folgt

_ 1,2 _ 4vHg+¢(...) 172
0= //(9 Vadu du‘ // 2\/91—451)H =Ty )E_Odu du

= =2 [[ vH Jgdu'du?
B

Wie man in der Variationsrechnung durch geeignete Wahl von v zeigt, ist diese Glei-
chung wegen /g > 0 nur dann erfiillt, wenn H(u',v?) = 0 fir alle (u',v?) € B gilt.
Damit ist der Beweis des Satzes 2.9 umrissen.

Aufgabe

Man zeige, dass jede Wendelflache eine Minimalflache ist.

#2(Ossian Bonnet (1819-1892).
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4 Bezeichnungen und Symbole

max Maximum

min Minimum

inf untere Grenze, Infimum

sup obere Grenze, Supremum

f! Umbkehrfunktion

Uy(x) p-Umgebung von z

foi = 869{1- partielle Ableitung

A= (a) Matrix

|A| = |a] Determinante

AT = (a )T transponierte Matrix

A7 = (az)7t inverse Matrix

alb parallele Vektoren

alb orthogonale bzw. senkrechte Vektoren
ab Skalarprodukt

axb Vektorprodukt, vektorielles Kreuzprodukt
abc Spatprodukt

P+a Bild von P bei der Verschiebung a
o(PPY=P —-P durch ﬁ bestimmter Vektor

p(A) Rang von A

P(t) Parameterdarstellung einer Kurve
P(t) Tangentenvektor, erste Ableitung
P(t), P(t) zweite bzw. dritte Ableitung

x(t), &(t), ... erste, zweite, ... Ableitung

P’ Tangenten(einheits)vektor

P, P" P" Ableitungen nach dem natiirlichen Parameter, der Bogenlange
t(s) Tangenten(einheits)vektor

n(s) Hauptnormalenvektor

b(s) Binormalenvektor

P(ut,u?) Parameterdarstellung einer Flache

P, = gf;,]%k = % partielle Ableitung

N(ul, u?) Normalvektor

N, partielle Ableitung des Normalvektors
P(u'),a(u'), g(ul) vgl. Regelflache

gir(ut, u?) metrische FundamentalgréBen

rl Christoffelsymbole

Li; zweite FundamentalgroBen

ky geodatische Krimmung

ky, Normalkrimmung

k;, Normalkrimmung in der Richtung t
H mittlere Krimmung

K GauBsche Kriimmung

cosht cosinus hyperbolicus ¢ Hyperbelfunktionen
sinh ¢ sinus hyperbolicus t

tanh ¢ tangens hyperbolicus t
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