Als sich der Begriff der Zahl,
d. h. die Vorstellung einer bestimm-
ten Menge von Dingen, entwickelt
hotte, machte sich auch das Rechnen
mit diesen Zahlen nolwendig. Eine
natirliche und brauchbare ,Rechen-
maschine” waren dabei die Finger
der Hénde, die noch heute von
Kindern beim Zahlan und bei ein-
fachen Rechnungen als anschauliches
Hilismitiel verwendet werden. Das
uns geldufige Zahlenrechnen hat sich
erst sehr spat im Lcufe von Jahr-
hunderien entwickelt, und es ist ein
weiier Weg, der von den ,Finger-
zahlen” zu den Rechenverfahren ge-
fohrt hat, die heute zur Beherrschung
“desZahlenreiches gebraucht werden.
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EINLEITUNG

N

Der vorliegende Band, der sich an einen breiten Leserkreis.wendet, will der
Férderung des Zahlenrechnens dienen, sei es als Unterlage fir den Selbst-
unterricht, sei es als Hilfsmittel in der Hand des Lehrers. Er stellt dabei geringe
Anforderungen an die Vorkenntnisse des Lesers und vermeidet allgemeine
mathematische Ableitungen.

Neben dem formalen Rechenschema werden die fir das praktische Leben
wichtigsten Anwendungsgebiete des Rechnens, die Rechenproben und, etwas
ausfihrlicher, die wichtigsten Rechenvorteile sowie die Uberschlagsrechnung
behandelt. .

GRUNDREGELN FUR JEDEN RECHNER

1. Das Ergebnis einer Rechnung hat nur dann einen Wert, wenn Du fir seine
Richtigkeit unbedingt einstehen kannst. Daher keine Rechnung ohne hinrei-
chende Probel

2. Das kleine «1+1» und «1X1» muBit du fest und sicher im Kopfe haben,
dazu auch méglichst das mittlere «1X1» (1X11.bis 9x19). Mehr auswendig
zu lernen hat nur dann einen Wert, wenn Du es jederzeit richtig im Gedachtnis

bereit hast. .

3. Béuchfe, daf} jede Ziffer einer Zah| stets zwei Werte hat, einen Nenn-
und einen Stellenwert!

4. Es ist nitzlich, vor jeder Rechnung durch einen Uberschlag die Grofiens
ordnung des Ergebnisses abzuschdtzen. Das bewahrt davor, unwahrscheinliche
und sinnlose Ergebnisse als richtig hinzunehmen und vor allem Fehler beim
Stellenwert zu begehen.

5. Rechnest Du schriftlich, so schreibe die Zahlen so deutlich wie nur méglich,
und méglichst senkrecht! Beim Untersetzen erleichtert das die Ubersicht und
schiitzt vor Blickfehlern. Im Ubrigen bemihe Dich, soviel wie méglich im Kopfe
zu rechnen!

6. Vor jeder Rechnung sieh Dir die Zahlen, mit denen Du zu rechnen hast,
genau daraufhin an, ob sie nicht irgendeine Eigenart haben, die das Rechnen
mit ihnen erleichtert, und Vorteile bieten, deren es gar viele gibt! Das erspart
nicht nur Zeit und Mihe, sondern solches «denkendes Rechnen» ist eine an-
regende Beschéftigung, die Deiner Erfindungsgabe weiten Spielraum laft
gegeniber der eintdnigen Anwendung eines starren Rechenschemas.



BEZEICHNUNGEN

1. Addition: Summand + Summand +Summand+. . .=Wert der Summe

Summe

2. Subtraktion: Minuend —Subtrahend =Wert der Differenz

Differenz

3. Multiplikation:  Multiplikand x Multiplikator =Wert des Produktes

Produkt
Gemeinsamer Name fir Multiplikand und Multiplikator:
Faktoren
4, Division: Dividend : Divisor =Wert des Quotienten
N—— e
Quotient
5. Potenzen: an-a-a-a-a-...{d. h.n gleiche Faktoren a)

a Basis oder Grundzahl
n Exponent oder Hochzahl

6. Rongzahlen: 1=11=10° E (Einer)
_10=10t Z {Zehner)
100=102% H (Hunderter)
1000=103 T (Tausender)
10000=10* ZT (Zehntausender)
100000=10% HT (Hunderttausender)
1000000=108 M (Millioner)

z.(Zehntel), h (Hundertstel), t (Tausendstel), zt (Zehntausendstel) usw.

ABKURZUNGEN

NR Neunerrest (Rest, der bei der Division einer Zahl durch 9 bleibt)
ER Elferrest (Rest, der bei der Division einer Zahl durch-11 bleibt)
QS Quersumme (Summe der Ziffern einer Zahl)
QD Querdifferenz (Differenz aus der Summe der ungeradstelligen und der
Summe der geradstelligen Ziffern einer Zahl) '
NP Neunerprobe
EP Elferprobe
ZE Zehnergénzung -
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l. DAS FORMALE RECHNEN

. ’

Ehe man versuchen kann, beim Rechnen unter Ausnutzung der sich bietenden
Vorteile einfachere und kirzere Wege zu gehen, ist es unerlafilich, das fur
jede Rechenart giltige Normalschema sicher zu beherrschen. Dabei ist es
niitzlich, die erforderlichen Gedankenschrite — wenn man laut rechnet, gilt
das erst recht — so knapp wie nur méglich zu bemessen.

A. Das Addieren

Hierbei schreibt man (méglichst steil und deutlich) die einzelnen Summanden
so hin, daf3 Ziffern gleichen Stellenwertes genau untereinander stehen, also
zum Beispiel :

7458

+ 19236
+ 8449
+ 7262
+ 6474
+ 42019
+ 9865

100 763

.

Innerhalb jeder Reihe gleichen Stellenwertes zéhlt man, von der ersten
Ziffer der Einer ausgehend und von oben beginnend, immer um die folgenden
Ziffern weiter, bis man unten am Strich angelangt ist. In der nachstfolgenden
Reihe beginnt man mit dem Stellenwertiberschuf3, falls ein solcher zu Uber-
tragen ist, sonst mit der ersten dort stehenden Ziffer usw. Beim oben stehen-
den Beispiel rechnet man also folgendermafien:

E-Reihe: 8, 14, 23, 25, 29, 38, 43; 4 (d. h. 3'von 43 wird hingeschrieben,
4 in die Z-Reihe Ubertragen).

Z-Reihe: 9 (d. h. 4+5),12, 16, 22, 29, 30, 36; 3 usw.
L ]
Auf keinen Fall rechnet man umstandlich so: 8 und 6 ist 14, und 9 ist 23, und 2
ist 25 ... und 5 ist 43, hingeschrieben 3, 4 gemerkt, und dann in der Z-Reihe
4 und 5ist 9, und 3 ist 12 usw. Man vermeide alles unniitze Gerede — und sei
" es auch nur in Gedanken —, denn dadurch kommt man nicht sicherer, wohl
aber umstandlicher vorwérts. )

Zur Probe rechnet man jedes Ergebnis noch einmal durch, aber jetzt inner-
halb jeder Reihe von unten beginnend, also: 5, 14, 18, 20, 29, 35, 43; 4 usf.
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Dos Addieren von nur zwei Summanden fihrt man méglichst
immer von links nach rechts durch, also mit dem hochsten vorkommenden
Stellenwerte beginnend. Dabei ist es nur notwendig, mit dem Blick etwas vor-
auszueilen und die néchstniedere Reihe zu Gberschauen, um festzustellen, ob
von ihr etwa ein Uberschuf3, der immer nur 1 sein kann, mit zu Gbertragen ist.
Man rechnet also z. B.:

48736 13 (namlich 8+4=12, dazu 1 als Uberschuf} der folgenden Reihe)
+ 85647 4 (aus 8+5=13, dazu 1 Uberschufl)
134 383 3 (aus 7+6=13, dazu kein Uberschuf})
* 8 (aus 3+4= 7, dazu 1 Uberschuf}) .
3 {aus 6+7=13)

Diese Art zu rechnen geht bei einiger Ubung rascher vonstatten und ermég-
licht, das Ergebnis so hinzuschreiben, wie man es beim Schreiben und Lesen
der Zahlen gewdhnt ist.

Vermag man dabei gleich Zahlengruppen zv Gberblicken und dadurch auch
das Addieren gruppenweise durchzufihren, so ist damit ein weiterer Zeit-
gewinn verbunden. Beim oben stehenden Beispiel kann man so gleich die
letzten beiden Stellen, also 36 +47 =83 addieren; beim folgenden rechnet man:

5348 53+72=125 (kein Ubertrag von vorher!)
+ 7227 48+27=75

12575 '

Dieses Aufspaltenin Gruppen ist vor allem nitzlich, wenn es sich um
Zahlen mit nur wenig Stellen handelt. So rechnet man ohne Hinschreiben, also
im Kopfe, 376+423 folgendermafien: 37+42=79 und dahinter 6+3=9, und
schreibt das Ergebnis von links nach rechts als 799 auf.

Sind die Summanden Dezimalbriche, so ist beim Untersetzen be-
sonders darauf zu achten, dafl gleiche Stellenwerte untereinander
stehen, vor allem Komma unter Komma.

Da es sich bei der praktfischen Anwendung des Rechnens in der Regel um
benannte Zahlen handelt, ist das Ergebnis oft nur bis auf eine bestimmte
Dezimalstelle genav, d. h. auf diese Stelle abgerundet, zu ermitteln. Bei
der Abrundung einer Zah! auf irgend eine bestimmte Stufe wird grundsétzlich
die letzte bleibende Ziffer um 1 erhdht, wenn die erste weggelassene Ziffer
gréfBer als 4 ist. So ergibt, auf zwei Stellen abgerundet, die Zahl 61,313 den
Wert 61,31, die Zahl 37,687 dagegen den Wert 37,69.

Wird der Wert der Summe mehrerer Dezimalzahlen bis auf eine bestimmte
Stelle genau verlangt, so rundet man bei weniger als 10 Summanden die ein-
zelnen Zahlen vor dem Addieren auf eine Stelle, bei 10 und mehr Summanden
auf zwei Stellen weiter ab, als gefordert ist, addiert sie und rundet das Er-
gebnis auf die verlangte Stelle ab.
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B. Das Subtrahieren

"Hierbei wendet man vorteilhaft méglichst die Ergénzungsmethode an. Sie
besteht darin, daf man von der abzuziehenden Zahl, dem Subtrahenden, aus-
geht und feststellt, um wieviel diese zu ergénzen ist, um zu der Zahl zu ge-
langen, von der abgezogen wird {dem Minuenden). Man rechnet also z. B.
8—3=5 nicht «8 minus 3 ist 5», sondern «3 plus 5 ist 8» und dementsprechend.

8346 namlich 2 plus 4 ist 6; 5 plus 9 ist 14 und, indem man
5459 die 1 von 14 zu den 4 H der folgenden Stelle hinzu-
=== nimmt, 5 plus 8 ist 13, und schliellich 6 plus 2 ist 8.

2394 Die hervorgehobenen Zahlen werden dabei jeweils

hingeschrieben.

Besonders vorteilhaft erweist sich diese Ergdnzungsmethode beim Sub-
trahieren mehrerer Zahlen. Stait diese erst fir sich zu addieren und dann ihre
Summe zu subtrahieren, verbindet man beides in eins und rechnet z. B.

namlich
_Zgg: 5,11, 18, 26 plus 9 ist 35; 3 (d. h. 3 ist zu Gbertragen)
6,15,20,24 plus 9ist 33; 3
— 3957 11,19, 28, 31 plus 3 ist 34; 3
— 48% 10, 14, 17 plus 1 ist 18; 1
—17835 2, 4 plus 5 ist 9
51399 Die jeweils hervorgehobenen Ziffern werden hin-

geschrieben.

Soll der Wert der Differenz von Dezimalbriichen nur bis auf eine bestimmie
Stellenzahl genau, also abgerundet, berechnet werden, so verféhrt man wie
bei der Addition.

C. Das Multiplizieren

Bei der Multiplikation zweier Zahlen ist unter Beachtung des Stellenwertes
jede Ziffer des einen Faktors mit jeder Ziffer des anderen zu multiplizieren.
Dann sind die dabei erhaltenen Teilprodukte, ihrem Stellenwerte nach genau
untereinandergesetzt, zv addieren.

Da der Wert eines Produktes von der Reihenfolge der Faktoren unabhdngig
ist, z. B. 57 - 546=>546 - 57, wéhlt man die bequemere Zahl als Multiplikator,
kann aber dann durch Umstellen der Faktoren die Rechnung wiederholen. Das
ergibt eine gute Rechenprobe, da ja die beiden Ergebnisse Ubereinstimmen
missen.

An sich ist es gleichgUltig, ob man bei der Ermittlung der Teilprodukte mit
der hachsten oder tiefsten Stelle des Multiplikators beginnt. Man gewdhne
sich zundachst aber daran, immer mit der héchsten Stelle anzufangen, also
2. B. bei 467 - 348 erst mit 3 H, dann mit 4 Z und zuletzt mit 8 E zu multiplizieren.
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Beispiel: ndmlich: 21 (d. h. 3:71) 2 (d. h. 2 ist zu Ubertragen),

467 - 345 da es sich um H handelt, ist die 1 von 21 unter die
1401 4 H von 467 unterzusetzen! Dann 18, 20; 2 (2 ist zu
1868 Ubertragen); 12, 14. Nun folgt die Multiplikation mit
21335 den 4 Z, das Untersetzen hat also bei 6 von 467 zv
161115 beginnen. 28, 2, 24, 26, 2, 16, 18! SchlieBlich 35, 3

(5 unter die 7 E untersetzen!), 30, 33, 3, 20, 23! Zum
SchluB3 werden die Teilprodukte addiert.

Auf keinen Fall rechnet man in folgender langatmiger und zeitraubender
Weise: «3-7=21, schreibe 1, merke 2! 3:6=18 und 2 ist 20, schreibe Null,
merke 2» usw.! Auch wenn man das nicht laut ausspricht, opfert man unnitz
Zeit und rechnet auch nicht richtiger als bei der knappen Zusammenfassung.

Enthalt der Multiplikator an irgendeiner Stelle eine 0 (z. B. 408), dann wird
das zur Null gehérige Teilprodukt nicht hingeschrieben, sondern an das vor-
hergehende Teilprodukt eine Null angehdngt.

Beim Multiplizieren mit Dezimalbriichen kommt es vor allem darauf an, das
Komma an die richtige Stelle zu setzen. Als wichtige Regel gibt es dabei zu
merken: Der Wert des Produktes hat so viele Stellen nach dem Komma, wie
seine Faktoren zusammen (z. B. 2,25-4,3=9,675).

Hiernach ist es mdglich, ein Produkt von Dezimalzahlen zundchst einfach
ohne Berilicksichtigung des Kommas wie ein Produkt ganzer Zahlen auszu-
rechnen und dann im Ergebnis so viel Stellen durch Setzen des Kommas ab-
zuschneiden, wie sich nach der genannten Regel ergibt. Um aber andere Fehler
zu vermeiden, ist es mindestens fir den Anfanger erforderlich, die Teilprodukte
unter Beachtung der Stellenwerte richtig unterzusetzen. Man rechnet also z.B.:

a) 25,64 -0,0829 b) 364,58 - 237
2,051 2 72916
5128 109374
23076 255,206
2,125 556 8640,546

Beim Beispiel a) hat man also beim Uniersetzen des ersten Teilproduktes
um zwei Stellen nach rechts einzuriicken, denn man beginnt die Mulfiplikation
mit 8 Hundertsteln, wodurch die Stellenwerte um zwei Stellen erniedrigt wer-
den; hingegen beim Beispiel b) hat man beim Untersetzen des ersten Teil-
produktes um eine Stelle nach links vorzuriicken, da bei der Multiplikation
mit Zehnern die Stellenwerte um eine Stelle erhoht werden. Auf alle Falle er-
reicht man durch diese Art, daf3 Komma genav unter Komina steht.

Vielleicht erscheint die Vorschrift, immer mit der hdchsten Stelle des Multi-
plikators beim Rechnen der Teilprodukte zu beginnen, willkirlich, da man ja
ebensogut mit dessen niedrigster Stelle anfangen und dann beim néchsten



Teilprodukt, stalt um eine Stelle «einzuriicken», um eine Stelle «vorriicken»
kénnte.

Indessen erweist sich diese Vorschrift besonders nitzlich beim abgekirzten
Multiplizieren, bei dem das Ergebnis nur bis auf eine bestimmte vorgeschrie-
bene Stellenzah! — man denke wieder an benannte Zahlen! — genauv zu be-
rechnen ist. Soll z. B. 7,839 6-235,4 nur bis auf 2 Stellen nach dem Komma
genau berechnet werden, so wiirde das ungekirzte Ergebnis deren 5 haben.
Es genigt also, die Teilprodukte nur um eine Stelle weiter zu berucksichtigen,
als fir den abgekirzten Wert des Ergebnisses verlangt ist, und dann die tiefer
liegenden Stellen unbericksichtigt zu lassen.

N

-

Beispiel: .
7,8396 - 235,4 D& erste Teilprodukt beginnt mit 2+6=12, wobei
1567,92 die 2 von 12 um zwei Stellen vorzuriicken, also unter
235,18)8 die 3 des Multiplikanden zu setzen ist, da ja mit
39,19/8 2H multipliziert wird. Beim" nachstfolgenden Teil-
3136 produkt, das mit 3 Z- 6 anfangt, hat man mit dem

Untersetzen in der dritten Stelle nach dem Komma
zv _beginnen, die ja zundchst noch bericksichtigt
werden muf3. Beim darauffolgenden Teilprodukt mit
5E ist nur der Beitrag zu beriicksichtigen, den die 6 des Multiplikanden fir
die dritte Stelle liefert. Hier also {ohne es hinzuschreiben!) 5-6=30, wobei
nur die 3 als Ubertrag zu beriicksichtigen ist, die zu 5°9 hinzugefigt wird.
Zum Zeichen dafir, dof3 weiterhin eine Stelle des Multiplikanden aufler acht
gelassen wird, setzt man zweckmé&fig einen Punkt dariber. Beim Multiplizieren
mit 4 Zehnteln findet nur noch der Einflufl der 9 des Multiplikanden (Punkt
dariber!) auf die néchsthdhere Stelle Beriicksichtigung, also «4-9=36» (4 ab-
gerundet zu Ubertragen!), dann 4-3=12, 16 (d. h. 12 + Ubertrag 4), wobei
die 6 in die dritte Steflle nach dem Komma zu setzen ist. Beim Addieren der
Teilprodukte Uberfrégt man nur den UberschuB3 {abgerundet), den die dritte
Stelle (rechts vom senkrechten Strich) auf die néchsth8here Stelle ergibt.

184544

Bei dem Beispiel 5,673 8 - 0,547, das auf dreiStellen nach dem Komma genau
berechnet werden soll, hat, da beim Untersetzen des ersten Té&ilproduktes in
der fonften Stelle zu beginnen ist (es wird mit 5 Zehnteln multipliziert), die 8
des Multiplikanden nur durch den Ubertrag EinfluBB auf die zunéchst noch zu
beriicksichtigende vierte Stelle. Durch einen Punkt dariber wird das ange-
deutet, und man rechnet 5-8=40 {d. h. 4 ist zu Uber-
tragen), dann 5-3=15, 19 (d. h. 15+ Ubertrag 4), wobei

die 9 hingeschrieben, die 1 iibertragen wird usf. Beim 5.6738-0,547
ndchstfolgenden Teilprodukt findet dann nur der von 283619

der 3 des Multiplikanden herrihrende Uberirag Be- 22619
ricksichtigung (Punkt Gber die 3), und dann so weiter, 397

also: 3,104



D. Das Multiplizieren iibers Kreuz

Von der angegebenen Weise der Teilproduktbildung weicht ein anderes
Verfahren ab, das zwar schon seit Jahrhunderten bekannt ist, aber erst seit
einigen Jahrzehnten wieder mehr Anwendung findet. Es ist GuBBerst zweck-
méflig und zeitsparend, vor allem, wenn man dabei méglichst viel im Kopf
rechnet.

Ihm liegt folgende Uberlegung zugrunde:

Beim Multiplizieren entstehen Eaus E-E, Z aus E+Z und Z - E (dazu E-Uber-
schuf3), H aus E-H, H-E und Z-Z (dazu Z-Uberschuf}), T aus Z-H und H-Z
(dazu H-UberschuB3), Z-T aus HH,& - T und T+ Z (dazu T-UberschuB) usw. Die
Ziffern der einzelnen Faktoren sind also kreuz und quer zu multiplizieren. Die
dabei erhaltenen Teilprodukte sind dann unter genaver Beachtung des Stellen-
wertes zum Ergebnis zusammenzufiigen.

Am einfachsten ist das hieraus folgénde Rechenschema fir die MuIIlpllku-
tion zweier zweistelliger Zahlen, z. B. 73 - 84. Hierbei schreibt man die beiden
Faktoren wie folgt untereinander, wobei man ZW|schen den Stellen etwas
mehr Platz 16Bt, und multipliziert sie im Sinne der eingezeichneten Pfeile:

7 b a) 3-4=12 (2 in der E-Reihe geschrieben, 1 als

CTX?Q Uberschuf3 zu merken!),’

8 4 b) 8:3+4-7+1=53 (3 in die Z-Reihe geschrieben,

m 5 als Uberschuf3 zu merken!),
c)7-8+5=61 (61 in die H-Reihe zu schreiben).

Besser noch, man rechnet von links nach rechts, némlich die einzelnen Denk-
schritte ausfihrlich angegeben — so:

7Z-8Z=56 H=560Z

560Z+7 Z-4E+8Z-3E=612Z=6120E
y 6120 E+3 E-4E=6132 4

oder kurz 56, 560, 588, 612, 6120, 6132.

Beim Multiplizieren zweier dreistelliger Zahlen, z. B. 356- 463, hat man
folgende Teilprodukte — der Ubersicht wegen getrennt geschrieben — zu bil-
den und dann zu addieren.

35 ‘ 5 6
]f Ic a e b d
4 6 3 4 6 4 6
Hierbei liefern u'_E, bZ cunddH, eund fT.

10
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Yon rechts nach links verlauft die Rechnung so:
356 a) 3-6=18 (8 hingeschrieben, 1 gemerkt}),
463 b)) 3-5+6-6+1=>52(2hingeschrieben, 5 gemerkt!),
16 48 28 c)d) 5-6+3-3+4-6+5=68 (8 hingeschrieben, 6 gemerkt!),
e} 3:6+4-5+6=44 (4 hingeschrieben, 4 gemerkt!),
f) 3-4+4=16 (16 hingeschrieben})

oder, von links nach rechts gerechnet, kurz angedeutet, folgendermaflen:

12, 120, 140, 158, 1580, 1604, 1613, 1643, 16430, 16445, 16481, 164810, 164828.

Bei einiger Ubung und leidlichem Zahlengedéchtnis sollte es auch dem weni-
ger gewandten Rechner méglich werden, nach diesem vereinfachten und tber-
aus kurzen Schema Multiplikationen durchzufihren, bei denen als unentbehr-
liche Schreibarbeit nur das Hinschreiben der Faktoren und des Ergebnisses zu
leisten ist.

Fur denjenigen, dem das Kopfrechnen nicht liegf, ist es schon besser, schrift-
lich zu rechnen und dabei die folgende Trichteranordnung anzuwenden,
welche die Multiplikation Ubers Kreuz denkbar einfach und GUbersichtlich
gestaliet. i

356
463

1 123018 1) Teilprodukte q, ¢, f
(Produkte der senkrechten Spalten!),

2 3851 2} Teilprodukte b, e
(Kreuzprodukisumme der benachbarten Spaltent),
2 33 3) Teilprodukt d '
164828 (Kreuzproduktsumme der nicht benachbarten Spalten).

Die Teilproduktie sind immer zweistellig zu schreiben, also
z. B. 6 als 06 usw. und entsprechend ihrem Stellenwerte unter-
zusetzen. Wenn sich bei einer Kreuzproduktsumme eine drei-
stellige Zahl ergibt, wie z. B. bei 7-8+8-9=128, so ist dar-
auf zu achten, daf der Uberschuf3 1 H von 128 auf die néchst-
hdhere Kreuzproduktsumme Ubertragen wird, da die einzel-
nen Kreuzprodukisummen ebenfalls nur zweistellig geschrie-
ben werden ditfen, um ihrem Stellenwerte gerecht zu werden.

846 )
057 °
002042 Die Multiplikation einer dreistelligen und zweistelligen Zahl,
4058 z.B. 84657, kann man genau wie beim letzten Beispiel durch-

56 fohren, indem man die zweistellige Zahl durch Davorsetzen

48222 einer Null als dreistellige 057 schreibt und dann rechnet.
n



Aufgaben dieser Art rechnet man oft auch zweckméfBig in der Weise, daf3
man die dreistellige Zahl als eine zweistellige auvffafit, wie z. B. 127 als aus
12 Z und 7 E bestehend, und nun so verfahrt, als handle es sich um die Multi-
plikation zweier zweistelliger Zahlen, mithin

n217 [12] bedeutet: 12Z werden einstellig aufgefafit,
68 :

7256
138

8636
oder auch, von links nach rechts im Kopf gerechnet, 72, 720, 816, 858, 8580, 8636.

Auf diese Weise kann man z. B. das Produkt [2014-73 (d. h. 204 -73) leicht
im Kopf rechnen, so da man blof8 das Ergebnis hinzuschreiben braucht, also
140, 1400, 1460, 1488, 14880, 14892. )

Das Trichterschema fur die Multiplikation zweier vierstelliger Zahlen sieht
SO aus:

6384
5978
D 30275632 1) Produkte der senkrechten Spalten,
2 699392 2) Kreuzproduktsummen je zweier benachbarter Spalten,
3) 8260 3) Kreuzproduktsummen je zweier durch eine senkrechte
; Spalte getrennter Spalten, -
4) 68 4) Kreuzproduktsumme der durch zwei senkrechte Spalten
getrennten Spalten.
38163552

Handelt es sich um die Multiplikation von Dezimalbriichen, dann ist darauf
zu achten, daf} in den einzelnen Zeilen das Komma an die richtige Stelle und
in den Spalten senkrecht untereinander kommt. Man kann auch die Faktoren
ohne Ricksicht auf das Komma multiplizieren, wenn man sie vorher durch
etwaiges Anfigen von Nullen auf die gleiche Stellenzahl nach dem Komma
gebracht hat. Vom Ergebnis sind dann durch das Komma soviel Stellen ab-
zuschneiden, als beide Faktoren zusammen Stellen nach dem Komma haben.

Auch beim abgekiirzten Multiplizieren ist die Kreuzmethode vorteilhaft.
Dabei schreibt man die einzelnen Teilprodukte oder Kreuzproduktsummen
nur bis auf eine Stelle Uber diejenige hinaus, bis auf welche genau ge-
rechnet werden soll, und rundet beim Addieren die letzte Stelle ent-
sprechend ab. So rechnet man z. B. 4,387 - 6,234 bis auf zwei Stellen genau
wie folgt:

12



ndmlich {von links nach rechts) 4:-6=24, 2-3=06,2 von 3-8=24,

2,625 6-3+4:2=26, 2-8+3:3=25 (3:7+8-4 kommt nicht mehr in
Betracht),
603 6-84+4-3=60,3 von2:7+3-4=25, abgerundet 30, -
58 6-7+4-4=58.
27,35 Die Stellen rechts vom senkrechten Strich werden bei der Addi-
tion nur durch ihren Ubertrag 2 {aus 18 abgerundet) beriicksichtigt.

E. Das Wichtigste Uber Potenzen

Eine Potenz ist ein Produkt aus lauter gleichen Faktoren. Fir ein solches Pro-
dukt, z.B.7 -7 -7 -7, gebraucht man die abgekiirzte Schreibweise

7-7-7-7=7% (gesprochen ,sieben hoch vier”)

und nennt 7 die Basis (Grundzahl), 4 den Exponenten {(Hochzahl) der Potenz.

Als Basis nimmt man also den gleichen Faktor, als Exponent diejenige Zahl,
die angibt, wie ofi man den gleichen Faktor zu setzen hat.

Da die Flache eines Quadrates in der Weise berechnet wird, daf3 man seine
Seitenldnge mit sich selbst multipliziert, nennt’ man Potenzen mit dem. Expo-
nenten 2 auch Quadratzahlen und spricht z. B. 122 ,zwalf Quadrat”.

Auf die abgekiirzte Weise lassen sich die Stufenzahlen sehr einfach schrei-
ben. So ist

10=10t 10 000=10* 10 000 000=107
100=1Q2 _100000=10° 100 000 000=10°%
1000=103 1000000="108 1000 000 000=109,

d. h. bei diesen Zehnerpotenzen gibt, wie die obigen Beispiele zeigen, der
Exponent die Anzahl der Nullen an, die man an die Zahl 1 anzuhéngen hat,
um die Zahl volistandig hinzuschreiben.

Weitere Beispiele fir Potenzen:

4=22 9=32 25=5%

8=23 27=3 125=5% |
16=24 81=3¢ 625=5%

32=25 243=3° 3125=5  usw.

Das Rechnen mit Potenzen gestattet in den Féllen, in denen die Basis gleich
ist, eine Vereinfachung, indem die Multiplikation und Division auf die ein-
fachere Addition und Subtraktion zuriickgefihrt werden kénnen, wie sich nach-
stehend ergibt.

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man ihre Exponen-
ten addiert und die Basis beibehdlt; so ist z. B.

13



23.24=27;32.3% - 34=3°; 102 105=107; 125¢- 125=1255 usw.

Um die Potenz einer Potenz zu bilden, hat man die Exponenten zu multi-
‘plizieren, d. h. z. B.

(222=2¢  (52=50 (105=1010 usw.

Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem man ihre Exponenten
subtrahiert und die Basis beibehidilt, so ist z. B.

3%:32=352=32; 108:10°5=108-5=101=10; 810:87=810-7=83 ysw.

Sind dabei die Exponenten von Dividend und Divisor gleich, wie z. B. in
105:10%, so ergibt die Anwendung obiger Regel 105:105=1055=10°=1, d. h.
Potenzen mit dem Exponenten Null haben stets den Wert 1.

Damit die Divisionsregellcuch dann erhalten bleibt, wenn der Exponent der
Divisors gréfier ist als der des Dividenden, wie z. B. in 43 :4% = %, (bei Anwen-

dung der Divisionsregel also 4%:45=44-5=4-1), so gilt die Festsetzung, dcf
1 1
n=1 4 T 6 10 =15, 102 =g
=106 10 = 7 = 70w
bedeutet, d. h. ist der Exponent negativ, so setzt man dle entsprechende Potenz
mit positivem Exponenten in den Nenner eines Bruches mit dem Zdhler 1.

Die Richtigkeit der oben angegebenen Regeln erkennt man leicht, wenn
man die abgekirzte Schreibweise einer Potenz durch das voll hingeschriebene
Produkt der gleichen Fakioren ersetzt.

Die Potenzform bietet nicht nur bei mathematischen Rechnungen, sondern
auch beim gewdhnlichen Zahlenrechnen gar oft die Méglichkeit der Abkir-
zung und Vereinfachung. So kann man z. B. jeden Dezimalbruch als Produkt
einer ganzen Zahl und einer Zehnerpotenz mit negativem Exponenten schrei-

ben, denn es ist -
10t= 5 =0, 1074= 75 =0,0001
102= ;5= 0,01 105= ;1. =0,00001
108= ;5= 0,001 106 = 7 =0,000001 usw.

Man beachte, daf hierbei der Exponent der im Nenner stehenden Potenz die
Anzahl der Dezimalstellen des Potenzwertes angibt.

Somit l&ft sich z. B. das Produkt 6,25 - 17,3 in folgender Weise schreiben
625-10%-173-101 = 625-173-1073,

d. h. man kann die beiden Dezimalbriiche miteinander multiplizieren, indem
man die Multiplikation zunachst ohne Riicksicht auf das Dezimalkomma durch-
fohrt und dann das Ergebnis mit derjenigen Zehnerpotenz multipliziert, deren
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Exponent negativ gleich der Summe der Dezimalstellen der Faktoren ist. Das
heiflt aber nichts anderes, als daB3 man das Ergebnis durch die entsprechende
Potenz von 10 zu dividieren und daoher durch das Dezimalkomma so viel
Stellen abzuschneiden hat, als die Faktoren zusammen Stellen nach dem
Komma haben (ein Gesetz, das weiter oben bereits erwéhnt wurde).

Bei technischen und physikalischen Formeln ist die- Potenzschreibweise all-
gemein gebrduchlich; sie ist auch fir die Abschétzung der Grdfienordnung
des Ergebnisses von Wert. Hat man z. B. das Produkt 4,22 - 5,7382 - 0,0387 - 120
zu berechnen, so kann man statt dessen schreiben

(42-1071)2 - (5738 - 10-3)2 - 387 - 10-4- 12 - 101 =(422 - 57382 - 387 - 12) 101

und erkennt, daf} das genauve Ergebnis elf Stellen nach dem Dezimalkomma
haben muf3. Eine Abrundung der in der letzten Klammer stehenden Faktoren auf

402 - 60002 - 400 - 10=42-102- 62 108-4-10%-101=2004 - 102,

wodurch der abgerundete Wert des ganzen Produktes in 2004 1011 .10t =
=2004 Ubergeht, zeigte, da3 der Wert des Produktes die ungeféhre Héhe
2000 hat, aber unter diesem Betrage liegt, da bei der Abrundung der Fakforen
in stdrkerem Mafle nach oben abgerundet wurde. ~

Rechnungen der hier gebotenen Art erfordern bereits umfassendere Ubung
und Kenntnis der Zahlenzusammenhdnge, so daf3 sie vom Anfénger ohne
Schaden fir das weitere Verstdndnis Obergangen werden kénnen.

Wer im Aufbau der Zahlen bewandert ist, kann aus der Potenzrechnung
auch in anderer Weise Nutzén ziehen. So kann man z. B. das Produkt
243 - 2187 in der Weise berechnen, daf man 243=3%, 2187 =37 setzt, so daf}
sich 2432187 =35 - 3"=312=(3€)2=7292 ergibt. Das Quadrat von 729 |aBt sich
aber, wie alle Quadrate, mit Hilfe der Multiplikation bers Kreuz besonders
leicht berechnen, weil die Kreuzproduktsummen leicht bestimmbar sind. Es ist

729
729

490481
2836 28 entsteht aus 2-(2-7), 36 aus 2+{(2+9)
126 126 entsteht aus 2 (7 - 9).

53144

Die Quadrate der Zahlen 1 bis 1000 findet man iberdies in Rechenhilfstafeln
Ubersichtlich zusammengestellt, aus denen sie der Rechner leicht entnehmen
kann.

Da es sich hier um keine erschépfende Darstellung der Potenzrechnung han4
deln kann, missen die Betrachtungen Uber die Potenzen, auf die spater noch
zuriickgegriffen wird, ihren Abschluf3 finden, wobei noch bemerkt wird, daf3
die Umkehrung des Potenzierens dus Radizieren (Wurzelziehen) ist.
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So nennt man beispielsweise die Zahl, die, mit sich selbst multipliziert, die
Zah! 2 ergibt, die zweite oder die Quadratwurzel aus 2, die Zahl, die, mit
3 potenziert (dreimal mit sich selbst multipliziert, die Zahl 5 liefert, die dritte
Worzel aus 5 usw. Auch die Quadratwurzeln findet mon in Rechenhilfstafeln
sehr oft Ubersichtlich angegeben.

F. Das Dividieren

Das Dividieren ist die Umkehrung des Multiplizierens und erfolgt wie dieses
bei gréBeren Zahlen schrittweise. Hierbei verfahrt man zweckméafig folgender-
mafien:

Von der hdchsten Stelle des Dividenden beginnend, unterstreicht man zu-
ndchst so viele Stellen, als sie der Divisor hat. Ist die dadurch unterstrichene
Zahl kleiner als der Divisor, so unterstreicht man noch eine Stelle mehr. Der
Stellenwert der nach rechts letzten unterstrichenen Ziffer gibt den Stellenwert
der ersten Ziffer des Ergebnisses an, dessen gesamte Stellenzahl vor dem
Komma (falls die Rechnung nicht bis zu den Einern aufgeht, hat das Ergebnis
die Form eines Dezimalbruches) man dann durch Punkte andeutet. Jeder Punkt
muf3 am Schlusse mit einer Ziffer besetzt sein, sonst liegt ein Fehler vor, der
einem vor allem dann leicht unterléuft, wenn eine Teildivision Null ergibt.

Beispiel: 316383:647 =489
5823
0

Erlauterung: Der Divisor hat 3 Stellen, die ersten 3 Stellen des Dividenden er-
geben die Zahl 316, die kleiner als der Divisor 647 und daher auch nicht durch
diesen teilbar ist. Deswegen ist eine weitere Stelle des Dividenden, also ins-
gesamt die Zahl 3163 zu unterstreichen, deren letzte Ziffer den Stellenwert H
hat, Die erste Stelle des Ergebnisses hat daher auch den Stellenwert H, dem
vor dem Komma — falls dieses nétig ist — zwei weitere Stellen folgen. Hinter
dem Gleichheitszeichen sind also fir das Ergebnis drei Punkte zu setzen. Nun
rechnet man: 3163:647=4 (4 Uber den ersten Punkt gesetzt!l). Statt jetzt erst
4 - 647 unter 3163 unterzusetzen und von 3163 zu subtrahieren, verbindet man
das Multiplizieren mit dem Subtrahieren nach der Ergdnzungsmethode und
rechinet «4-7=28 plus 5 (hingeschrieben 5 unter die 3!) ist 33 (3 zu iber-
tragen!), 4-4=16, 19 (nédmlich den Ubertrag 3 addiert!) plus 7 {hingeschrieben
7 unter die 6) ist 26» usw. Ohne die bisher in Klammern angefigten Bemer-
kungen, olso: «28+5=233; 3; 16, 19+7=26; 2, 26+5=31». Nun wird die 8 des
Dividenden heruntergezogen und die néchste Ziffer des Ergebnisses sowie der
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zugehdrige Rest in gleicher Weise bestimmt, also 5758:647 =8, «56+2=58; 5;
32, 37+8=45; 4 usw.», bis die letzte Stelle des Dividenden heruntergezogen
ist. Geht die letzte Teildivision nicht auf, so ist entweder der Rest besonders
zu vermerken oder die Division durch Anhéngen von Nullen an den Dividen-
den bis auf die verlangte Anzahl von Dezimalstellen fortzusetzen. In diesem
Falle ist besonders auf das Dezimalkomma zu achten, das man am besten
gleich anfangs hinter den letzten der «Vormerkungspunkte» setzt.

Da das Produkt aus dem Werte des Quotienten und dem Divisor stets den
Dividenden angeben muf} (z. B. folgt aus 35:7=5, da} 7 - 5=35), kann man
durch Multiplikation des Ergebnisses mit dem Divisor die Probe auf die Richtig-
keit der Rechnung machen.

Bei der Division durch einen Dezimalbruch mufli man vorher den Divisor zu
einer ganzen Zahl machen. Da der Wert eines Quotienten ungeéndert bleibt,
wenn man Dividend und Divisor mit der gleichen Zahl multipliziert (z. B. ist
8:2=80:20=800:200 usw.), geschieht das in der Weise, daf3 man in Dividend
und Divisor das Dezimalkomma je um so viel Stellen nach rechts riickt, daf
es hinter die letzte Stelle des Divisors gelangt {dort kann es weggelassen wer-
den). So multipliziert man z. B. bei der Aufgabe 0,680118:7,89 Dividend und
Divisor mit 100 (Komma je um zwei Stellen nach rechts!) und erhélt die Auf-
gabe

68,0118:789=0,0862
1578
0

Erléuterung: Da im Dividenden vor dem Komma die zu unterstreichende Zahl
68 steht, in der der Divisor 789 nicht enthalten ist, kommt in das Ergebnis eine
Null und dahinter sofort das Komma. Durch Unterstreichen einer weiteren
Stelle des Dividenden wird die Zahl 680 herausgehoben, die aber noch immer
nicht for die Division durch 789 ausreicht, so daf} in das Ergebnis hinter das
Komma eine weitere Null zu setzen ist. Erst wenn man noch eine Ziffer des
Dividenden hinzunimmt, so daf8 6801 unterstrichen ist, ist die erste Teildivision
ausfihrbar; sie liefert eine 8 im Ergebnis mit dem Stellenwert Hundertstel. Die
weitere Division wird dann in der bereits erlduterten Weise durchgefihrt.

Soll eine Division, die nicht restlos aufgeht, nur bis auf eine bestimmte
Stellenzahl nach dem Komma durchgefihrt werden, so kann man nach dem
zu schildernden Verfahren der abgekiirzten Division viel einfacher zum Ziele
gelangen, als wenn man das Ergebnis in der gewdhnlichen, ungekirzten
Weise um eine Stelle weiter, als verlangt ist, ausrechnet und dann abrundet.

Ist z. B. 427,83:36,7 bis auf 4 Stellen nach dem Komma genau zu berechnen,
so macht man zunéchst durch Vorriicken des Dezimalkommas im Dividend und
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Divisor um je eine Stelle {d. h. durch die Multiplikation mit 10) den Divisor zu
einer ganzen Zahl und erhalt
s
213
2110
275
18
0

Erléuterung: ‘Man deutet zunachst die gesamte Stellenzahl des Ergebnisses
durch Punkte an; das gibt hier vor dem Komma 2, dahinter 4 Punkte. Dann
tihrt ' man die Rechnung zundchst in der gewohnten Weise durch, bis die An-
zahl der im Ergebnis noch fehlenden Stellen um 1 kleiner ist als die-Stellen-
zahl des Divisors. Von da ab — das ist beim Teilrest 275 der Fall — hangt man
keine weiteren Ziffern durch Herunterziehen, insbesondere auch keine Nullen,
an den Rest, sondern lafit statt dessen die letzte Stelle des Divisors, bei jeder
folgenden Teildivision je eine weitere Stelle unberiicksichtigt, wobei man
diese Stelle immer durch einen Punki darber kenntlich macht. Man rechnet
also beim Teilrest 275 nicht 2750:367, sondern 275:36. Von der Gberpunkteten
Stelle bericksichtigt man jeweils nur ihren Einfluf, den sie auf das vom Reste
zu subtrahierende Vielfache des Divisors hat.

Weiteres Beispiel : 578,3453:6,87 (auf eine Stelle genaul)

Man rechnet  57834,53:687=84,2
287
12
Hier ist bereits beim Einzelrest 287 die Zahl der noch fehlenden Stellen des

Ergebnisses um 1 kleiner als der Divisor, so daf3 die 7 des Divisors (Punkt
dariberl) nicht mehr beriicksichtigt werden braucht.

G. Die Teilbarkeit und Zerlegung der Zahlen

Eine Zahl heif}t eine Primzahl, wenn sie durch keine andere (auBBer durch
1 und sich selbst) teilbar ist:
Die ersten 20 Primzahlen sind:

1,2,3,57 11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67.

Alle anderen Zahlen, die also nicht Primzahlen sind, heiflen zusammen-
gesetzte Zahlen und kénnen in sin Produkt von Primzahlen zerlagt werden,
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Diese Zerlegung ist vor allem beim Rechnen mit gemeinen Brichen erfor-
derlich. '

Beispiel: Zerlegung der Zahl 300.
Man spaltet schrittweise, mit der 2 beginnend, die einzelnen vorhandenen

Primfaktoren ab, bis zum Schlusse als letzter Faktor eine Primzahl iibrigbleibt,
also . .
300=2-150

=2-2-75

=2:2:3-25

=2:2-3-5-5

Daher kann man schreiben 300=2-2-3:5-5 oder in Anwerdung der Potfenz-

schreibweise
300=23-3-5

Bei dieser Zerlegung vor.allem grofierer Zahlen ist es zweckmiBig, die Teil-
barkeit der Zahlen m&glichst ohne zeitraubende Divisionen rasch'zu erkennen.
Dabei spielt die Quersumme (QS) und die Querdifferenz (QD) eine gewisse
Rolle.

Die Quersumme einer Zahl ist die Summe ihrer Ziffern (z. B. QS von 8457
ist 4+ 8+ 5+7=24).

Die Querdifferenz einer Zahl ist die Differenz der QS ihrer ungeradsteliigen
und ilirer geradstelligen Ziffern (z. B. QD von 3768=(8+7)—(6+3)=15—9=6.

Bei der Berechnung der @D setzt man zweckmé&Big zur besseren Hervor-
hebung Ober die ungeraden Stellen Punkte, addiert dabei die Uberpunkteten
Ziffern und subtrahiert von der erhaltenen Summe die anderen, z. B.

QD (5287 6)=(6+8+5-7-2)=10
Regel ijber die Teilbarkeit der Zahlen:

Eine Zahl ist teilbar durch

? @) 2, wenn sie gerade, d. h. ihre letzte Ziffer durch 2 iellbur ist,
b} 3, wenn ihre QS durch 3 teilbar ist,
c) 4, wenn die Zahl der leizten beiden Ziffern durch 4 teilbar ist,
d) 5, wenn ihre letzte Ziffer 0 oder 5 ist,
e) Y, wenn ihre QS durch 9 teilbar ist,
f) 11, wenn ihre QD durch 11 teilbar ist.

Die Richtigkeit von a), C)_und d) ist ohne weiteres einzusehen, vor allem,
wenn man bedenkt, daf} in der dritten und in den hdheren Stelien H und Viel-
fache von H stehen, die stets durch 4 teilbar sind.

Um die Richtigkeit von b) und e) zu erkennen, ist zu beachten, daf} alle
Rangzahlen und ihre Vielfachen sich in folgender Form schreiben lassen:
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10=9 +1 und daher 20=2-9 +2; 30=3-9 +3...

100=99 +1 200=2-99 +2; 300=3-99 +3...

1000=999 +1 2000=2-999 +2; 3000=3-999 +3...

10000=9999+1 20000=2-9999+2; 30000=3-9999+3...
usw.

Daher kann man beispielsweise die Zahi 4857 folgendermafien schreiben:

4857 =4-999+4+8-99+8+5-9+5+7
=4-999+8-99+5:9+(4+8+5+7)
Die rechts stehenden drei Produkte sind aber bestimmt durch 3 und 9 restlos
teilbar, so daf} lediglich die in der Klammer stehende Summe, d. h. die QS der
Zahl, dariber entscheidet, ob sie durch 3 oder 9 restlos teilbar ist.
Die Richtigkeit von f) beruht darauf, daBB man clle Rangzahlen und ihre
Vielfache auch in folgender Form schreiben kann: '

10= 11 —1 und daher 20=2-11 -2; 30=3-11 -3
100= 99 +1 200=2-99 +1; 300=3-99 +3
1000=1001-1 2000=2-1001—2; 3000=3-1001—3

10000=9999+1 20000=2- 9999+2; 30000=3-9999+3
usw.

So l&fit sich beispielsweise die Zahl 3768 in folgender Weise darstellen:

3768=31001—3+7-99+7+6-11—6+8
=3-1001+7-99+6-11—3+7—6+8
=3-1001+7 - 99+6-11+(8+7—3—6)

Da die Zahlen 1001, 99, 11 durch 11 restlos teilbar sind und daher auch ihre
Vielfache, hangt die Teilbarkeit der Zahl 3768 durch 11 davon ab, ob die in der
Klammer stehende Zahl durch 11 teilbar ist, das ist aber die QD von 3768 nicht.

H. Das Rechnen mit gemeinen Briichen

Ein Bruch entsteht dadurch, dafi man ein Ganzes (die Einheit) in eine Anzahl
gleicher Teile teilt und davon einen oder mehrere herausgreift; ebensogut
kann man auch eine Vielheit vom Ganzen in eine Anzahl gleicher Teile teilen.

Ein Bruch ist daher nichts anderes als die abgekiirzte Schreibweise fir eine
Divisionsaufgabe, bei welcher der Bruchstrich das Divisionszeichen erseizt,
d. h. z. B. 5:8 ist gleichbedeutend mit-g—, wobei 5 (Zahl Uber dem Bruchstrich)
als der Zdhler, 8 (Zahi unter dem Bruchstrich) als der Nenner bezeichne[ wird.

Ein Stammbruch ist ein Bruch mit dem Zahler 1; z. B. % %usw. Gegensatz:

4

ein Zweigbruch oder abgeleiteter Bruch, z. B. % 3 Usw- Bei einem echten Bruch
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ist der Nenner gréBer als der Zdhler, z. B. Es" 117 usw., wahrend bei einem un-
. 9 4

echten Bruch der Zéhler gréBer als der Nenner oder ihm gleich ist, z. B. 5T

usw. Jede ganze Zahl 1aB3t sich daher in Bruchform schreiben, z. B. 4=%=%=

16
=7 usw.

Eine gemischte Zahl besteht qus einer ganzen Zahl und einem echten Bruch,
z. B. 3—;—, 5% und 158t sich einrichten, d. h. als unechten Bruch schreiben, z. B.

3—;—;‘?, 5%=‘;3—3 usw. Umgekehrt kanh man jeden unechten Bruch als eine ge-
mischte Zahl darstellen, z. B. %: 3—3-_, 25—6 = ;— Usw.

Der reziproke Wert (Kehrwert) eines Bruches entsteht, indem man seinen
Zghler und Nenner vertauscht, z. B. Kehrwert von % ist %, von% ist % USW.

Vergréflert man bei unveréndertem Nenner den Zé&hler eines Bruches, so
wird der Wert des Bruches gréfier, z. B. %>%(> heifit «grofler», < «kleiner»),

tvihrend durch VergréBern der Nenner bei unveréindertem Zdahler der Wert

des Bruches verkleinert wird, z. B. 81:—2—

Formverdinderung der Briiche.

Der Wert eines Bruches bleibt ungetndert, wenn maﬁ Zghler und Nenner
mit derselben Zahl (Erweiterungszahl) multipliziert, den Bruch erweitert (z. B.

3_8_15 ysw) oder durch dieselbe Zahl (Kirzungszahl) dividiert, den Bruch

kirzt (z.B. === 2_ 5 usw. Briiche im Endergebnis einer Rechnung bringt
man immer auf die méglichst gekirzte Form.

Briiche mit gleichem Nenner nennt man gleichnamig, solche mit verschie-

denem ‘Nenner ungleichnamig
(z. B. gleichnamig %, % %, unglelchnumlg:%, %, -;—.
Ungleichnamige Briiche werden gleichnamig gemacht, indem man ihren
Hauptnenner bestimmt und sie durch Erweitern auf die Hauptnenner: bringt.
Dabei ist der Hauptnenner der kleinste Nenner, auf den sich mehrere un-
gleichnamige Briiche durch Erweitern bringen lassen, und dabei die kleinste

Zahl (kle’nstes gemeinsames Vielfaches), in welcher alle Nenner aufgehen.

Regel zur Bestimmung des Huuptneﬁners.

a) Man lafit alle Einzelnenner unberiicksichtigt, die in einem anderen der
vorkommenden aufgehen; bleibt dabei nur ein Nenner Ubrig, so ist dieser der
Hauptnenner, sind die Ubrigbleibendeh Nenner teilerfremd, d. h. ohne ge-

" meinsamen Teiler, so ist ihr Produkt der Hauptnenner.
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b) Andernfalls zerlegt man die iibrigbleibenden Nenner in ihre Primfakioren
(val. 5.18). |

¢} Man bildet das Produkt aus den héchsten vorkommenden Potenzen der
verschiedenen Primfaktoren, und dieser ist der Hauptnenner.

Beispiel: 158273

unbericksichtigt bleiben die Nenner 4 (in 8 enthalten) und 3 (in 9 enthalten).
Die Faktorenzerlegung der Gbrigen ergibt

6=2-3 ‘.
9=3-3=32

" 8=2:2.2=23
3=51

Hauptnenner: 23-32. 51=360

.Die Erweiterungszahlen fir die einzelnen Brijche erhdlt man, indem man
den Hauptnenner durch den jeweiligen Einzelnenner diyidiert, z. B. 360:4=90
ist die Erweiterungszahl fir den Bruch mit dem Nenner 4 usw.

Dig Gleichnamigmachung der angegebenen Briiche dieses Beispiels ergibt

90 300 320 240 315 216

369’ 360' 360/ 360’ 260’ 360°
Addition und Subiraktion von Brichen.

1. Gleichnamige Briche werden addiert oder subtrahiert, indem man ihre
Zahler addiert oder subtrahiert und den Nenner unverdndert l&aft, z. B.

5 11

tR="% "R~ 3~ 1338 8 82

2. Gemischte Zahlen werden addiert oder subirahier}, indem man die
Ganzen und die Briiche fir sich addiert oder subtrahiert, z. B.

3+1 4 1 11 7 1M1 -7

33 b ad -3 +a+ i 7t = 7 65 =16-5 + T - .

4
1‘—2 =13.
Enthalt im Falle der Subtraktion der Minuend keinen Bruch, so entnimmt
man von ihm die notwendige Anzahl von Ganzen und verwandelt diese in
einen mit dem Subtrahenden gleichnamigen Bruch. Dasselbe Verfahren wendet
man auch an, wenn der Minuend einen kleineren Bruch enthdlt als der Sub-
trahend. Beispiele:

a) 14—105 =135 -103 =35 i b) 125 — N2 =T —TNg=15=3
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3. Ungleichnamige Briicke sind vor dem Addieren oder Subtrahieren stets
gleichnamig zu machen,

3 16 42 5
z.B. +5 o+2_o 20 .%'4 _2_ 24'—2271 %5

(vgl. die Regel zur Bestimmung des Hauptnenners!).

Multiplikation vnd Division von Rriicken.

1. Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multiplizier, indem man den Zdhler
-mit der ganzen Zahl multipliziert und den Nenner unverdndert léBt,

z.B._2_.4—2'4 8 3 ,_36_33_

Ist der Multiplikand eine gemlschte Zahl, so mulhplmerf man die Ganzen
und den Bruch fir sich,

2B 42.5=4.5+ 2 =0+ 0=20+13=2

u]w

2. Ein Bruch wird durch eine ganze Zahl dividjert, inde;n man bei unver-
dandertem Zahler den Nenner mit der ganzen Zahl multipliziert,
8 ,_ .8 4 4
2B gb=fs=ms~a
Ist der Dividend eine gemischte Zahl, so wird diese eingerichiet, wenn in
thren Ganzen der Divisor nicht aufgeht,

25 5 5 ,8 . .1
Fi15= 315~ 3.3 9 65:3=2g;

z.B. 81:15=2
5 21 21
125:5= (‘°+2?)=§=23.—5=2n-

3. Zwei Briiche werden mul‘hplmeri, indem man Zdhler mit Zahler und

Nenner mit Nenner multipliziert, wobei man vor Ausfuhrﬁng der Muliiplika-
tion méglichst kirzt,

| n

86539 —1.3 3 — 8l

Wenn eine ganze Zahl mit einem Bruche zu multiplizieren ist, so kann man
diese als Bruch mit dem Nenner 1 geschrieben denken und dann nach der
angegebencen Regel muliiplizieren, also -



4. Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit seinem reziproken Werte
multipliziert,

Verwandlung von gemeinen Briichen in Dezimalbriiche.

Man fihrt die durch den Bruchstrich angedeutete Division aus, d. h. man
dividiert den als Dezimalzahl geschriebenen Zéhler durch den Nenner, z.B.:

+ =1,0:8=0875

60

—4_0 b

r 0 ’

Geht die Division auf, so erhdlt man, wie vorstehend, einen endlichen, im
anderen Falle’ einen unendlichen, sogenannten periodischen Dezimalbruch,
bei dem sich von einer bestimmten Stelle ab dieselbe Zifferngruppe un-
begrenzt oft wiederholt, z. B.

15 _15,0:22=0,6818181 ... = 0,681

1,80
40
180
. Dabei wird die sogenannte Periode, d. h. die immer wiederkehrende Ziffern-
gruppe, Uberstrichen.
Es ist nitzlich, sich fir héaufig vorkommende gemeine Briche ihre gleich-
wertigen Dezimalbriiche zu merken, némlich:

.

1
-,‘,“—05 g—-OQ 7 = 0125
+=03333=03 Z=04 F=0375
1 ° 1 7z 5
=025 +=0166¢5, =016 = =0675
=075 2=083333. =083 = =0875

Wenn in einer Rechnung Dezimal- und gemeine Briiche nebeneinander vor-
kommen, so stellt man vor deren AusfOhrung durch Verwandlung méglichst
eine gleiche Buchform her.
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Il. WICHTIGE
ANWENDUNGENDESZAHLENRECHNENS

A. Dreisatz- oder Regel-de-tri-Rechnung

Die Aufgaben der Dreisatzrechnung bestehen darin, daf3 man von einer
Vielheit-auf eine andere Vielheit schlieBen muf3, d. h. zu drei gegebenen
Gréfien eine vierte zu suchen hat. Diese steht zu den gegebenen Gréfien in
der Weise in einem Abhdngigkeitsverhalinis, daf3 mit einer Veréinderung der
einen gegebenen Gréfle notwendig eine Verénderung der gesuchten ver-
bunden ist.

Beispiele: a) Wieviel RM kosten 237 kg einer Ware, von der 1621kg
141,70 RM kosten?

b) Gibt A téglich 4,50 RM aus, se reicht er mit seiner Barschaft
14 Tage. Wie lange reicht er mit der gleichen Barschaft bei
einer taglichen Ausgabe von 3,50 RM?

Gerades oder direktes Verhiiltnis.

Vergréfiert man beim Beispiel a) die Warenmenge, so vergréfiert sich auch
der Preis, der dafiir zu zahlen ist, wahrend einer Verminderung der Menge eine
Verringerung des Preises entspricht. Beide Gréfen, die Menge und der Preis,
andern sich also unter sonst unverdnderten Voraussetzungen stets im gleichen
Sinne. Man sagt, sie stehen im geraden oder direkten Verhaltnis zueinander.

Beispiele fiir direktes Verhalinis: Warenmenge und Preis, Warenmenge
und Spesen (Unkosten), Arbeit und Lohn, Kraft und Leistung, Kapital und Er-
trag (Zinsen) usw.

Ungerades oder indirektes Verhdiltnis.

Vergréflert man beim Beispiel b) den Betrag der tdglichen Ausgaben, so
verringert sich die Zeit, wéhrend der man mit der gleichen Barschaft ausreicht;
verringert man aber die t&gliche Ausgabensumme, so vergréfiert man die Zeit
des Ausreichens. Hier dndern sich also die beiden Gréfien, die tagliche Aus-
gabe und die Zeitdauer, stets in entgegengesetztem Sinne, d. h. z. B., Ver-
doppeln der einen Gréfie bedeutet Halbieren der anderen usw. Man sagt in
diesem Falle, beide Gréflen stehen im ungeraden oder indirekten Verhdltnis
zueinander.

Beispiele fiir indirektes Verhéltnis: Verbrauch und Zeit des Ausreichens bei
gleichem Vorrat, Arbeiterzahl (bzw. arbeitende Kraft) und Zeitdauer einer
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bestimmten Arbeit, Ldnge und Breite ein und derselben Flache, Geschwindig-
keit und Zeit for die Zuricklegung desselben Weges, Kapital und Zeit bei
gleichem Ertrage, Kapital und ZinsfuB3 bei gleichem Ertrage usw.

Losung der einfachen Regel-de-tri-Auvfgabe.

Jede Dreisaizaufgabe laft sich in einem Bedingungssatz {mit «wenn» be-
ginnend) und einem Folgesatz bzw. Fragesatz (mit «so» beginnend) zerlegen.
Die geordnete Ubersicht Gber beide Satze in Form eines «Ansatzes» ist min-
destens fir die Anfénger unbedingt erforderlich.

Die Losung der Aufgabe besieht dann darin, da3 man von der Vielheit
auf die Einheit und dann von der Einheit auf die Vielheit schlieBt, wie das die
folgenden -Anséitze zu den oben angegebenen Beispielen zeigen mdgen. Die
gesuchte Gréfle wird, wie Ublich, mit x bezeichnet.

Beispiele:
q) Zum Einkauf von 162,5 kg Seife bendtigen wir 141,70 RM. Wieviel RM
kosten 237,5 kg Seife?

b) Wenn man taglich 4,50 RM ausgibt, reicht man mif seinem Geld 14 Tage
lang. Wie lange wiirde man reichen, wenn man fogllch nur 3,50 RM aus-
geben wirde?

Lésungen:
q) kg RM Sprich bzw. denke:
]62,5 14 ,70 [Wenn 162,5kg 141,70 RM kosien, so kostet
| 141,70 . 141,7
1 162,50 rl kg den 162,50ten Teil, also 6z, 50 und
237,5 | x 237,5 kg 237,5mai soviel wie 1 kg, also |
141,70- 19
x= 1210 RM= MERE RM=109- 19 RM=207,1 RM
. b) RM Tage Sprich bzw. denke:
4,50 14 [ Wenn man taglich 4,50 RM ausgibt, reicht man 14 Tage,
1— 14-45 [gibr man ldglich 1 RM aus, so reicht man 4,50mal solange, also
! 14 - 4,50 Tage,
und wenn man taglich 3,50 RM statt T RM au‘sgibf, nur den
3,50 x ls Stan Teil der Zeit, dlso \
x= ot Tg=121g=2.9Tg=18Tg.

Bei jeder Aufgabe stellt man zundchst fest, wonach gefragt ist, und schreibi
die Bezeichnung dieser Gréfle Uber die rechte Spalte des Ansatzes. Nachdem
man die Aufgabe in Form eines Bedingungs- und Fragesatzes formuliert hat,
schreibt man die Zahlenangaben des Bedingungssatzes in die erste Zeile des
Ansatzes (Benennung der Spalien beachtenl). In der gleichen Spalte dirfen
nur gleichbenannte Zahlen stehen. .
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Losung der zusammengeseizien Regel-de-tri-Aufgabe.

Hierbei' handelt es sich um Aufgaben, bei denen mehr als ein Verhéltnis
auf die Ermittlung der unbekannten GréBe Einflufl hat. Aber auch hier zerlegt
man bei der Bildung des Ansatzes die -Aufgabe in einen Bedingungs- und
einen Folge-{Frage)-Satz und schlieBt.dann unter genaver Beachtung der je-
weiligen Art des Verhéltnisses so oft auf die Einheit, von dieser auf die an-
dere Vielheit, als gegebene GréBenpaare vorliegen.

Beispiele:

a) Zur Anferﬁgung von 152 m eines 1%m breiten Stoffes braucht man
22,50 kg Wolle. Wieviel m Stoff derselben Art zu 95cm Breite fertigt man
aus 67,50 kg Wolle an?

b) Ein Vorrat reicht fiir 1500 Verbraucher 60 Tage bei téglich 0,85 kg Einzel-
. zuteilung. Wieviel erhélt jede Person, wenn der gleiche Vorrat fuR1600 Ver-

braucher 75 Tage reichen soll. .
Lésungen:
a) cm kg . m Sprich bzw. denke: .
\ 125 225 | 152 Wenn die Breite 125 c¢m, die Menge 22,5 kg betrc':gf,v

ist die Ldnge 152 m,

152. 125 betrégt die Br.lte 1cem, die Menge 22,5kg, so ist die
1 1 %5 Ldnge 125mal so grof, betrégt die Breite 1cm, die
2 Menge 1 kg, so ist die Linge der 22,5te Teil,
betrégt die Breite 95cm, die Menge 1kg, so ist die
95 | 67,5 X Ldange der 95te Teil, betrdgt die Breite 95 cm, die Menge
67,5 kg, so ist die Linge $7,5mal so grof.
152-125-67,5  _ 8-5-875 . _
= w5 M= 55 m—8 75 m=600 m
b)  Verbr Tg kg Sprich bxw. denke:
1500 60 0.85 Wenn 1500 l""ersonen 60 Tage lang bei tdglich 0,85 kg
£

Zuteilung reichen, so reicht bzw. reichen

1 Person 60 Tg lang bei tdglich 1500mal soviel

. Zuteilung,
_.1 1 0,85-1500 - 60 1 Person 1 Tg lang bei tdglich 60mal soviel

Zuteilung,
1600 Personen 1 Tg lang bei téglich den 1600sten Teil

der Zuteilung,
1600 75 x 1600 Personen 75 Tg lang bei 1églich den 75sten Teil

der Zuteilung.
0,85-15. ,85 - 2,55
ka= 154k_053kg=:

__0,851500- 60
T 1500-75 ~ T 16-5 !




B. Die Prozent-(Hundertsatz-)Rechnung

Wegen der grofien Bequemlichkeit, welche die Zahl .100 beim Rechnen
bietet, findet sie bei praktischen Aufgaben, z. B. bei der Berechnung von Ver-
gleichszahlen, Gewinn und Verlust, Ertréigen, Abziigen und anderen Gréfien,
namentlich im Handels- und Geldverkehr, weitgehend Verwendung.

Ein Prozent (19 oder 1 v. H.) einer Zahl bedeutet ihren hunderisten Teil.
Der Prozentsatz gibt daher stets an, wieviel Hundertstel einer Zahl, genannt
Stammwert, zu nehmen sind. Das Ergebnis heifit der Prozentwert oder kurz
die Prozente,

Wenn der Prozentsatz sehr klein ist, nimmt man oft statt 100 die Zahl 1000
als Vergleichszahl und bezeichnet als 1%, (1 Promille oder 1 vom Tausend)
ein Tausendstel des Grundwertes, so sind z. B. 4%, von 2000 gleich 8.

Einige oft vorkommende Prozentsétze ergeben einen einfachen Bruchteil
des Grundwertes G und sind méglichst einzupragen; es ist

100% vonG= G  10% von G=1l° G 16§%von G=%G
50%, vonG=%G 33%%vonG=;_G 75% von G=%G
259, vonG=%G 66§%vone=§e 5%vonG=—21—°G

Da es sich bei der Prozenfreghnung um drei verschiedene Gréfien, den
Grundwert, den Prozentsatz und die Prozente handelt, umfaf3t sie drei Haupt-

aufgaben. .

1. Gesucht die Prozente (der Prozentwert); gegeben Grundwert
und Prozentsatz. v
Beispiel: Wieviel sind 6% von 52002

Lésung: 100 9% =>5200

5200 .
1 %=20 =5

63% =61 -52= 18.52.13-26=333

Grundwert
100

Wenn der um die Prozente vergréfierte Grundwert gesucht wird, kann man
erst die Prozente fir sich berechnen und dann zum Grundwert addieren. Man
kann aber auch gleich auf den um die Prozente vermehrien Erundwert
schlielen, wie z. B, bei der Aufgabe: Welche Zahl ist um 36% a) gréfler,
b) kleiner als 5402

Allgemein: Prozente= * Prozentsatz.,

Man rechnet: ) 100%, =540 b) 1009, =540
1%=54,d. h. 33 1%=54
136%, =5,4-136=734,4 64% =64 -54=2345,6
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2. Gasucht der Prozentsatz; gegeben Grundwert und Prozente.
Beispiel: Wieviel % sind 28 von 2882

Losung: 288=1009,
_ 100 N
1= 288 %

_100-28 o,  25:T, 175, 13,
» 288 °T "qg foT 1s/= 1a/°

. - Prozente mal Hunderi
Allgemein: Prozentsatz= Grondwert

Ist der um die Prozente vermehrte oder verminderte Grundwert gegeben,
wie z. B. bei den Aufgaben a) Um wieviel 9% ist 78 kleiner als 1042 b) Um wie-
viel % ist 536 groéBer als 4502, so kann man folgendermafien rechnen:

a) 104=100%,
~ 100

= 104 %0 [als 104;
78= 1078 o _ 10:3 o/ _759,d. h. 78 ist.um (100~75)% =25% kleiner

b) 450=100%, >
= ok [=195 % groer als 450.

536 %0 o o= 250 10129/ _1192%, d. h. 536 ist um (119 3—100) =

Man kann aber auch den Prozentsatz unmittelbar bestimmen, indem man
z. B. bei a) 104—78=26 rechnet und nun ermittelt, wieviel % 26 von 104 sind.

3. Gesucht der Grundwert; gegeben Prozente und Prozentsatz. .
Beispiel: Von welcher Zahl sind 6% gleich 7502
Lésung: 6% =750
107 =750
1%="0

100% = 75° 190 _125-100=12500.

Allgemein: Grundwert= Prozente mal Hundert
Prozentsatz

Ist der um die Prozente vermehrte oder verminderte Grundwert gegeben,
wie z. B. bei den Aufgaben: a) Welche Zahl! gibt um 3%% vermehrt 885,96%,

b) Welche Zahl ergibt 869,4, wenn sie um 3,4%, vermindert wird?, so kann.
man folgendermafien rechnen: '

a) 103—% 885,96 b) 96,6% =869,4
869 4
-t "o

100 %= ‘ﬂs—*’j—ﬂ_m 2-856; 100 %="51%=9-100=900.
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C. Die Veﬂeilungs-(Ge;elIschqﬁs-)Rechnung

Die Verteilungs- oder Gesellschafts-Rechnung findet Anwendung, wenn eine .
GrdBle nach einem gegebenen Verhdltnis zu teilgn ist. Dabei gilt folgender
Grundzatz: Entfallt auf die Summe der Verhdlthisse der gesamte zu ver-
teilende Beirag, so entféllt auf jede Verhaltniszahl der ebensovielte Teil, den
sie von der Summe der Verhaltniszahlen ausmacht, d. h. die Summe der Ver-
héltniszahlen verhélt sich zu jeder einzelnen Verhaltniszahl, wie der ganze
zu verteilende Betrag zu jedem einzelnen Anteil.

Beispiel: 1200 RM sind im Verhélinis 5:7:8 zu verteilen, d. h. so, daf} immer,
wenn A 5 RM erhalt, B7 RM, C 8 RM bekommt.

Lésung: Man bestimmt zunéchst die Summe der Verhéltniszahlen, also
5+7+8=20, dann schliefit man von der Gesamtheit der Teile auf die Einheit

und von dieser auf die jedem Anteilempfanger zufallende Vielheit. ¢
Teile ! RM
20 i 1200
! 1200
1 ; - 2— =60 y
5 i 60-5=300
7 60-7=420
8 60 - 8=480. ®

Oft sind die Verhaltniszahlen nicht unmittelbar gegeben, sondern durch
eine vorbereitende Rechnung zu finden, wie in folgenden Beispielen:

a) Ein Posten Arbeitsanzige von 685 Stiick soll an die Belegschaften von
4 Betrieben A, B, C und D entsprechend ihrer Kopfstarke verteilt werden. Wie-
viel Anziige entfallen auf jeden Betrieb, wenn in A 210, in B 420, in C 350 und
in D 560 Ménner in Betracht kommen? .

b) Nach einem Testoment erhdlt von einer Erbschaft A ein Legat von

3500 RM, B 2, C.1und D ¢ der Hinterlassenschaft. Wieviel erhélt jeder?

Lésungen: !

a) Aus der Anzahl der Anwérter auf einen Anzug ergibt sich das Teilungs-
verhaltnis 210:420:350:560=3:6:5:8, wenn man der Vereinfachung wegen
links durch 70 kirzt. Die Summe der Teilungsverhaltnisse ist dann 3+6+5+48=
=22 und der Ansatz .

Teile Anzige
22 l 685
I 31,1
i 93,3~ 93 {Anteil A)
186,6 ~ 187 (Anteil B)
155,5 ~ 156 (Anteil C)
2488 =~ 249 (Anteil D).
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b) Das Legat fir A ist

3 1 1.3 9 10 _6_5 = :
1—5—3—5=3 3 3 30__aofier Erbschaft, d. h. die Anteile von A, B,

C, D an diese, verhalten sich wie 5:9:10:6, und die Summe der Verhalinis-
zahlen ist 30. Der Ansatz lautet ’

Teile RM
5 3500 (Anteil A}
1 3500:5=700
9 9.700=6300 (Anteil B)
10 10-700=7000 (Anteil C)
6 6 -700=4200 {Anteil D).

D. Die Zinsrechnung

Die Zinsrechnung ist nichts anderes als eine Anwendung der Prozentrech-
nung auf das Geldwesen, wobei die Prazente dem Ertrag (Zinsen) eines Kapi-
tals for ein volles Jahr entsprechen und als weitere in Rechnung zu setzende
Gréfe die Zeit hinzutritt.

Beispielsweise bedeutet 3% Zinsen: fir je 100 RM des Kapitals erhalt man
for die Daver eines Jahres 3 RM Zinsen; dabei wird in Deuts:hland, in der
Sowjetunion und vielen anderen europdischen Staaten das Jahr zu 360 Tagen,

1 Tag also zu Q;—o Jahr gerechnet, in anderen Staaten, vor allem in England
und Amerika, zv 365 Tagen. \ -

a) Berechnung der Zinsen.

Um die Zinsen fir einen kiirzeren Zeitraum cls ein Jahr zu berechnen, hat
man die einjghrigen Zinsen mit dem diesem Zeitraum entsprechenden Bruch-

teil des Jahres (1 Tag=-3%6 Jahr, 1 Mon<:|t=11—2 Jahr) zu multiplizieren.

Daher gilt die allgemeire Formel

Zinsen= K:'g;‘"‘ mal ZinsfuB mal Zeit,
o ‘ i |
in welcher das Kapital in RM, die Zeit in der Einheit «ein 'cir» einzusetzen isth.

Beispiele: a) Wieviel Zinsen Z bringen 3000 RM zu 3%% in einem Jahr?
Losung: Z="3000 .31? RM=30- % RM=15-7 RM=105 RM

100
b) Wieviel Zinsen bringen 1500 RM zu 4% in 66 Tagen? -
" 1500 66 15-4- 66 4-66
Losung: Z=—1% <4 360 RM= 380 RM= 54~ RM=11 RM.

Da der ZinsfuB meist einen bequemen Teil von 360 aushachf, so laf3t er sich
oft in der allgemeinen Zinsformel durch Kirzen beseitigen; man nennt dann
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die im Nenner auftretende Zahl {360:ZinsfuB3) den Zinsdivisor und erhalt
dadurch die vereinfachte Zinsformel

Kapital mal Tage
100

Zinsen= Zinsdivisor

Als Zinsdivisor ﬂ ist einzusetzen bei
= Zinsfuf3

1 % Zinsfu3. . .. 360 3 % ZinsfuBl. ... 120
1%% w240 4% ., ....9
2% . ....180 42% . ... 80
%% w144 5% 4, ... 72

Da der Zinsbetrag vom Kapital, dem ZinsfuB und der Zeit abhangig ist, um-
fassen die Aufgaben der Zinsrechnung auch solche, bei denen das Kapital,
der Zinsfuf} oder die Zeit gesucht ist, wenn die anderen Gréfien gegeben sind.

b) Berechnung des Kapitals .
. . Zinsen mal 100 mal 360
Allgemeine Formel: Kapital= ~ ZinsfuB mal Tage
Beispiel: Welches Kapital K bringt in 7 Monaten 6 Tagen bei 3-12—% Zinsfu3

79,38 RM Zinsen?

Losung: K=Th8 100980 gy 1090:3000 pyy_ 1134-T20 gy _ 5750 R

Die Zahl 216 ergibt sich aus 7 - 30+ 6=216 (1 Monat=30 Tage).

c) Berechnung des ZinsfuBes.
Zinsen mal 100 mal 360
Kapital mal Tage
Beispiel: Bei welchem ZinsfuB3 p erbringen 1284 RM in der Zeit vom 24. Méarz
bis 9. Juni 8,56 RM Zinsen?

Lésung: Vom 24. Mérz bis 9. Juni sind,(3 - 30—15) Tage=75Tage |

8,56-100-360 ,, 856-120 .,  856-24, B2, o1,
128475 /o= 128425 /0= 12845 0= 5 o 35 o

Allgemeine Formel: ZinsfuB=

d) Berechnung der Zeit:
Zinsen mal 100 mal 360
" Kapital mal ZinsfuB *

Beispiel: In welcher Zeit T erbringen 448 RM Kapital zu 412% 1,40RMZinsen?

Allgemeine Formel: Tage=

.. 1,40+ 100 - 360- 2 140 40 140-5
Losung: T= =g Tage=—; Tcge=—28—Toge=5-5 Tage=

=25Tage.
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lll. RECHENPROBEN

Das Ergebnis einer Rechnung ist wertlos, wenn es nicht auf seine Richtigkeit
grindlich und durchgreifend nachgeprift wird. Dabei ist es immer nitzlich,
ein und dieselbe Rechnung auf zwei verschiedene Arten durchzufithren und
dann die Ergebnisse zu vergleichen. So kann man bei der Addition die Sum-
manden in anderer Reihenfolge addieren, bei der Multiplikation die Faktoren
vertauschen, bei der Subtraktion die Subtrahenden zum Ergebnis addieren,
wobei sich der Minuend ergeben muf3, und schliefllich bei der Division das Er-
gebnis mit dem Divisor multiplizieren, was den Dividenden ergeben muf3. Das
sind Kontrollen, die an sich zeitraubend sind, aber immerhin die Zuverlassig-
keit der Rechnung in einem hohen Grade vermehren, soweit man nicht einen
und denselben Fehler wiederholt, was aus psychologischen Griinden nicht sel-
ten vorzukommen pflegt.

Nun gibt es Rechenproben, die nicht auf eine Wiederholung der Rechnung
in abgednderter Form bervhen, sondern denen die Teilbarkeit der Zahlen
zugrunde liegt. Sie sind als Neuner- und Elferprobe zwar vielfach bekannt,
werden aber noch immer nicht in dem Mafle praktisch verwendet, wie sie es
verdienen. Fir sie gelten folgende Gesichtspunkte:

1. Die Summe beliebiger Zahlen gibt bei der Division durch Z den gleichen
Rest, den man erhalt, wenn man die Summe der Einzelreste bildet, welche die
Zahlen bei der Division durch Z liefern, und diese Summe durch Z dividiert.

Beispiel:

126+78+177=381. Bei der Division z. B. durch 5 ergibt 381 den Rest 1; die
gleiche Zahl 1 erhélt man, wenn man die Reste 1, 3 und 2 addiert, die bei
der Division von 126, 78 und 177 durch 5 Gbrigbleiben, und ihre Summe
1+3+2=6 durch 5 dividiert.

2. Das Produkt beliebiger Zahlen gibt bei der Division durch Z den gleichen
Rest, den man erhdlt, wenn man die Einzelreste multipliziert, welche die Fak-
toren bei der Divison durch Z liefern, und das erhaltene Produkt durch Z
dividiert.

Beispiel:

35-26=910. Bei der Division durch 12 z. B. ergibt 910 den Rest 10; die

gleiche Zahl erhalt man, wenn man die Reste 11 und 2, welche 35 und 25 bei

der Division durch 12 tbriglassen, multipliziert (11-2=22) und das erhal-
tene Produkt (22) durch 12 dividiert.

Fir den mathematisch geschulten Leser sei der allgemeine Beweis fir die
Richtigkeit dieser Regeln angegeben.
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AY

Mat die Zah! & fir den Divisor z den Rest r und die Zahl b far den gleichen Biviser z den
Rest s, s0O ist
a=mz+r
b=nz +s {in und n ganze Zahlenl),
L]
dann ist (a+b)=(m+n) z+(r+s), d. h. a+b ergibt bei der DIVISIOI‘I durch z den Rest (r+s),
welcher die Summe der Einzelreste r und s ish. |

Farner ist @ - b=(mz+r) (nz+s)=z (mnz4rn+sm)+rs, d. h. a - b ergibt bei der Division durch
z den Rest r s, welcher das Produkt der Einzelreste r und s ish

Diese Regeln liefern Rechenproben, die besonders einfach sind, wenn als
Divisor z entweder die Zahl 9 oder die Zahl 11 gewdhlt wird, weil sich in
diesen Fdllen die Reste leicht ermitfeln lassen. Man sprlchf daher von einer

Neunerprobe (NP) und einer Elferprobe (EP). )

A. Die Neunerprobe

Bei der Behdndlung der Teilbarkeit der Zahlen (S.20) wurde festgestellt,
daf} eine Zahl durch 9 ohne Rest teilbar ist, wenn dies for ihre QS zutrifft.
Andererseits 1af3t eine Zah! bei der Division durch 9 den gleichen Rest Gbrig,
der bei der Division ihrer QS durch 9 verbleibt.

Diesen Rest bei der Division einer Zahl durch 9 nennt man ihren Neunerrest
(NR). Man merke:
1. Der NR einer Zahl ist gleich dem NR ihrer QS,
z. B. NR (54213)=6 QS (54213)=15 NR (15)=6.

2. a) Zahlen, deren QS 9 oder ein Vielfaches von 9 ist, haben den NR Null,
b) Zahlen, déreh QS gréfler als 9 i_sf, haben als NR die QS ihrer QS.

Beispiele: QS(36) = 9 ,Nig(36) =0
QS(152)= 8- "NR{152)=8
Q@S (657)=18 NR(657})=0 QS(18)=9 NR(9)=0
QS(3758)=23 NR(3758)=5 NR(23)=5 =QS(23).

c) Bei der Berechnung des NR aus der QS einer Zahl kann man die Zif-
fer 9 oder Ziffern, deren Summe 9 ist, auBBer acht lassen.

Beispiele: NR ($812)=2 (weglassen 9 und 84+1=9))
NR (5472)=0 (weglassen 5+4=9 und 7+ 2=9])
, NR(946531)=1 (weglassen 9, 4+5=9, 6+3=9I).



Mit Hilfe des NR, dessen Berechnung also sehr einfach ist, wird die Neuner-
probe (NP) in folgender Weise durchgefihrt:

1. Bei der Addiiion:'Man schreibt rechts neben die Summanden und ihre
Summe die einzelnen NRNR. Der NR der Summe mufl dann gleich dem NR
der Summe der NRNR der Summanden sein.

-

NR

Beispiel: 1098 ]
+ 456 6

+ 2738 2

+ 6733 1

+ 4657 4

15682 4

’

Die NP stimmt, da NR (0+6+2+1+4)=4 und NR (15682)=4.

2. Bei der Subtraktion beachte man, daf3 das Ergebnis, vermehrt um die
Summe der Subtrahenden, den Minuenden ergeben muf3. Es muB3 also der NR
des Ergebnisses, vermehrt um die NRNR der Subtrahenden, gleich dem NR
des Minuenden sein.

NR
Beispiel: 9216 0
— 836 8
— 3347 8
*5033 2

Es ist NR (5033)+NR (3347)+NR (836)=NR (9216) oder NR (2+8+8)=NR
(9216)=0. '

Die Zahlen in den angegebenen Beispielen sind absichtlich verhéltnismaBig niedrig gewdhlt,
um die Durchfohrung der NP zundchst im Grundsatz leicht Ubersehbar zu machen. Die Wirk-
samkeil der Probe félll erst bei einer grofleren Anzahl von Summanden eigenilich ins Gewicht.

3. Bei der Multiplikation.-Man zeichnet, wie bei den folgenden Beispielen,
ein Kreuz neben die Rechnung und schreibt in dessen linkes Feld den NR des
anderen Faktors, in das obere Feld den NR des Produktes dieser beiden NRNR
und schliellich in das untere Feld den NR des errechneten Produktes. Die
beiden letztganannten NRNR missen bei richtiger Rechnung Ubereinstimmen,
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Beispiele:
a) 438-643
2628
1752 6
1314

X

281634 é
>6<

6

NR (281634)

b) 5968654
35808
29840 |

¢) 564-378 0
16,92
6 3,948 6:><i0
23872 4512
3903072 21,3192 0

4, Bei der Division ist zu beachten, daf} das Ergebnis, mit dem Divisor multi-
pliziert, den Dividenden ergeben muf3. Das unter 3 angegebene Verfahren ist

daher in umgekehrier Reihenfolge anzuwenden. ~
Belspie|:
114945 : 237 =485
2014
1185
0

Fir den Fall, daf3 die Division nicht aufgeht, sondern ein Rest r bleibt, ist zu
bedenken, dafi man zum Produki aus dem Ergebnis (ohne Rest) und dem
Divisor den Rest r hinzufiigen muf3, um den Dividenden zu erhalten, also z. B.

92783:237 =391 Rest 116
Es ist also 391237 +116=92783 und daher
NR (391 - 237)+ NR (116)=NR (92783)

NR(3+8)=3
N 3

B. Die Elferprobe

Hinsichtlich der Teilbarkeit einer Zahl durch 11 ergab sich {S. 20), daf} eine
Zahl durch 11 teilbar ist, wenn in ihrer QD die 11 ohne Rest aufgeht, was ja
auch der Fall ist, wenn die QD gleich Null ist. Im anderen Falle gibt die QD
den Elferrest (ER) an, der bei der Division durch 11 verbleibt.

Nun kann freilich die QD auch kleiner als Null oder, wie man sagt, nega-
tiv, z. B. —3, werden. In-diesem Falle bedeutet das, daf} noch 8 E (Unter--
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schied zwischen 3 und 11) an der restlosen Teilbarkeit der Zahl durch 11
fehlen; der ER ist also dann 11—3=8. Ist die QD =z B. —13, dann ist der

ER+9 (=22—13), d. h. man muB die negative QD auf das néachsthdhers Viel-
fache von 11 (in diesem Falle 22) ergénzen.

Hieraus folgt nachstehende Regel fiir die Berechnung des ER:

Man bildet die QD; wird diese kleiner als Null, so addiert man 11 oder so-
viel mal 11, bis sie positiv wird.
Beispiel: ER (52876)=10, d. h. §+8+5—7—2=10
ER (68761)= 0,d.h.1+7+8—6—8= 0
ER (5289)=11—13=— 2,d. h. ER (5289)=9 (aus 11—2)
ER (18296)= 9—17=— 8, d. h. ER {18296)=3 (qus 11—8)
ER (589070)= 8—21=—13, d. h. ER (589070)=9 (aus 22—13)

-

Dezimalzahlen ergénzt man bei der Berechnung des Elferrestes zweck-

mdfig (durch Anhéngen von Nullen) auf eine gerade Stellenzeahl nach dem
Komma, z. B. )

ER(2257) =ER (325,70) =7—9=~2, d.h.ER(2257) =9
ER (60,978)=ER (60,9780)=—16, d. h. ER (60,978)=6

Die EP wird bei allen Rechnungsarten genau so durchgefiihit wie die NP,
nur sind eben an Stelle der NR die ERER zv setzen.

Beispiele:
a) Addition EP b) Multiplikation EP
48,560 5
+3732,431 1 3684 - 372 2
+ 167,420 0 052
< 4+ 75889 0 25788 l°><9
+1009,408 7 7363
+ 378555 10 370128 2
+2079,985 5 *)d. h. ER(10-9)=2
7492,248 6

ER (7492,248)=6
ER(5+1+0+0+7+10+5)=ER (28)=6. .

Es ist nitzlich und ratsam, zur Kontrolle einer Rechnung beide Proben, die
NP und EP, anzuwenden, was bei einiger Ubung nicht sonderlich viel Zeit be-
ansprucht.

° ¥



Hat man etwa eine gréfere Produktsumme zu priifen, so kann dies durch
eine Generalprobe nach folgendem Muster geschehen, bei welchem die um-
ringten Zahlen zur EP gehdren.

58,70 - 49,60+78,50 - 42,60+184,76+225,60 - 4,80+3349,52+77,90 - 56,60+13,88 - 91,50=16551,94

= 2911,52+ 3344,170+134,76+ 1082,88+3349,52+ 440914+ 1270,02 =16551,94

NP 2+ 6 +8+0+8+4+3=231 NR{31)=4
EP D+ 0+@DHODHT) 35 ER (35)=2
- N

Da NR (31)=NR (16551,94)=4, ER (35)=E (16551,94);2, stimmen beide
Proben.

C. Zuyverldssigkeit der Neuner- und Elferprobe

Hinsichtlich der Verlaflichkeit beider Proben ist zu sagen:

a) Stimmen die Proben (richtig gerechnet) nicht, so ist die Rechnung auf alle
Falle falsch.

b) Stimmen die Proben, so kann die Rechnung trotzdem falsch sein. Das
Stimmen der Proben ist also kein zwingender Beweis fir dig Richtigkeit der
Rechnung.

Der Grund hierfor ist der, daf} die QS einer Zahl, auf der ja beide Proben
beruhen, die gleiche bleibt, wenn man die Ziffern der Zahl beliebig umstellt,
oder wenn man der Zahl Nullen in beliebiger Menge und an beliebigen
Stellen hinzufiigt. Ferner bleibt der NR einer Zahl der gleiche, wenn man. zu
ihr beliebige Vielfache von 9 addiert oder von ihr subtrahiert, und Entspre-
chendes gilt vom ER hinsichtlich der Zah] 11. Das hat aber zu bedeuten, daf3
die NP Verrechnungen mit 9, die EP solche mit 11 nicht anzeigen.

Immerhin ist die Wahrscheinlichkeit eines falschen Ergebnisses beim Stim-
men beider Proben &uflerst gering. Aus diesem Grunde wende man stets
beide Proben an! Stimmen beide, so kann man fast mit Gewiflheit fir
die Richtigkeit der Rechnung einstehen. Fehler in der Rechnung liegen
aber unbedingt vor, wenn schon eine der Proben nicht stimmt.



IV.DAS RECHNEN MITVORTEILEN

Es gibt eine grofle Anzahl sogenannier Rechenvorteile, die sich vielfach
darauf griinden, daf} viele Zahlen nicht nurin einem engen Verw®ndtschafts-
verhdalinis zveinander, sondern vor allem auch zu den Rangzahlen und: deren
Vielfachen stehen, mit denen sich ja immer bequemer rechnen laft. Von den
vielen Vorteilen dieser Art, die sich sonst in Lehrbichern Uber diesen Stoff
finden, sollen hier nur die wichtigsten aufgefihrt werden.

Wenn auch die sichere und grindliche Beherrschung des formalen Schemas
die notwendige Voraussetzung fir jedes zuverlassige Rechnen bildet, so ge-
wdhne man sich dennoch mehr und mehr daran, sich von der starren Bindung
an dieses freizumachen, falls die Eigenschaften der jeweils vorliegenden
Zahlen~die Mdglichkeiten bieten, auf kirzerem Wege zum Ziele zu gelangen.

Daher rechne man nie mechanisch, sondern mit Uberlegung und Umsicht.
Dadurch wird zudem das vielgeschméhte Rechnen zu einer anregenden Be-
schaftigung, die sich Uber einen toten Formalismus hinaushebt und den Blick
Uber das weite Reich der Zahlen stérkt und schérft.

Dazu ist freilich notwendig, da3 man sich vor Beginn jeder Rechnung die
Zahlen, mit denen man es zu tun hat, genau ansieht und untersucht, wieweit
sieVorteile dieser oder jener Art bieten, die den Umgang mit ihnen erleichtern.

A. Vorteile bei der Addition

1. Summanden, die gut zusammenpassen, werden zuerst addiert.

Man Gberblickt die Ziffern, die in jeder Reihe senkrecht untereinanderstehen
und fafi}t erst diejenigen zusammen, deren Summe 10 ergibt, auch wenn sie
nicht unmittelbar benachbart sind. Erst dann addiert man die Gbrigen Ziffern,
Kommen gleiche Ziffern vor, so hilft auch Multiplikation rasch weiter.

Beispiel : 742
+ 274
+ AZZ Rechne in der E-Reihe (44 6)+{743)+ (5+5)+2+3=
+ 265 =35, die zu Ubertragende 3 nimm gleich zu der 7
+ 53 in die Z-Reihe und addiere (3+7)+(4+6)+9+8+;
j: oo (5+2+3)=47 und schlieBlich in die H-Reihe
<442 . T =
=~ (2-442)+2-2+2-7=28
2875



2. Gleiche Ziffern verschiedener Summanden werden gruppenwelse zu-
sammengefalt.

N

Sind Ziffern der verschiedenen Summanden alle oder gruppenweise gleich,
dann ist es nitzlich, die gleichen Ziffern durch Multiplizieren zu addieren,
z.B.in »

67 +57 + 63+ 67 + 57 + 63+ 58=432

rechnet man von links nach rechts: (4-6+3-5/Z=39Z=3%0E und nun
390+4-7+2-3+8=432.

Uberhaupt kann man das Addieren von Zahlen, die nicht allzuviel verschie-
dene Stellen haben, in dieser Weise bequem im Kopfe von links nach rechts
vornehmen, ohne daf3 man sie erst untereinander schreibt, wie z. B. in

426+ 538+ 258+ 47 + 139 +35=1443.

Hier rechnet man: (4+5+2+1) H=120Z; 120 Z+4(2+3+5)+4+2-3
Z=140Z=1400 E; 1400+ 6+2-8+7+9+5=1443.

3. Summanden, die in der Ndhe von Rangzahlen bzw. deren Vielfachen
liegen, werden ergdinzt.

Hat man z. B. die Aufgabe 2365+19844-996+976, so féllt auf, daB die
letzten drei Summanden alle in der Néhe von Rangzahlen oder deren Viel-
fachen liegen (1984=2000—16, 996=1000—4, 976=1000—24). Daher rechnet
man zuerst

2365+ 2000+ 1000+ 1000 = 6365

und verbessert dann das Ergebnis um den gemachten Fehler, indem man
16+4+24=44 subtrchiert. Das ergibt 6365—44=6321. Ohne iberflissige
Schreiberei, die-hier nur zur Erléuterung nétig war, kann man in solchen Féllen
die Rechnung vollsténdig im Kopfe durchfihren und das Ergebnis sofort hin-
schreiben.

B. Vorteile bei der Subiraktiop

1. Subtraktion mit Hilfe der Zehnererg@nzung (ZE).

Die ZE einer Zahl ist diejenige Zahl, die man zu ihr addieren muf3, um sie
ie nach ihrer Stellenzahl auf die néchsthhere Rangzahl oder deren Vielfaches
zv ergdnzen,

Beispiele: Die ZE zu 98 ist 2 (ergéinzt zu 1H), zv 187 ist 13 (ergénzt zu 2H), zv
9876 ist 124 (erganzt zu 1ZT) usw. -
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Statt nun eine Zahl von einer anderen zu subtrahieren, addiert man ihre ZE
und subtrahiert die handlichere Zahl, zv der man ergédnzt hat.

Beispiele: a) 354—169=185, rechne 354—200+-31="85!
b) 5236—3975=1261, rechne 5236 —4000+25=1261!
c) 6225—995—997 —992—994=2247,
rechne 6225—4-1000+ 5+ 3+8+6=2247!

d) 7684—996—1984—875=13829,
rechne 7684—1000—2000—1000+ 4 +16+125=3829.

2. Subtraktion mit Hilfe der Multiplikation.

Liegen die Subtrahenden sémtlich in der N&he der gleichen Rangzah! oder
eines ihrer Vielfachen, so subtrahiert man das entsprechende Vielfache der
Rangzahl und verbessert das Ergebnis um den dabei begangenen Fehler, z. B.

a) 1887—84—76—97—98—105=1427

Beobachtung: Die Subtrahenden liegen sémtlich in der Néhe von 100.
Rechne daher: 1887—5-100+16+24+3+2—-5=1387+40=1427.

b) 9236—884—892—882—905—915=4752

Beobachtung: Die Subtrahenden liegen samtlich in der NGhe von 900.
Rechne daher: 9236—5-900+16+8+18—5—15=4736+22= 4758

3. Verbindung von Addition und Subtraktion.

Auch wenn Addition und Subtraktion in derselben Rechnung nebeneinander
vorkommen, kann man oft in der Weise schneller zum Ziele gelangen, daf3
man die Zahlen erst abrundet und dann das Ergebnis um den bei der Ab-
rundung begangenen Fehler verbessert. So rechnet man z. B.

37644 97— 485—998 + 997—899 4+ 515=2991
3764+100—500—1000+ 1000—900+ 500—3+15+2—-3+1+15

vnd, da —500+500—1000+1000=0 -
3764—800—6+ 33=2991.

C. Vorteile bei der Multiplikation

Je nach der Eigenart der Fcktoren\bie’ren sich hier die meisten Vorteile; sie
grinden sich meist auf den besonderen Aufbau der Faktoren, insbesondere
auf deren enge Verwandischaft mit den Rangzahlen und ihren Vielfachen.
Weist ein Faktor solche vorteilhafte Eigenschaften auf, so wahlt man ihn zum
Multiplikator.
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1. Ein Faktor enthdlt an einer Stelle die Ziffer 1.

Dd das zu 1 gehérige Teilprodukt — abgesehen im allgemeinen vom Stellen-
wert — mit dem Multiplikanden Gbereinstimmt, wird dieser als Teilprodukt mit
benutzt, ohne daB3 man ihn nochmals hinzuschreiben braucht. Der @bliche
Multiplikationsstrich wird dann weggelassen. Besonders gilt es hierbei auf
den Stellenwert zu achten, wobei die Teilprodukte nicht mehr in der gewohn-
ten Weise untergesetzt, sondern teils «vor-», teils «eingeriickt» werden. Beim
Multiplizieren von Dezimalbriichen ist zu beachten, daf3 das ungekiirzte Er-
gebnis nach dem Komma genau soviel Stellen haben muf3, wie die beiden
Faktoren zusammen.

Beispiele: a) 748 -178 b) 946-81,2 c) 289,6-0,112
5236 7568 34,752 (=2896-12)
5984 1892 '32,4352
133144 7681,52

2. Die Ziffern eines Faktors sind multiplikativ verwandt, z. B. ist in 648
48=8-6, in 287 28=4-7, in 945 45=5-9 usw. In solchen Fé&llen kann man
beim Berechnen der Teilprodukte eines einsgaren, indem man auf das vorher-
gehende zuriickgreift.

Beispiele: ) 758 - 648 b) 9,67 - 267 c) 23,48+ 9,45
4548 67,69 211,32
36334 (=8-4548) 2707,6(=4-6769) 165660 (=5-21132)
491184 277529 221,8860

3. Ein Faktor ist der bequeme Bruchteil einer Rangzahl.

a) Ein Faktor ist 5 (d. h. 10:2).
Man dividiert das Zehnfache des anderen Faktors durch 2.
Beispiel : 1986 - 5=19860:2=9930
7,93:5=793:2=39,65
b) Ein Faktor ist 50 (d. h. 100:2).
Man dividiert das Hundertfache des anderen Faktors durch 2,

Beispiel: 9238 - 50=923800:2= 461900
16,84 - 50=1684:2=842

c) Ein Faktor ist 25 (d. h. 100:4).
Man dividiert das Hundertfache des anderen Faktors durch 4,

Beispiel: 536 - 25=53600:4=13400
26,87 - 25=2687:4=671,75
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d) Ein Faktor ist 125 {d. h. 1000:8).,
Man dividiert das Tausendfache des anderen Faktors durch 8,

Beispiel: 456 - 125=456000:8=>57000
9,78-1,25=0,0978 - 125=97,8:8=12,225

e) Ein Faktor ist 75 (d. h. 300:4).
Man dividiert das Dreihundertfache des anderen Faktors durch 4,

Beispiel: 828 - 75=3 - 82800:4=248400:4=62100.
13,73-75=3-1373 : 4=4119 : 4=1029,75.

f) Ein Faktor ist 15 (d. h. 10+% -10).

Man multipliziert den anderen Faktor mit 10 und addiert die Halfte des Er-
gebnisses, ’
Beispiel: 184 - 15=1840+920=2760.
12,39 -15=123,9+61,95=18585.

"4. Ein Faktor ist 11.

a) Der andere Faktor ist zweistellig.

Man schreibt zwischen die Ziffern des anderen Faktors dessen QS (Z-Uber-
schuf} ist dabei auf die zweite Stelle [Z] des Multiplikanden zu Ubertragen!).

Beispiel: 43-11=473, d. h. 4 (4+3) 3 -
97-11=1067, d. h. 9 (9+7) 7=1067.

b) Der andere Faktor ist mehrstellig.

Man schreibt, mit der héchsten Stelle des Multiplikanden beginnend, an
diese der Reihe nach die Summe je zweier folgender Ziffern (Z-Uberschisse
dabei Gbertragenl), zuletzt die letzte Ziffer des Multiplikanden,

Beispiel: 532+ 11=5 (5+3) (3+2) 2=5852
875-11=8 (8+7) (7+5) 5=9625
45327 - 11 =4 (4+5) (5+3), (3+2) (2+7) 7=498,597.

5. Die Zahlen 11, 12, 13, 14 und 15 werden als einstellig uufgeful’l‘.

Beispiele: a) 237 - 211 b) 38,9-143 ¢) 987 -0,715
474 544,6(=389-14) 6909
2607 (=237 +11) 11,67 14805 (=967 -15)
50007 556,27 705,705
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6. Ein Fakfor lGBt sich in ein geeignetes Produkt aufspalten.
z.B. 540=6-90; 56=7-8; 64=8-8 usw.

In solchen Fallen bildet man erst das Teilprodukt mit dem einen Faktor des
Multiplikators, das man donn mit dessen anderem Faktor zu multiplizieren und
seinem Stellenwert entsprechend zu werten hat.

Beispiele: a) 937540 | ¢ b) 2854-56 ., ¢ 1354-064
5622 199,78 10832
505980 (%0 159,824 86656 U8 ¢

Andere Zerlegungen solcher Art sind, ohne damit alle Méglichkeiten zu er-
schépfen, folgende:

102=6-17; 104=8-13; 108=9-3-4; 501=3-167; 504=7-72; 1001=7-11-13;
1003=17-59; 1005=15-67; 1007=19 - 53; 1008=7+9-16 usw.

Hiernach lassen sich Aufgaben der folgenden Art bequem rechnen:

a) 17-42=17-6-7=102-7=714 (Vorteil 6-17=102),
b) 72-56=72-7 - 8="504 -8=4032 (Vorteil 72 - 7=504),
c) 143-84=143-7-12=1001 - 12=12012 (Vorteil 143-7=1001),
d) 334-36=2-167 -3-12=501 - 24=12024 (Vorteil 167 - 3=501),
e) 567 -864=81 -7 - 144 - 6= 486 - 1008 = 486000 + 3888 = 489888

oder auch (Vorteil 7 - 144=1008)

567 - 864="567 - 8 - 108 = 4536 - 108 = 453600+ 36288 = 489888.

7. Ein Faktor laBt sich in geeignete Summen oder Differenzen aufspalten:
z. B. 225=200+25; 395=400—5; 592=600—8; 1125=1000+125 usw.

In solchen Fallen multipliziert man zuerst mit dem bequemen ersten Sum-
manden und bildet dann das zweite Teilprodukt, das zu addieren oder zu
subtrahieren ist, je nachdem der Multiplikator in eine Summe oder Differenz
zerlegt wurde.

Beispiele: a) 846 -225
1692 (=846-2)
+ 21150 (=846 - 25=84600:8)

190350
b) 7,52-395 c) 975-0,592
! 3008 (=752-4) 5850 (=975-6)
— - 3760 (=752-5, zwei — 7800 (=975-8, zwei

29,7040 Stellen eingerickt) 577,200  Stellen eingerickt).
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Andere Zerlegungen solcher Arf, bei denen man oft auch zu Zahlen ge-
langt, die weitere Vorteile bieten, sind folgende:

95=100—5; 96=100—4; 97=100—3; 98=100—2; 99=100—1

101=100+1; 102=100+2; 103=100+3; 104=100+4 usw.

1M1=1004+11; 112=100+12; 113=100+13; 114=100+ 14 usw.

121=125—4; 122=125—3; 123=125—2; 124=125—1; 126=125+1 usw.
248=250—2; 249=250—1; 251=250+1; 252=250+2; 253=250+3 usw.
1247 =1250-3;1248 =1250-2;1249=1250—1;1251 =1250+1;1252= 1250+2usw
1625=1500+125; 1626 =1500+125+1 usw.

Hiernach rechnef man z. B.

a) 358 - 99=2358 - 100—358=35800—358 = 35442

b) 1837 - 248 =1837 - 250—1837 - 2=459250 (d. h. 1837000:4)—3674 = 455576
c) 578-253=578-250+5,78 - 3=1445 (d. h. 5780:4)+17,34=1462,34

d) 9,44-12,53=9,44-12,5+9,44-0,03=118 {d. h. 944:8)+0,2832=118,2832

8. Die Faktoren sind zweistellig und begin‘nen beide mit derselben Ziffer.
z. B.28-24;17 -19; 36 - 38; 49 - 43; 56 - 57.

Regel: Addiere die Einer des zweiten Foktors zum ersten, multipliziere die
erhaltene Summe mit den Zehnern und addiere zum Ergebnis das Produkt
der Einer!

Beispiele: a) 28-24=(28+4)-2Z+4-8=640+32=672
b) 17-19=(17+9)-1Z+7 - 9=260+63=323
c) 36-38=(36+8)-3Z+6-8=1320+48=1368
d) 49-43=(49+3)-4Z+9-3=2080+27=2107
e) 56-57=(56+7)-5Z+6-7=3150+42=3192.

Der Beweis fur die Richtigkeit der Regel sei fir den mathematisch geschulten Leser kurz
angegeben. Es sei m=10a-+b und n=10a+¢, dann ist m : n=(10a+b) (10a+c)=100a2+10ab+
+10ac+bc=10a[(10a +b)+c)] + be=10a(m+c) +be.

Die Multiplikation nach der Regel wird etwas unbequem, wenn beide Fak-
toren in die Né&he von 100 ricken. Dann ist es zweckmd&Big, nach einer der
nachstehend angegebenen Regeln zu rechnen.

9. Die Faktoren ergehen vorteilhafte Ergénzungen zu Hundert,

z. B. 98:97; 84:96; 78 - 87 usw.

Regel: Subtrahiere vom ersten Faktor die H-Ergdnzung des zweiten, hédnge
zwei Nullen an das Ergebnis und addiere das Produki der H-Ergénzungen
beider Faktorenl
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Beispiele: a) 98 - 97 =(98—3) - 100+2 - 3=9500+6 = 9506
b) 84 -96=(84—4) - 100+16 - 4=8000+64=8064
c) 78-87=(78—13) - 100+22 - 13=6500+286=6786
d) 76+ 95=(76=5) - 100+24 - 5=7100+120=7220

Der Beweis ist dhnlich, wie der zu 8 angegebene. Es sei m=100—a, n=100—b, dann ist
m - n=100 - 100—100a—100b+ab=100{{100—a) —b)] +ab=100 (m—b)+ab.

10. Die Faktoren ergeben vorteilhafte Uberschiisse iiber Hundert,

z. B. 103 105; 106 - 118; 107 - 124 usw.

Regel: Addiere zum ersten Faktor den UberschuB des zweiten, héinge an das
erhaltene Ergebnis zwei Nullen und addiere das Produkt der Uberschissé!

Beispiele: a) 103-105=(103+5) - 100+3- 5=10815
b) 106 -118=(106+18) - 100+ 6 - 18=12508
c) 107 - 124=(107 +24) - 10047 - 24=13268.

Der Beweis ist der folgende: Es sei m=100+a, n=100+b, dann ist m - n=100 - 100+100a+
+100b+ab=100[(100+n)+b]+ab=100(m+b)+ab.

11. Ein Faktor gibt eine vorteilhafte Ergéinzung v Hundert, die andere einen
vorteilhaften UberschuB Uber Hundert,

z. B.97-106; 95-103; 88 - 113 usw.

Regel: Addiere zum ersten Faktor den H-UberschuB des zweiten, hdnge zwei
Nullen an das Ergebnis und subtrahiere das Produki des Uberschusses und
der Ergtnzung der Faktoren!

Beispiele: a) 97 -106=(97+6) - 100—3 - 6=10300—18=10282
b) 95-103=(95+3)-100—3 - 5=9800—15=9785
c) 88-116=(88+16) - 100—12-16=10400—192=10208

Der Beweis ergibt sich aus dem unter 10, wehn man n=100+b setzt. Liegen die Faktoren
in der Nahe von 500, 1000 usw., so |&Bt sich unter entsprechender Abdnderung der Regeln 8—12
ebenfalls vorteilhaft mit den Ergdnzungen bzw. Oberschissen rechnen.

520

Beispiele: a) 509 - 511=(509+11)- 50049 - 11= 222 1000+ 99=260099
b) 506 - 532 =(506+32) - 500+ 6 - 32_*"—313 1000+192=269192
¢) 498 - 506 = (498+6) - 500—6 - 2_?‘-"—“ 1000—12=251988

d) 1017 - 1018=(1017 +18) - 1000+ 17 - 18=1035000 + 306 = 1035306
e) 997 - 1012=(997 +12) . 1000—3 - 12=1009000—36 = 1008964

f) 4968 - 4996 ==(4968—4) - 5000+ 32 4= 43¢ .10000+ 12824820128
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12. Beide Faktoren weichen um den gleichen Betrag nach dhen und unten
von einer runden Zahl ab, d. h. die runde Zahl ist der Mittelwert belder Fak-
loren,

z.B.82- 78, d. h. (80+2) (80—2); 305 - 295, d. h. (300+5) (300—5) usw.

Regel: Subtrahiere vom Quadrat des Mittelwertes das Quadrat der Ab-
weichung [beruht auf der Formel {a+b) (a—b)=a2—b?].

Beispiele: a) 82 -78=(80+2)(80—2)=802—22=6400—4=6396
" b) 305 - 295=(300 + 5)(300—5) =3002— 52 =90000—25 =89975.
13. Beide Faktoren sind gleich (d. h. ihr Quadrat ist zv bilden) vnd liegen in
der Néahe einer runden Zahl,
z. B. 84 -84=(80+4)(80+4); 298 - 298=(300—2) (300—2) usw.
Regel: Man rechnet nach der Formel (a=b)2=a2+b2?+2ah.

Beispiele: a) 84 -84=(80+4)2=6400+16+2-80-4=7056
b) 298 - 298 =(300—2)2=90000+4—2 - 300 - 2=88804
c) 587 - 587 =({600—13)2=360000+169—2 - 600 - 13 =344569.

14. Beide Faktoren weichen wenig voneinander ab.

Regel: Man rechnet nach der Formel &-b=(a41z) (b—z)+z(u b+z), in der
z ecine passend zu wihlende beliebige Zahl ist.

Beispiele: a) 42+ 36=(42+8)(36—8)+ 8(6+8)=50 - 28+ 112=1512
b) 158 - 152=(158-+2) {152—2) +2(158—152+2) =160 150+16=24016
<) 9975 - 9967 = 9975+ 25) (9967 — 25) + 25(9975—9967 + 25) =
=10000 - 9942+ 25(8 + 25) = 99420825

D. Vorteile bei der Division

1. Der Divisor ist eine kleine Zahl, deren Einmaleins geldvfig ist.

Man fihrt die Division im Kopfe durch, ohne die Teilprodukte hmzu-
schreiben, und schreibt nur den Quotienten auf.

Beispiele:
a) 9685:7 b) 8754:12 c) 936,54:16 (auf 2 Dezimalstellen)
13831 72955 58,533

= 58,53



2. Der Divisor laBt sich in bequeme Faktoren zerlegen,
z. B. 56=7-8;1300=13-100; 136=8-17 usw.

Man dividiert ‘nacheinander durch diese Faktoren im Kopfe und schreibt
nur die einzelnen Ergebnisse auf.

Beispiele:
a) 20944:56 .7 b) 8236,14:1300 c) 54,784:13,6
2992 (:8 82,3614 (:13 547,84:136 |
74 6,3357 6848 o (.‘]7

= 4,028 )
= 4,03

3. Der Divisor ist ein Teil von 100 oder 1000,

100 100 1000 3000
z. B. 25=T; 50=—2'; ]25=T; 375=T usw.

s

Man multipliziert den Dividenden mit dem reziproken Werte des Divisors.

a) 9526:25 b) 37315:125 . ¢) 56432,7:375

=9526-4 =37,315-8 =56,4327 -8

381,04 298520 451,4616 | o
: 150,4872

Man merke sich allgemein: Eine Zahl wird dividiert

a) durch 5, indem man ihren zehnten Teil verdoppelt,

b) durch 50, indem man ihren hunderisten Teil verdoppelt,

¢) durch 25, indem man ihren hunderisten Teil vervierfacht,
d) durch 125, indem man ihren tausendsten Teil verachifacht.

Viele der vorstehend aufgefiihrten Rechenvorteile sind geeignet, das schrift-
liche Rechnen, wenn auch nicht ganz zu vermeiden, so doch wenigstens auf
eine geringe Schreibarbeit zu beschrénken und die wesentliche Rechnung im
Kopfe durchzufGhren. Durch fleilige Ubung sollte jeder Rechner das Kopf-
rechnen soviel wie mdglich betreiben und gerade dabei jeden Vorteil aus-
nutzen, der sich bietet.



V. DIE UBERSCHLAGSRECHNUNG

Es ist von grofier Wichtigkeit, vor der Ausfihrung einer Rechnung, vor allem
wenn sie umfangreicher ist, «Uberschlagsweise» die ungefdhre Gréf3en-
ordnung des zu erwartenden Ergebnisses festzustellen. Der Uberschlag be-
wabhrt nicht nur davor, gedankenlos ein Ergebnis als richtig hinzunehmen, das
von vornherein als unwirklich erscheinen muf3, sondern schistzt auch vor
groben Fehlern, die nomentlich beim Stellenwert leicht unterlaufen. Die
auf alle Félle notwendige Rechenprobe ersetzt er selbstverstandlich nicht.

Die Uberschlagsrechnung soll so kurz wie mdglich sein, sie darf aber auch
nicht zu einer zu groben Abrundung des Ergebnisses fhren.

1. Eine ungefihre Schitzung des Ergebnisses besteht darin, dafl man die in
der Rechnung vorkommenden Zahlen auf Rangzahlen und deren Vielfache ab-
rundet. Aus dem Umfange der dabei vorgenommenen Abrundung kann man
auch angenéhert beurteilen, ob und wieviel das genaue Ergebnis iiber oder
unter dem errechneten Uberschlagswerte liegt.

Bei der Addition und Subtraktion ist ein solcher Uberblick leicht zu gewinnen,
aber auch bei der Multiplikation und Division verhéltnisméBig einfach durch-
zufthren.

Beispiele: a)495 648 ~ 500 - 600 = 300 000 (genauves Ergebnis liegt darbber!)
oder verfeinert: 495-648 500 - 650=325000 {genaues Ergebnis
liegt darunter!)

(genaves Ergebnis 320760) ‘

b) 8,239 - 265 =~ 8 - 270 = 21640 (genaves Ergebnis liegt dariber!)
(genaves Ergebnis 2236,335)

l c) 425 - 368 =~ 425 - 360 = 144000 + % -36000 = 153000 (unterschatzt
{genaves Ergebnis 156 400)

Bei der Abschétzung kann auch die Prozentrechnung nistzliche Dienste lei-
sten. Beim letzten Beispiel wurde der Faktor 368 auf 360, also um 8, das ist

rund 51—0 = 2% von 368, zu niedrig angenommen; das Uberschlagsergebnis ist

daher auch um etwa 2%, zu niedrig, d. h. 153000 + 3060 = 156060 kommt dem
genaven Werte erheblich néher.

Bei der Division ist es zweckmiiBig, Dividend und Divisor beide im gleichen
Sinne, d. h. beide nach oben oder beide nach unten, abzurunden.

z.B. 320760 : 495 ~ 330000 : 500 = 660
(genaues Ergebnis 648)
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Beim vorstehenden Beispiel kann man auch daraus Nutzen ziehen, daof3
2- 495 ~ 1000 ist und iberschlagsweise, da 2 - 320765 = 642000 ist, rechnen

642 000 : 1000 = 642
Dabei mufl das genaue Ergebnis dariber liegen, da der Divisor starker nach
pben abgerundet wurde, als der Dividend.

Bei 256,35 :72,8 = 2563,5 :728 rechnet man schatzungsweise 2500 :700 ~ 3,57
(Ubersch&tzt) und kommt dadurch dem genauven Ergebnis 3,52 ziemlich nahe.

2. Ein sehr niitzliches Hilfsmittel zur Abschéitzung des Ergebnisses sind die
Zehnerpotenzen (vgl. S. 13).

Beispiele: a)358-287 ~ 3,5-102-3:10% = 10,5- 10* = 105000 (ibersch&tzt um
etwa 3%; genaues Ergebnis 102746)
b) 752,6:2,65=75260:265
75260 :265 ~7,5-10% : 2,5-10% = 3-10% = 300 (Uberschatzt um
etwa 5%; genaves Ergebnis 284).

AuBerst vorteilhaft erweisen sich die Zehnerpotenzen bei der Abschatzung
von sogenannten Bruchketten, wie sie vor allem bei technischen und phy-
sikalischen Rechnungen vorkommen.

Beispiel: ~ 02346-58-907,14 _ _ 2.10-6-10' _ 2:.6-10' _ 3-10° .,
0,000196-157,9-391 ~~ 2-10--16-10'-4-10° _ 2-16-4-10-1 32

(genaves Ergebnis 10,96).

Fir den mit der logarithmischen Rechnung Vertrauten lassen sich Uber-
schlagsrechnungen solcher Art entweder mit dem Rechenstabe oder mit einer
handlichen vierstelligen Logarithmentafel besonders rasch erledigen.



FACH

Addition
Basis

Dezimal

Differenz
Dividend
Division
Divisor
Exponent
Faktor

formal

Minuend

minus

Multiplikand
‘Multiplikutor

Multiplikation

Multiplikativ

Potenz

plus
Produkt

- UND FREMDWORTER

Abkirzungen: lat = lateinisch; gr = griechisch

addere (lat) = hinzufdgen - Hinzufigung, Hinzuzéhlen oder Zusammen-
zdhlen. Davon das Tdtigkeitswort: addierenl

Pacic (basis, gr) = Grundlage - hier: Grundzahl, die beim Potenzieren einer
Zah] mit sich selbst multipliziert wird.

decem (lat) = zehn - hier: auf die Grundzahl 10 bezogen.

differentia (lat) = Verschiedenheil - hier: Verbindung von Zohle; durch das
Subtraktionszeichen, Ergebnis der Subtraktion.

dividendum (lat) = zu Teilendes - Zahl, die geteilt wird.

divisio {lal) = Verteilung - hier: Verbindung von Zahlen durch das Teilungs-
(Divisions-)zeichen. Davon das Tiligkeitswort: dividierenl

divisor (lat) = Verteiler - hier: Zahl, durch die eine andere geteilt wird.

exponere (lat) = auseinandersetzen - hier: Zahl, die angibt, wie oft eine
andere Zahl mit sich selbst zu multiplizieren ist.

factor (lat) = eigentlich Macher - hier: jede der Zahlen, die miteinander
multipliziert werden.

formalis (lal) = an eine Form gebunden - nach bestimmter Regel vor sich
gehend.

minvendum (lat) = ein zu Verminderndes - hier: zu vermindernde Zahl.
minus (lat) = weniger - weniger,

multiplicandum (lat) = ein zu Vervielfachendes - zu vervielfachende Zahl.
multiplicator (lal) = Vervielfacher ~ \}ervielfacher.

multiplicatio (lat) = Vervielfachung. Davon das Tétigkeitswort: multipli-
zieren| ’

multiplicare (lat) = vervielfachen - Vervielféltigungszahl.

potentia (lat) = Mdchtigkeit - hier: Zahlen, die durch Multiplikation mit sich
selbst entstehen.

plus (lat) = mehr ~ mehr.

producere (lal) = erzeugen - hier: Verbindung von Zahlen durch das Ver-
vielfachungs-(Muliplikations-)zeichen, Ergebnis einer Muktiplikation.
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Quotient
radizieren

reziprok
Subtraktion

Subtrahend
Summand

Summe

52

quotiens (lat) = wie ofi - Ergebnis der Division.
radix (lat} = Wurzel -~ Wurzel ziehen.

reciprocus (lat) = wechsel- oder gegenseitig - hier: Zahlen, die bei ihrer
Mokhiplikation 1 ergeben. '

subtrahere (lat) = abziehen - das Abziehen. Davon das Tatigkeitswort: sub-

trahieren|
subtrahendum (lat) = das Abzuziehende - Zahl, die abgezogen wird.
summare {lat) = hinzufigen - Zahl, die einer anderen zugezdhlt werden soll.

summa (lat) = das Héchste - Gesamtzahl, Ergebnis der Addition.



GLEICHZEITIG MIT DIESEM BANDE ERSCHEINEN

A Mathematik
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Physik . . . . ... ...
Meteorologie
Allgemeine Geographie .

Lénder und Vélker

Nalturgesetz und funktionale Abhangigkeit
Yom Wesen der Wdrme

Das Wetter im Sprichwort

Das Gradnelz der Erde

Die lebende Landkarte
Steinzeitvolker der Gegenwart

DEMNACHST WERDEN FERTIG GESTELLT

m m g A ®

G Der Mensch

O v 0 2 r =«

Allgemeine Biologie . . .
Botanik

Zoologie

Astronomie

Geophysik . . . . . ...
Geologie . . . . .. ..
Allgemeine Geographie .
Lander und Vélker

Reisen und Forschungen .

Der junge Naturforscher .
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12505
12547

12542
12535
12517
12507
12548
12519

Ober die Energie

Die Sprache des Chemikers
Lebensbiindnisse in Tier- und Planzenreich
Frihlingsbliher des Auwaldes

Verborgenes Leben

Gefiederte Freunde in Haus, Hof
und Garten

Blut und Lymphe

Botschaften aus dem Weltall
Sonnenflecken

Wie alt ist die Erde?

Eine Sandgrube

Die Wegeaufnahme

Das weifle Land

Neun Monale auf treibender Eisscholle

Meine Steinsammlung

Die Zahlen zwischen Serie und Titel sind die Bestellnummern. Weitere noch in

Vorbereitung befindliche Bande werden tortlaufend an dieser Stelle angezeigt



VOLK UND WISSEN SAMMELBUCHERE]
GRUPPEII 7 NATURUND WISSEN
SCHRIFTLEITUNG. DR. G. BARTIHOLOMAL S

DIE GRUPPE Il UMFASST FOLGENDE SERIEMN

X x?2 x x?2 X x?

10 100 | 40 | 1600 | 70 | 4900 B PHYSIK

1 121 4] 1681 71 5041

12 144 42 1764 72 5184

13 169 | 43 | 1809 | 73 | 33 € CHEMIE

14 196 44 1936 74 5476

15 225 45 2025 75 5625 D ALLGEMEINE BIOLOGIE
16 256 46 26 | 76 5776

17 289 47 2209 77 5929 E BOTANIK

18 324 48 2304 78 6084

19 361 49 | 240 79 | 6241 B 4OQLOGIE

20 400 50 2500 80 6400

21 441 51 2601 81 6561 G DER MENSCH

22 484 52 2704 82 6724

23 529 53 2809 83 6889 H ASTRONOMIE

24 576 54 216 84 7056

25 625 55 3025 85 7225 I GEOPHYSIK

2 676 56 3136 86 7396

27 729 57 3249 | 87 7569 K METEORGCLOGIE

28 784 58 3354 88 7744

29 841 59 3481 89 7921 L GEOLOGIE

30 900 60 3600 90 8100

31 961 61 3721 4! 8281 M MINERALOGIE

32 1024 62 3844 92 8464

33 1089 63 3969 .93 8649 N ALLGEMEINE GEOGRAPHIE
34 1156 64 4096 94 8836

35 1225 65 4225 95 9025 O LANDER UND VOLKER
36 1296 66 4356 96 9216

37 1369 67 4489 97 9409

38 1444 68 4624 %8 9604 P REISEN UND FORSCHUNGEN
39 1521 69 4761 99 9801 Q DER JUNGE NATURFORSCHER

R SCHUNHEITENU.SELTSAMKEITEN

Zahlen von 10 bis 99 (x) mit ihren Quadraten (x?)
NOCH NICHT VERFOGT

T NOCH NICHT VERFUGT

U  GESCHICHTE DER NATURWISSENSCHAFT

GRUPPE|/DICHTUNG UND WAHRHEIT
SCHRIFTLEITUNG: PROF.DR.W.HEISE

[ IN VORBEREITUNG:
GRUPPE Il / TECHNIK UND VERSUCH
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