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Vorwort

Der vorliegende Band gibt eine Einfiihrung in die Lebesguesche Integrationstheorie.

Im ersten Kapitel werden zunachst wichtige Verbandsoperationen mit Funktionen entwickelt.
Ferner wird die Unzulanglichkeit des Riemannschen Integrals gezeigt, und hieraus werden For-
derungen abgeleitet, die ein allgemeinerer Integralbegriff erfiillen sollte.

Im wesentlichen ist dies der Satz von Beppo Levi, der als charakterisierende Eigenschaft des
Lebesgueschen Integrals herausgestellt wird. Aus der Annahme, dass ein solches Integral auf
einem Vektorverband L[a, b] existiere, werden dann die wichtigsten Eigenschaften des Lebes-
gueschen Integrals, insbesondere der Satz von Lebesgue (iber die majorisierte Konvergenz,
abgeleitet.

Mit diesem Vorgehen soll dem Leser moglichst zeitig der Nutzen des verallgemeinerten Inte-
gralbegriffs bewusst gemacht werden.

Das folgende Kapitel widmet sich den Zusammenhangen zwischen MaB und Integral. Erst hier
wird der fiir die Lebesguesche Integrationstheorie so fundamentale Begriff der Menge vom
MaBe Null eingefiihrt, und seine wichtigsten Eigenschaften werden abgeleitet.

Im dritten Kapitel erfolgt dann der Nachweis, dass ein Integral mit den geforderten Eigen-
schaften tatsachlich existiert. Dieses Kapitel stellt ebenso wie das nachfolgende an den Leser
recht hohe Anforderungen.

Das letzte Kapitel gibt schlieBlich einen Ausblick auf zweidimensionale Lebesguesche Integrale.
Insbesondere wird als dritter Hauptsatz der Lebesgueschen Integrationstheorie der Satz von
Fubini Gber die Berechnung des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals durch ein Dop-
pelintegral bewiesen.

Die ausfiihrlichen Beweisfiihrungen, die zahlreichen in den Text eingestreuten Beispiele und die
am Schluss eines Abschnittes zusammengestellten Aufgaben sollen dem Leser das Eindringen
in die Grundbegriffe der Lebesgueschen Integrationstheorie erleichtern und seine Freude an
dieser mathematischen Disziplin wecken helfen.

Unser Dank gilt dem Verlag sowie der Druckerei fiir die angenehme Zusammenarbeit und die
sorgfaltige Gestaltung des vorliegenden Bandchens.

Potsdam, im Sommer 1984 H. Belkner, S. Brehmer
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1.1 Rechenoperationen in Vektorverbanden

1 Begriff und Eigenschaften Lebesguescher Integrale

1.1 Rechenoperationen in Vektorverbanden

Das System E|a, b] aller iber das Intervall [a, b] Riemann-integrierbaren Funktionen bildet eine
Verbandsalgebra, die die Verbandsalgebra Cla, b] aller auf [a, b] stetigen Funktionen umfasst.
Fir jede Funktion f € E|[a,b] ist das Riemannsche Integral

In(f) = [ fla)da (1.11)

definiert. Fur alle Funktionen f,g € E[a, b] und alle reellen Zahlen \ gelten die Rechenregeln

b

/b)\f(x)dx — /\/f(x)dx (1.1.2)

/[f(x) + g(x)]dx = /f(x)dx + /g(x)d:c (1.1.3)
[ 1@z =0, falls f<oist (1.1.4)

Aus ihnen hatten WirE] die weiteren Regeln

b b
/f(x)dxg/g(x)dx falls f<g st (1.1.5)

/bf(ft)dx S/b!f(x)\dfv (1.1.6)

abgeleitet.
Es gibt bereits relativ einfache beschrankte reelle Funktionen, die nicht Riemann-integrierbar
sind. Dies gilt beispielsweise fiir die Dirichletsche Funktion

() = 1 fir z rationale Zahl
XQW) "= 0 fiir 2 irrationale Zahl

(vgl. MSB 109, Beispiel 2.6.1). In Abschnitt 1.2 werden wir zeigen, dass der Riemannsche
Integralbegriff auch in anderer Hinsicht unvollkommen ist. Unser Ziel ist es daher, den Rie-
mannschen Integralbegriff so zu erweitern, dass wir eine E|a,b] umfassende Menge Lla, ],
das System der Lebesgue-integrierbaren Funktionen ¢ : [a,b] — R erhalten, denen ebenfalls
ein Integral zugeordnet werden kann.

Die Anwendung des verallgemeinerten Integralbegriffs auf Funktionen ¢ € Ela,b] soll dabei
auf das bereits definierte Riemannsche Integral fiihren.

Bei der Konstruktion des neuen Integralbegriffs bendtigen wir einige weitere Operationen mit
Funktionen, die wir zunachst bereitstellen wollen. Es seien f, g reelle Funktionen mit gemein-
samem Definitionsbereich. Dann verstehen wir unter?]

frt f7, fug, fng

Ylm Buch "Riemannsche Integrale", MSB Nr. 109
2Gelesen: f plus bzw. f minus bzw. Supremum von f und g bzw. Infimum von f und g.




1.1 Rechenoperationen in Vektorverbanden

die durch
. |f|2+ f (117)
= |f|2_f bzw. durch (1.1.8)
(f Ug)(x) := max{f(z),g(x)} (1.1.9)
(f M g)(x) := min{f(x), g(x)} (1.1.10)

fur alle x € D definierten reellen Funktionen. Wegen

f@)+f(=) _ ¥
R = f(2) fir f(z) >0
) = { @ 20 far fr) < 0

() = @i — () far f(z) >0

@I —  f(x) fir f(z) <0
heiBt die Funktion f* bzw. f~ der positive bzw. der negative Teil von f und die Funktion
fUg bzw. f g das Supremum bzw. das Infimum der Funktionen f, g. In Abb. 1.1.1 sind die

Bilder von f, f™ und f~ bzw. in Abb. 1.1.2 die Bilder der Funktionen f, g und flLig, fMg
veranschaulicht.

Yy F re Al FI |
X x X
Abb. 1.1.1
,-" > “n‘ J} -; F 4
! .".g " fng
Abb. 1.1.2

Satz 1.1.1. Es seien f, g, h reelle Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich D. Dann
gelten folgende Rechenregeln:

fUQZ;[erngIf—gH (1.1.11)
frg=gli+g-1f gl (1112
fUlg=guf (1.1.13)
(fugUh=fuU(gUh) (1.1.14)
(fug)=(f+h)U(g+h) (1.1.15)
(=Hu(=g9)=—-(fNg) (1.1.16)
(fMg)Mh=fr(gnh) (1.1.17)

Beweis. a) Es sei x beliebig mit = € D. Fur f(z) > g(z) gilt

@)+ 9(@) + 1£(@) — g(@)] = 5[£() + 9(a) + F(x) — o(a)] = F(2)

= max{f(z),g(z)} = f(Ug)(x)




1.1 Rechenoperationen in Vektorverbanden

bzw. fir f(x) < g(x) ist

S+ 9(@) + 1£() — ()] = 51F() + 9(a) — F(@) + 9(a)] = g()
= max{f (), 9(2)} = /(Ug)()

b) Analog zu a.) beweist man (1.1.12). c¢) Auf Grund von (1.1.11) gilt

1
fug=3 [f+g+|f gl=35lg+f+lg=-fll=guf
d) Es sei = beliebig mit x € D. Dann ist

= [(fUg) Uh](z) = max{(f Ug)(x), h(z)} = max{max{f(z), g(zx)}, h(z)}
bzw.
b:=[fU(gUh)](z) = max{f(z), max{g(x), h(z)}}

dl) Im Fall f(z) < g(x) ist a = max{g(z), h(z)}.

Essei g(x) < h(x). Dannist auch f(x) < h(x), und es gilt @ = h(z), b = max{f(z), h(z)} =
h(x)

Ist g(x) > h(x), so erhalten wir a = g(x) b = max{f(x),g(x)} = g(z).

d2) Falls f(z) > g(z) ist, so gilt a = max{f(z), h(x)}.

Essei f(z) < h(z). Dannist auch g(z) < h(z), und es gilt a = h(z), b = max{f(x),h(x)} =
h(zx).

Es sei f(x) > h(z). Wegen f(z) > g(x) und f(z) > h(x) ist dann a = f(z), b =
max{ f(z), max{g(z), h(z)}} = f(x).

e) Auf Grund von (1.1.11) ist

(FHmU(g+h) = Slf+htgthtf+h—g—h)|=[f+g+1f—gll +h
=(fUg)+h

(—f)U(—g):;[—f—g+|—f+gl)=—;[f+g— [f =gl =—(fMg)
g) Mit Hilfe von (1.1.16) und (1.1.14) erhalten wir

(frg)nh=-[=(fnglu(=h)] ==[(=f) U (=g)] U (=h)]
=[NVl V=Ml ==[(=HU[=(gnh)ll = fFr(gnh)

Auf Grund von (1.1.7), (1.1.8), (1.1.11) und (1.1.12) gilt der

Satz 1.1.2.: Jeder Vektorverband enthalt mit den Funktionen f, g auch die Funktionen f*,
f~, fUgund fg.

Die Beziehungen (1.1.14) und (1.1.17) besagen, dass die Operationen LI und M assoziativ
sind und die Klammern in (1.1.14) und (1.1.17) also auch weggelassen werden konnen. Dies
rechtfertigt folgende Festlegungen:




1.1 Rechenoperationen in Vektorverbanden

Es seien fy, fi, ..., fn reelle Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich D. Dann verste-
hen wir unter

|i| fr bzw. |_| fr
k=0 k=0

die durch
([I fk) () = max{fo(e), £ (1), - fule)} (1118)
(I_If) () = min{ o), fu(e), - fule)} (1119)

fur alle x € D definierte reelle Funktion. In Abb. 1.1.3 sind die Bilder der Funktionen fy, f1, fo
und fo U f; U fo veranschaulicht.

¥

x
Abb. 1.1.3
Sind apa, ..., a, reelle Zahlen, so setzen wir analog
| | ar := max{ao, ai,...,a,} , |_| ay := min{ag, ai, ..., a, } (1.1.20,21)
k=0 k=0

Aufgabe 1.1.1. Es seien f, g, h reelle Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich D.
Man beweise die folgenden Rechenregeln:

fhg=gny (1.1.22)
(fNg)+h=(f+h)N(g+h) (1.1.23)
fUg+fNg=f+y (1.1.24)
(fug)Mh=(frh)u(grh) (1.1.25)
(fMgUh=(fUh)r(gUh) (1.1.26)
(=) (=g9)=—(fUyg) (1.1.27)
ff=1fuo (1.1.28)
fm==(fnp) (1.1.29)
fl=f"+f (1.1.30)
f=f=f (1.1.31)

Aufgabe 1.1.2. Es sei f(z) := 2. Man zeichne das Bild der durch ¢ := (f 11 1) U (—1)

definierten reellen Funktion auf [—2,2].

Aufgabe 1.1.3. Es seien f, g reelle Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich. Man
beweise die Rechenregel

f+9) +f+g =(f+9 +f+g"




1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

Eine reelle Zahlenfolge (a,) heiBt beschrankt genau dann, wenn es eine nichtnegative reelle
Zahl K gibt derart, dass |a,| < K ist fiur alle natiirlichen Zahlen n.

Insbesondere heiBt die reelle Zahlenfolge (a,) nach oben bzw. nach unten beschrankt genau
dann, wenn es eine reelle Zahl K; bzw. K, gibt derart, dass a,, < K; bzw. Ky < a,, ist fir
alle natirlichen Zahlen n.

Eine reelle Zahlenfolge ist beschrankt genau dann, wenn sie nach oben und nach unten be-
schrankt ist. Fiir jede nach oben bzw. nach unten beschrankte reelle Zahlenfolge (a,,) verstehen
wir unter

sup{a, : n € N} bzw. inf{a, : n € N}

die kleinste obere bzw. die groBte untere Schranke der Folge. Ist (a,) nicht nach oben bzw.
nicht nach unten beschrankt, so setzen wir

sup{a, : n € N} := o0 bzw. inf{a, : n € N} := —o0

Eine reelle Zahlenfolge (a,,) heiBt monoton wachsend bzw. monoton fallend genau dann, wenn
an < apiq bzw. a, > a,; ist fir alle natirlichen Zahlen n. Eine monoton wachsende reelle
Zahlenfolge ist stets nach unten und eine monoton fallende reelle Zahlenfolge nach oben
beschrankt. Fiir monotone reelle Zahlenfolgen gilt der folgende wichtige

Satz 1.2.1. Fiir jede monoton wachsende bzw. monoton fallende reelle Zahlenfolge (a,,) ist
lim a, = sup{a, : n € N} bzw. lim a, = inf{a, : n € N} (1.2.1,1.2.2)

Beweis. a) Es sei (a,) eine monoton wachsende, nach oben beschrénkte reelle Zahlenfolge,
a := sup{a, : n € N} und ¢ eine beliebige positive reelle Zahl.

Da die reelle Zahl a die kleinste obere Schranke der Folge (a,) ist, ist a — ¢ keine obere
Schranke von (a,). Somit gibt es, da (a,) eine monoton wachsende Zahlenfolge ist, eine von
e abhéngige natiirliche Zahl n(e) derart, dass fir alle natirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > n(e) ist, so folgt a — € < ay() < ay
Da a, <a, also 0 < a — a,, ist, gilt:
Wenn n > n(yp) ist, so folgt 0 < a—a, <¢
Dies besagt aber T}ingo Gy = a.

b) Es sei (a,) eine monoton wachsende, nicht nach oben beschrankte reelle Zahlenfolge. Dann
gibt es zu jeder reellen Zahl K stets ein Folgenglied ax) mit a,x) > K. Da (a,) eine
monoton wachsende Zahlenfolge ist, gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n:

Wenn n > n(K) ist, so folgt a, > a,x) > K

Dies besagt aber lim a, = co. Andererseits ist sup{a, : n € N} = oo, wenn (a,,) nicht nach
n—oo
oben beschrankt ist.

c) Analog beweist man (1.2.2), falls (a,,) eine monoton fallende reelle Zahlenfolge ist.

Wir verallgemeinern den Begriff der monotonen Zahlenfolge auf Funktionen. Eine auf [a, b]




1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

definierte Funktionenfolge (f,), deren Glieder f, auf [a,b] definierte reelle Funktionen sind,
heiBt monoton wachsend bzw. monoton fallend genau dann, wenn f, < f,.1 bzw. f, > f.11
ist fir alle natiirlichen Zahlen n.

Dabei bedeutet f,, < fn.1 bzw. f, > fuu1, dass f(z) < fori(z) bzw. f,(z) > fari(x) ist
fur alle x € E[a,b]. In Abb. 1.2.1 sind die ersten Glieder einer auf [a, b] definierten monoton
wachsenden Funktionenfolge (f,,) veranschaulicht.

yi

DY

&

Abb. 1.2.1

Ist (f,) eine monoton wachsende Funktionenfolge, so ist fiir jedes feste € E|a, b] die Folge
(fn(z)) eine monoton wachsende reelle Zahlenfolge, die auf Grund von Satz 1.2.1 konvergent
ist oder den uneigentlichen Grenzwert oo besitzt f] Demnach wird durch

F(z) := lim f,(x) (1.2.3)

n—oo

auf [a, b] eine neue Funktion F' definiert (Abb. 1.2.2), die an gewissen Stellen = € [a, b] auch
den Funktionswert oo annehmen kann, aber niemals den Funktionswert —oo.

.V{i/

C
e

[

\Y

Abb. 1.2.2
Ist (f,,) also eine monoton wachsende Funktionenfolge, so gilt fur alle = € [a, b] stets
—o0 < F(x) <

Die Funktion F' heiBt Grenzfunktion der monoton wachsenden Funktionenfolge (f,). Fur
(1.2.3) ist die Kurzschreibweise

F= nh_)rrolo fn (1.2.3)
oder auch f,, T F' gebrauchlich.

Analog versteht man unter f,, | F, dass die Funktionenfolge ( f,,) monoton fallend und F' die
Grenzfunktion dieser Folge ist. In diesem Fall ist

—o0 < F(x) < o0

3Zum Gebrauch der Symbole "—oc", "+00" siehe 3.2.




1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

fur alle zu = € [a, b], da auf Grund von Satz 1.2.1 fiir festes x € [a, b] die monoton fallende
reelle Zahlenfolge (f,.(x)) entweder konvergent ist oder den uneigentlichen Grenzwert —oo
besitzt.

Eine auf [a,b] definierte monotone Funktionenfolge (f,,) heiBt eigentlich konvergent genau
dann, wenn der Grenzwert der reellen Zahlenfolge (f,,(z)) fiir jedes = € [a, b] eine reelle Zahl
ist. In diesem Fall wird durch (1.2.3) eine reellwertige Funktion auf [, b] definiert.

Definition 1.2.1. Es sei J ein auf Ela, b] definiertes positives lineares Funktional. Eine Funk-
tionenfolge (f,) mit f, € FEla,b] heiBt eine Levi-Folge beziiglich J genau dann, wenn (f,)
monoton wachsend und die reelle Zahlenfolge (J(f,,)) nach oben beschrankt ist.

Satz 1.2.1. Fir jede Levi-Folge (f,,) beziiglich J ist die Zahlenfolge (J(f,)) eigentlich konver-
gent.

Beweis. Auf Grund von (1.1.5) ist die Folge (J(f,)) monoton wachsend. Nach Voraussetzung
ist sie beschrankt, und hieraus folgt die Behauptung.

Ist (f,,) eine Levi-Folge, so kann die ebenfalls monotone Zahlenfolge (f,.(x)) aber einen end-
lichen oder unendlichen Grenzwert F'(z) besitzen.

Definition 1.2.2. Eine auf [a, b] definierte Funktion F' heiBt Levi-Funktion beziiglich J genau
dann, wenn es auf [a, b] eine Levi-Folge (f,) beziglich J gibt derart, dass ' Grenzfunktion

von (f,) ist.

Eine Levi-Funktion F' kann den Funktionswert oo, aber nicht —oo annehmen. Insbesondere
heiBt £ eine endliche Levi-Funktion beziiglich .J, wenn firr alle z € Ela, b] stets

—o00 < F(x) < o0

gilt.

Beispiel 1.2.1. Es sei « eine reelle Zahl mit 0 < o < 1. Wir beweisen, dass die durch

0 firz=0
F(x):= { l% fiir 0 <z <1 (1.2.4)

Abb. 1.2.3

Beweis. Die durch

fn<x) =

{ 0 firo<zxz< = (1.2.5)

L firl<z<i
€T n

@

auf [0, 1] definierte Funktionenfolge (f,)n>1 besitzt folgende Eigenschaften:

10



1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

a) Wegen
0 fir0 <z < —5
1 1 - 1 n+1
fn+1(l')—fn(l'): E—O:EZO furm§$<g
. firi<z<i1
T rla n

gilt stets f,(z) < fui1(x) fur alle z € [0, 1]. Dies besagt f, < fui1.

b) Wir zeigen, dass firr alle x € [0, 1] stets
Fla) = lin fu(2)
ist: Fiir x = 0 ist wegen F'(0) =0 und
A, fn(0) = Jim, 0=0

die Ubereinstimmung offensichtlich. Ist x € (0, 1], so gibt es stets eine natiirliche Zahl n,

derart, dass z > - gilt. Damit ist aber fiir n > ng auch x > X > 1 also f,(z) = . Dies
no no n x
besagt
li =1 —1 = —1 =F
Jim fo(z) = lim —= = — = F(z)

Damit gilt f,, T F, und es ist 0 < F(x) < oo fur alle z € [0, 1].

c) In diesem Beispiel und. in den folgenden Beispielen werden wir von dem Satz der Riemann-
schen Integrationstheorie Gebrauch machen, der besagt, dass eine reelle Funktion f tber [a, b]
Riemann-integrierbar ist genau dann, wenn f iber die beiden Teilintervalle [a,c| und [c, b]
Riemann-integrierbar ist, wobei a < ¢ < b ist. Da

1 1/n 1 d 1 Jr ) .
= i« foues [0 2L
0 0 1/n 1/n z=1/n
also X 1
= 1 - 1.2.
JR(fn) 1— o ( nl—a> ( 6)
ist, gilt
1
Talfa) < 74 (1.2.7)

Die reelle Zahl K := ﬁ erfillt also die Bedingung Jg(f,) < K fiir alle positiven natiirlichen
Zahlen n, d.h., die reelle Zahlenfolge (Jr(f5))n>1 ist nach oben beschrankt. Damit haben wir
bewiesen, dass die auf [0, 1] durch (1.2.4) definierte Funktion F' eine endliche Levi-Funktion
beziiglich Jp ist.

Aus (1.2.6) folgt

lim Jp(fo) = — (1.2.8)

n—00 11—«

Die durch (1.2.4) definierte Funktion F' ist nicht nach oben beschrankt auf [0, 1] und damit
auch nicht beschrankt auf [0, 1] und daher tber [0, 1] nicht Riemann-integrierbar.

Die Zahl ﬁ kann aber als "Inhalt" der unbeschrankten Punktmenge M in Abb. 1.2.3 gedeutet
werden. Die Menge M wird vom Bild der Funktion F', der Abszissenachse und den beiden
Geraden x = 0 und x = 1 begrenzt.

11



1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

Beispiel 1.2.2. Wir beweisen, dass die durch

L, fir0<z<l1
_] iz =
F(x) { ; G (1.2.9)
auf [0, 1] definierte Funktion F eine endliche Levi-Funktion beziiglich Jg ist.
Beweis. Dazu wahlen wir die durch
L firo<z<1-41
fn(l‘) = Vi-az? . 1 "
0 firl—= <z <1
auf [0, 1] definierte Funktionenfolge (f,)n>1 (Abb. 1.2.4).
J’W !
|
1
|
7/
el |
1¥-% | |
i t
[ [
| |
| |
.
T
Abb. 1.2.4 wim b
a) Es ist
11_$2 — 11_w2 =0 fir0<z<1-2
fos1(x) = fu(z) == ll_mg >0 firl—+<az<1- n%rl
0 firl— 45 <2 <1
250 f, < furr.
b) Wir zeigen, dass firr alle x € [0, 1] stets
F(z) = lim f,(z) (1.2.10)

ist. Offensichtlich gilt (1.2.10) fir z = 1. Ist x € [0,1), so gibt es eine natiirliche Zahl n,
derart, dass 1 — =z > 7710 bzw. x < 1 — nio ist. Dann gilt fir alle natlrlichen Zahlen n mit
nZn:Oauch%Sniobzw. —%Z—nio bzw. 1—%21—%0bzw. 1—7%0§1—%und
somit x <1 — %

Dies besagt

N fo(z) = lim \/11_7 B \/ﬁ = F(x)
Damit gilt f,, T F, und es ist 0 < F(x) < oo fur alle z € [0, 1].
c) Wegen
gm dx . qz=1—(1/n) . 1
Jr(fn) = / Wipwr = [arcsin x],_ = arcsin (1 — n) (1.2.11)

12



1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

gilt -

JR(fn) S 9
Die reelle Zahlenfolge (Jr(f.))n>1 ist also nach oben beschrankt. Damit haben wir bewiesen,
dass die auf [0,1] durch (1.2.9) definierte nicht nach oben beschrankte Funktion F' eine
endliche Levi-Funktion beziiglich Jp ist.
Wegen der Stetigkeit der Arkus-Sinusfunktion folgt aus (1.2.11) die Beziehung

: . m
lim Jg(fn) = arcsinl = 5 (1.2.12)

Es sei A eine Teilmenge von R. Dann heiBt die durch

)1 firze A
xal(x) .—{ 0 fiirz ¢ A (1.2.13)

definierte reelle Funktion x4 die charakteristische Funktion der Menge A.
So ist beispielsweise die charakteristische Funktion x(., wobei ¢ € [a,b] ist, iber [a,?b]
Riemann-integrierbar, und es gilt

Jr(Xe}) = /X{c}(SC)dfc =0 (1.2.14)

Beispiel 1.2.3. Es sei A die Menge aller rationalen Zahlen aus dem Intervall [0, 1]. Wir beweisen,
dass die Dirichletsche Funktion

1 firze[0,1]NQ
0,1

xal(x) = { 0 firzel0,1]\Q (1.2.15)

auf [0, 1] eine endliche Levi-Funktion beziglich Jg ist.

Beweis. Zunachst konstruieren wir uns eine Folge (r,,) rationaler Zahlen, in der jede rationale
Zahl des Intervalle [0, 1] genau einmal vertreten ist. Dazu gehen wir von dem nachfolgenden
Schema aus.

1 2 3 4 5
1 3 5
SN T B S
R U T I
S S R S
- - 1
1 5
s — A — A — K %

In der ersten Zeile dieses Schemas stehen alle positiven ganzen rationalen Zahlen, in der k-ten
Zeile (k = 2,3, ...) stehen alle rationalen Zahlen, die aus den Zahlen der ersten Zeile durch
Multiplikation mit % hervorgegangen sind.

Unter Beriicksichtigung unserer Aufgabenstellung kommen nur die rationalen Zahlen des Sche-
mas in Frage, die unterhalb der durch die Folge (1, 1,1, ...) gebildeten Diagonalen stehen und
in den vorangehenden Zeilen noch nicht aufgetreten sind. Wir kénnen etwa

11213123415
=(0.1,=. -2 -2 - 222 °-¢% 1.2.16
(T’k) ( ) 72737374747575757576767 ) ( )
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1.2 Levi-Folgen und Levi-Funktionen

setzen. Dann ist -
Xa(®) =Y Xgry(x) (1.2.17)
k=0

fur alle x € [0, 1]. Wir Gberzeugen uns von der Giltigkeit von (1.2.17), indem wir die Gleichheit
der Funktionswerte auf beiden Seiten fiir irrationale Zahlen x € [0, 1] und rationale Zahlen
x € [0,1] tberpriifen. Wegen (1.2.15) ist im ersten Fall x4(x) = 0, und da xq3(x) = 0 ist
fur alle natirlichen Zahlen k, gilt

Z X{Tk}(x) = nh_>nolo Z X{"'k}(x> = lim 0=0= XA(Z')
k=0 k=0

n—00

Im zweiten Fall ist x4(x) = 1, und da xy,}(x) fiir genau eine natiirliche Zahl k = p gleich
eins und in allen tbrigen Fallen gleich null ist, gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > p
stets

Z X{"'k}('r) =1
k=0
Demnach ist

> X (@) = lim Yy (e) = lim 1=1= ya(z)
k=0 k=0

n=00
Setzen wir .

fu(@) == ’;)X{rk}(x) (1.2.18)
so lasst sich (1.2.17) auch in der Form

Xa(z) = lim f,(z) (1.2.19)

schreiben. Wir zeigen, dass die auf [0, 1] durch (1.2.18) definierte Funktionenfolge (f,,) mo-
noton wachsend und die reelle Zahlenfolge (Jr(f,)) nach oben beschrankt ist. Zunachst ist

fn+1(x) - fn(x) = X{T7L+1} Z 0

fur alle z € [0, 1] und demnach f,, < f, 1. Ferner ist

1 1, .1
I = [ fa@yde = [ 3 xeo@)de =3 [y @)
Beriicksichtigung von (1.2.14) ergibt
Jr(fn) =0 (1.2.20)

Damit haben wir bewiesen, dass die Dirichletsche Funktion x4 auf [0, 1] eine endliche Levi-
Funktion beziglich Jx ist. Wegen (1.2.20) gilt offensichtlich

lim Jg(f) =0 (1.2.21)
Beispiel 1.2.4. Wir beweisen, dass die auf [0, 1] durch

oo firze[0,1]NQ
o1 (1.2.22)

F“V:{o fir 2 € [0,1]\ @
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1.3 Der Satz von Beppo Levi

definierte Funktion F' eine Levi-Funktion beziiglich Jp ist.
Beweis. Es sei (r)) die Folge (1.2.16) und (f,) die monoton wachsende, nichtnegative Funk-
tionenfolge (1.2.18). Setzen wir g,, :== nf,, so ist

n+1 — Gn = (n+ 1)fn+1 - nfn = n(fn—i—l - fn) + fn—i—l Z 0

also g, < gn+1. Ferner ist

1 1

In(ga) = [ gal@)dz =n [ fu(@)de = nTn(f,)

0 0

Beriicksichtigung von (1.2.20) ergibt
Tr(gn) =0 (1.2.23)

Damit ist gezeigt, dass die Funktionenfolge (g,) monoton wachsend und die Folge (Jr(g,))
nach oben beschrankt ist.
Es bleibt noch der Nachweis der Giiltigkeit der Beziehung

F(z) = lim gn(x) (1.2.24)

n— oo

fur alle z € [0, 1] tbrig: Es sei = eine beliebige irrationale Zahl des Intervalls [0, 1]. Dann gilt

gn(x) = nfn(r) =0

fur alle natuirlichen Zahlen, d.h., es ist 7111}()10 gn(z) = 0. Auf Grund von (1.2.22) ist andererseits

F(x) =0, womit die Giiltigkeit von (1.2.24) fiir irrationale Zahlen = € [0, 1] bewiesen ist.
Es sei x eine beliebige rationale Zahl des Intervalls [0, 1], etwa = = r,. Fiir alle natiirlichen
Zahlen n mit n > p gilt dann

gn(%) = bfn(rp) =n Z X{Tk}(x) = nX{Tp}(x) =n
k=0

Da die Folge (n) = (0,1,2,...) den uneigentlichen Grenzwert oo besitzt, gilt

i ga(rp) = 00

Entsprechend (1.2.22) ist auch F(r,) = oo. Damit ist auch die Giiltigkeit von (1.2.24) fur
rationale Zahlen x € [0, 1] nachgewiesen.

Somit haben wir bewiesen, dass die durch (1.2.22) auf [0, 1] definierte Funktion F eine Levi-
Funktion bezliglich Jp ist. Ferner gilt

dim J,(g,) =0 (1.2.25)

1.3 Der Satz von Beppo Levi

Wie wir in den Beispielen 1.2.1, 1.2.2 und 1.2.3 gezeigt haben, braucht die endliche Grenzfunk-
tion F' einer eigentlich konvergenten Levi-Folge (f,,), deren Glieder f,, tber [a,b] Riemann-
integrierbare Funktionen sind, nicht zu Ela,b] zu gehéren. Das ist ein Mangel des Riemann-
schen Integralbegriffs.
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1.3 Der Satz von Beppo Levi

Wir werden aber ein E[a,b] umfassendes lineares Funktionensystem L|a,b] konstruieren, so
dass die Grenzfunktion F einer jeden eigentlich konvergenten Levi-Folge (f,,) integrierbar ist
und dass ihr Integral als Grenzwert der Folge der Integrale der Funktionen f,, berechnet werden
kann. In Kapitel 3 werden wir das folgende Theorem beweisen.

Theorem 1.3.1. Es gibt einen Vektorverband L|a,b] von auf [a,b] definierten reellwertigen
Funktionen und ein positives lineares Funktional .J;, auf L[a,b] mit folgenden Eigenschaften:

(i) Jede Funktion ¢ € Ela,b] liegt auch in L[a,b], und es ist

Ji(e) = Jr(p)

(ii) Die Grenzfunktion ¢ einer jeden eigentlich konvergenten Levi-Folge (i,,) beziiglich J;, liegt
in Lla, b], und es ist
Ji(p) = lim Jz(p)

n—oo

(iii) Zu jeder Funktion ¢ € Lla, b] gibt es zwei Levi-Folgen (f,.), (g,) beziiglich des Riemann-
schen Integrals mit f,,, g, € Cla,b] und

(iv) Ist ¢ € L|a,b] und J(l|p|) =0, so folgt aus || < |p| stets i € Lfa, b].

Um die groBe Bedeutung dieses Theorems deutlich zu machen, wollen wir im Rest dieses
Kapitels und im Kapitel 2 wichtige Folgerungen ableiten.

Zunéachst fuhren wir die folgenden Bezeichnungen ein. Eine Funktion ¢ € [a,b] — R heiBt
iber [a,b] Lebesgue-integrierbar (oder auch -summierbar) genau dann, wenn ¢ € L[a, b] ist.
Somit ist L[a, b] das System aller tiber [a, b] Lebesgue-integrierbaren reellwertigen Funktionen.
Fur jede Funktion ¢ € Lla,b] heiBt J; () das Lebesguesche Integral der Funktion ¢.

Die Bedingung (i) besagt, dass das Lebesguesche Integral eine Fortsetzung des Riemannschen
Integrals ist. Es fiihrt daher zu keinem Missverstandnis, wenn wir auch fiir das Lebesguesche
Integral einer Funktion ¢ € L[a,b] die Schreibweise

/gp(m)dm = () (1.3.1)

verwenden.

Eines der wichtigsten Probleme der Integrationstheorie besteht in der Untersuchung der Frage,
unter welchen Voraussetzungen fiir eine Funktionenfolge (¢,,), deren Glieder ¢, tber [a,d]
Lebesgue-integrierbar sind, die Relation

b
/T}grlgo on(x)dr = T}grlgo/wn(x)dx (1.3.2)
gilt, wann also Grenzwertbildung und Integration miteinander vertauscht werden kénnen. Die
Bedingung (ii) in Theorem 1.3.1 besagt, dass (1.3.2) fiir jede eigentlich konvergente Levi-Folge
(i) erfullt ist. Wir formulieren diesen nach Beppo Levi benannten Satz nochmals in einer
leicht verallgemeinerten Fassung.

Satz 1.3.2. Ist (,) eine eigentlich konvergente monotone Funktionenfolge mit ¢, € La,d]
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1.3 Der Satz von Beppo Levi

und ist die reelle Zahlenfolge (J.(,)) beschrankt, so ist die Grenzfunktion ¢ der Folge (¢y)
iber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und es ist

/bga(x)dx = lim /bgpn(x)dx (1.3.3)

n—oo

Beweis. a) Ist die Folge (¢,,) monoton wachsend, so ist sie eine Levi- Folge beziiglich .J, und
die Behauptung folgt aus der Bedingung (ii) in Theorem 1.3.1.

b) Die Folge (varphi,) sei monoton fallend. Dann ist —p,, € Lla,b], da Lla,b] ein linearer
Funktionenraum ist. Die Folge (—¢,,) ist daher eine Levi-Folge mit —¢,, T —¢.

Somit ist —¢ € L|a,b], und es gilt J.(—p,) T JL(—¢). Hieraus folgt J.(v,) 4 JL(¢), womit
(1.3.3) bewiesen ist.

Beispiel 1.3.1. Es sei a eine reelle Zahl mit 0 < a < 1. Wir beweisen, dass die durch

0 farz=0
pl) = { L firo<az<1 (1.3.4)

T

auf [0, 1] definierte reelle Funktion ¢ tber [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist, und berechnen das
Lebesguesche Integral von ¢ tber [0, 1].

Beweis. In Beispiel 1.2.1 haben wir gezeigt, dass die auf [0, 1] durch (1.3.4) definierte Funktion

¢ eine endliche Levi-Funktion beziiglich Jr und damit auch beziglich J;, ist. Somit ist ¢ €
Lla, b].
Wir haben ferner bewiesen, dass die durch

0 firo<z<i
W(I)n = i

L firl<z<i
€T n

(e}

auf [0, 1] definierte Funktionenfolge (¢,),>1 eine Levi-Folge beziiglich Jr und damit auch
beziiglich .J;, und ¢ Grenzfunktion dieser Folge ist. Auf Grund von (1.3.3) gilt dann

Ji(p) = lim Jp(pn) = lim Jr(en)

n—0o0

Beriicksichtigung von (1.2.8) liefert

1
l—«

Jr(p) = /190(56)dfr =

Beispiel 1.3.2. Wir beweisen, dass die durch

L fir0<z<l1
= 1—(22 -
o(x) - { J fir o — 1 (1.3.5)

auf [0, 1] definierte reelle Funktion ¢ iiber [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist, und berechnen das
Lebesguesche Integral von ¢ tber [0, 1].

Beweis. In Beispiel 1.2.2 haben wir bewiesen, dass die auf [0, 1] durch (1.3.5) definierte Funk-
tion ¢ eine endliche Levi-Funktion beziiglich Jr und damit auch bezlglich J;, ist. Somit ist
¢ € La,bl.
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1.3 Der Satz von Beppo Levi

Ferner haben wir bewiesen, dass die durch

L fir0<z<1-1
) i = n
pul) {0 firl—1<z<l1
auf [0, 1] definierte Funktionenfolge (¢;),>1 eine Levi-Folge beziiglich Jr und damit auch
beziiglich .J;, und ¢ Grenzfunktion der Folge (¢y,,)n>1 ist.
Demnach gilt auf Grund des Satzes von Levi und wegen (1.2.12)

Je) = [ pla)de =7

Beispiel 1.3.3. Wir beweisen, dass die Dirichletsche Funktion x 4 tiber [0, 1] Lebesgue-integrierbar
ist, und berechnen das Lebesguesche Integral von y 4 tber [0, 1].

Beweis. In Beispiel 1.2.3 haben wir bewiesen, dass die Dirichletsche Funktion x4 auf [0, 1] ei-
ne endliche Levi-Funktion beziiglich J;, und damit iiber [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist. Ferner
haben wir bewiesen, dass die durch

onl) = z Yo (@)

auf [0, 1] definierte Funktionenfolge (¢,,) eine Levi-Folge beziiglich J;, und ¢ Grenzfunktion
dieser Folge ist. Beriicksichtigung von (1.2.20) und (1.3.3) ergibt

Jr(p) = /XA(x)dx =0 (1.3.6)
Beispiel 1.3.4. Wir untersuchen, ob die durch

olz) = {

0 firxz =0

Inz fir0<z<1 (13.7)

auf [0, 1] definierte reelle Funktion ¢ tber [0,1] Lebesgue-integrierbar ist, und berechnen
gegebenenfalls das Lebesguesche Integral von ¢ tber [0, 1] (Abb. 1.3.1).

ﬂ__sq. F 1 N
o~ x

Abb. 1.3.1 ¢
Dazu fuhren wir die durch

0 fur 0 <z

< 1
Inx fir % <z Sri (1.3.8)

on(T) = {

auf [0, 1] definierte Funktionenfolge (¢,,),>1 ein. Wegen

0 fir 0 <o < -
Oni1(z) —op(x) =< Inz <0 ﬂ]rn%rlgx<%
0 fﬂrigxgl
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1.3 Der Satz von Beppo Levi

ist (¢ )n>1 €ine monoton fallende Funktionenfolge. Offensichtlich ist ¢ Grenzfunktion der Fol-
ge (1.3.8), wobei wegen ¢, € E[0, 1] auch ¢,, € L[0, 1] ist.

Damit haben wir zunichst bewiesen, dass (¢,),>1 eine eigentlich konvergente monotone
Funktionenfolge mit ¢, € L[0,1] ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass die reelle Zahlenfolge
(Jr(n))n>1 beschrankt ist. Es ist

Jr(on) = Jr(en) = / In xdx

1/n
Es ist )
r=1 1 1
JR(SO'“) - [l‘ hlx]m:l/n / dx = —ﬁlng -1 ﬁ
1/n
also 1 1
nn
Jolen) = —=+ - -1 1.3.9
L(QD ) o + - ( )

Die fiir alle positiven reellen Zahlen x durch f(z) := h‘Tm definierte reelle Funktion f besitzt

die Ableitung
l—Inzx

fla) ==

Wegen f'(z) > 0 fir 0 <z <e, f'(x) <0 firz >0 und f'(e) =0 nimmt f an der Stelle
x = e auf (0,00) ein absolutes Maximum an. Daher ist

Ine 1
UM%NS7;+1+1=;+2<3

Auf Grund des Satzes 1.3.2 ist damit die Funktion ¢ iber [0, 1] Lebesgue-integrierbar.
Als bekannt setzen wir den Grenzwert

lim /n =1

n—oo
voraus. Da die Logarithmusfunktion stetig ist, gilt

1
o_hn_Jn(mn@%)_hm(mc%) also lim " =0 (1.3.10)

n—o0 n—oo n—oo n

Wegen (1.3.3), (1.3.9) und (1.3.10) gilt demnach

luwz/mwmz—l

Eine reelle Funktion 1 heiBt eine Majorante bzw. Minorante einer Funktionenfolge (,,) genau
dann, wenn fiir alle naturlichen Zahlen n stets ,, < ¢ bzw. ¢ < ¢, ist.

Satz 1.3.3. Besitzt eine monoton wachsende bzw. monoton fallende Funktionenfolge (,,) mit
©n € Lla,b] eine iber [a,b] Lebesgue-integrierbare Majorante ¢/’ bzw. Minorante v, so ist
die Grenzfunktion ¢ der Folge (¢,,) Uber [a,b] Lebesgue-integrierbar, und es gilt (1.3.3).

Beweis. Ist (¢,,) monoton wachsend, so ist o, < ¢/, und aus (1.1.5) folgt

Jr(en) < Jr(Y)
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1.3 Der Satz von Beppo Levi

Die Zahlenfolge (J(¢y)) ist also beschrankt, und die Behauptung folgt aus Satz 1.3.2. Ebenso
wird die Behauptung fiir monoton fallende Folgen bewiesen.

Satz 1.3.4. Es sei ¢ € L[a, b] und
A:={x € la,b] : p(x) >0}

Dann ist die charakteristische Funktion x4 der Menge A lber [a,b] Lebesgue-integrierbar
(Abb. 1.3.2).

.

—A
Rp—————— ==

Abb. 1.3.2

Beweis. Da 1 € Fla,b] C L[a,b] und Lla,b] ein Vektorverband ist, sind auf Grund von Satz
1.1.2 die Funktionen
Yp =10 (77,90+)

iber [a,b] Lebesgue-integrierbar, und es ist 1, < 1. Somit besitzt (1,,) die Majorante 1 €

Lla,b]. Aus np™ < (n+ 1)p* folgt ¥, < 1), 11. Nach Satz 1.3.3 ist also
Y= lim ¢, € Lfa, 0]

Wir zeigen, dass 1p = x4 ist. Fir z € A ist ¢(z) > 0, und folglich gibt es ein ny mit
ne™(x) > 1 fur n > ng. Damit ist

Un(x) = 111 (np™(2)) = 1
fur alle n mit n > ng. Hieraus folgt
P(a) = lim ¢n(e) = 1 = ya(e)

Ist aber x ¢ A, so ist ¢(z) < 0 und damit o (z) = 0, np*(z) = 0, also ¥, (z) = 0. Daher
ist

d(x) = lim ¢ () = xa(z)

n—o0

Somit ist x4 € Lla,b)].

Satz 1.3.5. Es sei ¢ € Lla,b] und A eine Teilmenge von [a,b] mit x4 € L|a,b]. Dann ist
oy € Lla,b] (Abb. 1.3.3a, b).

¥y

N A e
N -
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1.3 Der Satz von Beppo Levi

Beweis. a) Es sei ¢ > 0. Die Funktionen

Un =@ (nx4)
sind Uber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und es ist
0 <t < Pnt1 < ¢ € Lla, b
Somit ist
= lim ¥, € Lfa, b]

Wir zeigen, dass 1) = px4 ist. Ist z € A, so ist xa(z) = 1, und es gibt ein ng mit nya(x) >
o(z) fur n > ng. Damit ist

fur alle n mit n > ng. Dies besagt

U(x) = p(z) = p(r)xa()

Ist aber x ¢ A, so ist xa(x) =0 und ¢, (x) =0, also

Somit ist px4 € Lia,b].

b) Es sei ¢ beliebig mit ¢ € La,b]. Da L[a,b] ein Vektorverband ist, enthalt L[a,b] auf
Grund von Satz 1.1.2 auch die beiden Funktionen ¢, ¢, die der Bedingung ot >0, ¢~ > 0
geniigen. Damit erfiillen die Funktionen ¢, ¢~ die Voraussetzungen des Beweisteils a).
Demnach ist ¢*x4, @w x4 € L|a,b] und somit auch

PIXA =@ Xa € Lla,b]  bzw.  (p" =@ )xa € La,}]
Beriicksichtigung von (1.1.31) liefert die Behauptung @x 4 € Lla, b].
Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 1.3.3 ist der

Satz 1.3.6. Jede monoton fallende Folge (¢,,) nichtnegativer liber [a, b] Lebesgue-integrierbarer
Funktionen ¢, besitzt eine lber [a,b] Lebesgue-integrierbare Grenzfunktion ¢, und es gilt
(1.3.3).

Beweis. Die Nullfunktion ist eine iiber [a, b] Lebesgue-integrierbare Minorante der Funktionen-
folge (n).

Aufgabe 1.3.1. Man untersuche, ob die durch

(z) {0 fuirz =0
QDZL': Inz .
NG fir0<ax <1

auf [0, 1] definierte reelle Funktion ¢ dber [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist, und berechne gege-
benenfalls das Lebesguesche Integral von ¢ iber [0, 1].
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1.4 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

Wahrend bisher nur monotone Folgen integrierbarer Funktionen betrachtet wurden, sollen nun
auch allgemeinere Folgen untersucht werden.

Eine Funktionenfolge (¢,) heiBt punktweise konvergent, in Zeichen

e = lim ¢, (1.4.1)

n—oo

oder kurz ¢, — ¢ genau dann, wenn fiir alle = aus dem gemeinsamen Definitionsbereich D
der Funktionen ¢, ¢,, die Relation

o(z) = lim @, (z) (1.4.2)

n—oo

erfullt ist. Ist der Grenzwert fiir alle z € Dendlich, so heiBt die Folge eigentlich konvergent.

Zunichst zeigen wir an einem Beispiel, dass aus der Voraussetzung (1.4.1) und aus der In-
tegrierbarkeit der Funktionen ¢,, und der Grenzfunktion ¢ nicht gefolgert werden kann, dass
auch die Folge der Integrale Ji(¢,) gegen Ji(¢) konvergiert.

Beispiel 1.4.1. Es sei (¢,,),>1 die auf [0, 1] durch

nr firo<z <4
onle) = { 0 firl<z<l (14.3)
definierte Funktionenfolge, deren Funktionen ,, wegen

1/n

1
Ji(on) = Jr(en) = / nxdr = 3
0

integrierbare Funktionen sind (Abb. 1.4.1).

7
2 ?%

Abb. 1.4.1

Wir zeigen, dass
lim ¢,(z) =0

n—00

ist fiir alle z € [0, 1]. Wegen (1.4.3) gilt fir x =0

lim ¢,(0) = lim 0=0

n—oo n—oo

Ist z € (0, 1], so gibt es eine natirliche Zahl ng derart, dass = > nio gilt. Dann ist aber fir alle
natirlichen Zahlen n mit n > ng auch =z > % also ¢, (z) =0, d.h., es gilt ebenfalls

lim ¢,(z) =0
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1.4 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

Damit geniigt die Funktion ¢ := o, die Uber [0, 1] Riemann-integrierbar ist, der Bedingung
(1.4.1). Es ist aber

n—oo

lim () = 5 0= ()

Unter zusatzlichen Voraussetzungen kann aber ein wichtiger Konvergenzsatz hergeleitet wer-
den.

Eine reelle Funktion 1 heiBt eine absolute Majorante einer Funktionenfolge (¢,,) genau dann,
wenn fiir alle natiirlichen Zahlen n stets |, | < 1) ist.

In Abb. 1.4.2 ist der Sachverhalt fiir eine absolute Majorante v einer auf [a,b] definierten
Funktionenfolge (i,,) veranschaulicht.

i
— & :
I ------------- ,/
| /‘;-i“-‘__k/ :
' 7 o i
rd i
L e R,

Abb. 1.4.2 -

Die Bilder aller Funktionen ¢,, liegen in einem Streifen, der von den Bildern der Funktionen
1, —1 und den beiden Geraden x = a, x = b begrenzt wird.

Fur eine beliebige Funktionenfolge (,,) mit gemeinsamem Definitionsbereich D wird durch
or =] en bzw. o = |_| Ok (1.4.41.4.5)
k=0 k=0

eine monoton wachsende Funktionenfolge () bzw. eine monoton fallende Funktionenfolge
(©**) definiert. Die Grenzfunktion

o =] en:= lim | ] ex bzw. = |_| pr = lim |_| Ok (1.4.6,1.4.7)
k=0 k=0 k=0 k=0

kann auch den Funktionswert oo bzw. —oo annehmen. Besitzt aber die Folge (¢, (z)) fir ein
x € D eine obere bzw. untere Schranke K, so ist stets ¢} (z) < K bzw. ¢* > K, und folglich
ist auch ¢*(z) < K bzw. p** > K.

Fir monoton wachsende bzw. fallende Funktionenfolgen (,) geht (1.4.4) bzw. (1.4.5) in
O =, bzw. ©I* = @, tuber. In diesem Fall ist also

L or=lim gn  baw. [ ]or= lim g, (1.4.8,1.4.9)
k=0 k=0
Beispiel 1.4.2. Es sei (¢,) die durch
2x
n =1
#al2) * z+1
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1.4 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

auf [—2, 2] definierte Funktionenfolge (Abb. 1.4.3).

Dann ist
o) @={? fir —2<z<0
X)W T 1420 faro<a <2

ﬁ (z) = 142z fir —2<2<0
kzooo V=1 fur0<z <2

und

Abb. 1.4.3

Satz 1.4.1. Besitzt eine Funktionenfolge (¢,,), wobei die ¢,, lber [a, b] Lebesgue-integrierbare
Funktionen sind, eine iiber [a, ] Lebesgue-integrierbare Majorante ¢/’ bzw. Minorante )", so
sind die Funktionen

o = | ¢x bzw. o =] ek (1.4.10,1.4.11)
k=0 k=0

iber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und es gilt ¢* < ¢’ bzw. " < ™,

Beweis. Da L[a, b] ein Vektorverband ist, sind die Funktionen

uber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und es gilt ¢ < 1’ sowie ¥ 1 ©*, da

(0

eine monoton wachsende Funktionenfolge ist, die ¢* auf Grund von (1.4.6) als Grenzfunktion
besitzt.

Es folgt ¢* < ¢/, und auf Grund von Satz 1.3.3 ist ¢* € La,b|. Ebenso wird die zweite
Behauptung bewiesen.

Satz 1.4.2. Es sei (¢,) eine Folge reellwertiger Funktionen mit dem gemeinsamen Definitions-
bereich D. Dann wird durch

o =1 en bzw. o = |_| Ok (1.4.12,1.4.13)
k=n k=n

eine monoton fallende bzw. monoton wachsende Funktionenfolge mit

o < on < @y, (1.4.14)
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1.4 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

definiert. Ist die Folge (¢,) punktweise konvergent und

p = lim ¢, (1.4.15)
so gilt 5, | ¢ und ¢} 1 ¢.
Beweis. Fiir p >n > 1 ist
p p p p
|_|<Pk§|_|§0k§¢n§|_|80k§ L] e
k=n—1 k=n k=n k=n—1

Der Grenziibergang p — oo ergibt
P11 < 0 < 00 < 0, <y

Somit gilt (1.4.14), und die Folge (¢!,) bzw. (¢) ist monoton fallend bzw. monoton wachsend.
Wir kénnen daher wegen (1.4.9) bzw. (1.4.8)

o= lim o, = [ e =[] L] ew (1.4.16)
n=0 n=0 k=n
/! . 1 > 1 > =
o= lim o = | | ¢ =[] [ ]en (1.4.17)
n=0 n=0 gp—n
setzen, und es gilt
A (1.4.18)

Die Folge (¢n) sei nun konvergent, und ¢ sei ihr Grenzwert. Wegen (1.4.14) und (1.4.16),
(1.4.17) haben wir dann ¢” < ¢ < ¢'. Nehmen wir an, fiir ein z € D sei ¢(z) < ¢'(z). Dann
gibt es eine reelle Zahl ¢ mit

o(r) <c< ¢(x) (1.4.19)

Wegen ¢r(x) — () und (1.4.19) gibt es eine natiirliche Zahl n mit ¢i(x) < ¢ fir k > n.
Dann ist aber

() = k|i| er(z) <c

und wir erhalten, da (¢} (z)) eine monoton fallende reelle Zahlenfolge mit dem Grenzwert
¢'(x) ist, unter Beriicksichtigung von (1.4.19) den Widerspruch

c<@(x) S ghx) <c

Somit ist (z) = ¢'(z) fir alle x € D, und ebenso wird ¢"(z) = ¢(x) fir alle x € D
bewiesen, womit (1.4.18) in die Behauptung des Satzes iibergeht.

Bemerkung. Die durch (1.4.16) bzw. (1.4.17) definierte Funktion ¢’ bzw. ¢ heiBt der Limes
superior bzw. Limes inferior der Funktionenfolge ().

Fir konvergente Funktionenfolgen stimmen diese beiden Funktionen mit ,,. dem Grenzwert der
Funktionenfolge Uberein.

Jetzt sind die Hilfsmittel fiir den Beweis des nach H. Lebesgue benannten Satzes iiber die
majorisierte Konvergenz bereitgestellt.

Satz 1.4.3. Besitzt eine punktweise konvergente Funktionenfolge (¢,,) mit ¢, € Lla,b] eine
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1.4 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

iber [a, b] Lebesgue-integrierbare absolute Majorante 1), so ist die Grenzfunktion ¢ der Folge
() Uber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und es gilt

b

/ x)dr = lim /(pn (1.4.20)

n—oo
a

Beweis. Nach Voraussetzung ist stets —¢) < ¢, < %, und aus Satz 1.4.1 folgt, dass die
Funktionen

|_|90k*|_|<Pk Pntk ) WZ3:|_|<Pk:|_|90k:90n+k
k=n k=0

iber [a, b] Lebesgue-integrierbar sind. Auf Grund von (1.4.14) genugen sie ferner der Bedingung

<@, <<, <Y (1.4.21)

Aus Satz 1.4.2 folgt ¢! | ¢ und ¢! 1T ¢. Da die monoton fallende bzw. monoton wachsende
Funktionenfolge (¢!,) bzw. (¢!) die Lebesgue-integrierbare Minorante —t) bzw. Majorante ¢
besitzt, folgt unter Beriicksichtigung von Satz 1.3.3, dass ¢ € Lla, b] und

Jilp) = i Ji(ey) = lim Ji(er) (1.4.22)
ist. Wegen (1.4.21) ist
Ju(@h) < Jilen) < Ji(e),) (1.4.23)

Der Grenziibergang n — oo ergibt, wenn wir (1.4.22) beriicksichtigen,

lim Jr(pn) = JL(p)

n—00
womit auch (1.4.20) bewiesen ist.
Beispiel 1.4.3. Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue untersuchen wir, ob die durch
0 firz =0
#@) ‘:{ ST fir0<z<1

auf [0,1] definierte reelle Funktion ¢ tber [0,1] Lebesgue-integrierbar ist, und berechnen
gegebenenfalls das Lebesguesche Integral von ¢ tber [0, 1].
Offensichtlich ist die reelle Funktion ¢ Grenzfunktion der durch

0 fﬂr0§x<%

o) ::{m o
W furgg‘xil

definierten Funktionenfolge (¢,,),>1. Wegen ¢, € E[0,1] ist ¢ € L[0, 1]. Ferner gilt

0 fir0 <z < %
ln ()] = < firl<a<i
Setzen wir
0 furx=
V() =9 1 ¢
7 fir0 <<1
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1.4 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

so erfillt die so definierte Funktion 1 die Bedingung |¢,| < et fiir alle positiven natiirlichen
Zahlen n. Entsprechend Beispiel 1.3.1 ist ¢» € L[0,1] und damit auch ey € L[0, 1]. Dem-
nach besitzt die durch (1.4.24) definierte Funktionenfolge (¢,,)n>1 eine iber [0, 1] Lebesgue-
integrierbare absolute Majorante. Auf Grund von Satz 1.4.3 ist somit ¢ € L]0, 1].

Weiter ist
J(en) = Tnlen) = [

1/n

dx

B

Mit Hilfe der Substitution x := 22 erhalten wir

1
e =2 [ edz=2(c )T, 5 =2(c - )
/v

Berlicksichtigen wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion, so ist

lim Jp(pn) =2(e—1)

n—oo

und demnach .
Ju(e) = [ pl@)dz = 2e - 1)
0
Beispiel 1.4.4. Es sei ¢ € L[a,b]. Unter sgn ¢ verstehen wir die durch

(sgn)(z) = sgn p(z)

auf [a, b] definierte reelle Funktion. Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue beweisen wir, dass auch
die Funktion sgn ¢ lber [a, b] Lebesgue-integrierbar ist.
Zunachst zeigen wir; dass die reelle Funktion sgn ¢ Grenzfunktion der durch

on = (npnl)u(=1) (1.4.25)

auf [a, b] definierten Funktionenfolge () ist, wobei die Funktionen ¢, wegen np,1,—1 €
Lla,b] und Satz 1.1.2 Uber [a, b] Lebesgue-integrierbar sind.
Ist p(z) > 0, so gibt es ein ny mit ne(x) > 1 fir n > ny. Dann ist (np M 1)(z) = 1 bzw.
on(x) = 1 fir alle n mit n > ny. Dies besagt lim o(z) = 1. Andererseits ist sgn ¢(x) = 1.
Somit gilt

lim ¢, (z) = sgnp(z) (1.4.26)

n—oo
Ist p(x) =0, so ist p,(x) =0, also
lim ¢,(z) =0 = sgn(x)

n—oo

Ist @, (z) < 0, soist (me M1)(x) = ne(x) < 0. Dann gibt es ein ng mit np(z) < —1 fir
n > ng. Somit ist p,(z) = —1 fiur alle n mit n > ng, d.h., es ist nh_}rgo on(x) = —1.

Da sgnp(z) = —1 ist, gilt (1.4.26) auch fir alle z € [a,b] mit p(z) < 0. Damit ist sgn ¢
Grenzfunktion der durch (1.4.25) definierten Funktionenfolge.

Ferner gilt
—1 < pu(r) <1
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1.4 Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz

fur alle = € [a,b] und alle natiirlichen Zahlen n. Demnach ist |p,| < 1 fir alle natirlichen
Zahlen n. Somit besitzt (¢,) die absolute Majorante 1 € Lla,b]. Auf Grund von Satz 1.4.3
ist demnach sgn ¢ € L[a, b].

Aufgabe 1.4.1. Man untersuche, ob die durch

10 firx =0
Plx) = { esind fir 0 <<1
auf [0, 1] definierte reelle Funktion ¢ tber [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist.
Aufgabe 1.4.2. Man untersuche, ob die durch
[0 firz =0
plo) = { oV fiir 0 << 1

auf [0, 1] definierte reelle Funktion ¢ iber [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist, und berechne gege-
benenfalls das Lebesguesche Integral von ¢ iber [0, 1].
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2.1 Lebesgue-messbare Mengen

2 Lebesgue-messbare Mengen und Lebesgue-messbare
Funktionen

2.1 Lebesgue-messbare Mengen

Im folgenden beschranken wir uns auf Teilmengen eines fest vorgegebenen Intervalls [a, b]. Ist
beispielsweise I ein Teilintervall von [a, b] und sind «, 3 seine Begrenzungspunkte, wobei also
I eines der Intervalle [, 5], [a, B), (o, 5] oder (a, 3) sein kann, so heiBt m(I) := 5 — « die
Lange des Intervalls I.

Die Lote, die vom Bild der Funktion x; auf die x-Achse gefallt werden, bilden ein Rechteck
der Hohe 1 (Abb. 2.1.1, I = [a, ]).

'y
X

% //A:J‘:

Abb. 2.1.1 a « pbox

Als seinen Inhalt hatten wir die reelle Zahl Jr(;) bezeichnet. Der Inhalt eines Rechtecks ist
bekanntlich gleich dem Produkt aus der Lange der Grundseite und der Hohe, in unserem Fall
also - dem Zahlenwert nach - gleich der Lange des Intervalle I, d.h., es gilt

m(I) = /Xl(m)dx (2.1.1)

In der Theorie der reellen Funktionen wird nun der Begriff der Lange eines Intervalle zum
Begriff des MaBes einer Teilmenge A von [a, b] verallgemeinert.

Bevor wir diesen neuen Begriff einfiihren, beweisen wir zunachst einige Regeln fiir das Rechnen
mit charakteristischen Funktionen.

Satz 2.1.1. Stets gilt:

a) Xz = o, b) XanB = XaXB

C) XA\B = XA — XAXB. d) xauB = X4 + XB — XAXB

&) AC B & x(4) < vp

f) Esist x4 = > xa, genau dann, wenn A = Ay ist und die Mengen Ay, Ay, ..., A,
k=0 k=0

paarweise disjunkt_sind.

Beweis. Die erste Beziehung gilt offensichtlich. Von der Richtigkeit der folgenden drei Regeln
iiberzeugt man sich durch Uberpriifen der Gleichheit der Funktionswerte auf beiden Seiten in
den folgenden vier Fallen:

re€AreB;, ve€Ax¢B, x¢AxreB;, v¢Ax¢B

e;) Es gelte A C B. Fir alle z mit xp(z) = 1 ist stets xa(z) < xp(x), da0 <1 oder1<1
eine wahre Aussage ist. Fiir alle z mit xp(z) =0 gilt x ¢ B.
Auf Grund der Voraussetzung ist dann = ¢ A bzw. x4(z) =0, also x4(z) < x5(z).

&) Es sei x4 < xp und x € A. Dann ist x4(z) = 1 und somit auch xp(z) = 1. Dies besagt
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2.1 Lebesgue-messbare Mengen

x € B. Folglich ist A C B.
f1) Es gelte

XA = Z XAy
k=0

Im Fall x € A ist i X4, (z) = 1. Dies besagt, dass es genau ein m mit 0 < m < n gibt
k=0

derart, dass x4, — 1bzw. 2 € A, ist. Folglich sind die Mengen Aq, Ay, ..., A, paarweise

disjunkt, und es gilt x € | Aj und damit
k=0

AC | Ak
k=0
Es sei ¢ A. Dann ist f: X4, (z) = 0. Dies besagt, dass x4,(z) = ... = xa,(x) = 0 bzw.
k=0

v U Ay ist. Folglich gilt ) Ay, C A.
k=0 k=0
Aus beiden Teilergebnissen ergibt sich die Behauptung.

fy) Es gelte A = 6 Ay, wobei die Mengen Ay, A4, ..., A,, paarweise disjunkt sind.
k=0

Ist z € A, so gibt es genau ein m mit 0 < m < n und z € A,,, also mit x4, (z) = 1. Somit
ist .
Xa(r) =1=73 xa,(z)
k=0

Ist aber ¢ A, soist x ¢ Ay fur k=0, 1,...,n, woraus
Xa(@)=0=73% xa(z)
k=0

folgt. Somit ist xa(x) = Enj X4, (7).
k=0

Definition 2.1.1. Eine Teilmenge A eines Intervalle [a, b] heiBt Lebesgue-messbar genau dann,
wenn ihre charakteristische Funktion x4 iber [a,b] Lebesgue-integrierbar ist. In diesem Fall
heiBt die nichtnegative reelle Zahl

m(A) = Ji(xa) = / xa(z)dz (2.1.2)

das Lebesguesche MaB3 der Menge A.

Demnach sind die Intervalle

o, 8], (o, f], [a,B), (op)C [a,b]
Lebesgue-messbar, und ihr Lebesguesches MaB ist 5 — a.

Beispiel 2.1.1. Jede Einermenge {c} € [a, b] ist Lebesgue-messbar, da x. € E[a, b] und somit
auch x¢q € Lla,b] ist. Wegen (1.2.14) hat diese Menge des Lebesguesche MaB Null, es ist
also

m({c}) =0 (2.1.3)

30



2.1 Lebesgue-messbare Mengen

Beispiel 2.1.2. Jede endliche Menge reeller Zahlen {cy, co, ..., ¢, } € [a,b] mit ¢; # ¢; fir i # j
ist eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null.

Beweis. Wegen {cy,ca,...,c,} = G{ck} und {¢;} N {¢;} = @ fir i # j gilt auf Grund
k=1

von Satz 2.1.1f zunachst X{c, cs,..cn} = kzijl X{e}- DA X{er}s s X{en} € Lla,b] und Lia, b] ein

Vektorverband ist, folgt x{ccs....cn} € L[c;, b]. Ferner ist

77777

b

b n
m({c1, 2y oy }) = /X{cl,cz ..... e} (T)dr = /Zx{ck}(x)dx

Y k=1

n

- [ @de = Y- m({ad)

k=17% k=1

Beriicksichtigung von (2.1.3) liefert die Behauptung

m({c1,c2y .y }) =0

Beispiel 2.1.3. Die Menge aller rationalen Zahlen des Intervalls [0, 1] ist eine Menge vom
Lebesgueschen MaBe Null.

Beweis. In Beispiel 1.3.3 bewiesen wir x[01jng € L[0,1]. Auf Grund von (2.1.2) und (1.3.6)
gilt dann

m([0,1]NQ) =0 (2.1.4)
Mit 2[a, b] bezeichnen wir das System aller Lebesgue-messbaren Teilmengen von [a, b]. Es gilt

der

Satz 2.1.2. Das System 2A[[a, b] aller Lebesgue-messbaren Teilmengen von [a, b] besitzt folgende
Eigenschaften:

a) Die leere Menge @ gehort zu 2a, b].

b) Mit A, B € la, b] gehéren auch die Mengen AN B, A\ B, AU B und A := [a,b] A zu
Ala, b).

Beweis. a) Die Behauptung folgt aus xo = o € L|a, b].

b) Auf Grund der Voraussetzung gilt x4, x5 € L[a, b]. Beriicksichtigung von Satz 2.1.1b und
Satz 1.3.5, indem dort ¢ := xp gesetzt wird, ergibt xanp € L[a, b] und damit ANB € Ala, b).
Da L[a, b] ein Vektorverband ist, gilt auf Grund von Satz 2.1.1 ¢, d auch xq\ 5, xaus € L[ab]
und somit A\ B, AU B € 2[a, b]. Wegen [a,b] € 2la, ] ist auch A € A[a, b], womit der Satz
bewiesen ist.

Durch vollstandige Induktion beweist man die

Folgerung 2.1.1. Es seien Ag, Ay, ..., A, € 2a,b]. Dann gehoren auch die Mengen CJ Ay und
k=0

A Ay zu Af[a, b].

k=0

Satz 2.1.3. Es seien A, B € Al]a, b]. Dann gelten die Rechenregeln

m(2) =0
m(AU B)+m(ANB) =m(A)+m(B)
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b
Beweis. a) Es ist m(@) = [odx = 0.
b) Wegen xaus + XanB, Xa + XB € L|a,b] und der Tatsache, dass J, ein positives lineares
Funktional auf L[a,b] ist, folgt aus xaun + XanBO0Xa + X5 in Verbindung mit (2.1.2) die
Behauptung (2.1.6).

In Abb. 2.1.2 ist (2.1.6) fir den Fall veranschaulicht, dass A und B abgeschlossene Intervalle
sind.

4 8
e Ny
O g & > v 0
a = b
) A8 =
Abb. 2.1.2 AvB

Folgerung 2.1.2. Es seien A, B € (A)|a, b]. Dann gelten die Rechenregeln

m(AU B) <m(A)+m(B) (2.1.7)
m(AUB) =m(A) +m(B), falls ANB=gist (2.1.8)
(A) =m(ANB)+m(A\ B) (2.1.9)
m(AUB) =m(A) +m(B\ A) (2.1.10)
m(B\ A) =m(B) —m(A), falls AC B ist (2.1.11)
m(A) <m(B), falls AC B ist (2.1.12)

Beweis. a.) Da stets m(AN B) > 0 ist, folgt die Behauptung (2.1.7) unmittelbar aus (2.1.6).
b) Da AN B = @ ist, geht (2.1.6) unter Beriicksichtigung von (2.1.5) in (2.1.8) tber.

c) Aus
A=(ANnB)U(A\ B) und (ANB)N(A\ B) =

folgt unter Beriicksichtigung von (2.1.8) die Behauptung (2.1.9).

d) Die Mengen A und B\ A sind disjunkt, und ihre Vereinigungsmenge ist A U B. Wegen
(2.1.8) gilt somit (2.1.10).

e) Wegen A C Bgilt B= AU (B\ A). Da An(B\ A) = @ ist, folgt aus (2.1.8) die
Beziehung
m(B) =m(A) +m(B\ A) (2.1.13)

und hieraus die Behauptung (2.1.11).
f) Da m(B\ A) > 0 ist, folgt (2.1.12) unmittelbar aus (2.1.13).

Beispiel 2.1.4. Esiist [0, 1] € 2([0, 1], und auf Grund von Beispiel 2.1.3 ist auch A := [0, 1]NQ €
2([0, 1]. Die Menge aller irrationalen Zahlen des Intervalle [0, 1], also die Menge [0, 1] \ A, ist
gemaB Satz 2.1.2b ebenfalls eine Lebesgue-messbare Teilmenge von [0,1]. Da A C [0, 1] ist,
erhalten wir wegen (2.1.11) und (2.1.4) die Beziehung

m([0, 1]\ A) = m([0,1]) —=m([0,1]NQ) =1 -0 =1

Durch vollsténdige Induktion beweist man die Verallgemeinerungen von (2.1.7) und (2.1.8).
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Folgerung 2.1.3. Es seien Ay, Ay, ..., A,, € 2A[a, b]. Dann ist

m (Lnj Ak> zij (2.1.14)

k_

und es gilt, falls die Mengen Ay, A4, ..., A,, paarweise disjunkt sind,

m (U Ak> =3 m(A) (2.1.15)

Definition 2.1.1. Es seien A, Ay, Ay, ... Teilmengen von [a, b]. Die Folge (A,)

a) konvergiert von unten gegen A, in Zeichen A, 1 A, genau dann, wenn A = G A, und
n=0

stets A,, C A, ist,

b) konvergiert von oben gegen A, in Zeichen A, | A, genau dann, wenn A = N A, und
n=0
stets A, DO A, 41 ist.

Beispiel 2.1.5. Es seien

1 1
A, = {, 1] , B, =
n—+2 ‘n+1
Wir beweisen, dass die Folge (A,,) von unten gegen A := (0, 1] vgl. Abb. 2.1.3) und die Folge
(B,,) von oben gegen B := {0} konvergiert (vgl. Abb. 2.1.4).
Az
Aq -
r do N
43 a 1
T T 2

Abb. 2.1.3

Beweis. Offensichtlich ist A,, C A, 11 bzw. B, D B, 1.
a) Essei z € A, also 0 < 2 < 1. Dann existiert eine natiirliche Zahl n mit der Eigenschaft

% < 2 < 1. Dies besagt x € A,, bzw. z € oLj A,,. Somit ist A C OLj A,.

Ist andererseits © € U A, so gibt es ein k mit z € A;. Dies bedeutet k+2 <z<lI.
n=0

Hieraus folgt 0 < x < 1 bzw. x € A. Folglich gilt U A, C A. Aus beiden Teilergebnissen
n=0

o0
erhalten wir A= U A,,.
n=0

—p—
r _ ﬁ _ bl
Abb. 214 ¢+ -1+ 9 % 1

b) Es ist {0} C ﬁ B, da die Bedingung 0 € B, fiir jede natirliche Zahl n erfillt ist.
n=0
Umgekehrt folgt aus x € ﬁ B,,, dass die reelle Zahl = die Ungleichung
n=0

1 1
<z<
n+1~ “n+1
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fir jede natiirliche Zahl n erfiillen muss. Dies ist aber nur fir x = 0 méglich. Also ist () B,, C

n=0

{0}. Aus beiden Teilergebnissen folgt B = Oﬁ B,.
n=0

Satz 2.1.4. Es seien A, Ag, Ay, ... Teilmengen von [a,b]. Dann gilt
a) A, T A< xa, Txa
b) An L A xa, 4 X4

Beweis. a;) Es gelte A, 1T A, d.h, esist A = G A, und A, C A, fur alle n. Auf
n=0

Grund von Satz 2.1.1e ist denn stets x4, < XA”H,ZI.h. (xa,) ist eine monoton wachsende
Funktionenfolge.

Es sei x € A. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n, derart, dass x € A, ist. Wegen A,,, C A,
fur alle n > ny, ist auch = € A, fir alle n > ng. Somit gilt xy4(x) =1 und x4, = 1 fir alle
n > ng, d.h., es ist

lim x4, (z) = xa(x) (2.1.16)

n—oo

Es sei © ¢ A. Dann ist auch = ¢ A, fir alle n, d.h., es gilt xa(z) = xa,(x) = 0 fir alle n.
Dies bedeutet, dass ebenfalls (2.1.16) erfillt ist.

ay) Es gelte x4, T xa, d.h., esist dim x4, = xa und x4, < X4, fur alle n.
Auf Grund von Satz 2.1.1e ist dann stets A,, C A, ;1.

Es sei x € A. Dann gilt nh—>nolo Xa, (x) = 1. Dies besagt, dass es eine natiirliche Zahl ny gibt

derart, dass x4, () > 0, also xa,(x) = 1 bzw. x € A, ist fir alle n > ng. Somit ist zu
z€ U A, Folglichgilt AC U A,.

n—oo n—0o0

Es sei © ¢ A. Dann ist lim Xa, (z) = 0. Dies besagt, dass es eine natirliche Zahl n,, gibt
derart, dass x4, (x) = 0 bzw. x ¢ A,, ist fir alle n > ny. Wegen Ag C A; C ... C A, gilt
dann aber auch x ¢ A, fir alle n < ny.

Folglich ist x ¢ |U A,. Damit haben wir |J A, C A bewiesen.

n—oo n—oo
Aus beiden Teilergebnissen folgt A= U A,.
n—oo
bi) Es gelte A, | A, d.h.,esist A= N A, und A, D A, fir alle n.
n—oo

Auf Grund von Satz 2.1.1e ist dann stets x4, > Xa,,,, d-h., (xa,) ist eine monoton fallende
Funktionenfolge.
Es sei x € A. Dann ist x € A, fir alle n. Dies bedeutet x4(z) =1 und x4, (z) =1 fir alle
n, d.h., es gilt

lim x4, (x) = xa(x) (2.1.17)

n—o0

Es sei x ¢ A. Wegen Ay O A; D ... gibt es eine natiirliche Zahl ng, derart, dass x ¢ A, ist
fur alle n > ng. Dies bedeutet, dass (2.1.17) ebenfalls erfillt ist.

bs) Es gelte x4, | x4, d.h., esist nh—{goXA" = Xa und x4, > Xxa,., fir alle n. Dann ist auch
A, D A, fir alle n.

Es sei 2 € A. Dann gilt lim Xa,(x) =1,d.h., esist xa,(x) =1 bzw. x € A, fir alle n > ny.
Wegen Ay O A1 D ... D A, gilt dann aber auch z € A, firallen < ny. Alsoistz € [ A,.

n—oo
Folglich gilt AC N A,.

n—oo
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2.1 Lebesgue-messbare Mengen

Es sei x ¢ A. Dann ist Jim Xa,(x) =0,d.h., esgilt xa,(z) =0bzw. z ¢ A, fir alle n > ny.
Dann ist aber auch x ¢ N A,.

n—oo

Damit haben wir (| A, C A bewiesen.
n—oo
Aus beiden Teilergebnissen folgt A= (O A,.

n—o0
Satz 2.1.5. Es seien Ay, Ay, ... € Aa,b] und A C [a,b] mit A, T A bzw. A, | A. Dann ist
auch A € 2a, b], und es gilt
m(A) = lim m(A4,) (2.1.18)

n—oo
Beweis. Auf Grund von Satz 2.1.4 gilt zunachst nlggo XA, = X4, d. h., (xa,) ist eine eigentlich
konvergente Funktionenfolge, deren Glieder x4, wegen A, € la,b] Gber [a,b] Lebesgue-
integrierbare Funktionen sind.
Da stets |xa,| < 1 und 1 € Lla,b] ist, besitzt die Folge (xa,) eine lber [a,b] Lebesgue-
integrierbare absolute Majorante. Demnach ist die Grenzfunktion x 4 auf Grund von Satz 1.4.3
uber [a, b] Lebesgue-integrierbar, d.h., es ist A € 2A[a, b]. Wegen (1.4.20) gilt ferner

m(A) = /bXA(a:)da: = JL%jXAn(x)dx = /m(An)

a

Beispiel 2.1.6. Es seien

1 1 1

Wie in Beispiel 2.1.5 bewiesen wurde, gilt A, T A und B,, | B. Wegen A,,, By € [0, 1] und
A, B C [0,1] sind die Voraussetzungen des Satzes 2.1.5 erfiillt. Seine Anwendung fiihrt auf
die bereits bekannten Resultate A, B € [0, 1],

m(A) = lim ({1,D = lim (1— ! ):1
0

B =

Satz 2.1.6. Es seien Ag, Ay, ... € Ala,b]. Dann gehdren auch die Mengen OLj A, und F]o A,
n=0 n=0
zu Ala, b], und es ist

m (p@ An> < nf%m(An) (2.1.19)

Falls die Mengen Ay, Ay, ... paarweise disjunkt sind, gilt

m (Q) An> = i m(A,) (2.1.20)

n=0
Die letzte Eigenschaft wird o-Additivitat des Lebesgueschen MaBes genannt.

Beweis. Wir setzen
B, = U Ap, C, = ﬂ A, B:= U B,, C:= ﬂ C,
k=0 k=0 n=0 n=0

a) Esist B,C C [a, b], und es gilt stets B,, C B,,11, C,, 2 C,11. Folglichist B, 1 B, C,, | C'.
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2.1 Lebesgue-messbare Mengen

b) Wir zeigen B = OLj A,.
n=0
b1) Es sei x € B. Dann existiert eine natiirliche Zahl m mit z € B,,. Dies bedeutet, dass es

eine natirliche Zahl my mit my < m und = € A,,, gibt. Folglich gilt z € oLj A,, und somit

n=0
BC U A,
n=0
bs) Es sei z € oLj A,,. Dann existiert eine natiirliche Zahl m mit x € A,,. Folglich ist x € B,,
n=0
und damit auch z € B. Somit ist OLj A, C B.
n=0

c) Wir zeigen C = ﬁ A,.
1) Es sei v € C. Dann gilt z € C, fir alle n und damit auch = € A, fir alle n. Folglich ist
x € ﬂ A,, und somit C C ﬂ A,.

cy) Es sei zu z € ﬁ A,. Dann gilt x € A, fir alle n, also auch z € C,, fir alle n. Dies
n=0
bedeutet = € C. Folglich gilt ( A, C C.
n=0

d) Wegen Ay, Ay, ... € a, b] sind auf Grund von Folgerung 2.1.1 auch B, C,, € ™a,b]. In
a) wurde B, 1 B, C,, | C bewiesen, wobei B,C C [a, b] ist. Damit sind die Voraussetzungen
von Satz 2.1.5 erfilllt,

Folglich ist UOAn, ﬂoAn € AUla, b|.

e) Auf Grund von (2.1.18) gilt
m(U An> :m<U Bn> :nh_{](r)lom(B )—nh_{gjm(U Ak>
n=0 n=0 k=0

Beriicksichtigung von (2.1.14) bzw. (2.1.15) liefert
m (U An> < nhﬁrglo Z m(Ay) bzw. m (U An> = nhﬁrgo Z m(Ayg)
n=0 k=0 n=0 k=0

Dies ist mit den Behauptungen (2.1.19) bzw. (2.1.20) aquivalent.
Beispiel 2.1.7. Wir untersuchen, ob die durch

> 1 1
A:: L_JO|:1_227L71_227L+1:|

definierte Menge A Lebesgue-messbar ist, und bestimmen gegebenenfalls das Lebesguesche
MaB dieser Menge (Abb. 2.1.5).

Ao -
Abb. 215 ° 3 PO 1 Y
Es ist
_ 1 1
ATL = 1 _— ﬁ’ 1 22n+1 E Q[[O 1]

36



2.1 Lebesgue-messbare Mengen

fur alle n. Auf Grund von Satz 2.1.6 ist demnach A € [0, 1]. Um m(A) mit Hilfe von (2.1.20)
berechnen zu konnen, missen wir zunachst zeigen, dass die Mengen Ao, A1, ... paarweise
disjunkt sind. Es sei i < j. Dann gilt 2% < 2% bzw. i > 55 bzw. 1 — 5 < 1 — 5.
Dies bedeutet A; N A; = &. Wegen

1 1 1 1 /71\*
() =1~ g~ g = g = 3 ()

ist auf Grund von (2.1.20) demnach

L&V 1 Ikl !
A=-3(2) =1im > () == lim —2 =
m(4) 22(4> 2 n ookz::o(4> 2 noroo I 73

k=0

Von groBer Bedeutung fiir die Lebesguesche Integrationstheorie sind Mengen vom Lebesgue-
schen MaBe Null.

Definition 2.1.3. A C [a, b] heiBt eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null genau dann, wenn
A € a,b] und m(A) = 0 ist.

Satz 2.1.7. Es sei A C [a,b] eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null. Dann ist jede Teil-
menge B von A wieder vom Lebesgueschen MaBe Null.

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung ist x4 € L[a,b] und m(A) = 0. Wegen B C A gilt
0<xB < Xa (2.1.21)

Ferner ist
Jr(Ixal) = Jr(xa) = m(A) =0

und |xg| < |xa|. Entsprechend Theorem 1.3.1(iv) ist dann aber xp € Lla,b] und somit
B € a,b]. Da J, ein positives lineares Funktional auf L[a,b] ist, folgt aus (".1.21) in
Verbindung mit der Voraussetzung die Beziehung

0<m(B)<m(A)=0 bzw. m(B) =0

Satz 2.1.8. Es seien A, B C [a, b] Mengen vom Lebesgueschen MaBe Null. Dann sind auch die
Mengen AU B, A\ B und AN B vom Lebesgueschen MaBe Null.

Beweis. Auf Grund von Satz 2.1.2b gilt AUB, A\ B, AN B € 2Aa,b).

Da m(A) = m(B) = 0 ist, folgt aus (2.1.7) die Ungleichung 0 < m(AU B) < 0. Dies besagt
m(AUB) = 0. Mit Hilfe dieses Ergebnisses geht (2.1.10), falls wir dort A und B vertauschen,
iber in die Behauptung m(A\ B) = 0. Dies in (2.1.9) eingesetzt, ergibt m(AN B) = 0.
Satz 2.1.9. Es seien Ao, A1, ... C [a, b] Mengen vom Lebesgueschen MaBe Null. Dann ist auch
die Menge U A,, vom Lebesgueschen MaBe Null.

n=0

Beweis. Entsprechend Satz 2.1.6 ist G A, € Ua,b]. Da auf Grund der Voraussetzung
n=0
m(A,) = 0 ist fir alle n, folgt aus (2.1.19) die Beziehung

0§m<6 An> <0 bzw. m(TQOAn> =

n=0
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2.1 Lebesgue-messbare Mengen

Da jede Einermenge {c,} C [a,b] eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null ist, ergibt sich
aus Satz 2.1.9 unmittelbar die

Folgerung 2.1.4. Jede abzéhlbare Menge reeller Zahlen {co, ¢y, ...} C [a, b] ist eine Menge vom
Lebesgueschen MaBe Null.

Beispiel 2.1.8. Wir zerlegen das Intervall [0, 1] durch die Punkte %, 2 in drei Teile und entfernen

daraus das Intervall (3 3)

1

Jedes der beiden verbleibenden Intervalle {O, 3

} [3,1] zerlegen wir wiederum in drei Teile,

und zwar das erste durch die Punkte 1 3 § und das zweite durch die Punkte 7 5 § und entfernen
jeweils die mittleren Intervalle (é, %) (g, %).

SchlieBlich zerlegen wir jedes der vier Intervalle { é} [9, 3} [g, g} [S, } abermals in drei
1 2

Teile, und zwar das erste durch die Punkte 5=, 5=, das zweite durch die Punkte ;-

das
77 27
dritte durch die Punkte é—g g—g und das vierte durch die Punkte 3—‘;’, g—g und entfernen jeweils die

mittleren Intervalle ( 2) (l ﬁ), (Q @), (@ @) (Abb. 2.1.6). Dieses Verfahren setzen

270 27) 270 27) \27027) \277 27
wir unbeschrankt fort. Dadurch wird aus [0, 1] eine Menge

1= (53)0G5) 0 Gl v [Groar) v Groag) v (Groog) » (G o)
T \3'3 9’9 9’9 27727 277 27 277 27 27°27)1°

entfernt, die die Vereinigung von abzahlbar vielen paarweise disjunkten Intervallen ist.

¥ 4 H
ot 3 3
aob 216 hEY TREY na ey

Jedes dieser Intervalle ist eine Lebesgue-messbare Menge. Setzen wir

117
]

12
-(33)
0 3’3
12 7 8
=306 )
! 99)"\9°9
A ._(1 2)u<7 8>U<19 20>U(25 27)
2 \97 27 277 27 27’ 27 27’ 27) 7"

soist A = OLj , wobei die Ay, Ay, ... ebenfalls paarweise disjunkte Lebesgue-messbare Mengen

n=0
sind. Es ist
1
m(Ag) = 3
1 1 21
A = — _ = —
md) =35+5= 3
1 1 1 1 22
m(Ag) = oo+ oo+ oo+ 55 = o3

27 "o7 21 T2t 38
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2.2 Lebesgue-messbare Funktionen

Entsprechend Satz 2.1.6 gilt A € [0, 1] und
12 2\ 1 nosoNE - ()"
m =33 (5) =5m > (5) =5hm 8-
Auf Grund von Satz 2.1.2b ist wegen [0, 1], A € [0, 1] auch die Menge
C:=[0,1]\ A
die Cantorsche Menge heiBit, eine Lebesgue-messbare Menge. Entsprechend (2.1.11) ist dann
m(C) =m([0,1]) —m(A) =0

Die Cantorsche Menge ist also eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null. Von dieser Menge
lasst sich zeigen, dass sie eine liberabzahlbare Menge reeller Zahlen ist. Auf den Beweis dieser
Tatsache wollen wir im Rahmen dieses Bandchens verzichten.

Aufgabe 2.1.1. Man beweise, dass jedes A € 2[a,b] der Ungleichung 0 < m(A) < b—a
genugt.

Aufgabe 2.1.2. Man untersuche, ob die durch
<11 1
1= Ol
nL:Jl nn * 2n
definierte Menge A Lebesgue-messbar ist, und berechne gegebenenfalls das Lebesguesche MaB

dieser Menge.

2.2 Lebesgue-messbare Funktionen

Zur Menge R der reellen Zahlen fligen wir noch die beiden Elemente —oo und oo hinzu. Diese
Elemente hangen miteinander und mit allen reellen Zahlen a durch die Ungleichung

—00 < a < 00
und durch die Rechenregeln

G+ =00+a=00+00=00
a+(—00)=—00+a=—-00+(—0) =—00
00 fur a >0
a-00o=00-a=< 0 fir a=0
—oco fiir a<0

0000 = (—00) - (—0o0) =00
00 - (—00) = (—00) - 00 = —00
a-(=00) = (-00)-a=—(a-o0)
—(—00) =0

zusammen. Damit ist die Addition a + b mit a,b € R U {—00, 00} mit Ausnahme der beiden
Falle a = 00, b = —00 bzw. a = —00, b = 00 in RU {—o00, } stets ausfiihrbar.

Eine auf [a, b] definierte Funktion ¢, deren Wertebereich eine Teilmenge von R U {—o0, } ist,
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2.2 Lebesgue-messbare Funktionen

heiBt numerische Funktion. Jede auf [a, b] definierte reelle Funktion ist insbesondere auch eine
numerische Funktion, aber nicht umgekehrt.

Es seien ¢, v auf [a, b] definierte numerische Funktionen. Entsprechend den obigen Festlegun-
gen fir Elemente aus R U {—o0, } verstehen wir unter

Ao, o+, o0, el e U, oM, of, @~

die durch
(Ap)(@) == Ap(x)
(e +v)(x) = p(z) + Y(x) (falls definiert)
(p¥)(z) == p(z)¢(z)
ol (z) == |e(z)]
(p L) (z) == max{p(z),¥(z)}
(o M) (2) == min{p(z), ()}
p*(x) = (pL0)(2)
¢ (x) == —(¢0)(x)

definierten numerischen Funktionen, wobei A € R U {—o00, 00} ist.
Es sei ¢ € L[a,b] und c eine beliebige reelle Zahl. Die Frage, ob die Menge

A ={x € [a,b] : p(x) < 0} (2.2.1)
Lebesgue-messbar ist (Abb. 2.2.1), beantwortet der folgende

Satz 2.2.1. Es sei ¢ € L[a,b]. Dann ist fir jede reelle Zahl ¢ die Menge Menge A. Lebesgue-
messbar

T ——
DS e Tl e O I L

Z

I by x
Abb. 2.2.1 Ac >\'

Beweis. Wegen A. = {x € [a,b] : ¢ —¢(x) > 0} und ¢ := ¢ — ¢ € Lla, b sind die Vorausset-
zungen von Satz 1.3.4 erfiillt. Demnach ist x4, € Lla, b], und somit gilt A. € [a, b] fiir jede
reelle Zahl c.

Definition 2.2.1. Eine auf [a, b] definierte numerische Funktion ¢ heiBt auf [a,b] Lebesgue-
messbar genau dann, wenn fiir jede reelle Zahl ¢ die durch (2.2.1) definierte Menge A.
Lebesgue-messbar ist.

Mit 90t[a, b] bezeichnen wir das System aller auf [a, b] Lebesgue-messbaren numerischen Funk-
tionen.

Beispiel 2.2.1. Wir untersuchen, ob die durch

{ L firz € [-1,1]\ {0}

#lr) = firx =0
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2.2 Lebesgue-messbare Funktionen

auf [—1, 1] definierte numerische Funktion ¢ auf [—1, 1] Lebesgue-messbar bzw. tiber [—1, 1]
Lebesgue-integrierbar ist (Abb. 2.2.2).

f— — o ———— S — —

Abb. 2.2.2

Dazu miissen wir lberprifen, ob die Menge A, fiir jede reelle Zahl ¢ Lebesgue-messbar ist. Es
gilt
A, ={zxe[-1,1] : p(z) < ¢}
%} firc <0
- {0} fir0<c<1
1 1 .
{—1,—%) u{0}U (%’1} fire>1

Da die Mengen @, {0}, [ —) (\[, } Lebesgue-messbar sind, ist auch die Menge A.
fir jede reelle ZahI c Lebesgue messbar. Somit ist ¢ € M[—1,1].

Wir zeigen, dass die Funktion ¢, die eine reelle Funktion ist, Grenzfunktion einer monoton
wachsenden Funktionenfolge ist, die aber nicht integralbeschrankt ist. Durch

en(r) = o(@)[X[-1,-1/m) (T) + X[/ ()]
4 firze {—1 —f] U [%,1]

:{ 0 firze (—1 1)

wird auf [—1, 1] eine Funktionenfolge (¢,,),>1 definiert (Abb. 2.2.3).

(2.2.3)

yi
4 ¢
il \
%/Iil l \9}'
/ by
s | N
- Y
b L
] o
1 %-“—g&_}k_—_“&_;
Abb. 2.2.3 o n

Zunéachst beweisen wir, dass ¢ Grenzfunktion der Folge (2.2.3) ist, wobei wegen ¢, € E[—1, 1]
auch ¢ € L[—1,1] ist. Dazu setzen wir

A, = {—1,—1] , B, = [1,1]
n
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2.2 Lebesgue-messbare Funktionen

Offensichtlich ist A, C A1, By C Bosy und U A, = [~1,0), U B, = (0,1].
n=1 n=1
Demnach gilt A,, 1 [-1,0) und B, 1 (0, 1]. Beriicksichtigung von Satz 2.1.4a liefert

lim x4, = X[-1,0) ; lim xB, = X(0,1

n—oo n—oo

Auf [—1, 1] gilt demnach

A, on = @ i (Xa, +x,) = @(lim xa, + lim xs,

= o(X[-1,00 + X0,1]] = ©X[-11\{0} = ¢

Wegen

P41 = Pn = C(Xaps1 = Xau T XBosi XB,) = PX(=1/n,~1/(n+1)] T PX[1/(n+1),1/m)\{0} = ¥

ist (¢n)n>1 €ine monoton wachsende Funktionenfolge. Ferner ist

—1/n 1
dx dx 17e="1/n 17%=t
Ji(on) = ﬁ‘f‘ Pl L e Ly =n—1—-1+n
also
Jr(pn) =2n —2 (2.2.4)

Dies besagt, dass die Zahlenfolge (J1.(,)) nicht beschrankt ist. Ware ¢ € L[—1, 1], so folgte
wegen @, < ¢ stets Jp(p,) < Jp(p), was (2.2.4) widerspricht.
Aus Satz 2.2.1 ergibt sich unmittelbar die

Folgerung 2.2.1. Jede iiber [a, b] Lebesgue-integrierbare reelle Funktion ist auf [a, b] Lebesgue-
messbar.

Folgerung 2.2.2. Fiir jede auf [a, b] stetige reelle Funktion ¢ gilt ¢ € M|a, b].

Beweis. Wegen ¢ € FEla,b] ist auch ¢ € L[a"b]. In Verbindung mit Folgerung 2.2.1 ergibt
sich die Behauptung.

Da jede auf [a, b] konstante reelle Funktion auf [a, 0] stetig ist, erhalten wir in Verbindung mit
Folgerung 2.2.2 die

Folgerung 5.2.3. Jede auf [a, b] konstante reelle Funktion ist auf [a,b] Lebesgue-messbar.

Auf Grund von Folgerung 2.2.1, umfasst das System 9t[a, b] das System L[a,b]. Gegeniiber
dem System L[a, b] hat das umfassendere System 9t[a, b] den groBen Vorzug, dass in ihm die
in der Analysis wichtigen Operationen wie Addition (falls diese ausfiihrbar ist), Multiplikation,
Betragsbildung und Grenzwertbildung nicht aus diesem Funktionensystem herausfiihren.

Den Nachweis dieser Tatsache fiihren wir in Teilschritten. Zunachst beweisen wir den

Satz 2.2.2. Eine auf [a,b] definierte numerische Funktion ¢ ist auf [a,b] Lebesgue-messbar
genau dann, wenn eine der folgenden Aussagen fiir alle reellen Zahlen c erfillt ist:

a) {z € [a,b] : p(z) < c} € Ala,b],
b) {z € [a,b] : p(x) < ¢} € Wla, 1],
c) {z € la,b] : p(z) > c} € Ala, b,
d) {z € [a,b] : p(x) > c} € Ala, D]
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2.2 Lebesgue-messbare Funktionen

Beweis. a) = b): Zunachst beweisen wir die Beziehung

{z €la,b]: p(z) <c} = ﬁ {x € [a,b] : p(x) < c+ 1} (2.2.5)

n=1 n

Es sei 29 € {z € [a,b] : ¢(z) < c}. Wegen ¢(z) < c gilt dann p(zo) < ¢ + 3 fiir jede
positive natlrliche Zahl n. Dies besagt

Ty € ﬁ {SCG [a,b] : o(x) <c—|—1}

n=1 n

Folglich ist
{z€a,b]:ple)<c} C ml{x € [ab]: plz) < c+ 1}

n

Es gelte umgekehrt
pay 1
zo € () {x € [a,b] : p(x) < c—i—}

n=1 n

Dies besagt ¢(x) < ¢+ = fiir jede positive natiirliche Zahl n. Hieraus folgt ¢(xo) < ¢, also
ist 29 € {x € [a,b] : p(x) < 0}. Somit gilt

[e.e]

N {zelat]: o) <c+;} C{z€lab:plz) <c)

n=1
Damit ist (2.2.5) bewiesen.

Da nach Voraussetzung jede der Mengen {a: € [a,b] : p(x) < c+ %} Lebesgue-messbar ist,
gilt auf Grund von Satz 2.1.6 auch

o0

N {x € la,b] : p(z) < o+ i} & Afa, 1

womit wegen (2.2.5) die Behauptung bewiesen ist.

b) = ¢): Auf Grund von

{zcla,b]:p(a) >cf ={z €0, : p(z) <}
der Voraussetzung b) und Satz 2.1.2b ist auch
{z €la,b] : p(z) > c} € Ala, b

c) = d): Analog wie (2.2.5) wird die Beziehung

(relatl: o) >k =N frefwd o) >c— )

n=1 n

bewiesen. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus der Voraussetzung c) und Satz 2.1.6.

d) = a): Die Behauptung folgt aus

{z ela,b]:p(x) <c}={zrelab]:p(r)>c}
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Aus diesem Satz ergibt sich unmittelbar die

Folgerung 2.2.4. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte numerische Funktion. Dann ist ¢ € M|a, b]
genau dann, wenn —p € Ma, b] ist.

Satz 2.2.3. Es sei A C [a,b]. Dann ist x4 € 9MJa,b] genau dann, wenn A € M[a, b] ist.
Beweis. a) Es sei x4 € M[a, b]. Dann ist auf Grund von Satz 2.2.2 insbesondere

B :={z € [a,b] : xa(x) <1} € Aa, b]
C:={x €la,b]: xa(x) > 1} € Ala, d]

und somit auch
A={z€a,b]: xalzr) =1} = BNC € Aa,b]

b) Es sei A € 2[a,b]. Dann ist x4 € L|a, b]. Die Behauptung ergibt sich aus Folgerung 2.2.1.

Eine auf [a, b] definierte reelle Funktion f heiBt eine Treppenfunktion, wenn sich f in der Form

f= Xn: CkX Ay, (2.2.6)

darstellen lasst, wobei cq, ¢1, ..., ¢, reelle Zahlen und Ao, A4, ..., A,, Teilmengen von [a, b] sind.
Da die Funktionen x4, nur die Werte 0, 1 annehmen kénnen, ist der Wertebereich einer
Treppenfunktion stets eine endliche Menge reeller Zahlen.

Beispiel 2.2.2. Es seien [a,b] := [1,5], Ay := [1,2), A := [3,4), Ay := [4,5] und ¢y = 1,
¢1 = —1, ¢y := 2. Dann wird auf [1,5] durch

J = XA, — XA+ 2Xa,

eine Treppenfunktion definiert, deren Bild in Abb. 2.2.4 veranschaulicht ist.

Abb. 2.2.4
Mit T'[a, b] bezeichnen wir das System aller auf [a, b] Lebesgue-messbaren Treppenfunktionen.

Satz 2.2.4. Jede Treppenfunktion f der Form (2.2.6) mit Ay, Ay, ..., A, € Aa, b] ist iber [a, D]
Lebesgue-integrierbar, und es gilt

= /f(x)dx = zn:ckm(Ak) (2.2.7)

Insbesondere ist also finT[a, b]. Umgekehrt kann jede Funktion f € T'[a,b] in der Form (2.2.6)
mit paarweise disjunkten Mengen Ay, A1, ..., A,, € Ula, b] dargestellt werden.

Beweis. Wegen Ay, ..., A, € Aa,b] gilt x4y, ..., Xa, € L[a,b]. Da Lla,b] ein Vektorverband
ist, gilt f € L[a,b]. Ferner ist

b b o,

/f(x)dx :/EZ:OCkXAk(x)dx = |:Ck:/XAk dx] = ﬁ:ckm(Ak)

a a k=0
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womit (2.2.7) bewiesen ist.

Es sei nun f eine beliebige Funktion aus T'[a, b]. Der Wertebereich von f besteht aus endlich
vielen paarweise verschiedenen reellen Zahlen ¢y, ..., ¢,. Da f auf [a,b] Lebesgue-messbar ist,
sind die Mengen

A ={zx €la,b]: f(x)=c} ={z €a,b]: f(x) <cp}N{x €a,b]: f(x) >}

Lebesgue-messbar. Wegen c¢; # c¢; fir @ # j sind die Mengen A, ..., A,, paarweise disjunkt.
Wir zeigen, dass

f= E:(%XAk
k=0

ist. Ist x € [a, b], so gibt es ein i mit f(z) = ¢;. Es folgt x € A; und x ¢ A, fir i # k, also
f(x) = ci=cixa(x) = Z kx4, ()
k=0

Damit ist Satz 2.2.4 bewiesen.

Satz 2.2.5. Das System T'[a,b] aller auf [a,b] Lebesgue-messbaren Treppenfunktionen bildet
eine Verbandsalgebra.

Beweis. Es sei f,g € Tla,b] und A € R. Nach Satz 2.2.4 kann f bzw. g in der Form (2.2.6)
bzw. .
g=">_ dixa,
k=0
mit Ao, ..., A, € A[a,b] bzw. By, ..., By, € Ua, b] dargestellt werden. Wegen

>\f = Z()‘Ck)XAk ’ f +g= Z CkX A, T Z deBk
k=0 k=0 k=0

folgt aus Satz 2.2.4, dass Af und f + g in T[a, b] liegen. Auf Grund von Satz 2.1.1b gilt

fg=>> ckdrxann,

k=0r=0

und da Ax N B, € Aa,b] ist, folgt fg € Ta,b]. In der Darstellung (2.2.6) der Funktion f
konnen die Lebesgue-messbaren Mengen Ay, Ay, ..., A, auf Grund von Satz 2.2.4 paarweise
disjunkt gewahlt werden. Die Funktion

h=>"|eklxa,
k=0

liegt wieder in T'[a, b]. Wir zeigen, dass h = |f| und damit |f| € T'[a, b] ist.

Liegt = in einer der Mengen Ay, so ist f(x) = ¢, h(z) = |ck| und damit | f(x)| = h(z). Liegt
aber z in keiner der Mengen Ay, so ist A(x) = 0 und f(x) = 0, also wiederum | f(z)| = h(z).
Damit ist Satz 2.2.5 bewiesen.

Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte beschrankte Lebesgue-messbare reelle Funktion. Wir wollen
diese Funktion durch Treppenfunktionen approximieren. Es gibt eine nichtnegative reelle Zahl
¢ derart, dass

—c<p(x)<c (2.2.8)
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ist fiir alle € [a, b]. Ferner sei
Z:i—c=yo<y <..<yp=c (2.2.9)
eine beliebige Zerlegung des Intervalls [—c, ¢] der y-Achse und

d(Z) = max (Y — Y1) (2.2.10)

Die Menge
A ={z € [a,b] : yp_1 < (x) < yp} (2.2.11)

ist in Abb. 2.2.5 veranschaulicht.

Abb. 2.2.5
Offensichtlich lasst sich A;, auch in der Form
A ={z €[a, 0] : p(z) <y} \ {z € a,b] - o(x) < e}
schreiben. Wegen ¢ € M|a, b] gilt demnach
{zelfab]: o) <ut , {releb]: o) <y} e Aab]

Folglich ist auch A, € A[a,b]. Mit Hilfe der Mengen Ay, ..., A,, € A[a,b] definieren wir auf
la, b] die Treppenfunktion

fz = yk-1xa, (2.2.12)
k=1

die die zur Zerlegung (2.2.9) gehdrende Treppenfunktion von ¢ heiBt. Auf Grund von Satz 2.2.4
gilt fz € L|a,b]. Offensichtlich ist auch die positive reelle Zahl ¢ von (2.2.8) eine Schranke
der Treppenfunktion f.

Es sei x ein beliebig vorgegebener Punkt des Intervalls [a, b]. Wegen (2.2.8) und (2.2.9) gibt
es genau ein k£ mit

Ye-1 < (7)) < (2.2.13)
also mit x € A, d.h., es ist
|0 fir j-k
X4, (1) = { | far j =k (2.2.14)
Mit Hilfe von (2.2.14) erhalten wir aus (2.2.12) die Beziehung
fz(l’) = Yk—-1 (2215)
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Beriicksichtigung von (2.2.13), (2.2.15) und (2.2.10) liefert die Abschatzung
0 <o) —yp—1 = p(x) = f2(x) <yr — f2(2) =y — yp—1 < d(Z)
fur jedes x € [a, b]. Demnach gilt auf [a, b] die Abschatzung
o< p—fz<d(Z) (2.2.16)

Mit diesen bereitgestellten Hilfsmitteln beweisen wir die folgenden beiden Satze.

Satz 2.2.6. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte beschrankte reelle Lebesgue-messbare Funktion.
Ist ¢ eine Schranke von ¢, Z mit (2.2.9) eine beliebige Zerlegung des Intervalls [—c¢, ¢| und Z’
eine Verfeinerung von Z, so gilt stets f, < f...

Beweis. Wir konnen uns darauf beschranken, dass die Zerlegung Z’, einen Teilpunkt mehr
enthalt als die durch (2.2.9) definierte Zerlegung Z, also von der Form

Z'i—c=yy < . <Y1 <N<Y < ..<yYp=c

ist. Zur Zerlegung Z gehéren die durch (2.2.11) definierten Mengen Ay, ..., A,, € [a, b] bzw.
zur Zerlegung Z’ gehoren die durch (2.2.11) definierten Mengen Ay, ..., A; 1, Aj11, ..., A, €
A[a, b] und die beiden Mengen

Al i={x € fa,b] s y;-1 < () <n} € Aa,b]
Al = {x € a,b] :n < p(x) <y} € Ala,b]

Wegen A; = AL U A7 und A} N A7 = & gilt x4, = X+ Xar. Hieraus folgt

Yi-1XA; = Yj-1Xa; T Yj1Xar < YiaXa, +nxar (2.2.17)
Ferner ist
Jj—1 n
fzr = Z Ye—1XA, T+ Yj—1XAL =+ nxa + Z Yk—1X Ag
k=1 k=j+1

Beriicksichtigung von (2.2.17) liefert die Behauptung.

Satz 2.2.7. Jede auf [a, b] definierte beschrankte reelle Lebesgue-messbare Funktion ¢ ist ber
[a, b] Lebesgue-integrierbar.

Beweis. Es sei ¢ eine Schranke von ¢, Z,, mit n > 1 die aquidistante Zerlegung des Intervalls
[—c, c] in 2™ Teilintervalle. Dann ist

_2c ¢
- omn - gn—1

d(Zy,) (2.2.18)
und die Zerlegung Z, . ist eine Verfeinerung der Zerlegung Z,. Bezeichnen wir mit f,, die
Treppenfunktion von ¢, die zur Zerlegung Z,, gehort, so gilt auf Grund von Satz 2.2.6 die
Abschatzung

fn < fat (2.2.19)
Beriicksichtigung von (2.2.16) und (2.2.18) ergibt
c
0< ¥ = fn < on—1
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Hieraus folgt:
lim f, =¢ (2.2.20)

n—oo

Die Beziehungen (2.2.19) und (2.2.20) besagen, dass (f,) eine eigentlich konvergente mono-
tone Funktionenfolge mit f,, € L|a, b] ist.

Da ¢ eine Schranke von ¢ ist, erhalten wir unter Verwendung von (2.2.16) die Abschatzung
fn < ¢ <c. Wegen f,,c € Lla,b] und Satz 1.3.3 folgt ¢ € La, b] sowie

Jr(p) = lim Jp(fn) (2.2.21)

womit der Satz bewiesen ist.

Von Henri Lebesgue (1875-1941) wurde urspriinglich ein anderer Weg zur Definition des nach
ihm benannten Integralbegriffs eingeschlagen. Mit anderen Mitteln definierte er zunachst das
System der Lebesgue-messbaren Mengen und das ebenfalls nach ihm benannte Lebesguesche
MaB.

Die Definition der messbaren Funktionen erfolgte wie in Definition 2.2.1. Fiir messbare Trep-
penfunktionen f der Form (2.2.6) bzw. fiir beschrankte messbare Funktionen ¢ definierte
Lebesgue dann das Integral J.(f) gemaB (2.2.7) bzw. J.(¢) durch (2.2.21).

Satz 2.2.8. Es seien ¢, € MJa, b]. Dann gehdren auch die Funktionen ¢ LI ¢ und ¢ M) zu
Mla, b].

Beweis. Wegen ¢, ¢ € Ma, b] gilt fir jede reelle Zahl ¢ stets

A:={z €la,b]: p(z) <c} € AUa,b
B :={x € [a,b] : Y(x) < ¢} € Ala, D]

a) Zunachst zeigen wir die Giiltigkeit der Beziehung
C:={zeab:(pUy)(z)<c}=ANB

Es sei g € C. Dann gilt ¢(zy) < ¢ und ¥(xy) < 0. Dies bedeutet 2y € A und zg € B bzw.
2o € AN B. Somitist C C AN B.

Es sei 2o € AN B. Dann gilt 9 € A und zg € B bzw. p(z¢y < ¢ und ¥(xg) < 0 bzw.
max{¢(zg), ¥ (zo)} < ¢ bzw. (p L) (xo) < ¢ bzw. xy € C'.
Folglich ist AN C C'. Entsprechend Satz 2.1.2b ist C' € [a, b] und damit ¢ L € M(a, b].

b) Auf Grund von (1.1.16) genlgen reelle Funktionen ¢, der Beziehung
Ny =—=[(=p) U (=¢)] (2.2.22)

die offensichtlich auch fiir numerische Funktionen ¢, gilt. Die Behauptung folgt dann aus
(2.2.22) in Verbindung mit Folgerung 2.2.4 und Beweisteil a), womit der Satz bewiesen ist.

Es sei (¢,,) eine Folge numerischer Funktionen ¢,, mit gemeinsamem Definitionsbereich [a, b].

Dann wird durch . .
(U @k) bzw. <ﬂ 9%)
k=0 k=0

eine monoton wachsende bzw. eine monoton fallende Funktionenfolge definiert, die die Grenz-
funktion

Pr= Upn=lim o baw o7 = [ Ten = lim [ ]
= n=0 k=0

n=0
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besitzt. Ist ¢ die Grenzfunktion von (¢,,), so gilt
p=[11 e (2.2.23)
n=0k=n

Der Beweis von (2.2.23) erfolgt analog zum Beweis des Satzes 1.4.2.

Satz 2.2.9. Es seien g, @1, ... € MJa,b]. Dann gehdren auch die Funktionen o|_|O onund [ @n
n=0 n=0
zu Ma, b].
Beweis. Wegen ¢y, 1, ... € M]a, b] sind fir jede reelle Zahl ¢ die Mengen
Ap ={x € |a,b] : pn(z) < c} € Aa,b]

a) Zunachst zeigen wir die Giiltigkeit der Beziehung
A={ze€ab:p(x)<c}=[)A
n=0

Es sei 2y € A. Dann gilt p*(z) = lim Iil ©r(ro) < c. Hieraus folgt ¢, (o) < ¢ bzw. 29 € A,
n—00 k=
fir jede natirliche Zahl n.
Folglich ist xg € ) A, und somit A C N A,.
n=0 n=0

Es sei xzgin Oﬁ A,,. Hieraus folgt xg € A, bzw. ¢, (o) < c fir jede natirliche Zahl n. Dann
n=0

ist auch ¢*(zg) < ¢ bzw. x € A. Folglich gilt ﬂ A, C A.
Auf Grund von Satz 2.1.6 ist A € 2[a, b] und damlt ©* € Ma, b).

b) Zunachst zeigen wir die Giiltigkeit von

ﬁ Op = — G (—n) (2.2.24)

Fir alle z € [a,b] gilt

n—oo

[ | ¢n(@) = lim [ | @(@) = lim min{go(), ... pa(2)}
n=0 k=0

n

— — lim max{—gy(z), ..., —n(x)} = — lim k:|j| [—or(z)] = — @0[_90

Die Behauptung ¢** € M[a, b folgt dann aus (2.2.24) in Verbindung mit Folgerung 2.2.4 und
Beweisteil a).

Satz 2.2.10. Es seien g, ¢1, ...M[a, b], und ¢ sei eine auf [a, b] definierte numerische Funktion,
die Grenzfunktion der Folge (¢,) ist. Dann ist auch ¢ € 9a, b].

Beweis. Auf Grund von Satz 2.2.9 gilt fiir die Funktionen

= |_| Pk = |_| POnik € Ma, ]

k=0
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und [] ¥, € Ma,b]. Wegen (2.2.23) ist dann auch ¢ € M|a, b].
n=0

Satz 2.2.11. Eine auf [a, b] definierte numerische Funktion ¢ ist auf [a,b] Lebesgue-messbar
genau dann, wenn es eine Folge (p,,) mit ¢ = lim ¢, gibt derart, dass die Glieder ), der

Folge Uber [a, b] Lebesgue-integrierbare beschrankte Funktionen sind.

Beweis. a.) Es sei (,) eine Funktionenfolge mit ¢, € L[a,b], ¢, auf [a,b] beschrankt und
p = lim @,.

n—oo

Wegen ¢,, € Lla, b] gilt entsprechend Folgerung 2.2.1 auch ¢,, € 9M[a, b]. GemaB Satz 2.2.10
ist dann ¢ € Ma, b].

b) Es sei ¢ € Ma, b]. Auf [a, b] definieren wir durch

= (pNn) U (=n)

eine Funktionenfolge (,,), deren Glieder ,, wegen Folgerung 2.2.3 und Satz 2.2.8 der Bedin-
gung ¢, € Mla,b] geniigen. Fiir jedes x € [a, b] gilt ferner

—n falls p(z) < —n
on(x) =1 @(z) falls —n < @(z) <n (2.2.25)
n falls ¢(x) >n

also |, (z)| < n. Dies besagt, dass die Funktion ¢,, auf [a, b] beschrankt ist. GemaB Satz 2.2.7
ist dann ¢,, € L]a,b]. Aus (2.2.25) folgt schlieBlich lim @, = ¢, womit der Satz bewiesen ist.

Ist ,varphi eine nichtnegative Funktion, so wird durch ¢, := (¢ Mn) U (—n) = ¢ Mn eine
monoton wachsende Folge (¢,) nichtnegativer Funktionen definiert. Aus dem Beweisteil b)
von Satz 2.2.11 ergibt sich demnach die

Folgerung 2.2.5. Zu jeder auf [a,b] Lebesgue-messbaren nichtnegativen Funktion ¢ gibt es
eine Folge (¢,) nichtnegativer beschrankter Funktionen ¢, € L[a, b] mit ¢, T ¢.

Beispiel 2.2.3. Mit Hilfe von Satz 2.2.11 beweisen wir, dass die auf [0, 1] durch

_J oo furzel0,1]NQ
g‘7(”’“")‘_{0 fir z € [0,1]\ Q

definierte nichtnegative Funktion ¢ auf [0, 1] Lebesgue-messbar ist.

11
= 1, =, -, ...
(Tk> <07 72737 )

die Folge (1.2.16) rationaler Zahlen r;, € [0, 1] und

Beweis. Es sei

Pn =0 X}
k=0

In Beispiel 1.2.4 haben wir ¢, € L[0,1] und ¢ = lim ¢, bewiesen. Ferner gilt |¢,(z)| < n
fur alle z € [0,1]. Auf Grund von Satz 2.2.11 ist demnach ¢ € 90, 1].

Beispiel 2.2.4. Mit Hilfe von Satz 2.2.11 beweisen wir, dass die auf [1, e] durch

0 firz =1
fur z € (1, €]

olz) = {

_ 1
z(Inz)?
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definierte nichtnegative Funktion ¢,, auf [1, e] Lebesgue-messbar ist.

1,1+ 1+
1+ %, e
definierte Funktionenfolge (¢,),>1 ein, deren Glieder ¢, wegen ¢, € E[l,¢]| tber [1,¢]
Lebesgue-integrierbare reelle Funktionen sind. Da ¢, auf [1 4 (1/n), €] stetig ist, ist ,, dort

und damit auch auf [1, e] beschrankt. Ferner gilt fiir alle z € [1, €] stets Im o, = oxag = .
Folglich ist ¢ € M1, €.

Beweis. Dazu fiihren wir auf [1, e] die durch

0 fir z €
fir z €

on(z) = @(x)X[H(l/n),e]@) = {

1
z(lnx)?

Satz 2.2.12. Es seien @, 1 € MJa,b]. Dann gehéren auch die Funktionen ¢t und ¢ + 1, falls
definiert, zu 9M(a, b].

Beweis. GemaB (2.2.25) definieren wir Folgen (¢y,), (1,,) mit Uber [a, b] Lebesgue-integrierbaren
beschrankten Funktionen ,,, 1, fir die

p=lim e, , = lim Y,

n—oo

ist. Offensichtlich sind auch die Funktionen ,,1,, und @, +1,, auf [a, b] beschrankt. Da L|a, b]
ein Vektorverband ist, gilt ¢, + 1, € L[a, b]. Wir zeigen, dass auch ¢, ¢, € L|a, b] ist.

Entsprechend dem Beweis von Satz 2.2.7 konstruieren wir zur Funktion ,,n eine Treppen-
funktionenfolge (fx) mit ¢, = klim fr, wobei fr € L[a,b] und jedes f; die gleiche Schranke
—00

¢ wie 1, besitzt. Dann gilt
ot = o Jim fi = Jim ¢

Auf Grund von Satz 1.3.5ist ¢ fx € L[a, b], da die f;, Linearkombinationen Lebesgue-integrierbarer
charakteristischer Funktionen sind.

Ferner ist |, fx| < ¢ fiir alle natirlichen Zahlen k. Da ¢* € La, b] ist, folgt schlieBlich aus
Satz 1.4.3 die Behauptung ¢, € L|a, b].

Ferner giltﬂ
vy = N on - lim v, = Tim ontpn
und, falls ¢ + ¢ definiert ist,
¢+t = lim @, + lim ¢, = lim (o5 + ¢n)

Damit ist (©ny,) bzw. (¢, + 1) eine Folge lber [a, b] Lebesgue-integrierbarer beschrankter
Funktionen, die punktweise gegen @1 bzw. ¢ + 1) konvergiert. Entsprechend Satz 2.2.11 ist
dann o, o + b € Ma, b].

Folgerung 2.2.6. Es seien ¢ € 9Ma,b], A € [a,b] und A € R. Dann gehdren auch die
Funktionen Ay und @x4 zu Ma, b)].

Beweis. Entsprechend Folgerung 2.2.3 und Satz 2.2.3 gilt A\, x4 € 9M[a, b]. Die Behauptung
folgt dann aus Satz 2.2.12.

Satz 2.2.13. Es sei ¢ eine auf [a,b] definierte numerische Funktion. Dann ist ¢ € M]a, b]

*1st p(x) = 0 und ¥ (x) = 0o oder umgekehrt, so ist ,(z)1,(z) = 0 wegen (2.2.25).
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genau dann, wenn die Funktionen ¢t und ¢~ zu 9M(a, b] gehoren.

Beweis. a) Es gelte p*, o~ € MJa, b]. Auf Grund von p = p* = ¢, Folgerung 2.2.4 und der
Tatsache, dass in o = ™ — ¢~ nicht der Fall co — co oder —co + oo eintreten kann, folgt
aus Satz 2.2.12 die Behauptung ¢ € M|a, b)].

b) Es sei ¢ € M|a, b]. Dann gilt entsprechend Satz 2.2.2 a,d fiir die beiden Mengen

A:={x € [a,b] : p(x) < 0} € Aa, bl
B:=A={x€la,b]:p(x)>0}ecAa,bl.

Wegen
_J 0 firx e A ) —p(z) firze A
(pxB)(z) = { o(x) firz e B ’ —(xa)(@) = { 0 firx € B
ist
vt=oxs ¢ =—(pxa)

Beriicksichtigung der Folgerungen 2.2.6 und 2.2.4 liefert die Behauptung o™, ¢~ € M|a, b].

Aufgabe 2.2.1. Man untersuche, ob die nichtnegative Funktion

()= { O fira=0
AT L fira e (0,1)
auf [0, 1] Lebesgue-messbar bzw. tber [0, 1] Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 2.2.2. Es sei « eine reelle Zahl mit & > 1. Man untersuche, ob die nichtnegative

Funktion
0 firz=0
W) = { = firz € (0,1]

auf [0, 1] Lebesgue-messbar ist.
Aufgabe 2.2.3. Man untersuche, ob die nichtnegative Funktion

o 0 furx =0
M= farae (0,1

zlnz

auf [0, 1] Lebesgue-messbar ist.

Aufgabe 2.2.4. Es sei ¢ € M|a,b] mit p(x) # 0 fir alle € [a,b]. Man beweise, dass dann
auch die Funktion i zu Ma, b] gehort.

Aufgabe 2.2.5. Man zeige mit Hilfe der Funktion

U(m)::{o furx =0

75 firz e (0,1

dass L]0, 1] keine Funktionenalgebra ist.
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2.3 Verallgemeinerte Integrale nichtnegativer Lebesgue-messbarer
Funktionen

Fir jede nichtnegative auf [a,b] Lebesgue-messbare Funktion ¢ ist die Funktion ¢ Mn be-
schrankt und damit wegen Satz 2.2.7 lber [a, b] Lebesgue-integrierbar. Da die Folge (¢ M n)
monoton wachsend ist, ist auch die Folge

/bw(x) Mndx

monoton wachsend. Es existiert somit der endliche oder unendliche Grenzwert

b b
*/go(x)dx = Jl)rgo/go(x) Mndx (2.3.1)
den wir das verallgemeinerte Integral der nichtnegativen auf [a, b] Lebesgue-messbaren Funk-
tion ¢ nennen.

Sind ¢, 1) zwei auf [a, b] Lebesgue-messbare Funktionen mit 0 < ¢ < 9, so ist stets ¢ Mn <
Y Mn, und folglich gilt

b b
*/gp(x)dx < */w(x)cm falls o < p < (2.3.2)

Satz 2.3.1. Fiir jede nichtnegative lber [a, b] Lebesgue-integrierbare Funktion ¢ ist

*/bgo(x)dx = /bgo(x)dx (2.3.3)

Beweis. Die Funktionenfolge (¢ M n) ist eine eigentlich konvergente Levi-Folge mit der Grenz-
funktion (. Die Folge der Integrale der Funktionen ¢ M n konvergiert daher gegen das Integral
von . Hieraus folgt die Behauptung.

Auf Grund dieses Satzes ist es (iblich, die Kennzeichnung des verallgemeinerten Integrale durch
einen Stern (oder ein anderes Symbol) zu unterlassen und die gleiche Schreibweise wie fiir das
eigentliche Lebesguesche Integral zu verwenden. Wir wollen aber durch Beibehaltung der un-
terschiedlichen Schreibweise vor Fehlschliissen warnen.

So ist es beispielsweise nicht immer erlaubt, die Differenz zweier nichtnegativer Lebesgue-
messbarer Funktionen bzw. ihrer Integrale zu bilden, weil dabei sinnlose Ausdriicke der Form
0o — 0o auftreten koénnen.

Mitunter wird auch fir gewisse auf [a, b] Lebesgue-messbare Funktionen ¢, die auch negative
Werte annehmen, ein verallgemeinertes Integral eingefiihrt. Voraussetzung hierfiir ist, dass
wenigstens eines der verallgemeinerten Integrale der Funktionen o' und ¢~ endlich ist. In
diesem Fall setzt man

b b b
*/gp(m)dm = */ ot (z)dx — */ p dx

Wir wollen hiervon keinen Gebrauch machen und verallgemeinerte Integrale ausschlieBlich fiir
nichtnegative Funktionen bilden.
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Beispiel 5.3.1. Fiir alle positiven reellen Zahlen ¢ und fiir alle auf [a, b] nichtnegativen Lebesgue-
messbaren Funktionen ¢ gilt die Tschebyschewsche Ungleichung

b

mlfr € [oh]: plx) > <)) < =*f pla)dr

a

die sich auch in der Form

m({x € [a,b] : p(x) = e}) <7 p(z)dz

a

schreiben lasst. Ist ¢ € L[a, b, so besagt die Tschebyschewsche Ungleichung

m{e € [0, plo) 2 e}) < [ p(a)de

Fir die in Abb. 2.3.1 dargestellte Funktion ¢ bedeutet dies anschaulich, dass der Inhalt des
schraffierten Rechtecks nicht groBer ist als der Inhalt der Punktmenge

{(z,y):a<z<b und 0<y<p)}

F————
xY

ag—————

Abb. 2.3.1

Beweis. Setzen wir
A:={z €la,b]: p(x) >¢e}

so ist wegen ¢(x) > 0 fir x € [a, b] stets

(z) = e-l=e<p(x) firxed
EXA\r) = e-0=0<¢p(x) firx ¢ A

Wegen A € 2|a, b] gilt x4 € L[a,b]. Aus xa < %gp folgt unter Bericksichtigung von (2.3.3)
und. (2.3.2) die Ungleichung

b b b

/XA(x)dx = */ xa(x)dr < 1*/ o(x)dx

Das ist die Behauptung.

Satz 2.3.2. Fiir jede monoton wachsende Funktionenfolge (¢,,), deren Glieder nichtnegative
auf [a, b] Lebesgue-messbare Funktionen sind, ist

/ lim ¢, (z)dr = lim /gp (2.3.4)

n—o0 n—o0
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2.3 Verallgemeinerte Integrale nichtnegativer Lebesgue-messbarer Funktionen

Beweis. Es gelte ¢, T . Auf Grund von Satz 2.2.10 gilt dann ¢ € 9M|a, b], und wegen ¢,, < ¢

ist
b b
*/ on(x)dx < */ o(x)dx

Jim /b on(z) < /b p(z)dx (2.3.5)

Fir jede natirliche Zahl m sind die Funktionen ¢, M m und ¢ M m Gber [a,b] Lebesgue-
integrierbar, und es gilt p,, M'm 1T ¢ Mm. Aus dem Satz von Lewi und Satz 2.3.1 folgt

also auch

n—oo n—o0

/(p(x) Mmdr = lim /gpn )Mmdr = lim >< ¢, (z) N mdz

Wegen ¢, Mm < ¢, ist

n—oo

/go(x) Mmdz < lim */ on(x)dx

Der Grenziibergang m — oo ergibt

b b
[ ela)dr < lim *[ o (@)de

In Verbindung mit (2.3.5) folgt hieraus die Behauptung (2.3.4).

Beispiel 2.3.2. Wie wir in Beispiel 2.2.1 bewiesen haben, ist die auf [—1, 1] durch

definierte nichtnegative Funktion ¢ auf [1, 1] Lebesgue-messbar, und es ist ¢ Grenzfunktion
der durch

Pn 2= PX[-1,—(1/n)]U[1/n,1]
auf [—1, 1] definierten monoton wachsenden Funktionenfolge (¢p),>1, deren Glieder ¢,, nicht-
negative Uber [—1,1] Lebesgue-integrierbare und damit auch auf [—1,1] Lebesgue-messbare

Funktionen sind. GemaB Satz 2.3.2 existiert demnach das verallgemeinerte Integral der durch
(2.3.6) definierten Funktion ¢. Wegen (2.3.4), Satz 2.3.1 und (2.2.4) ist somit

1 1
[ torta =]t tabts = i i = i [ 03 = -
e

also

1
*/ o(x)dr = 0o (2.3.7)

-1

Beispiel 2.3.3. In Beispiel 2.2.3 haben wir bewiesen, dass die durch

oo firze[0,1]NQ

pl) = { 0 firzel0,1\Q (2.38)
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auf [0, 1] definierte nichtnegative Funktion ¢ auf [0, 1] Lebesgue-messbar ist. In Beispiel 1.2.4
wurde gezeigt, dass ¢ Grenzfunktion der durch

Pn =10 X}
k=0

auf [0, 1] definierten monoton wachsenden Funktionenfolge (¢,,) ist, deren Glieder ¢,, nichtne-
gative Uber [0, 1] Lebesgue-integrierbare und damit auf [0, 1] Lebesgue- messbare Funktionen

sind und 51
= 1, -, —, ...
(Tk) (07 727 37 )

die Folge (1.2.16) rationaler Zahlen 7, € [0, 1] ist. Demnach existiert das verallgemeinerte
Integral der Funktion (2.3.8). Beriicksichtigung von (1.2.23) ergibt

1 1
/go Ydx = Jgrg/wn(x)dx =0
0

Beispiel 2.3.4. Wie wir in Beispiel 2.2.4 bewiesen haben, ist die auf [1, e] durch

0 firxz =1
SO(x) = { :p(Tlx)? fiir ¢ € (1,6] (2.3.9)

definierte nichtnegative Funktion ¢ auf [1,e] Lebesgue-messbar, und es ist ¢ Grenzfunktion
der durch

Pn(T) 1= OX[1+(1/n).e]
auf [1,e]| definierten Funktionenfolge (¢;),>1, deren Glieder ¢, nichtnegative iber [1, €]
Lebesgue-integrierbare und damit auf [1,e| Lebesgue-messbare Funktionen sind. Um Satz
2.3.2 anwenden zu kdnnen, miissen wir zunachst noch zeigen, dass (¢,),>1 eine monoton
wachsende Funktionenfolge ist. Die Behauptung folgt unmittelbar aus

On1 — Pn = CIX[+0/nt1)e] — X[1+(1/n)e]) = LX[+(1/n41),14+(1/n)) = O

Somit ist
; < d 1 r=e
*/ z)dr = lim /gpn Jdx = lim / 1 v 5 = lim {_1]
1 1+1/n z(lnz) NTlz=1+(1/n)
li 14+ 1
= lm _ -
n—oo hl (1 + %)
also

*/e o(x)dr = 00

Satz 2.3.3. Fir alle nichtnegativen auf [a,b] Lebesgue-messbaren Funktionen ¢, und alle
nichtnegativen reellen Zahlen ¢ ist

/b t(x)dr = t*/bgo(a:)dx (2.3.11)
*/b[@(x) + ¢ (z)]dr = */bgp(x)dm + */bw(x)dx (2.3.12)
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Beweis. Wir wahlen entsprechend Folgerung 2.2.5 nichtnegative beschrankte Funktionen

Ony U € Lla,b] mit v, T @, ¥, T . Dann gilt tp, T ty, v, + ¥, T ¢ + 1, und aus Satz
2.3.2 und. Satz 2.3.1 folgt

/ x)dr = / lim ty,(x)dx = lim */ ton(x)dr = lim /tgpn(x)dx

n—oo n—oo

b
=t lim /gpn dx—tnhm /gpn dx—t/ lim @, (z :t*/go(x)dx

n—o0 n—oo
a

und analog
fﬂw@+w@mm=ggfwwm+%@mm=hmli%@Mx+i%wm4

=fw@w+fwmm

a
Durch vollstandige Induktion beweist man die

Folgerung 2.3.1. Fiir alle nichtnegativen auf [a, b] Lebesgue-messbaren Funktionen g, ¢1, ..., n

gilt
br o, b
/ [Z wk(fv)] dv = [/ wk(x)dx] (2.3.13)
a Lk=0 k=0 | o
Eine wichtige Folgerung aus den Satzen 2.3.2 und 2.3.3 ist in Verallgemeinerung von (2.3.13)

der Satz von der o-Additivitat des verallgemeinerten Lebesgueschen Integrals.

Satz 2.3.4. Fiir jede Funktionenfolge (¢,), deren Glieder nichtnegative auf [a,b] Lebesgue-
messbare Funktionen sind, ist

/Z% )dz = Z /son (2.3.14)

a n=0

Beweis. Die Folge der Funktionen v, := Z @ ist monoton wachsend, und mit ¢ := Z Vp =
dim ¢y, gilt ¢, T . Unter Beruck5|cht|gung von (2.3.4) und (2.3.13) folgt

b b b n
[ etwyds = lim [n@)de = lim "] 3 oule)ds = hmZ/cpk dx—z/@k dr

k=0 4 k=0 4

Beispiel 2.3.5. Fiir jede natiirliche Zahl n ist die auf [0,1] durch ¢,(z) = “”7:11 definierte
nichtnegative Funktion ¢, auf [0, 1] Lebesgue-messbar, da ¢, € L[0, 1] ist. Auf Grund von

Satz 2.3.4 gilt demnach

1oo T [e%¢) 1xn+1 o] 11, o)
O/Zn—kl_zO/n—l-ldm_ZZn+1dx_T;](n+l)(n+2)
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also

L s

/ "
J 0n—|—1

Der nachfolgende Satz charakterisiert das System der iiber [a, b] Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen als Teilsystem des Systems der auf [a, b] Lebesgue-messbaren Funktionen.

Satz 2.3.5. Eine auf [a, b] definierte numerische Funktion ¢ ist genau dann tiber [a, b] Lebesgue-
integrierbar, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
a)  ist endlich, d.h., firr alle z € [a, b] ist |¢(z)| < oo.

b) ¢ ist auf [a,b] Lebesgue-messbar.
c) Es ist

/ |o(@)]dz < oo (2.3.15)

Beweis. Ist ¢ € L[a,b], so ist a) und wegen Folgerung 2.2.1 auch b) erfillt. Aus ¢ € L|a, b
folgt || € L|a, b], und aus (2.3.3) folgt (2.3.15).

Sind umgekehrt die Bedingungen a), b), c) fiir eine Funktion ¢ erfiillt, so sind die Funktionen
T, ¢~ nach Satz 2.2.13 auf [a, b] Lebesgue-messbar, und die Funktionen ¢/, := ¢ Mn und
" = @~ Mn sind Uber [a,b] Lebesgue-integrierbar. Wegen ¢!, < o™ < |p,|, ¢! < ¢ < |¢|
ist

b b
/mmmsjwmm<w , /@ m</w )ldz <

Daher sind (¢),), (¢!) eigentlich konvergente Levi-Folgen. Ihre Grenzfunktionen o™, ¢~ liegen
in L[a,b], und folglich ist auch ¢ = p* — ¢~ € Lla, b].

Beispiel 2.3.6. Wie wir in Beispiel 2.3.2 bzw. Beispiel 2.3.4 bewiesen haben, ist die durch (2.3.6)
bzw. (2.3.9) definierte nichtnegative Funktion auf [—1, 1] bzw. [1, ] Lebesgue-messbar. Wegen
(2.3.7) bzw. (2.3.10) ist die Bedingung (2.3.15) nicht erfiillt.

Die durch (2.3.8) definierte Funktion ¢ ist auf [0, 1] Lebesgue-messbar, aber die Bedingung
a) von Satz 2.3.5 ist nicht erfiillt. Demnach sind diese drei Funktionen iiber das angegebene
Intervall nicht integrierbar.

Aufgabe 2.3.1. Man untersuche, ob die nichtnegative Funktion ¢ bzw. 7 von Aufgabe 2.2.2
bzw. 2.2.3 iiber [0, 1] bzw. {0, ﬂ Lebesgue-integrierbar ist.

2.4 Der Begriff ,fast iiberall“

In diesem Abschnitt fiihren wir einen fiir die Lebesguesche Integrationstheorie besonders typi-
schen und wichtigen Begriff ein. Wir gehen von einigen Beispielen aus.

Eine auf [a, b] definierte numerische Funktion ¢ heiBt fast Gberall endlich auf [a, b] genau dann,
wenn die Menge

A:={z €la,b]: |p(zr) = o0} (2.4.1)

also die Menge der Punkte x € [a,b], in denen ¢(z) nicht endlich ist, eine Menge vom
Lebesgueschen MaBe Null bildet. Insbesondere kann also auch A = & sein, d.h., die Funktion
¢ ist dann in jedem Punkt = € [a,b] endlich. Statt "fast Gberall" schreibt man abgekiirzt "f.

u.".
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Satz 2.4.1. Es sei ¢ € MJa, b] und

f/wuwm<m> (2.4.2)

Dann ist ¢ f. i. endlich auf [a, b].

Beweis. Die Mengen
A, ={z € la,b] :|p(x)] >n} ={x €la,b] : p(x) >n}U{x € [a,b] : p(z) < —n}

sind Lebesgue-messbar. Eine Zahl x € [a,b] liegt genau dann in allen Mengen A,, wenn
|p(z)| = oo, d.h., wenn x in der durch (2.4.1) definierten Menge A liegt. Somit ist

A=A,
n=0

und folglich ist A gemaB Satz 2.1.6 Lebesgue-messbar. Ist x(x) > 0, so ist x € A, also
|p(z)| = oo. Hieraus folgt nx 4 < || und

b b
n-m<A>= n/XA(x)dx < */ lo(x)|dz < oo

bzw. ,
1
< 7*
() < [ le(llde

Der Grenziibergang n — oo zeigt, dass m(A) = 0 ist.

Wir betrachten ein zweites Beispiel. Es ist ¢ = o f. 4. auf [a, b] genau dann, wenn die Menge
B :={x € [a,b] : p(x) # 0} = {z € [a,b] : |p(x)] > 0} (2.4.3)
vom Lebesgueschen MaBe Null ist.

Satz 2.4.2. Es sei ¢ € M]a, b] und

f/m@wmzo (2.4.4)

Dann ist p(z) = o f. 4. auf [a, b].

Beweis. Die Menge B ist Lebesgue-messbar. Die Folge der Funktionen v, := n|p| ist monoton
wachsend und besitzt eine nichtnegative Grenzfunktion . Ist xg(x) > 0, so ist x € B, also
lo(x)| > 0 und

() = lim nfp(r)] = oo

n—oo
Daher ist xp < % und
b b b b
m(B) = [ xsl@)dz <[ w@)de = Jim *[ vu(@)dz = lim w[ |p(@)ldz =0
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Somit ist B eine Menge vom Lebesgueschen MaB Null.
Beispiel 2.4.1. In Beispiel 2.3.3 haben wir bewiesen, dass fiir die durch

J oo furzel0,1]NnQ
SO(I)‘_{o fir z € 0,1]\ Q

auf [0, 1] definierte nichtnegative Lebesgue-messbare Funktion

fquM=7¢@Mx=o

gilt. Auf Grund von Satz 2.4.2 ist demnach ¢ = o f. i. auf [0, 1].

Satz 2.4.3. Es sei ¢ eine auf [a, b] definierte numerische Funktion und ¢ = o f. 0. auf [a, b].
Dann ist ¢ € M[a, b], und es gilt

[ lp(a)ldz = 0 (2.45)

Beweis. Die durch (2.4.3) definierte Menge B ist nach Voraussetzung eine Menge vom Lebes-
gueschen MaBe Null. Fiir jede reelle Zahl ¢ bilden wir die Menge

B.:={x € [a,b] : p(x) < ¢}
Fir c <0ist B. C B, und wegen Satz 2.1.7 ist B, Lebesgue-messbar. Fiir ¢ > 0 ist
B.={v€lab]: p(z) = c} C B

woraus wir wiederum schlieBen, dass B, € a, b] ist. Dann ist aber auch B. = B fiir ¢ > 0
Lebesgue-messbar. Damit ist ¢ € 9MM[a, b] bewiesen.

Die Folge (¢,,) mit 1, := nxp ist monoton wachsend. Es gelte 1, T 9. Ist p(x) # 0, so ist
x € B, also ¢, (x) = n, und folglich ist ¢)(x) = co. Somit ist |¢| < 1, woraus

b b b
*/ lo(z)|dx < */¢(a:)dx = nli_)rrolon/xg(ac)d:v = lim n-m(B) =0

a

folgt.
Wir lbertragen nun den Begriff f. . auf Beziehungen zwischen zwei Funktionen bzw. auf
Aussagen (iber Funktionenfolgen. Es handelt sich beispielsweise um Aussagen der Form

o<y f. 0. auf [a,b] (2.4.6
=1 f. 4. auf [a, b] (2.4.7
o —¢  f. 0. auf [a,b] (2.4.8
(pn) eigentlich konvergent f. 0. (2.4.9

So besagt (2.4.6), dass die Menge der Punkte = € [a,b], fir die nicht ¢(x) < ¢(z), also
o(x) > (x) ist, eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null bildet.

Die Aussage (2.4.8) bedeutet, dass die Menge der Punkte x € [a, b], fir die die Folge (¢, (z))
gar nicht konvergiert bzw. nicht gegen ¢(x) konvergiert, eine Menge vom Lebesgueschen MaBe
Null bildet. Analog sind die beiden anderen Aussagen zu interpretieren.
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Satz 2.4.4. Es seien ¢, 1 auf [a, b] definierte numerische Funktionen und ¢ = 4 f. ii. auf [a, b].
Ist ¢ € Ma, b], so ist auch 1h € M(a, b], und es gilt

/go r)dx = /@Wda: : /tp r)dr = /@/} dr (2.4.10)

Beweis. Die Menge
A=Az €a,b] : p(z) # P(z)}

ist vom Lebesgueschen MaBe Null, und folglich ist auch
B:=A={x€la,b]:px) =)} ecUa,b)

Ferner ist oxp = ©¥xp sowie x4 + xp = 1 auf [a,b]. Wegen (¢xa)(x) =0 fir z € B ist die
Funktion ¢y 4 f. U. gleich null auf [a, b], nach Satz 2.4.3 also auf [a, b] Lebesgue-messbar.
Da ¢xp € M|a, b] gemaB Folgerung 2.2.6 ist, folgt aus

¥ =vxat+xs =xa+texs

dass auch ¢ € Ma, b] ist.
SchlieBlich ist auch o™ xp = 1" x5, und es sind die Funktionen "y 4 und ¥y 4 f. ii. gleich
null auf [a, b]. Unter Beriicksichtigung von Satz 2.4.3 gilt demnach

b

[ o @) = / U@ xala)da + / V(@) (@) = / V(@) xa(a)da

a
b

= /90 z)xp(x)dr = /90 z)xa() drc+/so (w)dffz*/sf(x)dx

a

Analog wird die zweite Behauptung von (2.4.10) bewiesen.
Satz 2.4.5. Es sei ¢ € Ma, b] und

[ (e < o (2411)

Dann gibt es eine reellwertige Funktion ¢ mit ¢ = v f. . Jede reellwertige Funktion ¢ mit
@ =1 f. 0. liegt in L[a,b], und es ist

b b b
/gp(x)dx = */ Y (x)dr — */ Y (z)dx (2.4.12)
Beweis. Nach Satz 2.4.1 ist die Menge B := {x € [a,b] : |¢(z)| = 0o} vom Lebesgueschen

MaBe Null. Setzen wir ) ;
| Y(x) firxz¢ B
#@) '_{0 fir v € B

so ist ¢ eine reellwertige Funktion mit ¢ = ¢ f. 0.

Es sei nun ¢ eine beliebige reellwertige Funktion mit ¢ = 1 f. (i. Nach Satz 2.4.4 ist ¢ €
Ma,b], und wegen (2.4.10) ist

b

/ |dm—/g0 dx+/g0 x) x:/@/) d:v+/¢ /|@/J($)|dm<oo

a
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Aus Satz 2.3.5 folgt nun ¢ € L[a,b]. Ferner ist

/w w—/@ M—/w cm—/¢+ M—/¢

Die Voraussetzungen an 1 in Satz 2.4.5 sind natirlich stets erfillt, wenn ¢ € L[a, b] ist. Wir
erhalten damit die wichtige

Folgerung 2.4.1. Es sei ¢ € L[a, b]. Dann ist jede auf [a, b] definierte reellwertige Funktion ¢
mit ¢ = ¢ f. 0. Uber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und es gilt

/b p(x)de = /b Y(x)dx (2.4.13)

Inhaltlich besagt die Folgerung 2.4.1, dass in der Lebesgueschen Integrationstheorie Mengen
vom MaBe Null "vernachlassigt" werden kénnen.

Es ist fiir die Frage der Integrierbarkeit und fiir den Zahlenwert des Lebesgueschen Integrals
einer auf [a, b] definierten reellen Funktion ¢ also vollig unbedeutend, wenn die Funktionswerte
©(x) in den Punkten x einer Menge A vom Lebesgueschen MaBe Null willkirlich abgeandert
werden. So kénnen beispielsweise die Funktionswerte einer lber [a, b] Lebesgue-integrierbaren
reellen Funktion in allen rationalen Punkten x € [a,b] gleich null gesetzt werden, ohne dass
sich am Wert des Integrals etwas andert.

Beispiel 2.4.2. Auf Grund von Folgerung 2.4.1 besitzt die auf [0, 1] durch

o(z) = { beliebige reelle Zahl fir z € [0,1]NQ (2.4.14)

0 fuirx € [0,1]\ Q

definierte reelle Funktion ¢ die Eigenschaft ¢ € L[0,1], da ¢ := o € L[0,1] und ¢ = ¢ f. 0.
ist. Wegen (2.4.13) gilt ferner

1

/¢@Mx=

0

Insbesondere ist die Dirichletsche Funktion x(o1jnq ein Beispiel fiir eine Funktion der Form
(2.4.14).

Der Satz von Lebesgue kann jetzt in einer verallgemeinerten Form ausgesprochen werden.

Satz 2.4.6. Gibt es zu einer Funktionenfolge (y,,) mit ¢, € L[a, ] eine Funktion ¢ € La, b]
mit |¢,| <t f. u. und eine reellwertige Funktion ¢ mit ¢, — ¢ f. 0., so ist ¢ € L[a, b], und
es gilt

n—oo

/bgo(x)dx = lim /bgpn(x)dx (2.4.15)

Beweis. Die Mengen A, := {z € [a,b] : |pn(x)| > ¥(x)} und die Menge A der Punkte
x € [a, b], fir die @, (z) nicht gegen ¢(x) konvergiert, sind nach Voraussetzung Mengen vom
Lebesgueschen MaBe Null. Auf Grund von Satz 3.1.9 ist auch

B::AUUAn

n=0
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2.4 Der Begriff ,fast iberall”

eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null. Wir setzen

g o n(z) firxz ¢ B
() = { g(x) furz € B
~ | Y(x) furx ¢ B
Pn(w) := { (z)| fir z € B

Auf Grund von Folgerung 2.4.1 gilt 3, ¥ € L[a,b]. Ferner ist ¢,, < 1) sowie @, — 1. Nach
dem urspriinglichen Satz von Lebesgue ist ¢ € L[a, b] und

b b
[ e@)dz = lim [ 5, (x)da
Da ¢, = ¢, f. 0. gilt, konnen die Funktionen ¢, entsprechend Folgerung 2.4.1 auch durch
©n ersetzt werden, womit der Satz bewiesen ist.

Auch der Satz von Levi kann verallgemeinert werden.

Satz 2.4.7. Zu jeder Levi-Folge (y,,) beziiglich des Lebesgueschen Integrals gibt es eine Funk-
tion ¢ € L[a,b] mit ¢, T ¢ f. G., und es gilt

b

/ 2)dz = lim /gon (2.4.16)

n—oo
a

Beweis. Die Funktionen v, := ¢,, — po € L]a, b] sind nichtnegativ. Es gelte ¢, 1 ¢. Mit Satz
2.3.2 folgt

b b
*/¢(m)dx = T}Lrglo/zbn(x)dx < 00 (2.4.17)

Da 1 eine nichtnegative auf [a,b] Lebesgue-messbare Funktion mit der Eigenschaft (2.4.17)
ist, gibt es nach Satz 2.4.5 eine Funktion ¢inL[a"b] mit ¢» = ¢ f. i. und

/b@(x)dx = */b P (x)dr — */b Y~ (x)dx

Wegen 1 geqo ist ™ = 1) und ¥~ = o, also

/b@(:c)dx = */bw(:c)d:c = Jbrgo/bwn(x)dx = Jgngo/bgon(x)dx — /bgoo(x)da:

Hieraus folgt, dass (5.4.16) fiir die in L[a, b] liegende Funktion ¢ := 1) + ¢, erfiillt ist.

Satz 2.4.8. Gibt es zu einer auf [a, b] definierten reellwertigen Funktion ® zwei Levi-Folgen
(pn), (¥n) beziiglich des Lebesgueschen Integrals auf [a, b] mit

® + lim b, = lim oy, (2.4.18)
so ist & € L[a,b] und
b b
[ e@)dz = lim [lpn(@) = v(@)lda (2.4.19)
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2.4 Der Begriff ,fast iberall”

Beweis. Nach Satz 2.4.7 gibt es eine Funktion ¢ € L[a,b] mit ¢, T ¢ f. G. und

/b¢(x)dx = nh_}r{)lo/bwn(x)dx

Wir setzen ¢ := ®+1). Wegen (2.4.18) gilt dann ¢, T ¢ f. 0., woraus ¢ € L|a, b] und (2.4.16)
gemaB Satz 2.4.7 folgt. Daher ist auch ® = ¢ — 1) € L[a, ], und es gilt

b

[ @@z = [lp(@) ~ @) = lim [lpa(a) = va(@))de

a

Beispiel 2.4.3. Es sei

(re) = (07 1, ; ;) (2.4.20)

die Folge (1.2.16), in der jede rationale Zahl r € [0, 1] genau einmal auftritt, ¢ eine beliebige,
aber fest gewahlte positive reelle Zahl und

€
Aij = [Tjﬂ’j + W)
Darin wird auf [(), 1+ ﬂ durch

On =D Xa, (2.4.21)

i=0 j=0

eine nichtnegative Funktionenfolge (¢,,) definiert. Fiir ¢ = 16 sind

1 firz€]0,4)
@o(z) = X[o,0)(7) = { 0 firz e [4,5]
2 firz e [0,1)U[2,3)
4 furxzell,2
P1(7) = X4 (@)X102) () + X108 (@) + X02(T) =4 | gy 2 € {3 4%
0 firz € [4,5]

die ersten beiden Glieder der auf [0, 5] definierten Funktionenfolge (2.4.21).
Wir zeigen, dass (¢,,) eine Levi-Folge bezlglich des Lebesgueschen Integrals auf {0, 1+ i] ist.

Offensichtlich ist ¢,, € L {O, 1+ ﬂ Ferner ist

n+1n+1 n+1 | n+1 n n+1
Pnt1 = Z Z XA;; = Z Z XAij + XAint1| = Pn + ZXAn+1,j + Z XAint1 > ¥n

i=0 j=0 i=0 | j=0 =0 i=0

und

1+(e/4) . . 1\t 1\n+1
"I € el /1IN /1 51—(5) 1—(5)
et =33 =03 (5) 2 (35) =3
5 om0 2t Aim\2) S \2 4 3 3
also
1+(c/4)
on(z)dr < e < o0 (2.4.22)

o
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Wir zeigen, dass die nichtnegative Grenzfunktion ¢ der Folge (¢,) in den Punkten r; von
(2.4.20) den Funktionswert co annimmt. Fir alle n mit n > k gilt

on(re) > ZXAik (rg) =n+1 also ist o(ry) = nhj& On(ry) = 00
i=0

Demnach ist -
0,1]NnQ C {JIG [0,1—1—4] co(x) —oo}
Auf {0, 1+ ﬂ definieren wir nun eine nichtnegative Funktion ® durch
firx € (0,14 2| mit p(x) < oo
O(z) = 90@ o . - oo elz) (2.4.23)
beliebige nichtnegative reelle Zahl fiir z € (0,1 + £| mit p(z) = oo

Mit Hilfe von Satz 2.4.8 beweisen wir & € L [O, 1+ ﬂ Offensichtlich ist mit (y,,) auch (2¢,)
eine Levi-Folge beziiglich des Lebesgueschen Integrals auf [0, 1+ ﬂ und es gilt

lim ¢, = ¢ , lim 2¢, = 2¢

n—oo n—oo

Fir alle x € |0,1 4 £| ist die (2.4.18) entsprechende Beziehung
4
D4+ p=2p

erfullt, denn fir z € {0,1%—%} mit p(z) < oo bzw. p(z) = oo ist wegen (2.4.23) die
Beziehung ¢(x) + ¢(z) = 2p(z) bzw. a + 0o = 200 fir jede nichtnegative reelle Zahl a eine
wahre Aussage. Damit ist ® € L {0, 1+ ﬂ nachgewiesen.

Auf Grund von (2.4.19) ist ferner

1+(/4) 1+(e/4) 1+(e/4)
a)da = lim [ 2pu(e) = pu@lde = [ ple)dr<e
0 0 0

d.h., wir erhalten fiir das Lebesguesche Integral der auf {0, 1+ ﬂ durch (2.4.23) definierten
nichtnegativen Funktion & die Abschatzung

1+(e/4)
0< / O(z)dr < e

0

2.5 Integration iiber Teilintervalle, Substitutionsregel

Wahrend wir bisher nur Funktionen betrachtet haben, die auf einem festen Intervall [a, b
definiert sind, gehen wir jetzt zu variablen Integrationsintervallen lber. Ebenso wie fiir das
Riemannsche Integral definieren wir auch das Lebesguesche Integral in den Grenzen von a bis
b mit a > b durch

b 0 fira=1>
/gp(:ic)dx =) = Jfela)dz fira>b (25.1)
a b
Der nachfolgende Satz libertragt eine fiir das Riemannsche Integral wohlbekannte Aussage auf
das Lebesguesche Integral.
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Satz 2.5.1. Jede iiber [a, b] Lebesgue-integrierbare Funktion ist auch tber jedes Intervall [« 5]
mit [, 8] C [a, b] Lebesgue-integrierbar. Ist a < ¢ < b, so ist

/bgo(x)dx = /ccp(x)dm—f—/b(p(x)dx (2.5.2)

Beweis. Nach Theorem 1.3.1 (iii) kdnnen wir Levi-Folgen (f,,), (g,) beziiglich des Riemann-
schen Integrals tiber [a,b] mit
P+l gn = lim f
finden. Diese Relation ist dann erst recht im Teilintervall [, 5] erfiillt, und auf Grund von Satz
248 gilt ¢ € L, f]. Ist a < ¢ < b, so erhalten wir entsprechend (2.4.19) die Beziehung
b b b T c b
[ ety = im wwm—%wwmz/{ﬂn@wwmmum+ﬂnuwwmmw4

a a

=f¢@Mm+fwwa

Damit ist Satz 2.5.1 bewiesen.

Definition 2.5.1. Es sei A eine Menge reeller Zahlen, die im Definitionsbereich einer numeri-
schen Funktion ¢ enthalten ist. Unter der Nullfortsetzung der Funktion ¢ beziiglich der Menge

A verstehen wir die durch
p(x) firze A

#() ‘:{ 0 firagA
definierte Funktion ¢*.

Ist die Funktion ¢ Gberall auf R definiert, so folgt aus (2.5.3) offensichtlich p* = ¢xa. Es
wird daher zu keinen Missverstandnissen fiihren, wenn wir die Nullfortsetzung auch dann mit
pX 4 bezeichnen, wenn ¢ zunachst nicht fiir alle x € R definiert ist. Allerdings hat man streng
darauf zu achten, dass die Menge A im Definitionsbereich der Funktion ?varphi enthalten ist.

Fiir die Funktion ¢(z) = Inx ist beispielsweise das Symbol ¢x[_1 1] sinnlos, da ¢(x) nur fir
positive reelle Zahlen zu definiert ist. Dagegen kann die Funktion ¢, (0, 1] gebildet werden.
Sie stimmt im Intervall (0, 1] mit der Logarithmusfunktion tberein und nimmt fiir alle reellen
Zahlen z mit z < 0 bzw. x > 1 den Wert null an.

Satz 2.5.2. Die Nullfortsetzung einer Funktion ¢ € Lla,b] beziglich des Intervalls [a,b] ist
iber jedes Intervall [«; 5] Lebesgue-integrierbar. Im Fall [a,b] C [«, 5] gilt

g b
[ el@na,blw) = [ oe)da (254)

Beweis. Nach Theorem 1.3.1 (iii) gibt es zu ¢ € L|a, b] zwei Levi-Folgen (f,.), (g,) beziiglich
des Riemannschen Integrals auf [a, b] mit f,,, g, € Cla,b] und

P+ 9 = L o
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Wir bilden die Nullfortsetzungen ¢*, f, g: der Funktionen ¢, f,, g; beziiglich des Intervalle
[a, b]. Die Funktionen f*, ¢* sind dann iber jedes Intervall [a, 5] mit [a,b] C [«, 5] Riemann-
integrierbar, und wegen f(z) = g/ (z) = 0 fir x ¢ [a, b] ist

B b B b
[ fi@de = [f@dr . [gi@)de = [ gu(x)da

Dann sind aber (), (g5;) Levi-Folgen beziiglich des Riemannschen - und erst recht des Le-

n

besgueschen - Integrals auf [«, 5]. AuBerdem ist auf [«, /3] stets
ol g =l f
Aus Satz 2.4.8 folgt nun ¢* € L[, §] und
B b

B
/w e = i, [1(@) = g @)l = Jim, 1) = 0. v = [ @)

n—oo
«

Mit Satz 2.5.1 ergibt sich schlieBlich, dass die Nullfortsetzung ©* = @x|q4 lber jedes beliebige
Intervall [o, 3] Lebesgue-integrierbar ist.

Satz 2.5.3. Ist a < 0 < b, so ist eine Funktion ¢ genau dann auf [a,b] Lebesgue-messbar,
wenn sie auf [a, ¢] und [c, b] Lebesgue-messbar ist. Fiir jede nichtnegative auf [a, b] Lebesgue-

messbare Funktion ¢ ist
b c b
*/ o(x)dx = */ o(x)dr + */ o(x) (2.5.5)

Beweis. a) Die Funktion ¢ sei auf [a,c] und [c,b] Lebesgue-messbar. Wir wahlen Funktionen
@l € Lla,c] und ¢! € L[c,b] mit ¢, — ¢ auf [a,c] bzw. ¢! — ¢ auf [c,b]. AuBerhalb von
la, c] bzw. (c, b] setzen wir ¢! () = 0 bzw. ¢/ (z) = 0.

Nach Satz 2.5.2 sind dann ¢/, und ¢!’ iber [a, b] Lebesgue-integrierbar, und es gilt ¢! +¢!! — ¢
auf [a, b]. Somit ist ¢ auf [a, b] Lebesgue-messbar.

b) Es sei ¢ auf [a,b] Lebesgue-messbar. Dann gibt es Funktionen ¢,, € Lla,b] mit ¢, — .
Nach Satz 2.5.1 ist ¢, € Lla,c| und ¢, € L[c,b], und folglich ist ¢ auf [a,c] und [c,b]
Lebesgue-messbar. Ist ¢ > 0, so kdnnen wir hierbei ,, := ¢ M n setzen. Dann ist

/bSOn(x)d$ = /C@n<x>dx+/b90n<x)dx

und die Behauptung (2.5.5) ergibt sich durch den Grenziibergang n — oc.
Wir Gbertragen jetzt die Substitutionsregel vom Riemannschen auf das Lebesguesche Integral.

Satz 2.5.4. Es sei h eine auf [ (] definierte streng monoton wachsende stetig differenzierbare
Funktion und a = h(«), b ( ). Fiir jede Funktion ¢ € L[a, b] gilt dann

b B

/ o(z)dz = / o(h(D)H (t)dt (2.5.6)
b —a
/gp(w)dw = /gp(—x)dx (2.5.7)
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2.6 Integration liber Lebesgue-messbare Teilmengen von R

Beweis. Fiir jede auf [a, b] definierte Funktion ¢ setzen wir
i/NJ(t)~ =P(h(O)N'(t)  (a
U(t)=v(-t)  (~b<t

Aus der Riemannschen Integrationstheorie ist bekannt, dass die Behauptungen (2.5.6) und
(2.5.7) fir auf [a, b] stetige Funktionen ¢ richtig sind. Fir f € Cla,b] ist also

/bf(rc /ﬂ Ft)dt (2.5.10)

—b

| /\

<09) (2.5.8)
—a) (2.5.9)

| /\

Es sei nun ¢ € L[a,b]. Dann gibt es Levi-Folgen (f,), (g,) beziglich des Riemannschen
Integrals auf [a,b] mit f,, g, € Cla,b] und

o+l gn = lim fr

Aus (2.5.8) und (2.5.9) folgt sofort

Wegen fr, < fri1 ist fn < fui1 und da A'(t) > 0 ist, gilt auch fo < fosr.

Aus (2.5.10) folgt nun, dass (f,) bzw. (f,) Levi-Folgen beziiglich des Riemannschen Integrals
auf [a, 8] bzw. [—b, —a] sind. Entsprechendes gilt fiir die Folgen (§,) und (,). Wegen (2.5.11)
und (2.5.12) ist also ¢ € L[a, B] bzw. ¢ € L[—b, —a] auf Grund von Satz 2.4.8. Ferner ist

b b g

[ etayte =l [1fu(e) = ga(allde = Jimy [17:(0) = )

n—o0 n—oo
a «

B B
= [@tyda = [ o(h)n' bt

und ebenso ergibt sich

2.6 Integration iiber Lebesgue-messbare Teilmengen von R

Die Ergebnisse von Abschnitt 2.5 ermoglichen es, den Begriff der Lebesgue-Messbarkeit bzw.
-Integrierbarkeit weiter auszudehnen.

Definition 2.6.1. Eine auf R definierte numerische Funktion ¢ heiBt auf R Lebesgue-messbar
genau dann, wenn ¢ auf jedem beschrankten Intervall [a, b] Lebesgue-messbar ist.

Da jedes Intervall [a,b] in einem Intervall [—n,n] mit n € N liegt, ist eine Funktion ¢ auf
Grund von Satz 2.5.3 bereits dann auf R Lebesgue- messbar, wenn ¢ auf jedem Intervall
[—n, n] Lebesgue-messbar ist. Die Satze 2.2.8 bis 2.2.12 kdénnen (ibertragen werden.
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Fur jede nichtnegative auf R Lebesgue-messbare Funktion ¢ gilt auf Grund von (2.5.5) stets

n+1 -n n+1

*/ go(x)dx:*/ dx+/g0 dx+/ dﬂ:>/gp

—n—1 —n—1

Deshalb existiert der Grenzwert

o0 n

*/ p(x)dx = lim *[ ¢(x)dx (2.6.1)

n—o0
—00 —n

den wir das verallgemeinerte Lebesguesche Integral der nichtnegativen Lebesgue-messbaren
Funktion ¢ Gber R nennen. Offensichtlich gilt wiederum

o0

/ 2)dz < / D(x)dr,  falls 0 < o <4 (2.6.2)

—0o0

ist.

—O-

Abb. 2.6.1 ‘ 1 x

Beispiel 2.6.1. So sind die auf R durch ¢(z) := e~ l#l (Abb. 2.6.1), ¢(z) = iz (Abb.
2.6.2), 7(x) := x? definierten nichtnegativen Funktionen ¢, v, 7 auf R Lebesgue-messbar, da
diese Funktionen auf jedem Intervall [—n, n] stetig und entsprechend Folgerung 2.2.2 auch
Lebesgue-messbar sind.

) 4
1
1 7
Abb. 2.6.2
Ferner ist
*/ e "ldr = lim *[ e7ldz = lim [ e7l*ldz = hm [/ xdx+/ ]
n—o0 n—oo
) 1 1
= lim (1——+1>
n—o00 en en
also -
/ eloldy = 2 (2.6.3)
bzw. -
* — = 2 lim arctann
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also -
dx
* = 2.6.4
ST +a? T ( )
bzw. N . N
2
*/ v’dr = lim [ 2°dr = = lim n® also */ v dr = oo (2.6.5)
n—00 3 n—oo

Satz 2.6.1. Fir die Nullfortsetzung ¢xo4 einer jeden nichtnegativen auf [a,b] Lebesgue-
messbaren Funktion ¢ ist

[e.e]

/ () X[ap) (T /b (2.6.6)

Beweis. Es gibt eine natiirliche Zahl m mit [a,b] C [—m,m|. Fir n > m ist

n

[ oo (w)dz = / plr)da

—-n

auf Grund von (2.5.5). Beriicksichtigung von (2.6.1) liefert die Behauptung (2.6.6).
Ist A eine beschrankte Lebesgue-messbare Teilmenge von R, so gibt es ein Intervall [a, b] mit
A C [a,b], und aus X aX[e,p = X4, (2.6.6) und Satz 2.3.1 folgt

*/Oo xa(z)dr = */b xa(x)dr = /bXA(x)dx = m(A)

Die folgende Definition steht daher im Einklang mit (2.1.2) und Satz 2.2.3.

Definition 2.6.2. Eine Teilmenge A C R heit Lebesgue-messbar genau dann, wenn ihre cha-
rakteristische Funktion auf R Lebesgue-messbar ist, und

-~ / xa(@)dw (2.6.7)

heiBt das Lebesguesche MaB der Menge A.

In (2.6.7) ist auch m(A) = oo moglich.
Wegen (2.6.7), (2.6.1) und (2.6.6) ist

n—0o0 n—oo n—00

= lim */ Xa(x)dr = lim /XA(x)X[—n,n] Jdz = lim /XAQ[ ] (@

d.h., fiir jede Lebesgue-messbare Teilmenge A C R ist

m(A) = lim m(AN[—n,n]) (5.6.8)

n—oo

Beispiel 2.6.2. Wir beweisen, dass die Mengen R und R, := [0, 00) Lebesgue-messbar sind
und m(R) = m(R,) = oo ist.

Beweis. Offensichtlich ist xr, xr, € L[—n,n] fiir jede positive natiirliche Zahl n. GemaB Fol-
gerung 2.2.1 sind dann die charakteristischen Funktionen xg, xr, auf jedem Intervall [—n, n]
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2.6 Integration liber Lebesgue-messbare Teilmengen von R

und damit auch auf R Lebesgue-messbar. Dies besagt, dass die Mengen R und R, Lebesgue-
messbar sind. Auf Grund von (2.6.8) gilt

m(R) = lim m([-n,n]) =2 lim n
also m(R) = oo bzw.

m(Ry) = lim m([0,n]) = lim n

also m(R ) = oc.

Beispiel 2.6.3. Die Menge Q aller rationalen Zahlen ist eine Menge vom Lebesgueschen MaBe
Null.

Beweis. Analog zum Beispiel 1.2.3 zeigt man zunachst xg € L[—n,n] und m(QN[—n,n]) =0
fir jede positive natiirliche Zahl n. Dies besagt, dass die Funktion xq auf jedem Intervall
[—n, n] und damit auch auf R Lebesgue-messbar ist, also Q eine Lebesgue-messbare Menge
ist. Aus (2.6.8) folgt schlieBlich m(Q) = 0.

Definition 2.6.3. Es sei A eine Lebesgue-messbare Teilmenge von R. Eine numerische Funktion
© heiBt auf A Lebesgue-messbar genau dann, wenn A im Definitionsbereich von ¢ enthalten ist
und die Nullfortsetzung ¢x 4 der Funktion ¢ beziiglich der Menge A auf R Lebesgue-messbar
ist.

Ist ¢ > o0, so heiBt

[e.o]

*/ga(x)d:c = */ o(x)xalx)dx (2.6.9)

das verallgemeinerte Integral der Funktion ¢ iiber die Menge A.

Insbesondere ist natirlich
oo

*/ o(x)dx == */ o(x)dx (2.6.10)

— 00

und aus (2.6.6) und (2.6.9) folgt

*/gp(x)da: = */ o(x)dx (2.6.11)

a [a,b]
Analog setzen wir
*/ o(x)dx =~ / o(x)dx (2.6.12)
a [a,.oo)
b
*/ o(x)dx =~ / o(x)dx (2.6.13)
—0o0 (—00,b]

Beispiel 2.6.4. Es sei k eine feste positive natiirliche Zahl. Die durch

o(x) = e mit D(p) =R
V@)= mit D) =R
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definierten nichtnegativen Funktionen ¢ und % sind auf R, Lebesgue-messbar; da R, C R
ist und die Funktionen pxr,, ¥xr, wegen xr,,¥Xr, € L[—n,n| fir jedes n € N* auf R
Lebesgue-messbar sind. Ferner ist

(e.¢] o n n

*/ T / e M X, (2)dr = lim *[ e Fxg, (@)dz = lim [ e xg, (z)do

n—00
0 —00 -n -n

7 1 1\"
I T * —kx I K _
0

also
o0 o0

1 d
*/e_kxdx: R (2.6.14,2.6.15)
0
Satz 2.6.2. Fiir jede monoton wachsende Funktionenfolge (), deren Glieder nichtnegative
auf A Lebesgue-messbare Funktionen sind, gilt

/hm on(x)dr = lim gpn (2.6.16)

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir den Fall A = R zu fithren. Andernfalls haben wir nur ¢,
durch v, := @, x4 zu ersetzen. Es gelte ,, T . Dann ist ¢,, < ¢, also

Jim [ pa@)de < [ pla)de

Aus Satz 5.3.2 folgt andererseits

m

/ ()d:c—hm /(pn dx<hm /gpn

—m

und der Grenziibergang m — oo ergibt

[e.9]

[ elerde < i /%

—00

womit Satz 2.6.2 bewiesen ist.

Satz 2.6.3. Fiir zwei nichtnegative auf A Lebesgue-messbare Funktionen ¢, und fir ¢ > 0
ist

*/ to(x)dr = t*/gp(as)dx (2.6.17)
A A
[lp(@) + v(@)lde = [ p@)dz + [ v(@)de (2.6.18)
A A A
Beweis. Wir brauchen wieder nur den Fall A = R zu betrachten. Nach Satz 2.3.3 ist stets
*/ to(x)dx =t* | p(x)dx
[lp@) +v@)de = [ p@)dz +* [ (a)de
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und die Behauptung ergibt sich durch den Grenziibergang n — oo.

Satz 2.6.4. Fiir jede Funktionenfolge (,), deren Glieder nichtnegative auf A Lebesgue-
messbare Funktionen sind, ist

/Z% iz =3 [ enla)d (2.6.19)

k=0 )

Beweis. Der Beweis von Satz 2.3.4 kann wortlich tibertragen werden.

Beispiel 2.6.5. Entsprechend Beispiel 2.6.4 ist fiir jede natiirliche Zahl n auch die auf R durch
on(x) = %He (n+1)z definierte nichtnegative Funktion ¢, auf R, Lebesgue-messbar. Auf
Grund von Satz 2.6.4 gilt dann

*OO S e—(k-l—l)ac —(k+1)z
O/Z k+ 2 _Z/ 2 @

k=0

Wegen (2.6.14) ist

—(k+1)z 1

(k+1)
* d —
0/ kt2 (k+1)(k+2)

und damit

Xr = = 11m —
/ k+2 = (k+1)(k+2) noee n+2

entsprechend Beispiel 2.3.5. Also ist

*72 e

k=0

Nur ein Spezialfall von Satz 2.6.4 ist der

Satz 2.6.5. Es sei ¢ eine nichtnegative auf A Lebesgue-messbare Funktion, und A sei die Ver-
einigungsmenge einer Folge (A.n) von paarweise disjunkten Lebesgue-messbaren Teilmengen

von A. Dann ist
/gp Ydx = Z /gp dx (2.6.20)
k=0 4,

Beweis. Die Behauptung folgt aus

©XA =D PXa,

k=0
und Satz 2.6.4, denn es ist
*/w(x)de*/ o(r)xalz dI—Z/ z)Xa, (@ dw—Z/sO
A — 00 k’ OA
Ist speziell
A=A1UA, , AiNAy =0 (2.6.21)
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2.6 Integration liber Lebesgue-messbare Teilmengen von R

so ist x4 = ©XA, + ©Xa,, und auf Grund von (2.6.18) gilt

[e.e] e}

[e@ds =* [ @)xa@)de =" [ o) @) + o) @)da
57¢@m@%¢7ﬂ@mﬂr
also i
*/gp(x)c& =" p(x)dx + */ o(x)dz (2.6.22)

Der Satz 2.3.5 legt die folgende Definition nahe.

Definition 2.6.4. Eine auf einer Lebesgue-messbaren Teilmenge A C R definierte reellwertige
Funktion ¢ heiBt iiber A Lebesgue-integrierbar genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

a) y ist endlich.
b) ¢ ist auf A Lebesgue-messbar.
c) Es ist

jwmw<w (2.6.23)

In diesem Fall heilt

/cp(x)dx = */ ot (z)dr — */ o (z)dx (2.6.24)

das Lebesguesche Integral der Funktion ¢ (iber die Menge A.

Wegen ¢, o~ < || ist das so definierte Integral stets endlich. Mit L(A) bezeichnen wir das
System aller (iber A Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

Beispiel 2.6.6. Wie wir in Beispiel 2.6.1 und Beispiel 2.6.4 bewiesen haben, sind die folgen-
den nichtnegativen Funktionen ¢y, ©9, ©3, ¢4, @5 auf den angegebenen Lebesgue-messbaren
Teilmengen A; von R Lebesgue-messbar:

p1(z) = e, A =R
pa(x) = 1—|—1x2’ Ay =R
p3(x) ==e", Ay =Ry
orla) = A= R,
ps(x) =17, As =R

Wegen (2.6.3) bzw. (2.6.4) bzw. (2.6.14) bzw. (2.6.15) ist jeweils fiir die ersten vier Funktionen
die Bedingung (2.6.23) erfiillt. Demnach sind diese Funktionen iiber die jeweilige Menge A;
Lebesgue-integrierbar, und es gilt

[e.o] o0 o0 o0

/e“”'—Q dr =T /e‘x—l / du —17r
7 1422 7 7 01+x2_2

—0o0 —00 0
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Dagegen ist 5 ¢ L(R) auf Grund von (2.6.5).

Satz 2.6.6. Das System L(A) bildet einen Vektorverband, und das Lebesguesche Integral ist
ein positives lineares Funktional auf L(A).

Beweis. Es sei A eine reelle Zahl und ¢, € L(A). Dann sind die Funktionen Ap, ¢ + % und
|p| reellwertig und messbar. Wegen

[ Petolte = [ otolde <o

/l()+¢ |da:</|g0 )+ |Y(z dx—/|go |dx—|—/|1/z )|dx < oo

A

ist somit L(A) ein Vektorverband. Ist ¢ > 0, so ist ¢ = ¢, und aus (2.6.24) folgt

/go dx—/cp z)dr >0

das Lebesguesche Integral auf L(A) ist also positiv. Fir jedes ¢ € L(A) gilt auch —¢ € L(A).
Ferner ist (—p)* =™, (—p)” = T, und damit gilt

[imetolte = (o= f ot = [ opie - o]

also

/[—(p(:c)]da: = —/go(x)dx (2.6.25)
A A
Firt > 0ist (t)t =te™, (o)~ =ty also
/tgo(x)dx = */ tpt(z /tcp x)dr = t/go (2.6.26)
A A

Die Beziehungen (2.6.25) und (2.6.26) besagen, dass das Lebesguesche Integral homogen ist.
Zum Beweis der Additivitat des Lebesgueschen Integrals bendtigen wir die Identitat

(P+) +o  +o = (p+9)” +pTyt
(vgl. Aufgabe 1.1.3). Aus ihr folgt
[+ 0)* (@)do + /90 r)do + /@D */(90+¢)_($)dw+* o* (@)da

A A
+/w+

d.h., esist

Jlp(@) + v(@))de =

A

fe+v)* @z —"[(p+v) (@
A

ot (z)dx + /1/1+(:U Ydx — /gp‘(m)dx — */w_(x)da:

A A

I
e — :>\* el

o(x)dr + /w(x)dx
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2.6 Integration liber Lebesgue-messbare Teilmengen von R

Damit ist Satz 5.6.6. bewiesen.

Fir das System 2((A) der Lebesgue-messbaren Teilmengen von A sowie das System der Teil-
mengen von A vom MaBe Null gelten wiederum zu 2.1. analoge Sétze, auf deren Beweis wir
verzichten wollen.

Allerdings ist darauf zu achten, dass beispielsweise im Fall m(A) = m(B) = oo die Anwendung
von (2.1.11) untersagt ist. Unter der Voraussetzung (2.6.21) gilt analog zu (2.6.22) fir ¢ €
L(A) stets

/gp(x)dx = /cp(x)dx—i—/go(x)dm (2.6.27)

Ist hierbei speziell A, eine Menge vom Lebesgueschen MaBe Null, so ist ¢x4, = 0 f. (., und
nach Satz 2.4.3, der auch gilt, wenn wir [a, b] durch eine Lebesgue-messbare Teilmenge A C R
ersetzen, ist [ |¢(x)|dz = 0, also wegen

/@(iﬂ)diﬂ < /\go(:c)]dx:()

auch [ ¢(x)dz = 0. Somit gilt
Ao

e = [ gy (2.6.28)

Auch der Satz von Levi gilt fir das Lebesguesche Integral auf L(A).

Satz 2.6.7. Jede eigentlich konvergente Levi-Folge (i,,) beziiglich des Lebesgueschen Integrals
auf L(A) konvergiert gegen eine Funktion ¢ € L(A), und es ist

o

/go(x)dx = nlgm /gpn(x)dx (2.6.29)
A

Beweis. Wir setzen v, := ¢, — @o. Dann ist ¢, € L(A), 1, > 0, und es gilt ¥,, T ¢ — ¥o.
Aus Satz 2.6.2 folgt

[lp(@) - golw))de = lim / Yo ()de = lim / () da

n—00
A

n—0o0

A

= lim [ [pn(z) — po(z x—nhm /gon da:—/ wo(x)dx (2.6.30)

Da ¢ — g reellwertig ist und ein endliches Integral besitzt, gilt ¢ — ¢y € L(A), also auch
@ € L(A). Auf der linken Seite von (2.6.30) kann der Stern weggelassen werden, und hieraus
folgt (2.6.29).

Beispiel 2.6.7. Mit Hilfe von Satz 2.6.7 beweisen wir, dass die auf R, durch ¢(z) := ze™*
definierte nichtnegative Funktion tber R, Lebesgue-integrierbar ist.

Beweis. Dazu fiuihren wir die durch

(@) = () x[00) (7)
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2.6 Integration liber Lebesgue-messbare Teilmengen von R

auf R, definierte Funktionenfolge (¢,,) ein, deren Glieder ¢,, auf R, nichtnegative Lebesgue-
messbare Funktionen sind. Es ist

Ol — Pn = PX(nnt1] = O ; lim ¢, = pxr, = ¢

n—oo

auf R, und ferner
/QOn :/ e fde =[—ze " —e i f=1-———<1

womit ¢, € L(R, ) bewiesen ist. Folglich ist

/gon(x)dx <1
0

Damit ist (¢,) eine eigentlich konvergente Levi-Folge beziiglich des Lebesgueschen Integrals
auf L(R,), und esist p € L(R,).
Als bekannt setzen wir die Beziehung

[e%S) k 172 ZL‘S
— =1 — 4+ =+ ...
Z; TR s
voraus, die fiir jede reelle Zahl x erfillt ist. Unter Beriicksichtigung von (2.6.31) erhalten wir
fir jede positive natirliche Zahl n die Abschatzung

n n n 2
0< — = 3 < = =—
e l+n+5+... TN
Hieraus folgt
lim - =0
n—oo e

GemaB (2.6.29) ist somit

(o0} 1
/xe‘mdx = lim (1 _ + ) =1

Nun kann auch der Satz von Lebesgue tiber die majorisierte Konvergenz iibertragen werden.
Auch die Satze 2.4.1 bis 2.4.7 bleiben giiltig, wenn wir [a,b] Gberall durch A ersetzen. Wir
wollen dies nicht im einzelnen ausfiihren.

Man beachte aber stets, dass die konstanten Funktionen ¢(z) = ¢ mit ¢ # 0 im Fall
m(A) = oo zwar auf A Lebesgue-messbar, aber nicht iiber A Lebesgue-integrierbar sind.
Es gibt demnach beschrankte Lebesgue-messbare Funktionen, die nicht Lebesgue-integrierbar
sind.

Beispiel 2.6.8. Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue (iber die majorisierte Konvergenz bewei-
sen wir, dass die auf R durch ¢(x) := e~ definierte reelle Funktion ¢ iiber R Lebesgue-
integrierbar ist.

Beweis. Dazu fiihren wir die durch ¢, () := ¢(x)X[—nn(x) auf R definierte Funktionenfolge
(n) ein, deren Glieder ¢,, auf R endliche Lebesgue-messbare Funktionen sind. Auf R ist ferner

lim ¢, = pxr = ¢

n—oo
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und es gilt

n

*/ |on(x)|de = / | cos zle dr < oo

da |pn| auf [—n, n] stetig ist. GemaB Definition 2.6.4 ist dann ¢,, € L(R). Unter Beriicksich-
tigung von (2.6.31) gilt ferner
1 1 1
< — = <
|g0(:17)|_6$2 1—|—x2—|—%4—|—..._1+x2

Setzen wir ¢(z) := H% so gilt auf R die Abschatzung

lon] = |@lXenn < lo| <

Auf Grund von Beispiel 2.6.6 ist ¢ € L(R) und demnach ¢ € L(R).
Wegen —¢ < ¢ < ¢ und p,¢ € L(R) erhalten wir in Verbindung mit Beispiel 2.6.6 die
Abschatzung

[ee}
.2
—7 < /cosxe Tde <mw
— 00

Wir bendtigen noch einen Satz, der fiir die Kapitel 6 und 7 bedeutungsvoll ist.

Satz 2.6.8. Es sei (¢,,) eine monoton wachsende Folge von Funktionen aus L(A) mit

lim ¢, >0 (2.6.32)
Dann ist
JL@O/wn(x)dx >0 (2.6.33)
A

Beweis. Die Funktionen v, := ¢, Mo sind Uber A Lebesgue-integrierbar, und aus (2.6.32)
folgt ¢, 1 0. Nach dem Satz von Levi ist also

Jgnolo/wn(x(da: =0 (2.6.34)
A
Andererseits ist ¥, = ¢, M0 < @, also
/cpn(x)dx > /wn(x)dx
A A

In Verbindung mit (2.6.34) folgt die Behauptung (2.6.33).

Aufgabe 2.6.1. Es sei « eine reelle Zahl mit o > 1. Man beweise, dass die auf A := [1,00)
durch ¢(x) := :E% definierte nichtnegative Funktion ¢ (iber A Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 2.6.2. Man beweise, dass die auf R, durch ¢(z) := x%e™" definierte nichtnegative
Funktion ¢ iber R, Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 2.6.3. Man beweise, dass die auf A := [2,00) durch ¢(z) = m definierte
nichtnegative Funktion ¢ liber A Lebesgue-integrierbar ist.

Aufgabe 2.6.4. Es sei ¢ € L(R). Man beweise die Relation

[e.9] o0

/(p(x)dx: /cp(—x)dx

—00 —0o0

Jlp(@) + e(—a)da
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und folgere aus ihr:

a) Ist ¢ gerade, so ist
/ o(x)dx = 2/<p(:c)d1:
—00 0

b) Ist ¢(x) ungerade, so ist

[e.o]

/ o(z)dr =0

Aufgabe 2.6.5. Es sei ¢ € L(R), und m, n seien reelle Zahlen mit m # 0. Dann ist

o0 o0

/cp(mx—l—n)dxzﬁ / o(x)dx

—00

Aufgabe 2.6.6. Es sei A,, := [n,00). Man beweise, dass stets A,, 2 A, und Oﬁ A, = O ist,
n=0
also A,, | @ gilt, jedoch die Beziehung (2.1.18) nicht erfullt ist.
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3 Konstruktion Lebesguescher Integrale

3.1 Lebesguesche Elementarintegrale

In "Riemannsche Integrale" (Band Nr. 110) wurde die Riemannsche Fortsetzung eines positi-
ven linearen Funktionale J auf einem linearen Funktionenraum wie folgt definiert:

Eine Funktionenfolge (f,,) mit f,, € E heiBt eine Riemannsche Naherungsfolge einer reellwer-
tigen Funktion ¢ beziiglich J genau dann, wenn es eine Funktionenfolge (h,) mit h, € E

o= ful <h, und  lim J(h,)0 (3.1.13.1.2)

n— o0

gibt. In diesem Fall heiBt die Funktion ¢ bezlglich J Riemann-integrierbar, und die Zahl
Ta(9) = Jim J(fa) (313)

heiBt das Riemannsche Integral der Funktion (. Alle Funktionen f € FE sind Riemann-
integrierbar, und es ist stets

Je(f) = J(f) firfeE (3.1.4)

Das System R(.J) aller beziiglich J Riemann-integrierbaren Funktionen bildet einen linearen
Funktionenraum, und Jg ist ein positives lineares Funktional auf R(J). Das Funktional Jg
heiBt die Riemannsche Fortsetzung des positiven linearen Funktionale J.

Wenn die Funktion |f| fir jede Funktion f € E Riemann-integrierbar ist, bildet R(.J) einen
Vektorverband. Dies werden wir im folgenden stets voraussetzen.

Fir die Konstruktion Lebesguescher Integrale ist aber noch eine zusatzliche Voraussetzung
erforderlich, die fir das Riemannsche Integral auf C/[a, b] erfillt ist.

Satz 4.1.1. Fiir jede monoton wachsende Funktionenfolge (f,,) mit f,, € C[a,b] und

lim f, >0 (3.1.5)
gilt
b
Jgrgo/fn(x)dx <0 (3.1.6)

Beweis. Die stetige Funktion f, nimmt in einem Punkt x, € [a,b] ihr Minimum an. Die
Zahlenfolge (x,,) ist beschrankt und besitzt eine konvergente Teilfolge (x,, ). Der Grenzwert

"= kh_}rgo T, (3.1.7)

dieser Folge liegt wegen a < z,,, < b wieder im Intervall [a, b]. Nach Voraussetzung (3.1.5) ist

lim f,(z*) >0

n—oo
Zu einer beliebigen vorgegebenen positiven reellen Zahl € gibt es daher eine natiirliche Zahl m
mit f,,(z*) > —e. Aus der Stetigkeit von f,, folgt in Verbindung mit (3.1.7) die Beziehung

lim fo,(x,,) > —¢

k—o0
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3.1 Lebesguesche Elementarintegrale

Daher gibt es eine natiirliche Zahl j mit n; > m und
Jm(@n,,) > —¢

Fiir alle z € [a,b] ist nach Definition von z,, stets f, . (z) > f,,(2zn,). Da die Folge (f,)
monoton wachsend ist, gilt fir n > n; > m stets

fn<x> > fnj(x) > fnj(xn]-) > fm(In]) > —¢

d.h., fir n > n; ist
b

/ fulz)dz > —e(b— a)

und erst recht

n—oo

b
lim /fn(x)dx > —e(b—a)
Da ¢ beliebig gewahlt war, kdnnen wir hierin € — 0 streben lassen und erhalten (3.1.6).
Das Riemannsche Integral auf Cla, b] - oder auch auf Ey|a, b] - genligt also der folgenden

Definition 3.1.1. Ein positives lineares Funktional J auf einem linearen Raum E von reell-
wertigen Funktionen mit dem gemeinsamen Definitionsbereich X heiBt ein Lebesguesches
Elementarintegral auf £ genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) Fir jede Funktion f € E ist die Funktion |f| beziiglich J Riemann-integrierbar.
b) Fiir jede monoton wachsende Funktionenfolge (f,,) mit f,, € F und nlg{.lo fn > oist

Die Bedingung a) ist natiirlich erfiillt, wenn E sogar ein Vektorverband ist. Im Rest von Kapitel
3 setzen wir stets voraus, dass J ein Lebesguesches Elementarintegral auf E ist.

Satz 3.1.2. Es seien (f,,), (gn) zwei monoton wachsende Funktionenfolgen mit f,,, g, € E und

lim g, < lim f, (3.1.8)
Dann ist
lim J(gn) < lim J(fn) (3.1.9)

Gilt in (3.1.8) das Gleichheitszeichen, so ist dies auch in (3.1.9) der Fall.

Beweis. Fiir jede feste natiirliche Zahl k folgt aus (3.1.8) stets g; < 7}1_{20 fn also auch

lim (fn - gk) >0

n—0o0

Aus f, — gr € E und der Bedingung b) in Definition 3.1.1 folgt

n—oo

Addieren wir J(gy) auf beiden Seiten, so erhalten wir

Der Grenziibergang k — oo ergibt die Behauptung (4.1.9).
Gilt in (3.1.8) das Gleichheitszeichen, so ist auch die zu (3.1.9) entgegengesetzte Ungleichung
erfullt, und hieraus folgt die letzte Behauptung.
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3.2 Verallgemeinerte Integrale von Levi-Funktionen

Mit E* bezeichnen wir die Menge aller Funktionen F', zu denen eine monoton wachsende
Funktionenfolge (f,) mit f, € E und f, T F existiert.

Satz 3.2.1. Fir jede Funktion ' € E* ist der Grenzwert

JH(F) == lim J(f,) (3.2.1)

n—o0

unabhangig von der Wahl der Folge (f,,) mit f,, € E und f, T F.
Beweis. Es gelte auch g, 7 F'. Dann ist
A8, Jo = 100 G

und aus Satz 3.1.2 folgt
lim J(f,) = lim J(g,)

n—oo n—oo

womit der Satz bewiesen ist.

Wir nennen die Zahl J*(F') das verallgemeinerte Integral der Funktion F' € E*. Eine Funktion
F ' ist genau dann eine Levi-Funktion beziglich J, wenn F' € E* und J*(F') < oo ist.

Satz 3.2.2. Jede Funktion f € E liegt in E*, und es ist
J(f) = J(f) (32.2)
Beweis. Mit f,, := f gilt f, 1 f, also
J(f) = Jim J(fn) = J(f)

Satz 3.2.3. Fiir alle Funktionen F,G € E* und alle nichtnegativen reellen Zahlen ¢t ist tF, F' +
G € F* und

J(AF)=tJ«(F) ,  J(F+G) =JF)+J(G) (3.2.3,3.2.4)
Aus F' < G folgt stets J*(F') < J*(G).

Beweis. Wir wahlen Funktionen f,,g9, € E* mit f, T F, g, T G. Dann gilt ¢f,, 1 tF,
fo+gn T F+G,; woraus tF, F' + G € E* folgt. Ferner ist

) = Tim J(Lf) =t Jim J(f) = £ (F)
T (F+G) = 1 It +g0) = lim [J(fa) + J(ga)] = J*(F) + J*(G)
Ist ' < G, so folgt aus Satz 3.1.2 und der Definition (3.2.1) stets J*(F') < J*(G).
Satz 3.2.4. Fir jede Levi-Folge (f,) beziiglich J mit f, T F gilt
lim J*(F = f,) =0 (3.2.5)

Beweis. Aus den Rechenregeln fiir verallgemeinerte Integrale folgt
JE = fo) = TF+ (=fa)l = J(F) + (= fo) = J(F) + J(=fn) = T (F) = J(fn)

und der Grenziibergang n — oo ergibt wegen (3.2.1) und J*(F') < oo die Behauptung.
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3.3 Lebesguesche Fortsetzung eines Lebesgueschen
Elementarintegrals

Wir verallgemeinern den Begriff der Riemannschen Naherungsfolge.

Definition 3.3.1. Es sei ¢ eine auf X definierte reellwertige Funktion. Eine Funktionenfolge
(fn) mit fn € E heiBt eine Lebesguesche Naherungsfolge von ¢ beziiglich J genau dann,
wenn es eine Funktionenfolge (H,,), deren Glieder Levi-Funktionen beziiglich J sind, mit den
Eigenschaften

o — ful < H, , lim J*(H,) =0 (2.3.1,2.3.2)

n—oo

gibt.

Definition 3.3.2. Eine auf X definierte reellwertige Funktion ¢ heit Lebesgue-integrierbar
beziiglich J genau dann, wenn sie eine Lebesguesche Naherungsfolge besitzt.

Mit L(.J) bezeichnen wir das System aller beziiglich J Lebesgue-integrierbaren Funktionen
p: X =R

Satz 3.3.1. Zu jeder Funktion ¢ € L(J) und zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gibt es stets
Levi-Funktionen F', G bezlglich J mit

—-F<¢p<(@G und J(F+G)<e (3.3.3,3.3.4)
Ist ¢ sogar Riemann-integrierbar, so kann F, G € E gewahlt werden.

Beweis. GemaB Definition 3.3.2 und Definition 3.3.1 gibt es Funktionenfolgen (f,,), (H,) mit
den Eigenschaften (2.3.1) und (2.3.2). Dann ist

Mit F':= H,, — f., G :== H, + f, gilt dann (3.3.3), und wegen
J(F+G)=J(2H,) =2J"(H,)

und (3.3.2) kann n so groB gewahlt werden, dass (3.3.4) erfillt ist. Gilt ¢ € R(J), so kann
gemaB (3.1.1) auch H,, € E gewahlt werden, woraus F, G € F folgt.

Satz 3.3.2. Fiir jede Lebesguesche Naherungsfolge (f,,) einer Lebesgue-integrierbaren Funktion
@ existiert der Grenzwert

Jul) 1= Jim J(f,) (336)

und dieser Grenzwert ist von der Wahl der Lebesgueschen Naherungsfolge unabhangig.

Beweis. Mit M (p) bezeichnen wir die Menge aller Levi-Funktionen G beziiglich J mit ¢ < G.
Nach Satz 3.3.1 gibt es Levi-Funktionen F', G beziiglich J mit ¢ < G, —¢p < F, also mit
G € M(p) und F € M(—y). Firr alle Funktionenpaare F,G mit G € M(yp), F € M(—¢)
ist F+ G > (—¢) * ¢ = 0, woraus

J(F)+J(G)=J(F+G)>0 bzw. —J(F)<J'(G)

folgt. Fir jede Funktion G € M () ist also J*(G) eine obere Schranke der Menge aller reellen
Zahlen —J*(F) mit F' € M(—¢). Mit J.(¢) bezeichnen wir die kleinste obere Schranke dieser
Menge. Fiir alle Levi-Funktionen F', G beziglich J mit —F < ¢ < G ist dann

—J*(F) < Jr(p) < J*(G)
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Es sei nun (f,,) eine beliebige Lebesguesche Naherungsfolge von ¢ und (H,,) eine Folge von
Levi-Funktionen mit den Eigenschaften (3.3.1) und (3.3.2). Dann gilt (3.3.5), woraus

—J*(H, — fa) < Jile) < JHG)

bzw.

—(J*(Hyn) = J(fn)) < Jolp) < J*(Hyn) + J(fn)
bzw.

—J (Hy) < Julp) = J(fa) < J7(Hn)  bzw.  [Ji(p) = J(fa)| < J"(Hy)

folgt. Wegen (3.3.2) gilt nun (3.3.6), womit Satz 3.3.2 bewiesen ist.

Wir nennen die Zahl J; () das Lebesguesche Integral der beziiglich J Lebesgue-integrierbaren
Funktion .

Satz 3.3.3. Fiir alle Funktionen ¢ € L(J) und alle Levi-Funktionen F', G, H folgt aus
F<p+G<H stets JN(F) < Jep) +J5(G) < J*(H)

Beweis. Wir wahlen gemaB Definition 3.3.1 Funktionenfolgen ( f,,), (H,,) mit den Eigenschaften
(3.3.1) und (3.3.2). Dann ist ¢ < f,, + H,, sowie f, < ¢+ H,, also

e+G< fp+H, +G<p+2H,+G=p+G+2H,
Berlicksichtigung der Voraussetzung liefert schlieBlich die Abschatzung
F<f,+H,+G<H-+2H,
Nach den Rechenregeln fiir die verallgemeinerten Integrale von Levi-Funktionen gilt
JHF) < J(fa) +J"(Hn) + J(G) < J*(H) +2J"(Hy)

Der Grenziibergang n — oo ergibt unter Beriicksichtigung von (3.3.2) und (3.3.6) die Be-
hauptung.

Satz 3.3.4. Jede beziiglich J Riemann-integrierbare Funktion ¢ ist auch Lebesgue-integrierbar
beziiglich .J, und es ist

JL(p) = Jr(¥) (3.3.7)

Fir f € E ist speziell
Ji(f) = Jr(f) = J(f) (33.8)

Beweis. Jede Riemannsche Naherungsfolge (f,,) von ¢ ist, wie der Vergleich von (3.1.1), (3.1.2)
mit (3.3.1), (3.3.2) unter Berticksichtigung von J(h,,) = J*(h,,) zeigt, auch eine Lebesguesche
Naherungsfolge von ¢. Somit ist

Jiu(p) = lim J(fn) = Jr(p)

n—oo
Fir o = f € E kann speziell f,, := f gesetzt werden, woraus (3.3.8) folgt.

Satz 3.3.5. Gibt es zu einer reellwertigen Funktion ¢ zwei Funktionenfolgen (¢,,), (H,), wobei
©n € L(J) und H,, Levi-Funktionen beziiglich J sind, die den Bedingungen

o —n| < H, lim J*(H,) =0 (3.3.9,3.3.10)

n—oo
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3.3 Lebesguesche Fortsetzung eines Lebesgueschen Elementarintegrals

geniigen, so ist p € L(J).

Beweis. Auf Grund von Definition 3.3.2 gibt es zu jeder Funktion ¢,, € L(J) eine Funktion
fn € E und eine Levi-Funktion G, beziiglich J mit

1
ninl < G, , JN(G,) <
[onful < (Go) < —
Somit ist
|90_fn|§|‘P—‘Pn|+|‘ﬂn_fn|§Hn+Gn
sowie

lim J*(H, + G,) = lim [J*(H,) + J*(Gn)] = 0

n—o0

d.h., (f) ist eine Lebesguesche Naherungsfolge von ¢ beziiglich J, womit Satz 3.3.5 bewiesen
ist.

Satz 3.3.6. Das System L(.J) aller beziiglich J Lebesgue-integrierbaren Funktionen bildet einen
Vektorverband, und .Jy, ist ein positives lineares Funktional auf L(J).

Beweis. Es sei ¢, ¢’ € L(J) und X eine reelle Zahl. GemaB Definition 3.3.1 wahlen wir Funk-
tionenfolgen (f,.), (H,), (f), (H]) mit den Eigenschaften (3.3.1), (3.3.2),

' = ful<H, . lim J(H,) =0 (3.3.11,3.3.12)
Dann ist
A = Aful < [A[Hn
(o +¢) = (fa+ LI < o= fal + 1"+ f1] < Ho + H,
und wegen

lim J*(|A[H,) = [A| lim J*(H,) =0
lim J*(H,, + H) = lim [J*(H,) + J*(H})] = 0

n—oo

ist (A\f,) bzw. (f, + f}) eine Lebesguesche Naherungsfolge von Ay bzw. ¢ + ¢'. Daher ist
Ap, o+ ¢" € L(J) und

Jo(Ap) = lim J(Afy) = A lim J(f,) = AJL(e) (3.3.13)
Tl +¢) = lim J(fo + f) = W [J(fa) + J(f)] = Jo(e) + Ju(¢’)  (3.3.14)
Nach Satz 3.3.4 ist |f,,| € R(J) C L(J). Wegen

ol = 1full < lo = fol < Hay
und Satz 3.3.5 ist auch |p| € L(J), d.h., L(J) ist ein Vektorverband. Es sei schlieBlich ¢ > o.
Wegen ¢ — f,, < H, ist H, + f,, > ¢ > o, also

Ju(@) = lim J(f,) = lim J(f,)+ lim J*(H,) = lim J*(H, + f,) > 0

n—o0

Damit ist in Verbindung mit (3.3.13), (3.3.14) gezeigt, dass J, ein positives lineares Funktional
auf L(.J) ist, womit der Satz bewiesen ist.
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3.4 Monoton wachsende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen

Wir nennen .J;, die Lebesguesche Fortsetzung des Lebesgueschen Elementarintegrals J. Nach
Satz 3.3.4 ist J;, auch eine Fortsetzung von Ji. Damit ist die Aussage (i) von Theorem 1.3.1
bewiesen. Der folgende Satz zeigt, dass auch die Forderung (iv) erfillt ist.

Satz 3.3.7. Es sei ¢ eine nichtnegative Funktion aus L(J) mit J.(¢) = 0. Dann ist jede
Funktion 1 mit |1/| < ¢ Lebesgue-integrierbar.

Beweis. Wir wahlen Funktionenfolgen (f,,), (H,) mit den Eigenschaften (3.3.1) und (3.3.2)
und setzen g, := 0. Wegen o — f, < H,, o < f, + H, ist
[ = gnl =10l S < Ho+ fu

und aus

lim J*(H, + fu) = lim [J* () + J(f)] = lim J*(H,) + Jo() = 0

n—oo

folgt, dass (g,) eine Lebesguesche Naherungsfolge von v, also v € L(/J) ist.

3.4 Monoton wachsende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen

Die restlichen Behauptungen (ii) und (iii) von Theorem 1.3.1 kénnen aus dem folgenden wich-
tigen Satz abgeleitet werden. Da der Beweis recht aufwendig ist, fiihren wir ihn in Teilschritten.

Satz 3.4.1. Zu jeder monoton wachsenden Funktionenfolge (¢,,) mit ¢, € L(J) gibt es eine
monoton wachsende Funktionenfolge (f,,) mit f, € E sowie eine Levi-Folge (g,) beziglich .J
mit den Eigenschaften

AL, fn - limy, go = 1 fo (34.1)
Jim Ji(n) + lim J(g.) = lim J(f.) (342)

Beweis. a) Im ersten Beweisteil zeigen wir, dass es monoton wachsende Funktionenfolgen (F,),
(G,) von Levi-Funktionen beziiglich J mit

lim J*(G,) <1 (3.4.3)
33, e + lim G = lim, B (3.4.4)

gibt. Hierzu wahlen wir gemaB Satz 3.3.1 Levi-Funktionen F, G! beziglich J mit

—F <en <G, J(F 4G < 5 (3.4.6,3.4.7)
und zeigen, dass die durch
Gp =Y (F,+G)) (3.4.8)
k=0
| Gy firn =10
b= { Gl + Gy firn >0 (3:4.9)

definierten Levi-Funktionen beziiglich J alle Forderungen erfiillen. Wegen (3.4.6) ist F|.+G}, >
o. Daher ist die Folge (G,,) monoton wachsend, und aus (3.4.7) folgt

n

* - * / ! 1
k=0 k=0
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3.4 Monoton wachsende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen

Damit ist (3.4.3) bewiesen. Nach der Definition (3.4.8) ist G,, = F/+G! +G,,_1 furn > 0. Aus
(3.4.9) ergibt sich nun F! + F,, = G,, fur alle natiirlichen Zahlen n. Da auBerdem ¢,, + F! < o
ist, gilt stets

Es ist also
F, <o, +G, < F, (3.4.10)

und auch die Folge (F,) ist monoton wachsend. Aus Satz 3.3.3 folgt
S (Fn) < Jilen) + J(Gn) < 7 (Fria) (3.4.11)

Fihren wir in (3.4.10) und (3.4.11) den Grenzibergang n — oo durch, so ergeben sich
jeweils am Anfang und Ende der Ungleichungskette dieselben Grenzwerte. Damit sind die
Behauptungen (3.4.4) und (3.4.5) bewiesen.

Sind die Funktionen ¢,, samtlich Riemann-integrierbar, so konnen die Funktionen F G in
(3.4.6) und (3.4.7) sogar aus E gewahlt werden. In diesem Fall sind auch die durch (3.4.8)
und (3.4.9) definierten Funktionen F,,, G,, Elemente von E.

b) Im zweiten Beweisteil konstruieren wir monoton wachsende Funktionenfolgen (o,,), (7,)
mit o,, 7, € R(J),

dim Jr(m) <1 (3.4.12)
A, ¢n + lig 7 = lim o (3.4.13)
A, Julen) + lim Ju(m) = lim, Ji(on) (3.4.14)

Zu jeder der in Beweisteil a) konstruierten Levi-Funktionen F}, wahlen wir eine Levi-Folge (f.)
beziiglich J mit fr, € E, frn T F) und setzen

On = fon U....U frn

Diese Funktionen liegen in R(.J), denn R(.J) ist ein Vektorverband, und es ist stets f, € R(.J).
Wegen fin, < frnt1 ist

On = fOn ..o fnn < fO,n—H ..o fn,n+1 L fn+1,n+1 = On+1

Die Folge (0,) ist also monoton wachsend. Firr k < n ist fi, < Fy < F,, also

Jien < fon U U fen U U fron < F

bzw.

Somit ist auch

In den beiden letzten Ungleichungsketten fiihren wir zunachst den Grenziibergang n — oo
durch und erhalten

£, < lim o, < lim F, . J%(Fy) < lim Jp(0,) < lim J*(F})

n—oo
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3.4 Monoton wachsende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen

Nochmaliger Grenziibergang k — oo ergibt

lim o, = lim F, ,  lim Jy(0,) = lim J*(F,) (3.4.15.3.4.16)

n—o0 n—oo n—oo n—oo

In gleicher Weise finden wir eine monoton wachsende Funktionenfolge (7,,) mit 7,, € R(J) und

lim 7, = lim G, . lim Ji(r,) = lim J*(G,) (3.4.17,3.4.18)
Setzen wir nun unsere Resultate (2.4.15) bis (2.4.18) in (2.4.3) bis (2.4.5) ein, so erhalten wir
(3.4.12) bis (3.4.14).

Ist £/ sogar ein Vektorverband, so ist der Beweis des Satzes schon beendet, denn mit f, :=
o, € E und g, := 7, € E gehen (3.4.13) und (3.4.14) in (3.4.1) und (3.4.2) iber. Wegen
(3.4.12) gilt dann lim J(gn) <1, dh. (g,) Ist eine Levi-Folge beziiglich .J.

Der nachfolgende Beweisschritt ist also nur dann erforderlich, wenn der lineare Raum E kein
Vektorverband ist.

c) Auf die in Beweisteil b) konstruierten Funktionenfolgen (o,,), (7,) kénnen wir wiederum
Beweisteil a) anwenden, wobei aber wegen o,,7, € R(J) an Stelle von Levi-Funktionen
bezliglich J sogar Funktionen aus E gewahlt werden konnen. Es gibt also monoton wachsende

Funktionenfolgen (f1), (g,), (f2), (/) mit f1. .. 2. ! € E und

. /

lim J(g,) <1 (3.4.19)

. . /I . /
A on + lim g, = lim /, (3.4.20)

. . / o . !/

lim Jp(0y) + lim J(g,) = lim J(f,) (3.4.21)
lim J(g,) <1 (3.4.22)

. . /T "
A7+ Jim g = i S (3.4.23)
(34.24)

. . mo_oqs "
dim Jp(7,) + lim J(gy) = lim J(f)
Wir zeigen nun mit Hilfe von (3.4.19) bis (3.4.24) und von (3.4.12) bis (3.4.14), dass die

durch f, := f + g, g := f! + ¢/, definierten monoton wachsenden Funktionenfolgen (f,,),
(gn) mit fp, g, € E alle Forderungen erfiillen. Wegen

lim J(g,) = lim J(f7) + lim J(g,) = lim Ji(7,) + lim J(g,) lim J(g,) <3
ist (gn,) eine Levi-Folge beziglich .J. Ferner ist

. . _ . . 1 . ! . . . /i . /
D5, #n + 0 gn = N0 Pn ol Sl o =l o+ 000 T 100 G+ LD O

= lim o lim ¢ + lim ¢’ = lim f/ + lim ¢’/ = lim

womit (3.4.1) bewiesen ist. In ganz analoger Weise wird die entsprechende Relation (3.4.2)
fur die Integrale gezeigt. Damit ist der wichtige Satz 3.4.1 bewiesen.

Ist die Folge (¢,) sogar eine Levi-Folge beziiglich des Lebesgueschen Integrals, so folgt aus
(3.4.2), dass neben (g,,) auch (f,,) eine Levi-Folge beziiglich .J ist.

Das System L(J) der Lebesgue-integrierbaren Funktionen und das Lebesguesche Integral J;,
konnen auch wie folgt charakterisiert werden.
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3.4 Monoton wachsende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen

Satz 3.4.2. Eine reellwertige Funktion ¢ ist genau dann bezlglich J Lebesgue-integrierbar,
wenn es zwei Levi-Folgen (f,,), (g,) beziiglich J mit

¢+ lim g, = lim f, (3.4.25)
gibt, und in diesem Fall ist
Ji(p) = lim J(fu — gn) (3.4.26)

Beweis. a) Es gebe Levi-Folgen (f,.), (g,) beziiglich J mit der Eigenschaft (3.4.25), und es
gelte f, T F, g, T G. Dannist o+ G = F, und aus F' — fn,G — g, > o folgt

p—(fa—g) So—fatG=F—f, <(F—fu) +(G—gn)
bzw.
—fp=(fr=9 )l S+ F =g, =G =g < (I'= fu) + (G — g5)
Somit ist
o= (fo = gn)| S (F = fn) + (G — gn)
Aus Satz 3.2.4 folgt

Tim J[(F — f2) + (G = ) = I [J(F = fu) + J*(G = ga)] = 0
d.h., die Folge (f, — gn) ist eine Lebesguesche Naherungsfolge von . Daher ist p € L(J),
und es gilt (3.4.26).

b) Es sei ¢ € L(J). Wir setzen ,, := ¢ und wahlen Funktionenfolgen (f,,), (9,) gemaB Satz
3.4.1. Dann ist (3.4.25) erfillt, und da (¢) eine Levi-Folge beziiglich J;, ist, muss auch (f,)
eine Levi-Folge beziglich J sein. Damit ist wegen (3.4.2) auch (3.4.26) erfiillt, und Satz 3.4.2
ist bewiesen.

Mit Beweisteil b) ist die Aussage (iii) aus Theorem 1.3.1 bewiesen. Die letzte Behauptung
dieses Theorems, namlich (ii) ergibt sich aus

Satz 3.4.3. Die Grenzfunktion ¢ einer jeden eigentlich konvergenten Levi-Folge (i,,) beziiglich
J, ist Lebesgue-integrierbar, und es ist

J: L(p) = dim Jr(on) (3.4.27)

Beweis. Zur Folge (¢,,) bestimmen wir Levi-Folgen (f,,), (9,) bezlglich J, gemaB Satz 3.4.1.
Wegen ¢, T ¢ geht (3.4.1) in (3.4.25) Uber, und dies besagt, dass ¢ € L(.J) ist. Aus (3.4.2)
bzw. (3.4.26) folgt

nh_{TOlo Jr(pn) = nh_{go[‘](fn) — J(g)] = JrL(¥)
womit Satz 3.4.3 und zugleich Theorem 1.3.1 bewiesen sind.

Satz 6.4.4. Fiir jede monoton wachsende Funktionenfolge (,,) mit ¢, € L(J) und
lim @, >0 st dim J(¢n) >0 (3.4.28,3.4.29)

Beweis. Die Folge (¢, M0) hat die obere Schranke null und ist deshalb eine Levi-Folge beziiglich
Jr, mit der Grenzfunktion null. Wegen Satz 3.4.3 und ¢, > ¢ Mo ist

lim Jp(p,) > nh—%lo Jr(pnMo) =0

n—oo
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3.4 Monoton wachsende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen

Auf Grund des hiermit bewiesenen Satzes ist .J;, ein Lebesguesches Elementarintegral auf dem
Vektorverband L(.J) im Sinne von Definition 3.1.1. Der ganze Fortsetzungsprozess kann also
nochmals auf J;, an Stelle von J angewendet werden. Die folgenden beiden Satze zeigen, dass
dies zu keiner Erweiterung des Funktionensystems L(.J) fihrt.

Satz 3.4.5. Zu jeder Levi-Funktion ® beziiglich J;, und zu jeder positiven reellen Zahl ¢ gibt
es eine Levi-Funktion I bezlglich J mit

d<H |  JH) <J(®) +e

Beweis. Wir wahlen eine Levi-Folge (,,) beziiglich J, mit ¢, 1T ® und hierzu Levi-Folgen
(fn), (gn) beziiglich J gemaB Satz 3.4.1. Sind F', G die Grenzfunktionen der Folgen (f,.), (¢x),
so konnen die Relationen (3.4.1) und (3.4.2) in der Form

¢+G=F und JI (@) + J(G) = J(F)

geschrieben werden. Wir wahlen gemaB Satz 3.2.4 eine natiirliche Zahl k£ mit J*(G — gx) < ¢.
Mit H := F' — gk gilt dann

OO+ (G—gy)=F—go=H

und
JH(H) = J(F) = J(gr) = JL(®) + JG) = J(ge) < JL(P) + €
Satz 3.4.6. Besitzt eine reellwertige Funktion ¢ eine Lebesguesche Naherungsfolge beziiglich
Jp, soist p € L(J).
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Funktionenfolgen (¢,,), (®,) mit

o —pul <@, lim J{(P,) =0 (3.4.30,3.4.31)

n—o0

wobei ¢,, € L(J) und ®,, eine nichtnegative Levi-Funktion beziglich .J, ist. Nach Satz 3.4.5
gibt es zu jeder Levi-Funktion ®,, beziiglich J;, eine Levi-Funktion H,, beziiglich J mit

1
QS H, . 0ST(H)ST®) (3.4.32,3.4.33)
Mit Hilfe von (3.4.32) geht (3.4.30) uber in
o — | < H, (3.4.34)

und aus (3.4.33) folgt in Verbindung mit (3.4.31) die Beziehung
lim J*(H,) =0 (3.4.35)
GemaB Satz 3.3.5 besagen die beiden Beziehungen (3.4.34) und (3.4.35), dass ¢ € L(/J) ist.

Eine unmittelbare Folgerung ist

Satz 3.4.7. Gibt es zu einer reellwertigen Funktion ¢ zwei Levi-Folgen (¢,,), (1) beziglich
des Lebesgueschen Integrals J;, mit

Pt 0, Ve = L on

so ist ¢ € L(J) und
Jr(p) = lim Jp(on — )
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4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

4 Das zweidimensionale Lebesguesche Integral

4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

Dieser Abschnitt schlieBt eng an "Riemannsche Integrale” (MSB 109) an. Als Grundmenge
wahlen wir einen festen Rechtecksbereich

D =a,b] x [c,d] ={(z,y) ra <z <bund c <y <d}

der Zahlenebene und betrachten die Menge aller auf D definierten reellwertigen Funktionen A
mit folgenden Eigenschaften:

a) Fir jede feste reelle Zahl y € [c¢,d] ist die Funktion h(z,y), als Funktion von z allein
betrachtet, lber [a, b] Lebesgue-integrierbar.

b) Die durch
h*(y) :== /h(x,y)dx (4.1.1)

definierte Funktion h ist Gber [c, d] Lebesgue-integrierbar. Sind diese Bedingungen erfillt, so
heiBt die reelle Zahl

J(h) ::/d U) h(x,y)dx] dy = /d/bh(x,y)dxdy (4.1.2)

das Lebesguesche Doppelintegral der Funktion A lber D in der Reihenfolge dz, dy. Analog
wird das Lebesguesche Doppelintegral in der Reihenfolge dy, dx definiert.

Besitzen die Funktionen h, hq, ho ein endliches Lebesguesches Doppelintegral iber D in der
Reihenfolge dz, dy und ist A € R, so gilt dasselbe fiir die Funktionen \h, hy; 4+ hy und es ist
J(Ah) = AJ(h) (4.1.3)

J(hy + ho) = J(hy) + J(hg) (4.1.4)

Unter einer Elementarfunktion auf D verstehen wir eine Funktion i der Form

h(z,y) = f(z)g(y)  (z €a,b],y € [c,d]) (4.1.5)

wobei f bzw. g eine beschrankte iber [a,b] bzw. [c,d] Lebesgue-integrierbare Funktion ist.
Speziell ist jede konstante Funktion eine Elementarfunktion.

Das Produkt zweier beschrankter Funktionen, die liber eine beschrankte Lebesgue-integrierbare
Menge Lebesgue-integrierbar sind, ist wieder Lebesgue-integrierbar, da das Produkt beschrankt
und Lebesgue-messbar ist.

Daher ist das Produkt zweier Elementarfunktionen wieder eine Elementarfunktion. Aus (4.1.5)
folgt

/d/bh(x’y)df”dy = /bf(ff)dx ./dg(y)dw = /b/d h(z,y)dydzx (4.1.6)

Mit E(D) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen h, die sich als Summe von endlich vielen
Elementarfunktionen darstellen lassen. Zu jeder Funktion h € E(D) gibt es also beschrankte
Funktionen fi, ..., f,, € L[a,b] bzw. g1, ..., 9, € L|c,d] mit

hz,y) = fi(x)g1(y) + - + fa(2)gnly) (€ [a,b],y € [e,d]) (4.1.7)
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4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

Satz 4.1.1. Das System E(D) bildet eine Funktionenalgebra. Alle Funktionen i € E(D) sind
beschrankt, und durch

J(h) = /d/bh(x,y)dxdy— /b/dh(x,y)dydx (4.1.8)

wird ein Lebesguesches Elementarintegral auf F(D) definiert.

Beweis. Aus (4.1.6) und (4.1.7) folgt sofort, dass h endliche Lebesguesche Doppelintegrale in
beiden Reihenfolgen besitzt und dass diese iibereinstimmen. Daher kann die Definition (4.1.8)
ausgesprochen werden.

Aus (4.1.7) folgt offensichtlich, dass E(D) ein linearer Raum ist. Da das Produkt zweier
Elementarfunktionen wieder eine Elementarfunktion ist, folgt aus hq, hy € E(D) stets hihy €
E(D). Somit ist F(D) eine Funktionenalgebra, und wegen (4.1.3), (4.1.4) ist J ein lineares
Funktional auf E(D).

Es sei (h,,) eine monoton wachsende Funktionenfolge mit h,, € E(D) und

lim h, > o (4.1.9)

n—oo

Nach Satz 2.6.8 gilt dann fiir ein festes y € [c, d] stets

b
nh_)n(glo hn(z,y)dz >0

a

Fir die Funktionenfolge (k) mit

Baw) = [l y)de

gilt also wiederum lim h7 > o, und wegen hy € Llc, d] ist
n—oo

d
lim /hfl(y)dy >0

n—o0

Nun ist aber
d b d
I(h) = [ [ bl yydedy = [ b (w)dy

d.h., esist
nll_{glo J(hy,) >0 (5.1.10)

Ist speziell h € E(D) und h > o, so ist (4.1.9) mit h, := h erfillt. Wegen (4.1.10) gilt
J(h) > 0. Damit ist gezeigt, dass J ein positives lineares Funktional auf E(D) ist, welches
der Bedingung b) in Definition 3.1.1 geniigt.

Da in (4.1.7) alle Funktionen fi, ..., fu, g1, ..., g beschrankt sind, gibt es eine reelle Zahl K
mit |h| < K. Die konstante Funktion ¢ := v/K liegt in E(D), und es ist g > 0 und |h| < ¢
Damit ist R(J) ein Vektorverband.

92



4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

Speziell ist |h| fir jede Funktion h € E(D) beziiglich J Riemann-integrierbar, und auch die
Bedingung a) von Definition 3.1.1 ist erfillt. Damit ist Satz 4.1.1 bewiesen.

Wir konnen also das System
L(D) = L(la,b] x [¢,d]) := L(J)

der beziiglich J Lebesgue-integrierbaren Funktionen bilden. Das Lebesguesche Integral einer
Funktion ¢ € L(D) bezeichnen wir mit

[ ew.pdi,y) = i) (4.111)

Ist insbesondere ¢ € E(D), soist J.(¢) = J(¢), und wir kénnen J1,(¢) mit Hilfe von (4.1.8)
berechnen.

Beispiel 4.1.1. Die auf [0, 1] x [0, 1] durch

o(z,y) == Xpono(®)(1 —sgny) (4.1.12)

definierte reellwertige Funktion ¢ ist tiber [0, 1] x [0, 1] Riemann-integrierbar.

Allerdings kann das Integral Jg(¢) nicht mit Hilfe eines Doppelintegrals berechnet werden.
Mit den uns zur Verfliigung stehenden Hilfsmitteln der Lebesgueschen Integrationstheorie ist
die Berechnung durch ein Doppelintegral méglich. Die durch (4.1.12) definierte reellwertige
Funktion ¢ besitzt offensichtlich die Eigenschaft ¢ € E([0,1] x [0,1]). Demnach ist

1

el y)d(r.y) = [0 —seny) [ xouro(e)drldy = [[(1—seny) -Oldy =0

[0,1]x[0,1] 0

Die in Kapitel 2 eingefiihrten Begriffsbildungen und Satze kdnnen jetzt nahezu unveradndert
auf das Lebesguesche Integral auf dem Vektorverband L(D) ibertragen werden. Wiederum
sagen wir, eine Teilmenge C' von D sei Lebesgue-messbar, wenn die Funktion x¢ in L(D)
liegt, und die Zahl

m(C) = [ xelw.p)d(r,y) (4.113)

heiBt das Lebesguesche MaB von C.
Fir das System der Lebesgue-messbaren Teilmengen von D gelten unverandert alle Satze 2.1.1
bis 2.1.9 und deren Folgerungen.

Satz 4.1.2. Fir alle Lebesgue-messbaren Mengen A, B mit A C [a,b], B C [c, d] ist die Menge
A X B Lebesgue-messbar, und es ist

m(A x B) = m(A)m(B) (4.1.14)

Beweis. Es ist
XaxB(z,y) = xa(x)xs(y)

und folglich ist x 4«5 eine Elementarfunktion und damit liber D Lebesgue-integrierbar. Daher
ist A x B Lebesgue-messbar und

m(A x B) = /XAxB(x,y)d(:L',y) = /XA(x)dx/XB(y)dy = m(A)m(B)
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4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

womit der Satz bewiesen ist.

Sind A, B Intervalle, so besagt (4.1.14), dass das Lebesguesche MaB eines Rechtecks gleich
dem Produkt seiner Kantenlangen, also gleich seinem elementargeometrischen Inhalt ist.

Wir Gbertragen einen weiteren Satz der Riemannschen Integrationstheorie auf das Lebesgue-
sche Integral.

Satz 4.1.3. Es seien @, 1) lber A := [a, ] Lebesgue-integrierbare Funktionen mit
c< o) <yYx)<d (4.1.15)
fur alle € [a,b]. Dann ist die Menge
AL = {(zy) 7 € [a,b] und p(x) < y < (x)) (4.1.16)

Lebesgue-messbar, und es ist

b

m(A%) = [[(x) = plx)]da (4.1.17)

a

Beweis. a) Zunachst sei p, 9 € T'a, b]. Ist {co, ..., cm } bzw. {dy, ..., d, } der Wertebereich von
¢ bzw. 9 mit ¢; # ¢;, bzw. d; # d; fir i # j und

A ={z €la,b]:p(x) =c;} ) By :={x € [a,b] : ¥(x) = di}
so gilt, wie wir im Beweis von Satz 2.2.4 gezeigt haben,

m n
© =Y ¢iXa, : Y => dixs,
=0 k=0

Da die Mengen Ay, ..., A,, bzw. By, ..., B,, paarweise disjunkt sind und

U Be= U 4 = [a,b]
k=0 k=0
ist, gilt
k=0 k=0 k=0
also .
> m(A;NBy) =m(4;)  firj=0,...,m
k=0
und ebenso .
m(A; N By) = m(By) firk=0,...,n
j=0
Wir setzen
I, — [Cj,dk] falls Cj S dk
A " falls ¢; > dy,
C:=J J(A;NBy) x I,
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4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

und zeigen, dass C' = AY ist.

Es sei (z,y) € AY. Wegen z € [a,b] gibt es dann natiirliche Zahlen j, k mit p(z) = ¢;,
Y(x) = dj, woraus x € A; N By, folgt.

Wegen (4.1.15) ist ¢; < dj. Aus (z,y) € AY folgt ¢; = p(x) <y < Y(x) = dy, also y € L.
Somit ist (z,y) € (A; N By) x I und damit (z,y) € C.

Es sei umgekehrt (z,y) € C. Dann liegt (z,y) in einer der Mengen (A; N By) x L, d. h., es
ist 2 € A; N By C [a,b] und y € I;; woraus ¢(z) = ¢;, ¥(z) = dj und ¢; < y < d, also
auch o(x) <y < t(z) folgt. Somit ist (z,y) € AY.

Damit haben wir Ag = 0 bewiesen. Da die Mengen A; N By, paarweise disjunkt sind, gilt dies
auch fir die Mengen (A; N By) x L.

Ist A; N B, # @, so gibt es ein x € A; N By, woraus ¢; = ¢(z) < ¢(z) = dj folgt. Da
A, By, und I, Lebesgue-messbare Mengen sind, ist auf Grund von Satz 4.1.2 auch die Menge
(A; N By) x Ij;, Lebesgue-messbar, und entsprechend (4.1.14) gilt dann

m[(AJ N Bk) X ng] = m(AJ N Bk)m(fjk) = m(AJ N Bk>/dk — Cj)

Diese Formel ist aber auch richtig, wenn A; N B, = & ist. Somit ist

m(Ai) =m(C) = sz[(A N By) x L] :sz (A; N By)(dy — ¢j)
j=0k=0 j=0 k=0
:deZm(A]ﬂBk)—chZm(A]ﬂBk dem Bk ZC]
k=0  j=0 =0 k=0 k=0
b
= /Qb(x)da: - /go(x)dx

Damit ist (4.1.17) fir Treppenfunktionen ¢, ¢ bewiesen.

b) Es sei ¢, € L[a,b]. Dann sind diese Funktionen messbar und wegen (4.1.15) auch
beschrankt. Wie wir im Beweis von Satz 2.2.7 gezeigt haben, gibt es Treppenfunktionen
fn € Tla,b] mit f, 1 ¢. Ebenso gibt es Treppenfunktionen g/, € T'a,b] mit g, T —1.

Setzen wir g, := —g.,, so folgt g,, | ¥. Insbesondere gilt also f,, < ¢ bzw. ¢ < g, fiir alle

natiirlichen Zahlen n. Ist (z,y) € AY, so folgt
x € a, b und o) <y <Y(z)

und hieraus
VIS [a7 b] und fn(x) <y< gn(m)

fur alle nattrlichen Zahlen n. Dies bedeutet (z,y) € A® = Afc: fur alle n, d.h., die Menge
A:ﬁ ist in allen Mengen A%" enthalten. Ist umgekehrt

(z,y) € OOA?Z
so folgt f,(z) <y < gx) fir alle n € N und damit o(z) <y < 4(z), also (z,y) € AY. Da
Anir C© Ay ist, gilt A, | AY. Nach Satz 2.1.5 ist

b

m(AL) = lim m(A9) = lim [ [ga(2) = fu(2)lde
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4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

Wegen ¢, — fn | ¥ — ¢ folgt hieraus die Behauptung (4.1.17). Fir ¢ = 1 stellt die Menge
AY den Graphen der Funktion ¢ dar. Aus (4.1.17) folgt, dass der Graph einer jeden auf [a, 0]
beschrankten messbaren, also auch Lebesgue-integrierbaren Funktion eine Menge vom Lebes-
gueschen MaBe Null ist.

Mit Hilfe von (4.1.17) kann das Lebesguesche MaB von elementargeometrischen ebenen Figu-
ren mit den bekannten Methoden berechnet werden. Mit Hilfe der Satze 2.1.5 und 2.1.6 ist es
dann auch moglich, das Lebesguesche MaB von recht komplizierten geometrischen Gebilden
zu bestimmen.

Beispiel 4.1.2. Ist A := [0, 1], 1 = X[0,1nq die Dirichletsche Funktion und ¢ = o, so ist
1

A ={w,y) 0 €0,1]und 0<y < v(@)}  und  m(Af) = [w(@)de =0
0

Beispiel 4.1.3. Die auf [0, 1] durch

R fir z € [0,1]\ Q
Y(x) '_{ 2+sinz furze[0,1]NQ

und f 0,1]\Q
—T ur r € 0,1
p(z) = { —cosz furz e [0,1]NQ

definierten reellen Funktionen ¢, sind auf Grund von Folgerung 3.4.1 lber [0, 1] Lebesgue-
integrierbar, und es gilt

—1 < p(r) <tp(x) =3
fur alle z € [0, 1]. Damit ist die Menge

A% ={(z,y) 2 € [0,1) und p(x) < y < Y(2)}

Lebesgue-messbar, und wegen (2.4.13) ist
1
m(A:ﬁ) = Q/xdx =1
0

Eine ebene Punktmenge G C IR? heiBt offen genau dann, wenn es zu jedem Punkt (g, yo) € G
eine positive reelle Zahl § gibt, so dass aus |z — 2| < d und |y — yo| < I stets (z,y) € G
folgt.

Dies besagt, dass mit jedem Punkt (z¢,yo) auch eine (kleine) Umgebung dieses Punktes in
der Menge G enthalten ist.

Satz 4.1.4. Ist G C R? eine offene Menge, so ist die Menge D N G Lebesgue- messbar.

Beweis. Fiir alle natiirlichen Zahlen n und alle ganzen Zahlen j, k bilden wir die Mengen

k—1 k
on ’2n

w117 n._
Aj._{zn ,zn]m[a,b] , Bk._[

] N e, d]

Die Mengen A X By sind dann auf Grund von Satz 4.1.2 Lebesgue-messbare Teilmengen von
D, und fiir festes n sind nur endlich viele dieser Mengen von der leeren Menge verschieden.
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4.1 Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals

Mit C,, bezeichnen wir die Vereinigungsmenge aller in G enthaltenen Mengen A7 X By mit n
fest und j,k € Z.
Dann ist (), stets eine Lebesgue-messbare Teilmenge von D N G, und folglich ist auch

=JC.cbnG
n=0
eine Lebesgue-messbare Teilmenge von D. Wir zeigen, dass DNG C C, also DNG = C und
damit DNG Lebesgue-messbar ist.

Es sei (zg,y0) € DN G. Dann ist xy € [a,b], yo € [c,d] und (xq,y0) € G.

Wir wahlen eine positive Zahl § mit (z,y) € G fur alle (z,y), die den Bedingungen |x —xz¢| < §
und |y — 30| < & geniigen. Ferner wahlen wir eine natirliche Zahl n mit 2”9 > 1 und ganze
Zahlen j,k mit j —1 <2"xp < jund k —1 < 2%y < k.

Dannist g € { S zn} [a,b] = A7 und yo € { T 2ni| [c,d] = By, also (w0, y0) € A} x By.
Um zu zeigen, dass (xo, ) € C, g C' ist, mussen wir noch beweisen, dass A;L x Bj C G ist.
Es sei (z, y) € A7 x Bj. Dann ist x,z¢ € {32%1,2]7} und ¥,y € [k;nl Zﬁ} Hieraus folgt
|z — 20| < o <5und|y yo| < 5= < 0, also (z,y) € G.
Damit ist unser Satz bewiesen.

Die Definition der auf D Lebesgue-messbaren Funktionen erfolgt ebenso wie in Definition
2.2.1. Wiederum konnen die Satze 2.2.1 bis 2.2.13 und deren Folgerungen libertragen werden.
Die Folgerung 2.2.2, die eine Aussage lber stetige Funktionen macht, muss allerdings anders
bewiesen werden.

Eine auf einer offenen Punktmenge G C IR? definierte reellwertige Funktion f heiBt stetig
im Punkt (zo,y0) € G genau dann, wenn es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine positive
reelle Zahl ¢ gibt, so dass die Ungleichung |f(z,y) — f(x0,40)| < € fir alle (z,y) € G mit
|z — x| < und |y — yo| < § gilt. Die Funktion f heiBt stetig, wenn sie in jedem Punkt aus
G stetig ist.

Satz 4.1.5. Jede auf einer offenen Punktmenge G O D stetige reellwertige Funktion f ist tiber
D Lebesgue-integrierbar.

Beweis. Es sei c eine beliebige reelle Zahl. Wir bilden die Menge

Ge:={(z,y) € G: f(z,y) <c}

Ist (zo,y0) € G, so ist € := ¢ — f(xg,y0) > 0. Zu € wahlen wir eine positive reelle Zahl ¢
mit | f(z,y) — f(xo,v0)| < € fir alle (z,y) € G mit |z — x¢| < 6 und |y — yo| < J. Fiir jeden
solchen Punkt gilt

f(x,y) = f(CU(),yo) + [f(x,y) - f(l‘U?yO)] < f(x()?yO) + |f(x,y) - f(fl?(),y())’
< f(zo,90) +e=c

Dies besagt, dass alle Punkte (z,y) mit |z — x| < d und |y —yo| < € in G, liegen. Die Menge
G, ist also offen, und folglich ist die Menge

GenND={(z,y) € D: flz,y) <c}

auf Grund von Satz 4.1.4 Lebesgue-messbar. Die Funktion f ist also auf D Lebesgue-messbar.
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Nehmen wir an, die Funktion f sei auf D nicht beschrankt. Dann gibt es zu jeder natiirlichen
Zahl n einen Punkt (z,,y,) € D mit

|f (@0, yn)] > 1 (4.1.18)

Die Folge (z,,) besitzt wegen a < x,, < b eine Teilfolge (x,,), die gegen einen Punkt = € [a, b]
konvergiert. Die Folge (y,,) besitzt dann wiederum eine Teilfolge (yn]k) die gegen einen Punkt
y € [c, d] konvergiert. Es sei x) := x,, , Y} := Yy, . Dann gilt

r= lim z}, : y = lim g,
k—o0 k—ro0

Da f stetig ist, gibt es eine positive reelle Zahl §, so dass |f(2',y') — f(z,y)| < 1 ist fir alle
(2',y") € D mit |z — 2’| <d und |y —¢/| < 0. Da die Folge (z},) bzw. (y;,) den Grenzwert z
bzw. y besitzt, gibt es ein ng mit |zjz| <6, |y, —y| < 0 fir k > ny. Es folgt

fur k > ny. Die Folge (f(z},,y})) ist also beschrankt. Das ist aber ein Widerspruch zu (4.1.18).
Somit ist f auf D beschrankt und Lebesgue-messbar und damit iiber D Lebesgue-integrierbar.

Ist C' eine Lebesgue-messbare Teilmenge von D, so sagen wir, dass eine Funktion ¢ : R? — R
iber C' Lebesgue-integrierbar sei, wenn die Funktion ¢y in L(D) liegt. Die Zahl

[ e ydey) = [ oyxelsyd.y)
C D

heiBt dann das Lebesguesche Integral der Funktion ¢ lber die Menge C'.

4.2 Der Satz von Fubini

Neben den Satzen von Levi und Lebesgue ist der nachfolgende nach Fubini benannte Satz der
wichtigste Satz der Lebesgueschen Integrationstheorie.

Er sagt aus, dass das Lebesguesche Integral einer Funktion ¢ € L(D) = L([a, b] x [¢,d]) mit
gewissen Einschrankungen durch ein Doppelintegral berechnet werden kann.

Satz 4.2.1. Fiir jede Funktion ¢ € L(D) gelten folgende Aussagen:

a) Die Menge B der Punkte y € [c, d], in denen die Funktion ¢(x,y), als Funktion von z allein
betrachtet, lber [a, b] Lebesgue-integrierbar ist, ist Lebesgue-messbar.

b) Die Menge B’ := [c,d] \ B ist vom Lebesgueschen MaBe Null.

c) Die Funktion ¢* mit

b
o*(x) = L{gp(x,y)da: firye B (4.2.1)
0 furye B’
ist Uber [c, d] Lebesgue-integrierbar.
d) Es ist
d b
/s@(x,y)d(a:,y) = /w*(y)dy = //so(x,y)da?dy (4.2.2)
D c B a
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Beweis. Nach Satz 3.4.2 gibt es Levi-Folgen (f)), (¢,,) mit f!, g/, € E(D) und
¢+ lim g, = lim f)

n—oo n—oo

Wir wahlen eine reelle Zahl K derart, dass fj+ K > o und gj + K > o ist, und setzen
foi=fH+ K ) Gn = gp + K

Dann sind auch (f,), (g,) Levi-Folgen beziiglich J, und es ist f,, g, > o. Fir alle (z,y) € D
gilt

p(z,y) + lim g.(z,y) = lim fu(z,y) (423)

und es ist i
/ o(x,y)d(z,y) = lim J(fn — gn) (4.2.4)

D

Die Funktionen f,(z,v),g.(z,y) sind, als Funktionen von z allein betrachtet, iber [a,b]
Lebesgue-integrierbar, und die Funktionen f, g* mit

fa(@) rz/bfn(x,y)dx ;o gn(@) :Z/bgn(%y)dm

sind nichtnegative Funktionen aus L[c, d] mit f < f,,, g; < gi.,. Die Grenzfunktionen F*,
G* der Folgen (f7), (g) sind daher nichtnegative auf [c, d] Lebesgue-messbare Funktionen,
und es ist

*/[F*(y) + G (y)ldy = lim [ [f;(y) + g, (y)]dy

d b
= lim //[fn(x,y) + gn(@,y)ldzdy = lim J(f,) + lim J(gn) < oo

n—o0

Somit sind (f}), (g%) Levi-Folgen beziiglich des Lebesgueschen Integrals auf [c,d], und die
Menge
By :={y € e, d] : F*(y) + G*(y) = oo}

ist auf Grund von Satz 2.4.1 vom Lebesgueschen MaBe Null. Die Menge B; := [c,d] \ By ist
daher Lebesgue-messbar. Es sei y € B;. Dann ist

b b
,}gngo/fn(x,y)dx =F'(y) <oo ,}gngo/gn(fc,y)dﬁv =G"(y) <o
Dies besagt, dass die Folgen (f.(z,v)), (gn(z,v)), fur festes y € By als Funktion von z allein
betrachtet, Levi-Folgen beziiglich des Lebesgueschen Integrals auf [a, b] sind. Aus (4.2.3) folgt
nun, dass die Funktion ¢(x,y), fir festes y € By als Funktion von z allein betrachtet, Uber
la, b] Lebesgue-integrierbar ist.

Daher ist B; in der im Satz definierten Menge B enthalten. Aus (4.2.3) folgt fir y € By

weiterhin
b

/90(% y)dz = giggo/[fn(x, y) = gnlz —y))dz (4.2.5)

a
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Wir zeigen, dass auf [c, d| die Beziehung
O 4+ 2GF + F*) =2F* + G*
gilt. Fir y € By ist F*(y) + G*(y) = 00, und auf beiden Seiten der Relation
e (y) + 2G"(y) + F(y)) = 2F"(y) + G"(y) (4.2.6)

steht der Wert oco. Fiir y € By = [¢,d] \ By ist wegen (4.2.5) stets o*(y) = F*(y) — G*(y),
woraus wiederum (4.2.6) folgt. Somit ist

p* + lim (2g; + f) = lim (2] + g;,)

Da (f),(g") Levi-Folgen beziiglich des Lebesgueschen Integrals auf [c, d] sind, gilt dies auch
fur (2f% + g%) und (2g5 + f*). Aus Satz 3.4.7 folgt nun, dass ¢* € L[c, d] und

d d
/ " (y)dy = lim / (213 (y) + 9. () — 2agn(y) + fo(y))ldy
= lim [[f(y) — gn(y)ldy = lim / / (@, y) = gn(z,y)]dzdy

= lim J(fn, — gn)

n—oo

ist. In Verbindung mit (4.2.4) ergibt sich die erste Gleichung (4.2.2). Da B; C B gilt, folgt
B’ =c,d]\ B C [¢,d] \ By = By. Als Teilmenge einer Menge vom MaBe Null ist also auch
B’ eine Menge vom MaBe Null und damit Lebesgue-messbar. Daher ist auch B = [¢,d]| \ B’
Lebesgue-messbar. Wegen BU B’ = [¢,d] und BN B’ = & ist

/bw*(y)dy = /w*(y)der/SO*(y)dy = /w*(y)dy = //bsO(x,y)dxdy

a

womit der Satz von Fubini bewiesen ist.

Ein analoger Satz kann natdrlich fiir die andere Integrationsreihenfolge ausgesprochen werden.
Wenn die Funktion ¢ € L(D) insbesondere fiir jedes feste x € [a,b] iber [c,d] Lebesgue-
integrierbar ist, gilt somit

/s@(x,y)d(%y) = /b/dw(w,y)dydm (4.2.7)

Satz 4.2.2. Es sei ¢ eine auf einer offenen Menge G O D stetige Funktion, und f, g seien auf
A := [a, b] Lebesgue-messbare Funktionen mit

¢ < fz) < g(z) <d (4.2.8)
Dann ist ¢ lber die Menge

C:=A%={(z,y):a<x<bund f(z) <y <g(x)} (4.2.9)
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Lebesgue-integrierbar, und es ist
b g9(z)
/w(x,y)d(x7y) =/ p(r,y)dydz (4.2.10)
a fz

~

Beweis. Die Menge C' ist wegen Satz 4.1.3 Lebesgue-messbar. Aus der Definition von C' folgt

X (@, Y) = Xjap) (Z)X[f(2).9()] (V)

fur alle (z,y) € D. Die Funktion ¢ mit

Y(x,y) = o, y)xe (@, y) = 0@, ¥)Xap (T)X(f(@).g() (Y)

ist das Produkt zweier auf D beschrankter Lebesgue-messbarer Funktionen und damit liber D
Lebesgue-integrierbar. Die Funktion v (z,y) ist fir jedes feste x € [a, b] ber [c, d] Lebesgue-
integrierbar, denn fiir f(z) <y < g(x) ist sie stetig und auBerhalb des Intervalls [f(z), g(x)]
verschwindet sie. Wegen (4.2.7) ist somit

b d
/soxy xy://wxydydw—/X[ab /x*y)X[f() y(y)dyda

b g(z)
/ oz, y)dydz
@ f(x)

Il
—

womit Satz 4.2.2 bewiesen ist.

Beispiel 4.2.1. Die durch
o(z,y) =z +y

definierte reellwertige Funktion ist auf R? stetig. Auf Grund von Satz 4.2.2 ist ¢ demnach
iber
C:={(z,y):0<z<lundz<y<x}

Lebesgue-integrierbar, da die Funktionen f(z) := z und g(x) := /z auf [0, 1] stetig und damit
auf [0, 1] Lebesgue-messbare Funktionen sind und 0 < f(z) < g(x) < 1 fur alle x € [0, 1] ist.
GemaB (4.2.10) ist dann

Ve L 1 qy=vz
] dx

(v +7) dyd:v:/ :cy+§y2
0

/goxy (2, y)
c

Y=z

o — . O\H

3. 1 2 1. 1 .=t 3
3/2 Y 2 - d — |: 5/2 = 3 - 2 -
( 2" +2x> =T T T T

Beispiel 4.2.2. Wir untersuchen, ob die auf D := [0, 1] x [0, 1] durch

_ 0 fure=y=0
p(e,y) = { — fir (z,y) € D\ {(0,0)}

T+y

definierte reellwertige Funktion ¢ liber D Lebesgue-integrierbar ist, und berechnen gegebe-
nenfalls das Lebesguesche Integral von ¢ iber D.
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Offensichtlich ist ¢ Grenzfunktion der auf D durch

= {1y SEDo BB oy

T+y

definierten Funktionenfolge (¢,,),>1. Da die Funktion ¢,, auf D messbar und wegen o < ¢, <
n auf D beschrankt ist, ist ¢, liber D Lebesgue-integrierbar. Auf Grund von

0 fir (x,y) € Dpya
P (T, Y)on(r,y) =3 735 >0 fir (z,9) € Dp\ Doy
0 fur (z,y) € D\ D,

ist (¢n)n>1 eine monoton wachsende Funktionenfolge. Da auch fir zweidimensionale Lebes-
guesche Integrale ein zum Satz 2.5.1 analoger Satz gilt, erhalten wir

Mo = [en@day) = [ pulzy)da.y)
D D\D,

= / on(z,y)d(2,y) + / on(z,y)d(z,y)
[0,1/n)x[1/n,1] [1/n,1]x[0,1]

Beriicksichtigung von Satz 4.2.2 liefert

1

1/n[ 1 1/n
e = [ | [ -] o +/ /Hy do = [ e+ )2 1/ndx+/ln:c+y)]y \da
0 {/n 1/n 0 1/n
1/n 1 1
:/ ln(m-l—l)—ln(x—i—)} d:[;—{—/[ln(a:-i-l)—lnx]dx
n
0o /n

1 1/n 1
:/ln(erl)d:U/ln(errlL)dx/ln:Ed:c
0 0 1/n
=[z+1)In(x+1)—z -1, — Km—i— 1) In (a:—i— 1) —x— 1r1/n
- n n n] p—o

2.2 2 1 2
—[zlnz —2];Z 1/n—21n2—ﬁlnﬁ+glnﬁ—21112—51112

Hieraus folgt
JL((Pn)| S 41n2

Somit ist (¢n)n>1 eine eigentlich konvergente Levi-Folge beziiglich des Lebesgueschen Integrals
auf L(D). Folglich gilt ¢ € L(D). Ferner ist

/¢($7y)d(fr,y) = lim Ji(¢p) = Ind
d

Aufgabe 4.2.1. Man untersuche, ob die durch
p(z,y) =a" +y*
definierte reellwertige Funktion ¢ iber
C:={(z,y):0<x<1lund0<y<1-—2z}

Lebesgue-integrierbar ist, und berechne gegebenenfalls J; ().
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5 Lésungen der Aufgaben

5 Losungen der Aufgaben

111.a) fRg=34[f+g—1f—gll =39+ —lg—fll=9gnf

b) (f+m)M(g+h) = 3[f +ht+g+h—|f+h—g—h]=3[f+9—|f—gll+h=(fNg)+h
o) fug+fNg=4lf+g+|f—gl+f+g—1f—gll=F+y

d) Es sei x beliebig mit © € D. Dann ist

[(f Wg) M h](x) = min{(f U g)(x), h(z)} = min{max{f(z), g(x)}, h(z)}
[(fTg) U (g M h)](x) = max{min{f(x), h(x)}, min{g(z), h(z)}}

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir f(x) < g(x) voraussetzen. Dann ist a =
min{g(x), h(z)}.

dy) Es sei min{g(x), h(x)
a = g(x) und b = max{f
d2) Es sei min{g(z), h(x)
und) b = max{h(x),h(x
b= max{f(z), h(z)} = h(z).

e) Es sei x beliebig mit z € D. Dann ist

= [(fMg) U hJ(z) = max{min{f(z), g(z)}, h(x)}
[(f Lh) (g U h))(x) = min{max{f(z), h(z)}, max{g(x), h(x)}}
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir f(x) < g(x) voraussetzen. Dann ist a =

max{f(z), h(z)}

e;) Es sei max{g(z),h(z)} = g(x), also h(zx)

und b = min{f(z),g(2)} = f(z

min{h(z), g(x)} = h(z).
(

ey) Es sei max{g(x),h
b =min{h(z),h(x)} =
f) Folgt aus (1.1.16),
g) fuo=3[f+I|fll=
h) —(fMo)=—3lf = Ifll =5lf1 = fI=f"
')f++f’ ST+ f+ 1= f1=1f]

¥ =sIfl+f=1f1+f]=

-1 firze[-2,-1]

1.1.2. p(z) =4 2* firxe (—1,1)
1 firze[l,2]

g(x), also g(z) < h(x) bzw. f(z) < g(x) < h(z). Folglich gilt
g(x)} = g(x).

h(z). Dann ist h(x) < g(z). Ist f(z) > h(z), so gilt a = h(x)

} =
(),
} <
) h(z). Falls f(z) < h(x) ist, erhalten wir a = h(z) und

< g(x). Ist f(z) > h(x), so gilt a = f(z)
). Falls f(z) < h(x) ist, erhalten wir a = h(z) und b =

z)} = h(x), also f(x) < g(z) < h(x). Folglich gilt « = h(z) und

= N

L1 (f+ )"+ [ +g —(f+9) =T —g" =5llf +gl++a+IfI- S+l - f -
[f+gl+f+g—1fI=f—lgl—gl=o0
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5 Lésungen der Aufgaben

1.3.1. Es ist ¢ Grenzfunktion der durch

0 fir0<az<:
on(T) =

Inx s 1
Vo far s<r<l
auf [0, 1] definierten Funktionenfolge (¢, ),>1 mit ¢, € L[0, 1] wegen ¢,, € EJ0, 1].

a) Auf Grund von

0 fﬂr0§x<n%r1
Oni1(T) — on(x) = lnT;f<0 fir = <z <1
0 fir L <z <1

ist (¢n)n>1 eine monoton fallende Funktionenfolge.

b) In
1
Inz

Ji(on) = Jr(en) = %diﬁ

1/n

fihrt die Substitution = := 22 auf

1 1
1 1
Ji(n) =2 / Inz%dz = 4 / Inzdz =4 <\/_ln\/ﬁ+ N 1)
1/vn o n n
Die Funktion f(z) := 1“/5 nimmt auf (0,00) an der Stelle x = ¢? ein absolutes Maximum
an. Somit gilt

1
Ju(on)] < 4 (e 14 1) <12

Auf Grund von Satz 1.3.2 ist ¢ € L|0, 1] und

Jr(p) = lim Jr(pn) = —4

n—o0

1.4.1. Es ist ¢ Grenzfunktion der durch

(2) { 0 firo0 <z <1
P ) =193 Lgnl firl
77 sin ¢ fir - <x <1
auf [0, 1] definierten Funktionenfolge (¢,)n>1 mit ¢, € L]0, 1]. Auf Grund von Beispiel 1.3.1

erfullt die durch ;
0 urz =0
¢($):{1 firo<z <1

definierte Funktion die Bedingung ¢ € L[0, 1]. Ferner ist |, | < ® fiir alle positiven natiirlichen
Zahlen n. Demnach ist 1) eine absolute Majorante fiir die Funktionenfolge (,,),>1 und es ist
€ L[0,1].

1.4.2. Es ist ¢ Grenzfunktion der durch

() {0 fﬂr0§x<%
Pn\T) = cos+/x -]
NG fur;ﬁxﬁl
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5 Lésungen der Aufgaben

auf [0, 1] definierten Funktionenfolge (¢;,)n>1 mit ¢, € L0, 1]. Die in Aufgabe 1.4.1 definierte
reelle Funktion 1) ist eine absolute Majorante fiir die Funktionenfolge (¢, )n>1, und es ist
@ € L[0,1]. In

1

JL(Qpn) = /

1/n

COS

VT

xdac
fiihrt die Substitution z := 2?2 auf

1
1
Jr(pn) =2 / cos zdz = 2 (sinl — sin \/ﬁ>
1\

Berticksichtigung der Stetigkeit der Sinusfunktion liefert
JL(Q) = nh_{glo JL(SOn) =2sin1

2.1.1. Fir alle z € [a,b] gilt 0 < xa(z) < 1. Hieraus folgt wegen o, x4,1 € Lja,b] die
Beziehung

b b
0< /XA(:U)d:c < /da:

bzw. 0 < m(A) <b—a.
2.1.2. Far alle positiven natiirlichen Zahlen n ist offensichtlich
11 1
AN = [+} eal[o,?’}

nn 2" 2

Bekanntlich geniigen alle positiven natiirlichen Zahlen j der Ungleichung j(j — 1) < 27. Es sei
t < 7. Dann gilt die Abschatzung

(i—5)2 +ij < -2 +j(-1)<0
Hieraus folgt 127 + ij < j2/ bzw. 2]% < 1 bzw. 1 4+ 5 < 1. Dies bedeutet A; N A; = @.

J i j
Wegen m(Ag) = (%)k ist

-5 -y

2.2.1. Es ist ¢ Grenzfunktion der durch ¢, := @xp /1) auf [0, 1] definierten Funktionenfolge
(¢n)n>1, wobei ¢, € M0, 1] ist wegen ¢, € L[0,1]. Auf Grund von Satz 2.2.10 ist ¢ €
M0, 1].

Wegen ¢, 11— ©n = ©X[1/(n+1),1/n) = 0 ist (¢n)n>1 eine monoton wachsende Funktionenfolge.

Ferner ist
1

d
Jr(pn) = / % =Inn

1/n

Dies besagt, dass die Zahlenfolge (J.(¢,))n>1 nicht beschrankt ist. Ware ¢ € L0, 1], so
folgte wegen ¢, < ¢ stets J1(p,) < Jr(p).
Dies widerspricht aber der Tatsache, dass (J1(,))>1 nicht beschrankt ist. Also ist ¢ ¢ L[0, 1].

2.2.2. Es ist ) Grenzfunktion der durch ¢, := ¢x[1/5,1) auf [0, 1] definierten Funktionenfolge
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5 Lésungen der Aufgaben

(¥n)n>1, Wobei 1, € 90, 1] ist wegen 1, € L[0,1]. Auf Grund von Satz 2.2.10 ist damit
Y € M0, 1].

2.2.3. Es ist 7 Grenzfunktion der durch 7,, :== TXx[1/n,1/¢ auf [0, %] definierten Funktionenfolge
(Tn)n>3, wobei 7,, € 9 {0, ﬂ ist. Aus Satz 2.2.10 folgt 7 € I [O, ﬂ

2.2.4. Essei ¢c € R und

Zunachst wird die Beziehung

B firc =0
A.=¢ B.NB, firc > 0 (3)
B, U(B_-NDB,.) fired
bewiesen.
a)$06A0©m>0<:>90(x0)>O<:>x0€B+
b) zyp € A. & (péo) > ¢ p(x0) > 0N p(x9) < £ & 39 € By NB.
c) zo EAC@@ >c S p(rg) >0V {g@(mo) < ONA@(xg) < ﬂ & 19 € B, U(B_NB,).

Auf Grund der Voraussetzung B, B_, B. € M|a, b] folgt die Behauptung aus (3).
2.2.5. GemaB Beispiel 1.3.1 bzw. Aufgabe 2.2.1 gilt o € L[0, 1] bzw. o ¢ L[0, 1].

2.3.1. a.) Esiist ¢ endlich. GemaB Aufgabe 2.2.2 ist ¢ = Lim oy, mit ¢y, i= X pyma) € L]0, 1]

und ¢ € M0, 1]. Wegen 1,1 — 1y, = VX[1/(n+1)1/n] = O ist ({n)n>1 €ine monoton wachsende
Funktionenfolge, und gemaB Satz 2.3.2 gilt

n—o0

1 1
= lim /wn<$)dl' = lim de 1 lim (n®* ' — 1) = o0
0

n—00 n—00 T o — 1 n—=oo
1/n

Auf Grund von Satz 2.3.5 ist somit ¢ ¢ L[0, 1].

b) Es ist 7 endlich. GemaB Aufgabe 2.2.3 ist 7 = Agngo Tp Mit Ty := TX[1/n,1/e € L {O 1} und

TeM {0, ﬂ Ferner ist (7,,),>3 eine monoton wachsende Funktionenfolge. GemaB Satz 2.3.2
gilt
1/e 1/e

* . dx . x=1/e . 1 1
/ |7(2)|dz = — lim e —Jgngo([ln | lna:|]$)11/2) = — lim {ln ‘lne —1In lnnH
0 1/n

=— T}Lngo[ln(lne —Inl)—In(lnn —In1)] = 7}1_)1&[111(111 n)] = oo

106



5 Lésungen der Aufgaben

Auf Grund von Satz 2.3.5 ist 7 € L]0, 1].

2.6.1. Es ist ¢ Grenzfunktion der durch ¢, := X1, auf A definierten Funktionenfolge
(@n)nz1, wobei die ¢, auf A nichtnegative Lebesgue-messbare Funktionen sind. Ferner ist
Pn+1 — Pn = PX(n,n+1] > o auf A, und wegen

7 Fdx 1 1 1
I op(x)der = | — = 1— <
1/('0 (2)dzx 1xa a—l( n“‘1> a—1

gilt v, € L(A). Damit ist (¢,)n>1 eine eigentlich konvergente Levi-Folge beziiglich des Le-
besgueschen Integrals auf L(A). Auf Grund von Satz 2.6.7 ist ¢ € L(A), und es gilt

oo n
dx ) dx 1
— =lim [ — =
r&  n—ooo J e a—1

2.6.2. Es ist ¢ Grenzfunktion der durch ¢, := @Xx[0, auf R, definierten Funktionenfolge
(¢n)n>1, deren Glieder ¢,, auf R, nichtnegative Lebesgue-messbare Funktionen sind. Ferner
ist (¢n)n>1 €ine monoton wachsende Funktionenfolge auf R,. Wegen

2

2 2
/gpn :/xQe_zdx:2—n———n——<2

e e e

gilt ¢, € L(R,). Damit ist (y,),>1 eine eigentlich konvergente Levi-Folge beziiglich des
Lebesgueschen Integrals auf L(R.), und es gilt ¢ € L(R, ). Wegen

n? +2n + 2 n? +2n + 2 n+2n+2 6 12 12
0< = 3 3 < 3 =-+t5+—
en I+n+"%+%+.. & nomn n
ist 2, g 5
hmwzg
n—o00 en
Somit gilt
/x2e_zdx:2

0
2.6.3. Es ist ¢ Grenzfunktion der durch ¢, = @Xxp,, auf A definierten Funktionenfolge
(¢n)n>2, deren Glieder ¢,, auf A nichtnegative Lebesgue-messbare Funktionen sind. Ferner ist
(¢n)n>2 eine monoton wachsende Funktionenfolge auf A. Wegen

Tor= [T 1
2g0nx x—2 r(Inz)2  |llnzl,—2 In2 Inn In2

gilt v, € L(A). Somit ist (¢, )n>2 eine eigentlich konvergente Levi-Folge beziglich des Le-
besgueschen Integrals auf L(A), und es folgt ¢ € L(A). Ferner ist

J i a——
) z(lnz)?2  In2
2.6.4. Es sei ¢(x) := p(—x). Wegen (2.5.7) und (2.5.1) gilt

/ 7)ldz = / (=) ldz = / [ owlds < [ p(@ids < o0
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5 Lésungen der Aufgaben

und folglich ist ¢ € L(R). Analog gilt

/ngo(:c)d:c = /ngp(—:c)dx

Der Grenziibergang n — oo ergibt die ersten Behauptungen. Ist ¢ gerade bzw. ungerade, so
ist p(x) + o(—z) = 2p(x) bzw. ¢(z) + p(—x) = 0, und hieraus folgen a) und b).

2.6.5. Es sei m > 0. In Satz 2.5.4 setzen wir h(t) := mt + n, a := —k, f := k. Wegen
R'(t) = m ist dann
mk+n k
/ o(r)dr =m / p(mt +n)dt
—mk+n —k

Der Grenziibergang k£ — oo ergibt

[e.e]

/ o(r)dr =m 70 p(mt +n)dt =m 70 o(mz + n)dz

—00

Hieraus folgt die Behauptung. Ist m < 0, so gilt nach Aufgabe 2.6.4 stets

o0 [e.e] (e}

/ o(mx +n)dr = / o(—mx —n)dr = / o(|m|z —n)dx

—0o0 —00 —0o0

Wegen |m| > 0 gilt somit

7 o(mx +n)dr = |ml| 7 o(x)dx

2.6.6. Offensichtlich ist stets A,, O A, 1. Angenommen, es gelte F]O A, # @. Dann existiert
n=0

oo

eine nichtnegative reelle Zahl x mit der Eigenschaft z € (| A, bzw. n < x fiir alle natirlichen
n=0

Zahlen n. Das ist aber ein Widerspruch, denn zur nichtnegativen reellen Zahl x gibt es eine

natirliche Zahl k mit der Eigenschaft £ > x. Also ist

A =2
n=0
Ferner ist m(A,) = oo fiir alle n und demnach Lim m(A,) = co. Andererseits ist m (@) = 0.

5.2.1. Da die Funktion ¢ auf R? stetig ist, die Funktionen f(z) := 0 und g(z) := 1 — x auf
[0, 1] stetig sind und f(z) < g(x) fir alle x € [0,1] gilt, ist ¢ € L(C), und es gilt

[eten = |

1/_96(3:4 + y4)dy] dr = 0/1 [:1:'4(1 —x)+ ;(1 —x)°| dx

0

—_

1 1 e=1 1
A A — - x)(’} =—
) 6 30 =0 19

—

108



	Begriff und Eigenschaften Lebesguescher Integrale
	Rechenoperationen in Vektorverbänden
	Levi-Folgen und Levi-Funktionen
	Der Satz von Beppo Levi
	Der Satz über die majorisierte Konvergenz

	Lebesgue-messbare Mengen und Lebesgue-messbare Funktionen
	Lebesgue-messbare Mengen
	Lebesgue-messbare Funktionen
	Verallgemeinerte Integrale nichtnegativer Lebesgue-messbarer Funktionen
	Der Begriff „fast überall“
	Integration über Teilintervalle, Substitutionsregel
	Integration über Lebesgue-messbare Teilmengen von R

	Konstruktion Lebesguescher Integrale
	Lebesguesche Elementarintegrale
	Verallgemeinerte Integrale von Levi-Funktionen
	Lebesguesche Fortsetzung eines Lebesgueschen Elementarintegrals
	Monoton wachsende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen

	Das zweidimensionale Lebesguesche Integral
	Konstruktion des zweidimensionalen Lebesgueschen Integrals
	Der Satz von Fubini

	Lösungen der Aufgaben

