Horst Belkner

Reelle Vektorraume

1974 BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig
MSB: Nr. 84
Abschrift und LaTex-Satz: 2023 https://mathematikalpha.de



https://mathematikalpha.de

Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis
3
(1 Verschiebungen| 4
1.1 Begriftel . . . . . . . 4
(1.2 Addition von Verschiebungen| . . . . . . ... ... 000 6
(1.3 Subtraktion von Verschiebungen|. . . . . . . . . ... ... ... ... .. 8
(1.4 Ortsverschiebung|. . . . . . . . . . . . . ... 11
(1.5 Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl . . . . . . .. .. .. 11
1.6 Beispielel . . . . . . . 15
2 n-gliedrige Zahlenfolgen| 19
2.1 Begriftel. . . . . . 19
[2.2  Addition von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen| . . . . . . . . ... ... 19
[2.3  Subtraktion von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen| . . . . . . . . . . . .. 21
[2.4  Multiplikation einer n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolge mit einer reellen Zahl| 22
[2.5 n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen| . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 23
3 Reelle Vektorraume) 25
[3.1 Begriff des reellen Vektorraumes|. . . . . . . . . ... ... ... 25
[3.2  Einige Folgerungen aus den Vektorraumeigenschaften|. . . . . . . . . .. . .. 26
B3 Tinearkombinationl . . . . . . . . . . ... 30
[3.4 Lineare Abhangigkeit. Lineare Unabhangigkeit|. . . . . . . . . ... ... ... 34
[3.5 Basis eines Vektorsystems| . . . . . ... ..o 40
3.6 Unterraum eines reellen Vektorraumes|. . . . . . . . ... .. ... ... ... 46
N . le Vel - | 49
[4.1 Begriff der Betragsfunktion| . . . . . .. ... ... oL 49
[4.2  Begritf des normierten reellen Vektorraumes|. . . . . . . . . .. ... ... .. 54
5 Metrisdl lle Vel - | 57
(.1 Begritf der Abstandsfunktion|. . . . . . . . . . ... ... L. 57
(5.2  Begritf des metrischen reellen Vektorraumes|. . . . . . . . . . ... ... ... 59
6 Euklidische Vel - | 63
[6.1 Anschauliche Vorbemerkungen|. . . . . . . ... ... ... ... ... ... 63
[6.2 Begriff des Skalarproduktes| . . . . . .. . ... ... L. 67
[6.3 Begriff des euklidischen Vektorraumes| . . . . . . . . . ... .. ... ... .. 69
[6.4  Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichungf . . . . . . . . .. ... .. .. 70
6.5 Winkel zwischen zwei Vektoren| . . . . . . .. . ... ... ... ... .. .. 79
6.6 Gramsche Matrix|. . . . . . .. . ... 81
[6.7 Orthonormierte Vektorsysteme|. . . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 84
[6.8  Orthogonalprojektion und Lot| . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 88
6.9  Methode der kleinsten Quadrate]. . . . . . . . . .. ... 94
[7 Losungen der Aufgaben| 99
6 Literaturverzeichnis 110




Vorwort

Vorwort

Das vorliegende Bandchen der MSB gibt eine Einfiihrung in die Anfangsgriinde der Theorie
der reellen Vektorraume. Reelle Vektorraume spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle.

Das Bandchen ist so angelegt, dass die ersten drei Kapitel (mit Ausnahme des Satzes 32)
ohne besondere Vorkenntnisse erfolgreich durchgearbeitet werden kénnen. Fiir die folgenden
Kapitel werden beim Leser das Rechnen mit Absolutbetragen und Ungleichungen und dartiber
hinaus einige Grundkenntnisse der Matrizen- und Determinantentheorie im Umfang der in der
gleichen Reihe erschienenen beiden Bandchen "Matrizen" und "Determinanten” als bekannt
vorausgesetzt.

Definitionen, Satze, ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele und in den Text eingestreute Auf-
gaben sind jeweils fortlaufend nummeriert. Die Aufgaben dienen nicht nur der Festigung des
vorher behandelten Stoffes, sondern sie erganzen ihn auch. Das Losen dieser Aufgaben ist
daher vor dem jeweiligen Weiterlesen unbedingt erforderlich.

Herrn Prof. Dr. S. Brehmer méchte ich fiir Ratschldge danken, die er mir nach Durchsicht des
Manuskripts gegeben hat. Gleichzeitig danke ich dem Verlag fiir die angenehme Zusammen-
arbeit.

Potsdam, Friihjahr 1973 Horst Belkner




1 Verschiebungen

1 Verschiebungen

1.1 Begriffe

Als elementares geometrisches Gebilde betrachten wir den Punkt. Man kann Punkte oder allge-
meiner Punktmengen (Figuren) in einer Ebene verschieben. Von dem Begriff der Verschiebung
einer in einer Ebene e liegenden Figur (Fig. 1) kann man sich in der folgenden Weise ein

geometrisches Bild schaffen.
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Wir wahlen auf einem zweiten durchscheinenden Blatt v (Verschiebungsblatt) einen festen
Punkt und einen von ihm ausgehenden Pfeil (Fig. 2). Wir vereinbaren, dass das Blatt v ge-
genlber der Ebene e zwar beliebig verschoben, aber nicht gedreht werden darf.

Nun bringen wir den festen Punkt der Ebene v der Reihe nach mit den Punkten A, B, C,
... der zu verschiebenden Figur zur Deckung und markieren die jeweils unter der Pfeilspitze
liegenden Punkte A’, B’, C’, ... als Bildpunkte (Fig. 3).

Diesen Prozess nennen wir eine Verschiebung der Figur in der Ebene e. Denken wir uns den
fir eine Figur geschilderten Verschiebungsprozess fiir jeden Punkt einer Ebene ausgefiihrt, so
spricht man von einer Verschiebung der Ebene.

Jede Verschiebung einer Ebene kann durch einen bestimmten Pfeil unseres Verschiebungsblat-
tes v charakterisiert werden. Wir bezeichnen Verschiebungen mit kleinen deutschen Buchstaben
a, b, c,..

Den Bildpunkt P’, den wir erhalten, wenn wir die Verschiebung a auf einen beliebig vorgege-
benen Punkt P von e anwenden, bezeichnen wir mit P + a;

P=P+a

Wird eine Verschiebung ¢ gesucht, die den Punkt P in den Punkt P’ Gberfiihrt, die also der
Gleichung
P+r="r

genlgt, so legen wir wieder den festen Punkt unseres Verschiebungsblattes v auf P; der
Endpunkt des gesuchten Pfeiles, also die Pfeilspitze, liegt dann Gber P’. Wir bezeichnen die
so gefundene, eindeutig bestimmte Losung mit .

Die Hilfsebene v, die wir zur begrifflichen Klarung herangezogen haben, erweist sich beim
Ausfiihren von Verschiebungen als (iberfliissig. Ist namlich P ein beliebiger Punkt einer Ebene
und P 4+ a = P’, so ist die Verschiebung a durch den Pfeil PP’, der eine gerichtete Strecke
darstellt, vollstandig charakterisiert.

Wir wollen jeden so erhaltenen Pfeil einen Reprasentanten der Verschiebung a nennen. Repra-
sentanten ein- und derselben Verschiebung a sind parallel, gleichlang und gleichgerichtet.

Es ist Gblich, an jeden Reprasentanten einer Verschiebung a den Buchstaben a zu schreiben.




1 Verschiebungen

Man darf aber nicht die Verschiebung a mit irgendeinem sie reprasentierenden Pfeil identifi-
zieren. Dieser Pfeil liefert nur eine geometrische Veranschaulichung der Verschiebung.

Wenden wir auf einen Punkt P eine Verschiebung a und auf den Bildpunkt P + a eine Ver-
schiebung b an, so erhalten wir den Punkt

(P+a)+b

Denselben Punkt erhalten wir (Fig. 4), wenn wir zuerst auf P die Verschiebung b und an-
schlieBend auf den Bildpunkt P + b die Verschiebung a anwenden, d. h., es gilt stets

(P+a)+b=(P+b)+a

P+ o (Pruadrd=(Préd)ro

P
"y

P o Pty

Fig. 4
Der Anschauung haben wir entnommen, dass Verschiebungen folgende Eigenschaften besitzen:
|. Eine Verschiebung a ordnet jedem Punkt P einer Ebene genau einen Bildpunkt P + a zu.

lI. Sind P, () Punkte einer Ebene, so gibt es genau eine Verschiebung g, die der Gleichung
P+ = @ genigt.

[11. Sind a, b Verschiebungen, so gilt fiir jeden Punkt P einer Ebene
(P+a)+b=(P+b)+a
Aus |, II, Il ziehen wir einige Folgerungen.

Definition 1. Die auf Grund von Il eindeutig bestimmte Verschiebung ¢, die der Gleichung
P + 1 = (@ genigt, wird mit t =  — P bezeichnet.

Auf Grund von Il und Definition 1 gilt der
Satz 1. Sind P, () Punkte einer Ebene, so gilt stets
P+(Q-P)=Q
Satz 2. Aus einer Gleichung der Form
P+a=P+5b folgt stets a=>0

Beweis. Die Voraussetzung dieses Satzes lasst sich in der Form

P+a=0Q , P+b=Q
schreiben. Auf Grund von Il folgt hieraus die Behauptung.

Definition 2. Die Verschiebung, die jeden Punkt P einer Ebene in Ruhe lasst, wird mit o
bezeichnet. Sie genligt den Gleichungen

P+o=P , P—P=o (1)

und heiBt identische Verschiebung.
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1.2 Addition von Verschiebungen

Satz 3. Sind a, b beliebige Verschiebungen, so gibt es genau eine Verschiebung ¢ mit der
Eigenschaft, dass fiir alle Punkte P einer Ebene

P+c=(P+a)+bh (1)

gilt.

Beweis. Es sei Py ein fester Punkt einer Ebene. Der Punkt P; sei durch
Py=(Py+a)+b (2)
definiert (Fig. 5).

'pal

P
Fig. 5 0 ® ota

Die Verschiebung, die den Punkt F, unmittelbar in den Punkt P iiberfihrt, bezeichnen wir
mit ¢ (Fig. 5). Dann gilt
Pi=P+c (3)

Wegen (2) und (3) ist
Py+c=(P+a)+b (4)

Wir zeigen, dass die Verschiebung ¢, die der Gleichung (4) genlgt, auch fiir alle Punkte P der
Gleichung (1) genugt. Es sei P ein beliebiger Punkt. Die Verschiebung, die den Punkt P in
den Punkt P iberfiihrt, nennen wir 9. Dann gilt

P=P+0d (5)

Hieraus folgt
P+C:<Po+0)+c

Beriicksichtigen wir Ill, so gilt
P+c=(FPo+¢)+0

Machen wir von (4) Gebrauch, so erhalten wir
P+c=[(Py+a)+bl+0
Zweimalige Anwendung von Il liefert
P+ec=[(Ph+a)+0+b=[(F+0) +a+b

Mit Hilfe von (5) geht die letzte Gleichung in (1) Gber. Damit haben wir gezeigt, dass die
durch (4) definierte Verschiebung ¢ auch der Gleichung (1) geniigt.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass es neben der Verschiebung ¢ keine weitere Verschiebung mit
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dieser Eigenschaft gibt. Dazu nehmen wir an, dass auch die Verschiebung ¢’ diese Eigenschaft
besitzt. Dann gelten die beiden Gleichungen

P+c=(P+a)+b P+d=(P+a)+b

woraus P+ ¢ = P+ ¢ folgt. Auf Grund von Satz 2 ergibt sich hieraus ¢ = ¢/, d.h., es gibt nur
eine Verschiebung ¢ mit der Eigenschaft (1), womit der Satz bewiesen ist.
Das Ergebnis von Satz 3 fiihrt zur

Definition 3. Die nach Satz 3 zu vorgegebenen Verschiebungen a, b existierende und eindeutig
bestimmte Verschiebung ¢, die der Gleichung (1) geniigt, wird mit ¢ = a + b bezeichnet. Sie
heiBt die Summe der Verschiebungen a, b.

In Fig. 6 ist die Summe a + b der beiden Verschiebungen a, b veranschaulicht.

a‘l‘b

Fig. 6 u
Wegen Satz 3 und Definition 3 gilt fir alle Punkte P einer Ebene die Gleichung
P+(a+b)=(P+a)+b (6)
die mit
a+b=[(P+a)+b-P (7)

aquivalent ist.
Satz 4. Fir die Addition von Verschiebungen gilt das Kommutativgesetz
a+b=b+a (8)
Beweis. Auf Grund von (6) gilt
P+(a+b)=(P+a)+5b
Beriicksichtigen wir Ill, so erhalten wir
P+(a+b)=(P+b)+a (9)

Die rechte Seite dieser Gleichung lasst sich wegen (6) in der Form P + (b + a) schreiben.
Damit geht (9) dber in
P+ (a+b)=P+(b+a)

Machen wir von Satz 2 Gebrauch, so erhalten wir die Behauptung (8), womit der Satz bewiesen
ist.

Satz 5. Fiir die Addition von Verschiebungen gilt das Assoziativgesetz
a+(b+c)=(a+b)+c (10)
Beweis. Auf Grund von (6) gilt

P+la+(b+c)]=(P+a)+(b+¢)
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Dreimalige Anwendung von (6) liefert der Reihe nach
P+la+(b+o]=[(P+a)+b]+c=[P+(a+b)]+c=P+][(a+b)+

Machen wir von Satz 2 Gebrauch, so erhalten wir die Behauptung (10), womit der Satz
bewiesen ist.

Der Satz 5 besagt, dass die beiden Verschiebungen a + (b + ¢) und (a + b) 4 ¢ gleich sind.
Es kommt also nicht darauf an, auf welche der beiden méglichen Arten man die drei Summan-
den a, b, ¢ durch Klammern zusammenfasst, so dass man diese weglassen kann.

Dasselbe gilt analog auch fiir eine beliebige endliche Anzahl von Verschiebungen ay, as, ..., ax.
Auf den Beweis durch vollstandige Induktion wollen wir verzichten.
Fir die in Definition 2, Seite 10, eingefiihrte identische Verschiebung gilt der

Satz 6. Alle Verschiebungen a geniigen der Gleichung
ato=a (11)

Beweis. Wegen (7) gilt
ato=[P+a+o]—-P

Machen wir von Il Gebrauch, so erhalten wir
ato=[P+o)+a—P
Beriicksichtigen wir 1.1. (1) so gilt
ato=(P+a)—P (12)
Da (P +a) — P = a ist, geht (12) tber in (11), womit der Satz bewiesen ist.

1.3 Subtraktion von Verschiebungen

Wir untersuchen, ob die Addition von Verschiebungen eine umkehrbare Operation ist, d. h.,
ob die Gleichung
at+r=>0 (1)

bei vorgegebenen Verschiebungen a, b immer eine Verschiebung ¢ als Losung besitzt. Diese
Frage beantwortet der

Satz 7. Zu zwei beliebig vorgegebenen Verschiebungen a, b existiert genau eine Verschiebung
t, die der Gleichung (1) genigt.

Beweis. Es sei F, ein fester Punkt einer Ebene. Die Punkte A und B seien durch
A:P0+a , B:P0+b (2)

definiert (Fig. 7). Die Verschiebung, die den Punkt A in den Punkt B iberfiihrt, bezeichnen
wir mit ¢ (Fig. 7).
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Dann gilt
A4+r=B (3)

Beriicksichtigen wir (2), so geht (3) tber in
(Po+a)+r=DF+b

Diese Gleichung geht wegen 1.2. (6) iber in
Pot+(a+z)=F+b

Die Anwendung von Satz 2, Seite 9, liefert a + r = b. Damit haben wir gezeigt, dass die
Gleichung (1) eine Lésung ¢ besitzt.

Wir missen noch beweisen, dass es neben der Verschiebung r keine weitere Verschiebung mit
dieser Eigenschaft gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch y eine Loésung von (1). Dann gelten
die beiden Gleichungen

at+r=> und at+p=>

woraus
atr=a+y (4)

folge. Auf Grund von 1.2. (6) gilt
(P+a)+r=P+ (a+1)
fur alle Punkte P. Beriicksichtigen wir (4), so folgt
(P4+a)+r=P+(a+) (5)
Nochmalige Anwendung von 1.2. (6) auf die rechte Seite von (5) liefert
(P+a)+r=(P+a)+y

Mit Hilfe von Satz 2, Seite 9, folgt hieraus r =1, d.h., es gibt nur eine Lésung der Gleichung
(1), womit der Satz bewiesen ist.
Dieser Satz rechtfertigt die

Definition 4. Die nach Satz 7 existierende und eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung (1)
bezeichnen wir mit r = b — a.
Sie heiBt die Differenz der Verschiebungen b, a.

Fig. 8

In Fig. 8 ist die Differenz b — a der Verschiebungen b, a veranschaulicht.
Wir fassen Fig. 6 und Fig. 8 zur Fig. 9 zusammen.

Fig. 9
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Aus Fig. 9 entnehmen wir, dass Summe und Differenz zweier Verschiebungen a, b durch die
beiden Diagonalen des von den Verschiebungen a, b aufgespannten Parallelogramms reprasen-
tiert werden.

Die Gleichung a+yp = o besitzt auf Grund von Satz 7 die eindeutig bestimmte Losung r = 0—aq,
d.h., es ist

a+(o—a)=o (6)
Fur alle Punkte P gilt wegen 1.2. (6) und 1.1. (1)

(P4+a)+(0o—a)=P+a+(o—a)]=P+o0=P

Dieses Ergebnis besagt: Wenden wir auf einen Punkt P die Verschiebung a und anschlieBend
auf den Bildpunkt P + a die Verschiebung o — a an, so erhalten wir den Ausgangspunkt P.
Die Verschiebung 0 — a macht also die Verschiebung a riickgangig.

Die Verschiebung 0 —a heiBt daher die zu a entgegengesetzte Verschiebung. Sie wird abkiirzend
mit —a bezeichnet. Fiir alle Verschiebungen a gilt demnach

a+(—a)=o (7)

—(-a)=a (8)
b+(—a)=b—a (9)
—(a—b)=b—a (10)
—(a+b)=—a—0> (11)
a fa [F-w
Fig. 10,11
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fir das Rechnen mit entgegengesetzten Verschiebungen. Diese Regeln werden wir in Satz 20
ohne anschauliche Hilfsmittel beweisen. Die Beziehung (9) liefert ein neues Verfahren fiir die
Konstruktion der Differenz b — a.

Man addiert zur Verschiebung b die Verschiebung —a. Statt P + (—a) schreiben wir auch
kirzer P — a.

10
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1.4 Ortsverschiebung

Wahlen wir einen festen Punkt O einer Ebene e als Ursprung, so konnen wir jedem Punkt P
dieser Ebene die Verschiebung v = P — O zuordnen.

Wir bezeichnen diese Verschiebung als Ortsverschiebung des Punktes P. Ist eine Verschiebung
t vorgegeben, so konnen wir sie im Ursprung O antragen, und wir erhalten den durch v und
O eindeutig bestimmten Punkt P = O + t. Die Verschiebung t ist dann die Ortsverschiebung
dieses Punktes.

Wir leiten eine wichtige Regel fiir das Rechnen mit Ortsverschiebungen her. Es sei
P =P+a

Die Ortsverschiebungen der Punkte P, P’ seien t, ¢ (Fig. 14).

Fig. 14

Dann gilt
O+t=P =P4+a=(0+1t)+a=0+(r+a)

Hieraus folgt unter Beriicksichtigung von Satz 2 die Gleichung

v=t+a
Stellen wir den beiden Gleichungen
P+a=P , P —P=a
die Gleichungen
t+a=1 , v—t=a

gegeniiber, so erhalten wir den Satz 8. Gleichungen, in denen Punkte und Verschiebungen
auftreten, bleiben richtig, wenn alle auftretenden Punkte durch ihre Ortsverschiebung beziiglich
eines beliebig gewahlten Ursprungs ersetzt werden.

1.5 Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl
Ist a eine Verschiebung und m eine natirliche Zahl mit m > 2, so heiBt die Summe
at+ta+...+a

in der a als Summand m-fach auftritt, das m-fache von a, in Zeichen ma. Ist m = 1, so setzen
wir

la=a (1)
Sind m, n beliebige natiirliche Zahlen, so gelten offensichtlich die Beziehungen
(mn)a = m(na) (2)
(m +mn)a=ma+ na (3)
m(a+b) =ma+mb (4)

11
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Wir tberzeugen uns von der Richtigkeit von (4): Es ist

m(a+b)=(a+b)+(a+b)+...+(a+b)=(a+a+..+a)+(b+b+..+b)

m m m

= ma+ mb

Die Erklarung des Vielfachen einer Verschiebung a dehnen wir auf reelle Zahlen A aus. Es
seien a eine von der identischen Verschiebung o verschiedene Verschiebung und O ein beliebig
gewahlter Punkt. Mit Hilfe von

A=0+a

definieren wir den Punkt A, der wegen a # o vom Punkt O verschieden ist. Auf der Geraden
OA wiahlen wir den Punkt O als Nullpunkt, den Punkt A als Einheitspunkt (Fig. 15).

o —

Fig. 15 0w A 8

Ist B ein beliebiger Punkt der Geraden OA, so bilden die parallelen Pfeile O@ und O—1>4 ein
bestimmtes Streckenverhaltnis
o),

azx (5)

Die reelle Zahl X in (5) ist positiv genau dann, wenn die Pfeile 0—121,0? gleichgerichtet bzw.

negativ genau dann, wenn die Pfeile 0—121, O@ entgegengesetzt gerichtet sind.

Der Punkt B bestimmt eindeutig die reelle Zahl A in (5), und umgekehrt bestimmt jede reelle
Zahl \ eindeutig den Punkt B der Geraden OA, fiir den (5) erfillt ist. Durch die Verschiebung
a und die reelle Zahl A wird somit auch die Verschiebung

b=B-0

festgelegt, die, wie Fig. 16 zeigt, nicht von der Wahl O des Nullpunkts abhangt.

3: - /4; B,
o 7
2 ” F
}/ / /
K f’ If
/.; ,’/ i
—— g
Fig. 16 v w A 5

Diese anschaulichen Uberlegungen fiihren zur

Definition 5. Sind a = A— O # 0, b = B — O Verschiebungen und X eine reelle Zahl, so geht
die Verschiebung b aus der Verschiebung a durch Multiplikation mit der reellen Zahl X\ hervor,

—
in Zeichen b = Aa, genau dann, wenn die Pfeile O?,OA parallel sind und (5) erfiillt ist.
Ist @ = 0, so setzen wir Ao = o fur alle reellen Zahlen .

Auf Grund dieser Definition ist (5) dquivalent mit
B—-0=XA-0)

Zwei Verschiebungen a, b heiBen parallel genau dann, wenn eine der beiden Verschiebungen
durch Multiplikation mit einer reellen Zahl aus der anderen hervorgeht.

12
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Aus der Fig. 17 entnehmen wir die Beziehung

(—l)a=—a (6)

die wir in Satz 21c ohne anschauliche Hilfsmittel beweisen werden.

2u

o
(Nu ]

(2]

ey,

Fig. 17

Satz 9. Fiir alle Verschiebungen a, b und fiir alle reellen Zahlen \; i1 gilt

a)la =a (7)
b () — () (8)
c)( A+ p)a = \a+ pa (9)
d)A\(a + b) = Aa+ \b (10)

Beweis. Offensichtlich gelten (8), (9), (10), falls eine der reellen Zahlen A, 1 gleich null bzw.
eine der Verschiebungen a, b gleich der identischen Verschiebung ist. Diesen Fall werden wir
beim weiteren Beweis von (8), (9), (10) ausschlieBen.

Beim Beweis dieser drei Regeln setzen wir das Rechnen mit Streckenverhaltnissen und den
Strahlensatz mit seinen Umkehrungen als bekannt voraus.

a) Die Beziehung (7) ergibt sich unmittelbar aus der Definition 5 bzw. aus (1).
b) In Fig. 18 gelte

Pl—d P//Qj/
Q—P=a, % =K, Plj@/ =A
Damit ist
Q—P=p@Q-P)=pa . Q-P =XNQ-P)=Aup) (1)
Il if?’
ar
Aluw) @ Q'
MO
u % Au
Fig.1819 ~ F 7 i &
Ferner ist

P//Q// P//Q// P/Q/

= A\l
PG PQ PG

Q" = P"=(M)a (12)

Dies bedeutet

13
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Vergleich von (12) mit (11) liefert die Behauptung (8).
c) In Fig. 19 gelte

L
Q—P=a, % == % =
Dann ist
Q—-P=XQ—-P)=Xxa , R-Q=uQ-P)=ypa
Weiter ist
R—P=(Q —-P)+(R-Q)=X a+pua  und (13)

P/R/ P/Q/ _'_ Q/R/ P/Q/ Q R/

6 16 1o po

R =P =A+p+(@Q-P)=0A+pa (14)
Vergleich von (14) mit (13) liefert die Behauptung (9).

Dies bedeutet

d) Fall 1. Die Vektoren a, b seien parallel. Dann geht eine der Verschiebungen aus der anderen
durch Multiplikation mit einer reellen Zahl hervor. Es gelte etwa b = pa. Dann kénnen wir
mit Hilfe von (1), (8) und (9) folgende Umformungen vornehmen:

AMa+b) = Aa+pa) = A1a+ pa) = [M1+p)a= A+ Au)a
= Aa+ (Ap)a = Aa+ A(pa) = da+ Ab

Fall 2. Die Vektoren a, b seien nicht parallel. Es sei P ein beliebiger Punkt. Die Punkte @), R
seien durch

Q=P+a R=P+ (a+0b) (15,16)
definiert, wobei sich (16) mit Hilfe von (15) auch in der Form
R=(P+a)+b=Q+b (17)
schreiben lasst. Die Punkte @', R’ definieren wir durch
— =
PQ’ PR’

5 (18)

Wegen (18), (15) und (16) gilt
Q—-P=XNQ—-P)=Xxa R —P=XR—-P)=Xa+b) (19,20)

Die Punkte P, @, Q" bzw. P, R, R’ liegen auf je einem Strahl eines Biischels, das von den
Geraden QR, Q'R geschnitten wird (Fig. 20).

R e

Fig. 20,21 F
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1 Verschiebungen

Da sich wegen (18) die Abschnitte des einen Strahls wie die gleichliegenden Abschnitte des
anderen Strahls verhalten, sind die beiden Geraden QR, Q'R’ parallel. Die Fig. 20 geht dem-
nach Gber in Fig. 21.

Werden zwei Strahlen eines Biischels von zwei Parallelen geschnitten, so verhalten sich die
Abschnitte der Parallelen wie die zugehoérigen Abschnitte auf den Strahlen. In unserem Fall
gilt also

QIR/ P/QI

o8 - 70 (21)

Beriicksichtigen wir (18), so geht (21) tber in

|

R _ |
QR
Dann ist
R —Q =MR-Q)
Wegen (17) erhalten wir
R —Q =X (2)
Da
R—P=(Q-P)+(R-Q) (23)

gilt, folgt durch Einsetzen von (20), (19) und (22) in (23) die Behauptung (10).

Durch vollstandige Induktion lassen sich die Verallgemeinerungen von (9) und (10) beweisen
(Aufgabe 6, Aufgabe 7):

(/\1+>\2—|—...—|—>\k)a:)\1a+)\2a+...—|—)\ka (24)
AMag +ag+ ...+ ag) = Aag + Aag + ... + Ay, (25)

1.6 Beispiele

Beispiel 1. Ist M der Mittelpunkt einer Strecke AB und sind a, b, m die Ortsverschiebungen
der Punkte A, B, M, so gilt

1
azi(aJr b)

Aus der Fig. 22 lesen wir die Gleichung
1
M=A+ §(B — A)
ab. Auf Grund des Satzes 8 kdnnen wir zur Gleichung
m=a+ 1(b —a)

2

ubergehen. Weiter ist
1 1
m= a+§[b+(—a)] =a+ §[b+ (—1)a] =a+

1 1 1 1 1
a+2b+{2 ( )}a ( 2)a+2b a+2b (a+b)

15



1 Verschiebungen

wobei wir bei diesem einfiihrenden Beispiel die Rechnungen schrittweise ausgefiihrt haben. In
den folgenden Beispielen werden wir entsprechende Rechnungen wesentlich abkiirzen.

Beispiel 2. Die Mittelpunkte der Seiten eines Vierecks ABC D bilden die Eckpunkte eines
Parallelogramms.

Fig. 22,23 A My 8
Die Mittelpunkte My, My, Ms, M, der Seiten haben nach Beispiel | die Ortsverschiebungen

1 1 1 1
mlzi(a‘f‘b), m2:§(b+C), mgzi(C‘Fb), m4:§(b+a)
In Fig. 23 sind der Ursprung und die Ortsverschiebungen der Punkte bewusst weggelassen wor-
den. Auf diese Weise entlasten wir die Zeichnung von iberflissigen Hilfslinien. Wir berechnen
die Verschiebungen

MQ — M1 und M3 — M4

Es ist
1 1 1 1
Mg—Mlzmg—ml:§(b+c)—§(a+b):§(b+c—a—b)za(c—a) (1)
1 1 1 1
Mg—M4:m3—m4:§(c+b)—§(O+a)zé(c+b—b—a):§(c—a) (2)

Vergleich von (1) mit (2) liefert
My — My = M3 — M, (3)

Da die Punkte My, M, Ms, M, nicht in einer Geraden liegen, besagt (3), dass die Gegenseiten

— ——
My My, MyMs des Vierecks My MyMsM, parallel, gleichlang und gleichgerichtet sind. Das
Viereck My MMMy ist ein Parallelogramm.

Beispiel 3. Ein Viereck ABCD ist ein Parallelogramm genau dann, wenn die Diagonalen
einander halbieren.

Beweis a) Das Viereck ABCD sei ein Parallelogramm. Wir bezeichnen mit u bzw. v die
Verschiebung B — A bzw. D — A, mit M; den Mittelpunkt der Diagonale z@ (Fig. 24) und
mit M, den Mittelpunkt der Diagonale BD (Fig. 25).

Fig. 24,25
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1 Verschiebungen

Es ist ] )
M1:A+§(C—A):A+§(u+n)

und

1 1 1 1 1
M2:B+§(D—B):(A+u)+§(n—u):A+(u+§n—§u):A+§(u+n):M1

d.h., die Mittelpunkte der beiden Diagonalen sind identisch. Damit ist gezeigt, dass die Dia-
gonalen eines Parallelogramms einander halbieren.

b) Es sei ABCD ein Viereck, in dem die Diagonalen einander im Punkt M halbieren (Fig.
26). Mit a, b, ¢, 0, m bezeichnen wir die Ortsverschiebungen der Punkte A, B, C, D, M.

(

Fig. 26 A
Auf Grund der Voraussetzung gilt
1 1
m= §(a+c) und m= §(b+b) (4,5)

Aus (4) und (5) folgt
1 1 :
§(a+c):§(b—|—0) und hieraus  a+c¢=b+0 bzw. b—a=c—0 (6)

Wir berechnen die Verschiebungen
B—-A und C—-D
Es ist
B—-—A=b—-a , C—D=¢—20 (7)
Wegen (7) und (6) gilt
B-—A=b—a=c¢c—0=C-D (8)
Da die Punkte A, B, C, D nicht in einer Geraden liegen, besagt (8), dass die Gegenseiten

z@, 176* des Vierecks ABC'D parallel, gleichlang und gleichgerichtet sind. Das Viereck ABC'D
ist ein Parallelogramm.

Aufgabe 1. Man beweise, dass die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten
zur dritten Seite parallel und halb so lang wie diese ist.

Aufgabe 2. Man beweise, dass in einem Trapez die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte der
beiden nichtparallelen Seiten halb so lang ist wie die Summe der parallelen Seiten.

Aufgabe 3. Unter einer Spiegelung eines Punktes P an einem Punkt A versteht man die
Vorschrift, die dem Punkt P als Bildpunkt den Punkt P’ = A + (A — P) zuordnet.

17



1 Verschiebungen

Es seien A, B, C drei beliebige, nach Wahl aber feste Punkte einer Ebene e und P ein
beliebiger Punkt von e. Spiegelt man P an A, anschlieBend den so erhaltenen Bildpunkt P’
an B und schlieBlich den auf diese Weise erhaltenen und mit P” bezeichneten Bildpunkt an
C, so erhalt man den mit P"” bezeichneten Bildpunkt.

a) Man beweise durch Rechnung, dass sich P unmittelbar durch eine einzige Spiegelung an
einem mit D bezeichneten Punkt in den Punkt P uberfiihren lasst, indem man den zu
bestimmenden Punkt D mit Hilfe der bekannten Punkte A, B, C darstellt.

b) Man beweise, dass D — A = C — B ist.
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

2 n-gliedrige Zahlenfolgen
2.1 Begriffe

Ein Schema der Form
(al,ag,...,an) (1)

wobei ay, as, ..., a, beliebige reelle Zahlen bedeuten, wollen wir n-gliedrige horizontale Zahlen-
folge nennen. Die reellen Zahlen ay, as, ..., a, in (1) heiBen Glieder der Zahlenfolge (1).

Eine horizontale Zahlenfolge besitzt keinen Zahlenwert, sie ist lediglich ein geordnetes Schema
von reellen Zahlen. Wir bezeichnen horizontale Zahlenfolgen mit kleinen deutschen Buchstaben
und schreiben

a=(a,ag,...,a,) (2)

Da eine horizontale Zahlenfolge ein geordnetes Schema von reellen Zahlen ist, liegt folgende
Definition nahe.

Definition 6. Zwei n-gliedrige horizontale Zahlenfolgen
a=(a,as,...,a,) , b= (by,ba,...,b,)
sind gleich, in Zeichen a = b, genau dann, wenn
a1 = by,as = by, ...,a, = b, ist.

In den folgenden Abschnitten werden wir definieren, wie man mit n-gliedrigen horizontalen
Zahlenfolgen rechnet.

2.2 Addition von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen

Definition 7. Sind
a = (CLhCLQ,...,CLn) ) b= (b17b2,...,bn)

n-gliedrige horizontale Zahlenfolgen, so versteht man unter a + b die n-gliedrige horizontale
Zahlenfolge
(Gl + bl, (05} + bg, vy Oy —+ bn)

Beispiel 4. Sind
a=(1,23,4),b = (5,1, — 2,0), so ista + b = (6,3,1,4)
Satz 10. Fir die Addition n-gliedriger horizontaler Zahlenfolgen gilt das Kommutativgesetz
at+b=>b+a

Beweis. Wegen der Kommutativitat der Addition reeller Zahlen kénnen wir in der n-gliedrigen
horizontalen Zahlenfolge

a+b=(a;+by,a2+0bs,...,a, + by)
die Glieder

a1+bl,a2+b2,...,an—|—bn durch b1+a17bg+a2,...,bn+an
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

ersetzen. Wir erhalten
a+b=(by+a,by+as,...by+a,)=b+a
Satz 11. Fur die Addition n-gliedriger, horizontaler Zahlenfolgen gilt das Assoziativgesetz
a+(b+c¢)=(a+b)+c

Beweis. Wegen der Assoziativitat der Addition reeller Zahlen konnen wir in der n-gliedrigen
horizontalen Zahlenfolge

a-+ (b + C) = (Cll, as, ..., an) + <b1 =+ C1, b2 + Coy..ny bn + Cn)
= (a1 + [b1 + c1], a2 + [ba + 2, ..,y + [bn + ¢4))
die Glieder
ar+[bi+c], ax+[ba+cal, ..., an+[bpy+cy]  durch  [a14+b1]+ci, [as+ba]4co, ..., [an+by]+cp
ersetzen. Wir erhalten
a+ (b+c¢) = ([a1 +bi] +c1, [ag + ba] + ¢, ..., [an + by] + ¢5)
= (CLl -+ bl,az -+ bg, ceey Oy + bn) + (Cl,CQ, ...,Cn> = (a+ b) +c
womit der Satz bewiesen ist.

Der Satz 11 besagt, dass die beiden n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a + (b + ¢) und
(a+ b) + cgleich sind. Es kommt also nicht darauf an, auf welche der beiden méglichen Arten
man die drei Summanden a, b, ¢ durch Klammern zusammenfasst, so dass man diese weglassen
kann.

Dasselbe gilt analog auch fiir eine beliebige endliche Anzahl von n-gliedrigen horizontalen
Zahlenfolgen ay,as, ..., a;. Auf den Beweis durch vollstandige Induktion wollen wir wieder
verzichten.

Beispiel 5. Es seien
a; = (1,2,0),as = (0,1,2),a3 = (1,1,0), a4 = (1,2, 1)
Dann ist

a+ag+as+aq = [(a1 + Clg) + Clg] +a = [(1,3,2) + (1,1,0)] + (1,2,1)
= (27472) + (17271) = (37673)

Ist a eine n-gliedrige horizontale Zahlenfolge und m eine natiirliche Zahl mit m > 2, so heiBt
die Summe
ata+..+a

in der a als Summand m-fach auftritt, das m-fache von a, in Zeichen ma. Offensichtlich ist
dann
m(ay, as, ..., an) = (may, mas, ..., may,) (1)
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

2.3 Subtraktion von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen

Wir untersuchen, ob die Addition von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen eine umkehrbare
Operation ist, d. h., ob die Gleichung

at+r=>0 (1)

bei vorgegebenen n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a, b immer eine n-gliedrige horizontale
Zahlenfolge ¢ als Losung besitzt. Diese Frage beantwortet der

Satz 12. Zu zwei beliebig vorgegebenen n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a, b existiert
genau eine n-gliedrige horizontale Zahlenfolge r, die der Gleichung (1) geniigt.

Beweis. Es seien
a = (a17a27"'7an) ) b: (b1>an“'7bn)

zwei beliebig vorgegebene n-gliedrige horizontale Zahlenfolgen. Wir zeigen, dass die n-gliedrige
horizontale Zahlenfolge

r=(by —ai, by —as, ....b, —a,) (2)
eine Losung von (1) ist. Es gilt

a—+ r= (a17&27 "'7an) + (blalabQ — g, 7bn - an)
= (a1 + b1 — ay, Q9 + bg — ag, ...,y + bn - an) = (bl,bg, ...,bn) =b

Damit ist die Existenz einer Lésung von (1) nachgewiesen. Wir missen noch beweisen, dass
es neben der Losung

= (z1,22, ..., Tp) (2)

von (1) keine weitere Losung gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch die n-gliedrige horizontale
Zahlenfolge

N = (y17y27 7yn)

eine Losung von (1). Dann gelten die beiden Gleichungen
a+r=> , a+p=>
woraus a + ¢ = a + 1 folgt. Die letzte Gleichung ist wegen Definition 7 aquivalent mit
(a1 + 1,09 + Tayeoosty + ) = (a1 + Y1,02 + Yo, 500 + Yn)
Auf Grund von Definition 6 ist dies aquivalent mit
a; + 1= a1+ Y1,02 + T2 = A2 + Y2, .., Ap + T = Ap + Yn

Hieraus folgt
T1 = Y1, T2 = Y2, -, Tn = Yn

Das ist aber auf Grund von Definition 6 gleichbedeutend mit r = ). Demnach gibt es nur eine
Losung der Gleichung (1), womit der Satz bewiesen ist.
Dieser Satz rechtfertigt die

Definition 8. Die nach Satz 12 existierende und eindeutig bestimmte Losung (2) der Gleichung
(1) bezeichnen wir mit r = b — a.
Sie heiBt die Differenz der n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen b und a.
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

Auf Grund von Definition 8 gilt somit
(b1,ba, ..., by) — (a1,a9,....a,) = (by — ay, by — ag, ....,b, — ay) (3)
Die Gleichung
at+r=a
besitzt auf Grund von Satz 12 und (3) die eindeutig bestimmte Losung
r=a—a=(a —ay,ay — as,....a, — a,) = (0,0,...,0)

fur alle n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a. Diese Zahlenfolge bezeichnen wir abkiirzend
mit 0. Sie heiBt die n-gliedrige horizontale Nullfolge. Demnach ist

o = (0,0,..,0) (4)

und alle n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a geniigen der Gleichung a + 0 = a. (5)
Die Gleichung a + ¢ = o besitzt auf Grund von Satz 12 und (3) die eindeutig bestimmte
Losung

r=0—a=(0-a,0—ay...,0—a,) =(—ay, —as,.., —ay,)

Diese n-gliedrige horizontale Zahlenfolge bezeichnen wir abkiirzend mit —a. Sie heiBt die
zu a entgegengesetzte n-gliedrige horizontale Zahlenfolge. Fiir alle n-gliedrigen horizontalen
Zahlenfolgen a gilt demnach

a+(—a)=0  wobei —a=(—ay, —az,.., — a) (6,7)

ist.
Fiir das Rechnen mit entgegengesetzten n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen gelten ebenfalls
die Regeln 1.3. (8)-(11). Den Beweis werden wir in Satz 20 fiihren.

2.4 Multiplikation einer n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolge mit
einer reellen Zahl

In Anlehnung an 2.2. (1) definieren wir:

Definition 9. Ist a eine n-gliedrige horizontale Zahlenfolge und A eine reelle Zahl, so versteht
man unter \a die n-gliedrige horizontale Zahlenfolge, die man erhalt, wenn man jedes Glied
von a mit A multipliziert.

Auf Grund von Definition 9 gilt also
May, ag, ..., a,) = (Aag,Aag, ..., Aay,) (1)
Beispiel 6. Es sei a = (2,4,8,6). Dann ist 3a = (1,2,4, 3).

Wegen (—1)a; = —a; gilt auf Grund von 2.3. (7) fiir alle n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen
a die Beziehung

(~1)a=—a (2)
Satz 13. Fir alle n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a, b und fiir alle reellen Zahlen A, u
gilt

a)la =a (3)
b)(Aw)a = A(pa) (4)
) A+ p)a = \a+ pa (5)
d)M\(a + b) — Xa+ Ab (6)
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

Beweis. a) Die Beziehung (3) ergibt sich wegen la = a unmittelbar aus (1).
b) Wegen der Assoziativitat der Multiplikation reeller Zahlen gilt

(Aﬂ)a = (P‘:u}alv [Aﬂ]a27 s [)‘:u]an) = (A[:ual]v A[Ma2]7 e )‘[:ua’n])
= Mpay, pay, ..., pay) = A(pa)

c) A+ pa = ([A+ plar, [N+ plag, ..., [ + plan)

= (Aay + pay, Aag + pas, ..., Aa, + pay)

= (Aay, Aag,..., Aa,) + (pay, pas, ..., pa,) = Aa + pa
d) Aa+b) = May + b1, a2 + by, ..., an + by)

= (/\Cl1 + )\bl, )\&2 + )\bg, ...,)\an + )\bn)
= (/\Cll, )\CLQ, ...,)\(ln) + ()\bl, )\bg, ceny )\bn> = Aa+ \b

Durch vollstandige Induktion lassen sich die Verallgemeinerungen von (5) und (6) beweisen
(Aufgabe 6, Aufgabe 7):

()\1+/\2+...+/\k)a:)\10+)\2a+...+>\ka (7)
AMag +ag+ ... +ag) = Aag + Aag + ... + gy, (8)

Aufgabe 4. Es seien

a=(6543), b=(220-2), c=(2.2,04).

a) Man berechne 2a — 3b + ¢

b) Man l6se die Gleichung 4a — 5¢r + b = 3¢ — 3.

2.5 n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen
In Analogie zu 2.1. verstehen wir unter

ai
ag

(1)

wobei aq, as, ..., a, beliebige reelle Zahlen bedeuten, eine n-gliedrige vertikale Zahlenfolge. Die
reellen Zahlen ay, as, ..., a, in (1) heiBen Glieder der Zahlenfolge (1). Wir bezeichnen vertikale
Zahlenfolgen ebenfalls mit kleinen deutschen Buchstaben und schreiben

ay
a

a=| (2)
Qp,

Die Definitionen 6, 7 und 9 iibertragen wir sinngemaB auf n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen:

Definition 10. Zwei n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen

aq b1

a b
a= ? , b= ’

(7% bn
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

sind gleich, in Zeichen a = b, genau dann, wenn a; = by, as = b, ..., a, = b, ist.

Definition 11. Sind a, b zwei n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen, so versteht man unter a + b
die n-gliedrige vertikale Zahlenfolge

a1+b1
a2+b2

an + by,

Definition 12. Ist a eine n-gliedrige vertikale Zahlenfolge und A eine reelle Zahl, so versteht
man unter \a die n-gliedrige vertikale Zahlenfolge, die man erhalt, wenn man jedes Glied von
a mit A multipliziert.

Fir diese Zahlenfolgen gelten auch die in 2.2., 2.3. und 2.4. formulierten Satze, wobei die dort
geflihrten Beweise unverandert (ibernommen werden konnen.

Aufgabe 5. Es seien

=W N =
«
Il

S © O W

a) Man berechne 3a — b + 3.
b) Man I6se die Gleichung 2a + 2¢ + 3b = 3¢ + c.
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3 Reelle Vektorraume

3.1 Begriff des reellen Vektorraumes

Im folgenden verstehen wir unter V5, die Menge aller Verschiebungen einer Ebene und unter
M, ,, die Menge aller n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen mit festem n. Zur Vorbereitung
der folgenden Definition stellen wir einige der fiir Verschiebungen und fiir n-gliedrige horizon-
tale Zahlenfolgen gefundenen Ergebnisse zusammen:

A 1. In V; bzw. M, ist eine als Addition geschriebene Verkniipfung definiert, die je zwei
Elementen a, b von V5 bzw. M, ,, eindeutig ein Element a 4 b von V5 bzw. M, ,, zuordnet.

A 2. Es gilt stetsa+ (b+¢) = (a+b) + ac

A 3. Zu zwei beliebig vorgegebenen Elementen a,b von V, bzw. M, ,, existiert ein Element ¢
von Vs bzw. My, mit a+1 = b.EI

A 4. Esgilt stetsa+b="0+a.

B 1: In V5 bzw. M, ,, ist eine Verkniipfung mit reellen Zahlen definiert, die jeder reellen Zahl A
und jedem Element a von V5 bzw. M, ,, eindeutig ein Element Aa von V, bzw. M, ,, zuordnet.

B 2. Es gilt stets la = a.

B 3. Es gilt stets (Au)a = A(ua).

B 4. Es gilt stets (A + p)a = Aa + pa.
B 5. Es gilt stets A(a + b) = Aa + Ab.

Die Eigenschaften A1-A4 und B1-B5 charakterisieren eine wichtige algebraische Struktur, die
als reeller Vektorraum bezeichnet wird. Die Elemente eines reellen Vektorraums heiBen Vekto-
ren.

Definition 13. Es sei V' eine nichtleere Menge mit den Elementen a, b, ¢, ... und es gelte:

A 1. In V ist eine als Addition geschriebene Verknilipfung definiert, die je zwei Elementen a, b
von V' eindeutig ein Element a + b von V' zuordnet.

A 2. Esgilt stetsa+ (b+¢)=(a+b)+c.

A 3. Zu zwei beliebig vorgegebenen Elementen a, b von V' existiert ein Element ¢ von V, das
der Gleichung a + r = b genigt.

A 4. Esgilt stetsa+b=10+a.

B 1. In V ist eine Verknilipfung mit reellen Zahlen definiert, die jeder reellen Zahl A\ und jedem
Element a von V eindeutig ein Element Aa von V' zuordnet.

B 2. Es gilt stets la = a.

B 3. Es gilt stets (Au)a = A(ua).

B 4. Es gilt stets (A + u)a = Aa + pa
B 5. Es gilt stets A(a + b) = Aa + Ab.

Dann heiBt V' in Verbindung mit den Eigenschaften A1-A4 und B1-B5 reeller Vektorraum und

'Es wird in A 3 nur die Existenz einer Lésung von a + ¢ = b aufgefiihrt, also weniger als in Satz 7 bzw. in
Satz 12 bewiesen wurde.
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die Elemente a, b, ¢, ... heiBen Vektoren. Reelle Vektorraume bezeichnen wir mit 5.
Auf Grund von Definition 13 gelten die folgenden Satze:

Satz 14. Die Menge V; aller Verschiebungen einer Ebene ist mit den durch Definition 3 und
Definition 5 eingefiihrten Verkniipfungen ein reeller Vektorraum, den wir mit 285 bezeichnen.

An Stelle von Ortsverschiebung des Punktes P konnen wir wegen Satz 14 nun die ibliche
Bezeichnung Ortsvektor des Punktes P setzen.

Satz 15. Die Menge M, ,, aller n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen ist mit den durch De-
finition 7 und Definition 9 eingefiihrten Verkniipfungen ein reeller Vektorraum, den wir mit
M, ,, bezeichnen.

Satz 16. Die Menge M,, ; aller n-gliedrigen vertikalen Zahlenfolgen ist mit den durch Definition
11 und Definition 12 eingefiihrten Verkniipfungen ein reeller Vektorraum, den wir mit 91, ;
bezeichnen.

Fir die Elemente von 91, ,, bzw. von 9,,, fiihren wir die Bezeichnung n-gliedriger Zeilenvek-
tor bzw. n-gliedriger Spaltenvektor ein. Die reellen Zahlen ay, as, ..., a, in a heiBen auch die
Koordinaten des Zeilen- bzw. des Spaltenvektors. Der Zeilenvektor

o= (0,0,...,0)

bzw. der Spaltenvektor

o
Il

heiBt Nullvektor.
Eingliedrige Zeilen- bzw. Spaltenvektoren, das sind Vektoren der Form

a=(a)

kann man mit den reellen Zahlen a identifizieren, denn die fiir Zeilen- bzw. Spaltenvektoren
definierten Verknlpfungen

(@) + () =(@+b) ,  Aa)=(a)

stimmen in diesem Sonderfall mit der fiir reelle Zahlen erklarten Addition und Multiplikation
uberein. Damit gilt der

Satz 17. Die Menge aller reellen Zahlen ist mit der fiir diese Zahlen erklarten Addition und
Multiplikation ein reeller Vektorraum, den wir mit A bezeichnen.

3.2 Einige Folgerungen aus den Vektorraumeigenschaften

In diesem Abschnitt werden wir einige Folgerungen aus den Vektorraumeigenschaften ziehen.
Dieses Vorgehen hat den Vorzug, dass die so gewonnenen Aussagen nicht auf einen konkreten
reellen Vektorraum beschrankt sind, wie dies in 1. und 2. der Fall ist.

Satz 18. In einem reellen Vektorraum ‘B gibt es genau einen Vektor r mit der Eigenschaft

atr=a (1)
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fur alle a von B.

Beweis. Es sei ag ein fester Vektor von 8. Dann besitzt die Gleichung
o+ = ag (2)

auf Grund von A 3 eine Losung ¢ in 8. Wir miissen zeigen, dass dieser Vektor ¢ auch fir alle
Vektoren a von B der Gleichung (1) genugt.
Wegen A 3 hat fiir den speziell gewahlten Vektor ay und jeden beliebigen Vektor a von 8 die
Gleichung

Gy +pH=a (3)

eine Losung 1 in 8. Berticksichtigen wir (3), so gilt
atr=(a+y)+r
Indem wir von A 2 und anschlieBend von A 4 Gebrauch machen, erhalten wir
at+r=ap+(9+r)=a+ (r+)
Nochmalige Anwendung von A 2 liefert
atr=(a+r)+y (4)
Beriicksichtigen wir (2), so geht (4) tber in
atr=ay+y (5)
Die rechte Seite von (5) kann wegen (3) durch a ersetzt werden. Damit erhalten wir schlieBlich
atr=a

womit gezeigt ist, dass der Vektor ¢ der eine Lésung von (2) ist, auch fiir alle Vektoren a von
B der Gleichung (1) geniigt.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass es neben ¢ von 8 keinen weiteren Vektor von ¢’ mit dieser
Eigenschaft gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch 1’ ein Vektor von B8 mit dieser Eigenschaft.
Dann gelten die beiden Gleichungen

at+r=a a+r=a (6)

fir alle a von B, insbesondere also auch fiir a = ¢ bzw. a = ¢’.
Ersetzen wir a in der ersten Gleichung von (6) durch ¢’ und a in der zweiten Gleichung durch
¢, so erhalten wir

rtr=y , r+i=r
Da die linken Seiten dieser beiden Gleichungen wegen A 4 Gibereinstimmen, ist ¢’ = r. Demnach
gibt es nur einen Vektor ¢ von 8 mit der Eigenschaft (1) fiir alle a von 8.
Der Beweis zeigt tiberdies, dass man diesen Vektor berechnen kann, indem man fiir irgendeinen
festen Vektor ag von 9B die Gleichung (2) 16st.
Das Ergebnis von Satz 18 fihrt zur

Definition 14. Der in einem reellen Vektorraum 5 existierende und eindeutig bestimmte Vektor
¢ mit der Eigenschaft (1) fir alle a von 8 wird mit ¢ = o bezeichnet. Er heiBt der Nullvektor
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des reellen Vektorraumes 8.

Fir alle Vektoren a von ‘B gilt demnach
ato=a (7)

Satz 19. In einem reellen Vektorraum B3 ist die auf Grund von A 3 existierende Losung ¢ der
Gleichung
at+r=>0 (8)

eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir miissen noch zeigen, dass es neben der Losung ¢ keine weitere Losung von (8)
gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch v eine Lésung von (8). Dann gilt

atr=a-+y (9)

Auf Grund von A 3 gibt es einen Vektor 3, der der Gleichung

at+z=o0 (10)
geniigt. Wegen (7) ist
r=r+o
Beriicksichtigen wir (10), so erhalten wir
r=a+(a+3)

Indem wir von A 2 und anschlieBend von A 4 Gebrauch machen, gilt
r=(@+a)+3=(a+71)+3
Wegen (9) geht diese Gleichung tber in

r=(a+y)+3
Hieraus folgt
r=W+a)+3=v+(a+ty)
Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt wegen (10) und (7) mit y Gberein. Damit ist die
Behauptung bewiesen.

Das Ergebnis dieses Satzes fiihrt in Verbindung mit A 3 zur

Definition 15. Die in einem reellen Vektorraum ‘B existierende und eindeutig bestimmte Losung
¢ der Gleichung (8) bezeichnen wir mit r = b — a. Sie heiBt die Differenz der Vektoren b, a.

Die Gleichung
atr=o (11)

besitzt auf Grund von Satz 19 die eindeutig bestimmte Losung r = 0 — a. Dieses Ergebnis
flhrt zur

Definition 16. Die in einem reellen Vektorraum ‘B existierende und eindeutig bestimmte Lo-
sung ¢ = o — a der Gleichung (11) bezeichnen wir mit —a. Der Vektor —a heiBt der zu a
entgegengesetzte Vektor.
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Fir alle Vektoren a von B gilt demnach
a+(—a)=o (12)
Wir beweisen

Satz 20. Fir alle Vektoren a, b eines reellen Vektorraumes B gilt

a) —(-a)=aq, (
b) b+ (—a)=b—aq, (
c)—(a—b)=b—aq, (
d) —(a+b)=—a—b. (

Beweis.

a) Auf Grund der Definition 16 ist der Vektor —(—a) die Lésung der Gleichung (—a) +1 = o.
(17)

Die Behauptung ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dass der Vektor r = a ebenfalls die Gleichung
(17) lost. Beriicksichtigen wir A 4 und (12), so erhalten wir

(—a)+a=a+(—a)=o0

b) Da ¢ = b — a auf Grund von Definition 15 die Lésung der Gleichung (8) ist, brauchen wir
nur zu zeigen, dass auch r = b + (—a) der Gleichung (8) geniigt. Es gilt

a+[b+(—a))=a+[(—a)+bl=[a+(—a))]+b=0+b=b+0=0
Dabei haben wir der Reihe nach von A 4, A 2, (12), A 4 und (7) Gebrauch gemacht.

c) Wir zeigen, dass der Vektor r = b — a die Gleichung (a — b) + ¢ = o 16st. Es gilt

(a—b)+(b—a)=—[a+(=b)]+[6+ (—a)]=(a+[(—=b+b]) + (—a)
=(a+o0)+(—a)=a+(—a) =

d) Wir zeigen, dass t = —a — b die Gleichung (a + b) + 1 = o lost. Es gilt

(a+b)+(—a—b)=(a+b)+[(—a)+ (=b)] =(a+b)+[(—=b) + (—a)]
=(a+[b+(-b)])+(—a)=(a+0)+(—a)=a+(—a)=0

Satz 21. Fir alle Vektoren a eines reellen Vektorraumes B und und alle reellen Zahlen X\ gilt

a)l0a=o (18)
b) Ao =0 (19)
c) (-l)a=—a (20)
Beweis

a) Beriicksichtigen wir B 2, B 4 und nochmals B 2, so erhalten wir
a+0a=1la+0a=(1+0a=1la=a

Hieraus folgt die Behauptung (18), denn aus einer Gleichung der Form a + ¢ = a folgt stets
r=o.
b) Es ist

Aa+ o= Aa+o0)=Aa
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Dabei haben wir der Reihe nach von B 5 und (7) Gebrauch gemacht. Aus der letzten Gleichung
folgt die Behauptung (19).
c) Es ist

a+(—la=la+(-la=[1+(-Dja=0a=0 (21)
Dabei haben wir der Reihe nach von B 2, B 4 und (18) Gebrauch gemacht. Da die Gleichung
a+r = o die eindeutig bestimmte Lésung ¢ = —a besitzt, folgt aus (21) die Behauptung (20).

Aufgabe 6. Man beweise durch vollstandige Induktion nach £, dass in einem reellen Vektorraum
B fir alle Vektoren a von B und fiir alle reellen Zahlen \{, \o, ..., \;. gilt

M+ X+ .+ )a= a+ dea+ ...+ M\a (22)
Aufgabe 7. Man beweise durch vollstandige Induktion nach &, dass in einem reellen Vektorraum
R fir alle Vektoren ay, as, ..., a; von B und fiir alle reellen Zahlen \ gilt

Aag +ag+ ..+ ag) = Aag + Aag + ...+ gy, (23)

In den folgenden Abschnitten fiihren wir einige fundamentale Begriffe aus der Theorie der
reellen Vektorraume ein.

3.3 Linearkombination

Definition 17. Es seien ay, as, ..., ax, b Vektoren eines reellen Vektorraumes B. Der Vektor b ist
Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a; genau dann, wenn es reelle Zahlen z, xo, ..., 2}
derart gibt, dass

b= 101 + Tolo + ... + XA

ist.

az/j
o ——————— 4
Fig. 27 Uy

7/

Wie wir aus Fig. 27 entnehmen, ist beispielsweise der Vektor b des reellen Vektorraumes B,
eine Linearkombination der Vektoren ay, a; von B, da

b =2a; 4+ 3ay ist.

Beispiel 7. Wir untersuchen, ob der Vektor

b:

o ©O© O W

des reellen Vektorraumes 91, ; eine Linearkombination der Vektoren

DO
w

Cll: 02: Cl3:

J Ot W =
00 O W
— =1 ot
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von My ; ist.
Dazu machen wir den Ansatz
T101 + Tolo + X303 = b (1)

Durch Einsetzen der Vektoren in (1) erhalten wir

Ty + X9 + x3

(2)

~J Ot W ==
— ~J Ot W

2
4
6
8

0 © O W

Beriicksichtigen wir die Definition 12 und anschlieBend Definition 11, so ist (2) aquivalent mit

T+ 21’2 + 31’3 3
3ZL‘1 + 41‘2 + 5IL‘3 _ 6 (3)
5331 + 6332 + 7373 9
7.1'1 + 8%2 + 23 8

Auf Grund von Definition 10 ist die Vektorgleichung (3) aquivalent mit

r1+ 229 + 313 =3
3&71+4.§E2+5l’3:6 (4)
5$1+6$2+7$3:9
Tr1 + 8xry + a3 =28

Wir untersuchen, ob das Gleichungssystem (4) losbar ist. Fiir Leser, die nicht mit dem im
Bandchen "Matrizen" hergeleiteten Verfahren zur Auflosung linearer Gleichungssysteme ver-
traut sind, wollen wir dieses Verfahren ohne Beweis erlautern.

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form

a1 + 129 + ...+ ATy = b1
9171 + G29%2 + ... + A2,T, = bo (5)

Am1T1 + QmaXo + ... + Gmn Ty, = b,

Dieses System wird schrittweise so in dquivalente Systeme iiberfiihrt, bis man schlieBlich ein
System erhalt, aus dem man, falls das System (5) lésbar ist, alle Losungen miihelos ablesen
kann.

Dabei heiBen zwei Gleichungssysteme der Form (5) in den gleichen Variablen aquivalent genau
dann, wenn sie entweder beide l6sbar sind und die gleichen Losungen besitzen oder beide
nicht 16sbar sind. Die folgenden drei Regeln erméglichen es, aus (5) ein dquivalentes System
herzuleiten:

|. Zwei Gleichungen von (5) werden miteinander vertauscht.

Il. Beide Seiten einer Gleichung von (5) werden mit derselben von null verschiedenen reellen
Zahl multipliziert.

Ill. Beide Seiten einer Gleichung von (5) werden mit derselben reellen Zahl multipliziert und
die Ergebnisse zu den entsprechenden Seiten einer anderen Gleichung von (5) addiert.

Zur Erlauterung wenden wir das Verfahren auf das Gleichungssystem (4) an. Zunéachst elimi-
nieren wir aus der zweiten, dritten und vierten Gleichung die Variable z1, wahrend wir die erste
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Gleichung unverandert lassen. Dazu multiplizieren wir zuerst beide Seiten der ersten Gleichung
mit -3 und addieren das Ergebnis zu den entsprechenden Seiten der zweiten Gleichung. Wir
erhalten das zu (4) aquivalente System

$1+2$2—|—3$3 =3
—2x9 —4x3 = —3
5&31 +6132 +7SL’3 =9
7I1+8$2+$3 =8

In den folgenden Schritten sind Faktoren zur Multiplikation der beiden Seiten einer Gleichung
jeweils am Rande angegeben. Die ebenfalls angebrachten Pfeile fiihren zu der Gleichung, die
durch eine andere ersetzt werden soll:

1+ 2x9+ 323 =3 S5 -7
—21’2 — 4.%'3 = -3 | ‘
5x1 + 6x0 + T3 =9 1 ] |
Tx1+8x2+x3 =8 1 |
1+ 222+ 323 =3
—2x9 —4xzg =-3 |-2 | -3 |
—41’2 — 8.%'3 =—6 1 \l, |
—6x9 — 2023 = —13 1 |
1+ 29+ 3x3 =3
—2.%'2 — 4.%'3 =-3 -1
0 = 1
—8xrs = —4 -1

$1+25L’2+3LE3:3
2.]]2 + 41’3 =3 (6)
82(33 =4

Mit (6) haben wir ein zu (4) aquivalentes System erhalten, aus dem wir ablesen, dass das
System (6) und damit auch das Ausgangssystem (4) eindeutig l6sbar ist. Demnach lasst sich
der Vektor b auf genau eine Weise als Linearkombination der drei Vektoren ay, as, as darstellen.

Soll der Vektor b als Linearkombination der Vektoren ay, as, az dargestellt werden, so miissen
wir das System (6) lésen. Aus der dritten Gleichung von (6) folgt

1
T3 — =

2
Setzen wir dies in die zweite Gleichung von (6) ein, so folgt

1
To = —

2

Aus der ersten Gleichung von (6) erhalten wir schlieBlich

1

T, = 5
Somit ist )
T1 = Ty = T3 = 5
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die eindeutig bestimmte Lésung von (4) und damit auch von (1), und es gilt

b= 1a + 1a + 1a
D S R
Beispiel 8. Wir untersuchen, ob der Vektor
b=1(23,5)

des reellen Vektorraumes 901, 5 eine Linearkombination der Vektoren

a = (1,2,3), Ay = (3,4,1)

von ng ist.
Dazu machen wir den Ansatz
r101 + Loy = b (7)
bzw.
$1(1,2,3) ‘|‘[E2(3,4,1) = (27375) (8)

Machen wir von den Definitionen 9, 7 und 6 Gebrauch, so erhalten wir das zu (8) aquivalente
lineare Gleichungssystem

1+ 3xy = 2
201 + 429 =3 (9)
31’1 —+ 19 = 5

Auf das System (9) wenden wir das Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungssysteme an.
Wir erhalten:

1 +3x9 =2 2 | 3 |
201 +4x0 =-3|-1 | |
3x1+x2 =5 -1 0]
1 +3x2 =
2090 =1 4 |
8xra =1 -1 0]

T1 + 3x9 = 2
0=3

In dem System (10) tritt die falsche Aussage 0 = 3 auf. Dieses Ergebnis ist folgendermaBen
zu interpretieren:

Wenn wir unsere Umformungen beginnen, dann nehmen wir an, dass das Gleichungssystem
(9) eine Losung besitzt. Ist dies der Fall, so kénnen wir diese Losung in das System einsetzen,
und alle Gleichungen des Systems und die hieraus hergeleiteten Gleichungen sind erfiillt.

Enthalt aber eine der hergeleiteten Gleichungen einen Widerspruch, so muss unsere Annahme,
es existiere eine Losung des Systems (9), falsch gewesen sein. Das Gleichungssystem (9) ist
nicht l6sbar, d. h., der Vektor b ist keine Linearkombination der beiden Vektoren ay, as.

Aufgabe 8. Man untersuche, ob der Vektor

b = (1717171>
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des reellen Vektorraumes M, 4 eine Linearkombination der Vektoren
ar = (1,2,34), as=(23,4,1), a3=(3412), as=(41.23)

von M 4 ist und stelle gegebenenfalls b als Linearkombination der Vektoren a;, a5, a3, a4 dar.

Mit Hilfe der Vektoren

a11 12 Q1n by

21 22 Q2 by
a = . , Qo = . , ey a, = i s b=

Am1 Am2 Amn bm

des reellen Vektorraumes 9, lasst sich das lineare Gleichungssystem (5) auf Grund der
Definitionen 12, 11 und 10 in der Form

r101 + Lol + ... + 1,0, = b (11)

schreiben. Umgekehrt entspricht der Vektorgleichung (11) das lineare Gleichungssystem (5).
Dies besagt:

Satz 22. Das lineare Gleichungssystem (5) ist l6sbar genau dann, wenn der Vektor b eine
Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a,, ist.

Definition 18. Die Vektoren a, b eines reellen Vektorraumes B sind parallel, in Zeichen a || b,
genau dann, wenn einer der beiden Vektoren eine Linearkombination des anderen ist.

3.4 Lineare Abhangigkeit. Lineare Unabhangigkeit

Es seien ay, as, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes B und o der Nullvektor von 83.
Dann besitzt die Vektorgleichung

T101 + Toaly + ... + Tp0p = 0 (].)
wegen Satz 21 a und 3.2. (7) stets die Losung
21 =0,20=0,...,20, =0 (2)

Die Losung (2) heiBt die triviale Losung von (1). Besitzt (1) neben (2) noch eine weitere
Losung, in der nicht alle z; = 0 sind, so heiBt diese Losung eine nichttriviale Lésung von (1).

Definition 19. Die Vektoren ay, as, ..., a; eines reellen Vektorraumes B sind linear abhangig
genau dann, wenn die Vektorgleichung (1) eine nichttriviale Losung besitzt. Die Vektoren
ay, ds, ..., sind linear unabhangig genau dann, wenn sie nicht linear abhangig sind.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar der

Satz 23. Die Vektoren ay, as, ..., a; eines reellen Vektorraumes 93 sind linear unabhangig genau
dann, wenn die Gleichung (1) nur die triviale Lésung (2) besitzt.

Wie wir aus Fig. 28 entnehmen, sind beispielsweise die Vektoren ay, as, ag des reellen Vektor-
raumes ‘B, linear abhangig, da

2a; 4+ 3a; + (—2)az = o
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Fig. 28

ist, also die Vektorgleichung
T10y + ToOg + X303 = 0

eine nichttriviale Losung
r1 =2, x19=23, x3=—2 besitzt.
Beispiel 9. Wir untersuchen, ob die Vektoren
a; = (1,2,3), as = (3,4,1), as = (2,3,5)
des reellen Vektorraumes M 3 linear abhangig oder linear unabhangig sind. Aus dem Ansatz
107 + Tolo + T303 = 0

bzw. aus
r1(1,2,3) + 22(3,4,1) + x3(2,3,5) = (0,0,0) (3)

lesen wir das zu (3) dquivalente homogene lineare Gleichungssystem
[E1+3ZL‘2+2$3 =0
2ZE1 =+ 4ZL‘2 + 31‘3 = 0 (4)
3I1+$2—|—53§3 =0
ab. Wir untersuchen, ob das System (4) neben der Losung

x1:x2:x3:0 (5)

die die triviale Lésung des homogenen linearen Gleichungssystems (4) heiBt, noch eine weitere
Losung besitzt.

r1+3x2+2x3 =01 2 | 3 ‘
21 + 4$2 + 3:ﬁ3 =0 -1 \L |
3rx1 +x2+ 03 = -1

1+ 3x2 + 223 =
209 +x3 =0| 4 |
8ro+x3 =0]-1 |

1+ 3x2 + 223 =
200 +x3 =10
3.%3 =0

Das Gleichungssystem (6) besitzt nur die triviale Losung (5). Demnach besitzt auch das System
(4) und damit auch die Vektorgleichung (3) nur die triviale Losung (5). Die Vektoren ay, as, a3
sind linear unabhangig.
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Beispiel 10. Wir untersuchen, ob die Vektoren

a = Qo = a3 =

— ~J Ot W
o © Oy W

1 2
3 4
5 |’ 6 |’
7 8
des reellen Vektorraumes M, ; linear abhangig oder linear unabhangig sind.

Aus dem Ansatz
T101 + T2l + T3a3 + X404 = 0 (7)

lesen wir das zu (7) dquivalente homogene lineare Gleichungssystem

Ty + 2209+ 3x3 + 314 =0
3$1+4$2+5$3+6$4:0
5$1+6$2+7IL’3+9$4:O
7$1+81’2+JJ3+85L’4:0

(8)

ab. Auf das System (8) wenden wir das Verfahren zur Aufldsung linearer Gleichungssysteme
an. Wir erhalten:

1+ 2x9+3x3+3x4 =0 3 ’ 5 ‘ 7 ‘
3x1 4+ 4x9 4+ dxg + 624 = -1 0] | |
5x1 + 6xo + Tx3 + 924 = -1 |
Tx1+8xo+x3+8x4 =0 -1
1+ 2w2 + 323 + 314 =
209 +4x3 + 314 = 2 | 3 ‘
4x9 4+ 8x3 4+ 624 = -1 0] |
6x2 + 20z3 + 1324 =0 -1 ]
{L‘1—|—25L‘2+3£L'3+3(L'4:O
2$2 + 41133 + 31‘4 =0
0=0 ()

8rs+4xy =10

Lassen wir in dem System (9) die triviale Gleichung 0 = 0 weg, so erhalten wir

ZL‘1+2I2+3I3+31’4:O
21‘2 + 4£L'3 + 31’4 =0 (10)
8333 -+ 4%4 =0

Das System (10) besitzt unendlich viele Lésungen. Es ist nicht unser Ziel, alle Lésungen von
(10) zu bestimmen. Wir ermitteln lediglich eine nichttriviale Lésung von (10). Setzen wir
beispielsweise x4 = —2, so geht (10) iber in

{L‘1—|—2IL‘2+3£L'3:6
2{1?2—|—4ZL'3:6
81}3:8

Dieses System besitzt die eindeutig bestimmte Losung x5 =1, x5 = 1, 1 = 1, also ist
$1:l’2:l’3:1,$4:—2

eine nichttriviale Lésung von (7). Die Vektoren ay, as, as, a4 sind linear abhangig.
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Aufgabe 9. Man untersuche, ob die Vektoren
ay = (17171)7 Ay = (1a273)7 as = (17375)
des reellen Vektorraumes M 3 linear abhangig oder linear unabhangig sind.

Die folgende Aufgabe kann, falls der Inhalt der Bandchen "Matrizen" und "Determinanten”
nicht bekannt ist, Giberschlagen werden, da sie fiir das Verstandnis des Folgenden nicht erfor-
derlich ist.

Aufgabe 10. Es seien a, b beliebige reelle Zahlen. Man beweise, dass die Vektoren

a = (a,b,b), Qg = (b,a,b), a3 = (b, b, CL)
des reellen Vektorraumes M 3 linear abhangig sind genau dann, wenn a = b oder a = —20
ist.

Satz 24. Es seien a, b Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Die Vektoren a, b sind parallel
genau dann, wenn sie linear abhangig sind.

Beweis.

a) Die Vektoren a, b seien parallel. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir anneh-
men, dass der Vektor b eine Linearkombination des Vektors a ist. Dann gibt es eine reelle Zahl
A derart, dass b = Aa gilt. Aus dieser Gleichung folgt

Aa+(—=1)b=o (11)

Die Vektorgleichung
]Jla+$gb =0 (12)

besitzt wegen (11) eine nichttriviale Losung
T, = A s To = —1
da x5 # 0 ist. Dies bedeutet, dass die Vektoren a, b linear abhangig sind.

b) Die Vektoren a, b seien linear abhangig. Dann besitzt die Vektorgleichung (12) eine nicht-
triviale Losung 1, x2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei x5 # 0. Aus (12) folgt dann

b= (_x1> a
X2

Diese Gleichung besagt, dass der Vektor b eine Linearkombination des Vektors a ist, d. h., die
Vektoren a, b sind parallel.
Dieser Satz ist logisch aquivalent mit

Satz 25. Es seien a, b Vektoren eines reellen Vektorraumes 5. Die Vektoren a, b sind nicht
parallel genau dann, wenn sie linear unabhangig sind.

Beispiel, 11. Mit Hilfe des Begriffs der linearen Unabhangigkeit beweisen wir, dass die Diago-
nalen eines Parallelogramms ABC' D einander halbieren.

1/ C

Fig.29 A # 6
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Verstehen wir unter u, v die Vektoren B — A, D — A des reellen Vektorraumes B,, die das
Parallelogramm ABC D aufspannen (Fig. 29), so gilt

u+(M—-B)+(A—M)=o0 (13)
Bedeuten A\, 11 u reelle Zahlen, so ist

M —B=M\v—u) bzw. (13a)

M—A=pu+o) , A—M = —p(u+o) (13b)

Mit Hilfe von (13a) und (13b) geht (13) tber in

uu+ Ao —u)—puu+v)=o0
Die linke Seite dieser Vektorgleichung ordnen wir nach u, v:

I-A—pu+A—po=0 (14)

Da nach Voraussetzung die Vektoren u, v ein Parallelogramm aufspannen, also nicht parallel
und damit auf Grund von Satz 25 linear unabhangig sind, besitzt die Vektorgleichung (14) nur
die triviale Losung

1= A—p=0 , A—pu=0 (15)

d.h., es gilt:
Atpu=1, A—pu=0 — 2u=1

Dieses Gleichungssystem besitzt die eindeutig bestimmte Losung

1 1
A_i ) ILL_§
Damit ist
1 1 1 1
M—A:§(u+0):§(C—A) ; M_Bzi(n—u):i(D—B)

womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 26. Es seien ay, as, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Wenn einer der Vektoren
ay, as, ..., a; der Nullvektor von ‘B ist, so sind die Vektoren ay, as, ..., ai linear abhangig.

Beweis. Es sei a; = 0. Auf Grund von Satz 21 b gilt 1a; = 1o = 0 und wegen Satz 21 a und
3.2. (7) ist somit
Oa; + ...+ 0a;_1 + 1a; + 0a;. 1 + ... + 0ap = 0 (16)

Die Vektorgleichung
10y + .o+ 290 + 20 + T840 + .o+ Tpap =0
besitzt wegen (16) eine nichttriviale Lésung
21=0,..,2,1 =0z, =1,2,41 =0,...,20, =0

da x; # 0 ist. Demnach sind die Vektoren ay, as, ..., a; linear abhangig, womit der Satz be-
wiesen ist.
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Durch Kontraposition erhalten wir den zu Satz 26 logisch aquivalenten

Satz 27. Es seien ay,as, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Wenn die Vektoren
ay, as, ..., a; linear unabhangig sind, so ist keiner der Vektoren ay, as, ..., a; der Nullvektor von

B.
Ferner gilt der

Satz 28. Es seien ay, as, ..., a, Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Die Vektoren aq, as, ..., ay
sind linear abhangig genau dann, wenn ein Vektor a; dieser Vektoren eine Linearkombination
der restlichen k — 1 Vektoren ay, ..., a;_1, @11, ..., O ist.

Beweis.
a) Die Vektoren aj, as, ..., a; seien linear abhangig. Dann besitzt auf Grund von Definition 19
die Gleichung

101 + Tolo + ... + XA = 0 (17)

eine nichttriviale Losung

Es sei etwa x7 # 0. Dann gilt

* * * * *
T;0; = —T101 — . — T 101 — Ty Qg1 — ..o — TpAg

x] T4 T Ty,
ag=(——=|ou+.+ |- a1+ |{—— e+ + (=) m

folgt. Diese Gleichung besagt, dass der Vektor a; eine Linearkombination der restlichen Vek-
toren aq, ..., 0;_1, 0;y1, ..., O ist.

woraus

b) Es sei umgekehrt der Vektor a; eine Linearkombination der Vektoren ay, ..., a; 1, a;41,..., O,
Dann gibt es auf Grund von Definition 17 reelle Zahlen z7, ..., x;_|, 7, , ..., ¥} derart, dass

a =70 + .+ T+ T G . apay =0
ist. Hieraus folgt
ryay + .o+ e+ (=l)a + a0 4. Fapap =0 (18)
Die Vektorgleichung
r10; + .o+ 2101 0 + X104 .20 =0
besitzt wegen (18) eine nichttriviale Losung
Ty =T], e Wi = Tj_ 1,0 = — L, T = X, ..., T = T,

da z; # 0 ist. Demnach sind die Vektoren a;;as, ..., a; linear abhangig.
Der Satz 28 ist logisch dquivalent mit

Satz 29. Es seien ay, as, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Die Vektoren ay, as, ..., ax
sind linear unabhangig genau dann, wenn keiner dieser Vektoren eine Linearkombination der
restlichen k& — 1 Vektoren ist.
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Wir beweisen den

Satz 30. Es seien aq, as, ..., a, b Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Wenn der Vektor b
keine Linearkombination der linear unabhangigen Vektoren ay, as, ..., a; ist, so sind die k + 1
Vektoren ay, as, ..., a, b linear unabhangig.

Beweis. Wir untersuchen die Vektorgleichung
xr1aq +x2a2+...—|—xkak+xk+1b =0 (19)

Angenommen, es gelte x;.1 # 0. Dann kénnen wir die Gleichung (19) nach b auflésen und

erhalten
T T T
bz(— 1>a1+<— 2>a2+...+<— k)ak
Ll+1 Tp41 Tr41

Diese Gleichung besagt, dass der Vektor b eine Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a
ist. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss unsere Annahme x;,; # 0
falsch gewesen sein. Daher ist

Tpy1 = 0 (20)

und (19) geht tber in
1107 + Tols + ...+ xpar = 0 (21)
Da die Vektoren ay, as, ..., a; nach Voraussetzung linear unabhangig sind, besitzt die Vektor-

gleichung (21) nur die triviale Lésung x; = 25 = .2 =0 (22)

Wegen (22) und (20) ist auch die Ausgangsgleichung nur trivial l6sbar, d. h., die Vektoren
aq, ds, ...,0;, b sind linear unabhangig, womit der Satz bewiesen ist.

3.5 Basis eines Vektorsystems

Es sei B ein reeller Vektorraum. Unter einem Vektorsystem von ‘B versteht man eine Teilmenge
von V in Verbindung mit den beiden in 5 definierten Verknlpfungen.

Ein Vektorsystem von 5 bezeichnen wir mit &. Auf Grund dieser Vereinbarung ist ein reeller
Vektorraum ‘B auch ein Vektorsystem von ‘B.

o — - —

Fig.30 ° 4 A b

Zur Vorbereitung der folgenden Definition gehen wir von zwei linear unabhangigen Vektoren
ay, ay des reellen Vektorraumes B, aus (Fig. 30) und zeigen, dass sich ein beliebiger Vektor b
von ‘B, als Linearkombination der beiden Vektoren a;, a, darstellen lasst.

Wir bestimmen die durch

A1:O+01, A2:0+a2, B=0O+65b
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definierten Punkte Ay, Ay, B und zeichnen durch B eine Parallele zu O A5 und anschlieBend
eine Parallele durch B zu OA;. Die jeweiligen Schnittpunkte mit der Geraden O A; bzw. O A,
bezeichnen wir mit By bzw. B (Fig. 30). Es sei

oB, OB
oA, oA
Dann gilt
Bl -0 = £L‘1(A1 — O) = T10q
Bg -0 = ZL’Q(AQ — O) — T209
und damit

b= (Bl — O) + (BQ — O) = I10] + X209 (1)

d.h., der Vektor b ist eine Linearkombination der linear unabhangigen Vektoren ay, a,. Linear
unabhangige Vektoren a;, a; von B, mit der Eigenschaft, dass jeder Vektor b von B, eine
Linearkombination der Vektoren ay, as ist, nennt man eine Basis von ‘B,.

Wir zeigen noch, dass die reellen Zahlen x, x5 in (1) eindeutig bestimmt sind. Dazu nehmen
wir an, es gilt neben (1) auch

b= Y104 + Ya2Qo (2)
wobei yy, Y2 reelle Zahlen bedeuten. Aus (1) und (2) folgt

T101 + Tolo = Y101 + Yol

und hieraus
(1 —yr)a + (22 —y2)ag =0 (3)

Da nach Voraussetzung die Vektoren ay, ay linear unabhangig sind, besitzt die Vektorgleichung
(3) nur die triviale Losung

r1—y =0, w2—y2=0 d.h., esist Ty =Y, T2=1Y2

Dieses Ergebnis besagt, dass es nur eine Darstellung der Form (1) gibt. Die eindeutig be-
stimmten reellen Zahlen x1, x5 in (1) heiBen die Koordinaten des Vektors b beziiglich der
Basis (a;, as).

Durch die Schreibweise (ay, as) wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es auf die Reihenfolge
der Basisvektoren a;, as ankommt.

Diese Uberlegungen fiihren zur

Definition 20. Es seien ay, as, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes B und & ein Vektor-
system von B. Es ist (a;, as, ..., a;) eine Basis von & genau dann, wenn folgende Bedingungen
erfullt sind:

a) Die Vektoren ay, as, ..., a; sind linear unabhangig.
b) Jeder Vektor von & ist eine Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., ay.

Aus den Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts folgt, dass jedes linear unabhangige Vek-
torpaar (aj, ay) des reellen Vektorraumes B, eine Basis von B, ist.

Es gibt reelle Vektorraume, die Basen besitzen, die aus unendlich vielen Vektoren bestehen. Im
Rahmen dieses Biichleins beschranken wir uns auf reelle Vektorrdume, die Basen mit endlich
vielen Vektoren besitzen.
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Beispiel 12. Wir zeigen, dass (ay, as, az) mit
a = (1,2,3), a=(3,41), a;=(2,35) (4)

eine Basis des reellen Vektorraumes 9, 3 ist.
Wie wir in Beispiel 9 bewiesen haben, sind die Vektoren (4) linear unabhangig. Damit ist die
erste Eigenschaft von Definition 20 bereits nachgewiesen. Als nachstes untersuchen wir, ob
jeder Vektor b von 91, 5 eine Linearkombination der Vektoren (4) ist. Dazu wahlen wir einen
beliebigen Vektor

b= (bl, bg, bg)

von M 3, dessen Koordinaten by, by, b3 beliebige reelle Zahlen sind. Aus dem Ansatz
T101 + Tolo + X303 = b (5)
lesen wir das zu (5) aquivalente lineare Gleichungssystem

1+ 31‘2 + 21‘3 = b1
211 + 4:!172 + 3[L’3 = b2 (6)
3331 + To + 51’3 = b3

ab. Wir untersuchen mit Hilfe des Verfahrens zur Auflésung linearer Gleichungssysteme, ob
das System (6) unabhangig von der Wahl der by, bs, b5 stets I6sbar ist. Wir erhalten

T+ 3$2 + 21’3 = b1 2 | 3 |
21’1 + 4ZE2 + 3ZL'3 = bg —1 \l, |
3ZL‘1+I‘2+51‘3 :bg —1 i

T+ 31’2 + 2[L’3 = b1
21‘2 + r3 = 261 — b2 4 |
8ro+x3 =3by—bs | —1 |

fL‘1—|—3ZL'2—|—2(L'3 :bl
2232 +x3 = 2b1 — b2 (7)
3512'3 = 5b1 — 462 + b3

Das Gleichungssystem (7) ist unabhangig von der Wahl der by, bs, b5 stets eindeutig losbar. Dies
besagt, dass jeder Vektor b des reellen Vektorraumes 91, 3 als Linearkombination der Vektoren
(4) darstellbar ist. Damit ist auch die zweite Eigenschaft von Definition 20 nachgewiesen.

Beispiel 13. Wir zeigen, dass (eq, ¢, ..., ¢,) mit

1 0 0
0 1 0

¢ = 0 ) € = 0 ) ) En = 0 (8)
0 0 1

eine Basis des reellen Vektorraumes 9, ; ist.
Wir priifen zunachst, ob die Vektoren ¢y, ¢s, ..., ¢, linear unabhangig sind. Dazu machen wir
den Ansatz

T1¢1 + Toty + ... +Tpe, =0
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aus dem wir das zur Vektorgleichung aquivalente lineare Gleichungssystem

ZL‘1:O
113220
z, =0

ablesen, das nur die triviale Losung besitzt. Demnach sind die Vektoren e¢q, ¢, ..., ¢, linear
unabhangig. Als nachstes weisen wir nach, dass jeder Vektor

b= . (9)

von 9, ; eine Linearkombination der Vektoren (8) ist. In (9) bedeuten die by, b, ..., b, beliebige
reellen Zahlen. Aus dem Ansatz

T1e] + Tolo + ... + Tpe, = b (10)

lesen wir das zu (10) aquivalente lineare Gleichungssystem

l’lzbl
ZEQIbQ
T, = b,

ab, das die eindeutig bestimmte Losung
Ty = bl,l‘g - b27 ey I = bn
besitzt. Damit ist gezeigt, dass (e1, ¢2, ..., ¢,) eine Basis von 9, ; ist.

Wie wir an diesen beiden Beispielen erkennen, lasst sich jeder Vektor eines Vektorsystems auf
genau eine Weise als Linearkombination der Vektoren einer Basis darstellen. Dieses Ergebnis
ist nicht zufallig. Vielmehr gilt der

Satz 31. Es seien S ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes 8 und (ay, as, ..., a,) eine
Basis von &. Dann lasst sich jeder Vektor von G auf genau eine Weise als Linearkombination
der Basisvektoren aq, as, ..., a,, darstellen.

Beweis. Es sei b ein beliebiger Vektor von &. Auf Grund von Definition 20 gibt es reelle Zahlen
X1, s, ..., T, derart, dass sich der Vektor b als Linearkombination der linear unabhangigen
Vektoren aq, as, ..., a, darstellen |asst:

b =101 + X209 + ... + 1,0, (11)

Wir missen noch zeigen, dass es neben (11) keine weitere Darstellung dieser Art gibt. Dazu
nehmen wir an, es gilt neben (11) noch

b=y101 + 4202 + ... + Ynty (12)
WO Y1, Yo, ..., Y, reelle Zahlen bedeuten. Aus (11) und (12) folgt

101 + Tala + ... + Tty = Y101 + Yol + ... + YpQy
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und hieraus
(1 —yr)ag + (w2 — yo)ag + ... + (, — yp)a, =0 (13)

Da nach Voraussetzung die Vektoren ay, as, ..., a,, linear unabhangig sind, besitzt die Gleichung
(13) nur die triviale Losung

T1— Y =To—Yo=... =Tp —Yp =10

d. h., es gilt
T1 =Y1,T2 =Y2,---,Tn = Yn

Folglich gibt es nur eine Darstellung der Form (11), womit der Satz bewiesen ist.
Dieses Ergebnis fiihrt zur

Definition 21. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes B, (ay, as, ..., a,,) eine
Basis von & und b ein Vektor von &.

Die eindeutig, bestimmten reellen Zahlen xy, zo, ..., z,, in der Gleichung (11) heiBen die Koor-
dinaten des Vektors b beziiglich der Basis (ay, ag, ..., a,).

Beispiel 14. In Beispiel 12 haben wir gezeigt, dass (ai, as, ag) mit
a; = (1,2,3), ay=1(3,4,1), a3=(2,3,5)
eine Basis des reellen Vektorraumes 91, 3 ist. Wir berechnen die Koordinaten des Vektors
b(1,3,10)
von 9, 3 beziiglich dieser Basis. Dazu miissen wir in dem Gleichungssystem (7)
by =1, by=3, bs=10
setzen und das entstehende Gleichungssystem

T1+ 3xe+ 223 =1
21’2+$3:—1
3I3:3

|6sen. Es besitzt die eindeutig bestimmte Lésung
.1'1:2, .I'QI—L .T3:1

Die Koordinaten des Vektors b beziiglich der Basis (a;, a2, az) sind demnach 2, -1, 1.

Satz 32. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes B, (a;, as, ..., a;) eine Basis
von & und by, by, ..., b, linear unabhangige Vektoren von &. Dann ist m < k.

Beweis. Wir nehmen an, es sei k& < m. Da nach Voraussetzung (ay, as, ..., ax) eine Basis von
G ist, lasst sich jeder der Vektoren by, by, ..., b, von & auf genau eine Weise als Linearkom-
bination der Vektoren ay, as, ..., a;, darstellen, d. h., in

bl = a110q1 + @120 + ... + 10
by = ag1a; + ageas + ... + agay

bm = Q101 + A28 + ... + GOk

44



3 Reelle Vektorraume

sind die reellen Zahlen a;; eindeutig bestimmt.

Es seien x4, zo, ..., ., beliebige reelle Zahlen, tiber die wir spater verfiigen wollen. Wegen (14)
ist

2101 + 2200 + ..+ b, = 21 (a1101 + agpas + ... + agpay)
+ zo(agay + agels + ... + agrag) + ...
+ T (Am101 + Aots + ... + Gppay)
= (a1121 + a1T2 + . + U1 T ) A1 + (A12T1 + A20T9 + oo + o)A
+ oo+ (a1pm1 + Q2T + o+ Q) Ok (15)

Wir untersuchen, ob in (15) die reellen Zahlen xq, xs, ..., 2, so gewahlt werden kénnen, dass
sie nicht alle gleichzeitig null sind und dem Gleichungssystem

111 + A91T9 + ... + A1 Ty = 0
1221 + A29T9 + ... + Aoy, = 0 (16)

A15T1 + AQopTo + ... + ATy = 0

geniigen. Da (16) ein homogenes lineares Gleichungssystem von k Gleichungen mit m Variablen
ist und wegen k < m in (16) die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl der Variablen
ist, so ist das Gleichungssystem (16) auf Grund von Satz 23 (Matrizen) nichttrivial 16sbar.
Eine nichttriviale Lésung von (16) sei

* * *
Ty =], Ty = Xy ooy Ty = T (17)

Mit Hilfe von (17) geht (15) wegen
Oa; = 0,00y =0,...00; =0

tber in
x1by + 256y + ...+ 276, =0

Die letzte Gleichung besagt, dass die Vektoren by, bo, ..., b,, linear abhangig sind. Das ist aber
ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Demnach muss unsere Annahme k < m falsch gewesen sein, d. h., es gilt £ > m, womit der
Satz bewiesen ist.

Satz 33. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes B, (aj, as, ..., ax) eine Basis
von & und by, by, ..., by linear unabhangige Vektoren von &.
Dann ist auch (b, by, ..., by) eine Basis von &.

Beweis. Angenommen, die linear unabhangigen Vektoren by, by, ..., by bilden keine Basis von
S. Dann gibt es einen Vektor b von &, der keine Linearkombination der Vektoren by, bs, ..., by
ist.

Wegen Satz 30 gilt dann:

Die Vektoren by, bs, ..., by, b von & sind linear unabhangig. (18)

Da nach Voraussetzung (ay, as, ..., a;) eine Basis von & ist und wegen (18) die k+ 1 Vektoren
by, bo, ..., by, b linear unabhéngige Vektoren von & sind, fiihrt die Anwendung von Satz 32 auf
den Widerspruch

k + llegk
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Demnach muss unsere Annahme, dass die linear unabhangigen Vektoren by, bo, ..., b, keine
Basis von & bilden, falsch gewesen sein. Somit ist (by, b, ..., by) eine Basis von &, womit der
Satz bewiesen ist.

Aufgabe 11. Es sei (a1, as) eine Basis des reellen Vektorraumes B,.
a) Man beweise, dass auch (u, v) mit

a=4a; + as , b=0a, — g

eine Basis von ‘B, ist.
b) Man berechne die Koordinaten von ay beziiglich der neuen Basis (u, v).

Aufgabe 12. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes B und (a, az, as) eine
Basis von G&.
a) Man beweise, dass auch (ay, a, ag) mit

a=2a + ay + 3as

eine Basis von & ist.
b) Man berechne die Koordinaten des Vektors

b:3a1+2a2+a3

von & beziiglich der neuen Basis (ay, a, a3).

3.6 Unterraum eines reellen Vektorraumes

Definition 22. Ein nichtleeres Vektorsystem & eines reellen Vektorraumes ‘B ist ein Unterraum
von ‘B genau dann, wenn S selbst ein reeller Vektorraum ist.

Beispielsweise ist das Vektorsystem &, das aus den beiden Vektoren a; = (1,2), ay = (2,3)
des reellen Vektorraumes 9, 5 besteht, kein Unterraum von 91, 5 da der der Vektor

a; + az = (3,5)

nicht Element von & ist und somit A 1 nicht erfillt ist.

Will man mit Hilfe der Definition 13 untersuchen, ob ein Vektorsystem & eines reellen Vektor-
raumes B Unterraum von B ist, so ist dazu ein erheblicher Rechenaufwand erforderlich. Mit
Hilfe des folgenden Satzes lasst sich dieser reduzieren.

Satz 34. G sei ein nichtleeres Vektorsystem eines reellen Vektorraumes 8. Es ist G ein Un-
terraum von B genau dann, wenn fiir alle Vektoren a,b von & und fir alle reellen Zahlen A
die Vektoren a 4+ b und \a wieder Elemente von & sind.

Beweis.

a) Es sei & ein Unterraum von B. Dann sind, da & ein reeller Vektorraum ist, insbesondere
die beiden Bedingungen A 1 und B 1 der Definition 13 erfiillt, d. h., fiir alle Vektoren a, b von
S und fiir alle reellen Zahlen X sind a + b und Aa Elemente von &.

b) Umgekehrt erfiille ein Vektorsystem & eines reellen Vektorraumes B die Bedingung, dass
fir alle Vektoren a, b von & und fiir alle reellen Zahlen \ die Vektoren a+ b und A\a Elemente
von G sind.
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Es sind damit bereits die Bedingungen A 1 und B 1 erfiillt. Ferner sind die Eigenschaften A 2,
A4, B2 B3, B4, Bb5 trivialerweise fiir G erfillt, da sie in B gelten. Es bleibt nur noch die
Giltigkeit von A 3 nachzuweisen:

Es seien a, b beliebige Vektoren von &. Da diese Vektoren auch Elemente von B sind, besitzt
die Vektorgleichung
at+r=>0 (1)

in B die eindeutig bestimmte Losung
r=b—a
die sich wegen Satz 20b und Satz 21c in der Form
r=b+(—1)a

schreiben lasst. Wir zeigen, dass der Vektor ¢ auch ein Element von & ist. Da B 1 erfiillt ist,
ist (—1)a ein Vektor von &. Auf Grund von A 1 ist der Vektor b+ (—1)a ein Element von &,
womit gezeigt ist, dass die Vektorgleichung (1) in & lésbar ist.

Beispiel 15. Mit Hilfe von Satz 34 weisen wir nach, dass das Vektorsystem &, das aus allen

Vektoren der Form
(a,b,0) (2)

des reellen Vektorraumes 91; 5 besteht, ein Unterraum von 91, 3 ist. Es seien
a=(ay,b,0) , b = (ag, by, 0)
beliebige Vektoren von G und A eine beliebige reelle Zahl. Es ist dann
a+b=(a; + az,b; + b,0) , Aa = (Aag, Aby,0)

Da die Vektoren a+ b und Aa von der Form (2) sind, gehdren sie zum Vektorsystem &, womit
die Behauptung bewiesen ist.

Definition 23. Das Vektorsystem, das aus allen Linearkombinationen der Vektoren ay, as, ..., ax
eines reellen Vektorraumes B besteht, heiBt lineare Hiille der Vektoren ay, as, ..., ax, in Zeichen

ﬁ(al, ag, ..., Clk)

Aus der Definition 23 folgt, dass (ai,as, ..., a;) eine Basis von $(ay, as, ..., a;) ist, falls die
Vektoren ay, as, ..., a; linear unabhangig sind.

Beispiel 16. Es seien
ap = (1,1) , ay = (1,2) (3)
Vektoren des reellen Vektorraumes 91, o. Wir untersuchen, ob der Vektor
b=(25)
zur linearen Hille $(ay, az) gehort.

Auf Grund von Definition 23 miissen wir tiberpriifen, ob der Vektor b eine Linearkombination
der Vektoren (8) ist. Dazu machen wir den Ansatz

r101 + Loy = b (4)
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aus dem wir das zu (4) aquivalente lineare Gleichungssystem

ZL‘1+J]2:2
$1+2$2:5

ablesen. Wenden wir auf dieses System das Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungssysteme
an, so erhalten wir
T1+ 1o =2
T = 3

Das Gleichungssystem (5) ist lsbar, d. h., der Vektor b ist eine Linearkombination der Vektoren
(3) und gehort damit zur linearen Hille $(ay, as).
Wir beweisen den

Satz 35. Sind ay, as, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes B, so ist $(ay, as, ..., ax) ein
Unterraum von ‘B.

Beweis. Es seien a, b beliebige Vektoren von $(ay, as, ..., a;) und A eine beliebige reelle Zahl.
Die Vektoren a,b sind Linearkombinationen der Vektoren aj, as, ..., a;, d.h., es gibt reelle
Zahlen

X1, X2y ...y Tk bzw. Y1,Y2, -+, Yk
derart, dass
a=2z10; + Toly + ... + 10, b =wyia1 +y202 + ... + YrOp
ist. Hieraus folgt
a+b= (x1+y1)a1+(x2+y2)a2+...+(xk+yk)ak (6)
und
Aa = ()\xl)al + ()\Ig)ag + ...+ (/\xk)ak (7)

Die Beziehungen (6) und (7) besagen, dass die Vektoren a + b und Aa Linearkombinationen
der Vektoren ay, as, ..., a; sind. Dies bedeutet, dass die Vektoren a + b und Aa Elemente von
$H(ay, as, ..., ax) sind.

Auf Grund von Satz 34 ist demnach $(ay, as, ..., a;) ein Unterraum von B, womit der Satz
bewiesen ist.
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4 Normierte reelle Vektorraume

4.1 Begriff der Betragsfunktion

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit reellen Vektorraumen, in denen der Begriff Betrag
eines Vektors erklart ist.
In dem reellen Vektorraum ‘B, verstehen wir unter dem Betrag eines Vektors a die Lange der

— —
Strecke PP’, wobei PP’ ein Reprasentant von a ist (Fig. 31).

PI

Fig.31 P

Den Betrag von a bezeichnen wir mit ||al|.
Der Anschauung entnehmen wir, dass fiir alle Vektoren a, b von B, und fiir alle reellen Zahlen
A gilt:

N 1. Es ist ||a]| = 0 genau dann, wenn a = o ist.

N 2. [[Aaf| = |A] - [a]]

N 3. [la+b] < [[af| + b] (1)
Spannen die Vektoren a, b, a + b ein Dreieck auf (Fig. 6, so besagt die Ungleichung (1), dass

eine Seite dieses Dreiecks nicht groBer sein kann als die Summe der beiden anderen Seiten.
Diese anschaulichen Uberlegungen fiihren zur

Definition 24. Eine Funktion || ||, die jedem Vektor a eines reellen Vektorraumes B eine reelle
Zahl ||a]| zuordnet, ist eine Betragsfunktion genau dann, wenn fiir alle Vektoren a, b von B
und fir alle reellen Zahlen \ gilt:

N 1. Esist ||a]| = 0 genau dann, wenn a = o ist.
N 2. [[Aaf| = [A] - [|al]
N'3. Jla+ bl < [lafl + [|b] (1)

Die reelle Zahl ||a|| heiBt Betrag oder Norm des Vektors a.

In dem reellen Vektorraum 91, ,, definieren wir eine Funktion || ||; durch

lal = /a3 + a3 + ... + a2 (2)

Durch (2) wird jedem Vektor a von 91, ,, eindeutig eine reelle Zahl ||a||; zugeordnet. So wird
durch (2) dem Vektor
a=(11,-11)

des reellen Vektorraumes 9, 4 die reelle Zahl ||a||; = 2 zugeordnet.
Wir beweisen, dass || || eine Betragsfunktion ist.

Beweis. a) Es sei ||al|; = 0. Aus

\/a%+a§+...+a%:0 folgt @i +a3+..+a>=0
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Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fir
ay=as=..=a,=0 (3)

verschwinden. Dies besagt, dass
a=(00,..0)=o0

ist. Umgekehrt ergibt sich aus der Gleichung a = o, die sich in der Form
(CLl, ag, ..., CLk> = (O, O, ceey 0)

schreiben lasst, unmittelbar (3). Mit Hilfe von (3) geht (2) dber in ||a|; = 0.

b) Wegen
Aa = (Aag, Aag, ..., Aay,)

gilt fur alle Vektoren a von 9, ,, und fiir alle reellen Zahlen X stets

alli = /(Aa1)? + (Aa2)? + o+ (Aan)? = VA2 /a3 + a3 + ... + a2 = || - [y

c) Wegen
a = (al,ag, ...,an) s b= (b17b2, >bn)
ist
a+b= ((Il + bl,&g -+ bg, ey + bn)
und somit

la -+ bl = /(a1 + 1) + (ag + b2)? + ... + (ap + b,)? (4)

Zunachst beweisen wir, dass fur alle reellen Zahlen aq, as, ..., a,, by, bs, ..., b, die Ungleichung
(a1by + asby + ... + anb,)? < (af 4+ a5+ ... +a2) (b3 + b5 + ... +b2) (5)

gilt.

Fall 1. Es sei a = o0 oder b = 0.
Dann gilt offensichtlich (5), da 0 < 0, eine wahre Aussage ist.

Fall 2. Es sei a # 0 und b # o.
Dann ist mindestens ein a; # 0 und mindestens ein b; # 0, und es ist daher

ad+as+..+a:i>0 bbb+ +b>0 (6)
Fir alle reellen Zahlen x gilt stets
y = (a17 +01)* + (apz + by)* + ... + (apz + b,)* > 0 (7)
da jeder Summand (a;z + b;)? in (7) eine nichtnegative reelle Zahl ist. Aus (7) folgt
y=(a+ a3+ ...+ a2)x® +2(arby + agby + ... + azbp)z + (b2 +05+..62) >0  (8)
Mit den Bezeichnungen
a:a%+a§+...—|—ai

b=aib; +asby + ... + a,b, (9)
c=b{+b3+..b7
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geht (8) uber in
y=ar’+2bxr+c>0 (10)

Wegen (6) ist in (10) der Koeffizient a positiv, also von null verschieden. Die Kurve von
y = ar® + 2bx + ¢

ist daher eine Parabel, die wegen y > 0 die Abszissenachse hochstens beriihrt. Deshalb kann
die quadratische Gleichung
ar® +2x+c=0 (11)

auch nicht zwei verschiedene reelle Losungen besitzen. Wenden wir die Losungsformel fir
quadratische Gleichungen auf (11) an, so erhalten wir

B —b+Vb? —ac

a

T

Im vorliegenden Fall muss
b —ac <0 also v’ < ac (12)
sein. Setzen wir (9) in (12) ein, so erhalten wir (5). Aus (5) folgt wegen
a?+as+..a2 >0 : b+ b5+ .02 >0

die Beziehung

\albl + CZQbQ + ...+ anbn\ S \/a% + Cl% + G% . \/b% + b% + b% (13)

Da stets
a1b1 + agbg + ...+ anbn S |a1b1 + agbg + ...+ anbn|

ist, gilt wegen (13) die Ungleichung

a1by 4 asby + ... + a,b, < \/a% +a3+..a2 - \/b% +03+ .02 (14)
Ferner ist
(a14D1)2 4 (ag+by)* + ... 4 (an+b,)* = (a2 +...4a2)+2(ar1by +...Fayby )+ (D2 +...+b02) (15)
Mit Hilfe von (14) geht (15) dber in

(ay +b1)? + (ag + bo)* + ...+ (a4 + b,)* <
(a4t ad) + 2l + a2 R B2 (B2 (16)

Die Ungleichung (16) lasst sich in der Form

2
(ay 4+ b1)* + (ag + b)? + ... 4 (an +b,)? < <\/a% + ..+ a2 + \/b% + ...+ b%)

schreiben. Hieraus folgt wegen

(a1 +b1)* + (ag + b)> + ... + (a, + 0,)* >0
Val+ a2+ 0+ B2 >0
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die Ungleichung

\/(al +01)2+ (ag+b2)2 + ... + (a, + b,)? < \/a% + ... +a2+ \/b% + ...+ 02 (17)
Unter Beriicksichtigung von (4) und (2) geht (17) tber in
la+bl[s < flafli + o],

womit N 3 nachgewiesen ist.

Es seien ay, as, ..., a, reelle Zahlen, die wir zur Menge
M ={ay,a9,....,a,} (18)
zusammenfassen. Eine reelle Zahl a heiBt Maximum von {ay, as, ..., a,}, in Zeichen
a = max{ay,as, ..., a,}

wenn a ein Element von M ist und fiir alle a; von M gilt a; < a. Offensichtlich ist a in (18)
eindeutig bestimmt. Beispielsweise ist max{1,3,4,2} = 4.

Wir definieren in dem reellen Vektorraum 9t ,, eine Funktion || ||2 durch
lall2 = max{|as], |az], .., [an[} (19)
So wird durch (19) dem Vektor a = (1, 3,4, 2) des reellen Vektorraumes 9, 4 die reelle Zahl
|lallo = max1,3,4,2 =4

zugeordnet. Wir beweisen, dass auch || |2 eine Betragsfunktion ist.

Beweis.
a) Es sei [jal]ja = 0. Aus
max{|ai|, |as], ..., |a,|} =0
folgt
lai| = |ag| = ... = |a,| =0 und hieraus a; =az = ..a, =0 (20)

Dies besagt, dass
a=(0,0,..,0) =0

ist. Umgekehrt ergibt sich aus der Gleichung a = o unmittelbar (20). Setzt man dies in (19)
ein, so erhalt man |lal|y = 0.

b) Bekanntlich ist
[Aai| = |A] - |ail

fur alle reellen Zahlen A, aq, ao, ..., a,. Demnach gilt stets

[Aally = max{|Aa1], [Aaa|, ..., [Aan|} = [A] - max{|ai], |as], ..., [an|} = [A] - [|a]]2
c) Es sei
max{|a|, |az|, .., |an|} = |ax| (21)
max{|bi], bz, ..., |bn|} = 0]
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wobei k,lIn{1,2,...,n} ist. Wegen (21) gilt dann
la;] < lagl, |bi] < b und damit la;| + 6] < |ag| + |bi] (22)

fur alle i € {1,2,...,n}. Da ferner stets

|a; + bi| < [a;| + [bi] (23)
ist (vgl. 4.2. (5)), geht (23) mit Hilfe von (22) iber in

|ai + bi| < fax| + |bi] (24)
fur alle i € {1,2,...,n}. Wegen (24) gilt in Verbindung mit (21) die Ungleichung

max{|a; + bi|, |ag + bal, ..., |an + bp|} < max{|a1],|azl,..., |a,|} + max{|bi1],|bs];-.., |bn|}
Die letzte Ungleichung besagt
la+bll2 < [lal2 + [|b]]
Aufgabe 13. In dem reellen Vektorraum 9t ,, sei eine Funktion || ||5 durch
lalls = lai] + laz| + ... + |ax|

definiert. Man beweise, dass || ||3 eine Betragsfunktion ist.
Aus der Definition 24 ziehen wir noch eine wichtige Folgerung.

Satz 36. Ist || eine Betragsfunktion in einem reellen Vektorraum B, so gilt fir alle Vektoren
a von ‘B stets ||a|| > 0.

Beweis. Auf Grund von N 3 gilt

la+ (=a)ll < [lafl +[| — a (25)
Wegen N 1 ist
la+ (=a)ll = lof| =0 (26)
und wegen N 2 gilt
I —all = [[(=Dall = [ = 1] - [lafl = [[a] (27)

Mit Hilfe von (26) und (27) geht (25) tber in
0<2-|a

Hieraus folgt die Behauptung ||al| > 0.

Im folgenden Abschnitt werden wir auf der Grundlage der Definition 24 den Begriff normierter
reeller Vektorraum einfiihren.
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4.2 Begriff des normierten reellen Vektorraumes

Definition 25. Ein reeller Vektorraum B ist ein normierter reeller Vektorraum genau dann,
wenn in ‘B eine Betragsfunktion definiert ist. Normierte reelle Vektorraume bezeichnen wir mit
(B, || ||), der reelle Vektorraum B heiBt Trager des normierten reellen Vektorraumes (B, || ||).

Auf Grund von Definition 25 und dem in 4.1. Bewiesenen gilt der

Satz 37. Es ist (M1, || 1) bzw. (M1, || [|2) bzw. (MM, || [|3) mit

lall = /ot + a3+ . +a2  baw 1)
||Cl||2 :maX{|a1|v|a2|v-"a|an|} bzw. (2)
lally = |ai| + |as| + ... + |as| (3)

ein normierter reeller Vektorraum.

Obgleich die in Satz 37 angegebenen normierten reellen Vektorrdume denselben Trager be-
sitzen, sind sie doch verschiedene normierte reelle Vektorrdume, da in ihnen der Betrag eines
Vektors a unterschiedlich definiert ist.
Fir den Vektor

a=(1,-2,2)

gilt beispielsweise
lai =vV1+4+4=3, |a|;=max{1,22} =2 J|alls=14+24+2=5
Es sei a ein eingliedriger Zeilenvektor. Nach unseren Vereinbarungen in 3.1. ist
a=(a)=a

und (1) bzw. (2) bzw. (3) geht fir n = 1 iber in

lally = Va2 =1al,  lalle = max{la|} = la|,  lalls = |al
Im Fall n = 1 stimmen die Betragsfunktionen || ||, || ||2, || || Gberein, die wir im Fall n =1

mit || |lo bezeichnen. Damit ist die in dem reellen Vektorraum 9 durch
lallo = |al (4)
definierte Funktion || ||o eine Betragsfunktion, und wir erhalten den

Satz 38. Esist (A, || ||o) mit (4) ein normierter reeller Vektorraum.

In dem normierten reellen Vektorraum (A, || ||o) besagt N 3 unter Beriicksichtigung von (4):
Fir alle reellen Zahlen a, b gilt
ja+ 0] < a| + [ (5)

Satz 39. Fiir alle Vektoren a, b eines normierten reellen Vektorraumes (B, || ||) gilt

lall = lI6flf < lla+ol [llall = B[] < ||a — b]] (6,7)

Beweis. Trivialerweise ist
a=(a+b)—b (8)
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Auf Grund von N 3 gilt
lal < lla+ B[+ || — bl (9)

Wegen || — b|| = ||b|| geht (9) tber in
lall < fla+ bl + [|b]

Hieraus folgt
lal = lIb]] < [[a + b]| (10)

Ersetzen wir in (10) den Vektor a durch b und b durch a, so erhalten wir die Ungleichung
16l = flall < b+ all
die wir wegen b+ a =a+ b in der Form
[} = flal < fla+ B[] bzw.in der Form  — (flaf| = [[b]}) < [la =b[}  (11)

schreiben. Aus (10) und (11) folgt die Behauptung (6).
Ersetzen wir in (6) den Vektor b durch —b, so erhalten wir wegen

[=bl[=1b] . a+(-b)=a-b
die Ungleichung (7).

Beispiel 17. Im normierten reellen Vektorraum (9% o, || ||1) bzw. (912, || [|2) bzw. (M1 2, || ||3)
bzw. (A, || ||o) fihrt (6) zu folgenden Aussagen:

a) Fir alle reellen Zahlen ay, as, by, by gilt

a? + a3 — 02+ B3] < \/(an + 01)2 + (s + by)?
b) Fir alle reellen Zahlen ay, as, by, bs gilt
| max{|ai|, |as|} — max{|b1], |bo|} < max{|a; + b1], |as + ba|}
c) Fir alle reellen Zahlen ay, ag, by, by gilt
la1| + |az] — [b1] — |b2| < |az + b1| + |ag + bo
d) Fir alle reellen Zahlen a, b gilt
lla] — [b]] < |a+b]

Definition 26. Ein vom Nullvektor verschiedener Vektor a eines normierten reellen Vektorrau-
mes (B, || ||) ist Einheitsvektor von (B, || ||) genau dann, wenn |ja|| = 1 ist.

Beispiel 18. Es sei a ein vom Nullvektor verschiedener Vektor eines normierten reellen Vektor-
raumes (B, || ||). Wir zeigen, dass der Vektor H}T”a, der mit a° bezeichnet wird, ein Einheits-
vektor von (B, || ||) ist.
Wegen a # 0 gilt auf Grund von N 1 und Satz 36 |la|| > 0. Beriicksichtigen wir N 2, so
erhalten wir

1

. 1 1
la®ll = |[s—a| = || - lall = 5 - lall =1
af af af
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womit die Behauptung bewiesen ist.

Geht man von einem vom Nullpunkt verschiedenen Vektor a eines normierten reellen Vektor-
raumes zum Vektor a° (iber, so sagt man, der Vektor a ist normiert worden.

Beispiel 19. Indem normierten reellen Vektorraum (9%, 5, || ||1) bzw. (912, || ||2) bzw. (M 2, || ||3)
normieren wir den Vektor a = (3,4).

a) In (Mo, || [|1) ist ||ally = 5 und damit

1 3 4
° = 4: —_ -
@’ =5(3:4) (5’5)

b) In (M1 2, | ||2) ist ||allz = 4 und damit

a® = i(3,4) = (3,1)

a) In (Mo, || [|3) ist ||lalls = 7 und damit
1 3 4
o 2(34)= (2.2
@ =704 (7’ 7)
Aufgabe 14. In dem normierten reellen Vektorraum (93, ||1) bzw. (Mys,| ||2) bzw.
(913, |l3) normiere man den Vektor a = (1, —2,2).
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5 Metrische reelle Vektorraume

5.1 Begriff der Abstandsfunktion

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit reellen Vektorraumen, in denen der Begriff
Abstand zweier Vektoren erklart ist. Zur Vorbereitung der folgenden Definition gehen wir von
einer Ebene e aus, in der ein kartesisches zy-Koordinatensystem (Fig. 32) vorgegeben ist.

fl

b )

J

| \
Der Punkt 0 heiBt Ursprung des Koordinatensystems und die Punkte E;, E5 heiBen Einheits-
punkte der Koordinatenachsen (Fig. 32).

Es seien P(z1,y1), Q(z2,y2) zwei beliebige Punkte von e. Wir fiihren eine Funktion d ein, die
dem Punktepaar P(z1,y1), Q(x2,2) von e die reelle Zahl

Fig. 32

d(P,Q) = \/(Il —72)% + (y1 — v2)? (1)

zuordnet. Wie aus der Schulmathematik bekannt ist, kann d(P, Q) als Abstand der beiden
Punkte P, () gedeutet werden (Fig. 32). Ist beispielsweise

P(1,3), Q4,—1)

so ist

d(P,Q)=/(1-42+(3+1)2=5
Der Anschauung entnehmen wir, dass fiir alle Punkte P, @), R von e gilt:

Al. Esist d(P,Q) = 0 genau dann, wenn P = () ist.
A2. d(P,Q) = d(Q,P).
A3. d(P,Q) < d(P,R) + d(R,Q) 2)

Die unter A 1, A 2, A 3 zusammengefassten Eigenschaften der Funktion d bringen folgende
fundamentale Eigenschaften, die man sinnvollerweise einem Abstand zuschreiben mochte, zum
Ausdruck:

A 1.Der Abstand zweier Punkte ist null genau dann, wenn die Punkte zusammenfallen.

A 2. Bei der Abstandsbestimmung zweier Punkte sind beide Punkte gleichberechtigt.

A 3. Eine Seite eines Dreiecks PQ R kann nicht groBer sein als die Summe der beiden anderen
Seiten (Fig. 33).

= " 7
| y ({?R T%a) |
| [Z b\.p@ |
| P ges
T |
Fig. 33 L j
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Die Ungleichung (2) heiBt Dreiecksungleichung.
Diese anschaulichen Uberlegungen fiihren zur

Definition 27. Eine Funktion d, die je zwei Elementen P, () einer Menge M eine reelle Zahl
d(P, (Q)) zuordnet, ist eine Abstandsfunktion genau dann, wenn fiir alle Elemente P, (), R von
M gilt:

A 1. Esist d(P,Q) = 0 genau dann, wenn P = @) ist.

A 2. d(P.Q) = d(Q,P).

A 3. d(P,Q) < d(P,R) + d(R,Q). (3)

Die reelle Zahl d(P, Q) heiBt Abstand der Elemente P, ), und die Ungleichung (3) heiBt
Dreiecksungleichung.

Im folgenden zeigen wir, dass sich in jedem normierten reellen Vektorraum (B,]| ||) eine
Abstandsfunktion d mit Hilfe von || || definieren lasst. In Hinblick auf die Definition 27 ist in
diesem Fall M = (*8,] ||), und die Rolle der Elemente P, ), R iibernehmen die Vektoren
a,b,c.
Da in einem reellen Vektorraum ‘B stets der Vektor a — b existiert, kdnnen wir in (9B, || ||) eine
Funktion d durch

d(a.6) = a—b] (4)

definieren. Durch (4) wird jedem Vektorpaar a, b von (B, || ||) eindeutig eine reelle Zahl d(a, b)
zugeordnet. So wird durch (4) den beiden Vektoren

a=(123) ., b=(132)
des normierten reellen Vektorraumes (91, 3, || ||) wegen
a—b=(0,—1,1)

die reelle Zahl
d(a,b) = |la — b|js = max{0,1,1} =1

zugeordnet.
Wir beweisen, dass die in (98, | ||) durch (4) definierte Funktion d eine Abstandsfunktion ist.

Beweis.

a) Auf Grund von N 1 gilt:

Es ist d(a,b) = ||a — b|| = 0 genau dann, wenn a — b = oist.
Hieraus folgt die Behauptung A 1:

Es ist d(a, b) = 0 genau dann, wenn a = b ist.

b) Daa—b=(—1)(b— a) ist, gilt wegen N 2
d(a,b) = [la = b|| = [|(=1)(b —a)[| = [ = 1] - |[o —a] = [[b — a|| = d(b,a)
womit A 2 nachgewiesen ist.
c) Wegen a — b = (a —¢) + (¢ — b) gilt auf Grund von N 3 stets
d(a,b) = [[(a = ¢) + (¢ = b)[| < [[a — c[| + [Jc = b[| = d(a,c) + d(c, b)

womit auch die Giiltigkeit von A 3 gezeigt ist.
Im folgenden Abschnitt werden wir auf der Grundlage der Definition 27 den Begriff metrischer
reeller Vektorraum einfiihren.
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5.2 Begriff des metrischen reellen Vektorraumes

Definition 28. Ein reeller Vektorraum B ist ein metrischer reeller Vektorraum genau dann,
wenn in B eine Abstandsfunktion d definiert ist.

Metrische reelle Vektorraume bezeichnen wir mit (B, d), der reelle Vektorraum B heiBt Trager
des metrischen reellen Vektorraumes.

Auf Grund des in 5.1. Bewiesenen gilt der

Satz 40. In jedem normierten reellen Vektorraum (8, || ||) kann durch
d(a,b) = [la — b]| (1)

ein Abstand der Vektoren a, b definiert werden, d. h., jeder normierte reelle Vektorraum ist
wegen (1) auch ein metrischer reeller Vektorraum (B, || ||; d).

Auf Grund von (1) gilt der
Satz 41. Es ist (Sﬁlm,dl) bzw. (mtl’n,dg) bzw. (mlm,d?)) mit

di(a,) = /(ar — b1)? + (as — bo)? + . + (@ — by)2 baw. (2)
dg(a,b) :maX{]al —b1|,|CL2—bg‘,...,lan—bnl} bzw. (3)
d3(a,b) = |a1—b1|—|—|a2—b2]+...—|—|an—bn| (4)

ein metrischer reeller Vektorraum.

Aufgabe 15. Man bestimme den Abstand der beiden Vektoren
a=(5,0,5,9) , b=(1,23,4)

in dem metrischen reellen Vektorraum (91, ,,,dy) bzw. (9 ,,,d2) bzw. (9 ,,.d3).

Da in jedem reellen Vektorraum ‘B der eindeutig bestimmte Nullvektor o existiert und fiir alle
Vektoren a von ‘B stets
a=a—o0

ist, erhalten wir in Verbindung mit (1) die Gleichung
lafl = d(a,0) (5)

Die Beziehung (5) besagt, dass in jedem normierten reellen Vektorraum (B, ] ||) die Norm
eines Vektors a als Abstand des Vektors a vom Nullvektor o gedeutet werden kann.

Wir zeigen, dass nicht in jedem metrischen reellen Vektorraum (B, d) die reelle Zahl d(a,o0)
als Norm des Vektors a gedeutet werden kann.
In dem reellen Vektorraum 91, o definieren wir eine Funktion dy durch

a1 — by |az — by
d = 6
4(a,b) 1+\a1—b1]+1—|—|a2—b2| ( )

Mit Hilfe von (6) wird jedem Vektorpaar

a= (@1702) ) b= (b17b2)
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von M, 5 genau eine reelle Zahl d(a,b) zugeordnet. So wird beispielsweise den beiden Vektoren
a=(1,2), b =(2,3) die reelle Zahl

11— 2| 23|
dy(a,b) = ~1
(o) = T T g

zugeordnet.
Wir beweisen, dass die in dem reellen Vektorraum 9%, 5 durch (6) definierte Funktion d, eine
Abstandsfunktion ist, also (M 2, ds) ein metrischer reeller Vektorraum ist.

Beweis.
a) Es sei dy(a,0) = 0. Aus (6) folgt dann

lag — by lag — by
1+]a1—b1\ 1""&2—[)2‘

=0 (7)

Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur null werden, wenn jeder Summand der
linken Seite von (7) verschwindet. Das ist aber nur moglich, wenn

’&1-[)1‘ =0 , ’ag—bg‘ =0 also
ay :bl, a2:b2 d.h. a=>0 (8,9)
ist. Umgekehrt ergibt sich aus (9) sofort (8). Mit Hilfe von (8) geht (6) uiber in
dy(a,b) =0
b) Wegen
|a1—b1|:|b1—a1| und |a2—b2|:|bg—a2]
gilt stets

ds(a,b) = dy(b,a)

c) Zunachst beweisen wir die Ungleichung

la — b| la — ¢ lc —b|
l4+la—b ~ 14+|a—c| 14 |c—0

(10)

in der a, b, c beliebige reelle Zahlen bedeuten.

Fall 1. Es sei a = b. Dann gilt offensichtlich (10).
Fall 2. Es sei a # b. Dann ist |a — b|] > 0. Stets gilt

a—b=(a—c)+(c—0)
Beriicksichtigen wir 4.2. (5) so erhalten wir
0<|a—0] <l|a—c|+]|c—b

Hieraus folgt
1 1

>
la—b] ~ la—c|+ |c—b

Addition von eins auf beiden Seiten liefert die Ungleichung

1

—_ 1> +1 bzw.
la — b| “la—c|+|c—b
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5 Metrische reelle Vektorraume

1+ |a—b) - 1+ |a—c|+|c—10
la—0b — |a—c|+]|c—10

(11)
Aus (11) folgt

la — bl < la—c|+|c—=0b] la — ¢ lc — 0

= 12
l+jla—=b —1+ja—cl+|c=b 14+|a—c|+|c=0b 1+]a—c|+|c—Db| (12)

Da stets
la—c| >0 , le=b>0

ist, vergroBern wir hochstens die rechte Seite von (12), wenn wir dort im ersten Nenner den
Summanden |c¢—b| und im zweiten Nenner den Summanden |a — c| weglassen. Auf diese Weise
erhalten wir die Ungleichung (10).

Es seien a — 1, ag, by, be, c1, o beliebige reelle Zahlen. Auf Grund von (10) gelten dann die
beiden Ungleichungen
lar=b| o la—al | _Jea-bl }

1+]a1—b1| — 14|a1—ci] 1+|c1—b1]
az—bs| az—cy| |c2—ba|

1+]ag—ba| — 1+4|az—csa] 14+|ca—ba|

Hieraus folgt durch Addition entsprechender Seiten die Ungleichung

lar — b az — b a1 — a1 ler — b |az — ¢ |ca — b
1—|—\a1—b1] 1—|—|a2—b2|_1—|—|a1—01| 1+‘Cl—b1| 1+’a2—62| 1—|—|62—b2|
(13)
Mit Hilfe der Vektoren
a:(al,GQ), b:(b17b2>7 C:(C1,62>
des reellen Vektorraumes 9, » geht (13) wegen (6) tiber in
dy(a,b) < dy(a,c) + dy(c,b)
d. h., die Funktion d; genugt auch der Dreiecksungleichung.
Damit ist bewiesen, dass (951, d4) ein metrischer reeller Vektorraum ist.
Ist speziell b = 0 = (0,0), so geht (6) iber in
a a
dy(a,0) = o - a2 (14)

1t ay] 14 agl

Wir zeigen, dass in dem metrischen reellen Vektorraum (91,1, d4) nicht fiir alle Vektoren a
und alle reellen Zahlen \ die Bedingung

dy(Aa,0) = |A| - dy(a,0)
also N 2 erfullt ist. Den Nachweis fiihren wir durch Angabe eines Gegenbeispiels. Wahlen wir
a=(1,1), A=2 so ist 2a = (2,2)

und wegen (14) gilt

-2 "
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5 Metrische reelle Vektorraume

Aus (15) folgt
d4(20, 0) 7£ ‘2‘ ’ d4<a7 0)

womit die Behauptung bewiesen ist. Damit ist gezeigt, dass in dem metrischen reellen Vektor-
raum (9 1, dy) die reelle Zahl dy(a, 0) nicht als Norm des Vektors a gedeutet werden kann.

Mit diesem Beispiel haben wir gleichzeitig bewiesen, dass in einem reellen Vektorraum nicht
jede Abstandsfunktion durch eine Betragsfunktion erzeugt werden kann.

In dem folgenden Abschnitt beschaftigen wir uns mit reellen Vektorraumen, in denen neben
den Begriffen Betrag eines Vektors, Abstand zweier Vektoren auch der Begriff Winkel zwischen
zwei Vektoren erklart ist.
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6 Euklidische Vektorraume

6 Euklidische Vektorraume

6.1 Anschauliche Vorbemerkungen

S
Es seien a,b vom Nullvektor verschiedene Vektoren des reellen Vektorraumes B, und OA
bzw. OB ein Reprasentant von a bzw. von b (Fig. 34).

8

¢ =0
Fig. 34 7 2 g

Unter dem Winkel zwischen den Vektoren a, b, in Zeichen Z(a,b), verstehen wir den Winkel ¢,
um den die gerichtete Strecke (ﬁ mit O als Drehzentrum auf dem kiirzesten Wege gedreht
werden muss, bis sie in OB fallt.

Unter dem Betrag des Vektors a, in Zeichen ||a||, verstehen wir wie in 4.1. die Lange der
Strecke O A. Der Betrag des Nullvektors o ist null.

Definition 29. Sind a, b beliebige Vektoren des reellen Vektorraumes B, so heift die durch

| |la]l - ||6]| - cos Z(a,b) falls a % 0 und b # 0
(o, b) = { 0 falls a =0 oder b =0 (1)

definierte reelle Zahl (a, b) das Skalarprodukt der Vektoren a, b.
Aus der Definition 29 ergibt sich unmittelbar der

Satz 42. Das Skalarprodukt (a,b) zweier Vektoren des reellen Vektorraumes B, ist null genau

dann, wenn a = o0 oder b = o oder Z(a,b) = 7 ist.

Die Vektoren a, b des reellen Vektorraumes B, heiBen orthogonal, in Zeichen a L b, genau
dann, wenn das Skalarprodukt (a, b) der Vektoren a, b gleich null ist.

Es seien a, b Vektoren des reellen Vektorraumes B, mit a # o und @)1, O? Reprasentanten
von a, b.

Die Vektoren a, b kdnnen einen spitzen, stumpfen oder rechten Winkel Z(a,b) = ¢ einschlieBen
(Fig. 35, 36, 37).

8
¢
a’j g=8 o _;-2

Fig. 35-37

Von B fallen wir das Lot auf die Gerade OA. Den FuBpunkt bezeichnen wir mit B’ und den
Vektor B’ — O mit b,. Der Vektor b, heiBt Parallelkomponente des Vektors b beziiglich des
Vektors a.
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6 Euklidische Vektorraume

Wir entnehmen folgende Beziehung aus Fig. 35
[[bal| = [|b]| - cos

bzw. aus Fig. 36
[[6all = [[b]| - cos(m — ) = —|[b]| - cos

Auf Grund von (1) ist im ersten Fall
(a,ba) = [[af| - [[ba]l - cos O = [la][ - [|bal| = [[a][ - [|b]| - cos ¢ = (a,b(
bzw. im zweiten Fall
(a,ba) = [[af|-||ba]|-cos ™ = [[a|-[[ba]|-(=1)[|al[- (=[|b]|-cos ©)- (1) = [|a]|-][b[|-cos ¢ = {a,b(

SchlieBen die beiden Vektoren a, b einen rechten Winkel ein (Fig. 37), so ist

bp=B"—-0=o
und auf Grund von Satz 42 gilt
(a,by) =0 : (a,b) =
Hieraus folgt
(a,b,) = (a,b)
Auf analoge Weise lasst sich fiir b # o die Beziehung
<abv b) - <Cl, b>

herleiten. Damit erhalten wir den

Satz 43. Sind a,b Vektoren des reellen Vektorraumes B, mit a # o bzw. b # o, so bleibt
das Skalarprodukt der Vektoren a, b unverandert, wenn einer der Vektoren durch seine Paral-
lelkomponente beziiglich des anderen ersetzt wird, d. h., es gilt

(a,b) = (a,bq) = (a5, b)
Wir beweisen den

Satz 44. Fur alle Vektoren a, b, ¢ des reellen Vektorraumes 285 und fiir alle reellen Zahlen A

gilt
a) (a,a) = (b,a) (2)
b) <Aa b) = A(a,b) (3)
c)(a+b c> (a,c) + (a,b) (4)
d) (a,a) > (5)
e) Es ist (a, a> = 0 genau dann, wenn a = o ist. (6)

Beweis. Wegen Satz 42 gelten offensichtlich (2), (3) und (4), falls einer der Vektoren a, b der
Nullvektor ist. Diesen Fall wollen wir beim weiteren Beweis ausschlieBen.

a) Die Behauptung (2) folgt unmittelbar aus Definition 29.
b) Fall 1. Es sei A > 0. Wegen

IAa|l = [A] - llall = A a]| und cos Z(Aa,b) = cos Z(a, b)
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gilt
(Aa,b) = [[Aa]| - |[b]| - cos Z(Aa, b) = Allal| - [[b]| - cos Z(Aa, b) = A(a, b)

Fall 2. Es sei A < 0. Dann ist |[A| = —\ und es gilt
[Aall = [A[- lafl = =X - f|al]

Ferner ist
cos Z(Aa, b) = cos[m — Z(a,b)] = —cos Z(a, b)

Somit ist

(Aa,b) = [[Aa]l - [[b]| - cos Z(Aa, b) = —=Alja]| - [|b]| - [ cos Z(Aa, b)]
Allall - [[b]] - cos Z(Aa, b) = A(a, b)

Fall 3. Es sei A = 0. Dann ist A(a, b) = 0. Wegen Aa = Oa = o gilt
(Aa,b) =0 und wir erhalten (Aa,a) = A{a,b)
c) Fall 1. Es sei ¢ = 0. Wegen Satz 42 ist
(a4 b,c) =0, (a,0) =0, (b,0) =0

Hieraus folgt
(a+16,0) = (a,0) + (6,0)

d.h., die zu beweisende Beziehung gilt fir ¢ = o.

Fall 2. Es sei ¢ # 0. Berlicksichtigen wir Satz 43, so ist

(a+b,c) ={((a+b),¢)

(a+8);

Fig. 38 :
Der Anschauung entnehmen wir (Fig. 38) die Beziehung
(a+b)c=a.+ b,

Mit Hilfe von (8) geht (7) dber in

(a+b,c) = (ac,b,c)
Da die Vektoren a., b, parallel zum Vektor ¢ sind, gibt es reelle Zahlen A, i derart, dass

a. = Ac , b. = uc

ist. Setzen wir (10) in (9) ein, so erhalten wir

(a4 b,c) = (Ae+ pe, ) = (A + p)e,c)

(8)

(9)

(10)
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6 Euklidische Vektorraume

Wegen Satz 44b ist
(a+b,c) = (A+ p)(c,c) = Ae,c) + pfc,c)

Nochmalige Anwendung von Satz 44b und anschlieBende Beriicksichtigung von (10) und Satz
43 liefert
(a4 b,c) = (Ae,e) + (uc, ¢) = (ag, ¢) + (be, ¢) = (a,c) + (b,c)

d) Die Beziehungen (5) und (6) folgen unmittelbar aus Definition 29.

Es sei zunachst ¢ ein vom Nullvektor verschiedener Vektor des reellen Vektorraumes 8B,. Mit
Hilfe von (1) erhalten wir die Beziehung

(a,a) = [la® (11)
die wegen |[o]| = 0 auch fir a = o gilt. Auf Grund von (11) kénnen wir den Betrag eines
Vektors a von B, durch

lafl = /(a,a) (12)

ausdricken.

Aufgabe 16. Man beweise, dass fiir alle Vektoren a, b des reellen Vektorraumes ‘B, gilt:
a) (a+b,a+b) = (a,a) +2(a,b) + (b,b)

b) (a — b,a — b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)

c) (a+b,a—b) = (a,a) — (b,b)

Beispiel 20. Wir zeigen, dass in jedem Parallelogramm ABCD die Summe der Diagonalen-
quadrate gleich der Summe der vier Seitenquadrate ist.

Mit a,b bezeichnen wir die Vektoren D — A, B — A des reellen Vektorraumes B, die das
Parallelogramm ABC' D aufspannen (Fig. 39).

Fig.39 4 ¢ 6

Die Diagonalenquadrate sind |la + b||?, ||a — b]|%. Beriicksichtigen wir (12) und Aufgabe 16 a
bzw. Aufgabe 16 b, so erhalten wir

la+b|* = (a+b,a+b) = (a,a) +2(ab) + (b,b)
la —b]|> = (a—b,a—b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)

Hieraus folgt
la+ b[f* + [la — b]|* = 2((a,a) + (b,b))

Nochmalige Anwendung von (12) liefert die Behauptung
la+6[* + [la = b]* = 2(]|a|* + ||6]|*) (13)
Die Gleichung (13) heiBt Parallelogrammgleichung.

Beispiel 21. Wir zeigen, dass in jedem rechtwinkligen Dreieck ABC' das Hypotenusenquadrat
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6 Euklidische Vektorraume

gleich der Summe der beiden Kathetenquadrate ist.

Mit a, b bezeichnen wir die Vektoren B — C', A — C des reellen Vektorraumes ‘B,, die den
rechten Winkel des Dreiecks ABC' einschlieBen (Fig. 40).

Fig. 40 A x-d "
Das Hypotenusenquadrat ist
la —b]* = {(a — b,a—b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)? (14)
Wegen a L b gilt (a,b) =0, und (14) geht dber in
la = 6]I* = [[all* + [|6]*

Damit haben wir bewiesen:
Wenn a L b ist, so folgt ||ja — b||* = ||a|* + ||b]|? (15)
Man bezeichnet (15) als Satz des Pythagoras.

Aufgabe 17. Man beweise, dass die Diagonalen eines Vierecks ABC'D aufeinander senkrecht
stehen genau dann, wenn die Summe der Quadrate der Gegenseiten iibereinstimmen.

In diesem Abschnitt haben wir in dem reellen Vektorraum B, das Skalarprodukt zweier Vek-
toren unter Verwendung des Winkelbegriffs definiert.
In dem folgenden Abschnitt werden wir einen anderen Weg einschlagen. Motivation fiir die
Definition des Skalarprodukts wird der Satz 44 sein.

6.2 Begriff des Skalarproduktes

Definition 30. Eine Funktion ( ), die je zwei Vektoren a, b eines reellen Vektorraumes ‘B eine
reelle Zahl (a,b) zuordnet, ist eine Skalarproduktfunktion genau dann, wenn fiir alle Vektoren
a,b,c von B und fir alle reellen Zahlen X\ gilt

S1. (a,b)=(b,a)

S 2. (Aa,b) = Xa, b)

S3. {(a+b,c) = (a,c) + (b,c)

S4 (a,a) >0

S 5. Esiist (a,a) = 0 genau dann, wenn a = o ist.

Die reelle Zahl (a, b) heiBt Skalarprodukt der Vektoren a, b.

Beispiel 22. In dem reellen Vektorraum 91, ,, definieren wir eine Funktion ( ); durch
<Cl, b>1 = a1b1 + Clgbg + ...+ Clnbn (1)

Durch (1) wird jedem Vektorpaar a, b von 9, ,, eindeutig eine reelle Zahl (a, b) zugeordnet.
Den beiden Vektoren
a=(3,1,4) , b=1(23,2)
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6 Euklidische Vektorraume

des reellen Vektorraumes 9, 3 wird durch (1) die reelle Zahl
(a,b); =3-2+1-3+4-2=17
zugeordnet. Wir beweisen, dass ( ) eine Skalarproduktfunktion ist.
Beweis. a) Stets gilt
(a,b)1 = a1by + ashy + ... + a,b, = biay + byas + ... + bpa, = (b, a);

b) Stets gilt
<)\l§l7 b>1 = ()\al)bl + ()\2@2)[)2 —+ ...+ ()\an)bn = )\(albl + agbz + ...+ anbn = )\(ﬂ, b)l
c) Wegen
a+b=(a;+by,a2+0bs,...,a, + by) ist
(a+b,¢); = (a1 + bi(cp + (ag + b2)ea + ... + (an + by)en
= (a1¢1 + ... + ancy)(bier + ... + bpey) = (a,¢)1 + (bye)q
d) Stets gilt

(a,a); = a2 +a3+...+a>>0
e) Es sei (a,a); = 0. Wegen (1) ist dann
a:+a3+..+a>=0
Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fir
a;=0,a3 =0,...,a, =0 (2)

verschwinden. Dies besagt, dass
a=1(0,0,.,0) =0

ist. Umgekehrt ergibt sich aus der Gleichung
a=o
unmittelbar (2). Es ist dann
(a,a); = (0,0, =0-04+...4+0-0=0

Aufgabe 18. Es seien kq, ko, ..., k,, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen. In
dem reellen Vektorraum 91, ,, sei eine Funktion ( )5 durch

(a,0)5 = k1a1by + kaashs + ... + kpanby,

definiert. Man beweise, dass ( )5 eine Skalarproduktfunktion ist.
Aufgabe 19. In dem reellen Vektorraum 90t 5 sei eine Funktion ( )¢ durch

(a,b)6 = ai(by + ba) + az(by + 2b9)
definiert. Man beweise, dass ( )¢ eine Skalarproduktfunktion ist.
Aufgabe 20. In dem reellen Vektorraum 91, » sei eine Funktion f durch

f(a,b) = (a1 — a2) (b1 — b2)

definiert. Man untersuche, ob f eine Skalarproduktfunktion ist.

Im folgenden Abschnitt werden wir auf der Grundlage der Definition 30 den Begriff euklidischer
Vektorraum einfiihren.
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6.3 Begriff des euklidischen Vektorraumes

Definition 31. Ein reeller Vektorraum *B ist ein euklidischer Vektorraum genau dann, wenn in 8
eine Skalarproduktfunktion definiert ist. Euklidische Vektorrdume bezeichnen wir mit (B, ( )),
der reelle Vektorraum ‘B heiBt Trager des euklidischen Vektorraumes (B, ( )).

Auf Grund von Definition 31 und dem in 6.2. Bewiesenen gilt der
Satz 45. Es ist (M, ( )1) bzw. (M1, ( )5) bzw. (M1, ( )6) mit

(a, b)l = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn bzw. (1)

<C1, b>5 = klalbl + ]{?Qagbg + ...+ kn(lnbn bzw. (2)

wobei ki, ko, ..., k, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen bedeuten, bzw.
<Cl, b>6 = a1<b1 + bg) + ag(bl + 2()2) (3)

ein euklidischer Vektorraum.

Offensichtlich sind auch (90, 1, ( )1) mit (1) und (B, ( )) mit 6.1. (1) euklidische Vektorraume.
Wir ziehen aus der Definition 31 einige Folgerungen.

Satz 46. Fiir alle Vektoren a, b, ¢ eines euklidischen Vektorraumes (8, ( )) und fir alle reellen
Zahlen X gilt

a) (a,A\b) = \(a, b),

b) < a,b +¢) = (a,b) + (a,¢c),

c) {(a,0) = (0,a) = 0.

d) Es ist (a,a) > 0 genau dann, wenn a # o ist.

Beweis.
a) Auf Grund von S 4 und S 2 gilt

(a, Ab) = (\b,a) = A(b,a) = A(a,b)
b) Wegen S 1 und S 3 gilt
(a,b4+¢) = (b+c,a) = (b,a) + (c,a) = (a,b) + (a,c)

c) Setzen wir A = 0 in (a), so erhalten wir (a,0) = 0. Wegen S 1 ist auch (o0,a) = 0.

d)S 5 ist logisch aquivalent mit:
Es ist (a,a) # 0 genau dann, wenn a # o ist.
Berlicksichtigen wir S 4, so erhalten wir die Behauptung.

Aufgabe 21. Man beweise durch vollstandige Induktion nach k, dass in einem euklidischen
Vektorraum (B, ( )) fiir alle Vektoren ay, ay, ..., ax, b von (8, ( )) und fir alle reellen Zahlen
X1, L9, ..., Ty Gilt

(b, 107 + x2ay + ... + zag) = z1(b, a1) + z2(b,as) + ... + 21 (b, az) (4)
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6.4 Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung

In euklidischen Vektorraumen gilt eine sehr wichtige Ungleichung, die nach dem franzésischen
Mathematiker Augustin Cauchy (1789-1857), dem deutschen Mathematiker Herman Amandus
Schwarz (1843-1921) und dem russischen Mathematiker Viktor Jakowlewitsch Bunjakowski
(1804 bis 1889) benannt wird.

Satz 47. Fur alle Vektoren a,b eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) gilt die Cauchy-
Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung

(a,6)” < (a,a) - (b,b) (1)

Beweis.
Fall 1. Es sei a = 0 oder b = o.
Dann gilt auf Grund von Satz 46 c die Ungleichung (1), da 0 < 0 eine wahre Aussage ist.

Fall 2. Es sei a # 0 und b # o.
Wegen Satz 46 d ist dann
(a,a) >0 : (b,6) >0 (2)

Fir alle reellen Zahlen x gilt wegen S 4 stets
y=(zxa+b,za+b) >0

Hieraus folgt
y = (a,a)2* + 2(a,b)z + (b,b) > 0 (3)

Wegen (2) ist in (3) der Koeffizient (a, a) positiv, also von null verschieden. Die Kurve von
y = (a,a)a® + 2(a,b)x + (b,b)

ist daher eine Parabel, die wegen y > 0 die Abszissenachse hochstens beriihrt. Deshalb kann
die quadratische Gleichung

(a,a)2® + 2(a,b)x + (b,b) =0 (4)

auch nicht zwei verschiedene reelle Losungen besitzen. Wenden wir die Losungsformel fir
quadratische Gleichungen auf (4) an, so erhalten wir

—(a,b) £ 1/(a,b)2 — (a,a) - (b,b)

(a,0)

r =

Im vorliegenden Fall muss
<Cl,b>2 - <a,a) ) <bab> <0

also
(a,b)? < (a,a) - (b,b)

sein, womit die Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung bewiesen ist.

Der Nutzen des soeben bewiesenen Satzes besteht u. a. darin, dass man durch Anwendung
dieser Ungleichung auf spezielle euklidische Vektorraume wichtige Ungleichungen erhalt, die
eines gesonderten Beweises dann nicht mehr bediirfen.

Beispiel 23. Im euklidischen Vektorraum (9% ,,, ( )1) bzw. (94, ( )5) bzw. (M, ( )e) fihrt
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(1) unter Beriicksichtigung von Satz 45 zu folgenden Aussagen:

a) Fir alle reellen Zahlen ay, as, ..., ay, by, b, ..., b, gilt
(a1by + agby + ... + anb,)® < (af + a3 + ... +a2) (b7 + b3 + ... + b2)

Diese spezielle Ungleichung haben wir bereits in 4.1. (5) bewiesen. Der in 4.1. fir diese
Ungleichung gefiihrte Beweis entspricht dem Beweis der Cauchy-Schwarz-Bunjakowskischen
Ungleichung (1).

b) Sind ki, ko, ..., k,, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen, so gilt fiir alle
reellen Zahlen aq, as, ..., a,, by, bo, ..., b, stets

(k1a1b1 + ]{?20,2[)2 + ...+ k:nanbn)Q S (k:la% + k)za% + ...+ knai)(k'lb% + k’gbg + ...+ knbi)
c) Fir alle reellen Zahlen ay,as, by, by gilt
[a1 (bl + bg) + a2<b1 =+ 262)]2 S [a1 (CL1 + (12) + Clg(al + 2&2)] . [bl (bl + bg) + bg(bl + 2b2)]

bzw.
(a1by + a1by + agby + 2asby)? < (af + 2arag + 2a3)(b] + 2b1by + 20b3)

Mit Hilfe von Satz 47 leiten wir eine Ungleichung her, die nach dem deutschen Mathematiker
Herman Minkowski (1864-1909) benannt wird.

Satz 48. Fir alle Vektoren a, b eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) gilt die Minkowskische
Ungleichung

Via+b,a+0) < /{a,a) +/(b.b) (5)
Beweis. Es ist
(a+b,a+b) = (a,a) + 2(a,b) + (b,b) (6)
Aus (1) folgt
[(@,6)] < /(o) - /(b.0) (7)
Da stets
(a,b) < [{a,b)]

ist, gilt wegen (7) die Ungleichung

<Cl, []> < V <C1,Cl> Y, <bab> (8)

Mit Hilfe von (8) geht (6) iber in

(a+b,a+b) < (a,a) +2y/(a,a),/(b,b) + (b,b)

Diese Ungleichung lasst sich in der Form

(a+b,a+0) < (/(a,a) +1/(b,b))? (9)

schreiben. Da stets

(@+ba+b)>0 . y/a,a)+/(b,b) >0

ist, folgt aus (9) die Behauptung (5).
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Beispiel 24. Im euklidischen Vektorraum (91 ,,, ( )1) bzw. (M4 ,,, ( )5) bzw. (M ,,, ( )6) fiihrt
(5) unter Beriicksichtigung von Satz 45 zu folgenden Aussagen:

a) Fir alle reellen Zahlen ay, as, ..., ay,, by, by, ..., b, gilt

\/(al +01)2 4 (ag + b2)2 + ... + (a, +b,)? < \/a% +a3+...+a2+ \/b% +03+ ...+ b2

Diese spezielle Ungleichung haben wir bereits in 4.1. bewiesen. Der in 4.1 fiir diese Ungleichung
gefiihrte Beweis entspricht dem Beweis der Minkowskischen Ungleichung (5).

b) Sind ki, ko, ..., k,, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen, so gilt fir alle
reellen Zahlen ay,as, ..., a,, by, bs, ..., b, stets

\/kl(al -+ 61)2 + kQ(CLQ —+ b2)2 + ...+ kn<an —+ bn>2 S
< \Jki@} + kad + oo+ ka2 R+ Kb+ Kb

c) Fir alle reellen Zahlen ay, as, by, by gilt

V(@ +b1)(ay + by + 2a5 + 2bs) + (a5 + by)(ar + by + 2a5 +2by) <
< \/Cll((h + az) + as(ar + 2az) + \/51(b1 + ba) + ba(b1 + bas)

bzw.

\/CL% -+ 20,% -+ b% + Qb% + 2@1(12 + 2@1[)1 —+ 2a1b2 -+ 2&2()1 -+ 2&2(72 + 2b1b2 S
< \/a% + 2a1a9 + 2a3 + \/b% + 2b1by + 2b3

Satz 49. In jedem euklidischen Vektorraum (B, ( )) kann durch

lal = /(a,a) (10)

eine Norm definiert werden, d. h., jeder euklidische Vektorraum ist auf Grund von (10) auch
ein normierter reeller Vektorraum (B, ( ); || |)-

Beweis.
Dazu zeigen wir, dass die in (B, ( )) durch (10) definierte Funktion || || eine Betragsfunktion
ist, also die Eigenschaften N 1, N 2, N 3 besitzt.

a) Es sei |ja|]| = (a,a) = 0. Hieraus folgt
(@) =0 (11)

Auf Grund von S 5 ist dann
a=o0 (12)

Es gelte umgekehrt (12). Wegen S 5 gilt dann (11) und damit y/(a,a) = 0 bzw. ||a|| = 0.
b) Wegen (10), S 2 und Satz 46 ist stets

Ihall = /(Aara) = /A2(a,a) = A - /(a,a) = |A] - [|a]

c) Auf Grund von (5) gilt unter Beriicksichtigung von (10) stets

la+all < {af] + [|b]
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Damit kénnen wir in jedem euklidischen Vektorraum (8, ( )) den Betrag eines Vektors a mit
Hilfe von (10) definieren. Insbesondere liefert (10) fiir den Betrag des Vektors

a=(a,a9,...,a,)

in dem euklidischen Vektorraum (9 ,,, ( )1) die Beziehung

lally = v/a? + a3 + ... + a2
die mit 4.2. (1) Gbereinstimmt.

Da ein normierter reeller Vektorraum auch ein metrischer reeller Vektorraum ist, kdnnen wir
wegen 5.2. (1) und (10) in einem euklidischen Vektorraum (B, ( )) den Abstand zweier Vek-
toren a, b durch

d(a,b) =y/(a —b,a—b) (13)
definieren. Berechnen wir beispielsweise mit Hilfe von (13) den Abstand der beiden Vektoren

a = (al,ag, ...,an) ) b= (bl,bQ, 7bn)

in dem euklidischen Vektorraum (9 ,,, ( )1), so erhalten wir die Beziehung

dl(a,b) = \/(al — b1)2 + (CLQ — 62)2 + ...+ (Cln — bn)2
die mit 5.2. (2) dbereinstimmt.

Aufgabe 22. Es seien a = (1,—1), b= (3, — 1).
a) Man berechne mit Hilfe von (10) den Betrag des Vektors a in dem euklidischen Vektorraum

(mtl,% < >6)
b) Man berechne mit Hilfe von (13) den Abstand der Vektoren a,b in dem euklidischen

Vektorraum (MM 5, ( )6)-

Satz 50. In jedem euklidischen Vektorraum (B, ( )) gilt die Parallelogrammgleichung, d. h.,
fur alle Vektoren a, b von (B, ( )) gilt

lla+ 6]+ [la — b[|* = 2(||al|* + [[6]*) (14)
Beweis. Es ist

la+6|*+ [la—b]*=(a+b,a+b)+ (a—b,a—b)

(
= (a,a) + 2(a,b) + (b,b) + (a,a) — 2(a,b) + (b,b)
= 2({a,a) + (b + b)) = 2(||al* + [|b]|*)

Da in der Parallelogrammgleichung (14) nur Betrage von Vektoren auftauchen, liegt die Frage
nahe, ob die Parallelogrammgleichung auch in jedem normierten reellen Vektorraum gilt.
Durch ein Gegenbeispiel zeigen wir, dass dies nicht immer der Fall ist.

Gegeben seien die beiden Vektoren
=(,-1) , b=(L1) (15)
des normierten reellen Vektorraumes (91 5, || ||2). Wegen

a+b=(20) , a—b=(0-2)
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ist
|a+ b[]* = max{2,0} =2, [a—b|* =max{0,2} =2,
lal? = max{1,1} =1, [[b]* = max{1,1} =1
und

(la+ b]l2)* + (fla — b[|2)> =8 } (16)

2[(|lall2)? + (|[b]|2)?] = 4

Aus (16) folgt, dass in dem normierten reellen Vektorraum (9., ||2) die Vektoren (15)
nicht der Parallelogrammgleichung (14) gentigen.

Damit haben wir gleichzeitig bewiesen, dass in einem reellen Vektorraum nicht jede Skalarpro-
duktfunktion durch eine Betragsfunktion erzeugt werden kann.

Dagegen gilt der

Satz 51. In jedem normierten reellen Vektorraum (B, || ||), in dem die Parallelogrammgleichung
gilt, kann durch

(a,b) =i(||a+bH2— la — b]%) (17)

ein Skalarprodukt definiert werden, d.h., jeder normierte reelle Vektorraum, in dem die Paral-
lelogrammgleichung gilt, ist ein euklidischer Vektorraum.

Der Beweis dieses Satzes setzt im letzten Teil von (e) Kenntnisse aus dem in der gleichen
Reihe erschienenen Bandchen "Metrische Raume" voraus.

Beweis. Wir zeigen, dass die durch (17) definierte Funktion ( ) eine Skalarproduktfunktion ist,
also die Eigenschaften S 1 - S 5 besitzt. Wir weisen der Reihe nach die Eigenschaften S 1, S
4,55,53und S 2 nach.

a) Es ist

1 2 oy _ 1 2 2

(a,0) = 2 (la+ 6" = fla =b]%) = 2 ([[b+af” = [(=1)(b — &)%)
1 1
= 7o +al* = [ = 1]°[]o = al*) = Z([l6 + al* = {6 — a[*) = (b.a)
b) Wegen ||a|| > 0 gilt stets
1 1
(@) = 7(la+al* = fla = alf*) = ZlI2a]* = [|a][* > 0 (18)

c) Es sei (a,a) = 0. Wegen (18) ist dann ||a||* = 0. Hieraus folgt ||a|| = 0 bzw. a = 0. (19)
Es gelte umgekehrt (19). Wegen (17) ist

1
(0,0) = Z(lloll* = [lo[*) = 0
d) Es seien a, b, ¢ beliebige Vektoren von (B, || ||). Wegen (17) gilt
1
(a,6) + (b,e) = Z(la+ell* = lla —el* +[[o+c]* = [lo = ¢[*)
1
= 7 la+cll” + 1o +¢l”) = (la = el* + [[b = [*)] (20)

Nach Voraussetzung ist die Parallelogrammgleichung

[l +67[1% + [la” — 671" = 2([}a”|* + [[6"[|*) (21)
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fur alle Vektoren a*, b* von (B, || ||) erfiillt. Setzen wir in (21)
a"=a+c¢c , b*=Db+c¢

bzw.
a-=a—c¢ , b*=Db—¢

so erhalten wir die beiden Gleichungen

la+6+2¢||?+ [Ja+b]|? = 2(||a + ||+ ||b+ ¢]|?)
Ja+b—2¢[* + [Ja+ b[]> = 2(|Ja — c[|* + [|b — ¢[|*)

Hieraus folgt

oo or o=l rs e fo o)) )
la = ¢l + b —¢]® = 5(la + b = 2¢[]* + [la = b[*)
Mit Hilfe von (22) geht (20) iber in
1.1 9 9
(a.¢) + (b,0) = S[7 (lla+ b+ 2¢[|" = fla+ b — 2e[|%)]
Beriicksichtigen wir (17), so erhalten wir
1
(a,c) + (b,c) = §<a+ b, 2¢) (23)
Fir b = o lautet (23)
1
<a7 C> + <0,C> = 5([1, 2C> (24)
Auf Grund von (17) ist
1
(0.0 = Z(llell® = llell*) = 0 (25)
Damit geht (24) dber in
1
<Cl, C) = §<Cl, 2C> (26)
Wegen (26) gilt
1
(a+b,c) = §<a+ b, 2¢) (27)

Setzen wir (27) in (23) ein, und vertauschen wir anschlieBend beide Seiten der Gleichung
miteinander, so erhalten wir die Beziehung

(a+0b,¢) = (a,c) + (b+c) (28)
die fir alle Vektoren a, b, c von (B, || ||) gilt.
e) Ist einer der Vektoren a, b der Nullvektor, so ist auf Grund von (17) stets
(Aa,b) =0 : AMa,b)y =0

d.h., es gilt
(Aa, b) = A(a,b) (29)

Diesen Fall werden wir beim weiteren Beweis ausschlieBen.
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Fall 1. Wir beweisen zunachst durch vollstandige Induktion, dass (29) fiir alle natiirlichen
Zahlen A = n gilt. Offensichtlich ist wegen

(la,b) = (a,b) = 1(a, b)

die Beziehung
(na,b) = n(a,b) (30)

richtig fir n = 1. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit von (30) fir eine beliebige natirliche
Zahl n = k > 1 die Giiltigkeit von (30) fir n = k + 1 folgt. Es ist

(k4 1)a,b) = (ka+a,b) (31)

Auf Grund von (28) gilt
(ka+a,b) = (ka,b) + (a,b) (32)

Mit Hilfe von (32) geht (31) dber in
((k+1)a,b) = (ka,b) + (a,b) (33)
Beriicksichtigen wir in (33) die Induktionsvoraussetzung
(ka,b) = k(a,b)

so erhalten wir
(k+1)ab) = (k+1)(a,a)
Damit gilt (29) fir alle natirlichen Zahlen A.

Fall 2. Es sei A eine ganze Zahl. Fiir positive ganze Zahlen ist (29) soeben bewiesen worden.
Ist A =0, so gilt wegen (25)
(Oa,b) = (0,b) =0

Da auch 0(a, b) = 0 ist, erhalten wir
(Oa, b) = 0{a,b)

Diese Gleichung besagt, dass (29) fir A = 0 gilt.
Es sei A eine negative ganze Zahl, also A = —n, wobei n eine positive ganze Zahl bedeutet.
Wegen

(=n)a=[(=1)-nJa=[n-(=1)]a=n[(-1)a] = n(-a)

und unter Beriicksichtigung von (30) gilt

((=n)a,b) = (n(—a),b) = n{—a,b) (34)
Da
(—a,b) = i(ll —a+b)* = —a—b]*) = i(\l(—l)(a =) = I(=1)(a +b)[]*)
=i(!laerHQ—Ha—b|!2)=—<a, b) (35)

ist, geht (34) mit Hilfe von (35) tber in

((=n)a,b) = (=n)(a,b) (36)
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Damit ist bewiesen, dass (29) auch fiir alle ganzen Zahlen )\ gilt.

Fall 3. Es sei A = % eine rationale Zahl, wobei m und n ganze Zahlen mit n > 0 bedeuten.

Es ist
—a=(m-—)Ja=m|—a
n n n
Unter Berlicksichtigung des soeben Bewiesenen gilt
1 1
<ma, b> — <m <a> ,b> - <a, b> (37)
n n n

Wegen m = ™ - n lasst sich (37) in der Form

@a,b =2 la,b (38)
(ret) =5 on{Gee)

schreiben. Da n eine positive ganze Zahl ist, gilt auf Grund von (30) die Beziehung

n <ia b> — (a,b) (39)

Mit Hilfe von (39) geht (38) iber in

<7:a, b> = ap) (40)

womit gezeigt ist, dass (29) auch fiir alle rationalen Zahlen \ gilt.

Fall 4. Es sei \ eine beliebige, nach Wahl aber feste reelle Zahl und
{n —r,} (41)
eine gegen \ konvergierende Zahlenfolge rationaler Zahlen r,, d.h., es ist

lim r, = A (42)

n—oo

Die Beziehung (42) besagt, dass es zu jeder positiven reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl N(¢)
derart gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt |r, — \| < & (43)
Da r,, eine rationale Zahl ist, gilt wegen (40)
(rpa,b) =r,(a,b) (44)
Beriicksichtigen wir (43) und (44), so erhalten wir:
Wenn n = N(¢) ist, so folgt
[{rna, 0) = M@, 0)| = [rn(a,b) = Aa,b) = |rn = Al - [(a,0)] < [(a,b)[ - & (45)

Da |(a,b)| eine feste positive reelle Zahl ist, besagt (45), dass

lim (rya,b) = A a, b) (46)
ist. Es bleibt noch
lim (r,a,b) = (Aa, b) (47)
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zu zeigen. Aus (46) und (47) folgt dann, dass (29) fir alle reellen Zahlen X gilt.
Auf Grund von 4.2. (7) ist
lIra £ 6]l = [[Aa £ b[l] < [lrna+b = AaF bl = [[(r, — Na| = [rn = Al - [la]  (48)
Beriicksichtigen wir (43) und (48), so erhalten wir:
Wenn n > N(e) ist, so folgt
lrna £ bl = [[Aa £ 0[] < laf -¢ (49)
Da ||a|| eine feste positive reelle Zahl ist, besagt (49), dass
dim [|rpa £ b = [|[Aa £ b]| (50)
ist. Wegen (50) sind die beiden Zahlenfolgen
{n—=lrma+olly . {n—=lra-0b[}

konvergent und damit auch beschrankt. Dies bedeutet, dass es positive reelle Zahlen K und
Ky derart gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

[rpa+ bl <Ky, [rna = b < K3

Setzen wir
K3 = maX{Kl, KQ}

so gilt fir alle natiirlichen Zahlen n die Ungleichung
|lra £ 6] < K (51)
Wegen (17) ist

1
[(rna, b) = (Aa,b)] = Zlllrna +b]* = fIrna = blI* — [|Aa+ b]I* + [|Aa — b||
1
= 7 llllrma +Bl* = [IAa + B[] = [lraa = 6" — [Aa = b]]"]|

1 1
< 7l + Bl = [1Aa + BI*| + Z[llra = b* — [|Aa — b]I”]

1
= lliraa + b = [[Aa + bl|] - [llraa + b + [[Aa + bj]
1
+ 3 lllraa = bl = {JAa = b[|[ - [[lraa — bl + [|Aa — b]| (52)

Wegen (49), (51) und (52) gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt
1
[(rpa,b) — (Aa, b)| < 1 lal| - - (K5 + [|Aa+b|| + K5 + || Aa — b]|)

1
=7 llall - - (2K5 + [|Aa + bl + [[Aa — b]}) (53)
In (53) ist
lall - (2K35 + [|Aa + bl + [[Aa — b]})

eine feste positive reelle Zahl, die wir mit 4K bezeichnen. Damit geht (53) tber in:

Wenn n > N(¢) ist, so folgt
|(rpa,b) — (Aa, b)| < Ke (54)

Die Beziehung (54) besagt, dass (47) gilt.
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6.5 Winkel zwischen zwei Vektoren

Sind a, b zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren des euklidischen Vektorraumes (982, ( )),
so folgt aus 6.1. (1) die Beziehung

B (a,b)
cos £(0.0) = el @

Wir zeigen, dass man in jedem euklidischen Vektorraum (B, ( )) analog zu (1) fir zwei vom
Nullvektor verschiedene Vektoren a,b den von ihnen eingeschlossenen Winkel ¢ = Z(a,b)
definieren kann.

Wegen a # o und b # 0 ist wegen Satz 46 d

(a,a) >0 (b,b) >0

V(a,a) - 1/(b,b) >0 (2)
|<Cl,b>| < \V <C1,Cl> Y <bvb>

und hieraus wegen (2) die Ungleichung

und damit auch

Aus 6.4. (1) folgt

[(a,b)]

\V <a7a> ) <b7b> = (3)
Die Beziehung (3) lasst sich auch in der Form
(a,b)

\V <a7a> Y, <bvb> = (4)

schreiben. Die Ungleichung (4) ist dquivalent mit

) (a.b)
= \/{(a,a) - 1/(b,b) =1 G)

Fir die Kosinusfunktion gilt eine zu (5) analoge Beziehung

—1<cosp <1 (6)
Ein Vergleich von (6) mit (5) legt in Analogie zu (1) die Vereinbarung
(a,b) )
\/ <a7a> Y, <bab>

nahe. Durch die zusatzliche Forderung 0 < ¢ < 7 ist bei Vorgabe der Vektoren a,b von
(B, () der Winkel ¢ in (7) eindeutig bestimmt.
Diese Uberlegungen fiihren zur

cos p =

Definition 32. Unter dem Winkel ¢ zwischen zwei vom Nullvektor verschiedenen Vektoren a, b
eines euklidischen Vektorraumes (8, ( )) versteht man die reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 7, die

der Gleichung
a,b)

\V <C1,C(> Y, <bvb> (8)

cos p =
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genugt.

Beispiel 25. In dem euklidischen Vektorraum (91, 3, ( )1) berechnen wir den Winkel ¢ zwischen
den beiden Vektoren a = (1,1,0), b = (1,0,1).

Es ist
(a,b)1=1-1+1-04+0-1=1
(a,a);=1-14+1-140-0=2
(b,b); =1-14+0-0+1-1=2
und damit

1 1
Aufgabe 23. In dem euklidischen Vektorraum (9t 5, ( )5) mit

cos p =

wl A

(a,b)5 = CL1b1 + 2(12[)2 + 3a3b3
berechne man den Winkel ¢ zwischen den beiden Vektoren a(5, — 1,1), b = (1,1, — 1).

SchlieBen zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren a, b eines euklidischen Vektorraumes
(B, ( )) einen rechten Winkel ein, so folgt wegen cos 5 = 0 aus (8) die Beziehung

{a,b) =0 (9)

Unabhéangig davon, ob die Vektoren a,b von (28, ( )) vom Nullvektor verschieden sind oder
nicht, vereinbaren wir auf der Grundlage von (9) die

Definition 33. In einem euklidischen Vektorraum (2B, ( )) sind zwei Vektoren a, b orthogonal,
in Zeichen a L b genau dann, wenn (a, b) = 0 ist.

Beispiel 26. Es seien a1, as, ..., ax, b Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )). Wir
zeigen, dass der Vektor b zu allen Linearkombinationen der Vektoren aq, as, ..., a, orthogonal
ist, falls b zu den Vektoren ay, as, ..., a5 orthogonal ist. Es sei

a=2x101 + T2 + ... + Tk
eine beliebige Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., ax. Auf Grund von 6.3. (4) gilt
(b,a) = z1(b,a;) + x2(b,as) + ... + 21 (b, ag)
Beriicksichtigen wir die Voraussetzung
(b,a1) =0, (b,as) =0,...,(b,ax) =0

so erhalten wir die Behauptung (b,a) = 0.

Der Satz 46 c besagt, dass in einem euklidischen Vektorraum (B, ( )) der Nullvektor o von
(%, () zu jedem Vektor a von (B, ( )) orthogonal ist.

Aufgabe 24. Es sei a ein Vektor eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )). Man beweise:
Es ist a L a genau dann, wenn a = o ist.

Satz 52. In jedem euklidischen Vektorraum (*B,( )) gilt der Satz des Pythagoras, d. h., fiir
alle Vektoren a, b von (B, ( )) gilt:
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Wenn a L b ist, so folgt ||a — b||*> = ||a]|? + ||b]|%. (10)

Beweis. Es ist
||a - bH2 = <C1 - b7a - b> = <a7a> - 2<aub> + <b7b> (11)

Wegen a L b ist (a,b) =0, und (11) geht iber in
la = b[|* = (a,a) + (b,b) (12)
Mit
(aa)=lal® ,  (bb) =]

fihrt (12) auf die Gleichung
la = B]|* = [lall* + [[b]|*

womit der Satz bewiesen ist.

Aufgabe 25.
a) Es seien ay, ay orthogonale Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )). Man beweise,
dass

o + az* = [Jar ||* + flaa*

ist.

b) Es seien aj,as,...,a; paarweise orthogonale Vektoren eines euklidischen Vektorraumes
(%8, ( ). Man beweise durch vollstandige Induktion nach &, dass

lay +ag + .o+ al” = [Jag |* + [Jazl” + .. + [l ]| (13)
ist.

Aufgabe 26. Es seien a, b Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )). Man beweise:
Esist a L b genau dann, wenn [ja + b||]] = ||a — b]| ist. (14)

Definition 34. Ein Vektor a eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) ist zu einem Vektorsystem
S von (B, ( )) orthogonal, in Zeichen a L &, genau dann, wenn a zu jedem Vektor von &
orthogonal ist.

Beispiel 27. Wir zeigen, dass der Vektor a = (0,0,1) des euklidischen Vektorraumes (9 3, ( )1)
zum Vektorsystem S von (9 3, ( )1), das aus allen Vektoren der Form b = (by, by, 0) besteht,
wobei by, by beliebige reelle Zahlen bedeuten, orthogonal ist. Aus

(a,b>1:0b1—|—0b2+10:0

folgt die Behauptung.

6.6 Gramsche Matrix

Die Vektoren ay, as, ..., a, eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) seien linear abhangig. Dann
besitzt die Gleichung
T107 + Tolo + ... + XA = 0

auf Grund von Definition 19 eine nichttriviale Losung

* * *
Ty =], Ty =Xy, .., Ty = T, (1)
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Es ist dann
(a;,r101 + T200 + ... + xR05) = (a;,0)

fur alle i € {1,2,...,k}. Beriicksichtigen wir 6.3. (4) und Satz 46 c, so erhalten wir
JJT<C(¢,C11> + xé(ai,ag) + ...+ a:,j(ai,ak> =0 (2)
Setzen wir in (2) fir i der Reihe nach die Zahlen 1,2, ...,k ein, so erhalten wir wegen

x}f(ai,aj> = <C1i, Clj>13;

das System
(ar,01)27 + (a1,02)x5 + ... + (ar,a)7% = 0
(ag,a1) @t + {a,02) 2% + ... + {(ag,a)x) = 0 3)
(ag,a1)xt + (ag,a0)xs + ... + (ag,a5)x; =0
Das homogene lineare Gleichungssystem
(al,a1>x1 + (al,a2>x2 + ...+ <a1,ak>xk =0
(ag,a1>x1 + <Cl2,Cl2>ZL’2 + ...+ (ag,ak>xk =0 (4)

(ag,a1)z1 + (ag,a2)z2 + ... + (ag,a)7 = 0

von k Gleichungen mit k Variablen besitzt wegen (3) eine nichttriviale Lésung (1). Nach Satz
28 ("Determinanten") muss die Determinante

(a1,a1) (ag,a9) ... (ag,az)
) k) - .
(ak,cq) <ak,a2) <ak,ak>

der quadratischen Koeffizientenmatrix

(a1,a1) (ag,a9) ... (a,az)
) k) - 0
(ak,cq) <Clk,Cl2> <ak,ak>

des Gleichungssystems (4) verschwinden. Die Matrix (6) wird als Gramsche Matrix der Vek-
toren ay, g, ..., a; in Zeichen &(ay, as, ..., ax), bezeichnet.

Die Determinante (5) bezeichnen wir mit G(ay, as, ..., a;) und nennen sie die Gramsche De-
terminante der Vektoren ay, as, ..., ay.

Damit haben wir bewiesen:

Wenn die Vektoren ay, as, ..., a; eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) linear abhangig sind,
so ist
G(ay,ag,...,a5) =0 (7)

Von (7) gilt auch die Umkehrung:

Wenn fiir die Vektoren ay, ay, ..., a; eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) gilt
G(ay,ag,...,ar) = 0, so sind die Vektoren ay, as, ..., a; linear abhangig. (8)
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Beweis von (8).
Wegen G(ay, as, ..., a;) = 0 gilt unter Beriicksichtigung von Definition 13 ("Matrizen")

p[@(al,ag,...,ak)] <k (9)

Die Beziehung (9) besagt, dass in dem homogenen linearen Gleichungssystem (4) der Rang
der Koeffizientenmatrix (6) kleiner ist als die Anzahl k der Variablen. Auf Grund von Satz 24
("Matrizen") besitzt das homogene lineare Gleichungssystem (4) eine nichttriviale Losung (1),
d. h. es gilt (3). Wenden wir auf jede der Gleichungen von (3) die Beziehung 6.3. (4) an, so
erhalten wir

(a,x7ay + abag + ... + xjag)
<Cl2,LL’Ta1 + x§a2 + ...+ LL’ZC(Q

0
" (10)
(ag,ziay + x50 + ... +xpa,) =0

Multiplizieren wir beide Seiten der ersten Gleichung von (10) mit z7, beide Seiten der zweiten
Gleichung von (10) mit x5, ..., beide Seiten der k-ten Gleichung von (10) mit z}, so erhalten
wir unter Beriicksichtigung von S 1

ri(riay + wiag + ...+ rpag,aq)

=0
xi(riay + xias + ... + ziag,a0) =0

(10)
ri{xfay + xhag + ... + xjag,ax) :0
Addition aller linken und rechten Seiten von (11) liefert unter Beachtung von 6.3. (4)
(xja; + z5as + ... + xpag, xja; + xhas + ... + xpag) =0
Wegen S 5 ist dies dquivalent mit der Gleichung
xi0 +x5a0 + ...+ xpa =0

in der nicht alle x7, 23, ..., x; gleichzeitig verschwinden. Dies bedeutet, dass die Vektoren
aq, as, ..., a; linear abhangig sind.
Die beiden Teilergebnisse (7) und (8) fassen wir zusammen zu dem

Satz 53. Die Vektoren ay, as, ..., . eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) sind linear abhan-
gig genau dann, wenn die Gramsche Determinante der Vektoren ay, as, ..., a5 verschwindet.

Dieser Satz ist logisch aquivalent mit

Satz 54. Die Vektoren aj,ay, ..., a; eines euklidischen Vektorraumes (95, ( )) sind linear un-
abhangig genau dann, wenn die Gramsche Determinante der Vektoren ay, as, ..., a; nicht ver-
schwindet.

Beispiel 28. Mit Hilfe der Gramschen Determinante untersuchen wir, ob die Vektoren
a; = (1,0,1,0), ay=(1,1,0,0), a3=(0,1,1,1) (12)

des euklidischen Vektorraumes (91 4, ( )1) linear abhangig oder linear unabhangig sind.
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Zunachst bestimmen wir die Elemente der Gramschen Matrix (6). Wir erhalten

(a,01)1=1-14+0-0+1-1+0-0=2
(ar,a2)1 = (ag,01); =1-140-14+1-04+0-0=1
(a,a3)1 = (a3, a1)1 =1-040-1+1-140-1=1
(a2, 00)1 =1-1+1-140-0+0-0=2
(ag,a3)1 = (ag,a9); =1-04+1-140-140-1=1
(az,a3);=0-04+1-1+1-141-1=3

Damit ist

2 11
G(Cll,ag,ag) =11 2 1
1 1 3

Berlicksichtigen wir Rechenregeln fiir Determinanten, so erhalten wir

0 01l
G(Cll,CIQ,Clg) =] —1 1 1]|= ‘ 5 9 ‘ =7
-5 -2 3

Auf Grund von Satz 54 sind die Vektoren (12) des euklidischen Vektorraumes (9t 4, ( )1)
linear unabhangig.

Aufgabe 27. Mit Hilfe der Gramschen Determinante untersuche man, ob die Vektoren
a; = (1,1,1,1), a = (1,1,1,— 1)

des euklidischen Vektorraumes (91 4, ( )1) linear abhangig oder linear unabhangig sind.

Aufgabe 28. In dem euklidischen Vektorraum (9t 3, ( )5) mit
<Cl,b>5 = Clel + 2a2b2 + 3&3[)3

untersuche man mit Hilfe der Gramschen Determinante, ob die Vektoren
a) a;,= (1,1,0), as=(1,1,1)

b) a;, = (1,2,3), ax=(3,4,1), a3z=(2,3,2)

linear abhangig oder linear unabhangig sind.

6.7 Orthonormierte Vektorsysteme

Es sei G ein Vektorsystem mit den Vektoren ay,as, ..., a;, eines euklidischen Vektorraumes
(%8, ( )). Das Vektorsystem S kann die Eigenschaft besitzen, dass die Vektoren paarweise
orthogonal sind. Man nennt dann dieses Vektorsystem orthogonal.

Besitzen diese Vektoren dariiber hinaus noch die Eigenschaft, dass sie Einheitsvektoren, also
normierte Vektoren sind, so nennt man dieses Vektorsystem orthonormiert. Dieser Begriff ist
durch Verschmelzung der beiden Begriffe orthogonal und normiert entstanden.

Definition 35. Ein Vektorsystem & mit den Vektoren ay, as, ..., a; eines euklidischen Vektor-
raumes (B, ( )) ist orthogonal bzw. orthonormiert genau dann, wenn diese Vektoren paarweise
orthogonale Vektoren bzw. paarweise orthogonale Einheitsvektoren sind.
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Ist & ein orthonormiertes Vektorsystem mit den Vektoren ¢, ¢, ..., ¢, von (98, ( )), so gilt
(e;,e;) =0 firi#j und (e, ¢) = lel|> =1
Diese beiden Beziehungen lassen sich zu
O furi#y
e ={ 1 i) (1
zusammenfassen. Wir beweisen den

Satz 55. Ist & ein orthonormiertes Vektorsystem mit den Vektoren e¢q, ¢, ..., ¢; eines euklidi-
schen Vektorraumes (B, ( }), so sind die Vektoren ¢y, ¢y, ..., ¢; linear unabhangig.

Beweis. Auf Grund von (1) ist

1 0 . 0
G(el, €, ..., ek) = 0 1 .0 =1
0 0 ... 1

Beriicksichtigen wir Satz 54, so erhalten wir die Behauptung.

Satz 56. Sind a4, as, ..., a; linear unabhéangige Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )),
so besitzt der Unterraum $)(ay, as, ..., ax) von (B, ( )) eine orthonormierte Basis (¢1, ¢a, ..., ex).

Beweis. Es ist
(al)a27"')ak) (2)

eine Basis von $ = H(ay, as, ..., a;). Wir konstruieren in §) zuerst k paarweise orthogonale
Vektoren by, b, ..., by nach folgendem Verfahren:

a) Wir setzen b; = a;. Es ist damit by ein Vektor von §).
b) Wir setzen
bg =y + tlbl (3)

und bestimmen die reelle Zahl ¢; in (3) so, dass by L by ist. Die Forderung by L by ist
aquivalent mit

<C12 + tlbl, [31> =0 bzw. <Cl2, bl> -+ t1<bl,bl> =0 (4)

Da nach Voraussetzung die Vektoren in (2) linear unabhangig sind, so ist auf Grund von Satz
27 keiner von ihnen der Nullvektor von (8, ( )). Damit ist

(b1,b1) = (ay,a1) >0 (5)

und aus (4) erhalten wir wegen (5)

Somit ist
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Der Vektor by ist eine Linearkombination der Vektoren by, a; und wegen (a) auch eine Line-
arkombination der Vektoren ay, as, d. h., by ist ein Vektor von .
Angenommen, es sei
[32 =0 (7)
Dann folgt aus (6)
az = {83, b1>ﬂ1
(b1, by)

Dies lasst sich wegen b; = a; auch in der Form

(ag, by)
(b1, b1)

schreiben. Diese Gleichung besagt, dass der Vektor a; eine Linearkombination der Vektoren
ai, as, ..., a; ist. Auf Grund von Satz 28 sind demnach die Vektoren ay, as, ..., a; linear abhan-
gig. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Also muss unsere Annahme (7) falsch gewesen sein. Es ist damit by # o und folglich

as = a; + Oas + ... + Oqy,

<[12, b2> >0 (8)
c) Wir setzen
bg = as + tgbz + t1[11 (9)

und bestimmen die reellen Zahlen t1,t5 in (9) so, dass by L b; und by L by ist. Diese
Forderungen sind aquivalent mit

<C13 + tgbg + tlbl, bl> =0
<C13 + tgbz + tlbl, bg) =0

bzw.
<a3,b1> + t2<52,51> + t1<bl, bl> =0 (10)
<Cl3,bg> + tg(bg,bg) + t1<b1, bg> =0
Wegen
<b27b1> - <blub2> =0
und (8) bzw. (5) geht (10) dber in
tl _ <a37b1> t2 _ _ <a3ub2>
<b17b1> ’ <b27b2>
Setzen wir dies in (9) ein, so erhalten wir
<a37b1> <a37b2>
by = a3 — by — b 11
T 1000 (babs) ()

Der Vektor bs ist wegen (a) und (b) eine Linearkombination der Vektoren ay, as, as, d.h., bs
ist ein Vektor von §).

Es ist ferner bs # 0, denn anderenfalls ware a3 eine Linearkombination von by, by und damit
auch von ay, as, was der linearen Unabhangigkeit der Vektoren ay, as, ..., a; widerspricht.

d) Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir nach dem k-ten Schritt den vom Nullvektor
verschiedenen Vektor

<akabk71>
(bg—1,b_1)

<akvbl>

b1 —...—
e (by,by)

bk = 0 — bl (12)
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von $). Die Vektoren by, bs, ..., br von § sind nach Konstruktion paarweise orthogonal und
jeweils vom Nullvektor verschieden.

e) Da wir orthogonale Einheitsvektoren suchen, normieren wir die Vektoren by, by, ..., by und

setzen 1
6]

Das so konstruierte Vektorsystem & von § mit den Vektoren ¢y, ¢s, ..., ¢; ist orthonormiert.
f) Wir miissen noch zeigen, dass die Vektoren (13) eine Basis von ) bilden: Die lineare Unab-

hangigkeit der Vektoren (13) folgt aus Satz 55. Auf Grund von Satz 33 ist auch (e, ¢, ..., %)
eine Basis von $(ay, ag, ..., ax).

Das im Beweis dieses Satzes geschilderte konstruktive Verfahren zur Ermittlung einer ortho-
normierten Basis wird nach dem deutschen Mathematiker Erhard Schmidt (1876-1959) als
Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren bezeichnet.

Beispiel 29. Wie wir in dem Beispiel 28 gezeigt haben, sind in dem euklidischen Vektorraum
(94, ( )1) die Vektoren

o = (1,0,1,0), as=(1,1,0,0, az=(0,1,1,1) (14)

linear unabhangig. Wir bestimmen in dem Unterraum $)(a;, as, a3) von (9 4,( )1) eine or-
thonormierte Basis.

a) Wir setzen a; = (1,0,1,0).

b) Es ist
<a2,bl>1:11—|—10+01+00:1
(by,b))1=1-14+1-04+1-140-0=2

und (6) liefert

11 1 1 1

20 =(51 = (1,2, -1
2727O> ( b 70) 2( = 70)

1
b? as 9 bl ( ) 707()) ( 92 2

Da es bei den Vektoren b; nicht auf den Betrag ankommt, rechnen wir mit dem Vektor
b5 = (1,2, — 1,0)
weiter.
c) Es ist
(a3,b3); =0-14+1-2+1-(-1)+1-0=1
(b5, b3)1=1-142-24(=1)-(-1)+0-0=6
(as,b1) =0-14+1-04+1-14+1-0=1
und (11) liefert

1 11 1 1 1
b3 = a3 — 7b§ - §b1 - (0717171> - (67 §7 - 67()) - (§7O7§7O>
2 1
- 1) ==(-2,223
737 ) 3( 1T )
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Wir rechnen mit
b5 = (—2,2,2,3)

weiter. Die Vektoren
(1707170)7 (1727 - 170)7 (_2727273) (15)

bilden demnach eine orthogonale Basis von $(ay, as, a3).

d) Die Normierung der Vektoren by, b}, b5 ergibt wegen

o1l = /(b1 b1)y = V2

1651 = \/(b3,65), = V6

1651, = \/(63,63), = V21
die Vektoren

1 1
o= 51010, e=—512-10), =

die eine orthonormierte Basis (¢4, ¢5, ¢3) in dem Unterraum $)(ay, as, az

Aufgabe 29. Es seien

(—2,2,2,3)

—

von (M 4, ( )1) bilden.

a = (].,].,1), Ay = (1,1,2)
Vektoren des euklidischen Vektorraumes (90t 3, ( )5) mit
<C1, b>5 = albl + 2a2b2 + 3&3[)3

Man bestimme in dem Unterraum $)(ay, as) von (91 3, ( )5) eine orthonormierte Basis.

6.8 Orthogonalprojektion und Lot

Es seien ay, as, ..., a5 linear unabhangige Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )).
Wir untersuchen, ob es zu einem vorgegebenen Vektor a von (B, ( )) stets Vektoren ay und
ay von (B, ( )) mit der Eigenschaft

ag € H(ag,az, ..., ) , ay L H(ag,az, ..., 8 (1a, 1b)

so gibt, dass
a=ayg +ay (2)

ist. In Fig. 41 ist der Fall £ = 1 in dem euklidischen Vektorraum (84, ( )) veranschaulicht.

BB}
Fig. 41 7
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Setzen wir in
g = T101 + Toby + ... + 7,05 (3)

fur x1,xs, ...,z beliebige reelle Zahlen ein, so ist ay stets ein Vektor von $(ay, as, ..., az),
da agy eine Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a; ist. Wir wollen die reellen Zahlen
T, T2, ..., g in (3) so bestimmen, dass der Vektor a — ay (4)
die Eigenschaft

a—ag La, a—ag Llay, .., a—agla (5)

besitzt. Wegen (3) ist die Forderung (5) aquivalent mit

(a — X101 — T2l — ... — XA, a1> =0
(a — T101 — X220y — ... — T, Cl2> =0
<Cl — 107 — T2l — ... — T}, Clk> =0
bzw.
<a,a1> — x1<a1,a1) — ;1:2<a2,a1) — ... — xk<ak,a1> =0
<Cl,02> — x1<a1,a2) — ZL’2<Cl2,Cl2> — .. — xk<ak,a2> =0
(a,ar) — x1(ay,a) — xo(as,ax) — ... — xx(ag,ax) =0
bzw.
x1<a1,a1> + :U2<a2,a1> =+ ...+ xk(ak,a1> = <Cl1,Cl>
x1<a1,a2> + ZL’2<Cl2,C12> + ...+ xk(ak,a2> = <C12,Cl> (6)

z1(ay,ax) + 2(ag,ar) + ... + x(ag,ar) = (a,a)

Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (6) ist die Gramsche Matrix 6.6. (6). Da nach
Voraussetzung die Vektoren ay, as, ..., a; linear unabhangig sind, ist wegen Satz 54 die Koef-
fizientendeterminante von (6) von null verschieden.

Auf Grund der Cramerschen Regel, Satz 25 ("Determinanten"), besitzt das Gleichungssystem
(6) genau eine Losung, die sich mit Hilfe von

T, = i=12,..k 7
G(ay,a9,...,0;) ( ) (7)
berechnen lasst, wobei
<Cl1,Cl1> <a1,ﬂi_1> <Cl1,Cl> <a1,ﬂi+1> <a1,ak)
a (ag,a1) ... (ag,a;-1) (ag,a) (ag,a;41) ... (ag,ax)
(ag,a1) oo (an,aio1)  (ak,0)  (ag,0i1) oo (ag,0k)

bedeutet. Der auf diese Weise eindeutig bestimmte Vektor ay besitzt die Eigenschaft (1a),
und der Vektor a — ay ist orthogonal zu den Vektoren a;, as, ..., a; und damit wegen Beispiel
26 auch orthogonal zu $(ay, as, ..., ag), d. h., es gilt

a—ag L H(ar,az,...,az) (8)

Setzen wir
ay = a—ag (9)

so besitzt der Vektor ay wegen (8) die Eigenschaft (1 b). SchlieBlich ist (9) dquivalent zu (2).
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Damit haben wir bewiesen den

Satz 57. Sind a4, as, ..., a; linear unabhangige Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )),
so lasst sich jeder Vektor a von (9B, ()) auf genau eine Weise in der Form

a=ayg+ay (10)

mit
am Eﬁ(a1,ﬂ2>---,ﬂk), aNl—ﬁ(alaﬂza---aﬂk) (11)

darstellen.
Das Ergebnis von Satz 57 fiihrt zur

Definition 36. Sind ay, as, ..., ax linear unabhangige Vektoren eines euklidischen Vektorraumes
(%8, ( )), so heiBen die auf Grund von Satz 57 zu jedem Vektor a von (B, ( )) existierenden
und eindeutig bestimmten Vektoren aj,ay die den Bedingungen (10) und (11) geniigen,
die Orthogonalprojektion und das Lot des Vektors a auf den Unterraum $)(a;, a, ..., ax) von

(B, ().
Beispiel 30. Wie wir in Aufgabe 27 gezeigt haben, sind die Vektoren
a; = (1,1,1,1), a, = (1,1,1, - 1)

des euklidischen Vektorraumes (9 4, ( )1) linear unabhangig. Wir bestimmen die Orthogo-
nalprojektion und das Lot des Vektors

a=(1234)

auf den Unterraum $)(ay, az) von (Mg 4, ( )).
Zur Berechnung der Koordinaten z, x5 von ay beziglich der Basis (aj,a2) von $(ay, as)
miissen wir ein Gleichungssystem der Form (6) l6sen. Wegen

<ﬂ17a1>1 =4, (al,a2>1 = <a2,a1>1 =2
(a1, a); = 10, (az, a2)1 = 4, (ag,a); =2

lautet das System (6) im vorliegenden Beispiel

41’1 + 2(172 =10
211 +4x9 = 2

das wir in der Form
(12)

schreiben. Zur Losung eines Gleichungssystems der Form (6) ist es bei konkreten Beispielen
zweckmaBiger, das Verfahren zur Auflosung linearer Gleichungssysteme anzuwenden, als die
Losung mit Hilfe der Cramerschen Regel zu bestimmen.

Offensichtlich besitzt das System (12) die eindeutig bestimmte Loésung

2{L’1+CL’2:5
$1+21’2:1

T = 3, Ty = —1
Demnach ist wegen (3) die Orthogonalprojektion von a auf $(ay, as) der Vektor

ag =30 —ay = (3,3,3,3) — (1,1,1, — 1) = (2,2,2,4)
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Das Lot von a auf $(ay, ay) ist der Vektor
ay=a—ay = (1,2,34) — (2,2,2,4) = (—1,0,1,0)
Zur Kontrolle berechnen wir das Skalarprodukt der beiden Vektoren ay, ay. Es ist
{ag,an)1 =2-(=1)+2-0+2-1+4-0=0
d.h., die Vektoren ay, ay erfillen die Bedingung der Orthogonalitat.

Aufgabe 30. Wie wir in dem Beispiel 28 gezeigt haben, sind in dem euklidischen Vektorraum
(93?174, < >1) die Vektoren

a; = (1,0,1,0), as = (1,1,0,0), as = (0,1,1,1)
linear unabhangig. Man bestimme die Orthogonalprojektion und das Lot des Vektors
a=(4,3,2,1)
auf den Unterraum $)(ay, az, ag) von (Mg 4, ( )1).

Besonders einfach wird die Ermittlung der Orthogonalprojektion ay eines Vektors a eines
euklidischen Vektorraumes (B, ( )) auf einen Unterraum $)(ay, as, ..., a;) von (B, ( )), wenn
die linear unabhangigen Vektoren

ag, ag, ..., 0%

ein orthogonales Vektorsystem bilden. Das Gleichungssystem (6) zur Berechnung der Koordi-
naten x1, zo, ...,z von ay beziglich der orthogonalen Basis

<a17 ag, ..., ak)

nimmt in diesem Fall wegen

<ai7 aj> =0
fir ¢ # 7 die einfache Gestalt
<ﬂ17 a1>551 = <a1, ﬂ)
<a2> a2>x2 = <a2, Cl) (13)

<Clk, Clk>$k; = (Clk, Cl)
an.

Beispiel 31. Von den Vektoren
aT - (1707170)7 a; = (1727 - 170)7 a; = <_27 27273)

haben wir in 6.7. (15) gezeigt, dass sie eine orthogonale Basis des Unterraumes $)(ay, as, a3)
von (9 4, ( )) bilden, wobei

a; = (1,0,1,0), ay=(1,1,0,0), a3=(0,1,1,1)

ist. Da (ay,as,a3) und (aj,al, aj) Basen von $(ay, as, as) sind, ist jede Linearkombination
der Vektoren ay, as, ag auch eine Linearkombination der Vektoren aj, a3, a3, und umgekehrt
ist jede Linearkombination der Vektoren aj, a3, a5 auch eine Linearkombination der Vektoren
ai, as, as. Dies bedeutet

5;)((11, az, Clg) = ﬁ(cqv as, Cl;)
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Wir bestimmen die Orthogonalprojektion des Vektors a = (4,3,2,1) auf $(aj, al, al). Wegen

<a>{> aDl =2, <Cl>{,a>1 = 6, <a;7 a;>1 =6
(a3,a); =8, (a3, a3)1 =21, (aj,a); =5

lautet das System (13) im vorliegenden Beispiel

4
T =3, 552:5, $3:ﬁ

und wir erhalten

A =5t T o T o %=\ 7 77

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis fiir ay von Aufgabe 30.
Beispiel 32. Es seien a;, as Vektoren des euklidischen Vektorraumes (B, ( )) mit a; # o. Wir

zeigen, dass die Gramsche Determinante

_ [ (a,a1) (o, 02)
G(ay,az) —‘ (ag,a1) (a9, az) ‘

der Vektoren ay, a; das Quadrat des Flacheninhalts des von den Vektoren a;, a; aufgespannten
Parallelogramms ABCD (Fig. 42) ist.

Fig. 42 * % 4
Es ist
G(ay,a2) = (ay, aq) - (ag, az) — (ay,az) - (a2,01) = (ar, a1) - (a2,a2) — <a1,a2>2 (14)

Bezeichnen wir mit ay bzw. ay das Lot bzw. die Orthogonalprojektion des Vektors a, auf
$(a1) und mit V'(ay,as) den Flacheninhalt des Parallelogramms ABCD, so gilt

ay = ado —ag (15)

[V (a1,02)] = [las[|* - [Jlan]? = (a1,a1) - {an, an) (16)

Das Gleichungssystem (6) zur Berechnung der Koordinate x; von ay beziiglich der Basis (a;)
von $)(a;) lautet im vorliegenden Beispiel

(ap, a1)zy = (ap, az) (17)
Da a; # o ist, folgt aus (17) die Beziehung

<C11, Cl2>
(a1, a1)

I =
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6 Euklidische Vektorraume

Damit geht (15) dber in

ay = ado —

Setzen wir dies in (16) ein, so erhalten wir

[V(al,ag)] <Cl1,Cl1> <Cl2 a1>a1,a2—<

alaa2> < 17a2>2
(aj,a1) as,a) — 2 ,a1) + a;,a
1,41 [ 2,U2 <a1’a1>< 2 1> <a17a1>2< 1 1>
2
a,a a,,a
a17a1 a2,a2 2< : 2> < : 2> ]
ﬂ1,al> <017a1>

= (a,a1) - (ag,0) — (a1,02)° (18)
Beriicksichtigen wir (14), so geht (18) in die Behauptung
[V(01,02)]2 = G(a1,a2)

tiber.

Es seien a ein vorgegebener Vektor eines euklidischen Vektorraumes (98, ( )) und H(ay, as, ..., ai)
die lineare Hille der linear unabhangigen Vektoren ay, as, ..., a; von (B, ( )). Ferner sei b ein
beliebiger Vektor von $(ay, as, ..., ai). Den Vektor

ay=a—>

bezeichnen wir als einen Verbindungsvektor des Vektors a mit dem Unterraum $)(ay, as, ..., ax).
In Fig. 43 ist der Fall £k = 1 in dem euklidischen Vektorraum (28,, ( )) veranschaulicht.

Fig. 43 T 4 a v

In dem folgenden Satz beweisen wir, dass von allen Verbindungsvektoren ay- des Vektors a mit
dem Unterraum $(ay, as, ..., a;) das Lot ay von a auf $(ay, as, ..., a;) im Vergleich zu den
anderen Verbindungsvektoren dadurch ausgezeichnet ist, dass sein Betrag am kleinsten ist.

Satz 58. Es seien a ein Vektor eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) und $(ay, as, ..., ax)
die lineare Hiille der linear unabhangigen Vektoren ay, as, ..., a; von (B, ( )).

Von allen Verbindungsvektoren ay, des Vektors a mit dem Unterraum $)(ay, as, ..., a;) von
(B, ( )) besitzt das Lot ay von a auf $(ay,as, ..., a;) die Eigenschaft, dass sein Betrag im
Vergleich zu allen anderen Verbindungsvektoren am kleinsten ist.

Beweis. Trivialerweise gilt fir alle Vektoren b von $(a;, as, ..., a) stets
ay=a—b=(a—ay)+ (ag —b) (19)
wobei ay die Orthogonalprojektion von a auf 9(ay, as, ..., a;) bedeutet. Wegen (10) und (11)

ist
a—ag =oay L H(ay,az,...,a5) (20)
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Mit (20) geht (19) tber in
ay =ay + (ag — b)

Hieraus folgt

lav|® = (an + (ag — b),an + (ag — b)) = (an,an) + 2(ay, ag — b) + (ay — b, ayb)

(21)
Wegen b € 9H(ay, as, ..., a;) ist auch
ag —b e Hlay,ag,...,a;)
Da ay L $H(ay,aq, ..., ax) ist, gilt
(an,ag —b) =0 (22)
Auf Grund von (22) geht (21) tber in
lav[* = llan[|* + llaz — b]* (23)

Da stets ||ag — b|| > 0 ist, folgt aus (23) die Beziehung
lav* > flav]?

und hieraus wegen |[[ay || > 0, ||ax|| > 0 die Ungleichung
lav ] = llax]

womit der Satz bewiesen ist.

6.9 Methode der kleinsten Quadrate
In der Praxis wird man haufig vor die Aufgabe gestellt, eine ganze rationale Funktion der Form
y=ay+az+ax?+ ...+ apa” (1)

durch Messen von y fiir m verschiedene Werte

L15 X2y o5 Tm
zu bestimmen, wobei wir m > n + 1 voraussetzen wollen. Die Messresultate bezeichnen wir
mit

Y1, Y2, s Ym

Jedes der m Wertepaare
(xlayl)a(anyQ)v-"v(xm7ym> (2)

muss der Gleichung (1) geniigen:

ag + a1x1 + (1227% + . tayx! =y
ag + ayre + agxg + .t apxsy = Yo (3)

ag + a1 T, + Q272 4 o+ AT = Y
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Das System (3) ist ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen mit n + 1 Variablen
ag, A1y ..., Qp,.

Fall 1. Ist m = n + 1, so besitzt das Gleichungssystem (3) die Koeffizientendeterminante

1 T 2 . Y

1 T2 3 .. Ty

1 x z? !
n_l,-]_ n+1 ces n+1

Von dieser Determinante lasst sich zeigen, dass sie von null verschieden ist, falls 1, zo, ..., ,_1
voneinander verschiedene reelle Zahlen sind. Auf Grund der Cramerschen Regel, Satz 25 ("De-
terminanten"), gibt es in diesem Fall genau eine ganze rationale Funktion von héchstens n-tem
Grade, die fiir n+ 1 voneinander verschiedene reelle Zahlen x4, x5, ..., x,, 11 vorgegebene Werte
Y1, Y2, ---Yn+1 @aNNimmt.

Beispiel 33. Wir bestimmen eine Gleichung der Parabel, die durch die Punkte P;(1,1), P»(2,3),
P3(3, 6) gEht.
Eine Gleichung der gesuchten Parabel sei

y = ag+ amz + axz? (4)

Die Gleichung (4) muss erfiillt sein, wenn wir die Koordinaten von P, bzw. P, bzw. P; in (4)
einsetzen:
ag + ay + as = 1
ap + 26L1 + 4&2 =3 (5)
ag + 3a, + 9a, =6

Auch hier ist es zweckmaBiger, auf (5) das Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungssysteme
anzuwenden, als die Lésung von (5) mit Hilfe der Cramerschen Regel zu bestimmen.

ag+a1—|—a2:1 — |
ao + 2a1 +4ay = 3 |
ag + 3a1 + 9a, =6 1 |
ap+ a1 +as =1
CL1+3CL2:2 —2

1

|
26L1 + 8&2 =5 i,
ag+a; +as =1
ay + 3ag = 2
2@2 =1
Die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems ist
1 1
a0:07 a/1:§7 a2:§
Demnach ist
1 n 1,
=—xr+ -x
Y=ot

eine Gleichung der Parabel, die durch die Punkte P;(1,1), P»(2,3), P5(3,6) geht.

Fall 2. Ist m > n + 1, so wird im allgemeinen das System (3) infolge von Messfehlern nicht
|6sbar sein, was wir im folgenden voraussetzen wollen. Unser Ziel ist es, die ag, ay, ..., a, in (3)
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6 Euklidische Vektorraume

so zu bestimmen, dass die linken Seiten der einzelnen Gleichungen von den rechten Seiten der
entsprechenden Gleichungen nur "wenig" voneinander abweichen, In dem System

2 _
Y1 — Qo — Q1 T1 — QX — ... — AT} = C1
2 _
Yo — Qo — A1 T2 — AaT5 — ... — ApTy = C2 (6)
2 n o __
Ym — Q0 — Q1T — Q2T — ... — ApTp, = Cpy

konnen wir die reelle Zahl ¢; als MaB fiir die Abweichung der rechten Seite von der linken Seite
der i-ten Gleichung des Systems (3) deuten. Es liegt nahe zu fordern, dass die Summe

cit+ce+...+c,

aller Abweichungen einen Wert annimmt, der nahe der reellen Zahl null liegt. Bei dieser Sum-
mation kénnen sich aber eventuell auftretende groBe Abweichungen gegenseitig aufheben, wie
das beispielsweise fiir

c1 =100, ¢ =300, c3=—400

der Fall ist. Bildet man dagegen die Quadratsumme
A4cat..+c (7)

der einzelnen Abweichungen und fordert, dass die so gebildete Quadratsumme moglichst klein
werden soll, so ist der oben besprochene Mangel beseitigt. Diese Art des Fehlerausgleichs wird
als Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet und geht auf den deutschen Mathematiker
Carl Friedrich GauB (1777-1855) zuriick.

Unsere Aufgabe besteht, darin, zu den m Wertepaaren (2) reelle Zahlen ag, ay, ..., a, so zu
bestimmen, dass die Summe (7) moglichst klein wird. Mit Hilfe der Vektoren

1 1 Y Y1 C1

1 Lo Ty Yo c1
ap = . s a; = . 5 ceey an = . ) N = . ) =

1 T, Ty, Um Crm.

des euklidischen Vektorraumes (9,1, ( )1) geht das Gleichungssystem (3) bzw. (6) dber in
Aoty + a1a7 + ... +ana, =Y (8)

bzw.
) —apty —a1a; — ... —apdy =¢ (9)

Da nach Voraussetzung das Gleichungssystem (3) nicht lésbar ist, gibt es keine reellen Zahlen
ag, Ay, ..., a,, die dem System (3) geniigen. Dies bedeutet, dass der Vektor v in (8) keine
Linearkombination der Vektoren

ag, A1, ..., Oy, (10)

ist. Von den Vektoren (10) wollen wir voraussetzen, dass sie linear unabhangig sind. Setzen
wir in
b=aqapap+ajay +... +.a,0a, (11)

fir ag, ay, ..., a, beliebige reelle Zahlen ein, so ist stets

b e f)(ao,al, e Cln)
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Der Vektor y gehort nicht zu $(ay, as,...,a,), da er keine Linearkombination der Vektoren
(10) ist. Mit Hilfe von (11) geht (9) iber in

n—b=c (12)

Den Vektor ¢ in (12) kénnen wir als Verbindungsvektor des Vektors 1y mit dem Unterraum
H(ag,ay,...,a,) von (M, 1, ( )1) deuten.

Der Betrag des Verbindungsvektors ¢ ist, da wir unsere Uberlegungen im euklidischen Vektor-
raum (9,1, ( )1) durchfiihren,

el = (eeh = @+ G+ ..+, (13)

Auf Grund von Satz 58 nimmt [|c||; seinen kleinsten Wert an, wenn der Verbindungsvektor von
y mit dem Unterraum $(ag,ay,...,a,,) das Lot von y auf $(ag, a, ..., a,) ist, also ¢ = pyy ist.
Die Orthogonalprojektion von 1 auf $(ag,ay,...,a,,) ist dann der eindeutig bestimmte Vektor

Y = ayto +aja; + ... +aa, (14)

dessen Koordinaten af, af, ..., a’ beziglich der Basis (ag,ay,...,a,) von $(ag,ay,...,a,) die
Eigenschaft besitzen, dass (13) und damit auch (7) seinen kleinsten Wert annimmt.

Die af, af, ...,a’ in (14) sind, wie wir in 6.8. gezeigt haben, die eindeutig bestimmte Losung

coy Upy

eines Gleichungssystems der Form 6.8. (6).

Beispiel 34. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate bestimmen wir eine Gleichung der
Geraden, die sich den Punkten P;(1,1), P»(2,3), P5(3,6) am besten annahert.
Eine Gleichung der gesuchten Geraden sei

Y= ag+ ax (15)

Die Gleichung (15) muss erfiillt sein, wenn wir die Koordinaten von P, bzw. P, bzw. P in
(15) einsetzen:

ap+a; =1
ap + 2a; =3 (16)
CL0+3CI,1:6

Mit Hilfe des Verfahrens zur Auflésung linearer Gleichungssysteme zeigen wir, dass das System
(16) nicht l6sbar ist:

a+a=1[-1 | —1 |
ap+2a;=3| 1 | |
CL0+36L1:6 1 \L
a0+a1:1

0,1:2 —2 |

2a1 =5 1]
ag+a; =1

CL1:2

0=1

Wir bestimmen eine Gleichung der Geraden, die sich den gegebenen drei Punkten am besten
annahert. Dazu geben wir zunachst das System (16) in Vektorschreibweise

1 1 1
ap| 1 |4+a1] 2 | =] 3
1 3 6
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an. Hierin ist

1 1 1
a=|(1|, am=[2], p=1|3
1 3 6

Die beiden Vektoren ag, a; sind linear unabhangig, da das zu (16) gehdrige homogene lineare
Gleichungssystem nur die triviale Losung besitzt.
In dem euklidischen Vektorraum (9151, ( )1) ermitteln wir die Koordinaten der Orthogonal-
projektion des Vektors 1y auf den Unterraum $)(ag, a;) von (931, ( )1) beziiglich der Basis
(ap, a1). Wegen

<Cl0,a0>1 = 3, <C10,Cl1>1 = 6, <Clo,lj>1 =10

(a,a0)1 =6, (ar,a1)1 =14, (a1,n)1 =25
lautet das System 6.8. (6) im vorliegenden Beispiel

3ag + 6a; = 10
6@0 + 14@1 =25 } (17)
Die eindeutig bestimmte Lésung von (17) ist ag = —2, a; = 3. Demnach ist
5 L D
=——4 -z
Y737

eine Gleichung der Geraden g, die sich den Punkten P;(1,1), P»(2,3), P5(3,6) am besten
annahert (Fig. 44).

¥

s ¥

Fig. 44 /

Aufgabe 31. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate bestimme man eine Gleichung der
Parabel, die sich den Punkten P;(—2,4), P»(—1,1), P5(1,1), P4;(2,5) am besten annahert.
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7 Losungen der Aufgaben

1. Es seien A’ bzw. B’ der Mittelpunkt der Seite BC bzw. AC eines Dreiecks ABC' (Fig. 45)
und a, b, ¢, a’, b’ die Ortsverschiebungen der Punkte A, B,C, A’, B'. Es ist

A—-—B =d -0 , B-—A=b—-a
und

1 1 1 1 1
A,—B/: /— /:7 —_ — = — — — = — — :—B—A
a—b 2(b+c) 2(a+c) 2(b~|—c a—c) 2([1 a) 2( )

i 0 0
/B'AA' AFW
A 4\’ Ny
8 A 3
2. Es seien M, bzw. M, der Mittelpunkt der Seite AD bzw. BC eines Trapezes ABC'D (Fig.
46) und a, b, ¢, 0, my, my die Ortsverschiebungen der Punkte A, B,C, D, My, M,. Es ist

Fig. 45, 46

B-A=b-a , C—-D=c¢—20

und

Mg—Mlzmg—nu:%(b+c)—%(aJrD):%[(b—a)—ir(c—a)}:%[(B—A)wL(C—D)]

3.a) Es seien a,b, ¢, v, v, ", v die Ortsverschiebungen der Punkte A, B, C, P, P', P", P".
Es ist
PP=A+(A-P)

Der Ubergang zu Ortsverschiebungen liefert die Gleichung
v=a+(a—t)=2a—¢
Ferner ist
P"=B+(B-P) bzw. t"=b+(b—t)=b+(b—2a+t)=2b—2a+<

SchlieBlich ist
P"=C+(C—-P")  bzw.
=c+(c—t")=c+(c—2b+2a—t)=(c—b+a)+(c—b+a—r)

bzw.
O+t¢" =0+ (c—b+a)+(c—b+a—r) (1)

Den durch
O+ (c—b+a)

definierten Punkt bezeichnen wir mit D, die Ortsverschiebung von D sei 0. Da

D—P=0d—t=c¢c—b+a—rt
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ist, geht (1) wegen O + v = P" {iber in
P" =D+ (D - P)
Diese Gleichung besagt, dass der Punkt P”" durch Spiegelung an dem Punkt D hervorgeht.
b) Es ist
D=0+ (c—b+a)=0+(a+c—b)=(O+a)+(c—b)=A+(C - B)

und damit
D—-—A=C-B (2)

Die Gleichung (2) besagt, dass die Punkte A, B, C, D ein Parallelogramm (Fig. 47) aufspan-
nen, falls die Punkte A, B, C nicht in einer Geraden liegen.

Fig. 47
4.3) (7,5,8,14), b) r = (10,8,8, — 1).

0 11
3

5.a) THE b) r = 0
12 8

6. Die Beziehung 3.2. (22) ist richtig fir £ = 1. Auf Grund von B 4 gilt
M+ oo+ X+ p)a= A+ .+ A)a+ Aqa
Beriicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung
M+ .o+ AXp)a=Na+ ...+ \a

so gilt
M+ e+ Aer)a=Na+ ..+ a+ Apa

womit die Behauptung bewiesen ist.

7. Die Beziehung 3.2. (23) ist richtig fir £ = 1. Auf Grund von B 5 gilt
)\(Cll + ...+ a+ Clk+1) = )\(Cll + ...+ Clk> + Mg
Berlicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung

Aag + ...+ ag) = Aag + ... + Aay,
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so gilt
Aag + .o Fag + aprr) = Aag + o+ Aag + Aagg

womit die Behauptung bewiesen ist.

8. x1a; + x9a9 + x3a3 + 2404 = b

201 +3xo + 43+ =1 -1 | | ]
3ry +4wy + a3+ 204 =1 -1 | ]
41’1+I2+2LL’3+3I4:1 —1 l,

$1+21’2+3[E3+4ZL’4:1
$2+2$3+7I4:1 —2 |
219 + 8x3 + 1024 = 2 1 |
Tro + 10z3 + 1324 =3 -1 ]
LU1+2I2+3.T3+4$4:1
$2+2:L’3+7ZE4:1

drs —4dx, =0 | —

dxs + 36x4 = 4
$1+23§'2+31’3+4$4:1
To+2x3+ Ty =1

drs —4dxy =0

4OZE4:4

Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar. Der Vektor b ist eine Linearkombination der Vek-
toren ay, as, as, ay. Die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems ist

1
$1—ZE2—I3—I4—TO
also ist b = 1—10(a1 +as +as + Cl4).
9. T101 + Tolo + X303 = 0
$1+LL’2—|—JI3:0 -1 | -1 |
{L’1+2l‘2+3$3:0 1 i, |
ZL‘1+3IL‘2+5IL‘3:O 1 $

1’1+ZE2+]J3:O
To+2x3=0| 2 |
21’2"‘45[33:0 —1 \l,
I1+ZL’2+I3:O
To+ 223 =10

Das Gleichungssystem besitzt nichttriviale Losungen. Die Vektoren a;, as, az des reellen Vek-
torraumes 9, 3 sind linear abhangig.

10. Die Vektoren ay, as, as sind linear abhangig genau dann, wenn die Vektorgleichung
10y + ToOg + X303 = 0

eine nichttriviale Losung x1, x9, 3 besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn das homogene
lineare Gleichungssystem

axy + bxy + brs =0

biL‘l + axry + bl’g =0

bxl + bSCQ +ars = 0
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nichttrivial l8sbar ist. Auf Grund von Satz 24 ("Matrizen") ist das genau dann der Fall, wenn
der Rang der Koeffizientenmatrix

a b b
b a b
b b a
kleiner als drei ist bzw. fiir die Determinante dieser Matrix
a b b
b a b|l=0
b b a
gilt. Da
a b b
b a b |=(b—a)a+2b)
b b a

ist, sind die Vektoren a;, ay, as des reellen Vektorraumes 91, 3 linear abhangig genau dann,
wenn a = b oder a = —2b ist.

11. a) Auf Grund von Satz 33 braucht nur gezeigt zu werden, dass die Vektoren u, v linear
unabhangig sind. Es ist
Tl + Tob = 0 (1)
mit
zi(ag +ag) +as(ay —ay) =o bzw. (r1 —x9)ay + (x1 + 22)az =0 (2)
aquivalent. Da nach Voraussetzung die Vektoren ay, as linear unabhangig sind, besitzt die
Gleichung (2) nur die triviale Losung

:1:1—:1:2:0 , $1+$2:0 (3)

Anwendung des Verfahrens zur Aufldsung linearer Gleichungssysteme auf (3) liefert die ein-
deutig bestimmte Losung x1 = 0, 2o = 0, d.h., die Vektorgleichung (1) ist nur trivial lésbar.
Die Vektoren u, v sind linear unabhangig.

b) Es ist z1u + 220 = ay mit
xl(al + Clz) + .’EQ(C[Q — Cll) = 0o bzw. (.2131 — .%2)&1 + (l‘l + X9 — 1)&2 =0 (4)

aquivalent. Da die Vektoren aj, a, linear unabhangig sind, :besitzt die Gleichung (4) nur die
triviale Losung
.Il—IQ:O s $1+$2—1:O (5)

Anwendung des Verfahrens zur Auflsung linearer Gleichungssysteme auf (5) liefert: x; = %

To = % Demnach ist

a —1u+}o
2797 T

d.h., die Koordinaten von a, beziiglich der neuen Basis (u, v) sind

N
N |
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Fig. 48
12. a) Es ist
T101 + ToQy + T303 = 0 (1)
mit
riay + x2(2a1 + ag + 3(13) + 303 =0
bzw.

(1’1 -+ 21‘2)&1 + 2909 + (31‘2 + 173)&3 =0 (2)

aquivalent. Da die Vektoren a;, as, a3 linear unabhangig sind, besitzt die Gleichung (2) nur die
triviale Losung

Ty + 225 =0
3I2+JI3:O

Offensichtlich besitzt (3) und damit auch (1) nur die triviale Losung, d. h., die Vektoren
ay, as, ag sind linear unabhangig.

b) Es ist
T10q1 + ToOs + T303 = b
mit
101 + 22(2a; + ag + 3a3) + xza3 = 3a; + 2a; + a3
bzw.
(Il + 21’2 — 3)(11 + (1’2 — 2)02 + (31’2 + T3 — 1)a3 =0

bzw.

T+ 215 =3

To = 2

3332 + X9 = 1
aquivalent. Dieses Gleichungssystem besitzt die eindeutig bestimmte Loésung x1 = —1, 25 = 2,
r3 = —5. Demnach ist

b=—a; + 2a, — dag
d.h., die Koordinaten von b beziiglich der neuen Basis (ay, as, a3) sind -1, 2, -5.

13. a) Es sei |lal|s = 0. Aus
lat| + |ag| + ... + ]|an| =0

folgt
lai1] = las| = ... =]a,| =0 bzw. ag=ay=..=a,=0 (1)

bzw. a = (0,0,..,0) = o. (2)
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Umgekehrt folgt aus (2) unmittelbar (1) und hieraus ||a||3 = 0.
b) Stets gilt

[Aalls = [Aar| + [Aas| + .. + [Aan| = [Al(Jar] + [ag| + .. + |an]) = [Al]alls
c) Stets gilt

la 4 blls = a1 + b1| + |ag + ba| + ... + |an + bn| < |a1] + |b1] + |a2| + |b2] + ... + |an| + |by]
= (la1] + az| + ... + [an]) + ([01] + [b2] + ... + [bu]) = [lall3 + [[b][3

14, In Mg, | [|1) st 0 = 5(1, = 2.2) = (5, — 3, §)
In Dz, || [l2) ist a° = 5(1, ~2,2) = (3, ~ L1)
In Mg, | fla) ist 07 = 5(1, = 22) = (5, = 3. 3)

15. di(a,b) = /(5—1)2+ (0— 22+ (5—3)2+ (9 —4)2 =7
d2(a7b) = max{|5 - 1|7 ’O B 2|7 |5 - 3|7 |9 - 4‘} =95
ds(a,b) = [5— 1| +]0—2|+|5—3|+]9—4| =13

16. a)
(a+b,a+b) = (a,a+b)+ (ba+b) = (a+ b,a) + (a + b,b)
= (a,a) + (b,a) + (a,b) + (b,b) = (a,a) + (a,b) + (a,b) + (b,b)
= (a,a) + 2(a,b) + (b,b)
b)

(a—ba—b)=(a+ (—1)b,a+ (—1)b) = (a,a) + 2(a,(—1)b) + ((—1)b,(—1)b)
= (a,a) + 2((=1)b,a) — (b,(—1)b) = (a,a) — 2(b,a) — ((—1)b,b)
= (a,a) — 2(a,b) + (b,b)

(a+ba—b)=(a,a—b)+ (ba—b)

= (a,a+ (—=1)b) + (ba+ (—1)b)(a+ (—1)b,a) + (a + (—1)b,b)

= (a,0) + ((=1)b,a) + (a,b) + ((—1)b,b)

= (a,a) — (b,a) + (b,a) — (b,b) = (a,a) — (b,b)

17. Es seien a, b, ¢, 0 die Ortsvektoren der Eckpunkte A, B, C, D des Vierecks ABCD.

oo o
Fig. 49 &
Es ist
D—B=0—b, C—A=c—a, A—B=a-0
B-C=b-¢, D-C=0—¢, A—D=a—-0
und
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7 Lésungen der Aufgaben

A= B|*+|D-C|*=|B-C|*+|A-D|?
< [la—=b[> + o —¢[* = [[b —¢[* +[la — |
Sa—ba—-b)+@—cd—c)=(b—cb—c)+ (a—0,a—0
< (a,a) — 2(a,b) + (b,b) + (0,0) — 2(0,¢) + (c,c¢)
= (b,6) —2(b,c) + (c,¢) + (a,a) — 2(a,0) + (0,0)
< —2(a,b) — 2(0,c) = —2(b,c) — 2(a,d)
< (a,b) + (0,c) = (b,¢) + (a,0)
< (0,¢) — (b,c) — (0,a) + (b,a) =0
< @—bec—a)=0
S0—-blc—a
<D-B1LC-A

18.
a) (a,b>5 = kfl(llbl + k’gagbg + ...+ knanbn = k1b1a1 + k}QbQCLQ + ...+ knbnan = <b,a>5
b) (Aa,b)s = ki (Aar )by + ka(Aaa)bs + ... + kn(Aan)by,

= )\(klalbl -+ kgagbg + ...+ knanbn) = <Cl,b>5

C) <Cl + b,C>5 = kl(al + b1)01 —f- kQ(a/Q + bg)CQ + ... —|— kn(an —|— bn)Cn
= (k1a101 -+ k2a262 + ...+ knancn) + (k1b101 —+ k2b2€2 + ...+ knbncn)
= (a,6)5 + (b,0)s

d) (a,a)s = k1a? + keal + ... + ka2 > 0
e) Es sei (a,a)5 = 0. Aus
kia} + koai + ... + ka2 =0

folgt wegen ky > 0,ky > 0, ..., k, > 0 stets
ag=ay=..=a,=~0 bzw. ao
Umgekehrt folgt aus a = o die Beziehung (a,a); = 0.

19. a) <Cl,b>6 = al(bl + bg) + az(bl + 2b2) = albl -+ albg + Clgbl -+ 2@2[)2
= b1(a,1 + CLQ) + bg(al + 2(1,2) = (b,a)a

b) (Aa,b)s = (Aay)(by + by) + (Aag)(by + 2by)
= )\[al(bg + bg) + ag(bl + 2b2)] = A(a,b>6

C) <Cl + b,C>6 = (Gl + b1)<01 + Cg) + (GQ + bg)(Cl + 202)
= [a1(e1 + c2) + az(cr + 2¢)] + [bi(c1 + c2) + ba(er + 2¢0)]
= (a,c) + (b,c)g

d) (a,a) = a1(ay + as) + as(ay + 2ay) = a% + 2aqa9 + 2a§ = (a1 + a2)2 — a% >0

e) Es sei (a,a)s = 0. Aus
(a1 + CLQ)2 + CL2 =0
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folgt, dass diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen nur fir a; + a; = 0 und s, = 0
verschwindet. Dieses homogene lineare Gleichungssystem besitzt nur die triviale Losung a; =
ag = 0. Dies bedeutet

a=(0,0)=o0
Umgekehrt folgt aus a = o die Beziehung (a,a)s = 0.
20. a) f(a,b) = (a1 — az)(by — b2) = (b1 — ba)(a1 — az2) = f(b,a)
b) FAa,b) = (Aay — Aaa) (b1 — by) = Aay — as)(by — by) = Af(a,b)

c)

fla4bc) = (a1 + by —as — by)(c1 — )
= (Cll — Gg)(cl — CQ) + (bl — bg)(Cl — Cg) = f(a,c) + f(b,C)

d) f(a,a) = (a1 —a)* >0

e) Es sei f(a,a) = 0. Aus (a; — a)? = 0 folgt a; — ay = 0. Dies ist beispielsweise auch fiir
a; = ay = 1 erfillt. Demnach folgt aus f(a,a) = 0 nicht a = o. Die Funktion f ist keine
Skalarproduktfunktion.

21. Die Beziehung 6.3. (4) ist wegen Satz 46a richtig fir £ = 1. Auf Grund von Satz 46b und
Satz 46a gilt

(6,101 + ... + zpg + Tp10p11) = (bpag + ...+ xpag) + Tpr1(b,ak1)
Berlicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung
(b,x1a1 + ... + zpar) = x1(b,ay) + ... + 2 (b,a%)
so gilt
(b,x101 + ... + Tpap + Tpa16,0511) = z1(b,a1) + ... + 2 (b,az) + T r1(b,ap 1)
die Behauptung bewiesen ist.

22.a) ||alle = y/(a,a)s =1
b)

de(a,b) = [la = blls = [(=2,0)[ls = /(-2) - (-=2) + 0+ (-2) =2
23. Es ist
<Cl,b>5 = 0, (a,a)5 = 30, <b,b>5 =6

und damit cosp =0, p =
24. Die Behauptung folgt aus Definition 33 und S 5.

25. a)
lag + ag|* = {ay + ag,a; + as) = (ay,a1) + 2(as,a2) + {(az,as)

Da (a;,a;)) = 0 ist, geht die obige Gleichung in die Behauptung
lar + az]l* = [lar[* + [las]®
uber.

b) Die Beziehung 6.5. (13) ist richtig fiir £ = 1. Es ist zu zeigen, dass aus der Giiltigkeit von
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7 Lésungen der Aufgaben

6.5. (13) fiir eine beliebige natiirliche Zahl k = r > 1 die Gltigkeit von 6.5. (13) fiir k = r+1
folgt.

Nach Voraussetzung ist der Vektor a, orthogonal zu ay, as, ..., a, und wegen Beispiel 26 dem-
nach auch orthogonal zu dem Vektor a; 4+ as + ... + a,. Auf Grund von Aufgabe 25a gilt
demnach

lay + a2 + o e[ = flar +ag + o+ a4 [|appa]®

Berlicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung
lor + a2 + o a7 = [l * + [laz]|* + ..+ [Ja ]|

so gilt
lor + az + oo+ ara]* = [Jaal|* + flazl® + oo+ flacl* + flara]?

womit die Behauptung bewiesen ist.

26. a) Die Vektoren a, b seien orthogonal. Dann gilt (a,b) = 0. Ferner ist

la+ 6] — fla—b] = /(a +ba+b) —/(a—ba—b)
= /{a,a) +2(a,b) + (b,6) —/(a.a) — 2(a,b) + (b,b)
= /{@,a) + (b,6) — \/(a,a) + (b,6) =0

Hieraus folgt
Ja+ bl = [la— b (1)

b) Es gelte umgekehrt (1). Hieraus folgt
la+6]* = [|a — b||?
Beriicksichtigung von 6.4. (10) liefert
(a+b,a+b)=(a—ba—0b)
woraus

(a,a) + 2(a,b) + (b,b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)

bzw.

4(a,b) =0 bzw. (a,b) =0

folgt. Die letzte Gleichung besagt, dass die Vektoren a, b orthogonal sind. In Aufgabe 26 ist
Aufgabe 24 als Spezialfall enthalten:

Setzt man b = a, so geht die Gleichung in 6.5. (14) in die Gleichung ||2a|| = ||o|| dber, die
mit a = o aquivalent ist.

4 2
27.G(a1,a2):‘2 4’:127&0
Die Vektoren ay, ay des euklidischen Vektorraumes (9%, 4, ( )1) sind linear unabhangig.

28.a)G(a1,a2):‘§ 2|:97é0

Die Vektoren a;, as des euklidischen Vektorraumes (9%, 3, ( )5) sind linear unabhangig.
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36 28 32 9 7 8 1 -1 8
Glaj,a0,05) = | 28 44 36 |=32| 7 11 9|=32/-2 —2 9|=0
32 36 34 16 18 17 ~1 1 17

Die Vektoren a, as des euklidischen Vektorraumes (901, 3, ( )5) sind linear abhangig.

290. a) by =0, = (1,1,1)

b)
<Cl2,bl>5 9 ( 1 1 1> 1
by = a — = (1,12) - —(111) = (—=, — =, =) =—=(1,1, - 1
2 a2 <bl,bl>5 ( 5L ) 6( 5Ly ) 27 272 2( 5Ly )
b;:(Ll?_l)
<)
Joulls = /orb)s = V6, [lbax s = /(63.63); = V6
Die Vektoren
e = —(1,1,1) & = —— (1,1, — 1)
1 \/6 ) ) 2 \/6 IE)

bilden eine orthonormierte Basis (e, ¢2) in dem Unterraum $(ay, az) von My 3, ( )s5).
30. Wegen
(ap,a1)1 =2, (a1,a2)1 = (az,01)1 = 1,  (ay,a3)1 = (az,a1)1 = 1,

<ﬂ1,ﬂ>1 =6, <027ﬂ2>1 =2, <027513>1 = <ﬂ3702>1 =1, <a2,a>1 =1,
(ag,as)y =3, (az,a); =6

lautet das System 6.8. (6)

T+ 205+ 23 =17

2$1+ZE2+I’3:6
x1+x2+3x3:6

Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung

. 10 . 17 5
_ — Lq = —
1 77 2 77 3 7
Demnach ist
a—10a+17a+a—<2722155>
S R B S RN A R
e —d—an (1 1 1 2)
N — H — 77 77 777
31. Eine Gleichung der gesuchten Parabel sei
Y = ap+ a1x + axx® (1)

Die Koordinaten von Py bzw. P, bzw. P; bzw. P, mussen der Gleichung (1) genigen:

a0—2a1+4a2:4
ao—a1+a2:1 (2)
a0+a1—|—a2:1

ag + 2a1 + 4ay =5
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Das Gleichungssystem (2) ist nicht I6sbar:

a0—2a1+4a2:4 —1 | —1 | —1 |
ag — ap + a9 = 1 1 i | |
ap+ay +ay =1 L] |
ag + 2a1 + 4as =5 1 ]
agp — 2a1 + 4a, = 4
a; — 3&2 =-3|-3 | —4 |
3a; —3a; =—-3| 1 | |
4&1 =1 1 \L
ap — 2a1 +4as =4
a; — 3&2 =-3
6@2 =6|—2 |
12a9 = 13 1]
a0—2a1+4a2 =4
a; — 3ay, = —3
6&2 =6
0=1
In Vektorschreibweise lautet (2):
apfp + a1y + agas =1 mit
1 -2 4 4
G — 1 @ = -1 0 — 1 _ 1
o=l ™ O R A LA I
1 2 4 5

Die Vektoren ay, ay, as sind linear unabhangig, da das zu (2) gehérige homogene lineare Glei-
chungssystem nur die triviale Losung besitzt. Wegen

(ag,a0)1 =4, (ap,a1)1 =0, (ag,a2)1 =10, (ap,p); = 11,
<ﬂ17ﬂ0>1 =0, <a1,ﬂ1>1 = 10, <a17a2>1 =0, <a17U>1 =2,
(ag,a0)1 = 10, (ag,a1)1 =0, (ag,a2); =34, (as,n); = 38

lautet das System 6.8. (6) im vorliegenden Beispiel

4ag + 10ay = 11
10a; = 2
10ay + 34a, = 38

Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung

1 1 7
0 67 1 57 2 6
Demnach ist
1 n 1 n 7
=—4 -+ -z
=765 76

eine Gleichung der Parabel, die sich den Punkten P;(—2,4), Py,(—1,1), P5(1,1), P4(2,5) am
besten annahert.
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