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Vorwort

Vorwort

Das vorliegende Bandchen der MSB gibt eine Einfiihrung in die Anfangsgriinde der
Theorie der reellen Vektorraume. Reelle Vektorraume spielen in der Mathematik eine
wichtige Rolle.

Das Bandchen ist so angelegt, dass die ersten drei Kapitel (mit Ausnahme des Satzes
32) ohne besondere Vorkenntnisse erfolgreich durchgearbeitet werden kdnnen. Fiir die
folgenden Kapitel werden beim Leser das Rechnen mit Absolutbetragen und Unglei-
chungen und dariiber hinaus einige Grundkenntnisse der Matrizen- und Determinanten-
theorie im Umfang der in der gleichen Reihe erschienenen beiden Bandchen "Matrizen"
und "Determinanten” als bekannt vorausgesetzt.

Definitionen, Satze, ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele und in den Text eingestreu-
te Aufgaben sind jeweils fortlaufend nummeriert. Die Aufgaben dienen nicht nur der
Festigung des vorher behandelten Stoffes, sondern sie erganzen ihn auch. Das Losen
dieser Aufgaben ist daher vor dem jeweiligen Weiterlesen unbedingt erforderlich.

Herrn Prof. Dr. S. Brehmer mochte ich fiir Ratschlage danken, die er mir nach Durch-
sicht des Manuskripts gegeben hat. Gleichzeitig danke ich dem Verlag fiir die angenehme
Zusammenarbeit.

Potsdam, Frihjahr 1973 Horst Belkner




1 Verschiebungen

1 Verschiebungen

1.1 Begriffe

Als elementares geometrisches Gebilde betrachten wir den Punkt. Man kann Punkte
oder allgemeiner Punktmengen (Figuren) in einer Ebene verschieben. Von dem Begriff
der Verschiebung einer in einer Ebene e liegenden Figur (Fig. 1) kann man sich in der
folgenden Weise ein geometrisches Bild schaffen.
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Fig. 1-3 \A =

Wir wahlen auf einem zweiten durchscheinenden Blatt v (Verschiebungsblatt) einen
festen Punkt und einen von ihm ausgehenden Pfeil (Fig. 2). Wir vereinbaren, dass das
Blatt v gegeniiber der Ebene e zwar beliebig verschoben, aber nicht gedreht werden
darf.

Nun bringen wir den festen Punkt der Ebene v der Reihe nach mit den Punkten A,
B, C, ... der zu verschiebenden Figur zur Deckung und markieren die jeweils unter der
Pfeilspitze liegenden Punkte A’, B’, C, ... als Bildpunkte (Fig. 3).

Diesen Prozess nennen wir eine Verschiebung der Figur in der Ebene e. Denken wir
uns den fiir eine Figur geschilderten Verschiebungsprozess fiir jeden Punkt einer Ebene
ausgefiihrt, so spricht man von einer Verschiebung der Ebene.

Jede Verschiebung einer Ebene kann durch einen bestimmten Pfeil unseres Verschie-
bungsblattes v charakterisiert werden. Wir bezeichnen Verschiebungen mit kleinen deut-
schen Buchstaben a, b, «,...

Den Bildpunkt P’, den wir erhalten, wenn wir die Verschiebung a auf einen beliebig
vorgegebenen Punkt P von e anwenden, bezeichnen wir mit P + q;

P=P+a

Wird eine Verschiebung r gesucht, die den Punkt P in den Punkt P’ iberfiihrt, die
also der Gleichung
P+r="F

genligt, so legen wir wieder den festen Punkt unseres Verschiebungsblattes v auf P; der
Endpunkt des gesuchten Pfeiles, also die Pfeilspitze, liegt dann iber P’. Wir bezeichnen
die so gefundene, eindeutig bestimmte Losung mit g.

Die Hilfsebene v, die wir zur begrifflichen Klarung herangezogen haben, erweist sich
beim Ausfiihren von Verschiebungen als lberflissig. Ist namlich P ein beliebiger Punkt

B
einer Ebene und P + a = P, so ist die Verschiebung a durch den Pfeil PP’, der eine
gerichtete Strecke darstellt, vollstandig charakterisiert.
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Wir wollen jeden so erhaltenen Pfeil einen Reprasentanten der Verschiebung a nennen.
Reprasentanten ein- und derselben Verschiebung a sind parallel, gleichlang und gleich-
gerichtet.

Es ist (blich, an jeden Reprasentanten einer Verschiebung a den Buchstaben a zu
schreiben. Man darf aber nicht die Verschiebung a mit irgendeinem sie reprasentieren-
den Pfeil identifizieren. Dieser Pfeil liefert nur eine geometrische Veranschaulichung der
Verschiebung.

Wenden wir auf einen Punkt P eine Verschiebung a und auf den Bildpunkt P + a eine
Verschiebung b an, so erhalten wir den Punkt

(P4+a)+b

Denselben Punkt erhalten wir (Fig. 4), wenn wir zuerst auf P die Verschiebung b und
anschlieBend auf den Bildpunkt P + b die Verschiebung a anwenden, d. h., es gilt stets

(P+a)+b=(P+b)+a

Pré o (Pra)té=(Pré)ra

P
oz

P u P

Fig. 4

Der Anschauung haben wir entnommen, dass Verschiebungen folgende Eigenschaften
besitzen:

|. Eine Verschiebung a ordnet jedem Punkt P einer Ebene genau einen Bildpunkt P+a
zu.

[I. Sind P, Punkte einer Ebene, so gibt es genau eine Verschiebung ¢, die der Glei-
chung P + 1 = @ genlgt.

[11. Sind a, b Verschiebungen, so gilt fiir jeden Punkt P einer Ebene
(P+a)+b=(P+b)+a

Aus I, I, 11l ziehen wir einige Folgerungen.

Definition 1. Die auf Grund von Il eindeutig bestimmte Verschiebung ¢, die der Glei-
chung P + 1 = @ genligt, wird mit r = () — P bezeichnet.

Auf Grund von Il und Definition 1 gilt der

Satz 1. Sind P, ) Punkte einer Ebene, so gilt stets

P+(Q-P)=Q
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Satz 2. Aus einer Gleichung der Form
P+a=P+5b folgt stets a=>
Beweis. Die Voraussetzung dieses Satzes lasst sich in der Form
P+a=0@Q , P+b=0@Q
schreiben. Auf Grund von Il folgt hieraus die Behauptung.

Definition 2. Die Verschiebung, die jeden Punkt P einer Ebene in Ruhe lasst, wird mit
0 bezeichnet. Sie geniigt den Gleichungen

P+o=P , P-P=o (1)

und heiBt identische Verschiebung.

1.2 Addition von Verschiebungen

Satz 3. Sind a, b beliebige Verschiebungen, so gibt es genau eine Verschiebung ¢ mit
der Eigenschaft, dass fiir alle Punkte P einer Ebene

P+c=(P+a)+b (1)

gilt.
Beweis. Es sei P ein fester Punkt einer Ebene. Der Punkt P} sei durch
Py=(Po+a)+b (2)

definiert (Fig. 5).

Fig. 5 % 2 e
Die Verschiebung, die den Punkt Py unmittelbar in den Punkt P iiberfiihrt, bezeichnen
wir mit ¢ (Fig. 5). Dann gilt

Py=P+c¢ (3)

Wegen (2) und (3) ist
Py+c¢=(P+a)+b (4)
Wir zeigen, dass die Verschiebung ¢, die der Gleichung (4) geniigt, auch fir alle Punkte

P der Gleichung (1) geniigt. Es sei P ein beliebiger Punkt. Die Verschiebung, die den
Punkt Py in den Punkt P iberfiihrt, nennen wir 9. Dann gilt

P=F+% (5)
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Hieraus folgt
P+c=(P+0?d)+c¢

Berticksichtigen wir Ill, so gilt
P+c=(Py+¢)+0
Machen wir von (4) Gebrauch, so erhalten wir
P+ce=[(Ph+a)+b]+0
Zweimalige Anwendung von Il liefert
P+ce=[(Po+a)+d+b=[(P+0d) +a+b

Mit Hilfe von (5) geht die letzte Gleichung in (1) Gber. Damit haben wir gezeigt, dass
die durch (4) definierte Verschiebung ¢ auch der Gleichung (1) geniigt.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass es neben der Verschiebung ¢ keine weitere Verschie-
bung mit dieser Eigenschaft gibt. Dazu nehmen wir an, dass auch die Verschiebung ¢’
diese Eigenschaft besitzt. Dann gelten die beiden Gleichungen

P+c=(P+a)+b | P+d=(P+a)+b

woraus P + ¢ = P + ¢ folgt. Auf Grund von Satz 2 ergibt sich hieraus ¢ = ¢/, d.h., es
gibt nur eine Verschiebung ¢ mit der Eigenschaft (1), womit der Satz bewiesen ist.
Das Ergebnis von Satz 3 fiihrt zur

Definition 3. Die nach Satz 3 zu vorgegebenen Verschiebungen a, b existierende und
eindeutig bestimmte Verschiebung ¢, die der Gleichung (1) geniigt, wird mit c =a+b
bezeichnet. Sie heiBt die Summe der Verschiebungen a, b.

In Fig. 6 ist die Summe a + b der beiden Verschiebungen a, b veranschaulicht.

Fig. 6
Wegen Satz 3 und Definition 3 gilt fiir alle Punkte P einer Ebene die Gleichung
P+ (a+b)=(P+a)+b (6)
die mit
a+b=[P+a)+b—-P (7)

aquivalent ist.

Satz 4. Fiir die Addition von Verschiebungen gilt das Kommutativgesetz

a+b=b+a (8)
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Beweis. Auf Grund von (6) gilt
P+ (a+b)=(P+a)+b
Beriicksichtigen wir Ill, so erhalten wir
P+(a+b)=(P+b)+a (9)

Die rechte Seite dieser Gleichung lasst sich wegen (6) in der Form P+ (b+a) schreiben.
Damit geht (9) dber in
P+ (a+b)=P+(b+a)

Machen wir von Satz 2 Gebrauch, so erhalten wir die Behauptung (8), womit der Satz
bewiesen ist.

Satz 5. Fur die Addition von Verschiebungen gilt das Assoziativgesetz
a+(b+c)=(a+b)+¢c (10)
Beweis. Auf Grund von (6) gilt
P+la+(b+c))=(P+a)+(b+r0)
Dreimalige Anwendung von (6) liefert der Reihe nach
P+la+(b+o]=[(P+a)+bl+c=[P+(a+b)]+c=P+[(a+b)+

Machen wir von Satz 2 Gebrauch, so erhalten wir die Behauptung (10), womit der Satz
bewiesen ist.

Der Satz 5 besagt, dass die beiden Verschiebungen a + (b + ¢) und (a + b) + ¢ gleich
sind.

Es kommt also nicht darauf an, auf welche der beiden moglichen Arten man die drei
Summanden a, b, ¢ durch Klammern zusammenfasst, so dass man diese weglassen kann.

Dasselbe gilt analog auch fiir eine beliebige endliche Anzahl von Verschiebungen ay, ao, ..., ay.
Auf den Beweis durch vollstandige Induktion wollen wir verzichten.
Fir die in Definition 2, Seite 10, eingefiihrte identische Verschiebung gilt der

Satz 6. Alle Verschiebungen a geniigen der Gleichung
ato=a (11)

Beweis. Wegen (7) gilt
at+to=[(P+a+o]—P

Machen wir von Ill Gebrauch, so erhalten wir
at+o=[P+o)+a—-P
Berticksichtigen wir 1.1. (1) so gilt
at+to=(P+a)—P (12)
Da (P +a) — P = a ist, geht (12) Gber in (11), womit der Satz bewiesen ist.
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1.3 Subtraktion von Verschiebungen

Wir untersuchen, ob die Addition von Verschiebungen eine umkehrbare Operation ist,
d. h., ob die Gleichung
a+r=2> (1)

bei vorgegebenen Verschiebungen a, b immer eine Verschiebung r als Losung besitzt.
Diese Frage beantwortet der

Satz 7. Zu zwei beliebig vorgegebenen Verschiebungen a, b existiert genau eine Ver-
schiebung r, die der Gleichung (1) genigt.

Beweis. Es sei P ein fester Punkt einer Ebene. Die Punkte A und B seien durch
A=F+a , B=PF+b (2)

definiert (Fig. 7). Die Verschiebung, die den Punkt A in den Punkt B (berfiihrt,
bezeichnen wir mit ¢ (Fig. 7).

Dann gilt
A+r=2B (3)

Beriicksichtigen wir (2), so geht (3) dber in
(PBp+a)+r=F+b

Diese Gleichung geht wegen 1.2. (6) lber in
P+(at+try)=FR+b

Die Anwendung von Satz 2, Seite 9, liefert a + ¢ = b. Damit haben wir gezeigt, dass
die Gleichung (1) eine Losung 1 besitzt.

Wir missen noch beweisen, dass es neben der Verschiebung ¢ keine weitere Verschie-
bung mit dieser Eigenschaft gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch t) eine Lésung von
(1). Dann gelten die beiden Gleichungen

a+xr=> und a+y=>b

woraus
at+tr=a-+y (4)

folge. Auf Grund von 1.2. (6) gilt

(P+a)+r=P+(a+r)
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fur alle Punkte P. Beriicksichtigen wir (4), so folgt
(P+a)+r=P+(at+y) (5)
Nochmalige Anwendung von 1.2. (6) auf die rechte Seite von (5) liefert
(P+a)+r=(P+a)+y

Mit Hilfe von Satz 2, Seite 9, folgt hieraus r = v, d.h., es gibt nur eine Losung der
Gleichung (1), womit der Satz bewiesen ist.
Dieser Satz rechtfertigt die

Definition 4. Die nach Satz 7 existierende und eindeutig bestimmte Lésung der Glei-
chung (1) bezeichnen wir mit r = b — a.
Sie heiBt die Differenz der Verschiebungen b, a.

Fig.8 @
In Fig. 8 ist die Differenz b — a der Verschiebungen b, a veranschaulicht.
Wir fassen Fig. 6 und Fig. 8 zur Fig. 9 zusammen.

Fig. 9

Aus Fig. 9 entnehmen wir, dass Summe und Differenz zweier Verschiebungen a, b durch
die beiden Diagonalen des von den Verschiebungen a, b aufgespannten Parallelogramms
reprasentiert werden.

Die Gleichung a + ¢ = 0 besitzt auf Grund von Satz 7 die eindeutig bestimmte Losung
r=o0—a,dh, esist
a+(o—a)=o (6)

Fur alle Punkte P gilt wegen 1.2. (6) und 1.1. (1)
(P+a)+(0o—a)=P+[a+(0o—a)]=P+o0=P

Dieses Ergebnis besagt: Wenden wir auf einen Punkt P die Verschiebung a und an-
schlieBend auf den Bildpunkt P + a die Verschiebung o — a an, so erhalten wir den
Ausgangspunkt P. Die Verschiebung 0 — a macht also die Verschiebung a riickgangig.
Die Verschiebung o — a heiBt daher die zu a entgegengesetzte Verschiebung. Sie wird
abkirzend mit —a bezeichnet. Fiir alle Verschiebungen a gilt demnach

a+(—a)=o (7)

10
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Die Fig. 10-13 veranschaulichen die Regeln

—(-a)=a (8)
b+(—a)=b—a (9)
—(a—b)=b—a (10)
—(a+b)=—-a—0b (11)

Fig. 10,11
4
i é fhd
Vs N
-u, \(—a)*(—é)
/7 \J,
S S

Fig. 12,13

fir das Rechnen mit entgegengesetzten Verschiebungen. Diese Regeln werden wir in
Satz 20 ohne anschauliche Hilfsmittel beweisen. Die Beziehung (9) liefert ein neues
Verfahren fir die Konstruktion der Differenz b — a.

Man addiert zur Verschiebung b die Verschiebung —a. Statt P + (—a) schreiben wir
auch kiirzer P — a.

1.4 Ortsverschiebung

Wahlen wir einen festen Punkt O einer Ebene e als Ursprung, so konnen wir jedem
Punkt P dieser Ebene die Verschiebung v = P — O zuordnen.

Wir bezeichnen diese Verschiebung als Ortsverschiebung des Punktes P. Ist eine Ver-
schiebung v vorgegeben, so kénnen wir sie im Ursprung O antragen, und wir erhalten
den durch t und O eindeutig bestimmten Punkt P = O + t. Die Verschiebung t ist
dann die Ortsverschiebung dieses Punktes.

Wir leiten eine wichtige Regel fiir das Rechnen mit Ortsverschiebungen her. Es sei
P'=P+a

Die Ortsverschiebungen der Punkte P, P’ seien t, v/ (Fig. 14).

11
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Fig. 14 ¥

Dann gilt
O+t=P =P+a=0+t)+a=0+(t+a)

Hieraus folgt unter Beriicksichtigung von Satz 2 die Gleichung

V=t+a
Stellen wir den beiden Gleichungen
P+a=P , P —P=a
die Gleichungen
t+a=1 : vV—t=a

gegeniiber, so erhalten wir den Satz 8. Gleichungen, in denen Punkte und Verschiebun-
gen auftreten, bleiben richtig, wenn alle auftretenden Punkte durch ihre Ortsverschie-
bung bezliglich eines beliebig gewahlten Ursprungs ersetzt werden.

1.5 Multiplikation einer Verschiebung mit einer reellen Zahl
Ist a eine Verschiebung und m eine natiirliche Zahl mit m > 2, so heit die Summe
at+a+..+a

in der a als Summand m-fach auftritt, das m-fache von a, in Zeichen ma. Ist m =1,
so setzen wir

la=a (1)
Sind m, n beliebige natiirliche Zahlen, so gelten offensichtlich die Beziehungen
(mn)a = m(na) (2)
(m+n)a =ma+na (3)
m(a+b) = ma+ mb (4)

Wir berzeugen uns von der Richtigkeit von (4): Es ist

m(a+b)=(a+b)+(a+b)+...+(a+b)=(a+a+..+a)+(b+b+...+0b)

m m m

= ma+ mb

Die Erklarung des Vielfachen einer Verschiebung a dehnen wir auf reelle Zahlen X aus.
Es seien a eine von der identischen Verschiebung o verschiedene Verschiebung und O
ein beliebig gewahlter Punkt. Mit Hilfe von

A=0+a

12
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definieren wir den Punkt A, der wegen a # o vom Punkt O verschieden ist. Auf der
Geraden OA wahlen wir den Punkt O als Nullpunkt, den Punkt A als Einheitspunkt
(Fig. 15).

o —

Fig. 15 o a 4 4

Ist B ein beliebiger Punkt der Geraden O A, so bilden die parallelen Pfeile O@ und O—zzl
ein bestimmtes Streckenverhaltnis
OB

ﬁ:A (5)

Die reelle Zahl X in (5) ist positiv genau dann, wenn die Pfeile O—1>4, @ gleichgerichtet

bzw. negativ genau dann, wenn die Pfeile O—zzl,@ entgegengesetzt gerichtet sind.
Der Punkt B bestimmt eindeutig die reelle Zahl X in (5), und umgekehrt bestimmt jede
reelle Zahl X eindeutig den Punkt B der Geraden OA, fiir den (5) erfillt ist. Durch die
Verschiebung a und die reelle Zahl A wird somit auch die Verschiebung

b=B-0

festgelegt, die, wie Fig. 16 zeigt, nicht von der Wahl O des Nullpunkts abhangt.

U: Al B,
A —
& "‘ (I
; ;
‘ / /
K /" }/
ff 4 4
7 » 3
/ y .
—— el —g
Fig. 16 I . 5

Diese anschaulichen Uberlegungen fiihren zur

Definition 5. Sind a = A — O # 0, b = B — O Verschiebungen und A\ eine reelle Zahl,
so geht die Verschiebung b aus der Verschiebung a durch Multiplikation mit der reellen

—
Zahl X\ hervor, in Zeichen b = Aa, genau dann, wenn die Pfeile @,OA parallel sind
und (5) erfllt ist.
Ist @ = o, so setzen wir Ao = o fiir alle reellen Zahlen .

Auf Grund dieser Definition ist (5) dquivalent mit
B—-—0=XA-0)

Zwei Verschiebungen a, b heiBen parallel genau dann, wenn eine der beiden Verschie-
bungen durch Multiplikation mit einer reellen Zahl aus der anderen hervorgeht.
Aus der Fig. 17 entnehmen wir die Beziehung

(—Da=—a (6)

die wir in Satz 21c ohne anschauliche Hilfsmittel beweisen werden.

13
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2u

o [

(44

Py,

Fig. 17

Satz 9. Fiir alle Verschiebungen a, b und fiir alle reellen Zahlen \; i gilt

a)la =a (7)
b)(Ap)a = A(ua) (8)
c)(A+ p)a = Ao+ pa (9)
d)A\(a + b) — Xa+ Ab (10)

Beweis. Offensichtlich gelten (8), (9), (10), falls eine der reellen Zahlen A, i gleich null
bzw. eine der Verschiebungen a, b gleich der identischen Verschiebung ist. Diesen Fall
werden wir beim weiteren Beweis von (8), (9), (10) ausschlieBen.

Beim Beweis dieser drei Regeln setzen wir das Rechnen mit Streckenverhaltnissen und
den Strahlensatz mit seinen Umkehrungen als bekannt voraus.

a) Die Beziehung (7) ergibt sich unmittelbar aus der Definition 5 bzw. aus (1).
b) In Fig. 18 gelte

Pl / P//Q;/
Q@ —P=aq, % = K P’jQ’ = A
Damit ist
Q —P = w(@Q — P) = pa , Q' —P'= )\(Q' — P’) = A(ua) (11)
gﬂ' ﬁ"
/ a
a 1/#
Aluw) a @
ua
/ % /l(l
Fig. 1819 ~ °~ 7 P P’
Ferner ist N N N
P//Q// P//Q// P/Q’/
Pﬁ N P/Q/ . PQ N )\M
Dies bedeutet
Q" —P"=(Mu)a (12)

Vergleich von (12) mit (11) liefert die Behauptung (8).

14
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c) In Fig. 19 gelte

P/Q/ Q/R/
Q—P=aq, % = A, ﬁ = MK
Dann ist
Q—-P =XMQ-P)=>a , R-Q=uwQ—-P)=pua
Weiter ist
R-P=(Q —-P)+(R-Q)=Xa+pua  und (13)

PG  PQ  PQ PO

R-P=A+p)+Q-P)=A+pa (14)
Vergleich von (14) mit (13) liefert die Behauptung (9).

Dies bedeutet

d) Fall 1. Die Vektoren a, b seien parallel. Dann geht eine der Verschiebungen aus der
anderen durch Multiplikation mit einer reellen Zahl hervor. Es gelte etwa b = pa. Dann
kénnen wir mit Hilfe von (1), (8) und (9) folgende Umformungen vornehmen:

AMa+b)=Aa+pa) =Ala+pa) =M1+ p)a= A+ Au)a
= Ao+ (Ap)a = da+ A(ua) = da+ Ab

Fall 2. Die Vektoren a, b seien nicht parallel. Es sei P ein beliebiger Punkt. Die Punkte
(), R seien durch
Q=P+a R=P+(a+b) (15,16)

definiert, wobei sich (16) mit Hilfe von (15) auch in der Form
R=(P+a)+b=0Q+b (17)
schreiben lasst. Die Punkte ', R’ definieren wir durch
PQ PR
= =\ (18)
P§ PL
Wegen (18), (15) und (16) gilt
Q —P=X\NQ—-P)=\a : R —P=XR-P)=Xa+b) (19,20)

Die Punkte P, Q, Q' bzw. P, R, R’ liegen auf je einem Strahl eines Biischels, das von
den Geraden QR, Q'R geschnitten wird (Fig. 20).

Da sich wegen (18) die Abschnitte des einen Strahls wie die gleichliegenden Abschnitte
des anderen Strahls verhalten, sind die beiden Geraden QR, 'R’ parallel. Die Fig. 20
geht demnach Ulber in Fig. 21.
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1 Verschiebungen

R/

Fig. 20,21 P

Werden zwei Strahlen eines Biischels von zwei Parallelen geschnitten, so verhalten
sich die Abschnitte der Parallelen wie die zugehérigen Abschnitte auf den Strahlen. In
unserem Fall gilt also

—  —
Q/R/ B P/Q/ (21)
QF PO

Beriicksichtigen wir (18), so geht (21) dber in

o
Q/R/ _ )\
QR
Dann ist
R —Q =XR-Q)
Wegen (17) erhalten wir
R —Q =X\ (2)
Da
R—P=(Q-P)+ (R -Q) (23)

gilt, folgt durch Einsetzen von (20), (19) und (22) in (23) die Behauptung (10).

Durch vollstandige Induktion lassen sich die Verallgemeinerungen von (9) und (10)
beweisen (Aufgabe 6, Aufgabe 7):

M+ X+ .o+ A)a= X a+ da+ ...+ Ma (24)
Aap+as + ... +ag) = Aag + Aag + ... + Aag (25)

1.6 Beispiele
Beispiel 1. Ist M der Mittelpunkt einer Strecke AB und sind a, b, m die Ortsverschie-
bungen der Punkte A, B, M, so gilt

1
a:§(a+b)

Aus der Fig. 22 lesen wir die Gleichung

M:A+;(B—A)
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1 Verschiebungen

ab. Auf Grund des Satzes 8 konnen wir zur Gleichung
1
m=a-+ §(b —a)

iibergehen. Weiter ist

m=at o+ (~a) =at b+ (o] =a+t+ (-1
:1a+;b+ B-(—l)}a:(l—;)a+;b:;a+;b:;(aer)

wobei wir bei diesem einfiihrenden Beispiel die Rechnungen schrittweise ausgefiihrt
haben. In den folgenden Beispielen werden wir entsprechende Rechnungen wesentlich
abkiirzen.

Beispiel 2. Die Mittelpunkte der Seiten eines Vierecks ABC' D bilden die Eckpunkte
eines Parallelogramms.

Fig. 22,23
Die Mittelpunkte My, My, M3, M, der Seiten haben nach Beispiel | die Ortsverschie-

bungen

1 1 1 1
m1=§(a+ b), m2:5(6+c)7 m3:§(c+0), m4:§(b+a)

In Fig. 23 sind der Ursprung und die Ortsverschiebungen der Punkte bewusst weggelas-
sen worden. Auf diese Weise entlasten wir die Zeichnung von iberflissigen Hilfslinien.
Wir berechnen die Verschiebungen

My — M, und Mz — My

Es ist
1 1 1 1
Mg—Mlzmg—ml:§(b+c)—§(a+b):§(b+c—a—b):§(c—a) (1)
1 1 1 1
Mg—M4:m3—m4:§(c+0)—§(0+a):§(c+0—b—a):§(c—a) (2)
Vergleich von (1) mit (2) liefert
MQ_M1:M3_M4 (3)
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1 Verschiebungen

Da die Punkte My, My, Mz, My nicht in einer Geraden liegen, besagt (3), dass die

Gegenseiten MlMé, My Ms des Vierecks My MoMsMy parallel, gleichlang und gleich-
gerichtet sind. Das Viereck M MyMsMy ist ein Parallelogramm.

Beispiel 3. Ein Viereck ABC'D ist ein Parallelogramm genau dann, wenn die Diagona-
len einander halbieren.

Beweis a) Das Viereck ABCD sei ein Parallelogramm. Wir bezeichnen mit u bzw. v
die Verschiebung B — A bzw. D — A, mit M; den Mittelpunkt der Diagonale 1@ (Fig.
24) und mit M> den Mittelpunkt der Diagonale BD (Fig. 25).

0 A

Fig. 24,25
Es ist ] ]

und

1 1 1 1 1
M2=B+§(D—B) = (A+u)+§(n—u) =A+(u-|—§n—§u) =A+§(u+n) =M
d.h., die Mittelpunkte der beiden Diagonalen sind identisch. Damit ist gezeigt, dass die
Diagonalen eines Parallelogramms einander halbieren.

b) Es sei ABCD ein Viereck, in dem die Diagonalen einander im Punkt M halbieren
(Fig. 26). Mit a, b, ¢, 0, m bezeichnen wir die Ortsverschiebungen der Punkte A, B, C,
D, M.

C
]
M
8
Fig. 26 A
Auf Grund der Voraussetzung gilt
1 1
m = §(Q+C) und m = 5(6"’0) (4,5)

Aus (4) und (5) folgt

1 1
§(a+c):§(b+0) und hieraus a+c¢=b+0 bzw. b—a=c—0 (6)
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1 Verschiebungen

Wir berechnen die Verschiebungen
B—A und C—-D

Es ist
B—A=b-a : C—D=c¢—D (7)

Wegen (7) und (6) gilt
B—A=b—-a=c¢c—0=C-D (8)

Da die Punkte A, B, C, D nicht in einer Geraden liegen, besagt (8), dass die Gegen-

seiten B, ﬁ des Vierecks ABC'D parallel, gleichlang und gleichgerichtet sind. Das
Viereck ABC'D ist ein Parallelogramm.

Aufgabe 1. Man beweise, dass die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier Drei-
ecksseiten zur dritten Seite parallel und halb so lang wie diese ist.

Aufgabe 2. Man beweise, dass in einem Trapez die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte
der beiden nichtparallelen Seiten halb so lang ist wie die Summe der parallelen Seiten.

Aufgabe 3. Unter einer Spiegelung eines Punktes P an einem Punkt A versteht man
die Vorschrift, die dem Punkt P als Bildpunkt den Punkt P' = A+ (A — P) zuordnet.
Es seien A, B, C drei beliebige, nach Wahl aber feste Punkte einer Ebene e und P ein
beliebiger Punkt von e. Spiegelt man P an A, anschlieBend den so erhaltenen Bildpunkt
P’ an B und schlieBlich den auf diese Weise erhaltenen und mit P” bezeichneten
Bildpunkt an C, so erhalt man den mit P’ bezeichneten Bildpunkt.

a) Man beweise durch Rechnung, dass sich P unmittelbar durch eine einzige Spiegelung
an einem mit D bezeichneten Punkt in den Punkt P” Uberfiuhren lasst, indem man
den zu bestimmenden Punkt D mit Hilfe der bekannten Punkte A, B, C darstellt.

b) Man beweise, dass D — A = C' — B ist.
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

2 n-gliedrige Zahlenfolgen
2.1 Begriffe

Ein Schema der Form
(a17a27"'7an> (1)

wobei aq, ao, ..., a, beliebige reelle Zahlen bedeuten, wollen wir n-gliedrige horizontale
Zahlenfolge nennen. Die reellen Zahlen aq,ay, ..., a, in (1) heiBen Glieder der Zahlen-

folge (1).

Eine horizontale Zahlenfolge besitzt keinen Zahlenwert, sie ist lediglich ein geordne-
tes Schema von reellen Zahlen. Wir bezeichnen horizontale Zahlenfolgen mit kleinen
deutschen Buchstaben und schreiben

a—= (al,ag,...,an) (2)

Da eine horizontale Zahlenfolge ein geordnetes Schema von reellen Zahlen ist, liegt
folgende Definition nahe.

Definition 6. Zwei n-gliedrige horizontale Zahlenfolgen
a=(ay,as, ..., a,) , b= (b1,bo,...,b,)
sind gleich, in Zeichen a = b, genau dann, wenn
a1 = by, a0 = by, ...,a, = b, ist.

In den folgenden Abschnitten werden wir definieren, wie man mit n-gliedrigen horizon-
talen Zahlenfolgen rechnet.

2.2 Addition von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen
Definition 7. Sind

a = (al,ag,...,an) , b= (bl,bg,...,bn)

n-gliedrige horizontale Zahlenfolgen, so versteht man unter a + b die n-gliedrige hori-
zontale Zahlenfolge
(a1 + bl, a9 + bg, ey Ay + bn)

Beispiel 4. Sind
a=(1,23,4),b = (51, —2,0), so ista + b = (6,3, 1,4)

Satz 10. Fir die Addition n-gliedriger horizontaler Zahlenfolgen gilt das Kommutativ-
gesetz
a+b=b+a

Beweis. Wegen der Kommutativitat der Addition reeller Zahlen kénnen wir in der n-
gliedrigen horizontalen Zahlenfolge

a+b= (a1 +b1,a2 +b2,...,an—|—bn)
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

die Glieder
a; + by,as + bo, ...,a, + by, durch b1 + a1,bs + ao, ..., b, + ay,
ersetzen. Wir erhalten
a+b=(by+a,bo+as,....b,+a,) =b+a

Satz 11. Fiir die Addition n-gliedriger, horizontaler Zahlenfolgen gilt das Assoziativge-
setz

a+(b+c¢c)=(a+b)+¢c
Beweis. Wegen der Assoziativitat der Addition reeller Zahlen kénnen wir in der n-
gliedrigen horizontalen Zahlenfolge
a-+ (b —+ C) = (al, ag, ..., Cln) + (bl + Cq, b2 + Co, ..., bn + Cn)
= (a1 + [b1 + c1], a2 + [b2 + ¢, .oy ap + [bn + ¢1))
die Glieder
a1+[b1—|—01],a2+[b2+02],...,an—i—[bn—l—cn] durch [a1+b1]+01,[a2+b2}+02,...,[an—i-bn]—l-cn
ersetzen. Wir erhalten
a+ (b+c)=([a1 +bi] + 1, [as + ba] + 2, ., [an + by] + )
= (CLl + b1,a0 + b, ...,a, + bn) + (Cl, Co, ..., Cn) = (Cl + b) +c
womit der Satz bewiesen ist.
Der Satz 11 besagt, dass die beiden n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a + (b + ¢)
und (a + b) + cgleich sind. Es kommt also nicht darauf an, auf welche der beiden

moglichen Arten man die drei Summanden a, b, ¢ durch Klammern zusammenfasst, so
dass man diese weglassen kann.

Dasselbe gilt analog auch fiir eine beliebige endliche Anzahl von n-gliedrigen horizonta-
len Zahlenfolgen aq, as, ..., ai. Auf den Beweis durch vollstandige Induktion wollen wir
wieder verzichten.

Beispiel 5. Es seien
a; = (1,2,0), a5 = (0,1,2), a3 = (1,1,0), a4 = (1,2, 1)
Dann ist
o +ag+ag+ag=[(a1 +az) +az] +as=[(1,3,2) + (1,1,0)] + (1,2,1)
=(2,4,2) + (1,2,1) = (3,6,3)

Ist a eine n-gliedrige horizontale Zahlenfolge und m eine natirliche Zahl mit m > 2,
so heiBt die Summe
at+a+..+a

in der a als Summand m-fach auftritt, das m-fache von a, in Zeichen ma. Offensichtlich
ist dann
m(ay,as, ..., a,) = (may, mas, ..., may,) (1)
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

2.3 Subtraktion von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen

Wir untersuchen, ob die Addition von n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen eine um-
kehrbare Operation ist, d. h., ob die Gleichung

a+r=>0 (1)

bei vorgegebenen n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a, b immer eine n-gliedrige
horizontale Zahlenfolge r als Losung besitzt. Diese Frage beantwortet der

Satz 12. Zu zwei beliebig vorgegebenen n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a, b
existiert genau eine n-gliedrige horizontale Zahlenfolge ¢, die der Gleichung (1) genigt.

Beweis. Es seien
a = (al,ag, ...,an) , b= (bl,bg, ,bn)

zwei beliebig vorgegebene n-gliedrige horizontale Zahlenfolgen. Wir zeigen, dass die
n-gliedrige horizontale Zahlenfolge

r = (bl—al,bg—ag,...,bn—an) (2)
eine Losung von (1) ist. Es gilt
a+r=(a1,az,....,an) + (bra1, b2 — ag, ..., b, — ay)
= (a1 + b1 — ay, ag + bQ — a9, ..., Qp + bn — an) = (bl,bg, ,bn> = []

Damit ist die Existenz einer Lésung von (1) nachgewiesen. Wir miissen noch beweisen,
dass es neben der Losung

r = (z1,79,..., ) (2)

von (1) keine weitere Lésung gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch die n-gliedrige
horizontale Zahlenfolge

n= <y17y27 7yn>
eine Losung von (1). Dann gelten die beiden Gleichungen

atr=> , at+p=">
woraus a + ¢ = a + 1 folgt. Die letzte Gleichung ist wegen Definition 7 aquivalent mit
(a1 4+ x1,a2 + ooyt + ) = (a1 + Y1,02 + Y2uees0p + Yn)
Auf Grund von Definition 6 ist dies aquivalent mit
a;t+x1=a1+y,a2 +rT2=as+Y2,...,0, + Ty = Ay + Yn

Hieraus folgt

T1r =Y, X2 =Y2,--, Tn = Yn
Das ist aber auf Grund von Definition 6 gleichbedeutend mit ¢ = 1. Demnach gibt es
nur eine Lésung der Gleichung (1), womit der Satz bewiesen ist.
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

Dieser Satz rechtfertigt die

Definition 8. Die nach Satz 12 existierende und eindeutig bestimmte Losung (2) der
Gleichung (1) bezeichnen wir mit z = b — a.
Sie heiBt die Differenz der n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen b und a.

Auf Grund von Definition 8 gilt somit
(b1,ba, ..., by) — (a1,a2,...,a,) = (b1 — a1, bs — ag, ...,.by, — ay) (3)

Die Gleichung
atr=a

besitzt auf Grund von Satz 12 und (3) die eindeutig bestimmte Losung
r=a—a=(a —ay,ay — as,....a, — a,) = (0,0,...,0)

fir alle n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a. Diese Zahlenfolge bezeichnen wir
abkiirzend mit o. Sie heiBt die n-gliedrige horizontale Nullfolge. Demnach ist

0 = (0,0,..,0) (4)

und alle n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a geniigen der Gleichung a+o0 = a. (5)
Die Gleichung a-+r = o besitzt auf Grund von Satz 12 und (3) die eindeutig bestimmte
Losung

r=0—a=(0—-a,0—az,...0—a,) = (—ay, — ag,..., — ay,)

Diese n-gliedrige horizontale Zahlenfolge bezeichnen wir abkiirzend mit —a. Sie heiBt
die zu a entgegengesetzte n-gliedrige horizontale Zahlenfolge. Fir alle n-gliedrigen
horizontalen Zahlenfolgen a gilt demnach

a+(—a)=o wobei —a=(—ay, — as,..., — ap) (6,7)

ist.
Fir das Rechnen mit entgegengesetzten n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen gelten
ebenfalls die Regeln 1.3. (8)-(11). Den Beweis werden wir in Satz 20 fiihren.

2.4 Multiplikation einer n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolge
mit einer reellen Zahl

In Anlehnung an 2.2. (1) definieren wir:

Definition 9. Ist a eine n-gliedrige horizontale Zahlenfolge und A eine reelle Zahl, so
versteht man unter Aa die n-gliedrige horizontale Zahlenfolge, die man erhalt, wenn
man jedes Glied von a mit A multipliziert.

Auf Grund von Definition 9 gilt also

Aai, ag, ..., a,) = (Aag,\ag, ..., Aay,) (1)
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

Beispiel 6. Es sei a = (2,4,8,6). Dann ist a = (1,2,4, 3).

Wegen (—1)a; = —a; gilt auf Grund von 2.3. (7) fiir alle n-gliedrigen horizontalen
Zahlenfolgen a die Beziehung

(—a=—a (2)
Satz 13. Fiir alle n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen a, b und fiir alle reellen Zahlen
A, pogilt

a)la =a (3)
b)(Au)a = A(ua) (4)
c)(A+ p)a = \a+ pa (5)
d)X(a+b) = Aa+ \b (6)

Beweis. a) Die Beziehung (3) ergibt sich wegen la = a unmittelbar aus (1).

b) Wegen der Assoziativitat der Multiplikation reeller Zahlen gilt

(Awa = ([Mdas, [Mddag, ..., [Aplan) = (Alpar], Alpas], ..., Alpax))
= )\(MCLl,/.LCLQ, ) Iuan) = )\(lua)
C) ()\+ﬂ)a: (P“*’”]ah[)‘"{_”]a%“'?[)‘_'_/vé]an)
= (a1 + pay, Aag + pag, ..., Aay, + pay)
= ()\ah )\a27"'7 )‘an) + (NabM@z, ...,,U,Cln) = Aa+ pa
d) Aa+b) = Xay + b1,a2 + b, ..., an + by)

= (A1 + A1, Aas + Aba, ..., Ay + Aby)
= (A1, Az, -y Aap) + (b1, Aba, ..., Abp) = Aa + \b

Durch vollstéandige Induktion lassen sich die Verallgemeinerungen von (5) und (6) be-
weisen (Aufgabe 6, Aufgabe 7):

M+ A+ ..+ p)a=Na+ a+ ...+ \a (7)
AMag +ag + ... +ag) = Aag + Aag + ... + Aag (8)

Aufgabe 4. Es seien

a=(65,43), b=(220-2), c=(2204).

a) Man berechne 2a — 3b + 3¢

b) Man I6se die Gleichung 4a — 5¢ + b = 3¢ — 3t.

2.5 n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen

In Analogie zu 2.1. verstehen wir unter
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2 n-gliedrige Zahlenfolgen

wobei a1, as, ..., a, beliebige reelle Zahlen bedeuten, eine n-gliedrige vertikale Zah-
lenfolge. Die reellen Zahlen ay,as, ..., a, in (1) heiBen Glieder der Zahlenfolge (1).
Wir bezeichnen vertikale Zahlenfolgen ebenfalls mit kleinen deutschen Buchstaben und

schreiben
ai

a
a=| " (2)
an

Die Definitionen 6, 7 und 9 lbertragen wir sinngemalB auf n-gliedrige vertikale Zahlen-
folgen:

Definition 10. Zwei n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen

ay by
a= 2 , b= b:z
an b.n
sind gleich, in Zeichen a = b, genau dann, wenn a; = by, as = b9, ..., a, = b, ist.

Definition 11. Sind a, b zwei n-gliedrige vertikale Zahlenfolgen, so versteht man unter
a + b die n-gliedrige vertikale Zahlenfolge

ap + by
as + by
an + by,

Definition 12. Ist a eine n-gliedrige vertikale Zahlenfolge und A eine reelle Zahl, so
versteht man unter Aa die n-gliedrige vertikale Zahlenfolge, die man erhalt, wenn man
jedes Glied von a mit A multipliziert.

Fur diese Zahlenfolgen gelten auch die in 2.2., 2.3. und 2.4. formulierten Satze, wobei
die dort gefiihrten Beweise unverandert ibernommen werden konnen.

Aufgabe 5. Es seien

=W N -
DN — W
L)
I
S © O W

a) Man berechne 3a — b + 3.
b) Man lése die Gleichung 2a + 2r + 3b = 3¢ + .
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3 Reelle Vektorraume

3.1 Begriff des reellen Vektorraumes

Im folgenden verstehen wir unter V5 die Menge aller Verschiebungen einer Ebene und
unter M ,, die Menge aller n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen mit festem n. Zur
Vorbereitung der folgenden Definition stellen wir einige der fiir Verschiebungen und fiir
n-gliedrige horizontale Zahlenfolgen gefundenen Ergebnisse zusammen:

A 1. In V5 bzw. M ,, ist eine als Addition geschriebene Verkniipfung definiert, die je
zwei Elementen a,b von V5 bzw. M, eindeutig ein Element a 4 b von V, bzw. M,
zuordnet.

A 2. Esgilt stetsa+ (b+¢) = (a+b)+ac

A 3. Zu zwei beliebig vorgegebenen Elementen a, b von V5 bzw. M, ,, existiert ein Ele-
ment ¢ von V5 bzw. M, mit a4+ = b.E|

A 4. Esgilt stetsa+b =0+ a.

B 1: In V5 bzw. M, ist eine Verknlpfung mit reellen Zahlen definiert, die jeder re-
ellen Zahl A und jedem Element a von V5 bzw. M, ,, eindeutig ein Element Aa von
Vo bzw. M, zuordnet.

B 2. Es gilt stets 1la = a.

B 3. Es gilt stets (Au)a = A(ua).

B 4. Es gilt stets (A + p)a = \a + ua.
B 5. Es gilt stets A(a+ b) = \a + Ab.

Die Eigenschaften A1-A4 und B1-B5 charakterisieren eine wichtige algebraische Struk-
tur, die als reeller Vektorraum bezeichnet wird. Die Elemente eines reellen Vektorraums
heiBen Vektoren.

Definition 13. Es sei V' eine nichtleere Menge mit den Elementen a, b, ¢, ... und es gelte:

A 1. In V ist eine als Addition geschriebene Verkniipfung definiert, die je zwei Elemen-
ten a, b von V eindeutig ein Element a + b von V' zuordnet.
A2 Esgiltstetsa+ (b+¢)=(a+b)+c.

A 3. Zu zwei beliebig vorgegebenen Elementen a,b von V' existiert ein Element ¢ von
V', das der Gleichung a +r = b geniigt.

A4 Esgiltstetsa+b=0+a.

B 1. In V ist eine Verkniipfung mit reellen Zahlen definiert, die jeder reellen Zahl A
und jedem Element a von V' eindeutig ein Element Aa von V' zuordnet.

B 2. Es gilt stets 1la = a.

1Es wird in A 3 nur die Existenz einer Lésung von a + 1 = b aufgefiihrt, also weniger als in Satz 7
bzw. in Satz 12 bewiesen wurde.
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B 3. Es gilt stets (Au)a = A(ua).

B 4. Es gilt stets (A + p)a = Aa+ pa

B 5. Es gilt stets A(a+ b) = Aa + Ab.

Dann heiBt V' in Verbindung mit den Eigenschaften A1-A4 und B1-B5 reeller Vektor-

raum und die Elemente a, b, ¢, ... heiBen Vektoren. Reelle Vektorraume bezeichnen wir
mit B.

Auf Grund von Definition 13 gelten die folgenden Satze:

Satz 14. Die Menge Vj; aller Verschiebungen einer Ebene ist mit den durch Definition
3 und Definition 5 eingefiihrten Verkniipfungen ein reeller Vektorraum, den wir mit B,
bezeichnen.

An Stelle von Ortsverschiebung des Punktes P konnen wir wegen Satz 14 nun die (ib-
liche Bezeichnung Ortsvektor des Punktes P setzen.

Satz 15. Die Menge M, ,, aller n-gliedrigen horizontalen Zahlenfolgen ist mit den durch
Definition 7 und Definition 9 eingefiihrten Verknipfungen ein reeller Vektorraum, den
wir mit 91y ,, bezeichnen.

Satz 16. Die Menge M,, ; aller n-gliedrigen vertikalen Zahlenfolgen ist mit den durch
Definition 11 und Definition 12 eingefiihrten Verknipfungen ein reeller Vektorraum,
den wir mit 9, ; bezeichnen.

Fir die Elemente von 91, bzw. von 9, fihren wir die Bezeichnung n-gliedriger
Zeilenvektor bzw. n-gliedriger Spaltenvektor ein. Die reellen Zahlen aq,as,...,a, in a
heiBen auch die Koordinaten des Zeilen- bzw. des Spaltenvektors. Der Zeilenvektor

o= (0,0,...,0)

bzw. der Spaltenvektor

heiBt Nullvektor.
Eingliedrige Zeilen- bzw. Spaltenvektoren, das sind Vektoren der Form

a=(a)

kann man mit den reellen Zahlen a identifizieren, denn die fiir Zeilen- bzw. Spalten-
vektoren definierten Verknlpfungen

(@) + ) =(+b) . Aa)=(Aa)

stimmen in diesem Sonderfall mit der fiir reelle Zahlen erklarten Addition und Multi-
plikation Uberein. Damit gilt der

Satz 17. Die Menge aller reellen Zahlen ist mit der fiir diese Zahlen erklarten Addition
und Multiplikation ein reeller Vektorraum, den wir mit A bezeichnen.
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3.2 Einige Folgerungen aus den Vektorraumeigenschaften

In diesem Abschnitt werden wir einige Folgerungen aus den Vektorraumeigenschaften
ziehen. Dieses Vorgehen hat den Vorzug, dass die so gewonnenen Aussagen nicht auf
einen konkreten reellen Vektorraum beschrankt sind, wie dies in 1. und 2. der Fall ist.

Satz 18. In einem reellen Vektorraum 85 gibt es genau einen Vektor ¢ mit der Eigenschaft
atr=a (1)
fir alle a von 8.
Beweis. Es sei ag ein fester Vektor von 23. Dann besitzt die Gleichung
g+ = dg (2)

auf Grund von A 3 eine Losung ¢ in 8. Wir miissen zeigen, dass dieser Vektor ¢ auch
fur alle Vektoren a von B der Gleichung (1) genigt.
Wegen A 3 hat fiir den speziell gewahlten Vektor ay und jeden beliebigen Vektor a von
B die Gleichung

ap+y=a (3)

eine Losung 1 in B. Beriicksichtigen wir (3), so gilt

at+r=(a+n) +r
Indem wir von A 2 und anschlieBend von A 4 Gebrauch machen, erhalten wir

atr=ao+(@+r)=a+ T+

Nochmalige Anwendung von A 2 liefert

a+r=(a+r) + (4)
Beriicksichtigen wir (2), so geht (4) tber in

atr=ay+0 (5)

Die rechte Seite von (5) kann wegen (3) durch a ersetzt werden. Damit erhalten wir
schlieBlich

at+r=a

womit gezeigt ist, dass der Vektor ¢ der eine Losung von (2) ist, auch fiir alle Vektoren
a von B der Gleichung (1) geniigt.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass es neben ¢ von B keinen weiteren Vektor von r/
mit dieser Eigenschaft gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch t’ ein Vektor von B mit
dieser Eigenschaft. Dann gelten die beiden Gleichungen

atr=a , a+r=a (6)
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fur alle a von B, insbesondere also auch fiur a = ¢ bzw. a =¢'.
Ersetzen wir a in der ersten Gleichung von (6) durch ¢’ und a in der zweiten Gleichung
durch g, so erhalten wir

v+r=y¢ r+1r =1

Da die linken Seiten dieser beiden Gleichungen wegen A 4 (bereinstimmen, ist t' = .
Demnach gibt es nur einen Vektor ¢ von B mit der Eigenschaft (1) firr alle a von 8.
Der Beweis zeigt iiberdies, dass man diesen Vektor berechnen kann, indem man fir
irgendeinen festen Vektor ay von B die Gleichung (2) I6st.

Das Ergebnis von Satz 18 fiihrt zur

Definition 14. Der in einem reellen Vektorraum B existierende und eindeutig bestimmte
Vektor ¢ mit der Eigenschaft (1) fir alle a von 8 wird mit ¢ = o bezeichnet. Er heiBt
der Nullvektor des reellen Vektorraumes 8.

Fur alle Vektoren a von ‘B gilt demnach
ato=a (7)

Satz 19. In einem reellen Vektorraum ‘B ist die auf Grund von A 3 existierende Losung
¢ der Gleichung
a+tr=>b (8)

eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir miissen noch zeigen, dass es neben der Losung ¢ keine weitere Losung von
(8) gibt. Dazu nehmen wir an, es sei auch y eine Lésung von (8). Dann gilt

at+r=a+y (9)
Auf Grund von A 3 gibt es einen Vektor 3, der der Gleichung
at+jz=o (10)

geniigt. Wegen (7) ist
r=r+o

Beriicksichtigen wir (10), so erhalten wir
r=a+ (a+3)
Indem wir von A 2 und anschlieBend von A 4 Gebrauch machen, gilt
r=(+a)+3=(a+z)+3
Wegen (9) geht diese Gleichung iber in

r=(a+y)+3;
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Hieraus folgt
r=Mm+a)+3=v+(a+3)

Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt wegen (10) und (7) mit t dberein. Damit ist
die Behauptung bewiesen.

Das Ergebnis dieses Satzes fiihrt in Verbindung mit A 3 zur

Definition 15. Die in einem reellen Vektorraum ‘B existierende und eindeutig bestimmte
Losung ¢ der Gleichung (8) bezeichnen wir mit r = b — a. Sie heiBt die Differenz der
Vektoren b, a.

Die Gleichung
atr=o (11)

besitzt auf Grund von Satz 19 die eindeutig bestimmte Losung r = o — a. Dieses
Ergebnis flihrt zur

Definition 16. Die in einem reellen Vektorraum ‘B existierende und eindeutig bestimmte
Losung ¢ = o — a der Gleichung (11) bezeichnen wir mit —a. Der Vektor —a heiBt der
zu a entgegengesetzte Vektor.

Fur alle Vektoren a von ‘B gilt demnach
a+(—a)=o (12)
Wir beweisen

Satz 20. Fiir alle Vektoren a, b eines reellen Vektorraumes ‘B gilt

a) —(—a) =g, (13)
b) b+ (—a)=0b—aq, (14)
c)—(a—b)=0b—aq, (15)
d) —(a+b)=—a—b. (16)
Beweis.

a) Auf Grund der Definition 16 ist der Vektor —(—a) die Losung der Gleichung (—a) +
r=o. (17)

Die Behauptung ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dass der Vektor r = a ebenfalls die
Gleichung (17) 16st. Beriicksichtigen wir A 4 und (12), so erhalten wir

(—a)+a=a+(—a)=o0

b) Da r = b—a auf Grund von Definition 15 die Losung der Gleichung (8) ist, brauchen
wir nur zu zeigen, dass auch ¢ = b + (—a) der Gleichung (8) geniigt. Es gilt

a+b+(—a))=a+[(—a)+b]l=[a+(—a))]+b=0+b=b+0=0
Dabei haben wir der Reihe nach von A 4, A 2, (12), A 4 und (7) Gebrauch gemacht.
c) Wir zeigen, dass der Vektor t = b — a die Gleichung (a — b) + ¢ = o 16st. Es gilt

(a—b)+(b—a)=—[a+(=b)]+[b+(—a)]=(a+[(—b+Db])+ (—a)
=(a+o)+(—a)=a+(—a)=o0
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d) Wir zeigen, dass t = —a — b die Gleichung (a + b) +r = o l6st. Es gilt
(a+b)+(—a—b)=(a+0b6)+[(—a)+ (—=b)]=(a+b)+ [(—b) + (—a)]
=(a+b+(-b)))+(—a)=(a+0)+(—a)=a+(—a)=o0

Satz 21. Fur alle Vektoren a eines reellen Vektorraumes B und und alle reellen Zahlen

A gilt

a)l0a=o0 (18)
b) Ao =0 (19)
c) (—l)a=—a (20)
Beweis

a) Beriicksichtigen wir B 2, B 4 und nochmals B 2, so erhalten wir
a+0a=la+0a=(1+0)ja=1la=a
Hieraus folgt die Behauptung (18), denn aus einer Gleichung der Form a + ¢ = a folgt
stets r = o.
b) Es ist
Aa+Xo=Aa+o0)=Aa

Dabei haben wir der Reihe nach von B 5 und (7) Gebrauch gemacht. Aus der letzten
Gleichung folgt die Behauptung (19).
c) Esist

a+(—la=la+(—l)a=[1+(-1)]a=0a=0o (21)
Dabei haben wir der Reihe nach von B 2, B 4 und (18) Gebrauch gemacht. Da die

Gleichung a+r = o die eindeutig bestimmte Lésung ¢ = —a besitzt, folgt aus (21) die
Behauptung (20).

Aufgabe 6. Man beweise durch vollstandige Induktion nach k, dass in einem reellen
Vektorraum B fiir alle Vektoren a von B und fiir alle reellen Zahlen Ay, Ao, ..., \; gilt

(/\1+)\2+...+)\k)a:)\1a+>\2a+...+)\ka (22)
Aufgabe 7. Man beweise durch vollstandige Induktion nach k, dass in einem reellen
Vektorraum fR fiir alle Vektoren ay, as, ..., a; von B und fir alle reellen Zahlen \ gilt
AMag 4+ ag + ... +ag) = Aag + Aag + ... + Aag (23)

In den folgenden Abschnitten fiihren wir einige fundamentale Begriffe aus der Theorie
der reellen Vektorraume ein.

3.3 Linearkombination

Definition 17. Es seien ay,as, ..., a;, b Vektoren eines reellen Vektorraumes B. Der
Vektor b ist Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a; genau dann, wenn es reelle
Zahlen x1, 9, ...,z derart gibt, dass

b=ux1a; + 2200 + ... + 210

ist.
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/

7/

(S S m———sep———
Fig. 27 %y

Wie wir aus Fig. 27 entnehmen, ist beispielsweise der Vektor b des reellen Vektorraumes
B, eine Linearkombination der Vektoren a, as von B5 da

b = 2a; + 3ay ist.

Beispiel 7. Wir untersuchen, ob der Vektor

b:

0 O O W

des reellen Vektorraumes 914 ; eine Linearkombination der Vektoren

1 2 3
3 4 5
cll = 5 ) al - 6 ) Cl3 — 7
7 8 1
von Iy ; ist.
Dazu machen wir den Ansatz
r101 + Toao + x3a03 = b (1)

Durch Einsetzen der Vektoren in (1) erhalten wir

1 2
3

+ 9

3
5
+ x3 7
1

0 O O W

4
6
7 8

Beriicksichtigen wir die Definition 12 und anschlieBend Definition 11, so ist (2) aqui-

valent mit
T1 + 219 + 313

3x1 + 4xo + bxs
51‘1 + 61‘2 + 71‘3
7551 + 81’2 + T3

Auf Grund von Definition 10 ist die Vektorgleichung (3

(3)

~—~ 00 © O W

aquivalent mit

T+ 2209 + 313 = 3
3r1 + 49 4+ 523 =6 (4)
51 + 619 + T3 =9
Tx1 4+ 819 + 13 =28
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Wir untersuchen, ob das Gleichungssystem (4) Iosbar ist. Fiir Leser, die nicht mit dem
im Bandchen "Matrizen" hergeleiteten Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungssys-
teme vertraut sind, wollen wir dieses Verfahren ohne Beweis erlautern.

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form

a1 + ap®e + ... + apr, = by
ao1T1 + ageTy + ... + a9, x, = by (5)

Am1T1 + Qoo + ... + ATy, = by

Dieses System wird schrittweise so in aquivalente Systeme iiberfiihrt, bis man schlieBlich
ein System erhalt, aus dem man, falls das System (5) l6sbar ist, alle Lésungen miihelos
ablesen kann.

Dabei heiBen zwei Gleichungssysteme der Form (5) in den gleichen Variablen dquivalent
genau dann, wenn sie entweder beide I6sbar sind und die gleichen Lésungen besitzen
oder beide nicht losbar sind. Die folgenden drei Regeln ermoglichen es, aus (5) ein
aquivalentes System herzuleiten:

|. Zwei Gleichungen von (5) werden miteinander vertauscht.

Il. Beide Seiten einer Gleichung von (5) werden mit derselben von null verschiedenen
reellen Zahl multipliziert.

I1l. Beide Seiten einer Gleichung von (5) werden mit derselben reellen Zahl multipliziert
und die Ergebnisse zu den entsprechenden Seiten einer anderen Gleichung von (5)
addiert.

Zur Erlauterung wenden wir das Verfahren auf das Gleichungssystem (4) an. Zunéachst
eliminieren wir aus der zweiten, dritten und vierten Gleichung die Variable x1, wahrend
wir die erste Gleichung unverandert lassen. Dazu multiplizieren wir zuerst beide Seiten
der ersten Gleichung mit -3 und addieren das Ergebnis zu den entsprechenden Seiten
der zweiten Gleichung. Wir erhalten das zu (4) aquivalente System

r1+ 229+ 323 =3
—2%2 —4%3 =-3
5x1 + 629 + Tx3 =9
7$1+8l‘2+£€3 =38

In den folgenden Schritten sind Faktoren zur Multiplikation der beiden Seiten einer
Gleichung jeweils am Rande angegeben. Die ebenfalls angebrachten Pfeile fiihren zu
der Gleichung, die durch eine andere ersetzt werden soll:

33



3 Reelle Vektorraume

1+ 2:(72 + 3$3 =3 -5 ’ -7 |
—21}2 - 4!1}3 =-3 ’ |
921+ 6x9 + 723 =9 1 | |
Tx1+8x9+x3 =8 1 l,
1+ 2:!72 + 31}3 =3
—21}2 - 41’3 =—-3 -2 | -3 |
—4ZE2 - 8$3 =—06 1 \L |
—61y — 2073 = —13 1l
T+ 2:!72 + 31’3 =3
—2!L’2 - 4ZE3 =-3 -1
0 = 1
—813 = —4 -1
$1+2$2+3$3:3
2[132 -+ 4[173 = 3 (6)
8I3 =4

Mit (6) haben wir ein zu (4) aquivalentes System erhalten, aus dem wir ablesen, dass
das System (6) und damit auch das Ausgangssystem (4) eindeutig losbar ist. Demnach
lasst sich der Vektor b auf genau eine Weise als Linearkombination der drei Vektoren
aq, as, ag darstellen.

Soll der Vektor b als Linearkombination der Vektoren ay, as, ag dargestellt werden, so
missen wir das System (6) l6sen. Aus der dritten Gleichung von (6) folgt

1
T3 = 5
Setzen wir dies in die zweite Gleichung von (6) ein, so folgt
1
To = 5
Aus der ersten Gleichung von (6) erhalten wir schlieBlich
1
1 = 5
Somit ist )
Tr1 = Ty = T3 = 5
die eindeutig bestimmte Losung von (4) und damit auch von (1), und es gilt
R
T T T

Beispiel 8. Wir untersuchen, ob der Vektor
b=(23,5)
des reellen Vektorraumes 91, 3 eine Linearkombination der Vektoren

a; = (1,2,3), as = (3,4,1)
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von 9)?1,3 ist.
Dazu machen wir den Ansatz
ri1ay —+ Tolg = b (7)

bzw.
r1(1,2,3) + x2(3,4,1) = (2,3,5) (8)

Machen wir von den Definitionen 9, 7 und 6 Gebrauch, so erhalten wir das zu (8)
aquivalente lineare Gleichungssystem

Ty + 319 =2
201 + 4wy = 3 (9)
3r1+x9 =05

Auf das System (9) wenden wir das Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungssysteme
an. Wir erhalten:

1 +319 =2 2 | 3 |
21’1 + 4372 =-3]-1 l, ‘
3$1 +x0 = 5 -1 \L
r1+ 3y =2
209 =1 4 |
81}2 =1 -1 l,
r1 + 3(172 =2
2y = 1 (10)
0=3

In dem System (10) tritt die falsche Aussage 0 = 3 auf. Dieses Ergebnis ist folgender-
maBen zu interpretieren:

Wenn wir unsere Umformungen beginnen, dann nehmen wir an, dass das Gleichungs-
system (9) eine Losung besitzt. Ist dies der Fall, so kdnnen wir diese Losung in das
System einsetzen, und alle Gleichungen des Systems und die hieraus hergeleiteten Glei-
chungen sind erfillt.

Enthalt aber eine der hergeleiteten Gleichungen einen Widerspruch, so muss unsere
Annahme, es existiere eine Losung des Systems (9), falsch gewesen sein. Das Glei-
chungssystem (9) ist nicht I6sbar, d. h., der Vektor b ist keine Linearkombination der
beiden Vektoren aq, as.

Aufgabe 8. Man untersuche, ob der Vektor
b=(1,1,1,1)
des reellen Vektorraumes M 4 eine Linearkombination der Vektoren
a; = (1,2,34), a2 =1(2,3,4,1), a3=(34,1,2), ay=(4,1,2,3)

von 9 4 ist und stelle gegebenenfalls b als Linearkombination der Vektoren a;, az, a3, a4
dar.
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Mit Hilfe der Vektoren

an a2 a1p by

a1 a22 Qo by
a; = 9 g = . ) ) an, = ) b -

Am1 aAm?2 Amn, bm

des reellen Vektorraumes 9, ; lasst sich das lineare Gleichungssystem (5) auf Grund
der Definitionen 12, 11 und 10 in der Form

101 + oo + ... + 0, = b (11)

schreiben. Umgekehrt entspricht der Vektorgleichung (11) das lineare Gleichungssystem
(5). Dies besagt:

Satz 22. Das lineare Gleichungssystem (5) ist l6sbar genau dann, wenn der Vektor b
eine Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a,, ist.

Definition 18. Die Vektoren a, b eines reellen Vektorraumes B sind parallel, in Zeichen
a || b, genau dann, wenn einer der beiden Vektoren eine Linearkombination des anderen
ist.

3.4 Lineare Abhangigkeit. Lineare Unabhadngigkeit

Es seien ay, as, ..., ap Vektoren eines reellen Vektorraumes 5 und o der Nullvektor von
8. Dann besitzt die Vektorgleichung

x101 + Toaay + ... + 1p0L = 0 (1)
wegen Satz 21 a und 3.2. (7) stets die Losung
1 =0,29=0,...,2, =0 (2)

Die Losung (2) heiBt die triviale Lésung von (1). Besitzt (1) neben (2) noch eine weite-
re Losung, in der nicht alle x; = 0 sind, so heiBt diese Losung eine nichttriviale Lésung
von (1).

Definition 19. Die Vektoren ay, as, ..., a; eines reellen Vektorraumes B sind linear ab-
hangig genau dann, wenn die Vektorgleichung (1) eine nichttriviale Lésung besitzt. Die
Vektoren ay, as, ..., ai sind linear unabhangig genau dann, wenn sie nicht linear abhan-
gig sind.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar der

Satz 23. Die Vektoren ay, as, ..., a; eines reellen Vektorraumes B sind linear unabhéan-
gig genau dann, wenn die Gleichung (1) nur die triviale Losung (2) besitzt.

Wie wir aus Fig. 28 entnehmen, sind beispielsweise die Vektoren ay, as, as des reellen
Vektorraumes ‘B, linear abhangig, da

201 +3as + (—2)ag = o
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Fig. 28
ist, also die Vektorgleichung
101 + X200 + T303 = 0
eine nichttriviale Losung
r1 =2, wy=3, x3=-—2 besitzt.
Beispiel 9. Wir untersuchen, ob die Vektoren
a; = (1,2,3), as = (3,4,1), as = (2,3,5)

des reellen Vektorraumes M 3 linear abhangig oder linear unabhangig sind. Aus dem
Ansatz
101 + T20s + T303 = 0

bzw. aus
$1(1,2,3) + SL’2<3, 4,1) + 1‘3(2, 3,5) = (0, 0, 0) (3)

lesen wir das zu (3) aquivalente homogene lineare Gleichungssystem

r1+3x9+ 223 =0
201+ 4x9 4+ 323 =10 (4)
3I1+$2+5$3 =0

ab. Wir untersuchen, ob das System (4) neben der Lsung
$1:SL’2:$3:O (5)

die die triviale Lésung des homogenen linearen Gleichungssystems (4) heiBt, noch eine
weitere Losung besitzt.

r1+3x0+2x3 =0 2 | 3 |
2I1 + 4$2 + 3$3 = -1 \L |
3x1 + 29+ 5x3 =0 -1
r1+ 310+ 223 =
2$2 +x3 = 4 |
8ro + r3 = -1 \L
r1+ 320+ 223 =
209 +x3 =
3$3 =0
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Das Gleichungssystem (6) besitzt nur die triviale Lésung (5). Demnach besitzt auch
das System (4) und damit auch die Vektorgleichung (3) nur die triviale Lésung (5).
Die Vektoren ay, as, as sind linear unabhangig.

Beispiel 10. Wir untersuchen, ob die Vektoren

1 2 3 3
3 4 5 6
a; = 5 s az = 6 ) as = 7 ) ag = 9
7 8 1 8

des reellen Vektorraumes My ; linear abhangig oder linear unabhangig sind.
Aus dem Ansatz
r101 + 1200 + X303 + 1404 = 0 (7)

lesen wir das zu (7) aquivalente homogene lineare Gleichungssystem

$1+2$2+3$3+3$4:0
3x1 + 4x9 4+ drg + 624 = 0 (8)
5x1 + 6x9 + T3+ 924 =0

Tx1 + 8xo + 23+ 8x4 =0

ab. Auf das System (8) wenden wir das Verfahren zur Aufldsung linearer Gleichungs-
systeme an. Wir erhalten:

r1+2r9+323+324 =03 | 5 | 7 |
3x1 + 4wy + 5x3+ 614 = -1 ‘ ’
5ty + 6x9 + Tws + 924 = -1 ] ]
7$1 +8$2+$3+8JJ4 = -1 i
r1+ 22004+ 3x3+3x4 =
209 + dx3 + 324 = 2 ’ 3 ‘
4xo + 8x3 + 6x4 = -1 |
6$2 + 20$3 + 13$4 =0 -1 \L
l’1+2$2+3$3—|—3$4 :0
219 +4x3+ 314 =0
0—0 (9)

8(173 -|-4(I?4 = 0

Lassen wir in dem System (9) die triviale Gleichung 0 = 0 weg, so erhalten wir

r1+ 229+ 323+ 314 =0
29 +4x3+ 314 =0 (10)
8xrs +4xy =0

Das System (10) besitzt unendlich viele Lésungen. Es ist nicht unser Ziel, alle Lésungen
von (10) zu bestimmen. Wir ermitteln lediglich eine nichttriviale Lésung von (10).
Setzen wir beispielsweise x4 = —2, so geht (10) tber in

T1+ 2x9 + 323 =06
2[E2—|—4ZE3:6
8373:8
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Dieses System besitzt die eindeutig bestimmte Losung 23 =1, 29 = 1, 1 = 1, also ist
$1:{L‘2:I‘3=1,3§4:—2

eine nichttriviale Lésung von (7). Die Vektoren ay, as, as, a4 sind linear abhangig.

Aufgabe 9. Man untersuche, ob die Vektoren
a = (1,1,1), as=(1,2,3), az=(1,3,5)

des reellen Vektorraumes M, 3 linear abhangig oder linear unabhangig sind.

Die folgende Aufgabe kann, falls der Inhalt der Bandchen "Matrizen" und "Determinan-
ten" nicht bekannt ist, (iberschlagen werden, da sie fiir das Verstandnis des Folgenden
nicht erforderlich ist.

Aufgabe 10. Es seien a, b beliebige reelle Zahlen. Man beweise, dass die Vektoren
a; = (a,b,b), ay = (bab), a3 = (bb,a)

des reellen Vektorraumes M 3 linear abhangig sind genau dann, wenn a = b oder
a = —2b ist.

Satz 24. Es seien a, b Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Die Vektoren a, b sind
parallel genau dann, wenn sie linear abhangig sind.

Beweis.

a) Die Vektoren a, b seien parallel. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kdnnen wir
annehmen, dass der Vektor b eine Linearkombination des Vektors a ist. Dann gibt es
eine reelle Zahl X derart, dass b = Aa gilt. Aus dieser Gleichung folgt

Aa+ (—1)b=o (11)

Die Vektorgleichung
ria+ b =0 (12)

besitzt wegen (11) eine nichttriviale Losung
T = A s To9 = —1

da x5 # 0 ist. Dies bedeutet, dass die Vektoren a, b linear abhangig sind.

b) Die Vektoren a, b seien linear abhéngig. Dann besitzt die Vektorgleichung (12) eine
nichttriviale Losung x1, zo. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 29 # 0. Aus (12)

folgt dann
b= <_a:1> a
Z2

Diese Gleichung besagt, dass der Vektor b eine Linearkombination des Vektors a ist, d.
h., die Vektoren a, b sind parallel.
Dieser Satz ist logisch aquivalent mit
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Satz 25. Es seien a, b Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Die Vektoren a, b sind
nicht parallel genau dann, wenn sie linear unabhangig sind.

Beispiel, 11. Mit Hilfe des Begriffs der linearen Unabhangigkeit beweisen wir, dass die
Diagonalen eines Parallelogramms ABC'D einander halbieren.

J C

Fig.20 “ # 8

Verstehen wir unter u, v die Vektoren B — A, D — A des reellen Vektorraumes B,, die
das Parallelogramm ABC'D aufspannen (Fig. 29), so gilt

u+(M—-B)+(A-—M)=o (13)
Bedeuten A, i u reelle Zahlen, so ist

M—B=Xbv—u) bzw. (13a)

M —A=pu+o) : A—M=—p(u+vo) (13b)

Mit Hilfe von (13a) und (13b) geht (13) iber in

uu+Ab—u)—puu+o)=o0
Die linke Seite dieser Vektorgleichung ordnen wir nach u, v:

I-A—pu+A—po=o (14)

Da nach Voraussetzung die Vektoren u, v ein Parallelogramm aufspannen, also nicht
parallel und damit auf Grund von Satz 25 linear unabhangig sind, besitzt die Vektor-
gleichung (14) nur die triviale Losung

1= A—p=0 : A—pu=0 (15)

d.h., es gilt:
Atpu=1 A—p=0 — 2p=1

Dieses Gleichungssystem besitzt die eindeutig bestimmte Lésung

1 1
)\_5 ) M—i
Damit ist
1 1 1 1
M-A=juto)=5(C-4) , M-B=g(o-u)=(D-DB)
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womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 26. Es seien ay, as, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Wenn einer der
Vektoren aq, as, ..., a; der Nullvektor von B ist, so sind die Vektoren ay, as, ..., ai linear
abhangig.

Beweis. Es sei a; = 0. Auf Grund von Satz 21 b gilt 1a; = 1o = o0 und wegen Satz 21
a und 3.2. (7) ist somit

Oa; + ... +0a;_1 + 1a; + Oa; 1 + ... + 0ax = o (16)
Die Vektorgleichung
101 + oo F X101 + X0 + Tig1 041 + ..o+ TR0 = 0
besitzt wegen (16) eine nichttriviale Losung
r1=0,..,2,1=0,2, =1,2;41 =0,...,205, =0

da x; # 0 ist. Demnach sind die Vektoren ay, as, ..., ai linear abhangig, womit der Satz
bewiesen ist.

Durch Kontraposition erhalten wir den zu Satz 26 logisch aquivalenten

Satz 27. Es seien ay, as, ..., ai Vektoren eines reellen Vektorraumes 23. Wenn die Vek-
toren ay, as, ..., a; linear unabhangig sind, so ist keiner der Vektoren ay, as, ..., a; der
Nullvektor von ‘8.

Ferner gilt der

Satz 28. Es seien ay, as, ..., ar Vektoren eines reellen Vektorraumes 5. Die Vektoren
aq, ds, ..., a; sind linear abhangig genau dann, wenn ein Vektor a; dieser Vektoren eine
Linearkombination der restlichen k — 1 Vektoren ay,...,a; 1, a; 11, ..., ag ist.

Beweis.
a) Die Vektoren ay, as, ..., a; seien linear abhangig. Dann besitzt auf Grund von Defi-
nition 19 die Gleichung

101 + Tolo + ... + T = 0 (17)

eine nichttriviale Losung

Es sei etwa z7 # 0. Dann gilt
k k * * %

woraus
* * * *
x Z; Z; xT
1 -1 1 k
a; = (—) ap+ ..+ (—Q) a1+ (— o ) Qi1+ o+ (-) ay
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folgt. Diese Gleichung besagt, dass der Vektor a; eine Linearkombination der restlichen
Vektoren ay, ..., a; 1,041, ..., O ist.

b) Es sei umgekehrt der Vektor a; eine Linearkombination der Vektoren ay, ..., a;_1,
Ait1, ..., a;. Dann gibt es auf Grund von Definition 17 reelle Zahlen z7, ..., x}_ |, 2}, ..., 7},
derart, dass

4 =270 + ..+ 20+ T 01+ .+ 20 =0
ist. Hieraus folgt
I‘Tﬂl —+ ...+ {L”:_lai,1 —+ (—1)Cl2' —+ {L”:_Halqu —+ ...+ :E;Z,Clk =0 (18)
Die Vektorgleichung
xiay +...+x, ;1 +x;0; + Tit10;41 + ...+ xar =0
besitzt wegen (18) eine nichttriviale Losung
Ty =T, .., Tim1 = Tj_, T = —1,Ti—1 = Tjq, ..., Tp = T},

da z; # 0 ist. Demnach sind die Vektoren ay; as, ..., a; linear abhangig.
Der Satz 28 ist logisch dquivalent mit

Satz 29. Es seien ay, as, ..., ar Vektoren eines reellen Vektorraumes B. Die Vektoren
aj, g, ..., ax sind linear unabhangig genau dann, wenn keiner dieser Vektoren eine Li-
nearkombination der restlichen £ — 1 Vektoren ist.

Wir beweisen den

Satz 30. Es seien aj,as,...,a;, b Vektoren eines reellen Vektorraumes 8. Wenn der
Vektor b keine Linearkombination der linear unabhangigen Vektoren aq,as, ..., a; ist,
so sind die k& 4+ 1 Vektoren ay, as, ..., ag, b linear unabhangig.

Beweis. Wir untersuchen die Vektorgleichung
101 + 2900 + ... + Tpar + T b =0 (19)

Angenommen, es gelte xj 1 # 0. Dann kénnen wir die Gleichung (19) nach b auflésen

und erhalten
T T T
b:<— 1>Cl1+<— 2>ag+...+<— k)ak
Lr+1 Tk+1 Try1

Diese Gleichung besagt, dass der Vektor b eine Linearkombination der Vektoren a;, ao,
..., ag ist. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss unsere Annahme
xr+1 7 0 falsch gewesen sein. Daher ist

LTk+1 = 0 (20)

und (19) geht dber in

101 + To0o + ... + Tpar = 0 (21)
Da die Vektoren aq, as, ..., a; nach Voraussetzung linear unabhangig sind, besitzt die
Vektorgleichung (21) nur die triviale Losung x; = x5 = ...z, =0 (22)

Wegen (22) und (20) ist auch die Ausgangsgleichung nur trivial lésbar, d. h., die
Vektoren ay, as, ...,ax, b sind linear unabhangig, womit der Satz bewiesen ist.

42



3 Reelle Vektorraume

3.5 Basis eines Vektorsystems

Es sei B ein reeller Vektorraum. Unter einem Vektorsystem von B versteht man eine
Teilmenge von V' in Verbindung mit den beiden in ‘B definierten Verkniipfungen.

Ein Vektorsystem von B bezeichnen wir mit &. Auf Grund dieser Vereinbarung ist ein
reeller Vektorraum ‘B auch ein Vektorsystem von ‘B.

0 — - —

Fig. 30 ¢ o A5

Zur Vorbereitung der folgenden Definition gehen wir von zwei linear unabhangigen
Vektoren ay, as des reellen Vektorraumes B9 aus (Fig. 30) und zeigen, dass sich ein
beliebiger Vektor b von B, als Linearkombination der beiden Vektoren a;, a, darstellen
[asst.

Wir bestimmen die durch
Ai=0+a;,, A,=0+a, B=0+b

definierten Punkte A;, Ay, B und zeichnen durch B eine Parallele zu OA5 und an-
schlieBend eine Parallele durch B zu O A;. Die jeweiligen Schnittpunkte mit der Geraden
OA; bzw. O Ay bezeichnen wir mit By bzw. By (Fig. 30). Es sei

OB, OB,
= =T
oA, oA,
Dann gilt
Bl -0 = .Il(Al — O) =1
B2 -0 = I‘Q(AQ — O) = T209
und damit

b= (Bl — O) + (Bg — O) = 2101 + X209 (1)

d.h., der Vektor b ist eine Linearkombination der linear unabhangigen Vektoren a;, as.
Linear unabhangige Vektoren a;, as von 85 mit der Eigenschaft, dass jeder Vektor b
von ‘B, eine Linearkombination der Vektoren a;, a, ist, nennt man eine Basis von B,.

Wir zeigen noch, dass die reellen Zahlen 1, x5 in (1) eindeutig bestimmt sind. Dazu
nehmen wir an, es gilt neben (1) auch

b =yia1 + yaa2 (2)
wobei y1, 4o reelle Zahlen bedeuten. Aus (1) und (2) folgt

T101 + T2l = Y1071 + Yolo
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und hieraus

(1 —y1)ar + (z2 —y2)az = o (3)
Da nach Voraussetzung die Vektoren aq, as linear unabhangig sind, besitzt die Vektor-
gleichung (3) nur die triviale Losung

r1—y1=0, 22—y2=0 dh,esist x1=y;, x2=1uo

Dieses Ergebnis besagt, dass es nur eine Darstellung der Form (1) gibt. Die eindeutig
bestimmten reellen Zahlen z1, x5 in (1) heiBen die Koordinaten des Vektors b beziglich
der Basis (a1, az).

Durch die Schreibweise (a;, as) wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es auf die Rei-
henfolge der Basisvektoren a;, as ankommt.

Diese Uberlegungen fiihren zur

Definition 20. Es seien aq, ao, ..., a; Vektoren eines reellen Vektorraumes B und G ein
Vektorsystem von B. Es ist (ay, as, ..., a) eine Basis von & genau dann, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

a) Die Vektoren ay, as, ..., a; sind linear unabhangig.
b) Jeder Vektor von & ist eine Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a.

Aus den Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts folgt, dass jedes linear unabhangige
Vektorpaar (aj, az) des reellen Vektorraumes Bs eine Basis von B, ist.

Es gibt reelle Vektorraume, die Basen besitzen, die aus unendlich vielen Vektoren be-
stehen. Im Rahmen dieses Blchleins beschranken wir uns auf reelle Vektorraume, die
Basen mit endlich vielen Vektoren besitzen.

Beispiel 12. Wir zeigen, dass (ay, as, az) mit
a; = (1,2,3), gy = (3,4,1), as — (2, 3,5) (4)

eine Basis des reellen Vektorraumes 91, 3 ist.

Wie wir in Beispiel 9 bewiesen haben, sind die Vektoren (4) linear unabhangig. Damit ist
die erste Eigenschaft von Definition 20 bereits nachgewiesen. Als nachstes untersuchen
wir, ob jeder Vektor b von 91; 3 eine Linearkombination der Vektoren (4) ist. Dazu
wahlen wir einen beliebigen Vektor

b = (b1, b9, 0b3)
von I, 3, dessen Koordinaten by, by, b3 beliebige reelle Zahlen sind. Aus dem Ansatz
r101 + Toay + x3a3 = b (5)
lesen wir das zu (5) aquivalente lineare Gleichungssystem

r1 4+ 3r9 + 223 = by
2I1 + 4I2 + 3I3 = bQ (6)
3$1 + 22 + 51’3 — bg
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ab. Wir untersuchen mit Hilfe des Verfahrens zur Auflésung linearer Gleichungssysteme,
ob das System (6) unabhiangig von der Wahl der by, by, b3 stets losbar ist. Wir erhalten

1+ 329 + 223 = by 2 | 3|
2wy + 4xo + 3x3 = by = |
3[6‘1 + 29 + 5{133 = b3 —1 j/

1+ 3r9 + 223 = by
2x9 +x3 = 2b; — by 4 |
81‘2 +x3 = 3[)1 - b3 —1 i

r1+ 3x9 + 23 = by
2$2 +x3 = 2()1 - bg (7)
3[11'3 = 5b1 - 4b2 + b3
Das Gleichungssystem (7) ist unabhangig von der Wahl der by, by, b3 stets eindeutig
l6sbar. Dies besagt, dass jeder Vektor b des reellen Vektorraumes 91, 3 als Linearkom-

bination der Vektoren (4) darstellbar ist. Damit ist auch die zweite Eigenschaft von
Definition 20 nachgewiesen.

Beispiel 13. Wir zeigen, dass (e, ¢, ..., ¢,) mit

1 0 0
0 1 0

er=101, eo=1 01, s en=1_0 (8)
0 0 1

eine Basis des reellen Vektorraumes 9, ; ist.
Wir priifen zunachst, ob die Vektoren ¢y, ¢, ..., ¢, linear unabhangig sind. Dazu machen
wir den Ansatz

Tri1e1 + Toey + ... +Tpe, =0

aus dem wir das zur Vektorgleichung aquivalente lineare Gleichungssystem

33120
1172:0
z, =0

ablesen, das nur die triviale Losung besitzt. Demnach sind die Vektoren ey, ¢9, ..., ¢,
linear unabhangig. Als nachstes weisen wir nach, dass jeder Vektor

b

von M, ;1 eine Linearkombination der Vektoren (8) ist. In (9) bedeuten die by, bo, ..., b,
beliebige reellen Zahlen. Aus dem Ansatz

T1€1 + X9y + ... + Tpe, = b (10)
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lesen wir das zu (10) aquivalente lineare Gleichungssystem

xlzbl
I’2=b2
z, = b,

ab, das die eindeutig bestimmte Losung
xr = b17x2 - b27 vy Iy = bn

besitzt. Damit ist gezeigt, dass (¢1, ¢, ..., ¢,) eine Basis von 91, ; ist.

Wie wir an diesen beiden Beispielen erkennen, lasst sich jeder Vektor eines Vektorsys-
tems auf genau eine Weise als Linearkombination der Vektoren einer Basis darstellen.
Dieses Ergebnis ist nicht zufallig. Vielmehr gilt der

Satz 31. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes 8 und (ay, as, ..., a,)
eine Basis von G. Dann lasst sich jeder Vektor von & auf genau eine Weise als Line-
arkombination der Basisvektoren ay, as, ..., a,, darstellen.

Beweis. Es sei b ein beliebiger Vektor von &. Auf Grund von Definition 20 gibt es reelle
Zahlen x1,x9,...,x, derart, dass sich der Vektor b als Linearkombination der linear
unabhangigen Vektoren aq, as, ..., a,, darstellen lasst:

b=ux10; +2900+ ... + 0, (11)

Wir missen noch zeigen, dass es neben (11) keine weitere Darstellung dieser Art gibt.
Dazu nehmen wir an, es gilt neben (11) noch

b=wyia; + a2 + ... + ypa, (12)
WO Y1, Y2, ..., Yn reelle Zahlen bedeuten. Aus (11) und (12) folgt
T101 + Tl + ... + TpQy = Y101 + Yol + ... + Ypay,

und hieraus
(x1 —y1)ag + (x2 — yo)ag + ... + (xy, — yp)a, =0 (13)

Da nach Voraussetzung die Vektoren ay, as, ..., a, linear unabhangig sind, besitzt die
Gleichung (13) nur die triviale Loésung

T —Y1=T2—Y2=...=Tp —Yp =10

d. h., es gilt
1 =Y1, T2 = Y2,y Tn = Yn

Folglich gibt es nur eine Darstellung der Form (11), womit der Satz bewiesen ist.
Dieses Ergebnis flihrt zur
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Definition 21. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes B, (a4, as, ..., ay,)
eine Basis von & und b ein Vektor von G.

Die eindeutig, bestimmten reellen Zahlen x1, 25, ..., x,, in der Gleichung (11) heiBen die
Koordinaten des Vektors b beziiglich der Basis (ai, as, ..., a;).

Beispiel 14. In Beispiel 12 haben wir gezeigt, dass (ai, az, az) mit
a = (1,2,3), a=(3,41), a3=(23,5)

eine Basis des reellen Vektorraumes 91, 3 ist. Wir berechnen die Koordinaten des Vek-
tors
b(1,3,10)

von 9 3 beziiglich dieser Basis. Dazu miissen wir in dem Gleichungssystem (7)
bi=1, by=3, b3=10
setzen und das entstehende Gleichungssystem

r1+3x9+ 223 =1
2I2+[E3:—1
3373:3

l6sen. Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung
LL’1:2, IQZ—L :L’3:1
Die Koordinaten des Vektors b beziiglich der Basis (ay, ao, a3) sind demnach 2, -1, 1.

Satz 32. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes B, (a1, as, ..., ai) eine
Basis von G und by, by, ..., b,, linear unabhangige Vektoren von &. Dann ist m < k.

Beweis. Wir nehmen an, es sei k& < m. Da nach Voraussetzung (ay,as,...,a;) eine
Basis von G ist, lasst sich jeder der Vektoren by, bo, ..., b,, von & auf genau eine Weise
als Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a; darstellen, d. h., in

b1 = ap1aq + arpas + ... + aqpag

by = ag1a1 + agas + ... + agiai (14)

bm = U101 + Ap202 + ... + Qi Qg
sind die reellen Zahlen a;; eindeutig bestimmt.

Es seien 1,29, ..., 2, beliebige reelle Zahlen, iiber die wir spater verfliigen wollen.
Wegen (14) ist
161 + x2bg + .. + by, = 21 (1101 + ajoa2 + ... + agiag)
+ wo(ag10y + ages + ... + agkay) + ...
+ T (Am101 + amots + ... + Qi)
= (a1171 + a21®2 + ... + @1 Tm) a1 + (a1271 + a22T2 + ... + Q2T )ao
+ ...+ (@1pm + agkx2 + .o + Qo) O (15)
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Wir untersuchen, ob in (15) die reellen Zahlen x4, xo, ..., x,, so gewahlt werden kdnnen,
dass sie nicht alle gleichzeitig null sind und dem Gleichungssystem

a11x1 + a21x2 + ... + 1Ty = 0
1221 + @222 + ... + 2Ty, = 0 (16)
121 + Q2T + ... + Akl = 0

geniigen. Da (16) ein homogenes lineares Gleichungssystem von k Gleichungen mit m
Variablen ist und wegen k& < m in (16) die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl
der Variablen ist, so ist das Gleichungssystem (16) auf Grund von Satz 23 (Matrizen)
nichttrivial 16sbar. Eine nichttriviale Losung von (16) sei

T] =T, T9 = Xy ooy Ty = T, (17)
Mit Hilfe von (17) geht (15) wegen
Oa; = 0,000 =0,...0a; =0

uber in
x1by +a5by + ...+ 27 b, =0

Die letzte Gleichung besagt, dass die Vektoren by, bo, ..., b, linear abhangig sind. Das
ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Demnach muss unsere Annahme k < m falsch gewesen sein, d. h., es gilt £ > m,
womit der Satz bewiesen ist.

Satz 33. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes B, (ay,as, ..., ax)
eine Basis von & und by, by, ..., by linear unabhangige Vektoren von G.
Dann ist auch (by, by, ..., by) eine Basis von &.

Beweis. Angenommen, die linear unabhangigen Vektoren by, bs, ..., by bilden keine Basis
von G. Dann gibt es einen Vektor b von &, der keine Linearkombination der Vektoren
by, bo, ..., by ist.

Wegen Satz 30 gilt dann:

Die Vektoren by, b, ..., bs, b von & sind linear unabhangig. (18)

Da nach Voraussetzung (ay, as, ..., a) eine Basis von & ist und wegen (18) die k + 1
Vektoren by, bo, ..., b, b linear unabhangige Vektoren von & sind, fiihrt die Anwendung
von Satz 32 auf den Widerspruch

k + llegk

Demnach muss unsere Annahme, dass die linear unabhangigen Vektoren by, bo, ..., by
keine Basis von & bilden, falsch gewesen sein. Somit ist (by, bo, ..., by) eine Basis von
S, womit der Satz bewiesen ist.

Aufgabe 11. Es sei (a;, as) eine Basis des reellen Vektorraumes Bs.

48



3 Reelle Vektorraume

a) Man beweise, dass auch (u,b) mit
a=a;+a , b=0ay — g

eine Basis von ‘B, ist.
b) Man berechne die Koordinaten von ay beziiglich der neuen Basis (u, v).

Aufgabe 12. Es seien & ein Vektorsystem eines reellen Vektorraumes 8 und (ay, as, as)
eine Basis von G.
a) Man beweise, dass auch (aj, a, ag) mit

a=2a; + as + 3a3

eine Basis von G ist.
b) Man berechne die Koordinaten des Vektors

b =3a; + 2as + ag

von & beziglich der neuen Basis (a1, a, a3).

3.6 Unterraum eines reellen Vektorraumes

Definition 22. Ein nichtleeres Vektorsystem & eines reellen Vektorraumes B ist ein
Unterraum von B genau dann, wenn & selbst ein reeller Vektorraum ist.

Beispielsweise ist das Vektorsystem &, das aus den beiden Vektoren a; = (1,2), ay =
(2,3) des reellen Vektorraumes 01, o besteht, kein Unterraum von ;5 da der der
Vektor

a; + ag = (3,5)

nicht Element von & ist und somit A 1 nicht erfullt ist.

Will man mit Hilfe der Definition 13 untersuchen, ob ein Vektorsystem & eines reellen
Vektorraumes B Unterraum von B ist, so ist dazu ein erheblicher Rechenaufwand
erforderlich. Mit Hilfe des folgenden Satzes lasst sich dieser reduzieren.

Satz 34. G sei ein nichtleeres Vektorsystem eines reellen Vektorraumes 8. Es ist S ein
Unterraum von B genau dann, wenn fiir alle Vektoren a, b von & und fiir alle reellen
Zahlen X\ die Vektoren a + b und Aa wieder Elemente von G sind.

Beweis.

a) Es sei & ein Unterraum von B. Dann sind, da & ein reeller Vektorraum ist, insbe-
sondere die beiden Bedingungen A 1 und B 1 der Definition 13 erfiillt, d. h., fir alle
Vektoren a,b von & und fiir alle reellen Zahlen A sind a + b und Aa Elemente von &.

b) Umgekehrt erfiille ein Vektorsystem & eines reellen Vektorraumes 85 die Bedingung,
dass fiir alle Vektoren a, b von & und fiir alle reellen Zahlen X\ die Vektoren a + b und
Aa Elemente von G sind.

Es sind damit bereits die Bedingungen A 1 und B 1 erfillt. Ferner sind die Eigenschaften
A2 A4 B2 B3, B4, Bb5 trivialerweise fiir G erfiillt, da sie in 8 gelten. Es bleibt
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nur noch die Gultigkeit von A 3 nachzuweisen:

Es seien a, b beliebige Vektoren von &. Da diese Vektoren auch Elemente von B sind,
besitzt die Vektorgleichung
a+r=2> (1)

in B die eindeutig bestimmte Losung
r=b—a
die sich wegen Satz 20b und Satz 21c in der Form
r=b+(—1)a

schreiben lasst. Wir zeigen, dass der Vektor ¢ auch ein Element von & ist. Da B 1
erfullt ist, ist (—1)a ein Vektor von &. Auf Grund von A 1 ist der Vektor b + (—1)a
ein Element von &, womit gezeigt ist, dass die Vektorgleichung (1) in & lésbar ist.

Beispiel 15. Mit Hilfe von Satz 34 weisen wir nach, dass das Vektorsystem &, das aus

allen Vektoren der Form
(a,b,0) (2)

des reellen Vektorraumes 91 3 besteht, ein Unterraum von 91, 3 ist. Es seien
a= (ay, b1,0) : b = (ag, b2, 0)
beliebige Vektoren von G und A eine beliebige reelle Zahl. Es ist dann
a+ b= (a1 + az,by + bs,0) , Aa = (Aag, Ab1,0)

Da die Vektoren a 4+ b und Aa von der Form (2) sind, gehdren sie zum Vektorsystem
S, womit die Behauptung bewiesen ist.

Definition 23. Das Vektorsystem, das aus allen Linearkombinationen der Vektoren
aq, ao, ..., a; eines reellen Vektorraumes B besteht, heiBt lineare Hiille der Vektoren
aq, ds, ..., ag, in Zeichen

H(ay, ag, ..., az)

Aus der Definition 23 folgt, dass (ay, as, ..., ax) eine Basis von $(ay, as, ..., ai) ist, falls
die Vektoren ay, as, ..., ai linear unabhangig sind.

Beispiel 16. Es seien
a; = (1,1) , az = (1,2) (3)
Vektoren des reellen Vektorraumes 91 o. Wir untersuchen, ob der Vektor
b=(2,5)
zur linearen Hiille $(ay, as) gehort.

Auf Grund von Definition 23 miissen wir lberpriifen, ob der Vektor b eine Linearkom-
bination der Vektoren (8) ist. Dazu machen wir den Ansatz

101 + Toly = b (4)
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aus dem wir das zu (4) dquivalente lineare Gleichungssystem

T1+ 19 =2
I‘1+2$2=5

ablesen. Wenden wir auf dieses System das Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungs-
systeme an, so erhalten wir
X1+ Iy = 2
To = 3 }

Das Gleichungssystem (5) ist losbar, d. h., der Vektor b ist eine Linearkombination der
Vektoren (3) und gehort damit zur linearen Hiille $(ay, as).
Wir beweisen den

Satz 35. Sind a4, as, ..., a Vektoren eines reellen Vektorraumes B, so ist $(ay, a, ..., ax)
ein Unterraum von ‘B.

Beweis. Es seien a, b beliebige Vektoren von $)(ay, as, ..., a;) und A eine beliebige reelle
Zahl. Die Vektoren a, b sind Linearkombinationen der Vektoren ay, as, ..., a;, d.h., es
gibt reelle Zahlen

T1,292, ..., Tk bzw. Y1, Y2y oy Yk
derart, dass
a=2x101 + T2y + ... + Tpqy , b=wy101 + Y200 + ... + Yrag
ist. Hieraus folgt
a+b=(r1+y)a+ (x2+y2)as + ... + (v + yr) ok (6)
und
Aa = (A:cl)al + ()\1‘2)0,2 + ...+ (A:ck)ak (7)

Die Beziehungen (6) und (7) besagen, dass die Vektoren a+ b und Aa Linearkombina-
tionen der Vektoren aq, as, ..., a; sind. Dies bedeutet, dass die Vektoren a + b und Aa
Elemente von $(ay, ag, ..., ag) sind.

Auf Grund von Satz 34 ist demnach $(aq, as, ..., ax) ein Unterraum von B, womit der
Satz bewiesen ist.
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4 Normierte reelle Vektorraume

4.1 Begriff der Betragsfunktion

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit reellen Vektorraumen, in denen der Begriff
Betrag eines Vektors erklart ist.

In dem reellen Vektorraum B, verstehen wir unter dem Betrag eines Vektors a die

Lange der Strecke PP’, wobei PP’ ein Reprasentant von a ist (Fig. 31).

FI

Fig.31 °

Den Betrag von a bezeichnen wir mit ||al|.
Der Anschauung entnehmen wir, dass fiir alle Vektoren a, b von B, und fiir alle reellen
Zahlen \ gilt:

N 1. Es ist ||a|| = 0 genau dann, wenn a = o ist.
N2 |[Aaf] = [A] - f|al]
N'3. fla+ b < laf| + [[o] (1)

Spannen die Vektoren a,b,a + b ein Dreieck auf (Fig. 6, so besagt die Ungleichung
(1), dass eine Seite dieses Dreiecks nicht groBer sein kann als die Summe der beiden
anderen Seiten.

Diese anschaulichen Uberlegungen fiihren zur

Definition 24. Eine Funktion || ||, die jedem Vektor a eines reellen Vektorraumes B eine
reelle Zahl ||a|| zuordnet, ist eine Betragsfunktion genau dann, wenn fir alle Vektoren
a, b von B und fiir alle reellen Zahlen A gilt:

N 1. Esist ||a|| = O genau dann, wenn a = o ist.
N 2. |[Aaf] = [A] - f|al]
N'3. [a + bl < al| + [|b] (1)

Die reelle Zahl ||a|| heiBt Betrag oder Norm des Vektors a.

In dem reellen Vektorraum 90t; ,, definieren wir eine Funktion || ||; durch

lally = a2+ ad + .. + a2 (2)

Durch (2) wird jedem Vektor a von 9, ,, eindeutig eine reelle Zahl ||a||; zugeordnet.
So wird durch (2) dem Vektor

a=(1,1,—11)

des reellen Vektorraumes 9t 4 die reelle Zahl |jal|; = 2 zugeordnet.

52



4 Normierte reelle Vektorrdume

Wir beweisen, dass || || eine Betragsfunktion ist.

Beweis. a) Es sei ||al|; = 0. Aus

Va2 +ad+ .. +a2=0 folgt aitai+..+a2=0
Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fiir
ag=ay=..=a;,=0 (3)
verschwinden. Dies besagt, dass
a=(0,0,.,0)=o0
ist. Umgekehrt ergibt sich aus der Gleichung a = o, die sich in der Form
(a1, as,...,ar) = (0,0,...,0)

schreiben lasst, unmittelbar (3). Mit Hilfe von (3) geht (2) tber in ||all; = 0.

b) Wegen
Aa = ()\al, )\CLQ, cens )\an)

gilt fir alle Vektoren a von 91 ,, und fiir alle reellen Zahlen A stets

IAalli = /(Aa1)? + (Aag)? + ... + (Aa)2 = VA2 Ja2 + ad + ... + a2 = || - ||a]y

c) Wegen
a= (al,ag, ...,an) , b= (bl,bg, ,bn)
ist
a-+ b= (al + bl7a2 + b27 enylp + bn)
und somit

la+blli = /(a1 +b1)% + (ag + b2)? + ... + (ay + by)? (4)

Zunachst beweisen wir, dass fiir alle reellen Zahlen aq,as, ..., a,, b1, bo, ..., b, die Un-
gleichung

(arby + azb + ...+ apby)” < (af + a3+ .+ an) (b + b3+ .+ b)) (5)

gilt.

Fall 1. Es sei a = o0 oder b = o.
Dann gilt offensichtlich (5), da 0 < 0, eine wahre Aussage ist.

Fall 2. Es sei a # 0 und b # o.
Dann ist mindestens ein a; # 0 und mindestens ein b; # 0, und es ist daher

a2 rai+..+a2>0 BB+ >0 (6)
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Fir alle reellen Zahlen x gilt stets
y = (a1x + b)) + (agx + b2)* + ... + (apx +0,)* > 0 (7)
da jeder Summand (a;x + b;)? in (7) eine nichtnegative reelle Zahl ist. Aus (7) folgt
y = (a4 a3+ ... +a?)x? 4+ 2(arby + agby + ... + apby)x + (b3 + b3+ ..0%) > 0 (8)
Mit den Bezeichnungen

a=a}+a3+..+ad
b= a1b1 + a2b2 + ...+ anbn (9)
c=0%+03+..b2

geht (8) dber in
y = ax® +2bx +c >0 (10)

Wegen (6) ist in (10) der Koeffizient a positiv, also von null verschieden. Die Kurve
von
y = azx’ + 2bx + ¢

ist daher eine Parabel, die wegen y > 0 die Abszissenachse hochstens beriihrt. Deshalb
kann die quadratische Gleichung

ax® +2r+c=0 (11)

auch nicht zwei verschiedene reelle Losungen besitzen. Wenden wir die Losungsformel
fur quadratische Gleichungen auf (11) an, so erhalten wir

B —b+ Vb2 —ac

a

X

Im vorliegenden Fall muss
b? —ac <0 also b? < ac (12)
sein. Setzen wir (9) in (12) ein, so erhalten wir (5). Aus (5) folgt wegen
a?+ai+..a2>0 : b2+ 03+ .02 >0

die Beziehung

la1by + agby + ... + apby| < \/a% +a3+..a2 - \/b% + 03+ ...b2 (13)

Da stets
arby + asby + ... + anb, < ]albl + asby + ... + anbn|

ist, gilt wegen (13) die Ungleichung

a1by + agby + .. + anby < /a2 + ad + ..a2 - b} + b} + .02 (14)
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Ferner ist

(a1+b1)* 4+ (ag+bo)*+... 4 (an+bp)? = (a34...+a2)+2(arby+...Fanby )+ (V2 +...+b%)
(15)
Mit Hilfe von (14) geht (15) dber in
(ar + b))% 4 (ag + b2)? + ... + (an +b,)? <
<@+ +a2)+2ad+ . +a2 B+ B2+ (B 4.+ b2) (16)

Die Ungleichung (16) lasst sich in der Form

2
(a1 + b1)* 4 (ag + b)? + ... + (an, + b,)? < <\/a% totaZ Bt b,%)

schreiben. Hieraus folgt wegen

(a1 +b1)? + (ag +b2)? + ... + (an + b,)> >0
Vi + . +a2+ B+ 02 >0

die Ungleichung

V@@ + 602+ (ag +b2) + oo 4 (an + by)2 < Jad + o+ a2 + B2+ ... + 82 (17)
Unter Beriicksichtigung von (4) und (2) geht (17) dber in
Ja+ by < flally + [|b]lx
womit N 3 nachgewiesen ist.
Es seien aq,ao, ..., a, reelle Zahlen, die wir zur Menge
M ={ay,as,...,a,} (18)
zusammenfassen. Eine reelle Zahl a heiBt Maximum von {a1, as, ..., a,}, in Zeichen
a = max{ay, az, ..., ap }

wenn a ein Element von M ist und fir alle a; von M gilt a; < a. Offensichtlich ist a
in (18) eindeutig bestimmt. Beispielsweise ist max{1,3,4,2} = 4.

Wir definieren in dem reellen Vektorraum 91, ,, eine Funktion || || durch

||Cl||2 :maX{|a1|7|a2|7'”7|an|} (19)

So wird durch (19) dem Vektor a = (1, 3,4, 2) des reellen Vektorraumes 2t 4 die reelle
Zahl
lall = max1,3,4,2 =4

zugeordnet. Wir beweisen, dass auch || ||o eine Betragsfunktion ist.
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Beweis.
a) Es sei ||lall2 = 0. Aus
max{|ai|, |ag], ..., |an|} =0
folgt
la1| = |as] = ... =|ay| =0 und hieraus a; =ay = ...a, =0 (20)

Dies besagt, dass
a=(0,0,.0)=0o

ist. Umgekehrt ergibt sich aus der Gleichung a = o unmittelbar (20). Setzt man dies
in (19) ein, so erhalt man ||al|2 = 0.

b) Bekanntlich ist
[Aail = [A[ - [ad]

fur alle reellen Zahlen A\, aq, as, ..., a,. Demnach gilt stets

[Aallz = max{[Aa1[, [Aaz], ..., [Aan[} = [A] - max{[a1|, |as], ..., |an|} = [A[ - [|all2
c) Es sei
max{|a1], |asl, ..., |an|} = |ak] } (21)
max{|bi, [ba], ..., [bn|} = |bi]

wobei k,/In{1,2,...,n} ist. Wegen (21) gilt dann
lai| < lak|, |bi] < |bi und damit \a;| + |bi| < |ag| + |bi] (22)
fur alle i € {1,2,...,n}. Da ferner stets
|ai + bi| < las| + [bi] (23)
ist (vgl. 4.2. (5)), geht (23) mit Hilfe von (22) tber in
|ai + bil < fax| + |bi] (24)
fur alle 7 € {1,2,...,n}. Wegen (24) gilt in Verbindung mit (21) die Ungleichung
max{|a; +b1|, |[ag+ba|, ..., |an + b, |} < max{|ai|,|az],..., |an|} +max{|b1],|ba],..., |bn| }
Die letzte Ungleichung besagt
la +bll2 < [[afl2 + [|b]2
Aufgabe 13. In dem reellen Vektorraum 9t ,, sei eine Funktion || ||3 durch
lalls = fax| + lag| + ... + |an]

definiert. Man beweise, dass || ||3 eine Betragsfunktion ist.

Aus der Definition 24 ziehen wir noch eine wichtige Folgerung.

56



4 Normierte reelle Vektorrdume

Satz 36. Ist || eine Betragsfunktion in einem reellen Vektorraum B, so gilt fiir alle
Vektoren a von B stets ||al| > 0.

Beweis. Auf Grund von N 3 gilt

la+ (=a)l < flall +[| —af (25)
Wegen N 1 ist
la+ (=a)l[ = l[off =0 (26)
und wegen N 2 gilt
| —all = [[(=Dall = [ = 1] - [la]| = [la] (27)

Mit Hilfe von (26) und (27) geht (25) dber in
0 <2 |al

Hieraus folgt die Behauptung ||a|| > 0.

Im folgenden Abschnitt werden wir auf der Grundlage der Definition 24 den Begriff
normierter reeller Vektorraum einfiihren.

4.2 Begriff des normierten reellen Vektorraumes

Definition 25. Ein reeller Vektorraum B ist ein normierter reeller Vektorraum genau
dann, wenn in B eine Betragsfunktion definiert ist. Normierte reelle Vektorraume be-
zeichnen wir mit (B, || ||), der reelle Vektorraum B heiBt Trager des normierten reellen
Vektorraumes (B, || ||).

Auf Grund von Definition 25 und dem in 4.1. Bewiesenen gilt der

Satz 37. Es ist (M, || 1) bzw. (M1, || I|2) bzw. (M, || [l3) mit

lal = yai + a3+ .. +a3  bzw. (1)
|all2 = max{|ai|, |az], ..., |an|} bzw. (2)
lally = |a1| + |ag| + ... + |as| (3)

ein normierter reeller Vektorraum.

Obgleich die in Satz 37 angegebenen normierten reellen Vektorraume denselben Trager
besitzen, sind sie doch verschiedene normierte reelle Vektorraume, da in ihnen der
Betrag eines Vektors a unterschiedlich definiert ist.

Fir den Vektor

a=(1,—-2,2)
gilt beispielsweise
lali =v1+4+4=3, |lalls = max{1,2,2} = 2, lalls=1+2+2=5
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Es sei a ein eingliedriger Zeilenvektor. Nach unseren Vereinbarungen in 3.1. ist
a=(a)=a

und (1) bzw. (2) bzw. (3) geht fir n =1 iber in

lally = Va® =lal,  lalls = max{lal} = [a],  [[a]l3 = |a]
Im Fall n = 1 stimmen die Betragsfunktionen || ||1, || ||2, || ||3 Uberein, die wir im Fall

n =1 mit || ||o bezeichnen. Damit ist die in dem reellen Vektorraum 9 durch

lallo = la] (4)
definierte Funktion || ||o eine Betragsfunktion, und wir erhalten den
Satz 38. Es ist (A, || ||o) mit (4) ein normierter reeller Vektorraum.

In dem normierten reellen Vektorraum (A, || [|o) besagt N 3 unter Beriicksichtigung
von (4):
Fur alle reellen Zahlen a, b gilt

| +b] < |a] + [0] (5)

Satz 39. Fiir alle Vektoren a, b eines normierten reellen Vektorraumes (8, || ||) gilt

laff = lI6l]| < [[a+b] [llall = [[6][] < [[a — b]] (6,7)
Beweis. Trivialerweise ist
a=(a+b)—b (8)
Auf Grund von N 3 gilt
lal| < [la+ bl + [ — bl (9)

Wegen || — b|| = ||b]| geht (9) lber in
lafl < fla+ [} + [[b]

Hieraus folgt
lall = lI6]] < [[a + b]| (10)

Ersetzen wir in (10) den Vektor a durch b und b durch a, so erhalten wir die Ungleichung
[6]] = flall < o +a
die wir wegen b 4+ a = a + b in der Form
[b]] = flafl < fla 4]} bzw. in der Form  — ([laf| —[b]}) < [la —b[| ~ (11)

schreiben. Aus (10) und (11) folgt die Behauptung (6).
Ersetzen wir in (6) den Vektor b durch —b, so erhalten wir wegen

=6 =I®l , a+(=b)=a—b
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die Ungleichung (7).

Beispiel 17. Im normierten reellen Vektorraum (9, || ||1) bzw. (919, ||2) bzw.
(M2, ] |l3) bzw. (A, || ||o) fihrt (6) zu folgenden Aussagen:

a) Fir alle reellen Zahlen ay, ag, by, be gilt

[Vai + a3 — /02 + B3| < /(a1 + b1)? + (az + by)?

b) Fur alle reellen Zahlen ay, as, by, be gilt

| max{|ay|, [az|} — max{[b1], [b2|} < max{|ay + b1], |az + ba|}
c) Fir alle reellen Zahlen aq, as, by, bs gilt
|ar| + az| = |b1] = [b2| < a1 + bi| + |ag + by
d) Fir alle reellen Zahlen a, b gilt
|la] = [b]] < [a+b]

Definition 26. Ein vom Nullvektor verschiedener Vektor a eines normierten reellen Vek-
torraumes (B, || ||) ist Einheitsvektor von (B, || ||) genau dann, wenn |ja|| = 1 ist.

Beispiel 18. Es sei a ein vom Nullvektor verschiedener Vektor eines normierten reellen
Vektorraumes (B, || ||). Wir zeigen, dass der Vektor ﬁa, der mit a°® bezeichnet wird,
ein Einheitsvektor von (B, || ||) ist.

Wegen a # 0 gilt auf Grund von N 1 und Satz 36 ||a|| > 0. Berticksichtigen wir N 2,
so erhalten wir

||a°||=\ | \ \Han laf = 1
Tal®l = |l Tal

womit die Behauptung bewiesen ist.
Geht man von einem vom Nullpunkt verschiedenen Vektor a eines normierten reellen
Vektorraumes zum Vektor a° (iber, so sagt man, der Vektor a ist normiert worden.

Beispiel 19. Indem normierten reellen Vektorraum (9% o, || ||1) bzw. (912, || ||2) bzw.
(912, || ||3) normieren wir den Vektor a = (3,4).

a) In (Mo, | ||1) ist |all; = 5 und damit
1 3 4
5( ) ) <57 5)

b) In (Ma, || [l2) ist lafl2 = 4 und damit

1 3
4(37 ) <47 )
a) In (Mty9, ]| [|3) ist ||lalls = 7 und damit

o)

Aufgabe 14. In dem normierten reellen Vektorraum My, | 1) bzw. (M3, ]| ||2) bzw.
(913, |l3) normiere man den Vektor a = (1, —2, )
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5 Metrische reelle Vektorraume

5.1 Begriff der Abstandsfunktion

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit reellen Vektorraumen, in denen der Begriff
Abstand zweier Vektoren erklart ist. Zur Vorbereitung der folgenden Definition gehen
wir von einer Ebene e aus, in der ein kartesisches zy-Koordinatensystem (Fig. 32)
vorgegeben ist.

1Y N Lo a €—|

GY__ X% P 5D | |

l :deL' .Lyz B |‘
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Fig. 32

Der Punkt O heiBt Ursprung des Koordinatensystems und die Punkte Ej, F5 heiBen
Einheitspunkte der Koordinatenachsen (Fig. 32).

Es seien P(x1,y1), Q(z2,y2) zwei beliebige Punkte von e. Wir fiihren eine Funktion d
ein, die dem Punktepaar P(x1, 1), Q(x2,y2) von e die reelle Zahl

d(P,Q) = /(w1 — 22)? + (y1 — 1)’ (1)

zuordnet. Wie aus der Schulmathematik bekannt ist, kann d(P, Q) als Abstand der
beiden Punkte P, () gedeutet werden (Fig. 32). Ist beispielsweise

P(1,3), Q4,—-1)

SO ist

d(P,Q) = /(1 -42+(3+1)2=5
Der Anschauung entnehmen wir, dass fir alle Punkte P, ), R von e gilt:

Al. Esist d(P,Q) = 0 genau dann, wenn P = () ist.
A2 d(P.Q) = d(Q.P).
A3. d(P,Q) < d(P,R) + d(R,Q) (2)

Die unter A 1, A 2, A 3 zusammengefassten Eigenschaften der Funktion d bringen fol-
gende fundamentale Eigenschaften, die man sinnvollerweise einem Abstand zuschreiben
mochte, zum Ausdruck:

A 1.Der Abstand zweier Punkte ist null genau dann, wenn die Punkte zusammenfallen.
A 2. Bei der Abstandsbestimmung zweier Punkte sind beide Punkte gleichberechtigt.

A 3. Eine Seite eines Dreiecks PQ R kann nicht groBer sein als die Summe der beiden
anderen Seiten (Fig. 33).
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Die Ungleichung (2) heiBt Dreiecksungleichung.
Diese anschaulichen Uberlegungen fiihren zur

Definition 27. Eine Funktion d, die je zwei Elementen P, () einer Menge M eine reelle
Zahl d(P, Q) zuordnet, ist eine Abstandsfunktion genau dann, wenn fiir alle Elemente
P, Q, Rvon M gilt:

A 1. Esist d(P,Q) = 0 genau dann, wenn P = (@ ist.
A 2. d(P,Q) = d(Q,P).
A 3. d(P,Q) < d(P,R)+ d(R,Q). (3)

Die reelle Zahl d(P, Q) heiBt Abstand der Elemente P, ), und die Ungleichung (3)
heiBt Dreiecksungleichung.

Im folgenden zeigen wir, dass sich in jedem normierten reellen Vektorraum (B, || ||)
eine Abstandsfunktion d mit Hilfe von || || definieren lasst. In Hinblick auf die Definition
27 ist in diesem Fall M = (B, || ||), und die Rolle der Elemente P, (), R Gbernehmen
die Vektoren a, b, c.

Da in einem reellen Vektorraum ‘B stets der Vektor a — b existiert, kdnnen wir in
(B, || ||) eine Funktion d durch

d(a,b) = [la - b]| (4)

definieren. Durch (4) wird jedem Vektorpaar a, b von (8, || ||) eindeutig eine reelle Zahl
d(a,b) zugeordnet. So wird durch (4) den beiden Vektoren

a=(123) , b=(132)
des normierten reellen Vektorraumes (9 3, || ||) wegen
a—b=(0,—1,1)

die reelle Zahl
d(a,b) = ||a — bljs = max{0,1,1} =1

zugeordnet.
Wir beweisen, dass die in (B, || ||) durch (4) definierte Funktion d eine Abstandsfunktion
ist.

Beweis.
a) Auf Grund von N 1 gilt:
Es ist d(a,b) = ||a — b]| = 0 genau dann, wenn a — b = oist.
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Hieraus folgt die Behauptung A 1:
Es ist d(a,b) = 0 genau dann, wenn a = b ist.

b) Daa—b=(—1)(b—a) ist, gilt wegen N 2
d(a,b) = [la = bl = [[(=1)(b —a)|| = | = 1| - [[b — af| = |[o — af| = d(b, a)

womit A 2 nachgewiesen ist.

c) Wegen a — b = (a —¢) + (¢ — b) gilt auf Grund von N 3 stets
d(a,b) = [[(a—¢) + (¢ = b)|| < [la = ¢[| + [Je = b]| = d(a,c) + d(c, b)

womit auch die Giiltigkeit von A 3 gezeigt ist.
Im folgenden Abschnitt werden wir auf der Grundlage der Definition 27 den Begriff
metrischer reeller Vektorraum einfiihren.

5.2 Begriff des metrischen reellen Vektorraumes

Definition 28. Ein reeller Vektorraum B ist ein metrischer reeller Vektorraum genau
dann, wenn in ‘B eine Abstandsfunktion d definiert ist.

Metrische reelle Vektorraume bezeichnen wir mit (8, d), der reelle Vektorraum 5 heifBt
Trager des metrischen reellen Vektorraumes.

Auf Grund des in 5.1. Bewiesenen gilt der

Satz 40. In jedem normierten reellen Vektorraum (B, || ||) kann durch
d(a,b) = [la — b]| (1)

ein Abstand der Vektoren a, b definiert werden, d. h., jeder normierte reelle Vektorraum
ist wegen (1) auch ein metrischer reeller Vektorraum (B, || ||; d).

Auf Grund von (1) gilt der
Satz 41. Es ist (?Jﬁl’n,dl) bzw. (mlm,dz) bzw. (ﬁﬁm,dg) mit

dl(a7b) = \/(a1 — 61)2 + (CLQ — b2)2 + ...+ (an — bn)2 bzw. (2)
dg(ﬂ,b) :max{|a1—b1|,|a2—b2|,...,|an—bn|} bzw. (3)
dg(a,b): |a1—b1]—|—|a2—b2|+...—|—|an—bn| (4)

ein metrischer reeller Vektorraum.

Aufgabe 15. Man bestimme den Abstand der beiden Vektoren
a=(5,0,5,9) , b=(1,23,4)

in dem metrischen reellen Vektorraum (9 ,,,d1) bzw. (M ,,.da) bzw. (M ,,,d3).
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Da in jedem reellen Vektorraum ‘B der eindeutig bestimmte Nullvektor o existiert und
fir alle Vektoren a von B stets
a=a—o

ist, erhalten wir in Verbindung mit (1) die Gleichung
lall = d(a,0) (5)

Die Beziehung (5) besagt, dass in jedem normierten reellen Vektorraum (B, || ||) die
Norm eines Vektors a als Abstand des Vektors a vom Nullvektor o gedeutet werden
kann.

Wir zeigen, dass nicht in jedem metrischen reellen Vektorraum (8, d) die reelle Zahl
d(a,0) als Norm des Vektors a gedeutet werden kann.
In dem reellen Vektorraum 901, o definieren wir eine Funktion d4 durch

lay — by |ag — b
d b) = 6
4(Cl, ) 1—|—|a1—b1|+1-|—|a2—b2| ( )

Mit Hilfe von (6) wird jedem Vektorpaar
a—= (CL1,6L2> s b= (bl,bg)

von M genau eine reelle Zahl d(a,b) zugeordnet. So wird beispielsweise den beiden
Vektoren a = (1,2), b = (2, 3) die reelle Zahl

11— 2| 12— 3|
d b: pr
(o) = T

zugeordnet.
Wir beweisen, dass die in dem reellen Vektorraum 91, o durch (6) definierte Funktion
dy eine Abstandsfunktion ist, also (M 2, ds) ein metrischer reeller Vektorraum ist.

Beweis.
a) Es sei dy(a,0) = 0. Aus (6) folgt dann

lay — b1 lag — by

=0 7
1—|—|CL1—b1| 1—|—|a2—b2| ()

Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur null werden, wenn jeder Summand
der linken Seite von (7) verschwindet. Das ist aber nur moglich, wenn

|(11—b1| =0 s |(12—b2‘ =0 also

ay = bl, Ao = bg d.h. a=~>b (8,9)
ist. Umgekehrt ergibt sich aus (9) sofort (8). Mit Hilfe von (8) geht (6) iber in

d4(a,b) =0
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b) Wegen
|a1—b1| = |b1—a1| und |a2—b2| = |b2—a2|

gilt stets
d4(aab) = d4<b>a)

c) Zunachst beweisen wir die Ungleichung

la — b la — ¢ lc — b
l+ja—0b T 1+]a—c 14 |c—Db

(10)

in der a, b, c beliebige reelle Zahlen bedeuten.

Fall 1. Es sei a = b. Dann gilt offensichtlich (10).
Fall 2. Es sei a # b. Dann ist |a — b| > 0. Stets gilt

a—b=(a—c)+(c—0)
Beriicksichtigen wir 4.2. (5) so erhalten wir
O<|a—10b <l|a—c|+|c—b

Hieraus folgt
1 1

>
la — b la — c| + |c — b

Addition von eins auf beiden Seiten liefert die Ungleichung

—_—t 1> +1 bzw.
la — b “la—c|+ |c— 1D

1+ |a—0 - L+ ]a—c|+]c—1
la—0b — |a—c|+]|c—Db

(11)
Aus (11) folgt

la — b < la —c| + |c— b B la — ¢ N lc — b
I+ja—0 T 14+ja—c|+]c—=0b 1+4+ja—c|+]c—0b 14|a—c|+|c—70
(12)
Da stets
|CL—C|ZO ) |C_b|20

ist, vergroBern wir hochstens die rechte Seite von (12), wenn wir dort im ersten Nenner
den Summanden |c¢—b| und im zweiten Nenner den Summanden |a — ¢| weglassen. Auf
diese Weise erhalten wir die Ungleichung (10).

Es seien a — 1, as, by, by, ¢1, ¢ beliebige reelle Zahlen. Auf Grund von (10) gelten dann
die beiden Ungleichungen

lai=b| _Jai—ci] |e1—b1]
1—|—|a1—b1\ — 1—|—|a1—01| + 1+‘Cl—b1|

laz—ba| - _laz—co| 4 _|ea—bol
1—|—|a2—b2\ — 1—|—|a2—02| 1—|—‘Cz—b2|
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Hieraus folgt durch Addition entsprechender Seiten die Ungleichung

a1 — b1 |az — by a1 — i lc1 — by |as — 2 |c2 — by
1+|a1—b1| 1+|a2—b2|_1+|a1—cl| 1+|Cl—b1| 1+|CL2—CQ| 1+|02—b2|
(13)

Mit Hilfe der Vektoren
a= (a1, as), b= (b1,b9), ¢ = (c1,c9)
des reellen Vektorraumes 9 o geht (13) wegen (6) lber in
ds(a,b) < dy(a,c) + dy(c,b)

d. h., die Funktion d4 genutgt auch der Dreiecksungleichung.
Damit ist bewiesen, dass (a1, d4) ein metrischer reeller Vektorraum ist.

Ist speziell b = 0 = (0,0), so geht (6) tber in

|ax]| |as]
d = 14
4(0,0) 1+|a1| +1—|—|a2| ( )

Wir zeigen, dass in dem metrischen reellen Vektorraum (99,1, d4) nicht fir alle Vek-
toren a und alle reellen Zahlen \ die Bedingung

d4(>\a7 0) = ’)" ) d4(a7 0)

also N 2 erfillt ist. Den Nachweis fiihren wir durch Angabe eines Gegenbeispiels. Wahlen

wir
a=(11), A=2 soist 2a=(22)

und wegen (14) gilt

2 _ 4

373 (15)
e

ds(2a,0) # |2| - dy(a, 0)

womit die Behauptung bewiesen ist. Damit ist gezeigt, dass in dem metrischen reellen
Vektorraum (9 1, dy) die reelle Zahl dy(a, 0) nicht als Norm des Vektors a gedeutet
werden kann.

Aus (15) folgt

Mit diesem Beispiel haben wir gleichzeitig bewiesen, dass in einem reellen Vektorraum
nicht jede Abstandsfunktion durch eine Betragsfunktion erzeugt werden kann.

In dem folgenden Abschnitt beschaftigen wir uns mit reellen Vektorrdumen, in denen
neben den Begriffen Betrag eines Vektors, Abstand zweier Vektoren auch der Begriff
Winkel zwischen zwei Vektoren erklart ist.
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6 Euklidische Vektorraume

6.1 Anschauliche Vorbemerkungen

Ei>seien a, b vom Nullvektor verschiedene Vektoren des reellen Vektorraumes 85, und
OA bzw. OB ein Reprasentant von a bzw. von b (Fig. 34).

8

gﬂ. e )
Fig. 34 ¢ 4 .

Unter dem Winkel zwischen den Vektoren a, b, in Zeichen Z(a,b), verstehen wir den
Winkel ¢, um den die gerichtete Strecke CTZX mit O als Drehzentrum auf dem kiirzesten
Wege gedreht werden muss, bis sie in @ fallt.

Unter dem Betrag des Vektors a, in Zeichen ||a||, verstehen wir wie in 4.1. die Lange
der Strecke OA. Der Betrag des Nullvektors o ist null.

Definition 29. Sind a, b beliebige Vektoren des reellen Vektorraumes 85, so heit die

durch fall - 6]l - cos Z(a.b) falls a # o und b #
all - [|b]| - cos Z(a,b) falls a # o un 0
(a,b) = { 0 fallsa=o0oderb=o0 (1)

definierte reelle Zahl (a, b) das Skalarprodukt der Vektoren a, b.

Aus der Definition 29 ergibt sich unmittelbar der

Satz 42. Das Skalarprodukt (a,b) zweier Vektoren des reellen Vektorraumes B ist null
genau dann, wenn a = o oder b = o oder Z(a,b) = 7 ist.

Die Vektoren a, b des reellen Vektorraumes 85 heiBen orthogonal, in Zeichen a L b,
genau dann, wenn das Skalarprodukt (a, b) der Vektoren a, b gleich null ist.

Es seien a, b Vektoren des reellen Vektorraumes 285 mit a = o und @)1, O? Reprasen-
tanten von a, b.

Die Vektoren a,b konnen einen spitzen, stumpfen oder rechten Winkel Z(a,b) = ¢
einschlieBen (Fig. 35, 36, 37).

8
¢
a A 0F @

Fig. 35-37

Von B fallen wir das Lot auf die Gerade OA. Den FuBpunkt bezeichnen wir mit B’
und den Vektor B’ — O mit b,. Der Vektor b, heiBt Parallelkomponente des Vektors b
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beziiglich des Vektors a.

Wir entnehmen folgende Beziehung aus Fig. 35
[bal| = [[b]] - cos ¢

bzw. aus Fig. 36
[bal| = [[b]] - cos(m — @) = —[[b]| - cos

Auf Grund von (1) ist im ersten Fall
(a,b0) = [|all - [[bal[ - cos O = [laf| - [|ba]| = [lal| - |b]| - cos = (a,b(
bzw. im zweiten Fall
(a,bq) = [lall-|[ball-cos 7 = [[a]|-[|ba[[- (=D)|al|- (= [|b[|-cos ¢)-(=1) = [lal|-[[b]]-cos =

SchlieBen die beiden Vektoren a, b einen rechten Winkel ein (Fig. 37), so ist

bp=B"-0=o0
und auf Grund von Satz 42 gilt
(a,bq) =0 : (a,b) =0
Hieraus folgt
(a,bq) = (a,b)
Auf analoge Weise lasst sich fiir b # o die Beziehung
(ap,b) = (a, b)

herleiten. Damit erhalten wir den

Satz 43. Sind a, b Vektoren des reellen Vektorraumes B, mit a # o bzw. b # o, so
bleibt das Skalarprodukt der Vektoren a, b unverandert, wenn einer der Vektoren durch
seine Parallelkomponente beziiglich des anderen ersetzt wird, d. h., es gilt

<Cl, b> = <Cl, ba> = <ab> b>
Wir beweisen den

Satz 44. Fir alle Vektoren a,b, ¢ des reellen Vektorraumes B, und fiir alle reellen

Zahlen A\ gilt

a) (a,a) = (b,a) (2)
b) (Aa, b) = A(a, b) (3)
c) (a+b c) (a,c) + (a,b) (4)
d) (a,a) > ()
e) Es ist (a, a) = 0 genau dann, wenn a = o ist. (6)

Beweis. Wegen Satz 42 gelten offensichtlich (2), (3) und (4), falls einer der Vektoren
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6 Euklidische Vektorraume

a, b der Nullvektor ist. Diesen Fall wollen wir beim weiteren Beweis ausschlieBen.
a) Die Behauptung (2) folgt unmittelbar aus Definition 29.
b) Fall 1. Es sei A > 0. Wegen

| Aa|| = [Al - [|all = A ||al und cos Z(Aa, b) = cos Z(a, b)
gilt
(Aa,b) = [[Aal| - [|b]] - cos Z(Aa, b) = Alla]| - [[b]| - cos Z(Aa, b) = A{a, b)
Fall 2. Es sei A < 0. Dann ist |[A\| = —X und es gilt
[Aall = [A[-l[all = =A - fla]

Ferner ist
cos Z(Aa, b) = cos[m — Z(a,b)] = — cos Z(a, b)

Somit ist

(Aa,b) = [[Aa]l - [[b]| - cos Z(Aa, b) = —=Aljal| - [|b]| - [ cos Z(Aa, b)]
Allall - [[b]] - cos Z(Aa, b) = A{a, b)

Fall 3. Es sei A = 0. Dann ist A(a, b) = 0. Wegen Aa = Oa = o gilt
(Aa,b) =0 und wir erhalten (Aa,a) = A\(a,b)
c) Fall 1. Es sei ¢ = 0. Wegen Satz 42 ist
(a+byc) =0, (a,0) =0, (b,0) =0

Hieraus folgt
(a+b,0) = (a,0) + (b,0)
d.h., die zu beweisende Beziehung gilt fiir ¢ = o.

Fall 2. Es sei ¢ # 0. Beriicksichtigen wir Satz 43, so ist

(a+b,c) = ((a+ b))

Fig. 38

68



6 Euklidische Vektorraume

Der Anschauung entnehmen wir (Fig. 38) die Beziehung
(a+b)c=ac+ b, (8)
Mit Hilfe von (8) geht (7) dber in
(a4 b,c) = (a,b, c) 9)
Da die Vektoren a., b, parallel zum Vektor ¢ sind, gibt es reelle Zahlen A, i1 derart, dass
a. = Ac : b = uc (10)
ist. Setzen wir (10) in (9) ein, so erhalten wir
(a+b,c) = (Ac+ pe, ¢y = (A + p)e,e)
Wegen Satz 44b ist
(a4 b,c) = (A4 p){c,c) = Ac,c) + u(c,c)

Nochmalige Anwendung von Satz 44b und anschlieBende Beriicksichtigung von (10)
und Satz 43 liefert

(a+b,c) = (Ac,e) + (uc, ¢) = (ac, ¢) + (b, ¢) = (a,c) + (b,c)

d) Die Beziehungen (5) und (6) folgen unmittelbar aus Definition 29.

Es sei zunachst ¢ ein vom Nullvektor verschiedener Vektor des reellen Vektorraumes
By. Mit Hilfe von (1) erhalten wir die Beziehung

(a,a) = [a| (11)
die wegen |jo]| = 0 auch fir a = o gilt. Auf Grund von (11) kdnnen wir den Betrag
eines Vektors a von B9 durch

lall = /{a,a) (12)

ausdriicken.

Aufgabe 16. Man beweise, dass fiir alle Vektoren a, b des reellen Vektorraumes 8 gilt:
a) (a+b,a+b) = (a,a) + 2(a,b) + (b,b)

b) (a — b,a — b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)

c) (a+b,a—b) = (a,a) — (b,b)

Beispiel 20. Wir zeigen, dass in jedem Parallelogramm ABC D die Summe der Diago-
nalenquadrate gleich der Summe der vier Seitenquadrate ist.

Mit a,b bezeichnen wir die Vektoren D — A, B — A des reellen Vektorraumes B, die
das Parallelogramm ABC'D aufspannen (Fig. 39).
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6 Euklidische Vektorraume

Fig. 30 A . g

Die Diagonalenquadrate sind ||a+b||?, ||a—b|*>. Beriicksichtigen wir (12) und Aufgabe
16 a bzw. Aufgabe 16 b, so erhalten wir

la+b6||*> = (a+b,a+b) = (a,a) + 2(a,b) + (b,b)
la —b]|*> = (a—b,a—b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)

Hieraus folgt
la+ b + [la — b]|* = 2({a,a) + (b,b))

Nochmalige Anwendung von (12) liefert die Behauptung
la+ B[f* + [Ja — B[] = 2([|a]|* + [|6]]*) (13)

Die Gleichung (13) heiBt Parallelogrammgleichung.

Beispiel 21. Wir zeigen, dass in jedem rechtwinkligen Dreieck ABC' das Hypotenusen-
quadrat gleich der Summe der beiden Kathetenquadrate ist.

Mit a, b bezeichnen wir die Vektoren B — C, A — C des reellen Vektorraumes B, die
den rechten Winkel des Dreiecks ABC' einschlieBen (Fig. 40).

Fig. 40 7 -4 B
Das Hypotenusenquadrat ist
la—b]> = (a — b,a—b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)? (14)
Wegen a L b gilt (a,b) =0, und (14) geht iber in
la = 6]1* = [Jal|* + [[b]
Damit haben wir bewiesen:

Wenn a L b ist, so folgt ||a — b||*> = ||a||* + ||b]|? (15)
Man bezeichnet (15) als Satz des Pythagoras.

Aufgabe 17. Man beweise, dass die Diagonalen eines Vierecks ABCD aufeinander
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6 Euklidische Vektorraume

senkrecht stehen genau dann, wenn die Summe der Quadrate der Gegenseiten (iberein-
stimmen.

In diesem Abschnitt haben wir in dem reellen Vektorraum B, das Skalarprodukt zweier
Vektoren unter Verwendung des Winkelbegriffs definiert.
In dem folgenden Abschnitt werden wir einen anderen Weg einschlagen. Motivation fiir
die Definition des Skalarprodukts wird der Satz 44 sein.

6.2 Begriff des Skalarproduktes

Definition 30. Eine Funktion ( ), die je zwei Vektoren a, b eines reellen Vektorraumes
B eine reelle Zahl (a,b) zuordnet, ist eine Skalarproduktfunktion genau dann, wenn fir
alle Vektoren a, b, ¢ von B und fir alle reellen Zahlen X gilt

S1. (a,b)=(b,a)

S 2. (Aa,b) = A(a, b)

S3. {a+b,¢) = (a,c)+ (b,c)

S4 (a,a) >0

S 5. Esist (a,a) = 0 genau dann, wenn a = o ist.

Die reelle Zahl (a, b) heiBt Skalarprodukt der Vektoren a, b.
Beispiel 22. In dem reellen Vektorraum 91, ,, definieren wir eine Funktion ( ); durch
<Cl, b>1 = a1by + asby + ... + a,b, (1)

Durch (1) wird jedem Vektorpaar a, b von 91, ,, eindeutig eine reelle Zahl (a, b) zuge-
ordnet. Den beiden Vektoren

a=(3,1,4) , b=(2,3,2)
des reellen Vektorraumes 9y 3 wird durch (1) die reelle Zahl
(a,b); =3-24+1-3+4-2=17
zugeordnet. Wir beweisen, dass ( ) eine Skalarproduktfunktion ist.
Beweis. a) Stets gilt
(a,b)1 = arby + agby + ... + apb, = biag + beag + ... + bya, = (b, a);
b) Stets gilt
(Aa, b)1 = (Aap)by + (A2a2)by + ... + (Aan)b, = A arby + agbs + ... + anb, = Aa, b)y
c) Wegen

a+b:(a1+b1,a2+bg,...,an+bn) ist

<Cl + b, C>1 = (a1 -+ bl(Cn + (CLQ + bg)CQ + ...+ (an + bn)cn
= (a1c1 + ... + ancy)(brer + ... + bpey) = (a,¢)1 + (b,¢);
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d) Stets gilt
(a,a); =aj+a5+..+a2 >0

e) Es sei (a,a); = 0. Wegen (1) ist dann
ai+as+..+a:=0
Diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen kann nur fiir
a,=0,a0=0,...,a, =0 (2)
verschwinden. Dies besagt, dass
a=(0,0,.,0) =0
ist. Umgekehrt ergibt sich aus der Gleichung
a=o
unmittelbar (2). Es ist dann
(a,a); = (0,0)1=0-0+...40-0=0

Aufgabe 18. Es seien kq, ko, ..., k,, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen.
In dem reellen Vektorraum 9t ,, sei eine Funktion ( )5 durch

<Cl, [1>5 = k1a1by + koasby + ... + k,a,b,

definiert. Man beweise, dass ( )5 eine Skalarproduktfunktion ist.

Aufgabe 19. In dem reellen Vektorraum 1, 5 sei eine Funktion ( ) durch
<Cl, b>6 = al(bl -+ bg) + ag(bl + 2b2)

definiert. Man beweise, dass ( )¢ eine Skalarproduktfunktion ist.

Aufgabe 20. In dem reellen Vektorraum 91, 2 sei eine Funktion f durch

f(a,b) = (a1 — az)(br — ba)
definiert. Man untersuche, ob f eine Skalarproduktfunktion ist.

Im folgenden Abschnitt werden wir auf der Grundlage der Definition 30 den Begriff
euklidischer Vektorraum einfiihren.

6.3 Begriff des euklidischen Vektorraumes

Definition 31. Ein reeller Vektorraum 5 ist ein euklidischer Vektorraum genau dann,
wenn in B eine Skalarproduktfunktion definiert ist. Euklidische Vektorraume bezeichnen
wir mit (2B, (), der reelle Vektorraum ‘B heiBt Trager des euklidischen Vektorraumes

(B, ())-
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Auf Grund von Definition 31 und dem in 6.2. Bewiesenen gilt der

Satz 45. Es ist (ml7n,< >1) bzw. (9)?1,“,< >5) bzw. (i)ﬁm,< >6) mit
<Cl, []>1 = a1b1 + a2b2 + ...+ anbn bzw. (1)

<Cl, b>5 = k1a1by + koashby + ... + ka0, bzw. (2)

wobei ki, ko, ..., k, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen bedeuten,
bzw.

<Cl, b>6 = al(bl -+ bg) + ag(bl + 2()2) (3)
ein euklidischer Vektorraum.

Offensichtlich sind auch (9,1, ( )1) mit (1) und (Bo, ( )) mit 6.1. (1) euklidische
Vektorraume.
Wir ziehen aus der Definition 31 einige Folgerungen.

Satz 46. Fur alle Vektoren a, b, ¢ eines euklidischen Vektorraumes (8, ( )) und fir alle
reellen Zahlen \ gilt

a) (a,\b) = A(a, b),

b) < a,b+¢) = (a,b) + (a,c),

c) (a,0) = (0,a) = 0.

d) Esist (a,a) > 0 genau dann, wenn a # o ist.

Beweis.
a) Auf Grund von S 4 und S 2 gilt

(a, \b) = (\b,a) = A(b,a) = \(a,b)
b) Wegen S 1 und S 3 gilt
(a,b+¢) = (b+c,a) = (b,a) + (c,a) = (a,b) + (a,¢)

c) Setzen wir A = 0 in (a), so erhalten wir (a,0) = 0. Wegen S 1 ist auch (o0,a) = 0.

d)S 5 ist logisch aquivalent mit:
Es ist (a,a) # 0 genau dann, wenn a # o ist.
Berticksichtigen wir S 4, so erhalten wir die Behauptung.

Aufgabe 21. Man beweise durch vollstandige Induktion nach k, dass in einem euklidi-
schen Vektorraum (B, ( )) fur alle Vektoren ay,a, ..., a5, b von (B, ( )) und fir alle
reellen Zahlen x1, zo, ..., x} gilt

<b,331a1 + o0 + ... + xkak> = $1<b, Cl1> + $2<b,a2> + ...+ $k<b, Clk> (4)

6.4 Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung

In euklidischen Vektorraumen gilt eine sehr wichtige Ungleichung, die nach dem fran-
z6sischen Mathematiker Augustin Cauchy (1789-1857), dem deutschen Mathematiker

73



6 Euklidische Vektorraume

Herman Amandus Schwarz (1843-1921) und dem russischen Mathematiker Viktor Ja-
kowlewitsch Bunjakowski (1804 bis 1889) benannt wird.

Satz 47. Fiir alle Vektoren a, b eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) gilt die Cauchy-
Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung

(a,6)* < (a,a) - (b,b) (1)

Beweis.

Fall 1. Es sei a = 0 oder b = o.

Dann gilt auf Grund von Satz 46 c die Ungleichung (1), da 0 < 0 eine wahre Aussage
ist.

Fall 2. Es sei a # 0 und b # o.
Wegen Satz 46 d ist dann

(a,a)>0 , (b)) >0 (2)
Fir alle reellen Zahlen z gilt wegen S 4 stets
y={(rxa+b,za+b) >0

Hieraus folgt
y = (a,a)x? + 2{(a,b)z + (b,b) >0 (3)

Wegen (2) ist in (3) der Koeffizient (a, a) positiv, also von null verschieden. Die Kurve
von

y = (a,a)x?® + 2(a,b)z + (b,b)

ist daher eine Parabel, die wegen y > 0 die Abszissenachse hochstens beriihrt. Deshalb
kann die quadratische Gleichung

(a,0)z% + 2(a,b)z + (b,b) =0 (4)

auch nicht zwei verschiedene reelle Losungen besitzen. Wenden wir die Losungsformel
fir quadratische Gleichungen auf (4) an, so erhalten wir

—(a,b) +/(a,b)2 — (a,a) - (b,b)

(a,a)

€Tr =

Im vorliegenden Fall muss
(a,b)? — (a,a) - (b,b) <0

also
(a,6)” < (a,a) - (b,b)
sein, womit die Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung bewiesen ist.

Der Nutzen des soeben bewiesenen Satzes besteht u. a. darin, dass man durch Anwen-
dung dieser Ungleichung auf spezielle euklidische Vektorraume wichtige Ungleichungen
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erhalt, die eines gesonderten Beweises dann nicht mehr bediirfen.

Beispiel 23. Im euklidischen Vektorraum (90%; ,,, ( )1) bzw. (91 5., ( )5) bzw. (M1, ( )6)
fuhrt (1) unter Beriicksichtigung von Satz 45 zu folgenden Aussagen:

a) Fir alle reellen Zahlen ay, as, ..., a,, b1, bo, ..., b, gilt
(a1by + agby + ... + apby)? < (a2 + a3 + ... +a?) (b3 + b5+ ... + b2)

Diese spezielle Ungleichung haben wir bereits in 4.1. (5) bewiesen. Der in 4.1. fiir diese
Ungleichung gefiihrte Beweis entspricht dem Beweis der Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-
schen Ungleichung (1).

b) Sind ki, ko, ..., k,, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen, so gilt fiir
alle reellen Zahlen aq, ao, ..., a,, b1, be, ..., b, stets

(kraiby + kgaghy + ... + kpapby)? < (kra? + koal + ...+ kpa?) (k1b? 4 koba 4 ... + kpb?)
c) Fir alle reellen Zahlen aq, as, by, bs gilt
[a1(by + ba) + ag(by + 2b9)]* < [ay(ay + as) + ag(ay + 2a2)] - [by(by + ba) + ba(by + 202))]
bzw.

(a1by + arby + agby + 2aby)? < (a? + 2ayay + 2a3)(b? + 2b1by + 203)

Mit Hilfe von Satz 47 leiten wir eine Ungleichung her, die nach dem deutschen Mathe-
matiker Herman Minkowski (1864-1909) benannt wird.

Satz 48. Fir alle Vektoren a, b eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) gilt die Min-
kowskische Ungleichung

V{a+b,a+b) < \/(a,a)+/(b,b) (5)
Beweis. Es ist
(a+b,a+b) = (a,a) + 2(a,b) + (b,b) (6)
Aus (1) folgt
[(a,6) < \/(a,a) - \/(b,b) (7)
Da stets
(a,b) < [(a,b)]

ist, gilt wegen (7) die Ungleichung
(a.6) < /{a.0) - /(0.0) (8)

Mit Hilfe von (8) geht (6) tber in

(a+b,a+b) < (a,a) + 2/(a,a)\/(b,b) + (b,b)
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Diese Ungleichung lasst sich in der Form

(a+b,a+b) < (y/(a,a) +/(b,b))? (9)

schreiben. Da stets

(@+ba+6)>0 ,  Ja,a)+/(bb) >0

ist, folgt aus (9) die Behauptung (5).

Beispiel 24. Im euklidischen Vektorraum (9% ,,, ( )1) bzw. (91, ( )5) bzw. (914, ( )6)
fuhrt (5) unter Beriicksichtigung von Satz 45 zu folgenden Aussagen:

a) Fir alle reellen Zahlen ay,aq, ..., a,, b1, bs, ..., b, gilt

V@@ + 612+ (ag +bo)2 + oo + (an + bp)2 < Jad + a3+ .+ a2+/03 + B3+ ...+ b2

Diese spezielle Ungleichung haben wir bereits in 4.1. bewiesen. Der in 4.1 fiir diese
Ungleichung gefiihrte Beweis entspricht dem Beweis der Minkowskischen Ungleichung

(5).

b) Sind k1, ko, ..., k;, beliebige, nach Wahl aber feste positive reelle Zahlen, so gilt fiir
alle reellen Zahlen a1, ao, ..., a,, b1, be, ..., b, stets

VEi(ar +b1)2 + ka(ag + b2)2 + ... + ky(a, + by)? <
< Vk1ad + kaad + ..+ kpa2 + \Jkib2 + kol + .+ kb2

c) Fir alle reellen Zahlen aq, as, by, bs gilt

\/((11 + b1>(a1 + by + 2a9 + 2()2) + ((LQ + bQ)((h + b1 + 2a9 + 2()2) <
< \/al(a1 + az) + az(a; + 2a9) + \/51(51 + by) + ba(by + bas)

bzw.

\/CL% + 2&% + b% + 2b% + 2&1(12 + 2&1[)1 + 2@11)2 -+ 2a2b1 + 2@2[)2 + 2b1b2 g
< \/a% + 2ajas + 2a3 + \/b% + 2b1by + 2b3

Satz 49. In jedem euklidischen Vektorraum (B, ( )) kann durch

lall = /{a.q) (10)

eine Norm definiert werden, d. h., jeder euklidische Vektorraum ist auf Grund von (10)
auch ein normierter reeller Vektorraum (B, ( ); || ||)-

Beweis.
Dazu zeigen wir, dass die in (8, ( )) durch (10) definierte Funktion || || eine Betrags-
funktion ist, also die Eigenschaften N 1, N 2, N 3 besitzt.
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a) Es sei ||a]| = (a,a) = 0. Hieraus folgt

(a,a) =0 (11)

Auf Grund von S 5 ist dann
a=o (12)

Es gelte umgekehrt (12). Wegen S 5 gilt dann (11) und damit /(a,a) = 0 bzw.
lal[ = 0.

b) Wegen (10), S 2 und Satz 46 ist stets
[Aall = v (Aa,xa) = (/A a,0) = |A] -/ (a,a) = |A] - [[a]
c) Auf Grund von (5) gilt unter Beriicksichtigung von (10) stets
la +all < {la][ + [[o]

Damit kénnen wir in jedem euklidischen Vektorraum (2B, ( )) den Betrag eines Vektors
a mit Hilfe von (10) definieren. Insbesondere liefert (10) fiir den Betrag des Vektors

a—= (al, as, ..., an)

in dem euklidischen Vektorraum (9t ,,, ( )1) die Beziehung

lalls = a3 + a3 + ... + a2
die mit 4.2. (1) Gbereinstimmt.

Da ein normierter reeller Vektorraum auch ein metrischer reeller Vektorraum ist, kdnnen
wir wegen 5.2. (1) und (10) in einem euklidischen Vektorraum (B, ( )) den Abstand
zweier Vektoren a, b durch

d(a,b) = \/(a — b,a — b) (13)

definieren. Berechnen wir beispielsweise mit Hilfe von (13) den Abstand der beiden
Vektoren
a= (al,ag,...,an) ) b= (bl,bg,...,bn)

in dem euklidischen Vektorraum (91 ,,, ( )1), so erhalten wir die Beziehung

dy(a,6) = /(a1 — b1)2 + (a2 — b2)2 + ... + (ay — by)?
die mit 5.2. (2) Gbereinstimmt.

Aufgabe 22. Es seien a = (1, —1), b = (3, — 1).

a) Man berechne mit Hilfe von (10) den Betrag des Vektors a in dem euklidischen
Vektorraum (9ﬁ172,< >6)

b) Man berechne mit Hilfe von (13) den Abstand der Vektoren a, b in dem euklidischen
Vektorraum (M1 2, ( )6)-
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Satz 50. In jedem euklidischen Vektorraum (B, ( )) gilt die Parallelogrammgleichung,
d. h., fir alle Vektoren a,b von (9B, ( )) gilt

la+b]* + [Ja — b[|* = 2([lal* + [6]*) (14)
Beweis. Es ist
la+b|*>+ |la—b|>=(a+ba+b)+(a—Dba—b)
= (

a,a) + 2(a,b) + (b,b) + (a,a) — 2(a,b) + (b,b)
= 2((a,a) + (b + b)) = 2(||al* + ||b[*)

Da in der Parallelogrammgleichung (14) nur Betrage von Vektoren auftauchen, liegt
die Frage nahe, ob die Parallelogrammgleichung auch in jedem normierten reellen Vek-
torraum gilt.

Durch ein Gegenbeispiel zeigen wir, dass dies nicht immer der Fall ist.

Gegeben seien die beiden Vektoren
=(1,—-1) , b=(1,1) (15)

des normierten reellen Vektorraumes (9 2, || ||2). Wegen

a+b=(20) : a—b=(0,-2)
ist
|a+b]|? = max{2,0} =2, |a—b|> = max{0,2} = 2,
a||* = max{1,1} =1, [|b)* = max{1,1} =1
und

(Jla +bl|2)% + (la — b]]2)> = 8
2((||al2)® + (||b]]2)%] = } (16)

Aus (16) folgt, dass in dem normierten reellen Vektorraum (90t 2, ||2) die Vektoren
(15) nicht der Parallelogrammgleichung (14) geniigen.

Damit haben wir gleichzeitig bewiesen, dass in einem reellen Vektorraum nicht jede
Skalarproduktfunktion durch eine Betragsfunktion erzeugt werden kann.

Dagegen gilt der

Satz 51. In jedem normierten reellen Vektorraum (B, || ||), in dem die Parallelogramm-
gleichung gilt, kann durch
1 2 2
(a.,6) = 7 ([la + " — fla — b][%) (17)
ein Skalarprodukt definiert werden, d.h., jeder normierte reelle Vektorraum, in dem die
Parallelogrammgleichung gilt, ist ein euklidischer Vektorraum.

Der Beweis dieses Satzes setzt im letzten Teil von (e) Kenntnisse aus dem in der glei-
chen Reihe erschienenen Bandchen "Metrische Raume" voraus.
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Beweis. Wir zeigen, dass die durch (17) definierte Funktion ( ) eine Skalarprodukt-
funktion ist, also die Eigenschaften S 1 - S 5 besitzt. Wir weisen der Reihe nach die

Eigenschaften S1,S4,S5,S3 und S 2 nach.
a) Es ist
1 2 2 1 2 2
(@, ) = 7 (la+ bl —fla—b[%) = 2([[b+af” = [(=1)(b —a)]]*)

1 1
= (o +al* = [ = 1P[lo — al*) = Z(l6 +al* = [[b — af*) = (b.0)

b) Wegen |lal| > 0 gilt stets
(18)

1 1
(@) = Z(la+all* = fla—al*) = Fl|2a]* = [|a][* > 0
c) Es sei (a,a) = 0. Wegen (18) ist dann ||a||* = 0. Hieraus folgt ||a| = 0 bzw. a = o.

(19)
Es gelte umgekehrt (19). Wegen (17) ist

(0.0) = 3(loll” = [Jo])) =0

d) Es seien a, b, ¢ beliebige Vektoren von (9B, ||). Wegen (17) gilt

1
(a,0) + (b,) = J(fla+cll* = fla—¢* + [[o+cf* = [lo = ¢[*)

1
= Jl(la+cl® + o +c*) = (la—cl* +llo =[] (20
Nach Voraussetzung ist die Parallelogrammgleichung
[l + 671 + fla* — b*[|* = 2(][a”||* + [|6"]]*) (21)
fur alle Vektoren a*, b* von (B, || ||) erfullt. Setzen wir in (21)
a* =a+c ) b* = b +c
bzw.
A" =a—c , b*=b—¢
so erhalten wir die beiden Gleichungen
o+ b+ 2¢|? + [Ja+ b]|2 = 2(|la + ¢||* + ||b + ¢]|?)
la+ b — 2¢||* + fla + b]|> = 2([|la — || + [|b — ¢]|?)
Hieraus folgt
Ha+dP+Hb+dF=%Wa+b+ﬂdP+Ha—HF) (22)
la —cf|* +[[b — c[|* = 5(lla+ b — 2¢||* + [la — b]*)
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Mit Hilfe von (22) geht (20) tber in

(a.6) + (b.0) = o[+

S5 (la+ b+ 262 — fla+ b — 2¢[%)

Beriicksichtigen wir (17), so erhalten wir

(a,c) + (b,c) = ;<a+ b, 2¢) (23)
Fir b = o lautet (23)
(a,¢) + (0,c) = ;(cg 2¢) (24)
Auf Grund von (17) ist
(0.6) = (el ~ [le|?) = 0 (25)
Damit geht (24) dber in
(a, ¢) = ;(a, %) (26)
Wegen (26) gilt
(a+b,c) = ;(a + b, 2¢) (27)

Setzen wir (27) in (23) ein, und vertauschen wir anschlieBend beide Seiten der Gleichung
miteinander, so erhalten wir die Beziehung

(a+b,¢) = (a,c) +(b+¢c) (28)

die fiir alle Vektoren a, b, c von (B, ||) gilt.

e) Ist einer der Vektoren a, b der Nullvektor, so ist auf Grund von (17) stets
(Aa,b) =0 : AMa,b) =0

d.h., es gilt
(Aa, b) = A(a,b) (29)

Diesen Fall werden wir beim weiteren Beweis ausschlieBen.

Fall 1. Wir beweisen zunachst durch vollstandige Induktion, dass (29) fiir alle natiirli-
chen Zahlen A = n gilt. Offensichtlich ist wegen

(la,b) = (a,b) = 1(a, b)

die Beziehung
(na,b) = n{a,b) (30)

richtig fir n = 1. Wir zeigen, dass aus der Giltigkeit von (30) fiir eine beliebige
natiirliche Zahl n = k > 1 die Giiltigkeit von (30) fir n = k + 1 folgt. Es ist

((k+1)a,b) = (ka+a,b) (31)
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Auf Grund von (28) gilt
(ka+a,b) = (ka,b) + (a,b) (32)
Mit Hilfe von (32) geht (31) dber in
(k4 1)a,b) = (ka,b) + (a,b) (33)
Beriicksichtigen wir in (33) die Induktionsvoraussetzung
(ka,b) = k(a,b)

so erhalten wir
((k+1ab) = (k+1){(a,a)

Damit gilt (29) fir alle natiirlichen Zahlen \.

Fall 2. Es sei A eine ganze Zahl. Fiir positive ganze Zahlen ist (29) soeben bewiesen
worden. Ist A = 0, so gilt wegen (25)

(Oa,b) = (0,b) =0
Da auch 0(a, b) = 0 ist, erhalten wir
(Oa, b) = 0(a, b)

Diese Gleichung besagt, dass (29) fir A = 0 gilt.
Es sei A\ eine negative ganze Zahl, also A = —n, wobei n eine positive ganze Zahl
bedeutet. Wegen

und unter Berlicksichtigung von (30) gilt

(~n)ab) = (n(~a),b) = n(~a.p) (34)
Da
(—a,b) = i(H —a+b|> = | —a—0b[") = i(ll(—l)(cl —0)[* = [(=1)(a +0)*)
=i(HaerHz—Ha—b||2)=—<a7 b) (35)

ist, geht (34) mit Hilfe von (35) dber in
((=n)a,b) = (=n)(a,b) (36)

Damit ist bewiesen, dass (29) auch fir alle ganzen Zahlen A gilt.

Fall 3. Es sei A = “* eine rationale Zahl, wobei m und n ganze Zahlen mit n > 0

bedeuten. Es ist ) .
a:Qn.>a:m(g
n n

=3
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Unter Berlicksichtigung des soeben Bewiesenen gilt

(o) = Ge) ) =) o

n lasst sich (37) in der Form

<7:a, b> = TZ ‘n <711a, b> (38)

schreiben. Da n eine positive ganze Zahl ist, gilt auf Grund von (30) die Beziehung

m-,
n

Wegen m =

n <ia b> — (a.b) (39)
Mit Hilfe von (39) geht (38) iber in
(Mab) = " (ap) (40)

womit gezeigt ist, dass (29) auch fiir alle rationalen Zahlen \ gilt.

Fall 4. Es sei A eine beliebige, nach Wahl aber feste reelle Zahl und
{n —r,} (41)
eine gegen A\ konvergierende Zahlenfolge rationaler Zahlen r,, d.h., es ist
Llim = A (42)

Die Beziehung (42) besagt, dass es zu jeder positiven reellen Zahl € eine reelle Zahl
N (e) derart gibt, dass fiir alle natirlichen Zahlen n gilt:

Wenn n > N(e) ist, so folgt |r, — A\| < ¢ (43)
Da 7, eine rationale Zahl ist, gilt wegen (40)
(rpa,b) =ry(a, b) (44)
Beriicksichtigen wir (43) und (44), so erhalten wir:
Wenn n = N(g) ist, so folgt
[(rna, b) — Aa, b) = [rn(a,b) — Ala, b) = |rp — Al - [(a, b)[ < [{a,b)| - (45)

Da |(a,b)| eine feste positive reelle Zahl ist, besagt (45), dass

lim (rya,b) = Xa, b) (46)
ist. Es bleibt noch
lim (rpa,b) = (Aa, b) (47)
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zu zeigen. Aus (46) und (47) folgt dann, dass (29) fir alle reellen Zahlen \ gilt.
Auf Grund von 4.2. (7) ist

[lIra £ bl] = [[Aa £ bl|[ < [lrpa b = Aa F b]| = [|(rn — Mal| = |ra — Al - [la]| (48)
Beriicksichtigen wir (43) und (48), so erhalten wir:
Wenn n > N(e) ist, so folgt
[l[rna = bf] = |Aa = B[] < la] - (49)
Da ||a|| eine feste positive reelle Zahl ist, besagt (49), dass
lim |r,a+b| = |[Aa+ b (50)
n—oo
ist. Wegen (50) sind die beiden Zahlenfolgen
{n—=llrma+bll} . {n—(ra—bl}

konvergent und damit auch beschrankt. Dies bedeutet, dass es positive reelle Zahlen
K und K5 derart gibt, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

lrna+ bl <Ky e = bl < K

Setzen wir
Kg = maX{Kl, KQ}

so gilt fur alle naturlichen Zahlen n die Ungleichung
|lrpa £ 6| < K (51)
Wegen (17) ist
[{rna, b) = (Aa,b)| = ilenaJr bl|* — [lrna — bl|* — [IAa + bI* + [|Aa — b]]*
= i\[\l?“naJr bl|* — [IAa + b{]*] — [[lrna — b* — [[Aa — b]|*)|
< lliraa+ 61~ [Aa+ 6P + [ lraa B[ — |Aa — b]’]
= iHITnawL bl — [[Aa + b[l] - [Irna + bl + [|Aa + b]||
+ i|||?“na — bf| = [[Aa = b|[| - |[Irna — bl[ 4 [[Aa — bl] (52)
Wegen (49), (51) und (52) gilt:
Wenn n > N(e) ist, so folgt
[(rma, b) — (Aa, b)| < i lall - - (K3 + |Aa + bl + K3 + [[Aa — bl})

1
=7 llall - - (2K + [[Aa + b]| + [|Aa — b]}) (53)
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In (53) ist
lall - (2K3 + [|Aa +b]| + [[Aa = b]])

eine feste positive reelle Zahl, die wir mit 4K bezeichnen. Damit geht (53) iber in:
Wenn n > N(e) ist, so folgt
|(rpa,b) — (Aa, b)| < Ke (54)

Die Beziehung (54) besagt, dass (47) gilt.

6.5 Winkel zwischen zwei Vektoren

Sind a,b zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren des euklidischen Vektorraumes
(%B2, ( )), so folgt aus 6.1. (1) die Beziehung
(a,b)
cos Z(a,b) = ———— (1)
lall - ][]l

Wir zeigen, dass man in jedem euklidischen Vektorraum (B, ( )) analog zu (1) fir
zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren a, b den von ihnen eingeschlossenen Winkel
¢ = Z(a,b) definieren kann.
Wegen a # o0 und b # 0 ist wegen Satz 46 d

(a,a) >0 (b,b) >0

und damit auch

V(aa) -/ (b,b) >0 (2)
Aus 6.4. (1) folgt

(@.6)] < /{aa) -/ (b.0)
und hieraus wegen (2) die Ungleichung

@Bl 5

\/<Cl,ﬂ> ’ \/<b>b> a

Die Beziehung (3) lasst sich auch in der Form

| (a.b) ‘ -1 @
\/<a7a> ’ \/<bab>
schreiben. Die Ungleichung (4) ist dquivalent mit
P L (5)
Viaa) -/ (b.b)
Fir die Kosinusfunktion gilt eine zu (5) analoge Beziehung
—1<cosp <1 (6)
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Ein Vergleich von (6) mit (5) legt in Analogie zu (1) die Vereinbarung

(a,b)
(7)
V{wa) - /(0.)
nahe. Durch die zusatzliche Forderung 0 < ¢ < 7 ist bei Vorgabe der Vektoren a, b

von (B, ( )) der Winkel ¢ in (7) eindeutig bestimmt.
Diese Uberlegungen fiihren zur

CosS p =

Definition 32. Unter dem Winkel ¢ zwischen zwei vom Nullvektor verschiedenen Vek-
toren a, b eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) versteht man die reelle Zahl ¢ mit
0 < ¢ <, die der Gleichung

i) /o0 ©
genugt.

Beispiel 25. In dem euklidischen Vektorraum (90t 3, ( )1) berechnen wir den Winkel ¢
zwischen den beiden Vektoren a = (1,1,0), b = (1,0,1).

Es ist
(a,b)1=1-14+1-04+0-1=1
(a,a);=1-1+1-1+0-0=2
(b,b); =1-1+0-0+1-1=2
und damit

1 1

Aufgabe 23. In dem euklidischen Vektorraum (91, 3, ( )5) mit

CoS p =

e

<a,b)5 = a1by + 2a9by + 3asbs
berechne man den Winkel ¢ zwischen den beiden Vektoren a(5,—1,1), b = (1,1, —1).

SchlieBen zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren a, b eines euklidischen Vektorrau-
mes (B, ( )) einen rechten Winkel ein, so folgt wegen cos § = 0 aus (8) die Beziehung

(a,0) =0 (9)

Unabhangig davon, ob die Vektoren a, b von (*B, ( )) vom Nullvektor verschieden sind
oder nicht, vereinbaren wir auf der Grundlage von (9) die

Definition 33. In einem euklidischen Vektorraum (8, ( )) sind zwei Vektoren a, b or-
thogonal, in Zeichen a L b genau dann, wenn (a, b) = 0 ist.

Beispiel 26. Es seien ay, as, ..., ax, b Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( }).
Wir zeigen, dass der Vektor b zu allen Linearkombinationen der Vektoren ay, as, ..., ax
orthogonal ist, falls b zu den Vektoren ay, as, ..., a; orthogonal ist. Es sei

a=2101 + o0y + ... + TrQy
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eine beliebige Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a;. Auf Grund von 6.3. (4) gilt
(b,a) = z1(b,a;) + x2(b,as) + ... + zx(b, ai)
Beriicksichtigen wir die Voraussetzung
(b,ay) =0,(b,as) =0,...,(b,ax) =0

so erhalten wir die Behauptung (b,a) = 0.

Der Satz 46 c besagt, dass in einem euklidischen Vektorraum (B, ( )) der Nullvektor o
von (B, ( )) zu jedem Vektor a von (B, ( )) orthogonal ist.

Aufgabe 24. Es sei a ein Vektor eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )). Man beweise:
Es ist a | a genau dann, wenn a = o ist.

Satz 52. In jedem euklidischen Vektorraum (8, ( )) gilt der Satz des Pythagoras, d. h.,
fur alle Vektoren a, b von (9B, ( )) gilt:

Wenn a L b ist, so folgt ||a — b||* = ||a]|* + ||b]|*. (10)
Beweis. Es ist
la — b]|* = (a — b,a — b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b) (11)

Wegen a L b ist (a,b) =0, und (11) geht Uber in

la = b]I* = (a,a) + (b,b) (12)
Mit

(aa)=lal* . (b,b) =]lb]

fuhrt (12) auf die Gleichung

la = b1 = Jla||* + [|b]

womit der Satz bewiesen ist.

Aufgabe 25.
a) Es seien a;, as orthogonale Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )). Man
beweise, dass

las + aa]|* = [l [|* + [l ao|*

ist.

b) Es seien aj, as, ..., a; paarweise orthogonale Vektoren eines euklidischen Vektorrau-
mes (B, ( )). Man beweise durch vollstandige Induktion nach k, dass

las + a2 + .+ agl* = flarf* + aal* + .. + ol (13)

ist.
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Aufgabe 26. Es seien a,b Vektoren eines euklidischen Vektorraumes (8, ( )). Man
beweise:
Esist a L b genau dann, wenn ||a + b||] = ||a — b]| ist. (14)

Definition 34. Ein Vektor a eines euklidischen Vektorraumes (8, ( )) ist zu einem
Vektorsystem & von (B, ( )) orthogonal, in Zeichen a 1L &, genau dann, wenn a zu
jedem Vektor von & orthogonal ist.

Beispiel 27. Wir zeigen, dass der Vektor a = (0,0,1) des euklidischen Vektorraumes
(13, ( )1) zum Vektorsystem & von (M 3, ( )1), das aus allen Vektoren der Form
b = (b1, b9,0) besteht, wobei by, by beliebige reelle Zahlen bedeuten, orthogonal ist.
Aus

(a,6)1=0-by+0-b+1-0=0

folgt die Behauptung.

6.6 Gramsche Matrix

Die Vektoren ay, as, ..., aj eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) seien linear abhan-
gig. Dann besitzt die Gleichung

101 + Tolo + ... + A = 0
auf Grund von Definition 19 eine nichttriviale Losung
Tl =T, Ty = X5, ..., T = T, (1)

Es ist dann
(a;,x101 + 209 + ... + xRa) = {(a;, 0)

fur alle 7 € {1,2,...,k}. Beriicksichtigen wir 6.3. (4) und Satz 46 c, so erhalten wir
xi{a;,a1) + x5(a;,as) + ... + xp(a;,a;) =0 (2)
Setzen wir in (2) fiir ¢ der Reihe nach die Zahlen 1,2, ...,k ein, so erhalten wir wegen

xj(ai,aj> = <Cti, C(j>l‘;

das System
(a,a0)x + (ag,a2)x5 + ... + (ag,a5)xf =0
<a2,a1>x1‘ + (ag,a2>x§ + ...+ (ag,ak)x}‘; =0 (3)
(ag,a1)x] + (ag,a2)xs + ... + (ag,ax)xf =0
Das homogene lineare Gleichungssystem
(ap,a1)x1 + (ag,a2)xe + ... + {ag,a5)z; =0
<Cl2,(11>[131 + <Cl2,ClQ>£L’2 + ...+ (ag,ak>xk =0 (4)

{ag,a1)m1 + (ag,a2)z2 + ... + {ag,ap)zr = 0
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von k Gleichungen mit k Variablen besitzt wegen (3) eine nichttriviale Lésung (1).
Nach Satz 28 ("Determinanten") muss die Determinante

(al,cq) <a1,a2> <a1,ak>
@) om) - .
(ag,a1) (ag,a2) ... (ag,az)

der quadratischen Koeffizientenmatrix

(ag,a1) (a1,a2) ... (aj,az)
@) o) - o
(ag,a1) (ag,a9) ... (ag,az)

des Gleichungssystems (4) verschwinden. Die Matrix (6) wird als Gramsche Matrix der
Vektoren ay, as, ..., a; in Zeichen &(ay, ag, ..., a;), bezeichnet.

Die Determinante (5) bezeichnen wir mit G(ay, as, ..., a;) und nennen sie die Gramsche
Determinante der Vektoren ay, as, ..., ax.

Damit haben wir bewiesen:

Wenn die Vektoren ay, ag, ..., a;, eines euklidischen Vektorraumes (*B, ( )) linear abhan-
gig sind, so ist
G(al,az,...,ak) =0 (7)

Von (7) gilt auch die Umkehrung:

Wenn fiir die Vektoren ay, ag, ..., aj eines euklidischen Vektorraumes (8, ( )) gilt
G(ay, az,...,a;) = 0, so sind die Vektoren ay, as, ..., a; linear abhangig. (8)

Beweis von (8).
Wegen G(ay, as, ..., a;) = 0 gilt unter Berlicksichtigung von Definition 13 ("Matrizen")

p[®(ar, az,...,a,)] < k (9)

Die Beziehung (9) besagt, dass in dem homogenen linearen Gleichungssystem (4) der
Rang der Koeffizientenmatrix (6) kleiner ist als die Anzahl k der Variablen. Auf Grund
von Satz 24 ("Matrizen") besitzt das homogene lineare Gleichungssystem (4) eine
nichttriviale Lésung (1), d. h. es gilt (3). Wenden wir auf jede der Gleichungen von (3)
die Beziehung 6.3. (4) an, so erhalten wir

<Cl1,$TCl1 + x§a2 + ...+ xZak> =0
(ag,xiay + xdag + ... + xpag) =0 (10)
(ag,xja; + 2502 + ... + z5a,) =0

Multiplizieren wir beide Seiten der ersten Gleichung von (10) mit 27, beide Seiten der
zweiten Gleichung von (10) mit x3, ..., beide Seiten der k-ten Gleichung von (10) mit
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x}, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von S 1

ri{xfay + x5as + ... + xpag,a1) =0
y(riay + xhas + ... + xpag,a2) =0 (10)

rp(riay + xdag + ... + riag,ax) :0
Addition aller linken und rechten Seiten von (11) liefert unter Beachtung von 6.3. (4)
(xjay + x509 + ... + xpap, 270 + 2509 + ... + xp0) =0
Wegen S 5 ist dies aquivalent mit der Gleichung
xi0) + x50 + ...+ xLa =0

in der nicht alle z7, 25, ..., z}, gleichzeitig verschwinden. Dies bedeutet, dass die Vektoren
aq, do, ..., a; linear abhangig sind.
Die beiden Teilergebnisse (7) und (8) fassen wir zusammen zu dem

Satz 53. Die Vektoren ay, as, ..., a; eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) sind linear
abhangig genau dann, wenn die Gramsche Determinante der Vektoren aq,as,...,ax
verschwindet.

Dieser Satz ist logisch aquivalent mit

Satz 54. Die Vektoren ay, ag, ..., aj eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) sind linear
unabhangig genau dann, wenn die Gramsche Determinante der Vektoren aj, as, ..., a;
nicht verschwindet.

Beispiel 28. Mit Hilfe der Gramschen Determinante untersuchen wir, ob die Vektoren
a; = (1,0,1,0), a9 =(1,1,0,0), as=(0,1,1,1) (12)

des euklidischen Vektorraumes (91 4, ( )1) linear abhangig oder linear unabhéngig sind.
Zunachst bestimmen wir die Elemente der Gramschen Matrix (6). Wir erhalten

a,a;); =1-1+0-0+1-140-0=2
ap,ag)1 = (az,a;)1 =1-140-1+1-040-0=1
ap,a3); = (a3, a;); =1-04+0-1+1-14+0-1=1
ag,09)1 =1-14+1-140-040-0=2
)
)

ag,ag1:(ag,a2>1:1-0+1-1+O'1+0~1:1
ag,az3)1=0-04+1-14+1-14+1-1=3

o~ o~ o~ o~ o~ ——

Damit ist

211
G(al,ag,ag) =1 2 1
113
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Beriicksichtigen wir Rechenregeln fiir Determinanten, so erhalten wir

0 01 1
G(a1,a2,a3)= —1 11 2‘ _5 2|=7
-5 =2 3

Auf Grund von Satz 54 sind die Vektoren (12) des euklidischen Vektorraumes (9% 4, ( )1)
linear unabhangig.

Aufgabe 27. Mit Hilfe der Gramschen Determinante untersuche man, ob die Vektoren
a; = (1,1,1,1), ap = (1,1,1, — 1)

des euklidischen Vektorraumes (91, 4, ( )1) linear abhéangig oder linear unabhéngig sind.

Aufgabe 28. In dem euklidischen Vektorraum (91, 3, ( )5) mit
<a,b)5 = a1b1 + 2a9by + 3asbs

untersuche man mit Hilfe der Gramschen Determinante, ob die Vektoren
a) a;,= (1,1,0), as=(1,1,1)

b) a, = (1,2,3), o = (3,4,1), a3 = (2,3,2)

linear abhangig oder linear unabhangig sind.

6.7 Orthonormierte Vektorsysteme

Es sei G ein Vektorsystem mit den Vektoren ay, as, ..., a; eines euklidischen Vektorrau-
mes (B, ( )). Das Vektorsystem & kann die Eigenschaft besitzen, dass die Vektoren
paarweise orthogonal sind. Man nennt dann dieses Vektorsystem orthogonal.

Besitzen diese Vektoren dariiber hinaus noch die Eigenschaft, dass sie Einheitsvektoren,
also normierte Vektoren sind, so nennt man dieses Vektorsystem orthonormiert. Dieser
Begriff ist durch Verschmelzung der beiden Begriffe orthogonal und normiert entstan-
den.

Definition 35. Ein Vektorsystem G mit den Vektoren aj, as, ..., a; eines euklidischen
Vektorraumes (B, ( )) ist orthogonal bzw. orthonormiert genau dann, wenn diese Vekto-
ren paarweise orthogonale Vektoren bzw. paarweise orthogonale Einheitsvektoren sind.

Ist G ein orthonormiertes Vektorsystem mit den Vektoren ¢q, s, ..., ¢x von (98, ( )), so
gilt
<€i, €j> =0 firq 75] und <€i, €i> = HQZH2 =1

Diese beiden Beziehungen lassen sich zu

o0 firi#y
<Wﬂ>_{1 fiir i = j (1)

zusammenfassen. Wir beweisen den
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Satz 55. Ist & ein orthonormiertes Vektorsystem mit den Vektoren eq, ¢, ..., ¢; eines
euklidischen Vektorraumes (8, ( ), so sind die Vektoren ¢y, ¢o, ..., ¢; linear unabhangig.

Beweis. Auf Grund von (1) ist

1 0 .. 0
G(el, €, ..., ek) = 0 1.0 =1
0 0 ... 1

Beriicksichtigen wir Satz 54, so erhalten wir die Behauptung.

Satz 56. Sind ay, as, ..., a; linear unabhangige Vektoren eines euklidischen Vektorraumes
(B, ( )), so besitzt der Unterraum $)(ay, as, ..., a;) von (B, ( )) eine orthonormierte
Basis (eq, ¢9, ..., ¢k).

Beweis. Es ist
(al,ag,...,ak) (2)
eine Basis von ) = $H(ay, ag, ..., ai). Wir konstruieren in $) zuerst k paarweise ortho-

gonale Vektoren by, bo, ..., b nach folgendem Verfahren:

a) Wir setzen b; = ay. Es ist damit by ein Vektor von ).
b) Wir setzen
by = as +t1by (3)

und bestimmen die reelle Zahl ¢; in (3) so, dass by L by ist. Die Forderung by L by ist
aquivalent mit

<C12 + t1bq, [11> =0 bzw. <Cl2, bl> + t1<b1,bl> =0 (4)

Da nach Voraussetzung die Vektoren in (2) linear unabhangig sind, so ist auf Grund
von Satz 27 keiner von ihnen der Nullvektor von (B, ( )). Damit ist

(b1,b1) = (a1,a1) >0 (5)
und aus (4) erhalten wir wegen (5)
g — o2, br)
(b1, b1)
Somit ist (2. B1)
by =ay — by, b) by (6)

Der Vektor by ist eine Linearkombination der Vektoren by, a; und wegen (a) auch eine
Linearkombination der Vektoren ay, as, d. h., by ist ein Vektor von §).
Angenommen, es sei

bz =20 (7)
Dann folgt aus (6)
<Cl2, bl)
(b1, b1)

Qo = aq
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Dies lasst sich wegen by = a; auch in der Form

(ag, by)
(b1, b1)

schreiben. Diese Gleichung besagt, dass der Vektor as eine Linearkombination der Vek-
toren ay, as, ..., a ist. Auf Grund von Satz 28 sind demnach die Vektoren ay, as, ..., a
linear abhangig. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Also muss unsere Annahme (7) falsch gewesen sein. Es ist damit by # 0 und folglich

ag = a; + Oag + ... + Oag

<[12, bg> >0 (8)

c) Wir setzen
by = a3 + taby + 110y (9)

und bestimmen die reellen Zahlen ¢1,¢5 in (9) so, dass b L by und bg L by ist. Diese
Forderungen sind aquivalent mit

<C13 + tzbg + tlbl, [11> =0
<Cl3 + toby + 104, b2> =0

bzw.

(ag,b1) + ta(b2,b1) +t1(by,b1) =0 (10)
<a3,bz> + t2<bz,bz> + t1<[11, 52> =0

Wegen
(b2,b1) = (b1,b2) =0
und (8) bzw. (5) geht (10) tber in

b= (a3,b1) by = (a3,b2)
(b1,b1) 7 (ba2,ba)
Setzen wir dies in (9) ein, so erhalten wir
<a37b1> <a37b2>
by = a3z — by — b 11
SR R A (A Y

Der Vektor bs ist wegen (a) und (b) eine Linearkombination der Vektoren ay, as, as,
d.h., b3 ist ein Vektor von .

Es ist ferner by # o0, denn anderenfalls ware ag eine Linearkombination von by, by
und damit auch von ay, as, was der linearen Unabhangigkeit der Vektoren ay, as, ..., ax
widerspricht.

d) Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir nach dem k-ten Schritt den vom
Nullvektor verschiedenen Vektor
<a/€abk—1> <ak'7b1>
by =ap — ————bp—1 — ... —
T o) (by,b1)
von ). Die Vektoren by, b, ..., b von $ sind nach Konstruktion paarweise orthogonal
und jeweils vom Nullvektor verschieden.

b (12)
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e) Da wir orthogonale Einheitsvektoren suchen, normieren wir die Vektoren by, bo, ..., by

und setzen .

— b,

[b:]]
Das so konstruierte Vektorsystem G von $) mit den Vektoren ey, ¢, ..., ¢ ist orthonor-
miert.

¢; mit  [|bs]| = /(by, by)

f) Wir miissen noch zeigen, dass die Vektoren (13) eine Basis von §) bilden: Die lineare
Unabhangigkeit der Vektoren (13) folgt aus Satz 55. Auf Grund von Satz 33 ist auch
(e1,¢e9, ..., ¢) eine Basis von $(ay, as, ..., az).

Das im Beweis dieses Satzes geschilderte konstruktive Verfahren zur Ermittlung einer
orthonormierten Basis wird nach dem deutschen Mathematiker Erhard Schmidt (1876-
1959) als Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren bezeichnet.

Beispiel 29. Wie wir in dem Beispiel 28 gezeigt haben, sind in dem euklidischen Vek-
torraum (9 4, ( )1) die Vektoren

a = (1,0,1,0), a»=(1,1,0,0), as=(0,1,1,1) (14)

linear unabhangig. Wir bestimmen in dem Unterraum $)(ay, az, as) von (Mg 4, ( )1)
eine orthonormierte Basis.

a) Wir setzen a; = (1,0,1,0).

b) Es ist
<a2,b1>1:1-1—|—1-O—|-0-1—|-O-0:1
(b1,60)1=1-1+1-041-14+0-0=2

und (6) liefert

11 1 1 1

S0 =(1 - 0)= (1,2, — 1

27270) (277 270> 2(77 70)

Da es bei den Vektoren b; nicht auf den Betrag ankommt, rechnen wir mit dem Vektor

1
bg = g — 5[11 = (1,1,0,0) — (

by = (1,2, — 1,0)
weiter.
c) Es ist

(a3, b3)1 =0-1+1-24+1-(=1)+1-0=1
(b5,05)1=1-1+2-2+4(=1)-(-=1)+0-0=6
(az,b)) =0-14+1-04+1-1+1-0=1

und (11) liefert

1 1 11 1 1 1
by = b5 —-b;=(0,1,1,1) — (=, =, — =,0) — (=,0,=.0
3 as 63 21 (777) (6737 67) (27 727)
2 2 2 1
= (=222 1) = 2(-2,223
(33031 = 5(-222)
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Wir rechnen mit
b; = (—2,2,2,3)

weiter. Die Vektoren
(1,0,1,0), (1,2,—1,0), (-2,2,2,3) (15)
bilden demnach eine orthogonale Basis von $)(a1, as, a3).
d) Die Normierung der Vektoren by, b3, b} ergibt wegen
[B1]l1 = / (b1, b1)1 = V2
105111 = /(b3,b3)1 = V6
165111 = y/(b3, b3)1 = V21

die Vektoren
..
RG]

die eine orthonormierte Basis (¢1, ¢o, ¢3
bilden.

(1,0,1,0),  eo=-—=(1,2,—1,0), 3 (—2,2,2,3)

1
V21

in dem Unterraum $)(ay, ag, ag) von (M 4, ( )1)

24~
(@)

Aufgabe 29. Es seien
a; = (1,1,1), as = (1,1,2)

Vektoren des euklidischen Vektorraumes (91, 3, ( )5) mit
<Cl, b>5 = a1b1 + 2&262 + 3CL3b3

Man bestimme in dem Unterraum $(ay, az) von (M 3, ( )5) eine orthonormierte Basis.

6.8 Orthogonalprojektion und Lot

Es seien aj,as,...,a; linear unabhangige Vektoren eines euklidischen Vektorraumes
(B, ( )). Wir untersuchen, ob es zu einem vorgegebenen Vektor a von (B, ( )) stets
Vektoren ag und ay von (B, ( )) mit der Eigenschaft

ag Gf)(al,ag,...,?) , ay Lﬁ(al,ag,...,é) (1a, 1b)
so gibt, dass
a=ayg+ay (2)

ist. In Fig. 41 ist der Fall £ = 1 in dem euklidischen Vektorraum (85, ( )) veranschau-
licht.

o—— D (0y)
Fig. 41 ?

94



6 Euklidische Vektorraume

Setzen wir in
g = 2101 + 290 + ... + T, 0% (3)

fur x1, z9, ..., xy, beliebige reelle Zahlen ein, so ist ay stets ein Vektor von $(ay, as, ..., ax),
da ay eine Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a ist. Wir wollen die reellen Zah-
len x1, z9, ..., 2% in (3) so bestimmen, dass der Vektor a — ay (4)
die Eigenschaft

a—ayg La, a—aygLay, .., a—aygLa (5)
besitzt. Wegen (3) ist die Forderung (5) aquivalent mit

(a —x107 — To0y — ... — T}0g, 0y) =
<Cl — X101 — T20g — ... — TEAg, Cl2> =

(a —z1a; — 290y — ... — Tp0g, ag) =0

bzw.
Cl,Cl1> — 331<Cl1,a1> — $2<a2,a1> — ... — xk(ak,a1> =0
a,a2> — a:1<a1,a2> — x2<a2,a2> — ... — xk<ak,a2> =0

o~~~

<Cl,a[€> — x1<a1,ak> — x2<a2,ak> — . xk(ak,ak;} =0
bzw.
r1(ar,a1) + z2(ag,a1) + ... + zpf{ag,a1) = (a1,a)
T <C11,Cl2> + 5132<C12,Cl2> + ...+ xk(ak,a2> = <C12,Cl> (6)

z1(a1,0;) + r2(az,ak) + ... + 2 (ag,a5) = (ax,a)

Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (6) ist die Gramsche Matrix 6.6. (6).
Da nach Voraussetzung die Vektoren aj, as, ..., a; linear unabhangig sind, ist wegen
Satz 54 die Koeffizientendeterminante von (6) von null verschieden.

Auf Grund der Cramerschen Regel, Satz 25 ("Determinanten"), besitzt das Gleichungs-
system (6) genau eine Losung, die sich mit Hilfe von

Gi

T; = 1=12,...k 7
G(al,ag,...,ak) ( ) ( )
berechnen lasst, wobei
(ap,01) o (ar,0i-1) (ap,a) (a,ai01) o (ag,0x)
G — <CL2,C£1> <a2,ai_1> <CL2,CL> <a2,ai+1> (ag,ak)
(ag,a1) .. (Og,0i—1) (O%,a) (Op,air1) ... (ag,0r)

bedeutet. Der auf diese Weise eindeutig bestimmte Vektor ay besitzt die Eigenschaft
(1a), und der Vektor a — ay ist orthogonal zu den Vektoren aj,as, ..., a; und damit
wegen Beispiel 26 auch orthogonal zu $(ay, as, ..., ax), d. h., es gilt

a—ag L Har,az, ..., az) (8)
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Setzen wir

ay =a—ay (9)
so besitzt der Vektor ay wegen (8) die Eigenschaft (1 b). SchlieBlich ist (9) aquivalent
zu (2).

Damit haben wir bewiesen den

Satz 57. Sind ay, as, ..., a; linear unabhangige Vektoren eines euklidischen Vektorraumes
(B, ()), so lasst sich jeder Vektor a von (B, ( )) auf genau eine Weise in der Form

a=ayg+ay (10)

mit
ag Gﬁ(ﬂl,amm;ak), aNJ—*?»)(alaa%“'aak) (11)

darstellen.
Das Ergebnis von Satz 57 fiihrt zur

Definition 36. Sind ay, as, ..., a; linear unabhangige Vektoren eines euklidischen Vektor-
raumes (B, ( )), so heiBen die auf Grund von Satz 57 zu jedem Vektor a von (B, ( ))
existierenden und eindeutig bestimmten Vektoren ay, ay die den Bedingungen (10)
und (11) geniigen, die Orthogonalprojektion und das Lot des Vektors a auf den Unter-
raum $(ay, as, ..., ax) von (B, ().

Beispiel 30. Wie wir in Aufgabe 27 gezeigt haben, sind die Vektoren
a; = (1,1,1,1), ap = (1,1,1, — 1)

des euklidischen Vektorraumes (9 4, ( )1) linear unabhangig. Wir bestimmen die Or-
thogonalprojektion und das Lot des Vektors

a=(1,234)

auf den Unterraum $)(ay, az) von (M 4, ( )).
Zur Berechnung der Koordinaten 1, x5 von ay beziiglich der Basis (a1,a3) von $(ay, az)
missen wir ein Gleichungssystem der Form (6) I6sen. Wegen

(a1,a1); =4, (a1, a2)1 = (ag,a1); =2
(a1, a); = 10, (ag, az)1 = 4, (ag,a); =2

lautet das System (6) im vorliegenden Beispiel

41 + 229 = 10 }

21‘1 + 41’2 =2
das wir in der Form
201+ 19 =5
T+ 219 =1 } (12)
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schreiben. Zur Losung eines Gleichungssystems der Form (6) ist es bei konkreten Bei-
spielen zweckmaBiger, das Verfahren zur Auflésung linearer Gleichungssysteme anzu-
wenden, als die Losung mit Hilfe der Cramerschen Regel zu bestimmen.
Offensichtlich besitzt das System (12) die eindeutig bestimmte Lésung

T =3, To = —1

Demnach ist wegen (3) die Orthogonalprojektion von a auf $)(ay, as) der Vektor

ag =3a; —ay =(3,3,3,3) — (1,1,1, — 1) = (2,2,2,4)
Das Lot von a auf $(ay, as) ist der Vektor

ay =a—ag = (1,2,34) — (2,2,2,4) = (—1,0,1,0)
Zur Kontrolle berechnen wir das Skalarprodukt der beiden Vektoren ag, ay. Es ist
(ag,any)1 =2-(=1)+2-0+2-1+4-0=0

d.h., die Vektoren ag, ay erfiillen die Bedingung der Orthogonalitat.

Aufgabe 30. Wie wir in dem Beispiel 28 gezeigt haben, sind in dem euklidischen Vek-
torraum (9 4, ( )1) die Vektoren

a; = (1,0,1,0), as = (1,1,0,0), as = (0,1,1,1)
linear unabhangig. Man bestimme die Orthogonalprojektion und das Lot des Vektors
a=(4,3.2,1)
auf den Unterraum $)(ay, az, ag) von (M 4, ( )1).

Besonders einfach wird die Ermittlung der Orthogonalprojektion az eines Vektors a
eines euklidischen Vektorraumes (8, ( )) auf einen Unterraum $(ay, ag, ..., ax) von
(B, (')), wenn die linear unabhéngigen Vektoren

ap,as, ..., 0

ein orthogonales Vektorsystem bilden. Das Gleichungssystem (6) zur Berechnung der
Koordinaten x1, o, ..., x; von ay beziiglich der orthogonalen Basis

(a1, az, ..., ax)

nimmt in diesem Fall wegen
<C1i, aj> =0
fir ¢ # 7 die einfache Gestalt
(ap,a1)zy = (a, a)
(ag, ag)ze = (ag, a) (13)

(ag, ap)xp = (ag, a)
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an.

Beispiel 31. Von den Vektoren
a; = (1,0,1,0), a3 =(12,-10), a3=(-2,223)

haben wir in 6.7. (15) gezeigt, dass sie eine orthogonale Basis des Unterraumes (a1, as, as)
von (M 4, ( )) bilden, wobei

a = (1,0,1,0), a = (1,1,0,0), as=(0,1,1,1)

ist. Da (a1, a2, a3) und (aj, a’, a3) Basen von $(ay, ag, as) sind, ist jede Linearkombi-
nation der Vektoren a;, as, a3 auch eine Linearkombination der Vektoren aj, a3, a3, und
umgekehrt ist jede Linearkombination der Vektoren aj, a3, aj auch eine Linearkombi-
nation der Vektoren ay, as, as. Dies bedeutet

5<a17 ag, Cl3> = “6<a*1<7 aza Cl;)
Wir bestimmen die Orthogonalprojektion des Vektors a = (4,3,2,1) auf $(aj, a}, al).
Wegen

*

<le, C11>1 = 27 (a{,a)l = 67 <Cl;, Cl§>1 =6
(a3, a);1 =8, (a3,a3); =21, (aj,a); =5

und wir erhalten

_3*_|_%*_|_i*_ g%&?
R T I R R

in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis fiir az von Aufgabe 30.

Beispiel 32. Es seien a;, ay Vektoren des euklidischen Vektorraumes (B3, ( )) mit a; #
0. Wir zeigen, dass die Gramsche Determinante

_ | (a1, a1) (o, a2)
G(ay,az) —| (ag,a1) (as,as) ’

der Vektoren a;, as das Quadrat des Flacheninhalts des von den Vektoren a;, as auf-
gespannten Parallelogramms ABCD (Fig. 42) ist.
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6 Euklidische Vektorraume

Es ist

G(Cll,az) = <C11, Cl1> . <C12, Cl2> — <a1,a2> . <Cl2,a1> = <Cl1, Cll> . <a2,a2> — (al,a2)2 (14)

Bezeichnen wir mit ay bzw. ay das Lot bzw. die Orthogonalprojektion des Vektors as
auf $(a;) und mit V(ay,as) den Flacheninhalt des Parallelogramms ABC D, so gilt

ay = ay — ag (15)

[V (an,02)]* = [la]|* - [Jan[* = (ar,01) - (o, ax) (16)

Das Gleichungssystem (6) zur Berechnung der Koordinate x; von ay beziiglich der
Basis (a;) von $(a;) lautet im vorliegenden Beispiel

(a1, a1)z1 = (a1, az) (17)
Da a; # o ist, folgt aus (17) die Beziehung

(a1, a2)
<C11, Cl1>

I =

Damit geht (15) dber in
<a1,a2>
(ar,ar)

ay = ag —

Setzen wir dies in (16) ein, so erhalten wir

1V (ar,0))? = {ar.a) <a2 _ <“1’“2§a1,a2 - <§1>“2>a1>

ay <17a1>
R e
(ay, ﬂ2>2 (al,a2>2
\a1.a1) [GMQ 7 (a1,a1) <al,a1>]
(a1 Cl1> <a2702> <l11,l12>2 (18)

Beriicksichtigen wir (14), so geht (18) in die Behauptung
[V(ar,a2)]* = G(a1, az)

uber.

Es seien a ein vorgegebener Vektor eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) und
$(ay, az, ..., a;) die lineare Hille der linear unabhangigen Vektoren aj, as, ..., a; von
(B, ()). Ferner sei b ein beliebiger Vektor von $(ay, as, ..., ax). Den Vektor

aV:a—b

bezeichnen wir als einen Verbindungsvektor des Vektors a mit dem Unterraum $(ay, as, ..., ax).
In Fig. 43 ist der Fall £ = 1 in dem euklidischen Vektorraum (B4, ( }) veranschaulicht.

99



6 Euklidische Vektorraume

Fig. 43 4 4 A

In dem folgenden Satz beweisen wir, dass von allen Verbindungsvektoren ay des Vek-
tors a mit dem Unterraum $)(ay, as, ..., a;) das Lot ay von a auf $(a, as,...,ax) im
Vergleich zu den anderen Verbindungsvektoren dadurch ausgezeichnet ist, dass sein
Betrag am kleinsten ist.

Satz 58. Es seien a ein Vektor eines euklidischen Vektorraumes (B, ( )) und $(ay, as, ..., a)
die lineare Hiille der linear unabhangigen Vektoren ay, as, ..., ax von (B, ( )).

Von allen Verbindungsvektoren ay des Vektors a mit dem Unterraum $(ay, as, ..., ax)
von (B, ( )) besitzt das Lot ay von a auf $(ay, ay, ..., a;) die Eigenschaft, dass sein
Betrag im Vergleich zu allen anderen Verbindungsvektoren am kleinsten ist.

Beweis. Trivialerweise gilt fiir alle Vektoren b von $)(ay, as, ..., a) stets
ay=a—b=(a—ag)+ (ag —b) (19)

wobei ay die Orthogonalprojektion von a auf Di(ay, as, ..., a;) bedeutet. Wegen (10)
und (11) ist
a—ag=ay L H(ay,as,...,a) (20)
Mit (20) geht (19) dber in
ay =ay + (ag — b)

Hieraus folgt

||Clv||2 = <CLN -+ (ClH — b), ay + (ClH — b)> = <ClN, CLN> -+ 2<ClN, ag — b> + <ClH — b, Cle>
(21)

Wegen b € $H(ay, aq, ..., ag) ist auch
ag — b € N(ay,as,...,a;)
Da ay L $H(ay,aq, ..., ag) ist, gilt
(an,ag —b) =0 (22)
Auf Grund von (22) geht (21) iber in
lav[I* = llanll* + llaz — 6] (23)
Da stets |jag — b|| > 0 ist, folgt aus (23) die Beziehung
lav[I* > flayll*
und hieraus wegen |lay || > 0, ||ay]|| > 0 die Ungleichung
lav ][ = llax]]

womit der Satz bewiesen ist.
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6 Euklidische Vektorraume

6.9 Methode der kleinsten Quadrate

In der Praxis wird man haufig vor die Aufgabe gestellt, eine ganze rationale Funktion
der Form
y=ag+ a1z + asz® + ... + a,z" (1)

durch Messen von y fiir m verschiedene Werte
T1,T2y ..., Ty

zu bestimmen, wobei wir m > n+ 1 voraussetzen wollen. Die Messresultate bezeichnen
wir mit

Y1, Y2, s Ym
Jedes der m Wertepaare

(:Cl?yl); ($27y2)a-"7(xm7ym) (2)
muss der Gleichung (1) geniigen:
ap + ajxy + cma:% + .. Fa ! =y
ap + a1ry + agxg + o FanTy = Yo (3)
ag + a1 T + a2, + ... + ap T, = Y

Das System (3) ist ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen mit n+1 Variablen
ag, A1y ..., Qp.

Fall 1. Ist m = n+1, so besitzt das Gleichungssystem (3) die Koeffizientendeterminante

1 T 2 .. a2l

1 2 3 ... b

1 72 x;,
nt+l Tpp1 o Tpgd

Von dieser Determinante lasst sich zeigen, dass sie von null verschieden ist, falls
x1,T9,...,T,_1 voneinander verschiedene reelle Zahlen sind. Auf Grund der Cramer-
schen Regel, Satz 25 ("Determinanten"), gibt es in diesem Fall genau eine ganze ra-
tionale Funktion von hdchstens n-tem Grade, die fiir n + 1 voneinander verschiedene
reelle Zahlen x1, xs, ..., x,11 vorgegebene Werte y1, 9o, ...Yn+1 annimmt.

Beispiel 33. Wir bestimmen eine Gleichung der Parabel, die durch die Punkte P;(1,1),
P2<2, 3), P3(3, 6) geht.
Eine Gleichung der gesuchten Parabel sei

Yy = ap +a1x + (12332 (4)

Die Gleichung (4) muss erfiillt sein, wenn wir die Koordinaten von P, bzw. P, bzw. P;
in (4) einsetzen:
ap+a; +ay=1
Qg -+ 2&1 + 4@2 = 3 (5)
a0+3a1+9a2 =6
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6 Euklidische Vektorraume

Auch hier ist es zweckmaBiger, auf (5) das Verfahren zur Auflosung linearer Gleichungs-

systeme anzuwenden, als die Losung von (5) mit Hilfe der Cramerschen Regel zu be-
stimmen.

apg+ay+ay=1|— |

aog + 2a1 + 4ay = 3 |

CLO+3CL1+9(12:6 1 J/

apg+a;+ay=1

a;+3a;=2| -2 |

2a1 4+ 8as = 5 1 1

ap+ar+as =1
a1+3a2:2
2&2:1

Die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems ist

0 1 1
an = a1 = — Ao = —
0 ) 1 27 2 2
Demnach ist
1 +1 9
= —x+ —x
Y=35%75

eine Gleichung der Parabel, die durch die Punkte P;(1,1), P»(2,3), P5(3,6) geht.

Fall 2. Ist m > n + 1, so wird im allgemeinen das System (3) infolge von Messfeh-
lern nicht l6sbar sein, was wir im folgenden voraussetzen wollen. Unser Ziel ist es, die
ag, ai, ..., a, in (3) so zu bestimmen, dass die linken Seiten der einzelnen Gleichun-
gen von den rechten Seiten der entsprechenden Gleichungen nur "wenig" voneinander
abweichen, In dem System

2 _
Y1 — ap — A1T] — A2X] — ... — AT = C1
2 _
Yo — Qg — A1T9 — AaT5 — ... — ApTy = C (6)
2 n o __
Ym — Q) — Q1T — A2T;, — ... — ApTry = Cmy

konnen wir die reelle Zahl ¢; als MaB fiir die Abweichung der rechten Seite von der
linken Seite der i-ten Gleichung des Systems (3) deuten. Es liegt nahe zu fordern, dass
die Summe

c1+co+...+cy

aller Abweichungen einen Wert annimmt, der nahe der reellen Zahl null liegt. Bei dieser
Summation kdnnen sich aber eventuell auftretende groBe Abweichungen gegenseitig
aufheben, wie das beispielsweise fiir

c1 =100, ¢ =300, c3=—400
der Fall ist. Bildet man dagegen die Quadratsumme

Attt (7)
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6 Euklidische Vektorraume

der einzelnen Abweichungen und fordert, dass die so gebildete Quadratsumme mog-
lichst klein werden soll, so ist der oben besprochene Mangel beseitigt. Diese Art des
Fehlerausgleichs wird als Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet und geht auf den
deutschen Mathematiker Carl Friedrich GauB (1777-1855) zuriick.

Unsere Aufgabe besteht, darin, zu den m Wertepaaren (2) reelle Zahlen ay, ay, ..., a,
so zu bestimmen, dass die Summe (7) moglichst klein wird. Mit Hilfe der Vektoren

1 X1 x? U1 C1

1 ) 333 Yo 1
ap = : , 01 = : , vy Qp = : , = : , ¢ =

1 T, xn Ym Cm

des euklidischen Vektorraumes (9,1, ( )1) geht das Gleichungssystem (3) bzw. (6)
iber in
apgtp + a107 + ... + apay, =9 (8)
bzw.
§ — apy — A10] — ... — Aply, = ¢ (9)

Da nach Voraussetzung das Gleichungssystem (3) nicht losbar ist, gibt es keine reellen
Zahlen ag, ay, ..., a,, die dem System (3) geniigen. Dies bedeutet, dass der Vektor 1 in
(8) keine Linearkombination der Vektoren

ag, A1, ..., 4, (10)

ist. Von den Vektoren (10) wollen wir voraussetzen, dass sie linear unabhangig sind.
Setzen wir in
b=aqapayp+ aiay + ... + .apa, (11)

fur ag, ay, ..., a, beliebige reelle Zahlen ein, so ist stets
b€ H(ap,aq,...,a;,)

Der Vektor 1y gehort nicht zu $H(ay, as, ..., a,), da er keine Linearkombination der Vek-
toren (10) ist. Mit Hilfe von (11) geht (9) tber in

p—b=c (12)

Den Vektor ¢ in (12) kdnnen wir als Verbindungsvektor des Vektors ) mit dem Unter-
raum $(ag,ay,..., a,) von (M, 1, ( )1) deuten.

Der Betrag des Verbindungsvektors ¢ ist, da wir unsere Uberlegungen im euklidischen
Vektorraum (9,1, ( )1) durchfiihren,

lelly = Ve, =3+ G+ ...+ (13)

Auf Grund von Satz 58 nimmt ||c||; seinen kleinsten Wert an, wenn der Verbindungs-
vektor von t mit dem Unterraum $)(ag,a1,...,a,,) das Lot von y auf $H(ag, a1, ..., a,) ist,
also ¢ = yy ist.
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6 Euklidische Vektorraume

Die Orthogonalprojektion von y auf $(ag,as,...,a,) ist dann der eindeutig bestimmte
Vektor

D = agty + ajay + ... +ayay, (14)
dessen Koordinaten ag, af, ..., a; beziiglich der Basis (ag,a4, ...,a,,) von H(ag,a1, ..., a,)
die Eigenschaft besitzen, dass (13) und damit auch (7) seinen kleinsten Wert annimmt.

Die a, aj, ...,a) in (14) sind, wie wir in 6.8. gezeigt haben, die eindeutig bestimmte

cey Uy

Losung eines Gleichungssystems der Form 6.8. (6).

Beispiel 34. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate bestimmen wir eine Gleichung
der Geraden, die sich den Punkten P;(1,1), P(2,3), P5(3,6) am besten annahert.
Eine Gleichung der gesuchten Geraden sei

Yy =aog+ax (15)

Die Gleichung (15) muss erfillt sein, wenn wir die Koordinaten von P bzw. P, bzw.
P in (15) einsetzen:

apg+a; =1
ap+ 2a1 = 3 (16)
a0+3a1:6

Mit Hilfe des Verfahrens zur Auflosung linearer Gleichungssysteme zeigen wir, dass das
System (16) nicht losbar ist:

CLO+CL1:1 —1 | —1 |
apg+ 2a1 =3 1 ’
ap+ 3a; =6 14
ag+a; =1

CL1:2 —2 |

%21 =5| 1 |
ap +ay =

a)p =

0=1

Wir bestimmen eine Gleichung der Geraden, die sich den gegebenen drei Punkten am
besten annahert. Dazu geben wir zunachst das System (16) in Vektorschreibweise

1 1 1
ap|l 1 [+a1| 2 | =1 3
1 3 6
an. Hierin ist
1 1 1
a=1|11], aq=121, v=|3
1 3 6

Die beiden Vektoren ag, a; sind linear unabhiangig, da das zu (16) gehdrige homogene
lineare Gleichungssystem nur die triviale Losung besitzt.
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In dem euklidischen Vektorraum (9131, ( )1) ermitteln wir die Koordinaten der Ortho-
gonalprojektion des Vektors ) auf den Unterraum $(ag, a;) von (M3 1, ( )1) beziiglich

der Basis (ag, a;). Wegen
(ag,a0)1 =3, (ap,a1)1 =6, (ao,p)1 =10

<a17a0>1 - 6) <a15a1>1 - 147 <a17n>1 =25

lautet das System 6.8. (6) im vorliegenden Beispiel

3ag + 6a; = 10
6ag + 14a; = 25

Die eindeutig bestimmte Lésung von (17) ist ag = —2, a; = 3. Demnach ist
Y7730

(17)

eine Gleichung der Geraden g, die sich den Punkten Pi(1,1), P»(2,3), P3(3,6) am

besten annahert (Fig. 44).

i

Fig. 44 /

Aufgabe 31. Mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate bestimme man eine Glei-
chung der Parabel, die sich den Punkten Py(—2,4), P»(—1,1), P5(1,1), P4(2,5) am

besten annahert.
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7 Losungen der Aufgaben

1. Es seien A’ bzw. B’ der Mittelpunkt der Seite BC' bzw. AC eines Dreiecks ABC
(Fig. 45) und a,b,c,a’, b’ die Ortsverschiebungen der Punkte A, B,C, A’, B'. Es ist

A —B =d -0 , B—-—A=b—-a
und

1 1 1 1 1
A’—B’za’—b’z§(b+c)—§(a+c):§(b+c—a—c)=i(b—u)=§(B—A)

g g ¢
N\
’/34# AFAM\Z
; - \,
2. Es seien M, bzw. My, der Mittelpunkt der Seite AD bzw. BC eines Trapezes ABC D

(Fig. 46) und a, b, ¢, 0, my, my die Ortsverschiebungen der Punkte A, B, C, D, My, M.
Es ist

Fig. 45, 46

B—A=b-a ) C—D=c¢c—0
und

1

My — My =my —my = 1(b+c)—1(a+0): [(b—a)+(c—0)]zi[(B—A)Jr(C—D)]

1 1
2 2 2
3.a) Es seien a,b,c,v, v/, t” v/ die Ortsverschiebungen der Punkte A, B, C, P, P/,

P’ P". Esist
PP=A+(A-P)

Der Ubergang zu Ortsverschiebungen liefert die Gleichung

V=a+(a—t)=2a—r¢

Ferner ist
P'=B+(B-P) bzw. t"=b+(b—-t)=b+(b—2a+t)=2b—2a+¢
SchlieBlich ist
P"=C+(C—-P") bzw.
V'=c+(c—t")=c+(c—2b+2a—t)=(c—b+a)+(c—b+a—r)

bzw.
O+t" =0+ (c—b+a)]+(c—b+a—r) (1)

Den durch
O+ (c—b+a)
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definierten Punkt bezeichnen wir mit D, die Ortsverschiebung von D sei 0. Da
D—-P=0d—t=c—b+a—rt
ist, geht (1) wegen O + " = P" {iber in
P" =D+ (D - P)

Diese Gleichung besagt, dass der Punkt P”’ durch Spiegelung an dem Punkt D her-
vorgeht.

b) Es ist
D=0+ (c—b+a)=0+(a+c—b)=(O0O+a)+(c—b)=A+(C—-B)

und damit
D—-A=C-B (2)

Die Gleichung (2) besagt, dass die Punkte A, B, C, D ein Parallelogramm (Fig. 47)
aufspannen, falls die Punkte A, B, C nicht in einer Geraden liegen.

Fig. 47
4.a) (7,5,8,14), b) r = (10,8,8, — 1).

0 11
3 13
5.a) 1 b) r = 0
12 8

6. Die Beziehung 3.2. (22) ist richtig fir &k = 1. Auf Grund von B 4 gilt
M4 e+ e+ Aer)a= (A + .. + Ap)a+ Agaa
Beriicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung
M+ .o+ A)a=a+ ...+ \a

so gilt
()\1 4+ o+ A+ )\Hl)a = Ma+ ...+ \pa+ Agria

womit die Behauptung bewiesen ist.
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7. Die Beziehung 3.2. (23) ist richtig fir k = 1. Auf Grund von B 5 gilt
Aag + oo+ ap +agp1) = Aag + .+ ag) + Aagg
Beriicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung
Aag 4 ... +ag) = dag + ... + g

so gilt
AMag 4 oo+ ag + agr1) = Aag + o+ Aag + Aaggg

womit die Behauptung bewiesen ist.

8. r1a1 + x9a9 + x303 + 1404 = b

r1+ 2x9 + 313+ 414 =1 2 ‘ 3 ’ 4 |
201 +3xo + 43+ 24=1|—-1 | ’ ‘
3xy +4rg + 13+ 224 = 1 -1 | |
4dr1 + 219+ 223+ 34 =1 -1 1

1+ 2x9 + 323 +4x4 =1
To+2r3+Txs =12 ]

229 + 8x3 + 1024 = 2 1 |
Txy 4+ 1023 + 1324 = 3 -1 |
r1+2x9+3r3+4r, =1
To+ 203+ Try =1
4$3—4$4=0 —

dxs + 36x4 = 4
r1+2x9+3x3+4r, =1
To~+ 203+ Trg =1
4333—4$4=O

40174:4

Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar. Der Vektor b ist eine Linearkombination der
Vektoren ay, as, as, as. Die eindeutig bestimmte Losung des Gleichungssystems ist

1
xl_xQ_xg_I4_T0
also ist b = %O(al +ag + ag + Cl4).
9. x101 + 2009 + T303 = 0
x1+x2+x3:0 —1 | —1 |
1’1—}—21’24—3@'3:0 1 \L |
r1+ 3x9 + 523 =10 14

r1+ 29+ 23=0
.’,13'2—|—2333:O 2 |
21’2+4$3:0 —1 \l/
r1+ 2o +23=0
To+ 223 =0
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Das Gleichungssystem besitzt nichttriviale Losungen. Die Vektoren ay, as, asg des reellen
Vektorraumes 901, 3 sind linear abhangig.

10. Die Vektoren ay, as, as sind linear abhangig genau dann, wenn die Vektorgleichung
101 + X200 + T303 = 0

eine nichttriviale Lésung w1, x9, x3 besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn das
homogene lineare Gleichungssystem

ax1 + bxry + bxrs =0
bx1 + axy + bxs =0
bx1 + brs + axs =0

nichttrivial I6sbar ist. Auf Grund von Satz 24 ("Matrizen") ist das genau dann der Fall,
wenn der Rang der Koeffizientenmatrix

a b b
b a b |=0
b b a
gilt. Da
a b b
b a b |=(b-a)?a+2b)
b b a

ist, sind die Vektoren a;, ag, a3 des reellen Vektorraumes 91, 3 linear abhangig genau
dann, wenn a = b oder a = —2b ist.

11. a) Auf Grund von Satz 33 braucht nur gezeigt zu werden, dass die Vektoren u, v
linear unabhangig sind. Es ist
TiU+ T =0 (1)

mit
xl(al + ClQ) + xg(ag — al) =0 bzw. (x1 — :cQ)al + (1‘1 + :L’Q)CLQ =0 (2)

aquivalent. Da nach Voraussetzung die Vektoren ay, ay linear unabhangig sind, besitzt
die Gleichung (2) nur die triviale Lésung

1 — T2 =0 , 1+ 19 =0 (3)

Anwendung des Verfahrens zur Auflésung linearer Gleichungssysteme auf (3) liefert die
eindeutig bestimmte Losung x1 = 0, x5 = 0, d.h., die Vektorgleichung (1) ist nur trivial
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l6sbar. Die Vektoren u, v sind linear unabhangig.
b) Es ist z1u + zo0 = ay mit
{L’1<Cl1 + 02) + CL’Q(CLQ — Cl1) = 0y bzw. (xl — xg)al + (331 + 9 — 1)&2 =0 (4)

aquivalent. Da die Vektoren aj, as linear unabhangig sind, :besitzt die Gleichung (4)
nur die triviale Losung

1‘1—1‘2:0 s 1‘1—|—1‘2—1:0 (5)

Anwendung des Verfahrens zur Auflésung linearer Gleichungssysteme auf (5) liefert:
T = % To = % Demnach ist

o = 1u+ 10
2797 T 9
d.h., die Koordinaten von a, beziiglich der neuen Basis (u,v) sind 3, 1.
Fig. 48
12. a) Es ist
r101 + X209 + 2303 = 0 (1)

mit

101 + x2(201 + ag + 3a3) + xzaz = o
bzw.

(1171 + 2[11’2)&1 —+ Tog + (3332 + I‘g)ag =0 (2)

aquivalent. Da die Vektoren ay, as, ag linear unabhangig sind, besitzt die Gleichung (2)
nur die triviale Losung

1+ 229 =0
CL’Q:O (3)
3re+x3=0

Offensichtlich besitzt (3) und damit auch (1) nur die triviale Lésung, d. h., die Vektoren
ay, ag, ag sind linear unabhangig.
b) Es ist
r10q + Toto + 2303 = b
mit
ria1 + $2(2Cl1 + as + 3613) + x3a3 = 3a; + 2a9 + as
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bzw.
(331 + 2x9 — 3)Cl1 + (1’2 — 2)&2 + (3$2 + x3 — 1)Cl3 =0
bzw.
1+ 229 =3
T = 2
3I2 + X9 = 1
aquivalent. Dieses Gleichungssystem besitzt die eindeutig bestimmte Losung x1 = —1,
r9 = 2, 3 = —5H. Demnach ist

b= —a; +2as — dag

d.h., die Koordinaten von b beziiglich der neuen Basis (ay, as, a3) sind -1, 2, -5.

13. a) Es sei ||a||s = 0. Aus
lar| + |ag| + ... + |ap| =0

folgt
lai| = |ag| = ... = |a,| =0 bzw. ag=ay=..=a,=0 (1)

bzw. a = (0,0,..,0) = o. (2)
Umgekehrt folgt aus (2) unmittelbar (1) und hieraus ||al|s = 0.

b) Stets gilt
[Aalls = [Aas| + [Aag| + ... + [Aan| = [Al(lar] + az] + ... + |an]) = [A[[|alls
c) Stets gilt

la+b|l3s = |ar + b1| + |ag + bo| + ... + |an + byu| < |ar| + |b1] + |az| + |b2| + ... + |an| + |by]
= (Jar| + laa| + ... + |an]) + (|br] + [b2| + ... + [bn]) = ||laf|3 + [|b]]3

In Dz, | 1l2) ist 0 = 5(1, = 2,2) = (3, — L1)
In M5, | [l5) ist a° = 5(1, - 2.2) = (5, - £.3)

15. di(a,b) = /(5= 1)2+ (0 —2)2+ (5 —3)2+ (9 —4)2 =7
d2(a’b) = maX{|5 - 1‘, |0 - 2’7 |5 - 3‘a ’9 - 4’} =95
ds(a,b) =5 —1|+|0—2|+|5—3|+[9—4| =13

16-3) 4 b0t b) = (@a-+b)+ (ba+b)— (atba)+ (atb)
= (a,a) + (b,a) + (a,b) + (b,6) = (a,a) + (a,b) + (a,b) + (b,b)
= (a,a) + 2(a,b) + (b,b)
5) (6 b.a— B) = (a+ (—1)bia+ (~1)b) = {a.a) + 2(a,(—1)b) + {(—1)b,(~1)b)
= (a,a) + 2((—1)b,a) — (b,(—1)b) = (a,a) — 2(b,a) — ((—1)b,b)
= (a,a) — 2(a,b) + (b,b)
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<) (a+ba—0b)=(a,a—b)+ (b,a—0b)

= (a,a+ (—1)b) + (b,a+ (—1)b)(a+ (—1)b,a) + (a + (—1)b,b)
= (a,a) + ((=1)b,a) + (a,b) + ((=1)b,b)

= (a,a) — (b,a) + (b,a) — (b,b) = (a,a) — (b,b)

17. Es seien a, b, ¢, 0 die Ortsvektoren der Eckpunkte A, B, C, D des Vierecks ABC'D.

) L

Fig. 49

Es ist

D—-B=2-b, C—A=c¢c—a, A—B=a-»

a_ppe el s ef £ Sppt P00
I [l 7=l I +|| I

und & fla=b]* + o — [ = [[b—¢|[* + [Ja — |
S{a—ba—b)+0—cd—c)=(b—cb—c)+ (a—0,a—10(
< (a,a) — 2(a,b) + (b,b) + (0,0) — 2(d,c) + (c,c)
= (b,b) — 2(b,c) + (c,¢) + (a,a) — 2(a,0) + (2,0)
< —2(a,b) — 2(0,c) = —2(b,c) — 2(a,d)
< (a,b) + (0,¢) = (b,c) + (a,0)
< (0,c) — (b,c) — (0,a) + (b,a) =0
S (0—bec—a)=0
S0—-blc—a
&D-B1LC-A

18.
a) <Cl,b>5 = kia1by + koashs + ... + kya,b, = k1biar + kobaas + ... + k,bpa, = (b,a>5
b) (Aa,b)5 = ki1(Aa1)bi + ka(Aag)by + ... + kyn(Aay)by

= )\(]ﬁalbl + koagby + ... + knanbn) = A(a,b)5

C) <Cl -+ b,C>5 = ]ﬁ(al -+ b1)61 -+ kQ(CLQ -+ b2>02 4+ ...+ kn(an + bn>cn
= (k1a101 + k2a262 —+ ...+ knancn) —+ (lﬁblCl + k2b262 —+ ...+ knbncn)
= (a,c)5 + (b,0)5

d) <C1,Cl>5 = ]ﬁa% + k?g(l% + ...+ k’nai >0
e) Es sei (a,a); = 0. Aus

k‘la% + kgag + ...+ knai =0
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folgt wegen k1 > 0,k > 0, ..., k, > O stets
ag=ay=..=a,=>0 bzw. ao
Umgekehrt folgt aus a = o die Beziehung (a,a); = 0.

19. a) <Cl,b>6 = al(bl + bg) + a2<b1 + ng) = a1by + a1by + asby 4+ 2a9bs
= bl(CLl + CLQ) + bg(al + 2(12) = <b,a>6

b) (Aa,b)g = (Aa1)(by + bs) + (Aag)(by + 2bs)
= )\[a1<b2 + bg) + (Ig(bl + 2()2)] = >\<Cl,b>6

<) {a+b,0)s= (a1 +b)(ci +c2) + (az + ba)(c1 + 2¢2)
= [Cll(Cl + CQ) + (12(01 + 262)] + [bl(cl + CQ) + bQ(Cl + 262)]
= (a,c)¢ + (b,c)¢

d) (a,a)6 = a1(ay + az) + az(ay + 2a9) = a% + 2aia9 + 2a§ = (a1 + a2)2 — ag >0
e) Es sei (a,a)s = 0. Aus
(a1 +az)* +a>=0

folgt, dass diese Summe nichtnegativer reeller Zahlen nur fir a; +as = 0 und s =0
verschwindet. Dieses homogene lineare Gleichungssystem besitzt nur die triviale Losung
a1 = a9 = 0. Dies bedeutet

a=(0,0)=o0
Umgekehrt folgt aus a = o die Beziehung (a,a)s = 0.
20. a) fla,b) = (a1 — az) (b1 — by) = (b1 — by)(a1 — az) = f(b,a)
b) F(Aa,b) = (Aar — Aao) (bl — by) = Aas — az)(by — by) = Af(a,b)

c)

f(Cl + [LC) = (CL1 + by —ag — bz)(cl — CQ)
= (CLl — (12)(01 — CQ) + (bl — bg)(Cl — CQ) = f(Cl,C) + f(b,C)

d) f(a,a) = (CLl — CL2)2 > 0

e) Es sei f(a,a) = 0. Aus (a; — az)? = 0 folgt a; — as = 0. Dies ist beispielsweise
auch fiir a; = ay = 1 erfiillt. Demnach folgt aus f(a,a) = 0 nicht a = 0. Die Funktion
f ist keine Skalarproduktfunktion.

21. Die Beziehung 6.3. (4) ist wegen Satz 46a richtig fir £ = 1. Auf Grund von Satz
46b und Satz 46a gilt

(briar + ...+ 2pap + Tpg1ap1) = (bxrag + ...+ 2pag) + T (b,ap1)
Beriicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung

<b,:c1a1 + ...+ xkak> = $1<b,01> + ...+ :(:k<b,ak>
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so gilt
(b,zx1a1 + ... + 20 + g1 b,ap11) = z1(b,ar) + ... + 2(bax) + Tp1(b,ap41)

die Behauptung bewiesen ist.

22.a) |lalls = /{a,a)s =1
b)

ds(a,6) = [l — blls = | (~2.0)[ls = /(~2) - (~2) + 0- (~2) =2

23. Es ist
(a,b)5 =0, (a,a)5 =30, (b,b); =06

und damit cosp =0, p = 5
24. Die Behauptung folgt aus Definition 33 und S 5.

25. a)
llay + Cl2”2 = (a1 + ag,a; + az) = (ay,a1) + 2(a,a2) + (ag,as)

Da (ai,a;1)) = 0 ist, geht die obige Gleichung in die Behauptung
lar + as* = flag[[* + [|az]|?

uber.

b) Die Beziehung 6.5. (13) ist richtig fiir k = 1. Es ist zu zeigen, dass aus der Giiltigkeit
von 6.5. (13) fiir eine beliebige natiirliche Zahl £ = r > 1 die Gltigkeit von 6.5. (13)
fir k =r + 1 folgt.

Nach Voraussetzung ist der Vektor a, orthogonal zu a;, as, ..., a, und wegen Beispiel
26 demnach auch orthogonal zu dem Vektor a; + as + ... + a,.. Auf Grund von Aufgabe
25a gilt demnach

lar + a2 + o+ ] = flar + a2 + o 0P+ o |
Beriicksichtigt man die Induktionsvoraussetzung
lar +ag + o+ ae | = [Jag]]® + flaz)|® + ... + ||lar])?
so gilt

I+ llarea ]

lar + a2+ oo A a2 = o |+ flaz])* + .+ o,
womit die Behauptung bewiesen ist.

26. a) Die Vektoren a, b seien orthogonal. Dann gilt (a,b) = 0. Ferner ist

la+ 6] = fla—b] = /(a+ba+b)—/(a—ba—b)
= /{a,a) +2(a,b) + (b,b) — y/(a,a) — 2(a,b) + (b,b)
= {a,a) + (6,6) — /(a,a) + (b,b) =0
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Hieraus folgt
la+ b = [la—b] (1)

b) Es gelte umgekehrt (1). Hieraus folgt
la + b]|* = f|la — b]|*
Beriicksichtigung von 6.4. (10) liefert
(a+ba+b)=(a—ba—>b)

woraus

(a,a) 4+ 2(a,b) + (b,b) = (a,a) — 2(a,b) + (b,b)

bzw.

4ab) =0  bzw.  (a,b) =0

folgt. Die letzte Gleichung besagt, dass die Vektoren a, b orthogonal sind. In Aufgabe
26 ist Aufgabe 24 als Spezialfall enthalten:

Setzt man b = a, so geht die Gleichung in 6.5. (14) in die Gleichung ||2a|| = ||o|| ber,
die mit a = o0 aquivalent ist.

4 2
2 4
Die Vektoren a;, ay des euklidischen Vektorraumes (9 4, ( )1) sind linear unabhéngig.

3 3
3 6
Die Vektoren ay, ay des euklidischen Vektorraumes (91, 3, ( )5) sind linear unabhangig.

27. G(ay,a9) = ‘ ':12;&0

28. a) G(al,ag):| ‘:97&0

36 28 32 9 7 8 1 -1 8
G(a, ap,03) = | 28 44 36 |=32| 7 11 9|=32/-2 -2 9|=0
32 36 34 16 18 17 1 117

Die Vektoren ay, ay des euklidischen Vektorraumes (91, 3, ( )5) sind linear abhangig.

29. a) b =0 = (1,1,1)

b)
<C12,[11>5 9 (1 11 1
by = s — —(1,12) - (11,0) = [—=,— =, =) = —=(1,1, - 1
2 a2 <bl,b1>5 (77) 6(77) 27 272 2(77 )
bzz(lala_l>
<)

lbulls = (6rb1)s =v6 . [lba* |ls = y/{b3.b3)5 = V6

Die Vektoren ] ]
e = —(1,1,1 , e =—(1,1,—1
1 \/6( ) 2 \/6( )

bilden eine orthonormierte Basis (e, ¢2) in dem Unterraum $)(ay, az) von My 3, ( )5).
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30. Wegen

(ap,a1)1 =2, (ap,a2)1 = (ag,a1)1 =1, (ag,a3)1 = (az,a1)1 = 1,
(al,a>1 = 6, (ag,a2>1 = 2, <a2,a3>1 = (ag,a2>1 = 1, (ag,a>1 = 7,
<Cl3,a3>1 = 3, <C13,Cl>1 =6
lautet das System 6.8. (6)
201 + 19+ 13 =06
T1+2r9+23=7
1+ T2+ 3x3 =6
Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung
10 17
1= —,Ty = —, T3

°
7 7 7

Demnach ist

g = —0a1 + —0o + =03 =

10 17 5! 27 22 15 5
7 7 7 7

- (1 1 12
v=a—an= (77 27)
31. Eine Gleichung der gesuchten Parabel sei
y = ap+ ;i + axa” (1)
Die Koordinaten von P; bzw. P, bzw. P3 bzw. P, missen der Gleichung (1) gentgen:

ap — 2a1 +4as =4
apg— a1 +as =1 (2)
a0+a1+a2:1

aog + 2a1 + 4as =5

Das Gleichungssystem (2) ist nicht I6sbar:

CLQ—26L1+4CL2:4 —1 | —1 | —1 |
ap—a;+a=1 1 ] | |
ap+a; +ax =1 L4 |

ap + 2a1 + 4as =5 1 ]

CLQ—26L1+4CL2:4

a1—3a2:—3 -3 | —4 |
3&1—3@2:—3 1 \L ‘
da; = 1 1]
a0—2a1+4a2:4
a1—3a2:—3
6@2:6 —2 |
1205 =13| 1 |
a0—2a1+4a2:4
a1—3a2:—3
6@2:6
0=1

116



7 Lésungen der Aufgaben

In Vektorschreibweise lautet (2):

apfp + a0y + asas =Y mit
1 -2 4 4
1 —1 1 1
=141 @™ 1| 2= "=
1 2 4 5

Die Vektoren ag, a1, as sind linear unabhangig, da das zu (2) gehérige homogene lineare
Gleichungssystem nur die triviale Losung besitzt. Wegen

(ag,ap)1 =4, (ag,a1)1 =0, (ag,a2); =10, (ap,n)1 = 11,
(a1,a0)1 =0, (ag,a1)1 =10, (a,a9)1 =0, (a1,n)1 =2,
<C12,a()>1 - 107 <Cl2,al>1 - 07 <a27a2>1 - 347 <Cl2,l)>1 = 38

lautet das System 6.8. (6) im vorliegenden Beispiel

4ag + 10as = 11
10@1 =2
10ag + 34a, = 38

Es besitzt die eindeutig bestimmte Losung

1 1 7
ap=—=, a1 = -, Q2= -
0 67 1 57 2 6
Demnach ist
Lol T
=——+-x+ -
Y= 765" 6

eine Gleichung der Parabel, die sich den Punkten P;(—2,4), Po(—1,1), P3(1,1), P4(2,5)
am besten annahert.
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