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Vorwort

Da ich als Schiiler lange Vorworte nicht gelesen habe, dieses Aufgabenheft
jedoch vor allem fiir Schiiler gedacht ist, will ich mich kurz fassen.

 Wenn man wissen méchte, ob man eine Theorie beherrscht, versuche man sich
an einem praktischen Problem. Das ist sicher leichter gesagt als getdn. In der
Mathematik gibt es gliicklicherweise einen — wenn auch nicht ganz echten —
' Ersatz fiir solche Probleme: die Sach- und Anwendungsaufgaben. In dieser Bro-
schiire sind 23 solcher Aufgaben enthalten. Wenn man etwas genauer hinsieht,
sind es sogar bedeutend mehr. Eben wie in der Praxis. Da besteht eine Pro-
bleml8sung auch nicht nur aus einem einfachen Schritt. Mitunter sind viele Teil-
aufgaben zu [6sen, einfache und schwierige, mit ganz unterschiedlichen Mitteln,
nicht feln sortlert nach schulischen Sachgebieten.

Irgendwo habe ich einmal gelesen: Der Anfang ist die Hélfte vom Ganzen. In
diesem Sinne wiinsche ich lhnen: Geben Sie nicht auf, auch wenn die Aufgaben
sehr umfangreich erschelnen. Erschrecken Sle nicht vor dem (*), mit dem schwie-
rige Aufgabentelle gekennzeichnet sind. Vielleicht finden Sie einen uberraschend
einfachen L8sungsweg. Den Aufgabenstellungen sind bewuBt nur wenige Skizzen
beigeftigt. Das Sich-Veranschaulichen eines Problems Ist nun mal ein wichtiger
Schritt auf dem Weg zur L3sung, den man selber gehen muB.

Und noch etwas: Die Aufgaben sind ganz unterschiedlichen Bereichen entnom-
men. Da kann es schon einmal vorkommen, daB Sie die Bedeutung eines Be-
griffes nicht verstehen. Nutzen Sie Nachschlagewerke, schauen Sie in Lexika,
mitunter sind solcherart gewonnene Informationen genauso nutzbringend wie
die Lésung der Aufgabe.

Am Ende einiger Aufgabenstellungen finden Sie ein (H). Dann kénnen Sie, falls
Sle das wiinschen, einen Hinweis in Anspruch nehmen, der die Aufgabenstellung
etwas erleichtert. Diese Hinweise sind der Reihenfolge nach im AnschluB an die
Aufgaben aufgefiihrt. Zu einigen, mit (L) gel ichneten Aufgaben, enthalt
die Aufgabensammlung am SchiuB auch Lésungen.

SchlieBlich wurde den Aufgaben 22 und 23 ein kleiner Exkurs zur Zins- und.
Zinseszinsrechnung vorangestellt — eine sicher notwendige Ergdnzung des Schul-

stoffes bis Klasse 10. 2 )

AbschlieBend mdchte ich allen danken, die durch ihre Anregungen zur Ent-
wicklung dieses Materials in nur wenigen Monaten beitrugen, insbesondere den
Kollegen der Abteilung Mathematik der Akademie der Péadagogischen Wissen-
schaften der DDR sowie meiner Tochter, Frau Dipl.-Math. Birgit Hamann.
Den Nutzern dieser Aufgabensammlung wiinsche ich viel Erfolg und kluge Ideen.
Ober Hinweise zu den Aufgaben und Lésungen wiirde ich mich sehr freuen.

Zittau, Juni 1990 Dr. Gert Thomas
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1. Zahlenratsel

Ramona, Philipp und Horst spielen ,Zahlenraten. Wer eine Auf-
gabe gelést hat, darf die néchste stellen. Ramona beginnt:

a)
b)

c)

d

~—~

e)

f)

~

9

h)

+Nenne die kleinste natiirliche Zahl, welche sowohl durch 3, 7,
13 als auch 37 teilbar ist!”

Horst hat diese Zahl ganz schnell gefunden. Er nennt gleich
noch eine weitere und vermutet, daB alle natiirlichen Zahlen
der Form ababab mit Ziffern a und b diese Eigenschaften ha-
ben. Beweisen Sie das! (H) '

Philipp, dem der Beweis nicht schwerfiel, ergénzt: ,Wie viéle
solche 6-ziffrige Zahlen mit a==b und a==0 gibt es denn2"

Horst darf die néchste Aufgabe stellen. Er will die Anzahl der
Ziffern ,9" wissen, die in den natiirlichen Zahlen von 1 bis 7777
stecken.

Ramonas néchste Aufgabe lautet: ,Dividiert man die Differenz
der Quadrate zweier natiirlicher Zahlen durch deren Summe,
so erhdlt man 12, Die eine Zahl betrdgt dabei das Dreifache
der anderen.” Horst, der viele Formeln kennt, 1st die Aufgabe
im Kopf. Er féhrt fort:

.Mit Formeln 1&Bt sich vieles einfacher l&sen. Ich merke mir eine
natiirliche Zahl. Dann bilde ich die Summe aus ihrer 2., 3. und
4. Potenz sowie aus ihrem Nachfolger. Diese Summe multipli-
ziere ich mit dem Vorgénger der Zahl. Das Ergebnis ist 242. Wie
heiBt die Zahl2"

Philipp macht es wieder etwas teichter: ,Gesucht sind alle zwei-
ziffrigen natiirlichen Zahlen, fiir welche die Summe der Quadra-
te der beiden Ziffern gleich 100 jst.”

Ramona nennt nicht nur die Lésung, sondern verallgemeinert:
»Welche zweiziffrigen natiirlichen Zahlen haben eine durch 10
teilbare Summe der Quadrate ihrer Ziffern2"

Jlch weiB etwas ganz Tolles”, meint Horst. ,Ich merke mir eine
Zahl und addiere 10. Von der Summe subtrahiere ich die ge-
dachte Zahl..." Wéhrend Ramona verstdndnislos guckt, tippt
Philipp vielsagend an seine Stirn.

2. Arithmetische Beziehungen — geometrisch veranschaulicht

Wenn man sich das arithmetische Mittel zweier Zahlen geometrisch
verdeutlichen will, verwendet man als Hilfsfigur im allgemeinen
das Trapez. Bekanntlich hat dessen Mittellinie m eine Lénge, die
gleich dem arithmetischen Mittel der Lédngen der beiden parallelen
Seiten a und c ist.



a) Beweisen Sie diese Beziehung!

Neben der Mittellinie gibt es im Trapez weitere interessante Linien.
Wir wollen sie als .innere Parallelen” bezeichnen, wenn sie parallel
zur Mittellinie verlaufen und wie diese von den Schenkeln des
Trapezes begrenzt werden.

b) Veranschaulichen Sie sich die Lage der folgenden .inneren
Parallelen” im Trapez:

b1) die innere Parallele h, welche durch den Schnittpunkt S der
beiden Diagonalen des Trapezes verl&uft,

b2) die innere Parallele q, welche das Trapez in zwei flachen-
gleiche Trapeze teilt,

b3) die innere Parallele g, welche gleich der mittleren Propor-
tionalen der beiden parallelen Seiten ist.

c) Beweisen Sie, daB der Punkt S die innere Parallele h halbiert.

Der Einfachheit halber verwenden wir im folgenden die Variablen
h, g und g auch fiir die Ldngen der entsprechenden ,inneren Pa-
rallelen” aus der Aufgabe b).

d) Ermitteln Sie (in Abhdngigkeit von a und c) geeignete Formeln
fiir h, g und q (d. h. also fiir die Langen dieser ,inneren Paral-
lelen“)! (H), (L)

e) Beweisen Sie die aus b) ablesbare Ordnung zwischen h, m und
q. An welcher Stelle ordnet sich g ein?

Man nennt h harmonisches Mittel, q quadratisches Mittel und g
geometrisches Mittel von a und c. Die Formeln lassen sich analog
zum arithmetischen Mittel fiir mehr als zwei Zahlen bzw. GréBen
verallgemeinern.

f) Es seien xq, x2, .. .,x, positive reelle Zahlen. Wie lautet die For-
mel zur Berechnung von m2 Formulieren Sie eine Vermutung
zur Berechnung der Mittelwerte q, g und h dieser n Zahlen!

3. Zahlensysteme

Unter einem p-adischen System versteht man ein Positionssystem
mit der Basis p. Im dekadischen System ist p = 10, im Dualsystem
betrédgt p =2, im Oktalsystem 8, im Hexadezimalsystem 16.

Unter dem ,kleinen Einmaleins* wollen wir alle Multiplikations-
aufgaben n - m mit ganzzahligen Faktoren n und m verstehen, fiir
die im p-adischen System 1 < h,m < p gilt. Das kleine Einmaleins
168t sich Ubersichtlich in einem quadratischen Tableau darstellen.



Firp =4 hatdies folgendes Aussehen:
p=4 1 2 3 10

1 1 2 3 10
2 2 10 12 2
3 3 12 21 3

10 10 20 30 100

Fir p>2 wollen wir durch die Bedingung 1< n,m <2p aquch
ein ,groBes Einmaleins" definieren. Fiir p=4giltz. B.:

p=4 1 2 3 10 1 12 13 20

1 1 2 3 10 1 12 13 20
2 2 10 12 20 22 30 32 100
3 3 12 21 30 33 102 111 120
10 10 20 30 100 110 120 130 200
1 1 22 33 110 121 132 203 220

12 12 30 102 120 132 210 222 300
13 13 32 1M1 130 203 222 301 320
20 20 100 120 200 220 300 320 1000

a) Stellen Sie die Multiplikationstableaus fiir das ,kleine" und
»groBe Einmaleins” im Oktalsystem quf! (L)

b*) Stellen Sie das Multiplikationstableau fir das ,kleine Einmal-
eins” im Hexadezimalsystem auf. Beachten Sie dabei, daB des-
sen Ziffern 0,1,2,...,9,A, B, C, D, E, F lauten!

c) Um eine Aufgabe aus dem Dezimalsystem in das 4-adische
System und zuriick zu ,ibersetzen”, kann man die Zahlen fol-
gendermaBen darstellen:

dekadisches System 4-adisches Kontrolle im
System dek. System
74-5=(1-44-3)4(1-441) 134+11=30 3-44-0=12
15-2:6=(3-4-3)-[2- (1-4+-2)] 33-2.12=33-30=3] 3
45+4-6=(2-1643-441)4-(1 -4--2) 231--12=303 3:16--0-44-3=51

Lésen Sie die nachfolgenden Aufgaben zunéchst im dekadi-
schen System. ,Ubersetzen" Sie diese dann in das

c1) Dualsystem (Ziffern L und O),



¢2) 4-adische System,

c3*) Oktalsystem,

c4*) Hexadezimalsystem,

und I8sen Sie die Aufgaben in diesen Systemen. Uberpriifen
Sie die Richtigkeit! '
(1) 25+3-7= L

2 16+5-13=

(3 8:-6—15=

(4) 39+19-23=

4, Koordinatenmethode

Fiir die Lésung zahlreicher geometrischer Probleme ist es von Vor-
teil, die geometrischen Sachverhalte in die Formelsprache der Al-
gebra zu iibersetzen, sie zu ,algebraisieren”.
Besondere Bedeutung hat dabei die Koordinatenmethode, welche
eine der Grundlagen der Analytischen Geometrie darstellt.
Eine einfache Aufgabe besteht z. B. darin, gewisse Punktmengen
in einem geeigneten Koordinatensystem mit Hilfe von Gleichungen,
Ungleichungen, Doppelungleichungen oder Ungleichungssystemen
wiederzugeben. Dies ist auch eine wichtige Voraussetzung fiir den
zielgerichteten Einsatz der Computergeometrie. !
Das bekannteste Koordinatensystem ist das kartesische, benann
nach René Descartes (1596—1650), bei dem zwei gleichgeteilte
Achsen senkrecht aufeinanderstehen. In einem solchen x, y-System
gebe man fiir folgende Punktmengen die zugehérigen Bedingun-
gen an: .
a) die Halbebene ,unterhalb” der Geraden durch die Punkte
A(1;3)undB(4;1), .
b)-das Innere des Winkelraums, dessen Scheitelpunkt S (— 2 ; 0) ist
' und dessen Schenkel durch. P (2 ; —2) und Q(1; 3) verlaufen,

c) das Innere des Rechtecks, von dem die drei Eckpunkte A(1; — 1),
B(5:— 1) und C(5 : 3) gegeben sind,

d) das Innere des Streifens, dessen Rénder parallel zur Winkel-
halbierenden des 2. Quadranten verlaufen und auf denen die
Punkte D (— 3 ; 5) und E(1; 4) liegen.

e) Die Punkte P, Q, S unter b) lassen sich als Eckpunkte von Pa-
rallelogrammen auffassen. Wieviele Parallelogramme entste-
hen? Geben Sie fiir diese Parallelogramme die Bedingungen
fiir deren innere Punkte an!



Der Abstand eines Punktes P (x ; Y)'vom Punkt A (xa ; ya) wird mit
e (P ; A) bezeichnet ,und es gilt :

2@ A= Vo= + Gy

f) Beweisen Sie diese Formel!

Geben Sie Bedingungen fiir folgende Punktmengen an:
g) das Innere des Kreises um A (3 ; 5) mit dem Radius 3,

h) das Innere des Kreisringes um B (—1 ;1) mit den Radien 2
bzw. 5.

i) Finden Sie selbst weitere Punktmengen, z. B. gemeinsame Punk-
te verschiedener Kreise usw.

5. Berechnungen am Dreieck

Vielféltige praktische Fragestellungen filhren auf das ,mathema-
tische Modell“ dreier Punkte in einer Ebene und damit auf ein
Dreieck. Die drei Punkte kénnten z. B. die Marktplétze dreier Orte
sein. Dann erhalten auch weitere ,Bestimmungsstiicke” des Drei-
ecks einen praktischen Sinn. Uberlegen Sie, was in diesem Fall
durch die Dreiecksseiten, durch den Mittelpunkt des Umkreises
usw. dargestellt werden kénnte.

Ramona und Philipp stellen sich gegenseitig Aufgaben. Bei ihrer

Ldsung achten sie darauf, daB sich Rechnung und Zeichnung sinn-

voll ergénzen. Philipp legt die Koordinaten der drei Punkte in ei-

nem kartesischen Koordinatensystem mit A (—2;—4), B (6 ;4)

und C (— 4 ; 2) fest.

a) Stellen Sie die Gleichungen der Geraden auf, welche durch
je zwei Eckpunkte verlaufen.

b) Ermitteln Sie die Koordinaten der Mittelpunkte der Dreiecks-
seiten.

c¢*) Wie lauten die Gleichungen der Geraden, welche gleichzeitig
Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten sind2 (H)

d) Es sind die Koordinaten des Umkreismittelpunktes U des
Dreiecks ABC zu ermitteln.

') Zum SchluB meint Ramona, daB es doch méglich sein miiBte,
eine Bedingung in Form einer Gleichung oder einer Unglei-
chung aufzustellen, die fiir genau alle Punkte innerhalb des
Umkreises zutrifft.

Finden Sie eine solche Bedingung! (H)



6. Wanderungen

Ramona und Philipp wollen an einer Rundstreckenwanderung teil-
nehmen. Die Streckenlédnge betrdgt 30 km, die Route kann in bei-
den Richtungen durchwandert werden. Ramona legt in der Stunde
im Mittel 4,5 km zuriick, Philipp schafft 6 km. Wéhrend Ramona
bereits 8 Uhr starten will, kann Philipp erst eine Stunde spéter mit
der Wanderung beginnen. So beschlieBen sie, den ersten Teil des
Weges getrennt und spéter gemeinsam zu laufen. Als Philipp am
Start eintrifft, hat er vergessen, in welcher Richtung Ramona laufen
wollte. So wéhlt er eine der beiden Méglichkeiten.

a) Nach welcher Zeit und wo werden Ramona und Philipp ein-
ander treffen?

b) Falls Philipp die richtige Richtung gewdhlt hat, wann werden
die beiden dann die Wanderung beenden?

c) Falls Philipp die falsche Richtung wahlte, wie lange muB dann
wer von beiden auf den anderen am Ziel warten?

d*) Im néchsten Jahr ist Horst mit von der Partie. Er ist ein geiibter
Langstreckenwanderer. Seine mittlere Geschwindigkeit betrégt
7.5 km/h. Nachdem sie liber die Panne des Vorjahres ausgie-
big gelacht haben, meint Horst: ,Angenommen, wir wiirden
dieses Jahr ab 8 Uhr in jeweils gleichen Zeitabstdnden star-
ten, ihrin der einen Richtung und ich als letzter in der anderen.
Gibt es dann einen Punkt, an dem wir uns zugleich treffen
kénnten? Wenn ja, wo und wann wdre dies, und wie groB
wdre der notwendige Zeitabstand 2*

e*) Philipp ergénzt: ,Es gibt sicher mehrere Mdéglichkeiten der
Startreihenfolge, wenn wir in gleichen Zeitabsténden starten
und uns unterwegs an einem Punkt treffen wollen. Wie viele
sind das eigentlich? Und gehért zu jeder Startreihenfolge eine
ganz bestimmte Zeitdifferenz2"

Helfen Sie Philipp, diese Fragen zu beantworten!

7. Produktions- und Transportkosten

Die beiden Zentren des Gemiiseanbaus A und B liegen 85 km von-
einander entfernt. Bodenqualitdt und klimatische Besonderheiten
filhren zu unterschiedlichen Selbstkosten. In A kostet die Produk-
tion einer Tonne Gemiise im Mittel 200 DM, in B dagegen 230 DM.
Der Transport kostet je Tonne und Kilometer 1,10 DM. Weitere Ko-
sten fallen nicht an. Beide Erzeuger setzen die gleiche Gewinn-
spanne an.
a) Die VerbindungsstraBe von A nach B fiihre durch eine dicht-
besiedelte Gegend. Es sei P ein beliebiger Punkt an dieser



b)

c)

e*)

StraBe. Seine Entfernung zu A sei I. Ermitteln Sie eine Bedin-
gung fiir diejenigen: Punkte P, in denen das Gemiise aus A
billiger ist als das aus B!

Durch Investitionen im Verkehrsnetz éndern sich die Transport-
kosten von B aus. Sie betragen jetzt nur noch 0,80 DM je
Tonne und Kilometer. Welchen EinfluB hat diese MaBnahme
auf die Lage der Punkte P2

Auf welchen Satz hatten die Transportkosten je Tonne Gemiise
von B aus gesenkt werden miissen, damit das Gemiise aus B
billiger ist als das aus A, wenn der jeweilige Ort néher an B
als an A liegt?

Die Entfernung zwischen A und B sei s Kilometer, die Produk-
" tionskosten je Tonne Gemiise in A seien p DM. In B liegen die

Kosten um q % héher als in A. Die Transportkosten betragen

von beiden Orten aus je Tonne und Kilometer k DM. Ermitteln

Sie eine Bedingung fiir diejenigen Punkte zwischen A und B,

in denen'das Gemiise aus A billiger ist als das aus B!

Wie dndert sich die Bedingung aus d*), wenn die Transport-

kosten von A aus je Tonne und Kilometer k DM und von B aus
a % davon betragen? . .

8. Vom Wiirfelspiel zur linearen Optimierung

a)

Philipp, Ramona und Horst vereinbaren ein ,Gliicksspiel®.
Philipp hélt die Bank. Ramona und Horst wiirfeln mit zwei Wiir-
feln, die verschiedenfarbig sind. Der weiBe zeigt die Gewinn-
punkte an, der schwarze Verlustpunkte. Aus der Sicht des Spie-
lers ist der Gewinn demnach positiv, wenn die Augenzahl w des
weiBen Wiirfels groBer ist als die Augenzahl s des schwarzen,
er ist bei gleicher Augenzahl Null und ansonsten negativ.

Die folgenden Fragen beziehen sich stets auf einen Wurf mit

beiden Wiirfeln. i

al) Wieviel verschiedene Kombinationen kénnen die beiden
Wiirfel zeigen? .

a2) Stellen Sie die méglichen Kombinationen in einem s, W-
Koordinatensystem dar und schreiben Sie an jeden Punkt
den zugehérigen Gewinmdes Spielers! (H)

a3) Verbinden Sie Punkte mit gleichem Gewinn. Was stellen
Sie fest?

a4) Bezeichnet man den Gewinn mit z, so 1&Bt sich die ,Ge-
winnfunktion” mit Hilfe der Punktzahlen s und w ange-
‘ben. ‘



b)

c)

a5) Welcher maximale und welcher minimale Gewinn ist er-
reichbar? Beschreiben Sie die Lage der zugehérigen Punk-
te ims, w-Koordinatensystem im Vergleich zu den.Punkten,
bei denen z =0 jst!

Nachdem Ramona und Horst einige Male gewiirfelt haben,

protestiert Philipp. Die beiden hatten zuviel Gliick. Die Bank

ist ,gesprengt"”. Philipp verlangt eine kleine Garantie fiir die

Bank. Die drei vereinbaren, daB zur Augenzahl s des schwar-

zen Wiirfels stets 1 addiert wird.

b1) Wie dndert sich dadurch die Gewinnfunktion?

b2) Wie groB sind nun minimaler und maximaler Gewinn?

b3) Scheint lhnen die von Philipp verlangte ,kleine Garantie”
geniigend sicher zu sein?

b4) Schlagen Sie selbst Méglichkeiten vor, eine Sicherheit fiir
die Bank zu erreichen!

Nach einer Zeit wird den dreien das Spiel zu eintdnig. Horst

schldgt vor, zwei ,Gliicksréder"” zu bauen, ein schwarzes und ein

weiBes, die sie gleichzeitig drehen wollen. Ramona und Philipp

ibernehmen die ,technische Realisierung”. Jeder will eines an-

fertigen, indem ein MaBband mit cm-Teilung auf eine Kreis-

scheibe aufgeklebt wird. Als sie sich am néchsten Tag treffen,

stellen sie fest, daB Ramona und Philipp unterschiedliche

4Gliicksrader” hergestellt haben. Ramonas weiBes ,Gewinn-

rad” zeigt die Zahlen von 1 bis 30, Philipps schwarzes ,Verlust-

rad” die Zahlen von 1 bis 36. Horst findet einen Ausweg. Er

schldgt vor, eine geeignete Gewinnfunktion zu wéhlen,

z.B. z=3w—2s.

c1) Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt durch eine ge-
eignete graphische Darstellung! (H)

c2) Fir welche Zahlenkombinationen des weiBen und des
schwarzen Rades ist der Gewinn gleich Null2

c3) Fir welche Zahlenkombinationen ist der Gewinn minimal
bzw. maximal?

c4) Ist die Gleichung z = 3w — 2s als Gewinnfunktion fiir ein
Spiel mit einem Bankhalter geeignet?

c5) Philipp schldgt als Gleichung der Gewinnfunktion
z=4w — 3s vor. Untersuchen Sie die wichtigsten Eigen-
schaften dieser Funktion!

d®) In einem Buch iiber ,lineare Optimierung” stBt Horst auf eine

Aufgabe, die ihm &hnlich erscheint. Dort wird verlangt, unter
bestimmten Bedingungen den Wert einer Zielfunktion zu op-
timieren, d. h. das Minimum oder Maximum zu bestimmen.



Bei der graphischen Lésung wird mit Hilfe der Bedingungen
zundchst in der x, y-Ebene ein ,Bereich” festgelegt. Setzt man
den Wert der Zielfunktion gleich Null, so erhdlt man in der
x, y-Ebene die ,Spur der Zielfunktion”. Mit ihrer Hilfe 1&Bt sich
das Optimum leicht ermitteln.

Die Bedingungen in dieser Aufgabe lauten

x =0, (1)
yz0, (2
x <5, 3)
x+ 3y < 15, (4)
3x+2y £17. (5)

Veranschaulichen Sie sich den durch die Bedingungen (1) bis
(5) festgelegten Bereich der x, y-Ebene.

Ermitteln Sie unter Beachtung dieser Bedingungen das Maxi-
mum fir den Wert der Zielfunktion

dl) z=—2x-ty,

d2) z=2x+ 3y.

9. Funktionen

a)

b)

Bei einem gleichschenkligen Dreieck sei die Basis gleich 6

Langeneinheiten (LE). Der Umfang u sei nicht groBer als

22 LE. Die Schenkel seien mit x bezeichnet.

al) Geben Sie den funktionalen Zusammenhang zwischen
x und u in der Form u=f(x) an! Wie lautet der Defini-
tionsbereich von 2

a2) Zeichnen Sie das Bild der Funktion f in einem geeigne-
ten Koordinatensystem!

Bei einem rechtwinkligen Dreieck sei die eine Kathete um

2 LE kiirzer als die andere. Die Summe der Kathetenldngen

sei s, der Flacheninhalt werde mit A bezeichnet und in Fl&-

cheneinheiten (FE) gemessen.

b1) Wie lauten die Gleichungen der Funktionen s = g(x) und
A = h(x), wenn x die ladngere der Katheten ist2

b2) Geben Sie den Definitionsbereich und den Wertebereich
von g an, wenn A den Wert von 24 FE nicht Gberschreitet!
Zeichnen Sie die beiden Funktionen in ein gemeinsames
Koordinatensystem.

b3) Gibt es gemeinsame Punkte der Graphen von g und h?
Was bedeuten diese? Berechnen Sie deren Koordinaten!

9



c*) Uber dem Dreieck' aus b) sei eine Pyramide errichtet, deren
Héhe 2 LE langer ist als die kingste'der Katheten. lhr Volu-
men V werde in Volumeneinheiten -(VE)-gemessen. Ermitteln
Sie die Gleichung der Funktion V-="k(x) und-deren Wertebe-
reich. Zeichnen Sie, soweit dies mdglich ist, das Bild von k in
das Koordinatensystem von b) ein und interpretieren Sie evtl.
vorhandene Schnittpunkte der Graphen!

10. Varianten zur ,Schwimmeraufgabe”

Die bekannte ,Schwimmeraufgabe® ldutet:

Ein Schwimmer will einen FluB iiberqueren. Er schwimmt im rechten
Winkel zur Richtung der Strémung. Gesucht ist die Abdrift, d. h.
die Strecke, um die er beim-Uberqueren den -gegeniiberliegenden
Uferpunkt verfehlt. Bekannt sind die. Geschwindigkeit des Schwim-
mers gegeniiber ruhendem Wasser und die Breite des Flusses.

a) Ermitteln Sie die Abdrift; wenn die Geschwindigkeit des
Schwimmers in ruhendem Wasser 0,8 m/s und die Breite des
Flusses 120 m betragen, wobei die Stromungsgeschwindig-
keit tiberall mit 3 m/s angenommen wird.

Natiirlich ist im allgemeinen die Strémungsgeschwindigkeit eines
Flusses nicht Giberall gleich. Die Strémungsverhaltnisse lassen sich
durch’ geeignéte” Messungen exakt ermitteln und mit Hilfe eines
»Strémungsprofils” veranschaulichen. Dabei denkt man'sich eine
Linie quer zur Strémung von einem Ufer zum anderen. Fiir jeden
Punkt dieser Linie wird die Strémungsgeschwindigkeit in Abhan-
gigkeit von der Entfernung zu einem der Ufer angegeben. Je nach
Beschaffenheit des Flusses kdnnen Sonderfalle -auftreten, die wir
ndher betrachten wollen. :

b) Die Stromungsgesd1wnnd|gke1t sei an dem Ufer, von we|d1em
der Schwimmer losschwimmt, gleich. Null. Sie.wéchst linear mit
der Entfernung zum Ufer. und. erreicht am Gegenufer einen
Maximalwert von.4 -m/s. Berechnen Sie die Abdrift, wenn Ge-
schwindigkeit des Schwimmers .im ruhenden Wasser und. Brei-
te des Flusses unveréndert bleiben. (H)

c) Der Maximalwert von-4 m/s; werde.in der Strommitte erreicht,
nach den Ufern zu geht die Geschwindigkeit bis auf Null li-
near zuriick. Wie groB ist. nupmehr:die Abdrift2.

d*) SchlieBlich kann' man on'ﬁehnieri,’qu"dus'Strﬁmungsprofil
gine parabolische Form hat (vgl. Abb. 1). Auch in diesem Fall
laBt sich die’ Abdnft (zumm est nuherungswelse) berech-
nen. (H) -



E1

Abb. 1: ”Striim'ungsprofil

11. Parameter in Funktionsgleichiingen

Philipp und Ramona wollen hinter das ,,Geheimnis” der Parameter
in den Gleichungen von Funktionen komimen. Philipp nennt die
Koordinaten dreier Punkte: A (0 1),B(1'; 2y und C (3 ;3). Ramona
gibt fiir ganz unterschiedliche Funktionstypen Gleichungen an, die
alle tiber drei ,freie Parometgr" a, b und cvérfiigen:

1M1 y=f=a+bx+c

12, y=gx)=a"In(bx+1)+c

11.3. y=h(x)=a sinbx+c.
Nun wollen sie in jedem der Faélle diese Parameter so bestimmen,
daB die drei Punkte A, B.und C auf den Bildern der Funktionen
liegen.
Horst, der hinzukommt, meint, die Aufgabe sei nicht schwer, denn
einer der Parameter wére in allen drei Fallen gleich. =

a) Uberlegen ‘Sie,: ob: Horst recht hat. Begriinden Sie- lhre Ent-
- scheidung!
b) Bestimmen Sie fiir jedé der'drei Furiktionen die gesuchten Pa-
- rameter.und die Funktionsgleichung. ’(H) ‘
¢”) Nachdem die drei Falle geldst sind, meint Horst, ihmi sei eine
etwas schwieriggre Aufgabe eifigefallén. Die Punkte’A, B und
C seien die gleichen wie vorher. Die Funktionsgleichung laute
nunmehr ) '
14 y=k o et
Bestimmen Sie auch fiir diesen Fall-den Wert der drei Para-
meter a, b und c. (H)
d) .Die vier Funktionen-f; g; h und k habenh drei. gemeinsame
Wertepaare®, iberlegt Ramona. ,Stimmen sie dann fiir-alle
. Argumegte des Intervalls [0 ;3] :oder gar.dariiber hinaus
iberein2”

"



.Das |&Bt sich leicht beantworten®, erwidert Philipp.
Finden auch Sie eine Méglichkeit, das zu iiberpriifen! (H)

12. Forstwirtschaftliches

Auf einer Wanderung bemerken Ramona, Philipp und Horst mit
Betroffenheit ein verbranntes Waldstiick. Ramona erinnert sich der
Zeitungsnotiz, daB eine weggeworfene Zigarettenkippe diesen
Schaden von 280 fm Fichtenbestand zur Folge hatte. .Wie wird
denn so etwas gemessen?”, meint Horst. Als sie bei einem nahe-
gelegenen Holzeinschlag einen Férster treffen, fragen sie ihn da-
nach. Als erstes erklart er ihnen, daB ein Festmeter (1 fm) ein forst-
wirtschaftliches MaB fiir 1 m® Holz ist. Dann zeigt er ihnen an einem
gefdllten und bereits entasteten Stamm, wie dessen Volumen er-
mittelt wird. Seine Lénge, d. h. die urspriingliche Héhe h, betrégt
31,5 m. In der Mitte zwischen den beiden Enden des Stammes be-
stimmt der Forster mit einer Kluppe den Durchmesser, den er als
Mittendurchmesser d,, bezeichnet. Er betréigt 36 cm. ,Das Volumen
kann nun mit Hilfe der Formel V=0,25.%-d_2-h berechnet wer-
den”, erléutert der Férster. Horst hat das recht miBtrauisch ver-
folgt. .Das stimmt doch nicht”, widerspricht er, ,nach meiner Mei-
nung miiBte man die Durchmesser an den beiden Enden bestim-
men." Er miBt nach. Sie betragen 62 ¢cm und 9 cm.

a) Offensichtlich gehen der Férster und Horst von unterschied-
lichen geometrischen Kérpern aus. Ermitteln Sie nach beiden
»mathematischen Modellen* das Volumen des Fichtenstam-
mes!

b) Um wieviel % weicht das durch den Férster berechnete Volu-
men von dem ab, welches Horst bestimmte? Warum ist die
Berechnung des Férsters trotzdem sinnvoll2

Dem Férster gefillt das Interesse, mit dem die drei bei der Sache
sind. Deshalb will er ihnen noch zeigen, wie der Bestand an ste-
henden B&umen ermittelt wird. Im Inneren eines Jungbestandes
befestigt er eine Schnur an einem Baum. Gemeinsam markieren
sie einen Kreis von 10 m Radius.

+Jetzt 26hit mal die Bdume in diesem Kreis“, fordert sie der Forster
auf. .Normalerweise wird jeder Baum einzeln ausgemessen. Aber
der Bestand ist gleichmiBig gewachsen, und so soll uns einer ge-
niigen.

Mit der Kluppe miBt er in 1,30 m Hohe den sogenannten Brust-
héhendurchmesser des Baumes. Er betrégt 7,5 cm. Mit dem Férster-
dreieck bestimmt er die Héhe zu 6,5 m. Die Anzahl der Béume in
dem Kreis betragt 112,

12



c) Wieviel Festmeter Holz stehen in diesem Kreis?

d) Der Forster hat zur Bestandsbestimmung eine Tabelle ver-
wendet. Das Ergebnis multipliziert er mit 30. Er meint, das
ergébe einen guten Uberschlag fiir die Vorratsfestmeter je
Hektar.

Begriinden Sie ein solches Vorgehen! Wieviel % betrdgt die
Abweichung?

.Dieser Bestand ist jetzt 22 Jahre alt’, erléutert der Férster weiter.
JDer jdhrliche Holzzuwachs ist vom Alter abhéngig. Wenn es uns
gelingt, die Umweltbedingungen deutlich zu verbessern, betrégt
dieser Zuwachs bis zum Alter von 30 Jahren etwa jéhrlich 13 %, von
31 bis 40 Jahren etwa 7,5 %, bis zu 50 Jahren 4,5% und bis zu
60 Jahren 3,3 %. In den Folgejahren kann man von etwa 2 % aus-
gehen.” Horst ist schon beim Rechnen.

e*) Das wievielfache des derzeitigen Bestandes wiirde der Holz-
vorrat eines 100jéihrigen Bestandes betragen, wenn nur diese
Zuwachsraten beriicksichtigt werden?

»S0 geht das natiirlich nicht”, meint der Férster. ,Die Bdume wiir-
den doch viel zu dicht stehen! Wir miissen schon zwischendurch
ausforsten. In einem solchen Bestand wollen wir beim Alter von
40 Jahren ca. 65 fm/ha und beim Alter von 60 Jahren ungeféhr
150 fm/ha Holz ernten.”

f*) Stellen Sie den Bestand (in fm/ha) in Abhdngigkeit vom Alter
graphisch dar.

13. Berechnungen an einer Schraubenfeder

Ein Federstahldraht von zylindrischem Querschnitt hat einen
Durchmesser von 12 mm und eine Lange von 4000 mm. Er wird auf
eine Walze von 98 mm Durchmesser aufgewickelt, wobei die lichte
Weite zwischen zwei benachbarten Wicklungen 53 mm betrdgt.
Nach Beendigung des Vorgangs dreht sich der Draht ein Stiick
zuriick, so daB zwischen der Walze und den Wicklungen allseitig
Ein Spiel von 2 mm entsteht, wodurch die Walze entfernt werden
ann.

a) Berechnen Sie die Anzahl der Wicklungen dieser Feder! (H)

b*) An den Enden der Feder werden Arretierungen angebracht,
die ein Verdrehen der Feder bei Belastungen ausschlieBen.
Zur besseren Fiihrung wird ein Rohr mit einer Wandstérke von
4 mm vorgesehen. In ihm soll die Feder bei Druck so belastet
werden kdnnen, daB die Federwicklungen einander beriihren.
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Dabei soll fiir die notwendige Schmierung ein Spiel von min-
destens 2 mm zwischen Feder und Rohrwand vorhanden sein.
Berechnen Sie die notwendige Lénge, den Innendurchmesser
und die Masse des Rohres (* =7,81g - cm™). (H)

14. Kérperberechnung — Rotationskérper

Viele technische Bauteile haben die Form von Rotationskérpern.
Bei ihrer Fertigung spielen Drehbewegungen eine groBe Rolle, z. B.
spanabhebende Verfahren auf Drehbénken. Aus mathematischer
Sicht kann man sich das Entstehen dieser Kérper ganz anders
vorstellen: Gegeben ist eine Ebene E und in dieser eine Gerade g
sowie eine Fldche F. (Dabei liegen keine .inneren Punkte" von F
auf g.) Rotiert nun die Ebene E um die Gerdde g, so wird durch
Rotation der Fléche F ein Rotationskérper erzeugt.

a)

b)

c)

d*)

Ein Quadrat der Seitenldnge a rotiert um eine seiner Seiten.
Geben Sie Volumen und Oberfliche des entstehenden Ro-
tationskdrpers in Abhéngigkeit von a an! (L)

Ein Rechteck, dessen Seitenléngen a und b mit a <b betra-

gen, rotiere um /

b1) die Seite der Lénge a,

b2) die Seite der Lénge b.

Geben Sie in jedem der Félle Volumen und Oberfliiche an.

Ermitteln Sie das Verhdltnis der beiden Volumina bzw. der

beiden Oberfliichen. Welches Volumen bzw. welche Obér-

flache ist groBer? (L)

Die Flache F habe die Form eines Trapezes mit den Seiten-

léngen |AB| =2q, |[BC| =|CD| = |DA| =a.

Ermitteln Sie Volumen und Oberfléche, wenn das Trapez

c1) um AB,

c2) um CD

rotiert und vergleichen Sie Volumina und Oberflachen mitein-

ander!

c3)* Wie groB sind Volumen und Oberfliche, wenn das Tra-
pez um BC rotiert?

Die Fléche F habe die Form eines Trapezes mit AB||CD, von
dem |AB| =a, < DAB=¢, <. ABC =/ und dessen Hdhe h
gegeben sind. Ermitteln Sie Formeln fiir die Berechnung des
Vglumens und der Oberfliche bei Rotation des Trapezes um
AB. . .



Wie sind die Werte fiir a - 10cm, & =53°, 8=112°, h=8cm?
Hinweis: Aus drucktechnischen Griinden bezeichnen wir die Lénge
einer Strecke AB mit |AB|. : . . '

15. Dachausmittelung

Die Abb. 2 zeigt den GrundriB eines Hauses. Es besteht aus einem
Hauptgebéude und einem Anbau. Das Dach wird durch 6 Flachen
gebildet, deren Unterkanten (Traufen) alle in gleicher Héhe.liegen.
Die Neigungen der Dachfléchen sind der Abbildung zu entnehmen.

12000

\ILLO"

60°

8000

400 1}40°
LR

4000
60°

5000

Abb. 2: GrundriB eines Daches mit Neigungswinkeln der Dachfldchen

000€ =

a) Ermitteln Sie den GrundriB der Dachfléche des Hauses! (H)

b*) Das Dach soll neu gedeckt werden. Fiir diese Neudeckung
stehen sogenannte Biberschwénze zur Verfiigung. Ermitteln

Sie den Materialbedarf, wenn folgende Normative der Kalku-

lation zu Grunde liegen:

— Fiir 1 m? Dachfléche bis einschlieBlich 100 % Neigung wer-
den 44 Stiick Biberschwiénze benétigt, bei mehr als 100 %
sind dies 48 Stiick. Fiir Bruch, Grat und Kehlen ist ein Zu-
schlag von 5 % zu veranschlagen. (H)

— Die beiden Firsten und die vier Grate sollen:mit First- und
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Gratziegeln gedeckt werden. Jeder dieser Ziegeln ist 40 cm
lang, die Ziegeln sollen einander um 8 cm iiberlappen.

— Fiir die beiden Kehlen stehen Kehlenbleche von 1 m Lénge
zur Verfligung. Fiir Falze werden an jedem Ende 3 cm be-
natigt.

16. Kdrperberechnung — Kérperdarstellung

Kérper, deren Grundrisse im wesentlichen iibereinstimmen, kén-
nen ganz unterschiedliche Formen haben. Um diese néher zu be-
stimmen, kann man sich z. B. des HéhenmaBstabes bedienen. Das
Quadrat in Abb. 3 zeigt einen solchen GrundriB. AuBerdem sind
9 HéhenmaBstibe angegeben. Um fiir alle Kérper den gleichen
GrundriB verwenden zu kdnnen, wurden am GrundriB die 8 Punk-
te A bis H, an den HéhenmaBstdben teilweise weniger Punkte an-
getragen. Fiir jeden Kérper treffen genau die Eckpunkte zu, die am
HéhenmaBstab stehen. Die Lénge einer Quadratseite betrage a.

a) Stellen Sie die Kérper 1 bis 9 in schréger Parallelprojektion
dar!

b) Beschreiben Sie diese Korper!
c) Berechnen Sie ihr Volumen sowie ihre Oberfléche!
d*) Skizzieren Sie fiir jeden dieser Kérper ein Netz (eine Abwick-

lung)!
D'H C'6C' 4. EFGH -EFGH - EFGH L EFGH
/
/
//
olasc 'BcD “'ABCD “AC
=] {]

AE B'F . 5 3* ..
a+EFGH <EFGH _H GH EFGH
21aco c EG D
ols asp Lasc lasc ABC

5. 6. 7 g¥ g¥

Abb. 3: Grundrif und HéhenmaBstéibe
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17. Seerdubergeschichten

Ein reich beladener Kauffahrer segelt auf einem geradlinigen Kurs
an der Insel vorbei, die Kapitdn Flint und seinen Piraten als Unter-
schlupf dient. Die kleinste Entfernung des Kurses von der Insel wird
12 sm betragen. Als das Schiff noch 13 sm von der Insel entfernt ist,
wird es von den Piraten bemerkt. Diese setzen sofort Segel und
nehmen die Verfolgung auf. Da der Kapitdn des Handelsschiffes
kein Piratenschiff vermutet, behdlt er seinen Kurs bei. Sein Schiff
lauft 6 kn. Kapitan Flint 1Bt ebenfalls einen geradlinigen Kurs
steuern, auf dem er mit einer Geschwindigkeit von 7 kn das Han-
delsschiff nach einiger Zeit tatséchlich erreicht.

a) Wie lange benétigt Kapitdn Flint, um das Handelsschiff einzu-
holen, und welche Entfernung legt der Kauffahrer in dieser Zeit
zuriick? (H)

b) Welchen Kurs muB Kapitian Flint gegeniiber der Fahrtrichtung
des Kauffahrers steuern?

Kapitdn Flints Insel liegt auf 30° siidlicher Breite. Auf ihr sucht er
nach einem geeigneten Versteck fiir die auBerordentlich reiche
Beute. Er bemerkt drei hohe Bdume, die in Ost-West-Richtung im
gleichen Abstand voneinander stehen. Der Punkt, an dem er den
Schatz vergraben 1GBt, hat von der durch die drei Badume gebildeten
Linie einen Abstand von 55 FuB. Die Piraten schwitzen beim Gra-
ben unter der Nachmittagssonne und sind froh, als fiir einige Zeit
der Schatten des mittleren Baumes auf die Grube fallt. Die Entfer-
nung dieses Baumes von der Grube betragt 70 FuB. Kapitén Flint
beseitigt nicht nur alle Spuren, sondern im Laufe der Zeit auch alle
Zeugen auBer dem Schiffsjungen Jonas. Als dieser nach fiinf Jahr-
zehnten mit einer Schar Schatzsucher auf die Insel kommt, stehen
von den drei Bdumen nur noch zwei. Um die Leute nicht durch
mehrere ergebnislose Versuche gegen sich aufzubringen, beschlieBt
Jonas, an jeder Stelle, an welcher der Schatz liegen kénnte, einen
Trupp graben zu lassen.

c) Wie viele Trupps muB Jonas bilden?

d) Bestimmen Sie durch eine maBstabliche Konstruktion, an wel-
chen Stellen gegraben werden muB, wenn der Abstand zwi-
schen den beiden Baumen 45 FuB betragt.

Eines Tages wird Kapitdn Flint auf der Schatzinsel von seinen
Verfolgern aufgespiirt. Auf seinem Segelschiff fliichtet er auf eine
nur ihm bekannte benachbarte Insel. Um seine Verfolger zu tdu-
schen, steuert er diese nicht direkt an, sondern befiehlt seinem
Rudergénger, einen solchen Kurs zu halten, daB die beiden Inseln
stets unter einem Winkel von 40° zu sehen sind. Der Wind dreht
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wdhrend der Fahrt, so daB ihm das Manéver ohne:Kreuzen ge-
lingt. Auf der Fahrt Iegt er 20 sm zuriick.

e) Wie weit smd die, belden Inseln vonemander entfemt?

18. Stche'nbou

In einem hiigeligen Gelénde ist.durch eine geradlinig verlauferide
StraBe ein Hohenunterschied von b= 56,4 m zu 'uberwmden Die
StraBe soll eine Steigung S von 8:% erhalten.

a) Wie groB ist der Anshegswmkel @ im Gradmaf? (H)
b) Stark veremfocht kann man .annehmen,. daB sich die StraBe
- mit konstanter Neigung bauen 1&Bt. Berechnen Sie fiir diesen
Fall die Basis b (horizontale Projektion) und’ dle Lénge'| der
StraBe!
1h
e
b
Abb. 4: Skizze (nicht maBstabgerecht)
c*) Praktisch kann man natirlich-keine StraBe mit einem ,Knick"

bauen. Der Ubergang von der Horizontalen zur geneigten
StraBe- geschieht auf:einem StraBenstiick, dessen . Steigung
kontinuierlich zu- bzw: abnimmt. Gewdhnlich wahlt man dafiir
Kreisbdgen mit tangentialem Ubergang zur Horizontalen bzw.
zur geneigten StraBe. Der Ausrundungsradius Ra des Kreis-
bogens richtet sich u. a. nach den Geschwindigkeiten, die auf

‘diesem StraBenabschnitt zu -erwarten ‘sind. Innerhalb einer



Ortslage werde fiir diesen Radius. ein-Wert. Rst = 400 m vor-

gesehen, auBerhalb sei Ra2 = 1250 m. '

c1) ‘Ermitteln Sie Formeln fiir die'Basis der Ausrundung e und
fir die Ausrundungshédhe Ah (vgl. Abb. 4). (H) )

c2) Berechnen Sie fiir die beiden Radien Rui bzw. Ra2 die Lén-
ge der StraBe (Kurvenzug ABCD) und deren horizontale
Projektion b.

19. Kurbelgetriebe

Ein uraltes Problem der Technik besteht darin, Bewegungsformen
ineinander umzuwandeln. In alten Hammerwerken, Ségemiihlen
und anderen technischen Denkmalen kann man sehr beeindrucken-
de Losungen bestaunen. Insbesondere fallen verschiedenartige
Getriebearten auf. Eines der dltesten ist das Schubkurbelgetriebe
(Abb. 5). Bei diesem karin die Drehbewegung (Rotation) der Kurbel
IOP| in eine Schubbewegung (Translation) des Kreuzkopfes umge-
wandelt werden. Die beiden Lagen, in denen die Punkte O, P und
K auf einer Geraden liegen, nennt man Totlagen (warum?).

Abb. 5: Prinzip des Schubkurbelgetriebes

a) .Legt man wie in Abb. 5 ein. Koordinatensystem fest, so l&Bt sich
die Lage x des Kreuzkopfes K in:Abhéngigkeit vom Drehwin-
kel @, der Lange der Kurbel |OP| =r und der Schubstange
IPK| =1angeben, (H). ., » .

b*) Geben Sie in gleicher Weise die Koordinaten x und y des
_Mj‘tt‘elp_ur?;k‘tes M»d_‘er_ §d1ubstunge cm!i_ v .

Ein: weiteres. Getriebe ist'die Kurbelschwinge (Abb. 6), die zu den

ebenen Koppelgetrieben gehort. Wie aus.der Abb. ersichtlich, ist

die Kurbel der L&nge r im.Punkt A, die Schwinge der -Lédnge b im

19



Punkt B drehbar gelagert. Die Punkte A und B veréndern ihre Lage
nicht. Die Drehbewegung der Kurbel wird mit Hilfe der Koppel-
stange c in eine Schwingbewegung iibertragen. Die Lénge der
Koppelstange ist mitunter verstellbar.

Abb. 6 Prinzip der Kurbelschwinge

c') Ermitteln Sie (in Abhéngigkeit von a, b und d) eine Bedin-
gung fiir die Ldnge c dieser Koppelstange DC! (H)

Fiir die folgenden Aufgaben sei |AD| =r =950 mm,
|AB| =a = 3250 mm und |BC| = b =2010 mm.

d) Auf welche Ldnge c muB die Koppelstange DC eingestellt wer-
den, wenn fiir < BAD = 60° gleuchzeltlg der Winkel < ABC ein
rechter sein soll?

e) Berechnen Sie fiir diese Lange der Koppelstange und der
unter d) vorgegebenen Kurbelstellung den Gelenkpunktab-
stand |BD|.

f*) Ermitteln Sie den Schwenkbereich der Schwinge. (H)

g) Welche Linge ¢ muB die Koppelstange DC haben, damit
gleichzeitig sowohl < ABC =90° als auch <{ADC=90° be-
tragen?

h*) Wie lang muB die Koppelstange sein, wenn
<L ADC = < DCB =90° betragen soll?

i*) Eine Kurbelschwinge nennt man zentrisch, wenn die End-
punkte der Schwinge in den beiden Totlagen sowie der Dreh-
punkt der Kurbel auf einer Geraden liegen. Ermitteln Sie die
zugehéorige Bedingung fiir die Linge c der Koppelstange!
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k) Lésen Sie die Aufgaben d) bis i*) durch maBstdbliche Kon-
struktion! .

20. Wassergehalt von Pflanzen

In einem Arzneimittelwerk werden frisch geerntete Heilpflanzen
verschiedener Sorten getrocknet. Dazu durchlaufen diese mehrfach
eine Trockenkammer, in der ihnen jeweils ein Teil der Feuchtigkeit
entzogen wird. Dieser Teil hdngt von der Art der Pflanzen ab. Pflan-
zen einer Sorte A bestehen zum Zeitpunkt der Ernte zu 92,3 % ihrer
Masse aus Wasser, bei einem Durchlauf werden 30,0 % des jewei-
ligen Feuchtigkeitsgehaltes entzogen. Im getrockneten Zustand
muB ihr Feststoffgehalt mindestens 93,5 % betragen. Fiir Pflanzen
einer Sorte B betréigt der anféngliche Feuchtigkeitsgehalt 85,5 %,
der Entzug 28,2 % und der notwendige Feststoffgehalt des Trocken-
gutes 95,5 %.

a) Wie oft miissen die Pflanzen der Sorte A bzw. der Sorte B die
Trockenkammer mindestens durchlaufen?

b) Welchen Feststoffgehalt besitzt das Trockengut der Sorten A
bzw. B nach der minimalen Anzahl von Durchlgufen? -

c) Fir die Herstellung einer Charge einer bestimmten Kréuter-
mischung werden 120 kg Trockengut der Sorte A, 80 kg Trocken-
gut der Sorte B und 55 kg Trockengut einer Sorte C benétigt,
wobei letztere einen Feststoffgehalt von 88,7 % aufweist.

Wie groB ist der Feststoffgehalt (in Masse %) dieser Mischung?

21. ,Ornamente”

Philipp will Ornamente entwerfen. Die interessantesten will er
programmieren und ausdrucken lassen. Zundchst legt er einen
»Grundbaustein” fest. Durch Drehen, Spiegeln oder Verschieben
soll daraus ein ,Element” und durch wiederholtes Anwenden die-
serhgeometrischen Operation schlieBlich das ganze Ornament ent-
stehen.

Als einfachen Grundbaustein wéhlt er sich das Bild der Funktion
f mit y=1(x) im Intervall (0; 1). Er dreht es mit einem Winkel
von 180° um den Punkt P (1 ; 1) und spiegelt die entstandene Kur-
ve an der Geraden x =2, Fertig ist das Element.

a) Geben Sie fiir das Element eine geeignete Funktionsgleichung
an! (H), (L)

b*) Verschiebt man dieses Element um ganzzahlige Vielfache einer
geeigneten Strecke in Richtung der x-Achse, so entsteht eine
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c)

geschlossene Kurve, das gesuchte Ormament. Geben Sie die
Lange der Strecke an, und ermitteln Sie die Gleichung der
Funktion, durch welche das Ornament gebildet wird!

Philipp wéhlt ein groBeres ,Element”, indem er das Element
aus Aufgabe a) am Punkt Q (4 ; 0) spiegelt. Ermitteln Sie die

- neue ,Elementengleichung”.

d*)

e)

f*)

g)

22

Das Ornament entsteht durch’ eine geeignete Verschiebung
wie in Aufgabe b*). Eritteln Sie die Streckenlénge und die

“»Ornamentengleichung"!

Nun sollen Ornamente entstehen, die unterbrochen sind.
Philipp verkiirzt deshalb das Element aus Aufgabe a), indem

- er den letzten. Viertelbogen abschneidet, so daB es nur fiir

0 = x = 3 definiert ist.
e1) Wie groB muB er die Verschiebungsweite wahlen, damit
ein ,unterbrochenes Ornament" entsteht?
e2") Wie groB muB er die Verschiebungsweite wihlen, damit
~ dieses Ornament eine Funktion ist?2 Wie lauten dann in
Abhdngigkeit von der Verschiebungsweite deren Defini-
tionsbereich und die Funktionsgleichung? .

Wie éndern sich die Ergebnisse der Aufgabenstellungen a)

“-bis e), wenn der Grundbaustein nicht das Intervall [0 ; 1], son-
_dern das Intervall [0 a) mit a > 0 umfaBt?

Suchen_ Sie selbst nach weiteren geeigneten ,Grundbaustei-
nen“! i "



Grundlagen der Zins- und Zinseszinsrechnung

1. Einfacher Zins

Ein Kapital der Hohe K wird verliechen. Dann erhalt der Verleiher oder Gldu-
biger nach Ablauf eines Jahres vom Schuldner als Entschddigung fiir die Ver-
feihung p Prozent Zinsen. Den Prozentsatz p bezeichnet man als ZinsfuB. Fiir
die Zinsen nach Ablauf eines Jahres gilt demnach
2=k 2=,
100
Werden die Zinsen dem Kapital nicht zugeschlagen, selbst also nicht verzinst,
betragen sie nach n Jahren
p
Zn=n-K.- —.
" 100
Fir sich sténdig &ndernde Konten ist es iiblich, Tageszinsen zu berechnen. Es
werden rund 12 - 30 = 360 Tage zugrunde gelegt, so daB fiir m Tage die Zinsen
p m
Zin =K e A
" 100 360
betragen.

2. Zinseszins

Werden die am Ende eines Jahres zu zahlenden Zinsen dem Kapital zuge-
schlagen, so ist das Startkapital fiir das Folgejahr héher als das Anfangskapital.
Bezeichnet man das Anfangskapital mit K,, so gilt fir das Kapital K; nach
einem Jahr

P P
Ki =K K‘--'=K.~1+—).
1 0+ 0 100 ] 100
Nach zwei Jahren betrdgt das Kapital
P P P P Y
Ky =K, - L)k - L) L L
2T e (1 +‘1oo)+ ¢ (1 *300) 100 =K (1 * 00
Es ist unschwer einzusehen, daB sich dieses Wachstum in gleicher Weise fort-
setzt. Fiir das Endkapital nach n Jahren findet man demnach V

Ka=K e
=R H'100)'

Diese Formel heiBt Zinseszinsformel. Die Summe (14 p/100) nennt man Auf-
zinsungsfaktor. Dieser wird oft mit q bezeichnet, wodurch die Zinseszinsformel
in die Form

Kn=K, - gqn
iibergeht.
3. Zinseszins mit jéhrlichen Zu- oder Riickzahlungen
Wird am Ende jedes Jahres dem Kapital eine feste Rate R hinzugefiigt, so be-
trégt das Kapital nach einem Jahr
Ki. R =Koq+R,

" Die allgemeine Formel kann man mit Hilfe des Verfahrens der ,Vollstédndigen
Induktion® beweisen.
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nach zwei Jahren

Ko, = Kyq? + Rq 4 R = Kyq2 4- R(q + 1),

nach drei Jahren

Ks. 11 =Kya*+ Ra?+ Rq + R =Kyg3+ R (q2 + q + 1).

Mit Hilfe eines kleinen ,Tricks* wird daraus eine handhabbare Formel. Wegen
q==1ist (@—1):(q—1) =1 und somit

2 n = 3 2 —iil? )
q2+q+1:(q+q+ (@—1 _(@+a®+a) —(e?+q+1

q—1 q—1
=1
qa—1"'
Nach drei Jahren hat das Kapital demnach die GréBe
2 q3—1
Ks, R =Kogq®+R ——.
q—1
Diese Formel 1&Bt sich verallgemeinern.. Nach n Jahren betrégt das Kapital

n—1
l<n,n=l<oqn+vz°('l =,

—1

Falls die Rate R am Ende jedes Jahres nicht eingézahlt, sondern abgehoben
wird, erhdlt diese Rate ein negatives Vorzeichen.

" 22. Eine Aufgabe zur Zinsrechnung

Fiir die Spareinlagen auf Girokonten betragen die Zinssétze in der
Regel 0,5 %, héchstens jedoch 2 %. Andererseits ist die Bank bereit,
Uberziehungskredite bis zum Dreifachen des monatlichen Netto-
einkommens zu gewdhren, welche mit 8 % Uberziehungszinsen be-
legt werden. Wird diese Summe iiberschritten, werden fiir den
dariiber hinaus gehenden Betrag 12 % Zinsen erhoben.
Ramonas Vater hat ein monatliches Nettoeinkommen von 1600 DM.
Sein durchschnittliches Guthaben auf dem mit 1,25 % verzinsten
Girokonto betréigt 2500 DM. Bei einem gréBeren Kauf stellt er ei-
nen Scheck iiber 11 000 DM aus.
- a) Nach einem Monat gleicht Ramonas Vater die Schulden aus.
Wie hoch sind die von der Bank erhobenen Zinsen?

b) Wie hoch wéren die Zinsen, wenn er die Halfte der Schulden
bereits nach einem halben Monat bezahlt hétte?

c) Wieviel Tage hétte Ramonas Vater die Schuld bestehen lassen
kénnen, wenn er nach dieser Zeit 11000 DM einzahlt und
sich am Jahresende Uberziehungszinsen und Zinsen fiir das
durchschnittliche Guthaben gerade aufheben?

") Vergleiche FuBnote Seite 23
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23. Eine Aufgabe zur Zinseszinsrechnung

Philipp hat im Lotto gewonnen. Gemeinsam mit seinen Freunden
Uberlegt er, wie er das Geld am sinnvollsten verwenden soll.
20000 DM scheinen ihm ein gutes Anlagekapital zu sein.

Seine im Ort ansdssige Sparkasse gewéhrt bei frei verfiigbaren
Guthaben Jahreszinsen in Hhe von 3 %, bei jdhrlicher Kiindigung
in Héoi/he von 4,5 % und bei 2jdhriger Kiindigungsfrist in Hohe von
5,25 %.

a)

b)

c*)

d*)

Ermitteln Sie fiir jede der drei genannten Sparformen die Zin-
sen, welche Philipp im Verlauf von 10 Jahren erhdlt, wenn er

al) die Zinsen jedes Jahr abhebt,
a2) die Zinsen auf dem Konto l&Bt.

Ramona rét Philipp zum Kauf von Wertpapieren. Sie hatte von
Anleihen gelesen, die mit einem Nominalwert von 10000 DM
bei einem Zinssatz von 8,75 % und einer Laufzeit von 10 Jah-
ren ausgeschrieben waren. Die Zinsen werden bei Vorlage
des entsprechenden Kupons jahrlich ausgezahlt.

b1) Berechnen Sie die im Verlauf von 10 Jahren erzielten Zin-
sen, wenn Philipp zwei Anleihen zum Nominalwert kau-
fen kann.

b2*) Die Anleihe wird zum Zeitpunkt ihrer Auflage mit einem
Faktor von 1,095 gehandelt. Philipp will 2 Anleihen er-
werben und leiht sich das fehlende Geld mit einem Jah-
reszins von 6 %. Er will es von den Zinsen der Anleihe
zuriickzahlen. Die restlichen Zinsen will er frei verfiighar
sporeg. Wie groB ist sein Gewinn nach Ablauf der 10
Jahre

Horst macht einen ganz kiihnen Vorschlag. ,Du richtest mit
der Summe von 20000 DM ein Festgeldkonto ein. Da betra-
gen die Zinsen bis 7%. Vielleicht kann man den Vertrag so
abschlieBen, daB die Zinsen jdhrlich dem Festbetrag zuge-
schlagen werden, so daB er sich stéindig erhdht. Nach 40 Jah-
ren kiindigst du den Vertrag, da kannst du nach weiteren 5
Jahren iiber die ganze Summe verfiigen. Nun 148t du das
Konto frei verfiigbar weiterlaufen und hebst jéhrlich

c1) 10000 DM,

c2) 20000 DM

ab. Wie lange reicht das Geld 2" (Erst schitzen, dann rechnen!)

Wie hoch wére die Rate, welche aus dem Guthaben von c*)
j@hrlich zur Verfiigung steht, wenn das Geld. nach 25 Jahren
aufgebraucht sein soll?

25



Hinweise zu den Aufgaben

1.b) Durch die Schreibweise xy soll die Zifferndarstellung einer Zahl mit den
Ziffern x und y symbolisiert werden. Im dekadischen Positionssystem lautet ihre
Summendarstellung z = 10x -+ y.

2.d) Um eine einfache Beziehung fiir h zu finden, sollten Sie nicht nach h,
sondern nach 1/h auflésen.

Die Herleitung fiir q hat die Schwierigkeit *).

5.¢*) Betrachten Sie die Anstiegsdreiecke zweier zueinander senkrecht verlau-
fender Geraden. Leiten Sie hieraus eine Beziehung fiir die Betréige dieser bei-
den Anstiege ab! Was gilt fiir das Vorzeichen? Beachten Sie weiterhin, daB
Ihnen ein Punkt dieser Geraden bekannt ist.

5.e*) Ermitteln Sie den Radius des Umkreises. Die Beziehung, welche zwi-
schen dem Radius und dem Abstand von U zu einem beliebigen Punkt P (x,y)
innerhalb des Kreises gilt, ist die gesuchte Bedingung!

8.a2) Schreiben Sie an eine Achse des Koordinatensystems s, an die andere w.
Beide werden mit den Zahlen von 1 bis 6 bezeichnet. Tragen Sie dann ein
Netz von einander kreuzenden Koordinatenlinien ein!

8.¢1) Wéhlen Sie wiederum ein s,w-Koordinatensystem und zeichnen Sie ei-
nige der , b linien ein.

" Koordi

10.b) Uberlegen Sie, welche Bewegungsform vorliegt, da einerseits der vom
Schwimmer zuriickgelegte Weg zur Zeit proportional ist und andererseits die
Strémungsgeschwindigkeit mit der Uferentfernung wiichst.

10.d*) Teilen Sie die Zeit, die der Schwimmer zum Uberqueren benétigt, in
eine geniigend groBe Anzahl von Zeitintervallen ein. Ersetzen Sie dann die sich
stdndig &ndernde Geschwindigkeit fiir jedes dieser Teilintervalle durch eine
Geschwindigkeit, die Sie in di Intervall als konstant annehmen.

11.b) Wenn Sie die Parameter der Funktionsgleichung 11.1. ermitteln wollen,
so setzen Sie die Koordinaten der Punkte A, B und C nacheinander in diese
Gleichung ein.

Ein Parameter 1&Bt sich sofort bestimmen. Fiir die beiden anderen erhalten Sie
ein Gleichungssystem, das Sie leicht I6sen kénnen.

Im Fall 11.2. 1&Bt sich das entstehende Gleich unter A
Logarithmengesetze |5sen.

Im Fall 11.3. benutzen Sie die Beziehung

sin 3b = 3sin b — 4sin%b.

11.¢*) Schrittweise Reduktion der Anzahl der Variablen fiihrt auf die Gleichung
e¥b —2eb . 1=0, .

Zu deren LSsung die Substitution eb = z verwenden, 1. L3sung findet man durch
Probieren, danach Polynomendivision.

11.d) Berechnen Sie die Funktionswerte von f, g, h und k an weiteren Stellen,
z. B, firx=2 und x=4.

13.a) Es ist sinnvoll, die Achse des Stahldrahtes in ihrer Lénge als konstant
anzusehen und fiir die Rechnung den Zylinder zu betrachten, auf den diese
Achse scheinbar aufgewickelt wird. Berechnen Sie zundchst die Lénge einer
Wicklung.

13.b*) Um die Rohrldnge zu ermitteln, miissen Sie den unbelasteten Zustand
annehmen, fiir den Durch muB der belastete Zustand betrachtet werden.

nd der
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15.a) Die Grundrisse der Schnittgeraden entsprechender Dachfldchen, d. h.
der Kehllinien und Gratlinien, ergeben sich, wenn Sie in allen Fléchen zu einer
bestimmten Héhe die zugehérige Hohenlinie einzeichnen.

15.b* Beziiglich der Neigung siehe Hinweis zu Aufgabe 18. a).

17.a) Zur Berechnung der Geschwindigkeit von Schiffen dient die Einheit
1 Knoten mit 1 kn =1sm/1 h, '
Beachten Sie, daB beide Schiffe bis zum Zt treffen die gleiche Zeit be-
nétigen.

18.a) Es gilt S=(h/b) : 100 %, wobei h der Héhenunterschied und b die
Basisldnge (horizontale Projektion) im Anstiegsdreieck bedeuten.

18.¢1) Es gibt eine einfache Beziehung zwischen dem Anstiegswinkel o und
dem zum Ausrundungsbogen gehdrigen Zentriwinkel f. Begriinden Sie diese!
19.a) Wéhlen Sie den FuBpunkt des Lotes von P auf die x-Achse als Hilfs-
punkt P’. Betrachten Sie die beiden Dreiecke A OP'P und A KP'P!

19.¢*) Veranschaulichen Sie sich durch geeignete Skizzen, wie groB |DC| =c
sein muB, damit sich die Kurbel drehen kann, wobei die Schwinge mit der Kurbel
stets verbunden bleibt.

19.f*) Den Schwenkbereich erhdlt man, indem man die GréBen des Winkels
< ABC fiir die beiden Totlagen ermittelt.

21.a) Die Funktionsgleichung kann fiir verschiedene Teile des Intervalls aus
unterschiedlichen Termen bestehen.

Ausgewdhlte Lésungen -

2d) 1 1 (1 1 P i a
Trlety)  e=veE ==

3. a) p=8 1 2 3 4 ) 6 7 10

1 1 2 3 4 5 6 7 10

2 2 4 6 10 12 14 16 20

3 3 6 1 14 17 22 25 30

4 4 10 14 20 24 30 34 40

5 5 12 17 24 31 36 43 50

6 6 14 22 30 36 44 52 60

7 7 16 25 34 43 52 61 70

10 10 20 30 40 50 60 70 100

c) (1) 2543-7=25+4+21=46
c1) LLOOL + LLLLL = LLOOL + LOLOL = LOLLLO
c2) 1214313 =121+ 111 =232
c3) 31+3-7=31425=156
c4*) 1943-7=19+415=2E

4. a) V=ana} A,=14n02

b) Vi =ab?%, V,=aa% —Vi:Vo=b:a>1 -Vi>V,
Ap=2ab (b+a), Ap=27a (a4 b)
. —AntAp=b:a>1 —Ay>Ay,
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21. a) Das Bild von y = f(x) = x2 ist fiir alle x mit 0 < x < 1 ein nach oben ge-
offnetes Parabelstiick, das in P (1 ; 1) endet. Bei Drehung um P entsteht
eine geschlossene Kurve. Der zweite Teil besteht aus einem nach unten
geoffneten Parabelstiick mit dem Scheitel in S (2 ;2). Die Gleichung
gibt man am besten in der Scheitelpunktform zu y = — (x — 2)2+ 2 an.
Da S auf der Spiegelachse liegt, gilt diese Gleichung schlieBlich fiir
1 < x < 3. Der letzte Teil des ,Elements* hat die Gleichung y = (x — 4)2.
ZusammengefaBt erhélt man die Funktionsgleichung fiir das erste Ele-
ment:

x2 firo<x<1
y=elx)= —(x—2)242 fir1<x<3
(x — 4)2 fir3s<x<4



