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mathematik

50 Aufgaben und Lésungen

Vorwort

Um einen vielfach geduBerten Wunsch unserer Leser zu erfiillen und als einen Bei-
trag zur Erfilllung der MaBnahmen zur Verbesserung und weiteren Entwicklung des
Mathematikunterrichts in den allgemeinbildenden polytechnischen Oberschulen der
Deutschen Demokratischen Republik (BeschluB des Ministerrats der Deutschen
Demokratischen Republik vom 17. Dezember 1962) verdffentlichen wir im folgenden
eine Auswahl der Mathematikaufgaben, die in den Heften 4/1961 bis 2/1963 ent-
halten waren. Dieszn Aufgaben sind die versffentlichten und z.T. auch einige bis-
her nicht verdffentlichte Lésungen beigefiigt. Ferner enthdlt dieses Heft auch die
Aufgaben der |. bis IV. Internationalen Mathematischen Schiilerolympiaden.

Bei der Auswahl der Aufgaben bevorzugten wir diejenigen, die — nach der Zahl
der Einsendungen und nach geduBerten Lesermeinungen zu schlieBen — den gréB-
ten Anklang gefunden haben. Dabei wurden bewuBt auch einige Aufgaben mit
aufgenommen, die bereits in der Literatur zu finden sind. Die angegebenen Ein-
sender sind daher nicht in jedem Fall als die Urheber der Aufgabe anzusehen.

Aus methodischen Griinden wurde versucht, die Aufgaben nach gewissen Prinzi-
pien zu klassifizieren. Es konnte jedoch keine allseitig befriedigende Lésung ge-
funden werden, insbesondere deshalb, weil viele der Aufgaben mehrere Lésungs-
wege zulassen und deshalb in mehrere Aufgabenkategorien eingeordnet werden
miBten, aber auch deshalb, weil jede in Betracht gezogene Einteilung einige
logisch-systematische Mdngel aufwies. Um trotzdem eine gewisse Ubersichtlich-
keit zu wahren, haben wir dennoch nicht vollstandig auf ein Ordnungsptinzip ver-
zichtet; wir wissen, daB es unvollkommen ist, und biften deshalb um Nachsicht,
sind aber fiir Hinweise zur Verbesserung dankbar.

Allen Lesern wiinschen wir Freude bei der (erstmaligen oder wiederholten) Be-

schaftigung mit diesen Aufgaben und Erfolg bei ihrer mathematischen Weiter-
bildung! Die Redaktion

Mathematik in Wissenschaft und Fortschritt"

Unter der sténdigen Rubrik ,Unsere Mathe-
matikaufgabe” (seit Heft 3/1961) finden Sie in
jedem Heft drei Aufgaben und drei Lésungen
sowie von Lesern eingesandie Ldsungen und
eine Auswertung der Einsendungen. Richtige
Lésungen werden nach einem Punktsystem
pramiiert, in dem interessante mathematische
Biicher nach Auswahl erworben werden kén-
nen, Den Besitz samtlicher Aufgaben und L&-
sungen sowie die regelmaBige Teilnahme an
diesem Wettbewerb sichern Sie sich, wenn Sie
~Wissenschaft und Fortschritt" abonnieren. Be-
stellungen nehmen samtliche Postamter und
Buchhandlungen entgegen. Bezugspreis je
Heft 1,— DM.

In den letzten Jahren wurden in ,Wissenschaft

und Fortschritt” folgende mathematische The-
men behandelt:

Heft Artikel
3/1961 Mathematik tberall
. (Il. Internationale Schiilerolympiade)
4/1961 Mathematik einmal anders
5/1961 Das Wiirfelspiel und die Versuchs-
auswertung
6/1961 Eins, zwei, drei — viel
7/14961 Oberall Funktionen
7/1961 Joseph Louis I.ogi:onge (Biographie)

8/1961 Wie die Zahlen Geschrieben werden  11/1962 Von Algorithmen und algorithmi-
91961 Streck auf Zehntelmilli- . schen Prozessen
meter genau 1/5/6/1963 Diskussion Uber ein Lehrbuch
11962 Ergiebiger Inhalt »So geht es nichtl”
1/1962 Mathematik und Diagnostik 2/1963 Pythagoreische Zahlen
11962 Die Ill. Internationale 3/1963 Die Primzahlen und ihre Verteilung
Mathematikolympiade 1961 4/1963 Zahlen und Rechentechnik der alten
2/1962 So kurz wie mdglich Agypter
31962 Spiegelungen und der Begriff der  4/1963 Die A dung th tischer
Gruppe Methoden im Bauwesen
3/1962 Nicht nur Pfennig, Gramm, Se- 5/1963 Arithmetische Reihen — graphisch
kunde — ouch D-Mark, Tonne, summiert
Stunde! (Lineare Optimierung) 7/1963 Wozu braucht man Mathematik?
411962 Zirkel ersetzt Lineal 7/1963 Il. Olympiade der jungen Mathe-
5/1962 Verhinderte Grenzgénger matiker
6/1962 Weisheit der .Pharaonen 7/1963 Fiir die Besten (Aufgaben der
61962 Maschinelle Rechentechnik, | Il DDR-Olympiade)
7/1962 Néte einer Ameise 8/1963 Zuschnitt — ein mathematisches
, Problem
71962 Maschinelle Rechentechnik, |1
8/1962 Maschinelle Rech chnik, 11 In Vorbereitung: Artikel iber Nomographie,
8/1962 Mathematisch-physikalische Pro- Mengenlehre, Mathematik in der Ukonomie
bleme der Kybernetik u. a.
9/1962 Maschinelle Rechentechnik, IV Bestellungen auf Einzelhefte nimmt (solange
10/1962 Die Theorie der Spiele und ihre noch vorrdtig) entgegen: Verlag Junge Welt,
A

dung in der Ok Abteilung Absatz, Berlin W 8, Kronenstr. 30,31



I. ARITHMETIK, ALGEBRA

Aufgabe 1 ERICH SCHIFFNER, RoBleben

Als ,,magisches Quadrat’‘ bezeichnet man eine quadrati-
sche Anordnung von Zahlen, bei der die Summe aller in
einer Zeile bzw. Spalte (oft auch Diagonalen) stehenden
Zahlen konstant ist.

Manche magischen Quadrate sind zentralsymmetrisch,
d. h., die Summe je zweler zum Mittelpunkt des Quadrats
symmetrisch gelegener Zahlen ist konstant. Man beweise,
daB in diesem Fall zwei Zeilen bzw. Spalten, die zu einer
Mittellinie des Quadrats symmetrisch liegen, die gleiche
Quadratsumme ergeben.

Beispiele: .
4 9 2 16 3 2 13 11 24 7 20 3
3 57 510 11 8 4 12 25 8 16
8 1 6 9 6 7 12 17 5 13 21 9
4 15 14 1 10 18 1 14 22
23 6 19 2 15

1. Losung (Erich Schiffner):
- Es seien
a5 @33 ...;38;, und by; by; byi..us by

‘die beiden gewihlten Zeilen (bzw. Spalten). Dann gilt

aa+aa+a+...+a =5 1)
und

b, + by + by + ... + b, = s. 2)
Weiter ist

a,+b, =t

a,+ b,_, =t

a3+ by,=t 3)

a,+b, =t

b

oder

a =t—b,

az =t— by,

a =t—b,, (4)

a, =t— b,

Addiert man die Gleichungen (3), so ergibt sich wegen (1)
und (2)

s+s=n-t=2s. (5)
Quadriert man die Gleichungen (4), so folgt

a?=(t—b,)? =1t>—2th, + b2
2,2 = (t — by_,)* = t* — 2tb,, + b%_,
3 = (t — by_p)? = t* — 2tb, » + b_, ©

a2 = (t—b,))* =1t*—2th, + b’

und durch Addition erhilt man daraus

a4+ a2 + a2 + -+ + a}, '
=n-t2 — 2t(b, + by + by + --- + by)
+ by + bt 4 by 4 - + b2
= nt* — 2ts + b2 + b2 + bg® + --- + b}
=t(nt — 2s) 4+ b* + b,> + b2 + -+ + b;'!,-

Wegen (5) ist aber nt — 2s = 0, und damit ist die Be-
hauptung bewiesen.

2. L6sung (Reinhard Neumann):
Symbolische Darstellung des magischen Quadrates:

8533 3193 000 Aggs ee App

Qg1 @gg;y «oe Aaiy oo Aoy
i1 i2s +os Bjis +00 Ajp

By} Apss eee Angs oo Anp
n
Die Summe einer Zeile (bzw. Spalte) sei s: s = > a;p,.
m=1

Die Summe zweier symmetrisch zum Mittelpunkt lie-
gender Zahlen sei d: d = a;, + a(nt1—i)(nti—m)+

Es gilt auBerdem
nd = 3 (aim + an+1-1) (nt-1-m) = 25,
m

also nd=2s.
Es ist zu beweisen, daB

n n
Z Ay = Z An4-1—1) (n+1—m)
m=1 m=1

ist. Beweis:

n n
2 anti—iy(nt1-m) = D (d — aim)?
m=1 ‘ m=1

n
= Z (d2 - 2daim + a%m)
m=1
n no
= Zd(d - 2aim) + Za;m
m=1 m=1
n n ‘n .
—d| Sa-23 0]+ Satn
m=1 m=1 m=1
. n
=d(nd — 2s) + > ain
m=1
n
=d'o+Za'n-"m-

m=1
3. Lésung (Gerhard Franz):

Zwei Spalten (Zeilen), die zur Mittellinie symmetrisch
liegen, miissen nach Voraussetzung die folgende Form
haben:

Xy A—x,

Xo A— X,

Xn-1 A—x

Xq A—x



Die Quadratsumme der rechts stehenden Spalte ist

n

n
(A= xp)? = 3 (A — 2xpA + x3)
1 m=1

m=

n n
=n-A—2A3 x5+ > xn

m=1 m=1

ki o
= 3'x; + R.

m=1

Nun ist aber

’

n n
R=n-A—2A3x,=n-A—2A3 (A—xp,)

‘m=1 m=1

(wegen der Konstanz der Spaltensumme)

n n
=n-A—2n-AB+2A3 %, =—n-A+2A3x,

m=1 m=1
= —R.
Aus R = —Rfolgt R =0, d. h.

‘Z:“ (A - xm)s = Zﬂle‘;!n-

1 m=

Aufgabe 2 Dr. GERHARD HESSE, Dresden

Ein Quadrat ist in 3.3 = 9 quadratische Felder geteilt.
In diese 9 Felder sind 9 verschiedene Zahlen aus der
Folge 1; 2; 3; .. .; 30 so einzutragen, daB3 das Produkt aus
den drei Zahlen einer jeden Zeile und einer jeden Spalte
stets gleich 270 ist.

Lésung (Dr. Gerhard Hesse):

Es wird zunichst untersucht, welche von den Zahlen 1; 2;
3; ...; 30 fir die Lésung in Frage kommen. Zu diesem
Zweck wird das Produkt 270 in Primfaktoren zerlegt:

270=2-3.3.3-5=21.38.5¢L,

Die einzusetzenden Zahlen diirfen demnach nur die
Faktoren 2, 3, 32, 3% und 5 enthalten. Das sind die 10 Zahlen

2;3;5;6=12.3;9=3;10=2.5;15=3.5;
18=2.3%;27=3%;30=2.3.5

und auBerdem die Zahl 1. Von diesen 11 Zahlen miissen 2
ausgeschieden werden. Das Produkt aller 11 Zahlen ist
25 . 311. 51, wihrend das Produkt der 9 in das Quadrat ein-
zusetzenden Zahlen 270% = 28.3°.5% ergibt. Das Pro-
dukt aller 11 Zahlen enthilt also gegeniiber dem Produkt
der 9 Zahlen im Quadrat den Faktor 22.32.5 = 180
zuviel. Das Produkt der beiden auszuscheidenden Zahlen
ist demnach 180. Es sind zwei Fille mdglich:

180 = 6-30 = 10.18.

Nunmehr priifen wir, welche Anordnungsméglichkeiten
fiir die Primfaktoren bestehen. Da jeder der Primfaktoren
2, 3 und 5 in jeder Zeile und in jeder Spalte in derselben
Anzahl auftreten muB, wenn die Bedingungen der Aufgabe
erfiillt'sein sollen, sind folgende Anordnungen méglich:

)} 1)) )] 1v) V) Vi)
x x . . X x x
x x x. cox X x
x x X x. x x

Die einzelnen Anordnungen kdénnen ineinander iber-
gefiihrt werden

a) durch Vertauschung von Spalten,
b) durch Vertauschung von Zeilen;

z.B. wird Il in IV durch Vertauschen der 1. und der
2. Spalte oder durch Vertauschen der 1. und der 3. Zeile
iibergefiihrt. Wegen dieser Gleichwertigkeit der An-
ordnungen ist es gleichgiiltig, in welches Feld man die 1
einsetzt. Nimmt man das linke obere Feld, so entfallen
fir das Einsetzen der iibrigen Faktoren die Schemata |
und Il. Da fiir die Aufteilung der 5 Primfaktoren 2, 3, 3, 3, 5
nur 4 Schemata (lll bis VI) zur Verfiigung stehen, faBt man
2 Faktoren zusammen: 3 - 3 = 9. Man verteiltalso 2, 3, 5, 9.
Dabei muB man beachten, daB die Faktoren 5 und 9 so
verteilt werden miissen, daB sie nicht in einem gemein-
samen Feld zusammentreffen; denn das Produkt 5 - 9 = 45
liegt auBerhalb der zugelassenen Zahlen. Also setzen wir
die Zahlen 5 und 9 nach Schema Il und VI (oder IV und V)
ein:
1509

59 Teillésung x)
9 5;

nunmehr sind noch die Faktoren 2 und 3 nach Schema IV
und V einzusetzen. Man erhilt:

1 5.2 9.3 1 10 27
5.3 9 2 oder 15 9 2
9.2 3 5 18 3 5.

Die Zahlen 6 und 30 kommen nicht vor. Die Zahlen 10
und 18 auszulassen ist nicht méglich. Versucht man nimlich
in die Teillésung x) die 2 einzusetzen, so stoBt sie auf jeden
Fall an einer Stelle auf eine 5 oder eine 9, was 10 oder 18
ergeben wiirde, also gerade die Zahl, die man nicht in das
Schema einordnen will.

Zum SchluB soll untersucht werden, wieviel verschiedene
Anordnungen der Zahlen aus der oben gefundenen Lésung
durch Vertauschen der Zeilen oder der Spalten entstehen.
Im folgenden Schema

1 12 13
21 22 23 xx)
31 32 33

bedeutet die erste Ziffer jeder Zahl die Zeilennummer
und die zweite die Spaltennummer. 3 Elemente, hier die
Zahlen 1, 2, 3, kann man in 6 verschiedenen Anordnungen
(Permutationen) niederschreiben:

1,23 1,3,2; 2,1,3; 2,31 3,1,2; 3,2,1.

Diese Vertauschungen kann man sowohl mit den Zeilen-
nummern als auch mit den Spaltennummern durch-
filhren. Man findet so 6.6 = 36 verschiedene Umstel-
lungen des Schemas xx). Als Beispiel fiihren wir fiir die
Zeilennummern die Permutation 2, 1, 3 und fiir die
Spaltennummern 3, 1, 2 durch; wir erhalten damit das

. Schema (1).

Vertauscht man in diesern Sinn die Zahlen unserer Ldsung,
so erhilt man eine zweite von den 36 Lésungen (Schema 2).

23 21 22 2 15 9
13 11 12 (1) 27 1 10 @
33 31 32. 5 18 3.

£



Weitere 36 neue Anordnungen, welche die gestellten
Bedingungen erfiillen, erhilt man, indem man in jeder der
bisher gefundenen 36 Lésungen die Zeilen und die Spalten
miteinander vertauscht, also die 1., 2., 3. Zeile zur 1., 2.,
3. Spalte macht und umgekehrt, Dadurch entsteht z. B.
aus der zuerst gefundenen Lésung

die neue Lésung

1 10 27 1 15 18
15 9 2 10 9 3
18 3 5 27 2 2.

Diese Losungen hitte man bei Aufstellung des Schemas
erhalten, wenn man am Anfang die Zahlen 5 und 9 nicht
nach Schema lil und 1V, sondern nach Schema V und VI
eingesetzt hitte.

Es gibt demnach 72 verschiedene Anordnungen als Lésung
der gestellten Aufgabe.

Aufgabe 3 KLAUS MULLER, Arnstadt

Auf einer Feier stoBt jeder Anwesende mit jedem anderen
an; die Gliser erklingen 120mal. Als es zum Tanzen geht,
sagt jemand: ,,Wenn jeder Herr mit jeder Dame tanzt,
so kénnen wir insgesamt 60 verschiedene Paare bilden."
Wieviel Damen und wieviel Herren waren anwesend? Die
Herren waren in der Uberzahl.

1. Lésung (Klaus Miiller):

Zunichst ermitteln wir die Gesamtzahl n der Anwesenden.
Dazu stellen wir die folgende Uberlegung an: Jede der
anwesenden Personen sté8t mit (n — 1) anderen Personen

an. Das wiren n - (n — 1) ,,AnstdBe’‘; dabei ist aber jedes-

AnstoBen doppelt gezihlt: einmal z. B. als AnstoBen der
Person A mit der Person B, zum anderen als AnstoBen der
Person B mit der Person A. Die Gliser erklingen daher
Len-(n—1)mal

Nun ist Len-(n—1)=120
und mithin n?2 — n — 240 = 0.

Die Lésungen dieser quadratischen Gleichungen sind

n, =16 und n, = —15.

Die Losung n, = —15 scheidet als unbrauchbar aus, da
eine negative Anzahl von Personen sinnlos ist. Es sind also
16 Personen anwesend.

Es seien nun d Damen und h Herren anwesend. Dann gilt

d+ h=16. ™
Tanzt jeder Herr mit jeder Dame, so kénnen

h.d=60 2
Paare gebildet werden.

Aus (1) und (2) folgt nun nach entsprechender Rechnung
wieder eine quadratische Gleichung:

h* — 16h + 60 = 0.

Die Lésungen sind  h, =10 und h, = 6.

d=26 und d, = 10.

Aus (1) folgt dann
L]

Da mehr Herren als Damen anwesend sind, scheidet die
Lésung h, = 6, d, =10 aus. Es sind also zehn Herren
und sechs Damen anwesend.

2. L6ésung (B. Vetters):

(Teillésung unter Vermeidung des Lésungsverfahrens fiir
Gleichungen zweiten Grades)

Die Zahl der anwesenden Personen kann auch ohne
Losung einer Gleichung zweiten Grades ermittelt werden.
Die Gleichung

z(z — 1) = 240

bedeutet, daB das Produkt zweier benachbarter ganzer
Zahlen gleich 240 ist. Man bilde also alle méglichen Pro-
dukte aus ganzen Zahlen, die den Wert 240 haben: 2 - 120,
3.80, 4-60, 5- 48, 6 - 40 usw., wobei man feststellt, daB
sich die Differenz der Werte der beiden Faktoren immer
mehr der Null nihert. SchlieBlich kommt man zu dem
Paar, dessen Differenz gleich 1 ist, nimlich zu 15.16 = 240.
Also ist z = 16.

Man kann an den Gedanken zwei weitere Uberlegungen
anschlieBen:

1. Esist nicht notwendig, daB man alle Produkte mit dem
Wert 240 ausprobiert. Aus der Gleichung erkennt man,
daB der Wert fiir z nur wenig von ]/240 differieren
kann. Er muB also in der Nhe von 15 liegen.

2. Das Verfahren 14Bt sich — etwas abgewandelt — auch
auf den zwejten Teil der Aufgabe anwenden. Hier gilt

x(16 — x) = 60 und x>16 — x.
Die Ungleichung fiihrt auf
2x > 16 oder x> 8.

Also kommen fiir die Lésung nur die folgenden Werte
in Frage:

x =10, 16 — x =6,
x =12, 16 — x = 4,
_x=15. 16 —x=1.

Die rechte Spalte ermdglicht sofort die Auswahl von
x =10, 16 — x = y = 6 als einzige Losung.

T

3.Ldsung (J. Schell):

(Hilfsmittel: Kombinatorik)

Da jeder mit jedem anstoBen soll, ist die Anzahl der
Kombinationen von je 2 aus der unbekannten Personen-
zahl x zu ermitteln.

n
Aus n Elementen kann man k Elemente auf (k) verschie-

dene Weisen auswihlen. Es ist also

X x-(x—1)
(2) =120 oder 4 = 120,
also
x? — x = 240.
Daraus folgt x, = 416, x, = —15.



Die Anzah| der anwesenden Personen ist 16, da x, = — 15
als negative Losung keinen Sinn ergibt und daher als
unbrauchbar auszuscheiden ist.

Nun sollen 60 Tanzpaare gebildet werden. Es seien
x Herren (und demnach 16 — x Damen) anwesend, und
esist x > 16 — x.

16
16 Personen kann man auf (2 verschiedene Weisen zu

Paaren gruppieren. Von dieser Zahl ist aber sowohl die"

Zahl der nur aus Herren bestehenden Paare als auch die
Zahl der nur aus Damen bestehenden Paare zu ‘sub-

16 —
trahieren. Die erste ist (;), die zweite ( 9 x). Also gilt

(16) _ (x) _ (16—x) — 60,
2 2 2

1615 x(x—1)  (16—x)(15—x _
1.2 1.2 1.2 -

60,

x2—16x + 60=0.
Die Lésung dieser Gleichung ist

x, = 10, X, = 6.

Wegen x > 16 — x scheidet der Wert x, = 6 als un-
brauchbar aus.

Daraus folgt, daB 10 Herren und 16 — 10 = 6 Damen
anwesend sind.

Aufgabe 4 K.-J. PANZKE, Dresden

Der kleine Zeiger der Uhr wird wahrend eines Umlaufs
mehrmals vom groBen Zeiger iiberrundet.

a) Es sind die Winkel zu Berechnen. die beide Zeiger
beim Uberrunden mit der Zeigerstellung um O bilden.

b) Es ist die Gleichung anzugeben, aus der man die Zeit
(in min) errechnen kann, die der groBBe Zeiger von einer
beliebigen vollen Stunde bis zum Erreichen des kleinen
Zeigers benétigt.

Losung (K.-J. Panzke):

a) Die Winkel, die die Zeiger mit der Zeigerstellung um
Oh bilden, sind Funktionen der Zeit. Wir bezeichnen mit

o den Winkel des kleinen Zeigers mit der Ob-Stellung,

o, den Winkel des groBen Zeigers mit der O2-Stellung,

360°

W = o = 30°/h die Winkelgeschwindigkeit des
kleinen Zeigers,
360° R . . L

wy = T 360°/h die Winkelgeschwindigkeit des

groBen Zeigers,
t die Zeit (in h).
Dann gelten die Gieichungen

Xp = Wy t (1)
und
N @

Wenn beide Zeiger sich decken, ist
op = &y, — n - 360° (3)

mit n=0; 1; 2;... (ganzzahlige Umliufe des groBen
Zeigers werden subtrahiert!).

Aus (1), (2) und (3) ergibt sich
wp -t = w,-t—n-360°
oder — nach t aufgeldst —

n-360° n.360° 12
t= = = —nh. 4
oy —wn B30T 1" @

Setzt man (4) in (1) ein, so erhilt man fiir x;, den Winkel
&n» bei dem sich beide Zeiger decken:

X LN
12 360n°
A,_.,,=30/h-ﬁnh——“ . (5)

b) Wir bezeichnen mit A t die Zeitdifferenz zwischen dem
Uberrunden und der vorausgegangenen vollen Stunde,

-also

At=t—nh.

Wegen (4) ergibt sich daraus

(12 1
t=[—n— = —nh.
A (11n n)h 11n

Mit 1 h = 60 min erhalt man schlieBlich

60
At = 1—1nmin. )

Aus den beiden Gleichungen (5) und (6) kann man eine
Tabelle fir n=0;1;2;...11, oy, und At zusammen-
stellen.

Aufgabe 5 KLAUS MULLER, Arnstadt

Drei Damen, alle unter 50 Jahre alt, treffen sich zur Ge-
burtstagsfeier der jiingsten. ,,Ich habe ein seltsames Alter
erreicht'’, sagt das Geburtstagskind, ,,ich bin 54 mal soalt
wie meine Tochter und 11mal so alt wie mein Sohn. Wenn
mein Sohn so alt sein wird, wie meine Tochter jetzt ist,
dann werde ich émal so alt sein wie er und 4mal so alt wie
meine Tochter." ,,Merkwiirdig", erwiderte die zweite,
,»mit mir und meinen zwei Kindern steht es ebenso!*
»Das ist doch aber ein Zufall!" sagte die dritte nach
einigem Nachdenken, ,,die gleiche Rechnung stimmt bei
mir und meinen zwei Kindern! Und dabei sind wir drei
Frauen doch verschieden alt!*

Wie alt sind die Miitter und ihre Kinder?

Losung (Klaus Miiller):

Es scheint sich um ein diophantisches Problem zu handeln.
Die Losungen sind aber im vorliegenden Fall durch eine
einfache Uberlegung zu finden:

Da die Miitter 11mal so alt sind wie ihre jiingsten Kinder,
kommen bei ganzzahligen Altersangaben nur durch 11
teilbare Zahlen fiir das Alter der Miitter in Frage, also die
Zahlen 11; 22; 33; 44; 55; 66; 77; 88; 99. Die Zahl 11
und die Zahlen 55; 66; 77; 88; 99 kann man sofort als
unbrauchbar ausschlieBen. Da die drei Mitter unter-
schiedlich alt sind, kommt nur die Lésung



1. Mutter 22 Jahre alt,
2. Mutter 33 Jahre alt,
3. Mutter 44 Jahre alt

in Betracht. Man priift leicht nach, daB diese Zahlen auch
die iibrigen Bedingungen erfiillen. Aus ihnen errechnet
man das Alter der Kinder.

Alter der Mutter 22 3
Alter des ilteren Kindes 4
2

Alter des jiingeren Kindes

w oW
:.\oog

Aufgabe 6 JOACHIM NOACK, Dresden

Jorg kann ,,zaubern‘‘.

Gestern kam Jorg mit einer Sensation in die Schule; er
konne mathematisch zaubern! Wir waren natiirlich alle
sehr gespannt, wie er das wohl fertigbringen wolle, und
gleich in der ersten Pause muBte er mit der Zauberei
beginnen.

Nachdem er mit dem Gesicht zur Wand gestellt worden
war, damit er ja nicht sihe, was ich schrieb, forderte er
mich auf, eine dreistellige Zahl zu wihlen, deren Ziffer
in der Hunderterstelle um 2 hoher sein miisse als die
Einerstelle; die Zehnerstelle kénne eine beliebige Zahl
sein.

Ich schrieb 51 3 und sollte nun die Zahl,,umgedreht*
daruntersetzen 315 und von der ersten abziehen,

der Differenz 1 9 8 (die Jérg nicht kannte!)

12 hinzuzihlen

und die Summe~21‘0_ : 70 teilen;

der Quotient 3 muBlte mit 12 multipliziert werden, was 36
ergab. Jetzt glinzte J6rg noch mit dem neuesten Wissen,
das wir seit der letzten Mathematikstunde hatten, und
verlangte, aus dem Produkt die Quadratwurzel zu ziehen:

Y36 = 6.

Damit war das Kunststiick zu Ende, und er verkiindete,
daB wir 6 erhalten hitten.

Unser Erstaunen war groB! Er wurde bestiirmt zu sagen,
wie er das mache, und er mochte vor allem noch einmal
seine Kunst unter Beweis stellen, was er auch gern tat.
Mir lieB die Sache den ganzen Tag keine Ruhe, und am
Nachmittag setzte ich mich hin und griibelte so lange, bis
ich die mathematische GesetzmiBigkeit entdeckt und
algebraisch bewiesen hatte, die Jérg dieses ,,Rechenkunst-
stiick'* erméoglichte.

Wie muB man das wohl anstellen?

Unsere Aufgabe lautet also:

Man schreibe eine beliebige dreistellige Zahl, deren
Hunderterstelle um zwei groBer ist als die Einerstelle. Von
ihr subtrahiere man die Zahl, die man erhilt, wenn man
in der urspriinglichen Zahl die Reihenfolge der Ziffern
umkehrt. Zum Ergebnis addiere man 12; der Reihe nach
sind dann mit den jeweiligen Ergebnissen folgende
weitere Rechenoperationen auszufiihren:

1. Division durch 70; 2. Multiplikation mit 12; 3. man
ziehe die Wurzel! Das Ergebnis ist 6.

1. Wie ist es méglich, daB bei einer beliebigen Zahl als
AusgangsgroBe das Ergebnis der Rechenoperationen
vorausgesagt werden kann?

2. Ist eine allgemeine Lésung mdglich, bei der die Hun-

derterstelle um n groBer ist als die Einerstelle? (n = 1; 2;°
3;...9)

1. Lésung (Joachim Noack):

1. Ist a’= 100x + 10y + z die beliebige dreistellige Zahl,
so gilt nach der in der Aufgabe gestellten Bedingung
x =2z + 2, also

a=100(z+2) + 10y 4z =100z 4 200 + 10y + z.

Fiir die Zahl mit vertauschter Ziffernfolge gilt dann

b=100z 4 10y +x=100z + 10y + z+ 2.
Subtrahiert man b von a, so folgt
a= 100z + 200 + 10y + z +
b =100z +10y+z+2 | —
a— b= 200 —2

= 198.

Man sieht, daB durch die Subtraktion die Ziffern der Zahl a
samtlich aus der Rechnung herausfallen und das Ergebnis
unabhingig von der Wahl der Zahl a den Wert 198 ergibt.
Die weiteren Rechnungen dienen nur zur Verschleierung
dieses Sachverhalts.

2. Allgemein gilt, wennx =z +nmitn=1;2;3;...;9
ist,
a=100z 4+ 100n 4 10y + z I+
b=100z +10y+2z4+n| —
a—b= 100n —n
= 99n.

Das Ergebnis 99n schlieBt natiirlich den speziellen Fall 1
(n=12; 99n = 198) ein. Auf dieser Grundlage liBt sich
ein mathematisches ,,Zauberkunststiick* ohne groBe
Gedichtnisleistung aufbauen.

2. L8ésung (Ernst Hennig):

Die Einerziffer sei x, die Zehnerziffer y; die Hunderter-
ziffer ist dann x + n mitn =1, 2, 3... (9 — x). Die Zahl
heiBt damit

100 (x + n) + 10y + x,

die Zahl mit umgekehrter Ziffernfolge
100x 4+ 10y + (x + n).

Die Differenz der beiden Zahlen ist
D =100n — n = 99n.

Diese Differenz hat also einen konstanten, von der Ziffern-
wahl unabhingigen Wert 99 n, der nur von dem Betrag n
abhingt.

Von hier ab kann J6rg zwei Wege wihlen. Der einfachere
ist folgender:

1. Jorg 1dBt zu der von ihm nicht genannten Differenz die
Zahl 10 + n addieren (also 11, 12, 13...). Es ergibt sich
99n + 10 + n = 100n 4+ 10 =10 (10n 4 1); das ergibt
110, 210, 310. . . Diese Zahl laBt er durch 10n + 1 teilen,
d. h. durch 11, 21, 31 ... Das Ergebnis ist immer 10!



2. Etwas schwieriger fiir den ,,mathematischen Zauber-
kiinstler ist der zweite Weg, der die volle Verallgemei-
nerung des Zahlenspiels darstellt (sie hat aber nur fiir
n = 2 einen Sinn).

1. Forderung: Zu der Differenz D die Zahl 100 (n — 2) +
10 (n — 1) + naddieren (also 012,123, 234, . . .). Ergebnis:
210 (n — 1).

2. Forderung: Das Ergebnis durch 70 dividieren! Resultat:
3(n—1),d. h.3,6,9,...

3. Forderung: Das letzte Resultémit 12(n — 1) multi-
plizieren! Es entsteht die Zahl 36 (n — 1)2.

4. Forderung: Aus dem letzten Ergebnis ist noch die

Quadratwurzel zu ziehen! SchluBergebnis: 6(n — 1),
d.h.6,12,18...
Aufgabe 7 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Auf einer 22,5km langen StraBenbahnstrecke sollen
wihrend der Zeit von 8 bis 161 die Wagenziige in beiden
Richtungen in 10-min-Folge verkehren. Die ersten Ziige
dieser Betriebszeit verlassen 8t die beiden Endhalte-
stellen. lhre Durchschnittsgeschwindigkeit (einschlieBlich
der Haltzeiten) betrigt 18 km/h. Das Fahrpersonal soll
an den Endhaltestellen eine Pause von mindestens 10 und
hochstens 20 min haben.

a) Wann verliBt der erste von Endhaltestelle A abfahrende
Wagenzug diese Endhaltestelle zum zweitenmal?

b) Wieviel Wagenziige miissen auf dieser Strecke in der
Betriebszeit von 8" bis 161 eingesetzt werden? Dabei
sollen Ziige, die aus dem Berufsverkehr vor 8" noch
auf der Strecke sind und aussetzen, sowie Ziige, die fiir
den 16t beginnenden Berufsverkehr bereits vorher zu-
sitzlich auf die Strecke gehen, nicht mitgerechnet
werden.

c) In welchen Zeitabstinden begegnen sich die Wagen-
ziige?
1. Lésung (Johannes Riedel):

a) Aus der Formel s = v -t (in der mit s der Weg, mit v
die Geschwindigkeit und mit t die Zeit bezeichnet
wird) folgt

t=—.

v

In unserem Fall sind s = 22,5 km und v = 18 km/h.
Also gilt

Abb. 1

22,5
t=——h=125h=1h 15 min.
28 15 min

Der erste Wagenzug ist demnach 9h15m an der End-
haltestelle B. Wegen der vorgeschriebenen Pause
verliBt er diese 9230m. Da fiir die Riickfahrt gleiche
Bedingungen gelten, tritt er von Endhaltestelle A aus
seine zweite Fahl:t 112 00m an,

b) Der erste von A abfahrende Wagenzug beginnt die
Riickfahrt von B aus 90 min nach seiner Abfahrt. In
dieser Zeit sind sowohl von A aus als auch von B aus
je neun Ziige auf die Strecke gegangen, insgesamt also
18 Ziige.

Die Zeitabstinde betragen 5 min. Das Ergebnis kann
man aus mehreren Uberlegungen erhalten, z. B. aus
folgender: Wir betrachten die Begegnungen eines
Wagenzuges a, der von A nach B fiihrt, mit zwei auf-
einanderfolgenden Wagenziigen b, und b,, die von B
nach A fahren. Im Zeitpunkt der Begegnung von a
und b, befindet sich b, in einem Fahrabstand von
10 min vom Treffpunkt von a und b,. Da a und b, die
gleiche Geschwindigkeit haben, muB3 jeder dieser beiden
Wagenziige bis zu ihrem Treffpunkt die Hilfte der
Strecke zuriicklegen, die diesem Fahrabstand ent-
spricht. Dazu sind aber 5 min erforderlich.

C

~

2. Losung (Walter Rulff):

Graphische Lésung: Wir stellen die Fahrt der StraBen-
bahnziige in einem rechtwinkligen Zeit-Weg-Diagramm
(graphischer Fahrplan — Abb.1) dar. Aus der Angabe
der Geschwindigkeit v = 18 km/h folgt, daB sich jeder
Wagenzug eine Stunde nach Abfahrt in der Entfernung
18 km vom Abfahrtsort befindet. Damit sind die Weg-
Zeit-Kurven festgelegt (wenigstens niherungsweise, da
die Haltezeiten und Schwankungen der Geschwindigkeit
unberiicksichtigt bleiben). Aus dem Diagramm kann man
die Ergebnisse unmittelbar ablesen.

Aufgabe 8 WALTER RULFF, Coswig

Auf einer Eisenbahnstrecke begegnen sich ein D-Zug und
ein Schnelltriebwagen. Der D-Zug hat eine Linge ven
I3 = 260 m und eine Geschwindigkeit von v; = 90 km h-1,
der Schnelltriebwagen ist /; = 30 m lang und hat eine
Geschwindigkeit von v, = 144 km h-1.

Wie lange dauert fiir einen Reisenden im D-Zug die Vor-
beifahrt des Triebwagens und fiir einen Reisenden im Trieb-
wagen die Vorbeifahrt des D-Zuges?

L1 B L B K B

1030 1400 1130 4200



Lésung (Walter Rulff):

Es ist
vg= 90kmh-! =25 ms, Ig = 260 m
vy = 144 kmh-! = 40 m s}, ly= 30m.

Man findet die Lésung durch die folgende Uberlegung:
Wenn der D-Zug sich nicht bewegte, der Triebwagen
aber die Geschwindigkeit v, = v, 4+ v4 hitte (oder um-
gekehrt), so wire die Relativgeschwindigkeit von D-Zug
und Schnelltriebwagen zueinander dieselbe. Es muf} also,
wenn mit t; und t; die entsprechenden Zeiten bezeichnet
werden, gelten

(Va+ve) ta=1I, und (va+v)-tg=1,

also
Iy 30 )
t, = =—s=—s5~05
T vg+v, 65 MRET N s
und
Ig 260
t; = =—s=u6bs.
d Vg + v, 65 s s

Die Zeit t, fiir die Vorbeifahrt des Schnelltriebwagens am
Reisenden im D-Zug betrigt also

t;,~05s

.und die Zeit t; fiir die Vorbeifahrt des D-Zuges am Rei-
senden im Triebwagen ist

td=4s.

Aufgabe; ERICH SCHIFFNER, RoBleben

Eine Gesellschaft von 12 Personen wollte nach einem
20 km entfernten Ort gelangen. lhr stand jedoch nur eine
Taxe zur Verfiigung, die auBer dem Fahrer drei Personen
beférdern kann. Man arbeitete einen ,,Transportplan®
aus, der garantierte, daB bei gleichzeitigem Aufbruch aller
Personen auch alle gleichzeitig am Ziel anlangten. Dabei
wurde eine Durchschnittsgeschwindigkeit der Taxe von
65 km/h und der FuBginger von 5 km/h vorausgesetzt.

Wie sah der ,, Transportplan‘* aus?

Lésung (Erich Schiffner):

Wenn alle Personen die Strecke in der gleichen Zeit
zuriicklegen sollen, miissen sie die gleiche Durchschnitts-
geschwindigkeit haben. Das wird dadurch erreicht, daf
jeder von ihnen gleich weit zu FuB geht und gleich weit
fihrt. Demnach mufB3 die Taxe, um jede Person ein Stiick
des Weges zu beférdern, vier Mal in Richtung des Ziels
und dreimal zuriickfahren. Es bieten sich nun zwei
Lésungswege an:

a) Berechnung

Es sei x die Strecke, die jede Person in der Taxe zuriick-
legt, und y die Riickfahrstrecke. Dann gilt

hx — 3y = 20. )

Wihrend der Zeit, in der die Taxe einmal hin- und
zuriickfihrt, legt ein FuBginger die Strecke x — y zuriick.
In der gleichen Zeit zuriickgelegte Wege verhalten sich
aber wie die Geschwindigkeiten. Also gilt

x+y):(x—y)=65:5=13:1,

Man hat damit ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten
gefunden; die Lésungen sind

x =14 und y=12. .

Das heiBt, daB die Taxe 14 km in Richtung des Ziels fihrt
und 12 km zuriick. Zu FuB sind also 6 km zu gehen. Man
rechnet ferner leicht aus, daB die Gesellschaft etwa 1 h
25 min benétigt, um an das Zlel zu gelangen.

b) Graphische Lésung

Man legt zunichst ein Weg-

Zeit-Koordinatensystem mit

zweckmiBig geteilten Achsen

[” " fest (vgl. Abb.2). Am Ab-
gangspunkt A starten gleich-

/ zeitig drei FuBgangergrup-

pen und das Taxi; die Zeit-

Weg-Kurven sind Geraden

durch den Nullpunkt mit den

. < o . 0w

. 1 1
Anstiegen 5 bzw. = Nach

einer zunichst beliebig ge-
wihlten Fahrstrecke (z. B.
nach 10 km) verlassen die
Taxifalrer das Taxi und ge-
hen zu FuB weiter (neue

1
Gerade mit dem Anstieg ?).

wihrend das Taxi zu den
iibrigen FuBgingern zuriick-
fihrt (Gerade mit dem An-

1
stieg —ZS). Dies wieder-

holt sich, bis alle Personen
wieder  beisammen  sind
(Abb. 3).

Man erkennt, daB damit zwar
alle Personen gleichzeitig
am Ziel ankommen, daB aber
die Kapazitit des Taxi noch
nicht voll ausgenutzt wird.
Das ist dann der Fall, wenn
die letzte Fahrt des Taxis am
Ziel endet. Um dies zu er-
reichen, vergroflert man das
Parallelogramm ABZC in-Ab-
bildung 2 so, daB alle Strek-
kenverhiltnisse gleich blei-
ben und Punkt Z am Ziel
liegt. Am einfachsten ge-
schieht dies, indem.man die
Dilagonale AZ uber Z hinaus
bis zum Schnitt mit der
Ordinate am Zielpunkt ver-
lingert. Dieser Schnittpunkt
ist der gesuchte Eckpunkt und gibt die Ankunftszeit an.
Alle Strecken werden nun entsprechend gedehnt (Abb. 4).

Aufgabe 10 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Das Passagierflugzeug IL 14 P der Deutschen. Lufthansa
wiegt einschlieBlich voller Nutzlast etwa 18000 kp. Es
benétigt beim Start vom Beginn des Rollens bis zum Ab-
heben vom Boden ungefihr 30s und hat im Augenblick des
Abhebens eine Geschwindigkeit von rd. 160 km/h.



Bei den folgenden Berechnungen werde von der Reibung
und vom Luftwiderstand abgesehen und die Bewegung
des Flugzeugs als gleichférmig beschleunigt betrachtet.

a) Wie groB ist die Durchschnittsgeschwindigkeit beim
Rollen?

b) Wie groB ist die Rollstrecke?
c) Wie groB ist die Beschleunigung des Flugzeugs?

d) Welche Kraft ist notwendig, um diese Beschleunigung
hervorzurufen?

e) Welche Arbeit wird von den beiden Motoren wihrend
des Rollens fiir die Beschleunigung vollbracht?

f) Welche Leistung (in PS) muB jeder der beiden Motoren
dazu abgeben?

Losung (Johannes Riedel):

a) Wir bezeichnen mit v, die Anfangsgeschwindigkeit,
mit v, die Endgeschwindigkeit und mit v4 die Durch-
schnittsgeschwindigkeit des Flugzeugs beim Rollen.
Ferner sei | die Rollstrecke und t die benétigte Zeit.

Es gilt

Vo + v
Wegen v, = 0km/h =0m/s, v, ~ 160 km/h ~ 44,4 m/s
ergibt sich

bbb
Vg = - m/s = 22,2 mfs.

b) Fiir die Rollstrecke [ gilt
2
I=vd-t=22.2m/s~305=666mw?km\.
c) Fiir die Beschleunigung b gilt

Ve — Vg

b bbb m[s

e = Vo _ FHA TS _ 4 48 mst.
t 30s m/s

d) Nach dem Grundgesetz der Dynamik berechnet sich
die fiir die Beschleunigung b einer Masse m erforderliche
Kraft P aus

P=m-.b.

Fiir die Masse m gilt m = -

G
P
wenn G das Gewicht und g ~ 9,81 m/s? die Fallbeschleuni-
gung sind. Also erhilt man fiir die Kraft P

_G-b _18000kp - 1,48 m/s?

pP=_"""+=
g 9,81 m/s®

~ 2720 kp.

e) Die Arbeit A ist das Produkt aus Kraft und Weg (ge-
nauer: aus in Richtung des Weges wirkender Kraft-
komponente):

A=P.|=2720kp - 666 m ~ 1810000 mkp.

f) Die Leistung N ist der Quotient aus Arbeit Aund Zeit t:

_’:_ _ 1810000 mkp 40000 mkpys.

N =
30s

Da 75 mkp/s = 1 PS ist, ergibt sich daraus
N = 800 PS.

Fiir jeden der beiden Motoren bedeuten das 400 PS.

11. DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN

Aufgabe 11 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Es sind alle vierziffrigen Zahlen zu ermitteln, die folgende
Eigenschaften haben:

1. Die Summe aus der ersten und der zweiten Stelle ist
gleich dem Quadrat der ersten Stelle.

2. Die Differenz aus der zweiten und der dritten Stelle ist
gleich der ersten Stelle.

3. Die Summe aus der dritten und der vierten Stelle ist
gleich der zweiten Stelle.

Wie kann man diese Zahlen aligemein darstellen?

Lésung (Johannes Riedel):

Die Aufgabe enthilt vier unbekannte Zahlen, nimlich die
vier Stellen der gesuchten vierstelligen Zahlen. Wir be-
zeichnen die erste Stelle mit x, die zweite mit y, die dritte
mit z und die vierte mit u.

Aus den drei Bedingungen lassen sich drei Gleichungen
aufstellen:

1) x+y=x® (1. Bedingung),
2 y—z=x (2. Bedingung),
@) z4+u=y (3. Bedingung).

Da mehr Unbekannte auftreten als Gleichungen vor-
handen sind, hat das Gleichungssystem unendlich viele
Lésungen, deren Anzahl jedoch durch die Aufgaben-
stellung stark eingeschrinkt wird: Die Lésungen x, y, z
und u sind Stellen einer vierziffrigen Zahl, also miissen sie
eine der ganzen Zahlen zwischen 0 und 9 (beide Werte
einschlieBlich) sein.

Es gilt also:

0<x,v,2,u <9, x,z uganzzahlig.

Ein solches Problem heit nach dem griechischen Mathe-
matiker DIOPHANT, der um 250 u. Z. lebte und als erster
solche Aufgaben untersuchte, ein diophantisches Problem.

Zur Lésung formen wir zunichst die Gleichung (1) um:

(1a) y=x®—x,
(1b) y=x(x—1).

An der Gleichung (1b) erkennt man, daB fiir x nur die vier
Werte x, =0, x, = 1, X3 = 2, x, = 3 in Frage kommen;
denn wollte man x; = 4 setzen, so ergibesichy = x(x—1)
= 12, ein Wert, der grdBer als 9 ist. Entsprechendes gilt
fiir alle x-Werte, die gréBer als 4 sind.

Aus der Gleichung (1b) erhdlt man auch die zugehérigen
y-Werte:

ri=x06—-10=0.0—-1)=
Ye=X(x, — 1) =1-(1-0) =
Ys=X(xs — 1) =2-(2—1)

Ya— X —1)=3-3—-2) =

0
0,
2
6



Lést man nun die Gleichung (2) nach z auf, so kann man
daraus die zugehorigen z-Werte ermitteln:
(2a) z =y —x,
zy=y,—x,=0-0=0,
Z,=y— X, =0—1=—1,
Zy=Y,— X, =2—2=0,
Zy=y; —x;=6—-3=3.
Man sieht, daB x, = 1, y, = 0 als Mdglichkeit ausscheiden,
da diese Werte ein negatives z zur Folge haben, was im
Widerspruch zur Bedingung 0 < x, y, z, u <9 steht.

SchlieBlich 16st man die Gleichung (3) nach v auf und erhilt
daraus die u-Werte:

Ba) v =y —2z,
=y =z =0-—

Damit hat man die drei Lésungen 0000 (wenn man dies als
vierziffrige Zahl gelten lassen will), 2202 und 3633 ge-
funden. Um diese Zahlen durch einen allgemeinen Aus-
druck darzustellen, schreibt man sie zunichst in der Form

1000x 4+ 100y + 10z 4+ u.
Setzt man nun u = y — z (3a), so ergibt sich

1000x + 100y + 10z 4+ y — z
= 1000x + 101y 4 9z.

Durch Verwendung von (2a) ergibt sich daraus
1000x + 101y + 9(y — x) = 991 x + 110y.

Schliellich ersetzt man y = x* — x (1a), so daB man
991x + 110(x* — x) = 881x + 110x®

erhilt. Dieser Ausdruck liefert fiir x = 2 die Zahl 2202
und fiir x =3 die Zahl 3633, die die gestellten Be-
dingungen erfiillen. DaB es keine weiteren Zahlen mit den
geforderten Eigenschaften geben kann, folgt aus dem
Losungsweg, bei dem alle Moglichkeiten ausgeschopft
wurden.

Aufgabe 12 JOHANNES RIEDEL, Berlin
Ein Schiiler kiirzt den Bruch :Ti fialschlicherweise, indem

er in Zihler und Nenner je die Ziffer 6 streicht. Er erhilt

1
damit das richtige Ergebnis e

Es ist festzustellen, fiir welche Briiche mit zweiziffrigem
Zihler und zweiziffrigem Nenner dieses fehlerhafte
Verfahren ebenfalls zum richtigen Ergebnis fiihrt.

Loésung (Johannes Riedel):

Bedingung fiir die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist,
dafB die letzte Stelle des Zihlers mit der ersten Stelle des
Nenners iibereinstimmt. Man kann daher die Briiche
allgemein in folgender Form schreiben:

10x + y

10y + z°

10

Streicht man im Zihler die letzte und im Nenner die

X
erste Stelle, so erhilt man daraus den Bruch 7

Beide Briiche sollen einander gleich sein:

10x+y x

10y + z z’

Dies ist eine Gleichung in drei Unbekannten, fiir die nur
ganzzahlige Lésungen zwischen 1 und 9 (beide Werte
einschlieBlich) in Frage kommen. Es handelt sich also
um ein diophantisches Problem. Zur Losung geht man
folgendermaBlen vor: Man faBt die Gleichung als Pro-
portion auf und formt sie zur Produktgleichung um:

(10x 4+ y) -z = (10y + 2) - x,
9xz = (10x — z) - y.

Die linke Seite der Gleichungist durch 9 teilbar, also mu3
auch die rechte Seite durch 9 teilbar sein. Das ist sicher
dann der Fall, wenn entweder y oder 10x — z durch 9
teilbar sind, ferner dann, wenn y und 10x — z beide
durch 3 teilbar sind. Damit kommen aber fiir y zunédchst die
Werte 3; 6; 9 in Frage; den Fall, daB 10x — z durch 9

teilbar ist, behandeln wir anschlieBend. _
[}

Aus y =3,
folgt 9xz = (10x — z) - 3,
3xz =10x — z,
3xz 4+ z =10x,
z(3x + 1) = 10x,
10x
= 3x +1
s = 106
3+ 1

Diese Gleichung liefert nur fiir x = 3 ein ganzzahliges z:
33 .
z = 3. Es wire demnach3~3 mit x=3, y=3, Z=13_

ein Bruch, der der gestellten Bedingung geniigt. Wir
wollen aber Fille mit x = y = z als trivial ansehen und
nur solche Losungen gelten lassen, fiir die mindestens
x %y oder y 4= z gilt. (Man kann zeigen, daB aus x =y
zwangsliufig y == z folgt, und umgekehrt folgt aus
y % z auch x = y).
Setzt man y=26,

9xz = (10x — z) - 6,

3xz=(10x — z)-2,
3xz + 2z = 20x,

z(3x + 2) = 20x,

so ergibt sich

Fiir x = 1 erhilt man daraus z = 4, fiir x = 2 ergibt sich
z = 5. Weitere ganzzahlige Lésungen hat diese Gleichung



nicht. (Die Lésung x = 6,z = 6scheidetwegenx =y = z
als trivial aus.) Man hat also zwei Lésungen

16 1 .
iy mitx; =1,y, =62z, =4
und
26 2
_— = i =& Ya= 0 "=5
il mit x, = 2, y, = 6, z,
ermittelt.
Aus y=29
erhilt man
9xz = (10x — z) - 9,
xz=10x — z,
xz + z =10x,
Z(X + 1) = 10x,
10x
zZ= ’
x +1
s 10
= T
14+ —
x

Man erkennt, daB3 diese Gleichung ebenfalls zwei Lésungen
liefert: Fiir x = 1 ergibt sich z = 5, und fiir x = 4 folgt
z = 8 (die ,,L6sung* x = 9, z = 9 ist trivial!).
Tatsichlich erfiillen die Briiche

19 1 )

BT mltx,‘=1.y3=9,za=5-
und

49 i

B=F mit x;, = 4,7y, =9, 2z, =8

die gestellte Forderung.
Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, daB 10x — z
durch 9 teilbar ist. Fiir 10x — z kommen dann nur die
Werte

9:18; 27; 36; 45; 54; 63;72; 81
in Frage; man sieht, daB3 in jedem Fall x = z ist. Aus der
Gleichung 9xz = (10x — z) -y
folgt damit x=y.

Man erhilt demnach nur triviale Lésungen mit x = y = z.
Es gibt also insgesamt vier Briiche mit der geforderten
Eigenschaft:

16 1 26 2

-
o

1 49 4

55 98 8’

-4 & 5°

0

Aufgabe 13 KLAUS MULLER, Arnstadt

Elli und Gerda erhalten das gleiche Monatsgehalt. ,,Als
ich noch mein Anfingergehalt bekam, wurden mir einmal
13 Geldscheine ausgezahlt, und zwar doppelt soviel
50-DM-Scheine wie 1-DM-Scheine, dazu noch einige
10-DM-Scheine; heute kann ich dasselbe sagen*, erklart
Elli. Da erwidert Gerda: ,,Ich bekam 5mal soviel 20-DM-
Scheine wie 1-DM-Scheine, dazu noch 5-DM-Scheine, im
ganzen doppelt so viele wie du. Wenn ich erst iiber
400 DM verdienen werde, spare ich doppelt soviel wie
jetze."

Wieviel Gehalt wurde jeder gezahlt, und wieviel Scheine
jeder Sorte erhielten sie?

Lésung (Klaus Miiller):

Wir bezeichnen die unbekannten Anzahlen folgender-
malen:

Anzahl der Fiinfzig-DM-Scheine,
Anzahl der Zwanzig-DM-Scheine,
Anzahl der Zehn-DM-Scheine,
Anzahl der Fiinf-DM-Scheine,
Anzahl der Eine-DM-Scheine.

< €& NX< X

Dann gelten auf Grund der Angaben von Elli und Gerda
folgende Gleichungen:

x + z 4+ v=13, 1)
X — 2v= 0, (2)
Yy + u4 v=26, 3)
y — 5v= 0. (4)

Es handelt sich also um ein Gleichungssystem von vier
Gleichungen mit fiinf Unbekannten; da die Lésungen
Anzahlen darstellen, kommen fiir sie nur positive ganze
Zahlen in Frage (diophantisches Problem).

Aus der Gleichung (4) erkennt man, daB y durch 5 teilbar
ist. Damit kommen vier Lésungen in Betracht:

1.y= 5 mitv=1,u=20,x=2, z=10;
2.y=10 mitv=2,u=14,x=4,z= 7,
3.y=15 mi£v=3,u= 8, x=6z= 4;
4 y=20 mitv=4,u= 2,x=8,z= 1.

Werte y = 25 kommen nicht in Frage, da sonst andere der
gesuchten Werte negativ werden.
Damit ergeben sich zunichst folgende.vier Méglichkeiten:

Elli Gerda

1. 2.50,00DM=100,00DM 5-20,00DM = 100,00 DM
10-10,00DM = 100,00DM  20- 5,00 DM = 100,00 DM

1. 1,00DM= 1,00DM 1. 1,00DM= 1,00DM
201,00DM 201,00DM

2. 4.50,00DM = 200,00DM 10-20,00 DM = 200,00 DM
7.10,00DM= 70,00DM 14. 500DM= 70,00DM

2. 1,00DM= 2,00DM 2. 1,00DM= 2,00DM
272,00DM 272,00DM

3. 6.50,00DM=300,00DM 15.-20,00 DM = 300,00 DM
4.10,00DM= 40,00DM 8. 5,00DM= 40,00DM

3. 1,00DM= 3,00DM 3. 1,00DM= 3,00DM
343,00 DM 343,00 DM

4 8.50,00DM = 400,00DM 20-20,00 DM = 400,00 DM
1.10,00DM= 10,00DM 2. 500DM= 10,00DM

4 1,00DM= 4,00DM 4. 1,00DM= 4,00DM
414,00DM 414,00DM

Aus den weiteren Angaben von Gerda und Elli I4Bt sich
nun folgendes schlieBen:

a) Mindestens die Lésung 1 scheidet aus, da Elli als An-
fingerin (bei niedrigerem Gehalt als heute!) eine
gleiche Verteilung der Scheine erhielt.

b) Die Losung 4 scheidet aus, da Gerda nicht iber
400,00 DM verdient.

"



c) Es verbleiben daher die Lésungen 2 und 3 als Méglich-
keiten. Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit kann
man aus Gerdas Bemerkung vermuten, daB sie bereits
iiber 300,00 DM verdient (Lésung 3); jedoch ist dieser
SchluB nicht zwingend. Die Aufgabe ist also nicht
eindeutig I8sbar.

Aufgabe 14 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Eine Tiiréffnung von 90 cm Breite soll mit Brettern zu-
genagelt werden. Zur Verfiigung stehen Bretter passender
Linge von 8 cm, 10 cm und 12 cm Breite.

Welche Mdglichkeiten gibt es, wenn kein Brett der Linge
nach durchgesigt werden soll?

L6ésung (Johannes Riedel):

Bezeichnet man mit x die Anzahl der Bretter v6n 8cm
Breite, mit y die von 10 cm und mit z die von 12 cm Breite,
so gilt

8x + 10y 4+ 12z = 90

oder — wenn man beide Seiten der Gleichung durch 2
dividiert —

4x + 5y 4+ 6z = 45.

Es handelt sich also um eine Gleichung mit drei Unbe-
kannten. Eine solche Gleichung hat zunichst unendlich
viele Lésungen. Die Anzahl der Lésungen wird aber durch
die Bedingungen der Aufgabe stark eingeschrinkt:

1. Es sind nur positive Lésungen méglich, da eine negative
Anzahl von Brettern sinnlos ist. Das heiflt, es muB
gelten

0<4x =45 O0=5y<45 0<bz< 45,
also

0< x=11}, 0

IIA
IA

9, 0

IIA
A

y z 6.

2. Es sind nur ganzzahlige Lésungen méglich, da kein
Brett der Linge nach durchgesigt werden soll.

Man I6st dieses diophantische Problem folgendermafBen:
Aus
4x 4+ S5y + 6z = 45

folgt durch Subtraktion von 5y auf beiden Seiten der
Gleichung

bx 4+ 6z = 45 — 5y.

Die linke Seite der Gleichung ist durch 2 teilbar, also muB3
auch die rechte Seite durch 2 teilbar sein. Da 45 eine un-
gerad® Zahl ist, muB auch 5y und damit auch y eine un-
gerade Zahl sein. Wegen der Bedingungen 1 ergeben sich
damit fiinf Méglichkeiten fiir y:
Y=1. Y=3: Y=5. Y=7- y=9'

Setzt man djese fiinf Werte der Reihe nach in die Gleichung
ein, so erhidlt man fiinf Gleichungen, die jede nur noch

zwei Unbekannte enthalten:

1.y=1: 2. y=3:
bx + 6z =45 -5, 4x 4+ 6z = 45 — 15,
4x + 6z = 40, 4x + 6z = 30,
2x + 3z = 20; 2x + 3z = 15;
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3.y=35: b y=17:
bx + 6z = 45 — 25, 4x 4+ 6z = 45 — 35,
bx + 6z = 20, 4bx + 6z =10,
2x + 3z =10; 2x + 3z = 5;
5.y=9: 4x+ 6z =45 — 45,
4bx + 6z= 0,
2x 4 3z = 0.

Diese fiinf Gleichungen behandelt man auf dieselbe Weise
weiter. Dabei sieht man aber im Fall 5 (y = 9) sofort, daB
x =0 und z = 0 folgt, d. h.,, eine Mdglichkeit besteht
darin, die Tiiré6ffnung mit neun Brettern der Breite
10 cm auszufiillen. Es ist also
=0, y,=9, z;,=0.

Im Fall1 (y = 1) folgt aus 2x + 3z = 20, daB 2x = 20 — 3z
ist. Da 2x durch 2 teilbar ist, muB auch 20 — 3z und damit
auch z durch 2 teilbar sein. Mithin gelten fiir z folgende
vier Mdglichkeiten:

z,=0, z,=2, z, =4, z;=6

(fir z =8 wiirde folgen x <0 im Widerspruch zur

Bedingung 1); fiir x erhilt man daraus:
x, =10, x3=17,

x, =4, x;=1.

In den Fillen 2, 3 und 4 geht man entsprechend vor:

2. y=3: 2x+3z=15 2x=15-3z.
Die Unbekannte z muf3 ungerade sein:
z,=1,2,=3, z3=5
(z = 7 bedeutet x < 0!); daraus ergibt sich
X, =6, x;=3, x,=0.
3. y=5: 2x+3z=10, 2x=10— 3z.
Die Unbekannte z muB3 gerade sein:
z, =0, z,,=2(z= 4 bedeutet x < 0!);
fiir x erhilt man
Xy =5, X, =2.
4, y=7. 2x+3z=5, 2x=35—3z.
Die Unbekannte z muB3 ungerade sein:
z,, = 1 (z = 3 bedeutet x < 0!);
xy=1.

Damit hat man insgesamt elf Losungen des Problems
gefunden. Aus dem Ldsungsweg geht auBBerdem hervor,
daB es keine weiteren Lésungen geben kann.

Die elf Lésungen sind

x, = 0, i =9 z, =0,
x, =10, y. =1, z, =0,
X, = 7, ya =1, z, =2,
x, = A&, Y. =1, z, =4,
x; = 1, ys =1, z, =6,
xg = 6, Yo =3, z, =1,
x;, = 3, y, =3, z, =3,
x3s = 0, ys =3, z; =35,
Xy = 5, Yo =5, z, =0,
Xp= 2, Yio =3, Zip = 2,
xy =1, yu=7 z;=1.



lil. ZAHLENFOLGEN

Aufgabe 15 - DIETER SOCHER, Potsdam

Fiinf Hausfrauen wollen Schrippen kaufen. Als der Bicker
die vorritigen gezihlt hatte, erlaubt er sich einen Scherz:
»Wenn jede von lhnen die Hilfte der jeweils vorhandenen
Schrippen und eine halbe dazu kauft, bleibt keine iibrig!*
Wieviel Schrippen hatte der Bicker, ung wieviel hitten
nach diesem Vorschlag die einzelnen Kundinnen erhalten?

Losung (Dieter Socher):

Es sei x, die Anzahl der Schrippen, die vorhanden sind,
ehe die n-te Kundin gekauft hat. Die n-te Kundin erhilt
dann

Xp 1=x,,+1

=777 2

Schrippen. Die Differenz x,, — y, ist die Anzahl Schrippen,
die nach dem Kauf der n-ten Kundin, also vor dem Kauf
der (n 4 1)ten Kiuferin vorhanden sind:

xn+1  x—1
2 2

Xp+1 = Xp — Yn = Xy

Da nach der fiinften Kiuferin keine Schrippen mehr vor-
handen sind, gilt x, =0, also

I =0,
2
2
mithinx; =1 und y, = 7= 1.
Weiter folgt:
x, —1 4
o= k=3 p=y=
x; — 1 8
32——- 3, X, = 17, Y:l—?= 4;
x, — 1 16
= = 7, s = 13, . = — = 8
2 X Y2 2
x, —1 32
_IT=15, x, = 31, Yx—?=16.

Es waren also anfangs 31 Schrippen vorhanden. Dic erste
Kundin erhilt 16, die zweite 8, die dritte 4, die vierte 2
und die fiinfte 1 Schrippe.’,,Halbe‘ Schrippen tauchen im
Ergebnis nicht auf!

Aufgabe 16 JOHANNES RIEDEL, Berlin

In einem Konstruktionsbiiro sollen die Konstruktions-
unterlagen fiir die Spezialanfertigung einer Laboratoriums-
zentrifuge ausgearbeitet werden. Zwischen Antriebs-
motor und Zentrifuge wird ein Stufengetriebe ein-
gebaut, das folgenden Anforderungen geniigen soll:

1. Die erste Stufe ist Direktkupplung der Zentrifuge
an den Motor, der eine Drehzahl a, = 6400 min—! hat.

2. Das Getriebe soll insgesamt fiinf verschiedene Dreh-
zahlen ermdglichen.

3. Die Drehzahl a, soll 75% der Drehzahl a, betragen,
ebenso die Drehzahl a; 75% von a, und so fort.

Das Getriebe erhilt den in.der Abb. 5 schematisch dar-
gestellten Aufbau.

a) Es ist die Folge a,, a,, a,, a,, a; der Drehzahlen auf-
zustellen.

b) Welche Ubersetzungen miissen die Riderpaare (3, 4),
(5, 6), (7, 8) erhalten, wenn das Riderpaar (1, 2) im
Verhiltnis 1: 1 iibersetzt?

c) Wie groB miissen die Radien der Rider 1, 2, 3,4, 5, 6,
7, 8 gewihlt werden? Der Abstand der Vorgelegewelle
von der Antriebs- beziehungsweise Abtriebswelle
betrigt 175 mm (von Wellenmitte zu Wellenmitte ge-

messen).
al 1]q3 gl 8 |v o1l (3 o _el|s [v a
T T
2] o s V)7 2 la s|'y
I T
51 52
ol 43 6/ [8 [6 ol 9,3 sl 8 |v
| |
2l lo 5] 7 2] l& 51 |7 a = Antrieb
I T | ] ‘b = Abtrieb
S = Schaltstellung
sS4 ss
Abb. 5

Lésung (Johannes Riedel)

a) Es ist a, = 6400 min-! (Direktgang) die erste Stufe
(Bedingung 1). Da75% = 0,75 = 2 ist, ergeben sich die
folgenden Stufen durch Multiplikation der jeweils vorher-

gehenden Stufe mit

a, = 6400 -min-! = 6400 min-!;
a,=a,: % = 6400 min-! - Z = 4800 min-1;
a; = a,- } = a, 136 = 6400 min-1. 136 = 3600 min-!;
a, = ay- % =a, z = 6400 min—! 277‘ = 2700 min—';
2 =3 % —a. ;‘51’3 — 6400 min‘1-2—8512 = 2025 min-1.

Eine solche Folge, bei der jedes folgende Glied aus dem
vorhergehenden durch Multiplikation mit ein und dem-
selben Faktor errechnet wird (oder, was dasselbe besagt,
bei der der Quotient aus zwei aufeinanderfolgenden
Gliedern konstant ist), hei3t eine geometrische Folge.

b) Bei der Schaltstellung 2 sind die Riderpaare (1; 2)
und (5; 6) in Eingriff. Wird mit a, die Drehzahl der Vor-
gelegewelle bezeichnet, so gilt

13



wenn mit U(1; 2) das Ubersetzungsverhiltnis des Rider-
paares (1; 2) bezeichnet wird. Damit folgt

2 UG 6) = 4:3.

Das Riderpaar (5; 6) muB also im Verhiltnis U(5; 6) = 4:3
iibersetzen.

Bei der Schaltstellung 3 sind die Riderpaare (1; 2) und
(7; 8) in Eingriff. Analog erhilt man

=16:9, -

ag a, a, 3600 9
also U(7; 8) = 16:9.

Bei Schaltstellung 4 greifen die Riderpaare (3; 4) und
(5; 6) ineinander. Daher gilt

a, a, a, 6400 64

—_—=m— = = — = 64: 27.
a, a, a, 2700 27

Nun ist
.. 4
UG8 =43 =,
a, 3
also gilt
a, _a 4 64
a, a, 3 27

3 16
Daraus ergibt sich -:l = U@ 4) = 5 =16:9.

r

Die Schaltstellung 5 liefert die Probe: Es sind die Rider-
paare (3; 4) und (7; 8) in Eingriff, also muB} gelten

i i oA, 6400 256
0@:4)-00:8) = =200 = 57+

. 16 . 16
Tatsichlich ist U(3; 4) = 0 und U(7; 8) = 9’ also

U 3 16 16 _ 256
0@ 4)-00:8) =5 o =5

c) Die Umfinge eines Riderpaares stehen zueinander im
umgekehrten Verhiltnis der Ubersetzung. Gilt beispiels-
weise fiir das Riderpaar (3; 4) das Ubersetzungsverhiltnis

" 16
U@S; 4) = 3 so gilt (mit U; wird der Umfang, mit r;
der Radius des Rades k bezeichnet):

16 2ar, 16 o 16
9 23, 9 o, 9

SIS

Ferner gilt ry + ry = 175 mm.

Es liegt also ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten
vor:
r,. 16

P

rg+ ry =175 mm.

L&st man es auf, so erhilt man

ry = 63 mm, ry =112 mm.

14

Analog ergibt sich

r, = 87,5 mm, ry,= 87,5mm,

r; =75 mm, rg =100 mm,

r, =63 mm, rg=112 mm.

Aufgabe 17 THEODOR KASPER, MeiBlen

11 1 1 1

Die Zahlenfolgen (s,) = T: rk —5; Z; —5--; ...und
0o 1 2 3 4 L
(t)) = TRt g haben die Bildungsgesetze
1 -1
s, =— und t, = ! .
n n

Welches Bildungsgesetz hat die aus beiden zusammen-
gesetzte Folge

1 0 1 1 1 2
(W) =335 5

17122 3

-

5

H e |
6

. 4 .
TS g
(Anmerkung: Oft wird angegeben: Es ist u,, = t, und
Uyy_y = S,. Das ist nicht die gewiinschte Losung. Gesucht
wird vielmehr ein einheitliches Bildungsgesetz u,, das fiir
n=1;2;3;...die Glieder der zusammengesetzten Folge
ergibt.)

1. L6sung (Theodor Kasper):

Die Nennerfolge (N,)=1;1; 2; 2; 3; 3; 4; 4; ... gehtaus
der natiirlichen Zahlenfolge (n) =1;2;3;4;5;6;7;8;...
hervor, wenn man zu dieser die Folge (3,) = 1;0;1;0;...
gliedweise addiert und die Glieder der Summenfolge
halbiert:

(Ny) = (‘5 [n + a)).

Wie lautet aber das allgemeine Glied der Folge (a,)? Eine
Folge, deren Glieder nur zwei Werte annehmen kénnen,
ist die Folge

(ba) = ([—11"Y) = +1; =1, +1;—=1; +1; —1;..

zu ihr braucht man nur die Folge (¢,) = 1:1;1;...= (1)
gliedweise zu addieren und die Summenfolge gliedweise
zu halbieren. Es folgt dann

(au) = (lz[bn + C,,]) = ('é{[_"]"_l + 1})

Damit wird das gesuchte aligemeine Glied der Nenner-
folge
(Ny) = (SIn + 4 {({(=1)" + 1}]).

In der Zihlerfolge (Z,) ist Z, = 1, wenn n ungerade ist.
Subtrahiert man 1 von jedem Glied dieser Folge, so geht
sie in die Folge

(Z, —1)=10;—1;0;0;0;1;0;2;0;3;0;4;0;...

iiber..Wir fassen nun die Glieder dieser Folge als Produkte
aus den Gliedern einer noch zu bestimmenden Folge (c,)
und den entsprechenden Gliedern der Folge (b,) = 0; 1;

0;1;0;1;...auf; fir (b,) gilt offenbar b, = {[1 + (—1)].

Dann ist

(Z, — 1) = (cuby).



Von der Folge (c,) interessieren nur die Glieder mit
geradem Index, da die iibrigen Glieder durch die Multi-
plikation annulliert werden, falls sie endlich sind [was wir
von den Gliedern der Folge (c,) fordern miissen]. Wegen
b, = 1 fiir gerades n muf}

fiir n=2;4;6;8;10;12;...

gelten ¢, = —1;0;1;2; 3; 4;...

: . . " n .
Addiert man zu c, jeweils 2, so erhilt man 7 ; es istalso

c,,=%-—2.

Man erkennt, daB c, auch fiir ungerades n endlich bleibt.
Damit wird

n 1
m—n=qf4];n+enﬁ
also
(Z) =00+ =401+ (=1)D.

Aus Z, und N,, erhdlt man schlieBlich u,:

Zy _1+025(n—4) (1 + (=1)")

u,,=N
n

0.5[n + 0,5((—1)"~* + 1)]

_n+ (-4 (=1
T 20414 (- DY

Probe: Setzt man einmal n = 2m — 1. dann n = 2m, so
ergeben sich die trivialen allgemeinen Glieder der Teil-
folgen, aus denen die Folge (u,) zusammengesetzt ist, und
zwar

m—1

1
— und
m

2. Lésung (Hans-Joachim Pollok):

Methodisch ist es am zweckmiBigsten, die Bildungsgesetze
der Zihlerfolge und der Nennerfolge von (u,) gesondert
aufzustellen. Es werde mit der Nennerfolge begonnen:

(3) =1:1:2;2;3;3; 45 4;. ..
Die geradzahligen Glieder folgen dem Bildungsgesetz

() = —;— Da die vorangehenden ungeradzahligen Glieder

wertmifBig den folgenden geradzahligen Gliedern gleichen,
muB eine Funktion von n gefunden werden, deren Betrag,

zZu —;— addiert, den folgenden Bedingungen geniigt: Ist n

gerade, so ist der Funktionswert gleich Null; ist n un-
gerade, so ist der Funktionswert gleich + 4. Auf Grund
dieses periodischen Verhaltens liegt es nahe, sich beim
Aufbau der Funktion einer trigonometrischen Funktion
zu bedienen. Nun ist '

d,) = (sin "7’)
na
2
N

=+4+1;0; —1;0; +1;0; —1;0;.. .,
)= +1;0;4+1;0; +1;0; +1;0; ...,

@) = (sin'2

1 1 B 1 1 1
Sdi)=|5sint ) =4 0+ 0,4+ ;05 ...
(2d,,) (zsm ) +20+20+2

- 1, n 1 n=a
Damit ist (a,,)=(c,,+—2—d,;)=(?+?sm- —2-)
Die Zihlerfolge lautet

(ba) =1:0:15131:2;1;3;1; 45,

Die ungeradzahligen Glieder sind alle gleich 1, die
geradzahligen durchlaufen — die Zahl Null mit ein-
geschlossen — die Folge der natiirlichen Zahlen. Es
mufB also eine Funktion von n gefunden werden, deren
Betrag, zu 1 addiert, den folgenden Bedingungen geniigt:
Ist n geradzahlig, so ist der Funktionswert in der Weise
von n linear abhingig, daB er die Folge der ganzen Zahlen
— bei der Zahl —1 beginnend — durchliuft, ist n un-
geradzahlig, so ist der Funktionswert gleich Null. Nun
ist

(ea) =(cosn2'1)=0: —1;0; +1;0; —1;0; +1; 0;...
n

(e3) =(cosﬁ—z'—v)=0;+1;0;+1;0;+1;0;+1;0;...,

1 . 1 Lnm
[? (n— 4) e“] = [2 (n — 4) cos 27]
=0; —1; 0; 0;0;1;0;2;0;3;05...

und damit
1 nx
(by) = (1 + 5 (n — 4) cos® 9 )

Das Bildungsgesetz der zusammengesetzten Folge lautet
mithin

1 4+ 0,5(n — 4) cos? ";-'

Uy =—= n—+°—?=;’.___
2 ,9 SIn '27

3. L6ésung (Hans-Joachim Pollok):

Die Uberlegungen hierzu decken sich im wesentlichen
mit denen der 2. Lésung. Die Periodizitit der Funktionen
sin x und cos x werden ebenfalls benutzt, dariiber hinaus
aber auch das periodische Verhalten der Funktion i".
Damit‘kann man das Bildungsgesetz abwandeln in

14 0,5(n — 4) i" cos ";

u, =

% + 0,5i"1sin 12‘—[

4. Lésung (Hans-Joachim Pollok):

Aus der Ldsung 3 1aBt sich mit Hilfe der Eulerschen Iden-
titit e'f = cos x 4+ isin x eine weitere Ldsung ent-
wickeln. Aus der Eulerschen Identitit folgt

eiz + e-ir

cos x = —

eit — g-iz _':,

2i

sin x =

Durch Einsetzen in die entsprechenden Ausdriicke des
allgemeinen Gliedes u, ergibt sich:

in ina inw in

nx e 4e 2 . na e —e ®
oS ~—=_—— ——  sin . -= e,

2 2 2 2i
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thd

"= el"?«'l’ -1 = 1_ e 2 ,
1
. n: 1 .
i cosn_; = _;_ ("7 +1), i*Lsin T—! - — _2_(em:: —1),

A+ (=& + )
" 2n — (el — 1)

5.Lésung (Jiirgen Berndt):

In der Folge (u,) bilden die s, das 1., 3., 5., ... Glied, die
t, das 2., 4., 6., ... Glied. Demzufolge ergibt sich fiir (u,)
unter Einfiihrung der mod-Funktion:

n—

2 [(n — 1) mod 2]
n

() = o (1mod 2) +

(dabei bedeutet n mod a den Rest, den n beim Teilen
durch a laBt).

6. Lésung (F. Gotze):.

Wir fiihren die Funktion ,,gréBtes Ganzes einer reellen
Zahl* ein und driicken dies durch eine eckige Klammer
aus; zum Beispiel ist

5 11
[7] =2, [3] =3, [1,999]=1.

Mit dieser Symbolik ergibt sich fiir den Nenner der Folge .

(up) die Darstellung

n+1
T

]. n=1;2;3;...

Beriicksichtigt man noch, daB fiir die geraden n jedes ein-
zelne Glied der Folge (u,) einen um 1 kleineren Zihler
hat als der Nenner und daB fiir ungerade n der Zihler
stets den Wert 1 besitzt, so liBt sich das Bildungsgesetz
wie folgt angeben:

14 (=1 ([n+1 1— (=1
e

Uy = n+1
]

Durch eine einfache Umformung erhilt man

L e R %
ne 2 n+1]"°
s

Aufgabe 18

THEODOR KASPER, Meif3en

Wie lautet das Bildungsgesetz (das aligemeine Glied) der
Zahlenfolge

(va) =0;2;2;3;5;5;6;8;8;9;11;11...2
1. Lésung (Theodor Kasper):

Vermindert man in der Folge (v,) das 2., 5., 8., ... Glied
um 1, so geht sie in die Folge

(ws) =0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;...

16

iber. Deren'Bildungsgesetz ist leicht erkennbar:
w,=n—1,

Zur Folge (w,) muB man die Folge
(a) = 0,1;0;0;1;0;0;1;0;0;1;0; ...

gliedweise addieren, wenn man die Folge (v,) erhalten
will:

(vn) = (wn + a,).

Das Bildungsgesetz fiir (a,) muB fiir n = 1; 2; 3 dieselben
Werte ergeben wie fiir n = 4; 5; 6 oder fiirn = 7; 8; 9;
usw. Man kann eine solche Folge ,,zyklisch** (oder ,,pe-
riodisch*) nennen und sie entsprechend darstellen

(Abb. 6).
Abb. 6 n=1;4;7;...
/E\
( \
n=2;5;8; \'\j n=3;6;9;

Es liegt nahe, fiir das Bildungsgesetz von (a,) trigono-
metrische Funktionen zu verwenden. In der Tat ist

2;
(b,) = (cos ;”’) = —05; —05; +1; — 0,5;
—05; +1;...
Ersetzt man darin n durch n + 1, so folgt

27(n + 1))

() = (cos 3

= —-0,5; +1; —0,5; —0,5; +1; —0,5;..,
05+4c¢,)=0; 4+1,5;0;0; +1,5;0;0;...

und
2
—3—(0,5+c,,) =0;4+1;0;0; +1;0;0;...=(a,).
Damit sind wir am Ziel:
2
(Vn) = (W” + a;) = (Wn + ? (0,5 + Cn))-

va) = (n -1+ %[o,s + cos L"a_—”—])

22(n + 1)
v,,=n———? os 3

2. Lésung (Ulrich Richter):

Fiir das Bildungsgesetz der Zahlenfolge (v,) = 0; 2; 2; 3;

5;5;6;8;8;9;11; 11; ... lassen sich beliebig viele all-

gemeine Glieder finden. Die Folge |if3t sich auch als
Vp)=1—1;2—-0;3—1;4—-1;5—-0;6—1;
7—-1;8—-0;9—-1;10—1;11—-0;12—-1;...



schreiben. Die Folge (x,) =1;0;1;1;0;1;1;0;1;1;
0; ... ist periodisch und kann durch jede periodische
Funktion mit folgenden drei Eigenschaften beschrieben
werden: ’

1. £f(32) = f(3n2) = 0,
2. f(A) = f(A + 3n2) =1,
3. f(22) = f(22 + 3n2) = 1.

Wie sich die Funktion an anderen Stellen verhilt, ist vollig
unwesentlich.

Als Beispiel einer Folge (x,) seien angegeben

(%) = ( -§—1/§ sin [(2n —1) %] )
oder

4 . e
<x")=(3 sin [(n+1>§]).

so daB das Bildungsgesetz der Folge (v,) geschrieben
werden kann als

2 - . 7
v,,=n—‘—3~]/3sm[(2n—1)—5-]|

oder
4 11
Vp=n— ?sin2 [(n + 1) 3—]
(wobei stets n = 1; 2; 3; ... gilt).

3. Lésung (Erich Schiffner):

Versteht man unter [a] die groBte ganze Zahl x, fiir die
gilt x < a, so ist das allgemeine Glied der Folge

o= [3]-[57)

Beweis: Man bilde

Vat1 — Vn

=255
-+ ((5]-[57)
- (D)

Nun wird die erste Klammer fiir n = 3k gleich 1, ebenso
die zweite, also ist

Vatr — Vp =1 fir n=3k.
Fir n = 3k + 1 ergibt sich

Vptp — Vp=1—0+1=2
und fiirn = 3k + 2

Vpp — Vp=1—14+0=0,

womit alles bewiesen ist.

1IV. EXTREMWERTAUFGABEN

Aufgabe 19 KLAUS GOLDNER, Dresden

Zu untersuchen sind Kreiskegelstiimpfe mit gleicher Hohe
und flichengleichen Achsschnitten. Wie gro muB der

Deckkreisradius sein, damit das Volumen moglichst grof3
wird? Lésung a mit Hilfe, b ohne Verwendung der Diffe-
rentialrechnung.

Loésung (Klaus Goldner):

Fiir das Volumen R eines Kreiskegelstumpfes gilt
nh
V= —3-(R’+ Rr 4 ). (0}

Als Nebenbedingungen treten im vorliegenden Fall auf:

h = constans (gleiche Hohen),
R+r
2

- h = constans (flichengleiche Achsschnitte).

Aus der letzten Gleichung folgt

R 4+ r = constans = a
oder
R=a—-r=a—x (1

mit r = x. Setzt man (ll) in (I) ein, so ergibt sich

V= %—h(az— 2ax 4+ x2+ ax — x2+ x?)
oder

V=§—h(x2—ax+az). ()

Ldésung a

Man erhilt die Extremwerte von V, indem man V' =0
setzt und V’’ auf seinen Wert hin iiberpriift:

% =%—h(2x— a), V= i::- he2.

Man erkennt, daB VvV’ > O fiir jedes x gilt, das heiBt, die
Funktion V hat keine relativen Maxima im Innern des in
Frage kommenden Intervalls. Wenn iiberhaupt Maxima
existieren, miissen sie an den Intervaligrenzen liegen.
Wegen R = 0 und r = 0 folgt aus (ll)

0x=<a und a=0.

T
Fiir x, = 0 und fiir x, = a ergibt sich V = Y h - a2,
Fiir 0 < x < a ist x* < ax, also x2— ax < 0 und folglich
x?— ax + a? < a?, d. h., daB tatsichlich an den Intervall-
grenzen maximale Werte liegen.

Lésung b
Aus (lll) ergibt sich durch einfache Umformung -

=T he-= 2 hat
3hx 3hax+3 a%.

Man erkennt, daB es sich bei ¥ um eine ganze rationale
Funktion zweiten Grades handelt. Wegen des positiven
Koeffizienten beim quadratischen Glied verliuft die die
Funktion darstellende Parabel so, daB sie nach positiven
V-Werten hin offen ist. Daher kdnnen Maximalwerte nur
an den in Frage kommenden Intervaligrenzen auftreten.
Wegen R = 0 und r = 0 folgt aus (ll)

0<x=a,

17



so daB x; = 0 und x, = a ein maximales V ergeben:

v, == ha?
max — 3 .

SchluB3folgerung 1:

Aus (Il) folgt mit x, =0 R=a

und mit x,=a "R=0.

Das heiB3t, das Volumen ist dann ein Maximum, wenn der
Kegelstumpf zum Kegel wird.
SchluBfolgerung 2:

Nicht immer bietet bei Extremwertberechnungen die
Differentialrechnung einen Lésungsweg!

Aufgabe 20 KLAUS MULLER, Arnstadt

Welchen Neigungswinkel o« muB eine schiefe Ebene mit
der Basis ¢ haben, wenn eine Kugel auf ihr in kiirzester
Zeit herabrollen soll? Die Reibung und das Drehmoment
werden vernachlissigt.

Lésung (Klaus Miiller):
Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein (vgl. Abb. 7)

Linge der schiefen Masse der Kugel m,

Ebene (Weg) s, Gewicht der Kugel G,
Beschleunigung b, Kraft P,
bendtigte Zeit t, Fallbeschleunigung g.

ZweckmiBig stellt man die zum Herabrollen erforderliche
Zeit als Funktion des Neigungswinkels dar. Es ist

2

und s

—t
2

also -—— = _.t*
c

Abb.7

Aus der letzten Gleichung ist noch die Beschleunigung b
P

zu eliminieren. Aus P = mb folgt b= — und wegen
m

P=G-sinx (vgl. Abb.7) sowie G = gm ergibt sich
b = g - sin «. Demnach ist

. 2c
“ | g-sina-cosa’

Nach einem Additionstheorem gilt aber
2 sin x cos & = sin 2x; damit ergibt sich

¢ = b4e
T [ g-sin2x’

Die Zeit t soll einen Minimalwert annehmen; das ist
genau dann der Fall, wenn der Nenner des unter der
Wurzel stehenden Bruchs einen Maximalwert annimmt,
d. h. also, wenn sin 2x = 1 ist. Daraus folgt unmittelbar

18

E=2V5,
g g

SchluBfolgerung: Nicht jede Extremwertaufgabe erfordert
zur Lésung die Anwendung der Differentialrechnung!

x=45°  tmin =

Aufgabe 21 RUDOLF SCHMINDER, Collm

Ein Lichtstrahl werde in einem kugelférmigen Fliissig-
keitstropfen einmal partiell reflektiert. Der Brechungs-
index Luft-Fliissigkeit sei npp.

a) Welchen Winkel kdnnen einfallender und ausfallender
Strahl maximal miteinander bilden (vgl. Abb. 8)?

b) Welche Werte ergeben sich, wenn die Fliissigkeit
Wasser ist? Fiir den Brechungsindex Luft-Wasser gilt
npy = 4.

c) Welche Folgerung it das Ergebnis auf den Regen-
bogen zu?

1. Lésung (Rudolf Schminder):
a) Aus Abbildung 8 geht hervor:

Es ist <CMCA = x, (Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck MCA), also ist 8, + 2+, + 90° = 180° oder
By + 2x, =90° B, = 90°— 2x,. Ferner ist <L MAD = x,
(Scheitelwinkel), also gilt

’;f + a5 + By + 90° = 180°
oder
—%i + x + B, =90".

Daraus folgt

Bs = bnx, — 2x,.
Nun ist nzp = sin x;:siny,,
also sin x; = ngp - sin v,
oder

«, = arcsin (ngp - sin \,).
Abb. 8

Demnach folgt
P> = b~x, — 2arcsin (ngp - sin v,).

Man hat damit j3, als Funktion von x, ausgedriickt. Setzt
dB,

Nz
Extremwerte der Funktion (sofern an diesen Stellen

d2g,
ﬁ'— = 0 ist). Nun ist

man =0, so liefern die Lésungen dieser Gleichung die

da,?
d 2
) =4 — ——————— - Npp - COS X,,
.d'\'-’ ]/1 —nelp'sin"' Na
2
aus b — ———— . ppp-COSN, =0
V1 — nipp - sin? s,
11
folgt cos =2/ _ .
°'9 ‘/3 3n2“~



Damit kann man auch $;, &, und 8, bestimmen. Es wire

1 1

noch nachzupriifen, ob g, fiir «, = arc cos 2 l/? -5
tatsichlich ein Maximum annimmt. 3n%zr
Wir wollen auf diese Priifung verzichten, da die Bildung

von

2
ﬂi recht umstédndlich ist. In der Tat nimmt f, ein
&,°

Maximum an.
Aus npp = sin a,;:sin v, folgt o, = arcsin (nyp - sin »,),
und damit erhilt man aus 8, = 4a, — 21,

1 1
ﬂ._: = 4 arc cos 2 1/-3— - 3—naL—f“
2 arcsi . YA
et arcsin{n + Sin arc cos — .
Lr 3 3n2”-

A,t B ) 1 3
3— Ist A, = arc cos -3- 1_6

= arc cos 0,764(17) = 40°10" ~ 40°.

b) Fiir ngp

Damit ergibt sich
4
&, &~ arcsin (3 . 0.643) ~ 59°

und B, = 4a, — 24,
~ &4 .40° — 2.59°
= 160° — 118° = 42°.

c) Der Winkel f, ist der Sehwinkel, unter dem der Radius
des Hauptregenbogens gesehen wird. Da der Mittelpunkt
des Regenbogens der Sonne gerade gegeniiberliegt,
bedeutet das u. a., daBB ein Regenbogen nur dann sichtbar
ist, wenn die Sonne nicht hoher als 42° iiber dem Horizont
steht.

Bemerkung: Bei der Rechnung wurde von Dispersions-
und Interferenzerscheinungen, die das wirkliche Bild
des Regenbogens formen, abgesehen.

2. Lésung (Riidiger Thiele):

Betrachtet man im Dreieck ACD den AuBenwinkel bei C
(vgl. Abb. 8), so erkennt man, daB gilt

xy = oy — &g+ 5 oy fo= by — 20y,

denn das Lot geht durch den Mittelpunkt. Demzufolge
ist das Dreieck ACM gleichschenklig. Dann ist

,_dﬁe do,

L= =4—-2, 7 >0.
P da, dx, A
. . da, 1
Ist =0, so ergibt sich -— = —- also 2dx, = da,.
i dx, 2
Aus dem Brechungsgesetz von SNELLIUS folgt
cos a, da
— 1 '—pn oder n-cosx,=2cosy,
€os &, d X, :
sin
(aus ——=n folgt sina, =n-sina,,
sin «,
dsin o, d sin &, dsin &, dx,
=n-. =n-.
da, da, dx,dx;, '
cos o, d x
also — 21 = p).
cos «, du,

4(—1 + sin®*a)) + n®
n? ’

Daraus findet man sin?«, =

Setzt min diesen Ausdruck in das Brechungsgesetz ein,
so ergibt sich

!/

. 4 — n? . 1
smc«,=l/ 3 Sinw =

Bei npy = 4 ist B, &~ 41°. Man miiBte beachten, daB fiir
verschiedene Frequenzen des Lichtes der Brechungs-
koeffizient etwas variiert.

Aufgabe 22 JOHANNES RIEDEL, Berlin
Zur Umsetzung von Drehbewegungen in geradlinige
Bewegungen gibt es verschiedene M&glichkeiten. Bei
Werkzeugmaschinen werden hiufig die Kreuzschleife
(Konstruktionsprinzip siehe Abb. 9) und die schwingende
Kurbelschleife (Konstruktionsprinzip siehe Abb. 10) an-
gewendet.

A

W,

Apb. 9 Der Radius r der Drehbewegung ist der Abstand
vom Drehpunkt M zum Mittelpunkt des Bolzens B

Abb. 10

a) Es ist die Auslenkung s des schwingenden Maschinen-
teils (Werkzeug oder Werkstiick) in Abhingigkeit vom
Drehwinkel @ anzugeben und die Funktion s = f() in
einem rechtwinkligen cartesischen Koordinaten-
system mit r=1, a=0,5 und | = 3 darzustellen.
Welcher wesentliche Unterschied besteht hinsichtlich
der Bewegung des schwingenden Maschinenteils
zwischen den beiden-Antriebsarten?

b) Fiir die Kreuzschleife sind die Geschwindigkeit
v = v(t) und die Beschleunigung b = b(t) des schwin-
genden Maschinenteils zu ermitteln; die Winkel-

geschwindigkeit w sei konstant: w = q: = constans.

c) Wie groB'ist der absolute Extremwert der Beschleuni-
gung bei der Kreuzschleife? Welchen Durchmesser d
muB der Bolzen B mindestens haben, wenn 7 die Scher-
festigkeit des Bolzenwerkstoffes und m die Masse des
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P
schwingenden Maschinenteils ist? Es gilt ¢ =5 wobei

F der Querschnitt des Materials und P die zum Ab-
scheren (gegenseitiges Verschieben zweier ,,benach-
barter Querschnitte) erforderliche Kraft ist. Die
Reibung werde vernachlissigt.

d) Fir die schwingende Kurbelschleife ist aus der gra-
phischen Darstellung der Weg-Zeit-Funktion der an-
nihernde Verlauf der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion
und der Beschleunigung-Zeit-Funktion abzulesen und
graphisch darzustellen. Auch dabei gelte

0= ?;« = constans.

e) Fir welche Arten von Maschinen kommen diese
beiden Antriebsarten auf Grund ihrer Eigenschaften
vorwiegend in Frage?

L6ésung (Johannes Riedel):

a) Kreuzschleife: Es ist (Abb. 11) s = MS. Bezeichnet
man als Drehwinkel ¢ den Winkel, den die Kurbel MB = r

bei Drehung im Uhrzeigersinn von MO aus iiberstreicht,
so gilt

| —e—

Abb. 11

Wegen cos (90° — ¢) = sin ¢ ergibt sich daraus

s .

— = sin

. [
und damit

s=rsing

(graphische Darstellung siehe Abb. 12).

s
10}
0.8l smrsingfurrel
0.6
04t .
0.2 4

0 " L " L " P S 1 "

90 180 270 360°
-0.2} L4
=041
-06}
-08f
-10L

Abb. 12

Schwingende Kurbelschleife: Bezeichnet man als
Drehwinkel ¢ den Winkel, den die Kurbel MB = r bei
Drehung im Uhrzeigersinn von MO aus iiberstreicht

20

(Abb. 13), und als Schwingwinkel » den Winkel zwischen
PS und PO (ebenfalls im Uhrzeigersinn gemessen), so ergibt
sich folgende Rechnung: Es ist

oS s tan

—_—= — = ta N

PO~ 1 ¥
also

s = [ tan .

Nun gilt aber

¢ TB TB TB
Yy = — = = .
N =TT AT aM +MT  atr+ MT
Aus E =sing und lﬂ- = cos ¢
r r
folgt TB =rsing und MT =r'cos ¢,
so daB8 man erhilt
rsing sin @
tan,p=a+r+rcos =2 :
N — 41+ cosgp
r

Abb. 13
s
5
200 sa 309 firr=10-051-3
‘5 ‘-:ohcos¢
15¢
10}
05}
0 1 1 L 1 1 1 1 1 /
20 180! 270 60°
-05} [
-10}
=15
~20}
-5}
Abb. 14

Damit hat man die gesuchte Funktion gefunden:

sin g
S =

a

— 4+ 14 cosp

r

(graphische Darstellung sieche Abb. 14).

Bei der Kreuzschleife schwingt der Maschinenteil har-
monisch, bei der schwingenden Kurbelschleife dagegen
nicht. Bei der Kreuzschleife dauern Vor- und Ricklauf
gleich lang, bei der schwingenden Kurbelschleife geht der
Vorlauf langsam, der Riicklauf dagegen schnell vor sich.
b) Die Geschwindigkeit v =v(t) erhdlt man durch
Differentiation des Weges nach der Zeit:

_ds(t) _ d(rsin(p_) _ d(rs_in <uf)_

v=vl =g - dr




(wegen 0 = Z—’ ist p = wt). Nach der Kettenregel ergibt
sich

d(rsin wt d(rsin d wt
»( w)= ( ¢)-—D=wrcoswt=wrcos¢p.

dt de . dt
. 2,5sin wt
ve d_i = d 15+cos wt
dt
(ndherungsweise)
NS R N T T T W TN TN T TN % WU T S SR S SO
60. 120 180 240 300 360°
@=wt
Abb. 15

Die Beschleunigung b = b(t) ist die Ableitung der Ge-
schwindigkeit v nach der Zeit t:

_ _dv(t) _ d(wrcosg) d(wrcos wt)
b=bO =" =" = dt

Ebenfalls nach der Kettenregel folgt daraus

d(wrcoswt)  d(wrcosg) dot
dt - do dt

= —ow?’rsinwt = — w?rsin g.

Damit ist

V= wrcoswt = wrcos ¢
und
b= —w?rsin wt = — w?rsin ¢.

¢) Extremwerte von b = b(t) liegen an den Nullstellen
der ersten Abteilung von b, an denen die zweite Ableitung
von Null verschieden ist:

db(t)  d(—w?rsinwt)
dt dt

= —wircoswt = — w?r cos ¢.

‘Aus — w?r cos ¢ = 0 folgt wegen w3r = 0, daB cos ¢ = 0
ist. Das ist fiir ¢ = 90°+ k-180°, k =0;1; 2; 3; ... der
Fall. Nun ist

o

a d(—wr cos ot
:t(‘) Ll “’d't““" ) — wirsin ot = wirsin g.

Fiir ¢ =90° 4 (2k + 1)-180°, k=0; 1; 2; 3; ... ist
sinp = —1, wegen w'r > 0 ist wirsin ¢ < 0; also liegen
hier Maximalwerte vor. Fir ¢ = 90° + 2k-180°, k =
0;1;2;3;...istsing =1, mithin w'rsing >>0; also
liegen hier Minimalwerte. In jedem Fall folgt allerdings

|bextrem | = w?r.

Nun folgt aus dem Grundgesetz der Dynamik P = mb fiir
die Extremwerte von b:

|Pextrem| = M |bextrem| = ma?r.
Weiter ist bei Bruch des Bolzens P = zF.

Setzt man P > |Pexcrem|s SO folgt tF > mw?r,

d..
mithin wegen F = 77 auch

2

— 7T > modr.

4

Daraus errechnet man schlieBlich den Durchmesser d zu

d ngl/mr.
T

d) Im Bereich 0° < ¢ < 105° steigt die Weg-Zeit-
Funktion fast geradlinig an, die Geschwindigkeit-Zeit-
Funktion ist daher in diesem Intervall annihernd konstant,
gréBer als Null. Von ¢ &~ 105° bis ¢ ~ 133° geht die
Geschwindigkeit auf Null zuriick (Maximum des Weges),
sie wird von @ ~ 133° bis ¢ ~ 227° negativ, wobei sie
ihren kleinsten Wert offenbar zwischen ¢ ~ 165° und
@ ~ 193° hat; in diesem Intervall ist sie konstant, ihr
absoluter Betrag etwa das Fiinffache des Wertes zwischen
0° und 105°. Von ¢ ~ 227° an wird die Geschwindigkeit
wieder positiv, von ¢ = 255° bleibt sie wieder annihernd
konstant von gleicher GroBe wie zwischen 0° und 105°.
Der Kurvenverlauf der Geschwindigkeit v wird demnach
ungefihr dem der Abb. 15 entsprechen.

Fiir die Beschleunigung b ergibt die entsprechende Be-
trachtung: Soweit v konstant ist, gilt b = 0. Zwischen
@ ~ 105° und ¢ ~ 165° fillt v, also ist b negativ; der
kleinste Wert liegt bei ¢ ~ 140°. Zwischen ¢ ~ 195° und
@ ~ 255° steigt die Geschwindigkeit, ist b positiv und hat
seinen groBten Wert etwa bei ¢ ~ 220°. Daraus folgt,
daB der Kurvenverlauf der Beschleunigung b ungefihr
dem der Abb. 16 entspricht.

25sin wt
2, d?
b= dv _dé _ % 15¢coswr
T dr di? dr?

1 1 I 1 — VA ] 1 1 it 1 i
60 120 180 240 300 360°
p=wt

Abb. 16

Die MaBstibe der Ordinatenachsen wurden absichtlich
weggelassen, da die Angaben nur qualitativer und nicht
quantitativer Art sind.

e) Kreuzschleifen wird man vorwiegend bei solchen
Maschinen verwenden, bei denen sowohl der Vorhub als
auch der Riickhub Arbeitshiibe sind (z. B. Maschinenfeilen
und Maschinensigen). Schwingende Kurbelschleifen wer-
den dagegen hauptsichlich in solchen Maschinen ver-
wendet, die nur im Vorhub Arbeit vollbringen, im Riick-
hub aber leer laufen (z. B. Langhobelmaschinen). Durch
den schnelleren Riickhub wird die Zeit des Leerlaufs
verkiirzt und dadurch die Maschine besser ausgenutzt.
AuBerdem ist die wihrend des Arbeitshubes konstante
Geschwindigkeit vorteilhaft. .

V. PLANIMETRIE, STEREOMETRIE
Aufgabe 23 G. GRUBER, Gotha

Der Durchmesser d eines Kreises wird von einer Sehne
unter einem Winkel von 30° so geschnitten, daB er im
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1
Verhiltnis —Z!— =3 geteilt wird.

a) Wie lang ist die Sehne?

b) Welchen Abstand hat die Sehne vom Mittelpunkt des
Kreises?

Lésung (G. Gruber):

Da die Linge d des Durchmessers in der Aufgabe nicht
angegeben ist, wird er willkiirlich mit d =2r=2
(Lingeneinheiten) angenommen. Wenn a und b die beiden
Teilstrecken des Durchmessers sind, gilt

1
i=—3— und

b at+b=d=2.

Daraus folgt b=3a= 1,5unda=0,5.
Wir fiihren weiter die Bezeichnungen der Abb. 17 ein.

Abb. 17

Dabei sei FM das Lot von M auf A A,.
Aus der Abbildung erkennt man:

1. Da der Winkel MDF = 30° betrigt, gilt fiir den Winkel
DMF wegen der Rechtwinkligkeit des Dreiecks, daB
<X DMF = 60° ist. Spiegelt man das Dreieck MDF an
A,A,, so entsteht demnach ein gleichseitiges Dreieck
MDM’, in dem M’F = MF und M'D =DM = 0,5 ist.
Damit ist MF = 0,5 DM = 0,25 der Abstand der Sehne
A,A, vom Mittelpunkt M des Kreises.

2. Aus der Rechtwinkligkeit des Dreiecks MFA, folgt
FA2 = MA2 — MF2 = r2 — 0,252

1

=1-0,0625 =1 — —

! 16
15
= 0,9375 = —
16

oder
. 15 1 ,—
=1 =1/= = —115.
FA, =}/ 0,9375 1% i ]
Dann ist aber

1
m@=2mﬁ=?W5~L%¢

Aufgabe 24 Dr. GERHARD HESSE, Radebeul

a) In eine Hohlkugel mit dem Durchmesser D = 2R sollen
sechs kleinere, gleich groBe Kugeln so eingelagert werden,
dafB3 jede von ihnen die Hohlkugel von innen und vier der
kleineren Kugel beriihrt. Wie groB muB der Durchmesser
d = 2r der kleineren Kugeln gewihlt werden?

b) In eine Hohlkugel mit dem Durchmesser D = 2R sollen
acht klelnere, gleich groBBe Kugeln so eingelagert werden,
daB3 jede von ihnen die Hohlkugeln von innen und drei

22

der kleineren Kugeln beriihrt. Es ist der Durchmesser
d = 2r der kleineren Kugeln zu bestimmen.

c) Der Hohlkugel sind vier einander gleiche Kugeln so
einzulagern, daB jede Kugel jede andere Kugel beriihrt.
Wie groB ist ihr Durchmesser d = 2r?

Lésung (Dr. Gerhard Hesse):

a) Die Mittelpunkte der eingelagerten Kugeln miissen in
den Endpunkten eines Oktaeders.liegen, dessen Seiten-
linge s = 2r = d ist. Der Oktaedermittelpunkt fillt mit
dem Mittelpunkt der Hohlkugel zusammen. Legt man
durch vier (beliebige) Oktaederecken einen ebenen
Schnitt, so erhilt man Abb. 18. Der Durchmesser D setzt
sich danach aus drei Teilstrecken zusammen:

BB’ = BM + MM’ + M’B’.

Nun ist MM’ Diagonale im Quadrat mit der Seitenlinge
s = d. Also ist

D=r+dy2+r=d+dy2=d(1'+V2),
_ D
Vz+1
Man erweitert den rechts stehenden Bruch mit ]/E— 1,
um den Nenner rational zu machen:

d

d=D(J2 — 1) ~ 0,414 D.

Abb. 18

b) Die Mittelpunkte der eingelagerten Kugeln liegen in
den Endpunkten eines Wiirfels, dess2n Mittelpunkt mit
dem der Hohlkugel zusammenfillt. Legt man durch den’
Wiirfel einen Diagonalschnitt, so erhilt man die Abb. 19
als Schnittfigur. Die Seiten des Rechtecks, das der Wiirfel-
diagonalschnitt ergibt, sind d und d]/a. Die Rechteck-
diagonalen sind die Kérperdiagonalen des Wiirfels und

haben die Linge d]/E. Es gilt hier fir die Zusammen-
setzung des Durchmessers D der Hohlkugel:

D=r+dY3+r=d+d}y3 =d1 +V3));

diese Gleichung, nach d aufgeldst, ergibt

d=_"> =Dj3_1~Q%Ml
V3 +1 2

My ™ . M,

My

) z
d g 0
M M 3

Abb. 19



c) Die Mittelpunkte der vier eingelagerten Kugeln bilden
ein Tetraeder mit der Kantenlinge d. Der Schnittpunkt
der vier Kérperhghen des Tetraeders fillt mit dem Mittel-
punkt der Hohlkugel zusammen. Die Koérperhshe ist
dyé )
%. Die Hghen teilen einander im Verhiltnis 3:1, von
den Ecken aus gerechnet. Legt man einen Symmetrie-
schnltt durch Tetraeder und Hohlkugel, so erhilt man die
Abb. 20, aus der man erkennt, daB

OB, = OM, + M,B,

ist, also

Abb. 20

Nach d aufgel&st, ergibt sich

_ 2D
Ve + 2

=D(}/6 — 2) ~ 0,449D.

Aufgabe 25 Dr. GERHARD HESSE, Radebeul

a) Ein Zahnrad K, mit dem Teilkreisdurchmesser d = 2r
rollt auf einem feststehenden Zahnrad K; mit dem gleichen
Teilkreisdurchmesser ab. Wie oft dreht sich K, bei einem
vollen Umlauf um K, um seine Achse?

b) Ein Zahnrad K, mit dem Teilkreisdurchmesser d, = 2r,
rollt auf einem feststehenden Zahnrad K; mit einem Teil-
kreisdurchmesser d, = 2r; = 3d, ab. Wie oft dreht sich
K, bei einem vollen Umlauf um K; um seine Achse?

c) Ein Zahnrad K, mit dem Teilkreisdurchmesser d, = 2r,
rollt auf einem feststehenden Zahnrad K; mit dem Teil-
kreisdurchmesser d; = 2r; =1 d, ab. Wie oft muB} es
umlaufen, bis es sich genau einmal um seine eigene Achse
gedreht hat?

Lésung (Dr. Gerhard Hesse):

Zur Lésung der Aufgabe abstrahieren wir vom technischen
Inhalt und stellen das mathematische Problem heraus: Ein
Kreis K rollt, ohne zu gleiten, auf einem feststehenden
Kreis K, ab. .

Zunichst bringen wir eine anschauliche Ldsung: Wir
denken uns den Umfang U, des feststehenden Kreises K,
zu einer geraden Strecke aufgebogen und lassen darauf
den beweglichen Kreis K abrollen. In Frage a ist U, gleich
dem Umfang U des Rollkreises K, also dreht sich dieser
genau einmal um seinen Mittelpunkt. In Frage b ist U,
das Dreifache von U, also dreht sich K dreimal um seinen
Mittelpunkt. Wird nach dem Abrollen von K die gerade

Strecke zum Kreis zusammengebogen, wobei der An-
fangspunkt festgehalten wird und K mit dem Endpunkt fest
verbunden bleibt, so beschreibt K in beiden Fillen noch
eine zusitzliche Drehung (Abb. 21 a, b, ¢, d). Demnach
dreht sich der Rollkreis K bei einem vollen Umlauf um den

3 d
Abb. 21

Kreis K, gemiB Frage a zweimal, gemiB Frage b viermal
um seinen Mittelpunkt.

Nunmehr bringen wir eine strenge, allgemeingiiltige Her-
leitung: Der feststehende Kreis K, hat den Durchmesser
d, = 2r,, der Rollkreis K hat den Durchmesser d = 2r.
Aus der Ausgangslage A (Abb. 22) rolle der Kreis K bis zum

Umfangspunkt B. Der Beriihrungspunkt A des Umfangs

Abb. 22

von K in der Ausgangslage bewegt sich dabei in die Lage
A’. Die beiden Kreisbégen AB und A’B haben wegen der
Bedingung des Nichtgleitens die gleiche Linge. Die zu
diesen Bogen gehérenden Mittelpunktswinkel bezeichnen
wir mit 8 und p’. Dann ist die Gesamtdrehung ¢ des Roll-
kreises K

p=F+F

MiBt man die Winkel im BogenmaB, so ist

TB\= rJS und ;E = rﬁ'.

23



Aus AB =K’Efolgtr1{}=r,§’oder;‘? =£1;ﬁ_ =d‘_d’ .
Somit ist die resultierende Drehung
~ - = - df - d
<p=ﬂ+ﬂ'=ﬂ+—f=ﬁ(1 +7‘*-).

Miflt man die Winkel aber im GradmaB, so gilt ent-
sprechend

—~ =nd,f —  adf

AB— 360° Und AB—-%O‘.
Wegen XE= K;E gilt

nd,f  =wdf

_— = —— =d ”

360° ~ 3600 °oder dhif=dp
also

, _dip

B = q
Somit ist

d,f d,
= ! = —_—— = 1 —1.
p=F+F =F+ ﬂ( + 5

In diese allgemeinen Formeln setzen wir ein:

Frage a: d, = d, f = 2z bzw. f = 360° ergibt
@ =2n-2 bzw. ¢ = 360°-2;

Frageb: d, = 3d, f = 2z bzw. B = 360° ergibt
9 =274 bzw. ¢ = 360° . 4;

Frage c: d = 3d,, ¢ = 2 bzw. @ = 360°; gesucht ist B
bzw. f; es gilt

~ 1 -~ 3
2n=ﬁ(1+?), ﬂ=2.’l-—z
bzw.

=] 1 o 3
360 —ﬁ(1+3). B=360°- .

Antwort: Im Fall a dreht sich der Rollkreis zweimal, im
Fall b viermal um seinen Mittelpunkt, im Fall c muB er drei
Viertel des Festkreises umlaufen.

Aufgabe 26 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Fiir das Kraftwerk Klingenberg in Berlin-Rummelsburg
wurden zwei neue Schornsteine gebaut. Jeder von ihnen
besteht aus einem Betonmantel, der die Form eines hohlen
Kreiskegelstumpfes mit den folgenden MaBen hat:

Unterer lichter Durchmesser d, = 10,00 m,
oberer lichter Durchmesser dy= 7,50m,
unterer duBBerer Durchmesser D,= 11,20 m,
oberer duBerer Durchmesser D,= 7,80m,
Hohe H = 140,00 m.

Dieser Mantel erhielt eine Auskleidung von Glaswolle,
Kieselgur und Klinkersteinen.

a) Wievlel Kublkmeter Beton wurden fiir jeden der beiden
Schornsteinmintel benétigt!?
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b) Wie groB ist das Gewicht G jedes der beiden Schorn-
steinmintel? Die Wichte y des verwendeten Betons
werde mit y = 2,4 Mp/m? angenommen.

c) Welchen Druck iibt der Schornsteinmantel auf das Fun-
dament aus?

L&sung (Johannes Riedel):

a) Man erhilt das Mauerwerksvolumen als Differenz aus
dem Gesamtvolumen des Bauwerkes und dem umbauten
Hohlraum. Beides sind im vorliegenden Fall Kegelstiimpfe
(Abb. 23). Die Formel fiir das Volumen eines Kegelstumpfes
ist

e

wobei h die Hohe des Kegelstumpfes, r, und r, die Radien
von Grund- und Deckkreis sind.

Abb. 23

Wer diese Formel nicht gegenwirtig hat, kann sie sich
gemiB Abb. 24 auf folgende Weise aus der Differenz zweier
Kegel herleiten:

Es ist

V=277 _ 1"

Aus einem Strahlensatz folgt

x on
h+x '
also
xr, =xr,+ hr,

x(rp—r) =hry,
hr,

rp—n

Damit ergibt sich

r.j’n(h-l—
S re—n
3

hl'l ) “21 hrl )
V= —_




V=’E(r22|:1+ It ]_rlz r )
3 r,—r rpb—r

hr r2—r?

3 n—n

h
= ?n(’l?"*' nry + r?

Abb. 24

Fiir das Mauerwerksvolumen ergibt sich damit

h h
V=3 RE+RR+RD) = (0 + i+ 1)

hJ
= ?1 (R + RyRy + R — (n? + niry + 1.7))
D D
mit R, = _f=560m, R,=_"=390m
2 2
dy dy 22
=5 = =5 = )7 ’ .
n 2 5100 m, I, 2 3,75m TR 7

Daraus erhilt man

_ 14022

v 3.7

((5,602 + 5,60 - 3,90 + 3,90%)
— (5,002 4 5,00 - 3,75 + 3,75%)) m®

.22
= 20—3— ((31,36 + 21,84 + 15,21)

— (25,00 + 18,75 + 14,06)) m?

440 - 10,6
= 43& (68,41 — 57,81) m? = ——— m?

= li&ﬁ m? ~ 1555 m?,
3
b) Das Gewicht G eines Korpers ergibt sich wegen
G
y= v zZu G=V.9.
Im vorliegenden Fall ist V = 1555 m3, y = 2,4 Mp/m3,
Also ist

G = 1555 - 2,4 Mp = 3732 Mp.

c) Den Druck p errechnet man als Quotient aus der wirken-
den Kraft (in unserem Fall dem Gewicht G) und der Fliche,
auf die die Kraft wirkt:
_ G
p= F

Die Fliche F (der GrundriB des Schornsteigmantels) ist
ein Kreisring mit dem duBeren Radius R; = R, = 5,60 m
und dem inneren Radius R; = r; = 5,00 m. Die Kreisring-
fliche F ergibt sich als Differenz zweier Kreisflichen:

F=Rin—rin=aR?—r)=aR +n) R—r,)

22
== (5,60 + 5,00) (5,60 — 5,00) m*

22 S22 ;
=3 10,60 - 0,60 m® =5 - 6,36 m® ~ 20 m2.
Also folgt fiir p:
3732 Mp L .
P=20m — 186,6 Mp/m? = 18,66 kp/cm

(Bei dieser Rechnung wurde allerdings vorausgesetzt, daf3
sich die gesamte Last des Schornsteinmantels gleichmiBig
auf den Querschnitt verteilt.)

Aufgabe 27 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Auf ihrem Flug um den Mond niherte sich die sowjetische
Raumstation Lunik 3 dem Erdtrabanten bis auf etwa
7000 km. Fiir die folgenden Berechnungen werde der
Mondradius r mit r ~ 1750 km angenommen, der Flichen-
inhalt F einer Kugelkappe mit dem Kugelradius r und der

22
Kappenhdhe h ist F= 2rzh, wobei Ao gesetzt
werde.

a) Wie groB ist das Gebiet des Mondes, das aus dieser Ent-
fernung iibersehen werden kénnte?

b) Wieviel Prozent der Mondoberfliche sind dies?

c) Unter welchem Sehwinkel ¢ wire der Mond aus dieser
Entfernung zu beobachten?

d) Wie breit muB3 ein Gegenstand sein, der aus 100 m Ent-
fernung unter demselben Sehwinkel gesehen werden
soll?

Lésung (Johannes Riedel):

a) Das zu iibersehende Mondgebiet ist die Fliche einer
Kugelkappe (Abb. 25) Der Radius r der Kugelkappe ist be-
kannt; er ist gleich dem Radius r des Mondes. Zur Be-
rechnung des Flicheninhalts F wird daher nur noch die
Hohe h der Kugelkappe benstigt. Man errechnet sie durch
mehrmalige Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes
oder mit Hilfe des Hohensatzes oder mit Hilfe des Satzes
des EUKLID.

1. Berechnung nur mit Hilfe des pythagoreischen Lehr-
satzes: Die Dreiecke ST,M, T,@M und SQT, sind recht-
winklig (Abb. 25). Also gilt

u 4 r2 = (H + r)2, (1)
s+ (r—h2=r 2
und
(H+ h)® + 52 = w2 (3)
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Daraus folgt, wenn man (3) in (1) einsetzt und (2) nach s?
aufldst,

H+h2+s2+rrP=(H4+r)? (4)
und
s?=1r— (r— h). (5)
E

Satellit
— g< ¥

Abb. 25
Setzt man schlieBlich (5) in (4) ein, so ergibt sich
HHh+r—(—htr=H+0L (6

Diese Gleichung enthilt als einzige Unbekannte die
Hohe h der Kugelkappe. Man |6st nach h auf:

(H+ hy2 + 2, — (r — hy2 = (H + )2,
H2 + 2Hh + h* + 2r* — 1 + 2rh — h* = H* 4 2Hr+4 12
2Hh 4 2rh = 2Hr,

Hh + rh = Hr, @)
h(H + 1) = Hr,
Hr
h=H+r'

2. Berechnung mit Hilfe des Hohensatzes:

Der Hohensatz besagt: ,,Im rechtwinkligen Dreieck ist das
Quadrat der Hohe auf der Hypotenuse gleich dem Produkt
aus den beiden Hypotenusenabschnitten''. Demnach ist im
rechtwinkligen Dreieck ST,M:

st=(MH4+h(r—h)=rH+rh—hH—-h%. (1)
Ferner gilt nach dem pythagoreischen Lehrsatz:

s2=1r*—(r—h)?®=2rh— h% (2)
Aus (1) und (2) folgt durch Gleichsetzen:

2rh — h*=rH+ rh — hH — h?, 3)
also
rh=rH — hH. (4)

Aus dieser Gleichung folgt ebenso wie bei 1.:

_ rH
T r+H

3. Berechnung mit Hilfe des Satzes des EUKLID:

Der Satz des EUKLID besagt: ,,Im rechtwinkligen Dreieck
ist das Quadrat einer Kathete gleich dem Produkt aus der
Projektion dieser Kathete auf die Hypotenuse und der
Hypotenuse.* Also ist im Dreieck ST,M:
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r2 = MQ(r + H),

Wegen h = r — MQ folgt daraus

. r(r+H—-r*_rH
r+H  r+H Tr+H'

h=r

Damit ergibt sich der Flicheninhalt F der Kugelkappe zu

2rn-rH 2r2zH
F=2rnh = "TH —r+H

Da in unserem Fall H= 2r ist, wird die Berechnung

.numerisch besonders einfach:

_ 2r2aH 2r2m-2r _4!3:': _4r2n

_r+H= r+2r  3r 3

22
Mit r=1750km, = = = ergibt sich

= LWE 2 — 38_50@ km2 ~ 13000000 km2.
3.7

b) Man erhilt den prozentualen Anteil p der zu iiberschau-

enden Mondoberfliche F an der gesamten Mondober-

fliche O, indem man F durch O dividiert und mit 1009

multipliziert:

F
p= 6 . 100%.
2r%;
Wegen F = ril-’[: und O = 4r*n folgt daraus:
2r2zH-100 50H
P % %

Turatr+H °Tr+H
Nun ist in unserem Fall H = 2r, so daB folgt

100r 100 1
= o = o = — 9.
3 % 3 % 333 %

p

Man erkennt, daB der Prozentsatz p unabhingig ist vom
Radius r, wenn die Hohe H des Beobachtungspunktes in
Vielfachen von r ausgedriickt wird: H = kr. Dann kiirzt
sich nimlich die GréBe r aus dem Bruch weg.

c) Es ist, wie man aus Abb. 25 erkennt,

si [ r
in— = .
2 r4+H
Wegen H = 2r folgt daraus
1
s.ni_;=_r__

Aus der Tabelle erhilt man damit

i;l ~ 19,47° und folglich ¢ ~ 39,94°.

d) Ist b die Breite des Gegenstands, a der Abstand des Be-
obachters, so muB gelten (Abb. 26):

b
AC_BC _2 b _ 9
cCb CD a 2a 2’



also

@
b=2 -
at:an2

Wegen a = 100 m, ¢ ~ 39,94° ergibt sich daraus

b ~ 200 - tan 19,47° m = 200-0,3535m = 70,70 m.

Nlo

Abb. 26

Erginzung (Erich Schiffner):

Die Frage nach der relativen GréBe der aus dem Abstand
a von der Oberfliche iibersehbaren Fliche wird am besten
allgemein gel&st. Es sei a = k- r. Dann wird

(r — h)(k 4+ 1)r = r?; daraus folgt h =

K+1 "

k
d F=2xr? .
un 1rk+1

Fiir das Verhiltnis von F zu H (H = Halbkugeloberfliche)
gilt daher

F ok
H k+1°

F 2
Fir k =2 (siehe Aufgabe) wird ﬁ__- 3 fir k=1

F 1 1
ird =1 _1 ) .
wir H 2 Ist. k - < 1, so erhilt man
F_ 1
H n+41’

1
Fir k ~ 30" d. h. n =30 (Wostok | und ll), erhilt man

z. B. T’-:l_ = %— ~ 0,032. Die beiden Kosmonauten konn-

ten also von jedem Punkt der Raumbahn rd. 3% der
Oberfliche der Erdhalbkugel iiberblicken.

Aufgabe 28 HELMUT KELLER, Schleiz

Der geometrische Mittelpunkt der kreiszylinderférmigen
Ausfrisung (Abb. 27) sei nicht bekannt. Zur Ermittlung
des Durchmessers D = 2 R werden in die Ausfriasung ge-

nau geschliffene Bolzen mit dem Durchmesser d = 2r =
30 mm gelegt und a zu a = 12 mm béstimmt.

Welchen Durchmesser D hat die Ausfrisung?

Abb. 27

1. Lésung (HelmutKeller):

Es sei M der unbekannte Mittelpunké. Dann gilt (Abb. 28)
R=GM=HM=BM+r=AM+r.

Fernerist BC = EF = a, AB = d,

folglich (AC)> = d* — a2

I'm

Q@ ®OM

7

Abb. 28

Da < ACM = 90° ist, folgt (CM)? + (AC)® = (AM)?
und wegen AM = BM und CM = BM — a

(BM — a) + d2 — at = (BM)?,
(BM): — 2BMa + a® + d2 — a* = (BM)?,
— 2BMa + d? =0,

d2
BM =
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Damit erhilt man
dz d2
=—4r, D=— + d.
2a - a

Setzt man die gegebenen Werte ein, so ergibt sich

D= (i‘; + 30) mm = 105 mm.

2. Lésung (W. Koch):
(Hilfsmittel: Strahlensatz und Trigonometrie)

a) Berechnung des Winkels 8 (Abb. 29):

B' R ,
[S A
a
[«
B g
B
d r
r
D
bl
Abb. 29 "
a .
cos =7 (Da ABD’F’ ein Parallelogramm ist, gilt
c=d).

b) Berechnung von b’:

a
b"=R- =R.—.
cos 8 4

c) Berechnung von R:

R
R:b’ = (R — 1):r, R:{ =R="n:r.

R
Wegen d = 2r erhdlt man daraus R: 2—a =R-=1:r.
: r

Lést man diese Gleichung nach R auf, so ergibt sich
2r2

R=r+ .
a

3. Lésung (W. Koch):
(Hilfsmittel: Trigonometrie)

a) Berechnung des Winkels 8 (Abb. 30):

a
cosﬂ=-d— (Da ABD’A’ ein Parallelogramm ist, gilt
c=d).

B R |
T |

c A
a
[

d' .

[) WVt

d_Tr
1 £
a 5
Abb. 30
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b) Berechnung des Winkels «:

Es ist 8 = ¢’ (Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen)
_und &’ = &’ (wegen B’D’ = B’A’, A’/B’D’ ist ein gleich-
schenkliges Dreieck mit der Spitze bei B’). Daraus folgt

o« =f.
c) Berechnung von d’:

, r r r rd 2r?

cosx’ cosf a a

al|w»

d) Berechnung von R:
2 2
R=d+r= Tr +r.

4. L8sung (W. Koch):

(Hilfsmittel: Strahlensatz und Trigonometrie) *
a) Berechnung des Winkels g (Abb. 31):

B R 1
T "
a d*
B % 0
8 E
-
cl
Nl
Abb. 31

cosﬁ:% (da ABA’E ein Parallelogramm ist, gilt
c=d).

b) Berechnung von b’:
b’=d -cosfp=(R—d)-cosff = (R— 2r)-cosf

(R—2r)a
2r

c) Berechnung von R:
(R=2r:R—=r)y=0b":r,

R—2na_

(R—=2rN:(R=1r)= T o,

a
— .
2r

1T :R—-1r=
Lést man diese Gleichung nach R auf, so ergibt sich
R=r+ E.
a
5.L6sung (W. Koch):

(Hilfsmittel: Analytische Geometrie)

Man legt ein rechtwinklig-cartesisches Koordinatensystem
so fest, daB3 der Mittelpunkt des mittleren Bolzens im Null-



punkt und die Figur symmetrisch zur y-Achse  liegt
(Abb. 32). Darin ist R — r = b, wenn mit b das absolute
Glied der Geraden g, bezeichnet wird.

Yy
b

92
94

M,

AT

Abb. 32.

Die Gleichung der Geraden g, erhilt man durch die fol-
gende Uberlegung: Die Gerade g, steht senkrecht auf der
Geraden g,; sind m, und m, die entsprechenden Anstiege,

1
so gilt also m, = - AuBerdem geht die Gerade g,

1

durch den Halbierungspunkt der Strecke M;M,. Es gilt
also zunichst, die Gleichung der Geraden g, und die Ko-
ordinaten des Halbierungspunktes H zu ermitteln. Dazu
bendtigt man die Koordinaten von M; und M,.

Die Koordinaten von M, sind offensichtlich x;, =0 und
y, = 0, die von M, sind x, = ]/d2 — a% und y, = a. Damit
erhilt man als Zweipunktegleichung der Geraden g,

_a
N

y a
= — oder y=———-—X.
X ]/dz — a2

'de a2
. a 2
und y, = 5 Damit erhidlt man als Punkt-Richtungs-

Die Koordinaten von H ergeben sich zu x, =

gleichung fiir g,:

_ ]/cﬁ —at X+ d:
y= a 2a°
: d2 42 27
Demnach ist R — r = =2 _ 0 und mithin
2a 2a
2 2
R = r + r.

In allen fiinf Fillen ergibt sich wegen r=15mm,
a=12mm:

2.152

R =
12

D = 105 mm.

mm 4+ 15 mm = 52,5 mm,

6. Lésung (Manfred Frost):

(Hilfsmittel: Ahnlichkeitslehre)

Gegeben ist (Abb. 33): ED = r = 15 mm,
BC=a=12mm.

Gesucht ist: OF = R.

Lésung:
Es ist AB L OD und OE L AC|GD, mithin auch
< EDC = <& ACB. Folglich ist A ABC ~ A OED. Daraus
folgt
oD ED

AC T BC’
Nun ist OD=R —r, AC=2r, BC=a und ED=r.

Damit ergibt sich

Setzt man die gegebenen Werte ein, so erhilt man

R = 52,5 mm, D = 2R =105 mm.
0
A 8
<
C
E D
Abb. 33 3

7. L6ésung (Johannes Riedel):
(Hilfsmittel: Analytische Geometrie)
Legt man das Koordinatensystem wie in Abb. 34, so ist

R=p¢ 4 r, und fiir die Koordinaten des Kreismittel-
punktes M gilt

Xy =0, Ya =20
sowie fiir die Koordinaten des Punktes A
xA=]/d‘—a=, Y4 = a.
b 4
a
Abb. 34
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Es ist nimlich AC = DE = a wegen AB || OD und
AB = OD, und nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt
wegen OA = d

0C =7]d?— a2,

Die Gleichung des Kreises K um M ist mithin

X2+ (y—o)?=¢?
oder — vereinfacht —

]

!

x*+y*— 2y =0.
Die Koordinaten von A miissen diese Gleichung befrie-
digen:

d?2 — a? + a2 — 2a2p =0,

d2 dz

=2 r=24
®=2a 2a '

Legt man jedoch das Koordinatensystem wie in Abb. 35,
s, gilt entsprechend

xx=0, Yie=e—a,

x4 =V)d?— a?, Ya

X+ (y—e+a)

Il
(=)

Il
)

d2 d2
Daraus folgt o = und R=—+r
2 2a
yl
M
A\\R
B
L
Q ’

Abb. 35

Setzt man die Werte d =30 mm, a =12 mm ein, so
erhilt man

R =52,5mm, D = 2R =105 mm.

8. Lésung (Riidiger Thiele):

(Hilfsmittel: Analytische Geometrie)

30

Man denke sich den unbekannten Mittelpunkt der kreis-
formigen Ausfrisung als Ursprung des rechtwinkligen
cartesischen Koordinatensystems, den Beriihrungspunkt G
des mittleren Bolzens mit der Ausfrasung auf der posi-
tiven x-Achse liegend (vgl. Abb. 36). Man ermittelt dann
die Linge des Radius R als Linge der Strecke MH aus den
Koordinaten von H, die man erhilt, wenn man die Gerade
y = f(x) mit dem Kreis um M, Radius R, zum Schnitt
bringt.

Abb. 36

1. Fiir die Gerade y = f(x) gilt, da sie durch den Ursprung

erld ft X —.
veriautt, = = .
y m C X

Nun ist MC=MG—CB—BG=R—a~—r
und AC? = AB? — CB2 = (2r)2 — a%? = 4r* — a2,
mithin

]/4r2—- a?

=f = —
y="1(x R—a2_7

2. Nach dem Strahlensatz gilt fiir die Koordinate x, des
Schnittpunktes H von Gerade und Kreis

R—a—r
R—r

(R—a—r)R

also x, =
’ h R—r

Xh_
R_

und damit folgt durch Einsetzen in die Geradengleichung

_ 1/4r2 — at R.

Yn "R—r

3. Die Kreisgleichung lautet x + y* = R% Da H auf dem
Kreis liegt, miissen x; und y, dieselbe befriedigen:

(R—a—r)2R*+ (4r* — a®) R?

R= =R

oder
R—a—r2+4 (4t —a%) =R —-1r),

4r2 4 2ar — 2Ra =0,
folglich

2r2

d2
R=—+r, D=2R=—+4d.
a a

Aufgabe 29 WOLFGANG KORPER, Annaberg-Buchholz

Ein Lehrling soll in einer Kugellagerfabrik 1000 Kugeln
mit einem Durchmesser von 1 cm abzihlen. Um diese
Arbeit zu beschleunigen, nimmt er ein GefiB mit den
InnenmaBen 10cm X 10cm x 10 cm; er legt die erste
Schicht sauber ein und fiillt dann weiter auf. Zum SchluB
stellt er fest, daB entgegen seinen Erwartungen der



Innenraum des GefiBes nicht vollig gefiillt wird. Er zihlt
deshalb die Kugeln ab. Uberraschenderweise sind es mehr
als tausend. Wie viele waren es, und wieviel Zentimeter
fehiten von der obersten Kugelschicht bis zum Rand des
GefiBles?

Lésung (Wolfgang Kérper):

Die 2., 4., 6., . .. Kugelschicht besteht nur aus je 81 Ku-
geln, da sich jede Kugel dieser Schicht in die Vertiefung
zwischen jeweils 4 Kugeln der vorhergehenden Schicht
legt. Die 1., 3., 5., ... Schicht besteht dagegen — ent-

sprechend den InnenmaBen des Gefifles — aus 100 Kugeln.
Den Abstand zweier benachbarter Ebenen durch die
Kugelmittelpunkte erhdlt man durch eine an Hand der

1 —
Abb. 37 durchgefiihrte UOberlegung zu ?]/2 cm. Damit

-1
haben n Schichten die Gesamtdicke (1 + n 2 }/2 cm.

Es ist nun die groBte (natiirliche) Zahl n zu finden, fiir die
gilt
n —

2

oder — was dasselbe besagt —

n<9Y2+1~1373.
Das heiBt also, es sind
13 Schichten im GefaB,
7 zu je 100 und 6 zu
je 81 Kugeln,
insgesamt demnach

J-100 + 6 - 81 = 1186.

1+ 11/7g1o

Abb. 37

12—
Die Gesamthshe dieser 13 Schichten ist (1 +5 Vz) cm

= (1 +6 }/2_) cm ~ 9,48 cm. Von der obersten Kugel-
‘schicht bis zum Rand des Gefifles fehlen also noch ungefihr
0,52 cm.

Aufgabe 30 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Es sind die MaBe eines Ariometers zu bestimmen, an das
folgende Forderungen gestellt werden (Abb. 38):

1. MeBbereich von g, = 1,00 gcm—3 bis g, = 2,00 gcm-3;

2.d=2r=1cm; ’

3. D=2R=2cm;

4. Die Skalenteilung soll so eingerichtet werden, daB im
Mittel 2 mm Skalenlinge einer Differenz von 0,01 gcm-3
entsprechen.

Wie sind die Werte fiir h, H, L und fiir die Masse m des

Ariometers zu wihlen?
i} §,_. v

Lésung (Johannes Riedel):

Aus 1. und 4. folgt fiir die Skalenlinge s:

— Q2 — 01 __ 1000 _
s = 0,01 gem= mm = 0.01 2 mm = 200 mm

= 20 cm.

Offenbar ist h = s; ein genauerer Wert wird spiter er-
mittelt. In eine Fliissigkeit der Dichte p, taucht das Ariio-
meter bis zum obersten Skalenpunkt ein, das verdringte
Volumen V, ist

m
V,=—.
0

In eine Fliissigkeit der Dichte g, taucht es bis zum
untersten Skalenpunkt ein, das verdringte Volumen V,
ist

V,= —
[
Es gilt
Y 1
2 0.0 _a_ 0 e V, = 2V,, mithin auch
1 Q2 O 02 2
Vy—V, = V,.

Es ist aber V; — V, gleich dem Volumen der Skalenréhre
mit der Lingé s, also

-

V, =V, =V, = —d?xs,

»

und V, gleich dem Volumen des Tauchkérpers bis zum
Skalenpunkt fiir g,, also der Summe aus zwei Halbkugeln
mit dem Durchmesser D, dem Zylinder mit dem Durch-
messer D und der Hohe H sowie dem Zylinder mit dem
Durchmesser d und der Héhe x (Stiick der Skalenréhre
zwischen dem Ansatz am Tauchkdrper und dem Skalen-
punkt fiir p,); dabei kann, wie sich spiter zeigen wird,
der Kugelabschnitt am Ansatz der Skalenréhre vernach-
lissigt werden. Es gilt also:

1
T 6

D3n + 1sznH + %d’nx = ldzns;

v,
2 4

daraus folgt

2
?Da + D2H + d%x = d%s

oder

d2 2
H=FS —;D
1 2
=—[-20cm —3-2cm
=5Cm —1,33 cm
= 3,67 cm.

Man wird nun H mit H = 3,5 cm ansetzen; dann ergibt
sich x zu

31



D2 2D3
x=s—mH-3@

=20cm — 14ecm — 5,3cm = 0,7 cm.
Damit ergibt sich fiir h:
h=s+x=20cm + 0,7 cm = 20,7 cm.

Da die Skalenréhre auch beim Eintauchen bis zum obersten
Skalenpunkt noch aus der Fliissigkeit herausragen muf,
damit man sie anfassen kann, wird man h mit h ~ 22 cm
festsetzen.

(Bemerkung: In der Praxis wird man die genaue Stellung
der Skala, also die Lage des unteren Skalenpunktes fiir g,,
durch Eintauchen in eine Probefliissigkeit der Dichte o,
ermitteln. Dabei gleicht man gleichzeitig die kleine Un-
genauigkeit aus, die sich durch die Vernachlissigung des
Kugelabschnitts ergibt.)

Die Gesamtlinge L ergibt sich dann zu

L=2R4+H+h+r
~2cm+4+3,5cm 4+ 22cm 4 0,5cm = 28 cm.

Die erforderliche Masse m erhilt man aus folgender
Rechnung: Es ist

m m
71=91 und Vz=92-
folglich
1
m=gV, =20V, =0,V =0V, =0," Zd’nh
1 .
= 29cm‘3-7-1 cm?.3,14.20cm = 31,4 g.

VI. KONSTRUKTIONSAUFGABEN

Aufgabe 31 ULRICH RICHTER, Lébau

Gegeben sind a und b mit a > b. Es ist ab

struieren.

zu kon-

1. Lésung (Ulrich Richter):

Das Produkt ab kann man als den Flicheninhalt F eines
Rechtecks ABCD mit den Seiten a und b auffassen. Be-

b
zeichnet man die gesuchte\(\SrbBe mit x, so gilt j—b = x

oder x(a — b) = ab. Damit ergibt sich x als Seite eines
Rechtecks A’B’C’'D’ mit dem Flicheninhalt F und den
Seiten x und a — b. Das Problem stellt also konstruktiv
eine Flichenverwandlung dar: Es ist das Rechteck ABCD
mit den Seiten a und b in eih flichengleiches Rechteck
A’B’C’D’ mit den Seiten x und a — b zu verwandeln. Dazu
bieten sich mehrere Konstruktionsméglichkeiten an. Als
einfachste erscheint die folgende (Abb. 39):
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*>—ren
a
8’ > e
a-b
c D c
b
Abb. 39
F A a )

1. Man konstruiert das Rechteck ABCD mit AB = a und
BC = b.

2. Man verlingert BC iiber C hinaus um a — b bis E.

3. Man bringt die Geraden durch A und B sowie durch E
und D zum Schnitt; dieser sei F.

4. Man errichtet in F auf AF und in E auf CE die Senk-
rechten; deren Schnitt sei B’.

5. Man verlingert AD bis zum Schnitt A’ mit EB’ und CD
bis zum Schnitt C’ mit FB’.

Das Rechteck A’B’C’D’ ist das gesuchte.

Beweis:

Es ist zu beweisen:

1. ABCD = A'B’'C'D’, 2.AD=a — boder C'D =a — b.

1. A\ BEF = ABFE wegen EF = EF, S BFE = < B'EF,
X BEF = < B'FE
(Beide sind Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen.)
NAAFD = ,\ C'DF wegen DF = DF, X AFD = < C’'DF,
X ADF = < C'FD
(Beide sind Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen.)
A\ CDE = AAED wegen DE = DE, & CDE = <X A’ED,
X CED = < A'DE
(Beide sind Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen.)

Daraus folgt:

[JABCD = ABEF — NAFD — A CDE
= ABFE — NCDF — NAED
= [JA’B’C'D.

2. AD||EC, AE| DC, daraus folgt AD=EC=a—b
(nach Konstruktion).

2. Lésung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Die Strecke AB = b wird
iiber B hinaus um a verlingert bis zum Punkt C. Auf AC
wird in B die Senkrechte errichtet, die den Thaleskreis
iiber AC in D schneidet. Auf BC = a wird von C aus die
Strecke b = CE abgetragen. Die Mittelsenkrechte auf DE
schneidet die Gerade durch A und C in F. Der Kreisbogen
um F mit dem Radius EF schneidet die Gerade durch A
und Cin G. Die Strecke GB ist die gesuchte.

Beweis: ab = DB? (Hohensatz),
GB .- BE = DB? (Hohensatz),
BE=a— b (nach Konstruktion),



also GB-(a — b) = ab,

GB=—""0.
a —

3. Lésung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne “unter be-
liebigem Winkel zwei von einem Punkt S ausgehende
Strahlen und trage auf dem einen von ihnen die Strecke
SA = a, auf dem anderen die Strecke SB = a ab. Auf AS
trage man von A aus die Strecke AC = b ab. Die Parallele
zu CB durch A schneidet den Strahl SB in D. Die Strecke
BD ist die gesuchte.

Beweis: Nach dem ersten Strahlensatz gilt

BD: AC = BS:.CS,
i BD=——

ab

BD = .
a—b

4. Losung (Klaus Miiller):

Man zeichne die Strecke AC = a und trage auf ihr von C
aus die Strecke CB = b ab. An AB trage man in A einen
beliebigen Winke! an. Um B schlage man den Kreisbogen
mit dem Radius b. Er schneidet den freien Schenkel des
Winkels in D. Die Parallele zu BD durch C schneidet den
freien Schenkel in E. Die Strecke CE ist die gesuchte.

Beweis: Nach dem zweiten Strahlensatz gilt

AC: AB = CE:BD,

AC . BD

CE=-%
ab

CE = —-—.
a—b>b

5. L6sung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne die Strecke
AC = a und trage auf ihr von C aus die Strecke CB = b
ab. An AC trage man in C einen beliebigen Winkel an;
auf dem freien Schenkel trage man die Strecke CD = a — b
ab. Nun ziehe man die Mittelsenkrechten der Strecken AB
und BD. Sie schneiden einander in E. Um E schlage man den
Kreis mit dem Radius AE. Er schneidet die Gerade durch C
und D in D und F. Die Strecke CF ist die gesuchte.

Beweis: Nach dem Sekantensatz gilt

CD - CF = AC- CB,

AC-CB
CF= ——-,
ch
ab
CF= ——.
a—b>b

6. Losung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne die Strecke
AB = a und trage auf ihr von A aus die Strecke AC = b
ab. Uber AB schlage man den Thaleskreis und errichte
auf AB in C die Senkrechte. Sie schneidet den Thaleskreis
in D. Um A schlage man mit BC einen Kreisbogen. Er

schneidet den Thaleskreis iiber AD in E. Auf AD errichte
man in D die Senkrechte. Sie schneidet die Verlingerung
von AE in F. Die Strecke AF ist die gesuchte.

Beweis: ab = AD? (Kathetensatz),
AF . AE =" AD? (Kathetensatz),
AE =a— b (nach Konstruktion),

also AF-(a — b) = ab,

7. Lésung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne die Strecke
AB = a und verlingere sie iiber B hinaus um BC = b. An
AB trage man unter beliebigem Winkel die Strecke
BD = a — b an. Man zeichne die Mittelsenkrechten auf
AC und CD. Sie schneiden einander in F. Um F schlage man
den Kreis mit dem Radius AF. Er schneidet die Gerade
durch B und D in D und E. Die Strecke BE ist die gesuchte.

Beweis: Nach dem Sehnensatz gilt

EB.BD = AB - BC,

AB.BC

EB =22 2%
BD

EB—_22
a—>b

<
8. Losung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne eine beliebige
Strecke AB und teile sie harmonisch im Verhiltnis
b: (a — b). Die Teilpunkte seien F und G. Uber FG schlage
man den Thaleskreis. Dieser wird von dem Kreis, den
man um B mit dem Radius a schligt, in H geschnitten. Die
Strecke AH ist die gesuchte.

Beweis: Die Strecke AB ist im Verhiltnis b: (a — b) har-
monisch geteilt. Dann liegen auf dem Thaleskreis iiber
den Teilpunkten die Spitzen H aller Dreiecke ABH mit
AB als Grundlinie, deren Seiten im Verhiltnis der har-
monischen Teilung stehen. Mithin gilt

AH:BH = b:(a — b),
BH = a,

ab

AH = .
a—b>b

9. Losung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne die Strecke
AB = a und schlage dariiber den Thaleskreis. Um A
schlage man den Kreis mit a — b als Radius. Er schneidet
den Thaleskreis in C. Zu AB zeichne man im Abstand b in
der Halbebene, in der C liegt, eine Parallele. Die Ver-
laingerung von BC schneidet die Parallele in D. Die Strecke
BD ist die gesuchte.

Beweis: Zum Beweis fille man das Lot von D auf AB. Der
FuBpunkt sei E. Dann gilt nach dem Satz ,,Zwei Hohen im
Dreieck verhalten sich umgekehrt wie die zugehdrigen
Seiten** fiir das Dreieck ABD
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BD: AB = DE: AC,

AB . DE

BD = ,
AC
-ab

BD = ——.
b a—>b

10. Losung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne die Strecke
AB = a und trage auf ihr von B aus die Strecke BC = b
ab. In B errichte man auf AB die Senkrechte BD = a — b.
Man verbinde A mit D und fi|le von C aus das Lot auf AD.
Die Verlingerung dieses Lotes schneidet die Gerade durch
B und D in E. Die Strecke BE ist die gesuchte.

Beweis: Im Dreieck ADE gilt nach dem Satz ,,In einem
Dreieck ist das Produkt aus einer Hhe und ihrem unteren
Abschnitt gleich dem Produkt aus den Abschnitten der
zugehdrigen Seite** ’

BD .BE = AB - BC,

AB .- BC
BE = ,
BD
ab
BE = .
E a—>b

11. Lésung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne die Strecke
AB = a und verlingere sie iiber B hinaus um BC = b. Uber
AB schlage man den Thaleskreis und um § den Kreis mit
da2m Radius (a — b). Die Kreise schneiden einander in D.
Auf AC errichte man in C die Senkrechte. Sie schneidet
die Gerade durch B und D in E. Die Strecke BE ist die
gesuchte.

Beweis: Zum Beweis verlingere man die Strecke AD bis
zum Schnittpunkt F mit der Geraden durch C und E.
Dann sind AC und DE zwei Hohen im Dreieck AEF, und
nach dem Satz ,,In einem Dreieck sind die Produkte aus
den Abschnitten je einer Hohe einander gleich* gilt

BE -BD = AB - BC,

AB . BC

BE = ,
BD
ab

BE = .
a—b>b

12. Lésung (Klaus Miiller):

Konstruktionsbeschreibung: Man zeichne die Strecke
AB = a und trage auf ihr von A aus die Strecke AC = b
ab. Uber AB schlage man den Thaleskreis. Um A schlage

man den Kreis mit dem Radius (a — b). Er schneidet den
Thaleskreis in D. Auf AB errichte man in C die Senkrechte.
Sie schneidet die Gerade durch A und D in E. Die Strecke
AE ist die gesuchte.

Beweis: Nach dem Satz ,,Im Dreieck verhalten sich zwei
Seiten wie ihre Projektionen aufeinander* gilt im Dreieck
ABE

AE: AB = AC: AD,

_ AB-AC

AE AD '’
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ab

AE = .
a—b

13. Lésung (Hans-Jiirgen WeiB):

Die Aufgabe ist geldst, wenn es gelingt, aus einem Recht-
eck mit den Seiten a und b ein flichengleiches Parallelo-
gramm mit der Hohe a — b zu konstruieren.

In dem Rechteck ABCD sei AB = a, BC = b (a > b). Man
schlage mit b als Radius einen Kreisbogen um B, der AB
in E schneidet. Nach Konstruktion ist AE = a — b. Nun
schlage man iiber AB den Thaleskreis und um A mit AE
als Radius einen Kreisbogen, der den Thaleskreis in F
schneidet. Es ist AF=a — b nach Konstruktion und
AF L FB. Die Gerade durch B und F schneidet die Gerade
durch C und D in C’, die Parallele durch A zu BC’ die
Gerade durch C und D in D’. Das Parallelogramm ABC’D’
hat mit dem Rechteck die Seite AB und die Héhe BC = AD
gemeinsam, beide sind also flichengleich. Ferner hat das
Parallelogramm ABC’D’ andererseits die Hohe AF = a — b

b
auf der Seite BC’. Demnach ist BC' = AD’ = 2 b die
gesuchte Strecke.

14. Lésung (Wilfried Braunschreiber):

Es sei a > b, dann ist a — b > 0. Man setze AB = 2a — b
mit AD =a — b und BD = a. In B errichte man auf AB
die Senkrechte und trage auf ihr BL = b ab. AB werde
nach beiden Seiten um die beliebige Strecke AE = BH
verlingert. Die Diagonale BK des Rechtecks BHKL werde
so weit verlingert, daB sie sich in einem Punkt C mit der
Senkrechten ,auf AB in D schneidet. Die Senkrechte in E
auf AE schneidet die Gerade durch A und C im PunktF. Die
Strecke EF ist die gesuchtes

Beweis: Es ist AAEF~ AADC, ABHK~ ABDC (nach
dem Hauptihnlichkeitssatz fiir Dreiecke). Damit gilt

AE:EF = AD:DC oder AE-DC =EF.AD
sowie
BH: HK=BD:DC oder BH-DC= HK-BD.

Da AE = BH ist, folgt
EF.AD = HK .- BD,

HK - BD
BF=—2
ab
EF = pa

15.Lésung (Jiirgen Berndt):

Der Ausdruck

abb kann umgeformt werden in 1 1

a

b a
1
Die Transformation w = 7 ist eine Spiegelung am Ein-

heitskreis. Aus der Abb. 40 ist das Verfahren der Kon-

Abb. 40



1
struktion von " bei gegebenem x klar ersichtlich (der

Beweis ist leicht einzusehen, wenn man cos 8 im groBen
und im kleinen rechtwinkligen Dreieck betrachtet).

Damit kann man % und—:— konstruieren. Die Differenz

zu konstruieren bereitet ebenfalls keine Schwierigkeiten.
Diese ist dann nochmals am Einheitskreis zu spiegeln.

16. Lésung (Theodor Kasper):

Man zeichne einen Winkel von 120° und seine Halbierende.
Auf dieser trigt man vom Scheitelpunkt aus die Strecke b
und auf einem der Schenkel die Strecke a ab. Die Ver-
bindungsgerade der Endpunkte von a und b schneidet auf

ab ab.
a —

dem anderen Schenkel die Strecke x =

Beweis: Man berechne die beiden entstandenen Dreiecke
und das aus beiden zusammengesetzte Dreieck nach der
Formel
D= l ab sin y;
2 ’

man findet

1?ab sin 60° + %bx sin 60° = %ax 25sin 60° cos 60°,

ab + bx = ax
1
(wegen 2cost°=2-—2—=1),
X ab
a—b"’

(Der Konstruktion liegt das Dreistrahinomogramm fiir die
Addition von Kehrwerten zugrunde.)

17.Lésung (Ludwig Puchta):

Zunichst setzen wir a = x,, b = y;, x = a. Dann ist die

b in der Form a = —Y1_ gegeben.
a—>b X, — Y,

Man formt sie um in xy — ax+ay = 0.

Diese Gleichung stellt nach den Gesetzen der analytischen
Geometrie eine gleichseitige Hyperbel dar, die im karte-
sischen Koordinatensystem gedreht und verschoben
wurde. |hre aligemeine Gleichung in der Hauptachsenform
ist

Beziehung x =

X3 —yt =2,

L.
Diese Hyperbel hat fiir den Punkt P,(x,; y,) die Normale
Y1
= = e — 2
n=y ) x + 2y,

und die Asymptoten
g,=y=x und ay=y= —x.

Die Normale 7 schneidet die x-Achse im Punkt N(2x,; 0)
X1Y1 .2 X1 Y1 ) Da-

X1—Y1 X—W

mit ergibt sich folgende Konstruktion:

und die Asymptote a, in P,{ —2

In ein kartesisches Koordinatensystem zeichne man ein
1. die Punkte P,(x,; y,) und N(2x,; 0),

2. die Gerade 5 durch P, und N,
3. die Gerade (Asymptote) a, =y = —x (Winkel-
halbierende des 2. und 4. Quadranten),

P, (_2_ﬂ1__
X =Y

4. die Ordinate des Schnittpunktes
2 X1Y1

von 7 und a,.
X — Yl) *

Halbiert man diese Ordinate, so erhilt man die gesuchte
Strecke.

18. Lésung (Dietmar Schwartz, Manfred Heyder):

Die Strecken a und b werden als Betrige komplexer
Zahlen in der GauBschen Zahlenebene dargestellt (Real-
teil und Imaginirteil beliebig so, daB a? = R(a)? + /(a)% bzw.
b* = R(b)* + I(b)? gilt; Abb. 41). Die komplexen Zahlen
werden multipliziert:

2,2z, = ry(cos ¢, + isin @,) ry(cos g, + isin ¢,)
= nirylcos (p; + @2) + i sin (g, + @,)]

AnschlieBend wird die a
Division entsprechend
durchgefiihrt.

Abb. 41

Rx!

Konstruktion: Man legt in der GauBschen Zahlenebene
die komplexen Zahlen A und B mit den Betrigen a bzw. b
fest und verbindet ihre Punkte mit dem 0-Punkt. Nun
konstruiert man ein Dreieck COB, das die Seite OB und den
ihr anliegenden Winkel AO 1 enthilt und das dem Dreieck
AO1 dhnlich ist. Es ist OC = ab. Ferner konstruiert man
ein Parallelogramm OBAD; es ist nach Konstruktion
‘OD =a — b. Nunmehr wird ein Dreieck 0X1 konstruiert
derart, daB es dem Dreieck OCD ihnlich ist. Dann ist 0X
die gesuchte Strecke x.

Aufgabe 31 WALTER RULFF, Coswig

Gegeben ist ein Trapez mit deh parallelen Seiten a und c,
der Hohe h und dem Winkel « (Abb. 42). Gesucht ist die
Parallele zu a und ¢, die die Fliche des Trapezes halbiert.
(Lésung 1. durch Berechnung, 2. durch Konstruktion.)

0 c C

A r B
Abb. 42

Lésung (Walter Rulff):

1.Berechnung: Da die Fliche eines Trapezes ausschlief3-
lich von der Linge der parallelen Seiten und der Héhe,
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nicht aber von den Winkeln abhingt, spielt der Winkel «
fir das vorliegende Problem keine Rolle, und die Be-
trachtungen kdnnen ohne Beschrinkung der Allgemein-
gliltigkeit an einem rechtwinkligen Trapez durchgefiihrt
werden (Abb. 43).

D c C
y
d h b
X
\
A a 8

Abb. 43

Die teilende Parallele habe die Linge x, ihr Abstand von ¢
sei y. Dann gilt

X+ c

_a+c-
2 YT

h.

Nach dem Strahlensatz gilt

x—c xX—c
, also y =
a—c a—¢c

-h.

LA
h

Daraus folgt nach Umrechnung

az_cz
2 ’

‘= at + ¢
= 7

Man erkennt, dafl die Linge der Parallelen unabhingig ist
von der Hohe h. Ihr Abstand y von c ist dann

x2—c=

X—C
= -h,
Y a—«c¢
l/az_cz
—-C
2
y=-'——+71909#¥9¥—.h.
a—=«c¢

2. Konstruktion: Die Berechnung liefert den Schliissel
zur Konstruktion. Aus

- ]/FEE
folgt
- o

Das heif3t aber, man erhilt x als Hypotenuse eines recht-

winkligen Dreiecks, dessen Katheten % ]/2_ und %]/2_

sind. Diese Katheten sind aber die halben Diagonalen aus
den Quadraten der beiden parallelen Trapezseiten.

Konstruktionsbeschreibung (Abb. 44):

X~

-

D c
Z/ X b
A A

\NL
N

Abb. 44

1. Man konstruiert die Quadrate iiber den parallelen
Trapezseiten, zieht in ihnen je eine Diagonale und
halbiert diese.

2. Man konstruiert ein rechtwinkliges Dreieck mit den
halbierten Diagonalen als Katheten. Die Hypotenuse
hat die Linge x der gesuchten Parallelen.

3. Man trigt die Strecke x von A aus auf a = AB ab; der
Endpunkt sei E. Dann zieht man durch E eine Parallele
zu d = DA; ihr Schnitt mit b = BC sei F. Die Parallele
zu a= AB und ¢ = CD durch F ist die gesuchte
Parallele.

Determination: Simtliche Konstruktionen sind stets
ausfiihrbar und eindeutig.

Aufgabe 33 WALTER RULFF, Coswig

Gegeben sind drei zueinander parallele Geraded§ Es ist
ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren, dessen End-
punkte je auf einer der gegebenen Geraden liegen.

1. Lésung (Walter Rulff):

Analysis: Die aligemeine Losung findet man, indem man
von einem leicht |6sbaren Spezialfall ausgeht: Es werde
zunichst angenommen, der Abstand der gegebenen
Parallelen g, und g, sei gleich dem Abstand der Parallelen
gs und gg. Dann liegt das gesuchte Dreieck ABC symme-
trisch zu g, (Abb. 45), die Linge der Dreieckseite AB = BC
= CA ist gleich dem Abstand der Parallelen g, und g,, das
Dreleck ABC ist ohne weiteres konstruierbar.

Betrachtet man nun die Analysisfigur Abb. 46, so er-
kennt man: Ist PD die Héhe im Dreieck PQR, so ist



<X PDC = '{BDR, da die Schenkel paarweise aufeinander
senkrecht stehen. Da ferner <C CDB = < PDR = 90° ist, ist
das Dreieck CDP dhnlich dem Dreieck BDR. Folglich gilt

PD:RD = CD: BD.

Wegen CD:BD = }/3:1

gilt dann aber auch PD:RD =3:1,

Konstruktionsbeschreibung: Man konstruiert die
Mittelparallele g, zu g, und g, und errichtet in einem
beliebigen Punkt D von g, die Senkrechte, die g, im Punkt
A und g; im Punkt B schneidet. Sodann schligt man um
A und B zwei Kreisbégen mit AB als Radius, die sich in
C auf g, schneiden. In C errichtet man die Senkrechte auf
dq; sie schneidet g, in P. Man verbindet P mit D und er-
richtet in D auf PD die Senkrechte. Deren Schnitt mit g,
sei @, mit g, sei R. Das Dreieck PQR ist das gesuchte.

8
93
C
92
Abb.45  — n
B
93 R
P
92 /
94 C D
Abb.46 —3; S

Determination: Da die ISreisbc'Sgen um A und B ein-
ander in zwei Punkten C und C’ schneiden, ist das gesuchte
Dreieck PQR nur bis auf Symmetrie bestimmt. Alle
anderen Konstruktionen sind stets und eindeutig aus-
fuhrbar.

2. Lésung (Willi Dorfler, Werner KnieB):

Wir gehen von dem Spezialfall aus, daB die Parallelen zwei
gleiche Abstinde haben (Abb. 47). Die weitere Kon-
struktion verliuft folgendermaBen (Abb. 48):

B
93
C
92
Abb. 47
ry 94

93

\

(o 92

Abb. 48

A 94

In C wird auf AC die Senkrechte errichtet. lhr Schnitt mit
g, sei C’. Von B aus trigt man auf g, die Strecke CC’ = BB’
so ab, daB A ABB’ und A ACC’ gleichen Umlaufsinn haben.
Dann ist

AB = AC (nach Konstruktion; AABC ist gleich-
seitig),

< ABB’ = < ACC’ (nach Konstruktion rechte Winkel),
CC’ = BB’ (nach Konstruktion).

Also ist A\ ABB’ = A ACC’. Daraus folgt
AB’ = AC’,
<2 CAC’ = < BAB’, also auch
< C'AB’ = < CAB = 60° (nach Konstruktion).

Im Dreieck AB’C’ sind demnach zwei Seiten einander
gleich, und der von ihnen eingeschlossene Winkel betrigt
60°. Folglich ist das Dreieck gleichseitig.

3. Lésung (Peter Kiihn):
Analysis:

Es seien g,, g, und g; die gegebenen Parallelen (Abb. 49).
Man ziehe eine Gerade g,, die g,, g, und g, unter einem
Winkel von 60° schneidet, und im Abstand g, g, dazu eine
Parallele g;. Die Schnittpunkte seien beziehungsweise P,,,
Py Psss Pysy Pos und Pys. Dann ist die kilrzere der beiden
Strecken P, Py; und P;; Py, die gesuchte Dreieckseite.

Auf Beweis, Konstruktion und Determination wollen wir
hier verzichten. In Abb. 49 geben diejenigen Konstruk-
tionselemente einen Hinweis, die fiir das Verstindnis der
Analysis nicht erforderlich waren.

\P1s \P1q \'15

94

P2s Pou P26

9s

\35 P34 93
9g 9

4.L6:ung (Dr. B. Basedow):

Man verlingere (vgl. Abb. 50) AH'liber H hinaus um sich
selbst bis zum Punkt A’ und errichte iiber AA’ ein gleich-
seitiges Dreieck mit dem dritten Eckpunkt B’. Dann fille
man von A’ aus das Lot auf AB’, dessen Verlingerung die

Abb. 49



Gerade g, in C schneidet. Man schlage mit AC in der
Zirkelspanne um A einen Kreis, der HB’ in B schneidet.
Das Dreieck ABC ist das gesuchte.

Beweis: Es ist

AC = AB nach Konstruktion,

AD = AH nach Konstruktion,

< ADC = <t AHB = 1R nach Konstruktion,
also -

NAADC = A AHB nach ssw (der groBere Winkel liegt der
"gréBeren Seite gegeniiber).
Ferner ist

< CAB = <z CAB’ 4+ <. B’AB

= HAB" + < B’AB
= < HAB' 4+ -1 B’AB nach Kongruenz
= «i A’AB’

= 60° nach Konstruktion.

Das Dreieck ABC ist also nach Konstruktion gleichschenklig
mit einem Winkel von 60° an der Spitze. Damit ist es
aber auch gleichseitig.

92 A

Abb. 50 A

5. Lésung (Walter Uffrecht):

Die Lésung beruht auf dem Satz: ,,Der geometrische Ort
aller Eckpunkte P, von gleichseitigen Dreiecken mit
festem Eckpunkt P, und auf einer Geraden beweglichem
Eckpunkt P, ist eine Gerade*’.

Beweis: Bekanntlich lautet die Gleichung einer Geraden
in einem r-p-Polarkoordinatensystem

d
Cos (B — )
wobei d die Linge des Lotgs vom Koordinatenursprung

auf die Gerade und 8 der Winkel zwischen diesem Lot
und der Achse des Systems ist (Abb. 51). Wir wihlen

r =

Abb. 51
9

nun fiir P, den Koordinatenursprung und fiir P, einen
Punkt auf der Geraden. Dann gilt

d

PPy=ry=—— .
1S s (B — )

Es ist nun eine Gleichung zu finden, die folgende Be-
dingungen erfiillt: Fir g3 = ¢, — % ist P,Py=ry=r,.

Diese Bedingung wird aber offensichtlich von der Glei-
chung

d

k.
cos (ﬁ -3 ‘Pa)

.
erfiillt. Setzt man nimlich darin ¢; = ¢, — 3 so ergibt
sich '

P,Py=r, =

d

—_— =,
cos (8 — @) !

r; =

Das ist aber wieder die Gleichung einer Geraden (die vom
Ursprung denselben Abstand d hat, aber gegeniiber der

urspriinglichen Geraden um — i;— gedreht ist).

Damit ergeben sich folgende vereinfachte Konstruk-
tionen:

1. Man wihlt auf g, einen beliebigen Punkt P, und kon-
struiert zwei gleichseitije Dreiecke P,P,P; und P,"P,’Ps’
derart, daB P, und P,’ zusammenfallen und P, sowie P,’
auf g, liegen. Dann zieht man die Verbindungsgerade
P;P,’, die g, in @ schneidet. P, Q ist die Seite des gesuchten
gleichseitigen Dreiecks (dessen weitere Konstruktion klar
sein diirfe).

2. Man wibhlt auf g, einen beliebigen Punkt P und errichtet
in ihm die Senkrechte auf g,, die g, in @ schneidet. Uber
PQ’ konstruiert man ein gleichseitiges Dreieck mit dem
dritten Eckpunkt R’. Ferner verlingert man PQ’ iiber Q’
hinaus um sich selbst bis Q. Die Verbindungsgerade Q"R’
schneidet g, in R. Die Strecke PR ist die Seite des ge-
suchten Dreiecks (weitere Konstruktion ist klar).
Determination: Alle Konstruktionen sind — bis auf
Symmetrie — eindeutig und stets ausfiihrbar.

Aufgabe 34 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Konstruiere ein Dreieck aus

sa=6cm, hy=5em, h, =7 cm!

Ldsung (Johannes Riedel):

Voriiberlegung: Die Analysisfigur (Abb. 52) zeigt, daB
kein Teilstiick des Dreiecks ABC unmittelbar konstruier-
bar ist. Durch Festlegen jedes der drei gegebenen Stiicke
wird fiir einen weiteren Punkt des Dreiecks ABC hochstens
ein geometrischer Ort bestimmt.

Die Situation indert sich jedoch sofort, wenn man die
Hohen hy und h, in Richtung b bzw. c parallel zu sich selbst
verschiebt, so daB sie durch D verlaufen (Abb. 53). Dann

gilt ADBF = ADCF’ weden DB = DC = -;-. & BDF’
= <X CDF" (Scheitelwinkel), - DFB = -<x DF’C (rechte
Winkel nach Konstruktion). Also ist DF = DF’ = -;‘.
Entsprechend gilt ADCE’ = ADBE” wegen DB = DC

=2 sEDC=2E"DB = CE'D

2 ’
= <. BE”D (rechte Winkel nach Konstruktion).. Damit

(Scheitelwinkel),



h
ergibt sich die Méglichkeit, A AF’'D aus AD = s, DF' = —2—° ,
hy

< AFD = 90°, DE’' = 7

< AE’'D = 90° zu konstruieren. Man erhilt daraus B und C
auf folgende Weise: B liegt 1. auf der Geraden durch A
und F’ und 2. auf der Parallelen zur Geraden durch A und
E’ im Abstand h,, die in derselben Halbebene liegt wie D.
C liegt 1. auf der Geraden durch A und E’ und 2. auf der
Parallelen zur Geraden durch A und F' im Abstand h,, die
in derselben Halbebene liegt wie D.

Nach Festlegung von B (C) auf die beschriebene Weise er-
geben sich fir C (B) auch folgende geometrische Orter:
C (B) liegt 1. auf der Geraden durch A und E’ (F) und
2. auf der Verlingerung von BD (CD) iiber D hinaus. Oder:
C (B) liegt auf der Verlingerung von BD (CD) iiber D

hinaus im Abstand BD (CD) = —22'— von D.

und AAED aus AD =5,

Konstruktionsbeschreibung (Abb. 54): Man legt
AD = s, = 6 cm fest und schligt iiber AD nach beiden

Seiten den Thaleskreis. Um D schligt man mit %9 in der
Zirkelspanne einen Kreisbogen, dessen Schnitt mit dem
einen Thaleshalbkreis den Punkt E’ liefert, und mit h?‘

in der Zirkelspanne einen Kreisbogen, dessen Schnitt
mit dem anderen Thaleshalbkreis den Punkt F’ ergibt.
Sodann zieht man zu AE’ die Parallele im Abstand h, in der
Halbebene, in der D liegt. Ihr Schnittpunkt mit der Ge-
raden durch A und F’ ist B. Ferner zieht man zu AF die

4

En

Abb. 53

Parallele im Abstand h,. in der Halbebene, in der D liegt.
lhr Schnittpunkt mit der Geraden durch A und E’ ist C.
Man kann C (B) auch nach Konstruktion von B (C) erhalten,
indem man BD (CD) iiber D hinaus bis zum Schnitt mit der
Geraden durch A und E’ (F’) bzw. um sich selbst verlingert.

Diskussion: Die Aufgabe ist (bis auf Symmetrie) ein-
hy
2
Fall ergeben die Kreisbdgen um D je genau einen Schnitt-
punkt mit einem Thaleshalbkreis. Die weitere Kon-

h
deutig losbar, wenn ?‘ < sg und < s, ist. In diesem

h
struktion ist eindeutig. Wenn dagegen ?" =s, oder
h
-25 =s, ist, so existiert kein entsprechender Schnitt-

punkt mit dem Thaleshalbkreis, und die Aufgabe ist
unlgsbar.

h .
Im vorliegenden Fall ist die Aufgabe wegen ?" = 2,5 cm

h
<6cm=s, und —25 =35cm <6cm =35, eindeutig

|osbar.

Aufgabe 35 JURGEN BERNDT, Burkersdorf

Gegeben sind zwei Punkte A und B. Man konstruiere unter
ausschlieBlicher Verwendung des Zirkels (also ohne
Verwendung eines Lineals) ein Quadrat, in dem A und B
benachbarte Eckpunkte sind.

1.Lésung (Jiirgen Berndt):
a) Analysis (Abb. 55):
Der Punkt C liegt
1. auf dem Kreis um B mit AB = a als Radius,
2. auf dem Kreis um A mit AB ]/f = a]/f als Radius.
Der Punkt D liegt
1. auf dem Kreis um A mit AB = a als Radius,
2. auf dem Kreis um B mit AB }/5 = aVi als Radius.

S 3

N

\__—/’Sz

Abb. 55
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Es kommt also darauf an, die Strecke AC = BD = aVi zZu
konstruieren.

Dazu verhilft die folgende Uberlegung:

Die direkte Konstruktion als Diagonale eines Quadrats
mit der Seitenlinge a ist nicht méglich, da es nicht gelingt,
nur mit dem Zirkel die Lage des dritten Eckpunktes un-
mittelbar zu finden. Aus der Gleichung 3a? — a® = 22°

oder a}/2 = }/3a* — a* folgt aber, daB man a)/2 erhilt,
wenn es gelingt, ein rechtwinkliges Dreieck mit der

Hypotenuse a}/§ und einer Kathete a zu konstruieren.

Die Hypotenuse a]/3 erhilt man als doppelte Hohe eines
gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a bzw. (da der Fuf3-
punkt der Hohe nicht ermittelt werden kann) als lingere
Diagonale eines RHfombus mit der Seitenlinge a und der
kirzeren Diagonale a. Die Konstruktion des reciatwink-
ligen Dreiecks erfolgt iiber die Konstruktion eines gleich-
schenkligen Dreiecks mit der Basis 2a und den Schenkeln
a ]/ 3.

b) Konstruktion:

Man schligt um A und um B Kreise mit dem Radius a = AB.
lhre Schnittpunkte seien S, und S,. Weiter schligt man
um S, einen Kreis mit dem Radius a, der den Kreis um A
auBer in B in §; schneidet. Um S, und S, schligt man Kreise
mit dem Radius S;B = §,S,, die sich in S, schneiden
(bzw. in S;'). Die Strecke AS, = AS,’ hat die Linge der
Diagonalen AC = BD im Quadrat ABCD.

Der Kreis um A mit dem Radius AS, schneidet den Kreis
um B mit dem Radius AB in C, und der Kreis um B mit
dem Radius AS, schneidet den Kreis um A mit dem Radius
AB in D.

¢) Determination:

Alle Konstruktionen sind (bis auf Symmetrie) stets ein-
deutig.

2. Lésung (Gerhard Fuhrmann):

Die Kreise mit AB als Radius um A und B liefern als Schnitt-
punkt den Punkt H, (der spiegelbildliche Schnittpunkt
ergibt keine andere Lésung). Die Kreise um B und H, mit
demselben Radius liefern als neuen Schnittpunkt den
Punkt H,, die um H, und B den Punkt H,. Setzt man die
Konstruktion gemiB3 Abb. 56 in der gleichen Weise fort,

Abb. 56
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so erhilt man die Punkte H,, H;, H; und H,. Die Kreise mit
AH; als Radius um A und H, liefern als Schnittpunkt den
Punkt P derart, daB AH,P ein gleichschenkliges Dreieck
mit den Seiten AH, = 4AB, AP = H,P = 3AB ist. Die

Héhe in diesem Dreieck ist H;P = AB}/S. also gleich der
Diagonalen in einem Rechteck mit den Seiten a = AB und
b = 2AB.

Demzufolge liefern die Kreise um H; mit H,P als Radius
und um A mit AB als Radius den gesachten dritten Eck-
punkt D des Quadrates ABCD als Schnittpunkt.

Den vierten Eckpunkt C erhilt man als Schnittpunkt der
Kreise-um B und D mit AB als Radius.

Vil. BEWEISAUFGABEN

Aufgabe 36 Dr. GERHARD HESSE, Radebeul

Das Dreieck ABC sei bei C rechtwinklig. Es sei CD = h,

die Héhe der Hypotenuse; ferner seien o der Radius des

Inkreises im Dreieck ABC, g, und g, die Radien der Inkreise
Vin den Teildreiecken ADC und BDC.

Man beweise, daB die Summe o der Inkreisradien g, o, und

0, gleich der Hohe h, ist!

1.Lésung (Dr. Gerhard Hesse):
Es ist (Abb. 57)

Abb. 57

X CAD = < BCD (Schenkel stehen paarweise senk-
recht aufeinander),

< ACD = < CBD (desgl.),
X ACB = < ADC = X BDC (rechte Winkel);

d. h., die Dreiecke ABC, ACD und BCD haben gleiche
Winkel und sind damit einander ihnlich. In ahnlichen
Dreiecken sind die Verhiltnisse gleichliegender Stiicke
einander gleich. Also gilt

p:c=op,:b=1p,:a.
Daraus folgt

ob
o= und

und demnach

b b+c
o=9+91+92=9(1+-c—+%)=o(a—+—+—)

oder



oc=g(a+b+c)’ E:M_

2 2
Es ist aber
9h+b4d_F_§5
2 T2
oc h.
also auch 2 =7

und damit ergibt sich ¢ = h,.

2. Lésung (Erich Schiffner):

Wendet man d.ie bekannte Dreiecksformel

e 29 mit s = M

Y _ —
tan?_s—c_a+b+¢: 2

auf ein rechtwinkliges Dreieck an (y = 90°), so ergibt sich
wegen tan 45° = 1 der Satz:

Der Inkreisdurchmesser eines rechtwinkligen Dreiecks
ist gleich der Summe der beiden Katheten vermindert
um die Hypotenuse. Daraus folgen fiir die rechtwinkligen
Dreiecke ABC, CAD und BCD die Gleichungen

20 =a4b —c, )

291 q + h: - b’
20, =p+ h,— a.

Durch Addition dieser Gleichungen ergibt sich wegen
P+a=c
2(0 + 0, + 92) = 2h,,
e+o+0 = h. !

3. Lésung (Hans-Giinter Schiitze):

Fiir den Beweis werden nur Sitze der  elementaren
Planimetrie benutzt.

1. Grundlagen (Abb. 58):

2
Kathetensatz: a®=pc, p= —:;- (1)
b'.!
2 = = — 2
b2 =qc, q c (2)
b h
Flichenformeln:  F= oo = - 3)
2 2
0
F=?(a+b+¢:) (4)

2. Folgerungen:

Aus (3) folgt h=— (5)

aus (3) und (4) folgt hc=9o(a+ b+ )

oder fiir das Dreieck ABC o= — ¢ _ )
a+b+c
. . hq
fir das Dreieck ADC = —
0 b+q+h 7)
und fiir das Dreieck CBD g, = — P . ®)
a+p+h
3. Beweis:
Es ist nach (6), (7) und (8)
h
ete+o= < hq hp

a+b+c +b+q+h + a+p+h’

Substituiert man nach (1), (2) und (5), so folgt nach
entsprechender Rechnung

o+ 0,4+ 0, =h.

4. L6sung (Hansjoachim Miiller):

Die Behauptung ist bewiesen, wenn bewiesen ist (vgl.
Abb. 59), daB

FAuaBc =FAapy + FAust, + FAamy, (1)

ist. Diese Gleichung ist nimlich wegen

1 1 1
FAage = ) che, FABM = 2 < FAasu, = 5 €
1 .
und FA gy, = 7 o, gleichbedeutend mit der Gleichung
1 ch. = 1 1 1
2 c—'E'CQ+‘§C91+?c929

und aus ihr ergibt sich nach Division durch l c die Be-
hauptung 2

hc=9+91+92- (2)

Beweis der Gleichung (1):
Es gilt offensichtlich die Gleichung

FA4B¢ =FAaBy + FABom + FAcan

Wird nachgewiesen, daB

FAaBy, = FABen (3
und
FAaBu, = FAcan (4)
ist, so ist die Behauptung bewiesen.
Zu (3): Da AABC~ ABCD ist, gilt = =5 oder
0,C 01 a
= £ !
a
Setzt man dies in die Gleichung FA gy = —1— ao ein, so

2
1
ergibt sich FA poy = 5 = FAaBy,

/
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Abb. 59
A

Damit ist (3) bewiesen.

Zu (4): Wegen A ABC~ A ADC gilt L3 =% oder
[
0= % Damit ergibt sich

1 1
Facam = 2 bo = 2 coy = FA 4By,

5. Lésung (Hubertus-Giinter Endtricht):

Da das Dreieck CRM (Abb. 60) rechtwinklig-gleichschenk-
lig ist, gilt

a+b+c

=§—C mit s =
e 2

Beweis: Es ist AS = AT, BT = BR, CR = CS = o.
Ferner ist CR+BR.=a, AS 4+ CS = b, AT + BT =,
also CR+BR+AS+ CS+ AT+ BT=a+ b +c.

Daraus folgt

CR+BR+AS+ CS=a+b,
CR+ CS=a+ b— (BR + AS),
2CR = a + b — (BT+AT),

20=a+b—c,

a+b—c a+b+c
0= - - = —_
N 2 2

Abb. 60

Also gilt im rechtwinkligen Dreieck ABC (Abb. 61)

a+b—c
2 )

im rechtwinkligen Dreieck ADC

h+q—b>b
O =——" -

und im rechtwinkligen Dreieck BDC

_ h+4+p—a
Qe = 2 .

Addiert man g, o, und g,, so ergibt sich
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et+o,+0.=
1
a=?(a+b—c+h+q-b +h+p—a)
1
=—2—(2h—c+P+Q)=h.
Aufgabe 37 ULRICH RICHTER, Lébau
a c
Es sei " < ’E Beweisen Sie, daB dann auch gilt
a a+c

b < b+ d < % ! (Voraussetzung: a, b, ¢, d > 0).

1. Lésung (Ulrich Richter):

Die Ungleichung % < % ist gleichbedeutend mit der Un-

gleichung ad < bc. Addiert man auf beiden Seiten dieser
Ungleichung die GréBe ab, so folgt ab + ad < ab + bc.
Damit gilt auch a(b + d) <b(a + c). Dividiert man
beide Seiten durch b und durch (b 4+ d), so ergibt sich
a a+4c

b “b+d ,
wiesen. Addiert man auf beiden Seiten der Ungleichung
ad < bc dagegen die GroBe cd, so folgt

ad+ cd<bc+cd oder (a+ c)d<(b+ d)c.

Daraus ergibt sich durch Division mit (b 4+ d) und d die
Ungleichung % < %, und der zweite Teil der Be-

hauptung ist bewiesen.

und der erste Teil der Behauptung ist be-

2. Lésung (Jiirgen RoBler):

. ‘a c
und a+c=b-?+d-—d-

a a a C C (4
folgt b- - +d. <b- +d.-— <b-_+d-—,

a

also —:—-(b+d)<a+c<%-(b+d).

Dividiert man diese Ungleichungskette durch (b + d) >0,
so ergibt sich

a at+c c

b b+d 4’
was zu beweisen war.
3. Lésung (Carl-Heinz Damm):

c
Voraussetzung: a, b,¢,d >~ 0 und 2 < q bzw. ad < be.

_ b
Folgerung
a+4c ab+bc_ab+ad+bc—ad
b+d bb+d) bb +d)
__ ab+ad bc—ad=ﬂa. bc—ad>i
bb+d)  b(b+d) b b(b + d) b



(wegen ad < bc) und

c+a cd+ad cd+cb+ad—ch
d+b dd+b d(d + b)
_cd+ch ad—bc_i ad—bc>£
T d(d+b) dd+b) d ' dd+b " d
(wegen ad < bc). Also gilt
a < a + c < E,
b "b+d d°
4. Lésung (D. Opitz):
a a4c c
i — = = —,
Angenommen, es sei bZb+d=d so folgt

ab + ad = ab + bc bzw. ad 4+ ¢d = bc + ¢d

und damit
ad = bc bzw. ad = bec,
2 = Al bzw 2
b = d ’ b= d

Im Widerspruch zur Voraussetzung —:— = 3 . Somit gilt
die behauptete Ungleichung.

5. Lésung (Wolfgang Lehmann):

a c c a
A e — — = — i > 0, al
us b<dfo|gtd b+x mit x > 0, also
c_a, ,_3atbx_y@+by
d b b yb

d
mit y = b oder d = yb. Demnach ist

at+b a+ay+bxy a(l+y)  bxy
b+d b + by b1 +y)  b(1+y)
a xy a
= — 4 - - > ’
M+

d
wegen x >0 und y=-br > 0.

a c
F folgt : -, daB
erner folgt aus b < d a

mit v>0, w= 3 oder b = wd. Demnach ist

a+4c cw —dvw + ¢

_ _C vw (4
b+d wd + d

4T ivwod’

wegen v; w > 0. Also gilt

a a+4c (4
—<

b+d<d'

6. Losung (Alois Liem):

Voraussetzung: % < %.a; b;c;d > 0, alsoauch ad < be.

a a+c¢ c

Behauptung: N < b < rl

Q.

Indirekter Beweis:

1. Annahme, essei ——— = —. Dann foigt

ad + ¢d = bc + cd.

Ersetzt man bc durch das (nach Voraussetzung) echt
kleinere ad, so kann die Ungleichung nur verschirft
werden. Es folgt

ad + ¢d > ad + cd.
Diese Ungleichung ist aber falsch, denn es handelt sich um

eine Gleichheit. Also fiihrt die Annahme zu einer falschen
Folgerung, d. h., die Annahme ist falsch. Demnach gilt

a+c¢ < 4

b+d d°
2. Annahme, es sei a = atc Man folgert in gleicher
\ ' b=b+d g 9

Weise:
ab 4+ ad = ab 4 bec.

Man ersetzt bc durch das (nach Voraussetzung) echt
kleinere ad:

ab 4+ ad > ab + ad
und erhilt damit den Widerspruch wie oben. Also gilt

a <a+a:
b "b+4d’

Damit gilt aber auch

ar<g+c< 4
b "b+d d°

7. Lésung (lirgen Pilliﬁg):

¢ a
Es ist nach Voraussetzung ri << b Daraus folgt

,cb > da, ad < be,
c d a<b
2 b’ c d’

d b.
1+c>1+ , i+1<—+1.
a b [4 d

14+ 5 L1
2, <1,
149 LA
b d
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a(1+—c—) c(i+1)

a a (4

d >_; b—<1'

s(1+4) (5 +1)
a+c>i a+c<i
b+d” b’ b+d " d°

Demnach gilt auch

a a+4+c
— < <

A
b “b+d d’

8. Losung (Hans-Jiirgen WeiB):

Vorausgesetzt wird % < —3, a, b, ¢, d > 0. Wir setzen

d
d = kb mit k=—b->0

und

ad
c =ka+ p mit p=c—r>0.

Dann gilt

a+c_a+ka+p_a+ka+ p
b+d  b+kb b+ kb b+ kb
a(l + k)

NIETH

] a p a
=t >
bA+k b b(A+k ~ b

c —
Ferner folgt aus ¢ = ka4 p, daB a = __k_e ist, und

d
aus d = kb ergibt sich b= e Damit ist

c—p
atc K T°€
b+d d

x+d
c + kc p _cl+Kk p

Td+kd d+kd ddA+k  dA +k

_ c—p+ ke
T d+ kd

[a)

c P

= <

d d1+k

Zusammengefalt ist

a <a+c< c
b “b+4+d d’
\

\

Aufgabe 38 GERHARD CASPAR, Potsdam

Es sei K, ein Halbkreis mit dem Radius r,, K, ein Kreis mit
dem Radius r, = 0,5 r,, der den Durchmesser und die Peri-
pherie von K, beriihrt, und K; ein Kreis mit dem Radius r;,
der sowohl den Durchmesser und die Peripherie von K,
als auch die Peripherie von K, beriihrt. Es ist zu beweisen,
daB unter diesen Voraussetzungen fiir ry gilt 4ry = r,!

Lésung (Gerhard Caspar):
Analysis (vgl. Abb. 62):

Wenn K, die Peripherie von K, im Punkt B beriihrt, ist die
Tangente t in B an K, gleichzeitig auch Tangente in B an
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2 \t
] My
B
Af M3
Abb. 62 m
1

K. Folglich bilden die Beriihrungsradien von K, und K,
eine Gerade, und da M, und M; auf derselben Seite der
Peripherie von K, liegen, fillt M; auf M,B. Es ist aber
MB=r=2r,=MM;+r,, also MM, =2r,—r,.
Ferner kann M;M, nach dem Lehrsatz des Pythagoras aus
M,A = r; und AM, berechnet werden; AM; ist nach dem-
selben Satz aus AM; =r, — ry; und M;M; = r, + r, dar-
stellbar. Mithin kann eine Gleichung mit r; als einziger
Unbekannter aufgestelit werden.

Beweis: -
MMg? = (2r; — 1y)?

=4r? — 4ryry 4+ 1?

und
MM? = r? +\(r; + r))® — (r; — ry)?
=r? 4+ bryr,,
also
rd 4 brory = 4r,2 — bryry + 132,
8ryry = 4r,?,
2rs=ry.
Wegen 2rpb=1n,
folgt bry,=r,.
Aufgabe 39 VIKTOR ZIEGLER, Leipzig

Gegeben ist eine Gerade g und auf ihr zwei Punkte A und
B. Man beweise: Die Linge CT einer Tangente von einem
auf g liegenden Punkt C an einen durch A und B gehenden
Kreis (T ist der Beriihrungspunkt) ist nur von der Lage
von C, nicht aber vom Radius r des Kreises abhingig.

Lésung (Viktor Ziegler):

Nach dem Sehnentangentensatz ist das Produkt der
Streckenlingen CA - CB gleich dem Quadrat CT? des Tan-
gentenabschnitts (Abb. 63). Es gilt also fiir jeden durch A
und B gehenden Kreis

(ieTh -G oder cr=||G- 3B,

Damit ist die Behauptung bewiesen; denn in dieser
Gleichung tritt der Radius r nicht auf, sondern nur zwei
Strecken, deren Linge von der Lage des Endpunktes C
abhingt.




Aufgabe 40 ERICH SCHIFFNER, RoBleben

Warum kann eine Quadfatzahl oberhalb von 9 niemals aus
lauter ungeraden Ziffern bestehen?

1. Lésung (Erich Schiffner):

Es sei n = 10a + b, wobei a eine natiirliche Zahl mit be-
liebig vielen Stellen und b eine einstellige natiirliche Zahl
sei. Dann gilt

n® = (10a + b)® = 100a® 4 20ab + b*.

Ist nun b gerade, so ist auch b? gerade und mithin auch die
SchluBziffer von n2. Ist aber b ungerade, so sind die Fille
b=1;b=3; b=5; b=7; b=9 moglich. In diesen
Fillen ergibt sich

n? = 100a2 + 20a + 1,
n? = 100a® + 60a+ 9,
n?* = 100a% + 100a + 25,
n® = 100a? 4 140a 4 49,
n® = 100a% 4 180a + 81.

Man sieht, daB in diesen Fillen die Zehnerziffer gerade ist.
Also enthilt jede Quadratzahl oberhalb von 9 mindestens
eine gerade Ziffer.

2. Lésung (Hubertus-Giinter Endtricht):

a) Das Quadrat einer geraden Zahl ist stets gerade; in
diesem Fall ist die Behauptung also trivialerweise richtig.

b) Jede ungerade Zahl n mitn = 5 kann man in genau einer
der drei Formen

n=10a—5 n=10a+3, n=10a 41

mit a=1; 2; 3; ... schreiben. Damit ergibt sich das
Quadrat n? von n zu

n* = (10a — 5)* = 100a® — 100a + 25,
n?* = (10a - 3)*> = 100a* + 60a + 9,.
n® = (10a + 1)* = 100a> + 20a + 1.

In jedem dieser drei Fille ist mindestens die Zehner-
ziffer gerade.

3. Lésung (Gerhard Franz):

Zunichst zwei einfache Uberlegungen:

a) Wenn es eine Quadratzahl gibt, die nur aus ungeraden
Ziffern besteht, so ist sie das Quadrat einer ungeraden
Zahl; denn das Quadrat einer geraden Zahl ist gerade
und hat demzufolge mindestens in der letzten Stelle
eine gerade Ziffer.

b) Eine Quadratzahl kann in der letzten Stelle nicht die
Ziffern 3,oder 7 haben, da die Einerstelle einer Quadrat-
zahl ausschlieBlich von der Einerstelle der Basis be-
stimmt wird und 12 =1, 32 =9, 52 = 25, 72 = 49 und
92 = 81 ist (gerade Einerziffern kommen nach a) nicht
in Frage und ergeben zudem ebenfalls nicht 3 oder 7).

Gibt es also eine Quadratzahl, die nur aus ungeraden
Ziffern besteht, so muB sie wegen a) die Form

2n+12=4n+4n+1=bn(n+1)+1

haben. Daraus erkennt man, dal eine Quadratzahl mit der
geforderten Eigenschaft nur unter solchen Zahlen zu
suchen wire, die bei der Division durch 4 den Rest 1 lassen.
Eine bekannte Teilbarkeitsregel besagt nun, daB eine Zahl
bei der Division durch 4 denselben Rest |ilt wie die aus
den letzten beiden Ziffern bestehende Zahl. Damit wird
die Menge der zulissigen Zahlen weiter eingeschrinkt:
Die gesuchte Zahl kann sich nur unter den Zahlen be-
finden, die am Ende die Ziffern 05, 09, 13, 17, 21, 25, 29, 33,
37 ... 89, 93, 97 haben. Streicht man in dieser Folge nach b
alle die Zahlen, die die Einerziffer 3 oder 7 haben, so blei-
ben nur Zahlen iibrig, die mindestens eine gerade Ziffer
enthalten.

Natiirlich brauchen nicht alle iibrigbleibenden Zahlen
dieser Folge am Ende einer Quadratzahl tatsichlich auf-
zutreten.

Damit ist aber gesagt, daB das Quadrat einer ungeraden
Zahl mindestens unter den letzten beiden Ziffern eine
gerade Ziffer besitzt.

Aufgabe 41 ERICH SCHIFFNER, RoBleben

Zwei Primzahlen, deren Differenz dem absoluten Betrag
nach gleich 2 ist, nennt man Primzahlzwillinge.

Man beweise, daB oberhalb von 3 die Summe zweier
Primzahlzwillinge stets durch 12 teilbar ist!

1. Losung (Erich Schiffner):

Jede Primzahl oberhalb 'von 3 ist entweder in der Form
6n — 1 oder in der Form 6n+1 mit n=1; 2; 3;...
darstellbar. Beweis: Jede natiirliche Zah! liBt sich in
einer der folgenden Formen darstellen: 6n; 6én + 1;
6n42;6n+3;6n+4;6n+5mitn=0;1;2;3;...
Von diesen Zahlen sind sicherlich die Zahlen 6n; 6n 4 2
und 6n + 4 durch 2 und die Zahlen 6n; 6n 4+ 3 durch 3
teilbar und mithin keine Primzahlen. Wenn also eine
natirliche Zahl oberhalb 3 eine Primzahl ist, so ist sie
entweder in der Form 6n 4 1 oder in der Form 6n 4+ 5
darstellbar. Fiir 6n 4+ 5 kann man aber auch schreiben
6n—1mitn=n+1.

Daraus folgt: Primzahlzwillinge p, und p, haben stets die
Form

p,=6n—1 und p.=6n+1

mit gleichem n. Beweis: Angenommen, es sei p, = 6n F 1
und p, = 6m 4 1 mit n 4+ m, so gilte

Ipy=p:i=1(0nF1)—(6mL1)|2
Damit ist aber
Pi+ p.=(6n—1) + (6n + 1) = 12n,
d. h., die Summe zweier Primzahlzwillinge oberhalb 3 ist
durch 12 teilbar.
2. Losung (Walter Kiihne):

a) Primzahlzwillinge sind nach Voraussetzung zwei auf-
einanderfolgende ungerade Zahlen und demzufolge
durch 2n — 1 und 2n + 1 mit n 4+ 1; 2; 3; ... darstell-
bar. Dazwischen liegt die gérade Zahl 2n.

b) Die Summe von Primzahlzwillingen ist
(2n—1) 4+ (2n 4+ 1) = 4n.
Sie ist also durch 4 teilbar,
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c) Von drei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist
stets genau eine durch 3 teilbar. Oberhalb von 3, d. h.
fiir n > 3, muB dies wegen der Primzahleigenschaft von
2n — 1 und 2n 4 1 die Zahl 2n sein. Damit ist aber
auch die Summe 4n der Primzahlzwillinge durch 3 teil-
bar.

d) Zahlen, die sowohl durch 3 als auch durch 4 teilbar sind, .

sind auch durch das Produkt 3 - 4 = 12 teilbar.

Damit ist bewiesen, da die Summe von Primzahlzwillingen
oberhalb von 3 stets durch 12 teilbar ist.

Aufgabe 42 JOHANNES RIEDEL, Eerlin

Welchen Rest |iBt die Zahl 2" beim Teilen. durch 3?

1. Lésung (Johannes Riedel):

Die Zahl 2" ist nicht durch 3 teilbar, da sie nur den Prim-
faktor 2 enthilt. Also kann 2n beim Teilen durch 3 nicht
den Rest Null lassen. Es kommen nur die Reste 1 und 2 in
Frage.

Firn=0ist2":3=2°:3= 1:3 =0Rest1;
firn=1ist2":3=21:3= 2:3=0Rest2;
firn=2ist2":3=2:3= 4 = 1 Rest1;
firn=3ist2":3=2%:3= 8:3 = 2Rest?2;

firn=4ist2":3=21:3=16:3=5Rest1.

Es taucht die Vermutung auf, daB 2".beim Teilen durch 3
den Rest 1 1dBt, wenn n gerade, und den Rest 2 liB3t, wenn
n ungerade ist. Zumindest gilt dies fir n = 0 bis n = 4.
Um einen allgemeinen Beweis zu fiihren, schlieBen wir fol-
gendermaBen:

Wenn 2" beim Teilen durch 3 den Rest 1 l4Bt, so kann man
schreiben 2* = 3k 4+ 1. Dann gilt fiir 27+1;

M = 2m.2 = (3k+1)-2=6k+ 2

Man sieht, da dann 2"+ beim Teilen durch 3 den Rest 2
1aBt. LiBt dagegen 2" beim Teilen durch 3 den Rest 2,
so kann man schreiben 2" = 3k 4 2. Dann gilt entspre-
chend fiir 27+1;

241 =" .2 =3k+2)-2=6k+4=6k+3+1.

Man sieht, daB in diesem Fall 2"+! beim Teilen durch 3
den Rest 1 |iBt. Damit ist bewiesen, daB sich beim Teilen
der Zahl 2" durch 3 die Reste 1 und 2 regelmiBig ab-
wechseln, wenn n die Folge 0; 1; 2; 3; 4; ... durchliuft.
Es gilt also fiir jedes n:

Die Zahl 2" 1iBt beim Teilen durch 3 den Rest 1, wenn n
gerade, und den Rest 2, wenn n ungerade ist,

Mit Hilfe von Sitzen der Zahlentheorie bzw. der Gruppen-
theorie liBt sich diese Behauptung nach eleganter be-
weisen.

2, L6sung (Harald Fritzsch):

Es ist
2" = (3 — 1)".

Entwickelt man die rechte geite dieser Gleichung nach dem
binomischen Lehrsatz, so ergibt sich

2" = 3" 4 (:) 3n-1 (_1) + (Z) 3"—3(_1)‘-’+ vee
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n n— — 4\
+(, 1 )semm s o

Man erkennt, daB alle Glieder der rechten Seite bis auf
das letzte den Faktor 3 enthalten, also durch 3 teilbar sind.
Das letzte Glied (— 1)" gibt also unmittelbar den Rest an:
Die Potenz 2" |iBt beim Teilen durch 3 den Rest (—1)";
ist n gerade, so ist der Rest 41, ist n ungerade, so ist der
Rest —1. Der Rest — 1 ist aber fiir den Teiler 3 gleich-
bedeutend mit dem Rest + 2. Damit ergibt sich:

Die Potenz 2" |8t beim Teilen-durch 3 den Rest + 1, wenn
n gerade, und den Rest 4 2, wenn n ungerade ist.

Aufgabe 43 ERNST HENNIG, Dahme

Bei zentrisch-zylindrischer Durchbohrung einer. Kugel
verbleibt ein ringférmiger Restkdrper R. Es soll nach-
gewiesen werden, daB der Rauminhalt V, dieses Rest-
kérpers gleich dem Rauminhalt V. einer Kugel mit dem
Durchmesser | ist, wenn | die Linge der zylindrischen
Bohrung ist (Abb. 64).

N

Res'korperk S~ _i_zz_/_l_ — 41

N L ] |
Abb. 64 Kugel mit 81 |<-————1‘—',i
1. Lésung (Ernst Hennig):

Es sei r der Radius der durchbohrten Kugel, ¢ der Radius
und | die Linge der zylindrischen Bohrung, ferner sei h die
Hohe der Kugelkappen, die durch die Bohrung erfal3t
werden.

L
Lésungsweg 1: Vom Volumen Vi = —3—'7—! der Kugel sind

abzuziehen a) das Volumen V; = g2l des Zylinders und

h*(3r —h
b) zweimal das Volumen V, = __(_’s__ﬁ des Kugel-
abschnitts (Abb. 65). Es gilt also
VR=VK—"VZ—2VU
2 —h
=—r37:—Qzl:n:—2h @r )n
3
®

= % [8r8 — 602l — &4h* (3r — h)].

Nun ist aber nach dem Lehrsatz des Pythagoras

2 2r =1
92=r2—%,fernerist2h=2r—l, also h = r2 ,

2
hr=1r—rl+ 14— Damit ergibt sich



=" |8 — z_l_z - — 2{"+'
Va 6[Br 6(r 4I (4r2—4rl + 17 2 ,

T

B.
6

n . .
Es ist aber 5 I3 =V,, was zu beweisen war.

Lésungsweg 2: Man geht von dem Gedanken aus, daB der
Restkérper R zusammen mit dem ausgebohrten Zylinder
eine Kugelschicht bildet. Fiir das Volumen V; einer Kugel-
schicht gilt

Vs = = (et + 3e7 + 1),

wobei | die Héhe, p, und g, die Radien von Grund- und
Deckkreis sind. Damit ergibt sich Vp.zu

VR = Vs— Vz.

Da in unserem Fall g, = g, = o ist, folgt

| %=%@w+w=nw+§ﬂ .
also

I 4 24
Va=zmetl+ P -l =P =V

Lésungsweg 3: Man benutzt die Integralrechnung. Legt
man die Schnittfigur so in ein rechtwinklig-cartesisches
Koordinatensystem, daB die Achse des Zylinders mit der
Abszissenachse und der Mittelpunkt der Kugel mit dem
Nullpunkt zusammenfallen (Abb. 66), so ergeben sich
folgende Gleichungen:.

Der erzeugende Kreis der groBBen Kugel hat die Gleichung
g
die erzeugende Mantellinie des Zylinders hat die Glei-

chung

.

12
Y2 = ’—T=Q; N

der erzeugende Kreis der kleinen Kugel hat die Gleichung -

— r X2
Ys = 4 .

I'>1

M,

Restkorper R \\‘i e h
Abb. 65 Kugel mit @l e
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Fiir das Volumen V eines Rotationskdrpers gilt, wenn
y = f(x) die Gleichung der erzeugenden Kurve ist,

b
V=:zfy2dx.
[

Fiir den Restkdrper R gilt also

+U: +ls
VR=nf(r2—x2)dx—nf(r2—’l‘—z)dx
=l /2
+1/=

= :zf [(r2 — x?) — (r'f— i:—)] dx

Das letzte Integral stellt aber gerade V, dar:

+2 +/s

12
Vi = nfyazdx=nf(z—rx2) dx = Vg.

Esist nicht notwendig, das Integral numerisch auszuwerten,
dasowohl die Integranden als auch die Integrationsgrenzen
von V. und Vg iibereinstimmen. Die numerische Aus-
wertung liefert jedoch die Bestitigung fiir die Richtigkeit

_der Rechnungen.

2. Lésung (Reinhard Neumann):

Das Prinzip von CAVALIERI besagt: ,,Alle Kérper von

" gleicher Grundfliche und Héhe, bei denen Parallelschnitte

im Abstand ¢ von der Grundfliche gleichen Flicheninhalt
haben, haben gleiches Volumen.*

I. Restkorper: Der Schnitt ist ein Kreisring (Abb. 67).

. R
By
=

Ei%
!
!

Abb. 67
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Fp=n(r* —s?) = a(R* — &% — s?) wegen r> = R2 —¢?

1. Kleine Kugel: Der Schnitt ist ein Kreis.

I2
Fx = 7o =:z(7 —52) = a(R* — s* — ¢&?)
2

wegen = R* — 52

Also ist Fp = Fy fiir jedes ¢ und damit gilt nach dem
Cavalierischen Prinzip

VR = VK’,

das Volumen des Restkérpers ist gleich dem Volumen der
kleinen Kugel mit dem Durchmesser der zylindrischen
Bohrung.

VIil. VERSCHIEDENES

Aufgabe 44 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Es ist a2 = 0.

Beweis: Ist a = 0, so ist auch a? = 0, und die Behauptung
richtig. Ist a &= 0, so ist a2 das Produkt zweier Zahlen mit
gleichen Vorzeichen, also positiv, und die Behauptung ist
ebenfalls richtig.

Dann ist auch a2 —2a 4+ 1= —2a+ 1.

Beweis: Es wurde auf beiden Seiten der Ungleichung
Gleiches subtrahiert beziehungsweise addiert.

Durch Radizieren erhilt man
a—1=2+)—2a+1.

1
Setzt man nunmehr a = R so ergibt sich

1

Stz =141,
1
s =0

Das bedeutet, daf3 eine negative Zahl groBer als oder gleich
Null sein soll. Wo steckt der Fehler?
Lésung (Johannes Riedel):

Sicherlich wird mancher Leser zur Probe fiir a den Wert 12

gleich in die erste Ungleichung eingesetzt und folgender-
maBen gerechnet haben:

1 L1 1
a = — a-=_’ —
4 4

=0.

Nun ist aber bekanntlich die Quadratwurzel doppeldeutig:
X = 4 Vx_“

Beim Ausziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten der
Ungleichung hitte man also schreiben miissen:

+@—=1) und +}—2a+1
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(absichtlich wurde hier das Zeichen = nicht gesetzt, da,

 wie sich anschlieBend zeigt, sonst ein weiterer Fehler ent-

steht). Auf der rechten Seite der Ungleichung war die
Doppeldeutigkeit zwar beriicksichtigt, dort wirkt sie sich

aber nicht aus, da sich fiir a = % der Wert + 0 ergibt. Die

1
linke Seite dagegen liefert fiir a = > gerade den nega-

tiven Wurzelwert, wenn die Doppeldeutigkeit nicht be-
ricksichtigt wird.
Das Entscheidende ist nun, daB aus

x2 =y nicht etwa folgt 4-x = + ]/7.

Das kann man sofort an Beispielen nachweisen: Aus

4 =1 folgtnicht +2=11.
Zwar ist die Beziehung + 2 =41 richtig,
aber die BeZziehung — 2= —1 istfalsch;
es gilt vielmehr —-—2=<-1.

Weitere Beispiele kann der Leser selbst bilden.

Als SchluBfolgerung ergibt sich, daB man bei Ungleichun-
gen Vorsicht walten lassen muB: Ungleichungen sind
keine Gleichungen, und fiir sie gilt deshalb auch nicht
das’Grundgesetz der Gleichungslehre, das man wie folgt
formulieren kann: .

,Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man auf beiden
Seiten der Gleichung mit gleichen Zahlen gleiche Rechen-
operationen ausfiihrt.”

Aufgabe 45 JOHANNES RIEDEL, Berlin

Beweis fiir die Behau;—)tung, daB weniger mehr ist:

Es ist
1\» 1\n 1 1 \n+1
3= -

Durch Logarithmieren ergibt sich daraus

I 1 n I 1 n+1
o[z >(z)

Nach einem Logarithmengesetz ist Ig a™ = m . Iga; also
folgt

1 1
g — 1) . 1g—.
nlg_;2>(n+)£l2

1
Dividiert man beide Seiten der Ungleichung durch Ig '?,
so erhilt man

n>n+1.
Wo steckt der Fehler?
Lésung (Johannes Riedel):
Der Fehler ist im letzten Schritt enthalten, in der Division
durch Ig 1? Bekanntlich ist der Logarithmus einer Zahl,

die kleiner ist als 1, eine negative Zahl. Man kann jedoch
Ungleichungen nicht wie Gleichungen behandeln, sondern
vor allem beim Rechnen mit negativen Zahlen ist bei Un-
gleichungen Vorsicht am Platz. Multipliziert oder dividiert



man beide Seiten einer Ungleichung mit einer negativen
Zahl, so muB man das Ungleichheitszeichgn umkehren. Es
folgt dann aus

1 1
n-lg?'>(n+1)-lg7

durch die Division richtig

n<n+1.

Aufgabe 46 RUDIGER THIELE, Halle

Gesucht sind die Ellipse und die Hyperbel mit den folgen-
den Eigenschaften: 1. Die lineare Exzentrizitit ist e = 20.
2. Die senkrecht aufeinanderstehenden Brennstrahlen i,
und I, stehen zueinander im Verhiltnis I, : I, = 4 : 3.

Es sind a) die Lingen der Brennstrahlen I, und I, zu be-
stimmen und b) die Gleichungen der Kegelschnitte aufzu-
stellen.

Lésung (Riidiger Thiele):

a) Es seien P, und P, die Brennpunkte der beiden Kegel-
schnitte (wegen der Gleichheit der linearen Exzentrizitit
fallen bei Ubereinstimmung der Achsen auch die Brenn-
punkte zusammen) und P, einer der Punkte, in denen die

Brennstrahlen senkrecht aufeinanderstehen. Die Punkte-

P, P, und P, bilden ein rechtwinkliges Dreieck, P, liegt
daher auf dem Thaleskreis iiber P, P,. Man erkennt sofort,
daB es (bis. auf Symmetrie an den Kegelschnittachsen)
genau einen Punkt P, gibt, d. h., Ellipse und Hyperbel
schneiden einander in P,. )

Es gelten nun die folgenden Gleichungen:

L:il,=4:3 M
und
P,P,2 = 4e? = |2 4 I,2. 2)
Durch Einsetzen von (1) in (2) folgt
25
2 —
het =2l (32)
und
het = glz. (3b)

Mit e = 20 ergibt sich daraus

I,=32 und [, = 24,

b) Die Ellipsengleichung kann man in der folgenden Form
schreiben:

x2b% + y?a% = a?b2. (4)

Wir ersetzen b2 durch die Relation b% = a2 — e? und er-
halten damit

x2(a% — e?) + y*a® = a(a® — e?). (4a)

Um a zu ermitteln, errechnen wir die Koordinaten von P,
und setzen diese nebst e = 20 in (4a) ein.

Durch y, zerlegen wir das Dreieck P,P,P, in zwei recht-
winklige Teildreiecke. Dann gilt nach dem Lehrsatz des
Pythagoras

h* =y + (e + x,) (5a)

und’
L =yd + (e — x,) (5b)

Durch Subtraktion einer dieser beiden Gleichungen von
der anderen und Auflésung nach x2 folgt daraus

x; =+ 5,6
und damit
ys = =+ 19,2,

Setzt man diese Werte in (4a) ein, so ergibt sich nach Auf-
16sung der entstehenden biquadratischen Gleichung

at — 800a® + 12544 = 0,

a,® = 784, also a, = 28,
und

a,* = 16, also a, = 4.
Aus b? = a®> — e? folgt weiter b,> = 384, also b, ~ 19,6
und b,2 = — 384, also b, ~ 19,6i.

Offenbar scheiden a, und b, als (im Reellen) unbrauchbar
aus, so daB die Gleichung der Ellipse lautet )

384x* + 784y* = 301056 (62)
oder — in anderer Form —

o

x2 y?

Rl T A | 6b
784 + 384 ©h)
Analog erhilt man aus der Hyperbelgleichung
x2b% — y2a? = a*b? @)

mit  b? = e — a? die Werte

a,2 = 784, also a, = 28, und a,®> = 16, also a, = 4
sowie b,2 = — 384, also b, ~ 19,61,
und  b,® = 384, also b, ~ 19,6.

Man erkennt, daB in diesem Fall die Werte a, und b, als

unbrauchbar ausgeschiedan werden miissen. Die Hyperbel-

gleichung nimmt damit die Form

384xt — 16y2 — 614k (82) baw. o — Y — 1 (8b) an
y 3 PEW- 6 T 38 :

Aufgabe 47 PAUL KANTHER, Schmalkalden

In eine Welle sollen zwei Lingsnuten eingefrist werden
(Querschnittzeichnung siehe Abb. 68). Ein Verdrehen der

Abb. 68

49



Welle um 135° ist mit den vorhandenen technischen
Mitteln nicht zu erreichen. Daher ist die Einstellung
mittels eines SehnenmaBes erforderlich. Wie groB ist das
SehnenmaB s? Die erforderlichen MaBe sind der Abbildung
zu entnehmen.

1. Lésung (Paul Kanther):

Bekannt sind (Abb. 69) @ = 135°,a =20 mm, t = 5 mm,
d = 70 mm. Gesucht ist das SeitenmaB s.

Abb. 69

d
Im Dreieck ABM gilt sin 6 = % Py = -Z—, folglich ist
s = d-sind. Ferner gilt § =90° —y =90° — (x + f).
Nun ist « = «’ (Winkel an geschnittenen Parallelen), und
fiir sin o’ = sin « gilt
a d a 20mm
ina’=sina=—:—=—=-—— = 0,286,
sina’ =sina=—-: 7= omm
also & = 16°0’. Fir f folgt aus dem Dreieck ABD:
B =90° — % = 90° — 67°30’ = 22°30". Damit ergibt

sich fir & der Wert § = 90° — (16°40" + 22°30")
= 90° — 39°10’ = 50°50". Es ist also

s=d-siné = 70 - sin 50°50’ (mm)
= 700,774 (mm) = 54,2 (mm).
.2. Losung (Walter Kiihne):

Legt man die Figur so wie in Abb. 70 in das Koordinaten-
system, so lauten die Gleichungen fiir

Abb. 70

35
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a) den Kreis
b) die G_g;ade g,
c) -die Gerade g,

x2 4 y? = r2 = 1225,
y=mx+b=—x+10}2,
y = constans = 10.

Gesucht ist die Linge der Strecke P, P,.

1. Berechnung der Koordinaten von P;:

x* + y? = 1225, _
y=—x+10}2

liefern durch Einsetzen
x, =52 +75Y10,
nn=5Y2F75Y10.

Der positive Wert von x; und der negative Wert von
y: kommen nach Abb. 70 nicht in Frage. Damit sind die
Koordinaten von P;:

x,=5)2—75Y10 = — 16,65,
yp=5V2 +75Y10 = + 30,79.
2. Berechnung der Koordinaten von P,:

X, + ¥y, = 1225,
y =10

liefern durch Einsetzen
x, = + /1125,
y. = 10.

Der negative Wert von x, kommt nach Abb. 70 nicht
in Frage. Damit sind die Koordinaten von P,:

X, = + }1125 = + 33,54,
y. = + 10.

3. Berechnung der Strecke P,P,:

s=PPe=V(x; — x)* + (y: — o)
= 1/(33,54 + 16,65)* + (10 — 30,79)°
=} 2951
= 54,3.

Aufgabe 48 JOHANNES RIEDEL, Berlin

In einer Abteilung eines volkseigenen Betriebes sollen Mas-
senbedarfsartikel hergestellt werden. Eine Vorkalkulation
ergibt, daB die Produktion insgesamt b = 1650,00 DM
fixe Kosten im Monat (Pflege, Wartung und Amortisa-
tion der Produktionsanlagen, Verwaltungskosten usw.)
und m, = 6,50 DM variable Kosten (je gefertigtes Stiick,

Materialkosten, Arbeitsléhne usw.) verursacht. Der Werk-

abgabepreis (zuziiglich Produktionsabgabe) betrigt auf

Grund preisrechtlicher Bestimmungen m, = 11,50 DM

je Stiick.

a) Es sind die Gesamtkosten y, der Produktion und der
Gesamterl6s y, (unter der Voraussetzung, daB die
Produktion restlos abgesetzt wird) in Abhingigkeit
vom ProduktionsausstoB x rechnerisch und graphisch
darzustellen.



b) Von welchem Produktionsaussto x, an wird die
Produktion rentabel? ’

c) Durch welche MaBnahmen kann die Rentabilitit erhdht
werden?

d) Welche SchluBfolgerungen ergeben sich, wenn die
variablen Kosten m, den Werkabgabepreis m, iiber-
steigen?

Ldsung (.Io/hannes Riedel):

a) Die Gesamtkosten y, der Produktion stellen sich als die
Summe aus den fixen Kosten b und den mit dem Produk-
tionsaustoB3 x multiplizierten variablen Kosten m, dar:

y. = mx + b = 6,50 x + 1650,00.

Der Gesamterlds y, ergibt sich als Produkt des Abgabe-
preises m, mit dem ProduktionsausstoB x:

Yo = mpx = 11,50x.

Gesamtkosten und Gesamterlds stellen demnach lineare
Funktionen des ProduktionsausstoBes x dar, die nur fiir
nicht negative x-Werte definiert sind (ein negativer
ProduktionsausstoB ist bei der Fragestellung sinn]os).
Vergleiche dazu Abb. 71.

b) Die Produktion wird réntabel, wenn der Gesamterlds
y: nicht kleiner als die Gesamtkosten y, ist:
Y2 = ¥ also mpyx =m x4+ b,

Daraus folgt:

myx — myx = b,
X(mz b ml) = b)
b

x>—
my, — m,

v

(wenn m, + m, > 0 oder, was dasselbe ist, m, > m, ist).
Also ist die Produktion rentabel fiir

b 1650,00 1650
m,—m, 11,50 —6,50 5

X =X, = = 330.

Dabei ist x, die Abszisse des Schnittpunktes beider Gera-
den.

9c) Es gibt vier Méglichkeiten, den Gewinn G =y, — y,
und damit die Rentabilitit zu erhdhen; diese Maglich-
keiten sind aus der graphischen Darstellung erkennbar:
1. Erhdhung des Werkabgabepreises m,. Das bedeutet in
der graphischen Darstellung eine Drehung der Geraden
y» um den Nullpunkt entgegen dem Uhrzeigersinn. Diese
Mdglichkeit kommt' aber aus preisrechtlichen Griinden
nicht in Frage.

2. Erhdhung des ProduktionsausstoBes x. Diese Moglich-
keit findet eine obere Grenze bei vollstindiger Deckung
des Bedarfs und in der Produktionskapazitdt.

3. Senkung der fixen Kosten b. Das bedeutet graphisch eine
Verschiebung der Geraden y, parallel zu sich selbst in Rich-
tung auf den Nullpunkt. Sie trigt verhiltnismiBig viel zur
Rentabilititserh6hung bei, wenn m, klein ist.

4, Senkung der variablen Kosten m;, — graphisch eine Dre-
hung der Geraden y, um den Schnittpunkt mit der y-
Achse im Uhrzeigersinn.

d) Wenn die variablen Kosten m, den Abgabepreis m,
iibersteigen, wenn also m; > m, ist, kann unter den ge-
gebenen Bedingungen eine Rentabilitit durch Erhdhung
des ProduktionsausstoBes nicht erreicht werden. In der
graphischen Darstellung laufen in diesem Fall die Geraden
y: und y, auseinander und haben keinen Schnittpunkt, so
daB es auch kein x, gibt, von dem an Rentabilitit be-
steht. Rechnerisch erhilt man aus

b

X, = ————

m, —m

wegenm; > m,, b > 0, daB x, < 0 ist. (Das wiirde einen
negativen Produktionsaussto3 bedeuten und ist sinnlos.)
Auch durch Senkung der fixen Kosten b allein ist dieser
Zustand nicht zu indern. Einzige Mdglichkeit bleibt dem-
nach die Senkung der variablen Kosten m,, d.h. Ein-
sparung  von Material, Ausmerzung der Verlustzeiten,
schonender Einsatz des Werkzeugs, Steigerung der
Arbeitsproduktivitit. Die Bedeutung des Satzes ,,Spare
mit jedem Gramm, mit jedem Millimeter, mit jeder
Minute!" wird hieran deutlich.

y(DM)
5000+
4500+
4000

3500+
3000+
2500+
2000
1650 1
1500
1000+

500 1

3?0 X1 (Stuck)

Abb. 71 ; —t +
50 100 200 300 400 500 x

Aufgabe 49 Dr. GERHARD HESSE, Radebeul

In dem linearen Gleichungssystem

0,9x — 3,2y +10,1 =0
11x—10y+ 07=0

sind fiir die Koeffizienten der Unbekannten und fiir die .
absoluten Glieder Abweichungen von -- 0,05 zulissig.
Man bestimme fiir die Lésungen x =3 und y = 4 die
groBtmdglichen Abweichungen nach oben und nach
unten!

1. Lésung (Dr. Gerhard Hesse):

Fiir jeden Koeffizienten und fiir jedes absolute Glied kann
man drei Zahlenwerte fiir die Untersuchung verwenden:
den gegebenen, den maximalen und den minimalen
Wert. Das ergibt 3¢ = 729 verschiedene Kombinationen,
also ebenso viele Gleichungssysteme. Eines davon ist das
gegebene System. Aus den Lésungen dieser 729 Systeme
kann man die mit den maximalen Abweichungen aus-
suchen.

Rascher kommt man zum Ziel, wenn man das graphische
Losungsverfahren anwendet. Wir betrachten jede der
beiden Gleichungen fiir sich als Funktionsgleichung. Das
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graphische Bild einer linearen Funktion ist eine Gerade.
ZweckmiBig stellen wir die Normalform der Geraden-
gleichung her: y = mx + b, wobei m den Anstieg und b
die Ordinate des Schnittpunktes der Geraden mit der
Ordinatenachse bedeuten. Es ergibt sich dann:

0,9 10,1 0,9 10,1
Geradeg: y=33*+ 32 ™=32 P=7;
1,1 0,7 1.1 0,7
Geradegzz y=1—6-x+ —i—o_ m.3=1—- b3=r6

X ——————

Abb. 72a Abb. 72b

Aus der graphischen Darstellung (Abb. 72a und b) erkennt
man, daB der Schnittpunkt der Geraden nach rechts und
nach oben riickt, wenn g, nach oben verschoben wird und
einen groBeren Anstieg erhilt und wenn g, nach -unten
verschoben wird und einen kleineren Anstieg erhilt; d. h.,
m,; und b, miissen vergrdBert, m, und b, dagegen ver-
kleinert werden. Das geschieht maximal, wenn die Zihler
von m; und b, sowie die Nenner von m, und b, vergréBert
und die Nenner von m, und b, sowie die Zahler von m, und
b, verkleinert werden, und zwar um die zulissige Ab-
weichung 0,05. Demnach wird

0,95 0,15 1,05

0,65
=3 BT ams ™S =

2

M 1050 2= 105"

Zur Bestimmung der neuen Schnittpunktkoordinaten be-
steht nun das folgende Gleichungssystem:

0,95x — 3,15y + 10,15 = 0
1,05x — 1,05y 4+ 0,65=0
mit den Lésung x’ ~ 3,73, y’ ~ 4,35.

Analoge Uberlegungen zur Bestimmung der unteren
Grenzen fiihren auf das Gleichungssystem

0,85x — 3,25y 4+ 10,05 =0

1,15x — 0,95y + 0,75=0
mit den Lésungen x”’ ~ 2,34, y”’ ~ 3,73.
Die Losung des gegebenen Gleichungssystems ist unter
den gegebenen Bedingungen demnach

2,43 < x < 3,73, 3,73 <y < 4,35.

Die zunichst naheliegende Annahme, daB man die Ldsun-
gen x = 3,0 und y = 4,0 schreiben kénnte, um dadurch
anzudeuten, daB auch hier Abweichungen von 40,05 auf-
treten kénnen, ist demnach falsch.

2. Lésung (Helmut Grabowski):
Ein Gleichungssystem der Form
ax—by+c=0
dx —ey+f=0
hat die Lésungen
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ec — bf

_ : _cd—af
X= bd— ae’

Y = bd—ae’

Dabei sind die Vorzeichen so gewihit, daB Zihler und
Nenner je positiv werden.

Die Werte x und y werden maximal, wenn die Zihler
maximal und die Nenner minimal sind; sie werden mini-
mal, wenn die Zihler minimal und die Nenner maximal
sind.

Demnach ist X maximal, wenn a, e und ¢ maximal, b, d und
f aber minimal sind:

1,05-10,15 — 3,15 - 0,65

- =373,
Xmax = 31571,05 — 0,95 - 1,05

und minimal, wenn a, e und ¢ minimal, b, d und f dagegen
maximal sind:

0,95 - 10,05 — 3,25 - 0,75

= = 2,43.
Xmin = 395915 — 0,85 - 0,95

Bei y ist eine zusitzliche Uberlegung notwendig, da die
Zihler- und die Nennerbedingung nicht gleichzeitig er-
fillbar sind: Wenn ¢ und e maximal, b und f minimal sind,

‘wird y maximal. Die Werte d und a beeinflussen Zdhler

und 'Nenner jeweils in gleicher Richtung; d beeinfluBt den
Nenner jedoch stirker als den Zihler, wird also minimal
gewihlt; auch a beeinfluBt den Nenner stirker als den
Zihler, wird also maximal gewihlt:

10,15-1,05 — 0,95 - 0,65

Ymax = = 4,35.
3,15.1,05 — 0,95-1,05

Analog schlieBt man: y ist minimal, wenn a, e und ¢ mini-
mal, b, d und f maximal sind. ;

10,15-1,15 — 0,85.0,75

Ymin = 395 115 — 0.85.095 _ oo

Ergebnis: 2,43 < x < 3,73, maximale Abweichungen
—0,57 und 40,73

3,73 <y < 4,35, maximale Abweichungen
— 0,27 und +0,35.

Aufgabe 50 B. VETTERS, Oebisfelde

Bei einem schliissellosen VorhingeschloB wird der Riegel-
teil mit vier einseitig gelegenen, gleichen und gleich®
abstindigen Zihnen in eine Hiilse mit vier gleichen, un-
abhingig voneinander um die Riegelachse drehbaren
Ringen eingefiihrt (Abb. 73). Das ist aber nur bei einer
bestimmten Stellung der Ringe méglich, ebenso das
Offnen des Schlosses.

Abb. 73



Auf den Ringen sind je sechs Buchstaben eingeprigt; vier
davon (je Ring einer) geben bei der Offnungsstellung das
dem Besitzer bekannte Schlisselwort.

a) Wieviel verschiedene Schliisselworter sind bei dieser
Konstruktion an jedem SchloB moglich? Als ,,Schliissel-
wort* gilt jede (auch sinnlose) Zusammenstellung von
vier Buchstaben.

b) Es ist die Sicherheit dieses Schlosses mit der eines nach
demselben Prinzip gebauten zu vergleichen, das aber
sechs Ringe mit je vier Buchstaben aufweist.

c) Wieviel verschiedene Ringe mit je sechs verschiedenen
aus den 26 Buchstaben des Alphabets kann der Her-

stellerbetrieb anfertigen? Dabei gelten Ringe dann als.

gleich, wenn sie — ohne Riicksicht auf die Reihenfolge
— nur gleiche Buchstaben aufweisen und der Einschnitt
unter demselben Buchstaben ist.

d) Wieviel Schldsser mit verschiedenen Schliisselwortern
kann man aus diesen Ringen herstellen?

Lésung (B. Vetters):

a) Man kann zunichst den ersten Ring in sechs verschie-
dene Stellungen bringen. Dann sind bei jeder dieser
Stellungen sechs Stellungen des zweiten Ringes mdglich.
Also ergeben sich fiir die Stellungen der ersten beiden
Ringe bereits 6 - 6 = 36 verschiedene Md&glichkeiten.
Bei jeder davon kann man wieder auf sechs verschiedene
Weisen den dritten Ring einstellen, so daB sich damit
6.6-6 = 216 Stellungen ergeben. SchlieBlich multipli-
ziert sich diese Zahl wieder mit sechs, wenn man nun
noch den letzten Ring einstellt, so daB sich insgesamt
6:6-6-6=6'=1296 verschiedene Einstellméglich-
keiten ergeben. -

Allgemein kann man zeigen, daB sich bei n Ringen mit
je m Zahlen m" verschiedene Schliisselwdrter bilden
lassen.

b) Aus der Lésung von a) ergibt sich sofort:

1. SchloB mit vier Ringen zu je sechs Buchstaben ent-
hilt

6 = 1296 Schliisselworter,

2. SchloB mit sechs Ringen zu je vier Buchstaben ent-
hilt

4% = 4096 Schliisselworter. -

Die Sicherheit des zweiten Schlosses verhilt sich also zu
der des ersten wie

4096 : 1296 = 256 : 81 ~ 3 : 1,

d. h., das zweite SchloB ist etwa dreimal so sicher wie
das erste.

c) Es ist festzustellen, wieviel Mdglichkeiten es gibt, aus n
(in unserem Fall n = 26) verschiedenen Elementen k
(in unserem Fall k = 6) verschiedene auszuwihlen.

Zunichst kann man aus den 26 Buchstaben auf 26 ver-
schiedene Weisen einen Buchstaben auswihlen. Bei
jeder dieser 26 Mdglichkeiten gibt es jetzt 25 Méglich-
keiten zur Wahl eines zweiten Buchstaben, im ganzen
also 26 - 25. Dabei iiberlegt man sich aber leicht, daB
nun jede Buchstabenzusammenstellung doppelt vor-
kommt: einmal wurde z. B. zu c der Buchstabe d ge-

~

wihlt und einmal zu d der Buchstabe ¢c. Demnach muf3
man das Produkt 26 - 25 noch durch zwei teilen, um die
Anzahl der verschiedenen Moéglichkeiten zu er-

5
halten: . Bei jeder dieser Mé&glichkeiten hat

man wiederum 24 neue Auswahlmaglichkeiten fiir den
dritten Buchstaben, wobei sich aber wieder jede Buch-
stabenkombination mehrfach ergibt: Einmal wird z. B.
zu (ab) der Buchstabe ¢, ein andermal zu (bc) der Buch-
stabe a und zum dritten zu (ac) der Buchstabe b hin-

zugefiigt. Andere Zusammenstellungen der drei

Elemente a, b und c gibt es nicht. Also ist die Anzahl der
. 26.25.24

Kombinationen nunmehr auf <23 = 2600 an-

gewachsen. Man erkennt, wie die Entwicklung weiter-
geht: Allgemein gilt fiir die Anzahl der Kombina-
tionen von k Elementen aus n Elementen

_nn=NM—=2)(n—3)...(n —k+1)
- 1.2.3-4-...-k ’

in unserem Fall also

_26-.25-24-23-22.21
- 1.2.3.4.5.6

= 230230

Da aber jeder der Ringe den Einschnitt unter jedem
Buchstaben haben kann, muB diese Anzahl noch mit
sechs multipliziert werden: 230230 -6 = 1381380. Es
gibt also 1381380 verschiedene Ringe.

d

~

Da jeder der 26 Buchstaben auf jedem der vier Ringe
eines Schlosses auftreten kann, liuft die Aufgabe dar-
auf hinaus, festzustellen, wieviel verschiedene Zu-
sammenstellungen von 4 aus 26 Buchstaben es gibt,
wenn es dabei wohl auf die Reihenfolge ankommt, aber
jeder Buchstabe sich bis zu viermal wiederholen kann.
Zunichst kann man 26 Buchstaben auswihlen; bei
jeder dieser 26 Moglichkeiten kann man wieder auf
26 verschiedene Weisen einen zweiten Buchstaben
wihlen, so daB man damit schon 26 - 26 = 262 Méglich-
keiten hat. Man iiberlegt sich nun weiter, daB bei der
Wabhl des dritten Buchstabens sich diese Zahl wieder
mit 26 multipliziert: 263. Bei der Wah! des vierten
ergeben sich dann 26! = 456976 verschiedene Mdglich-
keiten. Offensichtlich gilt allgemzin dieselbe Formel
wie bei a).

AUFGABEN DER INTERNATIONALEN
MATHEMATISCHEN SCHULEROLYMPIADEN
I. Internationale Mathematische Schiilerolympiade

21n + 4
14n 4+ 3

1. Zeige, daB der Bruch
Zah! n zu kiirzen ist!

fiir keine natiirliche

2. Fiir welche reellen Werte von x gelten die Gleichungen

a) Vx+]/—27——_1—+ Vx-]/§ﬁ=2,
bV x+ VI —1 + [x=~y2x=1 =1,

O VitVex—t+Vx—Yx—i=2, -

wobei die Wurzeln nur positiv aufzufassen sind?
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3. Es sei x ein Winkel (d. h. eine reelle Zahl). Weiter seien

.~ a, b und c beliebige reelle Zahlen. Die vier reellen

Zahlen a, b, c und cos x mdgen die quadratische Glei-
chung

acos?x+bcosx+¢c=0

erfiillen. Man gebe eine quadratische Gleichung an, der
die Zahlen a, b, c und cos 2x geniigen. Im Falle a = 4;
= 2, ¢ = 1 vergleiche man diese Gleichungen!

4, Es ist ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren,

von dem die Hypotenuse c gegeben ist und von dem -

man weiB, dafl die zu ¢ gehdrende Seitenhalbierende
das geometrische Mittel der beiden Katheten ist.

5. Auf einer Strecke AB wird ein zwischen A und B
liegender Punkt Mangenommen, und iiber den Strecken
AM und MB als Seiten werden die Quadrate AMCD
und MBEF errichtet, die auf derselben Seite von AB
liegen sollen. Die den Quadraten umschriebenen
Kreise mit den Mittelpunkten P und Q schneiden ein-
ander auBer in M noch in dem Punkt N. Die durch AF
und durch BC gegebenen Geraden mégen einander im
Punkt N’ schneiden.

a) Man zeige, daB N und N’ zusammenfallen.

b) Wie auch der Punkt M immer angenommen sein
mag, stets gehen die Geraden MN durch einen festen
Punkt S. Man beweise dies. (Eine Gerade durch P
und Q@ werde mit PQ bezeichnet, mit PQ ist die
Strecke von P bis @ gemeint.)

c) Man bestimme den geometrischen Ort der Mittel-

punkte der Strecken PQ, wenn M zwischen A und B
variiert.

6. Es sind zwei einander in einer Geraden g schneidende

Ebenen P und @ gegeben. Weiterhin ist in der Ebene P
ein Punkt A und in der Ebene @ ein Punkt C gegeben;
keiner dieser Punkte liegt auf der Geraden g.
Es ist ein gleichschenkliges Trapez ABCD (mit AB| CD),
dem man einen Inkreis einbeschreiben kann, so zu kon-
struieren, daB der Punkt B in der Ebene P und der
Punkt D in der Ebene Q liegt.

I1. Internationale Mathematische Schiilerolympiade

Aufgabe 1:

Bestimme alle dreiziffrigen Zahlen, die, durch 11 geteilt,
eine Zahl ergeben, die gleich ist der Summe der Quadrate
der Ziffern der urspriinglichen Zahl!

Aufgabe 2:

Fir welche Werte der Verinderlichen x besteht die Un-
gleichung

4 x*
———— < 2x+ 9
(1—]/1+2x)'< -
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Aufgabe 3:

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC, dessen
Hypotenuse BC in n gleiche Teile geteilt wird (n eine
ungerade Zahl). Ist « der Winkel, unter dem die Teil-
strecke, die den Mittelpunkt der Hypotenuse enthilt,
von A aus gesehen wird, h die Hohe und a die Hypotenuse
des rechtwinkligen Dreiecks, so zeige, daB gilt

tan & = 4nh \
= —na

Aufgabe 4:

Konstruiere ein Dreieck ABC, wenn hg, h, und s, bekannt
sind! (h, ist die auf der Seite a errichtete Hohe, h, die auf
der Seite b, und s, ist die Seitenhalbierende der Seite a).

Aufgabe 5:
Gegeben ist der Wiirfel ABCDA’B’C'D’.

a) Bestimme den geometrischen Ort der Mittelpunkte
der Strecke XV, wobei X ein beliebiger Punkt der Strecke
AC und V ein beliebiger Punkt der Strecke B’D’ ist!

b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte Z der
Strecke XV, die die Beziehung

ZV =2XZ

erfiillen!

Aufgabe 6:

Gegeben ist ein Kegel, die dem Kegel eingeschriebene
Kugel und der der Kugel umschriebene Zylinder, dessen
Grundfliche mit der Grundfliche des Kegels in einer
Ebene liegt. V, ist der Rauminhalt des Kegels und V, der
Rauminhalt des Zylinders.

a) Beweise, dafl die Gleichung’ V, = V, nicht bestehen
kann!

b)-Bestimme die kleinste Zahl k, fiir die V, = kV, gilt,
und konstruiere fiir diesen Fall den Winkel an der Spitze
des Kegels!

Aufgabe 7:

Gegeben ist ein gleichschenkliges Trapez mit den Grund-
linien a und b und der Héhe h.

a) Konstruiere den Punkt P auf der Symmetrieachse, von
dem aus die beiden Schenkel unter einem rechten Winkel
erscheinen!

b) Bestimme die Entfernung des Punktes P von einer der
beiden Grundlinien rechnerisch!

c) Unter welchen Bedingungen ist die Konstruktion des
Punktes P moglich? (Diskussion der moglichen Fille.)

I11. Internationale Mathematische Schiilerolympiade

Aufgabe 1:
Man |6se das Gleichungssystem

x+y+z=a
x2+y2+ze=b2

xy = z2,



wo a und b gegebene Zahlen sind!
Bei welcher Bedingung fiir a und b sind x, y, z simtlich
positiv und verschieden?

Aufgabe 2:

Gegeben sind a, b, ¢ als die Lingen der Seiten eines
Dreiecks. S sei die GroBe der Fliche desselben Dreiecks.
Man beweise, daB stets

az+b2+c’é_4SV§ ist!

Unter welchen Bedingungen tritt Gleichheit ein?

Aufgabe 3:
Man lose die Gleichung

cos® x — sin”x =1,
wo n eine beliebig gegebene natiirliche Zahl ist!

Aufgabe 4:

Es seien ein Dreieck P,P,P; und ein beliebiger Punkt P im
Inneren des Dreiecks gegeben. Die Schnittpunkte der
Geraden P,P, P,P bzw. P,P mit den gegeniiberliegenden
Seiten seien Q;, Q,, Q,.

Es ist zu beweisen, daB unter den Verhiltnissen

PP PP PP
PQ,’ Pq,’ PQ,

wenigstens eines nicht gréBer als 2 und wenigstens eines
nicht kleiner als 2 ist.

Aufgabe 5:

Es ist ein Dreieck ABC zu konstruieren aus AC = b,
AB = ¢ und < AMB = w, wobei M die Mitte der Strecke
BC ist. Es sei w < 90°.

Man beweise, daB die Aufgabe dann und nur dann l6sbar
ist, wenn

w

=c<b ist!
2

b - tan
In welchem Fall tritt Gleichheit auf?

Aufgabe 6:

Es sind eine Ebene (¢) und drei nicht auf einer Geraden
liegende Punkte A, B, C gegeben, so da3 die Punkte auf
derselben Seite von (¢) liegen und die von ihnen gebildete
Ebene nicht parallel mit (¢) ist. A’, B’, C’ seien drei be-
liebige Punkte von (¢). Die Mittelpunkte der Strecken
AA’, BB’, CC’ seien L, M bzw. N, und der Schwerpunkt
des Dreiecks LMN sei G. (Die Punkte A’, B’, C’, fiir die
LMN kein echtes Dreieck bilden, lassen wir auBer acht.)

Man bestimme den geometrischen Ort des Punktes G,
wenn A’, B’, C’ unabhingig voneinander die Ebene (¢)
durchlaufen! ‘

IV. Internationale Mathematische Schiilerolympiade

1. Aufgabe: Es ist die kleinste natiirliche Zahl n zu be-
stimmen, welche folgende Eigenschaften besitzt:

.a) lhre dekadische Darstellung hat als letzte Ziffer die
Ziffer 6.

b) Wenn man diese letzte Ziffer 6 streicht und sie als-
erste Ziffer vor die anderen unverinderten Ziffern
schreibt, so bekommt man das Vierfache der Zahl n.

2. Aufgabe: Es sind alle reellen Zahlen x zu bestimmen,
welche die Ungleichung -

Va—x—VYx+1 >% erfiillen!

3. Aufgabe: Es ist ein Wiirfel ABCDA’B’C’'D’ (mit den
Gegenseitenflichen ABCD, A’B’C’D’, wobei AA’ || BB’||
CC’ | DD’) gegeben. Der Punkt X durchliuft mit einer
konstanten Geschwindigkeit den Umfang des Qua-
drats ABCD in dieser Reihenfolge, und der Punkt Y
durchliuft mit derselben Geschwindigkeit den Umfang
des Quadrats B’C’CB in dieser Reihenfolge; die Punkte
X und Y beginnen ihre Bewegungen im gleichen Augen-
blick von den Anfangspunkten A und B’ aus. Bestimmen
Sie den geometrischen Ort der Mittelpunkte Z der
Strecken XY!

4, Aufgabe: Es sind simtliche Lésungen der Gleichung
cos® x + cos?2x 4 cos?23x = 1
zu bestimmen!

5. Aufgabe: Auf einer Kreislinie k sind drei verschiedene
Punkte A, B, C gegeben. Auf derselben Kreislinie ist
ein weiterer Punkt D so zu konstruieren, daB ABCD
ein Tangentenviereck ist! (Es diirfen nur Zirkel und
Lineal benutzt werden.)

6. Aufgabe: Es ist ein gleichschenkliges Dreieck gegeben.
Sein Umkreis habe den Radius r, sein Inkreis den
Radius .

Man beweise, daB der Abstand d der Mittelpunkte
beider Kreise

d= Vr (r — 20)
ist!

7: Aufgabe: Es ist ein Tetraeder SABC mit folgender
Eigenschaft gegeben:
Es gibt 5 Kugelflichen, von denen jede die Kanten SA,
SB, SC, AB, BC, CA bzw. deren Verlingerungen beriihrt.
Beweisen Sie, daf3

a) das Tetraeder regelmiBig ist;

b) umgekehrt fiir jedes regelmiBige Tetraeder fiinf
solche Kugelflichen existieren!

55



Sonderheft der populdnvissenschaftlichen Monatszeitschrift ,Wissenschaft und Fortschritt”. Bestellungen nehmen sémtliche Postdmter und Buchhand-
lungen entgegen. Bezugspreis 1,50 DM — Herausgeber: Zentralrat der Freien Deutschen Jugend — Verlag Junge Welt, Berlin W 8, Kronen-
straBe 30/31, Telefon 2004 61, Berliner Stadtkontor, Konto-Nr. 1/1872 — Alleinige Anzeigenannahme: DEWAG WERBUNG, BERLIN, Berlin C 2,
Rosenthaler StraBe 28-31, und alle DEWAG-Betriebe und -Zweigstellen in den Bezirken der DDR, z. Z. giiltige Anzeigenpreisliste Nr. 6 — Ver-
offentlicht unter der Lizenz-Nr. 1235 des Pr tes beim Vorsitzenden des Ministerrats der DDR - Abdruck, auch auszugsweise, nur mit
Genehmigung der Redaktion — Fiir unaufgefordert eingesandte Manuskripte iibernimmt die Redaktion keine Haftung.

Gestaltung des Titels und der IV. Umschlagseite: Wengler

Zeichnungen: G. Tag; Typographie: G. Kerl; Satz: Druckhaus ,Maxim Gorki", Altenburg
Druck: (52) Nationales Druckhaus VOB National, Berlin C 2.



Literatur fiir Forschung und Praxis

Theorie der Funktionen einer reellen Verdnderlichen
Von . P. Natanson (Aus dem Russischen)
602 Seiten, 9 Abbildungen, 18 Bildtafeln, Ganzleinen 39,— DM

Grenzverieilungen von Summen unabhdngiger
ZufallsgroBen

Von B. W. Cnedenko und A. N. Kolmogorov
(Aus dem Russischen)

287 Seiten, 2 Abbildungen, Ganzleinen 44,— DM

Elemente der Funktionalanalysis
Von L. A. Ljusternik und W. |. Sobolew (Aus dem Russischen)
267 Seiten, 4 Abbildungen, Ganzleinen 25,— DM

Zahlentheorie

Von Helmut Hasse
627 Seiten, 55 Abbildungen, Ganzleinen 68,— DM

2., erweiterte Auflage

Lehrbuch der theoretischen Physik
Von L. D. Landau und E. M. Lifschiz (Aus dem Russischen)

Band 1, Mechanik:

203 Seiten, 55 Abbildungen, Ganzleinen 16,— DM
Band Il, Feldtheorie:

402 Seiten, 19 Abbildungen, Ganzleinen 26,- DM

Konstruktionslehre der Getriebe

Von Willibald Lichtenheldt
200 Seiten, 350 Abbildungen, Lederin 18,— DM

Bestellungen bel einer Buchhandlung erbeten

Interessenten werden gebeten, die FACHKATALOGE

Nr. 137 Mathematik — Nr. 141 Chemie — Nr. 157 Physik —
Nr. 163 Technik —

direkt beim Verlag anzufordern.

AKADEMIE-VERLAG - BERLIN

W 8, Leipziger StraBe 34 — Telefon: 22 04 41 (Sammelnummer)

Theorie von Raum, Zeit und Gravitation
Von Vladimir Fock
£20 Seiten, Canzleinen 42,50 DM

(Aus dem Russischen)

Technische Warmelehre

Von Hans Faltin

442 Seiten, 236 Abbildungen, 12 Tabellen,
gabensammlungen, Lederin 23,— DM

157 Seiten Auf-

Allgemeine und angewandte Radiochemie
Von Dieter Naumann
167 Seiten, 46 Abbildungen, 16 Tabellen, 8,— DM

Chemische Thermodynamik
Von Wolfgang Wagner
190 Seiten, 21 Abbildungen, 2 Tabellen, 8,- DM

Pharmazeutische Chemie
Von Giinter Wagner und Hans Kilhmstedt
277 Seiten, 12,50 DM

Uber den Ablauf organisch-chemischer Reaktionen
Von Siegfried Hauptmann
175 Seiten, 12,50 DM

Isotopenchemie
Von Alexander E. Brodsky (Aus dem Russischen)
715 Seiten, 108 Abbildungen, 40 Tabellen, Gonzleinen 86,- CM

Grundlagen der Radiochemie

Von lossif Je. Starik (Aus dem Russischen)
398 Seiten, 165 Abbildungen, 148 Tabellen, Ganzleinen

46,— DM
MaB und Gewicht

Geschichtliche und tabellarische Darstellungen von den An-
féngen bis zur Gegenwart
Von Hans-Joachim von Alberti

600 Seiten, 61 Abbild 177 Tabell

Lederin 37, DM

Mathematik fiir jung und alt - Mathematischer Denksport,- Mathematik goﬁ‘z neu

Mathematischer Denksport -

B. A. Kordemski

Képfchen,Kopfchen

grube fir jung und alt.

E)

1. Auflage 1963, 332 Seiten, 493 Zeichnungen, L6 (16,7 X 24 ¢cm), Leinen 12,—- CM

Wissen und Kénnen sind keine Hexerei, tausenderlei Anregungen, den Verstand
zu schulen, findet man in diesem Buch. Knifflige Denksportaufgaben, lehrreiche
mathematische Spiele, Rétsel und kleine ,Zaubereien”, Wissenswertes und Inter-

essantes aus dem Reich der Zahl machen ,Képfchen, Képfchen!" zu einer Fund-

URANIA-VERLAG LEIPZIG - JENA - BERLIN

Mathematik a|§ Spiel

Erscheint demndchst!

““Mathematik zum Zeitvertreib




wissenschaft und fortschritt

40064 (5+1)gl09¢
2 )Y



