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Liebe Leser!

Sie halten heute zum ersten Mal diese Zeitung in der Hand.
Vielleicht werden Sie im weiteren zu unseren stindigen Le-
sern zéhlen und Freude darzn finden, sufgeworfene mathemaii-
sche Probleme zu 18sen und selbst welche zu stellen.

Unser Anliegen, das wir mit dem Herausgeben dieser Zeitung
verbinden, ist, das mathematische Klima an den Schulen weiter
zu verbessern und Sie zur Beschéftigung wit der Mathematik

zuregen beziehungswelse Sie beim Erarbeiten mathematischer
Theorien zu unterstiitzen.

Wir hoffen damit einen Teil dazu beizutrzgen, den Baschluf zur
Verbesserung und weiteren Entwicklung des Mathematikunter-
richts in den allgemeinbilden polytechnischen Oberschulen

der Deutschen Demokratischen Republik durchzusetzen, in-dem

es unter anderem heifBt:

"Zur Verbesserung der mathematischen Bildung und Erziehung ist
eine vielseitige Bet&tigung der Jugend auf mathematischem Ge-
biet mit Unterstiitzung der breiten demokratischen Cffentlich-



keit zu entwickeln. Die auBerunterrichtliche Arbeit auf dem
Gebiet der Matrematik muS zum festen Bestendteil der mathe-
nmatisclen Ausbildung der Schiiler werden."”

"Die Leitungen der Frelen Deutschen Jugend und der Pionier-
organisztion "Ernst Th&Zlmann" haben dafliir Sorge zu trage:,
deBl des Interesse der Schiiler an der Beschiftigung mit der
lathematik entwickelt wird und eine breite Rewegung zur An-

cignung sicheren mathematischen Wissens und K¢érnuiens unter aen
Schillern entsteht,”

¥achdem wir 1964 im Stadtgebiet Jenz begommen hetten, durch
die Griindung von Schiilerzirkeln die auferunterrichtliche Be-
schiftigung der Schiiler mit der Mathematik zu fordern, waren
wir bestrebt, auch iiber den Gritlichen Bereich hinaus wirksam
zu werder. Ein Auséruck dessen sind die seit 1965 fiir Schii-
ler des gesamten Bezirks Gera regelmiBig durchgefiithrten lathe-
natik-Spezialistenlager. Da di& Zeitdaver und die Teilnehmer-
zahl dieser Lager beschridnkt sind, wollen wir mit der MNeraus-
cabe dieser Zeitung eine kontinuiexrliche Anleitung filr einen
groflen Interescentenkrels erreithen.

Tn unserer gesamten bisherigen Arbeit, insbesondere bei der
Herausgebe dieser Zeitung, wurden wir von der SED-Srundorga-
nisation der Friedrich-Schiller-Universitit Jena tatkriftig
unterstiitzt. Aus diesem Crunde legen wir die erste Numme:r un-
serer Zeitung den Delegierten der Wahlversamrlung der SID-{rund-
organisation der Friedrich-Schiller-Universitit Jene vor.

Vielleicht werden Sie, liebe Leser, sogar soviel Freude an
der Mathematik gewinnen, daR Sie sich entschliefien, sich spi-
ter weitér dieser schnen Wissenschaft: zu widmen,

Wir werden regelmiBig kleine Gebiete der Methematik abhan-
deln. Es soll TIhnen dadurch ermoglicht werien, die eine oder
die andere Aufgezbe besonders geschickt zu l@sen, aber es soll
auch dazu dienen, Thnen einen groSeren Hberblick iiber die ver-
schiedenen Gebiete der Mathemati% und ihrer Anwendungsbe-ei-
che zu geben.



Weiter werden wir IThnen regelméBig eine Vielzahl von Auf-
galiem vorlegen und Thre Losungen verdffentlichen. Dariber
hiraus bietet Ihnen unsere monatliche Preisaufgabe Gelegen-
heit, Thre Bibliothek um einige wertvolle Fachbiicher zu
bereichern.

Auferdem werden wir Sie mit neuen Forschungsergebnissen,
d¢ie in Beziehusng zur Mathematik stehen, sowie mit alktu-
aller Problemen der Entwicklung der Mathematik vertraut
mzchen,

“ie haoben die NMéglichkeit, Fragen, die Sic beschiftigen,
'ne zu iiberritteln. Wir werden bemiht sein, zufrieden-
stellende Auskiinfie zu erteilen.

Wir hoffen, mit Ihnen in ein reges und sicher fiir beide
Selten anregendes Gespriéch zu kommen.

AUFCABREN: (1.Serie)

Q,¥lasse: (9.1) Sei a ungerade und nicht durch 3 teil-
bar. Es ist zu beweisen, dul damnn a -1
durch 12 teilbar ist.

(9.2) In ein Dreieck ist ein Kreis einbeschrie-
ben, der die Seiten des Dreiecks in den
Punkten L, N, K teriihrt. Zuv teweisen
ist, daf? das Dreieck A& IiH stets
spitzwinklig ist,

10.Klasse: (10.7) Folgendes Gleichungssystem ist zu lCsen:
Xy + Xy + X3 = C

Xo o+ x3 + X, = 0
= 0

Tq00* ¥ v ¥
(10.2) Zu beweisen ist folgender Satz:
Wenr |x}<1 und |yi<1, so ist

|T==51 < 1



11./72.X1lasse: (11.12.1) Es sind alle Paare (x,y) der po-
sitiven ganzen Zahlen zu bestim-
ren, Tir die

T:?-l-ﬁ':VS—D‘ ist.

(11.12.2) BEs ist 2zu beweisen, daf fiir alle
ganzem n (n22) mit |x|<1 die Un-
gleichung

oR 5 (1-x)2 + (1+x)®
erZiillt ist.

Selbstversténdlich ann jeder Schiiler die Aufgaben jeder
Xlassenstufe 1ltsen., Die Losungen (zusfithrliche Ldsungswege)
bitten wir mit Angabe der Verfasser oder des Verfassers
(Yame, Alter, Schule, XKlasse) einzusenden an:

Sektion Mathematik

an der Friedrich-Schiller-Universitidt Jena

€2 Jena

Eelmholtzweg 1

Kennwort: "Die WURZEL"

PREISAUFGARE:

(P.1) Gegeben seien in der Ebene zwel sich schneidende
Ceraden und ein nicht auf den Geraden liegendexr
Punkt P. Zu konstruieren ist der Kreis, der durch
P geht und die Geraden beriihrt. (Eindeutigkeit?)

Fir Jeden vollsténdigen ILisungsweg der Freisaufgabe erhilt
der Einsender einen Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erhilt
der Einsender- ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei
Einsender fiinf Wertpunkte basitzen,'entscheidet das Ios
(unter AusscrluB des Rechtsweges), Falls ein Besitzer von
fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewimner f&llt, nimmt er
automatisch an der fclgenden Auslosung teil.

Die Tésungen sind unter dem Kenmnwort "WURZEL-Preisaufgebe"
bis zur 20. des jewelligen Erscheinungamonats (Datum des
Poststempels) an obige Adresse einzusenden.



Wir behalten uns vor, auch fiir besonders gute Ldsungen
der iibrigen Aufgeben sowie fiir besonders interessante
eingesandte Aufgaben (mit IBesung) Wertpunkte zu verteilen.

LASERSTRAINIL ALS ICT

#in Jas-Laser-Gerit ist beim Bau des Moskauer Fernsehturms
eingesetzt worden. Das Gerdt ist auf der Grundfliche des
Turms installiert und sendet zur Kachtzeit einen Strahl
vertikal gerau in den Himmel, eine leuchtendrote Achslinie
des Turms. Die Messungen gestatten die genaue Uberpriifung
der gegoscener Betonwdrde. Sie miissen nachts vorgerommen
werdexn, weil sich der Turm am Tage unter Einwirkung der
Sonmenstrahlen leicht von der Sonre wegneigt.

¥

TISCHRECHEER '

Pas Mustergerit eines elektrornischen Tischrechuers wurde

in der Volksrepuhlik Bulgarien fertiggestellt. Der fast
ausschlliePlich mit Malbleiterbauelementen bestiickte Reck-
ner kanr insgesamt 22 TFunktionen ausfiihren. Er 1ift sich

en elektrische Schreibmaschinen anschlieflen, ur die Rechen-
ergebnisse auszudrucken.

*

MATHEMATISCHZES MODELL )
Ein Modell der lebender Iunge ist von Wissenschaftlern der
Columbia-Universitdt und Mathematikerm der Internationalen
Biiromascrhinen Cesellschaft entwickelt worden. Das Iungen-
modell besteht aus drei komplizierten mathematischen Glei-
chungen, die gleichzeitig auf dem Elektronenrechner aufein-
ander abgeétimmt laufen und zusamwen s&mtlicke Lungenfunk-
tionen ergeben,

*
KIEINFORMRECENER VON IBM
%1t der Mallen 29X26X8,8 cr stellte die Firma IBM ihren
kleinsten Elektronenrechner her. Die mit Diinnfilmkreisen
ausgeristete Maschine hat ein Speicherungsvermiégen von
2340 bit und kann in einer Seckunde 56000 Additionen zus-
fithren.



Im Dezember lief in allen Xreisem die 2. Stufe der Olympiade
Junger Matkemetiker der DDR. Wir mGchten in dieser ersven
Iurmrer imserer Zeitung die ISsungen von zwei Avi;cben ver-
¢ffentlicren, die vir aus den rich‘igen Lﬁsﬁngen des Kreises
Jena hercusgegriffern -aben,

Weitere Rericnte vorn den Clympiladen werden folgen.

Klasse 2, 2. Aufgabe:
Innerhalh des Kreises k mit dem Mittelpunkt M und dem Radius
von der Lénge r liege der vom Mitielpunkt verschiedene Punkt T.

I'onstruieren Sie unter allen Sehnen durch P die wirzesue!
Lésung: (ven ManZred Fischer, Kl.- ¢, Spezialoberschuic des
VEB Carl Zeiss)

!‘2 = (-g'} + ﬁz

2 — )
\ (g) = 2'2 - ML
g . -
’, 3 W° - @° —

s = 2 Ur‘? - Eﬁ

Der Wurzelwert ist am kleinsten, wenn
ML an.grolten ist.

f 2 S 2" —
ASnjp = 2Yr° - (MLmax) . ML 1st Kathete im rechtwinkligen
Dreieck A MLP, d. h. ML ist dann ar zrofter, wern FL = IIF

’\Smin=2r-ﬁ-

Xonstrukticnsbesckreiburg:

Man zeichne die Strecke MF eir und errichte auf ihr im Punkt
P die Senkrichte. Diese Senkrechte schneidet dea ¥reig in

S, und S,. Die Strecke 5,5, ist die kiirzeste Sehne im ireis X,
die durch den Punkt P verliuft.




Xlasse 1C, 3. Aufpgabe:

Auf eizem (ebenen) Zeichenblatt sind eir Punkt 4 und zwei nicht
parclliele Gercden gy urd g, geceben, die micht durch & geher
uné deren Schznit“punkt S auferhaly des Zeichenblattes liegt.
Konstruieren Sie die Vertindungsgerade durch A und S so, daf
die rescmte Xonstrui-tion euf dem Zeichenblatt erfolgt.

L¥sung: {von Elisabeth Martim, Kl. 10, EOS Grete Urrein)

Korstrvktionsbeschreibung:

Seien der Punkt A unc die Geraden g, und g, gezeicknet. lan

zeichne curch 4 eine beliebige Geracde 7., die g, bzw. B X

54 bzw. S, schneidet. Zur Gercder g, zeichne man eine beliebige

Farallele g.', die g4 bzw. 8, in S4' hzw. S,' schneidet.

Durch lNebenkonstrubticn Zindet wan auf g, ' der Punkt A', der die

wtrecke S1‘52' im gleichen Verh#ltris teilt wie der Punkt A die
S.5,. Die Gerade 8g durch A und A' schneidet g, und g,

Strecke S1S
in S.

o

Begriindung:
Y.ach Konstruktion ist

Dann ist szber dile gesamte Figur eine Strehlensatzfigur und
5. schneidet g, und 3o in S.

o
s

Lehervonstr»uktion:

Teilun: der Geraden ga' im vorgezebenen VerLéltnis 2.

Sel 545, gezeichnet. In 54 tryge man in beliebigem Winkel
(#180°) die Strecke §—T§§‘ an und verbinde zum Dreieck (sieche
Skizze). Die Strecke 8,5,' verschiebe man parallel in A.

w B &



=£L‘_ ' S. Diese Parallele cursh & noiwel
de S5,'8.' In A'. Toxm Heild
81'82' im gewinschien Verkilii-

A nis (Strahlensatz).

{ven Zanmes Peuker, wiss., Mitarbeiter)

Tel zahlreichen Problemen aus dem wirtschaftlichen, “echniscisn
und wissenschaftlichen Leben spielen Systeme von livearsn Clzi-
cnungen eine wichtige Rolle. 8o erfordern zum Beispiel di~ = -
Jektierung einer Brilckenkonstruktion oder die Er-telluiz -i-e-
WetTerberichtes bereits die ISsung von mehreren nvnceri 1 ;. -
aren Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten.

Daher ist es versténdlich, daB die Mathematiker =ci: iz -

Zeit der Entwicklung von ISsungsmethoden fir lineay: 71 ;
chungssysteme besondere Aufmerksamkeit gewidmet ncbon, He.. .
existieren eine stattliche Anzahl verschiedener L¢sungsveriai-
ren, sc daB btei der Bearbeitung eines linearen uleichungsaysi-:
unter Beriicksichtigung der Aufgabemstellung und der vorianderen
Rechenhilfsmittel die giinstigste Methode susgewihit werde: ~un.
Es s0ll im folgenden eine sehr schone Iidsungsmethode fiir lirzr-
re Gleichungssysteme beschrieben werden, die trctz ihrexr Iiafrin-
heit héufig benutzt wird, um .Gleichungssysteme mit Hilfe von -lek-
tronischen Rechenautomaten zu behandeln.

Die Grundidee des Verfehrens wird bereits am folgemmen einlo hor
Beispiel deutlich.
AURGARE 1: Man 18se das lineare Gleichungssyste:mx
i 2x'- 7= T
(1) X - 2y = =4
{Ratiiriich findet man die Ldsung sehr schnell duren I-ohic=or
cder durch -die herkdmmlichen ISsungsverfehren., Unzer Zis . 1i--

-

es aber, am einfachen Beiepiel die Methode zu stugjo-c-®

Die Aufgabe 1 ist gleichwertig mit folgender Aufpate °';



AUPGABE 1': 4 Man bestimmz2 elrn csoliches Wert:resr

F. =2 -v = 7 (xsy), Pir das die GriBen F, und
(2) ! ] ¥y, @ls Fehlevirdfen heifen sol-
By = F &4y +4 “en, don Wert T:il arnnehmen,

L

Setzt man in (2) beljetige Werte x_, y, fiir = urd y ein, sc
kann man nicht erwartem, dal F, und F, verscawinden; es werdern
wirkliche Fehler auftreten. ken kann aber versu:zhen, in mehre-
ren Schritten an den angenommenen Werten X, und ¥ solche Xor-
rekturen Ax uné Ay anzubringen, daB die ﬁbro uivicrte dex
Fehlergroflien F1 und F2 von Schritt zu Schritt klciner werden
und schlieflich ganz verschwinden. Auf diese Weizc nEherv man
sich bel Jedem Schritt der gesuchten Losung (i,ry) ven (7).
Natiirlich muB man wissen, wie sich elne Verfnderusng der Werle
x und y anf die Fehlergrifen ¥, und 42 euswirkt. Dieser Zu-
sammenhang wird durch die Koeffislenten des Gleichungseystemn

(1) geliefert.

(n'l

Die kleine Tabelle zeigt, daB zum Belspiel eine Korrextux

Ax = Ay = 1 Ax = +1 am x-Vert den Wert F, 1x _
CAT o 1 und den Wert F? om 1 erhtht. Anelc:
; AT ; £ _p |bewirkt eine Korrektur Ay = +1 en

y-Wert eine Erniedrigung des Wertes
von F1 um 7 und des Wertes von ?2 ust 2.

7iv veginnen das LSsungsverfahren mit den Werten X0V =0. Wie
ren sich leicht an (2) dberzeugt, folgt P1 = -7, F2 = (
gleiche die folgende Tabelle!) Durch eine Korrektur 13 g0’

74 = 0 erzwungen werden. Die Korrektur Ax = +3,5 lcistet

cas Gewiinschte. Aber ¥, hat sich durch diese Korrektur eul

P, = +4 + 3,5 = +7,5 erhdht. Nun wird y korrigiert, sc ¢~
P, = 0 wird. Fiir die Korrektur Ay folgt Ay = +3,75. &rs
hat sich F1 aber wieder auf 0 - 3,75 = -3,75 ve:biisrt. O
Absolutbetrége der Fehlergrofen sind aber bersi . " _aiier

geworden. Man korrigiert in einem niéchsten Schri~*™ » wieldw:
so, daf F4 wieder Full wird. Die abwechselnde Ycrzrabbir vor
X und y wird solange fortgesetzt, bis die Fehlergriilin 1.
und F, verschwunden sind, oder aber eine vorgegsuene 36~
rauigkeitsschranke unterschritten haben. Dann Lmichs dor
Verfahren ab., Das Schema zeigt die welteren Sohritis =ic
zum Abbruch. Zum SchluB werden alle Xorrekturen .\ x bazw,
Ay aufaddiert und zum Ausgangswert x, bzw. 7, addiert,

-8 -



F1 Fa
x, = 0,00 Yo = 0,00 -7,00 +4,00 0. Schritt
HX = +3,50 - 0,00 +T7,50 1« Schritt
= Ay = 43,75 -3,75 - 2. Schritt
Ax = 41,88 - 0,00 +1,88 3. Schritt
- Oy = +0,9% -0,94 0,00 4. Schritt
ox = 40,47 - 0,00 +0,47 5. Schritt
- Oy = +0,24 -0,24 0,00 6. Schritt
| 6% = +0,12 0,00 +0,12 7. Schritt
i ‘ A = +0,06 -0,06 0,00 €. Sehritt
Ax = +0,03 - 0,00 | 0,03 | 9, schritt
Ay = 0,02 -0,02 0,00 | 10. Schritt
Ax = 0,01 + 0,00 0,01 11. Schritt

6,01 5,01

(Sémtliche Werte von A x und A y sind auf zwei Lezimalen
gerundet. Daraus erklért sich der kleine Eadrlall:=v'.

Die so erhaltenen Werte x = 6 und y = 5 léscn diz Giei-
chungssystem (1), Natiirlich wiren auch andere Ausgangswer-
te (x,, y,) moglich gewesen. Auch hitte man mi% dor Xorrek-
tur von y beginnen kbtnnen. Es ist zu bemerlken, <ni céas he-
schriebene Verfahren eine sehr einfache graiische Deutung
gestattet, die wir Jedoch in der n#chsten Nummer beschrei-
ben wollen.

Interessenten kdnnen nach der genannten Methode dzs lineare

Gleichungssysten x+y=5,5

x -2y = -5 lésen.

Die beschrishene Methoede zeichnet sich dedurch aus, daB sie
ohne weiteres aul Systeme mit sehr vielen linearen Gleichun-
gen ubertrageh werden kann. Sie ist unter dem Namen "Relaxa-
tionsmethode™ in der Fachliteratur dargestellt. Entsprechen-

de Litersturhinweise kOmnnen von der Schriftleitung gegeben
werden.

Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik an der

Friedrich-Schiller-Universitédt Jena.

Schriftleitung: Klaus Fischer, Hansgeorg Meifne:

Mitarbeiter: X. Euse, H. Peuker, H. Schirrmeister, J. Schwarz
L. Staiger, R. Wackernagel.

Die Zeitung erscheint monmatlich zum Preis von C,10 MDN.

Bestellungen sind an die Mathematiklehrer der =05, LBS und

S05 zu richten.
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Herausgegeben vom FDo-Aktiv der Sektion Methamat 'y
an der Triedrich - Schiller - Universitut Jenu

Methemat‘k-Spezialistenleger des Bezirkes Cera - Februar 10467

In der Zeilt vom &, 2. 19R7 bis 13, 2. 1067 finde* in Iobemstein

des 5, Nathematik-Spezialistenleger des Bezirkes Ceraz stott.

Hier werden sich die erfolgreichsten Teilnehmer der "Pezirksolym-
| piade Junger Mathemstiker" treffen, um ihre mathemstischen Kennt -

nisse zu erweltern und sich Ffiir die DDR-Olympiade vorzubereiten.

Die fachliche Betreuung liegt wieder in den FHnden von Mitarlci-
tern und Studenten .der Sektion Mathematik an der Friedrich-3Schil-
ler-Universitét Jena. Einige Probleme der Zshlentheorie, Seomety i,
Algebra, Vektorrecwnung, Ungleichingen und AbschEtzungen werden
Inhelt der Seminare sein. Um den Schillern einen kleiner Bimblich
in die vielfdltigen Anwendungsgebiete der modernmen Mathematik zu
geben, werden aufierdem noch Vortrége mit den folgenden Themen ze -
halten: . : _

1. Perspektive und Arbeltsmbglichkeiten e nes Mathematikore

2. Einige einfache ungelbste Probleme der Mathematil

- Lernen von .utometen .

- Einfache Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Probleme und Schwierigkeiten bei der automatischen Uberse:ziax s
« Anwendung der komplexen Z2chlen '

N



Trotz dieses umiahgreichen Programms wird die Erholung rei
sport uné Spiel nicht zu kurz kommen.

Wir hofTfen, daB auch das 5. Mathematik-Spezialistenlager fiir
alle Beteiligten ein schtner Erfolg wird,

Das Entstehen der Wahrscheinlichkeltsrechrung

(vor Harzld Schirrme¥ter, wiss. Assistent)

Der frerzisische Mathematiker Blaise Pascal (1623-1662) er-
hielt von dem Edelmann Chevalier de veré, der wie viele seinn®
Stendee ein leidemschaftlicher Spieler war; Aufgsben vorgelo,
die ihm bremnnend interessierten. Eine dlsser Anfgaben wer cic

- folgende: '

pwei Personen 4 und B wollen mehrmels hintereinander eir 3Sypisl
durchftihren, tel dem beide die gleichen Gewinnchancen heben

(z. B. Werfen ciner Minze, wobel "2ahl" Gewinn 'bzw. "VWappen'
Verlust bedeutet). Wer zuerst p-mal gewonnen hat, soll den
ganzen Einsatz erhalten. Aus unvorhergesehenen Griinden B dar
Spiel zu einem Zeitpunmkt abgebrochen werden, zu dem der Sple-
ler A m-mal (m<p) und der Spieler B n-mal (n < p) gewonnen hat.
wie ist der Einsatz unter die Spieler aufzutelilen?

Dazu ist zu sagen, daB eine proportionale Aufteilung nech der
Anzahl der gewonnenen Partien, also A erhdli m und B erh&lt
n-Teile, nicht in Frage kommt, da dapeil die moch zu spielen-
den Partien vollstindig unbderiicksichtigt bleiben. Pascel teil-
te seinerm Landsmann Plerre de Fermet (1601-1665) dieses Frol-
lem mit und beide gelengten flr eiren Spezialfall (p = 3,

m =2, n = 1) auf-verschiedener Wegen zu demselben Ergelnic.
Zuerst wollen wir das Verfshren Pascals beschreiben: das ercoe
Spiel, dse durch den Abbruch nicht zuetende gekommen ist, hiite
te mit gleicher Wahrscheinlichkeit entweder 4 oder B gewinnei
kénnen. Palls A gewonnen hétte, wiirde er dem gesamten Binssle
erhalten., Im Falle eines Sieges ven B haben beide awel Spiela
gewonnen und in diesem Fall kanv jeder nur die Hilfte des Tin-
gatzes beenspruchen. Beide Mtglichkelten sind gleichwahr-
scheirlich. |



woller wir den Einsctu auf die Spleler verteilen, ist folgen-
des Vorgehen richtig; A kenn im ersten Fall dus gesemte Geld
und in zveiten Tsll die PElfte des Geldes fiir sich heanspru-
chen, Ga man 7tir die swel mbglichen Fille den Bins:tz E nal-
bieren mull, erhilt 43 + 3 + Inegeremt erhillt A also % und

=7 ﬂ Ces DPinsctzes

Teimet 1lBste Ges Problem auf folgende “eiae. Er zing von der
Tatsache aue, del zur Beendigung dec Spieles insgessmt hich-
steng p-a+p-n-1 Partiern notwendig sind, was ja leicht eirnzuse-
ner ist; in dem betrachteten Spezilalfzll also hichstens 2.
Terner unisrsuchte mar alle Moglichkeiten fiir den Ausgang zwei-
er Spiele, Wir wollea dar mit Hil'e elner Tabelle tun. Die
Tuckstzlen geber immer an, wer gewonnen hat,

I 11 IIT IV

A A B 3
3 A B

Tie Mglichkeiten egind alle gleichwzhrschoinlich. A gewinnt
in 3 von den 4 F&llen {1, II, III) und B in einem, Demzufol-
£ kenn A % und o I £ee EBincotzes heanspruchen,

Rererkenswert ist vor allem, G2B I und II 8ls verschiedene
Pille gefiirrt werden, ohwohl des gesamte Spiel bercits been-
det iet, nachder A die erste Partie gewonnen hat. Ein anderes
Vorgehen ist aber T lsch, denn wiirde men T und II in einem Tull
vereinigen, so wire dieser nicht gleichwehrscheinlich wit IIZ
oder IV. Das Vérfshren Termats 1lift sich leicht verzllgenmei-
nern, Die ¥dglichkelten wechsen jedoch reech mit zunchwmenden
Differerzen p-n uné p-m,

Durch solclie Anregungen und Untersuchungen ist die Wahrschein-
Yienkeitprechnung entstanden und ¢ie Theorie der Gliicksspiele
sowie die Beschiftigung mit dem Versicherungs- und dem Gerichts~
wesen (Indizienbeweis u, E.) boten zu Beginn auch auf Grund des
relativ niedrigen Entwicklungsstandes der Wissenschaft die ein-
ziger Anvendunssmiéglichkeiten dieser neuen mathematischen Dis-
ziplin. Trotzdem waren die damaligen Mathematiker iiberveugt,
422 die Wehrscheinlichkeltsrechnung in Zukvnft bei der Untex-
sucwrg von lizesenerrcheirungen cine grofe Rolle spielen

wird.,



Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie bekommt man Mig-
lichkeiten in die Hand, im Eingelnen unbestimmte Vorginge
in der Gesamtheit zu beschréiben.

(Literatur: Jaglom, Jeglom: *"Wahrscheinlichkeit und Information")

AUPGABEN: (2. Serie)

9. Klasse: (9.3) Welche der beiden Zahlen ist grbfer
1965 1966
107741 gep 10 41 9
101966, 4 101967, 4

(9.4) ([a] ist die griBste ganze Zahl, die
nicht griBer ist ale a.

Man 16se: [1 A 1]’ xo]
3 -2

10. Xlasee: (10.3) Be ist zu beweisen:
Wenn die Summe der Quadrate zweler genzer
Zahlen durch 7 teilbar ist, so ist jede dex
Zahlen durch 7 teilbar.

(10.4) Der Winkel von 19° ist mit Hilfe von Zirkel
und Lineal in 19 gleiche Teile zu teilen!

11./12.Klagse: (11.12.3) Drei Freunde wollen von A nach B.

Thnen steht debei ein Motorred mit Sozius
zur Verfiigung, das mit der Geschwindigkeit
v,4. féhrt. Ein Pubginger léuft mit der Ge-
sohwindigkelt Voo .
'Hﬂlbﬁ'&fiﬁ'e%kmzost mbgliche Zeit, in
der die Freunde von A nach B gelangen kin-
nen?



(11.12.4) Inmerhaldb eines Kreises miu Jor
¥ittelpunkt O ist ein Fuunkt 2 » o
gegeben., Man firde den Furkl ¥ &
der Periphevie so, del der ¥Win-
kel & AMC maximel wirc.

Achtung! Achtung! Achtung! Achtung! Achtung! Achtuxmg! Achtan:.

Auf Grund der slle unsere Erwartungen ifbertreffenden Mechlrzi-
sehen wir uns gendtigt, die erste Nummer unserexr Zeitung machzu-
drucken., Die Auslieferung diessr Nauchdrucke erfolgt mit dex Ver-
sendung Ger Februsrnumrer. Wir verléngern deehalb den Einsend:-
termin fiix die Lésung der ersten Preisaufgabe bis zuz 20, Febru-
ar 1967 (Dutur des Postsitempels). Die Itsungen (ausfihrliche L0~
surgswege) bitten wir mit Angabe der Verfaeser oder des Veriaseiiw
{Lare, Alter, Schule, Klasse) einzusenden an: '

Sextion Mathematik

an der ¥riedrich-Schiller-Universitiét Jane

£9 . Jena, Helmholtzweg 1

Yennwort: "Die Wurzel™

PREISAUTGABE: (1. Aufgabe der VIII. IMO 1966 in Sofia)

(P.2) Bei einem mathematischen Sohiilerwettbewerb wurden inege-
semt drei Aufgaben A, B, C gestelli. Unter allen Teil-
nehmern geb es (genau) 25 Schiller, von denen Jeder we-
rnigstens eine Aufgabe geldsi hatte. Unter den Schilern,
die ¢ie Aufgabe A nicht geltst hatten, war die Auzahl Jux-
jenigen, die die Aufgebe B gelist hatten zweiwmal so zxc”
wie die Anzehl der Schiiler, welche die Aufgabe T gelost
Yatten. Die Anzahl der Schiiler, die nur die Aufgabs 4 &>
16t hatien waf um 1 grdBer als dile Anzahl der ibrigen
Schiiler, welche die Aufgabe A geldst hatten. Vor dem Schi-
lern, die nur eine Aufgabe geltst hatten, hatte die HEIT7L:
die Aufgabe A nicht gelist.

Wieviel Schiiler hatten nur die Aufgabe B geltst?

Piir jJeden vollstindigen Losungsweg der Prelseuflgabe erhilt Jo
Einsender einen Wertpunkt. Flir finf Weritpunkte erhdli dew Tilone -
der ein Buch, Sollten pro Monat mehr ale drei Einsendexr 27

-5 .



Wertpunkte besitzen, emtscheidet das Ios (unter Ausschluf dec
Rechtsweges). Palls ein Besitzer von fin® Wertpunkten nicht un-
ter die Gewinner f811t, nimmt er 2utomatisch an der folgenden
Auslosung teil,

Dle Idsungen sind unter den Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe” big
zum 20. des jewe!ligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststem-
pels) an obige Adresse einzusenden.

Wir bekalten uns vor, auch fiir besonders gute Lisungen der iibri-
gen Aufgaben sowie flir tesonders interessante eingesandte Aufga-
ber (mit I8sung) Wertpunkte zu verteilen.

Inmerheld von zwei Minuten errechnete in der Kasachischer S&R
die elektrorische Rechenmaschine "Minesk 2" dle optimale Vertei-
lung der Anbauflichen verschiedener Nutzpflanzen suf einer Fli-
che von 30 000 ha.

*

Vom Pahrstand des von einer franzidsischen Werft gebauten Tunk-
scriffes "Dollabella™ sus kénren Kessel, Turbinen und Getriebe
sowoal durch verschiedene Anzeigegeréte als auch curch Fern-
sehkameras und durch akustische Stationen iiberwacht und kontroi-
liert werden. Ein Computer mit Schreibgerét liefert ein susgedruck-
tes Mascrinentagebuch. o |

*

CELLATRON SER 2c _
Die Friedrich-Schiller-Universitiét Jena erwert einen elektronisohen
digitclen Kleinrecherautomsten vom Typ SER 2¢c. Der Rechner wird

en der Sektion Mathematik, Abteilung R.chenzentrum, aufgestellt
und soll der Ausbildung aller Mathermatikstudenter in der Spezial -
richtung Reckentechnik und Datenverarbeitung dienen.

Der CELLATRON SER 2¢ ist éin 4 Spezi-Dezimalrechner. Er besitzt
einen Magnettrommelspeicher mit einer Speicherkapazitit von 331
Eefehlen und 127 Zahlen. Ale externer Informationstriger dient
>-Fanal- bzw. 8-Kanal-Lochband. Resultate kbnnen wahlweise tiber
eine Schreibmaschine in beliebigem Formulardruck oder iiber einer
Streifenlocher au? Lochband zur weiteren Verarbeitung im Rechne:
ausgeliefert werden. ' '



LUSUNGEN
zu den Aufgaben der 1. Serie
(von Werner Nagel, Sp8 Zeiss, Kl. 9 4)

(9.1) Eine nicht durch 2 und nicht ‘durch 3 teilbere Zahl 1&G6t
sich in Iolgender Porm darstellent a = 6n + 1

Begriindung: Bine nicht durch 2 und nicht durch 3 tellbare zahl
ist nicht duroh 6 teilbar.: .
Bine nicht Qurch 6 teilbare Zahl lift sich in elner
der drei Pormen darstellen:.

a1 = 6n % 1, ay » 6n + 2, =6n & 3

-a3
@2 und a4 fallen hersus, da sie durch 2 bzw. 3 tell-
bar sind.

Alvo: a2 -1 (36n2 + 12n + 1) - 1
= 36n° +12n = 12(32° + 1)

Dieser Ausdruck ist durch 12 teilbar.

(11.12.1) (1) ﬁ‘}ﬁ‘ = Y50
2 + 52

(2) W+ = 5-72

Da sich 2 nicht weiter zerlegén‘lﬁﬂf, muf die Gleichung folgen-
de Form haben:

(3) mn¥2 +n Y2

n+ans=5 m,.n nat,
Da die Aussage in x und y symmetrisch ist:
| m
1 4
3

Hieraus ergeben sich Iblgondé Paare (x, y): (32, 2), (18, 8)

&Y



Relaxationsmethode (II)
(von Hannes Peuker, wiss. Mitarbeiter)

Das in Nummer 1 dargestellte Relaxationsverfahren zur ISsung line-
srer Gleichungssysteme 1EB8t% sich geometrisch einfach interpretie-
ren. Die folgenden Yberlegungen werden fiir der Spezialfall: "2 Glei-
chungen mit 2 Unbekammten" angestellt.
Wie bekannt stellt die Memge aller Wertepaare (x, y), die eine
Gleichung erfilllen, als Punkte in einem Kartesischen Koordinaten-
system gedeutet, eine Gerade dar. Die Idsung des Gleichungssystems
ergibt sich dann als Schnittpunkt der den beiden Gleichungen ent-
sprechenden Geraden.
Fir das Beispiel

21-:(: T -

X - 2y = -4
aus Fummer 1 ergidbt sich das Bild 1.

Deutet men die ZorrekturgrifSenA x
baw., Ay geometrisch als “Korrektur-
schritte" in Richtung der x- bzw.
y-Achse des Koordinatensystems, so
ergibt sich beim Zusammensetzen der einzelnen Korrekturschritte

(Auswertung der Tabelle in Rummer 1) ein treppemartiger Strecken-
zug (Bilder 2 und 3).

Die Relaxationm erzeugt in der geomatriscﬁen Darstellung einen Strek-
kenzug, der, vom Anfangspunkt (xo, yo) ausgehend, sich dem Lésungs-
punkt (x, y) beliebig weit n#hert. Die Gestalt des Stireckensuges
héngt von der Form der Gleichungen und vom, Anfangswert ab. Beispiels-
welse liefert die geometrisehs.narstellung der Relaxation, angewendet



aul das Gleichungssystem Y
x+ ¥y = 5,5 et
X - 2y = =5

aus Fummer 1 das folgende Bild 4,

e e ]

Bel Verallgemeinerung der' Uberlegungem 7
auf Gleichungscysteme hdherer Ordrung 4 X
tibertrcgen sich die Begriffe Ebene,
Cerade, Streckenzug usw, auf analoge Begriffe des mehrdimensio-
nalen Euxlidischen Raumes,

Unser Litersturhinweis

. N, Worobjow: Die Tiboneccischen Zahl n

EmmmomosrsxE S srs s .....-......:....._z,..:':..—..:

(Verlag der Wissenschaften, Berlin 1954, erschlen als erster
Bard der Serle: "Fleine BErgiinzungereihe zu den Fockschulbichern
fir Methematilk).

Der herithmie itclienische Mathematiker TEOKAKDC VOXN PIS4A, der
bekannter ist unter seinem Beinemen FIBONACCI (Fibonacci: Ab-
kiirzung von filius Bonacci, d. h. Sohn des Bonacel) versfeent-
lichte im Jshre 1202 folgende Aufgabe:

"Jemand sperrt ein Xaninchenpaar in Monat | Angehl der Pasre
ein aliseitig ummavertes Gehege, um 1 1
zu erfiaren, wieviel Mnchkommen die- 2 2
ges eine Paar im Ieule &ines Jehres 3 3
Laben werde. Es wird deobei vorausge- 4 5
setzt, Jjedes Xarincuenpazr bringe ro- 5 g
zatlich ein reues Paar zur Welt, und 6 13
dle Yaninchen wiirden vom zweiten MNo- 7 21

nat nach ihrer Ceburt an gebiren."
Die Anzahl der vorhandenen Paare ist aus nehenstehender Tarelle
ersichtlich., Bezeilchnen wir die Anzaxl der vorhandenen ¥eninchern-
paare im n-ten Monat mit u,y 80 gilt offembar

1 -
n Mg L

In dem sehr interessanten Feftchen von N, N. Woxobjiow wexrden rux
versciiiedene Untersuchunger iiber diese ale Fibonaccische Zahliern-
folre in Jie Literatur eingegengéne Folge angeetellt. Neben he-

-9 -



stimmter zzhlerThecretischsn Uptersuchungen werdem auch Zusam-
menhirgze zwischon dar Fibhomaccisshen Zahianfolga und den geo-
petrischen Objekten, wig¢ 2. B, "harmonischen Rechtecken" ange-
atelli, Der Verfasszor setst dabei kaur Xemntnisse, die ibexr die
9. flesse hinsvsgabel, veraus,

prapap. -

Fir Schiller éev 14, npd 12. Klasse empfehien wir

Jo_8s Weutzel: Flopente der Spleltbeorie
(erschienen 1964 bel leubner Teipzig, in Zusammenarbeit mit der

Ak=demlschen Verlagsgeseollschaft Geest & !ortig'k. G. ILeipzig,
in der Reize Kleinu Neturwissenschaftliche Bibllothek, Relhe
Kethematik, Bd. 1)

Die Treorie der Splele ist ein roch sehr Junges Teilgebliet der
Mathematil, Thre Pntwicklung verdankt sie dem amerikenischen
Metheratiker J. von Heumenn. Anwendurg findet die Thecrie der |
Spiele bei der Lésung solcher prakiischer 4ufgaben {in Ukononmie,
Milit¥rwisccnschaft usw.), bel denen Situationen zu anelysieren
sind, in donzn egizh zwel oder mehrere Seiter gegeniiberstehen, die
antgegenzzseszie Ziele verfolgen. RHierbel sind die Auswirlungexn
jeder Mafnahva davon ahhéngig, welche Hondlungswelse dexr Gegner
auswiklt, Der Verlesser erldutert an einfachen Belsplelen die
grundesdtzlichern Begrifishildungen der épielthaorie. Untexr der
I6sung cines Spileles verstent man die niitslichste Strategie.

Es werden im Puch sllgenmeine ILSsungsmethoden angegeben.

Wir ompfehlen, beim Durcharbeiten ein bekanntes Splel (Wirfel-
spiel 0. #.) zn verwenden, um Schritt fir Schritt die allgenmel-
vern Begriffe und Brgebnisse, dle im Buch behandelt werden, auf
den konkreten Fall zu tibertrsgen.

W —— 151 47

ceravzregetven vom FDI~Aktiv dex Sektion Mathematik an cer
”*i'”*’ﬂu~oL*1ller-Univerait§t Jena.
~rr~$:b;14c“ng* Xlizus Fischer, Hansgeorg Melflner
Mimnriaeiter: @, ¥use; H, Paﬂksr H, Schirrmeister, J. Scheare,
b S‘.aigsr. H. Wackernagel, °
Tie fmiturg arscheiut monatlies sum Prels won 0,10 MDN.
B zuhwtdgen sird an die¢ Mathematiklehrer der 363, BBS und
n3 o richien,

iy

N
-
-
A



DEM VII. PARTEITAS DER SED GEWIDNET

$¢ "Ja YZ@%@'MH’\ fj‘

llerausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sekticon Mathematix

an_der Friedrich ~ Schiller - Universit{fl Jena

Vom 6. bis zum 13. Februsr fand in Lobenstein das 5. kathematik-

spezialistenlager des Bezirkes Gera statt. 57 3echilder der hlassen

7 bis 12 nahmen daran teil. Die Teilnehmer des Lzgers wurden auf

Grund ihrer Platzierung bel der Bezirksolympiade delegiert. Diese

Auswahlmethode erwies sich aus folgenden Griinden als unzureichend:

1. Die Olympiadenatmosphire ist in vielen F#llen fiir eine exakte
Bewertung nicht geeignet.

. Es gibt viele Schiller, die die fachliche und gesellschaftliche
Qualifikaticn haben, ein Mathematik/Diplom- oder min Mathematik/
Lehrer-Ctudium aufzunehmen, deren Flatzierunz bel der Bezirks-
olympiade jedoch fiir eine lelegierung zum Spezialistenlazer
nicht ausreicht.

diersus erzibt siech, c¢a2 es zweckm#Qigz ist, den Teilnehmerkreis

auf etwa 70 Schiiler zu erweitern und nach anderen Graichtepunkten

auszuwihlen.

Uber die Themen der fachlichen Arbeit berichteten wir bersits in

"Die Wurzel” Nr.2. Dariiber hinaus wurden in Sonderveranstaltungen

und persidnlichen Gesprichen Fragen und Probleme nzucr, moderner
vl

Wissenschaftsrichtungen, wie Bionix, Deontik, Cenelil, mathema-

tische Linguistik usw., die sich mit Mitteln der mathemstischen



Kybernetik betirachten lassen, aufgeworfen und zum Teil geklért.,

Auch isi es uns in diegsew Lager besser als in den vorangsganzansn
gelungen, Schiler fir ein Mathematikstudium zu gewinnen.

Traditionsgenkf wurde auch dieses Lager mit einer Lagernlympiade
abzeschlossen., Von 40 mdglichen Punkten erreichten als beste
Echiiler:

T.Klasse 1. Vogts, Matthias 37 Punkte

2. Schrockeo, Winfried %37 Punkts

8.Klagse 1. Gulbirs, Matthias 24 Punkte

2. Uhl, Gerd 22 Punkte

J.Llasse 1. Leopold, Hans-Gerd 38 Punkte’

2. Waltenberger, Udo 30 Punkte

10.Klasse . Nauber, Walter %7 Punkte

2. Eckner, Hartwig 31 Punkte

11./12.Xlasse l. kiefer, Wolfzang 2% Punkte
2. Taubald, Elke 15 Punkte

Es ist zu erwshnen, daB alle anwesenden % Miidchen zute Plitze
belezten.

Wir sprechen allen Tsilnehmern, insbesondere den Preistrigern der
Laserolympiade, nochmals unsere Anerkennung Tlr ihre pgezeigten
fachlichen Leistungen aus und wiinschen allen Teilrehmern an der
Republikolympizde viel Erfolg.

Wir'glauben,im Namen aller Teilnehwmer des Spezialistenlagers zu
spfechen, wenn wir Gen. Martin Holzapfel, der trotz vwieler Schwie-
rigkeiten dieses Lager zu unserer aller Zufriedenheit organisiert
auf diesem Wege noch einmal rechi herzlich danken.

’4

M

In den folgenden Jahren wird das Bezirksapezialistenlazer immer

mehr zu einem Lager werden, in dem den besten Schiilern dzs Bezirke:

von einem hohen Niveau aus mathematische Kenntnizse verm iloll Jot-

den, die 5ie befshigen, mathematische Probleme zn erkennen und

zu 13sen. Die Werbung fir das Mathematikstudium, insbesondern

fir das Lehrerstudiuvm, wird durch Veranstaltungen iiber Angbildunsze-

miglichkeiten, aber vor allem durch persénliche Gespréchr, wejita-
susgebautl werden. Um ein hohes mathematisches Niveau im lage= .

sewfnrleisten, ist es notwendig, die in Frage kommender {ighLiilzr
nlensiv auf das Lager vorzubereiten. Zur Lisung aller diesen

saben wurde in einer Beratung mit Vertretern des Ilate-. des

ezirkes, Abt. Volksbildung, folgendes festgelest:

'. Die einzelnen Kreise fiihren Kreislager fiir Schiiler de:

W
5
8]



In den folgendsn Jghwen wicd das Bezirks-Spes ialistonlessr iumer
mehr zu einem Lager werden, in dem &en besien Schillern Zeos Bagzir
kes ven einem nohen Niveaa aus msihamatische Zenninisse vormit-
telt werden, die sie befihigen, mathenutischa Frobisge Zu 2rHen-
ner und zu l5sen. Die Werbung fir deza Methamatikebudium, iasha-
sondere das Lehreratudium, wird durch Veranaisliongen {io- Aus-
bildurngsmigl ichkeiten, aber vor aller dqurch persinl iche Zeeprd-
che, weiter gusgshaut warden. Um ~in hobaet mathespicclirs Niveau
der Versnsialtungen im Lager zu gewSnrieleten. ist es notwandisg,
die in Prage wowmenden Schiler intensgiv =™ das Lazer vorsubs-
reiten. '

e

Zur Lsunz aller dieger Aufzaben wurde in e

Vertretarn des Rates des Bezirkes, Abi. Volksbildung, 7oizendes
festgelezt:

1. Die einzelnen kreise Tiihren Kreislager fir Schiler dzy secasiel

bis achten Elassen durch. Diese kraislasger dlener .misr =md2sem

zur Auswahl der Schiiler, die zum Bazirkslaga: deicgient aurder

>

Die fachliche Betreuung der Schiiler oblie tidenten dor
Sektion Mathematik an der Frledrlca-Schlller—bnive:sit&i S cidts
und Lehrern der einzelnen Kkreise, Diese Lehrer habep ls Zoi-
lichkeit, Vorschl#ige fir fachliche Pl#ne sowie Li%eraturhin-
weize usw. von ang zu beziehen.

2. Das Bezirkslarer wird mit einer Kapazitét von ©C bis QN Sehi-
lern der achten bis zwdlften Klassen durchgefihrt. Die T20n-
liche Betreuung wird durch Mitarbeiter der Universitit Caict
Lehrer gewthrleistet. Um die Schiller entsprechend iho-am indi-
vicduellen Bildungsstand optimal anzuleiten, ist eine ganfigent
zroBe Anzahl von Betreuern (etwa 12) erferderlich.

3. Um ein einheiiliches Mindestniveau zu erreichen, weplo iy

in der "Wurzel"” fachliche Beitrsge, Literaturhinag=igs oul
Ubungsaufgaben verdffentlichen. Damit wollen wir gen Sohliers
eine kontinuierliche Vorbereitung suf 2s Lager adnl .o,

4. Vom Rat dea Bezirkes, Abt. Volksbildupg, warden Vertcoips IO

feate Sommer- und Winterlager, die gegeben2nic:ls ani~ren
Bezirken als Tauschobjekt angeboten werden kinnen, abuesillii-

aene.

Wir werden in der Mai-Nummer iber 412 argenisu or. 3len Virs
tungen des Sommerliagers 19€7 informiarean.



Im folgenden geben wir Kurzfassungen der noch fehlenden L#isunzen
der Aufgaben sus "Wurzel" Nr.! an:

& DEA™ O MDF
S MDA = 4TDM =4 MEF = 5

hnslog {olgt f4r die anderen
Winkel:

. <
\ <406 =Fiom = £
A o " [ 3 NOE =<jMEG = “5
fieraus ergeben sicu die Irmenwinkel im Dreieck  DEG zu:
C'K_ +(’; , J(r]-'-":' 5 v‘-‘-(y
3 -2 Yz
ka t.f' ") !’i '{ . . » P | » - G . +
Za XM 4 IO , + % Jewells kleiner als 1807 is?,
Tulgt A DEC ist apitezwinkliaz.
{(10.1} L X P Xy Xy =0 {13
P
. Xyt Xz %, =0 (2)
fus (1) und (2} Tolgt x, = X, (3)
und suczeasive Xy T Xg T Ay Tese™ Xyn (4)
Ansdog folgt Xy T Xg T Xg Tees™ Xgg (5)
= — = = X A
Xg T Xg T Xg TeerT Xgg (6)
Aus Xqn + X100t X T 0
folgt durcn Einsetzen
von (4) und (6) X, ¥ 2x, = 0 {7)
Anzlog folght aus
= = Y
X0 ¥ Xy t Xy =0 2x, +x, =0 ()
and aus (7). und (8) Xo T X (2)
Aus (9) und (1) folzt X + Zx, = Q (10)
und avs (5) und (10) X, = X,
Dahar i1t wegen (9) Xy T Xy T Xg
Aug {1}, (4), (5) und (6) foigt 4ie Lisungz:

Xy T X5 T Xgq LI

-

X100 = 0 -



10,2 Ix - ¥ - %

k -y < |1 - xy
Diese Aussage ist in x,y symmetrisch, also gilt o.B.d.A. xz y.
xX-y < ]l - xyl
1. Fall: y>0 (bzw., x<0) (in beiden F&llen haben x und y
gleiches Vorzeichen)

X -y <1 - Xy
X +xy <V +y
x(1 + y) <1 + y Klar, da |x| 41

2. Fall: x>0 >y Wir setzen: y =-y'
x+y' <1 +xy
r=xy'L =y
x(1 -y') 21 -y Klar, da 3] !

Da alle Schlisse umkehrbar sind, ist die Aussage (%) richtig.

(11./12.2) Der Beweis erfolgt durch vollstiEndige Induktionm.

Induktionsanfang: n = 2 4)(1-::)2 + (14)?
47 1=2x4x 241 42%4°
2% x° richtig, da Ix{.1.
Induktionsschritt: '
Induktionsannahme : 2" > (1=x)+ (14T gilt.

Induktionsbehauptung: 2" > (1) e (xe)™H]

Beweis: 277> (1=x)(1-x) + (1+30)%(14x)
2M42™ > (1=x)T+ (1400 —x(1420)" + x(1o)
2" D (1= + (1+x)"  ist laut Annshme
richtig
0.B.d.A.: x>0
2% x( x+1) = (1=x)™)
da 1-x >0 273 x(1-x) 3x((x+1) = (1-x)™)
Da x« 1, ist diese Aussage richtig.

Scmit ist die Behauptung fiir alle natiirlichen n bewiesen.



"DACCIC 1" lernt ugsisch

Die ruménische slextronische Rechenmaschine "DACCIC™ wird Jjetzt
zum Studium deg Russischen und anderer Fremdsprachen vorbereitet.
Sie dekliniert bereits Substantive fehlerlos. Rig 1967 soll sie
reif fir Ubersetzungsarbeiten gein. Der Rechner leistei 2000 Opera-
tionen je Sekunde. Basher léste er schwierize Produkiionsproebleme
von 40 Industirieteirieben, errechnete Eisenbahnfahrpliine, bestirmte

die wirtschaftlichasten Hochofenchargen und erwies sich im bekannten
. Streichhelzknobelspiel mit drei Partnern 21s unbesiegbar.

2

Kybernetische Ampel

In Leningrad wird mit Hilfe einer kybermetiachen Verkehrsampel die
Durchlaff dhigkeil einer verkehrsreichen Straflenkreuzung avf das
VierTache erhsht.

Uz unsere -Leser mit den Anforderungen auf der Internationalen Olym-
piade Junger Mathematiker (IMC) bekannizumachen, verdffentlichen
wir gach in dieser Mummer zweil Aufzsben der VIII IMO 1966 in Sofia.
Lésungen dieser Aufgaben kdnnen an uns eingesandt werden und werden
wie Lisungen von Freisaufgaben bewertat,

Einsendeschiuf fiir die folgenden Aufgaben 2 und 3 der IMO: 20.4.67

2. Aufzabe deor VIIT, IMO 1966 Sofia

Beweisen Sie folgenden Satz: _

Falls die Lingen s, b, ¢ der Seiten und die MsBea,’, Y der ihnen
Jjeweils gegeniberliegenden Winkel eines Dreiecks die Gleichung

& +b= tang- (a tanq + b tonf )
erfiillen, so ist das Dreieck gleichschenkliz.

J.Aufzabe der VIIT, IMO 1966 Sofia
Es ist zu beweisen, daB die Summe der Absténde zwiechen deim Mittel-
ptnkt der einem regelmdBfigen Tetraeder umbeschriebenen Kuzel vng

den vier Eckpunkten des retrseders kleiner ist gls die Summz dor
[

Abtstinde zwischen jedem anderen Punkt des Raumes und den Eckpunkten
des Tetraeders.,

Diz Lisundgen (ausfihrliche Lisungswege; bitten wir mit Angabe der
Verfasger (oder des Verfassers)(Name, Alter, Schule, Kiasse) ein-
zuaenden an: Schriftleitung "Wurzel"

69 Jena

Helmholtzweg 1
-6 -



FHEISAUFGABE
(P.3) Gegeben sei das Gleichungssystem
X\ XpXzeeaX gen = 1

> -

. -

- -

Xy XpeeoXy966 = *X1967

|
—

Es sind alle miglichen Werte flr Xym ZU berechnen!

Fiir jeden vollstindigen L¥sungsweg der Preisaufgabe erh#lt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir fiinf Weripunkte erh#lt der Einzendsr
ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf Wertpunkie
besitzen, entscheidet das Los {(unter Ausschluf3 des Rechiswezes).
Falls ein Besitzer von finf Wertpunkten nicht unter die Cewinner
f#llt, nimmt er automatisch an der folgenden Auslosung teil.

Die Ldsungen sind unter dem Kennwort “Wurzel—?reisaufgabp“ bis

zum 20. des jeweiligen Erscheinungsmonsts (Datuwn des Fosistempels)
an obige Adresse einzusenden.

AUFGAEEN: (3 .Serie)

9.Klasse: (9.9) Es sind die positiver ganzen Zalilen 25.3,,»-448 09

1
gegeben, Weiter ist bekannt, ded
a, > ag
- -7
s B o

132 - 231

8o
a5

« s a ]|

2100

ist.
3 r-r:‘sl T at
Man beweise, dal a,,q 2277 1si.

{0.6) Man bestimme den Radius eines Kreises, der 7 gzege-
bene kreise, die sich untereinander von suflen be-
rihren und die Radien

Vg, B 1 LE
v, = 2 LE
3 LE

3
besitzen, umschiie8t.

- F =



10.Klasse: (10.5) Seien die Seiten a und b eines Ureiecks vegeben.
¥an konstiruiere ein Dreieck 50, de8 sich die Sei-
tenhalbierenden von a und b unter einem rechten
Winkel schneiden.

(10.6) Ein Schwimmer schwimmt gegzen die Strdmunz der Newsa.
In der Nhe der "Republikanischen Briicke" verliert
er eine leere Flasche. Nachdem er noch 20 Minuten
gegen die Stromung geschwommen ist, bemerkt er seinern
Verlust und kehrt um, um die Flasche einzuholen. Er'
nolt sie in der N&@he der "Leutnant-Schmiti-Briicke®
ein. “

_Wie groB ist die Sromungsgeschwindigkeit der
Newa, wenn die Entfernung zwizchen den beiden
Briicken zwei Kilometer beirizl?y

11,12,Kl.asse:
(11../12.5)
Welche Lage mu5 ein Quader im Raum haben, damit
der Fl&cheninhalt seiner Projektican auf cine
horizontale Ebene mdglichstl grof ist¥
{(11./12.8)

Ermittieln Sie alle reellen Zghlen x, fiir wclche dio
Ungleichung
t 8
r— - —— 2 5 gilt.
sin” x cos8” X 4 :

— ——

Lésunz der Preisaufgzabe (P1)
(eingesandt von Joachim Pegler, 9.Klasse, Greiz)

Konstruktion:




Konstruktionsbeschreibung:

Ich konstruiere zuerst die Winkelhalbierende w. Auf dieser lesze ich
einen beliebigen Punkt M' fest. Durch M' ¥onstruiere ich das Lot
auf 2 und &> und erhalte die Punkte A* und B8'. Ur ¥' schleze ich

einen Kreisbogen mit r = M'B' = M'A'., Ich vertinde S mit P lbar @
hinaus und erhalte die Schnittpunkte dieses Strahles nit dem Erelab-ien
(P5 und Pi). Ich verschiebe B'P; und A'Py parsllel durch P und crio.te
B, bzw. 4. In A, ond B, errichte ich die Senkrechten uni erhalis als
Schnittpunkt M1, der auf der Winkelhalbierenden liegt. Un H1_;eichne
ich den hreisbogen mit r ='ET§; ='ETET . Dies ist der erste Hrels-
bogen, der die beiden Geraden berithrt und durch den Punk’ F zcbi.

Den zweiten Kreis konstruiere ich folgendermalen:

B'Pé parallelverschoben durch P, (Ich erhalte den Punkt 32);

AF, verschiebe ich parallel durch P und erhaltie bos el eprivi he
die Senkrechten in A2 ungd BE und erhelte als Schnittpuns® ¥..

Unm M2 schlaze ich einen Kreisbozen mit r = M?A? = H5,. Digs sl

*d

der zweite Kreisbogen, der die Geraden berihrt und dursh den Punki
geht.

Zusatz: Da es zwel Kreise gibt, die die verlangten Bedinguagzn er-
fillen, ist die Aufgabe nicht eindeutig.

s R —

Bemerkunz der Redaktion:

Dle’Lbaung der Preisaufgabe wurde originalgetreu nbzedrucki. Da die
Lésung jedoch einize Unkorrektheiten enthZlt, michten wir unsere Lo-
ser bitten, diese L¥sung kritisch zu durchdenken., In Zuruafi werden
Wir einigen eingesandien L5sungen exakte LOsunzen zegeniiberstailen,
Wir weisen hier darauf hin, da? zur exskten L3sung nosh die Begrindung
der Konstruktion zeh#r::
Die Konstruktion beruht auf de: Khnlichkeit der Dreieshe:
- ] v T
AKX PIB "’AMEPBl
] { ]
A n P33'~JAM, PB,,

fis ) A\
M, und M, wurden auf der Winkelhalbierenden festzelezi. B ' und B

wurden auf z. festgelegt. Da die Bhnlichen Dreiecks parailel liesen,
missen somit M1 und M? die Mittelpunkte der gesuchten Kraiize smin.

LSsun3 zur "Wurzeln Nr. 2: ————
(10.4) (Rolena Eng

Da 19°.19 3610 Plmann, SpS Zeiss Jena, #l. B
. - = | ) 1

sind, muB ich den Winkel von
erhal®e einen Winke]l von 1°

abtrazen. LA



(9.3) (einzesandt von Roland Engelmann, SpS Zeiss Jena, k1. 8)
101265,

10! 966,

161966
101967

Y= 1967 1266
= }-(10 +1) (10 * 13

+ 1

(12965 + 1) (10987 & 1)% (101966 4 )2

103932 4 101965 4 10967 4 1 £ 1077%% 2.10'9%6 4+ 1 \ _1-10°972

>
10'96%4 10’7 S 2 10! \ : 10'969

1+ 100 2 20
<
101 2 20
o«
101 > 20
N 01965 4 1 101965 4 4
101966 41 101967 % 4
Berichtizung

In "Wurzel®™ Nr. 2 ist uns bedauer] icherweice =zin Druclkfiehler unter-
b 57

laufen. In der Lésun3 der Aufgabe (11.12,1) auf Seite 7 iUber dem Terzn
ol
é 25

surde das Quadratwurzelzeichen nicht auszedruckt.
Richtiz muf es heiBen:

(1az.0) () X + ¥ =10

Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik an der

Friedrigh-Schiller-Universit#t Jena.

Sehriftleitung: Klaus Fischer, Hansgeorg Meifner

¥itarheiter: N, Kuse, H. Peuker, H. Schirrmeistier, J. Schwsrz
L. Staiger, R. Wackernegel.

Die Zeitung erscheint monatlich zum Preis von 0,10 MDN.

Besteliungen sind an die Mathematiklehrer der BOS, BBS und Sp3 22

richten.
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Olympiade Jurger Mathematiker (Republikgusgcheid)

Vom 22,7« bLis zn !.4,1967 fand in der Jugendhochschule "Wilhelm
Pieck" in Seriin/Gogensee die Republikolympiale Junger Mathema-
tiker atat.. Die Delegation des Bezirkes Gers wurde vom Genossen
R5del, Lehrer an der Spezialoterschule des VER Carl Zeiss Jena,
geleitet. Folgende Schiller vertraten unseren Mezirk:

M. Fischer SpS VEB Carl Zeiss Jena
H, Fischer SpS VEB Carl Zeiss Jena
Ca Wetzker SpS VEB Carl Zeias Jena
. Gépel SpS VEB Carl Zeiss Jena
E. Nartin' LOS “H.Heine" Jena

T. Veit EQS "H.lieine" dJena

W. Nauber EOS I Gera

K. Eckner ~ EOS Schileiz

W, tiefer EOS PoB8neck

. Ingeluannn POS Stadtroda

il. leynisch POS Zeulenroda



N, Schmidt PBS VEB Carl Zelss Jena
E. Hackbarth BRBS VEB Carl Zeiss Jena

Wir beglilckwiinschen alle Teilnehmer des Republikausscheides 2zu
jhrer Delegierung. h

Das Spezialistenlager Junger Mathematiker des Bezirkes Gera (Sca-
merlager),wird-vom’ﬁ. Te = 19. Te 1967 in Bad Kostrite stattfin-
den, An diesem Iager werden ca. 95 Schiller teilnmehmen, Die fach-
liche Beotreuung wird wieder von Mitazrbeitern und Studenten derx
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller~-Universitat Jene Uber-
nommen, ‘ '

Je Schwa.r'z

Michael Stifel
Das Schicksal eines Mathematikers vor 400 Jahren

Man schrieb den 18. Oktober des Jahres 1533. In ILochau, einom
Dor? in der Nihe Wittenbergs, versammelte sich bereite in frither
Morgenstunde die Gemeinde, um der Weltuntergang su erwerten. Aufl
diesen Tag und zwar auf die 10. Morgenstunde hatte der dortige
Pferrer Michael Stifel die Katastrophe angesetzt. Die Zeit ver-
strich unter Dangen, es wurde gebetet, bereut und gejammert, aber
des grofe Ereignis btlieb zus. Zwar bewdlkte sich der Himmel, ein
 Unwetter zog hereuf und entlud sich, aber des war alles, Als
schlie8lich in den Nachbarddrfern die Mittrgsglocken léuteten, ei-
kannten avch die letzten, daB sie einem fclschen Propheten aufge-
sessen waren. Die Spannung wer viel zu sterk, um deritber eine Er-
leichterung sufkommen zu lascen., Viele hatven I Bab und Gut verkeult,
Felder und Vieh waren vernachliissigt worden, Bettler und mensch-
liche Aasgeier hatten ihren Vorteil weidlich wahrgenomren. Aus den
Gutgléubigen wurden Verdemmende. Die erregten Bauvern drcagen auf
den fzlschen Wahrsggér'ein,_verpfﬁgqlten ihn und setzten ihn als
Pferrer sh. ) |

’

wWer wcr nun dieser Stifel? Ein Narr? Ein Betriiger? Kein, wecler das
eine noch das andere. Br war ein Celehrter, ein Mathemaetiker, sogar
einer der bedeutendesten jener Zeit. Aber er var ein Xind selner
Zeit, angefiillt mit den Gedarnken der Renaissance und der Mystik, in
der man sich mit Vorliebe mit Esehatolonie, mit Gedanken tiber das

- Endschicksal der Welt, beschiftigts. Br war eine kraftvolle Persin-
lichkeit, mit Bekennermut, ein Freund Inthers, gebannt von dessen



zu dicser reit kilmen revolutionierenden Gedanken. In EBlingen
geboren, trot er in die dortige Niederlassung der Augustiner ein.
Als Inthers Cedanken in sein Kloster Bingang fanden, verschrieb er
gich ihnen bald mit Peuereifer und muBte fliehen. Es folgen Jahre
unsteten Wanderlebens als Geistlicher der neuen Glaubensrichiung
im Mansfeldischen, in Usterreich, in S8achsen und in PreuBen. Von
Ort zu Ort verschlagen, meist von den N8ten der Bauern bedringt,
treibt er in wonigen freien Stunden seine Studien. Ir studiert
eingchené den eprichwbrtlich gewordenen Adem Ries, Schriften von
Albrecht Diirer, die "Elemente” des Euklid und schlieBlich die
"Coss” des Rudolff. "Cossisten"™ nannten sich damals die Muthema-
tiker. (Tieses Wort, das sich aue-der lateinischen "Coése® her-
leitet, wire sirrpemi il mit"die Unbekannte" zu ibersetzen). Ver-
zlichen mit den Matrematikern des cltern Griechenland eind ihre
Leistungen bescheiden. Sie bewegen sich suchend und tastend vor-
wirts, ungewohnt des Lichts, drs sie Uberflutet. Oft plagen sie
eich mit Frzgen ab, die ein Schiiler heute mit einem Blick iiber-
gsieht. Erst in Mennesalter lernen sie den Gebrauch der erabischen
2iffern und unsere heutigze dezimale Schreibweise kemnen. Die
Kenrtnic des Einmaleins grenzt :n Zauberei, kein Wunder, daB ihre
durchaus wissenschaftlich gedzchten Werke mit cer Schilderung ver-
schiedener Vorstufen unserer Rechnungsaerten beginmen. So auch die
Tiicher vor Stifel.

Sein bekanntesies Verk ist Jie "Arithmetica integra®, Gzs nach
mehyiihriger Verzogerung 1544 erschién. E# unfaBt 5 Teile. Im
erster und wichtigsten erschaut Stifel mit dem Weitblick des Geniee
Wesen und Bedeutung der Iogaritimen, ohne allerdings den Namen zu
prigen. Damit iiberspringt er ein halbec Jahrhundert der Entwick-
lung. Fir gewdhnlich schreibt men die Entdeckung der Logaritimexn
dem scrottischen Bdelmann Keper zu. Stifel gibt in dem genanuten
Werk die logorithhen zur Basis 2,an. Br erkemnt auch klar die

++. wunderbarer Eigenschaften der Iogarithmen, iber dig man ein
ganz neues RPuch schreiben kidnnte, aber er miiSte sich bescheiden
uné mit geschlossenen Augen vorﬂbergehen.”1) SpZter kam er anf
diesen Gegenst:ond nicht mehr zuriick, Br beschéftigt sich weiler
mit der Idsung von Gleichungssystemen, auch mit gunadretischen
Cleichungen. Auch auf dem Gebiet der Zahlentheorie leistet er her-
vorr:szenies. : 5o '
Tie Leistung Stifels ist umso hSher zu werten, als er Autodicdairt
war, der sein Wissen aus den damaligen Lehrbiichern gewonnen hatte.

-
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Unm seine leistung ricutig einschitzen zu ktnnen, vergleicht man ihn
em besten mit seinen unmittelbaren Vorgéngern, z. B. mit Adam Ries.
Vergeblich sucht men bei diesem "beriihmten Rechenmeister und Verfascex
des .ersten methodischen Rechenbuches", wie die goldenen Iettern am
Rathaus zu Staffelstein bel Bamberg stolz verkiinden, nach eigenen
Einfillen. Tr verstend nur, UYberliefertes ilbersichtlicher zu ordnen.
Stifels schon genamnteg Werk dszgegen enthélt eine ganze Relhe von
eigenen Gedanken.

Den Lebensabend verbrochte Stifel in Jena. Bereits 1n den Jahren
1547-1550 weilte er hier und unterrichtete Mathemetilk am "Padagogiun®,
einer Art Vorstudienanstalt. 1558 kam er genz nach Jene, dlesmnl
als Professor der Methematik. 1564 tret er in den Ruhestand und am
19. 4. 1567 starb er hier, auf den Tag genau B0 Jahre alt. Uber sein
Wirken in Jensz kuresieren verschiedene Anekdoten. So soll exr euf der
Strafe vor seinen Studenten héflich das Kippchen gezogen haben. Sichex
lich scheinen seine finanziellen Sorgen die Urscche fiir diese Hof-
lichkeit gewesen zu sein; denn er erhielt jihrlich ganze 60 Taler
Gehalt und war auf die Horergebithren angewiesen. Die gleiche Veran-
lescung mag ihn auch bewogen haben, am Ende jeder Vorlesung die an-
wesenden Studenten zu fragen, wer von ihnen auch am niéchsten Tag zu
erwarten wiire. Binc Respekiperson scheint er in Jena nicht mehr ge-
vesen zu sein, men hat ihn wegen seiner Prophezeibhung irmer etwes
iber die Schulter angesehen. Jenaer Studenten waren auch die Schip-
fer des seither bekaanten ILiedes:

*Stifel, du muft sterben, bist noch so jurg, Jjung, Jjung,

Stifel, du muft sterben, bist noch so jung.

Wenn das der Absatz wiliRt, daB Stifel sterben mul,

er t#t sich grémen bis in den Tod."

1) (Rach "Eingefongenes Unendlich" von Franz von Krbek)

gwei Kostproben aus der “Arithmetica integra®:

1) Drei Freunde wollen 455 Gulden teilen. Wenn der erste 2 Guilden
empfengen hat, dann soll der zweite 3 Gulden erhalten. Und wenn
der zwelte 4 Gulden bekommen hat, sollen dem dritten 5 Gulden
zugeteilt sein., Es wird gefragt, wieviel Gulden jeder von der
72 verteilender Summe erhdlt? '

2} Bine rechtockige TFliiche, deren Diagonsale ﬂ180 susmacht, hat
»wei Seiten, von denen die groBere dreimal so grof wie die klei-
rere ift. Wie grof ist der Inhalt?

o ol e



KLEINE INFO IO

Anf der diesjihrigen Friihjshrs-Messe wurﬂen-anr dem Sektor
"Rechentechnik und elektronische Datenverarbeitung" interea-
sante Exponate vorgestellt. Unter anderem zeigten:

Mercedes-Biiromaschinen AG i, V. Zella-Mehlis:

Elektronischer Kleinrechenautomat D4a '

Technische Daten: Einadraﬂ-ﬂaschihafmit sehr einfacher
logischer Struktur. ﬁagnettrommelspeicher
mit einer Knpazxtat von 4096 Worten zu je
33 Bit.

Eingabemedium' 5—Kanal ~-Lochband
Ausgabe {Ober Schreibmaschine -

Die Bech&naxﬂhelt des D4a ist volltransistoriert und r3umlich

auf die GrdBe eines Tiach-Fernsehgerites reduziert. Als formc-~

lisierte Programmierungssprache ist COBOL vorgesehen.

Control Dats Corporation:
Elektronischer Rechenautomat Control Data 2200

Technische Daten: Offensichtlich BinadreB-Maschine
Magnetkernspeicher nit einer Kapazitét von
8192 Worten zu je 24 Bit in der Grundausstetting.
Ala zusitzliche Speicher kénnen Magnetplatten—
und Magnetbandeinheiten angeschlossen werdsn.
Eingabemedium: Lochkarten und Lochband.
Auagabe Uber Schnelldrucker, Lochkarten- bazw.
Lochhandstanzer.

Die Baueinheiten sind transistoriert. Die Grundausstattung kann

im Baukas.enprlnzlo durch Zusptzeinrichtungen erweitert werden.

Als formallslerta Progremmierungasprachen sind unter enderen

ALGOL, PCRTRAN und COBCL zugelaasen.

' PREISAUFGABE:

(P.4) Venn men eine vierstellige Zahl mit derjenigen vierstel-
ligen Zehl multipliziert, die dieselben Ziffern, jedoch
in umgekehtter Reihenfolge, enth#lt, erhllt man eine
achtastellige Zahl, deren drei letzte Ziffern Nullen aind.
Man finde alle diejenigen Zahlen, die diase Bedlngung
erfiillen!

-5



Fir jeden vollsténdigen Lisungsweg der Preisaufgebec erhiilt dov
Einsender einen Wertpunkt. Filr finf Wertpunkte erhli der Tin-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Linsender i’
Wertpunkte besitzen, entacheidet das Loa (unter Aucschluf c=s
Rechtswezes) ., Falla ein Besitzer von fiimf Wertpunkten niehti unter
die Gewinner £811t, nimmt er automatisch an der feclgenden fuslo-
sung teil. Die L3sungen 2ind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisauf-
gabe" bis zum 20. des jeweiligen Erscheinvmgsmonats (Dciun des
Poststempels) an unsere Adresse sinzusanden:

Schriftleitung "Wurzel®”, 69 Jena, Helmholtzweg 1

AUFGABER: (4.Serie)

9.,Klasse: (9.7) Ein Fahrgast der StraBenbashn entdeckt sainen Treund
der die StraBe entgegengesetzt zur Fahrtrichiung
entlanggeht. Nach einer Minute steigt er sus und
13uft zurtck, um den Freund zu treffen. Er I&uft
doppelt so schnell wie der Freund, aber nur mit
dem vierten Teil der Geschwindigkeit der Strafjen-
bahn. Nach insgecsamt wieviel Minuten helt er den
Freund ein?

(9.8) Die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks seien a.
Um den Mittelpunkt dicecs Dreiecks ist mit dem
Radius % ein Kreis zu schlagen. Wie gro8 ist der
Teil der Dreiecksfliéche, der auBeraaldb des Kreisc:
liegt?

10.Klasse: (10.7) Gegeben sei eine Cerade g und zwei Punkte A und 3,
die auf der gleichen Halbebene von g liegea {(siehc
Skizze). Auf g ist ein Punkt C go zu konestruieren,
da8 AC + TB ein Minimum ergibt.

\ X A x5
x

-“\‘u—-._
\‘H
(10.8) Beweisen Sie, daf die Zshl 53‘03 -+ 10353 curah
78 teilrar iat!



11./12.Klasse: (11./12.7) Es ist zu beweisen, daB der Ausdruck

n! - 14n° + 49n° - 36n
£ir beliebige natilrliche n durch 5040
teilbar ist.

(11./12,8) In 10m Entfernung von einer senkrechten
Hauswand ist ein Strahlrohr installiert.
Unter welchen Winkel muB das Strahlrohr
gehalten werden, wenn das Haus in maxi-
maler HShe bespritzt weplen soll 7
(“\Vasaer =25 ms™')

Lésunz der PREISAUFGABE P.2 (eingesandt von Andreas Grimn,
EOS "Johannes R. Becher", Jena)

Die Schiller auf dem mathematischen Wettstreit lassen sich in
folgende Gruppen einteilen: (in den Klemmern stehen Symbole,

die in der spiteren Rechnung fir die jeweiligen Gruppen benutzt -
werden) ' |

1) Schiller, die keines Aufgabe geldst haben (0)
2) Schiller, die nur A geldst haben (A)
3) Schiiler, die nur B geldst aben (B)
4) Schitller, die nur C zeldst haben (c)
5) Schiiler, die nur A und B geldst haben (AB)
6) Schiller, die nur A und C gel8sti haben (AC)
7) Schiiler, die nur B und C geldst haben (BC)
8) Schiler, die A, B und C geldst haben (ABC)

Es gelten laut Aufgabenstellung folgende Beziehungen:
(A)+(B)+(C)+(AB) +(BC)+(AC)+(ABC) = 25 '
Zu den Schilern, die A geldst hatten, gehdren folgende Gruppen:
(A), (AB), (AC), (ABC) '
Es gilt folgende Beziehung:
(A) = (AB)+(AC)+(ABC)+1
Die letzte Gleichung wird wie folgt umgestellt und in dié erste
eingesetzt:
(A) = (AB)+(AC)+(ABC)+
(AB) = (A)-(AC)-(ABC)-1
Man setzt in folgende Gleichumng ein:



(A)+(B)+(C)+(AB)+(AC)+(BC) +(ABC) =
(A)+(B)+(C)+(A)=(AC)~(ABC)-1+(BC)+(AC)+(ABC) = 25
2(A)+(B)+(C)+(BC) =

Zu den Schillern, die nur eine Aufgabe geldst haben, gehiren folgen-
de Gruppen: "
(a), B), (C).
Dabel soll folgendes gelten: Die HElfte hat die Aufgabe A nicht ge-
18st. Darsus fclgt folgende Gleichung: |
(A) = (B)+(C)
Diese Beziehung wird in die Gleichung Z{A)+(B)+(C)+{BB) 26 einge=-
setzt:
Z(A)+(A)+(BP) =
5(A)+(BC) =
Wenn man fir (A) beatimmte Vierte e:ln.setzt, erhtilt man auch fiir (BC)
beatlmmxe,Werte. Daraus entsteht folgende Tsbelle: -

(A) = (B)+(C)} O] t|{ 2} 3| 4| 5| 6|7 |8} 9
26=3(A) = (BC) 126123 |20 017114111 |1 815 {2 ]|

Aus der Aussage, daB unter den Schillern, die die Aufgsbe A nicht

g218st hatten, die Anzahl derjenigen, die die Aufgabe B geldst

hatten, doppelt so gro8 gewesen sei wie die Anzahl derer, die C

geltst hatten, kenn man folgende Beziehung zusammenstellen:
(B)+(BC) = 2((C)+(BC))

(B), (¢) und (BC) sind die einzigen Gruppen von Schillern, die A

nicht geldst hatten, aber daftir B oder C.

Augs der Tsbelle kann men die Werte flUr (BC) und fUr (B)+(C) ent-

nehmen. ‘

Ungestellt aieht die sben genannte Gleichung wie folgt eua:

B)+(BC)
(e ST = 2
Da (BC) bei der Betrachtung eines bestimmten Falles in der Tabelle
gleichgro8 ist, muS man sehen, da8 man die Summe (B)+(C) so aufspal

tet, da8 die obengenannte Glalchung erfiillt wird. Ich nehme an, ast
in der Summe (B)+(C) das Glied (C) gleieh Null ist. Darsus entcteht

folgende Tabelle:
)+@e) | 26 | 24| 22| 20| 18] 16| 14.[ 12 | 10
(c)+(BC)|l 26| 23| 20| 17| 14| 11| 8] 5] 2

fg%ﬁﬁg’ 1|<2l <2 e2|e2| c2jc2|>2|>2




Nur die beiden FHlle, bei denen (BC) = 5 und (BC) = 2 ist, kSnnen
(B) +(BC)
HBe <2

weiter betrachtet werden, weil bei den anderen iat. .

Die Gleichung (B)+(BGQ) = 2(C)+2(BC) wird wie folgt umzestellt:
(B) = 2(C)+(BC)
" (B)+(C) = 3(C)+(BC)
Mit dieser Gleichung werden die beiden Fille untersuchti:

1,Fall: (B)MC) = 7
(BC) = 5
7 = 3(C)+5
3(C)= 2
(c) = £

Dieser Fall scheidet sus, weil (C)J eine nicht-ganze Zahl ist und
somit auch (B), weil (B)+(C) ganzzahlig ist; aber eine gebrochene
Anzahl von Schillern iat nicht mdglich. '

2.Fall: (B)+(C) = 8

(BC) = 2
(B)+(C) = 3(C)+2
8 = 3(C)+2
3(C) = 6
(c) =2
Aus (B)+(C) = 8 und (C) = 2 folgt:
(B) +2=28
(2) = 6

Die Anzshl der Schiler auf dem Wettstreit, die nur B geltst haben,
betriigt 6.

—_— | A R — v ]

Wir haben die uns eingesandte L¥sung absichtlich wbrtlich iber-
nommen, um sie ausfithrlich zu diskutieren. (An dieser Stelle rin
Wort in eigenep Sache: Wir bitten, die uns eingesandten L¥sungen
im Interesse der Korrektur mdglichst kurz, Gbersichtlich und
dabei doch so ausfilhrlich wie ndtig darzustellen.)

Betrachten wir zuerst den Teil bis zur eraten Tabelle:

Die Bezeichnung der Unbekannten ist sehr giinstig und eindeutiz
zewthlt, so daf eine ausfihrliche Erl¥uterung nahezu Uberlliszig
ist. ‘ ;

Aus dem Text der Aufgabe wurden folgerichtig Gleichungen aufgestellt.
allerdings mit zuviel Zwischentext. Die anfingliche Bemerkung:
"Es gelten..." hitte wvollkommen ausgereicht.

w9 e



Zur Kennzeichnung der Gleizhungan und der Umformungsn aurmerionrt
man die Gleichungen zweckr#fiz durch und kann dann d’e Unformumgen
kurz kennzeichnen (z.B. in folgender Form: sue (1) und (%) folzt
X=2+24(5).

Hiertei e0llte man jedoch darsuf achten, daR man keine cu zrolen
Gedankenspringe vellfthrt, so daf Jer LSsungsweg unilibersichllich wirc
Dann folgt eine Tabelile! Warum?

Eine o umfengreiche Tabhelle ir#gt wesentlich zur (niibergichtlich-
keit bei; sufier~dem hat der Schiller die Ausaagern Jer Aufgabe noch
nicht vollkomu'n ausgeschdpf't, so def er vielleich*® spiter nit
einer wesentlich kiirgeren Tabelle, evtl. zanz ohne, wie der nach-
stehend angegebene Lisunzsweg zeigt, susirommt.

Jetzt erst, nech der ersten Tabelle, wird dge vieric Auscaze des
Textes zu Hilfe genommen. Sie wird wieder mit zuviel Text anze-
schlossen urd die Auseage: "(B). (C) und (BC) sind dis einziren..."
iet hier Uberflissig, ds dies ohnehin kler ist.

Die nun folgende Auswartung ist ein guter Einfali. Vielleicht

wire man hier ohne die zweite Tebelle, die wieder nichts zur Ubsr-
sichtlichkeit beitridzt, such ausgekommen.

Die abschliefend2s Betrachiung der zwei Fiélle ist gut und tibercichi-
lich. Bei Numaerierungz der Gleichungen hiéitte man die Umformungen
jedoch, wie schon oben gzezeigt, kirzer fasaen kdnn2a. Auch "...die
gebrochens Anzahl...” hitte men durch eine geeignete Bemerkung

zu Anfanz umzehen kdnnen. .

Diese dargestellte L¥sun3z, die der Korrekteur erst nach mehrmalige::
Hinsehen vollkommen erkennen kenn, ist ein Beispiel fiir L8sungen,
die wir wegen zu grofBer Uniibersichtlichkeit in Zukunft, selbst

wenn sie sachlich richtig sind, nicht voll werten kdnnen.

Nachfolgend sei eine Ldsung angegeben, die derjenigen nshexomat.
die von L, Staiger, Jena, zur IMO eingereicht wurde:

Man beachte hierbei, da8 die Aussagen des Textec zuerst in Clei-
chungen iiberfithrt werden (1),...,(4).

Danach .wird der L3sungsberaich eingeschrinkt, sowohl hingichilice
der Ordle, als auch der Anzshl der Unbekannten, so daf die Llaung
mit einem Minimum an notwendigem Aufwand auskommt.

Lisuni;:  Aus dem Text ergeben sich folgende vier Gleicrumrgen. uic
im Bercich Jder ganzen Zshlen zu ldsen sind: '

« 10 =



(A)+(B)+(C) 2 AB 4+ 50 )+ {AC) +(ABT) = 25 ' (1)

(B)+(BC) = 2((C)={B) ' (2)
(A)~ 1 = (2B)}+(AC)+(AB2) ;
(A) = (2)+(C) ' (4)
aus (1) und {3) 204+ (B4 (CY+ (P2 = 26 (5)
aus (4) unc (%) 3{A}+(BC) =
'A) & 8
aus (4) (B) & (4] |
es ergibt sich (B} £ (A) £ B (5")
aus (5) und (2] 2(4) =2(2)={C) = 25 (&)
aus (6) und (4) {AY3(R) = 2¢&
(B) = 2%'-‘-11 ’ (7)

Wegen (5') und {7) erzibi sich ale einzige Ldsvng (B) = 6.

Un unsers Leses nit den Anforderungen der Intermationslen Olym-
piade Junger Muthematiker (IMO) bskesnntzumachen, verdfrentlichen
wir auch in dieser Nummer eine Aufzabe der VIII IMD 1966 in Sofia.
Lsungen dizser Aufgebern kinnen gn uns eingesendet werden und wer-
den wie Lisungen von Preisaz:fzaben horertet.

EinsendeschluB filr die i‘olgend-e Avfgabz 5 der IMO: 20,5.67

Man ldse des Gleichungasysten
|B1=Rg|Xp ¥ |8y TEg Ry *gAymay Xy =

laz-aﬂ Xy + ]n.z-a3|x3 + |az-a4|x4 = 1
|8=8y| Xq +jag=ayX, * |ag=ay Xy =
|8g=94] %4 * 184785 X5 * |BgmBa] ¥y =1,

wobeil 81y 85y 8g und a, 3ezebena, pasrweise verschiedene reellie
Zahlen sind. '

Ke A. Rupassow. Mathematlsche Denkaufgahen
(Volk und Wiseen Volkseigener Verlag Berlin 1965, 1,60 MDH)
Dieses Heltehon enthBli 78 Aufgebsn, die fagt zlle ohne . reciuic

rischen Aaf'wand nur Qursh logische Ubzrlegungen geldet worden



ktnnen. Wie die folgenden Ecispiele zeigen, kann die eine cder
andere Aufgabe sicherlich auch bei einem methematischen Quiz
oder Schillerwettstreit Verwendung finden.

(Aufgabe 12) DIE DRE]I WEISEN
Drei Philogophen ave dem alten Griechenland, die vow
Streiten und der sommerlichen Hitze mide gaworder wa-
ren, legten sich unter einen Baum im Garte: der A -
demie, um ein wenig suszuruhen, Sie schliefen ein.
Wthrenddessen beschmutzten ein paar SpaSvigel ihr»
Stirnen nit Kohle. Als sie erwachten und einander nn-
sehen, gerieten sie in eine heitere Stimmng urd be-
gannen zu lachen. Keiner war beunruhigt, da er s2lbei-
verstiéndlich annahm, da8 die beiden anderen sich gegsr -
seitig auslachten.
Pldtzlich hirte einer der Weisen auf zu lgchen, well
er begriffen hatte, daB seine eigenc Stirn ebenfclls
schwarz war. Wie kam er darauf?

(Aufgabe 56) Die Einwohner der Stadt A4 sagen immer die Wobrheit, e
Einwohner der Stadt B immer die Unwahrheit und die
Einwohner der Stadt C beantworten die Tragen sbwechasein
wahr und unwahr. Ein Reisender mdchte wissen, in wel-
cher Stadt er sich befindet und in welcher Stadt dor
erste Passant, der ihm begegnet, wohnt. Wiewiel Frager
mf er dieaem atellen, wenn der Gesprichspartner nur
mit "ja" oder mit "nein™ antwortet?

(Aufgabe 78) Aus einer Gruppe von Leuilen begrilBen sich eirnige duret
dendachlag. Es ist zu beweisen, daB die Anzahl derje-
nigen, @ie ein2r ungeraden Anzohl von leuten die Hand
geben, gerade ist.

Hersusgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik an der

Friedrich-ScailleriUniversit¥t Jena.,

Schriftleitung: Klaus Fischer, Hanageorg Meilfner

Mitarbeiter: ¥. Kuse, T. Peuker, H, Schirrmeister, J. Schwerz,
L. atalger, R, Wsckernagel.

Dig Zeitung erscheint monatiich zum Preis von 0,10 MDN.

Bestellungen gind an die Ma»hﬁmatlmlebrﬂr der LOS BBS und Spl

2u richten, :
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WURLEL - ﬁohﬂlorzeitung fiir Mathematik
Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik
an der Friedrich - Schiller - Universitéit Jena

Schriftleitung: Xlaus Fischer, Hansgeorg MelBrer
Nitarbelter: N. Kuse, H. Peuker, H. Schirrmeister, J. Schwarz,
L. Staiger, W. Ulbrich, R. Weckernagel.

Apnschrift der Sohriftleitung: Sektion Mathematik
69 Jena
Helmholtzweg 1
Kennwort "Wurzel"”

Die Zeitung erscheint monatlich zum Preis von 0,20 MDN.
Bestellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS

und SRS zu richten.
Binzelbestellungen k¥nnen direkt an die obige Adresse ein-

gesandt werden.

Liske Laser!

Unsere Zeitung erscheint ab Mai in einer neuen HuBeren Form.

Das neue Druckverfshren macht die Zeitung handlicher und ermdg-
licht neben einer Auflagenmerhthung auch eine bessere inhaltliche
Gestaltung.

Unseren neuen Lesern mBchten wir das Anliegen unserer Zeltung noch
einmal kurz darlegen. Es ist unser Ziel, Sie durch die einzel-

nen Beitrige mit Problemen aus interessanten mathematischen Dis-
ziplinen bekanntzumachen. Die Aufgaben sollen dazu dienen, Ihr
Interesse auf eine schipferische Betdtigung mit der Mathematik zu
lenken. Wir sind sehr daran interessiert, mit Ihnen in engen fach-
lichen Kontakt zu treten, indem Sie uns mdglichst viele Ltsungen zu
den vertffentliehten Aufgeben dfnsenden und uns Anregungen fiir die
Gestaltung unserer Zeitung mitteilen.

Wir werden weiterhin die Auswahl der in unserer Zeitumg abgehandelten
Probleme und Aufgaben so treffen, daB besonders die Schiiler der
Klassenstufen 9 bis 12 angesprochen werden.



Holger Gopel (Spezialschule des VEB Carl Zeiss Jena)

Yi. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

Nun ist die‘groﬂe Aufregung vorbei, die VI. Olympiade Junger
Methematiker der DPR, an der auch ich teilnenmen durfte.

Der Austregungsort hieB Bogensee, genauer die dort befindliche
Jugendhochschule "Wilhelm Pieck”. Dieser kleine, von Wald umge-
bene Ort mit seiner fast idyllischen Ruhe lie8 nichts von der
nahen Hauptstadt Berlin ahnen. Helle und gerlumige Zimmer boten
den einzelnen Delegationen nicht besser zu denkende Unterkiinfte.
Auch die reichliche und sehr gute Verpflegung ilbertraf alle unsere.
Erwartungen.

Doch nun zum eigentlichen Zweck unserer Reise. Am 30. Mirz war es
sowelt. Verstreut in die verschiedensten Klassenréume bekam die
Delegation aus dem Bezirk Cera neben allen anderen die ereten

drei Aufgaben vorgesetst.Die der Klassenstufe 10 schienen beim
erstmaligen Uberblicken gar nicht allzu schwierig, und doch hatten
sie es in sich. In der vorgegebenen Zeit war es némlich kaum mog-
lich, jede Aufgabe bis ins Detail exakt zu 18sen, was stets Punkt-
abzug bedeutet. Ahrlich verlief der zweite Tag, auch die Aufgaben
hatten etwa den gleichen Schwierigkeitsgrad. Damit war unsere Ar-
beit zu Ende. Doch jetzt erreichte die Spannung erst ihrem HGhe-
punkt. Angesichts der vielen Teilnehmer (in der Klassemstufe 10
waren es T79) sanken die Hoffnungen a&f'aine gute Plazierung im-
mer mehr.

Einen gelungenen AbschluB bildete der 1. April, dem wir 1in des
Hauptstadt verbrachten. Mittag- und Abendessen im "Lindencorso”,
ein Theaterbesuch und natiirlich die Siegerehrung mit festlichem
Kulturprogramm erfreuten wohl jeden Teilnehmer. Hier wurde bekannt,
daB Schiiler unserer Delegation einen zweiten und zwei dritte Preise
errungen hatten und auch wir anderen recht gut abgeschnitten hatten.

Piir das gute Celingen diese Wettstreites kdnmnen wir nur unserem
Staat danken, der uns das ermtglicht hot unter der Fiihrung unserer
Arbeiterpartei. Deshalb sollen zuch unsere erzielten Leistungen
ein kleiner Teitr: g zu Thren des VII, I:rteitages der S E D sein,



Die Delezation des Pezirkes @era erreichte folgende Crgebnisse:

2.Preis: Hartwig Eckner EOS Schleiz

3.Preis: Wolfgang Kiefer EOS PbBneck

3.Preis: Harald Fischer SpS VEB Carl Zeias Jena

Eine Anerkennungsurkunde. erhielten:
Holger Gipel SpS VEB Carl Zeiss Jena
Manfred Fischer SpS VEB Carl Zeiss Jena
Gerhard Veit EOS "Grete Unrein" Jena

Harald Schirrmeister

Angendherte Bestimmung der Zohl X durch Nadelwiirfe

Eine interessante Aufgaebe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist

das sogenannte "Nadelproblem", das zuerst von dem franzdsischen
Mathematiker Buffon (1701-1788) zeldst wurde und das auch seinen
Namen trézt. '

Die Aufgabe lautet: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daZ ein
mSglichst schmaler Gegenstand (Nadel), der auf eine mit parallelen
Geraden gleichen Abstandes a {lberzogene Ebene geworfen wird, eine
Gerade kreuzt? Die LEnge der Nadel sei D (D< a).

Das gesuchte Ereignis kdnren wir vollstlndig mit dem Winkel x, den
die Nadel mit den Geraden einschlie®t und durch den Abstand y ihres
Mittelpunktes von der nkchstgelezenen Geraden beschreiben (s.Abb.1).
Die Nadel schneidet zenau dann, wenn » & y ist.
Aus der Abbildung erkennen wir weci-
terhin, daB

p= 2D gin x
ist und erhalten damit endziltig
das Kriterium fir das gesuchte Ereiznis:

y<£ g 8in X.
Auf Grund der Definition von y' ist
0<£ y(E. AuBerdem genligt es,Winkel
x mit O § *x<W zu untersuchen. Abb., 1




Die unagen der Nadel fir alle anderen Winkel lassen sich bis suf
eventuclle Vertauschung auf diesen Fall zurfick{'ihren. Wir zeichnen
ins diesen Sachverhalt in ein Koordinatensystem ein (&bb 2):s

Alle m3¥glichen Lagen der Nadel wer-
der hier als Punkte des ilechteckes

R darzestellt. Die Nadel kreuzt eine
Gerade dann, wenn ihre Laze durch
Punkte der Fl¥che S beschrieben wird.
Es liezt nahe, als Wahrscheirlichkeit
P des gesuchten Erei-nisses den
Quotienten der beiden FlBchen zu
verwenden:

P:g
Wir erhalten filir die eine Fl¥che
R=§-‘n‘

N =
nnd S wird mitJIilfe der Intesralrechnunz bestimmt
g =10 o3 Ay = ]
S =}y 8in x &x =D ,
Comit erzibt sich

- a 01
(%) P=2ag

Fi» das Verst¥#ndnis des folzenden Abschnittes ist die Kenntnis

des sogenannten Gesetzes der zroPern Zahlen, einem der Irundle-
gendsten S#tze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, notwendig. Dieser
Satz besagt etwa, daR die Abweichunz der sogerannten relativen
HBufigkeit des Auftretens eines treignisses von dessen Wahrschein-
lickkeit bei einer genilizend zroZen Anzshl von Versuchen beliebig
klein gemacht werden kann. Unter der relativen HHAufi keit eines
Creignisses A bei n gleichartizen Versuchen verstehen wir den
Quotienten 4' wobei M die Anzahl ‘des Auftretens von A in diesen

n Jersachen ist.

Damit k¥nner wir T nun nBherungsweise aus () errechnen, wenn f'ir
P Zie relative HEufizkeit des zugehdrigen Ereignisses eingesetzt
wird., Wir beschaffen uns diese relative Hiufizkeit, indem wir eine
Nadel mdilichst oft auf ein Blatt Papier fallen lassen, das gemiB
der Aufzabenstelluny pripariert wurde und das so grof ist, daZ es
gevBhrleistet, daf die Nadel auch chne Zielen immer darauf f£¥11t,



Zielen 1st némlich verboten, weil alle Wiirfe zufédllig sein
miissen, wenn wir brauchbare Frgebnisse erhalten wollen. Man kenn
gich die Arbeit wesentlich vereinfachen, indem man mehrem Na-
deln verwendet, also beispielsweise nicht eine Fadel 200 mal,
sondern 1C Nadeln 20 mal wirft und jeweils die Fille, in denen
eine Nadel eine Gerade kreuzt, auszdhlt.

Weiterhin ist es zweckmiéifig,a doppelt so groB zu wihlen wie D.
In diesem Fall vereinfzcht sich (#) zu

p=l
w
und daraus ergibt sich
1
LK
Wenn wir P durch 4 annihern, erhalten wir schlieflich
_n,
»

Dieser Zusammenhang zwischen Nadelwerfen und einem N&herungs-

wert fiir die Zahl ?r ist immer wieder frappierend, auch wenn auf
Grund dessen, daB ein Einzelner nicht geniigend Versuche zurfithren
kann, die Néherung sehr ungenau wird.

Um fiir 7 einen Wert zu erhalten, der mit groBer Wahrscheinlich-
keit cuf zweil Stellen genau ist, miiBte man etwa 10 000 mal wer-
fen. Diese Zahl karm man praktisch nur den» reclisieren, wenn meh-

rere ihre Ergebnisse zusammen ververten.

AUFGABEN (5. Serie)

9, Flasse: (9.9) Es ist ein Kreis ~u korstrﬁieren, der durch
zvel gegebene Punkte A und © verliuft und
eine gegebene Gerade g herihrt.

(9.10) Es ist zu beweisen, daR 12°% _ 532 piir alle
' natiirdlichen n durch 19 teilbar ist. :

10,_Hiassé£ (1C.9) Men beweise,'daﬁ die Summe 3e1 Seitenhalbie--
renden im Dreiec¥ kleiner isf cls dcr UmT: ng..

- (10.10) Teveisen 5ié, dof dcs Frdﬁu%t'nﬁr.dre* cufe! n-
' cwcerfolrender ritirlichen 7:lhlen, wolei “ie
mittlere 7chl Jie “ulirzerl eine neti'rlicher
“ghl ist, stets durch 504 teilhar irt.



11./12.Xlasse: (11./12.9) Von einer quadratischen Funktion sind die
Wertepaare (0;-14) und (2;0) bekannt.
Die erste Ableitung an der Stelle Xp=- i
betrigt y'=-1.
Wie lautet die Funktion?

(11./12.10) Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist

der Ausdruck 207+16%-3-1 durch 323 teil-
bar?

_ PREISAUFGABE (PS):

Ee ist ein Kreis zu konstruieren, der einen zweiten Kreis in einem
gegebenen Punkt S und eine gegebene Gerade beriihrt.

Tir jeden vollstiindigen ILésungsveg der Preisaufgabe erhflt der Ein-
gsender einen Wertpunkt. Filr fiinf Wertpunkte erhélt der Einsender ein
Puch. Sollten pro Yonat mehr als drei Einsender fiinf Wertpunkte be-
gitzen, entscheidet das Los (unter Ausschlul des Rechtsweges).

Talls ein Desitzer von “inf Wertpunlten nicht unter die Gewinner
f£i11t, nimmt er automatisch rn der folgenden Auslosung teil. Die
Iisungen sind unter dem Iennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis zum 20.
des ieweiligen Erscheinungsmcnats (Datum des Poststempels) an un-
sere Adresse einzucenden.

LUSUNG DER AUFGABE (11./12.3)
(eingesandt von Roland “ngelmann, SpS Zeiss, Klasse 8A)
Tiir diere Ltsung erhielt der Einsender einen Wertungspunkt.

. Die kiirzeste Zeit erreichen sie d:nn, wenn der FuBgénger und der
VMotorredf:hrer zur gleichen Zcit in B eintreffen.

Y-Z ‘ :
V.-X . . : ' W V,Z . A
A v oy o VY % j:lll
‘A Y-X ; l . o LR ’ | |
Vy X+ Vo ¥+ V4Z = VX 4+ VoY 4 vézi I-vgy - V2 = VoX
Wk = VoZ = V4X = VoX '_
ﬁv(v1 ':?2)2 = (v1 -wvz)x - I:(v1 - v2)
Z = 'X e o '



V4X = VoX = Vo¥ + Va¥

y(v1 + v2)
vy -V,

x(v1 - v2)

y=x

v1 +72

AB = V,oX + Voy + V42

V1-v
A.B=V2I+721—';rr—v-;—'bv1x
Vaq =V
AB = x(v, + vV, + V 1 2 )
1 2 2 V. + V
1 2
X = AB
~ ¥ -V
V4t Vo + Y, L 2
vy o+ Y,
Vy =V :
£eyes = (26 —1"B) oy
vy o+ Y, Vy o+ Vy ¥V, (Y1 = V2)
v, + V,
nach Umformen erhilt man:
' Va + V
X+Y¥Y+2 = ? 1 2 AB

Dies ist die kiirzeste Zeit, in der die drei FPreunde von A nach P
gelangen k®nnen.

. (11./12.4) ISsung: Wir unterscreiden zwel Tille:
1. Pall: OAx0R
In dierem Pclle ist der'gesuchte Punkt I sleich
dem Schnittpunkt von OA mit der Peripherie dor

Freises, denn hieviei wir® der Winkel <4 A C = 15¢

und somit im (e-tarteten) Drcieck maxim:l,

L



2. Fall: OALDM

Zur Behandlung dieses Falles ben¥tigen wir fol-
gende, leicht zu beweisende Aussage:
Wenn 8 Sehne und byyeee) by Btigen Uber s sind,
so ist der Peripheriewinkel iiber s des kiir-
zesten Bogens am gr&fiten.

/% &OMA ist maximal, wenn Ok minimal ist.

Da M auf dem Kreis liegt

-~ 0} wird minimal, wenn 61 den _
Kreigs von innen berithrt. (Sonst kSnn-
te m&nmﬁz noch verkleinern, ohne daf
der Schnitt- bzw. Beriihrungspunkt von
04 mit dem Kreis verloren ginge.)

~» O1 beriihrt den Freis im gesuchten
Punkt M.

»=Der dem Dreieck 4 OMA umbeschriebene
Kreis (dieser enthilt ja den Rogen 51)
besitzt im Punkt M mit dem gegebenen
Freis eine gemeinsame T:ngente.

~» T ist Durchmesser des Ereircs um A i, De & OAM Peripherie-
winel diesces Kreises ist, folpt nach Satz des Thales:

X oAM= 90°

Rechenavtomaten lpiolcn Schach

In der letzten Jahren wurden in vercchiedenen Lindern Irogramme
siie die cutomatische Isung vorn Schachaufgsben mit Hilfe von elek-
+ponisecl:e- Ziffernrechenautormaten aufrestellt.

2in erster zrbfever Vergleich zweier solcher Programme wurde durch
einen Vergleichskemp? zwischen dem sovwjetisd en Rechenautomaten

17 20 uné dem amerilanischen Zif7ernrechner IBi TC9C begonnen.

Jie erste von 4 peplonten Partien vurde in der Zeit von Yov. 1966
bis Mirz 1957 aﬁsgatr'gen und c¢ndete mit cinem Sieg fiir die sowje-
tiscche T 20, o , "

Die Spielaufzeicihming 1ift vervuten, ol heide Prosu mmé oline Le-

speicherte BréfTnungsveriantern erbeler,



Dr. E.Kritzel

Die Methode der vollstindigen Induktion |

Zur ErlButerung der Methode der vollastsndigen Induktion beginnen
wir mit einem Beispiel:
Man bestimme die Summe der ersten n natirlichen Zahlen
sn = 1424, .a000tn.
Ohne Schwierigkeiten ktnnen wir die ersten Werte Sn ausrechnen:
S, =1, 8, =3, 33 = 6, S, =10, S¢ = L YO———
Wie lautet aber das allgemeine Bildungsgesetz filr Sn, d.h. wie
k¥nnen wir Sn fir beliebiges n darstellen? Wir kdnnen die Werte
Sn zwar filr beliebig groBes n ausrechnen, jedoch in dieser Weise
nicht fr jedes n. Nun sehen wir, daZ wir die ersten fiinf Werte

folgendermaSen aufschreiben kdnnen:
- 1.2 o, .24 -4-5 56
5, = 55, S, =52, 85 <&, 5, =42, 5, =22
Wir schliefen Jjetzt von diesen speziellen Aussagen Uber
S, (n = 1,2,3,4,5] auf eine allgemeine Aussaze iiber S+ Wir ver-
muten, dag sich-sn fir beliebiges n in der Form

g = nlntl)
n- T2 (1)

darstellen 1#8t. Diesen Ubergang, den Schluf von speziellen Aus-
sagen zu allgemeinen Aussagen, nennt man "Induktion". Es steht
noch die Best#tizung der Richtigkeit von (1) fiir jedes n aus.
Dazu iilberlegen wir uns folgendes:
Die Richtigkeit von (1) ist ja fir einige Anfangswerte (n=1,2,%,4,5)
festgestellt worden. Wir nehmen an, wir hitten die Richtigkeit
fir alle n = 1,2,....,k Uberpriift,
Es gilt also insbesondere
= Mlk+1)

S = =y .

Ist dann (1) auch fir k+1 richtig, gilt also
9]

See T Skiléﬁiﬁh ¥

Das kdnnen wir aber leicht bestktigen:

Es ist :
= (1424, 000etk)+(Kk+1)

+k+1,
St ist uns bekannt, also ist

+1



Sk+1 = Eik—g—ll + k + 1

k(e + 1) + 20k + 1)
2
C(k + V(k + 2)
2 [ ]

Nun konnen wir schlieBen, daB die Formel (1) fiir alle Werte von
n richtig ist. Pir n = 1, 2, 3, 4, 5 ist sie ja nach unserer BRech-
nung richtig, und da aus der Richtigkeit fiir ein gewisses n die
Richtigkeit flir n + 1 folgt, so Polgt fiir die Richtigkeit schliefi-
lich fiir 2lle n, denn wir haben Ja jetzt die MBglichkeit, weiter v
n+18ufn+2, vonn + 2 auf n + 3 usw. zu schlieBen. - Das ist
die Methode der vollsténdigen Induktion. Noch ein Wort zur thherpri
fung der Anfangswerte von (1): MuBten wir wirklich mehrere Werte -
hier n = 1, 2, 3, 4, 5 - iberpriifen? Offensichtlich nicht! Es ge-~
niigt zu zeigen, daf

8y = o= 1

1 572"
ist. Wir hatten doch gezeigt, daB wir von n auf n + 1 schlieBen
kbnnen, und das kbnnen wir damnn auch sofort auf n = 1 anwenden.
Jetzt sind wir in der Iage, die Methode allgemein zu formulieren.

Das Prinzip der vollsténdigen Induktion:

Fiir jede matiirliche Zahl n ist die Auscage A richtig, wenn

1) A fiir n = 1 richtig ist,

2) aus der Richtigkelt von A filr eine beliebige natiirliche zahl
n = k die Richtigkeit von A fiir n = k + 1 folgt.

Das miissen wir natiirlich beweisen.

wiyr fiilhren den Beweis indirekt und nehmen an, A sei nicht fir

jede natiirliche Zahl n richtig. Dann miiBte es aber in der Folge
der natiirlichen Zahlem 1, 2, 3, ... eine kleinste Zanl m geben, flr
die A falsch ist. m muB griéSer als 1 sein, denn fiir n = 1 ist 4
laut Voraussetzung richtig. Folglich ist m - 1 = 1, und fiir n - 1
ist A richtig, da ja m die kleinste Zahl ist, fiir die A falasch
gein soll. Dag widerspricht der zweitem Voraussetzung, aus

der die Richtigkeit von A fiir die auf m - 1 folgende Zahl m folgt.
Demnack war aber unsere Annahme falsch und A gilt fiir alle naslr-
lichen Zahlen.



Die Methode der vollst#ndigen Induktion besteht im einzelnen aus den
Schritten: -

1) Aufstellung der Aussage A (Aufstellung der Behauptung).

2) Die Induktionsvoraussetzung: Uberpriifunz von A filr n = 1.

3) Die Induktionsannahme: A sei fiir eine natiirliche Zahl k richtig.
4) Der ImduktionsschluB8: Schluf von k auf" k + 1 , ‘

Wollen wir noch ein Beispiel nach diesem Schema durchrechnen.
Aufzebe: Man beweise die Gleichung '

13 + 23 + see n3 n‘nzi-l‘)‘)

fir beliebize n .

Induktiuns]orgggaetzung: n=1
(1-2

Damit ist fiir n = 1 die behauptete Gleichunz sicher richtig.
Induk+*ionasannahme: Fiir die natlirliche Zahl k sei

13425 4 o0+ o[BS 1‘)2
richtiz.

InduktionsschluB8: Wir haben zu zeigen,da8 aufl Grund der Induk-
tionsannahme auch

richtiz ist.

LI 23 +...+(k+l)3 =

- -._.._....._._....._

1
|
W
i
Q'
+
no
i
\-’

Jbhunrsaufraben:

Man beweise: 1) 1ip * :3;'5 ¢ 3‘-1'3 L ‘rn"ﬁ o 3

2) 14345+, + (20-1) = n° ,
# n+l
) 1 +x + X= boss 2 = -i-:-?-l (x £ 1)
1. ATH]
1) cos 0 cos2@® ... cos 2" = =:,§Té---@- .
2" lsina
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Dr. E. Krdtzel, Dozent an der Sektion Mathematik
Die Methode der vollstdndigen Induktion li

Behandeln wir zundchst noch eln Beispiel:

Aufgebe: Man beweise die binomische Formel
(a+p)l = a + [?1‘] Ty o+ [g] R N

o &,.n=-2 n n-1 n
bee g [n_>]. b + [n_,‘] 'ab + b .

Hierin bedeutet:

(lies: “n iiber m")

~ Induktionsvoraussetzung: ne="1
(a * 'b)'1 = \aq + bq.

Induktionsannahme:
(at)m o5+ [’.ﬂ &b+ .....+[k]‘_‘1] an®T ¥,



Induktionsschluf:
Wir milssen zeigen, da8 aus der Induktionssnnahme folgt, daB auch

(er"b)k"“'I - o5+ [k:q] afb +...* ;1] ebt + pEt
richtip ist.

(at)* = (atp)E:(ath)
- [+ ) Foorr B b5 -Ca*w)

e o] & o () =

k +1 k+1
0.l+ [[ﬁ] + [m‘.ﬂ]] ak-mllbm +..¢+ b L ]
Wir gind also fertig, wenn wir

BRI REES

zeigen kdnnen. Das ist ganz leicht:

Lehrreich ist das folgende Problem: -
Filr welche natiirliche Zahlen n gilt 2% > 2n + 1 ?
{iberpriifen wir einige Anfangswertes -

ml: 21 < 261 + 1

2 2%m4 < 2:2+1m5

pm3:  27mB > 23 =7

ety 2'm16 > 2e4+1= 9

wir sehen also, daB fiir n = 1, 2 obige Ungleichung nicht richtig
ist, Fir n = 3, 4 ist die Ungleichung dagegzen richtig und es
gsieht so aus, daB auch aie Ungleichung wohl fiir grdBere Yerte
von n richtiz sein wird. Das ist in der Tat der Fall, und wir
kénnen auch hier die Methode der vollstindiren Induktion benutzen,
nur niissen wir den Induktionsberinn von ne1 auf n=3 verlegen.

Igguktlonavorauasetzungs n= 3
23 > 23 + 4



Induktionsannahme:
2k > 2.k + 1 (k e 3)

InduktionsgschluB:

21‘”-2}‘*-2]‘

Es ist fiir k 2 3 stets 2k > 2 und nach der Induktionsannahme

K> 2wk + 1,
Verwenden wir beide Ergebnisse, so folgt

X 5 ok +1) + 2,

also 2K 5 o(x#1) + 1,
was zu beweisen war.

Wir sehen also, daB eine Aussage fiir einige Anfangswerte

n= 1,2,....no-1 falsch, dann aeber fiir alle Werte n 2 n, richtlg
sein kann., Und auch hier kann die Methode der vollsté&ndigen
Induktion angewandt werden, wenn der Induktionsbeginn erst bei
n, eingesetzt wird.

Formulieren wir anhand dieses allgemeinen Falles abschlieBend

noch einmal das Prinzip der vollsténdigen Induktion:

Fiir jede natiirliche Zahl n 2 n_ ist die Aussage A richtig, wenn

1. A fiir n = n_ richtig 1ist, '

2. aus der Richtigkeit von A fiir eine beliebige natiirliche Zahl
n=k 2 n die Richtigkeit von A fiir n = k¥ folgt.

Ubungsaufgabe:
Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt die Ungleichung 2%>n° ?

P ———————————— ———

Aufgaben (6. Serie)

9, Klasse: (9.11) Es ist zu zecigen,® daB die Summe zweler
beliebiger aufeinanderfolsender unzerader
- Zahlen durch 4 teilbar ist. Gilt das rleiche
fiir merade Zahlen?

(2.12) Es ist zu beweisen, daB ein Dreieck sleich-
schenklis ist, wenn zwei seiner Neitennhal-
hinarandan ~leich uind.



AN TTovmas F47 A4Y Mrw 13ca folcende Rlaishine:
LA ke e ek At oy W LY St “r Al vl i T S S i f — hanans 4 B
| 1=x | +|1*x|=x .
{10.12)

a) a, b seien Seiten elnes Dreiecks. Es ist
zu zeizen, daB die Fléche des Dreiecks
nicht groBer ist als

asb
L

b) a, b, ¢, d seien die Seiten eines Vierecks,
wobeli a der Selite ¢ und b der Seite d gegen-
iiberliegen. Man bewelse, daR dle Fliéche des
Vierecks

(e c)+(b d)

Ty
nicht iliberschreitet.

11./12. Klasse: (11./12.11) Man berechne folgende Summe:
12-2%43%+, ,  403°-100° = 2

(11./12.12) In einem Kreis seien zwel Radien
gegeben., Wie ist eine Sehne zv
legen, damit sie von diesen Ra-
dien in drei gleiche Abschnitte
ceteilt wird?

PREISAUFGABE (P6)

Bs ist ein Dresleck A ABC zu konstruieren, von dem gereben
sind:

1) die Seiten a und b,

2) B = 3

Fiir jeden vollsténdigen Lisungsweg der Preissufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. PFiir fiinf Wertpunkte erhélt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender
fiinf Yertpunkte besitzen, entscheidet das Los (unter AusschluB
des Rechtsweges). Falls ein Besitzer von fiinf \Wertpunkten
nicht urter die Gewinner fdllt, nimmt er automatisch an der
folgenden Auslosung teil. Die Lisungen sind unter dem Kenn-
wort 'Wurzel-Preisaufzabe" bis zum 30, Juni 1967 (Datum des
Poststerpels) an unsere Adrecsse einzusenden.



LOSUNGEN

(9.4) Wegen [a]ls a < [a] *+ 1 ergibt sich folgende Ungleichung:

3x-3s2x+2<3x+3 |=3x =2
-58-x<1 [+ (=1)
52 x> -1,

da.zii gangzahlig ist, ergeben sich folgende Ldsungen:
xq"11x2'3lxa-5-

(10.3) Es gelte: a® + b ist durch 7 teilbar. (Im folgenden
schreiben wir dafiirs 7/ a° +b° ).

Es sel nun: as= 7ptq, b= 7km Osq, m<?

9/ 49p°+lpa+tqe+aoke+ukmtn®,
Da aber

9/ 49p2+14pq+iokc+14km ,
gilt auch
2

7/ q2 + n=,

also > >

g = a— + %— ganzzahlig.

Wir betrachten uun die bei der Teilung von Quadratzehlen
durch 7 mdglichemkeste, hier bezeichnet als R(a?).
Es gilt:

R(a olaj2l3lua]ls516
@D lolalalalal sl 14 {(ra))? = r(a))
Diese Werte setzt man nun fir q2 und m2 ein und sieht,
daB q2 + n° pur denn durch 7 teilbar ist, wenn qum=Q .

(9,5) Nach Voraussetzung ist a; - a, >0
& =8y = 2(aq-a,)

%100 = 89 = 2(8go™Bgg)-

¥



algo sind alle Differenzen
do=Bqse+ 08400789

positiv, und es gilt:

8781 _ .ee. o 21007%99 | 5

®17% 899 ~898
Scrdnn diese 99 Briiche miteinanaer multipliziert, so erhalten
ir:
8100~ 99 :
= 2 und damit
a4 %
= g * 279 (ay-ay)
2400 890 s L
Es gilt aber 899 > 0 und damit wegen a =a; 2 1 die Ungleichung
a100 > 27

(10,5) Im A ABC mit AC = = und BEC = b mdgen die Seitenhalbieren-
den AD und BE aufeinander senkrecht stshen. Ihr Schnitt-
punkt sei M. Wir ziehen DF||BE (F liegt auf AC). Dann
ist 3 ADF = 3 AME = 90° und

%-% = 2, d.h., m-%om-ﬁ-a.

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion:

Wir tragen auf einer Geraden die Strecke AC = a ab und
konstruieren den Punkt F, der AC im Verhiiltnis 3:1 tellt.
Wir konstruieren die Kreislinie mit der Srecke IF als
Durchmegsser. Sie schneidet den Kreis um C mit dem

Radius % im Punkt D. (CD = %, 3 ADF = 90°). Wir ver-
lingern die Strecke CD iiber D hinaus um DB = g. Dann ist
das Dreieck A ABC das gesuchte.

Die Aufzebe hat eine Losung, wann.% s % % a, d.h., wenn
% 4 % € 2 ist. In diesem Fall ist die Losung sogar
eindeutiz bestimmt.



{(iG.5) (eingesandt von W.Nagel, Sp5 Zeliss Jeaw; Klusse Say

Be gei: v - Strimingasenchwindigkeit

n .
Vg Geschwindigkeit deg Schwimmers bei
gtehendem Wasser
8 < Abstand der Briicken (2 km)

t -~ Zeit vom Verlust der Flasche bls zum
. Finholen
t. - Zeit, die der Schwimmer noch
weiterschwamm (2C min)

Dann gilt: N
(v, = v )t
s Yo ¥ Vi vsﬁn Vg

s-(vg*vn} = tsvn-(vs*vn) + tsvno(vs-vn) +ov,

8 = 2tsvn

(11/42.6)

Aus der Ungleichung folgt sofort x o n.a0°,
Pann gilt 5-sin2x cos®x > 0. Durch Multiplikation der
Ungleichung mit diesem Term erhalten wir:

50(00821 - Bingx) 2 8-(coszx sinzx),
also 4 >

8.c08 X - Z-coa.x - 320
oder .

[cosax - %] -[coaex + %] 2 0,
Da cos®x + %] 20,
gilt auch:

coszz -% 20,
d.h., 1

Jcos x| 2 %V/3 .
L cos 30° = %-ﬂ 6
gilt

k+180° < x s 30° + k.180° (kbeliebig ganz)



»

Prels be (P. von W.Nagel

(Fiir unsere neuen Leser geben wir die Aufgabe noch einmal
mit an:

Gegeben sei das Gleichungssystem

XqXoXze ¢ e Xqggn = 1
x;1 - x2x3-|00x4967 .' 1

x1x2....xﬁ966 - Xq967 = 1 &

Bs sind alle méglichen Werte fiir Xy 2 berechnen!) .

Lésung:

Wir setzen:
47 1967
n X; =8 und n X; = .
i=1 i=48

1. Gleichung: a+b = 1, also a - % = 0 (I
48,.Gleichung: a = b = 1 (1I1).
Aus (I) und (II) folgt

b+1ag unddamit b° +b - 1= 0.
Also ist 1 1,
b1'2-—2: E 1
b1=-1—'1ﬂ
b, = - 1_:z:£5 .
47,.Gleichung: a«%— - b-x47 = 1 , also nach Unformung
47

2 1
Xyn + B X4y - % = O.

Als Lésungen ergeben sich:

1 :
und 1 -~ :



Setzen wir a, = %1 und a, = %_2 , und setzen wir fiir by und
ir b, die errechneten Lisungen ein, so erhalten wir

&71“}%&
‘472“211%'“‘

x - 1
4?3

‘4'74"}35'

Also Rann X0 die Werte 1, - 2:a£5 und f 2=a£5 annnhnop.

Die Ldsung von W.Nagel ist iibersichtlich dargestellt. Er geht
ohne groBSe Umwege darauf hin, Xyn ZU bestimmen.
Den zweiten Teil der LBsung hiitte er sich ersparen kodnnen,
wenn er
ﬂG ) , 1967
X, =a und n

Ii = b‘
1 1mis7

noch angegeben hitte.
bi und b} bestimmen sich genauso wie b, und b,. Dann gilt:
bg

]
E} a xh?k 1, = 1,2, k= 1,2,3,4.

Werner wihlte einen etwas umsténdlicheren Weg. Er bendtigte
relativ viele Umrechnungen. Besonders dann, als er konkrete
Zzahlenwerte eingesetzt hat, ergibt sich in den beiden trivialen
Féllen (xh7m1) unndtig viel Arbeit, was bei der hier angegebenen
Yariante wegflillt.

LOSUNG DER PREISAUFGABE (P.4)

(eingebandt von Reinhard Loren#, EOS J.R.Becher Jena)

(Auch diese Aufgabe geben wir fiir unsere neuen Leser noch
einmal an:

Wenn man eine vierstellige Zahl mit derjenigen vierstelligen




zahl multipliziert, die dieselben ziffern, jedoch in umgekehr-
ter Reihenfolge, enthilt, erhélt man eine achtstellige Zahl,
deren drei letzte Ziffern Nullen sind, Man finde alle dieje-
nigen Zahlen, die diese Bedingung erfiillen!)

] .
Lésung:
Des Produkt der beiden vierstelligen Zahlen s0ll drei Nullen
als letzte Ziffern besitzen, d.h. durch 1000 = 23.57 teilbar
“yin.
flese Primfaktoren miissen in beiden Zahlen vorkommen, es dir-
fen jedoch nicht dle 2 oder 5 gleichzeitig in einer Zshl als
Psktoren vorkommen, da diese dann auf Null enden wiirde, die
endere sber nur dreistellig wire. In einer Zshl muB also 5
als Faktor enthalten sein. Alle Zahlen, die durch 53. aber
nicht durch 2 teilbar sind, enden auf 125, 375, 625 oder 875.
Die anderen Zshlen kinnen also nur mit 521, 573, 526 oder 578
beginnen. Da sis durch 2>=8 beilbar sein miissen, finde ich die
Zehlen 5216, 5736, 5264, 5784 und durch Umkehrung 6125, 6375,
4625, 4875. '

e s e

e ————————————————————
——— ——

Kleine Knobeleien

"gr" it doppelt so alt wie "sie" war, als er so alt war wie
sie jetzt ist. Belde zusammen gind 49 Jahre. Wie elt ist jeder
von beiden?

) *

Essen und Trinken des Hermm SEBASTIAN AMBROSIUS sind streng
geregelt. Wenn er Kaffee trinkt, nimmt er keine Milch zu sich.
Brotchen i8¢t er nur dann, wenn er Mileh trinkt. Herr SEBASTIAN
AMBROSIUS 1Bt keine Suppe, wenn er picht Brotchen iBt. Heute
zun Mittag, so erzéhlt Herr AMBROSIUS, leistete er sich eine
Tusse Kaffee.

Nehm Herr AMBROSTUS heute Mittag Suppe zu sich?

Diese Aufgabe 18t sich rein formal mit Mitteln der mathema-
tischen Logik 16sen. (Wir werden 1n einer der néchsten Nummern
ausfiihrlicher darauf eingehen.)

1



Mit n! bezeichnen wir das Produkt 1:2:3e...+(n=1)n.
Warum hat die Zahl 100! sm Ende 24 Nullen?

*

Der Dorfbarbier. Jemand definiert: Der Dorfbarbier ist der— ,
jenige Mann im Dorf, der alle ménnlichen Dorfbewohner, die
sich nicht selbst rasieren, rasiert. Rasiert sich der Dorf-
barbier selbst?

>

Wo steckt der Fehler?

(Aus dem gleichnamigen Buch von W. Lietzmann, B.G.Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig 1966, 4,80 MDN)

Es 1ist na-n(En#1) = (n*ﬂ)a-(n§1)(2nf4) (Davon iiberzeugt
man sich leicht durch Ausmultiplizieren.) Naraus folgt:

n2_n( on+1 )-l-[gzn:l] 2 =

(n+4)2-(n+1)(2n+1)+[§§13]2 ;

SRICEE S
n - 3511 = n#l- 3511

8lgo ist n = n¥1. (Eine beliebige Zahl dndert ihren Wert
nicht, wenn man 1 dazuaddiert.)

w

Berichtigung

In "WURZEL" Nr. 5 ist uns ein bedauerlicher Druckfehler
unterlaufen. Auf Seite 9, sechste Zelle von unten, muB es
richtig heiBen: "Folglich ist m - 1 2 1, und...". Wir
bitten das Versehen zu entschuldigen.

Liebe ILeser!

Schreiben Sie ung bltte, wie Thnen die neue Form der "WURZEL"
geféllt und welche inhaltlichen Verbesserungen Sie sich wiin-
schen. Wir sind fiir jeden Hinweis dankbar!

12
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Liebe Leser!

Beim Durchbléttern dieser Doppelnummer werden Sie merken,
dal wir Sie heute einmal mit einigen allgemeinen Fragen des
Studiums in Jena, insbesondere des Studiums an der Sektion
Mathematik, bekannt machen wollen. Wenn Sie im September die
Nr.9 der "Wurzel" in den H#nden halten, wird an einige von
Thnen die Frage herangetreten sein, wo und was Sie studieren
werden. Migen Ihnen die folgenden Bemerkungen helfen, sich ein
Bild {iber ein Mathematikstudium an der Friedrich-Schiller-Uni-
versit#t Jena zu verschaffen und Sie in Ihrem EntschluB, eventu-
ell ein solches Studium bei uns aufzunehmen, bestérken.

Fiir Ihre Sommerferien wilnaschen wir Thnen eine gute Erho-
lung und hoffen, daf Sie auch im neuen Schuljahr der Mathematik
und unserer "Wurzel" treu bleiben.

Ihre "Wurzel"-Redaktion



Liebe Leser der , Wurzel”!

Der VII. Parteitag der SED hat fiir unser Volk grofe und
schdne Perspektiven ertffnet. Wie schnell wir die gestellten
Ziele erreichen, hBngt im entscheidenden Mafe von der Durch-
fihrung der wissenschaftlich-technischen Revolution ab. Die
wisgenschaftlich-technische Revolution ist verbunden mit einer
raschen Entwicklung und breiten Anwendung der lathematik und
solcher mit ihr eng verwandten Disziplinen wie Rechentechnik,
Datenverarbeitung, Kybernetik, Okonometrie u.a.. Bereits bis
1970 entsteht in unserer Republik im Zuge der Realisierung
des Datenverarbeitungsprogramms ein dichtes Netz von etwa 100
Rechenzentren. Die lLiathematik dringt heute in alle Bereichie
der Wirtschaft, Technik und Wissenschaft ein. Kinftig wird
man sich bei allen wichtigen Entscheidungen in der Volkswirt-
schaf't auf exakte m?}hematische Berechnungen stiitzen, die Zeit

der reinen Empirie ist vorbei. Der Mathematiker wird somit
ein unersetzbarer Partner fir den Okonomen, den Landwirt, den
Ingenieur und den Wissenschaftler. Daraus ergeben sich hohere
Anforderungen an das Niveau der mathematischen Forschung und
an ihre Beziehungen zur Praxis. Die KapazitBt der mathemati-

schen Forschungseinrichtungen wird stark anwachsen.

Obwohl wir erst am Anfang dieser Entwicklung stehen, besteht
in der Volkswirtschaft bereits jetzt ein spirbarer lfangel an
Diplom-Mathematikern, die, ausgeriistet mit hohem fachlichen
L8nnen und VerantwortungsbewuBtsein unserer sozialistischen
Heimat gegenilber, auf Jalire hinaus in der Lage sind, die kom-
plizierten Aufgaben der wissenschaftlich-technischen Revolu-

+ tion zu meistern.

Eine entscheidende Bedeutung kommt heute einer guten
mathematischen Ausbildung der Schiller zu, die in naher Zukunft
mit den Problemen der wissenschaftlich-technischen Revolution
konfrontiert werden. Unsere Gesellschaft bendtigt in den né#ch-
sten Jahren eine groBSe Anzahl von Mathematik-Lehrern, die

1) Empirie, die : Erfahrung (griech)



bereit und fdhig sind, den Schiillern gute mathematische Kennt-
nisse zu vermitteln, bei ihnen Liebe zur Mathematik zu wecken
und sie gleichzeitig zu bewuBten Mitgestaltern unserer Ent-
wicklung zu erziehen. Diese Lehrer milssen in der Lage sein,
noch Uber das Jshr 2000 hinaus einen zeitgem#flen kiathema-
tikunterricht halten zu kdnnen.

Dem stindig wachsenden Bedarf an lathematikern in der
Volkswirtschaft und in der Volksbildung wird in unserem Staat
dadurch Rechnung getragen, da8 an allen Hochschulen immer
mehr Studienpléitze fir Mathematiker zur Verfiigung gestellt
werden. So hat sich an unserer Sektion, um nur ein Beispiel
zu nennen, die Anzghl der immatrikulierten 2) Diplom~-Studen-

ten von 20 im Jahre 1962 auf 65 im Jahre 1967 erhdht.

An unserer Sektion werden Diplom-Mathematiker und Mathe-
matik-Lehrer filr Allgemeinbildende Polytechnische und Erwei-
terte Oberschulen ausgebildet.

Die Ausbildung der Diplom-Mathematiker zerf#llt in zwel
Abschnitte. Wshrend des zweij#hrigen Grundstudiums werden un-
sere Studenten nach modernsten Gesichtspunkten mit Grundlagen
der hiheren Mathematik vertraut gemacht. Danach beginnt das
Spezialstudium. Wie bereits der Name sagt, erhBlt hier jeder
Student die Moglichkeit, sich zu spezialisieren. Er wihlt
eine mathematische Disziplin aus, der er in den letzten drei
Jahren des Studiums die grdSere Aufmerksamkeit widmet. Es
bestehen in unserer Sektion vorwiegend folgende Spezialisierungs-
méglichkeiten: Numerische Mathematik und Rechentechnik, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik, Funktio-
nalanalysis, mathematische Kybernetik.s) Die Studenten werden
wihrend des Spezialstudiums von den entsprechenden Fachabtei-
lungen betreut und allm#hlich an selbst#éndige wissenschaft-
liche Arbeit herangefithrt. Im letzten Studienjahr schreibt
der Student seine Diplomarbeit, deren Problemstellung sich

2) immatrikulieren: in die iatrikel (Namenverzeichnis der
Studierenden) einer Hochschule einschreiben.

3) Interessenten teilen wir gern genaueres {iber die einzel-
nen Spezialrichtungen mit.



aus der Forschungsarbeit der Abteilung ergibt und die in der
Regel einen kleinen Beitrag zur Weiterentwicklung der entapre-
chenden Fachdisziplin darstellt. Um eine erforderliche Breite
der Ausbildung zu sichern, sind fiir alle Studenten obligalo-
riache Lehrveranstaltungen in den oben angefithrten Fichern
vorgesehen. Neben der Ausbildung in Mathematik erhalten die
Studenten eine recht umfangreiche Ausbildung in Physik und

in den Gesellschaftswissenschaften. Die gesamte Ausbildungs-
dauer betrsgt 5 Jahre. Fir besonders begabte Studenten bestent
in Zukunft die Moglichkeit, nach AbschluB eines zus#tzlichen
zweljihrigen Forschungsstudiums und@ Verteidigung der Disser-
tation unserer Sektion mit dem wissenschaftlichen Grad

"Dr. rer. nat.” zu verlassen. Aber auch flir die in der Praxis
titigen Mathematiker steht der Weg zur Weiterqualifizierung
und Promotion offen.

Die Ausbildung der Mathematik-Lehrer dauert in der Regel
4 Jahre. Sie schlieft mit dem Staatsexamen ab. Dariiber hinaus
pesteht fiir besonders beféhigte Studenten die Moglichkelt eines
einjshrigen Zusatzstudiums. Die Ausbildung in Mathematik ist
mit einem zweiten Fach gekoppelt. Dafiir kommen an unserer Uni-
versitit Physik, Geographie oder Chemie in Frage. Unsere Ab-
solventen erhalten dadurch die Berechtigung, such in diesen
F&chern zu unterrichten. Neben den Vorlesungen, Jbungen, Prak-
tika und Seminaren in den beiden Ausbildungsfichern bekommen
die Lehrerstudenten eine- solide Ausbidung in P#dagogik,
Fsychologie, bLlethodik des Fachunterrichts und in den Gesell-
schaftswissenschaften. Auch flir Lehrer bestehen weitreichende
Méglichkeiten der wissenschaftlichen Weiterqualifizierung bis
zur Promotion auf dem Gebiet der Mathematik oder der Methodik
des Mathematikunterrichtes.

Wir bemithen uns darum, unsere Studenten schon w#hrend der
Ausbildung mit ihren kiinftigen Berufsaufgaben vertraut zu
machen. So filhren die Diplomstudenten ein mehrwdchiges Prak-
tikum in Rechenzentren oder grofien Betrieben durch, wobei sie
die Fahigkeit erwerben, praktische Problemstellungen in mathe-



matisciie umzuwandeln. Nichit selien ergibi sicii daraus das Theuwa
ihrer Diplomarbeit. Die Lehrerstudenten absolvieren zahlreiche
schulpraktische Ubungen, bei denen sie sich die notwendigen
methodischen Kenntnisse aneignen. Unsere besten Studenten leiten
Zirkel fir mathematisch interessierte Schiller und spielen eine
aktive Rolle bei der Vorbereitung und Durchfihrung von Mathema-
tiklagern. Seit Beginn des Jahres gibt das FDJ-Aktiv unserer
Sektion die Schiilerzeitung fir Mathematik "Wurzel" heraus, deren
Anliegen es ist, den Schiilern Anleitung zur selbsténdigen DBe-
schiftigung mit der Mathematik zu Zeben und sie fiir ein Mathe-
matikstudium zu interessieren.

Unsere Sektion steht heute vor der verantwortungsvollen
Aufgabe, immer mehr gute Mathematiker auszubilden. Wir kénnen
diese Aufgabe jedoch nicht allein l&sen. Deshalb wenden wir uns
mit der Bitte an Sie, liebe Lehrer, uns bei der Werbung von Abi-
turienten fir ein Mathematikstudium zu unterstitzen. Wir wenden
uns aber auch direkt an Sie, liebe mathematik-interessierte
Schiler. Entscheiden Sie sich fir unseren schénen und interes-
santen Beruf, der Ihnen grofe Perspektiven bietet, und kommen
Sie zu uns. Wir werden keine Miihe scheuen, Sie so auszubilden,
daB Sie den Anforderungen der Praxis sp#ter stets gerecht
werden.,

T WA 2 M

Prof. Dr. H. Thiele Prof. Dr. K. Matthes
Vorsitzender der Sektion Dekan der mathematische-
Leiter der Abt. mathematische naturw1asenschaft11chen
kybernetik Fakultit

W/&w% {V(JH&' U Mo [y’

Dr. K. Nawrotzki Dr. E. Kritzel H, MeilBner
Parteisekretsr Vorsitzender der AGL FDJ=Sekretér
Prof. Dr. 0. Stamfort Prof. Dr. J. Kerstan

4. Pt Bitew - Hallied

Prof. Dr. A. Pietsch Prof. Dr. J. Bohm Dr., W. Wallisch



Leichte Kost fir die Ferien

Sieben gleiche Semmeln sollen zu gleichen Teilen unter
12 Personen verteilt werden. Wie geschieht dies, ohne das
auch nur eine einzige Semmel in 12 Teile geteilt werden muB8 ?

¥

Ein Balken wurde in drei Minuten in Stiicke zu je 0,5 m
Lénge zerstigt, wobei jeder Schnitt genau eine Minute dauerte.

L]

Wie lang war der Balken 7

Wie lange h#tte es gedauert, einen Balken doppelter L&nge
Zu zerségen 7 '

x

Die Ziffern 1, 2, 3, 4 und 5 sollen unter Verwendung
mathematischer Zeichen ohne Ver#nderung der Reihenfolge so
zusammengestellt werden, da8 sich 100 ergibt !

*

Wieviel sind eineinhalb Drittel von 100 7

N

In einer Familie sind 5 Sthne. Jeder von ihnen hat genau
eine Schwester. Wieviel Kinder sind im ganzen in der Familie 7

¥

Lose das folgende Gleichungssystem !

ax + by
bx + ay

a
b

]



Interessantes fir kinftige Studenten

S0ZIALVERSICHERUNG

Die Studierenden unterliegen der Sozialversicherungspflicht
auf Grund der Verordnung ilber die Sozialversicherung der Stu-
jenten, Hoch- und Fachschiiler vom 2. Februar 1950. Die Studie-
renden sind beitragsfrei versichert.

4

TAHRPRETIS

Studierende erhalten bei der Reichsbahn Fahrpreisermbifi-
gungen von 79 O/O bei Fahrten zwischen dem Hochschulort und
dem Wohnort der Eltern bzw. des Ehegatten. Die Ausgabe der An-
tréige erfolgt an den Fahrkartenschaltern der Deutschen Reichs-
bahn.

MAHLZEITEN

An jedem Wochentag kann in der Mensa mittags und abends
Warm gegessen werden. Am bMittag gibt es zwei wahlgefichte (fir
0,60 ¥DN bzw. 0,80 MDN). Am Abend stehen zirka 12 Speisen
(0,40 MDN bis 2,50 LDN) zur Wahl.

N OHNHETIMNE

Filr angehende Mathematiker und angehende Mathematiklehrer
gibt es in Jena ein schin gelegenes Wohnheim, das Erich-Weinert-
wWohnheim. Die Miete schwankt je nach Zimmerbclegung zwischen
6 und 10 NMDN. Bettwhsche wird gestellt.

MEdchen wohnen in einem der modernsten Wohnheime, dem
Anna-Seghers-Wohnheim. Geschmackvoll eingerichtete Zwei- bis
Vier-Bett-Zimmer, Duschr#ume, Fernsehriume, Kichen, Waschma-
schinen sorgen fir optimale Nutzung der Zeit und ermdglichen
sinnvolle Erholung.



STUDENTENKELLER

Fiir eine sinnvolle und lehrreichs Freizeitgestaltung
bauten die Jenaer Studenten alte, 15 m tiefe Gewdlbe als
Studentenkeller aus. Hier kann man bei Bier oder Wein dis-
kutieren, singen und musizleren. RegelméBige Veranstaltungen
(Literaturabende, Lichtbildervortrige, Diskussionen mit
prominenten Wissenschaftlern iiber politische Pragen usw.)
sorgen fiir abwechslungsreiche und bildende Abende.

VORLESUNGSBETRIERB

Im folgenden mdchten wir unseren Lesern einen kleinen
Einblick in den Vorlesungsbetrieb an unserer Sektion geben.
(Als Beispiel fijhren wir das erste Semester Mathematik-
“Diplom auf.)

VORLESUNGSPLAN Mathematik-Diplom, 1.Studienjehr
(Herbstsemester 1966/67)

Zeit Mo Die Mi Do Fr Sa
7- 8 AMI (e A.D.B.l . I
8- 9 I‘j-bso Gew'i "
9—10 Ex.—Ph. Ex- '—Ph. L EZ.—Ph.
10-11 | " Anal.-
14-12 Anal.I | Anal.l Anal.I | Tbg.
12_15 " " "

Sprachen: 2 Doppelstunden (nach Vereinbarung)
Gewi-Seminar: 1 Stunde (nach Vereinbar.)
Sport: 1 Doppelstunde (wahlweise)

ERLAUTERUNGEN:

———————————
Analysis I: Im ersten Semester wird in Analysis eine Ein-
filhrungsvorlesung gehalten. Dazu gehdren Grundlagen dexr
Mengenlehre, Gruppentheorie, Vektorrdume, Betrachtungen
iber den Kdrper der reellen Zahlen und iiber metrische
Réume.




Ubungen zur Analysis: In den Ubungen werden die in der Vor-
lesung hzw. beim Nacharbeiten aufgetauchten Fragen ge-
kl#rt. Zum besseren Verstindnis der Vorlesung werden Auf-
gaben durchgerechnet. ' "

Gewi: In der Grundvorlesung Gesellschaftswissenschaften werden
im ersten Semester Vorlesungen iiber die Grundlagen des
Marxismus-Leninismus gehalten. Sie sollen den Studenten.
bei der Aneignung einer wissenschaftlich bezriindeten Welt-
anschauung helfen. Ein guter Student sein heilt nicht nur
ein gutes Fachwissen zu haben, sondern heiBt auch ein gutes
gesellschaftliches Wissen zu besitzen und dieses st#ndig
anzuwenden. Diese Vorlesungen sind deshalb von zrofem wert.

Gewi-Seminar: Im Seminar zu den Vorlesungen in Gewi werden von
Studenten Vortriize iUber einzelne Themen der Vorlesung ge-

halten. Anhand von Studienmaterial werden lber die in den

Vorlesunzen anzeschnittenen 'ragen Dislkussionen gefiihrt.

i

Ex.~Physik: In der CZxperimental-Ihysik werden im ersten Ceme-

ster Vorlesungen ilber Mechanik, Aikustik und elektromagne-

tische Felder zehalten., Zahlreiche Versuche ergénzen diese
Vorlesung sehr wirkunzsvoll.

Sprachen: Nach Abschlufl des zweiten Studienjshres soll der Stu-
dent in der LazZe sein, mit fremdsprachigen Fachbiichern
arbejten zu kdnnen. Bei dem heutiger Stand von Wissenschaft
und Technik ist es unumgZnglich, Fachliteratur aus anderen
Ltndern lesen zu konnen, ohne auf Ubersetzungen in die
deutsche Sprache anzewiesen zu sein. Jeder Student mul
deshalb an einer obligatorischen Ausbildung in Russisch
und in einer zweiten Fremdsprache nach Wahl teilnehmen.

Sport: Zum Studium gehdren (mindestens im ersten und zweiten
Studienjahr) wochentlich 2 Std. Sport. Die Sportart kann,
je nach Neigung, vom Studenten selbst gewihlt werden (z.3.
Basketball, FuBball, Volleyball, Leichtathletik, Jydo,

Schwimmen oder Fechten).




AUFGABEN (7. Serie)

9.,Klasse: (9.13) Man teile einen Winkel wvon 540 mit Zirkel
und Lineal in drei gleiche Teile.

(9.14) [a) ist die groBte ganze Zahl, die a nicht
iiberschreitet. Man bestimme alle x, fir die

U g [

10.Klasse: (10.13) Zwvei Kreise schneiden sich in den Punkten
i A und B. Durch A und B sei je eine Gerade
L
]

gezogen. Diese Geraden schneiden den Kreis k1
in den Punkten C und D, den Kreis k2 in den
Punkten E und F.

; Bs ist zu zeigen, daB CD || EF gilt!

(10.14) Die Zanl

Pl

a +

sei ganz. Man beweise, daB dann gilt:
Fir beliebiges, natiirliches n ist

n 1
a + En

Zanz.

11./12.Klasse:

(11./92.13) Man beweise: Sind bei den Zanlen a und b
die letzten m Ziffern gleich, so sind auch
bei den Potenzen a% und b® (n nat.) die
letzten m Ziffern gleich.,

(11./12.14) Wie groB ist die maximale Fléche des Drei-
ecks, fiir dessen Seiten folgende Beziehung
gilt:

0O<as1sbs22cs?3

PREISAUFGABE (P. 7)

Man ldse folgende Gleichung:
[ = 1] = 2+]x = 2] + 3+|x - 3|=4

10



PREISAUFGABE (P. 8)

Man gebe alle Tripel (a,b,c) natiirlicher Zahlen an, die folgen-

den Bedingungen geniigen:
b, ¢ teilerfremd, 1sas6 und es gilt:

e

LOSUNGEN

I

(9.10): Fiir natiirliche n gilt immer
X-y/x=-35".
Also ist 144 - 125 / 144* - 125",
da auBerdem
1448 — 125° = 122n - 538

fol
s 19 / 1228 - 53n,

(10.8): Es gilt: 103 78 + 25
53 = 78 - 25.
Dann folgt nach dem binomischen Satz:

10572 = (78+25)%7 o 78:k + 2577
53103 . (78-25)19% . 78.n - 25792,
Es ergibt sich als Summe:

10323 4+ 53103 _ o8.(k+n) + 2577 - 25103,
Ferner ist -

2597 - 25703 o 2593.(1-25"7)
= 2597.(1-252) +(25%8425%84. . . +25%41)
s 2577.(1=25) +(1425) +(25 4. . . #1)
- 2597 (=2) «26+ (25 C¢. . . #1)s

Da 3/24 und 3.26 = T8 gilt, ist auch dieser Ausdruck
durch 78 teilbar. Somit ist auch
il durch 78 teilbar.




(11 ¢/12~7)_=

Da 5040 = 5:7:9+16 ist, muB man zeigen, daB der
gegebene Ausdruck durch 5,7,9 und 16 teilbar ist.
Es gilt aber:

n?-14n5+49n3-36n = (n=3)(n=-2)(n-1)n(n+1)(n+2)(n+3).
Von sieben aufeinanderfolgenden Zahlen sind
mindestens 3 durch 2 teilbar, davon mindestens
eine durch 4, weiterhin sind zwei Zahlen durch 3
und je eine durch 5 bzw. 7 teilbar. Somit ist - ihr
Produkt durch 5040 teilbar. 3

(11./12.9):

(eingesandt von Ed. Martin, 11.Kl.,
EOS Heiligenstadt)

Fir jede in x quadratische Funktion kann man
schreiben: ’

y= f(x) = ax® + bx + c.
Die Wertepaare (0,-14) und (2,0) erfiillen die
gesuchte Funktion, d.h.:

c = =14
4a + 2b =14 = O
b’?—aa-

Wir erhalten die Funktion

y = £f(x) = ax®* + (7-2a)x - 14.
Ferner ist bekannt, daB die erste Ableitung
an der Stelle

1
"
den Wert y' = -1 annimmt.
y' = 2ax .4+ 7 - 2a = 2a+(x-1) + 7
-1=2a(-3-1)+7
. a= 3
b= 1.
Die gesuchte Funktion lautet also
y= £(x) = 3x + x - 14,

12



LOSUNG DER PREISAUFGABE (P. 5)

(eingesandt von Hugo Reinhardt, Martinfeld/Kr.Heiligenstadt)

Angenommen, die Aufgabe sei bereits gelodst.
Wlt
MSTL &

M1 - Mittelpunkt des gegebenen Kreises,

M - Mittelpunkt des gesuchten Kreises,

S ~ gegebener Punkt, ‘

S8' - Beriihrungspunkt des gesuchten Kreises mit der gegebenen
Geraden. -

Da der gesuchte Kreis die gegebene Kreislinie k1 in S
beriihren soll, muB M auf der Verléngerung von ﬁ;ﬁ liegen.
Weiterhin muB der Abstand des Punktes M von g und der gemein-
samen Tangente t gleich groB8 sein, d.h., M liezt auf der
Winkelhalbierenden des Schnittwinkels von g und t. Daraus
folgt unmittelbar die Konstruktion.

Zusatz der Redaktion:

Obwohl es nicht angegeben wurde, ist die eingesandte LOsung
auch in extremen Féllen richtig, d.h." wenn einer der folgen-
den Félle auftritt:

1. glt, 2: g=t, 3. g schneidet den Kreis im Punkt S.

Die Richtigkeit der Losung in diesen Fdllen mdze der Leser

selbst einmal iiberlegen, wobei man beachte:

1. im Fall 1 existieren zwei Ldsungen (fiir beide Winkel
zwischen g und t)

2., unendliche viele Ldsungen

3. keine Ldsung




Elementare Einfihrung in die Graphentheorie |

(von Hannes Peuker, wiss. Mitarbeiter an der Sektion Mathe-
matik der Friedrich-Schiller-Universitét Jena)

Die Theorie der Graphen stellt einc moderne mathematische
Disziplin dar, die es sestattet, sowohl eine Reihe von Aufgaber
der klassischen lathematik elezant zu lésen, als auch kompli-
zierte Probleme aus verschiedenen Bereichen der Mathematik

und enderer .issenschaften erfolgreich zu bearbeiten. Es kann
niclit Aufrabe dieces Beitrages sein, die Graphentheorie um-
Tassend darzustellen, vielmehr sollen einige einfache Prin-
zipien fiir die Anwendunz von Graphen aufgezeigt werden.

Bevor der Begriff "Graph" ndher erlZutert wird, sei ein
bekanntes und einfaches Problem betrachtet.

"Einem Féhrmann wird die Aufgabe gestellt, einen Wolf,
eine Ziege und einen Kohlkopf iiber einen FluB zu setzen.
Das Féahrboot faBt aber auBer dem Fédhrmann nur eines der
drei ilberzusetzenden Objekte. Der Fihrmann soll auBerdem
verhindern, daB in seiner Abwesenheit der Wolf die Ziege oder
die Ziege den Kohlkopf friBt. Wie ist die Uberfahrt mit einem
Minimum an Fahrten zu realisieren?" :

Die Ldsung der Aufgabe oedarf natiirlich nur einer kurzen
ﬁberlegung. Eine geschickte graphische Darstellung des Problems
liefert die LOsungen, denn es gibt deren zwei, iibersichtlich
und macht jeden Kommentar iiberfliissig.

F - Fahrmann
W - Wolf
Z - Ziege
K - Kohlkopf

(F,¥,2) (F.2)

Jede der gerichteten Strecken symbolisiert eine Fahrt. (Anstelle
der gerichteten Strecken hdtten auch schlingenfreie orientierte
Linien benutzt werden kdnnen). Jeder der bezeichneten Punkte
symbolisiert die sich am jeweiligen Ufer befindlichen Objekte
nach einer Fahrt. Die zweite existierende LYsung f&llt an, in-
dem die gerichteten Strecken entgegengesetzt orientiert werden.
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Wird die obige Skizze durch Weglassen der Konturen des Flusses
vereinfacht, so entsteht eine Struktur, die aus einer Menge von
Punkten und einer kenge von gerichteten Linien zwischen den
Punkten besteht. Eine solche Struktur scll gerichteter Graph
heiBen.

Diese "heuristische" 1 Definition des Graphen als eine
Kenge von Punkten und eine Menge von gerichteten BSzen
zwischen den Punkten erweist sich naturgem#l bei einer
kritischen Uberpriifung als zu eng und mathematisch nicht
prézise. Eine sachgemBBere Definition ist etwa die fol-
gende:

Definiticn. G = (X,I') heiBt gerichteter Graph genau dann, wenn
)

gilt: X ist eine nichtleere lienge und I' ist eine
Abbildung (nicht notwendig eindeutig!) der lienge X
in sich.

Die Interpretation der Elemente von X als Punkte der Ebene
und der Abbildungsvorschrift als gerichtete Bdgen zwischen
Originalpunkten und den zugehdrigen Bildpunkten 1EE8t die
Beziehung zu der oben genannten heuristischen Definition

des Graphen deutlich werden.

Fiir die folgenden Uberlegungen reicht reicht die heuristi-
sche Definition des Graphen aus. Zun#chst werden noch einige
Bezeichnungen vereinbart, die fiir die weiteren Betrachtungen
zweckm&Big sind.

Ungerichteter Graph: Graph, dessen Bdgen nicht orientiert sind.

Endpunkt eines Graphen: Punkt eines Graphen, der mit genau

' " einem Bogen koinzidiert X

Kreuzungspunkt r-ter Ordnung: Punkt eines Graphen, in dem
genau r+2 Bigen zusammenstoSen (r>1).

Geschlossener Graph: Graph ohne Endpunkte.

Baumgraph: Ungerichteter Graph, der durch Fortnahme eines be-
liebigen Bogens in zwei Teile zer-
f&llt, die selbst wieder ungerichtete

1) heuristisch - vorl#ufig, versuchsweise

2) koinzidieren - zusammentreffen
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ungerichtete Graphen sind. Ein einzelner
Punkt kann dabei als ungerichteter Graph
gedeutet werden.

kleingtes umschlossenes Gebiet: FlEchenstiick, das von Bigen

eines ungerichteten Graphen umschlossen
wird und durch keine weiteren Bidgen des
Graphen zerteilt wird.

Mit Hilfe dieser Begriffe ist es mdglich, einige Eigen-
schaften ungerichteter Graphen, deren Punkte Kreuzungspunkte
sind, einfach zu formulieren.

SATZ 1. Ein Graph besitze K, Kreuzungspunkte erster Ordnung,
K2 Kreuzungspunkte zweiter Ordnung, usw., K} Kreuzungs-
punkte r~ter Ordnung. Dann gilt fir die Gesamtzahl der

a) Bégen des Graphen:
r
n = -;1_,-2 : (s+2) <K
— )
s=1
b) Kreuzungspunkte des Graphen:
” .
m = E Kﬁ
a=1

Ein Beweis eriibrigt sich.

SATZ 2. Ein Graph mit m Kreuzungspunkten und n BSgen kann durch
Fortnahme wvon n-m+! Bgen in einen Baumgraphen uUber-
fihrt werden.

Um einen Graphen mit m Kreuzungspunkten und n B¥gen in
einen Baumgraphen zu {lberfilhren, miissen genau n-m+i
Bdgen entfernt werden.

Die Beweisidee wird nur kurz skizziert. Es ist leicht einzu-
sehen, daB ein Baumgraph mit m Punkten genau m-1 Bigen besitzt.
Andernfalls wére die Bedingung nicht erfilllt, daB8 ein *Baumgraph
durch Wegnahme eines beliebigen Bogens zerf&llt. Die Differenz
zwischen den n Bbgen des gegebenen Graphen und den m-1 Bigen
des entsprechenden Baumgraphen betr#gt genau n-m+1 Bigen.
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SATZ 3. Die Gesamtzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete
eines Graphen mit m Kreuzungspunkten und n B&gen
betrézt n-m+1.

Auch hier wird die Beweisidee nur angedeutet. Es ist klar, da8
sich die Anzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete bei Fort-
nahme eines Bogens um | verringert, solange der Graph nicht
zerfdllt. Die Anzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete in
einem Baumgraph ist Null. Darsus folgt Satz 3 (unter Benutzung
von Sgtz 2). :

Zur Anwendung der gewonnenen Erkenntnisse iiber Graphen
bietet sich der Eulersche Polyedersatz an. Dieser klassische
Satz besagt:

"In jedem konvexen Polyeder ist die Anzahl der Flichen
und Ecken zusammen um 2 grdfer als die Anzahl der Xanten."

F - Anzahl der Flichen
F+E=K+ 2 E - Anzahl der Ecken
K - Anzahl der Kanten.

Der Beweis dieses Satzes kann folgendermaBSen gefihrt werden:

Die Ecken bzw. Kanten des konvexen Polyeders werden als
Kreuzungspunkte bzw. Bﬁgeh eines ungerichteten Graphen gedeu-
tet. Jede Ecke des Polyeders, in der r+2 Kanten zusammenstoBen,
stellt im Graphen einen Kreuzungspunkt r-ter Ordnung dar (r=1).
Die Fl&chen des Polyeders finden sich im Graphen als kleinste
umschlossene Gebiete wieder, wobei genau eine Polyederfllche
durch das den gesamten Graphen umschlieBende Gebiet realisiert
wird (wegen der Darstellung des d r e i dimensionalen Poly-
eders als z w e i dimensionaler Craph).

Dann gilt unter Benutzung der frilher angestellten {berlegungen:
F-1=n-m+1 (Satz 3)

E=n }(Satzl)
K=n |

Daraus folgt F + E = n+2 und K + 2 = n+2.

Damit ist aber
F+E=K*+ 2.
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tetrachten wir als Beigpiel den Wiirfel:

8 7 3 7

Jeder Kreuzungspunkt ist von der Ordnung 1.

K=n=238=12, E=mn=8

=
1
I

n-m+! =5, also F =6

INFOREATION -  INFOIMMATICN -  INFORMATION = INFORLA

Das kathematik-Spezialistenlager des Bezirkes Gera
findet in der Zeit vom 5.7. bis zum 19,7.67 in Bad
Késtritz statt. Zur Teilnahme wurden etwa hundert
Schiiler der Klassenstufen & - 12 sowie einige Stu-
dienbewerber fiir Mathematik ausgewihlt. Die Einla-
dungen werden rechtzeitig vom Rat des Bezirkes,Abt.
Volksbildunz, ausgesprochen. Mitarbeiter und Stu-
dentén der Sektion Mathematik der Friedrich-Schil-
ler-Universitit Jena ibernehmen wieder die Betreu-

ungse.
INFOIWATION -  THNFORUATION =  INFCRLATION - INFORLA

Das "Wurzel"-Kollektiv wurde auf der II. Zentralen

Leistungsschau der Studenten und jungen  ‘Wissen-

schaftler in Berlin mit einem Diplom des Staats-

sekretérs und vom Zentralrat der FDJ mit der
ARTUR-BECKER-MNEDAILLE

in GOLD ausgezeichnet.




Vertellung der Wertungspunkte

(Stand vom 27.5.67)

Fiir richtig geldste Preisaufgaben und sehr gut geldste Aufgaben
der laufenden Serien erhielten folgende Leser insgesamt mehr
als zwei Wertungspunkte:

Kiefer, Wolfgang EOS P&éBneck (11.Klasse) 6 Pkt.
Engelmann, Roland SpS Zeiss Jena (8.Klasse) 4 Pkt.
Nagel, Wermer SpS Zeiss Jena (9.Kklasse) 3 Pkt.
Grimm, Andreas EOS Becher Jena (11.Klasse) 3 Pkt.

Weiterhin haben viele Leser einen bzw. zwei Wertungspunkte
erhalten. Nach dem jetzigen Stand wird also W. Kiefer mit
einer Buchprimie asusgezeichnet. Diese und eventuell noch
hinzukommende Auszeichnungen werden im Mathematik-Speziali-
stenlager in Bad K&stritz vorgenommen. Herzlichen GlUckwunsch!

_—= = — ————— — __ ______|
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GruBbotschaft der DDR-Delegation der IX. Internationalen
Mathematikol jade in Cetinje/Jugoslawien

“Wir griiBen alle Leser der "WURZEL" und wiinschen
ihnen alles Gute und viel Erfolg bei ihrer mathe-
metischen Arbeit !"

Die Teilnehmer aus der DDR



Sielan Heinrich : Die IX. IOM

Mit einer herszlichen Verabschiedung auf dem Flughafen Schine-
feld durch Schiller der Heinrich-Hertsz-Oberschule begann unsere
Reise. Die IMO-Mannschaft war vollziéhlig versammelt. Ein bifchen

Reisefieber hatte sich eingestellt, aber schon eine Stunde
spdter erfreuten wir uns an der herrlichen Vogelperspektive.

Nach einer Zwischenlandung in Zagreb erreichten wir Belgrad.
Am Flugplatz wartetem schon Mitarbeiter der DDR-Botschaft und
es folgte eine dreistiindige Stadtbesichtigung. Abends salen
wir erneut im Flugzeug. Um neun Uhr kamen wir in Dubrovnik an.
Die Lichter dieser Stadt hatten uns schon zehn Minuten friiher,
in der Luft also, begriit. Unsere Gastgeber warteten schon.
Auf gings in die montenegrinischen Berge. Der FPahrer bezwang
die Serpentinen wie bequeme Kurven in einer GroBstadt. Oft
trennte uns nur eine Schrittlénge von dem 100 m fast senkrecht
abfallenden Berghang. Nachdem wir geniigend Angst ausgestanden hat=-
ten, lag Cetinje, der Ort der IX. IMO, vor uns. Nicht lange, so
lagen wir in den Betten eines komfortablen Hotels und schliefen
fest...

ssocund zwar bis in den spéten Vormittag. Zwischen Friihstiick
und Mittagessen gab es ein herzliches Wiedersehen mit Teilnebmern
der letzten IMO, Und am Nachmittag...schliefen wir wieder, denn
schlieflich standen die Klausuren unmittelbar bevor und etwas Er-
holung war angebracht. Ein abeandlicher Spaziergang in der reizvollen
Sommernacht war ebenfalls ausgezeichnet daszu geeignet.

Der Mittwoch lieS uns die Triumerei und Romantik vergessen.
Nun scllte sich seigen, daB die harte Vorbereitung und das
Training in den Monaten vor der Olympiade nicht umsonst gewesen
war. Es ging an den Start, die ersten drei Wettkampfaufgaben
wollten gel¥st werden. Ein biBchen aufgeregt waren wir alle,
auch wir als "alte Hasen" - Teilnehmer der IMO des Vorjahres.
Doch wir sprachen uns gegenseitig Mut zu und begaben uns nach
einer Eréffnungsansprache von Frau Prof. Dajovid fiir vier
Stunden in das Reich der Zahlen, Punkte und Kreise.



In dem groBen Saal des Rathauses von Cetinje herrschte eine
Ruhe, wie sie selten bel fast 100 anwesenden Jugendlichen zu
finden ist. Jeder hatte Beinen Aufgabenzettel, Unstimmigkelten
in den Ubersetzungen (immerhin in 13 Sprachen) waren gekldrt
und die Kbpfe wurden heifer und heifer. Gliicklicherweise war es
in dem Rathaussaal angenehm kiihl. :

Nach den vier Stunden trafen wir uns wieder, sofort begann
ein reges Aufgabengeplauder. Wir waren eigentlich mit dem ersten
Teil des Wettkampfes durchaus zufrieden. Auch diesen Nachmittag
verschliefen wir. |

So wieder frisch und ausgeruht erwarteten wir am nlichsten Vor-
mittag weitere drei heife Eisen. Und eie kamen auch: Die Auf-
geben waren diesmal noch schwieriger als am ersten Tag. Wir
muBten alle Kridfte einsetzen, doch gchlieflich verlief auch
der zweite Tag nach unseren Winschen.

Damit hatten wir alles iiberstanden, wihrend jetzt die Korrekturen
begannen. Die Arbeiten wurden bewertet und die Punktzahlen im
internationalen MaBstab verglichen.

Fir uns fingen Exkursionen in das schéne Jugoslawien an.
Mit dem Bus ging es an zwel Tagen an den Strand der Adria.
Diese Tage werden uns immer in Erinnerung bleiben. Wir badeten
und tauchten in der warmen Adria, lagen in der Sonne, gingen
unter Palmen und Zypressen auf reizvollen Wegen spazleren
und filhlten uns ausgezeichnet in dieser stidlichen Gegend. Erst
spétabends kehrten wir in unser Hotel gzuriick. Doch obwobhl
wir ziemlich miide waren, wollte keiner schlafen gehen. So
pnahmen wir uns ein paar kleine Geschenke unter den Arm und
besuchten die sowjetische Mannschaft. Nach einem freudigen
Empfang ging eih munteres Geplauder los. Nicht lange, da
waren wir bei der Mathematik angelangt. Unsere sowjetischen
"Kollegen" lésten unsere Aufgaben meist auf Anhieb, wihrend
wir einige ungeknackte Niisse mit nach Hause nehmen miissen.
:

Der ndchste Tag fiihrte uns durch méchtige Berge und an bild-
schonen Flufltédlern entlang zum Biograder See, der inmitten
des jugoslawischen Nationalparkes liegt. SehlieBlich besuch-
ten wir am folgenden Tag die Kiistenstadt Dubrovnik mit ihren
alten venezianischen GéfBchen und Hiusern. Von der Stadtmauer
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aus konnte man Uubrovnik mit einem groBen Kastell vergleichen.
Jedenfalls wird diese Stadt nicht umsonst als die schénste
Jugoslawiens bezeichnet,

Nun ging die Olympiade dem Ende zu. Ein letzter Tag in Cetinje
gab uns noch Miglichkeiten fiir Einkéufe., Die restliche Zeit ver-
brachten wir mit der englischen und der schwedischen Mannschaft.
Es ging um politische Fragem und es gab einige'neiﬂo Diskussionen.
Die Gesprédche waren sehr aufschluBireich fiir uns und es gelang uns
auch, den Engléndern und Schweden unseren Standpunkt etwas zu
erléutern.

Einen schdnen Abschlufl bildete die feierliche Siegerehrung.
Die Preistridger erhielten ihre Urkunden; jeder wurde durch
Applaus belohnt. Ein kleiner Beifallssturm brach aus, als der
mongolische Schiiler, der als erster einen Preis fiir sein Land
eroberte, vorn stand. Wir hoffen alle, daB damit das Eis gebrochen
ist und viele weitere Preise an die Mongolische VR gehen werden.

Eine Busfahrt mit zeit- und damit nervenraubenden Unterbre-
chungen, so daB wir beinahe das Flugzeug verpaliten, hingegen
ein bequemer Flug und eine herzliche BegriiBung auf dem Flug-
platz bildeten den AbschluB unserer Reise. Mit einem Empfeang,
gegeben vom Ministerium fiir Volksbildung, auf dem die IMO-Teil-
nehmer ausgezeichnet wurden, endete die erlebnisreiche IX. Inter=-

nationale Mathematikolympiade.
—

E:I.er noch ein paar Zahlen:

Es nahmen 13 Lénder teil.(Teilnehmer des Vorjahres plus Schweden,
Frankreich, England, Italien). 99 Schiiler (alle Mannschaften

auger Frankreich (5) und Italien (6) waren mit 8 Schiilern vertre-
ten), darunter ein Midchen (Bulgarien), gingen an den Start.

Eie Preiatr&ger aus der DDR: ‘;;

1. Preis: Christoph Bandt, Stefan Heinrich, Reinhard Hdppner.

2. Preis: Wolfgang Burmeister (8.Klasse), Gert Siebert,
Ulrich ZHhle,

3. Preis: Joachim Fritz,




Inoffizelle Landerwertung (nach Gesamtpunkizahlen) \

1.Preise |2.Preise | 3.Freise Gesamtpunktzahl
Sowjetunion 3 3 2 275
DDR 3 3 1 257
Ungara 2 3 3 2
Grofbritannien 1 2 5 231
Ruméinien 1 1 5 214
(CSSR | _ o 1 3. 159
{/ Bulgarien 1 0 1 159
Jugoslawien 0 0 3 136
Schweden 0 o 2 135
Italien 0 1 1 110
Polen 0 0 1 101
Mongolische VR 0 0 1 87
11 14 26

A

Fiinf Preistriéiger erreichten volle Punktzahl:
Ungarn 1, U4SSR 1, Bulgarien 1, DDR 2 (Bandt und Heinrich)

m—— ' =
Preisauigaben (P. 9/1... 6

Als Preisaufgeben stellen wir heute alle Aufgaben der IX. IMO.

Wie iiblich erhilt der Einsender fiir jeden vollstiéndigen lLisungs-

weg einen Wertpunkt. Als Einsendeschluf gilt die Verbffentlichung

der Lssungen (in irgendwelchen Zeitungen oder Zeitschriften),

spitestens aber der 30, September 1967. Die Lisungen sind unter

dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe” an unsere ‘Adresse -
WURZEL-Redaktion

69 Jena
Helmholtzweg 1

einzusenden,

6



IX. Internationale Mathematik-Olymiade

Eimste Oammree———=—=s7.074

1. In einem Parallelogramm ABCD sei AB = a die Linge der
'Seite AB, AD = 1 (eins) die Lénge der Seite AD und «
das MaB des Winkels # DAB. Das Dreieck ABD sel spitz-—
winklig.
Man bewelse: Die vier Kreise Ka' K.» K c? Kd vom Radius 1
(eins), deren Mittelpunkte die Eckpunkte A,B,C,D sind,
iiberdecken das Parallelogramm dann und nur dann, wenn
8 & cos & + 3 *sin a gilt.

24 In einem Tetraeder habe genau eine Kante eine Linge, die
griBer als 1 (eins) ist. Man zeige, daB dann fiir das Volu-
nen V. das Tetraeders V S -5 gilt.

S Es seien k, m und n positive ganze Zahlen, wobei m+k+1,

eine Primzahl griéBer als n+1 ist. Wir fithren die Bezeichnung

Cg ma(s+1) ein. Man beweise, daB das Produkt
(cm+1-°k)(cm+2—ck)"".(°m+n_ck)

durch das Produkt c,¢5t...°Ch teilbar ist.

EZweite Klausur ————————=-.6.7.67 __3

4, Es seien zwel spitzwinklige Drelecke AOBOCO und A'B'C!
gegeben. Man konstrulere ein Dreieck ABC, welches dem
Dreieck A'B'C' &hnlich (wobel die Punkte A,B,C den Punkten
A',B',C' in der angepebenen Reihenfolge entsprechen) und
dem Dreieck A B.,C, umbeschrieben (wobei AB durch C,, BC
durch 4, und CA durch B verléuft) ist. AnschlieSend
konstruiere man von allen Dreiecken dieser Art dasjenige

| lmit dem groBten Flécheninhalt.

5. Man betrachte die Folge c,*
Cq mEq + Bg + 83 +e0et Bg
cp maf + af + af +...4 af
Cn -a’ + ﬂ.! + a’ +eoat a-‘
wobel & ...)8, reelle Zahlen sind, von denen wenigstens

7



eine verschieden von O ist. Es sei bekannt, daB unendlich
viele Glieder c dleser iolge gleich O sind. Unter dieser
Voraussetzung bestimme man alle n, fiir die ¢ = O gilt.

6. Bel einem Sportwettkampf wurden m Medaillen im Laufe von
n Tagen (n > 1) verliehen. Am 1. Tage wurden 1 Madgille
und Vi der ilibrigen n=1, am 2. Tage 2 Medaillen und » des
nun verbliebenen Restes verliehem usw. SchlieBlich wurden
am n-ten Tage gerade n ldedaillen vergeben, ohne daf noch
welche iibrig blieben. Wieviel Tage dauerte der Wettkampf
und wieviel Medaillen wurden insgesamt verliehen ?

AUFGABEN (8. Serie)

Q. Klasse: (9.15} Beweisen Sie, daB das Produkt der Zifferm
einer mehrstelligen Zahl immer kleiner als
die Zahl selbst ist.

(9.16)| Es seien X,y >0 und x+y = 5. Man bestimme
den kleinsten Wert fiir ;1-{ + -;; o

I

10.Klasse: (10.15) | Im Viereck ABCD sei M der Mittelpunkt der
Diasonale AC und N der Mittelpunkt der Dia-
gonale BD. Die Gerade, die durch M und N
verl#uft, schneide die Seiten AB und CD in
den Punkten M' und N'. Man beweise:

Wenn MI¥ = K'Y, dann gilt AD || BC !

(10.16) | Man 1dse folgende Gleichung:
M-x] + (x-1) = x

11./12.Klasse:
(11./12.15) | Man beweise ohne Tafel, daB
i . 1 > 2 gilt.
loge n logs =



(11./12.16) | Auf der Seite AB des Dreiecks ABO mit den

gegebenen Seiten A0 = a und UB = b konstru-
iere man das gleichseitige Dreieck ABC. Bei
welcher GroBe des Winkels ¥A0B hat der Ab-
schnitt OC die groSte Lénge ?

#M

(9.9)

Nehmen wir an, wir hétten den Kreis schon konstruiert.
Dann beriihrt der Kreis die Gerade g im Punkt M. Wir

p unterscheiden zwei
Fille: '
I. AB ll g

In diesem Fall ist das
Dreieck ABM gleichschenk-
lig. Es ergibt sich
daraus unmittelbar die
Konstruktion, d.h., man
konstruiert ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis

AB und dem dritten Eckpunkt auf g.

II. ABMW g : Die Gerade, die von A und B bestimmt wird,
schneide g im Punkt P, Dann gilt nach dem Sekanten-Tangen-

tensatz: >

WP- = 2P.BP
Nach dieser Vorschrift kann man nun unter Zuhilfenahme
des Hohensatzés die Lénge der Strecke WP konstruieren.

(10.9)

ABC sei ein beliebiges Dreieck. Wenn man dieses Dreieck
sum Parallelogramm ABCB' erginzt, indem man es um AC
b 3 ¢ Xklappt, so gilt:
BMB' halbiert die Diagonale

M AC des Parallelogramms ABCB'
und wird von dieser halbiert.
B! = 28, ist Diagonale
A B im Parallelogramm ABCB'.
Alszo gilt: 28, s a+c. Analog erhiilt man (durch zyklische
Vertauschung): 28, $ b+c und 28, £ a+b.
Nach Addition dieser drei Ungleichungen erhélt man

By + 5y + 8, £a+b+c.




(ﬂ0.13)?

(11./12.11

AR

(11./12.10)

10

ABDC und ABFE sind Sehnenvierecke,
also gilt:

¥ FEA + ¥ ABF = 180° 1)
3 ABD + ¥ ACD = 180° (2)
3 ABF + ¥ ABD = 180° (3)

Aus (1) und (2) folgt

¥ FEA + ¥ ABF + ¥ ABD + ¥ ACD = 360° (4)

Aus. (4) und {3) folgt

3 FEA + ¥ ACD = 180°,

Man iiberlegt sich leicht, daB daraus die Behauptung folgt.

F e )

A 22 43 o 99 - 100°
w (142)(1=2) + (3+4)(3=4) +...+(29+100)(99-100)
= =1¢(1+2+3+4+...+100)
= 5050,

Es gilt: 323 = 17.1Q
Ferner ist 20n+16n—§u-1 = (19+1)n+(19-3)n-3n-1
Nach dem binomischen Satz ergibt sich:

= 19n+1+19k+(=3)"=3" -1

= 19(m+k) =3 (1 - (=1)")
mit m,k ganz. Wie man leicht sieht, ist dieser
Ausdruck dann und nur dann durch 19 teilbar, wenn

(--'1)a =« 1, d.h. wenn n gerade ist.

Man zeigt aun, daB der Ausdruck fiir gerades n auch
durch 17 teilbar ist:

20" + 16" - 3" 1= (1743)" + (17-1)" - 3"
17D+ 3 =3 4+ 17 +1 - 1
= 17(p+q) (p,q ganz)

somnit ist der gegebene Ausdruck dann und nur dann
durch 323 teilbar, wenn n gerade ist.



ACHTUNG'! ACHTUNG! ACHTUNG !

Hinwedlis der Schriftleitung!

Zur Vereinfachung unserer "WURZEL"-Abrechnung '’

beginnen wir mit der Nr. 9/67 mit einem neuen

Verfahren. Wir geben fiir das laufende Schul-

jahr (d.h. fiir Nr. 9/67 bis Nr. 8/68 sowie die

in diesem Zeitraum erscheinenden Sondernummern)

Abonnements saus. Der Preis betrégt pro Abonne- ,

ment 2.50 MDN. Wir sind der Meinung, daB3 dieses

neue Verfahren nicht nur uns die Arbeit erleichtert,
® condern auch Thnen Vorteile bringt.

Vielen Dank fiir Thr Verstindnis!
Ihre Schriftleitung

1) Fiir diejenigen unserer Leser, die bereits ein Abonnement
besitzen, trifft der Hinweis der Schriftleitung nicht zu!

Vi. Mathematik-Spezialisienlager des Bezirkes Gera

Vom 6.-19.7.67 fand in Bad Kdstritz das VI. Mathematik-Spezia-
listenlager des Bezirkes Gera statt. Wie ﬁereita angekiindigt,
wurden Organisation und Durchfiihrung von Mitarbeitern und Stu-
denten der Sektion Mathematik der Fr.-Schiller-Universitét Jena
und vom Ratdes Bezlirkes Gera, Abt. Volksbildung, getragen.

70 Schiiler aus den Klassenstufen 7 bis 12 waren ins Mathe-Lager
delegiert warden. Es ist bedauerlich, deB die EKapazitét des
Lagers (100-110 Schiiler) von den Kreisfachberatern nicht woll
ausgeschipft wurde.

Die Betreuer vermittelten den Teilnehmern in den Seminaren neue
Kenntnisse aus solchen wichtigen mathematischen Disziplinen wie
Mengenlehre, Aussagen- und Prédikstenlogik, Geometrie, Rechen-
technlk, Analysis u.a. Dabel wurde bereits vorhandenes Wissen
vertieft und erweitert, aber such viele neue Eenntnisse wurden
erarbeitet.

Die Lager-Teilnehmer brachten sum Ausdruck, dsB ihnen die Art der
Darstelluny des S8toffes als in sich abgeschlossene Themenkomplexe
sowie die Breite der ausgewiihiten Themen gut gefallen und einen
tieferen Einblick in dis Anwendungsgebiets der Mathematik ver-

"



mittelt haben. Fiir die Zukunft wédre zu wiinschen, da8 in den kommen-
dey Lagern die Schiiler durch noch aktivere Mitarbeit im fachli-
chen Gesprdch zum Gelingen dieser Veranstaltungen beitragen. {jver
unsere Vorstellungen zur Gestaltung der nlichsten Spezialistenlager
wird noch berichtet werden.

Fiir eine interessante Freizeitgestaltung war sbenfalls gesorgt. @s
bestand die Mdglichkeit, sich an Wettbewerben in Schach und Iuft-
gewehrachieBen zu beteiligen. Das herrliche Sommerwetter wurde
intensiv genutzt, im wunderschdnen Preibad ven Bad Edstritz Kdrper
und Geist zu erfrischen.

Als weitere Veranstaltungen seien nur das Leichtathletiksportfest,
der heimatkundliche Vortraz und die Tages-Vanderung genannt. Wir
mbchten die Gelegenheit nutzen, den Rat des Bezirkes zu bitten,
durch eine angemessene finanzielle und materielle Unterstiitzung
mitzuhelfen, den Lagerteilnehmern eine vielseitige und anspruchs-
volle Freizeitgestaltung zu bieten. Im vergangenen Lager mufiten
leider Vorhaben wie Schallplattenabend, Tischtennisturnier usw.
Wunschtréume bleiben, weil die hotwendigen Materialien nicht besorst
werden konnten. .

Hohepunkt des Spezialistenlagers war ein zelungener AbschluBabend,
an dem die Sieger der Mathematik-Lagerolvmpiade und die besten
Sportler =i¥ Buchprémien und Urkunden ausgezeichnet wurden.
Abschlielend mOchten wir Gen. Johannes Brauer ausz Krossen danken,
der als Lagerleiter sein méglichstes tet, trotz der relativ be-
scheidenen Mittel, die =zur Verfiigung standen, allen Lagerteilnshmern
einen anzenehmen Aufenthalt in Bad Kstritz zu bieten.

INHALY

GruBbotschaft von der IX. IMO v 4 v o ¢ o o « o o o & s 2
Stefan Heinrich: Die IX., TMO . & &+ v ¢« 4 4 4 o o 2 « o o 3

M0 = Aufgaben o « ¢ o ¢ +re 4 0 0 0 e 0 b e e e e e e e
Aufoeden (B, Bexda)e « « ¢« © v v v w s w6 woaw s e 4D
TEBUNEON o 6 v % o 5 ¢ § % 8 6 96 % £ & § £ 8 & ko5 8
Hinwels der Schriftleitung + « « + ¢+ o + » « « ¢ « o« « 11
VI. Mathematik~Spezialistenlager des Bezirkes Gera . . .11
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WURIEL - Schiilerzeitung fiir Mathematik

Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik an der Fried-
rich-Schiller-Universitlit Jena. Die Zeitung erscheint monatlich
zum Preis von 0,20 MDN. Bestellungen sind an die Mathematiklehrer
der LEOS, BBS oder SpS zu richten. Einzelbestellungen kdnnen direkt

an unsere Adresse eingesandt werden,

Redaktion: Leitung: Klaus Fischer, Hansgeorg MeiBner
Miterbeiter: N.Kuse, H. Peukerr H.Schirrmeister,
J.Schwarz, L.Staiger, W.Ulbrich,

R.Wackernagel.
Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
69 Jena
Helmhol tzweg 1
L, ] ._R
V-14-6 6 1603 M 1756-67 1

Mitieilungen der Redaktion

Zu unserem Artikel "Uber die Rolle der Mathematik bei der Errich-
tung des Entwickelten Gesellschaftlichen Systems des Sozialismus”
in der Nr.7/8/67 erhielten wir eine groBe Anzshl von Zuschriften,
in denen die Frage nach genaueren AusbildungsplE&nen an der Sektion
Mathematik der Friedrich-Schiller-Universit#t sowie nach Einsatz-
méglichkeiten der Absolventen gestellt wurde. Wir sind dabei, eine
Publikation zu erarbeiten, in der diese Fragen weitgehend gekl&rt
werden. Allen Interessenten werden wir diese Publikation demn#chst
zuschicken.

X

Anl#B8lich des 50. Jahrestages der GroBen Sozialistischen Oktober-
revolution erscheint im Oktober eine "WURZEL"-Sondernummer, die sich
mit der Entwicklung der Mathematik in der UdSSR und ihren Erfolgen
beschiiftigt.

b

Wegen drucktechnischer Schwierigkeiten verzdgerte sich die Aus-
lieferung der Nr. 9/67. Wir bitten unsere Leser, dies zu entachul-
digen. Wir sind weiterhin bemilht, Ihnen die "WURZEL"- in den ersten
Tagen des Monats vorzulegen.

Ihre "WURZEL"-Redaktion



PERT - cine Anwendung der Graphentheorie bei der Planung von Projekien

In der einfiihrenden Betrachtung zur Graphentheorie wurde ein
¥lasgischer mathematischer Satz, der Eulersche Polyedersatz, mit
graphentheorstischen Mitteln bewiesen. ( Nr. 7/8 )
lier folgenda Bzitragm soll zeigen, daB einige mathematischne Metho-
u der Feinplanung von komplizierten Projekben - 3ie tzuchen

uriber Dezelchrnungen wie Netzwerkplanung, Zyklogramme, Methods des
kritischen Wages, PERT u.a. in den verschiedensten Publikations-
srganen ndufis guf ~ sehr eng mit der Graphentheorie verwandt sind.

Uie Planungamethode PERT soll etwas nfher beleuchtet werdan.
PERT ist die Abkiirzunz flr Prograr Evcluation and Review Technique
un? stellt eine Methode zur Beurteilunz und Priifung von Fldnen dar.
Es sei vorausgeschickt, daR die folgenden Betrachtungen zu PERT
mir grob und stark versinfacht angestellt werden knnea.

vor @le ¥ethods PERT beschrieben wird, so0ll ein kon¥rstas
Boigpiel den dnwendungsbereich von PERT sndeuten,

lie Realisierung eines komplizierten und umfangreichen Bauvor-
navens 2011 geplant werden. Fir dis Ausfiihrung der sinz=lnen
dauvorhaben z2ind Aufwendunsger an Baumaterlalien, Artsitskrdften
und Z2it nobwendig. ‘“Wie gind diese Aufwsndungen zu koordinieren,
damit daa Ge SEMtPPOJBkt in einem vorgesehenen Zeitravm fertiggestellc
varden k
Zunichet erschziint es sinnvoll, diz Realisierunz des Gesamtprojekts
in eine &nzshl von Ftappen zu zerglisdern, die zum Belspiel durch
die Termine fiir die Fertigstellung elrizloer Bauabschnitte von-
sinsnder abzezrenzt sind.Eolche “"Etappenziele” sollen Ereignisse
iz Zinne won FERT heilien. Btwas priEzlser formuliert, zoll ein

ignls folgenden Badinsungen geniigen:

is B

e
A // 1. Ein PERT - Erelgni: stellt elnen wesentlichen Moment

\ / bei der Realisiorunzg des Geasmtprojekts dar.

\/ « Ein PERT - Ereignis charsiterisiert den Baginn oder

den Abschluf irgendeiner THtigkeit.
A 3, Bin PERT - Eveignls bendtigt keine Aufwendungen an

Zeit, Arbeltskraft, Material u, a.
Der Zeitpunkt der FPertigstellung des Fundaments des Gedbdudes 1ist
2in Reispizl fiir ein PERT -~ Ereiznis, die Ausfiihrung der Pundament-
arbsiten dageren 1st kein PERT - Ereignis,

1"

N



Natiirlich reicht die Fixierung von FERT = Erelgnissen fir eine
ginnvolle Projektplanung nicht aus. Es macht sich noch eine Be-
griffsbildung erforderlich, in der die zeitlichen und materisllen
Aufwendungen ihren Niederschlag finden. Unter einer Operation

im Sinne von PERT goll die Ausfiihrung irgendeiner Tétigkeit ver=-
standen werden. Prédziser:

Eine PeiT - Operation ist die Realisierung eines Teil-
prozesses im Gesamtprozef des Projekts, die mit Auf-
wand an Zeit, Arbeitskraft, Materialien u. a. verbunden
Beispielsweise stellt die Ausfiihrung der Installationsarbeiten
in einem Gebdude eine PERT -Cperation dar.

Werden nun fir ein Projekt die PERT - Ereignisse durch Knoten
eines Graphen und die PERT - Operatiomen als gerichtete Bogen
eines Graphen dargestellt, so kann das Gesamtprojekt in Gestalt
eines gerichteten Graphem veranscinaulicht werden. Zur Unter=
scheidung sollen die Knoten nummeriert und die Bdgen mit latei-
nischen Buchstaben gekennzeichnet werden.

Beispiel: Planung fir die Errichtung eines Geb&udes

PERT - EKEreignisse:

1) Beginn der Ausschachtungsarbeiten

2) Beginn des Fundamentbaus

%) Abschlul der Materialanfuhr

4) Beginn des Rohbaus

5) Riehtfest .

6) AbschluB der Dacharbeiten

7) Beginn fiir die Innenputz - und Kalerarbeiten

8) Schliisseliibergabe

PERT - Operatiopen:

4) Erdarbeiten ~

B) Anfuhr des Baumaterials

C) Beschaffung von Betonierern

D) Beschaffung von Maurern

E) Fundamentbau

P) Ausfiihrung des Rohbaus

G) Dachdeckerarbeiten

H) Installationsarbeiten ( Innenausbau )
I) Ausfiihrung der AuBenputzarbeiten

K) Ausfilhrung der Innenputz - und Malerarbeiten

ist.



Graeph fir das Gesamtprojekt

Des Beispiel zeigt, dal die PERT -Ereignisse in einer logischen
Anordnung aufeinanderfolgen miissen. Das Ereignis 4 kann natir-

lich erst dann eintreten, wenn die Ereignisse 2 und 3 eingetreten
gind. Andererseits mub das Erelgnis 5 vor den ifreignissen 6 und

7 eintretien, Es besteht also ein echter Anlafl, die PERT - Ereignisse
folgendermaflen zu xlassifizieren:

Ein PERT - Ereignis i heiflt Vorlaufer fiir ein “FRAT - Er-

signis k, wenn es zeitlich vor dem Ereignis k eintreten
mud. i, kf{‘l, 2y, 35040 }

Ein PERT - Ereignis m heiflt Nachfolger eines ZERT - Er=-
eignisses 1, wenn es zeitlich erst nach dem Xreignis 1
eintreten kann. l,me {1, 2, 3,...}

Daraus fclgt,dal nicht jeder gerichtete Graph ein sinnvoller

PERT « Plan sein kann. n

Der obige Grarh kxann keinen PEHTd— i'lan darstellen, da jedes der
4 Ereignisse sein eigener Vorlaufer und Nachfolger ist.

Zundchst ist noch nicht ersicintlich, wie der gerichtete Graph
als Scnaubild fir ein Gesamtprojekt zur Planung benutzt werden
kann. In der nachsten Nummer wird diesem Problem besondere Auf=-
merksamkeit gewidmet werden.

Hannes Peulzer
wissenschaftlicher [litarbeiter
an der “ektion Mathematik
der Friedrich = iecniller -
Jniversitit Jena



AUFGABEH (10. Serie)

9,Klasse: (9.17) lan zeize, daB nt'(n4 - 1)(a* - 16) aurch
1870 teilbar ist.

(2.18) ian 17se die Gleichung:

x2+5|x| -4 =0

10.Klasse: (17.17) Auf der Geite AB des Dreiecks A ABD mit
mezebenen Zeiten AU = 2 und E1 = b ¥onstruiere

man das zleichseitize Dreieck A 120, edl
~elcher GriBe des 'inkels <% AOD hat die
Strecl-e OC die ~rdlite Tdnre?

(10.18) Man 1l%se im 2ereich der -anzen 7a len fol-
wende tleichungzg:

X s y=% + Yy

o

11./12.X1lasse:
(11./12.17) a) *lan ldse die “leichuns

| %> - 4| =|2x |
b) !lzan l3ce die !Ingleichung
I x= - B > | 2x |
(11./12.18) *an zeize, dal in der Zahlerfolze

; B i - , .
ag = a1 =" n ¥ 8peq Y 2no2 {m 2 2)

jede vierte Zahl durch * teilbzar ist.

PREISAUFGASEN (P. 10

Innerhalb eines #erebenen Drelecks A A3C ist der
Punkt O so zu finden, dafl sich die "l&cheninhalte
der Drelecke A AOB, 4 AOC und A BOC vie

1 : 2 ¢ 3 verhalten.




I'ir jeden vecllsté&ndigen Losungsweg der Preisaufgabe erhélt
der Einsender einen “ertpunkt. Fiir fiinf ‘Jertpunkte erh&lt

der Einsender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei
Binsender mehr als f'inf “ertpunkte haben, entscheidet das

Los (unter AusschluB des Rechtsweses).

Falls ein Besitzer von fiinf Yertpunkten nicht urter die
Geowinner f211t, nimmt er automatisch an der nichsten Aus-
losung teil. Die Ldsungen sind unter dem Xennwort '"‘urzel-
Preisaufzabe' bis zum 30, des jeweiligen Jrscheinungsmo-—

ncts (Datum des Poststempels) an unsere Adresse einzuschicken,

THFOR ATTONA = INFORLATION M — INFORGATL M 4% -  TUP RLATL

Datenverarbeitung - imner besser

Jie slektronische Jatenverarbeitunzsanlame Ll = &
aus der Ud: F schafft 1.ilo. Operaticnen pro aec.
Sie kann mit ililfe von Zusatzmeréten mehrere Auf-
~ahen mleichzeitis ldsen. Zesonders vorteilhaft

ist ihre /invendung fir die Kl&érungz theoretischer
Frazen auf den 5Gebieten der Physilk, Chemie usw.

INFORGATIONGT = THFORGATION G —  THNPORUATIONEN - IHPoA

"]
L
-
r
H

swlektronischer "Prifer"

Im Polytechnischen Institut in ILwow wird der “lek-
tronenrechnar "Alpha 5" verwendet zur Uberpriitung
des issens der “‘tudenten und zur Jiederholuns des
Studienstoffes. Die ilMaschine kann nicht nur Tra-
zen stellen und die Antworten zensieren, sondern
auch nach einem vorgegebencn Text ‘/iederholungs-
auf:;aben stellen. el unzureichenden Antworten
werden die restellten Framen erliutert, hevor die
ndchste Frare zestellt wird.




r————

TRFORMATIONEN - INFORVATIONEN = INFORMATIONEN - THFORYVATT

Ausbildungszentrum fir Datenverarbeitung

In Rostock entstand die erste zentrale Ausbildungs-
stitte fiir Dstenverarbeitung., In zwei Jahren theo-

retischer und praktischer Ausbildung kann dort der

Beruf eines Datenverarbeiters erlernt werdeun.

Zu den Preisaufgaben P.& bis P.8 erhielten wir cine griliere

Anzahl von Einsendungen. Die angegebene Ldsung der Aufpgabe

Pé fand keiner der Einsender, wihrend P7 und P& von mchreren

fihnlich der Verdffentlichung geldst wurden.

Filir unsere neuen Leser jeben wir die Aufgaben noch elnmal an:
(P.6) Es ist ein Dreieck A ABC zv konstruicren, von dem

l gepeben sind:

-3

1) die Seilten & und b,

2) 8 =3 o
(P.7) Man lise “oigends Gleichung:
| x =1 ~2|x~2!1+ 3 x=- % =4
:(?.5) san gebe alle Tripel {a,b,c; natiirliicrer Zanlen an,

die folgenden Bedingungzen g2nigen:

b, ¢ teilerfremd, 1 < a < ¢ und es gilt:
SO—
Verl - o/
Losungen:

(P.6): HNehmen wir an, wir hd#tten das Dreieck schon konstruiert.
Dann teilen wir den Winkel B
wie in der Skizze angegeben.
Wir erhalten zwel gleich-
schenklige Dreiecke. A4 ABD
ist gleichschenklig, da bei-
de Basiswinkel gleich o sihd. A BDC ist gleich-
schenklig, da ¥ CBD = ¥ BDC = 2x ist(Satz vom Au3en-
winkel).-




Bs gilt nun: BC = a nach Vorausseztung und DC = a
nach dem oben Gesagten. Also gilt AD = b - a un

nach oben auch BD = b - a. Aus BC, DC und BD kdnnen
wir das Dreieck A BDC konstruieren, und wir erhalten
durch Verléngerung von CD um AD das Dreieck A ABC.
Die Konstruktion ist nur dann mdglich, wenn a < b.

(P.7): Wir untersuchen folgende Fdlle:

1« D <x
X =-1=-2(x=2) + 3(x = 3) = &4
ergibt: x =5
2., 2<x<3
B X =-1=2(x=2) =3(x=3) =4

ergibt sich nach Auflésung der Betrége
unter Beachtung des Vorzelchenwechsels

x =2

7. 1=xz<2
X =1+2(x=-2) =-3(x=3)=4
O-x + 4 =4

(gilt fir alle x)
4. x <1

—(x=-1) +2(x - 2) - 3(x = 3) =4
. x = 1

Fassen wir zusammen:

Falls 3 < x, ist x = 5 Ldsung der Gleichung.
Falls 2 < x < 3, 1ist x = 2 Losung der Gleichung.
Falls 1 < x < 2, ist jedes x, d.h. jedes x mit

’ 1 < x < 2 Losung der Gleichung.
Falls x <1, ist x = 1 Losung der Gleichung.

Also sind alle x mit 1 < x < 2 oder x = 5
Losungen der Gleichung.,




(P.B): a+i::_) — }'_g
2
a+% - acb
& _ D
2%~ 1 c
Da b und ¢ teilerfremde Zahlen sind (it. Aufzasznstelluns}

erceben s ich folgende Lisungen:

b._1[¢ z_lﬂjlq
a"-—ﬂ—c | 8115|2435 |

| Dor Fell & = 1 ist nicht moglich, da = nicht erklért
| ist. Folgende Tripel erfiillen deher die Gleichung:

i (2,2,3)y (3,2,8), (4,4,15), (5,5,24),(6,8,39).
RSP, . . S — iy
(2.12)¢ ¢ AF und ®G seian die 3eitenhsal-

P btiereadsn. ZH = ¥7% lt. Voraus-

E G .“/" \\‘ H setzung, .

} J_/"‘m:ﬂ,/\\' Hieraus felgt: AN = B0 = § A

| /’",'/ M '“‘*-«\E und IR = M = i\% 2E.

B o= —*p (De sich die Seitenhalbierenden

4 im Verb#ltnis 1 @ 2 schneliden)

il huferdem gilt: 3 OMA = ¥ BMH

f folelich: A AMG = ABMH  (sws)

! i = B

! T = &

1

(9.13): Die Konstruktion erfolgt nach:

a° T
!l Lz—t—q_ = '| S,c

“ i 180°% - 3.54° = 18°

(9.14): Man betrachte die Funktion f(x)= 2—2% und die

Funktion g(x)= 15151—2

Es gilt [f(x)]= [g(x)]hichstens dann, wenn
If{x) - g(x)| < 4. Man iiberzeugt sich leicht, da

) f(—?-o) = g{-;%—) gilt.

10



AuBerdem ist [f(x) - g(x)| = 1 genau dann, wenn

x=-31‘-j oderx=—~§0-—12‘ .

Also liegen die L¥sungswerte im offenen Intervall
121
(90 ' ).

1]
(=]

Fir 2 < x < % ist [f(xﬂ
1

und fir F<xc P ist [£x)
AuBerdem ist

fitr ]1’-.5 <x< -;ﬁ (8(x)]
und fir % < x< -:-;)‘ ist [5(::)] =

Alle x mit T% < x< % oder é <x< %%» erfilllen

die Gleichung.

(10.11): Die Gleichung ist nicht 13sbar, da immer gilt:
11 + x> x
und |1 - x| O .

(10.14) “iir benutzen die lethode der vollsti¥ndigen Induktion.
#ier pur der letzte Schritt:

Die Behauptung <elte bis n.

z.z.: Sie gilt auch fiir n+1

Bl an+1 + _%:T ist =snuz.
a

Dazu zerlegen wir wie folgt:
n+1

a + ;%:7 = [(a® +—i3)-(a - %)] - (@l =Ly

an"|
Die Ausdriicke auf der rechten Seite sind laut
Induktionsvoraussetzung ganz und damit ist die

sesamte rechte Seite ganz.

(11/12.13) a - b endet auf m Nullen.

Es ist a-b" m (a - b)ex (x ganz)
Das Produkt (a - b)s+x hat als letzte Ziffern mindestens
m Nullen.

11



n.n
-0

Aber a erdet nur dann aut m Nullen, wenn die m letzten

i n . .
Ziffern von a ind bR ~leich =ind.
-

Die folgende Lisung sand*e uns unser Jugoslawien-Korrespondent
und Teilnehmer der VIII. IMO (in Sofia) Georgz Dugzofija ein.

(11./12.14) : Der Punkt D ist immer zwischen den Punkten A und B,
& weil 2B = c die griBte

b Seite des Dreiecks 4 ABC
,,a””/, h ist. Dann gilt:

=l
< 3. (Vi1-n? \/4n? ) = £(n).
Neiter ist f'(h) = O genau dann, wenn h = 2 2
V5
| und " (=2-) < 0;
I s
ey e .
also £__ (h) —f‘(@) ! und Fgi1, duh. F__ =1,
Dieser Fall tritt ein, wenn a = 1, b = 2 und
¥aB =% (c=\5) sind,

ZUM KNODELN - ZUM KNOBELN - ZUl aANOBZLN - ZUM KNOBELN - ZUM KNOB

Die zu einem Freundschaftsbesuch in Jena weilende Delegation der
Staatlichen Ceorgischen Universit&t Tbilissi teilte uns das folgen-
de Spiel mit: Man lege 16 Streichhdlzer in die in der Skizze ge-
zeigte Anordnung. Die beiden Spielpartner
IIIIHI dirfen nun abwechselnd aus einer beliebigen
]}i|| Reihe (aber bei jedem Zug nur sus genau einer)
eine beliebige Anzahl von H@lzchen entfernen.
III Verloren hat derjenige, der das letzte Streich-
I holz nimmt. Unsere Frage: Ist dieses Spiel
etwa schon mit dem ersten Zug entschieden,
falls beide Partner es genau kennen 7 Wie muf man spielen, um zu
gewinnen 7

12
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NFORMATIONEN — INFORMATIONSN — INFWORMATIONEN - INFORMATIO _

Maschine zensiert

Sechs Kilometer dinnsten Leitungsdrahtes, sowie
Halbleiterelemente sind in einem nicht sehr gro-
Ben Gerdt enthalten, das in der Lage ist, hundert-
tausend Fragen zu behalten und die gleiche Zahl an
Antworten richtig zu bewerten. Dieser mechanische
Examinator "AST-66" wurde von Studenten fiir die
die Klasse eines programmierten Studiums am Mos-
kauer Technikum fiir Architektur und Bauwesen kon-
struiert. An der Schreibbank jedes Studenten be-
findet sich eine Telefonwfhlscheibe, ein Knopf und
eine winzige Ruflampe. Die Antworten auf die im
Examensbillet enthaltenen Fragen wdhlt der Student
an. Die Lampen auf dem Steuerpult des Gerdtes zei-
gen an, wer zur Antwort aufgerufen ist und geben,
nachdem die Intikstoren die Antwort in Ziffern
iibertragen haben, die Zensur. Am Ende zieht die
Maschine das Fazit. Nur Sekunden vergehen - schon
jst dle Gesamteinschiitzung des OStudenten fertig.
Eine Tafel zeigt die Zensur an.




PERT - eine Anwendung der Graphentheorie bei der Planung von Projekten (Teil il)

Ein zu planendes Gesamtprojekt kann bei beliebigem Feinheits-
grad der Einzelprojekte durch einen gerichteten Graphen dargestellt
werden. Die EKnoten des Graphen entsprechen dabel den PERT-Ereignis-
sen, die Bogen den PERT-Operationen. Um den gerichteten Graphen zur
Planuug benutzen zu kGnnen, ist es notwendig, Jjeden Bogen zusé@tzlich
mit Informationen iiber die Aufwendungen an Zeit, Arbeitskréften und
Materialien zu versehen, die zur Realisierung der Jedem Bogen zuge-
ordneten PERT-Operation erforderlich sind. Im folgenden werden die
Betrachtungen auf die Aufwendungen an Zeit beschréinkt., Fir die anderen
Aufwendungen verlaufen die {fberlegungen analog.

Die Zeitdauer fir die Erledigung einer PERT-Operation ist meistens
eine GrdéBe, die von Btochastischan1) Einfliissen (z.B. Wetter, Zuver-
lédssigkeit der Technik usw) abhiingt. Deshalb 1l&Bt sich die Zeitdauer

fiir eine PERT-Operation nur schétzen. Bel PERT werden drei Typen von
Zeitschétzungen angewendet:

‘m| optimistische Schétzung o - minimals Zeitdauer fir die PERT-

* OUperation (unter den gilinstigsten
Bedingzungen)

—i wahrscheinlichste Sch&tzung = - wahrschesinlichste Zeiltdauer fir

! die PEET-Jperaticn {unter dern
: segebenen Bedipgungen Erfashrungs-
! werte)

) Pessimistische Schétzung p - maximale Zeitdauer fir die PERT-

% Operation {unter den unginstig-
cuen Bedingungern)

Aus diesern drei Schétzuugzen o, m und p kann die mittiere Zeit-
dauer t_ nach folgender Fcrmel bestimnt werdern:

” =‘-:.\+i-i—m+p

Die Dispersiocn - 2

¢ - O
fJ-'.b, =\

- .. “
ist ein Mal dafiir, wieweit die angefiihrten Zeitschdtzungen streuen.z‘
Es ist klar, daf slle Zeitenmaoen mit der gleichen Zeiteinhsit zu

p

treffen sind.



BEISPIEL:

In Tabelle 1 sind dle einzelnen Schétzungen fiir die Zeitdauer
der PERT-Operationen angegeben und die Werte wvon te und ai
berechnet. (MaBeinheit fiir die Zeit: Woche)

Tabells 1 Operation| o| m | p te o%
A 2 4 5 3,63 0,25
B 56| 7| 6,00 0,11 e Zopen-
Cc 1 51| 6 4,50 0,69 auf 2 Stel-
D 3] 68| 5,65 0,69 yen gerun-
E 2 3 6 3:33 0,44
F 41 517 5,17 0,25

Der vervollstdndigte Graph hat dann folgende Gestalt:

t = 3,63 —O——1¢ = 5,63

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im weiteren auf die Eenn-
zeichnung der PERT-Operationen durch lateinische Buchstaben ver-
ziohtet. Es ist klar, daB eine PER@—Operation eindeutig durch die
Angabe der beiden koinzidierenden 3) PERT-Ereignisse in der Rei-
henfolge [Vorléufer; Nachfolger] darstellbar ist.

|| lnmspmz PERT-Operation D ~ [4;5] .

Mit Hilfe der te-Information fiir jede PERT-Operation ist es mig-
lich, den Zeltpunkt Te fir das friihestmdgliche Eintreten elnes
Jjeden PERT-Preignisses zu berechnen.

Ein Pert-Ereignils kann frihestens dann eintreten, wenn alle
seine Vorléufer eingetreten sind. Das Anfangsereignis (PERT-
Ereignis ohne Vorlédufer) bekommt den Wert T,k = O zugeordnet.

.Die Rechenvorschrift i1st sehr einfach:



Der TE4ﬂart fiir ein PERT-Ereignis ergitt sich durch Summation
aller te—Werte auf dem Weg vom Anfangsereignis bis zum betrach-
teten PERT-Ereignis. Gibt es mehrere Vege, d.h. existieren fiir
ein PERT-Ereignis mehrere Summenwerte, so ist der maximale
Summenwert zu nehmen.

lBEISEIEL.  7s(")
Tp(2) = T(1) + £ [152
Tp(3) = TE(1) + t,[1;3] = 6,00 Wochen
TE(#) = Tp(1) + t,[154]
max{Tp(2)+t [255] 4 Tp(3)+t [3:5] s T (&) +8 [455] }
max{9,26 , 9,33 , 9,67}

9,67 Vochen

0 Wochen

4,50 WWochen

]

5,63 Wochen

]
n

n

Ty(5)

Ty = 3,65

7))

| Tg éO/\/TE'Q,.oo wg.w
-7}
- p——

(=]

TE = 4 y U

—

Der TE—Wert fiir das Endereignis (PLERT-Ereiznis ohne Nachfolger)
reprasentiert die minimale Frist fiir die Realisierung des Gesamti-
projektes.

Durch den Auftraggeber fiir das Gesamtprojekt oder durch liber-
geordnete Planorgane kann eine Auflage erteilt werden, in welcher
Frist das Gesamtprojekt realisiert werden muR. Diese Frist wird
"mit TS bezeichnet. TS gibt an, wann das Endereignis spétestens
eingetreten sein muB. Natiirlich ist es nicht sinnvoll, TS kleiner
als den TE-Wert fiir das Endereignis zu wéhlen. (Ts < TE(Endereignis)
wiirde aber fiir den Rechenformalismus kein Hindernis darstellen.)
Im weiteren soll stets Tg = TE(Endereignis) gelten.

Es ist offensichtlich niitzlich, auch Zeltpunkte TL fiir das
spdtestzuléssige Eintreten eines jeden PERT-Ereignisses zu berech-
nen, weil die Differenz zwischen TL und TE Hinoweise auf eventuell
vorhandene Zeitreserven bis zum Eintreten eines PERT-Ereignisses
vermittelt.



Ein PERT-Ereignis muB spétestens zu einem solchen Zeit-
punkt TII eintreten, fiir das das Endereignis noch zum Zeit-
punkt TS eintreten kann.

Das Ender:ignis bekommt den Wert T, = TS zugeordnet. Die Methode

zur Berechnung der Ty ist &hnlich wie bel der Berechnung der Tp,
allerdings wird vom Endereignis ausgegangen. (Riickspulen des gerich-
teten Graphen).

Der TLAWert fiir eln PERT-Ereignis kann berechnet werden
durch Subtraktion aller te—Werte fiir PERT-Operationen, die
den Weg zwischem dem betrachteten PERT-Erelignis und dem End-
ereignis festlegen, vom Wert Tq. Gibt es mehrere Wege, so
ist der minimale Wert der Differenz als T -Wert zu nehmen.

’BEISPIEL: TL(S) = TS = 9,67 Wochen
TL(4) = TL(S) - te[4;5] = 4,04 Wochen
T1(3) = By (5) - te[3;5] = 6,34 Wochen
: T.(2) = T4(5) - £,[2;5] = 4,50 Wochen
1.(1) = min{T(2)-t_[1;2] ,PL(3)-%,[153], Tp(4)-t,[154] }

|

nin{0, 0,34 , 0,41}

1

= 0,

Die getroffene Voraussetzung iber Tq = TL(Endereignis) hat stets
TL(Anfangsereignis) = O zur Folge. Aus den Tp- und Ty-Werten fir
jedes PERT-Ereignis konnen die Zeitreserven berechnet werden. Es
ist fiir jedes PERT-Ereignis die Differenz R = Ty - Tp zu bilden.

R ist die Zeitspanne zwischen frithestmtglichem und spétestzuléssi-
gem Eintreten eines PERT-Ereignisses, also die Zeltreserve fir das
Eintreten des betrachteten PERT-Ereignisses. Diese Zeitreserven
kdnnen fir andere Zwecke genutzt werden.



R = 0,41

AbschlieBend sollen alle Daten fir Tpy Tp und R des Beispiels
in einer Tabelle 2 zusammengefalBt werden.

BEISPIEL: R(5) = O Wochen
R(4) = Tp(4) = Ty(4) = 0,41 Wochen
R(3) = T(3) - Tg(3) = 0,34 Wochen
R(2) —TL(E) TE(E) = 0 Wochen
R(1) =T.(1) - T5(1) = O Wochen

Tabell_e_z Ereignis TE T, R =T, -Tp
1 0,00 | 0,00 0,00
2 4,50 4,50 0,00
3 6,00 | 6,34 0,34
4 3,63 | 4,04 0,41
5 9,67 | 9,67 0,00

Der Weg vom Anfangsereignis zum Endereignis mit den
minimalem Zeitreserven heiBt kritischer Weg.

Der kritische Weg zeigt den "diinnsten Faden" im Gesamtprojekt

und weist den Planer darauf hin, der Realisierung der durch den
kritischen Weg dargestellten PERT-Operationen besondere Aufmerk-
samkeit zu widmen. Der Plan ist auf dem kritischen Weg am empfind-
lichsten gegeniiber Stdrungen.(Zeitverzug). Das Finden des kriti-
schen Weges und das Aufdecken vorhandener Zeitreserven ist das
Hauptziel der Planungsmethode PERT. Es eriibrigt sich, zu bemerken,
daB komplizierte und umfangreiche PERT-Pléne mit Hilfe elektronl-
scher Rechenautomaten analysiert werden kdnnen.

In der Einleitung wurde darauf hingewiesen, daB alle unsere
Uberlegungen zu PERT stark vereinfacht gefiihrt wurden. Es wurde
7



darauf verzichtet, die in jedem Falle notwendige statistische
Absicherung der berechneten Werte niher zu beleuchten. Das Ziel
des Beitrags konn els erreicht betrachtet werden, wenn demn Leser
das Grundprinzip der Planungsmethode PERT klar geworden ist.

ARNMERKUNG il s

1) Eine stochastische GréBe ist eine GroBe, deren VWert zu-
fiéllig ist,sich aber durch Regeln der Wahrscheinlichkel ts-
rechnung beschreiben 1l&Bt.

2) Die Yormeln resultieren aus wahrscheinlichkeitstheoreti-
scher hhprlegungun. auf die hier nicht n#her elngegangen
werden wann,

3) Koinnidierende PERT-Ereignisse sind solche, die durch eine
PERT-Operation verbunden sind.

Hannes Peuker

wissenschaftliclicr Mitarbelter
an der Sektion Mathematik

der Friedrich-3chiller-
Universitit Jena

LCHTURG ~ ACUIUNG = ACHTUNG - ACHTUNG ~ ACHTUNG - ACHTUNG
Auf Grund des spéten Grscheinungstermins der "Wurzel"
lr.9.wird der iinsendeschluf der Preisaufgaben P.9/7
bis P.9/6 bis zum %1.12.67 verlingert (falls die Lo-
sungen nicht vorher in anderen Zeivungen erscheincn).

— — ——— ——
—_—

LOSUNGEN

|h!

|

(10.12): Bs gilts
ab

a) Ty =& =5 o sin(a,b) =< 9%

b) vienn man das Viereck in 2 Dreiecke teilt, gilt
F s ab , cd

- 2
und andererseits: F = 5% + 2% :

einerseits:

Durch Zusammenfassen erhéilt man:

F < %+§%+%+% & at+c)(b+d i
s e — = L‘““%“L'——l

@



(9.15)t %ir nehmen an, die Zahl x besitze n Ziffern
(aﬂ....an), und ihre erste Ziffer sei aq.
Dann gilt: x > a, - 102"
" Es ist aber 85 .08, < 1021 » da 0 s a4 < 10
(L =1,...,n)
Man erhZlt also x > 84850008, . q.e.d.

i 1,1_x+3_ _5 _
(9.16): Es ist x V7 x -y x -y~ x(g—x) ’

" Wir setzen x - 2,5 = 4.

Ea ereibt sleh ey = TR THANT S EE -

Dieser Bruch nimmt seinen kleinsten Wert offensicht-
lich dann an, wenn d = 0 (d.h. firx =y = 2,5) gilt.
"Somit erhalten wir als Ldsung:

1,1_4
x*y=3 -

(10.16): 1.Fall: x = 1 ox - 1

b
non
= AW

2.Fall: x s 1 x =20

(11./12.15): Es gilt: 10 > n2
Da dic Lomarithmusfunktion strensg monoton ist,
erhdlt man durch Logarithmicren:

log, 10 > lomaw? = 2+logym

lojzs 10
logs 10 _ 1 _+ log, 5 _ 1 1
&= Togam Of, T - logem " logem
(10.10): Bs gilt: z = (n” = 1)(n’)(n’ + 1)

Zu zeigen ist: z = 504¢k = 7+.B+9:k (k ganz)
Dazu ist zu zeiesen:

T. z = Rep
1.Fall: 21n} hierraus folgt =|n und 8|n3
2.Fall: 2,{11.:S dann gilt entweder 2|n?—1 und uln?+1
. oder 4/n’-1 und 3 n’+1 ,
da von zwel aufeinanderfolzenden geraden Zahlen
eine mindestens durch vier teilbar ist.

i y



I1I. =z

1.Fall: 3|n

9+q 3
v also 3|n und 9]n3

2.Fell: 3/n’, folglich 3/n
Ich betrachte nun die Reste aller nicht durch drei

I1I. z

teilbaren n bel der Teilung durch 9:

Ry(m): |1 ]2 |45 |78

Fir die Reste von n” ergibt sich:
Ry(n’) = Ry((Ry))): |18 |1]|8]|1]8]
Hieraus ergibt sich, daB

entweder 9[n5 - 1 oder 9[n3 + 1 glilt,
7T

1.Fall: 7|n°
| 2.Fall: 7fn’
Ich betrachte: B(n): 1 2 3 4 5 6

nun folgt R7(n5)= 116 1 6 6

J Somit ergibt sich ?|n’ - 1 oder 7|n’ + 1

E Mithin ist durch die Betrachtung aller mdglichen
Fdlle bewiesen, daB (n3 ~ ‘1)(113)(n?5 + 1) immer
durch 504 teilbar ist. '

(11./42.17): a) Wir guadrieren die

b)

Gleichung und erhalten

L
x - 912

+ 1o = 4x
x4 - ‘12x2 + 15 = 0
**=6%2 <%
= (1% v5)2
Es ergibt sich fiir x: x = £(1 £ V5 )
Die Gleichung hat also folgende LOsungen:
X4 = - 1 - 45
X5 = 1 - V5

X = =1+ 5

_ ]C;i = 1+ ¥5
Da beide Seiten der lingleichung positiv sind,
erhdlt man durch Quadrieren der lingleichung .

x* - 8x° + 16 > 1%°
X' - 12x° + 16 > O
liegen a) kann ich die linke ‘eite folgender-
malen darstellen:
(x =1 =) (x +1 =5x = 1 +vVE)N(x + 1»5) > O

10



Dieses Produkt ist dann und nur dann positiv, wenn
Jeweils zwei seiner Faktoren gleiches Vorzeichen ha-
ben, und nur dann ungleich Null, wenn alle Faktoren
ungleich Null sind, d.h. in folgenden Féllen:

I. x < -1 -+5" (alle Faktoren sind negativ)

II. 1 -v/5'< x </5 - 1 (die ersten beiden Faktoren

| sind negativ, die anderen positiv)

ITI. 1 ++/5'< x  (alle Faktoren sind positiv)
Hiermit erhé@lt man auch simtliche Losungen der Un-
gleichung, da alle zu Anfang durchgefiihrten Umfor-

" mungen &#quivalent sind.

(11./12.12): WP und WR seien die gegebenen Radien.
‘ I. Analysis: In der angegebenen Figur gelte

PP'= PR = RR'

Nach dem Strahleasatz ist dann auch
551 =BT = T, d4a S'F7 || P'RT .

Somit ist S'T' die gesuchte Sehne.

ITI. Konstruktion: Folgt unmittelbsr aus I. und
der Skizze. P! P_——_R R’

ITI. Beweis: Folgt unmit-
S/ s T, T
telbar aus I.
IV. Determination: Die //\\\\\‘EE\ZZL////,\\
EKonstruktion der Seh- M

‘ne ist dann und nur dann mdglich, wenn der
Winkel ¥ PMR 4+ 180° ist.

AUFGABEN (1. Serie)

9.Klasse: (9.19) Es ist zu beweisen, daB

% + %_3 2 ist, wenn ab> 0 gilt.

(9.20) Gegeben seisn 5 Blatt Papier. Davon werden
einige in 5 Teile zerrissen. Von diesen
werden wieder einige in 5 Teile zerrissen
usw. Ist es mdglich, daB man auf diese -
Wleise 1967 Teile Papier erhélt?

n



10.Klasse: (10.19) Man konstruiere ein Dreleck aus h,, s,
und dem Umkrelsradius r.

(10.20) Man bestimme alle Funktionen £, die fol-
genden Bedingungen geniigen:
f(xy)= £(x) « £(3)
f(x+y) = £(x) + £(7)
f(x)£0

1./12.Klassge:
| (11./12.19) Man beweise, daB fiir alle natiirlichen n
1 « 1! +2 « 2! ...+ 10 ¢ n! = (n+1)!=1 gllt,

(11./12.20) Dem Einheitskreis sel ein regelmiBiges
10-Eck einbeschrieben. Man bestimme die
Summe der Quadrate der Entfernungen eines
beliebigen Punktes der Peripherie zu den
Eckpunkten des 10-Ecks.

—

PREISAUFGABE (P.11)

Man berechne

X Y Z -
N = YT * Yot * Yot vemn XYZ= 1 1st.

Mir jsden vollst&ndigen Losungsweg der Preisaufgabe erhalt
der Einsender einen Vertpunkt. Fir 5 Jertpunkte erh#lt der
Einsender ein Buch. collten pro ronat mehr als drel Einsender
5 tertpunkte haben, entscheldet das Los (unter susschluB des
:achtsweges).

F2lls ein Besitzer von 5 «ertpunkten nicht unter die Gewinner
f&llt, nimmt er automatisch an der néchsten auslosung teil.
Die Losungen sind unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgabe"
bis zum 3c. des jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des
Poststempels) an unsere Adresse einzuschicken. '
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Aerr Ambrosius und die BOOLEschen Funktionen ctionen

Die Art und Weise, wie uns Herr Ambrosius im Heft 6 der "Wurzel"
seinen Speiseplan verrdt, ist schon ein wenig ungewShnlich. Den-
noch machte es wohl keinem Leser Miihe, nach kurzem "logischen"
Nachdenken festzustellen:"Herr Ambrosius beliebten, heute keine
Suppe zu essen."

Wie vollzieht sich aber dieses natiirliche logische SchlieBen?
Hat es seine eigenen Gesetze? - GewiB! Aber welche? Lassen sich
vielleicht Teile dieses Regelgebéudes mit mathematischen Metho-
den behandeln? !

Antworten auf diese und #hnliche Fragen gibt uns die Mathema-
tische Logik, eine Disziplin, deren Entwicklung mit Leibniz be-
gann und die aua der modernen Wissenschaft nicht mehr wegzuden-
ken ist. '

Nehmen wir also die Schrullen des Herrn Ambrosius zum AnlaB,
einen Teil der Mathematischen Logik - die Aussagenlogik - in
seinen Anféngen kennenzulernen.

Die erwihnte Scherzaufgabe besteht aus einer Reihe sinnvoller
Gebilde unserer Sprache, z.B. (in préziser Fassung) aus folgen-
dem Satz:"Sebastian Ambrosius, ausgewiesen durch DPA-Nr.XV000000,

2



trinkt am 27. 6. 1967 um 12 Uhr MEZ in seiner Wohnung eine
Tasse PRESTO-Kaffee." Mit diesem Satz machen wir eine Aus-
sage iiber die objektive Realitidt. Fiir derartige. Aussagen
postulieren wir auf Grund unserer Erfahrung die sogenannte
Zwelwertigkedit:
’-‘Z‘ Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.
Folglich kdnnen wir die Menge R aller Aussagen vermittels
einer Abbildung w eindeutig auf die Menge [0, 1} der Wahr-
heitswerte O -~ falsch, 1 - wahr abbilden, w(A) heiBt in die-
sem Zusammenhang Wahrheitswert von A 7.
Unsere Erfahrung lehrt fermer, deB wir mit Hilfe n - stel-
liger aussagenlogischer Verkniipfungen (Aussagenfunktionen)
o die Menge A xR x R X A in die Menge A abbilden kdnnen,
So entsteht z. B. aus den Aussagen
M - "Ambrosius trinkt Milch" und
B - "Ambrosius iBt Brdtchen" (M, B€R)
unter Verwendung der zweistelligen Aussagenfunktion "wenn -
sc" (Implikation, hier kurz o) die Aussage x(B, M), d. h.
"Wenn B, so M" gus R , also:
"Wenn Ambrosius Brdtchen iBt, 80 trinkt er Milch'.
Wie ist es nun um den Wahrheitswert dieser zusammengesetzten
Aussage bestellt? Im ungiinstigen Falle kann er von B, M und
von den Wahrheitswerten w(B) und w(M) abhiingen. Hier fordern
wir sinnvoll dle
Extensionalitéa t:z)
w(a™(Aqye+-9A,)) bingt nur von den w(A,), nicht
sber von den A, selbst ab (1Msv sn).
D. h., die Aussage x(B', M'), wobei B'- "Ambrosius liebt Mo=-
zart" und M' - "Der Sonnabend ist arbeitsfrei", hat den glei-
chen Wahrheitswert wie o(B, M), wenn die Wahrheitswerte von B
und B' sowie M und M' iibereinstimmen. In der Sprache der
Mathematik heiBt dies: Zu jedem o™ gibt es genau eine eindeu-
tige Abbildung >) £® von {0, 1}x...x{0,1} in {0, 1}, so dab fir
Jedes Aqye.syhn Bus R gilt: hmol
W@ (Ags 00 09hy) = £2W(AY), 00 (AY)).
Die den klassischen Aussagenfunktionen "nicht" (Negationm),
hier kurz B genannt, "und" (Konjunktion), "oder" (Alternative),
"wenn - so", “genau dann, wenn" (Aquivalenz) auf diese Ueise

.




zugeordneten einstell:.gan bzw. zweistelligen BOOLEschen Funktionen
werden gewShnlich mit "non s wet", .vel", .seq", ,dq" bezeichnet
und sind - das lehrt uns der Umgang mit den Aussagenfunktionen -
wie folgt zu definiersnf

1
o

1, falls x

non (X) = Def )
. | 0, sonst

1, falls x = 1Tund y = 1

et (X¥) = per
LO, sonst

O, falls x = O und y =0

vel (X,¥)= pos?
1, sonst

0, falls x = 1und y = 0

seq (x,¥)= Def*
1, sonst

1, falls x = ¥y

8q (X,¥) = pert

| 0, sonst

Einer formalen Ldsung unserer Scherzaufgabe steht nun nichts
mehr im Wege. - s)
Wir haben w(K) = 1, ferner w( «(K, p(M))) = 1. (1)
S at z 1. (Abtrennungsregel)

g Voraussetzung: w(A4) = 1 und w( aw(lg)a5)) = 1-
Behauptung: m(A ) = 1.
Mit Satz 1 folgt aus (I) nun w{ B(M)) = 1. (II)
Aus unserer Aufgabe wissen wir, da8 w( «(B,M)) = 1. (I1I)
Eine zweite Hilfestellung gibt
S a t 2z 2. (Kontrapositionsregel)

Voraussetzung: w( oc(Ll.Aa)) 1.
Behauptung: w( «( p(45), B(44))) = 1.
Bewedls (22?7) |

Aus Satz 2 und (III) folgt nun w( «( (M), B(B))) =1
Mit (II) und Satz 1 haben wir daher w( B(B)) = 1. (Iv)




SchlieBlich besagt unsere Aufgabe, daB w( o ( B (B), B(S))) = 1. ()
Aus (IV), (V) und Satz 1 folgt w(p (S)) = 1, d.h. non (w(5)) = 1,
was mit w(S) = 0 gleichwertig ist.

Herr Ambrosius iBt also keine Suppe! fiverlassen wir ihn weiter
seinen Eigenarten, denn uns interessiert w(S) schon léngst mehr
als die Aussage S. Doch dariiber mehr im nfchsten Heft.

1) Falls also der Wahrheitswert w(A) einer Aussage A gleich 1 ist,
sagen wir, A isf wahr.

2) Extension - Wahrheitswert einer Aussage :

3) Wahrheitswertfunktion oder nach George Boole (engl. Mathe~
matiker, 1815-1864) BOOLEsche Funktion genannt.

4) Im weiteren bezeichnen wir, wie bereits teilweise eingefiihrt,
mit K, M, B bzw., S die Aussage: "Ambrosius trinkt Kaffee",
"Ambrosius trinkt Milch", "Ambrosius iBt Brdtchen" bzw.
"Ambrosius iBt Suppe”.

S) Wir erinnern, deB wir mit oo die Implikation und mit B die
Negation bezeichnen.

(777) Uberlegen Sie sich diese Beweisel

Rolf Lindner
wiss. Aspirant
an der Sektion Math.
der Friedr.-Schiller=Univers.
Jena

NETARACHTSAUFGARE

Wenn zum 4.Advent die letzte Xerze des Adventkranzes angeziindet
wird, ist es meist so, daB nicht alle 4 Kerzen gleichzeitig ab-
brennen. Iet der gleichzeltige BrennschluB unter folgenden Be-
dingungen méglich:

1. Die 4 Xerzen sind zylindrisch, haben gleichen Durchmesser,
gleiche Lénge, sind aus dem gleichen Material (d. h. sie
haben gleiche Brenndauer).

2. Die Brennzeit zu allen 4 Adventen ist gleich.

3, Es diirfen innerhalb der Brennzeit keine Kerzen geldscht
bzw. andere angebrannt werden.

Man gebe eine allgemeine L8sung fiir n Advente (n Kerzen) an.



Auigaben (12, Serie)

9.Klasse: (9.21)

(9.22)

10.Klasse: (10.21)

Der Punkt A des Parallelogramms ABCD sei mit
den Mitten E und F der Seiten BC und CD ver-
bunden.Man zeige, daB die Diagonale BD durch
IE und TP in drel gleiche Teile geteilt wird.

Es seien a, b ganze Zahlen. Es ist zu zelgen,
daB die kleinste positive Zahl der Form

ax + by = 4 (x,y ganz) gleich dem groBten ge-
meinsamen Teiler von a und b ist. .

Man zeige, daB
tanx + coto= Efeﬁ

(10.22) Man ldse das Gleichungssystem
x=-y=90 (1)
lgx+1lgy=23 2)
j1/12.Klasse:
(11/12.21) Man beweise folgenden Satz: In einem regelmé-
Bigen Tetraeder ist die Summe der Entfernungen
eities beliebigen inneren Punktes zu den Sei-
tenflichen konstant.
(11/12.22) Man zeige, daB man unter n+1 ganzen Zahlen
gweli finden kann, deren Differenz durch n
teilbvar ist.
PREISAUFGABE (P.12)

Es ist zu zeigen, daB innerhalb eines beliebigen spitzwinklizon
Dreiecks AABC ein und nur ein Punkt P 1it folgenden “lgenschaf-

ten existiert:

Dreiecck.

a) 3JAPB = 3BPC = IC¢A = 120°
b) Die Geraden, dle durch die Punkte A,B und C senkrecht
zu %P, BB, TP verlaufen, bilden ein gleichseitiges

¢) vie Summe der Entfernunzen von P zu den Punkten Ay 2,C
| int mininal.




Fiir jeden vollst&ndigen Lésungsweg der Prelisaufgabe erhdlt der
Zinsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Binsender finf
lertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluBl des
Rechtswenes).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewin-
ner f&llt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil.
Die Lésungen sind unter dem Kennwort "Jurzel-Preisaufgabe” bis
zum 30, des jeweiligen Erscheinunssmonats (Datum des Poststem=
pels) an unsere Adresse einzuschicken.

INFORMATIONEN - INFORMATIONEN ~ INFORMATIONEN - INFORMATIONEN

Sowjetische Ingenieure entwickelten die Universal-
Rechenanlagen "7"NIIEN-1" und #TNIITM=3", Je nach ihrer
] Restimmung kinnen diese Anlagén von aulen durch zu-
i =dtzliche Vorrichtungen ergénzt werden.

Das Speicherwerk beateht aus Magnetbéindern. Eine Kas=-
sette, die 700 Meter Magnetband fallt, enthdlt bis zu
zwei Millionen WSrter. Die Eingabe der Informationen - ‘
| pis zu 1000 Silben pro Sekunde - erfolet iiber Lochkar-
ten. Die Rechenreschwindigkeit betrégt 40 000 bis
| 75 900 dperationen jo Sekunde. ' r
Die Maschinen "WHILWI" k¥nnen nicht nur bei Lenksyste-
men, sondern auch bei automatischen Vorrichtungen fiir
Planung und Statistik der Produktion einzesetzt werden.

ACOTUNG = ACTTTUNG = ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG = ACH

Das diesj®hrige Uathematikspezialistenlager des Bezir—
kes Gera ("interlagmer) findet vom 19.2. bls zum 29.2,1968
in “borsdorf (Kreis Tobenstein) statt. An diesem Lamer
werden etwa 70 Schiller der 7.-12.Klassen teilnehmen. Die

IJ Betreuuns der Sehiiler wird wie schon in den versangenen
Tamern von Mitarbeitern und Studenten der Friedrich-3chil=-
L~p-Universitdt ‘'bern mmen. In diesen Larer erfolgt auch
die Vorhereitunm'der vnrausaichtllcheﬁ Teilnehner der
DOR="1-mpiade d»r Jumzen .lakthenabiker aus dem Rezirk

'H:Qral

I it



LOSUNGEN

(9.17): Es ist n° (n - ﬂ)(n - 16) =

= (n - 2)(n = )02 + 1)(n + 2)(n° + 1)(0° + 4)

und 1800 = 8.9.25
Man zeigt jetzt leichté daf das Produkt

durch 8:9.5 teilbar ist. Fiir den Fall, del n

(n-2)n -1 + 1)(n + 2)

2 nicht

durch 5 teilbar ist, zeigt man durch Restklassenbetraci.-
tung, daeB dann (n2 + 1) oder (n + 4) durch 5 teilbar ist.
Damit ist die Aufgabe. bewiesen.

(9.18): Es gilt: x° + 3|x| -4 = IX|2 + 3lx| -4

(x| = D(xl +3) = 0

Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar, da |x| =-3
nicht mBSJ.iCh iat' |xl =,
Das Ergebnis ist also x4 = 1 und x5 = = %,

(10.18): Bs gelte xey =X + ¥
| Durch Umformen erhilt man: X*y = x =y + 1 = 1

Daraus ergibt sich (x - 1)(y = 1) =1
Aus dieser Gleichung ergeben sich sofort die folgenden
Ldsungen: Xqg = ¥q = 2

und X, = yp = 0

(11/12.18): Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion

I.
IT.

II1.

3le, ist klar, da 8, = 3
Wir nehmen jetzt an, deB 3|a,_, und zeigen, daB
dann auch 3|la, (n 2 8) gilt:
Es ist &, = a,_4 + 8, »

= %2 * &3 * fpo3 * fn

= a3 + 2an
Da a _, laut Annahme durch 3 teilbar war, ist so-
mit auch a, du;ch 3 teilbar,
Somit ist durch vollsténdige Induktion bewiesen,
daB die in der Aufgebe aufgestellte Behauptung
richtig ist. -
(Siehe anch Teft 5/67 und 6/67 "Dle Hethode der
vollstindigen Induktion'").
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L3sungsbesprechung zur Proisaufgabe (P.10)

Nachdem wir zu den Preisaufgaben (P.9/1....6) leider keine Ein-
sendungen erhalten hatten, michten wir von den uns eingesandten
L3sungen der Preisaufgabe (P.10) verschiedene LBsungswege vor-
stellen:

Die erste Ldsung wurde uns von E. Schin aus Schulpforte einge-
sandt: "Teilt man ein beliebiges Dreieck AABC in drel Drelecke
AAOB, AAOC, ABOC, so da8 dlie Strecken A0, BO, CO durch die Sei-
tenhalbierenden der Seiten des Dreiecks ABC gebildet werden,

so sind die Dreiecke AAOB, AAOC, ABOC fléchengleich."

Die bis zu dieser Stelle erfolgte Betrachtung ist zur Lisung
der gestellten Aufgabe nicht notwendig. Erst jetzt beginnt

die eigentliche L3sung der Aufgebe.

"Will man jetzt erreichen, daB sich die Flécheninhalte wie

13 2 1 3 verhalten, so muB man, da die Grundselten der Drei-
ecke AAOB, AAOC, ABOC glelchbleiben, die Hthen h , hys h,
dieser Dreiecke ver#ndern, und zwar im Verh&ltnis 1 3 2 : 3",
Der wichtigste Teil der LOsung ist hier zu kurz gekommen.

Fiir eine ordentliche Ausfiihrung der Ldsung ist es ndtig,

den oben angegehenen Sachverhalt genauer herzuleiten. Dann
hidtte der Einsender némlich auch bemerkt, dal er die HGhen
nicht im Verhédltnis 1 : 2 : 3, sondern im Verhéltnis 1 : 2,

1: 3, 1 : 6 verlindern und zwar verkiirzen muB. So aber setzt er
seinen FehlschluB fort:

"Man teilt die HGhe h, in der H&lfte, b, belédft man und ha
wird um die Hilfte verliéngert. Durch diese Tellungspunkte
werden Parallelen zu den entsprechenden Seiten gezogen. Auf
diesen Parallelen muB der Punkt O liegen, und zwar im Schnitt-
punkt der drei Parallelen. Veroindet man jetzt den Punkt O mit
A, B und C, so erhdlt man die Drelecke AAOB, AAOC, ABCC, deren
Flécheninhalte sich wie 1 : 2 ¢ 3 verhalten!"

Hétte der Einsender seine Lésung nur einmal skizziert, so wiirde
er sofort bemerkt haben, daB sie falsch ist. Man erhdlt nimlich
nicht nur einen, sondern im allgemeinen drei Schnittpunkte, die
sémtlich auBerhalb des Dvelecks liegen.

Anders dagegen verféhrt Erwin Eiselt aus GrofBbodungen. Ir beginnt
mit einer ausfiihrlichen analytischen Betrachtung, dis Bestand=-
teil jeder geometrischen Konstruktion sein sollte:



a) Analysis

A

Da sich die Fliéchen der Dreiecke AAOB, AAOC und ABOC wie 1:2:3
verhalten sollen, gilt:

Aypon =1

Aﬁ AC = 2 jeweils Flécheninhalt begzogen auf
Mroc = 3 Aipop =1

Brgpe = ©

ks gilt aver auch fiir AABC

ahg 12 12
&) Appc = 5 = 6 deraus folgt: ¢ = 5:— s analog b = -rb ’
12
a =
By
(2) Fiir die Fldchen der Teildrelecke gilt:

ch,
- = 1 daraus folgt: ¢ =

2
B
bhy 4
-5~ = 2 daraus folgt: b = EE
G
)

ahz
—x+~ = 3 daraus folgt: a =

[

Setzt man dic entsprechenden Werte von (1) und (2) gleich, er-
hélt man noch Vercinfachung:

h h h
hy =gy by =30, by =52
Dicese V"erte sind eleomontar konstruierbar, also kann der gesuchte
Punkt konstruiert werdern.
b) Fonstruktion

“ian zeichnet zu ¢ elne Parallele in Abstand von h,.| s velche
innerhalt der reiccirnliche verliuft. iben:o eine zu b im
Austand van N, . ber Jehnibtpunkt beider ist der ~ecuchte Punkt,
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Die Eonstruktion folgt bei dieser Lisung ummittelbar aus der
Analysis. Trotzdem ist eine kurze Konstruktionsbeschreibung
notwendig, ebensc wie der Beweis der Konstruktion, der hier
leider fehlt. Bei dieser Aufgabe hiitte es sogar susgereicht,
zu sagen, dal der Beweis der Komstruktion aus der Analysis
folgt. Den SchluB jeder Konstruktion bildet eine Determination,
in der die Bedingungen fiir die Konstruierbarkeit angegeben
werden und eine eventuelle Mehrdeutigkeit der Konstruktion
erdrtert wird.

z) Determination

Es gibt stets eine und nur eine Lisung der Aufgebe, da sich

J nach Voraussetzung im Inneren der Dreiecksfliéche befinden
soll.

DaB man eine EKonstruktion such anders 13sen kann, zeigt Peter
Kannemann aus der 10.Klagsé der EOS SéHlsusingen. Br gibt
einen grundsétzlich mdglichen Weg zur Komstruktion an, ‘indem
er den gesuchten Punkt, d.h. seine Koordinaten mit Hilfe der
analytischen Geometrie bestimmt. Hierzu gehSrt aber der Nachweis,
daB sich die errechneten Koordinaten elementargeometrisch kon-
struleren lassen.

AABC liege wlie angegeben in der x y - Ebene des kartesischen
Koordinatensystems.

y
§

A, = 1g(.-.-h-- zd)

Az = %(h(u—c) + d(g - a))

wegen A1:A2=h5 = 1:2:3

1



gilt: % ad = % (ch = gd)

dw ch
2a + g

% ad = % (h(a = ¢c) + d(g - a))
1 1
=

$ad-Zdg= g hlar o)
d

- hgg—c)
a - g
il = Hadl
ch(4a - g) = h(a -c¢) (2a + g)
ch ((4a - g) + (2a + g)) = ha(2a + g)
6 ach = ha(2a + g)

cu BAE

a= -

Somit ist 0 = (285, B

Peter hat neben dieser Losung auch noch eine elementargeo-
metrische, &hnlich der von Erwin Eiselt, eingesandt.

Daraufhin het er fiir eine Preisaufgabe zwei Wertpunkte erhalten,
da er zwei vollstédndige und im wesentlichen verschiedene Idsungs=
wege angegeben hat. '

Wir mdchten an dieser Stelle nochmals darauf hinweisen, daB wir
uns vorbehalten nicht nur fir Lésungen der Preisaufgabe, sondern
auch fir sehr gute Losungen der anderen gestellten Aufgaben,
sowle fiir interessante Problemstellungen (mit Losung) Wert-
punkte zu verteilen.

Druc richti

In der Sondernummer zum 50.Jahrestag der Oktoberrevolution ist
uns ein bedauerlicher Druckfehler unterlaufen:
Bei der Aufgabe (S.2) muB die Rekursionsformel fiir x 4 wie

_ . 4
folgt lauten: - Xp-t 1
Xn+1 -55;—-

Wir bitten dieses Versehen zu entschuldigen.
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