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Einiges iiber Folgen und Reihen 1 (SchiuB)

5. Reihen

Ein uraltes Tier kriecht fortwéhrend immer in einer Richtung.
Dabei legt es pro Zeiteinheit immer die H&élfte der vorher be-
wéltigten Strecke zurlick. Wie weit wird es kommen?

Wir kOnnen davon ausgehen, daB das Tier in der Anfangszeitein-
heit gerade eine Léngeneinheit (LE) zuriicklegt, in der folgenden
dann eine halbe Léngeneinheit, also insgesamt schon (1 + E)LE
dann kommt -LE hinzu, also (1 + " )LE usw. SchlieBlich gelangt
das Tier bis zum "Ort" 1 + % % ces + zfm1 + %a y den wir mit

8, bezeichnen.

| : Jo 135233
L L I 1)
0 -4 "*I ‘f#g&z 2

Die Skizze 1ldB8t vermuten, daB die Folge (s, ) der Aufenthaltsorte

n &esen 2 konvergiert. Um dies zu beweisen,‘suchen wir zundchst
eine geelgnete Darstellung von s. Wir subtrahieren zu diesem
Zweck wvon Sp die Zahl gs

& 2.1 1
8, = 1 + S+t oeee AW
1 _1 1 1 1
ZSB_E+TP+"'§H+§“‘-

Hieraus folgt:
5 15 =1 - 1
n_ 2°n 28+7  und somit

8y = 2 = %‘
Nun berechnen wir
s -2l =2 -Fr-2l = |-l =F<e

Die letzte Ungleichung ist erfiillt, wenn ot > % gilt. Das ist

aber fiir fast alle n richtig (davon iiberzeugt man sich durch
Logarithmieren dieser Ungleichung), und somit konvergiert s, &e-
gen 2. Wir erhalten also

lim (1 t X e +m) =2
Man muB allerdings bemerken, daB die obige Skizze hinreichend
gut Auskunft gibt iliber das anfangs formulierte Problem, zumal
das Tier nach einer gewissen (endlichen) Zeit kleinere "Schritte"
machen miiBte, als es in der Lage ist, d.h. es wird bereits nach

einer endlichen Zeit (anndhernd) 2LE zuriickgelegt haben und dann
dort verharren miissen. Unsere detaillierten ﬁberlegungen dienten
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vielmehr der Vorbereitung auf die folgende allgemeine Fragestel-
lung. Dazu zundchst eine
Definition:

Gegeben sei eine Folge (a,).

Der Ausdruck 8y t a4 + «.. + a, + ... heiBt Reihe,

a, heiflt das n-te Glied der Reihe und

’V‘ 8y t 84 + «.0 + 8 = Sh hei3t n-=-te Partialsumme
A der Reihe.

Die Frage besteht nun darin, ob bei einer solchen fortlaufenden
Summierung, wie es in einer Reihe geschieht, etwas sinnvolles
entsteht, d.h., ob "zum SchluB" etwa eine Zahl herauskommt.

Im einfiihrenden Beispiel hatten wir speziell die Reihe

B14: 1 + % + aee + %g # oo

betrachtet und stellten fest, daB die Folge der Partialsummen
(1 + % + o0e + %r) gegen 2 konvergiert. Wenn wir hingegen die
Reihe

B15: 1 4+ (=1) + 1 + ... + (—1)n + oo

betrachten, so ist 8g = &8y = 1, 84 = ag + a4 = 0, Sy = 1,

Sz = O usw. Bei der fortlaufenden Summierung entsteht immer ab-
wechselnd 1 und 0, die Folge (sn) der Partialsummen konvergiert
also nicht (vergleiche auch Teil II, B13).

Aus diesen beiden Beispielen ersehen wir, daB die fortlaufende
Summierung durch das Verhalten der Folge (s ) der Partialsummen
beschrieben werden kann. Deshalb treffen wir die folgende
Definition:

Konvergiert die Folge (sn) der Partialsummen der

Reihe 8y + 84 + «.e + a2, + ... gegen eine Zahl s, so

n
heillt die Reihe konvergent, s heiBt Summe dieser
Reihe, und wir schreiben 8y + 87 + o0 + 8L+ ... = 8.
Jetzt konnen wir also sagen, daB die Reihe B14 die Summe 2 hat:

1+ % + ses + %K + eee = 2

AbschlieBend beweisen wir eine notwendige Bedingung dafiir, daf
eine Reihe konvergent ist.

S a t z: Ist die Reihe 8y +t 84+ ce0 o8+ .0 konvergent,
so gilt lim & = 0.
n -y o

Beweis: Wir setzen voraus, daB die Reihe_aO t8g + e +a, .,
konvergent ist und s ihre Summe ist.

N



&, ist sozusagen der Zuwachs der Partialsumme im n-ten

Schritt: a, = 8, — 8,4 (n > 0).

Deshalb gilt
lay, = O

|Sn N sn—1|
= |Bn -8 = (sn_1 - s)l
s |sp - 8| +]| 8y q - 5.
Die Folge (sn) der Partialsummen konvergiert aber nach
Voraussetzung gegen s. Somit gilt zu einem vorgegebenen
e > O fir fast alle n die Beziehung |s, - 8| < %+ Dadurch
gilt auch fiir fast alle n Isn_1 - 8| < % und folglich
fiir fast alle n |a, - O] < €.
Also konvergiert (an) gegen Null, und der Beweis ist be-
endet.
Aus diesem Satz folgt direkt, daB die Reihe B15 nicht konvergent
ist, denn fiir sie ist a, = (—1)n, und (an) konvergiert nicht ge-
gen Null.
K.Fleischmann

Assistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

Preisaufgaben (Serie 1/70)

(B1) In einem Dreieck sei im Inneren ein Punkt P gegeben. Zieht
man durch P Parallelen zu den drei Seiten, so wird das
Dreieck in 6 Teile geteilt, wovon drei Teile Dreiecke sind.
Man bestimme aus den Fladcheninhalten dieser Dreiecke den
Fldcheninhalt des urspriinglich vorgegebenen Dreiecks.

(B2) Man zeige, daB die Menge aller komplexen Zshlen a mit

. o T
a=ekq (x ganz) eine endliche Gruppe beziiglich der Mul-

tiplikation bildet.

(B3) Man ermittle ohne Benutzung der Differentialrechnung den

kleinsten Wert der Funktion

200 = 5

(x =2 0).

(B4) a) Man bestimme die Summe der Reihe

I 7+%+-§1—+...+%,r+...

b




b) Man entscheide, ob die Reihe

1 2 n
§+3+E+.-“+m+ b
konvergiert.

(B5) Man bestimme die Summe der Reihe

sin.% sin 2% sin n%
1 + 2 - % seas +T—+oco
2 2 2

(B6) Wieviel Lésungen besitzt die Gleichung
X 2

sinx=m

Fir jeden vollsté&ndigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
féllt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle uns ein-
gesandten Losungs-bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Ein-
senders, seiner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen
sein miissen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kon-
nen nicht berlicksichtigt werden.

Achtung: Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem geson-—
derten Blatt einzuschicken.

Buntes Allerlei

Auflosung sus Nr.11/69

Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion zur Bestimmung des
Gesamtwiderstandes bei der Parallelschaltung von Widersténden:

Nach dem Strahlensatz gilt

a+b_b /

R4 Ry Rz
. ”,
a+b _ %x Ry L
2 = 5
Daraus folgt a+ b o B3 b_a - b
R, R R™R
1 2 X X
und

il
-5
+
o] LY
N
1]
}fl."l =

\n



Onkel Fritz besitzt einen sehr wertvollen Kalender aus dem vori-
gen Jahrhundert. Nach wieviel Jahren stimmen Daten und Wochenta-
ge dieses Kalenders mit denen des betreffenden spéteren Jahres
iiberein?

Die drei Zahlen 12 5 2 wurden nach einer best%mmten Rechenvor-
schrift gebildet. Nach der gleichen Vorschrift wurden die Zahlen
27 x 11 gebildet. Wie lautet dann x?

—

Wir stellen vor: Dozent Dr. habil. Walter Wallisch

Dr. habil. Walter Wallisch ist Dozent an der Sektion Mathematik
Aer Friedrich-Schiller-Universitédt Jena, gleichzeitig Leiter

des Bereichs Numerische Mathematik
und stellvertretender Direktor fir
Forschung. Am 5.Mérz 1922 wurde er ge-
boren. Er besuchte in Aussig die Ober-
schule und legte dort 1941 sein Abitur
ab.

Von 1948 bis 1954 studierte er in Je-
na. AnschliefBlend arbeitete er als wis-
senschaftlicher Assistent am damaligen
Institut fir Angewandte Mathematik

und Mechanik, seit 1962 als Oberas-
sistent am Institut fiir Mathematik.
Hier promovierte er 1965 mit der Ar-
beit "Ein Abbildungsprinzip der Elasto-
mechanik und seine Anwendung auf pris-
matische Stébe". Zwei Jahre spidter habilitierte Dr. Wallisch.
Seit 1968 ist er Dozent an der Sektion Mathematik.

Numerische Mathematik |l
2. Absoluter und relativer Fehler:
Es sei X der exakte oder "wahre'" Wert einer Zahl, und x ein
(z.B. durch Messung oder ungenaue Rechnung gefundener) Néherungs-
wert fiur diese Zahl. Die Differenz
A=x-X (1)
wird dann als absoluter Fehler bezeichnet zum
Unterschied zu dem noch zu besprechenden relativen Fehler.
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BEs liegt in der Natur der praktischen Problemstellungen, da8 der
absolute Fehler eines Néherungswertes nicht genau bekannt oder
zumindest nicht durch einen endlichen Dezimalbruch darstellbar
ist. Damit iiberhaupt eine quantitative Fehléranalyse moglich ist,
muB wenigstens eine Schranke s fiir den Betrag |Al des absoluten
Fehlers (positiv gerechneter Wert der Differenz x - X) bekannt

sein: |Al ss, d.h. |A| nicht gréBer als s. (2)

Schreibt man (1) in der Form X = x - A und beachtet (2), so er-
kennt man, daB der exakte Wert X zwischen x — s und x + 8 liegen

mulB: X-8sXsx+ 8,

wofiir man insbesondere in der physikalischen Literatur abkiir-
zend schreibt X=x2s.

So kdnnte man fiir die Zahl m z.B. schreiben m = 3,14 X 0,002, da
der unendliche Dezimalbruch fiir * mit 3,141... beginnt.

Bei den Néherungswerten von irrationalen Zahlen, die durch die
iibliche Rundung gewonnen worden sind, weiB man jedoch wvon vorn-
herein, daB eine halbe Einheit derjenigen Dezimalstelle, auf der
die letzte mitgefiihrte Ziffer steht, eine Fehlerschranke s dar -
stellt. Z.B. steht die letzte Ziffer von 3,14 auf der Dezimal-
stelle 102, und es ist daher 5+10"> = 0,005 eine Schranke fiir
den absoluten Fehler des Néherungswertes.

Da diese Fehlerschranke allein schon aus der Dezimalbruch-Dar-
stellung des gerundeten Ndherungswertes hervorgeht, ist es eine
allgemeine ﬁbereinkunft, diese Schranke nicht noch einmal expli-
zit anzugeben. Die Angabe m = 3,14 wird vielmehr als gleichbedeu-
tend mit = = 3,14 ¥ 0,005 angesehen.

Bel gerundeten Zahlen ist es demnach nicht einerlei, ob man
hinter die letzte Ziffer eines Dezimalbruches noch Nullen an-
hé&ngt oder nicht. So ist die Angabe m = 3,140 falsch, weil n
eben nicht zwischen 3,140 - 0,0005 und 3,14 + 0,0005 liegt.
Ebenso ist die Angabe 1000m = 3140 falsch. Richtig wére z.B.
1000 = 3,14-‘103 oder 31,4-102 oder irgend eine andere Darstel-
lung, bei der 4 die letzte mitgefiihrte Ziffer in einem Dezimal-
bruch ist.

Beim Rechnen mit N&herungswerten ist die Gleichheit also anders
zu verstehen, als man es .sonst gewohnt ist. Dieser Sachverhalt
wird oft nicht beachtet. So folgt z.B. aus m = 3,14 und /2=1,41
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nicht nv/2= 4,4274, sondern das Ergebnis wird erst rich-
tig, wenn man auf e i n e BStelle nach dem Komma rundet:
Te/2 = 4,4, |

(Der unendliche Dezimalbruch der irrationalen Zahl m.:+/2 beginnt
mit 4,4428...). .
Ebenso wird oft nicht daran gedacht, daB die Um f ormun g
eines Rechenausdruckes, der irrationale Zahlen enthdlt, fiir die
numerische Auswertung schwerwiegende Folgen haben kann. Die Um-
formung kann vorteilhaft, aber auch nachteilig flir die Genauig-
keit des Resultats sein.
Betrachten wir z.B. den Ausdruck X = GJG?-ﬂ)s, s0 konnen wir
ihn durch "Auspotenzieren" umformen in X = 99 - 70-1/51 Beim
Einsetzen des N&herungswertes 1,41 fiir /2 erhZlt man jedoch
zwel stark voneinander abweichende Werte, nédmlich auf vier Stel-
len nach dem Komma gerundet:

xq = (1,41 = 1)® = 0,0048

Xy = 99 = 701,41 =0, 3000.
Die Frage, welcher der beiden Werte X4 und X5 der bessere Néhe-
rungswert flir X ist, und ebenso die Frage, auf wieviel Stellen
ein numerisches Resultat zu runden ist, um "richtig" im Sinne des
Rechnens mit N&herungswerten zu sein, fiihrt auf das Problem der
Fehlerfortpflanzung bei den Grundrechenoperationen.
Zur Anslyse dieses Problems ist es zweckm&Big, vom Begriff des
relativen Fehlers auszugehen. Dieser Fehler - weiter-
hin mit & bezeichnet - miBt die "Glite" eines Nédherungswertes
oder einer Messung, indem er den absoluten Fehler auf die Grofe
des anzundhernden Wertes X bezieht:

5 =54 = X% (3)
Wir wollen den absoluten und relativen Fehler in einem Beispiel
einander gegeniiberstellen.
Wird eine Strecke von 1 km auf einen Meter genau ausgemessen,
so ist der ab s o1 ut e Fehler wesentlich grofer als bei
der Messung einer Strecke von 10 m auf einen Zentimeter genau.
Trotzdem sind beide Messungen von gleicher Glite, denn der r e -
lative Fehler betrégt in beiden Féllen & = X 0,001 oder
in Prozenten ausgedriickt 1006% = X 0,1%.

Dozent Dr. habil. W.Wallisch



Aus der Sektion Mathematik

Wir wollen an dieser Stelle iliber die FDJ-Arbeit an unserer Sek-
tion schreiben. Es soll versucht werden, die vielseitigen Aufga-
ben der FDJ=-Studenten darzulegen. Um nicht abstrakt ilber diese
Aufgaben zu schreiben, wollen wir eine FDJ-=Gruppe zu Wort kom-
men lassen. Wir stellen vor die

FDJ-Gruppe Mathematik-Diplom, 4. Studienjahr (Abt. Numerik)

Unsere FDJ-Gruppe besteht aus 7 Studentinnen bzw. Studenten

und wurde Anfang des
#

6.5emesters, also im b

v
™

Marz 1969 gebildet.
Zu dieser Zeit fand
die Aufteilung unse-
res Studienjahres

auf die einzelnen
Abteilungen statt.
Aus den vormals zweil
Seminargruppen wur-
den entsprechend den
Abteilungen 4 Gruppen
gebildet. Mit der Aufteilung begann auch die Fachausbildung, d4.h.
fir uns die verstdrkte Ausbildung in Numerischer Mathematik.
Soviel vielleicht zum Entstehen unserer FDJ-Gruppe. Jetzt wollen

wir auf unsere Aufgaben als ¥FDJ-ler eingehen.

Im Studium kann man keine Trennung zwischen rein fachlicher Aus-—
bildung (d.h. nur dem Studium der Mathematik) einerseits, sowie
der Ausbildung in anderen Fachern, insbesondere der in Marxismus-
Leninismus durchfiihren. Erfiillung des vor jedem Studenten stehen-
den Studienauftrages kann auch nicht nur bedeuten, gute bzw. sehr
gute Leistungen in allen F&chern zu erreichen. Eine wesentliche
Seite unseres Studienauftrages bildet die FDJ-Arbeit. Die wich-
tigste Aufgabe dabel ist natiirlich wiederum die Erzielung hoher
Studienleistungen. Zur FDJ-Arbeit gehdrt aber noch einiges mehr.
'ber dieses "noch einiges mehr" sollen einige Punkte unseres
diesjéhrigen Arbeitsplanes Auskunft geben.

Nach AbschluBl des 4.Studienjahres findet filir alle Studenten die
Staatsexamensprifung im Fach Marxismus-Leninismus statt. Unsere



Gruppe wird eine schriftliche Arbeit anfertigen unter dem Thema
"Stand der Verwirklichung der dritten Hochschulreform an der
Sektion Mathematik". Das ist eine sehr umfangreiche Arbeit und
sie setzt ein gutes Wissen in Marxismus-Leninismus und die
Fahigkeit‘zur schopferischén Anwendung dieses Wissens voraus.
Fiir uns sehen wir dabei etwa folgende Aufgaben: Griindliches
Studium der Materialien zur dritten Hochschulreform und der zu
ihrer Verwirklichung herausgegebenen Bestimmungen bzw. gefalten
Beschliisse und Vereinbarungen. Es stehen dabei Probleme wie
- Notwendigkeit des Vierjahresstudiums, damit verbunden eine
inhaltliche Neukonzeption der Ausbildung in allen Phasen,
Wissenschaftlich-technische Revolution und reale Basis in
der DDR,
- Praxisbezogenheit des Studiums,
- Stellung der Studenten und Wissenschaftler zur Ausbildung
in Marxismus-Leninismus.
Diese genannten Punkte kdnnen natiirlich nicht von uns allen er-
schdopfend behandelt werden. Unsere Aufgabe kann es dabei nur sein,
an einzelnen Problemen mitzuarbeiten und ansonsten die reichen
Erfahrungen bzw. Arbeitsergebnisse der letzten Zeit unter diesen
Gesichtspunkten auszuwerten. An unserer Sektion beschd&ftigen sich
Arbeitsgruppen z.B. mit der Ausarbeitung einer Praktikumsordnung
fiir das Berufspraktikum, mit der Neukonzipierung der Fachausbil-
duneg, mit der Studienwerbung (dazu gehdrt unter anderem die
"furzel"). Diese Arbeitsgruppen zeigen, daB sich Wissenschaftler
und Studenten gleichermaBen verantwortlich fiihlen fiir die vor
uns stehenden Aufgaben. Fir unsere Gruppe besonders aktuell ist
dabei die exakte Erarbeitung eines Fachstudienplanes fiir die Aus-
bildung in Numerischer Mathematik und die Durchfiihrung 'des Be-
rufsoraktikums im Februar 1970.
Diese Staatsexamensarbeit ist gleichzeitig unser Beitrag zum
I1I.Karl-Marx-Seminer im Mai 1970 an der Friedricn-Schiller-
Universitéat.
Als einen konkreten Beitrag zum Leninaufgebot werden wir die zum
100.Geburtstag Lenins erscheinende Sondernummer der "fYurzel"
inhaltlich gestalten. In den Artikeln der Sondernummer wird auf
Zusammenhénge zwischen Philosophie und Mathematik, auf die Zu-
sammenarbeit unserer Mathematiker mit der Sowjetunion und even-
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tuell auf mathematische Arbeiten Lenins eingegangen.

Zu einen inhaltsreichen und vielseitigen Grupvenleben gehdren
natiirlich auch kultu-
relle und sportliche
Veransteltungen. Die
wichtigste Aufgabe auf
kulturellem Gebiet war
flir das gesamte 4.S5Stu-
dienjahr und damit

auch fir unsere Grup-
pe die Vorbereitung
und Durchfiihrung des
Mathematikerballes. Da-
zu gehdrten die rein
organisatorischen Fra-

gen, die Ausgestaltung

(unser Bild zeigt eine Karikatur mit Mitarbeitern der Abteilung
Numerik), eine Ballzeitung und ein Ballprogramm.

7anderungen (Das Bild auf Seite 9 ist bei einer Wanderung auf den
Jenaer Jenzig aufgenommen) und Sport (Tischtennisspielen an un-
cserer Sektion, siehe
Titelbild) bilden einen
erholsamen Ausgleich zum
Vorlesungsbetrieb. Ge-
meinsam besuchen wir Ver-
anstaltungen (z.B. am
24,11.1969 Gisela May im
Nationaltheater Weimar).
Diese kulturelle und
sportliche Betétigung
trégt auch zum gegensei-
tigen Versténdnis in der
Gruppe bei. Der Kollek-

tivgeist in einer Gruppe
ist wesentlich hoher, als wenn sich die Gruppenmitglieder nur aus
der fachlichen Arbeit kennen. FDJ-Versammlungen unter entsprechen-
den VerhZéltnissen durchgefiihrt (Bild oben) werden von keinem Stu-
denten als "notwendiges Ubel" angesehen.
FDJ-Gruppe Mathematik-Diplom 4 (Abt. Numerik)
11



In eigener Sache

Der Arbeitsbereich "Aufgabenteil"

Fir den Aufgabenteil der "/urzal" sind die Studenten Hartwir
Zckner (1.3tudienjahr, Mathematik-Divlom), Wolfganeg Kiefer
(2.5tudieniahr, Mathematix-Phy:ik-ILehrer), Reinhard Lorenz
(2.8tudienjahr, liathematik-Diplom) - auf unserem 3ild v.r.n.l. -
und Sigrid Miller {3.7tudienjahr Mathematik-Physik-Lehrer) ver-
antwortlich, 3ie er-
arbeiten gemeinsam
die Serienaufgaben,
wobel sie interes-
sante Probleme aus
dem Vorlesungsstoff
aufgreifen oder sich
aus zahlreichen so-
wjetischen Sammlungen
geeignet=> Aufgaben
heraussuchen. Die

eingesandten Losun-
gen dieser Aufgaben werden aann Korrigiert und guite Losunsen i
der "Ylurzel" vercffentlicht. Gehen jedoch zu einer Aufzabe kei-
ne Losungen ein, so mubk der Arbeitsbereich selbst eine verdi{fent-
lichun=swiirdi e LAsune finden.

Zu den 3erienaufraben werden seit einigen Monaten wvon diesem Ar-
beitsbereich auch Scherzaufgaben veroffentlicht, die zur Auf-
lockerung der Zeitschrift beitragen sollen.

Im Zusammenhan® mit der Korrektur der eingesandten Losungen

fiihrt die Arbeitsgrupoe eine Jertpunkt-ilartei. Erreicht ein
Schiiler 5 Jertopunkte, so bekoumt er eine Nachricht davon, und
darf sich einen Buchpreis aussuchen, der ihm dann zugesandt

wird. ﬁbrigens brauchte noch kein Preistréger ausgelost zu wer-
den, d.h., in keinem %onat gab es mehr als drei Einsender mit
fiinf Yertpunktern,.

In diesem Zusammennang welsen wir unsere Leser darauf hin, dafl
auch fiir eingesanduie Aufgaben (wenn sie in der "Vurzel" al:s
Preicaufygaben vordffentlicht werden) 7ertpunkte vergeben werden.
Dias2 Auf.aben wissern wmit ausfiihrlicher Lisunz eingesandt wer-
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Lésungen — BE_—

(A67):

(Losung von P.Kannemann, EOS Schleusingen)
Die gesuchte Zahl sei z und bestehe aus n Einsen.
zZ = 11100.1

1 0

z =102 ¢ 1022 4 ... + 10" + 10

10% = 1 _ 10" - 1
z2=1 =7 == 39

Nun soll gelten
z =0 (mod 173)
10" - 1 _
—9— =0 (m0d 175)

10" -1:=z0 (mod 173)
Da 10 und 173 teilerfremd sind, gilt der kleine Satz von
Fermat P11 _1:=0

(mod p); wenn a und p teilerfremd
sind.
Somit gilt also
10172 2120  (mod 173).
Da auch 9 und 173 teilerfremde Zahlen sind, muB eine
Zahl 2z, die aus 172 Einsen besteht, durch 173 teilbar sein.

(AG8):

Es gilt die Ahnlichkeit folgender Dreiecke
AEBF ~ AABC 0
AHGD ~ AACD,
da diese in den drei Winkeln
iibereinstimmen. Aus der Ahn-
lichkeit folgt jetzt
EF | AC und HG || AC
und somit EF || HG.
Analog dazu beweist man, daB
auch EH || FG gelten muB.
Damit ist bewiesen, daB das
oFEFGH ein Parallelogramm ist.

A g <)

(469): Ist o« + B + Yy = O, dann gilt

e ——————

A = ag + 82 + Y2

und auch
A+ % = (32+%a+%) + (B

+ %(m +B +y) 20

2,2 .1

38+5) + (Y24ly+g) =
13



= (o + %)2 + (B + %)2 + (y + %)2 2 %

Mit der Sbustitution a = o + %, b= + %, c =y + %

ergibt sich a2 + b2 + 2 2 %

a+b+c=o+ % + B + % +y + % = 1

y, wenn gilt

(Nach einer Einsendung von Roland Engelmann, EOS Saalfeld)
Umn einen geeigneten Erweiterungsfaktor zu finden, erweitert

(A70)

man mit einem Trinom der Form

a+ bV +c¥F

und bestimmt a, b und ¢ durch ein Gleichungssystem:

59 a2+ bV + YU _
1+ 3¥2-2¥F a+b¥Y7 + %

_ 59(a + b¥ 2 + cYH)
(a -04b +6c) +3 2(3a +b = 4c) + YE(=2a + 3b + ¢)
Damit der Nenner rational wird, muB gelten:
(1) 3a+b=-4c =20
(2) -2a + 3b + ¢ 0
(3) a=-4b + 6¢c =p (p beliebig, rational)
Dieses Gleichungssystem hat folgende Losungen:

a = %8'pi b = BE'P! C = %%'Po

Setzt man p = 59, so erhdlt man
a=13% b=5, c¢= 1.
Der Erweiterungsfaktor lautet also

1% + 5472 + 11V%.

Man erhdlt

59 _59(13 + 542 + 11YH) _
1+ 3%r§ - 2% 29

=13 + 592 + 11Yw

A : Der Spieler A kann entweder O Streichhdlzer oder 1
Streichholz in die Hand nehmen und unabhdngig davon die
Zshlen 0, 1 oder 2 nehmen. Er besitzt also 2+3 = 6 Strate-
gien und zwar (es bedeutet [g] A nimmt a Hélzer in die
Hand und nennt die Zahl b):
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1 =[8]. S2’[9I]’ ®3 =[S]. Su‘[g]' S5 =[:11] S =[.12]
Der Spieler B kann ebenfalls O Streichhblzer oder 1
Streichholz in die Hand nehmen. Da er jedoch eine Zahl
nennen mufB, die von der von A genannten Zahl verschieden
ist, geniligt es nicht, nur eine der drei Zahlen 0o, 1, 2
anzugeben, sondern B hat zu jeder Zahl eine von zwei mog-
lichen Ersatzzahlen zu nennen, falls A schon diese Zahl
geraten hat. Damit besitzt B 2:3.2 =12 verscheidene

Strategien:
[0 0] [o- 0] 0] 0]
t, ={0|, t of, tz =|1{, £, =|1]|, t= =]2|, t. =2
BN R = A (] A | R Y G b
'1] I“A‘lﬂ [1' 17 .,I.l .1.
tn =10, tg =|0], tq = [1]y tin=|1, tas=]2], t.i-=]2
7ot 8t 9 o) 10T o) T G)r Mg

m B nimmt m Streichhdlzer und nennt die Zahl
( [n| bedeutet: n, wenn A nicht n genannt hat, und p, wenn
A n angegeben hat).

Die Gewinnmatrix fiir A sieht dann so aus:

1717171 1 1-1 0-1-1 0 0

-1-1-1 0 0 0 1 1 1 1 1 1
-1=-1 0 0 - O 0-1-1 0
0O-1 0 0 -1 -1

0O 0 0-1-1-1
0O 0 0 0 0 O

1 94 1 1 1

_ 0
A=1_1 0-19-1 0 0
1

0 0-1 0 -1 -1

Wie man leicht sieht, ist das kleinste Element in Jjeder
Zeile -1, das groBte Element einer Spalte jedoch immer 1,
so daB die Gewinnmatrix A keinen Sattelpunkt besitzen
kann,

(A72): In der gesuchten Permutationsgruppe [G,:] muB das Eins-

elemen: enthalten sein, n#émlich (qggﬁ) « Weiterhin miissen
die Produkte

(1520-G229)-(1224). wna
1623)(1520)=(132%) somte
123 48\-1_ /12 3 4
1423 T\134 2)

Elemente von [G,+] sein,
Diese 6 Elemente, die mindestens in [G,+] enthalten sein
miissen, bilden nun gerade eine Gruppe. Diese Gruppe 1st

15



sogar isomorph zu ﬂT ], wie man leicht zeigen kann, da
in allen Permutatlonen von [G,+] die Eins in sich abge-

bildet wird und die Gruppe als Permutationsgruppe
von drei Elementen aufgefallt werden kann.

AB2): Es muB gezeigt werdem, daB fiir alle € > O und fast alle
n gilt lan' < e

. _ 2 5n+1 5n+1
Bs st mun  |ay| = | g5 (-7 = |55y [0 -
3 311112 fir n > 1
Damit bleibt zu zeigen, daB fiir fast alle n gilt:

2
Zn-f €

Es gilt aber dann fir n > 1
2 < &(3n-4)

4eg+ 2
[3

n>3+gs
Fiir jedes beliebige € gibt es aber nur endlich viele n,
die die Ungleichung nicht erfiillen.
Damit ist gezeigt, daB (an) eine Nullfolge ist.

n >

Zum Titelbild:
Eine Erlduterung zum Titelbild finden Sie im Artikel "Aus der
Sektion Mathematik", Seite 11.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.

Redaktion: Leitung: Harald Fischer, Rainer Wackernagel
Mitarbeiter: H.Eckner, R.GroBmann, W.Kiefer, N.EKuse,
R.Lorenz, S.Miller, P.Pradel, E.Taubald,

I.Zenner ——
Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
DDR €9 Jena

Helmholtzweg
"Wurzel'"-Redaktion

V-14-6 7 4803 M 175-00
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Gruppentheorie und Geometrie |

Jeder Schiiler weiB, was Geometrie ist, und jeder "Wurzel"-Leser
weiB - sofern er die Hefte 5, 6 und 7/8 des Jahrgangs 1969 gele-
sen hat - was Gruppentheorie ist. Nun soll in dem hier vorlie-
genden und spéter erscheinenden Beitrégen an Beispielen gezelgt
werden, daB es enge Beziehungen zwischen diesen beiden mathema-
tischen Disziplinen gibt, und auBerdem soll deutlich werden, von
welcher Beschaffenheit solche Beziehungen im konkreten Fall sein
konnen.
Zur Erinnerung und fiir diejenigen Leser, die die obengenannten
Nummern der "Wurzel" nicht kemnen, geben wir die Definition fir
den Gruppenbegriff noch einmal kurz an:
Eine Gruppe ist eine Menge O, fiir deren Elemente eine Ver-
kniipfung * (auch Multiplikation genannt) erxlért ist, so daB
gilt:
1) Fiir zweli beliebige Elemente a und b aus ® ist a * b wieder
ein Element von ©
2) Es gilt stets (a * b) *c=a * (b * ¢c)
3) Es gibt ein Element e (Einselement), so daB fiir alle a
gilt: a *e=¢e *a=a
4) Zu jedem Element a gibt es ein Element a] (Inverses), SO
daB a * a~ ' = &~ ' * a= e gilt.
Die Anzahl der Elemente von ® nennen wir die Ordnung der Gruppe,
sie kann eine endliche Zahl oder unendlich sein. Unter einer Un-
tergruppe von ® versteht man eine Teilmenge von ®, die fiit sich
eine Gruppe bildet.
Fiir die Geometrie sind besonders sogenannte A b b il dung s-
gruppen wichtig, das sind Gruppen von Abbildungen (Trans-—
formationen) der Ebene oder des Raumes, bei denen als Verkniipfung
die Hintereinanderausfiihrung der Abbildungen genommen wird. So
bilden zum Beispiel alle Parallelverschiebungen eine Abbildungs-
gruppe, denn fiihrt man zwei Parallelverschiebungen hintereinan-
4 der aus, so ergibt sich wieder
eine Parallelverschiebung, wo-
mit Eigenschaft 1) bewiesen ist;
das in 2) formulierte Assozia-
tivgesetz ist bei Abbildungen
immer richtig (vgl. auch Figur),
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als Einselement e (Eigenschaft 3)) fungiert die identische Ab-
bildung, bei der jeder Punkt auf sich selbst abgebildet wird,
und schlieBlich ist das inverse Element (Eigenschaft 4)) zu ei-
ner Parallelverschiebung r diejenige Verschiebung, die den glei-
chen Betrag wie T, aber die entgegengesetzte Richtung hat. Die
Gruppe aller Parallelverschiebungen hat unendlich viele Elemente.

Eine andere Abbildungsgruppe wird von der Menge & aller der-
jenigen Drehungen im Raume gebildet, die eine Kugel als Ganzes
in sich iiberfiihren (Um MiBverstdndnissen vorzubeugen, betonen
wir, daB wir unter Drehung nicht einen physikalischen Drehvor-
gang verstehen, bei dem womdglich Geschwindigkeit, Zwischensta-
dien u.#. interessieren, sondern daB wir sie als Abbildung im
mathematischen Sinn verstehen, und eine solche Abbildung ist
festgelegt, wenn uwan fiir jeden Punkt weiB, wo sein Bild liegt.
Eine Drehung kann also durch Angabe der Drehachse und des Dreh-
winkels vorgegeben werden.). Um zu beweisen, daB8 O eine Gruppe
ist, ist zundchst Punkt 1) der Gruppendefinition zu beriicksich-
tigen und zu zeigen, daB die Hintereinanderausfiihrung (das Pro-
dukt) zweier die Kugel in sich iiberfiihrender Drehungen wieder
eine derartige Drehung ist. DaB das Produkt zweier solcher
Drehungen die Kugel iliberhaupt als Ganzes in sich iliberfiihrt, ist
klar. Um zu zeigen, daB es sich bel dem Produkt um eine Drehung
handelt, geniigt es nachzuweisen, daB bei der Produktabbildung
mindestens ein Punkt auf sich abgebildet wird, mit ihm muB auch
der ihm diametral gegeniiberliegende Punkt festbleiben, und durch
beide geht dann die Drehachse. Nun ist es aber nicht allzu
schwer, einen Punkt zu finden,
der beim Produkt zweier Drehun-
gen auf sich abgebildet wird,
wir gehen folgendermaBen vor:
Die beiden Drehungen mégen Dreh-
achsen haben (diese gehen selbst-
verstédndlich durch den Kugelmit-
telpunkt), die in z, und z, und
ihren diametral gegeniiberliegen-
den Punkten die Kugeloberfléche
durchstoBen. Ist Z, = Zyy 8O stimmen die Achsen iiberein, und
diese Achse ist zugleich Drehachse der Produktabbildung.
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Ist 24 = 2, 80 legen wir durch z4, %, und den Kugelmittelpunkt
eine Ebene e, . Fermer legen wir durch z, und den Kugelmittel-
punkt (also durch die erste Drehachse) zwel Ebenen e, und ej der-
art, daB sie miteinander den Drehwinkel der ersten Drehung ein-
schlieBen und symmetrisch zur Ebene e, liegen. Ebenso legen wir
durch z, und den Kugelmittelpunkt zwel Ebenen e, und eé so, daB
sie miteinander den Drehwinkel der zweiten Drehung einschlieBen
und symmetrisch zur Ebene e, liegen (siehe Figur). Alle finf Ebe-
nen e,, €4 a%, €59 eé gehen durch den Kugelmittelpunkt, daher
schneiden sich je zwei von ihnen in Geraden, die durch den Ku-
gelmittelpunkt gehen. Wir interessieren ums fiir einige Durch-
stoBpunkte dieser Geraden mit der Kugel:

e, und eé schneiden sich auf der Kugeloberfléche in P, e% und e,
in Q. Da e4, ea bzw. e,, €} symmetrisch zu e, liegen, ist das
Bild von P bei der ersten Drehung Q, und das Bild von Q bei der
gweiten Drehung P. Also ist das Bild von P bei der Hintereinan-
derausfiihrung der beiden Drehungen wieder P, die Gerade durch P
und den Kugelmittelpunkt kann somit als Drehachse fiir das Pro-
dukt der beiden Drehungen genommen werden. :

Um den Beweis dafiir zu beenden, daB § eine Gruppe ist, miissen
wir noch die Punkte 2) bis 4) der Gruppendefinition untersuchen.
2) ist sicher erfiillt, 3) auch, da ja die identische Abbildung,
als Drehung mit dem Drehwinkel 0° aufgefaBt, die Kugel festléBt
und somit zu & gehdrt, und fiir den Nachweis von 4) braucht man
nur zu bedenken, daB mit jeder die Kugel festlassenden Drehung
auch die Drehung mit derselben Achse, aber entgegengesetztem
Drehwinkel die Kugel festl&Bt und mit der ersten zusammen als
Produkt die identische Abbildung ergibt.

Die soeben charakterisierte Gruppe © hat sicher unendlich viele
Elemente, denn es gibt ja unendlich viele Drehachsen und -winkel.
Eine interessante Frage ist nun diese: Hat & Untergruppen, die
aus nur endlich vielen Elementen bestehen, und wenn ja, welche
geometrische Bedeutung haben diese endlichen Untergruppen? Bei
der Losung dieses Problems kommt die Gruppentheorie entscheidend
zu Wort, das Ergebnis fiihrt u.a. auf die regelméBigen Polyeder.
Auf Einzelheiten dieser Fragestellung soll in einer Fortsetzung
dieses Beitrags eingegangen werden.

Dr. W.BOrner
wiss. Mitarbeiter an der Sektion
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Preisauigaben (Serie 2/70)

i

Man zeige, daB fiir alle natilirlichen Zahlen n gilt:
19 ist Teiler von (52n+5 + 3”*3-2n).

B8)

Man beweise, daB in einem beliebigen Dreieck die Schnitt-
punkte der Hdhen, der Seitenhalbierenden und der Mittel-
senkrechten auf einer Geraden, der sogenannten Eulerschen
Geraden, liegen.

B9

Man bestimme Real- und Imagindrteil der komplexen Zsahl

z=a+ bi.

B10

Man untersuche die Konvergenz der Zahlenfolge (an) mit

den Gliedern sin n + (cos n)3

an = n

B11)

Man zeige, daB sich (72 - 1)n fiir alle natiirlichen Zahlen
n in der FormV m + 1 - \/E‘, wobei m eine natiirliche Zahl
ist, darstellen 1&Bt.

Hinweis: Vollsténdige Induktion.

B12)

Fiir welches a hat folgende Ungleichung genau eine Ldsung x:

\/]ax - 3 + éjs a?

Fiir jeden vollsténdigen Ldsungsweg einer Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fi1lt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post—
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle uns ein-
gesandten Idsungs— bzw. Aufgabenblédtter mit dem Nemen des Ein-
senders, seiner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen
sein miissen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kon-
nen nicht beriicksichtigt werden. Wir bitten unsere Leser, jede
Losung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.

Buntes Allerlei

In einer alten Zeitung war folgende Meldung zu lesen: "M.H. aus
der 4%.StraBe hatte in der letzten Nacht einen folgenschweren
Traum. Er trdumte, er wiirde von einem Lowen verfolgt, sprang aus
dem Bett, riB das Fenster auf und sprang in Todesangst aus dem
6.Stock auf die StraBe. Er war sofort tot". Was ist falsch an
dieser Notiz?
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Raten und Rechnen (jedes Kdstchen bedeutet eine Ziffer, gleiche
Kédstchen bedeuten gleiche Ziffern):

Y + [ATd - L&
AP M= [&F4

44 - (4AK] = [dX]

Peter, Klaus und Frank trainieren gemeinsam auf der 100-m-Strek-
ke. Nach jedem Lauf notieren sie sich den Einlauf und stellen am
Ende der Saison fest, daB Peter doppelt so oft vor Klaus im

Ziel war wie Klaus vor Peter, daB Klaus Frank doppelt so oft ge-
schlagen hat, wie Frank Klaus und schlieBlich, daB Frank doppelt
so oft besser war als Peter wie Peter besser als Frank war.

Ist das iberhaupt mdglich?

Numerische Mathematik Ill (SchiuB)

3, Fehlerfortpflanzung bei den Grundrecheoperationen
Wir betrachten zunéchst die Multiplikation und Division. x seil
ein Ndherungswert von X mit dem relativen Fehler <5,.I und y €in
Néherungswert von Y mit dem relativen Fehler &,. Wie aus (3)
folgt, gilt dann

x = X(1 + 6q) y = Y(1 + 62). (4)
Bezeichnen wir den durch 64 und 62 hervorgerufenen relativen
Fehler des Produkts xy mit 65 und den relativen Fehler des Quo-
tienten x/y mit &y d.h. setzen wir

xy = XY(1 + 65) x/y = (X/Y)(1 + 8,), (5)
so folgt aus (4) und (5)

65 =84 + 8, + 848, 5y = (61 - 62)/(1 + 62). (6)
Ist demnach r, bzw. r, eine obere Schranke fiir den Betrag von
61 bzw. 62, so stellt .

Tz = Tq + Tp + Ty°Tp Ty = (rq + T)/(1 = 1) (7)

eine obere Schranke fiir den Betrag von 55 bzw. &, dar.

Hierbei muBten wir in ('7)2 voraussetzen, daB L kleiner als 1
ist, d.h. daB der relative Fehler von y weniger als 100% betréagt.
Diese Forderung ist beim praktischen Rechnen so gut wie immer
erfiillt. Bei physikalisch-technischen Rechnungen sind die in die
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Rechnung eingehenden MeBdaten mit Fehlern von héchstens einigen
Prozenten behaftet, so daB man in der Praxis keinen groBen Feh-
ler begeht, wenn man die Formeln (7) ersetzt durch

rz = T, + T, T, =T, + Ty . (8)

Wir merken uns daher die Faustregel: "Bei der Multiplikation
und Division addieren sich die Schranken der relativen Fehler".
In unserem Beispiel (Numerische Mathematik II, Abschnitt 2)
X=mn, Y=~/2, x= 3,14; y = 1,41 betrégt der relative Fehler
von x und y weniger als ein halbes Prozent, also der Fehler
von xy lberschlagsm&Big ein Prozent. Hierdurch wird die Angabe
n-*y@?: 4,4 gerechtfertigt:
me~/2 = 4,4(1 £ 0,01) bzw. me~2 = 4,4 * 0,05.

Bei der Addition und Subtraktion sind die Verh&ltnisse jedoch
anders. Setzen wir anstelle von (5)

x+y=(X+Y)( + 55) X -3
so ergibt sich aus (4) und (9)

(X -Y)(1 + 66)' (9)

65 = P44 + P8, 5 = 84 - B, (10)
| Py = Y/(X + YD Q= Y/(X - 1)

Nehmen wir an, daB X > Y > O ist, so lauten die (8) entsprechen-
den Formeln fiir die Fehlerschranken

r5 = D4T4 + PoT, Tg = QT4 + QT5 (12)

Bei der Addition und Subtraktion addieren sich nicht einfach die
Fehlerschrenken, sondern sie sind noch mit "Gewichts'-Faktoren
behaftet. Da Pq und | fir positive X und Y kleiner als 1 aus-
fallen, wirkt die Addition "fehlerddmpfend". Die Subtraktion da-
gegen kann den Fehler stark "anfachen", némlich dann, wenn X und
Y nashezu gleichgroBe Zahlen sind. Wie man sich leicht iiberlegt,
kﬁnnen.q1 und Q bei entsprechender Wahl von X und Y sogar belie-
big groB ausfallen. Da hierbei die fiihrenden Ziffern von Minuend
und Subtrahend gleich sein miissen,und sich daher gegenseitig weg-—
heben, spricht man von "Ausldschung". Diese ist besonders beim
automatischen Rechnen, wo man den Rechenvorgang selbst nicht be-
obachten kann, eine der gefiirchtetsten Erscheinungen, da sie zu
vollkommen falschen Rechenergebnissen fiihren kann.
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Die Wirkung der Ausldschung kdnnen wir an einem der Beispiele
in Numerische Mathematik, Abschnitt 2, studieren. Dort hatten
wir die Identitédt
(VZ - 1) = 99 - 70./Z

und die N&herungswerte

x, = (1,41 = 1)® = 0,0048

X, = 99 - 70.1,41= 0,3000 betrachtet.
Der relative Fehler von X, betrédgt nach der Faustregel (8) etwa
das 6-fache des relativen Fehleérs, der entsteht, wenn man
~ 2 - 1 durch 0,41 annéhert. Da dieser letztgenannte Fehler et-
wa 1% betrigt, erhdlt man fiir den relativen Fehler von x, iiber—
schlagsméBig 6%; in Wirklichkeit betrdgt dieser relative Fehler
weniger als 4%.
Dagegen ergibt sich aus (12), mit X = x = 99; rq = 0
Y = 70.v25 y= 701,415 v, = 1 - 1,81/+/2 =~ 0,003;
a = 70.~2/(99 - 70.V2) =~ 2.10* eine Abschétzung fir den rela-
tiven Fehler von X in der GréBe von 6000%!
Man erkennt hieraus, daB identische Umformungen auf vollkommen
verdnderte numerische Verhédltnisse und damit eventuell auf voll-
kommen falsche Rechenergebnisse fiihren konnen.
4, Die Methode der Iteration
Die Untersuchung der Fortpflanzung von Fehlern bzw. deren Ab-

schitzung ist nur eine der Aufgaben der Numerischen Mathematik.
Eine weitere wichtige Aufgabe besteht - wie schon friher be-
merkt - darin, gangbare Wege, d.h. praktische Verfghren und Al-
gorithmen zur zahlenméBigen Ldsung mathematischer Probleme zu
entwickeln.

Viele dieser Algorithmen der Numerischen Mathematik weisen die
Struktur einer "Iteration" auf (iterum iterumgue, lat., immer
wieder (dasselbe)).

Es wird eine Folge X » Xq» Xp» ecey Xpy «e. VOR Werten berech-
net, wobei immer wieder - unabhingig von der laufenden Nummer n

- dieselbe Rechenvorschrift angewandt wird, um aus dem vorher-
gehenden Wert x den folgenden Wert x 4 2Zu ermitteln. Diese al-
gorithmische Struktur ist fir den Einsatz von Rechenautomaten
besonders zweckmiéBig, ja sie macht deren Einsatz iiberhaupt erst
lohnend. In der "Wurzel"-Nr.11/68 ("Einfiihrung in die Rechentech-
nik IV") wurde bereits das aus einem einzigen Zyklus bestehende
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FluBbild fiir eine solche Iteration angegeben. Hieraus ist er-
sichtlich, wie der Rechenautomat mit Hilfe weniger Befehle ver-
anlaBt wird, eine groBe Zahl sich sténdig wiederholender Serien
von Rechenschritten auszufiihren.
Die Methode der Iteration kann man auch als eine Methode des
"gystematischen Probierens" ansehen. Das "Probieren” ist hier
selbstversténdlich nicht im Sinne des Sprichworts "Probieren
geht iiber Studieren" gemeint, sondern es handelt sich grob ge-
sprochen darum, mit.Hilfe von fortwéhrend durchgefiihrten Ein-
setzproben zu immer besseren Néherungswerten fiir eine gesuchte
Zahl vorzudringen.
Wir wollen diese Methode an einem einfachen - aber fir das
praktische Rechnen durchaus wichtigen - Beispiel studieren, né&m-
lich an der Berechnung der positiven Quadratwurzel aus einer po-—
sitiven Zahl a. Hierzu denken wir uns irgendeinen positiven N&-
herungswert z fiir /& gegeben. Dieser kann z.B. durch eine Uber-
schlagsrechnung oder durch Ablesen vom Rechenstab gefunden sein;
er kann aber auch vdllig aus der Luft gegriffen sein (nur erfor-
dert dann die nachfolgende Verbesserung umso mehr Arbeit).
Diesen Wert z wird man selbstversténdlich erst einmal "auspro-
bieren", indem man sein Quadrat mit a vergleicht. Hierbei kon-
nen 3 Fédlle eintreten:

Az zz>- a B: z2< a C: 22= a.
Im Fall C ist man am Ziel, so daB dieser Fall im weiteren un-
interessant ist.
Den Fall B kdénnen wir folgendermaBen auf A zuriickfiihren. Setzen
wir z'= a/z, so folgt aus z <-/@ die Ungleichung a/z'< /&
oder z'> /&, so daB wir z' an die Stelle von z treten lassen
konnen und damit den Fall A herbeigefiihrt haben.
Wir konnen also den Fall A mit 225' a voraussetzen. BEs zeigt
sich, daB wir dann immer sofort einen besseren Ndherungswert an-—
geben kdnnen, der sogar die Eigenschaft hat, daB er zusammen mit
z die gesuchte Zahl +/ a einschlieBt. Ein derartiges EinschlieBen
ist beim numerischen Rechnen stets anzustreben, leider aber
nicht immer erreichbar. Im vorliegenden Fall ergibt sich die
EinschlieBung aus der Voraussetzung z2>- a, wofiir wir auch
z > a oder 1/z <1/+/2 schreiben kdnnen. Multipliziert man die
beiden Seiten der letzten Ungleichung mit a, so folgt a/z < V&'
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und damit insgesamt a/z < +/a < z.
v & liegt also im Intervall (a/z, z).
DaB a/z niher an /& liegt als z selbst, folgt aus der SchluB-
kette 0 < (z — V&2, folglich 0 < z° - 22T + a,

also z-fa?-a<zz-z a2 , somit v& - a/z < z - +/ a.
Wihlt man daher als nidchsten Ndherungswert die Intervallmitte

y = %(z + a/z),

so liegt y néher bei +/ & als der urspringliche Wert z, wie aus

Abb. 1 zu ersehen ist. ‘Intervallmitte
— ;
a/z & y 2
Damit haben wir ein Prinzip gefunden, das es uns gestattet, aus-
gehend von einem beliebigen N&herungswert sukzessive immer bes-
sere Ndherungswerte zu konstruieren. Bezeichnen wir den urspring-
lichen Néherungswert mit x,, die Intervallmitte von (a/x, xo)
nit x,, die Intervallmitte von (a/x4, x,]) mit X, u.s.w., SO er-
halten wir die Zahlenfolge
xq = 0,5(x, + a/x,)
X, = 0,5(%q + a/xy)

X1 = 0,5(1{]1 + a/ll'n)

n+

LI

Abb.1

Thre Bildungsvorschrift besitzt die eingangs beschriebenen Eigen-
schaften einer Iteration.
Sollte x, gleich +/ @ sein, so wiederholt sich dieser Wert sténdig.
In allen anderen Féllen, also gleichgiiltig ob x groBer oder klei-
ner als+/@ ist, fdllt x, groBer als v & aus. In dem oben
erwidhnten "Wurzel"-Artikel findet man das Zahlenbeispiel

a=2 Xy = 1 '
Xq = 1,500000; x5 = 1,416667; X3 = 1,414216; X, = 1, 414214,
x, gibt die Quadratwurzel aus 2 bereits auf 6 Stellen hinter dem
Komma genau an.
Das Bild der Iteration auf der Zshlengeraden hat qualitativ fol-
gendes Aussehen:

| s i e

1 L] v L

Vo X X3 X X, Abb. 2
Jeder folgende Ndherungswert liegt ndher bei a als der vorherge-
hende. Hieraus darf man jedoch nicht ohne weiteres schlieBen, daB
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die N#herungswerte mit wachsender Nummer n dem Wert -/ a beliebig
nahekommen. Es konnte sein, daB sie einen gewissen Mindestabstand
von -/a nicht iliberschreiten (siehe hierzu auch den "Wurzel"-Ar-
tikel iiber Folgen und Reihen!). Bei unserer Iteration ist jedoch
garantiert (was hier nicht gezeigt werden soll), daB sich die
Zahlen x, mit wachsendem n dem Wert -/ & unbeschridnkt anndhern.
Man sagt dann, /& sei der Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge
oder die Zahlenfolge konvergiert gegen a.

Hierbei ist aber zu beachten, daB der Wert /& niemals selbst
unter den Zahlen der Iterationsfolge vorkommt, sofern x, ¥ V&
ist. 4/@ liegt n&mlich nach unseren obigen Uberlegungen stets
links von den Intervallmitten! Dieser schwer vorstellbare Sach-
verhalt, daB man sich einer Zahl immer mehr n&hern kann, ohne sie
selbst jemals zu erreichen, hat schon vor unserer Zeitrechnung
die Gemiiter bewegt. Inbesondere waren es die auf der genannten
Schwiche unseres Vorstellungsvermdgens aufbauenden Paradoxien
griechischer Philosophen, welche ein solches Aufsehen erregten,
daB man die Auswirkungen noch heute beobachten kann. Wir werden
weiter unten das Paradoxon "Achilles und die Schildkrote", das
man dem griechischen Philosophen Zeno von Elea (um 450 v.u.Z.)
zuschreibt, ngher betrachten.

Vorerst wollen wir jedoch die Methode der Iteration noch von
einem anderen Gesichtspunkt aus beleuchten.

Wenn wir den Grenzwert der Zahlenfolge Xp4q = %(xh + a/xn) ein-
mal als gesuchte GroBe mit x bezeichnen, so muB er offenbar der

Gleichung x = %(x + a/x) (13)
geniigen. Multipliziert man mit x durch, so folgt x2 = x2/2 + a/2
oder einfach x° = a (14)

Die Gleichung (13) ist also fiir x ¥ O inhaltlich gleichbedeutend
mit (14). Man sagt, (13) ist eine iterierféhige Form von (14).
Die Gleichung (13) kann man nun folgendermaBen geometrisch
interpretieren: Gegeben sind die Funktionen f(x) = x und
g(x) = %(x + a/x); gesucht ist der Schnittpunkt der zugehdrigen
Kurven. Dann lassen sich ausgehend von irgendeinem Punkt X, auf
der positiven x~Achse die Punkte Xqs Xoy oo mit Hlife eines
achsenparallelen Streckenzuges wie in Abb. 7 angegeben konstru-
ieren. Man sieht hier anschaulich vor sich, wie die Iterations-
folge gegen \/a strebt. Allerdings muB man sich davor hiiten, der
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Anschauung allzusehr zu vertrauen.

4\ £
——

g (x)
| Abb. 3
!

| | | |

x‘_fl_ll | -
o G x Xy ;

7. B. konnte man auf die Idee kommen, die Gleichung (14) ein-
fach durch Division durch x auf die iterierféhige Gestalt x =a/x
zu bringen und mit Hilfe der Iteration
Xn4q = 8/%

zum Wert v a zu gelangen. Aus der zugehbrigen Figur mit f(x)=x
und g(x) = a/x kbnnte man nur bei sehr genauer Zeichnung entneh-
men, daB die Folge nicht gegen V/a konvergiert, sondern daB

gilt x4 = a/xo, Xy = Xy Xz = Xqy e u.s.w. (Man mége die Zeich-
nung selbst anfertigen!).
Selbstverstidndlich kann man auch hdhere Wurzeln iterativ berech-
nen. Eine Tterationsformel fiir die k-te positive Wurzel aus der

positiven Zahl a lautet
Xpeq = BC(k = DXy + &/ ).

AbschlieBend wollen wir nun das Paradoxon von Achilles und der
Schildkrdte untersuchen. Es lautet (nach Dirk J.Struik, "Abrissse
der Geschichte der Mathematik" Seite 40):

Achilles und eine Schildkréte bewegen sich geradlinig in der-
selben Richtung. Achilles lduft viel schneller als die Schild-
krdte; aber um sie einzuholen, muB er zuerst denjenigen
Punkt P, erreichen, von dem aus die Schildkrote gestartet ist.
Wenn er nach Po gelangt ist, hat sich die Schildkréte nach ei-
nen Punkt Py vorwdrtsbewegt. Achilles kann sie nicht einholen,
ehe er nicht P, passiert hat, aber die Schildkrdéte hat_ inzwi-
schen einen neuen Punkt P, erreicht. Wenn Achilles in P, ange-
langt ist, hat die Schildkrdte wieder einen neuen Punkt P; er-
reich{, usw. Folglich kann Achilles die Schildkréte niemals
einholen

Wir nehmen an, daB sowohl Achilles als auch die Schildkrote mit
konstanter Geschwindigkeit laufen, sagen wir Achilles mit der

Geschwindigkeit v,, die Schildkrdte mit der Geschwindigkeit v .
Bezeichnet x die Zeit, und ¢ den Vorsprung, den die Schildkrote
zur Zeit x = O hat, so ist der in der Zeit x zuriickgelegte Weg
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von Achilles durch £(x) = v,X, der Weg der Schildkrite (gemessen
vom Standpunkt des Achilles) durch g(x) = a + Vv X gegeben.Be-
zeichnen wir fernmer die Zeitpunkte, zu denen Achilles die Punkte
Po,‘Pq, P2, ..+ erreicht, mit Xgr Xq9 X5y +eey 80 kdnnen diese
Zeitpunkte geometrisch an Hand der Figur von Abb. 4 konstruiert

werden:
s Wey £ex)
§(x)

| Abb. &
l | | |
l [ 11

| — 2 os¥
X3 e xx aﬁ""y]

Msn erkennt, daB der von Zeno beschriebene Vorgang gedeutet wer-
den kann als iterative Berechnung des {iberholzeitpunktes

151/(?,1 - vo). Die Paradoxie steckt in der Tatsache, daB der
Grenzwert der Folge der Zeitpunkte in dieser Folge selbst nie-
mals auftritt.

Dozent Dr. habil. W.Wallisch

Leiter des Bereichs Numerische Mathem.
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jens

Lésungen

(ABO): Jede komplexe Zahl a 14Bt sich bekanntlich in der Form
a= |a|-ei¢ darstellen.
Es gilt: a = |a.|.'_-ej“p = |a|-e1(¢ + 2len) k=0, ¥1, %¥2,...
(weil e'? = cos @ + ie8in ¢ = cos(p + 2km) +
+ iesin(e + 2kn))
Falls a, = |ao|-ei°° eine Ldsung der Gleichung
a® = b ist, ist somit auch
8y = |a°|-ei(¢° + 2km/n) oine ILosung dieser
Gleichung, weil
e oy Pe(et 0 2R/

- laoln,ei(mpo + 2kn) _ laoln.ei(l'#o) -

= |ag|® (™) = &) ist.
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a) Aus a° = 1 folgt a, = 1= ol°0
Man erhélt 8y = ei(elm/z) = eik"

((Po = 0).

und somit &, = 1 aq = -1

b) Aus a®= -1 folgt a, = i = oin/2
Man erhdlt ay = o1ie/2 + )

und somit a, = i, a, = -1

a) Aus a" = 1 folgt a, = 1 = e1°0

ei(O + 2kn/n)

Ma.n erhﬁlt ak = k’ O' 1’ s ey n-'l

Die n Losungen der Gleichung lauten also

&o =1,
a, = cos -2-% + i-sing-ﬂﬁ y seey
a,_q = cos 2(n-1)m nl-l’l T 4+ iesin 2(n-Dm g_" L

A82
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Gegeben seien die Parallelen g, und g, und auf 8> die
Strecke ARB.
Es sei P solch ein
Punkt der Ebene, daB
die Strecken AP und
BP die Gerade g, in
den Punkten C und D
schneiden. Die Gerade
AD schneide nun die
Gerade BC im Punkt S,
die Gerade PS schneide
8o inT und g4 in R. _
Die Gerade durch die Punkte C und T schneide AD im
Punkt U und schlieBlich schneide die Gerade PU g, in V
und 84 in Q. Dann gilt

o = 318

Beweis:
AT E und E = E

Wegen .
CR RD RD °CR

muB AT = T8 = %IE gelten.

(Strahlensatz!)



Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
AUQC und AVTU
sowie AUDC und AATU

> A

To _CD
folgtEn—-=— (&)
Y TO_ AT o5 oD
Weiter gilt Ezﬂa— = =
VAR g
und durch Umstellung = == (2)
AV AT
Aus (1) und (2) ergibt sich
X5 _@
AV AT - AV
und daraus ‘zg = AT - AvV.
Durch Umstellung erhdlt man
3AV = 2AT, 3AV = AB und somit
I = 315
A83): a sei geometrisch wie folgt dargestellt:
74 Fiir a erhédlt man tan ¢ = g: @D
“rT T Fir a erhdlt man dann
a | tancp"_‘_%; (2)
’ : Aus (1) und (2) ergibt sich
Q,

tan ¢ =-tan ¢' .

Da jedoch auch gilt tan ¢ = - tan(360° - ¢) wird o¢'
somit bestimmt zu ¢' = (360° - ®)e '

Fiir a kann man daraus folgende geometrische Darstellung
ableiten: Siehe Skizze!

Daraus ist ersichtlich, daB J ‘

Qe pp —— — — —

man a durch eine Spiegelung

um a an der reellen Achse
erhdlt.

Nun gilt noch zu zeigen:
a+a = lal® wobei

3 = &o + aﬂi
a=8a o - a.;li

asa = g2 2

ao+a,|
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(ag + aﬁ) ist jedoch das Quadrat des Betrages von a, wie
leicht aus der Zeichnung abzulesén ist (Satz des Pytha-
goras).

Wir erhalten somit unsere Behauptung a+a = a 2

(A84): (Eingesandt vorn E.BroBmann, EOS Schleiz)
fl Nach dem binomischen Satz gilt:

VZ -2 = VD - D@D+ VD2
et DO

Alle Binomialkoeffizienten sind ganze Zahlen. Da die
Potenzen von -/ 2 ebenfalls entweder ganze Zahlen (fir
geraden Exponenten) oder ganzahlige Vielfache von +/2
sind (fiir ungeraden Exponenten) 1l&Bt sich immer eine
Darstellung der gesuchten Art finden;
(VZ-D"=a+ /7

mit ganzzahligen a und b und natiirlicher Zahl n.

Zum Titelbild:

Unser Titelbild zelgt das FluBfbild zur Berechnung eines Ndéherungs-—
wertes y fiir v a, a > 0, mit 5-stelliger Genauigkeit (siehe Seite
25 dieses Heftess Das FluBbild wurde aus "Wurzel'"-Nr.11/68 "Ein-
fiihrung in die Rechentechnik IV" entnommen. Wir empfehlen unseren
Lesern zum besseren Verstdndnis des FluBbildes und auch der im
Mérz 1970 beginnenden Artikelserie "Programmierung des Kleinrech-
ners Cellatron SER 2¢" die "Einfiihrung in die Rechentechnik"
("Wurzel"-Nr.6/68 bis 12/68) nochmals zu studieren. Interessenten
kanneg die betreffenden "Wurzeln" noch in beschrénktem Umfang
erwerben.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis wvon 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.

Redaktion: Leitung: Harald Fischer, Rainer Wackernagel
Mitarbeiter: H.Eckner, R.GroBmann, W.Kiefer, N.Kuse,
R.Lorenz, S.Miller, P.Pradel, E.Taubald,

I.Zenner
Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena

Helmholtzweg 1
"Wurzel'"-Redaktion
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Gruppentheorie und Geometrie I

Im vorangegangenen Artikel zu diesem Thema ("Wurzel" 1/70) wur—
de dargelegt, daB die Menge © aller Drehungen, die eine Kugel

in sich iiberfiihren, eine Gruppe bilden. Das bedeutet - wie Sie
sich erinnern werden -, daB die Hintereinanderausfiihrung (grup-
pentheoretisch gesprochen: das Produkt oq #0p) zweier Drehungen
oq und @z sus 9 wieder eine Drehung aus © ist und daB die Umkehr-
abbildung o~ einer Drehung « aus § ebenfalls zur Menge ® gehdrt.
Wir hatten festgestellt, daB § unendlich viele Drehungen ent-
h&lt, denn es gibt ja unendlich viele Drehachsen und -winkel,
und wir hatten schlieBlich die Frage gestellt, ob es auch end-
liche Mengen von Drehungen gibt, die eine Kugel in sich tberfih-
ren und eine Gruppe bilden. Wie wir im folgenden sehen werden,
ist diese Frage zu bejahen, und die Antwort wird dahingehend

zu prédzisieren sein, daB8 es finf Typen von solchen endlichen
Drehungsgruppen gibt.

Das einfachste Beispiel einer endlichen Drehungsgruppe wird
durch eine 180°-Drehung zusemmen mit der identischen Abbildung
gegeben, diese beiden Abbildungen bilden eine Gruppe der Ord-
nung zwei. (Unter Ordnung einer Gruppe verstehen wir die An-
zahl ihrer Elemente.) In &hnlicher Weise bilden eine 120°-Dre-
hung, eine 240°-Drehung um dieselbe Achse und die identische Ab-
bildung eine Gruppe der Ordnung drei. Allgemein gibt es fiir be-
liebiges n 2 2 eine Gruppe der Ordnung n, sie wird gebildet von
den Drehungen um ein und dieselbe Achse mit den Drehwinkeln
1-2§9— (i=1,24¢..4n). Weitere Beispiele wollen wir jetzt nicht
angeben, sondern gleich alle Typen von solchen endlichen Grup-
pen zu bestimmen suchen. '

Die Bestimmung aller endlichen Drehungsgruppen kann man als ein
Kabinettstiick des zwischen Gruppentheorie und Geometrie stehen-
den Teiles der Mathematik ansehen. Wir werden es im folgenden
dem Leser auszugsweise n&herbringen.

Wir miissen zundchst eine lédngere Analyse machen, indem wir an-
nehmen, wir hdtten eine endliche Gruppe von Drehungen gegeben,
und aus dieser Annahme werden Folgerungen gezogen.

Es cei G eine endliche Gruppe von Drehungen, die eine Kugel in
gich u.:rfiihren. Ihre Ordnung sei N. Unter einem Pol verstehen



wir einen Schnittpunkt der Drehachse einer Drehung aus G mit
der Kugeloberfléche (vgl. Nord- und Siidpol der Erdkugel!).

Fole Ein Punkt P ist also genau dann Pol, wenn
es eine von der identischen Abbildung ver-
schiedene Drehung 4, gibt, fiir die 4,(P)=P
gilt (mit 4(P) bezeichnen wir das Bild von P
bei der Drehung d). Da G endlich ist, gibt
es nur endlich viele Pole Py,...,Pn. Nun
ist folgender Sachverhalt sehr wichtig:

Ist Py ein Pol und d eine beliebige Drehung aus der Gruppe G,

so ist auch sein Bild d(Py) wieder ein Pol. Zum Beweis muB ge-
zeigt werden, daB es eine von der identischen Abbildung ver-
schiedene Drehung d4 gibt, fiir die d4(d(Py)) = d(Py) gilt, d.h.
dexd(Py ) = d(Py). Nun ist aber P; ein Pol, d.h. es gibt eine
Drehung d, mit d,(P1) = Py, und setzt man dy=dwd *d =1, so gilt
tatsachllch dq(d(Ps.)) = d(Py), denn es ist d,td(Pi) =

asd #d™"%d(Py) = axd (Py) = d(Py), und da d, nicht die identi-
sche Abbildung sein kann (es miiBte dann auch entgegen der Vor-
aussetzung d  die identische Abbildung sein), ist d(Py) als

Pol nachgewiesen.

Wir nemnen nun zwei Pole zusammengehOrig, wenn es mindestens
eine Drehung aus G gibt, bei der der eine Pol auf den anderen
abgebildet wird. Wenn man alle mit einem bestimmten Pol Pp zu-
sanmengehdrigen Pole zu einer Menge K, zusammenfaBt, so sind
irgend zwel dieser Pole Py und Py aus K, auch zusammengehdrig,
denn es gibt eine Drehung d4 mit d4(Py) = Py, und eine Drehung
d2 mit d (Pm) = Py, und wegen der Gruppeneigenschaft von G ist
auch d, -td?1 aus G, und es gilt dp % d1-1(P1) = Py, d.h. Py und Py
sind zusammengehdrig. Wir denken uns nun sé@mtliche Pole in
Klassen zusammengehdriger Pole aufgeteilt, die Anzahl der Klas-
sen sei k (k21), die Anzahl der in den einzelnen Klassen lie-
genden Pole bezeichnen wir mit pq,Ppye..yPx (P121).

Wir betrachten einen bestimmten Pol P; und alle Drehungen aus G,
deren Drehachse durch Py geht. Diese Drehungen bilden - zusam-
men mit der identischen Abbildung - eine Untergruppe GP von G,
denn die Hintereinanderausfiihrung zweier Drehungen um ein und
dieselbe Achse ergibt wieder eine Drehung um diese Achse, und
Jede Drehung hat dieselbe Achse wie ihre Inverse. Die Unter-
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gruppe GP hat eine bestimmte Drehung ny (22), die wir dem Pol P
zuordnen und seine Ordnungszahl nennen wollen. Wir behaupten
nun:Sind zwel Pole zusammengehorig, so sind ihre Ordnungszahlen
gleich. Beweis: Ist Py mit Py zusammengehdrig, so gibt es eine
Drehung 4 mit d(Py) = Py . Die Ordnungszahl von P; ergibt sich
als die Gesamtzahl der Drehungen x aus G, fiir die x(Py) = Pj
gllt. Schreibt man diese Gleichung in der Form x(d(P; )) = a(Py)
und wendet auf beiden Seiten 4~ =1 gn, so hat man 4™ '» x»d(Py )=P;.
Diese Gleichung wird aber genau dann geldst, wenn d~ Twxed ein
Element der zu P; gehdrenden Untergruppe GP ist. Es gibt also
n; Losungen und demnach, wie man leicht 31eht, genau ng; Drehun-
gen x aus G, fiir die x(P;) = Py gilt. Die Ordnungszahlen zusam-
mengehdriger Pole sind also gleich, man kann somit auch jeder
Klasse zusammengehdriger Pole eine Ordnungszahl geben.

Zwischen der Anzahl pi der Pole einer Klasse, ihrer Ordnungszahl
ny und der Ordnung N der gesamten Gruppe besteht eine wichtige
Beziehung, die sich folgendermaBen ergibt: Bei einer beliebigen
Drehung aus G wird der Pol P; auf einen Pol P; aus derselben

Klasse abgebildet. Also kann jede Drehung aus G zusammengesetzt
werden aus einer ersten Drehung, die P; auf Py abbildet und
einer zweiten Drehung, die nunmehr den Pol P; festléBt. Da die
Klasse py Pole enthdlt, hat man fir die Wahl der ersten Drehung
pi Mdglichkeiten, und da jeder Pol die Ordnungszahl n; hat, gibt
es fiir die Wahl der zweiten Drehung ngy Mdglichkeiten. Man kann
auf diese Weise jede Drehung aus G erfassen und zwar jede genau
einmal. G hat demnach pi *niy Elemente, d.h. es ist N = pyi*ni.
Diese Gleichung gilt fiir alle i=1,...,k .
Nun stellen wir die Anzahl aller von der identischen Abbildung
verschiedenen Drehungen aus G fest, indem wir beriicksichtigen,
daB zu jedem Pol Pi eine Untergruppe von soviel Drehungen gehort,
wie die Ordnungszahl ny des Pols angibt. L&Bt man die identische
Abbildung weg, sind es ng- 1 Stiick. Jede Klasse von Polen flhrt
demnach auf pi(ni- 1) Drehungen. Die Summierung iiber alle Klas-
sen ergibt dann alle Drehungen, und zZwar jede zweimal, denn jede
Drehung hat genau zwei Pole. Es gilt also die Gleichung

2(N = 1) = py(nq= 1) + pp(na= 1) +...+ Pu(me-1)
Ersetzt man hierin pi durch %l, dividiert beiderseits durch N
und ordnet etwas um, so ergibt sich
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3 2 l ax- 2 .

Dies ist eine Gleichung fiir die Unbekannten N,k,nq4,...,nx, die
Losungen miissen ganzzahlig sein und den Ungleichungen N 2 4 2 2
mit k>1 geniigen. Obwohl hier sogar die Anzahl der Unbekannten
unbekannt ist, ist die Aufldsung gar nicht schwierig, der Leser
kann sie mit ein wenig Uberlegung selbst durchfiihren. Wir weisen
nur darauf hin, daB auf der linken Seite von (*) eine Summe von
k Stammbriichen steht, die wegen n; 22 nicht grdéBer als % werden
kann, andererseits ist aber die rechte Seite sicher groBer als
k - 2 . Das gibt eine erhebliche Einschrénkung fiir k. Man be-
handele dann die Gleichung fiir jeden méglichen Wert von k ge-
trennt. Das Ergebnis ist in der folgenden Tabelle zusammenge-
stellt:

10L63." 2.L65.-3-L65.— 4.1}63.- EILBEC_'
schar schar |schar schar schar
k (=Anzahl der Pol- '
klassen) 2 3 3 3 3
n4 (=Ordnungszahl der
Pole der 1. Klasse) i 2 2 2 2
n; (=Ordnungszahl der
Pole der 2. Klasse) i 2 3 3 3
n3 (=0Ordnungszahl der
Pole der 3. Klasse) - i 3 4 5
N (=Ordnung der
Drehgruppe) i 2i 12 24 60

i=2' 3' 4‘, (R

Mit der Aufldsung der Gleichung (*) kOnnen wir die Analyse be-
enden und sagen: wenn es endliche Drehungsgruppen gibt, dann
miissen ihre Ordnungen N, ihre Zahlen k von Polklassen und die
zugehorigen Ordnungszahlen ni einer der fiinf in den Spalten der
Tabelle notierten Losungen entsprechen. Es ist nun tatsé&chlich
so, daB es zu jeder in der Tabelle enthaltenen Losung der Glei-
chung (*) eine Drehungsgruppe gibt, deren Struktur sogar je-
weils eindeutig bestimmt ist. Wir geben die geometrischen Reali-
sierungen der einzelnen Gruppen an.

1. Losungsschar: Dieser Typ von Drehungsgruppen wurde am Beginn
dieses Artikels als Beispiel bereits beschrieben. Man spricht
hier von "zyklischen Gruppen'".
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2. Losungsschar: Es gibt i Pole der ersten, i Pole der zweiten

und zwei Pole der dritten Klasse. Die Drehachsen mlissen so an-
ceordnet werden, daB die Pole der ersten
und zweiten Klasse je ein regelmédBiges i-Eck,
die Pole beider Klassen aber ein regelm&éBi-
ges 2i-HEck bilden, das - geographisch ge-
sprochen - auf dem Aquatorkreis liegt; die
> beiden Pole der dritten Klasse bilden dann
3 Kilasse 7Klasse Nord- und Silidpol. Der Fachausdruck fiir der-
artige Drehungsgruppen heiBt '"Diedergruppe'". Die Figur zeigt
den Fall i = 3.

3. Ldosung: Die vier Pole der dritten Klasse bilden die Eckpunk-
te eines der Kugel einbeschriebenen regelmédligen Tetraeders

(das ist ein von vier gleichseitigen Dreiecken begrenztes re-
geluéBiges Polyeder), die zugehdrigen Drehachsen gehen durch
die Mittelpunkte der dem jeweiligen Pol gegeniiberliegenden Te-
traederfléchen und sie durchstoBen die Kugel in den Polen der
zweiten Klasse. Die Pole zweiter Ordnung aus der ersten Klasse
riihren von Drehachsen her, die durch die Mittelpunkte gegen-
liberliegender Xanten gehen. Da die Drehungsgruppe genau aus
simtlichen Drehungen besteht, die das Tetraeder in sich lber-
fuhren, spricht man wvon der"Tetraedergrupp_".

4. IBsung: Diese Gruppe besteht aus den 24 Drehungen, di® einen
der Kugel einbeschriebenen Wirfel in sich liberfilhren. Die acht
Pole dritter Ordnung sind die Eckpunkte dieses Wiirfels, die
Achsen sind die Raumdiagonalen. Die drei Achsen, die die sechs
Pole vierter Ordnung tragen, gehen durch die Nittelpunkte der
ylirfelflédchen, diese Pole sind “ckpunkte eines von ach® gleich-~
seitizen Dreiecken begrenzten regelmé&Bigen Polyeders, eines
Oktaeders, weshalb man hier von der "Oktaedergruppe' spricht.
(Diese Gruppe wurde iiberdies bereits in einem Artikel der
"Jurzel" im Heft 2/1969 behandelt.).
5. Losung: Hier handelt es sich um die Drehungen, die ein der

Kugel einbeschriecbenes Ikosaeder in sich fiberfiihren, sie bilden
die "Ikosaedergruppe". Das Ikosaeder wird von 20 gleichseitigen

Dreiecken begrenzt,'durch deren Mittelpunkte die die 20 Pole
der Ordnuneszahl 3 trageunden Drehachsen hindurchgehen. Die
Bckpunkte - zwolf Stiick - sind die Pole fiinfter Ordnung aus



der dritten Klasse (siehe Figur). Nimmt man die 20 Pole der

' Ordnungszahl drei als Ecken eines Polyeders,
so erhélt man das von zwOlf regelméBigen
Finfecken begrenzte Dodekaeder, auch dieses
wird durch die Drehungen der Ikosaedergrup-
pe in sich iliberfiihrt.

Dr. ¥W.BOorner

wiss. Mitarbeiter an
der Sektion Mathematik der
FSU Jena

Preisaufgaben (Serie 3/70)

B13) Es sind alle Drehungen zu bestimmen (Drehachsen und
-winkel angeben), die das System zweier aufeinander
senkrecht stehender Grolkreise (d.h. Kreise, deren
Mittelpunkte gleichzeitig Kugelmittelpunkte sind) einer
Kugel in sich lberfihren. Welcher der fiinf Typen von
endlichen Drehgruppen ergibt sich ?

B14) Tiir welche reellen Werte von x gilt die Ungleichung

1—V1-4x2< 3 7

X

B15) Bei welchen Dreiecken liegen die Mittelpunkte der HShen
auf einer Geraden ?

B16) Man bestimme alle ganzzahligen Ldsungen k, N, Tgpeesyll
der Gleichung

1 1 1 2
— e mm— 4 s ™ = k — 2 + =
n, n, ny N

mit den Bedingungen N > n; > 2 , k > 1

Hinweis: Man lese im Artikel "Gruppentheorie und Geome-
trie II" nach !

B17) (4. Aufgabe der VI.IMO 1964 )
Jeder von 17 Wissenschaftlern steht im Briefwechsel mit
allen anderen. Sie behandeln in ihrem Briefwechsel nur
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drei Themen, und je zwei Wissenschaftler behandeln ein
und nur ein Thema. Zu beweisen ist, daB es mindestens
drei Wissenschaftler gibt, die untereinander ein und
dasselbe Thema behandeln.

B18) Wieviel ganzzahlige Ldsungen besitzt dle Gleichung

x? - 32 =n ?

Fiir jeden vollsténdigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhélt
der Einsender einen Wertungspunkt. Fiir finf Wertungspunkte er-
hélt der Einsender ein Buch, Sollten pro Monat mehr als drei
Einsender fiinf Wertungspunkte haben, entscheidet das Los (un-
ter AusschluB des Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertungspunkten nicht unter die
Gewinner féllt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung
teil. Die Ldsungen sind bis 10. des folgenden Monats (Datum
des Poststempels) unter dem Kennwort "WURZEL-PREISAUFGABE" an
unsere Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle
uns eingesandten Losungen mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen.
Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, konnen nicht be-
riicksichtigt werden. Wir bitten unsere Leser, jede LOsung auf
einem gesonderten Blatt einzuschicken.

Buntes Allerlei

In Verbindung mit dem letzten Jahreswechsel wurde vielfach

vom Beginn eines neuen Jahrzehnts gesprochen. Ist dies wirklich
der Fall ?

Ein Student besucht seine Eltern in jedem Jahr genau einmal.
Trotzdem sieht er sie bei solchen Besuchen zweimal im Jahr. Wie
ist das méglich ?

Jeden Tag mittags féhrt von Le Havre nach New York ein Dampfer
ab und zur gleichen Zeit ein Dampfer derselben Schiffahrtslinie
von New York nach Le Havre. Die Ueberfahrt dauert in der einen
wie in der anderen Richtung 7 Tage. Wieviel Schiffen dieser Li-
nie, die in entgegengesetzter Richtung fahren, begegnet ein
Dampfer, der heute mittag in Le Havre abféhrt ?

Jemand beweist in folgender Weise, daB zwel gleich drei ist:
4 = 10 =9 - 15

4 =10 + 6§ =9 =15 + 6



(2-8)2 =  (3-9)°

T

2= 3
Wo steckt der Fehler ?

Konferenz zum Thema:

Studienvorbereitung und Studienwerbung

Die wissenschaftlich-technische Revolution bedingt einen sténdig
steigenden Bedarf an Mathematiklehrern und Diplom-Mathematikern,
dem die jetzigen Studentenzahlen nur in sehr geringem MaBe Rech-
nung tragen. Die Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Uni-
versitdt Jena und dle Abteilung Volksbildung beim Rat des Bezir-
kes Gera arbeiten deshaldb schon einige Jahre gemeinsam an der
Losung dieses Problems. Die Mathematik-Spezialistenlager, die
zweimal im Jahr stattfinden, und die Schiilerzeitschrift "Wurzel"
waren bisher die wesentlichsten Bestandteile der gemeinsamen
Bemiihungen. Die Verwirklichung der 3. Hochschulreform erfordert
jedoch eine hdéhere Qualitét in dieser Zusammenarbeit. Deshald
wurde am 17.12.1969 in Jena eine Konferenz durchgefiihrt mit

dem Ziel, ein System zur Verbesserung der Studienvorbereitung
und Studienwerbung im Bereich Mathematik zu erarbeiten. Die
Teilnehmer, Vertreter der Sektion Mathematik, der FDJ-Bezirks-
leitung, des Rektorates der Universitdt und Vertreter der
Abteilung Volksbildung beschlossen erste MaBnshmen, deren Ver-
wirklichung schon im laufenden Schul- bzw. Studienjahr in An-
griff genommen werden soll. Die Welterfiihrung der Ldsung dieser
Probleme wurde inzwischen den FDJ-Studenten der Sektion Mathe-
matik als Jugendobjekt iibergeben.

"Wurzel" wird regelméBig iiber den Stand der Arbeit an diesem
Jugendob jekt berichten.
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Wir stellen vor: Dr. Walter Borner

Dr. Walter Bdrner ist Lektor an der Sektion Mathematik der
Friedrich-Schiller-Universitét Jena. Er wurde 1937 in Loben-
stein geboren. Dort besuchte er auch die Oberschule und legte
1956 sein Abitur ab. AnschlieBend studierte er in Jena bis 1961
Lehrer fiir Mathematik und Physik. Nach AbschluB des Studiums
wurde er Assistent am damaligen Insti-
tut flir Mathematik. 1963 erwarb er das
Diplom mit einer Arbeit iliber die nicht-
euklidische Geometrie, und 1969 promo-
vierte er mit der Arbeit "Polynomdar-—
stellungen von Funktionen der endlich-
wertigen Ingik”' Zur Zeit arbeitet er
wieder an geometrischen Problemen.

Seit dem Winterlager 1968 nimmt Dr. BOr-
ner regelméBig an den Mathematiklagern
teil. Auch dort ist er Spezialist fur
Geometrie, und die von ihm gestalteten
Unterrichtsstunden finden bei allen
Schiilern groBen Anklang.

Dr. Walter Borner stellt die Aufgabe des Monats.

Es sei bekannt, daB die Polizei der Stadt Y ihren Streifen-
dienst nach folgendem System organisiert hat: Es sind gewisse
Kontrollstellen festgelegt worden sowie bestimmte Streifen-
fahrtlinien, die durch diese Kontrollstellen fiihren, so daB
gilt:

1. Zu je zwei Kontrollstellen gibt es genau eine Linie, die
die beiden Stellen passiert,

2. Zu je zwei Linien gibt es genau eine Stelle, die von den
beiden Linien passiert wird,

3, Jede Linie passiert genau drei Kontrollstellen,

4, Jede Linie wird sténdig von genau zwei Polizisten befah-
ren,

Wieviel Polizisten miissen gleichzeitig unterwegs sein?
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Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER 2¢ (D)

Nachdem 1968 in der "Wurzel" bereits eine Einfiihrung in die Re-
chentechnik D erfolgte, wollen wir uns Jjetzt mit einem speziel-
len programmgesteuerten Rechenautomaten befassen und die Grund-
lagen seiner Programmierung erlernen. Fiir das Versténdnis des
folgenden ist die Kenntnis der oben angefiihrten Artikelserie
oder der Abschnitte liber den prinzipiellen Aufbau von Rechen-—
automaten und iiber die FluBbildtechnik in einer der Literatur-
angaben 2) Voraussetzung.

1. Der strukturelle Aufbau des Rechners Cellatron SER 2c¢

Der SER 2c¢ kann flr
wissenschaftlich-tech-
nische und kommerzielle
Rechnungen verwendet
werden. Wegen seiner
sehr geringen Rechen-
geschwindigkeit und
Speicherkapazitét

zédhlt er zu den
Kleinstrechnern,

trotzdem oder gerade
deswegen ist er ein
geeignetes Demonstrationsobjekt fiir eine erste Einfiihrung in die
Praxis der Rechentechnik.

Bei jedem Rechner unterscheidet man zwischen ZENTRALEINHEIT (ZE)
und PERIPHERIE. Die ZE beinhaltet alle filir die Rechnung und
ihren automatischen Ablauf notwendigen Bauelemente, wdhrend die
Teile, die dem Kontakt des Rechners mit dem Menschen dienen
(Ein- und Ausgabegerédte), die Peripherie bilden.

Ein Teil der ZE ist der HAUPTSPEICHER (HS), das "Ged&dchtnis"
unseres Rechners. Er ist in der Lage, Zahlen (Eingangsdaten und
Zwischenergebnisse) und auch den abzuarbeitenden Algorithmus zu
speichern. (Der Algorithmus muf in einer Form dargestellt sein,
die der Rechner "versteht'". Man bezeichnet ihn dann als MASCHI-
NENPROGRAIMM. Dieses ist aus einzelnen Befehlen zusammengesetzt.
Ein Befehl ist eine elementare Anweisung, die der Automat aus-
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Sekiornummer Tuhren kann. Programmieren
bedeutet dementsprechend
Zerlegung eines Algorith-

12 |13 o " mus in solche elementaren
1 Anweisungen. )
ZS g Der Speicher des SER 2c ist
- 4 ein sogenannter MAGNETTROM-
! der 5 MELSPEICHER, ein mit einer
Bannachesse, 6 magnetisierbaren Schicht
::;::mg’ z bedeckter, schnell rotieren-
1 der Zylinder. Die Magnet-
2 schicht dient als Tréger der
BS i Information, sie wird in
Boahhirert 5 dhnlicher Weise wie ein Ton-
il der 6 band "beschrieben" und "ge-
W~ ’ lesen". Die Trommel ist in

Ptrschesse 2~ ZAHLENSPEICHER (ZS) und Be-

: FEHISSPEICHER (BS) unter-
Prinzjoieller Aufbau oes teilt, d.h. die Zahlen und

HS oes SER 2¢ das Programm werden auf ge-

trennten Teilen der Trommel
gespeichert. Jeder dieser beiden Speicherteile ist weiter in 8
Bahnen zu je 16 Sektoren unterteilt. Diese Speichereinheiten
heiBen Worter und je nach dem Speicherteil, auf dem sie sich
‘befinden, unterscheidet man zwischen ZAHIWORT (ZW) und BEFEHIS-
WORT (BW). Genauere Angaben zur Wortstruktur werden wir an spé-
terer Stelle machen. Somit hat der HS eine Kapazitdt von 256
Wortern, von denen 128 zum Zahlenspeicher und 128 zum Befehls-
speicher gehdren. Um die Worter voneinander unterscheiden zu
kbnnen, wird jedes mit einer Adresse versehen. Diese Adresse
besteht aus zweli Teilen, der Bahnadresse (das ist die Nummer der
Bahn) und der Platzadresse (Nummer des Sektors)(siehe Skizze).
Wir werden im néchsten Abschnitt nochmals suf die Adressierung
zuriickkommen.
Ein weiterer Bestandteil der ZE ist das RECHENWERK (RW), mit dem
die arithmetischen Operationen - Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division - asusgefiihrt werden. Es sei an dieser
Stelle darsuf hingewiesen, daf uns die technische Realisierung
der Bauelemente nur so weit interessiert, wie es fiir das ge-
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steckte Ziel, das Erlernen der Grundlagen der Programmierung,
notwendig ist. Wer sich mehr fiir diese Seite der Rechentechnik
interessiert, der sei auf die entsprechende Literatur verwiesen.
Die Durchfiihrung einer Rechenoperation verlangt im wesentlichen
drei Schritte:

1. Bereitstellung der beiden zu verkniipfenden Operanden

2. Ausfiihrung der Rechenoperation

3, Aufbewahrung des Ergebnisses
Die Bereitstellung und Aufbewahrung des Ergebnisses erfolgt in
zwei nicht zum HS gehdrenden Speicherelementen, Die das RW direkt
und in extrem kurzer Zeit erreichen kann. Beim SER 2c¢ sind das
das REGISTER (R) und der AKKUMULATOR (Ac), der diesen Namen
trégt, weil er das Ergebnis aufbewahrt (akkumuliert). Nach Aus-
filhren einer Rechenoperation ist also der Operand, der in Ac be-
reitgestellt wurde, nicht mehr direkt vom RW zu erreichen und
muBf erneut bereitgestellt werden, falls er wieder gebraucht
wird.
Der wichtigste Teil eines programmgesteuerten Rechenautomaten ist
das LEITWERK (IW), weil es einen automatischen Ablauf gemédB dem
vorhandenen Programm erst ermdglicht. Das IW entnimmt die Befehle
nacheinander dem BS, entschliisselt sie und 16st dann die Aus-
fiihrung der entsprechenden Anweisungen aus. Zwei wichtige Teile
des IN sind der BEFEHISZAHLER (BZ) und das BEFEHLSREGISTER (BR).
Im BZ steht die Adresse des Befehls, der dem Speicher entnommen
und zur Entschliisselung in das BR gebracht wird. Normalerweise
wird der BZ automatisch so gestellt, daB die Befehle in der pro-
grammierten Reihenfolge
abgearbeitet werden. Es
gibt jedoch Befehle,
die in den BZ eine be-
~liebige Adresse eintra-
gen konnen, so daB
Springe im Programm re-
alisiert werden, d4.h.,
daB eine Anderung in der
Reihenfolge der Be-
fehlsabarbeitung vorge-
nommen wird.
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Jetzt sollen noch einige Bemerkungen zur Peripherie folgen.

Beim SER 2c¢ besteht sie aus einer elektrischen Schreibmaschine
(SM), zwei Lochstreifenlesern (SL I und SL II), einem Lochstrei-
fenstanzer und der Funktionstastatur (FT), die dem Bediener
erméglicht, durch manuelle Eingriffe das IWN zu beeinflussen,
Zahlen nach R, Ac oder ZS und Befehle in den BS zu transportie-
ren.

Die Eingabegerédte, hier SL I, SL II und ein Teil der FT, sind
an das EINGABEWERK (EW) des Automaten angeschlossen. Das EW
libersetzt die ankommenden Informationen in eine dem Automaten
angepaBte Form (Stromimpulse).

Zur Ausgabe laufen die Zshlen iiber das AUSGABEWERK (AW), das die
internen Informationen wieder entschliisselt, so daB sie auf der

SM oder dem Lochstrei- SLT ol FT SM
fenstanzer ausgegeben |
werden konnen. In den SLI -
folgenden Betrach- 4
tungen werden wir den EW - AW

Stanzer der Einfach-
heit halber suBer acht

lassen. - AcC

Der SER 2c¢ kann nur I f

Zahlen verarbeiten :

und deshalb sind nur I Rw !
die Schreibmaschinen- :_ m—— !
tasten mit den Ziffern, - R !

dem Kommg und dem Minus
an das AW angeschlos-
sen, da diese Zeichen
ausreichen, um alle
Zahlen darzustellen
(positives Vorzeichen
wird weggelassen).

—— e — —

Der Vollsténdigkeit BR
halber sel hier er- BZ
wdhnt, daB es mbglich LW

ist, Befehle direkt _
vom Lochstreifen (ex- Vereintachtes Blockschaltbilo des SER 2¢
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terner Befehlsspeicher) abzuarbeiten. Dadurch wird das Abar-
beiten léngerer Programme, die die Kapazitédt des BS liber-
schreiten, erméglicht.

Das Blockschaltbild zeigt die wichtigsten Transportleitungen
zwischen den beschriebenen Bauteilen iiber die der DatenfluB
erfolgt. Das IWN besitzt auf Grund seiner Funktion natiirlich
Steuerleitungen zu allen Baugruppen, die jedoch weggelassen
wurden, um die Ubersichtlichkeit nicht zu stark zu beeintrich-
tigen. Die gestrichelten Linien deuten Transportleitungen an,
die fir unsere Belange unwesentlich sind. Die direkte Verbin-
dung von R und Ac sowie von Ac zum BS werden nur fiir die Pro-
grammeingabe gebraucht. Die Verbindung ZS - Ac wird durch ei-
nen Befehl realisiert, auf den wir nicht ndher eingehen werden.
Die Verbindung EW - IN dient der Befehlsabarbeitung vom Loch-
streifen: All diese Dinge interessieren also nicht fiir das
Erlernen der Grundlagen der Programmierung.

Noch ein Beispiel, das zeigt, welche Informationen man dem
Blockschaltbild entnehmen kann: Wenn man mit einem Programm
eine Zahl vom Lochstreifen lesen und in den ZS transportieren
will, so muB diese den Weg iliber R, das RW und Ac nehmen. Wir
werden im noch zu behandelnden Befehlssystem des Rechners die
Konsequenzen aus dem Blockschaltbild wiederfinden.

Harald Schirrmeister

wiss. Ass. im Rechenzentrum
Friedrich-Schiller-Universitédt Jena

Anmerkungen:
1) siehe "Wurzel" 6 bis 8 und 10 bis 12 /1968
2) Gotzke: Programmgesteuerte Rechenautomaten.
(Fachbuchverlag Leipzig 1968)
Kitow,Krinitzki: Wie arbeitet eine elektronische Rechenma-
schine? (Fachbuchverlag Leipzig 1960).

WuBien Sie schon, daB ab Herbstsemester 1970/71 in der

Sektion Mathematik vollautomatische Bild-Ton-Vorlesungen mit

Versténdnis-Riickkopplung stattfinden? Bei Nichtverstehen einer

bestimmten Prozentzahl der Horer schaltet der Automat Zusatz-
® programme ein.
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Lieber TLeser! Aus technischen Griinden kdnnen wir diesmal nur
eine Losung verdffentlichen. Die noch ausstehenden Ldsungen
folgen im Heft 4/7o0.

A 85: (Ldsung eingesandt von M. Gulbius, TH Karl-Marx-Stadt,
‘ Spezialklasse 11)

a, = % - %qu wird wie folgt umgeformt:

2 =4 2 D3 1
z " §§+ﬁ =3 - 72n1 T (n+1) - 6 * Tn+vo

Vermutung: 1lim (% + 3%;5) =-%
Na00

. SR T g TR
B_e!..e-.ia; |an El - I4n+ l = .L|.n.|.2 * l+n < n
1

Also existiert zu jedem positiven € ein nj mit N> o
d.h. es gibt nur endlich viele n, die diese Ungleichung
nicht erfiillen. Fir alle n>n, gilt also

- < g

Unser Titelbild zeigt den elektronischen Kleinstrechner
Cellatron SER 2¢ ( siehe auch Seite 43 — 47 dieses Heftes!).

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.

Redaktion: Leitung: Harald Fischer, Rainer Wackernagel
Mitarbeiter: H.Eckner, R.GroBmann, W.Kiefer, N.Kuse,
R.Lorenz, S.Miller, P.Pradel, E.Taubald,

1.Zenner

Anschrift der Redsktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena
Helmholtzweg 1
_"Wurzel-Redaktion"

V-14-8 7 4846 M 175-T0
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Gruppentheorie und Geometrie Il (SchluB)

ORNAMENTGRUPPEN

1. Beispiel einer Ornamentgruppe

Sicher haben Sie als Verzierung von Textilien, Gebrauchsgegen-
stéinden oder Gebiduden Ornamentfiguren der folgenden Art schon
gesehen (Abb.1):

J | (m NANNANNN
ﬂ-l D-I I_IJ 2 ' uuwgw

Bei der Untersuchung der ihnen innewohnenden Gesetzm&Rigkeiten
werden wir auf eine gewisse Menge von Kongruenztransformationen
gefiihrt, die eine Gruppe bilden. Wir wollen diese Untersuchun-
gen durchfiihren. Dabei werden wir Gesichtspunkte zur Herstellung
weiterer derartiger Ornamente aufdecken.

Da die Figuren in Abb.1 nur als Ausschnitte aus léngeren Orna-

mentbindern anzusehen sind, wollen wir dahingehend idealisieren,

daB wir uns die Bdnder nach beiden Seiten hin unbegrenzt fort-

gesetzt denken. Die augenfédlligen RegelméBigkeiten eines jeden

der Ornamente in Abb.1 kommen in folgenden beiden Sachverhalten
zum Ausdruck: )

1. Das Ornament kann durch Parallelverschiebungen um gewisse
Léngen nach rechts und links mit sich selbst zur Deckung ge-
bracht werden; es gibt eine kleinste Verschiebungslénge, s0
daB alle anderen mdglichen Verschiebungsléngen Vielfache die-—
ser kleinstmdglichen sind.

2. Dreht man das Blatt mit dem Ornament um 1800, so0 sieht man
die Figur so, als wiresie nicht gedreht worden, d.h. das Or-

nament kann durch 180°-Drehungen um gewisse Drehzentren mit

sich zur Deckung gebracht werden.
Eine genauere Betrachtung der Figuren lehrt, daB die Drehzentren
glle auf einer Geraden liegen, die dieselbe Richtung wie die ge-
nannten Parallelverschiebungen hat, und daB der Abstand zweier
benachbarter Zentren stets gleich der Hélfte der kleinstmdg-
lichen Verschiebungslénge ist. Abb.2 zeigt die Lage der Dreh-
zentren und die kleinstmdgliche Verschiebungslénge fiir das Or-
nament a) aus Abb.1. Der Leser kann fiir die Ornamente b) und c)
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Drehzent die entsprechenden GréBen selbst suchen.
' Wir haben also fiir jedes der Ornamente a), b)
und c) folgende Menge von Kongruenztransforma-

tionen, die die Figur in sich selbst iiberfiihren

F————*{ (Abb.3): 180°-Drehungen um die auf einer Gera-
Abb.2 p:, P.q Po Py Pp Abb. 3
—
E  ——

den g liegenden Punkte ..., P-2, P_4, Poy P1y P2y «c.y die kon-
stanten Abstand haben sowie Parallelverschiebungen in Richtung
von g um Verschiebungsléngen, die ganzzahlige'Vielfache der Lan-
ge PoP; sind.Es ist nicht schwierig nachzuweisen, daB diese Menge
von Kongruenztransformationen eine Gruppe 8 ist. Es handelt sich
hier um eine spezielle Ornamentgruppe. Die Menge der jedes der
Ornamente von Abb.1 in sich iiberfiihrenden Bewegungen ist ®. Man
bezeichnet daher diese Ornamente als zur Gruppe ® gehorig.

2. Der Begriff Fundamentalbereich
Wir beachten nun folgenden Umstand (Abb.4): Wenn man in zweil
Drehzentren, zwischen denen genau ein

€2Z724? weiteres liegt, senkrecht zur Geraden g
//jzggg zwei Strahlen nach derselben Seite von g
/00

14

hin zieht, so erhdlt man zwischen diesen
Strahlen ein Gebiet F (schraffierter
Abb. 4 Halbstreifen) mit folgender Eigenschaft:
Wendet man auf F alle Transformationen aus der Ornamentgrup-
pe an, so wird von den SO erhaltenen Bildgebieten die ganze
Ebene liickenlos bedeckt, und zwar (von den Randlinien abge-
sehen) ohne Uberlappungen.
Denn wenn man guf F nacheinander die Parallelverschiebungen aus
® anwendet, so wird die Halbebene, in der F
l/////lf/él%l liegt, mit den Halbstreifen ausgepflastert
17 (Abb.5), und wenn man F um eines der Drehzentren
lé%a ﬁga-r;il dreht, bekommt man einen Halbstreifen F' in der
anderen Halbebene; die Anwendung der Parallel-
verschiebungen auf F' (das bedeutet Anwendung der Gruppenpro-
dukte von Drehung und Parallelverschiebung auf ¥, diese Produk-
te liegen ja in ®) bewirkt die Auspflasterung der anderen Halb-
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ebene. Da wir alle Transformationen aus ® verwendet haben, kamn
nirgens eine mehrfache Uberdeckung mit Bildern des Bereichs F
stattfinden. Man nennt F einen Fundamentalbereich der Gruppe 6.

Der Aufbau der Ornamenté erscheint nun in einem anderen
Licht: Es ist auf Grund der Eigenschaft des Fundamentalbereichs
kxlar, daB das Ornament eindeutig festgelegt ist, wenn man von
ihm denjenigen Teil kennt, der in einem Fundamentalbereich
liegt. In Abb.6 sind solche Teilstiicke aufgezeichnet, die die

drei Ornamente von Abb.1 festlegen.
l——| m A Sie sind durchaus nicht von groBer
P r} P é 2% kiinstlerischer Wirkung, und man er—
a) Ao 6 b) ‘,_.) kennt nun, daB das #sthetisch Anspre-
' chende der Ornamente von ihrer Eigen-
schaft herrihrt, eine ziemlich umfangreiche Gruppe von Transfor-
mationen zu haben, die sie mit sich zur Deckung bringen. ’
Aus dem Bisherigen folgt ein Verfahren zur Gewinnung von Orna-
mentbdndern: Man zeichnet in einem Fundamentalbereich irgendei-
ne Figur und wendet auf sie alle (zumindest soviele, wie der
zur Verfiigung stehende Platz erlaubt) Transformationen der Orna-
mentgruppe 8 an. Wenn das Ornament geschlossene Linienziige ha-
ben soll (Beispiel a), b)), so muB man die Figur im Fundamental-
bereich durch Paare solcher Randpunkte des Fundamentalbereichs
legen, die durch Transformationen aus 8 auseinander hervorgehen.
Der Leser kann sich nun im Entwerfen von Ornamenten nach diesem
Verfahren betatigen.

3, Weitere Ornamentgruppen
Die wesentliche Eigenschaft der anfangs beschriebenen Ornament-—
gruppe ist offenbar, daB sie einen Fundamentalbereich hat. Man

definiert daher eine Ornamentgruppe ganz allgemein als eine
Gruppe von Kongruenztransformationen, fiir die ein Fundamental-
bereich existiert.

Wir bestimmen jetzt alle Ornamentgruppen, die nur aus Drehungen
bestehen. & sei eine solche Gruppe. Alle Drehungen haben dassel-
be Drehzentrum Z, andernfalls gdbe es Parallelverschiebungen
(Beweis als Aufgabe). Ist A ein Punk® ungleich Z, so liegen sei-
ne Bilder bei den Drehungen aus & alle auf einem Kreis mit dem
Mittelpunkt Z. Da & einen Fundamentalbereich haben soll, mul
zwischen Original- und Bildpunkt immer ein gewisser Mindestab-
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stand eingehalten werden. Es kann also nur endlich viele Bilder
von A geben, z.B. n Stiick. Die Gruppe kann dann nur aus den n
Drehungen mit dem Zentrum Z und den Drehwinkeln -o360
(k =1, ..., n) bestehen. Als Fundamentalbereich kann eln Win-
kelbereich mit dem Scheitel Z und und dem Offnungswinkel —-360
dienen.
Jede dieser Gruppen kann erweitert werden, indem man noch Spie-
gelungen an n Geraden hinzunimmt, die durch Z gehen und sich
unter 5-1800 schneiden. Der Fundamentalbereich wird dadurch hal-
biert. Abb 7 zeigt den Fall n = 3. Die zu diesen Gruppen geho-
= rende Art der Herstellung von Ornamenten ist
genau die, die man in den als Kinderspielzeug
bekannten Kaleidoskopen findet: Eine Menge von
bunten Steinchen liegt willkiirlich angeordnet
in einem Fundamentalbereich und bildet dort eine
Abb.7 regellos aufgebaute Figur; die im Kaleidoskop
eingebauten Spiegel bewirken die Transformationen der Gruppe

und zaubern so aus der Figur des Fundamentalbereichs ein Orna-
ment.

Am 1nteressantesten wird es, wenn man alle mdglichen Sorten von
Kongruenztransformationen - also Verschiebungen, Drehungen,
Spiegelungen und deren Produkte — als Elemente der Ornament-
gruppe zulésst. Man kann z.B. beweisen, daB als Drehwinkel bei
Ornamentgruppen, in denen auch Parallelverschlebungen vorkom-
men, nur die Werte 60°, 90°, 120°, 180°, 240°, 270°, %00° in
Frage kommen und daB als Fundamentalbereiche nicht nur wie in
den hier betrachteten Beispielen unendlich groBe Gebiete, son-
dern auch endliche auftreten kdnnen (Parallelogramme, Dreiecke).
AuBer den oben genannten Drehungs- bzw. Drehspiegelungsgruppen
gibt es nur 24 weitere Ornamentgruppen von verschiedener Struk-
tur, eine davon (fast die einfachste) wurde im ersten Beispiel
hier beschrieben. Je mannigfaltiger und unterschiedlicher abér
die in einer Ornamentgruppe enthaltenen Kongruenztransformatio-
nen sind, desto interessanter sehen die zugehorigen Ornamente
aus. SchlieBlich sei noch erwéhnt, daB man entsprechende Unter-
suchungen auch fiir den Raum anstellen kann. Die gewonnenen Aus-
sagen haben grundlegende Bedeutung fur die Lehre von den
Kristallen.

Dr. W.Borner, wiss. Mitarbeiter an der
Sektion Mathematik der FSU Jena
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Preisaufgaben (Serie 4/70) \

(B19) Es ist auf geometrischem Wege nachzuweisen, daf die Okta-
edergruppe eine zur Tetraedergruppe isomorphe Untergruppe
besitzt (isomorph: von gleicher Struktur, siehe "Wurzel'-
Nr.6/69).

B20) (4.Aufgabe der IV.IMO 1962)
Es sind sdmtliche Losungen der Gleichung

0052x 4 00522x + cosa3x =
zu bectimmen.

B21) Nur mit Hlife eines 7irkels ermittle man den Mittelpunkt
eines gegebenen Kreises.

)

B22) Eine Folge sei durch a, = 2 und a4 = 2a, + 1 gegeben.
llan bestimme die independente Darstellung fiir &, d.h.
man driicke a_ nur durch n aus.

B23) Kénnen drei Zahlen gleichzeitig eine geometrische und
arithmetische Folge bilden?

(B24) Man lése das Gleichungssystem
3x2—2xy+5ya—35=0
x2 -2y -1=0

Fiir jeden vollsténdigen Ldsungsweg einer Preisaufgabe erhdlt der
Hinsender einen Wertpunkt. Fiir funf Wertpunkte erhdlt der Zin-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei ‘Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges). ’

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fi11t, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis 10. des folgenden lionats (Datum des Poststem=—
pels) unter dem Kennwort myurzel-Preisaufgabe’" an unsere Adresse
einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten
Losungs— bzw. Aufgabenbldtter mit dem Namen des BEinsenders, sei-
ner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen sein mis-
sen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kOnnen nicht
beriicksichtigt werden.

Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten
Blatt einzuschicken. :

Buniss Alerlei
Wie oft kann in drei aufeinanderfolgenden Jahren der Dreizehnte
eines ilonats auf einen Freitag fallen?

— -
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Losungen von Scherzaufgaben aus den "Wurzeln" 12/69 und 1/70:
Der Polygonzug hat folgendes Aussehen:

A

o

Der gesuchte Ausdruck lautet

3¢19 - 5 = B2.
Die Vorschrift zur Bestimmung der drei Zahlen lautet allge-
mein wie folgt: a a 5 b B

Damit ergibt sich x zu 8.

Das Mathematik-Spezialistenlager

In der Zeit vom 10.2. bis 21.2.1970 fand in Saslfeld-Gorndorf
das Winterlager der besten jungen Mathematiker des Bezirkes

Gera statt. Das Lager wurde in Zusammenarbeit des Rates des Be-
zirkes Gera und der Redaktion der "Yurzel" durchgefiihrt. W&h-
rend der Rat des Bezirkes fur den organisatorischen Teil verant-
wortlich zeichnete, sorgten die Betreuer, die zum groBen Teil
von der "Vurzel" gestellt wurden, fir den inhaltlich=fachlichen
Teil. An sieben Tagen wurden die Schiiler der 8. bis 12. Klasse
in Gebiete der Mathema-
tik eingefiihrt, die
auBerhalb des obligato-
rischen Schulunterrichts
liegen. So erhielten die
‘Schiiler der 8. Klasse
Unterricht in Mengen-
lehre, Relationen, Zah-
lensystemen, Geometrie
und Graphentheorie, die
Schiiler der 9. Klasse
horten einiges liber Men-
genlehre, Relationen, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Relationen,
und Schaltalgebra. Die 10. Klasse wurde unterrichtet in Zahlen-
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theorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Graphentheorie und Un-
gleichungen. Die 11. Klasse horte auch einiges iiber Zahlen-
theorie und Ungleichungen und auBerdem noch iiber Schaltalgebra
und rekursive Folgen, wdhrend sich die 12. Klasse mit Schaltal-
gebra, rekursiven Folgen, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Dif-
ferentialgleichungen beschéftigte.

Die 8. Klasse beispielsweise erhielt durch ihren Unterricht

in "Zahlensystemen" einen tiefen Einblick in das Zahlensystem,
das gewohnlich auf einem Zehnersystem beruht. Sie lernten das
Dualsystem kennen, das in Rechenautomaten Anwendung findet und
bildeten analog dazu Zahlen in anderen Systemen. Eine interes—
sante Aufgabe war dabei: Eine dreistellige Zahl wird "Schnaps-
zahl" genannt, wenn ihre Ziffern alle gleich sind. In welchem
Zahlensysten ist die Zahl 172 (Dezimalzahl) eine solche? Ein
anderes Gebiet, mit dem sich die Schiler beschéftigten, war die

~athematische Gebilde,

Graphentheorie. Graphen sind abstrakte

i

die man durch ein
System von Punkten und
Linien (X¥noten und Kan-
ten) veranschaulichen
kann. Ein Beispiel fir
einen Graphen ist ein
Busfahrplan, dabei sym-
bolisieren in einem so=-
genannten Streckennetz
die schwarzen Punkte

n ; die Haltestellten (Eno-
ten) und die mehr oder weniger verzweigten Linien die Wege (Kan~
ten). Ein solches System dient zum LOsen von Transportproblemen.
Auch in der Operationsforschung und dem sehr bekannten Gebiet
der Netzwerktechnik finden Graphen vorteilhaft Anwendung.

In der Scheltalgebra, einem sehr interessanten Teilgebiet der
llathematik, versuchten die Schiiler bestimmte Verhaltensweisen
von Schaltungen oder &hnlichen Systemen, in denen nur zwel Zu-
stinde auftreten konnen,(z.B. Strom flieBt oder Strom flieBt
nicht), mathematisch zu beschreiben, um dann bestimmte Aussagen
{iber den Aufbau der Schaltungen machen zu konnen. Eine charak-
teristische Aufgabe .hierzu ist beispielsweise folgende: Man
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"konstruiere" (mathematisch) eine Schaltung fiir eine Flurbe-
leuchtung, wobei eine Lampe von n verschiedenen Stellen ein- und
ausschaltbar sein soll.
In der Wahrscheinlichkeitsrechnung (siehe dazu auch "Wurzel'-
Hr.6/68 und 7/8/68) ldsten die Schiiler u.a. folgende Aufgabe:
Bin Spieler wiirfelt viermal hintereinander mit dem gleichen Wir-
fel. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafir, daB bei den vier
Yiirfen mindestens eine 6 vorkommt?
Pin weiteres interessantes Gebiet ist die Untersuchung der re—
kursiven Folgen. Es handelt sich dabei um Folgen, deren einzelne
Glieder durch eine Funktion gewisser vorhergehender Elemente be-
rechnet werden konnen: By = F(an,..., anpk) (k fest). BEin ein-
faches Beispiel dafiir sei die geometrische Folge 8,1 = 8,°Q

Diese wenigen Beispiele sollen zeigen, wie vielféltig und doch
mathematisch tiefgreifend die behandelten Themen waren, die hohe
Anforderungen an das logische Denken und das Abstraktionsvermo-
gen der Schiiler stellten. Das fachliche Programm wurde ergénzt
durch einen Vortrag eines Dozenten der Sektion Mathematik.
Der Unterricht fiillte den Vormittag aus, die Nachmittage bzw.
Abende blieben der Beschiéftigung in den Gruppen vorbehalten. Hi-
ne Stadtfiihrung durch Saalfeld, ein Vortrag im Milit&rpolitischen
Zabinett, zwei Buchlesungen und Besuche der Feengrotten, des
Naturkundemuseums, des Hallenbades in PoBneck, des Kinos in Un-
terwellenborn waren einige Seiten der kulturellen Betétigung
wihrend der Lagerzeit. Einen HOhepunkt bildete der Besuch im
VEB "UEMA" Saalfeld. Nach einer Fiihrung durch den Betrieb, bei
der alle Maschinen und ihre Funktionsweise erklédrt wurden, er-—
1duterte ein Mitarbeiter des Betriebes den Teilnehmern des Mathe-
matiklagers die Grundbegriffe der Programmierung. AnschlieBend
versuchten sich die Schiiler selbst an einem Programm fiir eine
numerisch gesteuerte Bohrmaschine.
7usammenfassend kann man feststellen, daB das Lager fiir die
Schiiler eine sehr sinnvolle Form der Feriengestaltung bot, da es
wirkliche Erholung, mathematische Weiterbildung und kulturelle
Betdtigung miteinander verband.

Das Betreuerkollektiv
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Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER2¢ Il

IT) Informationsdarstellung im SER 2c

Alle elektronischen Rechenautomaten arbeiten mit Bauelementen,
bei denen nur zwel verschiedene Zusténde (z.B.: eingeschaltet-
ausgeschaltet, leitend-nichtleitend, Magnetisierung in zweil
verschiedenen Richtungen usw.) interessieren. Nur demit ist zu
erreichen, daB der Automat bei vertretbarem Aufwand schnell
und zuverldssig arbeitet. Das hat fiir alle Informationen zur
Konsequenz, daB sie im Rechner (intern) als Folge von Zelchen
aus einer zweielementigen Menge dargestellt werden miissen,
denn ein Zeichen wird jeweils durch einen Zustand eines Bau-
elements realisiert. Die zwei mdglichen Zeichen (ihre ilbliche
Sehreibweise ist "O" und ") werden als Dualziffern bezeich-
net (in Analogie zu den zehn Dezimalziffern).

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit der internen Verschlis-
selung der verschiedenen Informationsarten unseres Rechners,
das sind Zahlen, Befehle und Adressen, beschédftigen.

Zuerst zu den Zahlen: Jeder Dezimalziffer werden folgenderma-
Ben vier Dualziffern (eine TETRADE) zugeordnet:

Dezimalziffer Tetrade Dezimalziffer Tetrade
0] 0000 5 OLOL
1 000L 6 OLLO
2 0010 7 OLLL
3 OOLL 8 jreele;
4 0LOO 9 LOOL

Diese Verschliisselung beruht darauf, daB man sich die Stellen
einer Tetrade von rechts nach links mit den Wertigkeiten
1,244,8 versehen denkt und die Wertigkeit der Stellen an denen
sich ein L befindet, addiert.

Beispiele: OOLL & 2+#1 =3 , LOOL & 8+1 =9

Zur Darstellung einer n-stelligen Zahl wird jede Ziffer fir
sich verschliisselt und die entstehenden n Tetraden in dersel-
ben Reihenfolge wie die Ziffern in der Zahl hintereinanderge-
schrieben.

Beispiel: 15209 £ OOOL 0LOL 00LO 0000 LOOL

Tine Zahl besitzt nun im allgemeinen aber auch ein Vorzeichen
und Komma. AuBerdem mufl die Lédnge einer Zahl im Rechner be-
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grenzt sein, damit sie in den Wortern des Speichers Platz fin-
det und damit sie im RW verarbeitet werden kann. Um die genaue
Darstellung einer Zahl kennenzulernen, miissen wir etwas ndher
auf den Aufbau des Speichers eingehen. Im ersten Abschnitt un-
seres Beitrages haben wir die Einteilung des Speichers in Wor-
ter kennengelernt. Jedes dieser Speicherworte ist nun in der
Lage, 12 Tetraden zu speichern. Wir wollen die Tetraden von
rechts nach links durchnumerieren, um Erklérungen zu vereinfa-
chen.

Von den 12 Tetraden eines Zahlwortes werden 10 fir die Zif- .
fernfolge benutzt, die 19. Tetrade enthédlt grundsétzlich die
Kombination 0000 und die 12. Tetrade die Verschliisselung des
Vorzeichens und der Kommastellung. Fiir das Vorzeichen wird die
vorderste Dualstelle mit den Vereinbarungen "O fir +" und

"I, fiir =" verwendet. Der Wert der restlichen drei Dualstellen,
den man erhidlt, wenn man die Wertigkeit der Stellen, die mit L
besetzt sind, addiert, gibt die Anzahl der Stellen nach dem
Komma an.

Beispiele:
Zahl

e, 15209 | -1234631] 0,02761 | -7682, 134 | =854, 3421951

va:lzg. . Komma| 0000| 1000 | OIOL IOLL LILL
11 0o0oo| oooo [ 0000 0000 0000
10 0000| 0000 | 0000 0000 1000 |
9 0oooo| 0000 | 0000 0000 0IOL
8 000o| 0000 | 0000 0000 0100
7 oooo| oooL | 0000 OLLL OOLL
6 oooo| oomo | 0000 OLLO 0100
5 oooL| ©00LL | 0000 1000 00LO
4 oron| ozoo | ooro 00LO 000L
3 ooro| owro | OLLL 000L |  LOOL
2 0000| O00LL { OLIO 00LL . OLOL
1 wor| ooor | ooonL | - oLOO . 000L

Eine im SER 2c¢ darzustellende Zahl darf also nichf mehr als 10
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7iffern besitzen und die Anzahl der Ziffern nach dem Komma
kann 7 nicht iibersteigen.

Beim Durchmustern der 12. Tetraden der Beispiele erkennt man
Kombinationen, die in der Verschliisselungstabelle nicht vor-
kommen. Man kann sich auch leicht iiberlegen, daB sich mit vier
Dualziffern nicht nur 10 sondern 16 Kombinationen erzeugen
lassen. Die restlichen Kombinationen bilden die sogenannten
PSEUDOTETRADEN.

Bezeichnung Schliissel
P2 I0LO
PP IOLL
P4 LLOO
PY LIOL
P6 LLIO
P7 LLLL

Wenn man das P in der Bezeichnung als Summanden 8 deutet, kann
man auch hier mit dem System der Stellenwertigkeiten arbeitern.
Z.B.: LIOL 2 8+4+1 & P5

Allerdings ist das nur richtig, wenn die Gesamtsumme der Stel-

lenwertigkeiten zweistellig ist, d.h. LOOL als P1 zu interpre-

dieren wére falsch.

Die Pseudotetraden finden nicht nur in der 12. Tetrade eines

Zahlwortes, sondern auch in den Adressen und Befehlen Verwen-

dung.

Wir erinnern uns, da8 die Adresse aus Bahn- und Platzadresse

besteht. Die Bahnen jedes Speicherteils sind von O bis 7

durchnumeriert und die Nummer einer Bahn in Tetradendarstel—

lung bildet die Bahnadresse. Fiir die Platzadresse muB es 16

Méglichkeiten geben, da ja jede Bahn in 16 Worter unterteilt

ist. Dafiir reicht auch eine Tetrade aus, allerdings mit Ver-

wendung der Pseudotetraden. Eine Adresse besteht also aus 2

Tetraden.

Beispiele: Die Adressen aller Worter der Bahn O sind:
00,01,02,03,04,05,06,07,08,09,0P2,0P5,0P4,0P5,0P6
und OP7.

Die Reihenfolge der Platzadresse im Beispiel entspricht der

Reihenfolge der Worter auf einer Bahn. Es ist noch zu bemer-—
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ken, da3 die 75rter mit der Adresse 00 nicht zum Schreiben und
Lesen von Informationen verwendet werden kdnnen. Im Abschnitt
iiber Programmierung werden wir die Griinde dafiir kennenlernen.

In einem Befehlswort finden 3 Einzelbefehle Platz, von denen
jeder 4 Tetraden beasnsprucht. Die in den folgenden Abschnitten
verwendete Bezeichnung der Einzelbefehle und Tetraden ist aus
der untenstehenden Skizze ersichtlich.

v, I1I, I I IVb IIT, IIb I

g = IVa.IIIa IIa 1 3

e)

~ ~V

'
¢ - Befehl b - Befehl a - Befehl
Befehlswort des SER 2¢

senaveres zur Verschliisselung der Befehle wird im néchsten Ab-
scnnitt mesagt. '
H.Schirrmeister

wigs. Ass. im Rechenzentrum
der Friedr.-Schiller-Universitat
Jdena

Losungen

ABE): Man zeigt zuerst das die einzige Losung der FGL

£(x)Elxty) = (£(3))2+(E(x=3))2+2THY, (0
die eine Nullstelle besitzt, die Funktion f(x)=0 ist.
Dazu nimmt man an, x, sel Nullstelle von f(x), d.h.
f(xo)=0. Dann gilt fir x=xj:

£(x,)-£(x #7)=0 = (237 (£(xy-y)) 2T+ *
“ Da. o¥+4 nieht Null werden kann, muB £(y)=0 oder
f(xo—y)=0 fiir alle y gelten. Das bedeutet aber f(y)=0
und entsprechend f£(x)=0.
AuBerdem ist mit f£(x) auch -f(x) Ldésung von (1), denn

(=£(x) ) (~£(x+y)) = (~£(3))2(~£(x=y))2:2T+4 .
0.B.d.A. kann man nun £(x)>0 annehmgn;
Dann gilt fiir y=0 :

£(x) £(x) = (£€0))2+(£(x))%.2* oder

£00) = 2% . (2)
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Fiir x=0 erhédlt man:
£(0)£(y)
™Yo

(E(3))2+ (£(=y))2 2T
£(3) - (£(=7))2 (3) -

-y, so erhdlt man:

Ll

Setzt man hier y
276 = (—y)(£(3))7 . (4)
Aus (3) und (4) folgt:
2=12 = (£(y)+£(-y))>  oder

f(-y) = g, L (5)
£(y)

Dies in (4) eingesetzt, ergibt:

Y6 - 2'4-§%§5-(f(y))2

2;Y-2 = f(y) .
Damit ist auch f(y) = —2y'2 eine Ldsung von (1).
Das sind zugleich alle Ldsungen der Tunktional-—
gleichung:

fx) =0 , £f(x)= pX—2 , f(x) = _o%X-2

A8
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™M A3
T
(siehe Skiz-

Es sei'§:'der gesuchte Flécheninhalt A\prp
ze!). Man kann nun eine Beziehung zwischen den Fl&-

1 -
Es gilt: Eg ='§EE°BQ _ B .
S; " Jxc.ar W
Da die Dreiecke ABQM und AATM &hnlich sind, gilt:



AT AW
Daraus folgt gg = 4,
3

Bezeichnet man éeg Flachenlnhalt ArakB mit 84, so gilt
Sy BD.2ZK 3D
gg %'G“EK CE

Da hier die Dreiecke ABDN und AENC Zhnlich sind, gilt

BD_BE_2
| Tz 1w ¢
und damit o4 _ 1 .
5; &
Daraus erhilt man %— =Sy * 83+ 5, 4414 % = g%
5 S;
_ 4
SB—H'S-

Analog kann man beweisen, daB die Flacbenlnhalte der
Dreiecke ABCR und AABL auch gleich _T +35 sind.
Daraus ergibt sich

(A88)

(Eingesandt von Roland Engelmann, EOS Saalfeld, Ki. 11)
Es werden zunichst die Bezeichnungen der Strategien ver-
einbart:
s, soll bedeuten: A wdhlt den Punkt n,
tm soll bedeuten: B wéhlt den Punkt m.
84y ist dann der Gewinn des Spielers A wenn er die Stra-
tegie sy und B die Strategie Tp wahlt.
a) Jetzt kann man die Gewinnmatrix fir A aufstellen:
0O 17-1 0 O
-1 0-1 1 O
A= 1 1 0-1-1
0-1 1 01
g 0 1 1 Q
b) Dieses Spiel hat einen Sattelpunkt, da 855 gleichzei-
tig Minimum der Zeile und Maximum der Spalte ist.
Nach Definition ist 855 deshalb Sattelpunkt.

63



c) Die optimale Strategie fiir 4 ist Sg und fiir B t5, da
sie ihnen einen liindestgewinn (nZmlich O) sichert, den
sie nicht vergrdflern konnen, wenn der Gegner die opti-
male Strategie anwendet.

(A90): lan stellt z im x-y-Koordinatensystem dar:
zZ =X+ 1y
Ix + iy - 3 + 2i < 3
Ix = 3 + (y + 2)i < 3
, (x - 3)° + (y + 2)° s 3°

Das heifit, der geometrische Ort aller Punkte (x,y), die
diese Ungleichung erfiillen, ist eine Kreisfl&dche (ein-
schlieBlich Peripherie) mit dem Radius r = % und dem
Mittelpunkt M(3; -2).

3 i . . .

4 « e = e
1k i1F . .
und e 74 # em 4 fiir k F 1 (mod 8) besteht die Menge
{a} aus genau 8 Elementen, ist also endlich.
el i i ke 118 i X
leiter gilt elk4 . ell4 o el(k+l) ’

wobei mit k und 1 auch k + 1 eine ganze Zahl ist.

Die Multiplikation komplexer Zahlen ist assoziativ, damit

auch innerhalb der Menge {a}. Es gibt ein Einselement
. . PR | T

et*0 = 1 mit o1°0 . 1% - 1¥F  ypg zu jeder Zahl e k4

" ™ s %
zibt es eine Zahl el(~K)T pit elk% . el(“k)u = g0,

Damit ist gezeigt, daB {a} beziiglich der Multiplikation
eine Gruppe bildet.

Unser Titelbild wurde im Mathematik-Spezialistenlager des Be-
zirkes Gera (Winterlager) aufgenommen (siehe dazu auch Seite
55 = 57 dieses Heftes!).

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-—
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.
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Die Programmierung
des Kleinrechners Cellatron SER 2¢ Ili

Programmieren heiBt Zerlegen eines Algorithmus in solche Einzel-
schritte, die der Automat ausfilihren kann. Diese Tétigkeit erfor-
dert griindliche Denkarbeit und ein hohes MaB an Sorgfalt, denn
jede Nachldssigkeit fiihrt unweigerlich zu Fehlern.

Vorsussetzung fiir das Programmieren ist natiirlich ein fertiger
Algorithmus. Wir wollen immer annehmen, daB die Algorithmen als
FluBbild vorliegen. Uns interessieren in diesem Zusammenhang
nicht die Etappen von der Problemstellung bis zum fertigen Algo-
rithmus. Die Tétigkeit des Programmierers besteht darin, den ge-
lieferten Algorithmus so zu konkretisieren, daB die spezifischen
Eigenschaften des Automaten, fiir den programmiert werden soll,
Beriicksichtigung finden. Aus dem GrobfluBbild entsteht so ein
bis in's Detail gehendes FluBbild, der sogenannte PROGRAMMAB-
LAUFPLAN (PAP). Davon ausgehend wird dann die Anordnung der ein-
zelnen Befehle festgelegt, d.h. der Algorithmus wird in eine dem
Automaten versténdliche Form gebracht. An dieser Stelle sei
nochmals darauf hingewiesen, daB Programmieren keinesfalls eine
stumpfsinnige Té&tigkeit darstellt. Um ein wirklich gutes, d.h.
wenig Speicherplatz beanspruchendes und schnell arbeitendes Pro-
gramm herzustellen, benStigt man sehr gute Kenntnisse iiber die
Figenschaften und Féhigkeiten des Automaten, einen groBen Er-
fahrungsschatz und gute Einfélle. Der Leser kann natiirlich nicht
hoffen, durch das Studieren dieses Beitrages ein perfekter Pro-
grammierer zu werden. Hier werden wir nur die einfachsten
Grundkenntnisse filir einen speziellen Automaten vermitteln. Um
tiefer in die Problematik einzudringen, istweiteres Selbststu-
dium unbedingt erforderlich.

Nach diesen allgemeinen Darlegungen nun zuriick zum SER 2c. Die
Kenntnis der Befehle ist erste Voraussetzung fiir das Programmie-
ren. Wir werden uns deshalb jetzt mit dem Befehlssystem des

SER 2c¢ befassen. Seine Befehle lassen sich in vier Gruppen ein-
teilen: _

Befehlsgruppe Charakteristika

Rechenbefehle Ausfilhrung der Grundrechenoperation

Transportbefehle | Realisierung des Datentransportes innerhalb
des Rechners

Sprungbefehle Knderung der normalen Reihenfolge der Befehls-
abarbeitung (normalerweise werden die Befehle
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entsﬁrechend ihrer geometrischen Anordnung
auf dem Speicher nacheinander sbgearbeitet)

Wagenbewegungen der |Befehle dieser Gruppe fiihren nur zu einer
Bohreitmaschine | eR in einer Hbesolintlisnan®
Form zu Papier zu bringen.
Wie im vorhergehenden Abschnitt schon erldutert, werden zur in-
ternen Darstellung eines Einzelbefehls vier Tetraden bendtigt.
Somit finden in einem Befehlswort drei Befehle Platz, die in der
Reihenfolge a-, b-, c-Befehl nacheinander abgearbeitet werden.
Die folgende Ubersicht gibt Auskunft dariiber, welche Informatio-
nen in den einzelnen Tetraden des Befehls untergebracht sind, wo=-
bei die Z&hlung der Tetraden der das letzte Mal angegebenen Z&h-
lung im Befehlswort entspricht.

Tetrade l Iv | ITT IT I
Informa~ | Bahnadresse | Platzadresse | Zusatzinfor- | Befehls-—"
tion mation fir art

die Ausfiih-

rung des

Befehls

In der Tetrade I lassen sich ja prinzipiell 16 verschiedene In-
formationen unterbringen, von denen jedoch nur 10 von uns ge-
nutzt werden (Wir behandeln ein vereinfachtes Befehlssystem, denn
es fehlt ein Befehl, mit dem der SER 2¢ normalerweise ausgeriistet
ist. Allerdingswerden auch einige Béfehle dazugenommen, die der
Rechner erst nach kleineren Umbauten ausfiihrt.).

Die Dualstelle mit der Wertigkeit 1 in der Tetrade II trigt
grundsétzlich die Information, ob die automatische Programmabar-
beitung vor der Abarbeitung des betreffenden Befehls gestoppt
werden soll. Der Automat stoppt, wenn diese Stelle mit L besetzt .
ist. Bs ist {iblich, dann zu sagen, daB der Befehl mit einem WAR-
TEINDEX versehen ist. Durch Betdtigen der Starttaste des Rech-
ners wird in diesem Fall die Programmsbarbeitung fortgesetzt.

Die restlichen drei Dualstellen dieser Tetrade haben, wie die
folgende Tabelle zeigt, fiir die unterschiedlichen Befehlstypen
auch verschiedene Bedeutung:

Befehlstyp Information in den vorderen Dualstellen der
Tetrade II

Rechenbefehle | Anzahl der Kommastellén des Ergebnisses

Sprungbefehle | Art des Sprunges
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Befehlstyp Information in den vorderen Dualstellen der
Tetrade II

Ausgabe Anzghl der Kommastellen, mit denen die Zahl aus-
gegeben wird

Eingabe Unterscheidung zwischen Eingabe nach R oder Ac

g:ggiighe ohne Bedeutung

Unter Ausgabe versteht man dabei immer einen Dateﬁtransport aus
Ac und unter einer Eingabe einen Datentransport nach einem Re-
gister.
Bevor wir die Befehlsliste unseres Rechners behandeln, noch ei-
nige Bemerkungen, wie die Kommastellung der Operanden bei Rechen-
operationen beriicksichtigt wird und die gewiinschte Anzahl der
Kommastellen des Ergebnisses realisiert wird. Da sich die Angabe
iber die Kommastellen des Ergebnisses in den vorderen drei Dual-
stellen der Tetrade II befindet, ist der Tetradenwert das Doppel-
te der Kommastellenanzahl, falls der betreffende Befehl nicht
mit einem Warteindex versehen ist. Allerdings handelt es sich da-
bei um eine besondere Art der Verdoppelung, da ein zweistelliges
Ergebnis in Pseudotetraden umgewandelt werden muB, wie das in Ab-
schnitt II erléutert wurde. Die folgenden Beispiele sollen das
eben gesagte verdeutlichen:

Kommastelle Tetrade II
' Dualstellen Wert
1 0OL O 2
4 I00 O 8
) LIO O P4

Der Leser kann sich leicht iiberlegen, wie bei Vorliegen eines
Warteindex zu verfahren ist. )

Vor Ausfihrung der Operationen Addition, Subtraktion und Division
muBl die Anzahl der Kommastellen der beiden Operanden angeglichen
werden. Das wird erreicht, indem die Zahl in Ac solange nach
links oder nach rechts verschoben wird, bis die Kommastellung
von R erreicht ist. Wenn die Zahl in A¢ nach rechts verschoben
werden mu3, d.h. wenn die Zahl in R weniger Kommastellen als die
in Ac hat, so gehen die Stellen der Zahl in Ac verloren. Das be-
deutet einen Verlust an Genauigkeit und deshaldb ist man immer
gut beraten, die Zahl mit der groBeren Anzahl von Kommastellen
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nach R zu transportieren. Beim Verschieben nach rechts wird ge-
rundet, d.h. die Ziffer, die nach dem Verschieben am weltesten
rechts steht wird um 1 erhdht, wenn die urspriinglich rechts da-
neben stehende Ziffer gréBer oder gleich 5 ist. Wir wollen uns
an einem Beispiel ansehen, wie sich bei gleichen Operanden ein
Austausch der Registerbelegungen vor Auéfﬁhrung der Operation
auf das Ergebnis auswirken kann:

Inhalt der Re- Méglichkeit I | M&glichkeit ITI

gister

- vor der R 5,21792 91, 74
Operation Ac 91, 74 2,21792

- nach der
Angleichung | R 5,21792 91,74
der Komma- Ac 91:74000 : 5,22
stellen .

- nach Ausfiih-| R 5,21792 91,74
rung der Ac 96,95792 96,96 "
Addition .

- nach Ver- R 51 21?92 91!74
schieben in Ac 96,95792 96, 86000

Ac, um die

gewiinschte Anzshl von Komma-

stellen zu erreichen (hier 5)
Der vorliegende Ablauf entspricht dem des Befehls "Addiere mit
5 Kommastellen'". Der Genauigkeitsverlust im Ergebnis bei Mog—
lichkeit II ist klar erkennbar.
Da Subtraktion und Division nicht kommutativ sind, kann man in
diesen Féllen die Belegung der Register nicht beliebig wihlen.
Aus diesem Grund ist es gm gunstigsten, wenn alle im Programm
verwendeten Zahlen die gleiche Anzahl von Kommastellen besitzen.

Bei Multiplikationen werden die Kommastelleh nicht vorher an-

geglichen. Die vorlédufige Anzahl der Kommastellen des Ergebnis-
ses ist gleich der Summe der Kommastellenzahl der beiden Operan-
den. Danach erfolgt dann .noch eine Verschiebung des Ergebnisses,
um die im Befehl verankerte Kommastellenanzahl zu erreichen.
Die notwendigen Verschiebungen lassen sich natiirlich nur rea—.
lisieren, wenn die Register lénger sind, als die normalen Spei-
cherpldtze. R und Ac besitzen deshalb eine Speicherkapazitét von
Je 24 Tetraden. Diese Kapazitét darf aber nur wihrend der Abar—
beitung eines Befehls ausgenutzt werden. Wenn das entgliltige Er-
gebnis einer Rechenoperation in Ac mehr als 10 gliltige Ziffern
besitzt, so stoppt der Automat mit Fehleranzeige (UBERLAUF).
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Der Programmierer muB sich also immer iiberlegen, ob fiir den fiir
ein Programm zugelassenen Zshlenbereich auch kein iberlauf ein-
treten kann. Venn man z.B. die Zahlen 1354,62 und 35,173218 mit
7 Kommastellen addieren will, so fiihrt das zum ﬁberlauf, wéhrend
das bei Addition mit 6 Kommastellen nicht der Fall ist.
Vor der Ausfiihrung von Multiplikation und Division wird der in
R stehende Operand aus rechnerinternen Griinden in die vorderen
Tetraden des Registers R verschoben und bleibt auch nach der Aus-
fihrung des Befehls dort so erhalten. Das hat zur Konsequenz, daB
nach Multiplikation und Division der in R befindliche Operand
nicht fir eine Addition oder Subtraktion verwendet werden darf,
da sonst Uberlauf eintritt. Zur Division ist noch zu sagen, daB
sie von unserem Rechner nur ganzzahlig ausgefiihrt wird, d.h. es
es wird der groBte ganze Teil des Quotienten der in R und Ac
stehenden Operanden berechnet. Deshalb ist es auch sinnvol, in ei-
nem Divisionsbefehl immer O Kommastellen zu programmieren. Wir
werden an Beispielen sehen, wie man Quotienten auch gensuer be-
rechnen kann. Natiirlich sind dazu dann mehrere Einzelbefehle not-
wendig.
Der Leser wird sicher erkannt haben, daB vom Programmierer viele
Dinge zu beachten sind. Um zu vermeiden, daB8 Fehler im Programm
nur bei Tests am Automaten gefunden und behoben werden konnen
(dazu wére viel teure Rechenzeit notwendig), muB jedes erstellte
Programm mit einem Testbeispiel iiberpriift werden. Das Beispiel
ist so zu wéhlen, daB auch jeder Befehl des Programms mindestens
einmal durchlaufen wird. Die Durchrechpung des Testbeispiels
wird in Analogie zum Trockenschwimmen auch "Trockentest" ge-
nannt. Der Mensch simuliert die Befehle des Automaten. Die Ergeb-
nisse des Trockentests lassen sich auch gut beim Einfahren des
Programms am Automaten verweﬁden, denn man erkennt dann sofort,
wo die eigene Rechnung nicht mehr mit der des Rechners iiberein-
stimmt und findet so schneller Fehler, die trotz Testrechnung
noch iibrig geblieben sind,
Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen werden wir dann in der
néchsten Nummer der "Wurzel" die Befehlsliste des Cellatron
SER 2¢* (das "+" soll andeuten, daB das Befehlssystem etwas ab-
geédndert wurde) kennenlernen und den Ablauf jedes Befehls genauer
unter die Lupe nehmen. ¥, Beht romedaber

wiss. Ass. im Rechenzentrum der FSU Jena
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Preisaufgaben (Serie 5/70)

B25)

Man 16se das Gleichungssystem

(1)

3

(2)

(99)

4

-

+X4
2

X (100)

£

X100

T1+x3

B26)

(4.Aufgabe der III.IMO 1961)

Es seien ein Dreieck P,|P2P3 und ein beliebiger Punkt P im
Inneren des Dreiecks gcgeben. Die Schnittpunkte der Geraden
P1P, P2P bzw. P5P mit den gegeniiberliegenden Seiten seieg‘
Qs s Q5. Es 1st zu beweisen, daB unter den Verhéltnissen

P1E , F2F una B

U PR o

wenigstens eines nicht gréBer als 2 und eines nicht kleiner
als 2 ist.

B27)

Es ist zu beweisen: Enth&lt eine Gruppe von Konkruenztrans —
formationen Drehungen um zwei verschiedene Drehzentren,
dann enth&lt sie auch Parallelverschiebungen.

B28)

Fiir welche natiirlichen Zahlen a und b besitzt die Glei-
chung

zwel ganzzeshlige Ldsungen?

¥ = gbE + 8 + b= 0

B29)

Von den folgenden sechs Ornamentgruppen gehdren genau

zwel zur gleichen Ornamentgruppe. Welche sind es? '

Aus welchen Konkruenztransformationen besteht die betreffen-
de Gruppe?

1. oooEEEEE...

o« o VIVIVT, ..
.IINNNIm...

...mll.

ae .FFFFFI LR
LI ] .TTTTTI -

4,

5.
6.

2.
5.

B30)

Man zeige, daB kein Polyeder existiert, der nur aus Fli-
chen mit einer ungeraden Seitenzahl besteht und eine unge-
rade Anzahl Fl&chen besitzt.

79



Fiur jeden vollsté@ndigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhilt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir finf Wertpunkte erhilt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Zinsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von flinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f8llt, nimmt er automatisch an der niZchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden lonats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Jurzel-Preisaufgabe' an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Lsungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
bel denen diese Angaben fehlen, kOnnen nicht beriicksichtigt wer-
den. .

Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten .
Blatt einzuschicken.

Uber Lehrprogramme |

In der Nr.12/69 der "Wurzel" berichtete Dr. Lemnitzer iiber neue
Lehrmethoden an der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-
Universitét Jena. Es ging vor allem um den Einsatz von program-
miertem Lehrmaterial in Form programmierter Lehrbiicher im Rahmen
des mathematischen Grundstudiums.

Auch an verschiedenen Jenaer Schulen wurden im "programmierten
Unterricht" Lehrprogramme eingesetzt, die an unserer Sektion
entwickelt wurden. Dazu gehdren z.B. die Programme "Rechnen mit
dem Rechenstab", "Rechnen mit Variablen", "Potenzrechnung" und
"Einfiihrung in das Rechnen mit Dualzahlen".

Sicher werden Sie friiher oder spZter eébenfalls mit programnier-
tem Lehrmaterial arbeiten. Wir mdchten Ihnen deshalb kurz den
Aufbau eines Lehrprogramms erldutern.

Bin Lehrprogramm besteht aus einer Folge von Informationen oder
Mitteilungen (I bzw. 1), Fragen, Aufgaben oder Auftrégen (4) und
den dazugehdrigen Losungen (L). In der Information wird dem Ler-
nenden der Lehrstoff in relativ kleinen Abschnitten mitgeteilt.
“Als Information kann z.B. ein Lehrsatz, eine Definition, die Er-
klérung eines bestimmten mathematischen Sachverhalts oder ein
Beispiel, oft durch Zeichnungen oder Skizzen erliutert, angebo-
ten werden.

Zu den sich aus der Information ergebenden Fragen oder Aufgaben
muB sich der Lernende schriftlich #uBern. Entscheidend ist, daB
er sein Arbeitsergebnis sofort mit der richtigen Lésung verglei-
chen kann, die auf der niéchsten Programmseite abgedruckt, also
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zunédchst nicht sichtbar ist. Jeder Lernende erféhrt demnach un-
mittelbar, ob seine Anstrengungen erfolgreich waren oder nicht.
Ebenso kann sich der Lehrer jederzeit iiber den Aneignungspro-
-zeB und das Lernergebnis eines jeden informieren. Man spricht
davon, daB das Prinzip der sté&ndigen Riickmeldung realisiert ist.
Natiirlich freut sich jeder, wenn er z.B. eine Aufgabe richtig
geldst hat. Er darf zur néchsten Information {ibergehen. Stimmen
Arbeitsergebnis und Lésung nicht iiberein, arbeitet der Lernende
zumindest die letzte Information nochmals durch. Oftmals erhdlt
der Lernende im Falle einer falschen oder unvollsténdigen Ldsung
Hinweise, worin sein Fehler besteht und wie er diesen in Zukunft
vermeiden kann.

Die Tatsache, daB die richtigen Ldsungen bzw. Ergebnisse im
Lehrprogramm abgedruckt sind, setzt voraus, daB der Lernende
ehrlich arbeitet, d.h. erst dann vergleicht, wenn er die gefor-
derte Aufgabe vorher wirklich selbsténdig gelSst hat.

Das Lehrprogramm enthélt alle ndtigen Impulse flir die Steuerung i
eines kontinuierlichen und erfolgreichen Lernprozesses. Natiir-
lich muB jeder Lernende sténdig aktiv tédtig sein.

Im programmierten Unterricht, so wird die Arbeit mit einem
Lehrprogramm gewdhnlich bezeichnet, tritt also das programmierte
Lehrmaterial an die Stelle des Lehrers. Dieser wird aber keines-
wegs lberfliissig. Er kann sich verstérkt dem einzelnen Schiiler
und dessen individuellen Besonderheiten widmen.

Nach der Struktur werden zwei Grundtypen von Lehrprogrammen un-
terschieden, das "lineare" und das "verzweigte". Ein lineares
Programm hat im Prinzip folgenden Aufbau: '

Durch den folgenden Ausschnitt aus dem Lehrprogramm "Einfiihrung
in das Rechnen mit Dualzahlen" soll Ihnen die Arbeit mit einem
linearen Programm etwas néher gebracht werden.

Auf einer Seite finden wir:
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Iao

Die Idsung einer Additionsaufgabe im Zweiersystem (Dualsystem)

verléduft genau so wie die IOsung einer Aufgabe im Zehnersystem

(Dezimalsystem).

Man muB nur beachten, daB

L (Eins) plus L (Eins) Zwei ergibt.

Da es im Zweiersystem kein Zeichen fiir Zwei gibt, schreibt man

beim Addieren an der entsprechenden Stelle eine O und merkt fur
die n8chsthdhere Stelle L (Eins).

An einem Beispiel wird dies klar.

Beispiel: e d ¢c b a Bemerkung: Die Bezeichnung der
L 0 0 L L ellen mit a, b, ¢4 ... dient
: nur dazu, den Rechenweg besser
+ - L 0 O L beschreiben zu konnen. Bei der
L L Lésung von Aufgaben werden diese
L L L O O Bezeichnungen nicht mitgeschrie-

ben.

Man rechnet:
a) L plus L gleich Zwei; schreibe 0, merke L!
b) L (gemerkt) plus O gleich L

L plus L gleich Zwei; schreibe O, merke L!
¢) L (gemerkt) plus O gleich L

L plus O gleich L; schreibe L, merke O!
d) L plus O gleich L; schreibe L, merke O!
e) O plus L gleich L; schreibe L!

A0 ]

a) Losen Sie das Beispiel aus I,, noch einmal selbsténdigt
lberlegen Sie jeden Schritt!
Notieren Sie auch die zu merkende Zahl!

b) Folgende Aufgaben sind in entsprechender Form niederzuschrei-
ben und zu ldsen:

aa) LOOOLO + ILOLOLOL =
bb) LOLLOL + LOLOL =

Bemerkung:
Bei der Losung braucht kein Text mitgeschrieben zu werden!
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Auf der néchsten Seite, die vom Lernenden zunidchst nicht eingese-
hen werden kann, sind die Lésungen von A20 abgedruckt.

Lo

a) Die Losung und der Gang der Rechnung sind in I,, niederge-
schrieben. Vergleichen Sie dort!
b) aa) LOOOLO + LOLOLOIO = :
ist zun8chst in der fir eine Additionsaufgabe iiblichen
Form niederzuschreiben.
Dann wird addiert.

LO00LO Hinweis: Es geniigt, wenn die Aufgabe
in dieser Form niederge —
+ LOIOLOL schrieben wird.

LLIOLLL

bb) LOLIOL

+ LOLOL

b 7163 /90 O ‘ .
T.000001L0

Den Ldsungen von A,y folgen auf der gleichen Seite 121 und Ao,.
Es gibt auch lineare Programme, die anders aufgebaut sind. So
kann als Aufgabe z.B. gefordert werden, daB Textliicken ausge-
fuillt oder Zeichnungen bzw. mathematische Ausdriicke erginzt wer-
den miissen. Das oben genannte Aufbauprinzip bleibt aber im we-
sentlichen bestehen.
'ber den Aufbau eines verzweigten Lehrprogramms und iiber Vor-—
und Nachteile der Arbeit mit einem Lehrprogramm berichten wir
in der folgenden Nummer der "Wurzel”.

R.Mattasch

wiss.'Ass. an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitdt Jena

Aus der Sektion Mathematik

An 11. und 12.4.1970 arbeiteten 200 Studenten der Sektion Mathe-
matik auf verschiedenen GroBbaustellen. Vom VEB Ingenieur-Hoch-
baukombinat wurden die meisten Arbeitsplédtze zur Verfiigung ge-
stellt. Es handelte sich dabei um Brdarbeiten an den GroBbaustel-
len Universitétsneubau Jena-ILobeda, Verkehrshof Jena-Burgau und
GroBbéackerei Jena-Zwidtzen. Ungeféhr 40 Studenten arbeiteten im
Wohngebiet LeninstraBe und nahmen dort -Verschonerungsarbeiten
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vor. Mit der Teilnahme an diesem Subotnik demonstrierten wir
unsere Verbundenheit mit den Ideen des Fiihrers der Internatio-
nalen Arbeiterklasse und setzten das Wort: "Wir ehren Lenin, in-
dem wir uns niitzen" in die Tat vum.

Im Rahmen der Kommunalwahlen wurden insbesondere die Wohnraum-
probleme der Studenten erdrtert und viel diskutiert. Wir blie-
ben aber in unseren
Diskussionen nicht beim
Nérgeln stehen, sondern
ergriffen die Initiati-
ve und schlugen der
Universitétsleitung vor,
zusétzlich Wohnheim-
plétze zu schaffen, in-
dem wir uns aktiv an der
Aufstellung eines Mon-
tageleichtbaus beteili-

gen. Dieses Objekt is®t
von der staatlichen Leitung vorbereitet worden. Alle Studenten,
die am 11.4.70 ihren Subotnik nicht durchgefiihrt haben, werden
an diesem Objekt den Subotnik durchfiihren. Dieser Montageleicht-
bau wird den Studenten
der Sektionen Mathema-
tik und Physik fir den
wissenschaftlichen Ge-
ritebau als Jugendob-
jekt libergeben. Die
Jugendfreunde Peter
Lang und Wolfgang Gei-
lich, [lathematik-Phy-
sik-Lehrerstudenten des
2.3tudienjahres, sind

von Fachveranstaltunger .
befreit worden, um aktiv an der Organisation und Vorbereitung
der Arbeiten mitzuwirken.

B.Girlich

Sekretdr der FDJ-Grundorganisation
der Sektion Mathematik der FSU
Jena
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losungenﬁ

AB9):

|

_Daraus folgt: 2z

= (-z+ zﬁl)B--g’fs‘G“g-ééEl

Sm+n _ ( 3)m T - G,

= {z ; 22, z5} ist Untermenge der komplexen Zahlen.

Deshalb gelten das Assoziativgesetz (A) und das Kommuta-
tivgesetz (K) der Multiplikation. Es ergibt sich folgen-
de Multiplikationstafel:

27 22 27 Anhand dieser Tafel sieht man:
21 2 23 21 (0) Das Produkt zweier Elemente der
5| 3 1 > Menge Z liegt wieder in Z.
z" |27 Z 2 (N) In dieser Menge existiert ein neu-
z3 z1 za 23 trales Element e beziiglich der Mul-
tiplikation,\fﬁr das gilt: Z+€ = €+Z = Z.
e = 23, denn 21.23 = zq
22-25 = Z2 -
22.2° = 27,

(I) Zu jedem Element z aus Z existiert ein inverses Ele-

-, ment z-q, das ebenfalls in dieser Menge liegt, und

Piir das gllt: 2z~ ez = zez | = 6.
(z )_1 = 22, denn 7z +z° = 25.
(32)'1 = z1, denn z%.3! = 2 i
(23)—1 - 25, denn 33 32 23,

Aus der Glltigkeit der Axiome (A), (K), (0), (N) und (I)
folgt, daB die Menge Z eine abelsche Gruppe beziiglich
der gewdShnlichen Multiplikation mit komplexen Zahlen bil-
det.

(B1):

da die Dreiecke ADEF, aoFKH,
eck aABC Zhnlich sind und weiter die Strecken BD = TF und
3C = FK der Parallelogramme &#BDFC bzw. & ECKF iibereinstim-
men.

(eingesandt vo; Rolf Schmidt, SpS Jena)
Es gilt _Aﬂ : Ages = aﬁ : 32

A5 : Ages = ag s 2

A3 : Ages = a% : a2.

AIFG dem urspriinglichen Drei-
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Daraué folgt:
Viges VEges Vhges - °
VA + i+ B = B ]
e (VT VD

IBLNIB

oder

(B3): (eingesandt von A.Pomp, Spezialklasse der TH K.-M.-Stadt)
Erste Losung >
Aus x 2 0 folgt, daB y = f(x) = Jﬁixgi > O
Bs gilt (1 + x)y = 1 x°

=1+

x2 -y -y+1=20 5
= 4 -
X1 ,=%% £+ -1
%(y t 5%+ ey -4

Fir - 2 - /8" < y< -2+ '\} 8 existiert kein reelles x,
dem ein Funktionswert y zugeordnet ist. Somit ist aber
-2 +I\f8 = 2(-J§'— 1) der kleinste positive Wert, den
f(x) fir irgendein reelles x > O annehmen kann.

Zweite Loésung

2
1 4+ x 2
Fx- -1 TR

= =2 +x+1+ Egi_ﬁ

Es gilt
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Da fiir a,b 2 O immer gilt 22 2+&b , folgt

x+‘1+;§—,|-.‘=2-\/,(x+1)(m§)-2ﬁ.

Daraus folgt weiter

1+x2

+ X

2 -2+2V2=2n/2-1).

(B4): (eingesandt von H.-G.Leopold, EOS J.R.Becher, Jena)

a) 7+§+%+...

ist eine unendliche geometrische Re:.he mit dem Anfangs-
glied a, = 7 und dem Quotienten q = -5 Die Summe einer

unendlichen geometrischen Reihe ist
a

9 7
= <
8= r=g .fur |q|'l 1 "
(Dies ergibt-sich aus sy = CH "TJ—— 3

a1 L i ) = s Y
und Un s, = =g 4n(1 - @) = 753 ). -

k= o

Daraus folgt fiir die gegebene Reihe

7__21
S'TI"“E
3

b) Damit eine Reihe ,g a; konvergiert, ist es notwendig,
daB ihre Glieder eine Nullfolge bilden. In diesem Falle
ist jedoch k_];.i;m-ﬁ%r = 1. Da die notwendige Bedingung nicht
erfiillt ist, kann die Reihe nicht konvergieren.

(B5): (eingesandt von Arnulf Mobius, Spezialklasse der MLU Halle)

o . T
Es ist 37 57 V3 =
vad 2\’)
@ gin 41{% =0 S%5 (4k+'l)% 0 sin (-‘-L]x:+2)'lt
i e i T e E'_Ek_é—'_ .

oo sin (4k+3 )-2

+
E 24k+3

Da aber gilt sin 45 = sin (4k+2)5 =

sin (4k+1)% =1 und sin (4k+3)E = -
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@ sin = o oo
o B s Syl

ved 2 k=t ke
_ s> 1.1 _ Ay _
" e e
250 1 _ N B
LR T

(B6): (eingesandt von G.Pradel, EOS J.-R.-Becher, Jena)

. Nur im Bereich - 100 < x < + 100 sind Losungen mﬁglich; da
sin x nicht grofer als 1 und nicht kleiner als -1 sein
kann. Im Bereich 0 < x £ 100 (Or 5 x < 31,9n)werden 16 po-
sitive Sinuskurvenabschnitte geschnitten, und zwar jeder
genau zweimal. Also gibt es dort 16.2 = 32 Losungen. Im ne-
gativen Bereich (- 100 < x < 0) gibt es analog 32 Ldsungen,
wobel die Losung x = 0 schon im positiven Bereich auftrat.
Deshalb hat die Gleichung sin x = 7%6 63 Losungen.

(B7): (eingesandt von R.Engelmahn, EOS Saalfeld)
Es gilt flirn =0
52 4+ 37 = 152 = 8.19
und fir n 2 1 )
52n+3 + 3’n+3_2n
125.252 + 27.6% = 125.(19 + 6)% + 27.6" =
125(19™ + (119816 + ..o+ (210067

19(125+19% ™ +(3) 19" 6. +125+. . +125( 0 4)6n Ty 4
4 125, B 27« 60

+ 61)+27.65=

[}

19(125-19“'1+125(2)19n‘2-6+.. +125( nq)6n"1+8 6%)

Da in der Klammer eine ganze Zahl steht, ist der gegebene
Ausdruck durch 19 teilbar.

Ple Zeltschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Binzelbestellungen kSnnen auch dlrekt an unsere
Adresse eingesandt werden.

Redaktions Leitung: Harald Fischer, Rainer Wackernagel

llitarbeiter: H.Eckner, R.GrofBmann, ¥.Kiefer, N.Kuse,
R.Lorenz, S.Miller, P.Pradel, E.Taubald,
I1.Zenner

Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik, DDR 69 Jena
Helmholtzweg 1, "Vlurzel-Redaktion"

+*
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Die Programmierung |
des Kleinrechners Cellatron SER 2¢ (1V)

Nachdem im letzten Beitrag die Voraussetzungen dafiir gseschaffen
wurden, wollen wir nun die einzelnen Befehle des Cellatron ni-
her in Augenschein nehmen.

Um dem Programmierer die Arbeit zu erleichtern, gibt es fiir Je-
den Befehl eine symbolische Darstellung. Diese Befehlssymbole
sind suggestiver und lassen sich leichter merken als die inter-
ne Verschliisselung der Befehle. Ein Programm wird normalerweise
mit Symbolen geschrieben und danach, eventuell durch eine zwei-
te Person, in die interne Darstellung (Maschinenprogramm) iiber-
fiihrt. Die so verschliisselten Informationen kinnen dann abge-

~ locht und mit Hilfe des entstehenden Lochstreifens auf den Be=-
fehlsspeicher unseres Rechners tranportiert werden.

Bisher sind wir nicht darauf eingegangen, daB die meisten Pro-
gramme bei ihrer Abarbeitung fest vorgegebene Zahlen bendtigen,
die auch auf den HS gebracht werden miissen. Wenn beisspielswei-
se irgendwo im Programm mit 0,5 multipliziert werden soll, mufl
diese 0,5 auf dem ZS bereitstehen. Solche fest vorzugebenden
Zahlen bezeichnet man als KONSTANTEN. Ein fest vorgegebenes Pro-
gramm besteht also im allgemeinen aus Befehlen ung Konstanten.
Wie aus der untenstehenden Befehlsliste ersichtlich, sind fiir
die Befehlssymbole jeweils vier Spalten vorgesehen, die jedoch
nie alle gleichzeitig benutzt werden.

Mit BP wird im folgenden immer die Adresse eines Hauptspeicher-
platzes bezeichnet (BP # 00); je nach Art des Befehls, in dem die
Adresse verwendet wird, ist damit eine BS-Adresse (Sprungbefehle)
oder eine ZS-Adresse (sonstige Befehle) gemeint. Die Adresse 00
wird jeweils ausgeschlossen, da Befehle mit dieser Adresse an-
ders abgearbeitet werden, d.h. in gewisser Hinsicht ist nicht
nur der Operationstéil eines Befehls, sondern auch die Informa-
tion des Adressteils fiir dessen Ablauf verantwortlich. Die HS-
Plétze mit der Adresse 00 kdnnen demzufolge nicht als Speicher
verwendet werden, so daB die Kapazitdt der beiden Speicherteile
nur jeweils 127 Plétze betrdgt.
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Befehlsliste des Cellatron SER 2c’

Symbol | Interne Yor-|  peacutung
§ E % g Tetrade
4 |8 d |@|wv|rirfIr|1
+ k|0 0 2k 1| Addition
- k|0 0 2k 2| Subtraktion ohne
x k Q 0 2k 3] Multiplikat. Kdvesas Wit ik
: 0|0 0 O 4| Division | bzw. O
+ |BP k|B P 2k 1| Addition Koritiastal-
- |BP k|B P 2k 2| Subtraktion niE Jatn
X |IBP |k|B P 2k 3| Multiplikat. i aake
: |BP 0|B P O 4| Division
! / -0 O 1 5| Eingabe iiber die FT
8P |/ -[B P 0 ‘5| Transport nach R } ("Lesen™)
3P / -|B P 2 5| Transport nach Ac
SLI|/ -|0 0 4 P4 | Eingabe iiber SL I ’
5L II}/ -0 0O 8 P4 | Eingabe iiber SL II
/ |BP |k|B P 2k 6| Transport in den ZS ("Schreiben")
/ |breck|k|O0 O 2k 6 | Ausgabe iiber SM
SU |BP -|B P 0 7 | Unbedingter Sprung
S=-|(BP |-|B P 2 7| Negativsprung
5o |BP -8 P 8 7 | Nullsprung
S+|BP |-|B P P2 7| Positivsprung
L -0 0 O P5 | Leerschritt
T -10 0] 0 P6 | Tabulator
W -0 0O O P?7 | Wagenriicklauf mit Zeilenvor-
schub (WRZL)

Natiirlich bedarf diese Liste noch einiger Erlduterungen:
k kann nur ganzzahlige Werte von O bis 7 annehmen, da, wie wir
wissen, eine im Rechner zu speichernde Zahl nie mehr als 7 Stel-

len nach dem Komma besitzen darf.

Im Kommateil der internen Dar-

stellung erscheint die Kommaangabe verdoppelt, allerdings han-
delt es sich dabei um die besondere Art der Verdoppelung, die
das letzte Mal schon erldutert wurde.
Bei Transporten nach einem Register steht die Adresse links,
wishrend sie bei Rechenbefehlen und bei Traﬁsporten aus dem Ac
rechts steht. An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen,
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dall Eingaben grunds&tzlich nach R und Ausgaben und Transporte in
den HS grunds&tzlich aus Ac erfolgen (siehe Abschnitt I).
Jeder Befehl kann selbstversténdlich mit einem Varteindex verse
hen werden, der symbolisch durch ein Ausrufezeichen dargestellt
wird. Die Tetrade II in der internen Darstellung muB man dann
entsprechend &éndern. Im Befehl "Eingabe iiber die Tastatur" ist
der Warteindex unbedingt notwendig. Wihrend der Wartezeit kann
die einzugebende Zahl eingetastet werden.
Negativ-, Null- und Positivspriinge werden als '"bedingte Spriinge"
bezeichnet, da der Sprung nur unter der Bedingung ausgefiihrt
wird, daB der Akkumulatorinhalt je nach Art des Sprunges nega-
tiv oder O oder positiv ist (Der Negativsprung wird also nur
ausgefiihrt, wenn die Dualstelle fiir das Vorzeichen im Ac mit L
besetzt ist.). Bei nichterfiillter Sprungbedingung wirkt so ein
Befehl, als wenn er nicht vorhanden wére, nur ein eventuell vor-
handener Warteindex wird beachtet. '
Sprungbefehle ohne Adresse werden in diesem Beitrag nicht behan-
delt.
Un uns weitere lange ErklZrungen zu sparen werden wir den Ab-
lauf der Befehle in Form von FluBbildern darstellen. Fir den In-
halt eines Speicherplatzes mit der Adresse S oder eines Registers
S verwenden wir dabei die Kurzbezeichnung ¢S>.
Beispiele: <1P4 > - Inhalt des HS-=Wortes mit der Adresse 1P4

' <BZ >- Inhalt des Befehlsz&hlers
Im Abschnitt I dieses Beitrages haben wir im Groben die Schritte
bei der Abarbeitung eines Befehls kennengelernt. Diese "Befehls-
schleife'" 1Bt sich folgendermaBen als FluBbild darstellen:

Anmerkungen

— | {BZ)ist eine Adresse uad der Inhalt des
I<BR)1:£‘BZ»' Befehlswortes mit dieser Adresse wird
(B> =32 @ 1] in das BR transrtortiert.
— d' — Beispiele fiir die Verkniipfung(@ :
a—Befe es (BR - 3 _ .
entschliisseln ) 12@ 1 = 13; 29 @1 = 2pe;
L 0P7 @1 = 10; 5P2 ()1 = 5P3
[Eefehl savstunung] (Adressenaddition)
[b-Befehl des {BR) ' :
entschliisseln i
_' =
Befehlsausfihrung C-Bgiﬁgih%§§s§?§> -+ Befehl sausfihrung
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Uns interessiert nun die Befehlsausfiihrung genauer. Die folgen-
den detaillierten FluBbilder sind Teile der "Befehlsschleife" und
deshalb ohne Anfang und Ende gezeichnet.

1. Arithmetische Operationen

%
(Adresse = 00 )—@)

- _ Verschiebe <¢Ac)
(Multiglikatlom-@- N orae i e o

lultiplikation?)-D)~ Eg‘;ﬁg

1

[¢he) :=(Ac)X<RM fAac) := (AFR)| [Ac)y := G'Lcﬂ ® |@c) = aYFj®

[ ]
erschiebe {Ac) [Verschiebe {(Ac)
is k Kommastel- | is k Kommastel-
len erreicht sind |len erreicht sind

{(BP) :=(Ac)|

2. Transporte

a) nach R b) nach Ac c¢) in den HS
~v ~p~

~ _
KR? :=(BP)| [¢Ac) :=(BP’] ¢(Ac? verschieben bis k Kom=-
..L _ ~L mastellen erreicht sind |

3. Spriinge

B |
O oG oGl

lBz) := BP | | (Acd negativ?

Fortsetzung normale Fortsetzung
mit dem Beginn

der Befehls- -

schleife

(¢(BR) := «BZY»)
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Erléuterung: Nach Ausfithrung eines Sprungbefehls mit erfiillter
Sprungbedingung wird der a-Befehl des Befehlswortes
mit der Adresse BP abgearbeitet.

Die anderen Befehle bendtigen nur noch kurzer Erkl&arungen:

Zu den Ein- und Ausgabebefehleén wurde vorhin schon etwas gesagt.

Mit den jetzt vorhandenen Kenntnissen kénnen wir die Wirkung die-

ser Befehle noch weiter verdeutlichen: Bei Eingaben wird die am

betreffenden Eingabegerit anliegende Zahl nach R transportiert
und die Ausgabe bewirkt den Ausdruck der in Ac stehenden Zahl

mit k Kommastellen, d.h. die Zahl wird eventuell vor der Ausgabe

solange verschoben bis sie die gewiinschte Anzahl von Stellen nach

dem Komma besitzt. Danach wird Ac nicht geldscht, d.h. nicht O

gesetzt.

Die Befehle fiir die Schreibmaschinenbewegungen bewirken nur, daB

siclf der Wagen so bewegt, wie beim Betétigen der entsprechenden

Tasten oder Hebel einer Schreibmaschine (Leertaste, Tabulator,

Flhrungshebel). Zu beachten ist mur, daf der Befehl "WRZL" die

Programmabarbeitung stoopt, wenn der Wagen bereits am linken

Rand steht. Das hat zur Folge, daB nach einem Befehl "JRZL" erst

mindestens ein Befehl durchlaufen werden muB, der den Wagen der

Schreibmaschine vorwédrtsbewegt, ehe eine neuer "WRZL" abgearbei-

tet werden kann.

Wir wollen nun die erworbenen Kenntnisse anwenden und ein einfa-

ches Programmbeispiel behandeln.

Das Programm soll folgendes leisten: Zwei Zahlen R1 und R2 werden

liber die Funktlonstastatur (FT) eingegeben. Damit wird der Yert

e

R1 + R2

berechnet und von der Schreibmaschine mit einer Stelle nach dem

Komma ausgedruckt. Danach kdnnen dann zwei neue Zahlen eingegeben

werden usw.. Der erste Befehl des Programms soll im Befehlswort

mit der Adresse 01 stehen.

.

Eingabe: Ri_

_ |

Eingabe: R,
| c |

H:= R'I + Re——l(Ac) = R’I = 31332_&) ,‘<Ac)=H__1AEIE§§be.

R—
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Wie man sieht, wird fiir das Ergebnis kein ZS-Wort bendtigt.
Fir die Speicherung der Ausgangsgrtfen und Zwischenergebnisse
verwenden wir die folgenden ZS-Ydrter:
{01 - Rq» (02> - Ry, {03) - H.
AuBerdem werden noch zwei Konstanten fiir die Durchfithrung der
Division mit einer Kommastelle bendtigt:
{04y - 10, {05) - 0,1. ’

interne Verschliisselung
c- | b- | a-

Symbol (R) {ic) Befehl Adresse

/1 01 O|beliebig 0 ' 0021| 0015] 0106 | 01
Y1/ - R1 0

/| 01 1 R, 0 0021| 0015| 0126 |02
'/ - R2 0

+ 1 ]':l2 R2

/ 02 1 R2 0 0021] 0125|0226 |03
0| Ao -l B, R,

-+ 1 R2 R..] + R2

/| 03 1 R2 0 0425| 0123| 0326 | 04

x| 01 1 R2 Ry x R,
o4l / - 10 R, X Ry

X 0 10 1OK(R1*R2) 0004 0325] 0003 |05
03| / = H 10%(R,XR,,)

: 0 H 1OX(R1‘R2):H
os| / - 0,4 10:(R4KE2)=H 0026) 0023]| 0505 |06

X 0,1 Brgebnis

/ | Druck]| 1 0,1 Brgebnis

W - 0,4 Ergebnis 0000] 0107{ 000P7] 07

su| 01 - 051 Ergebnis

Der Leser mbge mit einigen Zahlenbeispielen die Programmabsarbei-
tung des Automaten simulieren, d.h. einen sogenannten Trocken-
test ausfiihren (z.B. R,I = 10,7; R2 = 3.4),

Insbesondere gilt es die Ausfithrung der Division zu durchdenken
und ﬁberlegungen anzustellen, wie Quotienten mit k Kommastellen
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(0O s k s 7) berechnet werden kinnen.

Zum AbschluB diseses Beitrages werden wir in der néchsten Fort-
setzung zwel kompliziertere Programmbeispiele kennenlernen, ohne
allerdings noch einmal auf die interne Darstellung der Befehle
einzugehen.

H. Schirrmeister
wiss. Ass. im Rechenzentrum
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

Preisaufgaben (Serie 6/70)

B31) Man bestimme alle komplexen Zahlen z = |z|-e18, 18] s =,

fir die gllt . |, _ 4y < jizg) - 1| + |z] [9|
Welcher geometrische Sachverhalt wird durch die gegebene
Ungleichung ausgedriickt?

B32) Man zeige, daB die Zahl

i () [———— 91 keine Primzahl ist.

1261 Nullen

B53) Es ist 2zu beweisen, daB fiir ungerades n die Gleichung
X+ yn = z” keine Losung in ganzen Zahlen besitzt, falls
X + y eine Primzahl ist.

B34) Man gebe alle Polynome P(x) an, fiir die gilt
x « P(x - 1) = (x - 26)P(x).

B35) Vom Mittelpunkt eines regelmd@Bigen 25-Ecks wurden Vektoren
in jeden Eckpunkt gezeichnet. Man wiZhle eine Anzahl Vekto-
ren aus diesen 25 so aus, daR ihre Summe betragsm&Big
maximal wird.

B3%6) In einem quadratischen Schema 9 x 9 sind alle ganzen Zahlen
von 1 bis 81 eingetragen. Man zeige, daB es zwei benachbar-
te Zahlen gibt, deren Differenz nicht kleiner als 6 ist.

Fir jeden vollsténdigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhilt der
Einsender einen YWertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhZlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB} des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fdllt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind tis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
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Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungs- bzw.

Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
gei denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht berilicksichtigt wer-
en.

Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken. :

Achtung: Die Fortsetzung des Artikels "ﬁber Lehrprogramme" er-
scheint erst in der "Wurzel"-Nr.?7/8/70.

Aus der Sektion Mathematik

Mittwoch, 29. April 1970 - Die Sektion Mathematik fiihrt eine

wissenschaftliche Studentenkonferenz zu Ehren W.I.Lenins durch.

"Sozialismus und Wissenschaften bilden eine Einheit" ist das

Leitmotiv dieser Arbeitstagung.

"DIE ZUKUNFT DER MENSCHHEIT IST DER SOZIALISMUS-KOMMUNISMUS" -

mit diesen Worten wird die Studentenkonferenz erdéffnet.

Herr Prof. Dr. A. Pietsch, Direktor der Sektion Mathematik,

spricht in seinem Eréffnungsvortrag vom System des wissen-

schaftlich-produktiven Studiums. -

Studenten des zweiten und vierten Studienjahres tragen Kurz-

referate vor. Diese Kurzreferate sind Ausziige aus Arbeiten der

Studenten zum III. Karl-Marx-Seminar der Friedrich-Schiller—Uni-

versitét. Dieser theoretische Tell der Konferenz wird mit einem

Kurzreferat iiber "Das Verhdltnis von wissenschaftlich-techni-

schem und sozialem Fortschritt" erdffnet.

"Die fiihrende Rolle der Partei der Arbeiterklasse beim Skonomi-

schen Aufbau des Sozialismus","Bine kritische Analyse der biir-

gerlichen Futurologie" und "Lenin und die Organisation und Lei-

tung der Wissenschaften" sind einige der zu den drei Schwerpunk-

ten vorgetragenen Referate.

Diese Schwerpunkte sind:

A. Lenin iiber das Verhdltnis von Weltanschauung und Naturwissen-
schaft '

B. Lenins Werk und die gegenwidrtigen Aufgaben der Wissenschafts-—
organisation

C. Die III. Hochschulreform und das Leninaufgebot.

Mit dem Vortrag "Merkmal der sozialistischen Universitét — Ver—
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bundenheit mit der Praxis"™ zu Punkt C wird der Konferenzvormit-
tag beendet.

14.00 Uhr - Arbeitsgruppen zu den genannten Schwerpunkten tagen.
Eine Arbeitsgruppe diskutiert liber den Fachstudienplan, der von
der Sektionsleitung unter aktiver Beteiligung der Studenten
hdherer Studienjahre und aller Wissenschaftler erarbeitet wurde.
In anderen Arbeltsgruppen werden die verschiedensten Fragen dis-
kutiert: Was ist eine Weltanschauung? Wann versagt sie? Vas ist
das Ziel der Wissenschaft? Wie durchdringen sich Natur- und Ge-
sellschaftswissenschaften? Gibt es eine allgemeine Mathematisie-
rung der Wissenschaften? Was bedeutet sozialistische Wissen-
schaftsorganisation? Wie geht es weliter?
Das sind nur einige Fragen. Viele werden beantwortet, andere
miissen weiter diskutiert werden.
Die Konferenz wird am spéten Nachmittag beendet.
Die Konferenz hat gezeigt: .
Sozialismus und Naturwissenschaften miissen eine Einheit
bilden. Nur dadurch wird Gewaltiges geleistet.
Die sozialistische GroBforschung ist die modernste Form
der Wissenschaftsorganisation.
Die III. Hochschulreform und das Leninaufgebot sind nicht
beendet.
Die Konferenz fordert:
Klarheit bei allen Studenten iiber die weiteren Aufgaben.
Aus dleser Klarheit geschopfte Kraft muB sichtber werden.
Das Prinzip des demokratischen Zentralismus muB weiter
durchgesetzt werden.

DEM BUNDNIS VON WISSENSCHAFT, TECHNIK UND PROLETARIAT WIRD
KEINE NOCH S0 FINSTZRE MACHT WIDERSTEHEN KONNEN.
Lenin 1920

H.G.Koch
III.Stj.

Achtung - Achtung - Achtung - Achtung - Achtung - Achtung - Ach

Die lang ersehnten Lehrprogramme werden in den nédchsten Tagen
an alle Interessenten verschickt!
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Lésungen ——
(B8): (eingesandt von M.Schulze, Spezialklasse 11 der TH
Karl-Marx-Stadt)

Es seien A, B, C die Eckpunkte des Dreiecks, Ha* Hc die
FuBpunkte der HGhen ha' hc, Ma' Mc die Mittelpunkte der Sei-
(| ten BC und B, H bzw. M die Schnittpunkte der Héhen bzw. der
Mittelsenkrechten.
Dann gilt

CH, I McM (HGhe und Mittelsenkrechte)

AH, )] MM  (HShe und Mittelsenkrechte)

AC H-MRMC (Mittellinie und entsprechende Seite)
Damit sind die Dreiecke AAHC und AMMaMc dhnlich und befin-
den sich sogar in Ahnlichkeitslage. Bei einer solchen Lage
schneiden sich die Verbindungslinien homologer (d.h. ent-
sprechender) Punkte in einem Punkt S. Da jedoch die Verbin-
dungslinien der homologen Punkte A und M, sowie C und M,
zugleich Seitenhalbierende des Breiecks AABC sing, ist S
also Schnittpunkt der Seitenhalbierenden. S liegt aber auf
einer Geraden mit H und M, da diese homologe Punkte sind®
J Damit ist der Satz bewiesen.

(B9): (eingesandt von S.Wolf, EOS H.Hertz, Berlin)

z='\/a+b'=a,|+b1i
a+ bl = a% - bi + 2a4b41
Man erh&lt folgendes Gleichungssystem:
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2 2

E.1—b,‘=a. (1)
2a,|b1 = b (2)
(2) in (1) eingesetzt:
‘o8 = (aly? =

"
“ 4at - 4afs - b° = 0 :
Als Losung dieser biquadratischen Gleichung in a4 erhdlt

G a, = va/%(a +*\/a2 + b2 )

Durch Einsetzen in (1) erh&lt man:

'r Dy =i'\/-3-(-a. +;;a!+b )

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB a, und b, wirklich
reell sind.
Aus (2) folgert man:

Wenn b > 0, haben 24 und b,I gleiches Vorzeichen,

wenn b < O, haben a, und b1 verschiedenes Vorzeichern.
Der Realteil von z heiBt also

aq = Ysgnbd -'\./%(a +:\;a§ + b§ ) »

der Imagindrteil von z heiBt

b, = i'\/%(;a + a“ + b )'.

(B10): Es gilt - 1< s8inns 1
-1scosns - 1_;_0053n 1
-2 < sinn + coan =2

. 3
(1) -n? g Sinn ; cos’n . %

Ferner gilt

Bl

1lim =2 =0 und 1im £ = 0.

n-y go n n= 00
Damit folgt aus (1):

; COS B yonvergiert gegen O.

Auch an - Sin n

(B11): Die Behauptung ist bewiesen, wenn man folgendes zeigen
> o . n [ o -\ /E'
kann: (1) Fiir ungerades n gilt E\f2'— 1) = 2p- - \Ja
| ' | = py/2'-aq
mit natiirlichen Zahlen p und g
' und 2p° = ¢° + 1.
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(2) Fiir gerades n gilt (vV2'- 1" = '\/I_'?- Vs
=r - 22
mit natiirlichen Zahlen r, s und r2 = 252 + 1.
(1) und (2) werden mit Hilfe der Methode der vollsténdigen
Induktion bewiesen. Wegen der Analogie der Beweise soll
hier nur (1) bewiesen werden:
I. Firn=1 gilt (V2= 1) = 147" - 1
mit 2.1° = 12 & 1
II. Es sei die Behauptung fiir n = 2k - 1 wahr,
also ('\E— 1)21:—'1 = pV2'- q und 2p2 = q2 + 1.
Damn ist (VZ - 1) o (V2 - NEZT - 1)2 =
(pV2' - (3 - 2v2) =
(3p + 2q) V2 - (4p + 3q)

und es gilt 2(3p + 2q)2 =
= 18p° + 24pq + 8q° =
=16p2+q2+1+24pq+8q2= n
16p° + 24pq + 9¢° + 1 =
(4p + 3q)° + 1
Demit ist die Behauptung fiir alle ungeraden n bewiesen.

]

(812): Viax -3 + 6 s a
Beide Seiten der Ungleichung sind nicht negativ
2
Jax - 3| + 6 < a
lax - 3| s 8 - 6
Daraus folgt a 2 +/&"
-(32—6)sax—5$a2—6
—a2+9sax5a2-3

o}
= 2 =
a+aSXSB. a

Zine eindeutige Losung existiert nur flir
S8 WG E e

(B14): Der Ausdruck hat nur fiir Ix| s % (wegen '\/'1 - 4% ) und

X # 0 einen S5inn.
fun gilt 1= V1 - ux® / (1-V1 - 6P )1+ VI - wt )
€ x(1 + V1 - 4x2 )
1= 1 + 4x° Ux

=x(‘1+'\/1—4x2)=’l+'\/’1—-4;2
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Der Nenner dieses Bruches ist groBer oder gleich 1. Fir
1 4x

Ixl s ) folgt also ————
1 +1/1 -i&?

die Ungleichung ist im gesamten Definitionsbereich

-%$x<0und0<xs%erfiillt.

S 4x s 2 < 3, d.h.

B15): Analysis: ABC sei ein beliebiges Dreieck mit den Seiten
l‘ a, b, c. c

. Mc i
Ma' Mb' Mc seien die Mittelpunkte der entsprechenden Sei-

ten. Dann gilt nach dem Strahlensatz:

- MM, || AC
MM, || BC 3 (D)
MMy || AB ]

Bezeichnet man die Mittelpunkte der Hohen mit Fa’ Fb, F
‘'so folgt aus (I) mit dem Strahlensatz:

Fo € Mpll,
II F, € MaMc (II)

c!

Fc € MaMb

Offensichtlich liegen die Mittelpunkte der Hohen (Fa’ Fy

und Fc) genau dann auf einer Geraden, wenn sie auf einer

der Dreieckseiten M&Mb, MaMc oder M M, liegen.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gelte:

Fo» Fpy F, € M M.

Mit (II) folgt sofort: Fg= M, und F = M.

Das heiBt: AMb.L BC (oder AC AL BC).

Daraus folgt: Die Mittelpunkte der Hohen eines Dreiecks
liegen genau dann auf einer Geraden, wenn
das Dreieck rechtwinklig ist.

B17): (eingesandt von G.Thieme, Spezialklasse 11 der TH
Karl-Marx-Stadt). Der Beweis wird indirekt gefiihrt.
Annahme: HEs gibt keine drei Wissenschaftler, die unterein-
i ander das gleiche Thema behandeln.
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Denn gilt: Ein Wissenschaftler steht mit 16 Wissenschaft-
lern iiber héchstens drei Themen in Briefwechsel. Nach dem
Schubfachschlufl von Dirichlet muB er mindestens ein Thema
mit mindestens sechs Wissenschaftlern behandeln.

Diese Wissenschaftler kdnnen nur die beiden anderen Themen
zur Grundlage ihrer Korrespondenz untereinander gemacht
haben, sonst wiirde ein Widerspruéh zur Annshme auftreten.

. Ein Wissenschaftler von diesen sechs steht mit den 5
anderen in Briefwechsel und behandelt (nach Dirichlet) mit
mindestens drei Wissenschaftlern ein und dasselbe Thema.
Diese drei Wissenschaftler konnen also untereinander weder
iiber das erste Thema noch :liber das zweite Thema korrespon-
dieren (Widerspruch zur Annahme).

Daraus folgt: Sie korrespondieren iiber das dritte Thema.
Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, und deshalb gibt
es stets drei Wissenschaftler, die iiber das gleiche Thema
in Korrespondenz stehen.

(B18): Es so0ll die Anzahl der Ldsungspaare (x,y) der Gleichung
x° - y2 = n bestimmt werden. Man formt um:
(x - y)(x+ y) = n.
Der Einfachheit halber sei x 2 O und y 2 O.
Daraus folgt: x +y 2 x - y. .
Es sei n = dq-ﬁﬂ eine beliebige Faktorenzerlegung von n

mit 4, s 31- Dann hat das Gleichungssystem

x—yzd.,‘

X+y=d, a, +q, q, -a
stets genau eine Ldsung: x = =—— O ege—
und es gilt (x - y)(x +3) = dq-ﬁq - nl
und entsprechend x~ - y = n.

Da fir x und y nur ganze Zahlen zugelassen sind, muf ent-
weder d, gerade und d, gerade

oder d, ungerade und Eq ungerade sein.

Man hat also zu unterscheiden, wieviel verschiedene Zerle-
gungen in zwei gerade bzw. zwel ungerade Faktoren die Zahl
n besitzt. |

1. Fall: n sei ungerade.
n ='f? pzisei die Primfaktorzerlegung von n, mit
=1
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Py 7 P fiir 1 # j. Dann besitzt n genau ff(vi + 1) ver=-
schiedene Teiler. bt

Beweis: "/enn zwel teilerfremde Zahlen D4y Ny 14 bzw. l2
Teiler besitzen, dann besitzt das Produkt 11-12 Teiler,
denn man kann jeden Teiler von n, mit jedgm Teiler von n,
multiplizieren und erhdlt stets einen Teiler von 0, ens.
Ungekehrt 180t sich jeder Teiler von n,gen, SO in zwei Fak-
toren zerlegen, daB der eine Faktor Teiler von n, und der
zweite Teiler von n, ist.

Da verschiedene Primzahlen teilerfremd sind, gilt somit
die Behauptung.

Zu jedem Teiler d von n gibt es einen zugehorigen Teiler
d mit d = %. Wenn die Zahl n 1 Teiler besitzt, gibt es

demnach [1 g L

1 Pagare zugehoriger Teller.

Ergebnis: Fir n = -‘pzi » P; # 2, py Primzahl, p; ¥ P
fir i # J gibt es

M
J];(“i + 1)+ 1] Losungen der Gleichung
> :

Xa-y2=1’l.
2. Fall: n gerade, d.h.

| n= 2% ﬁp‘{i,‘pi # 2, py Primzahl p; # py fir
129 i# 3
" Aus dem vorhergehenden folgt: :

1. n besitzt (x + 1)-] i(vi + 1) Teiler
Iz
2. n besitzt th(“i + 1) ungerade Teiler und ebensoviele

" zugehorige (d.h. solche, die durch 2* teilbar sind).

Man erhilt [(a - ﬂ)-f%(vi + 1) + 1] Paare zusammenge-
"42 - hériger Teiler, von
denen jeder gerade- ist. Folglich gibt es ebensoviele Lo-
sungen der Gleichung x2 - y2 = . '

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden. :

Redaktion: Leitung: Harald Fischer, Rainer Wackernagel

Mitarbeiter: H.Eckner, R.GroBmann, W.Kiefer, N.Kuse,
R.Lorenz, S.Miller, P.Pradel, E.Taubald
l.Zenner 1

Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena, Helmholtzweg 1
‘ "Jurzel-Redaktion"
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Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER 2¢ (V)

IV) Programmbeispiel

Wie in der letzten Fortsetzung bereits erwédhnt, wollen wir uns
als AbschluB des Beitrages zwel Programmbeispiele snsehen. Zu-—
erst werden wir uns mit der Berechnung der Wurzel einer positi-
ven Zshl beschéftigen. Dazu verwenden wir den Algorithmus, der
bereits zweimel in der WURZEL (11/68, 2/70) erwihnt wurde.

Aufgabe: - Das Programm soll bei Adresse 01 beginnen.

Der Radikand x wird in Ac bereitgestellt.

- Das Ergebnis y soll nach Durchlauf des Programms
ebenfalls in Ac stehen,

- ¥ so0ll auf 7 Stellen nach dem Komma genau sein.

Das bekannte FluBbild wird fiir unsere Zwecke etwas abgeédndert:
Die einzelnen Néherungen werden nicht alle gleichzeitig bend-
tigt, sondern immer zwei aufeinan-
derfolgende. Fir die zu berechnende
Néherung wird nur der Ac verwendet,
so spart man Rechenzeit und Spei-
y.i= 1 cherplatz.

__.‘ Da wir eine Genauigkeit von sieben

Stellen erreichen wollen, heift

(A} := % - das, daB die Berechnung erst been-—
det werden kann, wenn zwei aufein-
[{Ac) := y+{Ad anderfolgende Néherungen iiberein-
stimmen. (Zshlendarstellung im
. SER 2c).
(Ac): = 3<AQ

(acd=0 2 )—J:"—-L{M)*=<Ac)+vl

| ]
[y :=<AQ+y]
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Das Programm bendtigt folgende Konstanten:

Adresse
Inhalt

7P2
0,5

7P3 7P4
107 | 107

7P5
1

Selbstversténdlich kdnnen diese Zahlen auch auf beliebigen

anderen Plétzen des 7S bereitgestellt werden. Die interne
Verschliisselung der Zahlen wie such dann der Befehle wird

hier nicht mehr angegeben. Ich empfehle dem Leser, das zur
bung selbsténdig zu besorgen. Vom Programm werden weiter—

hin noch die Plétze 7P6 fiir y und 7P7 gebraucht. Auf das Wort
mit der Adresse 7P7 wird aus programmtechnischen Grﬁnden107x

gespeichert.
Programm: (symboliséh)
Befehlssymbol R) |{ac) |aar. Bemerkungen
7e4 | | - |07 | % 01

x o |107 [10%x

| 172 | 0 J107 | o
725 | la - 107 | 4 02

| [7p6 | o [107 | o yi=1
7p6 | | -1y 0
27 | e - |y |10 | o3

: 0 107 X

o X
7P3 | | - 10"3 107 X (ac) := =
- X

x 7 |10 z o )
76 | | -7 | 3

+ 7 2

y | ¥ 'y
7P2 | | - | 0,5 Ty 05
1

x 7 | 015 27 (ae) = Sz H=y,,
7P6 | | =17 | Tpey

- 7Y | Ypeu Y| 06

So| 08 = | Y | Tneu™V

+ 7 J yneu j

Ll7es| 7|5 | o [07 [J 5i= 7y

sulos | - | ¥ 0
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Befehlssymbol (R) (Ac) Adr. Bemerkungen

* 7 Yneu 08 (A‘}g Yneu
! SU | 01 - Instr stopp
Hinweis:

x muBl kleiner als 1000 sein, damit bei der Multiplikation

mit 107 kein tiberlauf eintritt. Diese Forderung ist auch sinn-
voll, wenn man davon ausgeht, daB der Radikend auch 7 Stellen
nach dem Komma besitzt,

Aus diesem Programm ist u.a, ersichtlich, wie die Division so
ausgefiihrt wird, daB die Genauigkeit des Ergebnisses 7 Stel-
len nach dem Komma betrigt.

—
—
—
emmpge—s—pe=a
—

Wurzelberechnungen werden in den verschiedensten Programmen

gebraucht. Im folgenden Beispiel werden wir das eben geschrie-

bene. Wurzelprogramm verwenden. w @ -

Aufgabe: Berechne die Ldsungen der quadratischen Gleichung
ax2+bx+c=0!

- a,b,c werden durch Handeingabe eingegeben.

= Ausgabe auf SM:

a) Xp2¥Xy in einer Zeile und danach WRZL, wenn zwei
reelle Losungen existieren..~

b) X, in einer Zeile und danach WRZL, wenn eine
reelle Doppellésung existiert.

c) WRZL, wenn keine reelle Loésung existiert,

- Nach Beendigung der Rechnung soll der Automat zur
néchsten Rechnung bereit sein,d.h. das Programm hat
kein Ende.

— Das Programm soll bei 09 beginnen.

Das FluBbild wird diesmal nicht so detailiert angegeben:
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—-l Eingabe: a,b,c

¥

(%5 -02) @_l
(IP Ausgabe: x

Ausgabe: X5
i |
Pab , VRZLj® —a

Un das Wurzelprogramm verwenden zu kdnnen, muB der letzte Ein-
zelbefehl dieses Programms in einen unbedingten Sprung zur Ad-
resse 12 umgewandelt werden. (Sprung zur Fortsetzung nach der

‘lurzelberechnung).

Das Programm bendtigt neben den Konstanten und den restlichen

beiden Speicherplétzen des Wurzelprogramms noch die Worter mit
Adressen 6P6 und 6P7.

Das Programm ist wieder so angelegt, daB mdglichst wenig Spei-
cherplatz bendtigt wird.

Programm: (symbolisch)

—

Befehlssymbol (R) Ac) Adr.| Bemerkungen
[t|lep7 | o beliebig| 0 09| {Ac) 18schen
i - c 0

+ . P c c -
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Befehlssymbol ( R) ( Ac) Adr.| Bemerkungen
7py || - | 107 c 0P2
X 0 ‘107 1070 ‘Reihenfolge der Ein=-
t |ep7 | o | 107 0 gabe: ¢,b,a.
1| - b 0 0P3
= 7 b ~b
7p4 || - | 107 =
e o| 17| -0 |ops |/
vl = a | -107p
: 0 a —‘107-3
| |eps | O a 0 OP5
: |ep7 | 0 a 107.8
7p3 || - | 1077 107.8
x |6p6 [ 7 | 1077 -2 0P6
x |67 |7 | 1077 ¢
7P2 || - | 0,5 2=a
x | 6P6 | 7 0,5 -g-%p OP?
6P6 || - P P
X 7 P P2
&p7 (| - q 2:92 10
- 7 q 92-* q o
Bl 1B || ~ Q| P=-4q]| * | Sprung, wenn p"=q = O
S— 16 - q p2— q 11 Sprung, wenn pa- q< O
SU | 01 - q pa— q Sprung zur Wurzelberech-
. nung
6P6 || - p |'Vp°=q' | 12 | Fortsetzung nach Wurzel-
' berechnung
+ 7 P Xq
| [pruck 7 P %9 Druck: Xq
- 7 P P -q 13
[t |er7 |7 0
6P7 | | - Np—q 0

110




Befehlssymbol (R) (Ac) Adr, Bemerkungen
- lepe |7 (p°-a | =, 14
| [Druck | 7 | p2~q X, Druck X,
SU |16 - p2—q X,

6P6 | lac -1 q P 15
| |Druck| 7| q D Druck x
SU|(16 -1 q P
T - 16
w =
SUj09 -

Zum AbschluB mdchte ich noch einmal darauf hinweisen, daB fiir
das volle Versténdnis des gesamten Beitrages selbsténdiges
iben notwendig ist.

Harald Schirrmeister

wissenschaftlicher Assistent
im Rechenzentrum der
FPriedrich-Schiller-Universitédt
Jena

Harald Sdhirrmeister studierte von 1962 bis 1967 an der
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitét Jena.

Er gehdrt zu den Initiatoren von Schiilerzirkeln, Mathematikla-
gern und unserer WURZEL. Nachdem er sein Studium mit sehr guten
Ergebnissen vorfristig abgeschlossen hatte, leistete er seinen
Ehrendienst in der NVA. Nach Beendigung seines Wehrdienstes
wurde er wissenschaftlicher Assistent im Rechenzentrum der
Universitét Jena, in dem er jetzt als Problemanalytiker arbei-
tet.

ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG = ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHT

Aus technischen Griinden konnen wir in den WURZEL-Nummern 6/70
und 7/8/70 keine Bilder verSffentlichen (Terminverzdgerung). Wir

bitten unsere Leser um Verstindnis!
Die Redaktion
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Ober Lehrprogramme i

In WURZEL 5/70 war iiber das Grundprinzip von Lehrprogrammen be-
richtet worden. Am Beispiel eines an der Sektion Mathematik
entwickelten linearen Programmes war gezeigt worden, wie man
mit Hilfe eines solchen programmierten Lehrbuchs lernen kann.
Als zweiter Grundtyp von Lehrprogrammen wurde das ver -
zweigte Programmn genannt. Auch hier werden In-
formationen (I) oder Mitteilungen (M) geboten, aus denen sich
Aufgaben (A) verschiedener Art ergeben. Auch beim Lernen mit
einem verzweigten Programm miissen Fragen beantwortet, Beispiele
gerechnet oder Auftréige erfiillt werden. Das verzweigte Programm
hélt ebenso wie das lineare Ldsungen (L) bereit.

Nachdem der Lernende die Information griindlich durchgearbeitet
und gegebenenfalls eine Aufgsbe schriftlich geldst hat, werden
ihm mehrere fertige Losungen (meist 3 bis 5) zur Auswahl ange—
boten. Er wéhlt aus dem Angebot diejenige Antwort aus, die sei-
ner Meinung nach richtig ist (Auswahl-Antwort-Prinzip). Wihlt
der Lernende die richtige, wird er im Programm weitergefiihrt.
Wéhlt er eine falsche Antwort, werden ihm entsprechend dem
Grad seiner Fehlentscheidung Hilfen angeboten, die ihn schlieB-
lich - die nétigen Anstrengungen vorsusgesetzt - die richtige
Lésung finden lassen. Die Hilten kdnnen in Inhalt und Umfang
sehr unterschiedlich sein und reichen von einem erléuternden
Satz oder einer Skizze iliber Hilfsinformationen (HI), Hilfs-
aufgaben (HA) und deren Ldsungen (HL) bis zu vollsténdigen
Unterprogrammen.

Ein Ausschnitt ans einem Auswahl-Antwort-Programm, das sich
ebenfalls mit dem Dualsystem befasst, soll Ihnen einen kleinen
Einblick in die Arbeit mit einem verzweigten Lehrprogramm ge-
ben. Es muB betont werden, daB hier nur eine aus der groBen
Zsehl der Moglichkeiten angefiihrt werden kann.

Das Beispiel schlieBt sich an IEo und A, des ersten Teils
unseres Artikels iliber Lehrprogramme an.

Es geht um die Addition von Dualzshlen.

L Programem >
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In einigen Additionsaufgaben treten zusédtzliche
Schwierigkeiten auf.

21 Verfolgen Sie den in Worten angegebenen Rechen-
weg langsam und sorgfédltig !

Beispiel: e d ¢ b
IL L L

+ L L L
iy

L O L L 0

a) L plus L gleich Zwei, schreibe 0, merke L !
b) L plus L gleich Zwei,

Zwel plus L gleich Drei, schreibe L, merke L !
c) L plus L gleich Zwei,

Zweli plus L gleich Drei, schreibe I, merke L !

d) L plus L gleich Zwei, schreibe O, merke L !
| e) O plus L gleich L, schreibe L !

Losen Sie die folgende Aufgabe in ihrem Heft! Kreu-
zen Sie dann diejenige Losung an, die Ihrer Meinung
24 [oech ricntig ist.

Verglelchen Sie bitte erst damach mit den Ldsungen
auf der nidchsten Seite!

Aufgabe: LILLLL + LLLIO

Welche der folgenden Ldsungen ist richtig?
1) LLLIOLL
2) ILO0000L
3) IOLLLOL

Auf der ndchsten Seite steht dann:

Die Aufgabe ist falsch geldst.

)
Mtglicherweise haben Sie die Summanden falsch
21 untereinandergeschrieben.

a) Vergleichen Sie, ob die Aufgasbe wirklich fol-
gendermalien in Threm Heft steht:

LLLLLL
+ LLLLO
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b) Arbeiten Sie die Aufgabe in Iaquz&néchst noch
einmal griindlich durch!

c) Lésen Sle die Aufgabe aus A21 noch einmal!

2) Falsch!

Offensichtlich haben Sie nicht beachtet, da8
mehrmals néchsthdhere Zweierpotenzen zu merken
sind.

a) Arbeiten Sie I.,. nochmals durch. (Die Aufga-
ben aus AEO brﬁﬁchen Sie nicht zu 1dsen!) _
b) Arbeiten Sie I21 noch einmal durch!

Beachten Sie jeden Hinweis in der Erkl#rung
unter dem Beispiel! Durchdenken Sie insbe-—
sondere die Zeilen b) und ¢) !

¢) Lbsen Sie A21 noch einmal !

RO R O e e e e e me e e e e e e e am e e e e e e e

3) Sie haben diese relativ schwierige Aufzabe rich-
tig gelost.
Sie dirfen zur Multiplikation von Dualzshlen
(122) libergehen.

Die mdgliche Struktur eines verzweigten Prog;ammes soll am fol-
genden Schema dargestellt werden. Verfolgen Sie einmal die mdg-
lichen Lernwege! Sie werden bald erkennen, daR jeder entsprechend
seinen individuellen Gegebenheiten lernen kann. Wer Hilfen
braucht, erhdlt sie. Wer die Information sofort verstanden

hat und demnach die richtige Antwort geben konnte, wird im Pro-
gramm welitergefiihrt, unter Umsténden darf er eine oder mehrere
Informationen iiberspringen, zum Beispiel dann, wenn er bereits
drei oder vier Fragen sofort richtig beantwortet hat,

Uiver programmiertes Lehrmaterial und programmierten Unterricht
konnte man noch sehr viel berichten. Es gibt auch noch sehr
viele ungeldste Probleme.

Aber bereits aus den bisherigen Ausfiihrungen haben Sie sicher
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erkannt, daB die Arbeit mit Lehrprogrammen, ob diese an Hand ei-
nes programmierten Lehrbuches oder mit Hilfe einer Lehrmaschine
erfolgt, Vorteile bietet. Dazu gehdren: Jeder Lernende kann ent-
sprechend seinen individuellen Besonderheiten arbeiten. Er kann
das Lerntempo selbst bestimmen, braucht sich nicht nach der Klas-
se zu richten und kann jeden Gedanken in Ruhe zu Ende denken.
Jeder Lernende erféhrt sofort sein Lernresultat. Er hat hédufig
Brfolgserlebnisse und wird dadurch zu neuen Anstrengungen enge-
regt. Jeder mufll sténdig aktiv t&tig sein. Dabel hat er bei ge-
wissenhafter Arbeit die Chance, das Lernziel sicher zu errei-
chen. Das Lernen erfolgt gesteuert. Unndtige Umwege werden ver-
mieden. Es besteht die Moglichkeit, Liicken jederzeit durch
Nachlesen suszufiillen. Durch das Lernen mit programmiertem
Lehrmaterial wird der Einzelne besser in die Lage versetzt, er-
folgreich mit einem Lehrbuch zu arbeiten, Wesentliches wvon Un-
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wesentlichem zu unterscheiden u. a. m.

Der Lehrer kann sich sténdig iber den Verlauf des Lernprozesses
bei jedem Einzelnen lUberzeugen und ihm entsprechend seiner in-
dividuellen Lage®Hilfen geben.

Ein Nachteil der Arbeit mit programmiertem Lehrmaterial besteht
zum Belspiel darin, daB der Kontskt zum Kollektiv eingeschrénkt
ist und die sprachliche Entwicklung etwas in den Hintergrund
tritt. J

Es ist keineswegs daran gedacht, den gesamten Unterricht oder
das gesamte Studium mit Hilfe von Lehrprogrammen durchzufiihren.
Programmiertes Lehrmaterial kann sber eine wertvolle Hilfe bei
der raschen und sicheren Aneignung von Wissen und K&nnen sein,
wie unsere zahlreichen Versuche gezeigt haben.

Oberlehrer Reinhold Mattasch

wissenschaftlicher Assistent
an der Sektion Mgthematik
der Friedrich-Schiller-Universitit
Jena

Oberlehrer Reinhold Mattasch gehSrt zu den Wissenschaftlern,
die nach langjéhriger Schulpraxis an unsere Sektion kamen und
in der Lehrerausbildung tédtig sind.

1925 geboren, besuchte er nach dem Abitur 1946 einen Kurs fiir
Neulehrer. Danach half er im Kreis Altenburg in den schweren
Jehren des Neubeginns als Lehrer, Schulleiter und in zshlrei-
chen gesellschaftlichen Funktionen beim Aufbau unserer demokra-
tischen Schule.

Selbst sténdig lernend, war er an der Ausbildung von Lehrern
beteiligt. Im Fernstudium erwarb er die Qualifikation eines
Oberstufenlehrers in Mathematik. Vielen Jenaern ist er seit
1952 als Lehrer, Klassenleiter und Schuldirektor bekannt. 1962
kam Reinhold Mattasch als wissenschaftlicher Assistent an die
Abteilung Methodik des Mathematikunterrichts der Friedrich-
Schiller-Universitét Jena. Sert 1965 beschéftigt er sich mit
Problemen des programmierten Unterrichts. Dabei untersuchte er
besonders den AneignungsprozeB bei leistungsschwachen Schiilern.
Bel seiner gegenwdrtigen Promotion wiinscht ihm WURZEL viel
Erfolg!
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Preisaufgaben (Serie 7/8/70)

(B37) Man zeige
[x] + [x%] + {x-i%] + oaes # [x+n—;l-] = [nx] ,

wobei [x] die gréBte ganze Zshl ist, die x nicht iibertrifft.

(B38) Es seien x,, X, und x; Lisungen der Gleichung

x3-x2-1-=0.

Man stelle eine Gleichung auf, deren L8sungen Xq+X5,
Xo+Xzy Xq+Xz sind!

(B39) Ein Polynom P(x) lasse bei der Division durch x-a, x=b,
x=-c die Reste A, B bzw. C. Wie groB ist der Rest, den P(x)
bei der Division durch {x-a):(x=b)«(x-c) l#Bt?

(B40) Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks AABC befinde sich
ein Punkt P, von dem aus die Senkrechten ¥D, PE bzw.FF
auf BC, AC bzw.ZB gezogen seien. Wie groB ist
PD + PE + FF
BD + CE + &F

?

(B41) Man beweise: Ist die Zahl abe (a,b,c sind die Ziffern
dieser Zahl im Dezimalsystem) durch 37 teilbar, so sind
auch die Zahlen bca und cab durch 37 teilbar.

(B42) Welchen maximalen Wert kann der Betrag einer komplexen
Zghl z annehmen, wenn gelten soll

'z + %i =17

Fur jeden vollsténdigen Ldsungsweg einer Preisaufgabe erhdlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein—
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender funf
Wertpunkte haben, entscheidst das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges). !
Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f8llt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen der Serie 7/8 sind bis 20.8. (Datum des Postgtempels)
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgabe" an unsere Adresse ein-
zuschicken. VWir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten
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Losungs— bzw. Aufgabenblétter mit dem Nemen des Einsenders, sei-
ner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen sein miis~
sen. Einsendungen, be: denen diese Angaben fehlen, kbnnen nicht
beriicksichtigt werden. _

Wir bitten unsere Leser, jede Lsung auf einem gesonderten

Blatt einzuschicken.

Ays der Sektion Mathematik

Im April war der stellverstretende Direktor des statistischen
Laboratoriums der Universitét Moskau, Prof. J.K.Beljajew, Gast
der Sektion Mathematik. Vor den Mitarbeitern und Studenten des
Bereichs Wahrscheinlichkeitsrechnung gab er in einem Vortrag
einen {lberblick iiber die wichtigsten Probleme, die gegenwértig
in seinem Institut bearbeitet werden. In einem weiteren Vor-
trag berichtete er liber selne eigenen Forschungen suf dem Ge-
biet der zufilligen Punktfolgen. Eingehend lief sich Prof.

Bel jajew liber das geplante Forschungsprofil des Bereiches
WHahrscheinlichkeéi tsrechnung berichten und erteilte wertvolle
Ratschlége. Es wurde vereinbart, im néchsten Jahr einen Aspi-
ranten zu Prof. Beljajew nach Moskau zu entsenden.

‘t*‘!‘**‘t*i.'t‘l!lt#‘ti&#titt‘#

In einem Klubabend der Sektion Mathematik berichtete Dr. ILinde
(Hochschulbereich Medizin) iiber seine Eindriicke bei einer
8-wbchigen Studienreise durch die DRV. Unterstiitzt von Farb-
lichtbildern vermittelte er ein lebendiges und eindrucksvolles
Bild vom um seine Freiheit kémpfenden vietnamesischen Volk.

t-‘*tﬂ..’#*.’!ﬁ..##i*!*t!!tll\ltﬂl**tt

Beim internationalen Subbotnik am 11./12.4 viaren 190 FDJ=ler
der Sektion Mathematik im Einsatz. Sie arbeiteten an verschie-
denen Objekten des VEB IHK Gera und im Wohngebiet LeninstraBe.
Im Rahmen unserer Initiative zur Aufstellung eines Montage-
leichtbaus (vergl. S.120) werden alle anderen FDJ-Studenten
elnen solchen Arbeitseinsatz ableisten.

* 5 ¥ & ¥ ¥ k ¥ ¥ & F ¥ & ¥ ¥ & ¥ ¥ & ¥ W * F E ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ %

Im April veranstaltete der Bereich Numerische Mathematik in
Georgenthal seinen diesjéhrigen Seminarsufenthalt mit 16 Stu-
denten des IV. und V. Studienjahres. In Vortrégen wurden spe-
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zielle Probleme der mathematischen Verfahrenstechnik behandelt,
die von besonders aktueller Bedeutung fiir den kiinftigen Einsatz
der Studenten in der Praxis sind. Hierzu gehdren vor allem die
Intervall-Rechentechnik und die Anwendung von Monte-Carlo-Metho-
den auf Rechenautomaten.

Kultureller Hohepunkt neben einem Ausflug und einem geselligen
Abend war' eine von Studenten .gestaltete Lenin-Feier. Rezita-
tionen und Schilderungen sus dem Leben Lenins wurden umrahmt
von russischer Volksmusik und Lenin gewidmeter sowjetischer
Musik, so daB ein lebendiger Eindruck von der GréBe des Men-
gchen Lenin und seines Werkes vermittelt wurde.

8 & % & x ® %x ¥ ® ¥ &k & ¥ & *x ¥ & & ¥ ¥ ®x & & F ¥ £ ¥ ¥ ¥ F &« P
Die Studenten der Friedrich-Schiller-Universitét Jena kémpfen,
wle an allen Universitdten und Hochschulen der DDR, um die
Durchsetzung des wissenschaftlich-produktiven Studiums. Aus der
Notwendigkeit, die Zahl der wissenschaftlichen Kader auf allen
Gebieten der Volkswirtschaft zu erhthen und die entsprechenden
PlangrdoBen von 1380 bereits 1975 zu erreichen, also die Stu-
dentenzahlen bereits jetzt erheblich zu erhdhen, folgte unter
anderem das Problem: "Wie werden unsere Studenten im kommenden
Studienjahr wohnen?" Die Studenten des II. Studienjahres Mathe-
matik/Physik-Lehrer fanden einen Ausweg:"Im Rahmen unserer Stu-
dentenbrigaden bauen wir Unterkiinfte fiir die Studenten!"

Diese Initiative wurde von staatlicher Leitung der Sektion

und der Universcitétsparteileitung sehr unterstiitzt. Es war un-
ter anderem notwendig, Material zu beschaffen, organisatori-
sche Vorbereitungen zu treffen, Vorlesungen umzulegen. Jetzt
wurde den Studenten der Sektionen Mathematik und Physik fiir den
wissenschaftlichen Gerdtebau die Erstellung eines Montageleicht-
baus als Jugendobjekt libergeben. So leisten unsere Studenten
auch in dieser ungewShnlichen Form einen wesentlichen Beitrag
zur Durchsetzung des wissenschaftlich-produktiven Studiums.

* % % % & * ¥ % & ¥ ok kX ¥ F ¥ M ¥ ¥ * X * £ F W ¥ £ ® & X ¥ %
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YH IH

Lieber Leserl
Bitte helfen Sie uns, die WURZEL noch interessanter zu gestal-
ten! Wenn Sie dieses Formular ausfiillen und uns bis zum 10.
August 1970 zusenden, nehmen Sie ‘an unserer Ferien-Buch-Ver-
losung teil.
Folgende Preise. sind zu geWinnen:

1. Preis: Buchscheck iiber 40.- M.

2. Preis: Buchscheck ilber 2o0.- M.

3. = 16. Preis: Buchscheck iiber 10.- M.

17. - 50. Preis: WURZEL-Abonnement fiir das Schul-
jahr 1970/71.

1. Sind Thnen unsere Aufgaben
zu leicht zu schwer gerade richtig

(zutreffendes ankreuzen!)

. Aus welchen Gebieten wiinschen Sie in Zukunft Artikel?
1. - - L] - n - - - L] - L . L] L] - L] L] .
2. » - - - - - - - - - - a - L - L -

3. ® & 8 8 e ® & &« ® 8 * » s 8w = @

.Winschen Sie weiterhin Artikel und Mitteilungen iiber das
Leben und die Ausbildung an unserer Sektion Mathematik?

Jja nein ist mir gleich

. Winschen Sie die WURZEL weiterhin mit Bildern?

i_ N8 NNJTHL Y9V

ja nein ist mir gleich

matische

., Sind Sie bereit, als WURZEL-Korrespondent uber die mathe-

Atmosphére an Ihrer Schule zu berichten?

Jja

nein

. Welche sonstigen Forderungen oder Hinweise haben Sie?

WURZ=EL—Leser seit)..

Name, Vorname

. - - L]
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Kombinatorik

1. Uberblick

Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, welches
sich nur schwer mit wenigen Worten bestimmen 1&B8t. Um zuniichst
einen gewissen Eindruck von den in der Kombinatorik behandelten
Problemen zu gewinnen, wollen wir einige Aufgaben aufzdhlen,
deren Losung in den Bereich der Kombinatorik féllt:

Bl (4) Ein Wirt verspricht den 7 GHsten eines Stammtisches, an
jedem Abend eine Runde Freibier zu spendieren, an dem die Géste
eine neue Sitzordnung (Reihenfolge) am Tisch einnehmen kénnen.
Wieviel Glﬁse; Bier muB der Wirt insgesamt kostenlos ausschen-
ken?

B (B) In einem "Spezialwdrterbuch" werden sémtliche 5-buchsta-
bigen (auch die sinnlosen) Worter verzeichnet, die aus den 5
Buchstaben A, M, R, T, U gebildet werden konnen. An wievielter
Stelle erscheint in diesem Worterbuch das Wort TRAUM bei der
Ublichen "lexikographischen " Anordnung der Woérter?

Il (C) Wieviel verschiedene "Spiele" (Verteilungen von 1o Kar-
ten) kann ein Skatspieler erhalten?

R (D) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln ei-
nen Pasch (zwel gleiche Wiirfe) zu erhalten?

I (E) Von welcher Art sind die Summanden bei der Berechnung
der Potenz (a+b)™, wobei n eine natiirliche Zahl ist?

Bl (F) Wieviel Stellen bendtigt man, wenn man alle Buchstaben
des lateinischen Alphabets durch zwei Symbole (+,-) in linearer
Anordnung charakterisieren will (Morse-Alphabet)?

SchlieBlich erwiéhnen wir noch 2 klassische Aufgaben von Leon-
herd Euler (1707 - 1783):

B (G) "Eine Abordnung von 36 Offizieren aus 6 Regimentern

und mit € verschiedenen Dienstgraden soll sich quadratisch zu

6 Gliedern und 6 Kolonnen so aufstellen, daB in jedem Glied

und jeder Kolonne jedes Regiment und jeder Dienstgrad genau ein-
mal auftritt."”

Ml (H) Konigsberger Briickenproblem: 'lwa a
"Miie kann man die vier Stadtteile = 5&‘6 i
(ayb,c,d) von Konigsberg so durch- ﬁ#“#{;‘:j?

c
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wandern, dsB man dabei jede der 7 Briicken genau einmal benutzt?"

Die hier aufgefiihrten Probleme scheinen suf den ersten Blick
nur sehr wenig mit Mathematik zu tun zu haben. Und doch sagen
sle etwas liber das Wesen der Kombinatorik aus. Allen Problemen
ist néEmlich gemeinsam, daB es sich um Fragen iilber e n d -
liche Mengen handelt. Die Eombinatorik gehdrt also zur
sogenannten finiten Mathematik. Andererseits zeigen die genann-
ten Aufgaben, daB die Kombinatorik Fragen behandelt, die zu den
verschiedensten mathematischen Disziplinen gehoren: Wahrschein-
lichkeitsrechnung (D)(siehe WURZEL 6/68), Informationstheorie
(D), Graphentheorie (H)(siehe WURZEL 7/8/67), aber auch in der
Anglysis, Topologie, Spieltheorie, linearen Optimierung und in
der Algebra spielt die EKombinatorik eine wesentliche Rolle bei
allen endlichen Problemen. Und schlieBlich ist die Kombinato-
rik auch filir die (endliche) Geometrie von Bedeutung, so fiihrt
zum Beispiel die (iibrigens unlésbare) Aufgabe (G) auf das Pro-
blem der magischen oder lateinischen Quadrate, deren Kenntnis
Aussagen iiber gewisse Inzidenzstrukturen erlsuben.

Die Kombinatorik gpielt heute, wie die finite Mathematik iiber-
haupt, eine immer grdBere Rolle fiir die Praxis. Sie verdankt
diese steigende Bedeutung nicht zuletzt der elektronischen
Rechentechnik, durch deren Entwicklung viele Probleme der Kom=-
binatorik erst mit Erfolg behandelt werden kdnnen.

Wir wollen nun einige Grundbegriffe und Sédtze der Kombinatorik
Kennenlernen.

2. Permutationen

Im folgenden wollen wir (im Gegensatz zu der friiheren Auffas-
sung in WURZEL 7/8/69, S.81) unter einer Permutation einer end-
lichen Menge irgendeine (lineare) Anordnung der Elemente dieser
Menge verstehen, z.B. ist TAFEL eine Permutation der Menge

{A, B, F, L, T}. Dabei sind zwei Permutationen als gleich an-
zusehen, wenn sie nicht nur die gleichen Elemente enthalten,
sondern sich amBerdem auch nicht in der Stellung dieser Elemen-
te unterscheiden. Also sind zum Beispiel die Permutationen TAFEL
und FAITE verschieden!

Es ergeben sich nun zwei grunds@tzliche Fragen:
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1. Wieviel verschiedene Permutationen gibt es zu einer gegebenen
endlichen Menge?

2. Wie kann man alle diese Permutationen gewinnen?

Zur Beantwortung dieser Fragen betrachten wir zunéchst einige

Beispiele. Mit Pn wollen wir dabei die Anzahl der verschiedenen

Permutationen einer Menge M von n Elementen bezeichnen; die mdg-

lichen Permutationen werden alle aufgeschrieben.

n=1: M = {a}, a Py = 1
n=2: M = {a,b}, ab, ba P2 = 2
n=3: M = {1,2,3}, 123, 132, 213, 231, 312, 321 Py = 6
n=4: M= {a,b,c,d}, abecd bacd cabd dabe

abdc badc C8. . Lo TSR
acbd becad cb.. d...
acdb beda cb.. d...
adbe bdac cd.. Qeos
adchb bdca cdba dcba P4 = 24

(Der Leser versuche,die Liicken selbst aus-
- zufiillen, wenn er glsubt, ein Anordnungs-
system erkannt zu haben!
Wir wenden uns nun der ersten Frage zu. Die angegebenen Beispiele
liefern folgende Vermutung:
P131| P2-=P1'2=l’l'2=2, P5=P2'3-11203=6'-

LR R RN

Pnn Pn_,l-n= 1e2+35e,..n, : (1)

Wir wollen zunéchst den ersten Teil der Formel (1) beweisen,
d.h. die Rekursionsformel

Pn = Pn_q-n . (2)

Dazu denken wir uns alle Permutationen von n-1 Elementen irgend-
wie aufgeschrieben. Die Anzshl dieser Permutationen ist Po_1°
Fligt man nun zur Ausgangsmenge ein neues (n-tes) Element hinzu,
s0 kann man dieses in die bisherigen Permutationen von n-1 Ele-
menten einfiligen und zwar an 1., 2., 3., ..., letzter (n~ter)
Stelle! Aus jeder vorhandenen Permutation von n-1 Elementen ent-
stehen dadurch n neue, also insgesamt P _q'n Permutationen von
n Elementen, und diese sind alle untereinander verschieden.
Andererseits haben wir damit alle nur mdglichen Permutationen
von n Elementen erfaft, womit (2) bewiesen ist.

Un den zweiten Teil der Formel (1) zu beweisen, schreiben wir
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die Rekursionsformel (2) fiir alle natiirlichen Zahlen, die klei-
ner als n+1 sind, auf:
P2 = 2-P1
| P5 = 5-P2
= (a=1)P,

Pn = n°Pn—ﬂ .

Bilden wir das Produkt der linken und rechten Seiten dieser
Seliten dieser Gleichungen, so ergibt sich

Pq'Pe'Pa'-oa.Pn = 1'2'5‘...'11'P1'P2'P3'--. 'Pn_-,]

und nach Division durch P1-P2-P3-...-Pn_1 schlieBlich

Pn= 1‘2'3'---'!1. (3)

Fiir die rechte Seite der Gleichung (3) schreibt man abkiirzend
1+2+3s...on = n! (lies: "n Fakultédt"), so ist zum Beispiel
11 = 1, 2! = 1.2 = 2, 31 = 123 = 6, 41 = 24, 5! = 120,
6! = 720, 7! = 5040, usw.
Mit P, = nl ist eine exp liz i+t e Formel fiir die Anzahl
aller Permutationen von n Elementen gefunden und damit die Fra-
ge 1. beantwortet.
Jetzt sind wir in der Lage, die zu Beginn gestellte Aufgabe (A)
zu losen: -

Die 7 Stammgédste konnen P7 = 7! = 5040 verschiedene
Sitzordnungen einnehmen, der Wirt miiBte also insge-

samt 75040 = 35280 Gl&éser Bier kostenlos ausschenken.

2

Wir wenden uns nun der Beantwortung der zweiten Frage zu. Auch
dabei weisen uns die oben angefiihrten Beispiele einen Weg. Um
alle Permutationen von n Elementen in einfacher Weise aufzu-
schreiben, notiert man als erste Permutation die n Elemente in
ihrer natiirlichen Anordnung, d.h. zum Beispiel im Fall von Zah-
len nach ihrer GroBe geordnet, im Fall von Buchstaben nach der
Reihenfolge ihres Aufvretens im Alphabet: 12345 bzw. abede. Aus
dieser Ausgangspermutation gewinnt man alle weiteren durch das
folgende allgemeine Verfahren:

Wir nennen ein Element t einer Permutation hfher als s, wenn
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t in der natiirlichen Anordnung rechts von s steht. Dann wird in
einer gegebenen Permutation das von rechts erste Element s, auf
welches hdhere Elemente folgen, so wenig wie mdglich erhdht
(d.h. durch das néchsthéhere Elemént rechts von s ersetzt.).
Die Anordnung der Elemente links von s wird beibehalten, die Ele-
mente rechts von s folgen in natiirlicher Ordpung.
In der Permutation 31254 ist 2 von rechts das erste Element, auf
welches hohere folgen, also wird 2 durch das niichsthShere rechts
stehende Element 4 ersetzt, 31 bleibt fest, also beginnt die neue
Permutation mit 314 und die restlichen Elemente 2 und 5.folgen
in natiirlicher Anordnung, aus 31254 wird 31425. Analog folgen
auf 12345 die Permutationen 12354, 12435, 12453, 12534, 12543,
13245, 13254 usw.
Eine solche Anordnung der Permutationen heiBt lexikographische
And}dnung, weil sie der Ordnung der Worter in einem Lexikon ent-
spricht. Demit ist auch das zweite Problem geldst.
Mit diesen Kenntnissen kdnnen wir nun die Aufgabe (B) behandeln:
Erstes Wort in unserem Worterbuch ist AMRTU (natiirli-
che Reihenfolge). 4! Worter beginnen zunéchst mit A
(A fest und M, R, T, U permutieren), dann folgen 4!
Worter, die mit M beginnen und 4! Wérter, die mit R
beginnen, dann folgen 3! Wérter, die mit TA und 3!
[::) Worter, die mit TM beginnen, dann folgt das Wort

TRAMU und darauf schlieBlich TRAUM. Dieses Wort steht
also an (3+4! + 2+3! + 2 =) 86, Stelle.

3. Kombinstionen

Wir denken uns irgendeine Menge von n Elementen gegeben. Eine

Auswahl von k Elementen dieser Menge in beliebiger Anordnung

nennen wir Kombination der n Elemente zur k-ten Klasse (k < n).

Zwei Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse sind also

nur dann verschieden, wenn in der einen wenigstens ein Element

vorkommt, das in der anderen nicht auftritt, d.h. auf die Anord-

nung kommt es jetzt nicht mehr an. ‘

Wie bel den Permutationen ergeben sich wieder zwei Fragen:

1. Wie groB ist die Anzshl CE der verschiedenen Kombinationen
von n Elementen zur k-ten Klasse?
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2. Wie kann man alle Kombinationen von n Elementen zur k-ten
Klasse gewinnen?
Zunéchst wieder ein Beispiel: Die Kombinationen der Elemente
1, 2, 3, 4 zur zweiten Klasse sind: 12, 13, 14, 23, 24, 34,
also ist Cj = 6.
Zur Beantwortung der ersten Frage benutzen wir unsere Kenntnisse
iiber Permutationen. Wir betrachten irgendeine Kombination von
n Elementen (1, 2, 3, ..., n) zur k-ten Kldsse, z.B. 123...k
(k s n). Wir ergénzen nun in der Idee diese Kombination durch
die restlichen n-k Elemente zu einer Permutation
: 123...ka1a2... - ; (4)

der gegebenen n Elemente und stellen fest, daB es insgesamt
Pk verschiedene Permutationen der Art (4) gibt, wo also
8858z 08 4 Jewells Permutationen der Elemente k+1, k+2,44..
:.; n sind. Aus jeder Permutation (4) gewinnt man durch Per—
mutieren der ersten klElemente Ty 29 osey Kk jeweils Pk ver-
schiedene Permutationen der n Ausgangselemente. Nun gibt es
insgesamt CE verschiedene Kombinationen, aus denen durch An-
wendung dieses Verfahrens s@mbtliche Permutationen der n gege-
benen Elemente hervorgehen. Die Gesamtzahl Pn dieser Permuta-
tionen kann also dargestellt werden durch

n
Pn Ck-P

Daraus folgt n!

k" Fn-k-
n ' n n!
Gk-k! s(n-k)! bzw. Ck = Eom)T °
Fir diesen Ausdruck wird wieder ein neues Symbol eingefiihrt,
némlich o -
m = [k] (lies: "n iiber k").

Mit der Beziehung CE [n] ist die erste Frage beantwortet.

k
Mit der Definition O! =pf 1 ergibt sich z.B.
n) _ _n! _n! _ n] _ n! o A22¢3¢s.00(n=1)en _
[O] - 6!11! - n! w 1' 1] i '1!(]1—1)! 4'2‘3'0-0'(11-1) " 05

LI.! 1' L] |f-[- . ! -1‘ L R i
[g] = m- = -g-"l- * 6, [g]z ./r!% = 'g' '4' = IIO s

Auch das zweite Problem 1&B8t sich durch Angabe eines eindeuti-
gen Verfshrens ldsen, das wir aber nur durch ein Beispiel cha-
rekterisieren wollen: Man gebe s@mtliche Kombinationen der
Elemente 1, 2, 3, 4, 5 zur dritten Klasse an!
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123, 124, 125, 134, 135, 145,
234, 235, 245,
345, '

Wir sind nun in der Lage, die Aufgabe (E) zu l8sen.
Um die n~te Potenz (a+b) des Binoms (a+b) zu berechnen,
muB (a+b) n-mal mit sich selbst multipliziert werden:

(a+b)™ = (a+b):(a+b)s(a+b)+...+(a+b) . (5)
Beim Ausmﬁltiplizieren dieser Klammerausdriicke ent- .
steht eine Summe von Potenzausdriicken der Form asbt,
wobel die Exponentensumme s+t=n sein muB, Wir konnen also fiir
aSpt besser aX Xpk schreiben (k=0,1,2,...,n). Wir fragen nun
nach der Anzshl der Summanden &2 ¥b¥ mit festem k. Diese Fra-
ge ist gleichbedeutend mit der Frage: Auf wieviel Arten kann
man sus n verschiedenen Klammern in (5) das b gerade k-mal
(oder a gerade (n-k)-mal) auswéhlen? Es handelt sich also um
die Anzghl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse,
die gleich CP = [g] ist.

Damit wird

(a+b)™ = [3] g 3 [,1] 2=t & s + [E] a%p?

n

= T [ﬁgap’kbk.
k=0

Aus diesem Grunde heiBen die Zahlenwerte [gj auch Binomial-

J koeffizienten.
Beigpiel: (a+b)5 = [g]-a3bo + [2] -a2b + [2]-& b= + [;]-agb3

= a3 + Ea?b + 5ab2 + b3-

SchlieBlich handelt es sich bei der Ldsung der Aufgabe
(C) um die Anzahl der Kombinationen von 32 Elementen

. ; 2 _ 2!
zur 10. Klasse. Ein Skatspieler kann also 10~ 15522!

= 64512240 verschiedene "Spiele" bekommen.

Aus der Fiille der zum groBen Teil sehr reizvollen und interes-
santen Probleme der Kombinatorik konnte hier nur ein genz ge=-

ringer Teil erwédhnt werden. Diejenigen Leser, die sich genauer
iber die Kombinatorik informieren wollen, verweisen wir auf das
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leicht versténdliche Buch von J. Flachsmeyer "Kombinatorik",
Berlin 1969. Fiir Kenner der russischen Sprache erwihnen wir
schlieBlich noch das sehr unterhaltsame Buch "Kombinatorik"
von N.J. Wilenkin, Moskau 1969.

Dr. E. Hertel

wissenschaftlicher Oberassistent
an der Sektion Mathematik
der Friedrich-Sehiller-Universitdt
Jena

Ubungsaufgaben zu unserem Arlikel »Kombinatorik"

1. Man beweise Pn.- n! durch vollsténdige Induktion! (Pn ist die
Anzahl der Permutationen von n Elementen)

2. Wieviel Geld miisste man beim Zahlenlotto (5 aus 90) ausgeben,
um garantiert auf einem Schein einen "Funfer" zu hében?

5. An wievielter Stelle erscheint das Wort ARMUT bei lexikogra-
phischer Anordnung der entsprechenden Permutationen?

4, Wieviel verschiedene 9-stellige Zahlen gibt es, in denen kei-
ne Ziffer mehr als einmal und die Ziffer O {iberhaupt nicht
vorkommt?

5. Wieviel Diagonalen hat ein n-Eck?

6. Wieviel verschiedene Teiler hat die Zahl 2310 ?

7. In wievielen Permutationen der Zahlen 1,2,3,4,5,6,7,8 stehen
die Elemente 2,4,6,§ (in beliebiger Reihenfolge) unmittelbar
nebeneinander?

8. Wieviel 9-stellige Zshlen gibt es, in denen keine Ziffer
mehr als einmal vorkommt?

9. Wie heiBt die 30239»-te Permutation der Buchstaben 4,D,E,H,
L,N,8,T,U in der lexikographischen Anordnung?

Aus unserer Lehrerausbildung

Die schulpraktischen ﬁbungen im 3. Studienjahr sind ein wichti-
ges Element bei der Verwirklichung des wissenschaftlich—produk-
tiven Studiums. Hier erhalten die Studenten die Gelegenheit,
ihre im Fach und in den erziehungswissenschaftlichen Diszipli-
nen .erworbenen theoretischen Kenntnisse auf die konkrete Klas-
sensituation anzuwenden.
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Jeder Student erhdlt wéhrend der schulpraktischen ﬁbungen 5 bis
6 mal die Moglichkeit, selbsténdig eine Stunde 2zu halten. Dabei
wird jede einzelne Stunde fachlich und methodisch mit einem Ver-
treter des Bereichs Methodik vorbereitet, wobei im Interesse ei-
ner immer stérkeren Betonung der wissenschaftlich-produktiven
Seite des Studiums die Eigenverantwortlichkeit der Studenten
bei der Vorbereitung systematisch erhdht wird. '

Die Auswertung der Unterrichtsstunden erfolgt unter verschiede-
nen Gesichtspunkten. Nach Ablauf des Studienjahres hat so der
Student einen Uberblick iiber die verschiedenen Stundentypen

_ gewonnen und Mdglichkeiten einer rationellen Unterrichtsgestal-
tung kennengelernt. Besonderes Gewicht wird dabei auf die dem
Mathematik- bzw. Physikunterricht innewohnenden erzieherischen
Potenzen, vor allem im Hinblick auf die staatsblirgerliche Erzie=-
hung, gelegt.

RO X X X K B K kX & kK * ok R k& X ok kK ¥ F K X K K K 4 % & % %
In Rahmen der physikalischen Schulversuche fiihrt jedet Student
30 bis 35 Versuche durch. Es handelt sich ausschlieBlich um
solche Experimente, die im Schulunterricht Anwendung finden.
Dabei werden den Studenten von den Mitarbeitern des verant—
wortlichen Bereichs Physikmethodik auch Hinweise fiir den spédte-
ren Einsatz im Unterricht gegeben. (Charskteristik des Versuchs,
seine Stellung im Methodengefiige der Unterrichtsstunde und des
Stoffgebiets). Die Anleitung zu den Versuchen erfolgt zum Teil
in programmierter Form. Insgesamt kann man sagen, daB durch die
physikalischen Schulversuche zwel Praxisaspekte miteinander
verknlipft sind: Die Praxis des experimentierenden Physikers und
die Schulpraxis.
ttl‘*"*t‘*ti#ttttt*ltt-ttttttttt
Das schulpraktische Semester ist ein entscheidender Abschnitt
in der Ausbildung unserer Lehrerstudenten und wichtigster Teil
der Praxisbeziehungen. Es bildet den Hohepunkt und zugleich

die groBte Bewdhrungsprobe wihrend des Studiums. Der Student
hat erstmals die Gelegenheit, lber einen léngeren Zeitraum

hin den Erziehungs- und AusbildungsprozeB zu leiten und sich
als sozialistische Lehrerpersdnlichkelt zu entfalten.

tt't‘*tt-tttttt**t!t‘**i’l'ttttt‘
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Vorderansicht Seitenansicht

In der Zeichnung ist das System zweier aufeinander senk-

recht stehender GroBkreise K,I,K2 dargestellt.

Um das System K 4K, in sich zu iiberfithren, muf die ge-

meinsame Achse AB auf sich abgebildet werden.

Es gibt zwei Moglichkeiten:

a) d(A)=A und d(A')=A" (A und A' sind Pole)

b) A(A) A' und d(A') A (Die Pole miissen in der Ebene
von B,B',C,C' liegen.)

Weiterhin muB B auf B',C,C' oder B abgebildet werden.

Damit ergeben sich als weitere Pole:
B,B'; C,C'; D,D'; E,E'.
Man erh&lt die Drehungen:

Pole Drehwinkel

A,A° 0°,90°,180°, 270° .
B,B! 0°,180°

C,C* . 0°,180°

D,D' 0°,180°

E,E' 0°, 180°

Dabei sind {4,4'},(B,C,C',B'} urd {D,E,E',D'} die drei
Klassen zusammengehdriger Pole mit den Ordnungszahlen
4,2,2. Die Ordnung der Drehgruppe ist 8. Es handelt
sich also um eine "Diedergruppe".
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Information: Weitere Losungen zu den Aufgaben des
Jahrgangs 1969/70 werden 1in einer im August 1970 erscheinenden
‘Sondernummer der "Wurzel" verdffentlicht.

In dieser Sondernummer wollen wir Sie auch mit unseren Plénen
flir das Schuljahr 1970/71 bekannt machen.

(B21):

Gegeben: Kreis K

1. Wehlen beliebig A,B€ K

2. Kreis L um A mit dem Radius AB —¥ 2.Schnittpunkt
Ce KnL

3. Gerade K' durch B und C ist das Bild des Kreises K
bei Inversion an L.

4. A': {Kreis um C mit dem Radius CA}n{Kreis um B mit
Radius BA = CA)
~ A bezipslich K' symmetrisch zu A, d.h.
(*) AD = DA' A z(A,A') Lg(B,C)

5. Konstruieren Punkt M als Bild von A' bei Inversion

“ an L:
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a) Kreis um A' mit Radius A'A geschnitten mit L
™~ P, Qs
b) Kreis um P mit Radius PA geschnitten mit Kreis
un Q mit dem Radius QA = PA~¥ 2.Schnittpunkt M.
6. Beh.: M - Bild von A' bel Inversion an L
Bew.: (1) AM.AA'= e ( denn DeK' ist Bild von EeK

(2) ADAE = r° bei Inversion an L)
(M (2) (3) AM+AA" = ADSAE
=) (4) AA' = 2AD
(3)a (4) AM = %AE und AE ist Durchmesser von K
M Mittelpunkt von K (w.z.b.w.)
(B22): a, = 2
ay = 2:2 + 1 = 22-+ 1
8y = 2:(2:2+1)+1 = 224241
a, = 2+(22+241)4 - 2% 4224241
Vermutung:

Ne2

a, = 2%+ ;;: 2F
=0

a, = 2%+ o1 _ 4

Beweis der Vermutung durch vollsténdige Induktion.
Induktionsanfang: 84 = 2 +2° =1 = 2
Induktionsannahme: a, = "l

Bewels: 841 = Eak + 1

a1 = 202%2% 1) 4+ 1
a 22K 4 2,251 L2 41

= 251 4 0K _ 4

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M, Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.
Redaktion: Leitung: Harald Fischer, Rainer Wackernagel
Mitarbeiter: H.Eckner, R.GroBmann, W.Kiefer, N.Kuse,
R.Lorenz, S.Miller, P.Pradel, E.Taubald, I.Zenner
Anschrift der Redaktions: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena  Helmholtzweg 1
"Wurzel-Redaktion"
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Liebe leser!
Die Gestaltung des entwickelten gesellschaftlichen Systems des
Sozialismus in der DDR stellt insbesondere an den Fachbereich
Mathematlk neue, erhShte Anforderungen, die infolge der Durch-
dringung zahlreicher Gebiete des gesellschaftlichen Lebens mit
mathematischen Ideen und Methoden gegeben sind. Der Mathematik
kommt als Produktivkraft bel der Automatisierung der Produktion,
der Konzentration der Produktion auf strukturbestimmende Erzeug-
nisse, der Entwicklung der Okonomie und der maschinellen Daten-
verarbeitungsanlagen elne grundlegende Rolle zu.
Vor unserer Sektion steht unter anderem die Aufgabe, dem sténdig
steigenden Bedarf an hochqualifizierten Diplommathematikernm und
Mathematik-Physiklehrern gerecht zu werden. Der Studienwerbung
und -vorbereitung kommt dabei eine groBe Bedeutung zu. Bisher wa-
ren dle diesbeziiglichen Aktionen nur EinzelmaBnahmen, dile trotz
hohen Aufwandes den gegenwidrtigen Erfordernissen nicht mehr ent-
sprechen. Um die vielféltigen Formen der Studienwerbung an der
Sektion Mathematik aufeinander abstimmen zu konnen, wird in die-
sem Jahr das "Jugendobjekt Studienwerbung" ins Leben gerufen. Im
Rahmen dieses Jugendobjektes scllen schrittweise alle Formen der
Studienwerbung und der Zusemmenarbeit mit der Abteilung Volksbil-
dung beim Rat des Begzlrkes Gera koordiniert werden. iber die
vielféltigsten Formen der Studienwerbung, Studienvorbereitung und
Bestenfdrderung (auf Bezirksebene) — wie zum Beispiel Mathematik-
zirkel, Bezirksklub Junger Mathematiker, NVA-Zirkel - werden wir
im Laufe des kommenden Schuljahres gusfiihrlicher berichten. Die
"Wurzel" wird in diesem Projekt eine zentrale Stellung einnehmen.
In diesem Zusammenhsng méchten wir darauf hinweisen, daB in
Zukunft zu speziellen Problemen (wie z.B. Arbeit des NVA-Zirkels,
Mathematiklager) Sondernummern der "Wurzel" erscheinen, die nicht
mehr generell an alle Abonnenten verschickt werden, Diese Sonder-
nummern werden etwa 3 Monate vorher angekiindigt und dann nur auf
besondere Bestellung hin verschickt.
Zur Information iiber unsere Pléne fiir das kommende Schuljahr ge-
hdért auch der Plan der erscheinenden Artikel. In der vorliegenden
Doppelnummer wird eine Einfilhrung in die Schaltalgebra gegeben.
Wir werden, aufbauend auf diesen Artikel, eine Anleitung fir
mathematisch-physikalische Zirkel fiir den Bau eines Dualddders
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verdffentlichen.
Die néchste Artikelserie léuft unter dem Thema "Mengen, Relatio-
nen, Funktionen". Es wird eine Einfiihrung in die Mengenlehre ge-
geben und darauf aufbauend der Funktionsbegriff erléutert.
Eine weitere Artikelserie beschéftigt sich mit Beweisverfahren.
Es werden verschiedene Methoden der Beweisfiihrung und der exakte
Aufbau eines Beweises dargelegt. In der gleichen Richtung léuft
auch eine Artikelserie iiber geometrische Aufgaben, Beweise und
Konstruktionen.
Aufbauend auf schon frilher erschienene Artikel iiber Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Mathematische Statistik wird in der Doppel-
nummer 7/8/71 eine Einfilhrung in die Bedienungstheorie gegeben.
Un unseren Lesern auch einen kleinen Einblick in Anwendungs-
bereiche der Mathematik zu geben, werden wir in diesem Jahr je
eine Artikelserie liber das Numerikzentrum des VEB Carl Zeiss Jena
und iiber die Rolle der Mathematik in der Piddagogik verdffent-
lichen.
Aus aktuellem AnlaB erscheint in der April-Nummer 1971 ein Arti-
kel iiber die Wissenschaftspolitik der SED.
In Artikeln iiber unsere Sektion sollen Sie weiterhin vertraut ge-
macht werden mit der Arbeit der FDJ und mit der Ausbildung. Hier
kommen auch ehemalige Studenten unserer Sektion, die Jetzt in
der Sowjetunion studieren, zu Wort,
Es ist uns klar, daB wir auch in diesem Jahr bei weitem nicht alle
Vorschlége, die insbesondere in Verbindung mit der Ferien-Buch-
Verlosung gemacht wurden, beriicksichtigen konnten. Die "Wurzel"
801l Anregung zur Beschiéiftigung mit speziellen Problemen der
Mathematik und ihrer Anwendung geben, kann sber bei ihrem Unfang
nur wenige Gebiete nidher beleuchten. Wir miissen auch auf schon
friiher erschienene Artikel (wie z.B. Spieltheorie, Kybernetische
Probleme, Kombinatorik, Funktionentheorie) verweisen. Die ent-
sprechenden Nummern der "Wurzel" sind zumeist noch lieferbar.

Die Redaktion
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Einfiihrung in die Schaltalgebra

Will man irgendwo eine Wechselschaltung installieren (d.h. elne
Schaltung, bei der beispielsweise eine Lampe von zwei Schaltern
aus an- und ausgeschaltet werden kann), so benutzt man gewohn-
lich eine Schaltung, Abb. 1

wie sie auf Abb. 1 . . ng}
gezeigt ist. o

Verfigh man micht Schalter 1 Schaller,
iiber Wechselschalter, ‘}— -----

dagegen iliber Relais, o -——— s

wie sie in modernen Neubauten installiert sind, kdnnte man eine
Schaltung verwenden, wie sie auf Abb. 2 gezeigt wird.
Wir wollen nun versuchen, eine solche sogenannte "Relais-Kontakt-

Schaltung" zu entwerfen, % ‘s {Eg}

die eine Wechselschaltung .

nicht nur fiir zwei, son- &

dern sogar fiir drei Schal- Il‘

ter beschreibt. Dazu sind | . 4 |

zundchst einige Vorunter-

suchungen notwendig. Abb. 2, S_I Pekaie 7 a—l 5
! Relais

1. Einige Grundbegriffe sus der Aussagenlogik
Unsere langjéhrigen Leser erinnern sich sicher an den Speise-
plan des Sebastian Ambrosius und die in diesem Zusammenhang ab-
gehandelte Einfiihrung in die Aussagenlogik (vergl. "Wurzel" 12/67,
1/68 und 2/68). Wir wollen die wesentlichsten Begriffe noch ein-
mal kurz zuaammenatellen.1)
1. Aussagen sind Sétze (zum Beispiel der deutschen Sprache),
in denen etwas iiber die objektive Realitét ausgesagt wird.
2. Jede in diesem Sinne sinnvolle Aussage ist entweder wahr
oder falsch. Wir bezeichnen diese Wahrheitswerte mit "1"
(fiir "Wahr") und "O" (fiir "Falsch"). "Schnee ist weiB"
bekommt so den Wahrheitswert 1 zugeordnet; "César ist
eine Primzahl" den Wert O.
3, Mittels Verkniipfungen wie "und", "oder", '"genau dann,

wenn" usw. kbnnen die Aussagen zu neuen Aussagen ver-

1) Interessliertere Leser selen auf das kleine Buchleln von
M. Hasse "Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik", B.G. Teu
ner Verlagsgesellschaft Lpz. 1967, (Preis 3,30 M), verwiese
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kniipft werden. (z.B. "Der Schnee ist weiB oder César ist
eine Primzahl").

4. Uns interessieren die Wahrheitswerte solcher Aussagenver-
bindungen. Es geniigt fiir unsere Zwecke, drei der "klassi-
schen" Wahrheitswertfunktionen zu definieren:

a) Verneinung (Negation): )
| 1, falls x= 0
non (x) =Df

0, sonst. 2)

b) "Und"-Verkniipfung (Konjunktion):

1, falls x = 1und y = 1
et (x,y) =pf
0| sonst.
¢) "Oder"-Verkniipfung (Alternative) 5)3
Oy, falls x =0 und y =0 -

vel (x,y) =D
1, sonst

Zur besseren Ubersicht fassen wir die Funktionen non, et und
vel noch einmal in einer "Wahrheitswerttabelle" zussmmen:

x |y [non (x)|non (y) et (x,y) | vel (x,y)
o lo 1 1 0 0
0 |1 1 0 0 1
110 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1

Mit Hilfe solcher Wahrheitswerttabellen kénnen wir nun be-

x und y sind hierbei Variable fiir die Wahrheitswerte von
Aussagen.

Wir bemerken, daB die Funktion vel das nicht-ausschlieBende
"oder" reprisentiert (zur Unterscheidung von "entweder-oder"),
daB also die Verkniipfung durch "oder" von zwei wahren Aussagen
wahr ist.
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reits einfache S#tze beweisen. Dazu definieren wir:

Zwei Ausdriicke (Verkniipfungen von Aussagen)
heiBen logisch gleichwertig =Df

Thre Wahrheitswerte stimmen fiir jede mdgliche
Belegung der in beiden Ausdriicken vorkommenden
Aussagen mit Wahrheltswerten iiberein.

Zum Verstéindnis betrachten wir ein einfaches Beispiel:
Wir wollen priifen, ob die Ausdriicke
non (et (x,y))
und vel (non (x), non (y))
logisch gleichwertig sind.

x|y flet(x,y) | non(et(x,y) | non(x) | non(y) | vel(non(x), non(y))
0|0 0 1 1 1 1
011 0 1 1 0 1
110 0 1 0 1 1
111 1 0 0 0 0

By

beide SBpalten stimmen i{iber-
ein, damit haben wir den

Satz: Dle Ausdriicke "non(et(x,y))" und "vel(non(x), non(y))"
8ind logisch gleichwertig.

Aufgabe fiir den Leser:
Man beweise den Satz: "Die Ausdriicke et(non(x),y)
und non(vel(x, non(y))) sind logisch gleichwertig."

6. Wir vereinbaren nun folgende Schreibweisen:
X =pe non(x)
XY =pf et(x,y)
X+y =pp vel(x,y)
Da x, y nur die Werte O oder 1 annehmen kdnnen, haben wir
folgende Rechenregeln:

0.0=0 0+0 =0 Wir bemerken, daB diese

0.1 =0 0+1 = 1 Rechenregeln bis asuf eine

1.0 =0 1+0 = 1 Ausnahme mit den Regeln

141 = 1 141 = 1 der Arithmetik iliberein-
stimmen.
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Einen Ausdruck, in dem nur "Produkte”" und "Summen"
von Variablen oder verneinten ("gequerten™) Variablen
vorkommen, nennen wir normierten BOOLEschen kusdruck.4)

Jeder normierte BOOLEsche Ausdruck iiber n Variablen legt ge-
nau eine eindautige Abbildung von

)({0,1} in {0,1)
fest 5) (eine sogenannte BOOLEsche Funktion).
Nach diesen notwendigen Vorbemerkungen kdnnen wir nun die Bezle-

hungen zwischen BOOLEschen Funktionen und damit der Aussagenlogik
zu Reihen-Parallel-Schaltungen untersuchen.

2. Reilhen-Parallel-Schal en und ihre Beschreib
Wir erinnern an den folgenden Sachverhalts:

bb.3

Sind zwel Schalter X und Y o _,,A ~
hintereinandergeschaltet, A X r B
so ist die Verbindung der - .
Pole A und B nur dann lei- L
tend, wenn sowohl X als O | >

A > 3
auch Y geschlossen sind ~“y*

(siehe Abb. 3). Sind X und Y parallel geschaltet, so ist diese
Schaltung genau dann leitend, wenn X oder Y oder beide geschlos-
sen sind. Jeder Schalter hat zwel Schaltstellungen: "1" (ge-
schlossen) und "0" (gedffnet). Wenn wir die Figenschaft einer
Schaltung, leitend zu sein, mit "1" bezeichnen, die Eigenschaft,
nicht-leitend zu sein, mit "O", kdnnen wir also eine Reihen-
schaltung der Schalter X und Y einem BOOLEschen Produkt und eine
Parallelschaltung von X und Y einer BOOLEschen Summe zuordnen.
Wir wollen noch vereinbaren, daB die Variable x bedeutet, daB
der Schalter X gedffnet ist, und die Variable ‘X bedeutet, daB
der Schalter X geschlossen 1st.

4) George BOOLE (englischer Mathematiker, 1815-1864)

5) llit)? {0,1} bezeichnen wir das n-fache Kreuzprodukt der
Menge {0,1}. Eine BOOLEsche Funktion f(xq, 5955 xn) ordnet
also jedem geordneten n-Tupel von Nullen und Einsen
Null oder Eins zu.
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Zur Illustration betrachten wir die folgenden Beispiele:

Schal tung beschreibender
Ausdruck
Y
a) it
_.;.__ , x (¥ + z)
.
L
P (X3 + =
4
—‘S/.—--
]
M
S EY
c) —{'J
———
—/—.—.—-—
S 5 oo (:1(54 + 8, : 8g)) +
| Ss, + 848p + (8,(8,85 + 8,83))
S, S,
Abb. 4

Es soll uns nicht stSren, daB in der Schaltung ¢) gleiche Schal-
ter mehrmals an verschiedenen Stellen vorkommen. Wir denken uns
dazu, daB alle Schalter von Relais betiétigt werden, gleiche
Schalter an verschiedenen Stellen durch gleiche Relais. Sofort
f&l11t uns ein interessanter Sachverhalt auf:

Der Schaltung ;if
——ily —

- Abb. §
entspricht der Ausdruck x + X. Da beide Schalter wvereinbarungs-
geméf durch das gleiche Relsis betdtigt werden, ist also

immer ein Schalter geschlossen, d.h., obige Schaltung 1l&éBt sich

durch ein (immer leitendes) Stiick Praht ersetzen. Also ist
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X + X = 1 fiir alle Belegungen von x. Das wiederum wissen wir
aber schon aus der Logik.

Es erhebt sich nun die Frage, ob und wie sich kompliziertere
Schaltungen wie etwa die unter c¢) dargestellte vereinfachen las-
sen, etwa in dem Sinne, deB wir mit weniger Schaltern bzw. mit
weniger Kontaktpaaren bei Relais auskommen. Wir kénnen diese
Frage beantworten, wenn wir den zugehdrigen BOOLEschen Ausdruck
verelnfachen ktnnen. Dazu bendtigen wir éewiasa Rechenregeln,
die es uns gestatten, BOOLEsche Ausdriicke umzuformen.

Wir haben festgestellt, daB wir Jeder Reihen-Parallel-Schaltung
einen normierten BOOIEschen Ausdruck zuordnen kbnnen und nehmen
uns nun vor, iiber die Umformung normierter BOOLEscher Ausdriicke
zu einfacheren Schaltungen zu gelangen, die Jedoch genau das
glelche Leit-Verhalten zeigen.

3. Rechnen mit normierten BOOLEschen Ausdriicken
Auf Grund der Definitionen der Funktionen non, et und vel kdnnen

wir die folgenden Sétze mit Hilfe von Wahrheitswerttabellen be-
weisen:

0 x+0=x (1') x-+1=x
(2) xX+1=1 (2') x+«0=0
(3) X+X=X (3') xe+x=2X
(4) x+Xx=1 (4') xXx+X=0
(5) X+y=F+X Eommutativitiit von ™+"
(5') X eyJ=3F X Eommutativitét von "."
(6) (x+y)+2z = x+(y+2) Assoziativitédt von "+"
(6') (x+F) ez = xe(yrz) Assoziativitlit von "."

7 (x+y)+z = (x+2)+(y-2z) Distributivitéit bzgl. "+"
(7*) (xey)+z = (x+z)+(y+z) Distributivitét bzgl. "."
(8) x+ (xy) =x
(8') xe(x+y)=x

(9) (x + 3)y = x°¥
(9") (=) +y=x+73

Verschmelzungssitze

Als Beinpiel beweisen wir den gegeniiber der herkdmmlichen Arith-
metik ungewShnlichen Satz (7'):
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xy+z || x+z2 | y+z | (x+2)-(F+z)

—\—30000005

- 3 3 a0 000 HM
- A 00 AAdd00]Y
20 A 0 A0 20w
S A A 0 a0 a0
S A A A0 A0

- A0 22 2 a0
PR N U W o . N o . 3

Selbstverstidndlich kénnen wir beim Beweisen umfangreicherer
S&tze auch deduktiv, ohne Wahrheitswerttabellen zu verwenden,
schlieBen. Wir nehmen zum Beispiel an, wir hétten (7), (5'), (4')
und (1) bereits bewiesen und beweisen nun (9) deduktiv:
wegen (7) wegen (4') wegen (1)
(x+¥)ey = (xy)+(yy) = (xy)+0 = xy
Frage an den Leser: Wo wurde (5') verwendet?

Zu jedem der angegebenen S&tze kdnnen wir nun die entsprechende
Gleichheit von Schaltungen angeben. Dazu erinnern wir uns, daB8
wir vereinbart hatten, daB "1" ein sténdig geschlossener und "O"
ein sténdig gedffneter Schalter bedeuten sollen. Wir geben (1),
(4'), (7*') und (9') an und iliberlassen den Rest dem Leser:

1) La -

_ L = 7,
/ B 'x_
- X
4 ./: E' "
X X e
\ . 7. P g
— s —_— —  —1 S
‘/. —/-— —c/o-—- e
4 Z b 4
o o g i
- o .___;1',__J
v Abb. 6
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Wir werden nun versuchen, die unter c) angegebene Schaltung mit
HEilfe der angegebenen Sktze zu vereinfachen.

Das Lelt-Verhalten S der Schaltung war bereits angegeben worden
mit _ _ o - -
: B = 8q°(8y + 8y + Bg) + BqByp + 52-(52-35 + 52-33)

Wegen s, + E“ =1 (4), 1+8g=1 (2) und
- e . _Qa
Wegen 8,83 + 8083 = (s, + 52)-55 = 1-55 = 83
folgt S = 8, + 31-57 + 53-82
Diese Schaltung (siehe Abb.7a) ist bereits recht einfach, 1&8%
gich aber immer noch welter vereinfachen.

el )
-S" _/

"\

. €
2 Abb.7a Abb. 7

Wegen s, = 8,°1 (1'), 841+ sqv§7 = 8,°(1 + 37) (7),

—r-/- il | S
S
- Ss

1+ 37 =1 (2) und 84°1 = 8y (1') <folgt

Dieser Schaltung (Abb.7b) sieht man nicht mehr ohne weiteres
an, daB sie das gleiche Leit-Verhalten hat wie die urspriing-
liche Schaltung c).

Wihrend wir fiir die Realisierung der Schaltung c)

2 Relais mit Je einem Kontaktpaar (Sg und 57)
3 Relais mit Je zwel Kontaktpaaren (81. S, und 85)
und 1 Relais mit drei Kontaktpaaren (82)

bendtigten, brauchen wir fiir die (ihr &quivalente ) in Abd. 7%
dargestellte Schaltung nur noch drei Relais mit je einem Kon-
taktpaar.

Demjenigen Leser, der sich mit der Minimisierung von Reihen-
Parallel-Schaltungen weiter beschéftigen will, empfehlen wir
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. die Lektiire von

KAMMERER: Ziffernrechenautomaten, Akad.Verlag Bln. 1963
AISERMAN u.a.: Logik, Automaten, Algorithmen. Akad.Verlag
Bln. 1967.

Als letztes wenden wir uns nun der eingangs gestellten Aufgabe
zu, eine Wechselschaltung fiir drei Schalter zu entwerfen.
Dazu betrachten wir die folgende Tabelle:
Schalter 1 | Schalter 2 | Schalter 3 | Lampe
0 0 o) 0

A A LA D000
= O A O A 0O
A0 0 A0 A A

0
1
1
0
0
1
1

Die Zeilen dieser Tabelle entsprechen den verschiedenen Méglich-
keiten der Schaltstellungen O oder 1 der Schalter 1, 2 und 3.
So ist in Zeile 4 der Schalter 1 gedffnet, Schalter 2 und 3 sind
geschlossen. Die Spalte fiir “Lampe" ist wie folgt entstanden:
Sind alle drei Schalter gedffnet (Zeile 1), so soll die Lampe
nicht leuchten ("0"). Wird nun genau ein Schalter betédtigt (in
unserem Fall beim ﬁbergang von Zeile 1 zu Zeile 2 der Schalter 3),
s0 soll die Lampe leuchten. Beim {fbergang von Zeile 2 zu Zeile 3
wurden zwel Schalter (2 und 3) gleichzeitig betétigt, dabei soll
sich aber der Zustand der Lampe nicht &ndern usw.
Somit leuchtet die Lampe bel den auf Zeile 2, 3, 5 und 8 darge-
stellten Schalterzustéinden; sie leuchtet also, wenn

(81 = 0 und S, =0 und 85 = 1)

oder (S.1 = ‘1 und S, =1 und S5 = 1).

Denken wir an die Entsprechung

l|und" it "et!l o ll'll und lloderﬂ = ll'v-elﬂ - "+!I ’
80 lautet der normierte BOOLEsche Ausdruck fiir das Leuchten der
Lampe 51-52-53 + 31-52-53 + 54-52-55 + 31-32-33
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Diesem Ausdruck entspricht die auf Abb. 8 dargestellte
Schaltung:

l

a4
o
- ._’-
1"
—_ Al - - , i

./"_ 2 =
_/"/ > :/".
% | % | S .
ais 7 elais 2 Relais 3

Ganz analog kann man natiirlich Wechselschaltungen fiir 4 und mehr
Schalter entwerfen. -

Die Vereinfachung der in Abb. 8 angegebenen Schaltung iiberlassen
wir dem Leser. Vereinfacht man die Schaltung iiber normierte
BOOLEsche Ausdriicke, wird man bemerken, daB man zwischen den
einzelnen Schaltern nur noch zweladrige Kabel bendtigt (nicht
wie in Abb. 8 vieradrige). Das ist natiirlich eine weitere Ein-~
sparung. Gleichfalls kann man sich iiberlegen, daB man statt
Relais handelsiibliche Wechselschalter verwenden kann. Dazu ver =
gleichen wir die leicht abgeé&nderten Abb. 2 und Abb. 1:

- <

Abb. 7’ Abb. 2’

Viele Probleme der Schaltalgebra muBten hier umerwdhnt bleiben
oder konnten nur angedeutet werden. Der Beitrag hat seinen
Zweck erfiillt, wenn das Interesse des Lesers geweckt wurde.

LT AY

]

L]

“s

4
a

K. Fischer

Assistent
an der Sektion Mathematik der
Friedr.-Sc?iller—Univeraitﬁt
ena
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Preisaufgaben (Serie 9/10/70)

B4%) Man bestimme den grdBten gemeinsemen Teiler der Zahlen
11111111 und 11...11
hﬂ—l

100 Einsen

Wieviel Zusammenstellungen der Zahlen 1,2,..,,n gibt es,
bel denen nicht eine Zahl k (k =1,2,...,0) an dexr k-ten
Stelle steht.

Man konstruiere eine Relais-Kontskt-Schaltung, dle die

duale Addition mit Ubertrag realisiert.

(Hinweis: Fiir die Anzeige des zweistelligen Ergebnisses
benutze man zwel Lémpchen!)

Man vereinfache die Schaltung!

B46) Man zeige, daB es eine Potenz von 2 gibt, die mit der Zif-
fernfolge 999 beginnt.

Man zeige, daB in einem Sehnenvierecka ABCD dle folgende
Gleichung besteht:
AB . TD + BC - D = AC . BD

B48) PFiir den Bau einer Lehrmaschine wird eine Schaltung bend—
tigt, die folgendes lelstet:
a) Auf genau einem der 4 Ein-

géinge 1) bis 4) liegt

eine 1.
b) Der Ausgang A wird genau

dann mit 1 belegt, wenn

i' und i mit 1 belegt sind

("< i' s 4') und (1 s 1 < 4).
Es stehen 4 Relais mit je 4 Kontaktpaaren zur Verfiigung.
Man konstrulere eine solche Schaltung.

Flir jeden vollstiindigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir zehn Wertpunkte erhélt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender zehn
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Gewinner
TH11%, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
L8sungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Posi-
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stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten LOsungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Nemen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
bei denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht beriicksichtigt wer-
den.

Wir bitten unsere ILeser, jede Lisung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

Gewinner der Ferien-Buch-Verlosung
Aus den uns eingesandten Formularen der Umfrage aus "Wurzel"-
Nummer 7/8/70 haben wir die Gewinner ermittelt. Aus Platzgrin-
den verbffentlichen wir hier nur die Gewinner des ersten und
zweiten Preises. Alle anderen Gewilnner wurden von uns schon be-
nachrichtigt.

1. Preis: Buchscheck iiber 40.- M

Soyka, Dietmar; 402 Halle, Landraln 47

2. Preis: Buchscheck iiber 20.- M
Gulbins, Matthias; 682 Rudolstadt, NaumannstrafBe 10 .

Wir stellen vor: Klaus Fischer

Elaus Fischer ist seit 1969 als Assistent im Bereich Kybermetik
der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitét

Jena tétig. Er wurde 1943 in Gera geboren. In Gera besuchte er
die EOS I und legte dort 1962 sein Abitur ab.

Von 1962 bis 1967 war er Lehrerstudent der Fachrichtung Mathe-
matik-Physik. Klaus Fischer gehdrt mit zu den Initiatoren von
Schiilerzirkeln und war 1967 als Chefredakteur der "Wurzel" tAtig.
Nach Beendigung des Studiums leistete er seinen Ehrendienst in
den Reihen der NVA ab.

In eigener Sache
Wir bitten die verspitete Auslieferung der "Wurzel" zu ent-

schuldigen. Es war uns nicht mdglich, die Nr. 9/70 rechtzeltig
zum Druck zu geben und so entschlossen wir uns, ausnshmsweise
die Nr.9/70 und Nr.10/70 als Doppelnummer herauszugeben.
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Mathematik-Spezialistenlager

Die Teilnahme an Mathematik-Spezialistenlagern steht schon seit
mehreren Jahren auf dem Ferienplan vieler Mathe-Asse unseres Be-
zirkes. Das diesjé&hrige Sommerlarer in Lobenstein wurde wie im-
mer gemeinsam vom Kabinett fiir auierunterrichtliche Arbeit beim
Rat des Bezirkes Gera und der Redektion der "Wurzel" organisiert.
Der Rat des Bezirkes war dabei fiir die organisatorischen Belange
verantwortlich und dem Betreuerkollektiv, zum groBen Teil aus
Mitarbeitern der "Wurzel" bestehend, oblag die inhaltlich-fach-
liche Betreuung der Schiiler. Auf Grund einer notwendigen Umlegung
des Lagers von Greiz nach Lobenstein und unverantwortlicher orga-
nisatorischer Méngel in einigen Kreisen, wurden nur wenige zur
Teilnahme vorgesehenen Schiiler ordnungsgemé&B iiber ihre Delegie-
rung sowie Ort und Termin des Lagers informiert. So ist es zu er-
kldren, daB insgesamt nur 34 Schiiler (vorgesehen waren 60) an-
reisten. Fast hétte das diesjéhrige Sommerlager iiberhaupt nicht
stattfinden kdnnen. Zum Gliick gelang es unserem Kollektiv noch
rechtzeltig, fehlende Betten mit Zubehdr aus 4 verschiedenen Stu-
dentenwohnheimen Jenas zu organisieren. Wir mdchten uns an die-
ser Stelle nochmale fiir die groBziigige Unterstiitzung durch die
dkonomische Direktion der FSU Jena, insbesondere der Mensa-Ver-
waltung und der Fahrbereitschaft, bedanken, ohne die das Lager
undurchfiihrbar gewesen wire. Im Rahmen unseres Jugendobjekts
“Studienwerbung und Studienvorbereitung" werden nun endlich ver-
tragliche Vereinbarungen mit dem Rat des Bezirkes getroffen, die
die wiederholten organisatorischen Méngel bei der Durchfiihrung
des Lagers beseitigen helfen sollen. lber diesen Vertrag werden
wir in einer der ndchsten Nummern der "Wurzel'" berichten.

Doch zuriick zum Sommerlager 1970. Neben dem 4-stiindigen Unter-
richt am Vormittag hatten dle Schiiler bei zahlreichen anderen
Veranstaltungen Gelegenheit, ihr Wissen zu erweitern und die
Freizeit sinnvoll zu gestalten. Die gesambte Arbeit stand dabei
im Zeichen des Lenin-Aufgebots der FDJ.

Als prominente Géste konnten wir Herrn Dr. Schlosser, Dozent im
Bereich Methodik und Parteisekre+tdr der Sektion Mathematik, und
Herrn Mattasch, Assistent im gleichen Bereich, zu einem Fachvor-
trag iiber programmiertes Lehrmaterial begriiBen. AnschlieBend an
diesen Vortrag hatten die Schiiler Gelegenheit, selbst mit pro-
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grammierten Materialien zu arbeiten.

Ein zweiter Fachvortrag, gehaelten von einem Forschungzstndenten
aus dem Betreuerkollektiv, gab einen Uberblick iiher einire Ge-
biete der Mathematik und ihre Anwendung.

Weiterhin trugen ein Lichtbildervortrag liber den Xlassenkampf
der Neger in Amerika, erarbeitet von Studenten im Lenin-Aufgebot,
zwel Literaturnachmittage iliber Dedektivgeschichien der Weltlite-
ratur, eiln Leichtathletik-Sportfest, ein Kinobesuch, eine mathe-
matische Ré&tselstunde, Volleyball- und FuBballspiele usw. dazu
bei, nie Lengeweile aufkommen zu lassen.

In einer FDJ-Versammlung am ersten Tag wdhlten die Schiiler eine
GOL aus ihren Reihen, die in allen Belangen des Lagers mitent-—
scheiden konnte, die Interessen der Schiiler vertrat und das Be-
treuerkollektiv bei seiner Arbeit unterstiitzte. Innerhalb der
einzelnen Klassenstufen wurde ebenfalls ein FDJ-Cckretér ge—-
wdhlt. Die Gestaltung der noch verbliebenen Freizeit erfolgte
unter dessen Leitung mit Hilfe des Klassengruppenbetreuers aus
dem Betreuerkollektiv. R
Erstmalig diente ein Teil des Unterrichts anm Vormittag aus-
schlieBlich dem Rechnen von Olympiadeaufgzben. Ziel dieser lbun-
gen war es, die Schiiler im Herangehen an solche Aufgaben, im
Finden eines richtigen, mdglichst einfachen, logisch aufgebauten
Losungsweges und im exakten Aufschreiben desselben zu schulen.
Es wurden mehrere Varianten eines Lisungsweges besprochen, Jjeder
Schritt logisch und zwingend aus gegebenen Fakten und bereits
gemachten Schritten abgeleitet.

AuBer diesem Training wurden die Schiiler wieder mit ihrer Alters-
stufe angemessenen Gebieten der Mathematik, die auBerhalb des
Lehrstoffes der Schulen liegen, bekannt gemacht. So erhielten
die Schiiler der 8. Klassenstufe Unterricht in Mengenlehre, ei-
nem fundamentalen Bestandteil der Mathematik, wo sie aufbauend
auf der Cantorschen Mengendefinition die Eigenschaften von Men-
gen und die Operationen mit ihnen kennenlernten. Welterhin be-
schéftigten sie sich mit Geometrie (Drehungen, Spiegelungen

usw. in der Ebene und deren Zusammensetzungen) und erstmals mit
Zahlentheorie (ausgehend von Teilbarkeitsuntersuchungen und dem
Primzahlbegriff bis zu diophantischen Gleichungen).

In Klasse 9 standen Kongruenztransformationen, formale Aussagen-
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logik und Folgen auf dem Programm. In der Lagerolympiade wurde
dazu z.B. folgende Aufgabe gestellt:

Von welcher Oranuig ist die Folge {a, = n°)?

Man berechne

Piir die Klassen 10 und 11 konnten wir Herrn Fleischmann, As=
gistent im Bereich Wahrscheinlichkeltsrechnung der .Sektion Mathe-
matik, gewinnen, der ein interessantes Gebiet der Wahrschein-
lichkeitsrechnung schmackhaft aufzubereiten verstand. AuBerdem
erwarben die Schiiler der Klasse 10 Kenntnisse und Fertigkeiten
im Anwenden des Beweisverfahrens der vollsténdigen Induktion und
in der Matrizenrechnung. Neben der Wahrscheinlichkeitsrechnung
wurde die Klasse 11 noch mit numerischen Optimierungsverfahren,
die in der Volkswirtschaft eine groBe Rolle spielen, und mit der
FluBbildtechnik, einer Darstellungsmethode fiir Algorithmen, ver-
traut gemacht. In der Lagerolympiade sollte zum Belspiel ein
FluBbild zur néherungsweisen Berechnung von sin x durch Potenz-
reihendarstellung n x2n+’1
sinx=x-3-!-+-§!--...+(—'l) -W)!i...
auf 5 Stellen genau angegeben werden, wenn der Einfachheit halber
angenommen werden kann, da8 Unterprogramme zur Berechnung von =
und n! zur Verfiigung stehen.
Flir die Schiiler der Klassenstufe 12 waren schon stark auf den
Hochschulstoff orientierte Fachgebiete ausgewiéhlt worden. Sie
wurden mit numerischen Optimierungsmethoden, ausgewédhlten Berel-
chen der Zahlentheorie und mit der komplexen Funktionentheorle
bekannt gemacht.
Den AbschluB bildete wie immer ein gemiitlicher Abend mit Bekannt-
gabe der Gewinner aus Olympiade und Sportfest und Prémierung der-
selben. Die sehr hohen Punktzahlen bei der Lagerolympiade besté-
tvigten, da8 ein GroBteil der Schiiler den mitunter recht schwieri-
gen Stoff gut verstand.
Die Vorbereitungen fiir das néchste Mathematiklager im Winter
1971 sind bereits in vollem Gange,und wir hoffen, dann mehr Schii-
ler des Bezirkes Gera begriiBen zu kdnnen.

Das Betreuerkollektiv

150



Lésungen

Fiir unsere Leser, die erst ab September 1970 die "Wurzel"
abonnieren, verdffentlichen wir noch einmal zu den jewelligen
Losungen die Aufgaben.
(B24): Man 16se das Gleichungssystem
3x° - 2xy + 55° - 35= 0
2 -25°=-1= 0
Losung: Man iiberpriift leicht, daB y = O keine LOsung des
Gleichungssystems liefert. Deshalb kann man im weiteren
y #& O voraussetzen.
Subtrahiert man das 35-fache der 2.Gleichung von der ersten
Gleichung, so erh&lt man
- 32x° - 2xy + 755° = 0O

od 2, - 1x
S SRR R B I

Die quadratische Gleichung in X hat die Ldsungen
> 3 (R | T _
28 2 *\/ 5322 g
X = _ 1 g 1+ 32 = 2
&, 73 /?3.5_5_ 22
Damit erhélt man x= %y oder x= - %-Zy

I.xn-gy

Aus der gweiten Gleichung folgt dann

B -x°-1=0
32=4
Yz~ 22
Fir x ergibt asich X4,2= * 3

I x= - 527

Aus der zwelten Gleichung folgt jetzt
62232-!_231,{—."_,‘_= 0

2
416

= V13!
und fiir x ergibt sich x; , = ¥ -—2_‘/%——.

I3,4

N
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jDamit lauten die Losungen des Gleichungssystems

|

1

tr s

g!\j;'! 2)'

[ wie men

2 16 25 16
(=3, =2), ( S V"ﬁ"—;’ C'V’T‘TE" -m),
durch Einsetzen bestétigt.

(B25
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Es sei

1,Fall:

2.Fall:

: Man 1l6se das Gleichungssysten
[T 2

X4 = EELE (1
1+]2C3
- 2K (2)
2 1+xf
. e e 2
xgg = Higo (99)

1+x4
2

Xq00 = iy (100)

1+x;

Losung: (elngesandt von M. Schulze, TH K.-M.-Stadt,

der uns auch die Aufgabe einsandte)
(xq, X5y sees x,) eine Losung des Gleichungssys-—

tems. Wie leight zu sehen ist, gilt dann

Xq1 Xpy eeey X, 20 (1)
Es sel mindestens ein Xy = 0. Ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit sei x; = O. Dann folgt aus (2),
(3)) eeey (n=1) schrittweise
Xq= X3 = X3 = e0s = X = 0.

Durch Einsetzen zeigt man, daB dieses n-Tupel
Losung dieses Glelchungssystems ist.

Es sei kein x; gleich Null. Durch Multiplikation
von (1), (2)y «.., (n) erhalten wir

X X Xzeoes o Xy = (qua-..,-xn)2-2n-
1 1

1
1+x§ 1+x§ ﬂ+xf

Eine Umformung ergibt

2 2
1+x,.‘1+§z..“.1+? = XyXyeeeeoXy (2')
Wegen (1') ist der Satz iiber das arithmetische
und geometrische Mittel anwendbar:
Ist a, b 2 0, so gilt &2 > Vb’ (Gleichheit
fiir a = b). Auf unser Problem angewandt, ergibt




dles: 1 + !E > xﬁ
2
1_"‘2213]:2

2
1 + X
—z X,
Durch Multiplikation dieser Ungleichungen erhal-
ten wir 2 )

2
i e i "'2!.1.....1_"‘25:1 2 XyXpeee. Xy
Da auch (2') erfiillt sein muB, erh&lt man die Lo-
sung X=Xy = Xz = .0 =X = 1
Durch Einsetzen zeigt man, daB auch dieses n-Tupel
Loésung ist.
Die Aufgabe wurde etwas allgemeiner geldst, als gefordert
war. Wir erhalten also als Lisungen (relle) fiir die ge-
stellte Aufgabe = Xy = wwe w Digs = O .

x1—x2= ---=x,100=1-

&

(B26)

(4. Aufgabe der IMO 1961)

Es seien ein Dreieck P1P2P5 und ein beliebiger Punkt P

im Inneren des Dreiecks gegeben. Die Schnittpunkte der Ge-
raden P,P, P,P bzw. P3P mit den gegeniiberliegenden Seiten
seien Qq, Q> Q5. Es ist zu beweisen, daB unter den Ver-
hédltnissen

[

wenigstens eines n
ner als 2 ist.
Losung: Es sel S der Schwerpunkt des Dreiecks PngP;. Tie
drel Seitenhalbierenden

schneiden die gegen-
liberliegenden Sei-
ten in Mq, M2 und
H5' wobei Mi auf

der Seitenhalbie-
renden PiS liegen
soll (siehe Skizze).
Ist P ein beliebi-
ger Punkt im Inneren

cht grdoBer als 2 und eines nicht klei-




von 4P1P2P5, s0 gilt entweder
1. P=S
oder 2. Es gibt ein Dreieck Piljs, in dem P liegt
und es gibt ein Dreieck P M;S, in dessen In-
neren P nicht liegt.

Zum 1.Fall: Aus P = S folgt M, = Q. In beliebigen Drei-
ecken gilt: Der Schwerpunkt S teilt die Seitenhalbie-—
renden im Verh&ltnis 2:1 (vom jeweiligen Eckpunkt
aus gerechnet). Daraus folgt

B : Bl = FP : BG, - 2

Zum 2.Fall: Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gelte
P € AP,M;S. Alle anderen Félle fiihrt man durch Ande-
rung der Bezeichnungen auf diesen Fall zuriick.

Man zeichne durch S die Parallele zu P2P3. Der Schnitt-
punkt mit PQq sel P'.
Nach dem Strahlensatz gilt:
PS¢ SM, = P,PT : Pgy=21:1
Aus F,P < F,F" und FQ; > P'q, folgt PP : Pq, < 2.
Man zeichne durch S die Parallele zu P1P2. Der
Schnittpunkt mit PP3 seil P'',
Nach dem Strahlensatz gilt:

P;S:EE;=P§P""’:P"‘"§5=2=1.

A8 P3P > FPTT und BG; < PTG, folgt F5P : B > 2.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

(B28):
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Fir welche natiirlichen Zahlen a und b besitzt die Glei-

chung 42 _gbx + @+ b =0
zwel ganzzahlige Losungen?
Losung: x,, X, selen die beiden Lisungen der Gleichung
und es gelte ohne Beschrénkung der Allgemeinheit X, S X,.
Nach dem Vietaschen Wurzelsatz gilt:

Xq + X, = &b (1)

Xq°X; = a + b (2)

Da a und b nicht negativ sind, kdnnen nach (1) und (2)
auch X4» X, nur nichtnegative Werte annehmen. Ist x, =0,
ao folgt sogar a = b = X, = C. Desgleichen folgt aus
a=0 oder b = O, X =X = b = O bzw. X4 =X, =8a-= 0s



" Deshalb kann man fiir die welteren Betrachtungen x4 # O,
a ¥ 0, b ¥ O annehmen.
Dividiert man Gleichung (2) durch Gleichung (1) so er-

hélt man X, + X ol
" X4°Xp = 8+b
oder 1 43 o ]

x, 1
M X9 2 ek
Wegen x4 2 1, x, 2 1, a2 1, b2 1 folgt

1 1 1
S +3 s2
273x 7%
Das +2 =2 nur fiir a = b= 1 mdglich ist, dieser
Fallqjedogh keine Losung ergibt, erhdlt man sogar
1 1 1
— + = > .

Daraus folgt jetzt wegen XS X X8 3

Durch Einsetzen der Gleichungen (1) und (2) ineinander er-
H hé&lt man ab = ak: b + x,

xgab - x48 - x1b = x%

(x1a - 1)(x1b -1) = x% + 1.

“ Fiir x4 =1, 2, 3 ergeben sich die Gleichungen
(a-1)(b-1)=2
(2a = 1)(2b = 1) = 9
und (%3a - 1)(3b - 1) = 28
Durch Faktorenzerlegung der rechten Seiten erhédlt man
schnell die mdglichen Lisungen

a = 2' b = 3
a-= 3! b=2
a = 1' b = 5
a = 5' b = 1
a=2, b=2

und bestédtigt durch Einsetzen, daB diese Zahlen den For-
derungen geniigen. Damit sind alle gesuchten Paare (a,b)
die folgenden Paare: (0,0), (1,5), (2,2), (2,3),

(3,2), (5,1).

(B30): Man zeige, daB kein Polyeder existiert, das nur esus Flé-
chen mit einer ungeraden Seitenzshl bzsteht und eine unge-

—1_{:;:
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rade Anzahl Fléchen besitzt.

Losung: (nach R. Engelmann, EOS Saalfeld)

Jede Kante eines Polyeders wird asus genau zwei Seiten-
linien zweier Fldchen gebildet.

Daraus folgt, daB die Gesamtzahl der Kanten des Polyeders
genau halb so groB wie die Gesamtzahl der Seiten aller
Fléchen ist. Damit muB diese Gesamtzahl eine gerade Zahl
sein.

Existierte ein Polyeder, das nur aus Flichen mit ungerader
Seitenzahl und einer ungeraden Zahl Seitenfléchen besteht,
s0 beséBe dieses eine ungerade Gesamtzahl der Seiten aller
Fléchen, denn diese ergidbe sich aus der Summe einer unge-
raden Anzahl ungerader Zahlen. Das aber ist ein Wider-
spruch zur obigen Festlegung, d.h. es kann kein Polyeder
mit den geforderten Eigenschaften geben.

B32): Man zeige, daB die Zahl
0 ... 01 keine Primzahl ist.
1961 Nullen
Losung: Um dies zu zeigen, muB man die Zahl in ein Pro-
dukt zweier Zahlen groBer als 1 zerlegen. Das gelingt mit
Hilfe der Gleichun%
3 2 2
a + b = (a+ b)(a~ - ab + b°),
= (10%9%41)(1071398_10%54,1),
Wegen.101308>-10654 > 0 sind beide Faktoren gréBer 1 und
somlit ist die angegebene Zahl eine zusammengesetzte Zahl.
B34): Man gebe alle Polynome P(x) an, fiir die gilt
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X ¢« P(x-1) = (x - 26)+P(x).
Losung: Hat ein gesuchtes Polynom eine Nullstelle x = Xo»
80 hat es fir x, ¥ O auch die Nullstelle X, = 1 wegen
X, * P(x, = 1) = (xo - 26) -« P(xo) = 0.
AuBerdem hat es fiir x, # 25 auch die Nullstelle X, + 1
wegen O = (xo + 1) o P(xo) = (xo - 25) . P(xo +1).
Ein gesuchtes Polynom muB &ie Nullstelle x. = O besitzen.

0
Damit hat es auch x = 1, 2, 3, ..., 25 als Nullstellen.



Besitzt es dariiber hingus noch andere Nullstellen, so
muB es unendlich viele Nullstellen besitzen, d.h. P(x)=0.
Im anderen Fall 18Bt sich P(x) als

P(x) = e(x)exe(x=1)ess.e(x=25) darstellen.
Dies in die Gleichung eingesetzt, ergibt
Xec(X=1)e(x=1)es..o(x=26) = (x=26)¢c(X)exe...(x-25),
d.h. es muB gelten c(x) = c(x-1).
Das ist aber nur méglich, wenn c(x) = const. ist.
Damit ergeben sich alle Losungen’zu

P(x) = coxXe(X=1)+...(x=25),
wobei c eine beliebige reelle Zahl ist.

B ¢ Man zeige

i [x1 + [x+%] + [x+%1 + see + [x+2§1]=[nx1,

wobel [x] die groBte ganze Zahl ist, die x nicht iliber-
trifft.

Lésung: (M. Schulze, TH K.-M.-Stadt, Spezialklasse 11)
Sei g eine natiirliche Zahl derart, daB fiir festes n gilt:

(1) -Esx-—[x]<5—;—1,alsogsnx—n[x]<g+ﬂ.

Offenbar existiert stets eine solche Zahl.

Dann gilt (2) [x] + 1‘1 < x <[x] + E—i——i und daraus

[x] + E-E‘- <X+ % <[x] + -E"'Ij;—m mit i = 0,1,2,...,0-1.
Nun ist aber fir alle i mit L <4, dh. i <n - g:

x + -j'-]=[x
und fiir alE; i mit 1]5 E+d  amn iz2n-g:
[x + %]:[x] + 1.
n-1
(3) ZE: + %]: (n-g) [x] + g([x] + II.) = n[x] + g

Aus (2)i'°folgt n['x] + g s nx < n[x] + g + 1 und daraus

(4) [nx]= nfx] + g.
Durch Gleichsetzen von (3) und (4) folgt

n-1
(5) ;; [x + %]s [px], was zu beweisen war.

(B38): Es seien X1y X5 und X3 czlie Idsungen der Gleichung
I x* =x =1=0,
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Man stelle eine Gleichung auf, deren Lisungen Xq X
x2+x3, x1+x5 sind.
Lisung: (A. M8bius, MLU Halle, Spezialklasse 11)
Die Gleichung

© -x%>=1=0 1)
het die Losungen x4y X, und X3
Dann folgt nach dem Vietaschen Wurzelsatz aus (1):

Xq Xy + Xz = 1 (2)
X Xy + XqXz + XXz =0 (3)
Xq * Xy * Xz = 1 (4)
Die Gleichun
A(X® + ax® + bx + c) =0 (5)

habe die Ldsungen Xq+Xy, x1+x3 und X, +X3z .
Dann folgt nach dem Vietaschen Wurzelsatz aus (5):

X +Xy + XgtXz + XXz = - & (6)
(xﬂ+x2)(xﬂ+x3) + (xﬁ+x2)(x2+x5) +
+ (g +x3)(X4x3) = b (7)
(x1fx2)(xq+x5)(12+x3) = - C (8)
Aus (2) und (6) folgt
2-(x1 + X, + x3) = 21 = = (=2)
und damit a= -2 (9)

Aus (2), (3) und (7) folgt
(x1+x2+x3)2 + XXy + XXz + XzXy =
x% + xg + x% + 3(xqxp + X X3 + xax;) =

]

(x1+x2)(xq+x5) + (xq+x2)(x2+x3) + (xq+x3)(x2+x5) =
=1 +0=1 und demit Db =1 (10)
Aus (2), (3), (4) und (8) folgt
(xq+3+%3) (XX, + XXy # XpX3) = X XXy =
xﬁxz + z?lxa -+ I,.'Ig + x,lxg -+ 2['_1!.213 +
+ x§x3 + szg =
(xq+x2)(x1+x3)(x2+x3) = 10 =1 = =1

und demit © = 1 (11)
Aus (5), (9), (10) und (11) folgt
K =222 v+ x 1) = 0 (12)

(12) ist die gesuchte Gleichung, wobel A eine beliebige
reelle Zahl ist.
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(B39): Ein Polynom P(x) lasse bei der Division durch x-a, x-b,

x-c dle Reste A, B bzw. C. Wie groB ist der Rest, den P(x)
bei dev Division durch (x-a)+(x=-b)-(x=-c) 1&B+t?
Logung: (F. Miiller, ABF Halle)
Offenbar gilt P(x) q1(x)(x - a) + A=
' QR(x)(x = b) + B = g3(x)(x - ¢) + c,
damit folgt P(a) = A, P(b) = B, P(c) C. (1)
Nun sei P(x) = (x=-a)(x=b)(x-c)p(x) + a(x), (2)
wobel q(x) der Rest nach der Division von P(x) durch
(x-a)(x-b)(x-c) sein soll, d.h. q(x) = rx2 + 8X + t.
Unter Verwendung von (1) und (2) kommt nun fiir x = a,
x = b, Xx= ¢ das Glelichungssystem
ra + sa+ t=A
rb2 + sb+t=1B
rc2 +sc+t=20C
zustande, dessen Ldsungen

_(A-B)b=¢c) = (B=20C)(a->)
= ‘;'('M‘ a -2b)(a2- c)(b - ¢) 3 ,
_ (A - B)(DS - ¢5) - (B - C)(a° - b°)
8= (a - b)(a =c¢ - ca "

t = g?(Bc - C?) + a%Cb2 - %gi) + ALBc2 ~ Cba)
a - a-=c¢ -c

sind. Damit erh&lt man den gesuchten Rest q(x) nach Ver-
einfachung mit

_ x=b)(x=-c X-a)(x-c x-a)(x-b
ax) = A 5ta-c) * Blb=aitb-c) * c-allc—p) @ Worsus

sofort eine Symmetrie ersichtlich ist.

Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks 4 ABC befinde sich
ein Punkt P, von dem aus die Senkrechten PD, PE bzw. PF
auf BC, AC bzw. AB gezogen seien. Wie groB ist

PD + PFE + PF 7

BD + CE + AF
Losung: (F. Miiller, ABF Halle)
Gesucht ist das Verhdltnis t = XTI ¥ Z

—_— m+n+p
Es sei AB = BC = CA = a. Nun gilt:

_ 8 - _
Faac = § ¥3 = Fpppp + Fappo *+ Fapoy =

=%+%+a—§,x+y+z=-2&—-\/3 1)
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Unter Verwendung des Satzes des Pythagoras ergibt sich
p2 +x° = 2° 4+ (a - n)a

n® + 3% = ° + (a - p)°

n° + 22 = ya + (a - m)2.

nach Addition und Verein-
fachung erhélt man

m2+n.2+§2+x2+y2+z2 =
2 2

= X +y 42 +3a2+n2+n2+
+p2-2an-2am-2ap und

m+n+pe= %a (2).

Mit (1) und (2) folgt fiir = ;73--
womit die Aufgabe geldst ist.

(B41): Man beweise: Ist die Zahl abc (a,b,c¢ sind die Ziffern
dieser Zahl im Dezimalsystem) durch 37 teilbar, so sind
auch die Zahlen bca und cab durch 37 teilbar.

Lésung: (M. Schulze, TH K.-M.-Stadt, Spezialklasse 11)
Wenn die Zahl abc durch 37 teilbar ist, dann gilt

100a + 10b + ¢ = 0 (mod 37)

10(100a + 10b + ¢c) =0 (mod 37)

1000a + 100b + 10¢ =0 (mod 37)

27a « 37 =0 (mod 37)

999a, =0 (mod 37)

} 100b + 10c + a =0 (mod 37)

Also ist auch die Zahl bca durch 37 teilbar. Es wurde ge-

zeigt: Aus 37|abc folgt 37|bca (1)
Durch zyklische Vertauschung von a, b und ¢ erhdlt man:
Aus 37|bca folgt 37|cab (2)

Demnach gilt die Behauptung.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.

[Redaktion: Leitung: Carola Schimmel, Volker Kogel
Mitarbeiter: H. Flscher (Versandleiter), R. Lorenz
(Leiter des Aufgabenteils), M. Wolf (Manuskript)

[Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena Helmholtzweg 1 "Wurzel-Redaktion"
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Mengen, Relationen und Funktionen |

Die Bedeutung der Mengenlehre fiir die Mathematik besteht darin,
daB alle bisher bekannten Begriffe der Mathematik sich auf
mengentheoretischer Grundlage definieren lassen. Wir werden dies
am Beispiel von solchen grundlegenden Begriffen wié Funktion,
Abbildung,Relation genauer ausfiihren.

Elementare Einfiihrung in die Mengenlehre

Was men unter Mengen zu verstehen hat, wollen wir nicht zu defi-
nieren versuchen. Wir nehmen diesen Begriff vielmehr aus der Um-
gangssprache in seiner Bedeutung zur Bezelchnung gewisser Ge-
samtheiten von Dingen. Die Dinge, die die Menge bilden, nennen
wirihre Elemente.

Beispiele: 1. Die Menge der Selbstlaute des lateinischen
Alphsbets besteht aus den Elementen a,e,i,0,u.

2. Die Menge aller durch 5 teilbaren natiirlichen
Zahlen, die grdBer als 20 sind, besitzt zum
Beispiel die Elemente 25,30,35,40.

Mengen werden wir im allgemeinen mit irgendwelchen Buchstaben
bezeichnen. Ist ein Ding x ein Element der Hange M , so
wollen wir abkiirzend dafiir schreiben

xeM
Im anderen Fall benutzen wir die Schreibweise
x¢M

Beispiele: 3. Die Menge der Selbstlaute des lateinischen Alpha-
bets werde mit S bezeichnet. Dann gilt zum
Beispiel
aesS,1e8,k¢sS, s ¢s.

4, Bezeichnet man die Menge aller durch 5 teilbaren
natiirlichen Zahlen, die grtBer als 20 sind,
mit Z , so gilt
O¢2,15¢2, 8¢Z,25€7,...
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Um mit Mengen arbeiten zu kdnnen, muf man sie zunéchst auf-
schreiben kdnnen. Eine Moglichkeit, dies zu tun, besteht darin,
alle Elemente der Menge sufzuschreiben und sie zum Zeichen dafiir,
daB nicht die Elemente einzeln betrachtet werden, sondern ihre
Gesamtheit als Menge aufgefaBt werden soll, in geschweifte
Klsmmern setzt.

Beispiele: s = { a,e,i,o,u }

Z = { 25,30,35,40,45,... }

Tm zweiten Beispiel handelt es sich um eine Menge, deren Ele-
mente nicht alle wirklich autgeschrieben werden kénnen, weill
es unendlich viele sind. Darauf sollen die drei Punkte in der
geschweiften Klammer hinweisen. Bei Bemutzung dieser Schreib-
weise wird immer angenommen, daB der Leser aus dem jewelligen
Zusammenhang heraus in der Lage ist, die Reihe der Elemente
richtig fortzusetzen.

Eine Menge kann im allgemeinen auch durch eine Eigenschaft an-
gegeben werden, die die Elemente dieser Menge charakterisiert.
Beispielsweise werden die Elemente der oben betrachteten Men-

ge S durch die Eigenschaft gekennzeichnet, Selbstlaute des
lateinischen Alphabets zu sein. Die Elemente der Menge 72
werden durch die Eilgenschaft festgelegt, natiirliche Zahlen
groBer als 20 zu sein, die durch 5 teilbar sind. DemgemidB wollen
wir schreiben

Z = {x: x natiirliche Zshl und x> 20 und x teilbar durch 5}

gelesen:

" 7 ist die Menge aller derjenigen Elemente, die durch 5 teil-
bare natiirliche Zahlen gréBSer als 20 sind."

Mit anderen Worten:

Ein Element ( bei uns mit x bezeichnet) gehSrt genau dann zur
Menge Z , wenn es die rechts vom Doppelpunkt aufgefiihrte
Eigenschaft besitzt.

Hieraus ergibt sich sofort, daB des x durch ein beliebiges an-
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deres Symbol ersetzt werden kann, ohne daB sich an der aufge-
schriebenen Menge etwas #&ndert.
Die Menge S kann so aufgeschrieben werden:

S = { x: x ist Selbstlaut des lateinischen Alphabets }

Weitere Beispiele: 5. E = { x: 1:2 -3x+2=0}
E besteht also aus allen denjenigen x ,
die die Bedingung 12—31+2-0 er-
fiillen. Das heiBt aber, E ={1,2}, denn
x =1 und x =2 sind die einzigen Zahlen,
die diese Gleichung ldsen.

6. P = { xt x= 0 oder x= 3 oder »>= 7 }
Es ist offenabr F = { 0,3,7}.

Untermengen

Verschiedene Mengen konnen hinsichtlich ihrer Elemente mitein-
ander verglichen werden. Es kann vorkommen,daB alle Elemente
einer Menge A auch Elemente der Menge B sind. In diesem
Fall wollen wir A eine Teilmenge ( oder Untermenge ) von B
nennen und schreiben

As B

Wir nennen A eine echte Teilmenge von B, wenn es in B wenig-
stens ein Element gibt, das nicht zu A gehdrt und schreiben
.in diesem Fall

Ac B

Beisplele: 7. Fir jede Menge M gilt Mg M .
M ist jedoch keine echte Teilmenge von M.

8., Ist A die Menge aller Buchstaben des
lateinischen Alphabets, so gilt

5s A und sogar S € A.

9, Ist N die Menge aller natiirlichen
Zahlen, so ist

Z& N und sogar Zc N.
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Wir sind nun in der Lage zu definieren, wann zwel Mengen
gleich sein sollen.
Definition:

A= B genau dann, wenn AS B und B & A.

Wenn man an die Definition von & denkt, bedeutet diese Defi-
nition folgendes: :
Die Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn jedes Element
von A auch Element von B und jedes Element von B auch Element
von A ist.

(Es ist interessant, daf diese Vorstellung iiber die Gleichheit
von Mengen, die jeder verniinftige Mensch gefiihlsméfig sofort
anerkennt, durch obige Definition auf die Elementbeziehung
allein zuriickgefiihrt ist.)

Beispiel: 10. Die Mengen U = {x: x° = 4} und
V= {x: 1 <|x|< 3 und x ganze Zahl}
sind gleich. Es gilt U = V.

Dr. G. Wechsung

Dozent
an der Sektion Mathematik der
Friedr.-Schiller-Universitét

Jena
Preisaufgaben (Serie 11/70)
(B49) Man ldése das Gleichungssystem
(x> + 1)(3° + 1) = 10 1)
(x+y)(xy-1) = 3 (2)

B50) Man beweise, daB die Ungleichung

gin x - 1 = 1 > 2 = g8in x
sinx -2  2%%-—slnx

Piir alle reellen Werte von x giiltig ist. Fiir welche x
tritt Gleichheit eln?

B51) Man bestimme die kleinste natiirliche Zahl, die genau
20 Teller besitzt.
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B52) Es sel bekannt, daB die Betrége aller Wurzeln der qua-
dratischen Gleichungen
x° + Ax + B = 0

und x2 + Cx +D 0

kleiner als 1 sind. Man zeige, daf dann auch die Betrége
der Wurzeln von
x2 + A + C_x ’ B+ D _ 0

kleiner als 1 sind.

B53) Man bewelgse: (X ¢+ J) + Yy =X+ Y

a) mit Hilfe einer Wahrheitswerttabelle

b) deduktiv unter Verwendung von (5), (4) und (1').
(siehe dazu Wurzel-Nr. 9/10/70).

B54) Um ein gegebenes Rechteck mit den Seitenléngen a und b
sei ein Rechteck mit dem Flécheninhalt m2 zu umschreiben.
Fiir welche Werte von m ist die Aufgabe losbar?

Fiir jeden vollsténdigen Ldsungsweg einer Prelsaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir zehn Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drel Einsender zehn
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluBl des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f&1lt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Isungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken. ‘

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, selner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
bei denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht beriicksischtigt wer-
den.

Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

Elementare Einfiihrung in die Graphentheorie

Die Theorie der Graphen stellt eine modernme mathematische Diszi-
plin dar, die es gestattet, sowohl eine Reihe von Aufgaben der
klassischen Mathematik elegant zu lésen als auch komplizierte
Probleme sus verschiedenen Bereichen der Mathematik und anderer
Wissenschaften erfolgreich zu bearbeiten. Es kann nicht Aufgabe
dieses Beitrages sein, die Graphentheorie umfassend darzustellen,
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vielmehr sollen einige einfache Prinzipien fiir die Anwendung von
Graphen aufgezeigt werden.

Bevor der Begriff "Graph" néher erléutert wird, sei ein bekann-
tes und einfaches Problem betrachtet.

"Rinem Féhrmann wird die Aufgsbe gestellt, einen Wolf, eine
Ziege und einen Kohlkopf iiber einen FluB zu setzen. Das Féhi-
boot faBt aber auBer dem Fiéhrmann nur eines der drel iliberzu-
setzenden Objekte. Der Fihrmann soll auBerdem verhindern, da8

in seiner Abwesenheit der Wolf die Ziege oder die Ziege den
Kohlkopf friBt. Wie ist die liberfanrt mit einem Minimum an Fahr—
ten zu realisieren?"

Die Lésung der Aufgabe bedarf natiirlich nur einer kurzen Uberle-
gung. Eine geschickte graphische Darstellung des Problems lie-
fert die LSsungen, denn es gibt deren zwei, iibersichtlich und
macht jeden Kommentar liberfliissig.

F - Fédhrmann
Wolf
Ziege
Kohlkopf

RN =
I |

Jede der gerichteten Strecken symbolisiert eine Fahrt. (Anstelle
der gerichteten Strecken hétten auch schlingenfreie orientierte
Linien benutzt werden konnen.). Jeder der bezeichneten Punkte
symbolisiert die sich am jeweiligen Ufer befindlichen Objekte
nach einer Fahrt. Die zweite existierende Ldsung f&llt an, indem
die gerichteten Strecken entgegengesetzt orientiert werden.

Wird die obige Skizze durch Weglassen der Konturen des Flusses
vereinfacht, so entsteht eine Struktur, die aus einer Menge von
Punkten und einer Menge von gerichteten Linien zwischen den
Punkten besteht. Eine solche Struktur soll gerichteter Graph
heiBen.

Diese heuristische L Definition des Graphen als elne Menge von
Punkten und eine Menge von gerichteten Bdgen zwischen den Punk-
ten erweist sich naturgeméB bel einer kritischen Betrachtung

als zu eng und mathematisch nicht prézise. Eine sachgeméfle De-
finition ist etwa die folgende:

1) heuristisch - vorléufig, versuchsweise
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Definition:
G = (X,I') heiBt gerichteter Graph genau dann, wenn
gilt: X ist eine nichtleere Menge und I ist eine
Abbildung (nicht notwendig eindeutig!) der Menge X
in sich.

Die Interpretation der Elemente von X als Punkte der Ebene und
der Abbildungsvorschrift als gerichtete Bdogen zwischen Original-
punkten und den zugehdrigen Bildpunkten 1&8t die Beziehung zu
der oben genannten heuristischen Definlition des Graphen deut-
lich werden.

Fiir die folgenden liberlegungen reicht die heuristische Defini-

tion des Graphen aus. Zunichst werden noch einige Bezeichnungen

vereinbart, die fiir die weiteren Betrachtungen zweckmé&fig sind:

Ungerichteter Graph: Graph, dessen Bdgen nicht orientiert sind.

Endpunkt eines Graphen: Punkt eines Graphen, der mit genau ei-
nem Bogen koinzidiert 2).

Kreuzungspunkt r-ter Ordnung: Punkt eines Graphen, in dem genau
r+2 BOgen zusammenstoBen (r 2 1).

Geschlossener Graph: Graph ohne Endpunkte.

Baumgraph: Ungerichteter Graph, der durch Fortnshme eines be-
liebigen Bogens in zwei Teile zerfiéllt,
die selbst wieder ungerichtete Graphen
gind. Ein einzelner Punkt kann dabei
als ungerichteter Graph gedeutet werden.

kleinstes umschlossenes Gebiet: Fl&chenstiick, das von Bigen eines
ungerichteten Graphen umschlossen wird
und durch keine weiteren Bogen des
Graphen zerteilt wird.

Mit Hilfe dieser Begriffe ist es méglich, einige Eigenschaften

ungerichteter Graphen, deren Punkte Kreuzungspunkte sind, ein-

fach zu formulieren.

Satz 1: Eln Graph besitze K, Kreuzungspunkte erster Ordnung,

K, Kreuzungspunkte zweiter Ordnung, usw., Kr Ereuzungs-

punkte r-ter Ordnung. Dann gilt filir die Gesamtzahl der

a) Bogen des Graphen:

ne= %-g(a + 2)-KB

2) koinzidieren - zusammeatretfen
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b) Kreuzungspunkte des Graphen:
m = 4KB
Ein Beweis eriibrigt sich.

Satz 2: Ein Graph mit m Kreuzungspunkten und n Bigen kann durch
Fortnahme von n-m+1 BSgen in einen Baumgraphen iiber—
fiihrt werden. .

Um einen Graphen mit m Kreuzungspunkten und n Bdgen in
einen Baumgraphen zu iiberfiihren, miissen genau n-m+7
Bégen entfernt werden.

Die Beweisidee wird nur kurz skizziert. Es ist leicht einzuse-
hen, daB ein Baumgraph mit m Punkten genau m-1 Bigen besitzt.
Andernfalls wire die Bedingung nicht erfiillt, daB ein Baumgraph
durch Wegnahme eines beliebigen Bogens zerféllt. Die Differenz
zwischen den n Bigen des gegebenen Graphen und den m-1 Bigen des
entsprechenden Baumgraphen betrigt gensu n-m+1 BSgen.

Satz 3: Die Gesamtzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete el-

nes Graphen mit m EKreuzungspunkten und n Bigen
b&trﬁs‘t n-m+'1 .

Auch hier wird die Beweisidee nur angedeutet. Es ist klar, daB
sich die Anzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete bel Fort-
nahme eines Bogens um 1 verringert, solange der Graph nicht zer-
£&11t. Die Anzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete in einem
Baumgraph ist Null. Daraus folgt Satz 3 (unter Benutzung von
Satz 2).
Zur Anwendung der gewonnenen Erkenntnisse iiber Graphen bietet
sich der Eulersche Polyedersatz an. Dieser klasslsche Satz be-
sagt:
"In jedem konvexen Polyeder ist die Anzahl der Fl&chen
und Ecken zusammen um 2 grdBer als die Anzahl der

Kanten." F - Anzahl der Fléchen

F+E=K+ 2 E = Anzahl der Ecken
K - Anzahl der Kanten

Der Bewels dieses Satzes kann folgendermoBSen gefiihrt werden:
Die Ecken bzw. Kanten des konvexen Polyeders werden als
Ereuzungspunkte bzw. Bigen eines ungerichteten Graphen ge-
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deutet. Jede Ecke des Polyeders, in der r+2 Kanten zussmmen-
stoBen, stellt im Graphen einen Kreuzungspunkt r-ter Ordnung
dar (r 2 1). Die Flichen des Polyeders finden sich im Graphen
als kleinste umschlossene Gebiete wieder, wobei genau eine
Polyederfléche durch das den gesamten Graphen umschlieBende
Gebiet realisiert wird (wegen der Darstellung des dreidimensio-
nalen Polyeders als zweidimensionaler Graph).

Dann gilt unter Benutzung der friilher angestellten iiverlegun-

gen: Fel1=n-8+1 (Satz 3)
E=m (Satz 1)
E=n

Daraus folgt F + E=n+2 und K+ 2=n+ 2.
Damit ist aber F+E=EK4+ 2.

Betrachten wir als Beispiel den Wiirfel:

o 7

1 b4

Jeder Kreuzungspunkt ist von der Ordnung 1.
Ken=p+3+:8=1, E=mn=38
F-1=n-m+1=05, also F =6

H. Peuker

ILeiter des Rechenzentrums
an der Friedr.-Schiller-Univer-
sitét Jena

Raten und Rechnen
(Jeder Buchstabe bedeutet eine Ziffer, gleiche Buchstaben be-
jeuten gleiche Ziffern)
abc - ef = cbg
: + -
dc » dc = dhe
cd + dbg = dce
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Studienwerbung - Studienvorbereitung

"fiberholen ohne einzuholen" - diese drei Worte charakterisieren
in knapper Form unseren Weg zu Pionler- und Spltzenleistungen.
Dieses Prinzip allseitig durchzusetzen ist,wie Ihr sicherlich
bereits in Diskussionen an Eurer Schule erfahren habt, ein drin-
gend zu lésendes Problem nicht nur fiir Arbeiter und Genossen-—
schaftsbauern. Auch von allen AngehSrigen der Universitéten und
Hochschulen, d.h. sowohl von den Angehérigen des Lehrkdrpers

als auch von den Studenten, ist diese Aufgabe in ihrem Wirkungs-
bereich zu bewiltigen., Dieser Wirkungsbereich l&B8t sich eintei-
len in die eng miteinander gekoppelten zwei Bereiche:

Forschung und Entwicklung sowie Erziehung und Ausbildung.

Die Fragen der marxistisch-leninistisch durchdrungenen Erzlehung
und Ausbildung beziehen sich nicht nur auf die bereits an un-
gerer Sektion immatrikulierten Studenten, sondern auch auf
Schiiler mit besonderem Interesse an der Mathematik. In diesem
Zusammenhang ist Euch bekannt, daB das Kollektiv der "Wursel™
das Mathematik-Lager des Bezirkes Gera durchfiibrt und die Zeit-
schrift "Wurzel" fiir Buch gestaltet.

Auch ich wurde zu Beginn des vergangenen Studienjahres vom Di-
rektor unserer Sektion, Herrn Prof.Dr.Pietsch, mit einer Aufgabe
dieses Bereiches betraut, von der ich Buch jetzt berichten
mochte.

Die Schiiler der 11. und 12. Klassen der beiden Jenaer erwei-
terten Oberschulen erhalten im Rahmen des UTP eine jeweils auf
ihr spéteres Studium orientierte Ausbildung. Von der EOS
"Johannes-R.-Becher" entschieden sich fiinf Schiilerinnen, wéh-
rend ihres UTP zu uns an die Sektion Mathematik zu kommen, weil
sie besonderes Interesse fiir Mathematik und Padagogik besitzen.
Mit ihnen traf ich mich alle 14 Tage fiir jeweils 3 Stunden in
einem Seminarraum unserer Sektion. Aussagenlogik und Mengen-
lehre waren die Stoffkomplexe, die wir uns erarbeiteten. Zu
diesem Zweck trug ich jeweils ein bis eineinhalb Stunden wvon
dieser Theorie vor. Der fiir die Mathematik typische hohe Ab-
straktionsgrad, hoher als er im bisher gelehrten Schulstoff im
Fach Mathematik e¢rreicht wird, durfte auf keinen Fall dazu
fiilhren, daB die dargelegten Begriffe und Probleme als graue
Theorie an den Schiilern vorbeirauschten. In der sich jeweils
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an den Vortrag anschlieBenden {ibungsstunde bemiihten wir uns ge-

meinsam, die Theorie mit Leben zu erfiillen. Wie es der hohe Ab-

straktionsgrad in der Msthematik ermdglicht, Aufgaben aus den
verschiedensten Gebieten mit den Mitteln der Aussagenlogik und

Mengenlehre sehr prégnant zu beschreiben, verdeutlichten die

vielen von uns durchdachten Beispiele. Diese vielen,ﬁbungen

fiilhrten andererseits dazu, Anfangsgriinde der so exakten mathe-
matischen Beweisfiihrung zu erlernen. Diese erlernte Féhigkeit
iibten die Schiilerinnen such im praktischen Teil der Ausbildung

an nnserer Sektion, indem sie fiir Schiiler der Klassenstufe 5

abwechselnd einen Mathematik-Zirkel leiteten. Hierbei machten sie

sich unter Leitung eines Lehrerstudenten der Fachrichtung Mathe-
matik/Physik des 4.Studienjahres auSerdem vertraut mit Fragen
der Pédagogik.

Trotz der vielen positiven Ergebnisse dieser Ausbildungsform

zeigten sich auch Miéngel, die einer Effektivitétssteigerung un-

serer Arbeit entgegenwirkten.

4. Da wir nur alle 14 Tage zusasmmen arbeiteten, verloren wir
jeweils viel Zeit, um das Gelernte des vergangenen Ausbil-
dungstages aufzufrischen.

2. Wir fanden nur wenig Zeit, allgemeine und spezielle Proble-
me eines Mathematikstudiums zu diskutieren.

Diese Hemmnisse veranlaBten mich, die Ausbildung im Friihjahrs-

gemester in einem anderen Rahmen durchzufiihren. In Absprache

mit der EOS organisierten wir fiir die.letzte Unterrichtswoche
vor den Sommerferien einen fiinftidgigen Intensivkursus in Weimar.

Ein umfangreichss Programm hatten wir uns fiir diese Arbeits-

und Freizeit zusammengestellt:

4. Téglich 4 Stunden Vorlesungs-Ubungs-Betrieb zu Problemen
der Vektorrechnung(nach einem programmierten Lehrmaterial)
und der komplexen Zahlen,

2. Téglich 2-3 Stunden Selbststudium zu den bereits behandel-
+ten mathematischen Problemen bzw. als Vorbereitung eines
Kurzvortrages durch eine Schiilerin (verschiedene Hochschul-
lehrbiicher standen zur Verfiigung),

3, Gemeinsame Besuche des Deutschen Nationaltheaters und be-
riilhmter Weimarer Gedenkstédtten der Klassik,
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4, Sportlicher Ausgleich beim téglichen Tischtennis- und Feder-
ballspielen, eine kleine Wanderung in die Umgebung von Wei-
nar,

5. Auch iibten wir uns als Meister des Bratens der begehrten
Thiiringer Bratwlirste und besuchten die bekannte Thiiringer
Spezialititengastatéitte "Elephantenkeller".

Durch unser Zusammenleben fiinf Tage lang ergaben sich viel Zeit
und manche Anlésse zum Diskutieren iiber interessante Fragen
nach Ziel und Durchfiihrung eines Universitétsstudiums, speziell
eines Mathematikstudiums.
Nach diesen fiinf Tagen urteilten die Schiilerinnen einstimmig,
es sel fiir sie eine sehr wertvolle Zeit gewesen.

Wie wird an Burer Schule das Problem UTP-Vorbereitung auf
ein Studium geldst?
Bitte schreibt uns Bure Erfahrungen.

Irmhild Fischer

Forsach studentin des Bereichs
Wahracheinlichkeitsrechnung und
Btatistik an der Sektion Mathematik
der FSU Jena

L3sungen

(B42): Welchen maximalen Wert kann der Betrag einer komplexen
Zahl z annehmen, wenn gelten soll

|z + %l =17
Lésung: Setzt man 2 = r(cos ¢ + i.sin ¢),
80 gllt |:2 + ‘1|- ‘\/(rzcosag + 1)2 + (rzainaq))a'
- '\/;ﬁ' + 2r2coaa¢ +1 (1)
Es ist nun Iz + %I_hsz_-;‘ll_ 1,
was in Verbindung mit Gleichung (1)

rt 4 ra(zcoach -1) +1=0 1liefert.

II Setzt man rz = t, 80 nimmt |r.|- r genau dann den grdBten
Wert an, wenn auch t maximal wird. Fiir t ergibt sich
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1 - 2cos i'\/ 1 - 2¢o8 2 _ g
1’*l,a"‘

Da der maximale Wert von t gesucht wird, betrachtet man
nur das Pluszeichen. Fiir cos2p = - 1 wird der groBtmég-
liche Wert erreicht, wie man leicht sieht. Damit wird

+
Tnax = é

und fiir |z| . = t,, . ergibt sich
/3 + /5 _ 1 +/5
= 2 _1?'JE

12| pax

Zur Bestimmung des gréBten gemeinsemen Teilers wird
zweckmédBig der Euklidische Algorithmus verwendet.
Dazu formt man um:

Maeee11 10100 = k

100 Einsen "

11111111 -:‘108 -
Bs gilt Eo"oo -k
_E*loo -1:+Z101oo -k _
=
= 1191 + 10’*23095 =K o
- 1111 + 10’*222108“ + (8-k) .

= 1111 + 10" z 102, i 108 — k

Damit ergibt sich

(E10100 -k, (ZEIOB -k . 10"‘2110‘3’1 Rest 1111

(g: 108 = ¥y ; 11411 = 10001 Rest C
Man erhilt als groBten gemeinsamen Teiler der Zahlew

210"00“‘ und y 108 -k

die Zahl 1111.
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(B46): Es ist zu zeigen, daB es natiirliche Zahlen k und n gibt,
so daB  999.10% 5 2K < 10™*2 gi1t.

Durch Logarithmieren zur Basis 10 erh&lt man
n+1lg 999 s kelg 2 <n + 3

oder 1g %88 Skelg2 -n=-2<1

d.h., es muB gezeigt werden, daB es eine Zahl k gibt,
80 daB der gebrochene Teil
{kelg 2} =po kelg 2 -[kelg 2]

im offenen Intervall (1g 448 , 1) liegt.
Um dies zu beweisen, teilt man das Intervall [0, 1] in

[371?9'9"5] ¢ =he P

Telle und bildet die Folge

{1g 2}, {2-1g 2}, ..., {(D + 1):1g 2}.
Von diesen p+1 Zahlen, die alle zwischen O und 1 liegen,
miissen zwel in einem der p offenen Intervalle (% ’ £-"51)
liegen. In einem offenen Intervall liegen sie deshalb,
well alle Zahlen.% rational sind, wéhrend die Vielfachen
von lg 2 irrationale Zahlen darstellen.
Es gilt also < {u-lg 2} < _I:_;:l_

< {(u+v)elg 2} < 5%1
und damit auch |{u-lg 2} = {(u+v)elg 2}' < — ‘
Bildet man jetzt eine weitere Folge

{u-lg 2}, {((u+v)elg 2}y eeey {(u+vm)lg 2}, ...
in der der Abstand zweier benachbarter Glieder kleiner
als % ist und deren Glieder paarweise voneinander ver-
schieden sind, so muB ein Glied der Folge im Intervall

(p__ s 1) liegen.

Da P;—"-ﬂ-—-*l-[ ]+1>13999 - 2=1e323

gilt, liegt diese Zahl {(u + m,v)+1g 2} auch im
Intervall (15-3-8% » 1.

Qi Oin

B47): Es muB gezeigt werden, daB ae«c + bed = e«f gilt.
Dazu wird auf der Diagonalen AC ein Punkt P so gewihlt,
daB gilt ¢ ADP = ¥ BCD.
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|| Dann gilt auch § PAD = ¥ CBD (Peripheriewinkel iiber dem
I Bogen 55) und ¥ DBA = 3 DCA (Peripheriewinkel iiber dem
Bogen ﬁﬁ). '
Daraus folgt

A ADP ~ A BDC 1
und A ADB ~ A PDC (2)
da jeweils zwel Winkel

iibereinstimmen.
Aus (1) ergibt sich
4.1
¥\ b
oder ZP « £ = Db . 4.
Aus (2) erhélt man
c £
™ a

oder PC « £ = a « c.
Die Addition der letzten Gleichungen liefert
(BB +PC) e £f=a+sc+Dbsad

oder e s f=aecec+Dd-d

In eigener Sache
Mit dieser Nummer erhalten Sie die Zahlkarten zur Bezahlung

des Jahresabonnements 1970/71. Wir bitten die Sammel- und Ein-
zelbesteller, den entsprechenden Betrag (ein Jahresabonnement
kostet 2,50 M) bis zum 15. Januar 1971 auf unser Postscheckkonto
(Erfurt 180 45) zu iiberweisen.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M., Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
elngesandt werden. |

Redaktion: Leitung: Karola Schimmel, Volker Kégel
- Mitarbeiter: H. Fischer (Versandleiter), R. Lorenz
(Leiter des Aufgabenteils), M. Wolf

(Manuskript)

Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena
Helmholtzweg 1
"Wurzel-Redaktion"

V-14-6 4 3114 M 175-70
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Mengen, Relationen, Funktionen I

Im folgenden sollen zur Abkiirzung umgangssprachlicher Aussagen
die in der Logik iiblichen Zeichen

A (und)

v (oder)

~ (nicht)

~—)» Wenn ..., SO

—> genau dann, wenn

Y x fir alle x

d x es gibt ein x

benutzt werden. Wer mehr iiber den richtigen Gebrauch und die rich-
tige Interpretation dieser Zeichen wissen méchte, greife etwa zu
dem Buch von G.Asser "Einfiihrung in die mathematische Logik I".

Mit Benutzung dleser Zeichen kdnnen die bisher gegebenen Defi-
nitionen folgendermaBen aufgeschrieben werden:
Definition 1:

A heiBt Unter- oder Teilmenge von B (in Zeichen A g B)
Y x(xe A—> x€B)

Definition 2:
A heiBt echte Teilmenge von B (A < B)
Vx(x € A—>x ¢ B)r Ix(x ¢ BA x ¢ A)

Definition % 3
A =B =pf AgBa Bg A

Aufgabe: 1. Mit Hilfe von Definition 1 und Definition 3 beweise
man:
{12)3,4,5} = {3,1,5,4,2).
2.Man lberlege sich im AnschluB, daB sich eine Menge
nicht &ndert, wenn man ihre Elemente in anderer Reihen-
folge aufschreibt.
2. Man beweise wie in Aufgabe 1
{1,2,3} = {112!1i1!3l2!5|3}
4. Man iiberlege sich allgemein, daB sich 3ine Menge nicht
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éndert, wenn man ihre Elemente mehrfach aufschreibt. Daher
kenn man sich darauf beschrénken, jedes Element nur einfach
zu notieren,

Elementare Mengenoperationen

Jetzt wollen wir einige Mdglichkeiten kennenlernen, aus ge-
gebenen Mengen neue Mengen zu erzeugen.
1. Durchschnitt zweier Mengen
Definition 4:

AnB =y, {Xtx € An x € B}

A n B heiBt Durchschnitt von A und B.
In Worten: Der Durchschnitt von A und B enthélt genau diejes
nigen Elemente, die sowohl in A als auch in B vorkommen.
Beispiell: Ist A =p, {x: X € Na 2 ist ein Teiler von x}

B app {X: x € Na 3 ist ein Teiler von x}
so ist An B =p, {x: x € Na 6 ist ein Teiler von x}
N ist dabei die Menge der natiirlichen Zahlen.

Frage: Welche Menge ergibt sich als Durchschnitt von
K ape {x:x € NA 0 =x 25} und

L =, {x:x € N o x Teiler von 6)

Es kann vorkommen, daB zwel Mengen A und B kein einziges ge-
meinsames Element besitzen, z. B. S = {a,e,i,0,u} und

R= {1,2,3,4,5} . Man nennt solche Mengen durchschnittsfremd
oder disjunkt. Wir formulieren die prédzise
Definition 5 %

A und B heiBen durchschnittsfremd (oder disjunkt)
‘thﬂ x(Xx e An X € B)

Auch bel disjunkten Mengen spricht man von einem Durchschnitt
geméB Definition 4. Sind A und B disjunkt, so gibt es kein Ele-
ment x, das die Bedingung x € Ao x € B erfiillt., Deshalb

nennt man den Durchschnitt disjunkter Mengen die leere Menge.
Fir die leere Menge gibt es die feste Bezeich.nu.ng,. Die

leere Menge ist diejenige Menge, die iiberhaupt kein Element
enthédlt. DaB wir von der leeren Menge sprechen, ist berechtigt,
weil man auf Grund von Definition 3 und Definition 1 beweisen
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kann, daB es nur eine leere Menge geben kann.

2.Vereini von Me n
Definition 5:

1 1UB-Df{xsxeAvxeB}l
A y B heiBt die Vereinigung von A und B.

In Worten: Die Vereinigung von A und B enthdlt genau dieje-
nigen Elemente, die in wenigstens elner der Mengen A und B
vorkommen.
Beispiel: A = {a,b,c} , B = {b,c,d}

AyBa {ab,c,d}

Aufgaben: 1. Was ist A g ?

2. Man beweise: An A= Ay A= A

3. Welches ist die Vereinigungsmenge der Menge aller
durch 4 tellbaren natiirlichen Zahlen mit der
Menge aller durch 6 teilbaren natiirlichen Zahlen?

3. Relatives Komplement (oder Differenz) zweier Mengen

Definition 6:
A\B-Df{xszAAx*B}

A \ B heifit Komplement von B beziiglich A oder
Differenz von A und B.

In Worten: Das Komplement von B beziiglich A ist die Menge aller
Zlemente von A, die auBerhalb von B liegen. '

Beispiel: A = {0,1,2,3} , B = {0,3}

A\ Ba= {1,2)}

Aufgaben: 1. Man bestimme fiir eine beliebige Menge A die
Differenz A \ Al

2, Wenn ist A\ B= A ?

3, Bs ist (A\ B) UB= 4 Beweis?
Hinweis: Ein stichhaltiger Beweis muB unbedingt
auf die Definitionen 6,5,3 und 1 zuriickgreifen,
weil uns die Begriffe Gleichheit, Vereinigung u.
Differenz von Mengen nur iiber diese Definitionen
zugénglich sind.

=
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Besonders anschaulich werden die eingefiihrten Begriffe, wenn
wir mit Mengen von Punkten der Ebene arbeiten:

= B .
AuvB AN
& o

B
A B

Elementare GesetzméBigkeiten der Mengenlehre

Wir sind jetzt in der Lage, einige einfache Siétze der Mengen-
lehre zu beweisen.
S a t z 1 : Fir jede beliebige Menge A gilt # g A

Jd.Beweis: Nach Definition 1 ist zu zeigen
x(x e g—rx € A)
Da aberdie leere Menge kein Element enthélt, ist die
Aussage x € f immer falsch. Daher ist die Aussage
X € J—»x € A bei jeder Wahl von x wahr. Daher ist
(1) wahr.
8emerkung: Hierbei ist benutzt worden, daB eine "Implikation"
P—>»q der Aussagen p und q stets dann wahr ist, wenn
die Aussage p falsch ist.
Wer nicht so weit mit der Aussagenlogik vertraut ist, kann
einen anderen Beweis fiihren.
2.Beweis: Wir nehmen an, daB eine Menge A vorhanden ist, die
die leere Menge nicht als Untermenge enthdlt, und
wollen zeigen, daB diese Annahme auf einen Widerspruch
fiihren muB, so daB also Satz 1 doch gelten muB. Es
miiBte dann wenigstens ein x geben mit x € B A x ¢ A.
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Diese Aussage muB aber immer falsch sein, weil

x € f immer falsch ist.

S atz 2 : Folgende Aussagen sind gleichwertig:

(1M Aacn

(2) AnBw= A

(3) AuB=B

Beweis: Wir haben zu beweisen: Aus jeder der Aussagen (1), (2)
und (3) folgt jede dieser Aussagen. Es reicht zu zeigen:

Aus (1) folgt (2), aus (2) folgt (3) und aus (3) folgt (1),

1. Aus (1) fol 2

Wir nehmen also A g B an. Das heiBt: Vx(x € A-»x € B).

Unter dieser Voraussetzung ist A= A n B z2u beweisen.

Nach Definition 3 ist dazu zu zeigen:

Ag AnB und An B g A.

a) Ist x € A, so ist nach Voraussetzung (1) auch x e B.
Damit ist auch x € A n B (nach Def. 4). Also ist
unter der Voraussetzung (1) auch A g Ay B.

b) Nach Definition 4 ist jedes Element von A n B auch
Element von A. Also ist nach Definition 1 An B g A.

2. Aus (2) fol

Wir nehmen an, daB An B = A gilt. Dann ist zu beweisen:
Ay B = B, d.h. nach Definition 2 ist dazu zu zeigen:
AUBR2B und A vu B g B.
a) Ist x ¢ B, 80 nach Definition 5 auch x ¢, A y B. Da-
her ist nach Definition 1 A u B 2 B.
b) Es sei x € A y B. Nach Definition 5 gibt es dann
zwel Félle:
1. Fall: x ¢ B
2. Fall: x ¢ A
Nach Voraussetzung (2) ist dann x ¢ A n B. Nach De-
finition 4 ist dann x ¢ B.
Wir haben damit gezeigt: Jedes Element von A y B ist
unter der Voraussetzung (2) auch Element von B. Nach
Definition 3 ist daher gezeigt: A y B g B.

3, Aus (3) folgt (1)

Wir setzen voraus, daB A U B = B gilt. Wir milissen zei-
gen, daB dann jedes Element von A auch in B liegt. Es
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sel also x ¢ A. Damn ist nach Definition 5 auch x ¢ A y B.
Aber weil nach (3) Ay B = B ist, ist damit x € B. Damit ist
alles bewlegen.

Damit sind Vorbilder fiir Beweise einfacher mengentheoretischer
Sltze geliefert, und der Leser kann nun versuchen, die folgen-
den grundlegenden Gesetze der Mengenlehre selbst zu beweisen.
S atz3: Fir beliebige Mengen A,B,C gelten folgende Gesetze
Kommutationsgesetze '
AuB=BuA ANnNB=3BnA

Assoziativitétsgesetze
AU (BuC)=(AuB)ucC
An(BnC)=(AnB)ngC

Verschmelzungsgesetze
Au(BnaA) =A An (BuUuA) =4

Distributivgesetze
AU (BNnC)=(AuB)n (AU C)
An(BuC)=(AnB)u (An C)

Gesetz iliber den Gebrauch des relativen Komplements
A\ (A\B) =B

Bu(A\B) =24

Bn(A\B)=4g¢

Die De Morganschen Gesetze

A\ (BucCc)=(A\B)n (A \ C)

A\ (Bn<C)= (A \B)u(a\ o0

IDer Leser mdge sich diese Gesetze auch an Hand ebener Punl-
mengen veranschaulichen.

Dr. G. Wechsung

Dozent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

T
Wir vereinbaren, das Zeichen =0e in folgender Weise zu ver-

wendenu: o =n¢ B soll bedeuten, daB « durch B definiert wird,
d.h. dat @ und B nach Definition vollsténdig gleichbedeutend

sein sollen.
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Wir stellen vor: Dr. Gerd Wechsung

Dr. Gerd Wechsung, der Autor unseres Artikels "Mengen, Relatio-

nen,
tion

Funktionen", ist Leiter des Bereiches Kybernetik der Sek-
Mathematik an der Friedrich-Schiller-Universitédt Jena.

Er wurde 1939 in Berka bei Sondershausen geboren.
In Sondershausen besuchte er die Oberschule und legte 1957 sein
Abitur ab.

Von 1957 bis 1962 studierte er in Jena. Im Jahre 1966 promovierte

er mit der Arbeit "Zur Theorie der Logarithmenr',

Seit

September 1970 ist Dr. Gerd Wechsung Dozent an unserer

Sektion.

Preisaufgaben (Serie 12/70)

(B55)

(B56)

(B59)

(B60)
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Man bewelse, daB man durch eine beliebige Gerade im drei-
dimensionalen euklidischen Raum eine Ebene so konstruieren
kenn, daB diese parallel zu einer gegebenen Gerade liegt,
falls sich die beiden Geraden nicht schneiden.

Man bestimme den groBten und kleinsten Wert, den die Funk-
tionj?(x)=sin6x + cosz im gesamten Definitionsbereich

annimmt,

Man 16se die Gleichung:

——
l{& +"X + a - v}t = b
Es seien eine arithmetische Folge {&i} und eine geometri-
sche Folge {h15 (1= 1;2;0.:) mit 81 = by und 8 = b,
gegeben. AuBlerdem seien beide Folgen streng monoton
wachsend. Man zeige, daB dann fiir alle n » 2 an‘:bn gilt.

Die 6. Potenz einer natiirlichen Zahl besteht aus genau
den Ziffernm 0,2,3,4,4,7,8,8,9. Wie lautet diese Zahl?

Einem Kreis mit dem kradius R sei ein regelméBiges Sechseck
einbeschrieben. Unter ausschlieBlicher Verwendung eines
Lineals konstruiere man % mit n= 2,3,4,...



Fir jeden vollsténdigen Losungsweg einer Preicaufgabe erhdlt der
Einsender einen Wertpunkt. Filir zehn Wertpunkte erhédlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender zehn
Wertpunkte haben, entscheidet das Los ( unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f211t, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 1o0. des folgenden Monats (Datum des Post=—
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel Preisaufgaben" an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungs- bzw.
Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
bel denen diese Angaben fehlen, konnen nicht beriicksichtigt
werden.

Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

Zur Beadhtung:

Wir machen unsere Leser darauf aufmerksam, daB Einsendungen, die
als Kollektivldsungen bei uns eingehen, nicht mit Punkten be-
wertet werden, d.h. jedes Losungsblatt darf nur mit genau

einem Namen versehen sein.

Berichligung

Leider unterlief uns bel der Preisaufgabe B48 ein Fehler. Die
vollstdndige Aufgabe lautet so:

B48) Flr den Bau einer Lehrmaschine wird eine Schaltung bend-

tigt, die folgendes leistet:
a) Auf genau einem der 4 Ein-

génge 1) bis 4) liegt W) sesensil
eine 1. 3 ' A

b)) ————

dann mit 1 belegt, wenn
i' und i mit 1 belegt sind T T 1 ‘1
(1'.’5.— it < 4') und (1é ig 4). 4 ¥ ¥)

Es stehen 4 Relais mit je 4 Kontaktpaaren zur Verfiigung.
Man konstruiere eine solche Schaltung!

b) Der Ausgang A wird genau

Die Lésung der Aufgabe ist natiirlich erst bis zum 1o. 1. 1971
einzusenden.

Die Redsktion
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Die FDI-Arbeit - echter Bestandteil des Studiums

an unserer Sektion

Ausgehend vom sozialistischen Absolventenbild gilt es zu errei-
chen, daB bei jedem Absolventen unserer Sektion die folgenden
Grundeinstellungen und Verhaltensweisen wédhrend seines Studiums
ausgebildet werden:

— Der Student s0ll in seinem gesellschaftlichen Han-
deln und Wirken konsequent vom Marxismus-Leninismus
ausgehen.

= Er soll ein hohes VerantwortungsbewuBtsein gegeniiber
unserer sozialistischen Gesellschaft, groBe Einsatz-
bereitschaft und Streben nach hohen Leistungen be-
sitzen und bereit sein, unsere sozialistischen Er-
rungenschaften jederzeit zu schiitzen.

- Er soll eine allseitig gebildete sozialistische Per-
sonlichkeit sein, die im umfassenden Sinne aktiv und
schopferisch an der Gestaltung des entwickelten ge=-
sellschaftlichen Systems des Sozialismus mitarbeitet.

Bel der Herausbildung dieser genannten Eigenschaften kommt der
FDJ eine immer groBere Eigenverantwortung zu. Da der Sektion
Mathematik heute schon iiber 700 FDJ-ler angehdren, spielen so-
mit die Leistungsfragen eine immer grdBere Rolle.

Ein wichtiges Problem besteht in der Unterstiitzung der FDJ-Ar-
beit an unserer Sektion von Seliten der Leitung. Zur Unterstiit-
zung der Arbeit der FDJ-Sekretére und ihrer Stellvertreter fin-
den monatliche Anleitungen statt.

Das Grundanliegen der Anleitung der Sekretare ist die inhalt-
liche Vorbereitung auf die Probleme, die in der Mitgliederver-
sammlung diskutiert werden sollen. Als EKonsequenz ergibt sich
dann fiir jeden Sekretdr dle Aufgabe, die Probleme der Gruppe
eng mit dem Themsa zu verbinden und somit die FDJ-Arbeit zu
einem echten Bestandteil des Studiums werden lassen.

Un auch die organisatorischen Probleme zu bearbeiten, finden
fliir die Stellvertreter monatliche Anleitungen statt. Im Mittel-
punkt aieser Anleitung steht die Auswertung der Mitgliederver-
sammlung. Es werden somit wichtige politisch-ldeologlsche Fra-
gen ausgewertev, die in dle inhaltliche Anleitung der Sekretédre
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wieder einflieBen.

Ziehen wir die diesjéhrige Vorbereitung der Verbandswahlen her-

an, so hat sich dieses als sehr zweckmé@&Big erwiesen. Es wurden

wichtige Fragestellungen, wie die des persdnlichen Plans, ge-
klédrt. Die Diskussion liber den personlichen Plan wurde in jede

Gruppe hineingetragen. Das Ergebnis war, daB sich die Mehrheit

fiir den persdnlichen Plan ausgesprochen hat.

Bei den {lberlegungen zu dem persdnlichen Plan waren wir davon

ausgegangen, welchem Zweck dieser Plan dient. Wir wollen eine

PlanméBigkeit in unserer FDJ-Arbeit, eine Verteilung der Aufga-

ben auf jeden und hohe Leistungen im Grundstudium des Marxismus-

Leninismus und des Faches Mathematik erreichen.

Tm persSnlichen Plan sollen enthalten sein:

1. Aufgaben, die das einzelne Mitglied in der BewuBtseinsent-
wicklung foérdern.

2. Zielstellungen, die mit einer Leistungsverbesserung in Marxis-
mus-Leninismus und im Fach Mathematik verbunden sind (Zen-
suren).

3. Aufgaben, die jeder Student vor der Gruppe abrechnet.

Auf der Grundlage der Erfiillung des persdnlichen Planes kann man
dann am Jahresende jeden einzelnen einsché@tzen und beil Nichter—
flillung zur Rechenschaft ziehen.
Diesecs sollte nur ein kleiner Ausblick in unsere Arbeit sein.
Ihr werdet dann, wenn Ihr bei uns mit dem Studium beginnt,
niher mit der konkreten Aufgabenstellung vertraut gemacht. Wir
winschen Euch bis dahin viel Erfolg!
Gerald Schweinefleisch
FDJ-Sekretér der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitiit Jena

Anmerkung der Redaktion

Aut’ wiederholte Antragen unserer Leser tellen wir mit, daB
wir noch Wurzel-Exemplare der Jahrgénges 1968, 1969 und die
Nummern 5/67 bis 12/67 zur Verfiigung haben.

Bestellungen kdnnen bis Ende dieses Jahres noch beriicksichtigt
werden,
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Lésungen

(B49)s Das gegebene Gleichungssystem wird zuerst durch die
Substitution a = xy, b = x + y umgeformt, Es ergibt sich

(x2 + 1)(3° + 1)

- X F X+ Y+

- PPt (x -2y 4
algo a2 —2a +b° = 9 (1)
und b(a - 1) =3 (2")
Aus (2') folgt a=g+1

Dies in (1') eingesetzt, liefert
(%+1)2+b2—2(é+1)=9
g2 +8+ +p2 -2 -2=9

b2 - 10 + g2 - 0

bt - 10b° + 9 =0
Diese biquadratische Gleichung hat die Losungen

b'l,a't‘\[5+ 25 -9
by =2y 5- 25-9°

Damit ergeben sich vier LSsungen, n&mlich
34'2 b1=3;a2-0 b2--3; a;--'-l- b5-1;
8, =-2b,= -1 fiir das Gleichungssystem (1'), (2').
Jetzt muB noch das Gleichungssystem in x und y
y = a
x+ty=D gelost werden.

Hier gilt y=0b - X
und damit x(b - x) = a

x2 -—bx +a==0

b
¥,2" 2°WF T A
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woraus sich fiir Jq,2 ergibt

b+ b
Jg,2=2- (g~ ¢*

Setzt man jetzt nacheinander die gefundenen Werte fiir a und b
in diese Gleichungen ein, erhdéilt man die sechs Lésungen des
Ausgangsgleichungssystems (1), (2) @

11-2 y,I-’I;xz-“l y2-2;x3-o yB-—B;
14--5 y4-0‘15-1y5-—2;16-—2 y6-1 ~

(B50): Fiir alle Argumente x gilt:

sinx £ 1
- ginx » - 1
3 - sginx®2 (1)
2 - sinx » 1 (2)

Aus (1) und (2) folgt:
(3 - sinx)(2 - sinx) > 2 (3)

q o 1
2 7 3 - sinx) (2~ sinx)

1 > 2-sinx 2 o 1-sinx sinx
2 { B—EE;E Z-aﬁ%;
1 52 =-s8iox 1 - sinx
2 7 - Binx - 8
sinx-1 . 1 > 2-sinx
sinx-2 2 T sinx (4)

Fiir welche Argumente x gilt das Gleichheitszeichen?
' sinx-1 1 2=-sinx
hus (#') SImx3 ¥ 3 =
folgt (3') (3-sinx)(2-sinx) = 2
4 - S5sinx + sinax =0
Substitution: sinx = 2

52—55+4-0
51 = 4
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Die Idsung z, entfdllt, da sinx € 1 ist.
Daraus folgt: sinx = 1

und x=5 +kT ka{1,2,...)

(B51): Hat eine natiirliche Zahl n > 1 die kanonische Darstel-

190

lung (I) n = pﬁ" pg?- — pg‘*- Py Primzahlen

GE {1,2,...}

1= 1,2y00ept
wobel 0.B.d.A.@q& ¢°+ < Q4 angenommen werden kann, so
ist jede Zahl m = p.r 1 pg" voopftmit ganzzahligenf,

und 0 < By € «; ein Teiler von n. Dabei entspricht jedem
Sﬁordneten t—Tupel ﬂ1'32' ses 'Bt 9 dessen Bidie Obisen

Bedingungen erfiillen, genau ein Teiler m von n und um-
gekehrt. Die Anzghl aller Teiler einer natiirlichen Zahl
n 1st demnach gleich der Anzahl der geordneten t-Tupel
B1"”'Bt « Da es fiir jedes 1 (1 = 1,2,...t) gerade
oy * 1 Werte fiir die Bi gibt, erhédlt man fiir die Anzahl

der Teiler einer Zahl n mit der kanonischen Darstellung
~
(I (ual + 1)((12 * 1)---(&.13 +1) = ," (oci + 1)

=1
In dieser Aufgabe wird eine Zahl n mit der kanonischen
Darstellung (I) gesucht, fiir die JL (x; * 1) = 20 gilt.

1=1

Flir jede Zerlegung von 20 in ein Produkt natiirlicher
Zahlen griBer als 1 ergibt sich ein t-Tupel Cqsesesly

1. 20 = 20 daraus folgt Xy = 19

2, 20 = 210 daraus folgt c;,] = T, a,=9

30 20 = 4.5 daraus folgt o, = 3, @y = 4

4, 20 = 2.2.5 daraus folght g = 1, %y = i [ %z = 4
Damit sind alle natiirlichen Zahlen, die genau 20 Teiler
besitzen, die Zahlen p:“l9 ) p.lpg ’ P?‘Pg ’ P1P2PL5I' ’
wobel Pqs pg,p5 Primzahlen sind.

Die klelnsten Zahlen dieser vier Formen sind

219 | 3.29 | 3%.2% una 5.3.2%. Unter aiesen ist

5¢3.2% = 240 die kleinste nabiirliche Zahl mit 20 Teilern.



(B52): Man beweise zuerst den folgenden Sachv :
FallsA2—43201st, 80 gilt]—%_": é-ﬂ<"lgenau

dann wenn | | <2 und B + 1 ;| A|.
2 1

Beweis: Aus |- §+§# - B|<1 folgt |A|< 2 und

D g +a5)a
Es ist |A|=|- 4|

A ) a A
=|l-z+*gp-B 'é'vz-ﬂ I
A YA A &
sl=z2*\z-BFkz-\z -3
< 1 + 1 =2
Es bedeutet |- 5 t{f - B|<1
-1<-é+%-B<’I
1+4 < \a A
dder 2 b B B <1+ 5

gleichungen O g <1+ %
2
wmd ogff -B <-4

(was sich aus 0 2 A" gy —1+4 ergibt).
I 2

Die Ungleichungen kdnnen quadriert werden, ohne
daB sich die Relationszeichen &ndern:

2 2
& A
F-B<1+A+p

das heiBt BE+ 1> - A 5
,_%-B<1-A+ﬁ

das heiit B + 1 > A
Das ergibt aber B+1>]|4A|

(2) Die Umkehrung von (1) beweist man einfach durch
Umkehrung der Bewelsschritte von (1),

Nach Voraussetzung sollen die Betridge der Wurzeln
der Gleichungen
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x° + Ax + B = 0
22+CI+D-0
kleiner als 1 sein, d.h. es soll gelten
|-3{g -8 |<1
und
|-52f8-D | <1

sowle A% -4B >0 uwnd 2 -4D >0, da die Wurzeln ja
liberhaupt existieren sollen.
Damit muB gelten |[A|<2 , B +1 >|A|

Icl<2 , D+1 >|C|

Bs dst mun |25 C|afja+ck Jal+Yo|<1+1a2

B +D 1 1 +
== ¥H>xlAl*ts|C|2 Ié-z-gl

und (A +C)° = 4(B +D) 242 4B +C2 - 4D > O

was die zu beweisende Aussage

__r" mm |

+ 0+ +

|-51—°:V(—2—‘ €)Y - @B +D)| <1

liefert: die Wurzeln der Gleichung x2 + A—E—gx + E_E_E = 0

8ind betragsméBig kleiner als 1.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zZu richten. Einzelbestellungen kénnen direkt an unsere Adresse
heingeaandt werden.
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