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Codierungstheorie Il

Unsere bisherigen Betrachtungen fiihren zu der Frage, ob
es ein Kriterium dafiir gibt, daB ein (n,k)-Code C resistent
gegen s~fache Stdrungen ist, d.h., ob er eine eindeutige Zu-
riickgewinnung von Codevektoren aus s-fach gestorten Vektoren
ermdglicht.

Wie unsere Beispiele zeigen, kommt es dabei offenbar darauf
an, in geeigneter Weise sagen zu kdnnen, wann zwel Codevek-
toren "welt" oder "weniger weit" voneinander entfernt sind.
Ein MaB fiir die Entfernung zweier Codevektoren ist aber doch
die Anzahl der Stérungen, die man bendtigt, um den einen
Codevektor aus dem anderen zu erhalten. 'Gilt also fir zwel
Codevektoren r und p und fiir einen Stérvektor ¢ die Bezishung

r +o=19,
80 ist die Anzahl der Einsen von o ein MaB fiir den Abstand
vonr und 9 .
Wir setzen also den Abstand

| .
H(E,b) =pg %(:creyr) :

Uberpriifen wir zunidchst, da8 es sich dabei um einen "verniinf-
tigen" Abstandsbegriff handelt, d.h., daB H solche Eigenschaf-
ten hat, wie z. B. der in der analytischen Geometrie verwen-
«dete Abstand

2 t2
d(P,‘ !P2) - 1 (Xll_xz) '*'_ (yq-ye)
zweier Punkte in der Ebene mit den Koordinaten [x4,¥4],[%5,75].

In der Tat, es ist
H(gz,p) = O genau dann, wenn L = B.

Beweis: Ist H(g,p) =0, so0 st (xrﬂ _yr).= 0, nach

| Definition von @ heiBt dies aber,

X, = Y fiir jedes r (1 s r s n).

Ist dagegen ¢ = p, so folgt (_xrg yr) =0

fiir jedes r (1 S T S n) und demit H( g, ) = O.




@ H(E!‘)) = H(O!E)

Hier ist nichts zu zeigen.

@ H(z,9) + H(y,3) 2 H(z,3)

Bewels: Es gilt
B ]
(. ®2,) = x, @y, By, 0z) s (x.®y) + (7,D3z.

also
n n
| r—;(xrezr)sgcxre p) +r=i(yrezr)'

i wie behauptet.g) '_

Wir verwenden nun den Mindestabstand, den paarweise verschie-
dene Vektoren aus C haben, d.h. die Zghl

= Min H(E!D)’
By =pr EabES
r+y

um unser Kriterium zu formulieren.

Satz (Hamming)

W Bin (n,k)-Code C ist genau dann gegen s-fache

" \\J)Storung resistent, wenn H, 2 2s + 1.

Beweis: (a)) C sel gegen s-fache Storung resistent. Zur Ver-
einfachung bezeichne fiir einen Storvektor

o= [u,[,...,un]

die Zahl G(0) die Anzahl der Einsen von 0,d.h.

G(o) = ;ﬁ u .

1) Dieser Abstandsbegriff wurde erstmals von Hamming verwendet,
und deher wird er Hamming-Distanz genannt.

2) AbstandsmaBe mit den Eigenschaften 1 bis 3 heiBlen gewShn-
lich Metrik.



Wir betrachten die folgende Skizze :

-h.‘. ,«-"
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E Phe S o Abb.6

Fir jedes o, mit G(o,) < s muB nun nach unseren
1 1

Voraussetzungen gelten:
Falls fir g5 die Gleichung

t®oy =y ®o, gilt (z $09),

so ist G(c2) 2 s+ 1.

Wir wéhlen ein gqs SO daB

H(g,x @ 04) + H(z @ 04yp) = H(z,y), d.h.-

£ ® oq liegt suf der in Abb.6 eingezeichneten
"Geraden". Dann haben wir filir jedes o, mit

G(ca) < s sofort
Hz, e ® 04) + Ho®® »p) *1 <

H(z,z ® 04) + H(Z® 04,9) = H(z,p).

Diese Ungleichung gilt insbesondere fiir
G(U/I) = G(UE) = B, d.h.

2s +.1 = H(z,y).



@Es sel H(z,p) = 28 + 1.
Fir o, mit G(crq) s 8 folgt dann

H(g,z ® 04) + H(z ® oqsp) 2 H(gyp) 2 28 + 1

(wir verwenden@von Seite 3 und unsere
Voraussetzung).

Wegen G(o4) < s folgt
H(r @ cr,],g) 28+ k mit k » 1, d.h.

r® g, iét aus 9 durch ke'inen Storvektor mit

héchstens s Stérungen erreichbar.

Es scheint nun so, als wéren wir mit diesem Satz aller Sorgen
ledig, indem wir einfach H, hinreichend gro8 wihlen, wenn
wir eine vorgegebene Fehleranzahl korrigieren wollen.

Beim griindlichen Nachdenken wird dem Leser nicht verschlos-
sen bleiben, daB die soeben genamnte SchluBfolgerung an den
Versuch erinnert, ein perpetuum mobile zu konstruieren. Man
vermutet daher, daB guch im Falle fehlerresistenter Codes
eine Art von "Erhaltungssatz" existiert, der besagt, da8

man grofere Fehlerresistenz eines Codes mit dem Verzicht auf
andere Beschaffenheiten dieses Codes bezahlen muB, |

Dr. Rolf Lindner

Wissenschafilicher Oberassistent
im Bereich Mathematische Kybernetik
an der Sektion Mathematik

Iiteratur: B. Murepcon,

Koas ucnpasasiowme ownbuu )

Verlag Mup, Mockea 1964



Preisaufgaben 1/72

(D 1) Man zeige, daB fiir jede natiirliche Zahl n '

|® 9%(9™ + 1) + 1 durch 3%(3™ + 1) teilbar ist!

D 2) Der groBte gemeinsame Teiler zweier dreistelliger
Zahlen m und n sei 6 und ihr kleinstes gemeinschaft-
liches Vielfaches eine sechsstellige Zahl.

Man bestimme das Vorzeichen von

tan3-15"5!

(D 3) Fir genau welche reellen Zahlen a ist die Funktion

I@‘I f(x) = cos ax + cos x periodisch?

(D 4) KEann man in ein Rechteck mit dem Seitenverhiltnis

i
@ 2’6 ein Rechteck mit dem Seitenverh#dltnis 7 so ein-
beschreiben, daB auf jeder Seite des ersten Rechtecks
ein Eckpunkt des einbeschriebenen liegh?

(D 5) Es ist zu zelgen, daB es fiir beliebige nichtnegative
. @ reelle Zahlen a4y a8, mit a4 + a5, = 1 nichtnegative

reelle Zahlen b4, b, mit b, + b, = 1 derart gibt, daB

E N a,I] by + 3(-2 - az)bz > 1 gilt!

(D '6) 0001111
01100
@ 9™ = "z 2570101
36{0,1}7, I KOTOpHX £ - ;gr-o.
loxasars: Ecau G(o)=1 ziaa HEKOTOpPOro BeKTOpa
ALt Y S R

P
nomexa, To (£L-(r® o) )T asnsercs ZIBOMYHEM YUCIIOM
TOI'0O MECTA, HA KOTODOM O MEIAeT.

¥ C MHOXECTBO BCEX




(D 6)|} Die Aufgabe bezieht sich auf den zweiteiligen Artikel
"Codierungstheorie" von Dr. Rolf Lindner.

Fiir jeden vollsténdigen LOsungsweg erhélt der Einsender einen
bzw. zwel Wertpunkte.Die Anzehl ist beil jeder Preisaufgabe
unter der laufenden Nummer angegeben. Fir 15 Wertpunkte er-
hé&lt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte ha-
ben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner féllt, nimmt er automatisch an der n&chsten Auslosung
teil, Die Losungen sind bis zum Fnde des d a rgu f f o 1 =
genden Monats unter dem Kennwort "WURZEL"-Preis-
aufgaben" an unsere. Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungen
bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders und seiner
Adresse versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, Jjede
Losung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.

Als Delegierter zum IX. Parlament
der Freien Deutschen Jugend

[FB3
NI/
\

Vom 25. bis 29. Mai 1971 tagte in Berlin das hochste Organ der
Freien Deutschen Jugend, das Parlament. Es war das erste Mal,
daB ich ein Parlament unserer Jugendorganisation als Dele-
glerter miterleben konnte, und ich muB sagen, es hat mich
ehrlich begeistert. Die Atmosphére unseres IX. Parlaments
war einfach groBartig. ;

Der Rechenschaftsbericht unseres 1. Sekretérs Giinther Jahn
stand unter dem Thema: Die Verantwortung der Jugend bei der
Gestaltung der entwickelten sozlalistischen Gesellschaft in
der DDR und die Aufgaben der Freien Deutschen Jugend.

Giinther Jahn konnte feststellen, dal die Zeit zwischen dem
VIII. und IX. Parlament Jahre groBer Initiativen und Leistun-
gen der Jugend waren. In den Bewegungen:"Der revolutionéren
Kémpfer wiirdig erweisen - vollbringt hohe Leistungen zu Ehren
der DDR", der Verfassungsdiskussion:"Mit wiirdigen Leistungen
schaffen wir das Fundament fiir unsere neue sozialistische
Verfassung", dem "Lenin-Aufgebot" und der Bewegung "Wiirdige

7



Initiativen zu Ehren des VIII. Parteitages der SED" dokumen=-
tierte sich die groBe und sté&ndig wachsende Kraft unseres
Jugendverbandes. .

Als Grundaufgabe unseres Jugendverbandes formulierte der

1. Sekretér, "alle Mé&dchen und Jungen zu klassenbewuBten

Sozialisten zu erziehen, die unter der Filhrung der Arbeiter-

klasse und ihrer marxistisch-leninistischen Partei mit revo-

lutiondrem Schiopfertum die sozialistische Gesellschaft in der

DDR mitgestalten, ihr sozialistisches Vaterland gegen alle

Anschlége zuverléssig schiitzen und im Geiste des proletari-

schen Internationalismus handeln".

Aus dieser Grundasufgsbe leiten sich die Uberzeugungen ab,

dle jeder junge Sozlalist gewinnen muB:

1. Der Sozialismus ist Sinn und Inhalt unseres Lebens.

Er gibt unserer Epoche das Geprédge. Ihn mitzugesfﬁlten ist
unsere geschichtliche Aufgsbe.

2. Die Deutsche Demokratische Republik ist unser sozialisti-
sches Vaterland. Sie allseitig zu stérken und zu schiitzen,
ist unsere tdgliche Aufgabe.

3. Die Sozialistische Einheitspartel Deutschlands gibt uns
mit ihrer Politik dle Richtschnur fiir unser Denken und
Tun. Ihr erweisen wir uns stets als Helfer und Reserve.

4, Die Sowjetunion, der Pionier des menschlichen Fortschritts,
ist uns Freund und Vorbild. Wir tragen zur Festigung des
Bruderbundes mit der UdSSR und den anderen Lé&ndern der
sozialistischen Staatengemeinschaft bei.

5. Der proletarische Internationalismus ist uns Herzensan-
liegen und Sache der Tat. Wir iliben Solidaritédt mit allen
gegen den Imperialismus kémpfenden Volkern.

6. Das imperialistische System i1st unser Feind. Nichts ver-
bindet uns mit der BRD, dem lmperialistischen NATO-Staat,
von dem wir uns vollsté@ndig abgrenzen.

7. Die Frele Deutsche Jugend, der einheitliche sozialistische
Jugendverband, ist unsere politische Kampforganisation.

Unsere politische Verantwortung besteht darin, alle zu errei-
chen, jeden zu gewinnen und keinen zuriickzulassen. Wir haben
in den letzten Jahreh groBe Fortschritte in der klassenméBigen

8



Erziehung der Jugend erzielt. Aber die GroBe der vor uns lie-
genden Aufgaben kann man erst erkennen, wenn wir uns unserer
politischen Verantwortung: alle erreichen, jeden gewinnen
und keinen zuriickzulassen, im Zusammenhang mit unserer
Grundaufgabe und den nétigen Grundiiberzeugungen klar werden.

Das IX. Parlament war eine groBe Manifestation der Kraft der
fortschrittlichen Jugend unserer Republik und der ganzen Welt.
Das wurde deutlich an der groBen Zahl der auslé&ndischen
Delegatiohen, an deren Spitze der Komsomol, der Jugendverband
der Sowjetunion,stand. Das IX. Parlament war weiterhin eine
groBe Manifestation der Geschlossenheit unseres Jugendver-
bandes, seiner treuen Haltung zur Partel der Arbeiterklasse
und unserem groBen Brudervolk, der Sowjetunion.

Es war elne Manifestation des Kampfes gegen den Imperialismus,
fir die Unterstiitzung des Kampfes unserer vietnamesischen
Genossen, gegen dle USA-Imperialisten, des Kampfes der arabi-
schen Volker gegen die Aggressionsakte des US-Stellvertreters
Israel und der Unterstiitzung der antiimperialistischen Bewegung
in der ganzen Welt.

Das IX. Parlament hat ausgehend von dem groBen Wegweiser des
Weges in die Zukunft, der Politik der EKPASU, die sich kurze
Zeit vorher auf dem 24, Parteitag dokumentierte, und der
Politik unserer Sozlialistischen Einheitspartei dle Weichen
fir die welitere Entwicklung unserer Jugend zum Helfer und zur
Kampfreserve unserer Partel gestellt.

Flir uns ist es wichtig, die Ideen und Aufgaben, aber auch die
Atmosphére des IX. Parlaments in unseren FDJ-Gruppen in die
Tat umzusetzen. Immer von unserer Hauptaufgabe, der klassen-
méBigen Erziehung der Jugend ausgehend, miissen wir jede
Gelegenheit nutzen, um unsere Freunde fiir unsere groBe Aufgasbe,
als aktive Mitgestalter, als Initiatoren zu gewinnen..

5 Peter Lang

Lehrerstudent im IV. Studienjahr an der
Sektion Mathematik



Losungen

(C 33)| 2. Losung, eingesandt von A. Mdbius, Halle.

Der Bewels erfolgt mit Mitteln der Vektorrechnung.
Man w&hlt einen Punkt O als Koordinatenursprung.
Die Ortsvektoren der Punkte A,B,C,D seien a,b,t
und p. Dann gilt

(@ =b)(e -d)=0 , da nach Vorauss. AB 1. CD
~(a-¢e)b-»)=0 , da nach Vorauss. AC .1 BD.
Nach dem Distributionsgesetz fiir Skalarprodukte gilt

ac = bec —ad +bddb =0 1)
ab — bc —ad +cd =0 (2)

Subtrahiert man jetzt (1) von (2), so erhdlt man

|

ab = ge +¢cd -bd =0 oder

(a =d)(®b -¢c) =0,

Da man annehmen kann, daB alle vier Punkte A,B,C,D
paarwelse voneinander verschieden sind, gilt also

o -d% Oundb -c $# 0 und die Strecken AD und BC
stehen senkrecht aufeinander.

J

(C 28) | eingesandt von J. RoBmann, Neubrandenburg.

|

Aus a1+aéf...+an =0 folgt

(a1+32+...-;-a.n)2 = 0 g dehe

I—

a42+a22+...+an?.+ 2(a4a2+a135+...+anpqan) = 0,
Damit wird : |

2 2
I..+
Bq8ote o tB B8 tAS Az, . o HE) g8 = -(a'1 M = °n )




Da das Quadrat einer reellen Zshl stets nichtnega-
tiv und die Summe nichtnegativer Zahlen wiederum
nichtnegativ ist,gilt

&121-. s .+a.n2

aﬂ2+...+an?
= 20 oder =( = ) S0,

woraus dle Behauptung folgt.

~ =)
II._Q

u

~J

L

eingesandt von K. Girlebeck, Prenzlau.

Alle gesuchten Zahlen z miissen die gleiche Quersum-
me besitzen wie 9z. Da 9z durch 9 teilbar ist, muB
auch die Quersumme von 9z und damit auch die von z
durch 9 teilbar sein. Also muB 2z selbst ein Vielfaches
von 9 sein.

In Betracht kommen also nur dle Zahlen

18, 27, 36, 45, 5%, €3, 72, 81, 90, 99.

Wegen 727 = 189
8.36 = 288
754 = 378
363 = 189
4.72 = 288
6.81 = 486

erfiillen die Zshlen

27, 36, 54, 63, 72, 81 die Bedingungen nicht, denn
es ist die Quersumme 9 dieser Zahlen verschieden
von der Quersumme eines ihrer Vielfachen.

Nur die Zahlen

18, 45, 90, 99

haben die gesuchten Eigenschaften, wie man leicht
nachprift.

11
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Flir gerade n kann der "n-Springer" von jedem Feld
aus jedes beliebige Feld erreichen. Fir ungeradzah-
lige n ist dies nicht méglich.

Die Felder des unendlichen Schachbrettes seien
durch geordnete Paare ganzer Zahlen bezeichnet.
Dann kann ein "n-Springer" von einem Feld [k,1].
aus genau zu den Feldern

[k+1,1-n], [k+1, 1+n], [k-1, 1-n], [k-1,14n],
[k+n,1-1], [k+n, 1+1], [k-n,1-1], [k-n,1+1]
ziehen. -

Seil jetzt n gerade. Um zu zeigen, daB dann der
"n-Springer" jedes Feld erreichen kann, geniigt es
nachzuweisen, daB er von einem Feld [q.],qa] auf

das Nachbarfeld [q+‘1,,q2] gelangen kann, denn jedes
andere Feld [k,1] 188t sich durch diese Schritte

[91125] = [2+11 Q5] = [Ao+2105] = co0 —>
eoo = [Ky05] = «.. = [K,1] erreichen.

Dazu kann man einfach die Ziige angeben:

1. Zug [a4,9,] nach [gq+n,qy+1]
2. Zug [a4+n,q5+1] nach [a4ya,+2]
3. Zug [a4)95+2] nach [q4+n,q,+3]"

. N. Zug [q1+n, q2+n—‘l] “nach [q1 o q2+n]
(n+1). Zué ‘
[a45a5+0] nach [q4+1, a,]

Ist nun n ungerade, so lassen sich von dem "n-Springer"
nur solche Felder erreichen, deren Summe der Koordi-
naten den gleichen Rest bei der Division duch 2
lassen wie die Summe der Koordinaten des Ausgangsfel-
des, d.h. entweder nur "weiBe" oder "schwarze'" Felder.
Der Grund ist, daB sich die Summe der Koordinaten




bei einem Zug immer um eine gerade Zahl &ndert,
wie man leicht nachpriift. DaB alle "weiBen" bzw.
"schwarzen" Felder erreichbar sind, beweist man
analog zu oben durch Angsbe der Ziige von

[a4094] nactf [a4+2,25] -

‘]r'JzI

EsmuB x40, y+Ound 2z % 0 gelten, da
jede der Unbekannten einmal im Nenner auftritt.
Da alle drel Summanden

X7 X2z ]
T2 » J 8 X

das gleiche Vorzeichen besitzen, miissen sle
positiv sein. Das heiBt, es sind entweder alle
drei Unbekannten positiv, oder genau zwei sind
negativ,

Ist aber [x,y,z] L6sung der Gleichung,

80 sind auch

[x,=¥y=-2] » [=x,7,-2] , [-x,-¥,2] LSsungen.
Weiterhin sind auch [x,z,y], [y,x,z], [v,z,x],

[Z’X-YJ. [z,y,x] Lésungen, so daB man o.B.d.A.

O <= ¥ S y < z voraussetzen kann,

Fiir nichtnegative reelle Zahlen gilt aber:

< 3 v 3
X2 ] 2
F.E.Eazm.2.1 - 3 Jue

Da nach Voraussetzung 55! -;—— + %": = 3

© selin Boll, folgt daraus

3
32390z, 12Ygz, 12 x3 .

Das ist gber nur fiir x= y= z =1 méglich.
Damit ergibt sich dle Ldsungsmenge

L "{ [‘1|1!1]! r-“--“."']' [—1,4,-1], [1!-11"4] }.

13
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Unter dieser Rubrik werden wir unseren Lesern kiinftig inter-

easante Blicher mathematischen Inhalts vorstellen. Fiir Schii-
ler, die sich fiir die Mathematik begeistern, wird es sicher
von Interesse sein, auf dlesem Wege einiges {liber die Biicher
zu erfahren, mlt denen die Studenten an unserer Sektion
arbeiten. Wir hoffen, daB Ihnen unsere Hinweise als Anregung
dienen.

Als erstes Buch stellen wir vor :

G.M. FICHTENHOLZ Differential- und Integralrechnung

Dieses Werk wird an unserer Sektion als Literatur zur Vorle-

sung "Analysis" im 1.Studienjahr benutzt. Es kann als Grund-

literatur zur Differential- und Integralrechnung wéhrend des

gesamten Studiums angesehen werden. Wer einmal ein naturwis-

senschaftliches Studium aufnehmen mdchte, wird diesen Biichern
gsicher zu Beginn des Studiums wieder begegnen.

Gregor Michailowitsch Fichtenholz lebte von 1888 bis 1959.
Er arbeitete als Hochschullehrer in Leningrad und hielt dort
bis zu seinem Tode Vorlesungen. Seine langjéhrige Erfahrung
bel der Ausbildung wvon Studenten schlégt sich auch in diesem
Werk nieder. Als Ergédnzungsliteratur zum Schulstoff der 11.und
12.Klasse und zur Vorbereitung auf das Studium sind vor allem
der erste und der zwelte Band zu empfehlen.
Aus dem Inhalt: Band 1 Reelle Zahlen

. Theorie der Grenzwerte

Funktionen einer Ver#énderlichen
IARRAAAA Grundlagen der Differentialrechnung

Band 2 Unbestimmbtes und bestimmtes Integral
Anwendung der Integralrechnung

Funktionenfolgen- Funktionenreihen
Uneigentliche Integrale

Band 3 Kurvenintegrale
> Fléchenintegrale
Oberfléchenintegrale Raumintegrale
Mehrdimensionale Integrale
Fourierreihen .
Allgemeine Gesichtspunkte beim Limes-
begriff

Preis eines jeden Bandes: ca. 30,- M.
14
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> IMMNY 71 =

Denjenigen, dle es nicht wissen sollten, sei erst einmal
gesaght, daB M3 die Abkiirzung fiir "Mathematikerball" ist.
Selbiger findet alljédhrlich statt und wurde bisher stets
vom 4.Studienjahr organisiert.

Der letzte war am 12,November vergangenen Jahres., Dieser
Hohepunkt des gesellschaftlichen Lebens unserer Sektion

#ill natiirlich vorbereitet sein] Da gilt es zuallererst, fiir
eine originelle Werbung zu sorgen, was im letzten Jahr wirk-
lich beherzigt wurdes

Es erschienen erstmalig 8- ?

Plaketten,es wurden Gléser

mit drel unterschiedlichen

Motiven angeboten, weiberhin

machten viele Plakate auf

unseren Ball aufmerksam, und 77

‘in der Woche des W8 O6ffnete

eine SchieBbude vor der Mensa E
ihre Pforten.

Das waren aber nur die Vorbereitungen, die einem AuBenste-
henden sofort ins Auge fallen muBten. Doch zur Ausstattung
eines Balles gehdrt mehr! SchlieBlich erwartet das Publikum
keinen gewdhnlichen Tanzabend, sondern es mdchte auch etwas
geboten bekommen, das fiir die veranstaltende Sektion charak-
teristisch ist. Rein vom AuBeren sorgen dafiir zahlreiche
Plakate in allen drel S&len der Mensa. Dabei kommt es im
oberen Saal zu lustigen Begegnungen zwischem dem Lehrkdrper
und mehr oder weniger treffenden Karikaturen desselben.
Hohepunkte des ®8 stellen dann das Programm, das von Studen-
ten ausgearbeitet und dargeboten wird, sowie der Verkauf der
NB8-Zeitung dar. Das Programm stand im vorigen Jahr unter dem
Motto "Der Sektiomnsdirektor wird eingeladen" und hatte Proble-
me unserer Ausbildung zum Inhalt, die auf wirkungsvollé Weise
(z.B. durch Pantomime) zum Ausdruck gebracht wurden.

Unsere Zeitung, deren Titelblatt iibrigens auf der letzten
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"WURZEL" zu sehen ¢ 0
war, erschien _
mi‘t' dem Namen %temmfée %Ia“ er
upd enthielt 30 interessante sowle lustige Artikel und’'Skizzen.
Hier eine kleine Auswahl: ‘
1. "Mathematik ist die Kunst, das Rechnen zu vermeiden"
_ ! - (Professor W.)
2., “Heute machen wir wirklich Mathematik und rechnen nicht
einfach"

\

(Professor G.)
-

O N © Mhall O}
, Immer diese Winkelzige ! " @ '@

Sie sehen, Mathematik muB keineswegs nur graue Theorie gein,
Auch Mathematiker besitzen Humor !

In diesem Sinne verbleiben wir bis zum néchsten RB - viel=-
leicht haben Sie das Glick, selbst dabei zu sein.

Diesen Beitrag verfaBte unsere bisherige grafische Gestalterin
Uschi Schleicher (4.Stj. Mathe-Diplom). Sie gibt damit ihren
Einstand als Manuskriptchef der "WURZEL", indem sie unseren
langjéhrigen Mitarbeiter Bernd Wéchter ab n&chsten Monat
ablost.

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienwerbung-Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitat lena; Leiter: Manfred Wolf

Redaktion: Volker Kégel (Chefredakteur); B. Wachter, H. Fischer

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich
von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind- direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben.
Anschrift: WURZEL

69 lena

Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Diophantische Gleichungen

Ein sehr interessantes Gebiet der Zahlentheorie sind die
diophantischen Gleichungen. Erstmalig wurden derartige
Gleichungen von dem griechischen Mathematiker Diophantos
(250 u. Z.) behandelt, und trotz jahrhundertelanger
Forschungsarbeit sind heute noch mehrere Probleme dieser
Theorie ungeklért.

Gegenstand dieses Artikels soll nur ein spezieller Typ von
diophantischen Gleichungen sein: Wir wollen nur lineare
Gleichungen betrachten.

G 1at 1 are d ophant sche Gleich genau dann,
wenn G die Form ax + by = ¢ hat, wobei a, b, ¢
gegebene ganze Zshlen darstellen und x, y

Variable fiir ganze Zahlen sind.

(Im folgenden wollent wir unter diophantischen Gleichungen
immer nur lineare diophantische Gleichungen verstehen.)

genau dann, wenn L ein Paar [x,,¥,]
von ganzen Zahlen ist, fiir das axy + byy = ¢ gilt.

Allgemeln ist bekannt, daB man die Gleichung ax + by = ¢
als Geradengleichung interpretieren kann, falls x und y aus
dem Bereich der reellen Zahlen gewédhlt werden diirfen. Die
Forderung "x,y ganzzahlig" kann man nun so verstehen, daB
wir auf der vorliegenden Geraden nach Punkten mit ganz-
zahligen Koordinaten, sogenannten Gitterpunkten, suchen
werden. Das Ziel besteht nun darin, sémtliche Ldsungen L
der diophantischen Gleichung “ax + by = ¢ anzugeben.

Rein anschaulich kenn man sich tiberlegen, daB es Geraden
geben kann, die nicht durch Gitterpunkte hindurchfiihren.
Mit anderen Worten bedeutet das: Nicht Jjede diophantische
Gleichung muB 13sbar sein. Bevor man also an das Ldsen von
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diophantischen Gleichungen herangehen wird, muB man die
Losbarkeitsfrage klédren. -

Eine Antwort darauf gibt Satz 1:

Satgz 1 :|Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit
der diophantischen Gleichung ax + by = ¢
ist, daB der grdBSte gemeinsame Teiler von

a und b auch ein Teiler von c ist.

Bemer H

(1) Die natiirliche Zahl d heiBt der ganzen Zahl c,
in Zeichen d|c, wenn es eine ganze Zahl e gibt, so daB
¢ = dee gilt., Gibt es keine solche Zahl, dann schreibt

man d¢c.

(2) Unter (a,b) verstehen wir den E(_Sﬁten gemeinsamen Teiler

von a und b. Ist (a,b) = 1, so nennen wir a und »
teilerfremd.

Beweis von Satz 1: .
Es sel ax + by = ¢ 1ldsbar und (8,b) = 4. Unter
Beriicksichtigung der Zerlegungen a = xed und

b = Bed mit ganzzahligen ¢ und g ergibt sich durch
| Einsetzen: d(aux + By) = c, und daraus folgt djec.

Die Frage der Liosbarkelt einer diophantischen Gleichung
haben wir damit auf das Vergleichen der ganzen Zahlen
a, b, ¢ zuriickgefiihrt. Besitzen a, b, ¢ den gréBten gemein-
samen Teiler d, dann wollen wir ihn stets aus der diophan- |
tischen Gleichung herausgekiirzt denken, so daB wir nun
ohne Einschrénkung der Allgemeinheit fiir 16sbare
Gleichungen stets (a,b) = 1 voraussetzen konnen.
Aufgabe: Man versuche wenigstens je 2 Lisungen [x,y] fiir
die diophantischen Gleichungen
(1) 6x+3y=1
(2) 3x ~5y=7
anzugeben, indem man die zugehdrigen Geraden zeichne
und Gitterpunkte bestimme! (siehe Titelbild)

Ergebnis:
(1) pa (6,3) = 3 und 341, folgt unmittelbar Unldsbarkeit!
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(2) Aus der angefertigten Zeichnung kann man erkennen, daB

z. B. die Paare [-1,-2], [4,1] und [9,4] zur Losungs-
«menge gehdren, wie man durch Einsetzen in die Ausgangs-

gleichung bestétigen kann. Auffallend ist, daB sich die
x=- bzw. y-Werte um Vielfache von 5 bzw. 3 unterscheiden.
Diese Eigenschaft legt die Vermutung nahe, daB, falls
eine diophantische Gleichung 18sbar ist, beliebig viele
Losungen existieren.

Hiermit haben wir ein erstes, wenn auch umsténdliches Ver-

fahren zur Losung diophantischer Gleichungen kennengelernt.,

Es gibt jedoch wesentlich elegantere Methoden. Zwei Ver—

fahren werden wir im folgenden behandeln.

Erste Methode:] Das Eulersche Reduktionsverfshren
[ e e )

Wir erarbeiten uns den Ldsungsalgorithmus sn Hand des Beid™
splels der diophantischen Gleichung 3x - 5y = 7.

1. Schritt: Man stelle die Gleichung 3x = 5y = 7 nach
einer Variablen um (aus rechentechnischen Griinden nach
derjenigen, deren Koeffizient den kleineren Betrag hat).

x = L3

2. _Schritt: Man filhre die Division-so weit wie mdglich aus.

X=2 4+ 3y +.1_§_§Z

3. Schrity: Da belde Variable x,y ganzzahlig sind, folgt,
daB der verbleibende Bruch ebenfalls ganzzahlig sein
muB. Man filihre dafiir eine neue Variable z ein,

% 1+ 2y
Hieraus folgt: |

3z = 2y = 1
Das Ergebnis dieser 3 Schritte besteht darin, daB wir die
diophantische Gleichung 3x - 5y = 7 auf die
diophantische Gleichung 3z - 2y = 1 zuriickgefiihrt haben.
Auf diese neu gewonnene diophantische Gleichung wenden wir
das Verfahren abermals an und wiederholen es so lange, bis
sich eine Gleichung ergibt, in der eine Variable den Koef-
fizienten 1 hat. (Dieser Fall wird stets erreicht, da bei
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diesem Verfahren die Koeffizienten ihrem Betrage nach
kleiner werden.)

1. Schritt: 5 o 2B

2. Schritt: y =z + 257

3. Schritt: u=251 2u-za=-
1. Schritt: z=2u+ 1

Damit ist der Algorithmus beendet.

Um die Losungen [x,yﬂ zu erhalten, miissen wir nun lediglich
z=2u0+1 in y = 55—5—1 einsetzen. Wir erhalten

¥y =1+ 3u. Einsetzen in x = iLi%JZZ liefert x = 4 + 5u,

Ergebnis:
Die Ldsungen der diophantischen Gleichung 3x = 5y= 7

lauten: XxX=1+ %u
Yy=4 + 5u

mit beliebigem ganzzahligem u.

Damit haben wir iiberdies gezeigt, daB - wie oben vermutet -

die Gleichung unendlich viele Lésungen hat.

Zweite Methode:] "Verfahren mittels linearer Konﬁagenzen"

Wir lernen hier die wichtigsten Eigenschaften linearer
Kongruenzen kennen. Mit Hilfe dieser Theorie lassen sich
diophantische Gleichungen, wie wir sehen werden, sehr
schnell 1l&sen,
Definition

Zwel ganze Zahlen a,b heiBen |kongruent modulo m|,
in Zeichen a =b (m), wenn m | a=b gilt.

Man sagt: a,b sind |inkongruent modulo mj,

in Zeichen a % b (m), wern m ¢ a-b ist.

Die patiirliche Zshl m nennt man den der °

Kongruenz,
Beispiele: 15 = 5 (5)
537 = 117 (10)
3% 4 (2)
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Satz 2 : [Die Kongruenz a =b (m) gilt dann und nur

dann, wenn a und b beil der Division durch
m denselben Rest lassen. _

Beweig: Wir haben zweierlei zu beweisen:

(1) Falls a =b (m) gilt, dann folgt, daB a und
b bei Division durch m denselben Rest lassen.

(2) Umkehrung zu (1)

Zu (1): _

a =b (m) ist &quivalent mit m|a~b bzw. a = Db + km

mit ganzzahligem k. Fiir b nehmen wir o. B. d. A. ‘

die Zerlegung b =qgm + r mit O £ r <m und ganz-

zahligem q an. Folglich ergibt sich fiir a die Zer-

legung a = (k + QQm + r .

Zu (2): :

a=qgn+r und b=pm+r mit 0Osr<m und

q,P ganzzahlig. Subtraktion der beiden Gleichungen

liefert 2a -b=(q-p)m, d. hs m|a-b und

somit a=b (m) ..

oot

Der Vorteil der Schreibweise a = b (m) fiir die Teilbar-
keitsbeziehung m|a-b liegt vor allem darin, daB mit Kon--
gruenzen beziiglich Addition, Subtraktion und Multiplikation
80 gerechnet werden kann wie mit Gleichungen.

S atz 3 : |Gegeben sind die Kongruenzen
a4 = by (m)

azabg (m).

Dann gelten die Kongruenzen
8y + 8 = by + by (m)

8 = 8 =Dby - Db (m) ' —

8, - 8 =By o by (m) =

Aufgabe: Man versuche die Beweise selbsténdig zu fiihren,
indem man Definition 2 anwende!

Anders verhdlt es sich hingegen mit der Division. Wir wissen
bereits, daB aus der Gleichung ax = gy stets x =y folgt,
fells a # O vorausgesetzt wird. Bei Kongruenzen ist dies
jedoch nicht immer richtig.
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Zum Beigpiel ist 2+5 = 210 (10), aber 5 # 10 (10) bel
Division durch 2.

Eine hinreichende Bedingung dafiir, wann in einer diophanti-
schen Gleichung dividiert werden darf, liefert Satz 4:

Die Kongruenz ax = ay (m) kann durch a
dividiert werden, falls (a,m) = 1 gilt.

Bewels: ax = ay (m) bedeutet nach Definition 2 m|a(x-y).
Da m $ a 1ist, folgt m|x-y. D. he x =y (m).

An einem Beispiel wollen wir jetzt das "Verfahren mittels
linearer Kongruenzen" anwenden lermen.
Beisgpiel: Die diophantische Gleichung 3x - 5y = 7 (siehe

Eulersches Reduktionsverfahren) s0ll mit dieser

Methode geldst werden.
1. Schritt: Wir verwandeln die diophantische Gleichung
3x = 5y = 7 in eine lineare Kongruenz. Als Modul wéhlen wir
dabei einen der Koeffizienten der Variablen, z. B. 5:
3x = 5y=7(5). Da =5y =0(5) und 5 =0 (5) sind,
folgt durch Subtraktion 3x = 2 (5) .
2. Schritt: Wir versuchen, durch geschickte Rechnung auf
der linken Seite der Kongruenz den Koeffizienten 1 zu
erzeugen. (Man kann beweisen, daB dies stets erreichbar ist,
und zwar suf Grund der oben getroffenen Voraussetzung
(a,b) = 1.) 3x =2 (5) |2

6x = 4 (5)

Da 5x =.0 (5) gilt, folgt unmittelbar x = 4 (5).
3, Schritt: Wir schreiben die so ermittelte Kongruenz als
Gleichung auf. Mit diesem Ausdruck fiir x wird in die Aus-
gangsgleichuﬁg eingegangen und y bestimmt.
X=44+503 3(4+5u)-5y=7; y=1+ 3

Ergebnis: X =4 + 5u
¥ =1+ 3u| mit beliebligem ganzzehligem u.

Der Leser mdge sich nun selbst weitere Gleichungen vorgeben
und sie nach den angegebenen Methoden l&sen.

Harimut Menzer
Wiss. Assistent an der Sektion Mathematik
im Bereich Theoretische Mathematik
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Preisaufgaben 272

(D7)

Man lése die Gleichung

%/24 +X + V12 -x = 6

in reellen Zahlen x.

Es ist zu beweisen: Gilt fiir die drei Winkel «, B, Y
tan (¢ + B)e.cos Yy = siny ,

so ist
&+ B +y = % + km,

wobel k eine ganze Zghl ist.

/

Wieviel geordnete Tripel [a,b,c] positiver ganzer
Zghlen gibt es, fiir die a + b + ¢ gleich einer
gegebenen natiirlichen Zahl n ist?

Es seil ©O ABCDEF ein gleichwinkliges Sechseck. Man

bewelse, daB dann gilt
AB - DE = EF - BC = CD - AF .

~
=)
-
-
~

Man beweise: Liegt das arithmetische Mittel der n
ersten Ziffern nach dem Komma der Dezimslbruchdar-—
stellung der Zahl /2 - 1 zwischen & % und 4 g ’
s0 gilt das auch fiir das arithmetische Mittel der

n ersten Ziffern nach dem Komma in der Dezimalbruch-
darstellung der Zahl 2 - /2.

(D 12)

Gegeben seien 100 relle Zahlen Xqye..yXq09q it der
Eigenschaft: =
Fiir alle k=1, 2,..., 99 gilt |Xipq - Xi| <-§0- :
Man zeige, daB man dann aus diesen Zahlen 50

auswéhlen kann, deren Summe sich von.% un nicht

mehr als 1%5 unterscheidet.

24



Fiir jeden vollsténdigen Losungsweg erhélt der Einsender
einen bzw. zwel Wertpunkte (Die Anzahl ist bei jeder
Prelsaufgabe unter der laufenden Nummer smgegeben). Fiir

15 Wertpunkte erh&lt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drel Einsender 15 Wertpunkte
haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter dile
Gewinner fédllt, nimmt er automatisch an der né@chsten Aus-
losung teil. - Die Losungen sind bis zum Ende des darauf-
folgenden Monats unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben"
an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungen
bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders und seiner
Adresse versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, Jede.
Lésung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.

BERICHTIGUNG

In der Aufgabe C 51 (12/71) muB es richtig heiBen:
Man zeige: Gibt es zwel natiirliche Zahlen m und n mit m ¢ n,

fir dle 3> _a, = > _a, gilt, so ist g L8y = O,
=

i=1

+ BUCHERMARKT 4 BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT 4

Wir stellen vor: I.N. BRONSTEIN und K.A. SEMENDJAJEW
Taschenbuch der Mathematik

Dall wir heute kein Lehrbuch, sondern ein thhschlagewerk ge—
wéhlt haben, hat seinen besonderen Grund: Dieses fir den Stu-
denten mathematisch-technischer Zweige ebenso wie fiir den
Praktiker niitzliche Buch sollte einen festen Platz in der
Standardbibliothek eines Naturwissenschaftlers haben. Es
enthdlt zusammengefaBt alle wichtigen mathematischen Begriffe,
Formeln, {lbersichten und Losungswege, die im Verlaufe des
Studiums behandelt werden. Dariiberhinaus sind umfangreiche
Tabellen vorhanden. Das Buch ist leicht versténdlich, bequem
in der Handhasbung und weitgehend mathematisch exakt gestaltet.
Neben einem umfangreichen Sachregister, in dem viele mathema-
tische Begriffe verzeichnet sind, ist ein Literaturverzeichnis
der wichtigsten Standardwerke der Mathematik enthalten, auf
die oft verwiesen wird.
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Das TASCHENBUCH DER MATHEMATIK wird vom Teubner-Verlag
Leipzig herausgegeben. )

Aus dem Inhalt: Tabellen der elementaren Funktionen
Néherungsrechnung
Algebra, Analysis
Geometrie, analytische Geometrie
Trigonometrie, Differentialgeometrie
Differential- und Integralrechnung
(u. a. mit 515 Grundintegralen)
Differentialgleichungen
komplexe Zahlen
—_— Vektorrechnung
[ARAAAN Variationsrechnung
d Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Der Preis dieses niitzlichen' Nachschlagewerkes betrdgt 22,50 M,

Modernes Studentenwohnheim in Neu-Lobeda

Was machen eigentlich Studenten, wenn sie nicht studieren,
genauer gesagt, wenn sie keine Vorlesungen, ﬁbungen, Semi-
nare, Versammlungen o0.&8. 2zu besuchen haben? Dann sind sie
meistens"zu Hause" anzutreffen - falls nicht gerade 'mal

ein Ereignis mit einem Glas Bier gewiirdigt werden muB, Das
"Zuhause" ist fiir viele Studenten unserer Universitét eines
der Internate, die iiber ganz Jena verstreut sind.

Eines der Wohnheime der Friedrich-Schiller-Universitdt wol-
len wir heute néher vorstellen: das Studentenwohnheim Neu-
Lobeda. Vor etwa 5 Jahren wurde im Sitiden Jenas, an der
Autobahn Dresden - Eisenach, mit dem Bau einer modernen
Satellitenstadt begonnen, um Wohnraum fiir die Werktétigen
des strukturbestimmenden Industriezweiges unserer Stadt zu
schaffen. Dadurch erhielt auch die Universitét Wohnungen in
modernen Hochhé&usern. Zwel Héuser eines 9-geschossigen Blok-
kes wurden im Herbst 1970 als Internate fiir etwa 450 Studenten
zur Verfligung gestellt. (Inzwischen wurde ein ganzer 11-ge-
schossiger Block als Mddchenwohnheim iibergeben. ) /
Da diese Wohnungen urspriinglich nicht als Internate gebaut
wurden, ergaben sich zun8chst einige Umstellungen. In jeder
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Etage eines Hauses befinden sich vier Wohnungen, die ein bis
vier Zimmer haben, die alle ferngeheizt werden. Zu jeder
Wohnung gehdren eine komplett eingerichtete Kiiche und ein
Bad mit flieBendem warmem und kaltem Wasser. Die Belegung
der Wohnungen wurde so gewéhlt, daB pro Zimmer zwei Studen~
ten wohnen. Die Unterbringung in diesen Wohnungen ist fiir
viele Studenten eine gewaltige Verbesserung der Wohn- und
Lebensbedingungen gegeniiber frilheren Internaten.

Wie sieht nun das Leben in unserem Wohnheim aus? Drei Viertel
der Bewohner studieren an der Sektion Mathematik, wihrend
die iibrigen den Sektionen Okonomische Eybernetik und Philo-
sophie/Geschichte angehdren. _

Zu Beginn des Jahres 1971 wurde das Wohnheim von der staat-
lichen Leitung den FDJ-Leitungen der betreffenden Sektionen
als Jugendobjekt iibergeben. Mit der Ubergabe war das Ziel
verbunden, im Wohnheim eine Atmosphére intensiven Lernens
und Schaffens sowie sozialistische Formen des Zusammenlebens
zu entwickeln, das VerantwortungsbewuBtsein gegeniiber dem
sozlalistischen Eigentum zu vertiefen und mdglichst viele
Studenten in die gesellschaftliche Arbeit einzubeziehen.

In einer ersten Auswertung wurde Ende vergangeneﬁ Jahres
Rechenschaft abgelegt. Nachdem die Probleme suf dem Gebiet
der Ordnung und Sauberkeit geldst worden waren (die Studen-
ten sind fir die wdchentliche Reinigung des gesamten Hauses
verantwortlich), konzentrierte man sich in der zweiten Phase
auf die Gestaltung eines sozialistischen Wohnheimlebens und
die Schaffung einer guten Lernatmosphére. Kritisch einge-
schétzt wurden das geistig-kulturelle und sportliche Leben.
Es beschrénkte sich im wesentlichen auf die Benutzung der
zwel Tischtennisplatten im Keller sowie des Klubraumes, wobei
in letzterem meist Seminargruppenfeiern stattfanden.

Eine Verbesserung erhofft man sich vom Ausbau einiger unge-
nutzter Kellerrédume. Weiterhin ist die Bildung von Repafatur—
brigaden geplant, um anfallende Méngel zu beseitigen.

Wir hoffen IThnen damit einen kleinen Einblick in das Leben
unserer Studenten im Wohnheim gegeben zu haben und werden auch
in Zukunft dieser Seite des Studiums etwas mehr Aufmerksam-
keit in unserer Zeitschrift widmen. 29



Losungen

(C 38)| Aus der Voraussetzung folgh:

L

—

(g g )2 =0
Es gilt:
(é &1)2-;&2 + 2%948.,:- 0.

Darsus folgt:

P 3w - -3mel

1§d

Ausg a?.zo folgt %g&l% S 0,

143
was 2u beweisen war.

(C 37)| Es sei Q, die Quersumme der Zahl z.

_|H

Aus z = a + 10b folgt Q, = & + b = (a + 1Gb) — 9b
= g + 10b (mod 9).
Falls Q, = Q,,, (1sns9 ) gelten soll, muB

Z=Q, = Qy, = Nz (mod 9) sein.

Also: z = nez (mod 9) ;

(n-1)ez = 0 (mod 9) Yn (1sns9) ;
z =0 (mod 9) .
z = 9k (2sks11)

Nun werden die Quersummen aller Vielfachen von z
betrachtet:

Uez = Waken = Q'(‘10-k_-n — ken)

18 fiir ken = 10q+1, 10q+24..., 11q (qeN)
anz Q9ok-n 9 sonst
Die einzige Zahl, fiir die Q, = Yoz ™ 18 (D=1,25004,9)
Durch Probieren findet man die weiteren LSsungen
(Q =Qu.; =9) 2z =90, 2y =45, z, = 18,
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frmm—

(nach einer Einsendung von Gerit Schrade, Prenzlau)

Behauptung: Das Viereck 04030,0 ist ein Sehnen-
viereck.

Zu zeigen: <X 0040; + 400,05 = 180°.

Bewelsg:
Nach Voraussetzung gilt:
(1) 040, ist Mittelsenkrechte zu A0 wund
(2) 0,0, ist Mittelsenkrechte zu JO.
Aus (1) und (2) folgt: <K ODOy = <X OEO, = 90°.
Wegen der Innenwinkelsumme des Vierecks ODOsE gilt
somit: <€ DO4E + <X DOE = 180°,
Weil der Zentriwinkel doppelt so groB wie der zuge-
horige Peripheriewinkel ist und Oy Mittelpunkt des
Unkreises des Drelecks OAB ist, gilt: _

<X 40,0 = 360° - 20 (der iiberstumpfe Winkel
< A040 betrigt 20).
Fbenso zeigt man die Giiltigkeit der Gleichung
< 00,C = 2+(180° = o)
(¢ 0BC = 180° - o, Nebenwinkel)
Demnach gilt: <¥ 00,05 = 180° = o; <€ 00,0y = 0.

(% 00,05 = 180° = (<K 00,C))
Daraus folgt die Behauptung.
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—
(C 47) | (nach Peter Junghanns, EOS Stollberg)
e ———— | s

I o und n selen ganze Zahlen mit m4O, n$0. Nach Auf-
e

gabenstellung gilt: (1) al +b=km und
(2) el +4 = xn.

Aus (1) folgt (Multiplikation mit = ):
3 bd _ kmd
%) e +Bf -2,
Aus (2) folgt (Multiplikation mit ¥ ):
(4) bd _ knb
bt =T -
Aus (3) und (4) folgb: _; _ 1, - K(md-mb)

Jetzt ist noch zu beweisen, daB (md-nb) durch 1
teilbar ist. Es gilt: altbh _m

cI¥d T n
nal*nb = mcl¥md ,
1(na-mc) = md-nb .
Da (na-mc) eine ganze Zahl ist, ist (md-nb) durch
1 teilbar. Somit ist ad-be = SBIEB) _ y(png pnc)
durch k teilbar. g.e.d.

(=7

Neue Leitungsstruktur im Jugendobjekt

Im vergangenen Monat beging unsere Zeitschrift ihr fiinf-
jédhriges Jubilédum. Neben der "WURZEL"-Sondernummer war eine
Festveranstaltung &uBeres Merkmal dieses Ereignisses. Auf
dieser wurde Bilanz der zuriickliegenden fiinf Jahre gezogen
und ein Ausblick in die Zukunft gegeben.

In seiner Festrede ging der Chefredakteur der "WURZEL" zu-
néichst auf die Entwicklung der Zeitschrift ein. Dabel sprach
er nochmals im Namen aller Mitarbeiter seinen Dank fiir den
teilweise recht selbstlosen Einsatz der Griinder aus, die das
Fundament fiir die heutige Tdtigkeit legten. Im weiteren
Verlauf seiner Rede erwédhnte der Chefredakteur die besondere
Rolle der "WURZEL" innerhalb des Jugendobjekts "Studien-
werbung — Studienvorbereitung", das Ende 1970 gebildet wurde.
Er stellte fest,daB es im vergangenen Jahr gelungen ist, alle
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Bereiche des Jugendobjekts arbeitsféhig zu gestalten, so daB
fiir die Zukunft meBbare Ergebnisse zu erwarten sind.

Das Jubiléum war fiir uns eine wichtige Zwischenstation. Es
ist gleichzeitig Ansporn, unsere zukiinftige Arbeit im Rahmen
des Jugendobjektes nach besten Krdften fortzusetzen. Auf uns
wartet die Bewdltigung umfangreicher Aufgaben. Dazu bedarf
es jedoch einer engen Zusammenarbeit zwischen Lesern und
Schopfern unserer Zeitschrift.

Wir mOchten Sie an dieser Stelle iiber einige studienbedingte
Umbesetzungen im Redaktionskollektiv informieren.

Der Leiter unseres Jugendobjekts, Manfred Wolf, unser
Manuskriptchef, Bernd Wéchter, und Wolfgang Kiefer, der im
Aufgabenteil mitarbeitet, beginnen im Februar ein dreimona-
tiges Schulpraktikum und schlieBen danach ihr Studium ab.

Ab September werden sie dann als Mathematik-Physik-Lehrer
an verschiedenen Schulen der DDR tétig sein. Fiir ihre mehr-
Jéhrige qualifizierte Mitarbeit im Jugendobjekt und der
"WURZEL" danken wir ihnen an dieser Stelle und wiinschen
ihnen fiir die Zukunft eine erfolgreiche und interessante
Tédtigkeit, viel Gliick und persdnliches Wohlergehen. i
Ebenfalls ab Februar scheidet unser bisheriger Chefredakteur,
Volker Kégel, aus seiner Funktion aus. Er wird sich in Zu-
kunft verstérkt auf sein Forschungsstudium konzentrieren.
Auch ihm sei hier fiir seine verantwortungsvolle Arbeit bei
der Leitung des Redaktionskollektivs gedankt.

Zum neuen Leiter des Jugendobjekts wurde Reinhard Klette be-
rufen, der jetzt im 4.Studienjahr ist. Er wird im September
ein Forschungestudium im Bereich Mathematische Kybernetik an
unserer Sektion aufnehmen und diese Leitungsfunktion als Vor-
bereitung spéterer Aufgaben ausiiben,

Neuer Chefredakteur der "WURZEL" wird Werner Nagel, der im
zwelten Studienjahr (Mathe-Diplom) studiert. Er arbeitet seit
Beglnn seines Studiums in der Redaktion mit und stellte seine
Beféhigung fiir dieses neue Amt zuletzt mit der Gestaltung der
Jﬁbilﬁumseusgabe unter Beweis.
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Das Amt des Manuskriptchefs iibernimmt ab Mérz Uschi Schleicher.
Sie ist damit fiir den Inhalt und die Ausgestaltung der "WURZEL"
verantwortlich. Uschl arbeitet seit einem Jahr im Manuskript-
bereich und zeigt dabel viel schopferische Initiative.

Wir hoffen, daB durch diese neue Leltungsstruktur keine
wesentlichen Probleme entstehen, obwohl es immer erst einer
gewlissen Einarbeitungszeit bedarf. Wir werden uns bemiihen,
die "WURZEL" genauso gut zu gestalten wie unsere Vorgénger.
Wir wiirden uns sehr freuen, wenn Sie als Leser uns bei
diesen Bemiihungen unterstiitzen.

Die Redaktion

An dieser Stelle noch ein Wort in eigener Sache:

In letzter Zeit kam es hdufig zu verspédteten Zusendungen der
"WURZEL". Das hatte groltenteils Ursachen, die nicht allein
von uns beeinfluBbar waren. Wir haben jedoch versucht, mit
den dafiir verantwortlichen Stellen diesen Zustand zu &ndern,
Was in unserer Macht liegt, werden wir tun, um Thnen die
Zeltschrift so schnell wie mdglich zugédnglich zu machen.
Entschuldigen Sie daher bitte die bisherigen Verspdtungen.
Wir versuchen in Zukunft, die "WURZEL" bis zum 10. des
Erschelnungsmonats 2zu wversenden.

Harald Fischer
stellv. Chefredakteur der ,,Wurzel”
Versandleiter

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienwerbung-Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitit Jena; Leiter: Manfred Wolf

Redaktion: Volker Kogel (Chefredakteur); B. Wdchter, H. Fischer

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein-Jahresabonnement erstreckt sich
von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben. =
Anschrift: WURZEL

69 Jena

Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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In efgener Sadye

Am 1, Mirz schied Volker Kdgel feierlich und in Ehren aus
seinem Amt als Chefredakteur der "WURZEL". Er wird jetzt
Gelegenheit haben, sith seinem Forschungsstudium intensiver
zu widmen. Das nverbleibende" Redaktionskollektiv wiinscht
ihm dafiir viel Erfolg und einen guten AbschluB. Mit unseren .
Gliickwiinschen verbinden wir unseren aufrichtigen Dank fiir
seine Arbeit, die er in den vergangenen eineinhalb Jahren
geleistet hat.

Unter Volkers Leltung wurde eine neue Fiihrungs- und Arbeits-
ordnung fiir das "WURZEL"-Kollektiv konzipiert und realisiert,
Des brachte nach suBen den Vortelil, daB die Ausgaben der
"WURZEL" durch die Redaktion kontinuierlich und termingerecht
fertiggestellt wurden. Sehr wesentlich fiir uns war aber such,
daB alle Mitarbeiter zu einem relativ guten Kollektiv
zusammenwuchsen. _ .

Nochmals unseren Dank an Volker, der durch seinen persdnli-
chen Einsatz erheblichen Anteil an den Erfolgen der letzten
Zeit hat!

Die Aufgabe fiir das Redaktionskollektiv und insbesondere fiir
mich als Volkers Nachfolger besteht nun darin, die guten
Traditionen der "WURZEL" (ich glaube, nach 5 Jahren kann man
schon von Traditionen sprechen) fortzusetzen. Das bedeutet,
noch viele gute Hefte herzustellen und die Wirksamkeit auf
unsere Leser sténdig zu vergrdfern.

Wir werden in Zukunft bemiiht sein, die Artikel aus dem
gesellschaftlichen Leben aktueller zu verdffentlichen.
AuBerdem stellen wir Gins die Aufgabe, dle Exemplare der
"WURZEL" inhaltlich und graphisch attraktiver und einfalls-
reicher zu gestalten, ohne dadurch vom wesentlichen mathema-
tischen Gehalt abzulenken.

Wir hoffen auf einen "nahtlosen" Ubergang (und darauf, daB
es uns gelingt, unseren Lesern auch weiterhin das zu bieten,
was sie von der "WURZEL" erwarten)!

VOerner Nagel
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Lésung linearer Gleichungssysteme durch

Elimination
Das Hauptanliegen dieses Artikels ist auf die K o n -
struktion der Lisung eines linearen Gleichungs-
systems gerichtet. An einem Beispiel wird die Problematik
erklért und danach eine Modifikation des GauBschen Elimi-
nationsverfahrens gegeben. ')

(3

iR URIURESRRIERI0L,

Die Arbeitsgemeinschaft "Junge Biologen" einer Polytechni-
schen Oberschule besitze fiir praktische Ubungen im Schul-
garten eine 26 m? groBe Nutzfléiche. Die Schiiler wollen drel
verschiedene Blumensorten A, B, C ziichten. Fiir den Ankauf
der Sémereien steht ein Gesamtbetrag von 24,50 M zur Verfii-.
gung, wobeli die auf 1 m? bezogenen Kosten respektive 0,60 M,
1,170 M und 0,90 M betragen. Die Bepflanzung pro m? erfordert
bei der Sorte A 30 min, bei den beiden anderen Sorten
jeweils 50 min. Insgesamt sind fiir diese Arbeiten 20 Stunden
vorgesehen. Gefragt ist nach der Aufteilung der Garten-
flé&che.

Mathematische Formulierung des Problems:| Es selen x4, X,

Xy beziehungsweise die in m? gemessenen Flichenstiicke fiir
die Aussaat der Blumensorten A; B, C. Dann bestehen zZwischen
diesen GroBen folgende Relationen:

Xq + Xp + Xy = 26
6xq + 11xp + Oxy = 245 (1)
3¢ + 5x% + 5x3 = 120

Die erste Gleichung resultiert aus der Aufteilung der Nubtz-
fldche, die zweite aus den Kaufkosten, die dritte aus der
Bepflanzungsdauer.

1) Carl Friedrich GauB (1777 - 1855), groBer deutscher
Mathematiker
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In (1) haben wir ein System von drei linearen Gleichungen
fiir die drei Unbekannten xq, Xz, Xs. Die Gleichungen sind
linear in =X, Xp, X3, weil diese GroBen nur in der
ersten Potenz vorkommen. Eine L 6 s un g von (1) suchen
heiBt, drei Zahlen X4, Xp, X3 bestimmen, die - in (1) ein-
gesetzt - das Gleichungssystem befriedigen. Die Frage, ob
bei derartigen Problemen i berhaup t ‘ eine LoOsung
existiert, und wenn ja, ob diese die einzige ist,
wird in diesem Beitrag nur in Verbindung mit dem Rechenal-
gorithmus beriihrt, welcher hierauf "gqutomatisch" eine Ant-
wort gibt.

K des Elim tionsverf ens

Un den Losungsmechanismus zu erkennen, geniigt es vollauf,
wenn wir uns fiir die Darlegung der Methode auf ein System
von drei Gleichungen mit drei Unbekannten der Form

8149Xq + 842Xz + 843X3 = by
B21Xq + 822Xz + 823Xy = Dp (2)
831Xq + 832Xz + 833X3 = by

beschrénken, wo dle Ko e ffizienten a3 und
freien Glieder b (14, j= 1, 2, 3) zahlen-

méfig gegeben sind,

Der Index i bezeichnet die Nummer der Gleichung, der zwelte,

j, legt fest, daB ayj mit der Unbekannten x; gekoppelt ist.

Die wesentliche Idee eines EliminationSverfahrens besteht

darin, durch systematische Umformungen von (2) die Anzahl

der Unbekannten in den einzelnen Gleichungen sténdig zu ver-
ringern, d. h. durch geschickte Kombination der Gleichungen
sollen mdglichst viele Unbekannte eliminiert (beseitigt) werden.

Wir kénnen ohne Beschrénkung der Allgemeinheit &4, 4 O voraus-
setzen ( andernfalls schreibe man die Gleichungen in anderer
Reihenfolge auf). Die Elimination von xq geschieht jetzt so:
Man multipliziere die zweite Gleichung mit a44, die erste mit
(-824) und addiere beide Gleichungen, dann entsteht
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822Xs + 823Xy = bg %) -

mit 822 = 814822 - 8218492 | )
823 = 84183 — 821813 (3°)
b2 = a44bp - 824Dy .

Multipliziert man jetzt in (2) die dritte Gleichung mit a44
und addiert dazu die mit (-a34) multiplizierte erste Glei-
chung, so ergibt sich '

a%,Xy + a3s3xy =b3 , (#)

wo die gestrichenen GrdB8en &hnlich lsuten wir in (3°).
(3), (4) und die erste der Gleichungen in (2) bilden zusammen
wieder ein lineares System "

849%q + 842Xz + 843Xy = b4
822X; + 823Xy = b - £3)
832X + 833Xy = by ,

dessen Losung ldentisch ist mit der des urspriinglichen Systems.
Riickschauend wird deutlich, daB das Lei telemen t
849 — O0ft auch als P ! v ot |Dbezelchnet — in diesem ersten
Schritt dle entscheidende Rolle spielte, und daB ohne die
Voraussetzung a44 % O eine Beseitigung von x, erfolglos ge-
blieben wére.

Merke: Das Leitelement mu8 stets ungleich Null sein! S

Ankniipfend an (5) lassen sich nun auf ganz analoge Weise x,
und x3 eliminieren (in welcher Reihenfolge das geschieht, ist
offenbar gleichgiiltig). Hierbei ist die Wahl des Pivots nur
noch unter den gestrichenen Koeffizienten mdéglich. Andernfalls
wirde man né&mlich bel Elimination von x; oder xy - entgegen
unserer Absicht - zugleich die Unbekannte x; wieder mit ein-
schleusen.

Merke: Jede Gleichung darf im Laufe der Rechnung nur s
einmal fir die Wahl des Pivots benutzt werden!
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Mit dem Leitelement a{; $# O zum Beispiel wiirde das System (5)
ohne Anderung der zweiten Glelchung iibergehen in

e’ Ll ’r
841X + 843Xy = by
, , 7
822X + 823Xy = Db (6)
833Xy = by~

Wir verzichten darsuf, die &hnlich (3°) leicht zu berechnenden
Koeffizienten und Freiglieder explizit anzugeben und iiberlassen
dem Leser die kleine {ibuhg, mit dem Pivot ay; auch den letzten
Eliminationsschritt ‘formelm&Big hinzuschreiben. Vielmehr
richten wir Jetzt unsere Aufmerksamkeit auf die prak-
tische Berechnung mittels eines geeigneten Schemas.

Dr. F. Goetze

wiss. Oberassistent im Bereich
Numerik/Operationsforschung
Sektion Mathematik

Die Fortsetzung dieses Artikels mit 3. Schematisierung
des Verfahrens und 4. Numerische Gesichtspunkte wird
im né@chsten Heft erscheinen.

Preisaufgaben 3/72

D 13) Man beweise fiir nichtnegative reelle-Zahlen a, b, ¢
die Ungleichung

6a + 4b + 5¢ 2 5Vab + ac + 3/be'.

D 14) Man zeige, daB fiir jede natiirliche Zahl n der Ausdruck
nBSBB - n7777 + 1 durch 1.1.2 - n + 1 teilbar ist.




D 1 Gegeben seien vier Punkte A, B, C, D in der Ebense. °
Man bestimme einen Punkt O so, daB die Summe der
Entfernungen von O zu QQn vier Punkten minimal wird.

-

Man vereinfache den Ausdruck
1ogblogba
Iogba

D 1 Fiir welche reellen Werte a hat das Gléichungssystem

sinx « cos2y = (a? - ’I)2 + 1
cosX + g8in2y = a + 1 .
Lésungen? Wie lauten diese?

18) CKOXBXO PALMOHANBHHX YJIEHOB COZEPKUTCA B DasNOKCHAN

(V2 + V)10,

Fiir jeden vollstédndigen Ldsungsweg erhélt der Einsender einen
bzw.zwei Wertpunkte, Die Anzahl ist bel jeder Preisaufgabe
unter der laufenden Nummer angegeben. Fir 15 Wertpunkte
erh&lt der Einsender ein Buch. .

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte ha-
ben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f&#11t, nimmt er automatisch an der né&chsten Auslosung
teil. Die Ldsungen sind bis zum Ende des d a r % uffol-
genden Monats unter dem Kennwort "WURZEL - Preisaufgaben"}
an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darsuf hin, daB alle uns eingesandten LOsungen
bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders und seiner
Adresse versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, jede
Léosung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.
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Studenten unserer Seletion zu Gast bei polnischen
Freunden

Oft hort men die Formulierung §%udentenauatauach. Was heiBt
das, wenn Studenten im Austausch ein anderes befreundetes
Land besuchen und kennenlernen? .

Es bedeutet, deB zur gleichen Zeit Studenten der befreun-
deten Unlversitédt interessante Tage bel uns verbringen.
Diese organlsatorische Form hat aber nicht bloB eine for-
male Seite. Sie ist zugleich Ausdruck der immer enger wer-
denden Beziehungen zwlschen unseren Léndern, zwischen den
Studenten unserer Universitéten.

Durch Verdffentlichungen in unserer "WURZEL" sind Thnen Jja
schon hinreichend die Beziehungen zu den sowjetischen
Studenten bekannt; von einer Reise in die Volksrepublik
Polen im September 1971 soll hier befichtet werden:

Krakow war das Ziel unserer Relse, und nachdem wir - neun
Lehrerstudenten des 4. Studienjahres und unser Betreuer
Dr. Mattasch - an einem frilhen Spdtsommermorgen aus den
Schlargélegenheiten unseres Liegewagens krochen, hatten
wir bis dahin nur noch 50 km zu fahren. Sicher kennen Sie
die bewegte polnische Geschichte, deren Zentrum Krakow
gewesen ist. Auf dem Wawel, der michtigen Burganlage an
der Weichsel, residierten einst die polnischen Kdnige,
deren bekanntestes Geschlecht das der Jagiellonen gewesen
ist. Das Zentrum der Stadt ist der Hauptmarkt mit den
bekannten Tuchhallen und der Marienkirche, in der sich der
weltberiihmte Velit-StoB-Altar befindet. Beide Gebdude sind
Ausdruck des Reichtums der Stadt im Spétmittelalter.

Die Stadt zeligt interessante Kompositionen zwischen neu
und alt, wobel das Neue iiberwiegt, je mehr man sich vom
Zentrum entfernt.

Aber nun zur Universitét, deren Einladung wir gefolgt
waren,

Die Jagiellonen-Universitét in Krakow trégt den Namen des
Firsten Jagiello und wurde im 14. Jahrhundert gegriindet.
Das historische Gebdude ist das Collegium Majus in der
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Ulica Jaglellonska. Wenn Sie einmal Krakow besuchen, s0
schauen Sie sich doch dieses Museum an! Es birgt u. a. den
Schatz der Universitédt und die Arbeitsgeréte von Nikolaus
Kopernikus. Das mathematische Institut der Universitét
befindet sich in einem Stadtteil, in dem vor allem moderne
Universitétsneubauten ateheﬁ, beiapielsweiaé die Bibliothek,
Internate, Studentenhotels mit entsprechenden Clubs usw.
Leider konnten wir keinen umfassenden Kontekt zu den
polnischen Studenten aufnehmen, weil der allgemelne Studien-
betrieb erst im Oktober anlief. Trotzdem haben wir einen
tiefen Einblick in das mathematische Institut durch einen
interessanten Vortrag und Gespréche mit Dozent Dr. Kleiner
erhalten. Wir haben aber auch in polnischen Schulen ho-
spitiert, und zwar in verschiedenen Klassenstufen und auch
in einer Spezialschule fiir Mathematik. Diese mathematische
Ausbildung, die recht umfangreich und gut ist, hat uns
stark beeindruckt.

Soviel zu den Ergebnissen, zu denen wir auf Grund unseres
Reiseauftrages, den wi; von unserem Sektionsdirektor
erhalten hatten, gelangt sind.

Sehr stark beeindruckte uns ein Besuch in Auschwitz, im
ehemaligen groBten faschistischen Vernichtungslager. -

Uns begegneten immer wieder Gastfreund}ichkeit und Hilfs-
bereitschaft der polnischen Menschen.

Ein H8hepunkt unserer Relse war zweifellos der Ausflug in
die Hohe Tatra, in die Umgebung von Zakopane. Wir hatten
allerdings ausgesprochenes Gliick mit dem Wetter, demnn bei
unserer Ankunft verzogen sich dle Wolken und kamen erst
wieder, als wir uns auf die Riickfahrt nach Krskow vor-
bereiteten. Ausgedehnte Wanderungen mit Inangriffnahme
verschiedener 2000er und Sonnenbaden gehdrten genauso zu
unserem Programm wie gemiitliche Baudenabende.

Es ist bei einem solchen Bericht nicht moglich, alles zu
erzéhlen, was man erlebt. Aber eins steht fest: Wir haben
eine erlebnisreiche Zeit verbracht, die uns vor allem
zeigte, wie die Menschen in einem anderen Land leben.
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Wir haben viele neue Freunde gefunden, und ich habe mir
vorgenommen, sie in diesem Jahr zu besuchen. '

Manired Wolf
Lehrerstudent, 4. Studienjahr

+ BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT +

—_——————————— e z

Wir stellen vor:

Wolfgang Tutschke: "Grundlagen der Funktionentheorie™

Dieses Buch wird im ersten Studienjahr als Literatur zur
Fuhktionentheorie empfohlen. Es ist fiir denjenigen geeig-
net, der mit dem Begriff der reellen Zahlen und der reellen
Funktionen vertraut ist und sich fiir den Begriff der kom-
plexen Zshlen und Funktionen interessiert.

Der Verfasser fiihrt dann vom Begriff der komplexen Zahlen,
der komplexen Ebene und deren Eigenschaften zu Funktionen
komplexer Verénderlicher. Er untersucht im welteren die
Eigenschaften solcher Funktionen und zeigt auch Ahnlich-
keiten und wesentliche Unterschiede zu Funktionen im
Reellen auf. Dabel dehnt er die Untersuchungen im folgenden
auf gewlsse isolierte Punkte und di¢ komplexe Zshl « gus.
Zum SchluB betrachtet der Verfasser noch einige geometri-
sche Eigenschaften regulé@rer Funktionen und weist auf
einige weitergehende Fragestellungen der Funktionentheorie

TTVVVT Y. Das Buch ist fiir Schiiler, die sich fiir Mathe-

2 matik interessieren und spéter ein entsprechen=—
des Studium aufnehmen wollen, als Grundlehr-
buch zu empfehlen, besonders da es in seinen
letzten Abschnitten Stoff bietet, der den Le-
ser tlefer in das Gebiet der Funktionentheorie
Jyyyvyvy eindringen 1&8%.

Das im Deutschen Verlag der Wissenschaften Berlin erschie-
nene Buch 1st im Fachhandel erh&ltlich und kostet 22,60 M.
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Lésungen

(C 49)

L]

Fiir nichtnegative reelle Zahlen X, ¥, 2 gilt
3
X +Yy + 22 NXyzZ .
Das Gleichheitszeichen gilt nur fir x = y = Z.
Also gilt

2 +5mal +4+1 > FNEET o REE

und

3 3
a +3=a +2+1 > " a 21" = 3/2a’

fiir nichtnegative reelle Zshlen a.

Da beide Ungleichungen Relationen zwischen nicht-
negativen reellen Zahlen darstellen, kinnen sie
miteinander unter Beibehaltung der Relation
multipliziert werden, also

(a2 + 5)(a + 3) > Zn/3 4&"-3’-\/2a‘ s e B
g + %a® + 5a + 15 > 9{/53?‘ = 18a.

Daraus folgt sofort
a® + 3a% + 15 > 13a .

Gilt x+y=(x-y)2 fir natﬁrlichejZahl&n
X, ¥, 80 muf eine ganze Zahl k existieren, so daB

X+,y-ka und
x"y-ko

Daraus erglibt sich fir x
x = (& +X)
und fir y

y = A& -k .

Andererseits ist fiir jede ganze Zahl k die Gleichung

Joe v + 302 -1 = (302 + 1) - 30 - x)?

I

2
4



erfiillt, denn es ist

%(k!-l-k)-!-%(k'—k)-k! und

JE k) - -k = k.

Das bedsutet, die Losungen der Gleichung sind die
geordneten Paare

wobel k die Menge der ganzen Zahlen durchléuft.

(C 53)| Es gilt fiir

x < a
I o(x) = a+b+c+d-d4x > (b-a) + (c-a) + (d-a)

asx<hb
¢(x) = -—-a+b+c+d-2x > (c-a) + (d=b)
‘"bsx<¢
p(x) = c~-a+d->
csx<d
p(x) = 2x-a-b-c+d 2 (c-a) + (d-b)
d sx
o(x) = 4x-a-b-c-d 2 (d=a)+(d=b)+(d=-c)

Wegen & <D

gilt 2a < 2b
und d-b <(b-2a)+ (da-a)
und (¢ - a) + (d = b) < (b-a) + (c-a) + (d-a)

sowlie wegen o < 4
' 2e < 24
c~-a <(d-c¢) + (d-a)
(c -~ a) + (4 -D) <« (d=a) + (d=b) + (d-c)

 Also ist der minimale Wert der Funktion @(x)
d+c=b-a, und dieser wird fiir P s x s ¢
angenommen,




o

b c
R\

Es gilt S = meach

. S» - %.boh!

Gesucht wird ST(S1,Sl). |
Der Flécheninhalt des Trapezes ist

s}(a+b)(h4 + hy)

= Jahy + gbh + meh, + 5bhy .

Da die Dreiecke ABE und ECD &hnlich sind, gllt
g =2 =k Damit wird ah, = bhy und

Jabe + #bhy = ahe.

Weiter ist

ah, = kehy+hy = ~/FFEFR}" = /Kb, *kDb, by "D
= Vabehy by | -

= 2 V/zahy *3bh,
Demit gilt Sg = mehy + 5bh, + &b,

= S4 + Sg'I'Z'\/ST'-g?
= (VB + VEDZ .

Demit schlieBen wir die Verdffentlichung von Ldsungen zu
Aufgeben der C = Setie (Jahrgang 1971) ab. In der néchsten
Ausgabe beginnen wir also mit der aktuellen Serie.
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Mathematik-Spezialistenlager

Wie langjéhrigen Lesern unserer Zeltschrift bekannt ist,
finden in jedem Jahr zwel Spezialistenlager fiir die besten
Mathematiker des Bezlrkes Gera statt. So war es auch im
Februar in Saalfeld der Fall. Doch soll im weiteren nicht,
wie sonst liblich, speziell auf die dort behandelten mathe-
matischen Probleme und durchgefiihrten Veranstaltungen,
sondern auf die Aufgaben der Mathematiklager im System der
Studienwerbung und Studienvorberelitung eingegangen werden.
In einem Hathehatiklager werden ca. 40 Schiiler der Klassen-
stufen 8 bis 12, némlich die Mitglieder des BKJM (vergleichs
"WURZEL" 3/71), systematisch in Teilgebiete der Mathematik
eingefiihrt. Ziel ist es, im Rahmen dieser Ausbildung einen
kleinen Einblick in die reichhaltigen und interessanten
Gebliete der Mathematik zu geben, zur weiteren Besché@ftigung
mit ihnen anzuregen, schrittweise an den teilweise sehr
hohen Abstraktionsgrad der Mathematik heranzufiihren, wichtige
Beweisprinzipien und mathematische Methoden zu vermitteln
sowie bel aller Abstraktion die Anwendungsméglichkeiten des
. Jeweiligen Fachgebietes nicht zu vergessen. Letzteres
erachten wir als besonders wichtig, da hiermit den noch
weltverbreiteten Ansichten von der Mathematik als Selbst-
zweck, oder dem anderen Extrem, der Mathematik als Hilfs-
wissenschaft, entgegengewirkt wird.

Durch das Losen von Olympiade- und anderen Aufgaben werden
gute Voraussetzungen fir die Mathematikolympiaden geschaf-
fen sowie eine selbstédndige und intensive Beschéftigung mit
den verschiedensten mathematischen Problemen gewéhrleistet.
Dies sind kurz umrissen einige Aufgaeben der Mathematiklager.
Nur durch eine gute Zusammenarbeit Jugendobjekt - BKJIM
konnen die Voraussetzungen fiir ihre Ldsung geschaffen werden.
Die vom BEKJM veranstalteten Mathematiklager werden von
Studenten der FSU Jena im Rahmen unseres Jugendobjekts
betreut. Diese Studenten vermitteln auBer dem Stoff im
Unterricht in Veransteltungen und persdnlichen Gespréchen
ihre Studienerfahrungen, Hinweise zur Vorbereitung eines
Mathematikstudiums und anderes mehr an die Lagerteiinehmar,
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die Studenten der niéchsten Jahre. Dieser Kontakt Schiiler -
Betreuer war und ist gut, da mindestens die H&lfte aller
Betreuer vor einigen Jahren selbst als Schiiler an solchen
Mathematiklagern teilgenommen hat und somit die "Lager-
atmosphéire" auch vom Standpunkt eines Schiilers kennt.,

Fiir uns als Betreuer eingesetzte Studenten ist diese TEtig-
keit kein notwendiges {ibel, sondern sle macht uns SpaB und
gibt uns wertvolle Hinweise. Ein Teil der Betreuer sind
Lehrerstudenten, fiir die ein solches asuBerplanmiiBiges
Praktikum niitzlich fiir ihgen 5p§teren Beruf ist. Auch als
Lehrender htrt man einiges aus fremden Fachgebieten und
gestaltet nicht zuletzt zwel Wochen seiner Ferien abwechs-
Iungsreich und interessant, da nicht nur Mathematik betrie-
ben wird, sondern auch diverse Kultur- und Sportveranstal-
tungen stattfinden, die bei Schiilern und Betreuern groBen
Anklang finden., Als Mitarbeiter der "WURZEL" erhalten wir
Anregungen fiir eine bessere Gestaltung unserer Zeitschrift.
Wir hoffen, da8 wir - &hnlich wie bei der "WURZEL" 1972 ein
fiinf jihriges - im Jahre 1975 ein zehnjéhriges Jubildum der
Mathematiklager feiern konnen. Wo? Selbstverstédndlich in
einem Mathematiklager!

Hans‘Gerd Leopold

Student des 2. Studienjahres
Mathematik-Diplom

#reuz und quer durch die ,JC!urz'e ~

Waagerecht:
2« Verninftiges Attribut einer Zahl
5« Erfreulicher Teil einer Bergabeinfahrt
8+ Lagrange \ Theaterplatz = Ortsangabe
10, Ausruf des Redsktionskollektivs bel Eingang einer Neu-
bestellung ’
16, Mit Schwung und 16. gehen wir an die 14. waagerecht
17, NPT ohne Tréger
18, Getrénk zur Aufmunterung unserer Mamuskriptschreiber
21, Negation wvon Reactio
24, Kurzwort fiir "Organisation der Hilbertraumoperatoren"
in den USA
25+ 10¢ in den Augen eines ikers
26, Geben wir allen, die der "WURZEL" kontra bieten
27. Vereinigung zweier Polstellen
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nkrecht:

Logarithmus zur Basgis 10 1

Anwelsende Aufgabe des Chefredskteurs

Alte Bezeichnung einer Winkelfunktion

Teures Kurzwort fiir "Nicht eine richtige Zahl"

3/5 von 13. senkrecht im Hochgebirge

Beginn der Parallelitét in Sachsen

M&dehenname im Wurzellager

Wurzeleigener Fehler

Auerochse in der "WURZEL"

Das dicke Ende von Irren

Zentralorgan junger Mathematiker im Vor-"WURZEL"-Stadium
Sorgt mit seinem Artikel fiir unser fachliches Niveau
Wurzelmitbegriinder mit Bilderbuchwerdegang

Abkiirzung fir "erare humenum est" (Irren ist menschlich)
Laienhafte Bezeichnung fiir Ellipsoid

Inversion der Koseform von GroS8mutter

Schlecht bektmmliches Getrénk aus 992 Oelsnitz

Herausgeber: Jugendobjekt «Studienwerbung-Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik
dtnr Friedrich-Schiller-Universitt Jena;’' Leiter: Reinhard Klette '

Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur); U. Schieicher, H. Fischer, R. Lorenz
Die Zeitschrift erscheint ‘monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich
von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen

sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sornmalbestellungen bei uns
oufzugeben.

Anschrift: WURZEL

69 Jena
Helmholtzweg 1

Konto: Pestscheckkonto Erfurt 130 45
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S‘Al“pfﬂlsfm Sie bitte nicht aus dem Titelbild,

daB diese "WURZEL" eine reine «SEREPrENUMMEr ist .'
" Falls Sie dies dennoch tun, werden Sie bald merken, daB Sie

damit auf dem H."W‘s sind.

Denn sogar der so unlogisch klingende SATZ 1éBt sich
mathematisch exakt bewelsen. Was, Sie _g l a ub e n das

nicht ??? Wir werden es Ihnen schon zeigen —

[ ]
aber erst in der ﬁﬂl — Ausgasbe , bis dahin diirfen
Sie es '"mal selbst wversuchen.

Doch nun werden wir, wie versprochen, wieder ganz ernst
und wiinschen Ihnen viel SpaB bei der Lektiire unserer Zeit-
schrift.

® @ ®

Losung linearer Gleichungssysteme durch

Elimination (ID)
2. Schematiaia% des Vgrf@gﬂ

( 511)«.‘:9:!_1'_ 84;, ....... 843 b4 Tabelle O

a1z (81 812 | &3 | by | Tabelle 1

-aga | O 832 ass | bs
-a43 |&4q4 © ars | b1 | Tabelle 2
-85 | O° 822 83 | bs

L X
LT
-e



. X Xe Xy

aq4 O 0 by | Tabelle 3
0 agz O | b’
o 0 8sy | b3’

Tabelle O enthilt die Ausgangsdaten ayy und by. Um jetzt die
Vorschriften (3°) zu realisieren, die dem ersten Elimina-
tionsschritt zugrunde liegen, ziehe man die P i v o ¢t -
spalte heraus an den linken Rand der Tabelle, und
gwar Pivot a4q4 o hne , alle iibrigen Elemente m i %
Vorzeichenwechsel. Dle Pivotzelle =~ hiler dle
erste £ wird unverindert in die neue Tabelle iibernommen.

Bei der Umrechnung der anderen Zeilen werden geméB (3°) nur
golche Elemente verkniipft, die wie die Ecken eines Rechtecks
angeordnet sind (s. Schema), sum Beispiel entsteht gy durch
Addition der beiden Produkte a448e3 und (-8z4)a4s3. Der
nach dieser " Rechteckregel"” ablaufende -
Vorgang kann sogar auf die Pivotspalte ausgedehnt werden
und liefert in Tsbelle 1 — wie es sein muB - unterhalb des
Leitelements iiberall eine Null.

Wie im Schema dargestellt, vollzieht sich dieser Elimina-
tionsprozeB8 auf entsprechende Weise in allen folgenden
Tabellen. Mit Ausnahme der jeweiligen Pivotzelle, die stets
ohne Anderung in die néchste Tabelle iiberwechselt, verfihrt
man sonst durchweg nach dieser Rechteckregel.

Wir konstatieren: Beil dem beschriebenen ProzeB wird ein
vorgelegtes Glelchungssystem mittels einer Folge von
Tgbellen sténdig "umgeschrieben". Das Zilel ist (siehe die
letzte Tabelle im Schema!) ein Gleichungssystem von
"Diagonalgestalt"

a1 - bq':
822Xz = by | (7

f
833Xy = by
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mit der eindeutigen Ldsung

X3 S — (1-1, 2' 3)

Die hier dargelegte Methode stellt eine leichte Abwandlung
des urspriinglichen GauBschen Eliminationsverfahrens 2) dar.
Es 188t sich nun zeigen, daB bei einem linearen Gleichungs-—
system auBer der eindeutigen ILYsung noch zwel andere Félle
vorkommen kdnnen, die durch den Algorithmus prinzipiell mit
erfaBt werden. :

Zur Verdeutlichung: Angenommen, es h&tte sich ergeben
a3 = O . Wir miiften dann bel Tabelle 2 des Schemas bleiben
(da fibergang zur Tabelle 3 sinnlos).

Fall 1: by  $ O . Die letzte Zeile in Tab. 2 enthielte einen
Widerspruch — Unldsbarkeit des Problems.

Fall 23 by = O . Die letzte Zeile in Tab. 2 wire iiberfliissig;
es bliebe
811X4 + B;s!b = by
8g2Xp + 823Xy = b;

- ein System mit unendlich vielen Losungen der Form

1
Xy = —— (by - ay43t)
844
1 ’ ’
X = —— (by - apst)
822

I’-t,

t beliebig reell, wo zu jedem Wert t eine andere Ldsung
gehort.

2) Diese Modifikation ist auch als Verfahren von GauB-Jordan
bekannt.
Camille Jordan (1838 - 1922), franzbs. Mathematiker.
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45 Numeriacge Gggiggﬁgggaggg

Da das GauB-Jordan-Verfahren bis zur SchluBtabelle vdllig
divisionsfrei arbeitet, ist zu erwarten, daB die entstehen-
den Zahlen sehr schnell groB werden. Diesem Nachteil kann
man in gewisser Weise entgegenwirken 3). Es besteht némlich
der

S atz: [|Alle als ganzzshlig vorausgesetzten Elemente 1
irgendeiner Tabelle k (k'= 2 By wsid

- mit Ausnahme der aus Tabelle k-1 unveréndert
{ibernommenen Pivotzelle — sind o h n e

Rest durch das Pivotelement aus Tabelle k-2
Jei)bar. '

In Anlehnung an das frithere Schema lassen sich z. B. alle
Zahlen aus Tab. 2 (die zwelte Zeile ausgeschlossen) restlos
durch a4¢ teilen. Wir beschréinken uns darauf, diese Eigen-
schaft fir a; 3 zu zeigen und verwenden

813 = 822813 — 842823 (8)

Mittels der Bezlehungen

&;z = 89182 - 821842
823 = 891823 — 821843

ergibt sich nach Einsetzen in (8)

‘&4'3 = 843(891822 — 821892) - 812(844823 = 821843)
a1y = aqq1(@q3822 - 8492823)

3) Wir denken hier an Gleichungssysteme mit ganzzahligen

. Elementen ayj, by - eine durchaus nicht s o starke

Einschrénkung, wie das folgende Beispiel verdeutlicht:
1,5 ¢ + 3,1 % = 5,6 — 15%4 + 31xp = 56
4,3 xq = 242 %3 = 1,7 43xq = 22%p = 17.
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Folglich ist as3 ohne Rest durch aqq teilbar. Ahnlich liuft
der Bewelis beli den asnderen HElementen.

Wir kehren abschlieBend zurilick zu dem Zshlenbeispiel -aus
dem ersten Abschnitt und erhalten folgendes Schema:

___xi X2 s In Anwendung des obigen Satzes
1 11 26 | wurden bel der letzten Tabelle
-6 & M1 9 245 alle Zahlen durch a;, = 5
-3 3 5 5 120 dividiert (letzte Zeile ausge-
-1 1 1 1 26 nommen), Z. B.
5 0 5 3 89 vo o 489 - 3.32
2 |lo 2 o2 42 b ® 5 ok
-2 5 0 2 41 Die SchluBtabelle zeigt die
-3 0 5 3 89 Lésung
4 | o 0O 32 |
4 0 O 20 % = 3
O & 0 52 x =13,
O 0 &4 32 x = 8.

Dr. Fr. Gotze

Wiss. Oberassistent
im Bereich Numerische Mathematik

INFORMATION IS E—

Seit Dezember 1968 arbeiten sowjetische und franzdsische
Forscher gemeinsam an der kosmischen Erdvermessung, um die
geodétischen (d. h. die Landvermessung betreffenden) Be-
ziehungen zwischen dem europ@ischen und asiatischen Kon-
tinent zu kléren. In letzter Zeit beteiligen sich an diesen
Beobachtungen auch Wissenschaftler aus der DDR, z. B. am
Programm der kosmischen Dreiecksvermessungen.

lHITTEILUNG }\’/\/\07 v

3.1972 verteldigten die Mitglieder des Jugendobjekts
"Studienvorbereitung" der Sektion Mathematik Jemna ihr
Kampfprogramm zur Erringung des Titels "Sozialistisches
Studentenkollektiv", Das Jugendobjekt besteht aus den Be-
reichen "WURZEL", Mathematik-Spezialistenlager sowie NVA-
und Schiilerzirkel,
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Preisaufgaben 4/72

(D 19)

T[T

Man zeige, daB sich jede gerade natiirliche Zahl
eindeutig in der Form k = (x + y)z +3x +y
mit nichtnegativen ganzen Zahlen x, y darstellen
1&Bt.

L Poum——

Man zeige, daB genau dann, wenn das Polynom

P(x) = axe + bx + ¢ fiir alle ganzen Zahlen x ganz-
zghlige Werte annimmt, 2a, a+b und ¢ ganze Zahlen
sind.

(D 2

-
~

S

]

Man zeige, daB die Ldsung x der Gleichung

x-8a-b xXx=-8a=-¢_ X=Db-2¢
= + =—yp + = =3

die folgenden Eigenschaften besitzt (a,b,c seien
positive ganze Zshlen):

(1) x ist ganzzahlig
(2) es gilt
x>a+b,x>a+e¢,x>b+c.,

~
o
no
n
~

B

Man bestimme die Summe
K, =1 +3 + ... +(2n+ 1)3.

(D 23) Eine Zahlenfolge {aq, 825+++y Bajys-..} Teeller

[ O

Zahlen erfiille dle folgenden Bedingungen:

(I) a4 =38 =1 .
8a-1 + 2

II) Fi i . ———
(II) rn23 sel sy =

Man bewelise, daB dann alle Glieder dieser Folge
ganze Zahlen sind.
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‘(D 24) In den Punkten A, B einer Geraden g werden nach ein
(:) und derselben Seite je eine Senkrechte AA’ und BB’
der Liénge AA’ = a und BB’ = b errichtet.
Man zeige, daB der Abstand des Schnittpunktes der
Strecken AB’ und A’B von der Geraden g unabhéngig
vom Abstand der Punkte A und B ist.

SONDERPREISAUFGABE ! ! ! ( 3 Punkte )

MycTs £ MaTpUUA TUNA nll-k" 1< L < »=k qpyuem 1y,x € {0,1).
1< k < n

Nanee nmycTs C MHOXKECTBO BCEX g € {o,'l}n, I KOTOPHX MMEeT

MECTO £. g = 0. o i =

(Mu onpezuauM, KaK OOHUHO, £~ = (Xyyce*yXn) = |2 |-

llokasaTs:+a) C aBngercA (n,k)-X0ZOM. X

——— . !

b) [nA Kaxzoil CyMMH IO g, BEKTOP-CTONCEL MATPUIH £

J=1 i
BHIIOHAETCA yciuoBue: Demm i < Hy=1,T0 E o3 % O.
(EoGo3HayaeT CyMMy o @) gl

¢) CymecTBynT H, Bnemop—cmonﬁuu CREREPLS: A MaTpuLH £

TaKne, 4TO § o3= 0,

J=

Diese Aufgabe bezieht sich (wie (D 6)) auf den zweiteiligen
Artikel "Codierungstheorie" von Dr. Rolf Lindner, der in
"WURZEL" 12/71 bzw. 1/72 erschienen ist,

Ubrigens erwarten wir keineswegs, daB Sie uns die Ldsung in
russischer Sprache elnsenden!

Fiir jeden vollstédndigen Losungsweg erhé@lt der Einsender
einen bzw. zwei Wertpunkte (Die Anzahl ist beil jeder
Preisaufgabe unter der laufenden Nummer angegeben). Fiir

15 Wertpunkte erhélt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monet mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte
haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die
Gewinner f&llt, nimmt er sutomatisch an der néchsten Aus-
losung teil. - Die Ldsungen sind bis zum Ende des darauf-
folgenden Monats unter dem Kennwort "WURZEI~Preisaufgaben'
an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldésungen
bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders und seiner
Adresse versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, jede
Losung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.
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JBessere Studienvorbereitung iiberall in der

Republik

Erste Kontakte mit der TH Magdeburg und der Universitéit Halle

Eine Umnfrage in unserem 1. Studienjahr im September 1971
ergab, daB einige Neuimmatrikulierte mit besseren fachlichen
Voraussetzungen und prédziseren Vorstellungen das Mathematik-
studium begannen. Es zeigte sich, daB die Grundlagen hiert.ur
u. 8. durch die "WURZEL" und die von uns betreuten Mathema-
tiklager gelegt worden waren. Die hileraus resultierenden
Folgerungen scheinen uns nicht nur fiir die Jenaer Sektion
Mathematik, sondern auch fiir andere Universitéten wichtig.
Wir begriiBen die Initiative der Sektion Mathematik/Physik der
TH Magdeburg,ein Jugendobjekt der Studienvorbereitung zu griin-
den und hierbei die Erfahrungen unseres Jugendobjekts zu ver-
werten. Im Gespréch mit dem Vertreter der TH Magdeburg, Herrn
Schonemann, zeigte sich, ‘daB sich unsere Erfahrungen verall-
gemeinern lassen. Wir wiirden uns liber eine erfolgreiche Arbeit
des Jugendobjekts in Magdeburg freuen, da sich Ansatzpunkte
fir gemeinsame Aktivitéten bleten. Mit der Sektion Mathematik
in Halle haben wir auch schon erste Gespréche iliber mégliche
Zusammenarbeit in der Studienvorbereitung durchgefiihrt.
Endziel konnte es sein,-daB Schiiler in der gesamten DDR die
Moglichkeit haben, sich systematisch auf ein Mathematikstu-
dium vorzubereiten. Hierdurch wird das Studium von Anfang an
effektiver, und diese Aufgabenstellung hat Bedeutung im MaB-
stab unserer gesamten Gesellschaft.

Was wollen wir also den interessierten Schiilerinnen und
Schiilern im Rahmen der Zusammenarbeit mit anderen Universi-
tédten bieten? e

4 Information iiber Inhalt, Ablauf und Funktion des
Mathematikstudiums

& persdnliche Kontaktaufnahme mit der zukiinftigen
Studieneinrichtung (durch Studenten betreute Mathe-
matiklager, enge Zusammenarbeit mit den Bezirksklubs
Junger Mathematiker)

57



‘ Information iiber das gesellschaftliche Leben an einer
sozialistischen Hochschule (Rolle der FDJ und SED)

& Vorbereitung auf fachliche Themenstellungen der
spéteren Studieneinrichtung :

4 Vorstellung des Ausbildungsprofils mathematischer
Sektionen unserer Republik (Fachartikel in der
"WURZEL" auch von Vertretern anderer Universitéten)

Hierzu eine spezielle Aufgabenstellung, die uns wichtig
erscheint:

Es wird in Zukunft so sein, daB der gréBte Teil der Studien-
bewerber vor Aufnahme des Studiums den Ehrendienst in der
NVA ablelsten wird.

Nach dem Beispiel der Betreuung der Soldaten durch ihren
Produktionsbetrieb wéhrend des Armeedienstes ist es si-
cher von Nutzen, Kontakt mit den Vorimmatrikulierten aufzu-
nehmen und auszubauen. Diese MaBnahme hat fachliche und
psychologische Bedeutung filir den betreffenden Soldaten.

Bisher praktizieren wir folgende Form der Betreuung:

=== inschreiben der Vorimmatrikulierten und Information
tiber unser Vorhaben

ssm= kostenlose Zusendung der "WURZEL"

-:- Zusendung und Auswertung spezieller Aufgaben zur
Studienvorbereitung (in Abstimmung mit dem Lehrplan)

s Hilfe bel der Losung aller Probleme, die der Soldat

* in bezug auf sein spdteres Studium hat

Da wir diese Form fiir verallgemeinerungswiirdig halten,
interessieren uns Meinungen unserer Leser hierzu.

Es ist sicher gut, wenn bereits vor SchulabschluB ein Kontakt
der Schiilerinnen und Schiiler zu Angehdrigen der Sektionen
aufgebaut wird. Hierbei haben Mathematiklager eine maBgebliche
Rolle. Da sich Bezirksklubs Junger Mathematiker vielerorts

als Organisationsform interessierter Schiilerinnen und Schiiler
bew&hrt haben, sollte bei der Durchfiihrung solcher Lager

eng zusammengearbeitet werden. In diesen Lagern sollte neben
dem wesentlichen Olympiadetraining auch eine systematische
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Studienvorbereitung realisiert werden. (In "WURZEL" 3/72
wurde ein spezieller Artikel hierzu verdffentlicht.)

Ein von uns bisher nur fiir das Stadtgebiet von Jena geldstes
Problem ist die Arbeit in Schiilerzirkeln. Hier bieten in den
einzelnen Schulen Mathematikstudenten wéchentlich die Még-
lichkeit, iiber den Schulstoff hinausgehende Fragen mit einem
gréBeren Kreis von Schiilerinnen und Schiilern zu behandeln.
Falls das Interesse der Schiiler groB ist (Leserzuschriften!),
wirde sich der Aufwand lohnen, auch in anderen Sté&dten
Arbeitsgemeinschaften zu orgesnisieren.

Mit diesen Erlduterungen haben wir versucht, eine Modell-
vorstellung zu entwickeln, die wir allen Lesern zur Diskus-
gsion stellen. Wir schlagen insbesondere vor, daB sich Ver-
treter anderer mathematischer Sektionen zu unseren Vorstel-
lungen &#uBern. Wir wiirden sehr gern zu dieser Problematik
in einen Erfahrungsaustausch treten. Wir meinen, daB in
solchen Jugendobjekten das Prinzip des wissenschaftlich-
produktiven Studiums mit einem groBen Nutzen realisiert
wird.

Reinhard Klette
Leiter des Jugendobjekts

INFORMATION I

Im Rechenzentrum des Instituts fiir angewandte Mathematik
der Staatsuniversitét Tbilissi sind rund 200 wissenschaft-
liche Mitarbeiter t&tig, unter ihnen 9 habilitierte und 45
promovierte Mathematiker. Das Institut wird vom Rektor der
Universitédt Tbilissi, Akademiemitglied Ilja Weckna, gelei-
tet. Am Institut wird z. B. mit Hilfe einer Datenverarbei-
tungsanlage vom Typ BESM - 6 (1 Mill. Operationen pro
Sekunde) am Problem der Optimierung der Metallversorgung
in der UdSSR gearbeitet.

59



Beziehungen zur Sowjetwissensdhaft

Es gehdrt zu den Erkenntnissen des Marxismus - Leninismus,
daB sich die Wissenschaft erst in der soziallistischen Ge-
sellschaftsordnung frei entfalten kann., So ist es nur fol-
gerichtig, daB in der Sowjetunion die Wissenschaft in den
vergangenen fiinf Jahrzehnten eine solche Bliite erreicht hat,
daB sie in ihren einzelnen Disziplinen im WeltmaBstab eine
fiihrende Rolle spielt. Deshalb wird bei uns in der DDR mit
Recht propaglert, in jeder Welse von der Sowjetunion zu ler-
nen. Diese Forderung zu realisieren heiBt aber, sie schon
auf der untersten Ebene, also bel unserer téglichen Arbeit,
zu verwirklichen. Wie das konkret aussehen kann, soll im
folgenden- gezeigt werden.

Beispiele aus unserer Sektion

E)v STUDIUM DER SOWJETISCHEN FACHLITERATUR

Dieses ist in den Bereichen Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Mathematische Kybernetik nicht nur eine Selbstver-

sténdlichkeit, sondern auch eine elementare Notwendig-

keit, um iiber die wichtigsten Ergebnisse auf diesen Ge-
bieten unterrichtet zu sein.

> sTUDIUM AN SOWJETISCHEN UNIVERSITATEN

Viele wissenschaftliche Mitarbeiter unserer Sektion stu-
dierten an Universitéten in der Sowjetunion. Zum Bei-
spiel war Herr Dr. Lindner zwei Jahre an der Lomonossow-—
Universitét in Moskau tétig, und Herr Dr., Wechsung wird
ab September diesen Jahres ein Zusatzstudium in der SU
aufnehmen, Beide werden unseren Lesern durch ihre Fach-
beltrédge bekannt sein.

Ib> VEROFFENTLICHUNGEN IN SOWJETISCHEN ZEITSCHRIFTEN

Die sowjetischen Fachzeitschriften besitzen eln sehr ho-
hes Niveau. Es 1st daher fiir unsere Wissenschaftler wvon
groBem Nutzen, Beitrége in diesen Organen zu verdffent-
lichen, und so wird dlese Mdglichkeit von Angehdrigen
unserer Sektion rege genutzt.

|D>' BETREUUNG WISSENSCHAFTLICHER ARBEITEN DURCH SOWJETISCHE
WISSENSCHAFTLER

Von 1971 bis 1972 h#lt sich der Moskauer Wissenschaftler
Prof. Dr. Kudrjavzev als Gastdozent an der Universitét
Rostock auf. Er betreut gleichzeitig die Promotionsar-
beit eines Assistenten unserer Sektion. Wir werten dies
als neue, hdhere Form der Zusammenarbeit.

[> GEGENSEITIGER BESUCH ZU TAGUNGEN, VORTRAGEN usw.
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Losungen

(D 1)

L

Es ist

9™(9™ + 1) +1=9 4 9% 4+ 1
-92n+2.9n+1_9n

(9% + 1)° - o8

(328 4 1)2 - 320

(322 + 30 ¥ )3 -3 4 1)

(BGR + 1) + DGR - 30 4 1),

Also ist 9%(9% + 1) + 1 durch 3°G% + 1) + 1
teilbar.

(Leider wurde diese Aufgabe durch einen Druck-
fehler falsch gestellt. Wir bitten, dies zu
entschuldigen. )

(D 2)

Msn kann leicht zeigen, daB fiir zwel natiirliche
Zehlen m, n gilt

(m,n) -« [m-,hj = men,

wenn (m,n) den groBten gemeinsamen Teiler und
[m,n] des kleinste gemeinschaftliche Vielfache
bezeichnen.

Dann ist wegen (myn) = 6 und [m,n] 2 100 000
men = 600 000.

Da m und n dreistellige Zshlen sind, folgt fiir m
600 s m £ 999

-

undfﬁrmm
600 12 m 20
$B=F st <H .
Da aber gilt

n A2 m 20
L AR A AR
ergibt sich

tan;%GﬂJ.
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Eine Funktion £(x) ist genau dann periodisch,
wenn es eine reelle Zghl T gibt, so daB fiir alle
reellen Zashlen x f(x) = £f(x + T) gilt.
Insbesondere muB gelten f(0) = £(T).

Wenn also f(xX) = cosax + cosx periodisch sein.
soll, so muB gelten
£(T) = cosaT + cosT = cos(a+0)+ cos0 = 2 = £(0).

cosaT + cosT = 2 kann sber nur gelten, weunn
cosaT = 1 und

Damit muB aber sein

al = 2kn mit ganzzahligem k

T=2mr mit ganzzshligem m
oder

a -'E, d. h. a rational.

Andererseits ist fiir rationale Zahlen a = %

(p, q ganzzahlig) f£(x + 2qm) = £(x).
Das bedeutet: Gensu fiir die rationslen Zshlen a

l 1

~
o

Ui

~

I”|

ist die Funktion f(x)= cosax + cosx periodisch.

Zur Losung dieser Aufgabe genligt es, universelle
Zshlen by, b, anzugeben, d. h. Zahlen b,, B , die
fiir bellebig vorgegebene a,, 8, mit a4 + 8, = 1
die Bedingungen erfiillen. Solche Zahlen sind

b1-% und b,-%.
Tatséchlich gilt dann

B - 0B+ 3F -5 M= 22 -y +F - )
-3 -1
-g .
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Wir stellen vor:

| Lilly Gorke: "Mengen — Relationen - Funktionen“l

Dieses fiir mathematisch interessierte Schiiler sehr gut
geeignete Buch gibt einen Einblick in die wichtigsten
Grundlagen der Mengenlehre. ,

Der Stoff wird leicht versténdlich und an Hand von Beispie-
len und Skizzen dargeboten; Zusammenfassungen erleichtern
das Einprégen des Wesentlichen.

Abschnitte hoheren Schwierigkeitsgrades sind gekennzeichnet,
in einem Anhang werden Ergénzungen zu den vorangegangenen
Kapiteln, z. B. Beweise zu einigen S&tzen, angefiihrt. So
kann der Leser nach eigenem Ermessen zunéchst schwierigere
Stellen iibergehen und sich danach schrittweise diese Ab-
schnitte und den Anhang erarbeiten.

Zukiinftige Mathematikstudenten werden der Mengenlehre im
ersten Semester wieder begegnen, und es ist dann von Vor-
teil, mit diesen Problemen bereits etwas vertraut zu sein.
Daher kann dieses Buch auch als Lektiire zur Vorbereitung
auf das spétere Studium empfohlen werden.

Aug dem Inhalt: Mengenbegriff
aperationen nit Mengen

NS B DT engenalgebra

? ? Y ! ' ! ! Antinomien der Mengenlehre
Zwei- und mehrstellige Relationen
Qrdnungsrelationen
Aquivalenzrelationen
Funktionen und Abbildungen
Zusammensetzung und Umkehrung von Funktionen
Transformationen der Ebene
Geregelte Mengen
E—— Aufbau der Zahlenbereiche
?7 Yyyvey Vergleich unendlicher Mengen

NN Anwendung von Mengen im Schulstoff

Verlag Volk und Wissen Berlin 1970
Preis: 11.80 M
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Wir stellen vor: Dozent Prof.Dr.habil. Hans Triebel

Prof. Hans Triebel ist llitarbeiter der Sektion Mathematik der
FSU Jena und arbeitet auf dem Gebiet der Funktionalanalysis.
Er wurde am 7. 2. 1936 geboren. In Dessau besuchte er die
Rosa~-Luxemburg-Oberschule und legte dort 1954 sein Abitur ab.
Von 1954 bis 1959 studierte er in Jena. Nach Beendigung seines
Studiums arbeitete er ein Jahr im VEB Carl Zeiss Jena. 1960
wurde er, Assistent upnd promovierte im Dezember 1962 mit der
Arbeit "Uber die Lame'sche Differentialgleichung". Nach seiner
Promotion wurde er fiir ein Jahr nach Leningrad delegiert.

Im Januar 1966 habilitierte Prof. Triebel mit der Arbeit

"Zur Theorie der quasilinearen elliptischen Differentialglei-
chungen und Differentialgleichungssysteme". Seit Februar

1969 ist er Dozent und seit September 1970 Professor.

Prof. Triebel ist Leiter des Bereiches Analysis der Sektion
Mathematik. Seine profilierte fachliche Arbeit unterstreichen
iiber 30 Verdffentlichungen in verschiedenen in- und auslin-
dischen Zeitschriften. Noch 1972 wird von ihm das Buch

"Héhere Analysis"™ erscheinen.

Funktionen mehrerer Verdanderlicher (1)

1. Funktionen einer Verﬁnderlichea

Wir beginnen mit einigen Begriffen einer Funktion f(x) einer
Veré&nderlichen (Variablen). Mit x bezeichnen i'ir eine roelle
Veré@nderliche, die in einem offenen Intervall (a,b) variieren

kann: 'f(“,ﬁ

a<x<>5)b.

f(x)

o -~ - -

(Dabei ist nicht ausge-
schlossen, dal a = -
oder b = + ist.) Als J
"Funktion" bezeichnet “ &
man eine Zuordnung, die Abb. 1
Jeder Zahl x aus dem Intervall (a,b) in eindeutiger Weise
eine reelle Zahl zuordnet, die mit f(x) bezeichnet wird.
Den "Verlauf" einer Funktion (d. h. die Menge aller dieser
Zuordnungen) kann man graphisch darstellen, wie es in der
Abb. 1 geschehen ist. Das Intervall (a,b) bezeichnet man als
Definitionsgebiet der Funktion. Die Gesamtheit der "Bilder"
f(x), die man erhdlt, wenn x das Definitionsgebiet durch-
lduft, nennt man den Wertevorrat.

~ -~

&-—ﬂ-ﬂl—

=
-
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Wir erinnern an zwel wichtige Begriffe: Stetigkeit und
Differenzierbarkeit.

Stetigkeit: Grob-anschaulich kénnte man die Stetigkeit folgen-
dermaBen definieren: Eine Kurve (das ist die graphische Dar-
stellung der Zuordnung

x — f£(x) ) ist stetig, Flx) A

falls man sie mit dem s
Bleistift zeichnen kann, _.._ki_.__‘_
ohne dabei absetzen zu F“‘":‘:’L e eona el

miissen, Natiirlich ist

L) t
das keine exakte mathe- "r': e
metische Definition. Sie # i —>
a xX, b X

gibt aber anschaulich
wieder, was man unter

dem Begriff "Stetigkeit" versteht. Es kommt darauf an, eine
mathematisch exakte Definition zu finden. Eine etwas bessere
Fassung widre: Eine Kurve, dargestellt durch f(x), ist stetig,
wenn sich f(x) wenig &ndert, falls sich x wenig &ndert. Man
braucht jetzt lediglich den letzten Satz in eine Formel um-
zusetzen, um die ilibliche Definition der Stetigkeit zu erhal-
ten: Vorgegeben ist ein Punkt xo und sein Funktionswert f(x,).
"Wenn sich f(x) wenig &ndert" heiBt

(1) [£(x) - £(x)| s 6 ,

wobel & eine vorgegebene positive Zahl ist.
"Falls sich x wenig &ndert" heiBt

Abb. 2

(2) |x - %5| s €

Dabei hat man € > 0O so klein zu wéhlen, daB (1) gilt.
€ héngt dann von der GrdBe von & ab. Dabei haben wir alles
auf x5, f(xp) Dbezogen.

Insgesamt erhalten wir also:

] g(x) heifit im Punkte xg stetig, falls fiir jede positive
Zshl &6 eine positive Zahl € (in Abhéngigkeit wvon §)
existiert, so daB fiir alle x, fiir welche die Abschétzung
] (2) gilt, die Formel (1) richtig ist.
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Differenzierbarkeit. Man kann

. wieder eine anschauliche De- fﬁdﬁ
finition geben. £(x) heiBft im
Punkte xp differenzierbar,
falls sich die "Sekanten" s
(siehe Abb. 3) zur "Tangente"
t einpendeln, falls sich x,
und x, (unabhéngig voneinan-
der) dem Punkt x, néhern. Die Abb. 3
formelméBige Umsetzung dieser Beschreibung lautet bekanntlich
Gy Hp =) EE) -

Xo—r X5 W il ——

Anstieg der Anstieg der
Sekante Tangente

£°(xo) heiBt die Ableitung der Funktion f£(x) im Punkte x.

LAY

g

e
llx N

S
|
! 2
X, P 4

24 gbstrakte Funktionen

Bisher war eine Funktion eine e indeutige Zuord-
nung von reellen Zahlen (Definitionsgebiet) in reelle Zahlen
(Wertevorrat). Wir wollen jetzt den Begriff der Funktion
wesentlich erweitern.
Wir definieren eine Funktion als eindeutige
Abbildung eines Definitionsgebietes in einen Wertevorrat.
Dabei wird nichtsiiber den Charakter des Definitionsgebietes
oder des Wertevorrates vorausgesetzt.(Im obigen Beispiel
handelte es sich in beiden Féllen um reelle Zahlen.)
Man kann auch so sagen: Eine
Funktion ist eine eindeutige
Abbildung von einer Menge M4
in eine Menge M,.
Bezeichnet man die Elemente
der Menge My mit x, also

Abb. 4 x€My, und die Funktion mit £,

so ist f(x)eM,.

Zur Erléuterung betrachten wir einige Beispiele.

f(x)
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Belispiele:

(a) M, sel die Menge aller (zur Zeit lebenden) Menschen.
Gefragt ist nach der GrdBe jedes elnzelnen Menschen.
f(x) gibt somit die GréB8e des Menschen x aus My, an. In
diesem Fall besteht f(x) aus reellen Zahlen (némlich
den GroBen der verschiedenen Menschen).

(b) M;sei die Menge der Punkte eines Zimmers. Gefragt ist
nach der Temperatur im Punkte x des Zimmers. f(x) ist
dann die Zuordnung
"Punkt x des Zimmers — Temperatur in diesem Punkt".
Der Wertevorrat besteht wiederum aus reellen Zshlen.

(e) M, sei die Menge sller (zur Zeit lebenden) Menschen.

“T° Gefragt ist, ob der Mensch x aus M, am 1. Januar Geburts-
tag hat oder nicht. In diesem Falle kann f(x) nur zwei
Werte annehmen - "Jja" oder "nein". Das ist ein Beisgpiel,
das zeigt, daR der Wertevorrat nicht immer aus reellen
BB Zshlen besteht.

Im ersten Abschnitt hatten wir zwei Begriffe eingefiihrt:
Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Es fragt sich, ob man
analoge Begriffe in dem jetzt betrachteten allgemeinen Fall
definieren kenn. Das geht nicht, da die Mengen M, und M,
keine zus@tzlichen Eigenschaften besitzen, (Zur Definition

der Stetigkeit im ersten Abschnitt hatten wir etwa den
Begriff "Abstand" verwendet. Bel der Definition der Ableitung
haben wir den Begriff "Konvergenz" verwendet.) Wir werden
deshalb den Begriff der Funktion wieder etwas einschrénken
und zu "Funktionen mehrerer Verédnderlicher" iibergehen.

2. Funktionen mehrerer Verédnderlicher ‘Definitionl Stetiﬁggiﬁi

Die Zahlengerade bezeichnen wir mit R,, die Ebene mit R;
und den dreidimensionalen Raum mit R;. Die Punkte des R,
nennen wir x, die einzelnen Komponenten x;, 1 = 1,2,3. Also

X = (11,13,13) € R’ °
(Entsprechend fiir Ry«) Sind X = (Xq,Xp,X3) wnd 7 = (Fq 42 ¥s)
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zwel Punkte im Ry, s0 wird der Abstand von x zZu y gemessen
durch

4) |x=-3l =vVE =707 + (32 - 7207 + (x5 - 73)% .
(Entsprechend fiir Ry.) Durch direkte Verallgemeinering ge—
langt man jetzt zum n-dimensionalen Raum R,. Dabei ist n eine

natiirliche Zahl, also n = 1,2,3,... Wir definieren R, als
die Gesamtheit der "n-Tupel"

X = (X-| ,-..,In) ’ xj I‘eelle Zahl (j = 1,2,.-.,!1).

Die einzelnen "Komponenten" x; kdnnen dabeil unabhéngig von-
elnander die Zahlengerade R, durchlaufen. In Analogie zur
Formel (4) definieren wir den Abstand |x = y| zweier "Punkte"
X = (X19eee9Xp)s ¥ = (F1seeesYn) durch die Formel

(5) |x - ¥l -'1/2; (x5 - 732 .

Es ist klar, daB fiir n = 1,2,3 die neue Definition des
Abstandes mit der iliblichen anschaulichen Definition des
Abstandes ilibereinstimmt. Ist x€R, ein fester Punkt und ist
V eine vorgegebene positive Zsghl, so bezeichnen wir die
Gesamtheit der Punkte y mit der Eigenschaft

ly = x| < v

als "Eugel vom Radius v um den Punkt x". Im dreidimensionalen
Fall stimmt das mit dem iiblichen Begriff "Kugel" iiberein.
"Zweidimensionale Kugeln" sind Kreise. "Eindimensionale Ku-
geln" gind Intervalle.

Wir bendtigen noch den Begriff

"offene Menge in R,". Es sel M,

eine Tellmenge von R,, also

My € Rp. My heiBt "offen", falls

mit jedem Punkt x aus My auch

eine EKugel um M, mit geniigend

kleinem (aber positivem) Radius

ebenfalls in My liegt (s. Abb. 5). Abb. 5

Der zwelte Teil dieses Artikels erscheint in "WURZEL"-6/72.
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Preisaufgaben 5/72

D 25) Man zeige, daB das unendliche Produkt
P = 24/2. y /4, g1/8, )

gleich 4 ist.

D 26) Man bestimme alle vierstelligen Dezlmalzahlen der
Form (abca)qo, die gleich (5c + 1) sind.

D 27) Man bewelse: Die Gleichung ax; + bx2 +cx+d=0
mit reellen Koeffizienten a, b, ¢, d und a ¢ 0
besitzt genau dann eine Ldsung, die rein imaginér
ist, wenn ac > O und ad = bc gilt.

Man beweise fiir positive reelle Zahlen a und natiir-
liche Zahlen n die Ungleichung

(n+1)é2n+1) > ¥a (o1 - /).

‘D 28

D 29) Man lose die Gleichung
x+1 + Vex+3 T =1
in reellen Zahlen x.

‘D 30

LcaM B WECTUYTOJBHUKE IIPOTUBOIOJIOKHEE CTOPOHH
PaBHH ¥ NapanjlenbHH, TO NpU €ro AMaroHanu, Coezxu-
HAOIME ITPOTUBONOJOKHHE BEPUUHH, NEPECEKAnTCS B
OZHO# TOUKe.

Fiir jeden vollsténdigen Losungsweg erhélt der Einsender einen
bzw. zwel Wertpunkte. Die Anzahl ist bel jeder Preisaufgabe
unter der laufenden Nummer angegeben. Fir 15 Wertpunkte er-—
h&lt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte ha-
ben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f&llt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung
tell.
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Die Losungen sind bis zum Ende des darauffolgenden Monats
unter dem Kennwort "WURZEL - Preisaufgaben" an unsere
Adresse zu schicken. .

Wir weisén darauf hin, daB slle uns eingesandten Ldsungen
bzw. Aufgabenblé&tter mit dem Namen des Einsenders und seiner
Adresse versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, jede
Losung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.

_kle‘?ne KNoBELeeN O

In einem Raum befinden sich n Personen (n 2 2).
Je zwel dieser Personen sind sich entweder gegen-—
seltig bekannt oder nicht, und eine Person

z8hlt nicht als Bekannter von sich selbst.
Behauptung:

In dem Raum befinden sich mindestens zwei
Personen, die die gleiche Anzshl von Bekann-

ten im Raum haben. @

'(::) Gegeben sel eine beliebige mehrstellige natiir-
liche Zahl.Man bilde durch eine beliebige Um-
stellung ihrer Ziffern daraus eine zweite Zahl.
Ist dann die Differenz dieser beiden Zahlen
stets durch § teilbar?

'.‘\‘,IH‘\’HD"""“J’.‘n"il<“’tlt\a'lHt\J’l‘nu’

[INFORMATION EE S S

ridrechner in Polen

Anfang dleses Jahres wurde in der VR Polen erstmals ein
Hybridrechner gebaut. Diese Anlage vereinigt die Arbeits-
welse eines Analogrechners mit der Geschwindigkeit eines
Digitalrechners. Die ersten in Polen hergestellten Hybrid-
rechner werden in wissenschaftlichen Forschungsstellen

des Landes verwendet.
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Wir empfehlen:
v. Mangoldt/Knopp "Einfiihrung in die hdhere Mathematik"

Dieses Werk - es ist ebenso wie Fichtenholz "Differential-
und Integralrechnung" (siehe "WURZEL" 1/72) ein Standard-
werk der Analysis - vereinigt in sich zwei groBe Vorziige,
né&mlich strenge Wissenschaftlichkeit und leichte FaBlich-
keit. Deshalb ist es eine ideale Grundlage fiir das Studium,
zumal es auch iiber die unmittelbare Analysis hinausgeht.
Es ergénzt sich ausgezeichnet mit obengenanntem Werk von
Fichtenholz.

Die Tatsache, daB die einzelnen Bénde von v. Mangoldt/Knopp
"Einfiihrung in die hdhere Mathematik" in der DDR bereits

in 11. bzw. 14. Auflage erschienen sind, spricht fiir dieses
Werk.,

Aus dem Inhalt: Band 1 Zahlen, Funktionen, Grenzwerte,
Analytische Geometrlie, Algebra,
yeYvvvy Mengenlehre

Band 2 Differentialrechnung, unendliche
Reihen, Elemente der Differential-
geometrie und der Funktionentheorie

Band 3 Integralrechnung und ihre Anwendung,
Funktionentheorie, Differential-
yyveyvyy gleichungen

Jeder Band kostet 22,— M.

INFORMATTION I S
15 Jahre im Kosmos aktiv

Nach etwa 15 Jahren aktiver Raumforschung konnte die UA4SSR
Mitte Mirz 1972 auf insgesamt 590 Weltraumexperimente
zuriickblicken. Die seit dem 16. Mérz 1962 gestarteten Satel-
liten der Kosmos-Serie machen etwa ein Drittel aller Raum-—
fahrtunternehmen der Welt und vier Fiinftel der sowjetischen
Starts iliberhaupt aus. Im Jahre 1971 startete alle 108 Stun-
den ein Kosmos-Satellit. Die bisher mit Kosmos-Satelliten
auf eine Umlaufbashn gebrachte Gesamtmasse betrégt etwa 1,5
Millionen Kilogramm, was etws dem Gewicht von 20.000 er-
wachsenen Ménnern entspricht.
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Losungen

(D 7)| Die Wurzeln fiir beliebige Exponenten werden i.a. nur
aus positiven Zahlen gezogen; diese Feststellung ist,
I trotz der Eindeutigkelt der Umkehrfunktion von

x2n+1. ginstig bei der Erweiterung des Potenzbegrif-
prem— fes auf reelle Exponenten. Trotzdem erhielten alle
Einsender, die die dritte Losung

X3=-88
nicht ausgeschlossen hatten, volle Punktzahl.

Von fast allen Einsendern wurde folgender Losungsweg
gewéhlt:

Eingesandt von Helmut RofSmann, Neubrandenburg, POS V.

2+x T + V12=x ' = 6
Da die Radikanden stets nichtnegativ sind, folgt

24 + x>0 und 12 - x > O,
Ich fiihre jetzt die folgende Substitution ein:

24+x = a

2=X = b mit a,b =2 O
Hieraus folgt:
a+b=©56
a’+ b= 36
Dieses Gleichungssystem kann man 1l6sen, indem man
den aus der ersten Gleichung gefundenen Wert fir b
in die zweite Gleichung einsetzt.

& + (6 - a)2 = 36

a3 + a2 -12a = O (%)

a(a + 4)(a-3) = 0

1. Fall: a =0 D=6
X = =24

2. Pall: a + 4 =0 a= -4 entfdllt, da die Wurzeln
nichtnegativ definiert.
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3. Fall: a= 3 b= 3

X= 3
Die Losungen sind also

p— - % ——
Eine andere Mdglichkeit der Substitutuon, dle sofort

auf (%) filhrt, wurde von Bernd Kutniek
aus Teterow gebraucht,

Er ersetzte x = a3 - 24 a € R,

[niE

Leider unterlief uns bel dieser Aufgabe ein Druckfehler.
Aus der gegebenen Voraussetzung folgt selbstversténd-
lich nicht die Behauptung. o
Wer dieses durch ein Gegenbeispiel (z.B. fiir y = 307)
zeigte, erhielt schon den Punkt.

Trotz des Fehlers erhielten wir zahlreiche Einsendungen
von Lesern,die ihn berichtigt hatten und als Voraus-
gsetzung cot(a + B)ecosy = siny ansetzten.

Hier nun zwel Losungsvarianten:

Eingesandt von Matthias Gatzsche, Neubrandenburg

Voraussetzung: cot(e + B)ecosy = sin vy
Behauptung: ¢ +B+y =% + kn
Beweis: 1. Fall: cosy = O siny = 1

cot(a + B)ecosy = O
siny = 1

Wegen 1 $ 0 ist die Voraussetzung
nicht erfillt.

2. Fall: cosy % O
cot(a + B)ecogy = siny |+ cosy

cot(ax + B) ﬂ%—= tany

tany = cot(3 - v)

cot(a + B) = cot(% - v)
o + B = g -Y + °k , k ganz
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Zweite Variante, eingesandt von Helmut RoBmann,
Neubrandenburg, POS V

cot(x + B)ecosy = siny

Die Gleichung kann nur erfiillt sein, wenn cot(o + B)
definiert ist, d.h. sin( «+B ) $ O gilt.

cosv-ﬁ%%%%—f—%% = siny .| sin(a + B)

cogyscos(a + B) = sinysin(a + B)

cos(ax + B)ecosy - sin(o + B)esiny = O

nach Additionstheorem folgt hieraus

cos(x +B+ v) =0

o+ B +y= % +kn mitk O,+1,+2,... g.e.d.

1]

Eingesandt von Helmut RoBmann, Neubrandenburg, POS V

Ich bestimme zunZchst die Anzahl aller positiven ganzen
Zahlen ¢ und 4, deren Summe gleich einer gegebenen na-

tirlichen Zahl n ist. Ich kann hier n > 2 voraussetzen.
Wenn ¢ + 4 = n, so gibt es bestimmt n-1 Paare positiver
ganzer Zahlen, die das erfiillen, und zwar

17+ (n-1) = n
2+ (n-2) =n
3+ (n-3) =n

(n—‘1) + 1 = N

Setze ich jetzt d = a + b, a positiv und ganz, so gibt
es sicherlich fiir

a+b=1 kein Paar
a+b=2 2=-1 = 1 Paar
a+b=3 3=1 = 2 Paare

L B O B BN B R B OB BN BN BN NN B N B BN B R NN NI R NN N

a+b=n1n-1(n-1)=1= n-2Paare
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Es gibt damit also genau ﬁ + 2 +...4+ n=2 Tripel 8ybycCy
fur die a+b+c gleich einer gegebenen Zahl n ist,

Die Anzahl aller Tripel betrigt:

142 4,..4n-2 = 2= (n-2 (Siehe Tafelwerk!)

Und hier, wie versprochen, der Beweis des Satzés vom
Titelbild des Aprilheftes: .

16 gerade 17 = 16 = 1 gerade
1 ist durch 2 teilbar

3 und 7 sind durch 2 teilbar
3¢7 = 21 ist durch 4 teilbar

21-4 = 17 ist durch 4 teilbar

Analog kann man zeigen, daB 3 und 11 durch 4 teilbar sind,
somit 33 und damit 17 durch 16 teilbar sind, und ebenfalls
analog folgt, daB 3 und 91 durch 16, somit 27% und damit
insgesamt 273 - 256 = 17 durch 256 teilbar sind.

XI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

Berlin, Donnerstag, 3Q. 3. 1972, Jugendhochschule
Bogensee

Die letzten Busse sind abgefehren und es ist recht ruhig ge=-
worden in der Jugendhochschule. Nach den ereignisreichen
Tagen der vergangenen Woche ein ungewohntes Bild. Ereignis-
reiche Tage - damit ist die XI. OJM der DDR gemeint, die

vom 26.-29, Mérz 1972 in der Jugendhochschule stattfand.
Heute nun sind auch die letzten Teilnehmer wieder auf dem
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Heimweg, die Preistréger stehen fest,und die Kandidaten fir
die IMO sind nominlert. Man wertet aus und erinnert sich
noch einmal an die Tage der XI. OJM.

o) 26. 3., 1972 '
Die Delegationen treffen ein. Im Empfangsbiiro wird auf Hoch-
touren gearbeitet. Insgesamt 201 Schiilerinnen und Schiiler
werden ihre "mathematischen Kréfte" messen. Was die Schii-
lerinnen anbetrifft, so sel noch gesagt, daB es nur 25 an
der Zahl waren. Warum eigentlich immer noch so wenig? Kein
Mensch in unserer Republik, der als modern und verniinftig
gelten méchte, wird wohl heute noch behaupten, daB Mathema-
tik nichts fiir Médchen sei. Theoretisch ist also alles in
Ordnung. Aber in der Praxis? Zweifelsohne ist das elne Frage
der Entwicklung - aber Selbstlauf kénnen wir uns dabei nicht
leisten. Hier gibt es noch ungenutzte Moglichkeiten, die

es auszuschopfen gilt. Wie wédre es, wenn Sie, lieber Leser,
sich einmal zu diesem Problem &uBern wiirden? Welche Melnungen
gibt es bei Thnen? Wie wére es mit einer Diskussion in der
"WURZEL"?
Sonntag gegen 16.00 Uhr sind dann auch die letzten Delega~
tionen, Korrektoren und Koordinatoren eingetroffen. Erste
Beratungen finden statt. Die FDJ-Leitung konstituiert sich.
Die FDJ-Sekretédre der einzelnen Delegationen und Vertreter
des Zentralrates besprechen die Mdglichkeiten und Vorschlié-
ge zur Gestaltung der Arbeit ihres Jugendverbandeslwﬁhrend
der Olympiadetage. Es wird beraten, diskutiert. Die Vor-
bereitung von Veranstaltungen, eine Vietnamspende, Weltfest-
spiele in Berlin, und anderes steht auf der Tagesordnung.
Mathematikspezialisten bewuBt politisch aktiv fiir die Ent-
wicklung des Sozialismus - in unserem Staat eigentlich eine
Selbstverstdndlichkeit. Abends ist dann die feierliche Er-
6ffnung, die von Prof. Dr. Engel vorgenommen wird. Anschlie-
Bend herrscht Stimmung auf der Biihne: ein Ensemble der
Sowjetarmee begeistert die Teilnehmer mit Kampfliedern, Volks-
tédnzen und - natiirlich - der immer wieder schdnen und viel-
gesungenen "Kalinka". Zweifelsohne ein Erlebnis mit nach-
haltigem Eindruck.
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Montag, 27. 3. 72

Die Képfe rauchen. Vormittags bei den Schiilern und nach-
mittags bel den Korrektoren und Koordinatoren, Die Aufgaben
erfordern wahrlich Hochstleistungen. Drel Aufgaben miissen

in jeder Klassenstufe (10 und 11/12) geldst werden. Beim
Mittagessen wird dann diskutiert und ausgewertet. Die Korrek-
toren und Koordinatoren beginnen ihre Arbeit.

Am Nachmittag stehen dann Volleyball, FuBball und Tisch-
tennis auf dem Programm. Auch bei einer Simultanschachver-
anstaltung werden die Kréfte gemessen. Zwel Siege und zwel
Remis konnen die Schiiler auf ihrem Konto verbuchen. Im Laufe
des Tages ist auch die Wandzeitung der FDJ-Leitung erschienen.
Der Grundgedanke ist klar: "Die XI. OJM ist ein Hohepunkt

im mathematischen Wettbewerb - LaBt sie auch zu einem Hohe-
punkt im Leben unseres Jugendverbandes werden!"

Abends lduft der Film "Salut Maria'". Doch dann sind bei vielen.
die Gedanken schon bei der Klausur des kommenden Tages.

Dienstag, 28, 3, 1972

Die zweite H&1fte der Aufgaben wird in Angriff genommen.

Wie bereits im vorangegangenen Jahr eingefiihrt, werden auch
diesmal wahlobligatorische Aufgaben gestellt. Jeder Schiiler
kann einmal unter zwel Aufgaben wdhlen, sich also sein
Spezialgebiet aussuchen. Diese Form hat sich bewédhrt und

ist fiir die Schiiler sicherlich eine Erleichterung, falls

man bei dem Schwierigkeitsgrad der Aufgaben iiberhaupt von
Erleichterung sprechen kann.

Nachmittags findet man sich zu Diskussionsrunden iiber Mili-
tédr- und AuBenpolitik zusammen. Prominente Gadste beantworten
Fragen und diskutieren mit den FDJ-lern. Abends gibt es dann
einen mathematischen Vortrag. '
Gegen 22,00 Uhr ist es dann endlich so weit: Bereichsleiter,
Jury und Delegationsleiter kommen zusammen. Die Ergebisse
werden bekanntgegeben. Ungeduldig werden die Delegations-—
leiter von lhren Delegationen erwartet. GroB ist der Jubel
bei den Siegern. Die Delegationen der einzelnen Bezirke
feiern ihre Besten.
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Mittwoch, 29, 3. 1972

Vormittags ist Freizeit,die viele zu einem Stadt- und Ein-
kaufsbummel nutzen.

Nach dem Mittagessen in der KongreBhglle wohnen wir alle
einem Auftritt des Pionier- und FDJ-Ensembles "Edgar Andre"
bei; ein wiirdiger AbschluB der XI. Matheolympiade.

Abends dann die feierliche Siegerehrung, u. a. mit folgen-
den Preistrégern:

Oberschule, Klasse 10
1. Preis Ralph Lehmann, EOS Strausberg 26 Punkte

Oberschule, Klasse 11/12 ;
1. Preis Harald Englisch, EOS Leipzig 39 Punkte
Hans-Jilirgen Fischer, Karl-Marx-Stadt 39 Punkte

AnschlieBend wurden die Kandidaten fiir die Nationalmannschaft
bekanntgegeben. Es sind dies:

Harald Englisch Leipzig
Hans-Jirgen Fischer Karl-Marx-Stadt -
Gerd WeiBenborn Berlin

Olaf Bdhme Dresden

Rolf Haftmann Karl-Marx-Stadt
Guntram Pansch - Leipzig

Albrecht HeB Dresden

Matthias Giinther Leipzig

Pawel Kroger Leipzig

Rainer Siegmund-Schulze Berlin

Von diesen zehn Schiilern werden acht bei der Internationalen
Mathematikolympiade in der VR Polen die Deutsche Demokrati-
sche Republik vertreten. Dazu wiinschen wir ihnen viel Erfolg.

Bernd Wéchter
"WURZEL"=Korrespondent bei der
XI. OJM
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von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
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Funktionen mehrerer Verénderlicher (1)

Wir betrachten jetzt "Funktionen mehrerer Verédnderlicher" f(x).
Das Definitionsgebiet ist eine offene Menge M, aus Rn' Der
Wertevorrat ist eine Teilmenge von Rq. Mit anderen Worten:

f(x) ist eine reelle Zahl, x € M1. Fir n = 1 haben wir wieder
die Funktionen aus Abschnitt 1 der vorigen "Wurzel". Fiir

n = 2 (und in symbolischer Weise auch filir beliebige n) hat

man Abb. 1 durch Abb. 6 zu ersetzen.

Abb. €

Die Werte der Funktion f(x) sind als"Funktionsgebirge" dar-

stellbar. Hier ein paar Beispiele von Funktionen zweier Ver-—
gnderlicher:
X

£f(x): X4 + X x117 + x225 + 29x1x257, e 1x2, tg(xasinxq)

(mit entsprechenden Definitionsgebieten)

Wir gehen jetzt daran, die Begriffe "Stetigkeit" und"Differen-—
zierbarkeit" zu ilibertragen. Im Falle der Stetigkeit haben wir
es sehr einfach, da wir im ersten Abschnitt der vorigen
"Wurzel" bereits gut vorgearbéitet haben. Wir brauchen ledig-
lich in den Formeln (1) und (2) den Begriff des (eindimensio-
nalen) Abstandes durch den Begriff des (n-dimensionalen) Ab-
standes zu ersetzen :

f(x) heiBt im Punkte X,-£ M4 stetig, falls filir jede positive
Zahl & eine positive Zahl € (in Abhéngigkeit von 8) existiert,
so daB fiir alle x, fiir welche die Abschétzung (2) gilt, die
Formel (1) richtig ist,
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(€ hat man dabei so klein zu wéhlen, daB die Kugel vom Radius
eun x in M, liegt).

Aufgabe: Machen Sie sich in Analogie zum. ersten Abschnitt

ffjjjjjfj der vorigen "Wurzel" fiir n = 2 den anschaulichen
Sinn dieser Definition klar (Abb. 6).

4, Differentiation von Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Wéhrend wir die Definition der Stetigkeit ohne Schwierigkeiten
von einer Dimension auf n Dimensionen ilbertragen konnten, tre-—
ten bei der Ubertragung des Begriffes der Differentiation

neue Effekte auf. Wir betrachten wieder eine Funktion f(x),
die auf der offenen M, erklért ist.

Es sei x = (x1,x2,...,xn). Wir halten X5y...,X, fest und

lagsen die erste Komponente variieren, also

J = (Yfpxg!-"vxn)-
Da Mjoffen ist, gilt y € M, fir |yq - Xq|s €
(e hinreichend klein, warum?) Siehe Abb. 6!
Auf diese Weise erhalten wir eine Funktion F

F(yq) = f(yapxziv'-!x )
der eindimensionalen Variablen Jq-
Auf diese Funktion F(yq) kSnnen wir di-= Betrachtungen des
erstén Abschnitts aus der vorigen "WNurzel" anwenden, ins-
besondere Formel (3).
Wir sagen jetzt, daB"f(x) im Punkte x partiell nach X,
differenzierbar ist", falls die eindimensionale Funktion
F(y4) im Sinne der Formel (3) bei x, differenzierbar ist.

Wir schreiben:

af '
55; (x) = F'(x,)

of

5%; heiBt partielle Ableitung.
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Entsprechend kann man natiirlich die partiellen Ableitungen

£
S5 (®)ree .ﬂg(m

im Punkte x € M1 definieren.

Ist 371-;(:;) in M, definiert und besitzt diese Funktion eine

partielle Ableitung nach x,;, S0 schreibt man

2
3 _fof e
axq(%x—,,)“‘) " E

Analog

of

5%5(6x1)( x) = axzax (x),

usw. Man kenn auf diese Weise partielle Ableitungen beliebig
"hoher Ordnung" definieren.

BEs fragt sich, ob "Stetigkeit" und "partielle Ableitung" in
Beziehung zueinander stehen. Ferner ist es von Interesse zu
wissen, ob die partiellen Ableitungen untereinander in
Beziehung stehen.

Im eindimensionalen Fall folgt aus der Differenzierbarkeit
einer Funktion die Stetigkeit. Die Formel (3) zeigt némlich,

daB

[ £(x)-2(x,) |

b -f
_ ( (I2) (xo) - f'(xo)) (x2_xo) ¥ f'(xo)(xa-xo)
X~ Xy
£(x,)-£(x,) . '
s |12—xo| _— xoo - f (xo) +|£ (xo)||x2—xo| )
G« x| gilt.



Wenn Ixz-xol gegen Null strebt, so auch If(xz)—f(xo)| .

Daraus folgt die Stetigkeit im eindimensionalen Fall.

JIn mehrdimensionalen Fall ist die Situation komplizierter:
Eine Funktion, die s@mtliche partiellen Ableitungen ersterll

Ordnung besitzt, braucht nicht unbedingt stetig zu sein.
Wir geben ein Beispiel an:

Im R2 besitzt die Funktion

£(x) = —fgfgjg fir x4 O und £(0) =0

X4 HXs
im Nullpunkt die partiellen Ableitungen.
f
g—f;—chJ-S;E(O)w

f(x) ist aber im Nullpunkt unstetig.

Aufgabe:
Man beweise die angegebenen Resultatel ~———

Das in diesem Zusammenhang wichtigste Resultat ist der Satz
von der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen.

Satz: |Die Funktion f(x) sei im Punkt x stetig. Ferner sollen
alle Ableitungen der Form

3f 3°f .
dx5 uﬂdgx—jgx—k 1< j, ksn
existieren und ebenfalls im Punkte x stetig sein.
Dann ist
2 2o
b 0 - sl .
J J

_Das bedeutet, daB die Reihenfolge der Ausfilhrungen der par-
tiellen Differentiation keine Rolle spielt. Ein entsprechen-
des Resultat gilt fiir die Ableitungen hdherer Ordnung.
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j; SchluBbemerkungen

Der Begriff der partiellen Ableitung ist von fundamentaler
Bedeutung fiir die Mathematik, Physik und Anwendungsgebiete
der Mathematik in der Technik. Fast alle Teildisziplinen

der theoretischen Physik (Mechanik, Elektrodynamik, Elasto-
mechanik, Quantenphysik, Relativitétstheorie,...) griinden
sich auf sogenannte '"partielle Differentialgleichungen'.
Diese partiellen Differentialgleichungen werden aber aufge-
baut mit Hilfe der hier beschriebenen partiellen Ableitungen.
Der Begriff der Stetigkeit von Funktionen mehrerer Verénder-
licher kann wesentlich erweitert werden auf spezielle Klassen
von. Funktionen im Sinne des Abschnitts 2 der vorigen '"Wurzel".
Derartige Verallgemeinerungen fiilhren zu einem modernen Zwelg
der heutigen Mathematik, der Funktionalanalysis.

Prof. Dr. Hans Triebel

Leiter des Bereiches Analysis
an der Seklion Mathematik

Preisaufgaben 672

(D 31) Einige von 15 Bogen Papier wurden in 10 Teile zer—
(:) schnitten. Sodann wurden einige der zerschnittenen

Bogen nochmals in 10 Teile zerschnitten usw. Als man
alle so entstandenen Papierbogen z&hlte, erhielt man
1972, Beweisen Sie, daB falsch gez&hlt wurde!

(D 32) Alle Seiten eines konvexen Vielecks wvom Umfang 12

(:) werden um 1 nach auBen geschoben.
Es ist zu beweisen, daB sich der Fl&cheninhalt um

mehr sls 15 vergroBert!




(D 33) Man beweise, daB es keine ganzen Zahlen &, b, c, d

derart gibt, daB der Ausdruck
a x5 + b x2 +cx+4d
fir x =19 gleich 1

und fliir x = 62 gleich 2 1ist!

[ O

(D 34) Auf dem ersten von n in einer Reihe angeordneten Fel-
dern befindet sich eine Miinze. Mit einem Zug kann man
sie um 1, 2 oder 3 Felder vorriicken. Zwel Spieler zie-
hen abwechselnd. Verloren hat derjenige, der die Min-
ze auf das letzte Feld zieht. Wer von beiden Spielern
gewinnt? Wie muB man spielen? '

S

(D 35) Geben Sie die reellen Ldsungen x der Ungleichung

(:) -J:c + X

—_—_— > G-Jx an!
4:{ - X
(D 36) Beweis des Satzes 2 auf Seite 90

®

Fiir jeden vollgténdigen Ldsungsweg erkdlt der Einsender
einen bzw. zwei Wertpunkte. Die Anzshl ist bei jeder Preis-
aufgabe unter der laufenden Nummer angegeben. Fiir 15 Wert-
punkte erhélt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte ha-
ben, entscheidet das Los (unter Ausschluf des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner fd1llt, nimmt er automatisch an der nédchsten Auslo-
sung teil. Die Losungen sind bls zum Ende des darauffolgen-
den Monats unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an
unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungen
bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner

Adresse und ab sofort asuch mit der K1 a s sens tu ﬁ_g

versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, jede Losung
auf einem gesonderten Blatt elnzuschicken.
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Wir konstruieren einen vierdimensionalen Wiirfel

Der mit dem Dimensionsbegriff vertraute Leser wird bei dieser
{lberschrift sicher stutzen. Was heiBt "Wiirfel im vierdimen-
sionalen Raum", wenn unsere Vorstellungen sich doch nur im
dreidimensionalen Raum (H6he, Tiefe, Breite) bewegen kOnnen?
Wir werden sehen, daB ein mathematischer Geist vermag, diese
Grenze zu iiberschreiten und sich in R&ume beliebiger Di-
mension begeben kann.

Die Konstruktion unseres Wiirfels basiert auf mengentheore-
tischen Uberlegungen. In der Ausdrucksweise einer Spezial-
richtung der Mathematik, der Verbandstheorie, kamn der im
weiteren aufgezeigte Konstruktionsweg wesentlich eleganter
formuliert werden. Aus Griinden des besseren Versténdnisses
méchten wir hierauf aber verzichten. Verwiesen sei noch auf
den Artikel von Herrn Dr. Wechsung ﬁber'"Mengen-Relationen—
Funktionen". (Siehe "WURZEL" 11/70 - 2/71) |

Mit Mn mochten wir die Menge der natiirlichen Zahlen von
1 bis n bezeichnen, symbolisch

M, = {1,...,n}.

Wir sagen: Die natiirlichen Zahlen 1,...,n sind Elemente

von Mn' '

Definition

1. Eine Menge N von natiirlichen Zahlen heilBt

Untermenge von M_|genau dann, wenn alle Elemen-

te von N aqch Elemente von I sind.

Wir schreiben dann: N ;_gn.

2. Zweil Untermengen N, und N, sind identisch genau
dann, wenn in N; und in N, dieselben Elemente

enthalten sind.
Wir schreiben dann: Nq - N2
(Im weiteren Sinne wollen wir in Jeder llenge
natiirlicher Zahlen die Elemente der GroBe nach
geordnet haben.)

3, @ heiBt die leere lMenge genau dann, wenn @
{iberhaupt kein Element enth@lt.




Es ist leicht zu zeigen, daf es nur eiﬁe leere Menge gibt.
Folgerung: @ & Mn y fir jedes n= 1,2,...
Mit ﬂ(Mn) bezeichnen wir die Menge aller moglichen nichtiden-
tischen Untermengen von Mn'
Beispiele: P(M,) = {2, {1}}
pa) = {2, {1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},
{2’5}’{214}’{3’4}o{132!3}r{1!2:4}!{1,3,4}'
{2,3,4},{1,2,3,4}}
Folgerung: Ist n g m,so sind alle Mengen, die in.g(Mn) ent-
halten sind, auch in B(M_ ) enthalten.

Satz 1:|In B(Mn) sind (g)Untermengen von M mit r verschie-

I:S;Ezl denen Elementen enthalten (0 € r £ n).

Man beweise diesen Satz!

Es seienIN1 und N2 Untermengen von Mﬁ mit r Elementen, wir
wollen schreiben: N1 ot N2 ("I{\I,.I unmittelbarer Vorganger

von NZ")’ wenn N, in der lexikographischen Anordnung aller
Untermengen von M, mit r Elementen unmittelbar vor N, kommt.
Lexikographische Anordnung ist hier im selben Sinne zu ver-
stehen, wie sie dem Leser von einem Lexikon her bekannt ist,
d.h. wie im Lexikon ab vor ad kommt, so kommt hier 1,2 vor 1,4.

Beispiel: in M, gilt: {1,2,3} ¥ {1,2,4}  {1,3,4} ~{2,3,4}

Wir wollen nun zur [Konstruktion unseres Wiriels] kommen, hierzu
wollen wir eine spezielle graphische Darstellung von ﬂ(Mn)
angeben.

Wir wollen jederUntermenge N von Mn im weiteren eineindeutig

einen Punkt in unserer Zeichenebene zuordnen, den wir bzgl. N

mit'PN bezeichnen. Die Lage dieser Punkte werden wir nun

beschreiben:

1. Wir markieren in der Zeichenebene n+1 Waagerechte mit
konstantem Abstand a, die wir wvon unten nach oben durch-

y» wobel also Wn+1 die oberste

numerierens Wq,...,w
Waagerechte ist.

n+1
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2. Auf jeder Waagerechten W, (1 s 1 < n+1) werden alle Punkte
Py markiert, fiir die N genau i-1 Elemente enth&élt. Duich
die Waagerechten wird eine senkbechte Achse gelegt, zu
der alle zu markierenden Punkte symmetrisch liegen in
Absténden mea (m = 0,1,...5 & siehe 1.) und alle Punkte
liegen so nahe wie mOglich an dieser Symmetrieachse.

Ein Punkt Py liegt auf einer Waagerechten unmittelbar
1

=y

links neben PN2 genau dann, wenn N, p— N,.

4, PN sei Punkt auf Wi (2< i s n+1) und PN sei Punkt auf
1 2
W. .. Wir zeichnen zwischen P, und P; genau dann eine
Strecke, wenn N., g N,.
2 1
Satz 2: |Zwischen W; und W; (2 < i s n+1) zeichmen wir auf
[j;:zf] diese Welse genau (1—1) (1 1)Verblndungsstrecken
ein.

Dieser Satz ist als Preisaufgabe (D 36) zu beweisen!

Nun endlich die entscheidende Folgerung:

Wn ist n-dimensionaler Wiirfel genau dann, wenn ¥  der gra=

phischen Darstellung von n(Mn) entspricht.

(it anderen Worten: Die obige graphische Darstellung von
(M ) heiBt per definitionem n-dimensionaler Wiirfel).

Betrachten wir die Darstellung der n~dimensionalen Wiirfel

fiir n s 4:

Wu SeNieTmpase N
1 A—
W, .
L5
Y R, Ip—
41 P ¢
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Der Leser wird diese Konstruktion nun fiir beliebige n leicht
durchfiihren k6nnen, vorausgesetzt, Zeit und Papier six_ld. aus-—
reichend vorhanden. Es sei noch folgender Satz angefuhrt:

Satz 3:|Jeder n-dimensionale Wiirfel ist durch ol
T
m r-dimensionale Wiirfel begrenzt (0 € r < ®)

(Unter einem O-dimensionalen Wiirfel verstehen wir einen Punkt)

Beispiel:
Der 4-dimensionale Wiirfel besitzt 32 “1-dimensionale Wiirfel

(d.h. Strecken) als Begrenzungslinien.

Reinhard Klelte
IV. Stdj. ] Kybernetik

Gut gesagt
v

"Rin Mathematiker, der nicht irgendwie ein Dichter

ist, wird nie ein vollkommener Mathematiker sein."

Karl WeierstraB

Aus der Annashme, dafB zwel mal zwel fiinf ist, kann |

man auch folgern, daB es Hexen gibt.

A 7., Hausdorff
M
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+ BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT +

Wir stellen vors:
A.S.BARSOW: " Was ist lineare Programmierung?"

Bei der Anwendung mathematischer Methoden in der Volkswirt-
schaft spielt die lineare Programmierung (cder besser:
lineare Optimierung) eine grundlegende Rolle; wir mbchten
hierzu ein Beispiel gnfiihren :

Ein Betrieb A liefert jihrlich an die Betriebe B und C
600 t bzw. 400 t eines Erzevgnisses.
Fir die Transporte stehen Lastkraft-

’C wagen L1 und L2 mit Nutzlasten von
1%t bzw.4 t zur Verfiigung. L1 kann
,/£;oe jéhrlich hSchstens 300 Fahrten lei-
sten, L2 kann hdochstens 200 Fahrten
A leisten. Die Transportkosten betragen
‘m B (in Mark): )
Pitr L1 i L2
von A zu B 10 20
von A zu C l 30 l 60

Ziel: Die Fahrten von L,1 und L2 sind so zu legen, daB die
gesamten Fahrtkosten innerhalb eines Jahres mdglichst
gering sind.

Zur Losung solcher und &hnlicher Optimierungsaufgaben fin-
den die Verfahren Anwendung, die Herr Dr. F. GOtze in
"JURZEL" 3/72 und 4/72 erléutert hat. A. S. Barsow gibt
in diesem Problemkreis eine elementare Einfihrung, die
sich besonders durch eine fundierte Darstellung der Grund-
lagen innerhalb der linearen Algebra auszeichnet.

Aus dem Inhalt: Der n-dimensionale Raum
Vektoren in diesem Raum

yyyv Hyperebenen und Halbriume
Konvexe Polyeder
~g§§a' Systeme linearer Ungleichungen
Simplextransformation

—
=y

= .

Bine Minimaxaufgabe

@ Losung des Transportproblems bzgl. der Kosten
2 und der Zeit

B.G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1966, Preis 5,40M
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Losungen

(D 13)] In den Ldsungen wurde von allen Einsendern auf
folgende Beziehung zwischen dem arithmetischen
und dem geometrischen Mittel zurlickgegriffen.

I~

Fir x1 € Ry, x1 20, i=1,...,n gilt:

%%3'.1 = n“;‘j;xi

Somit ergibt sich fiir n =2 und - wie in Aﬁfga—
benstellung gefordert - a,b,c 2 O

5‘%—1)2 5'\/35‘ ’
7'_§1+_02 7-\1'&0' ’
3-——2——b < 2> 3/bc

Durch Addition der drei Ungleichungen entsteht

5&%122 + ZL%iEl + éﬁgiﬁl 2 5V/ab + Nac + 3Vbe
6a + 4b + 5¢ 2 5/ab: + Mac: + 3/be,

wonit die gesuchte Ungleichung bewiesen ist.

(D 14) (I6sung nach Helmut RoBmann, EOS Neubrandenburg)

e
| Fir a,b € R, k € N gilt:
eS| 2k+1 + b2k+1 - (8.+b)(&2k - a2k—1b i a2k—2-b2 - .

a

n € N:

n3 + 1 - (n2 -n+ 1)(n+ 1)
(%)% 4 1 = (@ + D20 - (23)2959 4 .

L —D.5+'|]
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(n2)259" 4 1 = (2341)[(n3)2590-(n3)2589,. . . -n341]

nach (x)
Hieraus folgtb:
(n})2961 +1=0 mod(n? -n+ 1)
[(11‘7’)‘296'1 + '1]115 = 0 mod (n2 -n+ 1) (1)
(11-5')259‘1 +1=0 mod(n2 -n+ 1)
-[(n3)2591 + ’I]n4 = 0 mod (n2 -n+ 1) (2)
(0 —n+ D@ -n-1=20mdx®-n+1) (3

Durch Addition von (1), (2) und (3) ergibt sich:
n5[(n3)2961 + 1] - n4[(n5)2591 + 1] -
- (n2 -n + ’I)(n3 -n-1)=0 m.od.(n2 -n+ 1)

n5(n.8883 + 1) - n#(n7775 + 1) = (n5 - ot 4 1)

0 mod(n2 -n+ 1)

nS888 _ n7777 4 4 0 mod(n? -n+ 1)

i

q-e-da

Die Losung beruht auf der Anwendung einfacher
Logarithmengesetze.
(Lésung nach Sgbine Schlorff, EOS Neustrelitz)

logbldgba log logya
Iogba IOgéb-logba log,c
a = a (wegen log,C = T )
a
log_log, a
= a a” b (wegen logab-logba =1)
log_c
= log,a (wegen & 2 = ¢ )
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(D 18) Zu dieser Aufgabe erhielten wir fast ausschlieBlich
richtige Losungen, die alle auf der mehr oder weni-
ger eleganten Anwendung des Binomischen Satzes
beruhten.

(Lésung nach Jochen Harant, EOS Ilmenau)

(i

100
(VB + /3100 | (490)\./?100_-1\/3\1

49

_Zz;{og]))@90—2k Vﬂelm Z 100 \/?106-21: W
+
ka
_i (120 A9k Z 102)250 Ik
k=0

Die Summanden der ersten Summe bestehen aus den
rationalen Faktoren

100} ,49=-k- k
( Ek)e 2

und dem irrationalen Faktor ~/6. |

Wie man leicht nachweisen kann, ist das Produkt aus
einer rationalen Zahl und einer irrationalen Zahl
wieder irrationsl, d. h. alle Summanden der ersten
Summe sind irrational.

Die Summanden der zweiten Summe stellen sich als
die Produkte von rationalen Zahlen dar, sind also
selbst wieder rational.

Daraus folgt, daB die Zerlegungssumme von

(V2 + V3 )10

genau 51 rationale Summanden besitzt.

Wir freuen uns dariiber, daB ...

«++ dem Leiter des Bereiches "NVA-Zirkel" in unserem Jugend-
objekt, Egbert Creutzburg, als Anerkennung fir
seine hervorragenden fachlichen und gesellschaftlichen
Leistungen das Karl-Marx-Stipendium verliehen wurde.

95



Eine wichtige Mi't't:eil% an unsere Lesex'\\’/ \./

Mit dem zu Ende gehenden Schuljahr miissen die Abonnements
erneuert oder aufgehoben werden. Um diese Angelegenheit zu
erleichtern, handhaben wir es grundsédtzlich so, daB das
Abonnement automatisch um ein Jahr verldngert wird, wenn
bis zum 20, Juli 1972 keine Abbestellung erfolgt. Leser,
die unsere Zeitschrift auch in Zukunft beziehen wollen,
brauchen uns also nicht zu benachrichtigen.

Selbstversténdlich nehmen wir jederzeit Neubestellungen an,
wobei wir Schulen und Institutionen bitten, Sammelbestel-
lungen bei uns aufzugeben.

Der letzte Zahlungstermin fiir den Jahrgang 1972/73 ist der
15. Dezember 1972. Der Preis eines Abonnements betrigt
unverédndert 2,50 M. Wir bitten, diesen Betrag p e r
Zahlkarte an uns zu senden (Konto: PSchA Erfurt
180 45).

Schulen und Institutionen kdénnen auf Wunsch grdBere Mengen
Werbeexemplare kostenlos zugestellt bekommen.

Die Redaktion

UBREENS <7 <7 <7

eee 8011 auf dem Titelblatt Herr A recht behalten!

Bestellungen fiir dieses Sonderheft, in dem iiber das Mathe—
matikstudium an unserer Sektion sowie iiber das Berufsbild
eines Diplom - Mathematikers berichtet wird, werden noch
entgegengenommen. Der Preis des Sonderheftes betrédgt o,50 M.

Bereits eingegangene Bestellungen behalten ihre Glltigkeit.

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienwerbung-Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitat Jena; Leiter: Reinhard Klette
Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur); U. Schleicher, H. Fischer, R. Lorenz
Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich
von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben.
Anschrift: WURZEL

69 lena

Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Gewohnliche Differentialgleichungen

1. Problemstellung
e = e = 554

Bevor wir die mit gewdhnlichen Differentialgleichungen ver-
bundenen Aufgabenstellungen genau formulieren, wollen wir
zwel Beispiele betrachten.

@ Orthogonale Trajektorien

{ Fiir jede positive Zahl ¢ wird durch die Gleichung

1
3 x2 + 23‘2 = ¢ (1)

in der x-y-Ebene eine Ellipse definiert. Man sieht, daB .
durch jeden Punkt der Ebene (auBer den Nullpunkt) genau
" eine Ellipse geht. Gibt es Kurven, die alle diese Ellipsen
senkrecht schneiden?
Wir werden uns davon iiberzeugen, daB es solche Kurven gibt.
Kurven, die alle Kurven einer gegebenen Kurvenschar senk-
" recht schneiden, heiBen "orthogonale Trajektorien'. Ortho-
gonale Trajektoriensind in unserem Beispiel die Achsen
x =0 und y = 0. Zur Bestimmung weiterer orthogonaler
Trajektorien erinnern wir uns daran, daB sich zwei Kurven

y = £f(x) und y = -g(x) genau dann im Punk?® (xo,yo) senk-
recht schneiden, wenn
1
£(x,) = 8(xy) =3, und  g'(x) = - T(x,)

gilt. Durch Differentiation der Gleichung (1) erhédlt man
2x + 4yy' = 0

¢ und damit
X
=y o ()
d.h. im Punkt (x,y) ist der Anstieg der entsprechenden

Ellipse y = f(x) gleich - %5 . Der Anstieg der gesuchten

Kurve y = g(x) miite %; sein. Fiir die gesuchte Funktion
y = g(x) gilt also
'n_2-z
Y x °

(3

(LA A LR L)
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(Im Unterschied zu (2) miiBte man susfiihrlicher

g'(x) = gﬁm (4)

X
schreiben. )
Gleichung (3) ist eine Differentialgleichung. Wir werden
spédter sehen, wie man sie 165%, d.h. wie man s&mtliche
differenzierbaren Funktionen y = g(x) bestimmt, die fiir
alle x der Gleichung (4) genligen. Ferner werden wir sehen,
daB die Ldsung durch eine zusétzliche Anfangsbedingung

8(x,) = ¥,
(x, und ¥, fest vorgegeben) eindeutig bestimmt ist.

. Mathematisches Pendel

. Die im Massenpunkt angreifen-

Ein Pendel der Masse m und der Liénge 1 sei zum Zeitpunkt
T, um den Winkel 9, aus der Ruhelage ausgelenkt. Die Masse
denken wir uns punktfdérmig am Pendelende konzentriert.
Wenn man das Pendel sich selbst
iiberldBt, wird es sich zunichst
infolge der Schwerkraft in
Richtung Ruhelage bewegen. Wie
groB ist die Auslenkung P9

in einem beliebigen spéteren
Zeitpunkt t,?

de Schwerkraft P = mg wird in
die Komponenten P, und P2 zer-
legt (Abb. 1). Die in Tangen-
tenrichtung wirkende Kraft
berechnet sich aus geometri-
schen Griinden durch

P, = - Psing = - mgsing

und ruft nach dem Prinzip

Kraft = Masse x Beschleunigung
eine Ta.ugentialbg schleunigung Abb., 1

E=Elg=—gsimp
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(s(t) ist die Bogenlénge des Weges, den der Massenpunkt
beschreibt) hervor. Die Koordinate s(t) héngt mit dem
Winkel @(t) (BogenmaB) durch

s(t) = 1lo(¥)
und damit auch
8(t) = 1p(t)
zusammen. Eingesetzt ergibt sich
#(t) = - § sin @(t). (5)

Das ist wieder eine Differentialgleichung, die man aber
mit elementaren Methoden nicht ldsen kann. Wenn man nur
kleine Auslenkungen zuléBt, kann man aber den Sinus des
Winkels ¢ durch den Winkel selbst ersetzen, ohne einen

groBen Fehler zu machen. Es entsteht die Differential=-

gleichung |

#(t) = - § o), (6)

Ein wesentlicher Unterschied gegeniiber der Differential-
gleichung unseres vorigen Beispiels besteht darin, dal
man hier zur eindeutigen ILdsbarkeit neben der Bedingung
¢ (t,)= ¢, auch noch die Winkelgeschwindigkeit im An-
fangszeitpunkt ¢(t,) = w, vorgeben mulB. Physikalisch

ist das plausibel, denn ein zusétzlicher Stof beim TLos-
lassen des ausgelenkten Pendels beeinfluBt natiirlich den
Bewegungsablauf.

Unsere Differentialgleichung zur Bestimmung der orthogonalen
Trajektorien hatte die Struktur

= I ’

y'=8ax. (7)

Differentialgleichungen sind z.B. auch
y' = ay +bx (8)
y'=siny (9)
y' = x° (10)
y'=axlogy (11)
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Definition: Eine gewdhnliche Differentialgleichung
erster Ordnung ist eine Gleichung der Form

y' = F(x,y)|,
wobel F eine stetige Funktion von zwei Variablen
ist. Eine LOsung der Differentialgleichung ist eine |
differenzierbare Funktion y = f(x) mit

f1(x) = F(x,f(x)) (13)
fir alle x.

Bemerkungen:

(:) Es kann vorkommen, daB die Funktion F von zwei Variablen
nicht in der gesamten Ebene definiert ist
((MD:x$0, M) y>0, (12): ¥y $+ 0).
Dann ist die Bedingung (13) natilirlich nur fiir Zahlen x sinn-
voll, fir die der Punkt (x,f(x)) im Definitionsbereich von
F liegt.

(:)Wir sprechen hier von gewShnlichen Differentialgleichungen
im Gegensatz zu partiellen, bei denen Funktionen f von
mehreren Variablen gesucht sind und durch die Differential-
gleichung eine Verknmiipfung von Variablen und partiellen
Ableitungen gegeben ist.

Definition: Eine gewdhnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung ist eine Gleichung der Form

y'' = F(x,5,5")|,
wobel F eine stetige Funktion von drei Variablen
ist. Eine LOsung der Differentialgleichung ist

eine zweimal differenzierbare Funktion y = f(x) mit
f''(x) = F(x,f(x),£'(x))

fir alle x.

Das Anfgggswartgroblem einer Differentialgleichung erster

Ordnung besteht im Aufsuchen einer Ldsung, die die zus#dtzliche
Anfangsbedingung

£(x,) = y,

mit fest vorgegebenen Zahlen X, und y, erfiillt.
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Das Anfangswertproblem einer Differentialgleichung zweiter
Ordnung besteht im Aufsuchen einer Losung, die die zusédtzlichen
Anfangsbedingungen

f(xo)- ¥y, und f'(xo) = 2Z

o
mit fest vorgegebenen Zahlen X, 7, und z erfillt.

Fortsetzung siehe Seite 106!

Preisaufgaben 7/8/72

Man bestimme alle zweistelligen natiirlichen Zahlen,
die ein ganzzahliges Vielfaches des Produktes ihrer
Ziffern sind.

In ein Dreieck sei ein Kreis einbeschrieben, dem
wiederum ein Quadrat umschrieben sei. Man zeige, daB
sich dann innerhalb des Dreiecks mehr als ein Viertel
des Umfangs dieses Quadrates befindet.

Man bestimme die GroBen lg 2 und lg 5, wenn
lg 2 « 1g 5 = k bekannt ist.

Es ist zu zeigen: Hat ein Viereck eine Symmetrieachse,
so hat es entweder einen Inkreis oder einen Umkreis.

Drei Primzahlen grdBer als 5 bilden eine arithmeti-
sche Folge. Man beweise, daB der Abstand der Folge-
glieder durch 6 teilbar ist.

Hejleqes

Man beweise mittels der Methode der vollsté@ndigen
Induktion, daB fiir natiirliche Zahlen a und b
(a + b)! durch alb! teilbar ist.

Fiir jeden vollstidndigen Ldsungsweg erhdlt der Einsender
einen bzw. zwel Wertpunkte. Die Anzahl ist bei jeder Preis-
aufgabe unter der laufenden Nummer angegeben. Fiur 15 Wert-
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|punkte erhdlt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte ha-
ben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtaweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f&llt, nimmt er automatisch an der nichsten Auslo-
sung teil. Die Losungen sind bis zum Ende des darauffolgen-
den Monats unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an
unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungen
bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und mit der Klassenstufe versehen sein miissen. Wir
bitten unsere Leser, jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

8.-12.Mai 1972

Die ersten Studententage
an der Friedrich-Sdhiller-Universitét

Die Studententage, ein Hohepunkt im Studienjahr, liegen hin-
ter uns. Anstelle von Vorlesungen und Seminaren fanden eine
Woche lang Veranstaltungen wie Studienjahreskonferenz, Karl-
Marx-Seminar, Gruppenversammlungen und Sportfest statt.

Was bewirkte nun dieser veridnderte Tagesablauf?

Sowohl im HOrsaal als auch auf dem Sportplatz zeigte sich,
welchen Stand eine jede Gruppe auf dem Wege zur Herausbil-
dung eines Kollektivs erreicht hat. Die Einschétzung der
Ldsung ihrer Aufgaben, des Leistungsstandes, der Arbeits~-
methoden war zugleich ein Erfahrungsaustausch., Erstens wur-
de jeder einzelne Student, an Vorbereitung und Durchfiihrung
der Studententage mehr oder weniger beteiligt, angeregt,
seine Stellung innerhalb der Gruppe zu beurteilen, Kritik
bzw., Selbstkritik zu iiben. Zweitens bestand gerade in dieser
Zelt fiir die Kollektive die Moglichkeit, mit Vertretern des
Lehrkdrpers iiber ihre Probleme zu diskutieren. Die Ergeb-
nisse der Gespréche, der gemeinssmen Veranstaltungen miissen
nun neue Zielsetzungen im Zeichen der Verwirklichung der Be-
schliisse des VIII. Parteitages sein, die es mit Hilfe der
gewonnenen Erkenntnisse zu lésen gilt.

103



Tm folgenden wollen wir ausfiihrlicher iiber einzelne Veran-
staltungen wéhrend unserer Studententage berichten.

Sporifest

Der Dienstag war der Tag des Sports und des Wehrsports. Im
Tischtennis, Basketball, Volleyball und FuBball sowlie beim
Hindernislauf maBen Studenten und Lehrkdrper unserer Sektion
ihre Kréfte. Wie bei den Olympischen Spielen auch hier unter
dem Motto "Dabei sein ist alles" - wie der Ball im Tor unter-
zubringen war, war den meisten theoretisch klar. So gab es

an diesem recht freundlichen Maitag viel SpaB auf der Gemein-
schaftssportanlage der Universitédt. Selbstversténdlich be-
teiligte sich auch die "Wurzel" am Sportfest - mit einer
FuBballmannschft. Als Selbstverpflichtung hatten wir uns
vorgenommen, mindestens zwel Tore zu schieBen. Dieses Ziel
wurde dank hervorragerdem Einsatz aller Mitspieler um 100 %
iiberboten - gleich viermal trafen wir ins Schwarze ...

Leider "schluckten" wir sieben Gegentore, obwohl unser dick=-
ster Mann im Tor stand. Das entscheidende Spiel um den Staffel-
sieg verloren wir nach halbstiindigem Kampf mit 6:2, aller-
dings gegen den spéteren Sieger des FuBballturniers und
Universitédtsmeister.

Hohepunkt des Tages war zweifellos der FuBballvergleichskampf
Lehrkdrper gegen Studentenauswahl unserer Sektion. In den
ersten Minuten hielt das Lehrkdrperteam noch mit, und es ge-
lang ihm sogar, das erste Tor zu schieBen. Doch im Verlaufe
des Spiels wurde die spielerische und konditionelle
ﬁberlegenheit der Studenten immer grdBer, so daB der Sektions-
direktor ein halbes Dutzend Mal hinter sich greifen muBte.

In Anbetracht des Zahlenverhéltnisses der Studenten zum Lehr-—
kdorper (12:1) also ein durchaus respektables Ergebnis.

[[NFORMATI § N S B S

In Wrocaw wurde kirzlich das erste polnische Rechenzentrum
flir medizinische Diagnostik iibergeben. Die Rechenanlage vom
Typ "Odra" verarbeitet tédglich 1000 Messungen, wie Elektro-
kardiogra@me! Arteriendruck- und Temperaturmessungen. Die An-
gaben ermdglichen eine schnellere Diagnose, 2z.B. wéhrend einer
Operation.
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Auf der Urlaubsreise

" Zwel Frauen treffen sich auf der StraBe.

A: Multipliziert man die Alter (in Jahren) meiner drei
Tochter, so erh&lt man 36. Die Summe der Alter er—
gibt gerade diese Hausnummer hier.

B: ?

A: Meine &lteste Tochter ist gerade beim Milchholen.

Bt Ahs, Thre Tochter sind also ...

Nun, lieber Leser, wie alt sind die Téchter von Frau A?

" Konnen sich 21 Personen so zuprosten, da8 jeder mit ge-
nau finf anderen angestoBen hat?

Guf gesagt

"Mathematik ist das, was kompetente Leute darunter

verstehen."
David Hilbert (1862 =1943)

"Mathematik ist Sprache."
Willard Gibbs (1839 - 1903)

"Die Mathematik ist das, womit die Menschen die Natur
und sich selbst steuern.,"

A. N. Kolmogoroff (geb.1903)

b= =—=p==2¢

INFORMATTON NI D

Rechner im Tagebau

Das Institut filir Energetik Leipzig entwickelte zusammen mit
dem VEB Rationalisierung Braunkohle GroBréschen ein Programm,
das wichtige Angaben fiir die Einsatzvorbereitung einer Pro-
zelrechenanlage zur Steuerung des Zugbetriebes in einem GroB-
tagebau liefert. Der gesamte Betriebsablauf wird von einem
mathematischen Modell beschrieben und auf einer elektroni-
schen Rechenanlage simuliert. Fiir die Steuerung des Betriebs-
ablaufes durch einen ProzeBrechner 18Bt sich dann jeweils die
Steuervariante auswé@hlen, bei der Betriebsergebnis und Inve-
stitionsaufwand im gilinstigsten Verh&dltnis zueinander stehen.
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_2. Die Methode der T’rennunﬁ der Variablez}.

Wir wollen nun versuchen, fiir einige einfache Typen von
Differentialgleichungen Ldsungen zu finden. Dazu betrachten
wir folgendes Beispiel:

-e,AE | w0 (14)

yi
Das ist eine Differentialgleichung erster Ordnung. Wenn wir
eine solche Lésungsfunktion y = f(x) suchen, die durch den
Punkt (xo,yo) = (3,4) geht, d.h. fir x = 3 soll

f(xo) =y, = 4 sein, dann liegt ein Anfangswertproblem vor.

Wir formen die Gleichung (14) zunéchst so um, dal auf der
einen Seite nur x, auf der anderen Seite nur y und y' vor-
kommen. Dabei erhalten wir

y‘zy' =1 - 2x. (15)
Eine Ldsung y = f(x) muB neben (14) auch (15) und alle folgen-
den Umformungen befriedigen. Um die Ableitung von y zu kom-

pensieren, bilden wir i{iber beide Seiten das bestimmte Inte-
gral von X, = 3 bis zur variablen oberen Grenze x:

b4 X
.;‘yey'dx = J; (1 - 2x)dx | (16)

Die rechte Seite ist leicht zu berechnen, es ergibt sich

b'e
[x - x2]5 = X = x2 -34+9=6+x - xa.

Links miissen wir erst y substituieren und erhalten wegen
dy = y'dx (dabei auch die Grenzen beachten, x = 3 hat y = 4
zur Folge!) '
y X
2 2
y© dy = (1 =2x)dx =6 + X - X,

%yj—%lf= 6+x—12,

.

Yy = 3@@2 + 3x = 3x2 .
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Natiirlich muB nun noch die Probe gemacht werden. Fir x = 3
ist tatsédchlich die Anfangsbedingung erfiillt:

yalfB2+ 33332 3B2+9 07 wa.
Nun zu Gleichung (1). Einerseits gilt
1 (3-6x%) 1=-2x

vi=3 = = .
%/282+3x-3x2)2 %/?82+3x+3x2)2

andererseits ist

1-2x 1-2x ’
7 (3feaszxse )2

und somit das gestellte Anfangswertproblem richtig geldst.

[)-ﬁbungsaufgabe 1: Man lose die Differentialgleichung
y'=-§ ,X+0

mit den Anfangswerten (x,,7,) = (2,3) !
E>'ﬁbungsaufgabe 2: Man 10se die Differentialgleichung

y' = 2y cos x

mit den Anfangswerten (%,,5,) = (g y2e) !

> tbungsaufgabe 3: Man 18se die Differentialgleichung

y'=6+ 3x - 2y - xy

8

mit den Anfangswerten (x,,y,) = (2,3-2:¢ ) !

[>-ﬁbungsaufgabe 4: Man 16se die Differentialgleichung

2xyy' = 1+ y°

mit den Anfangswerten (x,,¥,) = (=2,1) !

Mit der beschriebenen Methode, die man Trennung der Variablen
nennt, kOnnen auch die im Abschnitt 1 angefiihrten Beispiele
(7)y (9), (10) und (11) berechnet werden. Im allgemeinen gelangt
man mit dieser Methode immer dann zum Ziel, wenn die vorge-
legte Gleichung die Gestalt

y' = g(x)+h(y)  mit h(y) 4 O 17
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hat, wobei g{x) und h(y) irgendwelche stetigen Funktionen
von X bzw. y sind. In unserem Beispiel war g(x) = 1 = 2x

und h(y) = 12 . Wir miissen sber wissen, daB es auch Diffe-
y

rentialgleichungen gibt, die man nicht auf diese Weise losen
kann (z.B. (8) und (12) aus Abschnitt 1) und darunter sogar

solche, deren LOsung iliberhaupt nicht explizit aufgeschrieben
werden kann.

Die Differentialgleichung (17) wird mit den Anfangswerten
(xo,yo) geldst, indem man wie oben "die Variablen trennt”,
d.h. auf folgende Weise umformb:

5-(%—= g(x) .

Durch Integration ergibt sich dann

X b4
IE%)-dx-jg(x)dxg €18)
Xo Xo

und nach der Substitution von y mit dy = y' dx
I 1 X
j 1N62) dy = J g(x) dx .

Yo <o

Wenn es gelingt, die Integration durchzufiihren und die Glei-
chung nach y aufzuldsen, dann hat man die explizite Losung
des Anfangswertproblems gefunden. :

Interessieren wir uns fiir die Losung einer Differentialglei-
chung, ohne daB wir uns auf einen bestimmten Anfangswert fest-
legen wollen, so bilden wir nach der Trennung der Variablen
nicht das bestimmte, sondern das unbestimmte Integral. Wir
erhalten in unserem Beispiel dann

%yjax—x2+c ’

wobei die beiden Integrationskonstanten in dem C suf der
rechten Seite zusammengefaBt sind. Als Losung ergibt sich

yn%g+3x-5x2 =%|+Bx—§x2 ’
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wobei C oder C, eine beliebig w&hlbare Zahl ist. Man nennt

dies die "allgemeine Ldsung" der Differentialgleichung,
wéhrend wir oben bereits eine spezielle oder "partikulére
Losung" gefunden haben.

Das Auftreten einer frei wéhlbaren Konstanten in der allge-
meinen Losung einer Differentialgleichung erster Ordnung ist
fir diese charakteristisch. Ohne die spezialisierenden An-
fangsbedingungen ist die Lisung einer Differentialgleichung
also nicht eindeutig bestimmt, es gibt eine ganze Schar von
Funktionen, die die Gleichung erfiillen.

Haben wir einmal die allgemeine Lésung einer Differential-
gleichung gefunden, ist es einfach, diejenige partikulére zu
finden, die bestimmte vorgegebene Anfangswerte annimmt. Dazu
ist die Konstante C so zu bestimmen, daB die Ldsungsfunktion
an der Stelle x = x_ den Wert ¥, besitzt., Wir miissen in unse-

o
rem Beispiel also die Zahl C, aus

4 = yo = %'] + 3]{0 - 3xg = VC,l + 53 = 5'32
berechnen. Dabei ergibt sich, daB C, = 82 1ist, was auch zu
erwarten war. -

Wir geben nun noch eine Faustregel an, die uns die Anwendung
der Methode der Trennung der Variablen erleichtert. Statt
y' schreiben wir %% y behandeln den Differentialquotienten

wie einen gewShnlichen Bruch und fiihren die Variablentrennung
wie folgt durch:

%g - 1 - 2x .

&= gon
J

y° dy = (1-2x) dx, oy &= & .

Ssspadlspepeniapessplinns

Nun brauchen wir nur noch auf beiden Seiten das Integral zu
ergénzen und sind so sehr schnell bis zu Gleichung (16) oder
(18) gelangt. Es muB aber unbedingt beachtet werden, daB dies
keine mathematische Umformung war, sondern eben nur eine Art
Eselsbriicke.
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Wenn wir nach dem angegebenen Schema die im ersten Abschnitt
abgeleitete Differentialgleichung

>
y' =S

der orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar
]{2+2y2=0

behandeln, erhalten wir

Iny = 2lnx+¢Cy
y =e%1 x°
y =% %1%°
Nach Einfiihrung einer neuen Konstanten e' = +e%1

erhalten wir schlieBlich eine Schar von Parabeln y = c'x2 .

In Abb. 2 ist die Ellipsenschar mit ihren orthogonalen
Trajektorien skizziert.
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> Ubungsaufgabe 5: Wie sehen die allgemeinen Ldsungen der Dif=-
ferentialgleichungen der Aufgaben 1 bis 4 aus?

u>hﬁbungsaufgabe 6: Man bestimme die allgemeine Ldsung der Dif-
ferentialgleichung

y'=']-|-y fir 1 +y> 0.

Fortsetzung siehe Seite 117!

Karl-arx-Seminar

Seit nunmehr finf Jahren treffen sich Studenten und junge
Wissenschaftler unserer Universitdt alljdhrlich im Friihjahr
anléflich des Karl-Marx-Seminars, um wertvolle Erfahrungen
ihrer Studienarbeit und ihres Studienlebens auszutauschen
und hieriiber zu diskutieren. Diese Seminare besitzen fiir die
gesellschaftliche Tétigkeit in den einzelnen Sektionen der
Universitat groBe Bedeutung. Studentengruppen bereiten in der
Dauer eines halben Jshres einzelne Diskussionsbeitrége vor,
zu denen sie oft sehr umfangreiche Studien betreiben.

Am 10, Mai dieses Jahres war die Aula unserer Universitét
festlich geschmiickt. Die Stirnwand ziert das Original von
Ferdinand Hodler "Auszug der Jenenser Studenten 1913". Mit
Musik und einer Rezitation aus Kants "Die Aula" fand das
diesj8hrige Karl-iMarx-Seminar seine feierliche Erdffnung.
Hauptthema unserer Beratung war die Entwicklung sozialisti-
scher Studentenpersdnlichkeiten, ein wichtiges Problem der
erzieherischen Arbeit in jedem Unterbereich unserer Univer-
sitédt. Im Prédsidium hatten unter hervorragenden Vertretern
des gesellschaftlichen Lebens unserer Universitdt auch der
Rektor, Magnifizenz Prof. Dr. Bolck, und der 1. Sekreté&r der

Universitédtsparteileitung, Dr. Tennigkeit, Platz genommen.

Im Hauptreferat, erarbeitet von einem Kollektiv der FDJ-
Universitédtsleitung, wurde auf aktuelle Probleme der Ent-
wicklung sozialistischer Studentenpersdnlichkeiten Bezug
genommen. Hierbei wurden den Leitungen der FDJ-Gruppen wich-
tige MaBstdbe und methodische Erfahrungen mitgeteilt, die
bei der Erziehung der Studenten anzuwenden sind. Kernpunkt
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der Darlegungen war, daB es fiir alle Studenten wichtig ist, ihr
Studium als Auftrag der Arbeiterklasse unseres Staates zu
verstehen und hiersus die persoénlichen SchluBfolgerungen

zu ziehen - kein MittelmaB in seiner Arbeit zu dulden, seine
Verbundenheit mit unserer sozialistischen Heimat zu festigen,
sich politisch zu engagieren.

In den vorbereiteten und unvorbereiteten Diskussionsbeitrégen
dieses Tages konnte jeder Teilnehmer Anregungen empfangen.
Eine Medizinstudentin sprach lber die Zusammenarbeit zwischen
Dozenten und Studenten, ein Lehrerstudent Philosophie/Ge-
schichte iiber die niveauvolle Gestaltung von FDJ-Gruppenver=-
sammlungen; daB deren Effekt an der schopferischen Aktivitéat
der einzelnen Mitglieder bei allen Studienfragen meBbar ist;
ein Mathematikstudent iliber Erfahrungen und Vorteile der
Selbststudienpléane fiir jeden einzelnen Studenten.

Der Probleme waren es viele,und die Beitrédge waren interessant,
kritisch und offen. Wenn Sie, lieber Leser, einmal Student
unserer Universitdt sein sollten, werden viele Ergebnisse
dieses Karl-Marx-Seminars schon zur Praxis des Studentenle-
bens gehOren; neue Problemstellungen im Studium werden aber
dann sicher auf Sie warten, die nur in der gemeinsamen Dis-
kussion zu losen sind.

Bt’d-Bon-Uorlrag fir Neuimmatrikulierte

Anl&Blich der Studententage der FSU legte die
Seminargruppe I des 1.Studienjahres Mathematik-
Diplom eine Arbeit vor, die ebenso viel Beach-
tung wie Interesse fand. {iber ein Semester lang
hatte diese Seminargruppe an der Anfertigung
einer automatisch ablaufenden Einfiihrungsvor-
lesung fir neuimmatrikulierte Studenten gear-
beitet. Die Zielstellung ist, diesen Studenten
den Ubergang von der Schule zur Universitit
wesentlich zu erleichtern und damit eine echte
Licke im Studienprogramm zu schlieBen. Dement-
sprechend gliedert sich der 90-miniitige Bild-




Lésungen

Ton-Vortrag in zwei Abschnitte, in einen infor-
mativen Teil und einen Tell, der das Wichtigste
iber effektive Studienmethoden enthé&lt und den
neuen Studenten die Moglichkeit bietet, sich
einen guten Arbeitsstil gleich zu Beginn des
Studiums anzueignen. Vor allem zur Erarbeitung
dieses Teils wurden Dozenten und Professoren
befragt, umfangreiche Literatur und eigene Er-
fahrungen ausgewertet. Die Prémierung des Pro-
jekts zu den Studententagen im Rahmen des Stu-
dentenwettstreites bewies, daB sich die grollen
kollektiven Anstrengungen der Seminargruppe ge-
lohnt haben.

-Zur Losung der Aufgabe kann man drei Fédlle

L

unterscheiden:
1.Fall: Die Punkte A, B, C, D bilden ein konvexes

Viereck.
C
D

A : B

Dann gilt fiir beliebige Punkte M auf Grund der
Dreiecksungleichung

AM + Eﬁ'z AC und

BM + DM 2 BD

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn
der Punkt M auf der Strecke AC bzw: BD liegt.
Das bedeutet aber, der minimale Abstand ist
AC + BD und der gesuchte Punkt O liegt auf

beiden Strecken AC und ﬁﬁ, d.h. auf dem
Schnittpunkt von AC und BD.
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2.Fall: Die Punkte A, B, C, D bilden ein konkaves Vier-

eck, liegen aber nicht auf einer Geraden.

Dann liegt ein Punkt, es sei o.B.d.A. D, inner-
halb oder auf dem Rand des von den librigen drei
gebildeten Dreiecks. c

B
A

Liege ein Punkt M innerhalb oder auf einer Seite
des Dreiecks ADBC. Man betrachte nun jenen

Punkt (B oder C), der auf derselben Seite der
Geraden AM liegt wie D. Sei es 0.B.d.A. C.

Dann gilt:
AM + CM 2 AD + CD ' (1)
DM + BM > BD (2)

Die Ungleichung (2) gilt wieder auf Grund der
Dreiecksungleichung. Nach Addition der beiden
Ungleichungen erh&lt man

AV + BM + CM + DM > AD + BD + CD,
d.h. der gesuchte Punkt O f&llt mit D zusam-
men und die minimale Summe ist AD + BD + CD.
Liegt D auf derselben Seite von MM wie B, so
lauten die Ungleichungen
AM + BM 2 AD + BD (3)
DM + CM » CD (4)
Falls D auf AM liegh, so gelten alle Unglei-
chungen (1), (2), (3), (&4).
Analog verlduft der Beweis, wenn man annimnt,
M liege innerhalb oder auf dem Rand der Drei-
ecke AACD oder AADB.
In jedem Fall ist D der gesuchte Punkt O.



3,Fall: Die Punkte A, B, C, D liegen auf einer Geraden.

% B A ']
L L] L] L]

A B C D
Dann gilt fiir jeden Punkt M
AM + DM 2 AD (= AD wenn M auf AD iegt )
B + CM = BC (= BC wenn M auf BC liegt).
und

Kﬁ'+ Eﬁ + Eﬁ + 5ﬁ 2 Eﬁ + EE
Die minimale Summe der Absténde ist AD + BC

und jeder beliebige Punkt, der auf der Strecke
BC liegt, besitzt diese Abstandssumme.

D 27)| Es ist zu zeigen: (1) Die Gleichung

+ bx“ + cx + d = 0 mit reel-

und mit ac>0 und admbc besitzt
eine rein imagindre LOsung.

(2) Besitzt die Gleichung
axB + bx2 + ¢cx + d =0 mit reel-
len Koeffizienten a,b,c,d und
a$0 eine rein imaginére Ldsung,

| len Koeffizienten a,b,c,d, a$0

so ist ac>0 und ad=bc.

Zu (1): Wegen ac > O- und ad = bc gilt 0= %

a
Damit wird ax5 - bx2 + CX + d

aax3+pdax2+cx+

ax’ + gax2 + CX +

Ol

i

P lo’

2

= (ax“ + e)(x + %)

und die Gleichung ax; + bxg +cx +d=0
hat die Losungen 5

= c
oder 31,2 = i:f/;
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Zu (2): Sei x, = oi mit der reellen Zshl « $ 0
Losung der Gleichung, d.h.

aoei)’® + blal)® + c(ai) +d =0

- aaBi - baa +cgl+4d =0

Damit eine komplexe Zahl O wird, miissen Real-
und Imaginérteil verschwinden, d.h.

e tow = O und =bx® +d

= 0
Wegen o % O gilt auch - ax® + ¢ = 0
und - baa +d =0

2 [ d

un.d. o = E=B

Daraus folgt ¢ % O
und ad = Dbc sowie ac > O,

da ac = §a2 = m2a2.

INFORMATION I S S—

Was Computer mdglich machen:

Das Gewicht der Erdatmosphédre ist durch die EDVA "Minsk 22"
mit hoher Genauigkeit ermittelt worden. Es betrigt

5 Billiarden 157 Billionen Tonnen. Diese Berechnung ist wich-
wichtig fiir Forschungen auf dem Gebiet der Raumfahrt, der
Raumgeoddtik und der Gravimetrie.

AuBerdem wurde errechnet, daB jedes Jahr von Januar bis Juli
4 Billionen Tonnen von der ndrdlichen zur siidlichen Halbkugel:
iiberwechseln, in der zweiten Hédlfte des Jahres ist es umge-
kehrt. Im Sommer wird die Atmosphére 1 Billion Tonnen
schwerer.
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3. Allgemeine Betrachtungen
o= = ———————————————— e

Vorgelegt sei eine gewdhnliche Differentialgleichung erster
Ordnung der Form

y'= F(x,y) (19)

wobei die Funktion F in einem gewissen Gebiet der Ebene sinn-
voll definiert und dort stetig ist. Eine Losung y = f(x) ist
nun dadurch gekennzeichnet, daB die Funktion f in einem Punkt
(x,¥) gerade den Anstieg y' = F(x,y) hat. Wir kOnnen so in
jedem Punkt des Definitionsgebietes von F die Richtung an-
geben, in der eine Ldosungskurve verlaufen muB, die durch
diesen Punkt geht. Einen Punkt (x,y) mit dem zugehOrigen An-
stieg y', der sich aus (19) berechnet, nennen wir Linienele-
ment, wir konnen es als Zahlentripel (x,y,y') schreiben. Denken
wir uns in jedem Punkt des Definitionsbereiches von F den ent-
sprechenden Anstieg eingetragen, erhalten wir das sogenannte
Richtungsfeld der Differentislgleichung. Das Richtungsfeld

ist also die Gesamtheit aller Linienelemente. In unserem
ersten Beispiel ergibt sich das Richtungsfeld in Abb. 3

(wir beschrénken uns auf die obere Halbebene, da ja die
x-Achse nicht zum Definitionsbereich gehoért).

y, -
/' -
/ -~
I \
A =K
~Abb. 3
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Geometrisch kOnnen wir uns jetzt eine Ldsung der Differential-
gleichung als Kurve vorstellen, deren Anstieg in Jjedem Punkt
mit dem y' des entsprechenden Linienelementes zusammenf&llt.
Die Losung des Anfangswertproblems wird dann durch diejenige
Kurve gegeben, die durch den vorgegebenen Punkt (xo,yo) geht.

Zeichnaet man zu einer Differentialgleichung das zugehdrige
Richtungsfeld, hat man meist schon einen recht guten Eindruck
vom Verlauf der Losungskurven. Beispielsweise ergibt sich
fiir die Differentialgleichung y' = - % (fir y< Ound y > O
getrennt aufgezeichnet) das in Abb. 4 dargestellte Richtungs-
feld.

/ 7 - - - -~ ~ ~N N

/ /7 7 = T = N N A

/! /7 T ~ NN\

[ ! 7/ 7z 4+ N N\

e — e —t——t—

1 1 4 x
vy o N s

\ A\ N~ 1+ - 2

\ AN ~ -~ - - 7 / /

N N ~ — =+ —_ - v '

Abb. Y4

Es wird sich jetzt wohl keiner mehr wundern, wenn sich als

allgemeine Losung die Schar der um den Nullpunkt konzentrischen

Kreise ergibt, x2 + y2 = r2.'Hierbei hat der Parameter

die geometrische Bedeutung der Radien.

Ubungsaufgabe 7: Man skizziere das Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung y'= x + y !

Ubungsaufgabe 8: Man skizziere das Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung y' = -xey fir y >0 !

Ubungsaufgabe 9: Man skizziere die Richtungsfelder der bisher
gelosten Differentialgleichungen !
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Nachdem wir nun mit Differentialgleichungen und deren geome-
trischem Hintergrund besser vertraut sind, kOnnen wir uns die
Frage vorlegen, wie es mit der LOsbarkeit einer beliebigen
Differentialgleichung erster Ordnung aussieht. Wéahrend des
Mathematikstudiums wird dazu bewiesen, daB unter gewissen
zusdtzlichen Voraussetzungen an F, die beil uns stets erfillt
sind, die Gleichung (19) fiir jeden Anfangswert (xo,yo), der
im Definitionsbereich von F liegt, genau eine LOsung besitzt.
Wir kOSnnen diesen Satz auch so formulieren:
Durch jeden Punkt (x,,y,) des Definitionsbereiches der Funktion
F verlduft genau eine Losungskurve.
Wir bemerken noch, daB dieser Bereich auch die ganze Ebene
sein kann, und daB in dem Satz nicht gesagt wird, daB die
Lésung jedesmal explizit aufgeschrieben werden kann. Das ist
im Gegenteil sehr oft nicht mdglich.
AbschlieBend betrachten wir noch zwei Beispiele, die zeigen,
wie man manchmal eine gegebene Differentialgleichung durch
eine geschickte Substitution so umformen kann, daB die Methode
der Trennung der Variablen anwendbar wird.
a) Wenn wir in der Gleichung
7' = 5
X +y

die neue Funktion u durch y = xu einfiihren und natiirlich

auch y' durch y' = u + xu' (Ableitung des Produktes Xeu)

ersetzen, erhalten wir

2XXu 2u
u + xu' = >335 ="73
x“4+x"u 1+u

oder

u' = (;fﬁz - u)/x .

Das ist nun eine Differentialgleichung fiir die Funktion u,
die durch Variablentrennung geldst werden kann. Aus y = xu
erhalten wir dann die urspriinglich gesuchte Funktion y.

b) In der Differentialgleichung
y'=2x + 4y + 3
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fiihrt die Substitution u = 2x + 4y + 3 mit u' = 2 + 4y'
zum Erfolg.

D Ubungsaufgabe 10: Man 18se die beiden Differentialgleichungen
der Beispiele a) und b) !

In der Fortsetzung, die in Heft 9 erscheint, wird n&her auf
Differentialgleichungen zweiter Ordnung eingegangen.

Dr. Oloff, Dr. Schwarz
Bereich Analysis

kleine KNoBELeieN

Man zeichne auf einem gewdhnlichen Schachbrett einen
= Kreis mit groBtméglichem Durchmesser derartd, daB kein
weiBes Feld geschnitten wird.

\@ Man setze aus den folgenden Teilen den Buchstaben T
zusammen.

3
"
naag v Sew

@ In welche groBtmdgliche Anzahl von Teilen kann die
Ebene durch zwei Dreiecke zerlegt werden?

Tn welchem Zahlensystem x ist die Gleichung
(42), + (12), = (544)y

richtig?

@ Man 16se das folgende Gleichungssystem:
HFG : AG = EA

*

- +
FCB + BH = FFK

BCE + DGF = GAA
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Studentenkonferenz

Ziele der Studentenkonferenz am Donnerstag waren eine griind-
liche Analyse der FDJ-Arbeit und die Vorbereitung auf das

Studienjahr 1972/73. Zundchst gab unser FSI-Sekretér vor dem
Plenum, dem Vertreter aller Seminargruppen unserer Sektion
angehdrten, einen kritischen Bericht iiber den Erfiillungsstand
des beschlossenen Arbeitsplanes unserer Sektion. Daraus ergabeﬁ
sich Schwerpunktaufgaben fiir die weitere Arbeit:

- Verantwortung und Aufgaben des Studenten in unserer sozia—
listischen Gesellschaft; wie werden wir diesen Anforderungen
gerecht?

- Rolle und Bedeutung des Mathematikers an der sozialistischen
Schule

- Persdnlichkeitsentwicklung der Studenten, Wechselbeziehungen
zwischen Kollektiv und Einzelpersdnlichkeiten

- Rolle des Jugendverbandes an der Sektion Mathematik bel der
Verbesserung von Erziehung and Ausbildung

- Moglichkeiten zur Erhdhung der Effektivitét des Studiums.

Da diese Aufgaben grundsédtzliche Bedeutung haben und ihre

Losung entscheidend fiir die weitere Entwicklung der FDJ-Ar-

beit an unserer Sektion ist, waren sie Thema der Diskussion

in kleineren Arbeitsgruppen. Obwohl leider noch zu viele

Studenten zu passiv in der Diskussion waren, konnten doch

einige wichtige sehr konkrete Ergebnisse erreicht werden.

Hier thesenhaft eine Auswahl daraus:

- Der Student muB eine feste persdnliche Meinung zum Mathema—
tikstudium besitzen und die gesellschaftliche Bedeutung
seines Studiums erkennen

- Die Immatrikulationswoche hat beim {ibergang Schule - Uni-
versitédt groBe Bedeutung

— Das Selbststudium ist nicht zu vernachléssigender, sondern
sehr wichtiger Teil des Studiums

- Fachstudium - Grundstudium des Marxismus/ILeninismus -
FDJ-Arbeit miissen stérker im Komplex wirken

- Der sozialistische Studentenwettbewerb ist in groéBerem
MaBe als bisher 6ffentlich zu fiihren
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- Das Praktikum ist unbedingt in einem sozialistischen Be-
trieb durchzufilhren - es miissen verbesserte Bewertungs-
kriterien erarbeitet werden.

+ BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT +

Wir stellen vor:

J. Churgin: "Formeln - und was dann?"

Dieses Buch ist weniger ein mathematisches Lehrbuch als ein
in interessanter Form geschriebener Bericht eines Mathemati-
kers iiber seine Tétigkeit, lber die Zusammenarbeit mit Wis-
senschaftlern anderer Fachdisziplinen. In einer abwechslungs-
reichen Darstellung von Humor und wissenschaftlichem Ernst
wird dem Leser ein breites Bild iiber Wesen, Inhalt und Auf-
gaben der Mathematik gegeben.

Was wiirden Sie z.B. auf folgendes antworten:"Folgt daraus,
daB alle roten gekochten Krebse tot sind und alle toten ro-
ten Krebse gekocht sind, daB tote gekochte Krebse immer rot
sind?" Sicher kein ganz einfaches Problem. Churgin entwickelt
an diesem Beispiel eine erste Einfiihrung in die Ereignisal-
gebra, eine spezielle mathematische Theorie.

So bietet dieses Buch gute Mdglichkeiten fiir die Leser, Ein-
driicke iiber die Vielfalt der Mathematik zu sammeln.

Aus dem Inhalt: Gesprédche mit einem Physiologen
Was ist nun wirklich Mathematik?
Mathematik und Kunst

!! !v VY ! Extremale Kurven
E Leonhard Euler
Seifenblasgen

Woher kommen die Axiome?

Das mathematische Modell

Der Fall und der Zufall

Gesprédch mit einem Doktoranden

Was ist das, Information?

Modelle der Sprache und Informationsiiber-
tragung

Gesprédch mit einem Psychiater
Zeichenerkennung

Das Buch ist im VEB Verlag Technik Berlin 1970 erschienen und
kostet 9,~ M.
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[ussprache mit Absolventen

Um den Studenten unserer Sektion einen Einblick in ihre spé-
teren Aufgaben zu geben, fiihrte die Seminargruppe Analysis III
eine Aussprache mit Absolventen zum Thema '"Das Berufsbild des
Mathematikers" durch. Dazu luden wir finf Vertreter aus sozia-
listischen Betrieben ein, die uns mit ihren Aufgaben in der
Praxis bekannt machten. So kamen wir zu dem SchluB, daB der
Absolvent die Aufgabe hat, mathematische Methoden in der In-
dustrie, das heiBt sowohl in der Produktion als auch in der
Planung und Leitung, einzusetzen. Hierbei liegen die Schwer-
punkte auf Operationsforschung, Wahrscheinlichkeitsrechnung
und mathematische Statistik, Numerik und EDV. Der Mathemati-
ker hat also sehr interessante Entwicklungsmdglichkeiten,
zumal sich heute fiir den Einsatz der Mathematik ungeahnte
Méglichkeiten abzeichnen.

Solidaritit mit dem vietnamesischen Oolk

Im Rahmen der Studententage wurde von den Seminargruppen
Operationsforschung/Numerik des vierten Studienjahres eine
Solidaritédtsveranstaltung durchgefiihrt. In dieser Veranstal-
tung bekundeten Studenten und Lehrkdrper unserer Sektion

ihre Anteilnahme am gerechten Kampf des vietnamesischen Vol-
kes gegen die amerikanischen Aggressoren.

Ein Film iiber das derzeitige Leben des vietnamesischen Volkes,
das ein sténdiger Kampf gegen die amerikanischen Eindring-
linge ist, zeigte deutlich die Grausamkeit, mit der die Ameri-
kaner diesen Krieg fiihren.

Die Gruppen Operationsforschung/Numerik gestalteten zur ma-
teriellen Unterstiitzung einen Vietnam-Basar aus. Zusammen
mit dem Erlds des FuBballspieles Lehrkorper-Studenten konnte
eine Summe von 1.200,-- M auf das Solidaritétskonto liber-
wiesen werden.

INFORMATIOYN I S SE—

Die Leistung der EDV-Anlagen des Vereinigten Instituts fir
Kernforschung in Dubna bei Moskau wuchs in den letzten finf
Jahren auf das 20-fache an. Gegenwértig werden neue groBe und
mittelgroBe sowie 20 kleine Computer bei physikalischen Ex-
perimenten immer groBziigiger eingesetzt.
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Losungen

(D 25).Zur Lésung der Aufgabe geniigt es, zu zeigen, daB

l log,P = 4 log, 2 + 7 log, 4++3'2-;_-1 log, 2%... = 2 ist.

""""""-"Es ist also

logZP--;l+-£—2|.+‘-Z-+...+ -12-1-ﬁ+...
I [ (PR D
2 4 8 2
1 1 1
+ -;+-é-+...+ 53+...
+ %+...+ %-1+...
¥ ) ;—n+

'Z@i*%gg* wee Egﬂg(g]‘h..
- Z@ . ('1+%+L1|_+...+2T11- + wo )

SR B

Die Summe der geometrischen Reihe ZG)’- ist aber 1,
so daB sich log,P = 2 und P = 4 ergibt.

Eine andere Moglichkeit wédre diese:

Sei L4252 4 cuu# nn 4 ceom X
2 4 8 2
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Dann ist

1+§+2+l.l +——§ + lll-
2 4 8 2
=1+j‘+1+:'|'+-2'+.-- +_:-1+£.;._1+"‘
2 4 4 8 8 2 2
1.2, 1 h 1,2 e =il
=§+E+E+ l.l+;+ e we +E+E+.I.l+2n + ae
=1+1+1+.il +—’lﬁ+i'l+
2 4 8 2
1,1 2 n-"=
+_(—+_+l.l+ + aes )
22 &4 o~
Daraus folgt x =1 + % x.
%x=‘1
X =2

(D 26)
pesmmme——

Die Zahl 5c¢+1 endet, je nachdem, ob ¢ gerade oder un-
gerade ist, auf 1 oder 6. Damit endet auch (5c+’l)2
auf 1 oder 6, Die Zahl (abca)qo = 1001a + 100b + 10c

endet auf a. Wire a = 6, so miiBte

(5c+‘|)2 2 6006 sein, was aber wegen ¢ s 9 unmdglich
ist. Also ist a = 1 und ¢ gerade, d.h. ¢ = 2c' nit.
naturlicher Zahl c'.

Dann gilt die Gleichung

1001 + 100b + 20c¢' = (10c' + 1)°

1001 + 100b + 20¢' = 100c'2

1000 + 100b = 100c'2
0'2

+ 20c' +1

1C + b =

Diese hat genau eine Ldsung b = 6, c¢' = 4

(damit ¢ = 8) in natiirlichen Zshlen.

Es existiert demnach genau eine Zahl mit den ge-
wiinschten Eigenschaften, némlich 1681 [=(5-8+1)°]
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Mathematikstudium vietnamesischer Freunde
in der Deutschen Demokratischen Republik

Seit iiber 18 Jahren sind Studenten aus Vietnam an Hochschulen
und Université@ten unserer Republik eingeschrieben; fur das
Mathematikstudium seit 1967 in Halle und an der Bergakademie
in Freiberg, seit 1969 auch in Greifswald.

Ein Mitglied unseres Jugendobjekts sprach in Halle mit viet-
namesischen Mathematikstudenten; ilibrigens gab es beim Essen
mit Stébchen fiir ihn dabei viel SpaB. In Halle studieren

zur Zeit insgesamt 55 Vietnamesen, davon 17 Studentinnen.
Fréulein Phan thi ha Thanh ist die einzige vietnamesiche Ma-
thematikstudentin in der DDR. Sie ist im vierten Studienjahr
und hat mit ihrer Diplomarbeit auf dem Gebiet "Numerische
Mathematik" begonnen.

Insgesamt werden in Halle 18 Vietnamesen als Mathematiker
ausgebildet. Unsere vietnamesischen Freunde widerlegen auch
sehr gut die Meinung, Mathematiker wéren humorlose, trockene
Menschen. Nicht nur, daB sie im t&glichen Leben viel Lebens-
lust zeigen, sie fiihren auch reichhaltige kulturelle Veran-—
staltungen durch, z.B. Kabarettauftritte nach eigenen Texten.

In Halle bzw. in Berlin promovieren in diesem Jahr zwei
vietnamesische Aspiranten. Sie werden im Sommer nach Hause
zuriickkehren uad an dem mathematischen Institut der dortigen
Universitédt unterrichten. Dieses Institut besteht seit 1956
und wird stark erweitert, im ersten Studienjshr studieren
dort 150 Studenten mit dem Ziel Diplommathematiker.

Nach dem AbschluB ihres Mathematikstudiums in der DDR werden
die vietnamesischen Freunde in ihrer Heimat an der Hochschule,
in der Forschung, als Mathematiker in Ministerien oder in der
Armee arbeiten. Wiahrend ihrer Studienzeit in der DDR, mit dem
vorbereitenden Jahr am Herder-Institut in Leipzig sechs bzw.
fiinf' Jahre, haben manche nicht einmal die Mdglichkeit gehabt,
in ihre Heimat auf Urlaub zu fahren. Diese lange Abwesenheit
ist sehr schwer, besonders auch durch die UngewiBheit iiber
einzelne Geschehnisse im Kampf ihres Volkes gegen die ameri-
kanischen Aggressoren. Wie die vietnamesischen Studenten der
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"Wurzel" aber versicherten, haben vielféltige freundschaft-
liche Beziehungen zu Jugendlichen und Erwachsenen unserer
Republik ihnen sehr geholfen, das Vertrauen in den Sieg ihrer
Sache zu festigen. Die "Wurzel" winscht unseren Freunden
ebenfalls viel Erfolg in ihrem weiteren Kampf.

Unseren Lesern stellen wir hier die Aufgaben, die Schiiler
der 10. Klasse bei der schriftlichen Mathematikpriifung 1966
im Bezirk Bac Thai zu 1l0sen hatten. Den Schiilern standen
hierfiir drei Stunden zur Verfiigung.

[1. Gegeben ist die Funktion

f(x) = (m2-5m+6)x2 + (4—m2)x + 18,

Gesucht sind Bedingungen fiir m, so daB fiir die Nullstellen
Xqs X5 von f(x) gilts

a)xq<‘1<x2
b) Xq < X5 < 1

E%; Zu beweisen ist: Die Summe der Quadrate finf aufeinander-
folgender natlirlicher Zahlen ist keine Quadratzahl einer
natiirlichen Zahl.

ti: (1+sin 2x)(cos x-sin x) = 1-251n2x.
Gesucht sind die Werte fiir x.

Ei; Gegeben ist ein Tetraeder ABCD. Der Mittelpunkt von AB
sei I, von CD sei J. Das Lot von A auf das Dreieck BCD
ergebe Punkt H, der Mittelpunkt von AH sei M. Zu zeigen ist:
a) IJ steht senkrecht auf AB und CD
b) AH schneidet IJ in einem Punkt O
c) Die Strecken A0, BO, CO und DO sind gleich lang
d) 3 BMC= ¥ CMD = ¥ DMB = 90°.

Wir wirden uns freuen, wenn...

«..Wir zum Schuljahresende nicht zu viele Abbestellungen,

aber im September Neubestellungen aus den 10. Klassen
erhielten. I'
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"Rurtzen Nachricht bon deneuw

Academien und Unipersitaeten ueberhoupt.”

(Halle, Anno M.DCC,IX)

AT A .h.‘l'_i.h'.].- MP0YL D

AP CUT LRGN

Bas ein Gtudent sey / ist so betant / dass es einer
meitLlaeuffigen Beschreibung nicht noethig. €s be-
deutet aber einen solchen Menschen / dber sich denen

hoeheren Bissenschafften mit nllem Fleisse ergeben
und 3u deren Erlernung an einem solchen Orte / wo
selbige getricben werden / sich aufhaelt / daler bon
selbsten flar mird / in mie ferne ein Gtudent/ und
ein auf Trioial Gchulen Llebender bon einander

dbifferiren.

#s gibt nuch bderen pviele Studenten / die sich ein—
bilden / ob haetten sie ifhjrem Ambte ein gross Genuegen
gethon / weun sie sich etliche Jahr auf Rcademien
gufaoefalten / darben in den Bein-lier-Tobacts und
aundern dergleichen Collepgiis sich crecht Llustig er-
3eigt / piele Llose Haendel und Gchmaeusse qestifftet/
um die Gtudinm fingegen sich ebenso menig betuemmert /
als ob sie selbige als eine Qlest haossen muessten /
dbaher es ouch geschicht / dass der Ropff mit weit
meniger Ditze wieder nach Sause wandert / als er
dessen ben Antrit bdes Academischen Lebens gehabt.
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Dieser Artikel ist die Fortsetzung des in "WURZEL" 7/8
begonnenen Artikels

Gewohnliche Differentialgleichungen

Nachdem'wir uns im ersten Teil mit der Problemstellung ver-
traut gemacht und Losungen von Differentialgleichungen
érster Ordnung betrachtet haben, kommen wir nun zu

4, Differentialgleichungen 2. Ordnung

Bereits bei dem physikalisch anspfuchslosen Problem des
Pendels trat eine Differentialgleichung 2. Ordnung auf:

y'' o+ %-y = 0. (20)
(Die gesuchte Funktion nennen wir jetzt wieder y —_wie ’
liblich in der Mathematik.) Wir betrachten deshalb folgenden

allgemeinen Typ, der Gleichung (20) offenbar als Spezial-
fall enthélt:

y'' + ay' + by = 0. (21)

Man nennt eine solche Differentialgleichung exakt eine
lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Die Theorie lehrt hierzu fol-
genden Satz:

S a t z :IDie Gleichung (21) besitzt fiir vorgegebene An-
fangsbedingungen (xo;yo;zo) genau eine Losung,
d.h., es gibt genau eine Funktion y = f(x),
die (21) erfiillt und fir die f(xo) =Yy, und
'(xg) = Z gilt.

Q

Un diese Ldésungsfunktionen zu bestimmen, versuchen wir

den Ansatz y = e X.

Wir nehmen also an, daB die Liésung diese Gestalt hat.

Da die Gleichung (21) erfiillt sein muB, ergibt sich zunéchst

mit- AX i y't = AZBAx

AX AX

y' = Ae

' Aaehx + aAe

+ be = 0 ,



Daraus folgt (bekanntlich ist e X 4 0) die Beziehung
A+ A +b=0, (22)

die man charakteristische Gleichung nennt. Wenn also die
Losungsfunktion von der angenommenen Gestalt sein soll,
muB die charakteristische Gleichung erfiillt sein. Das ist
aber fiir die Zahl A eine quadratische Gleichung, und wir
miissen deshalb folgende drei Fédlle unterscheiden:

2
(:) Die Diskriminante D = Eﬁ - b ist positiv.
(®) pie Diskriminante ist Null.
(:) Die Diskriminante ist negativ.

In diesem Falle gibt es zwei reelle Zahlen )""I E 7\2,

die die Gleichung (22) erfiillen. Dann besitzt die Differen
tialgleichung (21) die allgemeine ILdsung

y = qulﬂx + CaeAZX .
wobel wir jetzt zwei frei wéhlbare Konstanten C..I und 02
haben.
Beispiel:
y'' = 5y' + 6y = O. Der Ansatz y = eMc liefert die

charakteristische Gleichung

;\2 -5A+6 =0
mit den beiden Wurzeln Ay=2 und A, = 3 . Damit ist

2x S
y = qu + 029

die allgemeine Ldsung dieser Gleichung. (Probé!)

Un aus der Schar der allgemeinen Ldsungen nun diejenige
herauszufinden, die die Anfangswerte f(xo) = ¥, und
f'(xo) = z, erfiilly, miissen wir noch die Konstanten
Cq und C, richtig bestimmen., Es soll gelten:
To = qul1xo+ Caehzxo
(23)

Z, = th1ea1xo+ Cahaekaxo.



Das ist aber ein lineares Gleichungssystem in den zwel
Unbekannten C, und C, (Xgr Tos 2o sind ja gegeben), das wir
leicht 1l6sen konnen. Geben wir fiir unser Beispiel die An-
fangswerte (X,3¥43i%y) = (0;335) vor, so hat das Gleichungs-
system (23) folgendes Aussehen:

2.0

- 340 .
3= 012e + Cze = C,I + 02

2.0 3.0 _
5 = Cq2e°"0 + C 367" = 20, + 3C,

nit dessen Lésung Cq = 4 und C, = -1 wir fiir das Anfangs-
wertproblem das Ergebnis

v = 4:92x - e5x
erhalten. Durch eine Probe 1&8t sich dies schnell best&tigen.

Die charakteristische Gleichung besitzt die reelle

Doppelwurzel A = - 5 . Die allgemeine Losung der Differen-

tialgleichung (21) hat dann die Gestalt
y= (Cq+ C‘;_,:t)e?uc .
Beispiel:

y'' + 8y' + 16y= 0. Die charakteristische Gleichung lautet
ha + 8\ + 16 =0

und wir erhalten A = =4, Damit ist
y = (04 + Cex)e_4x

die allgemeine Losung unseres Beispieles.

(:) Die charakteristische Gleichung hat nun keine reelle
Losung. Mit o« = - % und B = V/-D' hat die allgemeine
Losung von (21) nun die Form

y = qu“xcosﬁx + Czeaxsinsx .

(Probe!)



Wer bereits mit komplexen Zshlen vertraut ist,: kann einmal
versuchen, das Ergebnis von Fall C.mit Hilfe der Eulerschen
Formeln aus Fall A. abzuleiten.

Beispiel:
Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung des

Pendels (20). Sie hat nach der Formel unter C.die allge-
meine Losung

y = chosﬁx + Casinﬁx .

In der urspriinglichen Bezeichnung - die gesuchte Funktion
war der Winkel ¢ in Abhéngigkeit von der Zeit t - lautet
die Bewegungsgleichung des Pendels somit

o(t) = C.posﬁt + Czsinﬁt .

Dem im 1. Abschnitt beschriebenen physikalischen Sachverhalt
entsprechen die Anfangsbedingungen

o(t,) =0, und §(t,) =0 .
Zur Vereinfachung der folgenden Rechnung nehmen wir ty = 0
an, d.h., wir legen den Nullpunkt der Zeitrechnung in den

Augenblick des Loslassens des Pendels. Die Funktion @(t)
und ihre Ableitung haben im Punkt t = 0 die Werte

9, = Cqc0s % 0 + Czsinﬁo = 01.
und 0 = ‘-c,lﬁsinﬁo + Cafcosﬁo = Czﬁ s

woraus sofort \

Cqh = @, und 02 = 0
folgt. Die Bewegung des Pendels wird also durch die
Schwingungsgleichung

o(t) = cpocos'ﬁ‘t

beschrieben, die die experimentelle Erfahrung bestdtigt.



E>'ﬁbungsaufgabe 11: Man bestimme die Bewegungsgleichung des
Pendels, wenn es sich zum Zeitpunkt t = O 1in der
Ruhelage befindet und mit einem StoB auf die Geschwin-
digkeit vV, gebracht wird!

[>> Ubungsaufgabe 12: Man bestimme zu folgenden Differential -
' gleichungen die allgemeine Ldsung:
(a) y''* - 4y' + 13y = 0,
(b) ¥'' + 3y' - 4y =0,
(o ' =4y’ + Ay =0,
E>'ﬁbungsaufgabe 13:; Man 1lo6se folgende Anfangswertaufgaben:
' (a) 4y'' +4y' + ¥ =0, (x535,82,) = (032;0),
() ¥'' + 4y + 29y = 0, (x,3y,i2,) = (050315),
(e) y'' —-4y' + 3y =0, (x,37,2,) = (056510).

AuBer den hier behandelten Differentialgleichungen gibt es
noch eine Vielzahl anderer Typen, die spezielle Losungsmetho-
den erfordern. Zur Ergédnzung des hier dargestellten Stoffes
empfehlen wir folgende Biicher:

[1] w.May, Differentialgleichungen, Leipzig 1971
(Mathematische Schiilerblicherei Bd. 49)

[2] A.” Eneschke, Differentialgleichungen und Randwert-
probleme Bd. 1, Leipzig 1965

[3] Kleine Enzyklopéddie Mathematik

Dr. Oloff, Dr. Schwarz
Bereich Analysis

INFORMATTION IS NN

Im Laufe des neunten Finfjahrplans werden in der Sowjet-
'"union iiber 2000 neue Rechenzentren und mehr als 1000
ProzeBrechner in Betrieb genommen. Insgesamt soll sich
der AusstoB von EDV-Anlagen auf das 2,6fache steigern. Das
werden vor allem GroBrechner der dritten Generation sein,
Maschinen mit Arbeitsgeschwindigkeiten bis zu 2,5 Milli-
onen Operationen in der Sekunde, auf der Basis integrier-

ter Schaltungen.
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Preisaufgaben 9/72

(D 43) Man zeige, daB die Gleichung

@ (12'71)]1-:: . (@)nm.y .

fir alle natiirlichen Zahlen n genau eine Ldsung in
ganzen Zahlen x und y besitzt.

Man zeige, daB fiir nichtnegative reelle Zahleﬁ a, b
mit & - b > 0 und natiirliche Zahlen n 2 2

n n .
VEa-1b >Va -0 gilt.

P
.
=
=

L

dende Diagonalen in Dreiecke zerlegt. Man beweise,
daB es dann zwei Eckpunkte gibt, von denen keine
Diagonale ausgeht.

Zur

(D 45) Ein Vieleck M sei durch sich nicht im Inneren schnei-
Erléuterung:

(D 46) Welche maximale Anzahl von Gliedern (nach Zusammen-
fassen gleicher Variablenpotenzen) kann ein Polynom
100. Grades in den Varigblen x, y, z besitzen?

(D 47) JlaHH n GecKOHEYHHX (B 06e CTODOHH) I€AOYMCJIEHHEHX
(:) apupMeTMYECKUX NpOrpeccuit, Kaxiue ZBe U3 KOTODHX

uMepT ofmu# yneH. JokasaTh, YTO BCe IPOTpPEcCHu
nmenT oOmuit uneH.

Ll
U.
=
o'

HallT¥ MHOTOUZEH X~ + px + q , MAKCUMyM a6corpTHON
BeJUYUHH KOTODOrO Ha OTpesKe -1 s x s 1 Owa OH
Ha MME HBIIMM,




Fir jeden vollstdndigen Losungsweg erhdlt der Einsender
einen bzw. zwel Wertpunkte. Die Anzahl ist bel jeder Preis-
aufgabe unter der laufenden Nummer angegeben. Fiir 15 Wert-
punkte erhé&lt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr agls drei Einsender 15 Wertpunkte ha-
ben, entscheidet das Ios (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f&dllt, nimmt er automatisch an der nichsten Auslo-
sung teil. Die Losungen sind bis zum Ende des darauffolgen-—
' den Monats unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an
unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darsuf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungen
bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und mit der Klassenstufe versehen sein miissen., Wir
bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

|+ BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + I

Seit einigen Jahren wird sehr viel iiber programmiertes
Lernen und Lehrmaterial gesprochen. Die Forderung danach
wird immer lauter, ganz einfach deshalb, weil durch ein
gutes Lehrprogramm eine sehr effektive Wissensaneignung
moglich wird. Dem Schiiler oder neuimmatrikulierten Studen-
ten hilft solches lMaterial, sich an das Selbststudium mit
dem Buch zu gewdhnen, was fir jedes Studium unbedingte
Voraussetzung ist.

Endlich wird diesbezliglich auf dem Gebiet der Mathematik
eine groBe Iiicke geschlossen: Die Akademische Verlagsge-
sellschaft Geest & Portig Leipzig hat eine Reihe
"Mathematik - Lehrprogrammbiicher - Hochschulstudium" ins
Leben gerufen.

Als Band 2 dieser Reihe wird noch in diesem Jahr

f
"Einfithrung in die Technik des Integrierens"
von Dr. Karl Lemnitzer

erscheinen,

Jeder, der ungeféhr die Praxis eines Mathematikers oder
Physikers kennt, weiBl, daB eine gut beherrschte Technik
des Integrierens zum elementaren Verkzeug pgehdrt - und

dazu zghlen nicht nur die Anwendung von Grundintegralen
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und die partielle Integration. Der gesamte Inhalt ist

auch auf praktische Methoden zur Ldsung von Integralen
ausgerichtet. Man muB sich also nicht erst durch viele
Seiten grauer Theorie hindurcharbeiten (einige Grundkennt-
nisse aus der Differentialrechnung sind allerdings Voraus-—
setzung). Der Autor, der an unserer Sektion tédtig ist, ist
"von Haus aus" Methodiker - Sie kOnnen also sicher sein,
daB der Stoff gut fiir Sie aufbereitet wurde. AufBlerdem ist
das Material schon in mehreren Studienjahren getestet und
fiir den Druck noch einmal {iberarbeitet worden.

Auf 136 Seiten werden Ihnen in einem st&@ndig wiederholten
Zyklus Mitteilung (neuer Stoff) - Aufgabe (die vom Leser
zu losen ist) - Losung der Aufgabe (auf der folgenden
Seite) Grundkenntnisse zu folgenden Komplexen vermittelt:

YVVVYVVY Stammfunktionen und unbestimmte Integration
Grundintegrale und einfache Integrations-
regeln

Integration durch Partialbruchzerlegung
Integrale der Fomm

YYYVvvYy IR(sinx, cosx, tanx, cotx) dx .

Neben einer Zusammenfassung finden Sie am “nde des Buches
noch eine Reihe von Ubungsaufgaben, und Sie k®nnen in

einer abschlieBenden Kontrollarbeit selbst iberpriifen,
wieviel Sie gelernt haben.

Gemessen am &ffekt ist das Lehrprogramm fiir 9,-- i preiswert.

Gut gesagt

v

"Mathematik ist die /issenschaft, welche die ré&umlichen
Formen und die quantitativen Beziehungen der realen
Umwelt zum Gegenstand habt."

Friedrich Bn

A



Losungen

(D 28)|Es gilt fiir jede positive reelle Zahl a und jede

L

natiirliche Zahl k die Ungleichung

1
K+ VD 2 2/KVE = 2D

Dann gilt auch

2 (P 2 g(zﬁ/?)

Fs ist aber

g(ka +V?),.=g=: K° 4 {i;\/:?

& n(n+j%(2n+1) f mE und

’ 4
_i:(L’k\/a“) =2'A\‘L/E‘$k .
= n(n+1)i&??

Dzraus folgt sofort die Ungleichung

n(n+1%(2n+1) + m/a 2 n(n+4)iQQ? 3

die gich umformen 1l&BRt =zu

(n+1%§2n+1) e 2(n+1)i3??

(n+1)é2n+4) S %/E‘(n+1 _ %/E)

L

o

(D 31)]|Zerschneidet man einen Bogen Papier in 10 Teile, so

r

éndert sich die Anzahl der Papierstiicke genau um ¢.
Nach k Schnitten &ndert sich die Anzahl der Papierbo-

_g;en um @ k. In unserem Fall betridgt sie dann 15+9k.

Da 1972 = 3+657 + 1 nicht durch 3 teilbar ist, jedoch
15+9k = 3(5+3k) diese Eigenschaft hat, kdnnen 1972 \
Papierbogen bei diesem Verfahren nicht entstanden sein.

10



(D 32) |seien A1A2...An das konvexe Vieleck mit dem Umfang 12,
I ®qye-ey0 die Innenwinkel an den entsprechenden Lck-
[ punkten (im BogenmaB) und 845++-ya, die Léngen der
Seiten Iqﬁe,...,ﬁzﬂ',

Die Differenzflédche nach dem Verschieben setzt sich
aus Rechtecken und Drachenvierecken zusammen. (Abb. 1)

A; Abb2

Bs ist also der Fldcheninhalt der Differenzfléche

By =* :ﬁ: B + ;i; ki
1} =1 Ry =1 D; ’

wobel Ri das Rechteck an der Seite AiAi+1 (beil i=n an

der 3eite Aqu) und Di das Drachenviereck am Punkt Ai sind.

v i4_ A H—"... EFy = o, = .
eiter ~ilt Ry 1-al ay

- 1
und - '—:Di > 3 (7= Oﬁi) ¥

viedll Di ein Drachenviereck mit zwei rechten Innen-
winkeln und einem Innenwinkel T-0; am Punkt Ai ist,
in das sich ein Kreissektor mit dem Radius 1 unm

A; vollsténdig einbeschreiben liéGit. (Abb. 2)

Die Seiten des neuen Vielecks sind Jjeweils Tangenten
fiir die entsprechenden Kreissektoren.

— i g 4
Also ergibt sich Fp > 1=1ai + i=1-§(n—ai)

= 12 + 5m —1imi= 12 +m  >15

i=1 ST

1



da s o; = (n=-2)n die Innenwinkelsumme eines kon-
3 =1

vexes n-Ecks ist.

D 35)

Da der Definitionsbereich von /X nur dic :ichinzia=-
tiven: reellen Zshlen umfat sowie die linke Seilte fiir
¥ = 0 und x = 1 keinen Sinn hat, gen’igt es, die Lo-

sungen in den Intervallen (0,1) und (1,c) zu suchen.
Da x = 0 susceschlossen ist, kann man die Ungleichung

e
1—i*ﬁé¥: > VX vereinfachen.
1 - VX

Pip x > 1 wird 1 = v/x'< 2 und damit

1+ VX <0< 6/3

1 = VX

™ir 0 < x <1 ist 1 = 4/ >0, d.h. man kann die Un-
~leichung nit 1 - /X nultiplizieren, ohne das Rela-
tionszeichen zu veréndern.

1 +#/X> 6VX (1 =VX')

b = 5Vx + 1> 0

2V -~ DGVxE =1) >0

Diese Zelation eilt, falls 24/X -1 > 0 und /X =1 > 0
oder 2/X -1 < 0 und /X =-1<0 sind. #s folgt je-
doch wezen /X >0 aus 24/%° -1 > 0 auch 3/x -1 >0
und ave VX =1 < 0 auch 24/x -1 < 0. Also gilt die
obime Unzleichuns filr c2lle reellen ‘erte x uit

0 <x <1 und VX -1>0 oder »\/x =1 < "

Das heift cber x> 1 oder Vx> ; oder x > %

sowie VX <1 oder x < % "

7
Damit ist die Ldsun:smenge die Vereiniryunz der beiden
.. _ 1 . .
of fenen Interv:-1lle (0’9) und (%,1), oler anders cusge-
driickt, die Menge aller reellen Zahlen - mit

0= x <‘g oder 1 < x < 1.




(D 29)| Die Gleichung

e
I-' VEHT o+ 2x+5° = 1
Lenammmaa

148t zich umfornen zu

s = 1 - /x
2x+3 = 1 = /%1 + x + 1
x+1 = =2/

x + 1 + x+1" =0

VAT (V41T +2) =0 . &b

— s - . .
Da/x41 + 2 fiir alle x =réBer als O ist, kann (1)
nur fiir vVx+1° = 0, d.h. Tiir x = =1 gelten.
Darzus folzgt, dak die Lisungsmenge aus dern einen

Hle.ent =1 besteht.

[Tororiac 10N GG S—

Indien wird in nichster Zeit aus der Sowjetunion seinen
bisher leistungsstédrksten Computer erhalten. Der Grof-
rechrer vom Typ BESM 6 wird im indischen Atomforschungs-
zentrum von sowjelischen Spezialisten aufgestellt.

Dr, Horst Oswald (wiss. Sekretér der Sektion Mathematik)

Auf nebenstehendem Bild sehen Sie
den zur Zeit meistbeschéftigten
Mann unserer Sektion: Er ist Chef-
dispatcher der Umzugsaktion der
lathematiker in das neue Hochhaus
(Titelbild). Trotz seiner umfang-
reichen Arbeit hat er nachfolgen-
den Artikel fir die "J/URZEL" ver-
faBt, um Sie liber die wichtigsten
Fakten und neuen Dimensionen zu
informieren.

13



Unsere Sektion zieht um

Wie in allen Sté@dten unserer Republik, wurde in den ver-
gangenen 10 Jahren auch in Jena ein unfangreiches Baupro-
gramm realisiert. Im Norden und Osten der Stadt entstanden
neue Wohnviertel, im Sliden sogar eine Stadt, die heute
bereits ca. 20 000 Einwohner beherbergt. Neben Wohnh&usern,
Wohnheimen, Schulen und Kindertagesstdtten, Kaufhdusern,
Sporteinrichtungen und Gaststétten entstanden auch Indu-
striebauten. Der VEB Carl Zelss Jena war dabel selbstver-
stédndlich der gréBte Auftraggeber. Im Siliden der Stadt ent-
standen fiir dieses Kombinat neue Werkhallen und Lager-
plétze.

Die Friedrich-Schiller-Universitét hat sich in den. letzten
10 Jahren ebenfalls stark vergréBert. Von den vielen Zah-
len, die das widerspiegeln konnten, seien hier nur folgen-
de genannt: Die Sektion Mathematik immatrikulierte im
Jahre 1962 etwa 75 Studenten. 20 Wissenschaftler bildeten
reichlich 200 Studenten aus. 1972 immatrikulierte unsere
Sektion 230 Studenten. Uber 80 Wissenschaftler, darunter
13 Professoren, sind heute an der Ausbildung von insgesamt
900 Mathematikstudenten beteiligt. Etwa 20 Assistenten
werden allein im kommenden Jahr neu eingestellt.

In den Jahren 1970 bis 1972 entstanden neue Wohnheime fiir
etwa 2000 Studenten. Eine Erweiterung der baulichen Sub-
stanz fiir Arbeitsplédtze der Wissenschaftler und Horséle
geb es iiber 10 Jahre nicht mehr. Seit einem Jahr steht nun
fest, daB wir, die Mathematiker, noch im Herbst 1972 zusanm-
men mit vielen anderen Sektionen in das neue Universitédts—
hochhaus einziehen werden.

Dieser Neubau, rund und hoch wie ein riesiger Turm, hat 28
Etagen. 6000 Treppenstufen verbinden diese Etagen. Der
Fahrstuhl bendtigt 30 Sekunden vom Erdgescho8 bis zum 28.
Stock. Im rechteckigen Sockelbau mit 3 Geschossen werden '
eine neue Mensa mit 564 Essenplétzen, zentrale Einrichtun-

14



gen der Universitétsleitung und Seminarréume Platz finden.
In den dariiberliegenden Geschossen, die wir auf Grund
ihrer Form "Scheiben" nennen, erwarten modern eingerichte-
te Arbeitsplétze und Leses@ile die Wissenschaftler und Stu-
denten der FSU. Die Grundfléche jeder Scheibe ist 710 m?
groB. Davon sind rund 500 m® als Arbeitsfldche nutzbar.
Der Rest wird fiir 6 Fahrstiihle, 2 Treppen, Teekiichen,
sanitédre und technische Einrichtungen im Kern des Hochhau-
sés benotigt. Jede Halbscheibe kann 25 bis 30 Wissenschaft-
ler in hellen freundlich eingerichteten und voll klimati-
sierten GroBrdumen Arbeitsplédtze bieten. In 10 Lesesélen
haben je 40 Studenten Platz. Zwei Lesesdle, also 80 Plétze,
sind davon unserer Sektion vorbehalten. (Gegenwédrtig ver—
fiigen wir nur iiber einen provisorischen Lesesaal mit 20
Stiihlen, die an einem einzigen riesigen Tisch stehen.)

Die angefiihrten Zahlen machen deutlich, daB ein betrécht-
licher Teil unserer Universitédt in den Neubau einziehen
kann., AuBer der Sektion Mathematik werden es die Sektionen
Literatur- und Kunstwissenschaft, Erziehungswissenschaf?t,
Sprachwissenschaften, Marxismus-Leninismus, Technologle

- Fachbereich Konstruktion - , Psychologie, Philosophie
und Geschichte, Staats- und Rechtswissenschaft und Wirt-
schaftswissenschaft sein.

Zahlreiche Gebdude der Stadt, darunter auch 1- bis 3-
Familienh&user, werden wieder ihrem urspriinglichen Zweck
zugefilhrt und werden die trotz des groBen Wohnungsbaupro-
gramms immer noch angespannte Wohnungssituation verbessern
helfen. Andere Gebdude verbessern ai; Bettenhduser und
Schwesternwohnheime der Kliniken die medizinische Versor-
gung der Bevolkerung des Kreises Jena.

Der Einzug in das Hochhaus bedeutet also nicht nﬁr fur

die Angehdrigen der Universitét eine Iosung der angespann-—
ten Arbeitsplatzsituation, sondern bringt der ganzen Stadt
verbesserte Lebens- und Arbeitsbedingungen.




Das kommende Studienjahr wird natiirlich von allen AngehOri-
gen der Universitdt besondere Anstrengungen verlangen, und .
das nicht nur wé&hrend der Umzugswochen, auf deren techni-
sche Probleme die notwendige Umsetzung von etwa 355 000
Biichern ausreichend hinweist. Viel Geduld und Mihe wird es
auch kosten, unsere Arbeitsorganisation, die Bew@ltigung
umfangreicher Aufgaben in Ausbildung und Forschung aufl die
neuen Bedin-ungen einzustellen. Der grofite Teil unserer
Lehrveranstaltungen wird nach rie vor auBerhalb des Neubaus',
stattfinden, da er keine HOrsdle und nur wenige Seminar-
réaume und Konsultationspldtze besitzt. Eine wohldurchdachte
Studienqgganisation wird also verhindern miissen, daB Wis-
senschaftler und Studenten zuviel Zeit "auf Schusters Rap-
pen" auf dem Wege von Lehrveranstaltung zu Lehrveranstal-
tung zubringen miissen. An der Ldsung solcher Probleme arbei-
ten wir selbstverstédndlich schon lange.

Der Umzug beginnt am 1. 10. dieses Jahres. Seine allseitige
Vorbereitung steht vor dem erfolgreichen und entscheidenden
Abschlu3. Schon im Januar 1973 wird ein Mathematikstudent,
der nach den Yeihnachtsferien an seinen Studienort Jena
zuriickkehrt, den lMitreisenden beim Erscheinen des 121,70 m
hohen neuen Wahrzeichens der Stadt stolz mitteilen konnen,
daB sich seine Sektion in den Etagen 16, 17 und 18 befindet
und in den unteren Stockwerken moderne Leseséle und eine
neue Mensa die Freude am Studium betréchtlich gesteigert
haben.

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-
Universitét Jena; Leiter: Reinhard Klette
Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur) : U. Heuke, H. Fischer, R. Lorenz
Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M, Ein Jahresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben. ‘
Ansgchrift: WURZEL

69 Jena

Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Die Algebra gehdrt zu den wichtigsten Gebieten der Mathematik,
da sie wegen ihrer groBen Allgemeinheit vielseitig anwendbar
ist. Diese groBe Allgemeinheit erfordert natiirlich einen
relativ hohen Abstraktionsgrad. Wir wollen Ihnen helfen, Ihr
Abstraktionsvermdgen zu schulen,und haben desha}b unseren
Autor Klaus Wagner gebeten, einige Grundlagen fiir Sie gut
verstéindlich aufzubereiten.

Einfilhrung in die Verbandstheorie (I)

Die Verbandstheorie ist eine Spezialdisziplin der Algebra.

Die Algebra befaBt sich im wesentlichen mit strukturierten
Mengen, d.h. mit Mengen, in denen gewisse Operationen (Ab=-
bildungen) oder Relationen erklért sind. Die Begriffe "Menge",
"Operation", "Abbildung" und "Relation" sind dem Leser aus
friilheren Darstellungen in der "WURZEL" bekannt. Viele Spezial-
disziplinen der Algebra, zum Beispiel die Gruppentheorie,
befassen sich mit einer genau festgelegten Klasse von struk-
Turierten Mengen. 50 auch die Verbandstheorie. Dort wird die
Klasse der Verbénde betrachtet, d.h. man studiert ausgehend
von der Definition des Verbandsbesriffes die HZigenschaften der
Verbénde schlechthin bzw. die Eigenschaften spezieller Ver-
bénde.

Daher steht auch am Beginn unseres kleinen Exkurses in die
Verbandstheorie eine Definition des zu untersuchenden Gegen-—
standes.

Definition 1 3

Die algebraische Struktur 8 = [V,n,u] heiBt[Verband
=pe 1. V ist eine Menge. |
2. Es sind die zweistelligen Operationen n und
U auf V erklért, d.h. n und y sind eindeu-
tige Abbildungen von VxV in V.
5. Die Operationen n und y sind assozlativ, 4.h.
fiir jedes a,b,c € V gilt
'(anb)ne = an(bne) und (&)
‘(aub)uc = au(bue).. (2)

18



4, Die Operationen n und v sind kommutativ, d.h,
fiir jedes a,b € V gilt
anb = bna und (3)
aub = bua . (4)

5. Fiir die Operationen n und v gelten die Ver-
schmelzungsgesetze, d.h. fiir jedes
a,b € V gilt
au(anb) = a und (5)
an(aub) = a . ' (6)

Die Eigenschaften (1) - (6) nennt man auch|Verbandsaxiome.

Bemerkung: Die Zeichen n und u, die in der Mengenlehre fiir
die Begriffe "Durchschnitt" und "Vereinigung" benutzt werden,
sind hier in einem allgemeineren Sinne zu verstehen. Obwohl
wir fiir anb bzw. aub auch hier stets "a geschnitten mit b"
bzw. "a vereinigt mit b" sagen werden, muB damit nicht immer
der mengentheoretische Durchschnitt bzw. die mengentheoreti-
sche Vereinigung gemeint sein. Wie die folgenden Beispiele

2 - 5 zeigen, miissen die Elemente eines Verbandes noch nicht
einmal Mengen sein. Anhand des sehr wichtigen Beispiels 1
wird jedoch deutlich, warum man in der Verbandstheorie die
Zeichen n und v verwendet.

Beispiel 1: Es sei M eine Menge. Bezeichnen wir wie iliblich mit
p(M) die Potenzmenge (Menge aller Teilmengen) von
M und mit n und v den mengentheoretischen Durch-
schnitt und die mengentheoretische Vereinigung,
so ist [p(i),n,u] ein Verband, der Potenzmengen=-
verband von k. Der Leser kann sehr leicht die
Giltigkelt der 6 Verbandsaxiome iiberpriifen.
Anglog ist auch die Struktur [pE(M).n,U] ein Ver-
band, wobeil ﬁE(M) die Menge aller endlichen Teil-
mengen von M ist,

Beispiel 2: Es sei Nz dieeMenge der natiirlichen Zahlen
{1,243,+°+}. Fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen
m und n sei mit ggT(m,n) der gréBte gemeinsame
Teiler von m und n und mit kgV(m,n) das kleinste
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gemeinsame Vielfache von m und n bezeichnét.
dann ist [Nz, ggT, kgV] ein Verband.

Beispiel 3: Es sei 8 eine Gruppe und R(B) die Menge
aller Untergruppen von ¢. Fiir zwel beliebige
Untergruppen U und V von ¢ sei mit UnY der men-
gentheoretische Durchschnitt UnV und mit UuV
die kleinste Untergruppe von ¢ bezeichnet, die
U und V gleichzeitig umfaBt. Dann ist
[f(e), M, ein Verband.

Beispiel 4: Es seli R die Menge der reellen Zahlen. Fiir zwei
beliebige reelle Zahlen ¢ und g sei mit
min(a,B) die kleinere der Zahlen o und g und
mit max(x,p) die groBere der Zahlen ¢ und g
bezeichnet. Dann ist [R, min, max] ein Verband.

Beispiel 5: Es seien A und B Teilmengen der Menge R der
reellen Zaghlen. Mit B bezeichnen wir die Menge
aller eindeutigen Abbildungen von A in B. Fiir
zwel beliebige Abbildungen f,g € BA definieren
wir fng und fug durch

(£ng) (x)=pp min(£(x),e(x))  und
(fug) (X)=pp max(f(x),&(x)) ,

wobel x € A.
Dann ist [BA,n,u]ein Verband.

Auch in den Beispielen 2 - 5 kann man unschwer die Verbands-
eigenschaften nachweisen. Wir empfehlen dem Leser, dies zum
besseren Versténdnis der hier behandelten Begriffe fiir eini-
ge der oben genannten Beispiele einmal exakt durchzufiihren.

Anhand der Beispiele 1-5 erkennen wir, daB sich viele uns
schon gut beksnnte methematische Objekte und Begriffe ver-
bandstheoretisch auffassen lassen. Dies gilt auch fiir manche
wichtigen Objekte anderer mathematischer Diszlplinen, so0

daB es fiir jeden Mathematiker sehr niitzlich ist, mit den
Grundlagen der Verbandstheorie vertraut zu sein.
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Wir wollen nun einige einfache Eigenschaften von Verbinden
studieren.

Satz 1:

(9)

Es sei 3 = [V,n,u]ein Verband.
(7) Fir jedes a € V gilt an a = a.
(8) Fiir jedes a € V gilt a U a = a.

Fir jedes a,b € V gilt
&N b= a genau dann, wenn a U b = b gilt.

Beweis: (7)

.

Es sel nun 3

(8)
(9

Wegen des Verschmelzungsgesetzes gilt fiir be-
liebige Elemente a,x € V

au(anx) = a

und somit auch

an (au(anx)) = ana.

Abermals mit Hilfe des Verschmelzungsgesetzes
erhalten wir

an(au(anx)) = a.

Die letzten beiden Gleichungen liefern dann
ana = a.

beweist man v6llig amnalog zu (7).

Wir setzen zuniichst fiir je zwei Elemente a,b ¢ V
die Gleichung anb = a voraus. Damit haben wir
auch bu(anb) = bua.

Nach dem Verschmelzungsgesetz gilt aber

bu(andb) = b,

und somit ist

aub = bua = b.

Ganz analog folgern wir aus der Giiltigkeit der
Gleichung syb = b die Giiltigkeit der Gleichung
anb = a fir je zwei Elemente a,b ¢ V.

Damit 1ist Satz 1 bewiesen.

= [V,u,N]ein beliebiger Verband. Wir definieren

in V die zweistellige Relation < wie folgt:

Fiir zwei Elemente a,b € V sei a < b genau dann, wenn

anb = a ist. Wir bemnerken, daB dies wegen (9) gleichbedeu-
tend mit aub = b ist. |
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Satz 2¢|Ist [V,n,u] eln beliebiger Verband, so ist V bzgl. S
eine halbgeordnete Menge, in der fiir je zwei Elemen-
te aus V Infimum und Supremum existieren.

Wir wollen schnell noch einmal die entsprechenden Beﬁriffe

aus der Theorie der Halbordnunﬁgarwiederholen. _

P> Eine Menge V heiBt beziiglich der Relation S halbgeordnet,
falls die Relation 5 auf V reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ist. _

"> Eine Relation < heiBt auf einer Menge V |
- reflexiv, falls fiir jedes Element x ¢ V die Beziehung x < x

gilt;

- antigymmetrisch, falls fiir je zwei Elemente x,y ¢ V aus
den Beziehungen x < y und y < x die Gleichheit von x und y,
also x = y, folgt;

- Yransgitiv, falls fiir je drei Elemente x,y,z € V aus den Be-
zlehungen x < y und y s z die Beziehung x < z folgt.

t> Gibt es bagl. < in V ein kleinstes (gréBtes) Element, das
groBer (kleiner) als zwei Elemente X,y ¢ V ist, so nennen
wir dieses Element Supremum (Infimum) der beiden Elemente
X und y. Schreibweise: sup(x,y) ; (inf(x,¥)).
Aus dieser Definition geht hervor, daB es in einer beliebi-
gen halbgeordneten Menge nicht fiir jedes Paar von Elementen
ein Supremum oder ein Infimum geben muB.

So gibt es z.B. in der Menge {a,b,c}, die durch die Festsetzun-
gen a < a, b s b, ¢ § C, a<Cy b sc halbgeordnet wird,

fiir die Elemente a und b zwar ein Supremum (némlich c), aber
kein Infimum.

Nun zum Bewels des Satzes 2:

a) Die Relation < ist auf V reflexiv, also x <x.
Wir miissen dazu zeigen, daB fiir jedes x ¢ V die.
Gleichung x n x = x gilt. '

Das ist aber die schon bewiesene Verbandseigen-
schaft (7).

b) Die Relation 5 ist auf V antisymmetrisch, also

aus X s yund y s x folgt x = y. '
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Wir miissen dazu zeigen, daB aus xNn y = x und
y N x =y die Gleichung x = y folgt. Das ist aber
wegen der Kommutativitét von n (3) erfiillt.

c) Die Relation s ist auf V transitiv, alsoausx sy
undyszfolg—txsz.
Wir miissen zeigen, daB aus x Ny =xund y Nz =Yy
auch x Nz = x folgt. Bs sei also x ny =x (=)
und y n z = y vorausgesetztjwegen (9) gilt mit
yNz=yauchy Uz =2z (##),
Wir rechnen pun einfach aus:

xnz = (xnNy)(yuz) (%) und (ww)
= xn{yn(yuz)) Assoziativitdt von n (1)
= XNy Verschmelzungsgesetz (6)
= X (")

d) Fiir beliebige x,y € V existiert sup(x,y). Wir
zeigen sup(x,y) = xUy. Da xVUy fiir je zwei Elemente
x,y € V existiert, ist damit d) bewiesen.
Zunéchst besteht wegen xn(xUy) = x (6) die Bezie-
hung x < xUy und anslog auch y s xXUy. Blelbt noch
nachzuweisen, daB xUy das kleinste Element aus
V ist, das groBer als x und y ist. Es sel z € V
ein beliebiges Element mit x < 2 und y s 2, also
mit xUz = z und yuz = z. Hieraus folgt
z = xUz = xU(yuz) = (xUuy)uz, und somit ist
XUy s z. BEs ist also (xUy) wirklich das kleinste
Element -aus V, das groBer als x und y ist.

e) Die Existenz des Infimums fiir je zwel Elemente
aus V wird ganz analog zu d) bewiesen.

| Demit ist Satz 2 bewiesen.

Klaus Wagner
Wiss. Assistent im Bereich Kybernetik Dberne

Der Artikel wird in "WURZEL" 11/72 mit weiteren Eigenschaften
und Beispielen von Verbénden fortgesetzt.
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Preisaulaaben Serie 10/72

D 49) In einem Rechteck R mit den Abmessungen 20x25 liegen
(:) 120 Quadrate Q mit der Seitenlénge 1. Man zeige, daB
man in R einen Kreis mit dem Durchmesser 1 so ein-
zeichnen kann, daB er kein Einheitsquadrat Q schneidet.

Man bestimme den Summanden in der Entwicklung
von (1 + x +-§)1° y der x nicht enthalt.

) Der Flédcheninhalt eines Dreiecks AABC betrage 1. Zs
(:) celte auBerdem
AB < BC s CA.
Welche Werte kann dann
a) die Seite IB,
b) die Seite EC,
c) die Seite AC
]
)

annehmen?

0,
0

Die Gleichunzen (1) x5 + PaX + qq
(2) © + PoX + Qp

mit reellen Zahlen pyy P,y Qs 9y und pq ¥ P,

‘ Q4 $ a5
besitzen eine gemeinsame Losung x. Man bestimme diese
Wurzel und die weiteren Wurzeln beider Gleichungen.

Zwei geradlinige StraBen AA' und BE' stehen senkrecht
aufeinander und schneiden sich im Punkt C, wobei

AC = a und BC = b. Von A und B fahren zwei Autos mit
den Geschwindigkeiten v, bzw. éB in Richtung C los.
Wie groB ist wédhrend der Fahrt der minimale Abstand
der Wagen voneinander?

D54) If a function f(x) satisfies the condition

@ 2 - 28X = o,
then £(x)= 0 (at least for x # O and x 4 1).

n
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Fir jeden vollsténdigen Lasun?sweg erhdlt der Einsender
einen bzw. zwei Wertpunkte. Die Anzahl ist bei jeder Preis-
aufgabe unter der laufenden Nummer angegeben. Fir 15 Wert-
punkte erhélt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte haben,
entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges). Falls
ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f&1lt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil.
Die Losungen sind bis zum Ende des darauffolgenden Monats
unter dem Kennwort "WURZEIL-Preisaufgaben"an unsere Adresse
einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungen
bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und mit der Klassenstufe versehen sein miissen. /ir
bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten
Blatt einzuschicken. :

GYut gesagt

)

|+ BUCHTRNARKT + BUCHERMARKT + BUCHZRMARKT + BUCHERUARKT +

"Mach's nach der Regel und kumpt recht."

(Vorschrift mittelalterlicher Rechenbiicher)

Nachdem wir in "WURZEL" 7/8 1972 Band 2 der Reihe
"Mathematik - Lehrprogrammbiicher - lHochschulstudium"

vorstellten, heute zum ersten Buch

"Zum Sprachgebrauch in der Mathematik".

Jeder, der sich n&her mit der Mathematik befaft (also z.B.
auch ein Physikstudent), bemerkt, wie wichtig es ist, sich
exakt auszudriicken, um den vom umgangssprachlichen Inhalt
bestimmter Begriffe und Wendungen abweichenden Sinn in der
Mathematik zu verstehen. Daher ist das vorgelegte Buch jedem
Schiiler und auch Studenten des ersten Studienjahres dringend
zu empfehlen. Es wird helfen, viele Schwierigkeiten, mit denen
man sich als Anfénger auseinandersetzen mufl und die manche
Klausur verderben, zu beseitigen.

Die Autoren konzentrieren sich auf einige wenige, aber sehr

grundlegende Begriffe und Wendungen und fiihren den Leser
sehr "geduldig" von Erkenntnis zu Erkenntnis.




Aus technischen Griinden sind die einzelnen Lehrschritte nicht
m aufeinanderfolgend geordnet, so da® man
- natlirlich angeleitet - "kreuz und quer"
in dem Buch "herumlesen" und aufpassen
o~ muB, daB einem die inhaltlichen Zusammen-
m hénge nicht verloren gehen. .
Deshalb sollte man sich, wenn man wiederholen oder nachschla-
gen méchte, der sehr niitzlichen abschlieBenden Zusammenfassung
bedienen, da man innerhalb des Programms kaum etwas Bestimm-
tes wiederfindet.
Nachdem wir das Programm getestet haben, empfehlen wir es
Thnen als wertvolles Hilfsmittel zum Verst&ndnis der
Mathematik.

Preis: 4,50 M, Akademische Verlagsgesellschaft Lelpzig

8. Wissenschaltliche Hauptiagung Hilgcisn
der Mathematischen Gesellschaft der DDR

Diese 8. Wissenschaftliche Haupttagung, welche vom 28. 8.
bis 2. 9. 1972 in Dresden stattfand, war gleichzeltig ein
Jubildum: Die Mathematische Gesellschaft der DDR besteht
nunmehr seit 10 Jahren.

Zu der Tagung hatten sich etwa 1200 Teilnehmer eingefunden,
darunter sogar Schiiler. Namhafte Wissenschaftler von den
verschiedenen Universitéten der DDR sowie aus weiteren 9
europédischen Staaten hielten an diesen 6 Tagen interessante
Referate iliber ihre neuesten Forschungsergebnisse. Auch von
der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitét
Jena nahmen Professoren, Doktoren und Assistenten an dem
wissenschaftlichen Austausch teil und legten ihre Erkennt-
nisse dar.

AnléBlich der Tagung wurde eine Ausstellung unter dem Titel
"Olympiaden Junger Mathematiker -~ 10 Jahre systematische
Férderung mathemetisch talentierter Schiiler in der DDR" er-
3ffnet. Unter anderem wurden in einem Schaukasten 15 inter-
nationale Schiilerzeitschriften fiir Mathematik gezeigt, unter
denen auch die "WURZEL" vertreten war.

26



INFORMAT I ON NI

Mathematikerkongrel in Weimar

Ende Juni 1972 fend in Weimar der VI. Internationale KongreB
iiber die Anwendung der Mathematik in den Ingenieurwissenschaf-
ten statt. 700 Teilnehmer aus iiber 20 Staaten beteiligten
sich hieran. Die Gastgeber berichteten z.B. lber die Entwick-
lung einer automatischen Zeichenanlage (Baupléne usw,. ), in
welcher die EDVA Robotron 300 und der GroB8koordinatograph
CARTIMAT II des VEB Carl Zeiss eingesetzt werden. Von den
KongreB8rednern wurde immer wieder betont, daf bel aller Ma~
thematisierung der Ingenieurwissenschaften die von den Rech-
nern erzielten Ergebnisse nur Entscheidungshilfen sein konnen.

Vathematische Modellierung der Wissenschaftsentwicklung

Mathematikern aus Greifswald gelang es, die Beschreibung der
allgemeinen Entwicklung der Wissenschaften ln ein mathemati-
sches Modell zu fassen ,welches sich hauptséichlich Differen-
tialgleichungen bedient und viele Erscheinungen zutreffend
darstellt. Ein Ergebnis dieser Modellierung ist es, daB in
Zukunft der Wissenschaft weder ein mafloses Wachstum noch eine
Stagnation vorauszusagen ist.

Lésungen

(D 33)| Wir nehmen an, es gébe ganze Zahlen a,b,c,d mit
l.-. 62°a + 62°b + 62c + A = 2  und

| 19%a + 19%b + 19¢ + d = 1 .
Dann ist
1=2-1

= 6278 + 62%b + 62¢ + 4 ~(19°a+19°b + 19¢ + d)
(627- 197)a + (62° - 19%)b + (62 - 19)c
(62 - 19)(622 + 62:19 + 19%)a +

+ (62 - 19)(62 + 19)b + (62 - 19)e

43((622 + 62419 + 19%)a + 81b + c).

Da der Klammerausdruck eine ganze Zahl ist, ergibt
. sich hier ein Widerspruch! Also existieren keine
ganzen Zahlen a,b,c,d mit der geforderten Eigenschaft.
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(D 34)

L

A - Anziehender, B - Nachziehender

Zug - Bewegung der Minze von Feld zu TFeld
Spielzug - ziehen von A und B

Die Felder seien von n bis 1 durchnumeriert.

Der Anziehende A muB eine Situation schaffen , die es
ihm bei Anwendung einer bestimmten Strategie ermdg-
licht, nach endlich vielen Spielziigen das Feld 2 zu
belegen.
Es ist A mdglich, suf jeden Spielzug von B so zu
reagieren, daB die Zahl der Ziige um 4 verringert
wird.

B riickt 1 Feld — A muB % Felder riicken

B riickt 2 Felder -— A mull 2 Telder riicken

B riickt 3 Felder —= A muB 1 Feld ~riicken
Somit ergibt sich: MuB B beim Stande von 4k+1
offenen Ziigen, d.h. Minze auf dem TFeld 4k+2, ziehen,
50 ist es A nach obiger Strategie mdglich, nach k
Ziigen auf das Feld 2 zu gelangen und B den letzten
Zug nach Feld 1 zu iliberlassen. Der 1. Spielzug ist
also entscheidend. A muR die Miinze auf ein Feld
der Art 4k+2 riicken. Dies ist bei allen Anfangsstel-
lungen, auBer beil

nw®2 (4)
mdglich. In dlesem Fall steht A vor 4k+1 offenen Ziigen
und wird, falls B obige Strategie anwendet, verlieren.

Yie kann man besser spielen und jeden Spielverlust
ausschalten?

Eckhard Klenk schliigt vor: 3
"Befindet sich die Miinze zu Beginn auf einem Feld
der Form 4a+2, so lasse ich den Gegenspieler begin-
nen. Ist das nicht der Fall, so beginne ich ..."

Fiir Binsender von Ldsungen zur Beachtung:

Bei n Teldern stehen nur (n-1) Ziige offen, d.h.

bei n= 1 (4) gewinnt A.

Wir haben fiir jene, die dies nicht beriicksichtigten,
den Punkt trotzdem vergoben.

28



(D 39)

Im

Es gilt offenbar

1g2 + 1g5 = 1g10 = 1.

In Verbindung mit der gegebenen Gleichung
lg2 » 1g5 = k

ergibt sich folgende quadratische Gleichung

(152)2 -1lg2 + k=0
1g2 = 4 £ VA - K

Da 2 € 10'/2 und somit 1lg2 < 1/2 gilt, entféllt
die Lésung = +V7/6 - K, und wir erhalten

1g2 = #[1-~/77K)

L

Es seien P11PpsP3 die drel Primzahlen groBer als 5
und 4 die Differenz der arithmetischen Folge.
Es geniigt dann zu zeigen, dafl gilt

(1) 4 ist gerade und
(2) d ist durch 3 teilbar.

Da p4 eine Primzahl groBer als 5 ist, ist sle unge-
rade und tUberdies nicht durch 3 teilbar.

(1) Annahme: d ist ungerade.
Hieraus folgt sofort, dab Py = Pg + d gerade ist.
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

(2) Annahme: d ist nicht durch 3 teilbar.
Dann lassen die Zahlen P11PosP3 bei Division
durch 3 drei verschiedene Reste, denn lieBen
zwei der Primzahlen den gleichen Rest, so wére
auf Grund der Gleichungen

pq+d=p, , Pqg+2d =p; , Py +d =Dz
d durch 3 teilbar. Also ldRt eine den Rest O
und ist durch 3 teilbar. Das ist wieder ein
Widerspruch zur Voraussetzung. Demnach muf

d gerade und durch 3 teilbar, also durch
6 teilbar sein.
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(D 42)| Die Induktion erfolgt sm besten liber die Summe a + b.

Induktionsanfangs:
L Ls ist (0+0)! = 1 durch O!C! = 1 teilbar.
[Em——— Induktionsschritt:
Fir alle a,b mit a+b = n sei die Behauptung rich-
tig. Bs ist zu zeigen, daB unter dieser Voraus-—
setzung die Behauptung auch fiir alle a,b mit
a+b = n+1 2ilt.
Dazu werden zwel Fdlle unterschieden:
1.Fall:
Es ist a = 0 oder b = O.
Dann gilt aber, daf (n+1)! durch (n+1)!0! = (n+1)!
teilbar ist.
2. Fall:
Es ist a4 0 und b % C.
Dann ist wegen a+b=1 = n

(a+b=1)! durch (a=1)!b!
und (a+Db-1)! durch a!(b-1)! teilbar.

Dann ist aber auch

a(a+b=-1)! durch a(a=-1)!b! = a!b!
und b(a+b=-1)! durch ba!(b-1)! = alb! teilbar.
Sind nun zwei Zahlen durch eine dritte teilbar,

so0 ist auch ihre Summe durch diese teilbar;
folglich gilt:

a(a+b=1)! + b(a+b-1)!

(a+b)(a+b=1)!
(a+b)!

ist durch a!b! teilbar.

Gut gesagt

v K.D. Sinelnikow (ukrainischer Physiker):
"Die Mathematik ist in der modernen Physik nicht
nur Werkzeug zum Rechnen; ohne lKathematik ist es
unmdglich, die Bigenschaften der Mikrowelt aus-
reichend genug zu liberpriifen."

A
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Tpigramm auf dem Grabstein des griechischen
flathematikers DIOPHANTOS:

"Hier das Grabmal deckt Diophantos. Schauet das Wunder!
Durch des Entschlafenen Kunst lehret sein Alter der Stein.

Knabe zu sein, gew&hrte ihm Gott ein Sechstel des Lebens;
Noch ein Zwolftel dazu, sprofit auf der Wange der Bart; ;
Dazu ein Siebentel noch, da schloB er das Biindnis der IThe;
Nach. funf Jahren entsprang aus der Verbindung ein Sohn.
iehe das Kind, das vielgeliebte, die Hélfte der Jahre
Hatt' es des Vaters erreicht, als es dem Schicksal erlag.
Drauf vier Jahre hindurch der groBen Betrachtung den
Kummer'
von sich scheuchend, auch er kam an das irdische Ziel."

#le alt vwurde Diophantos?

[IZIFORMATION IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

Die erste Kybernetik-inzyklopddie der Welt erscheint jetzt
in Kiew. Das zweibéndige 'lerk ist eine Kollektivarbeit
sowjetischer ‘iissenschaftler des Instituts fiir Kybernetik
bei der Akademie der Tissenschaften der Ukraine und Fach-
leuten verschiedener wissenschaftlicher Zentren des Landes.

Im Jahre 1972 ist jemand genau so alt, wie die Quersumme
seines Geburtsjahres angibt. In welchem Jahr wurde er
geboren? w

Berichtigung

In "Wurzel™ 7,/8 1972 Seite 111, Zeile 19 muB es natilirlich
richtig heiBen:"Auszug der Jenenser Studenten 1813".



_Mathematik und_Medizin verbindendes
€Element

Wenn Sie unseren Fachartikel aufmerksam studiert haben, wird
es Ihnen nicht schwerfallen, dieses durch seine Schliissel-
worter 17. waagerecht und 5. senkrecht auf die Verbandstheorie
bezogene Kreuzwortrétsel zu ldsen.

Wir wiinschen Thnen viel SpaR dabei!

Waagerecht:

Erfinder des Banachraumes
. Lebensabschnitt einer Alternative
Rasantes Element
. Uraltes Gebirge in der SU

9. Ursprungsland des Chinin-Natriums
11. Kompakter linearer Operator (Abk.)
13. Griechisches i ohne Punkt
16. Verkiirzter Zeitmesser
17. Wathematik und Medizin verbindendes Element
19. Dem Russischen nicht gelédufiger Buchgstabe
20. Meistergrad eines beriihmten italienischen Dichters
21. MaBeinheit fiir Stars
25. Geometrischer Ort eines bekannten Senders
27. Eigenschaft elnes beschriénkten Raumes

OD:JO'\—\

Senkrecht:

1. Bestandteil eines Nabla-Hiillenoperator
2. Alttestamentarische Abkiirzung

5. Nichtprimzahl

4, Treibstoff einer Starrakete

5

6

+ Nicht ganz ordentlicher Verband
. Sammlung der Arche Noah
10. Kurzname fiir Inge-Petra
12. Bel Neumond abwesende Gdttin
14. Kopfteile mehrerer Néhnadeln
15. Bewegungsform eines Fahrstuhls
18. Wesentlicher Bestandteil eines emeritierten Majors
21. Erzieherin der Ajaner
22. Sechzehnter Buchstabe des séchsischen Alphabets
24, Ungebréduchlicher Ausdruck beim Romme
25. Gestiirzter Konsonant
26. Linksbeschrénkter Tangens

Herausgebei: Jugendabjekt ., Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-
Universitét Jena; Leiter: Reinhard Klette
Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur) ; U. Heuke, H. Fischer, R. Lorenz )
Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben.
Anschrift: WURZEL

€9 Jena

Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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VOas uns beschaftigt ...

... ist das Problem: Wie kdnnen wir unsere Leser - also Sie-
stérker daran'interessieren, gich intensiv mit den von uns
veréffentlichten Fachartikeln zu beschéftigen? Seien Sie
ehrlich! Wieviele Artikel in der "WURZEL" haben Sie bisher
von vorn bis hinten gelesen; durch wieviele haben Sie sich
richtig "hindurchgearbeitet"?
Sind die Beitriége "zu schwer"? Nun, wir kennen die Anforderun-
gen eines Studiums, und wir wollen Ihnen helfen, sich darauf
vorzubereiten. Deshalb ist das Ergebnis der Diskussionen bei
uns immer wieder: Niveau beibehalten, durch gute methodische
Aufbereitung des Themas durch die Autoren und besseres "Bei-
werk" die Schiiler zum Lesen anregen.
Wissen Sie nicht, "wozu das alles"? - Eine Gegenfrage: War
Ihnen in der ersten Klasse bewuBt, wozu Sie das kleine Ein-
maleins lernten? Heute wissen Sie das. Die Frage nach der
Notwendigkeit und praktischen Anwendungsmodglichkeiten mathema-
tischen Wissens ist aber selbst fiir uns Studenten hin und
wieder schwer zu beantworten. In dieser Beziehung haben es
die Mathematiker sicher schwerer als die Vertreter mancher
anderer Wissenschaftsdisziplinen. Wenn ein Mediziner in der
Krebsforschung arbeitet oder Chemiker ein neues Element ent-
decken, dann kann sich jeder zunindest etwas darunter vor-
stellen, auch wenn er die genauen 7Zusammenhédnge nicht kennt.
Was aber stellen Sie sich vor, wenn Sie horen, daB ein Ma-
thematiker iiber Erkennbarkeit von Mengen rekursiver Funktio-
nen nachdenkt?
~ Es geh®rt also eine ganze Menge scheinbar unmotivierter
Vorarbeit dazu, wenn man praktische Bezugspunkte seines
mathematischen Wissens verstehen will. Versuchen Sie ein-
mal, sich in Zukunft beim Lernen - insbesondere auch
beim Lesen der "WURZEL" - nicht zuerst die Frage zu
stellen: Wozu brauche ich das spédter einmal?
iberlegen Sie sich immer: Wie kann ich das, was ich schon
weiBl, dazu anwenden, das Neue zu verstehen? Dann werden Sie
auch riickschauend feststellen kdnnen, daB Sie nichts
"umsonst" gelernt haben.
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Neben unseren Versuchen, die "WURZEL" fiir Sie attraktiver zu
gestalten (Diesbezliglich wiirden wir uns auch gern durch Sie
anregen lassen.), wird uns also immer wieder nur der Appell
an Sie bleiben: Versuchen Sie bitte, von jedem Artikel so
viel wie mdglich zu verstehen, so viel wie méglich fiir sich
herauszulesen. Es ist eine oft bestédtigte Erfahrung, daB man
beim Studium vieles leichter versteht, wenn man schon einmal
davon gehdrt hat.

Je mehr Sie wissen, um so mehr Zusammenhénge werden Sie er-
kennen und um so interessanter wird fiir Sie die Beschéftigung
mit der Mathematik werden.

Denken Sie einmal dariiber nach!

Einfiihrung in die Verbandstheorie (Il)

Nach Satz 2 entstehen aus Verbénden durch Zinfihrung der
Relation s halbgeordnete Mengen, in denen je zwei Elemente
sowohl ein Infimum als auch ein Supremum besitzen. Wir wollen
nun den umgekehrten leg gehen.

Satz 3: |Ist V eine bez. < halbgeordnete lenge, in der je
zwel slemente sowohl ein Infimum als auch ein Supre=-
mum besitzen, so ist [V,n,u] ein Verband, wobei die
Operationen N und U durch

x Ny =po inf{x,y} und

XUy =pp sup(x,y}

definiert sind.

Beweis: a) Die Operationen N und U sind assoziativ. Wir be-
schrénken uns auf den Nachweils der Assoziativitdt

der Operationn. Der Nachweis der Assoziativitét
von U erfolgt ganz analog.
Wir setzen u =pg (anbl)nc = inf{inf{a,b},c}.
Daraus folgt nun

u < inf{a,b} und u =< c.
Es ist aber inf{a,b} s a und inf {a,b} s b.
Wegen der Transitivitdt von s haben wir daher
i us<aund u = b.
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{ Mit u S b und u s ¢ ist auch u s inf{b,c}.
Daraus und aus u s a folgt schlieBlick
u s inf{a,inf{b,c}}.
Analog beweisen wir inf{a,inf{b,c}} < inf{inf{a,b},c}.
Damit ist die Assoziativitédt von n bewiesen. -

b) Die Kommutativitédt von n und U ist offensichtlich.

¢) Auch die Verschmelzungsgesetze gelten, denn wegen
inf{a,b} s a s sup{a,b} gilt

an(aub) = inf{a,sup{a,b}} = a und
au(anb) = sup{a,inf{a,b}} = a.
Y Damit ist Satz 3 bewiesen.

Als Folgerung aus den Sétzen 2 und 3 erkennen wir, daB

wir am Beginn unserer Betrachtungen iliber Verbandstheorie

einen Verband auch als eine halbgeordnete Menge, in der je

zwel Blemente sowohl ein Infimum als auch ein Supremum be-
gsitzen, hidtten definieren kdnnen. Beide Definitionen sind voll-
kommen gleichwertig.

Mit Hilfe der ordnungstheoretischen Beschreibung der Verbénde
erhalten wir nun die Mdglichkeit, die Verb&dnde sehr iibersicht-
lich graphisch darzustellen. Und zwar werden wir auf einer
Fldche ein Element a des Verbandes 8 genau dann oberhalb eines
Elementes b des Verbandes 3 anordnen, wenn b £ a. Dann werden
die unmittelbar benachbarten Hlemente (Das sind solche Elemen-
te, die bez. < in Relation stehen, zwischen denen jedoch

bez. < kein drittes Element steht.) durch Linien verbunden.
Wir betrachten den Verband mit der Grunduwenge {a,b,c,d,e}

und der Relation = ,die gegeben ist durch

a<a bsb,csc,d=<d e<e, asb,asc, asd ase,
b<sd b<e csd,c=se, dse.

Dieser Verband wird durch die
nebenstehende Graphik dargestellt: - d

Wir wollen nun anhand einiger uns
schon bekannter VerbZnde die Re-
lation s betrachten und eine gra-
phische Darstellung geben. a
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Beispiel 6: Bei dem Potenzmengenverband [p(M),n,u] einer
Menge M ist die Relation < identisch mit der
mengentheoretischen Inklusion g, denn fir zweil
Menren A und B gilt A € B genau dann, wenn
An3B=A 1ist.

Graphische Darstellung einiger einfacher Potenz-—

mengenverbénde:
a) leere Menge: @
b) Einermenge {a)}: {a}

@
c) Zweiermenge {a,b}: {ab}
fo Q (v}
g

'd) Dreiermenge {a,b,c}: {ab.c}

Bemerkung: Wie man bemerkt, ist eine solche Darstellung eines
Potenzmengenverbandes einer Menge mit n Elementen
identisch mit einer bestimmten Projektion eines
n-dimensionalen Wiirfels in die Ebene. (iiber n-dim.

Wiirfel siehe "WURZEL", Heft 6/72.) Auf die tieferen
Ursachen dafiir wollen wir hier nicht n&her eingehen.

"
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Beispiel 7: Im Verband [Nz,ggT,keV] ist die Relation s identisch
mit der Relation "Teiler sein", denn die natiirli-
che Zahl m ist genau dann Teiler der natlirlichen
Zahl n, wenn ggT(m,n) = m ist.

Graphische Darstellung:

Beispiel 8: Im Verband [BA,n,u] gilt fiir beliebige f,g € ph
' zenau dann die Beziehung f < g, wenn fiir alle

X € A die Ungleichung f(x) s g(x) gilt.

Wir spezialisieren die [len~en A und B:

1) Es selen A =, {x,5} und

B =Df {a’b’0|d}|

wobel a s b s ¢ s 4 ist.
Die Menge BA unfalt genau 16 Funktionen:
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Graphische Darstellung:

2) Es selen 4 =5y {%,¥,2} und

B “nf {a,b},
wobel a = b ist.
Die Menge B umfaBt genau 8 PFunktionen:

Graphische Darsteliung:

fe

fa

Alle hier aufgefiihrten Beispiele sind Behauptungen, die der

Leser sehr einfach nachweisen kann.
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Betrachten wir die Graphik des letzten Beispiels etwas ge-
nauer, so bemerken wir, daB sie der Graphik des Potenzmen-
genverbandes einer dreielementigen Menge gleicht. In einem.
sclchen Fall sprechen wir davon, dal diese beiden Verbénde
isomorph (strukturgleich) sind. Zwei Verbénde, denen ganz
verschiedene Objekte zugrunde liegen, kOnnen also dennoch
isomorph sein. Vom Standpunkt der Algebra betrachtet man
zwel isomorphe Strukturen als nicht wesentlich voneinander
verschieden.

Damit wollen wir unseren kleinen Ausflug in das Reich der
Verbédnde beenden. Noch vieles gibt es da zu entdecken, und
dem interessierten Leser, der gern noch etwas mehr iiber
Verbdnde wissen méchte, sei das Buch von Gabor Szasz emp-
fohlen, das den Titel "Einfiihrung in die Verbandstheorie"
trégt und 1962 in der Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig
erschienen ist.

Klaus Wagner
Wiss. Assistent im Bereich Kybernetik

Der Autor dieses Artikels, Klaus Wagner, z&hlt zu den Nach-
wuchskrédften unserer Sektion. Das Studium schloB er 1971
mit sehr guten Leistungen vorfristig ab. Seine Diplomarbeit
wird in der renommierten sowjetischen Sammelreihe "Problemi
Kibernetiki" verdffentlicht.

Auf fachlichem Gebiet arbeitet er zur Zeit unter Betreuung
von Dr. Lindner an Problemen der Erkennung von mehrdimen-
sionalen Zeichen.

Flir seine hohen fachlichen Leistungen erhielt Klaus Wagner
anlédBlich der Sektionsfeierstunde zum 7. Oktober eine Prémie.
Im ndchsten Jahr wird er fiir seine berufliche Fortbildung
ein Zusatzstudium in der Sowjetunion aufnehmen.

EFFORMATION S, S

Im Moskauer Werk "Chromatron" werden Farbbildrdhren automa-
tisch hergestellt. Hierzu wurden eigens ProzeBrechner der
dritten Generation entwickelt, welche die gesamte Fertigung
liberwachen, messen, kontrollieren und steuern helfen. Das
geschieht iliber fast 8000 elektronische Augen, die an den
unterschiedlichsten Punkten der Fertigung angebracht sind
und ihre Informationen auf direktem Wege zu einem Rechner
ibermitteln. Diese Rechner sind untereinander verbunden, sind
gewissermaBen AuBenstellen eines zentralen Rechenzentrums.
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Preisaufgaben 1172

(D 55)

@

Diese Aufgabe bezieht sich auf den Artikel
"Einfiihrung in die Verbandstheorie".

Gilt fir die Elemente Bqyeeeydpy bq!"'!bm
eines Verbandes

a; s bj fir alle i = 1,..eynund j = 1,...,m ,

S0 ist auch

\u’a = fﬁ\b

1=1 J=1

Bemeriiung:

) Es sei Ua =pf avlua U...Ua

und !:}bj =pg P4NbN...Nb
(D 56) Man beweise, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n die
; 1 1 1 1
Ungleichung = o gy ey o
9 25 (2n+1) 4
gilt.
(D 57) Unter sllen Parallelogrammen gleichen Flicheninhaltes

O]

bestimme man das mit minimaler groBer Diagonale.

~
o
\n
0]
e

[ O

Seilen R der Radius einer Kugel, die einer vierseiti-
gen Pyramide umschrieben ist, und r der Radius der
der Pyramide einbeschriebenen Kugel,

Man zeige, daB dann

R
T2V +1  gilt,

~

o
\n
O
~

]

Man zeige, daB es unter 39 aufeinanderfolgenden na-
tirlichen Zahlen eine gibt, deren Quersumme durch 11
teilbar ist.

~
o
o
f®)
~

©

Prove that the equation xj + y3 + 1 = 3xy has one
and only one solution x =1 and y = 1 in nonnega-
tive integers x,y. ‘
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Fiir jeden vollsténdigen L3sungsweg erh&lt der Einsender
einen bzw. zwei Wertpunkte. Die Anzahl ist bei jeder Preis-
aufgabe unter der laufenden Nummer angegeben; fiir 15 Wert-
punkte érhédlt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte ha-
ben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner fallt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslo-
sung teil. Die L&sungen sind bis zum Ende des darauffolgen-
den Monats unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an
unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin ,daB alle uns eingesandten LOsungen
bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und mit der Klassenstufe versehen sein miissen. Wir
bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

Gut gesagt
W "Pafnuti L. Tschebyscheff (1821 — 1894)

Mathematik versteht er als "Wissenschaft von den GroéBe
mit ihren offenkundigen Eigenschaften. Diese Eigen-
schaften haben einen konkreten Sinn; jede Beziehung
zwischen mathematischen Symbolen entspricht einer
Beziehung zwischen realen Dingen. Eine mathematische
Uberlegung ist gleichbedeutend mit einem Experiment
von beliebig groBer Genauigkeit, welches unbeschrénkt
oft wiederholbar ist, und sie muB zu einer logisch
und sachlich fehlerfreien Folgerung fiihren."

—o———
|+ BU/CHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + BUCHERMARKT + I

Wir stellen vor:

Dr. Glinter Asser: "Einflihrung in die Mathematische Logik I"

Will man Mathematik oder sonst irgendeine Wissenschaft
"sauber" betreiben (d.h. eben wissenschaftlich), so muB man
logisch denken, muB'die Gesetze der Logik - bewuBt oder un-
bewuBlt - anwenden. Einige dieser Gesetze "hat man im Gefiihl",
sie sind einem selbstversténdlich. Die meisten wissen auch,
was eine Aussage ist, Dennoch, um solche Gesetze und Begriffe
flir wissenschaftliches Arbeiten verwendbar zu machen, miissen
.8le in einer unmiBverstdndlichen und widerspruchsfreien Theo-
rie formuliert und hergeleitet werden.

Der Autor bedient sich der Sprache und der Methoden der
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Mathematik (Was wére besser dazu geeignet?), um von dem, was
man im Gefiihl hat, zu abstrahieren und auf der abstrakteren
Ebene zu neuen Ergebnissen zu kommen. Konkretisiert man diese
allgemeinen Emgebyisse wieder, findet man z.B. wichtige Be-
‘weismethoden. (wie die Kontraposition).

Wesentlich fiir die mathematische Denkweise ist auch der Be-
griff der Normalform: Oftmals ist es so, daB ein und dersel-
be Sachverhalt auf unterschiedliche Weise beschrieben werden
kann. Dann ist es fiir viele Probleme wichtig, daB man eine
Beschreibung als "normal" definiert und alle anderen Formen
dahin iliberfiihrt.

Die mathematische Logik ist fiir die Mathematik grundlegend,
andererseits schon fiir Schiiler durchaus verstdndlich. Des=-
halb sind zumindest die ersten Kapitel dieses Buches bereits
im Studienplan des ersten Semesters enthalten.

TYVYYVVY g? - Aus dem Inhalt:

- Wahrheitswerte

- Aussagen des klassischen zweiwertigen
% %' Aussagenkalkiils
- wichtige aussagenlogische Identité&ten
— Normalformentheorie
YYYYVYYY - Ableitbarkeit im Aussagenkalkiil

Die Neusuflage des Teiles I erschien 1972 in der Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig zum Preis von 1,25 M,

Der Teil II, der den Prédikatenkalkiil der ersten Stufe be-
handelt, wurde ebenfalls in diesem Jahr herausgegeben.

V0o steckt der Fehler?

:l: Beh.: 1 ist die grdBte natiirliche Zahl!

»"Beweis'": Die grdBte natiirliche Zahl kann nur eine sein,
deren Quadrat (das ja wieder eine natiirliche
Zahl ist) nicht grdBer als sie ist. Demnach
kommen nur O und 1 in Frage, unter denen 1
die grofte ist.
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I Wir betrachten ein Einheitsquadrat, dessen Diagonale:
s durch Treppen mit Stufen der Hdhe
11 1
E' 3'..', E

angenéhert wird: 1‘
4

n=1 n=2
Die Lénge der Treppe betrédgt immer 2 (Summe der waage-
rechten Abschnitte = Summe der senkrechten Abschnitte.
=1). Im Grenzfall (n—ex) strebt die Treppe gegen die
Diagonale.
Daraus folgt: Die Lénge der Diagonalen im Einheits-
quadrat betrégt 2!

—_———%—
Gut gesagt

"Die Natur ist ein Buch, das in der Sprache der

SSS Mathematik geschrieben ist." -

Galileo Galilei (1564 - 1642)

|INFORMATION —__I

Der Bau elektronischer Datenverarbeitungsanlagen nahm in den
vergangenen Jahren in der DDR einen sehr erfolgreichen Verlauf
und hat sich der Weltspitze wesentlich gen&hert. Besonders
erfolgreiche Sektoren sind:

- Datenfernibertragungen
- die automatische Produktionsvorbereitung und -steuerung
- der Einsatz von ProzeBrechnern

Das bedeutendste Unternehmen hierbei ist der VEB Robotron
Dresden mit 3000 Mitarbeitern und einem GroBforschungszentrum
mit 1000 Mitarbeitern. Dieser Betrieb stellte bis 1971 300
Robotron 300 her, die Je nach Ausstattung mit 1 bis 2 Mio
Mark gehandelt werden. Mit dem neuentwickelten Robotron 21
wird erstmals in unserer Republik ein Computer der 3. Gene-
ration hergestellt.
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‘Losungen

(D _36)

L

Satz 2 - Beweis:

Nach Satz 1 sind auf Wy genau(ifﬁ)Punkte eingezeich-
net, deren entsprechende Mengen genau i-1 Elemente
enthalten. Diese Mengen enthalten genau je

{=

ten, welchen jeweils ein Punkt auf Wi_1 entspricht.

(i";) = i - 1 verschiedene Untermengen mit i-2 Elemen-

Mithin entstehen genau (i-1 *-1_11) Verbindungsstrecken

zwischen Wy und W; 4.

(D 37)

L

Gesucht sind also alle Zahlen 10a + b mit ganzen
Zghlen a,b , 0 s b s 9 und 1s as 9, fir die

fiir die es ganze Zahlen k mit

108 + b = kab 1
gibt.
Die Gleichung (1) 1ldBt sich auch in der Form

10a = b(ka-1) 1")

darstellen. Aus (1') folgt sofort a|b, denn der
groBte gemeinsame Teiler der Zahlen a und ka-1 ist 1,
andererseits ist ja a|b(ka-1).

a|b bedeutet aber, daB es eine ganze Zghl 1 mit

b = al gibt.

Dann folgt aus (1') weiter 1|10 nach Einsetzen von
la fiir b. Also kann 1 einen der vier Werte 1,2,5,10
annehmen. Der letzte scheidet aber wegen a = 1 und

b < 9 schon aus. Es bleiben also die folgenden

drei Fédlle:

1. 1 =1
Hier ergibt sich ka = 11, und es existiert
genau eine Ldsung: k=1 und a = 1.

.A.U.S.a = 1 und. l = 1 f01gt SOfOI‘t b = 4’ doho,
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die Zahl 11 erfiillt die Forderungen der Aufgabe.

2. 1 =2
Hier ergibt sich ka = 6, und es existieren
die Lésungen: kg =6, ag =1
k2—3, a8, 2
k3 =2, 33=3,
k}.|._1’ a4=6.
Flir die entsprechenden bi erhédlt man
by = 2y
b2 = 4,
b3 = 6,

b, =12 (scheidet also aus).
Man erh&lt also die Zahlenh 12, 24, 36.

3. 1 =5
Hier ergibt sich ka = 3, und es existieren
die Losungen: ky=3, aq =1y
ky=1 a,=3- .

Fir die b; erhdlt man hier b, = 5,

> =15 (scheidet also
aus).

Da die Bedingungen fir a und b alle notwendig sind,

gibt es auBer den Zahlen 11, 12, 15, 24, 36 keine

weiteren LOsungen der gestellten Aufgabe.

—~
r = |

#

N

s

Die Behauptung der Aufgabe wird mittels vollsténdiger
Induktion bewiesen.
n =0:

1ex +{X2= 1)y _ 4
( )xﬂ-(ﬁ-r")y

Wie man leicht sieht, sind x = 1, y = O die einzigen
ganzen Zahlen, die die Gleichung erfiillen.

(Produkt und Differenz einer irrationalen und einer

ganzen %ahl ungleich O sind stets wieder irrational))
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'Induktionsschlu.B von n auf n+1:

Bezeichnung: lﬁE;:_i = a.

Iﬁduktionsvoraussetzung:

a™x + a°t y -
besitzt genau eine Losung in ganzen Zashlen x und y.

Diese LOsung bezeichnen wir mit X 9 Ype -

ap+1 u + an+2 v="1
I R R e an.+1 ¥,
2

a“ v+ alu-y) - x=0, .

0.B.d.A. v 4 O (Mit v = O kann keine LOsung entstehen.),
a + a(—-z) - —»— 0.

Andererseits iat a Losung der Gleichung:

22 +2~-1=0.

Aus dem Koeffizientenvergleich erhalten wir:
V=+X, U=y + X,.
Wir zeigen jetzt, daB Ve = X und U1 =9, + X,

Losungen unserer Gleichung sind:
n+1 n+2 n+1

(ypt%,) + a” X, = & ¥ F ana(1+a)-xn =
an+1yn + at x, =1 (laut Induktionsvor.),
d.h., es gibt ganuzahlige Vne1? Uneqe 48 X, und y,
ganzzahllig sind,die die Gleichung erfiillen.
Eindeutigkeit:

Auf analoge Art erhélt man, daB x = v und y = u-v die
Gleichung mit der n-ten Potenz lOsen miissen. Xn und b
sind jedoch eindeutig bestimmt. G&be es also Jetzt
ganze Zahlen vy 4 ¥ Vv, 4 oder us 4 % W 4, 80 erhielte

men ein Paar ganzer Zahlen xn i yh mit xh.+ xn oder
X5 + Yy die die Gleichung mit der n-ten Potenz l&sen.
Dies wére ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung,
d.h., es existiert elne eindeutig bestimmte Ldsung.
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Auflésung dés Kreuzwortrédtsels zur Verbandstheorie:

Waagerecht: 1. Banach, 6. Alter, 7. Ra, 8. Ural, 9. China,
11. Klo, 13. Iota, 16. Ur, 17. Verband. 19. Ha,
20. Dan, 21. Ar, 23, Jerewan, 27, Eng.

Senkrecht: 1. Blah, 2. At, 3. Neun, 4. Arrak, 5. Halbord-
nung, 6. Archiv, 10. Intra, 12. Luna, 14. Oehre,
15. Ab, 18. a.D., 21. Aja, 22. Be, 24. Re,

25. We, 26. An.

—o——<
—O—O—

kletne KNoBELe eN

4, Gleiche Buchstaben entsprechen gleichen Ziffern:

FORTY
- TEN
+ TEN
SIXDPY

2. Man zeige: Eine Zahl im Dezimaisystem bestehe aus einer
Folge von 2n Einsen. Subtrahiert man hiervon eine Zahl,
die aus n Zweien besteht, so erh&lt man das Quadrat elner
Zahl, die aus n Dreien besteht.

Wir freuen uns dariiber, dad ...

«.. uns der profilierte Karikaturist Henry Bilittner freund-
licherweise eine seiner Zeichnung zur Verdffentlichung zur

Verfiigung stellte.

-

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik der Friedrich-Schillers
Universitéit Jena; Leiter: Reinhard Klette
Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur) ; U. Heuke, H. Fischer, R. Lorenz
Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Johresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
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Lum 50. Jahrestag ...

+++ der Sowjetunion will auch die "WURZEL" einen Beitrag
leisten. Herr Dr. Lindner, der unseren Lesern bereits durch
seine Artikel zu Themen der Kybernetik bekannt ist, schrieb
fiir Sie iliber bedeutende sowjetische Wissenschaftler. Er
konnte dabei von seinen eigenen umfangreichen Eindriicken
ausgehen.

Kybernetik in der UdSSR

Sowjetische Forschung auf dem Gebiet der Mathematischen Kyber-
netik - das ist heute, wie in so vielen Disziplinen, Synonym
fiir Weltspitzenleistung, filir riesiges Wissenschaftspotential,
eng verkniipft mit solch weltbekannten Zentren wie der Staat-
lichen Moskauer Universitét, dem Rechenzentrum der Akademie
der Wissenschaften der UdSSR, Moskau, dem Institut fir Kyber-
netik der Ukrainischen Akademie der Wissenschaften, Kiew, dem
Institut fiir Mathematik der Sibirischen Abteilung der Akademie
der Wissenschaften, Nowosibirsk, der Staatlichen Rigaer Uni-
versitédt und nicht zu trennen vom Wirken namhafter Person-
lichkeiten wie der Professoren A. A. Markow, S. W. Jablonski,
0. B. Lupanow, J. I, Shurawljow, W. M. Gluschkow, B. A.
Trachtenbrot, J., M. Barsdin u. a. m.

Zu allen Zeiten hat der Sowjetstaat sein Augenmerk auf die
Entwicklung der Wissenschaften gerichtet. Am deutlichsten

tritt wohl die Schlagkraft und Wirksamkeit dieser Wissen-.
schaftspolitik in Zeiten des stiirmischen Umbruchs zutage:

Als sich z.B. zu Anfang der 50-er Jahre die Bedeutung der
Eybernetik und diskreten Mathematik filir die Beherrschung ver-
schiedenster Formen der Verarbeitung, Speicherung und Uber-
tragung von Informationen abzuzeichnen begann, formierte sich
nicht zuféllig um den beriihmten Gelehrten A. A. Ljapunow ein
Kollektiv von Mathematikern aus den verschizdensten Diszipli-
nen und mit unterschiedlichsten Voraussetzungen. Gesellschaft-
licher Auftrag und Ziel dieser Wissenschaftler waren klar:
dieser neuen Wissenschaft in kiirzester Frist zum Durchbruch

zu verhelfen. Die eingangs - duBerst liickenhaft - aufgefiihrte
Palette von"Tochterzellen" der Schule Ljapunows, die inzwischen
auf 25 Bénde angewachsene weltbekannte Sammlung von Forschungs-
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berichten "Probleme der Kybernetik", Journale wie "Kyber-
netik" (Kiew), "Diskrete Analysis" (Nowosibirsk) u. a. m.,
und nicht zuletzt elne Fiille monographischer Werke legen
beredtes Zeugnis vom Erfolg der Arbeit in den vergangenen
20 Jahren ab.,

Der Autor hatte verschiedentlich Gelegenheit - zuletzt
wéhrend eines zweijéhrigen Zusatzstudiums an der Staatlichen
Moskauer Universitét - einige bereits erwdhnte Persénlich-
keiten kennenzulernen. Vieles lieBe sich berichten iliber den
groBen Einsatz dieser Menschen bei der Heranbildung neuer
Wissenschaftler-Generationen, iliber ihre verantwortungsbe-
wuBte Arbeit als Wissenschaftsorganisatoren und iiber ihre
derzeitigen wissenschaftlichen Projekte.

Nicht weniger interessant dlirfte es jedoch sein, etwas iiber
die mathematischen Verdienste einiger der genannten Gelehrten
zu erfahren. Damit konnten wir gleichzeitig in bescheidenem
Rahmen den Beweis dafiir antreten, daf nicht nur neue Ergeb-
nisse der Mathematik schlechthin entstehen, sondern sogar
von der Gesellschaft gefordert und honoriert werden.

Zu diesem Zweck wenden wir uns einem Gegenstand zu, der in
den hier gegebenen Grenzen hinreichend genau beschrieben wer-
den kann: die Realisierung Boolescher Funktionen in logischen
Netzen. Wir verweisen auf unseren Artikel "Herr Ambrosius

und die Booleschen Funktionen" ("WURZEL",Nr.12/67), welter—
hin auf "Schaltungen aus logischen Bauelementen ("WURZEL",Nr.
9/10/71). Dort wurde bereits deutlich, daB man jede n-stellige
Boolesche Funktion f" (d.h. jede n-stellige Funktion mit
Argumenten und Werten in {0,1}) aus den Funktionen

et(x1,x2) =D min(xq,xe) und

non(x) =Df 1-x

im wesentlichen durch Substitution erzeugen kann. Jede dieser
Substitutionen kann man naturgem#B deuten als Kopplung ge-
wisser Boolescher Schaltelemente (solcher némlich, die unsere
Substitution realisieren).

So kann man z.B. die Funktion fa, fir die f2(x1,x2) = 1

genau dann gelte, wenn Xq = X5 = 0, darstellen als
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' fe(xq,xz) = et(non(xq),non(xz)); die zugehdrige Schaltung

aus den Elementen
o N8/

wire daher wie folgt beschaffen: " Eingénge

7

el

WL

Ausgang

Unmittelbar aus der Praxis stammt nun das folgende Problem:
Dem Konstrukteur ist eine gewisse Menge M "elementarer"
Boolescher Bauelemente gegeben. Er hat zu entscheiden, ob
diese Menge vollsténdig in dem Sinne ist, daB man jede Boole-
sche Funktion durch Schaltungen sus diesen Elementen reali-
sieren kann. Es sei bemerkt, daB ein Probierverfahren des-—
halb ausscheidet, weil die Menge aller denkbaren Schaltungen
unendlich ist. Welchen Wert daher ein effektives, mathema-
tisch begriindetes Verfahren fiir die Entscheidung der Voll-
stédndigkeit von M hat, diirfte in diesem Zusammenhang klar
werden.

S. W. Jablonski formulierte und bewies in seiner 1953 an der

Staatlichen Moskauer Universitdt verteidigten Dissertation

die folsenden entscheidenden S&étze:

1. Zu der Menge aller Booleschen Funktionen gibt es genau
fiinf "fast-vollsténdige" Mengen, das sind solche, bei
denen die Hinzunahme eines beliebigen weiteren Elementes
bereits genligt, um sie vollsté&ndig zu machen. Diese Mengen
sind effektiv beschrieben.

2. Eine Menge M ist genau dann vollsténdig, wenn sie in kei-
ner dieser fast—vollstﬁhdigen Mengen enthalten ist.

Jede vollstédndige Menge enthédlt eine hdchstens vierele-
Iéi mentige Teilmenge, die ebenfalls vollsténdig ist.

Wir iiberlassen es dem Leser, den Wert dieser S&tze fiur unser
eingangs genanntes Problem zu erkennen.
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In den nachfolgenden Arbeiten Jablonskis finden sich eine

Fiille interessanter Verallgemeinerungen dieser Probleme so-
wie ideenreiche Lésungen derselben. ;

(Der anspruchsvollere Leser sei in diesem Zusammenhang auf die
sehr gut lesbare Abhandlung von Jablonski, Kudrjawzew, Gawrilow
"Boolesche Funktionen und Postsche Klassen", Akademie-Verlag
Berlin, verwilesen.)

Plir seine umfangreichen Resultate auf diesem Gebiet wurde
S. W, Jablonski mit dem Leninpreis geehrt. Er ist heute
korrespondierendes Mitglied der Akademie der Wissenschaften
der UA4SSR und gehort zu den fiihrenden Kybernetikern seines
Landes. Dozent Dr. Rolf Lindner
Leiter der Abteilung MKR
Sektion Mathematik

Preisaufgaben 12/72

D 61) Man stelle eine Gleichung x° + px + @ = O mit ratio-
(:) nalen Koeffizienten p und q so auf, daB eine Ldsung
dieser Gleichung gleich M3 =G ist.

V2 +5

Man zeige, daB die Gleichung

x" + y' = 2" keine Lisung in positiven ganzen Zahlen
X,¥,2 besitzt, falls n> 2 und z< 1 +

¥Z -1

|D 62

D 6 In einem Trapez sei die Summe der Innenwinkel an einer
(:) der parallelen Seiten gleich 90°, Man beweise, daB

‘D 64|

dann die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte der
parallelen Seiten gleich der halben Differenz der
parallelen Seiten ist.

Es 1st zu zeigen, daB, falls eine positive ganze
Zahl durch 99 teilbar ist, ihre Quersumme grdBer als
17 ist.
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D 65) Diese Preisaufgabe bezieht sich auf den Fachartikel
auf den Seiten 55 bis 60,

Zu beweisen ist die Formel
P(AqUAZU...UAL) = P(Aq) + P(Ay) +...+ P(4p)

fiir zuféllige Ereignisse Aq, AE,...An, die paarweise
unvereinbar sind. (vollsténdige Induktion iiber n).

D 66) JlorasaTh, UTO OPHE n NEAOM K «+B+Y=T HMEET TOXJA6CTBO
sin 2nx + sin 2ng + sin 2ny

= (1)1 4 gin ny sin 8 sin ny .

Fir jeden vollstédndigen Losungsweg erhdlt der Einsender
einen bzw. zwei Wertpunkte. Die Anzahl ist bel Jjeder Preis-
aufgabe unter der laufenden Nummer angegeben; fiir 15 Wert-
punkte erhélt der Einsender ein Buch. :

Sollten pro Monat mehr als drel Einsender 15 Wertpunkte
haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fallt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil.
Die Losungen sind bis Ende des darauffolgenden Monats unter
dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an unsere Adresse
einzuschicken. :

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten LOsungen
bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und mit der Klassenstufe versehen sein miissen. Wir
bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

Choquet: "Neue—Elementargeometrie"

"Jede Ebene hat mindestens drei Richtungen." - Diese als SATZ
formulierte Feststellung wird Thnen vielleicht nur ein
Schmunzeln abgewinnen kdnnen. Aber sind Sie sich iliber die
Grundlegen der Geometrie, deren Axiome vollig im klaren?
Wenn obige Bemerkung wirklich so trivial ist, versuchen Sie
einmal, sie nachzuweisen. Worauf stiitzen Sie eigentlich
Thren Beweis? Das Werk "Neue Elementargeometrie™ - iibrigens
als Lehrbuch geschrieben und mit einer Vielzahl von ﬁbunge-
aufgaben versehen - zeigt eine MOglichkeit fir den axiomati-
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schen Aufbau der Geometrie. Die geometrischen Sachverhalte
diirften Thnen weitgehend bekannt sein,und die notwendigen
Grundlagen aus der Mengenlehre kOnnen Sie sich gegebenenfalls
leicht aneignen (dazu etwa Gorke: "Mengen, Relationen, Funk-
tionen" in "WURZEL" 4/72). Das hat den Vorteil, daB Sie sich
auf die allgemeinen Grundlagen eines Axiomensystems konzen-
trieren konnen und lernen, aus diesen einfachsten Vorausset-
zungen immer kompliziertere Zusammenhéinge -abzuleiten. Sie
lernen damit wesentliche mathematische Denkweisen, da die ge-
samte Mathematik suf Axiomen aufgebaut wird. TV |
Wer sich also exaktes Denken aneignen will -  =———=

denn dies ist keinem angeboren - der sollte 'gl

sich intensiv mit diesem Buch beschéftigen. A

Fachbuchverlag Leipzig 1969, Preis 16,80 M. yyvyevy
—O—OO—O——

GesetzmaBigkeiten des Zufalls (1)

Die in der Uberschrift fiir die folgende Artikelseric ent-
haltene Behauptung, daB zufédlliges Geschehen GesetzméBig-
keiten unterworfen sein soll, scheint unserer Vorstellung
vom Zufall zu widersprechen. HOrt man vom Zufall, denkt man
immer an Ereignisse, von denen nicht bekannt ist, ob oder
wann sie eintreten. Jeder, der an einem Lotteriespiel teil-
nahm (Es gibt wohl nur wenige zwischen 14 und 80 Jahren, die
nicht probiert h&tten, ob ihnen "das Gliick" hold ist.), weiB,
daB keine Regeln, keine Naturgesetze bekannt sind, deren
Beachtung den "groBen Gewinn" garantieren. Jeder Versuch,
solche Regeln zu finden, wire ein Riickschlag in mittelalter-
lichen Hexenzauberglauben oder einfach das kriminelle Delikt
eines Lotteriebetrugs, wenn vom Lotterieveranstalter die
Hauptgewinne nach vereinbarter Regel vor der &ffentlichen
Ziehung markiert werden. In dieser Richtung, d.h. der siche-
ren Vorhersage liber Eintreten oder Nichteintreten von zu-
fédlligen Ereignissen, kann also keine wissenschaftliche Er-
forschung von Gesetzmé&Bigkeiten des Zufalls liegen. Wohl aus
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diesem Grunde waren iiber viele Jahrhunderte hinweg fiir die
Naturforscher Zufall und exaktes wissenschaftliches Denken
unvereinbare Gegensédtze. Heute gibt es eine Theorie, die
GesetzméBigkeiten des Zufalls in einer klaren und exakten
Sprache formulieren kann - die Wahrscheinlichkeitstheorie.
Wo entdeckte der menschliche Forschergeist den Ansatzpunkt
fiir die Verschmelzung solcher lange Zeit als uniiberwindbar
geltender Gegensédtze? Die geschichtlich-philosophische Be-~
handlung dieser Frage wédre Gegenstand eines kleinen Buches.
Wir wollen in dieser Abhandlung an einigen wenigen, aus unse-
rer Umwelt geschdopften Beispielen einen kurzen Pfad zum Auf-
bau der mathematischen Theorie vom Zufall suchen, der den
historischen Weg mit Siebenmeilenstiefeln durcheilt.

Wenn einer meiner Bekannten am Freitag erklidrte, er habe eine
ginstige Gelegenheit, fiir 5000,-M einen "Trabant" zu kaufen,
mich um 4000,-M b&te, die er mir vom am kommenden Sonntag be-
vorstehenden Lotteriegewinn zuriickzahlen wolle, wédre das be-
stimmt eine recht unsichere Sache. Andererseits wiirde ich an
einem warmen, sonnigen Sommersonnabendnachmittag bedenkenlos
dem Vorschlag meines Freundes zustimmen, den darauffolgenden
Sonntag in einem nshegelegenen Waldbad zu verbringen. In bei-
den Féllen handelt es sich um zuf&llige Ereignisse, einer-
seits um den Lotteriegewinn (nehmen wir an in"6 aus 49") und
andererseits um das Wetter am Sonntag, wenn am Sonnabend vorher
die Sonne scheint. Das Eintreten eines positiven Ereignisses
im ersten Falle scheint im hdchsten Grade unwahrscheinlich,

im zweiten Falle aber sehr wahrscheinlich. Solche gefiihls-
m&Bigen Urteile, die sich in den Worten: wahrscheinlich, un-
wahrscheinlich, hdchstwahrscheinlich, h&chst unwahrscheinlich,
kaum méglich, fast sicher, "fifty-fifty" ausdriicken,wollen wir
versuchen, in exakten, nicht mehr von gefiihlsm&Bigen Inter-
pretationen abhéngenden Zahlen festzuhalten.,

Der Ausgangspunkt dafiir spiegelt sich in unserer Umgangsspra-
che wider, wenn wir davon sprechen, daB die Chancen fiir den
positiven Ausgang eines uns interessierenden Ereignisses

"wie 1 zu 1000" oder "fifty-fifty" oder "wie 9 zu 10" stehen.
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Wir driicken damit aus, daB der positive Ausgang des Ereignisses

in 10 von 10 000 bzw. in 12 von 12 000 oder
in 50 von 100 bzw. in 55 von 110 oder
in 81 von 90 bzw. in 99 von 110 Fédllen

zu erwarten sein wird.

Un diesen Gedanken so kurz, so klar und so allgemein wie mdg-
lich zu formulieren, fiihren wir eine Symbolik ein und einigen
uns iUber bestimmte Voraussetzungen. Damit gehen wir einen
wichtigen Schritt auf dem Wege zur mathematischen Theorie.
Das uns interessierende Ereignis bezeichnen wir mit dem gro-
Ben lateinischen Buchstaben A. Wir setzen voraus, daB das
Ereignis A unter gegebenen Bedingungen eintreten wird oder
nicht eintreten wird und diese gegebenen Bedingungen prak-
tisch unbeschrénkt oft herstellbar sind (beispielsweise die
Ziehung von 6 Kugeln aus 49) bzw. beliebig h&ufig beobachtet
werden konnen (beispielsweise schdénes Wetter an einem Sommer—
sonnabendnachmittag).

Sind diese Voraussetzungen erfiillt, sprechen wir vom zufdl -
ligen Ereignis A (beispielsweise 6 vorhergesagte Kugeln zu
ziehen, am Sonntag Badewetter zu haben).

Angenommen,wir haben die zum zufé@lligen Ereignis A gehdrenden
Versuchsbedingungen n-mal hergestellt bzw. beobachtet und
Jedesmal registriert, ob A dabei eingetreten ist oder nicht.
Die Gesamtzahl der Félle unter diesen n Realisierungen der
Versuchsbedingungen, bei denen das Ereignis A eintrat, soll
mit n, (0 = n, s n) bezeichnet werden. Unter der relativen

H8ufigkeit des Ereignisses A verstehen wir den Quotienten

n
-I:-"- , den wir auch mit R (A) bezeichnen,

n

= A
Rn(A)- n
Die Ausdrucksweise "Fiir Eintreten des Ereignisses A stehen die

Chancen fifty-fifty" konnen wir mit Hilfe der eingefiihrten
Symbole ersetzen durch_"Rn(A) liegt in der N&he der Zahl 1/2".

Falsch wdre "R (A4)=1/2" , wie man sich bei ‘der Ausfiihrung
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der tibung Nr. 1 leicht iiberzeugen kann.

In analoger Weise kdnnen wir Formulierungen wie "sehr unwahr-
scheinlich" oder "héchstwahrscheinlich" mit dem Verhalten

der relativen Haufigkeit Rn(A)verbinden. Wichtig ist zu be-
merken, daB Rn(A) eine Zahl ist, die aufler von n und von A
auch noch vom Zufall abhéngt! Die relative Héufigkeit fiir
das'"sommersonntégliche Badewetter" nach "sommersonnabend-
lichem Schonwetter" wird in jedem Jahr eine andere Zahl sein.
Ist an(A) die relative Haufigkeit dieses Ereignisses in den
Jahren 1950...1959 und Rna(A) die in den Jahren 1960...1969,
fédllt es nicht schwer zu glauben, daB diese Zahlen voneinan-
der verschieden sind, "hdchstwahrscheinlich" aber nicht weit
voneinander entfernt sein werden.

Unser Gefiihl sagt uns, daB fiir jedes zufédllige Ereignis A
eine Zahl existiert, die wir mit P(A) bezeichnen und die wir
Wahrscheinlichkeit von A nennen wollen, um deren Wert die
relative HAufigkeit Rn(A) schwankt. (Siehe ﬁbungen Nr. 1, 2!)
Die Wahrscheinlichkeit P(A) héngt also nicht mehr vom Zufall
ab, sondern sagt etwas i{iber das Verhalten der relativen
Héufigkeit Rn(A) aus.

Die systematische Erforschung der Gesetzmé&Bigkeiten des Zu-
falls beginnt mit der Erforschung grundlegender Eigenschaften
dieser Wahrscheinlichkeit, mit der Suche nach Mdglichkeiten,
diese Wahrscheinlichkeit fiir alle uns interessierenden Er-
eignisse zu berechnen.

Der Begriinder der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie, der
sowjetische Mathematiker A. N. Kolmogoroff (geb. 1903), ent=—
wickelte in den 20-er Jahren einen genialen Gedanken als
Grundlage fiir diese neue mathematische Disziplins

Er suchte solche Eigenschaften der relativen H&ufigkeit Rn(A),
die weder von n noch vom Zufall abhéngen und dariiber hinaus
als fundamentale Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit P(A)
anzusehen sind. Dabei verstand er unter fundamentalen Eigen—
schaften der Wahrscheinlichkeit P(A) solche Eigenschaften, aus
denen ausschlieBlich mit den Mitteln der mathematischen Logik
alle anderen GesetzmdBigkeiten des Zufalls abgeleitet werden
konnen und mit Hilfe derer die Wahrscheinlichkeit eines
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Breignisses A sogar bestimmt werden kann, d.h. Eigenschaften,
die die Wahrscheinlichkelt zuf&lliger_Ereignisse definieren.

Die wohl einfachste Eigenschaft von Rn(A), die weder vom
Zufall noch von n abhéngt, ist

(1] 0s Rn(A)

<1,

die sofort aus

Um eine zweite

0 = n, =n folgt.

solche Eigenschaft von Rn(A) zu formulieren,

bendtigen wir zwei neue Begriffe.

Definition?:

Man sagt, daB die zufédlligen ZEreignisse A und B
unvereinbar sind, wenn ihr gemeinsames Eintreten
bei den gegebenen Versuchsbedingungen unmdglich

ist.

Beispiel: A1==

A1 und B1 sind
A4 und B2 sind

"Alle sechs gezogenen Kugeln bei '6 aus 49!
tragen ungerade Zahlen."

"Die Summe der sechs gezogenen Zahlen ist eine
ungerade Zahl,"

"Alle sechs gezogenen Zahlen sind kleiner als
50. "

unvereinbare Ereignisse.
nicht unvereinbare Ereignisse.

Definition??:

Vereinigung von A und B nennt man das Ereignis,

welches dann und nur dann eintritt, wenn mindestens}

eins

jedem Paar zufdlliger Ereignisse A, B zugeordnete
zufédllige Ereignis bezeichnet man mit A U B.

der beiden Ereignisse A, B eintritt. Dieses

Beispiel: AH v
£

é

i

B4: "Alle gezogenen Zahlen sind ungerade, oder
ihre Summe ist ungerade."

Byt "Alle sechs gezogenen Zahlen sind ungerade
natiirliche Zahlen, oder sie liegen zwischen

0 und 30."
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Wenn A und B unvereinbare Ereignisse sind, folgt
Bpu = Pp * T
und damit

(2) |Ry(AUB) = R (4) + Ry(B).

Das ist die zweite Eigenschaft der relativen H8ufigkeit, die
sowohl unabh&ngig von n als auch vom Ausgang des zufélligen
Geschehens richtig ist.

Wir legen nun folgendes fest:

Den unter gesgebenen Versuchsbedingungen betrachteten zufédlli-
gen Ereignissen A, B,... sind reelle Zahlen P(A), P(B),...
zugeordnet und dabei folgende Bedingung erfiillt:

1. O < P(A) <1, O <sP(B) <1, ...
2. P(AUB) = P(A) + P(B) fiir beliebige unvereinbare A,B.

Die Zahlen P(A), P(B)y... nennen wir die Wahrscheinlichkeiten
der zufédlligen Ereignisse Ay, By ...

Im n&chsten Beitrag zeigen wir, dsB diese Festlegungen schon
ausreichen,um unter bestimmten Bedingungen die Wahrschein-
lichkeit fiir zuf8llige Ereignisse zu berechnen, d.h., die
Zahl zu berechnen, um die herum unter diesen Bedingungen die
relative H8ufigkeit PD(A) schwankt.

ﬁbungen

1. Es soll eine Miinze geworfen werden (Versuchsbedingungen),
und A soll das Ereignis sein: "Die Zahl fdllt nach oben."
Zu bestimmen sind in zwel Versuchsserien die relativen
T 1 2
Héufigkeiten R, . (4) und Rf,q(A).

2. Zu bestimmen ist die relative H&ufigkeit R1OO(A)’ wenn
A das Ereignis ist, beim Wiirfeln mit einem Wurf eine "&"
zu erreichen,

Dr. Horst Oswald
Wissensdhaftl. Sekretér
Sektion Mathematik
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Losungen

(D 44)| Zuerst formen wir die zu bewelsende Ungleichung

L

dquivalent um.

Q/a—E > a‘-’\‘(b " a > 0 laut Vor.,

R/a=b >Q/a VA

re Ra

n b b

1—.5-)1_ a 2 S =X,

%) 1= > 1 K/x, wobei 0<x<1 ‘
0 < 1=x < 1 gilt.

Diese beiden Ungleichungen folgen unmittelbar aus den
Voraussetzungen der Aufgabenstellung und der Defi-
.nition von X. .

Die Ungleichung (%) beweisen wir mittels vollstén-
diger Induktion.

n =2
1-x%x>1=-x%=2V%, da x >0,
1-x>(1-~D°,
VT =-x>1-X.

ISchluB von n auf n+1:

Ind.Vor.: ¥T—x >1 - ¥X

Fiir O <z <1 ist die Ungleichungiz <™/z
stets richtig.
Somit ergibt sich

"*{"/’F—x sRAx >1 -R/x >1 - WE,

also

wWax >1 -"x fiir 0 <x <1
0 <1=x <1

Da (%) durch &dquivalente Umformungen aus der Ausgangs-—
ungleichung hervorging, ist auch diese bewiesen.
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(D 48)| Man zeigt zunédchst, daB fiir jedes Polynom

L

—

P(x)Ex2+px+q

mit reellen Koeffizienten p, q das Maximum des absolu-
ten Betrages von P(x) im Intervall [-1,1] gréBer oder
gleich 1/2 ist, d.h.
max{|P(x)| : -1.5 x s 1} z%
Der Beweis erfolgt indirekt:
Annghme: Es gibt ein Polynom

o .
Po(x) = x. + PoX + q, mit

max = {|P (x)| : -1 = x 1) <%

Dann gilt speziell auch fiir x = =1,0,1:

| P(=1) |= | 1=pyta, < 1/2 - (1)
|PCO)[= | qo| < 3 (2)
| BC 1) [= | M#pyra, [< 3 (3)

Da fiir reelle Zahlen a | a|< 5 gleichbedeutend
mit —% <a s% ist, gilt auch:

~ -g < 1—po+qo <'§ . 1Y)
1 1

=2 9% SZ (2")

-s} <4p,t+q, <§ | (3*)
Addiert man jetzt (1') und (3'), so erhdlt man

-1< 2+ 2q, <1 (4)
oder - 3< 2q, <=1 (5)
oder - g< a, <—% ’ (6)

was aber im Widerspruch 2zu Ungleichung (2') steht.
Demit ist bewiesen, daB max{|P(x)| :=-1sx <1} 2 ; .
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Analog kann man Jjetzt zeigen, daB das Ungleichungs-
system (1), (2), (3) keine Lﬁéung in reellen Zahlen
besitzt, wenn in hdchstens zwei Ungleichungen das
Relationszeichen < durch < ersetzt wird. Das bedeu-
tet aber: Gibt es ein Polynom

Py(x) = x° +psx+ a; mit max{|P, (x)l'-15xs1} =3,
so muB |[P4(=1)|= |P4(0)]| = |Po(1)] = E sein.

Das wiederum heifBt nichts anderes als

pq = O und g4 = - g oder Pq(x) = x2 - g.

Andererseits erfillt
Py(x) = %° - g die Bedingung |P(x)|s % fir

-1 sxs 1.

Damit ist das gesuchte Polynom P(x) mit x° - %

gefunden.

II‘E

Bs ist (1 + x +---}10 = ((x + g).+ 1)10
z (10 (x + 8yt 170-1
- X
10 6
EAVICES )
- 641
Fir (x + 3)° ergibt sich:

(x + g)i = %

d.h.,in (x + g)l kommt genau dann ein nicht verschwin-

dender Koeffizient von x° vor, wenn i gerade ist,
und dieser Koeffizient ist dann i i/2
(1/2]6
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Damit wird der Koeffizient von x° in (1 + x + s

gleich

3)(2]‘) 6" = X rTo-ziETET 6"

Gut gesagt

G. W. Leibniz (1646 - 1716, Philosoph, Politiker und
Gelehrter auf fast allen Wissensgebieten,
besonders in der Mathematik)

{ilber die von ihm wesentlich mit eingefiihrte mathema-
tische Symbolik: "Bei den Bezeichnungen ist darauf zu
achten, daR sie fiir das Erfinden bequem sind. Dies ist
em meisten der Fall, so oft sie das innere Wesen der
Sache mit Wenigem ausdriicken und gleichsam abbilden.
50 wird n&mlich auf wunderbare Weise die Denkarbeit

p=—d==P=d

vermindert."

v\ No No No N

Da unsere Redaktion im Rahmen des Umzugs der Sektion Mathe-
matik in das neue Universitétshochhaus ebenfalls ihren Sitz
wechseln muBte, war es uns leider nicht moglich, die letzten
Hefte piinktlich auszuliefern. Wir bitten, dies zu entschuldi-
gen und versichern, daB wir uns bemiihen werden, den Riick-
stand so bald wie mdglich aufzuarbeiten.
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