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Medwed jew—Automaten

Bo

Das Problem des Herren Carl Dottheim

WURZEL publizierte in Nr. 7/8/73 einen Hilferuf des Carl Dott-

heim, der wissen mdchte, wie er durch geeignete Anwendung vo

n

Orgelspiel und Weihrauch Ruhe in seinem von Gelédchter und Rau-

scheén heimgesuchten Haus erzielen kann, Fiir unsere neuen Les
zitieren wir diese Aufgabe noch einmal:

Aus einem alten Brief:
"Vor einiger Zeit kaufte ich dieses alte Haus, aber ich b
merkte sehr bald, daB es von zwei gespensterhaften Gerdu-

er

B

schen heimgesucht wird. Ein wiistes Sausen und ein unheimli-

ches Gelichter machen es kaum bewohnbar. Jedoch gibt es eine
Hoffnung, denn durch lange Untersuchungen fand ich, daB ihr
Verhalten gewissen unbekannten, aber festen Gesetzen unter-
geordnet ist und daB es durch Orgelspielen oder Verbrennen
von Weihrauch beeinfluBbar ist.

Das Sausen wird in der folgenden Minute in gleicher Weise
fortgesetzt (als Lérm oder Ruhe), auBer wenn in der vorher-
gehenden Minute Orgelspiel ohne Geldchter war, wobei es ins
Gegenteil umschlégt (Ldrm in Ruhe oder umgekehrt).

Was das Gel#chter betrifft, so ertdnt es oder nicht, wemnn
Weihrauch verbrannt wird, lbereinstimmend damit, ob das Rau-
gchen ertdnt oder nicht (das Gel&chter ahmt das Rauschen
eine Minute spiter nach). Wenn kein Weihrauch vorhanden ist,
macht das Geldchter das Gegentell des Rauschens.

In dieser Minute, in der ich schreibe, sind sowohl das Ge-
ldchter als auch das Rauschen zu horen.

Bitte teilen Sie mir mit, welche Handhabung vom Weihrauch
und Orgelspiel ich anwenden muB, um im Haus Ruhe zu bekommen.

Ihr Carl Dottheim™

Durch Nachdenken kann jeder eine Ldsung des Problems angebern.
Jedoch interessiert den Mathematiker ja eigentlich mehr als

eine solche Ldsung. Ihn interessieren Fragen wie: "Ist diese
Lésung eindeutig?", wenn nein,"Wie 1&Bt sich die LOsungsmenge

bequem angeben?". Diesen Fragen wollen wir uns im folgenden

zuwenden und dabeil gleichzeitig etwas Automatentheorie treiben.,

Zundchst filhren wir einen speziellen Typ eines abstrakten

Automaten ein, der dadurch ausgezeichnet ist, daB er nur iiber

innere Zustdnde und Eingabemdglichkeiten verfiigt, nicht aber

iiber eine Ausgabe. Wir stellen uns jedoch vor, daf wir in jedem
Takt den Zustand des Automaten, in dem er sich gerade befindet,



67 Medwed jew—Automaten

irgendwie ablesen konnen. Spéter wird sich zeigen, daB dieser
suniichst recht abstrakte Automatenbegriff gut geeignet ist,
unser Problem zu bearbelten.

Wir definieren:

Definition 1:

®* = [ Z, X, £, zo] heiBt endlicher initialer Medwedjew-
Automat =, ’

1. Z und X sind nichtleere, endliche Mengen ,

2. * ist eine eindeutige Abbildung von ZXX in Z,

%« 29 € Z .,
Wir interpretieren nun diese abstrakte Definition wie folgt:
7 ist die Menge der Zusténde, X dle Menge der Eingaben des
Automaten M. Dann ordnet die Abbildung f Jedem Paar (Zustand,
Eingabe) einen neuen (Folge-) Zustand zu. Wie iiblich wollen
wir die Arbeitsweise des Automaten R als universell getaktet
voraussetzen, d.h. befindet sich % in einem Takt t (t € Nz) im
Zustand z4 (2z¢ € Z) und wird im gleichen Takt t eine Eingabe
%t (x4 € X) eingegeben, so geht R vermdge der sogenannten ber—
filhrungsfunktion £ im néchsten Takt in den Zustand Zg4q (Ze41€ 2),

Zt 41 an f(zt’ x‘b) * iiber.
Weiter soll zo ein ausgezeichneter Zustand sein, den wir als An-

fangszustand (Initialzustand) ansehen, d.h. im Takt O soll R
im Zustand zg sein. '

7um besseren Versténdnis betrachten wir ein Beispiel eines sol-
chen Automaten.

Beispiel 1 ¢

Es seien Z = {zo, Zqay Z2y z;} und X = [a, b, é}. f wird durch
folgende Tabelle gegeben: (Anmerkung: Wegen der Endlichkeit wvon
7 und X kbnnen wir jede Uberfiihrungsfunktion f als (endliche)
Tabelle angeben!) '

Zo 2 Z2 Z3 Im Schnittpunkt von Zeile und Spalte der
Zig 24 Z3 Zp Tabelle steht dabei jeweils derjenige Zu-
Z4 Zp Zg Zg stand, der entsteht, wenn man auf den Zu-
Zp Z3 Z3 24 stand, der die Spalte bestimmt, die durch

T
a
b
c
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die Zeile bestimmte Eingabe gibt, z.B. ist £(z, b) = 2
und £(z34 C) = Zq .

Oft wihlt man eine andere, iibersichtlichere Darstellung eines
endlichen Automaten, némlich die Darstellung als endlicher,

gerichteter Graph. Vir geben (fiir unser Beispiel) diese Dar-
stellung an:

Dabei geben die mit a, b oder c
(a, b, ¢ € X) gekennzeichneten
Pfeile jeweils an, von welchem
Zustand der Automat bei den ent-
sprechenden Eingaben in welchen
Zustand UtUbergeht.

So liest man zum Beispiel sofort

gb: Gibt man auf zy, ein b, s0
geht der Automat in den Zustand

z¢ lber. Wir sind sogar in der
Lage anzugzeben, in welchen Zu-
stand der Automat iibergeht, wenn ihm, in einen Zustand 2z

(z.B. im Initialzustand zo) gestartet, eine ¥olze von Hin—
caben X1y eee ,¥n (¥ € X) eingeseben wird. (Gibt man z. B.

a, b, a, ¢, a8, b, c in dieser Reihenfolge ein (Start bel z ),
so geht der Automat in den Zustand z, liber, wobel die Zustand-
folze Zgy Z19 249 23y Z29 Zoy 22 durchlaufen vurde. )

Um die Abarbeitung von Eingabefolgen besser beschreiben zu XOn-
nen, definieren wir: ‘
Definition 2:
¥* heiBft Tortmenge iiber dem Alphabet (der endlichen
llenge) X =n

X*=Df{p:p=x1x2 ...anVi(’Isisn - X3 € X)
A n ¢ Nz}
Mit anderen Worten: Ein Wort p gehdrt zu X*, wenn es aus be-
liebigen und beliebig endlich vielen Buchstaben des Alphabets
X (hintereinandergeschrieben) bestzht.

Dag "leere" Wort (dasjenige '‘ort, das aus keinem Buchstaben
besteht) bezeichnen wir durch e (e € X*).
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Wir erweitern nun die Definition der Uberfithrungsfunition so,
daB sich die Abarbeitung von Wortern sus X* beschreiben 1&B%,
d.h. wir wollen eine Funktion F definieren, die einem (Anfangs-)
Zustand und einem Wort p aus X* denjenigen Zustand zuordnet, der
nach Abarbeitung von p vorliegt.
Definition 3

1. F(z4e) = z

2. F(z,px) = £(F(2,D)yX).

MacHen wir uns diese induktive Definition klar:

1. Bei Eingabe des leeren Wortes e bleibt der Automat M im
gleichen Zustand (es wird ja "nichts" eingegeben!).

5. Geben wir ein Wort px ein, so arbeitet R das Wort p ab,
geht dabei in den Zustand F(z, p) iiber und anschlieBend
durch die Eingabe von x aus F(z,p) in £(F(z,p),x).

Ist f gegeben, kdnnen wir damit F(z,p) flir jedes p schrittweise
ausrechnen. Wir betrachten dazu unser BeisEielz

F(zo, abacabc) = £(F(zp, abacab), c¢)
= f(f(F(zy, abaca), b), c)
= £(£(£(£(£(£(Z0, b), a), c), &), b), ¢)

*
L]

= (2, C) = 2
Damit haben wir eine mathematische Beschreibung fiir die Abarbei-
tung von Wortern, wie sie z.B. im zu M gehdrenden gerichteten
Graphen sofort ablesbar ist.

2. Es sel wieder X endliches Alphabet und X* die Wortmenge
iiber X. Dann sagen wir:
Definition &
-IS heiBt Sprache liber X =pp S & X*;

[ Anmerkung: Dieser "Sprachbegriff" lst durch Abstraktion aus
unseren iiblichen Sprachbegriff entstanden; legen wir etwa als
Alphabet X alle auf einer Schreibmaschine vorhandenen Symbole
fest, so entstehen durch wildes Umherh&mmern suf dieser Schreib-
maschine Worter aus X*; eine gewisse Teilmenge aller dieser
Worter, wie "Haus", "der", "alle" sind sinnvoll und gehdren zu
unserer Sprache.]
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Mit Hilfe von endlichen Medwedjew—Automaten kénnen wir nun

Sprachen S8 (8 € X*) definieren.

Defdadbtion 53
S (S € X*) heiBt die durch den Zustand z (z € Z) des
endlichen Medwedjew—Automaten ® = [Z, X, f, 2] mit
Initialzustand z, dargestellte Sprache =pf -

Zur Verdeutlichung betrachten wir wieder unser Beispiel 1.

Die durch zj3 dargestellte Sprache enthdlt zum Beispiel die Worter
be, baac, ca, cc, ccbbaac, dagegen nicht die Woérter aac, bab,

cbaabab.

Wie erweitern nun den Begriff des Medwedjew—Automaten, indem
wir elne gewisse Untermenge 23(2% S 7Z) von Zusténden auszeichnen:

Definition 6:
w [ 25 B £5 Zos Zﬁ ] heiBt endlicher initialer
Medwed,jew—ﬁutoma'b mit Finalmenge =nf
. M= [ Z, X, £, zo] endl., init. Medwedjew—Automat
Defini t ion 7:

Es sei M initialer Medwedjew—Automat mit Finalmenge.
Sm heiBt die von M dargestellte Sprache =nf

Sq =Df{p: FP(zpy D) € Z\T}
Die von M dargestellte Sprache besteht also aus allen und nur
den Wortern liber dem Eingabealphabet X, die im Automaten vom
Tnitialzustand z, in einen (beliebigen) Finalzustand fiihren.

Im nédchsten Heft verdffentlichen wir die Losung des Problems

von Carl Dottheim.
Klaus Fischer

Assistent im Bereich Kybernetik

Gut gesagl
Insofern sich die Sétze der Mathematik auf die
Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher,
und insofern sie sicher 'sind, beziehen sie sich
nicht auf die Wirklichkeit.

Albert Einsteln



Preisaufgaben
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Preisaufgaben 1/74

(F 1) PFiir welche Werte a besitzt das System

o | BREENER
¥ + y¥ =a
reelle Losungen ? Man gebe diese Losungen an!

(F 2) Man gebe alle Losungen der Gleichung
sinfx + sin(2x)sin(4x)+ ... + sin(nx).sin(n?®x) = 1 an!

(F 3) Wieviel Koeffizienten der Entwicklung
(1 + X+ %x°)20 = gu+ 84X + eae + 8400%°2°
sind von Null verschieden?

(F 4) Die Mittelpunkte von vier Kreisen mit dem Radius r
bilden ein Quadrat der Kantenlénge a. S sei die Fléche,
die wvon alleﬂvier Kreisen gemeinsam {iberdeckt wird
und im Inneren des Quadrats liegt.

Man berechne die GroRe von S!

Gegeben sei eine komplexe Zshl z, z % *1.

(P 5)
Man zeige, daB %E% genau dann imagindr ist. wenn
|z] = 1 gilt!

(F 6) JlokasaTs, YTO ypaBHeHMe 3x* + 8 = y* He HMEerT
[@] pemeHu#k B NENHX YMCIAX.

Flir jede vollsténdige LOsung erh&lt der Einsender die beil
der entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl; fiir 15
Wertpunkte erhdlt der Einsender einen Buchscheck. Sollten
pro Monat mehr als drei Einsender 15 Punkte haben, ent-
scheidet das Los. Féllt ein Besitzer von 15 Punkten nicht
unter die Gewinner, nimmt er automatisch an der néchsten
Auslosung teil.

Die Losungen sind - jede Losung auf elnem gescnderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort '"WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Letzter Einsendetermin: 1. 3. 1974
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Zur Ausbildung von Diplomlehrern im Studienfach
Methodik des Mathematikunterrichts

An der Selction Mathematik der Friedrich=Schiller-Universitét

in Jensa werden in einem vierjdhrigen Studium Diplomlehrer fiir
die Fachkombination Mathematik/Physik ausgebildet. Dieses
Studium setzt sich aus verschiedenen Studienféchern zusammen.
Ein solches Fach, die Methodik des Mathematikunterrichtes,
wollen wir Ihnen vorstellen. Zustédndig filir diese Studiendiszi-
plin ist der Wissenschaftsbereich Methodik des Mathematikunter-—
richts. Er ist einer der sieben Wissenschaftsbereiche der Sek-
tion Mathematik., Hier sind Wissenschaftler t&tig, die langjéh-
rige Schulpraxis besitzen und ihre Erfahrungen in Vorlesungen,
ﬁbungen, Seminaren und Aussprachen an die Studenten weitervermit-
teln. Die Ausbildung in Methodik erstreckt sich iliber das 3. und
4., Studienjahr.

Die folgende Ubersicht vermittelt einen Einblick in die ein-
zelnen Teilbereiche der Ausbildung in Mathematikmethodik (MM).

[3. Studienjahr

8| Methodischer Schulpraktische Seminar fiir Anfertigen

§ Vorkurs ﬁbungen Diplomanden der

& in MM Diplomarbeit
@ Einzel-

T konsultationen
¢.| Methodischer Schulpraktische Seminar fiir Anfertigen

% Grundkurs Ubungen fiir Diplomanden der

8 Diplomanden in MM Diplomarbeit
A in MM Einzel-

O konsultationen
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4, Studienjahr]

t:| Methodischer Seminar fiir Anfertigen der
P Grundkurs Diplomanden Diplomarbeit
E in MM Einzel-
s konsultationen
N Abgabe der
Diplomarbeit
GroBes
] Schulpraktikum
[1}]
£ (12=14 VWochen)
¢| Komplexer
®»| AbschluBkurs Verteidigung
ol Abschlufi- der
priifung in MM Diplomarbeit

Nun soll kurz erléutert werden, was in den einzelnen Lehrver-
anstaltungen behandelt wird.

Die Methodikausbildung im 3. Studienjahr beginnt mit dem
methodischen Vorkurs. In diesem Seminar lernen die Studenten
einige Grundvoraussetzungen fiir die Vorbereitung und Durch-
filhrung des Mathematikunterrichts kennen. Sie beschédftigen

sich mit verschiedenen Unterrichtsverfahren, setzen sich damit
auseinander, wle der Lehrstoff im Mathematikunterricht vermit-
telt und gefestigt wird, welche Rolle Unterrichtsmittel spielen
und wie sie eingesetzt werden konnen. Sie untersuchen verschiede-
ne Aspekte solcher Probleme wie Fragestellung, Hausaufgaben-—
stellung, Kontrolle und Bewertung von Schiilerleistungen.

Im methodischen Vorkurs erhalten also die Studenten die Grund-
lagen, um den Mathematikunterricht gestalten und durchfiihren

zu kOnnen. Die Einteilung in Seminargruppen von 15-20 Studenten
zestattet es, daB jeder Student aktiv an der Diskussion teil-
nehmen kann. Geeignetes Studienmaterial, das durch den Bereich
Mathematikmethodik entwickelt wurde und das Jjeder Student er-
hdlt, hilft mit, die Seminare effektiv zu gestalten.
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Gleichzeitig mit dem methodischen Vorkurs beginnen die schul-
praktischen ﬁbungen. Diese Iehrveranstaltung ist eine folge-
richtige Fortsetzung der Hospitationen im Rahmen des p&ddago-
gisch-psychologischen Grundkurses im 1. und 2. Studienjahr.

Hier treten die Studenten erstmals als Lehrer vor die Klasse.

An einem Tag in der Woche gehen Studentengruppen (4-5 Studenten)
mit einem Betreuer aus dem Bereich Methodik in die Schulen.

Ein Student hédlt eine Unterrichtsstunde. Die ilibrigen Studenten
der Gruppe hdéren zu und machen sich Uber vorher festgelegte
Gesichtspunkte Notizen.

Die Vorbereitung dieser Stunde erfordert von jedem Studenten
viel lliihe und VerantwortungsbewuBtsein. Der Stundenentwurf wird
vorher mit dem Betreuer der Gruppe ausfiihrlich beraten und not-
falls verdndert oder ergéinzt.

Die Unterrichtsstunde wird in der ﬁbungsgruppe gofort ausgewertet.
Dabei erhalten alle Studenten der Gruppe Anregungen fir die Ge-
staltung weiterer Unterrichtsstunden.

An den methodischen Vorkurs schlieft der methodische Grundkurs
an, Hier wechseln Vorlesungen und Seminare bzw. seminarische
Ubungen. Dabei eignen sich die Studenten weltere theoretische
Grundlagen fiir den Mathematikunterricht in allen Klassen an.
Sie lernen die wichtigsten Dokumente von Partei und Regierung
kennen, die den Mathematikunterricht betreffen. Breiten Raum
nehmen ferner solche wichtigen Probleme ein wie z. B. die Be-
handlung des Aufbaus der Zahlenbereiche, das Bewelsen im Ma-
thematikunterricht, die Behandlung von Gleichungen und Unglel-
chungen und die Erarbeitung des Tunktionsbegriffs.

In den Seminaren bzw. seminarischen ﬁbungen werden die in den
Vorlesungen vermittelten Fakten nochmals diskutiert und durch
zahlreiche praktische Beispiele weiter untermauert und erléu-
tert. Vorlesungen, Seminare und Ubungen zeichnen sich durch enge
Verbindung zur Schulpraxis aus.
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So erhalten die Studenten im methodischen Grundkurs ein festes
Fundament, um einen modernen, auf den neuesten Erkenntnissen
der Wissenschaft, insbesondere der Sowjetwissenschaft, beru-
henden Mathematikunterricht erteilen zu konnen.

Etwa 20 % der Studenten eines Studienjahres schreiben die Di-
plomarbelt zu Fragen der Methodik des Mathematikunterrichts.
Diese Studenten nehmen am sogenannten Qiplomandensemina;'teil.

Es erstreckt sich iiber das 5., 6. und 7. Semester. Hier erhalten
sie eine vertiefte Ausbildung in Mathematikmethodik. Es werden
solche Probleme behandelt wie programmierter Unterricht, die
Anfertigung von Arbeitsbléttern und Folien und der Binsatz von
Film und Lichtbild im Mathematikunterricht. Breiten Raum nehmen
Fragen des Geometrieunterrichts und Probleme der Abiturstufe eiln.

Im 5. Semester erhalten die Studenten das Arbeitsthema ihrer
Diplomarbeit. Ein Teil der Diplomthemen ist mit umfangreichen
Untersuchungen in der Schulpraxis verbunden. Andere sind eng
mit den Forschungsaufgaben des Bereiches gekoppelt. In zahl-
reichen Konsultationen werden die Studenten durch ihre Betreuer
unterstitzt und angeleitet. Die Diplomarbeit wird am Ende des
7. Semesters abgegeben und am Ende des 8. Semesters als Ab-
schluB des gesamten Studiums verteidigt.

Im groBen Schulpraktikum (8.Semester) liegt die groBe Bewdh—
rungsprobe der Studenten in der Schulpraxis., Mehrere 'ochen

lang haben sie Gelegenheit, ihr im Studium erworbenes issen
und ihre theoretischen Erkenntnisse in praktischer Tatigkeit
als Mathematiklehrer zu erproben und zv erweitern. Auch das

Praktikum ist fester Bestandteil der Methodikausbildung. Das
duBert sich auch darin, daB die Studenten von den Betreuern

mehrmals besucht werden.

Die Studenten fiihren unter Anleitung erfahrener Mentoren in
der Regel den Mathematikunterricht in zwel Klassen selbstén-
dig durch. Natlirlich beginnen sie erst mit wenigen Stunden,
erteilen aber bereits nach 5 Vochen etwa 16 Stunden Unterricht.
Auch in der auBerunterrichtlichen Arbeit, in Arbeitsgemein-
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schaften, in der Jugendorganisation und in der Zusammenarbeit

mit den Eltern bewdhren sich die Studenten. Sie gehdren mit

zunm Lehrerkollektiv der Schule. Sie finden in der Praxis besta-
tigt, daB der Lehrerberuf nicht nur im Stundenvorbereiten und
-halten, sondern insbesondere in der Tétigkeit als sozlalistischer
Erzieher besteht. Gerade in der Einheit von Unterricht und Er-
ziehung liegen die Ursachen fiir die guten Ergebnisse, die viele
Studenten bereits im groBen Schulpraktikum erzielen.

Die schulpraktische Priifung ist der Hdhepunkt dieses Ausbildungs-
abschnitts. In einem komplexen AbschluBkurs nach dem Schulprak-—
tikum wird die Methodikausbildung abgeschlossen. Dabel werden die
Erfahrungen des Praktikums in den Gesamtrahmen der Methodikaus-
bildung eingeordnet.

In der miindlichen Abschlubgrﬁgggg miissen die Studenten ihre

Kenntnisse in Methodik des Mathematikunterrichts, die sie in der
theoretischen und praktischen Ausbildung erworben haben, nach-

weisen.

Vier Semester lang haben sich die Studenten mit Fragen des
Mathematikunterrichts befaBt. Viel FleiBf und Ausdauer mussen
aufgebracht werden, um die Probleme zu meistern.

Die Studenten haben damit die Voraussetzungen dafiir erworben,
einen modernen, wissenschaftlich fundierten, erfolgreichen
Mathemetikunterricht zu erteilen.

Dr. R. Mattasch
Lekior im Bereich Methodik
des Mathemaiikunterrichies

w
Gewinner im Monat Dezember

Zum JahresabschluB gibt es ausnahmsweise vier Gewinner,
da wir eine Auslosung vermeiden wollten.

Wolfgang Wernicke, Robel, 12. Klasse
Frank Burghardt, Frankfurt/0., 11. Klasse
Roger Labahn, Anklam, 10. Klasse

Jurgen Socolowsky, Bergfeld, 12. Klasse



|/I2 I.5 sunsgen
L [ 1]
osungen
|( 5 43) (lfach Norbert dehiewecls)

=1ﬁ;b2='if-6
= BW ; ap = NC
=8 ;a =80 ; b= K

T[ir verwenden im weiteren den folmenden 2gtg:
Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die
Gegenseite im Verhiiltnis der beiden anliesenden
Seiten.

Dieser Satz wird von uns auf die Dreiecke ABIT, AR

und ABC angewendet.

30 erhalten wir:

B9 : ON=12 :t Al=1 ¢ (/2= 1) (nach Vorauss.)
W: M= : M=V3:1 (nach Vorauss.)
.= : =751 : (8C -8
M: W=WM:TT=I" : (T -IN)

und mit den Bezeichnungen aus der Skizze sowle zwel
kleinen Umformungen in den ersten beiden Gleichungen:

by = (VF -1 ¢ &)

a =3 Ve (2)
5 *eou (3)
g =52y (4)

Durch Tinsetzen von (2) in (3) und von (1) in (4) -
erhalten wir:

b=VF(a-3VFe)=VFa-c (5)

ﬂ=:7?j_—1(b-(w-1)c)=%(v3‘+1)b—c (6)
und sus (5) und (6) erhalten wir jetzt:

b=\/3‘(%('\/3“+1)b—c)—c

(@+1)c=%(@+’l)b, b = 2¢

und hiermit aus (5) a = \/3 c.
it Hilfe dieser Ergebnisse und des Kosinussatzes
ergibt sich:

)
cosoz=-2'- und somit an%

cosB=%\/3“undsomitB=%'
cos Yy = 0 und somi?¥ Y=% .
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[ 45)]

(Nach Friedhelm Schieweck)
Es sel a eine reelle Zahl und

3 3 4
e Yo \BE + Vs -\BH .
Wir werden im weiteren den Wert von a berechnen.

Durch Umrechnung von (*) ergeben sich unter Verwen-
dung von

'\/36-! V%
und der Definition von a die folgenden Gleichungen:

2 =12 + 3 Mo + VB )6 - /oub -
\/6 + :;Egz \/6 - :;Egg ]

a® = 12 + 3 §/36 - 27 v a

3 -5a=12=0 (**)

(a2 + %a + 4)(a - 3) =
Aus der letzten Gleichung ist unmittelbar ablesbar,
daB die kubische Gleichung (**) zwel imaginére
Losungen sowie die Ldsung a = 3 besitzt. Da a = 3

die einzige reelle Losung ist und die Wurzeln in (*)
nur reell berechnet werden, gilt

(F 49)

(Nach Norbert Schieweck und Uwe Risch)

Das_in der Aufgabenstellung gegebene Gleichungssystem
erhdlt durch Aufldsen der Klammern folgende Form:

xyz - a(xy + x2 + yz) + &2 (x +y +2z) - =4

xyz - b(xXy + X2 + yz) + PP(x + 5y + z) =b> = Adp(*)

xyz - c(xy + X2 + y2) + 2 (x +y + 2) —c® =4
Durch die Substitution

Xyz = U § XYy + X2 +y2 =V j X+ Yy +2=W

erhidlt man ein lineares Gleichungssystem in den
Variablen u, v und w.

u=-av + a2w=8a + d
u=-5or+Pw="D0 +4d
u=-cv+cw=oc?® +d

Als Ldésungen hiervon erhalten wir:
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u = Xyz = d + abc
VvV =Xy + Xz +yz=ab + ac + be ()
W=X+Y+ 2 =a+b+ec

Die Art der Ldsung des linearen Gleichungssystems
mochten wir hier nicht noch einmal darstellen. Wir
mochten aber auf eine interessante Variante verweisen,
die aus (*) sofort (**) liefert, ohne ein Gleichungs-
system lOsen zu miissen.

Aus (*) folgt sofort, daBl a, b und c¢ die kubische
Gleichung

PB-(x+y+2)8%2 + (xy +xz2 +yz)t +d -xy2=0

erfliillen. Da auBerdem a, b und ¢ nach Aufgabenstel-
lung voneinander verschieden sind, sind diese drei
Werte genau die Losungen der kubischen Gleichung.
Es gilt damit nach dem Wurzelsatz des Vieta:

- (a+b+e)=-(X+3+ 3z)
ab + ac + bc =Xy + X2 + Yz
- abe = d - xy2

Dies ist aber gerade (**).
Jetzt berechnen wir noch x> + y° + z3

¥+ +2=(x+3+ 2)3
- 3(x+ 3y + z)(Xy + X2 + yz2) + 3Xyz
= (a+Db+c¢c)
- 3(a +b + c)(ab + ac + bc)+ 3(abc+4d)
= a3 + b + ¢ + 34.

Haben Sie genug Dhantasie ?

Versuchen Sie, in den unten angegebenen Symbolen eine Gesetz—
méBigkeit zu finden und die Reihe entsprechend fortzusetzen!

MO 8H3 ..

Zu unserem Titelbild:

In diesem Monat besteht unsere Zelitschrift 7 Jahre. Wie wir
aber kirzlich erfuhren, soll es die WURZEL schon vor einigen
hundert Jahren gegeben haben - unser Bild zeigt die Redak-
tionsréume von 1567.




Zu unserem Preisausschreiben (WURZEL 9/10)

Leider war die Reteiliruns an unserer "mfra-e in “elt §/10

gerincer als ernarbet. Helativ renive Uhlul~Teser nubtzten

die Gelegenheit, uns ihre 7iinsche und Vorstellungen mitzu-
teilen und suf die zukiinftige Gesteltung vine s> (und ihrer)
Zeitschrift HZinflul zu nehmen.

Eine Auswertung der Einsendungen ergab folgendes Bilds
Pei der TFrage nach dem besten TURZEI~Heft des Schuljahres
1972/73 erhielt Heft 3/73% die meisten Stimuen. Tolgende
Artikel gefielen am besten:

Vom Rechenbrett zum Computer - Episoden einer Entwicklung
Gesetzméligkeiten des Zufalls
Binfihrung in die Funkticnalanalysis

Der Schwierigkeitsgrad der Freisaufgaber vurde allgemein als
"gerade richtig" oder "schwer'" einseschétzt.

Wir danken allen Dinsendern fiir ihre Anresunsen (die sehr
unterschiedlich sind). Vir werden uns bemiithen, ihre Hinweise
und ‘llinsche zu beriicksichtigen.

Die Gewinner sind:

Dieter Garling, Libz, (1. Preis)
Norbert Haack, Torgelow, (2. Preis)
Birgit Thormann, Tobenstein, (3. Preis)
Johannes Gerth, Eisenech, (4. Preis)

Andreas LOsche, i/eiBenfels, (5. Preis)

Die Gewinner der welteren Preise (VJURZEI—Abonnements
fir 1973/74) vurden bereits benachrichtigt.

Herausgeber: Leitung der FDI-Grundorganisation der Friedrich-Schiller-Universitat Jena;
Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg

Chefredakteur: Werner Nagel

Redaktion : J. Dubslaff, H.-G. Leopold, G. Weske

Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Bezugspreis je Heft: 0,20 M. Ein Johresabonnement

erstreckt sich von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M.

Bestellungen sind direkt an unsere Adresse ' einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestel-

lungen bei uns aufzugeben. .

VerdHentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates

der DDR. Abdruck, ouch auszugsweise, nur mit Genehmigung der Redaktion.
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Das Problem des Herrn Carl Dottheim (I0)

Durch die Bereitstellung einiger Grundlagen im ersten Tell des
Artikels ist es uns nun mdglich, die eingangs gestellten Fragen
zu prézisieren.

Offenbar bestehen die mdglichen Handlungsweisen des Carl Dott-
heim sus Wértern iiber dem Alphabet

-{0)-06.@) -

wobei wir folgende Abkiirzungen verwenden:

o = Orgelsplel, © - kein Orgelspiel
w — Weihrauch verbrennen, w - keinen Weihrauch verbrennen

Eine Handlungsweise muB sowohl Orgelspiel als auch Weihrauch
beriicksichtigen, also beschreiben wir die Handlungen durch die
im Alphabet genannten Paare.

Gesucht ist nun die Menge aller Wirter iber X, die in den Zu-
stand "Ruhe im Haus" fiihren, also eine Sprache iber X.

Spétestens jetzt wird der Leser mit Vergniigen bemerken, daBB
wir das sausende und lachende Haus des C. D. als endlichen
Medwed jew-Automaten beschreiben wollen. Was sind nun die Zu-
sténde dieses Automaten?

Nir setzen g - Geldchter, g - kein Geléchter
g8 - Sausen (bzw. Rauschen), 8 - kein Sausen.

- (5 ®: @) )

Wir hsben nun die Aufgabe, aus den von C. D. geduBerten An-
gaben die Uberfilnrungsfunktion des Automaten zu konstruleren.

Wir konstruieren die Tabelle fiir £, der Leser vergleiche
schrittweise mit den Angsben des C. D. :
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(Die Angabe "in der folgenden Minute" fassen wir auf als "im
ndchsten Takt",)

) & O 6 WG ONE)
(:) s (:) g G 8 g
(;) s (;) & & & g

(S) s 8 8 3 (f) & E & E|®

Oll: s - 5| Oz « 5 .

1) Orgelspiel ohne Geléchter, also schlégt Sausen ins Gegenteil
lm.

2) In allen anderen Féllen bleibt der Zustand des Sausens
erhalten.

*) Weihrauch, also verhidlt sich das Geléchter wie Sausen.

D

Q) @ 6 G
OO 6 @ O
OHONONONG
QDO G O 6
@I @ 6 ©

Zeichnen Sie zur Ubung den gerichteten Graphen dieses
Automaten! In diesem Graphen kdnnen Sie alle Wérter S
sofort ablesen.
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g
Der gewiinschte (Final-) Zustand ist Ruhe im Haus, also (-5),
der Initialzustand ist e)

Sicher ist, daB C. D, wiinscht, nicht mur einmal (wéhrend einer
Minute) Ruhe zu haben, sondern Geldchter und Rauschen fir
immer zu unterbinden.

Hier stellen wir nun mit Freude fest, daB dies tatsé@chlich
méglich ist. Ist némlich einmal Rubhe eingetreten (E) go léBt

sich dumh stéindige Eingabe von (w)die Ruhe auch erhalten,
d. h., C. D. muB sténdig Weihrauch verbrennen, das Orgelspiel
jJedoch streng melden.

Ein mdglicher Weg (ein Wort aus Sn), {iberhaupt Ruhe zu bekom-

men, ist z. B. " =‘(;) (.;) ’

wer wen 2=(3) (7)) C) C0) .

Demit haben wir das eilngangs gestellte Problem geldst. Wir
stellen eber fest, daB die mdglichen Verhaltensweisen des
Carl Dottheim (also die Sprache S = Sm) nur iiber den Automa-
ten selbst a.ngageben werden kodnnen.

Es sei noch bemerkt, daB men derartige Sprachen auch "automa-
tenfrei” (also ohne das Modell des Medwedjew-Automaten) be-
gchreiben kann., Dazu dient zum Belspiel der von KLEENE ent-
wickelte Kallkiil.

(Siehe dazu auch: Kobrinski, Trachtenbrot: "Einfiihrung in die
Theorie endlicher Automaten")

I(I::us Fischer
Assistent
im Bereich Kybernetik
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Preiaau:rga‘ben

Preisaufgaben 2/74

(F 7)

®

Man beweise die Ungleichung

8in «q + 8in o2 + ... + 8in oy

tan oy < < tan o,
COB ®1 + COB 03 + +s. + COB Oy i

'Ob010<m4<o:z<...<mn<g Silto

(F 8)

Gegeben 1st ein Kreissektor OAB (O sei das Zentrum,

R der Radius des Kreises) mit einem Zentrumswinkel
wvon 90°,

{iber der Strecke OF wird mit r = % ein Halbkreis im
Inneren des Kreissektors beschrieben. Gesucht ist der
Durchmesser desjenigen Kreises, der die Strecken Ui,
IB und den Kreisbogen OB beriihrt.

Eine unendliche reelle Zshlenfolge x 9 X29 ose nit
I ¢ O befriedige fiir beliebige n > 3 die Gleichung

(B + 3 4+ o0 + B ) + B 4+ 000 +2) =
(1% + XXy + eee + Xuo9x, )2,

Zu zeigen ist, daB dann die %, X%y ¢es Glieder einer
geometrischen Reihe sind.

Man gebe die Menge der reellen Zahlen an, die folgende
Ungleichung erfiillen:

| x - 2x® + 4% = 8x* + co0 + (2)°1x2 4 ... | <1 .

B Tpeyroamure ABC yIrMH «, B, Y COGPasyDT I'eoMeTpi-
WeCKyD OpPOTPeccun CO 3HaMeBaTeneM 2. JoKasaTh, WTO

4.9 .4

a" b te

yron - Winkel

nporpeccud - Relhe

3HAMeHATenb (IpOrpeccuu) - Stufensprung (entspricht q
in der geometrischen Reihe

2_a4g*)
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(F 12) [TloxasaTs, 4TO YHCIO &£ + b? ZeNIUTCA Ha 441, ecim
M3BECTHO, UTO & + b2 geimrcA HA 21 (& W b - HATYpanNb-
HHE 4uc)a).

Lésungsbedingungen wie {iblich!
Letzter Einsendetermin: 1. 4. 1974

Gewinner im Monat Januar
Uwe Risch, Burg, 10. Klasse

Zur Ausbildung von Diplomlehrern

im Fach Marxismus-Leninismus

Ein wichtiger Bestandteil in der Ausbildung der Mathematik/
Physik-Lehrer ist das marxistisch-leninistische Grundlagen-
studium. Es wird von den Professoren, Dozenten, Asaistenten
und wissenschaftlichen Mitarbeitern der Sektion Mar:iamns/
Leninismus verantwortlich durchgefiihrt.

Die Lehrkréfte dleser Sektion lassen sich dabei von der For-
derung des VIII. Parteitages leiten, stiindig dle Qualitét der
Ausbildung und das inhaltliche Niveau der Lehre zu erhohen
sowle die klassenméBige Erziehung der Studenten zu verbessern.

Im Mittelpunkt des marxistisch=-leninistischen Grundlagenstu-
diums, das sich iiber die gesamte Damer des Studiums erstreckt,
steht die Herausbildung der politischen, moralischen und kul-
" turellen Merkmale und ¥ genschaften der sozialistischen Per-
gdnlichkeit.

Im Konkreten heiBt das, daB sich die kiinftigen Lehrer in allen
Kursen des marxistisch-leninistischen Grundlagenstudiums
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bewuBt die Weltanschauung der Arbeiterklasse aneignen, um zu
einem hohen Verstiéindnis der grundlegenden GesetzmiéBigkeiten

der Entwicklung in der Natur, in der Gesellschaft und im mensch-
lichen Denken zu gelangen.

Wie ist das marxistisch-leninistische Grundlagenstudium -
organisiert?

Im 1, Studienjahr hdren die Studenten Vorlesungen iiber Grund-
fragen der marxistisch-leninistischen Philosophie. Parallel zu
den Vorlesungen werden Seminare durchgefiihrt. Der Student eignet
sich dabeil wichtige theoretische Kenntnisse iiber den dialekti-
schen und historischen Materialismus an. Ks werden z.B. behan-
delt: der Gegenstand der marxistisch-leninistischen Philosophie,
die Grundfrage der Philosophie, der marxistisch-leninistische
Materiebegriff, die Gesetze des dialektischen Widerspruchs
sowie andere wesentliche philosophische Kategorien.

Neben den grundlegenden Problemen des philosophischen und dia-
lektischen Materialismus werden ausgewidhlte Probleme der Erkennt-
nistheorie (z.B. die marxistisch-leninistische Wahrheitsauffas—
sung) und des historischen Materialismus behandelt.

Schwerpunkte des Kurses Politische Jkonomie im 2. Studienjahr
bilden susgewdihlte Fragen der kapitalistischen Produktionsweise,
die Leninsche Imperialismustheorie und Probleme der politischen
Okonomie des Sozialismus.

Die Studenten beschéftigen sich in diesem Kurs unter asnderem mit
bestimmten Abschnitten aus dem Marxschen Werk "Das Kapital"™, der
Leninschen Schrift "Der Imperialismus als hdchstes Stadium des
Kapitalismus" oder "Die groBe Initiative" und weiteren Klassiker—
schriften. ’

Im 3. und 4, Studienjahr wird der Kurs "Wissenschaftlicher
Kommunismus - Grundlehren der Geschichte der deutschen Arbeiter—
bewegung"” gelehrt. Hier werden, ausgehend von den Klassiker—
schriften des Marxismus/Leninismus und den Dokumenten und Be-
schliissen , Probleme der Strategle und Taktik der Partei, der
historischen Mission der Arbeiterklasse, des marxistisch/leni-
nistischen Parteibegriffs, der Leninschen Revolutionstheoris,
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Fragen der Entwicklung des sozialistischen Weltsystems und der
nationalen Befreiungsbewegung, des Kampfes der Arbeiterklasse
in den hochentwickelten kapitalistischen Lindern und aktuelle
theoretische und politische Fragen des Aufbaus der entwlckelten
‘sozialistischen Gesellschaft und des Kommunismus studiert.

Am Ende des 1. und 2. Studienjahres finden miindliche Zwischen-
priifungen statt, und am Ende des 1. Semesters des 4, Studlien-
jahres legen alle Studenten die Hauptpriifung im Fach Marxismus-—
Ieninismus ab.

Wie sind die im Lehrprogramm festgelegten, verbindlichen Aufga=-
ben zu erfiillen?

Neben den wSchentlich stattfindenden Vorlesungen werden Seminare
durchgefiihrt. In den Seminaren werden anhand der in den Studien- -
anleitungen fixierten Schwerpunkte- ausgewdhlte theoretische und
politische Fragen vertiefend behandelt. Um den Anforderungen zu
geniigen, ist der Student verpflichtet, die vorgegebene Pflicht-
literatur griindlich und gewissenhaft zu studieren. Das systema-
tische Selbststudium bildet die Hauptform der aktiven Wissens—
aneignung. Von der Qualitédt der Seminarvorbereltung héngt es ent-
scheidend ab, ob ein bewuStes Eindringen in die Theorie und Praxis
des Marxismus-Ieninismus stattfindet, ob sich in daq Seminaren ein
echter Melnungsstreit entwlickelt.

Den Lehrenden geht es in der Ausbildungs- und Erziehnngsarbeit
darum, die Vermittlung und Aneignung der theoretischen Kenntnisse
mit den Erfahrungen und konkreten Ergebnissen des Klassenkampfes
zu verbinden, damit theoretisches Wissen bei jedem Studenten zur
Herausbildung fester Klassenpositionen fiihrt. Der Student wird in
den Seminaren gefordert, sich die Dialektik umfassend anzueignen
und sinnvoll zu gebrauchen. Das geschieht nicht g0, daB ledig-
lich die Notwendigkeit des dialektischen Denkens anerkannt wird,
sondern das verlangt zuerst dle Beherrschung des theoretiaschen
Riistzeugs. Deshalb legen wir in den Lehrveranstaltungen besonde-
ren Wert auf das Studium und die bewuBte Beherrschung der Gesetze
der Dialektik.

Das ist nicht nur eine Aufgebe des Kurses marxistisch-leninisti-
sche Philosophie im 1. Studienjahr. Der Student erschlieBt sich
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das kritische und revolutionfire Wesen des Marxismus-Leninismus
auf dem Wege eines griindlichen Studiums, vor allem der Klassiker-
schriften und Parteidokumente, und der immer bewuBteren Anwendung
der Dislektik in den Seminardiskussionen, in der politischen Ar-
beit des sozialistischen Jugendverbandes sowie im Studium der
Mathematik und Physik, seiner Fachwissenschaft, der Pédagogik
und Psychologie. Damit ist ausgedriickt, daB man die wissenschaft-
lichen Kenntnisse der marxistisch-leninistischen Philosophie, der
politischen Okonomie und des wissenschaftlichen Kommunismus nicht
im Selbstlauf erwirbt. Dazu bedarf es bestimmber persdnlicher An-~
strengungen, Ausdauer, Disziplin und vieler Miilhen. Denn der Mar-
xismus-Leninismus, als die Wissenschaft der Arbelterklasse, muf
auch als Wissenschaft betrieben, d.h. systematisch studiert werden.

Darsasus leiten sich solche Forderungen an die Studenten ab, sich
konsequent und genasuestens die Kategorlen des dialektischen und
historischen Materislismus, Begriffe und Gesetze der politischen
Okonomie und des wissenschaftlichen Kommunismus anzueignen. Also
ohne exaktes Wissen in den Disziplinen des Marxismus=Ieninismus
und ohne die Fihigkeit, dieses Wissen bel der Erziehung und Bil-
dung junger Menschen selbsténdig anzuwenden, gibt es keinen er-
folgreichen sozialistischen Iehrer.

Ein Oberschiiler, der sich wihrend seiner Schulzeit in den gesell-
schaftswissenschaftlichen Féchern solche Féhigkeiten asnelignet wie
dialektisches Denken, Bewerten von politischen Ereignissen auf der
Grundlage der Position der Arbeiterklasse oder wie Ausdsuer und
FleiB beim selbsténdigen Durcharbeiten von Klassikerschriften,
sich sténdig libt im Erfassen des Wesentlichen und im Anwenden der
Theorie, wird bestimmte Anfangsschwierigkeiten schneller iliber-
winden., Wesentlich ist aber nicht nur die Aneignung der marxi-
stisch-leninistischen Grundkenntnisse, sondern auch deren Anwen-
dung in der gesellschaftlichen Praxis.

Studenten, die in der EOS oder in den Berufssschulen eine Funk-
tion in der FDJ, in der GST oder in anderen Massenorganisationen
ausiibten bzw. aktiv das politische Leben in der Klasse und Schule
mitgestalteten, haben sich in der Regel dabel bestimmte Voraus-
gsetzungen erworben, um den Anforderungen des Universitétsstudiums
in hohem Mafle zu geniligen.
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Bewihrt hat sich an der Universitédt, daB der sozlialistische Ju=
gendverband den ProzeB der schipferischen Aneignung und Anwen-
dung des Marxismus-Leninismus als den wichtigsten Gegenstand sei-
ner Arbeit betrachtet.

Unsere Erfahrungen besagen: Die Fortschritte sind dann am deut-
lichsten, wenn die FDJ-Grundeinhelten und =-Gruppen eng mit den
Seminarleitern und den Lehrenden im Marxismus-Lerinismus, mit den
Betreuern sowie dem Erzieherkollektiv zuseammenwirken. Die FDJ-
Gruppe ist die Basis fiir dle politische Entwicklung der Lehrer-
studenten. Hier erhalten sie die vielfdltigsten Moglichkeiten,
ihr Profil als kiinftige sozialistische Lehrer zu formen und zu
stabilisieren.

Am besten gelingt das den Kollektiven, die nicht in erster Linie
sogenannte "Sachfragen" in den Vordergrund schieben, sondern ‘viel-
mehr um das ideologische Versténdnis, um die Notwendigkeiten und
gesellschaftlichen Zusammenh@nge in der téglichen Erziehungsar-
beit ringen. Es ist und bleibt eine alte Weishelt der Arbeiter-
klasse, daB allein die marxistisch-leninistische Theorle, und Po-
1litik zum Versténdnis der grundlegenden GesetzméBigkeiten fiihrt
und beféhigt.

Von groBer Bedeutung ist deshalb, im Rahmen der Tédtigkeit der FDJ
den Studenten weitere Mdglichkeiten zur Entfaltung ihrer praktisch-
theoretischen Kenntnisse zu schaffen.

Das geschieht in der politischen Praxis z.B. bel der Gestaltung
des FDJ-Lehrjahres, beim Auftreten in Versammlungen und Zusammen-
kiinften der Studenten, in der kulturellen THtigkelt und im aktiven
Mitgestalten des Jdhrlich stattfindenden Studentenwettstreits.
Damit wird das Studium des Marxismus-Leninismus bereichert, und
die Studenten werden entsprechend ihren Moglichkeiten zur selb-
stédndigen wissenschaftlichen Arbeit angeregt.

Dieler Schuster
wiss. Milarbeiter der
Sektion Marxismus-Leninismus
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Einfilhrung in die Theorie
der Halbgruppen (1)

Halbgruppen, mit denen schon die Schiiler der ersten Klassen,
ohne es zu wissen, im Rechenunterricht zu tun hsben, sind aus
der Mathematik nicht mehr wegzudenken. Sie tauchen in den ver-
schiedensten Gebieten an entscheldenden Stellen auf. Zunéchst
erfuhren sie nur insofern Beachtung, als sie in irgendwelchen
anderén Zusammenhéngen wichtig waren. Heute kann men von einer
selbstandigen Theorie der Halbgruppen sprechen, in der die Halb~-
gruppen selbgt und ihre Eigenschaften den Gelgensta.nd der For—
schung bilden.

1. Zwelstellige erat'ionen

Es sei M eine beliebige Menge. Eine Funktion w von zwel Verdén-
derlichen, deren Argumente und Werte in M liegen, heiBt zwei-
stellige Operation auf M. An Stelle der Schreibweise w(a,b)
bevorzugt man bei zweistelligen Operationen Schreibweisen der
Art a+b, asb, aeb 0.&.

]Beiagiele:l

Wit Nz bezeichnen wir die Menge {0,1,2, ... } der natiirlichen
Zahlen.

1. Addition und Multiplikation sind Operationen auf Nz, Jenn
mit a,b € Nz sind stets auch a+b und ab natiirliche Zahlen.

2.l Durch p(a,db) =pe a.b ist eine Operation p auf Nz definiert

3] Durch a*bd =p, 3a ab + b 1st eine Operation * suf Nz
definiert.
Es silt 2o B. 2.1"-'9, 0‘10=100, 10‘0=30!

Meximumbildung: a, falls a2z b

max (&,b) =pg {-b sonst

Es gilt z. B. max (2,5) = 5, max (7,3) = 7.
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2, Eigenschaften zweistelliger Operationen

Die Operation o auf M heiBt gssogiatiy ¢=%,, Fir alle a,b,c € M

gilt ae(bec) = (aedb)oc.

Die Operation_:_o guf M heiBt kommutatly &, Fir alle a,b€ M

aeb = bea . _

e heiBft Einselement oder besser neutrales FElemepl der Operatione
=>, Fir alle a € M gllt aee =ceo0a8a =a .

Wir untersuchen nun die oben angegebenen Operationen daraufhin,
ob sle einige dieser Eigenschaften besitzen. Es ergibt sich :
Addition, Multiplikation und Maximumblldung sind assoziativ und
kommutativ. p und * sind weder kommutativ noch assoziativ,
denn es_gilt z.B.

2’=84 9= 3%, 0*10 = 100 $ 30 = 10* 0,

2(2®) o 256 4 64 = (22), (2+ 1)+ 1= 91 =37 4 41
41 = 2e5=2+(1+1) .

Die Addition besitzt das Einselement O, beziiglich der Multipli-
kation ist 1 Einselement, max hat O als Einselement, und p und
« haben kein Eilnselement.

3, Halbgruppen

Ist suf einer Menge M eine zweistellige Operation e definiert
(d.h. gehdrt mit je zwel Elementen a,b stets such aed zu M),
so nennen wir das Paar [M,e] eine Halbgruppe, wenn e assozia-
tiv ist. M nennt man auch die Trégermenge der Halbgruppe oder
die Menge ihrer Elemente. Eine Halbgruppe heiBt kommutativ,
wenn o zusiétzlich kommutativ ist, und wir sprechen von einer
Halbgruppe mit Einselement, wenn M beziiglich e ein Einselemen:
enthilt.

Wir beweisen den

Sataz:
Eine Halbgruppe kann hochstens ein Elnselement be-
sitzen.

Bewels: Sind eq,e; Einselemente einer Halbgruppe [M,:], so ist
e » 8 = €1 4 well e; Einselement ist, und eq ¢« e, = e, , weil
@1 Einselement ist; also ist ei=e.. B
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Aus diesen obigen fiberlegungen ergibt sich sofort, daB [Nz, +],
[Nz,+], [Nz,mex] kommutative Halbgruppen mit Einselement sind.
[Nz,p] und [Nz,+] sind keine Halbgruppen, weil p und * nicht
assoziativ sind. [ {1,2,3} , +] ist keine Halbgruppe, weil
{1,2,3)} nicht abgeschlossen ist beziiglich der Addition, denn
beisplelsweise ist 343 § {1,2,3} + [ {112435+¢¢} »+] 1ist kommuta-
tive Halbgruppe ohne Einselement. '

TIst M eine beliebige Menge und bezeichnet (M) die Menge aller
Teilmengen von M, so sind [ B(M), n] und [ B(M), U] kommutative
Halbgruppen, von denen die erste das Einselement M, dle zwelite

das Einselement & besitzt.
Dr. Gerd Wedhsung

Dozent im Bereich
Mathematische Kybernelik

Dieser Artikel wird im néchsten Heft fortgesetzt.

Losungen

Zur Serie v/10/73

Die Aufgaben der Serle 9/10/75 waren etwas leichter als gewdhn-—
lich, Das driickte sich auch in der hohen Zahl von richtigen
I.Egu.ngen aus. Charakteristische Fehler traten bel keiner Aufgabe
auf.

lAufgabe E 47 .

(nach Hans-Ulrich Frommer, Peckatel, Klasse 1)

Behsuptung: -;|l-g+-g-a +§z+ T +;1—12< 2

Beweis:42+%2+_“+-:112<1+;|‘-.—2+...+—(—7|')';n_ y da

%-: %CI:TI')' fiir alle k, k 2 2, k € N,
Wegen 1 _1+k-k=1 .'1

Kk + 1) Kk + 1) E"k+1

folgt ‘1+-}Tz+...+%(n.—_.n' -2-% <2, dan>0,

Und damit ist

'42""1?"'--- +%2 < 2. q.e.d.
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Aufrabe E 50

(eingesandt von Jiirgen Socolowsky, Bergfelde, Klasse 12)
Die Abbildung mbge die Situation veranschaulichen:

s ist a=2, b= 3, y =600,
7wnichst berechnen wir den Flécheninhalt A des Dreiecks:
A=§absiny-§-2-3-%\/3‘-%\/3‘ (1
Nach dem Kosinussatz ergibt sich andererseits:
c2 = g2 +b®> =2abcos y =22 + 3 -2.2-3-%-7

~oe =T (2)

Aus der Beziehung A = -%’,3 gewinnen wir somit fiir den Um=-
kreisradius r:

_gbc _ 2. -W_%_q
r by 4.2-'\/3‘ Mow 4 (3)
Als nédchstes berechnen wir den Winkei Pap = < AMB .

Es 1st . o
am'ﬁg‘%'f;ww A
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Wegen y,p < 180° ist nun

?aB 0 = 0 4

Wir beweisen nun folgenden Hilfgsatz:
600 = 2

sin ¢ = sin

Beweis:

2

Nach dem Hilfssatz ist unabhingig davon, ob M,, imnerhalb
oder auBerhalb des Drelecks liegt, folgende Bégiehuns erfiillt:*)

sin 2600 -2 0 _ sin(180° - 219-) =-|3:L::;.--‘;'l252 = gin ¢.

. e §
sin ¢,p = sin & AM, M = » /3
Nun gilt im Dreieck AAMABM nach dem Sinussatz:

600 = 2
sin 4B oin. (2 28 ) ain g,
Tap 3 ="
1 1
Ve g VT VT
2 =3 VT VT

Die Berechnung der beiden anderen Radien erfolgt vdllig analog.
Man erhdlt dann: .

r_,_c-g\/? wd oz =g VE

*) Anmerkung: Die Beziehung im Hilfssatz driickt aus, daB der
Sinus des halben Zentriwinkels zu einem gegebenen Peripherie-
winkel ¢ immer gleich sin ¢ ist, unabhénglg davon, ob der Zen-
triwinkel 2¢ oder 360%°~ 2¢ betrégt.

Professor Pletsch wiirde an dieser Stelle sagen:
"Also, ich schreibe jetzt ‘trivial' dgahinter, und wenn Sle's
nicht verstanden haben, dann schreiben Sie auch'trivial hin!"

(Zitiert sus der Festausgabe zum diesjéhrigen MB.) -
Und hier noch drei Happen aus der MB-Festzeitung ...
Dr. Mecke: "Ich sage das jetzt noch mal miindlich!"™

Dr. Oloff: "Wir werden nachher noch eine Differentialgleichung
13sen, die wir nicht ldsen kdnnen."

Prof. Platasch: "Bel dleser Aufgabe konnen Sie sich ruhig ver-
rechnen. Es kommt immer das Richtige raus."
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M|3 4

§J)) Auch in diesem Jahr fand wieder der traditionelle
Mathematikerball, spektakulér MB genannt, statt .

Wir zitierten schon einige Kostproben sus der MB-Zeitung.
Das Programm des Abends und die Zeltung gestalteten
Studenten des dritten Studienjshres. Die fruchtbare Zu-—
sammenarbeit zwlschen Diplomanden und Lehrerstudenten
zahlte sich aus - sie zeigten ein gelungenes Programm. -
Hartmut Menzer (Mitarbeiter der Sektion Mathematik) sagte
eirmsl s"Auf daB der MB der GrdBte werde, denn die .Mathematik
als Konigin der Wissenschaften hat es so verdient.®

| Er muBte sich nicht eines Besseren belehren lassen.

7um SchluB sei es uns gestattet, dem Leser noch elnen Einfall
aus der MB-Zeltung anzubleten:

Die Idee
(frei nach Chr. Morgensterm)

Ein finstrer Esel
sprach einmal

zu seinem ehelichen
Gemsahl:

Ich bin so dumm,
du bist so dumm,
Wir wollen
Mathe lermen..

- Kumm,

Herausgeber: Ijeitl.ln?l bri'el:t Fé)]f;rundol:gdnisation der Friedrich-Schiller-Universitat Jena:
. ugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter:
Chefredakteur: Werner Nagel g RISE R Sy

Redaktion: J. Dubslaff, H.-G. Leopold, G. Weske
Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45

Die Zeitschrift erscheint elnmal im Monat. Bezugspreis je Heft: 0,20 M. Ein Jahresabonnement
erstrackt sich von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M.
Bestellungen sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestel-
lungen bei uns aufzugeben.

\Jerﬁffentllcht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates
Ver DDR. Abdruck, guch auszugsweise, rur mit Genehmigung der Redaktion.
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Einfiihrung in die Theorie
der Halbgruppen (li)

Hiermit setzen wir den in Heft 2/74 begonnenen Artikel iber
"die Theorie der Halbgruppen fort.

4, Abbild%halbmen

Beispiele nichtkommutativer Halbgruppen findet mamn leicht
unter den sogenannten Abbildungshalbgruppen.

Um Abbildungshalbgruppen zu beschreiben, denken wir uns eine
feste Menge A und bezeichnen mit A} aie Menge aller eindeuti-
gen Abbildungen von A in A.

Beisgiel: Es sel A = {a,b} » Die Elemente wvon AA

Abbildungen von A in A, wollen wir in der Form
ben und folgendermalen verstehen:

Ist o =(§ ;) , 80 ist o diejenige Abbildung, die durch

x(a) = x, 2(b) = y definiert ist. Man sieht sofort, daB AR
aus genau den folgenden Abbildungen besteht:

<= 5 =6 D= (D0 2)
Nun kann man folgendermaBen ein "Produkt" ¢ e ¢ von Abbildun-
gen ¢, € 2% gefinieren (die sogenannte Hintereinanderaus-

fiihrung oder Superposition):
(pod) (x) =pp ¢(o(x)) fiir x € A.

In Worten bedeutet diese Definition: ¢e ¢ ist diejenige Ab-
bildung, die, angewendet auf ein x € A, dasjenige Bildelement
liefert, das man erhélt, wenn man zuerst ¢ auf x anwendet und
guf das dabei entstehende Element noch die Abbildung ¢ anwen-
det.

, d.h, die

ab
Xy schrei-

Fortsetzung des Beispiels: (xef) (a).= B(a(a)) = g(a) = Db ,
(x oB) (b) = B(x(b)) = B(a) =b , d.h. xeB =8 .
Dadurch ist auf deg_.{ Menge AA die zweistellige Operation e ein-
gefiihrt worden. Wir bewelsen den :
S ataz:

[AA, o] ist eine Halbgruppe.
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Beweis: Es muB zweierlel gezeilgt werden,

(1) Mit o, & € AP ist stets auch pe¢ ¢ A%,
(2) o 1ist assoziativ.

Zu (1): Aus der Definition wvon e geht hervor, daB ¢ ed wileder
eine Abbildung von A in A ist, wenn nur ¢ und ¢ solche Abbil-
dungen sind.

Zu (2): Zu zeigen: Sind ¢, ¢, x drei beliebige Abblildungen
von A in A, so ist stets (pe dplex = pe(bex)e
Dazu braucht nur gezeigt zu werden, daB die Abbildungen (¢ e {)ex
und ¢ge({ @ %) bel Anwendung auf das gleiche Element x € A das
gleiche Bildelement liefern. Dies ist in der Tat der Fall.
Denn durch zweimalige Anwendung der Definition von e ergibt
sich ((ped)ex)(x) = x((pod)(x)) = x(¢(e(x))), und ganz
entsprechend ist
(po (pox))(x) = (box)(o(x)) = x(b(e(x))), also
((pod)ox)(x) = (oo (dox))(x). ]

Weltere Fortsetzung des Beispiels

Die Halbgruppe [ AA,O] ist nicht kommutativ. Denn es gilt
beispielsweise xopB = B, aber Beux = .

Bereits H = {«,B8} ist Trégermenge einer nichtkommutativen
Halbgruppe [ H,e], die vollsténdig durch die folgenden Glei-
chungen beschrieben wird: weox = BOox = ¢y, 0B = OB = B .

S Regulédre Halbgruppen

Die multiplikative Halbgruppe [Nz, ¢] hat die angenehme Eigen-
schaft, daf man sus einer Gleichung der Form ax = bx mit x 0
jmmer a = b schlieBen kann (obwohl in der Halbgruppe das Divi-
dieren nicht erlaubt ist!). Die Verallgemeinerung dieser Eigen-
achaft Piihrt zu der Definition: x heiBt rechtsreguléres filement
der Halbgruppe [M,e], wenn aus einer Gleichung der Form

aox = bex stets a = b folgt.

Rechtsregulére Elemente sind also solche, die "gekiirzt" werden
diirfen, wenn sie als Rechtsfaktoren auftreten. Entsprechend
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kann men linksregulére Elemente definieren. Ein Element heiSt
regullir, wenn es gleichzeltlg rechts- und linksreguléir ist.
Eine Halbgruppe heift regulér, wenn sie nur regulére Elemente
enthilt.

In_der am Ende des 4. Abschnitts angegebenen Halb-
gruppe [ H,e] sind die Elemente o und g nicht rechtsregulér

(es gilt n&mlich beispielsweise «f = BB und gleichzeitig o % B),
aber sie sind beide linksregulér.

Aufgsben: 1) Welche der oben angegebenen Halbgruppen sind
regulér? -

2) Es sei [ M,e] eine Halbgruppe, a € Mund a « a = a.,
Ist 8 reguléir, so ist a Einselement,

3) Es sel a linkareguléires Element der Halbgruppe
[M,+]. Falls ein u € M existiert mit a.u = a,
so ist u Linkseinselement (d. h., fiir jedes
X € M gllt uex = x).

6. Erzeugenﬂens&teme in Hale'l_lgBen

Ist [ M,e] eine Halbgruppe, so nmennen wir eine Teilmenge B & M
ein Erzeugendensystem dieser Halbgruppe, wenn jedes Element

x € M eine Darstellung der Form x = a1 0 8268...08, gestattet,
wobeli n eine (von x abhéngige) natiirliche Zahl ist und

81y «.0y 8y € E gilt,

Beisgiele: I

AJ In der Halbgruppe [ H,e] ist { «,8 } ein (nicht verkleiner-
bares)  Erzeugendensystem.

_2J In [ Nz,+ ] ist E= {1} Erzeugendensystem. Beispielsweise
ist 5=1+1+ 1+ 1+ 1, Auch die O ist als "Summe" von
Einsen darstellbar, némlich als "Summe" von O Einsen.

_2._' [{1,2,3, «««}, *] ist Halbgruppe mit dem Erzeugendensystem

{2434547y ee«} = Menge der Primzahlen.
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7. Freie Halbgruppen

Eine Halbgruppe [M, ®] heiBt frei, wenn es eine Teilmenge

B & M gibt (die sogenannte Basis), die Erzeugendensystem fir
[M,e] ist, wobei gilt (eindeutige Basisdarstellung):

(1) Aus x = byebze...®by = bje...obf und b{, ..., by € B folgt
stets n = m und by = b und ... und by = b . e

Von den bisher genannten Beispielen von Halbgruppen ist nur
[Nz, +] frei. Thre Basis ist {1}. In allen anderen genannten
Halbgruppen findet man keine Basis im eben definierten Sinne.

Freie Halbgruppen werden gewdhnlich in der Form von Worthalb-
gruppen angegeben. Darunter versteht man folgendes. Es sel B
eine endliche Menge, ein sogenanntes Alphabet. B* bezelchne

die Menge aller "Wdrter" endlicher ILénge, die aus Buchstaben
aus B gebildet werden kdnnen. Ist z.B. B = {a, b, ¢}, so sind
a, bab, cccaba solche Worter. Auch das sogenannte "leere Wort"
soll zu B* gehdren. Es enthdlt keinen einzigen Buchstaben und
werde mit e bezeichnet. Definieren wir nunm als "Multiplikation"
einfach die Aneinanderreihung von Wortern, z.B.

aa « bca =p, aabca, SO entsteht offenbar eine Halbgruppe mit

Einselement e. Das ist die freie Halbgruppe mit der Basis B.

In freien Halbgruppen ist offenbar jedes Element reguldr. Es
gilt dariiberhinaus der
Satsz :
[H, ] ist eine freie Halbgruppe mit Einselement e und
Basis B genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind: |
(2) Da8 neutrale Element e gestattet keine Darstellung
der Form € = b4* veo'by mit n > O und D14y <. ybn € B.
(3) Aus u +b = v s c mit b, c € B und u, v € H folgt
stets u = v und b = ¢ (scharfe Kiirzungsregel).
DaB eine freie Halbgruppe, d.h. eine solche mit Bedingung (1)
diese Eigenschaften besitzt, folgt unmittelbar. Zum Beweis der
Freiheit (d.h. der Bedingung (1)) einer Halbgruppe, die (2)
und (3) erfiillt, braucht man nur vollsténdige Induktion iiber
n anzuwenden. Der Induktionsbeginn wird durch (2) ermdglicht,
der InduktionsschluB gelingt mit Hilfe von (3).
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Denjenigen Lesern, dle sich néher mit der Halbgruppentheorie
beschéiftigen mdchten, empfehlen wir:

[1] Rédei, Ladislaus: Algebra (Lelpzig 1959)

[2] Rédei, Ladislaus: Theorie der endlich erzeugbaren
kommutativen Halbgruppen (Leipzig 1963)

[3] Jlanum, Esremuit Cepreesuu: Honyrpymnu (Mocksa 1960)

[4] ManbmeB, AsaTonuif HBaHOBHY: AnreCGpauyeckue CHCTEMH

Mockea 1970
( 970) Dr. Gerd Wedhsung

Dozent im Bereich
Mathematische Kybernetik

[ M

— —

Zu unserem Titelbild

Am 31. Mérz 1727 (nach damaliger Zéhlung am 20. Mérz) starb im
Alter von 84 Jshren einer der bedeutendsten Naturwlssenschaft—
ler des 17. und 18. Jahrhunderts - Isaac Newton. Seine groBen
Entdeckungen beeinfluBten nachhaltig die weitere Entwicklung
der Physik, Astronomie und Mathematik. Es sel hier nur auf
Newtons Werk "Mathematische Grundlagen der Naturwissenschaft"
(1687) hingewiesen, das z. B. eine Darstellung der Mechanik suf
rein axiomatischer Grundlage sowle das Gravitationsgesetz ent-
hilt. In Verbindung mit Problemen der Physik entwickelte er die
Differential- und Integralrechnung - unabhéngig von dem deut-
schen Gelehrten Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716)..
Weiterhin verdffentlichte er Arbeiten Uber Kegelschnitte, un-—
endliche Reihen, Algebra oder z. B. das nach ihm benannte Ver-
fghren zur angendherten Bestimmung der Nullstellen von Funk-
tionen.

Tm Rehmen dieses Beitrages ist es nicht mdglich, das Verdienst
Isaac Newbtons eingehender zu wiirdigen. Die folgenden Ausziige
aus einem Nachschlagewerk des 18. Jahrhunderts zeigen, welche
. Anerkennung Newbton, der bereits zu Lebzeiten iiberall angesehen
war, schon damals zuteil wurde:

NEWTON (Isaac), ein englischer Beltweiser und
Mathematicus, gebofren 3u Boolstrop in der Brafschafft
Qincoln 1642 den 25 Ddec. legte sich bvon Jugend an auf die
Mathesin'), lernte Cartesii Geometrie, Replers Optic, und
den Euclidem bald bverstehen, und hotte bereits im 24 Tafre
grosse Cntdectungen in bder ®eometrie gemacht. Er 3ohe

1660 auf die Academie noch Cambridge, ward ... 1669
frofessor

Fortsetzung S. 107

1) Mathematik
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Preisaufgaben 3|74
(F 13) Die Zahlen X4, X2y ses Xy bilden eine arithmetische

@

Folge. Man.gebe diese Folge an, wenn
X4 + Xo + eee + Xn = 8 und X + X8 + eoe + Xa = b gilt.

(F 14)

9

Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck. Einer seiner
Bagiswinkel sei gleich « . Man berechne deas Verh&ltnie
von Umkreisradius zu Inkreisradius und gebe den Winkel
« an, Tiir den das Verh#ltnis seinen kleinsten Wert

annimmt.

~
=
N
\n
~’

2

Man 16se die Aufgabe 3) auf Seite 100!

(F 16)

[ ©

Man konstruiere eine Abbildungshalbgruppe, die mehr gls
ein Linkseinselement und kein Rechtseinelement besitzt!
Erlduterung: Ist [M, ] Halbgruppe, so heifit e € M
Linkseinselement, falls fiir jedes x € M gilt e » X = X,
e € M heiBt Rechtseinselement, falls fiir jedes x € M
gilt x e e =X .

(Ist e gleichzeitig Rechtseinselement und Linkseins-
element, so ist e also Einselement.)

-

~~
=
-
~J

e

What are the solutions of the equation
cos X + cos y —cos (X +Y) = % ?

9k [Q]

-

PasoOXUTh B OGNACTM KOMIJEKCHHX YHUCeJl Ha JVEelirue
MHORUTENAU BHpaXEHUE

(y - 2)5 + (2 -x)5 + (x=-7)°.

MHOXUTEAL - Faktor
BHpaxeHue - Ausdruck

Lisungsbedingungen wie iiblich.

EinsendeschluB:{1. 5. 1974
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Uber die Mathematikausbildung der Lehrer-
studenten an der Universitét lena

Viele Schiiler und selbst Studenten, die am Anfang eines Mathe-
matikstudiums stehen, sind der Meinung, daB men kein umfang-
reiches Studium in Mathematik zu absolvieren braucht, um Lehrer
Piir Mathematik zu werden - das, was man spédter in der Schule
unterrichten muB, hat man ja bereits in der Schule gelernt!

DaB diese Meinung falsch ist, hat viele Griinde. Zundchst mub
ein Lehrer, der in einmer Wissenschaft unterrichten will, das
Wesen dieser Wissenschaft kennen und verstehen, und dazu geniigt
ein reines Faktenwissen nicht. Er muB vielmehr die Denk- und
Arbeitsweise dieser Wissenschaft beherrschen. Fiir einen wissen-
gchaftlich einwandfreien Unterricht muB der Lehrer auBerdem den
'Gesamtzusemmenhang kennen, in den sich ein bestimmtes Stoffge-
biet einordnet, das er gerade unterrichtet. In der Geometrie
zum Beispiel wird sténdig von Punkten und Geraden gesprochen,
ohne daB in der Schule die Frage "Was ist ein Punkt?" oder

wyas ist eine Gerade?" gestellt und beantwortet wird. Der Leser
versuche einmal selbst, diese Fragen durch eine mathematische
Definition zu beantworten. Er wird dabei auf eine Problematik
gefiihrt, iiber die der Mathematiklehrer vdllige Klarhelt haben
muB. Neben diesen inhaltlichen Fragen spielt der methodische
Aspekt eine groBe Rolle: Zur Beantwortung der Frage, wie ein
dtoffkomplex den Schiilern zu vermitteln ist, geh6rt mehr als
nur die Kenntnis der zu vermittelnden Fakten! Schlie8lich
werden die Lehrpléne an den Schulen gelegentlich geéndert, um
etwa neuen Anforderungen der Berufspraxis besser gerecht zu
werden — solchen Anderungen darf der Lehrer nicht hilflos ge-
geniberstehen. Ja, der heute ausgebildete Lehrer wird noch
nach dem Jahr 2000 unterrichten miissen und dann vielleicht

auf Gebieten, an die heute noch niemand denkt. Im Studien-
programm fiir die Ausbildung von Mathematik~-Fachlehrern heiB%t
es dazu: "Der Fachlehrer fiir Mathematik muB beféhight seln, ...
die Entwicklung der Mathematik zu verfolgen, sich selbsténdig
neue Wissensgeblete zu erarbgiten ki
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Nach diesen Bemerkungen zur Notwendigkelt einer guten Mathe-
matikausbildung soll nun der Studlengang fir die Ausbildung in
Mathematik beschrieben werden. In der Sektion Mathematik der
Friedrich-Schiller-Universitét Jena werden zur Zeit Fachlehrer
mit dem Hauptfach Mathematik und dem Nebenfach Physik in einem
vierjéhrigen Studium ausgebildet. In diesem Artikel soll nun
ausschlieBlich die Ausbildung im Fach Mathematik behandelt
werden, das den Hauptanteil darstellt gegéniiber den anderen
Féchern dieses Studiums: Physik, Marxismus-Leninismus, Péd=-
agogik, Methodik, Psychologie u. a.

Das Mathematikstudium gliedert sich in zwei Teile:
Grundstudium und Fachstudlun.

(:)rmg Grundstudium erstreckt sich iiber die ersten beiden
Studienjahre mit je 10 bzw. 11 Wochenstunden. Im Rahmen elnec
"Grundkurses Mathemetik" erwerben die Studenten ein Grundwis-—
gen in den Gebieten:

e Allgemeine Grundlagen (Logik, Mengenlehre),

e Aleebra und Arithmetik (algebraische Strukturen, lineare Alge-
bra, Aufbau der Zshlensysteme, Zahlentheorie, Polynome und
rationale Funktionen),

¢ Analysis (Zahlenfolgen, unendliche Reihen, Funktionen und
ihre Eigenschaften, Differential- und Integralrechnung),

eGeometrie (axiomatischer Aufbau der euklidischen Geometrie,
analytische Geometrie)

Die Stoffvermittlung erfolgt in Vorlesungen (etwa 6 Wochen-
stunden), in denen der Stoff von einem Hochschullehrer vor—
getragen wird, in ﬁbungen (etwa 4 Wochenstunden) und in
Seminaren (1-2 Wochenstunden). Die Studenten erhalten wOchent-
1ich Aufgsben, die sie zu Hause ldsen und durch die der Vor-
lesungsstoff angewendet und gefestigt werden soll. Diese und
andere Aufgaben werden dann, ebenso wle Fragen zur Vorlesung,
in den Ubungsstunden besprochen. In den Seminaren halten die
Studenten Vortrige zu bestimmten Gebileten, dle meistens eine
Ergénzung zum Vorlesungsstoff darstellen. Diese Vortrédge werden
unter Anleitung eines Assistenten und mit Hilfe von Fachbiichern
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vom Studenten mdglichst selbsténdig erarbeitet. Neben dem Lésen
von Ubungsaufgsben stellt dle Erarbeitung dieser Seminarvortré-
ge eine Hauptform des selbsténdigen wissenschaftlichen Arbeitens
der Studenten dar.

Im zweiten Studienjshr wird der Grundkurs ergénzt durch elne
Vorlesung zur Numerischen Mathematik und Rechentechnik und

eine Vorlesung zur Einfiihrung in die Kybermetik (jewells etwa

2 Wochenstunden). In diesen Veranstaltungen lernen die Studenten
Méglichkeiten der Anwendung der Mathematik in anderen Wissen-
gschaften und in der Praxis kemnen sowie Probleme der technischen
Realisierung solcher Anwendungen.

Nach einer Zwischenpriifung sm Ende des ersten Studlenjahres
schlieBt das Grundstudium am Ende des zweiten Studlenjahres
mit der sogenannten Vorpriifung ab.

@ Das Fachstudium umfaBt in seinem obligatorischen Teil eine
vertiefende Ausbildung in Numerischer Mathematik und Rechen-
technik (1 Jahr) und Vorlesungen mit {lbungen zur Wehrschein-
lichkeitsrechnung, zu den Grundlagen der Mathematik und zur
Geschichte der Mathematik (jeweils ein Halbjahr).

Neben diesem obligatorischen Teil besteht das Fachstudium aus
einer wahlweise-obligatorischen Ausbildung. Hier kann sich der
Student ein ihn interessierendes Tellgebiet der Mathematik aus-—
suchen, in welchem er eine intensivere Ausbildung erhdlt. An
unserer Sektion besteht z. Z. die Mdglichkeit fiir ein solches
Spezialstudium in den Gebieten Geometrie, Algebra/Zashlentheorie,
Analysis und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Vorlesungen, Ubun~
gen und Seminare (etwa 5 Wochenstunden) beginnen im 3. Studien-
‘jahr und enden mit der Anfertigung der Diplomarbeit in dem
gewdhlten Fach. In diesem Spezialstudium dringt der Student
tiefer in ein spezielles Gebiet der Mathemabik ein, wird mit
jer Problematik mathematischer Forschung vertraut gemacht und
befihigt, sich in eine mathematische Disziplin weitgehend selb-
stdndig einzuarbeiten und die Entwicklung dieser Disziplin zu
verfolgen.
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Zum Fachstudium gehdrt schlieBlich noch ein vierwdchiges mathe-
matisches Fachpraktikum. An unserer Sektion dient ein Teil dieses
Praktikums zur Einarbeitung in die Darstellende Geometrlie. In
einem zweiten Teil wird die Programmierung elektronischer Daten-
verarbeltungsanlagen behandelt, so daB die Studenten am Ende des
Praktikums selbsténdig an den Rechenanlagen unseres Rechenzen-
trums arbeiten kdnnen.

Das Fachstudium schlieBt mit der Hauptpriifung im vierten Stu-
dienjahr ab. Hohepunkt des selbsténdigen wissenschaftlichen
Arbeitens eines jeden Studenten ist die Anfertigung'der Diplom-
arbeit am Ende des Studiums, mit deren Fertigstellung und
erfolgreicher Verteidigung der Absolvent den akademischen Grad

eines Diplomlehrers erwirbt.
Dr. sc. E. Hertel

Leiter des Bereichs
Theorelische Mathematik

Professor Matheseos ') auf gedachter Academie. An. 1696

gab ihm Rénig Dilhelm eine gemisse Rufsicht fber die Mintgze,
und 1699 mard er Ober»Mintgmeister. On eben diesem Jafhre
ernennte ifn die ¥dnigliche Rcodemia der Bissenschoften 3u
Paris gu ihrem Mitgliede, und 1703 word er Prisident der
t8niglichen englischen Acadbemie der Wissenschafften, 1705
aber pon der RSnigin Anna gum Ritter gemacht ... Er stoand
fiberall in grosser Sochachtung, und der Marqvis d'Gospital

pflegte die Cngell8nder die ihn besuchten, 3u fragen:

isset, trinctet und schL&fft demn euer Newmton mie andere
Menschen? Och stelle mir denselben wie einen Genium, nie
einen Geist bor, der bon den Banden des Leibes befreyet
ist ... GEr starb 1726 den 20 Mert3 unverhenrathet, im 85
Jahre, hatte nie eine Brille gebraucht, nur einen Jahn
verlohren, und verliess 32000 BPfund Gterling ...

Aus: Allgemeines Belefhrten=Cericon. Darinne die Belefrien
aller Gtlnde sowohl mdAnn= als meiblichen BGeschlechts,
welche bom Anfange der Lelt bis auf ietzige 3eit gelebt,
und sich der gelehrten Belt betonnt gemacht, Rach ifrer
Geburt, Leben, merctnfirdigen Be=schichten, Absterben und
Gehrifften aus dem g[nubmgrbigsten Geribenten in alpho=
betischer Ordnung beschrieben merden. Ceipazig MDCCLI.
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Losungen

Herr Prof. Dr. Roth war so freundlich, die fiir seine Aufgabe
(vergleiche Heft 11/73) eingegangenen Losungen selbst zu kor-
rigieren. Im weiteren werden wir seine Einschétzung der Losun-
gen verdffentlichen.

Es lagen 13 Einsendungen vor, von denen 10 einen Punkt erhiel-
ten, widhrend 3 Losungen mit O Punkten bewertet werden nmufiten.
Ein zweiter Punkt fehlte insofern, als die Bedingung

"Piir alle P ¢ g" (*)

durchgehend upbeachtet geblieben war., Bel Beachtung von («) ist
die folgende Uberlegung némlich unerléBlich:

Hot man T = % (PR + BB + F8) mit 6 € g unter Benutzung

eines frei gewdhlten Punktes P gewonnen, dann ist zwar nicht
ungewiB, bei Wahl eines zweiten Punktes P' wieder auf

P's"=-j,(ﬂ+ﬁ§+m) mit 6' € g
zu kommen. Die Beachtung der Bedingung (*) erfordert aber nun
die Fragestellung, ob 6 = 6' gilt. Es handelt sich um die
Einzigkeit von 6, wéhrend dem variierenden P diese Einzigkeit
nicht zukommt. Wir geben im folgenden die erforderliche Ergin-
zung, weil sie bei keinem Bearbeiter vorkam. '
Bei Wahl des ersten Punktes P entstand P
F6 = % (?K + PB + ?E),
bei Wahl eines zweiten Punktes P'
entsteht
PG =%(m+m+f’—'6).
ach Subtraktion folgt hieraus:
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nach Verwandlung in Punktdifferenzen

also
‘"« P4+6 +P' =6'"=~-P + P!,

und hieraus folgt
6 =6"';

d. h., der Punkt 6 ist von der Wahl des variierenden Hilfs-
punictes P unabhéngig. Demit ist die Einzigkeit von 6 bewiesen.

9

P|
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2u den Aufgeben der Serie 11/73

Probleme traten bei der Aufgabe E 54 auf. Wir erhielten hier—
zu viele unvollsténdige Losungen. Bel den LOs en,zu E 51
fehlte zumeist der Hinweis auf die Probe bzw. e Aquivalenz
der Schritte. Beil den wenigen LSsungen zu E 52 wurde das
erste Normaxiom nicht immer vollsténdig gezeigt. Bei den _
restlichen Lésungen traten keine charakteristlischen Fehler auf.

Aufgabe E 53 I (nach Uwe Risch, 327 Burg, 10. Klasse)

Wir setzen z = u + v+i mit u, v € R. Dann folgt aus der
gegebenen Gleichung unmittelbar

u [|z] + a] + [v (|z] + a) + 1]-1 =0, also
u (|z|] + &) = 0.

Daraus erhdlt man u = 0, da a 2 O und |z| > O (z = O erfilllt
die Gleichung nicht). Weiterhin gilt v < O, denn fiir v 2 O
wire immer'v.(|z| + a) + 1 > 0. Wegen v < O und u = 0 gilt
|z]| = = v . Dies

v (|z] + 2) + 1 = O eingesetzt ergibt

v(=-v+a)+1=
wv —-av-1s=s
Yoo =

Wegen v < O erhélt man nur
a [ a?
L % + ) und damit

2 = & —_3éa.+ 23 als Lésung der Gleichung.

i © O

1 %1‘1.

{Aufgabe E 54 I

f(x) sei eine Funktion mit

£(x + 1) = (x + 1)*£(x) fiir alle x, x # =1 (1)
f(x) $# 0 fiir alle x ' (2)
und g(x) eine fiir alle x definierte Funktion.
1, Teil
Es gelte g(x + 1) = g(x). (3)
Zu zeigen ist dann, daB y(x) = f(x).g(x) (4)
folgende Gleichung erfiillt:
y(x + 1) = (x + 1) y(x) (5)

fiir alle x, x % -1,
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Aus der Definition von y(x) folgt:
y(x + 1) = f(x+ 1) gx+ 1)
=(x+ 1) £(x) g(x+ 1) nach (1)
= (x + 1) £(x) g(x) nach (3)
= (x + 1) y(x) nach Definition von y(x)

2, Teil
Es gelte y(x)+ 1) = (x + 1) y(x) (6)
fiir alle x, x $ =1 mit der oben angegebenen Definition von

y(x).
Zu zeigen isti daB g(x) dann die Periode 1 besitzt.

Aus der Definition von y(x) folgt:
) y(x + 1) = £(x + 1) glx + 1)
(x +1) y(x) = (x + 1) £(x) g(x + 1) nach (6) und (1)
(x + 1) £(x) g(x) = (x + 1) £(x) g(x + 1) nach (&),
Hieraus folgt:
g(x) = g(x + 1) , da nach.(2) £(x) $ 0
unu X + 1 # 0 fiir x ¢ -1 gilt.

7Zu den Aufgaben der Serie 12/73

Bei den Ldsungen der Serle 12/73 traten keine charakteristi-
schen Fehler auf. Bei der Aufgabe E 58 hat ein Teil der Ein-
sender den uns unterlaufenen Fehler bemerkt und uns auf ihn
hingewiesen. Richtig wird h, als BC - AC definlert.

Hier noch einmal die vollsténdige Aufgabenstellung:

(E 58) TIm Dreieck ABC ist die Differenz der Winkel o und B
gegeben; ¢ = o = B > 0. AuBerdem ist bekannt, daf die
(:) Hohe von C auf AB (hg) die Lénge_der Differenz der

Seiten BC und AC hat; hc = BC - AC.

Man berechne die Winkel des Dreiecks (in Abhéngigkeit
von den Seiten)!

TUr diese Aufgabe der Serie 12/73 verléngern wir den Einsende-
o termin bis zum 1. 5. 1974. )

Aufgabe E 57L|(nach Hans-Georg Martin, Jena, 10. Klasse)

Tiir alle reellen Zahlen x mit -1 s x = 1 gllt die Ungleichung
(x - 1)(4x + 1)2 <0 .
Somit erhalten wir

16x® - 8x - 7x-1 =<0
4 - 8% + 5% s 12x - 16x> + 5 .
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Es wird jetzt x = sin o substituiert. Dies ist méglich, da fir
beliebige Winkel oo der Wert sina zwischen -1 und +1 liegt und
somit die Voraussetzung fiir die obige Ungleichung erfiillt ist.

4 - 8sin’a + 5sina = 12sina - 16sin’a + 5 .
Es gelten die Additionstheoreme
sin 3x = 3 gin « - 4 sino ,
cos 2o = 1 = 2 sin; .
Hierdurch erhalten wir die zu beweisende Ungleichung
4 cos 200 + 5 sina s 4 sin 30 + 5 .

Aufgabe E sﬂ
1. Ldsung (nach Bernd Klipps, Boddin, 12. Klasse)

n sei eine natiirliche Zahl mit n > 2. Zu zeigen ist (nt)2 > n",
n
s 1st (n!)? = in1(n + 1 ~1)ei .

Tir Zahlen i mit 1 = 1 s n gilt:
i=-120 und i-n=<0.
Somit folgt
(1 = 1)(i - n) £ 0 (Gleichheit bei 1 = 1und i = n),
iZ2 = (n+1MDi+nsO
<

n<i(n+1-1) . (%)

Da das Produkt 1131(11 + 1= 1)i aus genau n Faktoren besteht
(n > 2) und nur fir i = 1und 1 = n in (+) das Gleichheits-~
zeichen gilt, folgt
1§1 (n+1-1)i > n"
(n!)2 > " .,

2, Losung (nach Jiirgen Socolowsky, Bergfelde, 12. Klasse)

Beweis durch vollsté@ndige Induktion:
Induktionsanfang: n = 3
Es gilt (31)2 =36 > 27 =3 .

Induktiongvoraussetzung:
Fir n=Xk gilt (x!)? > K-,

Induktionsbehauptung:
Es gilt dann auch [(k+1)!]% > (k+1)k+1,
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Beweis der Induktionsbehauptung:

Es wird verwendet, daB flir beliebige natiirliche Zahlen k mit
k>2 gilt:

(k+1) >e D,
Somit erhalten wir: '
[(k + 113~ = (k)2 (k + 1)2
> kX o(k + 1)2 (nach Induktionsvor.)
> k¢ o(k + 1)ee k(nach (1))
> K¢ o(k + 1)-65j§#1) (nach (2))
>(k+1)k"'1

Also gilt [(k + 1)!]2 > (k + 1)**' , womit die Induktions-

behauptung gezeigt wurde. Die Ungleichung (n!)? > n® ist
Jetzt fiir beliebige natlirliche Zahlen n > 2 bewiesen.

Anmerkung:

Wir mGchten an die Definition von e als

- im (1 + 2

A —-00
erinnern. Es i1st ferner bekannt, daB die Folge
(e 0]
{tﬂ +'%)n} monoton wéchst,
n=1

Gewinner im Monat Februar

Hans-Ullrich Frommer, 2081 Peckatel, 12. Klasse
Friedhelm Schieweck, 3101 Blumenberg, 10. Klagse
Norbert Schieweck, 3101 Blumenberg, 10. Klasse
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Konvergente Zahlenfolgen

1. Zahlenfolgen

Definition 1 s
Eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl n eine Teel=-
le Zahl a, zuordnet, nennt man eine Zahlenfolge.

Wir schreiben Zahlenfolgen (kurz Folgen) in der Form
81985900098 5000 Die reelle Zahl a, nennt man das n=te Glied
der Folge, n heiBt Index von 8.

IBeisEiele:l
1

(1) =1 5y =g g eee s (17 3y ..

(2) "",-2’-3’0009-\/;1\’.--

2 9 1 2 =
(3) B" ﬂp 0, - 21', o= 2‘6’, sewe gy ga]_:ﬂ' 9 e
4) 1,.VZ, V3, V7, ... , Vo, ...

(5) die Folge 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ... der nicht gerun-
deten Niherungsbriiche (nach der n-ten Kommastelle abge-
brochene Dezimalbruchentwicklung) von /2 .

(6) 0' -1, 0, 1' 0" -1’ e ey cos % § ®se
(7) 1. 1+ a‘. 1 ‘l‘%"" %’ emey - e e
m= .
(8) die Folge 1, 5, 14, 33, ee., die durch a; = 1 und
a, =2a, _, + 0+l firn =2,3,... bestimmt ist.

Eine Zahlenfolge ist gegeben, wenn man die Vorschrift kennt,
nach der man bei gegebenem Index n das entsprechende Folgen-
glied a, berechnen kann; dies kann durch explizite Angabe des
n=ten Gliedes (wie in (1) = (7)) oder durch eine Rekursionsbe=
ziehung (wie in (8)) geschehen.
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24 Kbnve:gpnz

In der Menge aller Zahlenfolgen sind jene von besonderem Inter-
esse, wo sich die Zahlen & bei wachsendem Index n einer reel-

len Zahl "anndhern", wie es bei den Beispielen (1) und (5) der

Fall ist. Dieses "Annihern" erfassen wir durch die folgende De-
finition.

Definition 2 3

Die Zahlenfolge Bqs8nseee heiBt konvergent, wenn es
eine reelle Zahl a mit der folgenden iZigenschaft gibt:
Zu jeder positiven reellen Zahl € gibt es eine reelle
Zahl HE s 80 daB

la, -al <e¢

fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n > Ne¢ exrfiillt ist.
Die Zahl a heiBt Grenzwert (oder Limes) der Folge

81,32,00-

Die in der Definition auftretende Ungleichung kann auch in der

Form a~-€c< a <a+e

geschrieben werden. Sie beinhaltet, daB "fast alle" Glieder a,
der Folge sich von der Zahl a betragsmiéBig hdchstens um € un-
terschieden; nur fiir jene Indizes n mit n < N.' (das sind end-
lich viele) braucht die Ungleichung |a,-a | <e nicht erfiillt
zu sein,

Die Tatsache, dal die konvergente Folge 8q18o5000 die Zahl a
als Grenzwert hat, driicken wir durch die Schreibweise

lim a, =a
n=>ow

und durch die Sprechweise "a, konvergiert gegen a" aus.

3. Beispiele konvergenter Folgen

W/ir zeigen, daB die Folge -1, %, soay (-1)"8 %,...'gegen die
Zahl O konvergiert. Es sei e eine beliebige positive Zahl.
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Dann ist die Ungleichung |(-1)”l %_ O] <e , d. h, %<é ’

sicher erfiillt, wenn n> = ist. Wir kSnnen deshalb N, = %-
(oder N, = -l- + 1 oder N, = g oder jede andere reelle Zahl, die
gréger als 1 ist) nehmen. Danit Bsben wiz 11 (=12 l-o

bewiesen. ol

An Hand dieses Beispiels sieht man, daB die Zahl N, von der
GrdBe der Zahl ¢ abhiéngt, eine Funktion von ¢ ist; in der
Regel wird N, um so grdBer sein, je kleiner & vorgegeben wur-
de. Das Beispiel zeigt fermer, daB bel einer gegen a konvergen=-
ten Folge 849833000 die Glieder sowohl links als auch rechts
von a liegen kinnen. Im allgemeinen werden iiberdies die Abstidn-
de |a,-a | der Punkte a, und a nicht jedesmal kleiner werden,
wenn man von einem Glied der Folge zum nichsten iibergeht. Es
kann auch der Fall eintreten, da8 manche (oder sogar alle)
Folgenglieder a, gleich a sind.

Wir wollen lim = - % beweisen. Sei € > 0 beliebig vorge-

n- o n"l'
n+ ist |E—T;1_|}_' - (= 5)' < g er-

geben. Wegen Igm

fiillt, sofern n > 2-5— = igt. Deshalb kann man N, =

..=:
(oder N, = -E-:- ) wihlen,

Un die Konvergenz der Folge aus Beispiel (4) zu zeigen, ver=-
merken wir zunidchst, da8 1 < 3/ fiir alle natiirlichen Zahlen
n gilt, Die Ungleichung R/T <1 + ¢ oder n < (1+'e)" ist we-

gen
(1+ e)? = EIEG' (f:) ef = 14ne + %—11(::1-1)52 + ...

sicher erfiillt, wenn n der Ungleichung

n <%n(n-1) .g”

geniigt, d. h, also wenn n > 1 + -832- . Somit gilt

n

falls n > Ny = 1 + —= ist, Also ist lim /3 = 1 .
= .

n- o
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4., Divergenz

Jede Folge, die nicht konvergent ist, heiBt divergent. Die
Folge 0, =1, O, ey CO8 Zm— , ... ist divergent; demn die
Folgenglieder haben abwechselnd die Werte *1 und 0; es gibt
also keine Zahl mit der in der Definition 2 genannten Eigen-
schaft. Ein besonderer Fall von Divergenz liegt vor, wenn die
Glieder einer Folge bei wachsendem Index n unbeschrénkt an-
wachsen bzw. unbeschrénkt fallen. :

Definition 3 :

Die Zahlenfolge 815855000 heiBt divergent gegen + =
(bzw. divergent gegen = o ), wenn es zu jeder na-
tiirlichen Zahl m eine reelle Zahl Nm gibt, so dabB
a, >m (bzw. a, < -m) fiir alle natiirlichen Zahlen n
mit n>-Nh gilt.

In diesem Fall schreiben wir lim 8, =+ ® (bzWwe = == )

n - e
und verstehen unter "Limes" hier "uneigentlicher Limes".

Wir wollen lim (= -/m") = - ® beweisen. Sei m eine natiirli-

n — @
che Zahl. Die Ungleichung - ~/n" < =m ist sicher richtig, so-

fern n > m2 ist, d. he. wir ktnnen Nh = m2 wahlen.

Aufgabe:

Man beweise, daB die Folge aus Beispiel (8) diver=
gent gegen + « ist!

2. Das Cauchysche Konvergenzkriterium

Da in der Definition der konvergenten Folge der Grenzwert der
Polge vorkommt, ist es mitunter schwierig zu entscheiden, ob
elne gegebene Zahlenfolge konvergent oder divergent ist. Niitz-
liche Hilfe bei Konvergenzuntersuchungen leistet der folgende
wichtige, auf den franzdsischen Mathematiker A. L. Cauchy zu-
riickgehende Satz.
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Satz (Gauog;achaa Konvergenzkriterium):

Eine Zahlenfolge 331,32,... ist dann und nur dann kon-
vergent, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:

Zu jeder positiven reellen Zahl € gibt es eine reel-
le Zahl M, , s0 daB

fir alle natiirlichen Zahlen k und 1 mit k> M, und
d>M erfiillt ist.

Man beachte, daB in diesem die Konvergenz betreffenden Satz
der Grenzwert der Folge iiberhaupt nicht vorkommt.

Der Bewels, daB die im Satz genannte Bedingung hinreichend ist,
ist schwierig; wir beweisen hier nur die Notwendigkeit dieser
Bedingung. Die Folge 849855000 sel konvergent und habe die reel=-
le Zahl a als Grenzwert. Dann gibt es zu jeder positiven Zahl €
eine reelle Zahl N% » 80 daB fiir alle Indizes n > N% die

Ungleichung
E

|Bn-8| N
erfiillt ist. Piir zwei natiirliche Zahlen k und 1 mit k > N%
und 1 > Iir55 gilt (wegen der Dreiecksungleichung) demzufolge

lay - a;] = [(ey-8) + (a-a,)]

s|ac-a|+|a=a| < Z+x=¢ .

Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung bewiesen (man setze
M = %% e

Wir wollen mit Hilfe des Cauchyschen Konvergenzkriteriums be-

welsen, daB die Folge 1, 1 + g-, ceey E % y ++« dlvergent ist.
M=
Aus dem Satz folgt: die Folge 849855000 1t divergent; wenn

es mindestens ein € >0 mit der Eigenschaft gibt, daB es zu je~
der reellen Zalhl M mindestens zwel natiirliche Zahlen k > M und
1>M gibt, fiir die Iak-all 2 € gilt. In unserem Fall ist
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; 1 1
lagy=a;| = 8y1=8) = oy + @ + «ee + 37T

1 1
al.nnz.

Die Bedingung im Satz ist also fiir € = s}nioht erfiillt (zu vor-
gegebenem M wihle man 1>Mund k = 21),

|

Aufgaben;

" 4
1. Man beweise lim ]J.; = 4 ™ !
n- e e

2. Unter Benutzung des Cauchyschen Konvergenzkriteriums

beweise man, daf die Folge aus Beispiel (5) konver-
gent ist! '

Dr. T. Bétz
Assistent im Bereich Analysis

m -
Denksport

Auf der Erde geht ein Wanderer von einem markierten Ort aus

20 km silidwdrts, dann 20 km ostwérts und schlieBlich 20 km
nach Norden. Von wo muB er losgegangen sein, wenn er sich nach
dem Marsch wieder an seinem Ausgangspunkt befindet? A
Wir nehmen an, die Erde besitze eine ideale Kugelgestalt.

Als Ged&chtnisstiitze bis zur -Auflésung im Heft 5/74:

Es gibt keinen solchen Punkt.
Es gibt genau einen solchen Punkt. B
Es gibt genau zwel solche Punkte

Es gibt unendlich viele solche Punkte. B

s
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. Preisaufgaben 4/74

(F 19)

O]

Man l6se das Gleichungssystem

w + v +w=2
v +w +u=2
w +u +v=2.,

(F 20)

Ein Wiirfel mit der Kantenlé@nge a wird von einer Ebene
80 geschnitten, daB eine der Wiirfeldiagonalen in dieser
Ebene liegt. Den dritten, noch freien Lageparameter
der Ebene bestimme man so, daB der Fl&cheninhalt der
Schnittfléche von Wiirfel und Ebene minimal wird. Man
gebe die GroBe dleses Minimums an.

Man 16se die Gleichung
- eos(mV/T )ecos(TV/EH) = 1.

a) An dem Kreis K um M, der den Punkt P trégt, wird -
folgende Konstruktion susgefiihrt (siehe auch Abb. 1):

Es sel 5@ eine beliebige Sehne des Kreises, die den
Mittelpunkt M nicht enthdlt. AB stehe senkrecht auf
der Strecke QM (A,B € K). Der Schnittpunkt von AB und
PQ sei R. Die zu AP parallele Gerade durch den Punkt R
schneide die Gerade, die parallel zu PR durch den Punkt
B verléuft, im Punkt S. (Die Dreiecke PAR und SRB Bind
einander &hnlich.)

Man beweise: SP ist Tangente an K im Punkt P.

D) Man denke sich diese Konstruktion an einer Parabel
ausgefiihrt (Abb. 2) und untersuche mit Hilfe der
analytischen Geometrie, ob auch hier'§§'Tangente an
die Parabel in P ist.
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(F 23) Es sei ¢ > 1 eine reelle Zahl. Men zeige, daB die Folge
3
@ c' W’ W’ LI ,w’ 4 80

konvergent ist.

(F 24) Ozue #3 IBYyX TDPEYTOJBHHX NMUpaMul ¢ OGMUM OCHOBAHMEM

@ pacrnojoxeHa BHYTDM JApyro#f. JloxaszaTh, 4YTO0 CyMMa IIOCKHX
yIJZIOB Npu BepunEe BHYTDeHEed nupaMugu Goabme, yeM

CyMMa IJIOCKMX YIJIOB IpU BepmMHE BHemHel.

OCEOBaHNEe - Basis
IJOCEUX YINOB - ebene Winkel (in der Aufgabenstellung:
Winkel der Seitenfléchen)

BEpMIHA - Spitze

Lésungsbedingungen wie iiblich.

Letzter Einsendetermin: F15. 6 197lt|

Gewinner im Monat Mérz

Tutz Miiller, Halle, 12. Klasse
Bernd Klipps, Boddin, 12. Klasse
Uwe RiBCh’ Burg. 10, Klasse
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Zum 125. Geburtstag von Felix Klein

Am 25, April jéhrt sich zum 125, Mal der Geburtstag des gro-
Ben deutschen Gelehrten des 19. und 20. Jahrhunderts Felix
Klein, Er war einer der wenigen genialen Kipfe seiner
Zeit, der sich der Ende des 19. Jahrhunderts einsetzenden Spe-
zialisierung innerhalb der Wissenschaften, insbesondere der
Mathematik, entziehen konnte. Diese Universalitdt ermdglichte
es ihm, Bedeutendes zu leisten,

1849 in Diisseldorf geboren, erlangte Klein bereits 1868 den
Grad eines Doktors der Philosophie in Bonn., Im Jahre 1905 wur-
de er ehremhalber von der Technischen Hochschule Minchen zum
Dr. ing. und von der Universitdt Berlin zum Dr. rer. pol. er-
nannt.

In der heutigen Zeit ist uns Felix Klein durch seine Leistun—
gen auf dem Gebiet der Mathematik ein Begriff. Ende der 60Qer
Jahre befafite er sich als Assistent in Bonn vor allem mit
Geometrie. 1870 traf Klein in Paris mit dem Norweger Sophus
Lie zusammen, mit dem er gemeinsam iiber Gruppentheorie arbei-
tete.

Berilhmt geworden ist seine Antrittsvorlesung als Professor in
Erlangen (1872). In dieser Vorlesung, die als "Erlanger Pro-
gramm" bekannt geworden ist, erlduterte er die zentrale Bedeu=
tung des Gruppenbegriffs filr die Mathematik. Es gelang ihm da-
mit zum Belspiel, die unterschiedlichen Geometrien, die damals
bekannt waren, unter einem einheitlichen Gesichtspunkt zu be-
trachten (ndmlich als Invariantentheorie einer bestimmten Transg-
formationsgruppe). Solche Leistungen, die der Systematisierung
unterschiedlicher wissenschaftlicher Spezialgebiete dienen,
hatten und haben besonders groBfe Bedeutung. Bereits Znde des
19. Jahrhunderts war die Mathematik sehr umfangreich und fiir
die maiaten\pelehrten fast uniibersehbar geworden.

Von 1886 = 1913 wirkte P, Klein als ordentlicher Professor der
Mathematik in GOttingen.

Seine Vielseitigkeit kommt auch in seinen bekannt gewordenen
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"Vorlesungen ilber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahre
hundert" (1927 erschienen) zum Ausdruck. Dieses Werk dient
auch heute noch als wesentliche Grundlage fiir Darstellungen
der Geschichte der Mathematik. Klein war Mitbegriinder und Her-
ausgeber der "Enzyklopéddie der Mathematischen Wissenschaften",
die eine umfassende Darstellung der Erkenntnisse der reinen
und angewandten Mathematik zum Ziel hatte.

Pelix Klein starb am 22, 6. 1925 in G6ttingen.

‘Mathematik-Spezialistenlager
dgs Bezirkes Gera

—_—

Seit 9 Jahren werden regelmiBig die Mathematik-Spezialistenla-
ger unter Mitwirkung von Studenten der Jenaer Universitit (die
seit einigen Jahren im Jugendobjekt "Studienvorbereitung" mit-
arbeiten) durchgefiinrt. In der jetzigen Phase, da die Organisa-
tion der Lager auf lange Sicht gesichert ist, auf der Grundla=-
ge vertraglicher Regelungen eine sehr gute Zusammenarbeit mit
dem Rat des Bezirkes mdglich ist und die Erfahrungen der bis-
herigen Lager zur Verfiigung stehen, kommt es darauf an,

die Qualitdt der Arbeit zu erhdhen.

Das erfordert einmal eine abgewogene fachliche Konzeption und
zum anderen eine Verbesserung der Freizeitgestaltung. Wihrend
des letzten Winterlagers vom 11. - 18. Pebruar in lLobenstein
fanden die gemeinsamen Uberlegungen der Mitglieder des Jugend-
objektes und des Bezirksklubs Junger Mathematiker (BKJM) einen
ersten AbschluB8., In der Vergangenheit bestand die fachliche
Ausbildung der Schiiler aus dem Aufgabentraining fiir die Olym=-
piaden und der Vermittlung mathematischen Fachwissens (oft Stu-
dienstoff) zur Vorbereitung auf das kiinftige Studium. Inzwi-
schen zelgten sich die Nachteile dieser Ausbildung: ‘Die oft
unsystematische Wahl der Aufgaben und der Fachgebiete schrink-
te die Wirkung auf Olympiaden und Studium stark ein, zum ande-
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ren haben Stoffvorgriffe oft groBe nachteilige Wirkung. Die
fachliche Ausbildung soll, ohne stoffliche Vorgriffe zu enthal-
ten, zu einer Verbesserung der Olympiadeergebnisse fithren und
auf ein -Mathematikstudium vorbereiten.

Welcher Weg ist zu beschreiten, um diesen Forderungen gerecht
zu werden? Diese Aufgaben haben etwas gemeinsam; sie setzen ne-
ben logischem;, abstraktem Denken gute mathematische Fdahigkei-
ten und Pertigkeiten voraus. In der neuen fachlichen Konzep=-
tion, in der keine Trennung nach Aufgaben und Fach mehr vorge-
nommen wird, ist das beriicksichtigt. Die genaue Ausarbeitung
der einzelnen Stoffgebiete, die iiber 5 Jahre (so lange nimmt
ein Schiiler in der Regel an den Lagern teil) in einem geschlos=-
senen Lehrgang geboten werden, wird in Form von Diplomarbeiten
von Lehrerstudenten vorgenommen, Hier haben wir konkrete Taten
zum neuen Jugendgesetz: Studenten stellen in enger Zusammenar-
beit mit den staatlichen Leitungen selbst Diplomthemen, die

fiir die Mathematik-Spezialistenlager und auch fiir die Mathe-
zirkel an den Schulen eine echte Hilfe darstellen und somit

von grofem gesellschaftlichem Nutzen sind.

Eine andere sehr wichtige Seite unserer Arbeit ist die Betreu-
ung der Schiiler in der Freizeit, denn es gilt, keine "Fach-
idioten" heranzubilden, sondern allseitig gebildete Perstnlich-
keiten, Diese Doppelfunktion der Studenten bringt eine hohe Be-
lastung mit eich. In der Freizeitbetreuung gilt esg, neben vie-
len Sportveranstaltungen, die bereits eine gute Tradition ha=-
ben, insbesondere die Schiiler bei der niveauvollen kulturellen
Ausgestaltung der Freizeit zu unterstiitzen. Dazu ist fiir die
Zukunft die Teilnahme eines Lehrerstudenten einer gesellschafts-
wissenschaftlichen Sektion geplant, der sich dann ganz der Frei=-
zeitbetreuung der Schiller widmen kann. So werden neben dem gtin=-
digen perstnlichen Gesprdch zwischen Betreuern und Schiilern sol-
che Diskussionsrunden, wie sie bereits im vergangenen Lager
stattfanden, eine breite Bedeutung erlangen. In diesen Diskus-
slonen geht es uns neben fachlichen Problemen insbesondere dar-
um, Klarheit bei den Schiilern dariiber zu schaffen, da8 ein Mathe-
matikstudium nicht nur:Mathematik bedeutet, sondern der Marxis-
mus-Leninismus und die gesellschaftliche Arbeit einen breiten
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Raum einnehmen und ihre Bedeutung bei der Entwicklung von Wis=-
senschaftler-Persinlichkeiten gar nicht hoch genug eingeschédtzt
werden kann, Mit dieser Konzeption diirften die Mathematik-Spe=-
zialistenlager fiir alle Beteiligten noch interessanter und er-
folgreicher fiir die weitere Entwicklung werden.

-

Winfried Schrodo
‘ 2. Studienjahr :
Leiter des Bereichs Mathematiklager im Jugendobjeki

Losungen

Aufgabe E 60 |(Uwe Risch, Burg, 10. Klasse)
S

Die einzelnen Punkte seien geméB
nebenstehender Skizze bezeichnet,
wobei M; und M, die Mittelpunkte
der ein- bzw. umbeschriebenen Kugel
sind. AuBerdem sei SF =h und

C AB = 2a.

@ Der Inkreis des Dreiecks EGS ist ein GroB-
kreis der der Pyramide einbeschriebenen Kugel.
Deghalb ist der Inkreisradius des A EGS
gleich r. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
EFS und M; HS (wobei H der Bertihrungspunkt

des Inkreises mit der Seite ES sei) folgt

WS GBS b-r " i
r (a2+h? ) = a2 (h-1r)?
E a F 2 G B r?h® = a?h?® - 2a?hr
a2
2 +2-1-1—r -a =0

r=—%-z-+-\/§;-+az,

=
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Der Umkreis des Dreiecks ACS ist ein
GroBkreis der der Pyramide umbeschriebenen
Kugel. Deshalb ist der Umkreisradius des
Dreiecks ACS gleich R. Mit dem Satz des
Pythagoras erhdlt man im A AFM,:

R = (h-R)2 = 2a
R=%(g§+h)
A a8 F§ a¥ c
Es ist
&) 2
" W
r 2‘ %::_,,_aa _%2_
Jetzt erweitern wir den Bruch auf der rechten Seite mit
%r und erhalten: .
h
r [ ]
; h2
1+Ez' -1
Die Substitution ~/1 +-1§r - 1=+t fihrt auf
2
2 + %; =(t+1)2 +1 , also ist
R_1(H+1)2 +1_ aA(ft2 +26+2) _1 2
T =2 &~ 2 & =s\t+g+2
R 2 + 2
'f-=3§(72—7+3@)+1

Nun gilt fiir beliebige positive

Zahlen a, b die Ungiei-

chung
% + % 22, also auch K. 4 31%: 2 2 und somit
% > légl.z +1, d. h. *% 22 +1.

Sicher haben Sie léngst bemerkt, daB die Zeichenfolge in unserer
kleinen Knobelei im Heft 1/74, S. 79 aus den Ziffern 1, 2, 3,...
entstanden ist und dementsprechend fortgesetzt werden ﬁann:

NP BHEH ..

A

[T TT]
(ITITITTYY
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\ufeabe F 2] (nach Ute Kuffner, Strasburg, 10. Klasse)
Die gegebene Gleichung wird mit Hilfe des Theorems

2sina » sin B = cos (¢x=B) = cos (x+B)

ungeformt. Wir erhalten:
2 sin?x + cos(2x) - cos(6x) + cos(6x) - cos(12x) + - ...
+ cos(m®x - nx) - cos(n?®x + nx) = 2.

In dieser Gleichung heben sich alle Glieder von cos(6x) an bis
cos(n’x - nx) gegenseitig auf: _
2 sin?x + cos(2x) - cos(n®x + nx) = 2
| cos(2x) - cos(n®x + nx) = 2(1 - sin?x) ,
und wegen 2 cos?x = cos(2x) + 1 und  cos?x + sin’x = 1 gilt:

cos(2x) - cqs(n?x + nx) = cos(2x) + 1
cos(n®x + nx) = =1 .

Hieraus ergibt sich:
x(n?® + n) = n(2k + 1)
¥ o n(2k + 1)

ng +n
Iﬂi‘l‘: k= 0, 11, 12’ 10-; n= 1’ 2’ 3’ oo

Sémtliche Lésungen sind mit
2

erfabt.

[Aufgabe F 5] (nach Rainer Lindemann, Cottbus, 10. Klasse)

Es sei z = a + bl , wobel a und b reelle Zahlen sind. Ferner
gelte stets =z # ¥1. Fiir den Quotienten ergibt sich dann:

z—1 _ a-1+bi _ a?+b?-1 4 2b i
Z+1 ~ a+1+bi = (a+71)2+b2 ~ [a+1)2+b2

Da z # =1 gilt, existiert dieser Quotient immer, weil sein
Nenner dann ungleich Null ist. Er ist imaginir, wenn &2+b2-1 = O
und 2b # O gilt. Da |z|2 = a? + b2 ist, folgt also |z]2 =1 .
Andererseits erhdlt man fiir |z| =1 und 2z % 31 (nach Voraus-
setzung der Aufgabe), a®+ b?® = 1 und somit auch b # O.

Also wird der Quotient imagindr.Es gilt

-1 b 5
:_+'T=EF’I'1 fUI‘lZ,=1,Z+i1.
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Neue Biicher

Wir méchten Sie an dieser Stelle auf ein sehr interessantes
Vorhaben des VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin
hinweisen. Mit dem 1969 bestédtigten Programm fiir die Ausbildung
-.von Fachlehrern mit dem Hsupt- oder Nebenfach Mathematik in
der DDR entstanden der Wunsch und auch die Notwendigkeit, ein
darauf sbgestimmtes eigensténdiges Lehrwerk zu schaffen. Der
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften trégt dem Rechnung,

- indem er in der Reihe "Studienblicherei'" dic Serie "Mathematik
fiir Lehrer" herausgibt, deren erste beide Bénde

- G. Asser: "Grundbegriffe der Mathematik I"
J. Wisliceny: "Grundbegriffe der Mathematik II"

bereits erschienen sind. Bis 1975 werden weitere sieben Bénde
iber Algebra, Analysis, Geometrie, Darstellende Geometrie und
Numerische Mathematik und Rechentechnik folgen.

Diese Bénde umfassen den hauptséchlichen Stoff in den ersten
belden Studienjahren. Von den beiden obengenannten Werken
scheint uns insbesondere das erste gut geeignet, um sich aus-
gehend vom Schulstoff in weitere Gebiete der Mathematik ein-
zuarbeiten. Definitionen und S&tze werden hier in halbforma-
lisierter Form aufgeschrieben, dile Beweise jedoch grundsétz-
lich in der Umgangssprache inhaltlich gefiihrt. Herr Prof. Dr.
G. Asser schreibt im Vorwort seines Buches:
"Die in diesem Band erklé&rten Begriffe und Sétze werden
dem Leser zum gréBten Teil aus der Schule bekannt sein,
allerdings vorwiegend als mehr oder minder empirisch ge-
wonnene Einzelfakten. Demgegeniiber werden sie hier in
einen systematischen Zusammenhang gebracht und exakt be-
grindet. Dlese Seite der Mathematik bereltet dem Anfénger,
beim Mathematikstudium erfahrungsgeméB erhebliche Schwie-

rigkeiten und ist die beriichtigte Barriere beim Ubergang
von der Schule zur Hochschule.™

Aus dem Inhslt: Grundbegriffe der Mengenlehre, Grundbegriffe der
Abbildungstheorie, Das System der natiirlichen Zehlen. Preis: 9,80 M.

Herausgeber: Leitung der FDJ-Grundorganisation der Friedrich-Schiller-Universitdt Jena;

Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg
Chefredakteur: Werner Nagel

Redaktion: J. Dubslaff, H.-G. Leopold, G. Weske
Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45

Die Zeitschrift erscheint einma!l im Monat. Bezugspreis je Heft: 0,20 M. Ein Jahresabonnement
erstreckt sich von September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M.
Bestellungen sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestel-
lungen bei uns aufzugeben.

Verdffentlicht unter der Lizenz-Nr.> 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates
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Eine Einfiihrung
in die Intervallarithmetik

Wir wollen uns in dieser kleinen Einfiihrung im wesentlichen mit
zwei Fragen beschdftigen. Einmal wollen wir die Grundbegriffe der
Intervallarithmetik einfiihren und erldutern, und zum anderen wol-
len wir die Frage anschneiden, wie man dazu gekommef ist, mit In=-
tervallen zu rechnen, welche Bedeutung, welche Vor- und Nachteile
die Intervallarithmetik hat. Wir kdnnen dabeli nur einige Aspekte
nennen,

1. Was ist Intervallarithmetik?

Wir bezeichnen die Menge der reellen Zahlen wie iiblich mit R. In
R kennen wir die vier Grundoperationen Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division (+, =, ¢, :). Das Teilgebiet der Mathe=-
matik, in dem diese vier Grundoperationen griindlich untersucht
werden, wird bekanntlich als A r i t hme t i k bezeichnet.

. Defimnition 1 :

Eine Teilmenge A der reellen Zahlen heiBt abgeschlosse=
nes Intervall genau dann, wenn zwel reelle Zahlen 84y 8y
existieren, so daB A sich in der Form

A={x: xeR A 8, 2x53a)}

darstellen l&8t. ay (bzw. 32) heiBt untere (bzw. obere)
Grenze des Intervalls A.

(Bemerkung: Da wir nur abgeschlossene Intervalle
betrachten, lassen wir im weiteren das Attribut "ab-
geschlossen" weg.)

Wir schreiben auch
A = [31, azl .
Wir betrachten jetzt die Menge I(R) aller abgeschlossenen Inter-
valle iiber R:
I(R) : = {A: Ac R, A ist abgeschlossenes Intervall)}

In I(R) filhren wir analog zu den reellen Grundoperationen eben=
falls eine Addition ( @ ), Subtraktion ( @ ), Multiplikation ( Q@ )
und Division ( () ) ein. Zur Vereinfachung treffen wir folgende
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Vereinbarung, die filr diesen gesamten Artikel gilt: Wenn in einer
Gleichung das Zeichen =* bzwes (® auftritt, dann soll diese Glei-
chung fiir alle vier Operationen +, =, «, : bzwe @, 0, ®, ®
gelten, Die betreffende Gleichung repriasentiert dann also vier
Gleichungen.,

Def inition 2

Es seien A und B Intervalle., Es werden vier Operationen
von Intervallen erkldért durch die Definitionsgleichun-~
gen

(1) A@®B: ={z:2¢R ,z:x*y-.xen,yEB}

In Falle der Division miissen wir stets O ¢ B voraus-
setzen! :

Analog zur Arithmetik wird nun das Gebiet der Mathematik, in dem
die Eigenschaften der vier in I(R) erklédrten Grundoperationen
untersucht werden, als Intervallarithmetik
bezeichnet. Wenden wir uns Jetzt diesen Eigenschaften zu.

Da A und B Intervalle sind, folgt aus (1), daB auch A ® B wieder
Intervalle sind, Damit kdnnen wir aber das Rechnen mit Interval=-
len zuriickfiihren auf das Rechnen mit ihren Grenzen.
Es sei also A = [a,,a,] und B = [b,,b,] . Dann gilt im einzelnen:
(2a)A @ B [a1+b1, a2+b2]
max {a;eb;, 844by, 8540, 850, }]

a, a, a e, &, a, a

T 93 B } - { 1 % 82 2}

min{sav » oo
215y 5 5 5, 5 5 5y B

(2d) A @ B

Von der Richtigkeit dieser GJeichungen kann sich jeder leicht
gelber iiberzeugen.

Aufgabe: Man beweise die Gleichung (2 c¢) und iiberlege, daB man
bei der Berechnung von A (O B in vielen Fillen mit weni-
ger als 4 Multiplikationen auskommt, indem man Fallun-
terscheidungen bzgl. der Vorzeichen der Intervallgren-
zen vornimmt !
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Beiapiel:l A=[2,4 , B = [~4,~2]

A@®B = [-2,+2]
A@B = [4,8
A@ B ["16!"'4]
A®B = [-2,-0,5]

Eine Sonderstellung innerhalb von I(R) nehmen die sogenannten
Punktintervalle ein.

Definition 3 :

Ein Intervall A = [a1,a2] heiBt Punktintervall genau
dann, wenn a, = a, gilt.

Jedem Punktintervall A = [a,a] 1ldBt sich in eineindeutiger Wei-
se eine reelle Zahl zuordnen:

A= [a,a] «—— a €R

Wir konnen also in gewissem Sinne die Punktintervalle mit den
reellen Zahlen identifizieren. %

Piir die Multiplikation eines Punktintervalls A = [a,a] mit einem
beliehigen Intervall B = [b,,b,] schreibt man deshalb auch ab=-
kiirzend

(3) a.B:= [a,a] ® B

Offensichtlich gilt . { [a’b1' a'bz] s, wenn a 2 0 ist.
a e =

[a..bz. a.b1] , wenn a < 0 ist.

Plir das Rechnen mit Punktintervallen gemdB8 Definition 2 gelten
genau die gleichen Regeln wie fiir das Rechnen mit reellen Zahlen.
Gelten aber auch alle diese Rechenregeln bzw, Eigenschaften all-
gemein in I(R)? Wie wir gleich sehen werden, ist das nicht der
Fall. .

Im einzelnen wollen wir folgende Pragen beantworten:

a) Gelten Kommutativ- und Assoziativgesetz fiir die Addition
und Multiplikation?

b) Gilt das Distributivgesetz?

c) Gibt es bzgl. der Addition und Multiplikation neutrale
Elemente?
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d) Gibt es bzgl. Addition und Multiplikation zu jedem Inter-
vall ein inverses Intervall?
(Sind die Subtraktion und Division auch in I(R) Umkehrope=
rationen zur Addition und Maltiplikation?)

Diese Pragen werden durch die folgenden Sitze beantwortet.
Satz 1:
Piir beliebige A € I(R), B € I(R) gelten die Kommutativ=-

gesetze
(4 a) A @ B=B @ A
(4 b) A®B=BO 4.
Sataz 2
Fiir beliebige A € I(R), B € I(R), C € I(R) gelten die
Assoziativgesetze
(5 a) A® B@®@C=(A@® B @ C
(5 b) A BOC)=( O3B Oc.

Satz 1 und 2 beantworten die Prage a). |
Die Beweipe fiir beide Sitze folgen unmittelbar aus (1) und sind
80 einfach, daB wir sie gar nicht ndher ausfiihren wollen.

Satz 3:
Des Distributivgesetz

(6) AQ(B @ C)=AQQ B @® A0QC
gilt i. a. nicht. Bs gilt lediglich die Beziehung

(7) AOB @®C)sA@OB® A0OC
die als Subdistributivgesetz bezeichnet wird.

Beweis: DaB (7) gilt, folgt aus (1). |
Es sei namlich x ein beliebiges Element aus
AQ(B@C), dann 1#Bt sich x gemiB (1) in der Form

x =8 ., (bec)

derstellen, wobel a € A, b € B, ¢ € C ist.
Nun ist aber a . (b+c) = a.b + a.c und somit

xeA@®B® A0C.
Damit ist (7) bewlesen.
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DaB (6) nicht fiir alle Intervalle gilt, 1lé8t sich leicht
am Beispiel zeigen:
EBssei A= [1,2] , B= [1,1] , €= T=1,=1].

Aufgabe: Man iiberzeuge sich davon, daB (6) fiir diese Intervalle
" nicht gilt!
Damit ist der Satz 3 bewiesen und die Frage b) beant-
wortet, : ;s

Sat z 4 :

0 = [0,0] ist neutrales Element in I(R) bzgl. der

' Addition.

1 = [1,1] ist neutrales Element in I(R) bzgl. der
Maltiplikation.

Der Beweis sel dem Leser iiberlassen, wir wollen nur daran erinnern,
was es heiBt, neutrales Element zu sein:

E heit neutrales Element bzgl. der Operation =+ , falls fiir alle
B € I(R) die Beziehung

E = B=23B
gilt.

Wir wollen jetzt die Prage d) beantworten.
Zundchst zur Erinnerung eine Definition:

Definition 4 3

A heiBt das zu B (bzgl. der Operation s ) inverse Ele=

ment, falls
B*A=E (E=neutrales Element bzgl. * )

gilt,

In R sind bekanntlich die Elemente a und =-a bzgl. der Addition
sowie a und Ya (a # 0) bzgl. der Multiplikation zueinander invers,
de he e8 gilt stets '

a=a=0 ’

a:a=1 (a$0).
Deshalb spricht man hier auch von der Subtraktion (bzw. Division)
als Umkehroperation zur Addition (bzw. Multiplikation).
In I(R) ist dieser Sachverhalt nicht gegeben, was in dem folgen=-
den Satz zum Ausdruck kommt,
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Satz 3
a) Zu A € I(R) existiert ein Element B € I(R) mit der
Eigenschaf't _
(8) A@B=0
dann und nur dann, wenn A und B Punktintervalle
sind.

b) Die Gleichung A®B = 1 (0 § B) ist ebenfalls dann
und nur dann erfiillbar, wenn A und B Punktinterval-
le sind.

Beweis: Wir beschrénken uns auf den Beweis von a). b) wird analog
bewiesen, _ j '
Wir miissen den Bewels in zwei Richtungen fiihren, da es
sich um eine "genau dann - wenn"-Aussage handelt.

1. Richtung: Aus 'der Tatsache, daB A ein Punktintervall
ist, folgt die ixistenz eines Punktintervalls B mit der
Eigenschaft (8). Das ist trivial, demnn es gilt stets

[e,a] © [a,a] = [0,0] = o0,

2. Richtung: Wir miissen zeigen: Wenn (8) erfiillt ist,
dann folgt daraus, daB A und B Punktintervalle sind.
Ansatz: A = [aq,8,], B = [b1,b2] .

Daraus folgt A @B = [24=by, ay=b,]

Wegen (8) muB8 also gelten

Nun gilt sber &, S a, und b, s 52 nach Definition 1.
Damit folgt aus (9) b, S b; und a, s 8qe

Somit gilt 84 =8, = b1 = b2, und der Satz ist bewiesen,

2. Warum Intervallarithmetik?

Die Idee des Rechnens mit Intervallen ist nicht neu. Sie ergab
sich von selbst, als man mit Zahlen rechnen wollte, die man nicht
genau kannte, wenn also statt der Zahl x nur ein Intervall

bekannt ist, in dem x liegt.
Praktisch kommen solche Aufgabenstellungen sehr haufig vor. Da
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beim praktischen Rechnen auBerdem fast immer Rundungsfehler ente
stehen, die sich auch fortpflanzen, kommt der Intervallarithme=-
tik eine zweite Bedeutung zu: Das Erfassen von Rundungsfehlern.
Von Bedeutung wurden diese Aspekte mit der Entwicklung der elek=-
tronischen Rechenanlagen, die es gestatten, Algorithmen mit un-
heimlich vielen Grundrechenoperationen anzuwenden, denn hier

ist die Gefahr der PFehlerakkumulation (Fehleranhiufung) natiir-
lich auBerordentlich groB8. Wenn es also darauf ankommt, fiir ein
Problem eine Ldsung ndherungsweise (praktisch sind fast immer
nur nidherungsweise Berechnungen méglich) zu bestimmen und siche=-
re Fehlerschranken anzugeben, dann bietet sich die Intervall-
arithmetik in vielen Fdllen an. In welcher Weise das im einzel=-
nen geschieht, darauf kann hier nicht niher eingegangen werden.

Ein wesentlicher Nachteil der Intervallarithmetik besteht darin,
daB ihre praktische Realisierung einen betrdchtlichen Rechenauf-
wand erfordert.

Dr. . Griizmann

wiss. Assislenl
im Bereich Numerische Mathematik

Auflésung der Denksportaufgabe aus Heft 4/74

Ein Punkt, der der gemannten Bedingung geniigt, wurde sicherlich
von jedem gefunden. Es ist der Nordpol.

Er ist aber nicht der einzige, sondern es existieren beliebig
viele solcher Punkte. Wir verschaffen uns einen Teil von ihnen
durch die folgende Konstruktion:

Wir suchen einen Breitenkreis auf der siidlichen Halbkugel mit
dem Umfang von 20 km. 20 km ndrdlich von diesem liegt dann ein
Breitenkreis, dessen sdmtliche Punkte der Bedingung der Aufgabe
geniigen. Das nachzupriifen iiberlassen wir unseren lLesern.

Noch eine Anmerkung. Der Umfang des Breitenkreiases, von dem wir
agagehen, muB nicht 20 km betragen. Es geniigen auch z. B, 10 km
oder 5 km.

Gut gesagt

"Die Wissenschaft soll die Freundin der Praxis sein,
aber nicht ihre Sklavin."

Carl Friedrich GauB
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Preisaufgaben 5/74

(F 25) Man gebe ohne Verwendung der Differentialrechnung den
griften Wert des Ausdrucks

8
3
an, wobel x eine reelle Zahl zwischen 1 und 64 sei.

(logzx)4 + 12(1og2x)2 . log,

(F 26) Welchen Bedingungen miigssen die Zahlen 81585584 geniigen,
damit das Gleichungssystem

1
1
3

(1 + 31) X+y +2

x+ (1 + 32) Y+ 2

x+y+ (1 + a3) z

S

genau eine Ldsung besitzt?

(F 27) Man beweise: Gibt es zu einem vorgegébenen Element a
einer Gruppe [G,*] irgendein Element a', das eine der
Bedingungen

a* a' =ze oder a' * a = e

erfiillt, so ist a' = a~'.

B

(F 28) [G,+] sei eine Gruppe. Man beweise: Zu je zwei Elementen

a und b aus G kann man Elemente x und y aus G finden der-

art, deB a *+ x=b und y *+ g =>b ist,

Bemerkung: x und y lassen sich vermittels * durch a,b
und deren Inverse darstellen,

——

(F 29) Afford a proof of the equation
gin 5 x = 16 gin x ., sin (x - %) « 8in (x + g) .

. sin (x—ggt—).ain (x+g15“—)

for all real numbers x.

e
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(F 30) B TpeyroabHMK BNNMCAH KBAJpaT TAK, YTO OJHA M3 eroc
CTOPOH JEXUT Ha Hauboabme#d CTOPOHE TDPEyroJbHMKA,
JlorkasaTs HepaBeHCTBO

V2'r <x<2r ,

rge x - JIMHA CTODOHH KBajpaTa, r - paruyc Kpyra,
BIUCAHHOT'0 B JIAHHHE TDEyTOJBHUK.

TpeyroJbHEUK' - Dreieck
CTOpPOHA - Seite
BIIUCAHHHA - einbeschrieben

Lisungsbedingungen wie iiblich!
Ietzter Einsendetermin: | 15, 7. 1974

Gewinner im Monat April

Matthias Gatzsche, 20 Neubrandenburg, 12. Klasse
Jirgen Socolowsky, 1402 Bergfelde, 12, Klasse
Heidrun Wgbnitz, 69 Jena, 12. Klasse

Zum Knobeln

Fiinfzehn Angaben, dle zu berilicksichtigen sind:

1. Da stehen fiinf H&éuser.
2. Manfred wohnt in einem roten Haus.
3, Jirgen hat einen Hund. _
4, "Wissenschaft und Fortschritt" wird im griinen Haus gelesen.
5. Elke liest "alpha".
6. Das griine Haus steht unmittelbar rechts. Daneben steht das
elfenbeinfarbene Haus.
7. Der Schiiler, der Milch trinkt, h&lt sich Schnecken.
8. Brause wird im gelben Haus getrunken,
9. "Jugend und Technik" liest man im mittleren Haus,
10. Thomas wohnt im ersten Haus. ;
11. Derjenige, der Tee trinkt, wohnt neben dem Haus mit dem
Schiiler, der einen Fuchs besitzt.
12, Brause wird in dem Haus neben dem Haus mit dem Pferd
getrunken.,
“13. Der Schiiler, der Cola trinkt, liest "Urania".
14, Petra trinkt Kaffee.
15. Das Haus, in dem Thomas wohnt, steht neben dem blauen Haus.

Frasen: Wer liest WURZEL? Wem gehort der Maikéfer?
(Erléuterung: Punkt 6 ist vom Leser aus zu sehen.)
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Der folgende Artikel soll am Beginn einer Serie stehen, in der
wir jeweils einige einfache Definitionen und Séatze aus den ver-
schiedensten Bereichen der Mathematik angeben werden, auf deren
Grundlage dann eine Preisaufgabe geldst werden kann. Wir wollen
hiermit eine bessere Studienvorbereitung auch mit den Preis-
aufgaben ermdglichen.

Wihrend des Studiums erhélt der Mathematikstudent zu den einzel-
nen in der Vorlesung behandelten Fachgebieten Ubungsaufgaben,

die auf der Grundlage der Vorlesung und mit Hilfe welterfiihrender
Literatur zu ldsen sind.

Algebra: Der Gruppenbegrift

Eine sehr wichtige algebraische Struktur ist die Gruppe.
Definitiomn:

- [Gy+] heiBt Gruppe, wenn G eine nichtleere Menge und
+ eine Verkniipfung von Elementen aus G ist, fiir die
folgende Eigenschaften gelten:

1. Je zwei Elementen a,b aus G wird durch s ein Ele-
ment ¢ aus G zugeordnet, welches i. a. als a * b
bezeichnet wird.

2. Fir je 3 Elemente a,b und ¢ aus G gilt
a*(b*xc)=(a*xb)=*c (Assoziativitit)
3. Es existiert ein Element e aus G (neutrales Ele-

ment) mit der Eigenschaft, daB a*e = e *a = a
fiir alle a aus G gilt.

4. Zu jedem a aus G existiert ein inverses Element

a1 aus G, 80 daB as+a”' = a”l+ a = e gilt.

Bemerkun g :

Der Verkniipfung * ist im allgemeinen nicht kommutativ,
d. h. es braucht as b nicht gleich b* a zu sein.

Gilt zusdtzlich zu den obigen 4 Axiomen auch noch

das Gesetz der Kommutativitdt, so nennen wir die
Gruppe ABEILsgch. ;

In der Iiteratur wird auch statt * das Zeichen + bzw.
« und statt e die Bezeichnung O bzw. 1 verwendet.



Gruppen 140

IBeispiel:l

G sel eine vierelementige lMenge und wir geben die Operation =
durch folgende Tafel an:

* 8, 84 8y a5
B.O 80 8.1 &2 8.3
8.1 8.1 8.0 &3
5.2 82 3.3 80 &1
83 | 83 83 84 &g

Die Verkniipfung » ist fiir zwel beliebige Elemente aus G defi=-
niert. ,
Von der Assoziativitdt (2. Axiom) kann man sich leicht iiber-
zeugen.,
Das Element 8 erfiillt die Bedingungen fiir das neutrale Element
(3. Axiom), Es gilt ndmlich:

ap * 85 = a5 * 85 = &,

B2 * 8g = 8g * B
83¢ao=&0'a3=83 -

[}
W)
N

Das 4. Axiom gilt ebenfalls. Jedes Element ist zu sich selbst
invers: :

By * Bg %8y 8y *ay =28,

82 * 82 = ao 33 * 83 = ao
Die angegebene Gruppe ist sogar kommutativ und-wird in der Al=-
gebra als KLEINsche Vierergruppe bezeichnet.

Ein weiteres Beispiel ist die Addition in den ganzen Zahlen,
Das neutrale Element ist die O. Das inverse Element zu einer
Zahl a ist die Zahl =-a.

Zwel weitere Beispiele finden wir auch in der unten angegebenen
Literatur,

Wir wollen jetzt den Satz von der Eindeutigkeit des neutralen
Elementes beweisen, Wenn wir mit Axiom 3 vergleichen, so war
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hier nur die ixistenz, nicht die Eindeutigkeit von e gefordert.

Satz: >
Gibt es zu irgendeinem bestimmten Element a einer
Gruppe G ein Element e', das eine der Bedingungen
ase' = a oder e' »a = a erfiillt, so ist notwendi-
gemegse e' = e,

Bewedls:

Es gelte a + e' = a (+) .

b sei ein beliebiges Element aus G. Dann gilt:

bse' = (bse) = @' (Axiom 3 und 2)
= (b« (a"1- a)) « e! (Axiom 4; danach

existie a~1' mit
a*a"' =e)

= (bsa™') » (ase') (Axiom 2)
= (b= a"'1) « a (nach Voraussetzung( + ))
=Dbas (3"1 «a) " (Axiom 2)
=b»* e (Axiom 4)
= b (Axiom 3)

Ebenso erhdlt man: e'* b = b.

Also gilt fiir beliebige b: b*e' =e's+b = b,
Wir setzen nun insbesondere b = e. Dann gilt
e*e' = e, Andererseits gilt nach Axiom 3

(e' ist ein Element aus G) e'* e = e'* e =e',
Hierasus folgt dann e =¢',

Fiir die Voraussetzung e's*a = a lduft der Beweis analog ab. i

Ferner kann man die Eindeutigkeit des inversen Elementes be-
weisen (Preisaufgabe F 27).

Noch eine interessante Rechenregel:

(asb)™V = b1 g™ , d. h. die Elemente vertauschen
ihre Position. Das ist auf Grund der Nichtkommutativitdt vieler
Gruppen wichtig."

Die Rechenregel beweist man wie folgt:
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(b"1- a'1) *(a*b) = b-1¢(a-1*a) b =b e #b = b l*b = e

und(a*b) * (b~ +a"1) =as(*b Nral z=asrera! =g a~! = @,

1 1

Also ist b~ *a ' ein inverses Element zu (a* b), und auf Grund

der Eindeutigkeit desselben gilt also (a"b)'1 = b tega™T, -
Den interessierten Leser mSchten wir auf

P. 8. Alexandroff: "Einfiihrung in die Gruppentheorie",
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin,

verweisen.

DREI EXPONATE ...

«.. bereitet die Sektion Mathematik fiir die Zentrale MMM im
Herbst dieses Jahres vor. Es handelt sich um ausgezeichnete
Diplomarbeiten, die einen studentischen Beitrag zu Forschungs-
leistungen der Fachbereiche Wahrscheinlichkeitsrechnung/mathe-
matische Statistik, mathematische Kybernetik und Analysis
darstellen. :

Losu ngen

Zu den Aufgaben der Serie 1/74

Wir erhielten zu dieser Serie eine Reihe falscher bzw. unvollstidn-
diger Losungen. Bei der Aufgabe F 1 gaben einige Einsender die Lo-
sung des Gleichungssystems nicht an, obwohl dies in ‘der Aufgaben-
gstellung verlangt war. Bei Aufgabe F 4 wurden die Fallunterschei-
dungen nicht immer vollstdndig durchgefiihrt. In den Einsendungen
zur F 5 fehlte die Betrachtung der Spezialfidlle.

Im folgenden geben wir Ldsungen zu den Aufgeben F 4 und F 6 an;
Losungen der Aufgaben F 2 und F 5 erschienen bereits im Heft 4/74.

”~

Aufgabe F 4

Zur LOsung dieser Aufgabe miissen wir 4 Fille unterscheiden:
1) r> a~/2 : Die Kreise iiberdecken das gesamte Quadrat,
folglich ist S = a°.

2) r 5'5\/2‘ : Die Kreise mit dem Mittelpunkt in jeweils
gegeniiberliegenden Eckpunkten des Quadrats
schneiden sich nicht, also ist S = 0,
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3) V5= < a2

Bs ist offensichtlich, daB gilt S = a2 - 86.
(5 ist die in der Zeichnung schraffierte Fldche).

5=%x.a-\/§‘ -%rch s Wobedl <p=arcsin§ist.
Man kann x berechnen aus
‘ 2
2 xa =(a - rz-az) y folglich gilt
% = a =/ ré=g? '
V2 y
Wir erhalten also
2 2
6=%a(a- T -a)-%rzarcsin_ E oY I _— 8 und

r 2

2 - 2
S=—382+4ax/r2—32+4r2-arc gin &=Y T 2

r 2
4) %\/?“ <T< %-wﬂ?
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Hier gilt nun: S = 86 , wobeli & wieder die schraffierte
Fldche ist. Es gilt
2

& = é-r P - %-x . % \/E‘,
wobei wieder ¢ = arc sin %—ist.
x 1ldBt% sich berechnen aus

8 .
2 x2 = (\/F;E - (g’-)2 - %)2 » und es gilt folglich

L2 a2 a
X = = (Z) =2 L 4 r° =8’ -a
V2o . 2 \V/2©
//,Mnn erhdlt schlieBlich:
S 88 8 2 3/4r2-32 -8 1 1%4r2-32 -
= =8 . [5r° arc sin -5 éb/ﬁ‘
2r /2" 2 V2

7 /- )
= 4r2 arc sin X4r -a__-a _ ( Ar®-a° -a).
2r /2"

Aufgabe F 6| (gach Hans-Georg Martin, Jena, 10. Klasse)

Hitte 3x® + 8 = ¥ eine ganzzahlige Ldsung, so miiBte fiir x,
und y, gelten: 3x5 = y5 - 8, d. h. 3|y2 - 8, und hiersus wiirde
folgen y5 = 2 (mod 3).

Es gilt aber:

Ist yo = O (mod 3), so folgt ¥5 = O (mod 3),
ist 3o = 1 (mod 3), so folgt y5 = 1 (mod 3),
ist yo = 2 (mod 3), so folgt 35 = 1 (mod 3).

Also existiert kein y, mit y, = 2 (mod 3), d. h., 3x® + 8 = 32
besitzt keine natiirlichen bzw. ganzzahligen Lésungen.

h
e —— e —
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Mengen. Relationen, Funktionen (1)

Die Bedeutung der Mengenlehre fiir die Mathematik besteht darin,
‘daB alle bisher bekannten Begriffe der Mathematik sich auf men-
gentheoretischer Grundlage definieren lassen, Wir werden dies
am Beispiel von solchen grundlegenden Begriffen wie Funktion,
Abbildung, Relation genauer augfiihren.

1. Elementare Einfﬁhrung in die Mengenlehre

Was man unter Mengen zu verstehen hat, wollen wir nicht zu defi-
nieren versuchen, Wir nehmen diesen Begriff vielmehr aus der Um=-
gangssprache in seiner Bedeutung zur Bezeichnung gewisser Gesamt-
heiten von Dingen, Die Dinge, die die Menge bilden, nennen wir
ihre Elemente. .

Beisgpiele:

1. Die Menge der Selbstlaute des lateinischen Alphabets
besteht aus den Elementen a, e, i, b, Ue

2. Die Menge aller durch 5 teilbaren Zahlen, die grifier
als 20 sind, besitzt zum Beispiel die Elemente 25, 30, 35.

Mengen werden wir im allgemeinen nit irgendwelchen Buchstaben be-
zeichnen., Ist ein Ding x ein Element der Menge MM, so wollen wir

~ abkiirzend dafiir schreiben x ¢ M, Im anderen Fall benutzen wir

die Schreibweise x ¢ M. '

Beispiele:

1. Die Menge der Selbstlaute des lateinischen Alphabets
werde mit S bezeichnet. Dann gilt zum Beispiel a € 5,
iesS, k¢S, s¢s.

2., Bezeichnet man die Menge aller durch 5 teilbaren natir-
lichen Zahlen, die groBer als 20 sind, mit Z, so gilt
0¢ 2, 15¢ 2, 18 ¢ %, 25 € Z, oo

Umn mit llengen arbeiten zu konnen, mul3 man sie zundchst auf-

schreiben ktnnen. Eine NMdglichkeit, dies zu tun, besteht darin,
alle Elemente der lienge aufzuschreiben und sie zum Zeichen da-
fir, daB nicht die Elemente einzeln betrachtet werden, sondern
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ihre Geéamthait als Menge aufgefa8t werden soll, in geschweifte
Klammern setzt.

IBeispiele:
10 S = {a,e,i,O,U.}
2. 4 = {25.30'353403453000 }

Im zweiten Beispiel handelt es sich um eine Menge, deren Elemen-
te nicht alle wirklich aufgeschrieben werden ktnnen, weil es un=-
endlich viele sind. Darauf sollen die dreli Punkte in der ge-
schweiften Klammer hinweisen. Bei Benutzung dieser Schreibweise
wird immer angenommen, dal der Leser aus dem jeweiligen Zusam=
menhang heraus in der Lage ist, die Reihe der Elemente richtig
fortzusetzen. '

Eine Menge kann im allgemeinen auch durch eine Eigenschaft ange-
geben werden, die die Elemente dieser Menge charakterisiert. Bei=-
spielsweise werden die Elemenie der oben betrachteten Menge S
durch die Eigenschaft gekennzeichnet, Selbstlaute des lateini-
schen Alphabets zu sein. Die Elemente der Menge Z werden durch
die Eigenschaft festgelegt, natiirliche Zahlen gréBer als 20 zu
Bein, die durch 5 teilbar sind. DemgemédB wollen wir schreiben

Z = {x: x natiirliche Zahl und x > 20 und x teilbar durch 5},

gelesen: "Z lst die Menge aller derjenigen Elemente, die durch 5
teilbare natiirliche Zahlen grdfler als 20 gind." Mit anderen Wor-
ten: !

Ein Element (bei uns mit x bezeichnet) gehdrt genau dann zur
Menge Z, wenn es die rechts vom Doppelpunkt aufgefiihrte Eigen-
schaft besitzt,

Hieraus ergibt sich sofort, daB8 das x durch ein beliebiges ande=-
res Symbol ersetzt werden kann, ohne daB sich an der aufgeschrie=
benen Menge etwas &ndert.

Die Menge S kann so aufgeschrieben werden:
S = { x: x ist Selbstlaut des lateinischen Alphabets } .
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Weitere Eiagiele :l

1. E={x:x2-3x+2=0}
E besteht also aus allen denjenigen x, die die Bedin-
gung x2 - 3x + 2 = 0 erfiillen, Das heifit aber
E= (1,2} , denn x = 1 und x = 2 sind die einzigen
Zahlen, die diese Gleichung losen.

2, F={ x: x=0o0der x =3 oder x =7 }
BEs ist offembar F = { 0,3,7 } .

2., Untermengen

Im folgenden sollen zur Abkiirzung umgangssprachlicher Aussagen
die in der Loglk iiblichen Zeichen

A (und)

v (oder)

~ (nicht)

. =——> Wenn se.sy SO

< genau dann, wenn

Vx fir alle x

ax es gibt ein x

benutzt werden. Wer mehr iiber den richtigen Gebrauch und die
richtige Interpretation dieser Zeichen wissen mdchte, greife
etwa zu dem Buch von G. Aager "Einfithrung in die mathematische
Logik IV,

Verschiedene Mengen ktnnen hingichtlich ihrer Elemente mitein=-
ander verglichen werden. Es kann vorkommen, da8 alle Elemente
einer Menge A auch Elemente der Menge B sind. In diesem
Fall wollen wir A eine Teilmenge (oder Untermenge) von B nennen:

Definition ~1:

A heiBt Unter- oder Teilmenge von B (in Zeichen A & B)
=pp Vx(x € A — x € B)

Definition 2

A heiBt gchte Teilmenge von B (A € B) = ¢

Vx(x e A — x €B) A ax(xe BAx ¢ A)
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|Beiapiele: r
1., Filr jede Menge M gilt M ¢ M. M ist jedoch keine echte
Teilmenge von M,
2. Ist A die Menge aller Buchstaben des lateinischen Al=-
phabets, so gilt S ¢ A und sogar S < A.
3. Ist N die Menge der natiirlichen Zahlen, so ist Z& N
und sogar Z < N,

Wir sind nun in der Lage zu definieren, wann zwei Mengen gleich
gsein sollen.

Definition 2_3
A=38B =pf As BA Bg A

Wenn man an die Definition von < denkt, bedeutet diese Defini-
tion folgendes:

Die Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn jedes Element
von A auch Element von B und jedes Element von B auch Element
von A ist.

(Bs ist interessant, daB dilese Vorstellung iiber die Gleichheit
von Mengen, die jeder verniinftige Mensch gefiihlsmédBig sofort an=-
erkennt, durch obige Definition auf die Elementbeziehung allein
zuriickgefiirt ist.) d

Beisgiel:l
Die Mengen U = {x: x° = 4} uwnd V= {x: 1<|x| <3 und

x ganze Zahl} sind gleich. Es gilt U = V.

Aufgaben: 1) Mit Hilfe von Definition 1 und Definition 3 beweise

man : {1,2,3,4,5} = {3,1,5,4,2} .

2) Man iiberlege sich im AnschluB, daB sich eine Menge
nicht é@ndert, wenn man ihre Elemente in anderer
Réihenfolge aufschreibt.

3) Man beweise wie in Aufgabe 1:
il {1’2n3-} = {132s1s1333293s3}

4) Man iiberlege sich allgemein, daB sich eine Menge
nicht #ndert, wenn man ihre Elemente mehrfach auf-
schreibt., Daher kann man sich darsauf beschriénken,

“ jedes Element nur einfach zu notieren.
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3. Elementare Mengenoperationen '

Jetzt wollen wir einige Moglichkeiten kennenlermen, aus gege-
benen Mengen neue Mengen zu erzeugen,

3.1. Durchschnitt zweier Mengen

Definition 4 :

An B=p, {x: x€ AA X € B}
A n B heiBt Durchschnitt von A und B.

In Worten: Der Durchschnitt von A und B enthidlt genau diejeni-
gen Elemente, die sowohl in A als auc¢h in B vorkommen.

Beispiel:
Ist A = {x: x € N A 2 ist ein Teiler von x}
B=pe {x: xe€ Na 3 ist ein Teiler von x} , so ist
ANB= {x: x € N A6 ist ein Teiler von x} .

N ist dabei die Menge der natiirlichen Zahlen.

Frage: Welche Menge ergibt sich als Durchschnitt von
K=pp { xix € NA 0 < x <5} und
L =5p { x:x € N A x Teiler von 6} 7

Bs kann vorkommen, daB zwei lMengen A und B kein einzipges gemein-
gsames Llement besitzen, z. B. S = {a,e,i,o,u} | und

R = {1,2,3,4,5} . Man nennt solche Mengen durchschnittsfremd
oder disjunkt. Wir formulieren die priézise

Definition 9 2

A und B heiBen durchschnittsfremd (oder disjunkt)
=pe ~dx(x € AA x € B)

Auch bei disjunkten Mengen spricht man von einem Durchschnitt
gemidB Definition 4, Sind A und B disjunkt, so gibt es kein Lle=-
ment x, das die Bedingung x € A A x € B erfiillt. Deshalb nennt
man den Durchschnitt disjunkter lMengen die leere Menge.

Plir die leere Menge gibt es die i’este Bezeichnung @ . Die leere
Menge ist diejenige Menge, die iiberhaupt kein Element enthidlt.
DaB wir von der leeren Menge sprechen, ist berechtigt, weil sich
auf Grund von Definition 3 und Definition 1 beweisen 1ldB8t, dal
es nur eine leere Menge geben kann,



151 Mengenlehre

3.2, Vereinigung von Mengen
Definition 6:

AU B =p, {xtx€ Avzxe B}

AU B heiBt die Vereinigung von A und B,
In Worten::Die Vereinigung von A und B enthdlt genau diejenigen
Elemente, die in wenigstens einer der Mengen A und B vorkommen.

A= {asbse} 5, B= {be,d} o AUBS= {a,b,'c,d}‘

Aufgaben: 1) Was ist Au @ ?
2) Man beweise: AN A =AU A = A
3) Welches ist die Vereinigungsmenge der Menge aller
durch 4 teilbaren natiirlichen Zahlen mit der Menge
aller durch 6 teilbaren natiirlichen Zahlen?

3.3+ Relatives Komplement (oder Differenz) zweier lMengen

Definition T 2

AN\ B =pp {x: x € AAx{¢ B

A \ B heiBt Komplement von B beziiglich A oder Diffe-
renz von A und B. "

In Worten: Das Komplement von B bezuglich A ist die Menge aller
Elemente von A, die auBerhalb von B 1iegen.

Beigpiel:
A = {0!1’2|3} ’ B = {0,3} . A\B= {1:2}

ben: 1) Man Bestimme fiir eine beliebige Menge A die Diffe-
renz A \ Al
2) Wann ist A \ B = A?

3) Man beweise: (A \ B)U B = AU B,

Hinweis zu Aufgabe 3: Ein stichhaltiger Beweis muB unbedingt

auf die Definitionen 7, 6, 3 und 1 zuriickgreifen, weil uns die Be-
griffe Gleichheit, Vereinigurg und Differenz von Mengen nur iiber
diese Definitionen zugénglich sind!
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Besonders anschaulich werden die eingefiihrten Begriffe, wenn
wir mit Mengen von Punkten der Ebene arbelten:

AN B
&>, s
A

Bc A

A\ B

A

Dr. Gerd Wedhsung
Dozent im Bereich
Mathematische Kybernetik

Der zweite Teil dieses Artikels erscheint im Heft 7/8.
m

lll. FD)-Studententage
(30.4.-5.5.1974)

Obwohl in diesem Jahr erst die dritten Stu-
dententage stattfanden, sind sie doch schon
zu einer Tradition geworden. In der FDJ-
Arbeit nehmen sie eine zentrale Stellung
ein. Von einigen Ereignissen dieser Woche,
die frei von Lehrveranstaltungen ist, modch-
ten wir im folgenden kurz berichten.

Am Dienstag, dem 30. April, fanden an unserer Sektion die Studien-
jahreskonferenzen statt. Thre besondere Bedeutung erlangten sie
in diesem Jahr dadurch, daB sie erstmals eigenverantwortlich von
den Studienjahresleitungen der FDJ gestaltet wurden. Studenten
und LehrkSrper gaben Rechenschaft iiber die erreichten Ergebnisse,
und es wurden z. B. Probleme des Studiums, der FDJ-Arbeit und

der Aneignung des Marxismus-Leninismus diskutiert. Die Zusammen-
arbeit zwischen den Studenten und den Lehrkréften fand hier einen
Hohepunkt. Man splirte deutlich das Bemithen der Studenten, an der
weiteren Verbesserung ihrer Ausbildung mitzuwirken.

(Fortsetzung Seite 157)
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Preisaufgaben 6/74

(F 31) Man beat;mme Supremum und Infimum der folgenden Menge:
Ma{xnxn -—AHEH}
N ist dabei die Menge {1,2,...} der natiirlichen Zahlen.

(F 32) Man beweise den Satz 4 auf Seite 157.

Hinweis: Man versuche, den Beweis von Satz 2 zu
{ibertragen. '

(F 33) Vorgegeben sei im R, eine Gerade g mit den Punkten
Q-I.Qz_:’oul’Qn.coo und die Vektor-Folge

Fq; PQy + PQ + eee + Pq;
FQ:’ 2 ’ LN ] ] n ’ aae ’
wobei n eine natiirliche Zahl und P ein beliebiger Punkt
der Ebene ist.
Es ist zu bewelsen, daB jeder Vektor dieser Folge in der
Geraden g endet.

(F 34) Man gebe die Menge aller reellen Zashlen x an, die die

Gleichung
gin x + 2 8in 2x = 3 + s8in 3x
l6sen.

HajiTn BauMeHbmEe 3HAUEHME (YHKIMM

(F 35)
o(x) = |x-a|] + |x=-b| + |x=-¢| + |x=-4] , -
rre a<b<cec<d - CIJHROHDDBBHHHB BemecTBeHHHE 4ucnaa, _
& X NpURUMAET NPOU3BOJBHHE BeMEeCTRSHHNEe S3HAUCHHA.

OpOM3BOJABHHA - beliebig
BEMEeCTBOHHHA - reell

(0CcHOBHOR nepnoX entspricht in der Aufgabe der
kleinstmdglichen Periode)

Letzter Einsendetermin: | 15. 8. 1974

)
HaitTu OCHOBHOY mepuol (yHKIUM y = cos %% - sin-% .
"OCHOBHO} = Haupt-, Grund-, wesentlich
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Supremum und Infimum von Zahlenmengen

Supremum und Infimum z&#hlen zu den Grundbegriffen der reellen
Analysis. '
Wir werden diese Begriffe fiir Mengen reeller Zahlen definieren.

Definition 1 3

Mc R, M3Z @#. (R bedeute die Menge d. reellen Zahlen.)
Die reelle Zahl a heiBSt gbere Schranke von M =,,
m<a fiiralle me€ M

Jedes Element der Menge M muB also kleiner oder gleich a sein.
Definition 2:

HSR, n*g.
Die reelle Zahl s heiBt kleingte obere Schranke

Supremum) von M =np

(1) 8 ist obere Schranke von M,
(2) fiir jede andere obere Schranke s'der Menge M
gilt s < 8%
8 wird als sup M oder auch finis superior M bezeichnet.
Satz 1 3

Jede nach oben beschriénkte Menge reeller Zshlen be=
I gitzt ein eindeutig bestimmtes Supremum.

Auf den Beweis ktnnen wir hier nicht eingehen; er beruht auf
der Vollstdndigkeit der Menge der reellen Zahlen und dexr in
ihr bestehenden Ordnung " s", ' ;

Ein zweiter Satz liefert uns eine zur Definition 2 dquivalente
Formulierung des Supremumbegriffs.

Satz 2

8 ist Supremum einer nichtleeren Menge M reeller Zah~
len dann und nur dann, wenn gilt:
(1) m <s fliralle me M.
(2') Zu jedem & > O existiert ein m€ M, so daB
8 -—e<me ist.
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Beweis: Die ersten Bedingungen in Definition 2 und Satz 2 stim-
men iiberein. Es geniigt also, die Gleichwertigkeit von (2) und
(2') zu zeigen.

a) (2) == (2')
8 = sup M, de h. ist &' eine obere Schranke von M, so muB
stets 8 < 8' gelten (* ).
Piir beliebige e , € > 0, gilt: 8 - E <8,
Also kann (8- €) keine obere Schranke von M sein, sonst
wire ( ») verletzt. '
Dann muB es aber ein Element m. aus M geben, fiir das gilt:
8 =< Mg o
Damit ist (2') gezeigt.

b) (2! )= (2)
€ > 0 sei beliebig, aber fest vorgegeben.

" Dann existiert nach (2') stets ein m. '€ M, fiir das
'8 ~e<me gilt.

c sei eine beliebige obere Schranke von M.
(Zum Beweis der Behauptung s = sup M geniigt es, 8 < ¢ zu
zeigen, da ¢ eine beliebig gewihlte obere Schranke von M ist.)
Dann gilt 8 - < mg < ¢ |
und somit auch 8 - € < ¢ .
lLetztere Ungleichung gilt fiir beliebige € > 0.
Damit folgt 8 < C. . -

Mit Hilfe des in dem Satz enthaltenen Kriteriums werden’ wir die
Suprema einiger Mengen baat:l.mmen-
M, = {x :x€e RAa< x< b}

Behauptung: sup H1 =Db
(1) Es gilt x s b .fir alle x € M,.
(2') e > 0 sei beliebig vorgegeben.
Wir definleren xe = b - % « Dann gilt x. € M, und

b - g < I. = b - % . .
Damit ist die Behauptung bewlesen. .
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Definition 3.

Mc R, M+ g.
¢ heift Maximum von M (¢ = max M) =ne

(1) ¢ = sup M,
(2) ce M.,

ﬂso besitzt die Menge ll.1 zwar ein Supremum, némlich b, aber
kein Maximum, da b nicht zur Menge gehirt.

M= {x:x€Rad<xs e}

Hier ist e = sup M = max M,

e G me-fanen)

Behauptung: sup M3 =0

(1) Offemsichtlich ist - = < O fiir alle n.

(2') Es sei € > O beliebig, aber fest vorgegeben.
Wir zelgen, daB ein Xn, € M3 exigtiert mit 0 = € < Xn,

Dazu wihlen wir n, als [ﬂ + 1, und somit ist
X, = e Dann gilt ndmlich X, = > = E e
€

Damit igt die Behauptung bewiesen. s

Zum AbschluB geben wir noch die entsprechenden Defin:l.tionen
und Sétze fiir das Infimum an,

.Pefin:l.tion 4 :

McR, M+%$ g
Die reelle Zahl u heiBt untere Schranke von M =n¢

us=<mnm fiir alle m € M,

Definition 5:

Mc R, M + G.

Die reelle Zahl i heiBt gréBte untere Schranke
gInfimum! von M (1 = inf M) =np

(1) 1 ist untere Scﬁremka von M,

(2) <fiir jede andere untere Schra_nke i' der Menge M
gilt i'< 1,
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Definition 6:

Mg R, M4 4.
d heiSt Minimum von M (d = min M) =/,

(1) 4@ = inf M,
(2) d e M.

Satz :

Jede nach unten beschriénkte Menge reeller Zahlen be-
sitzt ein eindeutig bestimmtes Infimum, '

Satz 4 :

1 ist Infimum einer nichtleeren Menge M der reellen
Zahlen dann und nur dann, wenn gilt:
(1) i< mfiir alleme M.
(2') Zu jedelt ¢ > O existiert einm, ¢ M,
8o daB m, < 1 +¢ ist.

Der Leser versuche nun, die Aufgaben F 31 und F 32 zu ldsen.

(Fortsetzung von Seite 152)

Den Nachmittag des 1. Mal nutzten die Studenten zu Wanderungen
und anderen gemeinsamen Veranstaltungen. Im Rahmen der Studenten-
konferenz befaBten sich am Donnerstag und Freitag Arbeltskrelse
mit Fragen des gelstig-kulturellen Lebens, der Arbeit von Jugend-
objekten an unserer Sektion, mit Studienproblemen u. a. Beststu-
denten hatten Gelegenhelt, sich durch Vortrége selbst in der Dar-
le eigener Erarbeitungen zu iiben. Diese Vortrége stellten
meist eine Welterfiihrung und Vertiefung des Lehrplanstoffs dar.

Zum VII. Karl-Marx-Seminar der Universitédt, das unter dem Thema
"Soziallsmus -~ Patriotismus - Internationslismus" stand, zeigten
die Studenten, daB sie sich neben dem Fachstudium sehr interes-
giert mit dem Marxismus-Leninismus beschéftigen.

Am Freitagabend hatte dann die Sektion zum geistig-kulturellen
Leistungsvergleich aufgerufen, an dem sich Lehrkdérper und Studen-
ten mit einem abwechslungsreichen Programm beteiligten. Hier
zelgte sich, daB zu einem Mathematiker mehr als das Fachstudium
gehoren kann und muB,.

Ihren AbschluB fanden die Studententage in einem ‘Sportfest. Am
FuBballturnier beteiligte sich wie in jedem Jahr auch eine Mann-
schaft der WURZEL. Wenn wir uns auch nicht gut plazieren konnten, .
80 hat uns doch die Tellnahme - wie die Studententage iliberhaupt -
SpaB gemacht.
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Losungen

Aufgabe F 3

Der Beweis erfolgt durch vollstidndige Induktion. |
XqsXp9Xgsece gei eine reelle Zahlenfolge, die den Bedingungen
der Aufgabenstellung geniigt.

Induktionsanfang: k=23
Laut Voraussetzung gilt die Gleichung

(x% + xg)(xg + xg) = (x4x, + x2x3)2.
Durch Umformungen erhalten wir die Gleichungen

4 2.2 2
X + x1x3 - 211x2x3 =0

und somit »
x2 = x1x3 4

Da x, $ O gelten soll, bilden die Zahlen x,,x, und x, die An-
! x
fangsglieder einer geometrischen Reihe mit q = E% 4

Induktionsvoraussetzung:
Die ersten k Glieder der Folge Xq9Xppeee bilden eine geometri-

X
sche Reihe mit o , 2, g, n, es gilt

X5 i N
xi = ‘i‘;" i ‘x.l fir i = 0,1,.-.,1:.
Induktionsbehauptung: % \ k+1
i 2 .
Auch Xyt 148t sich als S "(E?) X4 darstellen, gehort

also zu der geometrischen Reihe.

Induktionsbewelis:
Nach den Voraussetzungen der Aufgabenstellung gilt fiir n = k+1
die Gleichung

(x§+x§+...+x§)(x§+x§+...+x§*1) = (xﬂx2+x2x3+...+xkxk+1)2 5
Wir filhren die Abkiirzung

2 2 2 2

ein,
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Da x, 4 O ist, gilt auch & 4 O.
Aus obiger Gleichung erhalten wir jetzt

2 2 2 2 2
(a® + xi)(q a + x_ 4) = (qa” + X Xpq) s
da nach Induktionavoraussetzung
Xy = qix-‘ =qX5_1 '1 = 0y1,009k

gilt . 1
Durch Umformen ergibt sich

2 2
8% (xq = Xpyq )" = 0o
Da a # 0 ist, erhalten wir

‘. .
41 = g
Also sind auch die ersten (k+1) Glieder der Folge Glieder einer
geometrischen Reihe mit q = ;g .
1

Hieraus folgt aber die Behauptung der Aufgabe.

Aufgabe F 10 |

Die Ungleichung
|x - 222 + 4%° = 8z 4 wee # (<2071 4 oia| < 1 (1)

goll erfiillt werden.

Als erstes miissen wir eine Bedingung fiir die Konvergenz der un-
endlichen Reihe angeben. Wir haben hier eine geometrische Reihe
mit a, = x und q =-2x, die fir a, + O genau dann konvergiert,
wenn |q| < 1 gilt. Der Grenzwert der Reihe betridgt im Konver-
genzfall 00 '

n A
:E 8,9 =8 T—q °
In=

Insgesamt erhalten wir hieraus zwei zur Ungleichung (1) dquiva-
lente Ungleichungen: :
|2x| <1 (2)

|T$§§* | < 1 | (3)

Aus (2) folgt =1 < 2x< 1, also auch 1 + 2x> O,
Deshalb ktnnen wir (3) umformen in

s bzwe I X | < 1+2x.
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Wir erhalten also:
-3 <x <} (2')
x| < 1+2x (3')
Jetzt unterscheiden wir die zwei Fiélle x 2 O und x < O,
Aus x > O folgt das System

® 20 mit den ISsungen
x < 142x 1
0 sxc<
1 1 2
B Bl
und fiir x < 0 folgt das System
x <0 mit den Lsungen
-x < 1+2x ! % < x < 0

Die Lisungsmenge ergibt sich zu {x : = }-< x < % }
wie auch die Probe bestédtigt.

Losung der Aufgabe auf S. 138 (WURZEL 5/74):

Petra gehdrt der Maikéfer; Thomas liest WURZEL.
m
\
Gewinner im Monst Mai

Roger Labahn, 214 Anklam, . 9. Klasse
Marcus Kasner, 209 Templin, 10. Klasse
Detlef Riitz, 20 Neubrandenburg, 11. Klasse
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Mengen, Relationen, Funktionen (1I)

I4; Elementare Gesatzmﬁﬁigkeiten der Mengenlehre

Wir sind jetzt in der Lage, einige einfache Sﬁtze_ der Mengen-
lehre zu beweisen.

Satz 1
Pir jede beliebige Menge A gilt @c A,

1. Beweis: Nach Definition 1 ist zu zeigen: Vx(x € § — x ¢ 4).
Da aber die leere Menge kein Element enthilt, ist die Aussage
x € § immer falsch. Damit igt die Aussage x € § — x € A bel
Jeder Wahl von x wahr. - [

Bemerkung: Hierbei ist benutzt worden, daB eine "Implikation"
P — q der Aussagen p und q stets dann wahr ist, wenn die Aus-
sage p falsch ist.

Wer nicht so weit mit der Aussagenlogik vertraut ist, kann
elnen anderen Beweis fiihren:

2. Beweis: Wir nehmen an, daB eine Menge A vorhanden ist, die
die leere Menge nicht als Untermenge enthiélt, und wollen zei-
gen, daB diese Annahme auf einen Widerspruch fiihren muB, so
daB also Satz 1 doch gilt. Es .miiBte dann wenigstens ein x geben
mit xe PA x¢ A . Diese Aussage muB aber immer falsch sein,
well x € @ immer falsch ist. .
Satsz 2:

Folgende Aussagen sind gleichwertig:

(1) A< B

(2) AN B=A

(3) AU B =B

Beweis: Wir haben zu beweisen: Aus jeder der Aussagen (1), (2)
und (3) folgt jede dieser Aussagen. Es reicht zu zeigen:
Aus (1) folgt (2), aus (2) folgt (3) und aus (3) folgt (1),
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1. ms (1) folgt (2)

Wir nehmen also A & B an. Das heiBt: Vx(x € A— x € B),
Unter dieser Voraussetzung ist A = A N B zu beweisen. Nach
Definition 3 ist dazu zu zeigen:

ASAN Bund AN B S A,

a) Ist x € A, 80 ist nach Voraussetzung (1) auch x € B,
Damit ist auch x € A N B (nach Definition 4). Also ist
unter der Voraussetzung (1) auch A € A U B,

b) Nach Definition 4 ist jedes Element von A n B auch Ele~
ment von A. Algo ist nach Definition 1 AN B g A,

2., Ausg (2) folgt (3)

Wir nehmen an, daB AN B = A gilt. Dann ist zu beweisen:
AU B = B, d. h. nach Definition 3 ist dazu zu zeigen:
BSAVUBund AV BS B, |

a) Ist x € B, so nach Definition 6 auch x € A U B, Daher
ist nach Definition 1 B S A U B,

b) Es sei x € AU B, Nach Definition 6 gibt es dann zwei

Fdlle:
1. Fﬂll: x € B
2. PFall: x € A

Nach Voraussetzung (2) ist dann x € AN B, Nach Defini~
tion 4 ist dann x € B, -
Wir haben damit gezeigt: Jedes Element von A U B ist un-
ter der Voraussetzung (2) auch Element von B, Nach Defi-
nition 3 ist daher gezeigt: AU B € B,

3. Aug (3) folgt (1)

Wir getzen voraus, daB AU B = B gilt. Wir miissen zeigen,
daf dann jedes Element von A auch in B liegt. Es sei also
x € A, Dann ist nach Definition 6 auch x € A U B, Aber weil
nach (3) AU B = B ist, ist damit x € B, Damit ist alles
bewiesen. ’ [ ]

Damit sind Vorbilder fiir Beweise einfacher mengentheoretischer
Sdatze geliefert, und der Leser kann nun versuchen, die folgen=-
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den grundlegenden Gesetze der Mengenlehre selbst zu beweisen.

Satz 3 2

Piir beliebige Mengen A,B,C gelten die folgenden Geset-
ze:
Kommutativgesetze
AuUB=BUA AnNnB=BnA

Assoziativgesetze
AU(BuUC)=(AUB)UC
An(BncC)=(AnB)nC

Veraschmelzungsgesetze
AU (BNA) =A An (BUA) =A

Gesetze iiber den Gebrauch des relativen Komplements
AN(A\B)=AnB
BUu(A\B)=AUB
Bn (A\B) =¢

Die De Morganschen Gesetze
A\N(BucC)=(a\B)n(a\¢)
AN(BnC)=(aA\B)u(a\c)

Der Leser mbge sich diese Gesetze auch an Hand ebener Punkimengen
veranschaulichen.

5. Die Potenzmenge einer Menge

Wir betrachten die Menge M = {0, {0} , {1,2,3}} .« M hat die
Eigenschaft, daB als Elemente von M auch Mengen auftreten.
Prage: Welche der folgenden Aussagen sind wahr:
0oeMm {0)eM, {0}s M, {0,1,2} s M, {1,2,3} € M,
1 € M?

Antwort: Die vierte und die letzte Aussage sind falsch, alle
anderen sind wahr.

Denn 1 ¢ M, weil die einzigen Elemente von M durch O, {0}

wd {1,2,3)} gegeben sind. Wire {0,1,2} € M, so miiBte nach

Definition 1 z. B. 1 € M sein, was eben als falsch erkannt

wurde.
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Aufgaben: 1. Bs sei A = {x : 3x = 6} . Ist A = 27
Antwort: Nein! Begriindung?

2. Welche der folgenden Mengen sind gleich:

(0} 9 ,{H, {(F,{(# ), {90 2
Antwort: Keine zweli sind einander gleich. Begriindung?

3. Ba sel A = (2,4, {4,5) }. Welche der folgenden Aus-
sagen sind wahr: {4!5} € A, {4n5} € A {{4!5}]’ S A,
5¢ A, {5} € A, {5} c A?

Antwort: Nur die zweite und dritte Aussage sind wahr.

Begriindung?

Wir haben jetzt geniigend Erfahrung, um folgende Definition als
ginnvoll anzusehen:

Definition 8 :

P (A) heiBt Potenzmenge von A,

In Worten: Die Potenzmenge der Menge A enthidlt genau alle Un-
termengen von A,

Boi_agiale:

1. Es sei A = {1,2,3}. Dann hat P(A) folgende Elemente:
¢
{1) y» {2} {3} (Einermengen)
(1,2} 4, (1,3} ,» {2,3) (Zweiermengen)
{1,2,3}

2. p(@) = {#} . Die Potenzmenge der leeren Hnnge' enthdlt also
genau ein Element, nédmlich die leere Menge!

Das Beisplel 1 deutet bereits eilnen Bewels filr folgenden Satz
an: '

Satz 4: _
\ IWann A n Elemente enthdlt, so enthilt P(a) 2°

Elemente.
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Beweig: Es gibt n = (n) Einermengen, (n) Zvreiermengen. eee
(n) Mengen mit n Elementen in B(a). Dazu kommt die leere Menge.
Inﬂgosamt enthilt also B(A)

1+ M+ G4 eee s @)= Ec"

k=0
Elemente (hierbei ist (0) = 1 benutzt worden). Nach dem binomi-

schen Lehrsatz ist andererseits

2= (141 = Y @R S,

k=0 k=0

Algo gibt es 2" Elemente in P (A). o

Die Bedeutung des Satzes 4 liegt darin, daB man durch den Uber-
gang von einer Menge zu ihrer Potenzmenge zu einer Menge gelangt,
die mehr Elemente als die Ausgangsmenge enthiélt. Dabei hat man
keine andere Menge zu Hilfe nehmen milssen.

Bine andere wichtige Eigenschaft der Potenzmenge besteht darin,
daB sie abgeschlossen ist beziiglich Vereinigungs-, Durchschnitts-
und Differenzbildung. Das bedeutet, daB8 fiir beliebige X,Y € D (A)
auch XN Y, XV Yund X\Y zu P (A) gehdren.

6. Geordnete Paare und rodukte

Da fir eine Zweiermenge {x,y} die Beziehung {x,y} = {y,x} gilt,
hat es keinen Sinn, von einem ersten und einem zweiten Element
einer solchen Menge zu asprechen. Es besteht aber die Notwendig-
keit, neben solchen ungeordneten Paaren auch sogenannte geord-
nete Paare zu besitzen. Das sollen Gebilde sein, die von 2 Ele-
menten abhiéngen, wobei ein wohlbestimmtes erstes und ein wohl-
bestimmtes zweltes Element dieses Paares exigtiert, d. h. im
Gegensatz zu einer Paarmenge sollen die Elemente eines geord=-
neten Paares hinsichtlich ihrer Stellung und Zugehdrigkeit wohl-
unterascheidbar sein.

Wir bezeichnen die Menge {{x}, {x,y}} mit [x,y] . In dieser

" Bezeichnung kommt zum. Ausdruck, daB8 diese Menge eigentlich nur

von x und y abhiéngt. :
Eiapiole:i [1.’2] = {{1}, {1,2}} , [a,b] = {{a}, {a,b}} usw.

Die Art, wie x und y in die Menge [x,y] eingehen, ist aber unter-
sohiedlieh, Widhrend {x} € [x,y] ist, ist {y} ¢ [x,¥y] . Diese
Tatsache ist ausschlaggebend fiir den folgenden Satz:
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Satz -5:

[x,7] = [u,v] hat x = u und y = v zur Folge.

Beweis: [x,y] = [u,v] bedeutet {{x}, {x,y}} = {{u}, (u,v}}.
Also muB8 jedes Element der linken Menge auch Element der rech-
ten Menge sein und umgekehrt. Es gibt zwel Fille:

1. Pall: {x} = {u} und {x,y} = {u,v}.
Hieraus folgt, daB x = u und y = v, Wére némlich
Y £ Vv, so miiBte y = u und v = x sein, woraus wegen
x = u ebenfalls y = v folgte. Widerspruch!

2, Fall: {x} = {u,v} , {x,y} = {u}.
Hieraus folgt x s u =v und u =x = y.
Alsox=u=y =V, [ ]

Folgerung: _
st x4 7 s0tst [x3) + [75x] -

Damit besitzen dlese Mengen genau die Eigenschaften, die wir
von geordneten Paaren gern haben wollen. Da wir bisher noch

nichts weiter iiber geordnete Pamre wissen, knnen wir dlese

Mengen zu geordneten Paaren erkléren.

Definition 9:

[x,5] =pp {{x}s {xy¥}} nennen wir geordnetes Paar
von x und y. x heiBt erste, y zweite EKomponente des
Paares.

Der Vortell dieses Vorgehens besteht darin, daB wir neben Men-
gen nicht noch den Begriff des geordneten Paares als weiteren
Grundbegriff in die Mengenlehre einfithren miissen. Geordnete Paa-
re sind einfach ganz bestimmie Mengen. Piir das folgende ist es
aber génzlich unwichtig zu wissen, wie diese Menge aussieht.
Ausschlaggebend fiir das Arbeiten mit geordneten Paaren ist nur
ihre in Satz 5 angesprochene wichtige Eigenachaft.

Definition 10 :
IAxB-m.{[l.b] :8€AADEB}

A x B heift das Produkt von A und B,
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In Worten: Das Produkt von A und B besteht aus allen geordneten
Paaren, deren erste EKomponente in A und zweite Komponente in B
liegt.

Bniagiele: .
1« A= {1,2} , B = {a,b,c} .
AxB= {[1ta]a [1’b] ’ [1ac] 2 [233]’ [Z,b] ’ [2t°] }
Bx A= {[a'l1]' [a,2] , [by1] ¥ [v,2], [°o1] 5 [332] }

2. Ax"’x‘ﬂﬂ

Folgerungen:

1. Im allgemeinen ist A x B 4 B x A,

2, Hat A n Elemente und B m Elemente, so hat A x B
n.m Elemente. Daraus erklért sich die Bezeich=-
nung Produktmenge.

=z

Aufgaben: 1. Man beweise, da8 A x (Bu C) = (A x B)u (A x C) gilt!
2. Man beweise, daB A x (Bn C) = (Ax B)n(A x C) gilt!
3. Ist A g B, 80 gilt fiir beliebige C auch A x CgB x C.

(Fortsetzung Seite 178)

Gewinner im Monat Juni

Hans-Ullrich FrSmmer, 2081 Peckatel, 12. Klasse
Meinhard Mendse, 9293 Lunzenau, 12. Klasse
Wolfgang Peinelt, 9112 Burgstadt, 12. Klasse

Gewinner im Monat Jull

Priedhelm Schieweck, 3101 Blumenberg, 10. Klasse
Norbert Schieweck, 3101 Blumenberg, 10. Klasse
Jiirgen Socolowsky, 1402 Bergfelde, 12. Klasse

Gewinner im Monat Auguat

Karl-Heinz Wenzlaff, 20 Neubrandenburg, 10. Klasse
Dittmar Kurtz, 5401 Priedrichsrode, 8. Klasse
Peter Mathe, 2105 Liocknitz (NVA)
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Preisaufgaben

Preisaufgaben 7/8/74

(P 37) Man beweise, daB fiir ungerade n sus der Gleichung

~
=

5
o’

)

1.1 .1 1 |
atptec"a+b+c
die Beziehung
1 1 1 1
P s Sl s + C

folgt.

Man l1Yse im Bereich der reellen Zahlen dle Gleichung

VIz[+ 1 -VIx[ = a.

a sel eine beliebige reelle Zahl.

g

BHACHMTE, EKAKNM YCJNOBHAM XOAXEH yXOBAETBODATH WUHCJA
a, b, ¢ LAf TOro, YTOOH CHCTeMa ypaBHeHui

gin x + 8in y = 2a
cos x + cosy=2b
tan x + tan y = 2¢

AMeJa XO0TA OH OJHO pemeHHe.

BHACHHTDI - (auf)kléren
yciaoBMe - Bedingung

BryTpM yria AOB, MeHBNEIr0O m, NAHA TOYERA M, Haxozamadcsa
HA PacCIOAHMM a OT BepmEHH yriaa. OTpe3ork OM ofpasyer
YyIJH « M B CO CTOpOEaMu yrja AOB, Halttu pazmyc R
OKDYXHOCTH, Ipoxojfme# yepe3 M M OTCeKabmei HA CTOpPOBAX
yria AOB XODXH, Da&BHHE 2a.

BepmMHEa - Scheitel

CTOpOEA - Schenkel "
OTCeEaTh - abtrennen, abschneiden
Xoplia - Sehne
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-

(F 41) Man beweise die De Morganschen Gesetze (siehe Seite 164)!

(F 42) Bewelsen Sie die Behsuptung auf Seite 178, daB in der

<:) Hesseschen Normalform der cosinus und sinus des Winkels
zwischen x-Achse und einer zur betreffenden Geraden
senkrechten Richtung ummittelbar durch die Koeffizien-
ten von x und y gegeben istl

Lésungsbedingungen wie iiblich.
EinsendeschluB: | 15. 10. 1974

©)
1@
I
Q
@]

- X +
QO + @)@

I
Q
®
@)

E!!E|55§Wi§l — E:Itlﬂi.;[:j — 3|E@iﬂﬁiﬂ

Keine Angst vor der Kybernetik, am Ende schaltet sie sich
selbst aus.
Stanistaw Jerzy Lec

* 2 & ® % ®m %k % % ® # % & x ¥ x % % ¥

Tempo! Tempo! Man kann das Leben an e i nem Tag durch-
leben. Aber was tun mit der iibrigen Zeit?
Stanistaw Jerzy Lec

ltt*‘t"'#tt##**t**

Druckfehler sind am ehesten geeignet, ein Buch zu

konservieren. . 2
Karol Irzykowski -

4 % % ® 8% % % & % ¥ % ¥ Kk K ® € ¥ %X ¥

(Beim WURZEL-Lesen:)
Die Broschiire war so iiberzeugend, daB er kopfstehend weiterlas,

als er ein umgekehrt eingeheftetes Blatt fand.
‘Janusz Osgka
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Ausbildung in Physik und Physikmethodik

Imn Rehmen der Artikelserie iiber das vierjéhrige Studium des Di-
plomlehrers fiir die Pachkombination Mathematik/Physik mdchten wir
Thnen mit diesem letzten Beitrag zwei weitere Fdcher vorstellen:
Die.Ausbildung in Physik und in Physikmethodik.

Am Beispiel des Weges der Erkenntnisgewinnung in der Phyéik soll
Ihnen die Notwendigkeit des Studiums dieser beiden Fidcher fiir den
zukiinftigen Fachlehrer fiir Physik und Wesentliches aus ihrem In-
halt aufgezeigt werden.

Die Physik teilt sich heute mit vielen anderen Zweigen in das gro-
Be Gebiet der Naturwissenschaften. Sie untersucht grundlegende Pro-
bleme der unbelebten Natur, wle zum Beispiel Stoffe, Krdfte und
Wellenerscheinungen.

Die Physik ist eine Erfahrungswissenschaft, das bedeutet, dal un=-
gser physikalisches Wigsen in erster Linie aus zahlreichen Einzel-
beobachtungen und -messungen gewonnen wird.

Dariiber hinaus untersucht die Physik sehr hdufig auch solche Pro-
zesse, die nicht ohne unser Zutun ablaufen, die also von uns er-
zeugt werden miissen - sie stellt Experimente an.

Ebenso wie Beobachtungen und Messungen in der Natur soll das Ex-—-
periment zu qualitativen und quantitativen Aussagen iliber das phy-
gsikalische Geschehen fiihren. :

Ziel des rhysikers ist, eine Theorie zu schaffen, die alle Einzel-
beobachtungen und -messungen Tichtig in sich aufnimmt und die Zu=-
sammenhange zwischen ihnen erklart. Dazu ist es notwendig, ausge-
hend von den experimentellen Ergebnissen wiassenschaftlich begriin=
dete Annahmen = Hypothesen - aufzustellen. Bewahrheiten sich die-
gse nicht nur fir das Einzelexperiment, sonderm auf einem umfang-
reichen Gebiet, werden sie zur Theorie. Kriterium fiir die Wahr=
heit dieser Hypothesen ist die Praxis. Das bedeutet, daB dazu eine
Reihe weiterer Experimente durchgefiihrt werden muBl, Oft erweisen
sich Hypothesen auch als falsch, aber auch daraus erwidchst fiir

den Physiker ein Fortschritt auf dem Wege zur Erkenntnis.
Natiirlich lermen Sie im Physikunterricht nur gesichert Richtiges
aus Theorien kehnen. Aber diesen interessanten Weg der Erkennt=
nisfindung in vereinfachter Form im Physikunterricht nachzuvoll-
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ziehen, ist eine der wichtigsten Aufgaben des Fachlehrers fiir
Physik.

Damit versuchten wir Ihnen zu verdeutlichen, daB der Physiklehrer
gowohl iiber gute Kenntnisse im Fach FPhysik verfiigen muBl, als auch
beherrschen muB, wie er den oben angedeuteten Erkenntnisprozefl
beim Schiiler steuert, wann und wie er das Wissen und Konnen der
Schiiler festigt, anwenden und wiederholen 1ld8t% und bewertet.

Die Kenntnisse im Fach Physik erwirbt der zukiinftige Physiklehrer
im wesentlichen im Grundstudium des 1. und 2. Studienjahres, der
Erkenntnisprozell des ochiilers im Physikunterricht und viele wei-
tere Probleme sind Inhalt des Faches llethodik des Physikunter-
richts, das im 3. Studienjahr einsetzt.

Zundchst einige Bemerkungen zum Grundstudium im Fach FPhysik.
Dieses setzt sich aus folgenden Lehrveranstaltungen zusammen, de-
ren Inhalt im AnschluB an die Aufzidhlung kurz erldutert wird:

1. Vorlesung Grundkurs Physik

2. Ubungen zum Grundkurs Physik

3. Vorlesung Theoretische Physik

4., Ubungen zur Theoretischen Physik

5. Anfédngerpraktikum in Physik

6. Portgeschrittenenpraktikum in Physik.

In der Vorlesung Grundkurs Physik werden den Studenten iiber vier
Semester Grundkenntnisse aus allen Teilgebieten der Physik ver-
mittelt, wobei Experimente einen wichtigen Platz einnehmen.

Pir die Auswahl des Bildungsgutes dieses Grundkurses sind die Er=-
fordernisse des spdteren Einsatzes maBgebend. Die Vorlesung schlieft
unmittelbar an das in der Schule erworbene Wissen an, zieht aber.
auch bereits Verbindungen zur Theoretischen FPhysik, um Ubergangs—
schwierigkeiten zu vermeiden.

In den Ubungen zum Grundkurs festigen die Studenten das in der
Vorlesung Gebotene. Sie haben Gelegenheit, Fragen zu stellen, um
80 Verstidndnisliicken zu schlieBen. Durch die Bearbeitung einer
reichen Auswahl physikalischer Aufgaben lernen sie, die theoreti=-
schen Darlegungen vielseitig anzuwenden.

In der Vorlesung und in den Ubungen Theoretische Physik werden

die Studenten mit einer anderen, hdheren Betrachtungsweise der
‘Physik in den Grundlagen vertraut gemacht. Voraussetzung dafiir
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8ind gewachsene Kenntnisse in der hdheren Mathematik.

Das Anfangerpraktikum dient dazu, die theoretischen Kenntnisse

in einer Reihe interessanter Praktikumsexperimente aus allen Teil-
gebieten der Physik anzuwenden und sich dabeli grundlegende Fidhig-
keiten und Fertigkeiten im selbstdndigen Experimentieren anzueig-
nen., _

Im Fortgeschrittenenpraktikum werden hdhere Forderungen an die
Experimentierfahigkeit der Studenten gestellt. Sie absolvieren
hier eine weitere Reihe von Versuchen, insbesondere aus dem Be-
reich der Elektronik.

Die Methodik des Physikunterrichtes ist eine pddagogische Wissen=-
schaft mit engem Bezug zum Fach Physik, zu den Erziehungswissen-

schaften und zum Marxismus/ILeninismus. Das heiBt, die Methodik=
ausbildung baut auf dem Wissen und Kdnnen, das die Studenten inm
Fachstudium, der Marxismus/Leninismus-Ausbildung und im pédago-
gisch=psychologischen Grundkurs erworben haben, auf.

Auch in diesem Studienzwelg absolvieren die Studenten unter der
Leitung von Wissenschaftlern mit langjahriger Erfahrung als Fach-
lehrer filir Physik verschiedene Lehrveranstaltungen, deren Inhalte
wir im folgenden iberblicksweise darstellen mochten:

Die Vorlesung macht die Studenten mit einer Vielzahl von Proble-
men der Methodik des Physikunterrichtes vertraut. Einen besonders
wichtigen Platz nehmen die Arbeit mit dem Lehrplan, die Erkennt-
nisgewinnung im Physikunterricht, die Vorbereitung und Gestaltung
des Unterrichtsprozesses sowie moderne Unterrichtsmittel ein.

In den Ubungen und Seminaren lernen die zukiinftigen Physiklehrer,
ihre in der Vorlesung gewonnenen Erkenntnisse in speziellen Fil-
len anzuwengen. Viele interessanie Fragen der Praxis des Physik=-
unterrichtes stehen im Mittelpunkt der Voriridge und Diskussionen.
Durch den zunehmenden Einsatz modernmer audio-visueller Unter-
richtsmittel, wie zum Beispiel Tonband= und Filmaufnahmen von
Physikstunden wird in den Ubungen und Seminaren eine starke Un-
terrichtsnihe realigiert.,

In einigen Seminaren werden bereits Probleme der Behandlung ein=-
zelner Stoffgebiete erdrtert.
Imn Rahmen der Lehrveranstaltung Physikalische Schulexperimente
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werden die zukiinftigen Fachlehrer mit der experimentellen Methode
des Physikunterrichts vertraut gemacht. Dabei lernmen sie eine
Auswahl von physikalischen Schulexperimenten mit den in der Schu=
le vorhandenen Standardgerdten kennen. Gleichzeitig lernen sie,
selbstandig den methodisch sinnvellen Einsatz der Experimente zu
planen,

All diese Veranstaltungen bereiten systematisch und koordiniert
die schulpraktische Ausbildung der Lehrerstudenten im Fach rhysik
vor.

Die schulpraktischen Uibungen, in denen sie in einer Jenaer Schule
ihre ersten Physikstunden erteilen, sind ihre erste praktische
Bewdhrung und ein wertvolles Mittel zur Erziehung im selbstédndi-
gen Denken, Planen und Handeln, Mit viel Fleifl bereitet jeder
Student etwa einmal im Monat eine Physikstunde vor, beridt den
Entwurf mit seinem Betreuer und hdlt sie vor der Klasse. In der
anschlieBenden Auswertung ergeben sich fiir ihﬁ wichtige Hinweise
fir seine weitere Arbeit.

Im 8, Semester absolvieren die Studenten das GroBe Schulpraktikum.
llehrere Wochen lang gehtren sie dem Lehrerkollektiv einer Schule
an und erfiillen unter der Anleitung erfahrener lientoren die viel=-
seitigen Aufgaben eines Fachlenrers fiir Thysik. Dariiber hinaus
5ind sie aktiv in Arbeitsgemeinschaften und im Jugendverband ti-
tig und unterstiitzen einen Klassenleiter bei der Ausiibung seiner
Funktion. Gegen Ende des Praktikums stellt jeder Student seine
durch das Studium und insbesondere durch das GroBe Schulprakti=-
kum gewonnenen Fihigkeiten im Unterrichten in einer Priifungsstun-
de unter Beweis. Im Anschlufl an das Schulpraktikum erfolgt ein
gemeinsamer Erfahrungsaustausch.

Wir hoffen, daB wir mit diesem Beitrag eventuelle Fragen iiber die
Ausbildung in den Fdchern Physik und Physikmethodik beantworten
konnten und bei dem einen oder anderen von Ihnen Interesse Ffiir
diesen verantwortungsvollen, nicht einfachen aber schonen Beruf
erwecken konnten.

Dr. sc. Klaus Jupe
Leiter des Wissensdhalisbereiches Physikmethodik
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Zum 100jGhrigen Todestag von O. Hesse —
die Hessesche Normalform
einer Geradengleichung

Die Erinnerung an die Leistungen der groBen Wissenschaftler wird
oft dadurch wachgehalten, daB man bei der Bemennung von Begrif-
fen und Sachverhalten die Namen derjenigen verwendet, die die be-
treffenden Dinge eingefilhrt bzw. entdeckt haben; man denke etwa
-~ um Beispiele aus der Mathematik zu nennen - an den Thaleskreis,
den Satz des Pythagoras, den Eulerschen Polyedersatz, die GaulB-
gche "Glockenkurve", an Dedekindsche Schnitte, Cauchy-Folgen,
Hilbert-Riume usw.

Auch der Name des Mathematikers Otto Hesse, dessen Todestag sich
am 4, 8. 1974 zum hundertsten Male jahrt, ist mit einer Reilhe von
mathematischen Begriffen verbunden. Im "Mathematischen Lexikon"
finden wir aufgefilhrt und erléutert: Hessesche Gerade, Hessesche
Konfiguration, Hessesche Kovariante, Hessesche Kurve einer ebe-
nen Kurve n-ter Ordnung, Hessesche Kurve eines Kurvenbiindels,
Hesgsesche Normalform einer Geradengleichung, Hessescher #unkt,
Hessescher Satz iiber perspektive Dreiecke. Die Vielzahl dieser
mit dem Namen Hesse verkniipften Begriffe weist auf die Bedeutung
dieses Mathematikers hin., Er lebte von 1811 bis 1874 und war in
der Hauptsache in Konigsberg, Heidelberg und Minchen tdtig. Sein
Arbeitsgebiet waren vor allem die Analytische Geometrie, die Dif-
ferentialgeometrie (ein Teilgebiet der Geometrie, in dem wesent~
lich von den Mitteln der Differential- und Integralrechnung Ge=-
brauch gemacht wird) und die lineare Algebra. |

Von den acht genannten Begriffen konnen zwei schon mit Schulkennt-
nissen verstanden werden, und sie sollen hier erliutert werden,

Ist R eine Kurve zweiter Ordnung (also ein Kreis, eine Ellipse,
eine Hyperbel, eine Parabel o. #.), sind t1,t2,t3 drei Tangenten
an R mit den Berilhrungspunkten P,,P,,P; (¥;NR = {p;} fir
i=1,2,3) und bringt man je eine Seite (Gerade, auf der die Sei=-
te liegt) des Dreiecks P1P2P3 zum Schnitt mit derjenigen der
drei Tangenten t1,t2,t3, deren Beriihrungspunkt der betreffenden
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Dreiecksseite gegeniiberliegt (also g(P1P2)11t5, g(PzPB)lwtﬂ,
g(P3P1)|1t2L so erhidlt man drei Punkte (unter denen sich evtl.
"unendlich ferne" befinden), die auf ein und derselben Geraden
liegen, der sogenannten Hesseschen Geraden von R (s. Titelbild).

Der zweite Begriff, der hier erldutert werden soll, ist der der
Hesseschen Normalform einer Geradengleichung. Bekanntlich kann
in der analytischen Geometrie eine jede Gerade dadurch charakte-
risiert werden, daB8 man eine Gleichung der Form Ax + By + C = 0O
vorgibt (wobei A und B nicht gleichzeitig Null sein diirfen, also
42 + B2 4 0 1st) und die Menge derjenigen Punkte betrachtet,
deren Koordinaten (x,y) zur Lisungsmenge dieser Gleichung gehd=-
ren; diese Punktmenge ist dann elne Gerade, und Ax + By + C = 0
heiSt Gleichung dieser Geraden. Zu jeder solchen Gleichung gibt
es genau eine Gerade; umgekehrt aber gibt es zu jeder Geraden
unendlich viele solche Gleichungen, sie gehen durch Multiplika-
tion mit einem Paktor % O auseinander hervor (Multiplikation mit
einer Zahl % O #ndert ja nichts an der LUsungsmenge der Glei-
chung, also auch nichts an der Geraden). Unter den unendlich vie-=
len Gleichungen einer festen Geraden haben diejenigen eine be-
sondere Bedeutung, fiir die G + 32 = 1 ist; man nennt diese be-
sonderen Gleichungen Hessesche Normalform der Geradeungleichung.
Es ist klar, deB men aus einer beliebigen Geradengleichung

Ax + By + C = 0 durch Multiplikation mit einem Paktor

t (a2 4 B%)™"2 einé Hessesche Normalform herstellen kann und
daB es zu jeder Geraden genau zwei (sich durch den Paktor =1
unterscheidende) Hessesche Normalformen gibt.

Belispiel:| Geradengleichung: 3x + 4y + 10 = 0
+ (a2 =Y/2 + 1
2+ 7). g
Hessesche Normalform: é X + % y+2=0.

Un eine praktische Bedeutung der Hesseschen Normalform zu zei=-
gen, stellen wir folgende

: Au.fEbe:
Gegeben ist eine Gerade g durch eine Gleichung ax + by + ¢ = 0
in Hessescher Normalform (a2 + b2 = 1) und ein Punkt P, mit Ko-
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ordinaten (xo.xb). Gesucht ist der (senkrechte) Abstand des Punk-
tes Po von der Geraden g. '

Zur Ldsung bexriicksichtigen wir, daB die Senkrechte s durch P

zu g durch die Gleichung b(x - x, ) - a(y - y,) = 0 gegeben iat.
(Denn g hat im Falle b % O den Anatieg - F " eine beliebige Senk-
rechte zu g hat dann den Anstieg B-und kann somit in der Form

y = % X +u bzw. bx = ay + Uy mit einer geeigneten Konatanten uy
dargestellt werden; im Falle b = 0 ist g parallel zur y-Achse,
eine Senkrechte zu g ist also parallel zur x-Achse und in der
Form ay + v = 0 darstellbar. Ferner ist bei der angegebenen Glei=-
chung offensichtlich, da8 sie von den Korrdinanten (x ,yo) er-
fiillt wird.) Da der gesuchte Abstand gleich dem Abstand des Punk=-
tes Po vom Schnittpunkt von g und s ist, berechnen wir zunddchst
die Koordinaten dieses Schnittpunktes aus den Gleichungen fiir

g und 8, wobeli die Gleichung von g leicht umgeformt wird:
g: a(x—xo) +.b(y—yo) + ax  + byo +¢c =0 (1)
8: b(x—xo) - a(y-yo) =0 (II)

Wir bezeichnen die GrdBe ax, + byo + ¢ mit 10. merken dabei an,
daB l0 durch Einsetzen der Koordinanten von Po in die linke Sei=-
te der Hesseschen Normalform fiir g entstanden ist, und erhalten
durch Multiplikation von (I) mit a, von (II) mit b und anschlie=
Bender Addition von (I) und (II) wegen a° + b2

= 1:

X=-x, = alo ’

ferner durch Multiplikation von (I) mit b, von (II) mit -a und
anschlieBender Addition:

Y= ¥o = =bl; »
8o daB (alo + X9 -blo + yo) die Koordinaten des Schnittpunktes

g N8 sind. Der gesuchte Abstand ist dann nach der bekannten For-
mel fiir den Abstand zweler durch ihre Koordinaten gegebenen

Punkte gleich
Va2 + v22 =\/(a%402)12 '\/ = 1| »

s0 daB man folgenden Satz hat:
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Satzsz:

Der Abstand eines Punktes P  von einer Geraden g er-
gibt sich als der Betrag derjenigen Zahl, die man bei
Eingetzen der Koordinaten von Pb in die linke Seite
einer Hesseschen Normalform fiir g erh&lt.

Zum Beispiel kann man nun bei dem oben angegebenen Beisplel so-
fort ablesen, da8 der Koordinatenursprung von der Geraden
3x + 4y + 10 = O den Abstand 2 hat.

Eine weitere Bedeutung der Hesseschen Normalform liegt darin, daB
in dieser Gleichung die Koeffizienten von x und y unmittelbar den
cosinus und sinus des Winkels zwischen x-Achse und einer zur Ge-
raden senkrechten Richtung angeben. Der interessierte Leser wird
den Beweis hierfiir leicht selbst finden kénnen.

Dr. Walter Borner

Lekior im Bereich Theoretische Mathematik

(Fortsetzung von Seite 168)

T Relationen

Im tdglichen Leben und in der Mathematik kommen hdufig Beziehun-
gen zwischen verschiedenen Objekten vor. Beispiele solcher Be~-
ziehungen (oder, wie man auch sagt, Relationen) sind:

a 1st mit b verheiratet,

a steht mit b im Briefwechsel,

der Mensch a kennt die Stadt b,

der Punkt P liegt auf der Geraden g,

die Geraden g und h sind zueinander orthogonal,
die Murmeln a und b haben die gleiche Farbe,

die natiirliche Zahl n teilt die natiirliche Zahl m,
die reelle Zahl x ist grofer als die reelle Zahl Yy,
x ist Element der Menge X,

uswe.

Wir greifen nun eine dieser Beziehungen heraus, etwa die letzte,
und studieren sie genauer.
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Dazu setzen wir A = {1,2} , B =p, P(4) = {g, {1}, {2}, {1,2}}
und lassen nur Elemente aus A und Mengen sus B zu. _
Um einen Uberblick iiber diese Beziehungen zu bekommen, stellen
wir alle diejenigen Paare [Element, Menge] zusammen, fiir die
diese Beziehung zutrifft. Damit erhalten wir die Menge

E=pp { [xX] : x€ AAXe BAXE X},

durch die unsere Relation vollstidndig beschrieben wird.
Es gilt némlich - und so haben wir E gerade definiert -

[x»X] ¢ E < xeXAX€EAAXEB,

‘de he [%,X] € E genau dann, wenn x und X in der betrachteten Be-
- zlehung stehen.
In unserem Beispiel ist

E= {[1, {1} , [, {1,210, [2, {21, [2, {1,2}]},

Wir fassen das Ergebnis dieser Betrachtung nochmals zusammen:
Unsere Beziehungen zwischen Elementen von A und Elementen von B
hat in eindeutiger Weise zu einer Untermenge E von A x B ge-
fiihrt, die diese Beziehung genau beschreibt.

Dieses Resultat 1dBt sich sofort verallgemeinern: Jede Beziehung
(Relation) zwischen Elementen einer Menge A und Elementen einer
Menge B legt eine eindeutig bestimmte Untermenge von A x B fest.

Auf Grund dieser Bemerkung haben wir keine Veranlassung mehr,
zwischen Untermengen von A x B und Relationen zwischen A und B
zu unterscheiden, Daher ist folgende Definition berechtigt:

Defimnition 1

1. S heiBt Relation zwischen A und B =pp SS AX B

2. Ist A = B, so sprechen wir von einer zweistelligen
Relation auf A,

3. Ist [x,y] € S, 80 sagen wir auch "x steht in der
Relation S zu y" und schreiben dafiir abkiirzend
auch x S y.
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Folgerung:

Die Menge der Relationen zwischen A und B stimmt ge-
nau mit P (A x B) iiberein. Also gibt es 27°™ verschie-
dene Relationen zwischen A und B,

Eeiapiele:
1 Ba gei A = {1,2,3} . Wir betrachten die Relation
U =pe {[1,21, [1,3], [2,3] } S A x A und stellen z. B. fest:
1 steht mit 2 in der Relation U, aber nicht 2 mit 1. Man
sieht, daB U genau die <-Beziehung auf A darstellt.

2. Bs sel 4 = {1,2,3}, V=5 {[1,2, [2,1], [1,3, [3,2, [3,3]}
In diesem Beispiel ist es im Gegensatz zum vorigen nicht
leicht, irgendeine natiirliche Deutung zu finden.

Aufgabe: Es sind alle 24 = 16 2-sgtelligen Relationen auf der

" Zweiermenge A = {a,b} wirklich anzugeben.

8. Grnghen

Die Theorie der zweistelligen Relationen wird dadurch sehr viel
libersichtlicher und interessanter, daB es gelingt, jede endliche
zweistellige Relation geometrisch zu veranschaulichen. Mit jeder
Relation R auf der Menge M ist nédmlich ein sogenannter Graph eng
verkniipft.

Definition 12 =

G = [M,R] heiBt orientierter oder gerichteter Graph =

1. M ist eine Menge
2. Re Mx M

Df

Die Elemente von M heiBen Knoten oder Ecken von G,
die Elemente von R heiBen Kanten oder Bdgen von G.

Graphen mit endlicher Knotenmenge kinnen folgendermaBen durch
geometrische Figuren (die man auch manchmal einfach Graphen
nennt) veranschaulicht werden: Den Elementen von M werden Punk=-
te der Ebene beliebig, aber so zugeordnet, daB zweil verschiede-
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nen Elementen von M verschiedene Punkte entsprechen. Der dem
Element x zugeordnete Punkt wird ebenfalls mit x bezeichnet.
Zzwei dieser Punkte, x und y, werden genau dann durch elnen von
x nach y verlaufenden Pfeil verbunden, wenn [x,y] € R gilt.

Beispiele:

1. Der Graph [A,U] , der der Relation des vorletzten Beispiala
aus Abschnitt 7 entspricht, hat das Diagramm
"’/—'.2\*-
1 3 !
2..Das letzte Beispiel des vorigen Abschnitts liefert den
Graphen [A,V], der durch folgendes Bild dargestellt wird:

2.

(=0

3
Bemerkung: In der Definition 12 ist die Schreibweise [M,R]
als geordnetes Paar aufzufassen. Graphen sind also nichts an-
deres als ganz bestimmte Mengen! Relationen sind ebenfalls nur
Mengen. Dasselbe wird auf Punktionen zutreffen. Damit werden
wir das in der Einleitung zu dieser Artikelserie gestellte

Ziel erreicht haben, wichtige mathematische Grundbegriffe auf
mengentheoretischer Grundlage zu definiexen.

9, Abbildungen und Funktionen

Wir gehen vom Begriff der Relation zwischen zwei Mengen aus
(vgle Definition 11) und fithren einfach folgende neue Sprech-
weise ein:

Defindition 13 =

1. F heiBt Abbildung aus A in B =0
FcAzxB (i he F ist Relation zwischen A und B)

2. Ist [a,b] € P, so sagen wir, daB8 F dem Element a
das Element b zuordnet, oder auch, da8 a durch P
auf b abgebildet wixrd,

3. Fla) =pp {y: [a,y] € P} heiBt Bildmenge von a.
4, F'1(b) =pg {x: [x,b] € F} heiBt Urbildmenge von b.
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Eeisgiel: | 7
A= {1,2,3}, B = (a,b,c,d}, P = {[1,a], [1,4], [3,c], [3,4]}.

Eine Veranschaulichung des Graphen [AU B,F] 1liefert folgendes
Bild:

F(1) = {a,d}
e &8 F(2) = ﬁ
1 e 5 F(3) = {c,a}
- . F::(a) = {1)
. C ) = ¢
3 e Fle) ={3}
e d F-1(d) = {1.3}

Wir filhren nun noch ganz wich‘tige Sorten von Abbildungen ein:

Definition 14 :
Eine Abbildung F aus A in B heift eindeutig =np
Vx Vy Vy'([x.y] € PA[x,y'] e F— y =y')
Eindeutige Abbildungen heiBSen auch Funktionen.

In Worten: Eine Abbildung aus A in B heiBft Funktion, wenn jedem
Element aus A hochstens ein Element zugeordnet wird. Es gilt al-
so der

Satz 6 :

F ist genau dann eine Funktion aus A in B, wenn fiir
jedes x € A die Bildmenge F(x) hochstens ein Element
enth&dlt.,

Beisplel:

F={[1,a], [2,a], [3,c]} 1ist Punktion aus
A ={1,2,3} in B = {a,b,c,d}. Das sieht man auch am Bild, weil
von jedem Element von A hochstens ein Pfeil ausgeht:

1e v 8
—

2e
5./.0
ed
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Definition 15 :

Eine Abbildung F aus A in B heiBt eindeutig umkehr=-
bar =m
Vx Vx' Vy(lx,y] € Palx'sy] € P — x =x')
In Worten: Eine Abbildung F aus A in B heiBt genau dann eindeu-
tig umkehrbar, wenn niemals verschiedene Elemente aus A dem glei=-

chen Element aus B entsprechen. Offenbar gilt:

@
Sat z T 3

F ist genau dann eine eindeutig umkehrbare Abbildung
aus A in B, wenn fiir jedes y € B die Urbildmenge F (y)
hdchstens ein Element enthidlt.

Beiapiel:'

F = {[1,a], [1,0], [2,c], [2,d]} ist eindeutig umkehrbare Abbil-
dung sus A in B, Im Bild wird das dadurch deutlich, daf in jedem

Knoten aus B hichstens ein Pfeil einlauft: 1 e ®a
2 e "B
5 .1::::::::00

Diese Abbildung ist jedoch nicht eindeutig. *ad

Definiert man
Definition 16 :

=np {[x,¥]: [y,x] € F} heiBt inverse Abbildung
von F oder Umkehrabbildung von P,

go gilt der

Sataz 8 :

F ist genau dann eindeutig umkehrbar, wenn 71 eindeu-
tig ist. -

Eindeutige Umkehrbarkeit bedeutet also, daB die Umkehrabbildung
eindeutig ist.
Defindition 17 :

Eine Abbildung, die eindeutig und zugleich eindeutig
umkehrbar ist, heiBt eineindeutig oder umkehrbar ein-

deutig.
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Beispiel:l
F ={[1,8], [2,c], [3,b] } ist eineindeutige , ,__—* &

e b
2 e

*® C
5.

.d\

SchlieBlich fiihren wir noch folgende Sprechweise ein:

Definition 18 : ®

1. F heiBt Abbildung von A in B =, Dp = A
(Dp =pp {x: Jy([x,y] € F)} (Definitionsbereich
von F))

2. F heiBt Abbildung aus A guf B =;. By = B
(Bp =pp {y: 3x([x,y] € F)} (Bildbereich von F))

Beiapiele:l
1. P = {[s,1, [b,2], [c,1], [4,2]} ist Abbildung yon B in A.
a m______*b.1
b .::;F<::
e 2
c e
: ."””;‘-. *

2. G = {[=a,3], [b,2], [c,1], [d,2]} ist Abbildung von B auf A.

e gt
c e £
e *3

3, H= {[a,3], [c,1], [4,2]} ist Abbildung sus B guf A.

) .1
e 2
3

b
c
d

' Im Falle einer eindeutigen Abbildung F wollen wir an Stelle von

F(x) = {y} kiirzer F(x) = y schreiben.

Man kann solche Funktionen selbstverstindlich auch in Form von

Wertetabellen aufschreiben.

® 0
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Beispiel: _
F= {[1,a], [24¢], [3,b], [4,c] } hat die Wertetabelle

x]1234
F(x) I -a ¢ b e

Die im Schulunterricht behandelten Punktionen sind samtlich
Beispilele fiir den hier dargelegten Funktionsbegriff.

10 Eritik der naiven Ha_ngenlehre

Wir haben gesehen, wie wichtige Grundbegriffe der Mathematik
bei ndherem Zusehen sich als mengentheoretisch streng defi-
nierbar erweisen. Wenn damit der Mengenbegriff eine zentrale
Stellung in der Mathematik einnimmt, so ist die Frage berech=-
tigt, was eigentlich eilne Menge ist. Georg Cantor (1845 = 1918),
der als der Schipfer der Mengenlehre angesehen werden kann und
der ganz bedeutende Leistungen auf diesem Gebiet vollbracht
hat, hat folgende Festlegungen des Mengenbegriffs vorgeschla-
gen:

"Eine Menge ist die Zusammenfassung bestimmter wohl-

unterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unse-

res Denkens, die wir die Elemente der Menge nennen

wollen, zu einem Ganzen,"

Wie B. Russell bemerkt hat, kinnte man danach auch die Menge
R aller Mengen bilden, die sich nicht selbst als Element ent=
halten (z. B. ist die Menge aller natiirlichen Zahlen selbst
keine natiirliche Zahl und daher nicht in sich selbst als Ele=-
ment enthalten). Fiir R gilt also

R={X:X¢X)}, d. he
XeReX¢X (*) .

Wir fragen nun, ob R€R gilt. Aus (*) folgt sofort der Wider-
spruch '

Re€Re—R¢R,
der als Russellsche Antinomie bekannt ist.
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MuB angesichts dieses Widerspruchs die Mengenlehre und damit
die Mathematik iiber Bord geworfen werden? Wenn es nicht gelin=-
gen wiirde, diesen oder andere Widerspriiche durch einen korrek-
ten Aufbau der Mengenlehre auzuschalten, stidnde die Mathematik
in der Tat vor einem ernsten Problem. Es gibt aber bisher schon
mehrere verschiedene Miglichkeiten einer sogenannten axiomati-
schen Begriindung der Mengenlehre,bei denen diese Widerspriiche
vermeidbar sind, von denen allerdings bis heute noch nicht
featsteht, ob sie nicht vielleicht andere Widerspriiche enthal-
ten. Auf die Darlegung dieser interessanten Probleme muB hier

jedoch verzichtet werden. '

Dr. Gerd Wedhsung
Dozent im Bereich Mathematische Kybernetik

Losungen

Aufgabe F 11

Da die Winkelsumme im Dreieck bekanntlich = betrdgt, kidnnen
wir aus den Voraussetzungen in der Aufgabenstellung die GroSe
der drei Winkel bestimmen.

Es gilt: vy =28 wmd B = B

sowie
o o +B +Y =T .

Also erhalten wir

Nach dem Jinussatz kdnnen wir die drei Dreiecksseiten darstel-
len als

a = 2r-ain'(1[?-)
b = 2r + 8in (371)
¢ = 2r *8in (i—;}-) ’

wobei r der Radius des Umkreises ist.

Un die Gleichung
1

1_1
o T
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-

zu bewelsen, geniigt es demmach,

sin 3?1 gin ifﬁ = Bin l}-sin ifL + sin %} gin E%L
zu zelgen.
Unter Verwendung der folgenden Identitdten formen wir die linke
Gleichungsseite um, '

sin 2x =2 8in x cos x
2 gin x cos y = sin (x+y) + sin (x~y)
sin x = gin (n - x)
Bing-?n—ain i-7.'£‘=2 8in -}t-cos-;-sini.?n—

5

[Autgave E 58 |

Die Korrektur der Aufgabenstellung in Heft 3/74 enthielt lelder
einen neuen Fehler. Die Winkel des Dreiecks sollten unter den
angegebenen Bedingungen berechnet werden - da die Seitenléngen
unbekannt waren, selbstverstandlich nicht in Abhéngigkeit von
diesen Seiten. PFiir Einsendungen, die sich hierauf bezogen und
zo B. sin o =232 oder siny =sino + 2P V2ab - a°

als Losungen hatten, vergaben wir nicht die volle Punktzahl,
jedoch noch einen Punkt.

Losung (nach Uwe Risch, Burg, 10. Klasse):

Nach Aufgabenstellung gilt:
a=>b+h
o =x=-8 > 0

Nach dem Sinussatz im Dreieck ABC erhalten wir:

g%%—g— = % = bih =1+ % =1+ 8ginc .

und somit
gin ¢ *8in B =sgin ¢ - gin B . ()
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Aus @ tp=mn-y und x-B=9

erhdlt man a=%_x—g bew. a=%_x+g .
Daraus folgt
- +
Binm=cosr—-giund SinB=COEYT—(2 .
Diese Werte setzen wir in (+ ) ein. :

vy = + -0 _ +
c,oesy—:;:,—-cﬂccne;)’—é—-Q = COSI?Q cos 3’—‘22

Hiereuf wenden wir jetzt die Formeln fiir die Produkte und Dif=-
ferenzen zwelier Cosinuswerte an. '
Wir erhalten:

%(GOB¢+GOBY )=231nq2’-sin§-

Wegen cosy =1 =2 ain2 5— folgt daraus:

%-ain2£ +%cos¢ =2sin£-sing-

sm2£-+sin£-(2sin%)-%(1+coatp)=0

(sin)é-)vzz-sin% i\{?ﬁ:a% +%+%‘coscp1

Wegen cog ¢ = 1 = 2 ain2 % ergibt gich fiir den Wurzelausdruck
der Wert 1. :

(sin ¥)y5

Die LGsung = sin % - 1 entfillt wegen |sin £—I € Y%
Somit gilt: '

-3111%'_51

sin ¥ = 1 - sin %

Hieraus erhdlt man sofort die Losungen:

Y = 2 arc sin (1-811]%),
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7Zu den Ldsungen der Serie 3/74

AuBer zur Aufgabe F 14 erhielten wir iiberraschend wenig Ein-
sendungen. Unter diesen befanden sich allerdings auch wenig
fehlerhafte.

Bel den Lasuggen der Aufgabe F 13 ist zu beméingeln, daB eln
Hinweis suf die Bedingungen bn - & 2 O und b 2 0 fiir die
Existenz der Loésung und fiir die Existenz zweier Folgen des
fteren fehlte. Auch verwendeten einige Einsender in den Be-
weisen zur Aufgabe F 16 die abstrakten Begriffe der Theorie
der Halbgruppen nicht immer einwandfrei.

Aufgabe F 13 | (nach Jiirgen Socolowsky, Bergfelde, 12. Klasse)

Das allgemeine Glied der arithmetischen Folge XqsXpseeesXy habe
das Aussehen:
x; =X 4+ (i=1)d , 4 = const.

Pir die n-te Partialsumme erhalten wir somit:

8, = XqtXpt eee +Xp = nx, + d ES%:ll =a | (1)

Des weiteren ergibt sich:

x% + xg + ene + xg = nx% + {1+2+...+(n-1)}2x1d +

+ {14849+ ..+(n=1)%) a® = b (2)

Verwenden wir nun die bekannten Summenformeln fiir natiirliche
Zahlen und Quadratzahlen, dann erhalten wir aus (2)

nx% + n(n-1)x1d + ESE:l%IEE:ﬂ).dz =Db | (3)

(1) und (3) bilden ein Gleichungssystem in den Unbekannten

Augs (1) folgt:

.. & . b=l
Xy =g~ 7 d

Setzen wir dieses Resultat in (3) ein, so ergibt sich:
n@ - 21 a)® + n(n-1)a- G - 271 ) + ala-1)(2n-1) 42 .y

und durch Umrechnung:
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2 _ 12(bn - a°)

d .
n(n°=1)
. -
d=t1_.v 2{n =2 ) (4)

Flr X4 ergibt sich somit:

x1=%; n-1 V%bﬂil (5)

Wir erhalten als notwendige Bedingungen fiir die Existenz von
Ldésungen:

b2 0 und bn - a2 0 .

Die gesuchten Folgen werden dann durch

2y 2y
. i 12(bn - a%) (1) _a _ n=1 12(bn - a%)
d1=i\/ 2 -1 TR~ 2 ot

_ 1,/ 12(m- %) . L) _a, n=11/12(bn - a2
T n ne = 1 & 1 T n’ 2n K

n 1
bestimmt.
Aufgabe F 18 (nach Iutz Gartner, Wismar, 9. Klasse)

Wir fihren die folgende Substitution durch:
a=y -2 und b=2z2~-x .

Damit erhalten wir sofort
X =y == (y=z) - (z2=x) = = (a+b) .

Der in der Aufgabenstellung gegebene Ausdruck
(y-z)5 + (z--x)5 + (x y) 148t sich nun durch

a5 + b5 - (a+b)5 ersetzen.

Es gilt weiterhin:

8’ + b2 - (a+b)? = - 5ab(a3+2a2b+2abl+b3) (+)
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Die Summe (33+b3) laBt sich in das Produkt (a+b)(aa-ab+b2)
und die Summe (232b+23b2) in das Produkt (a+b)-2ab zerlegen.

Also konnen wir () ﬁeiter umrechnen zu:

2

- 5ab (a&b)(aa-ab+b +2ab) = - Sab (a+b)(az+ab+b2) (*=)

2 2

Die in a.quadratische Gleichung a
komplexen Iosungen

"%“‘gt\gibi'

+ ab + b = 0 besitzt die

woraus man

32+ab+‘b2=%(Za+b-@bi)(23+b+ﬁﬁi)

erhdlt.
Setzen wir dieses Resultat in (s« ) ein, so ergibt sich

a’ + b° = (a+b)5 = - % ab (a+b)(2a + (1 =\V/3'1)b) . (2a+(1+V3 1)b)
Jetzt machen wir die Substitution riickgingig und erhalten:

(y-2)° + (z=x)° + (x-y)° =
= F0-2)(z=x) (x=y){2 (y-2 )2+ (17 1) (z=x)} . {2(y=2)+ (14957 1) (zx)}

= 3(y=2)(z=x) (x~y) {2y-(1+yF )z = (113 L)z} -

.{2;?_(1_-{3"1)2 - (1+ﬁi)x} ’

womit die geforderte Zerlegung in Linearfaktoren erfolgt ist.

o

Lwn'gcno vas

... bewlesen uns Zuschriften zahlreicher ILeser, daB nach wie
vor Interesse an der WURZEL und ihrer term inge -
rechten Auslieferung Dbesteht. Durch
Krankheit von Mitarbeitern der Druckerei und andere techni-
sche Probleme lieflen sich Verspédtungen in den letzten Monaten
nicht vermeiden. Die Redaktion bittet um Entschuldigung und
gibt sich optimistisch, im neuen Schuljahr die Hefte plinktlich
und in altgewohnter Qualitédt liefern zu kdnnen, )
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Leonhard Euler . _ 2

Zu unserem Titelbild:

. Lest Euler, er ist unser aller Meister! “

Leonhard Euler wurde am 15. 4. 1707 in Basel geboren. Bereits
sein Vater hatte Mathematik bei Jakob Bernoulli studiert, und
auch Leonhard begann seine mathematischen Studien bel dessen
Sohn Johann Bermoulli. 1727 reiste Euler nach Petersburg und
wirkte an der dortigen Akademie. Danach arbeitete er an der
‘Berliner Akademie der Wissenschaften, bis er im Jahre 1766 wie-
der nach Petersburg zuriickkehrte. Sein Todestag jahrt sich in
diesem lonat - am 18. September = zum 191, Male.

BEuler war der produktivste Mathematiker des 18. Jahrhunderts.
Die Gesamtzahl seiner Verdffentlichungen umfaBt 45 Bdnde sowie
{iber 800 in den verschiedensten Zeitschriften erschienene Ab-
handlungen. Selbst nach seiner Erblindung 1766 arbeitete er un-
ermiidlich weiter und diktierte seine Entdeckungen. Iulers For-
gchungen sind HuBerst vielseitig - in allen Bereichen der dama=-
ligen lMathematik lieferte er bedeutende Beitrtge. Die Gesamt-
heit der von ihm behandelten Themen anzugeben ist an dieser
Stelle unmdglich. Er lieferte wesentliche Arbeiten zur Diffe-
rential- und Integralrechnung und zur Zahlentheorie, beschéf-
tigte sich mit Fragen der Geometrie, aber auch mit Astronomie
und zahlreichen physikalischen Problemen.

Carl Friedrich GauB sagte liber das ilerk Leonhard Dulers:

"Das Studium der Werke Eulers bleibt die beste Schule in den
verschiedenen Gebieten der Mathematik und kann durch nichts an-
deres ergsetzt werden."

Und Pierre Simon Laplace, ein anderer fihrender llathematiker des
18. Jahrhunderts, pflegte zu jlingeren lathematikern zu gagen:
"Lest Buler, er ist unser aller lleister."

Hier nun noch einige mit dem Namen Eulers verkniipfte Resultate:
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Fermat-Eulers Primzahlsatz

Jede Primzahl von der Form 4n + 1 18Bt sich auf eine
einzige Weise als Summe zweier Quadrate darstellen.

(gefunden von Fermat um 1660 und von Euler 1754 erstmalig
bewiesen)

Eulersche Gerade im Dreieck

In jedem Dreieck liegen das Umkreiszentrum, der Schwerpunkt
und der Hohenschnittpunkt in dieser Reihenfolge auf einer
Geraden, und zwar so, dal der Hohenschnittpunkt vom Schwer-
punkt doppelt so weit entfernt ist wie das Umkreiszentrum.
(veroffentlicht 1765)

Eulerscher Polgedersatz

In einem geschlossenen Polyeder bezeichne E die Anzahl der
Ecken, K die Anzahl der Kanten und P die Anzahl der Flé-
chen. Dann gilt stets E+ F = K = 2e
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Eg}ers Tetraedergroblem

Es besteht darin, den Inhalt eines Tetraeders durch seine
sechs Kanten auszudriicken.
(gestellt und geldst von Euler 1752)

Die Bulersche Zahl e

Die Grenzwerte der Funktionen
_ 1,x 1.x+1
o(x) = (1 + -]E) und B(x) = (1 + E)

fiir unbegrenzt wachsendes x sind zu finden.

Wir setzen bei der Losung die folgende Potenzungleichung voraus:

xe<1+€(x"1) firx>0 (*)
und 0 <€ < 1.

0. B. de. A, seien a>b >0 zwei beliebige Zahlen, und wir defi-
nieren mit ihrer Hilfe:

_ 1 _ b+l

Ty=1 =g+ Sz @l &3

Aus (1) ergibt sich mit Hilfe der Ungleichung (= )
b |

(1+P2 < 141
bzw.

(1 + %)b < 1+ %)a : (3)
Aus (2) ergibt sich

(- gm® < 1 -gm

™ < FEp
und endlich

R LI C I 5 L 4)
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Die Ungleichungen (3) und (4) beinhalten den folgenden

Sat z:
'Mit wachsendem positivem Argument x nimmt die Funk-
tion ¢ (x) zu, wihrend die Funktion ®(x) abnimmt.

EB gilt also:
0 < Xq < X

=3 o(xy) > 0(xy) 5 Blxpy) < 2(xy).
Fiir gleiche Argumente x>0 gilt:
B(x) = (1 + D)-0(x) > o(x).
Somit erhalten wir jetzt die Ungleichungen:

QJ(I-') < ¢(X2) < Q(xz) und @(xz) < Q(xz) < Q(x/l)s

d. h. fiir positive Argumente gilt: Jeder Wert der Funktion @
ist groBer als jeder Wert der Funktiono¢ .

Wir denken uns nun auf der poéitiven Zahlenachse zwei bewegli-
che Punkte p und P, die zur Zeit t vom Nullpunkt die Abstdnde
9(t), ®(t) haben mogen und ihre Bewegung zum Zeitpunkt t = 1
' beginnen, Dann wandert der Punkt p, an der Stelle ®(1) =2
beginnend, stindig nach rechts, der Punkt P dagegen, an der
Stelle ®(1) = 4 beginnend, stindig nach links. Da aber nach
obiger Bemerkung ®(t) stets gruBer als ¢(t) ist, sich also
? stets rechts von p befindet, kdnnen sich die beiden Punkte
niemals begegnen. Andererseits verringert sich ihr gegenseiti=-
ger Abstand mit zunehmender Zeit unbegrenzt.

Be sei d = O(t) - o(t) = —24E,
Da o¢(t) < 4 beschrankt ist, wird also d = _ﬂ%ﬁﬁl < % mit zu-

nehmender Zeit kleiner als jede beliebige positive Zahl.

.
N o

Ol =



Preisaufgaben 6

Der Sachverhalt der unbegrenzten Anndherung der iunkte p und
auf der Zahlengerade ist nur so zu erkldren, daB auf ihr (zwi-
schen den Zahlen 2 und 4) ein fester runkt existiert, dem sich
p von links und P von rechts her beliebig anniZhern, ohne ihn
allerdings je zu erreichen,

Die Entfernung dieses Fixpunktes vom Nullpunkt ist die soge-
nannte Bulersche Zahl e.

Der Vorschlag, diese Zahl mit dem Buchstaben e zu bezeichnen,
stammt von Euler (Commentarii Academiae Petropolitanae ad
annum 1739 Ts IX).

Die Zahl e ergibt sich durch Berechnung zu etwa
2,7182818284590454 ..

und ist eine der wenigen bekannten transzendenten Zahlen.
\

Titelbild: Aus der Bildserie "Beriihmte Mathematiker";
Sammlung Karger-Decker, Berlin.

Im letzten Jahr stieg die Zahl der Einsendungen zu unseren
Preisaufgaben stark an, so daB in jedem Monat mehr als drei
Einsender die 15-Punkte-Grenze iiberschritten und die Gewinner
durch Auslosung ermittelt werden muBten. Um die Auslosung 2zu
vermeiden und gleichzeitig noch mehr Leser als bisher unter den
"Gewinnern" zu haben, entschlossen wir uns zu folgenden Verén-
derungen der Einsendebedingungen:

Flir jede vollsténdige Ldosung erh&lt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die

im abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten.
Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem

Jahr erreichten Punkte fiir das néchste Schuljahr gutgeschrieben.

Diejenigen Leser, die mit den Aufgaben der Serie 7/8/74 15
Punkte erreichten, erhalten noch in diesem Jahr den entsprechen-
den Bilichergutschein (ohne Auslosung). Alle anderen Punktzahlen
werden in die Wertung des Schul jahres 1974/75 ilbernommen.

Die Ldsungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEI~Preissufgaben" an uns zu senden.




Preisaufgaben

Preisaufgaben 9/74

(F 43) Man 10se die Ungleichung
1 1 x=1
offl voio - v/iT » =
in reellen Zahlen.
(F 44) Gegeben sind zwei konzentrische Kreise mit den Radien
@ R und r (R>r). Wir zeichnen ein Quadrat so ein, dall
zwei seiner Eckpunkte auf dem inneren Kreis und zweil
auf dem duBeren Kreis liegen., Fiir welche Verhdlinisse
der Radien der gegebenen Kreise zueinander ist dies
moglich und fiir welche Verhdltnisse sogar eindeutig?
(F 45) lian gebe alle Paare reeller Zahlen an, die die folgen=-
(:)' de Gleichung losen:
(sinzx + L )2 + (coszx + __12_)2 =12 + % gin y.
sin x co8 X
(F 46) Man zeige, daB in einem beliebigen ebenen Dreieck das '
(:) Verhéltnis von Inkreisradius zu Umkreisradius nicht
groBer als % ist!
(F 47) Man zeige: Fiir beliebige reelle Zahlen a, b mit a+b ="
gilt: '
© ey
(F 48) n Mapanie’JbHHX NPAMHX IUIOCKOCTH nepecekanTcd cepuei

®

¥3 m mapajienbHHX OPAMHX. CKONBKO mapajjaeaorpaMuos
MOEHO BHIEAUTH B o6pasopaBmelicd CeTKe?

winsendeschluB:| 31. 10. 1974
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Das Rinderproblem des Archimedes

Eine vollstandige Fassung dieses Problems enthédlt eine von
Gotthold Ephraim Lessing 1773 in der Wolfenbiitteler Bibliothek
aufgefundene Handschrift in griechischer Sprache. Die Autor-
schaft des Archimedes wird teils bestritten (Lessing, lessel-
mann, Vincent), teils bejaht, letzteres z. B, vom didnischen
Archimedesforscher J. L. Heiberg und von dem franzdsischen
Mathematiker P. Tannerye.

Das Problem selbst lautet in einer Ubersetzung von G. Wertheim:

Sage, Freund, mir genau die Zahl von Helios' Rindern.
Sorgsam rechne mir aus, wenn dir Weisheit nicht fremd,
Wieviel deren es waren, die auf der Insel Sizilien
Fluren weideten einst, vierfach in Herden geteilt.
Jede Herde war anders gefarbt; die erste war milchweil3,
Aber die zweite erglidnzt' von ganz dunkelem Schwarz.
Braun war die dritte sodann, die vierte scheckig; in jeder
- Hatten die Jtiere an Zahl weit das Ubergewicht.
Und in solchem Verhadltnis nun standen diese: die weiflen
10 Glichen den braunen an Zahl und noch dem dritten Teil

Samt der Hilfte der Schwarzen, o Freund, zusammengenommen.

Weiter der schwarzen Meng' war gleich dem vierten Teil

Und dem fiinften der Scheck'gen, vermehrt um sémtliche braune.

Endlich der scheckigen Stier' Zahl gleichsetzen du mult,

Freund, dem sechsten und auch dem siebten Teile der weillen,

Noch gerechnet dazu sdmtlicher braunen leng'.

Anders verhielt sich's jedoch mit den weiblichen Rindern:

Es waren die mit weiBlichem Haar gleich dem dritten Teil

Und dem vierten der schwirzlichen Rinder, der Kilhe wie Stiere.
20 Ferner die schwarzen Kilh' waren dem vierten Teil

Und dem fiinften der Herde der scheckigen gleich, wenn
Gerechnet wurden sowohl die Kiih' als auch die S5tiere dazu.
Fbenso waren die scheckigen Kilh' ein Piinftel und Sechstel
Aller mit braunem Haar, wenn zur Weide es ging.
Endlich die braunen Kiih' ein Sechstel waren und Siebtel
Von der gesamten Herd', welcher weifilich das Haar.
Kannst du sagen genau, mein Freund, wie viele der Rinder
Dort nun waren vereint, auch wie viele es gab
Kiihe von jeder Farb' und wohlgendéhrete Stiere,

30 Dann recht tiichtig filhrwahr nennet im Rechnen man diche.

Doch noch zdhlt man dich nicht zu den Weisen; aber wohlan nun,
Komm und sage mir an, wie sich dies weiter verhdlt:

Wenn die ganze Zahl der weiBen Stier' und der schwarzen

Sich vereint', alsdann standen geordnet sie da

Gleich nach Tiefe und Breite; die weiten Fluren Siziliens
Wurden vollig gefiillt durch die lenge der Stier'.

Stellte man aber zusammen die braunen und scheckigen, alsdann
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Wurde ein Dreieck erzeugt, einer stand an der Spitz',
Und es fehlte keiner der braunen und scheckigen Stiere,
40 Noch darunter man fand einen von anderer Farb',

Hast du auch dies ausfindig gemacht und im Geiste erfasset,
Gibst das Verhdltnis mir an, Freund, das bei jeder Herd'
Findet statt, dann magst du stolz als Sieger einhergehn,
Denn hell strahlet dein Ruhm nun in dexr Vissenschaft.

—CE SO > —

Zur Losung des Problems:

Zundchst einige Vereinbarungen iliber die Bezeichnungen.

Mit X, Y, Z, T bezeichnen wir die Anzahl der weiBen, schwarzen,
scheckigen bzw. braunen Stiere. Analog mit x, y, z, t die An-
zahl der weiBen, schwarzen, scheckigen bzw. braunen Kihe.

M, my, N, n, i, K sind beliebige natiirliche Zahlen, die in der
Rechnung als Parameter auftreten. Um die Ldsung iibersichtlich
zu gestalten, werden wir an geeigneter Stelle die Zahlen 4657
als o, 957 als B und 4942 als y bezeichnen.

Aus dem Gedicht erhalten wir die folgenden Gleichungen, die in
den natiirlichen Zahlen zu ldsen sind:

Zeile 10/11 X=T+2Y (1)
12/13 Y=T+2-g-z (2)
14-16 72 =1+ 33 x (3)
18/19 X = 1% (t % ¥) (4)
20-22 y =8 (2 + 2) (5)
23/24 z = %—é (T + t) (6)
25/26 t = 42 (X + x) (7)
33-36 X+ Y =1 (8)
37=40 Z+T=.}N-(N+1) (9)
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M und N sind hierbei beliebige natiirliche Zahlen. Die Glei-
chung (9) sagt aus, daB Z + T eine Dreieckszahl sein soll.

Eine natiirliche Zahl 3 bezeichnet man als Dreieckszahl, wenn
sich mit 3 Punkten ein Gitter von kongruenten gleichseitigen
Dreiecken herstellen 1d8t, so daB die Ecken der einzelnen
Dreiecke diese Punkte sind. Die ersten Dreieckszahlen sind

demnach
® .. ] .:
. .., .
1 (= %+1:2) = 142 = 2 - =
= %1 3 (= 2 = 5+2:3) 6 (= 14243 =33.4)
® L ]
.. .. L
P D e%e%e
LIS *.%,
o ..
10 (= 1424344 = Felie5) 15 (= 142434445 = 5+5+6)

Wir beschridnken uns zuerst auf die Gleichungen (1) bis (7).
Aus (1), (2) und (3) folgt:

Al

6X-5Y=6T; 20Y =92 =20T; 42 2 - 13 X = 42 T
bzw, durch Umrechnung
742 v 178 7 1580
=357 T =~gg 4 goT T
Die Zahlen 891 und 1580 gind teilerfremd. Andererseits mu3 Z

eine natiirliche Zahl sein. Also ist T ein ganzzahliges Viel=-
faches von 891.

-

= 891 i ’ i € Nn
Somit ergibt sich
Z = 1580 i ; T= 891 i
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Das Ergebnis von (10) in (4) - (7) eingesetzt, ergibt:

20y - 9~z = 14220 i
42 t - 13 x = 28938 i.

12x- Ty=121414
0z-111%t= 98011

|

Dieses Gleichungssystem 1l8sen wir nach x, y, z und t auf.

4657 x = 7206360 i 3 4657 y = 4893246 i (11)
4657 z = 3515820 i 3 4657 t = 5439213 i ’

4657 ist eine Primzahl, die wir, wie bereits vereinbart, im
weiten mit o abklirzen werden. Da keine der auf der rechten
Seite der Gleichungen (11) stehenden Zshlen durch o teilbar
ist, muB i ein ganzzahliges Vielfaches von « sein,

| i = 4657 K= o - K,

und wir erhalten als Losungen der Gleichungen (1) = (7)

X = 10366482 K ; Y = 7460514 K
Z = 7358060 K : T = 4149387 K
_ (12)
x = 7206360 K H Yy = 4893246 K .
z = 3515820 K $ t = 5439213 K .

K ist hierbei eine beliebige natiirliche Zahl, VWie man leicht
sieht, haben die Gleichungen (1) - (7) also unendlich viele Lo-
sungen., Gesucht igt jetzt eine solche Losung, die auch die
Gleichungen (8) und (9) befriedigt.

Wir ersetzen in (8) und (9) X, ¥, Z und T durch die entspre-
‘chenden Werte aus .(10), wobei wir beachten, daB sich i als
x » K darstellt.

3828 * & * K = M° s 4942 e + K= N 4+ N

Wir ersetzen 957 = 3 + 11 - 29 durch g und 4942 durch Y und
erhalten:
W sdeBogeR % MWeHwyogak (13)

M muB demnach ein ganzzahliges Vielfaches von 2, 3, 11, 29,
4657 sein:
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M=2 9+ 957 » 4657 * m
go dal wir

W = 482« q%em?
erhalten.
Der Vergleich mit (13) ergibt wieder

4'82'“2'312 = 4 - B s Of " K

K=o B s m> = 4456749 m° . (14)

Diesen VWert von K setzen wir in (13) ein.
N2 + N = Y * 0 0 ¢ B o m? .
Durch Umformung entsteht

(2 N + 1)2 =4y B * «® o m° + 1 .

Definieren wir:
2 N+1=n, 4y +8 -a2 =80
50 erhalten wir endlich

eine sogenannte Permatsche Gleichung.

Diese Gleichung ist 1losbar, aber ihre Ldsung fiihrt auf riesen-
hafte Zahlen, zumal schon & den Wert 410 286 423 278 424 hat.
Auf eine weitere Behandlung der Aufgabe miissen wir aus diesem
Grunde verzichten,

1880 gelang es dem deutschen lMathematiker Amthor, diese Aufga-
be zu lOsen. Nach seiner Losung weist das Ergebnis Zahlen auf,
von denen eine jede im Dezimalsystem geschrieben 206545 Stellen
hat.

Zum Beispiel sind die ersten vier Ziffern der Gesamtzahl der
Stiere und Kiihe aller vier Herden 7766 oder die der weiBen Stie-
re 1598. Es folgen jeweils noch 206541 Ziffern.

Hans-Gerd Leopold
Forschungsstudent
im Bereich Analysis
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Losungen

Losungen

Aufgabe F 27

(nach Gunter Gerbeth, 66 Greiz, 9. Klasse)

Voraussetzung fiir die Losung ist a *+ a' = e und [G, +] Gruppe.
Wir wollen zeigen, dafl dann a' = a"1 gilte.

a' € G, also gilt nach Axiom 3:

a' = e=* a'

a' = (a'1._a) + a' (Axiom 4)

a' =a'1¢(a- a') (Axiom 2)

a' =alee (Voraussetzung)
al = a"| (Axiom 3).

Flir den Fall a' *+ a = e verldauft der Beweis analoge.

Aufgabe F 30

(nach Friedhelm und Norbert Schieweck,
3101 Blumenberg, 10. Klasse)

1) Wir betrachten den Kreis K' (mit dem Radius r'), der dem
Quadrat einbeschrieben ist, und legen an ihn die Tangenten
A'C' bzw. C'B' mit A'C'|| AC bzw. C'B'|| CB (siehe Abb. 1).
Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke AABC und AA'B'C' und der
Tatsache, daf AA'B'C' im Inneren von AABC liegt, gilt:

<1, das bedeutet x = 2r' < 2r.

(r ist hierbei Inkreisradius des Dreiecks AARC.)

C

A A

= B' B Abb. 1
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2) An den Kreis K'' (Radius r' 1), der dem Quadrat umbeschrieben
ist, legen wir die Tangenten B"C', A"B", A"C" mit
TB*|| iB, A"c" || AC, B"C"|| BC. Das Dreieck AABC liegh im
Innern des Dreiecks AA"B"C* und AABC ~ AA"B'CM(siehe Abb. 2).

Somit gilt:

5 1 B Be x=\2r'' >\2r.

A B

Aufgabe I 20

Die Lésung ergibt sich sehr leicht nach folgendem

Satsz: Das Guadrat der Fléche eines ebenen Vielecks ist
gleich der Summe der Quadrate der Fléchen seiner
Projektionen auf drei zueinander senkrecht

stehende Ebenen.
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Die Projektionsflédchen auf die Ebenen ACD, ECDB, BDN sind
gleich a?, ax, a2 - ax. Vlir erhalten:
S = (a2)2 + (ax)? + (&% - ax)?
= 282 (x® - ax + &%)

) 2 2
2a? [(x - %) + %‘:—] o
Die Fléche S wird folglich minimal, wenn X = 3 ist:

2
Sain = 20028 - EYE

Losung der 7ahlenrétsel aus Heft 7/8/743

(Seite 170) _ (seite 192)

5292 @ 63 = 84 3854 3 47 = 82
- X + - x +
780 + 57 = 857 : 662 + 51 = 713

4512 - 3591 = 921 3192 - 2397 = 795

f

FR + BUCHER + BUCHER + BUCHER + BUCHER !‘ll
=

Maximilian Miller: Geldste und ungeldste mathematische Probleme
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1973,
Mathematische Schiilerbilicherei Nr. 75 Preis: 5,70 M

Wolfgang May: Differentialgleichungen
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1974,
Mathematische Schiilerbiicherei Nr. 49. _ Preis: 111,00 M

Hans Wussing: Carl Friedrich Gaus
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig 1974.
Preis: 4,70 M
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Topologie _ 18

Einfiihrung in die Topologie (1)

1. TogoloEische Eisengchaften der Zahlegseraden

Von der 9. Klasse an ist jeder Schiiler mit der Menge der reel-
len Zahlen R, der Zahlengeraden, hinreichend vertraut. Wir
verwenden die Begriffe '"Menge der reellen Zahlen" und "Zahlen-
gerade" als Hquivalente Begriffe in dem Sinne, daB jeder reel-
len Zahl eindeutig ein Punkt der Zahlengeraden und umgekehrt
Jedem Punkt der Zahlengeraden eindeutig eine reelle Zahl zuge-
ordnet werden kann. In der Schule werden vor allem die algebra=-
ischen Eigenschaften und die Ordnungseigenschaften der Zahlen-
geraden betrachtet. Zu den algebraischen Eigenschaften der Zah-
lengeraden gehdren beispielsweise die unbeschrédnkte Ausfiihrbare-
keit der Addition, der Multiplikation und der Subtraktion in R
und die unbeschrénkte Ausfiihrbarkeit der Division in R\ {0} .
Ordnungseigenschaften sind alle die Eigenschaften, die mit der
Tatsache verbunden sind, daB IR eine geordnete Menge ist. Wie
wir wissen, gilt ja z. B. fiir zwei beliebige reelle Zahlen x,y
entweder x <y oder x>y oder X = y. Es lassen gich also zwei be-
liebige reelle Zahlen x,y stets der GridBe nach vergleichen. Wei-
terhin ist der Betrag |x| einer reellen Zahl x € R wie folgt de-
finiert:

x fir x>0
Ix] : = 0 fiir x = O
-x fiir x < O

Der Betrag der Differenz zweier reeller Zahlen x,y € R, |x-y|,
wird als Abstand zwischen x und y bezeichnet, was der anschau-
‘lichen Deutung auf der Zahlengeraden vollig entspricht.

In den folgenden Ausfiihrungen werden wir die sogenannte Drei-
ecksungleichung sehr hdufig benutzen.

Sind x,y beliebige reelle Zahlen, so gilt stets:

=+ 3] s |x| + |y
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Unter einer Folge reeller Zahlen verstehen wir eine eindeutige
Abbildung von N*® (Menge der natiirlichen Zahlen N ohne Null)
in R . Mit anderen Worten: Eine Folge reeller Zahlen ist eine
Funktion f mit dem Definitionsbereich D(f) = N* und einem Wer-
tebereich W(f) c IR . Fir f(n) (n € IN* , f(n) € R ) schreiben
wir auch a, und symbolisieren eine Folge reeller Zahlen durch
(Bp)p e Nx -

Beispiele fiir reelle Zahlenfolgen:

1 1 1
(E)HGN. = \(1, 2‘| 3” eaey I—J', ..o)

(zn-1)neut = (1' 2. 4, eswey 21]"1' o-o)

((-é')n-‘l)ncnr = (1! ""%'i %! -%' ss ey (" %)0-1. o-o)

!

Der Begriff der Konvergenz einer Folge reeller Zahlen in R
wird wie folgt definiert:

Definition 1

Eine Fplge reeller Zahlen (an)ngN"‘ heiBt konvergent
in R genau dann, wenn eine reelle Zahl a € R existiert
mit folgender Eigenschaft: Pir jedes € €R und € > 0
exigtiert ein n € N* |, so daB fiir alle n > n,, n € N*,
gilt: Ia.n -al<e.

Formalisiert:
Eine Folge reeller Zahlen (a, )n(-: N* heiBt konver-
gent in R <«

HaVsanOVn(a,e €eR A E>0Any,n € |N.An>q,—’|a, -a|< €)

Ist fiir eine Folge (a.n)n ¢ N+ die in Def. 1 formulierte Konver-:
genzbedingung erfiillt, so sagen wir, die Folge konvergiert gegen
den Grenzwert a, bzw. die Folge besitzt den Grenzwert a. Die Fol-
ge (%)neN‘ besitzt demnach den Grenzwert O (Null), widhrend
die Folge (27~ )nEN" keinen (eigentlichen) Grenzwert hat.

Auch der Sachverhalt der Konvergenz ldBt sich auf der Zahlen-
geraden veranschaulichen. Es muB ein Punkt a auf der Zahlenge-
raden existieren mlt folgender Eigenschaft: Widhlen wir eine be-
liebige positive reelle Zahl e ( € mag sich noch so wenig von
Null unterscheiden), so muB sich eine Zahl n, € N* finden lassen,
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go daB alle 8, mit n >n, zwischen a - ¢ und a + € liegen,
wdhrend sich auBerhalb dieses Abschnittes (Intervalls) hdch-

stens die endlich vielen Folgenglieder 819859000y 8, befinden.
o
Es gilt nun der folgende Satz:

=

Satz 1

Der Grenzwert einer konvergenten Folge reeller Zah-
len ist in R eindeutig bestimmt.

Beweis !indirekt!: Nehmen wir an, es seien sowohl a als auch
a' mit a # a' Grenzwert einer Folge (%)nﬁﬂ' . Wegen

a £ a' gilt: |a = a.'[ >0, Wir wahlen € = '5'29‘—' > 0. Nach .
Definition 1 existiert dann ein n € N*mit |a -a| <e = |§EE—|
fiir alle n > n,.

Ebenso existiert dann nach Definition 1 ein n! € N* mit
la,~a] < e _|§-2-a_l fiur alle n > n},

Sei m,: = no+nc; s 80 ist mo n, und auch m, >n s und es muB so-
wohl [am -a| <€ als auch Ia.m -a'| < € gelten. W:Lr erhalten:
|a-a’| Ia-am +a ~a'| s Ien-am l+la, -a'| <2¢ =

T s

2« lesad famar) .

Es kann aber |a-a'| <|a-a'| nicht richtig sein, also muB auch
unsere Annahme a # a' falach sein. ]

Wir bemerken: Um den Begriff der Konvergenz einer Folge reeller
Zahlen definieren zu ktnnen, war neben anderem insbesondere der
Begriff des Abstandes |x - y| 2zweier reeller Zahlen x,y erfor-
derlich.

All die bisher besprochenen Tatsachen werden auch in der Schule
gelehrt oder ktnnen aus frilheren Beitrdgen in unserer Zeit-
schrift als bekannt vorausgesetzt werden., Womit ein Schiiler
aber weit weniger veftraut sein wird, das sind die topologischen
Eigenschaften der Zahlengeraden. Ohne hier ausfilhrliche Erkla-
rungen anzuschlieBen, was man unter topologischen Eigenschaften
versteht, wollen wir uns der Betrachtung solcher Eigenschaften
zuwenden.
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Definition 2 3

Sind a,b € R und a <b, so heiBt
Ja,b[ : = {x : x e RAa<x<b)}
ein offenes Intervall mit den Endpunkten a und b.

Die offenen Intervalle sind spezielle Teilmengen von R . Der
Punkt 22 heiBt Mittelpunkt des Intervalls )a,b( , und
|b-a| ist die Lénge des Intervalls.

Definition 3 :

Sind x, € R, ¢ €Rund € > 0, so heiBt das spezielle
offene Intervall der Ldnge 2€ mit X, als Mittelpunkt
eine e -Umgebung von x_ , die wir mit Ue(x,) bezeich-
nen. _

Ut(xo) = {x :xGRAxO - € <x<xo+g} "

Jetzt sind wir in der Lage, einen ganz wesentlichen Begriff zu
definieren, ndmlich den Begriff der Umngebung.

Defin.ition 4 :°

Eine Menge U SR heiBt Umgebung eines Punktes x € R
genau dann, wenn ein e € R, € > 0 existiert mit
Ue (x) s UL

Satz 2 :

Jede ¢€=Umgebung von X,s Ue (xo), ist Umgebung U jedes
ihrer Punkte.

Bewels: Sei x € Ug(x,) beliebig gewihlt, so ist |x-x | <€
oder e - x-x | > 0. er setzen €' = € - k-x | und betrachten
U, {x). Wahlen wir y € U, (x) beliebig, so ist stets |y-x| <e'.
Jetzt betrachten wir den Abstand zwischen x, und y, d. h. Iy-x | :
|y=x5| = |y-x+x-x | s |y-x|+ |x-x_| < €' + |x=-x [=

e = |x=x,| + |x-x | = ¢ .
|y=x,| < € heiBt y € Ue(x ). Wenn also y € Ug(x), so auch
y € U, (xo) und folglich U.,(x) s U (xo).
Fir jedes x € Ug(x,) existiert ein €' > 0, so daB
U ¢1(x) € Ue(x,). Nach Definition 4 bedeutet das aber, es ist
Ue (xo) Umgebung von x. i
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Wegen x € U‘(xo) ist nach Satz 2 natiirlich U;(xo) auch Umge-
bung von X, selbst. Ist X, ein beliebiger Punkt der Zahlengera=-
den, so gibt es fiir jedes €€ R und € > 0 eine e-Umgebung

Ue (xo). Damit ist gesagt, daB es fiir jeden Punkt x €R belie-
big viele e-Umgebungen gibt. Da jede e&-~Umgebung von x, auch
Umgebung von X ist, kann die Anzahl der Umgebungen von X, na-
tiirlich nicht geringer sein, Wir bezeichnen die Menge aller Um-

gebungen eines Punktes x_ €ER mit ll(xo).

Nunmehr beweisen wir vier Sdtze, die grundlegende topologische
Eigenschaften der Zahlengeraden beinhalten. Aus diesem Grunde
geben wir diesen Sdtzen eine besondere Bezeichnung.

Sataz U1=

Wenn U eine Umgebung des Punktes x € R ist, so gilt:
x € U.
Formalisiert:

Vx VU (xeR AU € U(x) — x € U)

Beweis: Ist U ¢ U(x), so existiert nach Definition 4 ein £t €R,
e > 0, o daB U, (x) ¢ U. Da x € Ug(x) € U, folgt x € U. WN
Satz U2
Wenn U eine Umgebung von x € R ist, und es ist U s U',
so ist auch U' Umgebung von x.

Formalisiert:

Vx Vu Yur (xeRAaU€ U(x)A UES U — U' € U(X))

Beweig: Ist U € U(x), so existiert nach Definition 4 ein £€R,
€ > 0, go daB x € Ueg(x) € U, Da USU' ist, gilt natiirlich auch:
Ue(x) € U's, Folglich ist nach Definition 4 auch U' Umgebung von
X, de he U' € 1 (x). : -

Satz U, :

Wenn U,, U, Umgebungen von x € R sind, so ist auch ihr
Durchschnitt, U.‘ n U2, Umgebung von x.

Formalisiert: '

Vx YU, YU,(x € RAU,,U, € U(x)—» U,N U, € u(x))

Beweisg: Da U1 Ungebung von x ist, existiert nach Definition 4
ein €4 eR, g, > 0, s0 daB U=1 (x) s U,.
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Da I.I2 Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4 ein
€2 ¢ R, g,> 0, so daB U,z(x) s U,.

Setzen wir e := min{es,e,}, s0 ist Ue(x) s U; und
Ue (x) SU, und somit Ue(x) € U,Nn U,. Nach Definition 4 ist also

U,n U, Umgebung von x. [ ]

Satz u, :

Zu jeder Umgebung U eines Punktes x € R existiert eine
weitere Umgebung W von x derart, daB U Umgebung jedes
Punktes y € W ist.

Formalisiert:

YVx VU3IW Yy (x€eRAUWE U(x)AyEW —TUe€ U(y))

Beweis: Da U Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4
ein € >R, e > 0, so daB U (x) SU. Nach Satz 2 ist Uc(x) Umge-
bung jedes Punktes y € Ue(x) und natiirlich auch Umgebung von x.
Wegen Ug(x) €U ist nach Satz U, auch U Umgebung jedes Punktes
Yy €Ue(x). Setzen wir W : = Ug(x), so erfiillt W gerade die im
Satz U4 geforderten Bedingungen. ]

Karl Herrmann

Lekior im Bereich
Theorethische Mathematik

Die Fortsetzung dibses Artikels erscheint in Heft 11/74.

Gut gesagt

Die Mathematiker, die nur Mathematiker sind, denken
also richtig, aber nur unter der Voraussetzung, daB
man ihnen alle Dinge durch Definitionen und Prinzi-
pien erklért; sonst sind sie beschrénkt und uner-
triglich, denn sie denken nur dann richtig, wenn es
um sehr klare Prinzipien geht.

Blaise Pascal
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Preisaufgaben 10/74

Lo

F "

©

S
O

)

Man gebe alle reellen Zahlen x an, die die folgende Un=-
gleichung erfiillen:

a2 sinzx < ain23x » a>0.

L)
=

\n

(@]

S

9

Man 1l0se die Gleichung

Va -\a + X =X : & = reelle Zahl.

~
o
Ul
-
S’

©

Im Viereck ABB'A' liege P auf der Verlidngerung der
Strecke AA',

Gesucht ist diejenige Gerade g durch P, deren Schnitt-
punkte mit AB, C und mit A"B', C' die folgende Gleichung
erfiillen:

AC : CB = A'C' : C'B' .
Wenn ist keine LGsung moglich?

(F 52)

e

Man beweise:
Geht in einem Dreieck der Inkreis durch den Schwerpunkt,
so gilt fiir die Seitenldngen a,b,c das Dreiecks

5(&2+b2+02) = 6(ab+bc+ac) .

(F 53)

[©1

Man 1l6se die Ungleichung
[1ogzx + log}(x+3)]x'“ = b

(F 54)

®

HalTe BCce SHAYEHMA n, NPU KOTOPHX EKAKHe-JIu00 TpH
nocxenoBaTeAbHHX Ko3(pdMmMeHTa pa3NOXeHMA OMHOMA (a+b)?
ABJADTCA TpeMA NOCJAeXOBATEJBHHMM YJNeHaMy apuueTuyeckxoH
Oporpeccuu,

SHayeHHe — WGI"{F
Kako#t-nuc6o - irgendein, beliedbig
nociaexoBaTeNbHEHl - sukzessiv
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Aufgebe F 51 stammt - wie auch bereits die Aufgaben F 22 upd
F 33 - von Herrn Dr. habil. R. Roth, emer. Universitdts-Profes-
sor, Jena.

Die Aufgabe F 52 sandte unser Leser F. Miiller, zur Zeit Mathe-
matikstudent in Moskau, ein. -

Flir jede vollsténdige Ldsung erhdlt der Einsender die bei der .
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Bilichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Loésungen sind - Jede Losung amf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEI~Preisaufgaben" an uns zu senden.

EinsendeschluB: [ 30. 11. 1974

Liebe Leser!

Am 1. Oktober iibernahm der Postzeitungsvertrieb den Versand
unserer Zeitschrift. Bitte beachten Sie folgende mit dieser
Umstellung verbundene Verdnderungen:

I Ll

) Neubestellungen, Abbestellungen sowle Anderungen des
Abonnements sind nur noch iiber das zustédndige Postamt
méglich.

’ Ab Oktober werden die Abonnementsgelder von der Deutschen
Post eingezogen. Ein Vierteljahresabonnement kostet 0,60 M.

’ Nachbestellungen &lterer Nummern richten Sie bitte an
unsere Adresse:

Redaktion WURZEL

69 J ena
Universitﬁtahochhaus
Sektion Mathematik
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Lésungen

Zu den Aufgaben der Serien 4/74 und 5/74

Bedingt durch die verspidtete Auslieferung der Hefte 4/74 und
5/74 war die Zahl der Einsender geringer als sonst, obwohl wir
selbstverstdndlich alle eingegangenen Ldsungen - unabhdngig vom
Einsendetermin - gewertet haben.

Unter den Ldsungen sortierten wir nur wenige falsche aus, z. B.
bei F 26 und F 27. Die auftretenden Fehler waren so unterschied-
lich, daB eine Charakterisierung nicht erfolgen kann.

Aufgabe F 25 (nach ILutz Gértner, Wismar, 9. Klasse)

Die Bedingung 1 <x 564 ist auf Grund der Monotonie der ILogarith-
musfunktion &dquivalent zu
log, 1 s log, x S log, 64 .
0 s log, x = 6.

Den in der Aufgabenstellung gegebenen Ausdruck formen wir mit
Hilfe der logarithmengesetze um.

(logzx)4 + 12(log2x)2. log, %
(logzx)4 + 12(log2x)2-(1052 8 - logzx) =
(logzx)4 - 12(1032::)3 + 36(1og2x)2

Wir substitfuieren nun a = logzx.
Der so erhaltene Term T lautet:

T = ot - 1287 + 368
? = a®(a® - 12a + 36)
T = aa(a-ﬁ)2

T = [a(a=6)]°

T = [(a-3)2-9]°

T ist genau dann maximal, wenn |(a-3)2-9| den groBten Wert
annimmt.

1. Pall: (a-3)° - 9>0.

Dieser Pall kamn wegen (a-3)°-9 = a(a=6) fiir das an-
gegebene Intervall 0 sa <6 nicht eintreten.
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2. Fall: (a=3)° =950

Wegen (a—3)2 20 fiir beliebige a gilt
(a=3)%-9 2 -9. |

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn
a = 3 ist. )

Also wird |(a-3)°-9] mit O<a <6 fir a = 3 maximal. Damit

nimmt auch T an der Stelle a = 3 seinen groBten Wert an. Nun
ist @ = logyx. Also ist der gegebene Ausdruck filr x = 22 = 8
maximal.

Das Maximum betridgt 81.

Aufgabe F 26 (Gunter Gerbeth, Greiz, 9. Klasse)

Bei dem in der Aufgabenstellung vorliegenden Gleichungssystem
handelt es sich um ein inhomogenes System mit 3 Unbekannten und

3 Gleichungen. Nach der Cramerschen Regel ist es fiir die Existenz
von genau einer Ldsung notwendig und hinreichend, daB die Ko-
effizientendeterminante von Null verschieden ist.

1+a1 1 _ 1
D = 1 1+a2 1 #0
1 1 1+a3

Durch Ausrechnen ergibt sich:
(1+a1)(1+a2)(1+a3) # a1+a2+a3+1
848, + 8583 + 8483 + 8,858, £0 (+)

Falls aj + a5 + ag > 0 gilt, kann die Bedingung fiir die drei
Zahlen 81185584 noch in folgende Form umgewandelt werden:

1 1 1
—_— =t =+ 1 £0 .

Erfiillen die Zahlen 84185985 die Bedingung ( « ), so existiert
genau eine ISsung des Gleichungssystems.

Aufgabe F 29 | (nmach Lothar Wenzel, Berlin)

Zuerst werden die beiden Gleichungsseiten unabhédngig voneinander
umgeformt. Es werden allgemein bekannte Additionstheoreme ver-
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wendet, so daB es nicht nodtig ist, im weiteren jeden einzelnen
Zwischenschritt anzugeben.
1. sin 5x = gin 2x cos 3x + co8 2x sin 3x

= 2sinx(4cos4x-30032x)+831n5x-1 0sin’x+3sinx

=168in’x - 20sin’x+5sinx (*)

2. 16sinx.sin(x=- §).sin(x+ E).sin(x- %"-).sin(m -253‘-) -

2 2 2 2n

1631nx(sin2x cos -2511 ~8in = coath

16sinx (sin®x - sin® ’é)(ainzx - 8in® -2}) -

% —ain2 1-& coazx)(sinzx cos

1651115::-16(51!12 “grsinz -2§r-)sin3x+1651n2 g.sinz %E.sin x (=)
Vergleichen wir ( « ) und (» +), so sind diese Polynome in sin x
bis auf ihre Koeffizienten gleich. Um auch die Gleichheit der -
Koeffizienten nachzuweisen, miissen wir en:l.n2 ; + ain2 %n- und
Biha T-é . sin2 -2511 berechnen.
Dies geschieht am zweckmiédBigsten mit Hilfe des folgenden An=-
satzes, der sich aus ( ») ableitet:

sin 5y = sin y (16 s:i.n4;f - 20 ainay + 5).

Fir y = E- bzw., y = %11 wird dieser Ausdruck Null (sin m =sin2m =0).
De auferdem sin ¥ # 0 und sin -25"5 # 0 gilt, konnen wir durch

gin y dividieren und erhalten: .

(++2) O = 16 sin4y - 20 sinzy + 5 fir y = -E und

1r
FaBt man diese Gleichung als quadratisch in sinzy auf, so er-

gibt sich wegen sin® 'TBI: # gin? %E und obiger Gleichung, daB

gin® -E und sin® -2515 die Losungen von ( =) sind.
Dann gilt aber nach dem Vietaschen Wurzelsatz:

ain2§+sin2?51-t-=%-g-

Elin2 -75:- . sin2 -2515 -1%

Setzen wir das erhaltene Resultat in (**) ein, so ergibt sich
genau (= ).

Da alle Umnformungen in 1. und 2. dquivalent sind, ist somit der
Beweis fiir die Behauptung der Aufgabe erbracht.
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Unser ILeser Dr. Bruno H an i s c¢c h, 4011 Halle, Merseburger
Str. 122 sandte uns folgenden Beitrag ein, den wir - leicht
redaktionell bearbeitet - im folgenden wiedergeben wollen:

Konstruieren einmal anders -

Betrachtungen zur Quadratur des Kreises

Im Jahre 1882 gelang es F. Lindemann, nachzuweisen, daB8 die Zahl
x eine transzendente Zahl ist. Durch diesen Beweis wurde das al-
te Problem der Kreisquadratur endgiiltig in dem Sinne geldst, dasB
e8 nicht mbglich ist, die Fldche des Kreises mit Zirkel und Li-
neal in ein flidchengleiches Quadrat zu verwandeln, d. h., mit
Zirkel und Lineal aus einem vorgegebenen Kreis ein Quadrat zu
konstruieren, dessen Flicheninhalt gleich demjenigen des gegebe-
nen Kreises ist.

Die folgenden Betrachtungen stehen keinesfalls im Widerspruch zu
diesem Satz von Lindemann, der auch von mehreren anderen grofien
Mathematikern (WeierstraB, Hilbert u. a.) bewiesen wurde. Wenn
man als konstruktive Hilfsmittel auch Konstruktionen mit dem Zir-
kel auf einer Zylinderfldche sowie das Abwickeln dieser Zylinder-
fldche in eine Ebene zuldBt, so ist, wie das folgende Beispiel
zeigt, die Konsiruktion des Kreisumfangs bzw. die Kreisquadratur
mit Zirkel und Lineal durchaus mdglich.

Der Gedankengang ist folgender: Es liege ein Zylinder (Papp- oder
Holzzylinder) mit dem Radius r vor, und es soll ein Quadrat kon-
struiert werden, dessen Flicheninhalt t-ra ist.

Wir nehmen ein Zeichenblatt und zeichnen zwei senkrecht zueinan-
der stehende Geraden ein. Dann legen wir das Zeichenblatt so auf
die Zylinderflédche, daB die eine Gerade als Mantellinie des Zylin-
ders betrachtet werden kann, die andere bedeckt dann einen Kreis
R auf dem Zylinder. Im Schnittpunkt S der beiden Geraden stechen
wir mit dem Zirkel ein und lassen die andere Zirkelspitze auf
der Zylinderfléche gleiten, die Zirkelspanne sei gleich r«\/2".
Wir erhalten auf dem Zeichenblatt eine geschlossene Kurve, die
den Kreis K auf dem Zylinder in den Punkten P, und P, schneidet
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Abb. 1

Abb. 2 nr
53
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(siehe Abb. 1). Nimmt man das Zeichenblatt vom Zylinder ab und
breitet es wieder in der Ebene aus, 8o erscheint die vorher rdum-
liche Kurve als ebene geschlossene Kurve. Die im abgewickelten
Zeichenblatt sichtbare Strecke P1Pé hat den halben Umfang des
Kreises K als Lénge, also Tnr (siehe Abb. 2). Mit Hilfe des Ho-
hensatzes 148t sich dann leicht ein Quadrat mit dem Flichenin-
halt xer? konatruieren, also die Fldche eines Kreises vom Radius

r in ein Quadrat verwandeln: &? = rexr bzw. a = \/nxZ .

Es ist nicht schwer einzusehen, daB man nach Verwandlung eines
Kreises vom Radius r in ein flichengleiches Quadrat, wobei eine
Konstruktion auf einem Zylinder verwendet wurde, nun auch Kreise
mit anderen Radien in flichengleiche Quadrate verwandeln kann,
und zwar ohne noch einmal mit einem Zylinder operieren zu miissen.

A —
Studium und 25. lahrestag

Der Vorbereitung des 25. Jahrestages war an der Friedrich-
Schiller-Universitét die erste Woche des neuen Studienjahres
gewidmet. Zu diesem Zweck gab es eine Reihe Veranstaltungen,
in denen die politische Bedeutung der Griindung der DDR, die
Entwicklung unseres Staates und die weiteren Aufgaben disku-
tiert wurden.

Diskutiert - das bedeutete nicht, dal man sich allein auf
allgemeine Darlegungen iiber das Vierteljahrhundert Geschichte
beschrénkte, sondern prominente Vertreter der Sektion berich-
teten iiber die Entwicklung an unserer Universitdt, teilten
ihre Erfahrungen bei der Erziehung, Ausbildung und Forschung
mit und sorgten damit fiir eine anschauliche und interessante
Darstellung.
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In seiner Vorlesung zur "Rolle der Mathematik in der soziali-
stischen Gesellschaft" ging Nationalpreistrédger Professor

Dr. Nawrotzki vor allem suf den Einsatz von Diplom-Mathema-
tikern in der Volkswirtschaft ein. Gerade der Wissenschaft
und damit auch der Mathematik kommt eine bedeutsame Stellung
zu bei der erfolgreichen Verwirklichung der Hauptaufgabe des
Finf jahrplanes, sind doch 60% der Steigerung der Arbeits-
produktivitét durch Anwendung der Wissenschaft zu erreichen.

Das heiBt konkret, der Anwendungsbereich der Mathematik muB
in der Volkswirtschaft weiter vergréBert werden - nicht
zuletzt durch den persdnlichen Einsatz eines jeden Absolven-
ten der Sektion. Daraus erwachsen hohe Anforderungen an die
Erziehung und Ausbildung der Studenten.

Es 1st deshalb auch kein Zufall, wenn im Mittelpunkt der
Initiativen der FDJ-Gruppen zum 25. Jahrestag der Kampf um
hohe Studienleistungen, um beste Ergebnisse beim Studium des
Marxismus-Leninismus und in den mathematischen Féchern stand.

In den FDJ-Gruppenversammlungen dieser ersten Studienwoche
wurden auBer einem Riickblick auf den erreichten Stand die
Aufgaben und Ziele der FDJ-Arbeit im Studienjahr 1974/75
erdrtert, einem Studienjshr, das durch die gesellschaft-
lichen Héhepunkte 25. Jahrestag der Griindung der DDR und

30, Jahrestag der Befreiung vom Faschismus geprégt sein wird.
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Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Verdffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates
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Einfiihrung in die Topologie (II)

2. _Topologische Eigenschaften des R"

Alles, was wir fiir die Zahlengerade definiert, erldutert und be-
wiesen haben, kann bis auf die Ordnungseigenschaften ohne jede
Schwierigkeit auf die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen

r = (x1,x2....,xn). den ﬂ2n, ibertragen werden.

Hatten wir auf der Zahlengeraden d4(x,y) := |x- y| als Abstand
der beiden Punkte x und y erklirt, so definieren wir den Abstand
d(r, p) zweier Punkte g=(x1,12,...,xn) und n=(y1,y2,...,yn)
des R™ wie folgt:

-

d( Lo n):= V(x‘]—yll )2 5 (xz-yZ)z + coe + (Xn—yn)2

Fir n=1 ist d( g, p)= \f(x,l-yﬁ)z =|x1—y1l=d(x1,y1). Also enthidlt

die Abstandsdefinition im TR™ den auf der Zahlengeraden definier-
ten Abstand als Spézialfall., Fiir n=2 ist d( r, ») der anschaulich
gegebene Abstand zweier Punkte der Ebene:

4 a(zsn) = V(X =312 + (% -y, )2
£ = (x,%)

&
I
]

R

N |
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Sobald im R™ der Abstand d(r ,» ) zweier Punkte erklidrt ist,
kann der Begriff der Konvergenz einer Folge (EU)UEN' von
Punkten r, des R™ gefiniert werden.

Definition 5 : Eine Folge (g\,)\,em*von Punkten des R™
heiBt konvergent in R™ genau dann, wenn ein Punkt

a =(a1,32,...,an) e R™ existij.ert mit folgender Eigen-
schaft: Fiir jedes € € R und € > 0 existiert ein Vg EN‘.
so daB fiir alle v > vy, veN* gilt:

d(c, s 0) = (xM-a, )2+ -a, )2+... +(xV-a )? <

Genau wie auf der Zahlengeraden ist auch hier der Grenzwert o
einer konvergenten Folge (r " )v e N* eindeutig bestimmt,

Auf der Zahlengeraden hatten wir fiir e €R und € > O eine e-
Umgebung U, (x,) eines Punktes x, €R durch

Ue(x,) 3= {x: xeRA x -e<x<x +e} = {x: xeR A [x-x |<¢€)}
definiert. V6llig analog definieren wir die Begriffe "e ~-Umge-

-~

bung" Ue(ro) und "Umgebung" U im R

Definition 6:sSind g e R™ und e€R, € > 0 belie-
big vorgegeben, so heift
Ue(o) = {r: z e R Aad(r,ro) = V(x, -x0)2+. . +(x, =7 <)

eine e-Umgebung von ro .

Definition 7 : Eine Menge U = R? heist Umgebung des
Punktes ¢ € RrR™ genau dann, wenn ein € €R und € > ¢
existiert mit Ug(r ) 5. U.

Auch im R™ gilt der satz 2: Jede e -Umgebune von o, Ue( o),
ist Umgebung U jedes ihrer Punkte.

Die vier grundlegenden topologischen Eigenschaften U1 bis U4

gelten fiir den R™ ebenso wie fiir die Zahlengerade, Die Beweise
dieser vier Sitze fiir den R" erh#lt man aus den 3eweisen fiir die
Zahlengerade, indem dort lediglich x durch I und y durch Y er-

gsetzt werden,

3. Topologische Eigenschaften metrischer Riume
pa—————— -

Wir bemerken, daB sich der Begriff der Konvergenz einer Folge
(x'u )vGN-von Elementen einer Menge E in jeder Menge E erkliren
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18Bt, in welcher ein Abstand d(x,y) zwischen je’ zwei beliebigen
Elementen x,y € E definiert ist. Mit Hilfe des Abstandes lassen
gich auch die Begriffe " e -Umgebung" und "Umgebung" definieren
und damit wiederum die S&tze U1 bis U4 formulieren und bewei-
gen, Offensichtlich kommen die grundlegenden topologischen Eigen-—
schaften U1 bis U4 nicht nur der Zahlengeraden und dem R- zu,

sondern such noch allgemeineren Mengen.

Betrachten wir den auf der Zahlengeraden definierten Abstand
a(x,y) = k=y| zweier Punkte x,y € R etwas niher. Durch
d(x,y) = k-y| wird je zwei Elementen x,y €R eindeutig eine neue
reelle Zahl zugeordnet. Es ist d(x,y)= |x-y| eine eindeutige Ab-
bildung (Funktion) von RxR in R (D(d) = RxR und w(d) s TR )
mit folgenden Eigenschaften:

a) Piir jedes x,y € R ist |x-y| 20, und es ist |x-y|=0
genau dann, wenn x=y gilt.

b) Fiir jedes x,y € R gilt: [x=y| = |y=x!

c) Fiir jedes x,y,z €eR gilt: |x-y|s |x-z| + |2z-Yy]|

Die Ungleichung unter c) ist eine elementare Folgerung sus der
Dreiecksungleichung: '
|x=y| = |*x-2 + z-y| s |%x=z| + |2=¥y| .

Wegen ihrer geometrischen Bedeutung im R ¢ und R3 wird diese
Ungleichung ebenfalls Dreiecksungleichung genannt.

Auch der im R™ definierte Abstand zweier Punkte r, b € rR™,

2 2 2"

d(z,n) = ‘\/(x1-:>'1) + (Xy=y,)T + eee + (Xp=¥)°
ist eine eindeutige Abbildung von R2xR™? inR mit den Eigen-
schaften a) bis ¢):

a) Wie man sofort erkennt, gilt filir jedes r, p € R=:
d(zr, n) = '\ﬁx1-y1)2 + (:\ta-yz)2 + cea + (xn-yn)?z 0
und es ist d( r, ) = O genau dann, wenn r =19 , d. h.
3:1 = y., A x2 = yzA...A xn — yn ist.

b) Fir jedes r, v €R" gilt:
a( r,» )

Vix,-y102 + (2,502 + oo + (xp=y)%

VCy.I -X4 )2+ (yz--xz)2 + ese + (yn-xn)21
a(p,z)

n~Yn
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¢c) Plir jedes ry 0y & ERn gilt:
d(z,n) = \/(x1—y1)2 + (x5-y,

) 5
) + ses + (xn_Sn)

s V(x1-z1 Yo .+(xn-zn)2‘+ V(z1-y1 )2+, --+(zn-yn)2‘

= d(g, 3) + d( 3, r)

Der Beweis der hier angegebenen Dreiecksungleichung fiir den im
R® definierten Abstand ist nicht ganz einfach und an dieser
Stelle unangebracht.

Diese Erkenntnisse legen die folgende Definition nahe:

De finition 8 : Eine Menge E heift ein metrischer Raum
genau dann, wenn eine eindeutige Abbildung d von E X E
in R definiert werden kann, die folgende Eigenschaften

besitzt:

a) Fiir jedes x,y € E ist d(x,y)2 0, und es ist d(x,y)=0
genau dann, wenn X = Y.

b) Piir jedes x,y € E gilt: d(x,y) = d(y,x)

c) PFir jedes x,y,z€ E gilt: d(x,y)s:d(x,z) + d(z,y)

<

Wir nennen die Abbildung d eine lletrik oder Abstandsfunktion in
E und den Wert d(x,y) € R den Abstand zwischen den Punkten x und
y. Die Zahlengerade und der R™ erweisen sich somit als metrische
Riume mit d(x,y) = |x-¥| baw. .

d(rysp) = '\f(x1—y1 )2 + cee + (xn-yn)z.
Ist die Menge E ein metrischer Raum, so 1lift sich die Konvergenz

einer Tolgre (xv )VGN.von Elementen aus E wie folgt definieren:

De finition 9 : Eine Folge (Xy)y ¢N*Vvon Elementen aus
* E heiBt konvergent in E genau dann, wenn ein a€E exi-
stiert mit folgender Eigenschaft: PFiir jedes € € R
und ¢ > O existiert ein vo € N*, so daB fiir alle
V>V, V € N*, gilt: d(xy,a)<€.
Wir sagen dann, die Folge (xy)y, ¢N* besitzt den Grenzwert a und

schreiben:

v =
In jedem metrischen Raum ist wie auf der Zahlengeraden und im R®
der Grenzwert a einer konvergenten Folge (xy)y ¢ N* eindeutig

bestimt.
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Die Begriffe " €-Umgebung" und "Umgebung" detinieren wir in einen
metrischen Raum E wie auf der Zahlengeraden und wie im RT,

Definition 10:5indx €Eunde €¢R, e > 0 beliebig
vorgegeben, so heiBt
U (x,) = {x : xEEAd(x,xO) < g}

eine e-Umgebung von Xqye

Definition 11 : Eine Menge U S E heifBt Umgebuns des
Punktes x € E senau dann, wenn einee€R und € > 0
existiert mit Ug(x)g U.

Auch in einem beliebigen metrischen Raum E gilt: Jede g-Umge-
bung von x € E, U,(xo), ist Umgebung jedes ihrer Punkte.

Jetzt lassen sich die vier grundlegenden topologischen Eigen-
schaften U.] bis U4 fir jeden metrischen Raum formulieren und
genau so beweisen wie fiir die Zahlengerade. Somit erweisen sichL
die 3dtze U1 bis U4 als Folgerungen aus den in Definition 8 an-

gegebenen Grundeigenschaften des metrischen Raumes,

Karl Herrmann
Lekior im Bereidch
Theoretische Mathematik

Im letzten Teil dieses Belitrages werden wir uns der Frage zuwen-
den, ob man in einer Menge E auch dann noch einen Konvergenzbe-—
griff einfiihren kann, wenn in E keine Metrik erklé&rbar ist, und
dazu den Begriff des topologischen Raumes definieren.

Preisaufgaben 11/74

(F 55) Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion

O S
f(m): n/m

R =E
n/m

fiir ganzzahlige m (m >1) und beweise, daB sie keinen
groBten Wert hat. Dabeil bedeutet n die Summation

n/m
tiber alle Zahlen n, durch die m teilbar ist.
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Preisaufgaben

(F 56)

C]
In der Epene sind die zwei Punkte A und B fixiert. Man

beweise, dal der geometrische Ort aller Punkie M, die
der Bedingung 2IH° + WB° = AB° geniigen, ein Kreis mit
dem Durchmesser AC iste. ist ein auf der Strecke AB lie-
gender Punkt, fiir den = 2 gilt.

Bl&la

Man beweise: 'Ist E metrischer Rsum mit der Metrik d, so
gilt fiir je zwel Paare von Punkten x, x'; y, y' € E die
sogenannte Vierecksungleichung

|a(x,y) - d(x'sy')| = a(x,x') + d(y,y') .

Gegeben seien n Geraden in der Ebene, von denen keine
zwei parallel sind. Es iat bekannt, daf durch den
Schnittpunkt von je zwel Geraden noch eine dritte
Gerade geht. Man beweise, daB alle Geraden durch einen
Punkt gehen!

HaliTH pemeHMe CHUCTEMH B 00JACTH XEHCTBUTCABHHX YHUCOX:

VEST -VF-F = VT
VETE +VFI-E = VT

a,b - NeHCTBUTENbHHE YUCKA.

JeflcTBUTeNBHHR - reell

(F 60)

[I[pr RARUX 3EAYEHUAX x ¥ y BHDAXEHME
(2cost + %cosx-coay)-cosx-coay + 1 + cosx - cosy + cos2t

HONOXUTENBHO NPH BCEX 3HAUEHHAX t? |
Yxazarh, rje HA KQODAMEATHOR NJIOCKOCTH DACIOJOXERH
TOYRM (X,¥), YHOBJAETBODADMUE ITOMYy YCJIOBMD.

BHPAXOHNe - Ausdruck
NONOXUTEABHO - positiv
NNOCKOCTh - Ebene

EinsendeschluB: | 31. 12. 1974
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Komplexe Zahlen (1)

Die komplexen Zahlen wurden von GauBl systematisch in die Mathe-
matik eingefiihrt, nachdem andere Mathematiker (unter ihnen ist
besonders Euler zu nennen) entscheidende Vorarbeiten geleistet
hatten. Von GauB stammt auch die heute {ibliche geometrische Dar-
stellung der komplexen Zahlen (1831), die wir noch genau unter-
suchen werden., Nach ihrer Einfithrung stieBen die komplexen Zah-
len keineswegs auf ungeteilte Zustimmung. Viele Mathematiker der
damaligen Zeit sahen darin etwas Unwirkliches. Darauf deutet
auch noch die Bezeichnung "imagindr" hin, die in der Theorie der
komplexen Zahlen eine wichtige Rolle spielt. Heute gehtren die
komplexen Zahlen zum selbstverstindlichen Allgemeingut eines je-
den Mathematikers. Im folgenden soll versucht werden, die Grund-
lagen der Theorie der komplexen Zahlen auf exakte Weise zu be-
schreiben, '

1. Einfiihrung der komplexen Zahlen

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen sind die reellen Zahlen, die
wir mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen wollen. Zu
zweil reellen Zahlen x4 und a5 bilden wir das Zahlenpaar

a = ( %y azj. Hierbei ist die Reihenfolge der Zahlen mT-und o,
wichtig, wir sprechen deshalb auch von einem geordneten Zahlen-
paar. In der Gesamtheit aller Zahlenpaare, die wir auf diese
Weise bilden konnen, definieren wir:

Definition:
1. Zwei Zahlenpaare a = ( gy ®,) und b = ( B1; Bz)
heiBen gleich genau dann, wenn @, = B1 und
@, = B, gilt. ¥ir schreibén dann a = b,
2. Zu zwei Zahlenpaaren a = ( @y, “2) und b = ( B1, 92)
definieren wir ihre Summe a + b durch
8+ b=pe (g + By, ay +Bp)e

Man muBl sich dariiber im klaren sein, da@ in der Gesamthelt al-
ler Zahlenpaare im ersten l'oment keinerleil Operationen, wie

Gleichheit oder Addition, erklirt sind. Uncere Festlegung der
Gleichheit und der Addition ist zu einem gewissen Grade will-
kiirlich, wenn auch sehr naheliegend. Diese beiden ersten Defi-
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nitionen erlauben uns bereits, einige einfache Rechenregeln ab-
zuleiten. Da a + b ebenfalls ein geordnetes Paar ist, ist es
sinneoll, (a + b) + ¢ zu bilden. Hierbei sei ¢ = ( Y0 72).

Wir erhalten:

(a + b) + ¢ [( @ + By) + Yq ( wot 32) + YE]

( %+ By + Yqs Got Bot Yo)e (1)

Andererseits kinnen wir die Summe der Zahlenpaare a und b + ¢
ausrechnen, Wir erhalten:
a+ (b + c) Lx1+( Bi* ¥9)s o+ (Bt Yz)]

L}

= (m'1+ B1+ Y1t aa"' 52"‘ 72)- . (2)
Dhe rechten Seiten der Gleichungen (1) und (2) stimmen iiberein.
Somit ist nach der Definition der Gleichheit der Zahlenpaare
(a+b)+c=a+ (b'+¢c) (3)

Diese Regel nennt man das Assoziativgesetz der Addition. Es zeigt,
daB es fiir die Ausfiihrung der Addition der drei Zahlenpaare a, b
und ¢ belanglos ist, ob man erst a und b und anschlieBend ¢ ad-
diert oder erst b und ¢ und anschlieBend a, Wir kdnnen daher

ohne Verwechslungsgefahr' statt (a + b) + ¢ einfach a + b + ¢
gchreiben,

Wir konnen sofort ein zweites, ebenfalls sehr einfaches Gesetz
herleiten, Aus der Definition der Addition folgt n#mlich unmit-

telbar . o + 31, a, + 52)

(B1-+a1, By +0,)

]

b + a,

Diese Regel nennt man das Kommutativgesetz der Addition. Es zeigt,
daB es bei der Ausfijhrung der Addition auf die Reihenfolcge der
Zahlenpaare a und b nicht ankommt.
Wir wollen jetzt eine dritte Operation, ndmlich die Multiplika-
tion zweier Zahlenpaare, einfithren. Sind wieder a = (g, @)
und b = (31, 32), so wdre es naheliegend, die Multiplikation
der Zahlenpaare a und b durch

@« b=pe (ay o By wpe By) (4)
festzulegen. Es zeigt sich jédoch, daB diese Definition sehr
unzweckmédfiig ist. Die Rechenregeln, die man aus der Theorie der
reellen Zahlen kennt, wiirder oei einer derartigen Definition
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der Multiplikation von geordneten Zahlenpaaren nicht mehr durch-
weg giiltig sein, Es ist aber ein Ziel unserer Uberlegungen, die
elementaren Grundrechenarten fiir Zahlenpaare so zu definieren,
daB man mit ihnen in gleicher Jeise rechnen kann wie mit den
reellen Zahlen, Die Rolle der Zahl O im Bereich der reellen Zah-
len iibernimmt jetzt das Zahlenpaar (0,0). In Anelogie zu den re-
ellen Zahlen werden wir an eine mbgliche Definition der Multi-
plikation der Zahlenpaare a = ( @9 &2) und b = ( Bqs B,) fol-
gende Forderung stellen: Aus a.b = (0,0) soll folgen, daB ent-
weder a = (0,0) oder b = (0,0) oder aber & = b = (0,0) ist.

Der Definitionsversuch (4) erfiillt diese Forderung aber nicht.
Fiir a = (1,0) und b = (0,1) widre nimlich a.b = (0,0). ¥ir wih-
len deshalb eine etwas kompliziertere (wie sich spidter heraus-
stellen wird, geometrisch leicht deutbare) Definition der lulti-
plikation.

Definition:
3. Ist a = ( m1g_u2) und b = ( B1, BE)' so definieren
wir das Produkt a.b durch
a., b =pf (‘1131 - 32829 0'-182 + a2E1)- (5)

Statt a.b schreiben wir in Zukunft auch ab, Wir werden spéter
nachpriifen, daB8 ab = (0,0) dann und nur dann gilt, wenn minde-
stens eines der beiden Zahlenpaare gleich (0,0) ist. Zuvor wol-
len wir aber das Distributivgesetz herleiten, daB die Addition
und die [Multiplikation verkniipft. |
Es seien wieder a = ( 0y %)y b = ( Bqs B2) und-c = ( Y YE)
drei geordnete Zahlenpaare., Dann ist b + c = (B1+Y1, 32+Yé)
und somit erhalten wir nach (5):

a(b+e) = [ (By+vy) = & (By+Yy), @ (By4Y,) + % (Bi+Y)) ],
Rechnen wir die Klammern aus und fassen anschliefend wieder ge-
schickt zusammen, so erhalten wir:

a(b+c) = (uqﬂqmquﬂaﬂzﬂng. 3192+3-1Y2“'¢254+G2Y4)

= [@qBq—aB )+ (g Y=Y 5) s (g BotainBg )+ (oY pHsY4)]
= ab + ac .

Somit ist
a(b + ¢) = ab + ac. (6a)
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(5) zeigt fermer, daB

ab = (a4By - aB,, %48, + %5B,)

= (Byoy — Baza By ® By%p)
= ba . (7)

gilt. (7) ist ebenfalls ein Kommutativgesetz. Wit seiner Hilfe
konnen wir nun aus (6a) die Gleichung

(b + c)a =ba + ca (= ab + ac) (é6b)

herleiten. (6a) und (6b) nennt man die beiden Distributivgesetze.

Imn zweiten Teil des Artikels werden wir eine geometrische Inter-
pretation einfiihren und im Zusammenhang damit die Beziehungen
zwischen geordneten Zahlenpaaren und komplexen Zahlen kennen-

lernen. .
Prof. Dr: habil. Hans Triebel

Bereich Analysis

Gottifried Wilhelm Leibniz
1.7.1646-14.11.1716

von LEIBNITZ (Gottfried Bilhelm), ein berfihmter Dolphistor, der
fost in allen Bissenschafften und sonderlich in der Rathematic
ercellirt, gebohren 4646 3zu Ceip3zig am Toge Johannis bdes TRuffers...

Leibnlz befaBte sich mit Philosophle, Rechtswissenschaft, Diploma-
tie, Geschichte, Theologie, Sprachwissenschaften, Geologle, Mathe-
matik, Biologlie, Physik. Das '"Suchen nach eilner universellen
Methode, mit der man Wissen erlangen, Erfindungen machen und das
Wesen der Einheit des Universums verstehen konnte, war die Haupt-
triebfeder seines Lebens. Die 'Scientia generalis' '), die er auf-
zZzubauen versuchte, besaB viele Selten, und einige von ihnen fiihr-
ten Leibniz zu mathematischen Entdeckungen",?2)

1) sclentia generalis - allgemeine Wissenschaft
2) D, J. Struik, AbriB der Geschichte der Mathematlk, Berlin 1972,
S. 120
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N iobe im 15 Jahre auf die Rcademie in seiner Daterstadt,
studbirte bdanselbst, mie auch 3u Jena, wurde 3u Leipzig 166%¢ Ma-
gister, mollte auch daselbst Doctor Juris werbden, Eriegte aber,

weil er noch nicht 2¢ Jahr alt war, abschligliche Antmwort, und

;rgielt dbaffir gu Altorf 1666 den Doctor=Hut mit dem grdsten
uhm ...

Hier soll uns nur der Mathematiker Leibniz interessieren. Leibniz
war auf diesem Gebiet Autodidakt. Aus Interesse fiir Mathematik
ging er 1663 nach Jena, um den hier lehrenden Erhard Weigel zu
héren. Allerdings lernte er hier nur Elementarmathematik kennen.

... purbe bagegen 1670 churflirstlicher mapntgischer Rath ...

Im Dienste des Kurfiirsten von Mainz weilte Leibniz 1672 bis 1676
in Paris. Hier, im Zentrur des gelstigen Lebens selner Zeit,
lernte er den Physiker und Mathematiker Christian Huygens kennen,
studierte er auf dessen Empfehlung hin Werke von Pascal,
Descartes und Cavalieri und wurde so mit der zeltgendssischen
Mathematik vertraut.

Gr ... mandte viel Geld auf mathematische Dinge, von mwelchen ihn
die Machina arithmetica, an welcher er longe gearbeitet, ...
alleine 8ber 24c00 THL. soll getostet haben ...

Leibniz' Rechenmaschine (1672) gestattete die Ausfiithrung aller
vier Grundrechnungsarten und war weitaus vollkommener als die
1641 von Pascal erfundene Additions- und Subtraektionsmaschine.

... mit Nemtonen wegen CErfindung des Calculi differentialis,
welchen sie sich alle bepde 3u eigneten, einen Gtreit getriegt ...

Die Schaffung des Kalkiils der Differential- und Integralrechnung
ist wohl eine der bedeutendsten Leistungen des Gelehrten. Die
Anfénge der Infinitesimalrechnung, wie man die beiden Teilgebiete
der Mathematik zusammengefaBt bezeichnet, gehen ins 3. Jahrhun~
dert v. u. Z. zuriick — némlich auf Archimedes. Aber erst im 16.
Jahrhundert wurden die archimedischen Gedanken wleder aufgegrif-
fen und weiterentwickelt. Hierbeil ging es zuniichst um Rektifika-
tionen, Quadraturen und Kubaturen, d. h. um Kurvenléngenmessungen,
Flédchen- und Rauminhaltsbestimmungen. Bedeutendes auf diesem
Gebiet leisteten z. B. Johannes Képler (sein Werk "Neue Volumen-—
berechnung von Weinféssern" enthélt die bekannte 'Keplersche Faf-
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‘regel') und Bonaventura Cavalieri (dem Leser wird das 'Cavalieri-
sche Prineip' bekannt sein). Daneben beschéftigte die Mathemati-
ker (z. B. Plerre de Fermat und Blaise Pascal) das Tangenten-
problem, die Frage, wie man die Richtung der Tangente an eine
gegebene Kurve in einem beliebigen Punkt x, bestimmen kann. DaB
‘gwlschen beliden Aufgabenstellungen, zwischen Quadratur- und Tan-
‘gentenproblem, Zusammenhiinge bestehen, hatten einige Mathemati-
ker swar erkannt, aber erst Leibniz gelaﬁg es, dlese Bezlehungen
in seinem Unenmdlichkeitskalkiil umfassend und mit einer geeigne-
'ten Symbolik darzulegen. Er fand, daB die Rektifikationen und
‘Quadraturen gleichwertig sind mit dem ™umgekehrten Tangenten-
problem”. Bel diesem setzen wir die Tangentenrichtung in jedem
‘Punkt der Eurve als bekannt voraus und fragen, wie hieraus die
Eurvengleichung gewonnen werden kann. ‘

Diejenigen Leser, dile bereits mit der Infinitesimalrechnung etwas
vertraut sind, werden bemerken, daB das Tangentenproblem darin
besteht, die Ableitung der durch die Kurve dargestellten Funktion
zu bestimmen, daB das umgekehrte Tangentenproblem die Frage nach
elner Stammfunktion zu einer gegebenen Funktion beinhaltet und
schlieBlich Quadraturen die Berechnung von (bestimmten) Integra-
len bedeuten. Leibnis erkannte also hier den wesentlichen Zusam-
menhang von Differential- und Integralrechnung: die Differentia-
tion i1st Umkehrung der Integrationm.

Dis Grundlage der gesamten Differentialrechnung bildet die nach
Leibniz benannte und von ihm sufgestellte Formel

&= ln gL, (*)
d. h. die bekannte Definition des “Dirforentialquotionton“'%g
als Grenzwert einer Folge von Differenzenquotienten ﬁ. Zur
y’ Veranschaulichung diene Abb. 13
Das Bild der Funktion y = y(x), die
Kurve R, enthalte die Punkte
Po (X0, 7(xX)) und F, (xo+Ax, y(xo+Ax)).
Fir y(x,+Ax) - y(x;) schreiben wir
Ay. Fir Jedes Ax # O wird durch ¥,
und P, gensu eine Sekante von R
bestimmt, deren Anstieg my durch

m, = ﬁ gegeben ist. Strebt B,
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entlang R gegen Py, also Ax gegen Null, so gehen die Sekanten

in die Tangente t liber, und der Grenzwert lim _I gibt den Anstieg
der Tangente im Punkt P, an. Leibniz gewann die Beziehung (*) aas
#hnlichen geometrischen Uberlegungen; allerdings unterschied er

in der Bezeichnung noch nicht zwischen Ay (Differenz) und dy (Dif-
ferential). Diese exakte Unterscheidung setzte sich erst im 19.
Jahrhundert durch. Mit (+) war ein Algorithmus fiir das Tangenten-
problem gefunden.

Gleichzeitig mit Leibniz (und unabhéingig von ihm) arbeitete Isaac
Newton an Problemen der Infinitesimalrechnung. Das Verdienst
Leibniz' besteht darin, eine zweckmé&Bige und vorteilhafte Symbolik
erfunden zu haben, die bis heute in Gebrauch geblieben ist: Als
Integralzeichen verwendete er ein stilisiertes "S" - (von "Sum-
me"), fiir die inverse Operation 4 (von "Differenz"). Er besaB
eine starke Begabung fiir sachgerechte, Form und Inhalt verbindende
Symbole und Bezeichnungen (z. B. gehen =, :, », Ausdrﬁéke wie
"Funktion'" und "Koordinaten'", die Indexschreibweise u. a. auf Leib-
niz zuriick). Diese Neuerungen in mathematischen Bezeichnungen und
insbesondere die Erfindung des "Kalkiils der Infinitesimalrechnung"
konnen verstanden werden als Ergebnis seines eingangs erwéhnten
Forschens nach einer universellen Methode, nach einer '"'lingua
universalis', in der alle Fehler des Denkens in Gestalt von Rechen-
fehlern erscheinen sollten". ?) Der Kalkiil entstand bereits in
Paris. Leibniz kam jedoch erst 1684 dazu, seine Gedanken zu ver-
0ffentlichen. In dem Artikel fiihrte er auch die heute noch verwen-
deten elementaren Differentiationsregeln und Bedingungen fiir Extre-
ma und Wendepunkte an. Diese sowle die kurz darauf erschienener
Arbeiten leiteten eine auBerordentlich fruchtbare Periode mathema-
tischen Schaffens ein. Leibniz arbeitete eng mit den Mathematikern
Johann und Jakob Bernoulli zusammen. Bils zum Ende des 17. Jahrhun-
derts fanden diese Gelehrten den groBten Tell dessen, was heute
Studenten zur Infinitesimalrechnung horen. - Erwdhnt sei noch, daB
Leibniz auch zur Entwicklung der Variationsrechnung, Logik, Kombi-
natorik, Determinantentheorie und Geometrie wesentlich beltrug.

3) Ebenda, S. 120% lingua universalis - universale Sprache

Zitate aus: Allgemeines Gelehrten-Lexicon, Bd. 1, Lelpzig 1750.

Titelbild: G. W. Leibniz. Aus der Sammelbildserie "Beriihmte Mathe-
matiker"; Sammlung Karger-Decker. Berlin.
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Losungen

Losungen

Aufgabe F 31 (nach Norbert Schieweck, Blumenberg, 11. Klasse)

I)

Das Supremum von M ist s = 1,

Beweis (nach Satz 2): )

M ist eine nichtleere Menge reeller Zahlen,

(1) Offensichtlich gilt Xy <1 fiir alle x, €M (n€N).

(2') Zu jedem &€ > 0O existiert ein xn,EM’ Bo daB 1 - € < X,

igt. vetzen wir e = 1 (n=1), so erkemnen wir sofort

die Richtigkeit dieser Aussage.
Aus (1) und (2') folgt nach Satz 2, daB s=1 das Supremum der
nichtleeren lienge M reeller Zahlen ist.

II) Infimum von M ist i = O.

Beweis (nach Satz 4):

(1) Offensichtlich gilt OS x, fiir alle x, € M (ne N).

(2') Zu jedem € > 0 existiert ein xn‘e M, so daB Xpo <0+c€
ist. Setzen wir né&mlich ne = [g] +1 ( [E] bedeutet
Ganztell von 4 ) bzw. X = . 80 ist dfe

€ E + 1
" 1 1
Ungleichung xh=< e erfillt, denn wegen [E] + 1> B
gilt g 2 < 1 = g,
.—] + 1 -
3 €

Aus (1) und (2') folgt nach Satz 4, daB 1 = 0 das Infimum

der nichtleeren Menze M reeller Zahlen ist.

Aufgabe F 34 | '(nach Priedhelm Schieweck, Blumenberg, 11. Klasse)

Wir beweisen indirekt, daB.die Losungsmenge der Gleichung leer
ist. Dazu nehmen wir an, es existiere ein reelles X, mit

sin X, + 2 sin 2xo = 3 + sin 3x, (*).

Die Gleichung ( * ) formen wir mit Hilfe zweler Additionstheoreme

um :

Bin 3y = 3 gin y - 4 sin3y und sin 2y = 2 sin y cos y.
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Bs ergibt sich
sin x_ + 4 sin x_cos x_ =3
sin x [4ainxo+4cosxo—2]=

+ 3 sin x -4sin3x
3
sin x [4-40032::0-1- 4cosx =-2] =3
3

o] o

sin x [3 - 4(cos X, = %)2]0 = (s+)
Aus der Gleichung ( * ) erhalten wir fermer wegen sin 3x, 2-1 und
2 gin xOSZ die Relation sin X, 20, 1.
Verwenden wir dieses Ergebnis in ( *+), so folgt 3-4(cos x -~ »)“2 O.
Da auBerdem die Relationen

Osgin x, 1 und 0% 3-4(cos X, -%)253
bestehen, folgt notwendig fiir die Giiltigkeit der Gleichung (* *)

sin x, = 1 und 3=4(cos X, - v})z = 3,

woraus man sofort

- 1
gin x, =1 und cos X, =w

erhédlt. Das ist jedoch fiir reelle X, nicht mdglich, Wir erhalten
also aus unserer Annahme, daB (= ) eine reelle Ldsung x, besit-
zen moge, einen Widerspruch. Folglich ist die LUsungsmenge der
Gleichung ( + ) in den reellen Zahlen leer.

® % % ® ¥ & & ® 5 * ® & & & & & d

-

v+ Da haben Sie ein typisches Beisplel fiir einen algebraischen
3eweis. Es zelgt sich, daB wir etwas gezelgt haben, was gar
nicht zu zeigen war, da es ohnehin schon galt. Wir haben also
gezeigt, deB man damit, wenn man etwas zeigt, was schon gilt,
etwas zu Zelgendes zeigen kann.

Herausgeber: Leitung der FDJ-Grundorganisation der Friedrich-Schiller-Universitét Jana;
Jugendobjekt .Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg
Chefredakteur: Waltroud Waerner

Redaktion: J. Dubsloff, H.-G. Leopold, Th. Ullrich, G. Weske
Anschrift: =~ WURZEL, 69 Jena, Universititshochhaus, Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement
0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postdmter entgegen.

Verdffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates
der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der Redaktion.



teitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Ju-
gendobjekt Studienvor-
bereitung der Sektion
Mathematik an der
Friedrich-Schiller-Uni-
versitdt

8. Jahrgang
Index 33 873
Preis: 0,20 M



Komplexe Zahlen 50

Komplexe Zahlen (ID

2. Geometrische Intargretation

Nachdem wir gelernt haben, mit den geordneten Zahlenpaaren zu
rechnen, wollen wir eine verkiirzte Schreibweise und eine damit
verbundene geometrische Interpretation einfihren. Hierzu betrach-
ten wir die reellen Zahlen als Untermenge aller geordneten Zah-
lmpmo, indem wir jeder reellen Zahl o umkehrbar eindeutig das
Zahlenpaar ( @ ,0) zuordnen, In diesem Sinne unterscheiden wir in
Zulkcunft nioht mehr zwischen der reellen Zahl @ und dem Zshlen-
paar (o ,0). Wir wollen Jetzt die Multiplikation des Zahlenpaares
b = (B‘I'Bz) mit der reellen Zahl @ (also im Sinne unserer Verein-
barung mit dem Zahlenpaar («,0)) ausrechnen. Bs ist
xb = (¢,0)'(ﬂ1. 32) = (¢‘91.ﬂ'32). (8)
Man hat also einfach die beiden reellen Zahlen P, und B, mit o
zu multiplizieren. Wir betrachten jetzt "imagindre" Zahlenpaare.
Das sind Zahlenpaare der Form (0,x ). Ist wiederum b = (B.l,ﬂz),
80 erhalten wir
(0O x)eb = (Oya)(ﬂ1. 32) = (= aBz, GB-')-' (9)
Also such hier vereinfacht sich die Multiplikation wesentlich.
Die beiden letzten Formeln zeigen, daB die reellen und imagindren
Zahlenpaare eine besondere Rolle spielen. Unsere bisherigen Re-
sultate erlauben es, eln allgemeines Zahlenpaar in eindeutiger
Weise in eiln reelles und ein imagindres Zahlenpaar zu zerlsgen.
Hierfiir filhren wir noch folgende Vereinbarung ein. Neben unserer
Pestsetzung, 1 und (1,0) als nicht verschieden anzusehen, setzen
wir 1 = (0,1). Dann folgt aber aus der Definition der Addition
und den Multiplikationsformeln (8) und (9) fiir ein Zahlenpaar
a= (0.1, "’2) - (31,0) + (0, “2) = m1(1.0) + (0,1)11'.2 =0, + Lleay.
Hierzu hat man in den Formeln (8) und (9) Bz = 0 zu setzen,
& =x, + 1""2: beseichnet man als komplexe Zahl. Sie setzt sich
aus dem "Realteil"” %, und dem "Imagindrteil" %, zusammen. Als
Beispiel wollen wir i.i = 1° ausrechnen. Setzt man in der Pormel
(9) @ =1 und b = (0,1), so erhalten wir
12 o (-1,0) = -2 (10)
In diesem Simne ist also die komplexe Zahl i eine Lisung der
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Gleichung 12 + 1 = 0 im Bereich der komplexen Zahlen. Mit Hilfe

der Rechenregel (10) kann man aich die Multiplikation der kom-
plexen Zahlen (so nennen wir ab jetzt die geordneten Zahlenpas-
re) leicht merken. Es sei a = ( %qs a2) und b = ( Bqs 32). Dann
zeigt die Pormel (5), daB

ab = a«; By -, By + 1( @y By + 5 By) (11)
gilt, Lbsen wir nun in dem Ausdruck '

ahb = (a, +1a,)( By +1 B5)

die Klammern auf, indem wir die Distributivgesetze (6a) und (6b)
verwenden, so erhalten wir 5
a-b -m1(B1 + iﬂa) + ma(ﬂ-] + 132) - u‘]B*‘ +1 0'-232 + 1“132 + 1‘!231‘
Da 42 = -1 1st, folgt

Beb = @B, - B, + 1(x,B, + ®B4). (12)

Selbstverstindlich stimmt dieses Resultat mit der Formel (11)
liberein, da wir zu seiner Herleilitung nur gliltige Rechenregeln
verwendet haben, Man multipliziert somit zwel komplexe Zahlen,
indem man die Klammern in der {iblichen Weise aufldst und die
Rechenregeln 1¢i = 1.1 = i und 12 = =] verwendet.

Wir gehen jJetzt zu einer geometrischen Deutung der komplexen
Zahlen iiber. Jede komplexe Zahl setzt sich aus zwel reellen Zah-
len zusammen, dem Realteil und dem Imaginirteil. Wir zeichnen
uns ein x=-y-Achsenkreuz auf (siehe Abbildung 1). Wir ktnnen
Jjetzt jede komplexe Zahl ¥ i

a =a, +1f, = ( m1,¢2) geometrisch
deuten, indem wir den Realteil @,
auf der x-Achse und den Imagindr-
teil o, auf der y-Achse vom Null=-
punkt aus abtragen (Abbildung 1).
Die Punkte der Ebene und die kom~
plexen Zahlen sind dann umkehrbar
eindeutig einander zugeordnet. Die-
se geometrische Interpretation

legt eine zweite Darstellung der Abb. 1

komplexen Zahlen nahe, die wir Po-

lardarstellung nennen wollen. Jede komplexe Zahl & kann man durch
ihren Abstand |a| zum Bullpunkt und durch den Winkel # kennzeich-
nen, Hierbei ist O s & < 2r. Aus dem Satz von Pythagoras folgt

az ______ —
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IaI2 = a? + ug (13)
und somit

la] = mf + ag .
Perner ist %

Die Abbildung zeigt nun, daB man umgekehrt o, und o, aus Y
und ® berechnen kann. Es ist
@, = |a] . cos® und «a, = |a| . sin & . (15)

Zur Abkiirzung fiihren wir die komplexe Zahl

oiﬂ =cog © + i.8in ® (16)

ein. Dann kdnnen wir aber die komplexe Zahl
a = (aq1a,) = aq + iea;, in die Form

a =|a] .cos® + i.|a|.sin® = |a|(cos & + i.sin &) =

= |a|.eie (17)

umschreiben., (17) nennt man auch die Polardarstellung einer kom-
plexen Zahl a. |a| nennt man den Betrag der Zahl a und ¢ das Ar-
gument der Zahl a.
Zum AbschluB wollen wir die Addition und die Multiplikation kom-
plexer Zahlen geometrisch deuten und zugleich eine bemerkenswer-
te Elgenschaft der Zahlen eia herleiten. Zu diesem Zweck deuten
wir die komplexen Zahlen yé
a = (G-'lma) und b = (31!82)
als Vektoren mit %4 und %y
bzw. B, und B, als Komponen=-
ten. Wir tragen den Vektor a
vom Nullpunkt aus ab und den
Vektor b vom Endpunkt des
Vektors a (Abbildung 2). Der

so erhaltene BEndpunkt ist

die komplexe Zahl a + b, wie
man sofort aus der Abbildung 2
sieht. Die Addition von komple-
xen Zahlen ist somit gleich der Addition von Kréften in einem
Krdfteparallelogramm. Um die Multiplikation in gleicher Welse
geometrisch deuten zu ktnnen, filhren wir eine Vorbetrachtung
durch, Wir geben eine geometrische Herleitung der Additionstheo-
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reme fiir sin ¢ und cos ¢ . Aus der Abbildung 3 (siéhe Titel-
seite) liest man folgende Relationen ab:
dﬁ; =1,
cos(e + ¢) = 0Py = OPF, - PP, = OP;-cos ¢ - P3P,
= (0P, +cos ¢+cos ¢ — F,P,+8in ¢
= co8 §+c0s ¢ - OP5+8in ¢+8in ¢
= CO8 ¢+co8 ¢ — 8in ¢+s8in ¢ '

aiinly + §) = B = 58 + 5 - 55 + 55
= OPysin ¢ + P,P;+cos ¢

= OPscos ¢ +sin ¢ + OP; +sin ¢ecos ¢
= 8in ¢ecos ¢ + sin ¢-co8 o .

Somit gelten die Additionstheoreme

sin(ep + ¢) = sin pecos ¢ + sin¢+cos ¢ und (18)
cos(p + ¢) = cos pecos ¢ - sing *sin ¢ . (19)

-~

Nach der Art unseres Vorgehens liegen die Winkel ¢ und ¢ zwischen
O und 2n, ¢+¢ liegt somit zwischen O und 4n. In den Formeln (18)
und (19) hat man zu beriicksichtigen, daB cos ® und sin &
Funktionen mit der Periode 2w sind.

Mit Hilfe dieser Formeln kdnnen wir Jetzt die Multiplikation
komplexer Zahlen geometrisch deuten. Es sel a = (czq .czz) und
b = (B4sB5). Wir wollen |ab| ausrechnen., Die Formeln (5) und
(13) fiihren zu

|eb|? = (xqBq - “252)2 + (4B + "“23*|)2 |
= Gﬁﬂ% - 21181G232 + mgﬁg fxﬂﬁﬁg + 2¢132§281 * “SB%
= (o2 + a2)(8Z + g2) = |a|?[p|? .

Somit ist
|ab| = [a]<|p] . - (20)

Schreiben wir jetzt a+b in die Polardarstellung (17) um, so
erhalten wir

@b = |ab|-e'® = |a]+|b]-el® . 21)
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Setzen wir andererseits
a=|al . ol® , b=]|b|l . o i
8o erhalten wir
| ab = |a| . e¥® . |b| . o = [a].|b]. &}? &1 . (22)

Vergleichen wir die Darstellungen (21) und (22), so folgt

) el? - 10 . ald" 5 (23)

Wir wollen jetzt den Winkel ¥ aus den Winkeln ¢ und ¢ bestimmen.
Dazu erinnern wir uns an die Formel (16). Die nochmalige Verwen-—
dung der Multiplikationsregel fiir komplexe Zahlen filhrt zu
el® (cos® + i.8in ¢)(cos ¢ + i.sin ¢) =
= ¢cos @e¢cos ¢ - sin ¢¢ gin ¢ + i(sin @ecos ¢ + sin ¢ecos 9).

Wir benutzen jetzt die Additionstheoreme (18) und (19) und er-
halten

ol® = cos(@ + &) + t.8in(o + ¢) = o2(® * ¢, (24)
Aus der Formel (23) folgt nun die bemerkenswerte Multiplika-
tionsregel

ol(® + ) _ Jdo i (25)
Die Formel (22) filhrt uns zu der Polardarstellung

ab = |a] - [b] -e1(®*+ @)

= |al] « |b] (cos(® + ¢) + i.8in(® + ¢)). (26)
Diese Formel 1ldBt eine einfache geometrische Deutung zu. Man
geht von einer der beiden komplexen Zahlen, sagen wir a, aus.
a und b deuten wir als Vektoren. Wir strecken den Vektor a mit
|b| und drehen den so erhaltenen Vektor |b|+a um den Winkel ¢.
Das Resultat ist a<b (man vergleiche hierzu Abbildung 3).
Wir wollen jetzt noch auf die Frage eingehen, wann das Produkt
ab = 0 igt. Die Formel (20) zeigt, daB in diesem Fall

0 = |a| . lbl _

gelten muB. Somit ist entweder |a| =0 oder |b|=0 oder |a|=|b|=0.
Aus der Formel (13) folgt fiir |a| = 0, daB8 ®, = ®, = O sein muB.
Entsprechend fiir |b| = O. Somit sieht man, daB a.b = O dann und
nur dann bestehen kann, wenn mindestens eine der beiden komplexen
Zahlen a oder b gleich O ist.
Zum SchluB noch eine Bemerkung zur Multiplikation komplexer Zah=-
len. Wir denken uns die komplexen Zahlen a, b und ¢ in Polardar-
stellung gegeben, also a = |a]. o1® , b= |b| . ol? , C = Icl.ei& i
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Dann folgt aus der Formel (26)

(asb)ec = (|a|+[b] 01(® * ¥)y.¢
= |a|+|b|-[c|.e¥® + & +8)

= a(|b[-]c]-ei(? * )y u gai(pec).

Diese Formel nennt man das Assoziativgesetz der Multiplikation.
Wie bei der Addition, so schreiben wir auch hier abc = a<bec
atatt (asb).c.

Damit haben wir die Grundziige der Theorie der komplexen Zahlen
entwickelt. Die komplexen Zahlen spielen in zahlreichen Teilge-
bieten der Mathematik, Physik und Technik eine fundamentale Rol-
le. Viele Vorginge der Natur kann man unter Verwendung komple-
xer Zahlen in mathematisch iibersichtlicher Form beschreiben.

Prof. Dr. habil. Hans Triebel
Bereich Analysis

Einfithrung in die Topologie (1)

4, Der Begriff des topologischen Raumes

Bs taucht die Frage auf, ob man den Begriff der Konvergenz einer
Folge (%), ¢N* Von Elementen einer tlenge E auch dann noch de-
finieren kann, wenn es nicht mehr mdglich ist, in E eine lletrik
(Abstandsfunktion) zu erkldren. it anderen "orten: LidfAt sich
der Konvergenzbegriff einer Folge in noch allgemeineren lien~en,
als es die metrischen Rdume sind, definieren? Zur Definition

der Xonvergenz einer Folre (x,), ¢ N*&us & war letztlich nur die
lienge aller g-Umgebungen Ug(a) - und da jede e-Umgebuns auch
Umgebung ist - die lenwe aller Umgebungen von a, U(a), erfor-
derlich. Es miiBte eigentlich der Umgebungsbegriff, mit allen ex-
forderlichen Eisenschaften ausgestattet, auch zur Definition der
Konvergenz einer Folge geniigen. Aber bisher sind natiirlich stets
die Begriffe '"e-Umgebun-" und "Umgebunz" mit Hilfe der zur Ver-
fiigung stehenden lletrik definiert worden. Jetzt drehen wir die
Sache einfach um und benutzen den Ungebungsbegriff als Grundbe-
griff, und die in U1
wir als Grundeirenschaften (Axiome), Ist E eine beliebige lienge

bis U4 formulierten Eigenschaften fordern

und 148t sich jedem Element x € E ein nicht leeres Systen
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u(x) s P(E) 1) zuordnen, wofiir die Grundeigenschaften U, Dbis U4
erfiillt sind, so nennen wir E einen topologischen Raum. Damit

werden wahrscheinlich allgemeinere Mengen erfaBt, als es die me-
trischen Rdume sind, da sich ja LT1 bis U4 als Folgerungen aus
den in Definition 8 angegebenen Grundeigenschaften des metri-
schen Raumes ergeben. Wir wollen eine saubere Definition fiir den
Begriff des topologischen Raumes notieren.

Definition 12
Eine Menge E heiRt topologischer Raum genau dann, wenn:

(Uo) Jedem x € E ist eindeutig ein nicht leeres System
u(x) € P(E) (u(x) ist eine nicht leere Teilmen-
ge der Potenzmengze von E) zugeordnet. Es heift dann
U(x) das Umgebungssystem von x € E,

(U1) Fiir jedes U € U(x) gilt x€U.
Vx YU (x€TAU € U(x) — x €U)

Wenn U € U(x) und U U', so gilt U' € U(x).
Vx VU VU' (x€eEaU€ U(x)AaUSU' =— Ur€e H(x))

(UB) Wenn U,, U, € U(x), so gilt auch u,n U, € u(x).

Yx Yu, YU, (x€ EAU,,U, € U(x) = U,nU,€U(x))

Fir jedes U € U(x) exigtiert ein We U(x), so daB
filr alle yeW gilt: Ue U(y).
Vx Yudw Yy (x€EAU,W € W(x)AyEW — U € n(y))

(U

Sind fiir eine lNenge E die Forderungen Uo bis U4 erfiillt, so sa-
gen wir, daB E mit einer Topologie T versehen ist. Eine Topolo-
gie T auf E ist von den Umgebungssystemen U(x) abhingig, d. h.
eine lMenge E kann mit verschiedenen Topologien versehen werden,

Beispiele flir topologische Riume:

@Wir betrachten die Menge E = {a,b.c} « Sind die den Elemen-
ten a,b,c zugeordneten Systeme durch

111(3) = { {a}: {avb} ’ {a,c} ’ E}
111(b) ={ {a,b} , E}
u'(e) = { {a,c} , E}

1) P(E) sei die Potenzmenge der Menge E, also die Menge aller
Teilmengen von E,
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gegeben, so werden von diesen Systemen die Forderungen U1 bis U4
erfiillt, wie man leicht nachpriifen kann. Damit haben wir E mit
einer Topologie T1 versehen,

(:)Betrachten wir nochmals die Menge E = {a,b,c} . Jetzt seien

n4(a) = {{a} , {a,b} , {&,c} , E}
u2(v) = {E}
u%(c) = {{a,c)} , B} .

Es werden von diesen Systemen wiederum die Forderungen Uy bis
U4 erfiillt., Also haben wir E erneut mit einer Topologie T2 ver-
sehen. Es ist aber T2 eine von T1 verschiedene Topologie.

(:)Sei wieder E = {a,b,c} , und es sei U(x) fiir jedes x€E die
Mlenge aller das Element x enthaltenden Teilmengen von E, also

U(a) = {{a), {a,b} , {a,c} , E}
u(b) = {{v}, {a,b} , {byc} , E} 1
U(ec) = {{c}s {alc} 3 {b'c} ’ E}

Auch diese Systeme erfiillen die Forderungen U1 bis U4. Wir haben
damit E mit einer Topologie ’I'3 versehen. Fiir diese Topologie

gind die Systeme U(x) fiir jedes x € E so umfassend gewdhlt,

wie es nach Forderung U1 nur irgend moglich ist. Wir nennen die- ‘
se Topologie die feinste Topologie von E, oder da zu jedem U(x)
speziell die Menge {x)} gehdrt, auch die diskrete Topologie von E.
Fir dlese Topologie ist jede nicht leere Teilmenge von E Umge-
bung jedes ihrer Punkte.

(:)Nochmals gei £ = {a,b,c} , und fiir jedes x ¢E setzen wir
u(x) = {E} , also

u(a) = {E}
u(v) = {E}
ule) = (E}.

Diese Systeme geniigen ebenfalls den Forderungen U, bis U,. s

ist E mit einer Topologie T4 versehen. Im Gegensatz zu Beispiel 3
sind hier die Umgebungssysteme U(x) so eng wie mdglich gewihlt.
Es wird T4 die grobe Topologie von E genannt.
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@Es ist vbllig klar, daB jeder metrische Raum E ein topologi-
gcher Raum ist. So ist fiir jedes x € E das mit Hilfe der Me~-
trik definierte Umgebungssystem U(x) + @ und geniigt den For-
derungen U1 bis U4, wie wir das in den Sdtzen U bis U;11 be-
wiesen haben. Demnach sind die Zahlengerade u.nd der R
pologische R&ume. Durch die dort vorhandene Metrik werden die
Zahlengerade bzw. der R™ mit einer ganz bestimmten Topolo-
gie versehen, die wir die iibliche Topologie der Zahlengera-
den bzw. des R™ nennen.

Aber natiirlich 148t sich z. B. die Zahlengerade R nicht nur
mit der iUblichen Topologie versehen, Wdhlen wir fiir jedes
x€R als u(x) die Menge aller das Element x enthaltenden
Teilmengen von R , so wird damit R mit der diskreten Topolo-
gie versehen., Es ist die iibliche Topologie auf R verschieden
von der diskreten Topologie auf R .

@ Setzen wir fiir jedes x € R 1(x) := {IR}, so0 wird R mit der
groben Topologie versehen. Natiirlich ist die iibliche Topolo-
gie auf R von der groben Topologie auf R verschieden.

Ist die Menge E ein topologischer Raum, d. h. jedem x€ E ist
ein Umgebungssystem U(x) eindeutig zugeordnet, das den Forde-
rungzen U1 bis U4 geniigt, so 1ldBt gich die Konvergenz einer Fol-
ge (x,), ¢N* von Elementen der Menge E wie folgt definieren:

Definition 13 : Eine Folge (xy)y e¢N* von Elementen
aus E heift konvergent in E genau dann, wenn ein a €E
existiert mit folgender Eigenschaft: Piir jedes U € U(a)
existiert ein v, € N*, so dag fiir alle v> Vor V e IN* s
gilt: x,, € U.

Wir sagen dann, die Folge (Xxy)y eN*besitzt den Grenzwert a und

schreiben: lim x, =a .

V=00

Jetzt kdnnen natiirlich Erscheinungen eintreten, die uns von der

mit der iiblichen Topologie versehenen Zahlengeraden her vsllig

unbekannt sind. Der Grenzwert einer Folge ist nicht mehr eindeu-

tig bestimmt:

1. Betrachten wir einige Folgen der mit der Topologie T verse-
henen Menge E = {a,b,c} .
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a) (I\,)v eN® = (a) = (a,a,8y¢..)
Es ist 1lim xy = a und 1lim Xy, = b und lim x, = ¢ .
V=00 V=00 v=C0
b) (xu)v GN' = (b) = (b'b!bi°")

V=00

(6365 85064)

c) (v eN* = (c)
1lim x, = ¢
V- 00

d) (xy)y eN* = (a,b,a,b,a,b,...)
lim x, = b
V=00

e) (x\,)u EN.= (b,c,b,c,byCpe40)

Diese Folge ist nicht konvergent, d. h. sie besitzt in E
mit der Topologie T, keinen Grenzwert.

2.Ist R mit der iiblichen, durch die Metrik definierten Topologie
versehen, 80 gelten die uns vertrauten Patsachen fiir die Konver-
genz einer Folge: :
8) (Fly eN® » 1m §=0

=00

v -1 V-1
G M e

e) ((4+5)%), en*s Lim (14 ) = e .
V=00

Der Grenzwert jeder konvergenten Folge ist hier eindeutig be-
gtimmt.

3.Ist R mit der diskreten Topologie versehen, so konvergieren ledig-
lich die bis auf endlich viele Glieder konstanten Folgen
(xydy et = (e-epXyxXyXy...) mit 1lim x, = x fiir jedes x€R . Alle
anderen Folgen wie (‘1,)“ N (!;—1)\, ej> und 1+ %)")v ey 8ind
Jetzt nicht konvergent. Auch hier ist der Grenzwert jeder kon-
vergenten Folge eindeutlig bestimmt.

4,Ist R mit der groben Topologie versehen, so besitzt jede Folge
reeller Zahlen jede reelle Zahl als Grenzwert. So gilt z., B. fiir
die Folge (\j)veN-= (1,2,35¢0.) 1imv= 1 und lim v = O und
Ilim v = 713 und 1lim v = '\/Tuaw.wm vae

V=00 V=00
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Wie wir bemerken, ist in einem beliebigen topologischen Raum E
der Grenzwert einer konvergenten Folge von Elementen aus E nicht
eindeutig bestimmt. Die topologischen Rdume sind von sehr allge-
meiner Struktur, fiir sie ist eine Konvergenztheorie von Element-
folgen nach dem Muster metrischer Réume nicht moglich. Die For-
derungen in den Axiomen UO bis U4 reichen noch nicht aus, die
Eindeutigkeit des Grenzwertes einer konvergenten Folge zu sichern.
Erst durch Hinzunahme des sogenannten Hausdorffschen Trennungs-

axioms U5 ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig
bestimmt,

5° Sind x,y.zwei verschiedene Elemente von E, so existiert ein
Ue€u(x) und ein Vv € U(y) mit UnV = @.
Formalisiert:

VxVy [x,ye Eax #y — JU3IV(Ue u(x)aveu(y)aunv = ¢)]

Definition 14 : Ein topologischer Raum E heifBt ein
Hausdorffscher Raum genau dann, wenn fiir E das Haus-
dorffsche Trennungsaxiom U5 zutrifft.

Satz 3 : In einem Hausdorffschen Raum H ist der Grenzwert Je-

der konvergenten Elementfolge (x)y e N* eindeutig be-
stimmt,

Beweis: Es seien a,, a, € H und &, ¥ a,, und es gelte lin x, =&,
vnd 1lim x, = 8. Dann existiert fiir jedes U € u(aﬂ) ein vg¢, 80
[T

daB fiir alle v > vg¢ gllt: x, € U. Fir jedes V € U(ae) existiert
ein vy, , s0 daB fiir alle v > vy, gllt: x, € V.

Ist vy = max{vgq,Vo2 }» 80 gilt fir alle v > vg: x, € U und

x, €V, d. h. x, € UnV. Das 1st aber ein Widerspruch zum Haus-
dorffschen Trennungsaxiom, wonach es mindestens ein U € U(a1)
und mindestens ein V € u(ae) geben muB mit Un V = {.

Es ist leicht zu zeigen, daB jeder metrische Raum auch ein
Hausdorffscher Reaum 1st. Demnach sind die Zahlengerade R und dew
R Hausdorffsche Réume.

Aufgaben:

1. Gegeben sei die Menge E = {a,b,c,d%. Ordnen Sie jedem x € E
ein System U(x) € P(E) so zu, daB E ein topologischer Raum
wird. Versehen Sie E mit zwel weiteren, von der ersten Topolo-
gle verschiedenen Topologjen!
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Preisaufgaben

2. Bewelisen Sie folgenden Satz:

Ist die Menge E ein metrischer Raum, so ist die Menge E ein
Hausdorffscher Raum.

Es sel E eine beliebige Menge mit mindestens zwel Elementen.
Wir definieren eine eindeutige Abbildung d von ExE inR
wile folgt:

falls x =y

0
a(x,3) = {1 falls x + ¥

a) Zeigen Sie, daB die Abbildung d eine Metrik in E ist!
b) Mit welcher Topologie wird E durch die Metrik d versehen?

Karl Herrmann
Lekior im Bereich
Theoretische Malhematik

Preisaufgaben 12/74

(F

~
- |

61)

N—

Es ist zu zeigen, daB innerhalb elnes beliebigen spitz-
winkligen Drelecks ABC ein und nur ein Punkt P mit fol-
genden Eigenschaften existiert:

1. ¥ APB = ¥ BPC = X CPA = 120°

2. Die Geraden, die durch die Punkte A, B und C senk-
recht zu AP, BP, CP verlaufen, bilden ein gleich-
seitiges Dreieck.

3, Die Summe der Entfernungen von P zu den Punkten
A, B, C ist minimal. '

o
N
~

[S)

~
=

o)

&

Man 10se die Gleichung
cot 2x + 3 tan 3x = 2 tan x + EIéLEE ”

()}
\S '}
L

Man berechne
\/3‘-]—2 + 41[ + q5i 2
- -1 + 21 ’ * I

und stelle z in Polarkoordinaten dar!

E

)|

9,

L3sen Sie obige Aufgabe 2 sus dem Artikel  "Einfihrung
in die Topologle™!
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(F 65) Lo6sen Sie dle Aufgabe 3 (Selte 61) aus dem Artikel
:J "Einfiihrung in die Topologie'"!

(F 66) KakoMy yCAOBMD XONXEQ yXOBIETBODATH EOMINEKCHOE WHCJIO
a + ib gaa TOro, YTOGH ero MOXHO OHJIO HPeJCTABHTH B BUIE

1 - ix

a + 1b = s ’

rje x — YHUCJIO BEmeCcTBEHHOO.

yXOBJETBOPATE - geniigen
OpeICTaBUTh - darstellen

Losungsbedingungen wie iblich.
EinsendeschluB:|31. 1. 1975

Losungen

Zu den LOsungen der Serie 7/8/74

Besondere Schwierigkeiten traten bei den Aufgaben F 39 und F 40
auf (zu diesen Aufgaben erhielten wir nur wenige Einsendungen)
und iiberraschenderwelse auch bel der Aufgabe F 38. 40% der Lo-
sungen zur F 38 muBten als unvollsténdig, mit O Punkten bewer-
tet werden. Meist fehlte dle Einschrénkung fir s, O < a s 1,
oder der Hinweis auf die Richtigkeit dei Probe. Durch die Probe
wird gesichert, daB die als notwendig erkannte Bedingung

0 < a s 1 auch hinreichend fiir die Existenz von Ldosungen ist.

l&ufgabe F 37
1. Ldsung (nach Norbert Schieweck, Blumenberg, Klasse 11)

1,1, 1 1 .
atbtc~"asbrc rolev:

Aus

(a + Db +c¢)(ab + ac’+ bec) = abe
a?b + ab? + abc + a?c + abc + ac? + abc + b2c + be? = abe
a?b + ab? + a?c + acZ + b2c + ¢2b + 2abe =0
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Offensichtlich gilt:

(8 + b)(a + c)(b+c)=(a2 + &b + ac + be)(b + ¢) =
= a2b + ab® + abc + b2c + a?c + abec + ac? + be?
= g2b + ab® + a?c + ac? + bPc + be? + 2abe.

Damit folgt aus obiger Gleichung
(a + P)(a+c)(b+¢)=0, de he a= =b oder a = —c oder b = -c.

Da in der gegebenen Gleichung die Variablen a, b, ¢ vollkommen
gleichwertig sind, setzen wir beispielswelse a = -b.

Nun gilt fiir ungerade n:

nr E
cn =~ ¢n
'1— + 1 + -1— = i
an © (-a)" T ch  @an + (-a)® + c®
2'-' + g + -1— = l 1-
an B ch © @n + bR ¥ cn .
2. Losung
Aus il resla 1 folgt: (a+b+c)(ab+ac+be) = abe .

a b c a + + C
Dies ist Hquivalent zu: (a + b)(a + ¢)(b + ¢) = 0 , wie man
leicht iberpriifen kann,

Firn =2k + 1 (k,= 0,1,...) gilt:

T+ ¥y o= (x+y)(RK = k=15 4 Rk-252 _ 4 |, - xypk-14 y2K)
Setzen wir dies als bekannt voraus, so0 erhalten wir:
(a® + b?)(a? + c)(b™ + cn) = (a+b)(a+c)(b+c) Py Py P

= 0Py Pge*Ppe = 0 »

wobel ny im (2R - xRk-1y 4 xRk-2y2 _ 4 |, - xy2 k-1 + y2k),
(a?+b")(a+c® )(b*+c”) = O ist wlederum &dquivalent zu
(a® + b* + ch)(ab” + alc™ + bRct) = a"b'ch, und flr a,b,c$0

und a® + b® + c® O folgt hieraus 1_ .1 1 1
t - an "Rt " @b+ on ¢

Aufgabe F BBJ(nach Marcus Kasner, Templin, 11. Klasse)

Angenommen, die Gleichung ~/Tx[ + 1T - /[X[ = a (a reell)
hat eine Losung. Dann gilt:

Wegen x| +1 > |x| >0 und /¢ 2 O ergibt sich: a > O.
Durch Quadrieren der gegebenen Gleichung erhalten wir:




Losungen 64

x| + 1 =2a + |x]| + 2a/T%] .

d- hc 1 = &2 = Eﬂ.v le L] (‘)
Daa>0und'\/]x|' 2 0 ist, folgt 1 - a2 2 0, also a2 < 1.
Wegen a > 0 ergibt sich daraus: 0 < a < 1.

. 1 - a2 1 - &82)?
Wir formen (*) weiter um: /TX[" = —=a — 1 x| E(T)
Setzen wir den erhaltenen Wert in die Ausgangsgleichung ein,
so ergibt sich:

1 + a2)2 1 - a2)2 1+ 8 -1+ g2
V (2a)z = v( 2a ) = 2a =8

Wegen 15 > 0 folgt: (li—az-)’ -l e

a a

Fir a s O und a > 1 existieren keine reellen Lésungen; fiir
O < a s 1 hat die gegebene Gleichung die beiden Ldsungen
1 - a?

e (L] e - - (L)

Aufgabe F 42 (nach Hans-Georg Martin, Jena, 11. Klasse)

Offensichtlich gilt o = oy 4
ferner sei Ax + By + C = 0 die
Geradengleichung in Hessescher
Normalform (A2 + B2 = 1). Die
Schnittpunkte mit den Koordina-

3 —s
tenachsen ‘ergeben: 0 4 X
1) x=0—> Yo"'% - |7 = 1%
D 7=0= x=-F - |x|= Py ™ g

Damit ist -
C

IB':'\/g +?0 -VCQ(%! 'I'%!) BTEIT'VP + B? =.']‘A%Ir .

Im Dreieck Axy,y,0 gilt fiir sin @ und cos oyt

sin oy = (% - LCLLE g o L L . LAl Bl _ 14y,

also sin @ = |B|, cos a = |A].

\
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