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Abstrakte Automaten 2

Von der Mausefalle zum Addierautomat (1)

Was haben Mausefalle und Addierautomat gemeinsam? Wir werden se-
hen, daB sich belde als sogenannte "Zustandssysteme" betrachten
lassen, als Beispiele fiir den Begriff des abstrakten Automaten.
Diese abstrakten Automaten werden innerhalb der mathematischen
Kybernetik untersucht. Die Theorie der abatrakten Automaten dient
der Modellieruug der Arbeitswelse elektronischer Rechenanlagen,
und zwar auf einer mdglichst abstrakten Ebene mittels rein mathe-
matischer Methoden. DemgemidB sind Untersuchungen iiber konkrete
Automaten (wie Fermsprechautomaten, Geldwechselautomaten, Ver—
kehrsampeln, Spielautomaten oder auch Computer) kein unmittel-
barer Bestandtell der Theorie der abstrakten Automaten. Ein Ziel
dieser Theorie ist es jedoch, die abstrakt gewonnenen Aussagen
liber "Zustandssysteme" fiir die Konstruktion konkreter Automaten
oder fiir die Erforschung realer Zustandssysteme (wie etwa des
menschlichen Organismus - die Medizin spricht vom Zustand des
menschlichen Organismus, insbesondere von seinem Gesundheitszu=-
stand; oder des Schachspiels - der aktuelle Zustand wird hier
durch die Position aller auf dem Brett befindlichen Figuren ge-
geben) anwendbar zu gestalten. Wir kinnen derartige reale Mecha-
nismen oder Systeme zur Veranschaulichung des Begriffs des ab-
strakten Automaten heranziehen. Dem WURZEL-Leser sind aus Heft
6/73 und aus Heft 1/74 bereits zwei Typen abstrakter Automaten
bekannt - die TURING-Maschine und der MEDWEDJEW-Automat.

Die Mausefalle

Wir betrachten die Mausefalle als "Zweizustandssystem" mit Ein-
gabe und Ausgabe. Folgende zwei Zustdnde sind fiir die Falle mog-
lich = die Feder ist gespannt (dies sei der Zustand zo) oder die
Feder ist nicht gespannt (dies sei der Zustand z4). Als mogliche
"Eingaben" betrachten wir "eine Maus berilhrt den Mechanismus der
Feder" (wir bezeichnen dies kurz als Eingabe 1) und "der Mecha-
nismus der Feder wird nicht berilhrt" (als Eingabe 0), Ale Ausga-
be 1 nehmen wir den Fall "eine Maus wird erschlagen" und als Aus-
gabe 0 "keine Maus wird erschlagen". Der kritische Leser wird be-
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merken, daB wir im weiteren die Arbeitsweise der Mausefalle etwas
idealisieren,

Die Feder der Falle werde nun im Zeitpunkt t = 0 gespannt, Wir
betrachten die Falle nur zu diskreten Zeitpunkten t, d. h. fir

t sind genau alle nichtnegativen ganzen Zahlen moglich. Mit z(t)
wird der Zustand der Falle im Zeitpunkt t bezeichnet. Die Eings-
be bzw. Ausgabe zum Zeitpunkt t sei x(t) bazw. y(t). Pir z(t) = 2
(de h. zum Zeitpunkt t ist die Feder noch gespannt) und x(t) = O
folgt z(t+1) = z, und y(t+1) = 0 - wir warten weiter auf die
Maus. Fir z(t) = z, und x(t) =1 ist z(t+1) = z, und y(t+1) =1
- die Maus ist tot. Fir z(t) = z4 ist sowohl fiir x(t) = 1 als
auch fiir x(t) = 0 stets z(t+1) = z, und y(t+1) = 0 = die Peder
ist neu zu spannen.,

o

Der Briefmarkenautomat

Der Automat gebe 10-Pfennig-Marken aus. Mit E bezeichnen wir die
Eingabe, daB ein 10~Pfennig=-Stiick eingeworfen wird. Mit K bezeich-
nen wir die Eingabe, daB kein Einwurf erfolgt. Die moglichen Aus-
gaben des Automaten sind: m - Ausgabe einer Briefmarke, r - Riick-
gabe des 10-Pfennig-Stiickes, k - keine Ausgabe. Mit {E,K} ist
folglich die Menge der mtglichen Eingaben gegeben, mit {m,r,k)

die Menge der mdglichen Ausgaben. Zu dem Zeitpunkt t = O wird der
Automat neu mit 10-Pfennig-Marken aufgefiillt. Die Anzahl sei n.
Mit z(t) wird der "Zustand" des Automaten im Zeitpunkt t bezeich-
net, wobei wir als mdgliche Zustdnde die Menge {zo,z1....,zn}
betrachten. Dabei bedeutet "der Automat befindet sich im Zustand
z;" (fiir Osisn), daB im Automat noch genau i Briefmarken vor-
handen sind. Die Eingabe bzw. Ausgabe zum Zeitpunkt t seien x(t)
bzw. y(t). Befindet sich nun der Automat im Zeitpunkt t im Zu-
gtand z(t) = z; mit 1sisn und erfolgt die Eingabe x(t) = E, so
wird im néchsten Zeitpunkt vom Automat eine Marke ausgegeben, d. h.
es ist y(t+1) = m und z(t+1) = zs_qe Fir z(t) = z, und x(t) = E
ist y(t+1) = r und z(t+1) = z,+ Fur beliebigen Zustand z(t) folgt
auf die Eingabe x(t) = K die Ausgabe y(t+1) = k, und der Automat
bleibt im Zustand z(t), d. h. es ist z(t+1) = z(t).
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Der abstrakte Automat

Unter einem abstrakten Automaten wollen wir hier ein System

QA = [2,x,Y,f,g] verstehen, wobei Z,X,Y (nichtleere) Mengen
gind, £f : Zx X —> Zund g : Z X X — Y sind Punktionen,
die auf der Menge Z X X definiert sind (zur Erinnerung:
Z*X=po{ [2)x]:2€2AxeX}). Mit Z ist die Menge der Zu-
stdnde gegeben, mit X die Menge der Eingaben und mit Y die Men-
ge der Ausgaben., Die Punktionen f bzw. g werden Uberfilhrungs=-
bzw. Ausgabefunktion des Automaten L genannt.

Die "Arbeiteweise" dieses absirakten Automaten kann folgender-
maBen beschrieben werden: Der Automat beginnt seine "Arbeit"
zum Zeitpunkt t = O, Zu diesem Zeitpunkt befinde er sich im Zu-
stand z(o) € Z, dem sogenannten Anfangszustand. Der Automat wird
nun zu beliebigen (nichtnegativen) ganzzahligen Zeitpunkten t
betrachtet. Zum Zeitpunkt t bekomme der Automat die Eingabe
x(t) € X, wdhrend er sich im Zustand z(t)€ Z befindet. Als Resul-
tat dieser Situation geht 4L iiber in den (micht notwendig neuen)
Zustand

z(t+1) = £(z(t),x(t)) € 2Z.

Wahrend dieses Uberganges gibt Al die Ausgabe
y(t+1) = g(z(t),x(t)) € Y,

Wie wir hier den abstrakten Automaten definiert haben, wurde er
erstmals von dem Kybernetiker G. H. MEALY betrachtet. Ihm zu Ehren
wird dieser Typ des abstrakten Automaten MEALY-Automat genannt.

Beispiel 1:

Wir geben einen abstrakten Automaten Ol vom Typ "Mausefalle" an.
Hierzu setzen wir

Z =Df {30!51} »
Y =Df {0i1} .

Die Uberfiihrungsfunktion f und die Ausgabefunktion g werden in
folgender Tabelle angegeben:
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[z,x] [z0,0] [Zo !1] [z4,0] [24,1]
£(2z,x) Zo Z1 Zq Z4
g(2z,x%) 0 1 0 0

Beispiel 2:

Piir den abstrakten automat Ul vom Typ "Briefmarkenautomat" wird

Z =Df {50,21’.-0’213 ?
X =pe {EK
Y =pp {mr,k}

und

gesetzt. Die Uberfihrungsfunktion f und die Ausgabefunktion g
werden hierbei durch folgende Tabelle gegeben:

[z,x] [20,E] [20,K] [z4,E] [z ,K] Tzn,E] [2zn,K]
iP(z,x) Zg Zg Zo Zq Zn -1 Zon
g(z,yx) T k m k m k

Darstellung von MEALY-Automaten

Fiir den abstrakten Automaten (1= [Z,X,Y,f,g] gelve Z={Z0yeeuy2n}
und X = (X y.-.9¥m}. Dann koénnen wir {l durch alleinige Angabe der
folgenden Ubergangs—Ausgabe-Tabellen vollsténdig charakterisieren:

f ZO LR ] Zj_ - Zn

Xp T(209%0) oo f(25,%) ... f(2q,%)
XJ f(Zo,Kj) L] f(Zi.XJ) .0 f(znng)
Xm f(ZosXm) eee £(Zi3Xm) «e¢ £(2ZnyXn)
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g Zg es e Zy s e e Zp

Xo B(Z0yX0) e+ B(Z14Xo) oo 8(2ZnsXo)
X3 B(ZosX3) oo B(ZiyX3) .. g(znixj)
Xm 8(2oyXm) oc¢ B(ZL9Xm) oo g(2Zn yXm)

S0 wird durch die Tabellen

flzo 2 g | 2o 24

0 Zp 21 0 0 0

1 24 2 1 1 0

vollsté@ndig der "Mausefalle"-Automst beschrieben, ebenso der

"Briefmarkenautomat" durch folgende Tabellen:

Zg 21 Zz ] Zn_‘] Zn g ZO 21 Zg e 0 Zn_1 Zn
ZO ZU Z1 L) Zn_z Zn._1 g m m e m
Zg 29 2 e+ Zp-q Zp k k k s K

eispiel 3:

Wir betrachten den abstrakten Automaten R mit

4 = {ZO!Z"HZZ}! X = {a’b}i Y= {3!5!7}s

T = {[20,8,21],[20sDy21]5[21,8,22],[21,Dy22], [22,28,24], [22 yDy22]},
g = {[309&:3]’ [Zo 1bv5] :[2-1 y8y 7]y [21,+D43], [22 sa'BJ ’ [2'2 !b!5]}'

Hierzu sind folgende Tabellen &quivalent:

Tt 20 24 22 g Z0 Zq Zp
Zq Zo 24 a 5 7 5
| 24 22 2z b5 3 5

Neben dieser Darstellung von MEALY-Automaten mittels Tabellen
erscheint die folgende graphische Angabe abstrakter Automaten
als besonders instruktiv.
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Fiir den MEALY-Automat M= [Z,X,Y,f,g] wird mit

Ot

ausgesagt, daB Ol bei Eingabe von x € X aus dem Zustand z; € Z
in den Zustand z; € Z Ubergeht, wobei y € Y ausgegeben wird.
Dies bedeutet also, daB f(zj,%) = 24 und g(z;,%x) =y gilt.

Der "Mausefalle"-Automat besitzt demnach die graphische Darstel-

lung 0,0
141
0,0@ ’ o 24 1,0

Fir den "Briefmarkenautomat" erhalten wir:

Kk K,k K,k
L., JE,m @ E,m e

Fir den Automat asus Beispiel 3:

_ a,7
E——E 7w )
a,
Ubungsaufgabe 1:
Geben Sie die graphische Darstellung des folgenden Automa-
ten an:
flzg 24 2z 23 Z4 B |20 29 22 23 7
A2z, 24 29 Zy 24 A|5 7 4 4 8
B |23 29 Zo Zu 2 B|8 4 3 4 7
Clzo 24 22 Zp 24 c|7 5 9 5 8
D |2y Z3 Zy 2Zq 2 D4 3 9 7 5

Reinhard Klelte
Assislent im Bereich
Mathematische Kybernetik

(Wird fortgesetzt)
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Preisaufgaben 1/75

(G 1

@

)

Von einem Punkt S einer Kugel mit dem Radius r gehen
drei gleichlange Sehnen sus, von denen jeweils zwel den
gleichen Winkel o einschliefen.

Man berechne die Lé&nge dieser Sehnen.

(G 2

)

Men 16se in den komplexen Zahlen das Gleichungssystem
z>2 +w =0
2wt = 1 .
Hierbei bedeutet v die zu v konjugiert komplexe Zahl, die
durch v = a8 - bi, falls v = a + bi, definiert ist.

Man beweise, daB der geometrische Ort aller Punkte, fiir
die das Verhdltnis ihres Abstandes zu zwel gegebenen Punk-
ten A und B gleich einer vorgegebenen Zahl s $ 1 ist,

ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt auf der Verbindungs-
geraden der Punkte A und B liegt.

——

Innerhalb eines gegebenen Dreiecks A ABC ist dexr Punkt O
so zu finden, daB sich die Fladcheninhalte der Dreiecke
A AOB, A AOC und A BOC wie 1:2:3 verhalten.

Gegeben sei eine Funktion f(igp), — o <@ < + « , mit

£(i(p+¢)) = £(i9)-£(i¢) , ¢,¢ reell.

Die Zerlegung der komplexen Zahl f(ip) in Real- und Imagi-
ndrteil seil

£(ip) = g(ie) + 1i-h(iep) ; g(i¢), h(ip) reell.
Man beweise

g(i(ep +¢)) = g(i9)-g(i¢) - h(ip)-n(id)
und h(i(p+ ¢)) = g(ip)+h(id) + h(ip).g(id) .
Ferner zeige man, daB die Additionstheoreme (18) und (19)
aus dem Artikel "Komplexe Zahlen" (WURZEL 12/74)
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sin @pecos ¢ + sin ¢ecos ¢ 18) ,
cos @+cos ¢ - sin @esin ¢ (19)

sin(o + ¢)
cos(o + ¢)

Spezialfdlle dieser Formeln sind. Wie hat man hierbei
f(ip) zu wéhlen?

(¢ 6) HalTu BCe BemeCTBEHHHE 3HAUEHMA & U b, NPH KOTODHX
(:) yPaBHEHUA '
x3 + ax? + 18 0
x2 +bx + 12 =0

MMEDT JB& OOMMX KOPHA, ¥ ONpeXeJuTh ITU KODHM.

BemMEeCTBEHHH) - reell
oo - gemeinsam, allgemein
KOpeHb - Wurzel

Fir jede vollsté&ndige Ldsung erhdlt der Einsender die bel der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl., Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abeelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Einsendeschlufl: 1. 3. 1975

* Ok Kk % K * k &k % Kk k k *k k *k % ok

Im vergangenen Schuljahr erhielten wir von insgesamt 59 Schiilern
bzw. Mitgliedern unseres NVA-Zirkels Losungen zu unseren Preis-
aufgaben zugesandt, und wir mdchten an dieser Stelle die filunfzehn
Punktbesten beim Ldsen der Preisaufgaben E 43 bis F 42 vorstellen
(die angegebenen Klassenstufen beziehen sich auf das vergangene
Schul jahr):

Norbert Schieweck Blumenberg 10. Klasse 85 Punkte
Friedhelm Schieweck  Blumenberg 10. Klasse 84 Punkte
Meinhard Mende Tunzenau 12. Klasse 62 Punkte
Jiirgen Socolowsky Bergfelde 12. Klasse 55 Punkte

Uwe Risch Burg 10. Klasse 54 Punkte



Joseph-Louis Lagrange 10

Hans-Ulrich Frommer Peckatel 11. Klasse 571 Punkte
Roger Labahn Anklam 10. Klasse 41 Punkte
Lothar Wenzel Berlin NVA 41 Punkte
Dittmar Kurtz Friedrichsrode 8. Klasse 38 Punkte
Hans-Ge2org Martin Jena 10. Klasse 38 Punkte
Detlef Rutz Neubrandenburg 11. Klasse 33 Punkte
Klaus Altmann Berlin 11. Klasse 30 Punkte
Frank Burghard Prankfurt/Oder 10. Klasse 24 Punkte
Marcus Kasner Templin 10. kKlasse 24 Punkte
Peter Mathe Parchim NVA 23 Punkte

OC-0-0-0 -0 -0-0-0-0=-0-C0=-0-0-0=-0=0=0

Joseph-Louis Lagrange

Jo~L. lagrange wurde am 25. 1. 1736 in Turin geboren. Bereits

im Alter von 19 Jahren wurde er Mathematikprofessor an der Turi-
ner Artillerieschule. In den folgenden Jahren beschidftigte er
gich mit Fragen der Variationsrechnung, der Losung algebraischer
Gleichungen des Grades nm, n >4, gab eine teilweise Losung des
Dreikdrperproblems und erzielte auch in der Zahlentheorie wich=-
tige Resultate. So stammt der Satz, daB jede natilirliche Zahl als
Summe von hochstens vier Quadratzahlen dargestellt werden kann,
von Lagrange.

1766 wurde Lagrange von Friedrich II..nach Berlin eingeladen, wo
er bis zum Tode Friedrichs im Jahre 1786 wirkte. Spadter kehrte
er nach laris zuriick.

1788 erschien eines seiner wertvollsten Werke, die '"Mecanique
analytique". In diesem Buch wird die neuentwickelte Analysis

auf die Mechanik der Punkte und der starren Kdrper angewendet. )
Die im 18. Jahrhundert vorliegenden Resultate (von Euler, d'Alembert
U. a.) wurden eingearbeitet und weiterentwickelt. Noch heute
existiert in der Physik dor Begriff der Bewegungsgleichung in
verallgemeinerten Koordinaten in der "Lagrangeschen" Form.
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1795 wurde Lagrange als Professor an die Kcole Normale und 1797
an die dcole Polytechnique berufen.

In den folgenden Jahren verfaBte er noch zwei grundlegende Werke
liber Funktionen. Allerdings lehnte er die von Newton angedeutete
und von d'Alembert begriindete Theorie der Grenzwerte ab und ver-

suchte vielmehr, die Infinitesimalrechnung auf die Algebra zu-
riickzufiihren. Diese abstrakte Behandlung der Funktionen bedeu-
tete trotz ihrer Méngel bezliglich der Infinitesimalrechnung und
unzureichender Konvergenzuntersuchungen von Lagrange einen gro-
Ben Fortschritt in der Mathematik. Diese M&ngel wurden in den

spdteren Jahren (etwa 1825) von Caucny und anderen Mathematikern

beseitigt. Der Taylorsche Satz in .er reellen Analysis verwendet

noch heute die von Lagrange begriindete Schreibweise der Ablei-

tungen und die Lagrangesche Form des Restgliedes.

Am 10. 4, 1813 starb Lagrange in Paris.

Pfitelbild: Joseph-Louis Langrange. Ausg der Bildserie "3Berihnte

hgthematiker"i Sammlunq Karger—Decker. Berlin.
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58209
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06647
70193
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91953
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17176
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52724
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58537
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49951
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92787
59561
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09277
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13293
96282
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34674
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05973
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88235
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68617
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26193
766971
93757
21642
82303
835479
88907
98488
46767

37510
70679
08128
38196
19091
41273
36436
16094
18548
94912
21798
05132
17372
89255
09960
51859
11831
47503
95778
01989
01952
13151
50983
24012
83744 o,
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Losungen

Aufgabe ‘F 39

Ist a = b = 0, so ist das System fiir beliebiges ¢ ldsbar: man
setze x = arc tan c und y =1 + x.

Sei also a° + b° > 0., Es sei (x,y) eine Losung des Systems. Setzt
man EEI = 8 und 551 = d und verwendet man die bekannten Formeln
fiir die Summe zweier sinus- bzw. cosinus-Werte, so lautet das

System

gin s - cosd =a
coe 8 +» cosd=>L (1)
tan x + tan y =2 ¢

Durch Quadrieren und Addieren der ersten beiden Gleichungen er-

gibt sich
cos® d = a® + bz, (2)

und hieraus ergibt sich durch Einsetzen in die quadrierte erste
und zweite Gleichung:

a’ b2

aina=ﬁs coss=m . (3)

Die dritte Gleichung von (1) kann mit Hilfe von Additionstheoremen
so umgeformt werden:

2 gin §x+zz
CO8 X COB ¥ 2c

gin 2 8

2 ¢ cos (s+d) * cos (s=d)

2

gin s cos 8 c (00525 cos°d - sins sinzd)

Einsetzen von (2) und (3) ergibt

2
ab b 2,2 a 2 2
—2——2—=c—2-—z-(a+b)-—2—-2-(1-a-b)
a“+b a +b a +b ’
d.h.
ab = c((8.2+b2)2 - a2) . (4)

Diese Gleichung und die aus (2) folgende Bedingung
0<a®+b°s1 (5)

sind notwendig fiir die Ldsbarkeit von (1). Sie sind aber auch

hinreichend, denn wegen (5) gibt es eine Zahl d so, daB
~/ a2 + b

cos d = ¥ igt, und bestimmt man mit diesem d sin s
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und cos 8 80, daB die ersten beiden Gleichungen von (1), also
auch (3) erfiillt sind, so ergibt sich aus (4) durch Riickwirts-
schliefSen und unter Verwendung von x =8 +d, y =8 = d, daB
auch die dritte Gleichung von (1) erfiillt ist. Also ist in die-
sem Falle (1) und somit auch das Ausgangsgleichungssystem 1&s-
bar.

Insgesamt igt das Gleichungssystem also genau dann l¥sbar, wenn
0<a’+b? s 1 und ab = c((32+b2)2—a2) gilt, oder wenn a = b = 0
ist.

Zu den Losungen der Serie 9/74

Unter den zu dieser Serie eingesandten Losungen befanden sich
ungewChnlich viele fehlerhafte. Der Druckfehler in der Aufgaben-
stellung F 47, "a? + b2" an Stelle von "a* + b*", wurde von einem
groBen Teil der Einsender bemerkt und korrigiert. Dieser Pehler
vereinfachte zudem den Beweis erheblich, da unter der in der
Aufgabenstellung formulierten Bedingung bereits a2 +b2>4 gilt.

Die Fehlerschwerpunkte bei den ilibrigen Ldsungen waren im einzelnen:

F 43: Der Wert x ='%(4-+\/3“) wurde nicht aus der Ldsungsmenge
ausgeschlossen.

F 44: Der Fall, dall der Mittelpunkt der beiden Kreise im Innern
des Quadrates liegen kann, wurde nicht beriicksichtigt, und
der Hinweis, daB die fiir R und r gefundenen Bedingungen
auch hinreichend sind, fehlte oft.

F 48: Die mit Hilfe der Kombinatorik gefiihrten Beweise waren
richtig, wdhrend die Induktionsbeweise Méngel aufwiesen.

Aufgabe F 43 (nach Hans-Ulrich Prommer, Peckatel, 12. Klasse)
1 x=1 |
=g = x> =

Zundchst muB x # 0 gelten, da x im Nenner auftritt, 2

De die Radikanden nicht negativ sein dirfen, mus %=1 » o
gelten,

Daraus ergibt sich:

le Fir x < 0 :

=150, x°s51, -l1sxsi

—» =-1=5x<0 (1)
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2. Fir x> 0 :

x2-120, x221, also x <=1 oder x:=1
— 1x3x (2)

Aus (1) oder (2) erhidlt man auch stets
x=1 1
T =1 = E 2 0.

Somit ergibt sich aus der Ausgangsungleichung

2
=1 x=-1
g- = >0
-"2 L

x =1 S -

X x .

Da beide Seiten groBSer als Null sind, konnen wir quadrieren:

x2—1 > x=1
x x 2 2
Betrachten wir x-Werte mit -1<x <0, so folgt x°=-1 <x=-1, x“<x

und somit x >1, ein Widerspruch zu =1 sx<0,
Ist x>1, so folgt x°=1>x=1, x>1 (kein Widerspruch).

M

Damit entfdllt (1), und es bleibt als notwendige Bedingung x >1.
Unter dieser Voraussetzung formen wir die Ungleichung &dquivalent

\/i-i _st:l > x=1
X X b4

Wir ktnnen quadrieren, da beide Seiten grdBSer als Null gind:
X 4+ 2 = 2/ > 1:;_’1
x2+x+1—2x'\/x+1 >0
(x =V x+1 )* >0

Das ist fiir alle x >1 erfiillt, falls x$ ~/x+1 , d. h.

x° - x =14 0 gilt.

Es ergibt sich x  # ¥ 1/5 und, da nur $(1+3/5°) >1 ist, die
Losungsmenge der Gleichung als

L= {x:x reell, x>1, x+%(1 +/5)} .
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Aufgabe F 44| (nach Hans-Georg Martin, Jena, 11. Klasse)

Es sind 2 Fdlle moglichs

A
A _ﬁﬁ\\\
a
R R
0
T
:
0

Offensichtlich gilt:
O=at/ -F und W=~k -§F nitR>r
Wir erhalten die Gleichung
R?2 - %2 = (a N2 - %)z’

einige Umformungen fiihren auf 2a* - 2a2(x2 + R?) + (R2 - 2 2= O,

d. he o2 = %(Ie t R AN T 2N-0® - 2)2) 1)
oder a¢ = -g-(:t'2 + R M/BRE - T - R*) .

Aus (1) wird ersichtlich, daB beide Werte fiir a2 positiv werden,
wenn der Radikand nichtnegativ ist, da R > r gilt. Wir erhalten:

R +1r2 22 (R - 12) ’
— (1 +2)2REH - 1)

— 1 < %; < %75,342% =3+ 2/2

= TP T =1+ (2)
Da in (1) a? immer positiv ist, wenn (2) gilt, so ist fiir R und
r nur die Einschrénkung (2) notwendig und auch hinreichend.
Lésbar ist die Aufgabe also fir B s 1 + \/2', eindeutig ldsbar

T
fir 2 = 1+ /2.
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[Aufgabe F 45|(nach Roger Labahn, Anklam, 10, Klasse)

Nach Substitution sim?x = a undcdﬁgw:z b --(a',ﬁ > 0; a+b = 1)

erh&lt man mit (b —-})2 20
720 -1 =b(1-b)=bea
— =5 2 16 _ (1)
und 2v? +2b+£—zO' R

g-sbz+bz—2b+"l=132+(’I-—‘t:r)2=b?+¢=.L2 2) .
(1) und (2) liefern:

a2 + p2 +%—bi2122

&
bzw.
a2+2+%2-+b2+2+%2-2§25-,
112 12, 2
ds L (a+3) +(b+3)a-—22 (3) .

Gleichheit gilt dabei fiir a = b = % )

Weiterhin ist
12 + %esin y < 12,5 (4) .

Mit (3) und (4) erhalten wir:
1Y\ 112 Vi
12,5 s a+g) + b+-5- = 12 + sesin y < 1245
d. h., in (3) und (4) gilt Gleichheit. Damit muB gelten:

sin y = 1

% oder |sin x| =£

sin?x
2

Man erhdlt:
y = % + 2k, X = E + EaLTE (ky ykp ganzzahlig)
BEine Probe bestédtigt die Richtigkeit der Ldsung.

Herausgeber: Lleitung der FDJ-Grundorganisation der Friedrich-Schiller-Universitét Jena:
lugendobjekt .Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg

Chefredakteur: Waltraud Werner

Redaktion: J. Dubslaff, H.-G. Leopald, Th. Ullrich, G. Weske

Anschrift: WURZEL, 69 lena, Universitdtshachhaus, Sektion Mathematik

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement

0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postdmter entgegen.

Veréffentlicht unter der Lizenz-Nr, 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates

der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der Redaktion.



R R I R R R R

aeoeae

“e®

ate - L]
*® @90 "o & 08w
a & 89 & S99 @ 00

ErsesEssREErRRRR RS

L]

90009 DUCESROIRCLANORORDONBOOOBB00000R
.
L]

e Bassssnn

jesesancasns -
L L ® S000 we . o900

. e eee
® 8 & 8 4% 8 0 0 9 00 @ seee seoe

Herausgegeben vom lu-
gendobjek! Studienvor-
bereitung der Sektion
Mathematik an der

zeitschrift fiir mathematik an -l

: ; 9. lahrgang
ober- und speziaischulen Index 33 873

Preis: 0,20 M

.
.
.
.
.
]
.
® acssoRPRReN
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Von der Mausefalle zum Addierautomat(ll)

Ein bindrer Addierautomat

Es ist ein bindrer Addierautomat (Dualaddierer) zu konstruieren,
d. he ein Automat, der folgendes leistet: Der Maschine werden
gleichzeitig zwei Dualzahlen eingegeben, der Ausgang der Maschi-
ne soll die Summe dieser beiden Zahlen in Dualdarstellung ange-
ben.

Als Beispiel einer Eingabe betrachten wir die Zahlen
30201111000000 oo

(da 30 = 0-2° + 1.21 4+ 1.22 4 1.23 4+ 1:2% + 027 + ...)
und

1945 2100110011110 see o

Wir fihren die duale Addition durch:

0. Stelle: O + 1 = 1, Ubertrag: O
1. Stelle:: 1 + O = 1, Ubertrag: 0
2. Stelle: 1 + 0 = 1, Ubertrag: 0
3. Stelle: 1 + 1 = 0, Ubertrag: 1
4, Stelle: 1 + 1 (+ Ubertrag 1) = 1, Ubertrag: 1
5. Stelle: O + O (+ Ubertrag 1) = 1, Ubertrag: O usw.

Als Ergebnis folgt 1 110110111182 1975.

Der zu konstruierende Automat kann als "Zweizustandssystem" be-
trachtet werden - der Zustand Z, bedeute "Ubertrag 0", der Zu=-
stand z, bedeute "Ubertrag 1". Wir setzen also Z =p, {2,524}
als Zustandsmenge. Zur Addition an einer Stelle fassen wir die
Ziffern beider Zahlen an dieser Stelle als Eingabe zusammen.
Die Addition des jeweiligen iUbertrages von der vorhergehenden
Stelle wird durch den Zustand, in dem sich der Automat gerade
befindet, realisiert. Unsere Eingabemenge sei demnach

X =pe {00,01,10,11} . Die Ausgabemenge ist Y = {0,1} . Wir er-
halten die Tabellen:

£ | 00 01 10 11 g | 00O O1 10 M1

2g| %o Zg Zg 24 Zo 0 1 1 0
Z4 29 Zq Zq 24 Zq 1 0 0 1
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Betrachten wir den Automat fiir unser gewdhltes Zahlenbeispiel.

Es ist z(0) = z,, da natiirlich zu Beginn der Addition kein tiber-
trag (d. h. genauer: der Ubertrag O) vorliegt. In den Automat
wird nun, beginnend in diesem Anfangszustand z(0), die
Eingabefolge

x(0) = 01, x(1) = 10, x(2) = 10, x(3) = 11, x(4) = 11, x(5) = 00,
eeeyx(10) = 01, x(11) = 00 ..o

eingegeben. Wir erhalten die Ausgabefolge

y(1) =1, y(2) =1, y(3) =1, y(4) =0, y(5) = 1,..., y(11) =1,
¥(12) = Oye00y

wobei der Automat nacheinander die folgenden Zusténde annimmt:
z(1) =2z, 2(2) =z, 2(3) =24, z2(4) = z,, 2(5) =2
z(11) = z, 2(12) = 2 y00e »

.-.’

01'

Zechnische Realisierung der Addifion

Fir den technisch interessierten Leser wollen wir kurz auf Mig-
lichkeiten eingehen, die Addition von zwei positiven Zahlen a
und b ohne jedwede Berechnung durchzufiihren (in dem sehr ver-
stdndlich geschriebenen, interessanten Buch von F. J. Budden
nZahlensysteme und Rechenautomaten", Teubner 1972, findet der
Leser auch eine genaue Anleitung zur technischen Realisierung
des angegebenen bindren Addierautomaten).

Betrachten wir eine sehr einfache Methode der Addition:

In einen Glaszylinder A gieflen wir a cm3 Wasser, in einen Glas-
zylinder B werden b cm3 Wasser gegossen. Fiillen wir Zylinder A
in Zylinder B um, g0 konnen wir bei B auf einer Skala die Summe
a+b ablesen.

Ebenso einfach arbeitet folgende "Addiereinrichtung":

A1,A2,A3 seien Amperemeter . Wird bei A, der Wert 2,4 A gemes~—
sen und zeigt A, den Wert 1,9 A an, so konnen wir bei A3 den

Wert 2,4 A + 1,9 A = 4,3 A ablesen.

Etwas komplizierter kSmnen wir die Addition an der
Wheatstone'schen Briickenschaltung nachvollziehen.
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R, R, Aus dem Physikunterricht ist dem
Leser bekannt: FlieBt in dem als
"Null"-Instrument benutzten Gal-
vanometer kein Strom, dann stehen
R4 2 die vier Widerstédnde im Verhiltnis
R1 s R2 = R3 : R4.

I Sind z. B. R1, R2, R.3 bekannt,

|| go ist
R4- (Rz'RB) =R1
10 1Q ablesbar, wenn die Briicke im Gleich-

gewicht ist. Verdndern wir die
Briickenschaltung, wie nebenste-
hende Abbildung zeigt, so gilt
B Rs 1:1=(R +Ry) : Ry,

R, falls die Briicke im Gleichgewicht
| ist. Dies bedeutet aber
IF R3=R1+R.2.

Stellen wir also R1 auf a Q
ein, R2 auf b  , s0 ktnnen wir bei R3 die Summe a+b ablesen,
wenn R3 derart verdndert wird, daB die Briicke im Gleichgewicht
ist.

Ubungsaufgabe 2:

Wie kann mittels der Wheatstone'schen Briickenschaltung die Sub-
traktion, Multiplikation und Division realisiert werden?

Zur technischen Realisierung der dualen Addition betrachten wir
die nebenstehende Schaltung. Mit B 1,

1 wird der Fall bezeichnet, das  —(——o" > ~~o—
die Lampe brennt, mit O der Fall, 0 0
daB die Lampe nicht brennt. Die- Il

se Schaltung ist dann durch fol=- |
gende Tabelle zu charakterisieren:

Schalter A o o0 1 1
Schalter B o 1 0 1
Lampe | o 1 1 o

Dies entspricht der dualen Addition, wobei jedoch bei 1+1 = 0
der Ubertrag 1 zu beachten ist.
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Was wird in der Theorie abstrakter Automaten untersucht?

Einleitend zu diesem kleinen Artikel wurden bereits einige Be-
merkungen iiber die Aufgaben der Theorie der abstrakten Automa-
ten gemacht. DemgemdB sind die zuletzt angestellten Betrach-
tungen liber die technische Realisierung gewisser Rechenprozesse
kein Bestandteil der Theorie abstrakter Automaten, In dieser
Theorie werden ausschlieBSlich Fragen rein abstrakter Natur be-
handelt, wie etwa: Man gebe einen Algorithmus an, der zu einem
beliebigen vorgegebenen MEALY-Automaten Al einen MEALY-Automa-
ten O' konstruiert, so daB die Automaten Ol und OI' "dasselbe
leisten" und der Automat AI' eine minimale Anzahl von Zustdnden
hat. So sind z. B. unsere Betrachtungen iiber den bindren Addi-
tionsautomaten in die Theorie der abstrakten Automaten einzu-
ordnen, jedoch nicht Fragen seiner technischen Realisierung.

ﬁ'bungsaui‘ gabe 3:

Konstruleren Sie einen (abstrakten) Additionsautomaten fiir
Zahlen im Oktalsystem!

Der Zahl 60435 z. B. entspricht im Oktalsystem die Zahl
166023, also die Eingabefolge 32066100... , da

60435 = 380 4 2487 4 0482 4+ 683 4 6484 + 1485 4+ 086 4+ ...

Reinhard Kletie
Assistent im Bereich
Mathemalische Kybernelik

Preisaufgaben 2/75

(G 7) Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, wenn die
Hypotenuse ¢ und die Winkelhalbierende w, des rechten
Winkels gegeben sind!

(G 8) Konstruieren Sie einen (abstrakten) Additionsautomaten
@L fiir Zahlen im Oktalsystem (siehe obigen Artikel)!

(G 9) Man berechne den Ausdruck ~/71...77T - 22...22"
[1]] (n - natiirliche Zahl)! g %
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(G 10) Man 1l6se das Gleichungssystem

sin(x - %)-cos(y - %) =g
X +:y = 2 arc sin (a + %) .

11) Man weise die Divergenz der unendlichen Reihe ) (=1)Vw

v="1
nach!

~
{7p]
S’

HaltTu cTOpORy HamGonbmero U3 KBaXpaTOB, BHYTDEHHNE
TOYKM KOTODHX HAXOJATCA BHYTDHM NMpPaBMABHOI'0 MECTUYTOJb-
HMKA CO CTOPOHOY a.

CTOpOHA - Seite

NpaBUJIbHHA MECTHyTONBHUE — regelméBiges Sechseck

(]
-
n
~
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EinsendeschluB: |31. 3. 1975

René Descartes (31.3.1596-11.2.1650)
- Zum 325. Todestag des Gelehrien -

Die Bedeutung einzelner groBer Gelehrter fiir die Entwicklung
einer Wissenschaft einzuschétzen, fdllt nicht immer leicht. -
Aber es gibt in der Reihe bekannter Wissenschaftler immer wieder
solche Persdnlichkeiten, deren Wirken der Ausgangspunkt war fiir
eine Wende in der Entwicklung einer Wissenschaft.

Solch eine Perstnlichkeit war fiir die Mathematik René Descartes,
auch wenn - oder gerade deshalb, well seine mathematischen Ideen
uns heute vielfach selbstverstédndlich erscheinen.

René Descartes war ein Philosoph, der aus der Touraine stammte,
das Leben eines Edelmannes fiihrte, eine Zeitlang in der Armee
von Moritz von Oranien diente, viele Jahre in den Niederlanden
lebte und in Stockholm, wohin er von der Konigin von Schweden
eingeladen worden war, starb.

Als Rationalist suchte er gleich vielen anderen groBen Denkern
des 17. Jahrhunderts nach einem allgemeinen Denkverfahren, das
es ermoglichen sollte, Entdeckungen zu erleichtern und die
Wahrheit in den Wissenschaften zu erkennen. Uber die Mechanik,
die damals die einzige bekannte Naturwissenschaft mit einem
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einigermaflen zusammenhéngenden systematischen Aufbau war, kam er
zur Mathematik, die ihrerseits mit ihren iiberzeugenden Aussagen
selbst ein glénzendes Beispiel dafiir war, daB in der Wissenschaft
Wahrheit gefunden werden konnte. Descartes und seine Anhdnger -

die Cartesianer (Cartesius ist der latinisierte Name fiir Descartes)-
die an eine allgemeine auf Vernunft gegriindete Methode glaubten,
sahen ghnlich wie die Anhidnger Platons in der Mathematik die
Kénigin der Wissenschaften.

Dieser Zusammenhang des philosophischen Wirkens von Descartes mit
dem mathematischen kommt auch darin zum Ausdruck, dafB sein mathe-
matisches Hauptwerk "La G&ométrie"™ als Anhang zum "Discours de la
Méthode" (Abhandlung von der Methode) erschien, worin Descartes
sein rationalistisches Herangehen an das Studium der Natur er-
kldrte, Hier schrieb er:
"Wer auch immer meine Gedanken aufmerksam priifen wird, der wird
bemerken, dafl ich eine Wissenschaft im Auge habe, ganz verschie-
den von der Mathematik. Eher konnte die Mathematik ihre Hiille
gein ale ein Teil von ihr."
Descartes wird gemeinsam mit Fermat als der Begriinder der analy-
tischen Geometrie angesehen; und die Entstehung der Methoden der
analytischen Geometrie charaskterisiert zusammen mit der Heraus-
bildung der Methoden der Differential- und Integralrechnung den

Ubergang zur modernen Mathematik.

Die Geometrie der Antike, insbesondere Euklids, ist synthetiseche
Geometrie, Betrachtet werden hier die Inzidenz von Punkten und
Geraden, Anordnungsfragen und Kongruenzprobleme. Der Grundgedanke
der analytischen Geometrie besteht darin, daf geometrische Unter-
suchungen mit rechnerischen Methoden gefiihrt werden, d. h., hier
stehen der Zahl- und Koordinstenbegriff sowie das Arbeiten mit
algebraischen Operationen im Mittelpunkt.

Descartes konnte diesen Schritt von der griechischen Wertung der
Geometrie zur snalytischen Betrachtung gehen, da fiir ihn die
Arithmetik und die Algebra - die im 17. Jahrhundert hoch entwickelt
war - der Geometrie rein logisch vorangehen und ihr asuBerdem noch
sachlich libergeordnet sind. - Lassen wir Descartes selbst sprechen:

"Alle Probleme der Geometrie konnen leicht auf einen solchen Aus-
druck gebracht werden, daf ee nachher nur der Kenntnis gewisser
gerader Linien bedarf, um diese Probleme zu konstruieren. Und
gleichwie sich die gesamte Aprithmetik nur aus vier oder finf
Operationen zusammensetzt ... so hat man auch in der Geometrie,
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um die gesuchten Linien so umzuformen, daf sie auf bekanntes
fiihren, nichts anders zu tun, als andre Linien ihnen hinzuzufi-
gen oder von ihnen abzuziehen; oder aber, wenn eine solche gegeben
ist, die ich, um sie mit den Zahlen in nghere Beziehung zu brin-
gen, die Einheit nennen werde und die gewohnlich ganz nach Belie-
ben angenommen werden kann, und man noch zwei andre hat, eine
vierte Linie zu finden, die sich zu einer dieser beiden verhdlt
wie die andre zur Einheit, was dasselbe ist wie die Multiplikation;
oder eber eine vierte Linie zu finden, die sich zu einer der
beiden verhdlt wie die Einheit zur anderen, was dasselbe ist wie
die Division. Oder endlich eine oder zwei oder mehrere mittlere
Proportionalen zu finden zwischen der Einheit und irgendwelchen
andern Linien *), was dasselbe ist wie das Ausziehen der Quadrat-
oder Kubikwurzel usw. - Und ich werde mich nicht scheuen, diese
der Arithmetik entnommenen Ausdriicke in die Geometrie einzufiihren,
um mich dadurch versténdlicher zu machen ... Hierbei ist zu be=-
merken, daB ich unter a’ oder b? oder dergleichen nur einfache
Linien verstehe, und daB ich nur, um mich der in der Algebra ge-
brauchten Bezeichnungen zu bedienen, dieselben als Quadrate,
Kuben usw. benenne."

Wir haben absichtlich so umfangreich aus der "Geometrie" zitiert,
weil hier die algebraische GroBtat Descartes' - das wichtigste
Koordinierungsprinzip: das Prinzip der Zuordnung einer Lénge zu
jeder Zahl, egal wie diese Zahl entstanden ist - deutlich wird.
Jetzt erst war die Koordinatengeometrie mdglich. Eine algebra-
ische Gleichung wurde zu einer Beziehung zwischen Zahlen - ein
neuer Fortschritt der mathematischen Abstraktion, der fir die

allgemeine Behandlung algebraischer Kurven notwendig war.

{brigens stellt man fest, daB bei Descartes das Wort "Koordinaten"
noch nicht zu finden ist. Es war vielmehr eine erst von Leibniz
geprdgte Bezeichnung flr das, was Descartes "Fundamentallinien"
nennt. Auch das rechtwinklige nach ihm benannte Cartesische
Achsenkreuz gebraucht er im Prinzip nicht. Er arbeitet mit ver-
schiedenen verkappten schiefwinkligen Koordinaten. Dabei erfolgt
aber die Koordinierung bereits durchasus in unserem Sinne.

Descartes befaBte sich sehr eingehend mit dem Studium und der
Klagsifizierung algebraischer Kurven, Er stellte sich hierbei
stets auf den Standpunkt der dynamischen Erzeugung (man sagt auch
phoronomischen Erzeugung) der Kurven, d. h., die Kurven sollten
durch eine stetige Bewegung oder durch mehrere aufeinanderfolgende
golche Bewegungen erzeugbar sein. Ein schones Beispiel filir seine
Methode liefert die folgende Skizze:

*) X1 ,Xz249...,%n Sind mittlere Proportionale zwischen a und b
genau dann, wenn gilt a:!x = Xq 13X = X% ! X3 = ... = X, : b
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Es geht Descartes um die Bestimmung
der Gleichung der Kurve EC, die be-
schrieben wird durch den Schnittpunkt
des Lineals GL mit der Verléngerung
der Seite CNK des rechtwinkligen Drei-
ecks NKL, dessen Seite KL sich entlang
der gegebenen Geraden BA bewegt, wenn
das Lineal im Punkt G gedreht wird und
es dabel std&ndig durch den Punkt L
verlduft. Unter der Voraussetzung, dal
GA, die Senkrechte zu BA, gleich g,

KL = b, NL = ¢ seien, dab AB die x-
Achse und A den Koordinatenursprung
darstellen, bezeichnet Descartes die "unbestimmten und unbekann-
ten GroBen" CB mit y und BA mit x. Dann folgt aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke CBK und NIK einerseits und der Dreiecke CBL und GAL
andererseits schnell die Gleichung der Kurve ECG.

Yy = oy = % Xy + ay — ac . 3)

(Descartes schrieb noch yy statt y*, obwohl er sonst y fir yyy,
y* filr yyyy usw. schrieb.)

In Descartes' "GE€om€trie" findet sich auBerdem noch eine Theorie
der Gleichungen, wobei er sich schon vollkommen klar ist ibexr die
Tatsache, dal der Grad der Glesichung die Anzahl der Losungen be-
dingt. Am bekanmntesten diirfte hier die nach ihm benannte Zeichen-
regel zur Bestimmung der Anzaghl der Nullstellen eines Polynoms in
Abhdngigkeit von der Anzshl der Vorzeichenwechsel der Koeffizien-
ten sein (siehe z. B. Kleine Enzyklopddie Mathematik, S. 142). Im
Voriibergehen fiihrt er hier auch noch die Ausdriicke '"reell" und
"imagindr" ein. - Bei der Diskussion von Kurven finden wir ebenso
in vollster Allgemeinheit das Problem der Tangenten, Normalen,
Subtangenten und Subnormalen aufgerollt. Er mul erkannt heaben,
daB Tangenten und Normalen faktisch die Gesetzgeber der Kurven sind.

Descartes war sich seiner GroBe voll bewuBt. In seiner "GE€om&trie"
lesen wir:

"Und ich hoffe, daBl unsere Enkel mir nicht nur fiir die Dinge
Dank wissen werden, die ich hier auseinandergesetzt habe, son-
dern auch fir diejenigen, die ich absichtlich libergangen habe,
um ihnen das Vergniigen zu iiberlassen, sie zu erfinden." %)

Egberi Creutzburg
Forschungsstudent

M Zitiert in: Colerus, Von Pythagoras bis Hilbert, Rowohlt,
Reinbeck b, Hamburg 1969, S. 136

2} Zitiert ebenda, S. 129

3 pufgabe und Skizze aus JCTOpUA MaTemaTuru, u3x. "Hayka",
Mocksa 1970, S. 105

4) Zitiert in: Colerus, Von Pythagoras bis Hilbert, S. 135
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Unendliche Reihen ()

Die unendlichen Reihen besitzen sowohl fiir den inneren Aufbau

der Mathematik als auch fiir praktische Anwendungen groBe Bedeu-
tung. Auf der Theorie der unendlichen Reihen begriinden sich man-
nigfache numerische Methoden. Zum Beispiel wird die Zahl e, die

als 1lim (1 + %Jn definiert ist, wesentlich schneller und be=-
n-00

quemer durch die unendliche Reihe v?ﬁ{h ndherungsweise berech=
net. Gleiches gilt fir Logarithmen- und Winkelfunktionen. Noch
vor 200 Jahren war der Begriff der Summe einer unendlichen Reihe
in der mathematischen Theorie nicht gekldrt. So kann man die
Schluifolgerung

' - 1 = (1-1 1
TR P R PRI _{(1_1)+(1 L

0 — also besitzt

—t
——
i
.
.
.
(]

finden. Viie wir spdter sehen werden, divergiert diese Reihe,
besitzt also keine Swnme,

Zunichat miissen wir den Begriff der unendlichen Summe erkliren.
Zur verkiirzten Schreibweise einer endlichen Summe verwenden wir
den griechischen Buchstaben L.

“ . - - L]
véqa“ ist eine Abklirzung fiir 8q+8s+esetd o

Eine Summation iiber endlich viele Summanden ist im Korper der

reellen Zahlen induktiv definierbar.
[+ a]

Was bedeutet aber nun E1 ay ?
V=

Die Summation unendlich vieler Summanden ist rein algebraigch
nicht erklirbar bzw, fiihrt zu keinem Resultat. Das Symbol vg‘av

n
wird als Abkiirzung fur den Grenzwert!}%g “21 &y verwendet.
it dieser Deutung werden wir une im weiteren beschiéftigen. Da=-
zu gtellen wir zuerst einige Grundbegriffe der Theorie der un-
endlichen Zahlenfolgen zusammen. Diese findet man z. B. im Lehr=-
buch der 11. Klasse oder zum Teil im Fachartikel "Konvergente

Zahlenfolgen" (WURZEL 4/74).
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1» Zahlenfolgen

Definition 1

Eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl VvV eine reelle
Zahl a, zuordnet, nennt man eine Zahlenfolge.

Wir werden Zahlenfolgen in der Form {a‘,}f_., schreiben,

Definition 2

Die Zahlenfolge {av}:?:., heiBt konvergent, wenn es
eine reelle Zahl a mit der folgenden Eigenschaft gibt:
Zu jeder positiven reellen Zahl € gibt es eine natiir-
liche Zahl v , so daB

lay - a] < €
fur alle natiirlichen Zahlen v mit v > v, erfiillt ist.
Die Zahl a heiBt Grenzwert der Folge {av}fﬂ., .
(Schreibweise: 1im a, = a)

V=00

Satz

1
s seien {ay},_, , {by}s., zwei konvergente Zahlenfole-

gen, fir die gilt: lim a, = a, liolzl by = b. Ferner sgseien
V=00 V=

« und B zwei reelle Zahlen.,
Dann ist die Zahlenfolge {cy}5, ,
Cv =p¢ ®+8y + Beb, fiir alle v , wieder konvergent,
und es gilt fiir den Grenzwert:
lim (x-ay, + B*by) = aea + B+b .

V=00

S atz 2 ¢
00

Es seien {ay},_, und {b\,}f_, zweil konvergente Zahlen-
folgen mit I‘L‘inoln ay = a , lionol by = b . Dann ist auch
— V=
die durch dy =, a,+b, definierte Zahlenfolge {d,}>.,
konvergent, und es gilt:
lim (a,-+by) = a*b .
V=00
Satz 3 s
| Es seien {ay)s,,, und {b,)}".. zwei konvergente Zahlen-

v=1

folgen mit %}3 a, = a , \l’_.‘:_g by = b . Ferner sei b40,
Dann existiert eine natilirliche Zahl v*, so daB fiir v> v*
gilt: b, % 0.

Die durch e, =Df %: fir v> v*, e, =Df 1 fir 1sv sv*



Unendliche Reihen 28

gilt: lim ey = ¢ .

V=00

I definierte Zahlenfolge {ey},_, ist konvergent, und es

Satz 4 s
o0

Die Zahlenfolge {a,},_, sei gegeben durch a, = ¥ fir
alle v. Ist |q| <1, so gilt lima, = O .

V=00

ition 3

Eine Zahlenfolge {a\.}f_1 heiBt beschrinkt, wenn es

eine reelle Zahl L gibt, so daB fiir alle v |a,| sL gilt.

QIllll:s

ition 4 -

o

n
IEine Zahlenfolge {av}v.1 heiBt monoton wachsend (fal-

lend), falls fiir alle v die Ungleichung &y < 8.1
(av .?_ a\..,_q) gilt.

5 ¢

Eine monoton wachsende (fallende) Zahlenfolge {&v}?=1
konvergiert genau dann, weunn sie beschrinkt ist.

Definition 5 1

{avy)ias heiBt Teilfolge von {ay}y., , falls {v.},_,
eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen
iS't (d.o hc falls \J1 < \,2 < U3 < .ll).

Sa‘taz 6
Es sei {ay}yan eine konvergente Zahlenfolge mit
lim ay = a. Dann ist auch jede Teilfolge {a\,u}:_1
V=00 -
eine konvergente Zahlenfolge,und es gilt &im avu = B
=+ CO
Beigpiel:
00 . d
{av}v=1 mit ay =Df v . o
Eine Teilfolge hiervon ist zum Beispiel lav hyo, mit vy = 2%,

/ie man sich iliberzeusen kann, sind die Bedingungen der Definition
erfullt.
Schreiben wir unsg die ersten Glieder beider Zahlenfolzen auf,

8o erhalten wir 1, %, %, %, %,... und %, %, %. }g, L
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2. Unendliche Reihen
e e e e
Definition 6 :

Gegeben sei eine Zahlenfolge {a\,}(:;1 i

8, = E ay hei3t die n-te Partialsumme der unendli-
ve1
o0
chen Reihe E, a, .
Ve

00
Die unendliche Reihe Eqav konverziert gegen die Zahl
V=

8, falls die Folge der Partialsummen {sn]dL=1 gegen s

konvergiert, d. h. lim 8, =8 gilt.
n=-00

Die Zahl s heiBt Summe der unendlichen Reihe (3chreib-

oo
weise: T a, = s ).
v=1

Hat die unendliche Reihe eine endliche Summe, so heiBt
sie konvergent, andernfalls (wenn die Summe gleich e
ist bzw. nicht existiert) nennt man die Reihe divergent.

Beispiele:

(:) Betrachten wir zuerst das in der Einleitung angegebene Bei-
spiel 1=-1+1=1+ osee & ©
Kurzer konnen wir fiir diese unendliche Reihe \"31(--'1)""'I
schreiben,
Berechnen wir jetzt die einzelnen Partialsummen, so kinnen wir
feststellen, daB 8o = 0 und 8oy = 1 fir beliebige netiirli-
che Zahlen k gilt,
{s2x)y., und {s2x-q)y_, sind beides Teilfolgen der Folge
der Partialsummen {s,)}n.q . Nach Satz 6 wiirde sich aus der
Konvergenz der Folge {s,)pet die Konvergenz der Teilfolgen
(s2x }icm1 {82k-1 }na1 ableiten lassen, wobei zusidtzlich noch

1im Sk = 8 = 1lim S2 k=1 (*)
k=00

k=00
gelten miiBte,
Wie wir aber festgestellt haben, ist 8o = 0 fiir alle k und
somit %}3 8y = 0 und S5k-q = 1 fir alle k und somit
%{g 85kaq = 1o Damit ist die Bedingung (+) verletzt, woraus
folgt, daB {an }:;1 nicht konvergent sein kann. ligch ungerer
Definition 6 ist dann aber die unendliche Reihe JE, (v

divergent und besitzt gomit keine Summe.



Unendliche Reihen 30

@ Eine Folge {b,}5.. heiBt geometrische Folge, falls eine
reelle Zahl q existiert, so daB fir alle lolgenglieder
by, = q*by.q gilt.
Aus dieser Rekursionsformel kdnnen wir sofort die Beziehung
by = qVeb, ableiten.
Palls q § 1 ist, erhdlt man fir die n-te rartialsumme der
geometrischen Reihe “EO bo+q¥ den Ausdruck

- qn+1
8p = E bo q" = bo’lﬂl__gq_ .

v=0
Unter Verwendung der Satze 1, 3 und 4 und unter der zusdtzli-
chen Voraussetzung |q| <1 (wesentlich fiir die Anwendung von

Satz 4!) konnen wir den Grenzwert von {sn }°:,]=1 berechnen:

a 1 - gn+1 l_j.-g (1 = g°+1) 1
}}gsn—}}g(bo‘ﬂ'd—_q )=%§}g T =9 =b0‘7|__qs

d. h, fiir | q] < 1 konvergiert die geometrische Reihe

. . 1
und begitzt die Summe b0 T—:a- 5

U auch iiber unendliche Reihen der Gestalt

@ Yy R g 1 =3 1
v§1 (V) " v§1 57 (x feste reelle Zahl), vE‘I BT

Konvergeunz= bzw. Divergenzaussagen treffen zu kounen, werden
wir im 3. Abschnitt dieses Artikels einige wichtige Siitze iber
unendliche Reihen und im 4. Abschnitt drei Konvergenzkriterien
fir unendliche Reihen mit positiven Gliedern angeben und be-

weisen,
Hons-Gerd Leopold

Forschungsstudent
im Bereich Analysis

A e R I e e N e T e e,

Titelbild: René Descartes. Aus der Sammelbildserie
| "Berlihmte Mathematiker" des VEB Verlag Bild und
Heimat Reichenbach. Sammlung Karzger-Decker, Berlin.
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Losungen

Aufgabe F 52

Bs sei ABC ein beliebiges Dreieck mit AB = ¢, BC = a, CA = b,

I als littelpunkt des Inkreises, G als Schwerpunkt, A' als Ilitte
von BC.

Ferner gelte s = % (a+b+c), T
Dann gilt:

ATC=AB=5

IM = NI (r - Inkreisradius).
A

B M A c
Ferner erhdlt man unter Verwendung der Tatsache, daB die Tanzen=-
tenabschnitte von einem Punkt an einen Kreis gleichlang sind
(es gilt also BN = BN etc.), sofort die Beziehungen:

AN = s-a und B = s=b.

Wenden wir auf die Dreiecke BA'A und A'CA den Kosinussatz an, so
erhalten wir:2

AR 4+ %— =ct = asAAT+cosq BA'A (1)

2 —2 a2

b = AL - 5 = - asAAT-cos ¥ AA'C (2)
Es gilt:

JBA'A + XAA'C = T

und somnit
cCos<4BA'A = - cos<€AA'C .

Wir erhalten aus (1) und (2)

2

W2+%—-02=b2—me-%—
B o= Y2007 4 c®) - a® (+)

Weiter gilt: VAT = I% - (s-b)l = _I..tlgil.
und IAT = x-‘2+(l:'-§-(i)2 (+)
IAY = Vr2 + (s-a)° . (*)
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Die Seitenhalbierenden schneiden sgsich im Dreieck im Verhdltnis
2:1. Daraus folgen die Beziehungen

m=§m ; GF:%H’ i (+)
In den Dreiecken A'GI und GAI liefert der Kosinussatz:
TA'2 = IG° + A'G° - 2K7G-TG.cos <A'GI (3)
T2 = TG° + AG® - 2XG .TG.cos«IGA
= G2 + AG° + 2AG +TG-cos <A'GI (4)

(auf Grund gleicher Uberlegungen wie vorhin).

Wir multiplizieren (3) mit 4G und (4) mit A'G und addieren die
entstehenden Gleichungen.,

TL2.AG + TE°.57G - TG(AG + A'G) = AG-A'G(AG + AT®)

lach Voraussetzung der Aufgabe (Inkreis des Dreiecks geht durch
den Schwerpunkt) erhalten wir IG = r.
Damit und mit den Gleichungen ( * ) folgt:

r° = fﬂz"ﬁﬁ;'+ fﬁ72'i§§f'- AG * AG'

2 [r2+(s_a)2].%_ +[r2+(1_:2-3)2],%_ - % .} 71[ . [2(b2+02)_a2]

r2 = r2 + %-[2(a2+b2+c2) - 332]

332 = 2(ae+b2+02)

2

5(a2+b +cz) = 6(ab + bc + ac)
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Konvergenzgeséwindig'keii von
Zahlenfolgen

1. Konvergente Zahlenfolgen

Unter einer Zahlenfolge verstehen wir (vgl. WURZEL 4/74 sowie
2/75) eine Punktion, die jeder natlirlichen Zahl n eine reelle
Zahl X, zuordnet. Wir wollen mit x das n-te Folgenglied, mit
(x.) = Xy1Xq9XpseeesX see. die Folge bezeichnen. AuBerdem wer-
den wir die im weiteren betrachteten Zahlenfolgen als konvergent
voraussetzen und schreiben x = lim X, fiir den Grenzwert der
Folge (xk). e )

Ausfilhrlich:

Def inition 1 3

x = 1lim x =
rev ko n Df

es eine reelle Zahl N , so daB fiir alle natlirlichen
Zahlen n mit n>DNe die Beziehung |x, - x| < e erfiilllt

zu jeder positiven reellen Zahl € gibt

ist.
Beispiele:| (1) (x}) = (E%T)
(2) () = ()
(3) @) = (p
2

Diese 3 Folgen konvergieren gegen Null.
Beweis der Konvergenz von (xi);

Xt = 0| = |y = O] = gpp < € ist erfilllt fir
% < n+l ,
d.ho %"‘1‘:11.

Deshalb konnen wir Neg = % - 1 wdhlen.
Die Folgen (2) und (3) sind Teilfolgen von (1) und haben deshalb
den gleichen Grenzwert, sind damit auch Nullfolgen.

Wir wollen die ersten Glieder der 3 Folgen betrachten (auf 9 Stel=-
len nach dem Komma berechnet).
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() = Cgar ) (D] ) = () @) () = (—251;) 3)
X, 1.000 000 000 1.000 000 000 1.000 000 000
e 0.500 000 000 0,500 000 000 0.250 000 000
. X 0.333 333 333 0.250 000 000 0.062 500 000
X4 0.250 000 000 0.125 000 000 0.003 906 250
Xy 0.200 000 000 0.062 500 000 0.000 015 259
X || 0.166 666 667 0.031 250 000 0.000 000 000

Wihrend die Werte xg von (1) und (2) noch deutlich vom Grenzwert

Null verschieden sind, liefert uns xg bereits (im Rahmen der Ge=

nauigkeit von 9 Stellen) die Null, mit anderen Worten, (1) konver=-
glert am "langsamsten" und (3) am "schnellsten".

2. Konvergenzfaktoren

Wir werden nun ein Maf dafiir einfiihren, wie "langsam" oder
"schnell" eine Folge konverglert. Mit & wird der Abstand des
n=-ten Folgengliedes vom Grenzwert (d. h. der Fehler) bezeichnet,

1
also e, = |Xn _ .

Definition 2 =

(x, ) sei eine konvergente Folge, x = lim X,.

Bs existiere die 2ahl e
(x,,) = 1lim L = 1im 22X
(X no 1Xp - XI O -

Darn heiBt Q1(xk) (asymptotischer) Konvergenzfaktor
der Folge (xk) (falls dieser Grenzwert existiert).

Mit anderen Worten: Q1 gibt ung fiir n — o das Verhdltnis der
Fehler e, 4 und €., oder fiir groBen € ., =~ Q1(xk)-en 39,
Eine Folge konvergiert daher umso schneller, je kleiner Q1 ist.

1) Das Zeichen = soll ausdriicken, da die Beziehung nur ndherungs=-
weise erfiillt ist, und zwar umso besser, je grdBer n ist.

Exakt formuliert: Zu jedem positiven & gibt es ein Ns , so daB

fir alle natiirlichen n >Ngs die Beziehung

En+1 5 (Q'I(xk) + 6)‘811

erfiillt ist.
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Fiir O <Q1 (xk) <1 heiBt (xk) linear konvergent, falls Q (xk) = 0
sagen wir, daB (xk) superlinear konvergiert,
und fiir Q4(x), )21 soll (x)) sublinear konvergent heiBen.

Wir wollen die Konvergenzordnungen fiir unsere Beispiele ausrech-
nen.,

1
(1) 1lim |n+2_0-=lim gi%u
nN-=p00 Im =0 - N-»00 +
—-1-1 -0
(2) 1im lan‘* 1im —-1-21] lim & =1
= = im =
n-—00 I -fl- - 0 N—»00 2Il+ n-»0o0 2. 2
2 i
1 -
2n+| 2n zn
(3) lim =2 =um £ -1in 2
n-»>c | —g-ﬁ -0 n -0 22”"’ N —»00 22'2n
2
211

= 1lim = Ifi Ao

1
_ = =0
n-» (221] )2 n—»00 2211 p—> p

Danach konvergiert (1) sublinear (d. h. schlechter als linear),
(2) linear und (3) superlinear (besser als linear).

Ganz analog kinnen wir den Begriff der quadratischen Konvergenz
oder allgemeiner der Konvergenz p=ter Ordnung einfiihren. Dazu
wird Definition 2 verallgemeinert:

Definition 3:

(x)) sei eine konvergente Folge, x = lim x

n—»o 1’
p eine reelle Zahl mit 1sp<eo , Es existiere
| - x| €
Q (%) = lim 141 & 1im —=Btl
P n—»c0 |xn > x|p n-woo enp

Dann heiBt Qp(xk) (asymptotischer) Konvergenzfaktor der
O'I‘dl]ung p. -

Das bedeutet, daB zwischen €nsl und €, die Beziehung (fir ge-
niigend groBSe n)
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Ensl ™ Qp(xk) 'EI}J 2)
erfiillt ist.

Falls O <Q2(xk)< + 0, heift (xk) quadratisch konvergent,

fir Q,(x,) = 0 konvergiert (xk) guperquadratisch, und falls
Qz(xk) = + o (uneigentlicher Limes), nennen wir (xk) subquadra=-

tisch konvergent.

Aufgabe: Man zei_ge', daB (1) und (2) subquadratisch konvergieren.

Die Folge (3) konvergiert quadratisch, denn

1
o+ 0 8.2 2.2
2 2 2
lim = lim -(——1)—- = 1lim —T
n-»eo 1 -0 2 n-sw 22n+_ n—-»o00 22n+
o7
2 2n+1
= lim £ =1im 1 =1 .
n—scoo 22n+ n—>o

Allgemein 1l#B8t sich beweisen, daB jede linear konvergente Folge
gsubquadratisch und jede quadratisch konvergente Folge superlinear
konvergiert.

Gregor Weske

Student des 4.Siudienjahres
im Bereich Numerische Mathematik

2) Genauer: Zu jedem § > O gibt es ein Ns , so daB fir n>Ng
e P i
€neq S (Q,p(xk) +8) e, glilt.

Preisaufgaben 3[75

(G 13) Die natiirlichen Zahlen werden wie folgt in Gruppen an=-

@ geordnet:
(1), (2,4), (3,5,7), (6,8,10,12), (9,11,13,15,17)as.
Man berechne die Summe der Zahlen der n-=ten Gruppe.

(G 14) Man 1Yse die Gleichung

. 1 :
LI 108 .45 2 (sin x T cos x) =3.
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(¢ 15) Von einem Punkt A aus, der im Inneren eines Winkels o

gelegen ist, wird ein Lichtstrahl ausgesendet., Die bei-
den Schenkel des Winkels seien verschieden lang. Man be-
weise, daB die Zahl der Reflexionen, die der ausgesandte
Licktstrahl an den Seiten des Winkels erfdhrt, immer end-
lich ist. Man gebe die Zahl der Reflexionen in Abhangig-
keit von den Winkeln x und B (s. Skizze) an, und finde

eine Bedingung, unter welcher der Lichtstrahl nach dem
Aussenden nochmals durch den Punkt A lduft.

B,

(G 16) Man beweise den Satz 14 im Fachartikel "Unendliche Rei=-

[@_)'I hen"!

(G 17) Man untersuche die unendliche Reihe

E 3 (%)’
(

auf Konvergenz!

G 18) HaHT OXHO pemeHue CUCTEeNH

(:) X (Ko +X3 4.0 o 4K, )+ 1020 (Xq +Xp +0 0 o+, )2 9a?
Xo (Xq+XK3+eeetXn) + 203 (X+Xp+..04X, )2 25a?
X (X4 +Xp 40 0o #Xn_q) + D(D+1) (X #3p +0 0 .+ )P (2n+1)2 &2,

EinsendeschluB:| 30. 4. 1975

n
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Unendliche Reihen ()

3., Hauptsétze iiber unendliche Reihen

Satz 7 (Cauchysches Konveggenzkriterium):
(o] .
Die unendliche Reihe v21av konvergiert genau dann,

wenn zu jeder positiven reellen Zahl € eine reelle
Zahl M, existiert, so daB fiir alle natiirlichen Zah-
len myn > M, die Ungleichung |v§1av - v§1a\,| < e
erfilllt ist.
Dieser Satz entspricht dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fir
reelle Zahlenfolgen (siehe WURZEL 4/74) und wird hier ohne Be=
weis angegeben,

Satz 8 :

oo
Falls die unendliche Reihe E.1 a, konvergiert, so

V=
folgt daraus 1lim a,, = 0 .
V00

Beweis:

Zu zeigen ist, daB fiir jedes € > O ein v* existiert, so daf fir

v > v* |a,|<e gilt. €> 0 sei beliebig, aber im Verlauf der Rech-
nung fest vorgegeben.

o0
21av ist konvergent. Nach Satz 7 gilt dann, daB ein M exi-
V= n m
gtiert und fiir n,m > M, gilt | Z1a“ - E1av| <Eg . (=)
V= V=

Wir definieren unser geswhtes v* als M. + 1, und miissen jetzt
noch zeigen, daB v* das Gewiinschte leistet.
v > v* e v > M, + 1
Also ist auch - v=1 > Mg .
v und v=-1 sind natiirliche Zahlen mit v, v=1>M '« Also muB
fiir v und v=1 die Beziehung (*) gelten, d. h. aber (n = v,
m . Vv v=1
i§1ai - 1§1a1‘ . ’1§1ai - 1§1a? Ve s
also auch |a,| < €, da ja
V=1

v
La - L a = a, ist.
i=1 i=1 .

pamit haben wir zu einem beliebig gewdhlten €> 0 ein V* mit der
geforderten Eigenschaft gefunden. Also gilt %i& ay = 0. -
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Wie wir noch an einem Beispiel sehen werden, ist die Bedingung
lim a, = O notwendig, aber nicht hinreichend fir die Konvergenz

v-00 oo

von Z &8, « De h., aus der Giiltigkeit von lim av = 0 darf

v=1 V- 00 o0
nicht auf die Konvergenz der unendlichen Reihe v?ﬂav geschlos~-
sen werden.

o0
Entfernt man aus einer Reihe Eqav die ersten m Glieder, S0 er=

V=

(0]
hdlt man eine Restreihe L ay .
Vv=m+1
Mit Am bezeichnen wir die (endliche) Summe der ersten m Glieder =
m

Ag = v§1a“ *
Sa‘tz 9 :

Die unendliche Reihe 8 ay konvergiert gegeqwdie Sum-

me 8 genau dann, wenn die unendliche Reihe v_E+1au gegen
die Summe (s-Am) konvergiert.

Beweis: Bezeichnen w1r die Partialsummen der Reihe E a, mit s

und dle der Reihe E a, mit s ' so erhalten wir fur n > ms
v=m+1

n m n
= = I + + s!
Sn vE‘l Ay v=1 v \J-§+‘1 8y = Am n *
n
da s; gerade als U_§+1av definiert ist.
. 1st eine Konstante, und somit folgt unter der Voraussetzung,

daB lim s = 8 ist,

n-c0 1
lim s llm ( + s ) = A + lim s! ’
sesii D A o B

die Existenz des Grenzwertes der Folge {s,}nems1

und sein Wert als lim sj = s=A .
n-»o =
Umgekehrt folgt aus lim s' = s-A, die Konvergenz von {8u}nzn ,
n—»00
und der Grenzwert bestimmt sich zu lim s = Amf*(s"ﬁm) =

Il —->00

]
Wir ‘sehen also, daB das Entfernen endlich vieler Anfangsglieder

einer unendlichen Reihe oder das Hinzufiigen endlich vieler Glie=
der an den Anfang einer unendlichen Reihe keinen Einflufl auf das
Verhalten dieser Reihe beziiglich ihrer Konvergenz oder Divergenz
hat. Selbstverstdndlich wird sich im Falle der Konvergenz der
Wert ihrer Summe &ndern.

Dieser Satz 9 gibt also noch eine nachtridgliche Rechtfertigung
fiir das Beispiel der geometrischen Reihe. Hier hatten wir bei der



41 Unendliche Reihen

Summation nicht erst bei 1, sondern bereits bei O begonnen.
Satzsz 10

Die unendllchen Reihen E a,=s und E by=8' seien beide
konvergent. A und u Beien zwel beliebige reelle Zahlen.
Dann ist die umendliche Reihe . 2 v mit ¢, = Aa, * ub,
wieder konvergent, und es gilt E (Aa, *+ ub,) = As+ us'.

Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 1 und Definition 6.

eispiel:

o0
Die harmonische Reihe 21 % igt divergent.
v=

Offenbar giit fiir jede natiirliche Zahl n die Ungleichung

1 1 1 1 1
m+m+...+zﬁ >n-zr-n =T e (")

Entfernen wir aus der harmonischen Reihe die ersten beiden Glie=-
der (das ist nach Satz 9 erlaubt), so lassen sich die iibrigen
Glieder in aufeinanderfolgende Gruppen zu 2,4,8,...,2k'1,...
Glieder einteilen:

1 1 1.1 .1 .1 1 §
-3-+I; '5+-6-+'|T+'8-; 'g+-.o+T6-, see
H_J -~ Y r L v -

2 22 23

Jede dieser Summen ist nach (*) gréBer als % (n = 2k-1 in (*)

eingesetzt).
Damit gilt fiir die 2k—ten Partialsummen der harmonischen Reihe

1
und gomit lim s k= 1lim (k--z) = o ;

k00 k-»eo

%ig Sk = o = ein eigentlicher Grenzwert existiert nicht.

Wiirde die Folge der Partialsummen {s }n 1 der harmonischen Reihe
konvergieren, so miiBte auch die Teilfolge {BékH:ﬂ konvergieren

(Satz 6). {s;J“’ konvergiert aber nicht gegen eine reelle

Zahl, also ist auch {s Y
0

§1 d divergiert.

1 nicht konvergent. D. h. aber,

v=1 V
Trotzdem gilt bei diesem Beispiel

lim ay = lim + = 0.

V=200 V=00 v
Also ist diese Bedingung (siehe Satz 8) notwendig, aber nicht
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hinreichend fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe.

Satz 11 :

: o0
Die unendliche Reihe -21 é% konvergiert fiir ¢« > 1.
V=

Auf den Beweis miissen wir hier verzichten, da dieser zuviel Raum
in Anspruch nehmen wiirde.

4., Konvergenzkriterien

Die folgenden Sdtze gelten nur fiir unendliche Reihen mit positiven
Gliedern, d. he. fiir alle a, muB a, 2 0 gelten,

Satz 12 (Magorantenkriterium)z

Gegeben seien zwel positive unendliche Reihen
(=]

E ay () und - (++) .

v=1 V=1

Ist die Ungleichung ay S by von einem bestimmten v*
an, etwa fir v 2 v*, erfiillt, so folgt aus der Konver-
genz der Reihe (**) die Konvergenz der Reihe (*) und
aus der Divergenz der Reihe (=) die'Divergenz der Rei-
he (»»).

Beweis: Nach Satz 9 gilt, daB endlich viele Anfangsglieder (etwa
& ysses8,+) das Konvergenzverhalten einer unendlichen Reihe
nicht beeinflussen. Wir konnen alsoc o. B. d. A. annehmen, daB

8y S by, flr v=1,2,3,eee gilta

8 gei die n-te Partialsumme von (*) ,

n
s; sei die n-te Partialsumme von (**).
Dann erhalten wir aus der Ungleichung:
Bn = Sﬁ-

Da die Reihen nur positive Glieder besitzen, sind die WYolgen
{(s,)5=1 wnd {s2}7

n’n=1 n’n=1
wenden.

monoton wachsend. Wir konnen den osatz 5 an=

1. (+=) sei konvergent.
Also ist {sﬁ}§=1 konvergent und somit nach Satz 5 beschrinkt.
Es exigtiert eine reelie Zahl L nit

lsp| = L fiir alle n .

Fiir alle n gilt auBerdem s! 2J, s_20 (die Reihen besteben nur
aus positiven Gliedern).
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Dann gilt aber auch
OS.Sn <L ’
also |sn| sL ,

und nach Satz 5 ist {s_} _,

dann konvergent.

2e (*) sel divergent.
Zu zeigen ist die Divergenz von (**).

Der Bewels wird indirekt gefiihrt.

Wir nehmen an, daB (+*) konvergent ist. Dann folgt aus dem unter
1. Bewiesenen, daB auch (») konvergent sgein muB. Dies ist aber
ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, daB8 (+) divergent ist.

Also ist die Annahme, (**) sei konvergent, falsch.
Dann mufl (**) aber divergent sein. =

Beigpiel:

=]
Die unendliche Reihe Z ;;;%;;5 ist konvergent.

V=1

Fiir v 2 1 gilt die Unglelichung ;ggzgzg < ﬁ%- .

-]
Die unendliche Reihe E‘I é% konvergiert nach Satz 11.

V=
Wir wenden das Majorantenkriteri%m an und erhalten als Resultat,
daB die unendliche Reihe £ VE+3v+5 konvergiert.

v=11

Sataz 13 (Wurzelkriterium oder Cauchysches Kriterium):
o0
Gegeben sei eine positive unendliche Reihe v31 8y .

Gibt es eine natiirliche Zahl v* , so daB fiir v 2 v*
die Ungleichung

Vay S g
gilt, wobei q eine konstante reelle Zahl mit lql <1
ist, so ist die Reihe v§1 ay konvergent,
Gilt fiir v 2 v* die Ungleichung

Vay z 1,
go ist U§1 a, divergent.
Beweis:
(:)‘Wir kénnen wieder (nach Satz 9) o. B. d. A. annehmen, da8

NVay s q<1 firvz1gilt (v = 1).
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Aus dieser Ungleichung folgt
ay = q” mit |q| < 1 5

Die geometrische Reihe E q¥ konvergiert, wie wir als Beispiel
im 2. Abschnitt gezalgt haben, fiir |[q| < 1. Somit konnen wir das
Majorantenkriterium anwenden (Reihe (*) entspricht E ay
Reihe (**) gntsprlcht vKq“ ) und erhalten die Konvergenz

der Reihe Z a, .

(:) Es geltzt}ﬁr v 2 vt

{/aw 2 1.
Hieraus folgt a, =21 fir v 2 v*

und somit, falls der Grenzwert der Zahlenfolge {av}e., iiberhaupt
existiert, )

%5£ a, # 0 .
Damit ist die notwendlge Bedingung fiir die Konvergenz der unend-
lichen Reihe 2 ay verletzt. (Nach Satz 8 ist 11m ay, = 0
notwendige Bedingung )
Die unendliche Reihe Z ay igt divergent. —

v=1

Fir das Nachpriifen der Konvergenz oder Divergenz von unendlichen
Reihen ist eine verschiarfte Fassung des Satzes 135 bequemer zu
handhaben: |

Satz 13':

co

81 a, sei eine unendliche positive Beihe. Der Grenz=
V=
wert lim {/av = A mbge existieren,

v=00
(4]
Daun gilt: L“1 a, konvergiert, falls A<1 ist.
V=

[v.¢]
21 a, divergiert, falls A>1 ist.
=",
— ® x\VY .
Beigpiel: bX (3) ist konvergent.
v=1

BEs gilt namlich lim \/av = lim % = 0, woraus nach Satz 13'

v—+ 00 V= 00
die Konvergenz der unendlichen Reihe folgt.

Satz 14 (Quotientenkriterium oder d'Alembertsches Kriterium):

00

Gegeben sei eine positive unendliche Reihe v§1 ay .

Gibt es eine natiirliche Zahl v*, so da8 fiir v 2 v*
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die Ungleichung
By41
ay =4q
gllt, wobel q eine konsgante reelle Zahl mit O< q <1
ist, so ist die Reihe 2:1 a, konvergent.
V=

Gilt fiir v 2 v* die Ungleichung

a"\-!+‘1 1
a, = ?

so ist E a, divergent.

v—
Beweis: Preisaufgabe G 16

Satz 140 ¢

¢}

L a, sei eine unendliche positive Reihe.

v—

Der Grenzwert lim Eﬁﬁ = B mige existieren. Dann
V= v

gilt: 51 a, konvergiert, falls B<1 ist.
V=

[0}
21 a,, divergiert, falls B>1 igt.
V=

Wie auch bei Satz 13' ist fir den Fall B = 1 keine Aussage mig-
lich,

co v

Beispiel: v§1 %l‘ ist konvergent.
A Buer xV+tlepl : A
Bl L= EEleay” ey =Y

Hieraus folgt nach Satz 14' die Konvergenz der unendlichen Reihe.

Wir haben bisher nur Aussagen iiber die Konvergenz oder Divergenz
und nicht iiber die GrdBe der Summe einer unendlichen Reihe im Kon
vergenzfall getroffen. Deshalb geben wir zum AbschluB noch die

Summen einiger Reihen an:
[0 0] r.r.-

T =e TE"*TT B P a4 g . .
v=1 v~ ’\l-“l W= -%' vw=2 V(U—'l) o V=1 Gr 6

Hans-Gerd Leopold
Forschungsstudent
im Bereich Analysis
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Losungen
Zu den Losungen uer Serie 10/74

Unter den Einsendungen zu dieser Serie befanden sich leider ca.
40% mangelhafte Losungen. Ein besonderer Schwerpunkt lag bel den
Aufgaben F 49, F 50 und F 53, zu denen auch die gréBte Anzahl
Losungen elntraf.

Bel den Einsendungen zur F 49 fehlte des 6fteren die Angabe der
Losung x = kn fiir beliebige a > O.

Der Hauptfehler der Ldésungen zur F 50 bestand in der Nichtbe-
achtung der notwendigen Losungsbedingung a - Va + x 2 0.
Hierdurch reduziert sich die Vielzahl der Lésungen auf

x=:2‘(-1+—\/4a_-3“)fﬁra=_-1undx=0fiira=o.

Bei der Aufgabe F 53 schlieBlich wurden teilweise vdllig falsche
Losungsintervalle angegeben, und such der Hinweis darauf, daB
die angegebenen Bedingungen hinreichend fiir die Erfiillung der
Ungleichung sind, fehlte oft.

7Zu den Losungen der Serie 11/74

Die Hauptfehlerquellen der zur Serie 11/74 eingegangenen Losungen
waren:
F 57: Unverstédndnis der Definition 8 des Fachartikels iliber Topo-
logie und falsches Rechnen mit den Betréigen reeller Zahlen.
F 59: Zum wiederholten Male das Nichtbeachten der an die Parame-
ter a und b zu stellenden Bedingungen fiir die Ldsbarkeit
des Gleiclhungssystems. Diese sind: .
a+

a2b20 und a+ b$# 0 mit den Losungen x= a-?'g' y=-— Dbazw.
a=b=0 mit x=y=0.
(Zur F 58 siehe verdffentlichte Losung.)

Aufgabe F 55| (nach Marcus Kasner, Templin, 11. Klasse)

Zn _
Gegeben ist die Funktion f(m) =-ﬂéﬂEE (m€ G, m > 1). .

n/m
Dabei stellt der Zéhler die Summe der Teiler von m dar und der

Nenner die Anzahl dieser Teiler.

Es gilt £(2) =3, £(3) = 2 . (1)

Ist m > 3, dann hat m die Teiler 1 und m; und falls m keine
Primzahl ist, so hat m noch weitere Teiler &44...,8p. Fir diese
gilt a4y 22 (1 £ 1 5 p). Folglich gilt: a4 + ... + 8 2 2p. .
Wegen m > 3 folgt: 1 +m + a4 + ... + 8 > 2p + 4 = 2(p + 2),
d. h.

1+ m+ 87 + sve + 85 _
2 < ST 3 P = f(m) . (2)

Mit (1), (2) ergibt sich, daB f(m) den kleinsten Wert fir m = 2
annimmt, némlich £(2) = 4. Sei nun m Primzahl, 4. h. £(m)= 2.
Da es keine groBte Primzahl gibt, kann f(m) keinen gréBten Wert

snnehmen.
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ufgabe F 57| (nach Hans-Ullrich Frommer, Peckatel, 12. Klasse)

Wir verwenden die Eigenschaften des metrischen Raumes, wie sle
in der WURZEL 11/74, S. 37 (Definition 8) angegeben sind.

Durch zweimaliges Anwenden der Dreiecksungleichung (¢) erhalten

wir
a(x,y) s dlx,y') + a(y'»y)
a(x,y") s d(x,x"') + dlxsy' )

und a(x,y) s d(x,x') + aly',y) + alx',y'")
a(x,y) - dlx',y') s alx,x") + aly',y) .
Auf Grund der Symmetrie von d (b) gilt a(y,y") = d(y',y) und

damit:
alx,y) - a(x',y") s alx,x') + A(y,y") (=)

Auf analoge Weise (in obiger Rechnung X,¥,x',y' durch x',y',%,¥
ersetzen und nochmals b) anwenden):
a(x',y") - dlx,y) s d(x,x') + aly,y") (*2)

Aus (+) und (+s) folgt die behauptete Ungleichung.

ufgabe F 58

Fast alle FEinsender ldsten diese Aufgabe durch vollstédndige In-
duktion nach der Anzahl der vorgegebenen Geraden. Diese Losungs-
methode ist jedoch falsch. Mit Hilfe der vollstéindigen Induktion
nach der Anzahl der vorgegebenen Geraden erhédlt man hier nur
folgende Aussage:
Wenn man von einem Fall ausgeht, bei dem n vorgegebene Ge-
raden durch einen Punkt gehen, so erhdlt man durch Hinzu-
nahme der (n+1)-ten Geraden, d. h. nur einer Geraden, eine
Konfiguration im Sinne der Aufgabenstellung, wenn alle
n+1 Geraden durch einen Punkt verlaufen.

Diese Aussage beweist aber noch nicht die Behauptung. Die Mog-
lichkeit, daB n, Geraden, fiir die die Voraussetzungen der Auf-
gabenstellung nicht gelten, mit n, Geraden sO geschnitten werden,
daB eine im Sinne der Aufgabe zulédssige Konfiguration entsteht,
wird nicht erfaBt. Die folgende Darstellung moge das veranschau-
lichen (ein exaktes Gegenbeispiel 1&Bt sich natiirlich nicht kon-
struieren). & & &

(m = 3) (n'=5)

@
/
C
2



Lésungen 48

Auf Grund desselben Beispiels kann auch eine vollstédndige In-
duktion iliber die Anzahl der hinzugenommenen Geraden nicht er-
folgen.

Eine Mdglichkeit der Losung ist die mit Hilfe des indirekten
Bewelises: |
Annshme: Die Geraden gehen nicht alle durch einen Punkt.

Sei P der Schnittpunkt von drei Geraden, wobel P ein zur Gera-
den g néchstliegender Punkt ist, durch den iwqi Geraden gehen
und g nicht durch P verl&uft. Die drei Geraden durch P mdgen g
in A, B, C schneiden (mit B auf AC). Durch B muB nach Voraus-
setzung noch eine weltere Gerade g' verlaufen, g' schneidet
nun aber entweder AP oder CP in P'. Der Abstand von P' zu g ist
jedoch kleiner als der von P zu g. Das ist ein Widerspruch zur
Annghme, daB P ein zu g nichstliegender Punkt sei. Damit kann
eine solche Gerade g nicht existieren, 4. h., alle Geraden ver-
Jlaufen durch einen Punkt.
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lterative Losung nichtlinearer Gleichungen

‘1. Aufgabenstellung

Eine wichtige Aufgabe der Numerischen Mathematik besteht im
ISsen von Gleichungen. Als wichtigen nicht trivialen Spezial-
fall wollen wir Gleichungen der Form

£(x) = 0 (1)

betrachten, wobei f eine nichtlineare reellwertige Funktion der
reellen Variablen x ist, Mit anderen Worten: Wir suchen reelle
Rullstellen der FPunktion f. Bevor wir auf Losungsmethoden ein-
gehen, wollen wir uns klarmachen, daB das Problem (1) nicht un-
bedingt eine Lésung haben muB oder auch beliebig viele LBaungeﬁ
aufweisen kann,

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung
f(x) =x2 -¢=0. (2)
In Abhéingigkeit von ¢ treten folgende Fdlle auf:

c< O keine Lsung (1)
c=0 eine Lsung x =0 (1i)
ec>0 zwei ILSsungen x = X /¢ (491)
| 4 ¥ -
= - '
X X . X

(1) (ii) (113)
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Dagegen hat die Gleichung
£(x) = sin nx (3)

unendlich (aber abzihlbar
viele) LYsungen x; =1 ' x

mit i=0,i1'i2,t3’.oo,

47
wiihrend die Gleichung
f(x)=%-(x-|x|) (4) ﬁ&-—-_-_._,
, P X
sogar f{iberabzihlbar viele, ’/’
d. h. ein ganzes Kontinuum von i
Lsungen (das Intervall [O,+ w) )

besitzt.

Diese Beispiele sollen einen Eindruck von den Schwierigkeiten
geben und weisen auf die Notwendigkeit von Existenz- und Ein-
deutigkeitsaussagen fiir die Aufgabe (1) hin,

Wir wollen uns mit der Konstruktion und Untersuchung von Ver-
fahren zur Approximation der Losungen von (1) (d. h. zur nkhe-
rungsweisen Bestimmung von L8sungen) befassen, denn anders als
bei der Ldsung von linearen Gleichungen und linearen Gleichungs-
systemen sind hier direkte Verfahren zur exakten Bestimmung der
Lésung nur fiir wenige Spezialfille anwendbar. Deshalb wollen
wir uns iterativen L¥sungsverfahren zuwenden, d, h, Verfahren,
die durch fortwihrende Anwendung ein und der gleichen Vorschrift
eine Zahlenfolge konstruieren, die gegen eine ILosung unseres
Problems konvergiert.

2. Der Begriff der Iterationsfunktion

Wir gehen von Gleichung (1) aus und versuchen sie nach x suf-
zuldsen, d. h, sie in die Gestalt
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x = ¢(x) (5)

zu fiberfiihren.

Diese Funktion ¢ nennen wir Iterationsfunktion (im folgenden
mit I, P, abgekiirzt).

Piir die Lssung & von (1) gilt

E= o(2).
Deshaldb bezeichnen wir £ als Fixpunkt der Iterationsfunktion.
x, sei ein Niherungswert fiir £ . Durch

Ty = @ () . (6)

erhalten wir den (fiir X, * £ ) von x, verschiedenen neuen
Ndherungswert x; 4. Die I. F. @ erzeugt somit fiir jeden Start-
wert x_, eine Zahlenfolge (x, ). Die Konvergenz dieser Folgen ist
jedoch nicht automatisch gesichert.

Wir wollen fiir den Fall (iii) von Beispiel (2) Iterationsfunk-
tionen bilden, Die Lésung £ der Gleichung £(x) = x> - ¢ = 0
fiir ¢ >0und x > 0 1liefert die Quadratwurzel von ¢. Eine
mgliche Umformung whre

x= 9.(x)= 2 . (1)
Durch Addition von x auf beiden Seiten von

x° = ¢ (+)
erhalten wir x + x° = x + ¢ oder x(1+x) = x + c.

Damit ergibt sich

- X+
x= ¢ 2(1) . a ] (II)
Zu einer dritten Variante gelangen wir, wenn wir in ( * )

x° addierent

2:2 = x2 + ¢, umgeformt x = !%— (x2 +c).
Die I, F, lautet also

x= 95(x) =5 (x+2). (111)



53 Iterative Lodsung nichtlinearer Gleichunsgen
Die ersten Glieder fiir ¢ =2 wund x, = 1 lauten:
(1) (11) (111)

|

2. 000 000 000

1. 500 000 000

X4 1. 500 000 000

x, 1. 000 000 000 1. 400 000 000 1. 416 666 667
Xz 2, 000 000 000 1. 416 666 667 1. 414 215 693
X, 1. 000 000 000 1. 413 793 111 1. 414 213 567
Xg, 2. 000 000 000 1. 414 285 721 1. 414 213 567

Diese drei Folgen verhalten sich somit recht verschieden.

Wihrend (I) nicht konvergiert, hat (III) bereits mit x, die

Quadratwurzel von 2 auf 9 Stellen nach dem Konma genau
bestimmt, |

3. Konvergengeatz fiir Iterationsfunktionen

Beil der Untersuchung der Konvergenzeigenschaften von I. F.
treten drei wesentliche Probleme auf: :

Erstens muB gesichert sein, da8 die Iteration wohldefiniert
ist, d, h, zu beliebigem x, muB stets x .4 = (p(xk)_eindeutig
bildbar sein. Da es im allgemeinen unm&glich ist, die Menge
aller Startwerte x, zu bestimmen, fiir die eine gegebene I, F.
wohldefinjiert ist, gibt man sich meist mit der Angabe einer
Teilmenge zufrieden,

Das zwelte Problem betrifft die Konvergenz der durch eine I, F,
erzeugten Folgen und die Frage, ob die Grenzwerte tatsichlich
Lisungen unserer Ausgangsgleichung (1) sind, Diese Problematik
ist Inhalt zahlrei®her Konvergenzsitze, die im wesentlichen
auf den BARACHschen Fixpunktsatz zuriickgreifen, Bevor wir einen
Spezialfall dieses Satzes angeben, wollen wir einige Begrifre
einfiihren.

Definition 4

I =[a,b] sei ein abgeschlossenes reelles Intervall.
Darm heift die Punktion ¢ Selbstabbildung von I in
sich, wenn fiir alle x ¢ [a,b ] das Bild ¢ (x) wieder
in [ a,b] 1iegt, d. h. ¢ ([a,b] ) < [a,b] .
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Wern die I, F., ®¢ Selbstabbildung von I in sich ist, so ist sie
wohldefiniert auf I.

Definition 5 :

' ® heiBt kontraktiv, falls es fiir alle x und y
aus [ a,b ] eine positive Konstante q < 1 gibt,
80 daB die Beziehung

| #(x) = ¢(y)| sa|lx-¥| (7)
erfiillt ist.

Mit anderen Worten: Der Abstand der Bilder zweier Punkte ist
angebbar kleiner als der Abstand der Originale.

Wir formulieren nun

Satz 1 H

Die Punktion @ (x) sei auf dem abgeschlossenen Inter-
vall [ a,b ] definierte kontraktive Selbstabbildung.
Dann hat ¢ genau einen Fixpunkt 7 in I und fiir jeden
Startwert X, € 1 konvergiert die Folge der Itera-
tionswerte

Xy =@ (xk) § K = 0,1,25000

fiir k—e © gegen & &

Bemerkung:

Wir ktnnen die Voraussetzung, da8 | ¢(x) - o(y)| s q| x-y|
sein soll (Eontraktivit#t) auch als Beschrinktheit des Betraget
des Differengenquotienten durch q auffassen, d. h.
p(x) = ¢o(y)
X -3
Flir differenzierbare I. P, ¢ ist diese Beziehung immer erfiillt,
falls fiir die Ableitung ©(x)

< q<1. ' (7 )

| 9(x) | s q < 1 _ (8)
fiir alle x aus [a,b] gilt.
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4, Anwendungen des Konvergenzsatzes

Wir wollen untersuchen, ob und fir welche Startwerte x, Konver-
genz fiir die I, F, der Beispiele (I) bis (III) gesichert ist
(zur Vereinfachung des Vorgehens sel c¢ > 1 vorausgesetzt),

.
(1), - ¢4(x) = £
Da ¢ (x)=—-—°— 1st, gilt |9, ()| = c e

1 <2 v € 1 X2
fir x >-/c', d. h, ?, ist kontraktiv fir xe[ Ve ,a ]
mit beliebigem d > ¢ ., '

Fir die Untersuchung, ob ¢, Selbstabbildung ist, kinnen wir
ausnutzen, da8 ¢,(x) monoton fH11t. Danach gilt:

04 ([VE,a] ) = [04(@),0(v)]= [ § VT 1,
Original- und Bildintervall haben also nur demn Wert ~/c¢"
gemeinsam,

P4 (x) geniigt damit an keiner Stelle den Voraussetzungen des
Konvergenzsatzes,

Wir kdnnen allgemein zeigen, da8 die I, F, (I) fiir kein posi-
tives x, (mit Ausnahme von x = \/c') eine konvergente Folge
erzeugt. '

Dennfﬁrxo>o,xo¢-§/c“ ist

X =0q(xp) = %~

X
a

% =oy(xy) == = %,
X

Xoy = X5 v Xy T 0

(=}

. :
(xk) = Xy x,r Tor Xyt e ist aber offensichtlich eine
divergente Folge.
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X+C

(11). 3 cpz(x) - =
Piir die Abléitung glit  P,(x) = (x41) = ("“’) == .
(x41)° (::+1)2

Wir untersuchen 9, im Intervall I = [V -1, V/e+1] .,
Da ¢, monoton fallend ist, gilt fiir das Bildintervall

cpz(I) =[(p£'\/?+ 1)' m('\/?-“):l =

Ve+1+ce /e =1+c |
[-\/ﬁ+"l+’l \,/_"--’I+']:|s [Ve =1 ,3ve+ 1]

de wegen Vc'+ 1 + ¢>/c'+ ¢ =2 "@:;"ch/b"-1

Ve

ist. Demnach ist ¢ 2 Selbstabbildung von I in sich.
Fir x¢1I ist auSerdem '

und V-a'1"°<-\/§‘+1 wegen/G'= 1 + ¢ < ¢ +/T°

C—+ C

=

= = =11
!(P2(X)' G =[1CL= Cc=q<,]'

die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes sind fir X, €1 erfiillt

und die durch ¢ 2 erzeugten Zahlenfolgen konvergieren somit
g‘g'n 'VE—\.

(111). o3(x) = F (x + £)

Es ist ?'3(1) = '12' (1 - ).

Pir x > ~/c ist ;% < 1 , deshald folgt

"le

o'5(x) s a = 3 <1, demnach ist ¢ 5 for x¢ [V3,d]
kontraktiv. .
va ¢ 5([VT,a] ) =[0 5(C), 0 5(a)] =[Ve, ¥ (a+§)]
( ¢ ist monoton wachsend) und '
%(d+§-)< %(d-n- ng)= d
gilt, folgt, daB ¢ Selbstabbildung ist. Nach dem Konvergenz-

satz ist daher die Konvergenz der Iteration (III) fiir beliebige
Startwerte x,2 Ve = gesichert,
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Ptir den Pall, da8 x < \/C' gewthlt wird, folgt
e 3 (x, =) > 'vﬁ?(xo -3¢
x% + ¢ > 2/c¢ x,

X +-== > 2/¢ "
) Xg !

1 c
damit z1=§(xo+§;>v§"..

Die Konvergenz der durch die I, P, (III) erzeugten Zahlénfolgen
gegen \/cC" ist somit fUr jeden positiven Startwert x  gesichert.

5. Konvergenzordnung von Iterationen

Als drittes Problem steht die Iraée nach der Effektivitiit des
Verfahrens, insbesondere das Problem, wie schnell die erhaltene.
Folge konvergiert. Dagu werden wir uns der im Artikel "Konver-
genzgeschwindigkeit von Zshlenfolgen" in Heft 3/75 eingefiihrten
Begriffe bedienen.

Wir betrachten die durch msere Iteration ¢ und die zuli#ssigen
Startwerte x, erzeugten Zahlenfolgen, die gegen ein und densel-
ben Grenzwert £ konvergieren, Zu jeder dieser Zahlenfolgen (xk)
‘kann gem#B Definition 3 (Heft 3/75) die Konvergenzordnung be-
stimmt werden. Die Konvergenzordmung der Iteration ¢ ergibt sich
dann als Minimum aller Kaniergenzordnungen der Folgen, die ge-
gen [ konvargiefen.

Diese direkte Vorgehen ist natiirlich sehr aufwendig, eine be-

deutende Vereinfachung ergibt

Satz 2

Alle Ableitungen der I. P, ¢ bis zur p-ten Ordnung
sollen existieren und stetiq sein., ¢ hat genau dann
die EKonvergenzordnung p, wenn fiir den Fixpunkt
! = ¢ (£ ) sémtliche Ableitungen bis zur (p-1)-ten
Ordnung ¥ull sind, d. h, es muB gelten

® m(g) = 0 fUr j=1,2,.e.,p1

" (®(z) ¢# 0o . (9
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Bemerkung:

Der Konvergenzfaktor einer I, F, ergibt sich durch die Be-

ziehung

IQ1(xk’ ‘5) =|C[J' (g)l .

Wir wollen die Konvergenzordnung und -faktoren fiir die Bei-
spiele (II) und (III) ermitteln. '

(1I1)

(111)

1 -¢ ;
' (1 +/¢)(1 -~/¢c*)
( 3 —14 t—3
o sl (Ve + 1)° (1 +/ )2
= ﬂ = 0
3 +.\/? Q1(xk’§) + ?

(II) konvergiert linear mit dem recht groBen Konver-

'genzfaktor-légl—z—l- , do h, @8 liegt ziemlich lang-

Ve 4

same Konvergenz vor,

v = 30 =550 = 0 = ay(xad)

c
d., h, (III) konvergiert superlinear.

oM 1 .
|-»° ('\/?)I= _2_\/_?_(:3_ = %_—\-/l—?4= o,

(III) konvergiert quadratisch,

6., Die NEWTON - Iteration

Selbstversténdlich sind wir an Iterationen mit mdglichst hoher
Konvergenzordnung interessiert. Deshald wollen wir hier zeigen,
wie wir zu einer beliebigen Gleichung f(x) = 0 eine I, F.
konstruieren kénnen, die gegen einfache Nullstellen der Funk-
tion y = f£(x) mindestens quadratisch konvergiert.

.D efipnition 6 :

Die Mullstelle : der Punktion y = £(x) heist
einfach, wenn f£'( Z) = 0 gilt,
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Bemerkung:

Wenn ¥ mehrfache Rullstelle ist, so wird 1lim f XL zu Full,

‘ Ix-g X Ev
da 2(g)= 1m ZE=22) o gy D . o,
Bine doppelte Nullstelle hat die Punktion in Beispiel (ii),
: s _ ,
denn 1im =% = 1lim x = 0.,
x—=0 X x—=0

Die Idee der REWTON-Iteration 1#B8t sich leicht geometrisch ver-
anschaulichen., Ausgehend von einer Niherung ¥ fitir die gesuchte
Nullstelle £ ersetzen wir die Funktiomskurve y = £(x)

durch die Tangente an die Punktion im Punkt [ X,£(%X)] und
ermitteln deren Fullstelle ¥ als Niherung fiir & .

|7 Vi
[, £(X)]
T E
X
¥it der Tangentengleichung
y, = f£(%) + £'(x)(x - %) (10)
ergibt sich fiir ¥y = 0
0 = 2(%) + £'(T)(F - )
-2(x) = (@X)(x -3,
oder -
; = X (X
£'(X)
Damit erhalten wir die I, F, x =0 (x) = x - ii%l;
: ’ '(x
und das NEWTON - Verfahren
£(x, )
Xy ®H - .

£ (x)
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Auskunft ilber die Konvergenzordnung gibt

Satzse 3 s

f(x) sei eine Funktion, die dreimal differenzierbar
ist. Dann konvergiert die NEWTON - Iteration

£(x,)

Ty = 0x) = x - ' (x)

quadratisch gegen die einfache Nullstelle ¢ , falls
der Startwert x, hinreichend nahe bei E liegt.

¥ir wollen auch hier auf den Beweis. verzichten und nur die
GrdBe der Konvergenzordnung nachpriifen.

Es ist o' (x) =1 _lff'(I)Jz.- £(x) £"(x)
| [ £ (=)

£(x) £"(x)
[ £(x)]?

i damit @' (E) = HEL IO _ 4
[£G]°
wegen f£(x) =0 und £'(z) #0 .

Palls ¥ doppelte Nullstelle ist, d. h. f'(¥) = O wund
f"(£) * 0, kann trotzdem die MEWTON - Iteration verwendet
werden, die Konvergenz ist dann jedoch nur noch linear.

Wie sich der Leser selbst fiberzeugen kann, stellt (III) die
NEWTON - Iterstion fiir #£(x) = x2 -~ ¢ dar und konvergiert
somit quadratisch. \

Gregor Weske
Student des 4. Studienjahres
im Bereich Numerische Mathematik

Titelbild:

Schematische Darstellung des Konverzenzverhaltens der I.F, 0P



Kreuzwortritsel

Zum Ausruhen

"’ ‘l'1 3 3 ‘l' L 5 6 7 ‘l’ 8
9 10 ..—11 12 13 -
.-14 15 |16 . 17
18 '.’19

| ®
20 21 22 . .|.
.zu 25 26 ‘.F
4"] ‘l’27 28 | ‘l'zg
30 . 31 . 32 | 33 .
3y ‘.' 35
|

23

Waagerecht

1. gehdrt auf jedes Wurstbrot

4. Adelstitel oder Tasche

9. Abkiirzung fiir Jenaer Universititt
11. Zimmertanne |
14, Schreck am Semesterende

17. Empiriokritizist und Physiker
18. Hochschullehrer (Mz,)

19. entschlossene Zustimmung

20, Beschlagnahme (RR = R)

21. Singstimme

23. Gewiirz

24, jeder Bsel tut es

27. keine Ruhe, Bewegung

29, Schmuckstein

31. GenuBmittel Siidasiens
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32, russ, Herrschertitel
34, Volk in Jugoslawien
35, bedeutender Tag auf dem Schleizer Dreieck

Senkrecht

1. Sie lesen sie

2., vitaminreiches Getrink

3, sollte man nicht blasen

4, oes und Trug

5. Alles klar!

6, weibl, Vorname ohne na

7. gegen ihn kEmpft man in der Sage
8, Waldtier
10. sie so0llte man sich verdienen
12, weibl, Vorname

13. Sie selbst

15, frithere Bezeichnung fiir Skoplje
16, Biindnis im 1. Weltkrieg

18, Meistergrad im Judo

19. Abk., Deutscher Sprachatlas

22, im H8rsaal sind sie zum Klappen
25, man blHst hinein

26, poln, Stadt, frilher NeiBe

28, nord. Haustier

30, Spielkarte

31. Brom

35. BOW]e Flugzeugtyp

Preisaufgaben 4]15 ____ EinsendeschluB  31.5.1975

(G 19) Uber jeder Seite eines Parallelogramms wird ein Quadrat

I(:) konstruiert.

Man beweise, daB die Verbindungsstrecken der Mittel-
punkte der vier Quadrate wieder ein Quadrat bilden.

(¢ 20) a sei eine natiirliche Zahl und al® _ 2 " al®l _ 59
(:) gind durch 73 teilbar,
Welchen Rest 1iB8t a bei der Division durch T3%2

(¢ 21) Man gebe alle L3sungen der folgenden Unglelchung
(:> im Intervall 0 < X <mn an:

tan x ginx - 2 co8 X
2 ginx + 2 cos8 X
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(¢ 22) Man wntersuche die unendliche Reihe

I6I n; n-a" & bel, reelle zZahl
auf Konvergenz hzw., Divergenz,

(¢ 23) thnunterauchs die unendliche Reihe

I (:) (n-1)(n+1) auf Konvergenz.

n}4+3n3-n2-3n

n=2

(G 24) [Ipu KaKuX BHAUEHUAX X My I[OCHELOBATENBHOCTE 84, 85, 83,
(:> rie  a, = g¥ + logay’ a2='2x - logyy

as = 2y
ABNAETCA ONHOBPEMEHHO, apudMeTUYecKoi 1 reomMeTpuyeckoR
nporpeccues ?

IIOCNEeNOBATEABHOCTH - Folge
OOHOBDEMEHHO - simultan, gleichzeitig

Vierdimensionales Simplex

Die wenigsten Ieser werden bemerkt haoen, daB das Titelbild

3/75 einen Blick in den fiir Iaien so geheimmisumwitterten,
fiir Mathematiker aber ganz harmlosen vierdimen-
sionalen Raum bietet: Die Figur kann als Bild
einer dreidimensionalen Projektion eines bestimm-
ten vierdimensionalen KSrpers aufgefafit werden.

In der Geometrie des zwei- (Bbene) bzw. dreidimensionalen
Raumes kbnnen die Punkte nach Einfiihrung eines Koordinaten-
systems durch Paare (x,y) bzw. Tripel (x,y,z) reeller Zahlen
charakterisiert werden., Man kann daher die Punkte eines vier-
dimensionalen Raumes R, als Quadrupel (x1,x2,x3,x4) reeller
Zahlen erkléren. So wie der dreidimensionale Raum Ebenen bzw.
Geraden als zwei- bzw, eindimensionale "Teilriume"™ enthilt,
gibt es in einem R4 auBer Geraden und Ebenen auch dreidimensio-
nale Teilrdume, Teilri#ume werden durch lineare Gleichungen und
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Gleichungssysteme fiir die betreffenden Zahlenquadrupel charak-
terisiert, und man kann ohne weiteres beweisen, daB z. B. eine
Gerade des R, einen dreidimensionalen Teilraum des R, im all-
gemeinen in genau einem Punkte schneidet.

In der Ebene ist die kleinste Anzahl von Punkten, die nicht
schon auf einer Geraden untergebracht werden ktnnen, gleich
drei (Dreieck), die minimale Zahl von nicht in einer Fbene
liegenden Punkten des dreidimensionalen Raumes ist vier (Tetra-
eder), und im B, ist die kleinste Anzahl von Punkten, die nicht
in einem dreidimensionalen Teilraum untergebracht werden konnen,
gleich fiinf, Der durch fiinf solche Punkte bestimmte EKdrper
heiBt vierdimensionales Simplex. Die Verbindungsstrecksn Jjedes
Eckpunktes mit jedem anderem heifen Kanten, das R, - Simplex
het zehn Stiick. Als "Seiten" des R4 - Simplex fungieren finf
dreidimensionale Tetraeder, die durch jeweils vier der finf
Eckpunkte bestimmt sind.

Unserer auf das Zwei- und Dreidimensionale ausgerichteten An-
schauung k¥nnen vierdimensionale Gebilde durch eine Projektion
nahegebracht werden, Man legt im.R4 einen dreidimensionalen
Teilraum als Bildraum (Anschauungsraum) fest und gibt eine
dazu nicht parallele Projektionsrichtung vor. Die projizieren-
den Geraden - etwa diejenigen durch die fiinf Ecken eines

R4 - Simplex - schneiden den Bildraum je in genau einem Punkt,
es entsteht ein réumliches Fiinfeck. Dieses kann wiederum in
eine Zeichenebene projiziert werden, und dabei kann sich 2, B,
eine solche Pigur ergeben, wie sie das Titelbild von 3/75
geigt: eine zweidimensionale Projektion einer dreidimensiona-
len Projektion der Ecken und Kanten eines vierdimensionalen

Simplex.. "
P Dr. Walter Brner

Lekior im Bereich
Theorelische Mathematik
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Der Saiz von HELLY

1. Einfithrung

Der Satz, der hier behandelt werden soll, 1ldBt sich in das Ge~-
biet dexr "kombinatorischen Geometrie" (Zweig der Geometrie zwi-
schen elementarer Schulgeometrie und Topologle) einordnen. Der
Wiener Mathematiker Eduard HELLY fand ihn etwa im Jahre 1912,
Der erste Beweis erfolgte 1921 durch RADON. Ein Beweis von
HELLY kam erst 1923 heraus. In der Folgezeit haben mehrere her-
vorragende Gelehrte weitere Beweise angegeben; der Satz wurde
in verschiedenen Richtungen verallgemeinert und angewendet.
1930 vertffentlichte HELLY eine Arbeit iiber ein rein topologi-
sches Theorem, das den vorher erkannten Satz als Spezialfall
enthdlt.

ir werden den Satz von HELLY fiir die Ebene formulieren und be-
welsen. Anhand einiger Aufgaben bzw. Sitze wird demonstriert,
welche Anwendungamﬁgliéhkaiten in der Elementargeometrie fiir
diesen Satz bestehen.

Die Grundlage unserer Erorterungen bildet die

Definition 1 :

Eine Punktmenge (Figur) M der Ebene heiBt konvex ge-
nau dann, wenn gilt: M enthdlt mit zweli Punkten P
und P, sédmtliche Punkte der Verbindungsstrecke P

1
=2

Bel den ﬁier betrachteten konvexen Figuren sollen deren Rand-
punkte stets als zur Figur gehtrend vorausgesetzt werden
(Abgeschlossenheit).

FPolgerung: Der Durchschnitt konvexer Punkimengen
N ist konvex.
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2. Der Satz von HELLY fiir die Ebene

Satz 1:
Es seien in der Ebene p (2 3) abgeschlossene konvexe
Figuren gegeben, von denen je drei beliebig ausgewidhl-
te mindestens einen gemeinsamen Punkt haben. Dann
exigtiert mindestens ein Punkt, der allen Figuren an-
gehdrt.

Bewels:
Hilfssatz (ohne Bewels) :

Eine konvexe Figur F enthdlt alle inneren und Rand-
punkte des Dreiecks, dessen Eckpunkte drei beliebige
Punkte von F sind.

Fir p = 3 ist der Satz von Helly wegen der Voraussetzung trivial.
Bei gridBerem p geniigt es, den Satz fiir vier Figuren Fh'Fi’Fj'Fk
zu bewelsen, wie spdfer noch ndher ausgefiihrt wird.

Ein Punkt des nichtleeren Durchschnitts von drei der Figuren
erhalte den Index der Figur, die an der Durchschnittsbildung ge-
rade nicht beteiligt ist:

(1) P, € B0 F:Jn P o

Wir gewinnen so vier Punkte Ph'Pi'Pj’Pk’ die paarweise vonein-
ander verschieden sind (wenn nicht, widre schon alles bewiesen).
Je drel der Punkte bilden jeweils ein Dreieck, das nach dem

Hilfssatz ganz in der Figur liegt, deren Index bei den beteilig-
ten Punkten nicht vorkommt:

Fir die gegenseitige lage der vier Punkte sind zwei Fiélle mbg-

lich:

(a) Drei der Punkte sind Eckpunkte eines Dreiecks, zu dem der
vierte Punkt als innerer oder Randpunkt gehtrt, etwa
P, € APiPJPk. Wegen (1) und (2) gilt damit Poe Fyn FJ nFy
und Ehe ﬁh, also ist Ph ein gemeinsamer Punkt aller Figuren.
Wenn alle vier Punkte auf einer Strecke liegen, bleiben die-
se Uberlegungen richtig.

(b) Die vier Punkte sind Eckpunkte eines konvexen Vierecks V.
Dann ist der Schnittpunkt S der Diagonalen von V ein Punkt,
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der jedem der aus Ph,Pi,P'J,Pk bildbaren Dreiecke angehdrt,
denn jedes liegt nach (2) in je einer Figur Fh'Fi’Fj’Fk'
Demnach liegt S in jeder dieser Figuren und ist damit ein
ihnen gemeinsamer Punkt.

Beli mehr als vier Figuren, etwa F1,F2,F3,F4,F5, erhdlt man folw
gendermaBen den eben behandelten Fall:

F5 hat mit P4 wegen der Voraussetzung einen nichtleeren konve-

xen Durchschnitt F&. FA erfiillt zusammen mit F1,F2,F3 die Be~-

dingungen des Satzes; sie haben also einen Punkt gemeinsam. Da-
mit haben auch F1,F2,F3,F4,F5 einen gemeinsamen Punkt. ]

Der Satz von Helly gilt auch fiir den n=-dimensionalen euklidi-
schen Raum Rn (n beliebige natiirliche Zahl) und lautet dort:

Satz 2 :

Es selen im R, p (2 n+1) abgeschlossene konvexe Punkt-
mengen gegeben, von denen je n+1 beliebig ausgewihlte
stets einen nichtleeren Durchschnitt haben. Dann ha-=
ben alle p Mengen nichtleeren Durchschnitt.

3. Anwendungen fir den Satz von HELLY der Ebene

Die Behandlung des Problems vollzieht sich allgemein in drei
Schritten:

1. Konstruktion von konvexen Punktmengen

2. Nachweis der Giiltigkeit der Voraussetzungen des Satzes von
Helly

3. Nachwels der geforderten Eigenschaften eines gemeinsamen
Punktes aller Mengen

Sataz 3 :

Kann man von m (2 3) Punkten der Ebene je drei in
einen Einheitsgkreis einschlieBen, so sind alle in
einen Einheitskreis einschlieBbar.

Bewedls : Belilebige drei Punkte Ph’Pi’Pj der gegebenen Men-
ge selien in einen Einheitskreis e mit Mittelpunkt M eingeschlos-
sen. Die Einheitskreise sh'ei'ej' deren Mittelpunkte Ih'Pi'Pj
sind, haben einen nichtleeren Durchschnitt, der im ungiinstigsten

Fall, wenn Ph'Pi'PJ nicht auf einem Halbkreis gelegene Peri-
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pheriepunkte von e sind, nur aus dem Punkt M besteht. Demnach
haben die (konvexen) Einheitskreise, deren Mittelpunkte Punkie
der gegebenen Menge sind, zu je dreien einen gemeinsamen Punkt.
Also haben nach dem Satz von Helly alle wenigstens einen ge-
meinsamen Punkt M', von dem kein Punkt der Menge grdBeren Ab-
gtand als 1 haben kann. Man kann deshalb die gesamie Menge in
einen Einheitskreis um M' einschlieflen. [ ]

Satz 4 (Satz von JUNG) :

Beliebig viele Punkte der Ebene, deren Abstand paar=-
weige nicht groSer ale 1 ist, lassen sich durch einen
Kreis mit dem Radius r = sk bedecken.

V3©

Bewedis : Diese Aufgabe ist auf Satz 3 zurlickfilhrbar. Man
muB nur zeigen, daB je drei Punkte von einem Kreis mit r = 1
bedeckt werden. Beliebige drei Punkte der Menge sind jewells
Eckpunkte eines Dreiecks, dessen léngste Seite hichstens 1 isu.
Solche stumpf- oder rechtwinkligen Dreiecke werden von einem
Kreis mit r = < ?1; bedeckt (Satz des THALES). Ist das Dreieck
spitzwinklig, so kann der lidngsten Seite kein kleinerer Winkel
als f:gegenﬁberliagen. Im unginstigsten Fall liegen gleich=-
schenklige Dreiecke mit der Schenkelldnge 1 vor. Wdchst der Spit-
zenwinkel von O big -}, so durchliuft ein variabler Basispunk*
B einen Kreisbogen b mit Radius 1 und Mittelpunkt M, im Spitzen=
punkt des gleichschenkligen Dreiecks (Abb. 1). Alle spitzwink-
ligen Dreiecke lassen sich also durch F, ein gleichseitiges

Abb. 1
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Dreieck, dessen eine Seite durch den Bogen b mit r=1 und Mit-
telpunkt Mb im gegeniiberliegenden Eckpunkt ersetzt wurde, ein-
schlieBen. Der Umkreis ku des gleichgeitigen Dreiecks hat den
Radius r = —1—-, wie man leicht nachrechnet, und ist wegen

V3

< 1 gtédrker gekriimmt als der Bogen b. Deshalb schlieBt er
7%5; Uberdeckungsfigur P irgendeines spitzwinkligen Dreiecks
ein., Je drei Punkte der Menge werden tatsidchlich durch einen
Kreis mit r = —= iiberdeckt, mit Satz 3 zusemmen ergibt sich,
daB alle Punkte durch einen solchen Kreis bedeckt werden. Das
gleichseitige Dreieck mit Seitenldnge 1 zeigt, daB die Angabe
fiir r nicht erniedrigt werden kann. -

Satz 5

Zu jeder beliebigen beschridnkten, nicht notwendig zu-
gsammenhdngenden Kurve k mit der Lange L(k) gibt es
einen Punkt der Ebene derart, daB jede beliebige Ge=
rade durch ihn k in zwel Teile teilt, deren Linge je-
weils nicht kleiner als § L(k) ist.

Bewedls : Wir betrachten samtllche Halbebenen €4 1l e I,
die Kurvenstiicke k; von mehr als 3 L(k) enthalten. Je drei die-
ser Halbebenen haben nichtleeren Durchschnitt:

(ky € €A L(k,)> % L(k)) A (k,S € , AL(K,)> % L(k)) (1)
o n0e4n0e)> § 100 — kppS 08,4 L0y )” 3 LK) (2)
ky @ €5 A L(ky)> % L(k) (3)
@03
i S e neE, na3 £

Nach dem Satz von Helly haben alle Halbebenen € g» 1€ I den
Durchschnitt D # @#. Ein Punkt P von D (der natiirlich nicht Kur-
venpunkt von k sein muB) leistet das Behauptete:

Wir betrachten eine beliebige orientierte Gerade g durch P.
Annahme: Links von g liege ko mit L(k°)<:} L(k). ;

Man verschiebe g solange parallel, bis man eine Gerade g' hat,
auf deren linker Seite k! mit L(k!) = } L(k) liegt. Zwischen g
und g' liegt eine parallele Gerade h, auf deren rechter Seite
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k, mit L(k,)> %- L(k) liegt; diese Halbebene e , enthdlt aber
Pe g nicht, im Widerspruch zur Wahl von P€ D. -

Die Grenze %— L(k) l1ldBt sich nicht erhdhen, wie das Beispiel einer
Kurve k zeigt, die aus drei Kreislinien mit gleichem Radius
r<71—\/3‘a besteht, deren Mittelpunkte Eckpunkte eines gleich-
seitigen Dreiecks mit Seitenlidnge a sind. (Abb, 2)

Sataz & (Satz von KLEE) :

Seien F1,F2,F3,F4 und K konvexe Figuren der Ebene.
Gibt es zu je drei der Fy eine Translation

Ty (V= 1,e0054), 80 daB das Bild %, (K) von K ganz
im Durchschnitt der drei Fi liegt, dann gibt es auch
eine Translation+ , so daB < (K) ganz im Durchschnitt
aller Fy (i=1,..94) liegt.

Bewedis : Alle Translationen = ; i=l,eee,4,u ¢ T, die K
in eine Punktmenge Fi’ i=1,.¢034, abbilden, erzeugen eine k_on-—
vexe Menge ~ i(P) von Bildpunkten eines beliebigen, fest ge-
widhlten Punktes P. Die Mengen -:_.:_(P) haben zu je drei einen
Punkt gemeinsam, da in der . -ten Kombination ( v=1,...,4) von
je drei Mengen F; ein- und dasselbe Bild , (K) von K auftritt,
dem ein Bildpunkt T, (P) entspricht. Sdmtliche Mengen -u:j'_(P),
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1=1,...,4, erfiilllen also die Bedingungen des Satzes von HELLY.
Sie haben einen gemeinsasmen Durchschnitt ©'(P). Diesem ent-
spricht mindestens eine Translation v, die offenbar K in ©(K)
iiberfiinrt und T(K) liegt im Durchschnitt aller Figuren s
Fqs Fpy Fz4 Fy.
Barbara Salimann
Assistentin im Bereich
Theoretische Mathematik

Preisaufgaben 5/#5

(G 25) Man konstruiere ein Dreieck ABC, falls h., hy und der

@I Winkel ¥ BCA gegeben sind.
-y g

(G 26) Man 16se die Ungleichung

1 + logd x
1 + logg x

1

(G 27) Man berechne die Summen

pid 21 o n-1)n
= -_— o —— + + . + (o} ~
Sn cos cos cos - cos

(G 28) Man bestimme eine Funktion f(x), so daB fiir alle reellen
Zahlen x die folgende Gleichung erfiillt ist:
a+f(1-x) - bef(x-1) = x-¢ (a,b,c reelle Zahlen, |a|#$|Db]|)

(G 29) Zu jeder beliebigen nicht notwendig zusammenhéngenden,
beschridnkten Figur F mit dem Flécheninhalt A(F) gibt
es einen Punkt der Ebene derart, daB jede Gerade durch
ihn F in zwei Teile teilt, deren Inhalte nicht kleiner
als -;v A(F) sind. Man beweise diesen Satz!

(G 30) HaliTu 06BEM NUpDAMUIH, B OCHOBAHUM KOTODOH JNEXUT MNpaBUIb-
(2} HHIl TpeyTroJBHUK CO CTOPOHO# a, ecau IBYyTpDAHHHE yTJH
MexJy MJIOCKOCTBD OCHOBAHUA ¥ OOKOBHMYM TPAHAMM DABHH o,
Buy. (ocHoBaHWe — Basis, ABYTDaHHHA - zweikantig,
IOCKOCTH — Ebene, GOKOBOA — Seiten-)
EinsendeschlulB: 30. 6. 1975
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uwFDIJ-Freundschaftsstafette” und 4. FDJ-Studententage

Zur wirdigen Vorbereitung des 30. Jahrestages der Befreiung
unseres Volkes vom Faschismus beschloB die XXVII. Delegierten-
konferenz der FDJ-Grundorganisation der Friedrich-Schiller-
Universitédt die Teilnahme an der "FDJ-Freundschaftsstafette".
Hohepunkt dabei stellen die 4. FDJ-Studententage vom 5. bis 8.
Mai dar, mit denen die Studenten in einer Vielzahl von Veran-
staltungen dokumentieren, wie sich die sozialistische klassen-
méBige Haltung und internationalistische Denk- und Verhaltens-
weisen entwickelt haben. Auf zwei Veranstaltungen méchte ich
hier besonders eingehen: auf das VIII. Karl-Marx-Seminar und
auf die Studienjahreskonferenzen.

Das VIII. Karl-Marx-Seminar steht unter dem zentralen Thema

"Die Sowjetunion - Kern der sozialistischen Staatengemeinschafi -
Hauptkraft der revolutiondren Weltbewegung - Interessenvertreter
der V8lker der Welt". Die Plenumsveranstaltung wird am Nachmit-
tag mit der Diskussion in zwei Arbeitskreisen fortgesetzt. Die
Verantwortung fiir die Durchfiihrung der DiskussiOn in den Ar-
beitskreisen liegt in den H&nden der Sektion Mathematik. Eine
Kommission, bestehend aus Vertretern der Sektionen Mathematik
und Marxismus-Leninismus, arbeltet unter der Leitung von

Dr. sc. Rolf Lindner an der inhaltlichen und organisatorischen
Absicherung des Seminars. Die Kommission vergibt unter anderem
Diskussionsbeitréige an Studenten der Sektion Mathematik und
"wacht" iiber deren qualitéts— und termingerechte Erarbeitung.
Damit sollen nicht nur die beauftragten Studenten in lhrer
politischen Weiterentwicklung positiv beeinfluBt, sondern -
durch Einbeziehung aller Gruppenmitglieder - die gesamte poli-
tisch-ideologische Arbeit der Gruppe auf ein neues Niveau ge-
hoben werden.

Nun noch ein Wort zu den Studienjahreskonferenzen. Sie sind der
Hohepunkt im studentischen Wettstreit innerhalb der einzelnen
Studienjahre. Im Mittelpunkt steht das Hauptreferat der FDJ-
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Studienjahresleitung, in dem eine Einsché@tzung des erreichten
politisch-ideologischen Standes, der Ergebnisse bei der Fih-
rung des sozialistischen Wettbewerbs, der fachlichen Qualifi-
kation der Studenten sowie des Standes der Kollektiv-~ und
Persdnlichkeitsentwicklung gegeben wird. Das Koreferat des
Erzieherkollektivs beinhaltet die Rechenschaftslegung der
staatlichen Leitdng und nimmt zu den von der Studienjahres-
leitung aufgeworfenen Problemen aus der Sicht der staatlichen
Leitung Stellung. Im weiteren werden aktuelle Probleme der
Erziehung und Ausbildung diskutiert und Auszeichnungen von
Beststudenten vorgenommen. Nicht zu vergessen sind die kultu-
rellen Beitrége aus den einzelnen FDJ-Gruppen.

All diese Aktivitéten verdeutlichen die Stellung der FDJ an
der Universitédt und bringen gleichzeitig die hohe Verantwor-
tung, die jedes FDJ-Mitglied und noch mehr jedes Leitungsmit-
glied besitzt, zum Ausdruck. Dariiber sollte jeder zukinftige
Student rechtzeitig nachdenken.

Hilmar Schadk
FOL-Verantworilicher
fiir Agitation

A
Tir alle Interessenten verdffentlichen wir an

dieser Stelle und im n&chsten Heft die Aufga-
v ben der XIV. Olympiade Junger Mathematiker:

1) Es sei z = (1 - %{)(1 - %r)(1 - %r) ¢ ves » (1 - 1%@7)

(wobei die Nenner der Subtrahenden in den Faktoren die Fol-
ge der ungeraden Quadratzahlen von 12 bis 199° durchlaufen).
Man stelle die rationale Zahl z in der Form z = § dar, wobei
P, q ganze, teilerfremde Zahlen sind und q > O ist. (K1. 10)

2) Beweisen Sie folgenden Satz: -
Ist ABCD ein Tan%ntenviereck mit den Seitenhléngen AB = a,
BC = b, €D = ¢, = d und dem Inkreismittelpunkt M, so
gilt a HE-EH

c TM.DM

(K1. 10)
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3)

Sechs Schiiler eines Mathematikzirkels machen mit dem folgen-
den Ratesplel ein kleines Logiktraining: Peter, Klaus, Moni-
ka, Ilona und Uwe verstecken fiinf Gegensténde: Zirkel, Ra-
diergummi, Lineal, Bleistift und Fiiller so bei sich, daB je- |
der genau einen dieser Gegensté@nde hat. Dann bekommt Dirk
fiinf Aussagen mitgeteilt, unter denen, wie ihm ebenfalls ge-
sagt wird, genau zwei falsch sind. Die Aussagen lauten:

Uwe: "Wenn Peter den Zirkel nicht hat, dann hat Klaus das
Lineal nicht."

Monika: "Uwe hat soeben eine wahre Aussage gemacht.™

Peter: "Ich habe den Zirkel oder Klaus hat das Lineal nicht.”

Klaus: "Ich habe das Lineal nicht oder Uwe hat den Bleistift.

Ilona: "Ich habe den Fiiller oder ich habe den Bleistift."

Man untersuche, ob sich nach diesen Regeln alle Verstecke
der Gegensté&nde eindeutig ermitteln lassen. Wie lauten, falls
dies m6églich ist, die Verstecke? (K1l. 10)

&)

Von einem Dreieck seien die Innenwinkel gemessen worden. Die
Summe der dabei (als Néherungswerte der wahren Innenwinkel-
groBen) erhaltenen MeBwerte u, v, w sei 180° + & mit & # 0°.
Durch drei Korrekturwerte x, y, z sollen die MeBwerte so ver-
géndert werden, daB die Summe der dann entstehenden Werte

u+x, v+y, w+z gleich 180° ist. Es ist zu bewelsen, daB fiir
alle unter diesen Bedingungen moglichen Korrekturwerte x, y,
z der Wert S = xX* + y2 + 2° genau dann am kleinsten ist, wenn

X=y=2=- %’ gilt. (K1. 11/12)

5)

In einem Mathematikzirkel, in dem Eigenschaften von Funktio-
nen f bei Kehrwertbildung untersucht werden, vermutet ein
Zirkelteilnehmer, allgemein gelte flir Funktionen f, die in
einem Intervall J definiert sind und nur positive Funktions-
werte haben, der folgende Satz:

(A) Ist £ in J streng konkav, so ist % in J streng konvex.

Ein anderer Zirkelteilnehmer meint, es gelte auch der fol-
gende Satz:

(B) Ist f in J streng konvex, so ist % in J streng konkav.

Man untersuche jeden dieser S&dtze auf seine Richtigkeit.
' Kl. 11/12)

Hinwelse:

1) Genau dann heiBt f(x) in J streng konvex bzw. konkav, wenn
fiir je drei Zahlen x, x*, X, aus J mit x4 < x* < x, der
auf der von den Punkten (x; f(x%)) (x; f(x)) begrenzten
Sehne gelegene Punkt, dessen Abszisse x* ist, eine Ordina-
te hat, die groBer bzw. kleiner als f(x*) ist.

2) Mit % ist die durch die Festsetzung g(x) = ?f%ﬁ-fﬁr alle

Zahlen x des Intervalls J definierte Funktion g bezeich-
net.
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Losungen

Zu den Losungen der Serie 12/74

Schwierigkeiten traten bei den Aufgaben F 64 und F 65 auf
(zu diesen Aufgaben erhielten wir nur wenige Einsendungen).
In den Losungen zur Aufgabe F 66 fehlte der Hinweis auf die
Bedingung e # - 1, wihrend bei der Aufgabe F 63 unexakie Lb-
. sungen bei der Angabe der Polarkoordinaten vorkamen (Winkel
im gerundeten GradmaB angegeben).

Aufgabe G 2

In den Losungen dieser Aufgabe befanden sich einige fal-
sche Schliisse. So folgt z. B. aus "w5 ist reell" nicht,
daB auch w eine reelle Zahl ist (Gegenbeispiel:

w = 1, W = cos QEL + i gin g5—“—). AuBerdem besitzt die
Gleichung z3=1 im Bereich der komplexen Zahlen nicht nur

die Losung z1=1, sondern auch die Losungen

22=%+\4i und z3=-%-@i.

Das gegebene Gleichungssystem
z> +w® =0

z2wh = 1
wird umgeformt zu:
Z6 g w10
ZG(F)3 = 1
Wegen wh =% und wew = |w|? erhalten wir aus den beiden
Gleichungen durch Einsetzen:
WOw2) - 1
w%1%2 = 1
1w]2%° = 1

Setzen wir w=a+bi, s0 ergibt das:
(32+b2J10(a2-b2-2ab1) = 1.
a und b ktnnen nicht gleichzeitig Null werden, da sonst

das Produkt auf der linken Seite der Gleichung gleich
Null wixrd.
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Damit dieses Produkt gleich 1 wird, muB sein Imagindrteil
verschwinden, d. h. es muf (a +b ‘10(-Zabi) = 0 gelten.
Daraus folgt —2abi = O

und, durch Fallunterscheidung, als einzige Ldsungen der

Gleichung
(a2+b2)10(a%-b°-2abi) = 1

die Werte a=%1, b =0,
Es ist also Wy = +1, W, = -1.

Setzen wir diese Werte in das Ausgangssyatem ein, so er-
gibt sich:

z? + 1 =0 zg -1=0
2 2
Z1 =1 22 =1

mit den einzigen Lésungen

Die Probe bestdtigt die Richtigkeit der LOsungen
(1,-1), (=1,1) des Gleichungssystems.

Aufgabe G 6|(Marcus Kasner, 209 Templin, 11. Klasse)

Angenommen, eg gibt reelle Zahlen a und b, so daB die
Gleichungen
x3 +ax® + 18 = 0 (1)

x3 +bx +12=0 (2)

zwel gemeinsame Losungen haben., Dann gilt:
Es seien Xq1XpsXg die Wurzeln der Gleichung (1) und
Xq9XpsXy die Wurzeln der Gleichung (2). Offensichtlich
gilt x5 #0 ,1sis4,
Nach dem Vietaschen Wurzelsatz ergeben sich aus (1) und
(2) die Gleichungen:

x1"_‘2‘x3 = =18 ; XyoXye X, = =12

x1+x2+x3 = =-a ; x1+x2+x4 =0
Hieraus erhalten wir (xi £ 0):

- g , also 2x3 = 3x (3)

4

Kyl ¥
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und X, = a+X; | (4)

Lésen wir (3) und (4) nach x; und x, auf, so ergibt sich
x3 = =38 und x, = 28 (5)

De X4 Losung von (1) sein soll, muB dann auch gelten:
278 + 9a> + 18 = 0
a3 = 1

a s0ll eine reelle Zahl sein, also folgt
a =1

==a==
Hiermit folgt aus (5) xq = =3 und x, = ~2. Dieser Wert von x,
in Gleichung (2) eingesetzt, liefert

-8 =2b +12 = 0
- b = 2

namit gehen (1) und (2) in die Gleichungen
x3 + x° + 18 = (x+3)(x%=2x+6) = O
x° 4+ 2x + 12 = (x+2)(x2-2x+6) =0

iiber. Die beiden Gleichungen besitzen also die gemeinsamen Lo~

sungen x1=1+1\/§\l x2=1-i.\/§\..
Aufggpe F 61
a) Es sei M,A = M;B ¥ AM,B = 120°

M,A = M,C 3 AMC = 120° .

M; bzw. M, seien die Mittelpunkte der Kreislinien k; bzw. k;.

Der Schnittpunkt von k, und k, im Innern des Dreiecks AABC sei P.
Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt: ¥XAPB = ¥ APC = 120° .

Damit ist P der gesuchte Punkt, von dem aus alle Seiten unter
einem Winkel von 120° erscheinen. Zwei Kreisbdgen kénnen sich
nur zweimal schneiden (vorausgesetzt, daB ihre Mittelpunkte
nicht zusammenfallen). Da der eine Schnittpunkt von k; und k,

der Eckpunkt A ist, kann es innerhalb von AABC nur einen Schnitt-
punkt von k, und k, geben.
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b) D, E und F seien die Schnitt-
punkte der Geraden, die durch die
Punkte A, B und C gehen und senk-
recht zu AP, BP und CP verluufen.
Nach dem Peripheriewinkelsatz
folgt, daB die Winkel ¥AFB und

¥ AEC 60° betragen. Damit gilt
auch ¥ BDC = 60°, und ADEF ist
gleichseitig.

c) Jeder Punkt P* im Innern des
AABC hat die gleiche Summe der

Entfernungen zu den Seiten des

ADEF.

Bewels:
Man verbinde den Punkt P* mit D, E und F. In den entstandenen
drei Teildreiecken gilt dann:

ﬂéh - aéh" + a;’E + a;hi (h - Héhe des Dreiecks DEF,

hy, by, hy - Absté@nde von den Dreiecksseiten)
Da nach b) die Punkte A, B, C auf den Seiten des ADEF liegen,
Llst die Summe der Entfernungen der Punkte P* zu A, B und C
dann ein Minimum, wenn die Summe gleich h ist. Dies ist aber
nur bei dem Punkt P der Fall.

Aufgabe F 63 | (nach F. Schieweck, Blumenberg, Klasse 11)

Es gllt: |-2 + 41| = \/&+16 = /20 _
/100" + 151 , 2 g;r/ll@: + 12155-1-212 21
s T+21 Y1IF A+ =, = t 3T

-10-151-201+30
= T -21=4_71-21=4-2.1

Welterhin:

VT [t - T

Da z = r(cosp + i-.sing) ist, folgt: r = /97, cosp = ;7%77 ;

sinp = - - . mit <@ < 2mn .
N7 25[' "
Die Polarkoordinaten sind also: r = \/97 , ¢ = arc cos T

(%g <@ < 2!?.
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Aufgabe'G;S'-(nach E. Specht, 355 Seehausen, Klasse 11)

Gegeben séiwéine Funktion f(ip), -0 <@ < + o , mit

f(i(p+d)) = £(ip)-f(id) , o,¢ reell. (1)
Weiterhin gelte

f(ip) = g(ie) + i+h(ip) , g(ip), h(igp) reell. (2)
Zu zelgen ist:

g(1(o+d)) = g(io)+g(i¢) - h(ie)-h(ig) (3)

h(i(e+p)) = g(ip)-h(iy) + h(ip)-g(id) (4)

Aus (2) folgt fiir das Argument ¢:
£(i¢) = g(id) + i+h(ip) , g(i¢), h(i¢) reell. (5)
Wird nun nach (2) und (5) f(ip) bzw. £(i¢) in (1) eingesetzt,
s0 ergibt sich:
£(i(e+p)) = [g(i9) + 1+h(ip)]+[g(i¢) + i-h(id)]
= g(ip)+g(id) = h(ip)+h(i¢) +
+ i[g(ip)-h(ijp) + h(ie)-g(i¢p)] (6)
Aus (2) folgt fir das Argument (p+}):
£(1(e+d)) = g(i(p+h)) + i°h(i(p+d)) (7)
Durch Gleichsetzen von (6) und (7) erhélt man:
g(1(e+d)) + 1-h(i(o+p)) =
= g(10)-g(19) -h(ip)+-h(1¢) +i[g(ie)+h(id) +h(ip)-g(i¢)] (8)
Da Real- und Imagindrteil auf beiden Seiten von (8) gleich sein
miissen, gilt g(i(eo+)) = g(ip)-g(i¢) - h(ig)-h(i¢)
und h(i(e+)) = g(ip)-h(id) + h(ip)-g(id),
also (3) und (4).

Wéhlt man f(iop) = ei¢, wobei offensichtlich

£Cioap)) = oX(0H) o o101 o £igyp(ag)
gilt, so kann man f(ig) = eiq’ durch g(ip) = cosg@ und
h(itp) = sin ¢ wie folgt darstellen: f(igp) = eitp = cosQ@ + i.sing.
Hieraus folgt sofort nach (3) und (4): ‘
cos(p+)) = cosp-cosd -sinps+sing, sin(w+¢);'sin¢-cos¢-+cos¢-sin¢.

Herausgeber: Leitung der FDJ-Grundorgonisation der Friedrich-Schiller-Universitdt Jlena:
Jugendobjekt .Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg
Chefredakteur: Waltraud Werner

Redaktion: 1. Dubslaff, H.-G. Leopald, Th. Ullrich, G. Weske
Anschrift: WURLZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement
0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postémter entgegen.

Verdffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates
der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der Redaktion.



seis o
ae*e @
..“.“" 1
o v 08 -
6« w0 L =
S eSS .
i cEESSE
fe S SosS=
*ais o =0 .
..... D=
..... == o= ™=
sssaee £ vy D b — - ] [
e ee .., ox8e o
Ll SEoEYE 5,8
s T L= o Mm. .mm.tl nu-niu nnw
plee ©wa B A=
Biaim — £ —] = | g
eese — -] w = D 2
o i % S M.W s .89
> e | =
F g = = = o~ Ea
.“" ..
eeso o
-9 @
e + a0
e o0
. = L ]
e @
ads S0
s s =
o9 @
e sae =
- 29
: : .. m
o+ oo
i 5 S
i | &= -
i £
#ee o [=*]
essn o e B
Ty e
Y [=] u
".n e m = o=
ser o N
se 5 [ nr
m : = -
. mu ﬁ-“u mm
oo '3 -
“ "... m .
LAS L 1 ]
atis? @
S e ) =
e oe
“ L
890 & 90 4 0 9 0 00 2 9 0 0§ G000 0 5 0 0O 0000 O 0 P O D9 O 000 0 90 O 0 O 9 00 O O O O GGG O 5 O 00 G80 0 © 08 O 000
® &0 ase & secssee @ LR éos @ oo osevee [ L 1] [ 1] eoea® @ eee *ee @ eesBode @ [ X ] aes @ [ 1] esecee o8 L L]
.......................................................................................................................
*® sese LI AL LA L X121 L ] (T 1Y) ® 4s8s aoRe LAl ] (111 O 9008 O R o « ¢ ¢ s ¢ o
soe0 e soee o ees ® L ene ’e o0e eee eee ® eee o oeo e eee ee oeee °
GO ONORORRIPRO00E S0000OS eseeee eenee oese ........Q.........l.......C...... éooobPOOORRRDS ssa0POODe 8o cencanes
g2 >
L] L 1]
G
L L.
(1]
,ooo.ooooooc GOSNV O000 GOPOOOODOONED © CNNCNRAPON00RY VORGSO 0GRAR SRBGGGRRE ° cooooooocoooo " sscscse e uoo seses
ese o seee @ see o ese o ® see oo ene o sese o esc eee o es 90 o
) eose ssee seee o eses scoe sese T T seee o esee . u"uou ....... A
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- L L]
e © ®e0 ® 088 S906F 08F 00 SOSES 00 08 ©® 800 66 © 8088080 & 80 29030 06 ee eemee e -cu. ¢ o0 o se0 .
CIC R ] a-.o.c ® 0 00 0 0 0 0 90 4 0 0 0000 B 0 0 0 0 O 06 0 6 O 0 GOGGO0 5 O SO B © B 8 - 8 8 & 8000 ¢ & 8 "u.o . e L dhahdhbbedhing
“. u.l
[ ] - 9
a8 =0
a8 « @
e
e ss0e
® Gs8
[ ] a B
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Beziehungen zwischen Physik und
Mathematik (I)

Im Brockhaus "ABC rhysik", Band II wird die thysik definiert als
"die Wissenschaft von den Eigenschaften und Zustandsformen, der
Struktur und der Bewegung der unbelebten llaterie, den diese Be-
wegung hervorrufenden Krdften oder i/echselwirkungen und den hier-
bei kongtant bleibenden GroBen. Die rhysik ist eine grundlegende
Naturwissenschaft, die auf der Basgis quantitativer, durch liessun-
gen prdzisierter Erfahrungen zur Aufdeckung, zur mathematischen
Formulierung und praktisch~technischen Anwendung der Naturgeset-
ze filhrt," Weiter wird gesagt: "Enge Wechselbeziehungen bestehen
zwischen frhysik und llathematik, die allerdings keine Naturwissen-
schaft ist; denn die lathematik geht in ihrem logischen inneren
Aufbau (nicht in ihrer historischen Entwicklung!) nicht von iiber=-
priufbaren Erfahrungen aus, sondern erforscht logisch widerspruchs-
freie Strukturen ohne unmittelbaren Bezug auf deren konkrete Rea=
lisierunge. Wenn auch durchaus nicht alle mathematischen Struktu=
ren realigierbar gein miissen, hat sich diese llethode als sehr er=
folgreich erwiesen. Insbesondere sind viele abstrakte mathemati=-
sche Strukturen historisch aus physikalischen Yroblemstellungen
erwachsen, andererseits miissen auch neue, noch unerkannte reale
Strukturen zumindest logisch widerspruchsfrei sein, so daB man
mit Recht sucht, ihr formales Aquivalent aus bereits erforschten
mathematischen Strukturen abzuleiten."

Hier wird eine ganze Reihe von roblemen angerissen. V/ir wollen
ung in diesem Artikel auf Wechselwirkungen zwischen Yhysik und
Ilathematik beschridnken. Aber auch dabei kOnnen wir nur einige ausg-
.gewdhlte rrobleme betrachten.

1. Die Erkenntnisgewinnung in der Thysik

Aus dem oben Gesagten geht hervor, dal der Ausgangspunkt der Fhy-
sik als Naturwissenschaft die Erfahrung ist, dal sie aber dabei
nicht stehen bleibt. Das Ziel einer jeden Vissenschaftsdisziplin
besteht vielmehr darin, ein "theoretisches System" aufzubauen.
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Darunter igt ein kompliziertes Netzwerk von Hypothesen und Theo-
rien zu verstehen, Die verschiedenen empirischen \/issenschaften
haben bei dieser Entwicklung, die nie abgeschlossen sein wird,
einen unterschiedlichen Stand erreicht, wobei die ‘hysik - und
hier besonders die llechanik = heute am weitesten ist. Charakte-
ristisch ist dabei eine fortschreitende Formalisierung. Wir ver-
stehen darunter die Abstraktion von im jeweiligen Zusammenhang
unwesentlichen Eigenschaften. So faBt man Autos, Kanonenkugeln,
Steine u. a. zur Klasse der '"festen Korper" zusammen. Wenn Pro-
bleme der Elastizitdt nicht diskutiert werden sollen, spricht man
von "starren Korpern". Von Farbe, Form, Konsistenz u. a. wird da-
bei abgesehen, Untersucht man nur Probleme der Translationsbewe=
gung, dann kann man oft (nicht in jedem Fall!) weiter zum Denk-
schema "lassenpunkt" abstrahieren. lMan gelangt so zu Objekten,

die der unmittelbaren Anschauuung immer weniger zugénglich sind
und schlieBllich zu Begriffen, die im Rahmen der rhysik nur noch
mathematisch faBbar und beschreibbar gind, wie etwa die physikali-
schen GroBen (Geschwindigkeit, Beschleunigung usw. ), aber auch et-
wa der Begriff "Feld". Damit wird die Physik immer stirker mathe-
matisch durchdrungen; mit anderen VWorten: Strukturen unserer phy-
gikalischen Uawelt werden auf mathematische Strukturen abgebildet,
siehe oben. Ziel der Forschung ist es zunidchst, einen geeigneten
Bereich der Mathematik zu finden. Dabei kann ein entsprechendes
Gebiet der lMathematik schon fertig vorliegen. So fanden M. Born,
W/, Heisenberg und P. Jordan 1925 in der katrizenrechnung das ge-
eignete Hilfsmittel zur Beschreibung quantenmechanischer Ifrobleme.
Es kann vorkommen, daB ein entwickelter mathematischer Formalig-
mus lange auf eine Anwendungsmdglichkeit warten muB. Andererseits
ist oft in Teilgebieten der rhysik zunidchst eine Weiterentwicklung
deshalb nicht moglich, weil ein geeigneter mathematischer Forma-
lismus noch fehlt. In vielen Fillen helfen sich dann die Physiker
selbst weiter. Newton hat die Differential=- und Integralrechnung
vor allem deshalb entwickelt, um die Begriffe der liechanik hande-
habbar zu machen, das ist vor ihm Galilei oft nur unvollkommen ge-
lungen.

Auf diese lleise bestehen enge Beziehungen zwischen mathematischen
und physikalischen Augsagen. Ein wichtiges und interessantes Bei-
spiel ist das von der deutschen Mathematikerin E. Noether 1918
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gefundene und nach ihr benannte Theorem. Es beinhaltét, daBl je~
der Symmetrieeigenschaft eines Systems (mathematische Aussage)
ein Erhaltungssatz (physikalische Aussage) entspricht, Zum Bei-
spiel folgt aus der Tatsache, daB die Ergebnisse experimenteller
Untersuchungen unabhiéngig von Ort und Zeit sind, die Erhaltung
von Bnergie und Impuls., Zeigt die Natur an jedem Ort und jeder
Zeit die gleichen physikalischen Eigenschaften (Translationssym=
metirie in Raum und Zeit), dann miissen zwangsliufig diese Erhal~
tungssidtze gelten und umgekehrt.

Von Interesse ist weiterhin die Tatsache, daB hiufig ein physika-
lischer Sachverhalt durch verschiedene mathematische Strukturen
beschrieben werden kann. Das ist in der Quantenphysik der Fall,
aber auch in der klessischen rhysik hidufig. Insbesondere ist durch
eine Verallgemeinerung der mathematisch gefaBten Begriffe hidufig
eine Erweiterung der physikalischen Aussage = oft in neue Berei=-
che - mbglich. Vielleicht noch interessanter ist es, daB8 eine
mathematische Struktur sehr oft auf &uBerlich v6llig verschie-
dene Bereiche der Physik anwendbar ist, wodurch Zusammenhénge
zwischen diesen Gebieten deutlich werden.

Nach diesen allgemeinen Darlegungen, die natiirlich hier nur in
groben Ziigen moglich sind, wollen wir einige Beigpiele genauer
betrachten.

2. Ausgewdhlte Beispiele

2.1, Mathematische Verallgemeinerungen liefern neue Gesichtspunkte

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, dem freien Fall mit
Anfangsgeschwindigkeit; mit anderen Worten: Der senkrechte Wurf.
Im Schwerefeld der Erde gilt in der Ndhe der Erdoberflidche bei
Vernachlédssigung des Luftwiderstandes fiir die Beschleunigung

2
a=g—§-—g.
dt _ 2
Dabei ist g die Erdbeschleunigung, mit %% bzw. 9—% bezeichnen
dt

wir die erste bzw. zweite Ableitung des Vleges nach der Zeit, al-
80 Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Integration liefert v =.f'a dt = - ~fg dt = vy - get.

Dabei ist v, offensichilich die Geschwindigkeit zur Zeit t=0, die

Anfangsgeschwindigkeit, sie kann sowohl positiv als auch negativ



85 Physik und Mathematik

gein (Wurf nach oben bzw. nach unten).
Nochmalige Integration der letzten Gleichung liefert

2

1
8 = fV.d.t ='r(V0-'got)d.t = So + voot - 2 ogot ¢

8o ist dabei die HChe des geworfenen Korpers zur Zeit t = O.

Die angegebenen Gleichungen beriicksichtigen nicht, daB s,v,a
und g eigentlich vektorielle GroBen sind. Unter Beachtung dieser
Tatsache, d. h. durch einfaches Verdndern der Symbole erhdlt man
statt der letzten Gleichung

8 =5, + 7.t =5 gt 1) .
Damit ist aber der Giilltigkeitsumfang betrichtlich erweitert wor-
den, es werden nun auch alle Fdlle des schridgen Wurfes mit erfaBt.
Das soll im folgenden gezeigt werden.

Zerlegt man den Vektor 1'?0 in seine Komponenten, dann erh&dlt man:

Y
A

Vo. cosel
voy = 'Vg- Bin*

S
b
il

o = Abwurfwinkel

= X

Beriicksichtigt man, da8 g nur eine Komponente in senkrechter
(y=) Richtung hat, dann erhidlt man aus Gleichung (1) zwei Glei-

chungen:

2

8. =8 +v.ain-¢.t-%—g.t (2)

y yo o]

By = 8,5 + V, s cosel . t (3)

Eliminiert man aus diesen Gleichungen die Zeit, dann erhidlt man
die Bahnkurve

(sy-syo) = tan o . (sx-ﬂxo) - 23 (s_=-s8
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Es handelt sich offensichtlich um eine Parsbel. Aus den
Gleichungen (2), (3) und (4) lassen sich weitere Aussagen
herleiten, wie Wurfhdhe, Wurfweite u. a.

Dr. sc. Klaus Jupe
Leiter des Wissenschaltsbereiches
Physikmethodik

(Die Fortsetzung dieses Artikels erscheint in Heft 7/75.)

Preisaufgaben 6/75

(G 31) Man gebe alle positiven Zahlen a an, fiir welche alle
nicht negativen x, die die Gleichung

cos [(Ba-j)é] = COB [t14a+5)x]
erflillen und ihrer GrdBe nach angeordnet werden, eine
arithmetische Folge bilden.

(G 32) Man beweise, da8 die Punktion

P(x,y) = (x=1975)1974 | (y-1976)1975 4 ;
nicht als Produkt zweier Funktionen g(x) . h(y) dar-
stellbar ist, wobei die Punktionen g(x) und h(y) je-
welils nur von einer Variablen abhingen.

Gegeben sel ein Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem
Radius r. Durch zwel zueinander rechtwinklige Sekanten
des Kreises wird auBerhalb von ihm ein Punkt P bestimmt.
Die erste Sekante schneide den Kreis in den Punkten A
und C (der Punkt C liegt zwischen A und P), die zweite
in den Punkten B und D (der Punkt B liegt zwischen D
und P). P, sei die Projektion von P auf die Gerade AB
und M einer der beiden Schnittpunkte der Geraden AB mit
einem Kreis mit dem Radius P10 um den Punkt P1. Man be=
rechne die Idnge der Strecke MP.
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(G 34) Man gebe alle Paare ganzer Zshlen an, die dem folgenden
Ungleichungsesystem geniigen.

Yy - Ix2-2xl +%- > 0

y+ |x=1] < 2

(G 35) Zu Jeder ebenen konvexen Pigur gibt es einen Punkt der
Ebene derart, de8 jede Gerade durch ihn diese Figur so
teilt, daB die Fliécheninhalte der Teile jeweils minde-
stens % des Inhalts der Gesamifliche der Figur betra-

gen. Man zeige, daB sich die Grenze nicht erhdhen 1l&B8t.

(G 36) HalTM pemeHHA ypaBHEGHUA

\/ﬁ-coaxéozx\/ﬂ+coaxf = 4sinx ,
Jexamue B MHTepBaxe (0,2mn).

EinsendeschluB: | 31. 7. 1975

Hiermit setzen wir den Abdruck der Aufgaben der E

XIV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR fort.

6) Es sel ABCDS eine gerade vierseitige Pyramide mit fest vorge-
gebener quadratischer Grundfléche ABCD. Wir betrachten alle
geschlossenen Streckenziige PQRTP, wobel P ein fest vorgegebe-
ner innerer Punkt der Kante AS, Q ein innerer Punkt von BS,

R von CS sowie T vén DS ist.

Man ermittle die Menge aller derjenigen WinkelgrdBen ¢
(0° <p <90°), fFiir die folgendes gllt: Hat der Winkel ¥ ASB die
GroBe ¢, so existiert unter den auf der Pyramide ABCDS be-

trachteten Streckenziigen PQRTP ein kiirzester. (Klasse 10)

7) In der Ebene sei der "Abstand" zwischen zwei Punkten wie folgt
definiert:
Sind P, und P, zwel beliebige Punkte, die in einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem die Koordinaten (x,3y4) bzw. (X% iy )
haben (xy, X%, gﬁ, y» seien reelle Zahleni, 80 sel ihr "Ab-
stand" d(P1;P,) = max { |5 -%,|, |y1 = 72|

Man ermittle die Menge M aller Punkte der Ebene, die bezliglich
des so definlierten Abstandes von den Punkten A (0;2) und
B (134) gleichwelt entfernt sind. (Klassen 11/12)

Fortsetzung Seite 92
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Das Dilemma der exakten Definition ()

Der Begriff der Kurve ist einer der fundamentalen Begriffe in
der Geometrie. Es gibt eine Vielzahl von konkreten geometri-
schen Gebilden, die als Kurven bezeichnet werden, z. B. der
Kreisbogen, die Parabel und die Sinuskurve. Bereits seit dem
Entatehen der Geometrie ist daher die Abgrenzung der Kurven
von anderen geometrischen Objekten von besonderem Interesse.
S0 gibt es in der Geschichte der Mathematik eine ganze Reihe
von Versuchen,

den Begriff der Kurve mathematisch exakt zu definieren,

80 daB der anschauliche Kurvenbegriff im Wesen und nig=-

lichst vollsténdig erfaBt wird.

Noch 1914 schreibt der deutsche Mathematiker Pelix Hausdorff
(1868 = 1942) angesichts der weit auseinandergehenden Auffasg-
sungen vom Kurvenbegriff: "Die Mengen, die herktmmlicherweise
diesen Namen fiihren, sind so heterogen (verschiedenartig, d.A.),
da8 sie unter keinen verniinftigen Sammelbegriff fallen." Erst
in den 20er Jahren dieses Jahrhunderts gelingt es dem sowje-
tischen Mathematiker Urysohn, eine voll befriedigende Ldsung
des Problems zu geben.

Wir wollen im folgenden auf einigo bemerkenswerte Beispiele in
der Entwicklung der Kurvenauffassung niher eingehen. Dazu seien
zunédchat einige geometrische Gebilde angegeben, die als Repri-
sentanten fiir den anschaulichen Kurvenbegriff gelten sollen
(Abb, 1 - 3) bzw. die nicht als Kurven bezeichnet werden sol-
len (Abb, 4 = 6):

$Plee

Lemniskate .
Abb. 1 Kreislinie Abb., 2 Abb. 3 Sinusoid




89 Was ist eine Kurve?

Abb.4 Quadrat Abb, 5 Wiirfel Abb.6 "verstreute
Punktmenge"

Bereits Buklid gibt eine Definition fiir den Kurvenbegriff, in-
dem er eine Kurve als"breitenlose Linge™ und als "Ende einer
Fldche" bezeichnet. Diese Charakterisierungen kommen zwar dem
Wesen der Kurven schon ziemlich nahe, sie benutzen aber ande-
re geometrische Begriffe, die selbst noch definiert werden
miiSten, und eind daher fiir den mathematischen Gebrauch unge=
eignet.

Die heute in der Schule gelehrten Methoden der RKurvenuntersu-
chung, die eine Gleichung (etwa y=f(x)) ihrer cartesischen Ko-
ordinaten benutzen, gehen auf den franzdsischen Mathematiker Des-
cartes (1596 - 1650, latinisiert Cartesius, s. WURZEL 2/75) zuriick. Sie
bieten die Migliohkeit, eine groSe Klasse von bekannten Kur-
ven zu untersuchen, aber bei weitem nicht alle. Eine weitere
Miglichkeit der Verallgemeinerung bieten der Ubergang zu so-
genannten krummlinigen Koordinaten und die Parameterdarstel-
lung. Letztere kommt den Anwendungen in der Physik sehr ent-
gegen, da sie EKurven als Bahnen bewegter Punkte betrachtet.
Dabei werden die Koordinaten x und y nicht mehr in Abhéngig-
keit voneinander dargestellt, sondern als Punktionen einer drit-
ten Variablen t, die als Zeit deutbar ist. Die Parameterdar-
stellung basiert auf dem Abbildungsbegriff, denn indem sie je-
dem Wert t aus einem Intervall [a,b] den Punkt (x(%t),y(t)) zu-
ordnet, stellt sie eine Abbildung der Strecke [a,b] (die ja
selbst eine Kurve ist) auf das gerade betrachtete Gebilde her.

Durch bestimmte Bedingungen, die an die Abbildung der Strecke
in die Ebene (oder den Raum) gestellt werden, kinnen ganz spe-
zlelle Eigenschaften der Strecke auf ihre Bilder ibertragen
werden. Das Problem der Kurvendefinition wiire also geldst, wenn
es gelidnge, eine solche Abbildung zu finden, bei der gerade die
Kur ven - EBigenschaften der Strecke erhalten bleiben, und
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wenn diese Eigenschaften zur Charakterisierung aller Kurven
ausreichen.

Eine erste Miglichkeit wiire, alle eineindsutigen Streckenbilder
als Kurven zu bezeichnen. Es lassen sich jedoch auch eineindeu-
tige Abbildungen von der Strecke auf zerstreute Mengen (Abb. 6)
und das Quadrat angeben. (Plir eine solche Abbildung von der
Strecke [0,1] auf das Einheitsquadrat [0,1] X [0,1] benutzen
wir die Darstellung der Komponenten in Dualzahlen. So kinnen
wir jedem Punkt x € [0,1] eineindeutig einen Punkt

(y,2) € [0.1] X [6,1] zuordnen, indem wir die EKomponente y aus
den Dualzifferm von x bilden, deren Stellen ungerade sind, und
die Komponente z aus den Dualzifferm von x, deren Stellen ge-
rade sind.)

Der franzdsische Mathematiker C. Jordan (1838 = 1922) faBt un-
ter dem Begriff Kurve alle Bilder einer Strecke zusammen, die
bei st et igen Abbildungen entstehen. Eine Abbildung
heiB8t dabel stetig, wenn "benachbarte" Punkte des Werteberei-
ches immer das Bild von "benachbarten" Punkten des Definitions-
bereiches sein miissen. Anschaulich heiBSt das, daB bei einer
stetigen Abbildung die Bilder von "zusammenhiéngenden Teilen"
nicht "auseinandergerissen" werden. So sind also bei der Jor=-
danschen Kurvendefinition die verstreuten Punktmengen wvon den
Kurven auageschlossen. Der italienische Mathematiker Peano
(1858 = 1932) konnte allerdings zeigen, daB es eine statige Ab-
bildung von der Strecke auf das Quadrat gibt. Im folgenden wol=-
len wir eine solche Abbildung skizzieren:

Sei T die Strecke [0,1) und Q das Einheitsquadrat [0,1) x [0,1].
Sowohl T als auch Q werden nun schrittweise in 4,16,64 usw.
kongruente abgeschlossene Teilstrecken bzw. Teilquadrate zer=-
legt, wobeli es miglich ist, die Teilquadrate so durchzunumerie-
ren, daf sie nacheinander durchlaufen ("aufgefidelt") werden
kdnnen :
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So entstehen Intervall- bzw. Quadratschachtelungen, deren Durch-
schnitt aus genau einem Punkt von T bzw. Q hesteht, wobei alle
Punkte erfaSt werden. Ordnen wir nun jeder Intervallschachte-
lung die Quadratschachtelung zu, deren K-tes Quadrat im "aufge=-
fddelten" Einheitsquadrat der Stellung (Numerierung) des K-ten
Intervalls entspricht, so wird dadurch eine eindeutige (nicht
umkehrbar eindeutige) Abbildung von T auf Q erzeugt, die die
Eigenschaft besitzt, daB nahe aneinander gelegene Punkte von

Q die Bilder von nahe aneinander gelegenen Punkten von T sind.

Damit ist gezeigt, daB eine Strecke eindeutig und stetig auf

ein Quadrat abgebildet werden kann, daB also auch die Jordansche
Kurvendefinition solche Gebilde umfaBt, die wir von der Amschau-
ung her nicht als Kurven bezeichnen. Wir bemerken noch, daB sie
auBerdem keine Streckenbilder mit Unstetigkeitsstellen umfabt,
wie das Sinusoid; sie ist also andererseits auch zu eng.

Durch folgende schidrfere Kurvendefinition k¥nnen die flichen-
enthaltenden Gebilde ausgeschlossen werden: Kurven aind ein-
eindeutige und steti 8 @ Streckenbilder. Die
Kurven in diesem Sinne heiBen Bigen. Allerdings bringt die Ver-
schérfung der Definition auch eine noch stirkere Einengung mit
sich: Weder das Sinusoid noch der Kreis oder die Lemnigkate

ktnnen als eineindeutiges und stetiges Streckenbild dargestellt
werden,

Dieser Mangel ist dadurch aussugleichen, indem man Zusammenset-
zungen von Bigen ala Kurven definiert. So fallen der Kreis als
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Zusammensetzung von 2 Bigen und die Lemniskate als Zusammenset-
zung von 4 Bigen jetzt unter die Kurvendefinition. LBt man ab=
zihlbar viele Bigen zu (also so viele Bigen, wie es natiirliche
Zahlen gibt), so wird auch das Sinusoid mit erfaBt.

Es gibt jedoch Kurven, die sich aus {iberabziéhlbar vielen Bigen
zusammensetsen (aus so vielen Bigen etwa wie es reelle Zahlen
gibt). Wollte man aber allgemein die Zusammensetzung von iiber-
abzédhlbar vielen BYgen als Kurven bezeichnen, so enthielte der
Begriff wieder Flidchen und K#rper.

Alle diese Versuche, Kurven als bestimmte Streckenbilder darzustellen,
filhren also noch zu keiner voll befriedigenden Kurvendefinition.
Wir werden im zweiten Teil dieses Artikels auf die Kurvendefi=-
nition des deutschen Mathematikers Georg Cantor eingehen, die
zwar nur auf die Ebene anwendbar ist, aber dort mit der exak-
ten Definition Urysohns identisch ist.

Roland Hendel
Student des A. Studienjahres
im Bereich Analysis

er———
(Fortsetzung von Seite 87)

3) Man bewelse, daB fiir alle reellen Zshlen a, b, ¢, d mit
O<asbscsd gilt:
+§+%2%+%+%+-& (1)

+

o'lp
olo

(Klassen 11/12)

9) In einem Klub Junger Mathematiker gibt es Streit um das Mono-
tonieverhalten zweler Funktionen. Bekannt ist von zwei Funk-
tionen f und g, daB beide fiir alle reellen Zahlen x definiert
sind, f im gesamten Definitionsbereich streng monoton wéchst,
und daB die Gleichung g(x)? - f(x)2 = 1 fiir alle x erfiillt
ist. Annemarie folgert nun daraus: "Dann ist auch g eine auf
dem gesamten Definitionsbereich streng monoton wachsende
Funktion." Brigitte widerspricht: "Es 1dBt sich nur schlie-
Ben, daB g im gesamten Definitionsbereich entweder streng mo-
noton wachsend oder streng monoton fallend ist." Christa
meint: "Ihr habt beide nicht recht." Wer von diesern Schii-
lerinnen hat nun recht? (Klasse 10)

Anmerkung: Eine Funktion f wird genau dann als streng monoton
wachsend bzw. fallend in einem Intervall bezeichnet, wenn fiir
alle Zahlen x4, X, aus diesem Intervall, fiir die x, < x gilt,
die Ungleichung £(x1) < £(X ) bzw. £(%; ) > £(x,) eilt.
Fortsetzung Seite 96



93 Losungen

Losungen

Aufgabe G 11

Obwohl ein miglicher Lbsungsweg durch das Beispiel 1 auf der
Seite 29 bereits vorgezeichnet war, erhielten wir rund 30 %
falsche LYsungen., Der Hauptfehler war, daB die 2k-te Partial-
summe der Reihe falsch angegeben und berechnet wurde. Die 2k-te
Partialsumme entsteht durch die Summation aller Reihengleider
a, bis Gy und nicht durch die Summation nur der Reihenglieder
mit geradem Index:

2k X
Sox = I (=1)% 4 I (-1)2v.2y
v=1 vm1 ) -
Es wird eine Teilfolge der Folge der Partialsummen -
und nicht eine Teilfolge der Zahlenfolge {ay)l.,  betrachtet.

Wir mchten jetzt zwel verschiedene Lisungasmtgl ichkeiten ange-
ben:
1. Nach Gunter Gerbeth, 66 Greiz, 10, Klasse.

Bekanntlich ist %‘ a, = 0 eine notwendige Bedingung fiir die
Konvergenz der Reihe qua” (vergleiche Satz 8, WURZEL 3/75).
Wdre nun die gegebene Reihe konvergent, so miiBte lim(=1)¥v = 0
gelten. Ist aber { (-1)"\:}au ine Nullfolge, so mEBte zu jedem

a
vm1
reellen ¢ > 0 ein v, existieren, so daB fiir alle v > Ve gilt:

[(=1)V| = v <€ .

Dies gilt aber nicht, denn sogar fiir beliebige, aber feste re-
elle Zahlen ¢ - wir wihlen spegiell gy = g - und fir beliebi-
ge vy existieren steis unendlich viele nattirliche Zahlen v
mit v > veund v > %-- € -

Also ist die notwendige Bediugung fiir die Konvergenz der Reihe
v1‘.1(-1)"\: nicht erfiillt. Demnach muB8 die Reihe divergieren.

2. Nach Rainer Idndemann, 75 Cottbus, 11. Klasse.

E%r flihren den Beweis indirekt und nehmen an, daB die Reihe
Z (-1)vy konvergiert. Dann muB8 auch Jede Teilfolge der Par-

=1
¥1alaummon konvergieren. Diese Aussage fiihren wir zu einem Wi-
derspruch.
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Es gilt 8,, =v fiir jede natiirliche Zahl v . Der Beweis erfolgt
durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: v .= 1

B, = (1)1 L1+ (-2 221

Induktionsvoraussetzung: v=k, dann gilt 8y = k.
Induktionsbehauptung: v=k+1, dann gilt 8oy = k+1.
Beweis:

B2Kk+2 ™ Bk * 8241 * Boky2

By = k + (=12 | (2k41) & (-1)%E*2 | (2k42)

Bopez = kK + 1

Hieraus folgt, da8 die Teilfolge der Partialsummen {spy)>..
divergent ist, und damit ist unsere obige Agxsaga zum Wider-
epruch gefiihrt. Also divergiert die Reihe I (-1)Vv .

V=1

Eui'gabg G 12 (nach Eckhard Specht, Seehausen, 11. K:I.a:aso)

Skizze: E D & Bezeichnungen :

I 3 T H EG_ = a
HG =x
7 'y 8)c HG =1b
¥LDH = o
<DCB = B

K G

A /B

Offensichtlich gilt:
(1) Das gesuchte Quadrat ist dann am gréBten, wend seine Dia-
gonalen am griBSten sind,

(2) Das Quadrat ist dann am gréBten, wenn seine Eckpunkte auf
den Seiten des Sechsecks liegen.

(3) Wegen der Zentralsymmetrie gilt, daB der Mittelpunkt des
Quadrates mit dem Mittelpunkt des Sechsecks iibereinstimmt.

Man kann sich iiberlegen, daB8 (1), (2) und (3) erfiillt sein miis~
8en, denn jedes andere Quadrat im Inneren des Sechsecks wire ja
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kleiner. (1), (2) und (3) verletzem auch die Aufgabenstellung
nicht.
Wir erhalten: DH = a=x und IH = % DH, da a« = 30°

=2 IH + BED = 2a-x ,

=

(5)
(6)

Da GHIK ein Quadrat ist, gilt IH = HG = b,

Es folgt aus 2a-x ={3'x , daB x = (3 -1)a.

Aus (6) folgt dann HG = b =3« (3 =1)a ,
d. h. b = a(3 -+3 ).

Das Quadrat mit dem griBSten Fliécheninhalt hat also eine Seiten-
lénge von b = a(3-+3").

H=y3x ,da B = 120°

=

Aufgabe G 8 | (Nach H.-G. Martin, Jena, 11. Klasse)

Wie beim abstrakten Additionsautomaten fiir Dualzahlen gibt es
zwel Zustlnde z,, z,, die die Ubertrige charakterisieren, d. h.,
2 =po {290,2} = {0,1}. Die Eingabemenge ist

(00, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70
01y MM, 215 s .
02y 125 o0 ' _
05y e

X =p¢ You, ... 4
05, ... .
06, ... .
".07! LR see 77

Bel den Eingabesignalen kann man alle in elner Diagonslen stehen-
den Zahlen zu einer Eingabegruppe zussmmenfassen. Zum Beispiel
ist By, = {00}, E; = {05, 14, 23, 32, 41, 50}. Es gibt 15 Eingabe-
gruppen.

Y se?: die Ausgabemenge mit Y =g {0y weay 7).

Die Uberfiihrungsfunktion £ und die Ausgabefunktion g werden in
folgenden Tabellen angegeben (z € Z):

2(2,3) | x € By By B B, B, B E E B B B, By E, Es B,

Zo Soﬂozozozozozozozﬂhhz‘l31?'131
Z4 %5030203020305131515131215131
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g(z,x) | x € Ey By B, B; B Es B¢ By By B Eqo Biq Bip Eij By

Zo 012 3 456 7 012 3 4 5 6
Z4 1 2 3 456 7 0123 4 5 6 7

Der Addierautomst M= [2,X,Y,f,g] ist damit gegeben.

(Fortsetzung von Seite 92)

10) Man ermittle alle Paare (x;y) reeller Zahlen x und y, fiir die
die Gleichungen

2432 - 25xy - 73x + 25y - 35 =0 (1) und

¥ -y -2x=-2y~-7=0 (2) gelten.
(Klassen 11/12)

41) Es sei n eine natiirliche Zahl mit n 2 2. Jemand schrelibt n
Briefe, von denen jeder fiir genau einen unter n verschledenen
Adressaten vorgesehen ist, und steckt in jeden von n Umschlé-
gen genau einen dieser Briefe, ohne vorher die Adressen auf
die Umschlége zu schreiben. Da er nun nicht mehr weif, in
welchem Umschlag sich welcher Brief befindet, schreibt er
willkiirlich die n Adressen auf die n Umschléige (auf jeden Um-
schlag genau eine Adresse).

Man beweise: Die Wahrscheinlichkeit q, dafiir, daB bei keinem
der Adressaten der an ihn gerichtete Umschlag den fiir ihn vor-
gesehenen Brief enth&lt, hat den Wert

Qn = (=1)%. %T + (-1)3- %T + ..+ (=1)". %T .
(Klassen 11/12)

t Man bezeichne Jede iiberhaupt mdgliche Vertellung der
Briefe an die Adressaten ( jeder Brief an genau einen der
Adressaten) als einen "mdglichen Fall". Unter diesen bezeichne
man jede Verteilung, bel der fiir keinen Adressaten der an ihn
gerichtete Umschlag den fiir 1hn vorgesehenen Brief enthdlt,
als einen "giinstigen Fall". Die Anzahl aller "mdglichen Félle"
sel ai genannt, die Anzahl aller "giinstigen Félle" g,. Dann
ist die genannte Wahrscheinlichkelt q, definiert als g =50

p— i —  — ==~ =S L
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Beziehungen zwischen Physik und Mathematik (1)

2.2. Analogien zwischen verschiedenen Bereichen der Physik

Wir wollen die verschiedenen Arten von Schwingungen untersu-
chen, die von der Erscheinung her wenig miteinander zu tun ha-
ben. Als Ausgangspunkt widhlen wir einen Pederschwinger, einen
Korper mit der Masse m, der an einer Feder vernmachlissigbarer
Masse héngt. Pir die Riickstellkraft, mit der die Feder den
Korper in die Ruhelage zuriickzieht, gilt(Hooke'sches Gesetz)

=1
nN

F=m, =-k.yi

(=7
«t

m

de he die Kraft ist (das gilt nur fiir kleine Auslenkungen)
proportional der Elongation y, k ist die sogenannte Federkon-
stante. Wird die Reilbungskraft beriicksichtigt, dann ergibt die
Erfahrung, daB diese der Geschwindigkeit v = %¥ proportional
und dieser entgegangerightet ist.

Wir erhalten dann m . §:§ = =C . - k.y oder

2
g:% + % . §¥ + E'. y=0. (5)

Wir haben eine Gleichung vor uns, die neben den bekannten Gri-
Ben m, ¢ und k die unbekannte Funktion y sowie deren erste

und zweite Ableitung enthélt. Zu berechnen ist aus dieser
"Differentialgleichurg" die Elongation y als Funktion der Zeit %.
Dabei geht man in der Pfhysik oft so vor, daB man nicht die all-
gemeine Ldsung sucht, sondern ausgehend von der Erfahrung einen
plausiblen Ansatz macht. Wir wissen, daB eine geddupfte

Schwingung zu erwarten ist. In der Gleichung y = ymax.sin wt
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(vgl. Lehrbuch "Physik", Klasse 10) ersetzen wir daher
Ypay durch yo.e" t, um die zeitlich abnehmende Amplitude zu
beschreiben und erhalten als Ansatz

Yy =3, . ot o 8in wt (6)

Wir miissen jetzt priifen, ob dieser Ansatz eine ILYsung der Dif-

ferentialgleichung igt und,wenn das der Fall ist, die unbekann-

ten GréBen w = 21 £ = g-—r: und d berechnen.

Wir miissen also den Ansatz (6) in Gleichung (5) einsetzen. Dazu
bilden wir aus (6)

a%1 " T e—J"L (-dsin wt+w-cos wt )
at :
3."[:_1.1' Yo' oIt (dsin wt -2dw-cos wt- wsi n wt )
Einsetzen in (7) ergibt
Yot “[J “sinwl - 26w coswt - Wsinwl - = Jainwt + = weoswl o8 sinwl]ro
oder

go & [(r2du & w)coswl (2 W= S0 ,-'-‘,;)sinm‘.] =0

Dieser Ausdruck kann nur identisch fiir alle t verschwinden,
wenn sowohl die cos=- als auch die sin-Terme verschwinden. Wir
erhalten also zwei Gleichungen

w(-2d + 2) = 0 (7)

Jz-wz-%c‘.+£-0. (8)

Aus (7) erhalten wir & = §E (das Ergebnis w = 0 ist physika-
lisch uninteressant und bleibt auBer Betracht). Setzen wir das
in (8) ein und 1lYsen nach w auf, erhalten wir

2
k c
woell £ -
Die I¥sung lautet dagn
- . t 2
y=¥°.em « Bin n%"'—-z:m o« T (9)

2
Die Schwingdauer betridgt dann T = 21‘.(-IE - -1" )'1/ 2. bei Ver-
T 4m
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nachlédssigung der Diémpfung T = 21“% .

Piir groBe Démpfung (c= 2Vm.k) wird der Wurzelinhalt Null bzw.
negativ, es kommt dann keine Schwingung mehr zustande, die L~
sung ist in dieser Form nicht zu gebrauchen.

Wir zeigen noch eine zweite Moglichkeit der Lésung von Glei-
chung (7), indem wir mit komplexen Zahlen rechnen. Der Ansatz

lautet dann

Y=y, . 0%t (10) ,

wobei -(. komplex sein kann. Wir wollen deutlich machen, da8 wir
mit dieser hdheren Abatraktion schneller zum Ergebnis kommen
und deB die Ldsung allgemeiner ist. Darauf sollen auch die Le-~
ser hingewliesen werden, die das Rechnen mit komplexen Zahlen
nicht beherrschen und daher den Iosungsweg nicht verfolgen kon-
nen. -u.
Wir bilden wieder &% Yoo - o

'q = Yo 2.
Einsetzen in (5) ergiht

" 9_‘-*-[@+-—¢+—] o

V—z : (1)

und kdnnen zweli PFiélle unterscheiden:

(1) Starke Dampfung (c2 2 Vm.k')

_(c+c —E)t
Yy=y,.80 Zm ';2' 4 (12)

Wir erhalten

Hier ndhert sich die Elongation Yy, ausgehend von y = y, zur
Zeit t = 0 exponentiell der Ruhelage, eine Schwingung gibt es
nicht. Wir wollen hier nicht erdrtern, aus welchen physikali~
schen Griinden von den beiden in Gl. (11) gegebenen Fdllen in
(12) nur einer enthalten ist.

2
(2) Schwache Démpfung (c¢2 Ym.K und damit S ( K)
4m
Wir schreiben statt (11):

of -t V‘”"‘"‘!’ .- -1V(--—2)
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' “ 2
und erhalten N 7] -
Y = yo s © EE «© n m

Dafiir kdnnen wir schreiben (das soll hier nicht bewiesen wer-

den) - Bt 2
y=Y, 0 Zm «81n % - i;z « t ,

das ist wieder die schon gefundene Gleichung (9).

Wir haben hier typische Abbildungen physikalischer auf mathe-
matische Strukturen vor uns. Dabei ist wesentlich, daB man sich
nach Auffinden einer entsprechenden mathematischen Beschreibung
des Sachverhaltes voll auf den mathematischen Formalismus ver-
1848t und aus ihm mbglichet viel herausholt. Dabei darf man aber
nicht stehen bleiben, sondern man muB dann die Ergebnisse phy-
sikalisch interpretieren und experimentell priifen.,
Besonders bedeutsam ist aber die Tatsache, daB sich die Glei-
chung (5) mit ihren Ldsungen (9) und (12) auf viele andere,
nicht nur mechanische Fdlle iibertragen ldBt. Fiir einen elektri-
schen Schaltkreis, bestehend aus einem Kondensator mit der Ka-
pazitdt C und einer Spule mit dem Ohm'schen Widerstand R und
der Induktivitédt L gilt fiir die Stromstédrke i die Differential-
gleichung )

d-i R di 1
;t-z-+r.a-.ﬁ-+mali—0 |
Die Analogie zu Gl. (5) ist offensichtlich. Wir kdmnten dsher
die gefundenen ILosungen sofort ibernehmen, verzichten aber dar-
auf, diese niederzuschreiben. Es entsprechen einander

Dampfungskonstante ¢ und Ohm'scher Widerstand R

trige Masse m und Induktivitsdt L
Pederkonstante k und Kehrwert der Kapa- 1
zitdt

Dieser Zusammenhang ist nicht rein formal, er macht tiefere Be-
zlige deutlich.

3« SchluBbemerkungen
Aus der Fiille der Probleme der Anwendung der Mathematik auf die

Fhysik sind hier nur einige wenige ausgewdhlt worden und auch
diese konnten nicht erschdpfend behandelt werden, Weitere As-



Preisaufgaben 102

pekte sind eiwa Fragen physikalischer MaBsysteme und ihre Be-
zlehung zur Gruppentheorie, mathematische Modelle, Abstraktiong-
stufen physikalischer Aussagen, die historische Entwicklung be=
stimmter Gebiete der Physik bei fortschreitender Formalisierung
U. a. Aber auch andere Wissenschaftsdisziplinen zelgen eine
immer stirkere Tendenz gur Anwendung mathematischer Mittel. Nach
der FPhysik ist hier vielleicht die Chemie zu nennen, aber auch
elwa in Biologie, Okonomie und anderen Einzelwissenschaften igt
dleser ProzeB8 in vollem Gange.

Leiter des Wissenscimﬂsboreidn:
Physikmethodik

Preisaufgaben 7/75

G 37 Gegeben selen drei von Null verschiedene reelle Zahlen,
die eine arithmetische Polge bilden. Die Quadrate dieser
Zahlen bilden in der gleichen Reihenfolge eine geometrische
Folge. Man gebe alle mtglichen Quotienten q = g& diesex
geometrischen Folge an.,

_—

7]
()
Co

Man ldse in den reellen Zahlen das Gleichungssystem:

(x=-y V¥ =¥—£
(x+y /X = /T .

)

rp}
W
\D

Gegeben sind die Lingen zweier Dreiecksseiten b und c. Die
Lénge der dritten Seite a stimmt mit der Lédnge der auf a
errichteven Hiohe iilberein. Man berechne a.

=

Es sei a die Kantenldnge eines Wiirfels. Eine Kugel mit

dem Mittelpunkt O halbiere drei Kanten dieses Wiirfels,

die den gemeinsamen Eckpunkt A haben. Von K, einem dieser
Halbierungspunkte, wird die Senkrechte auf die Wirfeldia-
gonale durch den Punkt A gefidllt. Der Winkel zwischen die-
ser Senkrechten und dem Kugelradius OK wird von der Wiir=
felkante halbiert. Man berechne den Radius der Kugel.

[ ]
o~
o
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G 41 Im ebenen Dreleck werde vom FuBpunkt der drel HOhen das
Lot auf die jewells zwel gegeniiberliegenden Seiten gef&llt.
Man zeige, daB die FuBpunkte dieser sechs Lote auf einenm
gemeinsamen Krels liegen.

G 42 JlorazaTs, YTO €CJIH

tan o = ; y 8in g = \/%f? ’

T0 @ + 28 = & («,p - yrJH NepBOE YeTBEPTH ).

Fir jede vollsténdige Ldsung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jjahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das néichste Schul jahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben” an uns zu senden.

Wir bitten diejenigen Einsender zu den Serien 1/75 und 2/75,
die dies nicht beriicksichtigten und keinen Absender auf ihren
® Losungen angaben, uns zu schreiben.

EinsendeschluB: | 31. 8. 1975

Preis.aussdlreiben

Nicht ohne Grund fehlt bei diesem Heft die Abbildung auf der
ersten Seite: Das leere Feld soll Sie, lieber Leser, auffordern,
selbst einmal ein Titelbild fiir Thre Zeitschrift zu entwerfen.
Ihrer Phantasie sind dabei keine Grenzen gesetzt - nur sollte
das Bild mit dem Inhalt der WURZEL, also mit Mathematik in Ver-
bindung stehen. ' '

Fir die drei besten Einsendungen werden folgende Preise vergebeng

1. Preis: Biichergutschein iiber 30,- M
2. Preis: Bilichergutschein iliber 20,- M
3. Preis: Biichergutschein iiber 10,- M

Die prémiierten Zeichnungen erscheinen dann auf den Titelseiten
der Hefte 12/75 bis 2/76.

Ihren Titelbildvorschlag zeichnen Sie bitte mit schwarzer Tusche,
schwarzem Kugelschrelber oder Faserschreiber auf weiBen Zeichen-
karton (Format A 6). EinsendeschluB ist der 30. September.

Wir wiinschen viele Ideen und gutes Gelingen! i
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Die Familie Bernoulli

Wie die Familie Bach durch eine ganze Reihe hervorragender
Musiker bekannt ist, so ist die Baseler Familie der Bernoul-
1lis durch nicht weniger als acht zum Teil sehr bedeutende
Mathematiker, die drei Generatioren angehdoren, in die Geschich-
te eingegangen. Die Dynastie der Bernoullis wurde begriindet
durch Jakob Bermoulli (1654-1705) und seinen Bruder Johann
(1667-1748). Von den S&hnen Johamms ist vor allem Daniel so

wie auch sein Enkel Johann durch besondere Leistungen hervor-
getreten.

Jakob Bermoulli hatte urspriinglich Theologie studiert und da-—
neben auch Mathematik betrieben. Nach Beendigung seines Stu-
diums wnternehm er gréBSere Reisen durch Frankreich, England und
Holland, bei denen er mit fithrenden Mathematikern beksrmt ge~-
worden 1st. Durch sie angeregt studierte er die Arbeiten von
René Descartes, Christian Huygens, Joln Wallis und vor allem
die Verdffentlichungen von Gottfried Wilhelm Teibniz in den
Acta eruditorum, die in Leipzig herausgegeben wurden. Mit
Leibniz konnte er dann auch sehr bald persdnliche Verbindungen
herstellen. Durch intensives Eigenstudium erwarb er sich solche
Kenntnisse und machte so auf sich aufmerksam, daB er 1687 eine
Berufung als Professor der Mathematik an die Universitdt Basel
erhielt. Hier hat er bis zu seinem Tode gewlirkt,

Sein um 13 Jahre jiingerer Bruder Johann sollte nach dem Willen
des Vaters Kaufmann werden, setzte es aber durch, dafB ihm die
Famille das Studium der Medizin gestattete. Er schloB dieses
Studium mit der Promotion ab. Sein besonderes Interesse galt
aber der Mathematik, wobei ihm der Bruder Mdéglichkeiten fiir
seine mathematischen Studien erschloB und auch Hilfe zukom=-
men lieB. So wurde er in den Kreisen der Mathematiker bekannt
und 1695 als Professor an die Universitit Groningen berufen,
wo er bis 1705 arbeitete. Dann iibernahm er nach dem Tode des
Bruders den Baseler Lehrstuhl, wo er 43 Jahre wirkte.
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In sténdigem Gedankenaustausch mit Leibniz und in heftiger
Rivalitét untereinander haben die beiden Briider auf vielen
Gebleten der Mathematik grundlegende Ergebnisse gebracht. An
ihr Wirken erinnern mathematische Benennungen, wie

1. die Bernoulli-Ungleichung
(1+0)® 2 14nh  h> O ; n > 1, natiirliche Zahl
2. die Bermoullischen Zshlen

9 1 1 1 5
B.= — B--—_ B-—-— B--—_ B TR
T 6 2" 30 3 42 4 30 2 66 '

die bel der Entwicklung bestimmber Potenzreihen auftreten
und die der Rekursionsformel

308 = P DBy + e (1B, 4 (enad = 0
geniigen. .

3. die nach Jakob Bernoulli benannte Differentialgleichung
erster Ordnung y'+ £(x) * y + g(x) * y2 = 0 y D O, n & 1,
mit deren Hilfe eine Reihe komplizierter Differentialglei-
chungen gelGst werden k&nnen.

Jakob Bernoulli befaBte sich eingehend mit dem Studium der
Logarithmischen Spirale r = ‘t'n-tsea"3 (a >0, b > 0), Er hat diese
Kurve rektifiziert und ihre Sektorfliche ermittelt, auch stellte
er fegt, daB sie sich bei verschiedenen Transformationen repro-
duziert und daB ihre Evolute (4. h. die Kurve der Kriimmungs-
mittelpunkte) wieder eine logarithmische Spirale 'ist. Die
logarithmische Spirale bereitete ihm eine derartige Freude, daB
er anordnete, diese Kurven mit der Inschrift "eadem mutata
resurgo" - "Ich bleibe dieselbe, auch wenn ich ver#éndert werde'—
auf seinem Grabstein einzumeiBeln, ein Spruch, den das Geschlecht
der Bernoulli sich wohl als Motto setzen durfte. Die Spirale au?
dem Grabstein von Jakob Bernoulli sieht allerdings wie eine
Archimedische Spirale aus. - AuBer der logarithmischen Spirale
hat er ausfiihrlich die parabolische Spirale behandelt, ihre
Tangente und Kriimmung genau studiert und die Rektifikation und
Quadratur durchgefiihrt,

ﬁbrigens hat Jakob Bermoulli die von ihm behandelten Kurven in
rechtwinkligen cartesischen Koordinaten dargestellt, selbst
dann, wenn sich wie bei den Spiralen Polarkoordinasten geradezy
anbieten.
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Jakob befaBte sich auch als einer der ersten mit der Theorie
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese Untersuchungen sind
erst nach seinem Tode verdffentlicht worden, unter dem Titel
"ars conjectandi". Es werden die Permutationen und Kombina-
tionen mit und ohne Wiederholung ausfiihrlich von ihm behan-
delt und es findet sich in dieser Schrift auch das Bernoul-
lische Gesetz der groBen Zahlen, das in etwa besagh: "Je grdBer
die Zahl der Félle ist, die bei einem zufdlligen Ereignis
auftreten, um so besser pflegen die betrachteten Verhdltnisse
dem Verhalten der mathematischen Formeln zu entsprechen'.

Fiir diesen Satz hat Jakob Bernoulli mathematische Beweise
geliefert. — Jakob hat sich auch mit unendlichen Reihen be-
schéftigt und festgestellt, daB eine Summenbildung bei be-
stimmten Reihen auf einen Widerspruch fiihrt. So hat er die
Divergenz der Ieibnizschen harmonischen Reihe nachgewi esen.

Auf Aufforderung seines Bruders Johann studierte er die
Brachystochrone, d.h. die Kurve, léngs welcher sich ein Massen-
punkt unter dem EinfluB der Schwere von einem Punkt A zu einem
Punkt B mdglichst rasch bewegt. Jakob fand, daB diese Kurve
eine Zykloide ist, was auch Leibniz bereits bekanmt war. Beil
der Verdffentlichung seiner Lésung stellte er eine neue Auf-
gabe, die unter dem Namen isoperimetrische Aufgabe bekannt ist.
Sie verlangt das Auffinden einer Kurve von bestimmter Lénge,
die unter Beachtung von Nebenbedingungen eine maximale Fléche
einschlieBt. Die Behandlung dieses Problems fiihrte zur Ent-
deckung der Variationsberechnung. Er fiihrte dabei die bissige
Bemerkung an, es sel jemand, fiir den er selbst biirge, bereit,
seinem Bruder, falls er die Aufgabe 1ldse, 50 Dukaten auszu~
zahlen. Johann aber l0ste das Problem und fligte hinzu: "Es hat
nur wenige Minuten in Anspruch genommen, um die Aufgabe anzu-
sehen, sich daran zu machen und das ganze Geheimnis zu 16sen".
Er stellte nun seinerseits die Aufgabe nach der kiirzesten Linie
zwischen zwei Punkten auf einer konvexen Oberfléche (geodi-
tische Linien), wobei er die Art der zugelassenen Oberfléchen.
und die in Frage kommenden Losungsmethoden stark einengte. So
blieb ihm die MBglichkeit, die von Jekob zu erwartende Losung
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wegen ihrer "mangelnden Allgemeinheit™ zu kritisieren und selbst
das Problem susfiihrlich zu behandeln. Der Streit der Briider hat
so zur intensiven Behandlung mathematischer Probleme der Varia-
tionsrechnung gefiihrt. Es gab noch mehrere solcher Kontroversen,
so bel der Bestimmung des Kriimmungsradius von Kurven.

Johann hat such durch die systematische Behandlung gewdhnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung GroBes geleistet. Thm
verdanken wir dle Methode der Trennung der Variablenm, das Prin-
zip der Variation der Konstanten bei bestimmten Gruppen. Johann
hat auch als erster ausfiihrliche Vorlesungen iiber Differential~
und Integralrechnung gehalten, die allerdings als Buch sehr
spét herausgegeben wurden. Ein im Jahre 1696 gedrucktes Werk
der Differential- und Integralrechnung von dem franzdsischen
Mathematiker 1'Hospital benutzt die von Johann Bernoulli in
Paris gehaltenen Vortrége. L'Hospital kommt nur das Verdienst
zu, sle geordnet und pédagogisch aufbereitet zu haben. Auch hat
Johann Bernoulli durch seine Untersuchungen zur Entwicklung des
Funkctionsbegriffes beigetragen. Er verstand unter einer Funktion
einen analytischen Ausdruck, der irgendwie sus Verénderlichen
und Zahlen zusammengesetzt ist. Diese Definition muBte natur-
gemé@l zu der Frage fiihren, ob denn die durch analytische Aus-
driicke dargestellte Abhéngigkeit alle mSglichen Arten des Zu-
sammenhangs zwischen Verénderlichen erschdpft. Diese Frage wurde
dann in der Literatur des 18. und 19. Jahrhunderts wiederholt
behandelt. SchlieBlich hat Johann Bernoulli das bleibende Ver-
dienst, Leonhard FEuler, einen der fruchtbarsten Mathematiker
aller Zeiten, gefdrdert und zu wissenschaftlicher Reife cefiihrt
zu haben. |

Prof. Dr. Otto Stamfort
em. Prof. beim Bereich Methodik
deg Mathematikunterrichts
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Lésungen

Zu den Lisungen der Serie 2/75

Keine wesentlichen Fehler traten bei den Lsungen der Aufgaben
G 8, G99 und G 12 auf; eine Losung der Aufgabe G 11 wurde zu-
sammen mit einigen Bemerkungen bereits in der WURZEL 6/75 ver-
offentlicht. Beli den Ldsungen der Aufgabe G 7 fehlte hiufig die
Konatruktionsbeschreibung, und zur Aufgabe G 10 erhielten wir
leider keine vdllig richtige IGsung. Es wurden stets nur ein-
zelne LUsungspaare und nicht die gesamte Losungsmenge des Glei-
chunggsystems angegeben.

Zu den Losungen der Serie 3/75

Charakteristische Fehler traten in dieser Serie bei den Aufga=-
ben G 14, G 15 und G 16 auf. In den LOsungen zur Aufgabe G 14
wurde nicht immer die gesamte Losungsmenge

{x: x = %%-+ 2kn oder x = ;g + 2kn, k ganzzahlig)

angegeben, und in den LYsungen zur G 16 wurden einzelne Beweis-
schritte ungeniigend oder falsch begriindet. Zur G 15 erreichte
uns leider keine richtige Losung. Haufige Fehler waren die fal-
sche Angabe der Zahl der Reflexionen ( [§] ist falsch!) sowie
fehlende notwendige und hinreichende Bedingungen fiir eine Re=-
flexion durch A.

Wir haben es nicht als Fehler gewertet, wenn die endliche Linge
der Schenkel nicht beriicksichtigt wurde. Auch wir geben eine
Losung fiir den Fall "unendlich lange Schenkel" an.

Aufgabe G 15
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Bs seien Ay (i=1,2,...) die_Eg?lexionspunkte.

Dabel liegen die Aog.q auf SB, und die . .

Ay auf 5B (K=1,2,...). In Drehrichtung von SB, nach SB, kon-

8fruiert man nacheinander die Winkel 4IB1SBZ, &.BZSB sones mit
<}LBiSBi+1 =a (i=1,2,...). Wenn man auf den Seiten §§; (mn=2,3,..)
die Strecken S_A-';=§E abtrédgt (A, = Aj), kann man zeigen, daB
die Punkte AjsA)s ... auf genau einer Geraden liegen. Dazu ge~
nigt es zu zeigen, daB drei aufeinanderfolgende Punkte
%’A&lﬂ'%ﬂ auf einer Geraden liegen (m=0,1,2,...; AEAO):
Wegen AA&IS%“%’A ApSA 4 folgt ¥A$%+1S= ¢jﬁnAm+1S,a.nalog
%41 SAne2™ By Shn,p0 de he XS AL o= X SA A L.

Nach dem Reflexionsgesetz iat X S%+1%+Z= {AmAmHBO,., und folg-

P AR5 ¢ ¥ ML = S A S+ F Ak Bo s =
Man kann also den Weg des lLichts entlang des Polygonzuges
AA1A2... auffaessen als Weg des Lichts liéngs der Geraden 1. Weil
die Gerade nur endlich viele Seiten SB schneiden kann, ist die
Zahl der Reflexionen endlich.

Ist die Seite S_EI_] die letzte, die vor 1 geschnitten wird, so
g1lt: n.x < B und (n+1). @ 2 B, d.h. die Anzahl der Reflexionen
ist gleich dem n, firr das gilt: n < &<ne1.

Die Punkte C, entstehen durch Spiegelung von C,_q an §I§;

(m=2,3;4s4); C, entsteht durch Spiegelung von A an SB,.
Offensichtlich ist der Lauf des Lichtstrahles durch den Punkt A
gleichbedeutend damit, daB einer der Punkte Cm auf 1 liegt.
Man unterscheidet zwei Fille:

a) Ck €1, K gerade

b) Cyp €1, K ungerade

zu a) Es sei y = & ASB; Offensichtlich ist « ASCy = K. o
4 G
Weil A ASCy gleichschenklig ist, gilt: & SACy = = - EEE_ ;
andererseits gilt: <« SAC, =Y + T - B
(weilB=Y+¢:ASCK+ X SC Y + ¥ ASCy + & SAC

kA
B + « SACK

B =Y 4+ T -4 sAC

K
Y + é.ASCK + 2% SAC

K

K)
Folglich: x = .Ié_g s Y# T =P s

d. h. K wBEBY = (1)
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zu b) Hier ist ‘FASGK = (K+1) o = 2y

und wie bel a):

g_(K+12)C!-2'Y =Y + T - ’
d. h. E+1 = g m-n . ] (2)

Umgekehrt, fijhrt man die Uberlegungén_rﬁckwﬁrta3 ist zu sehen,
da8 bei Erfiilllung einer der Bedingungen (1) oder (2) bei ganz-
zahligem K 1 durch CK lauft.

Aufgabe G 13 (nach Margit Birnbaum, Greifswald, 11. Klasse )

Offensichtlich gilt: (k e N) .

a) In der (2k)-ten Gruppe stehen 2k gerade Zahlen

b) In der (2k+1)-ten Gruppe stehen 2k+1 ungerade Zahlen
in natiirlicher Reihenfolge.

Deshalb ist zundchst eine Pallunterscheidung ginstig.
1. n gerade

Anzahl der geraden Zahlen, die vor der n-ten Gruppe stehen:
24446440 o+ (n=2) = B Ii=g (wegen a)

Polglich heiBt die letzte dieser Zahlen:

5, n(n-2) _ n(n-2)

Damit heiBt die erste gerade Zahl der n-ten Gruppe Ejg:gl 24
Die iibrigen Zahlen dieser Gruppe lassen sich dann darstellen
in der Form:

n(n=-2) _ 4, EI%:EZ + 6, ves , Eigzél + 2n.

Fir die Summe dieser Zahlen ergibt sich somit:

n
n . ELE:él’+ 2. £ i=n. Eﬁ%:gl + n(n+1) = g-(n2+2).

= i=1 S=cmomnm

2. n ungerade

Anzghl der ungeraden Zahlen adie vor der n-ten 'Gruppe stehen:
1T+ 3+ 5 4.ee+(n=2) = n=1 (wegen b). Folglich heiBt die
letzte dieser Zahlen:

2.-%71)—2- _1=_(1'11—1_)E_]-
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Deshalb heiBt die erste ungerade Zahl der n-ten Gruppe

-1 )2 =1)2
(Tl1 —1)+2=£n11—L+1.

Die librigen Zahlen dieser Gruppe lassen sich dann darstellen
in der Form

(=12 , 5 (LT Sy wen s iigtl 4 (2iind Y

Die Summe dieser Zahlen lautet:

- n
no B L 5 (e1) - (B3R, 2 -3 ( “+1)

i=1

Aus 1. und 2. ergibt gich fiir beliebiges n: Die Summe der Zah-
len der n=-ten Gruppe lautet

g-[nz 4 g # (=1)% . %] .

Aufgabe G 18 nach Norman Bitterlich, Karl-Marx-Stadt,
12. Klasse
Wir setzen Xq + X5 teeet X, = 8.

Daraus folgt fiir das Gieichungusystem:
xk(s-xk) + (k2+k)32 = (2k+1)2a2
)%a®

xi ~ 8X) - (k2+k)32'+ (2k+1 = Qo

PFir Xy erhalten wir:

12 2

xk‘l; 5‘- X (2k+1)-.h- g8 - a

Wir suchen nur eine Losung; diese sei

. “ .
=5 - @) 3 e - a2 (1)
n 1] T
l.e S 1 2 2
Y X, =8 = - & (2i41)\/5 € - @&
k=1 K 27T 4 .
2 _ 2
= &

555 - f(n+1)2-1)\/§ g

@,
li

2
~—
=
1
o

i
-~
:-:J. -
=5

=
~
(01}

i

o]

= B
(1 +2n)%=(n=2)2

= » H(n +2n)'lal (2)
V(u=+20)°=(u=2)"
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e -

Durch Einsetzen von‘(2) in (1) erhalten wir eine Ldsung des
Gleichungssystems:

k=1,2'li -,IJ-

- 21;2+2n) - (n=2)(2k+1) < a|

Xy z
V(n2+2n)2 - (n—2)2

L) N
Aufgabe G 17 | nach Frank Burghardt, Prankfurt (Oder),
11. Klassse

Satz 13' aus dem Artikel "Unendliche Reihen": .

eo 3
B1av sei eine unendliche positive Reihe. Der Grenzwert
V=

lim Y/a, = A mdge existieren.

V- 00

=]
Dann gilt: E‘1 a, konvergiert, falls A < 1 ist.
v=
Die Reihe o v+ )“ :
v§1(2§?:;%‘ hat nur positive Glieder. Es gilt
Vo — _ 1’ ggvm?)" _ ggum; _5 1 1
_%}ﬁ & = %3& (_v2-v. - %}3 V2 ey! © 2'335 (v-v! - v2 eyl
1

5 1
gt ¥ 30wy “0%0s

Daraus folgt nach dem oben zitierten Satz die Konvergenz der
Reihe.

Il

OIOIW|U[RIS|T|{o|LIO|R|ID|OIR
F|s|U|o|lo|A|R|A|U|K|A|R|I|E
OIP|R|UIE|FIUIN|G|<O(M|A|C|H
DIO|Z|E|N|T|E|N|¢o|D|O|C|[H|O
A|R|E|S|T|o|BlA|S|S|o|H|0|0
N|E|L|K|E[¢|S|o|I|A[H|E|N|O
o|Nlo|u|v|r|a|s|T|o|0|N|Y|X
Alo|BlE|T|E|L|o|Z|A[R|0o|S|¢| (Aufldsung des Kreuzwort-
S|EIR|B|E|N|o|R|E|N|N|T|A|G| rétsels aus Heft 4/75)
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Unendliche Reihen (lil)

Auf Grund der Einsendungen zu den Preisaufgaben G 17, G 22,

G 23 erscheint es sinnvoll, dem Artikel "Unendliche Reihen"
(WURZEL 2/75 und 3/75) einen dritten Teil hinzuzufiigen, der
sich mit der Umordnung unendlicher Reihen beschéftigt. In den
uns zugesandten ILdsungen traten aus Unkenninis der fir unend-
liche Reihen geltenden Gesetze eine Anzahl von Ungenauigkeiten
und Fehlern auf.

Im Teil I des Artikels stellten wir feat, daB Z ay eine
Abkiirzung filir den Grenzwert 1im vE ay iat WBgen dieses
Grenziibergangs miissen die fﬁr endliche Summen geltenden Geset-
ze der beliebigen Umordnung fiir unendliche Reihen neu Uberprift
werden.

Wie leicht des formale Rechnen mit unendlichen Reihen zu Feh-
lern filhrt, zeigt das folgende Beisplel:

[+ <]
Aus der reellen Analysis ist 1n 2 = zﬂ(-1)v+1-% hélcannits Dies
V=
gse Reihe wird jetzt umgeformt:

1n2=1—%+%---}+...

=(1+%+%+-}+...)-2-(%+%+%+-.-)'
=(1+%+%+...)-(1+%+-}+...)
= 0,

Wir erinnerm an die Definition der Konvergenz einer unendli=-
chen Reihe (Def. 6 in WURZEL 2/75) und definieren jetzt die ah=
solute Konvergenz einer unendlichen Reihe.

Definition {

© 00

Die unendliche Reihe 81 8, geiﬁt absolut konvergent,
V=

falls die unendliche Reihe Z |ay| konvergiert.

v=

Aus dieser Definition folgt also sofort, daB fiir unendliche Rei-
hen mit positiven Gliedern (a, 2 0) die absolute Konvergenz mit%
der normalen Konvergenz iibereinstimmt.
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Satzaz 15:
[+ ]

Falls die Reihe 2:1 a, absolut konvergiert, so kon-
V= i
vergiert sie auch im Sinne der Definition 6.

Beweis:

Nech dem Cauchyschen Konvergenzkriterium (Satz 7) geniigt es,

zu jeder positiven reellen Zahl € eilne reelle Zahl Mg zu finden,
so daB fiir alle natiirlichen Zahlen n,m> Me die Ungleichung

< g (=)

n m
v§1-a“ - v§1 v
erfiillt i.e'l;m.c| ; .
Die Reihe £ =, ist absolut konvergent, d. h. es gllt:
Pr beliebiges, festes ¢ >0 existiert ein Mi , so daB fir
n,m >N

< E

n m

v=1 v=1

gilt.
Wir setzen M, =, M und schéitzen die linke Seite von (* ) ab:

E % max{n,m) max(n,m) | |
a, - a,| = a, S a
v=1 et v=1 2 v=min(n,m)+1 v v=min(n,m)+1 v
| z |ay| > ( <
' ay| - a €
s v=1 ¥ v=1 I v
nach Voraussetzung der absoluten Konvergenz. s

Satz 16:

[= +]
Konvergiert die unendliche Reihe 81 ay s 80 kon-
vergiert auch die Reihe v
o0 “p,
p=1 V=VH_1+1
und hat dieselbe Summe wie die Ausgangsreihe.
Bemerkung :
Dabei gilt p € Nz, vo =pp O und v, < vy, fir alle pu,
oder, anders geschrieben:

) Vi )
z T a = (84+ ... + & ¥ +
u=1 V=\'u_1 1 v ( 1 . 91 ) (av1+1 P + avz ) 4+ ees

Die Reihe wird nicht umgeordnet, in ihr werden nur Klammern ge-
getzt.
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Beweis:

Die Folge der Partialsummen {5} _, der neuen Reihe ist
nichts anderes als die spezielle Teilfolge (s, );_.

der Folge der Partialsummen der Ausgangsreihe.

Wegen der Konvergenz von 51 a, konvergiert die Folge der
Partialsummen {s,}n-1 - Ve

Dann ist aber auch nach Satz 6 jede Teilfolge konvergent, also
ingbesondere die Teilfolge {By, )y _,* Wegen s, = B¢  fiir
beliebige k gilt damit:

1imsn=1imsvk-11msk=s. [

n-00

Wir sehen, daB in konvergenten Reihen Klammern gesetzt werden
diirfen. Das Umgekehrte, in konvergenten Reihen Klammern fortzu-
lassen, ist im allgemeinen nicht richtige.

Ea gilt
?’i [(-1)Y + (-1)¥*'] = (1=1) + (1=1) + ... =0,

Werden in dieser Reihe aber die Klammern fortgelassen, so ent-
steht die uns bekannte divergente Reihe 1-1+1-=1+ see

Aus den Einsendungen zur Aufgsbe G 23 ein Belspiel fiir die Um-

ordnung einer unendlichen Raihe:
1 _ 1
nEg n--l-n'_m — 2' 5 3 'E TT 5_8 + as e

=B1+32+83

_ 1 1 1
mit 31-2—.-5-+-578+'8-.—1T+.-.

82 = 3—5. -+ E—g. + oo
8,4 = 1—7-1 -+ m1 +
3 . = L ] 8
0
Ordnen wir die Reihe z1 a, (»)
V=

um, so erhalten wir die Reihe

oo 1]
Z ay () ,
p=1

wobel gilt:
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Jedes &, ist mit einem bestimmten Glied a, der Reihe (s ) iden-
tisch, wobei die Folge {vk}f_1 ohne Iiicken und Wiederholungen
die natiirlichen Zahlen durchléuft. -

Satz 17:

Wenn die Reihe (* ) absolut konvargiert, so ist auch
die aus ihr durch Umordnung ihrer Glieder hervorge-
hende Reihe ( * * ) konvergent und hat dieselbe Summe s
wie die Ausgangsreihe, )

Wir geben zu diesem Satz keinen Beweis an. PFiir konvergente Rel-
hen mit positiven Gliedern gilt also, daB sie beliebig umgeord-
net werden ktnnen, da fiir sie die absolute Konvergenz und die
normale Konvergenz gleichwertig sind.

Satz 18 (Umordnungssatz von Riemann):

00
Wenn die unendliche Reihe I a, konvergiert, aber

nicht absolut konvergiert,v;L konnen fiir jede vorge-
gebene Zahl a (endlich oder gleich o ) die Glieder
dieser Reihe so umgeordnet werden, daB die Summe der
umgeordneten Reihe genau gleich a ist.

Auch dieser Satz erscheint hier ohne Beweis. Dafﬁr'wollen wir
fiir diesen, auf den ersten Blick kurios erscheinenden Sachver=
halt ein Beispiel angeben.

o0
Wie bereits erwidhnt, gilt 1n 2 = 21(-1)V+1.3- .
] V=

AuBerdem ist diese Reihe nicht absolut konvergent:

1 ® 1 . .
- = £ = = - harmonische Reihe.

g
v vz V

v=1
Wir wdhlen a =pp % * 1n 2 und ordnen unsere Ausgangsreihe so um,
- daB nach jedem positiven Glied jetzt zwei negative Glieder fol-

gen:

(=1)Vv+1.

1 1 1 1 1 1 1 1
1--2-—I+3-—~5--8-+ eve + FoOT = v —="7Iv + sse

Berechnen wir die Partialsummen En der entstandenen Reihe, so
erhalten wir:

A (N I __1_5(1 __1)
3k v=1 \2v=1 Iv=2 "~ Tv) T yZ \Bv=2 T Ry

w Ly 5 [omd _1) =N
=P\ T " 2Bk
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L]

2k -
wobeli s, = T (=1)v+1 °% die 2k-te Partialsumme der Ausgangs-

V="
reihe ist. Wegen der Konvergenz dieser Reihe konvergierit auch
die Teilfolge der Partialsummen {szk}‘:ﬂ (Satz 6).
Daraus folgt _

lim sz =1ln 2 = 2.1im 53}: 9

k>0 ko0

1im 33k=%1n2 .

k—>om

Da auBerdem noch
Bag.q = B3¢ + %E :
8 & B I i
| 3k=2 3k T Tk-Z2 T 7Tk
gilt, erhalten wir
lim 8

% - 1,

k—=>o k-
Hierdurch sind aber alle mSglichen Partlalsummen erfaft, und
es folgt F

lim 8, =w 1ln 2 , d. h.

n—+o n 2' ’
(1-%-%"‘%-%“&4'...)3%‘1112.
Der Umordnungssatz von Riemann und das anschlieBSende Beispiel
zeigen also noch einmal deutlich, da8 fiir das Rechnen mit un-

endlic hen Reihen die Eigenschaften endlicher Summen nicht for-
mal ilbertragen werden diirfen.

Hans-Gerd Leopold
Forschungsstudent
im Bereich Analysis
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Preisaufgaben 8/75

G 4 Gegeben selen zwei reelle Zahlen a und b. Zwei Zahlen-
folgen Bys8p90003 bvbe"' wqrden wie folgt gebildet:
: a,+b : +b
a+b 1701 By +Px
G =g n B Bg wowew By STE 0 oo

g =T s By BT o emey By S5 0 e

Man berechne 1lim a und lim bk'

ko0 k—» o

(G 44) Man beweise, daB fiir 0sx <1 gilt:

2
arcsin x - arcsinME =

N g

Man l1lse das Gleichungssystem
cot x + 8in 2y = sin 2x

2 8in y sin(x+y) = cos x .

Man gebe alle reellen Werte m an, fiir die die Unglei-
chung

mxz-4x+3m+1=-0

fixr alle positiven x erfilillt ist.

~ Can )
L =
o U
S S

(G 47) Ist die Zahl 10 10 ... 10 1 durch 81 teilbar?
80 mal
(G 48) [JiokazaTh, 4TO M3 TPEX OTPE3KOB C IAIUHaAMK a > O, b > O,

c >0 MOXHO NOCTPOMTHL TPEyrOoNBHMK TOrma ¥ TOJABKO TOI'I4,

KOorna
pa2 + qb? > pqc?

-]

INd JRNOHX YMCEeN P ¥ q, CBABAHHHX COOTHOWEHUEM p + q = 1.

EinsendeschluB:| 30. 9. 1975
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Im zweiten Teil unseres Artikels zu Problemen der Kurvquefini-
tion (WURZEL 6/75) geht es um
|

Tépbiche und Schwamme

Nachdem wir uns im ersten Teil dieses Artikels mit einigen un-
vollkommenen Versuchen einer Kurvendefinition beschdftigt ha-
ben, wollen wir nun zeigen, auf welche Weise dieses Problem ge-
15at wurde. Zwar konnen wir hier nicht auf die erwidhnte Urysohn=-
sche Definition fiir Kurven in beliebig-dimensionalen R&aumen
éingehen - hierzu fehlen uns noch die notigen mathematischen
Voraussetzungen -, wir wollen aber eine wichtige Vorstufe da-
zu kennenlernen: die Definition fiir Kurven der Ebene nach dem
deutschen Mathematiker G. Cantor (1845 - 1918), dem Begriinder
der Mengenlehre. _
Wir hatten im Teil I vereinbart, die "verstreuten Punktmengen"
(Abb. 6) von den Kurven auszuschlieBen. Diese Festlegung fihrt
bereits zur ersten definierenden Eigenschaft fiir Kurven:

(1) Sie sind zusammenhdngende Mengen.

Den Begriff "zusammenh#dngend" sollen Abb. 10 und 11 veranschau-
lichen.

- -

£ ] ———3
| = -
Abb. 10: zusammenhédngende Abb. 11: nicht zusammenhiingende
Mengen Mengen

Jedoch haben offensichtlich auch Fldchen noch diese Eigenschaft.
Um die Mengen, die wir als Kurven bezeichnen wollen, auch von
den fldchenhaften Gebilden zu unterscheiden, miissen wir sie
noch durch eine zweite Eigenschaft charakteriaierén:
(2) Fir jeden Punkt x der Menge gilt: in jedem beliebig
kleinen Kreis mit dem Mittelpunkt x ist stets noch
ein Punkt enthalten, der nicht zu der Menge gehort.

Der Leser kann sich en Hand der Abb. 1 - 4 und 6 (S. 88/89)
selbst davon iiberzeugen, daB die anschaulich als Kurven bezeich-
neten geometrischen Gebilde tatsichlich die Eigenschaften (1)
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und (2) haben, widhrend”die "Nichtkurven", wie "verstreute
Punktmengen" oder Quadratflédchen, mindestens eine dieser bei-
den Eigenschaften nicht besitzen.

Un die Kurven fiir ihre Untersuchungen "greifbarer" zu machen,
hat Cantor der Definition noch eine dritte Eigenschaft hinzuge-
fiigt:
(3) Jede von ihnen ist abgeschlossen (im gleichen Sinne

wie ein abgeschlossenes Intervall) und in einem

Kreis mit einem endlichen Radius enthalten.
Diese Eigenschaft hat aber pur technische Bedeutung und ist im

" Grunde nicht wesentlich.

Wir konnen nun die Kurven im Silnme  Can tor s bestimmen.

Definitilon:

Bine sbene Kurve ist eine Teilmenge der Ebene, die
die Eigenschaften (1), (2) und (3) besitzt.

Wollte man diese Definition in eine analoge Kurvendefinition

fiir den dreidimensionalen Raum umformen, so miiSte man die in
Eigenaschaft (2) vorkommenden Kreise durch Kugeln ersetzen. Wie
der Leser leicht einsehen wird, wédren dann im Raum liegende
Fldchen von dieser libertragenen Kurvendefinition nicht mehr aus-
geschlossen. Die Cantorsche Definition ist also auf die Ebene
beschrénkt.

Wie kompliziert eine Kurve im Cantorschen Sinne sein kann, wol=-
len wir an folgendem Beispiel demonstrieren.

Wir zerlegen das Einheitsquadrat [0,1] x [0,1] in 9 kongruente
Teilquadrate und entfernen das mittlere davon. Die von

[0,1] x [0,1] iibrigbleibende Menge ist dann noch zusammenhdn-
gend. Mit jedem der verbliebenen 8 Teilquadrate verfahren wir
nun genauso wie mit dem Einheitsquadrat. Wir teilen es wiederum
in 9 kongruente Teilquadrate auf und streichen jeweils das mitt-
lere heraus. Auch jetzt ist der von [o0,1] x [0,1] verbleibende
Rest noch zusammenhéngend. Diesen ProzeB des Ausstreichens von
immer kleiner werdenden Quadraten aus dem Einheltsquadrat

denken wir uns unbegrenzt fortgesetzt (dritter Schritt siehe
Abbildung 12).
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Abb. 12

Die Menge S aller derjenigen Punkte von [0,1] x [0,1], die
dabei niemals von einem auszustreichenden Quadrat erfaflt wer-
den, bildet den sogenannten Sierpinski-Teppich (benannt nach
dem polnischen Mathematiker, der diese Menge als erster
konstruierte). (Wer will, mdge sich S als ausgewalzten
Plédtzchenteig vorstellen, aus dem immer kleiner werdende
quadratische Platzchen in der in Abb. 12 dargestellten Welse
ausgestochen werden.)

Auch die Menge S ist wieder zusammenhingend. AuBerdem igt sie
abgeschlossen und in einem Kreis z. B. vom Radius 2 enthalten.
Wir wollen nun noch zeigen, daB S auch die Eigenschaft (2) aus
der Cantorschen Kurvendefinition besitzt. Dazu sei x ein belie-
biger Punkt von S und K ein Kreis um x mit dem beliebig kleinen
Radius r. Nach der Konstruktion von 5 ist x bei jedem Zerle-
gungsschritt des Einheitsquadrates in einem Teilquadrat enthal-
ten. Da die Seitenldnge der Teilquadrate nach jedem Schritt um
2/3 verringert wird und deshalb gegen Null strebt, muB ein x
enthaltendes Teilquadrat existieren, das ganz im Kreis K liegt.
Aus der Mitte dieses Teilquadrates wird aber beim nidchsten Kon-
struktionsschritt von S ein Quadrat entfernt, so daB also auch
K noch Punkte enthdlt, die nicht zu S gehdren. Da wir x und r
beliebig gewdhlt hatten, haben wir damit die Eigenschaft (2)
fir S nachgewiesen.'
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Der Sierpifiski-Teppich S besitzt also alle drei Kurveneigen=-
schaften und gehdrt deshalb ebenfalls mit zu den Kurven im 3in-
ne Cantors.

Bei der Untersuchung vieler in der Praxis vorkommender Kurven
gind nur ganz bestimmte Eigenschaften interessant. An einem
U-Bahn-Streckenplan zum Beispiel sind fiir den Fahrgast doch
eigentlich nur solche Informationen wichtig, wie die Reihen-
folge der einzelnen Stationen und die Kreuzungs- und Verzwei=-
gungspunkte von verschiedenen Strecken. Nebensidchlich dagegen
gind solche Angaben, wie die der Entfernungen zwischen den Sta=-
tionen oder des genauen Streckenverlaufs. Verzichtet man auf
diese Angaben, so ldaBt sich das Streckennetz wesentlich iiber-
gichtlicher daratellen. Mathematisch ausgedrickt ist diese Dar-
stellung das eineindeutige und in beiden Richtungen stetige

(s« S. 90) Bild der Kurve, die durch das Streckennetz gebildet
wird. Eineindeutige und in beiden Richtungen stetige Abbildungen,
auch topologische Abbildungen genannt, sichern ndmlich gerade,
daB die oben geschilderte Struktur erhalften bleibt. Stellt man
sich eine Kurve aus Gummiseilstiicken zusammengesetzt vor, so
wird sie durch topologische Abbildungen verbeult, gedehnt oder
gestaucht, ohne daB dabei der Zusammenhang der Stiicke veridn-
dert wird oder neue Schnittpunkte hinzukommen.

Der Sierpifiski=Teppich S hat nun die bemerkenswerte Eigen-
schaft, daB8 er von Jeder ebenen Kurve im Cantorschen
Sinne ein topologisches Bild als Tellmenge enth&dlt. (Es wiirde
8ich also beispielsweise auch jedes noch so komplizierte U-Bahn-
Netz in S darstellen lassen.) Den Beweis dieser Assage wollen
wir hier nur andeuten.

Dazu seli C' eine beliebige ebene Kurve im Sinne Cantors. Wenn
wir eine Menge S' finden konnen, die C' als Teilmenge enthidlt
und die topologisch auf den gesamten Sierpifiski-Teppich S abge=
bildet werden kann, so wird offensichtlich auch C' topologisch
auf eine Teilmenge von S abgebildet.

Eine solche Menge S' wollen wir nun konatruieren., Da C' als
Cantorsche Kurve in einem Kreis mit endlich groBem Radius ein-
geschlossen ist, existiert auch ein Rechteck R, das C' als Teil-
menge enthédlt. Wir teilen R zundchst in 9 kongruente Rechtecke
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auf (gestrichelt in Abb. 13). Aus Eigenachaft (2) der Kurvende-
finition ktnnen wir schlieBen, daB im mittleren dieser Rechi-
ecke noch ein Rechteck enthalten ist, das die Kurve C' nicht
schneidet. Die Seiten dieses Rechtecks verléngern wir bis zu
den Seiten von R, so daB insgesamt 9 neue Rechtecke entstehen.

Das mittlere davon streichen wir heraus (4bb. 13).

s

v

: %%Wr_

Abb, 13 : Abb. 14

Die von R iibrigbleibende Menge enthalt offensichtlich noch die
Kurve C'. Wir behandeln nun jedes der 8 verbliebenen Rechtecke
genau wie R und konnen jeweils aus deren Mitte wieder ein Recht-
eck entnehmen, das mit C' keine gemeinsamen lunkte hat (Abb.14).
Auch dieses Verfahren denken wir uns unbegrenzi fortgesetzt.

Die von R dann iibrigbleibende Menge ist unsere gesuchte Menge
S'. Denn offensichtlich enthdlt auch sie noch die Kurve C' und,
de sie prinzipiell genau so aufgebaut ist wie der Sierpifiski-
Teppich S, kann sie auch topologisch auf S abgebildet werden.

In S lassen sich also tatsdchlich alle ebenen Kurven mit dem
"Gummihammer" der topologischen Abbildung einbetten. Diese
Eigenschaft von S wird Universalitdt genannt und der
Sierpifiski-Teppich daherals ebene
Universalkuryve bezeichnet,

Wir wollen abschlieBend noch bemerken, daB es auch beziiglich
der allgemeinen Kurvendefinition von Urysohn eine solche Uni-
versalkurve gibt. Sie wurde von dem Osterreichischen Mathema=-
tiker Karl Menger konstruiert und ist ein dreidimensionales
Analogon zum Sierpifiski-Teppich (siehe Titelbild). Des ist ein
recht erstaunliches Ergebnis, wenn man bedenkt, daB nicht nur
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alle Kurven des dreidimensionalen Raumes in diesen "Menger-
‘Schwamm" topologisch abgebildet werden kbnnen, sonderm auch
Kurven hdherdimensionaler und sogar noch abstrakterer Ré&ume; es
kdnnen also alle bel topologischen Abbildungen erhalten bleiben-
den Eigenschaften dieser Urysohnschen Kurven im Raum unserer
Anschauung dargestellt werden.

Roland Hendel
Student des 4. Studienjahres
im Bereich Analysis

Losungen

Zu den Idsungen der Serie 4/75

Fehler traten in dieser Serie insbesondere bel den Aufgaben
G 21, G 22 und G 23 auf.

Wdhrend die ILSsung O0< x <% von fast allen Einsendexrm gefunden
wurde, fehlte bei demn Lisungen der Aufgabe G 21 oft die zweite

Lésung 1+ ;
2.arctan <x < T,

In der Aufgabenstellung G 22 fehlte die Bedingung a >0, Hier-
durch ergaben sich Schwierigkeiten bei der Ldsung, denn das
Quotientenkriterium im Fachartikel war nur fiir positive Rei-
hen angegeben. Die fiir a <0 auftretenden Fehler wurden aber
nicht bestraft.

Bel der Aufgabe G 23 schlieBSlich 1st zu beachten, da8 das Um-
ordnen von unendlichen Reihen, im Gegensatz zum endlichen Fall,
nur unter bestimmten Voraussetzungen erlaubt ist.

Aufgabe G 19| (nach Birgit Genz, Anklam)
M




ABCD sei ein Parallelogremm mit < BAD = ol ;
l1...‘..l4 seien die Mittelpunkte der errichteten Quadrate.
Behauptung: Die P.unktn I1,l2,l3,ll4 bilden ein Quadrat.
Beweis: Bs gilt
W, = I3 - B - 60 1)
]i; .'i;ﬁ -'ﬁi; -T;;E ' (2)
<< MMM, = 45° + oL+ 45° = 907 + oL
<M BM, = 360° - 45° - (180°=L) = 45° = 90° + ol
‘41“20'3 = 45° +ol + 45° = 90° + oL
<k M;IM, = 360° - 45° - (180°=ol) = 45° = 90° + oL
Also gilt: '
<< M AM, = <KM EM, =<KM,0M3 =~ M;DM, (3)
Aus (1), (2), (}) folgt nach dem Kongruenzsatz (SWS):
O nwM, ¥ A B K, F ) CUMy ¥ A DN, a)
Aus (4) folgt:
MMy = WMy = Mgl = g,y (59
+ ALK, =<K BULM, . | (6)

und

Es gilt:
=+ WM =AM, + OB - R,
Nach Voraussetzung ist

<L AM,B = 90°.
Mit (6) exrgibt sich also
< MMM, = 90°. (7)
(5) und (7) bedeuten:

H1lzl3ll4 bildet einen Rhombus mit einem rechten
Innenwinkel, d. he |

M1H2H3!4 ist ein Quadrat.
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gabe G 21| (nach E. Roth, Sonneberg)

Aus der Ungleichung
X - 2 COB X

x

tan 3 ) STn X + 2 cos x
erhalten wir fiir x ¢ E , de he cos x ¢ O durch dquivalente Um~
formung die Ungleichung

x> X -2
z an x +
Durch die Ersetzung 2 tan

tan x =

X
2
1-ten® =
: - 2

tan%-zarhaltonwir

1——'1->°

-z -1

2 .
g+ 1 0
(2= “LJE-) (2~ =) ?

Fallunterscheidung:
1. 2)1 und z°2 = z = 1) 0

Es ergibt sich
1 475"

{s
und damit wegen tan 7 = s im Intervall (0,T ) die L¥sung
2 arctan l‘éaﬁ.,(x('ﬂ' .

2.:(1und52-z-1(0

Bs ergibt sich
1 =15

und damit im Intervall (0,7 ) die ILYsung

0(:(% .

3. Wie leicht nachzupriifen ist, erfiillt der Wert x = 12'-_
die Ungleichung nicht.



Loésungen 128

Also ergibt sich die Ldsungsmenge zu

0 <x < % y <cearctan L.* <X <T .

Aufgebe G 23| (nach Thomas Kaatz, Gréfenhainichen)

Es iat die Konvergenz der umnendlichen Reihe

: —}E—l}m'z"l)— zu untersuchen.
n +3n"=n =3n

n32
Auf Grund von n2 2 konnen wir die Nenner der Reihenglieder in

Faktoren zerlegen und kiirzen:i

i ;§n+12 = 1
f1:|+3n -3n =E1 n(n+3)

Pir alle nd 2 gilt stets 1 z 1
n2+3n ;2
ob
AuBerdem konvergiert die unendliche Reihe ) ' 1y nach Satz 11
des Pachartikels. nez B

Somit ist nach dem Majorantenkriterium (Satz 12) die Ebnvsrgenz
der unenalichen Reihe nachgewiesen.
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Primzahlen

Ein sehr interessantes, aber zugleich schwieriges Gebiet der Zah-
lentheorie beschéftigt sich mit den Primzahlen. Bereits im Al-
tertum, etwa 250 v.u.Z., konnten die griechischen Mathematiker
Buklid sowle Eratosthenes aus Kyrenaika im Reich der Primzahlen
erste Ergebnisse aufﬁeiaen, Jjedoch gibt es auch heute, trotz
jahrhundertelanger Forschungsarbeit, noch mehrere ungekliarte
Probleme. Auch bei Nichtmathematikern ist die Kompliziertheit
von Aufgabenstellungen auf diesem Gebiet bekannt, so schrieb
beispielsweise der russische Dichter Brjussow (1873 - 1924):

"aber Udipus dachte an das Ritsel der Sphinx:

das Geheimmis der Primzahlen ist noch nicht geldst ...".

In diesem Artikel sollen nun, ankniipfend an die Untersuchungen
von Euklid und Eratosthenes, vor allem die beiden folgenden Fra-
gestellungen in das Blickfeld geriickt werden.

1. Wie kann man mdglichst schnell eine Primzahltabelle auf-
stellen?

2. Was 1dB8%t sich iiber die Anzahl und die Verteilung von Prim=-
zahlen aussagen?

Um von vormherein MiBverstidndnisse iiber Primzahlen auszuschlie-
Ben - die Zahl 1 z#hlt ndmlich nicht dazu -, soll der Begriff
der Primzahl exakt gefaBt werden:

Def inition 1 :

Eine natiirliche Zahl p heiBt Primzahl genau dann,
wenn p nur die zwel verschiedenen positiven Teiler
1 und p besitzt.

Alle anderen natiirlichen Zahlen - auBer der Zahl 1, der Einheit -
heiBen zusammengesetzte Zahlen.

Es sel noch bemerkt, daB die groB8e Wichtigkeit von Primzahlen

vor allem durch den folgenden Satz 1 begriindet wird.

Sataz 1 :

Jede natiirliche Zahl n>1 1dBt sich eindeutig, bis
auf die Reihenfolge der Faktoren, als ein Produkt von
Primzahlpotenzen darstellen, d. h. zu jeder natiirli-
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chen Zahl n gibt es Primzahlen p1',...,pr (pi+pj fiir
ipj) und natiirliche Zahlen v1,...,vr mit

n = p?;“ * p;zi ....p;r e

Die Bedeutung dieses Satzes besteht darin, daB8 man hdufig bei
der Ldosung von Aufgaben an Stelle der zusammengesetzten Zahlen
mit den zugehtrigen Primzahlen arbeiten kann. In der Literatur
hat deshalb dieser Satz die Bezeichnung "Pundamentalsatz der
Zahlentheorie" erhalten. Auf einen Beweis dieses Satzes soll
hier verzichtet werden, da man diesen in vielen Fachbiichemn
vorfindet. Es sei jedoch soviel gesagt, da8 ein Existenz- und
Eindeutigkeitsnachweis zu erbringen sind.

Im weiteren wird nun die zu Beginn aufgeworfene erste Frage be=-
antwortet. _

bevor ein allgemeines Verfahren geschildert wird, soll zunéchst
~ein konkretes Beispiel, die Ermittlung aller Primzahlen zwischen
1 und 50, betrachtet werden. Natiirlich kinnte man sofort versu-
chen, durch Anwendung der Definition 1 zum Ziel zu kommen, je-
doch ist dies ein sehr umsténdliches Vorgehen, da man fiir jede
Zahl eine Priifung, ob Primzahl oder nicht, vornehmen miiBte.

Ein schnelleres, auf Eratosthenes zuriickgehendes Verfahren be-
steht im folgenden:

Man schreibt alle Zahlen von 1 bis 50 auf, streicht die Zahl 1
(sie ist keine Primzahl), unterstreicht dann die Zahl 2 und
streicht alle Zahlen durch, die durch 2 teilbar sind. Anschlie-
Bend unterstreicht man die erste der nicht durchgestrichenen
Zahlen, die Zahl 3, und streicht die durch 3 teilbaren Zahlen.
Diesen ProzeB setzt man solange fort, bis man alle Vielfachen
von 5 und 7 durchgestrichen hat. Es entsteht somit die folgende

2 3 ¢ 5 K 1 B g W
noe 13 W B Y T B 19 B
#h 2 23 P B % F1 B 29 P
31 2 B % P P 31 B P
a1 4 43 4r 4 fe a1 4B 4h  H

Bei genauer Betrachtung dieser Tabelle kann man unachwer fest-
stellen, daB dort nur noch Primzahlen vorkommen, alle anderen
Zahlen sind durchgestrichen. DaB es kein Zufall war, bereits
nach Streichung aller Vielfachen von 2, 3, 5 und 7 die Primzahl-

Tabelle: ;
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tabelle bis zur Zahl 50 erhalten zu haben, 1ldB8% sich damit be-
griinden, daB man fiir jede zusammengesetzte Zahl n <50 bekannt-
lich stets n = ab mit as /n oder bs\/n schreiben kann, so daB
man sicher ist, daB slle zusammengesetzten Zahlen bis zur 50
gestrichen wurden,

Dieses am Belspiel demonstrierte Verfahren wird zu Ehren von
Eratosthenes, der als erater eine derartige Tabelle aufstellte,
indem er auf Papyrus alle zusammengesetzten Zahlen nicht darch-
strich, sondern durchstach und so eine Art Sieb entstand, als
Sieb des Eratosthenes bezeichnet.
Allgemein 1d8%t es sich so beschreiben:
Zur Herstellung einer Primzahltabelle unterhalb einer (nicht zu
groBen) Zahl x notiere man alle natiirlichen Zahlen ns x. An-
schlieBend streiche man die Zahl 1 und alle Vielfachen der Prim-
_ zahlen p mit 1< ps\/x . Dann bleiben alle Primzahlen p mit
¥X'< p sx iibrig, denn jede stehenbleibende Zahl n<x hat auBier 1
keinen Teiler =\/x , also erst recht keinen Teiler =\/n und ist
somit eine Primzahl.
Bemerkung :
In der modernen Zahlentheorie spielen allgemeinere Siebverfah-
ren, beispielsweise das von dem italienischen Mathematiker Brun
(1920) entwickelte, eine groBe Rolle. Hierauf kann jedoch in
diesem Artikel wegen des hohen Schwierigkeitsgrades nicht einge-
gangen werden.

Als ndchstes wird nun versucht, die PFragestellung nach Anzahl
und Verteilung der Primzahlen mdglichst umfassend zu kléren.
Zuerst soll nochmals die vorn aufgestellte Primzahltabelle be=-
t;achtet werden. Dabei erkennt man, daB die Primzahlen zwischen
1 bia 25 dichter angeordnet sind als die zwischen 26 bis 50. So
sind in der ersten Hélfte 9 Primzahlen und in der zweiten Half-
te 6 Primzahlen enthalten. Geht man noch etwas weiter und zieht
eine Primzahltabelle aus einem Tafelwerk herasn, kann man erken-
nen, daf es groBe Zahlenintervalle gibt, in denen nur noch zu-
sammengesetzte Zahlen auffindbar sind, zum Beispiel sind die

elf aufeinanderfolgenden Zahlen 998, 999, 1000, ..., 1008
alle zusammengesetzt.

Dabei kinnte man auf den Gedanken kommen, dafl alle natiirlichen
Zahlen von einer bestimmten Zahl an zusammengesetzt sind. Viel-
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leicht gibt es nur eine endliche Menge von Primzahlen, und alle
librigen natiirlichen Zahlen sind zusammengesetzt? Also existiert
wohl auch eine groBte Primzahl? |
EBuklid befaBte sich sehr intensiv mit dieser Aufgabe und liste
gie vollstdndig. Seine Antwort darauf steht in

Satz 2 :

Bs gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis (nach Buklid):

Indirekt: Annahme: Es gibt eine griBte Primzahl p.

Nun bilde man das Produkt aller Primzahlen von 2 bis p und fii-
ge zu dieser Zahl 1 hinzu, Somit entsteht die Zahl N,
N:=2.3¢5e0 op+ 1, die bedeutend griBer ist als p.
Diese Zahl N hat aber die Eigenschaft, daB sie weder durch eine
Primzahl zwischen ‘2 und p noch, wegen Satz 1, durch eine zusam=-
mengesetzte Zahl teilbar ist. Folglich ist die Zahl N eine Prim-
zahl, und da weiterhin N>p gilt, ergibt sich ein Widerspruch
zur Annah:'e.

Bemerkung:

Heute existieren sehr viele voneinander verschiedene Beweise

fiir Satz 2, Neben diesem nach Euklid geschilderten Beweis sind
die des franzbaischen Mathematikers Legendre und des ungarischen
Mathematikers Poly& am bekanntesten.

Kehrt man noch ein weiteres Mal zur Primzahltabelle zuriick, so
kann man daraus ablesen, defl alle ungeraden Primzahlen - die
einzige gerade Primzahl ist 2 - entweder die Form 4n + 1 oder
4n - 1 haben. Untersuchungen erbrachten das Ergebnis, daB es in
den belden genannten arithmetischen Zahlenfolgen unendlich vie=
le Primzahlen gibt.

Aufgabe: Man versuche den Buklidischen Beweisgedanken auf den
Satz, daB8 es unendlich viels Primzahlen der Gestalt
4n-1 gibt, zu iibertragen.

In Verallgemeinerung zu den eben aufgefilhrten Resultaten liegt
die Frage nahe, ob es nicht noch weitere arithmetische Zahlen-
folgen gibt, die auch unendlich viele Primzahlen enthalten. Be-
sonders gegen Ende des 18, Jahrhunderts und am Anfang des 19.
Jahrhunderts haben sich viele bedeutende Mathematiker mit die-
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ser Problematik beschidftigt, wobel es dem Deutschen Dirichlet
(1805 = 1859) als erstem gelang, den folgenden tiefliegenden
Satz zu zeigen:

Sat z 3 :

' In jeder arithmetischen Zahlenfolge gibt es unendlich
viele Primzahlen, sofern das Anfangsglied und die
Differenz zueinander teilerfremd sind.

Aufgabe: Man iiberlege sich, warum die Voraussetzung.. iiber die
| I Teilerfremdheit in Satz 3 erforderlich ist.

Auf einen Bewels des Satzes 3, des sogenannten Satzes von Di-
richlet, kann in diesem Artikel nicht eingegangen werden, da
sdmtliche existierende Beweise auBerordentlich kompliziert und
umfangreich sind. ¢

Damit soll die Erdrterung der zwelten Fragestellung abgeschlos=
sen werden, obwohl es noch viel Interessantes, zum Belspiel iiber
die Primzahlfunktion oder iiber spezielle Primzahlen, zu sagen
gﬁ.be.

Zur ersten Fragestellung sel noch hinzugefiigt, daB die griBte
heute bekannte Primzahl die von dem Amerikaner Tuckermann (1971)
gefundene 6002-ziffrige Zehl P := 2'9237.1 zu gein scheint, wo-
beli fir den Nachweis, daB8 P Primzahl ist, ein Computer iiber zwel
Stunden Zeit bentitigte. Untersuchungen in dieser Richtung sind
aber vom mathematischen Standpunkt aus gesehen nur als Spiele-
reien zu bezeichnen, da sie keine wesentlichen neuen Erkennt-
nisse bringen.

Dr. Hartmut Menzer
Assisten! im Bereich
Theoretische Mathematik

Gut gesagt

Der Mangel an mathematischer Bildung gibt sich durch
nichts so auffallend zu erkennen wie durch maRlose
Schérfe im Zahlenrechnen.

Carl Friedrich Gaufl



135 Preisaufgaben

Preisaufgaben 9/75

(G 49) Man gebe alle Werte a und b an, fiir die das Gleichungs-

system
Xyz + 2z =48
xyz> + z=Db
Y+y2+22 = 4

genau eine Ldsung besitzt (a,b,x,y reell).

(G 50) In der Epene seien zwei Strecken AB und CD gegeben.
Geben Sie den geometrischen Ort aller Punkt M an, die
die Bigenschaft besitzen, daeB8 die Summe der PFléchen-
inhalte der Dreiecke AMB und CMD gleich einer vorge-
gebenen Konstanten a2 ist.

Ohne Verwendung der Differentialrechnung gebe man den
groften Wert des Ausdrucks

X =2 (x bel. reelle Zahl)
4x - x° - 6

alle

(G 52) Man bestimme alle Polynome P(x), die fiir alle x der
Gleichung

xP(x=1) = (x-23) . P(x)

—

geniigen.

(G 53) Es ist zu beweisen, daB es unendlich viele Primzahlen
der Gestalt 4n-1 gibt.

(Man versuche, den Beweisgedanken von Seite 133 zu
iibertragen!)

[lpy RAKUX LEeJHX 3HAYEHMAX n ¢yHKIMA
sin nx

sin ax

MMEeeT nepuog 3m ?

o) o)
:

EinsendeschluB: | 31. 10. 1975




Differenzengleichungen 1%6

Differenzengleichungen (1)

Vor einigen Jahren lste in Leningrad ein junger Aspirant das
berilhmte 10, Problem von HILBERT, das dieser 1900 formuliert
hatte. In diesem Problem war die Frage nach der Existenz eines
universellen Verfahrens zur Losung diophantischer Gleichungen
gestellt, Es zeigte sich, daB ein solches Verfahren nicht
existiert.

Im Beweis wurden die sogenannten FIBONACCIschen Zahlen verwen=
det, die bisher in der Mathematik keine wesentliche Rolle spiel=-
ten, obwohl sie seit langer Zeit bekannt waren. Es handelt sich
hierbei um Zahlen mit der Eigenschaft, daB jede (auBer den er=-
sten beiden) von ihnen die Summe ihrer zwei Vorginger ist.

Mit anderen Worten, es ist

Fre2 = Tnaa * Fp .27 Uy gy 0 (1)

V/lenn man nun die ersten zwei Zahlen Fo und F1 festlegt, so de-
finiert Gleichung (1) alle weiteren. Fir F =1 und F,=1 erhilt
men sofort F,=2, F3=3, F4=5, F5=8 usw, Die Gleichung (1) ist
eine sogenannte. Differenzengleichung, genauer: eine lineare
homogene Differenzengleichung zweiten Grades mit konsgtanten
Koeffizienten. Wir werden hier anschlieBend Differenzenglei-
chungen dieses Typs betrachten, wobei der Grad m nicht unbe-
dingt 2 ist. Der allgemeine Fall hat dann die folgende Form:

wobei wir a # 0 voraussetzen wollen.
Zu dieser Differenzengleichung gehdren noch m Anfangsbedingun-
gen: .

xo = Bo' x1 = 31' e sy Xm_.-l = Em-1 .

Wenn wir die Gleichung (1) in dieser Weise schreiben; erhalten
wir

Zrg2 " Fgpt " = 0 (3)

xo=1 ’ X1=1 .
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Die Gleichung (3) erweckt wohl kaum den Eindruck eines mathema-
‘tischen Problems. In der Tat, die Werte x  bis x_, sind bekannt,
und wenr wan n=0 setzt, erh&dlt man aus (2) sofort X, damit

Kppq USWe Dieses Vorgehen erfordert keine schtpferische Denk-
arbeit und nicht einmal eine Division.

Na schon, wie groB ist denn die Zehl F27453?

Dem Leser sei abgeraten, an dieser Stelle die WUﬁZEL, deren

Rand dafiir sicherlich nicht ausreicht, gegen einige Blatter TIa-
pler auszutauschen und sich in der beschriebenen Weise auf die
Suche nach der Idsung zu machen = es widre eine SISYPHUSarbeit,
bei der das Resultat (wenngleich eine groBe Zahl) in keinem Ver-
hdltnis zum Aufwand stiindee.-

Die Frage nach F27463 mag konstruiert erscheinen (und sie ist
ez in diesem Fall tatséchlich), aber in vielen Féllen sind
gerade die "weiter weg" llegenden Werte von Interesse.

Betrachten wir Gleichung (2) genauer. Die Zahlen X,» 0=0,1,2,...
nennen wir ILdsung von (2), wenn sie beim Einsetzen in (2) der

Gleichung geniigen. Dabei werden die Anfangsbedingungen also
nicht beriicksichtigt.

Man sieht sofort, daB die Gleichung (2) nicht nur eine Lésung

besitzt, Um zum Ausgangsbeispiel zuriickzukehren: auch die Fol=
gen 1,3,4,7,11,18,29,..., und 2,2,4,6,10,16,26,... geniigen der

Gleichung (3) und sind damit Lidsungen.

Es seien nun x,, und ¥, zwel Ldsungen von (2). Wir setzen
U, =X, +y, und w, = A»xn, wobei A eine beliebige feste Zahl
ist. Dann sind u, und w, ebenfalls Ldsungen von (2):

Un+m ¥ Bme1 Yneme1 T oeee * B Upq 8, W,

(X nam? * Bya (X psead + see # a.o(xn+yn)

(Kbt Bn-1Fn4m=1 * *o* * 85%p) + (Ypup Feeot aoyy)

=0+0=0

und J\wn "

m ¥ am_.l(?\w

nem=q?) teeot a (Awy) =

= Axp o + 8pq Xpamoq Feeet+ 8X,) = A0 = 0.
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Diese beiden Eigenschaften bezeichnet man mit dem Begriff
"Linearitat".

Bs zeigt sich, daB man auf einfache Weise ein System von Ldsun-
gen konstruieren kann, wenn die Differenzengleichung (2) gewis-
sen Bedingungen geniigt. Zu diesem Zweck betrachten wir das aus

(2) gebildete Polynom P, (t) = t™ + a4 t™1 +.ct 8yt + 2

(o]

(4).

Aug der Algebra ist bekannt, daB ein Polynom m=ten Grades m
Nullstellen besitzt, die aber nicht alle reell und verschieden
voneinander zu sein brauchen. Vienn to eine reelle Nullstelle
von Pm(t) ist, d. h. Pﬁ(to) = 0, dann gilt der folgende

Satz: .
Die Folge X, = tg ist eine Losung der Gleichung (2).

Beweisg: Da Pm(o) = a, # 0 nach Voraussetzung,so ist % # 0 und
ein Wert der Form 0° tritt nicht auf. Bs gilt

n-+m n+1
to t

n+m=-1
1;c.' 0

| n
+ 8, 4 +teost 8y + a b

m=1

5 toeet Byt + ao)

_ ghyl

- to(to ¥ By L

=t2 P (t ) =0. | -
o ‘m‘’o

Wenn nun das Polynom (4) genau m verschiedene reelle Nullstel=-
len ti’ i=1,2,¢..,m, besitzt, so ist wegen der Linearitdt die
Folge

X, = c1t? + cztg + oee + cmtg

Losung von (2), wobei Cq3CnyeeesCpy beliebige feste Werte sind.
lian braucht nun diese EKonstanten €4 bis ¢, nur so zu wihlen,

daB die Verte Xpe n=0,1,...,m=1, den Anfangsbedingungen geniigen,
und das ergibt ein lineares Gleichungssystem:

n=20 | c1 + Cs + 03 + 4.0 + C_ =18

m 4]
n=1 c1t1 + c2t2 + eea + cmtm = 8,4
ns=_2 . cqtﬁ + catg + eee + cmti = 8,

= o -1 n-1 m-1
n m-="1 cqtﬂ * 02t2 + cea + cmtm = g
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Ohne Beweis sei bemerkt, daB sich dieses System stets eindeu-
tig 16sen 1ldBt und die Koeffizienten cq bis Ch liefert.

Kehren wir wieder zu Gleichung (3) zuriick. Das Polynom (4) hat
hier die Gestalt

2
Pz(t) =1

"'t-1'

dessen Nullstellen man sofort mit

ty = L’;gi und t, = Liﬂ erhdlt. h
Die Losung ist damit x = c,( m )+ ey( %‘@ P

und aus den Anfangswerten erglbt sich

14+ 1 -
°1—2ﬁ+°2_2ﬁ’1'

Das liefert sofort c, B und ¢, ..f&_" .
25" V5

V/fenn man noch beriicksichtigt, daB t1t2 = «1 und damit
t2 = -t;1 ist, s0 erhdlt man endgililtig

Py [T ™ - (Lae ]

Aus der Zahlentafel erhilt man t; = 1.618... und damit ist zu
erkennen, daB fiir groBe Werte von n der zweite Summand in der
Klammer im Vergleich zum ersten verschwindend klein wird. Unte:
Benutzung der Logarithmentafel ergibt sich fiir 1g F27f+63 die
Naherung

18 Fpp463 = 27464 « (1g (143V57) - 1g 2) = £ 1g 5 = 5739.640s ,

5739
und damit ist F27463 etwa 4.10 .

Eine direkte Berechnung wédre also auch fiir einen Computer keine
leichte Aufgabe gewesen.

Werner Rosenheinrich
Assistent im Bereich
Numerische Mathematik
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Der folgende Artikel ilber das Studium an der Moskauer Staatli-
chen Universitdt (s. Titelbild) wird sicher nicht nur fur dle-
jenigen von Ihnen interessant sein, die selbst einmal in' der
Sowjetunion studieren werden.

Wir danken unserem langjidhrigen Leser Frank M U1 1l ler
vielmals fur dlesen ausfiihrlichen Bericht. '

Mathematikstudium im befreundeten Ausland

‘Im Mai 1971 stand es fest: Zusammen mit drei Schiilern meiner
Gruppe wurde ich zur Aufnahme eines Mathematikstudiums an die
Lomonossow=Universitidt Moskau delegiert. Damit erfiillte sich
mein sehnlichster Wunsch, an der ersten Universitdt in der Sow-
Jetunion studieren zu konnen. Nachdem ich die 11. und 12. Klas-
se an der ABF "Walter Ulbricht" Halle absolviert und mich dort
auf ein Auslandsstudium eingehend vorbereitet hatte, sollte es
nun am 1. September nach Moskau gehen.

Das erste Jahr war filir uns das schwierigste. Trotz der guten
Russgisch~Ausbildung an der ABF hatten wir zu Anfaﬁg Mihe, die
Lektionen, die natiirlich in Russisch gelesen wurden, zu verste-
hen, ganz zu schweigen, sie inhaltsmidBig zu Papier zu bringen.
Doch schon nach kurzer Zeit standen unsere Vbrleaungsmitschrif-
ten denen der sowjetischen Mitstudenten kaum nach. Die Feinhei-
ten bekamen wir zundchst noch nicht mit, solche Liicken schlos-
sen wir zu Hause beim Selbststudiim, Neben Vorlesungen gab es,
wie auch an DDR-Universitdten, Seminare zur PFestigung der Theo-
rie und ihrer- Anwendung beim Aufgabenldsen. An dieser Stelle
gilt Dank und Anerkennung fiir die Mihen, die die Dozenten und
Lehrer an der ABF Halle aufgewandt hatten, um uns so gut als mog-
lich auf dieses Studium vorzubereiten. Denn, das war fiir uns
klar, ohne dieses intensive Vorstudium widren wir nur schwer in
der Lage gewesen, ung so schnell ins Studium hineinzufinden.
DDR=-Studenten der hdheren Kurse und sowjetische Mitstudenten
unterstitzten uns in vorbildlicher Weise. Die ersten Priichte
trug diese Hilfe und unser Kontinuierliches Selbststudium des
Lektionsstoffes beli den Kolloquien in hdherer Algebra und mathe-
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matischer Analysis.

Am 20, Dezember begann die Sessia+), zundchst mit der ersten
Examensperiode, in der der Seminarstoff gepriift wurde, also vor
allem Aufgabenrechnen. Dabei waren folgende Fidcher vertreten:
analytische Geometrie, mathematische Analysis und hthere Alge-
bra. AuBerdem absolvierten wir Kurzpriifungen ("Satschots") in
Geschichte der KPdSU, Kérperkultur und russischer Sprache. An-
fang Januar waren die eigentlichen Examen dran: hdéhere Algebra,
‘analytische Geometrie und mathematische Analysis.

Das zweite Semesier stellte uns vor neue fachliche Probleme:
Sprachschwierigkeiten waren nun aber im wesentlichen iiberwunden.
Die Frilhlingssessia sah Examen in mathematischer Analysis, 1li-
nearer Algebra und Geometrie, mathematischer Logik und Geschich-
te der KPdSU vor. Mit unseren im ersten Jahr gezeigten Leistun- .
gen, die hdher als der Durchschnitt bei den sowjetischen Stu-
denten waren, rechtfertigtien wir das Vertrauen, das man in uns
gesetzt hatte bel der Delegierung an die Metropole der Univer-
sitdten in der SU. -

An die Meisterung des zweiten Studienjahres gingen wir schon
als "Routiniers". Wir waren zu jener Zeit bereits in der Lage,
unseren sowjetischen Freunden fachlich zur Seite zu stehen,
wenn diese Hilfe benttigten. So wohnte ich im zweliten Jahr mit
einem Armenier auf einem Zimmer und war ihm bel der Examensvor-
bereitung behilflich. Das Verh#ltnis zu den sowjetischen Fach-
kollegen beruhte von Anfang an auf Kameradschaft und gegensei-
tiger Unterstiitzung. Nunmehr standen ILektionen in hdherer Alge-
bra, mathamat;acher Anelysis, Geschichte der KPASU, Differen-
tialgleichungen, ab viertem Semester in Differentialgeometrie,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und dialektischem Materialismus auf
dem Programm.

In dieser Zeit nahmen wir auBSerdem die Gelegenheit wahr, uns
auf die Spezialisierung im dritten Jahr vorzubereiten. So be-
suchte ich Spezialkurse in verschiedenen algebraischen und lo-
gischen Fdachern, um mir eine Vorstellung iiber diese Disziplinen

+) Sessia - Abschnitt am Ende jedes Semesters, in dem die Prii-
fungen abgelegt werden



Mathematikstudium in der SU 142

machen zu kénnen. Dann, im Frithjahr 1973, traf ich meine Wahl
fiir die Spezialrichtung, in der ich ab 5, Semester arbeiten
wollté. Dem gingen erste Gespridche mit dem zukiinftigen wissen-
achaftlichen Betreuer voraus. AuBer den obligatoriachen Lektio=-
nen und Seminaren ist es hier Pflicht, wdhrend des dritten bis
fimften Studienjahres mehrere Spezialkurse (insgesamt 3 Jahre)
und -seminare zu besuchen und dazu Examen abzulegen. ‘Hierbei
steht fiir Jede Spezialrichtung eine groBe Palette zur Auswahl,
und gelesen werden diese Intensivkurse von vielen grolBen Mathema-
tikerkapazitdten der Sowjetunion, etwa in der Logik Prof. Markow,
Prof. Uspenski, in der ¥ahracheinlichkeitarechnung Prof.
Gnedenko, Prof. Schirjajew, in der algebraischen Zahlentheorie
dchafarewitsch, um nur einige zu nennen. Nachdem wir ungere
Spezialrichtung gewiihlt hatten, schrieben wir im Verlaufe des

3. und 4. Jahres je eine Kursarbeit, deren Themen vom Betreuer,
im Einversténdnis mit seinen Schulern, gewdhlt wurden.

Inzwischen bin ich Student des 5. Kurses geworden, ab 1. 9.
1975 schreibe ich die Diplomarbeit. Unser Studium schlieBt in
groBem lale Anfédnge echter wissenschaftlicher Arbeit ein. Da-
von zeugen sowohl die genannten Kursarbeiten als auch die Mit-
arbeit an Spezialseminaren. Letztere beschrdnkt sich keines-
wegs nur auf das Anhdren von Vortrigen anderer, sondern fordert
von uns ebenfalls Referate iiber diverse mathematische Themen
der Spezialrichtung oder eigene Resultate, etwa aus den Jahres-
arbeiten. Hierbei erlangt man die Pdéhigkeit, mathematische Ar-
tikel mit vollem Verstindnis zu lesen und diese anschliefiend

in Lektionsform wiederzugeben,

Die Gchilderung unserer fachlichen Arbeit mochte ich in der
Richtung ergédnzen, daB an unserer Universitit die DDR-Studenten
Jeder Fakultdt in FDJ-Gruppen organisiert sind, wo sich fiir al-
le auch in gesellschaftlicher Hinsicht ein breites Betdtigungs-
feld auftut. Wir finden aber auch viel Gelegenheit, uns mit
Moskau und seinen lMenschen bekanntzumachen, was fiir uns nicht
weniger interessant ist als das Studium. Auf Konzerten im Kon-
Servatorium und selbst in der Universit:t erleben wir die be-
riuhmten Musiker des Freundeslandes und aus aller Welt, wie z.B.
David und Igor Oistrach, Oleg Kogan, Swjatoslav Richter aus der
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SU, Karl Richter aus der BRD, van Cliburn aus den USA und viele
andere. Dieser Ausgleich ist bei der angestrengten fachlichen
Arbeit besonders wichtig und dazu sehr angenehm. '

Wehrend unseres Studiums kommt uns immer wieder die frihere
Teilnahme an Mathematikolympiaden zugute., Das hilft besonders
beim schnellen Erfassen von mathematischen Problemen und Ldsen
von Aufgaben, aber dies allein reicht nicht aus. Nur wenn man
stédndig an sich arbeitet, sein mathematisches Wissen vervoll-
kommnet und sich nicht ausschlieBlich auf mathematische Gebie-
te beschridnkt, ist der erfolgreiche AbschluB des Studiums ga=-
rantiert, wird man zu einem wertvollen Wigsenschaftler fiir un-

seren Staat. ,
Frank Miiller

Losungen

Aufgabe G 28 |(nach Klaus Altmann, Berlin)

Gesucht ist eine Funktion f(x), so daB fiir alle reellen x die
Gleichung

af(1-x) - bf(x=1) = xc
erfiillt ist (a,b,c reell, |a| % .|b]).

Behauptung: g(x) = - 3%5 X + E%B ist eine solche Funktion.

Bewels:
1) g ist fiir alle reellen x definiert, da |a| 4 |Db].

2) be

ag(1-x) = - E%%(ﬂ-x) + E%% y bg(x=-1) = E%%(1—x) # =

Hieraus folgt fiir beliebiges reelles x *

ag(1-x) = bg(x-1) = ¢ gf% - (1=x)c %E% =cCc + (x=1)¢c = xc .

Aufgabe G 30 | (nach Gunter Gerbeth, Greiz)

Hilfgsatz: In einem gleichseitigen Dreieck ist die Summe der
Entfernungen eines inneren Punktes zu den Seiten
gleich der Lénge der Hdhe.
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Beweis:

Fiir den Schwerpunkt ist die Behauptung offensichtlich, d. h.,

es gilt  ___ e o
PD + PE + PF = AB .,

Fiir einen beliebigen anderen inneren Punkt P' gilt nun:

bz = 30T + 3aTE ¢ 1-0TF = J-0FT + 3aFE + -0 P,
g PD + PE + PP = P'G + P'H + P'J.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

ss seli nun ABCD dle Pyramide. Die Winkel «,f und Y sind gerade
dle Winkel ¥DFS, ¥DGS und #DES. Es gilt:
SF = hecotw, SG = hecotf, SE = hecoty.

Mit dem Hilfssatz folgt
§F+§E+ﬁ=ﬁ=%¢?=h(cwa+cotﬁ + coty)

h = >Tcotx + cotp + coby)

1 1s A = a’
ey AG'h::’S#'E(Eotaaq- cotp + coty) . B(cota+cotp+coty)
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Funktionalgleichungen (I) *

Im Schulunterricht der 9. und 10. Klasse begegneil man zum er-
sten Male Beziehungen, die man iiblicherweise als Additions-
theoreme bezeichnet. Denken wir etwa an das Gesetz:

(1) 1g(x+y) = lg x + 18 ¥»
das benutzt wird, um die (schwierigere) Operation der Multipli-
kation suf die der Addition (ihrer logarithmen) suriicksufilhren.
Schreiben wir 1(x) = 1g x, so gilt also

(1) 1(x.y) = 1(x) + 1(y).
Das ist ein Beispiel fir eine Punktionalgleichung (in Zukunft
abkiirzend PGL genamnt). Die Pumktion 1(x) = lg x nemnen wir
eine I¥sung der PaL (1').
Aich in der Trigonometrie sind Additiomstheoreme geliiufig. Wir
wissen s. B,, da8

(2) ocos(x+y) + cos(x=y) = 2c08 x . coB ¥
gilt. Setszen wir o(x) = cos x, so nimmt (2) die Form an:

(2') o(x+y) + o(x=y) = 2¢(x).0(y).
Auch das ist ein Beispiel eimer FGL. Sie wird als d'Alembert-
sche Punktionalgleiohung beseiohnet, nach dem fransisischen
Nathematiker 4'Alembert (1717-1783). D'Alembert stief auf diese
FGL bei der Begrimdung der Regel fiir die Addition von Kriiften,
d. h. beli einem physikalischen Froblem.
Aber auch durch geometrische Probleme kann man zu Punktional-
gleichumgen gelangen. Folgem wir einem Gedankengang des fran-
stsischen Mathematikers Legendre (1752-1833). Beselichnen wir
die Seitenliingen eines Rechtecks R mit x und y, damn ist der
Pl¥cheninhalt des Rechtecks natirlich abhiingig von diesen Sei-
tenliingen. Br ist eine Pumktion der swei Veriimderlichen x und
¥y, P(x,y). Wir wollen wms auf den Standpunkt stellen, daS wir
erst eine Formel fiir den Flicheninhalt gewinnen wollen. Welche
Bigenschaften miite P(x,y) haben? Wenn man das Rechteck durch
eine Parallele su einer der Seiten in swel Rechtecke 111 und 32
serlegt, so miiSte die Summe der Flicheninhalte von R, und Rz
gleich dem Fliécheninhalt von R sein. Das bedeutet in Formeln:

*) unverénderter Nachdruck aus WURZEL 3/69
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2

Ist X = X 4X, (bswe ¥ = r1+12),|o gilt
01) ’(x-ﬂ‘xzof) = '(11 y) + r(zzl,')
(3;) P(x,y{+Yp) = Kx,¥4) + F(x,¥,)

Der Flicheninhalt P(x,y) voa R mtiBte also die FGLen (34)» (35)
erfilllen, d. h. ein System von Punkiionalgleichungen.

Bs entsteht hier sofort das Problem: Welche FPunktionen P(x,y)
exfiillen dieses System? Solche Punktionen heiBen ISsungen von
(31. 32). Das LUsen von FGLen bildet einen der Hltesten Problem-
kreise der Analysis. GroSe Mathematiker wie Buler, d'Almbert,
GeuS, Camchy, Abel, WeierstraS, Darboux, Hilbert - um nur einige
Nemen mu nennen - befeSten sich wiederholt und eingehend mit der
Aufl3sung von Punktionalgleichungen. In den letsten 50 Jahren
haben viele Mathematiker Arbeiten {iber die L¥sugg von Munktio-
nalgleichungen verdffentlicht. Es handelt sich also um die ‘-
gabe, simtliche Punktionen zu finden, die eine vorgegebeme PGL
erfiillen. In unseren obigen Beispielen wiirden sum Beispiel auch
1(x) = 21g x eine I¥sung von (1') und o(x) = 1 eine Iﬂlungm
(2') sein.

Ehe wir an die ISsmng von PGLen gehen,wollen wir aber orklﬂron.
was wir unter einer FGL verstehen wollen. Hiersu geben wir zu-
erst die Definition des Begriffs ™ k"

'Dotinition:

(1) Die unsbhingigen Verliinderlichen (XqsXoy««e«sXy)
sind Ausdrficke.

(2) Sind H.%.coo,%Mh und ist P eine Funk-
tion von m 'mu'l“h“. so ist ’(‘1.‘2....'%) ein
Ansdrusck.

(3) Sonst gibt es keine Aiusdriicke.

Damit geben wir die Definition der Funktionalgleichung:
Definition:

Eine FGL ist eine Gleichung A, = A, swischen zwei
Ausdriicken, welche k unabhiingige Veriinderliche
XqsXpsXgseecrXy und n (n21) unbekannte Punktionen
!1,!2....,1 sowie eine endliche MI von bekannten
Punktionen enthilt.
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In unseren.eraten beiden Beispielen ist k = 2 und n = 1.
Nun sur LYsung einiger Punktionalgleichungen. Als erstes Bei-
spiel betrachten wir eine PGL besonders einfacher Gestalt:

(4) £(x+y) = £(x) + £(y)
Sie wird nach dem franzsischen Mathematiker Cauchy (1789-1857)
als Cauchysche PGL bezeichnet. Sie wurde durch Cauchy selbst
1821 etwa wie folgt gelst: Mit der Methode der vollstindigen
Induktion beweiast man aus (4) sofort

L(x +Xpteeetxy) = £(x,) + £(x;) + ooe + £(x,) -

Setzt man Xy =Xy = eee.= X, =X, 80 ergibt sich
(5) f(nx) = n.f(x).

Setzt man x = %-, g0 erhdlt man wegen nx = y
t@ =1. 1.

Bezeichnen wir Jetzt mit m eine positive ganze Zahl, so wird
mit y = mz hieraus
t@) =1 . t(us) = B . 2(2)

wegen (5). Setsen wir hier z = 1 und £(1) = ¢, wobei ¢ also ir=-
gendeine Konstante ist, so wird

(6) £f(x) = cx
fir alle positiven rationalen Zahlen x = g., Dieses Ergebnis
gilt auch noch fiir x = 0 und fiir die negativen rationalen Zah-
len x = - 3; denn aus (4) folgt fir x = 0 sofort £(0) = 0. Set-
zen wir aber in (4) y = =x , s0 ergibt sich fiir negative ratio-

nale x |
£(0) = £(x) + £(-x)

dgder £(x) = f(~x) = = ¢ . (=x) = ex,

d. h. wieder (6). Man kann nun iiberlegen, daB sich auch fir
irrationale Werte von x nur (6) als Ldsung von (4) ergibt, falls
man nur solche Funktionen sucht, wie sie in der Schule betrach-
tet werden. Das wollen wir hier nicht beweisen. Durch Einsetzen
stellt man fest, daB f(x) = cx auch wirklich eine Ldsung der
Cauchyschen PGL ist. Die sémtlichen Lsungen (6) der FGL (4) sind
also, geometrisch gesprochen, die Geraden durch den Nullpunkt

des Koordinatensystems, mit Ausnahme der y-Achse selbst.
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Neue Priifungsordnung

Am 1. September trat fiir die Hoch- und Fachschulen der DDR elne
neue Priifungsordnung in Kraft (siehe Gesetzblatt Teil I Nr. 10
vom 27. 2. 1975). Einige Einzelheiten hierzu werden sicher fiir
viele unserer Leser von Interesse sein. Wir informierten uns
deshaldb fiir Sie bel Herrn Prof. Dr. Bdhm, dem stellver-
tretenden Direktor fiir Erziehung und Ausbildung an der Sektion
Mathematik. Dariiberhinaus sind wir gern bereit, Ihre Fragen zur
neuen Priifungsordnung zu beantworten.

WURZEL:

Kinnten Sie unseren Lesern kurs etwas zur Notwendigkeit einer
neuen Priifungsordnung an den Hoch- und Fachschulen unsexrer Re-
publik sagen?

PROF. BOHM:

Die neue Priifungsordnung hgt die Aufgabe, fiir Hoch- und Fach-
schulen, fir Direkt-, Fern-, ' Abend- und postgraduales Studium
und auch filr Externe eine gemeinsame und einheitliche Ordnung
aufzustellen. Die im Laufe der Zeit zur alten Priifungsordnung
aus dem Jahre 1966 hinzugekommenen inderungen machten das Prii-
fungswesen in der letzten Zeit wenig {bersichtlich.

Die neue Anordnung liS8t erkennen, daB die Prozesse der Erziehung
und Ausblldung der Studenten neu durchdacht wurden und der Er-
h8hung des theoretischen Niveaus und der praxiswirksamen Ge-
staltung des Lehr- und Studienprozesses im verstidrkten MaSe Rech-
nung getragen wird. SchlieBlich findet das Jugendgesetz in der
neuen Priifungsordnung einen wesentlichen Niederschlag, indem

die exrweiterte Verantwortung der Jugend klar fixiert wird.

WURZEL:

Wie édubBert sich die erhihte Verantwortung der FDJ in dieser
neuen Priifungsordnung?
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PROP, BOHM:

Ingbesondere regelt § 5 der nmeuen Priifungsordnung, da8 grund-
~ sdtsliche Fragen bei der Anwendung der Priifungsordnung mit der
sustiindigen Leitung der FPreien Deutschen Jugend zu beraten und
deren Vorschliéige beli der Entscheidungsfindung zu berlicksichti-
gen sind.

WURZEL:
Welchen Stellenwert haben FPriifungen am AusbildungsprozeBS?

PROF., BOHM:

In Priifungen sind die im Verlaufe des gesamten Studiums eines

Lehrgebietes erworbenen Kenntnisse, Pihigkeiten und Fertigkei-
ten nachsuweisen. Sie sind fiir Studenten und fiir den Lehrk¥r-

per ein wichtiger Gradmesser der Qualitiét der Arbeit.

WURZEL:

Wie beurteilen Sie das Verhiltnis von leistungskontrollen und
Priifungen? Welche Erfahrungen gibt es an Ihrer Sektion?

PROP. BOHM:

Leistungskontrollen erfassen immer nur Ergebnisse eines einzel-
nen Studienabschnitts. Sie sind eine Vorbereitung auf Priifungen
und flieSen auSerdem mit ein bei der Einschitsung der studenti-
schen leistungen in der Priifung. Nach einem wohliiberlegten Flan,
der zu Beginn des Studienjahres allen Studierenden bekanntge-
geben wird, finden die einzelnen Leistungskontrollen im Verlau-
fe eines Studienjahres statt. Die Priifungen werden gemiB dem
staatlichen, vom Ministerium bestiitigten Studienplan angesetzt.
Leistungskontrollen haben sich im vergangenen ersten Studien-
Jahr in einer besonderen Form sehr bewihrt, um die Studierenden
von Anfang an zu einem effektiven Arbeitsstil zu befihigen.

WURZEL:

Welche konkreten neuen inforderungen bringt die Priifungso
fiir den Studenten mit sich oder worauf orientiert sie verstirkt?

PROF. BOHM:

Die Priifungsordnung bringt endlich einmal Ordnung in dem Stu-
dienablauf; ein Vorteil der neuen Anordnung ist es zum Beispiel,
da8 sie ganz konkret regelt, wie im Palle des Nichtbestehens
einer Priifung oder der Nichtannahme einer Hausarbeit zu verfah-
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ren ist. inch werden genaue Regelungen getroffen fiir den Fall,
da8 ein Student nicht sur Priifung erscheint. Auf alle Fille
wird gesichert, da8 Priifungsriickstiénde niemals in die niichste
Priifungsperiode verschleppt werden kinnem, weil in solchen PFil~-
len der Student nicht mehr weiterstudieren darf.

WURZEL:

VWelche Relaticnen existieren in den Priifungen an den Hochschu-
len (oder speziell an Ihrer Sektion) swischen hktonﬁb.rgrﬂfung
und Anwendung schipferischer Fertigkeiten? Wie beeinfluBt die
neue Prilfungsordnung dieses Verhidltnis?

PROF. BOHM:

Es mu8 natlirlich Faktenwissen vorhanden sein; aber dieses muS
immer im Zusemmenhang mit der Pihigkeit gesehen werden, schipfe-
risch wirksam zu werden und auf Anwendungen Beszug nehmen zu kdn-
nen. Insbesondere mu8 der Student der Mathematik in der Lage
sein, Beweise zu reproduzieren und auch in gewissen Grenzen

sich selbst Beweige zu ilberlegen. § 3 regelt diese Zusammenhin-
ge, indem dort niedergelegt ist, daB die Pestigkeit, der Umfang
und die Anwendungsbereitaschaft des Wissens und Kbnnens in den
Priifungen einzuschiitzen ist und dariber hinaus festgestellt
werden muB, inwieweit der Student in der Lage ist, selbstiéndig
zu denken und notwendige Zusammenhiinge zu erkennen und darzu-
stellen. |

WURZEL:
Wir danken Ihnen fiir dieses Gespréch.

Preisaufgaben 10/75

(G 55) Zwei Dreiecke ABC und A,B,C, liegen beziiglich des Mittel-
punktes ihres gemeinssmen Inkreises zueinander symme-
trisch. Der Inkreis habe den Radius r. Bewelsen Sile, daB
das Produkt der Fléchen von ABC, A,B,C; und der Fléchen
derjenigen sechs Dreiecke, die man durch den Schnitt der
Selten der Dreiecke ABC und A,B,;C, erhdlt, gleich r16
ist.

(G 56) Man lbse die Gleichung sin 4x = tan x fiir m > O.

LK
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{G 57) Man 16se die Gleichung

ﬁ] '\/IOS‘W + 105:5/?‘ +-\AogaV§ + long%?‘ = a

fir a > 0, a $ -1,

(G 58) Men beweise: Die sdimtlich von Null verschiedenen reellen
Zahlen & , 8 4 ...y 8 , K2 3 bilden eine arithmeti-
sche Folge genau dann, wenn fiir beliebige n mit 3 s ns k

gllt:

8182 | 8 8 ®n-18a 848,

(G 59) Es sei bekannt, da8 die Wurzeln x,, X, X; der Gleichung

x> + pxX2 + qx + r = 0 positiv sind. Welche zusétzliche
Bodinguﬁg miissen die Koeffizienten p, q, r erfiillen,
damit aus drel Strecken mit den Léngen xy, Xz, X3 ein
Drelieck konstrulert werden kann?

(G 60) B ROHyC MOMEmMEHH NATH DABHHX WAPOB. YeTHpPe M3 HHUX JNEXal
HE& OCHOBaHMM KOHyCa, IpPUYEM KaxXXHR U3 3TUX mapoB
EacaeTcd NBYX Ipyrux, JeXamyX H& OCHOBAHMM, M GOKOBOH
MoBepXHOCTH KoHyca. [laTHE map KacaeITcA OOKOBO! moBepx-—
HOCTN KOHyCa M OCTaJBHHX YeTHpex mapos. HaTu oOBEM
KOHyca, eClH paguyCH NapOB DABHH r.

OCHOBaHue - Grundfléche
GOEKOBaf NMOBEPXHOCTHh - Mantelfléche
KacaTecq - beriihren
00BEM - Inhalt

Piir jede vollsténdige LSsung erhélt der Einsender die bel der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljshr mindestens 10 Punkte erreichten. Elnsen=-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schul jahr gutgeschrieben.

Die Lisungen sind - jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Prelsaufgaben'" an uns zu senden.

Beteiligen kdnnen sich Schiiler aller Klassenstufen sowie die
Mitglieder des NVA-Zirkels unseres Jugendobjekts.

EinsendeschluB: | 30. 11. 1975
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Zu unserem Titelbilad:

Karl WeierstraB
- Zum 160. Geburistag des Gelehrien -

Welcher Schiiler hat sich nicht schon einmal getirgert, wenn er
auf Grund einer Unexaktheit bei der I¥sung einer mathematischen
Aufgabe etwa einen Punkt weniger erhielt - der ihm vislleicht
gerade an einer besseren Zensur fehlte?!

Earl WeieratraB war ein Belspiel dafiir, da8 Exaktheit eine not=-
wendige Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Arbeit als Mathe-
matiker ist, daB logische Klarheit in den SchluSwelken es erst
erlaubt, das ganze Spektrum mathematischer Probleme voll zu er-
fassen und su bewiiltigen.

WelerstraB, der viele Jahre hindurch Lehrer an einem preuBi-
schen Gymnasium war, der beginnend mit dem Jahre 1856 dreiSig
Jahre lang als Mathematikprofessor an der Universitét Berlin
lehrte und dessen stets auf das sorgfidltigste vorbereitete Vor-
lesungen sich wachsender Berilhmthelt erfreuten, wird von
Struik 1) als das mathematische Gewissen schletchthin, sowohl
in methodischer als auch in logischer Beziehung, bezeichnet.
Hauptsichlich durch seine Vorlesungen sind die Gedanken von
WeierstraB zum Gemeingut der.Mathematiker geworden.
Besonders verdienstvoll war sein Wirken auf den Gebieten der
Funktionentheorie und der Variationsrechnung. Hier tritt auch
sehr deutlich die "WeierstraBische Strenge" in den aus-
gefilhrten SchluBweisen zutage, die seinen Ruhm begriindet:
= Seine am meisten bekannt gewordene leistung ist die Begriin-
dung der Theorie der komplexen Punktionen durch die Methode

1) Struik, Dirk,J., AbriB der Geschichte der Mathematik,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1961, S.182-184

Der vorliegende Artikel beruht auf dieser Arbeit, aus ihr ist
ebenso das Zitat von Hilbert entnommen (S. 184).
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der Potenzreihen. Hierbei kniipfte er in gewissem Sinne an
Lagrange an, ersielte jedoch durchweg villige Strenge, da er
konsequent in der komplexen Ebene arbeitete.

= Er prizisierte die Begriffe des Minimums, der Funktion und der
Ableitung und leistete damit einen wertvollen Beitrag fiir die
Infinitesimalrechrung, indem er die noch vorhandene Unbestimmt-
heit der Ausdrucksweise in deren grundlegenden Begriffen besel-
tigte.

- WelerstraB8 entdeckte die gleichmiiBige Konvergenz - ein Resultat
seiner peinlich genauen Denkweise, das er erzielte, indem er
gich nicht mit dem Begriff der Konvergenz schlechthin zufrie-
dengab, sondern ihn genauestens analysierte.

Das Verdienst der WeierstraBschen Titigkeit - wir haben stich-
punktartig einige wesentliche Resultate hervorgehoben, die geelig-
net sind, die Art dieser Tdtigkeit anzudeuten - kann keine bes-
sere Wirdigung erfahren, als durch den berufenen Mund eines

David Hilbert in seiner Arbeit "Uber das Unendliche" (Math. Anna-
len 95, S. 161-190(1926)):

"Wenn heute in Verfolgung der SchluSweisen, die auf dem Begriff
der Irrationalzahl und tiberhaupt des Limes beruhen, in der Ana-
lysis volle Ubereinstimmung und Sicherheit herrscht und in den
verwickeltsten Pragen, die die Theorie der Differential- und In-
tegralgleichungen betreffen, tresi der kilhnsten und mannigfaltig-
sten Kombinationen unter Anwendung von {lber-, Heben- und Durch-
einander-Hiufung der Iimites doch Einhelligkeit aller Ergebnisse
statthat, so ist dies wesentlich ein Verdienst der wissenschafti-
lichen Titigkeit von WeierstraB.“

Losungen

Au:tgLaba G 38

Wir substituieren VX' = u und V¥ = v. Damn gilt sofort u 20, v 20.
Das Gleichungssystem erhilt die folgende Gestalt:

(12 = v2)y = i‘- (1)
(u® + v*)u = 3v (2)
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Offensichtlich ist u = v = 0 eine Lsung des Systems. Im Ver-
lauf der weiteren Rechnung werden wir jetst u # 0 und damit we-.
gen (2) auch v ¥ O voraussetsen.
¥ir multiplisieren die Gleichungen (1) und (2) miteinander und
erhalten:

ut - v 23 (3).
Die Gleichung (1) wird mit v und die Gleichung (2) mit u multi-
pliziert. Dann addieren wir die entstehenden Gleichungen und
erhalten: '

ut - v4 4 20°v° = ; uv (4).
Verwenden wir das Resultat (3), so ergibt sich die quadratische
Gleichung:

4(uv)? - T(uv) + 3 = 0 (5).

Diese besitzt die IJsungen
(uv), = 1 wmd (uv), -i .

Wir betrachtem nun die zwei Gleichungssysteme

av = 1 6 uy =
(uz-l-va)u = 3v } s (n2+v2)ui- 3v } k6

Es ist kiar, da8 Jjede von der Triviallsung u = v = 0 verschie-
dene Lsung von (1) und (2) such die Systeme (6) odér (7) l¥sen
mb .

Ungekehrt jedoch milssen LUsungen der Systeme (6) wnd (7) darauf-
hin untersucht werden, ob sie auch die Gleichungen (1) und (2)
exfilllen. Dieser Sachverhalt kamm nicht vorausgesetzt werden.

Die L¥sungen der Systeme (6) und (7) ergeben sich unmittelbar,
Joweils nach Umstellung der ersten Gleichung nach u oder v

n-!ﬁ. v-¥ und

Durch Einsetsen dieser Werte in die Gleichungen (1) und (2)
zeigt man, daB diese erfilllt sind. Damit hat man alle mBglichen
Lsungen gefunden. Nach Riicksubstitution ergeben sich fiir das
urspriingliche Gleichungssystem folgende LSsungspaare (x,y):

(0,0); (2, "—"2’); (}_}I .i¥) .
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Aufgabe G 41 |

Wir filhren den Beweis in zwel Schritten, wobel am Ende gezelgt
ist, daB die Punkte M, N, P, Q, R, S (s. Skizze) auf einem ge-

meinsamen Kreis liegen.

1. Schritt: Wir zeigen SM | Ac,} .
RQ| BC, NP AB. 1)

Es ist ABA,A~ABC,C (rechtwinklige
Dreiecke mit gemeinsamem Winkel
¥ABC). Hieraus folgt

BA- = B8, also AAyBC; ~ AABC

und §BA,C, =¥BAC.

Im Dreieck AA,BC, sind A4S und C,M
Hohen; &hnlich wie oben erhélt man
%4BSM = &¥BA,C,, und hieraus folgt
4BSM = §BAC, also SM| AC.

Analog zeigt man RQ | BC, NP| AB.

2., Schritt: M, N, P, Q, R, S llegen auf einem gemeinsamen Kreis.

Dazu geniigt es zu zeigen: Bellebige vier aufeinanderfolgende
Punkte liegen suf einem gemeinsamen Kreis.

Bewelstechnisch gibt es zwel Typen von Punktquadrupeln:
RSMN, MPQ, PQRS (Punkte auf zwel Dreiecksseiten)
NPQR, QRSM, SMNP (Punkte suf drei Dreiecksseiten).

Wir betrachten die Quadrupel RSMN und NPQR. Offensichtlich ist

%ﬁ-"— - %%1_ - gﬁa. (C4OWRB,, A,0 | NB;, Strahlensatz). Hieraus
(2)

ergibt sich NR I A,C, .

Deshalb ist €MNR = ¥BA,Cq = «BAC ='4¢BSM (nach (2) und 1. Schritt),
d. h. §MNR + ¥MSR ='180°; R, S, M, N liegen auf einem gemein-
samen Kreis (betrégt die Winkelsumme gegeniiberliegender Winkel

im Viereck 180°, dann liegen die Eckpunkte des Vierecks auf

einem gemeinsamen Kreis),

Ferner gllt: XPNR + §PQR = 180° - (¥PNC + £BNR) + 180° - $AQR

= 360° - (¥ABC + 4BAC + % ACB)

= 180°
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(nach 1. Schritt, (1) und (2)). Damit liegen auch N, P, Q, R
auf einem gemeinsamen Kreils.

Analog wird der Beweis fiir die restlichen Vierecke gefiihrt.

Aufgabe G 32

Behauptet wird, da8 die Funktion

P(x,y) = (x-1975)1974 | (y-1976)197° 4 1 niont als das Produkxt

sweier Funktionen g(x) . h(y) darstellbar ist. Der Beweis der

Behauptung erfclgt indirekt.

Annahme: F(x,y) = g(x).h(y), wobei g(x) und h(y) jeweils mur
von einer Variablen abhéngen.

Dann folgt fir x, = 1975 und beliebige y:
F(x,,¥) = 8(x,).h(y) = (x,-1975)1974,(y-1976)1975 4 1
P(x,,y) = g(x,).h(y) = 1
h(y) = Eﬂ%m = ¢4 = constant
(g(zo) # O, da sonst das Produkt g(x,).h(y) nicht gleich 1 sein

kann).
Analog erhalten wir fibr Vo = 1976 und beliebige x:

#(x,y,) = g(x)eh(y,) = 1

g(x) = m&m = G, = constant.
Damit ergibt sich fir die Punktion P(x,y)

P(x,y) = g(x) « h(y) = C4+C, = constant,
aber F(x,y) ist definiert als:

F(x,y) = (x-1975)1974 | (y-1976)1975 4 1.
Dieser Ausdruck ist sicherlich nicht konstant fiir beliebige

Werte x und y.

Damit iast der fir den Beweis der Behauptung notwendige Wider-
spruch konstruiert.
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Sommerlager des Bezirksklubs
lunger Mathematiker

Vom 7. 7« bis 17 7. 1975 fand das Sommerlager der Jungen Mathe-
matiker des Bezirkes Gera statt. Wer diese Mathematiklager or-
ganisiert, wer an ihmen teilnimmt und wie sie gestaltet werden,
80ll in diesem Artikel beschrieben werden. ' ;

Die Lager werden in Zusammenarbeit des Bezirkskabineits fir
anBerunterrichtlioche Tétigkeit in dexr Abteilung Volksbildung
beim Rat des Bezirkes Gera und der Sektion Mathematik der FSU
Jena organisiert und durchgefilhrt. Das Bezirkskabinett, das von
Herrn Jahn geleitet wird, sorgt fiir die terminliche Festlegung,
fir die Unterkunft der Teilnehmer und fiir die finanzielle Absi-
cherung des Lagers. AuSerdem wird fiir jedes Lager ein Lagerlei-
ter berufen, der fiir den organisatorisch-kulturellen Telil im
lager verantwortlich ist. Die Sektion Mathematik hat die gesam-
te Flanung und Durchfifhrung eines wissenschaftlichen Unterrichts-
programms {ibernommen. Hierfiir eingesetzt sind von staatlicher
Seite Dr. Bitz und von unserem Jugendobjekt "Studienvorberei-
tung" der Student JUrg Vogel. (Das Jugendobjekt umfaSt nicht
nur die "Wurzel”, sondern hat auch noch einen Bereich "Mathe-
matiklager"” und einen Bereich "NVA-Zirkel"). Die Zusammenarbeit
zwischen dem Bezirkskabinett und der Sektion ist gut. Das zeig-
te sich sowohl auf den gemeinsamen Sitzengen zur Vorbereitung
der Mathematiklager als auch in den Lagern selbst.

Jidhrlich finden zwei groSe Lager zu Beginn der Sommer- und Wine
terferien (ca. 8 bis 10 Tage) und zwei Wochenendlehrginge zu
Beginn der Herbst- bzw. Prithjahraferien (ca. 4 Tage) statt. Pilir
jedes Lager setzt die Sektion zur Durchfihrung des Unterrichts
swei wissenschaftliche Mitarbeiter und auBSer dem Verantwortli-
chen im Jugendobjekt "Studienvorbereitung" noch zwel bis drei
Studenten ein. Gegenwirtig wird an einem Unterrichtsprogramm ge-
arbeitet, das {iber mehrere Jahre filr die Schiiler von der 8. bis
sur 12, Klasse giiltig sein soll. Die Mitgliedschaft im Bezirks-
klub Junger Mathematiker (BKJM), die notwendig fiir die Teilnah-
me an diesen Iegern ist, wird fiir die Schiiler in Jjedem Schul-
jahr neu festgelegt. Entacheidende Eriterien sind das Abschnei-
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.den bei der Mathematikolympiade (insbesondere bei der Bezirks-
olympiade) und - soweit das eingeschiitst werden kann - die Lei-
stungen, das Interesse und die Disziplin in den vergangenen

. Mathematiklagern. So ist es nicht verwunderlich, da8 sich beson=-.
ders in den oberen Klassen ein fester Stamm von Teilnehmernm her-
ausgebildet hat. In diesem Schuljahr hat der BEJM 48 Mitglieder.

Das diesjiihrige Sommerlager fand in Ruppersdorf (Er. Lobenstein)
statt. Schon sum zweiten Mal war der BKJM su Gest in dieser klei-
nen, sehr schtn gelegenen Gemeinde. Die neuerbaute Oberschule
mit eigener Kiiche und Turnhalle eignet sich vorsiiglich filr die
Durchfifhrung eines solchen legers.
Leider reiste nur ungefihr die Hiilfte der eingeladenen Schiiler
an. Die Griinde hierfiir waren einerseits individuelle Urlaubsplé-
ne, sum anderen aber auch das gleichzeitig in Jena durchgefilhr-
te leger Junger FPhysiker. Auf Grund der geringen Teilnehmerzahl
wurdem die Sehiiler in nur 3 Gruppen susammengefafSt. Der Unter-
riochtsstoff wurde aus folgenden mathematischen Themenkomplexen
auvsgewiihlt:
Klasse 8: Elementargeometrie, Zahlentheorie, Gleichungen und
Ungleichungen, Aussagenlogik
Klasse 9/10: Zahlentheorie, vollstindige Induktion, r#éumliche
Geometrie, Dirichletsches Schubfachprinsip, Matri-
zsen und Determinanten
Klasse 11/12:Punktionalgleichungen, gemiometrische Gleichungen,
réiumliche Geometrie, Ungleichungen, Matriszen und
Determinanten.
Pir die Gestaltung der Nachmittage und Abende war der Lagerlei-
ter Herr lappe, Lehrer fiir Mathe/Fhysik an der Oberschule Rup-
persdorf, verantwortlich., Es wurden Wanderungen, Nachmittage im
Waldbad, ein Sportfest, LufigewehrschieSen, ein Forum, Skat- und
Schachabende und eine AbschluSifeier organisiert und durchgefihrt.
Eine geplante Filmveranstaltung wnd eine Betriebsbesichtigung
muBten wegen kurzsfristiger Absagen leider ausfallen. Die Schiiler
hatten auSerdem die Miglichkeit, die Turmhalle zu benutzen, wo-
von auch reger Gebrauch gemascht wurde. Besonmders gut gefielen
die Gamstagswanderung nach Wursbach und die AbschluBdiscothek.
Viel lob ernteten die Kiichenfrauen, die sisch sehr aufopfernd um
die Verpflegung ihrer Schiitzlinge kimmerten.



Mathematiklager 160

Einen HShepunkt bildete die abschlieSende Lagerolympiade. Die
Aufgaben fiir die einzelnen Klassenstufen wurden entsprechend
dem Unterrichtasstoff ausgewidhlt. Dabei blieb der Charakter von
Olympiadeaufgaben im wesentlichen erhalten. Die Ergebnisse be=
stdtigten, da8 man nur durch kontinuierliche Arbeit und viel-
seitiges Uben einen wirklichen Erfolg erzielen kann. Am besten
schnitt die Klassenstufe 11/12 ab. Noch nicht zufrieden kdnnen
wir mit den Ergebnissen der 8. Klasse und eines Teils der 9.
Klasse sein.

Hier die Besten der einzelnen Klassenstufen, die einen Buch-
preis erhielten:

Klasse 8: Barbara Gremir

Klasse 9: Andreas Jeschah

Klasse 10: Herbert Rose

Peter Dittrich (als Prithstarter in der 11/12
erreichte er die hichste
5 Punktzahl im Lager iiberhaupt!)

Klasse 11: Holger Kinig
Andreas Kleinwdchter
Klasse 12: Volker Wehner (BBS)
Andreas Martin.

Das Sommerlager in Ruppersdorf wird fikr alle Beteliligten eine
schbne Erinnerung bleiben.

lorg Vogel
lugendobjekt ,Studienvorbereitung”

Titelbild: Karl WeierstraB8. Aus der Bildserie "Beriihmte Mathe-
matiker", Sammlung Karger-Decker, Berlin.

Herausgeber: lugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg
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Differenzengleichungen (II)

Die Bedeutung der Differenzengleichungen ist besonders fiir die
Anwendung der llathematik bei der Losung praktischer Probleme weit-
aus grofer, als es die Ausfilhrungen im ersten Teil erwarten lasg-
sen. Eine besonders wichtige Rolle spielen sie bei der prakti-
schen Behandlung ihrer "groBlen Schwestern" - der Differential-
gleichungen. Es handelt sich hierbei um Gleichungen, bei denen
eine Funktion aus dem angegebemnen Zusammenhang zwischen ihr und
ihren Ableitungen zu bestimmen ist. Als Beispiel sei die folgen-
de Problemstellung betrachtet:

Gesucht ist diejenige Funktion y(x), die iiberall gleich ihrer Ab-
leitung ist:

%_'% =Y. (5)

Diese Differentialgleichung soll jetzt ohne genauere Begriindung
der einzelnen Schritte geldst werden. Zunidchst schreibt man

g%:dx

und integriert beide Seiten:

J%- Ja,
de he 1nlyl =x + C,
und damit ist
ly| = ex+c _ ec . X = c1ex .
Also ist y(x) = Czex, wobei C, eine beliebige reelle Konstante
ist.
Zur genauen Fixierung der Losung ist in diesem Falle noch eine
sogenannte Anfangsbedingung notig, d. h. map'mﬁBte das !roblem
eventuell so formulieren:
Gesucht ist die Munktion y(x) mit $ = y und y(0) = 1.

Dann erh#dlt man sofort aus der zweiten Bedingung 02 = 1 und
X
y(x) = e
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Differentialgleichungen der verschiedensten Art tauchen in
allen Gebieten der Naturwissenschaften und Technik auf, ihr klag=-
sisches Feld ist die lechanik, da sie sich in uniibertroffener
Jeise zur Beschreibung von Bewegungsvorgingen eignen. Haufig er-
.geben gich lineare homojene Differentialgleichungen m-ten Gra=-
des mit konstanten Koeffizienten der folgenden Form:
m=1
E—% i am_1 jxm_ + oo + 8y %ﬁ +8ay=0. (6)

Bei mechanischen Problemen ist der Grad m meist 2, da die Bewe-
gung in der Regel durch die drei wichtigsten }arametgr Oort, Ge=-
schwindigkeit und Beschleunigung, d. h. ¥, %% und —~§ , be-
schrieben wird. v

Es ist eher die Ausnahme als die Regel, wenn es gelingt, fir
eine gegebene Differentialgleichung eine Ldsung y(x) als Kombi-
nation elementarer Funktionen anzugeben. Dieser Umstand ist
prinzipieller Natur und liegt nicht am Unvermdgen der Mathemati-
ker; diese elementaren L¥sungen zu finden, weil sie eben nichi
existieren. Nun sind allerdings alle Differentialgleichungen
der Form (6) elementar 1&sbar, und fiir einen Fall soll der IG-
sungsweg hier skizziert werden, weil er sehr gut die Verwandt-
achaft zwischen Differenzen- und Differentialgleichungen demon-
gstriert. Aus (6) bilden wir das Polynom

R, (8) = g™ + N g1 ¥ oo + 848 + 850 (4*)

Es sel s eine reelle Nullstelle von Rm(s), dann gilt der fol=-
gende

2 m
dy s x 47y 8 x dy 8 X
o) o 0 o) o _ . m o
Es ist E = BOE L —1— = BO e geeoy m = BO e
m m=1
. 47y, a" 'y, dy _
und damit

0
5 ——— + see + 8y — + BY
ax™ “m-1 dx™" T ax ge
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8 X 8 X 8 X 8 X
_ o} m=1 o} 0 0
=8, e +a, 48, e + eee + 848 € + a e
8 X
m m-1 o]

= (s, +a 48 + ...+ay8 +a)e

8 x

o
=R, (s))e” =0. -

Wenn nun das Polynom Rm(x) genau m verschiedene reelle Nullstel-
len By i=1,2,¢+¢,m hat, 80 ist wegen der Linearitdt auch die
Funktion 8% 8,% 8 X

vix) = Cye + Cye + eee + C e (7)

eine Idsung der Gleichung (6), wobei CqsCsseee,C  beliebige fe-
gte Vierte sind, die in jedem konkreten Fall aus gewissen An-
fangsbedingungen bestimmt werden miissen.

Falls das Polynom R (x) mehrfache oder komplexe Nullstellen be-
gitzt, ist ein &dhnliches Vorgehen mdglich, hierbei ergeben sich
noch Winkel- und Hyperbelfunktionen im Ausdruck (7).

Vom Standpunkt der "theoretischen" Mathematik widre damit das
Problem (6) geldst. Ein ebenso denkender Praktiker wiirde bald
eine bdse Uberraschung erleben, da der Ausdruck (7) oft so um-
fangreich wird, daB seine tatsdchliche Verwendung fast unmdglich
ist. lMeist scheitert der Ansatz bereits an der Aufgabe, die Null=
stellen des Polynoms (4') mit geniigender Genauigkeit zu bestim-
men. In einem solchen Falle macht es sich notwendig, zu Niihe-
rungsverfahren ilberzugehen, wobei davor gewarnt sei, den Begriff
"Neherung" abwertend zu begreifen. Das machfolgend angegebene
Verfahren liefert in der Regel recht genaue Werte, widhrend ein
Vorgehen liber die "exakte" LOsung manchmal sogar ein falsches
Vorzeichen ergibt, obwohl formal richtig gerechnet wurde.

Eine Ndherungsldsung zu (6) erhdlt man, indem man diese Glei=-
chung durch eine Differenzengleichung ersetzt. Der Grundgedanke
ist dabei der folgende: |
Die Ableitung der Punktion y(x) an der Stelle x = X, igt bekannt-
y(x,+h) - y(x,)

lich der Grenzwert des Verhdltnicsses T

fiir h —0,

Aus der Definition des Grenzwertes folgt nun, daB fir geniigend
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kleine Werte von h dieses Verhdltnis immer besser mit dem Wert
y'(x,) lbereinstimmt. In die eingangs betrachtete Gleichung _
y' = y = 0 wird nun anstatt y' dieses Verhidltnis eingesetzt. Um
die neue Gleichung nicht mit der Ausgangsgleichung zu verwech-
seln, schreiben wir u statt y:

(x +h) = u(x_)
o a o - u(xo) = 0.

'

Die praktikabelste Angabe einer Funktion ist die Form der Ta-
belle, und unser Verfahren liefert eine solche. Nehmen wir an,
die Losung des Problems y' =~ y = O und y(0) = 1 soll im Inter-
vall [0,1] tabelliert werden, so unterteilen wir das Intervall
in n Teilintervalle der Li&nge h = 1/n, es sel x, = 0 und

Xy = ih, i=1,2,...,0. Auf jedem Teilintervall setzen wir
u(x,+h) - u(x;)
i i *
5 - u(xi) = 0,
u(x; .) = u(xy)
d. he _ i+l n i s u(xi) & 0,

Wenn wir nun u(xi) mit ug bezeichnen und mit h multiplizieren,
so erhalten wir.die Differenzengleichung

%_'_1 - (1+h) ui =0

mit der Anfangsbedingung u, = 1.

Das zugehorige Polynom (4) ist damit P1(t) =t = (1+h), und

i, = 1+h ist die einzige Nullstelle. Damit ist u = (1+h)* die
Losung der Differenzengleichung mit der gegebenen Anfangsbedin-
gung. Der Wert w, = u(nh) = u(1) ist dann eine Ngherung zu

y(1) = ol = @ = 2,7182818... , definiert als der Grenzwert von
(1+h)? = (1+Yn)®. Fiir den einfachsten Fall n=1 erhalten wir die
recht grobe Ndaherung un=2. Je grioBer wir nun den Wert n wahlen,
desto kleiner wird h und desto besser die Ngherung u, zZu e.
Nachstehend sind einige Werte in Tabellenform angegeben:

n w, Die zwischen O und 1 liegenden
1 2.,0000 wWwerte sind umso bessere Ndherun-
% g:%%gg gen zu den genauen Werten, je na-
10 245937 her sie an Wull liegen.
100 2.T7048 :
1000 2.7170
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Das betrachtete Problem sollte nur als Beispiel dienen, da
Jja hier die exakte Losung sehr einfach isi. Die Vorteile der
Differenzenngherung wirken sich besonders bei Differentialglei-
chunéen hoherer Ordnung aus.

Es ist bemerkenswert, daB man auch einige theoretische Tmter-
suchungen von Differentialgleichungen auf Differenzengleichungen
iibertragen kann. VWenn es z. B. darum geht, zu einer speziellen
Differentialgleichung die Eindeutigkeit der ILdsung nachzuweisen,
so kann man die Differentialgleichung eventuell durch eine Diffe-
renzengleichung ann&hern, fir diese die Eindeutigkeit un*tersuchen
(was oft einfacher zu machen ist) und nachweisen, daB diese Ei=-
genschaft beim i/bergang zuriick zur Differentialgleichung erhal-
ten bleibt. Beweise dieser Art sind leicht zu fiilhren, erfordern
keine besonderen Kniffe, sind dafiir aber meist sehr umfangreich
und langweilig, weshalb sie nach Moglichkeit durch direkte und
vlegante analytische ersetzt werden. Fiir einige Probleme gibt
es diese allerdings noch nicht, so daB der Beweis iiber eine Dif=-
ferenzengleichung immer noch der besie - weil einzige - ist.

Zum AbschluB sei noch ein Beispiel fiir eine '"theoretische"
Untersuchung mit Hilfe einer Differenzengleichung gegeben. Vir
betrachten hierzu die Aufgabe im Artikel von Dr. sc. K. Jupe in
WWRZEL 7/75. Fir die Bewegung eines Federschwingers der Masse m
gilt die Differentialgleichung zweiten Grades

d
s

- +S.y=0, (8)

BIO

dt

hierbei ist c¢ die Ddmpfungs- und k die Federkonstante. Es sei
nun die Frage gestellt: In welchem Falle ergibt sich keine
Schwingung, sondern die ausgelenkte Masse "kriecht" in die Ruhs-
lage zuriick? Im erwdhnten Artikel ergibt sich die Bedingung

¢ 22yu.kK . Nachfolgend erhalten wir desselbe Resultat iiber eine
Differenzengleichung. Zu diesem Zweck formen wir zuniéchst die
Differentialgleichunz (8) in eine solche um., Die zweite Ablei-
tung ist die Ableitung der ersten Ableitung, und demit erhalten
wir
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: . y(t+2h) = y(t+h) _ y(t+h) - y(t)
e t+h) = y(t) h )3}
F(t) & LB =3 () o

y{(t+2h) = 2y(t+h) + y(t)
h2‘

Das liefert die Differenzengleichung

-

u - 2u + u. u - U
i+2 i+1 i c i+1 i k
G =, eeeee—— e == u = O
ﬁ?’ m h m i 2
d. h.
2
ch kh ch _

Das zugehorige Yolynom ist damit

2
2 ch ki ch
% +(_-2)t+(1+_..__._)

mit den Nullstellen

2
ch + ch 2 kh ch
t1,2 =1=- " ]/(1 = EE) -1-=+5

Cqon. ot cZ - 4mk )
2m

ldan kann gich nun iiberlegen, daB die beiden Werte-t1 und t,
komplex sein miissen, damit eine "echte" Schwingung herauskommt.
Die Bedingung fiir den "Kriechfall" ist also, daB der Vert in der

Vurzel nichtnegativ ist, d. h. c® - 4mk > 0 und damit c =2ymk’.

kg sei erwihni, daB man jetzt durch Grenziibergany auch sofort
die Gleichung (12) des erwahnten Artikels erhalteu kann, in der
die Bewegungz des Schwingers explizit angegeben ist (VURZEL 7/75,
Seite 100).

Werner Rosenheinrich
Assisient im Bereich
Numerische Mathematik
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Preisaufgaben 11/75

(G 61)

=)

Die littelpunkte des Um= und Inkreises sowie eines An-
kreises eines Dreiecks ABC seien gegeben. lMan konstru=
iere das Dreiecke.

(G 62)

Durch einen beliebigen Punkt auf der Diagonale eines

Wiirfels mit der Kantenldnge a wird senkrecht zu dieser

Diagonale eine Ebene gelegte.

a) Welche Figur entsteht beim Schnitt dieser Ebene mit
den Wiirfelfldchen?

b) Wie groB sind die Ldngen der Strecken (in Abhdngig-
keit von a und von der Entfernung x der Schunittebene
vom Mittelpunkt O des Wiirfels), die beim Schnitt der
Ebene mit den Wiirfelflichen entstehen?

-~
[op]
N

olf

Man 1dse die Ungleichung

4x2 + 3T+ L 2. 3® < 252 | 37X 4 ox 46,

~~
G2
fo))
s
L —

Lo

Man 16se die Gleichung

2 2
g8in " mx _ gco8 WX _ 8x° + 12|x| - % .

~
(%
(o)}
\n
~

HafiTu BCe 3EaueHlf X, YVACBIETBOLRWLLNE OZHORDEMESHHO Cieny-
UM YDABHEHMAM:

cos 6x + cos 8x =0, cos 3x = 2-sin?2x
npi1 ycroBum, 4To |x| < 5.

QnHOBpEMEHHO = gleichzeltig

Man beweise dle Ungleichung

=~
-t

2 - 1/é +~/2 V2 + oo + 2
2 - /2 +-32 + cae * W2

unter der Voraucsetzung, daB der Zé@hler der linken Seite
n und der Nenner n -1 Wurzelzeichen enthdlt!

IS

BEinsendeschluB: | 31. 12. 1975
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Funktionalgleichungen (lI)

Mit dem Ergebnis im erstem Teil (WURZEL 10/75, Seite 148)
kdnnen wir auch das System zur Bestimmung einer Formel fiir den
Flicheninhalt eines Rechtecks lbsen. Betrachten wir etwa (3,),
g0 sehen wir, da8 die zweite Veriénderliche immer y heiﬂt d. h.
wir kSnnen (31) wie eine FGL fiir eine Funkticn einer Veriinder-
lichen betrachten. Schreiben wir etwa F (x) = P(x,y), so nimmt
(3,) die Gestalt an:
P (x1 + xz) = Py(x1) + Fy(xz).

Das ist aber die Cauchysche FGL. Ihre Iisung ist

Py(x) = ZeX o
Dabei ist es aber withtig zu bemerken, daS unser g nur in Ab-
hédngigkelt von x konstant ist, beziiglich y aber variabel sein
kann: g = g(y). Durch Einsetzen priift man sofort, daB

Py(x) =g(y) . =
Losung ist. Nun soll aber F auch noch (32) geniigen. Durch Ein-
setzen (der Paktor x hebt sich weg) ergibt sich

glyy + ¥2) = aglyy) + g(y;) .

Das ist aber wieder die Cauchysche FGL fiir die Punktion g(y).
Ihre Losung ist bekanntlich

g(y) = coy &
Insgesamt haben wir also P(x,y) = cxy fiir den Inhalt des Recht-
ecka R. Der Wert der Konstante c hingt von der Wahl des MaBSsatabs
ab. Wird der MaBstab so gewdhlt, da8 der Flicheninhalt des Qua-
drates mit der Seitenliénge 1 gleich 1 ist, so ergibt sich
1 =c+1+1, de he ¢ = 1 und damit die uns bekannte Formel.
Wir sehen also, daB man zwangsliufig zu unserer bekannten In-
haltaformel gefitlhrt wird, wenn man nur die geometrisch einleuch-
tende Forderung der Additivitidt des Inhaltes beziiglich der Sei=-
ten fordert. _
Mit Hilfe der IUsung der Cauchyschen FGL kann man nun auch die

FGL (1') lésen. Seien vorerst x und y positiv. Denn fihren wir
neue Verdnderliche Xqs ¥4 ein:

*) - Nachdruck aus WURZEL 4/69
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X4 '
x =10 " , d. he x4 = 1g x

y
3-101, d.h.y1=133?-
Setzen wir noch 1(10%) = £(u), so gilt nach (1')
Xq4 Yy
1010 V) 2 2(10°") + 1010 1),
also f(x1 +,y1) = f(xq) + f(y1) o

Die Punktion f erfiillt demnach die Cauchysche FGL, d. h., es ist
£(xy) mcexq o

Wegen £(1g x) = 1(x) und x,; = 1g x gilt somit
(7) 1(1) = colg Xe
Das gilt nur fiir positive x. Setzt man in (1') x =y = t (>0),

Sy wixd T 1(42) = 21(%).
Setzt man x = y = =t, 80 ergibt sich

1(t2) = 21(=t).
Folglich ist 1(t) = 1(=t). Fiir negative x gilt also
- (7) 1(x) = c-1g(-x).

( x firx20

Betrages x| =
Unter Verwendung des absoluten Betrage l iy #lir x <0

lassen sich die Ergebnisse (7), (7') zusammenfassen, und man

erhélt: Die allgemeine Lésung von (1') hat fir X + 0 die Form
1(x) = c.1glx|.

Soll die PGL (1') auch flir x = 0 erfiillt sein, so ergibt sich

1') fir = 0
SRR B 1(0) = 1(x) + 1(0),

de he 1(x) = O fiir alle x. Das ist die Gleichung der x-Achse.
Sie ist also ILdsungsfunktion, falls (1') auch fiir x = 0 einen
Sinn hsben soll. Man nennt diese sofort zu erratende Lisung die
triviale L3suug von (1').

Wenn man die umfangreiche ILiteratur iber Funktionalgleichungen
durchsieht, so fdllt auf, dad fast jede Gleichung ihre eigene
Lisungsmethode benttigt. Die Versuche einer einheitlichen Theo-
rie der FMunktionalgleichungen haben noch zu keinem Erfolg ge=-
filhrt. Trotzdem gelang es, gewisse Klassen von Gleichungen zu
finden, die einheitlich bshandelt werden krmen. So ist zum Bei:
spiel die Methode der Ldsung der Cauchyschen FGL auf alle Funk-
tionalgleichungen des Typs
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f(x+y) = F(£(x),2(y))
anwendbar, d. h. auf alle Additionstheoreme. Man kann sich auch
iiberlegen, daf dieselbe Mathode filr die IGsung der Gleichung
(2') verwendet werden kann. Man stel)t dann fest, daB8 man ver-
schiedene ISsungen erhélt, je nachdem ob die Idsungsfunktion
Punktionswerte haben kann, die grdfer als 1 oder kleiner als 1
gind. Im letzten Falle erhilt marn als einzige Idsung von (2'),
abgesehen von der trivialen Lidsung,

c(x) = cos bx ,

wobeli b elne beliebige reelle Konstante ist. Das soll hier nicht
vorgerechnet werden.
Unsere Beispiele zeigen aber auch, daB8 man Funktionalgleichungen
in der Mathematik zur Definition von Punktionen verwenden kann.
So kann man z, B, die Funktion 1(x) = lg x dadurch erkliren,
daB man sagt: 1(x) = 1lg x ist filr alle positiven x nichtitriviale
Losung der Punktionalgleichung (1'), und es gilt 1(10) = 1. Durch
die letzte Bedingung ist die Funktion 1(x) eindeutig bestimmt,
denn wegen 1(10) = 1 gilt

1(10) = c.lg 10 = ¢ = 1.
Ahnliches gilt fiir die Punktionen e(x) = a* und p(x) = .
Diese kann man mittels der FGLen

e(xty) = e(x) . e(y)
bzw. p(x.y) = p(x) . p(y).
definieren. Das Problem der Lusung dieser Punktionalgleichungen
kann man, #dhnlich wie im Falle der FGL fiir 1(x), auf die LSsung
der Cauchyschen FGL (4) zuriickfithren (man filhre das zur Ubung
durch!). ;
Wir ktnnen hier natiirlich nicht annihernd ein Bild von den viel-
fdltigen Methoden zur I¥sung von Punktionalgleichungen entwer=-
fen. Fir diejenigen aber, die ILust zum Probieren haben, sei
beispielhaft noch ein ganz elementares Verfahren erliutert,
das in vielen Fédllen zum Ziel fiihrt. Hierbei handelt es sich
ur die Methode der Spezialisierung der Variablen.
Betrachten wir etwa die FGL

(8) f(x+y) + £(x=-y) = £(x) + 6:3PEVf(y) + x.
Setzen wir y = 0O,erhalten wir
2f(x) = 2(x) + x° '

de h. £(x) = x°.

-
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Das ist (Einsetzen!) auch wirklich eine Ldsung von (8).
Dieser Weg fiihrt bei
(9) £(x+y) - 2f(x-y) + £(x) = 2f(y) =y - 2
nicht zum Ziel. Piir y = 0 erhdlt man nur
£(0) = 1,

Hier ist ein anderes Vorgehen angebracht. Setzt man etwa x = 0,
y =t, so wird \

£(t) = 228(-t) + 1 - 2£(t) = t - 2.
Setzen wir x = 0, y = =t, ergibt sich

f(=t) = 22(t) ¢ 1 = 2f(=t) = =t = 2,
Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit -2 und addieren sie
zur ersten, so ergibt sich

~£(t) + 42(t) =t = 3 + 2t + 6 ,

und daraus folgt
f(t) at + 1.

Diese Funktion erfilllt auch wirklich die Gleichung (9).
Diese Methode beruht darauf, daB jede IUsung der Ausgangsglei-
chung notwendigerweise auch die spezialisierte Gleichung er=-
filllen muB. Diese ist i. a. von einfacherer Bauart und dann
leichter zu lYsen. AnschlieBend muf man aber immer priifen, ob
die erhaltenen LOsungen der speziellen Gleichung auch die Aus-
gangsgleichung erfiillen. Es kann natiirlich durchaus der Fall
gsein, daB die spezialisierte Gleichung mehr LEsungen hat als
die ursprimnglich gegebene. Hierzu ein Beispiel:

(10)  2(x+y) + £(x-y) = £(x)(y+2) + y(z°-2y) = O.

Hier versagen die bisherigen Methoden. Setzen wir nacheinander
x=0,y=t;x=t-2,y=-2;x=-2,y=t-2, 80 erhalten wir
die drei Gleichungen

£(t) + £(~t) - £(0)(t+2) - 2t° w0

£(t=4) + £(t) = 2(£°=4t+8) =0

f(t=4) + £(=t) = £(=2)t + (t=2)(8~2%t) = 0.
Mit der Methode zur Idsung von (9) erhiélt man aus (10) sofort
£(0) = 0. Setzen wir £(-2) = b, 80 ergibt sich, wenn man die
dritte Gleichung von der Summe der beiden ersten subtrahiert,

20(%) = 2t2 + (4-£(-2))%.

Setzt man noch 5—"-21(2)- = ¢, 80 ergibt sich

£(t) = t° + ct.
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Diese Funktionen erfiillen fiir alle ¢ die dreil épezialisiertan
Gleichungen. Setzt man aber £(t) im (10) ein, so ergibt sich

(x+y)2 + c(x+y) + (x--y)2 + o(x=y) - (12+cx)(y+2) + y(x?-zy)-o

oder oxy =0

fiir alle x, y, also ¢ = 0. Damit ist f(x) = x° die einzige Li-
sung von (10).

Mit diesen Anregungen zur eigenen Beschiéftigung mit Punktional-
gleichungen wollen wir diese kurze Einfilhrung schlieBSen.

Prof. Dr. H.-). Glaeske
Bereich Analysis

VERSCHIEDENES + VERSCHIEDENES + VERSCHIEDENES + VERSCHIEDENES

Mitteilungen der Redaktion:

Da wir immer wieder Zuschriften erhalten, die Abbestellungen,
Adressenénderungen und Neubestellungen betreffen, mdéchten wir
nochmals darauf hinweisen, daB hierfiir n u r noch Ihr Post-
amt zusténdig ist. Lediglich Nachbestellungen & l terer
WURZEL-Hefte sind an unsere Adresse zu richten.

Unseren herzlichsten Gliickwunsch ...

... Genossen Dozent Dr, sc. Rolf Lindner, Leiter
des Bereiches Mathematische Kybernetik und Rechentechnik an
der Sektion Mathematik - unseren Lesern durch verschiedene
Artikel bekasnnt -, zu seiner Berufung zum ordentlichen
Professor! /

Zu unserem Titelbild:

Im Oktober beging die Friedrich-Schiller-Universitét den 30,
Jahrestag ihrer Neuerdffnung nach dem zweiten Weltkrieg.
Dank der Hilfe und Unterstiitzung durch die Sowjetunion
konnte die Jenaer Universitédt am 15. 10. 1945 als erste
deutsche Universitdt den Lehrbetrieb wieder aufnehmen.
Tesen Sie bitte auch unseren Beitrag auf den folgenden
Seiten.,)
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Im Studentenaustausch zu Besuch in Minsk

Wenn wir den 30. Jahrestag der Wiedereroffnung der Friedrich-
Schiller-Universitdt Jena begehen, so sind das auch 30 Jahre
enger Verbindungen zu Universitdten der befreundeten Linder. In
dieser Zeit haben sich diese Beziehungen von ersten Kontakten
bis zu einer engen Kooperation in Forschung und Lehre entwickelt.
Nicht wenige der wissenschaftlichen Mitarbeifer unserer Sektion
Mathematik absolvierten ihr Studium an Hochschulen der UdSSR

und anderer sozialistischer Ldnder, es gibt gemeinsame For-
schungsprogramme, und persdnliche Kontakte verbinden viele Stu-
denten und Wissenschaftler iiber Liandergrenzen hinweg.

Naturgemdf grofl war meine Freude, als ich erfuhr, daB ich zu den
gliicklichen 8 Studenten gehoren wiirde, die vom 10. Juni bis

1. Juli drei interessante Wochen in Minsk verbringen durften.
Denn damit grlebte ich nicht nur meine bisher ldngste Reise,
besichtigte unzdhlige Sehenswiirdigkeiten, sondern konnte mich
aus erster Hand iiber Lebensweisé, Studium und PFreizeitgestal-
tung sowjetischer Mathematikstudenten informierem und schloB
Freundschaft mit den Studenten, die uns wdhrend dieser Tage be-
treuten. '

Herzlich begriiBt wurden wir vom Dekan der mathematischen Fakul=
tdt der Belorussischen Lenin-Universitdt. Durch ihn, andere Wig-
gsenschaftler und unsere Betreuerstudenten lernten wir das Mathe=-
matikstudium in der Sowjetunion und seine Besonderheiten kennen.
Die Studenten haben ein recht umfangreiches Programm an Vorle-
sungen, Ubungen und Seminaren zu absolvieren. Die Leistungen wih-
rend des Grundstudiums werden durch Ablegen von Testaten (das
gind Priifungen in "Kleinformat", die alle 6 bis 8 Wochen statt-
finden) kontinuierlich iberpriift. Am Ende Jedes Semesters sind

4 = 5 Priifungen abzulegen.

Die Aktivitdten auf gesellschaftlichem Gebiet werden durch ein
Punktsystem erfaBt und entsprechende Zehntel (maximal 0,5) zum
Zensurendurchachnitt der Priifungen auf fachlichem Gebiet addiert.
Da bekanmtlich in der Sowjetunion die "5" die beste Note ist,
wdre bei durchweg sehr guten Leistungen und ausgezeichneter ge-
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sellschaftlicher Arbeit der maximale Durchschnitt von 5,5 er=
reichbar. Kurz vor Ende des 3tudiums wird fiir die Vermittlung
der Arbeitsstellen entsprechend der so errechneten Werte eine
Rangfolgeliste aufgestellt. Der erste dieser Liste kann eine be-
liebige Absolventenstelle wdhlen, der zweite alle bis auf die
vom ersten gewdhlte, der dritte alle mnoch ibrigen und so weiten

Damit wir einen Uberblick iiber die an der Belorussischen Univer-
8itdt behandelten Fachgebiete erhielten, horten wir Vorlesungen,
die Vertreter der verschiedenen Bereiche (kadezpn) hielten.
Damit das nicht auf das alleinige Anhdren beschrinkt blieb, hat-
te jeder einen speziellen Auftrag zur Erkundung der Forschungs-
richtungen in bestimmten Bereichen und der Ausbildungsprogramme
erhalten,

Sehr interessant war eine Einfilhrungsvorlesung in die Program-
miersprache FORTRAN, die Erstellung eines FORTRAN-Programmes zur
Wurzelberechnung und die Realisierung dieses Programmes auf dem
Rechner MINSK 32,

Unsere Minskfahrt sollte natiirlich nicht nur fachliche Aktivi-
tdten umfassen. Trotz ihrer Belastung durch die Priifungsperiode
(Sessia) gaben sich die sowjetischen Studenten viel Miihe, um uns
die Sehenswiirdigkeiten von Minsk zu zeigen.

Minsk, die Hauptstadt der Belorussischen SSR, z&hlt zu den jiing-
gten Millionenstddten der Sowjetunion. Die Stadt, im 2. Welt=
krieg fast villig zerstdrt, entstand neu, grofziigiger und scht-
ner als je zuvor. Davon zeugen moderne, vielstdckige Hotels, der
Sportpalast mit 6000 Plitzen, der Leninprospekt - die Minsgker
HauptstraBe, ausgedehnte Neubauviertel. Und in dieses moderne
Minsk fiigen sich auch die Gebiude der Lenin=-Universitdt ein,

Wir schlenderten durch die Stadt, besuchten Museen, lernten die
Parks an der Swislotsch kennen. Bei Temperaturen von 33° C im
Schatten verlebten wir zwei Sonntage am und im "Mingker Meer",
einem Naherholungsgebiet der Millionenstadt.

Ein HBhepunkt war der Besuch der Hauptstadt Litauens, Vilnius,
einer Stadt mit herrlichem mittelalterlichem Stadtkerm und al-
ter Universitét, alles umngeben von ausgedehnten Griinanlagen.
Noch bedeutender - die drei Tage, die wir in Moskau verleben
konnten: fiir alle beeindruckend der Besuch des Lenin-Mausoleums
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und eine Ballettauffiihrung im neuen Kremlpalast. Viel zu schnell
vergingen die 3 Wochen, aber uns 8 Studenten und unseren 2 Be-
treuern aus Jena sind sie fest in Erinmerung geblieben.

Im September begrii8ten wir ganz herzlich die 8 linsker Studenten
und ihre beiden Betreuer zum Gegenbesuch in Jena. Nun stand vor
uns die Aufgabe, die in lHnsk geschlossene Freundschaft zu ver-
tiefen und ihnen sowohl einen Einblick in das Leben an der Sek-
tion Mathematik als auch einen Eindruck von llenschen und sehens=-
wiirdigkeiten in unserem Land zu vermitteln. Ich glaube, daB uns
dies auch gelungen ist.

Fachlicherseits standen Vorlesungen iiber maschinenorientierte
Programmierung - gehalten in Russisch - und ein Praktikum dazu
auf der EDVA KSR 4100 ungerer 3Sektion auf dem rrogramm.

Die schtne Jenaer Umgebung wurde gemeinsam erwandert, Exkursio-
nen nach VWeimar, Eisenach, Saalfeld, Dresden, in den Thiiringer
Wald, nach Naumburg und zu den Dormburger Schléssern untermom-
‘men, Erfurt und die IGA besucht. Ein Besuch der Hauptstadt Berlin
und der Sehenswiirdigkeiten Potsdams durfte natiirlich nicht feh-
len. Dabei und beim gemiitlichen Zusammensitzen kamen wir, da an-
fangliche Sprachschwierigkeiten stets mit gemeinsamer Anstren=-
gung und freundlichem Licheln schnell iiberwunden waren, recht

gut ins Gespridch. Allen fiel der Abschied am 25. September schwer,
doch die freundschaftlichen Bande, die iliber 1800 km Jena = Lhnsk
gekniipft wurden, werden bestehen, und bei den engen Beziehungen
ungerer Volker und der beiden Universitdten gehdrt ein Wiederse-
hen eigentlich zur Tagesordnung.

Gregor Weske
Assisjent im
Forschungsbereich ,Stochastik”
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Einfilhrung in die

Wahrscheinlichkeitsrechnung (1)

1. Der Zufall

In vielen Bereichen von Naturwissenschaft und Technik sind ab=
laufende Prozesse und Vorginge streng determiniert. Einer be-
stimaten Ursache entspricht unter gegebenem Komplex von Bedin-
gungen eine ganz bestimmte Wirkung., Wird ein Versuch mit wohl-
bestimmter Verluchlandrdnung,d. h. festgehaltenem Eomplex von
Bedingungen durchgefiihrt, so tritt die erwartete Wirkung mit
Sicherheit ein.

Daneben gibt es in der Hatur Prozesse, die nicht streng deter-
miniert sind. Bei Durchfilirung eines Versuches, dem solch ein
Froze8 zugrunde liegt, kann ein bestimmtes Ereignis eintreten,
muf aber nicht mit Sicherheit eintreten. Solche Ereignisse hei-
Ben zufillige Ereignisse. Beispiele fiir zufidllige Ereignisse
8ind das Ereignis: "Wappen liegt oben™ beim Werfen einer Minze,
"die Zahl 6 liegt oben" beim Wilrfeln. Zufidllige Ereignisase tre-
ten in der Physik hauptsichlich im molekularen Bereich (Brown-
sche Bewegung) und im atomaren Bereich auf. Weiterhin treten zu-
fidllige Ereignisse sehr hiéufig in den biclogischen Wisaenschaf-
ten auf.

Bedeutet nun die Existenz von zufédlligen Ereignissen, daB es in
der Natur Erscheinungen gibt, die nicht gesetzmiifig verlaufen,
oder welchen GesetzmidBigkeiten geniigen zufidllige Ereignisse?

Wir filhren einen Versuch mit zufélligem Ausgang n mal unter den
gleichen Versuchsbedingungen durch. Tritt dabei das Ereignis A
k mal auf, so bezeichnet man den Quotienten % als die relative
Hiufigkeit des Ereignisses A. Obwohl sich das Ergebnis eines
einzelnen Versuches im allgemeinen nicht vorhersagen lidSt, zei-
gen die relativen Hiufigkeiten bei groBen Werten von n die Ten-
denz, immer weniger um einen bestimmten Wert zu schwanken, so
daB sich ein praktisch konstanter Wert der relativen Hiufigkeit
ergibt. Diesen Wert nemnt man die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nissea. Zufidllige Ereignisse geniigen gegeniiber den streng deter-
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minierten Erscheinungen einer neuen Art von GesetsmiBigkeit.
Diese CesetmmiBigkeit ist eine statistische CesetzmiBigkeit und
besagt, daB su gegsbener Versuchsanordnung zu jedem Ereignis A
eine Zahl P(A) (Wahrscheinlichkeit von A) derart existiert, das
fiir groBe n die relative Hiufigkeit des Auftretens von A anni-
hernd P(A) ist.

Wegen der Schwierigkeiten, die bei einer direkten mathemati-
schen Beschreibung dieses Sachverhaltes auftreten, hat man eine
mathematische Wahrscheinlichkeit axiomatisch definiert. Die
Axiomatik wurde so gewihlt, daB die Resultate der auf ihr auf-
bauenden Wahrscheinlichkeitsrechnung den praktischen Gegeben-
heiten entsprechen. ' '

2. Ereignisse, Elementarereignisse

Zu einer mathematischen Theorie von den Ereignissen gelangen
wir, wenn wir nicht nur ein Ereignis A, sondern mehrere Ereig-
nisse A,B,C,... und deren Bezishungen untereinander untersuchen.

Definition:

Vereinigung der Ereignisse A,B nennt man dasjenige
Ereignis, das darin besteht, daB mindestens eines

der beiden Ereignisse A,B eintritt, und beseichnet es
durch AU B, Durchschnitt der Ereignisse A,B heiBt
dasjenige Ereignis, das darin besteht, daB sowohl

das Ereignis A als auch das Ereignis B eintritt. Es
wird durch An B bezeichnet. Das Komplement A eines
Ereignisses A ist das Ereignis, welches darin besteht,
da8 A nicht eintritt.

11 t= "Alle sechs gezogenen Kugeln bei '6 aus 49' tragen unge-
rade Zahlen,"

A2 t= "Die Summe der sechs gezogenen Zahlen ist aino'ungorado
Zahl . "

13 := "Alle sechs gezogenen Zahlen sind kleiner als 30."

Dann haben wir beispielsweise
A1UA2 = "Alle geszogenen Zahlen sind ungerade, oder ihre Summe
ist ungerade.” :
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A.lu A3 = "Alle sechs gezogenen Zahlen sind ungerade natiirliche
Zahlen oder gerade Zahlen zwischen O und 29"

A;0 Ay = "Die Fummern der gsechs gezogenen Kugeln liegen in der
mg' {1,3,5,0..,29] "

Ij = "Wenigstens eine der gezogenen Zahlen ist groBer oder
gl.iﬂh 30n,

Definition:
Wir sagen, das Ereignis A liege im Ereignis B, falls

das Eintreten von A dasjenige von B nach sich zieht.
Wir schreiben hierfilr AS B.

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, da8 ASB genau dann
gilt, wenn ANnB = A erfiillt ist.

A := "Beim Wiirfeln liegt die Zahl 6 oben."
B := "Beim Werfen mit einem Wiirfel liegt eine gerade Zahl oben!

Dann gilt A< B,

Es zeigt sich nun, da8 die Operationen U N und ~ den glei-
chen Rechenregeln geniigen wie die mengentheoretischen Operatio-
nen Vereinigung, Durchschnitt und Ubergang zur EKomplementirmen=-
ge. Demzufolge entspricht die Relation < der mengentheoreti-
schen Inklusion. '

Wir bezeichnen im weiteren durch S das sichere Ereignia, d. h.
dasjenige Ereignis, das immer eintritt,und durch £ := E das
unmgliche Ereignis, das ist dasjenige Ereignis, das nie einire-
ten kann, A und B heiBen durchschnittsfremd, falls An B=g gilt.

. Wir betrachten das Wiirfeln mit einem Wirfel. Dann ist

S = "Eg fHllt eine der Zahlen 1,2,...,6" und
¢l' "Ea fHllt keine der Zahlen 1,2,¢e. .6" .

3. Wahrscheinlichkeit

Wir kommen jetzt zu den Axiomen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
und wollen uns dazu zunichst mit zwei Eigenschaften der relati-
ven Hiufigkeit beschiftigen.

Wir filhren einen Versuch mit sufilligem Ausgang n mal durch und
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bezeichnen durch n, die Hiufigkeit des Aufiretens des Ereignis-
ses A. Dann gilt fiir die relative Hiufigkeilt

(4) = 4
"n n

Oé}h(A)é'l. (1)

Sind die Ereignisse A und B durchschnittsfremd, so kinnen sie
nie gleichzeitig eintreten. Deshalb gilt
D, ,p =%, + 05 und somit

h,(AUB) = b (A) + by (B)s (2)

Pir die weiteren Betrachtungen legen wir in Anlehnung an die
Bigenschaften der relativen Hiufigkeiten folgendes fest:

Defini+tion:

Den unter gegebenen Versuohsbedingungen betrachteten

zufilligen Ereignissen A,B,... sind Zahlen P(A),P(B)....

derart zugeordnet, daB folgende Bedingungen erfiillt

sind:

1. 0LP(A)E1, OLP(B)L1, e

2. P(AUB) = P(A) + P(B) fiir zwei beliebige durch-
schnittsfremde Ereignisse A und B

3. P(g) = 0, P(S) = 1.

Diese 3 Forderungen reichen schon aus, um in bestimmten Pillen
die Wahrecheinlichkeit fiir zufidllige Ereignisse zu berechnen,

de h. die Zahl zu berechnen, um die herum unter diesen Bedingun=-
gen die relative Hiufigkeit schwankt. Mittels vollstiéndiger In-
duktion ldéB8%t sich die Bezieshung 2. folgendermaBSen verallgemei=-
nern:

Folgerung:

Ay yA5 ,...,4 selen Ereignisse mit der Eigenséhaft

Asn Ay =@ fiir i4 j. Dann gilt

P(AqU A U,oeo U Ag) = P(Aq) + P>(Ap) + eoe + P(Ax). .
Wir betrachten jetzt einen Versuch, bel dem es nur n verschie-
dene Versuchsausginge B.I.....l}n gibt. Jedes weitere zufidllige
Ereignis A, das mit diesem Versuch zusammenhiéngt, l&B8t sich
dann als Vereinigung gewisser Ereignisse 311,;..,331 darstellen.
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Wir werflen einen Wiirfel. Dann ist n = 6, Bi "Es liegt die
Zahl i oben". A sei das Ereignis, das darin besteht, daB eine
gerade Zahl oben liegt. Dann gilt

A -szB4uB6 .

Wir nehmen jetzt an, daB alle Versuchsausginge gleichmiglich
sind, d. h. es gelte '

P(B1) = P(Bz) = cee ® P(Bn).
In diasem Falle -rhaltcn nir aus der obigen Folgerung wegen

S-UB

=1 n
1 1.?(3).P(UB).EP(B)
l- 1 1-1 1
= N P(Bi) 1-1,....11
und somit

P(Bi) -% L]

Jetzt sei A irgendein Ereignie, denn liéBt sich A darstellen alas

A= Bi1u see ) Bil L
Somit gilt \

P(A) = B(By ) + «oo + R(By ) = 1. :

=] B

n

Wir sehen also, daB die Wahrscheinlichkeit fiir das mftireten
von A nicht mehr davon abhiingt, aus welchen Versuchsausgingen
sich A zusammensetzt, sondern nur, sus wievielen Versuchs-
ausgingen. Da das Ereignis A genau dann eintritt, wenn wenig-
stens eines der Ereignisse B1 ..,B1 eintritt, sagt man, die
Ereignisse B, ""’Bi sind fur das lpintreten von A gimstig.
Damit erhalten wir rﬁr Versuche, deren Versuchsausginge siémt-
lich gleich wahrscheinlich sind, ‘

P(A) = Anzahl der gimstigen Fiille
Anzahl der mglichen Fidlle

4., Die bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir kommen jetzt zum Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit.
B sei ein festgehaltenes zufidlliges Ereignis mit P(B) # O. Wir
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ordnen jetzt jedem Ereignis A eine Zahl Q(A) folgendermaSen zu:

ah) =pge EBEHEF -

Man kann dann leicht beweisen, daB Q wieder eine Wahrschein=-
lichkeit i't" d. h,

1. 0£Q(a)é1

2. QAU 4;) = Q(ay) + Qny) flir AN Ay = ¢

3. Q(#) =0, Q(S) = 1 gilt.
Wir berechnen die GrdBe Q(B): Es gilt

Q(B)-EG%&%)---E%}-1.

Das Ereignis B tritt also beziiglich der "Wahrscheinlichkeit" Q
praktisch immer ein. Q beschreibt uns also einen zufdlligen Vore
gang mit der zusidtzlichen Bedingung, da8 B immer eintritt.
Anders gesagt ist Q(A) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A
unter der Voraussetzung, daB wir schon wissen, da8 B eingetre-
ten ist. Wir bezeichnen im weiteren Q(A) durch P(A/B).

Wir betrachten den Versuch des Wiirfelns mit einem Wiirfel. Es

sel
A ="Es fd11t die Zahl 2 oder die Zahl 4"

B ="Bs fdllt eine merade Zahl".

Dann ist  P(A/B) = f%&%)-

Die mdglichen Versuchsausginge gind die Zahlen 1,2,ce¢,6.
Die gimstigen Pidlle asind fir '

A - das Pallen der Zahlen 2 oder 4,
B - das Fallen der Zahlen 2,4 oder 6 und
‘ ANnB - das Fallen der Zshlen 2 oder 4.
Dann gilt P(AN B) .%.%; . P(B) .%.%
und somit Y3 ; -
P(A/B) =yp = % -
Dr. F. Liese
Oberassistent im Bereich
Wahrscheinlichkeitsrechnung
und Mathematische Statistik
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Preisaufgaben 12/75

(G 67) Aus einem guadratischen Stiick Papier konstruiere man
ein regelméBiges Sechseck allein durch Faltungen (d. h.,
es dlirfen keinerlei Hilfsmittel wie Zirkel, Lineal u. &.
benutzt werden).

(G 68) Man gebe die reellen Losungen des folgenden Gleichungs-
gystems an:

_ 2
!2x2 = X + 2?
2}[3 = Xg + ;2-
_ 2
2Xp = Xp.q + xg_1
2Xq = X .
Xq n + Xn
(G 69) In der Zeichenebene des Dreiecks APC schneidet das Ge-
> radenbiisch=1l F die Dreiccl:isseiten in P, ¢ BC, P,- € CA,
P; € AB; das Geradenbiischel Q schneidet die Dreieckssei-
ten in @ € BC, Q ¢ CA, Q3 € AB.
Man beweise: Die sechs Punkte Py ,P» ,P3,Q1,% ,Q; liegen
auf einem Kegelschnitt.
&
(G 70) Man l16se die Ungleichung
({ 1 I Vitan x - 1 {logt (2 + 4cos?x) - 2} 2 0 .
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(G 71) Man zeige fiir beliebige natiirliche Zshlen n

n n
o TT ke _ Lk kem
2 .k=1 cosz— = 1 \'Lll'.‘l.d 2'%(—’1) cosz— = 1 s

Hinweis: Man benutze komplexe Zahlen (WURZEL 11/12/74)
und verwende die Moivresche Formel.

(¢ 72) [loxasaTh, UTO B JOGOM OCTPOYT'ONBHOM TPEYTONBHUKE

| K, +E, + K, =T +_R »

rae K , K., K, - TMEPUeHAUKYNADPH ONyWEeHHHE U3 LEHTPa
OMMUCAHHO# OKPYXKHOCTM HA COOTBETCTBYKWMUE CTOPOHH; T U R -
pPazuycH BNUCAHHO# ¥ ONMNCAHHOR OKpyXHOCTEH.

(ocTpoyroneHHii — spitzwinklig, nepneHauKynsp — Senkrech-
te, ONMUCAHHAA OKPYXHOCT®P — Umkrels, BINUCAHHAA OKDPYyX-—
L HOCTEH = Inkreis) :

EinsendeschluB:| 31. 1. 1976

Die Aufgsbe G 69 stammt von Herrn R. Roth, emeritierter
Professor der Jenaer Universitédt; die Aufgabe G 71 wurde uns
von unserem Leser Marcus Kagner aus Templin zugesandt.

Mit der Aufgabe G 67 wollen wir Uber Silvester ein voOllig anders
geartetes Problem als sonst stellen. Wer diese Aufgabe gelOst
hat, kann noch versuchen, aus einem Quadrat ein regelméfiiges
Finfeck zu falten. Wir wiinschen dabei viel Erfolg und gleich=-

zeitig ein gesundes neues Jahr!
: Thre Redaktion

Zahlenrdtsel im Oktalsystem

:

ol
Pold+ DB =Pl
[o o o o By o Is BILAM] ol

4
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Lésungen

| ufgabe G 31 | (nach Michael Schaper, Magdeburg)

Alle mbgliche Liosungen der gegebenen Gleichung sind:
(I) (8a=3)x = (14a+5)x - 2kn , k ganzzahlig
(II) (8a=3)x = -(14a+5)x + 2km , k ganzzahlig

Aus (I) folgt x = %1- , und wegen xZO, a>0 gilt k20,

Die Lsungen x:)von (I) bilden somit a:l.ne arithmetische Folge
(1

(=) mit x{V =

pus (II) folgt x = Sf—r ; wegen x 20, & >0 gilt k0. Die Li-

sungen x von (II) bilden also eine arithmetische Folge

{42)} _ x(2)

a+

Beide Folgen sollen Teilfolgen einer arithmetischen Folge {z}
darstellen. Andererseits miissen beide Teilfolgen zusammen alle
Glieder von {xk} enthalten. Hieraus folgt, daB eine der Teil-
folgen mit {xk} identisch sein muB.

1. Fall: . {xgl )} = {x,}

Denn ist {xlgz)} Teilfolge von {XIE:1 )} , und es gilt:
d, = z:nd1 (n 21 natiirlich) .

T T

et =0 * Tard

a § ;]: * (1)

Jegen 11n-328 und a >0 ist 4-n>0 und damit 1sn<4. Aus (1)
erhdlt man somit folgende Verte fir a: ’

3
ag=Fs 8279 ©®3°30°
2. Fall: {x(a)} = {x}

Dann ist {x(”} Teilfolge von {x )} , und es gilt 4, = nd,
(b 21; naturlich). Analog zum ersten Fall erhidlt man
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e = (- (2)
und 1sns3 .

Nach (2) kann a folgende Werte annehmen:
11 7 ol =
8.4 = —2' 9 85 = '5‘ 9 a6 = % = 31 ®

Alle Zahlen a der Menge M ={a- s T% i ;-} erfiillen
die gegebenen Bedingungen.

Aufgabe G 40 | (nach lMichael Reisig, Halle)

Ist M der Mjttelpunkt des Wiirfels, so gilt/

T T o a
MK, = MK, = MK; = 5 A
v = b a
Aus Symmetriegrimden folgt, daB der Punkt O auf der Geraden AG

liegt. Weiterhin ist
cos & =%f3_‘ und B=09° -4 ,
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also (wegen cos A = sin /8)

gin /3 = %-y§“ ' (1)
cos ﬁ - -:13- {6 (2).
Hieraus folgt: _
1 f31 K.L
S
KT =415 o).
s X LK.IA = Z‘{. AK1O erhdlt man
2 i 7 1 IT‘I-TJ
sin 2 = 2 sy CO8 2(J) = und co8 2/) = — ,
/3 3 e 3 p 70

Wegen (3) folgt K 0 = ,} ftS—'a s de h., der gesuchte Kugelradius
hat die ldnge %— 6 ae.

Aufgabe G 43| (nach Friedhelm Schieweck, Blumenberg)

Wir beweisen durch vollsté@ndige Induktion die Beziehungen

_2b+a_D>b-a 121

8 = 73 3 \2
2k

2b +-a b -a (1

3 *t73 (’2)

k = 1,2,9.-

L%

"Fiir k = 1 stimmen beide Formeln offenbar, denn wir erhalten
_a+b : _a 3 _a+b
aq = S umd by =7+ go =S5 .

Wir nehmen an, die Formeln gelten fiir beliebiges k, und beweisen,

Y

daB sie dann auch fiir k+1 gelten: -

- g + b 2b + a 1/b - a {1 b -a (1

g By e () age gy

2 3

a+2b _Db-a ('l
b 3 2

2k-1 )

a ~b - a) a + 2b
- 3 +
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Boq = Bt o ; -8 b Obx
8+ 2b %(jb - a (%)2k b (%)2k-1 )
a+2b (12 EV p_a b-a
—3—"(2) (33 -3 )
-

Wegen 1lim (?) = 0 und lim (5) = 0 folgt (nach den
k —-00 k-00

Grenzwertsédtzen) mit unseren Formeln:

. a + 2b
8 = lim bic —r- .
I]:--i:g k=09 B

Aufgabe G 46

Gesucht sind alle reellen Zahlen m, fiir die
mx° - 4x + 3m + 1 >0 ™
fiir alle positiven reellen x gilt.

Kquivalente Unformung der Ungleichung (*) fihrt auf
' 4x - 1 _ 4 x — 2)2

S n

Der Ausdruck 1 - iﬁ?::g%i ist gleich 1 fiir x = 2 und kleiner
als 1 fiir alle reellen x # 2. Damit gilt (»*) filir alle reellen
X genau dann, wenn m > 1 ist (wie man sieht, hat die Einschrén-
kung x > O in der Aufgabenstellung keinen EinfluB auf das

Ergebnis).

Aufgabe G 47

Wir méchten zu dieser Aufgabe zweli verschiedene Losungen vor-
stellen, um zu beweisen, daB dle Teilbarkeit ohne groBen Rechen-
aufwand (wie z. B. die Division 101010101010101010 : 9 =
11223344556677890, die von vielen Einsendern durchgefiihrt und
ausgewertet wurde) gezeigt werden kann.
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1. Ldsung (Norman Bitterlich, Karl-Marx-Stadt, 12. Klasse)

Die in der Aufgaﬁenstellung gegebene Zahl wird mit z bezeichnet,
Es gilt dann offensichtlich

zZ = 10160 + 10158 2

+101% 4 ... #10% & 102 4+ 1
= 10198(1052 & ... + 102 + 1) + 1051052 + ... + 102 + 1) +
+ (1072 & ... + 10° + 1)
(101%8 4 10°%* + 1){10%%¢1076 + ... 10% + 1) +
+ 1078¢1016 & ... + 1) + (10164, . 410}
+ 10°% + 1)(10%® + 1018 4 1)(107% &+ ... + 10° + 1)

+ 1054 + 1)(1036 + 1018 + 1)(1012_+ 106 + 1)
(10" + 102 + 1) .

(10108

= (10108

Wie leicht zu sehen ist, besteht jeder Klsmmersusdruck aus
genau drei Einsen und einer bestimmbten Anzahl wvon Nullen. Nach
der Quersummenregel fiir die Teilbarkeit ist somit jeder der
vier Ausdriicke durch 3 teilbar. Damit ist das gesamte Produkt,
also z, durch 34 = 81 teilbar.

2. Losung (Norbert Schieweck, Blumenberg, 11. Klasse)

Es sei A = 19 19 ees 10 1 .
e —— e —— e »
80 mal

Ist jetzt 10A durch 81 teilbar, so ist auch A durch 81 teilbar,
da 10 und 81 zueinander teilerfremd sind. Fiir 10A gilt nun:

104 = 10 ... 10 = 40, ... AQ (1 + 101° & 102°"8 818,

—_—

+ «eeo + 10
81 mal 9 mal ‘

Den ersten Faktor bezeichnen wir mit Fq, den zweiten mit F2.
Die Quersumme von F, ist 9. Der zweite Faktor F, besteht aus
genau 9 Einsen und hat sonst nur Nullen als Ziffern. Somit ist
auch die Quersumme wvon F, gleich 9. Damit sind beide Faktoren
durch 9 teilbar. Dann ist aber auch ihr Produkt 10A und damit
A durch 9.9 = 81 teilbar.
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Mengenléhre - einmal anders

In einer Gaststéitte sitzen mehrere Ménner an einem Tisch: Acht
von ihnen rauchen Zigaretten, sechs Zigarren, drei Pfeife, und
einer ist Nichtraucher. Drei der Raucher verqualmen nun sowohl
Zigaretten als auch Zigarren, zweli unter ihnen rauchen Zigarren
und Pfeife, und der Nachbar des Nichtrauchers raucht sogar ab-
wechselnd Zigaretten, Zigarren und Pfeife. Wie viele Mé&nner

sitzen am Tisch?
Titelbild:
«Sachen gibt's, die gibt's gar nichi!"

- eingesandt von Eberhard Diezel, Weimar -

Im Heft 7/75 forderten wir Sie, liebe Leser, auf, selbst einmal
ein Titelbild fiir Thre Zeitschrift zu entwerfen. Wir mdchten

an dieser Stelle allen danken, die sich an diesem Preisaus-
schreiben beteiligt haben. Der Jury fiel es sehr schwer, unter
den eingesandten ideenreichen und mit viel Miihe angefertigten
Bildern die besten auszuwéhlen.

Die Preistrédger sind:

1. Preis (Biichergutschein iiber 30,- M):
Eberhard Diezel, 53 Weimar, Gustav-Freytag-Str. 7

2. Preis (Blichergutschein iiber 20,- M):
Petra Scharfe, 8903 Gorlitz, Hans-Beimler-Str. 24

3. Preis (Biichergutschein iiber 10,~ M):
Sold. M. Mende, 126 Strausberg 5, PF 39534-M

Herzlichen Gliickwunsch! Die mit dem 2. und 3. Preis ausgezeich~
neten Arbeiten erscheinen erst auf den Titelseiten der Hefte
2/76 und 3/76.

“

Es ist nicht genug, den Menschen ein Spezialfach zu
lehren. Dadurch wird er zwar zu einer Art benutzbarer
Maschine, aber nicht zu einer vollwertigen Persdnlich-
keit., Es kommt darguf an, daB er ein lebendiges Gefiihl
dafiir bekommt, was zu erstreben wert ist. Er muB einen
lebendigen Sinn dafiir bekommen, was schon und was mora-
lisch gut ist. Sonst gleicht er mit seiner speziali-
sierten Fachkenntnis mehr einem wohlabgerichteten Hund
als einem harmonisch entwickelten Geschopf.

Albert Einstein
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