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Einfilhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung (1)

4. Die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten den Begriff des
Ereignisses und den der Washrscheinlichkeit kennengelernt. Oft
ist nun die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A in
bezug auf bestimmte Ereignisse C1, csey Cn leicht zu ermitteln.
Wir fragen uns Jjetzt, ob man mit Hilfe dieser bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(A) berechnen kann bzw. welche Bedingungen
die Ci erfiillen miissen, damit dies mdglich ist.

Es seien A ein zufdlliges Ereignis und Cq, Gy Cn Ereignisse
mit den Eigenschaften
Ci n Cj =@ fir 1 # 3,
C,] U see u Cn = .S
und P(Ci) > 0, i = 1,..-, Ne

Dann gilt die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

P(a) = .E P(A / Gi) . P(Ci)'

i="1
Der Beweis flr diese Formel ergibt sich co:
n : n
Aus £ = U (A NnC,;,) erhdlt man P(4) = Z P(ANC,), und
=1 - i=1 Ll

nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist dies
gleichbedeutend mit - :
P(A) = T P(A /Cy) - P(Cy).
i=1

Wir bringen jetzt eine Anwendung der Formel fiir die totale
Wahrscheinlichkeit:

[ﬁéispiel: Von drei vor uns liegenden Gewehren wihlen wir auf
gut Glick ein Gewehr aus und schieBen mit diesem auf ein be-

stimmtes Ziel. Die Wahrscheinlichkeit, das Ziel mit dem i-ten
Gewehr zu treffen, bezeichnen wir mit p;, und es sei p, = 0,7,
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py = 0,9 und py = 0,95

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Ziel getroffen
wird? :

"Das Ziel wird getroffen."

Es sei A =
Ciz "Das i-te Gewehr wird ausgewdhlt."
Dann ist

Da bei der Auswahl der Gewehre keines bevorzugt wird, gilt

P(C,) = B(C,) = P(Cy) = %. |
Damit erhalten wir aus der Formel fiir die totale Wahrschein-

lichkeit '

P(4) = 0,7-“3 +0,9+ 340,95+ 3 = 0,85

Wie aus dem angefiihrten Beispiel zu entnehmen ist, bewdhrt
sich die Anwendung der Formel fiiz die totale Wahrscheinlich-
keit, wenn der zufillige Vorgang in mehreren Etappen hinter-
einander ablduft. Insbesondere haben sich bedingte Wahrschein-
lichkeiten bei der Untersuchung von zufdlligen Systemen in
ihrem zeitlichen Ablauf als vorteilhaft erwiesen.

5. Zufdllige Irrfahrt

Wir markieren auf der reellen Achse die Punkte O, ¥ 1, + 2,e04
und fiithren folgenden Versuch aus:

Auf den Punkt O stellen wir ein Teilchen und werfen eine Minze.
Liegt das Wappen oben, so setzen wir das Teilchen um einen Teil-
strich nach links, liegt die Zahl oben, so setzen wir es um
einen Teilstrich nach rechts. Nun werfen wir die Minze zum zwei-
ten Male, zum dritten Male usw. und setzen jedesmal das Teil-
chen entsprechend dem Resultat des Wurfes. Bewegt sich ein Teil-
chen auf den ganzen Zahlen in der oben beschriebenen Weise, so
sagt man, das Teilchen fiihrt eine zufidllige Irrfahrt auf den
ganzen Zahlen aus. '
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Man kann annehmen, daf die bteiden Mcglichkeiten eines Wurfes
die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, und aus diesem Grund ist
bei jedem Wurf die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Teilcher
nach links bewegt wird, genauro groR wie die Vahrscheinlich-
keit, daB es nach rechts bewegt wird, nimlich gleich ;. Wir be-
trachten nun fir k € {¥1, 7, ...} die Ereignisse

Ap = "Das Teilchen erreicht irzendwann den Punkt k."

Weiter sei

Ay = "Das Teilchen kehrt irgendwznn zum Punkt C zurlick (d.h.,
es befindet sich zu einem anderen Zeitpunkt als dem
Beginn im Nullpunkt)."

Der folgende Satz gibt einen Einblick in den Mechanismus der
zufdlligen Irrfahrt:

S8t 2z
Fihrt ein Teilchen die oben beschriebene zufillige
Irrfahrt aus, so gilt fiir alle k¥ ¢ {0, ¥1, I7,...}
Puk)zﬂ.
Beweis:

Jir setzen zur Abkiirzung X, = P(Ak). Da alle Punkte vollkommen
gleichberechtigt sind, ist X, uberhaupt die wWahrscheinlichkeit
dafiir, daf ein Teilchen von (k-1) ausgehend irgendwann den
Punkt k erreicht. Genauso ist x_, die Vshrscheinlichkeit dafiir,
dal ein Teilchen von (k+71) ausgehend irgendwann k erreicht.
Wir nehmen an, daB das Teilchen vom Punkt O ausgeht, und be-
trachten die Ereignisse |

B

1 "Das Teilchen gelangt beim ersten Schritt zum Punkt 1."

B,
e

"Das Teilchen gelangt beim ersten Schritt zum Punkt -1."

Nach der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit gilt

P(Ao) = P(AO/B,]) * P(B,) + P(Ao /BE,) . P(B':_).
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Ist das Ereignis 31 eingetreten, so befindet sich das Teilchen
nach einem Schritt im Punkt 1. Damit unter dieser Bedingung
das Ereignis Ao eintritt, ist es notwendig, daB das Teilchen
von 1 aus irgendwann O erreicht. Die Wahrscheinlichkeit hier-
fiir isk x_,. Somit gilt
und analog erhdlt man
P(AOIBE) = Xqe
Ferner ist P(B,) = P(B,) = s.
Werden diese Werte in die obige Formel eingetragen, so erhalten
wir
1 1

Infolge der Symmetrie ist x_, = X43 also gilt

XO = x,].
Wir wenden Jjetzt die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit
auf das Ereignis A, an und erhalten

Gelangt das Teilchen in-:einem Schritt zum Punkt 1, so gelangt
es auch irgendwann zum Punkt 1. Also gilt B1 [~ A,1 und damit

P(44/34) =-%:jw = %’%—;‘% = T

Weiterhin ist P(A,/B,) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das
Teilchen von -1 aus irgendwann nach 1 gelangt. Wir berechnen
diese Wahrscheinlichkeit:

Es sei D = "Das Teilchen erreicht von -1 ausgehend irgendwann
1." T

F = "Das Teilchen erreicht von -1 ausgehend irgendwann
O."

Dann gilt offensichtlich F N D = D und somit
P(D) =P(FN D) = P(D/F) « P(F).
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Nun ist jedoch P(F) = X, und P(D/F) = X,+ Deshalb ergibt sich

2
P(A,/By) = P(D) = Xy .

Setzen wir diesen 'Wert in die Formel fiur die Wahrscheinlich-
keit von Aq ein, so erhidlt man
1 2 1

](,-':1 -2+x,| 02
oder

c

X5 —_Exq +1 =20

(]{,]—'])2 =O,

woraus x, = 1 und somit x, = 1 folgt. Wegen x_, = x; ist auch
:X_,-l = II.

ﬁir zeigen jetzt, daB sogar Xy = 1 flir alle k gilt. Dabei konnen
wir uns auf den Fall k > O beschrénken. Der Beweis erfolgt
durch vollstdndige Induktion: Fir k=1 ist unsere Behauptung

auf Grund des obigen Resultates x,=1 richtig. Wir nehmen an,

die Behauptung sei filir k=n bewiesen, und zeigen, daB sie dann
auch fir k=n+1 gilt,

Dazu betrachten wir das Ereignis

Apyq = "Das Teilchen erreicht irgendwann den Punkt (n+1)."

Offensichtlich ist

Angr = A 0 Apyqe
Nach der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt des-
halb

P(h, 1) = PC4, /A ) * P(A).

Nun ist aber nach Induktionsvoraussetzung P(An) = X, = 1 Wir
hatten bereits festgestellt, daB die Wahrscheinlichkeit, von n
ausgehend irgendwann (n+1) zu erreichen, nicht von n abhingt

und den Wert x1=1 hat. Damit folgt
P(An+1) =1,

und die Behauptung P(Ak) = 1 ist fir alle k bewiesen. -

Dr.F. Liese
Oberassistent
im Bereich Wahrsdheinlidhkeits-
rechnung und Mathematische
Statistik
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Wir miissen wissen.
Wir werden wissen.

David Hilberi
23.1.1862-14.2.1943

"Wer von uns wiirde nicht gern den Schleier liiften, unter dem

die Zukunft verborgen liegt, um einen Blick zu werfen auf die
bevorstehenden Fortschritte unserer Wissenschaft und in die Ge-
heimnisse ihrer Entwicklung wdhrend der kiinftigen Jshrhunderte!
Welche besonderen Ziele werden es sein, denen die fiihrenden ma-
thematischen Geister der kommenden Geschlechter nachstreben?
Welche neuen Methoden und neuen Tatsachen werden die neuen Jahr-
hunderte entdecken -~ auf dem weiten und reichen Felde mathema-
tischen Denkens?" 1)

Mit diesen Satzen begann David Hilbert am 8. August 1900 seinen
berihmten Vortrag anldBlich des 2. Internationalen Mathematiker-
kongresses (Paris 6. - 12. 8. 1900). Weder vordem noch danach
gelang es einem einzelnen Mathematiker, in einer wissenschaft-
lichen Arbeit oder in einem Vortrag die Probleme der Mathema-
tik im Ganzen zu umfassen. In seinem Vortrag, der ein klassi-
sches Beispiel einer wissenschaftlichen Prognose darstellt,
formulierte Hilbert nach einem einleitenden Teil, in dem Fra-
gen der mathematischen Problemstellung, der mathematischen
Strenge und des Zusammenhangs der Mathematik mit anderen Natur-
wissenschaften behandelt wurden, 23 zur damaligen Zeit ungeldste
Probleme aus den verschiedensten Gebieten der Mathematik.

Uber diese 23 Hilbertschen Probleme schreibt H. Weyl, ein lang-
jdhriger Kollege Hilberts in GO6ttingen, im wissenschaftlichen
Nachruf auf Hilbert "David Hilbert and His Mathematical Work":
"Ein Mathematiker, der eines von ihnen geldst hatte, riickte dar-

1) D. Hilbert: Mathematische Probleme, 1900. Zitiert nach [1] ,
S. 22
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um ein in die Ehrenklasse der Gemeinschaft der Mathematiker".z)

Mehr iiber diese 23 Probleme, die teilweise fiir die mathema-
tische Entwicklung des 20. Jahrhunderts richtungsweisend wurden,
findet man in dem sehr interessanten Buch "Die Hilbertschen
Probleme", in dem neben den Problemformulierungen auch die bis
1970 bekannten Ldsungen vorgestellt werden.

Wer aber war David Hilbert, ein Mathematiker, der mit 39
Jahren einen solch umfassenden Uberblick liber das Gesamtgebiude
der damaligen Mathematik besaB, ohne den dieser bedeutende Vor-
trag nicht moglich war?

David Hilbert wurde am 23. Januar 1862 in Wehlau bei Kdnigs-
berg geboren. Er besuchte in Konigsberg verschiedene Gymnasien,
legte 1880 das Abitur ab und begann an der heimatlichen Univer-
sitédt zu studieren. Er fand hier vorziigliche Lehrer und lernte
H. Minkowski kennen. Es entstand eine herzliche Freundschaft
mit dem bereits in jungen Jahren international bekannten Min-
kowski. Dieser hatte in Berlin studiert,und durch ihn lernte
Hilbert die in Berlin von E. E. Kummer, L. Kronecker und K.
Weierstral vertretene strenge Auffassung der Mathematik kennen.
Mit dem Problem der Notwendigkeit der Strenge in der mathemati-
schen Beweisflihrung beschiaftigte sich Hilbert intensiv, so

auch in seinem Vortrag 1900 in Paris, und setzte sie in seinen
Arbeiten durch. Jean Dieudonné schreibt hierzu in seinem Arti-
kel "David Hilbert": "Moglicherweise hat Hilbert die mathema-
tische Welt am tiefsten durch die Art seines Denkens beein-
fluBt, und zwar mehr noch als durch seine genialen Entdeckungen;
er hat die Mathematiker axiomatisch denken gelehrt, d. h. da-
nach zu streben, jede Theorie auf ihr strengstes logisches
Schema zu reduzieren..."5

2) H. Weyl: David Hilbert and His Mathematical Work, 1944.
Zitiert nach [1] , 8. 15
3) J. Dieudonné: David Hilbert, 1962. Zitiert nach [3]
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Nach der Promotion in K6nigsberg 1885 folgten Studienauf-
enthalte bel F. Klein in Leipzig und Ch. Hermite in Paris.
Im Jahre 1886 schon habilitierte sich Hilbert in Kodnigsberg
und wirkte hier bis 1892 als Privatdozent und bis 1895 als
ordentlicher Professor fiir Mathematik. 1895 erfolgte seine
Berufung an die Universitédt Gottingen. Trotz weiterer ehren-
voller Berufungen blieb Hilbert Gﬁttingen bis zu seinem Tode
treu. Um ihn sammelten sich hier viele bekannte Mathematiker
wie E. Landau, H. Weyl, R. Courant, O. Blumenthal, E. Noether
Ue8e _
Er wurde 1930 emeritiert, hielt aber erst 1934 mit 72 Jahren
seine letzten Vorlesungen.
In seiner Forschung wandte sich Hilbprt trotz seiner groBen
Universalitit nacheinander recht scharf getrennten Gebieten
zu. Diese waren

1885 -~ 1893 Invariantentheorie

1893 - 1898 Theorie der algebraischen ZahlenkOrper

1898 -~ 1902 Grundlagen der Geometrie

1902 - 1912 Integralgleichungen

1210 - 1922 Physik

1922 -~ 1930 Grundlagen der Mathematik im allgemeinen.u)
Auf all diesen Gebieten und nicht nur hier erreichte Hilbert
hervorragende Ergebnisse, die in einer Vielzahl von Verdffent-
lichungen und Monographien, die er allein oder als Mitautor
verfaBte, ihren Niederschlag fanden. In dem bereits zitierten
wlssenschaftlichen Nachruf auf Hilbert von H. Weyl heiBt es
unter anderem: "Kein Mathematiker von gleichem Format ist aus
unserer Generation hervorgegangen!"5

Ein anderer Mitarbeiter Hilberts schreibt im Vorwort einer
Hilbertbiographie 1969: "David Hilbert war einer der wirk-
~lich groBen Mathematiker seiner Zeit. Sein Werk und seine
begeisternde Wissenschaftlerpersonlichkeit haben die Entwick-

4) nach H. Weyl: David Hilbert and His Mathematical Work, 19u4#4.

In [2] , s. 245 £,
5) Ebenda, S. 245
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lung der mathematischen Wissenschaft bis zur Gegenwart stark
beeinflullt." "
Zeit seines Lebens trat Hilbert gegen Jjeglichen Agnostizismus
in der Wissenschaft auf. Er vertrat die These der Losbarkeit
jeder mathematischen Aufgabe im weitem Sinne des Wortes, d.h.
durch Angabe der Losung, einen Unmdglichkeitsbeweis oder den
Nachweis der Unentscheidbarkeit.

Am 14, Februar'1943 starb David Hilbert in Gottingen. Auf
dem Gedenkstein an seinem Grab sind seine eigenen Vorte zu

lesen:
Wir miissen wissen.
Wir werden wissen.
Hans-Gerd Leopold
Forschungsstudent
im Bereich Analysis
Literatur:

[1] Die Hilbertschen Probleme. Akademische Verlagsgesellschaft
Geest & Portig Leipzig 1971

[2] Constance Reid: Hilbert. Springer Verlag Berlin/Heidel-
berg 1970

[3] D. J. Struik: AbriB der Geschichte der Mathematik.
VER Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin 1972

Titelbild: David Hilbert. Aus der Sammelbildserie "Berihmte
Mathematiker"; Sammlung Karger-Decker, Berlin.

Preisaufgaben 1/76

(H 1) Fir welche Werte a besitzt das System
1 . X -y=a
2(cos 2x + cos 2y) =1 + &cose(x -y)

eine Losung ? Man gebe diese Ldsung an.

(H 2)

Man konstruliere ein Dreieck aus der Hohe hc auf c, der

(1) Seltenhalbierenden S, von ¢ und dem Umkreisradius r.
™
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(H 3)

Gegebén ist eine regelméBige Pyramide mit sechseckiger
Grundfliche. Die Winkel an der Pyramidenspitze zwischen
den einzelnen Seitenkanten sind gleich « . Entlang der
groBten Diagonalen der Grundfliche wird eine Schnitt-
ebene durch die Pyramide gelegt, deren Winkel zur Grund-
flache gleich B ist.

Man gebe das Verhéltnis des Flacheninhalts der Schnitt-

fldache mit der Pyramide zum Flicheninhalt der Grund-
fldche an.

Man 16se die Funktionalgleichung
f(x)f(x + y) = [f(y)-f(x - y)]2o2y b4
(siehe Wurzel 10/75 , 11/75)!

Gegeben seien 5 Kédsten mit roten und blauen Kugeln.

Dabei enthalten 2 Késten je 2 rote Kugeln und je 1 blaue
Kugel, 2 Késten je 3 rote Kugeln und je 2 blaue Rugeln
und 1 Kasten 8 blaue Kugeln. Man wdhlt auf gut Gliick
einen Kasten aus und entnimmt ihm eine Kugel. Wie gro8
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 diese Kugel rot ist?

JloKasaTe, YTO €CIM CyMMa
ajcos(aq+x) + acos(ap+X) + ... + 8,cos(a, +x)

mpu x = O M x = % # kn (k 1enoe) o6pamaeTcs B HYJB,
TO OH8 DPABHA HYJNKN NDM BCAKOM X.

(oCpamaTeca — sich verwandeln, BCAKUA — jeder beliebige)

Fur jed
entspre
jahres

e vollsténdige Losung erhalt der Einsender die bei der
chenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im

abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-

dern mi
reichte
Die Los
versehe

t weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
n Punkte fiir das nachste Schuljahr gutgeschrieben.

ungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
n mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -

unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben'" an uns zu senden.

EinsendeschluBl:

1. 3. 1976
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Die FDJ-Organisation der Sektion Mathematik der
Friedrich-Schiller-Universitiit kimpft um den Ehren-
namen nWilhelm Piedk«

Am 3. Januar 1976 begeht das Volk der Deutschen Demokratischen
Republik den 100. Geburtstag des unvergessenen Wilhelm Pieck.
Sein Name ist filir immer in die Geschichte eingegangen als der
eines hervorragenden Kimpfers gegen Imperialismus, Militaris-
mus und Faschismus, eines unermiidlichen Streiters fir die
Einheit der Arbeiterklasse, fiir Frieden, Demokratie und Sozia-
lismus. In Wilhelm Pieck verehren wir den groBen Patrioten,
der so entscheidendes fiir die Entwicklung unseres Vaterlandes
leistete, und den wahren Internationalisten, den treuen Freund
der Sowjetunion.

Wilhelm Pieck ehren,\heiBt in erster Linie ,sein Verméchtnis
erfiillen, in seinem Sinne an dem Platz, den man in unserer
Gesellschaft einnimmt, mit aller Kraft fiir die Stédrkung unse-
rer DDR, fiir die unverbriichliche Freundschaft mit der SowJjet-
union und den anderen sozialistischen Staaten, fiir den Vor-
marsch des gesellschaftlichen Fortschritts im WeltmaBstab ein-
treten.

Daher formulierte die FDJ-Delegiertenkonferenz der FDJ-Orga-
nisation der Sektion Mathematik am 5. 11. 75 in ihrer Ent-
schlieBung auch: "Ieben und Wirken Wilhelm Piecks ... sind uns
Ansporn und Verpflichtung zugleich, durch hohe Leistungen im
sozialistischen Wettbewerb unsere Republik allseitig zu starken”.

Die FDJ-Organisation beschlof konkrete Mafnahmen, um das
Niveau der sozialistischen Klassenerziehung durch die FDJ an
unserer Sektion entscheidend zu verbessern, indem sie sich
konkrete Schwerpunkte setzte filir die Herausbildung soziagli-
stischer Grundhaltungen, wie z. B. das Verstidndnis der fiih-
renden Rolle der Arbeiterklasse und ihrer Partei oder die Aus=-
prégung kommunistischer Moralnormen, die sozialistische Ar-

beitshaltung und die Gestaltung der sozialistischen Lebens-
weise.
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Als zentralen Bestandteil in der Erfiillung des Vermichtnisses
von Wilhelm Pieck erkannte die FDJ-Organisation, sich noch
konsequenter zu bemiihen um hohe Leistungen auf allen Gebieten
der fachlichen und géesellschaftlichen Arbeit und die Qualltat
der gesamten Arbeit entscheidend zu erhdhen.

Dazu setzte man sich Schwerpunkte, wie z. B.

- Erhéhung der Gualitét der massenpolitischen Arbeit, insbe-~
sondere hinsichtlich der Diskussion aktuell-politischer Pro-
bleme.

- Verbesserung der Ergebnisse des marxistisch-leninistischen
Grundlagenstudiums, wobei die Vorbereitung auf die Seminare
unter FDJ-Kontrolle gestellt wird.

- Die Erziehung hoherer fachlicher Leistungen, wobei die FDJ
sich auch verstidrkt solchen Fragen wie Liebe zum Fach, Stu-
dienmotivation und Berufsbild zuwenden muB.

Mit ihrem Kampfprogramm - aus dem wir einige Schwerpunkte an-
deuteten - nimmt die FDJ-Organisation unserer Sektion den

Kampf auf um den Titel "FDJ-Organisation Wilhelm Pieck" und be-
antwortet so den Aufruf des ZK der SED zum 100. Geburtstag von
Wilhelm Pieck.

GewiB ist es wichtig, groBen Revolution&ren wie Wilhelm
Pieck durch Verleihung ihrer Namen an hervorragende Kollektive
ein Denkmal zu setzen und das BewuBtsein an sie, an ihre Lei-
stungen und damit das BewuBtsein iiber die Entwicklung unserer
Gesellschaft' wach zu halten bzw. zu entwickeln, denn nur so
kann man das, was wir erreichten, richtig werten und die GroBe
der vor uns liegenden Aufgaben erkennen. Dennoch: Vorbilder
ehrt man, indem man ihnen nacheifert. - So kann die Namensver-
leihung "Wilhelm Pieck" an unsere FDJ-Organisation, wofiir wir
kédmpfen, erst dann ihrer vollen Bestimmung geniigen, wenn wir
sie so auffassen, sté@ndig im Geiste Wilhelm Piecks zu 1eben und
zu arbeiten. Das haben wir uns %sst vorgenommen.

Egbert Creutzburg
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Losungen

Aufgabe G 50

Wir geben einen Beweis fiir den Fall AB #' CD an. Liegt die
Strecke AB auf der Geraden 1 und CD auf der Geraden m, so be-
steht der gesuchte geometrische Ort aus den vier Seiten des
Parallelogramms PCRS, in dem 1 und m die Diagonalen sind und
in dem die Lage der Ecken P, Q durch die'Beziéhungen

hp + 0D =a° , by IB = a° (1)

bestimmt wird. (hP, hQ sind die Abstande der Punkte P, Q von
den Geraden m bzw. 1l.)

1

Beweis: Es geniigt, den Fall zu betrachteﬁ, bei dem A, C mit dem
Schnittpunkt der beiden Geraden m, 1 zusammenfallen, denn bei
fixiertem 1 und m wird der gesuchte geometrische Ort nur durch
a und die Lénge der Strecken AB, CD bestimmt, nicht aber von
der Lage der Strecken auf 1 bzw. m (der Fl&cheninhalt der Drei-
ecke ABM, CMD #ndert sich nicht, wenn AB auf 1 und CD auf m
verschoben werden).

Sei M ein Punkt des gesd@hten geometrischen Ortes, der im
Innern des Winkels 2¢ BAD liegt.



15 Losungen

Es gilt:

2

Enmup = [ Faams + Facup - Faamp| = |a - Eagmp| (@) -

Aus (2) folgt, daB der Abstand des Punktes M von der Geraden
BD nicht von seiner Lage auf P abhingt. Fiir P,Q gilt (1)
trivialerweise.

Ist andererseits M ein beliebiger Punkt auf PQ und 'sind
P, Q nach (1) bestimmt, so folgt aus

= T 2 F 2
AP _‘AAPD _ _a CQ _ _ACQB _ _a

BB Eupp Faapp ' GD  TacDB  TaABD
'K:P = % 9 d. h- m " E o

AB ©D

Deshalb gilt:

' 2
E FaaBp * Famup = Faamp = Fappp = 2 -

aMB * Facup = + F

ABPD

Folglich gehdrt der Punkt M zum gesuchten geometrischen Ort.
Die Ubrigen Seiten des Parallelogramms PQRS ergeben sich durch
die Vereinigung der anderen Eckpunkte der Strecken AB, {CD,

namlich: ®

GR durch: B = C, RS durch: B = C und SP durch: A = D .

Aufgabe G 53 | (nach Friedhelm Schieweck, Blumenberg)

Behauptung: Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 4n-1.

Beweis: Wir nehmen an, es gébe nur endlich viele Primzahlen
der Form 4n-1, und Py sei die groBte von ihnen. AuBer p=2
konnen alle Primzahlen nur die Form 4n-1 oder 4n+1 haben. Alle
Primzahlen bis zu Py seien der GroBe nach geordnet:

P1=21 P2=31 P3=5: ceey Dy
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Dann gilt:

p, = 2 mod 4

P, = 1 mod 4 mit D,
oder p, = -1 mod &4 mit p,

4n+1

}v = 2,3,000 N 4
4n-1

also Pq.* Py eeetDy = 2 mod 4
oder p, * Dy ese* Py =-2 mod 4 .

Hieraus folgt Dq * Py eee*Pg + 1= -1 mod 4 (1) .

Die Zahl p = Pq * Pp eeerDy + T 1ist entweder selber Primzahl
(und da p = -1 mod 4 gilt, erhalten wir sofort den Wider-
spruch zur Annahme, daB Py die groBte Primzahl der Gestalt
4n-1 ist), oder p ist das Produkt von Primzahlen grdBer als
Py denn p ist durch keine der Primzahlen p&, Py s Dy teil-
bar. #

Ware ﬁ = J]; Py ein Produkt, das nur aus m Primzahlen der
Form 'f)'k = 4n+1 besteht, so ist aber p = (41 ¥=1 mod 4, was
ein Widerspruch zu (1) wire. Also ist p durch eine Primzahl
Pq > Py teilbar, die die Form 4n-1 hat. Das ist aber ein
Widerspruch zu unserer Annahme, daB Py die groBte Primzahl
der Form 4n-1 ist. D. h., es gibt unendlich viele Primzahlen

der Form 4n-1.

Ein Hauptanliegen der WURZEL ist es, Ihnen, liebe Leser, Gele-
genheit zur Vorbereitung auf ein Mathematik- oder ein natur-
wissenschaftliches Studium zu geben. Immer wieder stehen viele
Studenten gerade zu Beginn ihres Studiums vor groflen Schwierig-
keiten. Wir mSchten deshalb in einem der ndchsten Hefte bgson-
ders auf die Probleme eingehen, die erfahrungsgemdB beim Uber-
gang von der Schule zur Universit&@t auftreten, und auch Ein-
driicke und Erfahrungen einiger Studenten des 1. Studienjahres
von ihrem Studienbeginn weitergeben.

Sicher wird dies das Interesse vieler Schiiler und zukinftiger
Studenten finden. Wir bitten Sie, uns Thre Fragen und Meinungen
zu diesem Problemkreis bis zum 1. 3. 1976 mitzuteilen, damit
sie mit bérﬁcksichtggt werden konnen,

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg

Chefredakieur: Waltraud Werner

Redaktion: R. Jeske, H.-G. Leopold, E. Reuter .

Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitétshochhaus, Sektion Mathematik

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45 '

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement
0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postdmter entgegen.
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Differentialgleichungen . 18

Gew&lhnlidlo Differentialgleichungen (I)

1. Problemstellung

Bevor wir die mit gewdhnlichen Differentialgleickungen verbun-
denen Aufgabenstellungen genau formulieren, ollen wir zwei
Beispiele betrachten.

Orthogonale Trejektorien

Fir jede positive Zahl c¢ wird durch die Gleichung

X“+ 7T = ¢ (1)

-

#ir verden uns davon liberzeugen, dal es colche Kurven sibt.

furven, die alle Kurven ciner pegevencn Kurvenzchar ~enkrecht

=chneiden, helien "orthogonale Trajektorien", Crthoponale Tra-
jektorien sind ‘n unserem Beispiel dis /echszen = = & und v = J.
Zur Festimpung. weiterer orthoronsler Trajektorien erinnern wir

ung daran, éa8 sich zwel Kurven » = {(x) und @ = o(x) penau

dann in Punkt xo,:_) gepkrecht =chreiden, —orn

O

i =~ ~ - - 1 anilElERE Y - .
(20 = 6lxy) =3, und g'(x,) = ik S |

r;ilt. Durch Differentiation der Glaichuny (%) «rkili man

cn % Hewt =-0
und damit ?
v
= -, )
> = Tt e - - 2 e - : oo L 5 By S . - = - T
dehe im Funkt (x,%) iat der ‘nstieg ¢or entiprechenden Mllipas
- = wr X o b ; Y CIER) B e . P = oo, = Ty e =
= () gleich — =— + Dor inntiep dor [o-uchten Xurve v = o(x)
- B

mUflte == =sin. Fiir dié gecuchte Funkition 7 = £(x) pilt =l=zo
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(Im Unterschied zu (2) miiBte man ausfihrlicher

g'(x) = S8 (4)
schreiben.)
Gleichung (3) iet eine Differentialgleichung. .J/ir werden sviter
sehen, wie man cie 18st, d.h. »ie man sintliche differenzier-
baren Funktionen v = g(x) bestimmt, die fiir alle x der Gleichung
(4) genligen. Ferner werden wir schen, @a3 die L8sung durch eine
zundtzliche ‘nfangsbedingung

£(x,) = ¥,

(xo und v fest vorgegeben) eindeutipg beotimmt ist.

6]

Lizthematizches Pend

Ein Pendel der Mas-e m und der Linge 1 «<ci zum Zeitpunkt
to un den winkel ©_ ~us der Ruhelage auspelenkt. Die liar-o
denken wir uns punktfirmip am Pendelerde konzentriazrt.

MR =xh das Pendel - ieh molbhat
ulie?1A8t, “ird 2+ ~leh zinfehat

‘nfolpe der .chmwgruraft in Rich-
tung Ruhelage bevepren. Vie groR
iet die Auslenkung ¢4 in einem
teliebigen spiteren Zeitpunkt 1,7
Die ir NMa-=rengunkt angrellentie
ehvorireft P = fie vrird In Jie
Honmponenten I, und F. zerlect
(ibb. 1). Die in Tanéentenrich-

tung virkende Kraft ua2rechnet

zich ~us peometri-chen Griinden
curch
P, = - Psing = - mgsing

und ruft nsch dem Prinzip

greft = llnr e » Beschleunigung
eine Tangentialbeschleunigung
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(s(t) ist die Bogenlénge des Weges, den der Massenpunkt be-
schreibt) hervor. Die Koordinate s(t) hingt mit dem Winkel
p(t) (BogenmaB) durch

s(t) = 1p(t)

und damit auch

8(t) = 1§(%)
zusammen. Eingesetzt ergibt sich

o(t) = - § sin o(t) . (5)
Das ist wieder eine Differentialgleichung, die man jedoch mit
elementaren Methoden nicht 1dsen kann. Wenn man nur kleine
Auslenkungen zul&Bt, kann man aber den Sinus des Winkels durch
den Winkel selbst ersetzen, ohne einen gréBeren Fehler zu
machen. Es entsteht die Differentialgleichung

6(t) = - § o(t). (6)

£in wesentlicher Unterschied gegeniiber der Differentialglei-~
-chung unseres worigen Beispiels besteht darin, daB man hier
. zur -eindeutigen L&sbarkeit neben der Bedingung ¢(to) =
auch noch die Jinkelgeschwindigkeit im Anfangszeitpunkt

o

é(to) = W, vorgeben muB. Physikalisch ist das plausibel,
denn ein zusdtzlicher S5toB beim Loslassen des ausgedenkten Pen-
dels beeinfluBt natiirlich den Bewegungsablauf.

Unsere Differentialgleichung zur Bestimmung der orthogonalen
Trajektorien hatte die Struktur

P )
y' = a S (7)
Differentialgleichungen sind z. B. auch
¥' = ay + bx (8)
y' = sin y ' (9)
y' = x° (10)

. (171)
cos = (12)

L
]
W)
=
Mo
O
(0]
“d

d
]
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Differentialgleichungen

De finition:

Eine gewﬁhnliphe Differentialgleichung erster Ordnung
ist eine Gleichung der Form

' = F(x,y) ,
wobei F eine stetige Funktion von zwei Variablen
ist. Eine Losung der Differentialgleichung ist eine
differenzierbare Funktion y = f(x) mit

£1(x) = F(x,f(x)) (13)
flir alle x.
Bemerkung:
1. Es kann vorkommen, daR die Funktion F von zwei Variablen

2e

nicht in der gesamten Ebene definiert ist

( (7): x =0, (11): y= G, (12): vy = 0).

Dann ist die Bedingung (13) natiirlich nur fiir Zahlen x sinn-
voll, fiir die der Punkt (x,f(x)) im Definitionsbereich von
F liegt.

Wir sprechen hier von gewdhnlichen Differentialgleichungen
im Gegensatz zu partiellen, bei denen Funktionen f von _
mehreren Variablen gesucht sind und durch die Differential-
gleichung eine Verkniipfung von Variablen und partiellen
Ableitungen gegeben ist.

Eine gewOhnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung ist eine Gleichung der Form
v'' o= F(x,y,v") ,
wobei F eine stetige Funktion von drei Variablen
ist. Eine Losung der Differentialgleichung ist
eine zweimal differenzierbare Funktion y = f(x) mit
£rYo(x) = F(x,f(x), £'(x))
fir alle x.
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Das Anfangswertproblem einer

Differentialgleichung erster

Ordnung besteht im Aufsuchen
Anfangsbedingung

f(xo)
mit fest vorgegebenen Zahlen

Das Anfangswertproblem einer

einer Ldsung, die die zus#tzliche

=.‘?0

X, und y, erfiillt.

Differentialgleichung zweiter

Ordnung besteht im Aufsuchen
Anfangsbedingungen

f(xo) =y, und
mit fest vorgegebenen Zshlen

\

einer LOsung, die die zusdtzlichen

erfillt.

und z

2. Die Methode der Trennunﬁ der Variablen

Wir wollen nun versuchen, fiir einige einfache Typen von Diffe-
rentialgleichungen Losungen zu finden. Dazu betrachten wir fol-

gendes Beispiel:

S
V' s ———

y+ 0. (14)

Das ist eine Differehtialgleichung erster Ordnung. Wenn wir

eine solche Losungsfunktion y
Punkt (x,,v,) = (3,4) geht (d. h. fiir x_ =

£(x,) =

= f(x) suchen, die durch den

o 3 soll

Ve = 4 seidL'dann liegt ein Anfangswertproblem vor.

#ir formen die Gleichung (14) zuniichst so um, daB auf der

einen Seite nur x, auf der anderen Seite nur vy und y' vor-

kommen. Dabei erhalten wir
¥y = 1 - 2x.
Eine LOsung y =

(15)

f(x) muB neben (14) such (15) und alle folgen-

‘den Umformungen befriedigen. Um die Ableitung von y zu kom-

pensieren, bilden wir {iber beide Seiten das bestimmte Integral

von X, = 3 bis zur variablen

X

¥ 32y'dx = f (1 - 2x) ax
3 3

oberen Grenze x:

(16)

Die rechte Seite ist leicht. zu berechnen, es ergibt sich

[x-—x%§'=x -~ X

o

2

-3+9=6+X-X.

Links mlissen wir erst y substituieren und erhalten wegen
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dy = y'dx (dabei auch die Grenzen beachten,x = 3 hat y = 4
zur Folge!)

X "
} 32 dy = § (1 - 2x)ax = 6 + x - x° ,
4 3
3 =f52 4 3x - 3x° .

Natirlich muB nun noch die Probe gemacht werden. Fir x = 3
ist tatsdchlich die Anfangsbedingung erfillt:

v =3J82 4+ 3.3 = 3.3 =3f82 + 9 -2 =a.
Nun zu quichung (1). Einerseits gilt

- } (3-6y) - 1-2x

;2/k82+3x—3x2)2' -ZJ(82+31—312)2'

andererseits ist

1 - 2% -2X

1
2, = >
R 2/ 2+5x-5x§)

und somit das gestellte Anfangswertproblem richtig geldst.

Ubungsaufgabe 1: Man 18se die Differentialgleichung

'-Y'='_'}1(’ ,}I;{O
mit den Anfangswerten (x

) = (2,3) !
Ubungsaufgabe 2: Man 1ldse die Differentialgleichung

0o

v' = 2v cos X
mit den Anfanguwrerten (xo,xo) = (E, Te) !

Ubungsaufgabe 3: Man 18se die Differentialgleichung

¥' = 6 + 3x cY - XYy

mit den Anfangswerten (xo’yo) - (2'3_2_8—8) !

Ubungsaufgebe 4: Man 16se die Differentialgleichung
2X3y' = 1 4 yz
| mit den Anfangswerten (zo,yo) = (=£,1) 1

Mit der beschriebenen Methode, die man Trennung der Variablen
nennt, konnen such die im Abschnitt 1 angefiihrten Beispiele (7),
(¢), (10) und (11) behandelt werden.

Dr. Oloff, Dr. Schwarz
Bereich Analysis
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Preisaufgaben 2[76

(H 7) Es sind die beiden Geraden g, und g, vorgegeben. Auf

g, liegt das Punktetripel A,, A5,Z, (das Punktepaar
A A, ist in der Reihenfolge der Indizes gerichtet).
Auf gy liegt das Punktetripel B,,B-,Z, (das Punkte-
paar B,B, ist ebenfalls gerichtet).
Unter Anwendung der Definition: "Ein orientiertes Paral-
lelgeradenpaar ist ein B a n d ." sollen zwel Bénder

- eines durch A4A,, das andere durch B,]B2 - gefunden wer-
den, so daB der Schnitt der beiden Bé&nder, XY, auf der
Geraden durch Z und Zb liegt.

Man driicke cos o und sin B durch A und B aus, falls gilt

sirrx= A =in B und tana = B tanB .

Man veweise: Falls fiir eine geometrische Folge 84985,

eevy8pye0. und fiir eine arithmetische Folge b,,b,,
eeeasbgeee die Ungleichungen

a

2
erfiillt sind, 5o existiert eine Zahl ® , so daB
loga &, - bh.nicht von n abhingt.

(H 10) Gegeben sind n gleichfdrmige zylindrische Gefile.
Das erste ist bis zum Rand mit reinem /Alkohol gefiillt,
die lUbrigen (n-1) Gefidlte bis zur Hdlfte mit einem

Gemisch aus Wasser und Alkohol. Dabei ist die Alkohol-
konzentration in jedem GefiR um % mal geringer als in
dem vorhergehenden. Mit dem Inhalt des ersten GefédRes
wird Jjetzt das zweite GefiB bis zum Rand aufgefiillt,
danach mit dem Inhalt des zweiten Gef#Btes das dritte
GefaR bis zum Rand usw.

Man gebe die im n-ten GefiR entstandene Alkoholkonzen-
tration an!

o el

(H 11) Man 18se die Ubungsaufgabe 1 (Seite 23)!

L~




25 Prelsaufgaben

H 12) HafiTu 0GBEM TPEeyronbHON NMUpAMMAH, €CHM MIOmazu €€ rpaneit
PaBHH Sg, Sq, S;, Ss 8 AByIPaHHHE YIJH, NpUIexamue K
I'PaHM C MIOMAZEH Sp , PABHH MEXZy COGOif.

I'DaHp - Rand, Grenze, Fléche .
ABYI'PAHHHE JTNH — 2zwelkantige Winkel (Winkel zwischen
zwel Begrenzungsfléchen)

EinsendeschluB: | 31. 3. 1976

Auch in diesem Jahr méchten wir die besten Einsender des ver-
gangenen Schuljahres vorstellen (Preisaufgaben F 43 bis G 48).
Die angegebenen Klassenstufen beziehen sich auf das Schuljahr
1974/75. Insgesamt erhielten wir von 75 Schiilern und Mitglie-
dern unseres NVA-Zirkels Ldsungen zugesandt. Der allgemeine
Punktdurchschnitt liegt bei 17,64 Punkten.

Norbert Schieweck Blumenberg 11. Klasse 87 Punkte
Friedhelm Schieweck Blumenberg 11. Klasse 84 Punkte
Hans-Georg Martin Jena 11. Klasse 69 Punkte
Dittmar Kurtz Friedrichsrode 9. Klasse 54 Punkte
Meinhard Mende (NVA) 51 Punkte
Reiner Lindemann Cottbus 11. Klasse 45 Punkte
Gunter Gerbeth Greiz 10. Klasse 43 Punkte
Roger Labahn Anklam 11. Klasse 42 Punkte
Michael Schaper Magdeburg 11. Klasse 39 Punkte
Norman Bitterlich Karl-Marx-Stadt 12. Klasse 39 Punkte
Lutz G&rtner Wismar 10. Klasse 38 Punkte
Eiglert Riewald (NVA) 38 Punkte
Marcus Kasner Templin 11. Klasse 37 Punkte
Roland Bemowski Anklam 11. Klasse 35 Punkte
Bernhard Liitzke (NVA) 32 Punkte

O =00 =-0=-0-0=-0-0=-0=-0-O0-0=-0-0-0-0-=-0

Es gibt die erstaunliche Mdglichkeit, daB

man einen Gegenstand mathematisch beherrschen
kann, ohne den Witz der Sache wirklich erfafit

zu haben. Albert Einstein
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Der Horner-Algorithmus

Wir wollen den Wert des Polynoms

Pn(x) = anxn + a.n_ﬂ:tn_’1 +oeee +a4X + 8,

fir x = X, mit méglichst wenig Rechenaufwand ermitteln.

Pn(x) 1léBt sich darstellen in der Form

Pn(x) = (x - xo)Qn—'T(x) +R,
wobei R = Pn(xo) gilt. Wir bestimmen R als Rest, den die Divi-
sion von Pn(x) durch (x—xo) 1éB8t. Das sei hier an einem Polynom
4, Ordnung ausgefiihrt:

(Bux* + 83X + @, x® + 81X + 89 ): (XX )= a/ x> +adx® +af x+af + xftxo
-( 8, X -Xo 8 X3 ) |
aix® + 8, %

-(aix3-x5a{x® )

alx® + aqX
-(ad % =¥ 8d X)
a‘x + gy
-(a{x-xXoad )
ad = R
aj,...98{,8] ergeben sich aus
a] = &y
aj = a3 - Xay
al = 8 - Xpa3
af = a4 - Xa/
aj = 8 - Xpaf =R .

Man bendtigt offensichtli¢h fiir den gesamten Divisionsvorgang
nicht mehr als die Bestimmung dieser 5 Koeffizienten a/,...,8].
Die Berechnung der a 1&8t sich sehr einfach in dem folgenden
Schema ausfiihren,welches nach dem englischen Mathematiker
William George HORNERI(ﬂ786 - 1837)benannt ist:
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8, a3 8 81 &9

x= x = 8, Xgaj 8 Xgaf
= ,jﬁ > ;:P =
| ad” a7 & et “|ag =R

Diese ﬁberlegungen sind leicht auf Polynome beliebiger Ordnung
zu ibertragen. Man schreibt die Koeffizienten a; des Polynoms
in absteigender Folge der x-Potenzen hintereinander (fehlende
Potenzen durch Koeffizienten Null beriicksichtigen!), multi-
pliziert jewells af,, mit x,, trédgt diesen Wert unter a; ein,
addiert a; und erhélt a.

|Beispiel:

Es ist zu untersuchen, ob x, = 2 Nullstelle des Polynoms
Ps(x) = 3%x5 - 2x* + x¥® - 7x - 4 ist. Nach dem Hornerschema
ergibt sich:

3 2 0 1 =7 -4
x=2|- 6 8 16 34 ©54

|32 4 8 17 27 50 = R = Pg(2)

Xg = 2 ist somit keine Nullstelle.

Wie Sie leicht selbst mit Hilfe des Hornerschemas nachpriifen
konnen, ist auch xp = =1 keine Nullstelle von Ps, denn Ps(-1)= -1
Nach dem Zwischenwertsatz muB zwischen -1 und +2 (mindestens)
eine reelle Nullstelle liegen, denn Ps wechselt in dem Intervall
[-1,2] das Vorzeichen.

Durch Berechnung der Funktionswerte eines Polynoms an ausgewahl-
ten Stellen kdnnen wir uns einen Uberblick iiber Verlauf der
Funktionskurve und Lage der Nullstellen verschaffen, und mit
Hilfe des Hornerschemas gestaltet sich dieses Aufstellen einer
Wertetabelle mit minimalem Rechenaufwand. Doch die Anwendung des
Horner-Algorithmus beschrénkt sich nicht auf ein "Durchtesten"
nach vorhandenen Nullstellen des Polynoms, sondern mit seiner
Hilfe 1&Bt sich die iterative Bestimmung der Nullstellen nach
dem Newton-Verfahren (vgl. WURZEL 4/75) wesentlich vereinfachen
und gestattet eine automatische Durchfiihrung der Rechnung.

Gregor Weske

(Wird fortgesetzt) Assistent im
Forschungsbereich ,Stochasfik”
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Losungen
Aufgabe G 54 (nach Klaus Altmann, Berlin)
Wenn fiir eine ganze Zahl n die Periode der Funktion y = sln oX
sin £x
n

m ist, so gllt fiir alle x aus dem Definitionsbereich:
E&E.%LE:}Tr _ sin E; . Fir x = x_ = n_E ergibt sich:
sin n(x+31t) sin <x

n

gin (nx+dmn) _ sin nX _ i) py. Daraus folgt

sin (5% ) gin Sk

>+ = e .
sin (nx+37n) _ _. 1 m
sin nx e (_I%T["'E)'

is gilt fir o € R: sin(a+ n) = sin(x-m) = -sin (- ®) =

1]

-sin o -
Also ist sin(1§1: + E) = ¥ 1, und daraus folgt:

ZrsfeEn+d , KeiZ.
Da K € Z ist, ergibtsichlgez fiirn € Z .

Daher kommen fir n nur die Zahlen -15, -5, -3, -1, 1, 3, 5, 15
in Frage.
Die Probe zeigt, daB fiir alle @ Fdlle und fiir alle x die

Gleichung SiZ g(x+3“) = S0 DX o111t ist, denn es gilt
sin ﬁ(x+31t) sin 2x

sin(nx+3ntn) = sin(nx+mn ) und

s:l.n(%x + 1% m) 3

sin n(x+3 7 )

c
sin 2(x+37 )
da 1% ungerade ist, folgt
) 15ny - o
gin(zx + —g ) = = 8in gx

Somit gilt y(x) = y(x+3m ) in allen 2 Fillen. Also sind die
werte ¥1; E 3; i5; 15 die einzigen LOsungen.

Aufgabe G 59 (nach Friedhelm Schieweck, Blumenherg, 1Z.
Klasse)

Ein Dreieck ist aus den positiven SeitenliZngen Xq19XpyX4 genau
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dann konstruierbar, wenn gilt
(x1+x2+x3)(xq+x2~x3)(x1+x3-x2)(x2+x3-x1) > 0 (*)
Beweis: Wenn das_Dreieck BUS Xq9X5yXq konstruierbar ist, so
folgt unmittelbar aus den Dreiecksungleichungen durch Multi-
plikation die Gleichung (*) (wegen X; >0 gilt offensicht-
lich auch X +XotX 5 > 0).
Es sei nun o0.B.d.A. x, die groBte der drei positiven Zahlen
X19¥p9X g0 Dann gelten sicherlich die beiden Dreiecksunglei-
chungen x,+X,-%X3 > O und x1+x3-xé>._0‘ﬁnd trivialerweise auch
X 4Xo4X 5 > 0, also nach Multipiikation'(x1+x2fx3)(xq+x2~x3)
(xq+x3-x2) > 0. Gilt aber (‘),.sp mu 3 darau?hin,notwendig auch
Xo+X =X, > O erfiillt sein. Eg gelten damit zlle drel Dreiecks-
ungleichungen.

Nach dem Vietaschen ilurzelsatz erhalten wir aus der Gleichung
x3+px‘+qx+r=8

P ~(xq+x2+33) »
C = XgXp + KgXq + XX,

—Xq X%
Wir formen die linke Seite der Ungleichung (*) um. "
-xﬁ - xg - xg +2x§x§ +2x§x§ +2x§x§ >0

<

Unter Verwendung vonpa-ém = x§+xg+x3

LN

r

& 2.2 .22 2
¢ ~Zrp= x4x5+x1x§+xgx§

ergibt sich die Bedingung
~(p=2q)? 4 4(q°-2rp) > 0
4(g°-2rp) > (p°-2¢)°
Diese Bedingung ist notwendig und sinreichend dafiir, daB aus
den gegebenen Xq92X>9Xz ein Dreieck konstruiert werden kann.

Bemerkung: Da x1,x2,x3 sémtlich positiv sind,-gilt ~P=X4+X~+X
und damit p<0 '. Hiermit 1%Rt cich die angegebene Bedingung
noch vereinfachen

3

D° - 4pg + 8r> O . | ]

3)-
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Aufgabe G 52 [ (nach Norbert Schieweck, Blumenberg)

Fir ein Polynom P(x), das fiir alle x der Gleichung
x P(x-1) = (x-23) P(x) {*)

genligt, gilt:
(1) Aus P(x)
(2) Aus P(x)

Fir x = O folgt aus (*) 0s» P(-1) = -23» P(0) und damit
P(0) = 0. Wenden wir nun die Aussage (1) 22 mal hintereinander

o folgt fiir x # 22 stets P(x+1) = O.

o folgt fiir x # o stets P(x-1) = 0.

an, so erhalten wir
P(O) = P(1) = «aa = P(22) =0 (3)_

Wir zeigen nun, daB es filir alle Polynome mit endlichem Grad
(aufier fiir P(x) = 0), die (*) erfiillen, nur die Nullstellen
Xy = O, 1y, 2, eee, 22 geben kann.

Dezu nehmen wir an, x, ¢ {0, 1, ... , 22} sei eine Null-
stelle von P(x), d. h. P(xo) = O Ist X, keine ganze Zahl, so
gilt stets x  + k # 22 (k nat. Zahl), so daB wir (1) unendlich
oft anwenden konnen, d. h., das Polynom hitte unendlich viele
Nullstellen und damit keinen endlichen Grad. Fir X, sanze Zahl
gilt offenbar X, < O oder X, > 22. Fir X, = 22 ist stets

X, o+ K # 2z (k nate Zahl), so daB wir durch (1) wiederum un-
endlich viele Nullstellen erhalten. Im Fall Xy < O ist stets
x, -k # o (k nat. Zahl), so daB wir durch (2) ebenfalls unend-
lich wviele Nullstellen erhalten.

Damit ist gezeigt, daf alle Polynome, die (*) erfiillen, genau
die Nullstellen Xy = Oy 1y eeey 22 besitzen (auBer P(x) = 0).
Mir P(x) ergibt sich also zunichst die Form:

-

- 9
P(x) = ¢o» o (x=k) ¢ bel. reell
k=l a, nat. Zahl, a, # 0

=

Wir werden jetzt die Verte der I bestimmen.
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Nach (*) gilt

' 22 ay 22 ay
Xecell (x-1-k) = (x-23)«c 1 (x=k)
23 _ 23 a
ce I (X-k)ak 1 = GC- (x=k) k wobei a ,=a8.-="1
k=0 k=0 =123

gesetzt wird.

Fir c=0 ergibt sich das Polynom P(x) = O, welches offensicht-
lich (*) erfiillt. Fir ¢ # O und x¢ {0, 1, ... , 23} erhalten
wir die Gleichung

23 a,-a

0 (e=k) = B g, (4)

k=0

Annahme 1: Es gibt ein k. € {0, 1, «es o 23} mit a, - a < O.
R e e i X fo) k k -1
e ° 0
o

8
Dann gilt: lim (x—ko) 0

=S o0
x—-ko ,
und wegen
a,- a a,- a
lim (x-k) £ 5T ook F T 40
X—tko

fiir k €{0y.00423} \ {k}
erhalten wir'dann

"k k-1 _

3
lim 0 (x=k) = cvoo £ 1,

x—+k0 k=0

ginen Widerspruch zu Gleichung (4).

Somit muB also stets a, - a,_,20 k €{0,1y.44423} gelten.

Annahme 2: Es gibt ein k_€{0y1y.+4423} mit a, - a s 0
el o k. k=1

. &, - a
Dann gilt: lim (x-k,) fo %=1 -0,

x—+k0
und wegen
. a, —-a a, =-a
lim (x-k) £ ¥ 2 (-0 F T - f'coo
x—rko
fiir k €{0y.04423} \ {x,}
erhalten wir dann
23 a, - a
lim 1T (x=k) £ k=1 .o £,

X—*ko k=0

einen liderspruch zu Gleichung (4).
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Insgesamt erhalten wir damit a, - 8e_q = O «

Es sei kE{O,ﬂ,...,EE}. Auf Grund von a_q = 1 ergibt sich
84 = 8, = 8; = ees = a22 = 833 = 1« Es muB also fiir ein
Polynom, das (*) erfiillt, notwendigerweise gelten

22

P(x) =.ce 1 (x=k) .

Andererseits erfiillen diese Polynome auch die Gleichung (*) .

Damit sind alle Polynome, die dieser Gleichung geniigen, ge-
funden.

Bemerkung: In den meisten Einsendungen zu dieser Aufgabe wurden

nur die Nullstellen des Polynoms bestimmt und hieraus auf
die Darstellung

P(x) = ¢ « (x=1) (x=2) oo (x=-22) ¢ reell
geschlossen. Trotz richtiger Angabe der Losungsmenge wurde
nicht der Nachweis gefiihrt, daB damit alle méglichen Lo=-

- sungen der Gleichung erfaBt werden, wie das in der abge-
druckten Losung geschehen ist. ]

"Mengenlehre — einmal anders" (WURZEL 12/75, S. 191):
. Es sitzen 1% Mé&nner am Tisch.

"Zahlenrdtgsel im Oktalsystem" (WURZEL 12/75, S. 185):

5126 : T = 52
- x +
126 + 46 = 174

5000 - 4532 = 246
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Gewohnliche Diﬂérenlialgleid\ungen an

Am SchluB des ersten Teils haben wir anhand eines Beispiels
die Methode der Trennung der Varisblen kennengelernt. Im all-
gemeinen gelangt man mit dieser Methode immer deann zum Ziel,
wenn die vorgelegte Gleichung die Gestalt

y' = g(x)+ h(y) mit h(y) # 0 17

hat, wobei g(x) und h(y) irgendwelche stetigen Funktionen wvon
X bzw. y sind. In unserem Beispiel war g(x) = 1 - 2x und
h(y) = 12 « Wir miissen aber wissen, da8 es auch Differential-

¥y
gleichungen gibt, die man nicht auf diese Weise 1ldsen kann
(z« Be (8) und (12) aus Abschnitt 1) und darunter sogar solche,

" deren Lésung iiberhaupt nicht explizit aufgeschrieben werden
kann.

Die Differentialgleichung (17) wird mit den Anfangswerten
(xo,yo) gelost, indem man wie oben "die Variablen trennt",
d. h. auf folgende Weise umformt:

Er%% = g(x) .

Durch Integration ergibt sich dann

und nach der Substitution von y mit dy = y' dx

X
{ e(x) ax, (18)
X

0

-

Y 1 X
J‘- E-(-'Y—)' d‘? = I g(]{) dx .
:?0 xO

Wenn es gelingt, die Integration durchzufiihren und die Glei-
chung nach y aufzuldsen, dann hat man die explizite Ldsung
des Anfangswertproblems gefunden.
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Interessieren wir uns flir die Loésung einer Differentialglei-
chung, ohne daB wir uns zuf einen bestimmten Anfangswert fest~
legen wollen, so bilden wir nach der Trennung der Variablen
nicht das bestimmte, sondern das unbestimmte Integral. Wir
erhalten in unserem Beispiel dann

% 33 =X - x2 + C

wobei die beiden Integrationskonstanten in dem C auf der
rechten Seite zusammengefaBt sind. Als LOsung ergibt sich

y =330+ 3 - n° - 3\/01+3x-3x2 ,

wobei C oder C, eine beliebig wihlbare Zahl ist. Man nennt

lies die "allgeméine LOsung" der Differentialgleichung, wdhrend
vir oben bereits eine spezielle oder "partikulidre Losung" ge-
funden haben. |

Das Auftreten einer frei w&hlbaren Konstanten in der allge-
meinen Ldsung einer Differentialgleichung erster Ordnung ist
fiir diese charakteristisch. Ohne die spezialisierenden Anfangs-
bedingungen ist die LOsung einer'Bifferentialgleichung also
nicht eindeutig bestimmt, es gibt eine ganze Schar von Funk-
tionen, die die Gleichung erfiillen.

Haben wir einmal die allgemeine L&sung einer Differential-
gleichung gefunden, ist es einfach, diejenige partikulédre zu
finden, die bestimmte vorgegebene Anfangswerte annimmt. Dazu
ist die Konstante C so zu bestimmen, daB die Losungsfunktion
an der Stelle x = x_ den Wert’wo besitzt. Wir miissen in unse-

0
rem Beispiel also-die Zahl C1 aus

b=y, = -3-\/01 ¥ 3x, - 30 = 2\/01 + 393 - 3.3°

berechnen. Dabei ergibt sich, daB C,| = 82 ist, was auch zu er-

warten war.

Wir geben nun noch eine Faustregel an, die uns die Anwendung
der Methode der Trennung der Variablen erleichtert. Statt v'
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schreiben wir %% y behandeln den Differentialquotienten wie

einen gewohnlichen Bruch und fiihren die Variablentrennung wie
folgt durch:

%% ='1 - 2X )

Y

= g(x)h(y) p

Rle

32 dy = (1-2x) dx, E%?T dy = g(x) dx .

Nun brauchen wir nur noch auf beiden Seiten das Integral zu
ergédnzen und sind so sehr schnell bis zu Gleichung (16) oder
(18) gelangt. Es muB aber unbedingt beachtet werden, daB dies
keine mathematische Umformung war, sondern eben nur eine Art
Eselsbriickes

Wenn wir nach dem angegebenen Schema die im ersten Abschnitt
abgeleitete Differentialgleichung

s'=§-

X
der orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar

x2+2y2=c

behandeln, erhalten wir

8.2z

== ’
dy _ .ax
5%
y:ec"xg ’
:Y:tec1]{2 .

Nach Einfiihrung einer neuen Konstanten ¢' = ¥ ¢®1 erhalten
wir schlieBlich eine Schar von Parabeln y = c'xe. In Abb. 2
ist die Ellipsenschar mit ihren orthogonalen Trajektorieﬁ
skizziert.
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AJI

i st I i

{
Ubungsaufgabe 5: Wie sehen die allgemeinen Ldsungeﬂ der Dif-
ferentialgleichungen der Aufgaben 1 bis 4 aus?

bungsaufgabe 6: Man bestimme die allgemeine Ldsung der Dif-
ferentialgleichung -

¥'=1+79 fir 1 +3y >0 .

3. Allgemeine Betrachtungen

Vorgelegt sei eine gewOhnliche Differéﬁtialgleichung erster

Ordnung der Form
y' = F(x,y) ’ (19)

wobei die Funktion F in einem gewissen Gebiet der Ebene sinn-
voll definiert und dort stetig ist. Eine Losung y = f(x) ist
nun dadurch gekennzeichnet, daf die Funktion f in einem Punkt
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(x,y) gerade den Anstieg y' = F(x,y) hat. Wir kdnnen so in

jedem Punkt des Definitionsgebietes von F die Richtung angeben,
in der eine L&sungskurve verlaufen muB, die durch diesen Punkt
geht. Einen Punkt (x,y) mit dem zugehdrigen Anstieg y', der sich
aus (19) berechnet, nennen wir Linienelement, wir kdénnen es als
Zahlentripel (x,y,y') schreiben. Denken wir uns in jedem Punkt
des Definitionsbereiches von F den entsprechenden Anstieg ein-
getragen, erhalten wir das sogenannte Richtungsfeld der Diffe-
rentialgleichung. Das Richtungsfeld ist also die Gesamtheit
aller Linienelemente. In unserem ersten Beisﬁiel ergibt sich

das Richtungsfeld in Abb. 3 (wir beschrinken uns auf die obere
Halbebene, da ja die x-Achxe nicht zum Definitionsbereich gehiort).

~ X N\
\
\
A\
\
\
t
I
/
/
/
Y

Geometrisch kxOnnen wir uns jetzt eine Ldsung der Differential
gleichung als Kurve vorstellen, deren Anstieg in jedem Punkt
mit dem y' des entsprechenden Linienelementes zusammenfdllt.
Die LOsung des Anfangswertproblems wird dann durch diejenige
Kurve gegeben, die durch den vorgegebenen Punkt (xo,yo) geht.

Zeichnet man zu einer Differentialgleichung das zugehorige
Richtungsfeld, hat man meist schon einen recht guten Eindruck
vom Verlauf der Loésungskurven. Beispielsweise ergibt sich fir
die Differentialgleichung #' = - % (fir y < Ound y >0

getrennt aufgezeichnet) das in Abb.4 dargestellte Richtungs-
feld.
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I/ -~ +1 N\

T t t t i } -
4 X
T VO B
N N = ¢ F £
T Abb. 4

Es wird sich jetzt wohl keiner mehr wundern, wenn sich als
allgemeine Losung die Schar der um den Nullpunkt konzentrischen
Kreise ergibt, x° + 32 = r2. Hierbei hat der Parsmeter r

die geometrische Bedeutung der Radien.

Ubungsaufgabe 7s Man skizziere das Richtungsfeld der Differen-

tialgleichung y' = x + y !

Ubungsaufgabe 8: Man skizziere das Richtungsfeld der Differen-
tialgleichung y' = -x.y firy > O !

fbungsaufgabe 9: Man skizziere die Richtungsfelder der bisher
geldsten Differentialgleichungen !

Nachdem wir nun mit Differentialgleichungen und deren geome-
trischem Hintergrund besser vertraut sind, kdnnen wir ung die
Frage vorlegen, wie es mit der LOsbarkeit einer beliebigen
Differentialgleichung erster Ordnung aussieht. W&hrend des
Mathematikstudiums wird dazu bewiesen, daB unter gewissen zu-
sitzlichen Voraussetzungen an F, die bel uns stets erfiillt sind,
die Gleichung (19) fiir jeden Anfangswert (xo,yo), der im Defi-
nitionsbereich von F liegt, genau eine L&sung besitzt. Wir kon-
nen diesen Satz auch so formulieren:

Durch jeden Punkt (xo,yo) des Definitionsbereiches der Funktion
F verlduft genau eine Losungskurve.

Wir bemerken noch, daB dieser Bereich auch die ganze Ebene sein
kann, und daB8 in dem Satz nich gesagt wird, daB die LOsung
Jedesmal explizit aﬁfgeschrieben werden kann. Das ist im Gegen~
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teil sehr oft nicht mdéglich.
AbschlieBend betrachten wir noch zwel Beispiele, die zeigen,
wie man manchmal eine gegebene Differentialgleichung durch
eine geschickte Substitution so umformen kann, daB die Methode
der Trennung der Variablen anwendbar wird.
a) Wenn wir in der Gleichung
v _ _2XY
T X 4y
die neue Funktion u durch y = xu einfiihren ﬁnd natiirlich
auch y' durch y' = u + xu' (4bleitung des Produktes x-u)
ersetzen, erhalten wir

2XeXu 2u
f = =
u+ Xxu = Tz—z' =

X +X 1 1+u

oder

" = (fi-g—uo /x.

Das ist nun eine Differentialgleichung fiir die Funktion u,
die durch Variasblentrennung geldst werden kann. Aus y = xu
erhalten wir dann die urspriinglich gesuchte Funktion y.

b) In der Differentialgleichung .
Y'=2x + &y + 3

fiihrt die Substitution u = 2x + 4y + 3 mit u' = 2 + 4y!
zum Erfolg.

Ubungsaufgabe 10: Man 16se die beiden Differentialgleichungen

der Beispiele a) und b) !
Im dritten Teil dieses Artikels, der im Heft 4 erscheint, wer-
den wir ndher suf Differentialglelichungen zweiter Ordnung ein-
gehen. \ '

.

Dr. Oloff, Dr. Schwarz
Bereich Analysis
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Preisaufgaben 3/76

Man gebe die allgemeine Losung der Differentialgleichung

Y'=6 + 3x - 2y - xy an!

@f
-
\N

7

N
jos
2
F

g

Man gebe die allgemeine LOsung der Differentialgleichung

(1

[

y'=1+y3 fir 1+ y > 0 an!

Bestimmen Sie alle reellen Wurzeln der Gleichung
3 3 3

V-T +Vx+ 1 =x/2.

~
=
-
\n
—

-

(H 16) Man 16se die Ungleichung
logtanx\/sinzx—% < 9 .
(H 17) In einem spitzwinkligen Dreieck haben zwei Hdhen die

Léngen 3cm und 24/2 cm, und ihr Schnittpunkt teilt die
dritte Hohe im Verh&ltnis 5 : 1 (gerechnet von der
Spitze des Dreiecks).

Man berechne die Dreiecksfldche!

= ' :
® j
= -
o :

HajiTu BCe pemeHMA CUCTEMH

8ecosxecosyecos(x-y) + 1 =0
X + y'_' a .
Ipy Kakux a DEmeHUd BO3MOXHHT L

EinsendeschluB: |30. 4. 1976

Fir jede vollsté&ndige LOsung erh&lt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das n8chste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Ldsungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Betelligen konnen sich Schiiler aller Klassenstufen sowie die
Mitglieder des NVA-Zirkels unseres Jugendobjekts.
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Aus der Arbéil des NVA-Zirkels

Eine gute Vorbereitung auf ein Studium der Mathematik anzuregen
und zu unterstiitzen, ist das Hauptanliegen des Jugendob jektes
"Studienvorbereitung™ unserer Sektion, das nun bald schon sein
zehnjdhriges JubilZum feiern kann.

Wir wollen heute einmal dariiber berichten, welche Aufgabe sich
der NVA-Zirkel als ein Bereich des Jugendobjekts gestellt hat,
und wie er seine Arbeitsziele zu realisieren versucht.

Wir sind zunsdchst davon ausgegangen, daB gegenwdrtig nahe-
zu alle minnlichen Studienbewerber ihren Ehrendienst in der
NVA v or Beginn ihres Studiums leisten. Dadurch wird
eine gewisse Unterbrechung des Lernprozesses zwischen Schule
und Universitit unvermeidlich, und dies bringt u. a. mehr
oder weniger groBe Schwierigkeiten mit sich. Die Frage:

Wie konnen die zukiinftigen Studenten der Sektion Mathematik
der FSU Jena, die ihren Ehrendienst in den Reihen der NVA
leisten, einen Teil dieser Schwierigkelten liberwinden?

charskterisiert deshalb die Arbeit des Bereiches "NVA-Zirkel"

unseres Jugendobjektes. |

Dabei erschienen uns fiir diese spezielle Art von Studienvor-

bereitung drei Dinge als besonders wichtig:

1) der Kontakt zur Universitiét wéhrend der Armeezeit (ein-.
schlieBlich der Mdglichkeit, sich mit Problemen, Fragen
und Wiinschen an uns zu wenden),

2) die Beschéftigung mit der Mathematik,

3) die Information iiber das fachliche und gesellschaftliche
Leben an der Sektion (und Universitit).

Das regelmiBige Studium der "WURZEL" kann hierbei - wie
wir meinen - schon von sehr groBem Nutzen sein. Deshalb schik-
ken wir jedem an unserer Sektion vorimmatrikulierten NVA-An-
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gehorigen (und alle diese versuchen wir in unserer Kartei zu
erfassen) die "WURZEL" kostenlos "ins Objekt". Dariiber hinaus
haben wir zwei Lesematerialien erarbeitet, die einige Grundbe-
griffe der Mengenlehre und der Logik (beides spielt ja in den
Grundvorlesungen der ersten Semester eine hervorragende qule),
die zum Teil schon von der Schule her bekannt sind, einmal
unter einem anderen Aspekt vorstellen, um auf diese Weise ein
wenig auf die Denkweise der Mathematik zu orientieren. Erfah-
rungsgemdl macht ja i.a. gerade die neue Art der Betrachtung
und Behandlung der mathematischen Grundbegriffe zu Beginn des
Studiums Schwierigkeiten.

Diese Lesematerialien sind speziell auf unsere "Partner",
die Soldaten, zugeschnitten und haben beil ihnen bislang eine
recht positive Resonanz gefunden.

Wir bleiben deshalb bei dieser Art der Betreuung, suchen aber
nach weiteren Moglichkeiten, unsere Arbeit zu verbessern und
zu effektivieren, soweit ss sich realisieren 14B8t. (Die Arbeit
des NVA-Zirkels, in dem z. Zt. drei Studenten arbeiten, ist
relativ aufwendig; sie reicht von inhaltlichen Uberlegungen
und Entwurfen uber die Beantwortung der umfangreichen Brief-
post, vielen Adresseninderungen, der Neuerfassung unserer Mit-
glieder bis zum Versand der WURZEL und unserer Materialien.)

Von den Uberlegungen, die wir uns um eine Verbesserung der
Arbeit des NVA-Zirkels machen, seien hier genannt:
- Kontaktaufnahme mit anderen Universitaten und Erfahrungs-
austausch Uber Methoden der Studienvorbereitung
~ Verbecserung der Information liber nicht-fachliche Fragen
des Studiums
- Anregung zur Kontaktaufnahme der Soldaten untereinander
(brieflich bzw. im selben Objekt) ,
- Verbesserung der Zusammenarbeit des NVA-Zirkels mit den an-
deren Bereichen des Jugendob jektes.
Sehr wichtig fir die Effektivitat der Arbeit ist es, daB wir
moglichst von jedem unserer Mitglieder seine Meinung zu unse-
rer Arbeit (etwa zu den Lesematerialien) und zu unseren Vor-
haben erfahren. Wir konnen versichern, daB wir unsere Brief-
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post stets sehr griindlich auéwerten (auch wenn wir nicht in
jedem Fall antworten kodnnen), und wir werden auch die diesjiéh-
rigen Jenaer Informafionstage wieder dazu nutzen, mit unseren
Partnern im Gespridch zu bleiben.
Werner Nehriich
lugendobijekt ,,Studienvorbereitung*
- NVA-Zirkel -

Reguldre Polyeder

Das Titelbild dieses Heftes stammt von unserem Leser
M. Mende, Strausberg. Wir wollen den dargestellten
Sachverhalt kurz erléutern.

Bezeichnet e die Anzahl der Ecken, f die Anzahl der Fléachen
und k die Anzahl der Kanten eines konvexen Polyeders, so gilt
die auf der Titelseite angegebene Gleichung

e+ T=k+ 2 (1)

(ein Polyeder heiBt konvex, wenn es mit zwel Punkten auch
deren Verbundungsstrecke enthdlt). Dies ist der Inhalt des
Eulerschen Polyedersatzes.

Betrachten wir nun konvexe regulédre Polyeder, d. h. Polyeder
mit einander kongruenten regelméBRigen Vielecken als Begren-
zungsflédchen. Mit Hilfe des Eulerschen Satzes 1&Bt sich zeigen,
daB es nicht mehr als fiinf Typen solcher regulérer Polyeder
geben kann: Es sei m die Anzahl der Kanten, die in jeder Ecke
eines regulédren Polyeders zusammentreffen, und n die Ecken-
zahl der Begrenzungsfléchen. Dann gilt offenbar

m=23 und n2 3, )

Jede der f Begrenzungsfléchen hat n Kanten, das Polyeder also
1-f-n Kenten: :
& fn

ko= = . (3)
und da in jeder Ecke des Polyeders m Kanten zusammentreffen,
gilt fir die Gesamtzahl der Kanten auch

k=%’i‘. (4)
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Multiplizieren wir (1) mit %? und substituieren nach (3), (4)
k= %? und em = fn, so ergibt sich

2em. 2km 4m
T tom=S—+
4m

4 - (m - 2)(n = 2) = %5 .

Wegen-%? > 0 folgt
4 - (m-2)n-2)>0, _
d. h. (m-2)n -2) <4 . (5)

Unter Berilicksichtigung der Ungleichungen (2) kb6nnen wir leicht
alle Paare (m,n) angeben, die die Bedingung (5) erfiillen:

(3,3), (3,4), (3,5), (4,3), (5,3).

Fir jedes dieser Paare 1&8t sich nun genau ein Tripel (e,f,k)
aus den Gleichungen (1), (3) und (4) bestimmen:

ai i 4n f = 4m
I = (m-2)(n-2) ° T &= (m=2)(n-2) ?

5 - 2mn
T4 - (m=-2)(n-2) °

(6)

k

(Der Leser kann die Richtigkeit diesér Gleichungen leicht nach-
priifen. )

Es glbt also nicht mehr als fiinf reguldre konvexe Polyeder, und
man kann beweisen, daB sich diese fiinf durch (5) und (6) fest-
gelegten Polyeder (die "Platonischen rééuléren K6rper") auch
tatséchlich konstruieren lassen. Wir stellen sie zusammenfassend
in folgender Tabelle gegeniiber:

* k e m n
Tetraeder 4 6 4 3 5
Hexaeder 6 12 8 5 4
Oktaeder 8 12 6 4 %
Dodekaeder | 12 30 20 | 3 5
Ikosaeder 20 30 12 5 3

Vertauscht man m und n, so bleibt die Anzahl der Kanten erhal-
ten, und e und f werden ausgetsuscht. Damit gehen Hexaeder in
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Oktaeder, Dodekaeder in Ikosaeder (und umgekehrt) und das
Tetraeder i1n sich tber. Die Abbildung auf der Titelseite zeigt
diesen Zusammenhang fiir den Fall m = 3, n = 4. Dem Wiirfel kann
ein Oktaeder so einbeschrieben werden, dal jeder Ecke des
Wirfels genau eine Begrenzungsflédche des Oktaeders zugeordnet
ist und umgekehrt in jeder Wiirfelfl&che genau eine Ecke des
Oktaeders liegt. SchlieBlich "kreuzt" jede Kante des einen
Korpers je eine des anderen. '

A

Interessenten empfehlen wir das folgende Buch aus der "Mathe-
matischen Schiilerblicherei:

T. Roman: Regulé@ire und halbregulédre Polyeder. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften Berlin “1968.

Losungen

Aufgabe G 55 (nach Norbert Schieweck, Blumenberg)

&l & &l
|

Da die Dreiecke ABC und A4B4Cs punktsymmetrischf%um_gemeinsamen

Inkreismittelpunkt M liegen, gilt:
v

\
AABC 2 AAqB4Cq (1)
AB || 4By, BCIl B4Cqy , AC|| ACq . (2)
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Fir die "Schnittdre iecke"ggilt :
AEFC = AICq4H , AATK = AGA4F , AHBG = AKEBR, . (39)
Mit Hilfe des Strahlensatzes 1d8t sich (3) leicht beweisen.

Weiterhin gilt offenbar: F = Faanc = AA43101 = r.s, wobei s
der halbe Umfang des Dreiecks ABC ist.
Wegen AEFC ~ AABC (denn A By || AB) gilt

= 2
fappc _ fappc | (B = PP 2p 2

b
Faarc
(die Fléchen &hnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate

2
F hY , c
entsprechender Seiten zueinander). Deshalb ist
2

2r TeC
" = (1 - ) F=(1 -
AEFC E; ;E
Wegen %hcc = F = res folgt
' C\2
Pagpg=(1 - 3)°F

FprrC =( ) F = FAIC1H (folgt aus (3)).

Analog erhalt mans:

- = (8=2y2
FpaTE = Faga,r = G5 )°F
_ ¢8=by2
PpuBe = Fagmp, = F5)°F .

Damit gilt nun fiir das Produkt P der Fl&adchen der acht Dreiecke:
= .(8=842 5=by2 ,s-€y2 13,2
P = (F(552)%.(52R)2.(59)2.7)

Wegen F = re.s folgt £
n
B (ra,su,(<s-a)(s-g>(s—c))2)2 - 18.((s=a)(s=b)(sc))
S S
Nach der Heronischen Formel gilt bekanntlich:

. B .\/E—a) TS;b)(s-c)'

Damit ist P = rB-r8 = r16, was zu zeigen war.

Aufgabe G 60

Die Mittelpunkte 04, 02, 03, O4 der Kugeln, die die Grund—
fldche beriihren, bilden ein Quadrat der Seitenlénge 2r .
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Es folgt, daB der Abstand zwischen O1 und O3 2r1§'ist. Im
Dreieck 01E05 hat die Seite 5155 die L&nge 2r und 51E die
Linge r|2'.

Daraus folgt:

1 1 : o)
= = dlh-40501E = 45 »
0,05 1A

Die Dreiecke ASD und 0405E sind &hnlich und gleichschenklig.
Folglich sind H6he und Radius der Grundfl&che des Zylinders
gleich, d.h. H=R .

Fir H ergibt sich:

H =_555 + 05E + ED =2 r + 2r + T = r(21§'+ 1)

1B

Fir das Volumen des Zylinders erh&lt man somit:

| 3 3
VeI « 1) = (2272 + 25).

Herousgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Egbert Creutzburg

Chefredakteur: Waltraud Werner

Redaktion: R. Jeske, H.-G. Leopold, R. Neubauer

Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik
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Gewohnliche Differentialgleichungen (li)

Nachdem wir uns in den ersten zwei Teilen mit der Problem-
stellung vertraut gemacht und Ldsungen von Differentialglei-
chungen erster Ordnung betrachtet haben, kommen wir nun zu

4. Differentialgleichungen 2. Ordnung

Bereits bel dem physikalisch anspruchslosen Problem des
Pendels trat eine Differentialgleichung 2. Ordnung auf:

y''+f.y=0. (20)

(Die gesuchte Funktion nennen wir jetzt wieder y - wie ib-
lich in der Mathematik.) Wir betrachten deshalb folgenden

allgemeinen Typ, der Gleichung (20) offembar als Spezial-

fall enthidlt:

7'' + ay' + by = O. (21)
Man nennt eine solche Differentialgleichung exakt eine
lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Die Theorie lehrt hierzu folgénden
Satz:

Satz: Die Gleichung (21) besitzt fiir vorgegebene An-
fangsbedingungen (xo;yo;zo) genau eine LOsung,
d. he, es gibt genau eine Funktion y = f(x), die
(21) erfiillt und fir die f(xo) = 3, und
£'(x,) = z, &ilt.

Um diese Ldsungsfunktionen zu bestimmen, versuchen wir den
Ax

Ansatz 3y = e .
Wir nehmen also an, daB die Ldsung diese Gestalt hat. Da di:
Gleichung (21) erfiillt sein muB, ergibt sich zundchst mit

y' = J’ueAx und y'' = J'\ze;)Lx
2_Ax

A"e + aheAx + bexx QO .



21 Differentialgleichungen

Daraus folgt (bekanntlich ist e’ L 0) die Beziehung
A2 +al+b=0, | (22)

die man charakteristische Gleichung nennt. Wenn also die
Lésungsfunktion von der angenommenen Gestalt sein soll, muB
die charakteristische Gleichung erfiillt sein. Das ist aber
fiir die Zahl A eine quadratische Gleichung, und wir miissen
deshalb folgende drei Fédlle unterschelden:

A. Die Diskriminante D = 2; - b ist positiv.

B. Die Diskriminante ist Null.

C. Die Diskriminante ist negativ.
A. In diesem Falle gibt es zwei reelle Zahlen Aq +h2 ;
die die Gleichung (22) erfiillen. Dann besitzt die Differen-
tialgleichung (21) die allgemeine LGsung

wobei wir jJetzt zwei frei widhlbare Konstanten C-,1 und 02 haben.

lBeisPiald
AX

y'' - 5y' + 6y = O. Der Ansatz 7y = € liefert die charak-
teristische Gleichung

22 -5L+6=0
mit den beiden Wurzeln Aq = 2 und A; = % ., Damit ist

7 = Ce°% 4+ 00"

die allgemeine Losung dieser Gleichung. (Probe!)

Um aus der Schar der allgemeinen Ldsungen nun diejenige her-
auszufinden, die die Anfangswerte f(xo) = Y, und f'(xo) = Zg
erfiillt, missen wir noch die Konstanten 01 und C, richtig
bestimmen. Es soll gelten:

Yo ® C,lel"x°+ CzeMx" :

: (23)

Z, = C1A19A43b+ 02?\29Aaxb .
Das ist aber ein lineares Gleichungssystem in den zwei Unbe-
kannten C, und C, (xo, Vo1 Zg sind ja gegeben), das wir
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leicht 16sen k6nnen. Geben wir fiir unser Beispiel die Anfangs-

werte (xo{ Yo' zo) = (0;3;5) vor, so hat das Gleichungssystem
(23) folgendes Aussehen:
3= Cqee2t0 4 0,030 = ¢, + C,
2.0 0 -
5 = ¢,26%"0 + c,3¢2°0 = 20, + 3¢, ,

mit dessen Losung 01 = 4 und C, -1 wir fir das Anfangswert-
problem das Ergebnis

y = 4_321( - e3X

erhalten. Durch eine Probe 1l&B8t sich dies schnell bestdtigen.

B. Die charakteristische Gleichung besitzt die reelle
Doppelwurzel A = - %’. Die allgemeine Ldsung der Differen-
tialgleichung (21) hat dann die Gestalt

¥y = (C1 + sz)ek %,

[Beispiel:
y'' + 87" + 16y = O. Die charakteristische Gleichung lautet

A? + 8\ +16 =0
und wir erhalten A = -4, Damit ist

y = (C,l + Cex)e'ux
die allgemeine Ldsung unseres Beispieles.

C. Die charakteristische Gleichung hat nun keine reelle
Losung. Mit o = - 3 und B = \-D' hat die allgemeine Losung
von (21) nun die Form

o

Yy = C1 xcos-gx + Czea Xsin Bx .

(Probe!)

Wer bereits mit komplexen Zahlen vertraut ist, kann einmal
versuchen, das Ergebnis von Fall C. mit Hilfe der Eulerschen

Formeln aus Fall A. abzuleiten.
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Beispiel:

H

Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung des
Pendels (20). Sie hat nach der Formel unter C. dle allgemeine

Losung
¥y = choaﬁ X + Caain“l_' X o

In der urspriinglichen Bezeichnung - die gesuchte Funktion
war der Winkel ¢ ih Abhéngigkeit von der Zeit t - lautet
die Bewegungsgleichung des Pendels somit

0(t) = C,cos -ﬁ &+ Czsin‘J_I % .

Dem im 1. Abschnitt beschriebenen physikalischen Sachverhalt
entsprechen die Anfangsbedingungen

¢(t,) = ¢, und ?(t,) =0 .

Zur Vereinfachung der folgenden Rechnung nehmen wir t, = 0
an, d. h., wir legen den Nullpunkt der Zeitrechnung in den
Augenblick des Loslassens des Pendels. Die Funktion e (t)
und ihre Ableitung haben im Punkt t = O die Werte

C,cos ﬁ-_o + C,sin ‘{?- 0= C,
-C,I‘V? ain'q—‘o + CE-V_I coafoo & caﬁ "

C1= ?, und0'2=0

430
und o

woraus sofort

folgt. Die Bewegung des Pendels wird also durch die Schwingungs-

gleichung
p(t) = ¢°cbﬂ _{_| t
beschrieben, die die experimentelle Erfahrung bestédtigt.

Ubungsaufgaebe 11: Man bestimme die Bewegungsgleichung des
Pendels, wenn es sich zum Zeitpunkt t = O in der Ruhe-
lage befindet und mit einem Sto8 auf die Geschwindigkeit

v, gebracht wird!
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Ubungsaufgabe 12: Man bestimme zu folgenden Differentialglei-
chungen die allgemeine Losung:

gae ¥'' - 43" + 13y = O,
be 3'"" + 3y' - 4y = 0,
Ce ¥'' - 43' + 4y O4

]

Ubungsaufgabe 13: Man 186se folgende Anfangswertaufgaben:
8. 43'' + 43" + ¥ = 0, (X,i¥,i2,) = (052;0),
b. '' + 43" + 29y = 0, (x,3¥,i2,) = (0;0;15),
c. ¥'' - 43"+ 3y =0, (x,i9,i23) = (056510).

AuBer den hier behandelten Differentialgleichungen gibt es
noch eine Vielzahl anderer Typen, die spezielle Ldsungsmetho-
den erfordern. Zur Erginzung des hier dargestellten Stoffes
empfehlen wir folgende Blicher:
1 W. May, Differentialgleichungen, Leipzig 1971
(Mathematische Schiilerbiicherei Bd. 49)
2 A. Eneschke, Differentialgleichungen und Randwertpro-
bleme Bd. 1, Leipzig 1965
3 Kleine Enzyklopadie Mathematik

Dr. Oloff, Dr. Schwarz
Bereich Analysis
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Preisaufgaben 4176

H 1 Man 1dse die Gleichung

0 GV, (oo YRHF -1 o 101
(243) +(2- V3) o- 1)

H 20 Man gebe alle reellen LOsungen des Gleichungssystems

N

H 21 5 und TD seien zwel senkrecht aufeinanderstehende
Durchmesser des gegebenen Kreises 5,. Um den Punkt D
wird ein weiterer Kreis S, mit dem Radius BD konstru-
ijert. Auf der Peripherie von S,I werden zwel Punkte P
und Q so eingetragen, da8 DG und DP B schneiden. Die
Schnittpunkte von DG und DP mit der Peripherie von S,
gseien mit N und M bezeichnet. Die Punkte QH und PH
erhilt man durch die senkrechte Projektion vin Q und P

iH 22i

iH 2ii

IH 24i

auf EB. Man zeige, daB die Figur PMNQ und das Dreieck
PHQqD den gleichen Flicheninhalt haben.

Man ldse das Anfangswertproblem
y'* -3y'=-2y=0, y(0) =0, 3" (0)=3.

Man gebe die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung (32-1) + (2xy+3y)y' = O an.

HafiTy BCe MapH 4YUCEN X,y, KOIOpHE yIOBJAETBOPAKNT
ypaBHEHU: tg4x+tguy+2ctg2x-ctggy = 3+8in“(x+y).

Fiir jede vollsténdige Losung erhélt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl, Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Ldsungen sind - jede Ldsung auf elinem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben'" an uns zu senden.

EinsendeschluB: [1. 6. 1976
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Der Horner-Newton-Algorithmus

Im Heft 2/76 wurde gezeigt, daB sich jedes Polynom Pn(x) in
der Form

P (x) = (x-x,) Py _4(x) + P, (x,) M
darstellen ldBt. Dabei bestimmen sich die Koeffizienten von
Ph_q(x) aus dem Hornerschema. In gleicher Weise konnen wir
Ph_q(x) als

Pn-1(x) = (x—xc) Pn~2(x) + Ph_1(x0) (2)

aufschreiben. (2) in (‘i) eingesetzt ergibt
2
Pn(x) = (x-xo}uPn_g(x)+(x-xo) Pn-ﬂ(xo) + Pn(xo).
Wir differenzieren beide Seiten dieser Gleichung

H% Pi(x) = 2(x—xo)Ph_2(x)+(x-x0)2 3% Ph_ggx) + Ph-1(xo)

und erhalten fiir x = X,

H% Pp(x) X=X = 2(]':l:;'-xo)1311-2(2{0) ¥ (xo'xo)2 H% Pn-E(xﬂm=xo
b Pn-1(xo)
=' Pn_,' (Xo)-

Was besagt dieses Ergebnis? Die Ableitung unseres Ausgangs-
polynoms Pn(x) an der Stelle x, ist gleich dem Funktionswert
des Polynoms Ph_q(x) bei x,; sowohl die Koeffizienten von
Pn—1(x) als auch der Wert P _,(x,) lassen sich mit dem Hormer-
schema bestimmen.-

Beispiel:

fiir P,(x) = 3% - 2x' + XX - 9% - 4 %

Wie gro8 ist 32 P,(x) | .

Wir ermitteln zuerst P3(x):

3 2 0 1 °-7 -4
2|~ & 8 16 3% 54
3 % 8 7 27 |

Xo°

Pn_1(x) = P3(x) = 3x4+4x3+812+17x+27.
Jetzt wird P3(2) berechnet:
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3 4 8 17 27
X,=2 | = 6 20 56 146
570 28 73 3
Die Ableitung unseres Polynoms hat an der Stelle 2 somit den
x=2 = P3(2) = 173 |

Die letzte Zeile der oberen Tabelle stimmt mit der ersten der
unteren iibereir (Koeffizient von P3(x)), deshalb kbnnen wir
beide Tabellen zu einer zusammenfassen. Wir wollen dies beil
der Bestimmung von Pu(1) und H% Ph (x)l ) ausnutzen.

3 <2 0 1 ~9 <4
x=1|- 3 1 1 2 -5
3 1 1 2 =5][-9

recht groBen Wert H% Pu(x)

x=1|- 3 4 5 7
3 4 5 7 ]2

Somit ist PB,(1) = -9 und == Py(x) | g = 2

Der Leser wird schon bemerkt haben, daB fir verschiedene Werwe
X, unterschiedliche Polynome Pn_q(x) entstehen.

a o
Um = Pn(x) x=x,, zu ermitteln, muB der Horner-Algorithmus
in der angegebenen Art daher immer zweimal durchlaufen werden.

Welche Bedeutung hat das so "vervollstédndigte Hornerschema"?
Polynomwert und Wert der Ableitung werden zur iterativen Null-
‘stellenbestimmung (vgl. Wurzel 4/75) nach dem Newtonverfahren
bendétigt. Der verbesserte Ndherungswert Xy 41 fiir die Nullstelle
ergibt sich aus einem vorhergehenden NZherungswert X nach

der Beziehung

_ P (%)
dp (x)
T n

s =
X=X,

Wir konnen beidé Algorithmen zum Horner-Newton-Algorithmus
vereinigen, der ein geeignetes und praktikesbles Verfahren
zur automatischen Nullstellenbestimmung von Pnlynogen dar-
stellt. .
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Das soll fiir unser Beispiel demonstriert werden.

Da P4(1) = -9 und P4(2) = 50 ist, muB zwischen 1 und 2 eine
Mullstelle unseres Polynoms P4(x) liegen.

Wir wihlen als ersten Néherungwwert dafir X, = 1:5e

Der vervollstdndigte Hormer-Algorithmus liefert:

3 -2 0 1 =7 -4
x,=1,5 - 4,5 3,75 5,625 9,938 4,407
: 3 2.5 3,75 6,625 2,938 0,407
x,=105 | - %45 10,50 21,375 42,000
3 7,0 14,25 28,000 44,938

Der verbesserte Ndéherungswert X, ergibt sich als
0,40
Xq = Ty =
?

= 1,5 -~ 0,00906
= 11491.

Fir diesen Wert bestimmen wir wiederum nach dem vervollstén-

digten Hornmer-Algorithmus Pq(x,]) und -aj% Pq(x) X=X, *
Es ergibt sich x, = 1,490819.

Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis die Iteration
"steht", d.h. ab einem gewissen Index ko an &ndern sich die
X, nicht mehr. Fiir unsér seispiel wird im Rahmen einer sieben-
stelligen Genauigkeit der Rechnung bereits mit X, ein Wert
~rreicht, der sich nicht weiter verbessern 18Bt.

Wir werden im folgenden Aptikel sehen, auf welche Weise ein
Rechenautomat diesen Algorithmus anwenden kann.

Gregor Weske
Assistent im
Forschungsbereich ,Stochastik®



59 Lésungen

Ldsungen

|Aufgabe G 5’7'
! = =
[rog, ax + log, Hax +\Jlosa 2E o+ 10g, A =a .

Die Aufgabenstellung erfordert die Voraussetzungen a >0, # 1
und x>0 , # 1, da a und x als Basen von Logarithmen vor-

kommen. Wir erhalten durch Umformung von lo'gxa in 'ljlogax,
wenn wir noch zur Abklirzung logéx = L setzen (wegen x # 1

wird L # 0):

Vi}("ﬂ-) D +V}(L-1) $ -1 =a

Fir L<0 gibt es keine Ldsung. Fiir L>0 ergibt sich
L+1+|L -1 =2aV? .

Ist L=21, so ergibt sich L = a Vf‘, also L = a

Ist 01< L <1, so ergibt sich 1 = a'Vf, also L = -&2 d.h.
_ = 2
x = a®. Man tiberpriife, daB die Werte xq = a(a ) und

(a°)

2, d.hoX"—'a e

2
x, = a® tatsiichlich Lésungen der Gleichung sind.

[Aufgebe G 61 (nach Rainer Lindemann, Cottbus, 12. Klasse)
z
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Es sei I-Inkreismittelpunkt,
A-Ankreismittelpunkt,
U-Umkreismittelpunkt.

XYZ sei das gesuchte Dreieck. I und A liegen auf der Winkel-
halbierenden von Winkel XZY. M sei Schnittpunkt des Umkreises
mit der Winkelhalbierenden. Es gilt XILXX , da XT und XX

die Winkelhalbierenden zweier Nebenwinkel sind.

Ferper gilt: TH = YW = MK

Beweis: Es sei xXZY = v und X ¥X2 = .
Peripheriewinkelsatz: ¥ MXY = & M7ZY =

BEs folgt:xMXI = X IXY +X MXY = 9‘-'?—

Im Dreieck ZXM gilt: XMz = 180° - & - (% + §)
180° - (o + Y)

%I

S

=<

Im Dreieck XIM gilt: xXIM
Somit gilt XM = TW .

Ferner gilt 5 IXA = 900. Daraus folgt MXA = 90° - 151 .
Tm Dreieck IXA gilt: 2 XAM = 90° - (33L) 1, also gilt YW = WE.

Konstruktion:

1. Man zeichne die Gerade durch I und A.

5. Konstruktion von M durch Halbierung von TA

3, Konstruktion des Thaleskreises iiber TA

4, Kreis um U mit Radius MU schneidet den Thaleskreis in X.
gsowie Y und g in Z, wobei I zwischen A und Z liegen muf,

Beweis: Er ergibt sich leicht aus der Umkehrung der Schliisse.
Aus der Tatsache, daB M Element von IA und des Um-
kreises ist, sowie TH - T = ME, & TXA = 90° usw. (ana-
log fiir Y)folgt , daB XTI und XA jeweils die Winkel-
halbierenden sowie I Inkreis- und A Ankreismittelpunkt
sind.

Determination:(I und A seien fest, I # A)
1. T muB innerhalb des Umkreises liegen, somit gilt:
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-1
Wenn U € g, so muB U nicht mit A zusammenfallen,
2. Bs gilt die Ungleichung MU > TU, denn -stets gilt
MO = UT + TH. Gleichheit gilt nur, falls U auf g
liegt(Dreiecksungleichung).

|Aufgabe G 62| (nach Friedhelm Schieweck, Blumenberg)

Skizze:
H M 6
N
L
c
[
Abb. 1

(a sei die Seitenlinge
des Wiirfels)

Es sei X der Schnittpunkt der Schnittebene mit der Wiirfel-
diagonalen DF. O.B.d.A. kdnnen wir X € DO annehmen.

Die Schnittebene €cH stellt einen Grenzfall dar, denn bei
X € OP ist die Schnittfigur ein Sechseck IKIMNP (Abb. 1)
und bei X € DP fallen jedoch P und I, K und L sowie M und
N zusammen, so daB ein Dreieck entsteht.
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(Dabei ist P der Schnittpunkt von £,y mit DF)
Es werden folgende Fidlle betrachtet:

1. Fall: Xe 0P

Es sei Q der Punkt auf DB mit < DXQ = 90°, d.h. Q liegt
auf dem Rand der Schnittfigur und somit gilt Q € IK.
Aus FD = af3 und DB = aV2 folgt mit
G = X und cose = DB =-V§ :
TF

cosdal

Q =\]§-m. Mit x = OX und DO =%ﬁ erhilt man:

-3 §V%-x

Aus Abb. 1 erhdlt man weiter:

- aff- BG P -0-27 +3F.

Wegen =y GBI = a-QIB = 45° folgt IO = TB.
Da die Schnittfigur zur Schnittgeraden mit der FEbene
£ pRFy Symmetrisch ist, gilt:

®-2%=31 +x7E

Weiterhin: TB = |2+ B§ = |2’ EVe +35Ve
=3+x-V3
H:a—ﬂ:%-x 3

und wegen Al = EKP sowie & PAI = 90°  folgt:
a ]
PI = V? iT = = VE - X VE‘
Bemerkung:
Wirde man den Punkt Q in die Ebene ¢ ,p; legen und analog
verfahren, so erhielte man PN = g‘ﬁ' +x Y6-und TP = g + x Y3,

was EI = K begriinden wiirde.
Auf die gleiche Weise kommt man somit zu dem Gesamtergebnis:

TR IM:PN:S'\E-+J:V€ und
PT ’KE:EN:SVE_-XVE
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2. Fall: xeDP

Hier fallen die Punkte P und I, K und L sowie M und N zusammen
zu P, K und M. Man verfihrt analog zu Fall 1 und erhilt:

m = g(g ﬁ = -X)- Dabei gilt -QP = m und aus S?mIlIetriegriin-
den GP = TR , also PR = 2TP = 0

3eV2-x V7

Wiirde man G wieder in die andere Ebene legen, so erhdlt man
das Resultat:

PK:KM:HI:%;; -V?-x.v-g".

il

[Aufgabe G 65| (nach Jiirgen Uhlig, Leipzig, 11. Klasse)

Es gilt O = cos 6x + cos 8x = 2 cos 7X COS X.

Damit sind zwei Félle mdglich: .

1. Fall: cos x = O

2. Fall: cos 7x = O.

Wegen cos 4x = 1- 231n22x ist die Bedingung cos 3x = 281n22x
dquivalent zu cos 3x + cos 4x = 1, d. h. 2 cos 2% cos g 5 e

Hieraus folgt mit cos x = 2c032§-1, cos 7x = ECose-zé - 1:

41rose-2% 0032 E =1
(cosx+1))cos7x+1) = 1.
Im Fall 1 ergibt sich:

(0+1)(cos?x+1) = 1
cos 7x = O,
im 2. Fall '
(cosx+1)(0+1) = 1
cos x = 0,
In beiden Fillen erhilt man
COSX = cos 7x = Q. ' (1)

Es ist cos x = O genau dann, wenn x = 2k+11T (k genzzahlig).

Fir x = ggilTrfolgt cos?x:cosiE§IZIT= cos 2125511i17l = 0

so daB alle diese x die Gleichung (1) erfiillen. Unter Beriick-

sichtigung der Einschrinkung =5<x <5 erhdlt man hieraus fol-

pende Werte fiir x, die - wie eine Probe zeigt- die Bedingungen
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Differentialgleichungen in der Physik

Die Beziehungen zwischen Physik und Mathematik haben wir im
Jahrgang 1975 der WURZEL ( Heft 6 und 7 ) betrachtet. Dort
wurde festgestellt, daB verschiedene Gebiete der llathematik
von Physikern weiterentwickelt worden sind, weil die vor-
liegenden mathematischen Mittel h&ufig zur Losung bestimmter
physikalischer und technischer Probleme nicht ausreichten,
Ein Beispiel dafiir ist die Entwicklung der Infinitesimal-
rechnung durch I, NEWTON zur mathematischen Fassung von Prob-
lemen der Bewegungslehre. In den meisten Fédllen wird dabei
die mathematische Seite der Untersuchung nicht mit der Strenge
durchgefiihrt, die -der llathematiker mit Recht von seinen eige-
nen Arbeiten fordert. So zerbricht sich der Physiker in vielen
Fédllen nicht den Kopf iiber Probleme der Differenzierbarkeit
und Stetigkeit. Erstens sind diese Forderungen bei den Funk-
tionen, mit denen er es zu tun hat, meist ohnehin erfiillt
(jedenfalls im Rahmen der klassischen Physik) und zweitens
kann sich ein Naturwissenschaftler eine gewisse "GroBzligig-
keit" beim Umgang mit der lMathematik deswegen leisten, weil
Ja - im Gegensatz zur reinen lMathematik - seine Ergebnisse
unmittelbar praktisch priifbar sind.

Ein wesentlicher Bereich fiir die Anwendung der Mathematik in
der Physik ist die Infinitesimalrechnung, insbesondere die
Differentialgleichungen. Das wurde schon im o.g. Artikel

( WURZEL 6/75 und 7/75 ) deutlich. Wir wollen im folgenden
dafiir einige Beispiele vorstellen, wobei wir nicht auf die
Theorie der Differentialgleichungen eingehen werden; wir ver-
sen auf die entsprechenden Artikel von Dr. Oloff und

Dr. Schwarz ( WURZEL 2/76, 3/76 und 4/76 ).

Bei der Anwendung einer (oder mehrerer) Differentialgleichungen
auf ein physikalisches oder technisches Problem kann man

drei Phasen unterscheiden:
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__bie Aufstellung der Differentialgleichung, die dem gestellten
Problem angemessen ist. Dabei werden hdufig Vereinfachungen
vorgenommen ( David Hilbert: "Die Physik ist viel zu schwer
fiir die Physiker"

- Die LOsung der Gleichung. Das ist die rein mathematische
Seite der Problematik, wobel es hdufig nicht auf die allge-
meine Losung ankommt, sondern es genligt oft eine spezielle
Losung. .

- Interpretation (Deutung) des erhaltenen Ergebnisses.

Dabei sind der erste und der dritte Schritt die eigentliche

"Arbeit des Physikers",

1. Fallende Korper unter Beriicksichtigung der Reibung

Den freien Fall in der Nihe der Erdoberfliche haben wir be-
reits behandelt (WURZEL 6/75), wir wollen hier einen etwas
komplizierteren Fall vorstellen.

Vir fragen nach der Bewegung eines Korpers in einem Medium,
z.B. einer Stahlkugel in Wasser unter dem EinfluB der Schwer-
kraft. Solche Probleme treten z.B. bei der Messung der Zdhig-
keit von Fliissigkeiten oder bei der Ermittlung der KorngrdBen-
vertellung in Tonerde auf.

Es treten dann drei Krédfte auf, die im Gleichgewicht stehen:

- Schwerkraft (Gewicht) m * g (nach unten gerichtet)
- Trégheitskraft ms X (nach oben gerichtet)

- Reibungskraft k » x ( der Bewegung entgegenge-

getzt gerichtet, also beinm
fallenden KSrper nach oben)

Dabei bedeuten x = %% = v die Geschwindigkeit,

Lx ] 2
X = %¥§ ='a die Beschleunigung; k ist die "Reibungskonstante"

sie h&ngt von der GroBe und Form des fallenden Kdrpers sowie
von der Z&higkeit des Mediums ab.,

Damit kiOnnen wir die Differentialgleichung aufschreiben, sie
lautet:

meX + koeX =ms g oder x+%.i-g='0 (1) -

Das ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die wir
in eine Differentialgleichung erster Ordnung fir v = x
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umwandeln ( x =v ) :

L ] k _
oder %% + %-v -g=0 (3)

i1

Wir tremmen die Variablen ( v und t ) :

G W

Integration auf beiden Seiten ergibt ( mit der Integrations-
konstante C ):

G - % .1n ( g - %"v =4 (5)

C bestimmen wir aus der Anfangsbedingung, es soll fiir t = O
auch v = O sein. Das ergibt: ’

C=E-1ng und t=%-ln———§— (6)

bzw, nach v aufgelost:

- - e
v=SgE (1-¢ T ) (7)

Diese Gleichung ist physikalisch sehr interessant:
(a) Fir kleine t ergibt sich die N&herung

v=g+*t - —-&—k. B * (8)

also ein Geschwindigkeitsverlauf wie beim freien Fall.

(b) Fiir t =+ o erhalten wir

v = m—.EE ’ ’ (9)
also eine konstante Geschwindigkeit.
Ein in Luft frei fallender liensch erreicht eine Endgeschwindig-

keit von etwa 60 m/s.
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Das Geschwindigkeit - Zeit - Diagramm zeigt die folgende Ab-
bildung, die steigende Gerade wlirde beim /egfall der Reibung
gelten. Wir erkennen, dafB die Bewegung von einer beschleunigten
immer mehr in eine gleichfdrmige iibergeht,

v o

%%s

> t

ir konnen schlieBlich =x(t) durch nochmalige Integration
von (7) berechnen:

1
_J'cat

x=m—1'3—-‘5 (1-e ™ ) at

1
- &t

x =28 (t+p.e T  +C5) (10)

Tordern wir als Anfangsbedingung fiir t = 0 auch =x = 0, so

] m
erhalten wir C1 =~ % , also
£t
x=Bpf.t - BHE.-e 7)) itk
k

Diese Gleichung wollen wir nicht weiter diskutieren, das
physikalisch wesentliche iiber den Eewegungsvorgang hat uns
bereits Gleichung (7) geliefert.

2. Der induktive Widerstand

Wir betrachten eine Reihenschaltung einer Spule und eines
Schichtwiderstandes im echselstromkreis.

— L

o
o
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Der Spannungsabfall am Schichtwiderstand betridgt I * R. In der

Spule wird eine Gegenspannung =~ L. %% ( L - Induktivitdt )
induziert, zu deren Uberwindung die Spannung IL- %% erforder-
lich ist. Die Summe dieser Spannungen ist gleich der angeleg-
ten Spannung U, sinowt ( mit w = 2emef ),

Damit erhalten wir als Differentialgleichung fiir unsere
Schaltung:

R*I+L I =7U,-sinot (12)

Es ist fir die Physik oft typisch, daB man bei der L&sung von
Differentialgleichungen von plausiblen Ansdtzen ausgeht., Hier
ist zu erwarten, daB ein Wechselstrom flieft, der die gleiche
Frequenz wie die angelegte Spanaung hat, aber mdglicherweise

phasenverschoben ist.

Wir schreiben als Losungsansatz:

I= Io' sin (w0t =9 )= Io' sin wt « cos ¢ - I, cos wt+sin ¢
(13)

und miissen Jjetzt fragen
- Ist das eine Losung der Differentialgleichung (12) *?
- Wenn das der Tall ist, wie berechnen sich dann Iound ® ?

Wir setzen den LOsungsansatz (13) in Gleichung (12) ein, wobei
wir auf die allgemeine Losung verzichten, diese ist fiir das

praktische Problem meist nicht von Interesse.

it

I= Iywecos wt.cos ¢ + I; wesin wt «sin ¢ (14)
erhalten wir aus Gleichung (12)

Io- R+ sin wt + cos ¢ - Io' R+cos wt- sin o

+ Io' we*L*cos wtecos o + IO- w*L *sin wt - sin ¢
= Uo- sin wt
oder umgeformt

I,- sinwt [ R *cos ¢ + w*L-sin ¢ ]

+ I ~coswt [ -R sing + w:L* cos ¢]

= Ué' sin wt (15)
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Die Gleichheit muB fiir beliebige Werte von t gelten. Das ist
genau dann der Fall, wenn die Glieder mit gin @t beiderseits
des Gleichheitszeichens iibereinstimmen und entsprechend auch

die Glieder mit opg gt Wir erhalten damit folgende zwei

Gleichungen:
L [R:cos ¢ +w:L-sing] = U, | (16)
- Resin ¢ + WL+ cos o =0 (17)

Aus (17) erhalten wir sofort

we L

tan ¢ = (18)
Aus (16) ergibt sich B

Uo'

II = R-cos ¢ + w+L-sin ¢
unter Verwendung von Gleichung (18)

Uo a
a4 = I - V. oRmR 2. 12 (19)
U

Die GrioBe 2 ='T2 bezeichnen wir als "Scheinwiderstand” des
o ’

Wechselstromkreises. Damit ist bewiesen,. daB der Ansatz (13)
mit den Ergebnissen (18) und (19) eine Ldsung der: Differen-
tialgleichung (12) ist.

Eine anschauliche Darstellung des Ergebnisses gibt folgendes
"Zeigerdiagramm", das die Wechselstromwiderstinde als Vektoren
widergibt, wobei die Richtung der Vektoren die Phasenbeziehun-

gen angibt.

+ w?.TP

Solche Zeigerdiagramme lassen sich auch auf kapazitive Wider-
stédnde erweitern, sie sind ein wertvolles Hilfsmittel fiir
die Untersuchung von Wechselstromvorgingen.
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3. Die traurige Geschichte vom Elfenpaar

Folgende kleine Geschichte soll den Leser dazu anregen, selbst
eine einfache Differentialglelchung flir ein Bewegungsproblem
aufzustellen und zu ldsen.

Ein Elfenpidrchen lebte gané allein gliicklich auf einer Kugel
vom Radius Py = 1 m . Eines Tages, als sich die beiden Elfen
gerade ar entgegengesetzten FPunkten der Kugel aufhielten, be-
gann ein boser Geist , die Kugel gleichméfig aufzublasen, und
zwar so, daB der Radius gleichmZfBig mit einer Geschwindigkeit
von u = 1 m/s wichst. Das Elfenminnchen begann sofort mit
seiner Hochstgeschwindigkeit v = 0,1 m/s zu seiner Partnerin
zu laufen . Aber die Lage erscheint aussichtslos, denn in einer
Sekunde kann der E1f eine Strecke von 0,1 m zuriicklegen, aber
in der gleichen Zeit vergrdBert sich die Intfernung zur IElfe
um 3,14 m.

Trotzdem 1HB8t% sich folgendes zeigen: .

Bei den angegebenen Bedingungen érreicht der E1f sein Yeibchen
in 1,40 iiillionen Jahren. LZuft ihm aber die Ll1fe mit der
gleichen Geschwindigkeit ( v = 0,1 m/s ) entgezen, so treffen

sich beide bereits nach 77 Tagen.

Rechnen Sie!
Dr. sc. Klaus lupe

Leiter des Wissenschalisbereiches
Physikmethodik

BERICHTIGUDNG

Wie Sie sicher bemerkt haben, hatte sich bei den Preisauf-
gaben in Heft 4/76 ein Fehler eingeschlichen,
In Aufgabe H 20 muB es richtig heiBen:

Man gebe alle reellen Losungen des Gleichungssystems

]

Vxevo “ Vga™ = 4

J v
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Preisaufgaben 5/76

(H 25) l'an gebe die allgemeine Losung der-Differentialgleichung

yE (1 + x° dy'=(1+ y3 ) X an,

Ilan gebe die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y'x +y' 6x=-34y"' an,

I'an gebe die LBsung des Anfangswertproblems

y''_6y'"+ % =20 ; y(1)=1 4,9 (1)=e3+1

an.

Gegeben seien eine Sehne CD und zwei Feripheriepunkte
A und B elnes IKrelses, so daf sich die Sehnen CD urnd
ZE nicht schneiden, In diesen Kreis konstruiere man

den Peripheriepunkt i1l so, daB die Sehnen AN und E.

die Sehne CD in P und @ schneiden bei fest vorgegebenem
Abstand a von P und Q.

'an 10se die folgende Ungleichung:

. 2
logy, 4 g} 2 log, (x5 -x-2) > 1
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Karl-Marx-Seminar

Es hat sich an unserer Universitét eine gute Tradition heraus-
gebildet: glljdhrlich - nun schon zum neunten Mgle - veran-
stalten die FDJ-Studenten der Friedrich-Schiller-Universitit
gemeinsam mit internationalen G&sten im Rahmen der FDJ-
Studententage ihr Karl-Marx-Seminar.

Hier befassen sich Vertreter aller Sektionen unter einem .
zentralen Thema auf theoretisch anspruchsvollem Njveau mit
Problemen ihres unmittelbaren Wirkungs bereiches, mit Fragen
der aktuellen Politik,

Die bisherigen Karl-Marx-Seminare bewiesen immer wieder, welch
groBen Nutzen ein solches Forum im Rahmen des Studiums als
gesellschaftlichen ProzeB besitzt. Dieser ergibt sich vor
allem aus den folgenden Gesichtspunkten:

-~ Unsere FDJ - Studenten dokumentieren ihre hohe politische
Reife, ihre Verbundenheit mit Partei und Staat. Eine partei-
liche Haltung zeigt sich auch,'indem =it Sachkenntnis die
Probleme genannt werden und man ausgehend von einer festen
Klassenposition Wege zu deren Uberwindung aufzeigt.

- Durch die Diskussionen in den FDJ-Gruppen wihrend der Aus-
arbeitung der Beitrige ergeben gich wiederholt Anlédsse der
Bestandsaufnahme der eigenen FDJ-Arbeit in den Gruppen,
indem sie an den eigenen theoretischen Epkenntniscen ge-
messen wird.

- Der Marxismus-Leninismus ist Grundlage der Ausbildung an
allen Hochschulen unserer Republik, Das Kennenlernen der
marxistisch-leninigtischen Weltanschauung ist aber nicht
identisch mit ihrer Aneignung, die sich auch darin duflert,
deB man sie im praktischen Leben zum bewuBten Ausgangs-
punkt des Handelns macht. Andererseits geniigt es nicht fiir
eine parteilich-iiberzeugende Argumentation , an die Klarung
der Grundfragen unserer gesellschaftlichen Entwicklung von
einem rein emotionalen Standpunkt aus heranzugehen.
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In diesem Sinne leistet das Karl-lMarx-Seminar einen Beitrag
zur bewuBten Anwendung des Marxismus-Leninismus auf Fragen
unserer Zeit.

Das diesjéhrige IX, Karl-Marx-Seminar, das ganz im Zeichen des
30.Jahrestages der Griindung der SED und der Vorbereitung des
IX, Parteitages der SED steht, l&uft unter dem Thema

" Sozialismus - Partei - Jugend ", ‘

Die bereits vorliegenden Thesen beweisen, daB die Studenten
unserer Sektion das Anliegen dieses Themas verstanden haben:
Unser Dank der Partei fir ihre kontinuierliche Politik im
Interesse der Jugend. Das 'Ja' fiir diese Politik, indem wir"
uns aktiv an ihr beteiligen, was fiir uns in erster Linie be-
deutet: Wahrnehmung unserer Verantwortung im Studium.

Wir werden in Abh&ngigkeit vom Anliegen unserer Zeitschrift
von diesem Karl-Marx-Seminar berichten, falls es Beitrige gibt,
die auch das Interesse unserer Abonnenten finden kénnten.
Ubrigens, falls es etwa in Threr Bildungseinrichtung Vorstellun-
gen iber dhnliche Veranstaltungen gibt, sind wir gern bereit,
Uber unsere FDJ-Hochschulgruppenleitung Erfahrungen bei der
Durchfiihrung des Karl-Marx-Seminars -im vergangenen Jahr
durch den FDJ-Zentralrat mit der Arthur-Becker-Medasille ge-
ehrt- 2zu vermitteln.

Egberi Creuizburg
Leiter des Jugendobjektes
Studienvorbereitung
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Losungen

Aufgabe G 69 (Thomas Kaatz, Gr&fenhainichen)

AuBer den Bezeichnungen der Aufgabenstellung seien

S4 ¢ Schnittpunkt der Geraden g(P,,P;) und g(Pq,Q )
S, ¢ Schnittpunkt der Geraden g(Q,Q3) und g(P; ,Q )
S3 ¢ Schnittpunkt der Geraden g(Q 4P ) und g(P3,Qs:)

Dabei gilt g(P1,Q ) = &(B,C), &(P.,Q ) = g(A,C), g(P3,Q3) =
= g(A,B). .
Dann seien folgende Teilverhéltnisse definiert:
g(P, ,P3 ) ist Transversale’
—_— — —
CP, :PgﬁL: a4 4 AP; :P3B

|

Q
|

&,y BS; 1 59

as

g(Q3,21) ist Transversale
— — —
BQ"' : Q,‘IC = b1 ’ CSQ : SZA.

——p D —
by, AQ; : QB = b3
g(Py,qqn ) ist Transversale .
— —_— —_—— — u—N —_—
BP1 :P-‘C-"-'Cq', CQE =Q2.A'—'Cz, .AS3 =S3B=C3o
AuBerdem gilt nach dem Satz von Menelaos beziliglich des Drei-

ecks ABC . g8, = bybyby = crcacy = ~1

31&2&3b1b2b3010203 = -1 (*)
und nach dem Satz von Ceva:
82C181 = bybicy = 1
a.'1‘:12(3{!:3_.31:;,‘(32 = 1,
also nach (*) agboeq = =1

Mit der Umkehrung des Satzes von Menelaos folgt, daB S$4,5; und
S; auf einer Geraden liegen, d. h., im Sechseck QP4 QP; P3Q;
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liegen die Schnittpunkte je zweier Gegenseiten auf einer Gera-
den. In Verbindung mit der Umkehrung des Pascalschen Lehrsatzes
liber Sehnensechsecke von Kegelschnitten folgt damit die Behaup-
tung der Aufgabe. '

Um welchen Kegelschnitt es sich handelt, hé@ngt von der Art des
Dreiecks bzw. von der Wahl der Geradenbiischel P und Q ab.

Der Beweis wurde unter der Voraussetzung der Existenz. von

S+, S, und S; gefiihrt. Sollten sich Parallelitéten ergeben, so
erfeicht man durch analoges Vorgehen wie beim Beweis des _
Pascalschen Satzes und unter Beibehaltung der Ceva-Beziehungen
den Beweis der Behauptung.

Aufgabe G 72| (nach Reiner Lindemann)

Nach bekannten Fléchenformeln gilt fiir die Flédche des Dreiecké:

F = \/s(S—a)(s-bj(s-p)‘ = reg = Eﬁ% = %-ab-sin Y ¢1)

a+b g
mit s = ——gig sy R - Umkreisradius, r - Inkreisradius.

Aus (1) folgt:
o =§ - (s—a)(s;b)(s-c)

(2)
b
R =222 (3)

Da Ka' Kb und K, Abgchnigtg ger M%ttelsenkrechten‘sind, gilt
e a abc a
QR iR - £ (acn (3))

- 22 2
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Analog erhé&lt man K und K Also ist

2 2
K, + K +K_ = F(a\/% - 212 + 1a2e? - (2p)

+ c\/%zag - (2F) )
= abc QAL ~sin°u + V1 —sin° B —51n27 )

. (nach (1)). Nach Anwendung des Kosinussatzes folgt (da AABC

spitzw1nklig ist, gilt cos «, cos B, cos ¥y > O und somit

(b +c2—a2), (a2+c2 ba) bzw. (a2+b2-02) > 0):

Ka + Kb + Kc = EF{Eabc(cos @ + cos B + cos Y)}
2 . 2

E%{a(b2+c -a%) + b(a%+c-b%) + c(a®+b°=c?))

2+ba.2+b02+ca2+cb2-aa-b3—c5-2abc+2abc}

g%{ab2+ac

g%{(a+b—c)(a+c-b)(b+c—a) + 2abc}

5 Ls—C)(SEb)(s—a) 5 g%%

=1 + R ‘ (nach (2) und (3)).

Aufgabe G 71 (Friedhelm Schieweck, Blumenberg)

n
ke
(:) Behauptung: 2ok§1(—1)k+1cos§ﬁ;q = 1.

. - Tt 3 1t
Beweis: Es sel 2z =pf ©O0S 357 + iesin el

Dann ist Z2X = cos §§ET + i-sin.gggq (1)
und 2 z_k = coSs §%§W - iesin 5%%— é (2)
Aus (1) und (2) folgt:
kn 1 k =k
o8 5= = 5 (2™ + 2~ )

Damit ist

n n
) o kn aNka1 e K L oK
2 k)=31(—'1) *1cos 5— qu( 1)+ (2™ + z )

n n -k 1 = 2
= -2, (=) - T (=) = ~(-2) - T S
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PR 1 Y+, 4 - 1/0-2)"
= Trz (2Tt < T+ z

z + (-2

2n+1 _ 1 .

1 2n+1 1
R €)1 & LI S R € P | ) LA S

Wegen 32n+1 = ¢cos T = =1 ist der zwelte Summand gleich Null.
Damit ist die Behauptung bewiesen. ' '

n
n
(:) Behauptung: 2 -kE1cos §%§? = 1,

Beweis: —
Der Ausdruck x2n+1 - 1 wird in }cen"'ll - 1= H‘1(x - €y) 2zer-

legt, wobei e, die (2n+l)ten Einheitswurzelnv&ér Gleichung
x2n+1—1 sind mit

Ey = cOS8 2%%% + iesin §%¥% .
(x=1) ist offenbar Teiler von x2n+1—1. Weiterhin existieren
noch n Paare von konjugiert komplexen Einheitswurzeln Eye Da
cos t im Intervall [0,n] streng monoton fallend ist, kOnnen fiir
i,j € {1,24...4n} &; und e; nicht zusammenfallen, denn sie
unterscheiden sich schon im Realteil wegen

0 < 2VT

Tai] <% fixr v € (1,2y000 40}

Fir k = 1,2,...yn existiert also die konjugiert komplexe Ein--
heitswurzel

€x = cos §%§% - i-sin.zﬁ%% A
Hieraus folgt

n ‘
e L g (x=1) I (x - ex)(x - &)

n
= kH1{'x2 - (ex + ¢ )X + ExEx }(x=1) .

2

Mit ex + Ex = 2.c08 »oF und exdx = |ex|Z = 1 folgt weiter:

2n+1 _ n 2 2kn
X -1= (x—1)k21(x - 2x cos ST & 1).
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Fiir x = =1 ergibt sich:

-2 = (=2) I (2 + 2+cos =)

A PR kﬁ1(1 + cosS 2%%%)
Unter Verwendung von 2.c08°t = 1 + cos 2t erhdlt man:

1 = 2n;§12c032 EEEW = {2n#§1cos 5%27}2 C(3)
Wegen O < -2%“;[ <% fir alle k = 1,2,...,0 gilt cos =S > 0
und damit auch 2n;§qcos 2%%7 > 0, so daB aus (3) folgt

n bk km '1 :
= was zu bewelsen war
j2 kI=I1cos T | ’ .
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Statistische Qualitdtskontrolle (1)

Dieser Beitrag soll keine Einfilihrung in das Gebiet der Mathe-
matischen Statistik sein (hierfiir verweisen wir auf das aus-
gezeichnete Biichlein von U, Grenander, "Einfiihrung in das
Studium der mathematischen Statistik", Fachbuchverlag Leipzig
1969). Wir wollen lediglich an einem Beispiel zeigen, wie in
der Praxis Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie und der
mathematischen Statistik benutzt werden.

Wir setzen voraus, daB der Leser mit den Beitré@gen "Einfithrung
in die Wahrscheinlichkeitsrechnung" (WURZEL 12/75 und 1/76)
bekannt ist.

1. Das Anliegen der Statistischen Qualit&@tskontrolle

( "Gut - Schlecht- Priifung" )

Durch die Qualit&tskontrolle in den DBetrieben soll vermieden
werden, daB minderwertige Erzeugnisse in die Fertigung gelangen
bzw. auvsgeliefert werden. Dabei ist es wirtschaftlich oft nicht
gerechtfertigt (bzw. nicht mdglich, wenn n&mlich die Erzeug-
nisse bei der Priifung heschddigt oder zerstdrt werden)’ jedes
einzelne Erzeugnis zu priifen. Man entnimmt dann dem zu priifen-
den Warenposten (auf bestimmte Weise) eine Stichprobe von
Erzeugnissen, prift diese und kommt so zu einem Urteil {iiber

die Qualitét des Warenpogstens. Dabei kann es natﬁrliqp zZU
Fehlentscheidungen kommen, weil ja die Verh&ltnisse in der
Stichprobe nicht in jedem Fall die gleichen wie im gesamten
Warenposten sein miissen. Das Anliegen der Qualitétskontrolle
durch Stichprobenpriifung besteht also in folgendem:

- Trennung "schlechter" Warenposten von "guten"
- Beschridnkung des Priifaufwandes (der Priifkosten!)

- Verminderung des Risikos von Fehlentscheidungen
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Wir setzen jetzt immer voraus, daB bei der Priifung eines
Erzeugnisses nur die Ergebnisse "gut" oder "schlecht" zuge-
lassen sind.

Das ist natiirlich eine starke Einschrénkung, da komplizierte
Erzeugnisse meist durch eine Vielzahl von Qualit&dtsparametern
charakterisiert werden,

2. Der Einfachstichprobenplan

Bei diesem Verfahren wird aus einem Warenposten, der N Erzeug-
nisse umfasse, auf eine noch nZher zu bestimmende Weisge eine
Stichprobe von n < N Erzeugnissen entnommen und geprlift. Die
Anzahl der dabei als "schlecht" befundenen Erzeugnisse be-
zeichnef wir mit k. Nun gilt folgende Entscheidungsregel:

Ist k <« ¢ , so wird der Warenposten angenommen,
im Falle k > ¢ wird er zuriickgewiesen,

Dabei ist ¢ die sogenannte Annahmezahl. Der Einfachplan wird
also durch den Vektor En ’ é] charakterisiert. Es taucht

nun die Frage auf, wie n und c gewdhlt werden miiscen, damit

der priifaufwand und das Risiko von Fehlentscheidungen mdglichst

gering sind.

Bevor wir auf diese Frage eingenen, muBl noch gekldrt werden,
auf welche Weise die Stichprobe entnommen wird (auBerdem muB

der Begriff "Risiko von Fehlentsclheidungen" pridzisiert qerden).

3. Die Zufallastichprobe

Um die liethoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung anwenden zu
konnen, muB die Stichprobenentnahme gewissen Bedingungen
geniigen.

Eine Stichprobe bezeichnet man - grob gesagt - als "guralls-
stichprobe" wenn die Entnahme der Stichprobenelemente aus
dem-@arenposten so erfolgt, daB jedes Element des Postens
(Stiick, Erzeugnis) die gleiche "Chance" (Wahrscheinlichkeit)
besitzt, in die Stichprobe aufgenommen zu werden,
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Wir wollen den Begriff "Zufallsstichprobe" jetzt exakt fassen.
Aus einem Werenposten vom Umfang N kann man genau (ﬂ) ver-
schiedene Stichproben vom Umfang n entnehmen. (Dabei be-
trachten wir zwei Stichproben als verschieden, wenn es mindes-
tens ein Element gibt, das in der einen Stichprobe enthalten
ist, in der anderen jedoch nicht )

Das kann man so beweisen:

Wir stellen uns vor, daB der Warenposten durchnumeriert ist
(mit den Zahlen 1,2,...,N) und wir die Stichprobenelemente
hintereinander entnehmen und die Nummer notieren.

Wir erhalten dann eine Folge 11,_... 'lh , wobel die li

voneinander verschiedene Zahlen zwischen 1 und N sind.
Da 1, N verschiedene Werte annehmen kann, lgfaber nur noch

-1 verschiedene Werte annehmen kenn (ein Element ist ja
bereits entnommen), kommen wir zu dem Schlufl, daB es genau

N (N=1) (N-2) .. (N-n#1) = TNQ%TT

verschiedene Folgen 1., ... ,1, (g.h. verschiedene Auswahlen

mit Beriicksichtigung der Reihenfolge) gibt.
Da aber jeweils n! dieser Auswahlen sich nur durch die Reihen=-
folge der Elemente unt®rscheiden (es gibt ja genau n! Permu-

B
tationen von n Elementen), ergibt sich, daf den Tﬂ_géﬁTT

verschiedenen Auswahlen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

genau TN — )T ol = (ﬂ) verschiedene Auswahlen ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge (d.h. Stichproben) entsprechen.

Der Versuch "Entnahme von n Elementen aus einem Posten des.
Umfangs N" hat also (E) verschiedene mdgliche Versuchsaus-
gédnge.

Wir sprechen von einer "Zzufallsstichprobe", wenn der Entnahme=-
mechanismus so beschaffen ist, daB alle Versuchsausginge die
gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen.

Beispiel: I

Nehmen wir das Ziehen von Lotto-Zahlen. Dieser Vorgang kann

als die Entnahme einer Stichprobe (vom Umfang n = 5) aus einem
Warenposten (vom Umfang N = 90) gedeutet werden. Der lecha-
nismus der Ziehung (Trommel usw.) gewihrleistet offensichtlich,
daB eine "Zufallsstichprobe" entnommen wird.
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( Hier sind ibrigens (9g)a54 . 107 verschiedene Stichproben
méglich.) In der Praxis der Warenpriifung zu einer "Zufalls-
stichprobe" 2zu gelangen, ist nicht ganz so einfach.

In den F&llen, in denen gich die Elemente des Warenpostens
durchnumerieren lassen, kann man den Vorgang der Ziehung von
Lotto~Zahlen nachahmen. Man benutzt dazu Tabellen von soge-
nannten "Zufallszahlen" bzw. "Zufallswiirfel". (Wir gehen auf
dieses Problem nicht weiter €in, sondern verweisen Interessen-
ten auf die Monographie Schindowski/Schiitz "Statistische
Qualitdtskontrolle", Verlag Technik, Berlin 1966, S, 303 ff.)

Wir setzen im weiteren stets voraus, dall eine Zufallsstich-
probe vorliegt.

4. Annahmewahrscheinlichkeit und Operationscharakteristik

Ays einem Warenposten vom Umfang N entnehmen wir eine

Zufallsstichprobe vom Umfang n < N, Das ist ein Versuch, der

(E) verschiedene Versuchsausgénge besitzt.

Durch die Forderung "Zufallsstichprobe" ist gewZhrleistet, daB

man das klassische Modell der Wahrscheinlichkeitsrechnung an-

wenden kann:

Alle Versuchsausgénge besitzen die gleiche Wahrscheinlichkeit

(in unserem Fall —%; ) e \
n

Wir nehmen jetzt an, die Zahl der defekten Teile des Varen-

postens Il sei uns bekannt. (Hatiirlich ist in der Praxis M

nicht bekannt. Aufgabe der statistischen Qualitdtskontrolle

ist es ja gerade, Angaben iber M zu erhalten. Dazu kommen wir

im néchsten Beitrag.)

Mit Ak bezeichhen wir das Ereignis, daB in der 3tichprobe

genau k defekte Teile sind. Fiir die Wahrscheinlichkeit P(Ak)

gilt (vgl. WURZEL 12/75):

P(A,) = Anzahl der gilinstigen Versuchsausginge
k Anzahl der moglichen Versuchsausginge
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Die Anzahl defjenigen Auswahlen vom Umfang n (aus einer Menge
mit M "defekten" ynd N-M "guten" Teilen), die genau k defekte
leile enthalten, ist

My N-M

(k)-' (i)
(Das begriindet man ebenso wie vorn.)

Damit ergibt sich: _
My N-M
N
(1)
Fir groBe Werte von N ist die numerische Berechnung nach dieser
Formel sehr kompliziert.
lan kann aber zeigen:

P(A) =

Fir Neeoo , i—eeo , ¥ = p gilt

| Ay . (J-M
k n-k - ¢ n -
P(Ak) = i I (k) - p- (1_p)1'1 k
(n)
(Wir verzichten auf den Beweis)

Man kann also zur Berechnung von P(Ak) die Formel

P(a) = () p5 (1 - p)K
benutzen, falle N » n.
Dabei ist p = % s P * 100% heiBt der "Ausschuﬁprozentsatz“.

Wir wollen nun die Annahmewahrscheinlichkeit I berechnen, die
natiirlich vom AusschuBanteil p abhiéngt:

L(p) = P ("Annahme des Warenpostens") !

Da wir den Warenposten annahmén, falls die Anzahl der defekten
Teile k < c , ist das gleich

L(p) = P ("htchstens c defekte Teile sind in der Stichprobe")

L(p) = P(onA1u...uAc)
Weil die Ereignisse Ao, Ags § i ’Ac durchschnittsfremd sind

(sie k&nnen ja nicht gleichzeitig eintreten) gilt nach Fol-
gerung 5,181, WURZEL 12/75 : .
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L(p) = P(A)) + P(A)) + «uu + P(A))

Die P(Ak) haben wir vorn berechnet. Wir erhalten also
(falls N » n)

L(p) =g L®) - (k. (1p)BE

Die Kurve L(p) wird ‘Annahmekennlinie oder Operationscharakxte-
ristik genannt. Die Gestalt der Kurve hangt natiirlich vom
Priifplan n, ¢ ab,

Sie hat folgendes qualitatives Aussehen:

)
'E

/IR

Wir kOnnen aus der Abbildung entnehmen:

Ist der AusschuBanteil p klein, wird die Annahmewahrscheinlich-
keit né&her bei 1 sein, ist p nahe N dann wird man mit

groBer Wahrscheinlichkeit nicht annehﬁen.

Das sind natlirlich Forderungen, die man an einen "verniinftigen"

Priifplan stellt.

Stellen wir unsg vor, ein Abnehmer wolle nur Warenposten mit
einem AusschuBanteil P, (oder kleiner) annehmen, Ideal wire
dann ein Priifplan [n , c] , der folgende Operationscharakteri-
stik besitzt:

4--—-——_

B ~—r
(-]
Das heifBt, alle Warenposten mit einem AusschuBanteil p < P,

werden angenommen, alle anderen abgelehnt.,
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Natiirlich gibt es einen solchen Priifplan nicht. Wenn man nur
einen Teil der Waren priift und daraus auf den gesamten Waren-
posten schlieBt, kann es zu Fehlentscheidungen kommen.

Im nichsten Abschnitt werden wir sehen, wie man das Risiko von
solchen Fehlentscheidungen abschédtzen kann.

Dr. H. Debes
Oberassistent im Bereich
Wahrscheinlichkeiisrechnung

Preisaufgaben 6/76

'Men l8se folgendes Gleichungssystem
tg x = tgly
gin x = cos 2y

Man beweise, daf

20+14 42" + 20-14 2" = 4

ist.

Man beweige, dafl fiir a+b+c = O
_ 343, 3vrad b, 4
&5(b2+02)5+b5(a’2+02)+05(b2+32]| u (a +b“+c _)2(3 +b +C_)

ist.

H 31
H 32
L
H

H

Dreieck ABG:AEga, Begb, Cegc. Die Gerade durch 0, den
Mittelpunkt des Dreiecks ABC, steht senkrecht auf
8q18198,° Sie schneidet: 8a in A', gy in B', ga in C°*.
Zieht man durch A' die Parallele zu AO,

durch B' die Parallele zu BO, -

durch C' die Parallele zu CO,
so bilden diese drei Geraden ein Geradenbiischel Z, was
zu beweisen ist,

I| Das Parallelgeradentripel 8.81,8c trdgt das gleichseitige

H 35

Man 16se die Ungleichungs:
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Einfilhrung in die Programmsprache INKA 4100

1« Arten der Programmierung einer EDVA

Nenn wir auf einer elektronischen Datenverarbeltungsanlage
( EDVA ) einen Algorithmus realisieren wollen, so miissen wir
ihn in eine Folge von Befehlen zerlegen,
Die Form der einzelnen Befehle ist dabei vom Typ der Rechen-
anlage abhidngig. Man spricht von maschinenorientierter Pro-
grammierung. Der Nachtell dieser Art des Programmierens liegt
auf der Hand:
Jede EDVA hat i1hre eigene Art von Befehlen und Regeln fiir die
Abfolge der Befehle,
Deshalb filhrte man maschinenunabhédngige, nur auf das zu ldsen-
de Problem orientierte Programmiersprachen ein. Ein in problem-
orientierter Programmiersprache zu ldsendes Problem 1&B8%t sich
auf einer beliebigen EDVA realisieren, sofern fir diese ein
Ubersetzungsprogramm - der sogenannte Compiler - vorhanden ist,
Der Compiler ist ein Programm zur Bearbeitung von Programmen,
Der von ihm gesteuerte Ubersetzerlauf des Rechners bildet aus
dem Programm in problemorientierter Programmiersprache ein dem
speziellen Rechner "versténdliches" Maschinenprogramm,
In problemorientierter Programmiersprache geschriebene Pro-
gramme sind kiirzer als Maschinenprogramme und besser zu ilber-
schauen, Wie wir im weiteren sehen werden, orientiert sich ihr
Aufbau stark an der mathematischen Symbolik und ist Elementen
der Umgangssprache ( im allgemeinen Englisch ) nachgebildet.
Diesen wesentlichen Vorteilen steht der Aufwand filr den (ber-
setzerlauf und eine allgemein groBere Abarbeltungszeit des
Programms gegeniiber, da das durch automatische Ubersetzung
gewonnene Maschinenprogramm meist eine gridBere Zahl von Be-
fehlen enthdlt als ein von einem geschickten Programmierer
direkt erstelltes Maschinenprogramm.,
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Mit Gewinn wendet man heute die Programmierung in problem-
orientierter Programmiersprache zur automatischen Behandlung
der fiir Naturwissenschaften und Mathematik typischen umfang--
reichen und komplizierten Algorithmen an, wdhrend fiir viele
dkonomische Belange die maschinenorientierte Programmierung
iiberwiegt.

Je nach Aufgabenstellung und fiir den Rechner vorhandenen
Compilern kann man verschiedene Programmiersprachen verwenden.
Die wichtigsten darunter sind ALGOL, FORTRAN und PL 1 .

Diese Namen sind von den Entwicklern der Sprache eingefilhrte
Abkilrzungen, Wir wollen im folgenden eihen Uberblick iiber
INKA 4100 geben. Der Name INKA Bedeutet INterpreting on-line-
KAlkulator.

2. Elemente von INKA 4100

Wie unsere Umgangssprache besitzt INKA ein Alphabet, worunter
wir die Menge der zugelassenen Zeichen verstehen wollen.
Dieses umfaBt :
a,) die GroBbuchstaben A bis 2
b.) die Ziffern 0 bis 9
¢c.) die Zeichen

Zwischenraum (Leertaste)

= gleich

+ plus

- minus
mal

o

dividiert durch
10 (Index-Zehn) potenziert
( runde Klammer auf
) runde Klammer zu
[ eckige Klammer auf
] _ eckige Klammer zu
. Dezimalpunkt
Komma
Semikolon

Apostroph
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Durch Aneinanderreihung von Elementen dieser Zeichenmenge ent-
stehen INKA - "Befehlssétze" ,Natiirlich muB es dafiir eine

Lehre iiber die zuldssigen Formen, eine Syntax, geben, deren
Regeln sehr streng sind, damit ein automatisches "Verstehen"
der Anweisung mtglich ist.

Wir wollen nun anhand von Beispielen die einzelnen Typen von
Anweisungen einfiihren: '

a.) Die Wertzuweisung

Das Symbol'Asoll den Wert -2 annehmen. Die INKA - Anweisung

hat folgende Form: '
SET A=-2

Was ist zu beachten?

Wie bei allen folgenden Anweisungen muB zwischen Anweilsungs-

wort (SET) und Symbol (A) ein Zwischenraum sein. Als Symbole

. 8ind zugelassen :

i.) ein Buchstabe z.B., C (einzige Ausnahme:
| F ist nicht erlaubt)
ii.) zwei Buchstaben z.B. PI
1ii.) ein Buchstabe und danach
eine Ziffer z.B. M1

Mit der Anweisung SET kann einem Symbol nicht nur ein Zahlen-
wert, sondern auch der Wert eines arithmetischen Ausdrucks
zugewiesen werden.

Beispiel:

Das Symbol F1 soll den Zahlenwert des Flécheninhalts eines
Kreiges mit dem Durchmesser d annehmen.

Wenn wir fir x den NZherungswert 3.1416 setzen, ktnnen wir
die folgende Anweisung formulieren:

SET F = 3,1416/4 * D102

Was wird unter einem arithmetischen Ausdruck verstanden?
Wir wollen das induktiv definieren:

Defilnition:

1. Zahlen und Symbole sind arithmetische Ausdriicke.
2. Sind H und X arithmetische Ausdriicke, dann sind
auch
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i.) +H, -H, +K und -K
iii,) H + K und H/K
iv.) HyoK

arithmetische Ausdriicke,

Wir nennen die Ausdriicke vom Typ i.) Ausdriicke nullter, vom
Typ ii.) Ausdriicke erster, vom Typ iii.) Ausdriicke zweiter

und vom Typ iv.) Ausdriicke dritter Stufe.

Die Abarbeitung arithmetischer Ausdriicke erfolgt nach den
bekannten Vorrangregeln, d.h. zuerst werden Ausdriicke htherer
Stufe abgearbeitet, z.B. entspricht A+B * C1OD dem Term
a+be? , er wird als A+(B *(c?)) abgearbeitet.
Nebeneianderstehende Ausdriicke gleicher Stufe werden wvon links
nach rechts abgearbeitet, wie es im obigen Befehl zur Berech-
nung von F1 ersichtlich ist. /
Sollen die Operationen in anderer Reihenfolge ablaufen, so
gind runde Klammern zu setzen, Die Aufldsung ineinandergeschach-
telter Klammern erfolgt von innen nach auflen.

Im Gegensatz zur Formelschreibweise darf der Stern fiir die
Multiplikation nicht weggelassen werden, Flir das Potenzieren
gind nur positive Exponenten zuldssig. Wichtig ist weiterhin,
daB bel den Zahlen mit gebrochenem Teil statt des Kommas ein
Dezimalpunkt zu verwenden ist. .

2.) Der Schreibbefehl

\

Wir wollen das unter a,) als -2 definierte A ilber das Schreib-
werk des Rechners ausgeben., Dazu dient der Befehl

TYPE A .
Die Stelle des A kann eine Zahl oder auch ein teliebiger
arithmetischer Ausdruck annehmen. So konnte statt

TYPE ™1 auch

TYPE 3.1416/4 = D102 stehen.

Falls in einem vorhergehenden SET - Befehl D = 2 gesetzt
worden ist, erscheint in beiden FzZllen iliber Schreibmaschine
3.1ﬂ16.
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Mit einem Schreibbefehl lassen sich auch mehrere arithmetische
Apsdriicke ausgeben. Diese sind dabei durch Komma zu trennen,

z.B. "~ DYPE -2, F1/2 .
Uber das Schreibwerk des Rechners wird
- 2.0000 1.5708 ausgedruckt.

Das Zeichen [ organisiert einen Wagenriicklauf und Zeilenvor-
schub der Schreibmaschine.

TYPE -2,[ ,F1/2
ergibt im Gegensatz zu oben

1.5708

Oft ist es notwendig und sinnvoll, einen Text auszugeben.
Auch das ist mit dem Befehl TYPE mdglich. Der Text muB dabei
in Apostrophe eingeschlossen werden.

Die Ausfiihrung von

TYPE 'DER WERT VON PI IST', F1
ergibt die Zeile

DER WERT VON PI IST 3.1416 ,
Dem Leser sei zum AbschluB dieser Fortsetzung die Aufgabe ge-
stellt, mit Hilfe des TYPE - Befehls und eines arithmetischen
Ausdrucks durch den Rechner einen Naherungswert fiir -/7
bestimmen und ausgeben zu lassen, dazu einen erl&uternden
Text und Zeilenvorschub-Wagenriicklauf.

Gregor Weske
Assistent im Forschungsbereich
»Slochastik«
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Losungen

Ldsung der Aufgambe vom Elfenpdrchen (WURZEL 5/76, S.72 ):

Fiilr den zuriickgelegten Winkel gilt (w =w§-= Winkelgeschwindig-
keit

do =w .dt = & . dt (1)

Dabei 1st der Radius r der Kugel ver&dnderlich, es gilt

r=r, + U.t (2)

Setzen wir das in (1) ein, ergibt sich

d¢ =3 +vu.E % (3)
0
Integration auf beiden Seiten liefert
T t
Jd"’ - I‘F‘IETJ_%‘ at (4)
o
0 0
n = % [].n(::'o + u.,t) - 1n r;l
" (5)
r + u.t
v 0
= = 1ln ————————
u A
bzw.
T, U .
—_ r + u.t
v 0
e R —— (6)
To
r .U
und t=2 (v -1) (7)
Fall 1: r,=1m; u = 1m/s; v =0,1 m/s
t =1 8.(e'9% 21)4,4.10'3 5 & 1,40.10° Jahre

Fall 2: ro = 1m; w=1 m/s; Vv = 0,2 m/s

ot
]
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I.Bsuligen

Aufgabe H 3

Sel s die Spitze der Pyramide, SO die Hthe der Pyramide,a die
Kantenlédnge des regelméBigen Sechsecks und weiter sei
BY = TC. (siehe Abb.) , S

C
N
Aus den Dreiecken SON und SBC folgt:
ON OoN BC SN

ON ist Hohe im gleichseitigen Dreieck BOC, also ist

W = ad

2 3 A
Hieraus folgt: EF =A.a , OM = a
2 cos B

Die Schnittfl&dche ergibt sich aus:

J(M+TF)om=4(2a+2a)T 2o

. 43‘ 2 cos B
=——— A(A +2)a° =14
4 cosB
Fiir die Grundflé&che (regelﬂﬁﬁiges Sechseck) gilt:
a® 3
AG=3—-—-——-
2

Wir erhalten das gesuchte Verhdltnis:

A !

B % b= KL A$2) (2)

Aq 6 cosg
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Um die Aufgabe vollstédndig zu 1l8sen, muB A bestimmt werden.

Sei =<k SNO = p . Nach dem Sinussatz im Dreieck SOM erhalten
wir: '
n
. __ sin(=-8) .
SW = § 2 = 3 o5 B
sin (3 + ¢ ) C sin ( B8 + ¢ )

Weil S0 = SN sin ¢ ist, folgt:

A - oM _ cosB sing _ 1 (3)

SN sin (B +9¢) 1 + tgB ctgo

Wir miissen jetzt noch ctg ¢ Dberechnen.
Dazu berechnen wir:

SN %ctg% . E)'":a_ﬁé___

30 = _"gNE_ Wz = %‘\/ctge % _ 3|

Folglich erhalten wir fiir ctg ¢

ctg ¢ = @ = F
Jo) Wﬁtgz % _
Es ergibt sich aus (2) und (3)
. o ‘\(ctg? % 3 ()
‘\/ctg2 é ;l + ‘J;I tg B

Das gesuchte Verh&@ltnis lautet :

As 1
B e A A% 2 ) mit X oaus (4).
A 6cos B
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__Qualitdtskontrolle

LD

Statistische Qualitatskontrolle (I1)

5. Eigenschaften der Operationécharakteristik (0C-Kurve )

Es soll nun untersucht werden, in welcher Weise die Gestalt
der Annahmekennlinie von den Parametern des Prﬁfplanes n und
c abhingt. '

Aus der Formel fiir L(p) folgt sofort, daB mit grofer werden-
der Annahmezahl ¢ auch die Annahmewahrscheinlichkeit (bei
einem bestimmten Ausschuffanteil p) wichst.

Die Abbildung zeigt OC-Kurven fiir n=100, ¢=0,1,+..,10.

10 ~

'/, /;/A
/

v
'/ /)]

s

o 1 2 3 & 5 6 7 8 % p—> ,
Wachst bei gleicher Anmahmezahl ¢ der Stichprobenumfang n,
dann f&llt die Annahmewahrscheinlichkeit (bei einem bestimm-
ten AusschuBanteil p). Das ist zu erwarten, weil bei griBeren
Stichproben natiirlich auch mehr AusschuBteile in der Stich-
probe zu erwarten sind und folglich die Annahmezahl hdufiger
liberschritten wird.
Die folgende Abbildung zeigt 0OC-Kurven fiir c¢=4 und
n=50, 100,200,300, :

1,0 —
-\ c=%
\Q‘

AN .
N |

o
/. »,j //)

/7
/7,
77
[77.

N

N
AN N

W

5 & 71 8% p—-
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Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, wie man diese Eigen=-
schaften der OC-Kurven benutzt, um geeignete Stichprobenplé-
ne zu konstruieren.

Verbraucher- und Herstellerrisiko

Bei der Wahl eines geeigneten Stichprobenplanes miissen i.a.
die Interessen von Hersteller und Verbraucher "unter einen
Hut" gebracht werden. Der Verbraucher ist daran interessiert,
daB Warenposten mit einem hohen AusschuBanteil (hdher als pg,
die sogenannte "Schlechtlage" )mit kleiner Wahrscheinlichkeit
angenommen werden. Die Wahrscheinlichkeit B dafiir, daB Waren-
posten mit einem AusschuBanteil Dg angenommen werden, heiBt
Verbraucherrisiko. Der Hersteller mdchte, daB bei niedrigem
AusschuBanteil (niedriger als p , der sogenannten "Gutlage")
mit groBer Wahrscheinlichkeit 1- x angenommen wird.

Die Wahrscheinlichkeit x dafiir, daB Warenposten mit. einem
AusschufBanteil Py abgelehnt werden, heiflt Herstellerrisiko.
Haben sich also Hersteller und Verbraucher auf die Werte

B s Py .8 geeinigt, dann muB nur noch ein Stichprobenplan

gefunden werden, dessen Annahmekennlinie die Bedingungen
L(p ) 2 1-a, L(p,) & B erfullt:

L(p)
. AP}

Pp A P

In der Praxis verwendet man meist o = B = 10 % und die Gut-
und Schlechtlagen werden von Fall zu Fall vom Hérsteller und
Verbraucher "ausgehandelt",

Es ist natiirlich klar, daB bei extremen Forderungen (p,_ gros,
P, klein) nur Stichprobenplédne mit sehr grofien Stichprobenum-
fdngen n "kleine Risiken" gewiZhrleisten ktnnen. Hier miissen
die Priifkosten und die Kosten, die durch diese Fehlentschei-
dungen entstehen, beriicksichtigt werden,
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Manchmal werden Stichprobenpliéne aufgesteilf, die nur das
Verbraucherrisiko gering halten, das Herstellerrisiko dage-
gen unbeachtet lassen (oder umgekehrt).

In der DDR gind in der TGL 14450 Richtlinien fir dle Durch-
fiihrung der statistischen Qualitédtskontrolle und umfangrei-
che Tabellen zum Aufsuchen geeigneter Stichprobenpl&ne vorhan-

den.

7. SchluBibemerkung

Wir haben an einem einfachen Beispiel gesehen, wie sich
Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie in der Praxis anwen-
den lassen. Die Wahrscheinlichkeitstheorie und die mathema-
tische Statistik beschdftigen sich mit der Untersuchung von
zufdlligen Massenerscheinungen. In diesem Sinne ist die sta-
tistische Qualitdtskontrolle ein extremes Beispiel. Denn im
Grunde liegt hier kein "echter" Zufall vor. Jeder Lieferpo-
sten hat ja einen festen, wenn auch unbekannten AusschuBan-
teil. Der Zufall wird erst durch die Stichprobenentnahme
("auf gut Gliick") "erzeugt™., Bei anderen Anwendungen der
Statistik ist der Zufall nicht "kiinstlich erzeugt", sondern
in der Natur der Erscheinungen begriindet (MeBvorginge, Zell=-
teilungen, Wachstumsprozesse usw. ).

Dr.H. Debes
Oberassistent im Bereich
Wahrsdheinlichkeitsrechnung und
Mathematische Statistik

Preisaufgaben #/76

H 37 Man 1dse die Ungleifchung

oxt 2
x5x+10

< 1

H 38 Gegeben seien die Hdhen Hfha, §§1=hb des Dreiecks ABC,
sowie die Winkelhalbierende CD=1 des Winkels ACB. Man be-
rechne den Winkel ACB.
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H 39 Man ldse die Gleichung
sin 4x [2+c£g x + ctgl % -%ﬂ = 292 (14sin 2x + cos 2x)

H 40 Man zeige, daB die Gleichung x3+ax2-b=0 fir a,b reell, b>0

m eine um nur eine positive Wurzel hat.

H 41 Man lose die Gleichung

- 1g, X 2 lga X

= = 1g3 x-lga X o
1g, a 1g, = -JEF
b

H 42 7 paBHEHUA
X+ P4X + Qg T 0

x5 + PpX + 4y T 0

(P1*P,y Q4¥Q,) UMENT OOWLMA KODPEHS.
HaliTy 3TOT KOpeHb,a Takie OCTaJbHHE KODHM 000MuX
yPaBHEHUNA.

Fiir jede vollstédndige Ldsung erhdlt der Einsender die bel der

entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl.Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender/die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten.Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-

reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name,Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

EinsendeschluB: [1.9.1976

Gut gesagt ,
Mathematik ist die einzige perfekte Methode, sich selber an

der Nase herumzufihren.
Albert Einstein
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Algebraische Gleichungen (1)

Unter einer algebraischen Gleichung vom Grade n (oder n-ten
Grades)) versteht man eine Gleichung folgender Gestalt zur Be-
stimmung einer reellen oder komplexen Zahl x, der L&sung oder
Wurzel der Gleichung: Es diirfen in den Ausdriicken der Gleichung
nur die algebraischen Grundrechenoperationen Addition, Subtrak-
tion und Multiplikation verwendet werden mit der zusdtzlichen
Forderung, daB8 von der gesuchten Zahl x nur die Potenzen
x,xz,...,xn vorkommen. Wir schreiben eine derartige Gleichung

in der Form

n-1 n-2 _
X +a, X FeeatayX + ao = 0.

. n
(1) a X + a4
Die Koeffizienten 8 98q90re9By gind dabei beliebige, aber fest
vorgegebene reelle oder komplexe Zahlen. Wir werden uns vorwie-
gend mit dem Fall reeller Koeffizienten beschdftigen. Trotzdem

148t sich der Begriff der komplexen Zahl nicht vermeiden, weil

die Theorie der algebraischen Gleichungen sehr eng mit ihm ver-
kniipft ist. Diejenigen Leser, denen komplexe Zahlen nicht oder
nicht gut genug bekannt sind, weisen wir hin auf die beiden
Beitrdge "Komplexe Zahlen" I und II in den WURZEL-Heften Nr. 17
und Nr. 12 (1974) bzw. auf das Biichlein von A.G.KUROSCH "Alge-
braische Gleichungen beliebigen Grades", das unter Nr. 21 in
die Mathematische Schiilerbiicherei aufgenommen wurde und auch
sonst als Erginzung zu den folgenden Ausfilhrungen zu empfehlen
ist.

Da die Koeffizienten der Gleichung (1) auch den Wert Null an-
nehmen ktnnen, wollen wir zur Rechtfertigung der Bezeichnung
"yvom Grade n" stets voraussetzen, daB der HSchstkoeffizient a,
ungleich Null sei.

Fiir die algebraischen Gleichungen 1. bis 4. Grades sind spe-
zielle Bezeichnungen iiblich:

a1x2+ a, = 0 lineare Gleichung
a X"+ a1x ¥, =_0 quadratische Gl.
ay% R 2x + a1x & a =0 kubdische Gleichung

x4 3 _ biguadratische Gl.
&4 + aax + azx +a,Xx +a, = 0
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Algebraigche Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten

Algebraische Gleichungen gpielten in der geschichtlichen Ent-
wicklung der Mathematik eine bedeutende Rolle. Zum Beigpiel fiihr-
te die Frage nach dem Beweis der Unmdglichkeit gewisser geome-
trischer Konstruktionen auf einzelne spezielle Gleichungen die-

ser Art.

Derartige Konstruktionsaufgaben wurden bereits im Altertum ge-
stellt und diskutiert. Hierzu gehdren u. a. die folgenden drei
griechischen Probleme:

- Verdopplung des Wiirfels

- Dreiteilung eines beliebigen Winkels

- Konstruktion eines regelmidBigen Siebenecks
und zwar dies alles allein unter Verwendung von Zirkel und Li-
neal,

Durch Jahrhunderte bemiihte man sich vergeblich um die Losung
dieser (und shnlicher) Probleme, bis sich schlieBlich zu Anfang
des 19. Jahrhunderts die Vermutung durchsetzte, daB sie gar
nicht 1losbar sein kdnnten. Nunmehr handelte es sich darum, die
Unltsbarkeit zu beweisen, Dies gelang, nachdem man gelernt hat-
te, den Konstruktionsvorgang algebraisch zu beschreiben. Es
stellte sich z. B. heraus, da8 die Ldsbarkeit der oben genann-
ten Problemé zur Folge hatte, daB gewisse kubische Gleichungen
mit ganzzahligen Koeffizienten eine positive rationale Wurzel
besitzen, was aber nicht zutrifft. Diese kubischen Gleichungen
lauten in der obigen Reihenfolge der drei griechischen Probleme:

(2) x> -2 =0
(3) 8x> - 6x - 1 =0
(4) > +x° -2x-1=0

Dabei haben wir zur Aufstellung von (3) als Beispiel den Winkel
von 60° gewidhlt.

Der Beweis dafiir, daB die positive Wurzel der Gleichung (2) kei-
ne rationale Zahl sein kann, oder anders ausgedriickt, daB die
Kubikwurzel aus 2 nicht als Quotient zweier ganzer Zahlen dar-
stellbar ist, kann leicht mit Hilfe des folgenden Satzes der ele-
mentaren Zahlentheorie gefiihrt werden:
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enn eine Primzahl p Teiler eines Produktes a.b ganzer Zahlen
ist, dann muf p Teiler von a od€r von b sein.

Ebenfalls unter Verwendung einfacher Teilbarkeitsregeln lassen
sich die entsprechenden Sachverhalte fiir die Gleichungen (3)
und (4) beweisen.

Die Wurzeln einer algebraischen Gleichung der Gestalt (1) mit
ganzzahligen Koeffizienten - die Gleichungen (2), (3), (4) sind
Beigpiele hierfiir - nennt man algebraische Zahlen.

Das System der algebraischen Zahlen enth#dlt als Spezialfall
(n=1) die reellen rationalen Zahlen und stellt somit eine Ver-
allgemeinerung des Systems dieser Zahlen dar. Aber nicht jede
reelle Zahl ist algebraisch. Man nennt nicht-algebraische Zah-'ﬁ
len transzendent: denn wie EULER sagte, "iiberschreiten (trans-
zendieren) sie die Wirksamkeit algebraischer Methoden".

Beispiele fiir transzendente Zahlen sind die Zahlen e und = .

Es gibt also keine algebraische Gleichung - und sei ihr Grad
noch so hoch = mit ganzzahligen Koeffizienten, unter deren Wur-
zeln die Zahlen e oder m vorkommen wiirde.

Eine Methode, mit der man dies beweisen kann, stammt von
CHARLES HERMITE (1822 - 1901). Er selbst hat damit gezeigt, daB
die Zahl e transzendent ist. Mit Hilfe einer geringfiigigen Er-
weiterung ist es dann F. LINDEMANN (1882) gelungen, die Trans-
zendenz von m zu beweisen, Damit war im iibrigen auch das uralte
Problem der "Quadratur des Kreises" (Konstruktion eines Qua-
drats mit demselben Flicheninhalt wie ein vorgegebener Kreis
allein unter Verwendung von Zirkel und Lineal) endgiiltig im ne-
gativen Sinne entschieden. Trotzdem gibt es selbst heutzutage
immer wieder unbelehrbare "Kreisquadrierer", die die Losung des
unlésbaren Problems gefunden zu haben glauben.

Aufldsung durch "Radikale"

Wie schon die Betrachtung algebraischer Gleichungen mit ganz-
zahligen Koeffizienten zeigte, sind die Wurzeln algebraischer
Gleichungen im allgemeinen irrationale (reelle oder komplexe)
Zahlen. Diese ktnnen - bei der iiblichen Rechnung im Dezimalsy-
stem - nur durch nicht-abbrechende nicht-periodische Dezimal-
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briiche erfaBt werden. Hieraus folgt, daB allgemeine Aufldsungs-
verfahren fiir algebraische Gleichungen nur in Form von Rechen-
prozessen mit theoretisch unendlich vielen Schritten existieren

ktnnen.

~

Man darf sich hieriiber nicht hinwegtduschen lassen durch "Auf-
15sungsformeln®” wie z. B. X = 2J§1 fiir die Gleichung (2). Es
handelt sich hierbei vom rechnerischen Standpunkt aus gesehen
nur um ein Symbol fiir den infiniten RechenprozeB des Ausziehens
der Kubikwurzel aus der Zahl 2. Natiirlich erh#dlt man durch der-
artige Formeln wichtige Hinweise fiir das praktische Vorgehen,
z. B. im obigen Fall fiir die ndherungsweise Berechnung der Wur-
zel mit Hilfe einer Logarithmentatel.

Von der Schule her bekannt sind derartige Aufldsungsformeln fiir
lineare und quadratische Gleichungen in der Gestalt

(5) x = -a_/a,
2 |
(6) & l X = -81 t{(ﬁ.,') -43032
2&2

Im Laufe des 16. Jahrhunderts hatte man analoge Formeln zur Auf-
18sung algebraischer Gleichungen 3. und 4. Grades gefunden., Die-
ge Formeln haben folgendes gemeinsam: Die Wurzeln werden durch
Ausdriicke dargestellt, die auBer den vier rationalen Grund-Re-
chenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Pivision})
lediglich das Ausziehen einer Quadratwurzel, einer Kubik&urzel
bzw. einer vierten Wurzel erfordern ("Aufldsung durch Radikale").

Die Aufl8sungsformel fiir kubische Gleichungen kann man z. B. dem
bereits erwihnten Bilichlein von A.G.KUROSCH entnehmen. Fiir den
praktischen Gebrauch ist diese Formel jedoch sehr schlecht ge-
eignet. Sie ist sehr kompliziert und auch umsté@ndlich in der
Hinsicht, daB oft einfache reelle Wurzeln als Differenzen schwer
berechenbarer komplexer Zahlen dargestellt werden.

Die gleichen Nachteile in sehr viel stdrkerem MaBe besitzt die
Auflosungsformel durch Radikale fiir biquadratische Gleichungen.

Trotzdem beschéftigten sich im 17. und 18. Jahrhundert selbst be-
deutende Mathematiker immer wieder mit dem Problem, auch Glei-
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chungen fiinften und hoherem Grades durch Radikale aufzulgsen,
Dabei tduschte man sich oft in dem Glauben, die Losung gefunden
zu haben, bis Anfang des 19. Jahrhunderts der Italiener

RUFFINI (1765 - 1822) und der Norweger N.H.ABEL (1802 - 1829)
auf die damals revolutiondre Idee kamen, zu beweisen, daB fiir
Werte von n groBer als 4 eine AuflGsung der allgemeinen alge-
braischen Gleichung n-ten Grades durch Radikale nicht mdglich
ist.

Die Beschi#ftigung mit diesem Problem gab den Anstol zur Entwick-
lung der modernen theoretischen Algebra und Gruppentheorie, |
Bahnbrechend wirkte dabei neben den oben genannten Mathemati-
kern der franzdsische Mathematiker GALOIS (1811 - 1832).

Prof. Dr. W. Wallisch
Bereich Numerische Mathematik

Auf der Ellipsenbahn

Am 5. Februar 1976 erreichte mit dem Forschungssatelliten
Kosmos 801 der tausendste sowjetische RaumflugkOrper seine vor-
gesehene Bahn. Seit dem Start von Sputnik 1 stiegen bis zu die-
sem Zeitpunkt knapp 1900 RaumflugkSrper von der Erde auf, 1000
aus der UdSSR, fast 840 aus den USA und rund 60 aus anderen
Landern.

Als Nikolaus KOPERNIKUS (1473 - 1543) es unternahm, das ptole=-
miische System der Planeten- und Sonnenbewegung durch eine prin-
zipiell neue Theorie zu ersetzen, wurde die allgemeine Anerken-—
nung seines Bewegungssystems nicht nur durch den erbitterten
Widerstand der Kirche behindert. Kopernikus stellte richtig die
Sonne in den Mittelpunkt des Planetensystems, lieB die Planeten
jedoch auf Kreisbahnen um die Sonne laufen. Anhand dieser Kreis-
bahnen berechnete Planetenstellungen wiesen jedoch starke Ab-
weichungen von den tatsichlich beobachteten Konstellationen

auf. Es ist ein groBes Verdienst von Johannes KEPLER (1571 -
1630), insbesondere durch langjéhrige Beobachtung der Marsbahn
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zu entdecken, daB die Bahnen der Planeten E 1 1 ip sen
gsind, in deren einem Brennpunkt die Sonne gteht,

Die von Kepler entdeckten Gesetze der Bewegung der Planeten um
die Sonne gelten sinngem#B auch fiir die Bewegung kiinstlicher
Erdsatelliten und Raumsonden mit elliptischen Bahnen., Wird ein
Raumflugktrper wihrend seines Starts auf eine Geschwindigkeit
zwischen der 1. und 2. astronomischen Geschwindigkeit beschleu-
nigt, d. h. gilt 7,92 km/s < v¢ 11,18 km/s, so nimmt er eine
ellipsenférmige Bahn um die Erde ein. Gemd dem oben erwdhnten
1. KEPLER schen Geset.z steht in einem
Brennpunkt dieser Bahn die Erde oder genauer gesagt, ihr Mas-
senschwerpunkt M (Erdmittelpunkt)l.

Wir veranschaulichen uns dies anhand folgender Abbildung:

Abb. 1

Mit P ist dabei der dem Erdmittelpunkt nédchste Punkt der Flug-
bahny das Perigédaum , bezeichnet. Entsprechend ist A
der erdfernste Punkt, das Apogédunmn , an dem die Rich-
tung der Geschwindigkeit wieder mit der Erdtangente zusammen-
fallt. Mit hP bzw. hA gind dann die Hdhen {iber der Erdoberfld-
che im Perigium bzw. ApogHum gegeben. Die weiteren Bezeichnungen
diirften dem Leser bekannt sein: & bzw. b als groBe bzw. kleine
Halbachse der Ellipse, N, und N2 die Nebenscheitelpunkte, P una
A die Hauptscheitelpunkte der Ellipse, e die lineare Exzentri-
zitdt, M und M' die beiden Brennpunkte und schliefBlich der Erd-
radius R (am Aquator 6378 km).

Aus den Zeitungsmeldungen iiber erfolgte Starts von Raumflugktr-
pern kodnnen wir in der Regel die Werte fiir hP und hA entnehmen.,



Auf Ellipsenbahn 108

Als am 4., Oktober 1957 die Menschheit ihren ersten Boten ins

All sandte, konnte man fiir den 83,6 kg schweren sowjetischen

" Sputnik 1" wenig spédter die Daten hP = 228 km und
h, = 947 km erfahren, Fiir einen Erdumlauf benttigte er dabei

96,16 min,

Im weiteren wollen wir uns der Frage zuwenden, wie aus der Kennt-
nis der Satellitendaten hA’ hP und der Erdumlaufzeit anndhernd
die Geschwindigkeit des Satellitenin einem beliebigen Punkt sei-
ner Bahn zu bestimmen ist. Es ist dabei darauf zu verweisen,

daB ein Satellit auf seiner ellipsenftrmigen Umlaufbahn seine
Geschwindigkeit stetig #ndert, er fliegt im Punkt P schneller
als im Punkt Nys hier wiederum schneller als im "langsamsten"
Punkt A, Dieser Sachverhalt ergibt sich aus dem

2, KEPLER sSschen. Gesetz

Der Leitstrahl oder Radiusvektor des Satelliten iiberstreicht in
gleichen Zeitabschnitten gléiche Fldachengréfen.

L]

Abb, 2

Aus den Werten fiir hP und hA ktnnen wir leicht die Halbachsen a
und b bestimment:
Gemdl3 Abbildung 1 gilt:

(1) 2a = hy + 2R + h,
sowie
(2) a = hP + R+ e,

Aus (1) und (2) erhalten wir
h, -
(3) alk

b Sl
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Da der Erdradius R bekannt ist, ktnnen wir aus (1) die groBe

Halbachse a bestimmen., Fiir die lineare Exzentrizitdt e gilt

ferner bekanntlich (unmittelbar nach Definition einer Ellipse):
2 2 2 '

(4) e =a =-b .
Somit ist mittels
(s) b =7/a? - e

die kleine Halbachse zu ermitteln.

Es sei guch auf eine weitere Art der (nﬁhegungsweisen) Berech-
nung von &a hingewiesen:
Das 3. KEPLERSCHhe Geset z besagt,

da sich die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten wie
die dritten Potenzen der grofien Halbachsen der Umlauf-
ellipse verhalten.

Fiir Erdsatelliten wurde hierbei der Faktor 331,5 ermittelt,
dl ho es gilt:

(6) a=331.5-3\/—1§' ,

wobel die Umlaufzeit T in Minuten einzusetzen ist.

GemdB3 unseres Wissens von a und b konnen wir durch
(7)) . F=nmab

die Gesamtfldche der Ellipse bestimmen. Es sei nun t die Um-
laufzeit des Satelliten in Sekunden. Dann .erhalten wir mittels
%- die je Sekunde vom Leitstrahl des Satelliten iiberstrichene
Flidche, Fiir den Fldcheninhalt eines Kreissektors gilt bekannt-
lich

(8)) =25 L,

wobei B die Bogenlé&nge ist.

Abb, 3
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Zur ndherungsweisen Geschwindigkeitsberechnung soll es uns ge=-
niigen, mit Formel (8) weiterzurechnen. Zur Bestimmung der Ge-
schwindigkeit des Satelliten etwa im Punkt P betrachten wir al-
so die pro Sekunde iiberstrichene Flé&che %- als Flache eines
Kreissektors, wobei wir als r den Abstand von M 2zu P set-
zen, d. he r = a-e , ,

Aus Formel (8) ktnnen wir dann durch Umstellung nach B jene
Strecke erhalten, welche der Satellit in einer Sekunde "im"
Punkt P zufﬁcklegt. Verfolgen wir nun unsere Rechnungen zuriick,
go erhalten wir insgesamt fiir den Punkt P die Geschwindigkeit

T (hP + 2R + hA) hA + R

(9) Vp = T . HP_'*'—R .

Fiir die angegebenen Werte von "Sputnik 1" betrdgt diese Ge-
gschwindigkeit etwa 7,98 km/s.

Ubungsaufgabe:

a) Entsprechend zu Formel (9) bestimme man die Geschwindigkeit
V!

b) Es sei Q ein beliebiger Punkt der Satellitenbahn. Man be-
stimme ndherungsweise die Geschwindigkeit v_.!

Q

Reinhard Klelte
Assistent im Bereich
Mathematische Kybernetik
und Rechentedhnik

Losungen

Aufgabe H 2 (nach Hans-Georg Martin, Jena)
C
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Konstruktion des Dreiecks ABC :

Auf einer Geraden g errichtet man in einem Punkt D2 die
Senkrechte. Danach wird der Punkt C konstruiert mit hc = ch'
Un C wird ein Kreis mit dem Radius CD1= Se geschlagen und
man erhélt den Punkt D, als einen beliebigen der beiden
Schnittpunkte dieses Kreises mit g. '

In D1 errichtet man die Senkrechte h auf g und bringt sie
zum Schnitt mit dem Kreis vom Radius r um C. Derjenige der
beiden Schnittpurkte, der D1 am néchstep liegt, istH.

Un H schldgt man einen Kreis mit dem Radius r und erhédlt

%uf g die Schnittpunkte A und B. Das Dreieck ABC geniigt

of fenbar den geforderten Bedingungen.

Die Konstruktion ist genau dann ausfiihrbar, wenn die
gegebenen Grofen hc’ S, und r folgenden Bedingunsgen geniligens:

]

Y Ve S, 2 hc _ und
2- T Z A4 2 2 ] 'Ll.nd
8¢ - Bg
,%. T > h - v 2 b
c ¥ - s =H )
Aufgabe H 18 (nach Holger Konig, MLU, Klasse 113

Es gilt: COS X COS y = % ( cos (x+y) + cos (x=y)) .
4 ( cos (x+y) + cos .(x-y)) cos (x-y) +1 =0

0

4 cosg(x-y) + 4 cos(x-y) cos(x+y + 1

cosg(x—y) + cos(x+y) cos(x=-y) + % = 0
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. Setze: ={cos(x-y) = ;
2 _

b~ + c*b + T =

b

1/2
Fs muld also gelten: c2—
Icos a| 2 1, wegen
a 2k,11r|:
Unter der Bedingung -a =
Losungen.

oder

l.tall: < x4y = 2k,

= cos(x+y) =
0]

- &
172 0

|cos z| s 1 fiir alle z also

(2k, + D w, (ky k, €6 )

(ke G) hat das Gleichungssystem

_‘-';2_
7

1 *
4 *

a =

kn

es folgt nach (*):

X1=91

T

es folgt: Z

.3_.

2.Fall: o x+ty =7 + kym

21

%lt- + 21:31':
+ (k,|+k2)-'n:

kyks € G

(k,]—kz‘) o1l

+ (k,,|+1{3) o

2
- 3—11 -+ (kq'k3)‘7‘

es folgt nach (*):

_ T
xa—yz, - + 2k51t

Xy =Ty
es folgt:

3= +

. =g
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Algebraische Gleichungen (Il)

Fundamentalgatz der Algebra

Die Unmdglichkeit der Losung der allgemeinen algebraischen
Gleichung n-ten Grades durch Radikale widerspricht nicht der
Tatsache, daB jede algebraische Gleichung (mindestens) eine
(reelle oder komplexe) Losung besitzt. Diese Tatsache wurde zu-
erst von GAUSS in seiner Doktorarbeit 1799 bewlesen - eine gro-
Be Leistung des erst 22-jdhrigen. GAUSS hielt das Ergebnis fiir
so wichtig und interessant, daB er spédter noch drei weitere Be-
weige dafiir aufstellte,

7
Daraus, daB jede algebraische Gleichung mindestens eine Ldsung
besitzt, 1i8t sich schluBfolgern, daB jede algebraische Glei-

chung n-ten Grades genau n LSsungen besitzt.

Zum Beweis benutzen wir einen Divisionsalgorithmus fiir Polynome,
der auch fiir die praktische Aufldsung algebraischer Gleichungen
von grundlegender Bedeutung ist.

Unter einem Polynom n-ten Grades versteht man einen Ausdruck von
der Gestalt der linken Seite der Gleichung (1). x wird hierbei
als "freie Verdnderliche" aufgefaBt. Hat man den Wert fiir x fest-
gelegt, so bezeichnen wir den resultierenden Zahlenwert der lin-
ken Seite von (1) mit Pn(x), de h. wir definieren

PR n ; n-1 ‘
(7) Pn(xﬁ = a X + & 4% +eeot BUX + B .

Diejenigen Werte von x, fiir die Pn(x) den Wert Null annimmt, wer-
‘den Nullstellen des Polynoms Pn(x) genannt, Die Nullstellen des

Polynoms (7) sind also identisch mit den Wurzeln der algebrai-
schen Gleichung (1). Man nennt (1) daher oft auch "Polynom-
gleichung n-ten Grades".

Fiir das Operieren mit Polynomen ist die Division eines Polynoms
durch ein zweites wichtig. Im Zusammenhang mit der Gleichungs-
auflssung ist die Division durch ein lineares Polynom der Ge-

stalt % - g

von besonderem Interesse; z soll dabeli irgendein fester (reeller
oder komplexer) Zahlenwert sein.
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Die Durchfiihrung dieser Division in Form eines Schemas ist be-

reits in der WURZEL 2/76 besprochen worden. Fiir die Zahl z wird
dort das Zeichen x, verwendet. Wir erldutern die Division noch

einmal am Beispiel eines kubischen Polynoms

P3(x1 = 33x3 § azxz + 8% + &

o
Fiir allgemeines n lduft alles analog.

Die Division durch (x-z) kann als eine Zerlegung von PB(x) der
Form L
aufgefait werden. Qz(x).ist dabei ein quadratisches Polynom der
Gestalt 5
Qz(xh ='a5x + &ajx + aj

dessen Koeffizienten sich aus denen des Polynoms P3(x} nach der
Vorschrift

(9) aij= 8y aj = &2+zai - 8] = a1+zaé

berechnen. Der "Rest" R ergibt sich dann in der Form

§ - f -

(10) R=al =g + 28]

und hat die Bedeutung
R = PB(Z);‘ .
Ist nun z speziell eine Nullstelle von P3(x) - wir wollen sie
z, nennen -, so folgt R=0 und (8) geht iiber in
(11) Py(x) = (x=24).Qy(x) -

Es sei jetzt z, eine Nullstelle von Qg(x) und damit wegen (11)
auch Nullstelle von PBCxﬁ. Dann gilt analog zu (11}

(12) Qz(x)' = (X—Z2).Q1 (x) ’
und schlieBlich
(13) Q, (x) = (x—zB).a3 N

Aus (11), (12), (13) ergibt sich folgende Darstellung von P3(x)
(14) P3(xy = aj.(x-z1)(x-22)(x-33) .

Daraus folgt, daB Pj(x) genau 3 Nullstellen, né#mlich x=z
X=2,, X=24 besgitzt,

1'
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Allgemein 14B8%t sich jedes Polynom n-ten Grades in der Form

(15) P (x) = a . (x-2, W(x-25). ... . (x-2)

darstellen, d. h. es besitzt genau n Nullstellen ZysZpsesesZpe
Dabei kdnnen zwel oder mehrere dieser GroBen zahlenwertmdfig
iibereinstimmen. Man nennt solche Zahlen "doppelte' oder ent-

sprechend "mehrfache" Nullstellen des'Polynoms Pn(x).

Der durch (15) ausgedriickte Sachverhalt wird Fundamen -
talsatz der Algebra genannt, Im Hinblick
auf die Thematik der modernen Algebra ist diese Bezeichnung al-
lerdings nicht treffend.

Das Rechenschema von HORNER

Wie schon bemerkt, besitzt der Divisionsalgorithmus (9), (10)
grundlegende Bedeutung fiir das Operieren mit Polynomen und da-
mit auch fiir die Berechnung von Wurzeln algebraischer Gleichun-
g€l

Es ist iiblich, diesen Algorithmus in einem iibersichtlichen Re-
chenschema, dem "HORNER-Schema" (siehe WURZEL 2/76), durchzu-
fiihren:

L B BN a a
8n 8p-1 Bpop 1 o}
— ] ' 4 1
X=Z Z&n Zan_1 s e Z&E Za1
' ' ' ] '

Neben weiteren interessanten Anwendungsmdglichkeiten sind es
vor allem die folgenden beiden Eigenschaften der resultierenden

Ziahlen aﬁ, 86_1, cee aé y, die dem Schema seinen praktischen
Wert verleihen:

® 36 gibt den Zahlenwert des Polynoms an der Stelle x=z an
36 = Pn(z)!

wobei die Zahl der Rechenoperationen geringer ist als bei der
direkten Berechnung nach der Formel (7):
n statt (2n-1) Multiplikationen.
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® Im Falle a'=0 ist z Nullstelle des Polynoms Pn(x}, und das
aus den ersten n Zahlen der 3. Zeile des HORNER-Schemas ge-
bildete Polynom (n-1)-ten Grades

-1 n=-2
Qn_T(x)== aﬁxn +al 41X +...+aéx + a{

steht mit cdem Ausgangspolynom Pn(x) irn dem Zusammenhang

P (x) = (x-2) . Q,_4(x) .

Auf diese Weise kann man also eine gefundene Nullstelle vom
Polynom Pn(x) "abdividieren" und mit dem Polynom Qn_1(k)
weiterarbeiten, das ja die restlichen Nullstellen des Poly-
noms Pn(x) mit diesem gemeinsam hat.

Wir demonstrieren die Anwendung des HORNER-Schemas nun an einem
‘einfachen Beispiel. Es soll sich darum handeln, alle drei Wur-
zeln der kubischen Gleichung

(2) x3-2 = 0

zu bestimmen, | |

Das kubische Polynom lautet ausfilhrlich geschrieben
Py(x) = 1.%° + 0.%° + 0ux - 2 ,

so dafl also gilt

a3 = 1 32=a“=0 ao = =2 ,

Wir dividieren die reelle Nullstelle z, = %[5‘ mittels des
HORNER~Schemas ab: '

0 0 -2
1 27 37 0

und erhalten die restlichen beiden Nullstellen von P3(x) aus
der quadratischen Gleichung ‘

QQ(X) =-x2'+ 2 « X + }VE1 & 0
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Nach der Aufldsungsformel (6) ergibt sich

(16)" 22'3 = @ (-1 t'J__B\ ) .

Dés Auftreten eines negativen Radikanden zeigt an, daB P3(x)
guller z, = JJE‘ keine weiteren reellen Nullstellen besitzt. Um
die durch die Gleichung (16) gegebenen komplexen Nullstellen im
Real- und Imagindrteil zu zerlegen, erinnern wir uns an die spe-
zielle komplexe Zahl i mit der Eigenschaft 12 = =1. Wir se-
hen, daB es zwei komplexe Zahlen gibt, deren Quadrat gleich -3

ist, nd@mlich
i3 und -i+/3 .

Dieses Zahlenpaar verbirgt sich hinter dem Symbol i-v:? der
Auflssungsformel (16).

Die drei Wurzeln der algebraischen Gleichung (2) lauten daher

2, = }1/? Z, =-¥ (-1+i43" ) Zq = J—é—? (-1-1i43") ,

und die Darstellung des Polynoms x°-2 in der Form (15) ist ge-
geben durch

=.|:-3\/§‘___|.|:- 1+i-ﬁ':| [— (11{']

Zur Ubung im Umgang mit komplexen Zahlen wird dem Leser empfohlen,
gich durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von der Richtig-
keit dieser Gleichung zu iiberzeugen,

Ferner wird als eine einfache lfbung die analoge Behandlung der
Gleichung

xt-16 = 0
empfohlen,

Prof. Dr. W. Wallisch
Bereich Numerische Mathematik
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Preisaufgaben 8/76

H 43 Man 16se die Gleichung

1lg 2 ig > at 1=0.

T -
S 81n X

Das Glelichungssystem
2

1}
o

a(x +y2) +x+y -,

X -y *ta

[}
o

habe reelle L8sungen fiir beliebige , .
Man zeige, aaB a=0.

Die Seiten a,b,c eines ureiecks soilen im Verh&ltnis

32 = c(b+e) stehen. Man beweise, da8 der Winkel « doppelt

so groB ist, wie der Winkel y .

2 e

o el
~
(@)Y

Man 1lése die Ungleichung

2 ~
2—1g§x-1g9xL 1
X B -E>O

=>

b o/
~
<3

Man 18se das Gleichungssystem

x* + y4 = 17(x+y)2

Xy 2(x+y)

HafiTy Bce mapH Yncea & M b, Opu KETOPHIX LA ARCHX x I y
v ICBAETBOPADILX yCA0BUD X +¥ = & ( TIE x # % 8

L % +4m o, mym=0, 21, 42 ,...) BePHO pPaBEHCTBO
g X

+tgy+tgxetgy=D>,

Eg —O)

Einsendeschluf: 30.9.1976
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Einfiihrung in die Programmiersprache INKA 4100 (1)

Die M5glichkeit der Ausgabe des Wertes arithmetischer Ausdriicke
mit Hilfe des Schreibbefehls erlaubt eine recht bequeme Reali-
sierung der Funktionswertbestimmung Verschiedener reeller Funk=-
tionen. |
So kann f(x) =+/% in INKA als X;, 0.5 dargestellt werden. Bei
Ausfilhrung des Befehls

TYPE 'NAEHERUNGSWERT FUER WURZEL

AUS ZWEI IST', 2445 0.5 , [

erfolgt nach Ausschreiben des erlduternden Textes zwischen bel-
den Apostrophen das Schreiben eines rationalen Ndherungswertes
fﬁr'\fﬁ‘,anachlieﬂend ein Zeilenvorschub und Wagenriicklauf.

c) Das Ausgabeformat

Wie teilen wir dem Rechner mit, auf wieviel Stellen vor und
nach dem Dezimelpunkt ein Ergebnis auszuschreiben ist? Das ist
mit Hilfe der Formatfestlegung im TYPE-Befehl moglich. Bis zur
Festlegung eines neuen Formates bleibt dieses bel den folgenden
TYPE-Befehlen bestehen. ‘
So miiBte, um den Wert fiir /2" bis auf 3 Stellen nach dem Dezi-
malpunkt zu berechnen, der obige Befehl folgende Form haben:
TYPE ] 4.3 , 2¢, 05
Das Zeichen ] leitet die Formatfestlegung ein, die erste Zahl
gibt die Gesamtanzahl der auszugebenden Ziffern, die Zahl nach
dem Punkt die Anzahl der Ziffern nach dem Dezimalpunkt an.
Bei Ausfilhrung dieses Befehls wird iiber Schreibmaschine
1.414
ausgeschrieben.,
Dagegen erscheint auf den Befehl
TYPE ] 4.0, 24, 0.5 2
iiber Schreibmaschine -
1 ’ -
da zwar insgesamt 4 Ziffern, keine davon jedoch nach Kouma ver-
langt wurden.
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d) Die Abfolge von Befehlen

Bisher haben wir uns nur mit einzelnen Befehlstypen befaBt, ein
Programm stellt aber immer eine Abfolge von Befehlen dar.
Welche Regeln sind beim Zusammensetzen der Befehle zu einem
Programm zu beachten?

Es kdnnen mehrere Befehle in eine Zeile geschrieben werden, sie

8ind durch Semikolon voneinander zu trennen.,

Die Zeilen miissen numeriert werden, wobei sich die Numerierung

im Bereich von 1.01 bis 31.99 bewegt. Dabel sind ganzzahlige

Numerierungen (1.00, 2.00,...) nicht zugelassen. Unabhiinglg von

der Relhenfolge der geschriebenen Zeilen wird ein Programm von

der niedrigsten Zeilennummer aufsteigend bis zur hochsten abge-
arbeitet.

Wie ist es nun méglich, diese zwangsldufige Reihenfolge zu &én=

dern? Dazu dient der GO-Befehl.

GO 2.29

bedeutet, daB die Abarbeitung mit Zeile 2.29 fortgesetzt wird.

Der GO-Befehl realisiert also einen "unbedingten Sprungbefehl™,

In Abhidingigkeit des Ergebnisses eines "Tests" miissen oft "be-

dingte Spriinge" ausgefiihrt werden.

Beispiel: Wir bendtigen ein Programm, das entscheidet, ob die
Zahl A kleiner, gleich oder gridBer Null ist. Diese Entschei-
dung ermglicht der IF-Befehl. |
Er hat die Struktur
IF (arithmetischer Ausdruck) 1. Zeilennummer, 2. Zeilen-

nummer, 3. Zeilennummer

Wenn der (in Klammern geschriebene) arithmetische Ausdruck
kleiner als Null ist, wird die Abarbeitung des Programmes
bel der 1. Zeilennummer fortgesetzt. Ist er gleich Null, so
geht es beil der 2. Zellennummer weiter, und falls der Aus=-
druck groBer Null ist, so wird als ndchstes die Zeile mit
der 3. Zellennummer abgearbeitet.

Das Programm zur Untersuchung der Zahl A hat folglich die

Form
1.01 IF (A) 2.01, 2.02, 2.03
2.01 TYPE 'A IST KLEINER NULL' ,[
2.02 TYPE 'A IST GLEICH NULL! [
2.03 TYPE 'A IST GROESSER NULL' [



Programmiersprache INKA 4100 122
Wie man sich leicht iiberlegt, sind mit dem IF-Befehl sdmtliche
vom Wert eines arithmetischen Ausdrucks abhédngigen Entscheidun=-
gen zu reslisieren.

.e) Die Laufanwelsung

Es sollen die geraden Zahlen von O bis 20 ausgegeben werden.
Méglich wdre das in der folgenden Form

1.01 SET I =0

1.02 SET I =1+ 1

1.03 TYPE 2 * 1

1.04 IF (I-10) 1.02, 1.02, 1.05
1.05 )

Eine einfachere Darstellung ist die folgende:

1.01 FOR I=0, 1, 70 ;3 TYPE 2 * I

Man nennt den Befehl FOR I=0,1,10 Laufanweisung, I Laufvariable.
In der Laufanweisung steht nach dem Gleichheitszeichen der An=-
fangswert fiir die Laufvariable, danach die Schrittweite und
schlieBlich der Endwert.

f) Der DO=Befehl

Durch eine Laufanweisung ktnnen wir such die Ausfilhrung der Be=-
fehlszeile 2.08 von Anfangs- bis Endwert der Laufvariable ver-
enlassen. In diesem Fall steht (obiges Beispiel)

1.01 FOR I = 0,1,10 ; DO 2,08 .

Damit sind die Einsstzmdglichkeiten des DO-Befehls nicht er=
schopft. Mit seiner Hilfe wird ein Sprung zur angegebenen Zeile,
die Ausfilhrung der dort stehenden Befehle und ein Riicksprung
realisiert.

Wenn nach DO eine ganze Zahl steht (Gruppennummer), so erfolgt
die Abarbeitung aller mit dieser Zahl beginnenden Zeilen und
ein abschlleBender Riicksprung.

g) Die Eingabe von Daten

{lber Schreibmaschine lassen sich variable Daten in den Rechner
eingeben.

Auf den Befehl
ASK A

druckt die Schreibmaschine einen Doppelpunkt. Der Rechner "war-
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tet" auf Eingabe einer Zahl.

Nach ihrer Eingabe, die mit Wagenriicklauf abgeschlossen wird,
ist A der Zahlenwert zugewiesen. Wie beim TYPE-Befehl ist es
auch hier moglich, einen in‘Apostrophe elngeschlossenen kommen=-
tierenden Text ausdrucken zu lassen.

Auf

ASK '"ARGUMERT' A
erscheint liber Schreibmaschine

ARGUMENT :
es kann jetzt die Zahl eingegeben und mit Wagenriicklauf abge-
schlossen werden.

h) Indizierte Variable

Die Zahlen a8, bis 8, sollen elngegeben werden. Das ist mit Hil=-

fe einer Ilaufanweisung und indizierter INKA-Variablen m¥glich.

Pir a; schreibt man in INKA 4100 A(I).

Das Programmstlick fiir die Eingabe hat dann die folgende Form
FOR I = 0,1,N ; ASK A(I).

g) Der Haltbefehl

Um die Abarbeitung eines Programmes an definierter Stelle zu
8toppen, 1ld8t% sich ein Halt programmieren. Das leistet der
Befehl QUIT.

5. Programme in INKA 4100

Wir hatten in Heft 2/76 den Horner-Algorithmus eingefiihrt.
Mit unseren Kenntnissen uber LNKA-Programmierung sind wir nun
in der Lage, ein Programm zur automatischen Bestimmung des
Wertes eines Polynoms an gegebener Stelle x
das den Horner-Algorithmus verwendet.

5 aufzustellen,

i.) Wir geben iiber Schreibmaschine den Polynomgrad n ein:
ASK 'POLYNOMGRAD'N

Der Rechner schreibt POLYNOMGRAD: und wartet auf die
Eingabe einer natiirlichen Zahl.
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ii,) Jetzt werden die Koeffizienten, beginnend mit a8, von
X? bis zum Absolutglied 8, eingegeben(Numerierung hier
umgekehrt, d.h. A(TI) : an DR
Wir lassen zuerst den Text KOEFPIZIENTEN durch

TYPE 'KOEFFIZIENTEN', [ .
schreiben und geben danach die Werte mit der Laufan-
welsung

FOR I = O,’I,Ni ASK A(I)
iii.) SchleiBlich erfolgt durch
AGK 'ARGUMENT' XO
die Stelle X, s an der der Polynomwert zu berechnen ist.
iv.) Unser Schema hat, aufgeschrieben fiir ein Polynom 3.Grades

in den INKA-Variablen die Form
PB(X) = aaxj + agx2 + a4X + ag
40)  A(D) AR)  A(3)

X0 -  B(0)*XO0 B(1)*X0 B(2)*XO

B(O) B(1)  B(2) |B(3) = P5(x,)
Das ergibt den Algorithmus

SET B(0) = A(O)
FOR T = 1,1,N; SET B(I) = A(T) + B(I-1)* XO

v.) B(W) ist dann der gewiinscht® Polynomwert Pn(X) den wir

mit  oypr 'POTYNOMWERT', ]8.4, B(N),[

auf insgesamt acht Stellen, davon vier nach dem Komma,
angeben.

vi.) Wir numerieren jetzt die einzelnen Programmzeilen und
geben als letzten Befehl eine Sprunganweisung zu der
Stelle, wo das Argument eingegeben wird. Auf diese
Weise kann hintereinander der Polynomwert an beliebigen
Stellen X, ausgerechnet werden.
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Das vollsténdige Programm lautet:

1.01 ASK 'POLYNOMGRAD'N

1.02 TYPE 'KOEFFIZIENTEN', [

1.03 FOR I = 0,1,N; ASK A(I)

1.04 ASK 'ARGUMENT' XO

2.01 SET B(0) = A(O)

2.02 FOR I = 1,1,N; SET B(I) = A(I) + B(I-1)# XO
5.01 TYPE 'POLYNOMWERT',] 8.4, B(N), [

4,01 GO 1.04

Aufgabe: Das Programm fiir den Horner—Algorithmus ist so zu
veréndern, daf die Werte eines Polynoms fir x,= =5
bis X0 = 5 in Einzelschritten des Arguments ausgege-
ben werden. AnschlieBend soll der Rechner in Halt

gehen.

Es war nicht Sinn dieses Artikels, mehr als nur einen Uber-
blick zu geben, wie eine problemorientierte Programmier-
sprache aufgebaut ist. Zum Erlernen des Umgangs mit einer
derartigen Sprache gehdrt sehr viel praktische Erfahrung, die
man aber durch direkten Kontakt zu einem Rechner recht schnell
bekommt,

Wir geben daher interessierten Lesern die Moglichkeit, die
Losung der Aufgabe und andere kleine Programme an uns ’einzu-
senden (Redaktion WURZEL, Kennwort: INKA 4100). Wir sind
gern bereit, sie auf Richtigkeit durchzusehen und auch fir
von Thnen gegebene Beispiele Rechnungen auszufiihren.

Gregor Weske
Assisten! im Forschungsbereich Stochastik
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Losungen

Aufgabe H 10 ( nach Michael Schaper)

Es seil ch die Alkoholkonzentratioﬁ im n-ten Gefé&B vor dem
Auffiillen und cﬁ die Alkoholkonzentration nach dem Auf-
fiillen.

Nach Voraussetzung gilt:

a3 -
(1) ep =% °p1 6y =1
c? + C
_ ‘n-1 n _
(2) c; = = cj =1

Aus (1) folgt: ( e, } ist geometrische Folge.
Daraus folgh:

3) cp= (g

Durch Einsetzen von (3) in (2) ergibt sich

(#) ep= ety + 3 (g

Ersetzt man in (4) cf_4 » €} 5 9... durch die eritsprechende
Rekursionsformel, so erh&dlt man:

t=Z (g 4 ORI F kvt (g )+ o o
_ 1,21, _1 2 \n-2 1,2 c3
=gl 7 pgT gt et g

Damit erhdlt man

. 1 1 = (
(5) Ch = 2n—1

=
-
I
o | w1
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Nach Umformung und wegen cj= 1 folgt:

1- (g
c¥ = % + _ﬂ

Aufgabe H 11 ( nach Michael Huhn )

y! = "% » X% O , Anfangswerte : (x,,¥,) = (2,3)

- ¥ __2
Fir y # 0 ist -
Daraus folgt :
X ' p.o
j L ox = I -4 ax , dy = y'dx
2z z

—
6
oS~ M
g

In|ly|] -In3=1n2 - 1n|x|

0w 1m | 52|
1=¢° lx-z'
Diese Gleichung befriedigen zwei Funktionen @
fq(x)=y=—
6
fo(x) =y = ~3
Wegen f2(2) = - % = -3% 3 folgt

7= £ ist Losungsfunktion mit £,(2) = 3 = $
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Zur mathematischen Behandlung
des Mondflugproblems (1)

Es ist kein Geheimnis, daB jedem Raumflugunternehmen umfang-
reiche mathematische Vorarbeiten vorausgehen. Einige damit im
Zusammenhang stehende Aspekte sollen hier am Beispiel der Be-
wegung eines Flugkorpers, der aus der Bahn eines kiinstlichen
Erdsatelliten in Richtung Mond startet, untersucht werden. Es
wiirde den Rahmen der Mdglichkeiten sprengen, wenn das Problem

auch nur einigermaBen erschépfend betrachtet wiirde, und das

zwingt uns, eine Reihe von Vereinfachungen zu treffen. Es wird

gich aber zeigen, daB es auch das vereinfachte Modell noch ge-

stattet, eine Reihe von bemerkenswerten Erscheinungen zu demon-

strieren.

Es sei nun folgendes vorausgesetzt:

Te

3.

Der Mond bewege sich auf einer Kreisbahn um den Erd mittel-
punkt. - Diese Forderung ist ein wesentlicher Eingriff in

die himmelsmechanische Wirklichkeit. TateZchlich bewegen

sich Erde und Mond um einen gemeinsamen Schwerpunkt, der

- obwohl nahe - nicht mit dem Erdmittelpunkt zusammenfillt.
AuBerdem ist die Mondbahn leicht elliptisch. Der Leser kann
sich auf der Grundlage der kiinftigen Formeln leicht iber-
zeugen, daB es nicht schwer gewesen wire, bei der Aufstellung
der Formeln auf diese Bedingung zu verzichten, daB die For-
meln aber dadurch umfangreicher und insbesondere die gra-
phische Auswertung schwieriger geworden wWare.

AuBer den drei betrachteten existieren keine weiteren Himmels-
kérper. - Wir elliminieren damit den EinfluB, den die An-
ziehungskraft der anderen Mitglieder des Sonnensystems aus-
iiben. Eine SchluBfolgerung hieraus ist.auch, daB die Erd-
bewegung und die damit zusammenhingenden Effekte (z. B. Zen-
trifugalkraft) wegfallen!.

Der Flugkdrper befindet sich stets in der durch die Mondbahn
gebildeten Ebene. - Das gestattet uns, mit zwei Ortskoordi-
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naten auszukommen und ermdglicht damit die zeichmerische
Darstellung der Flugbahn.

4, Die Masse des Flugkdrpers ist zu klein, um die Bewegung
von Mond und Erde zu beeinflussen. - Dies ist die einzige
Bedingung, die in den wirklichen praktischen Rechnungen
fiir den Flug von Luna 1 bis zu den Apollo-Raumschiffen
ebenfalls gemacht wurde. _

5. Der Start des Flugkodrpers aus der kreisfdrmigen Satelliten-
bahn in 180 km Hohe iiber der Erdoberflzche erfolgt momen-
tan, entspricht also einem - praktisch nicht zu realisie-
renden - SchuB . - Eine Beschreibung der Raketenbewegung
bei arbeitendem Triebwerk ist zwar nicht allzu schwierig
und mit der im weiteren Verlaufe beschriebenen Methode
auch durchaus mdglich, wiirde aber den Umfang des Artikels
etwa verdoppeln. _

6. Erde und Mond werden betrachtet als in je einem Punkt -
ihrem Mittelpunkt - konzentrierte Massen. -~ Zur Beschrei-
bung der Bahn des Flugkorpers werden wir das klassische
Gravitationsgesetz verwenden, das streng nur unter der Vor-
aussetzung gilt, daB die sich anziehenden Massen in einem
Punkt konzentriert sind. AuBerdem sind Erde und Mond in
Wirklichkeit nicht genau kugelfdrmig, und damit ist ihr
Gravitationsfeld such nicht exakt sphédrisch.

Die Berechnung der Flugbahn beruht auf dem folgenden Grund-
gedanken: Die Bewegung eines Kodrpers ist mir prinzipiell be-
kannt, wenn wir seine Lage und Geschwindigkeit in einem be-
stimmten Moment und seine Beschleunigung im Verlaufe der be-
trachteten Zeitspanne gegeben sind, hierbei sind Geschwindig-
keit und Beschleunigung als mit einer Richtung versehene
GroBen zu verstehen. Als Beispiel sei daran erinnert, daf man
nur aus Kenntnis der AbschuBstelle, AbschuBgeschwindigkeit
(und -richtung) und der Erdbeschleunigung die Bahnkurve eines
Geschosses berechnen kann (der Luftwiderstand ist hierbei ver-
nachlidssigt, will man ihn berilicksichtigen, ist er als stets
gegen die Flugrichtung wirkende Beschleunigung aufzufaeseﬁ).
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Die ersten beiden Angaben kOnnen wir selbst vorgeben, das
widre zunédchst die Stelle der Satellitenbahn, wo der Start
erfolgen soll, und als néchstes die Geschwindigkeit. Zur Ver-
einfachung setzen wir noch voraus, daB der Start tangential
zur Kreisbahn erfolgt.

Die Bewegung des Korpers nach dem Start gilt es neu zu be-
rechnen, indem alle auf ihn einwirkenden Faktoren beriicksich-
tigt werden. Wie oben festgestellt, ist die Beschleunigung der
Schliissel zur Gewinnung der Bahnkurve, bestimmen wir also zu-
nidchst diese und untersuchen dann, wie man aus ihr die Orts-
koordinaten des Kdrpers in Abhingigkeit von der Zeit erhilt.

Den Zugang zur Beschleunigung liefert uns das erste
NEWTONsche Axiom:
Kraft = Masse x Beschleunigung.
Es gilt also, die in jedem Moment auf den Korper wirkende Kraft
F zu bestimmen, und nach den gemachten Voraussetzungen sind
dies gerade die Anziehungskréfte FE und FM von Erde und Mond:

-

Hierbei wirkt Fp in Richtung Erde und FM in Richtung Mond.
Nach dem Gravitationsgesatz ist die Anziehungskraft zwischen
zwel KOrpern proportional ihrer Masse und umgekehrt proportio-
nal dem Quadrat ihrer Entfernung. Sei also My die FErdmasse,
Dy die des Mondes, T und ry, entsprechend die Absténde des
Flugkodrpers zu Erde und Mond und m seine Masse. Dann sind die
Betrdge der Krafte

m.mE m.mM
lFE|=K;%—— ’ |FM'=K;I%I—:

hierbei ist K die Gravitationskonstante, es gilt
K = 6.67.10_8 em> . g-1.s—2 "
Als niachstes definieren wir ein Koordinatensystem in der
folgenden Weise: Der Erdmittelpunkt befinde sich im Koordinaten-
ursprung und die x-Achse fiihre im Zeitpunkt to des Startes durch
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dén Mondmittelpunkt. Setzen wir t, = 0, so ergibt sich die
folgende einfache Darstellung der Mondbewegung:

.XM(t) = R cos @t, yM(t) = R sin wt,

hierbei ist R = 384 400 km der Radius der Mondbahn

Tl “w o
}'M('b)' 1 ‘?‘,._D Mond
: ; \\
| \
| / \
' /
|
| /
| /
('
by
| , .

y(t)

- .
e T ey

und @ die Kreisfrequenz des Mondumlaufs. Da der Mond fiir
einen Umlauf die Zeit T = 29.53 Tage = 708.7 Stunden bend-
tigt und ¢ = 277 . T ist, ergibt sich w = 0.008866.h .
Wir merken uns, daB sich die jeweiligen aktuellen Koordinaten
des Mondes - der sich in dieser Darstellung ilibrigens gegen
den Uhrzeigersinn um die Erde bewegt - aus diesen Formeln
berechnen lassen und verwenden kiinftig die Kurvenbezeich -
nungen XM und Yyq *
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Wie bereits gesagt, ist die Beschleunigung des Flugkodrpers
eine gerichtete GroBe, und deshalb erweist es sich als vor-
teilhaft, sie als Summevon zwei Beschleunigungen in fest
vorgegebene Richtungen darzustellen. Sei also bx“die Beschleu-
nigung in x-Richtung und b? die in y-Richtung. Analog lassen
sich die Krafte FE und FM in je zwei Kr&dfte FEx und FEy sowie
FMx und FMy zerlegen.

Damit ist

m.bx=F =F.+F

Ex * FMx ’ mby Ey My *
Aus der Zeichnung ist ersichtlich, daB sich lFEx' zur Kraft

| Py | verhdlt wie die x-Koordinate des Flugkdrpers zu seiner
Entfernung rp von der Erde. Allerdings sind Betrédge der Krafte
positiv, aus der Anordnung ist aber zu sehen, daB im Falle
x(t) > O die Kraft Fry in Richtung der negativen x-Achse
wirkt und bei x(t)< O zur positiven. Das macht noch die
Einfiihrung des Faktors -1 in die Proportion erforderlich und
liefert damit

CPEx _ox(e)
IFE| r'g

oder

F = w |F | = X(t)-m.mﬁ:.k

EX r E ré

B B
Analoge Uberlegungen lassen sich auch fiir FE 4 FMx und FM
anstellen und wir erhalten damit 7 ¥
ndn = = x(t)im.mE.k - (g(t)-xm(g))—m.mn.k
e T
o y(t).m.mE.k ) (y(t)—yM(t)).m.mM.k
N r3 r3 )
E M

DieEntfernungaan und r), ergeben sich unmittelbar aus dem
Satz des PYTHAGORAS:

13 = x2(6) + 32(8) , 15 = (x(5)-xy(£))Z+((£)-3y(+)),

so daB wir also den Zusammenhang zwischen Beschleunigung des
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Flﬁgkﬁrpers und seinen Ortskoordinaten x und y aufgefunden haben.

BEine erste Erkenntnis erhalten wir bereits an dieser Stelle:
Die Masse m des Flugkdrpers kiirzt sich aus beiden Gleichungen
heraus! Das bedeutet also,daB man die Masse eines FlugkOrpers bei
der Bahnberechnung nicht zu beriicksichtigen braucht (exakter:
bei der Berechnung der antriebslos durchflogenen Bahnabschnitte)!
Dies ist eine Verallgemeinerung des bekannten Fallgesetzes:

Im luftleeren Raum fallen alle Kérper gleich schnell,

Fassen wir die Formel nach etwas zusammen, indem wir
Yy = -my.k setzen. Die Mondmasse betragt 7,35 . 1025g und die
Erdmasse das 81,6=-fache davon. Damit ist(r -4,90, 1018 3.8

und
bx_r'|_16x 'K_?L

Der letzte Schritt im Rahmen der vorbereitenden Uberlegungen

Flx,3,8%)

g (x,5, %)

besteht nun noch darin, die MaBeinheiten festzulegen.Fir kos-
mische Verhiltnisse sind em und s unhandlich, giinstigere GrdBen
bekommt man, wenn man als Zeiteinheit die Stunde und als Léngen-
einheit 10 000 km wihlt. Damit ist R = 38.44 und f'= - 490.10 0

(10-9)% (3600)2 = - 0.0635, .und mit diesen Werten geben wir
nochmals bx vollsténdig an:

b. = -0,0635 _8'1_._5_1_3_!_ , X=38,44.c0s 0,00¢ 008866 t

* ViPigoy V((x Rcos Wt)°+(y-Rsinwt) 253"

Werner Rosenheinrich,

Assistent im Bereich
Numerische Mathematik
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Preisaufgaben 9/76

H 49 Gegeben seien die Summen
" _ (n+t1)n
1 Sn I + 2 + e +I'l = 2
2 _ ,2 2 2 _ n(n+1) (2n+1)
Sn'—l + 2 + e + n - - 6
83 - 13 + 23 4 + n3 = n2(n+1)2
n LI 4
Man berechne die Summe
S4=14+24+...+n4.
n
50 TIm Dreieck ABC liege der Punkt O, so daB
: < ABO = << BCO = 9= CAO = 5 gilt.
Mit Hilfe der Dreieckseiten und der Dreiecksfl&che berechne
man ctg & .
51 Man 18se die Ungleichung
1 2x+\/a2-x2)0.
52 Man finde alle reellen Ldsungen des Gleichungssystems:
> x+y+z= 6
2i B ole
X+ yo+ z7= 14
Xz + yz= (xy+1)2 .
5% Der Abstand der Mittelpunkte zweier sich schneidender Krei-
1 se mit Radius R und r sei d. Man berechne die Schnittfléache.

Einsendeschluf : 31.10.1976
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Den folgenden Artikel sandte uns unser Leser Dr. D.Hetsch
aus Halle ein, der die Erfahrungen des Mathematikunterrichts

an sowjetischen Spezialschulen an Ort und Stelle studiert hat.
Die Redaktion mdchte Herrn Dr. Hetsch an dieser Stelle noch
einmal fiir seine Zuschrift danken.

Uber den Mathematikunterricht
an den Schulen der UdSSR

Sie alle haben von den Erfolgen der Sowjetunion auf den ver-
schiedensten Gebieten von Wissenschaft und Technik gehort, Sie
haben von den Leistungen der sowjetischen lMenschen beim Aufbau
der kommunistischen Gesellschaft gelesen und sicher mit Auf-
merksamkeit und Interesse die groBen Zielstellungen zur Kennt-
nis genommen, die der XXV, Parteitag der KPASU gesetzt hat.

Eine wichtige Voraussetzung fiir den Aufbau der kommunistischen
Gesellschaft ist die Vermittlung einer hohen und festen All-
gemeinbildung flr alle Blrger. lMlathematische Kenntnisse und
Fertigkeiten sind untrennbarer Bestandteil dieser Allgemeinbild -
dung.Bereits seit langer Zeit werden an sowjetischen Schulen
im Vergleich zu den Schulen in vielen anderen Lédndern auf
mathematischem Gebiet besonders hohe Forderungen gestellt.

Dies spiegelt sich auch in den neuen Mathematiklehrplénen
wider, die gegenwdrtig an den Schulen der UdSSR eingefiihrt
werden. Die Schiiler unserer 11, und 12, Klassen konnen sich ein
Bild davon machen, was es heiBt, bereits in Klasse 7 den Wur-
zelbegriff, quadratische Gleichungen und Vektoren zu behandeln
oder in Klasse 9 und 10 die Anfidnge der Differential- und
Integralrechnung beinahe in dem Umfang zu erlernen, wie das bei
uns in Klasse 11 und 12 geschieht. Daneben wird die Geometrie
ausfilhrlicher behandelt, als dies bei uns liblich ist, es wer-
den wesentlich mehr und schwierigere Gleichungen und Unglei-
chungen geldst. :

In zehn Jahren erlernen die sowjetischen Schiiler auf mathema-
tischem Gebiet fast dasselbe, wie unsere Schiiler in zw&lf Jah-
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ren., Und aus vielen elgenen Beobachtungen kann 1ch bestdtigén,
daB die Mehrzahl von ihnen das Erlernte auch beherrscht und

anwenden kann,

Neben dem obligatorischen Unterricht besteht fiir mathematisch
interessierte Schiiler die Moglichkeit, sich am entsprechenden
fakultativen Unterricht zu beteiligen. Dafiir stehen in den
Klassen 7 und 8 je zwel Wochenstunden und in den Klassen 9 und
10 je vier Wochenstunden zur Verfiigung. Uber ein Drittel der
Teilnehmer am fakultativen Unterricht hat gich filr Mathematik
entschieden. So besché@ftigen gich Schiiler der 9. und 10, Klas-
sen zusidtzlich mit geometrischen.Transformationen, mit kom-
plexen Zahlen und Polynomem, mit Elementen der Wahrscheinlich-
keitstheorie, mit Differentialgleichungen oder Elementen der
nichteuklidischen Geometrie. Sie 16sen Ubungsaufgaben, deren
Schwierigkeitsgrad lber den Schulstoff hinausgeht.

Viele sowjetische Schiiler beschidftigen sich auch in den tradi-
tionell bestehenden mathematischen Arbeitsgemeinschaften mit
gie interessierenden Problemen. Ein beachtlicher Teil der
Schiiler hat die Moglichkeit, eine Schule oder Klasse mit ver-
stirktem Mathematikunterricht zu besuchen. Voraussetzung fir
die Aufnahme in eine solche Klasse ist nur echtes Interesse,
es gibt keine Aufnahmepriifungen. Ich hatte selbst Gelegenheit,
in mehreren sowjetischen Stddten solche Klassen zu besuchen
und war sehr beeindruckt vom Niveau des Unterrichts und der
Kenntnisse und Fertigkeiten der Schiiler, aber vor allem vom
Enthusiasmus, mit dem die Schiiler sich der Losung mathematischer
Aufgaben zuwenden. Man kann mit ruhigem Gewissen sagen, dal an
diesen Schulen die liathematik die Atmosphére bestimmt. Linen
GroBteil ihrer Freizeit widmen die Schiiler dem LGsen von Auf-
gaben und dem Studium mathematischer Literatur.(An den Zei-
tungskiosken der UdSSR bietet man populdrwissenschaftliche
mathematische Literatur ebenso an wie andere Zeitschriften,
vor allem - man kauft sie auch.)

Um Ihnen einen Einblick in die an solchen Schulen iliblichen

Auf gaben zu geben, habe ich sowohl fiir die Schiiler unserer
Klassen 9 und 10 als auch fiir die Schiiler der 11. und 12.
Klassen einige ausgewidhlt:
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Klasse 9/10:

Es gel‘l:'e p.lp = 2(q-1 + Q) .
Es ist zu beweisen, daB wenigstens eine der Gleichungen

x2 + pXx +q=20

x2 + PqX + qq = 0

reelle Wurzeln hat!

a und b seien L&ngen der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks,
¢ die Lé&nge der Hypotenuse, Es ist zu bewelsen:

logyypd + lOgc—ba = 24 logb+ca . 1080_b& » Wobei c+b ¥ 1 und
c=b ¥ 1 gilt.

M+N+ see +8 2
Es ist zu beweisen, daB o D o aes o B

m n
zwischen dem grdBten und dem kleinsten Wert von '-Vgﬂ,'-vgﬂ,...

s
—\/g-lliegt, wobei a,b,...,g 2 0 gilt!

Klasse 11/12:

Wir betrachten die reelle Funktion f, die auf der Menge P der
reellen Zahlen definiert und stetig ist und flir die gilt:

[£(x)| € I1x), wenn x # O
Es ist zu beweisen, daB f(0) = 0 ist !

Beweisen Sie, daB fiir x >0 die folgende Ungleichung gilt:

0 1 2 n
8x>%'r"|'7:c_r+%'!'+ooa+§r p I N

Die Folge ( a, ) ist durch die Beziehungen a, =‘—V§1( x>0 )

und 841 ='\/x + q; gegeben,

Es ist zu beweisen, daB ( a, ) monoton wichst und beschriénkt
ist. AuBerdem 18t der Grenzwert der Folge zu bestimmen,
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Losungen

Aufgabe H 24| (nach Thomas Kaatz, Grifenhainichen)

1. Es gllt x,y # k7T , x,5 # (2k + 1% , k€ G
nach Definition von tan x , tan y , ctg x und ctg y.

2. tan? a >0 fir alle a,
ctg2 a>0 , tan® a >a fiir alle a,

gin? (a+b) 3 0 , fiir alle a und b

°x - ta.nzy)2 > 0 fiir alle x und ¥y

4 2

3. (tan

tan'x + 'l:an!*:yr 2 Otan'x tanzy

4, Wegen 3. muB gelten:
3+ sinz(x+y).= tantxz + tan4y £ s ctg2x ctgzy

2 2

> 2(tan“x tan“y + ctgzx ctggy)

5, Wir wenden 2 und 4 auf die Ungleichung

= "\Jab an:

tan‘?x 'l:anzy + ctgzx ctg2y3 2

a+ b

n

Wegen 4 folgt: 3+ sin‘?(x+y) Z 4

Dies ist nur fiir sin(x+y) = + 1 erfillt, was aus sin‘a < 1
fiir alle a folgt.

Mit x+y =% + kn gilt auch:
tan [(%- y) + kn]

tan x =
= tan (%— y)
= ctg ¥
: : 2 2 2 2
und somit gilt tan“x tan“y = ctg"x ctg’y = 1

Wegen 5 gilt das Gleichheitszeichen.
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Wie suchen die Paare, die die Anfangsgleichung erfiillen:

tan4x + 'I:an4y [(% - X) + k'rr]= 2 , denn ctgzx ctgzy = 2,
sin? (x+y) = 1

tan?x + tan® (%— X) = 2
tanx + ctg4x = 2
Ea folgt also:
tan4x = ctg4x = 1 und somit
tanx = +1 , ctgx =+1 |,
w L&
d.h. X i kT oder x = =3 + kT,
Analog: y = g+kﬂ' oder y = - %+ kT
Mit x+y =; + km finden wir die Ldsungspaare
L4 T
x=z+k1'ﬂ ’ y=z+k2'ﬂ: oder
x=-%’+k1“ , Y=o tIpT ;5 k,k, €6
Aufgabe H 29 (nach Michael Schaper, Magdeburg)

" 2
1°glx+6I2 log, (x" - x - 2)21
2
10glx+6l (x° - x - 2)

Wegen log, (xz—x-2) = folgt:
1°glx+612
1o (% - % - 2) > 1 (1)
€ )1x+6| =
Fallunterscheidung:

1.Fall: x< =7

Dann gilt fiir die Basis [x+6} > 1. Die Logarithmusfunktion
ist wachsend und aus (1) folgt:
x° - x - 2= |x¢6| = - x - 6 nach Vorausset zung

x° = -4

Wie erhalten ( -0, -7) als erstes Lésungsintervall.
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2.,Fall: x = -7 entfdllt, da die Basis 1 ist
3.Fall: ~T< x < =6

Dann gilt |x+6] < 1 und die Logarithmusfunktion ist fallend.
Aus (1) folgt:
x2 -x -2 <|x+6] = - x - 6 nach Voraussetzung

+° s -4 keine Ldsung
4,Fall: x = -6 entfdllt, da die Basis O ist
5.Fall: -b< x < -5

Dann gilt |x+6l < 1., die Logarithmusfunktion ist fallend
und aus (1) folgt:

x° - x =2 < |x+6| = x+6 nach Voraussetzung
x2 -2x+1<°9
X = 1 = 3 9 es folgt: _25_']{54

Widerspruch zur Voraussetzung, keine Losung!

6.,Fall: x = -5 entfdllt, da die Basis 1 ist

7.Fall: 5« X , dih. |x+6]| = 1
Die Funktion ist wachsend und aus (1) folgt:

x2 = x = 2> |x+6 | = x+6 nach Voraussetzung

x2 -2x + 1 2 9

x =1 = 3
x—1 Z 3 [ ] _X+12 +3
x 244 x=s -2

Unter Beriicksichtigung der Voraussetzung erhdlt man hier die
Losungsintervalle E4 ;00) und (=5 ; —2J .

Damit lautet die Ldsungsmenge:

L = {(-m; 1) 5 (=55 -2] i [4 +w)} N
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Aufgabe H 17| (nach Marcus Kasner, Templin)

/2 cm,

Q
o
jos)
-
P
2
0
@
|
=3

o}
]

A he g € B

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AAC'P und ACPA' folgt:

8, + 8, =2C4 ¢ Cy (1)
Da P innerhalb des Dreiecks liegt (AABC ist spitzwinklig), gilt
Fanpc * Faspp * Famcp = Faapc = F » (2)
b'b2 0'02 &'&2 C'hc

2 Yt Tt 77 =72 ‘
Wegen b, = %hb folgt:

%-b-hb + CeCy + Bea, = _c-hc = %-c-hc + C*Cy + ava,

CeC, + ara, = 2-c-3 = g-c

*h c+h c_nh 2
Wegen 2°"g c ist = = = 2" . 4)
2. =72 a Ei FVE :
In (3) eingesetzt ergibt dies: a, = 5 (5 - 2¢5) . (5)
Aus (1) folgt: a2(2x/§‘ - a5) = c5(3 - ¢cy)

2 2
2\/5‘&2 -85 =3¢, —c5 .
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‘Unter Verwendung von (5) gilt:

3(5 - 2¢,) - 8(5 - 2¢,)° = 3¢, = c5

2 —
Cs - 1102 + 10 = 0

Cpyq = 10 und ¢,/ = 1 s (6)
Wegen ¢, < hc folgt Cy = Cg/g = 1 ecm und somit cq = 2 cm
sowie a, = /2" cm, _
d. h. AC' =1cm und b =-/10cn . (7)
Aus (1) folgt weiters:
Bythy = Byeny,

5b5 = 2

b2 = 3é;§: cm

b, = 1/10" em

hy = 2V70 cm . (8)
Aus (7) und (8) ergibt sich filir den Fl&cheninhalt des Dreiecks:

beh S 7T
F = ?b= '210 -6. 510 cm2=6cm2
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Das Mondflugproblem g

Zur mathematischen Behandlung
des Mondflugproblems (Il)

Nachdem dieser Stand erreicht ist, kann eine Darstellung
von x(t) und y(t) aufgestellt werden, indem wir b  durch x und
b. durch y ausdriicken. Hierzu verwenden wir die Definition der
Beschleunigung:

Die Beschleunigung eines Korpers ist die Anderung seiner
Geschwindigkeit je Zeitintervall:

b AV

A
Exakt gilt diese Formel nur in dem Fall, daB die Beschleu-

nigung konstant ist, ansonsten ergibt sich hieraus nur die
Durchschnittsbeschleunigung iiber den. Zeitabschnitt At.
Wenn wir aber diesen Zeitabschnitt sehr kurz wihlen (was der
Ausdruck "sehr kurz" beinhaltet, konkretisieren wilr spdter), sc
wird sich diese Durchschnittsbeschleunigung kaum von der Be-
schleunigung in einem beliebigen Zeitpunkt des betrachteten Ab-
schnittea unterscheiden. Im Moment t1 gilt also

v (t,+ &t)-vx(t1)

b (t,) = + d,(t,, At),

At
hierbei ist Ve die Geschwindigkeit in x=Richtung und d1 eine
von t1 und At abhingende GriBe, deren Betrag man durch Ver-

ringerung von 4t beliebig klein machen kann. Nun ist aber
4LX
Y ™= "Z%
bei konstanter Geschwindigkeit und somit erhalten wir die ana-

logen Formeln
x(tz)-x(t1- At)

At

v (t1)

X + dy(t,, At)

x(t,+ At)=x(%,)

v (t +at) = + dy(ty+ A%, At),

At
wobei wir, um die nachfolgende Formel symmetrisch bezliglich t1
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zu gestalten, die Differenz A X diesmal "rlickwdrts" genommen
haben. Damit gilt

x(t,+ At)-2x(t1)+x(t1- At)

( &tié__

wobel d3 die Zusammenfassung aller "kleiner" GroBen ist, und
endgiiltig ergibt sich

by (t,) = + d5(t,, at) ,

x(t,+ 64)=2x(t)4x(t,= 2= a0) . [f(x(t1),:y(t1),t1)-63(f1, At)] :

Diese Formel ist ein interessantes rekursives Verh#dlinis
zwischen drei im zeitlichen Abstand At aufeinanderfolgenden
x(t)=Werten, in das aber leider der unbekannte Term 63(t1, At)
eingeht.

Im Vergleich mit den anderen GriBen ist d3 aber sehr
klein, und das legt den Gedanken nahe, €38 zu ignorieren. Dann
ist die Formel praktisch verwendbar, liefert aber nicht mehr
die exakten Werte, und das macht eine genauere Formulierung
erforderlich,

Betrachten wir einen bestimmten Zeitabschnitt At, dessen
Ldnge wir zundchst fixieren wollen. Im Moment t0=0 hat unser
Plugkorper die Koordineten x(0) und y(0) , wir setzen
x°=x(0) und yo=y(0). Wenn der Flugkbrper jetzt = von Erde
und Mond nicht beeinfluBt - mit der konstanten Geschwindigkeit
s geradeaus fliegen wiirde, so hidtte er nach Ablauf des Zeit-
abschnittes At die Koordinaten x, und ¥y, » die natlirlich
nicht genau mit x( 2t) und y(Aat) Ubereinstimmen, obwohl
bei kleinem At die Differenz gering sein wird.

Weiterhin definieren wir
o BN 2

2
Yi¢1 = 25’1"'31_1 + (A t) g(xiﬂfiiti) ’

2 2..2 " A
wobei rp = Xy+yj xmi = Rcos (i« At « w ) usw. gilt.

i
Fir i=1 kann man nun aus der Kenntnis von X, ,¥,+X, und y,

die Werte x,,3, berechnen, daraus Xg,¥4 und dieser ProzeB
148t sich formal fortsetzen. Es erhebt sich die Frage, ob die
8o erhaltenen Werte in passender Relation zur theoretischen
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Flugbahn stehen., Die Antwort hierauf gibt der folgende

Satz: Es gel To Ound & O , Die exakte Flugbahn des Kor-
pers beriihre im Zeitintervall [O,To) nicht die Ober-
fldche von Erde oder Mond. Dann existiert eine natiir-
liche Zahl N(To, g) derart, daB fiir jede Zahl n>N
gilt:

Wenn At = <> ist, so sind filr alle i von O bis
n die Ungleichungen :

lxi-x(i. At)|s € und yi-y(i. At)|s €
erfiillt.

Auf einen Beweis dieses Satzes sei hier verzichtet, da er ziem-
lich umfengreich wiirde und ohne Hilfsmittel der Differential-
rechnung kaum gefiihrt werden kann.

Auf ein Detail sei jedoch besonders verwiesen: Die Vorasus-
setzung, daB die Flugbahn fiir ¢ <T0 nicht an der Oberfldche
von Erde oder Mond abbricht, hat eine doppelte Bedeutung. Zu-
ndchst geht es darum, ein unbemerktes Durchqueren (in der Rech-
nung) eines Himmeleskdrpers zu vermeiden. Es sei hierbei daran
erinnert, daB die Werte (xi,yi) ja diskret liegen, so daB
ein solcher Fall eintreten konnte (siehe Abb.).

1+2

143

Die Werte (xi,yi), die sich im Verlaufe der weiteren Rechnung
ergdben, wdren dann unsinnig. Zum enderen bewirkt diese Be-
dingung, daB die Werte rp und ry nach unten durch den Erd-
bzw. Mondradius beschrdnkt werden, und das garantiert uns, daB
die Nenner in den betrachteten Ausdriicken nicht beliebig klein
werden konnen. Ohne diese Voraussetzung trifft der Satz nicht
mehr zu, selbst wenn man die theoretische Flugbahn durch den
Korper hindurchfiihrte.

Damit wdre die gewlinschte Methode zur Bahnberechnung gefun-
den. Man moge sich nicht daran storen, daB es sich hierbeli um
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eine Ndherungslosung handeln wird. Skeptiker neigen wohl dazu,
einen Niherungswert zum exakten in ein #hnliches Verh#ltnis zu
setzen wie Malzkaffee zu tlirkischem Mocca und merken in der Re=-
gel nicht, daB sie dadurch mit dem Satz auch den Kaffee weg-
schiitten. Betrachten wir die Sache realistisch, setzen wir

€ =.-10~"7 und kalkulieren wir filr den Raumflug eine Zeit von
zwel Wochen, d. h. t1=336, so garantiert uns der Satz, daB fir
ein geniigend kleines At dile berechneten Werte von den wirk-
lichen hdchstens einen Meter abweichen, und das ist eine villig
bedeutungslose Distanz angesich*is der kosmischen MafGstébe. Frei-
lich ist die Frage offen, wie klein der Wert At gewdhlt wer=
den muB, und dariiber gibt der Satz keine Auskunft. Es ist zwar
moglich, auf theoretischem Wege Aussagen liber die Zahl N(t1,e )
in ihrer Abhdngigkeit von t1 und € _zu machen, aber das ist
einesteils sehr umstidndlich und zum anderen ergibt sich meist
ein viel zu groBer Wert, mit dem men in der Praxis wenig an-
fangen kann. Wir widhlen besser einen anderen Weg und bestimmen
den notigen Wert At experimentell em Computer. Zu diesem
Zweck ist es nun an der Zeit, die Rechenvorschrift explizit zu
formulieren.

Der Flugkdrper soll von einer Satellitenbahn in 180 km
Hthe starten. Es ist am bequemsten, den Startpunkt durch einen
Winkel & zu bestimmen und hieraus X und y, zu berechnen.
Piir den Erdradius setzen wir 6380 km, dann ist

X, = 0,656 . cos &

4y

und

S S

-~
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Die Startgeschwindigkeit Vo betrachten wir als absolute Ge-
schwindigkeit des KSrpers im Koordinatensystem. Es bleibt zu

liberlegen, in welche Richtung wir die Geschwindigkeit richten
wollen, und hier empfiehlt es sich, sie im selben Sinn wie die
Mondbewegung zu orientieren. Das ermdglicht uns, den Mond ge-
wissermaBen einzuholen, anstatt i1hm zu begegnen, und die erate
Variante widre z. B. fiir wissenschaftliche Untersuchungen giin~-

Etiger.

Der FlugkSrper legt in der Zeit At die Strecke Vip® At
zurtick und hieraus erhélt man

n
Xy =X, +V, . At . cos (5 +5)

o
oder kiirzer
x1 = Io - vo e« At . 8in 8

Yy = Vo * Yy - At . cos &

Die weiteren Werte X45¥4 erhédlt man dann aue der Rekursions-
vorschrift.

Wer den Wunsch hat, kann jetzt selbst filir eine beliebige
Parameterkonstellation Vos B und At die Rechnung durchfith-
ren, er wird aber sehr bald feststellen, daB das recht aufwen-
dig ist. Es macht sich notwendig, auf einen Rechenautomaten zu=-
riickzugreifen.

Zundchst gilt es, Aussagen iliber die GroBe At zu gewin-
nen. Da wir nun keine Moglichkeit haben, die gewonnenen Werte
Xi9¥4 mit den zugehtrigen exakten zu vergleichen, well letzte-
re uns unbekannt bleiben, miissen wir ein anderes Kriterium wih-
len, um ilber die Glite der Ndherungen Informationen zu erhalten.
In der Praxis hat sich die folgende Regel gut bewihrt:

Man berechnet fiir die gleichen Werte vV, und 5 die Ko=-
ordinaten X; und yi zweimal, wobeli bel der zwelten Rechnung
der Wert % At verwandt wird, und vergleicht die beiden Resul-
tate. Der Wert At 1ist brauchbar, wenn sich die beiden Resul=-
tate nur unwesentlich unterscheiden.

Eine weitere Kontrollmdglichkeit bieten uns die drei

KEPLERschen Gesetze, die die Bewegung eines Kérpers im Schwer-
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feld eines anderen Kiorpers beschreiben (8. Artikel von

R. Klette, WURZEL 7/76). Dieser Fall liegt bel uns vor, wenn
wir den Mond aus unseren Betrachtungen vorerst eliminieren,

wodurch sich das rekursive Verhdltnis auf die folgende Form

reduziert:

X
i
X141

i - xi_i + 81,6 e Yo ( ét)a —3—'
I‘Ei

= 2X

a2 1
yi+1_ = 231 - 31_1 + 81,6 +» Y. ( At) —-3—
rEi
Die Ellipsenbahn ist eine geschlossene Kurve, der Flugkdr-
per miiBte also zu seinem Ausgangspunkt zuriickkehren, und es
bleibt zu untersuchen, fiir welche Werte von At das mit be-
friedigender Genauigkeit geschieht. AuBerdem besteht die Mog-
lichkeit, mehrere Umldufe abzuwarten, wobei sich die Abweichun-
gen aufsummieren und deutlicher werden. Diese Untersuchungen
filhren wir zur Vereinfachung mit dem festen Wert & =0 durch.
Fir v =10 km.s™' sind in der folgenden Tabelle 1 einige Re-
sultate angegeben. Die erste Spalte enth&lt die Kehrwerte von
At. Rechenautomaten arbeiten bekanntlich im Dualsystem, 8o
daB sich die Verwendung von Potenzen von 2 empfiehlt. Die zwei-
te und dritte Spalte enthdlt x; und  yy flir den Zeitpunkt
t=1h, die vierte und flinfte diese Werte fiir t=3h , die sech-
ste die x=Koordinate X0 die nach einem vollen Umlauf ange-
nommen wird (3u=0). Der theoretische Wert x ,  ist 0.656. In.

der letzten Spalte steht die benttigte "Umlaufzeit" ¢, .

Vae % vy X ¥y Xy %y

1 0-654 3.600 0.506 9-928 - -

2 0.533 3.268 =0.044 8.394 - -

8 =0.474 2.090 -Ze663 2,932 0.647 12.4
16 -0.836 1.732 -2.902 1.348 0.661 T.61
32 -1.007 1.553 -2l902 0.717 0.657 6.83
64 "'1 -086 10467 _20894 00460 0-655 6.66

128 -1-124 1.424 -2.879 00338 0.654 6.51
256 -1.143 1.399 =2.815 0.233 0.656 6.19
512 -1.136 1.370 =2.460 0.033 0.628 5.00
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Eine weitere Verkleinerung von At filhrt zu vdllig unsinni-
gen Werten.

Die erhaltenen Resultate erfilllen die in sie geseti%en Hoff=-
nungen keineswegs. Nach Aussage des Satzes miidten die Werte in
jeder Spalte der Tabelle "stehenbleiben", d. h. bei geniigend
kleinem At diirften sie sich kaum noch voneinander unter-
scheiden. Die Tendenz zur Stabilisierung ist auch zundchst vor-
handen. Fiir t2 % ergeben sich sehr grobe Werte, der "Flug-
kdrper" verlzBt den ernahen Raum, ohne auf eine Umlaufbahn zu
gelangen. Dann werden die Zahlen "verniinftiger" und beginnen,
gich aneinander anzundhern, wie es die Theorie verlangt, aber
dieser ProzeB fiihrt nicht zu passenden Werten, um die sich
dann die Resultate gruppieren.

Die Theorie stimmt. Das Programm fiir den Automaten war
auch richtig, und letzterer war intakt und hat ordentlich ge~
rechnet, andererseits zeigen die Resultate, daB irgendwo eine
Pehlerquelle steckt, denn die errechneten Koordinatenwerte
konnen nicht mit den theoretischen libereinstimmen, zumindest
fiir kleine At,

Eine Erklidrung fiir diese Erscheinung erhdlt man, wenn man
sich vergegenwdrtigt, daB theoretische und rechnerisch erhal-
tene Resultate auch unmdglich identisch sein kdnnen. Der er-
wahnte Satz setzte voraus, dall die Werte X;9Y5 vollig exakf
ermittelt wurden, und das ist praktisch nicht zu realisieren,
da stets nur mit einer gewissen maximalen Anzahl von Dezimal-
stellen gerechnet werden kann, im gegebenen Fslle waren es
sieben Stellen., Schon die Multiplikation zweier derartiger
Zahlen kann eine vierzehnstellige Zahl liefern, von der dann
die letzten sieben Stellen im Automaten weggerurndet werden. Beil
jeder arithmetischen Operation ist dieser Fehler nicht sehr
groB, aber er filhrt dazu, daB sich die errechneten Wert 22,52
etwas von den exakten Koordinaten X5sYo unterscheiden. Mit
diesen schon leicht abweichenden Zahlen werden nun 23,33 be=-
rechnet. Es iet klar, daB auch diese damit schon nicht exakt
werden konnen, umsomehr, als daB auch im Laufe ilhrer Berech=-
nung neue Rundungsfehler hinzukommen. Durch Aufsummierung der
Fehler wachsen die Abweichungen im Iaufe der Rechnung immer
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weliter an und werden schliefilich grdBer als die eigentlichen
Resultate. |

Etwas vereinfacht ergibt sich folgendes Bild:

Dem Augenblick t=1 Stunde entspreche das errechnete Wertepaar
Ei’ii . Betrachten wir die Abweichung

A = x(‘l)--ii = (x(1)-xi) ¥ (xi-ii) = Ay + Ap

so sehen wir, daB sie sich aus der theoretischen Abweichung

des Verfahrens A, und den aus der Rechnung stammenden Run=
dungsfehlern AR zusammensetzt. Setzen wir den schlimmsten
Fall voraus, daB A, und Ap dasselbe Vorzeichen haben, seien
sle positiv. Die Theorie zeigt, daB der Verfahrensfehler A,
mit At abnimmt und beliebig klein gemacht werden kann (Kur=-
ve I). Wenn wir aber At verringern, so widchst die Zahl der
Schritte, die wir bis t=1 2zu rechnen haben: fiir At=1 ist
X, zu nehmen, fiir At=0.01 aber X100° Jehr mehr Schritte,

Ad

™ i

umso groBer wird aber voraussichtlich Ap (Kurve II). Der Ge-
samtfehler A 1st damit in seiner Abhidngigkeit von At etwa
durch Kurve III charakterisiert, und diese Kurve hat ein posi-
tives Minimum, das sich nicht unterbieten 1l&dG6t.

Die gewonnenen Erkenntnisse zeigen auch die mdglichen Aus-
wege aus dieser Sackgasse:
Man muB mindestens eine der Kurven I oder II "herunterziehen",
das verkleinert auch das Minimum der Abweichung.

Im gegebenen Falle bestand die Mdglichkeit, AR durch
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Ubergang zu zehnstelliger Rechnung zu verringern. Die Abwei-
chung bei jedem Rechenschritt verringerte gich dadurch etwa
auf ein Tausendstel der vorigen, die Rechenzeit wuchs auf das
Doppelte. Die folgende Tabelle enthdlt die Resultate:

1/&t x Yi Xy ¥y Xu tu

1 0.654 3.600 0.506 9.928 - -

4 0.113 2.675 -1.435 50773 - -

8 -00474 2-090 -20663 2-932 0-647 12.

16 -0-837 1-732 -2.903 10348 0-660 7062

32 -1.007 10553 -2-903 0.718 00655 6.87

64 -1.086 1-467 _20899 0-465 0.654 6-70
256 -1.143 1.406 -2.903 0.304 0.654 6.64
512 =1.152 1.396 -2.904 0.280 0.654 6.64
1024 =1.157 1.391 -2.905 0.268 0.654 6.64
2048 -1.159 1.388 -2.906 0.261 0.654 6.65

Diese Tabelle weist einen erheblichen Gewinn an Genauigkeit
aus. Die Differenzen der Koordinaten, die t=1h und t=3h ent-
sprechen, betragen fiir At=1/1024 und At=1/2048 entepre-
chend 20,30,10 und 70 km. Das ist zwar immer noch welt von dem
erwidhnten einen Meter entfernt, aber in Anbetracht der Grobheit
des Ausgangsmodells kdnnte man nun vielleicht At=1/2048 ak=-
zeptieren. Bs erweist sich aber, dal auBer den Rundungsfehlern
noch ein Aspekt der praktischen Rechnung beriicksichtigt werden
muB: die Rechenzeit. Sie ist der Zahl der zu rechnenden Schrit-
te proportional und verdoppelt sich damit bel Halbierung von

At. Fiir At=1/2048 wurde fiir die Berechnung des Erdumlaufes
eine knappe Stunde benttigt, d. h. der Automat widre etwa sle=-
benmal"schneller" als der Flugkorper. Wenn wir fiir einen Mond-
flug drei Tage rechnen, so wiirde seilne Berechnung sicher
24 Stunden in Anspruch nehmen, da wir dann htchstens noch drei-
mal "schneller™" sind als der natiirliche Ablauf, well dann die
komplizierten Ausdriicke f(x,y,t) und g(x,y,t) Dberechnet
werden miissen = bel unserem Erdsatelliten fehlt z. B. das Glied

X -Rcosut

1
_vzx-ncos mt)2 + (y=Rein wt)2

in der Formel. Weiterhin wird es nttig sein, eine ganze Serie
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von "Starts" auszufiihren, um den Mond zu treffen, und es 1lst
zu erwarten, daB die Gesamirechenzeit in die GrdBenordnung
eines Monats gerdt, und letzteres ist offensichtlich nicht ak-
zeptabel.

Die Resultate erwecken den Eindruck, daB die Klippe der
Rundungsfehler umfshren ist, dahinter stiefen wir auf das
ndchste Hindernis. Es ist in der Wissenschaft wie im Leben iib-
lich, in solchen Fédllen nicht zu kapitulieren, sondern sich
etwas Neues einfallen zu lassen, der Weg ist klar: Die Ab-
weichung A, muB verringert werden.

Bevor wir uns damit befassen, sei noch an einem Beispiel
demonstriert, wie sich theoretische Erkenntnisse in numerischen
Resultaten widerspiegeln. Man kann zeigen, daB die GroBe
Av( At) (als Funktion von At bei fixiertem t=1h oder t=3h)
fiir kleine Werte At ungefihr proportional zu At 1ist. Dem
Leser sel empfohlen, diese GesetzmdéBigkeit einmal 2. B. an der
linken Spalte Xy nachzupriifen, indem er die Differenzen zwi-
schen je zweli aufeinanderfolgenden Werten X, berechnet. Sel
x der Wert zu einem gewissen At und x; der zu <§ At

i
gehtrende, so ist

x; - xf = (x-x(1)) - (x§ -x(1))

= A ( At) = A (A1)
» A ( Bt) = -& A,( At)

3%1\‘,( ﬁt) )

und damit ist auch Xy xi etwa proportional zu At. Hierbel
ist noch zu beachten, daB die Werte- 9 bei Verringerung von
At monoton abnehmen. Dieselben GesetzméBigkelten erkennt man
euch bel ¥y fir t=1h und +t=3h , aber nicht beil X4 fur
t=3h. Das ist kein Zufall, den Grund hierfiir mdge sich der Le-
ser jedoch selbst iiberlegen!

Noch ein interessanter Fakt ergibt sich aus der Tabelle:
Das Perigdum x, erweist sich als relativ stabller Parameter.

Werner Rosenheinrich
Assisient im Bereich
Numerische Mathematik
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Preisaufgaben 10/76

H 55 Man 16se die Ungleichung
'.|

®
w

H 56 Eine Wurzel der Gleichung
4 3 2

x + ax” + bx" +6x+2=0
laute 3 + 1. Man finde die anderen Wurzeln der Gleichung,

-\J1+2 cos x‘ +-\/cos x\ > —\/l%— - cos x'

wenn a und b rationale Zahlen.

H 57 Man 1¢se die Gleichung
| _\/ — I
41 Y X & o
‘\jlga—\jax * lgx ax + 188‘4\13 * lgx ﬁvx =0 .

H 58 Man l6se das Gleichungssystem

Xty = 1
xz +yt = 2
2 2
xz + gt = BH
xz° + yt3 = 14

H 59 Man beweise, daB die Gleichung
(sinx + % cos X) . s8in 4x = 2

keine Losung besitzt.

Fiir jede vollstandige Losung erhalt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am-Ende des Schul=-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nachste Schuljahr gutgeschrieben.

Die LOosungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

MinsendeschluB: { 1.12.76
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Losungen

Aufgabe H 33 (nach Norman Bitterlich, K.-M.-Stadt)

Wegen der Voraussetzung a+b+c = 0 gilt:

(a+b+c)2 = 0 = a2+ b2+ i 2ab + 2ac + 2bc
8%+ b+ € = -2+(ab + ac + bec)
(ae+ b2+ 02)2 = [-2+(ab + ac + bc)]2

a4+b4+c4+2a2b2+2a202+2b2c2 = 4(a2b2+a202+b202

+28%bc+2ab c+2abe?)

a4+b4+c4'= 2(a2b2+a2c2+b2c2) + 8abe(a+b+c)

.'514+b4+cl‘L = 2(a2b2+a202+b202)
In die Ausgangsgleichung eingesetzt ergibt das:

aﬁ(b2+c2)+b5(a2¥cz)+c5(a2+b2)
(33+b3+c5)-%-2(a2b2+a202+b2c2)

= a5b2+a502+aﬁb202+a2b5+a2b502

oo
¢ ...+a2b203+agc5+b2c5
a5(b2+§2)+b5(ae+c2)+c5(a2+b2)
+a2b202(a+b+c)
= a5(b2+cg)+b5(a2+02)+05(32+b2)

Da alle Schritte umkehrbar sind, gilt tatsachlich fiir
alle a,b,c mit a+b+c = 0O

a5(b2+c2)+b5(a2+c2)+c5(a2+b2) = % (a3+b5+03)(a4+b4+04)

g. e. d.
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Aufgabe H 34 (nach Roger Labahn, Anklam)

Die Losung erfolgt mittels komplexer Zahlen.Das gesante
Gebilde wird in die GAUSSsche Zahlenebene gelegt,wobei
der Mittelpunkt von AABC der Ursprung ist,die Paralle-
len die eine,die Senkrechte darauf die andere Koordi-

natenrichtung bestimmen.

g 5 a
P > /
)
) g,
N
) OT i °
S \
1 x; s'n
A /IR AN e
9

0.B.d.A.: C habe die komplexe Darstellung C = 1475 1: (A3
Dann gllt da ¥ coA = J:AOB 120°:
A= (-3-3Fy) + GF-2y) 1 (2)

B=(—§+-2'ﬁ‘yc)+(—"2—lﬁ %yc)i. (3):

13 .
+ Y3 i. Da A',B',C!

I I'\JI--\

ol

da cos 120% i sin 120° = -

auch als Projektionen von A,%,C auf die Realteilachse
(g) aufgefaﬁt werden kdnnen,ergibt das:
1

a=-3-208 7, (4)
Bl= - 5 + Y3 ¥, (5)
C'= 1 (6

Da nun gl, g, &, genau die Parallelverschiebungen der
Ortsvektoren OA, 0B, OC um die Imagindrteile von 4,B,C
sind,lassen sich Parametermleichunwen aufstellen:

gé:=t1[(- -y + (3B -3 5 J'(;""%V)
4
27

2
g = t2[;— % + EJ¥'3¢)+( vg'— 5 V) 1] = L= 4{7

lU!
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ge = t5[1 + yci] - ( y.i)

Es gilt nun zu zeigen,daB % Parameterwerte t,l,tg,t3 exi-
stieren,sodaR alle 5 Geraden denselben YWert annehmen

( Schnittpunkt ).Da dann alle % Real-bzw. lmaginérteile
tripelweise iibereinstimmen miissen,ergibt sich das Glei-
chungssystem:

(-" Eav) t2("_ anc) t3
t’I( _éﬁ_ Y)_(E.r' 2:70)" z I T Ve
= 50 - 33 - Yc)-<-z‘f'-§?c

Durch Nachrechnen zeigt sich,daf dies genau die Parameter

t

li

1
(13 v.)
1 1+yc§ c

tn s — (148 3,)

1+V
7(1"4_‘3’0)(‘“"2'\{_‘

orfnllen,das heilt es existiert ein Schnittpunkt,also
hilden die 3 Parallelen ein Geradenbilischel.

<t
0

?

Da im vergangenen Monat einige unserer
Redaktionsmitglieder aus dienstlichen
oder persidnlichen Griinden nichf im Ju-
gendobjekt mitarbeiten konnten,war es
uns leider nichkt moglich,das Oktober-
heft der WURZIL termingerecht fertig-
~zustellen./ir bedauern dies aufrichtig
und méchten unsere Leser hiermit um
Thr VerstZndnis bitten. DANKESCHON !
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Sonderpreisausschreiben ;.IO Jlahre Wurzel"

Wir stellen in drei aufeinanderfolgenden Heften jeweils
5 Schatzfragen mit 3 verschiedenen Antwortmdglichkeiten.
Eure Antworten erwarten wir auf einer Postkarte bis zum
1.12.76 unter dem Kennwort "PREISAUSSCHREIBEN".

Die 10 besten Einsender aller Folgen erhalten von uns
verschiedene Sachpreise im Gesamtwert von ca.200 Mark.
Auf die Einsendungen jeder einzelnen Folge verlosen wir
3 weitere Trostpreise.

Die Aufldsung des Preisausschreibens verdffentlichen wir
in unserer Jubildumsnummer im Februar 1977, die Preis-~
trédger im Heft 3/77.

O1. Wieviele Studenten arbeiten z.Z. im Jugendob jekt?

A 10 B 15 c 22
O2. Wieviele Losungen wurden bis Heft 5/76 verdffentlicht?
A 211 B 341 C 473

O3. Wieviele gesellschaftliche Artikel erschienen bis
Heft 10/76°?
A 46 B o4 c 81

O4. IN welchem Monat des Jahres 1974 erhielten wir die
meisten Einsendungen?

A  Januar B April C September
O5. Wann wurde der NVA-Zirkel des Jugendobjektes gegriindet?
A 1968 B 1970 C 1971

SO OO

Herausgeber: Jugendobjekt «Studienvorbereitung®, Leiter: Egbert Creutzburg
_Chefredakteur: Waltraud Werner

Redaktion: K. Bartholmé, H.-J. Hauschild, R. Jeske, H.-G. Leopald

‘Anschrift; WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik

Konto: Postscheckkonto 180 45

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement
0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postidmter entgegen.

Veréffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates der

DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der Redaktion.
Artikel-Nr. (EDV): 10932
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Zur mathematischen Behandlung
des Mondflugproblems (lll)

Der Ausgangspunkt auf der Suche nach einem besseren Algorithe
mue ist die Feststellung der Ursache fiir die unbefriedigenden
Mbglichkeiten des ersten, und hier wHre als wesentlichste Feh=
lerquelle die Fixierung der Beschleunigung fiir jedes Zeitintere
vall [t,;,%, ,) zu nennen.

Betrachten wir nur den Zusammenhang zwischen Beschleunigung

bx und Geschwindigkeit Ves 8O hatten wir faktisch die Formel

vx(tiﬂ) . vx(ti)+h.f(xi,yi,ti)
zur Berechnung von vx(t1+1) benutzt und die sich im Zeiterin-
tervall [ti'ti+1) i.a. dndernde Beschleunigung auf den Wert
f(xi,yi,ti) festgelegt. Obige Formel wiirde nun zweifelsohne
genauer, wenn men die Anderung von f(x,y,t) im betrachteten
Abschnitt mit beriicksichtigt und statt des einen, relativ will-
kiirlich (nur wegen seiner Zuginglichkeit) ausgewihlten Wertes
in t1 einen Durchschnittswert i{iber das ganze Intervall nehmen
wlirde.

Angenommen, die Beschleunigung (d.h. f(x,y,t)) widchst im ge=-
gebenen Zeltintervall, dann liefert die betrachtete Formel
einen zu kleinen Wert fiir vx(t1+1). Mit derselben Berechtigung
ktnnte man auch die Formel

Ve(tyiq) m V(B )+hef(xy 40yyq085,4)

verwenden, aus ihr resultlert aber in diesem Falle ein etwas
zu groBer Wert flir vx(ti+1). Eine Vereinigung beider Formeln
zu

h
vx(t1+1):a vx(ti“ 2 (f(xi'si’t1)+f(xi+1’31+1’ti+1))
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ergiibe damit in der Regel einen guten Genauigkeitsgewinn, aber
leider 1st diese Formel praktisch nicht verwendbar, da in sie
die zu diesem Zeitpunkt noch unbekannten GrdSen X4419Y441 ein-
gehen. Die auftretende Schwierigkeit liéBt sich aber umgehen,
indem wir zundchst mit dem alten Verfahren X4419944q bestimmen
und deren Wert benutzen, um diese beiden GriBen nochmals mit
htherer Genauigkeit zu bestimmen. Um beide Koordinatenpaare
nicht zZu verwechseln, bezeichnen wir die nach dem altén Verfahe
ren erhaltenen groben Werte mit'ii,ii usw, Der gesamte Rechen-
gang lHuft nun folgendermafBen ab:

Im Moment to-o 8ind uns X,9¥09V0x und o
men zundchst

y gegeben, wir bestim-

i1 = xo+h.vox, '?1 = y°+h.voy

Vix™ Vox * Nef(x,03,0t,)

und damit berechnen wir

1 —
11 = xo + E h(vox + V.‘x)
1 -
¥, =Yg * B hwoy + v13)

Vir® Voxt ¥ B(E(x Y0t )+E(F 1T 40 8,))
Viy™ Yoy* % h(g(xo,yo,to)+g(i1;51,t1)) usw,

An dleser Stelle driéngt sich der Gedanke auf, die Genauigkeit
noch weiter zu erhthen, indem man Jetzt die letzten vier For-
meln wiederholt, aber statt der nur grob bestimmten Werte i1
usw. dle berechneten genaueren verwendet, und dies eventuell
noch einige Male. Ein solches Vorgehen ergibt tatsichlich eine
ErhShung der Genauigkeit, allerdings ist diese so gering, daB
sich der Aufwand nicht iohnt.

Das neue Verfahren ist in der Literatur als "Verfahren von
HEUN" bekannt, wihrend das erste noch auf EULER zurlickgeht.

Der Rechenaufwand ist in dieser Variante etwa doppelt so groB
wie in der fritheren (dort muBten beil jedem Schritt die Werte
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£(x,y,t) und g(x,y,t) einmel berechnet werden, hier dagegen
zweimal), und es fragt sich nun, ob sich dieser Mehraufwand
auch auszahlt.

Eine detailliertere Untersuchung ergibt, daB die Abweichung
des Verfahrens von HEUN nicht wie frilher etwa proportional zu
A t abnimmt, sondern proportional zu (a t)a, und hieraus re-

sultiert seine Existenzberechtigung.

Wihrend also beim EULERschen Verfahren das Produkt des theore=
tischen Fehlers mit dem Rechenaufwand etwa konstant war (Hal=-
bilerung der Schrittweite A t fiihrte zur Verdoppelung des Re-
chenumfanges und Halbierung des Fehlers), verringert es sich
Jetzt proportional zu
nur noch ein Viertel der vorherigen theoretischen Abweichung).

A t(ebenfalls doppelter Aufwand, aber

Bel zehnstelliger Rechnung ergaben sich die in der folgenden,
zur vorigen analogen, Tabelle zusammengefaBten Resultate:

1/h

a0 e =

1
32
64
128
256
512
1024

Xy
=5.3675
-2.3464
-1.1883
-1.0879
-1.1251
=1.1470
-1.1540
=-1.1560
-1.1565
=1.1566
-1.1566

¥y
3.6000
3.2864
2.4499
1.8146
1.5262
1.4332
1.4087
1.4026
1.4011
1.4006
1.4007

x5

-17.3558

8.0546
4.4920
3.6818
3.1976
3.0095
2.9606
2.9489
2.9461
2.9454
2.9453

Yy
10.3350
8.,8603
5.1459
2.1766
0.8346
0.4410
0.3441
0.3207
0.3149
0.3135
0.3132

X
u

0.6563
0.6572
0.6547
0.6558
0.6558
0.6558
0.6558
0.6558

a

18.5
8.19
7.062
6.859
6.8125
6.8005
6.7988
6.7978

Es sel zunidchst darauf verwiesen, daB diesmal vier Stellen nach
dem Komma angegegeben wurden. Resultate der siebenstelligen
Rechnung ergaben bis zu h = 1/256 eine gute Ubereinstimmung.

Akzeptieren wir also das Verfahren von HEUN, da seine Genauig-
keit etwa der Leistungsfdhigkeit unseres mathematischen Modelle
mit seinen Einschrinkungen entspricht.
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Als letzte Kontrolle sei nun noch auf das dritte KEPLERsche
Gesetz zurilickgegriffen (s. WURZEL, 7, 1976). Fiir die Umlauf=-
zeit T und die groBe Halbachse a der Ellipsenbahn gilt der Zu=-
sammenhang

a’ = 0,1311 72 ,

der aus der dort aufgefilhrten Formel nach Umrechnung in unse-
re MaBeinheiten folgt. Nachfolgende Tabelle enthilt nun die
meximale Entfernung Tm des FlugkSrpers und die Umlaufzeit T
in Abhingigkeit von der Startgeschwindigkeit v, bel konstanter
StarthShe 180 km. Die jeweilige groBe Halbachse a ist wegen

28 = 0,018 + r + r; = 0,656 + X

(r - Erdradius) leicht zu errechnen, und zur Kontrolle ist
noch das Verh&ltnis a>.T2 angegeben. Die Schrittweite a t
war konstant 2'8.

Yo R T a aj.T-z
8.0 0.7249 1.59 0.6905 0.1302
8.1 0.7644 1.65 0.7102 0.1315
8.2 0.8067 T+T3 0.7314 0.1307
8.3 0.8522 1.81 0.7541 0.1309
8.4 0.9012 1.90 0.7786 0.1307
8.5 0.9542 1.99 0.8051 0.1318
8.6 1.0116 2.10 0.8338 0.1315
8.7 1.0740 2.22 0.8650 0.1313
8.8 11421 2.35 0.8991 0.1316
8.9 1.2166 2.50 0.9363 0.1313
9.0 1.2985 2.66 0.9773 0.1319
9.1 1.3889 2.85 1.0225 0.1316
9.2 1.4893 3,07 1.0727 0.1310
9.3 1.6013 3.31 1.1287 0.1312
9.4 1.7271 3.59 1.1916 0.1313
9.6 2.0314 4.30 1.3437 0.1312
9.7 2.2177 4.75 1.4369 0.1315
9.8 2.4343 530 1.5452 0.1313
9.9 2.6890 597 1.6725 0.1313
10.0 2.9977 6.80 1.8269 0.1319
10.1 3.3612 7.86 2.2086 0.1312
10.2 3.8174 9.23 2.2367 O0.1314
10.3 4.3970 11.09 2.5265 0.1311
10.4 5.1575 13.68 2.9068 0.1313
10.5 6.1994 17.52 3.4277 0.1312
10.7 10.117 34.48 543865 0.1315
10.8 14.513 5759 7.5845 0.1315
}?.g 25.159 12T.55 12,908 0.1322
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Wie man sieht, stellen die errechneten Kontrollwerte eine recht
zufriedenstellende Niéherung dar. Am stédrksten welcht das letzte
Verhtiltnis ab, ein Zeichen, daB sich in die sehr umfangreiche
Rechnung (127.55 . 256 = 32600 Schritte, d. h. 130400 Funktions-
wertberechnungen!) schon spiirbare Rundungsfehler eingeschlichen
haben, :

Fiir v _=11,0 km.s™ gerdt der Flugkbrper auf eine Hyperbelbahn
und kehyt nicht wieder zuriick. Das erscheint zweifelhaft, da
die zweite kosmische Geschwindigkeit erst 11,18 km.s™' ist,
man muB aber die schon erreichte Hthe von 180 km beriicksichti-
gen. Eine Uberschlagsrechnung zeigt folgendes Bild:

Bei einem Start von der Erdoberfléche mit 11,18 km.s™! (Luft=-
widerstand ignoriert) bendtigt der Flugkbrper ca. 17 Sekunden,
um eine Hdhe von 180 km zu errsichen und verliert dabei eine
Geschwindigkeit von etwa 17 ¢ . 10 mes™> = 170 m.s'1, 80 deB
seine Geschwindigkelt hier wirklich nur noch rund 11 km.s™'
betrigt.

Die Tabelle zelgt auch, welche enorme Genauigkeitsanforderun—
gen an die BremsschluBgeschwindigkeit gestellt werden, wenn
man eine gewlinschte Bahn erreichen will. Durch lineare Inter=-
polation findet man leicht, daB eine VergriBerung der Start-
geschwindigkeit um nur 1 mes™ " (= PuBgdnger! oder 0,01 % der
eigentlichen Geschwindigkeit!) bei v, =10,5 kms™! das ApogHum
um etwa 150 km (=Entfernung von Jena nach Lutherstadt Witten=
berg per Bahn) anhebt und die Umlaufzeit um knapp fiinf Minuten
verlingert. Praktisch bedeutet das, daB man ohne Kurskorrektu=-
ren kaum auskommen kann.

Damit sind die Vorarbeiten abgeschlossen und die MSglichkeiten
des Modells mit einiger Sicherheit bekannt. Nachstehend eine
berechnete Bahn stellvertretend fiir die suBerordentliche Viel=-
falt mBglicher Varianten = bereits der Versuch einer Systema-
tisierung wire sehr umfangreich.

Die Tabelle enthilt neben der Zeit die zugehdrigen x= und y=-
Koordinaten des FlugkSrpers und seine Geschwindigkelt

V = 1/v3 - vs relativ zur Erde in km.s'1, ferner Abstand 2zu



167 ' Das Mondflugproblem

Erde und Mond sowie die Mondkoordinaten Xy YM‘ Die Startge-

schwindigkeit war V,=10.95 km.a'1, der Winkel '50-2230 und
-6
A t-2 @

t x y v re Ty xu Ym
1 2.19 =0.T79 . 2.33 36.26 38.44 0.34
2 3.87 =0.25 " 3.88 34.57 38.43 0.68
4 6.29 0.90 . 6.36 32.13 38.42 1.36
8 9074 3'00 [ ] 10.19 28.61 38.34 2.72
12 12.36 4.86 . 13.28 25,88 38,22 4.08
16 14.53 6.54 . 15.93 23.55 38.05 5.43
20 16,40 8.09 . 18.28 21.48 37.84 6.78
24 18,04 9.53 . 20.40 19.58 37.57 8.12
32 20.84 12.14 . 24.12 16.12 36.90 10.76

44  24.17 15.52
22  25.99 17.49
60 27.58 19.27

28.73 11.42 35.55 14.62
31.33 8.45 34.43 17.10
33.65 5.55 33.13 19.50

440000000 2=w=sNNWEWN
[ ]

O Q= === OV O~1~I1~3 00N =IO W =3

N NO~INO0 -~ A0 OO N NOWRIN DWW O

64 28.33 20.10 . 34.74 4.12 32.42 20,66
68 29.09 20,90 . 35.81 2.73 31.66 22435
70 29.49 21.30 . 36.37 2.07 31.27 22.35
72 29.93 21.72 . 36.93 1.52  30.87 22.91
74 30.42 22.23 . 37.67 1.22 30.46 23.45
76 30.90 22.87 . 38.44 1.40 30,04 23.99
78  31.30 23.62 . 39.21 1.91 29.61 24 .51
80 31.63 24.39 . 39.94 2.54 29.17 25.04
88 32.56 2746 . 42.60 5426 2T.32 27.04
92 32,90 28.95 . 43.83 6.63 26.35 27.99

Der Plugk®drper passiert den Mond in dem relativ groBen Abstand
von 12200 km, trotzdem wird seine Flugbahn wesentlich beein-
fluBt: Obwohl die Startgeschwindigkeit nur 10,95 km.s™' betrug,
wird er beim Vorbeiflug am Mond so stark beschleunigt (um etwa
400 m.s'1), daB er das Erdschwerefeld verliBt, er ist also von
einer elliptischen auf eine hyperbolische Bahn gelangt. Das
bletet die Mtglichkeit, beim Start einer interplanetaren Sonde
Treibstoff zu sparen, indem man den Mond als Hilfe benutzt.

AbschlieBend mtchte ich dem KSR 4100 unserer Sektion herzlich

fiir die bereitwillige und sorgfiltige Durchfiihrung der umfange
reichen Berechnungen danken.

Werner Rosenheinrich
Assistent im Bereich
, Numerische Mathematik
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v

Studentenaustausch lena-=Thilissi

Im Jahre 1966 wurde die Sektion Mathematik der Priedrich-
Schiller-Universitit Jena gegriindet. Seit dieser Zeit bestehen
freundschaftliche Beziehungen mit Mathematikern aus vielen Lén-
dern der Erde. Besonders enge Beziehungen gibt es zu den Uni-
versitliten in Moskau, Minsk und Tbilissi. Einen der HShepunkte
hierbei bildet der Austausch von Studentengruppen.

Vom 29. Juni bis 21. Juli war eine Delegation von 8 Studenten
und 2 Betreuern der Universitdt Tbilissi zu Gast in Jena.

Flir diese Studenten wurden eine Reihe von Lehrveranstaltungen
organisiert. So h¥rten sie Vorlesungen zu Themen der methema-
tischen Kybernefik und Analysie und fihrten ein dreltiglges
Praktikum im Rechenzentrum der PFriedrich=Schiller-Universitdt
durch.

Daneben standen eine groBe Anzahl von gemeinsamen Veranstaltun-
gen mit Studenten aus Jena auf dem Programm. So besuchten wir
das Optische Museum, das Planetarium und des Phyletische Mu-
seum. Wir wanderten zum Fuchsturm und zum Landgrafen. GroSen
Anklang fanden auch die Orgelkonzerte mittwochs in der Stadt=-
kirche.

Aber nicht nur Jenaer Sehenswiirdigkeiten wollten wir unseren
Gdsten zelgen.

So unternahmen wir Busfahrten zum Kyffhéuser und in den Harg
sowle nach Eisenach zur Wartburg. Wir besuchten die Gedenk-
stéitten in Weimar, sshen uns die Saalfelder Feengrotten an und
waren auch beim Pressefest in Gera dabei. Bei diesen PFahrten
knlipften sich eine Reihe von freundschaftlichen Beziehungen
zwischen den grusinischen Studenten und der Gruppe aus Jena.
Ein besonderer HShepunkt war der AbschluBabend, den wir im FDJ=-
Studentenclub "Schmiede" durchfiihrten.
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Bevor unsere Freunde in ihre Heimat zurlickkehrten, hatten sie
noch einen mehrtigigen Aufenthalt in Dresden und Berlin, um
auch diese Stddte unserer Republik ein wenig kennenzulernen.

In der Zeit vom 24. 8. bis 15. 9. 1976 weilte dann ebenfalls
eine Deleﬁation von 8 Studenten und 2 Betreuern in der SU. Die
acht Studenten gehiren den Fachbereichen "Mathematische Kyber-
netik und Rechentechnik" und "Wehrscheinlichkeltsrechnung und
mathematische Statistik" unserer Sektion an. Zwei von ihnen
8ind Mitarbeiter im Jugendobjekt "Studienvorbereitung".

Auf unserer Reise wurden wir mit vielen Sehenswiirdigkeiten der
SU, insbesondere Grusiniens, bekanntgemacht. Stationen unserer
Reise waren unter anderem Moskau, Batumi und Tbilissi.

Die Betreuer aus Tbillissl sowie aus Jena und die Studenten aus
Tbilissi bemiihten sich sehr, uns einen angenehmen Aufenthalt

zu gestalten. Auf diese Weise erfuhren wir von einer umns vorher
kaum niher bekannten Unionsrepublik sehr viel. Besonders auf=-
schluBreich und interessant waren die perstnlichen Begegnungen
mit den grusinischen Menschen. Auf die nationale Kunst und Kul-
tur sind die Menschen Grusiniens sehr stolz. Man gab sich gro-
Be Miihe, uns die Kultur und die Traditionen nahezubringen. Eini-
ge ihrer Baudenkm¥ler wurden von uns besichtigt. Die Bauweise
vieler dieser Gebdude l1lieB erkennen, daB wir umns nicht mehr in
Europa befanden. Das war eben georgische Baukunst!

In Tbilissi fiihrten wir auch Gespriche mit dem Komsomol, mit
dem Prorektor und mit dem Dekan der Universitit. In dlesen Gee
spriéchen erfuhren wir einiges interessantes iiber das Studium
in der SU, Studieren kann dort, wer dle 10-klassige Schule ab-
solviert und die Aufnahmepriifung an der Universitét bestanden
hat.

Das Mathematikstudium dauvert auch in der SU 5 Jahre. Es ist
sogar miglich, nach dem zweiten Studienjahr parallel noch eine
andere Fachrichtung, z. B, Kunst, zu studieren. Allerdings be-
darf solch ein zweites Studium noch der Genehmigung des Dekans.
Yach dem AbschluB besitzen solche Studenten dann zwei Diplome.

Jie Vorlesungen, die wir besuchten, und der Aufenthalt im Re=
‘henzentrum gaben uns noch einen Einblick liber den Ablauf und



Preisaufgaben 170

den Inhalt des Studiums.

Von unserer Reise nahmen wir sehr viel Neues und eine Menge
Eindriicke mit nach Hause. Unser Wunsch ist es, daB der Studen=
tenaustausch weiter fortgesetzt wird und daB noch mehr Menschen
auf g0 eine Weise freundschaftlich 2zusammentreffen, um somit
die letzten Spuren des Krieges zu beseitigen.

Preisaufgaben 11/76

+x

H 61 Man beweise, daB fiir O<x <1 und o« = 2 arc tg — Tt
2
B = arc sin 1-)(2 x+B = T gilt,
1+x

H 62 Man finde alle reellen Ldsunzen des Gleichungssystems:

x-\/1—y2 =
y_‘p‘ - £ =

wenn a>b>0 und atb <1,

Fir reelle a;, by, p, q (i=1,...,n) mit

m a
H
1!
312+a§+...+a =p2
2 2 2
1 b2+ [ N +b _‘q
a1b +a2b2+ " +an n= Pa _
und pq # O beweise man, daB a; = A by,
= A byyeeepa, = Ab mit A = 9 gilt,

S g
|

o’

a2 n

H 64

2|

H 65 Man berechne das Volumendes Tetraeders ABCD wenn

BC = AD = a, CA =1DB = AB = DC = c.

Man 1¢se 2ie Ungleichung

sin|1g x] + cos |1g; xl >$
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Losungen

Aufgabe H 37

Fallunterascheidung:
1« x>0: Plir diesen Pall erhalten wir fiir die Ungleichung
folgende #quivalente Bedingungs

(x=1) : : 2 < 0, also (x=1) x "' g < 0,

Diese Bedingung ist genau dann erfullt. wenn
0<x<1 1ist.

Daraus folgt, daB die Ungleichung fiir 0< x<1
erfiillt ist. '

2. X = O:Wie man leicht si?ht, ist die Ungleichung flr x=0
erfiillt, denn 0¥« 1.

3. x<0: Wenn x<0, muB8 unbedingt

g%% = n D ... ganze Zaghl

sein, damit wir LYsungen erhalten.
Aus der Bedingung x <0 ergibt sich

Iﬂlg-n._-rgdo fur n41/2. n>1.

== Plir n=2k (k ganz) und aus x<0 ergibt sich
X = %‘%—'{-UE , aber (H)k > 0, also
So muB k < = 3/10, 0<k< Y2,
Da k ganz, ergibt sich ale LiUsung

b 4 -H k = -1’ -2' -3, ase

Plir n = 2k+1 ergibt sich x = = JQEE.EJ .

Da x<0 gelten soll, muB n=1, d. h. kg0 gelten,
und die Ungleichung ist so flir alle x mit

k + 3/10)k
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x.-&s"'r‘r. ’k.i1,iz,t3,,..

erfiillt.
Lsungen der Ungleichung:
(1) D&ex<1

(2) X = H k = -1'-2'-3|000

() x=-184d .5,

Aufgabe H 38: (nach Holger Ktnig, Jena)

Bezeichnung: ¥ ACB = y

n1 = ha ﬁ = g
FB1 = hb A_B s C
CD =1 AC = b
¥ CAB = A
X ABC = B
Ansatz: Aus Sinussatz im Dreieck ACD und Dreieck DCB erhalten
wir g " 2
> (1) 10 + FEE) = o hE—
8318 gin Y /2
Aue Sinussatz filir Dreieck ABC:
gin
2
P (2 c=a _1_7_3 Do AA,C rechtwinklig:
P (5) h=1b . siny
8in a
> () b-afRi-
Aus Formel fir Flécheninhalt folgt:
> ) a. %
Rechnung: &
Aus (2) 1n (1) folgt: b(1+ S10%) = o , 2lBY (1)
sinY /2
b, sin
Aus (4) in (3) folgt: 1(1+ ) =a. —_ (11)
a sinY /2
ha.aino:
Aus (3) in (5) folgt: a = BInpg .siny (III)
hb ha sin
Aus (III) in (II) folgt: 1(1+ -r) . ——, ——— (IVv)

a siny /2 singg
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rer wegen (2), (3), (4) gilt: # L. (V)

a 8inf

h h
8 (V) in (IV) folgt 1(1+ g2) = sinble
a

h . h
b
araus folgt aber = 2 arc sin T?'ET als IYsung der
ufgabe T " )

‘ufgabe H 35 (nach Peter Dittrich, 682 Rudolstadt,10. Klasse)

Zu dieser Aufgabe erhielten wir kaum falsche I¥sungen. Nur in
3 Féllen wurde die Bedingung 1-4x°» O nicht berlicksichtigt.
Fast alle Einsender gingen von der notwendigen Bedingung

x| < Y2, x % 0 aus und fithrten 3 Pallunterscheicdungen
(=¥2<x<0, 0<x<Y3, Y3=x=7Y2) durch. Eleganter ist jedoch
die folgende Variante:

1..41220 genau dann, wenn |[Xx| < /2

Beheuptung: Die Ungleichung +=Y1=4X_ ":C"4x
x, IxI< Y2, x ¢ O erfilllt.

1. =Y2=x<0

< 3 wird fiir alle

0= 1=4x°<1

J1-4x® =1
l"—iJ_— Vi=4x =0<3

0 x Y2

Es gilt 1514 -/1-4x2 (0)
1= V1=4x® _ 1=Q1-42®) ?Jx
= x(1 +J1 -4:23' 1+ 1=4x
I
21 < i nach ()
1--\/:1---5;1z s 2<3
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Aut'gabe H 40 { nach Roger Labahn, Anklam )

Gegeben ist die Gleichung %"+ ax°- b =0 mit a,b reelly

b>0.Nach dem rundamentalsatz der Algebra hat diese Glei-
chung genau 5 Losungen im Bereich der komplexen Zahlen.
Dabei folgt,daB neben jeder komplexen Zahl z auch die
konjugiert komplexe Zahl z Lésung sein muB.
Somit ergeben sich zwei F&alle:

1. Es existieren 3 reelle Losungen

2. BEs existiert 1 reelle Losung
Nach dem Satz von VIETA gilt:

XqXoXz = b>0 (nach Voraussetzung) - (1)

XgXy + XXz + X Xz = 0 (2)
Fall 1: Wegen b O miissen eine oder alle drei L&sungen
der Gleichung positiv sein.

Fir x,>0, x,>0, XB:’O ist aber (2) verletzt
Also ist nur eine Lésung positiv.

Fall 2: Falls zwel konjugiert komplexe Ldsungen Xqs Xy
existieren,so folgt wegen XXy = 2e2>0 aus (1),
daRB x3>0 gelten mulf,

Die Fallunterscheidung ist vollesté&ndig,da x = O nicht

Losung sein kann.Damit ist gezeigt,daB genau eine posi-

tive Ldsung existiert.

Aufgabe T 46 ( nach Thomas Gundermann )

Da x als Argument des Logarithmus lgaz auftritt,gilt:
e 10
Die gegebene Ungleichung kann umgeformt werden zu:

3lgﬁ4g22
X > 1

Fall 1: =x ist grofer als 1, und der Exponent ist gros-
ser als 0. '

Fall 2¢ x ist kleiner als 1, und der Exponent ist klei-
ner als 0.
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Fall 3: x =1 16st die Ungleichung nicht.

Wird y = lggx gesetzt,dann 18Rt sich der Exponent wie
folgt schreiben: 3 - yg— 2y
Es ergibt sich:
Fall 1: 3 - y°= 2y >0
Fir -3<y<1 1ist diese Ungleichung erfiillt.
Daraus folgt x<2
Fall 2: 3 - y°- 2y<0
Fir y<-3 oder y>1 1ist diese Ungleichung
erfullt.
Daraus folgt x-:-g oder x>2. l

Unter Beriicksichtigung aller sich aus Pall 1 und Fall 2
ergebenden Bedingungen ergibt sich als Lésungsmenge

L={x:xc€ PA[(1<X<-2)V(O<X<%)] 1

=

nigkeiten **** Aktuelle Kleinigkeiten **** Aktuelle Kleinigkei

Im Rahmen des Jugendobjektes wurden bisher 375000 Exem-—
plare der Zeitschrift "WURZEL" herausgegeben!

0

Gegenwédrtig studieren 426 Lehrerstudenten der Fachrich-
{0 tung Mathematik/Physik sowie 207 Studenten mit dem Be-
rufsziel Diplom-Mathematiker!

Die Wissenschaftler der Sektion Mathematik verdffentlich-
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0
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Eine Einfilhrung in die Theorie
universeller Algebren ()

1. Einige Bemerkungen zur Begriindung des Gegenstandes

Die Theorie universeller Algebren bildet heute einen wesentli-
chen Bestandteil der modernen Algebra.

Wie vornehmlich die moderne Algebra iiberhaupt, erhielt auch sie
ihre Entwicklungsimpulse durch die Erkenntnis, daB Probleme,
Aufgabenstellung unterschiedlicher - manchmal scheinbar weit
entferntér - mathematischer Gebiete oft i{iber einen gemeinsamen
"algebraischen Kern" verfiigen. Die moderne Algebra hat es sich
zur Aufgabe gemacht, diesen "glgebraischen Kern", d. h, das
vom-algebraischen Standpunkt Wesentliche durch sinnvolle Ab-
straktion zu erfassen,

Da aus algebraischer Sicht die Beziehungen zwischen Mengen, auf
jenen (algebraische) Operationen definiert sind, - wir wollen
sie algebraische Strukturen nennen - von Interesse sind, bedeu-
tet das oben formulierte Anliegen der modernen Algebra, wesent-
liche strukturelle Gemeinsamkeiten mathematischer Objekte zu
erfasgen,

Wir haben uns entschlossen, einen Einblick in die Theorie uni-
verseller Algebren zu geben, um dem Leser anhand dieser Ausfiih-
rungen eine Vorstellung vom Wert sinnvoller mathematischer Ab-
straktion zu vermitteln. Er wird so sicher ihm bereits bekann-
te Strukturen als konkrete Repridsentanten abstrakterer Begriffs-
bildungen wiederfinden und erkennen, daB gewisse Eigenschaften,
die er von diesen ihm bekannten Objekten weiB, kein Spezifikum
derselben sind, sondern fiir alle Objekte gelten, die eine in
einem wohlbestimmten Sinn gleiche Struktur autrweisen.

—

2. Der Begriff der universéllen Algebra —

Wie wir schon betonten, wollen wir algebraische Strukturen, d.h,
Mengen mit darauf definierten Operationen betrachten,
Mit dem: Begritf der universellen Algebra wollen wir den der al-
gebraischen Struktur mathematisch exakt formulieren.
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Piir eine nichtleere Menge A wollen wir unter XA das n-fache
n
kartesische Produkt der Menge A verstehen; d.h, es gilt
§A=Df {[aqseeasay] t Bj€ AN 1% i=n} .,

Definition 1 : PFir eine nichtleere Menge A heift

w n-stellige Operation auf A=,. w :XA——> A,
n

D.h., unter einer n-stelligen Operation auf A verstehen wir
eine eindeutige Abbildung von %A nach A,

Mit n( w ) bezeichnen wir die Stellenzahl einer Operation w .
Durch 6 (A):Df{ f: Es existiert ein n mit f:lll{Ap—pA} bezeichnen
wir die Menge aller Operationen auf A, '

Definition 2: [AQ] heiBt universelle Algebra= .

1. A ist eine nichtleere Menge. (Tridgermenge)
2. Q S 6(A).

Der Leser priift nun leicht nach, daB unser Begriff der univer-
sellen Algebra tatsidchlich das Gewilnschte leistet.

Dabei haben wir die unter den gegebenen Voraussetzungen allge-
meinste Fassung des Begritfs der algebraischen Struktur erhal-
ten, denn an die Operationen in Q haben wir keine weiteren
Forderungen gestellt; d.h., daB z,B. jede dem Leser bekannte
algebraische Struktur durch eine universelle Algebra beschrie-
ben wird.

Beispiel 3: 1. Es bezeichnen N ’ Z ’ Q ,ff? respektive die na-
tiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zshlen.
Dann sind folgende Beispiele universelle Algebren:

a) [N, {+] g) [Z ,R] mis

b) DN ’ {-J’] @=Df {PirelR} ,n(F)=1 und

c) [N » {"'s-}] ffz)“—‘nf r.z flirzed .

) (Z , {+)] A N

e) [@, {+,.7 h) [ 2 ,Ru(null}] mit /X wie oben
£) [R y {+,.0 und n(null)=0 und null=0,

wobei "+" und "." die aus der Schule bekannten -
Operationen sind.

2.[IN , {:}] ist keine universelle Algebra, da
die Devision keine Operation ilber IN ist, denn mit
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Beispiel 4:

Beispiel 5:

Beispiel 6:

zwel natiirlichen Zahlen a und b ist i.a. a:b kein
Element von IN .

Es sei N= {1,2,3} . Dann bezeichnen wir mit 3'3 die
Menge aller Permutationen {iber N (d.h. die Menge
aller eineindeutigen Abbildungen von N auf N).

tber 3'3 definieren wir eine Operation "o " mit

n(e )=2, indem wir flir f,g e FB setzen

(fo g)(x)=p, £(g(x)) fir xe~.

Der Leser iiberlege sich, daB ['6'3, {e} ] eine uni-
verselle Algebra ist, indem er zeige, daB mit

f,g aua']’3 auch gilt fo g in er liegt.

a)['{0,1} ,*{+,.}] ist universelle Algebra, wo-
bel die Operationen "+" und "." wie folgt definiert
gind: '

0+0=0 0.0=0
O+1=1 0.1=0
1#0=1 1.0=0
1+1=0 1.1=1

b) [ {o,1} , {+} ] ist universelle Algebra, wobei
"t" wie in 5 a) definiert ist.

[ {8,i}s4a;} ] ist universelle Algebra, wobei
fiir die Operationen A und < gelte n(a }an(v)=2
sowie

0AQD =

0. 606 = &
oaili = U 6wl = o
uad = u iwvd = 8
iau =0 iivii=u'

Btlﬂémomorphismen

Wie im Punkt 1. formuliert, ist es Anliegen der modernen Alge-
bra, strukturelle Gemelnsamkeiten mathematischer Objekte zu er-
fassen. So wird dem Leser sofort aufgefallen sein, daB die in

den Beispielen 5a) und 6 angegebenen universellen Algebren bis
auf die Wahl der Bezeichnungen gleiche algebraische Strukturen

beschreiben,



181 Universelle Algebren

Ebenso besteht eine Ahnlichkeit in den mit den Beispielen 4
und 5b) gegebenen Strukturen., Wir wollen sie uns erarbeiten:

Die Definition der universellen Algebra [ {0,1} , {+} | kann man
sufgrund der Endlichkeit der Trigermenge und der Menge der Ope-
rationen anhand der folgenden Tabelle darstellen:

+ 0 1 Dabei steht im Kreuzungspunkt der i-ten
0 o .1 Zeile und j-ten Spalte (ie {1,2} ) die
1 1 0 Summe des i-ten Eingangs von links und

des j=ten von oben.

Analog wollen wir die universelle Algebra [7f3,{°},1 in einer
Tabelle darstellen. .
In '(3 gibt es folgende Permutationen

T:.«': 1—1 11:2: 1—3 11:32 11— 2 1'[43 1—1
2—2 2—1 2— 3 2—13
3—3 3—2 3—1 33— 2
ﬁszﬂ—+2 ﬁ6=1—+3
2—1 2—2
3—3 3—1
Damit erhalten wir folgende Tabelle:
° 1 2 m3 T4 n5 T Dabei ist die Ta-
™, [ T T T ™, ns m belle wie folgt zu
T T T T T T T lesen:
2 2 3 1 6 4 5
T n T ™ 0 T, T Steht im linken Eip-
11;3 11:3 TI:1 nz n5 ns ui gang Tti und im obe-
¢ n4 ns ! ® ﬂ3 ren m., 8o steht im
Ty 5 6 s | ¥3 L 2 J
T T v . Kreuzungspunkt der
"6| 76 4 5 [®2_ %3 1
i-ten Zeile und j-ten

Spalte das Element
Ty© ﬂj.
Die "Ahnlichkeit" der mit [ {0,71},{+} ] und [T3:i} ] gege-
benen Strukturen kommt durch die einander entsprechende Mgrkie-
rung in den Tabellen zum Ausdruck.
Hier haben wir zwar nicht wie im Palle der Beispiele 5a) und 6
3ine Ubereinstimmung bis auf die Bezeichnung, aber die Elemen-
te Tq9T>sT> verhalten sich bzgl. der Operation " » " als Re-
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' pridsentanten der Menge { T 1Toy Ty } 8o wie die O bzgl. der
Operation "+" und die Elemente “4’“5’“6 wie die 1,

D.h. fiir die eindeutige Abbilaung  ¢: T;—{0,1} mit

{ 0 falls x € { m ymyymy }
o(x) =p¢
1 falls x € { TysTosTg }
gilte Ob man fiir je zwei Elemente Tiss € 'h’ zuerst die
Operation " o " anwendet (n:ion ) und daa so erhalte-
ne Ergebnis danach abbildet (cp(nin-:rj)) » 80 1ist das
daesselbe, als wenn man erst m; und Tj abbildet;
(@(Tti).cp(ﬂj)) und danach auf die so erhaltenen
Bilder in {0,1} die Operation + anwendet
(¢(ni)+¢(nj)) .

Es gilt also
P(mgemy) = o(my)+o(ny) fUr my, mye LB

Wir sagen [Yz,{c} ] und [ {0,1},{+} ] eind homomorph.
Dabei kann man "homomorph" etwa mit "gtrukturghnlich" iberset-
zen. Den Homomorphiebegriif, den wir an diesem Beispiel herge-
leitet haben, wollen wir nun allgemein definieren.,

Dazu bendtigen wir vorher noch einen Begriff, der zum Ausdruck
bringt, daB zwel Algebren untereinander die "gleiche Anzahl"
gleichstelliger Operationen besitzen.

Definition 7 : Zwel universelle Algebren [A,2] wund
[A',Q'] heiBen gleichartig =pg + EB existiert eine
eineindeutige Abbildung f von Q auf Q' mit
n(f(w))=n(w) fir weQ .

Beispiel 8: a) [IN,{+} ] und [IN,{.} ] eind gleichartig
(£(+)=.) :
b) [Z,R] und [Z,/R U{null} ] sind nicht gleich-

artig, denn in [Z, /Ru{null} ] gibt es eine null-
stellige Operation,aber in [Z,R] nicht.

e [ {0,1},{+,.} ] (s. Beisp. 5a) und
8ind gleichartig (f(+)"=Dfa. e )=va )

a) [ {0,1},{+} ] (s. Beiap. 5b) und ['[5,{ } ] sind
gleichartig (£(+)=pp ° )
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Definition 9:e8) eine eindeutige Abbildung
®: A—=A' heiBt Homomorphismus der Algebra [A,Q]

auf die Algebra [A',Q'] =pp

1. [A,2] und [A',Q'] sind gleichartig

2-\ p(A)=A"

3. Es exisgtiert eine eineindeutige Abbildung f von
Q auf Q' mit n(p(w))=n(w) Pir weQ derart, daB
fiir alle weQ und BygeessBpo )€ A gilt

JCICHPPNT RIS MR (CH [CICH IR ICWINOD

® b) Eine Algebra [A,Q] heiBt homo-
morph zu einer Algebra [A',Q'] =ppe
Es existiert ein Homomorphismus von [A,Q] nach
[A',Q'] oder umgekehrt. -

Folgerung 10:a) [ {0,1},{+} ] und [¥3,{¢} ] sina
homomorph ( ¢ wie bereits angegeben und f gem#dB Bei-
spiel 84)

b) [ {0’1}!{""-} ]U-nd [ {B,ﬁ},{a,v} 1
8ind homomorph
( ¢=¢(0)=Df 6 ; m(1)=Df i 3 £ gemdB Beispiel 8¢))

Konnten wir vorhin zwischen der "Ahnlichkeit" von [ {0,1},{+} ]
und ['63,{°} ] einerseits und der von [ {0,1},{+,.} ] und
- {8,1},{a,~} Jandererseits einen gewissen Unterschied lediglich
konstatieren, so ktnnen wir diesen nun genau charakterisféren:
Im zeiten Fall kann man einen eineindeutigen Homomorphismus ¢
angeben, so daB auch ¢_1 Homomorphismus ist, im ersten dagegen
nicht. '
Defindition 11: a) Eine Abbildung ¢ : A—— A' heiBt

Homomorphismus von [4,Q] auf [A',Q'] =pf

1. 1st Homomorphismus von [4,Q] auf [A',Q']

2. 1ist eineindeutig und 0~1 igt Homomorphismus von

[A*,Q'] auf [a,2] .
b) Zwei Algebren [A,2] und [A',Q']
heiBen isomorph =pee

Es existiert ein Homomorphismus von [4,2] auf
[a,'] .
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Folgerung 12: [ {0,1},{+,.} ] (gemdB Beispiel 5a)
und [ {3,i},{a,} ] sind zueinander isomorph.
Homomorphe Algebren kann man also vom algebralschen
Standpunkt aus als gleich betrachten, da sie sich le-
diglich in der Wahl der Bezeichnungen unterscheiden.,

Ubungsaufgabe 13:
: X
Es sei g =np(2: x€2}
a) Zeigen Sie, da8 [Z,{+} ] wnd [ £,{.} ] homomorph sind,
wobei "4+" und ".," die iibliche Addition bzw. Multiplikation

ist.
b) Sind beide universellen Algebren auch isomorph?

Homomorphismen - und insbesondere Isomorphismen - sind die ge-
eigneten Mittel, um algebraisch-strukturelle Gemeinsamkeiten

mathematischer Objekte hervorzuheben, denn sie sind genau sol-
che Abbildungen, die die Wirkung von Operationen respektieren,

Das ganze Konzept ist aber nur sinnvoll, wenn die Transitivi-
tdt gewdhrleistet ist, d. h. wenn aus der Homomorphie von

[4,@] und [A',Q'] wund von [A',Q'] wund [A,8] auch die
von [4,2] und [A,8] folgt, d. h. wenn man also tats#chlich
in der Lage ‘ist, alle homomorphen (isomorphen) Algebren zu
einer Strukturklasse zusammenzufassen.

Satz 14: Ist ¢ ein Homomorphismus von [4,Q] auf [4',Q']
und ¢ ein Homomorphismus von |A',Q'] auf [4,8] ,
80 i8t (¢e¢ ein Homomorphismus von [A,Q] auf [2,0]

Beweis: 1. Man {iberlegt sich leicht, da8 [4,Q] und [Z,8]
gleichartige Algebren sind.
2. Ba gilt ¢(A) = A' und ¢(A")=R !
Also gilt ¢(e(a)) = &
3. Da ¢ ein Homomorphismus von [A,Q] auf [A',Q']
ist, existiert ein eineindeutiges f von Q auf @,
80 daB fiir alle weR und aﬂ....,an(w)EA gilt
(P(w(aqr---san(m))) = f(w)(tp(aq),...,cp(an(m))) .
Also gilt
(1) q;(cp(w(a,l,...,an(w)))) = ‘b(f(w)(q)(&q)’-'-9‘P(ﬂ~n(w))))
Da nun ¢ ein Homomorphismus von [A',Q'] auf [Z,9)]
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i1st, existiert ein eineindeutiges g von Q'auf § |,
so daB fiir alle w'€Q' und a},...,a. 1)€A" gilt

¢(w'(&»§o-u;&£(mq)) = g(w')(dJ(&«',),--,dJ(&{l(w.))) .
Da insbesondere gilt f(w)eQ' und
¢(aq)y..-s0(apyc y)€A" , haben wir
¢(f(w)(!9(a.1)....,fp(&n(m)))) = E(f(w)(tbw(a.i)).---s(b(ﬂp(an(w)))))

Mif (1) erhalten wir daher
boo(wiaqseensany))) = get(w)(do0(ay),... b o o(a tw))?

jal

fﬁr allﬂ U)EQ md -aqg--.,ﬁn(m)EA.-
Da ge f ebenfalls wieder eineindeutig von 9 auf §
ist, ist der Satz bewiesen.

Egbert Creutzburg
Forschungsstudent im Bereich
Math. Kyp. und Rechentechnik

KNOBELAUFGABEN

Eine Zimmeruhr schlégt um 5 Uhr 5mal und braucht zu
. diesen Schlégen 5 Sekunden Zeit. Wieviel Zeit braucht
sie zu den 10 Schlédgen um 10 Uhr ?

. Auf einem Welhnachtsbaum brannten 12 Kerzen. 5 wvurden
susgeldscht. Wieviele blieben iibrig ?

Die Zahlen von 3 bis 13 sind so

in die nebenstehende Figur ein-
. zutragen,daB sich auf jeder Ge-

raden die Summe 21 ergibt!
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Preisaufgaben 12/76

H 67 Man 18se das Gleichungssystem
tg x + ctgy = a
ctgx +tgy =2

T
H 68 Es se1 0< x4< 052( ven € txn( 5 .
Man zeige, daB

sin o 1+sin o 2+. «++s8ino

1

tg «, COS o, +COS & ,*,..+COS QL < tg % n

Man 1dse die Gleichung
6 tg x+ 5 ctg 3x = tg 2x .

H 70 H&1t man das gleichseitige Dreieck ABC fest und variiert
die Richtung des Parallelgeradentripels 818118, 2Uus Aufga-
be H 34 (Wurzel 6/76), so beschreibt der Grundpunkt Z des
Geradenbiischels derselben Aufgabe den Inkreis des Dreiecks,

ABC, was zu beweisen ist!

H 71 Man 186se die Ungleichung

3(sin x + cos x) =-V?2' 172 S

Eﬁ—sinx-cosx

N
NN

7
LY
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Angendherte Bestimmung vonTr
durch Nadelwiirfe

Eine interessante Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
das sogenannte "Nadelproblem", das zuerst von dem franzosischen
Mathematiker Buffon (1701-1788) geldst wurde und das auch
seinen Namen trégt.

Die Aufgabe lautet:

Nie groR ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein mdglichst schma-
ler Gezenstand (Nadel), der auf eine mit parallelen Geraden
gleichen Abstandes a iliberzogene Ebene geworfen wird, eine Ge-
rade kreuzt? Die Lange der Nadel sei D QD < a).

Das gesuchte Ereignis konnen wir vollsté@ndig mit dem Winkel x,
den die Nadel mit den Geraden einschlieBt und durch den Ab-
stand y ihres Mittelpunktes von der nédchstgelegenen Geraden
beschreiben (Abb. 1).

Die Nadel schneidet genau dann, wenn p 2 y ist. Aus der Abbil-
dung erkennen wir weiterhin, daB p = % sin x ist und erhalten
damit entgililtig das Kriterium fir das gesuchte Ereignis:,

y = % sin x .
Aufgrund der Definition von y ist O £ y < % . AuBlerdem geniligt
es, Winkel x mit O £ x < n zu untersuchen.
Die Lagen der Nadel .fur alle anderen Winkel lassen sich bis

auf eventuelle Vertauschung auf diesen Fall zuriickfihren. Wir
zeichnen uns diesen Sachverhalt in ein Koordinatensystem ein:

Y
§ tom e e
]
Rl ____ _
2 _-Fﬁ‘-;:':n ‘u
" 2 B
AFH LD '
"t. Sf FH N
£ ] ™
s ¥ ==
0 x x %
1
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Alle moéglichen Lagen der Nadel werden hier als Punkte des
Rechteckes R dargestellt . Die Nadel kreuzt eine Gerade dann,
wenn ihre Lage durch Punkte der Fladche S beschrieben wird.

Es liegt nahe, als Wahrscheinliichkeit P des gesuchten Ereignis =
ses den Quotienten der beiden Flachen zu verwenden:

_ S
e g
Wir erhaiten fur eine Klache
= 2
R > T '
Und S wird mit Hilfe der Integralrechnung bestimmt
T

S=[3sinxadx =D .
(1]

Somit ergibt sich

p=221 (*)
Flir das Verstédndnis des folgenden Abschnittes ist die Kenntnis
des sogenannten Gesetzes der groBen Zahlen, einem der grund-
legendsten Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, notwendig.
Dieser Satz besagt etwa, daB die Abweichung der sogenannten
relativen Haufigkeit des Auftretens eines Ereignisses von
dessen Wahrscheinlichkeit bei einer geniigend groBen Anzahl von
Versuchen beliebig klein gemacht werden kann. Unter der rela-
tiven Haufigkeit eines Ereignisses A bei n gleichartigen Ver-
suchen verstehen wir den Quotienten.% s Wobel g die Anzahl des
Auftretens von A in diesen n Versuchen ist.
Damit konnen wir m nun né@herungsweiseaus (°) errechnen, wenn
fir P die relative H8ufigkeit des zugehdrigen Ereignisses ein-
gesetzt wird. Wir beschaffen uns diese relative Haufigkeit,
indem wir eine Nadel mdglichst oft auf ein Blatt Papier fallen
lassen, das gemdB der Aufgabenstellung prépariert wurde und
das so groll ist, daBl es gewdhrleistet, daB die Nadel auch ohne
Zielen immer darauf f&dllt. Zielen ist n&mlich verboten, weil
alle Wirfe zuféllig sein miissen, wenn wir brauchbare Ergeb-
nisse erhalten wollen. Man kann sich die Arbeit wesentlich ver-—
einfachen, indem man mehrere Nadeln verwendet, also beispiels-
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weise nicht eine Nadel 200 mal, sondern 10 Nadeln 20 mal wirft
und jeweils die Fdlle, in denen eine Nadgl eine Gerade kreuzt,
auszéhlb.

Weiterhin ist es zweckm&dBig, a doppelt so groB zu wiéhlen wie D.
In diesem Fall vereinfacht sich (*) zu

1
P==

und daraus ergibt sich

Dieser Zusammenhang zwischen Nadelwerfen und einem Ndherungs-—
wert fir die Zahl n ist immer frappierend, auch wenn auf
Grund dessen, daB ein Einzelner nicht genligend Versuche aus-—
fiihren kann, die Néherung sehr ungenau wird.

Um flir ® einen Wert 2zu erhalten, der mit groBer Wahrscheinlich-
keit. auf zweil Stellen genau ist, miiBte man etwa 10 000 mal
werfen. Diese Zahl kann man praktisch nur dann realisieren,
wenn mehrere ihre Ergebnisse zusammen verwerten.

Harald Schirrmeister

Losungen der Knobelaufgaben

. 11 1/4 Sekunden. Zwischen den 5 Schlégen liegen 4 Zwischen-
r8ume von je 1 1/4 Sekunde,zwischen den 10 Schlédgen aber 9!

Nur die 5 ausgeldschten Kerzen. Die 7 anderen verbrannten
vdllig,blieben also nicht iibrig!
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Lésungen

Aufgabe H 43 ( nach Ralf Becher )

Man 1lose die Gleichung

logSin Xa . 1°gsin‘xa +1=0

Aus der Definition des Logarithmus folgen sofort die
Einschrénkungen: a>0 und O< sin x<1 .
Fir unsere Umrechnung verwenden wir die Kettenregel
fir Logarithmen: log;a . logbc = 10gac .
Dann folgt: '

log

2 « log a+1=0

sin x sin*x
1ogsin x2 * ( 108gina,sSin x « loggsy .2 » legoa ) = - 1

(log =

A - X? = = 2 o loga2

Es ergeben sich zweil Losungsmdglichkeiten:

‘ ; .
® 1, 1ogSin X2 = +'V- 2 e logaE

Diese Losung entf&dllt, da nach Voraussetzung

sin x <1 und somit log 2<Q pepilt.

sin x
p

.2, logSin x2 = -WJ; 2 e loga2

| -1HC2-loga2'

2 :

sin ¥ =

& 2= —10g4a

Da sin x <1 1ist, muB auch 1/— log,a>0 und

damit a <1 gelten.

Fir O<a <1 hat die gegebene Gleichung die Losung

—V-log,a -V -log,z'

arcsin 2 .

sin x = 2 bzw. x
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Aufgabe H 48 ( nach Reiner Lindemann, Cottbus )

Aus x_+ y=a folgt tan( x+ y ) = tan a , falls
x + 5% % + ken , k ganze Zahl.
Wenn x + y = % + kem wére, so miilte die zweite Glei-

chung tan x + cot y = b - 1 lauten, da tan y = cot x
und tan x +» cot x = 1, was nicht fiir alle x bei kon-
stantem b erfiillt sein kann.
Somit gilt:
tan x + tah ¥
tan a = fir alle x,y
1-tan x+tan y
tan a = tan x + tan y + tan a-tan x*tany .
Ferner gilt fiir alle x,y: ‘ '

b= tan x + tan y + tan x<tan y .

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert:

tan a - b = tan x+tan y+(tan a - 1) (*)
Diese Gleichung gilt nicht fiir alle x,y , da sonst
die Voraussetzungen verletzt wiirden.
S0ll (*) erfiillt sein, so muB nun tan a = 1 und
somit tan a = b sein.
Dies liefert die Ldsung der Aufgabe:

%4—Ln 1 ganze Zahl
1 .

a

b

Die Richtigkeit ergibt sich leicht aus den gegebenen
Gleichungen.

Man lo0se:

PP » PP
rPrP
PPPP

PPPDP

P sind dabel beliebige Primzahlen zwischen O und 9!
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Sonderpreisausschreiben
»10 lahre Wurzel” (11

i

12.

13.

14,
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wieviele Studenten arbeiteten in den vergangenen
10 Jahren im Bereich WUR7TL unseres Jugendobjektes
mindestens ein Jahr lang mit?

A 24 B 51 C 42

Von wievielen verschiedenen Einsendern verdffent-
lichten wir bis Heft 5/76 Losungen?

A 68 B o4 ' cC 131

Wieviele Losungen erhielten wir zu den Preisauf-
gaben aus den WURZELn 9/10/73% bis 2/767?

A 1568 B 2381 C 4102
Wieviele Fachartikel sind bisher bei uns erschie-
nen?

A 54 ' B 65 c 87

Wie hoch war 1975 die Hochstzahl von Einsendungen
zu einer Preisaufgabe?
A 28 B %6 c 57

Dieses waren die letzten 5 Schétzfragen-unseres drei-

teiligen Sonderpreisausschreibens.fure Antworten er-
warten wir bis zum 1.2.77 unter dem Kennwort "PREIS-
AUSSCHRETBEN".Die 10 besten Einsender aller Folgen er-
halten von uns Sachpreise im Gesamtwert von ca.200 Mark.
Die Auflosungen verdffentlichen wir im Februar 1977,
die Preistriéger im Heft 3/77.
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