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Einige Aufgaben,
die Du ,,im Kopf*“
losen sollst

Marcel rdumt sein Zimmer auf. In der untersten
Schublade seines Schreibtisches entdeckt er diese
Bastelbogen aus Pappe:
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Marcel iiberlegt: ,Soll ich die Bastelbogen wegwer-
fen?“ Wenn er wiiBte, was man aus den Bastelbdgen
herstellen konnte, wiirde ihm die Entscheidung
leichter fallen. Kannst Du ihm helfen?

Welche der unten abgebildeten Kérper kénnen aus
den Bastelbdgen hergestellt werden? Schreibe je-
weils den Buchstaben des Bastelbogens unter den
entsprechenden Korper!

i) @C@&
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Marcel rdumt weiter auf. Auf dem Boden einer
Truhe findet er eine Schachtel. Eine Fliche der
Schachtel ist mit verschiedenen Rechtecken be-
druckt. Alle anderen Flichen sind weiB. Hier siehst
Du eine Abbildung dieser Schachtel:

Als Marcel die Schachtel aus der Truhe nimmt,
sieht er darunter diese Fotos:

=0

Sind das Fotos von Marcels Schachtel oder zeigen
die Fotos nur eine Schachtel, die Marcels Schachtel
sehr dhnlich sieht? Kreuze die Fotos an, von denen
Du meinst, dal sie Marcels Schachtel abbilden.

Marcels Freund David kommt zu Besuch. Er bringt
zwei Wiirfel mit, die er zu Hause aus Pappe geba-
stelt hat. Beide Wiirfel sind aus solch einem Bastel-
bogen hergestellt:

X
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Die Riickseite des Bastelbogens ist weiBl. Leider hat
der Regen bei jedem Wiirfel ein Zeichen verwischt:

WeiBit Du, welches Zeichen verwischt wurde?
Nach dieser, wie ich finde, recht schwierigen Auf-
gabe zum SchluB noch eine etwas leichtere:
Marcel und David gehen nach drauBen. Vor Mar-

cels Haus treffen sie ihre Schulfreundinnen Imke
und Nicole. Zu viert spielen sie ,,Fangen®.

'x Imke

3 David

¢ (oo

Nicole
R Marcel

Welches Kind sieht das Haus gerade so?
Schreibe den Namen darunter!
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Nun, konntest Du alle Aufgaben l6sen?
Vielleicht hittest Du bei der ersten Aufgabe gerne die Bastelbs-
gen in der Hand gehabt und sie gefaltet, um zu sehen, welcher
Korper daraus entsteht; und die Losung der zweiten Aufgabe
wire Dir bestimmt noch leichter gefallen, hittest Du die Schach-
tel in der Hand drehen und dann mit den Fotos vergleichen kén-
nen. Aber Du muBtest alle hier formulierten Aufgaben ,im
Kopf¥, also in Deiner Vorstellung 16sen.
Die Féhigkeit, solche und dhnliche Aufgaben im Kopf zu 16sen,
nennt man rdumliches Vorstellungsvermogen.
Rédumliches Vorstellungsvermégen ist keine Eigenschaft, die
man hat oder nicht hat, wie etwa blaue Augen oder eine krumme
Nase. Riumliches Vorstellungsvermégen kann man trainieren,
indem man z. B. Modelle aus Pappe bastelt, mit Legosteinen
oder Klétzen baut oder auch, indem man versucht, die Aufgaben
dieses Artikels zu ldsen.

A. Tonn
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Eine Regel zur Berechnung

des Volumens

von Rotationskorpern

Der Konstrukteur einer Dampf- oder Gas-
turbine muB noch wihrend der Entwurfsar-
beiten die Masse der Laufrider bestim-
men, um sich ein Bild von der zu
erwartenden  kritischen Drehzahl® der
Turbine machen zu kénnen. Er steht dabei
vor der Aufgabe, von einem geometrisch
verhdltnismidBig komplizierten Rotations-
korper das Volumen zu bestimmen. Derar-
tige Anforderungen treten in der Technik
des oOfteren auf.

Bevor wir uns an eine etwas anspruchsvol-
lere Aufgabe heranwagen, beschiftigen wir
uns mit einigen einfacheren Rotationskor-
pern.

Ala Ein Quadrat mit der Seitenldnge
a = 6 cm rotiert im Raum um eine Achse,
die mit dem Quadrat in einer Ebene liegt,
parallel zu einer Quadratseite verlduft und
vom Mittelpunkt M des Quadrats einen
Abstand von r=10cm hat. Berechne das
Volumen des entstehenden Korpers!

Das Volumen V dieses Hohlzylinders laBt
sich relativ leicht als Differenz aus dem
Volumen des ,duBeren” Zylinders mit dem

Radius r,=r+ % und dem Volumen des

Jinneren“ Zylinders mit dem Radius
n=r— % berechnen:
Bild 1
M
—
a s
r+§

V=V,— V,-——-rtria—rrrfa=ﬂa(r§—r,?)

2 2
=ﬂa((r+%) = (r—%) )
V=2nra*=720mcm’ = 2262 cm®.
Lassen wir nun dasselbe Quadrat um eine

Achse rotieren, die ebenfalls mit dem Qua-
drat in einer Ebene liegt und von dessen

Bild 2
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Mittelpunkt den Abstand r=10cm hat,
aber parallel zu einer Diagonalen des Qua-
drats verlduft (Bild 2), so ist fiir den entste-
henden Rotationskdorper die Volumenbe-
rechnung nicht mehr ganz so einfach. Man
kann dazu Summen bzw. Differenzen der
Volumina geeigneter Kegel verwenden.

A2a Berechne das Volumen des im

Bild 2 skizzierten Korpers!

Erstaunt stellen wir fest, daB dieser Korper
ebenfalls das Volumen
¥V=2mra’=720mcm’® hat, obwohl er zu
dem Kd&rper aus Aufgabe 1 offensichtlich
nicht kongruent ist.

Sehen wir uns die Formel V=12mra? ge-
nauer an, so bemerken wir: Der Flichenin-
halt a* des rotierenden Quadrats wird mit
dem Faktor 2mrr multipliziert. 2mr r ist aber
der Umfang des Kreises, den der Mittel-
punkt M des Quadrates bei der jeweiligen
Rotation beschreibt.

Um dem sich andeutenden Zusammen-
hang noch mehr auf die Spur zu kommen,
l8sen wir die folgende Aufgabe:

A3 a Ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Katheten a = 1,5dm und b = 3,6 dm dreht
sich um seine Hypotenuse. Berechne das
Volumen des Rotationskorpers!
Losung: B

c P

Bild 3 )

S

i B
ot +—
3Pt

—l 2 :l 2 *
=3 h (p+q)=Fmh *)

V=Vi+V,= hq

(Rechne selbst weiter! Verwende Hohen-
und Kathetensatz!)
Fiir unsere Zwecke untersuchen wir den
letzten Term in (*) und schreiben

. T
V 3 mhic 2 n 3"
Das Volumen V ergibt sich also als Pro-

dukt aus dem Flidcheninhalt —%'E des rotie-

renden Dreiecks und dem Umfang 211%

eines Kreises mit dem Radius —;’-

Gibt es in unserem Dreieck evtl. einen be-

sonderen Punkt, der von der Hypotenuse
den Abstand ~;!— hat? Wir erinnern uns, daB

der Schwerpunkt (Schnittpunkt der Seiten-
halbierenden) eines Dreiecks jede Seiten-
halbierende im Verhiltnis 1:2 teilt, wobei
die kiirzere Teilstrecke jeweils zur entspre-
chenden Seite hin liegt. Bild 4 zeigt, daB
eine Parallele zur Seite ¢ durch den
Schwerpunkt § die Hohe h, ebenfalls im
Verhdltnis 1:2 teilt. Der Abstand des
Punktes S zur Seite ¢ betrigt demnach

1 B

—h..

37 ¢ 1ﬁ

Bild 4 |
A

Bis zur Gleichung (*) wurde von der Recht-
winkligkeit des Dreiecks kein Gebrauch ge-
macht, so daB wir allgemein formulieren
kinnen:

Das Volumen eines Kdrpers, der durch Ro-
tation eines Dreiecks um eine seiner Sei-
ten entsteht, ist gleich dem Produkt aus
dem Flicheninhalt dieses Dreiecks und
dem Umfang des Kreises, auf dem sich der
Schwerpunkt des Dreiecks bei der Rotation
bewegt.

Spiétestens jetzt wird es Zeit, in einem
Nachschlagewerk (z. B. Kleine Enzyklopi-
die Mathematik, BI Leipzig) nachzusehen,
ob es auch fiir das Volumen eines beliebi-
gen Rotationskdrpers einen entsprechen-
den Satz gibt. Wir finden unter dem Stich-
wort ,Rotationskorper® die Guldinsche
Regel fiir die Volumenberechnung: Rotiert
ein ebenes Flichenstiick A um eine in der glei-
chen Ebene liegende Gerade g, die hichstens
Randpunkte mit A gemeinsam hat, so ist das
Volumen V des entstehenden Rotationskérpers
grofengleich dem Produkt aus dem Fldchenin-
halt von A und der Ldnge des Weges des
Schwerpunktes von A bei einer Umdrehung.
Damit haben wir eine Regel gefunden, die’
Berechnungen an Rotationskorpern er-
leichtert. Sie wurde nach dem Jesuit und
Lehrer Paul Guldin (1577-1643) benannt,
der sie 1635 in einem seiner Werke erliu-
terte. Die Regel selbst wurde aber bereits
von dem griechischen Mathematiker Pap-
pos von Alexandria (3. Jh. u. Z)) ohne Be-
weis mitgeteilt.

Auch wir kénnen den Beweis hier nicht
filhren, da dies Mittel der Integralrechnung
erfordern wiirde. Wir wollen im folgenden
noch etwas mit der Guldinschen Regel ar-
beiten. Zuvor sei noch bemerkt, daB der
mathematische Begriff ,,Schwerpunkt einer
geometrischen Fliche” dem physikalischen
Begriff ,Schwerpunkt eines Kd&rpers“ ent-
spricht, wenn man sich die Fliche durch
einen realen Korper mit iiberall gleicher
Dicke und Dichte (z. B. Blechstiick) ersetzt
denkt.

A4 a Ein (nicht gleichschenkliges) recht-
winkliges Dreieck rotiert a) um seine kiir-
zere und b) um seine lingere Kathete. Ver-
gleiche die Volumina der jeweils entste-
henden Rotationskdrper!



A5 A Stelle eine Formel fiir die Berech-
nung des Volumens e¢ines Torus auf! (Ein
Torus ist ein ringférmiger Kérper, der
durch die Rotation einer Kreisfliche X um
eine auBerhalb von K verlaufende Achse,
die in der Ebene von K liegt, entsteht.)

A6 a4 Bestimme die Lage des Schwer-
punktes einer Halbkreisfliche!

(Hinweis: Bei dieser Aufgabe muB man
vom bekannten Volumen des Rotations-
korpers auf den Abstand des Schwerpunk-
tes der rotierenden Fliche von der Rota-
tionsachse schlieBen.)

A7 A Berechne das Volumen des Rota-
tionskOrpers, von dem im Bild 5 die rotie-
rende Fliche und die Rotationsachse dar-
gestellt sind (alle MaBe in mm)!

Bild 5 %0
&0
.l
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%
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Lisungsiiberlegung: Um diese Aufgabe mit
Hilfe der Guldinschen Regel zu l5sen, be-
ndtigen wir den Flicheninhalt der rotieren-
den Fliche sowie den Abstand ihres
Schwerpunktes von der Rotationsachse.
Der Flidcheninhalt 1iBt sich relativ leicht
berechnen, wenn man die Gesamtfliche in
geeignete Teilflichen zerlegt. Bild 6 zeigt
eine  Zerlegung in Rechtecke wund
rechtwinklige Dreiecke. Diese Teilflichen
sind hier mit den Buchstaben a bis f be-
zeichnet. AuBerdem ist ein Koordinatensy-
stem mit der Rotationsachse als x-Achse

Bild 6 y

und darauf senkrecht stehender y-Achse
eingezeichnet.

Der Abstand y, des Schwerpunktes der ro-
tierenden Fldche von der Rotationsachse
1dBt sich aus den entsprechenden Abstiin-
den der Schwerpunkte der Teilflichen ge-
winnen, wenn man sich wieder der bereits
erwdhnten  physikalischen  Vorstellung
(Blechstiick mit iiberall gleicher Dicke und
Dichte) bedient. Wir denken uns sowohl
die Masse des gesamten Stiicks als auch
die Massen der Teilstiicke in ihren jeweili-
gen Schwerpunkten konzentriert. Stellen
wir uns dann das gesamte Blechstiick paral-
lel zur Erdoberfliche liegend vor, so wirken
in den Schwerpunkten jeweils den Massen
entsprechende Gewichtskriifte F,, F, ...,
Fybzw. F,,., die rechtwinklig an einem ein-
seitigen Hebel mit Drehpunkt auf der Ro-
tationsachse angreifen. (Die Abszissen der
Schwerpunkte sind fiir unser Problem ohne
Bedeutung.) Die Lingen der entsprechen-
den Kraftarme sind y,, y;, ooy Yy bzw. y,.
Nach dem Hebelgesetz ist dann
ForFyrypt+ oo+ B yr= Fpes* v,

Da die auftretenden Krifte proportional zu
den jeweiligen Massen und damit auch zu
den jeweiligen Flicheninhalten sind, kén-
nen wir auch schreiben

AprYat Ay Y+ oo+ Apyp= Ay v,
Daraus ist y, schnell berechnet, und der
Anwendung der Guldinschen Regel steht
nichts mehr im Wege.

a8 a Beim Nachschlagen seid ihr sicher
auch auf die Guldinsche Regel fiir die Fli-
chenberechnung gestoBen. Berechnet mit
Hilfe dieser Regel die Oberflicheninhalte
der Korper aus den Aufgaben 1,2, 3 und 5,
und vergleicht — wo dies méglich ist — mit
den auf ,herkGmmliche“ Art gewonnen Er-
gebnissen!

C. P. Helmholz/A. Kirner

Lothar Oito

A la Un objet d’art

Un objet d’art est constitué d'une sphére
en verre. A l'intérieur se trouve un cube
dont les 8 sommets touchent exactement
I'extérieur de la sphére. A lintérieur du
cube se trouve une sphére de couleur qui
effleure chacune des 6 faces extérieures du
cube. Quel est le rapport du volume de la
grande sphére a celui de la petite?

/\
\_

aus: Tangente, Paris

42 a Seems difficult but is quite easy
Simplify the following fraction and give its
value as one number in the numerator and
one in the denominator:

leled + Jeded + 3e6el2 + ...+ Teldel8
le3e9 + 206018 + 369627 + ... + Te21e63

aus: Fun with mathematics, Toronto

Maths is like Ophelia in Hamlet —
charming and a bit mad.

John H.C. Whitehead (1904-1960)

A3 A B NpaBHILHOM BOCEMHYIOTBHHKE
MPOBEJH [Be NAPAJUIENbHBIE THATOHAIIH
(cM. pucyHOK). JIOKaXHTe, YTO MIOINANE
MONYYHBIIErocsd NIPAMOYTOJEHHKA BIBOE
MEHBLIE TJI0IIANH BOCBMHAYTOIBHAKA.

aus: Quant, Moskau
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Peripheriewinkel iiber demselben
Bogen eines Kreises

sind gleich grof} -

na und?

Was liBt sich mit diesem Satz aus der
Lehre von den Winkeln am Kreis anfan-
gen? Nun, die Kenntnis des Peripheriewin-
kelsatzes kann aus ganz unterschiedlichen
Griinden niitzlich sein, sogar aus recht
praktischen.

FuBballtrainer stellen beim Uben des Tor-
schusses ihre Spieler auf einer Kreislinie
auf. Fiir jeden ist dann das Tor — es bildet
eine Sehne des Kreises — gleich groB. Jeder
der Spieler hat die gleiche Chance.

Bild 1 53 5,

5

54

Ein Tourist mdchte von einem Parkweg aus
die Vorderseite des Goethe-Gartenhauses
fotografieren. Der Bildwinkel seiner Ka-
mera betriigt 54°. Wie konnte er auf einem
Lageplan wohl die Stelle(n) ermitteln, von
wo aus er die gesamte Vorderfront fotogra-
fieren kann, ohne die Griinanlagen zu be-
treten? Wie muB er seinen Standort verén-
dern, wenn er ein Objektiv mit dem
Bildwinkel 47° benutzt?

Bild 2 zeigt, daB es offensichtlich zwei sol-
cher Stellen auf dem Parkweg gibt, von de-
nen aus die Gebdudefront unter einem
Bildwinkel von 54° erscheint. Wird das Ob-
jektiv mit dem Bildwinkel von 47° benutzt,
dann muB ein anderer Standort auf dem
Weg gefunden werden, einer, der auf
einem Kreis mit groBerem Radius liegt.
Wie kdnnte man aber die Mittelpunkte sol-
cher Kreise finden, von deren Punkten aus
man eine Sehne gegebener Linge unter
einem gegebenen Winkel sieht? Beim L&-
sen dieser Konstruktionsaufgabe wird uns
bewuBt, daB hierzu die Kenntnis weiterer
Sdtze iiber Winkel am Kreis notwendig
ist.

52 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

Am bekanntesten sind Konstruktionen, die
sich auf den Zentri-Peripheriewinkelsatz
stiitzen oder auch auf den Satz iiber Seh-
nentangentenwinkel. Der Winkel zwischen
der Sehne und der Tangente an den Kreis
in einem Endpunkt der Sehne ist nimlich
ebenso groB wie der Peripheriewinkel iiber
dieser Sehne. Nun kénnte man die Kon-
struktion der fiir unsere Aufgaben nétigen
Kreise ausfiihren. Probiert es!

Der Peripheriewinkelsatz hat nicht nur fiir
die angefiihrten praktischen Fragen eine
Bedeutung. Er ist auch ein wichtiges Mittel
zum Beweisen weiterer geometrischer
Sitze.

Nehmen wir einmal an, wir hiitten diesen
Satz abgeleitet aus dem Satz iiber die
Summe der gegeniiberliegenden Winkel im
Sehnenviereck.

Er sagt, daB diese Summe 180° betriigt.
Bei festem Winkel < ADB miissen alle

Winkel < AC;B iiber 4B gleich sein.
Bild 3 G

D

Wenn nun zwischen der GréBe des Zentri-
winkels zum Bogen ABund einem Periphe-
riewinkel iiber demselben Bogen ein Zu-
sammenhang entdeckt werden soll, so kann
man sich zunéchst auf einen einfachen
Spezialfall beschrinken. Es konnte z.B. M
auf einem Schenkel des Peripheriewinkels
liegen.

Bild 4 ¢

<]
>

e ek

Der Zentriwinkel < AMB iiber dem Bogen
AB ist als AuBenwinkel im gleichschenkli-
gen Dreieck AMBC ebenso groB wie die
Summe der beiden nichtanliegenden
gleichgrofen Basiswinkel <4 MCB und
4 MBC. Da wir andererseits wissen, daB

>
w

alle Peripheriewinkel iiber AB gleich groB
sind, gilt fir diese Winkel auch, daB sie
alle halb so groB sind wie der Zentriwinkel
iiber diesem Bogen.

Es konnte aber auch sein, daB man zu-
nichst den Zusammenhang von Zentri-
und Peripheriewinkel entdecken mdchte.
Dann geniigen die Beweisiiberlegungen
zum Bild 4 nicht mehr, denn mit ihnen
wire die Giiltigkeit der Aussage nur fiir
einen Spezialfall bewiesen.

Man muB entsprechende Uberlegungen fiir
die beiden anderen moglichen Fille der
Lage des Kreismittelpunktes anstellen, wie
es die Bilder 5 und 6 zeigen.

Bild 5 C

)

N

Versucht selbst zu beweisen, daB auch jetzt
gilt y=2u!

Da die Lage des Scheitelpunktes des Peri-
pheriewinkels offensichtlich ohne Einflu
auf seine Beziehung zum Zentriwinkel ist,
kann man nun auch sagen: Alle Peripherie-
winkel iiber demselben Bogen sind gleich
groB.

Sehr einfach ist der Zusammenhang zwi-
schen Zentri- und Peripheriewinkel zu ent-
decken, wenn man dabei geometrische Ab-
bildungen verwendet, speziell Spiegelun-
gen und Drehungen.

Wer die Eigenschaften der Spiegelung an
einer Geraden noch gut kennt, der wird
auch leicht erkennen, dal man die Nach-
einanderausfilhrung von zwei Spiegelun-
gen an zwei sich schneidenden Geraden
durch eine Drehung um den Schnittpunkt
dieser Geraden ersetzen kann. Dabei ist
der Drehwinkel doppelt so groB wie der
Winkel zwischen den Spiegelachsen.

Bild 7

Diesen ganz einfachen Zusammenhang
zwischen zwei Winkeln kann man in der
Figur wiederfinden, die uns den Zusam-
menhang von Zentri- und Peripheriewinkel
zeigt.



Bild 8

Die Spiegelung an der Mittelsenkrechten
von AC bildet 4 auf C ab; die Spiegelung
an der Mittelsenkrechten von BC bildet C
auf B ab. Der Schnittpunkt der beiden Mit-
telsenkrechten m; und m, ist M. Durch die
Drehung um M mit dem Drehwinkel
y=<4AMB =24(m;, my) =2

wird also 4 auf B abgebildet.

Was hat das aber mit dem Peripheriewin-
kel $A4CB zu tun? Die entsprechenden
Schenkel von < ACB und von <(m,, m,)
stehen aufeinander senkrecht, die Winkel
sind dann gleich groB. (Wer konnte diesen
Satz beweisen?)

Es ist also

y=24(my, my) =24 ACB = 2.

Sehr niitzlich ist der Peripheriewinkelsatz
auch, wenn man einen anderen wichtigen
Satz beweisen will, nimlich den Thales-
satz.

Kennt man bereits den Zentri-Peripherie-
winkelsatz, dann ist der Thalessatz nur ein
spezieller Fall von ihm: Der Zentriwinkel
ist 180° groB und der Peripheriewinkel iiber
dem Durchmesser ist dann ein Rechter.

Bild 9

Kennt man jedoch nur den Peripheriewin-
kelsatz, dann geniigt es, zuniichst einen
Spezialfall zu betrachten, so wie es Bild 10
zeigt.

Bild 10 .

L=

&

Es sei MC L 4B. Dann gilt:

AAMC = ABMC und

4ACB= 4 ACM + 4 MCB = 2-45°=90°,
Da nun alle Peripheriewinkel iiber AB
gleich groB sind, gilt fiir sie, daB in diesem
Fall jeder von ihnen ein rechter Winkel
ist.

Man kdnnte auch folgendermaBen iiberle-
gen: Durch eine beliebige Sehne AB erhiilt
man stets zwei verschiedene Kreisbigen

ABund BA Die entsprechenden Peripherie-

winkel sind spitze Winkel bzw. stumpfe
Winkel. Bei einem Durchmesser 4B sind
diese Kreisbdgen jedoch kongruent, die je-
weiligen Peripheriewinkel also gleich groB,
also weder stumpfe noch spitze Winkel
sondern rechte Winkel.

Wen diese Argumentation nicht iiberzeugt,
der kann auch noch den Satz iiber die
Summe der gegeniiberliegenden Winkel im
Sehnenviereck heranziehen.

Bild 11 ¢

D

4ACB = 4 ADB (Peripheriewinkelsatz)

<4< ACB+ 4ADB =180° (Sehnenviereck)
< ACB = 4 ADB = 90°

Nicht nur der Thalessatz hat in der Geo-
metrie Bedeutung, auch seine Umkehrung
wird hédufig bendtigt. Sie besagt, daB der
Scheitel des rechten Winkels in allen
rechtwinkligen Dreiecken, die man zu
einer gegebenen Hypotenuse zeichnen
kann, immer auf dem Kreis um den Mittel-
punkt der Hypotenuse durch ihre End-
punkte liegt.

Dieser Satz kdnnte uns auch in der folgen-
den Form gegeniibertreten: In jedem recht-
winkligen Dreieck ist die Seitenhalbie-
rende der Hypotenuse halb so groB wie
diese. Wer kann nachweisen, daB beide
Sitze das gleiche aussagen?

Es sollen drei Mdglichkeiten fiir den Be-
weis dieses Satzes gezeigt werden.

Bild 12 c

A M B
Vorauss.: $ACB= 90"
AM=MB

Beh. MC=AM=MB

Die Parallelen zu den Katheten BC bzw.
AC durch M schneiden die Katheten in
den Punkten D und E. Die Dreiecke
AAME und AMBD sind kongruent wegen
wsw. Es ist also ME = BD. AuBerdem ist
ME = DC, denn das Viereck MDCE ist ein
Rechteck. Es ist also BD=DC, d.h. MD
ist Mittelsenkrechte im gleichschenk-
ligen Dreieck AMBC. Demnach ist
MB = MC = MA, d.h. C liegt auf dem Kreis
um M durch 4 und B.

Den etwas umsténdlichen Nachweis, da D
der Mittelpunkt von BC ist, hiitte man mit
dem Hinweis umgehen konnen, daB die
Parallele zu AC durch M das Teilverhiltnis
von AB auf BC iibertrigt. Der hier angege-
benen Beweis jedoch vermeidet bewult
diesen Begriff.

Ein anderer Beweis der Umkehrung des
Thalessatzes stiitzt sich auf die fiir solche
Beweisaufgaben niitzliche Empfehlung:
Versuche die Figur so zu erginzen, daB
eine dir bekanntere entsteht!

Bild 13

Vorauss.: 4 ACB= 90°

AM=MB
Beh. MC=AM=MB
Man verlingert CM iiber M hinaus um CM
und erhiilt D. Das so entstandene Viereck
ADBC besitzt nach Konstruktion zwei ein-
ander halbierende Diagonalen und einen
rechten Winkel bei C. Es ist also ein Recht-
eck. (Wie konnte man das beweisen?) Im
Rechteck sind die Diagonalen jedoch
gleich lang. Der Scheitel des rechten Win-
kels liegt also auf dem Umkreis dieses
Rechtecks.
Die Giiltigkeit der Umkehrung des Thales-
satzes kann man auch leicht durch einen
indirekten Beweis zeigen. Man nimmt an,
daB z. B. der Scheitelpunkt C des rechten
Winkels iiber der Hypotenuse AB nicht auf
dem Kreis k durch 4 und B liegt, sondern
innerhalb dieses Kreises.

Bild 14

K G

Der Schnittpunkt von AC mit k sei C,. Der
Peripheriewinkel < AC, B iiber dem Durch-
messer AB ist nach dem Thalessatz ein
Rechter.

Dies fiihrt jedoch zu einem Widerspruch
zum Winkelsummensatz im Dreieck
ACC,B, es hiitte nach unserer Annahme
zwei Innenwinkel von 90°. Unser Annahme
iber die Lage von C war also falsch.

Die gleiche Situation tritt ein, wenn ange-
nommen wird, daB C auBerhalb von k
liegt. (Zeigt das einmal!)

Es erweist sich, daB nur die Annahme: ,C
liegt auf k“ nicht zu Widerspriichen mit
bekannten Sitzen fiihrt. Die Umkehrung
des Thalessatzes ist also eine wahre Aus-
sage.

Dieser Satz und der Peripheriewinkelsatz
sind z. B. beim Beweis einer interessanten
Eigenschaft von Dreieckstransversalen hilf-
reich, fiir welche es allerdings auch viele
andere Beweismoglichkeiten gibt. Diese
Eigenschaft besagt, daB die Hohen eines
Dreiecks zugleich die Winkelhalbierenden
des aus den FuBpunkten der Hohen gebil-
deten Dreiecks sind.

Im Dreieck AABC seien o = oty + 0ty
B=p+5B, v=»+y die Innenwinkel
und F,, F,, F, die HéhenfuBpunkte.

Die Innenwinkel des aus ihnen gebildeten
Dreiecks seien

=1t @, y=wyituv, x=nt+n
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Bild 15 c

Zu beweisen ist, daB gilt'

P1=@ V\i=V, X =

Die Seiten des Drelecks AABC sind Durch-
messer von Thaleskreisen k,, k;, k; durch
A, B, F, F, bzw. B,C, F,, F. bzw. C, A4, F,,
F,. Und nun kann man eine ganze Anzahl
von Peripheriewinkeln tlber jeweils dem
gleichen Bogen erkennen. Es ist nimlich

Bi=@1, =1, Br= X1,

=¥, =@, 6= (1)
auBderdem ist

=P, B=p2, V1= 00 )]

Findet selbst heraus, fiir welche Bégen wel-
cher Kreise das gilt!
Aus (1) und (2) folgt dann die angegebenen
Eigenschaft unmittelbar. Peripheriewinkel
iiber demselben Bogen eines Kreises sind
gleich groB — Gut, daB wir diesen Satz ken-
nen!

W. Jungk

Quadratur des gleich-
seitigen Dreiecks

Gemil der Abbildung und der angegebe-
nen Formeln ist ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seite s=10cm mit den einge-
zeichneten Strecken auf Papier zu zeich-
nen. (Fiir s=10cm ergibt sich mit Ta-
schenrechner

=+ (B -3 -1)~21911..cm)

8
4
A

/.
- L(F-FD)

AnschlieBend ist dieses Dreieck auszu-
schneiden und lings der eingezeichneten
Linien in 6 Teilflichen zu zerschneiden.
Die 6 Teilflichen sind dann zu einer Qua-
dratfliche aneinander zulegen.

W. Trager, Dibeln

Losung auf Seite 71!
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A. A. Fraenkel — der Lobatschewski

der Mengenlehre

Vor 100 Jahren, am 17.2. 1891, wurde Ab-
raham Adolf Fraenkel in einer strenggliu-
bigen jlidischen Familie in Miinchen gebo-
ren. Er wirkte als Dozent bzw. Professor
der Mathematik an den Universititen Mar-
burg, Kiel und (ab 1933) Jerusalem. Dort
starb er am 15.10. 1965. Sein Name ist fiir
immer mit der Entwicklung der Mengen-
lehre verbunden, zu der er viele bedeu-
tende Beitriige leistete. Das erste, 1908 von
Ernst Zermelo (1871-1953) vorgeschla-
gene Axiomensystem der Mengenlehre
wurde von Fraenkel wesentlich verbessert
und trigt seitdem die Bezeichnung Zer-
melo-Fraenkel'sches Axiomensystem. Wir
wollen hier anléBlich des 100. Geburtstages
von Fraenkel einer seiner Leistungen ge-
denken, die im Strom folgender, dhnlicher
Resultate iiberflutet wurde und daher
heute nicht mehr so allgemein bekannt ist.
Unsere Geschichte beginnt aber rund
2200 Jahre frither im antiken Alexan-
dria.

~Aagwhal

Seitdem Euklid um 300 v.u.Z. in seinem
Werk ,Elemente* groBe Teile der damals
bekannten Geometrie deduktiv aufgebaut,
d. h. aus gewissen Grundannahmen (Axio-
men und Postulaten) durch logische
SchluBfolgerungen abgeleitet hatte, galt
diese Art, ,more geometrico” (d.h. auf geo-

metrische Weise) Mathematik und viel-
leicht sogar Mechanik und andere Wissen-
schaften zu betreiben, als methodisch
vorbildlich. Freilich konnte dieses Vorbild
auf Grund vieler begrifflicher Schwierig-
keiten bis ins 19.Jh. hinein nicht einmal in
anderen mathematischen Disziplinen (wie
z. B. Algebra, Zahlentheorie, Differential-
rechnung, Wahrscheinlichkeitsrechnung)
geschweige denn in den Naturwissenschaf-
ten erreicht werden. Genau genommen war
es aus heutiger Sicht auch um die angebli-
che logische Strenge der euklidischen Geo-
metrie nicht allzu gut bestellt.

Was es eigentlich bedeutet, aus gegebenen
Voraussetzungen eine Behauptung durch
logische SchluBfolgerung zu beweisen
(statt sich z.B. durch Erfahrung und Expe-
rimente von ihrer Giiltigkeit zu iiberzeu-
gen, hiitte noch um 1800 niemand zu erkld-
ren vermocht, und das fiel nur darum nicht
so unangenehm auf, weil in jedem konkre-
ten Fall eines mathematischen Beweises
kein Zweifel an seiner Stichhaltigkeit auf-
kam. Es ist lbrigens eine ganz allgemeine
Erscheinung in den Wissenschaften, daB
man Dinge tut (z. B. Beweisen, Konstruie-
ren, Widerlegen), ohne sich dariiber den
Kopf zu zerbrechen, solange sie sich tun
lassen. Erst wenn man vor der Aufgabe
steht nachzuweisen, daB etwas prinzipiell
unmoglich ist, erfordert dies ein tiefes Ein-
dringen in das Wesen dessen, was da getan
werden soll. So war es auch mit den mathe-
matischen Beweisen: Die Frage, was ein
mathematischer Beweis ist, entstand im
Umfeld der sich iiber mehr als 2000 Jahre
erstreckenden Bemiihungen, ein gewisses
der von Euklid vorausgesetzten geometri-
schen Postulate (das Parallelenpostulat) als
logische Folgerung aus den iibrigen nach-
zuweisen. Heute wissen wir, daB dieses Po-
stulat nicht aus den anderen folgt. Um dies
einzusehen, muB man jedoch einen wahr-
haft umwilzenden Schritt gehen. Man muf
die Begriffe der Geometrie von ihrer allge-
mein anerkannten scheinbar feststehenden
Bedeutung abtrennen und ihnen eine sol-
che abweichende Deutung unterschieben,
bei der die iibrigen Axiome und Postulate
Euklids ebenfalls alle erfiillt werden, das
Parallelenpostulat jedoch nicht. Dies
wurde in den DreiBigerjahren des 19. Jh.
durch den Russen N. I. Lobatschewski
(1792-1856) und den Ungarn J. von Bolyai
eingeleitet und erst um 1870 durch E. Bel-
trami (1835-1900) wund F. Klein
(1849-1925) vollendet. Als Verallgemeine-



rung ergibt sich: Die Aussage A4 folgt nicht
aus den Aussagen A4,, A,, ..., wenn es eine
Deutung der Sprache gibt, in der 4, 4,, 4,
... formuliert sind, bei der 4,, 4,, ... erfiillt
werden (wahr sind), 4 jedoch nicht. A
heiBt in diesem Fall unabhiingig von A4,,
A, ... (was gleichbedeutend mit unbeweis-
bar aus A4,, A4,, ... ist). Die betreffende
Deutung der Sprache (d. h. der in ihr vor-
kommenden Begriffe) nennt man ein Mo-
dell fiir die Aussagen 4,, 4,, ..., wenn alle
diese Aussagen bei dieser Deutung erfiillt
werden. Durch bloBe Umformulierung aus
der Definition des ,Nichtfolgens® erhalten
wir: Die Aussage A folgt aus den Aussagen
Ay, Az, Loy WENN jﬁdes Modell fiir A], Aj,
. auch ein Modell fiir A ist. Der Preis,
den die Mathematiker fiir diese kostbare
Erkenntnis zahlen muBten, war hoch: Man
mubte den naiven, quasi naturwissen-
schaftlichen Standpunkt gegeniiber den
mathematischen Objektiven aufgeben,
der - vereinfacht gesagt — darin besteht,
daB alle Begriffe eine einfiirallemal gege-
bene ,Standardbedeutung® besitzen. Im
Laufe der rund 50 Jahre zwischen 1870
und 1920 lernte die Mathematik, sich
selbst auf neue Weise zu verstehen, und sie
bekam zusitzliche neue Inhalte und Auf-
gaben, indem eine groBe Vielfalt von Mo-
dellen fiir Begriffssysteme entdeckt und er-
forscht wurde. Derartige Modelle kdnnen
in der Regel nicht aus der materiellen
Sphire bezogen werden, weil sie meist aus
unendlich vielen Objekten bestehen miis-
sen, um den mathematischen Axiomen zu
geniigen. Man denke z.B. an die Zahlberei-
che!
Gerade zur rechten Zeit entstand also um
1870 die Mengenlehre.
In Gestalt der Mengen, Mengen von Men-
gen, Mengen von Mengen von Mengen, ...
lieferte sie das ,Baumaterial® fiir uniiber-
sehbar viele Modelle mathematischer
Theorien und damit Pseudoantworten auf
Fragen wie: Als was kann man sich natiirli-
che, rationale, reelle Zahlen vorstellen?
Wo gibt es einen Bereich von Dingen, der
den Axiomen der Geometrie in aller
Strenge (unabhiingig von den schwer er-
forschbaren Eigenschaften des ,wahren
physikalischen Raumes“) geniigt? Pseudo-
antworten, weil sie die Existenz von Men-
gen in einer der Existenz materieller Ob-
jekte vergleichbaren Weise voraussetzen,
wihrend doch zugleich diese Mengen, son-
fern sie unendlich sind, nicht als materielle
Objekte vorstellbar sind. Tatsiichlich be-
ruhten die groBen Erfolge der neuen Ma-
thematik zumindest psychologisch darauf,
daB die Mathematiker nun gegeniiber den
Mengen einen analogen naiven Stand-
punkt einnahmen wie vorher gegeniiber
den Begriffen der Geometrie. Diese von
Georg Cantor (1845-1918), dem Begriin-
der der Mengenlehre, vorgedachte ,Philo-
sophie, der Glaube an die Existenz eines
immateriellen ,Reiches aller Mengen*, ist
eine moderne Form des auf den antiken
Philosophen Platon (427-348 v.u. Z.) zu-
riickgehenden objektiven Idealismus. DaB
dieser Standpunkt in der Mengenlehre un-
haltbar ist, ergab sich eigentlich bereits aus

einem 1915 wvon L. Lowenheim
(1878-1957) und 1920 von T. Skolem
(1887-1963) erhaltenen allgemeinen Re-
sultat, wonach jedes Axiomensystem, so-

_fern es iiberhaupt ein unendliches Modell

besitzt, auch ein solches besitzt, das nur
aus abzihlbar vielen Objekten besteht, d.h.
daB man diese Objekte durchnumerieren
bzw. den natiirlichen Zahlen eineindeutig
zuordnen kann, wihrend andererseits ein
bekannter Satz der Mengenlehre besagt,
daB eine solche Zuordnung fiir die Menge
aller Teilmengen von natiirlichen Zahlen
nicht existiert. Gegeniiber diesem ,Sko-
lemschen Paradoxon“ konnten sich die An-
hiéinger Cantors jedoch noch auf den Stand-
punkt stellen, daB sich das immaterielle
Reich der Mengen nicht vollstindig durch
ein Axiomensystem beschreiben 1Bt und
daher der Satz von Léwenheim und Sko-
lem hier nicht anwendbar sei. Da fand
Fraenkel 1922, daB man durch eine in ganz
anschaulicher Weise beschreibbare Aus-
diinnung des vorgestellten Reiches aller
Mengen, d. h. durch Weglassen vieler die-
ser Mengen nach einem bestimmten Ge-
setz, ein anderes Mengen-Universum er-
halten kann, in dem alle Axiome des
Zermelo-Fraenkel’'schen Axiomensystems
mit einer Ausnahme (dem sogenannten
Auswahlaxiom) giiltig bleiben. Das bedeu-
tet, das sich dieses Auswahlaxiom zu den
iibrigen Axiomen der Mengenlehre analog
verhiilt wie das Parallelenpostulat zu den
ibrigen Axiomen der Geometrie: Es folgt
nicht aus ihnen, ist nicht aus ihnen beweis-
bar. Es gibt also auch ebenso wenig ein
ausgezeichnetes ,Standardmodell* der
Mengenlehre, wie es kein ausgezeichnetes
Modell der Geometrie gibt.
‘In den folgenden Jahrzehnten wurden viele
Methoden zur ,Konstruktion® von Nicht-
standardmodellen der Mengenlehre aus
vorausgesetzten Modellen entwickelt, und
mittels solcher Modelle wurde eine beein-
druckende Fiille von Resultaten iiber die
logischen Beziehungen zwischen wichtigen
mengentheoretischen Aussagen erzielt. (In
analoger Weise verfiigen wir heute iiber ein
ungeheures Arsenal von Modellen fiir geo-
metrische Aussagen, mit denen wir bis in
alle Feinheiten kldren kénnen, welche Vor-
aussetzungen welche Folgerungen nach
sich ziehen bzw. welche Siitze von welchen
anderen Sdtzen unabhiingig sind.) Zu-
gleich ist der Seelenfrieden zumindest der-
jenigen Mathematiker, die bei ihrer Arbeit
unendliche Mengen von hoher Michtigkeit
wesentlich benutzen, erheblich gestort,
denn es gibt keinen allgemein anerkannten
Standardbereich von Objekten, auf die sich
ihre Resultate beziehen. Kann man also ei-
nerseits mit einem gewissen Recht sagen:
»Wir Mathematiker wissen heute nicht, wo-
mit wir uns beschiftigen,” so wissen wir
andererseits genauer als je zuvor, was wir
tun (d.h. wir haben das Wesen des dedukti-
ven SchlieBens vollstindig begriffen), und
es gibt wohl keinen Mathematiker, der sich
in die ,paradiesischen“ Zeiten vor Lobat-
schewski und vor Fraenkel zuriick-
wiinscht.

P. Schreiber

Alphons logische
Abenteuer (5)

»Es gibt nichts®, schimpfte Alphons Schwe-
ster, ,nein wirklich, es gibt einfach nicht,
was ich suche.“ Alphons wollte wissen,
weshalb sie sich denn so aufrege. ,Es geht
um meine gewiinschten Zeichenstifte®,
antwortete sie. ,Seit drei Wochen rennen
ich und Mutti durch die Geschifte, die
Zeichenartikel fiihrenden Geschifte unse-
res Ortes“ korrigierte sie sich, um der Ver-
besserung, zu der Alphons schon ansetzte,
zuvorzukommen, ,aber es ist nichts zu ma-
chen, es gibt sie nicht.“ Weil es diese Zei-
chenstifte nicht zu kaufen gibt, kénne man
aber nicht sagen, es giibe iiberhaupt nichts
zu kaufen, versuchte Alphons seine Schwe-
ster zu trosten. Dieser feine Unterschied,
wenn es Uberhaupt einer ist, sei ihr egal,
worauf Alphons zu bedenken gab, daB
wenn es gar nichts zu kaufen giibe, sie sich
das Herumlaufen nach kiuflichen Zei-
chenstiften ersparen kénne. Bei so einem
iberschlauen Bruder kdnne man sich we-
der herzlich freuen noch richtig aufregen,
murrte seine Schwester.

Alphons Erkldrungsbereitschaft war durch
den nicht akzeptierten Unterschied ange-
stachelt worden. Er wolle sie ja nicht zu-
sdtzlich drgern, aber es sei nun einmal so,
daB sie zwei verschiedene Aussagen ge-
macht habe. ,Es gibt nichts zu kaufen®,
was sie wohl mit ,es gibt nichts* meine, be-
sage mit nur anderen Worten, daB alles,
was es gibt, nicht kduflich ist. Er wolle
allerdings nicht darauf eingehen, wie seine
Schwester  kiuflich“ verstehe, z. B. als
nicht durch sie oder als Eigenschaft des-
sen, was es gibt. Hingegen meine mit nur
anderen Worten ,es gibt nicht zu kaufen,
was ich suche® dasselbe wie die Aussage:
»Alles, was ich suche, ist nicht kiuflich“.
Da seine Schwester, die mit dem ,ich“ ge-
meint sei, sicherlich nicht alles, was es
gibt, auch suche, lasse sie mit dieser Aus-
sage mehr an Kiuflichem zu, als mit der
ersten Aussage.

Alphons, so recht in Fahrt gekommen, ver-
suchte seiner etwas hilflos dreinschauen-
den Schwester ,mit nur anderen Worten®
das an sich richtig Gesagte deutlicher zu
machen, statt sie selber nachdenken zu las-
sen. Da mischte sich seine Mutter ein:
»~Alphons, suche, und zwar ein Geschift, in
dem es Butter zu kaufen gibt.

Mit nur anderen Worten, gehe das einkau-
fen, was ich heute vergaB zu besorgen.“
Alphons bemerkte zwar noch, daB es sich
hier nicht um gleichbedeutende Aussagen
handle, machte sich aber als Zeichen sei-
ner Friedfertigkeit sofort auf den Weg.

L. Kreiser

Die Sprache ist ein unerbittlicher Richter,
und wir kbnnen ihrem Urteilsspruch nicht
entgehen, wenn wir uns ihrer schlecht
bedienen.

Johannes R. Becher
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Deutscher
Schulschachpokal 1991

w~Autorititen auf den Gebieten der ange-
wandten Mathematik und des Schachs ha-
ben errechnet, daB es eine gréBere Anzahl
moglicher Schachstellungen und erst recht
dynamisch entwickelter Abfolgen dersel-
ben gibt als Atome im ganzen Weltall
Schon nach 12 Halbziigen sind mehr Stel-
lungen moglich, als die mutmaBliche Zahl
der Sekunden seit geschiitztem Anfang des
physischen Universums.“
Prof. Dr. Josef Seifert
.Schachphilosophie

Diese Vielfalt des Schachs zieht immer
wieder nicht nur begeisterte Profis, sondern
auch Millionen Amateure in ihren Bann.
Dem trug in diesem Jahr die deutsche
Coca-Cola Organisation Rechnung, als sie
sich entschloB, als Sponsor fiir einen ge-
samtdeutschen Schulschachpokal in allen
16 Bundeslindern aufzutreten. Zur Auf-
taktveranstaltung dieses GroBereignisses
waren alle Schulschachreferenten der Lin-
der nach Verden an der Aller (Niedersach-
sen) eingeladen, wo am 9. Mirz 1991 der
erste  Landesausscheid stattfand. Hier
konnten wir uns personlich von dem An-
klang iiberzeugen, den das Turnier bei
Kindern der ersten bis 13. Klasse fand.
Der Austragungsmodus ist einfach: In je-
dem Bundesland wird ein fiir alle Schulen
offenes Turnier fiir Vierermannschaften
ausgetragen. Man spielt sieben Runden
nach Schweizer System (jeweils gleich-
starke Gegner werden gegeneinander ge-
setzt). Der Sieger qualifiziert sich fiir das
Bundesfinale, welches unter Schirmherr-
schaft des Bundesrates am 30. November in
Berlin stattfinden wird. Dieser wird zwar
immer aus den hoheren Jahrgdngen kom-
men, doch sollten die Kleinen nicht traurig
sein: auch die besten Mannschaften jlinge-
rer Altersklassen erhalten einen Preis.
Coca-Cola lieB es sich nicht nehmen, au-
Ber Sachpreisen auch attraktive Pokale fiir
jedes Land zu stiften. Der Siegermann-
schaft des Bundesfinales schlieBlich winkt
eine Reise in die USA.

In Verden wurde hart darum gekimpft. Die
Stimmung war super, der Kampfgeist stand
dem bei einer Deutschen Meisterschaft der
Profis in nichts nach. Im Gegenteil; Remis
war ein seltenes Ergebnis. Durch belegte
Brotchen und Getrinke des Sponsors wur-
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den die unermiidlichen Kdmpfer jederzeit
wieder fit gemacht, ein neues Computer-
programm sorgte filir eine sekunden-
schnelle Auslosung und den sofortigen Ta-
bellenausdruck nach jeder Runde.

Fiir den Organisator, Herrn Erich Scholvin,
Schulschachreferent der Deutschen
Schachjugend, war es ein leichtes Hantie-
ren dank seiner hervorragenden Vorberei-
tung. Als schlieBlich auch noch der Kultus-
minister ankam, der (wie in vielen Landes-
verbiinden) die Schirmherrschaft iibernom-
men hatte, da begann der Kampf hirter
denn je. Sich unter die iiber 200 Teilneh-
mer mischend, erfuhr Herr Professor Wern-
stedt sicher so manche Neuigkeit.

Nach sieben Stunden stand der Sieger auf
dem verdienten Podest: die KGS Stuhr-
Brinkus lag mit 13:1 Mannschaftspunkten
unangefochten vorn. Ob sie es auch im No-
vember schafft?!

Die ndchsten Termine sind dicht belegt.
Am 27.4. findet die Veranstaltung in Sach-

sen und in Sachsen-Anhalt statt. Das
zweite Bundesland hat dafiir einen tradi-
tionsbewuBten Austragungsort gefunden —
das alte Schachdorf Strébeck lddt ein. Be-
reits eine Woche spiter geht es weiter.
Brandenburg und Berlin z. B. haben sich
zusammen fiir eine GroBveranstaltung in
den Festsilen der Trabrennbahn Marien-
dorf entschieden. Alle anderen Bundeslin-
der folgen bis Oktober nach.

Ich denke, daB diese bemerkenswerte Akti-
vitdt, die nicht nur von der Schachjugend,
sondern auch noch von einem freigebigen
Sponsor und den Kultusministerien bzw.
dem Bundesrat unterstiitzt wird, AnlaB zu
weiteren Aktivititen sein sollte, besonders
in den Schulen, die bisher noch keine
Schachgruppe haben. Vielleicht werden ge-
rade sie dann im nichsten Jahr erster?!

M. Spindler

Die Rochade als
Mattzug k

Eine Besonderheit beim Schachspiel ist die
Rochade. Nur einmal im Verlauf einer
Schachpartie ist es WeiB und Schwarz er-
laubt, einen Doppelzug auszufiihren: Die
Rochade, eine gleichzeitige Bewegung von
Kénig und Turm. Bei der Ausfiihrung der

Rochade zieht der Konig in derselben
Reihe auf das jeweils iibernidchste Feld
gleicher Farbe. Sodann geht derjenige
Turm, zu dem sich der Konig hinbewegt
hat, iiber den Kénig hinweg auf dasjenige
Feld, daB der Konig soeben tliberschritten
hatte.

Die Rochade ist nur dann durchfiihrbar,
wenn

1. der Konig und der Rochadeturm im
Spielverlauf noch nicht gezogen haben,

2. zwischen dem Konig und dem Rocha-
deturm keine anderen Figuren stehen,

3. der Konig vor und nach der Rochade
keinem Schachgebot ausgesetzt ist und der
Rochadeturm nach Ausfilhrung der Ro-
chade durch keine gegnerische Figur ange-
griffen wird.

In der Diagrammstellung kann WeiB durch
1. Kg2 und 1. Kh2 auf zwei verschiedene
Arten Schwarz in einem Zug mattsetzen.

:'D:Eg

Die Aufstellung der Schachfiguren ist so
zu verindern, daB es fiir Weill vier ver-
schiedene Moglichkeiten gibt, Schwarz in
einem Zug mattzusetzen. Dabei ist auch
die Rochade als eine Lésungsméglichkeit
in Betracht zu ziehen.

H. Riidiger

Neulich, bei der Vorbereitung des Titel-
blattes dieses Heftes gerieten wir in arge
Schwierigkeiten. Um das mir von Lothar
Otto zugedachte ,Ferienlicheln“ ein-
drucksvoll auf’s Titelblatt bannen zu kon-
nen, mubte die Vorlage mit einer Breite
von 7,8 cm auf eine Breite von 18,5 cm um-
kopiert werden. Wie jeder sofort nachrech-
net, mufBite die Zeichnung damit um mehr
als das Doppelte vergroBert werden. Zu
dumm, daB unser Kopierer nur um maxi-
mal 200% vergréBern kann. Wie wir das
Problem geldst haben? Na, das diirftet Ihr
wohl selbst herausbekommen!



Vom Wortwiirfel
zum
Z ahlenwiirfel

Das nachstehende Bild (Bild 1) zeigt einen
»Wortwiirfel.
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Bild 1
Der 3 % 3 % 3-Wortwiirfel

Er besteht aus 27 kleinen Wiirfeln. Jeder
dieser kleinen Wiirfel triigt auf jeder seiner
6 Seiten den gleichen Buchstaben. Es sind
3 Zerlegungen in einen 3 X 3 X 1-Quader
moglich (Bild 2).
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Bild 2
Eine der 3 moglichen Zerlegungen
in der 3 X 3 — 1-Quader

In jeder dieser Zerlegung kann man 3mal
die Worte BAD, TOM und RUF und 6mal
die Worte ATE, DER und EMU lesen (in
der natiirlichen Lesart von links nach
rechts bzw. von oben nach unten).

Die in diesem Wiirfel vorkommenden
10 Buchstaben sind durch die Zahlen, 0, 1,
2, ..., 9 zu ersetzen und zwar verschiedene
Buchstaben durch verschiedene Ziffern so,
daB die sich ergebenden sechs dreistelligen
Zahlen alle dieselbe Quersumme haben.
Dabei soll der Buchstabe O in der Mitte
des Wiirfels durch die Zahl Null ersetzt
werden.

Es gibt 2 Losungen! Die sich daraus erge-
benden Zahlenwiirfel sind halbmagisch,
d. h. die Summe der Zahlen von je 3 klei-
nen Wiirfeln in Richtung der Wiirfelkanten

ist gleich, nicht die von diagonal angeord-
neten Wiirfeln. Es gibt genau 27 derartiger
LDreierquader”! Wie lauten die 6 dreistelli-
gen Zahlen?

Erst selbst losen! Dann weiterlesen!

Losung

I. Die magische Summe S
und die Ziffer E

Da die Summe der zehn Ziffern gleich 45

ist, gilt die Gleichung:

(1) A+B+D+E+F+M+0+R
+T+U=45

Andererseits soll aber auch sein:

20 (B+A+D)+(T+0+M)
+(R+U+F)=

Durch Subtraktion (1) — (2) erhalten wir

(3) E=45-138§.

Diese Gleichung zeigt, daB E durch 3 teil-
bar sein muB,; das bedeutet aber, daBl E nur
die Werte 0, oder 3 oder 6 oder 9 haben
kann.
Ferner gilt:
(4) (A+T+EY+(D+E+R)
+(E+M+U)=
Durch Subtraktion (4) —
(5) JE=B+0+F
Nun ist die Summe dreier verschiedener
Ziffern mindestens gleich 3(=0+1+2)
und hochstens gleich 24(=9+8+7), so
daB also die Werte E =0 und 9 nicht méog-
lich sind (ganz abgesehen davon, daB 0
schon vergeben ist). Es sind daher nur die
Moglichkeiten E=3, =14 und E=6,
§=13 in Erwigung zu ziehen.

(2) ergibt sich

I1. Die Ziffern B, O und F

Wir untersuchen zuerst den Fall E=6,
S§=13. Zunichst ist

(6) (A+T+E)=(D+E+F)
=(E+M+U)=

also hier

)] A+T)=(D+R)=(M+U)=7

Daher kommen fiir die Klammerausdriicke
nur die Zahlen (ohne die 6) (0 + 7) bzw.
(2 + 5) bzw. (3 + 4) in Frage. Somit bleiben
fir B, O und F nur die Werte 1, 8 und 9.
Da aber der Buchstabe O gleich 0 sein soll,
ist dieser Fall nicht méglich.

Fiir E=3, §= 14 erhalten wir aus (6)

B8 (A+T)=D+R)=(M+U)=11.
Dies ist aber nur realisierbar (ohne die 3!)
durch (2+9) bzw. (4+7) bzw. (5+6).
Hier bleiben fiir B, O, F die Werte 0, 1 und
8. Daraus kann man schlieBen: Es muB
notwendig sein E=3, §=14, und B ent-
weder 1 oder 8 und dann entsprechend F
entweder 8 oder 1. (2 Moglichkeiten!)

III. Die Ziffern T, M und 4

Da T+0+M=14, also T+ M=14 und
die Ziffer 8 nach Abschnitt IT schon verge-
ben ist, kommen fiir diese beiden Buchsta-
ben nur die Ziffern 5 und 9 in Betracht.
Wir haben daher im nachfolgenden die fol-
genden vier Mbglichkeiten zu untersu-
chen:

(4 =11— T, nach Gleichung (8)).

Falla): B=1(F=8),T=9(M=95),
A=2;

Fallb):B=1{F 8), T=5(M=9),
A=6;

Fallc): B=8 (F=1), T=9(M=75),
A=2;

Falld): B=8 (F=1),T=5(M=9),
A=6.

IV. Die Ziffern D, R und U

Da B+ A+ D= 8§=14, also
D =14 — 4 — B erhalten wir im

Falla): D=14-2-1=11:

dies ist aber ausgeschlossen.
Fallb): D=14-6—-1= 7;
Fallc): D=14-2-8= 4;
Falld): D=14-6-8= 0;

Null ist aber schon vergeben.
Daher kann es eine Lésung nur fiir den
Fall b) und c) geben.
Aus D+ E+ R=140derR=11-D
und E+ M+ U=14oder U=11- M
erhalten wir schlieBlich fiir a):
R=7,U=2bzw flirb) R=4, U=6.
Somit gibt es zwei Lisungen unseres Pro-
blems:

BAD = 167; ATE = 653; DER = 734;

=509; EMU=1392; RUF = 428,
BAD =824 ; ATE =293; DER = 437;
TOM =905; EMU =356; RUF = 761.

Die nachstehenden Bilder zeigen die zwei
gefundenen Lésungen.
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Man erkennt, daB die zweite Lésung das an
der Wiirfelmitte gespiegelte Bild der ersten
Lésung ist, H. Oehl

Eine Anekdote

G. B. Shaw
und die Mathematik

Der groBe irische Dramatiker

George Bernard Shaw

(geb. 1856 in Dublin,

gest. 1950 in Ayot St. Lawrence)

wurde einmal von neugierigen Reportern
gefragt, was er eigentlich von der Mathe-
matik halte. Sie erwarteten (natiirlich) eine
vernichtende Antwort. G. B. S. aber sagte:
»Also eigentlich ist die Mathematik doch
etwas sehr Schones, man kann sich schon
dafiir begeistern ... Vielleicht wire ich
selbst ein guter Mathematiker geworden ...
Mein einziger Fehler war nur der, daB bei
uns die Mathematik schon auf der Schule
gelehrt wurde!®
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Alphons Traum In freien Stunden - alpha-heiter
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Alphons zieht — gleichsam im Traum -
schwebend durch den weiten Raum Restaurant zur

und durchstreift dabei behende :
mathematisches Gelédnde. Silbernen Quadratwurzel

Erster Schritt: Von A nach B). e R

Dort gibt’s ein kriftiges Diner

nach abgedrucktem Speiseplan, Speisenkarte

und da geht Alphons tiichtig ran.

Weiterflug zum néchsten Ort. (C) Vorspeisen

Viel Demonstranten gibt es dort. * Suppe d I'Hospital (franz. Spezialitit)
Alphons bestaunt die Transparente. * Biirgerliche Rekursionsformeln ,Graph de la function*
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Die Geister haben dort mit Goethe

und seinem ,,Faust“ so ein’ge Note.

Zur Zeit bemiih’n sie sich mit Streiten,
das Hexenkiicheneinmaleins?) zu deuten.
Nachdem sie aufler Rand und Band,
erldutert ihr BoB kurzerhand,

wie das, was scheinbar Zahlenspielerei,
am besten zu verstehen sei:

Hexenkiicheneinmaleins

im Faust:

Du mufit versteh'n:
Aus Eins mach Zehn,
und Zwei laff geh'n,
und Drei mach gleich,
so bist du reich.
Verlier die Vier!

Aus Fiinf und Sechs,
50 sagt die Hex',
mach’ Sieben und Acht,
so ist’s vollbracht:
Und Neun ist Eins,
und Zehn ist keins.

Deutung:

Aus 1 wird 10 gemacht, d. h. es
werden 9 hinzugezdhlt.

Davon ab 2 ergibt 7.

Vergleicht man diese 7 mit 3,
so fehlen 4, die zum Ausgleich
,verloren' werden.

Vergleicht man 5 und 6 mit

7+ 8 (also = 135),

6+ 9 ist ,eins' mit 15.
Desgleichen bleibt 0 (keins)
bei 5+ 10 zur 15

Das ist das Hexeneinmaleins.

Zweifelnd sagt Alphons Adé

und wandert weiter zum Ort E.

Hier will man was Besond’res lehren,
auf vollig neue Art erkliren,

wie man konnt’ multiplizieren

nur durch Verdoppeln und Halbieren.
Alphons denkt dariiber nach.

Ob wohl was dran ist an der Sach’?

Ein eigenartiges
Multiplikationsschema
Bei dieser Multiplikationsart wird nur halbiert (Reste bleiben

unberiicksichtigt) und verdoppelt und addiert.
2B 19 mal 75

(links fortgesetzt

9 150 (rechtsseitig
halbieren, 4

2

1

300 fortgesetzt verdoppeln)
600
1200

Alle Zahlen, wo links eine gerade Zahl steht, streichen, sonst
rechts addieren. Es bleiben:

Reste entfallen)

75
150
1200
1425

Am End’ fragt Alphons — halb benommen -:
Wie mag ich wohl nach Hause kommen?
Ihm hilft ein Geist, der ihm erklirt,

wie er wohl am besten fiihrt.

Doch dafiir, sagt das Fabelwesen,

miiBt’ er noch ein Problemchen l6sen.

Und nun hért er die Geschicht’

von der Familienreise als Gedicht:

Familienreise

Auf Reisen geht Familie Radikand —
200 km quer durchs Land —

Im Auto Platz bequem fiir vier;
wenn man vom Motorrad noch zwei addier’,
So reicht der Platz genau fiir alle,
Doch zu beachten ist in jedem Falle,
daf3 Opa wegen seinem Bein

soll vorn neben dem Fahrer sein.
Vater, Mutter konnen beide

den neuen Wagen lenkend fahren;
beide Sohne fahr'n Motorrad

(und das schon seit ein paar Jahren).
Auferdem ist mit von der Partie
auch die Kusine Ros’marie.

Wie oft muf3 nun die Familie
wechseln auf der langen Reise,

dafi die Vor- und Sitznachteile

sich ausgleichen auf die Weise?

Kaum hat Antwort er gegeben,

konnte Alphons heimwiirts schweben
und ist nach der durchtriumten Nacht
ganz plotzlich wieder aufgewacht.

Er rekonstruiert auch gleich die Route
und iiberlegt mit frohem Mute,

was miiit’, bei rechtem Licht beseh’n,
wohl anders als im Traum gescheh’n?
Besonders reizt ihn schon die Frage,
ob bei der vorgegeb’nen Lage

der Weg bei seiner Triumerei

auch anders noch zu nehmen sei.

Wer hilft Alphons wohl dabei?

So, nun seid Thr an der Reih’!

Problem

a) Wieviel verschiedene Wege von A aus iiber alle Punkte B, C,
D und E nach A zuriick gibt es, wenn jeder Punkt nur einmal
aufgesucht wird und die Wege in umgekehrter Richtung nicht
gesondert gezihlt werden sollen?

b) Ist der eingeschlagene Weg A~ B—-C - D —E - A der
kiirzeste?

Alphons denkt jedenfalls noch lang zuriick
an sein durchlebtes Traumgeschick.

St. Koch

) Die Orte A (Abel), B (Briggs), C (Cavalieri), D (Descartes)
und E (Euklid) bilden auf beigefiigter Karte ein regelmiBiges
Fiinfeck.

) ,Hexeneinmaleins® von J. W. Goethe, Faust |
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XXX. Olympiade

Junger Mathematiker

3. Stufe

Februar 1991

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen priizise formuliert
und bewiesen werden. Der Ldsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sdtzen darzulegen.

Olympiadeklasse 7

300731 In einem Lehrbuch aus dem
Jahre 1525 wird sinngemiB folgende Auf-
gabe gestellt:

Ein Hund jagt einen Fuchs. Jeweils in der
Zeit, in der der Fuchs 9 Spriinge macht,
macht der Hund 6 Spriinge, aber mit
3 Spriingen legt der Hund einen ebenso
langen Weg zuriick wie der Fuchs mit
7 Spriingen. Mit wieviel seiner Spriinge
holt der Hund den Fuchs ein, wenn der
Fuchs zu Beginn 60 Fuchsspriinge Vor-
sprung hat?

Bemerkung: Es wird vorausgesetzt, daB der
Hund der Spur des Fuchses folgt und daB
beide ihren ersten Sprung gleichzeitig be-
ginnen.

300732 200 Schiiler seien in Form eines
Rechtecks, nimlich in Lingsreihen zu je
20 und in Querreihen zu je 10 Schiilern,
aufgestellt.

Nun werde aus jeder Querreihe ein mog-
lichst kleiner Schiiler herausgerufen. Unter
den so ermittelten 20 Schiilern werde ein
moglichst groBer mit 4 bezeichnet. Die
20 Schiiler stellen sich dann wieder auf
ihre urspriinglichen Plétze.

Sodann werde aus jeder Lingsreihe ein
moglichst groBer Schiiler herausgerufen
und unter den so ermittelten 10 Schiilern
ein moglichst kleiner mit B bezeichnet.
Dabei stelle sich heraus, daB B eine andere
Grole als A4 hat.

Untersuche, welcher von den beiden Schii-
lern 4 und B unter diesen Voraussetzun-
gen der gréBere sein muB!

300733 Aus zwei gegebenen Lingen
h, =4,0 cm und p; = 4,0 cm sowie einer ge-
gebenen WinkelgroBe f = 20° soll ein Drei-
eck ABC konstruiert werden. Wenn dabei
D den FuBpunkt der auf AC senkrechten
Héhe D bezeichnet, so wird gefordert:

Es gilt BD = h,. 0))]
Es gilt AD = p,. (2)
Der Winkel < ABC hat die GroBe £. (3)

60 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

a) Beweise: Wenn ein Dreieck ABC die Be-
dingungen (1), (2), (3) erfiillt, dann kann es
aus den gegebenen Stiicken h,, p,, f kon-
struiert werden;

b) beschreibe eine solche Konstruktion!

c) Beweise: Wenn ein Dreieck ABC nach
deiner Beschreibung konstruiert wird, dann
erflillt es die Bedingungen (1), (2), (3).

d) Stelle fest, ob ein Dreieck durch die Be-
dingungen (1), (2), (3) bis auf Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

300734 Jemand mochte nach folgenden
Regeln mdglichst viele verschiedeme der
natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 auswih-
len:

Als erste Zahl ist eine zufillig gewihlte der
Zahlen 1 bis 6 zu nehmen, indem gewiirfelt
und die von dem Wiirfel gezeigte Zahl ge-
wihlt wird.

Die weiteren Zahlen sollen so gewihlt wer-
den, daB folgendes gilt: Wenn die Auswahl
von Zahlen beendet ist, so haben je zwei
der insgesamt ausgewihlten Zahlen stets
eine durch 3 teilbare Summe.

Ermittle (in Abhidngigkeit von allen Mog-
lichkeiten der ersten Zahl) die groBtmogli-
che Anzahl von Zahlen, die man nach die-
sen Regeln auswidhlen kann!

300735 Es sei ABCD ein Rechteck mit
den Seitenlinien 4B =a und BC = b, und
es sei a > b. Auf 4B seien die Punkte C
und D, sowie auf CD die Punkte 4, und B,
derart eingezeichnet, daB die Strecken
AA,, BBy, CC, und DD, jeweils Winkelhal-
bierende eines Innenwinkels von ABCD
sind. Die Schnittpunkte E, F, G, H dieser
Winkelhalbierenden miteinander seien wie
in unten stehenden Bild bezeichnet.

D B4 Aq C

Ermittle den Flicheninhalt 7 des Vierecks
EFGH, wenn auBerdem vorausgesetzt wird,
daB a=8cm und b= 5cm gilt!

300736 Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel
(vgl. Bild). Beweise, daB die Abstinde der
Punkte 4, B, C, D, E, G und H von der

Raumdiagonale DF sdmtlich einander
gleich sind!
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Olympiadeklasse 8

300831 Ermittle die Anzahl derjenigen
natiirlichen Zahlen, die jede der Ziffern 1,
2, 3, ..., 9 genau einmal enthalten und
durch 45 teilbar sind!

300832 Gegeben seien drei verschiedene
Sorten von Kugeln; von jeder Sorte seien
100 Stiick vorhanden:

Sorte A: Kugeln mit einer Masse

von 0,3 g je Stiick,

Sorte B: Kugeln mit einer Masse

von 1,5 g je Stiick,

Sorte C: Kugeln mit einer Masse

von 7,0 g je Stiick.

Untersuche, ob es moglich ist, aus diesen
Kugeln genau 100 so auszuwihlen, daB
ihre Gesamtmasse genau 100g betriigt!
Wenn das der Fall ist, so ermittle alle der-
artigen Moglichkeiten fiir die drei Anzah-
len, die man jeweils aus Kugeln der Sor-
ten A, B und C auszuwiihlen hat!

300833 Aus drei gegebenen Lingen

c=8cm;s,=6cm;s5=7cm soll ein
Dreieck ABC konstruiert werden.

Dabei wird gefordert:

Die Seite AB hat die Liinge AB = c. (1)

Die Seitenhalbierende 4D der Seite BC hat
die Linge AD = s,. 2
Die Seitenhalbierende BE der Seite AC hat
die Linge BE = s,. (3)
a) Konstruiere ein Dreieck und beschreibe
deine Konstruktion!

b) Beweise: Wenn ein Dreieck nach deiner
Beschreibung konstruiert wird, dann erfiillt
es die Bedingungen (1), (2), (3).

300834 Man beweise: Fiir jede natiirliche
Zahl n > 0 befindet sich stets unter den na-
tlirlichen Zahlen n— 1, n, n + 1 und n*+ 1
eine Zahl, die durch 5 teilbar ist.

300835

a) Beweise den folgenden Satz:

In jedem Dreieck liegt der groferen von
zwei Seiten stets auch der groBere Winkel
gegeniiber.

b) Gib an, ob die Umkehrung dieses Satzes
gilt, und beweise die Richtigkeit deiner
Angabe!

300836 Im Raum seien zwolf Punkte der-
art gegeben, daB keine vier dieser Punkte
in einer gemeinsamen Ebene liegen.
Ermittle die Anzahl aller derjenigen ver-
schiedenen Tetraecder, deren vier Eck-
punkte zu den zwdlf gegebenen Punkten
gehoren!

Hinweis: Jedes Tetraeder ist durch die



Menge seiner vier Eckpunkte (die nicht in
einer gemeinsamen Ebene liegen) eindeu-
tig bestimmt; irgendwelche Anforderungen
an die Reihenfolge oder die gegenseitigen
Abstinde der Eckpunkte gibt es nicht.

Olympiadeklasse 9

300931 Zwei Spieler A und B spielen das
folgende Spiel:

Auf dem Tisch liegen aufgedeckt 50 Spiel-
karten. Jede ist mit genau einer der Zahlen
von 1 bis 50 beschriftet, jede dieser Zahlen
steht auf genau einer der Karten. Weitere
unbeschriftete Karten stehen zur Verfi-
gung. Die Spieler sind, beginnend mit A,
abwechselnd am Zug.

Wer am Zug ist, wihlt zwei beliebige der
beschrifteten Karten und nimmt sie aus
dem Spiel. Dann beschriftet er eine der un-
beschrifteten Karten mit dem Absolutbe-
trag der Differenz der Zahlen auf den weg-
genommenen Karten, legt die so neu
beschriftete Karte auf den Tisch und bringt
sie damit ins Spiel.

Das Spiel endet, wenn nur noch eine Karte
im Spiel ist. Steht auf dieser eine gerade
Zahl, so hat A gewonnen, andernfalls B.
Kann einer der Spieler das Spiel so gestal-
ten, daB er mit Sicherheit gewinnt?

300932 Man ermittle alle Darstellungen
der Zahl 1991 als Summe von mindestens
drei aufeinanderfolgenden positiven natiir-
lichen Zahlen.

300933 Man beweise, daB es 40 im In-
nern oder auf dem Rand eines Wiirfels der
Kantenlinge 10 cm liegende Punkte gibt,
von denen keine zwei einen Abstand klei-
ner als 4 cm voneinander haben.

300934 Man ermittle alle diejenigen na-
tirlichen Zahlen n zwischen 100 und 400,
fiir die die Summe s der Ziffern bei Dar-
stellung von n im Dezimalsystem (die iibli-
che ,Quersumme*) gleich der Summe ¢ der
Ziffern ist, die bei der Darstellung von n
im System mit der Basis 9 auftreten.
Hinweis: Um eine Summe von Ziffern bil-
den zu koénnen, ist natiirlich jede einzelne
Ziffer als Zahl aufzufassen. Das ist ohne
MiBverstandnis mdglich, da die fiir das Sy-
stem der Basis 9 notwendigen Ziffern 0,
1, ..., 8 dort dieselben Zahlen darstellen
wie im Dezimalsystem.

300935 Ermitteln Sie alle diejenigen Tri-
pel (x, y, z) natiirlicher Zahlen, fiir die
1.,1.1. 4
x y z 5
gilt!

300936 Gegeben seien drei von einem
Punkt § ausgehende Strahlen s, s,, 55. Da-
bei habe der von s, und s; gebildete Winkel
<4(sy, 53) eine beliebige GroBe kleiner als
60°, und der Strahl s, sei ein beliebiger von
S aus in das Innere des Winkels <(s,, s5)
hinein verlaufender Strahl (siche Bild). Ge-
geben sei ferner eine beliebige Strecken-
ldnge ¢

a) Wihlen Sie derartige Vorgaben ¢, s, 55,
53 (dabei s, nicht als Winkelhalbierende von
4(sy, 53)) und konstruieren Sie dann drei

von § verschiedene Punkte 4 auf s, B auf
5, und C auf s; so, daB sie die Ecken eines
gleichseitigen Dreiecks ABC der Seiten-
ldnge ¢ sind!

b) Beschreiben Sie Ihre Konstruktion!

S4

c) Beweisen Sie, daB das nach lhrer Be-
schreibung konstruierte Dreieck ABC
gleichseitig ist und daB seine Ecken A, B,
C auf s, s, bzw. s; liegen! :
Eine Untersuchung, wieviele Dreiecke mit
den geforderten Eigenschaften es auBer-
dem noch gibt, wird nicht verlangt.

Olympiadeklasse 10

301031 Beim Umrechnen natiirlicher
Zahlen aus dem Dezimalsystem in Sy-
steme mit anderer Basis kann man feststel-
len, daB es Zahlen gibt, deren Darstellung
sowohl im System mit der Basis 2 als auch
im System mit der Basis 4 auf die Ziffern-
folge ...01 endet; z. B. hat

17 =[10001}, = [101], diese Eigenschaft.
Gibt es auch natiirliche Zahlen, deren Dar-
stellung in beiden Systemen (sowohl mit
der Basis 2 als auch mit der Basis 4) auf die
Ziffernfolge ...10 endet?

301032 Bekanntlich nennt
Folge von n Zahlen der Form
ay=z, a;=z+d,
as=z+2d ...,
a,=z+(n—-1)d
(n =1 natiirliche Zahl; z, d reelle
Zahlen)
eine (endliche) arithmetische Folge.
Ermitteln Sie die Anzahl aller derjenigen
arithmetischen Folgen (1), in denen auch z
und d natiirliche Zahlen mit z=1, d=1
sind und fiir die n = 3 sowie
ata+..+a,=1991

man jede

(1

(2)
gilt!

301033 Es sei F die Oberfliche eines re-
guldren Tetraeders ABCD. Die Mittel-
punkte der Strecke AB bzw. CD seien M
bzw. N.

Die Bilder a und b verdeutlichen den Vor-
gang des ,Aufschneidens einer Fliche F
lings einer Kurve k= XY*“: Diese Kurve k,
die im Innern der Flache F verlduft, geht
durch das Aufschneiden iiber in eine von
X nach Y durchlaufende Kurve k; und eine
andere von Y nach X durchlaufende
Kurve k. Beide Kurven k; und k, bilden
zusammen eine neu entstandene geschlos-
sene (d. h. in sich zuriicklaufende) Rand-
kurve der aufgeschnittenen Fliche F.

a) Schneidet man die Tetraederfliche F in
dieser Weise zweimal auf, nimlich lings
der Strecke 4B und auBerdem lings der
Strecke CD, so 1dBt sich die aufgeschnit-
tene Fldche F so verbiegen, daB die aus 4B
und aus CD entstandenen Randkurven zu

zwei Kreislinien werden, die in zueinander
parallelen Ebenen liegen. Die Fliche F
wird dabei zur Mantelfliche eines geraden
Zylinders.

a)

b) Schneidet man die Tetraederfliche so-
wohl lings der Kurve auf, die aus den
Strecken CM und MD besteht, als auch
lings der Kurve, die aus den Strecken AN
und NB besteht, so 14Bt sich F ebenfalls so
verbiegen, daB die Randkurven zu Kreisli-
nien werden und F zum Mante] eines gera-
den Zylinders.

b)

Untersuchen Sie, welcher der beiden in a),
b) genannten Zylinder das groBere Volu-
men hat!

301034 Ermitteln Sie alle diejenigen reel-
len Zahlen x, die die folgende Ungleichung
(1) erfiillen!

[|x—2|-2|<1. (1)

301035 Man untersuche, ob es eine
Menge M von 1991 verschiedenen positi-
ven natiirlichen Zahlen mit folgenden Ei-
genschaften gibt:

(1) Keine Zahl aus M enthilt einen Prim-
faktor gréBer als 31.

(2) Kein Produkt von zwei verschiedenen
Zahlen aus M ist eine Quadratzahl.

301036 Zur Konstruktion eines Dreiecks

seien die Streckenldngen ¢ = /120 ¢m und
r =3 cm vorgegeben. Gefordert wird, daB ¢
die Ldnge der Seite AB ist, r der Inkreisra-
dius des Dreiecks ABC ist und daB der
Winkel ¢ ACB die GroBe 60° hat.

a) Beweisen Sie: Wenn ein Dreieck ABC
diese Bedingungen erfiillt, dann kann es
aus den gegebenen Streckenlingen ¢ und r
konstruiert werden;

b) beschreiben Sie eine solche Konstruk-
tion!

c) Beweisen Sie: Wenn ein Dreieck nach
Ihrer Beschreibung konstruiert werden
kann, dann erfiillt es die geforderten Be-
dingungen.

d) Beweisen Sie, daB es bis auf Kongruenz
(bei der es nicht auf die Reihenfolge der
Eckpunkte 4, B, C ankommt) genau ein
Dreieck ABC gibt, das diese Bedingungen
erfiillt!

Eine zeichnerisch genaue Ausfiithrung der
Konstruktion wird nicht verlangt.

Olympiadeklasse 11/12

301231
a) Man untersuche, ob fiir beliebige posi-
tive reelle Zahlen a, b, ¢, d stets

Vac +ybd =a+ b -yJc+d gilt.
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b) Man untersuche, ob fiir beliebige posi-
tive reelle Zahlen a, b, ¢, d stets

Vab +ed =ya+b-yc+d gilt.

301232 Im Raum seien n Punkte (n = 3)
so gelegen, daB sich unter je drei dieser
Punkte stets mindestens zwei befinden, die
zueinander einen Abstand kleiner als 1 ha-
ben.

Man beweise, daB es unter dieser Voraus-
setzung stets zwei Kugelkorper K; und K;
vom Radius 1 geben muB, so daB jeder der
n Punkte (mindestens) einem der beiden
Kugelkorper K, K, angehort.

Bemerkung: Jeder Kugelkérper werde hier
ohne seinen Rand (die Kugelfliche) ver-
standen.

Von den nachfolgenden Aufgaben
301233 A und 301233 B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu 16sen.

301233 A Man ermittle alle diejenigen
siebzehnstelligen natiirlichen Zahlen a, fiir
deren 17 Ziffern x;, x,, ..., x;; die folgen-
den Bedingungen (1) und (2) erfiillt sind:
(1) Es g].lt X = Xz G X17-

(2) Fiir die Summe s=x; + x; + ... + xy7
und das Produkt

P=Xx1"X ... X gilt s=p.

Hinweis: Die Reihenfolge x;, ..., x;; ent-
spreche der iiblichen Schreibweise; es be-
zeichne also x;; die Einer-, x5 die Zehner-
ziffer usw.

301233B Es seien Dy, ..., D, Dosen, fiir
deren GréBen (Durchmesser) dy, ..., d, in
geeigneter MaBeinheit
di=2,d,=3,...,dy=n+1
gelte. Weiter seien Gy, ..., G, Gegenstiinde,
fir deren GroBen g, ..., g,
gi=Lg=2 ..,&=n
gelte. Dabei seien die GréBen so abge-
stimmt, daB jeweils gilt:
Genau dann, wenn g; = djist, paBt G, in D,.
Ermitteln Sie fiir jede natiirliche Zahl
nz1 die Anzahl A4(n) aller derjenigen
Verteilungen der Gegenstinde in die Do-
sen, bei denen in jeder Dose genau ein Ge-
genstand liegt!
Hinweis: Zwei Verteilungen heiBen genau
dann verschieden voneinander, wenn min-
destens ein Gegenstand bei einer dieser
beiden Verteilungen in einer anderen Dose
liegt als bei der anderen Verteilung.

301234 Man beweise: In jedem n-Eck
(n=3) gibt es mindestens zwei verschie-
dene Seiten des n-Ecks, fiir deren Lingen
a, b die Ungleichung b < 2a gilt.

301235 Man untersuche, ob die durch
1
x =1, x,,ﬂtm(n: L,2:3.0..)

definierte Folge (x,) konvergent ist, und er-
mittle, wenn das der Fall ist, ihren Grenz-
wert.

301236 Man beweise: Es gibt unendlich
viele natiirliche Zahlen n, fiir die 2"+ n?
durch 100 teilbar ist.

Die Lisungen kinnt Ihr von uns erhalten, bei
Einsendung eines frankierten und adressierten
Riickumschlages.
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Gemixtes aus:

Wer iibt,
kommt weiter

Flade-Pruzina
Wer iibt, kommt weiter ist nicht nur eine alte
Weisheit, sondern auch der Titel eines ma-
thematischen Ubungsbuches, das im Som-
mer dieses Jahres im Volk und Wissen Ver-
lag GmbH Berlin erscheint.
Dieses Buch enthilt eine Fiille von Aufga-
ben zum Mathe-Training; es bietet vielfil-
tige Ubungsmoglichkeiten vor allem fiir
das in den Klassenstufen 6 bis 8 anzueig-
nende Wissen und Konnen. Ihr findet in
ihm sowohl ein umfangreiches Angebot
von Ubungen zur Festigung von elementa-
ren Grundlagen als auch in jedem Ab-
schnitt Aufgaben mit erhéhtem Schwierig-
keitsgrad.
Zu den Aufgabenserien des Abschnittes
Kontrolliere dich selbst
gehoren auch Losungen und eine Anlei-
tung zur selbstindigen Einschidtzung der
erbrachten Leistungen.
Euch alpha-Lesern sind besonders die Auf-
gaben aus den Abschnitten
Extras fiir Pfiffige
und  Denken macht Spaf
zu empfehlen, in denen Knobel-, Logik-
und Beweisaufgaben zusammengestellt
sind.
Im folgenden haben wir fiir Euch einige
,Kostproben* aus Wer ibt, kommt weiter
ausgewidhlt, zu deren Ldsung wenig mathe-
matische ,Theorie” (hdchstens Wissen aus
dem  Mathematikunterricht bis zur
Klasse 7) bendétigt wird. Ein heller Kopf
kann jedoch nicht schaden.
Ubrigens: Zu Wer iibt, kommt weiter er-
scheint zeitgleich ein Losungsheft.
Na dann — viel SpaB!

1. Setze fiir * Ziffern ein, so daB eine rich-
tig geloste Multiplikationsaufgabe ent-
steht!

¥ k k k % %k

2. Stelle jede der Zahlen 1; 2; 3; ...; 10 mit
Hilfe von genau vier Ziffern 4 unter Ver-
wendung von Operationszeichen und
Klammern dar!

Beispiel: 4:4 +4:4=2

3. Wie viele Quadrate, Rechtecke bzw.
Dreiecke erkennst du im Bild?

4. Gib die GrioBe des kleineren der beiden
Winkel an, die der Stunden- und der Mi-
nutenzeiger einer Uhr um

a) 18.30 Uhr

b) 21.10 Uhr

miteinander bilden!

5. Ein Quader mit den MaBen a =3 cm,
b=4cm, c=4 cm ist auBen griin gefirbt.
Der Quader wird in kleine Wiirfel von 1 cm
Kantenldnge zersédgt (parallele Schnitte zu
jeweils einer Seitenfliche). Wieviel Wiirfel
haben keine griine Fliche?

6. Das Produkt dreier aufeinanderfolgen-
der Vielfacher von 3 sei 648. Ermittle diese
drei Zahlen!

7. Bestimme die Summe aller unkiirzba-
ren Briiche der Form %, wobei n e N und
1=n=50 ist!

8. Welche der folgenden Aussagen sind
falsch?

a) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:
at+b>a

b) Es gibt natiirliche Zahlen, so daB gilt:
ab= p®

c) Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:
a‘b>a

d) Es gibt eine natiirliche Zahl a, so daB
fiir alle natiirlichen Zahlen b gilt: a-b=0
e) Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt:

n?>yn

9. Berechne den Fldcheninhalt und den
Umfang des schraffierten Flichenstiicks!

n=53cm
rn=41cm

B

L]

10. Bernd, Christine und Klaus zeichneten
eine Reihe von Vierecken. Eva betrachtete
die Zeichnungen und erstellte folgende

Ubersicht: Bernd Christine Klaus
Trapeze 6 2 5
Rechtecke 2 2

Quadrate 3 2 1




a) Wieviel Vierecke hat Christine gezeich-
net?

b) Welche Spalte ist von Eva ganz sicher
falsch ausgefiillt worden?

11. Gegeben ist eine Gleichung
n'x+6=66(nxeN; n+0).

a) Fiir welche Werte von n wird die L&-

sung der Gleichung eine gerade Zahl?

b) Fiir welche Werte von n wird die L&-

sung der Gleichung eine ungerade Zahl?

¢) Fiir welche Werte von n ist die Losungs-

menge leer?

12, Rainer hat ein Aquarium mit den Ab-
messungen

I=70,0cm; b=40,0 cm und & = 30,0 cm.
Das Aquarium wird aus einer Wasserlei-
tung mit Hilfe eines Schlauches gefiillt.
Wie ist der Wasserstand nach 12 Minuten,
wenn pro Minute 5,01 Wasser einflie-
Ben?

13. Nach wieviel Jahren ist ein Guthaben
von 8000 DM auf mindestens 15000 DM
angewachsen, wenn kein Geld abgehoben
wird und der Zinssatz in den ersten § Jah-
ren 5%, danach 6 % betriigt?

14. Verneine alle falschen Aussagen!

Gib die Verneinungen in zwei verschiede-
nen sprachlichen Formulierungen an!

a) Alle Parallelogramme sind Rechtecke.
b) Jede natiirliche Zahl ist ungerade.

¢) Alle ungeraden Zahlen sind durch 5
teilbar.

d) Es gibt eine natiirliche Zahl x, so daB
2x=1 ist.

e) Es gibt natiirliche Zahlen, deren Qua-
drat kleiner als die Zahl selbst ist.

f) Es gibt durch 10 teilbare natiirliche Zah-
len, die ungerade sind.

15. Auf wieviel verschiedene Weisen kann
man den Betrag von 0,50 DM zusammen-
stellen, wenn ausreichend viele Geldstiicke
zu 1 Pf, 2 Pf, 5 Pf, 10 Pf zur Verfiigung ste-
hen?

L. Flade/M. Pruzina

Fortsetzung in Heft 4/91

Dr. A. Hilbert
Mathematik

Nachschlagebiicher fiir Grundlagenficher
Fachbuchverlag, 2. Auflage 1989,
Best.-Nr. 5469283

An Nachschlagebiicher werden heute recht
hohe Anforderungen gestellt, besonders
wenn sie ein so weitverzweigtes und um-
fangreiches Sachgebiet wie die Mathema-
tik betreffen. Bei o.a. Titel ist es zweifellos
gelungen, dem weitgehend Rechnung zu
tragen. Das Buch vermittelt einen Gesamt-
Uberblick iiber Inhalt, Aufbau, Formeln,
Gesetze, Verfahren und Anwendungen ma-
thematischer Teilgebiete.

Bezeichnungsweise und Darstellung folgen
den gegenwirtig iiblichen Normen, verein-
zelt findet man auch Hinweise auf eine an-
dere oder frithere Symbolik (z. B. bei der
Zahlenbereichsnomenklatur S. 20).

Dem Kompendium sind zwei groBe Kapi-
tel iiber Logik und Mengenlehre vorange-
stellt, die in annehmbarer Konzentration
das Wichtigste aus beiden Teilgebieten
enthalten. Die Abschnitte 8 (Matrizenrech-
nung), 9 (Aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung/beschreibende Statistik) und 13
(Aus der Informatik) gehen iiber den der-
zeitigen Abiturstoff hinaus, ordnen sich
aber sinnvoll in das Gesamtkonzept des
Buches ein und spannen einen Bogen zur
zweckmiiBigen Anwendung in der Praxis.
Es entspricht offenbar der Intension des
Verfassers, mit dem Nachschlagebuch
auch angehende Studierende naturwissen-
schaftlicher und anderer Fachrichtungen
zu unterstiitzen und ihnen ergiinzende In-
formationen iiber in der Schule nicht oder
selten behandelte Gebiete zu vermitteln.
Das trifft auch auf die erweiterten Ab-
schnitte zu Ungleichungssystemen, dem
Hornerschen Schema, Arcusfunktionen,
Kugelflichengeometrie, Kegelschnitten
und Anwendungen des bestimmten Inte-
grals zu. Gerade diese Teile des Titels wer-
den daher vom Leser allgemein geschiitzt
und machen das Buch wertvoll. Fiir ein er-
stes Erlernen des Mathematikstoffes ist das
Nachschlagewerk nicht gedacht und wenig
geeignet; es sieht seine Aufgabe vielmehr
darin, verlorengegangenes Wissen zu reak-
tivieren und sich schnell, sachgerecht und
zweckentsprechend iiber ,mathematisches
Handwerkszeug® zu informieren.

Dem dienen auch die sinnvoll eingestreu-
ten und aussagekriftigen Bilder, Ubersich-
ten und Tabellen sowie die den Teilab-
schnitten zugeordneten Beispiele, die das
Verstehen der GesetzmiiBigkeiten fordern
und das Reaktivieren beschleunigen.

In der Literatur zur mathematischen Aus-
bildung gibt es zwangsliufig eine gewisse
Normierung der Darstellung in den Verfah-
ren, Formeln und GesetzmiBigkeiten, in
seiner methodischen Struktur weist aber
das Buch trotzdem eine groBe Eigenstin-
digkeit auf, die es zu einem wertvollen Hel-
fer der Lernenden macht, gerade auch in
der Phase der Angleichung des Niveaus
mathematischen Grundwissens in Ost und
West. Dr. St. Koch, Leipzig

G. Baron/E. Windischbacher
Osterreichische Mathematik
Olympiaden 1970-1989

ISBN 3-7030-0227-1, Preis: 40,— DM
Universitétsverlag Wagner GmbH,
Innsbruck

Liebhaber insbesondere der Mathematik in
Aufgaben kommen bei dieser Sammlung
von 283 Aufgaben voll auf ihre Kosten.
Diese sind iibersichtlich nach Landes-, Ge-
biets- und Bundeswettbewerben gegliedert
und thematisch aufgeschliisselt nach Fol-
gen und Reihen - Funktionen, Funktio-
nalgleichungen und Polynome - Geome-
trie in der Ebene und im Raum -
Gleichungen - Gleichungssysteme und
Ungleichungssysteme — Kombinatorik und
kombinatorische Geometrie — Ungleichun-
gen — Zahlentheorie.

Dem 34seitigem Aufgabenteil schliefen
sich 244 Seiten Lésungen an. Diese umfas-
sende Beispielsammlung eignet sich her-
vorragend zum Uben, zur Vorbereitung auf
die Olympiade, zur Uberpriifung des ma-
thematischen Wissens und fiir alle, die
gern an kniffligen Aufgaben tiifteln.

Auf dem Titel obigen Buches ist das Er-
kennungszeichen der Mathematikolympia-
den von Osterreich zu finden:

Diese Zeichnung enthilt zugleich eine
Aufgabe.

Im Sechseck liegen 19 ,Gitterpunkte®,
Drei gleichseitige Dreiecke mit den Ecken
in den Gitterpunkten sind schon einge-
zeichnet. Wieviele solche Dreiecke gibt es
in diesem Sechseck?

mitgeteilt von Dr. H. Vohla, Wien

ALPHA-Tiiftelei

Anstelle der Buchstaben ist in jeden Kreis
des Schriftbildes ,ALPHA® eine der natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 24 so einzusetzen,
daB stets die Summe der Zahlen in zwei

durch eine ,Strecke® verbundenen Kreisen
gleich der an der verbindenden . Strecke®
stehenden Zahl ist.

W. Triiger, Dibeln

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 63



Mathematik und Geographie —
Eine zweitausendjahrige

Partnerschaft (2)

Die geophysikalische Stufe

Wenden wir uns nun kurz der zweiten Ent-
wicklungsetappe zu. Sie begann im islami-
schen Mittelalter und reicht bis zur Gegen-
wart. Die geographischen Erscheinungen,
die hier die Mathematik inspirierten, wi-
ren z.B.

— die Sonneneinstrahlung

die Tages- und Jahreszeiten

die Witterung und das Klima

der Wind und die Gezeiten

der Erdmagnetismus

und die Geotektonik. :
Heute gehort die Untersuchung dieser Er-
scheinungen z. T. in Wissenschaften, die
sich um die Jahrhundertwende von der
Geographie getrennt und verselbstdndigt
haben, wie z. B. die Geophysik oder die
Meteorologie. Erste Ansitze zu einer phy-
sischen Geographie finden wir bei Ibn Sina
(Avicenna/980-1037) und  Al-Biruni
(973-1048). Ibn Sina untersuchte bereits
die Art und Weise der Entstehung von
Wettererscheinungen, wie Gewitter, Wol-
ken, Wind, Regenb&gen und interessierte
sich fiir die Beschaffenheit von Gebirgen.
Al-Biruni befaBte sich u. a. mit hydrologi-
schen und geologischen Fragestellungen,
aber auch mit Problemen der geometri-
schen Stufe, wie z. B. Erdumfangsbestim-
mungen. Auch ist er der Schopfer einer
ziemlich umfangreichen Linderkunde In-
diens, die aber wenig mit seinen geophysi-
kalischen und mathematischen Arbeiten
zu tun hat. (vgl. Al-Biruni ,In den Girten
der Wissenschaft“, reclam 1228, Leipzig
1988) In diesem Buch befinden sich auch
Ausziige des Briefwechsels beider Gelehr-
ter, z. T. geophysikalischen Inhalts, z. B.
liber die Natur der Sonnenstrahlen (S. 56)
und die Ursachen von Klimaunterschieden
(S. 62). Ein weiterer bedeutender Wissen-
schaftler, der sich mit Problemen dieser
Stufe  beschiiftigte, war S. Stevin
(1548-1620). Von ihm stammt das erste
wissenschaftlich begriindete, auf Berech-
nungen basierende Projekt, die Zuidersee
(Niederlande) trockenzulegen, um Land zu
gewinnen. Auch untersuchte er die Erosion
und Akkumulation durch flieBendes Was-
ser und berlicksichtigte die erhaltenen Er-
gebnisse bei Schleusenkonstruktionen und
bei Projekten zur Freihaltung von Schiff-
fahrtswegen. Diese, seine geographischen,
Arbeiten haben auf den ersten Blick mit
seinen rein mathematischen, wie z. B. sei-
ner Arbeit zu den Dezimalzahlen, wenig
gemein, jedoch zeichnen auch erstere sich

|
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besonders durch eine mathematische Her-
angehensweise aus. E. Halley (1656-1742),
dem beriihmten Mathematiker und Astro-
nomen, verdanken wir auch viele geophysi-
kalische Erkenntnisse. So befaBte er sich
mit dem Erdmagnetismus und erstellte
1701 die erste Karte der ortsabhingigen
Abweichungen von der Nordrichtung
(MiBweisung), auf der die Orte gleicher
Abweichungen iibersichtlich durch Kurven
verbunden waren. Er deutete auch als er-
ster das Nordlicht als erdmagnetisches
Phinomen. Andere Untersuchungen wid-
mete er dem Salzgehalt der Meere. (vgl
P.Schreiber in alpha 6/86, S.140f.) Die Er-
kenntnis, daB der Erdmagnetismus nur als
gerichtete GroBe (Vektor) begreifbar ist
und seine dreidimensionale Definition
geht auf Christopher Hansteen
(1784-1873) zuriick, der mit C.F.GauB in
Verbindung trat und ihn zu dessen theore-
tischen Untersuchungen iiber Vektorfelder
inspirierte. (vgl. den Artikel von P. Schrei-
ber in alpha 1/87, S.13)

Weiterhin gehoren in diese Stufe z. B. die
Analyse von Erdbebenwellen mit stati-
schen und dynamischen Untersuchungs-
methoden und daraus zu schlieBende Mo-
delle fiir den inneren Erdaufbau sowie
Probleme der Meteorologie, damit u. a.
auch der Wettervorhersage.

Die statistische Stufe

Diese dritte Entwicklungsetappe der Bezie-
hungen zwischen Mathematik und Geogra-
phie begann im 17. Jahrhundert, jedoch
auch in der Gegenwart werden wir fast tdg-
lich mit Ergebnissen statistischer Erhebun-
gen konfrontiert, deren Gegenstinde hiu-
fig geographischer und deren Methoden oft
mathematischer Art sind. Man denke hier-
bei nur an Bevolkerungs- oder Wirtschafts-
statistiken von Lindern oder Erdteilen.

Der Name ,Statistik® kdnnte moglicher-
weise vom lateinischen Wort “status®, was
soviel wie ,Zustand® oder auch ,Staat“ be-
deuten kann, abstammen. Frither wurde
die Statistik auch als eine Art Staatskunde,
die sich nach Moglichkeit der Zahlen oder
kartographischer Darstellungen bedient,
aufgefaBBt. Von einigen Gelehrten wurde
aber schon in der Anfangsphase mehr die
Methode in den Vordergrund geriickt, so
daB sie unter Statistik ziffernméBige Ver-
zeichnisse iiber irgendetwas z.B. Geburten,
Banken wusw. verstanden. Bereits im
17. Jahrhundert wurden statistische Unter-
suchungen durchgefiihrt, so ermittelte z. B.

der Englinder W.Petty 1683 mit Methoden
der sogenannten politischen Arithmetik,
woraus sich spiter die mathematische Sta-
tistik entwickelte, das Wachstum der City
von London. Die Institutionalisierung der
Statistik, d. h. die Griindung statistischer
Biiros fand in den meisten europdischen
Ldndern im 18. und 19. Jahrhundert statt,
so z. B. in Schweden 1756, in Frankreich
1796 (zuvor bereits schon 1609 fiir kurze
Zeit) und in PreuBen 1805.

Ab 1660 gab es auch bereits erste Universi-
tidtsvorlesungen iiber Statistik z. B. von
H. Conring (1606—1681) in Helmstedt
(Dort war die damalige Braunschweiger
Universitit.) oder im 18. Jahrhundert, von
M. Schmeitzel (1679-1747) von 1723 bis
1731 in Jena sowie danach in Halle. Diese
beiden und Schmeitzels Schiiler G. Achen-
wall (1719-1772) waren Vertreter des mehr
staatswissenschaftlichen Zweiges der Stati-
stik, d.h. der Vergleich der Staaten mittels
Zahlen stand bei ihnen im Vordergrund.
A.F.Biisching (1724-1793) gilt als ein Be-
grilnder der beschreibenden bzw. verglei-
chenden Statistik, welche den Stoff nach
Gegenstinden und nicht nach Lindern
ordnete. Er faBte die Statistik als Teilgebiet
der Geographie auf, welches dem zahlen-
miBigen Vergleich geographischer Objekte
diente. Darunter sind die héufig tabella-
risch aufgefithrten Zahlenangaben zu ver-
schiedenen Sachgebieten, z. B. in den Sta-
tistischen Jahrbiichern oder auch in Euren
Geographielehrbiichern, zu verstehen, mit
deren Hilfe sich u. a. geographische Ob-
jekte wie Kontinente, Linder oder Stidte
gut miteinander vergleichen lassen. Neben
dieser beschreibenden Statistik gab es aber
auch schon relativ friith Versuche, Gesetz-
miBigkeiten zwischen den Daten (Zahlen-
angaben) zu finden. So wurde schon im
17. Jahrhundert in England versucht, Ster-
beraten und Lebenserwartungen aus den
tiber die Kirchenbiicher ermittelten Zahlen
zu errechnen. Die Royal Society (englische
Akademie der Wissenschaften) besall da-
mals schon ein Konzept, durch mathemati-
sche Verfahren, Untersuchungen iiber die
Lebensdauer der Menschen an verschiede-
nen Orten und iiber die Einwohnerzahl
von Stiddten anzustellen, was heute der Be-
vilkerungsgeographie zugeordnet werden
wiirde. Die erste sogenannte Sterbetafel
stammte iibrigens von E. Halley. Der Hol-
linder W. Kersseboom (1691-1771) be-
rechnete aus solchen Daten die Einwoh-
nerzahl Hollands und Westfrieslands. Ge-
eignete mathematische Modelle zur allge-
meinen Losung solcher und natiirlich auch
wesentlich komplizierterer statistischer
Probleme konnten erst mit der Anwendung
der Erkenntnisse der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf die Statistik geliefert werden.
Erstmals soll ein Zusammenhang zwischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
von J. Bernoulli (1654—1705) mit seiner
Fassung des sogenannnten Gesetzes der
GroBlen Zahlen hergestellt worden sein.
Durch viele weitere bekannte Mathemati-
ker wie u. a. L. Euler (1707-1783), A. de
Moivre (1667-1754), P. S. de Laplace
(1749-1827), C.F.GauB (1777-1855) oder



auch L. A. J. Quetelét (1796-1874) wurde
das entscheidend weiterentwickelt. Letzte-
rer gilt iibrigens als ein Begriinder der ma-
thematischen Statistik. Diese wurde bis
heute stark vervollkommnet, so daB eine
moderne Wissenschaft, die Daten irgend-
welcher Art erhebt, ohne Methoden der
mathematischen Statistik undenkbar wire.
Die Geographie ging nach den vorher ge-
nannten, engen Zusammenhingen mit den
Vorldufern der mathematischen Statistik in
der Anfangsperiode viele Jahrzehnte auf
Distanz zu ihr, in welchen lediglich die be-
schreibende Statistik als ,geographisch®
angesehen wurde. Erst ab der Mitte dieses
Jahrhunderts wurde dieser Zustand auf
Grund objektiver Notwendigkeiten, aber
auch wegen des wesentlich héheren Ent-
wicklungsstandes der mathematischen Sta-
tistik, iiberwunden.

Die Stufe des komplexen

Eindringens der Mathematik

in die Geographie

Den ProzeB, um den es in dieser jiingsten
Etappe der Beziehungen zwischen beiden
Wissenschaften geht, kénnte man auch als
»MathematisierungsprozeB der Geogra-
phie“ bezeichnen. Er begann etwa in der
Mitte dieses Jahrhunderts und ist heute
noch nicht abgeschlossen.

Bei der Verselbstindigung einiger Teilge-
biete der Geographie etwa an der Wende
vom 19. zum 20.Jahrhundert spalteten sich
vornehmlich die Wissensgebiete ab, die der
Mathematik zu dem damaligen Zeitpunkt
am nichsten standen, weswegen eigentlich
nur der mehr beschreibende Teil der Geo-
graphie iibrigblieb, z. B. die Linderkunde
oder Teile der physischen und &konomi-
schen Geographie, die bisher nicht oder
nur sehr ungeniigend mit mathematischen
oder physikalischen Methoden bearbeitet
werden konnten.

Fiihrende Geographen, wie z. B. A. Hettner
(1859-1941), vertraten in den ersten Jahr-
zehnten dieses Jahrhunderts Auffassungen
etwa derart, daB der Gegenstand der Geo-
graphie das konkrete geographische Indivi-
duum sei und man deshalb immer nach
dem Spezifischen, dem Besonderen suchen
miisse. Es kiime also nicht darauf an, Ge-
setzmiBigkeiten zu finden. Diese Wissen-
schaftsauffassung erschwerte natiirlich die
Zusammenarbeit mit der Mathematik sehr.
Ein weiteres Problem bestand vor allem da-
rin, daB fir die mathematische Behand-
lung der Gegenstinde der damaligen Geo-
graphie, sehr entscheidende Voraussetzun-
gen vor allem innermathematischer Art
fehlten. Erst in den 30er und 40er Jahren
wurde in den USA und in der Sowjetunion
das mathematische Fundament fiir das
komplexere Eindringen der Mathematik in
die Geographie gelegt.

N. Wiener (1894-1964) begriindete 1948
die Kybernetik. J.v.Neumann (1903-1957)
und O. Morgenstern schrieben 1944 ihr
Werk |, Spieltheorie und wirtschaftliches
Verhalten, womit eine exakte mathemati-
sche Beschreibung bestimmter Skonomi-
scher Prozesse méglich wurde. Auch Arbei-
ten von sowjetischen Mathematikern wie

z.B. von L. V. Kantorovi¢ (geb. 1912) und
A.J. Chin¢in (1894-1959) iiber lineare Al-
gebra und Wahrscheinlichkeitsrechnung
gehoren dazu. Diese Theorien wurden
auch von Geographen der jeweiligen Lin-
der begeistert aufgenommen und fiihrten
zu einem regelrechten Boom der Anwen-
dung mathematischer Methoden in der
Geographie in den 50er Jahren, der soge-
nannten ,Quantitativen Revolution“. Die
objektiven Bedingungen waren in diesen
beiden Landern dafiir relativ giinstig. In
beiden Lindern war die Geographie keine
rein akademische Wissenschaft, sondern
stark auf die Anwendung z. B. in der
Raumplanung oder der Ressourcenfor-
schung orientiert. Deshalb war man natiir-
lich auch an neuartigen Erkenntnissen in-
teressiert und war gezwungen, groBe Da-
tenmengen zu erfassen und mit ihnen
umzugehen. In den 60er Jahren entstand
als ein Ergebnis der ,Quantitativen Revo-
lution“ die , Theoretische Geographie®, ein
Teilgebiet, das aus der Anwendung der ma-
thematischen Verfahren in der Geographie,
SchluBfolgerungen fir eine Umgestaltung
der geographischen Wissenschaft selbst
zog, so z. B. fiir deren Mathematisierung.
Vertreter der ,Quantitativen Revolution®
bzw. der ,Theoretischen Geographie* wi-
ren z. B. P. Haggett, R. Chorley, W. Bunge,
D. Harvey und J. G. Sauschin. Von den
USA kamen diese Ideen iiber GroBbritan-
nien nach Westeuropa und von der UdSSR
nach Osteuropa. In beide Teilen Deutsch-
lands kamen sie etwa Anfang der 70er
Jahre und erlebten im westlichen Teil an-
fangs einen gewissen Boom. Aber die zu
hochgesteckten Erwartungen lieBen sich
aus verschiedenen Griinden zum groBen
_Teil nicht erfiillen, z. B. wegen des Standes
der Rechentechnik, der einfach eine sofor-
tige Umsetzung der Kenntnisse noch nicht
ermdglichte oder auch wegen der subjekti-
ven und objektiven Verstindigungspro-
bleme zwischen Mathematikern und Geo-
graphen, weswegen nur bestimmte Teile
der Mathematik den Geographen zuging-
lich blieben. Man wendete dabei in der
Geographie vorwiegend statistische Verfah-
ren zur Bearbeitung von Datenmengen
mittels Computer an. Auf geographischem
Gebiet erstrecken sich die Anwendungen
eigentlich auf alle Teilbereiche, die irgend-
welche MeBdaten oder andere Zahlenanga-
ben verwenden bzw. sich mit der territoria-
len Ausdehnung irgendwelcher Objekte
befassen. Als problematisch erweist sich
hierbei aber der mitunter logisch nicht ein-
wandfreie, uneinheitliche Begriffsapparat
der Geographie sowie die manchmal kritik-
lose Ubernahme anscheinend ihnlicher
mathematischer Verfahren aus anderen
Wissenschaften wie z. B. aus der Biologie.
Die nicht zuletzt auch daraus resultieren-
den, leider z. T. noch unbefriedigenden Er-
gebnisse der ,Quantitativen Geographie®
bzw. die im vorherigen Sinne auch noch
nicht ausreichende , Theoretische Geogra-
phie“ konnten vielleicht aber gerade des-
halb viele Geographen noch nicht von den
Vorteilen dieser Methoden bzw. Denkwei-
sen iiberzeugen.

Wie konnte die Zukunft dieser
Partnerschaft aussehen?

Die Geographie steht gerade vor dem Hin-
tergrund der gesamten Umweltproblematik
vor der Aufgabe, von einer mehr beschrei-
benden zu einer mehr konstruktiven Wis-
senschaft zu werden. Betrachtet man nim-
lich die EinfluBgréBen auf unsere Umwelt,
so ist die Geographie gerade die verkniip-
fende Wissenschaft, die diese zum Unter-
suchungsgegenstand hat. Um aber notwen-
dige objektive und méglichst genaue
Prognosen zu ermdglichen, oder auch nur
die anfallenden, sehr groBen Datenmengen
zu beherrschen, miissen mathematische
Modelle geschaffen werden, die in Form
von Algorithmen fiir die Computer reali-
siert werden konnen. Dabei miiBte der geo-
graphische Sachverhalt méglichst gut in
ein solches Verfahren iibersetzt“ werden
kénnen. Daraus ergeben sich bestimmte
Anforderungen bzgl. der Theorien, des Be-
griffsapparates und der Strukturen an die
Geographie. Sie seien hier nur mit den
Stichworten ,,Formalisierbarkeit in Teilbe-
reichen® und ,Axiomatisierung® sehr un-
scharf umrissen. Die Mathematik muB
ihrerseits auf diese Anforderungen reagie-
ren, sei es durch Verfahren, Modelle oder
Theorien, aber auch nur durch die Hilfe
fiir die Geographie. Das alles ist aber nur
durch eine stark verbesserte Kommunika-
tion zwischen beiden Wissenschaften mog-
lich, die auf lingere Sicht durch eine so-
lide Ausbildung von Geographen im
mathematischen Denken, aber auch durch
eine Zweitfachausbildung von Mathemati-
kern in  Geographie realisiert werden
kénnte. Wenn von beiden Seiten die Be-
reitschaft zur interdiszipliniren Zusam-
menarbeit vorhanden ist, kdnnen viele die-
ser Probleme sicher bewiltigt werden.
Dann lieBe sich diese Partnerschaft ent-
sprechend den Anforderungen unserer Zeit
auf ein neues Niveau heben, und sicher
wiirden sich fiir beide Wissenschaften un-
geahnte Impulse ergeben, wie schon so oft
in den mehr als 2000 Jahren ihrer gemein-
samen Geschichte.

0. Kappler

Zweiter
mathematischer Unfall

Ein hoffnungsvoller junger Kreis

lief Schlittschuh auf dem blanken Eis.

Sich rithmend, daB er kerngesund

und auBerdem — natiirlich rund -

woll’t er besonders hoch hinaus

und fiihrte tolle Spriinge aus.

Der ungestiime Ubermut

bekam ihm aber gar nicht gut.

Am Sturz, den er sodann gebaut,

hat er sein Leben lang gekaut.

Der Mittelpunkt war ihm verriickt,

sein Radius in zwei zerstiickt.

Als Kreis war’s nun mit ihm vorbei,

er glich jetzt eher einem Ei

und hieB Ellipse als Figur,

die niemals mehr auf Schlittschuh’n fuhr.

Ehrenfried Winkler

aus: H.-D. Hornschuh, Humor rund um
die Mathematik, Manz Verlag, Miinchen

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 65



Wie symmetrisch ist

ein Vieleck?

Vielecke mit maximaler
Symmetrie

Du hast, lieber Leser, sicherlich sofort eine
Antwort parat, wenn Du nach einem Viel-
eck mit moglichst groBer Symmetrie ge-
fragt wirst. Es sind die regelmdpBigen Viel-
ecke! Und als Begriindung wird angefiihrt,
daB bei diesen Vielecken sowohl die Seiten
als auch die Innenwinkel jeweils kongruent
(d. h. gleich groB) sind.

Das Bild 1 zeigt eine Figur, die kein Viel-
eck ist, die wir aber auch als recht symme-
trisch werten mochten. Wir erkennen, daB
sie durch vier Drehungen (um den Punkt Z
mit den Drehwinkeln 90°, 180°, 270° und
0°) zur Deckung gebracht werden kann.
LéBt sich auf diese Weise auch die groBe
Symmetrie bei den regelmiBigen Vielek-
ken verstehen? Du erkennst anhand des re-
gelmiBigen Vierecks (also Quadrats, Bild
2a), daB es durch vier Geradenspiegelun-
gen und vier Drehungen um sein Zentrum
Z (mit den Drehwinkeln 90°, 2 - 90° = 180°,
3:90°=270° und 0°=0-90°) zur Dek-
kung gebracht werden kann.

Es besitzt also 8 Deckabbildungen.

Und mehr als 8 Deckabbildungen kann
kein Viereck besitzen. Dies kann wie folgt

|
Bild 23\" -
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niher begriindet werden. Die Deckabbil-
dungen eines Vielecks kdnnen nur Dre-
hungen und Geradenspiegelungen sein,
wobei die Drehungen ein gemeinsames
Drehzentrum besitzen und dieses auf den
Achsen der Geradenspiegelungen liegt.
(Andere Bewegungen als Deckabbildungen
wiirden zu einer echten Verschiebung als
Deckabbildung fithren. Auf eine nidhere
Begriindung wird hier verzichtet) Nun
konnen bei n Ecken nur maximal n Dre-
hungen und n Geradenspiegelungen als
Deckabbildungen auftreten.

Wir erkennen also gleich allgemein:

(1) Ein n-Eck besitzt hichstens 2n Deckabbil-
dungen.

AuBerdem erkennt man leicht

(2) Die regelmdfigen n-Ecke besitzen diese
maximale Zahl von Deckabbildungen, nim-
lich n Geradenspiegelungen und n Dre-
hungen

(mit den Drehwinkeln 0 - 360 ;
1 360 k=) 360 _
n n

Das Bild 2b verdeutlicht das fiir ein regel-
maéBiges SEck.

Umgekehrt gilt:

(3) Ein Vieleck mit der grifiten Anzahl mégli-
cher Deckabbildungen ist regelmadfig.

Denn dann miissen nach den Darlegungen,
die zu der Einsicht (1) fihrten, je zwei Ek-
ken und je zwei Seiten jeweils durch eine
Deckabbildung aufeinander abgebildet
werden kdnnen, d.h. Innenwinkel und Sei-
ten sind jeweils gleich groB.

Vielecke mit geringerer
Symmetrie

Nach der Aussage (3) hat ein n-Eck, das
nicht regelmiBig ist, weniger als 2n Deck-

abbildungen. Sind dann nur bestimmte
Anzahlen m moglich?

Wir betrachten zuniichst einige Beispiele.
® Wie viele Deckabbildungen besitzt

a) ein echtes Rechteck,

b) ein echter Rhombus (gleichseitiges
Viereck),

¢) ein echtes Parallelogramm (d.h. ein Par-
allelogramm, das weder Rechteck noch
Rhombus ist),

d) ein gleichschenkliges Dreieck, das nicht
gleichseitig ist?

Eine Antwort ist anhand der Figuren selbst
leicht ersichtlich:

a) 4 (2 Geradenspiegelungen und neben
der identischen Abbildung als Drehung
noch eine Drehung um 180°), Bild 3a),

b) 4 (wie bei a), Bild 3b),

¢) 2 (Bild 3c),

d) 2 (1 Geradenspiegelung und die identi-
sche Abbildung als Drehung, Bild 3d).

—~ i

Bild 3a

Bild 3b

Bild 3d

e Gibt es neben dem echten Parallelo-
gramm weitere Vierecke mit genau zwei
Deckabbildungen?
Natiirlich, das (echte) gleichschenklige
Trapez (Bild 4a) und das (echte) Drachen-
viereck (Bild 4b).

e o

Bild 4a

Bild 4b




® Gibt es ein Dreieck mit genau 3 oder 4
oder 5 Deckabbildungen?

Nein, aber eine einfache Begriindung 1iBt
sich nicht ohne weiteres geben. Sie ergibt
sich aus den folgenden allgemeineren
Uberlegungen.

Wir betrachten einen Strahl p, der von
einer Ecke eines Vielecks ¥ ausgeht und
eine benachbarte Ecke von ¥V enthilt
(Bild 5).

Bild § / - TAE fa B SN

4 ’ RN
Einen derartigen Strahl nennen wir einfach
Strahl des Vielecks V. Besitzt das Vieleck V
genau m Deckabbildungen (die identische
Abbildung wird dabei immer mitgezihit!),
dann hat der Strahl p bei diesen Abbildun-
gen m Bilder, neben p sind das m — 1 wei-
tere Strahlen p,, ..., p,—, des Vielecks V.
Und jeder dieser m Strahlen wird bei den
Deckabbildungen von ¥V wieder nur auf
einen von ihnen abgebildet. Denn ein sol-
cher Strahl p;(i=1, ..., m— 1) ist das Bild
von p bei einer Deckabbildung &, und wird
auf p; eine Deckabbildung f angewendet,
so ist das damit gleich, daB auf p nachein-
ander die Deckabbildungen « und § ange-
wendet werden. Die Nacheinanderausfiih-
rung von zwei Deckabbildungen von ¥ ist
aber offenbar wieder eine Deckabbildung
von V. Die Menge der 2n Strahlen des Viel-
ecks V zerfillt also in Teilmengen von je-
weils m Strahlen, die aufeinander durch
Deckabbildungen von ¥ abgebildet werden
kénnen.
Also gilt:
(4) m ist ein Teiler von 2n.
Daraus folgt, daB ein Dreieck nicht genau
4 oder 5 Deckabbildungen besitzen kann.
Ein n-Eck, bei dem n eine Primzahl ist,
kann hochstens gemau eine, zwei, n oder
2n Deckabbildungen besitzen. Im folgen-
den wird sich noch zeigen, daB hier n
selbst nicht méglich ist.

Halbsymmetrische Vielecke

Die Bezeichnung ist wortlich zu nehmen.
Ein n-Eck heiBt halbsymmetrisch, wenn es
genau % = n Deckabbildungen besitzt.
Nach den bisherigen Betrachtungen spe-
zieller Vielecke sind ein echtes Rechteck
und ein echter Rhombus halbsymmetri-
sche Vierecke.

® Zeichne ein halbsymmetrisches Sechs-
eck!

Ein Beispiel zeigt Bild 6.

7\

Bild 6

® Gibt es halbsymmetrische Dreiecke oder
Fiinfecke?

‘Wir haben schon bemerkt, daB die Deckab-
bildungen eines Vielecks nur Drehungen
oder Geradenspiegelungen sein konnen.
Bei n Deckabbildungen (auf Grund der
Halbsymmetrie) sind es nicht nur Drehun-
gen, sonst wire das n-Eck regelmibBig.
Dann miissen es (wie man eingehender zei-
gen kann) gleichviel Drehungen und Gera-
denspiegelungen sein, also jeweils %
Damit ergibt sich:

(5) Ist ein n-Eck halbsymmetrisch, dann ist n
eine gerade Zahl.

Zu jeder geraden Zahl n (n=6) konnen
leicht zwei Arten von halbsymmetrischen
n-Ecken konstruiert werden. Man wihit
%-Eck. Die
eine Art erhilt man durch Abschneiden
der Ecken derart, daB die abgetrennten
Dreiecke gleichschenklig und kongruent
sind und das entstandene n-Eck selbst
nicht regelmdBig wird. (Abb. 6 zeigt ein
Beispiel fiir n =6.) Setzt man den Seiten

ein beliebiges regelmiBiges

des regelmiBigen %‘Ecks gleichschenklige

und kongruente Dreiecke so auf, daB ein
nicht regelmiBiges aber konvexes n-Eck
entsteht (Bild 7), so erhilt man eine zweite
Art von halbsymmetrischen n-Ecken.

Bild 7

Bemerkenswert ist, daB zusammen mit den
echten Rechtecken und echten Rhomben
auf diese Weise bereits eine vollstindige
Ubersicht iiber alle méglichen halbsymme-
trischen n-Ecke gegeben ist. (Bei all unse-
ren Betrachtungen haben wir nur konvexe
Vielecke einbezogen!)

Symmetrie der Sechsecke

Die Zahl n = 6 ist unter den ersten natiirli-
chen Zahlen n=3 die erste, die relativ
viele Teiler besitzt. Nach den notwendigen
Bedingungen (4) und (5) stellt sich die
Aufgabe Sechsecke zu finden, die genau 12
oder 6 oder 4 oder 3 oder 2 Deckabbildun-
gen besitzen. Fiir 12 und 6 ist die Frage
schon vollstindig beantwortet.
Die Suche nach den restlichen Arten von
Symmetrien iiberlassen wir Dir, lieber Le-
ser. Auch Probieren flihrt zum Ziel. Die
Ergebnisse lassen sich systematisch ord-
nen.
Eine Antwort findest Du in dem im niich-
sten Heft folgenden kleinen Beitrag ,Die
Symmetrien der Sechsecke*,

E. Quaisser

Wer wird Champion?

Schiebepuzzle
w2Minerva“

Zunichst fertige man 7 wie aufgezeichnet
beschriftete Pappscheiben an und zeichne
das abgebildete Spielfeld mit 9 Feldern auf
ein Blatt Papier.

®OOE

Zu Spielbeginn wird auf jedes schraffierte
Feld des Spielfeldes je eine der 7 beschrif-
teten Pappscheiben gelegt. So kann zum
Beispiel die folgende Ausgangsstellung ent-

stehen: 0 @
M (& ©
%

Die beiden nicht schraffierten Felder wer-
den beim Ziechen als Ausweichfelder be-
nutzt. Eid Zug besteht im Verschieben
einer Pappscheibe von einem Feld auf ein
mit diesem durch eine Strecke verbunde-
nes unbesetztes Feld. Durch mehrere Ziige
ist zu erreichen, daB die auf den beschrifte-
ten Pappscheiben stehenden Buchstaben
das Wort Minerva (Minerva — romische
Géttin der Kiinste) darstellen, wobei in je-
der Zeile eine Silbe dieses Wortes steht:
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o

Da von jeder Ausgangsstellung aus die
Endstellung herzustellen ist, kann dieses
Spiel nach kurzer Ubungszeit im Freun-
deskreis gespielt werden, wobei im Wech-
sel ein Partner die Pappscheiben auflegt
und ein anderer entweder mit moglichst
wenig Ziigen oder in moglichst kurzer Zeit
die Endstellung herstelit. Sieger wird dann
der sein, der dieses kleine ,Kunststiick®
am besten beherrscht.
Losung: Eine mogliche Zugfolge zur ange-
gebenen Ausgangsstellung ist die folgende.
Dabei wird bei jedem Zug der Stein ange-
geben, der verschoben wird. Falls zwei
Zugméglichkeiten bestehen, wird zusitz-
lich die Zugrichtung durch einen Pfeil an-
gegeben.
nev;M;nN vivlieiessna i a e v
W. Trager, Dibeln

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 67



Losungen

Teilnehmer am alpha-Wettbewerb —
Achtung!
Damit keine MiBverstindnisse entstehen,
eine Bemerkung zur Wettbewerbsbedin-
gung 6. Ihr habe dann am Wettbewerb er-
folgreich teilgenommen, wenn Ihr minde-
stens 8 Aufgaben geldst, d.h. eine ,,1* oder
»2* fiir mindestens 8 Aufgaben bekom-
men habt. Die Registrierung der ,,sehr gut“
gelosten Aufgaben dient uns zur Ermitt-
lung der ersten fiinf Preistriger jeder Klas-
senstufe. Denn das sind die Schiiler mit
den meisten ,sehr gut* gelosten Aufga-
ben.
Aus dem iibrigen Kreis der erfolgreichen
Teilnehmer werden funf weitere Preistriager
ausgelost.
Und - wir haben eine neue Postanschrift:
Redaktion alpha
PSF 129

0-7010 Leipzig Alphons

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 1/91

5/8 Da Ingo genau iiber Jiirgen, Hans
aber tiefer als Jiirgen wohnt, mufBl Ingo im
dritten Stockwerk wohnen und zwar rechts;
denn links neben ihm wohnt Maria. Im er-
sten Stockwerk wohnt links Hans, rechts
von ihm Luise. Da Jirgen genau unter
Ingo wohnt, muB links von ihm Klaus Ger-
ber wohnen.

5/9 Von den Quadratzahlen 1, 4, 9, 16,
25, 36, 49 erfiillen nur
4+16+36=2"+42+62=56

die gestellten Bedingungen. Es gibt genau
eine Losung, nimlich z = 246.

5/10 a) Wegen2,5+x+15=8,

also x = 4, hat die Strecke BC eine Linge

von 4 cm.

A et i G
" ' TR el

b) Wegen x+ 8+ x=14,5,
also2-x=6,5und 8—-6,5=1,5
ist die Strecke BC 1,5cm lang. Jede der
beiden Strecken 4B und CD ist somit
6,5 cm lang,

A My B ¢ My, D
X T— E

8cm

5/11 Es sind folgende Zahlen ndher zu
untersuchen: 119, 227, 335, 443, 551.

Nun gilt 191-119=72, 272 —227 =45,
353 —335=18, 434 —443 nicht losbar,

68 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

515 — 551 nicht lésbar. Von den Differen-
zen erfiillt nur die dritte die gestellten Be-
dingungen. Es handelt sich um die Zahl
335,

5/12 Wir geben die Lésung in einer Ta-
belle an.
Anzahl der Miinzen zu

1Pf SPf 10Pf 20Pf

p—
wn
(LS I S PE T S |
| B ) = ==
I I |

|
(Y S - Ny S

1 R
|

- - 1 1
Dies sind insgesamt 19 Moglichkeiten.
5/13 Wir kennzeichnen die neun kleine-

ren Quadrate, wie aus dem Bild ersichtlich,
durch Zahlen.

1123
4156
78|49

Die Felder (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8),
(9) ergeben neun Rechtecke. Die Felder
(1,2), 2,3), 4,5), (5,6), (7,8), (8,9,
(1,4, 7, (2,5),5,8), (3,6), (6,9) erge-
ben zwdlf Rechtecke. Die Felder (1, 2, 3),
(4,5,6),(7,8,9,(1,4,7),(2,5,8),(3,6,9
ergeben sechs Rechtecke. Die Felder
1,2,4,9, 2,3,5,6), 4,5,7,8),

(5, 6, 8, 9), ergeben vier Rechtecke
(1,2,3,4,5,6),(4,5,6,7,8,9,
(1,4,7,2,5,8), (2,5,8,3,6,9) ergeben
vier Rechtecke. Alle neun Felder zusam-
men ergeben ein Rechteck. Das sind insge-
samt 36 Rechtecke.

5/14 Der Vater ist (31—8) Jahre
= 23 Jahre ilter als Lars. Wegen 2:23 =46
und 23 — 8 =15 wird Lars nach 15 Jahren
(8 + 15) Jahre, sein Vater doppelt so alt wie
Lars, ndmlich (31 + 15) Jahre =46 Jahre
alt sein.

6/8 erreichte

ganzzahlige
Literzahlen

eine Mdoglichkeit
der Fiillstdnde
der GefidlBe fiir
101 41 31

(- R RV R N N
VIR~ N - Y]
RO R B R R
COWOROWWD

6/9 Jeder Basiswinkel des gleichschenkli-
gen Dreiecks ABC hat die GrébBe
(180° — 80%): 2 = 50°. Jeder Basiswinkel des
gleichschenkligen Dreiecks FEA hat somit
die GroBe

(180° — 50°):2 = 65°. Das gleiche gilt fiir
das gleichschenklige Dreieck DFB. Des-
halb hat der Winkel < DFE die GriBe
180° —2-65° = 50°.

6/10 Von den Quadratzahlen 0, 1, 4, 9,
16, 25, 36, 49 erfiillen nur
4+9+36=2+3+6=49 und

49+ 0+ 0 =72+ 0% + 0* = 49 die gestellten
Bedingungen. Deshalb existieren sieben
solche Zahlen, sie lauten 236, 263, 326,
362, 623, 632, 700.

6/11
a) 6-25cm?—2-1cm? =148 cm?
b) 150cm?’—8-3cm?+8-3cm?
=150 cm?
c) 6:9cm’®+6-12 cm?
=54 cm?®+ 72 cm® = 126 cm?

6/12 Wegen AS =AB hat der Winkel
4 ABS die GroBe o und somit der AuBen-
winkel 4 CAB des Dreiecks SBA die GroBe
2w. Im gleichschenkligen Dreieck CAB hat
der Winkel 4 ACB ebenfalls die GroBe 2.
Der AuBenwinkel < CBD des Dreiecks SBC
hat die GroBe o+ 2= 3w, der Winkel
CDB also auch die GroBe 3. Im n-ten
gleichschenkligen Dreieck dieser Art hat
jeder der beiden Basiswinkel die GroBe
n- o¢; deshalb gilt

o+n-a=90° 15°+ n-15°=90°,
n-15°=75° n=35.

Es lassen sich fiinf solcher gleichschenkli-
gen Dreiecke konstruieren.

6/13 Aus (1) und (3) folgt: Der Berliner
ist Schiiler einer 6. Klasse. Aus (2) und (4)
folgt: Der Berliner hat den Familiennamen
Neumann. Aus (6) und (3) folgt: Der Ro-
stocker ist Schiiler einer 5. Klasse. Folglich
ist der Schweriner Schiiler einer 7. Klasse.
Aus (6) folgt: Weder der Schweriner noch
der Rostocker haben den Vornamen Jan.
Folglich hat der Berliner den Vornamen
Jan. Aus (1) folgt: Der Rostocker hat den
Vornamen Horst, also hat der Schweriner
den Vornamen Gerd. Aus (5) folgt: Der
Schiiler Schulz hat den Vornamen Horst,
also hat der Schiiler Meier den Vornamen
Gerd.

Losungen: Jan Neumann, 6.Klasse, Berlin;
Horst Schulz, 5. Klasse, Rostock; Gerd
Meier, 7. Klasse, Schwerin.

6/14 Die Masse der Stahlkugel betrigt

g

3. =

15em’-7,8 pss 117 g.

1 cm” Aluminium hat eine Masse von 2,7 g,

da die Dichte des Aluminiums
oa=2,7 H-—cgf betriigt. Damit ein Kdorper

aus Aluminium eine Masse von 117 g hat,

17,
—2 7 cm

muB demzufolge sein Volumen
betragen. Das sind rund 43 cm®.

7/8 Es sei 10a+ b das Alter der GroB-
mutter, wobei a und b natiirliche Zahlen
sind und a * 0 gilt. Die GroBmutter rech-
net zuniéchst 10a + b — (a + b) = 63;



daraus folgt a = 7. Die GroBmutter rechnet
danach

10b+ a— (a+ b) = 18; daraus folgt

b =2. Die GroBmutter ist 72 Jahre alt.

_36-25 .
7/9 Aus a= 100 cm =9 c¢cm und
48-25
b—Wcm—12cm und u=25cm
folgt

c¢=4cm. Zugleich gilt a + ¢ > b;
somit existiert ein solches Dreieck.

7/10 Es gilt 100a + 10b+ ¢ + 297 =
100c¢+10b+amitl=a=<6,
0=b=9und 1=c=9. Daraus folgt
99¢=99a + 297, ¢=a + 3. Die zu ermit-
telnden Zahlen lauten 104, 114, ..., 194,
205, ..., 295, ..., 609, ..., 689, 699. Deshalb
existieren 6 - 10 = 60 solcher Zahlen.

1 1
7/11 Aus 4 =?-a-ha=-2—-b-hb

folgt a- h, = b- hy,. Wegen a > b gilt somit
hy> h,. Wir erhalten durch Addition
a+hy>b+h,

7/12  An einem Tag schafft der erste Bag-
1
ger allein % der zweite Bagger allein =

beide zusammen der durchzufiihren-

1
12
den Arbeit; deshalb gilt
%+%=E, Ix+60=>5x, 2x=60,

x = 30. Der zweite Bagger wiirde diese Ar-
beit allein in 30 Tagen ausfiihren kon-
nen.

7/13 a) < EDC = 90° (Thales);

b) € ADC = 4 BDC (laut Voraussetzung),
(r=25%;

¢) 4BAC= 4ACB=4ADC=25°
(laut Voraussetzung); also

d) 4ABC=130° (Innenwinkelsumme im
AABC!)

7/14 Die Gesamtmasse des gefiillten Be-
cherglases betrigt 105 g. Da auf einen Kor-
per mit der Masse von 100 g auf der Erd-
oberfliche eine Gewichtskraft von (etwa)
1 N wirkt, betréigt die Gewichtskraft des ge-
fiillten Becherglases 1,05 N. Damit das ge-
fiillte Becherglas schwimmt, muB seine Ge-
wichtskraft gleich der Gewichtskraft des
verdringten Wassers sein. Bei einer Grund-
fliche des Becherglases 4 = 19,6 cm? (Zah-
lentafel), der Dichte des Wassers

g . y
=1 —= und einer Eintauch-
gH;O cm3

tiefe x cm betrigt die Masse des verdridng-
ten Wassers 1-x-19,6 g, seine Gewichts-
kraft x-0,196 N. Aus der Schwimmbedin-
gung ergibt sich x-0,196 N=1,05N.

Die Eintauchtiefe betrigt 5,4 cm.

8/8 Es sei z= abc eine dreistellige natiir-
liche Zahl in dezimaler Schreibweise; dann
soll gelten

abc=5(a+b+c). Wegen ¢+0 und
da a-b-c Vielfaches von fiinf ist, muB
¢ =5 sein. Daraus folgt
Sab=5(a+b+5),a-b=a+b+5,
ab—b=a+5 b (a—1)=a+35,

p=2 +5 6

a—l’b=l+a—l'

Daraus ergibt sich wegen der einschrinken-
den Bedingungen folgende Losung:

a b ¢
Z 7 5
3 45
4 3 5
7 2 5

8/9 Es gelten die Beziehungen

U= L3 und v, = 3

4 t,
(v: Geschwindigkeit; s: Weg; 1: Zeit;
k: kleiner Zeiger; g: groBer Zeiger)

= 2nr=2n-7,5cm ~0.07 cm

“"T“T2h 720min " min
2rr 2m-10cm cm
% 1h s0min

Der groBe Zeiger legt in jeder Minute etwa
1,05 cm, der kleine Zeiger etwa 0,07 cm zu-
riick.

8/10 a) x=14a b) U=4,7a

c} A=M=1'1502

P
8/11 Fiir den Flicheninhalt des recht-
winkligen Dreiecks ABC gilt
a‘b=a-r br c-r
2 2 2 7 R

ab
a‘b—r-(a+b+c),r—m,
sz a'b
a+b+yai+p?’
8-6

8/12 a) Fritz bildet von der genannten
Zahl die Quersumme und ergidnzt diese
zum nichsten Vielfachen von 9. Diese Er-
gdnzung ist die gestrichene Zahl.

b) Aus (1000a + 10056 + 10c¢ + d)

+8(a+ b+ c+d) folgt

1008a + 108b + 18¢ + 94.

Somit ist die Quersumme ein Vielfaches
von 9. Die gestrichene Zahl ist daher die
Erginzung zu diesem Vielfachen. Sie ist
eindeutig, da die Streichung einer Null
ausgeschlossen wurde, was die Angabe ,0
oder 9“ zur Folge gehabt hiitte.

8/13 Der Stab wird als Hebel verwendet.
Wenn an einem zweiseitigen Hebel meh-
rere Krifte (im vorliegenden Fall Ge-
wichtskrifte wvon 1N) wirken, dann
herrscht Gleichgewicht, wenn die Summe
der Produkte aus Kraft- Hebellinge fiir
beide Seiten gleich ist. Denkt man sich
einen Drehpunkt zwischen dem 2. und
3.Korper im Abstand x vom linken Ende,
so gilt:

x*IN+(x—6cm)-1N
=(10em—x)' 1N+ (20cm—x)-1N
Ergebnis: x =9 cm. Der Stab muB im Ab-
stand von 9cm vom linken Ende unter-
stiitzt werden, damit er sich im Gleichge-
wicht befindet.

8/14 Da der Schwerdruck (p=p-'g-h)
an der Trennfliche gleich groB ist, verhal-
ten sich die Lingen der Fliissigkeitssiulen
umgekehrt wie die Dichten der Fliissigkei-
ten. Im vorliegenden Fall betrégt die Linge
der Wassersdule 13,6 cm (bei einer Linge
der Quecksilbersdule von 1cm). Der Ab-
stand zwischen beiden Menisken betriigt
demnach 12,6 cm.

9/8 Man formt beide Terme in Briiche
der Form —g- mit a, be Nund a #+ 0 um:

Aus x = 0,75 folgt 100x = 75,75 und
75

99x =175, also x 99
¥=0,757 in y=0,7 + 0,057. Aus

z= 0,057 folgt 1000z = 57,57 und

10z = 0,57, also 990z = 57. Nun ist

_ 71 . 5T _693+57 1750 75
Y~ 10 " 990 990
Somit gilt das Gleichheitszeichen.

9/9 Die erste Zahl sei x, dann ist die
zweite Zahl 19 — x, und es gilt weiter nach
Aufgabenstellung

x2+ (19 — x)? = 205. Die quadratische
Gleichung x? + (19 — x)? = 205 bzw.
x?=19x+78=0 hat die Losungen
x; =13 und x,=6. Wenn x =13,

so ist 19 — x =6 und wenn x =6,

so ist 19 — x = 13, Es handelt sich um

die Zahlen 13 und 6.

Probe: 13 + 6 =19 und 132 + 62 = 205.

9/10 In einem beliebigen Punkt S der
Geraden h zeichnen wir die Senkrechte zu
h; sie schneide die Gerade g in 4'. Der
Kreis um § mit S4’ als Radius schneide h
in B’ und D’ und die Gerade 4'S in C'.
Nach Konstruktion ist das Viereck
A'B'C'D’ ein Quadrat.

Man zerlegt

A Ay Az
Der Winkel, der A’ zum Scheitel und 4'B’
und die Gerade g als Schenkel hat, habe
die GroBe @. Wir tragen in C’' an C'B’
einen Winkel der GréBe @ an; der freie
Schenkel schneide k in C, und C,. Die Par-
allele zu A'C" durch C, bzw. C, schneide g
in A, bzw. A4, Die beiden Quadrate
A,B,C\D, und 4,B,C,D,, die 4,C, bzw.
A,C, zur Diagonale haben, erfiillen auf
Grund der vorgenommenen Ahnlichkeits-
abbildung die geforderten Bedingungen.

9/11 5-7-11=385; 385+ 1=2386 und
386 ist keine Primzahl; 2-385+1=771,
und 771 ist keine Primzahl, denn 3/771;
3-385+1=1156, und 1156 ist keine
Primzahl, denn 2/1156;
4-385+1=1541, und 1541 ist keine
Primzahl, denn 23/1541;
5:385+1=1926, und 1926 ist keine
Primzahl, denn 2/1926;
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6-385+1=2311,
zahl.

Die Zahl 2311 ist die kleinste Primzahl
mit den geforderten Eigenschaften.

9/12 Wenn wir jeden Faktor im Zihler
und im Nenner mit 16 = 2* multiplizieren,
erhalten wir
(2*+4) (6°+4) (10°+4)-...- (22° + 4)
@ +H@*+4H (12 +4)-...- 24 +4) "
Unter Beachtung der in der Aufgabe ge-
nannten Identitdt erhalten wir daraus
(2+1)(3P+1)(2+ 1) (724 1) ...
F+DE+DTPF+D G+ ...

<(21*+1) (232 + ]) 2. .1

232+ 1) 252+1) 626 313 °
9/13 Kraft auf das Elektron in Richtung
der positiv geladenen Platte F = Feld-
stirke E - Elektronenladung e. Nach dem
Newtonschen Grundgesetz gilt: Kraft F =
Elektronenmasse m, - Beschleunigung a,
d.h.
a=E = Mite=16-10"4"s,

m,

m,=9,11-10-* kg
ergibt sich a = 1,8-10%* ;_':
Mit v*=2-a- s erhiilt man
ﬂ=2,65-10°?,

und 2311 ist Prim-

9/14 Aus dem Tafelwerk entnimmt man

g 2
on = 0,028 ﬂgﬂ. Der Widerstand

R kann aus R = “TQ‘" berechnet

werden. R =0,224 (). Aus dem Ohmschen
Gesetz ergibt sich der Spannungsabfall
U=1-R. Der Spannungsabfall betriigt
U=18V.

10/8 Angenommen, es gibt solche Prim-
zahlen, dann gilt p; = a-1000 + p,

und p}+1=2(a-1000 + p,),
pi+1=2a-1000 + 2p;,
pi—-2p;+1=20-a-100,
(p—1)*=20-a-100. Daraus folgt
a=5und p; —1=100 bzw. p, = 101

und damit p, = 5101. Tatséchlich sind p,,
P> Primzahlen und erfiillen die Bedingun-
gen. Ein anderes Primzahlenpaar mit glei-
chen Eigenschaften gibt es nicht.

10/9 Nach Voraussetzung (AE = CE )
gilt 4CAE= 4 ACE = 4EAD = %‘
Im Dreieck AEC gilt nach dem AuBenwin-
kelsatz 4 AED = &. Nach dem Innenwin-
kelsatz gilt im Dreieck ADE

%‘ + = 90°, also 30° + 60° = 90°.

Es gilt « = 60°.

Skizze
(nicht maBgerecht!) B

10/10 Aus der gegebenen Ungleichung
folgt schrittweise durch Umformen
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1+J2_+J3_+2<6+%,

W2 + 3y < ( 113)

216 36 \?
2+21/6—+3<9+ 3 +(113),

103 [ 36
246 <5+ 433 (113)

103
24<25<[5+ 113 +(113

Die gegebene Ungleichung stellt eine
wahre Aussage dar.

10/11 Aus (2) folgt (ad)* = acb, und dar-
aus folgt @ =1. Mit @ = 1 ergeben sich fiir
ach zwei Moglichkeiten, nimlich 169 oder
196. Aus (3) geht hervor, daB ach = 169
sein muB, denn vor den Sternen steht kein
negatives Vorzeichen. Nun ist e=6, b=9
und d=3. Wegen 196 — 169 = 27 ergeben
sich fiir die beiden Sterne in (3) 2 = e und
7=/ Aus (1) 196:%*2 = %k kommt wegen
196 = 2%-7* fiir den ersten Stern nur 2 in
Frage, denn 196:22= 49; 4 =g, Ersetzt
man die Sterne durch Buchstaben so folgt
(1) abc:e*=gb; (2) ach: ad = ad;

(3) abc — ach = ef.

Die Losung des Systems lautet

(1) 196:22=49; (2) 169:13 =13;

(3) 196 — 169 = 27

10/12 Im Dreieck ADC gilt nach dem

Satz des Pythagoras

q 2=p2— h2; q2=100 cm? —
=136 ::m2 g=~6cm.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADC

b
undBCDfolt—=—,
®hq
o Dol IR e 3
4 g m=-3 =
Deshalb gilt

a-b
Ausc= 2

64 cm?;

4010

cm? = 66,6 cm?.

32

A D ¢ B
Skizze (nicht maBgerecht!)

10/13 Die Eigenfrequenz verdoppelt sich,
da sich die Kapazitit des Kondensators

(wegen c-—%) und die Induktivitit der
Spule (wegenLn-N’-%) halbieren bei

1

iicksichti von f=———F——.
Beriicksichtigung F = ﬁ
10/14 Die Haftreibungszahl u ist defi-
niert als Quotient aus der Reibungskraft zu
Beginn des Gleitens Fp und der Normal-
kraft Fy auf die Unterlage. Bei Beginn des
Gleitens ist die Hangabtriebskraft gleich
der Reibungskraft. Ist G die Gewichtskraft
des Korpers und & der Neigungswinkel, so
ergibt sich aus dem Parallelogramm der
Krifte

=G sineeund Fy = G- cos .
Also u =tan a.
Die Haftreibungszahl betriigt 0,65.

Losungen zu: Aufgaben, die Du
»im Kopf“ 16sen sollst

A @@&
70 =

D_ = |
0 1 i i [
Imke Nicole Marcel

Losungen zu: Eine Regel
zur Berechnung des Volumens
von Rotationskérpern

A2a Bild 1 (Achsenschnitt) zeigt, wie
man das Volumen aus den Volumina ge-
eigneter Kegel gewinnen kann:

r1=r+%1/2_ REn=r r4=r—§\[2—

hi=r V—Tr,h

3i=1,...,4)

3

T 5{(58) -
+(r-442)) =

V=2nra® =720 em?

=Tra®

Ala V=%rrﬁ2c

1
V=—mnp-q-¢ (Hbhensatz)

3
1 2 2
V= 3 = bc ¢ (Kathetensatz)
- 1 2b2
F=3T &



a’bh®  (Satz

e R

Vo T S [a? + p2 des Pythagoras)
1

3

- 1,52 dm?- 3,6° dm?

v1,52+3,62dm

~7.8dm?

V=

A4a Das jeweilige Volumen (¥, im
Fall a), ¥, im Fall b) héingt ab vom Inhalt
der rotierenden Fliche (in beiden Fillen
derselbe!) und vom Abstand des Schwer-
punktes dieser Fliche von der Rotations-
achse. Letzterer ist im Fall a) groBer als im
Fall b).

Es ist also V, > ¥,

A5 A Mitden Bezeichnungen von Bild 2
gilt V= r’n-2nR = 2n*Rr2
Bild 2

/r
o

A 64 Rotiert ein Halbkreis mit dem Ra-

dius r um seinen Durchmesser (Bild 3), so
entsteht eine Kugel. Deren Volumen ist be-

laBt sich aber auch

nach der GULDINschen Regel berech-
nen:

kannt ( = —g—rrr’),

V= —;-rzn-Z:'ry, =mr?y,

Dabei ist y, der Abstand des gesuchten
Schwerpunktes § vom Durchmesser. Durch
Gleichsetzen erhiilt man

et
Aus Symmetriegriinden liegt S auf der
Mittelsenkrechten des Durchmessers und

hat von diesem den Abstand —34?’

Bild 3
” //!’S L
€ :
A7a A, =1800mm? y,= 85mm
A, =1600 mm? y,=110mm
A, =3000mm? y =145mm
Ad = 600 mm? Ya= 185 mm
A, = 300mm? y,=130mm
Ay = 300mm? y =180 mm
A = 7600 mm?
Agye t ...+ A= 968000 mm?
968000 mm® = 7600 mm? - y,
»=1274 mm
V=4, 2ny,= 6083631 mm?®
= 61000 cm?

(Es fillt auf, daB zunichst durch A4,,, divi-
diert wurde, um dann wieder damit zu
multiplizieren. Man kann deshalb kiirzer
und weniger fehleranfillig rechnen
V= 2ﬂ{Aaj'd i+ Afyf)

=2m- 986000 mm* =~ 61000 cm?.)
A8A 1:A,=8mar 2: A,=8mar

J:4d,=nh(a+b)

(Der Schwerpunkt der rotierenden Kurve
hat von der Rotationsachse den Abstand
h

—2-) 5: 4,= 4R

Lésungen zur Sprachecke

A la Ein Kunstgegenstand

Ein Kunstgegenstand hat die Form einer
Glaskugel. In ihrem Inneren befindet sich
ein Wiirfel, dessen 8 Eckpunkte diese Ku-
gel beriihren. Im Inneren des Wiirfels be-
findet sich eine zweite farbige Kugel, die
die 6 Seitenflichen des Wiirfels beriihrt. In
welchem Verhiltnis stehen die beiden Ku-
gelvolumen zueinander?

Losung:

Volumen der groBen Kugel: V, = %di
Der Durchmesser 4, der groBen Kugel ist
die Raumdiagonale des Wiirfels. Daraus
errechnet sich die Kantenlinge a des Wiir-
fels, die ihrerseits gleich dem Durchmes-
ser d, der kleinen Kugel ist.

2
B

Das Volumen der kleinen Kugel ist dem-

nach: V——( J-d,)

Das Verhiltnis der Kugelvolumen:

d}=3a2—>a=—"

Die beiden Kugelvolumen stehen im Ver-

Y343

;1

42 a Scheinbar schwer,

doch ganz einfach
Vereinfache folgenden Ausdruck und gib
seinen Wert als eine Zahl im Zihler und
eine im Nenner an.
Ldsung: Der Faktor (1:2-4) ist in jedem
Summanden des Zihlers enthalten, der
Faktor (1-3-9) in jedem Summanden des
Nenners. Also gilt:

hiltnis

(1:2-4)-(1+8+ ... +343)
(1:3-9)-(1+8+ ... +343)
_1-2-4 38
S 1-3-9 27°

A3a In einem regelmiBigen Achteck
werden zwei parallele Diagonalen gezeich-
net (siehe Bild). Beweist, daB der Flichen-
inhalt des so erhaltenen Rechtecks halb so
groB ist wie der Flicheninhalt des Acht-
ecks!

Losung: Aufgrund der Symmetrieeigen-
schaften des regelmiBigen Achtecks kann
dieses in 8 zueinander kongruente recht-
winklig-gleichschenklige Dreiecke und vier
zueinander kongruente Rechtecke zerlegt

werden (vgl. Figur). Da das in der Aufgabe
dunkel gezeichnete Rechteck sich aus 4
solchen Teildreiecken und 2 solchen Teil-
rechtecken zusammensetzt, folgt die Be-
hauptung der Aufgabe.

‘Nﬂn»

Losung zu: Die Quadratur
des gleichseitigen Dreiecks

Die Seite des Quadrates ist % 1./3_

Lésung zur Schachecke

WeiB: Kel, Tc2, Thl - Schwarz: Kal.
1. Kd2, 1. Ke2, 1. Kf2, 1. 0-0
(Rochade: Konig zieht von el nach gl
und der Turm von h1 nach f1).

Bemerkungen und
Losungen zu: Alphons’ Traum

Ein eigenartiges Multiplikations-

schema

Das eigenartige, uneingeschrinkt anwend-

bare Multiplikationsverfahren beruht auf

der Darstellung der Zahlen im Dualsystem.

Wenn die (natiirlichen) Zahlen Z und X

zu multiplizieren sind, geht man von der

Darstellung von Z mit Zweierpotenzen

aus:

Z=c2%4 2+ ...+ ¢ 2" 1420
¢e{0;1}:¢c,=1

=c ta2 t..t6_ 27 1+20

Fiir die Multiplikation wird zunichst der

erste Term abgespalten

Z:K=c,K+Z,K

Wenn ¢, =0, ist Z gerade, der Wert rechts

wird — wegen Geradzahligkeit links —

nicht in die Addition einbezogen.

Bei ¢, = 1 bleibt rechts K; bei der nachfol-

genden Division durch 2 (,Halbierung®)

entfillt dann der entstehende Rest, weil be-

reits in 1- K beriicksichtigt.

Addition auf der rechten Seite: K
Z,-K

=2K(cpt 2+ ... 420 + 2r-4)
wieder wird der erste Term abgespalten

= c]2K + 2K Zz

Addition auf der rechten Seite: 2K
Zz . 2K - C221K + 22K23

Addition auf der rechten Seite: ¢2°K

Das Verfahren wird fortgesetzt' (Halbie-
rung, Abspalten) bis
Z 21K = 27K = 2"K

alpha, Berlin 25 (1991) 2 - 71



Addition auf der rechten Seite: 2"K
Die abgespaltenen Glieder rechts werden
addiert, wobei bei ¢;=0 (gerade linke
Seite) der Summand rechts entfillt. Es er-
gibt sich Z- K.
Familienreise

Fiir den Fahrer des Wagens gibt es zwei
Moglichkeiten (Vater, Mutter), fiir den
Fahrer des Motorrads ebenfalls 2 (Sohn 1,
Sohn 2). Der Platz rechts vom Fahrer ist
durch den Opa festgelegt. Fiir das eine El-
ternteil, den anderen Sohn und die Kusine
bleiben die beiden Riicksitze im Wagen
und der Soziussitz auf dem Krad. (Permu-
tation 3! = 6)

Gesamtzahl der Mdglichkeiten:

2-2-6 =24, also 23 Wechsel

sind erforderlich.

Problem

a) Von A aus gibt es 4 Moglichkeiten zu
den Orten B, C, D, E. Vom 2. Punkt der
Reise noch Verbindungen zu den restli-
chen 3 Punkten und von dort aus noch
2 Varianten. In den 4-3-2 =24 Moglich-
keiten sind aber alle doppelt gezihlt (nim-
lich in einer und in der umgekehrten Rich-
tung). Es bleiben 12  Traum‘wege.

b) Der eingeschlagene Weg auf den Seiten
des Fiinfecks ist (abgesehen von der umge-
kehrten Aufeinanderfolge) der kiirzeste
und ist 5 AB lang. In jedem anderen Falle
sind mindestens 2 Diagonalen zu durch-
laufen, die je mit

”TB (V5 +1) oder 1,618 4B

deutlich ldnger sind.

A___
/’
d
2 18
i e
d
5 cos18°=d:2r
~ d=2rcos18°=1,9021r
~ cos54°=aqa:2r

D~ a=2rcos54°= 1,1756r

d:a=19021:1,1756 =1,618
(Der cos 72° lidBt sich nach dem Goldenen
Schnitt beim Teildreieck des reg. Zehnecks

bestimmen zu 0,25 (\/5_ = 1)

es folgtd=?r 1}10-{-2\/5_,
a=7v10-2y5 und %=%(J5_+1)

Losung zur ALPHA-Tiiftelei
a=11,b=21,c=18,d=24, e= 20,
f=1,g=5h=3,i=23,j=14,
k=21=4,m=15n=13,0=17,
p=16,g=6,r=1,5s=10,1=8,
u=19v=12,w=22, x=9

Losungen zu: Kurz nachgedacht
1. Wegen 4o = 180° gilt

20 =90°

2. Wegen = f und 6- f = 180° gilt
o =30°

72 - alpha, Berlin 25 (1991) 2

3. Wegen 4- f = 180° gilt f = 45°,

Aus der Umkehrung des Satzes iiber Wech-
selwinkel gilt b|c.

4, Wegen 6 = 180° gilt 3& = 90°,

also €< ACB = 90°.

5. Lot von C auf AB, FuBpunkt E,

Wegen der allgemeinen Eigenschaft gleich-
seitiger Dreiecke gilt

2-CE=BC=a

Damit CE =r;i. Wegen AD|CE ist die

Aussage begriindet.

6. AB = 3a.

7. Innenwinkelsumme im Dreieck ABCD.
a) < DBC =157,

Umkehrung des Wechselwinkelsatzes.

b) 1:4.

8. Siehe Losung zu 5.! AC=2c

Damit: u = 8¢

Losungen zu:
Magisches ALPHA-Alphabet

Man koénnte jede Buchstaben-Figur auf die
Gesamtheit aller Eintragungsmoglichkei-
ten hin untersuchen, das aber wiirde hier
zu weit fithren und zu umfangreich sein.
Wir haben deshalb je Figur nur eine mogli-
che Eintragung angegeben, und zwar dieje-
nige mit der kleinstmoglichen charakteri-
stischen Summe.
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Leserpost zur Leserpost

Kritik gab es seitens unserer Leser Hans-
Dietrich Schwabe (Sondershausen), Rolf
Kamieth (Leipzig) und Sven Peyer (Wei-
mar) an der Leserpostaufgabe 5 in alpha
Heft 6/90, Seite 139.

Stellvertretend sei aus der Einsendung von
Hans-Dietrich Schwabe zitiert:

Um ,alle positiven Wurzeln x und z“ zu
ermitteln, reichen weder die besten Mathe-
matiker noch die aufwendigsten Computer
aus, denn fiir x kann jede positive Zahl ge-
withlt werden und zu dieser 1dBt sich ein-
deutig ein passendes z bestimmen. Ge-
meint ist wahrscheinlich die Bestimmung
»der Menge aller geordneten Paare natiirli-
cher Zahlen“. Dann gingen dem Aufgaben-
steller jedoch 70 % der Losungen durch die
Lappen.

Die Gleichung x? + 842 = z2
wird umgeformt:

72— x? = 84?
(z—x)(z+x)=24-32-72
(z—x)|84% (z+ x)|84%, (z— x) < (z + x),
(z—x) < 84.
Sei (z — x) ungerade, so ist von x und z ge-
nau eine Zahl ungerade, daher ist auch
(z+ x) ungerade und auch das Produkt
(z—x)(z+ x).
Das steht im Widerspruch zu 842,
Sei 16|(z — x). Dann ist (z + x) ungerade
und daher genau einer der Summanden
ungerade und somit auch (z — x), was im
Widerspruch zur gemachten Vorausset-
zung steht.
(z — x) enthilt deshalb einen der Teiler 2,
4, 8.
Nunmehr konnen alle Zahlen, die fiir
(z — x) in Frage kommen, notiert werden
und dazu kann dann das zugehorige
(z + x) bestimmt werden. Aus beiden kann
dann durch Differenzbildung auf x und
dann auf z geschlossen werden.

(z—x) (z+x)
= 2, 4, 8 =23528,1764, 882
= 6,12,24 =1176, 588,294
=18,36,72 = 392, 196, 98
=14,28 56 = 504, 252,126
=42 = 168

(In allen anderen Fillen wiirde (z— x)
nicht kleiner als 84.) '
(z+x)—(z—x)
=2x=13526, 1760, 874

=1170, 576,270
374, 160, 26
490, 224, 70
126.
x =1763, 880, 437, 585, 288, 135, 187,

80, 13,245,112, 35, 63

z = 1765, 884, 445, 591, 300, 159, 205,

116, 85,259,140, 91, 105.
Mit den jeweils untereinanderstehenden
Zahlen sind damit alle 13 Paare be-
stimmt.



1. 2.

c

b c
Begriinde, daB ¢ L b! Wie groB ist o? Begriinde, daB b || ¢!
4, 3.
B
30°
Kurz
C
D ~ A
sy e BC=a
Begriinde, daB AD=CD! — a
Begriinde, daB AC | BC! LB
‘ - ‘ - - C
A
E \5x €
" . ; D B
135° \
o]
ot
45°
A A
B a) Begriinde, \ A
dnB_&BCR~ AACE ABCD sei ein Rhombus.
b) CD=DE DE=¢
Wie lang ist AB? Wie verhalten sich die Flicheninhalte der Gib den Umfang des Rhombus ABCD als

CD=a Dreiecke ABCD und AACE zueinander? Funktion von ¢ an!




128 3 165 222 319
IHENKER #K
7222 5005 6364 SFRU 46

Magisches
ALPHA-Alphabet

Tragt in jede Buchstabenfigur die natiirlichen
Zahlen von 1 bis n (n = Anzahl der Kreisfelder in
der Figur) so ein, daB die Zahlensummen auf jedem
geradlinigen Buchstabenabschnitt den gleichen
Wert (charakteristische Summe) besitzen!

In der Abbildung sind die moglichen
charakteristischen Summen einer jeden Figur
eingetragen.

Dariiber hinaus wire es mathematisch interessant,
jede einzelne Figur auf die Gesamtheit aller
Eintragungsmoglichkeiten hin zu untersuchen.

Viel SpaB dabei wiinscht Euch
R. Mildner
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Von der Ahnlichkeit zur
Selbstédhnlichkeit

Dr. Uwe Feiste, E. Krause

o

f—

In den letzten zehn Jahren erlangte der Begriff
des Fraktals in der Mathematik und der Physik
eine immer grifere Bedeutung.

Die Symmetrie
der Sechsecke™ 21

Dr. Erhard Quaisser A

Dieserkleine Beitrag stehtim Zusammenhang
mit dem Artikel ,.Wie symmetrisch ist ein
Vieleck?” in dieser Zeitschrift (Heft 3/91).
Doch er ist auch fiir sich selbst verstiindlich.

Gemixtes aus:
Wer iibt,
kommt weiter -

pA
Dr. L. Flade, Dr. M. Pruzing J

Wer iibt, kommt weiter ist nicht nur eine alte
Weisheit. sondern auch der Titel eines mathe-
matischen Ubungsbuches, das im Sommer
dieses Jahres erscheint (im Verlag Volk und
Wissen GmbH Berlin). Wir hatten es bereits
im Heft 3/91 vorgestellt und haben fiir “helle
Kopfe” noch weitere Aufgaben herausgesucht.

Was Briiche
mit Musik
zu tun haben

Herbert Kastner

&4
&b
Fiir die Betrachtungen zu Schonberg” s Musik-
theorie (s. Seite 11) benttigt Thr Kenntnisse
tiber Kettenbriiche. Dieser Beitrag ist fiir die-
jenigen von Euch gedacht, die auf diesem
Gebiet Neulinge sind oder die ganze Sache
einfach nochmal auffrischen wollen.

Aus mathematischer Sicht betrachtet:

Zu Schonberg's
Musiktheorie

Dr. Hans-Jiirgen Schimid! e —/ _/

Der Versuch, den Unterschied zwischen na-
tiirlicher und Tastaturstimmung geringer zu
halten als dies durch das wohltemperierte
Klavier erreicht werden kann, ist im Jahre
1911 von Arnold Schonberg in seiner ,Har-
monielehre” in Form der 53-Tonmusik unter-

nommen worden.
- _/ 2
=y gt

alpha - heiter
In freien Stunden

Die Knobelecke der Felix-Mauersberg-Ober-
schule Netzschkau stellt sich vor

Wie wird's bei
uns gemacht?

=~ 0
Heinz Trochold /

Unsere Schule ist zwei- bis dreiziigig und
damit eine der groBten in der Umgebung. Ein
gutes mathematisch-naturwissenschaftliches
Klima herrscht schon seit vielen Jahren. so da
immer wieder die talentiertesten Schiiler ihren
Platzim Kreisforderzirkel Reichenbach (Vogt-
land) finden und im Laufe der Zeit nicht wenige
von ihnen auf Kreis- oder auch Bezirks-
olympiaden Junger Mathematiker Medaillen
erkiimpfen konnten.

Mathematiker als
Memoirenschreiber _~ r)-)
Dr. Peter Schreiber J J

Schon seit Jahrhunderten haben sich Mathe-
matiker gelegentlich mit autobiographischen
Aufzeichnungen an die Offentlichkeit gewandt.

31. Olympiade

Junger
Mathematiker <)/ /
1. Stufe I~

Die Aufgaben dieser 1. Stufe sind vorgesehen,
zu Hause geldst zu werden.Die Lésungen ver-
offentlichen wir nicht. Bei Problemen wendet
Euch bitte an Euren Mathematiklehrer.

Schachwettbewerb

...mit vielen neuen
Schachfreunden

3 /) : J
H. Riidiger b

Der 8. alpha-Schachwettbewerb erregte bei
vielen neuen Lesern vergniigliches Interesse.

Ein indisches
Rechenverfahren r

,
J. Lehmanr, Th. Scholl e _.r:)

Ein Bericht iiber ein jahrhundertealtes indi-
sches Multiplikationsverfahren.

‘1Y

Der
Storchschnabel

Dr. Peter Schreiber

ol
Der Storchschnabel spielt, wie auch viele
andere mechanische Instrumente der prakti-
schen Geometrie, als Folge des wissenschaft-

lich-technischen Fortschritts heute kaumnoch
eine Rolle.

alpha 4/91



1. Teil

Ahn
T
anmn

In den letzten zehn Jahren
erlangte der Begriff des
Fraktals in der Mathe-
matik und der Physik eine

immer grifiere Bedeutung.

Das liegt unter anderem
wesentlich an der stiirmi-
schen Entwicklung der
Computertechnik. Wir
wollen Euch in diesem
Artikel mit einer speziellen
Klasse von Fraktalen, den
“Selbstihnlichen Men-
gen”’, bekannt machen.
Gleichzeitig geben wir im
zweiten Teil ein einfaches
Basic-Programm fiir den
KC 85/3 an, mit welchem
Ihr selbstindig solche
Mengen erzeugen konnt.

alpha 4/91
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in den Klassenstufen 3 bis 6 ein Wettstreit

im Fach Mathematik um den “Pokal des
Rektors der Emst-Moritz- Arndt-Universitit™
ausgetragen. Eine Aufgabe fiir die Klasse 6
war 1988 die folgende:

I n den Greifswalder Schulen wird jihrlich

Die Figur A aus Abbildung 1 ist in vier kon-
gruente Teile zu zerlegen.

Abbildung 2 zeigt die Losung.

Die Figur A erhalten wir also als Zusammen-
fassung (Vereinigung) der Figuren A, A, A,
A,. Wir schreiben dafiir A=A UA,UA,UA .
Die Figuren A i=1.2.3 .4, sind dabei unterein-
ander und auch zur groflen Figur dhnlich, d. h.
je zwei solcher Figuren lassen sich durch eine
Ahnlichkeitsabbildung ineinander iiberfiihren.

Wir erinnern daran, daB Ahnlichkeitsabbil-
dungen Nacheinanderausfiihrungen von Be-
wegungen und zentrischen Streckungen sind
und fragen uns nun, welche Ahnlichkeitsab-
bildungenf , f,, f, f, die FlgurAmA BBy
bzw. A, ubezfuhren Dazu legen wir die Flgur
A gemgnet in ein Koordinatensystem (Abbil-
dung 3).

Die zentrische Streckung mit dem Streckungs-
zentrum P (0:0) und dem Streckungsfaktor
k=0.5 tiberfiihrt A in A . Im folgenden wollen
wir bei zentrischen Streckungen, deren Strek-
kungsfaktor k echt kleiner als 1 ist, von zentri-
schen Stauchungen sprechen. A wird durch
die zentrische Stauchung mit dem Zentrum
P (0,5:0.5) und dem gleichen Faktor k=0,5 auf
A, abgebildet. Wir erhalten als Ahnlichkeits-
abbildungen f, und f, die beiden zentrischen
Stauchungen:

Zentrum Faktor
f, P, (0:0) 0.5
f P, (0,5:0.5) 0.5

2

Die beiden Ahnlichkeitsabbildungen f, und 15
die A in A, bzw. A iiberfiihren, bekummen
wir als Zuqammenqelzung von f, und einer
Spiegelung an einer Geraden. Genauer: Um A
auf A, abzubilden. fithren wir erst die zentri-
sche Streckung f, aus und danach eine Spiege-
lung an der Geraden. die parallel zur Abszis-
senachse durch den Punkt (0:0.5) verliuft.
Diese Nacheinanderausfiihrung ist unsere
gesuchte Ahnlichkeitsabbildung f . Analog zu
f, wird f, durch Nacheinanderausfithrung von
f, und der Spiegelung an der Parallelen zur Or-
dinatenachse durch den Punkt (0,5:0) erhal-
ten, Es istdann f(A)=A fiiri=1, ..., 4 und wir
kénnen die Gleichung

A=A UA,UAUA,
auch in der Form
A=f (A)(A)UE(A)Uf (A)

schreiben.

1. Aufgabe:

Ermittelt die Koordinaten des Zentrums
der Ahnlichkeitsabbildungen f, und f,.

A ldBt sich also als Vereinigung von Teilen
t(A)=A,, i=1, ... 4, darstellen, die alle wieder
zu A ihnlich smd Figuren, fiir die dies mog-
lich ist, nennt man selbstdhnlich. Fiir eine

Abb. 1

Abb. 2
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Abb. 3

exakte mathematische Definition einer selbst-
dhnlichen Menge benétigen wir noch zwei
Eigenschaften ebener Mengen. Wir nennen
eine ebene Menge A beschriinkt, wenn man
um diese einen Kreis zeichnen kann, der die
Menge ganz enthilt. So ist z. B. ein Strahl im
Gegensatz zu einer Strecke oder einem Qua-
drat nicht beschrinkt. Eine ebene Menge A
heifit abgeschlossene ebene Menge, wenn zu
A auch der Rand von A gehort. Die Menge

A|={(x:)-'}| G<x<]und0<y<l}
istnichtabgeschlossen, wohingegendie Menge
AE:{(.(:‘\JH lJSxSlundOSySl}

abgeschlossen ist.

Wir kénnen nun den Begriff der selbstdhnli-
chen Menge exakt definieren:

Definition: (selbstdhnliche Menge)

Eine beschrinkte und abgeschlossene Teil-
menge A der Ebene heiflt selbstihnliche
Menge, wenn n,n € N, Ahnlichkeitsabbildun-
gen f, ... f deren Streckungsfaktoren alle
kleiner als 1 sind derart existieren, daf
A=t (A)u...Uf (A) ist.

Ein weiteres Beispiel fiir eine selbstihnliche
Figur ist jedes rechtwinklige Dreieck (Abbil-
dung 4).

2. Aufgabe:

Sucht weitere Beispiele fiir selbstihnliche
Figuren. Wie sehen dabei die zur jeweiligen
Figur iihnlichen Teile A, und die Ahnlich-
keitsabbildungen f, aus?

Die Bilder 5 und 6 zeigen zwei selbstéhnliche
Mengen, die mit Hilfe des Kleincomputers
KC 85/3 erzeugt wurden.

Sie zeigen die reizvolle Struktur selbstihnli-
cher Mengen. Zu jedem dieser beiden Beispie-
le gehtren drei Ahnlichkeitsabbildungen £, f,
und f,, die sich als Nacheinanderausfiihrung
einer Drehung und einer zentrischen Stau-
chung ergeben. Dabei sind jeweils das Dreh-
zentrum und das Stauchungszentrum gleich.
In der Angabe

R S T S

sind k der Stauchungsfaktor,

w der Drehwinkel, —360°< w <3603

x die Abszisse des Stauchungszentrums,
y die Ordinate des Stauchungszentrums.

Abb. 4

Im 2. Teil werden wir ein einfaches Basic-
Programm fiir den KC 85/3 angeben, mit dem
Ihr Euch eine Vielzahl solcher selbstihnlicher
Figuren erzeugen konnt (Abbildung 5).

Gi\‘r
Nv .!’iv

f:05:0°:0.0:00
f,:05:0°:1,0:00
£,:05:0°:05:0.866

Grenzen: -0,5;1,5:;-0,25:1,25

Abb. 6

f,:0.5:300°: 1.0: 0.0
f,:0,5:300°:-0,5; 0,87
f.:0,5:300°:-0,5:-0.87
Grenzen: -2.0:2.0:-15:15

Dr. Uwe Feiste, stud. math. E. Krause
Fachrichtungen Mathematik/Informatik der
Ernst-Moritz-Arndt-Universitit Greifswald

Cutting Polygons

The German mathema-
tician David Hilbert pro-
ved a very interesting theorem: Any
polygon can be changed into any other
polygon of the same area by cutting the

first polygon into a finite number of

pieces which can then be arranged to
form the second polygon.

Using Hilbert’s approach, however, the
number of pieces can be very large. To
achieve the same results with a small
number of pieces may be quite a chal-
lenge. The English inventor Henry
Dudney has developed a beautiful way
to cut an equilateral triangle into four
pieces which can be put together to
create a square. The drawing gives you
the four pieces. Make a copy, cut them
out, and put them together to form a
square. Then rearrange the pieces to
form an equilateral triangle.

aus: Fun with mathematics, Toronto

Les dix chiffres

Pour écrire en systéme décimal
deux nombres A et B, leur somme
S, etleur différence D, on a utilisé une
fois et une seule chacun des chiffres de
0ao.
Trouver A et B. sachant que A est plus
grand que B.

aus: Tangente, Paris

Cyano "Anspa” npHuIBapToBaioch K

NpHYATY panblie, uem cy uo "Keant™.
CMOZKET J1H OHO 1 OTIUINTS PaHbile, eciil
NP 3TOM HE CHHMATE € TYMOH 1IBAPTOBO-

bt Kamar “Kesanma” (ou. pucynok)?

aus: Quant, Moskau
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Dieser kleine Beitrag
steht im Zusammenhang
mit dem Artikel ,, Wie
symmetrisch ist ein Viel-
eck?” in dieser Zeitschrift
(Heft 3/91).

Doch ist er auch fiir sich
selbst verstindlich.

alpha 4/91

ir mochten eine vollstindige und
w systematische Ubersicht iiber die

maoglichen Symmetrien der Sechsek-
ke geben und erhalten auf diese Weise auch
eine gewisse Systematik der Sechsecke.
Zunichst erinnern wir an einige Symmetrie-
begriffe und -bezeichnungen:
Eine Gerade a ist eine Symmetrieachse einer
Figur F. wenn die Spiegelung an a die Figur F
auf sich abbildet.
Ein Punkt Z heifit Drehsymmetriezentrum m-
ten Grades einer Figur F, wenn es (genau) m
Drehungen um Z gibt, die die Figur F auf sich
abbilden. (Die identische Abbildung ist dabei
stets als mogliche Drehung mit dem Drehwin-
kel 0° mitzuzdhlen!) Ein Drehsymmetriezen-
trum 2. Grades entspricht demnach einfach
dem Begriff Symmetriezentrum.

Symmetrien einer Figur werden einfach durch
die Deckabbildungen ertalt, und letztere hei-
Ben deshalb Symmetrieabbildungen. Ein Viel-
eck kann nur Geradenspiegelungen und Dre-
hungen mit gemeinsamen Drehzentrum als
Symmetrieabbildungen besitzen, Dabei liegt
das Drehzentrum auf den Achsen der Gera-
denspiegelungen.

Im folgenden setzen wir ein konvexes Sechs-
eck voraus.

a) Ein Sechseck kann hochstens 12 Symme-
tricabbildungen besitzen. Es ist dann (und nur
dann) regelmiiBig und besitzt 6 Symmetrie-
achsen und ein Drehsymmetriezentrum 6ten
Grades.

Jede geringere Anzahl von Symmetrieabbil-
dungen muf} ein Teiler von 12 sein.

b) Sechsecke mit genau 6 Symmetrieabbil-
dungen sind die sogenannten halbsymmetri-
schen Sechsecke. Sie besitzen 3 Symmetrie-
achsen und ein Drehsymmetriezentrum 3ten
Grades. Die Symmetrieachsen sind entweder
die Mittelsenkrechten der Seiten oder die Win-
kelhalbierenden der Innenwinkel.

¢) Ein Sechseck mit genau 4 Symmetrieabbil-
dungen mul} genau 2 Symmetrieachsen und
ein Symmetriezentrum besitzen. Dabeiist eine
Symmetrieachse Seitenmittelsenkrechte und
die andere Winkelhalbierende.

d) Genau 3 Symmetricabbildungen bestehen
nur bei einem Sechseck mit nur einem Dreh-
symmetriezentrum 3ten Grades.

e) Genau 2 Symmetrieabbildungen liegen vor,
wenn das Sechseck entweder nur eine Sym-
metrieachse oder nur ein Symmetriezentrum
besitzt. Die Symmetrieachse kann entweder
Seitenmittelsenkrechte oder Winkelhalbieren-
de sein.

Eine nihere Einsicht iiber die Symmetriezu-
sammenhinge gibt folgende Eigenschaft;
Besitzt eine Figur zwei Symmetrieachsen a
und b, die sich in einem Punkt Z schneiden.
dann ist die Drehung um Z mit einem Dreh-
winkel, der doppelt so grol wie der von a und
b eingeschlossene Winkel ist. eine Symme-
trieabbildung der Figur.

Die nebenstehende grafische Ubersicht faBt
unsere Ergebnisse zusammen und berticksich-
tigt insbesondere logische Zusammenhiinge:

Dr. Erhard Quaisser, Fachbereich Mathe-
matik der Martin-Luther-Universitdt Halle-
Wittenberg

Man denke sich um den ca. 40000 km lan-
gen Erdidquator ein iiberall fest anliegendes
Band gezogen. Nun wird dieses Band um
einen Meter verlidngert und daraufhin wie-
der so gestrafft, daB es einen zum Aquator
konzentrischen Kreis bildet.

Wie hoch liegt das Band jetzt iiber der Erde?
Kann eine Maus jetzt hindurchkriechen?

Verbluiiendes

Fertig?

Nun fiihrt doch einmal dieses Experiment
an einem FuBball aus. Sein ,,Aquator” ist
etwa einen Meter lang.

Wie hoch steht jetzt das wieder um einen
Meter verldngerte Band iiber der Ballober-
fldche?




Anzahl der
Symmetrieabbildungen
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Wer iibt, kommt weiter ist
nicht nur eine alte Weis-
heit, sondern auch der Titel
eines mathematischen
Ubungsbuches, das im
Sommer dieses Jahres
erscheint (im Verlag Volk
und Wissen GmbH Berlin).
Wir hatten es bereits im
Heft 3/91 vorgestellt und
haben nun fiir ,,helle
Kopfe” noch weitere Auf-
gaben herausgesucht.

Na dann - viel Spaf!
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1. a) Zeige, daf} die folgenden Gleichungen
wahre Aussagen sind!

(1) 7} 7‘2
\- —-\.3
[
5
2 —: | —
(2) \IIS ‘i\l )

b) Gib weitere Beispiele fiir solch “wahre”
Gleichungen an!

¢) Unter welchen Voraussetzungen gilt die
verwendete GesetzmiBigkeit?

2. Forme die Gleichung nach x um!
1 a+b 1 a-b
+ = +
a+b X a-h X
(axb:ax—b:x=*0)

Abbildung 1

3. Berechne die Hohe h. wenn 10 Rohre mit
dem AuBendurchmesser d = 0.30 dm wie in
der Abbildung 1 gestapelt sind!

4. Vervollstindige den Beweis!
Satz: Firallea,b.c.d € Qund b+ 0. d+0
sowie a*b und ¢ =d gilt, dab aus

Gl S e Gleichung

a-b c-d

a_c¢
—=—folgt.

b od ¢
Voraussetzung: ...
Behauptung: ...
Beweis:

b c+d
(1) 222 SF [ta=b)-(c—d)
a-b c¢—d
(2) ..
() 2l wabw

5. a) Zeichne einen Kreis und vier Tangenten
so. dal} diese sich schneiden und ein Viereck
ABDC bilden!

b) MiB die Langen der Seiten dieses “Tangen-
tenvierecks” und bilde die Summe der Léngen
gegeniiberliegender Seiten. Was vermutest
Du?

c¢) Ist die Vermutung allgemeingiiltig? (Be-
weis!)

6.Gegeben istein Rechteck mit den Seitenlan-
genaund b. Uber jeder Rechteckseite wird ein
gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge a
bzw. b konstruiert. Gib Umfang und Flichen-
inhalt der so entstandenen Figur in Abhingig-
keit von a und b an!

7. Es seien

a der absolute Betrag von -0.5:

b das Reziproke von 0.25;

c die entgegengesetzte Zahl von 2;

. 2 2)
d die Quadratwurzel von (—Z 2.
3

Ermittle a> -\-"E.C,_L]]_ |

8. Der Punkt T liegt auf einer Strecke XY und
esgelte XT=k- XY. Vervollstindige die Ta-
belle!

mmn

13| -
~1|t2
La |k

>
=
3
[
[
)
~J
)
s

Pq

9. Ermittle jeweils den Flicheninhalt der schraf-
fierten Fliche!

(sieche Abbildung 2

auf der folgenden Seite!)



4.0cm
6.0 cm
3.0cm :
{ 3.0cm
I-.. - —
30c¢
| 30cm o
|

Abbildung 2

10. a) Konstruiere ein Trapez ABCD
(ADIIBC) mit AD=3.0cm, BC=4.5cm.
< CBD =60°, < BCD =45°!

b) Konstruiere ein Trapez ABCD
(ADIBC) mit AD=3.0cm, BC=4.5cm,

+ BCA=45°, <« CBD=60"!

11. Beweise,daB3 der Flacheninhalteines recht-
winkligen Dreiecks eine natiirliche Zahl ist,
wenn die drei Seitenlingen des Dreiecks na-
ttirliche Zahlen sind!

12. Wenn z eine beliebige zweistellige natiir-
liche Zahl ist, und z" eine Zahl ist, die sich
durch Vertauschen der Ziffernfolge von zergibt
(z. B.z = 18: z'=81). dann ist |z—z’| stets
durch 9 teilbar.

Beweise diese Behauptung!

13. Ermittle alle natiirlichen Zahlen n von Obis
100, fiir die von den folgenden drei Aussagen
zwel wahr und eine falsch ist!

(a) n ist eine Primzahl.
(b) n+1 ist eine Zahl, die auf Null endet.
(¢) n-1 ist eine Quadratzahl.

14. Gib alle méglichen Anordnungen der vier
Buchstaben b; e; o; r an! Dabei sollen genau
diese vier Buchstaben ohne Wiederholung
auftreten (z. B. rbeo). Schreibe sie in der
Reihenfolge auf. wie sie im Worterbuch ste-
hen wiirden!

Dr. Lothar Flade, Dr. Manfred Pruzina,
Sektion Mathematik der Martin-Luther-Uni-
versitit Halle-Wittenberg

Mz jtob 158zl orz7%

Unsere mathematische Schiilerzeitschrift
erscheint ab jetzt im Friedrich-Verlag
(Seelze bei Hannover), formal gilt damit

alpha c Friedrich.
Ob die Gleichung
FRIED + RICH = ALPHA

Lésungen (im Sinne eines Kryptogrammes)
besitzt, konnt Ihr bitte nachpriifen: Buch-
staben sind durch Ziffern zu ersetzen (glei-
che Buchstaben durch gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben durch verschie-
dene Ziffern), so da die Additionsaufgabe

FRIED
+ RICH

ALPHA

gelost wird. Die Buchstaben A, F und R
sollen nicht Null werden.

Hiernochein Tip von Com-
puter-Alphons: Wollt Thr
zur Losung des Krypto-
gramms einen Computer
benutzen, so braucht Ihr
nichtalle Zuordnungen der
Ziffern 0,....9 zu den Varia-
blen A,C,D,E,F,H, I L, P, R zu betrach-
ten. Mit D und H ist ndmlich A und F = A-
1 festgelegt. Jeder Wenrt fiir E bestimmt C,
mit I hat man auch P, Die Wahl von R zieht
den Wert von L nach sich. Mogliche Uber-
trige sind dabei zu beriicksichtigen (if - then
- Anweisungen). Zuordnungen. bei denen
verschiedene Variable den gleichen Wert
besitzen, sind auszuschlieBen. Man kommt
somit mit fiinf for - to - Schleifen fiir die
Variablen D, H. E. I, R aus. Die Rechenzeit
ist auch bei kleineren Computern gering.

Dr. Werner Schmidt, Fachrichtungen Ma-

thematik/Informatik der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitit Greifswald

I

RIPHOISHOYISCHESAREIIEUET,

) »Ach”, schwirmte Alphons
“r. Schwester, “bei meiner Hoch-

zeit werden alle staunen.” Al-
phons unterbrach sie: “Alle? Auch die Eis-
birenam Nordpol?” Seine Schwester schau-
te ihn verdutzt an: “Natiirlich meine ich
nicht Tiere, sondern Menschen.” “Also alle
Menschen werden staunen, auch Adam und
Eva?"” fragte Alphons. Nachdem sich seine
Schwester vergewissert hatte, daB auch
Alphons die biblischen Wesen meinte, an
die sie dachte, sagte sie schon etwas gereiz-
ter: “Es konnen mich dann nur lebende
Menschen sehen.” Alphons lieB nicht lok-
ker: “Wenn nicht das Fernsehen kommt
auch die in Australien?" Da wurde Alphons
Schwester wiitend: “Alle, die mich sehen!”
“Na ja", meinte Alphons freundlich, “das
werden aber im Vergleich zu den zu Deiner
Hochzeit lebenden Menschen herzlich
wenige sein, lohnt sich denn da der Auf-
wand?"’ Das konne ihm doch egal sein, und
auBerdem sei ihr sowieso die Lust am Hei-
raten vergangen. ““Siehst Du, die Wahrheit
bewahrt vor Illusionen.” “Welche Wahrheit
denn?” fragte seine Schwester aufgebracht.
“Einfach die, daB bei Aussagen, in denen
von allen, einigen, einem oder jeden etwas
behauptet wird, der Bereich von Gegen-
standen angegeben werden muB, iiber den
man dabei behauptet. Wenn Du z. B. be-
hauptest; Fiir alle Zahlen a, b mita-b=1 gibt
es genau eine Zahl, die zwischen b und a
liegt, so ist diese Aussage bezogen auf den
Bereich der natiirlichen Zahlen wahr, fiir
den Bereich der rationalen oder dem der

reellen Zahlen aber ist sie falsch. Ohne
Bereichsangabe ist diese Aussage zugleich
wahr und falsch, und damit kann sie nicht
Primisse eines logischen Schlusses sein.”
Alphons wollte das noch seiner Schwester
erkldren, aber da betrat ihre Mutter die
Wohnung.

Seine Schwester hatte schon ganz sehn-
stichtig auf sie gewartet, denn die Mutter
hatte ihr versprochen, eine bestimmte Art
von Zeichenstiften mitzubringen. Die Mut-
ter schiittelte bedauernd den Kopfund sagte.
“In allen Geschiiften gibt es keine.” “Oh,
Mutti, sage das nicht so. Unser Alphons
wird Dir entgegenhalten: In allen Geschiif-
ten, in denen Du nach ihnen gefragt hast,
gibt es die von mir gewiinschten Zeichen-
stifte nicht. Du wirst ja nicht in allen Ge-
schiften der Stadt, der Welt oder wo sonst
noch gewesen sein.” “Kinder”, seufzte dar-
auf die Mutter, “da laufe ich mir die FiiBe
wund und ihr verlangt, daB ich gar noch
durch die ganze Welt renne! So wichtig sind
die Zeichenstifte doch auch nicht.” Alphons
dachte, dafl seine Mutter meint in allen je-
nen Geschiften der Straffe gewesen zu sein,
die ihres Wissens nach Zeichenartikel fiih-
ren, und das wird wohl nicht jedes Geschiift
der StraBe tun. Immerhin - und er streichel-
te bewundernd seiner Mutter iiber die Hiin-
de - kommen der Linge der StraBe und der
Kiirze der Zeit nach allerhand Geschiifte in
Betracht.

Prof. Dr. Lothar Kreiser, Institut fiir allge-
meine Logik der Universitit Leipzig
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Was Bruc
mit Mus
Flg

i

Fiir die Betrachtungen zu
Schonberg's Musiktheorie
(siehe Seite 11) benotigt Ihr
Kenntnisse iiber Ketten-
briiche.

Dieser Beitrag ist fiir die-
jenigen von Euch gedacht,
die auf diesem Gebiet
Neulinge sind oder die
ganze Sache einfach noch-
mal auffrischen wollen.
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ein Doppelbruch ist - in dessen Zihler
und/oder Nenner stehen erneut Briiche
wie zum Beispiel

' eder Leser unserer Zeitschrift weils, was

||

bei

W | |2
W | Bfro | —

Wenn man solche Doppelbriiche aufschreibt,
sollte man den . .Hauptbruchstrich™ kennzeich-
nen, denn natiirlich ist z.B.

2

= 2
E.= 3:2 _ 6 yerschieden von 2 = = = i
5= 5 1 3 3.5 15
3

Nun konntet Ihr einwenden, daf man auf
Doppelbriicheiiberhaupt verzichten kann, denn
nach den Regeln fiir die Division von Briichen
It sich jeder solche Duppelbrus:h in einen
“einfachen™ Bruch der Gestalt 2 (ab ganz-
zahlig) verwandeln. b
Jedoch erweisen sich sogar noch komplizier-
tere Bildungen als Doppelbriiche als auBeror-
dentlich niitzlich zur Lésung recht unterschied-
licher Probleme, etwa zu Schonbergs Musik-
theorie, wie Thr in einem anderen Artikel die-
ses Heftes erfahrt.

Auch mit Kettenbriichen
keine Bruchlandung

Zuniichst wollen wir uns iiberlegen. dall man

jeden Bruch so umformen kann wie wir es am
i 59

Beispiel des Bruches I vormachen.

Dieser unechte Bruch kann zerlegt werden in
einen ganzzahligen Anteil und einen echten
Bruch:

: L4
% =5+ % . Nun konnen wir T als Doppel-
bruch mit dem Ziihler | schreiben: ~l4—1: Tli-

4 . :
Da = nach Konstruktion ein echter Bruch
ist, steht im Nenner des Doppelbruches mit
141 zwangslidufig ein unechter Bruch, den wir

erneutin seinen ganzen Anteil und einenechten

Bruch verwandeln: Js =5+— j =5+—— !
11 1T o -

4 4

Wenden wir diese Uberlegung nun auf den

3 . .
Bruch I an. so erhalten wir weiter:

-

Beim Versuch, dieses Verfahren fortzusetzen,
erhilt man nun immer wieder denselben Aus-

. . 5
druck. Damit haben wir den Bruch 2 als

~Mehrfachbruch™ aus lauter Briichen mit
Ziihler 1 ,,zusammengesetzt™.

1. Aufgabe

Forme g—; in dieser Weise in einen ,,Mehr-

fachbruch® um!

Offenbar konnen wir bei jedem Bruch 25

vorgehen, man braucht dazu nur fon]aubfend
die Division mit Rest anzuwenden (siehe Ta-
belle 1).

Wir erkennen:

1. Das Verfahren ist beendet, wenn erstmalig
der Rest Null entsteht. Dies aber tritt stets nach
endlich vielen Schritten ein. dennr r,1,,... ist
eine echt abnehmende Folge nichtnegativer
ganzer Zahlen, d.h., fiir ein gewisses n mul}
schlieflichr =0 sein. In obigem Zahlenbei-
spiel ist n =3, alsor, = 0.

2. Mit q, erhiilt man den ganzen Anteil des

Bruches 2 . und die folgenden Werte

q,(i = 1.2,....,n) ergeben fortlaufend die Teil-
nenner des . Mehrfachbruches”. Formen wir
nimlich alle obenstehenden Gleichungen so
um wie hier fiir die erste von ihnen vorge-

a I 1
macht: E—— qo+-— e =qp +E
n
und setzen dies ineinander ein, so erhalten wir:

a_q . l
—=qq ]
B q+ ]

g 1

Ay +—

n
Ein derartiger “Mehrfachbruch™ heiBt Kerten-
bruch, genauer regelmdfliger Kettenbruch,
wenn man besonders betonen will. dab seine
Teilzdhlersamtlich gleich I sind. Jede rationa-
le Zahl 1:Bt sich demnach eindeutig als regel-
miBiger Kettenbruch darstellen. Da die Teil-



allgemein

fira=59.b=11

a =qb +r mit0 <r <b
b =qr +r, mit 0<r <r,
r, =qn,+r, mit0<r,<r,
Iy S+t mit 0 <1, <r,

I R e s T ¢ 11 < O
n-l -1 n-| n n n-

I-||-I . ann +0

59=5"11+4
[1=2: 443
4=1- 3+1
I=3 140

Tabelle 1

zihleralle gleich | sind. geniigtes. den ganzen
Anteil q, und die Folge (q,) der Teilnenner
anzugeben. und man schreibt dies kurz so:

—:—:[q“ 1q)-92 ....qn] . im Zahlenbeispiel
2
11

Da offenbar stets

=[5:2. 1.3}

spiel [5: 2. 1. 2. 1] =[5: 2. 1. 3]) ist. fordern wir der
Eindeutigkeit der Darstellung zuliebe noch. dafd der
letzte Teilnenner eines Kettenbruches stets grifler
als | sein soll.

Umgekehrt entspricht jedem derartigen Ket-
tenbruch eine rationale Zahl: wir brauchen
dazu lediglich den Kettenbruch nach den
Regeln der Bruchrechnung unter Beachtung
der ..Rangfolge der Bruchstriche™ umzufor-
men.

2. Aufgabe

Welcher gemeine Bruch wird durch den
Kettenbruch [0; 1, 3, 5, 5, 4] dargestellt?

Huygens baut
ein Planetenmodell

Der hollindische Mathematiker und Physiker
Christian Huygens (1629-1695) wollte ein
moglichst genau gehendes mechanisches
Modell unseres Sonnensystems bauen: Eine

Kurbel oder ein Uhrwerk bewegt die auf

konzentrischen Kreisen um die Sonne als
Mittelpunkt angeordneten Planeten. Damit
dieses Zahnradmodell “méglichst genau™ geht.
muf das Ubersetzungsverhiltnis von ineinan-
dergreifenden Zahnriidern dem Verhiilinis der
Sonnenumlaufzeiten der durch sie bewegten
Planeten entsprechen. Jedoch ist es technisch
unmdoglich. relativ kleine Zahnriider mit bei-
spielsweise 500 oder mehr Zihnen zu verse-
hen. So entsteht das Problem, einen gegebe-
nen Bruch. dessen Zihler und Nenner “grof3e”
Zahlen sind, durch einen Bruch mit miglichst
kleinem Zihler und kleinem Nenner miig-
lichst genau anzuniihern,

Nehmen wir beispielsweise das Verhiltnis

115 vor die Aufgabe gestellt, Niherungs-

151
werte fiir diesen Bruch anzugeben. wird man

bei naivem Vorgehen zur Dezimalbruchdar-
stellung 0.761589... iibergehen und diese nach

der—sagen wir—zweiten Dezimalstelle abbre-
76
chen: 0,76 = 100" Obwohl der Nenner mit

100 wohl noch immer zu grob sein wird, muf}
man bereits einen Fehler von etwa 00016 in
Kauf nehmen. Erstaunlicherweise liefert ein

Bruch mit viel kleinerem Nenner. ndmlich
16

TR sogar eine bessere Niherung. denn
I2—E; =0.7619... Bricht man den obigen Dezi-

malbruch bereits nach der ersten Stelle ab,
. 7 .

nimmt also 0.7 = I_{]- .50 st der Fehler etwa

0,062, und auch hier findet man in % =115

einen besseren Konkurrenten mitnoch kleine-

rem Nenner. Wie aber findet man diese vor-
ziiglichen Nitherungsbriiche?

: o115 y
Dazu entwickeln wir —in seinen Ketten-

2

bruch [0; 1.3.5.7]. u-'a:-;ldelr Leser iiberpriifen
moge. Genau wie bei der Dezimalbruchdar-
stellung spricht man von einem Ndéherungs-
bruch (oder Teilbruch) des obigen Ketten-
bruchs. wenn man ihn nach einer gewissen
Stellenanzahl vorzeitig abbricht, etwa [0 1.3.5]
oder [0:1.3]. Die niichste Aufgabe liefert nun
des Ritsels Losung.

3. Aufeabe

Welche rationalen Zahlen gehoren zu obi-
gen Niiherungsbriichen?

Istallgemein & = {q”;q <032y ]:sra nennt

man den nach k Stellen abgebrochenen Ket-
Sy

tenbruch [q” B P I ] = [—]‘ den Néiherungs-

k
bruch der Ordnung k von [q,.q,....q,]. Man
kann zeigen:

1. Die Niherungsbriiche 22k gerader Ord-

(519
nung sind simtlich kleiner als 2 und nehmen
mit wachsenden k zu.

2. Die Niherungsbriiche ungerader

2k+l1
Ordnung sind sidmtlich grofer als = und

. nehmen mit wachsenden k ab. b

: S 3
3. Sieht man z.B. 2£ als Niherungswert von
, t
a . : A
— an, so ist der Fchlcr kleiner als
b T
und unter allen Briichen, deren Nenner nicht
grofier ist als . stellt keiner eine bessere Nii-

herung fiir % dar.

4. Aufgabe

Gib den besten Niherungswert von

an, dessen Nenner kleiner als 26 ist. 318

Archimedes’ Treffsicherheit:

Ob wir wohl mit dieser Methode auch Nihe-
rungswerte fiir irrationale Zahlen wie etwa
v 13 oder m finden konnen? Freilich miiBten
wirdazu jene Zahlen erst einmal in Kettenbrii-
che entwickeln, und diese kinnen gewil nicht
endlich sein, denn jeder solche stellt bekannt-
lich eine rationale Zahl dar.

Wir spalten von +/15 zuniichst — wie bei den
Briichen —den ,ganzen Anteil” ab: Wegen
37 <15<4%ist\I5=3+1 mitO<r <1 oder
v15 = 3+EI— mit p, < 1, mithin

1

| V15 +3 J15 43
P = =

T3 (Vis-3)is+3) 6

Wegen | < p, <2 machen wir nun den Ansatz

V1543 =p :1+L woraus sich
8} P:_
6  6(\15+3)
ps= E 7': e -=+/15+3 Cfgibl‘
Y -] $

Im niichsten Schritt folgt aus 6 <p. <7 und
I 2
dem Ansatzp, =6+ —: py;=——=p
T 53
Wegen p, = p, ergibt sich fiir 15 ein periodi-
scher Kettenbruch: o
VI5 =[3:1.6.1.6.1.6...] = [3:1.6]

Bisher haben wir freilich nur formal gerechnet
und uns um die Beantwortung der Frage ge-
driickt, ob ein _unendlicher Kettenbruch™
tiberhaupt ein sinnvolles mathematisches
Objekt ist., ob er eine reelle Zahl repriisentiert.

Um sich von diesen Zweiteln zu befreien.
betrachtet man die Niherungsbriiche eines
unendlichen Kettenbruches (deren Anzahl ist
unendlich, aber jeder von ihnen ist ein endli-
cher Kettenbruch!). Fiir diese Nitherungsbrii-
che gilt dhnlich wie oben:

1. Die Niherungsbriiche “2& gerader Ord-

Loy
nung nehmen mit wachsendem k zu und sind
e ‘ s
simtlich Kleiner als —-.

4
2. Die Niherungsbriiche : ungerader
2k+]
Ordnung nehmen mit wachsendem k ab und
5a

sind simtlich grifer als [;
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3. Der Abstand zweier aufeinanderfolgender
Niherungsbriiche ist:

Soket _Sok _ |

Lokl ST

Bilden wir nun die Folge der Intervalle

[SA Sak+1
L2k Lakal
dieser Intervalle im vorangegangenen enthal-
ten, und iiberdies wird die Intervall-Linge
wegen 3. schlieBlich ,.beliebig klein”. Mithin
liegt hier eine sog. Intervallschachtelung vor,
die auf der Zahlengeraden genau eine reelle
Zahl erfal3t.

Dieses Ergebnis macht uns kiithn, und der Leser
entwickelt die beriihmte Kreiszahl m, ausge-
hend von den ersten Stellen ihrer Dezi-
malbruchdarstellung © = 3,14159265 ..., nach
obiger Methode leicht in einen Kettenbruch.
von dem wir allerdings nur einige Stellen
angeben konnen: = [3;7. 15, 1, 292....]. Be-
rechnet man davon den Niherungsbruch erster
Ordnung [3: 7]. so erhiilt man den wohlbe-

kannten, von Archimedes gefundenen Nihe-
22

rungswert ? fiir 7. Die Theorie der Ketten-

tag

] .so ist wegen 1. bis 3. jedes

briiche lehrt auerdem. daB es unter den Brii-

chen mit einem 7 nicht tibersteigenden Nenner

keinen gibt, der einen besseren Naherungswert
77

fiir m liefert als “—_; . Archimedes hat also —

ohne die Theorie der Kettenbriiche zu kennen
—ins Schwarze getroffen!

Nachschlag fiir Neugierige

Die Eigenschaften 1. bis 3. fiir Niherungsbrii-
che eines unendlichen Kettenbruches [a;
a,.a,....] haben wir oben “aus dem Armel gezo-
gen”. Hier nun einige Tips fiir jene Leser, die
diese Eigenschaften beweisen wollen:

a) Die beiden ersten Niherungsbriiche kann
man unmittelbar ausrechnen und erhilt fiir ihre
Zihlers =a s =aga, + |, fiir die Nenner t =
1. t, = a,. Sodann kann man mit Hilfe der
vollstindigen Induktion fiir Zihler s, und
Nenner t_des k-ten Niherungsbruches (k = 2)

k
ein rekursives Bildungsgesetz beweisen:

Sk = axSk-] +5k-2 Ly =agly_+txo

b) Daraus folgt leicht fiir alle k 2 I:

k
Ay =sityo — s =(-1)
¢) Aus b) entnimmt man unmittelbar, daB

k
5k+|_5_k:(")
L S IS S S

(woraus sofort Eigenschaft 3 folgt)

Sk+2 _5_k=[5k+2 _ Sk41 ]+[5k+l _S_kJ=
te+2 bk \lks2  Tis ke Lk
k
_[“” ak+3
Ukaty

woraus man durch spezielle Wahl von k die
Eigenschaften | und 2 folgert.

Uberdies spiegeltdie Kettenbruch-Darstellung
einer reellen Zahl deren ., Natur™ viel besser als
ihre Dezimalbruchdarstellung. In der Schule
lernen wir: “Einem endlichen Dezimalbruch
entspricht eine rationale Zahl, aber nicht um-

gekehrt (vgl. z.B. % =0,666...).” Fiir die Ket-

tenbruch-Darstellung aber gilt: Einereelle Zahl
ist genau dann rational, wenn ihre Ketten-
bruch-Darstellung endlich ist. Periodische
Kettenbruch-Darstellungen ergeben sich ge-
nau dannn, wenn es sich um eine sog. quadra-
tische Irrationalitdrhandelt, alsoumeine Zahl,
die mit Hilfe der vier Grundrechenarten aus
rationalen Zahlen und Quadratwurzeln zusam-
mengesetzt ist.

Mit Hilfe der Kettenbruch-Darstellung lassen
sich sogar Eigenschaften angeben, die nur den
transzendenten Zahlen (wie z.B. © oder e),
nicht aber den algebraischen Zahlen zukom-
men. Leider gestattet dies jedoch nicht, im
Einzelfall zu entscheiden, ob eine Zahl alge-
braisch oder transzendent ist.

Herbert Kiistner, Sektion Mathematik der Uni-
versitit Leipzig

Erhard
Friedrich

Verla
Velber

Padagogische Zeitschriften
in Zusammenarbeit mit Klett

Erhard Friedrich Verlag
Im Brande 15q,
3016 Seelze 6

Eine Bestellméglichkeit
fir Einzelhefte
ist in diesem Heft enthalten

Themen im Juli/August 1991

PRAXIS DEUTSCH
Differenzierung im Deutschunterricht

(Juli)

DER DEUTSCHUNTERRICHT
Literatur und Geschichte [August)

DER FREMDSPRACHLICHE
UNTERRICHT/ENGLISCH
Australien und Neuseeland(Juli)

DER FREMDSPRACHLICHE
UNTERRICHT/FRANZOSISCH
Kreatives Schreiben (August)

DER ALTSPRACHLICHE UNTERRICHT
Lektirevorschlage (Juli)

DIE GRUNDSCHULZEITSCHRIFT
Kinder brauchen Bilderbiicher (Juli)

ZUSAMMEN
10 Jahre sind vergangen (August)

KUNST+UNTERRICHT
Papiertheater (August)

MUSIK UND UNTERRICHT
Musik und Bewegung (Juli)

SPORTPADAGOGIK
Médchen (Juli)

GESCHICHTE LERNEN
Kriminalitat (Juli)

GEOGRAPHIE HEUTE
Steine und Fossilien (August)

UNTERRICHT BIOLOGIE
Saurier/Reptilien (Juli)

NATURWISSENSCHAFTEN
IM UNTERRICHT/PHYSIK

Messen und Rechnen (August]

MATHEMATIK LEHREN
Historische Quellen
fur den Mathematikunterricht [August)

DER MATHEMATIKUNTERRICHT
Platonische Kaorper
Unterricht und Geschichte {Juli)

ARBEITEN-+LERNEN/TECHNIK
Bauen und Wohnen (Juli)

ARBEITEN+LERNEN/WIRTSCHAFT
Der Befrieb (August)
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Aus mathematischer Sicht

betrachtet:

~ L, S / . =
S CHONDerd S

o

Musiktheo

Der Versuch, den
Unterschied zwischen
natiirlicher und Tastatur-
stimmung geringer zu
halten als dies durch das
wohltemperierte Klavier
erreicht werden kann, ist
im Jahre 1911 von Arnold
Schonberg in seiner
s,Harmonielehre” in Form
der 53-Tonmusik unter-
nommen worden. Wir
wollen hier den dort nur
verbal vorgenommenen
Begriindungen eine
mathematische Herleitung
unterlegen. '

LU

a

=1

e
N

r

fiihl dafiir. ob Musik harmonisch ist: sie

wirkt einfach angenehmer. beruhigen-
der. Physikalisch ldBt sich ein Ton neben der
Lautstidrke (die hier nicht diskutiert werden
soll) durch seine Hohe beschreiben, und ein
Klang (Akkord) durch die Hohen der dabei zu-
sammenklingenden Tone. Die Tonhéhe hiingt
mit der Frequenz der zugehorigen Schallwel-
le wie folgt zusammen: Je héher der Ton.
desto hoher die Frequenz. Und ein harmonisch
klingender Akkord stellt eine Resonanz der
darin klingenden Tone dar. Diese Resonanz ist
besonders dann ausgeprigt, wenn die Verhilt-
nisse der Frequenzen der Tone zueinander
kleine natiirliche Zahlen oder zumindest ratio-
nale Zahlen mit kleinem natiirlichen Zihler
und Nenner sind. Je niher die Frequenzver-
hdltnisse an diesen Resonanzverhiltnissen
liegen, desto harmonischer klingt der Akkord.

A uch ein musikalischer Laie hat ein Ge-

1. Stimmung

Wir stellen uns ein Tasteninstrument vor, und
jeder Taste soll ein bestimmter Ton einer
bestimmten Frequenz zugeordnet werden.
Wenn alle Frequenzen mit einer bestimmten
festen Zahl multipliziert werden, findert sich
anden harmonischen Verhéltnissen iberhaupt
nichts; deshalb werden wir keine absoluten
Frequenzen, sondern nur Frequenzverhéltnis-
se zu betrachten haben. Genauer: Wirbezeich-

. nen eine beliebige Taste als Grundion, und

jeder Taste ordnen wir dann die Zahl F zu, die
das Frequenzverhiiltnis zwischen dieser Taste
und dem Grundton ist.

Der Grundton soll hier stets der tiefste Ton
eines Akkords sein, so dali stets F = 1 gilt. Das
menschliche Ohr ist fiir Frequenzen von 16 Hz
bis 32000 Hz empfindlich. also ist es sinnvoll,

sich gleich auf den Bereich F = 2000 zu be-
schrinken.

IL. 1. Die natiirliche Stimmung

Fiir die natiirliche Stimmung werden die na-
tiirlichen Zahlen F > | verwendet. F = 1 ist
definitionsgemiiB der Grundton, fiir F> 1 ist F
der (F-1)-te Oberton. Speziell liegt der 1.
Oberton genau eine Oktave iiber dem Grund-
ton, hat also doppelte Frequenz; der 2. Ober-
ton liegt eine Duodezime iiber dem Grundton,
also ein Quinte iiber dem . Oberton und hat
die dreifache Frequenz. Mit f bezeichnen wir
das Frequenzverhiltnis zweier Téne, es stimmt
mit dem Verhiltnis der zugehérigen F-Werte
iiberein. Durch Vergleich des ersten und
zweiten Obertons erkennt man, daf die Quinte
dem Wert f = 3/2 zugeordnet ist.

1. 2. Die wohltemperierte
Stimmung

Fiir die wohltemperierte Stimmung (also sau-
beres Spiel in allen Tonarten maglich), miis-
sen die Abstinde aufeinanderfolgender Tone,
d. h., deren Frequenzverhiltnisse, einander
gleich sein: Die den einzelnen Tasten zugeho-
rigen Zahlen F sind also alles Glieder einer
geometrischen Folge. Aus der Forderung. daf
die Oktave rein sein soll, folgt, daB die Zahl 2
in dieser geometrischen Folge vorkommen
muB. Es besteht jetzt nur noch die Freiheit in
der Wahl der charakteristischen Zahl n, die
angibt, in wieviele Teile die Oktave zerteilt
wird; beim Klavier ist n = 12, das ist die
klassische 12-Ton-Musik. Wir wollen jetzt
der Bemerkung Schénbergs nachgehen, daB
die 53-Ton-Musik eine wesentlich reinere
Quinte hat als das wohltemperierte Klavier.

2. Die Reinheit der Quinte

Da die Oktave definitionsgemiil rein ist, ist
die Quinte als Intervall vom ersten zum zwei-
ten Oberton der erste Fall, bei dem die natiir-
liche Stimmung von der wohltemperierten
Tastaturstimmung abweicht. Es ist deshalb
eine sinnvolle Forderung an ein zu entwik-
kelndes System von Stimmungen, daBl die
Quinte moglichst rein sein soll. Und genau
nach diesem Kriterium teilt Schiénberg die
Stimmungen ein.

2. 1. Die n-Ton-Musik

Beider n-Ton-Musikentsprichtein Tonschritt
einem Frequenzverhiltnis von =12 .dan
Tonschritte dann gerade die geforderte Fre-
quenzverdoppelung ergeben. m Tonschritte in

der n-Ton-Musik entsprechen dann einem Wert
m

F=20 (1
Bei welchen Werten m und n ist nun eine gute
Quinte erreicht? Wir schreiben dazu die Quin-
te als i _ ¥ 2
2
daraus ergibt sich nach Logarithmieren und
einfachen Umformungen ¥

In3 g
Xx=——-—1=10,5849625...
In2
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Nun ist x keine rationale Zahl ', also gibt es,
wie ein Vergleich von Formel (1) und (2)
zeigt. tiberhaupt keine ganz reine Quinte. Es
kommt nun daraufan, solche Wertemundn zu

- m ;
finden, da} — eine gute Niherung fiir x dar-
n

stellt. Man konnte natiirlich n sehr groff wiih-
len und dann m passend dazu, da es recht
genau wird. Es soll aberein nicht allzu uniiber-
sichtliches Tastenfeld geben: speziell sollen
also diejenigen moglichst kleinen Werte n
gefunden werden, fiir die ein m existiert, so

m .
dall — = x recht genau gilt.
n

2.2. Die
Kettenbruchentwicklung

Das hier vorliegende Problem, ndmlich zu
einer irrationalen Zahl Niherungsbriiche zu
finden, bei denen der Nenner nicht allzu grof}
wird, wird durch die Kettenbruchentwicklung
der Zahl x gelost. Sie lautet

x="[1;:1,2;2,3, 1,5.2,;23,2:2...] 3)

Das entspricht den einzelnen Teilbriichen

3
K(1)=1x(2) ==+, x(3)= ——=2
I+1 2 44— 2
1+—
2
1 7 . 24
X{J—}= 1 :E. X(JJ——I'
1+
1
1+ ]
24—
2
31 179
2 6 e = —_— .
x(6) 5 x(7) R

Zur Bewertung der jeweiligen Genauigkeit
seien die Fehler der Quinte angeben (siehe
Tabelle 1)

x(1) und x(2) kann man noch nicht als Niihe-
rung ansehen: Oktave bzw. Tritonus * haben
nichts mit einer Quinte zu tun. Mit x(3) ist die
Quinte als 3-Ton-Abstand einer 5-Ton-Musik

nur 2.6 % verkehrt M , und mit x(4)

istdie Quinte als '?Tonsc?’:ritte der klassischen
12-Ton-Musik nur .27 % verkehrt. x(5) wird
sicher keine Rolle spielen, da der nur unwe-
sentlich kompliziertere Bruch x(6) eine erheb-
lich genauere Quinte aufweist. x(7) und weiter
erfordern eine Einteilung der Oktave in mehr
als 300 Teiltine. was praktisch kaum Bedeu-

i : ; 31 s
tung haben wird. Damit bleibt x(6) = i—l die
einzig akzeptable Alternative zur 12-Ton-
Musik: 31 Tonschritte in der 53-Ton-Musik

sind also genau die von Schonberg angegebe-
ne sehr genaue Quinte.

2.3. Ergebnisse

Aus der Theorie der Kettenbriiche folgt, dal
eine Erhéhung der Tonzahl n nur dann eine
Verbesserung in der Quinte bringt. wenn man
mindestens bis zum ndchsten Kettenbruch-
nenner erhoht, speziell folgt also: Unter allen
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i 1 2 3 5 6 T
x(i)-x | 0,41 -0,085 | 0,015 -0,0016 | 0,0004 - 0,00006 | 0,000005
Tabelle 1

Stimmungen, bei denen die Oktave in hich-
stens 300 gleiche Teile zerlegt wird, ist die 53-
Ton-Musik diejenige mit der genauesten Quin-
te. Unter allen Stimmungen, bei denen die
Oktave in héchstens 40 gleiche Teile zerlegt
wird, ist die 12-Ton-Musik diejenige mit der
genauesten Quinte: “genaueste” heilit “es gibt
keine genauere”, natiirlich hat die 36-Ton-
Musik, wo in der 12-Ton-Musik jedes Inter-
vall noch einmal dreigeteilt wird, eine ebenso
gute Quinte. Der Fehler der Quinte in der 12-
Ton-Musik ist etwa 30 mal so groB wie der
Fehler in der 53-Ton-Musik.

3. Die niichsten Obertone

Betrachten wir die niichsten Oberténe. Die
iiblichen Intervallbezeichnungen behalten wir
bei und beziehen sie auf die natiirliche Stim-

3 . .
mung: f = 2 ist die Oktave: f = = die Quinte,
deren Erginzung zur Oktave die Quarte mit

-4 5
f= 3 ist. Die grofie Terz ist f = 2 und deren

Ergédnzung zur Quinte ist die kleine Terz mit

Schliefilich erwihnen wir noch die groBe
Sekunde, die als **2 Quinten minus | Oktave™

definiert werden kann. also f= g entspricht.

Wir sehen: Wenn wir jetzt noch die Reinheit
der grofien Terz gewiihrleisten konnen, sind
alle wesentlichen Tonabstiinde gesichert.

3.1. Die grofle Terz

Wir berechnen jetzt analog zu Formel (1) und
(2) die groBe Terz. Wir setzen also

5 . 5
3 2 2Y mity =122 _2_0,3219281..
4 In2

was wiederum eine irrationale Zahl darstellt.

Die Kettenbruchentwicklung lautet diesmal:
y=1[3,92,2,462,1123 117, ..]

| 19
2 y(2)=——= S
3 Y2 9
oo ’

146

Die weiteren Nenner sind dann wieder grofier
als 300. Erwartungsgemil treten hier ganz
andere Nenner auf. Die entsprechende Fehler-
tabelle lautet

i 1 2 3 4
y(i)-y [0,0114 | -0,0005| 0,0001-0,00001

mit y(1)= —: y(3)

und y(4)=

y(1)= % istdie grofe Terz der 12-Ton-Musik

und hat einen Fehler von 3,4 %, ist also erheb-

lich weniger genau als die Quinte der 12-Ton-
Musik. Den m-Wert fiir die grofie Terz der 53-
Ton-Musik erhiilt man durch Rundung von
53 y aufdie niichste ganze Zahl: 53y =17.062...
=17, und ol s -0,0012. Dader Nenner 53
nicht in der Kettenbruchentwicklung von y
auftritt, ist klar, daB der Fehler nicht kleiner
sein kann als bei y (2); der Fehler der grolien

Terz in der 53-Ton-Musik ist nur L des

entsprechenden Fehlers der 12-Ton-Musik.

3.2. Intervalle
der 53-Ton-Musik

Aus dem oben Erwihnten ergibt sich folgen-
des Intervallschema in der 53-Ton-Musik:
Oktave = 53 Tonschritte. Quinte = 31, Quarte
=53-31=22, grofie Terz= 17, kleine Terz =
31-17 =14, groBe Sekunde =2 mal 31 - 53 =
9. Natiirlich ist die grofie Sekunde auch als
Differenz zwischen Quinte und Quarte be-
stimmbar: 31 - 22 = 9. Die weiteren Untertei-
lungen (“*Halbtonschritte”) werden allerdings
situationsabhéngig: definiert man die kleine
Sekunde als Erginzung von groBer Terz zur
Quarte, erhilt man 5 Tonschritte, definiert
man sie dagegen als Erganzung von kleiner zu
grofler Terz, erhilt man nur 3 Tonschritte.
Hier beginnt die wesentliche Abweichung von
der 12-Ton-Musik und deutet sich die zuneh-
mende Reichhaltigkeit der moglichen harmo-
nischen Klange an. Sowohl diese Reichhaltig-
keitder Klinge als auch die grolie Reinheit der
Grundintervalle lassen die 53-Ton-Musik als
vielversprechender erscheinen als etwa die
ebentalls verschiedentlich diskutierte Varian-
te einer 36- oder 48-Ton-Musik, bei der die
Halbtonschritte der 12-Ton-Musik einfach in
3 bzw. 4 gleiche Teile zerteilt werden.

Anmerkungen

'Fiir weitergehende Rechnungen zu diesem Thema
sei der Artikel von W. Thirring Annalen der Physik
(Leipzig) 47 (1990). S. 245, empfohlen,

* Die Gleichheit der Werte x in Formel (2) beweisen
wir wie folgt: Wir wenden In auf beide Seiten der
ersten Formel fiir x an. erhalten also In(3/2) = In(2");
nach den Logarithmengesetzen ist das
In3 - In2 = x In2, und nach Division durch In2
entsteht die angegebene zweite Formel.

* Dafl x nicht rational sein kann. beweisen wir
indirekt: angenommen, x=p/q, p, q natiirlich, g = 1.
Dann ist Formel (2) als 3/2 = 27 schreibbar. Wir
multiplizieren mit 2 und heben in die g-te Potenz: es
entsteht 39= 27+, Links steht eine ungerade. rechts
eine gerade natiirliche Zahl. Widerspruch.

* Esist 2% = 3 und dies Frequenzverhi..nis ent-
spricht drei Ganztonschritten, z. B. von C bis Fis.
daher die Bezeichnung Tritonus.

Dr. Hans- Jiirgen Schmidt,
Institut fiir Astrophysik Potsdam
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Spielregeln:

Die Steine werden wie beim herkémm-
lichen Domino zu Ketten aneinander-
gelegt. Dabei ist allerdings darauf zu
achten, daB

1.
die Farbpunkte analog der Klavierta-
statur abwechselnd in 2er- und 3er -
Gruppen aufeinanderfolgen

und
2

aneinanderstoende Punkthilften die
gleiche Farbe haben miissen.

LDomino ...

Ein Anlegespiel fiir vier
Personen nach dem Prin-
zip der Klaviertastatur

Spielvarianten:

Variante 1 (leichter):

Jeder der vier Spielererhilt zu Beginn 5 Steine,
Es wird nach den tiblichen Regeln des Domi-
nospiels gespielt, bis ein Spieler alle seine
Steine angelegt hat; dieser Spieler ist der
Gewinner.

Variante 2 (anspruchsvoller):

Jedemder 4 Spieler wird vor Beginn des Spiels
eine der 4 Farben Rot, Gelb, Griin, Blau zuge-
ordnet. Dann werden alle Spielsteine verdeckt
gemischt und auf alle Mitspieler gleichmiiBig
aufgeteilt. (Jeder erhiilt also 7 Steine in zufiil-
liger Farbverteilung.)

Mit diesen Steinen wird nun nach den iiblichen
Domino-Regeln so lange gespielt, bis alle 28
Steine angelegt sind.

Ermittlung des Siegers: Jeder Spieler stellt
fest, wieviele Punkte die 7 Spielsteine seiner
Farbe in der ausgelegten Kette wert sind. Dabei
zihlen die Tasten bzw. Tone wie folgt: C und
D je 2 Punkte. E, F, Gund A je | Punkt, H null
Punkte. Der Spieler mit der htchsten Punkte-
zahl gewinnt.

Grundidee:

Klavier-
‘ tastatur

|

nach jeder
zweiten
weillen
Taste ,.aus-
einander-

|

und zu
Domino-
steinen
abstrahiert:

c

D

E

FIGIA|H|c|/D|IE|FIG A|H

geschnitten®

LU

|

L 00 [ Qe (e [ oo

Spielmaterial: 28 Dominosteine

XX

EXRX KX KXh
T

viermal,
je einmal - mit roten Punkten,
} - mit gelben Punkten,
— mit griinen Punkten.
J — mit blauen Punkten
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1 Wahre Aussage gesucht

Nach einem richtigen System gelesen, ergibt
sich eine wahre Aussage,

&)
=
~
=z
D

I\ &S |s|T|g|T

H.-Joachim Kerber, Neustrelitz

2 Puzzle

J ~ BN
r]=1r=r

3 Wieviel Wiirfel sind das?

Welche Teile vervollstindigen die zerbrochene Platte?

aus: Fiiles, Budapest
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4 Das Mittel im Mittelpunkt

In jeden Kreis der abgebildeten Figur ist eine
der natiirlichen Zahlen von 1 bis 9 so einzuset-
zen, dal fiir die Zahlen in drei auf einer einge-
zeichneten Strecke liegenden Kreise gilt: Die
im mittleren Kreis stehende Zahl ist das arith-
metische Mittel der Zahlen in den beiden
Randkreisen.

Walter Triiger, Dibeln

In der Mathematikstunde schreibt
der Lehrer 4:4 an die Tafel und
fragt nach dem Ergebnis.

»Ganz einfach: unentschieden.”,
ruft der Torwart der Klasse.

5 Geometrisch-kombinatori-
sches Mathematik-Lexikon

Zerlegt die Figur derart in 10 deckungsgleiche
Teile, daB sich aus den in jedem solchen Seg-
ment befindlichen Buchstaben ein mathemati-
scher Begriff bilden 1aBt.

Um welche 10 Begriffe handelt es sich?

|F| 1[N|D|E][D]A]S]
1M
MIE|E[RIN[U|B]A]L]D
rRIE|I|T]o|T|Y|L]S]0O
wlE|T|T|E[k[L]A[R]A
T|E[x[T|M|s|P|I[R]O
RIE[I|s|L|T[R]A[T]E
KWl 1[R[ TIE[S]S[E|N
klo[s|T|E[s|ulL]|T]o
ElGIE[L]Y[L]ID]I[Kk]O
N|N
|H|Uu|P|E|E[L]L]E]

Dr. Roland Mildner, Leipzig



6 visuelle Logik

Zwischen den Zahlen und Zeichen der 35 Kreisfelder der linken Seite besteht ein logischer Zu-
sammenhang. Welche Zahlen und Zeichen miissen in die freien Kreisfelder der rechten Seite
eingetragen werden, damit dieser Zusammenhang erhalten bleibt?

Wilhelm Neugebauer, Berlin

7 Logische Zahlenfolge

Mein Lehrer auf die 10

Mir trat, weil ich 9x-

Klug nicht 8 gab

Und durch eigenes Ver7

In der 6. Stunde

Eine 5 baute.

Zu Hause am Kla4

Setzte ich mich auf den 3fuBB
Und war mit mir ohne 2fel
Wieder mal nicht 1.

Rainer Gundelach

8 Holzchentricks

Entferne 4 Streichhélzer so, daB 3 Quadrate
iibrigbleiben.

bt

L

9 Bildungsgesetz gesucht

Abgesehen von derZahl 1 in der obersten Zeile
sind die Zahlen dieses Dreiecks nach einer
Vorschrift gebildet worden. Welche Zahlen
miissen in die Kreise der folgenden Zeile ein-
gesetzt werden. wenn diese GesetzmiBigkeit
beibehalten wird?

|
S R
bodhad 2
1 306 76 ¥ 1

1 4 1016 19 16 10 4 1
86 6.6 9.0.0.0.0.0 0

Walter Triiger, Dibeln

10 Alter Anfang
ist (nicht) schwer!

Es sind zwei- und dreistellige natiirliche Zah-
len zu finden, fiir die gelten soll:

Waagerecht

A, Die Hilfte von B_

w L

C_: Primzahl kleiner als C

w

D, : Eine durch 7 teilbare Zahl

F_: Aus gleichen Ziffern bestehende Zahl

H :=a-b-c, wobeia, b, c drei Zahlen aus
Waagerecht bedeuten sollen

I : GroBte Primzahl des Riitsels

Senkrecht

B : Teiler von F

C_: Primzahl kleiner als A

E.: Das Achtfache von A

F : Teiler von G,

G's: Aus zwei verschiedenen Ziffern von E,
bestehende Zahl

Schiiler Stefan Kerber, Saal
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Die Knobelecke der Felix-Mauersberger-

Oberschule Netzschkau

stellt

sich vor '/ _/ _/

| =
wey

wire s
' J_f_l 5

geiiel Crl

Unsere Schule ist zwei- bis
dreiziigig und damit eine
der grofiten in der Umge-
bung. Ein gutes mathema-
tisch-naturwissenschafftli-
ches Klima herrscht schon
seit vielen Jahren, so daff
immer wieder die talentier-
testen Schiiler ihren Platz
im Kreisforderzirkel Rei-
chenbach (Vogtland) fin-
den und im Laufe der Zeit
nicht wenige von ihnen auf
Kreis- oder auch Bezirks-
olympiaden Junger Mathe-
matiker Medaillen erkdmp-
fen konnten. Somit besteht
das Ziel der Knobelecke
darin, Schiiler aus mog-
lichst allen Leistungsstufen
an das Losen kniffliger
Aufgaben heranzufiihren
und ihnen dabei die Uber-
zeugung zu vermitteln, daf}
Knobeln und Denken
Vergniigen bereiten.
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wie in Netzschkau alle Mathematikleh-

rer der Schule gern bereit sind, die Arbeit
mitzutragen.
Anunserer Knobelecke sollen die Schiiler von
Klasse 4 bis Klasse 10teilnehmen. Es gibt vier
Serien von Aufgaben, die etwa gleichmiiBig
liber das Schuljahr verteilt werden. Fiir die 1.
Serie verwendeten wir bisher (auBer in Klasse
4) die Aufgaben der Stufe I der Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR. In dieser Serie
werden nur Losungen zu Aufgaben dereigene
Klassenstufe entgegengenommen, denn es
stehen ja mehrere Aufgaben zur Auswahl.
Fiir jede Klassenstufe wird jahrlich ein verant-
wortlicher Mathematiklehrer benannt. der die
Losungen zu den Aufgaben dieser Klassenstu-
fe korrigiert. Dieser “Klassenstufenverantwort-

E s 1st klar, dafl das nur funktioniert, wenn

liche” sucht fiir die Serien 2 bis 4 drei fiir seine
Klassenstufe geeignete Aufgaben heraus. Ein
“Koordinator”, dem spiter auch die Gesamt-
auswertung obliegt, stellt daraus die weiteren
Aufgabenserien zusammen.

Eine "Serie” enthiilt somit fiir die Klassenstu-
fen von 4 bis 10 je eine Aufgabe. Sie wird zur
geeigneten Zeit an der Knobelwandzeitung
ausgehingt, auBerdem bekommt jede Klasse
etwa drei Abziige.

Jeder Schiiler darf jede Autgabe ldsen. also
nicht nur die der eigenen Klassenstufe,

Pro Losung gibt es maximal 8 Punkte. Die
volle Punktzahl wird aber nur erteilt, wenn der
Losungsweg gut erkennbar ist.

Lost ein Schiiler Aufgaben einer niedrigeren
Klassenstufe, so vermindert sich die erreich-
bare Gesamtpunktzahl pro Klassenstufe um
einen Punkt.

Aus den Serienergebnislisten der Klassenstu-
fenverantwortlichen ermittelt der Koordina-
tor manuell die Seriengesamtpunktzahlen der
Schiiler. Der Computer druckt dann eine ge-
ordnete Serienliste. eine Gesamtwertung und
einen Klassenvergleich aus, so daB an der
Wandzeitung neben mustergiiltigen Schiiler-
l6sungen die vollstindigen Ergebnisse ausge-
hingt werden konnen.

Die besten drei jeder Serie erhalten Urkunden
und kleine Preise. Vor allem aber diirfen die
18 besten Teilnehmer des Schuljahres im Juni
an einer Exkursion mit wissenschaftlichem
oder technischem Inhalt teilnehmen, bekom-
men sozusagen einen zusitzlichen Wander-
tag. Als Anreiz fiir die schwiicheren Schiiler
losen wir aus dem Feld der weiteren Teilneh-
mer mit mehr als & Punkten zwei weitere Be-
rechtigte fiir diese Exkursion ffentlich aus.

Hat die Knobelecke nach all den Wandlungen
in Schule und Gesellschaft eine Zukunft? Es
liegt nahe, optimistisch zu sein. Freude am
Denken wird sich bei Schiilern im jedem
Schulsystem wecken lassen, und das Interesse
an der Forderung von Talenten diirfte unter
marktwirtschaftlichen Bedingungen nicht
geringer werden.

Dr. Heinz Trochold, Felix-Mauersherger-
0S8, Netzschkau

Hier ist ein Beispiel einer Serie unserer Aufgaben:

Klassenstufe 4: In einem Abteil eines D-Zu-
ges an die Ostsee sitzen Herr Miiller, Herr
Schulze und Herr Lehmann. Einer von ihnen
ist aus Zwickau, einer aus Plauen, einer aus
Reichenbach. Einer fihrt nach Rostock. einer
nach Stralsund. einer nach Wismar. Wir wis-
sen aulerdem:

(1) Herr Miiller wohnt in Reichenbach.

(2) Herr Schulze fihrt nach Wismar.

(3) Herr Lehmann fihrt nicht nach Stralsund.
(4) Herr Lehmann wohnt nicht in Zwickau.

Gibdie Wohnorte unddie Reiseziele von allen
drei Reisenden an! Erklire. was Du dabei
iiberlegen muf3t!

Klassenstufe 5: Aus Hoélzchen der Linge
1 em wird die auf S. 21 folgende Figur gelegt.

a) Wieviele Holzchen brauchst Du dazu insge-
samt?

b)Wieviele Quadrate enthilt die Figur? Dabei
sollen auch die Quadrate mitgezihlt wer-
den, deren Seitenlidnge groBer als 1 cm ist,

c¢) Entferne 4 Hélzchen, so daB 6 Quadrate
tibrigbleiben!

d)Entferne 4 Holzchen, so daB 5
tibrigbleiben!

e)Entferne 6 Holzchen, so daB 3 Quadrate
tibrigbleiben!
(Bei ¢) bis e) diirfen keine “Einzelholz-
chen” liegenbleiben. die nicht wenigstens

Quadrate



zu einem der ibriggebliebenen Quadrate
gehdren!)

Klassenstufe 6: a, b, ¢ und so weiter seien
nattirliche Zahlen, wobei gelten soll
azbzc2d2 ..

a) Welche natiirlichen Zahlen erfiillen die
Gleichunga+b+c=a-b'c?

Gib alle Losungen an und zeige, dab es keine
weiteren gibt!

b) Lase ebenso die Gleichungen
a+h+c+d=abec-d
a+b+c+d+e=ab-c-d-eusw.!

Klassenstufe 7: Vor den derzeitigen Fahr-
preisverinderungen bekam man in Dresden
fiir | DM sechs Stralienbahnfahrscheine. in
Plauen sieben. Um wieviel Prozent war ein
StraBenbahnfahrschein in Dresden teurer als
in Plauen?

Klassenstufe 8: Zeichne ein Parallelogramm
mit beiden Diagonalen! Die Diagonalen teilen
es in vier Dreiecke.

a) Beweise, daB diese vier Dreiecke fldchen-
gleich sind!

b) Zeige, dali die Umkehrung dieses Satzes
nicht gilt! Dazu geniigt ein Gegenbeispiel.
Das heilit: Zeichne ein Viereck, das aus vier
flichengleichen Dreiecken zusammengesetzt
ist, das aber kein Parallelogramm ist!

Klassenstufe 9: Aus dem Fahrplan der “Wei-
Ben Flotte™ kann man entnehmen; Von Dres-
den bis Pirna sind es auf der Elbe 20 km. Ein
Schiff fahrt 8.45 Uhr in Dresden ab und er-
reicht ohne Zwischenhalt 11.20 Uhr Pirna.
Die Riickfahrt von Pirna nach Dresden (eben-
talls ohne Zwischenhalt) dauert von 15.30 Uhr
bis 17.00 Uhr. Ermittle daraus die ungefiihre
Fliefigeschwindigkeit der Elbe!

Nenne Idealisierungen oder vereinfachende
Annahmen, die Du bei der Lésung der Aufga-
be verwenden muft!

Klassenstufe 10: Fiir Schiiler, die gern mit
dem Taschenrechner experimentieren: Lose
die Gleichung x=1.5* im Bereich der reellen
Zahlen! Hinweis: es gibt drei Losungen, sie
sind alle irrational. Anzugeben sind moglichst
genaue Niherungswerte ... und natiirlich die
Vorgehensweise bei der Suche nach diesen
Niherungswerten.

Eine kleine Ubung
zur Falluntersuchung

Eine Aufgabe verlangt, zu untersuchen, wie
viele gemeinsame Punkte eine Gerade g
und ein Quadrat Q (Eckpunkte A, B, C und
D) miteinander, je nach gegenseitiger Lage,
haben kénnen.

Dabei sei vorausgesetzt, dafl g und Q in
einer Ebene liegen.

Bild 1 zeigt eine Losung: g und Q haben
keinen Punkt gemeinsam.

Ferner sind moglich:
Ein gemeinsamer Punkt (siehe Bild 2)
Zwei gemeinsame Punkte (siche Bild 3)

1 Sind das alle méglichen Losungen?Gehe
systematisch vor! Zeichne!

Bild 3 fiihrt uns zu weiteren Uberlegungen.
Man konnte untersuchen, in welche Arten
von Figuren die Gerade g das Quadrat Q
zerlegt.

Bei Bild 3 sind es zwei Vierecke (Trapeze).
Maéglich wiiren noch ein Dreieck und ein

berade und Vie

il /
C s

Dagegen wiire das in Bild
6 gezeigte Beispiel keine
prinzipiell neue Moglich-
keit (vergleiche mit Bild
3). denn es handelt sich
wiederum um zwei Vier-
ecke, wenn auch spezielle,
namlich Rechtecke. Man miiBte dann aller-
dings auch noch hinzufiigen, daB g parallel
zu einer Quadratseite verliuft.

W /ﬂ\\

Eine weitere Moglichkeit wurde ver-
gessen. Finde sie! Zeichne!

Uberpriift nun selbst, ob ihr das Anliegen
dieses kleinen Beitrages verstanden habt!

Wie viele gemeinsame Punkte kénnen

zwei verschiedene Quadrate (verschie-
dene Seitenlidngen) Q1 und Q2 miteinander
haben? Gehe wieder systematisch vor!
Zeichne! '

Fiinfeck (siehe Bild 4) und zwei Dreiecke OStR J. Kreusch,
(siche Bild 5). Staatliches Seminar Libau
Bild 1 Bild 2 .
D ® D £
g |

A B A B
g

Bild 3 Bild 4

D C D €
E| —|F E \ |
i
A B A F\ B |
Bild 5 Bild 6 :
D Ce D C
g |

E F
|
| A B A B i
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matiker als
Memoiren-

=) / '] ~ — ~ 5
Sorlr2lo27

Schon seit Jahrhunderten
haben sich Mathematiker
gelegentlich mit autobio-
graphischen Aufzeichnun-
gen an die Offentlichkeit
gewandt.

(Mit dieser Formulierung
sind Lebensldufe, wie sie
Jjeder im Zusammenhang
mit Bewerbungen

u. d. verfassen muf, aus
unseren weiteren Betrach-
tungen ausgeschlossen, da
diese sich ja nicht an die
Offentlichkeit richten.)
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dhrend aus fritheren Jahrhunderten
w nur Einzelfille von gedruckien Ma-

thematikermemoiren bekannt sind. hat
die Tendenz der Mathematiker, Memoiren zu
schreiben. in den vergangenen Jahrzehnten
rapide zugenommen. Dabei mufl man natiir-
lich die Zunahme der Literatur insgesamt und
darin eingeschlossen die grofie Schwemme
von Memoirenliteratur (u. a. von Politikern,
Kiinstlern. Sportlern) beriicksichtigen. Da an-
dererseits das Interesse der Offentlichkeit an
Mathematik und Mathematikern gering, viel-
leicht sogar riickldufig ist. muf ein Mathema-
tiker, der eine Autobiographie schreibt. wohl
sich selbst oder das was er erlebt hat, fiir recht
bedeutend halten, wenn er mit einem Lesepu-
blikum fiir sein Werk rechnet.
Den Mathematikhistorikern sind die Autobio-
graphien natiirlich eine wichtige und wohlver-
traute Quelle, und sie haben es bedauert, daf3
es nicht mehr davon gibt. da derartige Litera-
tur in der Regel Aufschliisse tiber die Lebens-
und Arbeitsbedingungen. iiber die Entste-
hungsgeschichte mathematischer Ideen, iiber
personliche Beziehungen zwischen Wissen-
schaftlern und tiber den “Geist einer Epoche™
zu geben vermag, die durch andere Quellen
(wie z. B. Briefe und Akten) nicht zu ersetzen
sind. So kann man als sicher annehmen, dalB
auch die in unserem Jahrhundert so reichlich
sprudelnde Memoirenliteratur spiteren Histo-
rikergenerationen hochwillkommen sein wird.
Freilich darf man solche Memoiren nicht vil-
lig unkritisch verwenden. Wie leicht kann
man sich an einem Widersacher bis weit iiber

den Tod hinaus riichen, indem man - mitunter
sehr geschickt verhiillt - Boshaftes iiber ihn
berichtet, was sich spiter kaum noch tiberprii-
fen 1aft!

Die dlteste mir bekannte eigentliche Autobio-
graphie eines Mathematikers ist die von Giro-
lamo Cardano (1501-1576) 1542 und in er-
weiterter Fassung 1576 publizierte. Von Spe-
zialisten der Renaissance wird sie als kultur-
geschichtliche Quelle neben die berithmte,
von Goethe ins Deutsche tibersetzte Autobio-
graphie des Goldschmieds und Bildhauers
Benvenuto Cellini (1500-1571) gestellt. Eine
Autobiographie im modernen Sinne. d. h. ein
im wesentlichen chronologischer Lebensbe-
richt, ist das Werk Cardanos freilich nicht,
eher eine Selbstdarstellung und Selbstrecht-
fertigung. wie man schonan Kapiteliiberschrif-
ten wie “Von meiner Gesundheit”, “Meine
geistigen Vorziige, Standhaftigkeit und Cha-
rakterfestigkeit”. “Von meinen Feinden und
Neidern™ usw. erkennt. Wer aus diesem Buch
weitergehende Aufschliisse tiber den beriihm-
ten Streit zwischen Cardano und Tartaglia um
die Verotfentlichung der Losungsformel fiir
Gleichungen dritten Grades erwartet, wird
enttauscht. Es heifit dort lediglich. “Von Tar-
taglia hatte ich verschiedenes in das erste
Kapitel meines Werkes libernommen: er aber
wollte mich lieber zum Rivalen. und zwar zum
iiberlegenen Rivalen. als zum Freund und
Dankverschuldeten haben.” Von Mathematik
istin Cardanos Lebensbeschreibung auch sonst
nur an wenigen Stellen beildufig die Rede.
Dennoch vermittelt das Buch ein eindrucks-
volles Bild vom Innenleben eines typischen
Renaissancegelehrten, welches fiir ein tiefe-
res Verstindnis der Rahmenbedingungen
damaliger Wissenschaft unverzichtbar ist.
Noch etwas dlter als die Lebensbeschreibung
Cardanos, aber keine eigentliche Autobiogra-
phie ist die kurze “Familienchronik™ Albrecht
Diirers (1471-1528). der aus heutiger Sicht zu
denbedeutendsten Geometern seiner Zeit zihlt.
Wir machen einen grofen Sprung und erwih-
nen aus dem 19. Jahrhundert die Autobiogra-
phien von Bernard Bolzano (1781-1848),
Charles Babbage (1792-1871) und Sonja
Kowalewskaja (1850-1891). Letztere, die auch
anderweitig literarisch titig war. erregte mit
ihren “Erinnerungen an meine Kindheit” auch
bei Literaturwissenschaftlern und Literatur-
kritikern wohlwollende Aufmerksamkeit.
Recht beriihmt wurde bei den Mathematikern
jene Passage ihres Buches, in der sie humor-
voll ihr spiteres leichtes Eindringen in die
hohere Mathematik damit begriindete, dafj sie
als Kind die Formeln der Analysis stindig vor
Augen hatte, weil die Wiinde ihres Kinderzim-
mers mitden mathematischen Vorlesungsmit-
schriften eines Onkels tapeziert waren. (Dies
war als Untergrund fiir eine geplante eigentli-
che Tapezierung gedacht. die jedoch nie er-
folgte, weil die dafiir bestellte Tapete das
abgelegene Landgut der Eltern nicht erreich-
le.)

Ergiebige und von den Mathematikhistori-
kern gern genutzte Quellen fiir die Mathema-
tik zwischen etwa 1870 und 1945 sind die
Lebenserinnerungen von Leo Koenigsberger
(1837-1921). Lothar Heffter ( 1862-1962) und
Gerhard Kowalewski (1876-1950). Letzterer



scheint sich des Quellenwertes seiner Auf-
zeichnungen besonders bewult gewesen zu
sein, denn er gab ihnen den Untertitel “Meine
Lebenserinnerungen. Zugleich ein Beitrag zur
neueren Geschichte der Mathematik”. Hier-
aus ein paar Kostproben: “Felix Klein ' war
damals in der Mathematik der Kénigsmacher.
Ohne ihn konnte niemand ein mathematisches
Ordinariat erlangen, mit seiner Hilfe auch
mancher ganz Unbedeutende. z. B. Gutzner *
das Ordinariat in Halle. Study * hatte es nicht
fertiggebracht, sich mit Felix Klein gut zu
stellen. Er war ein Feind alles Bonzentums
und jeder Art von Kriecherei. Klein wulite es
nur zu gut, dafl Study sich nicht vor ihm
beugte, und mochte ihn deshalb nicht.” Be-
sonders unterhaltend, vielleicht sogar anre-
gend, sind fiir jiingere (und iltere) Leser auch
solche Stellen. in denen die Verfasser sich an
ihre Schulzeit und die damals veriibten Strei-
che erinnern. So beschreibt Kowalewski, wie
die Klasse einen neuen Lehrer von innen am
Offnen der Tiir des Klassenraums hinderte,
wie aberdie Tiir, als dieser den Rektor zu Hilfe
holte, ganz leicht aufging, der Rektor darauf-
hinden jungen Kollegen dariiber belehrte, dafl
man in solchen alten Gemiuern die Tiirklin-
ken recht energisch anfassen miisse, die Tiir
sich dann aber, als der Rektor weg war, wun-
derbarerweise trotz heftigsten Riittelns wieder
nicht 6ffnen lieB und der junge Lehrer den
Rest der Unterrichtsstunde verzagt auf dem
Flur zubrachte.

Auch Heffter weill Lustiges aus seiner Schul-
zeit zu berichten, z, B. vom Elementarlehrer
Steinbrenner, dessen unverfilschter Pfilzer
Dialekt bei den norddeutschen Schiilern oft
Heiterkeit erregte. “Von den Katheten im
rechtwinkligen Dreieck erklirte er z. B.: ‘Der
eine Kadett steht senkrecht auf dem andren
Kadett'. Das veranlaBte einen Mitschiiler zu
einer Zeichnung dieser Situation. was ihm
eine Ohrfeige eintrug.” An anderer Stelle
beschreibt Heffter, wie die Klasse sich verab-
redete, an einem bestimmten Tag tadellos
vorbereitet zu sein und sich musterhaft zu
benehmen. Dem Lehrer kam dies so unge-
wohnt und unheimlich vor. dal er schlieBlich
schrie: “Ich lasse mir das nicht linger gefallen.
Das ist wieder ein Komplou!™

Uber das Mathematikstudium berichtet Ko-
walewskivondem Leipziger Professor Adolph
Mayer: “Mayer war immer ausgezeichnet
vorbereitet und hatte eine wunderbare Bered-
samkeit. Er ging so schnell vor, daB in jeder
Stunde eine groBe Menge Stoff behandelt
wurde. Nie versprach er sich trotz des raschen
Tempos und nie verrechnete er sich. Wenn er
eine Zahlenfolge x . X, X, ... oder eine unend-
liche Reihe x, + x, + x, + ... ausschrieb. so
wurden die Punkte. die das Fortlaufen ins
Unendliche andeuten, derart rasch und kriiftig
gesetzt, dab es klang wie das Hacken eines
Spechts. Es waren auch nicht drei, sondern

mindestens sechs Punkte.” Heffter berichtet -

aus seiner Berliner Studentenzeit: “Eines Tages
war ich mit einigen anderen Studenten von
ihm (Prof. L. I. Fuchs) zur Hilfeleistung bei
der Revision der Seminarbibliothek bestellt.
Einen Zweck schien uns dieses Unternehmen
eigentlich nicht zu haben; denn die Biicher
standen in wunderschénen Einbidnden ineben-

solchen Glasschriinken verschlossen, und ich
erinnere mich nicht, daB je ein Buch daraus
entlichen wurde. Der Student holte sich das
Notige aus der Universititsbibliothek. aus der
Kéniglichen Bibliothek, aus dem mathemati-
schen Verein oder aus der Technischen Hoch-
schule. Aber die Revision war befohlen, und
wir waren piinktlich zur Stelle, nicht jedoch
Fuchs, der mit halbstiindiger Verspitung ein-
traf und klagend sagte: “Da bin ich endlich;
leider habe ich aber die Schrankschliissel zu
Hause liegen lassen !”

Mir scheint besonders das letzte Zitat ein
schones Beispiel dafiir zu sein, wie in den
Memoiren manchmal ein einziger Satz Lese-
vergniigen mit wertvollen Details zur Biogra-
phie eines Wissenschaftlers (sein Wesen bzw.
seinen Charakter betreffend ) und zur Geschich-
te wissenschaftlicher Einrichtungen in sich
vereinen kann. Die Seminarbibliotheken. die
an den Universitdten um die Mitte des vorigen
Jahrhunderts gegriindet wurden, waren nim-
lich die Keime der heutigen umfangreichen
Instituts- und Fachbibliotheken an den Uni-
versititen und Hochschulen, die in ihrer Be-
deutung fiir den Alltag der Hochschullehrer
und Studenten den zentralen Universititsbi-
bliotheken ldngst den Rang abgelaufen haben.
Die beiden autobiographischen Biicher Nor-
bert Wieners (1894-1964), in deutscher Uber-
setzung unter dem gemeinsamen Titel “Ma-
thematik mein Leben”, regen besonders dazu
an. {iber das Verhiiltnis vorliegender Autobio-
graphien zu Biographien nachzudenken, die
vonanderen Autoren nachtridglich iiber diesel-
be Person geschrieben werden. Sind letztere
dann nicht iiberfliissig oder nur “billige Ab-
schreiberei™? Beides scheint mir nicht der Fall
zu sein. Der AuBenstehende kann unbefange-
ner das wissenschaftliche Werk eines Gelehr-
ten wiirdigen als dieser selbst und obendrein,
bei geniigendem zeitlichen Abstand, die sich
hieraus ergebenden weiteren Entwicklungen
darstellen, Einschitzungen der Bedeutung
liefern. die eventuell zu Lebzeiten des Gelehr-
ten objektiv noch nicht méglich waren. Er
Kann ferner Erinnerungen Dritter an den Be-
treffenden einbeziehen sowie Akten iiber ihn,
die der Betroffene vielleicht nie zu Gesicht
bekommen hat.

FuBnoten

' Zu Felix Klein (1849-1925) vergleiche man seine
Biographie von R. Tobies und F. Konig in der
Biographienreihe des Teubner-Verlages. Leipzig
1981. Seine gemeinsam mit dem preuflischen Mini-
sterialbeamten Friedrich Althoff (1839-1908) be-
triebene autoritire Personalpolitik wird dort in all
thren positiven und negativen Aspekten ausfiihrlich
dargestellt. das hier gegebene Zitat jedoch nicht
ausdriicklich benutzt,

* August Gutzmer (1860-1924), Prof. in Jena und
Halle. war durchaus nicht so bedeutungslos, wie
Kowalewski es hier darstellt. Es ist dies ein solcher
Fall von nachtriglichem Rufmord aus persénlicher
Feindschatt, wie er oben von mir als allgemeine
Gefahr in der Memoirenliteratur angesprochen
wurde. Interessant wiire es zu wissen. ob bei der Na-
mensschreibung wirklich ein Druck- bzw. Schreib-
fehler vorliegt oder ob Kowalewski dadurch seine
Nichtachtung unterstreichen wollte.

* Eduard Study (1862-1930) war trotz seiner hier
behaupteten Unterdriickung durch Klein ab 1894

Fiir Leselustige

Des Girolamo Cardano von Mailand ei-
gene Lebensbeschreibung, iibertragen und
eingeleitet von H. Hefele. Jena: Verlag
Eugen Diederichs (1914).

Albrecht Diirer: Familienchronik, in:
Schriften und Briefe. Reclams Universal-
bibliothek, Bd. 26.

Bernard Bolzano: Selbstbiographie, in:
Ausgewihlte Schriften. herausgegebenu.
eingeleitet von E. Winter. Berlin: Union-
Verlag 1976.

Charles Babbage: Passages from the life
of a philosopher (Engl.) Reprint New
York 1969 (Erstausgabe London 1864),

Sonja Kowalewskaja: Erinnerungen an
meine Kindheit. Weimar: Kiepenheuer-
Verlag 1960.

Leo Koenigsberger: Mein Leben. Heidel-
berg 1919,

Lothar Heffrer: Begliickte Riickschau auf
neun Jahrzehnte. Freiburg i. Breisgau:
Schulz-Verlag 1952.

Gerhard Kowalewski: Bestand und Wan-
del. Miinchen: Oldenbourg-Verlag 1950.
Norbert Wiener: Mathematik mein Le-
ben. Diisseldorf-Wien: Econ-Verlag 1962.

Weitere. im Text nicht erwiihnte
Memoiren: '

Oskar Bolza: Aus meinem Leben. Miin-
chen 1936.

Abraham A. Fraenkel: Lebenskreise.
Stuttgart 1967.

Walier Lietzmann: Aus meinem Lebens-
erinnerungen. Gottingen 1960.

Helene Braun: Eine Frau und die Mathe-
matik 1933-1940. Berlin usw. (Springer)
1990. ;

Inenglischer bzw. amerikan. Sprache gibt
es u. a. Memoiren von P. R. Halmos
(New-York usw. 1985), G. H. Hardy
(Cambridge-London 1967), M. Kac (Ber-
keley usw. 1987). S. M. Ulam (New-York
1976).

Inruss. Sprache gibtes eine in vielen Auf-
lagen erschienene Autobiographie Moi
Bospominania (Meine Erinnerungen) des
angewandten Mathematikers und Schiffs-
theoretikers A. N. Krylow.

Professor an den preuflischen Universititen Bonn.
Greifswald und wieder Bonn. Er gehortaus heutiger
Sichtzuden vielseitigsten und originellsten Geome-
tern seiner Zeit.

Dr. Peter Schreiber, Fachrichtungen Ma-
thematik/Informatik der Ernst-Moritz-Arnd-
Universitit Greifswald
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1. Olyimnpizice

1. Stufe

Unger

Mathematiker

Die Aufgaben dieser

1. Stufe sind vorgesehen,
zu Hause gelost zu werden.
Erklirung der Nummern:
Die zwei Ziffern nach 31
nennen die Klasse (05 bis
10 und fiir Klasse 11 - 13:
12), danach kommt die 1
fiir Stufe 1, dann die Auf-
gabennummer 1-4.

Jeder Schiiler kann sich
beteiligen (wer will, auch
mit Aufgaben einer hohe-
ren Klasse) und seiner
Losung einem Lehrer oder
Arbeitsgemeinschaftsleiter
zeigen. Er hat damit eine
Moglichkeit mehr, sein
Interesse z. B. auch an
seiner Teilnahme an Stufe
2 zu erkennen zu geben.
Die Losungen verdiffentli-
chen wir nicht.

Bei Problemen wendet
Euch bitte an Euren Ma-
thematiklehrer.
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310511

a) In die neun Felder eines 3 x 3 - Quadrates

sollen die Zahlen 11, 12, 13,21, 22, 23, 31,
32. 33 soeingetragen werden, daf folgende
Bedingungen erfiillt sind:
In jeder Zeile kommt jede der Ziffern 1, 2,
3 sowohl an der Einerstelle als auch an der
Zehnerstelle je genau einmal vor. Dasselbe
gilt auch in jeder Spalte.

b) In die Felder eines 4 x 4 - Quadrates sollen
die zweistelligen Zahlen eingetragen wer-
den. die sich unter Verwendung der Ziffern
1.2, 3, 4 bilden lassen. Dabei sollen fiir die
Ziffern 1, 2, 3, 4 dieselben Bedingunen wie
bei a) erfiillt sein.

Gib je eine geforderte Eintragung an! Stelle

bei a) und b) fest, ob sich zwei Eintragungen

finden lassen, die sich nicht durch Vertau-
schen von Zeilen oder Spalten miteinander,
oder durch Umwandeln der Zeilen in Spalten

(oder durch mehrere solche Vorgiinge) inein-

ander tiberfiihren lassen! Eine Begriindung

wird nicht verlangt.

310512

Maik trifft sich mit sechs Mitschiilern. Einer
davon hat den Vornamen Heino. einer den
Vornamen Torsten, und vier heiBen mit Vor-
namen Steffen. Ferner haben vier von diesen
sieben Schiilern den Familiennamen Lehmann.
einer heilt mit Familiennamen Krull, und zwei
haben den Familiennamen Pfitzner. aber un-
terschiedliche Vornamen.

a) Zeige, daB fiir zwei der sieben Schiiler der
Vor- und Familienname eindeutig aus die-
sen Angaben hervorgeht! Gib den Vor-und
Familiennamen dieser beiden Schiiler an'

b) Untersuche. ob noch fiir weitere Schiiler der
Vor- und Familienname eindeutig aus den
Angaben hervorgeht oder ob fiir jeden wei-
teren Schiiler mehr als eine Moglichkeit
besteht, die obigen Angaben durch Zusam-
menstellen von Vor- und Familiennamen
zu erfiillen!

310513

Die Abbildung A 310513 zeigt einen Punkt A
und vier Verschiebungspfeile 1, 2, 3, 4. Ver-
schiebt man den Punkt nacheinander mit zwei
dieser Verschiebungspfeile. soerhiiltmaneinen
Punkt A", Stelle fest, welche zwei Verschie-
bungspfeile Du nehmen muBt, damit A"
moglichst weit von A entfernt ist!

Eine Begriindung wird nicht verlangt.

X
A

|
2
—_—
Y
Abbildung
A 310513 4 .

310514

Thomas schreibt die Zahl 2375246895 an die

Tafel und erklrt, sie sei durch Hintereinan-

derschreiben von drei Zahlen entstanden. Diese

drei Zahlen habe er der Grifle nach geordnet
aufgeschrieben. beginnend mit der kleinsten.

Keine der drei Zahlen enthalte eine Ziffer

zweimal.

a) Sebastain vermutet, die drei Zahlen seien 2,

375 und 246895; denn sie entsprechen den
Angaben von Thomas.
Werner entgegnet: “*Die Angaben von Tho-
mas konnen auch durch drei andere Zahlen
erfiillt. werden.” Stimmt das? Begriinde
Deine Antwort!

b) Andere in der von Thomas angeschriebe-
nen Zahl eine Ziffer so, daB es dann nur
noch genau eine Moglichkeit gibt, die
Angaben durch drei Zahlen zu erfiillen!
Nenne (bei der von Dir gewihlten Ande-
rung) diese eine Moglichkeit fiir die drei
Zahlen!! Ein Begriindung wird nicht ver-
langt.

310611

Uwe und Jan zeichnen jeder ein Rechteck, das
sich in genau 60 Quadrate von je | cm Seiten-
linge zerlegen ldft. Jans Rechteck hat einen
doppelt so groBen Umfang wie Uwes Recht-
eck. Ermittle die Seitenliingen der Rechtecke
von Uwe und Jan!

310612

a) Begriinde. daB jede Drehung. die einen
gegebenen Punkt A in einen anderen gege-



ben Punkt A’ iiberfiihrt, ihren Drehpunkt M
auf der Mittelsenkrechten von AA’ haben
muf3!

b) Die Abbildung A 310612 zeigt zwei einan-
der gleichlange Strecken AB und A'B’,
Konstruiere den Drehpunkt M derjenigen
Drehung, bei der A in A" und B in B’
tibergeht, also die Strecke AB das Bild
A’B’ hat! Eine Konstruktionsbeschreibung
wird nicht verlangt.

B

7

Al

A Abbildung A 310612

310613

Elke, Regina. Gerd und Joachim vergleichen

ihre Briefmarkensammlungen. Sie bemerken:

(1)Joachim hat mehr Briefmarken als Gerd.

(2)Elke und Regina haben zusammen genau
so viele Briefmarken, wie Joachim und
Gerd zusammen haben,

(3)Elke und Joachim haben zusammen weni-
ger Briefmarken als Regina und Gerd zu-
sammen haben.

Stelle fest, ob diese Angaben nur durch eine

Reihenfolge fiir die Anzahlen von Elkes,

Reginas, Gerds und Joachims Briefmarken

erfiillt werden kénnen! Wenn das der Fall ist,

ermittle diese Reihenfolge, nach fallenden

Anzahlen geordnet!

310614

An einem Ausflug nahmen insgesamt 20 Per-

sonen teil. Man bemerkte:

(1)Genau 5 der Teilnehmer waren 30 Jahre alt
oder jiinger.

(2)Vonden Teilnehmermn, die dlter als 30 Jahre
waren, kauften sich genau 10 bei der ersten
Rast etwas zu trinken, genau 12 bei der
zweiten Rast. Kein Teilnehmer verzichtete
beide Male auf diesen Kauf.

(3)Genau 6 der Teilnehmer waren 40 Jahre alt
oder ilter, darunter genau 2, die bei der
ersten Rast nichts zu trinken kauften, und
genau 2, die bei der zweiten Rast nichts zu
trinken kauften.

Wieviele der Teilnehmer, die ilter als 30, aber

jiinger als 40 Jahre waren, kauften sich sowohl

bei der ersten als auch bei der zweiten Rast
etwas zu trinken?

310711

Ein Warenhaus erhielt eine Lieferung von
roten, blauen und griinen Biillen. zusammen
675 Stiick. Wihrend einer gewissen Zeit
wurden davon verkauft:

die Hilfte der roten Biille,

zwei Drittel der blauen Biille und

drei Viertel der griinen Biille.

Esstellte sich heraus, daB danach von jeder der

drei Farben noch gleich viele Biille iibrigge-

blieben waren.

Ermittle aus diesen Angaben,

a) wieviele Biille von jeder der drei Farben in
der genannten Zeit verkauft worden waren,

b) wieviele Bille danach insgesamt noch vor-
handen waren!

310712

Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiirli-
chen Zahlen, die folgende Bedingungen (1)
und (2) erfiillen!

(1)Die Zahl enthiilt keine anderen Ziffern als
0. 1und 4. aber jede dieser drei Ziffern min-
destens einmal.

(2)Die Zahl ist durch 18 teilbar.

310713

Aus fiinf einander kongruenten Quadraten

werdeeine T-formige Figur zusammengesetzt.

Die Eckpunkte der Quadrate seien wie in Ab-

bildung A 310713 bezeichnet.

a) Zeichne eine solche Figur mit AB = 2 cm
und darin die Strecken BM und DE; ihren
Schnittpunkt bezeichne mit S und stelle
eine Vermutung iiber die GréBe des Win-
kels <BSD auf!

b) Beweise diese Vermutung!

A B C D

E F G H
I K
E M
Abbildung A 310713
310714

a) Konstruiere ein beliebiges Dreieck ABC

und einen beliebigen von A ausgehenden
Strahl s, der die Gerade durch A, B nach
derjenigen Seite hin verliBt, auf der auch C
liegt!
Konstruiere nun denjenigen auf dem Strahl
s liegenden Punkt C’, fiir den das Dreieck
ABC’ denselben Flidcheninhalt wie das
Dreieck ABC hat!

b) Konstruiere zu einem beliebigen Sechseck
ABCDEF, wic Abbildung A 310714 eines
zeigt, einen Punkt E', fiir den ABCDE' ein
Fiinfeck ist, das denselben Flicheninhalt
wie das Sechseck ABCDEF hat!

Beschreibe Deine Konstruktion und weise

nach, daB ein nach Deiner Beschreibung kon-

struierter Punkt E’ diese Bedingungen erfiillt!

Abbildung A 310714 E

310811

Auf einem Tisch liegen drei Schachteln. In
einer liegen zwei schwarze Kugeln, in der
anderen eine schwarze und eine weifie Kugel,
in der dritten zwei weile Kugeln, Die Schach-
teln tragen die Aufschriften “Zwei schwarze™,
“Schwarz und weil”, “Zwei weibe™; jedoch
trifft keine dieser drei Aufschriften zu.
Untersuche, ob sich bei diesen Voraussetzun-
gendurch Herausnehmen einer einzigen Kugel,
ohne daf} die anderen Kugeln gesehen werden,
eindeutig die Verteilung der Kugeln ermitteln
1dBt! Ist das der Fall, dann gib an, wie dies
geschehen kann!

310812

Rudolf macht folgende Aussage:

.Fiir je drei unmittelbar aufeinanderfolgende

natiirliche Zahlen gilt stets: Multipliziert man

die kleinste dieser drei Zahlen mit der mittle-

ren und addiert zum Ergebnis das Produkt aus

der mittleren und der gréBten der drei Zahlen.,

so ist die entstandene Summe gleich dem

doppelten Quadrat der mittleren Zahl.”

a) Uberpriife, ob diese Gleichheit in einigen
selbstgewiihlten Beispielen zutrifft!

b) Beweise oder widerlege Rudolfs Aussage!

310813

Dirk zeichnet an einen Kreis k zwei Tangen-
ten, die sich in einem Punkt P auBerhalb von k
schneiden. Den Mittelpunkt des Kreises nennt
er M. die Beriihrungspunkte der Tangenten A
bzw. B. Nun stellt er fest, daB der Winkel
4 AMB die gleiche Gréfe hat wie einer der
Schnittwinkel der beiden Tangenten.
a) Konstruiere einen Kreis, dazu zwei Tangen-
ten und die von Dirk betrachteten Winkel!
b) Beweise, daB Dirks Feststellung stets fiir
beliebige (sich schneidende) Tangenten
eines Kreises zutrifft!

310814

Gegeben seien ein Kreis k und ein Punkt P, der

innerhalb von k liegt, aber verschieden ist vom

Mittelpunkt M des Kreises k. Zu konstruieren

sind zwei Sehnen s und s, des Kreises k, die

folgende Bedingung erfiillen:

(1) s, und s, schneiden einander in P.

(2)s, und s, stehen aufeinander senkrecht.

(3) s, und s, haben einander gleiche Linge.

a) Beschreibe eine Konstruktion, durch die zu
gegebenem Kreis k und gegebenem Punkt
P zwei Sehnen s, und s, erhalten werden!
Fiihre die beschriebene Konstruktion durch!
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b) Beweise, daB zwei Sehnen, die nach Deiner
Beschreibung konstruiert werden, stets die
Bedingungen (1), (2). (3) erfiillen!

310911

Denkt man sich an jede Ecke eines riiumlichen

Korpers eine Zahl geschrieben. so bezeichnen

wir fiir jede Seitenfliche dieses Kérpers als

“Flichensumme™ dieser Seitenfliche die

Summe aus den Zahlen, die an die Ecken dieser

Seitenfldchen geschrieben wurden.

a) Stellen Sie fest, ob die folgende Aussage
wahr oder falsch ist: Wenn man an die
Ecken eines Tetraeders ABCD in irgendei-
ner Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3, 4 schreibt,
so sind alle vier Flichensummen des Te-
traeders einander gleich.

b) Untersuchen Sie, ob es maglich ist, an die
Ecken eines Wiirfels die Zahlen 1,2, 3, 4, 5,
6.7, 8 ineinersolchen Reihenfole zu schrei-
ben, daf alle sechs Flichensummen des
Wiirfels einander gleich sind!

310912

Wemer beschiftigt sich mit dem Herstellen
von Kryptogrammen in Gestalt einer Addi-
tionsaufgabe. Beieinem solchen Kryptogramm
sollen — unter Verwendung des dekadischen
Zahlensystems — gleiche Buchstaben durch
gleiche Ziffern und ungleiche Buchstaben durch
ungleiche Ziffern ersetzt werden, so daff dann
eine richtig gerechnete Addition vorliegt.
Werner betrachtet die folgenden drei Krypto-
gramme:

a) JACKE b) MANN ¢) MIR
+ HOSE + FRAU + EMIR
= ANZUG =PAAR =REIM

Stellen Sie fiir jedes dieser drei Kryptogramme
fest, ob es eine Losung hat, und ermitteln Sie,
wenn das der Fall ist, alle Losungen des betref-
fenden Kryptogramms!

310913

Beweisen Sie die folgende Aussage!

Wenn ein ebenfldchig begrenzter Korper eine
Oberfliche besitzt, die ausschlieBlich aus
Dreiecksflichen zusammengesetzt ist, so kann
deren Anzahl nicht ungerade sein.

310914

a) Eine Schule hat insgesamt 825 Schiiler. Es
wurde errechnet, dal} wihrend eines Schul-
jahres die Anzahl der Teilnehmer einer In-
teressengruppe um 4 % ihres Anfangswer-
tes zugenommen habe und, hiermit gleich-
bedeutend, die Anzahl der Nichtteilnehmer
um 7 % ihres Anfangswertes abgenommen
habe. Wenn das genau zutraf, wie groB war
dann die Anzahl der Nichtteilnehmer zu
Beginn des Schuljahres, und um welche
Schiilerzahl hat sie bis zum Ende des Schul-
jahres abgenommen?
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b) Nachtriglich wurde aber mitgeteilt, die

Prozentangaben seien nur als Niherungs-
werte 4,0 % bzw. 7.0 % ermittelt worden,
namlich gemidB den Rundungsregeln auf
eine Dezimale nach dem Komma genau
gerundet.
Sind hiernach die in a) gesuchten Anzahlen
immer noch eindeutig bestimmt? Wenn das
nicht der Fall ist, ermitteln Sie alle diejeni-
gen Werte fiir in a) gesuchte Anzahlen, die
ebenfalls auf die gerundeten Prozentanga-
ben 4.0 % und 7.0 % fiihren!

311011

Ermitteln Sie die Anzahl aller derjenigen Paare
(x: y) positiver natiirlicher Zahlen x und y, fiir
die folgende Ungleichung gilt:

X+y<1991.

311012

Von einem Quader sind gegeben: das Volu-
men 24552 cm’, der Oberflicheninhalt 17454
cm’ und die Linge 3 cm einer Kante. Inge und
Rolf wollen die Lingen der anderen Kanten
ermitteln.

Inge sagt. daB sie Losung mit Hilfe einer qua-
dratischen Gleichung gefunden hat und da die
gesuchten Lédngen, in cm gemessen, ganzzah-
lig sind.

Rolf entgegnet, er konne quadratische Glei-
chungen noch nicht lésen; aber wenn die
Ganzzahligkeit der gesuchten Lingen bekannt
sei, so seien seine BASIC-Kenntnisse ausrei-
chend, um die Aufgabe mit Hilfe eines Com-
puters zu lsen.

Wie konnte die Aufgabe von Inge gelost wor-
den sein, und wie von Rolf?

311013

Eine Funktion f (die in einem Intervall reeller
Zahlen definiert ist und reelle Funktionswerte
hat) heifit genau dann streng konkav, wenn fiir
alle x £ x, ihres Definitionsbereiches und alle
positiven q,, g, mit q, + q, = | die folgende
Ungleichung gilt:

f(qx, +q.x,)>q, f(x) +q, f(x,).

Man beweise: Wenn f eine fiir alle reellen
Zahlen definierte streng konkave Funktion ist,
dann gilt fiir alle reellen u, v mit uz v die

Ungleichung f(u)+f(v)<2‘f(—u-¥ ), (1)

und es gelten fiir alle reellen a, b mit b = () die
Ungleichungen

f(a) + fla + 2b) < 2 - f(a+b) (2)
t(a) + f(143b) < f (a+b) + f (a + 2b). (3)
311014

Zur Abbildung A 311014 wurde als Beschrei-
bung hinzugefiigt, sie sei GrundriB und zuge-
horiger HohenmaBstab eines ebenflichig be-
grenzten Korpers. Dieser habe A, B,C,D.E. F
als Eckpunkte.

(A’B'C’D’ istein Quadrat, E' =F" sein Diago-
nalenschnittpunkt: im HéhenmaBstab ist die
Strecke, die den Hohenunterschied zwischen
A und E angibt, in drei gleichlange Teilstrek-
ken geteilt.)

Weisen Sie nach, daf die Abbildung zusam-
men mit der obigen Beschreibung wider-
spruchsvoll ist! Fiihren Sie eine Anderung
durch, die den Widerspruch beseitigt!

D' 6 E
C
E=F

B.D,Fr

1

A’ B' A

Abbildung A 311014
311211

Vier Dérfer bilden die Eckpunkte eines Qua-
drates mit der Seitenliinge 4 km. Man untersu-
che, ob es moglich ist, diese Dorfer durch ein
StraBennetz mit einer Gesamtléinge von weni-
ger als 11 km zu verbinden.

311212

Man ermittle alle diejenigen Tripel (a, b, n)
positiver ganzer Zahlen a, b, n, fiir die folgende
Aussagen (1) und (2) gelten:

(1) Die Zahlen a und b sind Primzahlen.

(2) Es gilt 97ab = (a+n) (b+n).

311213

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit

dem rechten Winkel bei C sei D der Schnitt-

punkt von BC mit der Winkelhalbierenden des

Winkels BAC. Ein Punkt P auf AB und ein

PunktQ auf AD seien so gelegen, dal DPQ ein

gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit

dem rechten Winkel bei P ist.

Man beweise, dafl unter diesen Voraussetzun-

en

g) der vierte Eckpunkt R des Quadrates DPQR
auf AC liegt,

b) die Strecken BD und BP einander gleiche
Linge haben. '

Man ermittle die Seitenlinge des Quadrates

DPQR _ _

¢) fir BC =49 mm, AC = 168 inm,

d) allgemein ausgedriickt durch a = BC,
b=AC, c=AB.

311214

Man ermittle alle diejenigen Tripel (x, y, z)
reeller Zahlen mit x Sy <z, fiir die das folgende
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiillt ist:

X+y+z=35, (1
X*+yr+zl =15 (2)
Xyz =-3. (3)



Schachwettbewerb
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Der 8. alpha-Schach-
wetthewerb erregte bei
vielen neuen alpha-Lesern
vergniigliches Interesse.
So war gegeniiber den
Vorjahren ein deutlicher
Beteiligungsanstieg aus
den alten Bundeslindern
Zu verzeichnen, ebenso von
Zuschriften aus Osterreich,
Luxemburg, Niederlande,
Rumdinien, Sowjetunion ...
,»Die vielfiltigen Beziehun-
gen zwischen Mathematik
und Schach liegen auf

der Hand und kommen
auch in den Problemen

des Wettbewerbs zum
Ausdruck”

(Dr. H. Biichel, Zella-Mehlis)
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inden

Hohe Schule des Denksports und sind ein

sprudelnder Quell der Selbstbestitigung
und der Freude und Entspannung beim L&-
sungserlebnis.

F iirwahr bilden Schachprobleme eine

Losungen

. 1.Kc3

2. Ke2/Dgl matt.
Diese Aufgabe von O. Blumenthal (,.Schwei-
zerische Schachzeitung”, 1907) wurde von
tast allen Einsendern richtig gelost.

Kal/K:cl

2. 1.Da8 b2/c3/d4

2. Kb4/K:b3/Dh1 matt.
Auch dieser Zweiziiger von E. Boswell
(,.Svenska Dagbladet”, 1929) bereitete den
alpha-Lesern wenig Miihe.

3. 1L.Tc8 K:g3

2. Dc7 matt,
Auf Grund der Paustellung des schwarzen
Konigs mul der Turm den Weg fiir die Dame
in der Aufgabe von Dr. A. Kraemer (,,Bochu-
mer Anzeiger”, 1926) frei bahnen.

4. 1.Ddé6 c:d6/c6/b5
2. Tc1/Db8/Da6 matt.
1 T beliebig

2. D:d7 matt.
Hier zeigtuns der Ex-Schachweltmeister Prof.
Dr. Max Euwe (1901-1981) in einem reizen-
den Achtsteiner, dal er auch mit leichter Hand
Schachprobleme komponieren konnte.

5. 1.L:ed (droht 2. s:c4 matt)

| s:d6+/S:e3+/Se5+
2. Ld3/Sb5/Td3 matt.

- Ke5

2. S:c4, SI7 matt.

Das preisgekrinte Problem stammt von C.
Mansfield (..Good Companion”, 1917). Die-
ser Zweiziiger zihlt zweifellos zu den besten
Kreuzschach-Problemen. Was ist ein Kreuz-
schach? In unserer Aufgabe kann Schwarz
sich damit verteidigen. daB er durch einen Zug
des Sc4 dem weillen Konig Schach bietet.
Dieses Schach nun beantwortet Weil} jeweils
mit dem zweiten Zug, der das Schachgebot der
schwarzen Figur authebtund gleichzeitig selbst
ein Schach bietet, daB3 das Matt bedeutet.

6. 1.c8S Kal

2. 5b6 a:b6

3. a:b6 matt.
Ein pointiertes Losungsabspiel. Verfasser
dieser und einer Reihe anderer Schachaufga-
ben ist das Oberhaupt der Romisch-Katholi-
schen Kirche, Papst Johannes Paul IL.!

7. 1.Kh3 Th8+
2. Th7 T:b8/T:h7/Tc8
3. T:b8/T:h7/Tbc7 matt.
s (- Ti8
2. Tc8 Tf3+/T:c8

3. Lg3/Tc7 matt.
Ein phantastischer Schliisselzug in der Aufga-
be von P. Heuiicker (..Deutsch-Osterreichi-
sche Tageszeitung”, 1926). Der weiBe Konig
mub zuerst gegen alle moglichen Angriffe des
schwarzen Turms geschiitzt werden, ehe die
weiBe Figureniibermacht zur Wirkung kommt.

8. 1. Thd7 (droht 2. Sb6 matt)
S Sd2+/Sh2+
2. Kg3/Kg3 Sed+,Sc4/Sf1+
3. Kh4, K:h3/K:h3, Khd beliebig
4. Sh6 matt.
§ Sgl+/Sg5+
2. Kf2/Ke2, Kf2 Sh3+/Sg3+,
Sed+
3. Kel, K:f1/Kd1, Kel beliebig
4. Sb6 matt,

Bei der scheinbaren Diagonal-Symmetrie-
Aufgabe von M. Zucker (..Deutscher Schach-
verband”, 1977 , 1. Preis) scheitert die thema-
tische Verfiihrung 1. Tdb7 mit der Mattdro-
hung 2. Sc7 an 1. ... Sg5+ nebst 2. ... Se6 und
das Drohmattfeld ¢7 ist gedeckt.

Unter den Einsendern, die alle acht Aufgaben
korrekt gelést hatten. wurden folgende Ge-
winner ermittelt: Silvio Baier (Dresden), Ker-
sten Harborth (Sonderhausen), Lutz Hiisel-
barth (Weimar), Kristina Schneider (Cottbus)
und Robert Zyska (Ravensburg ).

Desweiteren wurden Preise unter allen Teil-
nehmern verlost, die zumindest eine Aufgabe
richtig geldst hatten: Kathleen Holz (Roten-
moor), Ingo Kliemann (Darmstadt), Dietlind
Klofi (Alsleben), Sveto Samardzic (Berlin 44)
und Michael Wolf (Zeulenroda).

Allen Gewinnern herzlichen Gliickwunsch !

H. Riidiger,
Werk fiir Fernsehelektronik Berlin
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Die Inder benutzten
bereits vor einigen Jahr-
hunderten ein besonderes
Verfahren zur Mullti-
plikation natiirlicher
Zahlen, welches auch von
den Griechen und Arabern
iibernommen wurde.
Anfang des 20. Jahr-
hunderts griff der Mathe-
matiker F. Ferrol dieses
Verfahren erneut

auf und bearbeitete es
fiir einen breiteren Kreis
von Interessenten.
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ir wollen dieses Verfahren in verein-
w fachter Weise unseren jungen alpha-
Freunden vorstellen; seine Anwendung
und Nutzung fordert das Training im Kopf-
rechnen. Am Beispiel der Multiplikation

zweier zweistelliger natiirlicher Zahlen soll
dieses Verfahren erldutert werden.

Beispiel: 39 - 72

Esseien Z, die Zehner, E die Einer des ersten
Faktors, Z die Zehner und E, die Einer des
Zweiten Faktors dann gilt
(Z,+E)(Z,+E)=

—Z Z+Z E+E v HE S,

Daraus ergibt sich das folgende Rechensche-
ma:

Z] EE
3 9
b
7 2
Z, E,

Abb. 1

Esist, entsprechend dem Schema, wie folgt zu
rechnen:

E ‘E,=9:2=18 (Ubertrag 1).

I+E "Z,+Z E,=1+49:7+3:2=70
(Ubertmg 7). ’

T+ZZ2,=7+3:-7=28.

Diese auszufiihrenden Rechenoperationen
lassen sich durch Kopfrechnen leicht bewiilti-
gen. Notiert werden nur (vonrechts nachlinks)
die unterstrichenen Ziffern; sie ergeben das
Ergebnis 2808.

Diese Verfahren wollen wir nun fiir die Mul-
tiplikation zweier dreistelliger natiirlicher
Zahlen erldutern.

Beispiel: 326 - 273

(H+2Z +E).(H,+Z,+E,)

_H H+H Z+H E+Z H.+Z 7 +
+Z E+E H+E Z+E E.

Daraus ergibt sich das folgende Rechensche-
ma:

Hl Z[ EI
3 2 6
2 7 3
H 7z, E,

Abb. 2

Diesmal rechnen wir wie folgt:

E, -E,=6"3=18 (Ubertrag 1),

I+Z E,+E,"Z,=14+2'3+6:7=49
tLbenmg 4),

4+H 'E,+E ‘H +7Z - Z,=4+33+6:2+
2 7—?9(Ubertrag "H

3+H-Z,+Z ‘H,=3+3:742-2=28
(chnrdU"J.

2+H H,=2+3-2=8.
Eroebms 88998.

Abschliefiend wollen wir ein weiteres Bei-
spiel in Kurzform gemeinsam durchrechnen.

617
229
3 Einer, Ubertrag 6:
9 Zehner(6+1-9+7:2=29,

Ubertrag 2),

2 Hunderter (2+6:9+7-2+1:2=72,
Ubertrag 7), _

l Tausender (7+6-2+1-2=21,
Ubertrag 2),

14 Zehntausender (2 + 62 = 14).

141293

Dieses Verfahren 1dBt sich auch auf vier- und
mehrstellige Zahlen iibertragen; es wird dann
aber fiirungeiibte junge Rechenmeister schwe-
reriiberschaubar. Der interessierte Leser moge
sich nun selbst dhnliche Multiplikationsauf-
gaben stellen und nach diesem Verfahren 16-
sen.

OSIR J. Lehmann, Leipzig und
OStR Th. Scholl, Berlin

alpha 4/91



® Sprachecke

zu 1: Zerschnittene Vielecke

Der deutsche Mathematiker David Hilbert be-
wies ein sehr wichtiges Theorem: Jedes Viel-
eck kann in ein beliebiges anderes Vieleck
derselben Fliche umgewandelt werden. Dazu
zerschneidet man das erste Polygon in eine
endliche Zahl von Teilen, welche dann zu
einem zweiten Vieleck zusammengelegt wer-
den konnen. Hilberts Vorgehen nutzend kann
aber die Zahl der Teile sehr groB sein. Dassel-
be Resultat mit einer kleinen Zahl von Teilen
zu erreichen, ist eine groe Herausforderung.
Der englische Erfinder Henry Dudney ent-
wickelte einen schénen Weg, ein gleichseiti-
ges Dreieck soin vier Teile zu zerlegen, daB es
zu einem Quadrat zusammengesetzt werden
kann. Die Zeichnung gibt Dir die vier Teile
vor. Kopiere sie und lege daraus ein Quadrat.
Dann lege die Teile zu einem gleichseitigen
Dreieck um.

Lisung:

zu 2: Die zehn Ziffern

Um zwei Zahlen A und B, ihre Summe S und
Differenz D im Dezimalsystem schreiben zu
kinnen. bendtigt man jede der Ziffern von 0
bis 9 genau einmal. Findet die Zahlen A und B
und beriicksichtigt dabei, daBl A gréBer als B
ist!

Liasung:
A =146, B =57,8 =203, D = 89. Die beiden
Zahlen sind 146 und 57.

alpha 4/91

zu 3: Schiff Alpha

Das Schiff “ALPHA" legte am Kai eheran, als
das Schiff “QUANT”. Kann es auch eher
auslaufen, wenn dabei das Haltetau der
*QUANT" nicht vom Poller genommen wird?
(siehe Bild)

Losung:

1 E 2 ﬁ
3; ‘i 4 é
® Wie grof ist ,,alpha’’?

Das Kryptogramm hat zehn Losungen, und
zwar

16947 16907 19347 19307
+6905 +6945 +9305 +9347
23852 23852 28652 28652
49062 49072 65139 65149
+9073 +9063 +5148 +5138
58135 58135 70287 70287
76045 76095
+6093 +6043
82138 82138

Da C und E vertauscht werden diirfen. ohne
die Summe zu veriéindern, ergeben sich also
fiinf mogliche Werte fiir ALPHA.

® Was Briiche
mit Musik zu tun haben

AT |
Q=[1;2,3.1.4]z1++
43 oG R
1
3+-—1-
1+—
zu2
[0:1.3,5,5,4]=§f§
457

ul

16 %
:1.3,5. |=—; |0:1.3]=—
[0:1.3,5.]=25; [0:1.3)=2

zud

725
—=12:3,1,1,2,1.12}.
318 [ ]

Die Naherungsbriiche sind:
51 7 52 9

s 5316 84 41

o T A T, 18

Bs Ol 8¢ 125

ts 25 tg 318°

Also ist unter allen Briichen, deren Nenner

kleiner ist als 26, der Bruch 57 der beste

Niherungswert fiir e ;
318

® alpha - heiter

zu 1: Wahre Aussage gesucht

Beginnt man beiJ und liest linksherum (indem
man jeweils zwei Felder iiberspringt), so er-
gibt sich: Jedes Quadrat ist ein Rechteck.

zu 2: Puzzle
Teil 1 ergéinzt A, Teil 6 ergiinzt B richtig.

zu 3: Wieviel Wiirfel sind das?
Es sind 59 Wiirfel.

zu 4: Das Mittel im Mittelpunkt

Lisung:



zu 5: Geometrisch-kombinatorisches

Mathematik-Lexikon
Losung:
|F 1 N D|E D A §]
I|\M
ME E RIN|{U/BALD
RIEIT TO|T YL S|lo
W ETTE|KLAR|A
TEXT|MS[PIRO
RE I S|LITIRATE
K\WIRT|ES S E|N
K|lO S TE[SULT|O
EGE L|Y|LIDT KO
N|N
\HU PE|EL LE|

Links von oben nach unten: Definition, Ex-
tremwert. Mittelwert, Kreiskegel, Hypotenu-
se.
Rechts von oben nach unten: Dualsystem,
Paraboloid, Restklasse, Koordinate, Nullstel-
le.

zu 6: Visuelle Logik

Die links dargestellte Figur besteht aus von
innen nach auBen aneinandergereihten Grup-

Lisung:

pen von 3 Zahlen und 3 Zeichen. Die den
Zahlen folgenden Zeichen entsprechen dek-
kungsgleich den Zahlen. Gleiche Zeichen ent-
sprechen gleichen Zahlen. Die Differenz der
Zahlen einer Gruppe von innen nach auBen
betriigt immer 1 (siehe nebenstehende Zeich-
nung).

zu 8: Holzchentricks

Lésung:

bl aee

zu 9: Bildungsgesetz gesucht

Jede Zahl aus einer Zeile ist die Summe von 3
Zahlen, ndmlich der direkt tiber ihr stehenden
und deren Zeilennachbarn. Dabei hat man sich
leere Pldtze mit der Zahl 0 besetzt zu denken.
Zahlen der 6. Zeile:
15515 3045 51

45 30 1555

zu 10;: Aller Anfang ist (nicht) schwer
Wegen A und B_sind fiir F, nur die Ziffern 2,
4.6, 8 moglich. Wegen B_und E_jedoch nur 6.
Dann ist D,_ und C, eindeutig. G, kann wegen
I nur 97 sein, F, wegen G_nur 69. H_mit der
Endziffer 9 ergibt sich (nur) aus den drei
zweistelligen Zahlen. wobei wegen 97-37-C
nur C_ =11 und H =49 sein kann.

Losung:

® Wie wirds bei uns gemacht?

zu: KL 4;

Miiller - Reichenbach - Stralsund
Schulze - Zwickau - Wismar
Lehmann - Plauen - Rostock

zu: Kl 5:
a) 24
b) 9+4+1=14

c) d) ’—
[

€)

—

zu KI. 6:
I. Jede der Gleichungen hat die ‘triviale’ Lo-
sung, bei der alle Variablen 0 sind.

I.a+b+c=a-b-chatals Losung (3, 2, 1)
a+b+c+d=a"bc-dhatals Losung
4,2, 1, 1)

a+b+c+d+e=a-b c-d-ehatals Losung
(5,2, 1, 1, 1) und so weiter!

IIT, Weitere Losungen bei den Gleichungen bis
zu 10 Variablen sind:

bei 5 Variablen: (2,2,2,1, und (3,3,1,1, 1)
bei 7 Variablen: (4, 3.1, 1,1, 1, 1)

bei 8 Variablen: (3,2,2, 1, 1,1, 1, 1)

bei 9 Variablen: (5,3, 1,1, 1,1, 1, 1, )

Eine weitere oder gar vollstindige Untersu-
chung des Problemes war im Rahmen der
Knobelecke nicht vorgesehen.

IV. Der Einzigkeitsnachweis kann durch Be-
trachten aller Fille nach geschickter Einen-
gung der Moglichkeiten gefiihrt werden.

zu KI. 7:
Preis eines Fahrscheines in Dresden:
1/6 DM = x%

Preis eines Fahrscheines in Plauen:
1/7 DM = 100%
s S

100~ 177
Der Dresdner Fahrschein war 16,6% teuerer.

x=116,6...

zu KL. 8:

a) Im Parallelogramm halbieren die Diagona-
len einander. Fiir die Inhaltsberechnung be-
nachbarter Dreiecke werde jeweils die halbe
Diagonale als Grundlinie angesehen. Da diese
Dreiecke dann auch die gleiche Hohe haben,
sind sie inhaltsgleich. Fortlaufend gilt:

I(ABS)=I(BCS)=1(CDS)=I(DAS) w.z.b.w.

alpha 4/91
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aaBs — 1 apes

D C

=

A B

b) Gegenbeispiel:

Losung:

zu K1. 9:
-8.45h - 11.20h = 2:35h = 2,583h
v“ur:20krm’2,583h = 7.74 km/h

15.30h - 17.00h = 1:30h = 1,5
v,,=20km/1,5h = 13,33 km/h

Vo, +VEM=}3,33kWh} e
V;:]:-VEIL = 774 km/h = v,.= 2.8 km/h
Annahmen:

— Konstante FlieBgeschwindigkeit,

— Schiff fihrt stromauf und stromab mit glei-
cher Kraft,

— Zeiten fiir Ab- und Anlegemanéver sind un-
beriicksichtigt.

KI. 10:
x, = -0,8429170
x,= 1,3020995

x, = 12.431204

(Angaben mit Taschenrechnergenauigkeit)
Fiir die Verkiirzung der Intervallschachtelung
giinstige Tabelle:

X qig Ly 12 13
X e N 144 169
1L5* 23 1 15 225 1297 1946
® Gerade und Vieleck

zn 1:Bild a zeigt keine prinzipiell neue Mag-
lichkeit. Es ergibt sich ja ebenfalls ein gemein-
samer Punkt - hier C statt B.

Bild a

Bild b zeigt einen Fall, der hiufig iiberschen
wird: gund Q haben unendlich viele Punkte ge-
meinsam,

alpha 4/91

Bild b D C

A B

zu 2: Siehe Bild ¢! (ein Dreieck und ein Fiin-
feck)

Bild ¢ D C

A E\B

g
zu 3: Siehe Bild d!
Bild d
D oder I:] 0 Punkie
1 Punkt
L]
[—"I 2 Punkte
AN
<\/> 3 Punkte
unendlich
oder L viele
Punkte
® Verbliiffendes

Das iiberraschende und paradoxe Ergebnis
lautet, daly unabhiingig von der Kugelgrifie
das Band immer etwa 16 cm von der Kugel-
oberfliche entfernt ist.

® Zum Titel

Man erhélt (v.l.n.r.und v.u.n. 0. i

RIES (Adam, um 1492 - 1559), ABEL (Niels
Henrik, 1802—1829), CEVA (Giovanni. 1647
—1734), ARTIN (Emil, 1898 — 1962), KLEIN
(Felix, 1849-1925), EULER (Leonhard, 1707
— 1783), NEPER od. NAPIER (John. 1550 -
1617), PEANO (Guiseppe, 1858 — 1932).
FERMAT (Pierrede, 1601 —1665), HANKEL
(Hermann, 1839 - 1873), PLATON (etwa 427
— 347 v. u. Z.), NEWTON (Isaac, 1643 -
1727), FISHER (Ronald Aylmer, 1890 1966),
HOLDER (Otto, 1859 — 1937), BOLYAI
(Jdnos, 1802 -1860), CANTOR (Georg, 1845
— 1918), HILBERT (David, 1862 — 1943),
GAUSS (Carl Friedrich, 1777 - 1855) FOU-
RIER (Jean Baptiste Joseph, 1768 — 1830).

Erhard

Friedrich
Verlag
Velber

Padagogische Zeitschriften
in Zusammenarbeit mit Klett

Computer
und Unterricht

Erfahrungen, Meinungen,
Modelle und Software
fir die Unterrichtspraxis
aller Schulstufen

Viermal jahrlich wendet sich
die Zeitschrift an alle diejeni-
gen, die sich mit der Einfih-
rung der Informationstechni-
schen Bildung herausgefor-
dert sehen, die Bildungskon-
zepte der zu unterrichtenden
Facher zu iberdenken und
abzuwagen, ob und wo der
Einsatz der Informations- und
Kommunikationstechnik zu
einer Bereicherung des Unter-
richts fihren kann.

Computer und Unterricht
erscheint 4mal im Jahr.

Einfihrungsabonnement
1291 DM 15,00.

Bitte bestellen Sie mit der in dieser
Zeitschrift enthaltenen Bestellkarte.
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Der Storchschnabel spielt,
wie auch viele andere
mechanische Instrumente
der praktischen Geometrie,
als Folge des wissenschaft-
lich-technischen Fort-
schritts heute kaum noch
eine Rolle.

In dlteren Lehrbiichern der
angewandten Geometrie,
der Vermessungskunde und
iiber mathematische Gerdite
und Maschinen wurde er
fast immer ausfiihrlich
behandelt und abgebildet.
Er dient zur dhnlichen
Vergrofierung oder
Verkleinerung beliebiger
Zeichnungen und beruht
auf dem Prinzip der
zentrischen Streckung
bzw. Stauchung.

sich ein Zeichenstift befindet. das Bild

des ebenfalls beweglichen Punktes P, in
dem sich ein Fahrstift befindet. bei der zentri-
schen Streckung mit dem fixierten Zentrum Z
ist, muBl man durch einen Gelenkmechanis-
mus dafiir sorgen, dal das Streckenverhilnis
ZP:ZQ bei variabler Liinge der Strecken kon-
stant bleibt. (Durch Vertauschen von Fahr-
und Zeichenstift bewirkt man dhnliche Ver-
kleinerung.) Dies wird durch éhnlich bleiben-
de gelenkige Dreiecke ZAP. PBQ erreicht, die
beziiglich der Geraden ZPQ auf der gleichen
Seite (Typ A) oder auf verschiedenen Seiten
(Typ B) liegen kénnen (siche Abbildung 1).

D amit der bewegliche Punkt Q. in dem

Die Ahnlichkeit der Dreiecke wird jeweils
durch Ergiinzung des Mechanismus zu einem
Parallelogramm (im Typ A: ADBP.im TypB:
ZDBA) erzwungen. Das gewiinschte Verhiilt-
nis ZP:ZQ ist beim Typ A z. B. als ZA:ZD
einstellbar, indem man auf der iiber A hinaus
verliingerten Schiene DA verschiedene Dreh-
punkte Z wiihlen kann. Bei Typ B kann man
z. B.auf der liber B hinaus verlingerten Schie-
ne DB verschiedene Stellungen des Fahr-bzw.

Zeichenstiftes Q wihlen. Im einzelnen gibt es
mannigfache Ausfiihrungen. die sich auch
durch die Art der Unterstiitzung des Mecha-
nismus durch Fahrrollen oder Aufhingung
mit Driihten an einem Stédnder unterscheiden.
Als Erfinder des Storchschnabels (auch Pan-
tograph, nach altgriech. Wortbestandteilen
soviel wie Alleszeichner) gilt der Astronom
und Mathematiker Christoph Scheiner (1575-
1650). derals Jesuitin verschiedenen Lehrim-
tern in Freiburg (Breisgau). Ingolstadt und
Neifle (heute Nysa/Polen) wirkte und vor al-
lem durch seinen Priorititsstreit mit Galilei
um die Entdeckung der Sonnenflecken und
der dadurch erstmals beobachteten Eigenrota-
tion der Sonne bekannt wurde. In seiner latei-
nischen Abhandlung “Pantographice oder die
Kunst, ein beliebiges Ding mit Hilfe eines
Parallelogramms zu zeichnen™ (Rom 1631)
gab Scheiner an, er habe 1603 in Freiburg die
Bekanntschaft eines Malers gemacht. der
behauptete. ein Geriit zur mechanischen Aus-
fiihrung von Vergroflerungen zu besitzen. es
aber nicht vorzeigen wollte. Darauthin habe
er. Scheiner. das Geriit nach langem Nachden-

Abbildung 1

ken nacherfunden und den Maler damit in
hichstes Staunen versetzt, da sein Geriit viel
einfacher und besser als das des Malers war.
Um die Mitte unseres Jahrhunderts wurde das
Storchschnabelprinzip auch in der Technik
verwendet, um Profile mit hoher Genauigkeit
zu frisen oder zu schleifen. Als Fiihrung dien-
te eine starke VergroBerung des herzustellen-
den Profils, die abgetastet und per Storch-
schnabel-Mechanismus auf das Werkzeug
iibertragen wurde. Zuletzt konnte man einfa-
che Storchschniibel aus Holz oder Plaste vor
Jahren noch gelegentlich in Spielwarenliden
finden. Nun scheinen sie ausgestorben zu sein?

Dr. Peter Schreiber, Fachrichtungen Ma-

thematik/Informatik der Ernst-Moritz-Arndt-
Universitét Greifswald
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formationen und Leseproben aus Lite-
ratur fiir Liebhaber der Mathematik.
Eine gute Zeitschrift fiir Leser kann
aber nur entstehen, wenn Leser und
Redaktion eng zusammenarbeiten.
Deshalb solltet Thr uns schreiben, was
Ihr von “alpha” erwartet, was Euch
nicht gefillt und welche Themen Euch
besonders interessieren.

Hallo,
liebe Mathe-Fans!

Das Heft 4 hat Euch von seinem Auferen
her sicher nicht getallen. Auch wir sind
unzufrieden, daf} uns die Probleme des
Verlagswechsels zu dieser Notlosung
zwangen.
Dieses Heft findet Ihr, hoffen wir doch,
wesentlich ansprechender gestaltet.
Nun ist nichts so gut, da man es nicht
verbessern konnte.
Wir wollen in Zukunft versu-
chen, auch inhaltlich Einiges
zu veriindern, “alpha™ infor-
mativer und abwechslungs-
| reicher zu gestalten. Dazu ge-
horen zum Beispiel kiirzere,
mit mehr Bildmaterial aufge-
lockerte Beitriige, aktuelle In-

Wir sind gespannt auf Eure Meinun-
gen!
Gabriele Liebau

Ubrigens

Da es unsere Zeitschrift nun nicht mehr
am Zeitungskiosk gibt, konnt Ihr sie
direkt beim Erhard Friedrich Verlag in
W-3016 Seelze 6, Postfach 100 150 be-
stellen. Wer interessierte Bekannte und
Freunde hat, kann uns ebenfalls deren
- Anschrift mitteilen. Sie erhalten dann

Alphons weist
Euch auf Artikel
mit geringerem
Schwierigkeits-
grad hin.

Alphonsvignetten: Lothar Otto (Leipzig)

alpha wird herausgegeben vom Friedrich Verlag
in Velber in Zusammenarbeit mit Klett.

Redaktion:

Dr. Gabriele Liebau, Tel. (Leipzig) 58 18 54.
PSF 129. Leipzig, O-7010
Redaktionskollegium:

StR F. Arnet (Kleingeschaidt), Prof. Dr. G. Cle-
mens (Leipzig). Dr. L. Flade (Halle). OL Dr. W.
Fregin (Leipzig). Dr. J. Gronitz (Chemnitz). Dr.
C.P.Helmholz (Leipzig). Dr. sc. nat. R. Hofmann
(UnterschleiBheim), Peter Hoppe (Hildesheim),
Hermann-Dietrich Hornschuh (Pliezhausen).
Herbert Kistner (Leipzig). StR H.-J. Kerber
(Neustrelitz), OStR J. Lehmann (Leipzig). OL
Prof. Dr.H. Lohse (Leipzig). StR H. Piitzold (Wa-
ren/Miiritz), Dr. E. Quaisser (Potsdam). Dr. P.
Schreiber (Greifswald), Dr. W, Schmidt (Greifs-
wald), OStR G. Schulze (Herzberg), W. Triger
{Dibeln), Prof. Dr. W, Walsch (Halle)
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ein kostenloses Probeexemplar.

alpha-Wettbewerb

Unseren alpha-Wettbewerb starten wir
im Heft 6/91.

Wir haben Unterstiitzung gefunden, fith-
| ren jedoch auch in diesem Jahr nur zwei
| Teilwettbewerbe durch. Wir hoffen auf |
Euer Verstindnis und wieder auf eine |
tolle Teilnahme. |

Ein Nachtrag

Leider haben wir es im letzten alpha-Heft
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Komisches,
Kniffliges und
Knackiges ............eeeeen. 4

Auf vier Seiten werden kurze Aufgaben. logi-
sche Probleme aber auch Witze mit mathema-

N tischem Back-
ground bunt ge-
@@@@@ mixt.

QOOOD
606,660,
016.0,0/6
l6/6/6.6.6)

Sparen lohnt sich ...... 6

von Dr. Bernd Luderer

In Reklameschriften von Geldinstituten wer-
den bei regelmidfigem Sparen “‘ansehnliche
Betrige™ versprochen -
nach dem Motto “Spa-
ren lohnt sich™; Nach-
rechnen aber auch,

Zeitungsschnipsel ..... 8

Zeitungen sind eine wahre Fundgrube. wenn
man sie mit der “mathematischen Brille™ be-
trachtet.

Mathematik im
StraBenverkehr ......... 9

von Jiirgen Ricke

Bremswege sind leider meist viel zu kurz -
deswegen erst rechnen, dann den Full (aber
wohldosiert) aufs Gaspedal,

Tangram und
Bruchrechnung ........ 10

Aufgaben zur Bruchrechnung kénnen sehr
ode sein - mit Hilfe des Tangram-Spiels be-
_ kommen sie einen
villig neuen Reiz.
Hinweise zum
Selbstbau eines
Tangramspiels aus
Holz rundendiesen
Beitrag ab.

Von der Ahn-

lichkeit zur Selbst-
ahnlichkeit

2. Toll cinnaniminnsmmnes 12

von Dr. U. Feiste und E. Krause

Nachdem im letzten alpha-Heft die “*Selbst-
dhnlichen Mengen™ vorgestellt wurden, hilft
dieser Bei- -

trag, mitdem
Computer
selbst solche
Mengen zu
erzeugen.

Komisches,
Kniffliges und
Knackiges ................. 14

Mathematisches
rund um die Bahn .... 16

LT

“Deutschland im Stundentakt™ und die “Geo-
metrie am ICE” erdffnen neue Einblicke in
diese Hochgeschwindigkeitsziige.

Optische
Tauschungen ........... 21

Der Augenschein triigt hiufig - da hilft (wie-
der einmal) nur die Mathematik weiter.

Whirfel bauen

auf dem Papier ........ 22
von OStR G. Schulze

Das Tetris-Fieber hat bereits die Game-Boy-
Freaks erfaBt - doch nun wirds kniffliger: Aus
elf Bausteinen (dem “Herzberger Quader™)
sollen Wiirfel gebaut werden. Eine Anleitung
zum Bau eines Wiirfelpuzzles stellt eine wei-
tere Weihnachtsbastelidee dar.

Eine Konstruktion
im Raum:

Der Wiirfel ................ 24
von Dr. Ch. Werge

Origami - die alte chinesische Technik des

kunstvollen Papierfaltens - kann man nutzen,

/ﬁ\ umdieses dr_cldlmenswl)na-
| le geometrische Gebilde
; > entstehen zu lassen.

Die Bewegungen
der Ebene ................. 26

von Gunter Winkler

Diese Einsendung unseres 14-jihrigen Lesers
Gunter Winkler iiber Punkte und deren Abbil-
dung in der Ebene mochten wir nutzen, unsere
Leser zur Mitarbeit an “alpha” aufzufordern:
Dabei muf es sich nicht um die Lésung inner-
mathematischer Probleme handeln. Uns inter-
essiert besonders die “Mathematik im Alliag ™
frei nach dem Motto: Mathematik ist {iberall
zu finden - man muB sie nur aufspiiren, auf-
schreiben und an die Redaktion alpha senden.

XXX. Olympiade
Junger Mathe-

matiker .........ccevueenen. 29
von Dr. W, Moldenhauer

Ein Riickblick - mit Siegerfoto - auf die 4.
Stufe der Olympiade Junger Mathematiker,
die in diesem Jahr in Erfurt stattfand.

Aufgaben

der XXX. Olympiade Junger

Mathematiker (4. Stufe) saessnsnnns 30
Zu diesen Aufgaben konnen die Lisungen bei
Einsendung eines frankierten Riickumschlags

von der “Redaktion alpha™ abgefordert wer-
den.

Die Marktecke ......... 32

Besonders vor Weihnachtenist eine Ubersicht
iiber empfehlenswerte Biicher, Computerpro-
gramme, Videos und Spiele interessant - zum
Schenken oder Schenken lassen.

Losungen ...........eeeeee. 34

Beliebte
Schachibung ............ 36
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Teilbar oder nicht teilbar

Herr Flunkrich wird nach der Postleitzahl
seines Wohnortes gefragt. Ermacht iiber diese
Zahl folgende Aussagen:

(1) Der Nachfolger der Zahl ist nicht durch 3
teilbar.

(2) Die Zahl LiBt bei der Division durch 5
cinen anderen Rest als bei der Division
durch 7.

(3) Die Zahl ist grofler als 800

(4) Der Vorgiinger der Zahl ist nicht durch 8
teilbar.

(5) Der Rest bei der Division der Zahl durch 7
ist kleiner als 3.

(6) Der Rest bei der Division der Zahl durch 5
ist grofer als 3.

Nun wissen wir, daB alle Aussagen des Hermn
Flunkrich falsch sind. Wie lautet die Postleit-
zahl seines Wohnortes?

Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Wahrend der Vorlesung soll ein be-
rihmter Mathematikprofessor einmal
auf die schwierige Aufgabe 7 - 9 ge-
stoBen sein. Er bittet die Studenten
um Hilfe. Einer ruft: “62", ein anderer
“65". Darauf der Professor: “Aber,
meine Herren, das ist doch unmég-
lich, 7 - 9 kann doch nur 62 oder 65
sein!”

Uberall natiirliche Zahlen

Ein Mathematiklehrbuch umfalit 196 Seiten.
Die Seitenzahlen fiir die ersten beiden Seiten
und fiir die letzte Seite wurden nicht gedruckt.

a) Wieviel Ziffern wurden zum Numerieren
der iibrigen Seiten verwendet?
b) Wieoft wurde dabei die Ziffer 0 gedruckt?

Nicht in die Briiche geraten

Zur Urauffiihrung des Puppenspiels *“Der gestiefelte Kater” waren viele Zuschauer gekommen.
Die Hiilfte und einer waren Kinder. Ein Viertel und zwei der Anwesenden waren Miitter. und ein

Sechstel und drei waren Viiter dieser Kinder.

Wieviel Miitter, Viiter und
Kinder waren es?

Logisch gedacht

Die in der Abbildung gezeigten Figuren sind
in einer bestimmten Reihenfolge geordnet.
Man finde denlogischen Zusammenhang. Aus
ihm ergibt sich die fehlende Figur,

DODOD
016.6,6,0

Gleichungen in Theorie und Praxis

In einem alten Buch mit lustigen mathemati-
schen Knobeleien fand Annerose folgenden
Vers:

Eine Zahl hab ich gewdihlr,
107 dazugezdhlt,

dann durch 100 dividiert
wne mit 4 multipliziert,

wnd zulerzt ist mir geblieben
als Resultat die Primzahl 7.

Gibt es Zahlen. die den gegebenen Bedingun-
gen geniigen’
Wenn ja. ermittle sie!

Riitsel

Jeder Buchstabe ist durch eine Ziffer zu erset-
zen, so dab richtig gelste Aufgaben entste-
hen. Innerhalb einer Aufgabe bedeuten glei-
che Buchstaben gleiche Ziffern.

a) ALPHA
+ .\-1,~1_\T[-£

HETTER

b) WOCHE
+WOCHE
+WOCHE
+WOCHE

MONAT

&
m <
Zz m
» =

o+
o
m
Z
T



Ohne Worte

Wir falten

Henry Ernest Dudeney stellt folgendes Riitsel:
Man unterteile einen rechteckigen Bogen in
acht Quadrate und numeriere diese auf einer
Seite (siche Abb.).

Es gibt hierbei 40 Moglichkeiten. diese “Kar-
te” entlang den eingezeichneten Linien so zu
falten, dal} ein quadratisches Pakel entsteht,
welches an oberster Stelle die ~1™ zeigt.

Das Problem verlangt nun. den Bogen so zu
falten, dal} die Quadrate in threr natiirlichen
Rethenfolge liegen. wobei die 1" oben sein
soll.

11874

Falte aus dem gezeichneten Tetra-Flexagon
ein Sechseck!

\VAVAVAVAVAN

| JCA JCHAGE IWHEN EIN GESUHAFT VOR + Je=

VERGEJIEN MEINE NoTE IN JER FRANZGS1icH - ‘

FROBE, UND 1cH ZEIGE IWNEN Nock EWMAL piE |

MOGLICHKEITEN , DIE J1E MIT DEM DEKTDP- PuBl/ SHER |
‘ PABEN UND LO5E AYITERDEM iR PROBLEM MiT j
o JER DRUCKER-ANPAIIUNG - .. .

Gegeben ist ein Streifen von 2 ¢cm Breite und
14 ¢m Linge. Falte aus ihm einen Wiirfel mit
einer Kantenlidnge von 2 cm!

Alle Aufgaben dieser zwei Seiten stammen aus Mathe mit
Herz von J. Lehmann. einem netten Trainingsbuch fiir alle. die
Mathe bisher nicht besonders mochten. Erschienen ist es beim
Urania-Verlag Leipzig in der Reihe Kopt + Nuss,

Diese Reihe bietet auflerdem:

Der verzauberte Rawn von R. Thiele und K. Haase

Eine Menge Spiele in drei Dimensionen mit vielen Baupliinen
zum Selbermachen. mit Kniftelaufgaben nebst ausfiihrlichen
optischen Losungen und einem Schul} Spielgeschichte,

Studentenfurrer von Hugo Steinhaus
Unterhaltungsmathematik fiir den Sprung von elementarer zu
hoherer Mathematik

Nano's Phvsikabenreuer von K. Haase und D. Lehmann
Physiktiifteleien. bei denen man keine Angst vor Formeln
haben mufi. denn sie werden ausfiihrlich kommentiert.

Abraham Gotthelf Kiist-
ner (1719 bis 1800), Ma-
thematiker und Epi-
grammdichter, lernte als
Student so spielend leicht,
daf} er es sich vor seinem
Staatsexamen leisten
konnte, mit der bildhiib-
schen Tochter seines
Professors spazierenzu-
gehen, anstatt die Nase in
die Biicher zu stecken. Als
ihn der Professor deswe-
gen zur Rede stellte, erwi-
derte Kiistner schlagfer-
tig: “‘Herr Professor, Sie
haben uns Studenten als
Varbereitung fiir das
Examen das Studium Ih-
rer eigenen Werke emp-
Johlen. Ihre Tochter hal-
te ich fiir Ihr bestes.”

| Uraria
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Sparen lohnt sich

Ein Streifzug durch die Finanzmathematik

Dieser Tage kam mir ein Werbeprospekt in
die Héinde, in demein Geldinstitut Reklame

fiir regelmiiBiges Sparen mit folgendem
Angebot machte:

Wahlt unseren Sparplan

Sparen und Wiinsche erfiillen!

Ihr spart zehn Jahre lang regelméaBig monatlich eine bestimmte Summe, sagen
wir 30 DM, die sich von Jahr zu Jahr ein wenig erhéht. Damit Ihr aber nicht nur
sparen miiBt, sondern Euch viele Wiinsche erfillen kénnt, bekommt Ihr schon
nach sechs Jahren sowie nach acht und zehn Jahren jeweils 1000 DM.

Und obwohl Ihr nach Ablauf von zehn Jahren nichts mehr einzuzahlen braucht,
erhaltet Inr am Ende des zwolften Jahres noch einen ansehnlichen Betrag extra.

Wie groB dieser “ansehnliche Betrag™ sein
sollte, stand leider nicht im Prospekt. Beim
aufmerksamen Durchlesen fand ich aber noch
die Angaben, daB alle Einzahlungen iiber die
gesamte Laufzeit hinweg mit 6,5% verzinst
werden und daf sie sich in jedem Jahr um 5%
erh6hen (Dynamisierung).

Damit sind alle notwendigen Angaben be-
kannt, um die nach zwdlf Jahren zur Auszah-
lung kommende Restsumme zuermitteln. Doch
wie groB ist diese? Die Beantwortung dieser
Frage ist nicht ganz einfach. obwohl im Grun-
de genommen nur elementare mathematische
Mittel benétigt werden. in erster Linie geome-
trische Folgen und Reihen. Die Uberlegungen
werden allerdings wesentlich erleichtert, ver-
fiigt man iiber einige Kenntnisse aus der Fi-
nanzmathematik.

Einfache Verzinsung

Jeder weiB, daB das Uberlassen eines Geldbe-
trages an eine andere Person oder ein Geldin-
stitut (z. B. eine Spareinlage auf einer Spar-
kasse) dadurch belohnt wird. dafi man Zinsen
erhiilt. Diese sind
von der Hohe des

eingezahlten Be-
trages K (dem Ka-
pital). der Dauer
des Uberlassens t
(Laufzeit) sowie
vom vereinbarten Zinsfull pbzw. Zinssatz i =
p/100 abhiingig. Der Zinsfull bezieht sich dabei
auf eine bestimmte Zinsperiode. die anzuge-
ben ist und in aller Regel ein Jahr betrigt. Die
Laufzeit tist als Vielfaches der Zinsperiode zu
verstehen. Somit bedeutet t = I, daBl das Geld

Geld offnet Wege,
aber es verschliet
andere. J Urzieli
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ein Jahr lang ausgeliehen bzw. gespart wird.
Sinnvoll sind vor allem Werte fiir t, die zwi-
schen O und | liegen, da man fiir t > | die
Verzinsung der Zinsen (Zinseszins) bertick-
sichtigen mul3, sofern diese nicht abgehoben
werden (s. unten). Die zu zahlenden Zinsen

betragen

z Kp, - :
= — = 1.

T ”

so daB sich ein Endwert von
P, .
K|=KI‘(I+W)=K“H+M (2)

ergibt. Nunmehr sind wir in der Lage, den
ersten Teilschritt zu gehen: Welche Summe
hatein Sparer am Jahresende auf seinem Konto,
wenn er, im Januar beginnend. am Anfang
eines jeden Monats 30 DM einzahlt und wenn
jihrlich mit 6,5% verzinst wird?

Wir wollen mit r die Hohe der monatlichen
Einzahlung bezeichnen. so daBl in Formel (1)
K =r=30gilt. Fernerist p=6.5. Jetzt betrach-
ten wir einzeln die zwolf Monate des Jahres
und berechnen, wieviel jede Monatsrate am
Jahresende wert ist.

Die zu Beginn des Januars eingezahlte Rate r
bleibt das gesamte Jahr tiber auf dem Sparkon-
to, sodall sie am Jahresende gemil Formel (2)

einen Wert von K

i ]
=T+ 1 13 ) hat.

Die Februarzahlung wird nur elf Monate lang
verzinst, d.h. 11/12 eines Jahres. Folglich

seie .11
betrigt ihr Endwert K__=r(1 +1i- o ). Indem

wir so fortfahren, erhalten wir fiir die Anfang
Dezember eingezahlte Rate am Jahresende

: .o .
einen Betrag von K =r(1 +1i: I_E—]' Der Wert

aller Einzahlungen betrigt damit zum Jahres-
ende

o 12 g g1
R=r| l¥i—+1+1—+. #lfi—
12 12 12

"
:r[12+i-[]—“+ﬂ+...+Lq. (3)
12

Der Ausdruck in der runden Klammer in (3)
stellt eine arithmetische Reihe dar. d. h. eine
Summe, die aus Gliedern einer arithmetischen
Zahlenfolge a, ... a_gebildet wird. Letztere
ist dadurch charakterisiert, daB die Differenz
zweier beliebiger aufeinanderfolgender Glie-
der konstant ist: a,_ -a =D. Im Falle der Zah-

p)
— 2 betriigt die Differenz
12 12 12

D« =i Man }:ann si(?h leicht iiberlegen. dal}

die Summe der Glieder a,. ..., a gerade

S= %“‘I +a,) betriigt. so daB sich in unse-
12 (1 12Y_13_

rem Beispiel S=—“--[—+—J——--—6.5
- 2 \12 12 2

ergibt.

Damit kénnen wir nun endgiiltig das Spargut-

haben am Ende des 1. Jahres (bei monatlichen

Einzahlungen von r=30 [DM]) berechnen.

Es belduft sich aut

. 5
R=r(12+6,5i)= 30[12+6.56_—]=
100
= 372,68 DM] (4)

Zinseszins

Oben hatten wir die Verzinsung eines Spar-
guthabens innerhalb eines Jahres (einer Zins-
periode) beschrieben. Jetzt wollen wir mehre-
re aufeinanderfolgende Jahre betrachten.

Die Zinsen werden in der Regel am Jahresen-
de gutgeschrieben.

Zahlt man nun einmalig zu Jahresbeginn eine
Summe Ko ein und liPt diese einschlieBlich
der anfallenden Zinsen iiber mehrere Jahre
stehen. ergibt sich zunichst als Betrag am
Ende des 1. Jahres:

K=K +Z=K+Ki=Kgq

(wir setzen g=1+i und nennen diese Grofie den
Zinsfaktor). Dies ist gleichzeitig das Startka-
pital fiir das 2. Jahr, so dal sich am Ende des
2. Jahres ein Sparguthaben in Hohe von
K,=Kq=Kg*

ergibt. Setzt man diese Uberlegungen fort, so
erhiilt man als Endwert nach n Jahren

K =Kqg" (5)
Formel (5) wird Endwertformel der Zinses-
zinsrechnung genannt.

Auch die umgekehrte Fragestellung ist von
Interesse: Wieviel Geld muli ich jetzt (zu
Beginn des 1. Jahres) einzahlen. damit bei
einer jihrlichen Verzinsung von p% nach n
Jahren ein Betrag der Hihe K aufliuft?

Durch Umstellung von (5) ergibt sich leicht
1
Kn = Kn ' fﬁ)

n
Die Gréle Ko nennt man in diesem Zusam-

menhang Barwert, und (6) hei3t Barwertfor-
mel der Zinseszinsrechnung.



Rentenrechnung
Unter einer Rente versteht man eine regelmii-
Bige Ratenzahlung, die i. allg. in konstanter
Hohe in gleichmifligen Abstinden gezahlt
wird, Im Rahmen der Finanzmathematik sind
vor allem die sogenannten Zeitrenten von
Bedeutung, deren Zahlung iiber einen festge-
legten Zeitraum von n Ratenperioden (die der
Einfachheit halber gleich den Zinsperioden,
bei uns also gleich einem Jahr sein sollen)
erfolgt. Wird die Rente stets am Ende der
Periode gezahlt. spricht man von nachschiis-
siger Rentenzahlung,
Wie grof} ist der Endwert (d. h. der Gesamt-
wert nach n Jahren) einer iiber n Jahre nach-
schiissig gezahlten Rente mit der Rate R?
Zahltman beispielsweise am Ende eines jeden
Jahres den Betrag R auf sein Sparkonto ein
und das regelmifig liber n Jahre hinweg,
wieviel hat man dann insgesamt (aus Einzah-
lungen plus Zinsen) am Ende des n-ten Jahres?
Der Zinssatz sei wieder i=p/100. der Zinsfak-
torg=1+i. Die . Rate wird (n-1)-mal verzinst.
dasie sichn-1 Jahre auf dem Sparkonto befin-
det. Entsprechend Formel (5) wiichst sie somit
auf Rq™' an.
Die 2. Rate liefert am Ende Rq™ usw. Die
letzte Rate schlieBlich hatden Endwert R. weil
sie ja — erst am Ende des letzten Jahres einge-
zahlt - nicht verzinst wird. Insgesamt erhalten
wir damit den Endwert
E =R (l+g+q*+ .. +q"").
Der Ausdruck innerhalb der Klammern stellt
eine sogenannte geometrische Reihe dar, das
ist die Summe der Glieder einer geometri-
schen Folge a. a.. .... a, in der der Quotient
aufeinanderfolgender Glieder stets konstant
ist: a_ /a, = q. Man iiberzeugt sich leicht
davon (z. B. mittels Partialdivision. Ausmulti-
plizieren oder vollstindiger Induktion). daB
fiir g=1 die Beziehung
n-1 q Pl

l+qg+...+q = gilt.
q-1
s g” -1
Damit wird E,=R.-+—, (7
q-1

Unter Nutzung von (6) berechnen wir den
zugehorigen Barwert:

n
E_‘=R-—In'q 1 (8)
q q-1

Die so ermittelte GriBe stellt den Wert aller
Ratenzahlungen (hier: Wert aller jeweils zum
Jahresende erfolgten Einzahlungen) zum Zeit-
punkt t = 0 dar,

Sie laft sich auch wie folgt interpre-
tieren: Hat man die Summe E_auf
einem Konto | und wird jihrlich mit
p verzinst. so ist man in der Lage. n
Jahre lang von Konto | auf ein ande-
res Konto 2 zum Ende eines jeden
Jahres den Betrag R zu zahlen.

Da die Beziehung R>E i gilt (Uber-
priift dies!), verringert sich der Kon-
tostand des 1. Kontos von Jahr zu
Jahr.und nach nJahren ist dann Konto
I gerade leer. withrend sich auf Konto

2 der Endwert E aus Formel (7) angesammelt
hat.

Dynamischer Sparplan

Jetzt untersuchen wir das Anwachsen eines
Sparkontos. wenn - im Unterschied zur eben
betrachteten Rentenrechnung - die (nachschiis-
sigen) Einzahlungen jihrlich dynamisiert, d.
h. um einen festen Prozentsatz ¢ vergriBert
werden oder. anders gesagt. um einen Faktor d
= 1 +¢/100 zunehmen. Im ersten Jahr sei die
Rate R. im zweiten ist sie dann Rd, im dritten
Rd* usw. Andererseits wachsen die bereits
eingezahlten Betriige im Laufe des jeweiligen
Jahres um den Zinsfaktor q an. Das ergibt
folgendes Bild fiir das Guthaben E_am Ende
des n-ten Jahres:

=R,
=Rq + Rd = R(g+d).

Ei
E:
E, = R(g+d)q + Rd" = R(g*+qd+d*).

E =R(gq"'+q™d + ... + qd™*+d""). (9)

n

Der Ausdruck (9) stellt wieder eine geometri-
sche Reihe mit Q=d/q und dem Anfangsglied
g™~' dar, deren Summe

d/q)" -1

E =R‘C|”_‘ Q@ =l =R.q“—| (
! Q-1 (d/q)-1
also
40 _ n
e (10)

d—q
betriigt, sofern d # q ist: fiir d = q gilt offenbar
E =R-nq™l.

Berechnung der Restsumme

Nach obigen Vorbereitungen sind wir nun
gerlistet, die eingangs gestellte Frage nach
dem “ansehnlichen Betrag”, den ein Sparer

nach zwdlf Jahren ausgezahlt bekommt, zu
beantworten. Dazu vergleichen wir den Bar-
wert aller Einzahlungen mit dem Barwert aller
Auszahlungen und ermitteln hieraus den frag-
lichen Betrag.

Barwert aller Einzahlungen: Zuniichst fas-
sen wir die monatlichen Raten von 30 DM im
ersten Jahr zum Endwert R=372.68 DM zu-
sammen (s. Formel (4)). Es ist folglich véllig
gleich. ob wir mit regelmiiligen monatlichen
Zahlungen oder mit einer einmaligen nach-
schiissig gezahlten Rate rechnen. Damit ist es
maglich. Formel (10) fiir den dynamischen
Sparplan anzuwenden. wobei R=372.68.
q=1,065 und d=1.05 gilt. (Uberlegt Euch, daf
sich bei Erhéhung der Monatsraten um den
Faktor d die Jahresrate R auch gerade um d
erhoht!) Einsetzen dieser Werte in (10) liefert
den Endwert

1.05'" —1,065'""

1.05-1.065

E\y=372.68 =6167.66.
Derzudiesem Endwert gehérige Barwertergibt
sich (wie man sagt, durch Abzinsen oder Dis-
kontieren) gemifl Formel (6) mit K =E zu
E =3285.67 [DM].

Die GroBe E_ist der Wert. den man jetzt (zum
Zeitpunkt 1=0) besitzen miifite. um nach 10
Jahren bei 6.5% jihrlicher Verzinsung auf
denselben Endwert E | = 6167.66 zu kommen,
wie er sich aus den 120 monatlichen Einzah-
lungen (einschlieBlich Zinsen) ergibt.
Barwert aller Auszahlungen: Entsprechend
dem Angebot des Geldinstituts erhilt man
nach 6, 8 und 10 Jahren jeweils A=1000 [DM]
und nach 12 Jahren eine noch unbekannte
Restsumme U. Um den Gegenwert all dieser
in der Zukunfterfolgenden Zahlungen fiir den
Zeitpunkt t=0, also den Barwert aller Auszah-
lungen. zu ermitteln, miissen wir wiederum
Beziehung (6) mehrfach anwenden:

S !
Av=A| Z+—+—7 [+U—
q q q ) q
=1000-(0,68533 +0,60423 +0.53273) +
+0.46968 - U
= 1822.29 + 0,46968 - U,
Setzt man nun E =A  (denn weder der Sparer
noch das Geldinstitut wollen ja bei diesem
“Geschift” etwas verlieren), ermittelt man
leicht die Restsumme U:
3285.67 = 1822,29 + 0.46968-U, d. h,
U=1463.38 : 0,46968 = 3115,70.
Nach 12 Jahren wird also ein Restbetrag von
3115.70 DM ausgezahlt.
Damit haben wir das gestellte Problem gelast.
Esistallerdings anzumerken, daf die angege-
benen Formeln nur fiir einen Anfang Januar
beginnenden Sparplan exakt gelten, falls die
Verzinsung am Kalenderjahresende erfolgt.

Dr. Bernd Luderer

Titig auf den Gebieten der Mathemati-
schen Optimierung, Wirtschaftsmathema-
tik und Finanzmathematik an der Techni-
schen Universitit Chemnitz. Ist verheiratet
und hat eine Tochter.
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Auch ein fliichtiger Zeitungsleser wird
immer wieder auf Meldungen stolien,
die etwas mit Mathematik zu tun ha-
ben. Solche, aber auch Informationen,
die wir allgemein interessant finden,

In Unsere llitstrierte war die Meldung zu
finden, dall die Elefantendame Kiri aus
dem Niirnberger Zoo die Stabilitit der
Kinderfahrzeuge einer Fiirther Spielwa-
renfabrik testete. Wie. sehr Ihr auf dem
Foto.

,Kiri” prift
Kinderfahrzeuge

Als Warentester ganz besonderer Art betiitigte sich
Elenfantenkuh “Kiri” im Niirnberger Zoo. Der
Fiirther “Big -Spielwarenfabrikant hatte die
schwergewichtige Dame engagiert, um die Stabili-
tit seiner Kinderfahrzeuge zu testen. Zur Freude
des Herstellers hielt der rote Kunststoff-Renner
dem starken Auftritt “Kiris™ miihelos stand und
bekam das Pridikat “unzerbrechlich™.

Zeitungsschnipsel

sind hier aufgefiihrt. Wenn Ihr so einen
Schnipsel findet, schneidet ihn doch bitte
aus und sendet ihn an uns!

Vergelit aber bitte nicht, die Quelle anzuge-
bhen!

WiBt Ihr eigentlich,
wie schwer so ein Elefant ist?

InderZeitschrift Panthera des Leipzigers Zoos
fanden sich die Angaben fiir den 26 Jahre alten
Sahib. er wog bei einer Grifie von 3.5 m fast
St (1 Tonne = 1000 kg). Nur zum Vergleich:
Derinzwischen allerorts bekannte Trabbi wiegt
zusammen mit 4 normalgewichtigen Perso-
nenetwa | t.

Diese Meldung erinnert an die Frage, mit der Leipziger Physiklehrer die Klassen
bei der Einfithrung des Druckes gern kontrontieren.

Wer iibt den gréBeren Druck aus? Das Leipziger Vilkerschlachisdenkmal
mit seinen 300 000 t und der Grundfliche von 80 m x 67.5 m oder der
Pfennigabsatz eines Stockelschuhs?

=

it A1 RO

Wenn Thr nicht klar kommt, fragt
doch mal Euren Physiklehrer.

Schon gewuBt, daB ...

s ein Wiirfel mit der Kantenlinge von | ¢cm
eine Oberfliiche von 6 cm- hat, diese aber
auf 6000 cm” anwiichst. wenn man das
gleiche Volumen auf viele kleine Wiirfel
mit 10 cm Kantenldnge verteilt (woraus
sich die Wirksamkeit poroser Stoffe erkli-
ren ko).

Herr Walter Triger aus Dibeln fand
in der Bild am Sonntag die Informa-
tion. dafl die Termitenkonigin das
fruchtbarste Insekt der Welt ist.

Sie st6Bt fast jede Sekunde ein Ei
aus. im Laufe ihres Lebens iiber 100
Millionen. Welches ist nach diesen
Angaben die minimale Zeitspanne.
in der eine Termitenkdnigin diese
100 Millionen Eier legt?

« daf} frither das Steinsalz (Natrium-
chlorid. NaCly aus der Oase Ammaon
als sal ammoniacum bezeichnet wur-
de. dieser Name spiiter filschlicher-
weise auf den dgyptischen Salmiak
(Ammoniumchlorid. NH CL) ibertra-
gen wurde und so der Name Ammo-
niak entstand.

aus: Urania, Berlin
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Mathematik

im StraBenverkehr

Ein leider sehr aktuelles Thema

Die erschreckend hohen Unfallzahlen der
letzten Monate verdeutlichen, welche Ge-
fahren im StraBlenverkehr liegen. Ein hiiu-
figer Unfallgrund ist zu schnelles Fahren;
d. h. der Anhalteweg ist beim Erkennen
einer Gefahrensituation zu lang, Der unten
wiedergegebene Zeitungsausschnitt (Han-
noversche Allgemeine Zeitung vom 19, Juni
1991) gibt einige Hinweise zum Bremsweg
und zum Anhalteweg,.

Neben derangesprochenen Berechnungsmig-
lichkeit des Bremsweges gibt es verschiedene
Arten, wie der Anhalteweg berechnet werden
kann. Der Anhalteweg ist die Summe aus dem
Vorbremsweg (das ist die Strecke. die wiih-
rend der “Schrecksekunde™ zuriickgelegt wird)
und dem Bremsweg. Die Reaktionszeit ist bei
Spitzensportlern beim Start des 100m-Laufes
schr kurz: (1,2 Sekunden wurden gemessen —
bei einem pldtzlich auftretenden Hindernis
kann man “vor Schreck wie gelihmt sein” und
(lebens)wichtige Zeit verstreichen lassen.
Der Anhalteweg wird auch nach den Faustre-
geln “Tachohalbe™ oder “Zwei-Sekunden-
v K
70 T 10
berechnet. Welche Werte erhiilt man jeweils
fiir Tempo 30, 50. 80. 100 und 130?
Einschub: Die Polizei hat bei einer innerortli-
chen Geschwindigkeitsmessung einen Motor-
radfahrer mit Tempo 247 geblitzt. In der Zei-
tungsmeldung steht. daB fiirihnein Bremsweg
von 444 m berechnet wurde. PaBt dieser Wert

Abstand” oder der Fahrschulregel

Beim Bremsvorgang spielen viele
Faktoren eine Rol

¢

Mehr Abstand
bringt mehr Sicherheit

Von Otto Kretschmer

viele Urlauber endet die Fahrt in die Ferien
vorzeitig. Gerade in der Reisezeit im
et sich emne Vielzahl von Unfil-
unseren Strallen, die auf falsche Einschiit-
s Bremsweges zuriickzufiihren sind. Je
> Geschwindigkeit. desto verheerender

wder Fahrbahnbeschaffenheit, Uberladung, un-
rewohntes Fahren mit Wohn- oder Bootsanhiin-

konnen zu Uberraschungen fiihren, die hiufig
nicht mit einkalkuliert werden,

Gut funktionierende Bremsen sind die wichtig-
ste Voraussetzung fiir sicheres Fahren. Doch

zu einer der oben angegebenen Formeln?
Im Stadtverkehr kommt man vor den Ampeln

hiufig in den Zwiespalt “darf ich — oder darf
ich nicht weiterfahren?”, wenn die Ampel auf
“Gelb” umspringt.

nutzen die besten Bremen wenig, wenn der Fahrer
das Einmaleins des Bremsens nicht beherrscht. Am
besten ist es natiirlich. immer so zu fahren, daB man
gar nicht erstin die Verlegenheit kommt, die Brem-
se voll durchtreten zu miissen. Der Sicherheitsab-
stand spielt dabei die entscheidende Rolle. Er sollte

jeweils dem halben Tachowert entsprechen, bei

Tempo 90 als etwa 45 Meter betragen. Nur so kann
man Auffahrunfille vermeiden

Besonders bei hohen Geschwindigkeiten auf Schnell-
strafien und Autobahnen wird die Linge des Brems-
weges hiufig unterschitzt. Denn der Bremsweg
wiichstim Quadrat der Geschwindigkeit. Er verdop-
pelt sich demnach bei doppelter Geschwindigkeit
nicht nur, sondern vervierfacht sich. Ein Beispiel
Bei einer Geschwindigkeit von 50 km/h liegt er bei
16 Meter, withrend er bei 100 km/h bereits 64 Meter
betrigt.

Der tatsiichliche Anhalteweg jedoch ist noch linger.
Denn von dem Augenblick an, in dem man die
Gefahr erkennt, bis zum Handeln vergeht oft mehr
als die sogenannte Schrecksekunde, Diese Reak-
tionszeit ist nicht nur von Mensch zu Mensch ver-
schieden. sondern auch beiein und demselben Fahrer
Sie hiingt nicht unerheblich von der augenblickli-

Kann manes bei einer Geschwindigkeit von
50 km pro Stunde, einer Reaktionszeit von
I Sekunde und einer Gelbphase von 3 Se

kunden immer vermeiden. bei “Rot” iiber
die Kreuzung zu fahren?

Aufeine Kreuzung von zwei je sechs Meter
breiten Strafien fahren zwei Autos mit der
zugelassenen Geschwindigkeit von 50 km
pro Stunde zu. Sie sind gleich weit von der
Kreuzung entfernt. Kommt es zum Unfall?
Wie langsam miibte eines der beiden Autos
fahren, um den Aufprall vermeiden zu kén-

nen?

chen seelischen und kérperlichen Verfassung ab
Und in dieser Zeitrollte der Wagen mitunvermin-
derter Geschwindigkeit weiter. Um den Anhalte-
weg eines Wagens zu berechnen. mull man also
zum Bremsweg den Reaktionsweg addieren.
Verzigert werden kann der Anhalteweg dariiber
hinaus noch durch verschiedene andere Faktoren.
Sozum Beispiel durch die Reifen. Stark abgefah-
rene Profile kénnen den Bremsvorgang ganz er-
heblich beeinflussen. Ebenso |1|_‘~:':1li\ kann sich
zu niedriger oder zu hoher Reifenluftdruck be-
merkbar machen.

Eine entscheidende Rolle spielen beim Brems-
vorgang auch die Straienbeschaffenheit und die
Witterung. Schon bei normaler Regennisse kann
sich der Bremsweg verdoppeln. bei schmieriger
Fahrbahn verdreifachen. Da sich der Strallenzu
stand unversehens éindern kann. sollte man g:
nicht erst das Risiko einer Vollbremsung einge-
hen, sondern mit ausreichendem Sicherheitsab-
stand fahren und den Full rechtzeitig vom Gaspe-
dal nehmen. Das gilt ganz besonders auch in
Kurven. Denn bei Vollbremsung besteht immer
die Gefahr. daBi die Rader blockieren und der
Wagen ins Schleudern kommit
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Tangram
und Bruchrechnung

Tangram-Set aus Kunststein mit Puzzlekarten aus dem Deutschland um die Jahrhundertwende

Legespiele gehoren zum uralten Kulturgut
vieler Volker. Bereits im 16. Jahrhundert
war das Tangram-Spiel in Europa zur
Lisung geometrischer Probleme weit ver-
breitet. Die Tangram-lIdee bietet interes-
sante Moglichkeiten fiir ein experimentel-
les und spielerisches Lernen. Es geht im
folgenden nicht nur um das Spielen mit
einer fertigen Tangram-Einheit, sondern
um die Konzipierung und Herstellung eines
entsprechenden Spiels,

Diese handgedruckten Tangramkarten
sind Teil eines Spiels, das im Europa der
ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts
erschien. Aufgabe der Spieler war, die
Figuren unter Verwendung aller Teile
nachzulegen.

10 alpha 5/91

| Die Geschichte des Tangram-Spiels

| Sicherist, daB bereits Archimedes, Euklid und
Pythagoras das Tangram-Spiel kannten. Ver-
mutlich ist das Spiel in China entstanden: es
wird sogar behauptet, dall dieses dort bereits
vor 4000 Jahren bekannt war. Die Herkunft
des Begriffes “Tangram” ist hingegen unbe-
kannt. Fest steht, daB das Tangram-Spiel
Europa im 19. Jahrhundert férmlich “iiber-
schwemmte”, nachdem es 1813 in einem chi-
nesischen Buch mit rund 300 Figuren wieder-
entdeckt worden war. Die Besonderheit des
chinesischen Tangram: Es besteht aus sieben
Teilstiicken (Tan’s), die sich stets zu der Ur-
form des Quadrats zusammensetzen lassen.

Bruchtangram

Mit dem Bruchtangram kénnen, wie mit dem
iiblichen Tangram, die verschiedensten Figu-
ren gelegt werden. Aber vorher sollst Du aus-
rechnen. wie groB die einzelnen Bruchteile
sind.

Spielanregungen

Die einfachste (aber trotzdem schwierige)
Spielweise besteht darin, daB man die Tan-
gramteile auf einem Tisch zu leicht erkennba-
ren Figuren, Symbolen usf. anordnet. Mit
Geduld und Phantasie kann man zum Beispiel
Zahlen, Buchstaben, Tiere, Menschen, Profi-
le. Gesichter oder verschiedene Gegenstiinde
legen (vgl. die Abbildungen). Um das Spiel
abzuiindern, 1Bt sich auch die Aufgabe stel-
len, eine Vorlage nachzubilden. Wenn man
zum Beispiel ein erstes. beliebiges Tangram
gelegt hat, istes garnicht gesagt. dafd man nach

| dem Mischen der Teile das urspriingliche

Quadrat sofort auf Anhieb wieder zustande
bringt. Noch schwieriger ist es, gewisse Vor-
lagen nachzubilden. Die Zahl der mdglichen
Figuren ist fiir einen phantasiebegabten Spie-
ler fast unbegrenzt.

Selbstbau eines

Dieses Spiel kannst Du selbst herstellen und
Weihnachten Deinen Freunden und Verwand-
ten schenken.

Als Vorlage kénnen die Bruchtangram-Spiele
(Abb. 1 und 2), das iibliche Tangram (Abb. 3),
das Sechsecktangram (Abb. 4) oder eine von

6.
8
2 5
12
9.
Abb. 1




<
i

Auf der hochsten Stufe des Tangrams befait man sich mit optischen Tiuschungen. Die zwei kleinen. unten als erste und letzte Figur abgebildeten

Chinesen zum Beispiel sind aus vollkommen gleichen Teilen aufgebaut, aber der eine hat einen Fult und der andere nicht. Warum?

Tangramspiels aus Holz ., !

Dir selbst erdachte Einteilung dienen. Wenn / - Auftragen der Zeichnung auf Pappe (mg-
- " // . g ~ -
Du Dein personliches Tangram herstellen B | lichst farbig) oder Sperrholz
willst, geht das in folgenden Schritten: - Ausschnerden bzw. Aussiigenentlang der
- Zeichnen eines Quadrats in beliebiger Grofe eingezeichneten Lime und die einzelnen
(empfohlen wird eine Kantenlinge von 12 bis C 1K Teile “durcheinanderwiirfeln”,
20 cm)
v
//
D
//

| 10 A

2
| /

o
Em— ; E I G H J
Abb. 3

Aufteilen dieses Quadrats in 16 kleinere.

11 gleichgrolie Quadrate
- Einzeichnen von sieben Teilstiicken (Tan’s)

durch Verbindung verschiedener Kreuzungs-
punkte.
Dabei ergeben sich beliebige Figuren wie Qua-

drate. Dreiecke. Rechtecke usw

Abb. 2 Abb, 4
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Von der Ahnlichkeit
zur Selbstiahnlichkeit

In den letzten 10 Jahren erlangte der Be-
griff des Fraktals in der Mathematik und
der Physik eine immer griffere Bedeutung.
Im letzten Heft wurdet IThr mit einer spe-
ziellen Klasse von Fraktalen, den *“Selbst-
iihnlichen Mengen” bekannt gemacht. Die-
ser Beitrag soll Euch helfen, mit dem
Computer selbstiindig solche Mengen zu
erzeugen.

Im ersten Teil haben wir festgelegt: Eine
beschriinkte und abgeschlossene Figur A heilit
selbstihnlich, wenn A aus endlich vielen zu A
iihnlichen Teilen besteht. Wir schreiben hier-
fiir: A=A UA,U..UA ,neN, Wenn
f ....f dieentsprechenden Ahnlichkeitsabbil-
dungen mitf (A)=A sind, so kénnen wir auch
schreiben A = f,(A) U...uUf,(A) . Die Bil-
der 1 und 2 zeigen zwei weitere Computerbei-
spiele solcher Mengen.

Im Jahre 1981 hat der australische Mathema-
tiker J. E. Hutchinson einen jetzt nach ihm
benannten Satz bewiesen:

Zu jeder endlichen Menge f,....f, von Ahn-
lichkeitsabbildungen, deren Streckungsfakto-
ren alle kleiner als 1 sind, gehért genau eine
selbstiihnliche Menge A, die die Gleichung
A= f(A) u..f (A),ne N erfiillt.

Bei der Erzeugung solcher selbstihnlicher

2. Teil

Figuren bedienen sich die Mathematiker oft
der Computer. Dem Computer werden die
Ahnlichkeitsabbildungen eingegeben. Die Pro-
gramme sind dann so gestaltet, dal der Com-
puter die zugehorige selbstihnliche Figur auf
den Bildschirm zeichnet. Ein solches Basic-
Programm fiir den KC85/3 geben wir Euch
hier an:

10 WINDOW 0,31,0,39 : CLS

20 PRINT AT (2,5); “PROGRAMM ZUM
ZEICHNEN"

30 PRINT AT (4.5); “SELBSTAHNLI
CHER MENGEN"

40 PRINT AT (62) shesfe s s ode e o ool oo e e e ofe s sk s

e s o o o o s oo o b ok o o oK o of ok s e e s o o o ke sl o e ke

EEEEE EEE T T o

| 50 LOCATE 10,2: PRINT “GEBEN SIE
DIE ANZAHL N DER”
60 PRINT “ABBILDUNGEN EIN"
70  INPUTN;DIMF(N): DIMW (N): DIMX
(N): DIMY (N)
80 PRINT“GEBEN SIEFUR DIE ABBIL-

DUNGEN NR.I"

90 PRINT “FAKTOR, WINKEL. FIX-
PUNKT EIN!"

100 FOR I=1 TON

| 110 PRINT “ABBILDUNG: .1

120 INPUT F(I), W(I)., X(I), Y(I) : W(I) =

Br,
il
B

o ?‘
r&‘é:“ﬁ-} _ )
34 -p-u:-."'hu Ay T S,
Tt i e

f: 0.42: 180% 05: 00 f: 0.34: 180° 025 043
f.: 0.42: 180° -0.25: 043 £ 0.34: 180° -0.25: 043
£ 0.42; 180° -0.25: -043 f: 0.34: 180 -05: 0.0
£ 0.42; 180° 00 00 £ 0.34; 180° -025: -043 |
Grenzen: -2.,0: 20, -1.5 15 f: 0.34; 180°; 0.25. -043 |
£: 034 180 05 00 |
£ 034; 180 0.0; 00 ‘
Grenzen: -20; 20; -15; 15 |
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| 210

W(I) *2* PI/360

NEXTIL XO=X(1): YO =Y(l)
PRINT “GEBEN SIE DIE BEGREN-
ZUNGEN DER”

PRINT “ZEICHENEBENE Xu, Xo, Yu.
Yo EIN”

INPUT Xu Xo, Yu, Yo: CLS

F=Int (N*RND(1)+1): X=X0:Y=
YO

A=COS (W(F)):B=SIN(W(F)):C=
X-X(F):D=Y-Y(F)

X0 =F(F) * (A*C-B*D)+ X(F)
YO=FF)*(B*C+A*D)+ Y(F)
P=319* (X0 - Xu) / Xo - Xu):
Q=256 *(YD-Yu)/ Yo-Yu)

IF P<0 OR P> 319 THEN 240

IF Q<0 OR Q> 256 THEN 240
PSETP, Q, 7: GOTO 170

PRINT “GRENZEN SIND ZU KLEIN™
PRINT “GEBEN SIE NEUE Xu, Xo.
Yu, Yo EIN!"

INPUT Xu, Xo, Yu, Yo: CLS

GOTO 170

130
140

150

160
170

175

180
190
200

220
230
240
250

260
270

Alle Bilder unseres Artikels sind mit diesem
Programm gezeichnet. Um die Startschwie-
rigkeiten beim Umgang mit dem Programm
zu verringern, seien hier einige Hinweise
gegeben:

1. Mit diesem Programm konnt [hr nur selbst-
dhnliche Mengen erhalten, fiir die die Ahn-
lichkeitsabbildungen f.....f Nacheinander-
ausfiihrungen einer Drehung und einer zen-
trischen Stauchung sind und bei denen das
Drehzentrum und das Stauchungszentrum
zusammenfallen. (Durch einfache Ergin-
zungen in dem Programm kann man jedoch
die Klasse der zulidssigen Abbildungen
fl.‘...f'" ohne Schwierigkeiten vergroBern.)

| 2. Thr werdet zuerst aufgefordert, die Anzahl

der Abbildungen f....f einzugeben. Jede
einzelne Abbildung f. i = I....n. ist durch
die Angabe eines Stauchungsfaktors k, eines
Drehwinkels w, (zwischen -360° und 360°)
und des Stauchungszentrums (x: y ) cha-
rakterisiert. Diese Daten habt Ihr danach in
der Reihenfolge Faktor. Winkel, Fixpunkt
(immer getrennt durch Komma) fiir jede
Abbildung einzugeben. Zum Schlull miis-
sen noch die Grenzen Xu, Xo, Yu und Yo
des Teils der Zeichenebene, der auf dem
Bildschirm erscheint, eingegeben werden.

(Xu, Yo) (Xo, Yo)

Bildschirm

Xu, Xo.Yu. Yo
—

(Xu. Yu) (Xo, Yu)

Sollten bei der Abarbeitung des Programms
Bildpunkte berechnet werden, die auBerhalb
der eingegebenen Bildschirmebene liegen, so
werdet Ihr aufgefordert, neue (groBere) Gren-
zen fiir die Zeichenebene einzugeben.



Fraktale

Fraktale hielten Einzug in das allgemeine wissenschaftliche BewuBtsein mit der Frage “Wie A e
lang ist die Kiiste von GroBbritannien?" im Titel einer Arbeit von Benoit B. Mandelbrot im
Jahr 1967; das Wort “Fraktal” wurde dort allerdings noch nicht verwendet. So trivial die
Frage zu sein scheint, so iiberraschend ist die Antwort: praktisch unendlich, jedenfalls
verglichen mit der Zahl, die man erhilt, wenn man die Liinge der Kiiste auf der Landkarte |
in Abbildung 1 a ermittelt und durch den Mafstabsfaktor 1:X dividiert. Abbildung 1 b zeigt,
warum das so ist: die auf der detaillierteren Karte sichtbaren Einbuchtungen und Ausbuch-
tungen tragen zur gemessenen Gesamtlinge der Kiiste bei. In der Wirklichkeit wiichst die
Kiistenldnge bei jeder Verkiirzung der MeBlatte — bis es spiitestens bei atomaren Abmessun-
gen sinnlos wird, von “Liinge™ der “Kiiste” zu sprechen. Richardson. der — von Mandelbrot
zitiert — die Abhingigkeit der Kiistenldnge von der MeBgenauigkeit untersucht hat, findet,
dal} bei einer Mafstabslinge von 1 km die Kiiste GroBbritanniens dreimal so lang ist wie bei
einer Linge von 1000 km. Nach Richardsons empirischem Gesetz fiir das Wachstum der
Kiistenltinge bei Verkiirzung des MaBstabs ist die Kiiste GroBbritanniens unendlich lang. |
Derartige Kurven nennt Mandelbrot Fraktale. Statt von der Liinge eines Fraktals spricht man

R L Abb. la
besser von dessen “fraktaler Dimension”.

| 170 wird zufillig eine Abbildung f aus den
Abbildungen f,,....f ausgewihlt und in 180
das Bild f (x,1 y,) von (X y,) unter der ausge-
wiihlten Abbildung f berechnet. Der Bild-
punktf(x,:y,) wird in Befehl 230 gezeichnet.
Danach beginnt mit einem Sprung zu 170 der
nichste Iterationsschritt, in welchem f (x,1y )
Jetzt die Rolle von (x: y,) libernimmt. Diese
Iterationsschleife wird nun vom Computer
solange durchlaufen. bis man der Meinung ist,

3. Vonder Wahl der Stauchungsfaktoren hiingt
wesentlich ab, obman indem Computerbild
die einzelnen Teile A, =f (A) der selbstiihn-
lichen Menge A gut erkennen kann. Zu
groBe Stauchungsfaktoren fiihren zur Uber-
lappung der A . und damit wird eine Unter-
scheidung dieser Teile kaum noch méglich.
Als Beispiel dafiir mogen die Bilder 3a
(Faktor 0.3) und 3b (Faktor 0.38) dienen.

' "“‘#'*'*

Zum AbschluB noch einige Bemerkungen zur
Arbeitsweise des Programms:

Die selbstihnliche Menge A wird durch einen
iterativen ProzeB erhalten, d.h. es wird zuerst
der Fixpunkt (x,:y,) der ersten Abbildung f,
auf dem Bildschirm gezeichnet. Im Befehl

das Bild der selbstihnlichen Menge ist “deut-
lich genug”. Dann bricht man das Programm
mittels der Stopptaste ab. Eine Begriindung
dafiir. dal} uns dieser iterativen Zufallsalgo-
rithmus stets ein verniinftiges Bild der ent-
sprechenden selbstihnlichen Menge liefert,

Abb. 3 a

¥
i
v wap |
wiirde den Rahmen dieses Artikels sprengen.
| Sicher ist, daB auf diese Weise immer selbst-
dhnliche Mengen erhalten werden.
Denjenigen, die schon ein wenig Erfahrung
| mit der Programmiersprache BASIC haben,
— | wird es sicher nicht schwerfallen, einige klei-
f, 0.3 30% 05 087 f; 038 30% 05 087 | "¢ Verbesserungen der Bedienung in das
fi: 0.3:  30% -1.0: 00 fii 038 30° -1.0: 0.0 | Programm einzubauen. Wir wiinschen Euch
£ii 03:  30% 05 -087 f;: 038 30 05: 087 | viel Spall dabei upd hoffen, daf?n Thr mit unse-
£ 03 0% -025 043 fy 038 0% 025 043 |  rem Programm viele schine Bilder erseugen
f':: 03: 0% 025 -043 f: 038:  0° -025: -043 kannt,
i ; 2 \3; ; t: 038, 0% 05 00
grenzen: —gg 32}: -?.5: ?2 6renzen: -2,0; 2,0, -1.5; Dr. Ue Feiste, stud. math. E. Krause

Fachrichtungen Mathematik/Informatik
der Ernst-Moritz-Arndt-Universitiit
| Greifswald
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Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Alphons logische Abenteuer (7)

“Niemand ist hier”, sagte Alphons’ Schwe-
ster, als sie die Wohnung betrat, dabei Al-
phons (bersehend. der zufillig hinter dem
Schrank in seinem Zimmer stand. Als er her-
vortrat freute sie sich und sagte: “Es ist doch
nicht niemand hier.” Alphons nickte ihr freund-
lich zu und setzte sich an seinen Tisch. Zu
seinen Schularbeiten kam er aber nicht. denn
die beiden Aussagen seiner Schwester gingen
ihm nicht aus dem Kopf. Ist die Aussage “Es
ist nicht niemand hier” tatsiichlich die Vernei-
nung der Aussage “Niemand ist hier”? [mmer
wieder in seinem Logikbuch nachlesend iiber-
legte sich Alphons folgendes. Wenn man nur
Aussagen in Betracht zieht, die entweder wahr
oder falsch sind, dann istdie Verneinung einer
wahren Aussage eine falsche. die Verneinung
einer falschen Aussage eine wahre Aussage.

[ch muf also zuniichst priifen, ob “Niemand ist
hier” eine Aussage vorausgesetzter Art ist.
Mit “hier” ist unsere Wohnung gemeint. Daf}
niemand in der Wohnung ist, bezieht sich auf
einen bestimmten Zeitpunkt. Selbst wenn sonst
niemand da war zu diesem Zeitpunkt. so war
sie ja zu diesem Zeitpunkt da. Wen erwartete
sie dann in unserer Wohnung? Sicherlich ein
Mitglied unserer Familie und diese besteht aus
Mutti. Vati. meiner Schwester und mir. Die
vollstiindige Behauptung meiner Schwester
ist also: “Niemand von der Familie auBer mir
ist zu dem Zeitpunkt t in unserer Wohnung".
Diese Behauptung ist entweder wahr oder
falsch. Ersichtlich ist sie talsch. denn zu die-
sem Zeitpunkt war ja aufler ihr nochich in der
Wohnung. Hitte nun meine Schwester die
Aussage “Niemand ist hier” (eine Kurzfas-

Legespiel

10 Miinzen (5 Pfennigstiicke und 5 Fiinfpfennigstiicke) miissen so auf die Schnitt- und
Endpunkte der Linien gelegt werden. dafl auf einer Linie nie zwei gleiche Geldstiicke zu

finden sind.

Es gibt mehrere Losungen: Schliefit Euch zu Vierergruppen zusammen.

NN/
VAVAY
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sung fiir die vollstindige Aussage) auch so
verneinen koénnen: “Niemand ist nicht hier”?
Das ist wieder eine Kurzfassung fiir die voll-
stindige Aussage: “Niemand von der Familie
auBer miristzu dem Zeitpunktt nichtinunserer
Wohnung™, Wenn niemand nicht hier ist. dann
sind alle Familienmitglieder hier. Zum Zeit-
punkt waren aber meine Eltern nicht hier. also
ist diese Aussage falsch. Da die Verneinung
ciner falschen Aussage eine wahre Aussage ist,
kann die falsche Aussage “Niemand ist nicht
hier” nicht die Verneinung von “Niemand ist
hier” sein.

Meine Schwester bildete die Verneinung von
“Niemand ist hier” durch den Satz: “Nicht
niemand ist hier.” Ist es so. dafl zum Zeitpunkt
tnicht niemand in der Wohnung ist, dann ist zu
diesem Zeitpunkt jemand hier. Dameine Schwe-
ster die zum Zeitpunkt t getrotfene Behauptung
verneint. mul} ich in der Wohnung denselben
Zeitpunkt t beibehalten, obwohl es natiirlich
einen Zeitunterschied zwischen der AuBerung
der beiden Aussagen gibt. Ein solcher jemand
bin ich. denn ich war zum Zeitpunkt t in der
Wohnung. Sie hat demnach eine Aussage be-
hauptet. die wahr ist und die die Verneinung
einer falschen Aussage ist.

“Die Verneinung ist schon eine verflixt kniffli-
ge Angelegenheit. Bist Klasse, Schwester”.
dachte Alphons noch ehe er sich auch mit sich
zufrieden an seine Schularbeiten machte.

Prof. Dr. Lothar Kreiser
Institut fiir allgemeine Logik der Universitéit
Leipzig

Noch etwas fiir Logiker

Vonfiinf Freunden hat jeder je einen Sohn.
Jeder Sohn hat sich ein Buch bei einem der
Freunde seines Vaters entlichen.

Die Freunde haben alle Familiennamen,
die einen Beruf bezeichnen.

Es bestehen dabei folgende Bedingungen:
1. Bei keinem stimmt der Familienname
mit seinem Beruf iiberein.

2. Entsprechend einer alten Familientradi-
tion erlernt der Sohn den Beruf seines Va-
ters.

3. Der Sohn des Schneiders hat ein Buch
von Herrn Schneider.

4, Der Familienname des Sohnes des
Schneiders ist die Berufsbezeichnung des
Sohnes von Herrn Schneider.

5. Der Sohn von Herrn Schneider hat ein
Buch vom Schneider entliehen,

6. Der Zimmermann heift nicht Schuster,
7. Der Zimmermann hat ein Buch von
Herrn Sattler entliehen.

Wie heibt der Giirtner?

aus: 0. Zich/A. Kolman, Unterhaltsame
Logik, Mathematische Schiilerbiicherei
Nr. 51, BSB B. G. Teubner Verlagsge-
sellschaft, Leipzig



wMensch dargere
Dich schnell!”

Es ist eine Art schnelles
“Mensch idrgere Dich nicht™.

Du brauchst dazu 4 Pfennig-
stiicke. 4 Fiinfpfennigstiicke
und einen Wiirtel.

Und so werden die Miinzen

verteilt: S| 5

Regel:
1 und 4 auf dem Wiirfel
= | Kistchen weiter

2 und 5 auf dem Wiirfel
= 2 Kiistchen weiter
3 und 6 auf dem Wiirfel
= 3 Kiistchen weiter

Gezogen wird nur waagerecht
oder senkrecht.

In der Mitte ist also das Loch.
Besetzte Felder diirfen nicht
tibersprungen werden. Kommt

man aufein besetztes Feld, wird
dessen Figur irgendwohin ver-
wiesen (ganzanden Rand). Wer
zuerst zwei gegeniiberliegende
Felder am Loch in der Mitie er-
reicht. hat gewonnen!

Sprachecke

The puzzle of the five houses
There are five houses,

I. An Englischman lives in the red house.

2. The Spaniard owns a dog.

3. Coffee is drunk in the green house.

4. The Ukrainian drinks tea.

5. The Old Gold smoker owns snails.

6. The green house is immediately to the

right of the ivory house,

7. Kools are smoked in the yellow house,

8. Milk is drunk in the middle house.

9. The Norwegian lives in the first house.

. The man who smokes Chesterfields lives
next to the man who owns a fox.

.

11, Kools are smoked in the house next to the
house where the horse is kept.

12. The Lucky strike smoker drinks orange
Juice.

13. The Japanese smokes Parliaments.

14. The Norwegian lives next to the blue
house. -

15. Each man has one house, one pet, one
smoke. adifferent nationality and a diffe-
rent choice of drinks.

Who drinks water? Who owns a Zebra?

mitgeteilt von Dr. Jochen Hesse, Beilrode

Les plaquettes de José

José a disposé 9 plaquettes numérotées de 1 a
O dans un sac. [l en tire 4 d"un seul coup. Avec
ces quatre plaguettes. en permutant les chif-
fres. il fabrique tous les nombres possibles &
quatre chitfres. qu'il note au fur et 4 mesure.
Il en fait le total et trouve 159984,

Quels sont les quatre plaquettes tirées? On
n’oubliera pas d'indiquer le nombre de so-
lutions.

aus: tangente, Paris
(tiberserzt von Peter Hofimann, Leipzig)

Bei Herrn Kohl im Blcherschrank steht die Gesamtausgabe von Hélder-
lin, 4 Bande in Klarsichtfolie verpackt. Ein Blicherwurm hat die Folie
durchbohrt und beginnt auf Seite 1 des ersten Bandes mit dem Fressen.
Wie viele Zentimeter hat er bis zur letzten Seite des 4. Bandes zuriick-
gelegt, wenn jeder Band 5 cm breit ist und die Einbanddecke 2,5 mm dick

ist?
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Mathematisches rund um die Bahn

Damit die an verschiedenen Orten hergestell-
ten Bauteile groBer technischer Geriite (z. B.
Flugzeuge, Lokomotiven usw.) zueinander
passen. diirfen die Abweichungen von den
vom Entwicklungsingenieur vorgesehenen
IdealmaBen (Sollwerte) bestimmte Grenzen
nicht tberschreiten.

Bei der Fertigung der Antriebswelle fiir den
ICE wird ein quadratischer Arbeitstisch (vgl.
Skizze, Seitenliinge I=1500 mm) benutzt. der
im Verlauf der Bearbeitung aus der Grundpo-
sition um 360 Grad gedreht wird. Die zu
bearbeitende Welle ist fest auf dem Tisch
montiert. die jeweilige Position des Tisches
wird automatisch gemessen und mit einer
Genauigkeit von 10 Winkelsekunden korri-
giert.

Berechne die maximale Abweichung x_ nach
der Riickkehr in die Grundposition. wenn auch
hier der Fehler maximal 10 Winkelsekunden
betriigt.

Geometrie am ICE

Diese Rechnung wurde nétig, da zu viele der
gefertigten Wellen die erforderlichen Abmes-
sungen nicht aufwiesen. Aufgrund des Ergeb-
nisses der Rechnung ergab sich: Die benotigte
Genauigkeit kann auf einer solchen Maschine
nicht erreicht werden.

D: Drehpunkt

StR Friedrich Arnet,
Helene-Lange-Gymnasium Fiirth, Mitglied
des Redaktionskollegiums der alpha

Interessante Begegnung

Lokfiihrer WeiP und Lokfiihrer Schwarz begegnen sich auf einer eingleisigen Strecke mit
ihren Ziigen. von denen jeder 8 Wagen hat. neben einem Ausweichgleis, das nur Platz fiir
cine Lokomotive und 4 Wagen besitzt. Nun ist guter Rat teuer.

/.

\

R

Wie miissen beide Lokfiihrer mit ihren Wagen rangieren. um ihre Fahrten fortsetzen zu

konnen?

M[—\ ; a0

aus: H.-D. Hornschuh: Noch mehr Mathe mit Kopfchen, Manz Verlag Miinchen
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Deutschland
im Stundentakt

Aufder513 km langen Strecke zwischen
Wiirzburg Hbf und Hamburg-Altona ver-
kehren Intercity-Ziige im Stundentakt.
Der erste Zug fihrt morgens um 7' in
Wiirzburg ab und kommt um 10 in
Hamburg an: der néichste fihrt 8" abund
erreicht um 117 Hamburg-Altona usw.
Abends besteht mit der Abfahrt um 19"
und der Ankunft um 22% die letzte Fahrt-
moglichkeit zwischen Wiirzburg und
Hamburg.

In der Gegenrichtung von Hamburg-
Altona nach Wiirzburg Hbf sind die Ab-
fahrtszeiten 6, 77" usw. bis 18" mitden

Ankunftszeiten 10% bzw. 11* usw, bis
224,

1. Wann und wo begegnen sichim Laufe

eines Tages zwischen Wiirzburg und

Hamburg erstmals zwei Intercity-

Ziige?

Wie viele Zugbegegnungen finden im

Laufe eines ganzen Tages statt?

3. Warum finden diese Zugbegegnun-
gen stets an gleichen Stellen statt?

4. Wic viele derartige Begegnungsstel-
len gibt es zwischen Wiirzburg und
Hamburg und in welchem Anstand
befinden sich diese?

5. Wie viele Ziige sind zu einem beliebi-
gen Zeitpunkt zwischen Wiirzburg und
Hamburg unterwegs”?

6. Wie viele Gegenziige beobachtet ein
Reisender auf der Fahrt von Wiirz-
burg nach Hamburg?

7. In welchem zeitlichen Abstand beob-
achtet der Reisende diese Gegenziige?

8. Wie viele Zuggarnituren sind minde-
stens erforderlich. um den gesamten
Verkehr zwischen Wiirzburg und
Hamburg zu bedienen’

N

Studiendirektor Harald Walter,
Helene-Lange-Gymnasium Fiirth




Optische Tauschungen

7 Der untere Teil scheint verdruckt und ver-
worfen! Ist das so?

1. Ist der Zylinder ebenso hoch wie breit?

2. Vergleiche die Linge der Strecken a. b und
t

- - e - - -

4. Diese Miinner sind doch nicht gleich grof}!

8. Vergleiche Masthohe und Bootslinge!

5. Konvergieren diese Balken oder sind sie
paralle]?

Y
) <N o L
oy, W :
T v @ VN
| | . i ) J o M s = -
| Eoge N s -
R LS A ° -
'S \ 's Ly A2 s - -
i e ot TR e
3. Verbogen oder nicht? 6. Vergleiche die Lingen der Hauptlinie!

9. Welcher der beiden Ochsen ist grifler?
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Wiirfel bauen

|
- 7 ‘) r A
auf dem Papier? - |
Eine Glanzleistung fiir Fantasievolle
.
Das geht, ist aber eine ganz schine Denklei- | Es sind insgesamt 11 Bausteine, fiir die wir 40 |
stung. Zur Unterstiitzung des ridumlichen | gleichgroBe Wiirfel bendtigen. Um uns besser A
Vorstellungsvermogens kann man ausdem | verstindigen zu kénnen. fihren wir fiir die |
Baukasten der jiin- | Bausteine Namen einund legen Abkiirzungen 2
. . geren Geschwister | fest.
Spiele mit oderauseigenen Be-
dem Herzberger  stinden alle gleich- = Aufgabe 1
Quader grofien Wiirfel her- = Untersuche, ob man mit zwei, drei oder vier
aussuchen, DieBau-  Wiirfeln noch andere Bausteine bei Einhal- = Abbildung 6

steine des “‘Herzberger Quaders™ sind mit
etwas handwerklichem Geschick auch selbst
aus Holz zu bauen.

Aus gleichgroBen Wiirfeln aus Holz oder Plaste

wollen wir Bausteine herstellen. Dabei sollen

die Wiirfel so zusammengeklebt werden, dal3

1. die Flichen aller Wiirfel zueinander paral-
lel oder senkrecht sind,

2. aneinander stoBende Wiirfel eine gemein-
same Quadratfliche haben.

17

Abb. 1: Zwilling 2

e

Abb. 2: Unverzweigter
Drilling 111

Verzweigter
Drilling 3

Aus zwei Wiirfeln erhalten wir einen Wiirfel-
Zwilling (Abb. 1), aus drei Wirfeln zwei
Wiirfel-Drillinge (Abb. 2). und aus jeweils
vier Wiirfeln acht Wiirfel-Vierlinge (Abb. 3).

Stange S Haken H
Auto A Platte P
Treppe T Dreibein D
/]
i
/]

Linke Hand L Rechte Hand R
Abb. 3
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tung der vorgegebenen Bedingungen zusam-
mensetzen kann!

Aufgabe 2

Setze aus den 11 Bausteinen einen (5, 4, 2)-
Quader (5 Wiirfelkanten lang, 4 breit und 2
hoch) zusammen!

Einen solchen Quader wollen wir Herzberger
Quader nennen (Abb. 4).

Y AR i
i s
PR

| Abbildung 4

Aufgabe 3

Ermittle fiinf verschiedene Zusammensetzun-
gen fiir den Herzberger Quader und zeichne
sie, wie es in Abb. 5 gezeigt wird.

D|R ol R
L p LI T p
3110 31~
untere obere
Schicht Schicht
Abbildung 5

Umdas rdaumliche Vorstellungsvermégen und
damit die Fertigkeit im Zusammensetzen zu
verbessern, ist es ratsam, einzelne Spielsteine
in allen Lagen. in denen sie verbaut werden
konnen, zu zeichnen. In der Abb. 6 wird dies
mit dem Baustein Treppe T, in der Abb. 7 mit
dem Baustein Linke Hand L vorgefiihrt.

Auf kleinkariertem Papier ist das leichter

I maglich.

&
7

i 7
LV
| Abbildung 7
| Wiirfelpuzzle

Du kennt sicher den “Teufelswiirfel”, auch
“Rubiks Wiirfel” oder “Rubik Cube™ ge-
nannt.

Wir wollen etwas Ahnliches bauen. Schau
dir zunéchst einmal die Zeichnung in Ruhe
dan:

Aus 9 gleichlangen Kantholzern wurde ein
Wiirfel zusammengesetzt. wobei die Wiir-
felaugen mit schwarzem Filzstift aufgemalt
werden.

Wie Du wahrscheinlich weifit, ist ein Wiir-
fel nur dann korrekt zusammengesetzt, wenin
| die gegeniiberliegenden Seiten zusammen
die Summe “7" ergeben. Es liegen sich also
gegeniiber: 1 und 6, 2 und 5. 3 und 4.

Fiir das Puzzle wird der Wiirfel einem Mit-
spieler in zusammengesetztem Zustand ge-
zeigt — und dann liBt man ihn in seine Ein-
zelteile zerfallen.




Aufgabe 4

Zeichne den Baustein Verzweigter Drilling 3
(Dreibein D und Rechte Hand R) in allen
Stellungen. in denen sie verbaut werden kén-
nen! Wir wollen uns nun einer umfangreiche-
ren Untersuchung zuwenden und einen (4. 2.
2)-Quader (Abb. 8) mit Zusatzbedingungen
zusammensetzen. Dabei sollen die drei klei-
nen Bausteine aus zwei und drei Wiirfeln
immer verwendet und jeweils durch zwei
Vierlinge ergiinzt werden.

P

Abbildung 8

Aufgabe 5
Wieviele Méglichkeiten gibt es. aus den
Bausteinen 2. I11, 3 und jeweils zwei Vierlin-
gen einen (4, 2, 2)-Quader zusammenzuset-
zen?!

Um das Finden aller Moglichkeiten zu er-
leichtern. fertigen wir eine Tabelle an. Thren
Anfang wollen wir angeben.
Fall 8 H| A|P|T|D|L|R

1 X | X

2. |x X

3 X X

4 % X

5 X X

6 X X

7 % X
8 X %

9 X X

Rubik’s Cube

Das gegenwiirtig wohl bekannteste Puzz-
lespiel ist der ungarische Wiirfel, bereits
als Puzzle des Jahrhunderts gefejert.
Die Schwierigkeiten beim Richten des
Wiirfels liegen darin, daB unter mechani-
schen Nebenbedingungen eine Farb-
anordnung als Ganzes hergestellt wer-
den soll.

Bestiinden keine mechanischen Zwinge.
so wiire das Richten des Wiirfels eine
Beschiiftigung fiir Kinder,

Aufgabe 6
Vervollstindige die Tabelle! Versuche das
Ordnungsprinzip zu erkennen!

Aufgabe 7

Versuche fiir jeden Fall eine Zusammenset-
zung zu finden!

Gibt es Fiille. fiir die es keine Zusammenset-
zung gibt? Warum gibt es keine Zusammen-
setzung"!

Aufgabe 8

Zeichne fiir jeden Fall. fiir den es eine Zusam-
mensetzung gibt, eine Lésung!

Fiir den Fall 1. in dem der (4. 2. 2)-Quader aus
den Bausteinen 2, I11. 3. S und H zusammen-
gesetzt wird, kann sie so ausschen. wie die
Abb. 9 zeigt.

S
H 2 3 H|°

Abb. 9

OStR Gerhard Schulze aus Herzberg,
Rentner, aber keineswegs im Ruhestand,
Erfinder des Herzberger Quaders, hat eine
reichhaltige Sammlung auch anderer
mathematischer Spiele, Spielideen und
Strategien, die auf seinen Ausstellungen
Jung und Alt ins Knobeln und Schwitzen
bringen.

Mirglied des Redaktionskollegiums der
alpha.

Die Aufgabe ist. den Wiirfel wieder richtig
zusammenzusetzen,

Beim Bau ist die wichtigste Frage:

“Wie lang miissen die Kanthélzer sein?”
Schau dir zur Beantwortung der Frage zu-
niichst einmal die Kantholzer an.

LN

SN SN

(o

Duerkennst. daf} das Ganze nur geht, wenn die
Enden genau quadratisch sind. Weil nun aber
eine Lingsseite die dreifache Linge einer
Endseite hat. muft du dir 9 Hélzer von eben
genau dieser Linge zurechtsiigen.

NN

(o

<

Beispiel: Hat daseinzelne Holz eine Schmal-
seite (die an den beiden Enden) von 1 ¢m.
muf es 3 cm lang werden.

Alles klar?

Und jetzt geht es ans Siigen. Bemalen und
Zusammensetzen!
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Eine Konstruktion
im Raum: der Wiirfel

Heute wollen wir uns auf ein kleines Aben-
teuer einlassen: eine Konstruktionim Raum.
Sie soll ebenso exakt sein wie die jedem ver-
trauten Konstruktionen mit Zirkel und

Einen Wiirfel aus
einem Blatt Papier
falten! Eine echt
anspruchsvolle
Aufgabe, und so
ganz nebenbei
bekommt man
auch noch etwas
Mathematik mit.

Lineal, jedoch ein
dreidimensionales
geometrisches
Gebilde liefern,
einen Wiirfel.
Unmiglich?
Bitte, jeder iiber-
zeuge sich selbst!

Wir nehmen vor-
erstirgendein Blatt
Papier, es kann

auchein Stiickchen
aus unerwiinschter Werbepost sein, und falten
esaufeinerfesten. ebenen Unterlage einmal in
der Mitte. Danach wiederholen wir diesen
Vorgang. legen aber dabei die gerade entstan-
dene Faltkante exakt aufeinander (Bild 1).

Abb. 1

Wenn wir nun alles wieder entfalten und un-

tersuchen, konnen wir zweierlei sehen:

_ Beide Kniffe verlaufen “schnurgerade™ und
stehen einer mit Lineal gezogenen Bleistift-
linie in punkto Exaktheit nicht nach.

- Die beiden Faltlinien stehen senkrecht auf-
einander.

Zum Beweis dieser Aussage bedenke man,

daB bei der zweiten Faltung gleichgrofie

(“kongruente”, wie es exakt heifit) Nebenwin-

kel entstehen. Wenn zwei Nebenwinkel aber

gleichgroB sind. haben wir es mitzwei rechten

Winkeln (1807 : 2 =907) zu tun.

Auf diese Weise konnen wir weitere Grund-

konstruktionen ebenso exakt wie mit Zirkel

und Lineal vornchmen. indem wir Papier fal-
ten.

1 Uberlege, wie eindurchzwei einander kreu-
zende Kniffe gegebener Winkel halbiert
werden kann!

2 Wie konstruiert man durch Falten eines be-
liebigen Stiicks Papier dreiviertel einer
darauf markierten Strecke?
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Inzwischen wird langsam klar, wie vorgegan-
gen werden soll. Wer aber denkt, naja. erst
falten. dann schneiden und schlieBlich kleben
... der hat unrecht. Ganz wie die japanischen
Papierkiinstler, die die sogenannte “Origa-
mi”-Technik hervorgebracht haben, wollen
wir weder Schere noch Klebstoff verwenden.
hochstens, um den quadratischen Bogen Pa-
pier auszuschneiden, der das Ausgangsmate-
rial bildet (etwa 20 cm Seitenlidnge).

Wir legen den Bogen mit der farbigen Seite
nach unten und falten entlang beider Diagona-
len. Dann wenden wir die wieder entfaltete
Arbeit und kniffen entlang der Mittellinie des
Quadrats (Bild 2).
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Abb. 2

Nun werden die Enden der zuletzt gefalteten
Linie nach unten zusammengelegt. so daf} ein
Dreieck entsteht. Dessen vier (!) untere Ecken
werden jeweils vorn bzw. hinten an die obere
Spitze des Dreiecks (rechter Winkel) gefaltet.
bis ein Viereck entsteht. Indem die obere und
untere Spitze aufeinandergelegt werden, mar-
kieren wir durch einen fliichtigen Knick die
halbe Hohe und falten nun vorn die rechte und
linke Ecke zum so entstandenen “Mittelpunkt”
des Vierecks (Bild 3).

Abb. 3

Dasselbe wiederholen wir auf der Riickseite
der Faltarbeit. Die oberen vier freien Spitzen
werden dann ebenfalls zur “Mitte™ gefaltet

(Bild 4) und schlieBlich in die vier “Tiitchen™.
die dort entstanden sind, fest eingesteckt (Bild
5).

Abb. 4
: p
: :
i [ |
& :
o
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Abb. 5 * Pusten
Fertig.

Fertig? Wo bleibt der versprochene Wiirfel?
Ganz einfach: An der unteren Ecke des Sechs-
ecks ist eine Offnung verblieben. in die wir
kriiftig. aber wohldosiert hineinblasen kénnen
und so das unméglich Erscheinende moglich
machen. ein riumliches Objekt aus einem
ebenen Stiick Papier,

Das entstandene Gebilde wird mehr oder
weniger einem Wiirfel gleichen, je nach Ge-
schick und Ubung. Bitte nicht entmutigen
lassen. wenn die ersten Versuche nicht so
richtig klappen! Bedenken sollte man. daf
auch die ersten Versuche. einen Kreis mit
einem Zirkel zu zeichnen. vielleicht “nicht
ganz rund liefen™,

Uber solche material- und geschicklichkeits-
bedingten Ungenauigkeiten miissen wir - in
gleicher Weise wie bei Zirkel/Lineal-Kon-
struktionen - hinwegsehen, wenn wir nun
beweisen wollen. daB tatsichlich ein Wiirfel
entstanden ist. Der Wiirfel oder das Hexaeder
(griechisch: Sechsflichner) ist einer der fiinf
beriihmten und nach dem antiken griechischen
Mathematiker und Philosophen Platon (etwa
427 - 347 v. u. Z.) benannten Korper, die
jeweils ausschlieBlich von ein und denselben
regelmiBigen Vielecken (gleichseitige Drei-
ecke, Quadrate bzw. regelmiifige Fiinfecke)
begrenzt werden.



3 Warum ist ein ausschlieBlich aus regelmi-
Bigen Sechsecken zusammengesetzter Kor-
per unmoglich? Wenn Du keine Losung
findest. fiige mehrere regelmiiBige Sechs-
ecke gleicher GriBe aneinander!

Zum Beweis nehmen wir die Faltarbeit noch-
mals zur Hand, vielleicht sollte aber auch ein
zweiter Wiirfel fiir diesen Zweck verwendet
werden. Nun markieren wir die Seitenflichen
des Wiirfels. und zwar so, daB} an den Stellen,
wo aus Griinden der Stabilitit mehrere Schich-
ten Papier iibereinander liegen. die unterste
Schicht gekennzeichnet wird. Nach dem Ent-
falten der gesamten Arbeit haben wir das in
Bild 6 dargestellte Faltengewirr. das es nun zu
entritseln gilt:

Schaut man sich die Falten genauer an, er-
kennt man viele rechtwinklig-gleichschenkli-
ge Dreiecke unterschiedlicher Grille. deren
kleinste gerade jede der Seitenflichen in vier
Stiicke teilen. Alle diese Dreiecke haben die
gleiche Form (Sie sind “ihnlich”, wie die

Mathematiker sagen), denn bei einer jeden
Faltung parallel zur Papierkante oder parallel
zu einer der Diagonalen des Ausgangsquadra-
tes entstehen ausschlieBlich Winkel von 90°
oder 457 (Winkel an geschnittenen Paralle-
len). Dazu kommt, dafl wir in jedem Fall die
Papierkante. eine Diagonale oder einen schon
vorliegenden Teil davon genau in der Hiilfte
gefaltet haben. Z. B. das Dreieck D C.M.,,
eines der zu betrachtenden kleinsten rechtwin-
klig-gleichschenkligen Dreiecke. entsteht
durch viermaliges Falten des iber die Diago-
nale HF gefalteten Ausgangsquadrats. Somit
sind die auBenliegenden Seitenflichen alle-
samt deckungsgleiche Quadrate.

Schneiden wir mit der Schere die ausschliep-
lich der Festigkeit der Faltarbeit dienlichen
Teile ab, erkennen wir dariiberhinaus, daB
beim Zusammenfalten (z. B. bei G, wenn &
auf C, kommt) je zwei weitere rechte Winkel
im Raum gebildet werden. also stehen die
Kanten EA, FB, GC und HD senkrecht auf der
Seitenfliche EFGH. Damit ist der Beweis
erbracht. daB unser Gebilde ein Wiirfel ist.

4 Warum ist auch das entstehende Viereck
ABCD ein Quadrat?

5 Welchen Rauminhalt hat ein solcher Wiir-
fel, wenn die Kantenldnge des Ausgangs-
quadrates gerade 24 cm betriigt?

6 Welcher Rauminhalt fiir einen Wiirfel wire
moglich, wenn wir die Schere verwenden
diirfenund Klebefalze in die Rechnung nicht
einbeziehen?

Dr. Christian Werge

Mathematik- und Physiklehrer

Assistent im Wissenschaftsbereich Didaktik
der Sektion Mathematik der Universitiit
Leipzig

Fiir Freunde der Zahlenjongliererei

Eine immer wieder beliebte Knobelei ist
es, die Zahlen von | bis 50 (und noch
weiter) mit Hilfe der Ziffern der aktuellen
Jahreszahl in gegebener Reihenfolge zu
errechnen.

Unser Leser Klaus-Horst Milde aus Dres-
den berechnete aus den Ziffern 1, 9,9 und
| die Zahlen 1 bis 50, erlaubt waren alle
Grundrechenoperationen, Klammern. ne-
gative Vorzeichen sowie die Fakultit,
mindestens ein Wurzelausdruck mufite
enthalten sein,

Walter Gorgens aus Schiinebeck schickte
uns die Losungen fiir die Zahlen 1 bis 100
mit den Ziffern von 1990 und 1991 zu.
Aucher lief} die oben genannten Operatio-
nen, negative Zahlen und Klammern zu,
kam aber zu seinem Bedauern nicht ohne
die Funktion [ | - .ganzzahliger Ausdruck
von™ (z. B. [3,43]=3) aus. Das betraf als
erstes die 39 (39=[4/19° 9]-1). die weiteren
Problemzahlen sind 51, 66, 68, 69. 74. 75
und 77.. Bei der 65 und 92 tauchten Poten-
zen auf’
65=(1++9)"+1und92=1'+91.0b
es auch ohne die geht?

Wie wiire es, wenn lhr mal versucht. die
Zahlen 1 bis 100 mittels der 1991 und 1992
darzustellen!

Eure Ergebnisse konnt Ihr an die Redak-
tion senden! Natiirlich interessieren uns
die ..Problemzahlen™ besonders. Im Heft
1/92 verabschieden wir dann das alte und
begriifen wir das neue Jahr mit Euren
Ergebnissen. Alphons

Lisungen

* 1 Die Schenkel werden ibereinandergelegt. Die beiden
entstehenden Winkel sind, wie die Faltung zeigt
deckungsgleich,

* 2 Die Strecke wird zweimal halbiert und damit gevier-
telt. Drei dieser Teile ergeben dreiviente] der gegebe-
nen Strecke

* 3 Wenn drei regelmiBige Sechsecke zusummengelegt
werden, treffen am gemeinsamen Punkt drei Winkel
von 1207 zusammen. Demzufolge liegen diese drei
Sechsecke nach dem Zusammentiigen weiter in ein
und derselben Ebene. Daraus kann kein ( platonischer)
Korper entstehen, man kann aber die Ebene mit sol
chen Sechsecken liickenlos ausfiillen. d. h, parkettie-
ren.

* 4 Die erste mogliche Amwort wire, weil ABCD auch
aus vier der kleinsten rechtwinklig-gleichschenkligen
Drelecke zusammengesetzt ist, Eine zweite Antwort
liefert die Tatsache. dafl A, B, C und D jeweils senk-
recht und in gleichem Abstand tiber den Eckpunkten
des Quadrates EFGH liegen,

*5  Dadie Seitenlidnge des Wiirfels gerade ein Vierte] der
Seitenliinge des Ausgangsquadrates ist. folgt fiir das
Volumen
V=(bem'=216cm "

*6  Aus einem quadratischen Stiick Papier A = a' =
(24 cm) =376 cm’ kann maximal ein Wiirfel gebildet
werden, dessen Seitentlichen ein Sechstel duvon ein-
nehmen: 96 ¢m-. Ein solcher Wiirfel hat eine Kanten-
linge von etwa 9.8 cm und damit einen Rauminhalt
von etwa 941 em”,
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Die Bewegungen der Ebene

Ein Nachweis der Tatsache, daf die Bewegungen
die Menge der (eindeutigen) Liangenvarianten
Abbildungen bereits erschopfen.

In Mathematikbiichern fiir die Schule fin-
den wir folgende Definition: Bewegung
nennt man jede Verschiebung, Drehung
und Spiegelung sowie jede Nacheinander-
ausfiihrung dieser Abbildungen.
Weiterhin werden dort die folgenden Ei-
genschaften von Bewegungen erarbeitet:
Bei Bewegungen werden

Gunter Winkler

Punkte auf Punkte und
Geraden auf Geraden
abgebildet. Parallele Ge-
raden werden auf paral-
lele Geraden abgebildet,
Strecken auf gleichlan-
ge Strecken und Winkel
auf gleichgrofie Winkel.
Bei jeder Bewegung gibt
es zu jedem Punkt der
Ebene genau einen Bild-
punkt, und umgekehrt
ist jeder Punkt der Ebe-
ne Bildpunkt genau eines Originalpunktes
(eineindeutige Abbildung der Menge der
Punkte der Ebene auf sich).

Wir wollen alle Abbildungen ¢ mit folgenden
Bedingungen bestimmen: !

[. Jede Abbildung ¢ bildet jeden Punkt der
Ebene eindeutig auf einen Punkt der Ebene ab.
(Eindeutige Abbildung der Menge der Punkte
der Ebene in die Menge der Punkte der Ebene)
II. Bei jeder Abbildung ¢ haben zwei Bild-
punkte stets den gleichen Abstand wie ihre
Originalpunkte (Invarianz des Abstandes).
Solche Abbildungen gibt es. Beispielsweise
ist jede Bewegung eine derartige Abbildung.
Die Menge 3 der gesuchten Abbildungen ist
also eine Obermenge der Menge ¥ der Bewe-
gungen: M 2V

Fiir jede Abbildung ¢ €M gilt: Sind A und B
zwei Punkie der Ebene, so gibt es bei jeder
Abbildung ¢ € M gemil Bedingung | zwei
eindeutig bestimmte Bildpunkte A und B .
Laut Bedingung 1I gilt A B, = AB. B liegt
also auf dem Kreis k um A 'mit Radius AB.
(Abb. 1)

Analog gilt: Sind A, B und C drei Punkte der
Ebene, so gibt es bei jeder Abbildung ¢ € M
drei Bildpunkte A, B und C . Dabei gilt
AB AB. BC -BCundAC =AC.
Wle WEIdEI] bm |eder Ahblldun;__ (p e M die
Punkte einer Geraden abgebildet? g sei eine
Gerade durch die Punkte A und B. Fiir die
Bildpunkte A_und B_ von A und B bei einer
Abbildung ¢ e m mlt A, B AB. (Abb. 2)
Ist C ein zwischen A und B gelegener Punkt
der Geraden g. so gilt AC + BC = AB, und der
Bildpunkt C(P von C bei dieser Abbildung @
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muf} auf den Kreisen k, um A mit Radius AC
und k, um B_ mit clem Radlus BC liegen. k|
und k. hdbt‘.‘l] nur einen gemeinsamen Punkt
dieser li egt auf der Geraden durch A“ und B
und zwar zwischen A‘P und B, Dieser Punk{
muB der Bildpunkt C_ von C bei der Abbildung
¢ sein. Liegt C auf der Verldngerung von AB

iiber B hinaus. soist AB=AC - BC. Wiederum
haben die Kreise k, um A _mit Radius AC und
k,um B_ mit Rdd!us SC nur einen gemeinsa-
men Punl-.t der ebenfalls aut der Geraden
durch A und B_liegt. Fiir die dritte Lagemdg-
lichkeit von C auf g. nidmlich auf der Verlin-
gerung von AB iiber A hinaus, gilt diese Fest-
stellung analog.

Durch jede Abbildung @ e M wird also jede
Gerade g der Ebene auf eine Gerade g der
Ebene abgebildet.

Weiterhin gilt: Strahlen werden auf Strahlen
und Strecken auf kongruente Strecken abge-
bildet. Insbesondere gilt damit: Der Mittel-
punkt einer Strecke wird bei jeder Abbildung

Abb. 1
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Abb. 2
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@ € M auf den Mittelpunkt der Bildstrecke
abgebildet.
Wie wird ein Punkt C, der nicht auf der durch
die Punkte A und B verlaufenden Geraden g
liegt, durch eine Abbildung @ € 3 abgebildet?
(Abb. 3)
Der Bildpunkt C_ eines Punktes C bei der
Abbildung @ € M muB einer der beiden
Schnittpunkte C’,und C”_der Kreise k, um
A, mit Radius AC und k, um B_ mit dem
Radius BC sein. C(p liegt also nicht auf der
Geraden g . und es gilt AABC = AA B C,
nach Kongruenzsatz sss. Bei einer Abbildung
¢ €M sind Original- und Bilddreieck und
ebenso Original- und Bildwinkel kongruent,
Die Strecke C7,C”, (Bild 3) steht senkrecht
auf g und wird von g_ halbiert. Der Schnitt-
punkt C* von g_ und C',C, ist der Bild-
punkt des FuBpunktes C* des von C auf g
gefillten Lotes.
Wie werden die Punkte einer Halbebene durch
eine Abbildung ¢ € M abgebildet? * g sei die
Gerade durch A und B, und C und D seien zwei
inder gleichen Halbebene beziiglich g gelege-
ne Punkte. Durch eine Abbildung ¢ = M
werde A auf A . B auf B, gaufg und Cauf
C‘p abgebildet. (Abb. 4)
Weiterhin seien C* und D* die FuBpunkte der
von C und D auf g gefillten Lote und C* und
D*, die Bilder von C* und D*, D, fillt mit
einem der beiden Punkie D und D zusam-
men, die auf der Senkrechten zu g, durch D*
liegen und von D*_ den Abstand DD* haben.
Jener derbeiden moglichen Bildpunkte von D,
der mit C ,» In der gleichen Halbebene beziig-
lichg_ liegt, sei mit D’ bezeichnet. IstC*_ der
Spiegelpunkt von C_an gps0istD’ D7 C” C,
fiir D*% C* ein gleichschenkliges Trapez.
Da in einem gleichschenkligen Trapez die
Diagonale stets linger als ein Schenkel ist,
und weil DC = D'qu’ wegen [ DD*C*C=
= D7 D* C* C_ gilt, kann D_nur mit D g zu-
sammenfallen. Fillt D* mit C* zusammen, so
gilt ebenfalls D =D’ . Durch jede Abbildung
¢ € M werden die Punkte einer Halbebene
bezgl. g stets auf die Punkte einer Halbebene
bezgl. g abgebildet, und die der anderen
Halbebene bezgl. g auf die der anderen Halb-
ebene bezgl. g,
Die Abbildungen ¢ e %t lassen sich in gerade
und ungerade Abbildungen unterteilen: Es sei
¢ € M, es seien A, B und C drei nicht auf ei-
ner Geraden liegende Punkte und A | B und
P T
C,ihre Bilder. Durch die Pfeile AB bzw. A B,
werden auf den Geraden g = AB bzw, g, =
A B, Durchlaufrichtungen festgelegt. Beziig-
lich AB liegt der Punkt C entweder “rechts”
oder “links” von g (Abb. 5). Hat der PunktCtp
bezgl. A B, dieselbe (eine verschiedene) Lage,
so heiBt ¢ gerade (ungerade). Die Einteilung
der Abbildungen ¢ € M in gerade und ungera-
de Abbildungen ist unabhiingig von der Wahl
der benutzten Punkte A, B und C, wie sich
mittels der hergeleiteten Eigenschaften dieser
Abbildungen zeigen 14Bt. Damit gilt:
II1. Unter den Abbildungen aus 3 (d. h., jenen

links von g
bzgl. AB
Abb. 4 a
rechts von g
bzgl. AB
Co Abb. 5
| Abb.4b
C Co
A Ap=B Bo g
| Abb.6
| c
Bo
‘ A Ap=B g
Abb. 7 Co

mit den Eigenschaften I und II), die zwei vor- |

gegebene Punkte A, B (A" # B) auf zwei vor-
gegebene Bildpunkte A°, B abbilden, gibt es
hochstens eine gerade und hichstens eine
ungerade Abbildung.

Nunmehr sollen alle Abbildungen ¢ M
bestimmt werden.

Die einfachste derartige Abbildung ¢ ist die,

- bei der jeder Bildpunkt A mit seinem Origi-

nalpunkt A zusammenfillt. Man nennt sie
identische Abbildung. Sie erfiillt auf triviale

| Weise die Bedingungen I und II. Bei jeder

anderen Abbildung @ € 3 gibtes mindestens
einen Punkt A der Ebene, dessen Bildpunkt A,

| nicht mit A zusammenfillt.

Als zweiter Originalpunkt neben A wird B=A
betrachtet. Dann gilt gemiB I1 A B =AB=AA .
B, liegt auf dem Kreis um B mit Radius AA .

Fiir jede Lageméglichkeit von B, wird nun je
eine gerade und eine ungerade Bewegung an-
gegeben, welche A auf:l'\‘p und B auf B abbil-
det. Da es in M hochstens je eine solche Ab-
bildung geben kann, sind diese somit Bewe-
gungen und es giltstatt M =W sogar M =B,
D. h., auBer den Bewegungen gibt es keine
“abstandstreuen” eindeutigen Abbildungen.

Fall 1: B, liegtauf der Verlangerung von AA,
tiber A hinaus.

Fall 1a: @ € M sei eine gerade Abbildung.
(Abb. 6)

Durch die Verschiebung (Translation) T mit
dem Verschiebungspfeil Ea."w wird A auf A
und B auf B abgebildet. Da die Verschiebung
Teine gerade Bewegung ist, gilt nach I1I g=t.
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Abb. 8

Bo=

Co

Abb. 10

Abb. 9

Co

Abb. 11

Fall 1b: ¢ € M sei eine ungerade Abbildung.
(Abb. 7). Durch die im Fall la betrachtete
Verschiebung T wird A auf A_ und B auf B,
abgebildet. Durch die Spiegelung ¢ an der
Geraden g durch A und A werden A und B,
als Punkte der Symmetrieachse g auf sich
abgebildet. Die Nacheinanderausfithrungt o o
von Tund o bildet also A auf A und B auf B |
ab. *' Die Spiegelung o ist eine zu M gehorige
ungerade Bewegung. Dadie Nacheinanderaus-
fiihrung der geraden Bewegung T und der
ungeraden Bewegung o eine zu M gehorende
ungerade Bewegung ist, gilt nach IIl 9=t 0 G.
(=10 6 nennt man Schubspiegelung. Schub-
spiegelung heifit die Nacheinanderausfiihrung
einer Verschiebung 7 und einer axialen
Spiegelung o, deren Symmetrieachse parallel
zum Verschiebungspfeil von T ist. Als Achse
einer Schubspiegelung 1 © ¢ wird die Symme-
trieachse der Spiegelung G bezeichnet. Wie in
Bild 7 ablesbar, kommt es bei einer Schubspie-
gelung auf die Reihenfolge der Ausfithrung
von Verschiebung und Spiegelung nicht an.
also gilt auch p=0_ 1.

(Abb. 7)

Fall 2: B_liegt nicht auf der Geraden durch A
und A .

Fall 2a: ¢ € M sei eine gerade Abbildung.
(Abb. 8)

Die Mittelsenkrechten von AA_ und BB
schneiden einander in genau einem Punkt Z.
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| Nach dem Satz iiber die Mittelsenkrechte gilt
| AZ=BZ=B Z.Dagemil Il AB=A B_gilt.sind

die Dreiecke AZB und A ZB_kongruent (sss).
| Weilin kongruenten Dreiecken entsprechende

Winkel gleich groB sind, gilt ¥AZB=9A ZB .
| Durch die Drehung 6 mit dem Zentrum Z und
| orientiertem Drehwinkel $ AZA_ wird A auf
| A, und B auf B'p abgebildet.

auwa abgebildet. Dac _ Teine zu M gehoren-
de ungerade Bewegung ist. gilt wegen III
©=0C T=TC 0. @ ist wiederum eine Schub-
spiegelung.

Fall 3:
Jetzt gilt B =A.

Fall 3a: ¢ € M sei eine gerade Abbildung.
(Abb. 10)

Durch die 180°-Drehung &, deren Drehzen-
trum der Mittelpunkt M der Strecke AA ist,
wird A auf A_und B auf B =A abgebildet. Da
8 e M giltund 3 eine gerade Bewegung ist, gilt
nach 111 ¢=8.

Fall 3b: ¢ 3 sei eine ungerade Abbildung.
(Abb. 11)

Durchdie Spiegelung ¢ an der Mittelsenkrech-
ten der Strecke AA_ wird A auf A und B auf

| | B,=A abgebildet. Da o € n giitq’und o eine

ungerade Bewegung ist, gilt nach III gp=0.
Wegen M = B konnen wir die Bewegungen in
der Ebene auch wie folgt definieren:
Bewegung heifit jede Abbildung, die jeden
Punkt der Ebene eindeutig auf einen Punkt
dieser Ebene abbildet und bei welcher der
Abstand zweier Originalpunkte stets gleich
dem Abstand der zugehorigen Bildpunkte ist.
Aufgrund dieser Ausfiithrungen gilt: Jede
Bewegung ist entweder die identische Abbil-

| dung. eine Spiegelung, eine Schubspiegelung,

| Da die Drehung  eine zu MM gehorige gerade |

| Abbildung ist. gilt nach I1I ¢=34.

Fall 2b: ¢ e M sei eine ungerade Abbildung.
(Abb. 9)
| Die Mittelpunkte der Strecken AB und A B
| seien mit M und M", und die Gerade durch M
| und M~ sei mit g bezeichnet. M~ ist der Bild-
| punkt vom M bei der Abbildung ¢ : M _=M".
| Denn der Mittelpunkt einer Strecke wird bei
diesen Abbildungen auf den Mittelpunkt der
Bildstrecke abgebildet. Aus AM=MB und
AM=A M_ folgtMB=A M. Dreieck MM B st
also gleichschenklig. Die mit o und B bezeich-
neten Basiswinkel sind also gleich grof.
(Abb. 9) Der Winkel yhat weiterhin die gleiche
Gribe wie sein Scheitelwinkel B. Also gilt
| o=y. Durch die Spiegelung 6 mit g als Symme-
! tricachse werden A und B auf A und B _und
| oowird auf o abgebildet. Dabei gilt c=0t [ und
| damit auch y=0. _. Durch die Verschiebung ©
| mit Verschiebungspfeil Ww wird M auf M,.
' A_aufA_ undB _auf B, abgebildet. Durch die
Nacheinanderausfiihrung 6 Tder Spiegelung
o und der Verschiebung twird A auf A_und B

eine Verschiebung oder eine Drehung.

Die geraden Bewegungen sind bei dieser
Aufzihlung fett gedruckt.

Nach diesen Betrachtungen muf} die Nachein-
anderausfiihrung einer Drehung & und einer
Verschiebung 1 eine gerade Bewegung sein.
Es li#Bt sich zeigen, daB 8~ T eine Drehung ist,
deren Drehwinkel ebenso grof} ist wie der
von .

Bei der Arbeit an diesem Beitrag unterstiitzte
mich Herr Walter Triiger aus Débeln. dem ich
fiir seine Bemiihungen recht herzlich danken
mochte.

Gunter Winkler, geboren am 5. 7. 1976
schrieb diesen Beitrag mit 14 Jahren
regelméfiger Friihstarter bei der OJM mit
1. Pliitzen

Interesse aufierdem am Schach und dem
Programmieren auf dem Heimcomputer.
Schiiler an der Spezialschule Riesa

Anmerkungen

" In diesem Beitrag werden die folgenden
Buchstaben des griechischen Alphabets be-
nutzt: o Alpha, p Beta, Y Gamma, & Delta, ¢
Sigma. T Tau, ¢ Phi

* Jede Gerade zerlegt die Ebene in zwei Berei-
che, Halbebenen genannt.

Y110 0 wird “Tau Kringel Sigma™ gelesen.
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In diesem Jahr wurde die Olympiade Jun-
ger Mathematiker zum 30. Mal durchge-
fiihrt.

Das Zeichen dieser Olympiade ist das 17-
Eck, dessen Konstruierbarkeit mit Zirkel

Erfurt, 3. - 6.6.1991

Vor einem Jahr fand fast zum gleichen Zeit-
punkt am gleichen Ort die Siegerehrung der 4.
Stufe der XXIX. Olympiade Junger Mathe-
matiker statt. Uns alle bewegte damals die
Frage: Wie geht es weiter?

Durch die Einladung der Kultusministerin
Thiiringens, Frau Lieberknecht, zur “Mathe-
matikolympiade 19917 nach Erfurt war eine
erste Antwort auf diese Frage gegeben.

XXX. Olympiade
Junger Mathematiker

4. Stufe

und Lineal C. F. Gaulb 1796 bewies. Die
Stadt Braunschweig, Geburtsort von GauB,
ehrte den groBen deutschen Mathematiker
durch den abgebildeten Sonderstempel
(siehe Abbildungen)

Erstmalig konnten auch Schiiler aus den alten
Bundeslindern an diesem Wettbewerb teil-
nehmen. Besonders herzlich wurden Schiile-
rinnen und Schiiler aus Hamburg, Niedersach-
sen. Nordrhein-Westfalen und Schleswig-Hol-
stein begriifit.

Im niichsten Jahr erwartet uns in Erfurt die 600
Jahrfeier der Universitidt und die 1250 Jahrfei-
er der Stadt. Die Mathematikolympiade ord-
netsich indiesen Prozefi ein. indem sie den zu-

kiinftigen wissenschaftlichen Nachwuchs in
einem Leistungsvergleich vereint. Es kdnnte
eine lohnenswerte Aufgabe fiir die Universitiit
sein, alljahrlich die besten Jungen Mathemati-
ker Deutschlands zum Wettstreit zusammen-
zuttihren. Schlieflich ist es gelungen. durch
Initiative eines neuen Bundeslandes auf dem
Gebiet der Schiilerwettbewerbe eine wesentli-
che Bereicherung einzubringen.

Unter den 125 Startern befanden sich auch 10
Miidchen. Die Jury konnte erste Preise verlei-
hen an:

Klasse 12/13:
Luwtz Lehmann. Heinrich-Hertz-Schule. Berlin
Marco Schlichting. C. F.-GauB-Schule, Frank-
furt/Oder
Jan Sieber, Heinrich-Hertz-Schule. Berlin
Tomas Antonius Klenke, Stormarn-Schule, Ah-
rensburg
Klasse 11:
Andreas Bernig. Spezialschule Leipzig
Klasse 10:
Martina Eckner. Spezialschule “Carl Zeiss”.
Jena
Reinhard Priber. Spezialschule Chemnitz
Andreas Miick. Spezialschule Halle
Ferner wurden 11 zweite und 19 dritte Preise
vergeben. 28 Teilnehmer erhielten Anerken-
nungsurkunden. Bodo Lass (Eichenschule
Scheelel) konnte zwei Diplome fiir die beson-
ders elegante Losung einer Aufgabe entgegen-
nehmen.
Dr. Wolfgang Moldenhauer
Sektion Mathematik der
Pidagogischen Hochschule Erfurt

Ein Sieger-
foto darf
nicht fehlen.

Von links:

Dr. W, Moldenhauer
(Landesvorsitzender der
OJM Thiiringens),
Marco Schlichting, Luiz
Lehmann, Martina
Eckner, Jan Sieber,
Andreas Bernig, Tomas
Antonius Klenke, And-
reas Miick, Herr Schnil-
ler (Repriisentant des
Sponsars Siemens-Nix-
dorf AG Thiiringen)
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XXX. Olympiade Junger Mathematiker (4. Stufe)

Aufgaben

Achtung: Bis auf solche Fakten. die aus dem Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschaften bekannt
sind. sollen alle verwendeten Aussagen priizise formuliert und bewiesen werden. Der Losungsweg (ein-

schlieBlich Nebenrechnungen. Konstruktionen, Hilfslinien) soll deutlich erkennbar sein. Die Gedan-

kengiinge und Schliisse sind in logisch und grammatisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

Olympiadeklasse 10
301041

Zur Konstruktion eines Vierecks ABCD seien

die Streckenlidngen

a=3cm.c=6cm.e= 27 cm, f= /108 cm

und die WinkelgroBe ¢ =60° vorgegeben, Ge-

fordert wird: .

(1) Die Seite AB hat die Linge AB=a.

(2) Die Seite CD hat die Linge CD=c .

(3) Die Diagonale AC hat die Linge
AC=e.

(4) Die Diagonale BD hat die Linge
BD=+¢.

(5) Die Diagonalen AC und BD schneiden
sich in einem Punkt S; fiir diesen hat der
Winkel ¢ ASB die GroBe ¢ .

(a) Beweisen Sie: Wenn ein Viereck ABCD
die geforderten Bedingungen erfiillt, dann
kann es aus den gegebenen GriBen a. c. e,
f, @ konstruiert werden:

(b) Beschreiben Sie eine Konstruktion und
fiihren Sie die beschriebene Konstruktion
durch!

(c) Beweisen Sie: Wenn ein Viereck ABCD
nach Ihrer Beschreibung konstruiert wer-
den kann, dann erfiillt es die geforderten
Bedingungen!

(d) Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongruenz
genau ein Viereck ABCD gibt, das die ge-
forderten Bedingungen erfiillt!

301042

Es seien x , x,, ..., x_ Zahlen, von denen jede
entweder gleich 1 oder gleich -1 ist, Ferner sei
’fn-tl._: x]‘ _K = X:. KN-J‘ = x.‘:
fiir jedes i =1, ..., n sei

Pi= X Xy Xy - X
und es werde
p,+p,+..+p,=0

vorausgesetzt. Man beweise. daB3 aus diesen
Voraussetzungen stets folgt: n ist durch 4
teilbar.

n+d

i+3"

Von den nachstehenden Aufgaben 301043
A und 301043 B ist genau eine auszuwih-
len und zu losen:
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301043 A

Untersuchen Sie, ob es eine natiirliche Zahl m
derart gibt, dal} es zu jeder positiven natiirli-
chen Zahl k hochstens m natiirliche Zahlen t

gibt, mit denen die Zahl \."1 +k -4/t rational ist!

301043 B

Im Raum seien vier Punkte A, B. C, D so

gelegen. daB zwischen ihnen folgende Ab-

stinde auftreten:

AB =7.2cm; AC =9.6cm: AD = 15.6cm:

BC =12.0cm:BD=15.6cm; CD = 15.6cm.

Ermitteln Sie den Radius r derjenigen Kugel.
' auf deren Oberfliche diese vier Punkte liegen!

301044

Untersuchen Sie. ob es eine fiir alle reellen
Zahlen x definierte Funktion f so gibt, daf fiir
alle natiirlichen Zahlen a und b die Gleichung
f(a) + f(a+b) - fa-b) = a> + 4b + 2 gilt!

| 301045
‘ Ein Mathematiklehrer, der demnichst den
Flidcheninhalt von Kreisen behandeln wollte,
stellte folgende vorbereitende Hausaufgabe:
Auf kariertem Papier (quadratische Kistchen

der Seitenlinge 5 mm) sollten die Schiiler um
einen Eckpunkt eines Kistchens Kreise mit
den Radien 1 em, 2 em, 3 em, 4 cmund 5 cm
zeichnen. Zu jedem dieser Kreise sollten sie
unter allen Kistchen, die gemeinsame Punkte
mit der Kreisfliche haben. diejenigen zihlen.

(A)die vollstindig in der Kreisfliche enthal-
ten sind.

(B) deren Vereinigungsmenge die Kreisflii-
che vollstindig iiberdeckt.

Offenbarergibt das Produkt des Flicheninhal-
tes eines Kistchens mit derin (A) gefundenen
Anzahl einen zu kleinen Naherungswert fiir
den Flicheninhalt des Kreises, mit der in (B)
gefundenen Anzahl dagegen einen zu grofien
Niherungswert. AnschlieBend sollte noch das
arithmetische Mittel dieser beiden Niherungs-
werte (als ein dritter Ndherungswert) berech-
net werden.

Die Schiiler. die sehr sorgfiltig gearbeitet
hatten, erhielten folgende Ergebnisse (siehe
Tabelle 1).

Nun wurde bemerkt. dal} jeweils die Malizah-
lendes dritten Niherungswertes sidmtlichnach
dem Komma die Ziffer 5 haben. Trifft das
auch bei Wahl aller Radien r zu. deren Mal3-
zahlen in cm die natiirlichen Zahlen gréBer als
5 sind?

301046

Das Arbeitsblatt zeigt die Bilder A*, B'. C".
D".E'.F'.G" von sieben Eckpunkten A, B.C.
D. E. F. G eines Korpers bei Parallelprojek-
tion. Dieser Kérper hat aulerdem noch einen
Eckpunkt H: die Oberfliche des Korpers be-
steht aus sechs ebenen Vierecken ABCD,
ABFE. ADHE, BCGF, CDHG. EFGH. Die
Kanten AB. BC. BF werden (bei der Sicht auf
die Zeichenebene in Projektionsrichtung) von
davorliegenden Flichen verdeckt: daher sind
A'B’. B'C". B'F’ gestrichelt gezeichnet.
Konstruieren Sie unter diesen Voraussetzun-
gen das Bild H' des Punktes H und die Bilder
der von H ausgehenden Kanten! Begriinden
und beschreiben Sie IThre Konstruktion! (siche
Abbildung 1)

Radius r

: Anzahl der Kistchen Nitherungswert
in cm bei (A) | bei(B) des Fldcheninhalts in cm?
|
I - I 4 16 (1+ 4):2= 25
|2 2 | 60 (8+15):2=11.5

3 88 Lo132 (22+33):2=275

4 164 \ 224 | (41456):2=485

3 276 | 344 | (69+86):2=T775

= | _

| Tabelle 1
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Abb. 1

Olympiadeklassen 11 - 13
301241

Man ermittle zu jedem Tripel (a, b. ¢) positiver
reeller Zahlen a. b, c, alle diejenigen Tripel (x.
y. z) reeller Zahlen, die das folgende Glei-
chungssystem (1), (2), (3) erfiillen:

X' -(y-zf=a, (1)
y*-(z-x)"=b, (2)
- (x-y)r=c. (3)

301242

Zu einem wiirfelformigen Kasten der Kanten-
linge 10 cm seien alle diejenigen Geraden
betrachtet und als “markiert” bezeichnet, die
durch das Innere des Wiirfels gehen, parallel
zu einer Wiirfelkante verlaufen und von den
beiden Seitenflichen. die diese Kante enthal- |
ten, ganzzahlige in cm gemessene Abstiinde
haben.

Man beweise:

Wie man auch den Kasten mit 250 quaderfor-
migen Bausteinen der Abmessungen 2 cm x
2 em x | em vollstiindig ausfiillt, stets gibt es
wenigstens 100 markierte Geraden, die keinen
der Bausteine durchstechen.

Dabei gilt ein Baustein genau dann als “durch-
stochen™, wenn die Gerade innere Punkte des
Bausteins enthiilt.

| Fiir natiirliche Zahlen n, k mit

301244

Eine streng monoton steigende Zahlenfolge
X,s X,, ... X werde genau dann “m-schmal”
genannt, wenn fiir alle v =2, ..., n die Unglei-
chungen x_-x_, < m gelten,

Eine Menge Z von Zahlen werde genau dann
“m-dicht™ genannt, wenn sie fiir jede natiirli-

| che Zahl n <2 eine n-gliedrige streng monoton

steigende Zahlenfolge enthiilt. die m-schmal
ist.

Man beweise die folgende (einen beriihmten
Satz des niederldndischen Mathematikers B.
L. van der Waerden abschwiichende !' ) Aussa-
ge:

Zu jeder Zerlegung der Menge IN aller natiirli-
chen Zahlen in eine Anzahl r <2 paarweise
disjunkter nicht leerer Teilmengen T , ... T,
gibt es eine positive ganze Zahl m. so daB
(mindestens) eine der Mengen T, .... T eine m-
dichte Menge ist.

301245

Man ermittle ein Polynom

fix)=a +ax+.. +ax’

(a.a... a reell,a=0)

das die Bedingungen

f(-4)=0,f(-3)= 1, f(-2)= 0, f(-1) = -1,
f(0) =0,f(1) =1.f2) =0,f(3) =-1,  (2)
fi4)=0

erfiillt und dabei moglichst niedrigen Grad n
hat.

(1

Von den nachstehenden Aufgaben 301246
A und 301246 B ist genau eine auszuwiih-
len und zu lisen:

301246 A

Man beweise: In jedem Dreieck ABC erfiillen
fiir jeden Punkt P im Innern des Dreiecks die
Lingen x= PA, y = PB.z=PC und die Lin-
genu.vbzw. wder vonPaufdie Seiten BC,CA
bzw. AB oder deren Verlidngerungen gefillten
Lote die Ungleichung

xyz2(v+w)w+u)(u+v)

301246 B

2=k<n

werde eine “Menge N von n Personen” genau

| dannals “k-familidr” bezeichnet, wenn sich in
| jeder Menge K von k Personen aus N eine

301243

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f, die
den folgenden Bedingungen (1) und (2) genii-
gen:
(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zahlen x
definiert und stetig.
(2) Fiir jede reelle Zahl x gilt
f(x) -4 fix’) =x - 16 x*.

Person befindet, die mit allen anderen Perso-
nen aus K bekannt ist.

"' Diesen Satz (bei dem arithmetische statt m-schma-
ler Folgen auftreten) ohne Beweis nur als bekannten
Sachverhalt zu zitieren. wiirde hier fiir eine Losung
der obigen Aufgabe 301244 nicht ausreichen.

Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl n>2
alle diejenigen natiirlichen Zahlen k mit
2<k <n . fiirdie die Aussage gilt, daB jede k-
familidire Menge von n Personen auch n-fami-
lidr sein muf3!

Hinweise: Fiir Personen a, b gelte stets: Wenn
a mit b bekannt ist. so ist b mit a bekannt.
Ferner werde vorausgesetzt, daf jede in einer
Menge theoretisch widerspruchsfreie Vertei-
lung gegenseitiger Unbekanntheit oder Be-
kanntheit auch durch eine “*Menge von Perso-
nen” realisiert werden kann.

Die Lisungen zu diesen Aufgaben kinnt Ihr
bei Einsendung eines frankierten (2,60 DM)
und adressierten Riickumschlages (A5) von
uns erhalten,

Aktuelle Meldungen

Am 3. Oktober 1991 wurde in Anna-
berg ein Adam-Ries-Bund gegriindet,
dem die Nachfahren des bekannten Re-
chenmeisters, Riesforscher und Inter- |
essenten beitreten konnen. AnlaB ist
der 500. Geburtstag von Adam Ries im
Jahr 1992,

Die Adam-Ries-Stiidte Staffelstein in
Bayern (sein Geburtsort), Erfurt in
Thiiringen und Annaberg-Buchholz in
Sachsen planen 1992 gemeinsame Pro-
Jjekte. Neben Vortriigen zum Wissen-
schaftler, Humanisten und Bergbeam-
ten Adam Ries steht auch ein mathe-
matischer Schiilerwettbewerb der drei
Linder auf dem Programm. Staffel-
stein gedenkt zum Beispiel mit einem
Altstadtfest ihres groBen Sohnes, Bun- |
despostminister Schwarz-Schilling
iibergibt eine Sondermarke und erst-
mals wird das wissenschaftliche Werk
CoB, mit dem Ries als Wegbereiter der
neuen Mathematik in die Geschichte
einging, gedruckt vorliegen. |
alpha wird natiirlich dariiber berich-
ten.

Die 2. Stufe der 31. OJM (auf Kreisebe-
ne) wird in Klausurform am 13, 11. 91
durchgefiihrt. Interessenten wenden
sich bitte an das Kultusministerium
ihres Landes, dort liegen die Aufgaben
und Teilnahmebedingungen vor.

Die 3. Stufe auf Liinderebene soll am 8.
und 9. Februar "92 starten.

Beziiglich der 4. Stufe (Deutschland-
Olympiade) und ihrer Abstimmung mit
dem Bundeswettbewerb wird in die-
sem Monat beraten.
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Dame oder Tiger?

Im ersten Teil von "Dame oder Tiger?” wer-

den von einer prichtigen Gesellschaft imagi-

nirer Gestalten — darunter Vampire. Psychia-

ter. Triumer, Eremiten. Konige. Ritter und
Schurken — im-

Raymond Smullyan:

mer kniffliger
werdende Ritsel
gestellt. Den
zweiten Teil bil-
det eine mathe-
matische Novelle
— die erste ihrer
Art—:
“Das Geheimnis
des Schlosses von
Monte Carlo™. In-
spektor Craig. der
bei der prakti-
y| schen Aufgabe
TI( B l"1 l ¢ beginnt. die Zah-
AN =
) lenkombination
. fiirein Safeschlof
zu finden. wobei
thm zwel Freunde

Dame oder Tiger?

- Logische Denkspiele und
eine mathematische
Novelle iiber Gidels graofie
Entdeckung, Wolfgang
Kriiger Verlag, 1983;
ISBN 3-8105-1806-9

mitihren Rechen-
maschinen zu Hil-
fe kommen, geriit
in immer tiefere
logisch-mathema-
tische Gedanken.
die ihnschlieilich

mitten in Godels

wunderschénes
Theorem iiber Wahrheit und Beweisbarkeit
fithren...
Ebenso einfallsreich und in ithrer Wirkung
verbliiffend sind M. C. Eschers paradoxe und
verriitselte Zeichnungen. mit denen die 19
Kapitel von "Dame oder Tiger?” optisch ein-
geleitet werden.

Zum Autor:

Raymond Smullyan wurde 1918 in Far Rok-
kaway auf Long Island (New York) geboren.
Mit 12 Jahren verliel} er die Schule, um im
Selbststudium moderne Algebra und mathe-
matische Logik zu lernen. Seinen Unterhalt
verdiente er zundchst als Zauberer in Clubs
und als Musiklehrer. 1955, nach Jahren ver-
schiedener Studien. wurde Smullyan von dem
Philosophen Rudolf Carnap dem Dartmouth
College als Professor fiir mathematische Logik
empfohlen. Inzwischen ein international be-
kannter Mathematiker. lehrt er heute an der
City University in New York. am Lehman
College und im Graduate Center.
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Die Marktecke

Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Eine Kostprobe:

Die Versuche des ersten Tages

Am ersten Tag fanden drei Versuche statr. Bei
allen dreien erklirte der Konig den Gefange-
nen, dafi in jedem der beiden Réwme sich
entweder eine Dame oder ein Tiger befiinde,
aber es konnte sein, daft Tiger in beiden Réiu-
men oder Damen in beiden Réwmen oder eben
auch mdglicherweise in dem einen eine Dame
und im andern ein Tiger wiren.

1. Der erste Versuch

“Angenommen, in beiden Riumen sind Ti-
ger”, fragte der Gefangene, “was mache ich
dann?"

“Das ist dein Pech!” erwiderte der Konig.
“Und angenommen, in beiden Réiwmen sind
Damen?" fragte der Gefangene.

“Das ist dann offensichrlich dein Gliick ",

entgegnete der Konig. "Die Antwort darauf

héittest du sicher selbst erraten kémnen.”

“Nun, wund angenonumen. in dem einen Rawm
befindet sich eine Dame und in dem andern ein
fragte der Gefan-

g

Tiger, was passiert dann
wene zim dritten Mal.
“In diesem Fall machit es einen eanz schinen
Unrerschied, fiir welchen Raum du dich ent-
scheidest, nicht wahr?"

“Woher weift ich aber, fiir welchen ich mich
enrscheiden soll? " wollte der Gefangene wis-
sen.

Der Kinig zeigte auf die Schilder an den
Tiiren, die zu den Rawmen fiilirten:

! In diesem Reawm ist eine Dame, und in
dem anderen Raum ist ein Tiger.

I In einem dieser Raume ist eine Dame,
wnd in etnem dieser Riiume istein Tiger.

“Stimmr denn das, was auf den Schildern
steht?” fragte der Gefangene.

“Ein Schild ist richtig ", erwiderte der Kinig,
“aber das andere ist falsch.”

Wenn Sie der Gefangene wiiren. welche Tiir
wiirden Sie dffnen (vorausgeserzi natiirlich,
dafi Sie die Dame dem Tiger vorziehen)?

Liisung:

1. Uns ist bekannt, dafi eines der beiden Schil-
der richtig und das andere falsch ist. Kannte
es sein, daft das erste richiig und das zweite

falsch ist? — Natiirlich nicht. denn wenn das

erste Schild richtig ist, dann mufi das zweite
auch richtig sein — mit anderen Worten. wenn
die Dame in Rauwm [ ist und der Tiger im Raum
L, dann wrifft auch die Feststellung zu, daff in
einem der Riiwme eine Dame und in dem
andernein Tigerist. Daes nicht sein kann, dafl
das erste Schild richrig und das zweite Schild

falsch ist, muf das zweite Schild richtig wund

das erste falsch sein. Da das zweite Schild
richtig ist, befinder sich die Dame tatsiichlich
in einem der Riume und der Tiger im andern.
Und da das erste Schild falsch ist. mufi der
Tigerin Rauwm Fund die Dame in Raum I sein.
Darum har sich der Gefangene fiir Rawm 11
entschieden.

(R
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Ultrarechner

Vom Aufbau der Chips iiber die Architektur
der Rechner bis zur Grundkonzeption der
Software steht die Computertechnik vor radi-
kalen Neuerungen. Sie werden nicht nur eine
Leistungsexplosion bringen. sondern das
Gehirn zum Vorbild des Computers machen.
Dieses Sonderheft beschreibtdie Ultrarechner
von morgen und ihre Auswirkungen auf die
Gesellschaft.

Inhalt:

Trends in der Computertechnologie ® Das Bil-
lionending ® Fortschritt in der Galliumarse-
nid-Technologie ® Nanotechnik ® Der Quan-




Harte Niusse fiir Fortgeschrittene

Diese bietet das Buch “Die mathematischen Abenteuer von Fritz und Katharina™ von
Klaus Langmann. herausgegeben bei Vandenhoeck & Ruprecht in Géttingen. 33 “milde-
re” Abenteuer. deren Losungen man Schiilern aus Leistungskursen Mathematik oder Spe-
zialschiilern ruhig zutrauen darf, werden abgeldst durch 44 “wildere” Abenteuer. Bei
diesen braucht man schon Kenntnisse der Analysis mehrerer Variablen (bis zum Oberfli-
chenintegral) und der Linearen Algebra (bis zur Jordannormalform), um Fritz. Katharina
und ihren Freunden beistehen zu kénnen. Die Lésungsansiitze im Anhang miinden jeweils
in weitere. zur Lisung fiihrende Aufgaben, 222 sind damit insgesamt zu knacken.

Die dabei bendtigten mathematischen Siitze und Methoden erfassen die wichtigsten
Inhalte der Vorlesungen des mathematischen Grundstudiums. das Studenten der Mathe-
matik. Physik, anderer Natur- oder Ingenieurwissenschaften zu absolvieren haben.

Zuweilen muten die Abenteuer etwas aufgesetzt an. Das ergibt sich aber aus dem Wollen
des Autors, den mathematischen Stoff méglichst umfassend einzuarbeiten und mindert die

Freude am Knacken der Probleme nicht.

(ISBN 3-525-40733-5, 19,80 DM)

Symmetrie
das Spiel mit der Spiegelung

Mit vier verschiedenen Objekten — Punkt,
Strecke. Gerade oder Dreieck —kannst Du
Such-und Geschicklichkeitsaufgaben lo-
sen. Dabei geht es um geometrische Kon-
struktionsprinzipien wie Verschieben,
Spiegelung, Drehung und Schubspiege-
lung. Je besser Du wirst, desto komplexer
werden die Aufgaben. Du kannst aber
auch selbst Symmetrieachsen und -zen-
tren definieren ...

Die Programme laufen auf PC mit MS-
DOS ab Version 3.2, 640 KB Hauptspei-
cher und Grafikkarte (Hercules, EGA,
VGA). DM 128 —

Alle Programme sind vom CoMet
Verlag in Duisburg. Bestellungen bitte
an: Cornelsen Verlagsgesellschaft,
Postfach 8729, 4800 Bielefeld. Die Prei-
se gelten fiir Schulen, SchiilerInnen,
LehrerInnen und StudentInnen.

teneffekt-Transistor ® Spingliser ® Ultra-
schnelle Prozessor-Netzwerke ® Kollekti-
ves Rechnen mit neuronenihnlichen Schalt-
kreisen ® Optische Neurocomputer ® Kin-
nen Computer denken? ® Telekommu-
nikation ®*Informationsmanagement im
Wandel.

Dieses Sonderheft erhalten Sie bei [hrem
Zeitschriftenhéndler. im Bahnhofsbuchhan-
del oder direkt beim Verlag.

128 Seiten, DM 14,80/sfr 14,80/iS 120
Spektrum der Wissenschaft
Ménchhofstrafie 15, D-6900 Heidelberg

Videoserie zur
“Kiunstlichen Intelligenz"

Die Kiinstliche Intelligenz (KI) als Automa-
tion weiter Bereiche geistiger Arbeit wird
zunehmend mehr Einflub auf unser Leben
haben. sowohl am Arbeitsplatz als auch in der
Freizeitgestaltung. Mit Hilfe von anschauli-
chen. faszinierenden und lustigen Beispielen
gibt die vierteilige Video-Serie einen allge-
meinverstindlichen Uberblick tiber wesentli-
che Grundlagen, wichtige Anwendungen und
mogliche Auswirkungen der KI. Jeder Teil
besteht aus zwei Folgen. Autor und Moderator
der Serie ist Prof. Dr. Robert Trappl. Vorstand
des Instituts fiir Medizinische Kybernetik und
Al der Universitiit Wien und Leiter des Oster-
reichischen Forschungsinstituts fiir Artificial
Intelligence.

Einfiihrung

in die Kiinstliche Intelligenz 1
- Herausforderung und Abenteuer
- Darstellung von Wissen

Ein Uberblick iiber die wichtigsten Bereiche
der KI. Anhand einfacher Beispiele werden
drei wichtige Methoden zur Darstellung von
Wissen erkliirt: Semantische Netze. Rahmen.
Scripts. Des weiteren abstrakte Bezichungen
wie Besitzverhiilinisse oder Handlungsabliu-
fe. Probleme und Konsequenzen.

Einfiihrung

in die kiinstliche Intelligenz 2
- Problemlisen, Suchen, Planen
- Expertensysteme

Eine Hauptaufgabe von intelligenten Syste-
men wird die Problemlosung sein. Anhand
eines einfachen Schiebepuzzles. eines Spiels
und der Planung einer Roboteraktion lernen
wir verschiedene Methoden kennen: des wei-

teren. wie Expertensysteme tunktionieren und
wie sie eingesetzt werden.

Einfiihrung

in die Kiinstliche Intelligenz 3
- Natiirlichsprachige Systeme 1

- Natiirlichsprachige Systeme 2

Das Verstehen von Sprache und ihre Mehr-
deutigkeiten. Mustervergleich, ATN, Casus-
rahmen und ein System im Einsatz werden
vorgestellt. Des weiteren das Verstehen gan-
zer Texte. Und wir lernen ein Programm ken-
nen, das selber Geschichten erfindet.

Einfiihrung in die kiinstliche Intelli-
genz 4

- Roboter, Lernen, Non-Vons

- Zukunft und Auswirkungen

Damit Roboter “sehen™ kinnen, miissen die
KI-Systeme immer wirklichkeitsnaher wer-
den. Dazu mul} man ihnen immer mehr Wis-
sen eingeben, Wir erfahren. welche Arten von
“Lernen” es gibt. und sehen und héren. wieein
Programm selbstindig lernt. einen Text vor-
zutragen. Zudem: Chancen und Risiken in der
Zukunft.

EINFUHRUNG
IN DIE KUNSTLICHE
INTELLIGENZ |

- Heraustorderung und Abenteuer
Darstellung von Wissen

VEIS  Barbe £3E Shuien

e

VIDEOTHEK

Die Videos kosten jeweils 99,— DM;
FHS/Farbe/31 Minuten

Zu bestellen bei:

Spektrum Videothek

Monchhofstrabe 15 . D-6900 Heidelberg
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« Teilbar oder nicht teilbar

Da alle Aussagen des Herrn Flunkrich falsch
sind, ergibt die Zahl wegen (1) bei der Divi-
sion durch 3 den Rest 2 und wegen (2) bei der
Division durch 5 denselben Rest wie bei der
Division durch 7.

Dieser Rest ist wegen (5) groBer oder gleich 3
und wegen (6) kleiner oder gleich 3, also
gleich 3.

Wegen (4) 146f die Zahl bei der Division durch
8 den Rest |. Ferner ist wegen (3) die Zahl
nicht griBer als 800. Nun gibt es wegen 3 -5 -
7 - 8 =840 und 840 > 800 hochstens eine
natiirliche Zahl a < 800, die

bei der Division durch 3 den Rest 2 (7)
bei der Division durch 5 den Rest 3 (8)
bei der Division durch 7 den Rest 3 (9)

bei der Division durch 8 den Rest 1 LdB8t. (10)

Wegen (10) ist a eine der Zahlen 9. 17, 25, 33.
.... 793 und wegen (9) eine der Zahlen 17, 17
+8-7=73,17+2-56,....17+ 13 - 56; also
wegen (8) eine der Zahlen 73,73 +8 -7 5=
73+280=353,73+2-280=633:alsowegen
(7) a=353. Die Postleitzahl von Herrn Flun-
krich ist 353: er wohnt in Havelberg.

s Uberall natiirliche Zahlen

Beim Numerieren der Seiten des Lehrbuches
werden die Zahlen von 3 bis 195 gedruckt. Fiir
die Zahlen 3 bis 9 braucht man 7 Ziffern. Fiir
die Zahlen von 10 bis 99 braucht man 90 - 2 =
180 Ziffern. Fiir die Zahlen von 100 bis 195
dagegen 96 - 3 = 288 Ziffern. Das sind insge-
samt 475 Ziffern. Die O kommt dabei 29mal
Yor.

* Nicht in die Briiche geraten

Es waren x Personen anwesend, davon —l— X+1
; I <

Kinder, — x + 2 Miitter und l x + 3 Viiter.

l X+ 1 +lx+2+lx+3=x.alsox=?2.

2 4
Somit waren 37 Kinder, 20 Miitter und 135
Viter zur Urauffithrung des Puppenspiels
gekommen.

* Logisch gedacht
* Ohne Worte
Sechs Katzen miissen auf der rechten Seite der

Waage sitzen, damit diese im Gleichgewicht
ist.
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Losungen

* Gleichungen in Theorie und Praxis

x+107
100

-]-:7; X =68

Die Zahl 68 erfiillt die Bedingungen.

* Riitsel

a) Es gibt mehrere Losungen, z. B. 58 015

+ 65 412

123 427
by 13 274 13 402 19 863
+13 274 +13 402 + 19 863
+13 274 +13 402 + 19 863
+13 274 +13 402 + 19 863
53 096 53 608 79 452

¢) Es gibt insgesamt 24 Losungen, z. B.
6493 + 9408 = 15901

* Wir falten

Man halte den Bogen mit der beschrifteten
Seite nach unten, so da} beim Betrachten des
Bogens von oben die numerierten Quadrate in
folgender Stellung liegen:

123|516
| 1181714

| Nun falte man die rechte Hiilfte des Bogens
nach links, so daB die 5 iiber der 2, die 6 iiber
der 3. die 4 iiberder 1 unddie 7 iiber der 8 liegt.
Die untere Hilfte falte man nun nach oben, so
daB die 4 tiber der 5 und die 7 iiber der 6 liegt.
Anschliefend falte man 4 und 5 zwischen 6
| und 3 und falte 1 und 2 unter das Paket.

.

* Noch etwas fiir Logiker

Name Beruf
Schuster Schneider
Schneider Schuster
Girtner Zimmermann
Zimmermann Sattler
Sattler Giirtner

* Sprachecke
Die Tafeln des José

José hat 9 Tafeln in einem GefiB, die jeweils
die Nummern 1 bis 9 tragen. Mit einem Mal
nimmt er 4 beliebige Tafeln heraus. Mitdiesen
4 Tafeln stellt er alle vierstelligen Zahlen
zusammen, indem er die Ziffern vertauscht,
und schreibt sie nacheinander auf. Am Ende
erhiilt er die Summe 159984.

Welche 4 Tafeln sind gezogen worden? Wie-
viele Lésungen gibt es insgesamt?

Lisung
Zwei von insgesamt 8 Liosungen sind:
1-6-8-90derd-5-7-8

Das Riitsel der fiinf Hauser

Es geht um fiinf Hiuser. fiinf Nationalitiiten,
fiinf Getrinkearten, fiinf Arten von Tabakwa-
ren und fiinf Haustierarten.

Der Engliinder wohnt im roten Haus.
Der Spanier besitzt einen Hund

Im griinen Haus wird Kaffee getrunken
Der Ukrainer trinkt Tee.

Der Raucher von *Old Gold" besitzt
Schnecken.

Das griine Haus befindet sich direkt rechts
neben dem elfenbeinfarbenen Haus.

Im gelben Haus wird “Kool” geraucht.
Im mittleren Haus wird Milch getrunken.
9. Der Norweger lebt im ersten Haus.

h = W ) —

=

[r sRE |



10. Der Mann, der “Chesterfield” raucht. lebt
neben dem Mann, der einen Fuchs besitzt.

11. “Kool” wird im Nachbarhaus des Hauses
geraucht, in dem das Pferd gehalten wird.

12. Der Raucher von “Lucky Strike™ trinkt
Orangensaft.

13. Der Japaner raucht “Parliament”,

14. Der Norweger wohnt neben dem blauen
Haus.

15. Jeder Mann hatein Haus, eine Haustierart,
eine Tabakware, eine Getrinkesorte und
eine Nationalitit.

Wer trinkt Wasser? Wer besitzt ein Zebra?

Losung

Haus1 Haus2 Haus3 Haus4 Hauss

Nor- Ukrai- Eng-  Spanier Japa-

weger  ner ldnder ner

gelb blau rot elfen-  griin

bein

Wasser Tee Milch  Oran-  Kaffee
) gensaft

Kool  Chester- Old Lucky Parlia-

field Gold Strike  ment

Fuchs Pferd  Schnek- Hund  Zebra
ken

* Kohl

Die Biicher stehen von links nach rechts. Also
friB3t er sich praktisch nur durch Band 2 und 3
sowie durch je eine Einbanddecke von Band 1
und 4 = 10,5 cm;

* Rund um die Bahn
Deutschland im Stundentakt

Diese Aufgabe 16st man am besten graphisch.
Im Diagramm 1 ist die Losung vorgegeben.
Ubertragtes auf Mi llimeterpapier und Lhrkénnt
die Antworten problemlos ablesen.

[nteressante Begegnung

Nach sieben Rangierungen knnen beide Ziige
ihre Fahrtungehindert fortsetzen (siehe Abbil-
dung I).
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Abbildung 1
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Diagramm 1

* Wiirfelpuzzle
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Beliebte Schachubung

Voraussichtlich im Herbst dieses Jahres wird im
Bunge-Verlag Hollfeldt das “Schachlehrbuch fiir
Kinder” in zwei Binden erscheinen. Der erste Band
fithrt den Antingerein in die bunte Welt des Schach-
spiels. erziihlt. wie dus Spiel entstanden ist. wie die
Figuren ziehen. was em Matt ist und viele andere
wichtige Dinge. die man fiir eine regelgemibe
Schachpartie wissen muB. Das alles wird in miir-
chenhafter Form dargestellt und am Schlull eines
jeden Kapitels gibt es Ubungsaufgaben.

Der zweite Band fithrt den ersten nahtlos weiter.
kann aber auch fiir sich allein gelesen werden. Das
Mittelspiel mit seinen Fallen. Gabeln, verriiterischen
Abzugsschachs und Mattkombinationen steht im
Mittelpunkt des ersten Kapitels. Danach folgt eine
Darstellung aller modernen und vielgespielten Er-
offnungen in Arbeitsblittern. Ein Abschnirtt liber die
Schachuhr, die Fide-Regeln und die Geschichte des
Schachs lockern das Ganze auf, Im letzten grobien
Kapitel finden sich schlieBlich Partien zum Nach-
spielen. Hier griff der Autor Markus Spindler. alpha-
Schachfans ein Begriff, auf Partien seiner Schach-
kinder zuriick. Diese Mannschaft wurde 1990 DDR-
Meisterder Altersklasse 9/10. Vorgestelltwerdenim
Buchauch 8 Euwetests, nach deren Bewiiltigung der
Leser priifen kann, welche Leistungsklasse im Schach
er hiitte.

Einen stellt Euch der Autor in diesem Beitrag vor.

Nehmt Euch einweifies Blatt Papier und Euer Schach-
brett zur Hand. Mit dem Blauw deckt Thr alle nun
folgenden Zeilen ab. Spielt die folgende Partie nach!
Immer, wenn ein * am Zeilenende auftaucht, diirft
Ihr das Blatt nicht nach unten schieben. sondern Ihr
schreibt zuerst die geforderte Stelleneinschitzung
(2. B.: Weil} hat die offene e-Linie besetzt) auf bzw.
liberlegt. was lhr gezogen hiittet. wenn Thr Weill
gewesen wiret, Danach schiebt Thr das Blatt nach
unten und schreibt Euch die erreichte Punktzahl aut.
Am SchluB kisnnt Thr Eure Punkte zusammenzihlen
und nachsehen. wie gut Thr seid.

Werner (Stahl NSH Berlin) - Nichterlein (Post
Dresden) Wilhelmstahl, 1.8.199(); Vier-Springer-
Spiel

Mit Norman Werner, 10 Jahre und Dritter der DDR-
Einzelmeisterschaften 1990, spielt der Leser Weill,
1. ed €5 2. Sf3 Sc6 3. Sc3 Sfo 4. Led Le5 5.d3 0-0
6. Lg5 d6?

ein Euwetest

Hier sollte doch besser h6 folgen. denn Weild hat cine
bekannte Drohung! Seht euch die Stellung genau an.
schiitzt sie ein und findet fiir beide Pline! *

Die Erdffnung wurde von beiden ziigig vorangetrie-
hen.

(1) Weil} steht aktiver. (1) Weill sollte unverziiglich
am Konigsfliigel angreifen. dabei die Schwichen
der schwarzen Stellung nutzen. (1) Schwarz mul3
schnell eine Verteidigung organisieren und versu-
chen, seinerseits akuv zu werden, (1) *

7. 8d5! (3) Diese Chance mulb unbedingt genutzt
werden. Kommt Schwarz zu Le6. ist sie vertan.
7..Lgd "

8.¢3!(3) Das verhindert ein fiir alle mal. daf Weildin
dieselbe Falle tappt. Gut war auch h3 (2) oder S:f6
(2). 8...h6? *

9.5:f6+(2) Viel besserals L:t6. der Liaufer wird beim
Angriff noch gebraucht, 9...g:f6 Erzwungen.
10.L:h6 (1) Das sollte selbstverstindlich sein. Nun
sehen wir auch, warum hoé schlecht war. 10...Te8
11.h3 (2) Hier hatte Weild eine ganze Reihe anderer
Méglichkeiten. Mit Db3! (3) hatte er 7 und b7
angegriffen. mit De2 oder Dd2 (je 1) die Dame
entwickelt und mit 0-0 (1) den Konig gesichert, Hier
sollte man allerdings licber spiter 0-0-0 spielen. um
den Konigsfliigel fiir Angriffsoperationen treizuhal-
ten! 11...Lh5 *

12.g4 (2) Fiir D2 und De2 gibt es einen Punkt.
12..Lg6 *

13.Shd (3) Auch h4 (3) war gut. Der Angriff mul
fortgesetzt werden. solange Schwarz seine Reihen
noch nicht zur Verteidigung ordnen konnte. 13...Kh7*
14.Le3 (1) Hier war Dd2 (2) besser: natiirlich nicht
St57 L:f5 g:f5 K:h6! Der Zug Le3 ist etwas passiv.
14..L:e3 *©

15.F:¢3 Wer diesen Zug nicht fand. schreibt sich fiinf
Minuspunkte an! 15...Kg7 Schwarz will Th¥ spie-
len. *

16.Df3 (2) Mit Sf5+ (2) wire der Springer gut po-
stiert worden. 16...f8?? Ein duBerst schlechter Zug —
Weild beherrscht dieses Feld viermal, #

17.8:f5+ (2) Erzwungen. denn Schwarz stellte eine
Falle. Es drohte D:hd+, nur der Springer durfte also
schlagen. 17...Kf8 *

18.hd (2) Weill geht unbeirrt nach vorn. Gut war
auch 0-0-0 (2), was den zweiten Turm ins Spiel
bringt.

18...L:f5 *

19.D:f5 (2) Das ist das beste. denn nun droht D74,
Maglich war auch e:f5 (1), wonach Weild eine er-

driickende Bauernmehrheit am Konigsfliige!l hitte.
19...De7

Seht euch diese Stellung auf eurem Brett gut an!
Schiitzt sie ein und entwickelt Pline! *

Weil hat zwei Bauern mehr. Er hat Angriff auf die
offene schwarze Konigssiellung. Der g- und h-Bauer
sind sehr stark. Weil steht klar besser. (je 1)

Weild sollte lang rochieren. auf der f-Linie angreifen
und mit den beiden Bauern laufen (3). Schwarz mufy
den Konig aut den Damenfliigel iiberfithren und die
g- und h-Linie verteidigen. (2) #

20.g5! (3) Ein Schritt nach vorn. der gleichzeitig h4
schiitzt. Gut war auch 0-0-0). was den Konig aus dem
drohenden Schach herausbringt (D:h4+ nach Tf17).
und Dh7, was Dh8+ droht (je 3), 21...5d8 Das deckt
|

21.0-0-0 (3) Moglich war auch Dh7 (1),

Tf1 (2). g6 (1) und h5 (1), 21...¢6 Schwarz will den
gefihrlichen Liufer von ¢4 vertreiben. #

22. Tdf1 (2) Je einen Punkt gibt es fiir h5. g6 und
Thfl. 22...d5 =

23.e:d5 (1) Was sonst? 23...Tc8 #

24.D:c8 (1) Wer das nicht gesehen hat, schreibt sich
5 Minuspunkte an! Te# war ein grober Fehler, doch
Schwarz hatte auch so keine Chance mehr. Den Rest
zum Anschauen: 24..c:d5 25.L:d5 Dd6 26.Dcd
Dg6 27.Tf6! Dg7 28.Thf1 Te7 29.g6 Neun Figuren
decken 7 oder greifen an! 29...Dh6 30.Kd2! Weill
kann sich Zeit nehmen. den Punkt e3 zu verteidigen.
30...Dg7? 31.L:7 b6 32.Le6+ Ke8 33.Db5+ Scé
34.D:c6+ Kd8 35.DcB#.

Ein glanzvoll gefiihrter Angriff. der nur zustande
kam, weil Schwarz Lg5 und Sd5 zuliefi. Weili spielte
hervorragend! Ihr auch?

Schaut doch in der Tabelle nach:

Erreichte Leistungs- ELO-Zahl INGO-Zahl

Punkte  klasse

biszu 12 8 = An- 300 bis 540 320 his 285
fiinger

13 bis 22 7
23bis 30 6
31 bis 38 5

540 bis 780 2835 bis 255
780 bis 1020 253 bis 225
1020 bis 1260 225 bis 195

39bis45 4 1260 bis 1500 195 bis 165
46 bhis 50 3 und 1500 und |65 und
stiirker mehr weniger

Zum Vergleich: LK 5 entspricht ungefihr dem deut-
schen Meister Altersklasse 9/10 odereinem Landes-
meister Ak 11/12. mit LK 6 ist man als Mannschafts-
spieler in jedem Verein im Kinderbereich bis 14
Jahre gemn gesehen.

stud. math. M. Spindler
Humboldt-Universitir zu Berlin
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Hallo,

liebe Mathe-Fans!

Vor Euch liegt die letzte Nummer des
25. Jahrgangs der alpha. Hoffentlich
gefiillt sie Euch! Wenn ja, dann schreibt
uns doch und wenn nicht, dann wollen

Ein Leser kritisierte kiirzlich, daB so
viele Autoren aus dem Universitiitsbe-
reich stammen. wo bleiben die Lehrer
und vor allem die Schiiler?! Die Kritik

Weihnachtsgriifie

Wir iiberbringen allen Lesern zum
Jahreswechsel einen herzlichen
Grup.

Der Wortlaut dieses Grufies wurde
allerdings in Geheimschrift an-
gegeben, die es zu entschliisseln gilt.
Der angewendete Code besteht in
einer eindeutigen Abbildung des

wir das auch gern wissen. ist — meinen wir — berechtigt! Alphabets auf sich.
Machen wir ihn doch gemeinsam —den | Also — stiirmt die Bastionen der Mathe-
26. Jahrgang. matik!

Cliger Der Gruf lautet:

Da es unsere Zeitschrift nun nicht mehr
am Zeitungskiosk gibt, konnt Ihr sie
direkt beim Erhard Friedrich Verlag in
W-3016 Seelze 6, Postfach 10 01 50 be-
stellen. Wer interessierte Bekannte und
Freunde hat, kann uns ebenfalls deren
Anschrift mitteilen. Sie erhalten dann
ein kostenloses Probeexemplar.

Ubrigens

Es muB sich ja nicht immer nur um in-
nermathematische und komplizierte
Probleme handeln. Mathematik ist
iiberall im Alltag zu finden, man muf}
sie nur aufspiiren, aufschreiben und an
die Redaktion alpha senden. Vielleicht
schon mit Euren Losungen zum alpha-
Wettbewerb?

Gabriele Liebau

»s--. Professor

XIS XUEPTDJEP AMMEP
AMQJAMETESP EIP
GSOJET XEIIPADJTGETV
TOXIE EIP HETUPFET
UPF ESGOMHSEIDJET
PEUET KAJS !

R. Mildner, Leipzig

Nl

Schlemmer just )
proved he doesn 't ' '
exist...” o
Alphons weist N r&f,".}.;;;"_;gnmw J
Euch auf Artikel S dead =T & S
mit geringerem : Vaesi sy s B
Schwierigkeits- = o ’
grad hin. Das L 4 —*-———:..‘:_‘:_-_-—_-:___‘______‘_
heif3t aber nicht, ] e ‘""H-‘-_h,_h__
daB alle anderen ——
Beitriige fiir ma- T S aa
thematische An- i —~t s
Alphonsvignetten: fianger ungeeig- T’ﬁ
Lothar Otto (Leipzig) net sind.
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Komisches,
Kniffliges und
Knackiges .........c..c...... 4

Ein bunter Mix
aus Mathematik
und Witz,

Diceboard Games ..... 6

Der Wiirtelzauber
hat auch alpha ge-
packt, aber wen
wundert’s bei der
Vielseitigkeit, die
Werner Miller an-
zubieten hat!

XXXII.
Internationale Mathe-
matikolympiade

Ein Stimmungsbericht des Teilnehmers Mi-
chael Dreher, natiirlich mit den Aufgaben und
Ergebnissen sowie mit einem Mini-Exkurs in
die Geschichte eines alten Schiffes.

Magie
im GroBformat .......... 9

Ein Beitrag mit dem Untertitel Pleiten, Pech
und Pannen. denn bis zur Aufstellung eines
Weltrekords haben mitunter auch erfahrene
Weltrekordler wie Ralf Laue mit Unvorherge-
sehenem zu kimpfen.

Geheimschrift
EAN? ..... S | |

Warum tragen die Waren,
die wir tagtdglich kaufen
konnen. zunehmend Num-
mern’

[z lehren / Heft 49

Funfeckkonstruk-
tionen von berithmten
Kunstlern ................. 12

Es ist keine Behauptung & &7
fanatischer Mathematiker,
dalf auch Kiinstler nicht
ganz ohne die Mathematik
auskommen. Konstruktio-
nen von u. a. Albrecht
Diirer und Leonardo da
Vinci stellt Dr. Joachim
Buhrow vor.

Komisches,
Kniffliges und
Knackiges .......ccceerene. 14

alpha-
Schachwettbewerb .. 16

Zum 9. Mal heilit es nun, das Schachbrett
hervorzuholen und die von Harald Riidiger
prisentierten Aufgaben zu knacken. Als Prei-
se winken schone Schachbiicher.

Tolle Preise .............. 21

gibt es fiir die Preistriger des neuen alpha-
Wettbewerbes.
Hier werden sie vorgestellt!

alpha-Wettbewerb ... 26

JetztheiBtes
die kleinen
grauen Zel-
len zu akti-
vieren, denn
mindestens
acht Aufga-
ben sind insgesamt zu l6sen, um Urkunde und
Abzeichen und vielleicht auch noch einen der
attraktiven Preise zu ergattern. Die Aufgaben
stellien OStR Theodor Scholl, Berlin, Dr.
Wolfgang Fregin und Dr. Werner Riehl. bei-
de Leipzig. zusammen,

A B

Kirchen, Kreis-
ketten und eigene
Kunstwerke ............. 26

Wie die Orna-
mente der goti-
schen Bauwerke
zustande kamen
und man dies
noch schnell zur
Herstellung tol-
ler Weihnachts-
karten nutzen
kann, unser spezieller alpha-Weihnachtsser-
vice bringt’s!

Mathematik am
Billardtisch (1) ......... 28

Karambolagen, ansonsten ein
Mibgeschick. sind beim Bil-

lard erwiinscht! Was
mathematisch dabei
zu beachten ist, be-
trachtet Dr. Rein-
hard Hofmann.

Zeitungsschnipsel ... 26

Zeitungen mit der marhematischen Brille be-
trachtet,

Uber ein neues
Fernrohr und seine
-5 [ DR - |

Aus einer knappen Angabe kann erstaunlich
viel berechnet werden. Dr. Hans-Jiirgen
Schmidt demonstriert es.

Die Marktecke ......... 32

Lesens-und Sehenswertes vom Medienmarkt.

Losungen .........c..e.cu.. 34

alpha-Bastelkalender
mit Durchsicht ......... 36

Unter dem Motto Ein Mensch ohne Kalender
ist wie eine Uhr ohne Zeiger sollte dieser
Bastelkalender in keinem Alphaleserhaushalt
fehlen.
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Die Idee zu einem Wecker

Leonardo da Vinci hatte stets Schwierigkeiten
mit dem Aufstehen. Deshalb hatte er die Idee
zu einem Wecker als Uhr fiir diejenigen, ...

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

die in der Verwendung ihrer Zeit geizig sind.
Und sie wirkt so: wenn der Wassertrichter
soviel Wasser indas Gefil flieBen lieB. wie in
der anderen Waagschale ist, so gieft diese.
indem sie sich hebt, ihr Wasser in das erstge-
nannte Gefah.

Dieses hebt. indem es sein Gewichi (dadurch)
verdoppelt. mit Gewalt die Fiifie des Schlafen-
den, dieser richtet sich auf und geht seinen
Geschiiften nach”.

aus:
Lingmann/Schmiedel: Anekdoten, Episo-
den, Lebensweisheiten, Fachbuchverlag
Leipzig

Erstaunlich viele
Weihnachtsgeschenke

Vier Freunde berichten iiber die Zahl ihre
diesjiihrigen Weihnachisgeschenke:

Rest 19 bleibt beim Teilen durch 91,

Durch 19 geteilt entsteht Rest 9 und die Ziffer
I kommt in der vierstelligen Losung vor.
Haben sie vielleicht doch etwas geflunkert?

Dr. Ch. Werge, Leipzig

Die Magie der Weihnachtssterne

In Abb. 1 seht [hr ein gezacktes regelmiifi-
ges Zwolfeck.

Aufdie Ecken und den Mittelpunktsind die
Zahlen von 1 bis 13 so verteilt. daf die
Summe der sich paarweise gegeniiberlie-
genden Zahlen an den Aubenecken stets 20
und an den Innenecken stets 7 betriigt. Der
Mittelpunkt triigt die Zahl 10.

Alle zu Haus

Verteile die Primzahlen von 2 bis 23 so in der
Figur, dali die Summe in jedem der Drei- und
Vierecke ein und dieselbe Primzahl ist!

Dr. Ch. Werge, Leipzig

Zum Knobeln

Verbinde diese 9
Punkie mit 4 geraden
Linien. ohne dabei
den Bleistift abzuset-
zen,

Ubereinstimmung

Jan und Norbert, beide im gleichen Jahr gebo-
ren. Jan im Januar und Norbert im November,
stellen zu Weihnachten 1991 fest: In 43 Jahren
tielen unsere Geburtstage jeweils auf gleiche

Die magische Summe dieses Stern betriigt 27
(= 3"). Sie kann insgesamt |8mal durch Addi-
tion von geeignet gewihlten vier Zahlen, die
auf einfachen geometrischen Bildern liegen.
erzeugt werden,

Bevor IThr weiterlest. solltet Thr selbst versu-
chen. diese Mdglichkeiten aufzuspiiren!

1. Verbindet man jede Innenecke mit den bei-
den benachbarten Innenecken, so erhiilt man

12 3, B
N \\
4 \\ N
< /
/ .
//
A Fi
9 A
Abb. 1 Abb. 2

Abb. 3
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Wochentage. In welchem Jahr wurden beide
geboren?

W. Triger, Dibeln

Ohne FleiB kein Preis!

Mit 4 Ziffern wird eine 4stellige nattirliche
Zahl aufgeschrieben. Mit den gleichen 4 Zif-
fern werden zwei 2stellige natiirliche Zahlen
aufgeschrieben. Dabei ist das Produkt der bei-

Hyp g €T 4=7
00 Lt <7D 1053

‘?/‘;; - Jg-0(27-3M
(?) Jin (f'ﬁ'——( en

HEBEE
be fla* ® " 35

‘i/‘f‘ﬁ: R
A= Fardy He
2 TFE?

| den zweistelligen Zahlen gleich der 4stelligen

Zahl.
Wer findet eine derartige vierstellige Zahl und
die zugehorige Produktdarstellung?

W. Triiger, Dibeln

Holzchentricks

Wer kann aus neun Streichhtlzern zwei grofle
und vier kleine Quadrate legen?(siche rechts)

Lothar Otto, Leipzig

zwei sich iiberschneidende gleichseitige Drei-
ecke A und B (Abb. 2).

Die Summe der auf den sechs Seiten dieser
Dreiecke stehenden vier Zahlen ergibt jeweils
2T

2. Verbindet man jede Innenecke des Sterns
mit seinem Mittelpunkt. so entstehen sechs
Rauten (Abb. 3).

Die Summe der vier Zahlen an den Ecken
jeder Raute betriigt stets 27.

| 4. Betrachtet man die Verbindungslinie

3. Die Verbindungslinie der gegeniiberlie-
genden Innenecken bildet mit der Verbin- |
dungslinie der ihnen nicht benachbarten |
AuBeneckeneinungleichseitiges rechtwink- |
liges Kreuz (Abb. 4). Es ergeben sich drei
solcher Kreuze, die im Bild mit X, Y und Z
bezeichnet sind.

Die Summe der vier Zahlen an den End-
punkten jedes dieser Kreuze ergibt stets die
magische Summe.

zweiereinander gegeniiberliegender Innen-
ecken und den doppelt gezihlten Mittel-
punkt als eine entartete Raute (mit den
Winkeln 0° und 180°), so kann man wie bei
3. verfahren: Die Summe der Zahlen an den
beiden Innenecken und das Doppelte der

| Zahl des Mittelpunktes ergeben auch hier

jeweilsdie magische Summe, also auch hier

Gibt es noch einen weiteren solchen magi-
schen Stern mit den Zahlen 1 bis 13?

Hermann Oehl, Miinchen

X |

Y Z ¥ Z

X X
insgesamt 3mal.

z Y Z Y

X
Abb. 4
27
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Mathematische

Liebe

(Verfasser unbekannt)

Ein Sinus liebt eine Tangente
Und seufzet und sinnet voll Harm
Wie durch den Bogen er kinnte
Sie fiihren in seinen Arm.

Da lauert ein grauer Philister,
Herr Kosinus wird er genannt,
Vom Kénig Radius ist er

Der Rat und die rechte Hand.

Und neidisch sieht er die Beiden
Sich lieben so aus der Fern’,

Er kann den Sinus nicht leiden
Und die Tangente so gern.

An Rdénken in Plus und in Minus

Ist der Halunke so reich,
Erdividiert den ungliicklichen Sinus
Und erhiilt die Tangente sogleich.

aus: H.-D. Hornschuh: Humor rund um
die Mathematik. Manz Verlag Miinchen

Verschliisselter
Weihnachtswunschzettel

Bernd iibergibt seinen Eltern, die gern kno-
beln, den abgebildeten Zettel mit den Worten:
Mein Wunschzettel enthiilt zwei Worte, deren
Buchstabenin Form von zwei Résselspriingen
in ein 4x4-Schachbrett eingetragen sind. Die
Zugfolge des einen Springers bestimmt das
eine Wort und die des anderen das zweite, Da-
bei wird jedes
Feld nur einmal
von einem Sprin-
ger betreten. —
Was wiinscht
sich Bernd zu
Weihnachten?

W. Triiger,
Diibeln

alpha 6/91 b



Was Ihr braucht

Diceboard Games
Neue Spielideen mit Wiirfeln fiir lange Winterabende

16 Spielwiirfel. davon je 4 in der gleichen
Farbe (z. B. 4 weil}, 4 gelb, 4 rot, 4 blau).

Spiele und Leben
bilden eine Einheit
— magisch inein-
ander verwoben.
Die Spiele nehmen
die krédftige Farbe
der Wirklichkeit
an, die Wirklich-
keit hat den schil-
lernden Zauber
der Phantasie.
Klaus Mann

| guadratischer
Spielplan mit6x 6
Feldern in der
GroBe je einer
Wiirfelfliche, be-
druckt mit Punk-
ten von | bis 6 in
der vom Wiirfel
gewohnten Anord-
nung (und zwar so,
dafl jede Punkte-
zahl in jeder Reihe
und jeder Spalte
nur einmal vor-
kommt; siehe
Zeichnung unten).

e|leo |0 @
e © ooe|e
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Die Grundidee

Die Wiirfel werden nicht nur zum Ermitteln
von Zufallszahlen, sondern gleichzeitig auch
als Spielsteine verwendet.

Sie kénnen nur auf ein Feld gesetzt werden.
dessen Punktezahl der vorher geworfenen
Augenzahl entspricht.

(Der gesetzte Wiirfel zeigt also auf seiner
obersten Fliiche die gleiche Anzahl an Augen.
wie er mit seiner Grundfliche Feldpunkte
verdeckt.)

Eine Menge Spielvorschliige

Variante 1:

2-4 Spieler. jeder hat 3 Wiirfel einer anderen
Farbe. Jeder Spieler wirft mit einem Wiirfel:
der Spieler mit der hochsten Augenzahl ersff-
net das Spiel. ihm folgen die anderen reihum
im Uhrzeigersinn.

Jeder am Zug befindliche Spieler nimmt einen
seiner Wiirfel, wirftdamit und setzt den Wiirfel
anschliefend auf eines der Felder des Spiel-
plans. das in seiner Punktezahl der geworfe-
nen Augenzahl entspricht.

Sieger ist. wem es als erster gelingt. drei
waagerecht, senkrecht oder diagonal aneinan-
dergrenzende Felder mit seinen Wiirfeln zu
besetzen.

Sind nach dem dritten Zug eines Spielers alle
seine Wiirfel gesetzt. ohne dabl er oder einer
seiner Mitspieler dieses Ziel erreicht hat. so
nimmter ab jetzt fiir jeden Wurfund Zug einen
seiner bereits gesetzten Wiirfel, dessen Posi-
tion er damit aufgibt. Ein Spieler. der eine
Augenzahl wirft, von der auf dem Spielplan
kein entsprechendes Punktefeld mehr frei ist,
scheidet aus.

Variante 2:

Wie vorher, aber jeder Spieler erhilt 4 Wiirfel
einer Farbe. mit denen er ein Quadrat von 2 x
2 Feldern zu besetzen versucht.

Variante 3:

Wie vorher, aber die 3 (4) Wiirfel miissen
nicht in aneinandergrenzende Felder gesetzt
werden, sondern so. daf} ihre Augensumme
einem vorher vereinbarten Wert entspricht
(z. B. 12bei 3 Wiirfeln oder 16 bei 4 Wiirfeln)
oder sie alle die gleiche Augenzahl zeigen.

Variante 4:
2-4 Spieler. jeder hat 2 Wiirfel der gleichen
Farbe und sitzt an einer anderen Seite des
Spielplans.

Beginn wie vorher, aber jeder Spieler muf} bei
seinem ersten Zug seinen Wiirfel auf das ent-
sprechende Feld der ihm zugekehrten ersten
(dubBersten) Reihe setzen. Kommt er dann
wieder zum Zug, so darf er seinen zweiten
Wiirtel nur in ein waagerecht oder senkrecht
angrenzendes Feld setzen. Gelingtes ihmnicht,
die dafiirnotwendige Augenzahl zu werfen, so
1st der niichste Spieler am Zug.

Ist der zweite Wiirfel gesetzt. wird der erste
Wiirfel vom Feld genommen. Mit ihm wird
jetzt versucht, das an den zweiten Wirfel
waagerecht oder senkrecht angrenzende Feld
zu besetzen usw. Sieger ist, wer als erster mit
einem seiner Wiirfel den gegeniiberliegenden
Spielfeldrand erreicht.

Variante 5:
Wie vorher. aber mit 3 Wiirteln gleicher Far-
be.

Variante 6:

Wie Variante 4 bzw. 5. aber die zu besetzen-
den Felder miissen diagonal aneinandergren-
zen.

Vereinbart man zusiitzlich zum Setzen als
weiteren mdoglichen Zug das Kippen des
Wiirfels um eine seiner Grundkanten (er ge-
langt dadurch auf ein waagerecht oder senk-
recht angrenzendes Feld, dessen Punktezahl
nun nicht mehr mit der auf der obersten Wiir-
felfliche sichtbaren Augenzahl tibereinstim-
men mul: es darf allerdings von keinem ande-
ren Wiirfel bereits besetzt sein). so lassen sich
etwa die folgenden Varianten spielen:

Wie alt
ist der Wiirfel?

Wiirfeln ist wahrscheinlich das ilteste
Gliicksspiel der Welt. Nach dem romischen
Geschichtsschreiber Tacitus sollen die al-
ten Germanen das Wiirfeln erfunden haben.
Nun, ihre Spielleidenschaft ist uns zwar
sogar in liedhafter Form Uiberliefert, aber
die Erfindung des Wiirfels kann ihnen nicht
zugeschrieben werden. Der als Vater der
Geschichtsschreibung bekannte Grieche
Herodot schreibtdie Erfindung des Wiirfel-
spiels dem Volk der Lyder (6./7. Jahrhun-
dertv.u. Z.) zu. Dieiiltesten Wiirfel. die wir
kennen. wurden bei Ausgrabungen in Ur,
Mesopotamien, gefunden. Sie sind damit
etwa 4 (00 Jahre alt. Mit dem heutigen
Wiirfel haben sie allerdings wenig Ahn-
lichkeit.

Sie weisen die Form einer vierseitigen
Pyramide auf.
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Variante 7:

2-4 Spieler. je ein andersfarbiger Wiirfel.
Die Spieler kommen reihum abwechselnd zum
Zug. Beim ersten Zug wiirfelt jeder Spieler
und setzt seinen Wiirfel auf ein entsprechen-
des Feld.

Beim zweiten Zug kippt er seinen Wiirfel auf
ein angrenzendes Feld.

Der Spieler, bei dem die Summe aus der vor
dem Kippen auf der obersten Wiirfelfliche
sichtbaren Augenzahl und der nach dem Kip-
pen besetzten Punktezahl am grifiten ist. hat
gewonnen.

Variante 8:

Wie vorher. aber es ziihlt nicht die Summe,
sondern die Differenz aus Augen- und Punkte-
zahl.

Oder: Der Spieler mit der groiten Summe
bzw. Differenz hat verloren.

Variante 9:

Wie vorher, aber das Ergebnis der Rechnung
soll moglichst nahe an eine vorher vereinbarte
Zielzahl herankommen (Uberschreitungen
erlaubt).

Variante 10:

2 Spieler: Spieler A hat | Wiirtel. Spieler B hat
3 Wiirfel einer anderen Farbe.

Spieler A wiirfelt einmal und setzt seinen
Wiirfel. Dann wiirfelt B dreimal und setzt
seine drei Wiirfel moglichst nahe an den Wiirtel
von A.

Ab jetzt besteht jeder Zug im Kippen eines
Wiirfels. Aufgabe von B ist es. durch seine
Ziige den Wiirfel von A in eine Ecke des

| Spielfeldes abzudridngen. sodaf er schlieBlich

nicht mehr gekippt werden kann. A versucht
mit seinen Ziigen, dies zu verhindern. Gelingt
es B, innerhalb einer vereinbarten Anzahl von
Ziigen den Wiirfel von A zu blockieren, so hat
er gewonnen; schafft er es nichi, ist A der
Sieger.

Variante 11:

Wie vorher. aber B hat 4 Wiirtel.

(Dadurch ist es ihm moglich, den Wiirfel von
A auch in der Mitte des Spielfelds zu blockie-
ren.)

Beiden nachfolgend beschriebenen Varianten
gilt, daB} auch nach dem Kippen die auf der
obersten Wiirfelfliche sichtbare Augenzahl
mit der auf dem besetzten Feld verdeckten
Punktezahl tibereinstimmen mull.

(Der Wiirfel darf vor dem Kippen um 90 oder
180 Grad nach links oder rechts verdreht
werden. )

Variante 12:

I Spieler, 1 Wiirfel.

Der Spieler wiirfelt und setzt seinen Wiirfel
auf ein entsprechendes Feld.

Dann wiihlt er ein beliebiges anderes Feld, das
die gleiche Punkteanzahl aufweist, als Ziel
und versucht. es in méglichst wenigen Ziigen
durch Kippen zu erreichen.

Variante 13:

2 Spieler, 1 Wiirfel.

Der erste Spieler wiirfelt und setzt seinen
Wiirfel. Der zweite Spieler bestimmt, welches

Wiirfelspieler. Holzschnitt aus de Cessolis ,,Schachza-

bel” von 1477

| der 5 Felder, die die gleiche Punktezahl auf-
weisen, das Ziel sein soll.
Der erste Spieler versucht, es in moglichst
wenigen Ziigen zu erreichen. (Die Anzahl der
Ziige wird notiert.)
AnschlieBend Wiederholung mit vertausch-
ten Rollen. Sieger ist, wer von den beiden die
wenigsten Ziige benotigt hat.

Als Abschlufy noch zwei Varianten mit verén-
derter Ausgangslage:

Variante 14:

1 Spieler, 1 Wiirfel.

Der Spieler wiirfelt und setzt seinen Wiirfel
auf ein Eckfeld. dessen Punkteanzahl nicht
mit der geworfenen Augenzahl iibereinstimmt.
(Ist das nicht moglich, wiirfelt er nochmals,
gegebenenfalls ein drittes Mal.)

Dann versucht er, durch fortgesetztes Kippen
des Wiirfels alle 36 Felder des Spielplans
nacheinander in einem Zug zu durchlaufen:
jedes Feld muf genau einmal beriihrt werden.
Die Zahl der Fille, wie oft dabei die Punkte-
zahl eines Feldes mit der auf der Wiirfelober-
seite sichtbaren Augenanzahl iibereinstimmt,
wird notiert.

Als erstrebenswert kann entweder eine mdg-
lichst hohe oder eine moglichst niedrige Zahl
von Ubereinstimmungen festgelegt werden.

Variante 15:

2 Spieler, 1 Wiirfel.

Wie vorher. aber zwei Spieler nacheinander.
Der Spieler mit der héheren Zahl von Uberein-
stimmungen verliert (gewinnt).

Werner Miller, Wien

Es lassen sich tibrigens alle regel-
mifigen Korper als Wiirfel ver-
wenden, da infolge ihrer Symme-
trie alle Seiten gleichberechtigt
sind.

Schwierigkeiten, nichtkubische
Wiirfel anzufertigen. verhinderten
allerdings. daB alle unten darge-
stellten Korper in den Spielwiir-
felstand erhoben wurden.
Gemogelt wurde auch friiher schon
gern. Die alten Romer zum Bei-

spiel versahen den Wiirfel an geeigneter
Stelle mit Blei und halfen so dem Gliick
| nach.
Und nicht immer war der Wiirfel gern gese-
hen. Im Jahr 1452 wurden in Niirnberg etwa
40 000 Wiirfel und zahlreiche andere Spiel-
geriite als Werke des Teufels verbrannt.
Wermehriiber den Wiirfel erfahren méchte
und sich generell fiir Spiele interessiert.
findet mehr in Die gefesselte Zeit von Rii-
| diger Thiele, erschienen im Urania-Verlag
| Leipzig -Jena- Berlin.

’ -
Tetraeder (Vierflichner) Hexaeder (Sechsflich- Oktaeder Pentagondodekaeder Ikosaeder

ner oder Wiirfel) (Achtflichner) (Zwélffliachner) (Zwanzigflichner)
29 iz lehren / Heft 49
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Vom 15.7. bis 23.7.

fand in Schweden die 32.
Internationale Mathematik-
Olympiade statt. Zum ersten Mal nahm
nur ¢ine deutsche Mannschaft teil.

1991

Sie bestand aus Martin Wiechert, Jakob Stix,
Jan-Christoph Puchta, Bodo Lab, Norbert
Hoffmann und Michael Dreher. Delegations-

Die XXXII. Interna-
tionale Mathematik-

Olympiade

mit seinen Kollegen aus den anderen Lindern
die Klausuraufgaben auszuwihlen. die wir
dann zu losen hatten. Selbstverstiindlich war
garantiert, dall die Mannschaften bei dieser
Gelegenheit nicht die Aufgabenstellungen er-
fahren konnten.

An den niichsten zwei Vormittagen schrieben
wir die zwei Klausuren mit einer Arbeitszeit
von je 4,5 Stunden. Vor allem bei der dritten

Aufgabe hatten wir alle einige Schwierigkei-

Hinten v.L.n.r.: me (xrumm, Dr. Sewerin, Michael Dreher, Bodo Lafi, me (i:mmph
Puchta; von v.Ln.r.: Norbert Hoffmann, Jakob Stix, Martin Wiechert

Stellvertreter waren Dr. Horst
Sewerin und Prof. Dr. Hans-Dietrich Gronau.
Die Mannschaften aus 535 teilnehmenden
Ldndern mit je maximal 6 Schiilern waren in
der Internatsschule von Sigtuna untergebracht.
Sigtuna liegt 50 km nordlich von Stockholm,
war frither schwedische Hauptstadt und ist
Viele bekannte

leiter bzw.

berithmt fiir ihr Pensionat.

schwedische Personlichkeiten, wie z. B, Olof

Palme oder Konig Karl XVI. Gustaf gingen
hier zur Schule.

Am Tag nach unserer Ankunft besuchten wir

zuniichst das Schloli von SkoKloster. Dieses
nicht ganz vollendete Schlofl gehorte einem
Grafen. der seine restlichen Schltsser z. T. in
Mecklenburg-Vorpommern bauen liell, z. B.
bei Stralsund oder Wolgast.

Am Abend wurde die Olympiade feierlich im
Festsaal der Universitiat Uppsala erdffnet. Bei
dieser Veranstaltung sahen wir zum ersten
Mal unseren Delegationsleiter wieder, der
schon vor uns nach Schweden gereist war, um

8 alpha 6/91

ten. Zwar hatte jeder als Losung ein Ergebnis,
das allen Anschein nach richtig war. Aber
niemand von uns konnte eine iiberzeugende
Begriindung liefern. Doch diese Schwiiche
war kein Grund zur Aufregung. denn wir
horten, daBl es vielen anderen Mannschaften
genauso ging.

Nach der zweiten Klausur nahmen wir an
einem FuBballturnier teil. Wenn man aulBer
acht lief3, dall wir keine Fubballer,
Mathefans sind. so vermutete man hinter dem
Spiel Deutschland-Argentinien eine hochklas-
sige Begegnung. Doch es kam anders. Bel
unserer 0 :

sondern

machten wir keine
gute Figur und aufgrund des k.o -Systems war
das dann auch schon unser letztes Spiel.

Am Tag danach besuchten wir eine IBM-
Firma in Kista. Unser Gesamteindruck war
eher miBig, lediglich die Vorfiihrung neuer

2 Niederlage

Techniken zur computergestiitzten Video-,
Bild-, Sprach- und Musikbearbeitung traf unser
Interesse. Der grifite Teil des folgenden Tages

warausgefillt mit einem Bummel durch Stock-
holm. Stockholm liegt zum Teil auf einigen
Inseln. hat eine sehr gut erhaltene Altstadt und
zihlt wohl auch deshalb zu den schiénsten
Stadten Europas,

Am Abend gab es eine Experimentalvorle-
sung {iber physikalische Phédnomene. Der
Moderator tauchte z. B. seine Hand in fltissi-
ges Blei und erlduterte, warum ihm kaum
etwas passiert. Obwohl die Erkldrungen tiber-
zeugend klangen. mochte ich meine Hand
dafiir lieber nicht hergeben.

Am niichsten Tag fuhren wir per Schiff durch
Stockholm und besichtigten das Vasa-Mu-
seum. Die Vasa war ein riesiges Kriegsschiff
zur Zeitdes Dreibigjihrigen Krieges. Bekannt
wurde das Prachtschiff dadurch, daB es auf der
allerersten Fahrt noch im Stockholmer Hafen
sank.

Inzwischen waren unsere Lésungen schon
korrigiert und die Punktzahlen aller Lésungen
koordiniert worden. Wir waren sehr verwun-
dert, als wir horten, dab drei von uns bei der
angeblich verkorksten dritten Aufgabe volle
Punktzahl hatten und der Rest zum groBen
Teil nur minimale Punktabziige. Offensicht-
lich war hier aufgrund der Internationalitit der
Anspruch an Exaktheit geringer als bei unse-
ren Olympiaden. so dali sich die Koordinato-
ren mit unseren unscharfen Begriindungen zu-
frieden gaben.

Der folgende Tag war der Tag der AbschluB3-
veranstaltung. Vorher machten wirnocheinen
Bummel durch Uppsala und schauten uns den
Doman. Bei der Preisverleihung bekamen wir
unsere Medaillen tiberreicht (Norbert: Gold:
die anderen Silber) und anschlieBend ging es
zum Bankett. Den Abend beschloB ein buntes
Unterhaltungsprogramm.

Damit war die 32. IMO beendet, am niichsten
Tag flogen wir wieder nach Hause.

Fiir mich war die Internationale Mathematik-
Olympiade in Schweden ein schoner SchluB-
punkt meiner Olympiade-Laufbahn.

Michael Dreher

Aufgaben des 1. Tages

1. Es sei I der Inkreismittelpunkt eines Drei-
ecks ABC. Die Halbierenden der Innenwinkel
bei A. B. bzw. C schneiden die gegeniiberlie-
genden Seiten in den Punkten A, B'bzw. C.
Man beweise:

Al ﬁ

e

<

L] <
4 AA

U"| =|

(3]
3 oe

2. Esseineine natiirliche Zahl gréBer als 6 und
esseiena, ..a, alle diejenigen natiirlichen
Zahlen, d]L klumr als n und teilerfremd zu n
sind.

Man beweise: Falls a-a=a,-a,=.=a-a_>0,
dann ist n u1mede| eme Pumzah] odu -.mc

Potenz von 2 mit natiirlichen Exponenten.
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3.EsseiS=(12.3....280}. Man bestimme die
kleinste natiirliche Zahl n mit folgender Ei-
genschaft:

In jeder n-elementigen Teilmenge von S gibt
es 5 Elemente. die paarweise teilerfremd sind.

Aufgaben des 2. Tages

4. Es sei Gein zusammenhingender Graph mit
genau k Kanten. Man beweise. dall man die
Kanten von G mit den Zahlen | his k so
numerieren kann, daf} fiir jeden Eckpunkt von
G gilt: Laufen in diesem Eckpunkt zwei oder
mehr Kanten zusammen, so ist der grobte
gemeinsame Teiler der Nummern dieser
Kanten gleich 1.

(Ein Graph G besteht aus einer Menge von
Eckpunkten und einer Menge von Kanten,
welche gewisse Paare verschiedener Eckpunk-
te verbinden. Dabei ist jedes Paar verschiede-
ner Eckpunkte durch héchstens eine Kante
verbunden. Der Graph heilit zusammenhiin-
gend. wenn es fiir jedes Paar (x. y) verschiede-
ner Eckpunkte eine Folge x=v v .v,..v =y
von Eckpunkten gibt, so daf} jedes Paar (v v )
(0<i<m) durcheine Kante von G verbun-
den ist.

5. Es sei P ein beliebiger Punkt im Inneren
eines Dreiecks ABC.

Man beweise. dall wenigstens einer der Win-
kel 9BAP. 4 CBP bzw. < ACP kleiner oder
gleich 307 ist.

6. Eine unendliche Folge x .x .x,. ... reeller
Zahlen heibt beschrinkt, wenn es eine Kon-
stante C gibt, so daB} |‘(| | =Cfiiralle i 2 0 gil.
Es sei aeine beliebige reelle Zahl groferals 1.
Man konstruiere eine beschrinkte, unendliche
Folge reeller Zahlen x .X .X,, .... so dal fiir alle
nicht negativen ganzen Zahlen i, mit i # | die
folgende Ungleichung gil[;‘x, ~ xi‘-|i -i* 21

Bei jeder Aufgabe konnten 7 Punkte erreicht
werden, insgesamtalso 42, Ab 39 Punkten gab
es Gold, das schaftten 20 Schiiler. 51 Schiiler
mit mindestens 31 Punkten Silber und 84
Schiiler erhielten bei mindesten 1Y erreichten
Punkten Bronze.

In der Linderwertung nahmen die UdSSR,
China, Rumiinien und Deutschland in dieser
Reihenfolge die vorderen vier Pliitze ein.
Die XXXIIIL IMO findet 1992 in Moskau statt.

Die Losungen dieser Aufgaben sen-
den wir Euch auf Wunsch zu, wenn
Ihr uns einen adressierten und fran-
kierten (2,60 DM!) DIN A4-Riickum-
schlag beilegt.
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»Kleine Schiffe zu bauen
fiihrt bloB zur Vergeudung von Jungholz.”

(Gustav 11., Konig von Schweden; 1611 - 1632)

Im Januar 1625 erhielt die Stockholmer
Werft den Auftrag, bis zum Ablauf des
Jahres 1629 zwei kleinere und zwei gréfe-
re Schiffe fiir die Kriegsflotte des Konigs
zu bauen. Am 10. August 1628 sollte das
Flaggschiff, die Vasa. auf ihre erste Reise
gehen. Die Jungfernfahrt war kurz, etwa
1500 m. Ein Windstol} driickte das pracht-
volle Kriegsschiff. das durch sagenhaften
Prunk und seine fiir damalige Zeiten enor-
me Grolie und Bestliickung die Feinde
Schwedens erschauern lassen sollte, so auf
die Backbordseite. dafi Wasser eindringen
konnte. In wenigen Minuten sank das stol-
ze Schiff. An Bord befanden sich etwa 250
Menschen. iiber die Anzahlder Opferist je-
doch nichts bekannt.

Sofort begonnene Untersuchungen brach-
ten zutage, dali die Vasa topplastig gewe-
sen war. Die Schiffsbaumeister konnten
aber nicht belastet werden, da sie nach aus-
driicklichen Direktiven des Konigs gebaut
hatten und eine negativ verlaufene Probe
der Lastigkeit wiihrend des Baus von
Admiral Fleming. der rechten Hand des
Vorsitzendendes Untersuchungsausschus-
ses, ohne die erforderlichen Konsequenzen
abgebrochen wurde. So verlief der Prozely
ergebnislos und in den Jahren bis 1683
wurden lediglich eine Reihe der Geschiitze
geborgen.

Die Vasa geriet in Vergessenheit,

Erstdie jahrelangen Bemiihungen des Chef-
ingenieurs der schwedischen Marinever-
waltung Anders Franzén fiihrten im Au-
gust 1956 zur Wiederentdeckung des
Schiffswracks. Im April 1961 wurde die

Vasa nach 333 Jahren auf dem Meeres-
grund gehoben. Sie war, wie viele Ausrii-
stungsgegenstiinde auch, relativ gut erhal-
ten. Mit den modernsten Mitteln der Wis-
senschaft ging man nun daran. das Verblie-
bene zuerhalten und zu rekonstruieren. Die
Restauration dauerte bis Ende 1988. Am
15. Juni 1990 erdffnete der schwedische
Konig das Vasa-Museum auf Djurgirden.

Der Name des Schiffes wurde damals nicht
an die Bordwand geschrieben, sondern
durch ein Symbol, in diesen Falle eine Ge-
treidegarbe (vasakérven), verdeutlicht. In
dlteren Dokumenten wurden die Bezeich-
nungen “Wasan " bzw. “Vasan " gebraucht.
Da in Schweden heute der w-Laur immer
mit “v" geschrieben wird, hat sich das
schwedische Sprachkomitee fiir “Vasa”™
entschieden, Im Deutschen ist aber auch
der Schiffsname “Wasa " gebrduchlich.

Viele weitere interessante Dinge
rund um die Vasa konnt Ihr in
dem Buch Die Wasa von 1628
von Giinter Lanitzki erfahren.
das 1990im Verlag fiir Verkehrs-
wesen der DDR erschien. Aus
diesem Buch entnahmen wir
auch unsere Informationen. Fragt
dochmalin Eurer Biicherei nach.
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Magie im GroBformat

Von den Schwierigkeiten, einen Weltrekord aufzustellen

o

Schon nach der ersten Bahn zeigte sich, daf} die Halle zu klein war. Aber man wufite sich
zu helfen. Der ,,Uberhang” wurde einfach mit Klebeband an der Hallenwand befestigt,

Zu den beliebtesten Problemen der Unter-
haltungsmathematik gehirt das Bilden
magischer Quadrate. Das ilteste bekannte
magische Quadrat wurde
vor etwa 4000 Jahren in
China aufgezeichnet.

Die Spalten- und Zeilen-
summen ergeben jeweils
15,

o LV SN

9
5
1

(=N B )

Bereits im Jahr 1612 gab C.G. Bachet de
Mézeriac ein Verfahren zur Aufstellung
magischer Quadrate mit ungerader Feldan-
zahl an. Auch fiir Quadrate mit gerader Feld-
anzahl gibt es entsprechende Verfahren.

Somit ist fiir den ausschlieBlich theoretisch
interessierten Hobbymathematiker das Pro-
blem beliebig grofier magischer Quadrate
gelist. Mitdem ersten bekannten Weltrekord
von R. Suntag (USA) mit seinem 105 x 105
Quadrat im Jahre 1975 begann jedoch ein
Wettkampf um die Berechnung des gréBten
magischen Quadrates. dem ich mich als Ma-

Daten des aktuellen Rekordquadrates

Felder:
gedruckte Zahlen:
gedruckte Ziffern:

thematikstudent und mehrfacher Rekordhal-
ter nicht entziehen konnte. Mein Ziel war ein
Quadrat mit 2121 x 2121 Feldern. Das Com-
puterprogramm zur Bildung des Quadrates
war schnell geschrieben, einen Partner zu
finden, der schnelle Drucker. Computer und
Papier bereitstellt, schonschwieriger. Ich fand
ihn in Alex Dummer, Inhaber der Firma pro
data service in Langburkersdorf. Er kiimmerte
sich hervorragend um die Organisation. An
einem Tag im August sollte nun der Rekord
aufpestellt werden. Mein Partner hatte sich
jedoch in der nétigen Zeit zum Ausdrucken
der etwa 30 Millionen Ziffern gehorig ver-
schiitzt und so mulbite der Termin fiir die Auf-
stellung des Rekords verschoben werden. Um
das Quadrat mit der Hand zu schreiben, hiitte
ich tibrigens ein Jahr ununterbrochen arbeiten
miissen. Noch vier Tage war man bei pro data
service beschiiftigt, weitere Listen mit Zahlen
zu bedrucken. Schliefilich sollte auf dem
Sportplatz von Langburkersdortf das Quadrat
von tiber 400 m” zusammengelegt werden. Ein
| Windstoll wedelte uns jedoch bereits die erste

2121 x 2121
4498 641
30 379 384

Summe in jeder Zeile und Spalte: 4 770 807 720

2 Rechner und Drucker je 59 Stunden

GroBe: iiber 400 m?
Rechenzeit:
10 alpha 6/91

Rolle um die Ohren. Es war vollig aussichts-
los, den Rekord an diesem Tag auf dem Sport-
platz aufzustellen. Beim dritten Versuch wa-
ren wir schlauer; Das Quadrat sollte in einer
entsprechend groflen Turnhalle in Leipzig
aufgestellt werden. Mein Partner schickte mir
die Papierrollen in vier Paketen zu. Die Turn-
halle warreserviert. Interessenten benachrich-
tigt —was nicht kam. war das vierte Paket, Und
als hiitte es die Bundespost darauf abgesehen.
mich zu drgern. kames kurz nach dem geplan-
ten Termin.

Nun aber war endlich alles beisammen: ich
konnte den vierten und letzten Anlauf zum
Rekord nehmen. Am 24. Oktober wurde das
Weltrekord-Quadrat vor etlichen Zuschauern
ausgebreitet. Der Rekord ist nun “offiziell™
Er wird in der nichsten Ausguben des ,,Lexi-
kons der Superlative™ erscheinen. wenn bis
zum Redaktionsschlufy im Mai "92 nicht ein
noch grisBeres magisches Quadrat zusammen-
gestellt wird. Allerdings wiirde es mich auch
nicht stéren. wenn mein Rekord nur kurzen
Bestand hitte. Im Gegenteil. ich hoffe. mit
diesem Artikel vielleicht den einen oder ande-
ren Leser zum Sturm auf neue Bestmarken
angeregt zu haben. Die Bedingungen fiir die-
sen und weitere mathematische Rekorde teile
ich Interessenten gerne mit.

R. Laue, Mathematikstudent
an der Leipziger Universitiit,
Postfach 80, O-7060 Leipzig

Ralf Laue ist Mitglied des Rekord-Klubs
Saxonia. Indiesen 1988 gegriindeten Klub
darfnur. wereinen originellen Weltrekord
aufgestellt hat. Viermal jihrlich berichtet
das Saxonia-Info tiber neue Rekorde.
Weitere Weltrekorde von Ralf Laue:

» grofite private Rekordsammlung im
deutschsprachigen Raum (Daten zu etwa
8000 Rekorden. u.a. mehr als 70 Rekord-
biicher)

 groBter Kartentiicher (310 Karten). auf-
gestellt 1991

* lingstes Bilderritsel der Welt

(37,42 m lang. 4.3 cm breit. 215 Waorter
verschliisselt durch 272 farbige Bilder.
kein Wort wiederholtsich. ausgedachtund
sezeichnet von September 1984 bis Au-
gust 1986)

» lingstes Wort in einem Kreuzwortriitsel:
Kraftfahrzeughaftpflichiversicherung
Inzwischen tiberboten von Georgios Ste-
fanidis aus Reutlingen mit Fufballwelt-
meisterschaftsendrundenteilnelimer

e Ordnen des “Zauberwiirfels™ wiihrend
einer Fahrradtour in 41.56 s, aufgestellt
bei den Weltrekordfestspielen in Ziirich
1991: bei den offiziellen WM im Wiirfel-
drehen wiire das der drittletzte Platz gewe-
sen. aber da wurde dabei nicht Fahrrad
gefahren.
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Geheimschrift EAN?

Immer héufiger findet sich auf der Verpak-
kung unserer eingekauften Waren die EAN
(Europiische Artikelnummer) sowie ihre
Verschliisselung in Form eines Strichcodes.

Welche Vorteile bringt

diese Nummer?

Zumeinen sollen die Kassenbereiche im Handel
automatisiert werden, denn mittels eines Lese-
gerites wird der Artikel erkannt und der festge-
legte Preis eingesetzt. Der wesentliche Vorteil
liegt aber darin. daB damit zugleich automa-
tisch jede Warenbewegung erfaldt, der Waren-
bestand in kiirzester Zeit tiberpriift und bei Un-
terschreitung eines Mindestbestandes sofort
neue Ware nachbestellt werden kann. Mit der
EAN werden drei Informationen gegeben:

0078

7817"308431
== T — Priifziffer

— Artikelnummer
Betriebsnummer
Lindernummer

Firmen in der Bundesrepublik Deutschland,
die mitdem EAN-Code arbeiten wollen, erhal-
ten von der Centrale fiir Coorganisation in
Koln eine Bundeseinheitliche Betriebsnum-
mer zugewiesen.

Einige EAN-Liinderkennzeichen
00-09 USA, Kanada

30-37 Frankreich

40-43 Bundesrepublik Deutschland
49 Japan

50 GroBbritannien ...

Aufgabe 1: Wie viele verschiedene Artikel-
nummern verstecken sich in diesem System?

Welchen Sinn hat nun die Priifziffer?
Beim Ablesen oder Eingeben der Nummer
konnen Fehler auftreten. Die Kassiererin muf
das Lesegeriit solange iiber den Strichcode
fithren, bis dieses durch einen Piepton die
Annahme des Strichcodes signalisiert. Genau
hier kommt die Priifziffer zum Tragen.
Aufgabe 2: Sucht Euch verschiedene EAN-
Nummern und rechnet jeweils die Summen
nach dem in Abb. 1 gezeigten System aus!
Gemerkt? Die Summe ergibt jeweils eine durch
10 teilbare Zahl.

Aufgabe 3: Gibt es ein kiirzeres Verfahren zur
Berechnung der Priifziffer?

Aufgabe 4: Berechne fiir folgende neue Arti-
kelnummer die Priifziffer!
49 06550 25409 p

Machen wir uns nun mittels der Priifziffer auf
Fehlerjagd!

Welche Fehler tauchen am hiufigsten auf? Die
Tabelle (Abb. 2) ist das Ergebnis einer statisti-
schen Untersuchung. Problemlos ist Fall b).
Was aber passiert, wenn eine der Priifziffern
falsch ist?

Aufgabe 5: Ersetze in unserer oben gegebenen
EAN jewells eine der Ziffern durch eine andere
und berechne die Priifziffern. Warum ist eine
Vertauschung unfehlbar zu erkennen’?

Alles klar? Wird eine mit 1 zumultiplizierende
Zahl vertauscht, kann die Summe nicht mehr
eine durch 10 teilbare Zahl ergeben.

Wird eine mit 3 zu multiplizierende () durch
eine der Zahlen von | bis 9 ersetzt, dann kann
sich ebenfalls nicht ein Vielfaches von 10
ergeben, da keines der Produkte 1-3.2-3, ...

9 - 3 auf ) endet.

Wird eine der mit 3 zu multiplizierenden Zah-
len ungleich 0 ersetzt, kann die Priifbedingung
ebenfalls nicht mehr erfiillt werden. da sich in
der Dreierreihe bis 9 nie gleiche Einerstellen
ergeben. Damiterkennt der Kollege Computer
indiesem Fall sofort. daliein Fehler vorliegt. er
erkennt aber nicht die Stelle.

(0 0 7 8 1 7 3

4
l’i
4 + 0+ 0 +21 + 8 + 3 + 7 +

i

Walter Hanel

Aufgabe 6: In folgender EAN ist eine der
Ziffern talsch. Welche Maglichkeiten fiir eine
richtige EAN gibt es?

40 04400 23456 7

Unfehlbar ist das Priifsystem aber nicht! Wer-
den zum Beispiel zwei Ziffern so veriindert,
daly die Differenzen zu den urspringlichen
Ziffern ein Vielfaches von 10 ergeben, wird
die Nummer akzeptiert.

Das Vertauschen benachbarter Zweierblocke
bleibt ginzlich unbemerkt, da die Zahlen je-
weils wieder mit dem gleichen Faktor multipli-
ziert werden.

Ebenfalls unentdeckt bleiben Zahlendreher der
Form 0/5, 1/6, 2/7. 3/8 und 4/9.

Aufgabe 7: Warum entdeckt der Computer
diese Zahlendreher nicht?

Sicher gibt es Priifverfahren, welche diese
Fehler ausschlieen. Dafiir versagen sie aber
bei anderen Eingabefehlern. Die Anwendung
dieses Priifverfahrens wird dadurch gerecht-
fertigt. daB} es die am hiiufigsten auftretenden
Fehlertypen (a) und b)) sicher erkennt.

nach einem Beitrag von Wilfried Herget
in mathematik lehren

Im nédchsten Heft knacken wir den Strichcode!

Fehlertyvp Hiufigkeit
0 8 4 3 1 a) Eine Ziffer falsch 609% .
.1 i b) Anzahl der Ziffern falsch 25%%
¢) Zwei oder mehr Ziffern falsch 8%
0 4+ 0 +24 +4+9+1 =90 d) Vertauschen benachbarter Ziftern 5%

e) Vertauschen benachbarter Zweierblocke, 1%

Abb. 1

iz lehren / Heft 49

Abb. 2
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Fiunfeckkonstruktionen
von berihmten Kunstlern

Ein Beitrag, den Thr ohne Papier, Bleistift,
Zirkel und Lineal daneben nicht anfangen
solltet.

Regelmifiige Vielecke haben gleichlange
Seiten und gleichgrofie Winkel in allen Eck-
punkten. Sie lassen sich daher in einem Kreis
einzeichnen, ihre Seiten sind dann Sehnen,
dieser Umkreis ist ein ideales Hilfsmittel zur
Konstruktion der Vielecke. Natiirlich haben
sie auch einen Inkreis, ihre Seiten sind dann
Tangenten. Die einfachsten Vielecke dieser
Art. gleichseitiges Dreieck. Quadrat, Sechs-
eck und Achteck mit In-und Umkreis gehoren
heute zu den Grundaufgaben im Geometrie-
unterricht unserer Schulen.

Nicht so das Fiinfeck: seine Konstruktion hat
nicht nur die Mathematiker seit Jahrtausenden
herausgefordert. Der Sage nach war das Pen-
tagramma, das ist das regelmaBige Sternfiinf-
eck. Geheimzeichen der legendenumwobe-
nen Pythagorier in der Zeit der Antike. Es
wird aus den Diagonalen des regelmiBigen
Fiinfecks gezeichnet. benachbarte Eckpunkte
werden demzufolge nicht verbunden (Abb.
1).

Im beriihmten Almagest des Griechen Clau-
dius Ptolemius (geb. um 85. gest. um 163),
den uns die Araber durch ihre Ubersetzungen
aus der Antike tiberliefert haben. istdie exakte
Konstruktion des einem Kreise einbeschrie-
benen Fiinfecks bewahrt. Natiirlich kannte
auch Euklid in seinen Elementen die Kon-
struktion und benutzte fiir seinen Beweis das
regelmifBige Zehneck mit dem daraus folgen-
den goldenen Schnitt.

Albrecht Diirer

Doch nicht nur in der Baukunst, auch von
beriihmten Malern der Vergangenheit sind
uns mehr oder weniger exakte, aber praktische
Konstruktionen des Fiinfecks auch mit dem
Umkreis als Bestimmungsstiick tiberliefert und
bekannt geworden. Kein Geringerer als Al-
brecht Diirer (1471 - 1528) beschreibt eine
originelle, sehr einfache Niherungskonstruk-
tion “mit dem unverriickten Zirkel” zur prak-
tischen Anleitung fiir die Jinger der Baukunst.
Sie steht in seiner Hauptschrift aus dem Jahre
1525 mit dem Titel:

“Unterweysung der Messung mit dem Zirckel
und Richtscheyt in Linien ebenen und gantzen
Corporen durch Albrecht Diirer zusammen-
getzogen und zu nutz allen Kunstliebhaben-
den mit zugehorigen figuren in truck gebracht.”
Diese auch auf dem Gebiet der Stereometrie
wertvolle mathematische Schrift ist seinem
Freund und Férderer Willibald Pirckheimer
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(1470-1530)in Niirnberg gewidmet. (Abb. 2)
Mit dem Radius r = AB werden um A und B
zwei Kreise geschlagen, dazu ein dritter mit
dem Mittelpunkt im unteren Schnittpunkt D
der beiden ersteren. Die Sehne DC senkrecht
auf AB schneidet diesen dritten Kreis in E.
Durch E miissen nun die beiden Sehnen zu den
unteren Schnittpunkten der drei Kreise gezo-
gen werden. Thre Verlidngerungen liefern be-
reits den 3. und 4. Eckpunkt des gesuchten
Fiinfecks H und K. Mit dem anschlieffenden
Zirkelschlag um H und K ist der 5. Eckpunkt
P gewonnen und damit das Fiinfeck zu zeich-
nen.

Leonardo da Vinci

Der grofite Maler des 15. Jahrhunderts jenseits
der Alpen, Leonardo da Vinci (1452 - 1519)
hat sich ebenfalls wiederholt mit mathemati-
schen Aufgaben beschiiftigt, leider ist uns nur
weniges erhalten geblieben. Doch die ver-
schiedenenregelmiBigen Vielecke finden sich
wiederholt in seinen fragmentarischen Blit-
tern und Aufzeichnungen, darunter das uns
hier interessierende Fiinfeck (Abb. 3).

Er geht dabei anders als Diirer vom gleichsei-
tigen Dreieck ABC aus, dessen Seite AB
zugleich Seite des gesuchten Fiinfecks werden
soll. Mit dieser Grundseite AB muB er auf der
Hohe CD aus Symmetriegriinden den noch
unbekannten Mittelpunkt des Umkreises M
finden. dann ist das Fiinfeck fertig zu zeich-
nen. Zu diesem Zweck fillt er das Lot vom
Punkt B auf die Dreieckseite AC und erhélt
dort den FuBBpunkt F. Der Kreis um B mit dem
Radius der Lotlinge BF schneidet die Hohe im
Dreieck im Punkte M, damit hat er schon
Mittelpunkt und Radius des Umkreises ge-
wonnen und kann leicht das Fiinfeck zeich-
nen. Neben einem Vorversuch auf dhnlichem
Wege mittels eines Dreiecks, den Leonardo
schon selbst mit der Bemerkung “falso” (=
falsch) versehen hat, beschreibt er an anderer
Stelle seiner Schriften noch eine dritte Kon-
struktion (Abb. 4).

Mit der festgelegten Fiinfeckseite AB = a
werden als Radius zwei Kreise um A und B
geschlagen. Thre Schnittpunkie C und D lie-
fern eine gemeinsame Sehne CD, die senk-
recht auf der Grundlinie AB steht und diese in
F halbiert. Die rechte Hilfte BF wird dann in
vier gleiche Abschnitte geteilt. einen davon
trigt Leonardo in C parallel zu AB nach links
ab und erhilt den neuen Punkt p. Die Verbin-
dungslinie durch B und p schneidet die senk-
rechte Sehne DC in M. dies ist schon der
Mittelpunkt des Umkreises fiir unser Fiinfeck,
hat also den Radius MB. Mit vier weiteren

Abb.1 P
KN H
A B

Abb. 4

Abb. 2

-~

jw)

O R=m
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Zirkelschliigen ist dann das gesuchte Fiinfeck
fertig.

Diese und andere mathematische Arbeiten von
Leonardo entstanden etwa in der Zeit zwi-
schen 1480 und 1500, sind also dlter als das
Buch von Albrecht Diirer.

Etwa um 1600 hat Christoph Clavius (1537 -
1612), Mathematikprofessor am bertihmten
Collegium Germanicum in Rom, die Fiinfeck-
konstruktionen der Kiinstler genauer unter die
Lupe genommen und nachgerechnet. Er fand
fiir die Winkel im Fiinfeck von Direr an der
Basisin A und B die Werte 108°22', also etwas
zu grof}, in den Eckpunkten H und K den Wert
107°2" also zu klein, und in der Spitze 109°12',
wieder zu groB.

Hat Clavius mit seiner Nachpriifung
der Konstruktion von Diirer richtig |
gerechnet? Man iiberpriife Claviusund

auch Leonardo mit den Mitteln der |
Trigonometrie! Wie grof} sind genau ‘
die Eckwinkel, d. h. wieviel weichen sie

vom theoretischen Wert 108° ab?

Griechische Mathematik

Die exakte Konstruktion des regelmiBigen
Fiixcks in einem gegebenen Umkreis mit fe-
stem Radius verdanken wir schon der frithen
griechischen Mathematik. Die Konstruktion
ist sehr einfach (Abb. §).

Im Mittelpunkt M des Umbkreises zwei senk-
rechte Durchmesser gezeichnet, dann mufl
man den Radius MB halbieren im Punkt F. Mit
der Strecke FC als neuem Radius schldgt man
um Feinen Kreis. der den waagerechten Durch-
messer in P trifft. Die Sehne in diesem Kreis
PC ist bereits die genaue Seite des einbe-
schriebenen Fiinfecks! Zusitzlich hat man noch
die Seite des regelmiiBigen Zehnecks gewon-
nen, es ist die Strecke MP.

Der geometrische Beweis, wie er von den
Griechen vor mehr als 2000 Jahren gefiihrt
wurde, geht zuerst vom Zehneck aus und fiihrt
tiber deneingangs erwiithnten goldenen Schnitt.
Die in Abb. 5§ vorgestellte Konstruktion von
Ptoleméus ldB3t sich leicht berechnen: nach
dem Satz von Pythagoras gilt fiir die Hypote-
nuse im Dreieck FCM der Ansatz

o

FC?=r2+-=5
4

r\ =
3
Da auch P auf diesem Kreis liegt, sind beide
Strecken FC und PF gleich lang. Bis zum

und daraus die Wurzel

q
|

gezogen FC =

Mittelpunkt reicht  ppM = [L ][ A =s }
2 2

PM:[%M{E—Q

also schon das einbeschriebene Zehneck. Das
gesuchte Fiinfeck hat die Sehne PC als Kante.

oder kiirzer
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Der italienische Maler, Bildhauer, Baumei-
ster, Ingenieur, Mathematiker, Naturwis-
senschaftler. Kunsttheoretiker und Phi-
losoph lebte von 1452 bis 1519. Er ist wohl
der genialste Kiinstler und enzyklopidi-
sche Wissenschaftler der Renaissance und
gilt als Begriinder der experimentellen Na-
turwissenschaft. Leonardo da Vinci nahm
anatomische Sektionen vorund wurde durch
meisterhafte Darstellungen der Ergebnisse
zum Schopfer der wissenschaftlichen De-
monstrationszeichnung.

Das Bild verdeutlicht sehr gut, daB da Vinci
Linkshénder war und die Eigenart besal,
seine Manuskripte in Spiegelschrift zu
schreiben.

Vermutet wird, dafl er damit vermeiden
wollte, dal Unbefugte darin stébern.

Leonardo da Vinci |

Anatomische Studien

denn es gilt im Dreieck PCM

PC? =MC? +PM? =1 +(1'-],(\."3 -1y
und aufgelost 4)°

7 1’2 =
2|7 1 f10=2.45) . de
PC _[ . J (10 - xs] araus
T [ —
PC:(?}\;IU—MS

liefert die Seite im Fiinfeck nach der Formel.

Konstruktion eines Unbekannten
Eine leider wenig bekannte Konstruktion des
Fiinfecks finden wir im Briefwechsel zwi-
schen GauB3 und seinem Schiiler und Freund
Gerling. Dieser berichtet in einem Brief vom
17.2.1814 aus Kassel von einer originellen
Konstruktion eines seiner Schiiler. die Abb. 6
zeigt.
Auf dem Durchmesser des Umkreises AB
wird in B senkrecht nach unten der halbe
Radius nach D abgetragen. Der Halbkreis um
D als Mittelpunkt schneidet die vorher einge-
zeichnete Verbindungsstrecke MD in E. Mit
ME ist schon die exakte Seite des Zehnecks
gewonnen. Verldangert man die Verbindungs-
gerade EB iiber E hinaus bis zum Schnitt mit
dem Umkreis in F, so hat man die exakte Seite
fiir das gesuchte Fiinfeck gewonnen (EF).
Zum Beweis rechnen wir nacheinander:

bl 3
MD?=r2+ =5

4 4
und die Wurzel MD = [ LJ, V5

A}

davon mufl noch der halbe Radius abgezogen

werden, damit ist ME = ( -:—](\3 - 1]

| die fertige Zehneckseite, wie es die Formel

verlangt. Die gesuchte Fiinfeckseite ist Hypo-
tenuse im Dreieck FEM. daher gilt fiir sie:

FE? =FM’ +ME? =1 +[§]‘({5—1)1 =

o
={‘"_ J.{',O_ 245 die Wurzel
;_I_. \ !
AN =
FEz(:]\-I(FE\-'Js

so wie es die Formel fiir das Fiinfeck verlangt,
Die exakten Formeln fiir die einem Kreis ein-
beschriebenen Vielecke bis hin zum 24-Eck
findet der interessierte alpha-Leser in der
“Kleinen Enzyklopddie Mathematik™ aut der
Seite 190. er muB nur noch die Sehne DE inder
Zeichnung eintragen und ausrechnen.

Doch zuriick zum Fiinfeck. Wie schon gesagt,
kennen wir leider nicht den Namen des Schii-
lers, der die Konstruktion nach Bild 6 erson-
nen hat.

| In sciner Antwort an Gerling schreibt Gaul}
| am 20. Februar 1814;

“Die Konstruktion des Fiinfecks, auf welche
Thr Schiiler gekommen ist, hat mir sehr wohl
gefallen.

Ich gestehe indes, da3 ich Thnen in diesem
Augenblick keine befriedigende Antwort
geben kann. ob sie neu ist, ja. ich mul} beken-
nen, daB mir Ptolemiius’ Konstruktion nicht
gleich gegenwiirtig ist.”” Diese ehrlichen Zei-
len des Princeps mathematicorum sind bemer-
kenswert, wenn man bedenkt. welchen ent-
scheidenden Beitrag er zu diesem Problem
selbst geleistet hat und das schon mit 18 Jah-
ren.

Dr. Joachim Buhrow ist Dozent an der
Ernst-Moritz-Arndt-Universitit Greifswald,
Fachrichtungen Mathematik/Informatik
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Olympische Spiele
im Jahr 2000 in Berlin?

Im obigen Symbol ist fiir jeden der sechs
Buchstaben B, E. R, L, 1 und N je eine der
Zahlen 1, 2. 3.4, 5 und 6 so einzusetzen, dal}
gilt: Denkt man sich zwischen die in einem
Kreis (einer Null von 2000) stehenden Ziftern
Pluszeichen gesetzt, so sind diese drei Sum-
men fiir die drei Kreise einander gleich. Wie-
viel Moglichkeiten fiir das Einsetzen der zu-
lissigen Zahlen gibt es?

Den alten Romern
auf die ?’ Zahlen geschaut

Die alten Romer hatten es mitihren Zahlenzei-
chen nicht leicht! Oder kommt [hr ohne Miihe
mit solchen Jahreszahlangaben klar, wie Thr
sie an vielen alten Gebiduden findet?

Die romische Jahreszahl auf dem nebenste-
hend abgebildeten Rathaus in Leipzig verrit
Euch das Jahr der Fertigstellung des Renais-
sancebaus nach Plinen von Hieronymus Lot-
ter.

Kliiren wir also mal die Sache auf. Die Romer
und auch unsere Vorfahren bis etwa zum Jahr
1500 mubten mit den sieben Zahlenzeichen
auskommen. die in der folgenden Zeichnung
abgebildet sind.

(Das “*M" gibtes tibrigens erst seit dem Mittel-
alter, die Romer schrieben “CI0")

100
500
1000
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Komisches, Kniffliges

und Knackiges
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Damit Euch geniigend Zeit zur Beschiiftigung
mit dieser Aufgabe zur Verfiigung steht, wird
die zugehorige Losung erst im Folgeheft ver-
offentlicht. Walter Triger, Diobeln

|
‘ Nach welchen Regeln werden nun diese Zei-
chen zusammengestellt:

1. Gleiche Zahlen werden zusammengezdhit.
Zum Beispiel:
M=1+1=2llI=1+1+1=3,

XXX =10+ 10+ 10 =30,

MM = 1000 + 1000 = 2000

2. Kleinere Zahlen, die hinter grifieren
Zahlen stehen, werden dazugezihlt:

Zum Beispiel:

Vi=5+1=6,

XMI=10+1+1=12,
XVII=10+5+1+1+1=18.
DXVI=500+10+5+1=516

3. Kleinere Zahlen, die vor grofferen Zahlen
stehen, werden abgezogen:

Zum Beispiel:
IV=5-1=4IX=10-1=9,
XIV=10+4(5-1)=14,CD=3500- 100 =400
MDXC = 1000 + 500 + 100 - 10 = 1590

Mathematische Fahndung

Im Silbenriitsel sind 13 mathematische Begrif-
fe versteckt!

Tan | Seh i kan fi Py |pli
Mul | Di qua tienté ne |ra
I-_Sum Quo | Mi Ra nu |end
mi . den I sturnpf‘ Se. [ Di;_“ Ka
tion I te |gen |die | sion | drie
Geo | te ' go ﬂ_zie : le me

ren v | me na trie |ren |

Schiilerin Andrea Leuschke,
Aue

Nun seid Ihr an der Reihe!

1. Ubersetzt folgende romischen Zahlen in
unsere Schreibweise: VIII XII, CX, DC, CXL,
CM, XL, XIX, MCCC, LIX.

2. Nun das Ganze umgekehrt:
7, 13,45, 101, 450, 543, 333,876, 999

| 3. Ubersetze die folgenden Zahlen, die auf

Denkmilern zu finden sind:

Schiller, geb. MDCCLIX gest. MDCCCV
Goethe, geb. MDCCIL gest. MDCCCXXXII
Kant, geb. MDCCXXIV gest. MDCCCIV
Galilei, geb. MDLXIV gest. MDCXLII
Friedrich der GroBe. geb. MDCCXII gest.
MDCCLXXXVI

4. An einem alten Burgtor steht MDCLXXIV,
Welcher der zuvor genannten Herren konnte
darin gewohnt haben?

nach: R. Striiter: Knobeln und
Kombinieren, Verlag Die Schulpraxis
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Alphons
logische Abenteuer (8)

Alphons las auf der einem medizinischen Prii-
parat beigefiigten Information: ..Durch Ein-
wirkung des Medikaments und/oder infolge
des fortgeschrittenen Erkrankungsgrades kann
es zu zeitweiligen Ubelkeitsgefiihlen kom-
men.” Was, so fragte er sich. bedeutet das
.und/oder”? Wiirde nur..und™ stehen. so wiire
das Ubelkeitsgefiihl Folge sowohl des fortge-
schrittenen Erkrankungsgrades als auch des
Medikaments. Beides zusammen bewirkt zeit-
weilige Ubelkeit. Wiirde nur..oder” stehen, so
ist dieser Fall nicht ausgeschlossen, wenn man
woder” nicht im ausschlieBenden Sinn ver-
steht, ausgedriickt durch ,.entweder, oder”.
Anders als im ersteren Sinn kann das ..oder” in
.und/oder” auch gar nicht verstanden werden,
denn das ,,und” schlieit das ,.entweder, oder™
aus und umgekehrt. Die Ubelkeit kann des
einschlieffenden ..oder” wegen aber auch Fol-
ge nur der Einnahme des Priiparates bzw. nur
Anzeiger des Grades der Erkrankung sein.
Wenn also das .oder” in der Kombination
.und/oder” den Fall des .und” einschliefit,
warum wird dieser dann extra angefiihrt?
Vermutlich will man mit .,und/oder™ gerade
die Verstehensweise des ..,oder” betonen: Im
Zusammenhang mit Grad der Erkrankung und
Einnahme der Medizin kann mindestens eines
zu zeitweiliger Ubelkeit fiihren. Dann aber
darfman iiberall, wodaseinschlieBende ,.oder”
gemeint ist. ..und/oder” verwenden.
JAlphons™ rief seine Schwester. .,wann
schreibst Du den aufgegebenen Aufsatz?” Er
antwortete:,.Heute und/oder morgen.” Seine
Schwester erwiderte: ,Besser, Du schreibst
ihn heute und morgen, als nur morgen.” Nach-
dem Alphons sie iber den Gebrauch von ,.und/
oder” aufgeklirt hatte. meinte sie: ,.Und war-
um driickst Du Dich dann so kompliziert aus?”
Diese Frage gab Alphons seinem Deutschleh-
rer weiter. .Man greift zu dieser Konstruktion.
weil oft ., oder” verwendet wird, wo eigentlich
.entweder, oder 7 stehen miifite”, meinte die-
ser. ..So erhilt man aut eine Frage eine Oder-
Antwort, obwohl sachlich klar ist, daB nur ein
Entweder - Oder zutreffen kann. Auf die Frage
z. B., wann jemand heute von Berlin nach
Madrid fliege. ist die Antwort: 15 Uhr oder 17
Uhr, nicht ungewohnlich. Der Gebrauch von
«und/oder” soll dem MilBverstehen vorbeu-
gen. obwohlesdoch den viel einfacheren Weg
gibt, die schon zur Verfiigung stehenden un-
terscheidenden Sprachausdriicke korrekt zu
verwenden. Es liegt ja hier kein echter Mangel
der deutschen Sprache vor. sondern nur unan-
gemessene Lockerheit im Umgang mit ihr.
Ganz ausschlieBen kann auch diese Konstruk-
tion das MiBverstehen nicht. Wichtiger aber
ist. thren Gebrauch {ibt man durch Riickgriff
auf die Unterscheidung von ein- und aus-
schlieBendem oder. So wird denn diese schon
gegebene sprachliche Unterscheidung wieder
in das BewubBtsein gertickt und die Konstruk-
tion macht sich auf diese Weise selbst wieder
tiberfliissig.”

Prof. Dr. L. Kreiser

Institut fiir allgemeine Logik der Universi-
tiit Leipzig
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ausprobiert haben.

Thr gleich ein stabiles Legespiel mit.

Verhextes Hexagramm

Eine Empfehlung fiir ., Legebesessene”

Als der dtv (Deutscher Taschenbuch Verlag) uns das Biichlein ,,Hexa-
gramm’ von Ulrich Namislow sandte. kam die Arbeit in der Redaktion
fiir emige Zeit zum Erliegen. Allerdings ohne schlechtes Gewissen
dartiber. denn wir wollen Euch ja nichts empfehlen, was wir nicht selbst

In dem Biichlein werden 150 Legeritsel zum Knacken vorge-

geben, die aus den sechs kongruenten, ungleichseitig-recht-
winkligen Dreiecken zusammenzulegen sind.

Fiir ganz Ungeduldige stellen wir hier einige Riitsel vor. Die erforder-
lichen Dreiecke sind schnell gebastelt. Zu beachten ist noch, dab stets
alle Spielfiguren zu verwenden sind und sich jeweils mindestens zwei
Eckpunkte und zwei Seiten beriihren miissen,

Ubrigens - zusammen mit dem Biichlein (ISBN 3-423-10340-X. Preis 14.80 DM) erhaltet

Uisich Namiglow:

Hexagramm

L elibuel and
Loaungen
Mut 6 Spialefermenten

Sprachecke

K patnuun et Oyvari paspesasn Ha 0O
KYCKOB B GOPME BRITYKTHX MHOMONTOTBHITKOB,
[Tar1 KVCROB 32 TEPATNCL, OCTAICA OTHH KNCOK
B QOPME  HPABILIBHOIO  BOCEMINTOILHIK.
MOKHO T0 10 OTHOMY 3TOMY BOCEMINTO.THH-
HKY BOCCTAHOBITE HCXOAHBII KB 1paT?

aus: Quant, Moskau

Le mousse tache

Le jeune mousse a fait une tache sur le journal
de bord du capitaine. Sur cette page. le capitai-
ne avait reporté le montant de la facture corre-
spondant aux 36 chandelles achetées lors de la
derniére escale. Au niveau du total. on lit
maintenant: 77,47 DM.

Les points d’interrogation désignent les taches
taites par le mousse. Indi-
quez le prix d une chandel-
le. sachant qu’il est inféri-
eure & 2 DM.

aus: Tangente, Paris

For christmas eve

In the problem each letter must be replaced by
adigitinsuch a way that the addition is correct.
NOEL

aus: fun with mathematics, Toronto
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Zum9. Malfordert alpha alle Schachfreun-
de und jene, die es werden wollen, zur Teil-
nahme an einem Losungswettbewerb auf!
Wiederum sind acht Schachaufgaben mit
unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad zum
Losen vorgegeben. Vordergriindig soll die-
ser Wettbewerb Spall an den reizvollen
Knobeleien auf dem Schachbrett vermit-
teln, wobei bis zum Erreichen der Lisun-
gen einige Fallstricke zu erkennen und zu
durchschauen sind, was die Entwicklung
mathematischer Analysetiitigkeit unter-
stiitzt.

Schachwd{ .T;bc or Kajan
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alpha-

Schachwettbewerb

In allen acht Aufgaben beginnt Weill und setzt
trotz bester Gegenwehr von Schwarz in der
geforderten Ziigezahl matt. Als vollstindig
gilt die Losung. wenn alle Abspiele bis zum
Matt angefiihrt werden!

Unter den Teilnehmern. die alle Aufgaben
korrekt geltst haben, werden Buchpreise ver-
lost und Urkunden verteilt. In einer weiteren
Verlosung haben auch alle anderen Teilneh-
mer. die zumindest eine Aufgabe richtig ge-
l6st haben. die Chance, einen Buchpreis zu
gewinnen.

Die Einsendung der Losungen ist bitte bis
zum 1. Mirz 1992 unter Angabe von
Name, Vorname und Alter zu richten an

Redaktion alpha
PSF 129
O - 7010 Leipzig

Die Losungen und die Gewinner werden
in alpha 4/1992 veroffentlicht.
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alpha-Wettbewerb

Hauptpreis: 1 Vegas Computer CE 0808 incl.
20 MB Festplatte und Bildschirm

Tolle Preise gibt es beim alpha-Wettbewerb 1991/92 zu gewinnen. Mitmachen lohnt sich
also und bringt neben dem Spal} an der Mathematik auch die Moglichkeit, einen attrak-
tiven Preis zu ergattern. Die Wetthewerbsbedingungen findet Thr auf Seite 22. Wir bedan-
ken uns bei den Sponsoren des Wetthewerbs und wiinschen uns eine rege Teilnahme.

Die Preise:

» Ein Vegas Computer CE 0808 mit 20 MB
Festplatte, Tastatur und Bildschirm. Hanta-
rex Deutschland Vertriebsges. mbH.. W-5230
Altenkirchen

* Vier Software-Programme des CoMet Ver-
lages fiir Unterrichtssoftware, 4100 Duisburg:
Cabri Geometre, Derive 2.0, Treffer!, Graphix
Erforderliche Hardware: jeweils PC mit MS-
DOS ab unterschiedlichen Versionen 2,11
3.2:3.3: 512 bzw. 648 KB Hauptspeicher und
Graphikkarte (Hercules. CGA. EGA. VGA)
* Ein Graphik-Rechner FX-7700 G von Casio
Computer Co. GmbH, 2000 Hamburg

» Zehn Electronic-Rechner unterschiedlicher
Ausstattung von Texas Instruments Deutsch-
land GmbH. 8050 Freising

39 mathematik lehren / Heft 49

e Zehnmal die Biénde I-111 “Internationale
Mathematik-Olympiade™ fiir die Oberstufe
vom Manz Verlag. 8000 Miinchen

s Fiinf Electronic Translators mit Wihrungs-
rechner und sechs Weltsprachen im Griff
von Conrad Electronic, 8452 Hirschau

» Zwei Biinde Schiilerduden, Mathematik 1
und IT vom Bibliographischen Institut & Fa.
Brockhaus AG, 6800 Mannheim

» Fiinfzehn Spiele unterschiedlicher Ausstat-
tung vom Otto Maier Verlag Ravensburg AG,
7980 Ravensburg

+ Ein Schiilerduden “Die Informatik”. Bi-
bliographisches Institut & Fa. Brockhaus AG,
6800 Mannheim

« Jeweils fiinf Arbeitshefte und Liosungsbién-
de der “Aufgabensammlung fiir mathema-
tischinteressierte Schiiler”: 5. -7. Jahrgangs-

stufe, 8. - 10. Jahrgangsstufeund 11.- 13, Jahr-
gangsstufe. Insgesamt 15 Preise! Sponsor:
Manz Verlag, 8000 Miinchen

* Fiinfzehn Biicher unterschiedlicher Ausstat-
tung vom Otto Maier Verlag Ravensburg AG,
7980 Ravensbhurg,

Mitarbeiter/innen des Verlages und de-
ren Angehtrige kdnnen nicht am Wettbe-
werb teilnehmen. Der Rechtsweg ist aus-
geschlossen. Die Verlosung erfolgt unter
den Einsendern, die die Aufgaben richtig
geldst haben. Der Vegas Computer wird
unter den fiinf Besten aller Klassenstufen
verlost.
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Wettbewerbsbedingungen

1. Der Wettbewerb 1991/92 lduft iiber zwei Teil-

wettbewerbe in den Heften 6/91 und 1/92.

2. Einsendungen sind unter Angabe von Name.
| Vomame, Anschrift, Schule und Schuljahr (bei
| Erwachsenen Alter) zu richten an:
| Mathematische Schiilerzeitschrift alpha
| Postfach 129

0-7010 Leipzig

Den Losungen ist die frankierte und an Euch

adressierte Antwortkarte beizulegen, welche Thr

im Mittelteil unserer Zeitschrift findet. Darauf

erhaltet Ihr die Ergebnisse dieses Teilwettbewer-

bes mitgeteilt. Steht mehreren Schiilern nur eine

Zeitschrift zur Verfiigung, so kopiert Euch die

Auswertungsseite der Antwortkarte und klebt sie

aufeine an Euch adressierte Postkarte (Porto nicht

vergessen).

Schulen beachten bitte, daBdie gesammelte Riick-

sendung entsprechend mehr Porto verlangt.

3. Von dem Teilnehmer sind nur Aufgaben seiner

oder einer hoheren Klassenstufe zu losen. Schiiler

ab Klassenstufe 10und Erwachsene l6sen die mit

10 und E gekennzeichneten Aufgaben.

4. Jeder Teilnehmer sollte einen Durchschlag sei-

ner Losungen anfertigen. um diese mit den je-

alpha-Wettbewerb

Wer lost mit?

weils zwei Hefte spiter erscheinenden Lasungen
zu vergleichen.

5. Diejenigen Teilnehmer. die insgesamt minde-
stens 8 Aufgaben richtig (gutoder sehr gut) gelost
faben, senden bis zum 10. September beide Ant-
wortkarten, einen entsprechend frankierten und
adressierten Riickumschlag und

a) bei mehr als dreimaliger Teilnahme die zuletzt
erhaltene Urkunde bzw.

b) bei mit diesem Wettbewerb dreimaliger Teil-
nahme die beiden bereits vorhandenen Urkunden
ein,

Bei erst- bzw. zweimaliger Teilnahme geniigen
die beiden Antwortkarten.

6. Alle erfolgreichen Teilnehmer erhalten eine
Urkunde und einen alpha-Button. Pro Klassenstu-
fe 5 bis 10 werden die 5 besten Teilnehmer ermit-
telt (entscheidend ist die Anzahl der sehr gut
geldsten Aufgaben) und unter den Ubrigen je-
weils fiinf Teilnehmer ausgelost.) {Aullerdem |
pramieren wir 5 Friihstarter (Klassen 1 bis 4)).
Diesen Gliicklichen winken attrakiive Preise,
welche wir auf Seite 21 vorstellen,

Beachtet bitte, dall wir Einsendungen ohne
Riickporto nicht mehr bearbeiten kdnnen.

EinsendeschluB: 22, Februar 1992

Klassenstufe 5

5/1

Von drei Freunden mit den Rutnamen André.

Bernd und Christian und den Familiennamen

(in anderer Reihenfolge) Lange, Meier und

Neumann ist folgendes bekannt:

(1) Bernd und der Junge mit dem Familienna-
men Lange besuchen die gleiche Schule.

(2) André, Christian und der Junge mit dem
Familiennamen Neumann betreiben aktiv
Sport.

(3) DerJunge mitdem Familiennamen Lange
ist mit Christian verwandt.

Wie heilien die drei Freunde mit vollem Na-

men?

Schiiler Sven Reinald, Zerbst

52 4 -
Bestimme di€ kleinste und die groBte dreistel-
lige natiirliche Zahl mit der Quersumme 10.
(Beispiel fiir eine Quersumme: Die Zahl 369
hat die Quersumme 3 +6+9=18.)
Schiilerin Corinna Petzold, Cottbus

5/3

Eine Familie besteht aus vier Personen, die
zusammen 101 Jahre alt sind. Der Vater ist
viermal so alt wie sein Sohn und drei Jahre
ilter als die Mutter. Der Sohn ist vier Jahre
junger als seine Schwester. Wie alt ist jedes
Familienmitglied?

Schiilerin Corinna Petzold, Cotthus

22 alpha 6/91

5/4

Drei Freunde mit den Vornamen Ronny, Falk

und Ingmar haben (in anderer Reihenfolge)

die Nachnamen Krause, Lumnitz und Schett-

ler.

Von ihnen wissen wir folgendes:

(1) Falk hilft Krause in Mathematik.

(2) Falk, Ingmar und Lumnitz sind Klassen-
kameraden.

Wie heien die drei Freunde mit vollem

Namen?

Schiilerin Sandra Léser, Griiningen

| 5/5

l In dem folgenden Schema sind die Buchsta-
ben so durch Ziffern zu ersetzen, dalf eine
richtig geldste Additionsaufgabe entsteht.
Dabei stehen gleiche Buchstaben fiir gleiche
Ziffern, verschiedene Buchstaben fiir verschie-
dene Ziffern.

ARIE

+ ARIT E

OP ERA
Schiilerin Melanie Anefeld, Herges-Hal-
lenberg

| i

;56" .
Die drei Geschwister Axel, Beate und Chri-
stian sind im Alter jeweils zwei Jahre ausein-
ander. Beate ist élter als Christian, aber jiinger
als Axel. Zusammen sind sie 24 Jahre alt. Wie
alt 1st jedes dieser drei Kinder?
Sch.

5/7
Ein Hotel hat zusammen 20 Ein- und Zwei-
bettzimmer mit insgesamt 32 Betten. Uber
wieviel Ein- bzw. Zweibettzimmer verfiigtes?
Sch.

Klassenstufe 6

6/1

Die vier Jungen Dirk. Rico. Mark und Lars

haben (in anderer Reihenfolge) die Nachna-

men Wagenknecht, Stowesand, Fischer und

Jakobi. Von ihnen ist folgendes bekannt:

(1) Die drei Jungen Rico, Mark und der mit
dem Nachnamen Stowesand sind zusam-
men auf einem Erinnerungsfoto zu sehen.

(2) Lars heiBt nicht Stdwesand.

(3) Mark. Larsund der Schiilermit dem Nach-
namen Jakobi waren kiirzlich zusammen
im Schwimmbad.

(4) Mark und der Schiiler mit dem Nachna-
men Fischer waren zusammen im Ferien-
lager.

Wie heildt jeder dieser vier Jungen mit voll-

stindigem Namen?

Schiilerin Annekatrin Vof}, Gielow

6/2

Ein Rechteck hat einen Umfang von 26 cm
und einen Fliicheninhalt von 40 cm?®. Es sind
die Seitenlingen a und b des Rechtecks fiir
a>b zu berechnen!

Sch.

6/‘? T —— 131313
Kiirze so weit wie moglich: 656565
Sch.

6/4

Weise nach, dafl in einem konvexen Viereck
die Summe aus den Léngen der Diagonalen
groBer ist als die Summe aus den Lingen
zweier gegeniiberliegender Seiten.

Sch.

6/5
Der Nenner eines Bruches ist um 3521 griBer
als sein Zihler. Nach dem Kiirzen dieses

Bruches erhilt man ]—41 . Durch welche Zahl

wurde der Bruch gekiirzt?
Sch. '

6/6

Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt folgende
Aussage: “Wenn die kleinste von fiinf aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen gerade ist.
s0 ist deren Summe durch 10 teilbar.” Es ist
nachzuweisen, dall diese Aussage wahr isL.
Sch.

6/7

Ein Fulginger bewegt sich mit einer Ge-
schwindigkeit v =4 km/h. Welchen Weg legt
er in 30 min zuriick?
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Klassenstufe 7

7/1

Eine vierkdpfige Familie ist zusammen 88
Jahre alt.

Die Mutter ist viermal so alt wie die Tochter,
der Vater dreimal so alt wie der Sohn. Vater
und Mutter sind zusammen 48 Jahre ilter als
Tochter und Sohn zusammen. Wie altist jedes
der vier Familienmitglieder?

Schiilerin Melanie Anefeld,
Herges-Hallenberg

712

Addiert Tobias zur Zahl seines Geburtsjahres
deren Quersumme,. so erhilt er als Ergebnis
2000. In welchem Jahr wurde Tobias gebo-
ren?

Schiiler Thomas Schaller, Bad Langensal-
za

7/3

“Gib mir einen Apfel: dann habe ich doppelt
soviel Apfel wie du”. sagte Axel zu seiner
Schwester Beate. “Das ist ungerecht. Gib du
mir einen Aptfel von deinen, dann haben wir
gleichviel Apfel”. antwortete die Schwester.
Wie viele Apfel hat jedes der beiden Geschwi-
ster?

Schiilerin Jana Motzing, Mihra

7/4

In zwei Jahren wird Axel doppelt so alt sein,
wie er vor zwei Jahren alt war. Wie alt ist Axel
gegenwiirtig?

Schiilerin Jana Motzing, Mohra

7/5

Addiert man zu einer dreistelligen natiirlichen
Zahl 297 so erhiilt man eine weitere natiirliche
Zahl, die aus den gleichen Ziffern bei umge-
kehrter Anordnung besteht.

a) Wie viele solcher Zahlen gibt es?

b) Wie lautet die kleinste. wie die groBte die-
ser Zahlen?

Sch.

7/6

Ein Fahrzeug bewegt sich eine Strecke von
20 km mit einer Geschwindigkeit von
40 km/hund 10 km mit einer Geschwindigkeit
von 50 km/h. Wie grofB ist die Durchschnitts-
geschwindigkeit?

R.

7/7

Ein Mondauto hat auf der Erde eine Masse von
240 kg.

Welche Masse hat es auf dem Mond? (Die
Fallbeschleunigung auf dem Mond betriigt
1,62 m-s2)

R.

>
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Preistrager im alpha -
Wettbewerb 1990/91

Sonderpreise fiir Friihstarter (Klassen-
stufe 2 -4): Susann Fellenberg, Torgau: Ste-
phanie Méder. Schmalkalden: Claudia
Schreiber, Leipzig

Klassenstufe 5: AG Mathe K. 5, Dallgow;
Christiane Dammann, Freital; Stefan Herr-
mann, Wegefarth: Thomas Kalinowski,
Grambow: Doreen Kohler, Cortbus; Sylke
Kowtsch, Dresden; Kordula Petri, Berlinge-
rode; Stephanie Ratzke, Klein Oschersle-
ben; Roland Voigt, Bihlen: Daniel Wille,
Sondershausen

Klassenstufe 6: AG Mathe 6/7. Mieste: Sarah
Bardy, Netphen: Anja Biallas. Magdeburg:
Lydia Franck, Porsdam: Martin Friederichs,
Bergfelde; Jan Kasper, Herzberg, Anja
Mann. Bautzen: Silke Rudolph., Grofirahrs-
dorf. Henryk Schreiber, Wulfen: Andreas
Stolle. Wittenberg

Klassenstufe 7: AG Mathe 7. Dallgow:
Thomas Kranhold, Wasserthaleben: Ulrike
Kretschmer, Dresden: Karen Miihlenbein,
Rampe: Lars-Peter Miiller, Leipzig: Ulrike
Miiller, Fischheim: Arlett Prengel, Rostock:
Manuela Vogel, Halberstadt, Georg Wenig,
Kaiserslautern; Angela Wiesjahn. Holzen-
dorf

Klassenstufe 8: Diana Fanghinel, Gersdorf:
AnjaFriederichs, Bergfelde: Anett Gschwen-
der. Brohm: Christoph Konig. Greifswald.
Thomas Priiver, Bad Freienwalde: Norbert
Schroder. Bernau: Antje Vogt, Worbis; And-
rea Weigl, Bad Salzungen: Andreas Willnow.,
Lindenthal. Daniel Wolf, Mittweida

Klassenstufe 9: Kristian Debrabant, Eisle-
ben;, Birgit Elfiner, Werneuchen: Christian
Follmer. Berlin: Andreas Hamm, Suhl;
Yvonne Langer, Eisenach

Matthias Loesdau. Landshur: Thomas Lotze,
Suhl: Falk Pitzold, Werdau; Jorg Siede. Ze-
pernick: Ulrich Voigt, Bihlen

Klassenstufe 10: Dr. Frank ABmus, Ora-
nienburg: Bertram Bracher, Schwarzheide,
Stefan Erb. Schwallungen: Matthias Kassner,
Meiningen; Astrid Mirle. Kleindehsa: Jens
Ponisch, Chemnitz: Doris Seifert, Rochlitz;
Matthias Tittel, Berlin: Sylvia Wachholz.
Garlirz: Heike Walter. Berlin

Wir gratulieren herzlich!

Die Liste der Teilnehmer, die mindestens
dreimal teilgenommen haben, verdffentli-
chen wir in Heft 1/92.

Beteiligung im Team
Wettbewerb 1990/91

Peter- Lamberz - OS, Bergfelde; Regelschule
Lindenberg/Eichsfeld, Berlingerode: Se-
kundarschule, Bismark: Grundschule, Blum-
berg

Theodor-Kérner-OS, Chemnitz: Obere
Luisenschule, Chemmitz; Haus der Freizeit/
Klub Junge Mathematiker, Cottbus

Grundschule, Dallgow:; Schiilerfreizeitzen-
trum “Anne Frank”, Dresden

OS “Thomas Miintzer”. Ebeleben; 2. OS.
Eberswalde-Finow: Grundschule am
Schlofiplarz, Elsterwerda

Ernst-Thidlmann-OS, Freital; Helene-Lan-
ge-Gymnasium, Fiirth

Erwin - Hartsch - OS, Gersdorf, John -
Brinckmann - 0S, Goldberg: Rosa- Luxem-
burg- OS. Gotha; Juri - Gagarin - OS, Griin-
hain

Matheklub Sekundarschule, Iden; Goethe -
Schule, /lsenburg; Schule, Ivenack

Erich - Weinert - OS. Johanngeorgenstadt

alpha-club Oberschule, Lardorf, Goethe-
schule. Lauscha: OS, Leutersdorf 1. OS,
Lommatzsch

Oberschule [, Mieste

Max - Langer - OS/AG Mathematik, Nie-
deroderwiiz

H. - Warnke - Schule, Oederan: Alfred -
Wirth - OS. Osternienburg

Oberschule. Schneidlingen: Hans-Beimler-
OS/AG Mathematik. Schénhausen: Real-
schule mit Grundschulteil, Schorssow: OS
“Gliickauf™, Sondershausen: Schule, Srein-
bach

POS Ernst Schneller, Toplitz
Johann-Gottfried-Seume OS. Vacha

0S Wachau/Seifersdorf, Wachau; EOS
Alexander von Humboldt, Werdau: alpha-
club, Werneuchen: Heinrich - Heine - Schule,
Warmlitz: Sekundarschule Thomas Miintzer.
Wilfen

Staatliches Gymnasium. Zeulenroda: Real-
und Grundschule, Ziissow
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Klassenstufe 8

8/1
Wo steckt der Fehler?
16 - 36 = 25 - 45 (Das ist sicher wahr!)

Auf beiden Seiten wird %addien, das ergibt

1636+ =05, 454 5L
4 4

Das Bt sich, wie bekannt, umformen zu

()

Aufbeiden Seiten wird nun die Quadratwurzel

gezogen:

4 . 2 =
2 2

addiert, ergibt 4 = 3.

aus einer Mathematikolympiade

5-% .und auf beiden Seiten %

8/2

Mit welchen Ziffern miissen die Leerstellen in
der Zahl 52[ |2[ ] belegt werden. damit die
entstehende fiinfstellige Zahl

a) durch 36 teilbar ist,

b) durch 11 teilbar ist?

Es sind stets alle Moglichkeiten anzugeben!
Fr.

8/3

Man zeichne ein beliebiges Dreieck ABC.

Es ist eine Gerade g so zu konstruieren, daf3
(1) g das Dreieck ABC schneidet,

(2) g zu keiner Dreieckseite parallel ist und
(3) g ein Dreieck abschneidet. das zu ABC
dhnlich ist.

Fr.

8/4

Eine zweistellige natiirliche Zahl z besitzt die
Quersumme 9. Vertauscht man die Grundzif-
fern von z, so erhiilt man eine zweistellige Zahl
z', die groBer als das Zweifache, aber kleiner
als das Dreifache von z ist. Um welche Zahl z
handelt es sich?

Sch.

8/5

In dem abgebildeten Trapez ABCD, dessen
Diagonalen sich im Punkte S schneiden, seien
A, A, A, bzw. A, die Flicheninhalte der
Teildreiecke ACDS, A ABS. A DAS bzw.
A BCS. Esist nachzuweisen, daf} die Bezie-

hung A; =./A|-A; gilt!

Sch.

24
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8/6

Um auf der Erde einen Kérper auf einer Unter-
lage gleiten zu lassen, istein Kraft Fvon 3,5 N
erforderlich, wenn der Reibungskoeffizient
1=0,35 betrigt. Welche Kraft F’ ist auf dem
Mond erforderlich., um den Kérper auf der

gleichen Unterlage gleiten zu lassen?
R.

8/7

Um die Erde sei lings des Aquators ein Stahl-
giirte] gespannt. Wie groll wire dessen Liin-
genzunahme bei einer Erwirmung um | K?
Der Erdumfang wird mit 40 000 km angenom-
men.

R.

Klassenstufe 9

9/1

Gegeben sei eine dreistellige Zahl, deren Ei-
nerziffer nicht Null ist. Nun vertausche man
ihre erste mit ihrer dritten Ziffer und bilde die
Differenz der so entstandenen Zahl mit der
urspriinglichen Zahl.

Es sind alle natiirlichen Zahlen zu finden, die
Teiler des Betrages dieser Differenz sind.
von einer Fachgruppe Mathematik aus Al-
tenburg/Thiir.

9/2

Es ist das Produkt zweier verschiedener zwei-
stelliger Zahlen mit unterschiedlichen Ziffern
zu bilden.

AnschlieBend sind die beiden Ziffern in jeder
Zahl zu vertauschen und das Produkt aus den
beiden neuen Zahlen zu bilden. Unter welchen
Bedingungen sind beide Produkte gleich?

Es sind zwei Beispiele anzufiihren!

Fr.

9/3

Zeichne einen Kreis k mit dem Mittelpunkt M
und dem Radius r =4 cm. Lege im Innern des
Kreises k einen Punkt P fest, der nicht mit dem
Mittelpunkt M zusammenfiillt. Konstruiere eine
Sehne, die 6 cm lang ist und durch Punkt P

| geht! Die Konstruktion ist zu begriinden!

Sch.

9/4
Einem gleichseitigen Dreieck ABC wurde, wie
aus der Abbildung ersichtlich, ein Quadrat

| 9/5
Das Quadrat EFGH habe die Seitenliinge a.
Der Punkt I ist Mittelpunkt der Seite FG, und
der Punkt J ist Mittelpunkt der Seite HG. Wel-
ches Verhiltnis besteht zwischen dem Fli-
cheninhalt des Dreiecks EIJ und dem des Qua-
drates EFGH?
J

H G

Fr.

9/6

Der MeBbereich eines DrehspulmeBwerkes
betrigt 3 mA, sein Widerstand 20 €. Durch
einen Parallelwiderstand soll der MefBbereich
auf 300 mA erweitert werden. Welcher Wider-
stand Rp muf parallel geschaltet werden?

R.

97

Der Brunnen auf der Festung Konigstein ist
152.3 m tief, der Wasserstand betriigt 12 m.
Wieviel Zeit vergeht vom Abwurf eines Stei-
nes. bis man seinen Aufschlag hért, wenn die
Schallgeschwindigkeit ¢=340 m/s betrigt?
(Fallbeschl. = 9,81 m '),

R.

Klassenstufe 10

10/1
| Es seien a, b und c paarweise voneinander
| verschiedene Grundziffern und a = 0.
Wie lautet die im dekadischen Positionssy-
stem geschriebene vierstellige natiirliche Zahl
| abcb.wenndie Zahlen abc. ach, bea, ac und
b jeweils Quadratzahlen sind?
Sch.

1072

Gegeben sei die Gleichung
sinat+cosoe=m. (0°<a<90°)

Es ist fiir sinot-cosoein Ausdruck in m zu
finden!

DEFG einbeschrieben. Wieviel Prozent des |

Flicheninhalts des gleichseitigen Dreiecks
macht der Flicheninhalt des Quadrates aus?

C

Sch.

10/3
| Welche Paare natiirlicher Zahlen (a:b) sind

Ldsungen der Gleichung

V8 e N2

b 50
Frank Pampel, Zeulenroda

(3a)

‘a a (az0:b20)?

=1

| 10/4
Gegeben sei ein spitzer Winkel mit seinem
Scheitel S und seinen Schenkeln s, und s,
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aus: Archimedes, Niederlande

sowie ein innerer Punkt dieses Winkels, der
nicht auf seiner Halbierenden liegt.

erfinden wollen. Jeder Buchstabe soll aus einer
bestimmten, aber gleichen Anzahl weiler oder

| schwarzer Punkte dargestellt werden, also

z, B. =
| Y Y _.. Y
e oder ~— —
L X NSO e
LSW. usw. USW,

Wieviele weille oder schwarze Punkte muf
man fiir jeden Buchstaben mindestens festle-
gen, damit alle 26 Buchstaben verschieden
darstellbar sind?

Wie dndert sich das Ergebnis, wenn auch fiir

| die verschiedenen Buchstaben unterschiedli-

che Anzahlen weiBer oder schwarzer Punkte
zugelassen sind und fiir die Darstellung des
Alphabets die geringstmégliche Anzahl von
Zeichen gefordert wird?

Fr.

E2
Wie das Bild zeigt, wird eine Schar von 5

| zueinander parallelen Geraden von einer zwei-

Es sind alle Kreise durch P zu konstruieren, die '
die Schenkel des gegebenen Winkels beriih-

remn.

Sch.

10/5

Das Geburtsjahr des Enkels von Herrn Meyer
ist ein Produkt x - y zweier natiirlicher Zahlen x
und y.

Im Jahre x* wird der Enkel x Jahre alt sein.

ten Schar von 7 zueinander parallelen Geraden
geschnitten.
Wieviele Parallelogramme entstehen dadurch?

E3

| Gegeben sei ein Quadrat mit einem Fldchenin-

In welchem Jahre wurde der Enkel, der gegen- |

wirtig noch ein Kind ist, geboren?
Sch.

10/6

Ein Koérper mit der Gewichtskraft G=1kN
bewegt sich mit einer Geschwindigkeit v=
20m- s, Er soll auf einem 20 m langen Weg1
zum Stillstand gebracht werden. Welche Kraft
F ist dazu erforderlich?

R.

10/7

An einem Kondensator mit der Kapazitit C
von 5pF liegt eine Spannung U von 218 V. Es
flieBt ein Strom I von 0.342 A. Welche Fre-
quenz fhatte die angelegte Wechselspannung?
R.

Aufgaben ab Klassenstufe 11
El

Fred und Rainer wollen sich kiinftig Briefe in
einer “Geheimschrift” senden, die sie selbst
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halt von 1 em?. Es werde ein zweites Quadrat
konstruiert, so dal die Eckpunkte des ersten zu
Seitenmittelpunkten des zweiten Quadrates
werden. Das werde so fortgesetzt, dali das n-te
Quadrat als Seitenmittelpunkte die Eckpunkte
des (n-1)-ten Quadrates hat. Das wievielte
Quadrat iibertrifft erstmalig die Fliche von
einem Hektar?

Fr.

E4

Bei welcher der neu erfundenen Wettarten ist

die Chance, einen Hauptgewinn zu erzielen,

am griBten, bei welcher am geringsten? Wir
wollen von der Hohe des Gewinns absehen.

(1) Aus 60 Zahlen sollen 8 gezogen werden.
Der Hauptgewinn ist ein “Achter”.

(2) In einem neuen Fufiballtoto soll von 20
Spielen vorausgesagt werden, welches ge-
wonnen, welches verloren, welches unent-
schieden ausfillt.

(3) Bei einem internationalen Skispringen
kidmpfen amletzten Tag nurnoch 13 Sprin-
ger um die Plitze.

Es soll die genaue Plazierung dieser 13
Springer vorausgesagt werden.

(4) An einem Marathonlauf nehmen genau

100 Liufer teil.

Es soll vorausgesagt werden, wer die Gold-,
wer die Silber- und wer die Bronzemedaille
erkdampft.

Fr.

ES

Wieviele Schnittpunkte konnen n Geraden
(n &IN; n = 2) ineiner Ebene héchstens erzeu-
gen?

Die Vermutung ist mit Hilfe der Beweismetho-

de der vollstindigen Induktion zu zeigen!
Fr.

E6

Eine Druckflasche enthilt verdichtetes Gas
unter einem Druck von p = 4 MPa und der
Temperatur t = 27 °C. Auf welchen Druck én-
dert sich das Gas, wenn nach Ablassen der
Hiilfte des eingeschlossenen Gases die Tempe-
ratur um 15 K abnimmt?

R.

E7

An einem Serienschwingkreis (L=0. 25 H.

C=25 uF. R=12 Q) liegt eine Wechselspan-
| nung U von 125 V. Berechnen Sie die Strom-
| stdrke I im Resonanzfall!

'R
|

Die Liosungen veroffentlichen wir in
Heft 2/92.

Ein Dankeschon

| Die Redaktion alpha konnte in diesem
Jahr den Preistrigern des alpha-Wettbe-
werbes 1990/91 wieder viele interessante
Biicher senden. Diese stellten uns zahlrei-
che Verlage zur Verfiigung, denen wir an
dieser Stelle herzlichen Dank sagen méch-
ten:

Fachbuchverlag, Leipzig
i Deutscher Taschenbuchverlag (dtv),
Miinchen '
Urania Verlag, Leipzig - Jena - Berlin
Aulis Verlag, Koln
Universitiitsverlag Wagner GmbH,

I Innsbruck I
|| Vandenhoeck & Rupprecht, Géttingen '
| B.G.Teubner Verlagsgesellschaft mbH,
‘ | Leipzig

Philipp Reclam jun. Verlag, Ditzingen

Bleicher Verlag, Gerlingen

Ernst Klett Schulbuchverlag, Stuttgart

Manz Verlag, Miinchen

Deutscher Verlag der Wissenschaften,
| Berlin
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Kirchen, Kreisketten
und eigene Kunstwerke

Abb. 1 Abb. 2

Sicher wird jeder von Euch schon einmal eine
mittelalterliche Kirche gesehenundihre Schéin-
heit bewunderthaben. Besonders an gotischen
Kirchen und Kathedralen haben die damali-
gen Kiinstler mit bewundernswertem Geschick
eine ganz besondere Art der Kreisbogenorna-
mentik entwickelt und zu hoher Bliite ge-
bracht, Diese Formenbildungen werden als

Mallwerk bezeichnet. Die Gestaltung der

Ornamente mittels Zirkel, Lineal und Winkel-
mal} lag der Kunstbetiitigung dieser Epoche
nahe.

Die Umsetzung dieser Ornamente im Bau-
werk stellt iibrigens eine technische Meister-
leistung dar.

Gortikistdie zwei-
te grofie Stilpe-
riode der mittel-
alterlichen Kunst
in Europa. Neben
dem Kirchenbau
als Hauptaufgabe
erlebtderbiirger-
liche Profanbau
eine erste Bliite,
im  Stadtebau
wird eine plan-
mifiige Anlage
angestrebt, an
Wohn- und Ge-
meinschaftshau-
ren (z. B. Rathdu-
sern) duflert sich Représentationsbediirfnis. Am
Ende der Gotik wird die Burg zum Schlof.
Ubrigens - das erste deutsche Bauwerk, dem ein
gotischer Bauplan zugrunde lag, ist der Magde-
burger Dom (seit 1209), das bedeutendste der
Hoch-Gotik ist der Dom zu Kéln (seit 1248).

Notre Dame, Paris
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Bekannte und allgemein benutzte Einzelfor-
men sind die Fischblasen (Abb. 1 - 4). das
Dreiblatt (Abb. 5 und 6). das Vierblatt (Abb.
Tyus.w..der DreipaB, VierpaB, Fiinfpal u.s.w.
(einen Vierpall zeigt das
Mittelfeld von Abb. 8, zwei
Dreipiisse stehenrechtsund
links dartiber).

Die Abbildungen entnah-
men wir dem Handbuch der
Ormnamentik von Franz Sa-
les Meyer. das 1927 im See-
mannverlag in Leipzig er-
schien. Gedacht war es
“Zum Gebrauche fiir Mu-
sterzeichner, Architekten,
Schulen. Gewerbetreiben-
de sowie zum Studium im
allgemeinen”.

Habt Ihr nicht Lust, Euch
auf den Spuren der mittel-
alterlichen Kiinstler selbst
als Ornamentzeichner zu
probieren? Wir wiirden es
empfehlen.
Hervorragende Beispiele

Ty
e =

dieser Ornamentmotive
finden sich an der Kathe-
drale Notre-Dame von
Chartres. Die Baugeschichte dieser Kathedra-
le ist kompliziert. Der Nordturm wurde 1134
bis 1150 und der Siidturm 1145 bis 1170
errichtet. 1194 brannte der Vorgiingerbau der
Kathedrale ab. Die beiden unversehrt geblie-
benen Tiirme wurden nun dem unmittelbar
nach dem Brand in Angriff genommenen
Neubau eingegliedert.

So entstand schlieBlich im Jahr 1276 das
zwischen beiden Tiirmen angeordnete Rund-
fenster iiber dem Hauptportal der Westfassa-
de. Es weist den enormen Durchmesser von
13.5 m auf.

Aufienansicht

Dieses Radfenster besitzt 12 Speichen in
Gestalt kurzer glatter Siulen. Geometrisch
liegt dem Fenster eine Zwdilfer-Kreiskette
zugrunde, deren Glieder mit Achtpéssen aus-
gefiillt sind, ferner eine innere und kleinere
Zwolfer-Kreiskette, und schlieBlich befindet

Abb. 4

sich im Zentrum noch ein Zwolfer-Pal. Es
liegen also zwel Kreisketten mit identischer
Gliederzahl ineinander und zwar so. dal jedes
Glied der dulleren Kette von zwei benachbar-

Die Westrose der Kathedrale von Chartes aus dem Jahr 1276,

ten Gliedern der inneren Kette beriihrt wird.
Die zwélf groBen Rosetten werden vom Drei-
fulimall bestimmt, indem sechs Quadrate von
12 Full* Seitenlinge um die zentrale Rosette
gezeichnet werden. Deren Seitenlinien sind
danach zu einem 24zackigen Stern erweitert.
Dieser Stern legt schlieBlich die Mittelpunkte
der Kreisketten-Glieder sowie deren Bertih-
rungspunkte fest.

Versucht doch selbst einmal, hinter das Ge-
heimnis der geometrischen Strukrur der West-
rose von Chartres zu kommen.

Alphons
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Abb. 7

Abb. 8

* Fufl — veraltetes. von der Lange des Fulles abgelei-
tetes LingenmalB unterschiedlichen Betrages um
30 cm. In Deutschland gab es frither iiber 100 ver-
schiedene Fulimale.
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Ein Tip fiir den WeihnachtsgruB3 -
Kunst im Kreis

Mit Zirkel und Lineal lassen sich sehr schone “Kunstwerke im Kreis™ herstellen. Eine mog-
liche Ausgangsfigur ist hier abgebildet. Sie kann nun von Euch durch Weglassen verschie-
dener Linien, Hinzufiigen von Kreisen,... vielfiiltig abgewandelt werden. Wenn lhr die
einzelnen Segmente dann noch farbig ausmalt, konnt lhr die schonsten Poster oder ganze
Serienproduktionen von Weihnachtskarten selbst gestalten.
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Falls Euch die Puste noch nicht ausgegangen ist. versucht doch. die folgenden Figuren
nachzuzeichnen.
Alphons

alpha 6/91 27



Esist doch erstaunlich, wo in unserem Leben
iiberall Mathematik steckt. Ob aber zum
Beispiel der Billardspieler immer daran
denkt, daf sein Spiel mathematischen Ge-
setzmébBigkeiten unterliegt?

Begleiten wir doch einmal Klaus, Hans und
Eberhard sowie ihren Klassenleiter bei
einem Exkurs in die Mathematik am Bil-
lardtisch.

Es war einer dieser Abende in der Jugendher-
berge. an denen man im Spielzimmer oder
sonstwo herumlungert. dies und das beginnt.
aber noch nicht recht weil3, womit er ausge-
fiillt werden soll.

Klaus, Hans und Eberhard, die ., Mathemati-
ker” meiner Klasse, hatten sich am Billard-
tisch versammelt. Sie versuchten diesen oder
jenen Stofl. wobei sie offensichtlich auch
GesetzmiBigkeiten auf die Spur zu kommen
hofften. Ich hatte mich etwas abseits niederge-
lassen und verfolgte mehr beildufig ihr Trei-
ben.

.Ich méchte doch zu gern wissen™ — Hans
richtete das Queue aus verschiedenen Rich-
tungen auf die einzige noch auf dem Tisch lie-
gende Kugel —,,obichdiese Kugelsoanstofien
kann, dafi sie wieder an dieselbe Stelle zuriick-
kommt. nachdem sie nacheinander jede Ban-
de beriihrt hat!™

Sofort entspann sich eine hitzige Debatte,
begleitet von mehreren erfolglosen Versuchen
von Hans und Klaus. Plétzlich verlangte
Eberhard das Queue,. fiihrte nach einem kur-
zen Blick tatsichlich einen erfolgreichen Stofl
aus und lieferte, wie es so seine Art war,
anhand einer Skizze an der Ergebnistafel auch
gleich die Erklidrung (siche Abb. 1).

.StoBe ich in Richtung einer Diagonalen, so
liuftdie Kugel nach der Reflexion in Richtung
der zweiten weiter, Klaro? -

AulBerdem ist by:b,y =a, :ajund

(b, +b3):b2=%:x_sowie (a)+aj):a; =
_d i
4 4
Bl TR g 7
]
* ~
//
X
~
b,
4 oot
~ ~
b M
Abb. 1
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Mathematik
am Billardtisch
Teil 1

Setzt man die erste Gleichung
in die beiden niichsten ein. so
findet man ohne Miihe die
Beziehung x = y! Also
schlieBt sich der Weg der
Kugel zu cinem Parallelo-
gramm’.

Klaus mufite Theorien immer

die Gewiliheit abgelesen, dali ich alles mit an-
gehort hatte. Und ob ich nun wollte oder nicht.
ich mufite meine Meinung sagen und war von
nun an mitten im Disput. Ich hielt auch mit
meinem Lob nicht hinter dem Berg. Weil aber
Lehrer .nattirlich® immer noch ein wenig klii-
ger sein miissen, strengte ich mich an und
konnte (zu meiner eigenen Verbliiffung. ehr-

(1) Al P (D) B’
A

in der Praxis tiberpriifen und
wiederholte den Versuch von
einer anderen Stelle des Ti-
sches aus. hatte ebenfalls

(3)

(4)

Erfolg und nun begann erst

einmal eine Runde . Entspan-
nungsiibung®. Mitten aus der
begeisterten Ruhe horte ich

Abb. 3

| plotzlich Hans fragen: . Kommt es mir nur so

vor, oder brauchen die Kugeln auf ihren ge-
schlossenen Wegen immer die ungefihr glei-
che Zeit? Sind die Wege etwa alle gleich
lang?”

~Waaas ...". das war Klaus. der gleichzeitig
etwas an die Tafel zeichnete (Abb. 2).
.Sollen diese beiden Wege etwa gleich lang
sein? ... Das wiirde ja bedeuten. daB alle diago-
nalparallelen, einem Rechteck einbeschriebe-
nen Vierecke die gleiche Linge 2d haben

miiliten, wenn wir den Grenzfall in Betracht |

ziehen!” ..Und doch ist es wirklich so!™ -

| Diesmal war es Hans. der die Anwendbarkeit

der Ahnlichkeitssiitze zuerst erkannt hatte. —

| ..Wir sehen sofort 1, :a,=15:a,=

=d:(a; +a,)ein. Daraus folgt
]|=ﬂl'dl{[a]+az) und

la=a,-d/(a; +aa), also

I=1+1, =(a;+a1)d/(a; +ay)=d

Das giltaber offensichtlich fiir jedes diagonal-
parallele Viereck dieser Art.”

Jetzt war der Moment gekommen. wo die
Jungen aus dem deutlichen Gefiihl heraus,
eine Entdeckung gemacht zu haben. dafiir
Anerkennung brauchten, und jetzt fiel ihr Blick
in meine Richtung.

.Herr Hofmann. was meinen Sie zu unserer
Entdeckung?" —sie hatten meinem Blick wohl

lich!) tatséichlich noch eins draufsetzen
(Abb. 3).

.Seht her! Ich kann den geschlossenen . Spie-
gelweg” durch drei Spiegelungen, nacheinan-
der an den Seiten ausgefiihrt. als gerade Strek-
ke [PP | darstellen, Weil AB|A B ist, kommt
der Weg in P* unter dem gleichen Winkel an.
unter dem er die Seite [AB] im Punkie P
verliBt. AuBerdem ist aber AP=A P.

Nun seht Ihr wohl auch ohne Rechnung sofort
ein, dab alle diese Wege die gleiche Linge 2d
besitzen miissen. Wir sehen aber sogar noch
mehr: unsere , Reflexionswege * innerhalb des
Rechteckes sind die einbeschriebenen Vierek-
ke mit dem kleinstméglichen Umfang!™

..Sie haben recht” — meldete sich Eberhard aus
seinen Uberlegungen zuriick - ,.die gerade
Strecke ist die kiirzeste Verbindung der Punk-
te P und P'. Klaro!" Dies letzte Wort aber
zeigte mir, dal} er nun all’ seine Gedanken
anspannen wiirde, um wieder an die Spitze des
unerklirten Wettstreites zu kommen.
Zunichst war es aber wieder einmal Hans.
dem es zu langweilig wurde und der deshalb
mit der Frage nach einem ,Billard-Tisch mit
allgemein viereckiger Grundfliche" kam!
Den hatten wir nicht. und nun mubten wir die
Debatte wohl oder iibel anhand von .Kreide-
Physik" weiterfiihren. —

Warum wollen wir eigentlich alles allein
machen? Diskutiert Ihr, liebe LeserInnen, doch
selbst einmal die Frage. ob es in allgemeinen
Vierecken einbeschriebene geschlossene
.Reflexionswege" gibt und wie man sie gege-
benenfalls beschreibt und konstruiert.

Wir berichten im niichsten Heft. wie unter uns
der Disput weitergegangen ist.

Dr. habil. Reinhard Hofmann
Gymnasiallehrer fiir Mathematik, Mitglied
des Redaktionskollegiums der alpha
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| genbegrenzten Flichen

Zeitungsschnipsel

Auch ein fliichtiger Zeitungsleser wird
immer wieder auf Meldungen stolien,
die etwas mit Mathematik zu tun ha-
ben. Solche, aber auch Informationen,

sind hier aufgefiihrt. Wenn Ihr so einen

aus und sendet ihn an uns!
VergeBt aber bitte nicht, die Quelle anzuge-

die wir allgemein interessant finden, ' ben!
Sparen und Teuerung . .
Ein Sparer hateinen Teil seines Spar- Verkaufspraktiken

guthabens als Festgeld mitdem jiihr-
lichen Zinssatz 6.75 % bei einer Bank
angelegt.

Um wieviel Prozent ist der Realwert
(Kaufwert) dieses Sparguthabens im
Laufe des Jahres 1990 durch Zinsen
und Inflationsrate gestiegen?

(siehe Abb. Geldwert in Gefahr)

Der Sommerschlufiver-
kauf ist schon wieder ver-
gessen, wir haben nochein
Problem!

Symbolik der Weltbank
Sicher habt Thr dieses Zeichen schon in
einer Zeitung oder Zeitschrift gesehen. Es

Wel k

Ausblick auf Olympia

Welt am Sonntag berichtet unter dem Motto Standpunke, dad nun endlich die seritse
Olympiawerbung fiir Berlin beginnen kann. Wir wollen uns hier nicht iiber Fiir und
Wider der Austragung Olympischer Spiele im Jahr 2000 in Berlin streiten, sondern die
olympische Symbolik unter die mathematische Lupe nehmen.

Die olympische Flagge wird seit der VIL. Olympiade 1920 in Antwerpen gehibt. Sie
besteht aus einem weillem Tuch mit fiinf ineinander verschlungenen farbigen Ringen,
die die fiinf Erdteile symbolisieren. Diese Kreise begrenzen 9 Fliichen. von denen keine
zwei innere Punkte gemeinsam haben. Der Rand dieser Flichen wird von zwei oder drei
Kreisbogen  gebildet.
Trage in jede dieser 9
Fléchen eine der natiir-
lichen Zahlen von 1 bis
9 so ein, dal gilt: Die in
Jjeder der vier von zwel
kongruenten Kreishi-

wird iibrigens nicht nur von der Weltbank ver-
wendet.

Die seit 1945 bestehende Weltbank IBRD
(engl.: International Bank for Reconstruction
and Development) fordert private Kapitalan-
lagen und hiilt ihre Mitgliedslinder zur Forde-
rung des Welthandels und zu einer das Gleich-
gewicht ithrer Zahlungsbilanzen beachtenden
Politik an.

Das Symbol der Weltbank umschliefit 16 von
Kreishtgen oder Stecken begrenzte Flichen.
von denen keine zwei innere Punkte gemein-
sam haben. Mit vier Farben sind diese 16
Flichen so zu firben, dal} nie gleichgetirbte
Flichen einen Randpunkt gemeinsam haben.

stehende Zahl ist die
Summe der in den bei-
den angrenzenden Fli-
chen stehenden Zahlen.

Schnipsel findet, schneidet ihn doch bitte

Nahm bei den zum Sommerschlufiverkauf angebo-
tenen handgekniipften Chinateppichen der Preis je Quadrat-
meter stets mit wachsender Teppichgrobe (Flicheninhalt) ab?

China-Teppich

handgekndipft,
= nach Dessins
s und Farben sortiert

69 x 137 cm 249,—
ca. 91 x 152cm 359,-
ca. 122 x 183 cm 499,-
ca. 183 x 274 cm 1298,—

Sparen und Teuerung

Die Hannoversche Allgemeine Zeitung
brachte unter der Uberschrift ., Nur"4,4
Prozent Teuerungsrate folgende Ubersicht:

Geldwert in Gefahr?

_ Anstieg der Verbraucherpreise
in den alten Bundeslandern jeweils
gegeniiber Vorjahr in %
1981 '82 '83 '84 '85 '86 '87 '88

Juli
‘89 '90 1991
| ! |

Quelle:
Statistisches
Bundesamt

Wie grol} ist die Inflationsrate (Teuerungs-
rate) fiir die Lebenshaltung privater Haus-
halte im Jahre 1990 gegeniiber dem Jahre
19807

In den Zeitungen geblittert hat fiir
Euch: Walter Triger aus Dibeln.
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Uber ein neues Fernrohr
und seine GroBe

Aus einer knappen Angabe kann manch-
mal erstaunlich viel berechnet werden. Ein
Beispiel dafiir michte ich hier wiederge-
ben. Ich hiirte eine kurze Meldung im Radio:
“Fiir ein neues Fernrohr wird gerade der
Spiegel hergestellt, und zwar wird die noti-
ge Wislbung des Spiegels dadurch erzeugt,
daB die Schmelze mit sehr gleichmiiBigen
sechs Umdrehungen pro Minute in Rota-
tion gehalten wird.” Ich fragte mich, was
fiir ein Fernrohr das nun werden mag;
speziell interessierte mich, was die einzige
Zahlenangabe der Meldung bedeuten kinn-
te. Es stellte sich heraus, dall man daraus
tatsiichlich die Linge des Fernrohrs be-
rechnen kann. Wir wollen die entsprechen-
de Rechnung hier nachvollziehen.

Vorbetrachtung

Wir haben nur eine Angabe, die Drehzahl n,
nimlich n = 6U/min. Gesucht ist die Linge L
des Fernrohrs. Da n die Einheit Umdrehungen
proMinute, also “An-
zahl dividiert durch

Kann man aus
der Angabe, daf3
die nétige Waol-
bung eines Spie-
gels fiir ein neues
Fernrohr durch

Zeit” hat, LBt sich
daraus noch keine
Linge bilden.

Rein formal wiire na-
tiirlich der Ausdruck
¢/m (mit ¢ als Licht-
geschwindigkeit, al-
soc¢ = 300000 km/s)

eine mit sechs

eine Linge, aber es

Es liegt nun nahe. anzunehmen. dall dieser
Ausdruck Q bis auf einen numerischen Faktor
(der Grofienordnung 1) gleich der gesuchten
Linge L des Fernrohrs ist. Was ist damit
gemeint? Es handelt sich hier um ein iibliches
Vorgehen. dhnlich dem Uberschlag bei Re-
chenaufgaben: Bevor man das Problem im
einzelnen behandelt. sucht man eine solche
Kombination der Ausgangsdaten. so dabl das
Ergebnis die korrekte Einheit aufweist. Wenn
die Einheit stimmt. kann also héchstens noch
der Zahlenwert falsch sein. wenn dieser anni-
hernd gleich 1 gesetzt wird.

Was hat das fiir unser Beispiel fiir Konsequen-
zen?

Esistn=6/min=0.1/s, alsoist I/n=10s,
I/ =100s", also Q=g/n*=981 m. Es istnun
offensichtlich unsinnig zu vermuten, dal} ein
Fernrohr von dieser Gréflie gebaut werden
soll; denn das wiire ja grofer als der grofte
Turm, und ein Fernrohr muf3 ja— andersals ein
Turm — noch beweglich sein. Was haben wir
also falsch gemacht? Um dies zu beantworten,
wollen wir das Ganze jetzt etwas genauer
herleiten.

Das Spiegelteleskop
Beginnen wir kurz mit einer Erlduterung. was
ein Spiegelteleskop ist.
Auf dem Foto rechts ist ein Teleskop von
2 Meter Durchmesser abgebildet. Es gibt
grundsitzlich zwei verschiedene Typen von

Teleskopen: Reflektor (Spiegelteleskop) und
Refraktor (Linsenfernrohr). Bei kleinen Te-
leskopen ist die Ausfiihrung mittels Linsen
verbreitet: grofie Linsen lassen sich dagegen
kaum in geeigneter Qualitit herstellen. so daf}
heute alle grofieren Fernrohre als Spiegelte-
leskope ausgebildet sind: Der Spiegel ist so
gekriimmt. daB das reflektierte Licht im Spie-
gelbrennpunkt konzentriert wird. also auch
lichtschwache Objekte erkennbar werden. Wir
gehen von einem Spiegel mit kleinem Durch-
messer aus, so da} z. B. der Unterschied zwi-
schen einem parabolischen und einem sphiiri-
schen Spiegel nicht beriicksichtigt zu werden
braucht. Wir rechnen nachfolgend mit einem
sphiirischen Spiegel, wie er sich z. B. auch im
Innern des abgebildeten Teleskops befindet.
In Abb. 1istein Querschnitt durch den Spiegel
skizziert. aus der die Bedeutung der Koordina-
tion r und h ersichtlich wird.

Die Spiegeloberfliche wird durcheinen Kreis-
bogen vom Radius R beschrieben: der Mittel-
punkt M des Kreises hat die Koordinaten
(O, R). Wir bestimmen jetzt die Brennweite
dieses Spiegels. vgl. dazu Abb. 2.

(Damit die Zeichnung iibersichtlich wird, ist
dort der Winkel o unrealistisch grof3 gezeich-
net.) Ein aus dem Unendlichen (=) kommen-
der Lichtstrahl wird im Punkt A auf der Spie-
geloberfliche reflektiert und trifft schlieBlich
auf den Brennpunkt F. (Wir gehen davon aus,
dall der Stern soweit entfernt ist, daf3 die von
ihm eintreffenden Lichtstrahlen annidhernd
parallel sind, und dann spricht man iiblicher-
weise von “Strahlen aus Unendlich™).

Die Tangente t an die Spiegelfliiche schlieBe
mit der Abszisse (also der r-Achse) den Win-
kel ¢ ein. Da der Radius MA senkrecht auf
der Tangente in A steht. ergibt sich fiir den
Winkel < NMA ebenfallsder Wert o Beider

Umdrehungen pro
Minute gleichma-
Bigen Schmelze
erzeugt wird, die
Lange des Fern-
rohrs berechnen?

gibt nicht den ge-
ringsten Anlal}, anzu-
nehmen, daf bei die-
sem Problem die
Grofle der Lichtge- M
schwindigkeit eine
Rolle spielen kénnte.
Was aber eine Rolle
spielt, ist die Fallbeschleunigung g im Schwe-
refeld der Erde. Deren GroBe betriigt g =
9.81 m/s’. Eine kurze Rechnung zeigt, dab es
genau eine Mdoglichkeit gibt, daB ein Produkt
aus einer Potenz von n mit einer Potenz von g
eine Liinge bildet. Es handelt sichumden Aus-
druck Q = g/n°. F

Beweis: Zuniichst benutzen wir den Fakt, da
/«6“‘4‘( g
s -

60 Sekunden eine Minute bilden, also die

| _ =g
i ’:-
8

Drehzahl auch als n = 0.1 U/s geschrieben
werden kann. Wir setzen n in die a-teund g in
die b-te Potenz und bilden das entsprechende
Produkt: n.g"

Die Einheit dieses Produkts ist 5% m"- s,
Die Einheit des Produkts ist das Meter genau
dann. wennb=1lunda=-2b=-2gilt.

P

Abb. 1: Querschnitt durch den Spiegel_

Abb. 2: Der Strahlengang zum Brennpunkt
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Reflexion sind Einfalls- und Ausfallswinkel
einander gleich, hier also beide gleich o. Der
einfallende Lichtstrahl ist parallel zur Ordina-
te (also der h-Achse). so dab sich schlie3lich
der Brennpunkt F durch die Bedingung. dal}
der Winkel € NFA der Wert 2c hat, lokalisie-
ren liBt.

Ohne weitere astronomische Kenntnisse wiir-
de man jetzt davon ausgehen. dal die Liinge
eines Spiegelteleskops im Wesentlichen mit
der Brennweite des Spiegels iibereinstimmt.
[n der Tat ist dies auch anniihernd der Fall,
genauer ist es aber so, dal sich im Teleskop
aufler dem Spiegel noch eine sogenannte
Korrektionsplatte befindet. die die Genauig-
keit der Abbildung verbessert. Diese Platte
befindet sich etwa im Kriimmungsmittelpunkt
des Spiegels. so daBl der Kriimmungsradius R
mitder Gesamtliinge L des Teleskops iiberein-
stimmt. Mit guter Niherung ldbt sich also
sagen. daB L = MN die Linge des Fernrohrs
darstellt.

Die Rotationsgeschwindigkeit

Die Erdbeschleunigung g wirkt nach unten,

die Zentrifugalbeschleunigung b nach auBen,

es gilt 3
. 2

(1)

wobel v die Kreisbahngeschwindigkeit ist.
Damit die Spiegelform wirklich wie gefordert
entsteht. wenn der Spiegel bei der Schmelze in
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Foto: 2m - Univer-
salspiegelteleskop
des Karl-Schwarz-
schild-Observato-
riums Tautenberg.

Aufnahme: ZIAP

Rotation versetzt wird, muli die Resultierende
aus bund g (vgl. Strich-Punkt-Linie in Abb.3)
auf der Spiegelfliche senkrecht stehen. Es gilt
demnach $BAC = ¢. woraus sich ergibt: Die
Dreiecke A ABC und A MNA sind einander
dhnlich. da sie rechtwinklig sind und einen In-
nenwinkel a haben. Es gilt deshalb die Pro-
portion MN:NA = AB:BC.
alsoL:r=g:b (2)

Fiir v erhalten wir v = 2 wrn. so dal} sich aus
Formel (1)

b=dn-rn* (3)

errechnen lifit. Wir setzen Gleichung (3)in(2)
ein, multiplizieren mit r und erhalten

L= £ (4)

)

dn n-

Diskussion
Es ist

—=0,0253.

4r-
also mit der in Abschnitt | eingefiihrten Be-
zeichnung Q = g/n* ist Formel (4) als
L =0.0253-Q schreibbar. Mit den obigen Wer-
ten erhiillt man dann L # 24 80 m, ein durchaus
plausibler Wert. Wir sehen hier, daf} die {iber-
schlagsmiifiige Vorbetrachtung grundsiitzlich
das richtige Ergebnis lieferte, nur ist eben der
Vorfaktor 0,0253 nicht von der GriBenord-
nung 1. Es soll aber auch betont werden. dafl
solche Vorbetrachtungen in vielen Fillen ver-
bliiffend gute Ergebnisse liefern.

Abb. 3: Das Beschleunigungsparallelogramm

B

Washier gezeigt werden sollte, ist. dal mitun-
ter aus sehr wenig Angaben erstaunlich kon-
krete Ergebnisse errechnet werden konnen.

Dr. Hans-Jiirgen Schmidt ist wissenschaft-
licher Mitarbeiter am Institut fiir Astro-
physik in Potsdam.

Vorzugsabonnement 1992

ASTRONOMIE

in der Schule

Journal fiir Unterricht und Freizeit

Fir Astronomie unterrichtende Lehrer,

Lehrende in Volks- und Schulsternwarten

und Planetarien, Studenten, Schiiler,

Sternfreunde.

Astronomie in der Schule ist vielseitig

und informativ.

Der Leser erhalt

eEinblick in kosmische Dimensionen von
Raum und Zeit |

e Hilfen, um den Sternenhimmel zu
erleben

*|deen und Anregungen fir eine erfolg-
reiche astronomische Wissensver-
mittlung

sEmpfehlungen zur interessanten
astronomischen Freizeitgestaltung

Bitte fordern Sie beim Verlag ein kosten-
loses Kennenlernheft an. Das Vorzugs-
abonnement (die beiden ersten Hefte blei-
ben unberechnet) kostet DM 36,- (6 Hefte
pro Jahr) zuziiglich Versandkosten.

Bitte anfordern bei:
Erhard Friedrich Verlag,
Im Brande 15a, W-3016 Seelze 6
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Matherhorn

Jeder Band enthilt 111 Aufgaben. Diese sind
in 2 Blocke —einen thematischen Block (Band
I — Systematisches Probieren, Band 2 — Win-
kel am Kreis) und einen Block Vermischte
Aufgaben — gegliedert.

Sehr hilfreich fiir einen raschen Uberblick und
zur Auswahl der Aufgaben sind die Klassifi-
zierungshinweise vor jeder Aufgabe. Hiersind
die Klassenstufe, der Schwierigkeitsgrad und
Thementeilbereiche angegeben. In Stichwor-
ten sind die zur Losung der Aufgabe notwen-
digen Kenntnisse aufgefiihrt.

Neben dem Aufzabenblock gibtes die jeweils
voneinander getrennten Abschnitte “Losungs-
hinweise”, die einen Einstieg in den Losungs-
weg bieten, und “Lisungen’™.

Den Abschlufy bietet ein umfassendes Regi-
ster. das nach Klassenstufen getrennt ist und
nach Teilgebieten geordnet die verwendeten
Stichworte enthiilt.

111 Aufaaben 2ur Begabtenfirderung
Bang 1 Franz Amann

| ileu |
Franz Amann

Matherhorn

111 Aufgaben zur Begabtenfiorderung

Band 1: KI. 5-8, Klettbuch 72211; DM 18,80
Band 2: KI. 9/10, Klettbuch 72221; DM 18,80

Ein Buch sowohl fiir Erwachsene, als auch fiir
Jugendliche.

Wer erst einmal angefangen hat, dem wird es
soergehen wie indem vom Auto Franz Amann
aufgefiihrten Zitat:

Die Mathematik ist eine Mausefalle.

Wer einmal in dieser Falle gefangen ist,
findet selten den Ausgang, der

suriick in seinen vormathematischen
Seelenzustand leiret.

Colerus, 1888 - 1939
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Die Marktecke

Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Bauernschlau — Ein listenreiches Familienspiel

Die Idylle triigt. List und Bluff am laufenden Band sind die wesentlichen Elemente bei
“Bauernschlau™. dem gewitzten Familienspiel von Tom Schoeps, fiir 2 bis 6 Spieler ab 8 Jahren.
Rings um die Hofe tobt der Streit um die besten Weiden. Schlaue Bauern, weile und schwarze
Schafe sowie der Bau von Ziunen fiihren zu einem spannenden Wettbewerb. Bluff, Tricks und
ein gutes Gedichtnis bringen den Sieg.

Bauernschlau stammi aus dem Priener Spieleverlag F. X. Schmid und steht 1991 auf der
Auswahlliste zum Spiel des Jahres.

Praxisnahe

MATHEMATIK IN DER PRAXIS Mathematik
Anwendumgen m Winschafl, Wisenschaft und Politik

e i o o Mathematik hat heute eine ganz prak-

tische Seite in Wirtschaft, Verwaltung
und Politik — sei es nun bei Wahlstati-
stiken. Planungs- und Organisations-
problemen, wie sie etwa beim Flugbe-
tricb oder bei der Telefonvermittlung
auftreten, oder auch bei der industriel-
len Produktion. Die Autoren stellen die
flinfwichtigsten—und besonders faszi-
nierenden — Forschungsgebiete der
modernen Mathematik vor: Planungs-
forschung. Statistik, Auswahl — und
Entscheidungstheorie. Form- und Mu-
sterbildung, Computerwissenschaft.
“"Mathematik in der Praxis” ist eine
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Mit Kasparow zum Schachgipfel

Der Autor: Alexander Nikitin, 1935 in
Moskau geboren, ist Hochfrequenz-Inge-
nieur. Wihrend des Studiums vertrat er die
UdSSR-Auswahl bei den Schach-Studen-
ten-Weltmeisterschaften. 1973 wurde er
iiberraschend zum Trainer der UdSSR-
Nationalmannschaft berufen. Im gleichen
Jahr entdeckte er bei einem Nachwuchs-
turnier in Vilnius den damals 10jdhrigen
Garri Kasparow. Als Nikitins Trainerkar-
riere 1976 einen jithen Knick bekam, nutz-
te er konsequent die Gunst der Stunde und
fiihrte seine .Entdeckung” zum Schach-
gipfel. Nikitin hat gemeinsam mit seinem
Schiitzling — ihre Wege trennten sich un-

Lexikon bedeutender Mathematiker
Jegliche Geschichte wird von Personen ge-
macht. Daher tritt in der Geschichte von Wis-
senschaften neben das Interesse an der Ent-
wicklung der fundamentalen Ideen das Inter-
esse an den Personen, die diese Wissenschafts-
entwicklung getragen haben. Dieses Lexikon
spricht einen breiten Kreis von Nutzern an,
zumal sich die Herausgeber bemiihten, wo
immer es ging. die mathematischen Leistun-
gen mit Begriffen darzustellen. wie sie etwa
auch im Lexikon der Mathematik oder in der
Kleinen Enzyklopidie Mathematik des glei-
chen Verlages gefunden werden kénnen.

Herausgegeben von Siegfried Gottwald,
Hans-Joachim llgauds u. Karl-Heinz Schlo-
te im Bibliographischen Institut, Leipzig.
(ISBN 3-323-00319-5)

Gemeinschaftsleistung eines Teams aus
dreizehn Autoren. die das Consortium for
Mathematics and Its Applications (CO-
MAP) fiir ein Buch- und Filmprojekt zu-
sammengeholt hat, um Arbeitsweisen und
Anwendungen der modernen Mathematik
einer breiten Offentlichkeit zuginglich zu
machen. AuBer dem Buch umfafit das Pro-
jekteine Filmserie, die als zweiteilige Kurz-
fassung in der Spektrum-Videothek erschie-
nen ist.

Mathematik in der Praxis
Anwendungen in Wirtschaft, Wissen-
schaft und Politik

Spektrum der Wissenschaft

296 Seiten, ISBN 3-89330-697-8

DM 78,-/sfr 72,-/6S 608,-
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mittelbar vor dem WM-Kampf 1990 - zahlrei-
che bemerkenswerte Schachbiicher geschrie-
ben. Der vorliegende Titel ist eine .. Weltpre-
miere”, denn iiber seine mehr als |5jihrige
Zusammenarbeit mit dem jlingsten Weltmei-
ster der Schachgeschichte hatsich der Autorin
der Offentlichkeit niemals zuvor geiiuBert.

Literatur iiber beriihmte Schachspieler ent-
steht hiiufigaus ..zweiter Hand™, diese Biogra-
fie jedoch ist eine bemerkenswerte Ausnah-
me: Nikitin skizziert alle wichtigen Stationen
seines Schiitzlings auf dem Weg zum Schach-
gipfel und bezieht die entscheidenden Partien
aus den Jahren 1976 — 1990 mit ein. Dabei
wird ein geradezu sensationelles Geheimnis

Ziel 2000

mit mathematischen Termen spielen

Bei diesem spannenden. bunten ..Brettspiel”
wird nicht gewiirfelt. Ziel 2000 nennt Zufalls-
zahlen, mit denen der Spieler einen mathema-
tischen Term formuliert. Das Ergebnis be-
stimmt dann den niichsten Zug auf dem Spiel-
plan: einem Zahlenstrahl als Straflenkarte, mit
Abzweigungen und Stadten.

Das Programm lduft auf PC mit MS-DOS ab
Version 3.3, 640 KB Hauptspeicher und Gra-
fikkarte (Herkules. EGA.VGA).  88-DM.

Graphix

der universelle Funktionsplotter

Mit Graphix kann man Funktionen — auch
komplizierte wie Differentialgleichungen 1.
und 2. Ordnung ... - zeichnen und experimen-
tell untersuchen: Berechnung von Flichenin-
halten, Nullstellen, Taylor Polynome. ...

i
£

: 2 . ; e
ol Lk Dwite Yests EEND S Trmes §5iemen
| Lischen e v

Fiir Graphix braucht man einen PC mit MS-
DOS ab 3.2. 512 KB Hauptspeicher u. Grafik-
karte (Hercules. CGA.EGA.VGA). 168,—DM.

Beide Programme erscheinen bei CoMet Ver-
lag fiir Unterrichtssoftware in Duisburg,
Bestellungen bitte an: Cornelsen Verlagsge-
sellschaft, Postfach 8729, 4800 Bielefeld.
Die Preise gelten fiir Schulen, SchiilerInnen.
StudentInnen und Studenten.

Alexander

geliftet: warum
nimlich ausge-
rechnet Alexan-
der Nikitin sich
das Ziel stellte,
den Schachko-
meten aus Baku

L §

ZUM SCHACHGIPFEL

aufden Weltmei-

sterthron zu brin-

gen. o
-~

Alexander Nikitin: Mit Kasparow zum
Schachgipfel, Sport Verlag; 39, 80 DM
ISBN 3-328-00394-0

Klausur-
und Abiturtraining

Eine Buchreihe des Aulis Verlag Deubner
& Co KG zur gezielten Vorbereitung auf
Klausuren und das Abitur. die sich an alle
Schiiler der gymnasialen Oberstufe wen-
det. Anhand zahlreicher Musteraufgaben

wird der Schiiler iiber viele DenkanstoBe,
Bemerkungen oder ausfiihrliche Hilfestel-
lungen zu ihrer Losung gefiihrt, um an-
schlieBend weitere Ubungsaufgaben selb-
stindig 1osen zu kénnen. Die Musterauf-
gaben enthalten typische Aufgabenstel-
lungen, so wie sie in Klausuren, Tests oder
in der Abiturpriifung verwendet werden.
Fiir die Mathematik sind bisher erschie-
nen:
- Band 1: Grundkurse Analysis:
Funktionsuntersuchungen
— Band 2: Grundkurse Analysis:
Extremwertaufgaben
— Band 3: Grundkurse Analysis:
Integralrechnung
— Band 7: Grundkurse Stochastik:
Binomial- und Normalverteilung
Jeder Band kostet 19,80 DM. In dieser
Reihe sind auch Biinde zur Chemie,
Biologie und Physik erschienen.
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* Weihnachtsgriifle

Angewandter Code: Vokale bleiben fest,
und Konsonanten werden durch den im
Alphabet rechten Nachbarkonsonanten
ersetzt; bei der Riickiibersetzung durch den
linken Nachbarkonsonanten. Der GruB
lautet folglich:

WIR WUNSCHEN ALLEN
ALPHALESERN EIN
FROHES WEIHNACHTSFEST
SOWIE EIN GESUNDES

UND ERFOLGREICHES
NEUES JAHR!

* Erstaunlich viele Weihnachtsgeschenke

Durch Verwendung der Konstantenautomatik
eines Taschenrechners erhalten wir

19 [+]191 [=] [=] [=] ... [=] 1020,

Diese Zahl ist die kleinste vierstellige. die die
erste Bedingung erfiillt, nicht aber die zweite.
Der niichste Druck anf die Gleichtaste liefert
111, eine richtige Losung des Riitsels.

Da 19 und 91 teilerfremd sind. ist jede weitere
mogliche Lésung um 19 - 91 = 1729

erofer, also gleich 2840, 4569 usw. Eine Zif-
fer 1 tritt jedoch bei den vierstelligen Zahlen
nicht mehr auf, so dall das mathematische
Problem eindeutig l6sbar ist. Die Deutung
allerdings bleibt im weihnachtlichen Schnee-
gestber verborgen. Erhielt obendrein jeder
der vier Freunde nur ein Geschenk?

* Die Magie der Weihnachtssterne
Man ersetze einfach jede der 13 Zahlen durch

ihre Erginzung zu 14. Die magische Summe
betriigt dann 29.

* Alle zu Haus

=)
S
e
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Losungen

+ Zum Knobeln ®

+ Ubereinstimmung

Die Jahre, in denen Jan und Norbert an glei-
chen Wochentagen Geburtstag hatten. sind
entweder alle aufeinanderfolgende Schaltjah-
re (1. Fall) oder aufeinanderfolgende Normal-
jahre (2. Fall). Im 1. Fall wiren dies die Schalt-
jahre 1992 - 4n mit | < n < 22 und 1900 - 4m
mit | £m <21, denn 1900 ist kein Schaltjahr.
Ihren ersten Geburtstag hiitten beide entweder
1900 - 4 - 21 = 1816, 1813, 1814 oder 1813
gehabt. Beide wiiren Ende 1991 mindestens
1991 - 1816 - 1 = 176 Jahre alt. Wegen des
hohen Alters scheidet dieser Fall aus. Im 2.
Fall wiren diese Jahre die Normaljahre
1991 - 4n, 1990 - 4n und 1989 - 4n mit jeweils
0<n<I3sowie 1991 -4- 14 = 1935. Jan und
Norbert wurden 1934 geboren, und da 1934
ein Normaljahr ist, wurden beiden auch am
gleichen Wochentag geboren.

* Ohne Fleil} kein Preis

1260 =60-21, 1530=30-51

* Hilzchentricks
[ —— [— =)
* Verschliisselter Weihnachtswunsch

Da in mindestens einem Eckfeld von zwei
gegeniiberliegenden Eckfeldern der Anfangs-
oder SchluBbuchstabe eines Wortes stehen
mub, tragen mindestens zwei der vier Eckfel-
der Anfangs- oder SchluBbuchstaben der L-
sungsworte, Bernds Wiinsche sind: Schnee-
schuhe, Ball.

* Mathematische Fahndung

Tangente. Sehne, Sekante. Multiplikation,
Summe. Minuend. Division. Quadrieren.
Radizieren. Quotient. Pyramidenstumpf, Dia-
gonale, Geometrie

* Den alten Romern auf die ﬁr Zahlen ge-
schaut

1.VIII =8, XII = 12. CX = 110, DC = 600,
CXL =140,CM =900. XL =40, XIX = 19,
MCCC = 1300. LIX =59

2.7=VIL 13=XII. 45= VL, 101 =CI,
450=LD, 543=DXLIIL 333 =CCCXXXIII,
876 = DCCCLXXVI, 999 = IM

3. Schiller : 1759 - 1805
Goethe ; 1749 - 1832
Kant: 1724 - 1804
Galilei ; 1564 - 1642
Friedrich der GroBe: 1712 - 1786

4. 1674, in dieser Burg hat keiner der fiinf

Herren gewohnt.

* Verhextes Hexagramm

&
=
=

X

[,
e

* Sprachecke

Ein quadratisches Stiick Papier wurde in 16
Stiickchen von der Form konvexer Vielecke
zerschnitten,

5 Teilstiickchen gingen verloren, iibrig bleib
ein Teilstiick in Form eines regelmiBigen
Achtecks. Kann man allein nach diesem
Achteck das Ausgangsquadrat rekonstruieren?

Losung:

Man kann das urspriingliche Quadrat rekon-
struieren. Da die verlorengegangenen Teile
konvex sind, kann keines von ihnen gleichzei-
tig mit zwei verschiedenen Seiten des Acht-
ecks Punkte gemeinsam haben. Deshalb kann
die Anzahl der verlorenen Teile nicht geringer
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sein als die Anzahl jener Seiten des Achtecks,
die nicht in die Begrenzung des Papiers fallen;
das heiBt, nicht weniger als drei Seiten des
Achtecks fallen in die Papierbegrenzung. Da
aber das Papierblatt quadratisch ist, sind diese
Seiten paarweise zueinander parallel oder
senkrecht, das heilt, es sind dies jene drei
Seiten des Achtecks, welche mit einer anderen
dazwischenliegenden Seite aufeinander fol-
gen.

Somit wird unser Quadrat aus dem Achteck
durch Anfiigen von vier Eckstiicken des Pa-
piers gebildet: im einzelnen fallen genau vier
Seiten des Achtecks in die Papierbegrenzung.
Da aber fiinf Teile verloren gingen. folgt. daBl
noch ein Eckstiick in genau zwei Teile zer-

schnitten wurde.

Der Fleck des Schiffsjungen

Der Schiffsjunge hat einen Fleck in das Bord-
buch des Kapitiins gemacht. Auf einer Seite
hat der Kapitin die Kosten fiir die Rechnung
von 36 Kerzen aufgeschrieben, die er anldB-

lich des letzten Landganges gekauft hatte. Fiir

die Gesamtsumme liest man jetzt: 77,4 ? DM.
Die Fragezeichen kennzeichnen die Stellen,
die durch die Flecken des Schiffsjungen ent-
standen sind.

Bestimmtden Preis einer Kerze, von dem man
weild, dal er unter 2 DM liegt!

Liosung:
Eine Kerze kostet 1,04 DM, d. h. die Rech-
nung belduft sich auf 37,44 DM.

Fiir Heiligabend

In der Aufgabe miissen die Buchstaben so
durch Ziffern ersetzt werden. dabB einerichtige
Additionsaufgabe entsteht.

Losung:

B=1,N=9,E=8,0=3,1=7,5 =4, also
9387

+ 9387

18774

* Die geometrische Struktur der Westrose
der Kathedrale von Chartres

Siehe nebenstehende Abb. 1.
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| Abb. 1

» SommerschluBverkauf

Nein, denn es gilt:

Preis Flacheninhalt Preis je m?
499 DM 2.2m’ 223,51 DM/m?

1298 DM 5.0m* 258,86 DM/m’

* Weltbank

Zum Beispiel:

1 = griin,
2 =rot,
I=blau, |
4 = gelb
Weltbank
* Olympische Ringe

AT

9898

Zwei weitere Losungen entstehen aus den
angegebenen durch Spiegelung an der Sym-
| metrieachse der aus den fiinf Kreisen beste-
| henden Figur.

« ,.,Nur" 4,4 Prozent

Die Preise kletterten von 1980 bis 1990 auf
Pl =Py, - 1.063 - 1,053 - 1.033 - 1,024 -
1,020 - 0,999 - 1,002 - 1,013 - 1,028 - 1,027
=P 1293

Die Inflationsrate (Preisanstieg) von 1980 bis
1990 betriigt 29,3 %.

Das Sparguthaben K am Jahresbeginn 1990
wiichstim Laufe des Jahres 1990 auf K- 1,0675
und die Preise P steigen von P auf P- 1,027.
Mithin wichst der Kaufwert dieses Spargut-
habens von K auf

1.0675
K-
1,027

DerRealwertdieses Sparguthabens istim Laufe
des Jahres 1990 um 3.9 % gestiegen.

=K 1,039,
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Die Idee zu diesem Kalender entnahmen wir
der Zeitschrift matheplus. verlegt vom Bi-

alpha_Bastelkalender | bliographischen Institut Mannheim, heraus-

gegeben von OStD Eberhard Oettinger, die

L = 1987 nach drei Jahren aus wirtschaftlichen
mlt DUIChblle ‘ Griinden ihr Erscheinen einstellen muBte.

Einzelpreis im Abo: 2,00 DM

Einzelpreis: 2,50 DM

ISBN 3-617-34006-7
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