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Die Konkurrenz der

Gummibarchen

Eine Plauderei iiber Unternehmensstrategien

Wir wollen gemeinsam den Einstieg in einige
mathematisch gut beschreibbare Zusammen-
hinge der Marktwirtschaft versuchen. Dazu
istes wiein vielen Fillen zuniichst giinstig, die
aus der Praxis kommenden Aufgaben so zu
vereinfachen. dall die Zusammenhiinge klar
und iibersichtlich werden. Aus diesem Grund
wollen wir hier einen Markt untersuchen.
welcher lediglich zwei Produzenten umfalt
und von auffen unbeeinfluft ist.

Genau diese Situation liegt in dem kleinen
Stidtchen Okonohausen vor, wo die beiden
SiiBwarenfabrikanten Kéhler und Hoffmann
miteinander konkurrieren. AuBer den gelben
Kdhlerschen Gummibiren und den Hoffmann-
schen griinen Gummifroschen gibt es nichts
Vergleichbares in den Liden zu kaufen, und
beide Artikel sind auch sehr beliebt bei der
jiingeren Bevolkerung.

Da das Taschengeld aber immer knapp ist.
hingt die gekaufte Menge, d. h. die Nachfrage
nach Gummitierchen, sehr vom Preis ab, zu
dem die SiiBigkeiten angeboten werden. Im
Ergebnis von Testkéufen zu unterschiedlichen
Preisen sowie von Befragungen zum even-
tuellen Kaufverhalten gelang es den zwei Pro-
duzenten, diesen Zusammenhang durch die
Gleichungen

x,=4-2p +p, und (1)
x,=6+p,-p, (2)

zu beschreiben. Dabei bezeichnen x| und x,
die pro Monat in Okonohausen gekauften
Mengen, p, und p, die Preise (je Tiite) der
Gummibiirchen bzw. -frésche. Die durch die
Gleichungen gegebenen Funktionen x =f(p,.p,)
heillen Nachfragefunktionen. denn fiir gege-
bene Preise kann die Nachfrage (gekaufte
Menge) direkt ermittelt werden. Derbeschrie-
bene Sachverhaltistdabei ganz natiirlich. denn:
Sinkt der Preis des eigenen Produkts, wiichst
die Nachfrage nach diesem, sinkt der Preis des
Konkurrenzprodukts, verringertsichdie Nach-
frage und umgekehrt.

Wir setzen dabei voraus, da in Okonohausen
obige Nachfragefunktionen exakt gelten. Dies
ist eine weitere Vereinfachung der Problema-
tik. denn in der Realitiit besitzen Nachfrage-
funktionen kompliziertere Strukturen, deren
exakte Ermittlung oft nicht moglich ist. Die
erforderliche Verwendung von Niherungen
hat dann zur Folge, daB die in der Praxis
erzielten Ergebnisse ebenfalls “nur”™ Nihe-
rungscharakter tragen.

Aufdie Angabe von Malleinheiten verzichten
wirder Kiirze wegen, doch wer will, kannz. B.
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“DM™ fiir p, und 1000 Stck.” fiir x, verwen-
den. Die Koeffizienten hiitten demzufolge die
Einheit “1000 Stck./DM™.

Auberdem seien die bei der Produktion der
Gummitierchen entstehenden Kosten als
Funktionen der nachgefragten Mengen be-
kannt (Kostenfunktionen):

K1=i+2x] (bei Fabrikant Kohler). (3)
K =24x, (bei Fabrikant Hoffmann).  (4)

Fabrikant Kohler (im weiteren F, genannt)
kann nur den Preis p, beeinflussen, wiihrend
Unternehmer Hoffmann (F,) nur p, festlegen
kann. Die Festlegung des jeweiligen Preises
geschieht dabei in Abhingigkeit vom Preis
des Konkurrenzproduktes oder auch nach
eigenem Gutdiinken (aktive Preispolitik).
Wir wollen untersuchen. wie die Preisfestle-
gung (z. B. bei F,) erfolgen muB, damit der
eigene Gewinn So-gmﬁ wie moglich wird, wie
beide Konkurrenten durch illegale Preisab-
sprachen ihren Gewinn vergroBern konnen
und welcher Gewinnbei einer Verschmelzung
beider Firmen (Monopol) entstinde.

Welche mathematischen Kenntnisse
werden benotigt?

Erstens miissen wir in der Lage sein. eine
Gerade in ein Koordinatensystem einzuzeich-
nen. z. B. die Gerade p,.=2p -4 ineinp,,p,-Ko-
ordinatensystem (Abb. 1).

132A

o

==

Abb. 1

Fiir alle Preispaare (p,.p,) die auf dieser Gera-
den liegen, gilt ndmlich aufgrund der dazuge-
hérenden Nachfragefunktion x, = 0.

Zweitens bendtigen wir die Menge der “'sinn-
vollen™ Punkte in der p,.p,-Ebene. In bezug

auf x, sind dies alle Preispaare, fir die x 20,
d. h. 4-2p +p,20 gilt. Da das Paar (p,.p,) =
(0.0) diese Beziehung offensichtlich erfiillt.
erfiillen alle Punkte der durch die Gerade
p,=2p,- 4 erzeugten Halbebene, in der (0.0)
liegt. die betrachtete Ungleichung (vgl. den
Artikel von B. Luderer in alpha 5/90).

In Abb. I ist die Menge der “sinnvollen™
Punkte, d. h. die Menge derjenigen Preispaare
hervorgehoben. fiir die gilt:

X,=4-2p,+p,20, x,=6+p,-p,20.p,20,p,20. Drit-
tens schlieBlich miissen wir den grifiten Wert

| (Maximum) einer quadratischen Funktion

f(x)=-ax*-bx-¢ (a>0) bestimmen kénnen. wel-

cher jedoch im Scheitel S=|- B . L o
: 2a 4a
angenommen wird.

Welche ékonomischen Kenntnisse
werden bendtigt?

Wir benétigen, nachdem die Nachfrage- und
Kostenfunktionen bereits eingefiihrt sind.
auBerdem noch beide Umsatzfunktionen und
beide Gewinnfunktionen. Dabei gilt generell:
Umsatz = verkaufte Menge - Preis,
Gewinn = Umsatz — Kosten.

Konkret bedeutet das also:

U=xp,. G, =U-K, fiir Unternehmer F, und
U=x,p,. G,=U,-K, fiirF,.

Zu bemerken wiire, dall je nach Betrachtungs-
weise bestimmte GroBen (z. B. p,) als fixiert
gelten, so dalB z. B. x, sowohl eine Funktion
von p, und p.. als auch eine Funktion von nur
p, sein kann. Nunmehr sind wir geriistet, ver-
schiedene marktwirtschaftliche Strategien
anhand der Betrachtung des Okonohausener
Gummitierchenmarktes genauer zu diskutie-
ren.

Gewinnmaximierung

Die Maximierung seines Gewinns ist fiir jeden
Unternehmer eines seiner natiirlichen Ziele.
Wir unterstellen beiden Fabrikanten eine sol-
che Verhaltensweise und versetzen uns in die
Lage von F,. Angenommen, F, hat seine Preis-
entscheidung p, bereits getroffen. Dann ist fiir
F, der Preis p, eine gegebene Grife. die er
nicht beeinflussen kann. Er wird deshalb den
Preis p, so festlegen, dafl dieser Lisung der
Extrem"wertaufgabe
G.(p,) — max. p,20
ist. (Die Beziehung G, (p,) beschreibt hier den
Gewinn von FJ als Funktion des Preises p.)
Unter Verwendung von (2)und (4) erhiillt man
G,(p,)=U.(p,)-K,(p,)=x,(p,)p,-K,(p,)
=6p,-p,"+p,py(2+6-p,+p)
=-p,"-(-p,-7)p.-(p,+8).
Der maximale Wert von G,(p,) wird fiir

1 .
(P:)nm=;(m+7) (6)

angenommen. Die Grofe (p,) _ ist positiv, da
p,20 gilt. Auf analoge Weise nutzt F , sofern
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F, seinen Preis p, festgelegt hat. die Aufgabe
G_._lpll — max, p,20

zur Ermittlung seines gewinnoptimalen Prei-
ses p,. wobei nach (1) und (3)

G, (p)=2p -(-p-8)p-(2p.+9) (7)

| .
(P1), e =:(P: +8) (8)

gilt. Die Bezichungen (6) und (8) bzw. ihre
geometrischen Darstellungen (Abb, 2)

Abb, 2

werden Preisreaktionsgeraden genannt. Sie
beschreiben die optimale Wahl des eigenen
Preises bei vorgegebenem Preis des Konkur-
renzproduktes. Hat also F eine Wahl p, ge-
troffen, so muB F,, um seinen Gewinn zu
maximieren, seinen Preis p, so festlegen, dal}
(p,.p,) auf der Geraden (6) liegt.

Beide Preisreaktionsgeraden schneiden sich
im Punkt

(pi-p3)=( 3 3)

P1-P2 )= 777 )

Uberpriift dies! Uberpriift auch, daB sich fir
(p,".p,") gemiiBl (5) und (7) die Gewinne G, =
231 und G, = 15,16 ergeben.

Im Punkt (_p".p_“) liegt ein Markigleichge-
wicht vor, denn beide Konkurrenten haben in
diesem Punkt kein Interesse an Preiserhihun-
gen und Preissenkungen (Strategie der Ge-
winnmaximierung vorausgesetzt). Aullerdem
wirken die betrachteten marktwirtschaftlichen
Zusammenhinge in solcher Weise auf die
Konkurrenten, dali sich die aktuellen Preise
mit fortschreitender Zeit den Gleichgewichts-
preisen nithern.

Wie das geschieht, zeigt folgendes Beispiel:
Wiihlt F, einen anderen Preis. etwa p, = 3. fiir
seine griinen Gummifrésche, so verkauft E,
entsprechend (8) zum Preis p, = 2.75. Die
Gewinne betragen hier G, =0.125und G, =9.5
und sind somit beide niedriger als im Gleich-
gewichtspunkt. F, wird deshalb schnell auf
seine Gerade (6) zuriickkehren, was zu p,=4.88
(p,=2.75) fiihrt. “

Nun wihlt F| entsprechend (8) p, = 3.22, E;
nimmt p.=5.11 usw, In Abb. 2 erkennen wir,
daB sich diese Punktfolge immer mehr dem
Punkt (p,".p,’) nihert oder, wie man sagt,
gegen (p, .p, ) konvergiert.
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Preisabsprache

Kénnen die Konkurrenten Kohler und Hoff-
mann ihre Gewinne erhéhen. wenn sie. was
allerdings verboten ist. (geheime) Preisab-
sprachen treffen?

Wir nehmen an, F, wiihlt einen von p,” ver-
schiedenen Wert p, und unterstellen weiter-
hin, dall F, seinen Gewinn zu maximieren
sucht. Dazu betrachten wir zwei Beispiele:
p. =7 liefert gemil (8) p, = 3.75. Die Gewinne
ergebensichzu G =5.13und G, = 14. also ein
deutlicher Zuwachs fiir F . jedoch ein Verlust
fiir F..

p,=6hingegen zieht p, = 3.5 nach sich. was zu
den Gewinnen G, = 3.5 und G, = 15.5 fiihrt,
wodurch beide Konkurrenten einen Gewinn-
zuwachs gegeniiber dem Gleichgewichtspunkt
erzielen konnten,

Sprechen sich also die Konkurrenten Kéhler
und Hoffmann ab. einen derartigen Punkt zu
wiihlen, konnen sie beide ihre Gewinnlage
gegeniiber (p,".p,") verbessern. Speziell im
Punkt (p, .p, ) hat es F,auch in der Hand, durch
“Genligsamkeit™ in (p, .p,) zu verbleiben,
vorausgesetzt, Fbleibt bei seiner Strategie
der Gewinnmaximierung.

Ist F, jedoch wieder bestrebt. den momentan
bestmoglichen Gewinn zu erzielen. wird er
feststellen miissen. daf3 sich dieser im Laufe
der Zeit auf das Gleichgewichtsniveau ver-
schlechtert. Dieentsprechende Punktfolge (3.5;
6),(3,5:5.25).(3.31:5.25).(3.31:5.16)......die
durch abwechselnde Wahl von p, und p. gemiif
(6) und (8) entsteht (und sich (p,",p.’) nithert),
ist in Abb. 3 dargestellt.

p,=3 (3,5 6)
6)
(P}, p3)
o
(8)
Abb. 3 N )

Natiirlich werden auch noch ganz andere
Verhaltensweisen im Konkurrenzkampf be-
obachtet. als das die Strategie der Gewinnma-
ximierung darstellt. Es wiire z. B. gut denkbar.
daB F, im Rahmen seiner finanziellen Belast-
barkeiteigene Gewinnverluste in Kaufnimmt,
um den Gewinn von F so klein wie méglich zu
halten, mit dem Ziel, ihn aus dem Markt zu
driingen. Denn dann wire ja F, alleiniger
Anbieter von Gummitierchen, wozu man auch
sagt, F, besitze das Monopol auf dem entspre-
chenden Markt.

Monopol

Nehmen wir nun an, Herrn Hoffmann wiire es
gelungen, das Unternehmen Kohler aufzu-
kaufen. Somit wiirde Herr Hoffmann allein
und ohne Konkur-

renzkampf die
Preise fiir die gel-
ben Gummibiren
und die griinen
Gummifrésche

Der Preis ist
gleich Wert plus
Belohnung fiir die

festlegen konnen,.  G€WISsensbisse
In diesem Fall bei seiner
wiire wieder die Festsetzung.

Maximierung des
Gesamrgewinns G
=G, + G, eine na-
heliegende Ziel-
stellung, wobei gilt:
G=-2p*-p.*+2p p,+7p +5p.-17.
D.h..Gisteine quadratische Funktion. die von
zwel Variablen abhiingt, welche nichtnegativ
sind. Zur Bestimmung des Maximums werden
i. allg. weiterreichende Kenntnisse notig sein.
Oft gelangt man aber mit Hilfe der quadrati-
schen Erganzung zum Ziel:

Julian Tuwim

~ Z
2p; +5) 2. 101
={pr—=6) s
5 ) ~(P=6) +—

G:—[P:—

Gelingt es uns also. nichtnegative Werte p,
und p, so zu bestimmen, daf beide Quadrate
Null werden, so haben wir das Maximum von
G gefunden. denn es gilt:

Gs< ﬂ)_] (da quadratische Ausdriicke nicht-

negativ sind), i
Somit wird fiir p,=6 und p,=-_ ein
= )
maximaler Gewinn von 101 _ 25.25 erzielt.
4
Wir erkennen also, dafi das Monopol bei glei-

chen muteriellen Gegebenheiten einen we-
sentlich héheren Gewinn realisieren kann. als
die im Konkurrenzkampf stehenden Unter-
nehmen in ihrer Summe erzielen.

Ralf Baumgart, Dr. Bernd Luderer
Fachbereich Mathematik der Technischen
Universitit Chemnitz

Wollen Se erst

ein urGefahres —_—
sz'.sd{?&'?’es‘”’&af
oder gleich d&s
£ridergebn:s 4
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Noch eine Konstruktion
im Raum: das Tetraeder

Eine Fortsetzung unserer Faltarbeiten

Im Heft 5/1991 konstruierten wir — bitte lest
iiber diese Maglichkeit nach — einen Wiirfel,
indem wir ein quadratisches Stiick Papier
geeignet falteten und schlieBlich durch Auf-
blasen die ridumliche Figur erhielten. Die
Konstruktionsvorschrift lieferte in gleicher
Weise exakte Ergebnisse, wie man sie bei den
vertrauten Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal gewdhntist. Insbesondere ein “In-etwa-
Hinbiegen”, d. h. ein Probieren und schritt-
weises Annihern, soll nicht erlaubt sein.

mit Fingerspitzengefiihl und

mathematischen Hintergrund

Den letzten Gedanken wollen wir uns am
Becher verdeutlichen, einer recht einfachen
Faltarbeit, die den meisten bekannt sein diirf-
te. Dazu falten wir ein quadratisches Stiick
Papier, generell der Ausgangspunkt bei Ori-
gami-Faltarbeiten (Origami: die von Japanern
entwickelte und bis heute gepflegte Papier-
faltkunst), entlang einer der Diagonalen und
legen die Arbeit mit dem rechten Winkel nach
oben auf die feste, glatte Unterlage vor uns.
Nun sind die Enden der Faltkante nach

links bzw. rechts oben so zu

falten, dall die Spitzen auf den

Papierrand treffen und die auf
dem Ausgangsdreieck liegen-
den Papierrinder sowohl genau
iibereinander als auch parallel
zur ersten Faltkante verlaufen
(Abb. 1).
Vollzieht diese wenigen Kniffe
nach, und Ihr werdet sehen, daB
dies erst durch Probieren, noch-
maliges Auffalten usw. in etwa
hinkommt. Wir wollen deshalb
liberlegen, wie man diejenige
Stelle bestimmen kann, an die
eines der Enden der Faltkante
| gelegtwerden muf3. (Damit wiire

auf der anderen Papierkante
bestimmt.)

Angenommen, wir hiitten schon

Uberlcgungbfiglﬂ'_(Ah_b. 2) er-
kennen wir, dal EB =ED gelten

struktion).

Abb. 2

Wegen der Parallelitit von AB
und DE sind die Winkel DEC
und ABC Stufenwinkel und
damit gleichgroB: 92—[)0: 45°.
Fillen wirvon E auf AB das Lot,
erhalten wir die zwei kongruen-
ten Dreiecke DEC und FBE
(nach Ssw).

| Wie konnte man nun durch eine
einfache Faltung den Punkt D
exakt bestimmen?
Der Abstand der Faltkante AB

von D, der EF betrigt. muB}
ebensogrof} sein wie die Linge
der Strecke DC (gleichliegende

6 alpha 1/92

| auch der entsprechende Punkt |

exakt konstruiert. Anhand der |

mul (gemil dem Ziel der Kon- |

Seiten in kongruenten Dreiecken). Das kon-
nen wir dadurch erreichen. daB die Papierkan-
te BC (samt dem bei C befindlichen rechten
Winkel) auf die Faltkante AB geknickt wird
(Abb. 3).

An der Kante AC wird D mit einem kleinen
Kniff markiert und anschlieend spielend leicht
der Becher paligenau fertiggestellt, indem B
auf D gefaltet und A entsprechend dariiber
geschlagen wird. SchlieBlich miissen die bei-
den rechtwinkligen Ecken bei C nach vorn
bzw. hinten umgelegt werden.

1. Welchen Winkel schlieBen die Seiten-
kanten des Bechers mit seiner Boden-
kante ein? _ -

2. Welches Fassungsvermdgen hatder Be-
cher? (Unlésbar?)

Genug der Voriibungen. Fingerfertigkeit und
Verstindnis dafiir, was unter exakten Papier-
faltkonstruktionen zu verstehen ist, sind er-
worben. Gehen wir also an die in doppeltem
Wortsinn knifflige Tetraederkonstruktion.

Wie gewdhnlich beginnen wir mit einem
quadratischen Stiick Papier von ca. 20 cm
Kantenliinge und erzeugen durch zwei senk-
recht zueinander verlaufende Talfalten vier
kongruente Teilquadrate. Nun legen wir die
untere linke Ecke straff gehalten um die obere
linke Ecke auf die horizontale Falte. driicken
diese an und entfalten sie wieder (Abb. 4).

- 3. Weise nach. daf die bei D entstande-
nen Winkel 30° bzw. 60° groB sind!

Analog verfahren wir mit den anderen drei
Ecken B, CundD: B wirdum C andie Falte EF
gelegt. C um B sowie D um A ebenfalls an EF,
so dabB ein Zwischenergebnis wie in Abb. 5
entsteht. Mit zwei Talfalten durch G und H,
die parallel zu AB verlaufen, setzen wir fort.
Die obere 6ftnen wir wieder und klappen die
linke Hilfte genau iiber die rechte (Abb. 6).
Nun falten wir senkrecht zu GI so, daB die
entstehende Falte durch [ verlduft. Mit ande-
ren Worten, wir legen die Falte durch Gund I
genau im Punkt [ zusammen, wobei wir so-
wohl nach vorn (Talfalte) als auch nach hinten
(Bergfalte) kniffen. Das erleichtert den viel-
leicht schwierigsten Kniff: Der gesamte. zu-
letzt bewegte obere Teil der Faltarbeit wird
jetzt in einem sogenannten Gegenbruch zwi-
schen Vorder- und Riickseite hineingefaltet
(Abb. 7). Die beiden iibereinanderliegenden
stumpfen Winkel von 120° bei K werden ent-
lang der ehemaligen Mittellinie EF nach vorn
bzw. hinten gefaltet. ebenso die beiden 60°-
Spitzen bei C entlang der benachbarten, schon
vorhandenen Faltlinie, Nun wird GI nochmals
(nach vorn und hinten) vorgefaltet und an-
schlieBend (Das ist knifflig!) der vordere Teil
nach vorn und der hintere nach hinten jeweils
entlang GI geschlagen (Abb. 8).

Die untere rechte rechtwinklige Ecke wird
entlang der vorhandenen Kniffe nach innen
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Abb. 4
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Abb. 9
1
G

gebracht (Gegenbruch) und schlieBlich die
trapezférmigen unteren Abschnitte in die Mit-
te der Faltarbeit fest eingesteckt. Fertig! Fer-
tig? Ein Korper war versprochen! Ein kleiner
Puster in die untere Spalte bringt den Kérper in

aller RegelmiiBigkeit zum Vorschein. Bitte |

verzagt nicht, wenn der erste Versuch noch

nicht gelang. Geht die Anleitung nochmal in |

29 mathematik lehren / Heft 50

Ruhe Wort fiir Wort durch und beachtet dabei, | Zum Beweis markieren wir mit einem Filzstift

daB sich die Angaben einzelner Punkte oder

Faltkanten meistaufalle Faltteile beziehen, die |

ander betretfenden Stelle iibereinander liegen!
Steht das Tetraeder vor Euch, kommt wieder
stirker die Geometrie ins Spiel:

Ist das nun ein Tetraeder oder irgend eine
dreiseitige Pyramide?

alle Kanten des Korpers, Sollten zwei Papier-
kanten *zusammenfallen”, dann kennzeich-
nen wir beide, und entfalten den Korper vor-
sichtig. Das Ergebnis zeigt Abb. 9.

Aus der Losung von Aufgabe | wissen wir
schon, dab die Faltlinien durch die Eckpunkte

" A, B. Cund Dtatsiichlich im Winkel von exakt

alpha 1/92 7



bei G und H, dal} sie alle die | einer der fiinf platonischen Korper, das Te-
Grolle 60° haben (Winkelsum- | traeder.
me im Dreieck). Die markierten

Winkel bei [ und L haben diesel- 4.Wle groB ist das Volumen ¢ eme:a Te-
be Eigenschaft (Winkel an ge- traeders, der aus einem quadratwchen
schnittenen Parallelen). Damit Stiick Papier von 20 cm Kantenlinge
sind die vier Dreiecke zumin- gefa,llzt wurde?
destihnlich (Hauptihnlichkeits- 5. Welche Seitenliinge des Ausgangsqua-
satz). Deckungsgleich (kon- drates wird fiir einen doppelt so volu-
gruent) sind sie dariiber hinaus. mindsen Tetraeder bendtigt?

| 4 G B denn sie haben alle die gleiche
Hoéhe GH/2. Dr. Christian Werge

Abb. 10 T | ' Die entstandene Figur ist das =~ Mathematik- und Physiklehrer

Netz eines Tetraeders. Da beim | Assistent im Wissenschaftsbereich Didaktik
60° zur Horizontalen (z. B. zu AB) verlaufen. = Falten entsprechende Kanten aufeinanderfal- | der Sektion Mathematik der Universitit
Daraus folgt fiir die eingezeichneten Winkel  len, ist bewiesen: Unser Werk aus Papier ist | Leipzig

Die japanische Papiertaltkunst Origami be-
notigt als einziges Arbeitsmittel Papier®,
Von den verschiedenen Grundformen, aus
denen die Figuren entwickelt werden, hat
die sogenannte Vogelgrundform die grofite
Bedeutung. Aus dieser kann auch die wohl
berihmteste Origamifigur, der Kranich
entwickelt werden. Dieser gilt als Symbol
fiir ein langes Leben und Gesundheit. Der
Glaube, dal das Falten von Tausend Kra-
nichen zur Gesundung fiihrt, war tiir viele
Kinder. die an den Folgen der Atombom-
benabwiirfe auf Hiroshima und Nagasaki
litten, letzte Hoffnung.

Auch heute noch werden Tausend Krani-
che weltweit zur Erhaltung des Friedens
und unserer Umwelt gefaltet.

“Ubrigens gibt es speziell fiir Origamiarbeiten
hergestellte und zugeschnittene Papiere.

Aaveniourger

irmgard Kneidier

Perfektes Origami

0 Madelle aun der Yogelgrundiorm

A
Ein Buchtip:

Wie Ihr den Kranich und andere
Tierfiguren falten konnt. findet Lhr in
einem kleinen Bindchen der Ravens-
burger Hobbykurse.

8 alpha 1/92
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Zeitungsschnipsel

Neues von der Bahn

Die Leipziger Volkszeitung brachte neulich folgende Meldung:

Auf dem Weg zur Deutschen Bahn

Im Vorfeld der geplanten Zusammenlegung von Deutscher Reichsbahn
und Bundesbahn wird das Nummernschema der DB jetzt fir beide deut-
schen Bahnverwaltungen angewandt. Fur die Reichsbahn-Loks lauft die
Umnumerierung auf vollen Touren, wie hier im Bahnbetriebswerk Leipzig
Hbf. West. Thomas Schon und Jérg Hauptvogel sind daran beteiligt, den
dort beheimateten 120 E-Loks ihre neuen “Visitenkarten" zu geben, die
fortan eine 1 am Beginn der Baureihenbezeichnung tragen.

Bis zum 31.12.91 sollen die alten RB-
Nummern noch gelten, ab 1.1.92 wreten
dann die einen dicken Wilzer umfas-
senden DB-Nummern in Kraft. Das
Prinzip der beiden Nummernsysteme
ist gleich. nur tragen eben zum Beispiel
die E-Loks zukiinftig statt der *2" eine
“1" an erster Stelle. Damit haben wir
das Geheimnis der ersten Zahl geliiftet,
was bedeuten aber die anderen 6 Zif-
fern?

155053-2

=

— Herstellungsnummer

| der Lok (53. Lok
der Baureihe [55)
Baureihe
Antriebsart
(Dampf-. E- oder
Diesellok)

LVZ-Foto:Pullwitt

Und die letzte Ziffer? Die Leser des Beitra-
ges “Geheimschrift EAN?" aus Heft 6/9]
werden es schon ahnen! Es handelt sich um
eine Priifziffer, welche nach folgendem
Verfahren ermittelt wird:

h

2

"
L
0)+ b=

s (— Lh

0
J,
0

Jl(_rJl

|
1
1+

+(_,

2
(1 +: 18+ 2 =20
Die Priifziffer erginzt also die Quersumme
der neuen Ziftern auf die niéichste durch 10
teilbare Zahl.

— Die Priifziffer der zweiten Loknummer
ist etwas verdeckt. ermittle sie selbst.

— Uberlege, ob mittels dieses Priifverfah-
rens die Anderung einer Ziffer, das Ver-
tauschen zweier benachbarter Ziffern oder
zweier beliebiger Ziffern bemerkt wird.

In den Zeitungen gebliittert haben wir
dieses Mal unter dem Blickwinkel Bahn
und Auto. Ein Thema, das Politiker, Ver-
kehrsplaner und Umweltschiitzer sowie
natiirlich die Industrie stark beschéftigt.
Wenn Ihr so eineninteressanten Schnip-
selfindet, auch zu anderen Themen, dann
schneidetihn doch aus und sendet ihn an
uns! Vergelit aber bitte nicht, die Quelle
anzugeben.

Schon gewul3t?

Im Jahr 1920 gab es noch ebenso viele
Personenwagen beider Bahn wie PKW auf
der StraBie. Die Bahn war damals der Haupt-
trager des Giiterverkehrs. Im Jahr 1985
besall die DB 13531 Personenwagen, in
der Bundesrepublik rollten 26 Millionen
Pkw, Nurein Drittel der Giiter des Fernver-
kehrs wurden mit der Bahn transportiert,
1048 Millionen Personen benutzien die
Bahn.

Autofahren wird teurer
Das Autofahren wird 1992 wieder teurer.
Wie teuer war eine Autofahrt 19917

Was das Auto wirklich kostet

Belsplelsrechnung fiir einen neu gekauften Wagen

Monatsausgaben 1991 fiir einen Golf CI 1,3

er 20000 km im Jahr zuriicklegt
und 5 Jahre behalten wird

Nebenausgaben

Reifen

Reparaturen,

Welcher .Fahrpreis” pro Person und pro
Kilometer gehorte 1991 zu einem neuwer-
tigen Golf CI 1,3, der 1991 20000 Kilome-
ter zuriicklegte und dabei stets mit 3 Perso-
nen besetzt war? (Die in der Tabelle ange-
gebenen Monatsausgaben sind weitgehend
unabhingig von der Zahl der mitfahrenden
Personen)

In den Zeitungen bléitterten fiir Euch:
Dr. Gabriele Liebau, Leipzig und
Walter Triiger, Dibeln.
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Guten Morgen! DrauBlen haben wir heute
diesen so iiberaus beliebten Nieselregen,
der alle Aktivitit lihmt und uns an das
Haus fesselt. Da ist es nur gut, daBl wir — die
“Mathematiker” meiner Klasse, Klaus,
HansundEberhard,Ihr meinelieben Leser-
Innen und ich selbst — unser gemeinsames
Problem haben, welches uns die unwirtli-
che Welt vor der Haustiir vergessen liBt!

“Gibt es auf jedem, irgendwie viereckigen
‘Billardtisch’ geschlossene Reflexionswege,
auf denen eine angestofiene Kugel nachein-
ander jede Bande beriihrt und zum Aus-
gangspunkt zuriickkommt?” — wiederholte
Hans gerade seine am Vorabend etwas unkla-
rer formulierte Frage.

(Was alles wir iiber diese Frage bei einem
normal rechteckigen Tisch herausgefunden
haben, kénnt ihr in Heft 6/91 nachlesen.)
Siegesgewib zeichnete er dabei einen Fall mit
unserer Spiegelungsmethode an die Tafel.
(Abb. 1)

Klaus bemerkte sofort, daf es offenbar einige
Verdnderungen gegeniiber dem ‘Normalbil-
lard” geben kann.

“Man kann aber nicht mehr von jedem Platz
auf dem Tisch aus starten, ja, mir kommt es so
vor, als kinnte man die Winkel des Tisches so
withlen, daB gar nichts mehr *durchkommt’!”
Wohlweislich hatten wir heute Papier und
Bleistift mitgebracht, und wir alle begannen
eifrig zu skizzieren und dies und das zu probie-
ren.

Mathematik

Plotzlich lag da ein Blatt von Eber-
hard mitten auf dem Tisch. “Na
und?! Da geht nix; und auBerdem
ist unsere schiéne Methode im Ei-
mer. Nach drei Spiegelungen ist
[A'B’] nicht zu [AB] parallel!”

| (Abb. 2)

Ratlosigkeit breitete sich aus. Wie
sollte man da herauskommen?
Endlich (Lehrer, Lehrer ..!) konnte
ich wieder einmal ‘grundsitzlich’
werden!

“Offensichtlich gibt es sowohl Vie-
recke, die Losungen zulassen, als
auch solche, bei denen wir keine
finden. Wir haben aber bisher auch
noch keinen Beweis dafiir, dal} es
auberden mitunserer ‘Spiegelungs-

am Billardtisch (2)

Welchen Weg muf eine Billardkugel rollen,
um an den Ausgangspunkt zuriickzukehren?

also kommen nur solche Vierecke fiir den
Tisch in Frage. deren Eckwinkel diese Bedin-
gung erfiillen!”

“Mm, ungewdhnlich. Das gefillt mir noch
nicht. Ein geometrisches Problem und eine
algebraische Losungsbedingung ..." — horte
ich Hans vor sich hinmurmeln. Aber plétzlich
schlug er sich an die Stirn: “*Sehnenviereck! ...
Das ist es! “Ein Viereck ABCD ist dann und
nur dann einem Kreis einbeschrieben, wenn

methode’ gewonnenen Losungen
keine weiteren gibt. Ein solcher
Sachverhaltliegtbei Problemen der
Mathematik immer wieder einmal

vor, und man sucht dann nach so- A

genannten ‘Notwendigen Bedin-
gungen’ fiir eine eventuelle Lo-

sung!”
“Aha” — Eberhard mufte sich wie-
der ins Spiel bringen, das war er sich einfach
schuldig — “wir nehmen also an, dall wir eine
Losung gefunden haben und konstruieren
daraus riickwiirts den zugehorigen Tisch, also
etwa so. (Abb. 3)
Im A AEH finden wir
A+90°-0 +90°-B.also @ = o +p

Hnd genauso

Abb. 2

b=p +v. (X)
€=y +dund
d=8 +o.

Aber weit und breit
keine besondere geo-

| metrische Eigenschaft
des Vierecks ABCD
in Sicht ... .”
“Wieso nicht?” -
Klaus war weniger
Geometer als Alge-
braiker, und er hatte
das sofort gesehen. —
“Es ist doch

a+c=b+d=
o+P+y+8=
1360°

alpha 1/92

=180°,

die Summe seiner Gegenwinkelpaare jeweils
gleich 180° ist’. — Ende des Zitats!™
“Dann haben wires ja: Auf einem Billardtisch
gibt es genau dann geschlossene Reflexions-
wege, wenn sein Grundrif} ein Sehnenviereck
ist. Klaro.” — Eberhard war wieder obenauf
und freute sich sichtlich: “Wir kénnen die
Losung dann auch immer mit unserer Metho-
de bekommen, denn wie Ihr an meiner Skizze
erkennen konnt (Abb. 4), ist die Gerade A'B’
immer zu AB parallel, denn zuniéchst dreht
man AB um den Winkel -b in Richtung BC.
dann weiter um 4 +C, 4 -d und schlieBlich um
4 +a in die Richtung von A’B’. also gilt tat-
siichlich ~
$(AB; A'B') = -brc-d+a = (¢+a) - (b+d) =
= 180° - 180° =0°
So war es auch beim Rechteck!”

Ich war recht froh, daB er das Letzte selbst
noch ‘nachgeschoben” hatte. Eigentlich hatte
ich ihm ndmlich schon widersprechen wollen

| und miissen. als er aus der zuerst bewiesenen

notwendigen Bedingung (es gibt ... nur dann
einen geschlossenen Weg ...) einfach eine
notwendige und hinreichende Bedingung (es
gibt genau dann einen geschlossenen Weg ...)
machen wollte!
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Abb. 3

Jetzt war alles im Lot, denn er hatte selbst noch
den konstruktiven Existenzbeweis geliefert,
und damit war die Bedingung auch als hinrei-
chend (... es gibt dann einen geschlossenen
Weg. wenn ...) nachgewiesen. “Wenn ich jetzt
keinen solchen Birenhunger hitte, konnte ich
glatt noch die Frage stellen, ob die Sache
eigentlich mit einem dreieckigen Tisch genau-
so funktioniert?” — Das war wieder typisch

Hans. Aber auch Klaus lieB sich nicht lumpen,
indemerauf ‘sein’ Gleichungssystem (X) zeigte
und meinte: “Ein Viereck mit den Winkeln
(201, 2. 2v, 26) ist dann und nur dann die Lé-

c.d), wenn (e, B, v, 8) Losungsvektor dieses li-
nearen Gleichungssystems ist! So muB sich
Eberhards Satz auch beweisen und sogar auf
3-, 5-, 6- und n-Ecke ausdehnen lassen!”

Nun, wir gehen jetzt zum Mittagessen. Fiihrt
lhr doch den Disput weiter. Sicher bekommt
Ihr noch viel mehr heraus. Wir werden dann
wieder miteinander dariiber sprechen!

| sungim Viereck ABCD mit den Winkeln (a, b, |

| Dr. habil. Reinhard Hofmann
Gymnasiallehrer fiir Mathematik, Mitglied
des Redaktionskollegiums der alpha

Teilbarkeit

(Kreuzzahlritsel)

Benutze die Teilbarkeitsregeln!
Probiere nicht mehr als unbedingt nétig!

waagrecht
1 griBte durch 8 teilbare sechsstellige Zahl, die
sich allein mit den Ziffern 0 und 6 bilden l:#Bt
5 durch 8 teilbar
9 durch 8 teilbar, hat nur 5 und 6 als Ziffern
10 hat lauter verschiedene gerade Ziffern
11 ist durch 3 teilbar

Zahl mit lauter verschiedenen Ziffern. von
denen keine 0 ist

13 ist durch 8 teilbar und hat nur gerade Ziffern

14 ist ein Vieltaches von 8 und 9

15 ist nicht durch 3 teilbar

16 ist die kleinste durch 4 teilbare siebenstellige
Zahl mit paarweise verschiedenen Ziffern,
von denen keine 0 ist

19 Primzahl

21 kleinste aus den Ziffern 6, 7 und 8 gebildete
und durch 4 teilbare dreistellige Zahl

22 durch 9 wilbar

24 Quadratzahl

26 grifite durch 3 teilbare siebenstellige Zahl
paarweise verschiedenen Ziffern

29 teilbar durch 3

31 grobBre aus den Ziffern 4. 6 und 8 gebildete
dreistellige Zahl, die nicht durch 4 teilbar ist

32 hat die Ziffern 3, 4 und 5

34 teilbar durch 3 und 8, hat lauter verschiedene
Ziffern

36 durch 8 teilbare unter den Zahlen 9144, 9148,
9244 und 9248

37 teilbar durch 8

| 38 grofite durch 4 teilbare

12 ist die kleinste durch 3 teilbare sechsstellige |

Hans Dieter Drton
Sittichstrafie 26
8440 Straubing

funfstellige Zahl mit

paarweise verschiedenen
geraden Ziffern
39 kleinste durch 3, 4 und 5

teilbare vierstellige Zahl
40 teilbar durch 9 und 25
senkrecht
1durch 2 und 3 teilbare
Losung von 6540 < x <
6550
2durch 3 teilbare Zahl,

deren Ziffern mit wach-
sendem Stellenwert eben-
falls grofier werden

3 teilbar durch 9
4 je kleiner der Stellenwert
einer Ziffer dieser Zahl,

desto kleiner die Ziffer

5 kleinste dreistellige Zahl mit paarweise verschie-
denen Ziffern, die nicht durch 3 teilbar ist

6 kleinste vierstellige Zahl mit lauter gleichen Zif-
fern. die durch 4 teilbar ist

7 durch 3 und 4 teilbar, auferdem gehéren zu gro-
Beren Stellenwerten griBere Ziffern

8 kleinste durch 9 teilbare sechsstellige Zahl, die
aus den Ziffern 6 und 9 gebildet werden kann

10 hat nur die Ziffern 2 und 6 und ist durch 3 teilbar

12 Vielfaches von 5 und 9

14 hat nur die Ziffern 4 und 8

17 durch 3 teilbar

18 durch 3 teilbar

20 grofite durch 9 teilbare sechsstellige Zahl mit
paarweise verschiedenen Ziffern

23 grifite durch 4 teilbare sechsstellige Zahl. die
nur die Ziffern 1 und 4 besitzt

25 kleinste durch 8 und 125 teilbare Zahl

27 teilbar durch 3 und 4

28 teilbar durch 3

30 von oben nach unten und von unten nach oben
gelesen gleich und durch 9 teilbar

33 teilbar durch 3 und 5, nicht aber durch 25

35 Vielfaches von 4 und 25

36 Vielfaches von 2, 3und 5

38 teilbar durch 2 und 3
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Eine Chronologie ausgewdhlter

9
Was war los? Ereignisse iiber Jahrhunderte

408 v.u. Z.(?) Eudoxos von Knidos geboren: Astronom, Mathe-
matiker. Geograph, Philosoph, Politiker

1392 Griindung der Universitit Erfurt —in Erfurt wurden Mathe-

matik und Naturwissenschaften besonders gepflegt

1592 Galilei fiihrt in Pisa (1589/92) und Padua (1592/1600)
Versuche iiber die Bewegung auf der schiefen Ebene durch

Eine sehr schone Biographie liber Galilei findet Thr in Band 19 der
Biographien hervorragender Naturwissenschaftler, Techniker und Medi-
ziner, von E. Schmutzer und W, Schiitz, erschienen in der BSB B. G.
Teubner Verlagsgesellschaft.

1617 Erfindung der Neperschen Rechenstibchen (siehe Text)
1642 Galileo Galilei am 8. Januar gestorben

1667  Gregorius a St. Vincentio am 27. Januar gestorben: Geo-
metrie. Analysis. Astronomie

1742 Edmond Halley. Astronom und Mathematiker am 14.
Januar gestorben

1767 L. Eulers beriihmte ..Vollstindige Anleitung zur Algebra™
verfalit (gedruckt seit 1768)

1842  Christian Doppler entdeckt den ,.Dopplereffekt™
1868
1892

das Element Helium wird in der Sonne entdeckt

am 30. Miirz Stefan Banach geboren (siehe Text)

Stefan Banach

Am 30. 3. 1892 wurde in Krakow der
bedeutende polnische Mathematiker
Stefan Banach geboren. Er stammte
aus einfachsten Verhiltnissen und
wurde von Pflegeeltern aufgezogen.
Banach studierte Ingenieurwissen-
schaften in Lwow, wobei er sich sei-
nen Lebensunterhalt durch Privatun-
terricht verdienen mufite. In Lwow
wurde der bekannte Mathematiker H.
Steinhaus (1887 - 1972) auf Banach
aufmerksam und forderte ihn tatkréf-
tig. 1929 wurde Banach Professor in Lwéw. Er gehorte zu den Mit-
begriindern der abstrakten (linearen) Funktionalanalysis und zeigte
die Anwendbarkeit der Funktionalanalysis in vielen anderen Gebie-
ten der Mathematik, z. B. in der Theorie der reellen Funktionen. Da-
neben bewiesen Banachs Lehrbiicher, z. B. iiber Differential- und
Integralrechnung (1929), iiber Mechanik (1938), iiber reelle Funk-
tionen (1951) sein groBes Geschick in der Darstellung schwierigster
mathematischer Sachverhalte. Mit anderen bedeutenden polnischen
Mathematikern zusammen verfaBte Banach auch mathematische
Lehrbiicher fiir den Schulunterricht. Banach starb am 31. 8. 1945 in
Lwow. Seit 1946 verleiht die Polnische Mathematische Gesellschaft
fiir herausragende mathematische Leistungen einen Stefan-Banach-
Preis, seit 1972 trégt ein internationales mathematisches Zentrum
der polnischen Akademie der Wissenschaften den Namen Banachs.

Nepersche

Im Jahre 1617 veroffentlichte der schotti-
sche Edelmann John Neper (1550 - 1617)
eine Schrift mit dem Titel “Rhabdologia...”
(*Lehre vom Stab ..."). In diesem Werk
beschrieb Neper die von ihm erfundenen
vierkantigen Rechenstibchen (Abb. 1).
Diese Rechenstiabchen konnten zum Multi-

Abb. 1

Rechenstabchen

Hans-Joachim Igauds, Sudhoff-Institut der Universitiit Leipzig

plizieren und. allerdings mit groBen Schwie-
rigkeiten, auch zum Dividieren ganzer Zahlen
verwendet werden. Auf den Stibchen ist das
kleine Einmaleins verzeichnet (Abb. 2). Fiir
eine einfache Multiplikationsaufgabe mitzwei
Faktoren wurden mindestens zwei Stibchen
benotigt.

Fiir die Rechenaufgabe
49375 - 32 mulite eine Zerle-
gung des zweiten Faktors in
30 + 2 vorgenommen wer-
den, weil mechanisch nur
49375 - 2 und 49375 + 3 ge-
rechnet werden konnten. Die
zusiitzliche Multiplikation
von 49375 - 3 mit 10 muBie
“im Kopf” vorgenommen

auf eine mechanische Ver-
vielfachung des ersten Fak-
tors hinaus. Die Produkte
ergeben sich in einer “Zick-
zacklinie™:

werden. Das Verfahren lief

B

210 200 210,210
417913

VAV YAIVAIVAD
i} 8 (4] 4 i) 2

| 2 ) 2 I i H]
2V sV Al

Abb. 2

49375 + 2 = (ONB+1)(B+0) 6+ 1) (4+1)0) =
98750

49375 - 3= (1) (242) (7+0) (9+2) (1+1) (5)
(Abb.).

Es ist noch die Schwierigkeit zu beriicksich-
tigen. dab (9+2) nicht als eine Ziffer im De-
zimalsystem schreibbar ist.

Die Folge (1)242)(7+0)(9+2)(1+1)(5) ist
also in (1(2+2)(7+1)(1)(1+1)(5) = 148125
umzuschreiben. Die beiden Teilergebnisse
waren nun. unter Beriicksichtigung des oben
erwithnten Faktors 10, auf die libliche Art zu
addieren. Diese umstindliche Rechenme-
thode fand bei den Zeitgenossen Lob. Neper
hat seinen Rechenstibchen weniger Bedeu-
tung zugemessen; er lieferte selbst grund-
siitzliche Beitrdge zur Entwicklung der Lo-
garithmen (1614, 1619 aus dem NachlaB).

12 alpha 1/92
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Wiiirige Melonen

GroBhindler Hinterbichler hat am Morgen
100 Zentner Wassermelonen gekauft, die
99 % Wasser enthalten. Diese groBe Menge
muf3 er im Freien lagern, obwohl es tagsiiber
sehr heif} ist. Dadurch nimmt der Wasserge-

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

halt der Friichte um 1 % ab. Am Abend will er
sie an Einzelhiindler verkaufen.

Welche Menge Wassermelonen kann Grof-
hindler Hinterbichler an die Einzelhindler
verkaufen?

aus.: H.-D. Hornschuh, Mehr Mathe mit
Kipfchen, Manz Verlag Miinchen

Meinte der Mathelehrer:
“Mich interessiert nur eins:
was hinten rauskommt.”

Lehrer: "Vier mal vier ist sechzehn,
sechs mal sechs ist sechunddreiBig,
aber was kommt bei dreizehn mal
dreizehn heraus?”

Alphons: “Na das hab ich gern! Die
leichten Fragen selbst beantworten,
und mit den schweren Fragen kom-
men Sie dann zu mir!”

Olympia 2000 in Berlin?

R

GemiiB der im Heft 6/91 gestellten Aufgabe
sind die natiirlichen Zahlen von 1 bis 6
| anstelle der Buchstaben B, E, R, L, Tund N
' so einzusetzen, dafl

B+E+R = R+L+I = [+N = s gilt.

Wegen

B+E+R+L+I+N = 14243444546 = 21 gilt
3s = B+E+2R+L+21+N = 21+R+,
24=21+142 < 35 £ 21+5+6 = 32 und damit
wegense N 8<s<I0.

1. Miiglichkeit: s = 8

Wegen s = [+N = 8 muB die Menge {I,N}
entweder gleich {3.5} oder {2,6} sein.
{LN} ={3.5} scheidetaus: Denn dann miifite
{B.ERL} = {1,2,4,6] gelten und

B+E+R = 8 wiire nicht realisierbar.

Zu {ILN} = {2.6} gehéren zwei Losungen:
Aus {(BERL}={1,34.5] und B+E+R =8
folgt L = 5. Weiterhin ergibt sichaus I = 5,
Re {1,3.4}.1¢ {2.6} undR+L+I=8R=1,

D &

Losungen

%
e

‘ I=2und N =6 Zu s = 8 gehiren die |
|

2. Maglichkeit: s =9

Jetzt ist {IN} entweder gleich {3,6} oder
{4.5}.

{LN} = {3,6] scheidet aus:

Wegen {B.ERL] = {1,24.5) konnte dann
nicht B+E+R = 0 gelten.

Zu {LN} = {45} gehoren Losungen: Aus
{B.ER,L] = {1,23,6} und B+E+R = 9 folgt
L=3.WegenL=3,1¢ {4,5},Re {1.2.6}und
R+L+I = 9 muB entweder I = 4, R = 2 und
N=5o0derl=5,R =1und N =4 gelten. Damit
sind vier weitere Lésungen ermittelt:

eflst
Oa()sg

| 3. und letzte Miglichkeit: s = 10

Aus {LN} = {4.6}, {B.ER.L} = {1,2,3.5}
und B+E+R = 10 folgt L=1. WegenL = |,
R+L+I=10.Re {2,3.5}undIe {4.6} muB
entwederR=3,1=6und N=4 oderR =5,
I=4und N =6 gelten. Zu s = 10 gehoren 4
Lésungen:

31,
s

PEd
= b

Die gestellte Aufgabe hat also insgesamt 10 |

Lésungen.

| Walter Triiger, Dibeln
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Vorschrift zum Firben

In der Abbildung sollen einige Felder gefiirbt
werden. Die Zahlen in jedem Feld geben an.
wieviel ganzseitigz benachbarte Felder ein-
schlieflich dem eigenen zu firben sind. (So
kénnte z. B. im Innern héchstens die Zahl 5
auftreten: ndmlich, wenn alle benachbarten
Felder und das eigene zu fiirben sind. In den
Ecken konnte hichstens die Zahl 3 stehen) ...
Wichtig ist. das richtige Ausgangsfeld zu fin-
den, dann wird auch bald die richtige Firbung
gefunden sein.

W | W W N

N e R W W
o= T N T I~

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Holzchentricks

Lege die Hélzchen so. dall drei gleichgrofie
Quadrate entstehen.

- -
. 0
Bﬂ_
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Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Von X nach Y

Du sollst von X iiber 13 Felder nach Y gelan-
gen und zwar nur iiber solche, die Primzahlen
enthalten. Jedes Feld darf dabei nur einmal
benutzt werden. Beim Vorwirtsschreiten sind
dartiber hinaus nur vertikale und horizontale
Wege erlaubt.

Zur Erinnerung: Eine Primzahl ist nur durch
sich selbst und durch | teilbar.

aus: Maximath, Paris

Wie heiBt die Pflanze?

Die 13 Buchstaben des gesuchten Pflanzenna-
mens sind im Bilde auf einem Kreis angeord-
net. Der Anfangsbuchstabe des gesuchten
Wortes ist durch Raten oder Probieren zu fin-
den. Ebenso isteine bestimmte natiirliche Zahl
m zu ermitteln. Fiir zwei im gesuchten Pflan-
zennamen aufeinanderfolgende Buchstaben
(Vorgiinger — Nachfolger) gilt ndmlich: Im
abgebildeten Buchstabenkreis ist der Nach-
folger stets der m-te Buchstabe im Uhrzeiger-
sinn nach seinem Vorgidnger.

‘ W. Triger, Débeln

André Marie Ampére, der sich unver-
gangliche Verdienste auf dem Gebiet
der Elektrizitatslehre erwarb, war
wahrend seines ganzen Lebens sehr
zerstreut.

Eines Tages nahm er die Einladung
eines Freundes zum Mittagessen an.
Da sich das Mahl etwas verzbgerte,
nutzte Ampeére die Zeit, um in seinem
Notizbuch eine Formel nachzurech-
nen. Noch ganz in Gedanken horte er,
dal3 das Essen aufgetragen wurde,
af einige Bissen und riefdann, indem
erglaubte, zu Hause zu speisen: “Das
Essen ist ja wieder einmal nicht zu
genieBen! Wann wird meine Schwe-
ster endlich einsehen, daB jede Ko-
chin—ehe man sie einstellt—erst eine
Kostprobe ablegen muB!”

nach: Lfngmann/Schmiedef: Anekdo-
ten, Episoden, Lebensweisheiten,
Fachbuchverlag Leipzig

Durcheinander

Beim Schreiben sind die Buchstaben durch-
einander geraten. Ordne sie zu sinnvollen
mathematischen Begriffen!

Mumse, Chrub, Sinum, Derage,
Tenoquit, Sulp, Ketmamitha.

Flichenverwandlung

Zwei zur abgebildeten Figur kongruente Fli-
chen sind auf Papier zu zeichnen und auszu-
schneiden. Danach ist jedes von beiden in 3
Teilflichen zu zerschneiden und die 6 Teile
sind zu einem zum abgebildeten dhnlichen
Flichenstiick aneinander zu legen.

W. Tréiger, Dibeln
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Fix nachgedacht

In der folgenden Flgtu' sind 10 mathemaﬂsche Begnffe verseeckt
Schiilerin Dmmk Smcm Hrmmdorf

X X =8
. s . ) . E T | P P|A|S|U\ M| M|E|F
= ;
i 9 - _3 E | P R | T | A|O|I |K|T|D
+.“.+. F|/A | K| T |O|R | M|S|N|R|D|I
. ~ -3 M|R | S | K|D|E| I |M|U|S|1|F
=6.=6.=5. O|T |E|E| U\ M|A|U|E|E|V|F
S|O0|I1 |S|K|A|N|T|N|I1|TI|E
* - =1 UlS | 0|A|T|S|K|A|D|M|D|R
: . : . X . S|IU|S|U/M|\M|A|N|D|T|E|E
x I #* =8 D|1 |V |I|S|O|R|V|I|R|N|N
1 B B R onannnnnonnne
- : =2 S B R | A | H|E D |E|F
3 B B e
. " _& Alphons logische Abenteuer (9) Vor der Haustiir traf Alphons Nachbars Georg,
B der an der hiesigen Universitdt studiert. Al-
Alphons Freund Berti fand dauernd etwas | phons fragte, ob er sagen konne, was “lo-
= . + . + “logisch”, Was er denn unter “logisch” verste- | gisch™ bedeute. “Nimm an. eine Aussage ist
he. fragte Alphons. Wenn das, was gesagt | aus zwei Aussagen als ihren Teilaussagen zu-
+ 9 - =3 wird, so klar sei. daf selbst er, Berti, es sofort | sammengesetzt und die zusammengesetzte
verstehe, bekam er zur Antwort. Da Alphons ~ Aussage ist wahr genau dann. wenn minde-
& _ davon nicht iiberzeugt schien, fiigte er hinzu, | stens eine ihrer Teilaussagen wahr ist. Ist nun
logisch sei. was sound nichtanders sein kénne. | die zusammengesetzte Aussage und eine Tei-
5 Wenn man Durst hat, dann sucht man etwas | laussage wahr, was kann man dann iiber die
+ - i zum Trinken, das sei doch ebenso logisch wie | Wahrheit bzw. Falschheit der anderen Teilaus-
der Umstand, dafi sich Alphons nochmals die | sage sagen?” Alphons dachte kurz nach, dann
=4 . =2 . =1 . Finger verbrenne, wenn er wieder einen glii- | sagte er: “Sie kann wahr, aber auch falsch sein.
= henden Ofen beriihre. ohne dal sich daraus ein Widerspruch mit den
Auf dem Heimweg kamen Alphons doch | Voraussetzungen ergibt. Hittest Du aber ge-
Zweifel an dieser Erkldrung. Sicher, er wiirde | sagt, die zusammengesetzte Aussage ist wahr,
Nummernsalat sich erneut die Finger an einem glithenden | eine Teilaussage ist jedoch falsch, dann frei-

Wenn man die beiden Buchstaben und den
Bindestrich in meiner Autonummer wegliBt,
so lautete sie wie folgt: die 2. Ziffer war das
Doppelte und gleichzeitig das Quadrat der 1.
Ziffer,ergowardie 1. Ziffer die Hilfte bzw. die
Quadratwurzel der 2. Ziffer. Die 3. Ziffer war
das Doppelte + | der 2. Ziffer, bzw. das Vier-
fache + 1 der 1. Ziffer. Die 4. Ziffer war gleich
der 2. Ziffer. bzw. das Doppelte bzw. Quadrat
der 1. Ziffer, bzw. die Hilfte — 0.5 der 3. Ziffer
bzw. ein Viertel minus 0,25 der 1. Ziffer.

Welche Autonummer hatte Herr Knabe?

K. H. Knabe, Falken/Werra

37 i
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Ofen verbrennen, beriihrte er ihn. Gliithender
Ofenund seine Beriihrung, das sind zusammen
die Ursache fiir verbrannte Finger als Wir-
kung. Untersucht die Logik die Ursache-Wir-
kung-Beziehung? Berti fand die Aussage eines
Mitschiilers: “Wenn ich Hunger habe, dann
habe ich Hunger”, auch logisch. Ist Hunger die
Ursache fiir Hunger? AuBerdem, so erinnerte
sich Alphons. fand Berti anfangs iiberhaupt
nicht klar, da das Produkt zweier negativer
ganzer Zahlen eine positive ganze Zahl ist.
Heute findet er das logisch. Dafiir leuchtet ihm
heute nicht ein, was im antiken Griechenland
schon “logisch™ war, niimlich daB die Zahl 2
keine rationale Zahl als Wurzel hat.

lich muB die andere Teilaussage wahr sein.”
Georg klopft Alphons anerkennend auf die
Schulter: “Siehst du, dieses “muf” ist eben das,

s “logisch™ auch meint. In der deutschen
Sprache wird die als Beispiel betrachtete zu-
sammengesetzte Aussage eine Oder-Aussage
genannt. Du kannst Dir ja einmal iiberlegen,
welcher Wahrheitsbedingung eine Entweder-
Oder-Aussage unterliegt und was gelten mug,
wenn eine Teilaussage wahr ist.” Das zu tun
versprach Alphons.

Prof. Dr. L. Kreiser
Institut fiir allgemeine Logik der Universitiit
Leipzig
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Den letzten

beiBlen die Hunde
Ein pfiffiges Spiel mit Bleistift und Papier

Sicher hat so mancher von Euch in den Pausen
schon einmal Schiffeversenken oder Fiinf-in-
einer-Reihe gespielt. Solche Spiele sind in der
Schule sehr beliebt, weil man zum Spielen nur
ein Blatt Papier und zwei verschiedene Stifte
bendtigt.

Ich méchte Euch ein Spiel vorstellen, wozu
man auch nur ein Blatt kariertes Papier und
zwei verschiedentarbige Stifte braucht. Die-
ses Spiel ist fiir zwei Personen gedacht und
heiBt “Den letzten beiBen die Hunde".

Als Spielplan dient ein 4 x 4 Feld (Abb. 1)
Fortgeschrittene Spieler kénnen auch auf
groBeren Spielfeldernspielen. Dawerden Euch
keine Grenzen gesetzt.

Abwechselnd zieht Thr und Euer Gegner gera-
de Linien, die waagerecht, senkrecht oder
diagonal zwei, drei oder vier Punkte miteinan-
der verbinden. Die Ziige werden immer am
Endpunkt der zuletzt gezeichneten Linie fort-
gesetzt. Jeder Punkt darf nur einmal benutzt
werden und Linien diirfen sich nicht kreuzen.
Derjenige, der die letzte Linie zeichnet. hat
verloren.

Die Punkte werden wie die Felder eines Schach-
brettes bezeichnet, nur der Einfachheit halber
wurden fiir beide Achsen Zahlen benutzt.

Abb. 1 Abb. 2

Das Anfangsfeld heifit z. B. (11).

Die Spielaufzeichnung erfolgt #hnlich wie
beim Schach. Dazu ein Beispiel:

A -(32) heiBt, daB Spieler A vom letzten
Endpunkt zum Punkt (32) eine Linie zeichnet.
Zum besseren Verstindnis mdchte ich ein
Beispiel erldutern. Die “Endstellung” seht Thr
in Abb. 2. Die Zugfolge sieht wie folgt aus:
1.A-(44) B-(14)

2.A-(12) B-(23)

Spieler B machte den letzten Zug und hat
verloren.

Damit man das Spiel theoretisch etwas erliu-
tern kann, sind noch einige Begriffe erforder-
lich. Wir nennen jeden Punkt, der noch durch
eine Linie erreichbar ist “frei”. So hatte Spie-
ler B im obigen Beispiel nur noch einen freien
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auch noch etwas knobeln sollt, gehe ich nur
auf Zugvarianten ein, wo Spieler A seinen
ersten Zug im Punkt (11) beginnt.

Der Zug von Spieler A ist -(44). Spieler B hat
12 freie Punkte. Da unser Feld symmetrisch
ist, betrachten wir nun die 6 freien Felder der
oberen Bretthilfte. Nach -(14) zu ziehen, ist
fiir Spieler B ungiinstig, denn Spieler A hat 3
freie Punkte und hat die Maglichkeit so zu
ziehen, dab Spieler B verliert. Fiir den Gewinn
schreiben wir kurz + und fiir den Verlust -. D.
h. unser Beispiel sieht jetzt so aus:

A-(44); B -(14): A-(12): B -(23); A +.
Spieler B kénnte andere Ziige machen, um
nicht zu verlieren. Er kinnte Spieler A 4 freie
Felder lassen, z. B. B -(24). Spieler A hat 4
freie Felder ((23). (12), (13). (14)). Es erfolgt

Abb.3b

Abb. 3¢ Abb. 3d

a)A-(23):B-(13). A-
| b)A-(12):B-(13): A-
) A-(13)0: B -(23/12); A -
dyA-(14); B -(12); A -

D. h. A verliert, wenn er 4 freie Felder hat.
Man kénnte sagen, dafl der Spieler gewinnt,
welcher dem Gegner 4 freie Felder liBt.
Wenn Spieler B nach A -(44) dem Gegner 5
freie Felder ldBt. kann Spieler A gewinnen,
indem er Spieler B 4 freie Felder ldBt.

Aufgabe 1:

Wie mull Spieler A nach folgenden Ziigen
ziehen, um zu gewinnen?

a) A -(44); B -(34)

b) A -(44): B -(23)

c)A-(44);B-(12)

' d) A -(44): B -(13)

Punkt, bevor er den letzten Zug machte, Da Ihr ‘

Spieler A kann 9 verschiedene Ziige machen,
waobei die Symmetrie unseres Spielfeldes jetzt
beachtet wurde.

A -(22), A -(33), A -(44). A -(12), A -(13),
A-(14), A -(23), A -(24), A (34)

Wie Spieler B jetzt spielen sollte. um zu
gewinnen, miiit Thr probieren. Eine Theorie
dazu anzugeben, wiire genauso sinnlos, wie
der Versuch. eine Theorie fiir den sicheren
Gewinn einer

Schachpartie zu fin-

den. »
Zum Schluf3 mischte L
ich noch einen Spe- o
zialfall genauer er-

lautern. Folgende °

Ziige wurden durch-

gefiihrt (Abb. 4). Abb. 4

A -(33): B -(12);

A-(23):B ~(13); A -(24); B -(34); ...

Spieler A hat 4 freie Felder und wird deshalb
verlieren. Die folgenden Zugfolgen zeigen,
wie Spieler B zieht, um zu gewinnen (Abb. 5a
—d)

Abb. 5a

Abb. 5¢

Abb. 5d

a)... A-(41): B -(21): A -
b)...A-(42). B -(43). A -
c)...A-(43); B -(42): A -
d)..A-(44): B -(42); A -

Aufgabe 2:
Gebt die vollstindige Zugfolge von Fall ¢) und
d) an!

Alle weiteren Gewinnmdoglichkeiten solltet
Ihr selbst ausprobieren. Dazu wiinsche ich
Euch viel SpaB!

Claudia Erdmann

Claudia Erdmann ist Mathematikstudentin
an der Universitiit Leipzig und wird Euch
auch in den néchsten Heften Spiele vor-
stellen.
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Im Gegensatz zu manch anderen Bereichen
verlief der Zusammenschluf} der beiden
Schachverbiinde in Ost und West sehr demo-
kratisch und sachbezogen. Auch im Kinder-
und Jugendbereich wurde aufeinander zuge-
gangen. Beispiel dafiir ist die erste gesami-
deutsche Meisterschaft der Jungen und Mid-
chenim Schach, die nach dem 1.1.1980 gebo-
ren sind (U 11). Das gab es vorher nur in der
DDR. Entsprechend gespannt sahen Befiir-
worter und Skeptiker auf den kleinen Ort
Schwarzburg bei Rudolstadt, den sich die
Ausrichter von Borussia Friedrichsfelde Ber-
lin wegen seiner zentralen Lage und den giin-
stigen gebotenen Bedingungen ausgesucht
hatten. Auch das ein Novum in der bisherigen
Meisterschaftsgeschichte. daBl ein Ausrichter
in einem anderen Bundesland austrug. Zum
Lohn hatten die Organisatoren mit biirokrati-
schen Hiirden zu kiimpfen, weil sich kein Land
zustindig fiihlte. Aber mit dem nétigen Elan
und dem festen Willen, etwas ganz Besonde-
res zu leisten, wurde gemeinsam mit der deut-
schen Schachjugend an die Arbeit gegangen.

Erste Gesamtdeutsche

Kinderschach-

meisterschaft U 11

in Schwarzburg (Thiiringen)

Nach Wochen harter Vorbereitung war es dann
soweit: vom 27. Juli bis 4. August bevilkerten
iiber 100 Kinder und ungefihr 55 Betreuer die
Hotels. Pensionen, Jugendherberge und Pri-
vatquartiere an der malerischen Schwarza, in
der auch Gold gewaschen werden kann. Die
kiimpferisch gestimmte Schachjugend aller
Bundeslinder strebte nach anderem Gold. So
ging es von Anfang an heifl her im groBlen
Kultursaal des Hotels Schwarzburger Hof.
Fiir ein entsprechendes AuBeres hatte der
Hauptsponsor, die Volksbank Rudolstadt, mit
Spruchbiindern und Fahnen gesorgt. 11 Run-
den im Schweizer System waren angesagt —
eine harte Arbeit. die jedoch durch ein vielfiil-
tiges Freizeitangebot von Tischtennis bis Blitz
gegen die Betreuer und einer Wanderung zur
steilsten Bergbahn Europas aufgelockert
wurde.

Von den knapp 100 Teilnehmern waren rund
ein Drittel Médchen. viele von ihnen machten
den Jungen ernsthaft Konkurrenz. Schon nach
wenigen Runden setzte sich Wilko Stubbe aus
Halle an die Spitze des Turnieres und hielt

Damen im Verbund

Hiufig werden zur Illustration verschiede-
ner mathematischer Begriffe und Aufga-

benstellungen das Schachbrett, die Figuren
und das Spiel selbst benutzt. In der Litera-
tur iiber Logik, Numerische Mathematik,
Kombinatorik. Graphen-, Zahlen- und
Spieltheorie findet man oftmals
Beispiele und Begriffe aus dem

Schachspiel. Einen bedeutenden
Platz nimmt das Schach bei der Ent-
wicklung moderner Methoden der
Computerprogrammierung ein.
Auch in der mathematischen Diszi-
plin. der Topologie. lassen sich
Eigenschaften von ebenen Punkt-
mengen mit schachlichem Bezug
darstellen.

In dem folgenden Diagramm sind 9
schwarze Damen auf dem Schach-
brett so aufgestellt, daB jeweils drei
davon 10 gerade Linien bilden. Wel-
che weiteren Moglichkeiten gibt es,
diese 9 Damen auf dem Schachbrett
unter dieser Bedingung zu postie-
ren?

2 i
:L><E><i_ﬁ
L ;!ng

Harald Riidiger, Werk fiir
Fernsehelektronik, Berlin
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Die Meister

Ein Mensch sitzt da, ein schiéifrig triiber,
Ein anderer dist ihm gegentiber.

Sie reden nichts, sie stieren stumm.
Mein Gort, denkst du, sind die zwei dumm!
Der eine brummi, wie nebenbei,

Ganz langsam: Tc6-¢2.

Der andre wird allméihlich wach

Und knurrt: Da3-g3, Schach!

Der erste weiter nicht erregt,

Starrt vor sich hin und iiberlegt.

Dann plétzlich, vor Erstaunen platt,
seufzt er ein einzig Wortchen: mart!

Und die du hielst fiir niedre Geister
Erkennst du jetzt als hohe Meister.

Eugen Roth

diese lange Zeitunangefochten, biserin der 9.
Runde durch Matthias Pflug aus Bayern ge-
stoppt wurde. Nun stieg die Spannung kurz
vor Schlull nochmals auf den Hohepunkt, denn
rund 20 Spielerinnen und Spieler hatten zwei
Runden vor SchluB noch die Chance, erster
gesamtdeutscher Meister zu werden.
SchlieBlich setzte sich aber doch Wilko Stub-
be durch: mit 9.5 Punkten belegte er nach
Wertung den ersten Platz vor Matthias (eben-
falls9.5) und Ronald Starke aus Leipzig. Henry
Barth vom Ausrichterverein wurde Vierter.
Gesamtdeutsche Middchenmeisterin in dieser
Altersklasse wurde mit 7,5 Punkten auf Platz
10 der Gesamtwertung Gloria Ballhause aus
Thiiringen.

Zur Siegerehrung erschienen nicht nur Vertre-
ter des Hauptsponsors und des Biirgermeister-
amtes, sondern auch der 2, Vorsitzende der
Deutschen Schachjugend, Norbert Schitzke.
Dank unserer Sponsoren wie der Mitteldeut-
schen Fahrradfabrik Sangerhausen, der Pfan-
der-Sport-GmbH Hamburg, Coca-Cola. dem
Karl-May Verlag Bamberg, der Porzellanma-
nufaktur Sitzendorf, der Puppenfabrik Kénig-
see (A. Riedeler) und dem Kinderbuchverlag
Berlin konnten alle Kinder mit einem tollen
Preis nach Hause fahren. Im niichsten Jahr
wollen alle wiederkommen, wie uns von vie-
len Seiten versichert wurde. Vielleicht nimmt
der eine oder andere dann Revanche fiir eine
verlorene Partie. Wie wird der niichste Meister
unter den Jiingsten heiflen?

Markus Spindler
Student der Mathematik an der Humboldt-
Universitdt zu Berlin
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alpha-Wettbewerb

Wer lost mit?
Einsendeschluf: 22. April 1992

Wettbewerbsbedingungen

1. Der Wettbewerb 1991/92 Liuft liber zwei Teil-
wettbewerbe in den Heften 6/91 und 1/92.
2. Einsendungen sind unter Angabe von Name,
Vorname. Anschrift, Schule und Schuljahr (bei
Erwachsenen Alter) zu richten an:
Mathematische Schiilerzeitschrift alpha
Postfach 129
0-7010 Leipzig
Den Losungen ist die frankierte und an Euch
adressierte Antwortkarte beizulegen, welche Ihr
im Innenteil unserer Zeitschrift findet. Darauf
erhaltet Ihr die Ergebnisse dieses Teilwettbewer-
bes mitgeteilt. Steht mehreren Schiilern nur eine
Zeitschrift zur Verfiigung. so kopiert Euch die
| Auswertungsseite der Antwortkarte und klebt sie
‘ aufeine an Euch adressierte Postkarte (Porto nicht
| vergessen).
Schulenbeachten bitte, da die gesammelte Riick-
sendung entsprechend mehr Porto verlangt.
3. Von dem Teilnehmer sind nur Aufgaben seiner
oder einer hoheren Klassenstufe zu losen. Teil-
nehmer ab Klassenstufe 10 l6sen die mit 10 und
E gekennzeichneten Aufgaben.
4. Jeder Teilnechmer sollte einen Durchschlag sei-
| ner Losungen anfertigen, um diese mit den je-

weils zwei Hefte spiter erscheinenden Losungen |
zu vergleichen. |
5. Diejenigen Teilnehmer, die insgesamt minde-
stens 8 Aufgaben richtig (gut oder sehr gut) gelist
haben, senden bis zum 10. September beide Ant-
wortkarten, einen entsprechend frankierten und |
adressierten Riickumschlag und

a) bei mehr als dreimaliger Teilnahme die zuletzt
erhaltene Urkunde bzw.

b) bei mit diesem Wettbewerb dreimaliger Teil-
nahme die beiden bereits vorhandenen Urkunden
€.

Bei erst- bzw. zweimaliger Teilnahme geniigen
die beiden Antwortkarten.

6. Alle erfolgreichen Teilnehmer erhalten eine
Urkunde und einen alpha-Button. Pro Klassenstu-
te 5 bis 10 werden die 5 besten Teilnehmer ermit-
telt (entscheidend ist die Anzahl der sehr gut |
geldsten Aufgaben) und unter den Ubrigen je-
weils fiinf Teilnehmer ausgelost. Auflerdem pri-
mieren wir 5 Friihstarter (Klassen | bis 4).
Diesen Gliicklichen winken attraktive Preise (siehe

| Seite 26).

Beachtet bitte, da wir Einsendungen ohne
Riickporto nicht mehr bearbeiten kinnen.

Klassenstufe 5

5/8

Hans fordert seinen Freund Martin auf: “Denk
dir eine beliebige natiirliche Zahl. Verdoppele
diese Zahl! Addiere 4! Nimm vom Ergebnis
die Hilfte! Addiere 5! Multipliziere das Er-
gebnis mit 4! Subtrahiere 8! Dividiere das
Ergebnis durch 2! Subtrahiere 9! Nenne mir
dein Endergebnis!” Martin nannte die Zahl 27,
Nach dem kurzen Auswerten einiger Notizen
nannte Hans diejenige Zahl, die Martin sich
gedacht hatte. Wie ist das méglich?

Seh.

5/9
In dem Schema WI NTER
+WI NTER
+WI NTER
S CHNEE

sind die Buchstaben so durch Ziffern 0. 1. 2. 3.
4,5,6,7, 8bzw. 9 zu ersetzen, dal man eine
richtig geloste Additionsaufgabe erhiilt. Da-
bei sind fiir gleiche Buchstaben gleiche Zif-
fern, fiir verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern zu setzen.

Sch.

5/10

Die Anzahl der Zehner einer zweistelligen
natlirlichen Zahl ist dreimal so groB wie die
Anzahl der Einer. Wenn man die beiden Zif-
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fern dieser Zahl vertauscht. so erhiilt man eine
Zahl, die um 36 kleiner ist als die gesuchte
Zahl. Ermittle diese Zahl!

Sch.

5/11

Der Umfang eines gleichschenkligen Drei-
ecks ist 28 cm lang. Seine Basis ist um 2 cm
kiirzer als ein Schenkel. Wie lang sind die
Seiten dieses Dreiecks?

Sch.

5/12

Fiinf Schiiler, die eine Turnriege bilden, haben
sich der GroBe nach aufgestellt. Von ihnen
wissen wir:

(1) Richard ist kleiner als Herbert.

(2) Klaus ist kleiner als Richard.

(3) Lutz ist gréBer als Richard.

(4) Klaus ist groBer als Paul.

(5) Herbert ist der Grofite.

In welcher Reihenfolge stehen diese fiinf
Schiiler in der Riege?

Sch.

5/13
In diesem Zahlenquadrat mit den natiirlichen
Zahlen von 1 bis 25 sind sechs Zahlen so zu

- vertauschen, dal man in jeder Zeile, in jeder

Spalte, von links oben nach rechts unten sowie
von rechts oben nach links unten jeweils die
gleiche Summe erhilt.

2 i .
A8 7237| 116 |14
| A .
.7 S 1S 1 25 O e RS PP g | 3
A5 | |
20| 8 . R
L L
S IR A S . S 1 s
,,Uf
18 191 9 2. | 254
| Sch.
| 514

Die vier Schiilerinnen Katharina, Franziska,
Tanja und Claudia haben (in anderer Reihen-
folge) die Familiennamen Spitzbart, Schwan-
beck. Rosenhain und Koénig. Von ihnen ist
tolgendes bekannt:

(1)Franziska hat nicht den Familiennamen
Spitzbart.

| (2)Tanjahatden Familiennamen Schwanbeck.

(3)Die Schiilerin mit dem Familiennamen
Konig ist mit Claudia eng befreundet.
(4)Claudia und die Schiilerin mit dem Fami-
liennamen Spitzbart haben beide die Schii-

lerzeitschrift “"ALPHA™ abonniert,

Wie heiBlen die iibrigen drei Schiilerinnen
(auBer Tanja) mit vollem Namen?
Schiilerin Astrid Neidhardt, Brotterode

Klassenstufe 6

6/8

Es sind alle natiirlichen Zahlen zu ermitteln,

die kleiner als 500 sind und die folgende

Eigenschaften besitzen:

a) Eine solche Zahl lidBt bei Division durch 2,
3, 4.5 bzw. 6 jeweils den Rest 1.

| b) Eine solche Zahl ist ein Vielfaches von 7.

Sch.

6/9

Die Abbildung stellt ein rechtwinkliges Drei-
eck ABC mit der Hypotenuse AB dar. Der
Mittelpunkt M von AB wurde mit dem Punkt
C verbunden. Es seiena, b, ¢, d die Lingen der

Strecken BC, AC, AB und CM.Weise nach,
ay u] -
daBl dc?(a +b) gilt!

Sch.

23
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6/10

Die fiinf Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 sind unter Beibe-
haltung ihrer Reihenfolge durch Operations-
zeichen der vier Grundrechenarten so zu ver-
kniipfen, daB man als Ergebnis die Zahlen von
2 bis 10 erhiilt. Dabei diirfen auch Klammern
gesetzt werden und es diirffen zwei Ziffern
ohne Operationszeichen verkniipft werden.
Beispiele: 12-3-4-5=0,(12-3):(4+5)=1.
Sch.

6/11
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen,
die gleich der dritten Potenz ihrer Quersumme
sind.
Sch.

6/12

Schreibe Dein vierstelliges Geburtsjahr zwei-
mal nebeneinander. Dividiere nun die so er-
haltene achtstellige Zahl zuniichst durch 73,
das Ergebnis dann noch durch 137. Begriinde
das ermittelte Endergebnis fiir jedes beliebige
(vierstellige) Geburtsjahr!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

6/13

Von drei Personen mit den Familiennamen

Arndt, Brandt und Conrad besitzt jede ein

Auto, und zwar vom Typ Skoda, Wartburg

und Trabant. Diese Autos, die in Neubranden-

burg, Rostock bzw. Schwerin gekauft wurden,

haben die Farbe blau, gelb bzw. rot. Gib fiir

jede Person den Autotyp, die Farbe und den

Ort des Einkaufs an, wenn folgendes gilt:

(I)Herr Arndt hat ein gelbes Auto.

(2)Herr Conrad hat einen Wartburg.

(3)Der Skoda wurde in Rostock gekauft.

(4)Das rote Auto wurde nicht in Schwerin
gekauft.

(5)Das blaue Auto wurde in Neubrandenburg
gekauft.

StR H.-]. Kerber, Neustrelitz

6/14

Vorhanden sind 2 gleiche GefiBe (Grundfli-

che 10cm?®, Hohe 10 cm, Masse 50 g) und eine

Balkenwaage. Das eine Gefd8 wird mit Was-

ser, das andere mit Quecksilber gefiillt.

a) Beide Gefifie werden gemeinsam auf eine
der beiden Waagschalen gestellt.

b) Ein Gefa wird auf die eine, das andere auf
die andere Waagschale gestellt.

Welche Masse ist durch Auflegen von Wiige-

stiicken notwendig, damit sich die Waage in

beiden Fillen im Gleichgewicht befindet?

R.

Klassenstufe 7

7/8

Von vier Freunden mit den Vornamen Erwin,
Fritz, Hans und Klaus und den Nachnamen (in
anderer Reihenfolge) Miiller, Meier, Schulz
und Schmidt ist folgendes bekannt:

24 alpha 1/92

(1) Der Schiiler mit dem Nachnamen Miiller |

und der mit dem Vornamen Klaus spielen
jeden Montag zusammen Schach.

(2) Die vier Schiiler Miiller, Schmidt, Erwin
und Fritz betreiben aktiv Sport.

(3) Die Schiiler Meier und Fritz sammlen oft
zusammen Pilze,

Es sind die vollstindigen Namen dieser vier

Schiiler zu ermitteln!

Schiiler Sven Reinald, Zerbst

7/9
Es sei p = aba eine in dekadischer Schreibwei-
se dargestellte Primzahl, deren Quersumme

| 19 betrigt.

Wieviele derartige Primzahlen gibt es, und
wie lauten sie?

Sch.

7/10
Es sind alle durch 9 teilbaren dreistelligen
natiirlichen Zahlen zu ermitteln, die bei Addi-

tion von 594 jeweils eine dreistellige natiirli- |

che Zahl mit umgekehrter Ziffernfolge erge-
ben!
Sch.

711

Gegeben seien zwei Kreise k, und k, mit den
Mittelpunkten M, und M, und den Radien r,
und r, mitr,>r,. Die Kreise schneiden einander
inden Punkten A und B. Von A aus wurden die
Durchmesser AC und AD gezeichnet. Es ist
zu beweisen, daB die Punkte C, B und D auf
einer Geraden liegen.

7N

C/"“\E

s

\

K /
k,
Sch.
7/12

171717

Kiirze den Bruch 5" ohne Zihler und

Nenner in Primfaktoren zu zerlegen!
Sch.

7/13

Franz und Frieda haben gleiche Masse und
stehen auf Rollschuhen. Sie ziehen gleichzei-
tig an einem Seil und bewegen sich dadurch
aufeinander zu. Wo treffen sie sich? Beim 2.
Versuch wird das Seil am Giirtel von Franz
befestigt, nur Frieda zieht. Wo treffen sich in

| diesem Fall beide?

R.

7/14
Ein Sack Kartoffeln hat auf der Erde eine
Gewichtskraft von 500 N. Welche Masse und

welche Gewichtskraft hat er auf dem Mond?
(Ortsfaktoren: Erde 9,81 N-kg', Mond 1,6
N-kg?).

R.

Klassenstufe 8

8/8

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC.
Der Schnittpunkt der drei Hohen sei mit H
bezeichnet. A, B, und C, seien die Mittel-
punkte der Hohenabschnitte HA, HB und HC.
D, EundF seien die Mittelpunkte der Dreieck-
seiten CB, CA und AB.

Es ist zu beweisen, daB die Dreiecke A B C,
und DEF kongruent sind.

Waltraut Jagusch

8/9

Es sind alle Primzahlen zu ermitteln, die bei
Division durch 2, 3 und 5 jeweils den Rest 1
lassen und groBer als 320, aber kleiner als 500
sind.

Sch.

8/10

In einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit
AC = BC sei die Hohe h_6 cm lang, der Fli-
cheninhalt des Dreiecks betrage 48 cm?.

Es ist die Linge des Umfangs u dieses Drei-
ecks zu berechnen!

Wolfgang Schneider, Radeberg

8/11
Die achtfache Summe aus drei aufeinander-

| folgenden natiirlichen Zahlen ist gleich dem

Produkt aus diesen drei Zahlen.
Fiir welche Zahlen trifft dies zu?

| Thomas Saller, Bad Langensalza

8/12

Gegeben sei ein Trapez ABCD mit  AB||ICD
AB sei linger als CD. Die Parallele zu BC
durch den Eckpunkt D des Trapezes schneide
die Diagonale AC in E und die Seite AB in
F. Es ist zu zeigen, daB die Dreiecke CEB und
CFB den gleichen Flidcheninhalt haben.
OSIR J. Kreusch. Lobau

8/13

Eine Fahrradbeleuchtung eines 26er Rades
besteht aus einer Scheinwerferlampe (6 V, 0,5
A) und einer Riicklichtlampe (6 V, 0,1 A).
Welche zusitzliche Kraft mufl der Radfahrer
beim Einschalten der Beleuchtung: aufbrin-
gen, wenn er mit einer Geschwindigkeit
v = 10.8 km/h fihrt?

R.

8/14

Bei einem Luftdruck von 1000 hPa wird eine
mit Luft gefiillte Flasche mitder Offnung nach
unten in einem See versenkt. Auf welchen
Bruchteil des Volumens wird die Luft in 30 m
Tiefe zusammengedriickt? R.
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Klassenstufe 9

9/8

Gegeben sind zwei zueinander parallele Gera-
den gund h. Auf g liegt die Strecke AB, wie die
Abbildung zeigt. Es ist unter alleiniger Ver-
wendung des Lineals und ohne Benutzen der
MeBskala der Mittelpunkt von AB zu konstru-
ieren.

Die Giiltigkeit der Konstruktion ist zu bewei-
S€n.

I S N SNSRI

B

e b

Christian Sevenheck, Berlin

9/9

Es ist folgendes Gleichungssystem zu losen:
(Hy=x+1

(2) x> + y? = 481

Glenn Hoffmann, Hohenstein-Ernsttal

9/10

In dem abgebildeten Rechteck ist die Strecke
EB 2 cm und die Strecke EC 5 cm lang. Der
Winkel « CEB ist ein Rechter.

Essinddie Lingen der Rechteckseiten ABund
BC zu berechnen.

D C

A B
Roland Schmugler, Neuhaus

911

Gegeben ist die Funktionsgleichung

y =mx (m 2 0; x 2 0; m und x seien reelle
Zahlen).

Es ist eine Funktionsgleichung A = f(m) zu
bilden, in der A den Fliécheninhalt des Stei-
gungsdreiecks bedeuten soll. Diese Funktion
ist in einem rechtwinkligen Koordinatensy-
stem graphisch darzustellen!

Peter Brill, Schwerin

9/12

| Esist durch eine geeignete Zerlegung nachzu-
weisen, daf} die Figur EFGH ein Quadrat ist.
Ferner ist das Verhiltnis der Fldcheninhalte
der Quadrate ABCD und EFGH zu berechnen
bzw. zu bestimmen.

Dr. E. Unlauft. Hiimpfershausen

913

Ein Faden darf maximal miteiner Zugkraft von
10 N belastet werden. Es wird zum Bau eines
Flaschenzuges mit 6 Rollen verwendet. Wel-
che Last kann maximal mit diesem Flaschen-
zug gehoben werden? (Gewichtskraft der Fla-
schen wird nicht beriicksichtigt).

R.

9/14

Ein elektrisches MeBwerk hat einen Innerwi-
derstand von 50  und zeigt bei 2mA Vollaus-
schlag. Es soll als Spannungsmesser fiir einen
MeBbereich von 10 V und als Strommesser fiir
einen MeBbereich von 1 A verwendet werden.
Wie miissen Widerstinde eingeschaltet wer-
den? Welche GriéBe haben sie?

R.

Klassenstufe 10

10/8

In einem beliebigen Drachenviereck teilen die
Diagonalen die Innenwinkel, so daB acht Teil-
winkel entstehen, die wir mita, ., B, B,. v,
¥,. 8,. 6,. bezeichnen wollen.

Es ist zu beweisen, daB dann in jedem Dra-
chenviereck gilt:

sin’o. + sin’0,+ sin?B, + sin’ + sin’y, + siny,+
+ sin?d + sin?d, = 4.

Gunnar Jeschke, Schwarzheide

10/9

Auf einem Kreis k liegen sechs verschiedene

Punkte A, B, C, D, E, F.

a) Wieviele Dreiecke, die von jeweils drei
dieser sechs Punkte bestimmt werden,
konnte man zeichnen?

b) Ermittle die Anzahl der Sehnenvierecke,
die jeweils vier der sechs Punkte als Eck-
punkte haben!

¢) Wieviele verschiedene Fiinfecke gibt es,
die k als Umkreis haben?

Bernd Trappe, Berlin

Die Mittelpunkte der Seiten des abgebildeten |

Quadrats ABCD wurden jeweils mit einem
Eckpunkt verbunden.

D M, €
G
F
M, M,
H
E
A M, B
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10/10

Es seien p, und p, Primzahlzwillinge mit
P, <P,. (Primzahlzwillinge sind Primzahlpaare
p.qmitg=p+2.)

Es sind die folgenden Aussagen zu beweisen:

(1)Die Summe der beiden Primzahlen eines
solchen Paares (p,: p,) istimmer dann durch
6 teilbar, wenn p, > 3 ist.

(2)Fiir alle p,: p, gilt : 12Ip,?- p,* falls p, > 3.

(3)Wenn p, groBer als 3 ist, dann ist die Summe
der Kuben der Primzahl p, und p, stets
durch 18 teilbar.

OStR Jochen Kreusch, Lobau

10/11

Gegeben ist ein Quader mit den Kantenlidngen
a=5cmundb=10cm. Der Oberflicheninhalt
des Quaders betrigt 550 cm”.

Wie lang ist die Raumdiagonale e des Qua-
ders?

René Pratsch, Dresden

10/12

| Gegeben sei ein Kreis k mit einem Radius der

Linge r= 10 cm.

| a) Zuberechnen ist die Lénge der Sehne s. die

zu einem Zentriwinkel © = 37° gehort.

| b) Zu berechnen ist der Abstand a dieser Seh-

ne vom Kreismittelpunkt M.
Thomas Kuschel, Prenzlau

10/13

Ein mit Wasser gefiillter Eimer wird auf einer
Kreisbahn in einer vertikalen Ebene herumge-
schleudert. Wie schnell muB der Eimer bei
einer Armlinge von 1,0 m bewegt werden,
damit kein Wasser ausflieBt?

R.

10/14

Ein Flugzeug fliegt einen Vollkreis in 3 min.
mit einer Geschwindigkeit von 250 km-h-'.
Welchen Durchmesser hat der Kreis?

R.

Aufgaben ab Klassenstufe 11

E/8

In unserer Aufgabe wollen wir uns einmal mit
dem Wort , Knobelei” beschiiftigen.

In diesem Wort steckt — wie man unmittelbar
ablesen kann—das Wort,,Nobel” oder auch das
Wort ,.Ei". Zu weiteren Wortern kommt man,
wenn man eine bestimmte Buchstabenauswahl
vornimmt (zwei, drei, vier, ... Buchstaben) und
die Reihenfolge der Buchstaben veriindert,
z. B.NEBEL, LEBEN oder NOBEL, LOBEN
usw, Es lassen sich nun auf sehr verschiedene
Weise z. B. vier Buchstaben auswiihlen und
damit Worter (also sinnvolle Buchstabenfol-
gen) bilden, etwa: KEIL, KIEL, BLEI, KLEE,
ELKE, EILE, BEIL, BEIN, KNIE, LEIB, ...
usw.,

Wenn man systematisch untersuchen wollte,
wieviele und welche Worter (evtl. auch frem-
der Sprachen) es gibt, die ausschlieBlich aus
den Buchstaben (alle acht oder sieben, sechs,

| .., zwei) des Wortes ,,Knobelei” bestehen,

miiBte man alle moéglichen Buchstabenfolgen,
die auf die eben beschriebene Weise entstehen
konnen, aufschreiben und so ihren Sinngehalt
feststellen.

Es ist nun zu berechnen, wieviele derartige
Buchstabenfolgen existieren!

Um diese recht komplexe und auch etwas
schwierige Aufgabe ldsen zu kénnen, wollen
wir zum ,, Warmmachen ™ und Trainieren vor-
her vier dhnliche, aber nicht so komplexe
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Aufgaben liisen, deren Schwierigkeitsgradvon
Aufgabe zu Aufgabe steigt.

E/9

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen (An-
einanderreihungen) lassen sich mit dem Wort
..Winkel” bilden?

Die Buchstaben sollen nurinihrer Reihenfolge
verindert werden; es diirfen weder Buchsta-

ben weggelassen. noch hinzugefiigt werden!
F.

E/10

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen las-
sen sich mit dem Wort ,,Gleichung™ bilden?
Es gelten die gleichen Bedingungen wie in
Aufgabe 1!

F.

E/11

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen, je
aus 5 Buchstaben bestehend, lassen sich aus
den Buchstaben des Wortes ,,Winkel” bilden?

| Kugel mit der Masse m =

E/12

Wieviele verschiedene Buchstabenfolgen, die
jeweils aus vier Buchstaben bestehen. lassen
sich aus dem Wort ..Tangens" bilden?

Und nun viel Freude und Erfolg beim Losen
der Aufgabe mit dem Wort ., Knobelei !

E/13
Auf einer Siule der Hohe h = 5m liegt eine
200 g. Die Kugel

| wird angestofien und fillt im Abstand s =20 m

auf den Erdboden. Welche Geschwindigkeit
hatte die Kugel nach dem StoB und in welcher
Zeit erreicht sie den Boden? (g = 10-m-s?)

| R.

E/14

Esstehen ein Gleitwiderstand mitR =24 €, der |

als einstellbarer Spannungsteiler verwendet

| werden soll, und eine Spannungsquelle mit

einem sehr geringen Innenwiderstand mit
U= 12V zur Verfiigung.

Um eine Dynamolampe (6 V, 3 W) zu betrei-
ben. wird der Schleifkontakt zunichst so ein-
gestellt, dal3 zwischen ihm und einem Pol der
Spannungsquelle die Spannung U =6V liegt.
Bei AnschlieBen der Lampe sinkt diese Span-
nung. Damit die Lampe mit ihrer Nennspan-
nung betrieben wird, mulB der Schleifkontakt
verstellt werden.

a) Wo steht der Schleifkontakt vor dem An-
schalten der Lampe? (Setzen Sie das Ver-
hiiltnis Teilwiderstand (R") / Gesamtwider-
stand (R) = x!)

b) Auf welche Spannung U'sinkt die Span-
nung an der Lampe beim Anschalten?

¢) An welche Stelle muB der Schleifkontakt
gestellt werden, damit die Lampe mit ihrer
Nennspannung betrieben wird?

d) Welche Stromstirke mufl die Spannungs-
quelle im Fall a. b und c liefern?

e) Geben Sie eine allgemeine Gliederung
U=f(x,R,R,U)an.

1. Internationale Physikolympiade, Polen

Die Preise:

* Ein Vegas Computer CE 0808 mit 20 MB
Festplatte, Tastatur und Bildschirm, Han-
tarex Deutschland Vertriebsges. mbH..
W-5230 Altenkirchen

*Vier Software-Programme des CoMet Ver-
lages fiir Unterrichtssoftware, 4100 Duis-
burg:

Cabri Geometre, Derive 2.0, Treffer!, Gra-
phix
Erforderliche Hardware: jeweils PC mit MS-
DOS ab unterschiedlichen Versionen 2,11:
3,2: 3.3: 512 bzw. 648 KB Hauptspeicher
und Graphikkarte (Hercules, CGA, EGA,
VGA)

* Ein Graphik-Rechner FX-7700 G von
Casio Computer Co. GmbH. 2000 Hamburg
= Zehn Electronic-Rechner unterschiedli-

cher Ausstattung von Texas Instruments
Deutschland GmbH, 8050 Freising

¢ Zehnmal die Béiinde I-IIT “Internationale
Mathematik-Olympiade” fiir die Oberstufe
vom Manz Verlag, 8000 Miinchen

« Fiinf Electronic Translators mit Wihrungs-
rechner und sechs Weltsprachen im Griff
von Conrad Electronic, 8452 Hirschau

* Zwei Binde Schiilerduden, Mathematik I
und IT vom Bibliographischen Institut & Fa.
Brockhaus AG, 6800 Mannheim

¢ Fiinfzehn Spiele unterschiedlicher Ausstat-
tung vom Otto Maier Verlag Ravensburg AG,
7980 Ravensburg

* Ein Schiilerduden “Die Informatik”. Bi-
bliographisches Institut & Fa. Brockhaus AG,
6800 Mannheim

» Jeweils fiinf Arbeitshefte und Losungshiin-
de der “Aufgabensammlung fiir mathema-

tisch interessierte Schiiler”: 5. - 7. Jahr-
gangsstufe. 8. - 10. Jahrgangsstufe und 11.
- 13. Jahrgangsstufe. Insgesamt 15 Preise!
Sponsor: Manz Verlag, 8000 Miinchen

» Fiinfzehn Biicher unterschiedlicher Aus-
stattung vom Otto Maier Verlag Ravens-
burg AG. 7980 Ravensburg.

Mitarbeiter/innen des Verlages und de-

ren Angehorige kénnen nichtam Wett-
_bewerb teilnehmen. Dchchtswcg ist
ausgeschlossen.

Die Verlosung erfolgtunter den e:fokg—

reichen Einsendern (Bedingung 5). Der

Vegas Computer wird unter den fiinf
Besten aller Klassenstufen verlost.

Sprachecke

@

B BRITTVK.IOM HETHPEXYTOIBHHKE TLTONELILIO
S NMPOBEICHH OTPE3KH, COEIHHAIINE CepeIHHb
NMPOTHBONOIOAHBX CTOPOH. HHIIJIITE’ HaHM-
EHLIIEE BOSMOAHOE SHAYEHHe 1TpoH3Be1eHHA
ATHH - THX OTPEIKOB.

aus: Quant, Moskau
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It shouldn’t take you long
How much is one-half of two-thirds of three-
quarters of four-fifths of 1507

aus: Fun with mathematics, Toronto

Opérations difficiles

_I:l |:|:|:
(T3] BIJ-CIO]

Complétez pour que toutes les opérations so-
ient justes!

aus: Tangente, Paris

Harurre HanBoasiiee BoIMOKHOE sHaueHe
HACTHOTO OT J€JeHHA TPeX3HAUYHOIO M Ha
CYMMY ero Hudp.

aus: Quant, Moskau

Ubersetzt von R. Bergmann (7), Disbeln,
Dr. G. Liebau und P. Hofmann, Leipzig

=]
[ran
o
Ll‘

=
*J
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Fiir 60 Schiilerinnen und Schiiler aus dem
Regierungsbezirk Leipzig begannen die
Sommerferien, wie seit fast dreiBig Jahren
fiir ihre Vorgénger, mit einem “mathema-
tischen” Ferienaufenthalt.

Erstmals im Ausland hatten Mitarbeiter der
Sektion Mathematik der Universitit Leipzig
die Sommerschule organisiert. Die Reise ging
in die Nihe von Zatec (Saaz) im Béhmischen.
Vom mathematischen Anteil dieser Reise, der
in den Ferien natiirlich nicht 100 Prozent
ausmacht, und von ein paar besonderen Erleb-
nissen handelt dieser Beitrag.

An sechs Vor- oder Nachmittagen beschiiftig-
ten sich die einzelnen Altersgruppen gemein-
sam unter Anleitung von Studenten und Assi-
stenten der Universitit bzw. der TH Leipzig
intensiv mit einzelnen Knobelaufgaben oder
auch mit Bestandteilen einer mathematischen
Theorie, dienicht Gegenstand der Schule sind.
Daraus entnahm der Autor die folgenden
Beispiele und erldutert sie so, daB sich auch
Schiiler zurechtfinden, die jiinger als die be-
treffenden Teilnehmer sind.

e Ein Grundstiick im spitzen Winkel zweier
Strafien hat den angegebenen Grundrifs (Abb.
1). Es soll unter drei Personen aufgeteilt wer-
den. Die erste erhdlt ein Teilstiick, das an die
beiden Strafien stéfit und auflerdem zu diesen
parallele Begrenzungslinien hat, die an der
dritten Seite zusammentreffen. Dieses Teil-
stiick soll, so steht es im Vertrag, miglichst
grof sein. Die beiden iibrigen Personen tetlen
sich den Rest.

Welche Anordnungen der drei Teilfliichen
geniigen den Forderungen des Vertrages?

Diese und einige andere sogenannte Extrem-
wertaufgaben waren Gegenstand des Zirkels
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sommerschule
Junger Mathematiker 1991
— Impressionen

Mathematik und Ferien? Wie das funktioniert,

zeigt Euch dieser Beitrag.

fiir die 10- bis 12jihrigen. der von Dr. Hunec-
ke geleitet wurde. Dabei sollte natiirlich kein
allgemeingiiltiges inathematisches Verfahren
erlidutert werden, wie es in den Klassen der
Sekundarstufe 11 gelehrt wird. Insbesondere
durch funktionale Uberlegungen kann man
sich trotzdem der Lésung sehr weit nihern
oder sie gar sofort bestimmen. An einem ein-
facheren Beispiel soll das zunichst verdeut-
licht werden.

* Bestimme das flichengrafite Dreieck, dessen
eine Seite Sehne eines Kreises ist und dessen
dritter Eckpunkt auf diesem Kreis liegt.

=

A\

| Betrachten wir gemeinsam Abb. 2 und denken
| uns den Punkt C auf k beweglich. Nihert sich

C dem Punkt A, entsteht ein Dreieck mit
immer geringerem Flicheninhalt. Das ist auch
fiir Punkt B der Fall. In der Nihe der Mittel-
senkrechten m von AB vermutet man das
flachengrofBte Dreieck. Wenn wir nun inunse-

| re Uberlegungen die Formel fiir die Dreiecks-

flache e gh _ s-h

2 2
einbeziehen, folgt mit der konstanten Linge s
der Sehne AB. dal} bei maximaler Hohe h auch
der Flicheninhalt A maximal wird. Diese
grofite Hohe liegt aber genau dann vor, wenn
C auf der Mittelsenkrechten zu A und B liegt.

1) Stellt zum erstgenannten Problem eine

Vermutung auf und beweist diese, indem
Ihr die Restfliche geschickt zu einem Fli-
chenstiick zusammenfaBt!

* Durch die Spalten vieler Zeitungen ging im
Jahre 1986 folgende Meldung:

“Der jugoslawische Geographieprofessor
Viadimir Zubic vermag im Kopfrechnen die

37. Wurzel aus einer 100stelligen Zahl in nur
2min 17 s zu ermittein. Der Hobbymathema-
tiker iibt sich tiglich mehrere Stunden. Er ist
iiberzeugt, dafi er derzeit den absoluten Welt-
rekord hdlt.”

Kdinnte man seinen Rekord einstellen oder ihn
ear krdftig iiberbieten?

Ralf Laue, Student der Mathematik an der
Universitidt Leipzig, selbst Rekordhalter im
Guiness-Buch der Rekorde (alpha berichtete
im Heft 6/91 dariiber), stellte diese Aufgabe
seinen Schiilern der zehnten Klasse. Man
kommt aber schon in jiingeren Jahren in re-
kordverdichtige Gefilde, wenn man verstan-
den hat, wie logarithmisches Rechnen funk-
tioniert.

Dazu nehmen wir ein einfaches Beispiel.
Wir berechnen 8 - 16. Das kann jeder im Kopf:
128. Wir wissen auch, daf} 8 als Produkt von
drei Faktoren 2 und 16 gar von 4 Faktoren 2
geschrieben werden kann. Abgekiirzt schreibt
man dies mit Hochzahlen (Exponenten) als
Potenz:

Bildet man nun das Produkt 8- 16, so enthiilt es
7 Faktoren 2. also
128=8-16=2.2-2.2.2.2.2=23.2¢=27,

. Das ist alles sehr leicht, auch folgender Fakt:

Wenn man die Hochzahlen zu einer bestimm-
ten Basis (hier 2) kennt, kann man multiplizie-
ren, indem man die Hochzahlen addierr und
schlieBlich die Basis mit dieser Summe poten-
ziert.

Hier heil3t das fiir die Basis 2:

§—>3und 16 —>4,3+4=7.7—>2"=128
Da man mit diesen Exponenten bei der Basis
10 besonders gut rechnen kann, stehen auf
dem Taschenrechner (auch in der Zahlentafel)
diese sogenannten Logarithmen, ein anderes
Wort fiir Exponent oder Hochzahl, zur Verfii-
gung. Tippt zum Probieren solche Zahlen ein,
deren Logarithmus zur Basis 10 Thr schon
wiBt. z. B. 100=10% oder 1 000 000 = 10",
Benutzt die Taste , “lg” ist die Abkiir-
zung von “log, "

Bei Zahlen. die keine Zehnerpotenzen sind.
gibtder Taschenrechnereinen Niherungswert
aus,

Bestimmen wir noch einige Logarithmen:
log 20 = 1,301

Wie groB ist log, 5?

Bitte erst iiberlegen und nicht gleich zum
Rechner greifen!

5:20= 100, also ist die Summe der Logarith-
men (Exponenten) zur Basis 10 von 5 und 20
gleich 2, denn 107 = 100. Der Zehnerlogarith-
mus von 5 ist also etwa

2-1,301 = 0,699.

Inzwischen habt Ihr auch bemerkt, daB ein-
stellige natiirliche Zahlen Zehnerlogarithmen
zwischenOund 1. zweistellige zwischen 1 und
2, ... damit 100stellige zwischen 99 und 100
haben. Teilen wir 99 < a < 100 durch 37,
erhalten wir die Zehnerlogarithmen der 37.
Wurzel aus hundertstelligen Zahlen. Die zu-
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gehorigen Zahlen werden mit der zur (@R -
Taste entgegengesetzten Tas[e bestimmt:
2,67.<lgz<2.70..—>473.88.. <2< 504,31..
Es kommen damit nur die natiirlichen Zahlen
474 bis 504 als Losungen in Frage, ganze 31
Stiick. deren 37. Potenzen man spielend in
“mehreren Stunden”, und zwar an einem Tag,
zuunterscheiden lernen kann! Doch es kommit
noch einfacher. Bildet man das Quadrat (die
zweite Potenz) einer Zahl, die auf Ziffer 9
endet, so endet die Potenz auf 1. die dritte
Potenz endet wieder aut 9 usw.
Beispiel: 19, 197 =361. 197 = 6859,

19° = 1303217
Die Zahl 37 ist nun sehr gut ausgesucht, denn
alle zehn Endziffern 0, 1, ....9kehreninder 37.
Potenz stets als Endziffer wieder. Nehmen wir
gleich ein Beispiel. das auf eine hundertstelli-
ge Zahl fithrt. Ohne jede Rechnung weill der
Geographieprofessor, daf3 die 37. Potenz von
503 auf 3 endet. Dariiber hinaus weill er: Weil
504" die grofite hundertstellige Zahl liefert,
kann die hundertstellige Zahl. die mir 9 be-
ginnt und mir 3 ender, als 37. Wurzel nur die
Zahl 503 haben,

2) Fertigt eine Ubersicht an, die zu jeder in
Frage kommenden Zahl einen Niherungs-
wert fiir ihre 37. Potenz angibt!

Wer diese mit Uberlegung auswendig gelernt
hat, kann die 37. Wurzel aus einer 100stelligen
Zahlinnerhalb einer Sekunde zichen. denn ein
Blick auf deren erste und ein zweiter auf deren
letzte Stelle gentigen.

Bestimmt im Kopf die 37. Wurzel aus der
folgenden hundertstelligen Zahl!

1 873 874 126 983 103 425 520 145 277 956 535
720 721 472 397 998 816 864 036 679 277 736
626 954 078 448 170 640 276 188 699 820 032

Zwei Tagesausfliige standen auf dem Pro-
gramm der Sommerschule. Der erste fiihrte in
die Hauptstadt Prag. der zweite zum soge-
nannten Heiligen Berg (Svatd Hora), einem
eindrucksvollen katholischen Wallfahrtsort,
und zur Talsperre Orlik. Eine 460m lange
Staumauer speichertetwa 750 Mill. Kubikme-
ter Wasser. Dort konnten wir nicht nur die
Zdakovsky-Briicke. mit 50m H6he und einer
Spannweite von 330m eine der griliten Euro-
pas, genauer in Augenschein nehmen. sondern
auch das gleichnamige Miirchenschlofi der
Schwarzenbergs (einer der Nachfahren ist ein
enger Berater V. Havels, des Prisidenten der
CSFR) besichtigen, das ehemals 60m {iber
dem Wasserspiegel der Moldau gelegen, heu-
te direkt am Ufer des Stausees steht.

Ein traditioneller Hohepunkt ist allsommer-
lich die Mathematikolympiade. an der sich
alle Schiiler beteiligen. Die folgende Aufgabe
zeigt, welche NuB diejenigen aus der Achten
knacken mubiten.

3) An einem Kiistenabschnitt von Phantasien,
an dem es erfahrungsgemdf von Untiefen nur
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so wimmelt, muft Kapitin Bastian
Balthasar Bux durch Peilung den
genauen Standort seines Schiffes be-
stimmen. Er hat auf der Briicke
Seekarten gefunden, die denvorihm
liegenden Leuchttuwrm L, einen spitz
aufragenden Felsen F und einen
Rauch ausstrimenden Vulkankegel
Viverzeichnen(Abb. 3). Sein gerren-
er Erster Offizier ermitrelt die Win-
kel

4 VSL = 167 und 4 FSL = 25°,
Kapitin BBB konstruiert im Hand-
umdrehen seine Position.

Zahlreiche komplizierte Dreiecks-
konstruktionen hatte Torsten An-
germann, Lehrerstudent an der Sek-
tion Mathematik der Universitiit, in
seinen Zirkeln erldutert, doch nun
das. Hoffentlich wiirde aus der
Losung keine Unendliche Geschich-
te werden!

Wo, ist zu fragen, liegen die Schei-
telpunkte aller Winkel von 16°,
deren Schenkel durch V bzw. L
gehen? Natiirlich auf einem Kreis-
bogen durch V und L. das ist doch
der Peripheriewinkelsatz. Viel mehr
soll nicht verraten werden, aufler,
dall der Mittelpunkt eines solchen
Kreises in einem der behandelten
Sitze eine wichtige Rolle spielt ...
Mit einer Weltneuheit. einem ma-
thematischen Vortrag am Lagerfeu-
er, begannen die letzten Stunden
der gemeinsamen Ferien. Drei der
Schiiler waren Teilnehmer der dies-
jahrigen Deutschlandolympiade, die
im Juni in Erfurt ausgetragen wor-
den war.,

Einer der Preistriiger, Jens Meiler,
sprach unter etwas ungewdhnlichen
duBeren Bedingungen iiber die auf-
regenden Tage. Das Lagerfeuer war
gerade entziindet worden, zu frith, um schon
Schwein und Hammel dariiber zu braten. Eine
Tafel wurde provisorisch aufgestellt. so daf
auch der mathematische Teil des Berichts fiir
alle verstdndlich werden konnte,

Jens rechnet eine Aufgabe der Deutschlandolympia-
de, deren Lisung ihm nicht leicht gefallen war.

Dr. Christian Werge

Mathematik- und Physiklehrer

Assistent im Wissenschaftsbereich Didaktik
der Sektion Mathematik der Universitiit Leip-
zig
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Historische mathe-
matische Instrumente

Die Rechenmaschine von Johann Philipp Gruson

Halt! Vor dem Lesen solltet Thr Euch
die Rechenscheibe basteln. Aufkleben
auf eine feste Pappe empfiehlt sich!

Vor 200 Jahren gelang dem in Magdeburg
geborenen Mathematiker Johann Philipp Gru-
son (2.2.1768 — 16.11.1857) die Erfindung
einer mechanischen Rechenmaschine, die im
Vergleich zu ihren Vorgingem analoge Lei-
stungsparameter aufwies, aber véllig ohne
“Riderwerk”

auskam und
damit leicht her-
zustellen war.
Nach Einschiit-
zung des Hei-
delberger Ma-
thematikhistori-
kers Moritz
Cantor scheint
die Grusonsche
Erfindung “Bei-
fall gefunden zu
haben”.

Lobende Worte
findet auch der
Zeitzeuge Ed-
mund Brunow:
“Je einfacher
eine Maschine
ist, je weniger
Rider oder an-
dere mechani-
sche Hilfsmittel
sie hat, desto
besser. Sie ist alsdenn wohlfeiler und dauer-
hafter; Mingel entdeken und verbessern sich
leichter. In dieser Riiksicht macht die Gruson-
sche Rechenmaschine gewill allen ihren
Schwestern den Rang streitig. Sie ist eine
einfache Scheibe. und leistet dennoch zum
mechanischen Rechnen die Dienste einer zu-
sammengesetzten Maschine™. Der junge Gru-
son baute diese Rechenmaschine wihrend
seiner ersten Anstellung als Kéniglich Preufli-
scher Baubeamter an der Kriegs- und Domi-
nenkammer in Magdeburg. Die dort anfallen-
den umfangreichen und zeitaufwendigen Be-
rechnungen wollte er schnell, exakt und feh-
lerfrei lésen. In seinen Publikationen ist nach-
vollziehbar. wie intensiv sich Gruson mit me-
chanischen Rechenmaschinen beschiiftigte. In
seinen Verdtfentlichungen sind — in histori-
sche Reihenfolge gesetzt — folgende Erfinder
mit ihren Rechenmaschinen genannt (siehe

|

Johann Philipp Gruson
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nebenstehende Tabelle). Gruson konstruierte
seine Rechenmaschine zur mechanischen
Ausfiihrung der vier Grundrechenarten in Form
einer kreisrunden Scheibe (Durchmesser: 0,7
rhein. Ful =22 cm)um deren Mittelpunkt sich
ein Weiser drehte. Die Scheibenmitte um-
schloB ein Kreis (Durchmesser: 0,27 rhein.
Ful3=8.5 ¢cm). darin stand: “Rechenmaschine,
erfunden von Johann Philip Gruson. Magde-
burg, den 2. Febr. 17907, Von den neun Kreis-
sektoren sind ein Sektor ( A/S) fiirdie Addition
und Subtraktion und acht Sektoren (2,3, ... 9)
fiir die Multiplikation und Division zu ver-
wenden. Die Sektoren sind in Spalten unter-
gliedert, die am duBeren Rand der Scheibe
gekennzeichnet sind. Fiir den Sektor A/S sind
das neun Spalten und fiir die anderen acht

Sektoren ist die Anzahl der Spalten gleich der

Nummer des jeweiligen Sektors.

Der Sektor A/S, einschliefilich des Weisers,

stellt eine pythagoriische Tafel dar. Solche

Tafeln, wie sie hier Gruson fiir die Addition

nutzt, waren zu jener Zeit tiblich. In einem

Zahlentableau wird zwei frei wihlbaren Zah-

len (Summanden) genau eine Zahl (Summe)

zugeordnet.

Die Addition a + b =c wird im Sektor A/S wie

folgt ausgefiihrt:

— Summand a, Weiser auf a-te Spalte stellen

— Summand b entspricht Zahl aut Weiser

—Summe c. links von (Weiser) in a-ter Spalte.

d. h. in gleicher Zeile bzw. gleichem Kreisbo-

gen ablesen.

Die Subtraktion a — b = ¢ verlduft in umge-

kehrter Reihenfolge:

— Subtrahend b, Weiser auf b-te Spalte einstel-
len

— in b-ter Spalte Minuend aufsuchen und Dif-

ferenz in gleicher Zeile bzw. gleichem Kreis-
bogen auf Weiser ablesen.
Fiir die acht Sektoren 2 bis 9 definierte Gruson
tolgende Begriffe (unterstrichen gekennzeich-
net):
Faktorentafel i (i=2, 3, ..., 9)

i-1 i | 13| 0¥
9
B TL-Iil I l\-h
g4 i |
i) Weiser

1) Tafelzahl / Abteilung / Sektor i
wobei i Multiplikator bzw. Divisor ist
2)Colonne oder Spalte o mit ihren Reihenzah-
len
{a } mita, =i-k(k=1.2,...9)
3)Colonne oder Spalte j mit ihren Reihenzah-
len, d. h.
{b,} mitb, =a +j=
{(1=2.3,..9:k=12
4)Reihenzahl (k=1.2.....9)
5)Fach T, (Anzahl: 9 - i mit i=2,3,...9)

irk+j

L9:5=1,2 0 i-1)

Die Multiplikation und Division wird mit Hilfe
der Faktorentafeln wie folgt ausgefiihrt:

Aufgabe (1): 456 - 7

— Multiplikator ist 7, Faktorentafel 7 verwen-
den

— 1. Teilaufgabe 6-7
Weiser auf 0-te Spalte drehen, in 6ter Reihe
42 ablesen, Einerstelle 2 notieren. Zehner-
stelle 4 entspricht Ubertrag und Weiser auf
4te Spalte stellen

— 2. Teilaufgabe R B
in Ster Reihe 39 ablesen, Einerstelle 9 notie-
ren, Zehnerstelle 3 entspricht Ubertrag und
Weiser auf 3te Spalte stellen

Jahr | Erfinder | Angaben von Gruson zu den Rechenmaschinen
1617 | Neper | Nepersche Rechenstiibe
1642 | Pascal | Pascaline / Addier- und Subtrahierwerk
(galt bis 1957 als erste mechanische Rechenmaschine)
1666 | Morland | Addiermaschine mit Neperscher Produktanzeige
1673 | Leibniz | Vierspezies-Staffelwalzenmaschine
1700 | Poloni | Sprossenrad-Rechenmaschine
1700 | Perrault | Rhabdologisches (stibchenformiges) Rechenbrett
1735 | Gersten | Rechenmaschine nach Art Zahnstangenaddiatoren
1770 | Hahn Vierspezies-Staffelwalzenmaschine
1786 | Miiller | Maschina arithmetica portalis
(Nepersche Rechenstiibe auf beweglichen konzentrischen Kreisen)
1789 | Schott | Schott’s Rechenkasten
(mehrere Nepersche Rechenstiibe auf beweglichen geraden Zylindern)
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— 3. Teilaufgabe 4.7 — 3. Teilaufgabe 10:7 von den einfachen Zahlen ihre Summen und

in 4ter Reihe 31 ablesen und notieren
— Ergebnis (die von rechts nach links notier-
ten Zitfern ergeben das Produkt) : 3192

Aufgabe (2): 456-73
—Multiplikatoren sind 7 und 3, zuerst wird die
Zehnerstelle 7, dann die Einerstelle 3 des
Multplikators entsprechend den Sektoren 7
und 3 abgearbeitet und wie folgt notiert:

456 - 73
3192 unter Zuhilfenahme des
1368 Sektors A/S
33288 Ergebnis
Aufgabe (3): 456:7

— Divisor ist 7, Faktorentafel 7 verwenden

— 1. Teilaufgabe 457
im Sektor 7 steht die 45 in der 6ten Reihe
und der 3ten Spalte, d. h. die 45 ist 6mal
durch 7 mit Rest 3 teilbar, notiere 6, ver-
bleibt als Dividend 36

— 2. Teilaufgabe 36:7
die 36 steht in der Sten Reihe und ersten
Spalte,d. h. die 36 ist Smal durch 7 mit Rest
1 teilbar, notiere 5, verbleibt als Dividend
10
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10 ist einmal durch 7 mit Rest 3 teilbar,
notiere 1

— 4. Teilaufgabe 30:7
30 ist 4mal durch 7 mit Rest 2 teilbar,
notiere 4

— Quotient: 456 : 7= 65,14...

Die ersten Exemplare der Rechenmaschine
von Gruson wurden ab November 1790 fiir 1
Thaler und 2 Groschen in Magdeburg ver-
kauft.

Die technische Fertigung erfolgte mit Unter-
stiitzung von Prof. Kliigel aus Halle. der die
Herstellung des Kupferstiches besorgte.
Obwohl Prof. Kistner aus Géttingen den jun-
gen Gruson bei der Anfertigung der Gebrauch-
sanleitung fiir die Rechenscheibe unterstiitzte,
gab es Kritik, weil “die Anweisung nicht ver-
standlich™ war., Selbstkritisch konstatiert
Gruson: “zu bekannt mit den eigenen Opera-
tionen — habe ich — (Einfiigung d. A.) mich in
meiner Nachrichtiiber vieles zu diirftig ausge-
driickt”. So folgte der Versuch von Edmund
Brunow, eine weitergehende Gebrauchsanlei-
tung zu geben. Zum Wert der Grusonschen
Rechenscheibe hob er hervor: “sie giebt nur

Produkte, ... Aber sie kann ja auf zusammen-
gesetzte Zahlen ... ausgedehnt werden. — lhre
Anordnung und Zusammensetzung ist sinn-
reich, und dieses Verdienst bleibt dem Erfin-
der immer."”

Zwischen dem Schicksal der Grusonschen
Rechenscheibe und der Schickardschen Re-
chenmaschine, die erst 1957 durch Dr. Franz
Hammer im “Pulkower Nachlaf” mit dem
Auffinden eines Briefes von Schickard an
Kepler vom 20. September 1623 wiederent-

| deckt wurde, gibt es gewisse Beziige. 200

Jahre nach der Grusonschen Erfindung ist
unklar, ob ein Originalexemplar oder eine
Originalabbildung heute noch existiert. Eine
intensive Suche blieb bisher ergebnislos. Somit
ist nur der prinzipielle Aufbau und die Funk-

| tionsweise der Rechenscheibe von Gruson,

nicht aber ihre genaue Gestalt bekannt.

Dr. Reinhard Buchheim

Prof. em. Dr. Karl Manteuffel

Fakultdit fiir Mathematik der Technischen
Universitit “Otto von Guericke" Magde-
burg
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Lemmings

Lemminge konnten ideales
Studienobjekt fiir Psycholo-
gen werden, denn bei Lem-
migen herrscht Gruppenden-
ken vor. Zum Lemmings-
Gruppendenken gehort
schon ein geriitteltes MaB an
Dusseligkeit. Computerspie-
ler Kennen Lemminge.
Lemminge sind auf dem
Bildschirm weniger als 1 cm grofi. einfiiltig
und reagieren auf das. was man ihnen vorgibt.
Sie tun das. was ihnen mittels Maus oder
Tastatur befohlen wird: Briicken bauen, Tun-
nel graben. tiber Hindernisse klettern, mit dem
Fallschirm zu springen, sich selbst in die Luft
zusprengen. Stébt soein Lemming an ein Hin-
dernis, dreht er um und marschiert stur in die
entgegengesetzie Richtung. Beim Kontakt mit
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Sieh mal, was ich kann!

Die Marktecke

Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Klettern

Fallen. Schluchten, Geblisen und Fliissen ist
ihr Schicksal besiegelt.

Was hat dubei die Mathematik bei Lemmings
zu leisten? Eine ganze Menge! Freundlicher-
weise informiert das Programm vor jedem
Level. wieviele Pelztiere erscheinen werden.
Als Zielangabe erhiilt man noch den Hinweis,
mindestens einen bestimmten Prozentsatz
dieser sturen Wanderer retten zu miissen. Zuerst

Fallschirmspringen

Blocker hochjagen

ist Kopfrechnen angesagt. um herauszufin-
den. wieviel denn nun 66 % von 100 Tieren
sind. Einfach. oder? Wie st es aber bei 75 %

von 80 Tieren, oderbei 91 % von70? Die zu er-
rechnende Zahl braucht man aber, umim Spiel
auf der Informationsleiste rasch nachzurech-
nen. wieviele dieser netten griinhaarigen Art-
genossen noch das Ziel erreichen sollen. Es ist
einfachsinnlos. den verbleibenden Lemmings
einen Weg zu bahnen. wenn die Anzahl derer.
die das offene Tor erreicht haben werden. weit
unter der geforderten Punktzahl liegen wird.

Gedankenlos liuft die Lemmings-Herde auf
eine Schlucht zu. Was fehlt. ist eine Briicke.
Es ist aber moglich. Lemminge als Briicken-
bauer einzusetzen. Zwolf Bausteine hat so ein
Briickenbauer in seinem Rucksack. die er in
einem etwa 30°-Winkel aufeinandersetzt.
Wieviel Briicken mul} ich aneinandersetzen.
um iiber die Schlucht zu kommen. wenn deren
Breite auf dem Bildschirm etwa 2 cm betriigt?
Gab es da nicht bestimmte Siéitze der Geome-
trie zu beachten? Noch wichtiger wird die
Rechenkunst. wenn man eine Briicke planen
muB, die einen Mittelpfeiler von gut 10 ¢cm
haben soll. In welcher Entfernung muf} der
Briicken-Leming mit seinen ersten 12 Stufen
beginnen’ Setzt man einen Blocker auf die
oberste Briickenstufe, kann man von einem
anderen Lemming verlangen. dal} er an einer
bestimmten Stelle der Briicke in einem weiter-
en 30°-Winkel in entgegengesetzter Richtung
die Briicke verldngert. Winkelbetrachtungen
verlangen die Lemmings auch beim Schriig-
buddeln. Ein Winkel vonetwa 30°zwingtauch
hier vor dem Einsatz der Lemmings zu mathe-
matischen Betrachtungen.

Das Zusammenspiel von Zeit und Wegstrecke
wartet in derselben Art und Weise mit knacki-
gen Rechnungen auf. Ein Lemming darf als
selbstziindende Bombe deklariert werden.
Vom Aktivieren bis zur Explosion vergehen
exakt fiinf Einheiten. die iiber dem Lemming
als Ziffer angezeigt werden. Sich bewegende
Lemminge legen in diesem Zeitraum eine
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besuummte Wegstrecke zuriick. Lemmings
erwartet hier genaue Rechnung. denn leicht ist
ein Lemming falsch programmiert: zu spiit
oder zu frith geziindet verputft das arme Tier-
chen an einer nutzlosen Stelle.

Wie veriindern sich die Planungen. wenn man
nur eine vorgegebene Anzahl von Lemmings
als Briickenbauer einsetzen kann? Der An-
satzpunkt jeder Briicke ist enorm wichtig.
Bevor man die Tierchen den abenteuerlichen
Gang durch die Levels starten liBt. sollte man
deswegen die Stop-Taste aktivieren, um sich
bei einem ausfiihrlichen Stop Uberblick ver-
schaffen zu konnen. denn sonst liuft die Zeit
unweigerlich davon. Acht Minuten kinnen
bei Lemmings verdammt kurz sein.

Als Spieler hat man alle Héinde voll zu tun, mit
Hilteder Briickenbauer-, Buddler-. Fallschirm-
springer-, Kletterer- oder Spreng-Lemminge
die Horde, die zwischen 1 und 100 Tieren
schwankt. zusammenzuhalten.

Lemmings ldBt sich mit mathematischen
Uberlegungen inkl. einer geballten Ladung
logischen Denkens l6sen. Zugegeben: der 28.
Level MAYHEM hat sehr starken Gliicks-
spiel-Charakter, und dereine oderandere Level
sorgt fiir graue Haare.

Lemmings ist grafisch erste Sahne. musika-
lisch hat es bei zu nutzender Soundkarte eine
Menge zu bieten. die vier Schwierigkeitsgra-
de sorgen fiir anhaltende Motivation und die
erspielten Pabwérter erlauben den direkten
Zugriff auf alle Levels, Lemmings ist eine
neue Spielidee. Da ist kein Monster zu mor-
den. kein Rennwagen zu steuern, kein Flug zu
simulieren. Bei Lemmings mufl man immer
nur einen Schritt schneller sein. einen Schritt
vorausgedachthaben, denn ohne Denken. ohne
Knobeln. ja ohne Mathematik kdnnen Lem-

Reihenweise Logik

Auchallein spielen kann Spall machen. Und
wer sich erst einmal in das neue Ravensbur-
ger Glastropfenspiel vertieft hat, braucht
nichts dringender als volle Konzentration.
Eine logische Legetiiftelei fiireinen Spieler
ab 10 Jahren von Dieter Matthes und Silvia
Heinz.

Ein Spielbrett mit 72 Léchern und ebenso
vielen verschiedenfarbigen Perlen fordern
zum geistigen Abenteuer auf.

Die Glastropfen - man ahnt es - sollen in die
Lécher wandern: den Auftakt bestimmen
die Startperlen. um die alle anderen grup-
piert werden miissen. Allerdings nicht ir-
gendwie: Fiinf eiserne Regeln sorgen fiir
reichliches Koptzerbrechen.
Werdieerste Auf-
gabe geldst hat
und noch nicht
bunt sieht.
kann sofort
weiterma-
chen.

mings nur jene schaffen. die iiber ein absollu-
tes Auge und eine schnelle Hand verfiigen.

H. Seitz /-se
Lemmings, Psygnosis 1991, taktisches Denk-
spiel, Distributor: United Software

Das Glastropfenspiel

60 weitere Aufgabenstellungen werden dem
Tiiftler geboten.
Foto: Ravensburger

et py Podchay g g £

Hardware: XT 12 MHz, 512 KB RAM
Grafik: CGA/EGA/VGA,
Sound: Karte und intern,
Bedienung: Maus, Joystick, Tastatur,
Handbuch mehrsprachig

Mathematische
Schiilerbiicherei (MSB)

Interessenten der Mathematischen Schii-
lerbticherei (MSB) sollten in ihrer Buch-
handlung nach folgenden Titeln des
Teubner Verlages Leipzig tragen:

Herbert Kiistner/Peter Githner
Algebra — aller Anfang ist leicht

ISBN 3-322-00382-5, MSB 107
Interessante Analogien und iiberraschen-
de Zusammenhiinge zwischen scheinbar
weil auseinanderliegenden Gebieten der
Mathematik erméglichen dem Leser. ma-
thematische Gebiete zu ordnen und zu
systematisieren, fiithren in die strukturel-
le Denkweise ein und wecken Appetit auf
die weiterfithrende Beschiftigung mital-
gebraischen Strukturen. Aufgaben kom-
men dabei nicht zu kurz.

Eberhard Schrider

Mathematik im Reich der Tine

ISBN 3-322-00476-7, MSB 106

Der Band gibt einen Uberblick iiber den ma-
thematischen Aufbau der Tonleitern nach dem

KASTNIR GHTHNER
AR

Algebra —

pyvtharoreischen, dem diatoni-
schenund dem temperierten Stim-
mungsprinzip: sie werden in der
Reihenfolge ihrer historischen
Entwicklung betrachtet.

Eberhard Schrider
Kartenentwiirfe der Erde

ISBN 3-322-00479-1, MSB 128
Dafi die informative Weltkarte der
Gegenwart das Endprodukt eines
iiber Jahrtausende wiihrenden For-
schungs- und Erkenntnisprozes-
ses ist und die Mathematik in der
Kartografie eine wichtige Anwen-
dung findet, wird hier dargestellt.

,_\Iathematische Schiilerbiicherei

aller Anfang ist leicht

Mathematische Schiilerbiicherei

Mathematische Schillerbiicheres
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« Das Tetraeder

1. BD liegt auf der Symmetrieachse der Kan-
ten BC und BA. ist also Winkelhalbierende
des Winkels ABC (Abb. 10). Die Faltkante
EG verlduft senkrecht zu BD, also gilt

(=}
4 EGB=180°—90°—4%

=07.5%
Der gefragte Winkel AGE ist Nebenwinkel zu
4 EGB und damit 112,5° gro8.

2. Mit etwas Phantasie modellieren wir den
Becher als Kreiskegel. Wir wissen aber, dall
sich die sogenannten Mantellinien nicht in
einem Punkt, sondern in einer Kante schnei-
den. Unsere mathematische Modellierung wird
also etwas zu kleine Werte liefern.

DE = 11,7cm —> Umfang des Grundkreises
U=234cm U

2
Grundkreisfliche A =nr? = n{,}—)
2

4n

Hohe des Korpers: h=CD = %ﬁs: 8,3cm

1 2
Volumen V=—Ah= Uh

=120 em?
3 12n

Den Vergleich dazu liefert ein physikalisches
Experiment, bei dem Wasser, das den Becher
bis zum Rand fiillt, ein Volumen von ca.
150 ¢cm* einnimmt. Uberlegt beim Experimen-
tieren. womit die Abweichung auflerdem zu
begriinden ist!

3. Errichtet man iiber einer Strecke, nennen
wirsie AD die Mittelsenkrechte und zeichnet
einen Kreisbogenum D mitr= AD, so wird die
Mittelsenkrechte in einem Punkt geschnitten,
der gleichweit von A und D entfernt ist. Man
erhilt so drei Punkte, die paarweise gleichen
Abstand haben, Sie bilden die Eckpunkte eines
gleichseitigen Dreiecks.

In jedem Dreieck liegen gleichlangen Seiten
gleichgrofie Winkel gegeniiber, also haben im
gleichseitigen Dreieck alle Winkel die Grélie
60°.

Beim Falten des Punktes A auf die Mittelsen-
krechte haben wir genau diese Konstruktion
“gekniffen” und somit Winkel von 60° (und
von 90°-60°=30°) erhalten.

4. W}:?zunﬁma
MG=h=NG-AE=~7.3cm

Gl=a= vz h=85cm
3
v=X2 3 0,3 o) e
12 27
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Lasungen i ¢ Autofahren wird teurer

| Das Volumen des Tetraeders betriigt etwa

71 cm?.

5. EinBogen mit doppelt so grofier Kantenlin-
ge fiihrt auch zu einer Verdoppelung der Drei-
eckshohe h, somit zu einem achtmal so groBen
Volumen.
3220 cm = 25,2 em Kantenliinge wiihlen.

« Neues von der Bahn

* Die vollstindige Loknummer lautet
155 029-2

* Anderung einer Ziffer

Die Ziffer an der 1., 3. oder 5. Stelle wiirde
durch eine Ziffer ersetzt, die sich um minde-
stens 1, hochstens aber 9 von ihr unterschei-
det.

Ander2.,4. oder6. Stelle muB bei sich infolge
der Verdoppelung ergebenden gleichen Ei-
nerziffern stets noch die Ziffer 1 der Zehner-
stelle addiert werden.

Damit bemerkt das Priifverfahren in jedem
Fall einen Fehler.

* Vertauschung zweier benachbarter Ziffern
Seien a und b zwei beliebige, benachbarte
Ziffern der Loknummer (a, b € N) Dann geht

603 DM
3:20000 km
Zum Vergleich: 1991 kostete eine Fahrt mit

der Eisenbahn pro Person und pro Kilometer
bei der DB 0,22 DM und der DR 0,12 DM.

=0.12 DM | km

» Wiflrige Melonen

| Am Morgen enthalten die Melonen 99 Zent-

Man mufl einen Bogen von |

ner Wasser und | Zentner Substanz.

Am Abend enthalten die Melonen noch 98
Prozent Wasser, das heil3t, daB der eine Zent-
ner Substanz 2 % der Gesamtmasse ausmacht.
Diese betriigt somit 50 Zentner.

| Am Abend kann GroBhiindler Hinterbichler

zundchst 2 - a + 1 - b, nach der Vertauschung |

2-b+ 1 -aindie Quersumme ein. Das Priif-
verfahren wiirde genau dann versagen, wenn
gilt: 2-a+b=2-b+a.

Dies tritt aber nur fiir den Fall a = b ein, und
eine Vertauschung gleicher Ziffern ist uner-
heblich (analog fiir 1 -a+ 2 - b).

Auch hier werden stets fehlerhafte Loknum-
mern aufgedeckt.

« Vertauschung zweier beliebiger Ziffern
In die Quersumme konnen vier Fille eingehen

(a, b beliebig, a. b € N)

1. 1-a+2-b, nach Vertauschung
-b+ 2 - a(Verfahren zeigt Fehler an)
-a+ | - b, nach Vertauschung
b+ 1 -a(Verfahren zeigt Fehler an)

- a+ | - b, nach Vertauschung

B
9 R — —

ergeben. versagt das Verfahren.)
4. 2-a+ 2 b, nach Vertauschung
2-b+2-a(Verfahren versagt)

Bemerkt werden muf} noch, daf} das Priifver-
fahren nur einen Fehler anzeigt, nicht aber die
Fehlerquelle.

(nur noch) 50 Zentner Wassermelonen ver-
kaufen (was einen Verlust von 50 Zentnern
oder von 50 Prozent bedeutet).

* Vorschrift zum Firben

Beginnt man mit b2 ungefirbt oder mit d3 un-
gefiirbt, so ist das weitere Fiirben nicht schwer.
Beginnt man jedoch mit d2. ¢3 oder c4 unge-
firbt, so fiihrt dies zu einem Widerspruch zu
den Vorgaben.

a b c d e

(3]

= Holzchentricks

SO0
A

*Von X nach Y

Die 13 Felder sind:
11-13-31-43-59-67-73-19-17-23

| —=97-89-83

1 |
I -b+1-a(Da sich gleiche Summen

* Wie heil3t die Pflanze?

Kompalidistel (Anfangsbuchstabe: K; m=3)

Bemerkung: Die KompaBdistel. auch Stachel-
lattich genannt, ist eine spezielle KompaB-
bzw. Meridianpflanze. Bei diesen Pflanzen
sind als Anpassung an stark besonnte Standor-
te die Blitter vertikal aufgerichtetundin Nord-
Siid-Richtung gedreht. Durch diese Blattstel-
lung und durch zusiitzliche Blattbewegungen
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(Photo-bzw. Thermotropismus ) wird erreicht.
daB die Blattflichen zur Zeit der stirksten
Sonnenstrahlung, also mittags, parallel zur
Strahlenrichtung sind und die Blattflichen nur
von der schwiicheren Morgen- und Abendson-
ne voll getroffen werden.

* Durcheinander
Summe, Bruch. Minus, Gerade, Quotient, Plus,

Mathematik

* Fliichenverwandlung

XD

N

LERERILS
BRI
XX XD 0‘.050:0;4

* Nummernsalat

2494 (Die 2. Ziffer muBte 4 sein, weil es nur
eine Zahl gibt. deren Quadrat und das Doppel-
te gleich sind. Das ist die 2. Daraus ergibt sich
alles Ubrige rechnerisch.)

« Begriffe gesucht

Produkt, Minuend, Differenz, Dividend,
Summand, Divisor, Quotient. Subtrahend.
Faktor, Summe

=matik lehren / Heft 50

* Den letzten beiBlen die Hunde

1.

a)... A -(23): B -, da B 4 freie Plitze hat
b) ... A -(34): B -. siehe a)

¢) ... A-(23): B -. siche a)

d) ... A-(12): B -, siche a)

2

Fall ¢) A -(33):B-(12): A-(23): B -(13):
A -(24). B -(34); ...
A-(41):B-(21):A-(32):B +
A-(31xB-(21): A-(32: B+
A-(21:B-(31): A-(41); B+
A-(32:B-(31):A-(21/41):B +

falls

Falld) ... A -(44);: B -(42):

falls ~ A-(41):B-(21): A-(32):: B +
A-(31):;B-(21): A-(32);B +
A-21:B-(31): A-(41): B+
A-(32:B-(31:A-(21/41):B +

» Sprachecke

In einem konvexen Viereck mit dem Flichen-
mhalt S sind Strecken gezogen. welche die
Mitten gegeniiberliegender Seiten verbinden.
Findet den kleinstméglichen Wert des Pro-
duktes der Liingen dieser Strecken.

Lisung: ABCD sei das gegebene konvexe
Viereck, und E, F, G und H seien die Seiten-
mitten der Seiten AB,BC,CD bzw. DA ,
dannsind EF und HG Mittellinien der Drei-
ecke ABC bzw. ACD und FG und EHsind
Mittellinien der Dreiecke BCD bzw. ABD.

D G

Somit ist

EF|AC|AG und FG|BD|ER.

2

ﬁ:%:%ﬁundﬁ:ﬁﬁ:l@_

Das Viereck EFGH ist deshalb ein Parallelo-
gramm, dessen Seiten halb so lang wie die
Diagonalendes Vierecks ABCDsind. Ist S der
Flii.cheninhalt_von ABCD und sind h, und h..
Hohen auf BDin den Dreiecken ABD bzw.
BCD, so ist

und der Flicheninhalt des Parallelogramms
EFGH ist
1 |

;S:EH-;(h,\ +h,)=

BD-—(ha +hp)

1| —
19| —

Der Flidcheninhalt des Parallelogramms EFGH

ist aber auch

S:%E-ﬁ-sins

1 | —

wobei< HME =¢ ist. Hieraus errechnet man

—_— S
EG-FH =—
sin €
Da — am kleinsten ist. wenn sin € den
sin €

héchsten Werteinnimmt, also wenn €= 907 ist.
folgt das Produkt EG-FH ist bei konstantem
S minimal, wenn EG - FH ist.

Es wird dich nicht lange beschiftigen
2
Wieviel ist 1 von — von — von i von 1507
2 3 4 5
Lésung: 30

Schwierige Rechenoperation
Fiillt die leeren Felder aus und achtet darauf,
daf die angegebenen Rechenoperationen alle
richtig sind!
Losung:
999 -5 = 994
Do+ -
27- 34 =918

37+39= 76

| Bestimmt den gréftmoglichen Wert des
| Quotienten beider Divisioneiner dreistelligen

Zahl durch ihre Quersumme!

| Lisung: Es sei

xyz=2a(0<x<9;0<y,z<9:x.y,zeN)
der Dividend. dann istx +y + z der Divisor und

_100x+10y+z 100— 90y +99z
X+y+z X+y+z
der zu bildende Quotient.
Wenn 20¥+992 0 gilt, wird g maximal.
| X+y+z

Dann gilt 90y +992=0 und x+y+z#0.
Man folgert deshalb 0 < x<9;y=0und z=0.
Damit istq = 100.

« Hier gibt’s nur eine Losung

1) 95785 2) 26 956
+12 569 +26956
108 354 +26 956
- +26 956
+26 956
134780
3) 5 2471
+2:2439215
9769215
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Einzelpreis im Abo: 2,00 DM

Einzelpreis: 2,50 DM

ISBN 3-617-34007-5

* Sommerschule
Junger Mathematiker 1991

zul)

Die Vermutung, daf sich der groBte Flichen-
inhalt ergibt, wenn der Punkt D mit dem Mit-
telpunkt der Seite BC zusammentfillt, kann
bewiesen werden, wenn man zeigt. daB fiir
einen anderen Punkt D’ eine groBere Restfld-
che entsteht (Abb. 1).

C

Betrachten wir den Fall, daB 2 - BD = BC gilt. |

Die gepunkteten Dreiecke FDE und DCE sind
kongruent (Winkel an geschnittenen Paralle-
len und eine gemeinsame Seite) und damit
flichengleich. Das schraffierte Parallelogramm
hat damit einen Flicheninhalt, der mit der
Restfliiche iibereinstimmt.

Ebentalls kongruent sind die gepunkteten
Dreiecke GHE und E'D’C in Abb. 2.

Die hierentstehende Restfliche ist um den Fli-
cheninhalt der schwarz gefiirbten Dreiecke
F'FG und HDD" grofer, damit — um zum
Aufgabentext zuriickzukehren —das parallelo-

| grammformige Grundstiick flichenkleiner als

bei einem Teilpunkt D, der mit dem Mittel-
punkt von BC zusammenfillt.

zul)

Logarithmisch berechnete Néherungswerte
aller hundertstelligen Zahlen, die 37. Potenzen
natiirlicher Zahlen sind, gibt die folgende
Ubersicht an:

474 1,008 - 10% 490 3,446 10™
475 1,091 - 10" 491 3,715- 10"
476 1,179 - 10¥ 492 4.006 - 10"
477 1,274 - 10% 493 4319- 10"
478  1.377- 10" 494 4.655- 10"
479 1487 10" 495 5016 10"
480 1.607 - 10% 496 5405 10"
481 1,735 10% 497 5824-10%
482 1.874. 107 498 6.273- 10"
483 2.023.10” 499 6,756 - 10™
484 2.184 . 10% 500 7.276- 10"
485 235710 501 7.834- 10"
486 2544 . 10™ 502 8.434.10%
487 2,745 10" 503 9,079 10"
488 2962 10% 504 9771 - 10%
489 3,195 10"

Hier gibt’s nur eine Losung

1. Eine Sehne in einem Kreis teilt
diesen stets in zwei konvexe Flichen:

SEHNE
+ KRETI S
KONVEX

2. Bei einem Fiinfeck gilt fiir die
Berechnung des Umfangs:

TE

4+ o+
gmmmmm
el ol Rololc!
U P
Z = = -
hEEEE
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3. Ganz einfach auf zwei Arten
addieren:

Z WE 1
Z WE 1
Z WE 1
Z WE 1
Z WE 1
ZWANZIG
ZWANZIG
ZWANZIG
ZWANZIG
NEUNZIG

Dr. Stefan Bondeli, Ziirich

zu3)

Der Zentriwinkel ist doppelt so grol wie jeder
Peripheriewinkel iiber dem selben Bogen (iiber
der selben Sehne). Fiir den Winkel VSL soll
die Konstruktion des sogenannten FaBkreisbo-
gens erliutert werden. Der Zentriwinkel liegt
(zumindest fiir Peripheriewinkel kleiner als
90°) in einem gleichschenkligen Dreieck,
dessen Basis die betreffende Sehne ist und
dessen gleichlange Schenkel Radien sind. Somit
kann man die Winkel zwischen Sehne und den
Radien leicht konstruieren. Z. B. fiir ¢ MVL
ailt:

2:4MVL + « VML = 180° (Winkelsumme)
2-4MVL + 2 - ¢ VSL = 180° (Zentri-Periphe-
riewinkelsatz)

IMVL + ¢ VSL = 90°, also

4MVL =90 - g VSL..

Durch Subtraktion des Peripheriewinkels von
einem rechten erhalten wir also die bei V bzw,
L an die Sehne anzutragenden Winkel.
Damit ist die Position des Schiffes schon stark
eingeschriinkt. Das Verfahren fiir den anderen
Winkel FSL wiederholt, liefert den exakten
Punkt S, das heiBt hier die Position des Schif-
fes auf der Seekarte.

* Schachecke

Neben der Diagrammstellung, die sich 7x
verschieben liBt, gibt es desweiteren folgende
Grundmodelle mit den Damen auf den Fel-
dern:
a) al,ald, a5, c2,c3.cd.el,e3.e5

(15 Verschiebungen).

b) al,a3, a5, b2, b3, b4, cl,c3.¢5
(23 Verschiebungen).

c) al,al. a5, d3. d4. d5, g3, g5, g7
(3 Verschiebungen).

d) a3, a5.a7.d3.d4.d5. gl. g3, g5
(3 Verschiebungen).

e) a3,cl, 3, c4. dd. e3. e5,e7, g5
(3 Verschiebungen).

Diese 60 Mdoglichkeiten muf man noch ver-
doppeln.denn jedes Grundmodell kann in jeder
Stellung um 90 Grad gedreht werden, so daB es
also 120 Moglichkeiten insgesamt gibt.
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Alphonsvignetten:
Lothar Otto
(Leipzig)

Alphons weist Euch auf Artikel mit gerin-
gerem Schwierigkeitsgrad hin. Das heil3t
aber nicht, daff alle anderen Beitriige fiir
mathematische Anfingerungeeignet sind.
Probiert es selbst!

Karikatur von:
Lothar Otto, Leipzig
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Nachbarschaft

Die natiirlichen Zahlen von | bis 13 sind so in
die quadratischen und achteckigen Felder
einzusetzen, dal die in jedem Quadrat stehen-
de Zahl gleich dem arithmetischen Mittel der
vier Zahlen in den angrenzenden Achtecken
151,

2 VR VAN
S 3ot B
. ¢

Walter Triiger, Dibeln

Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Kurz nachgedacht

| Trenne die sieben Kreise mit nur drei Linien!
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aus: Fiiles, Budapest

|
Ein Mathe-As

In ein Lotteriegeschiift kommt ein Mann und
fragt. ob er das Los mit der Nummer 48 haben

kénne. Er will nur die “48". Der Losverkiufer

durchsucht die noch freien Lose und findet
auch tatsiichlich das mit der Nummer 48. Nach
vier Wochen kommt Nummer 48 mit dem
Hauptgewinn heraus. “Sie haben das wohl

geahnt, Sie Gliicklicher?” fragt der Losver-
kiufer bei der Gewinnauszahlung. “Ich kann
mich noch ganz genau erinnern. dabl Sie unbe-
dingt die Nummer 48 haben wollten!™

“Das war eigentlich ganz einfach”, erwidert
der Gewinner. “Ich habe drei Niichte hinter-
einander immer wieder dasselbe getriumt:
Sechs mal sieben ... sechs mal sieben ... sechs
mal sieben ... Da habe ich mir dann gesagt,
sechs mal sieben ist 48 — das Los kaufst du

dir!”

Elke Loose
aus: LVZ, Leipzig

Eine der merkwiirdigsten Zahlen ist die
Zahl 2592, Setzt man die erste als Grund-
zahl (Basis), die zweite als Hochzahl,
(Exponent). die dritte wieder als Grund-
zahl und die vierte als Hochzahl, so erhilt
man 2° x 9°=32 x 81.

Und das ist — 2592!

Es diirfte kaum eine zweite Zahl dieser
Art geben. Jedenfalls ist sie nicht bekannt,

mitgeteilt von H.-J. Bihland, Wallroda

Gleichungsriitseleien

In diesem Riitsel ist der Wert jedes Buchsta-
ben gemiiB der vorliegenden Gleichungen in

Klug kombiniert

Suche die richtige Ergiinzung!

aus: Fiiles, Budapest
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den Zeilen und Spalten zu bestimmen. Jeder
Buchstabe entspricht dabei einer Ziffer zwi-
schen | und 9. Dartiber hinaus gilt: Z=2N und
H=K-§

E|+/D|=|N|+|H[+|D|=|K
+/H+H+ N+ R+ W+
R|+| E|(-|H|+{E|-|R|[=N
-|/H+ W+ W+ W- -
N +|E|+|Z|-|R|—-|E|=|D
+H+H-H- W+
D+ N+ R|-|2|-|H|=|R
-/H- N+ N+ W0 -
E|+|S|—-|[N|-|R[+|Z|=|S
- m=m-m=-m-m-
z|-|p[+|k[-[s|[+]|E][=]R

]
aus:

Logigram, Paris

Trick mit Streichhélzern

Durch Wegnehmen von zwei Streichhélzern
kannst Du aus dieser Figur 4 Quadrate bilden.

=
P
ﬂ
— g =7 — —-—T
g —::lﬁ =
Hilzchensymmetrie

] 7:=i<+:i:,'€:==?=,4=+;:::§£
II % 4 s ook = ey ek | Sk

(2345671890)

Werden die Ziffern durch die angegebenen
Holzchenanordnungen dargestellt, so liBt sich
in jede beider Gleichungen so mit Hilzchen
cine Ziffer anstelle jedes Sternchens legen,
dal} wahre Gleichungen entstehen, deren linke
und rechte Seite Spiegelbilder voneinander
sind. Dabei soll in keiner Gleichung dieselbe
2stellige Zahl mehrfach enthalten sein.

Walter Triger, Dibeln
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Menschen stellen sich gern Problemen “be-
cause they are there™, nur zur eigenen Erbau-
ung also. So beschrieb einmal der Vorsit-
zende des Komitees zur Ausrichtung der
amerikanischen Mathematik-Olympiade.
Murray Klamkin, den Spali, den man beim
Knacken eines mathematischen Problems
hat.

Wer von Euch schon einmal an einer Wand-
zeitung mitgearbeitet, an Knobelrunden in
der Klasse, an der Schule, am Wohnort teil-
genommen oder sich gar an einem regiona-
len oder iiberregionalen Mathewettbewerb
versucht hat, der wird die Eingangsworte
sicher bestiitigen kénnen und mir zustim-
men: der freiwillige Umgang mit Mathema-
tik sorgt fiir ziemlich viel Kurzweil.
Problemltsendes Denken und Mathematik-
Olympiaden haben daher rund um den Glo-
bus Konjunktur. Tendenz: Steigend.

Auf dem Gebiet der ehemaligen DDR hates
eine vergleichbar lange Tradition der Forde-
rung junger mathematischer Talente gege-
ben. Es existierte ein feinmaschiges Netz
von Kreis- und Bezirksklubs, in denen be-
gabte Schiiler sich ausreichend mit Mathe-
matik beschiiftigen konnten. Die besten
Nachwuchsmathematiker wurden in Zirkeln
der Mathematischen Schiilergesellschaft
zusammengefalt, die oft von Universititen
betreut wurden. Es ist zu hoffen, daff davon
noch maoglichst viel erhalten bleibt.

Fiir das alte Bundesgebiet gilt das Gesagte
leider nicht. Da liegt groBer Nachholbedart
vor. Von einigen Schulen weill ich aber, dal}
nun zusehends Bewegung in die Forderungs-
landschaft kommt und erfreulicherweise
wiichst auch an anderen Schulen die Nei-
gung, sich auf die Kunst des Problemltsens
einzulassen. Das Besondere an diesen For-
derwettbewerben ist die Freiwilligkeit, mit
der sich Schiiler solchen Herausforderun-
gen stellen. Vielleicht habt Thr es selbst
schon einmal erlebt, wenn Mitschiiler nur
ein mitleidiges Kopfschiitteln dafiir iibrig
hatten, wieso ein ganz normaler Mensch
vollig ohne Zwang eine mathematische
Aufgabe bearbeiten und auch noch Freude
daran empfinden kann. Sie vermuten dahin-
ter wieder nur eine neue Spielart von Stre-
bertum, vergessen dariiber jedoch hiufig,
dall Problemlosen durchaus neugierig ma-
chen kann und {iberaus viel Fantasie erfor-
dert.

Seitiiber zehn Jahren fiihre ich selbst in mei-
nen Klassen Knobelrunden durch, betreue
Problemecken. Stets wiederholt sich das glei-
che Bild: eine Gruppe Schiiler steht vor der
Anschlagsiule, eine andere diskutiert vor
dem Schwarzen Brett. Gelegentlich verwei-
len Schiiler einzeln davor, die Stirn in tiefe
Falten gelegt, und griibeln. Obwohl keine

Die Olympiade-Ecke

guten Noten winken. finden sich genug In-
teressenten, die sich von einem Problem
angesprochen fiihlen. Sogar Kollegen ertap-
pe ich nicht selten beim Tiifteln.

Leider wird diese Form der Heranfiihrung
an die Mathematik derzeit von vielen Grup-
pen und Einzelpersonen getragen. die wenig
oder nichts voneinander wissen. Dabei le-
ben besonders Lehrer von der Resonanz, die
sie auszuldsen vermogen. Um diesem Infor-
mationsdefizit ein wenig abzuhelfen und
um dem stindigen Schiilerwunsch nach
originellen Problemen entgegenzukommen,
hat sich die Redaktion von alpha entschlos-
sen, eine neue Rubrik einzurichten, Die
Olympiade-Ecke. Diese Seite soll ein Fo-
rum zum Austausch von Ideen und Erfah-
rungen aus den unterschiedlichsten Varian-
ten nationaler und internationaler Mathema-
tikforderung werden, Es ist geplant, in re-
gelmiBigem Turnus eine Wettbewerbsart in
Kurzform vorzustellen und natiirlich sollen
darin charakteristische Aufgaben aus den
einzelnen Runden einen breiten Raum ein-
nehmen.

Diese Einrichtung steht und fillt aber mit
der Bereitschaft von Lesern der alpha zur
Mitarbeit. Wenn Ihr also der Meinung seid,
dal an Eurer Schule. in Eurer Stadt oder dem
Bundesland etwas Berichtenswertes in Sa-
chen Mathematik geschieht, dann schreibt
mir (Paul Jainta, Werkvolkstr. 10, W-8540
Schwabach) oder an die Redaktion. Und
vergelBtbitte nicht, mir/uns einige Aufgaben
mit Losungen mitzuschicken, damit andere
alpha-Leser auch etwas zum Kopfzerbre-
chen haben.

Dariiber hinaus méchte die Redaktionalle in
derauBerunterrichtlichen Mathematikforde-
rung Titigen dazu einladen, in Artikeln von
ihrer Arbeitin Zirkeln, Arbeitsgemeinschaf-
ten, Mathematik-Tagen usw. zu berichten.
Bitte helfen Sie uns durch Mitteilung origi-
neller Wettbewerbsaufgaben (plus einschli-
giger Lésungen) den riesigen Fundus wenig
genutzter Olympiadeaufgaben einem gro-
Beren Publikum zugéinglich zu machen.
Denn Schiiler wollen basteln und knobeln,
forschen und konstruieren konnen. Nur dies
befiirdert spiter auch die Liebe zur Wissen-
schaft und das Interesse fiir Technik.

Zum Auftakt sollen 5 Probleme vorgestellt
werden, die unterschiedlichen Formen
(inter)nationaler Schiilerforderung entnom-
men worden sind.

Diese 5 Aufgaben findet Ihr auf der iiber-
niichsten Seite in der rechten Spalte!

StR Paul Jainta, Schwabach,

Gymnasiallehrer fiir Mathematik
und Physik

alpha 2/92



Eins zwel drei

vier funf...

Besuch im MMK Frankfurt/M.

Abb. 1: Das MMK in Frankfurt

Frankfurt am Main, 6. Juni 1991, ein neues
Museum wird erdffnet: das Museum fiir
Moderne Kunst. Baugrund ist wohl nir-
gendwo in der Bundesrepublik so teuer zu
erkaufen wie in der Innenstadt von Frank-
furt am Main, und so sollte auf einem sehr
spitzwinkligen Grundstiick ein Optimum
an Raum und iuBerer Gestaltung entste-
hen. In der Frankfurter Bevilkerung hiel}
das Gebiiude bald das “Tortenstiick™.

Trotz einer gewissen Befangenheit im Um-
gang mit moderner Kunst (verstindlich fiir
einen Menschen, der sich viel mehr mit Ma-
thematik als mit Kunstgeschichte beschiiftigt?)
istder Gesamteindruck iiberaus anregend. Die
Neugier hatte zu einem Abenteuer ganz eige-
ner Art gefiihrt.

Aus der Fiille der Exponate sollen zwei her-
ausgegriffen werden, die in gewisser Weise
einen mathematischen Zugang haben. Da ist
Hanne Darbovens “Ein Jahrhundert — Johann
Wolfgang von Goethe gewidmet”. Das Werk
besteht aus 884 DIN A4d-Seiten, die im we-
sentlichen mit Schreibmaschine getippte
Zahlworter enthalten (daher die Uberschrift).
Die Seiten hiingen, jede vollstindig sichtbar,
in 9 Reihen iibereinander in einem der Riume
mit spitzwinkliger Ecke.
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Foto: R. Nagel, Frankfurt/M.

Was kiénnte man sich nun vorstellen hinter
diesen Zahlenkolonnen? Die Fiille all der
Ereignisse in einem ganzen Jahrhundert, die
genutzten und ausgelassenen Moglichkeiten
vieler, vieler Menschen, nicht eines konkre-
ten, sondern eines beliebigen Zeitraums zwi-
schen einem 1. Januar eines Jahres .00 und

dem 31. Dezember des entsprechenden Jahres
..99 soll kiinstlerisch verdeutlicht werden. Da
lag doch nahe: Veranschaulichung mit mathe-
matischen Mitteln.

Hanne Darboven berechnete zu jedem Tag des
Jahrhunderts eine “Quersumme™, z. B. dem
Weihnachtstag "91 wird die Zahl 2441249+ 1
= 46 zugeordnet. Dazu wird mit Sorgfalt die
Zahlwortfolge notiert, die in Abb. 3 zu sehen
ist. Diese “"Quersummen” gliedern ebenso wie
die Kapitel I bis X1I fiir die jeweiligen Monate
im ganzen Jahrhundert das Werk. das natiir-
lich nicht vollstindig gelesen, sondern als
Ganzes betrachter werden muB. Der zweite
Teil des Titels riihrt von einer Ergiinzung des
Kunstwerks, die 1982 anldBlich des 150,
Todestages Goethes entstand, durch den
Wortlaut eines ausfiihrlichen Enzyklopidie-
Artikels tiber JWG her. Auf einigen Blittern
notiert die Kiinstlerin dann wiederum “Quer-
summen”, nimlich die jedes der 150 Todesta-
ge 22.3.(18)32 bis 22.3.(19)82 des groBen
Sohnes der Stadt Frankfurt.

Ein zweites Werk ist mathematisch sehr leicht
zu entschliisseln: Walter De Marias Arbeit
“4-6-8 Series”. GroBziigig. aber sehr regel-
mébig sind 27 gleichartig erscheinende Me-
tallkonstruktionen im Fubboden verankert.
Sieht man genauer hin, erkennt man gleichlan-
ge Vierkant-, Sechskant- und Achtkantstibe
in sehr regelmifiger Anordnung. die jeweils
in Dreiergruppen zusammengefaBit sind. Kei-
ne zwei der 27 Einzelteile sind gleich, zumin-
dest in der Anordnung entlang des Grundble-
ches unterscheiden sie sich voneinander. Nun
ist ldngst klar geworden. dall mit diesen 27
Teilen alle Mdglichkeiten. drei verschiedene
Objekte in einer bestimmten Reihenfolge
anzuordnen, vom Kiinstler erfalit worden sind
(in der Mathematik wird dies als Variation
ohne Wiederholung unter Beriicksichrigung
der Reihenfolge bezeichnet). Die zugehdrige
Anzahl zu bestimmen ist einfach. Fiir den

Uil AWULL ULULLTLN VAPLSEMIL LUl Se0 SECNZEN S1e0Ee
hn schtzehn neunzehn zwanzipg einundzwanzig zweiundzw
anzig dreiundzwanzig vierundzwenzig fiinfundzwanzig s
echsundzwanzig siebenundzwanzig achtundzwanzig neunu

- ndzwanzig dreiBig
‘?ﬁﬂﬁ &einﬂ zwel drei vier finf sechs sieben acht neun zehn

elf zwdlf dreizehn vierzehn fiinfzehn sechzehn siebze
hn achtzehn neunzehn zwanzig einundzwanzig zweiundzw
anzig dreiundzwanzig vierundzwanzig fiinfundzwanzig s
echsundzwanzig siebenundzwanzig achtundzwanzig neunu
ndzwanzig dreiBig einunddreifig zwelunddreifig dreiun
nddreifig vierunddreiBig fiinfunddreiBig sechsunddrei |
Big siebenunddreifig achtunddreiBig neununddreiBig Sfw ."/}/391
eins zwel drei vier fiinf sechs sieben acht neun zehn
elf zw8lf dreizehn vierzehn fiinfzehn sechzehn siebze
hn achtzehn neunzehn zwanzig einundzwanzig zweiundzw
anzig dreiundzwanzig vierundzwanzig fiinfundzwanzig s
echsundzwanzig siebenundzwanzig achtundzwanzipg neunu
[9/9/9-0.31 ndzwanzig dreiBig einunddreifig
- gins gwel drei vier fiinf sechs sieben acht neun zehn
elf zwdlf dreizehn vierzehn fiinfzehn sechzehn siebze
hn achtzehn neunzehn zwanzig einundzwanzig zweiundzw
anzig dreiundzwanzig vierundzwanzig fiinfundzwanzig s
echsundzwanzig siebenundzwanzig achtundzwanzig neunu
ndzwanzig dreifiig einunddreifiig zweiunddreilliig dreiu
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Abb. 2: Ausschnitt eines Blattes zu Hanne Darboven, ,,Ein Jahrhundert...”
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| eins zwei drei vier funf sechs sieben acht neun zehn

nddrei8ig vierunddreiBig

elf zwolf dreizehn vierzehn flnfzehn sechzehn siebze
hn achtzehn neunzehn zwanzig einundzwanzig zweiundzw
anzig dreiundzwanzig vierundzwanzig finfundzwanzig s
echsundzwanzig siebenundzwanzig achtundzwanzig neunu
ndzwanzig dreiBig einunddreiig zweiunddreiBig dreiu
funfunddreiBig sechsunddrei
Big siebenunddreiBig achtunddreiBig neununddreiig v

ierzig einundvierzig zweiundvierzig dreiundvierzig v
ierundvierzig funfundvierzig sechsundvierzig

Abb. 3: ,,Quersumme” = 46

Abb. 4: Walter De Maria, ,,4 - 6 — 8 Series”

linken Platz stehen drei Stabformen zur Aus-
wabhl, ebenso fiir den mittleren und den rech-
ten: 3 mal 3 mal 3 sind 27. Uber die kiinstleri-
sche Aussage dieses Werkes sollte sich jeder
bei einem Besuch im Museum fiir Moderne
Kunst an Ort und Stelle selbst ein Urteil bil-
den. Dazu mufl man hoch unters Dach des
“Tortenstiicks™ steigen, in den hellen groBen
Raum mit Blick auf den Dom.

Welches ist die gréBte bei H. Darboven auf-
tauchende,.Quersumme”, und zu welchem Tag
eines Jahrhunderts gehort sie? An welchen
Tagen betriigt diese “Quersumme” nur 37

Die Kiinstlerin ergénzte ihr “Jahrhundert”
u. a. durch die Veranschaulichung der Todes-
tage 21.3. .. .W.v.Goethes. In welchem Jahr
zwischen 1832 und 1982 entsteht die lingste
Zahlwortkolonne?

Notiere alle Variationen der Elemente {4:
6: 8) zur 3. Klasse mit Wiederholung! Wieviel
Teile umfalite das Werk. hiitte sich der Kiinst-
ler fiir die vier Elemente {4; 6; 8; 10} entschie-
den und jeweils vier davon in einem dieser
Teile zusammengefalit (Beispiele: [4; 4: 8: 6],
[8:6;6:6])

29
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MMK in Zahlen

Baubeginn: Juni 1987
Erdffnung: 6. Juni 1991
Archirekt: Hans Hollein

Das Problem fiir den Architekten bestand
darin. auf dem schmal zulaufenden Stiick
des in der Frankfurter Innenstadt sehr teu-
ren Baugrundes eine optimale Raumnut-
zung zu erreichen.

Grundstiicksfléiche: 2140 m®
Ausstellungsfliiche: 4100 m*

Umbauter Raum: 50 530 m?

Kosten 48 000 000 DM
Offnungszeiten: ~ Di-So:
10.00 - 17.00 Uhr
Mi: 10.00-20.00 Uhr
Montag geschlossen
- - Eintriit frei
Fiihrungen von groBeren Gruppen sind zwei
Wochen vorher anzumelden

Dr. Christian Werge

Mathematik- und Physiklehrer, Assistent
im Wissenschaftsbereich Didaktik der Sek-
tion Mathematik der Universitit Leipzig

Olympiade-Ecke:
Die Aufgaben

5. Jahrgangsstufe

Nach einem Scheibenschiefen verglei-
chen Elke (E), Regina (R), Gert (G) und
Joachim(J) ihre Ergebnisse im SchieBen.
Der Vergleich ergab:

a) Joachim erzielte mehr Ringe als Gert.
b) Elke und Regina erreichten gemein-
sam dieselbe Ringzahl wie Joachim und
Gert zusammen.

<) Elke und Joachim erzielten zusammen
weniger Ringe als Regina und Gert zu-
sammen.

Ermittle die Reihenfolge der Schiitzen
nach fallender Ringzahl. (Arbeitsgemein-
schaft fiir Schiiler der Klassenstufe 5 in
der ehemaligen DDR)

6. — 7. Jahrgangsstufe

Denke Dir eine Kurzschreibweise fiir
grofie Zahlen auf folgende Weise herge-
stellt: Es bezeichne z_einen Ziffernblock
von n aufeinanderfolgenden gleichen
Ziffern z mit 0 < z £ 9. Es bedeutet z. B.
1,9.8.3, die Zahl 11119999988333333.
Fiir welche natiirlichen Zahlen x. y und z
gilt folgende Gleichheit: 23 5 +35 2 =
5,7.8.5,7, (Australian Mathematics Com-
petition 1983) v

8. Jahrgangsstufe

Uber die Anzahl x der Schiiler einer
8. Klasse ist folgendes bekannt: (1) Die
Zahl x ist eine Primzahl. (2) Genau 9
Schiiler dieser Klasse konnen schlitt-
schuhlaufen. (3) Genau 12 Schiiler dieser
Klasse konnen skilaufen. (4) Genau 4
Schiiler dieser Klasse kdnnen weder
schlittschuhlaufen noch skilaufen.
Untersuche, ob sich aus diesen Angaben
die Schiilerzahl x eindeutig ermitteln 148t/
(29. OIM. 2. Stufe)

9. Jahrgangsstufe P
Gegeben ist das Zahlentripel (1, 2, +/2)

Man darf zwei Zahlen davon (a und b)
a+b a-b

durch die Terme —, ——— ersetzen.
N2 2

Kann man durch Wiederholung dieses
Schrittes jemals das Tripel (1, 2, 1++/2)
erhalten? (Problem des Monats Oktober/
November 1985, Hamburger Schiilerzir-
kel Mathematik)

9. — 10. Jahrgangsstufe

Es sei N eine vierstellige Quadratzahl,
deren Ziffern alle kleiner als sieben sind.
Jede der vier Ziffern wird nun um drei
erhtht und man erhilt wieder eine Qua-
dratzahl. Bestimme die Zahl N.
(Ungarische Mathematik-Olympiade
1987)

Die 4. Stufe der Olympiade Junger Ma-
thematiker findet vom 3. bis 6. Mai in
Erfurt statt. Nihere Informationen kon-
nen von den Kultusministerien der Lin-
der erhalten werden.

alpha 2/92 7



Zeitungsschnipsel

Auch ein fliichtiger Zeitungsleser wird
immer wieder auf Meldungen stofien,
die etwas mit Mathematik zu tun ha-
ben. Wenn Ihr einen solchen Schnipsel

sendet ihn an uns!

ben.

Wetten daB...7

Den hiirtesten Tennisaufschlag hat der Ma-
thematiker und Tennislehrer Horst Gopper
aus Weinheim. Die Geschwindigkeit eines
von ihm servierten Balles wurde beim Errei-
chen des gegnerischen Feldes mit 321,12 km/h
gemessen. Keiner der Weltranglisten-Profispie-
ler kommt auf einen dhnlich hohen Wert. Wieviel
Reaktionszeit bleibt dem Gegenspieler. der in einer
Entfernung von 25 Metern den Ball annehmen will? (Es sei vorausgesetzt, daB die
Ballgeschwindigkeit konstant bleibt.)

Die gribte Pizza der Welt wurde 1991 in Florida (USA) gebacken. 150 Pizzabiécker
arbeiteten 7 Stunden lang an der Riesenpizza mit einem Durchmesser von 47 m. Als
Zutaten wurden 8178,3 kg Mehl, 2900 kg Tomatensobe und eine Tonne Peperoni-

wurst verarbeitet. Wir wollen nun eine Pizza in “Normalgrobe™.

etwa mit einem Durchmesser von 25 cm nach demselben

Rezept backen. wie es die Rekord-Bicker benutzten.

Die Dicke unserer Pizza soll der der Riesenpizza

entsprechen. Welche Menge der genannten Zuta-
ten miissen wir fiir unsere Pizza verwenden?

Herausgesucht aus der Sammiung kurioser
Rekorde von Ralf Laue, selbst Superlativ-Welt-
rekordler aus Leipzig

findet, schneidet ihn doch bitte aus und

Vergelit aber bitte nicht, die Quelle anzuge-

Die “Struwwelpetra”

Die Hiinde der Struwwelpetra sind
praktisch funktionsunfihig. Thre Ni-
gel werden also durch den Gebrauch
der Hiinde nicht abgenutzt. Miss Nail
mufi sogar Tag und Nachtdafiir Sorge
tragen. daf sie sich keinen Nagel ab-
bricht. Wieviel Monate nach dem
Auftreten der Struwwelpetra in einer
japanischen TV-Show werden die
Nigel von Miss Nail 50 cm lang
sein?

Walter Tréiger, Dibeln
48 em lang waren die seit 12 Jahren

nicht geschnittenen Nigelder ,,Miss
Nail* bei threm TV-Auftritt.
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Foto: AMW, Miinchen

Enttarnung eines Logos

Auf der Baufachmesse “Leipzig ‘91", einer
der groBten in Europa, stellten 1400 Firmen
aus 19 Lindern auf iiber 76 000 m* Ausstel-
lungsfliche Baumaterialien und Baustoffe
sowie Verarbeitungsmethoden und Dienst-
leistungen vor.

Das Emblem der Baufachmesse “Leipzig
'917 stellt einen ebenflidchigen Korper dar,
der entsteht durch Aneinandersetzen von 3
backsteinformigen Quadern:

1. Die Flichen dieses Korpers sollen mit
moglichst wenig Farben so gefirbt werden,
dap stets zwei Flichen, die die Punkte einer
Strecke als gemeinsame Randpunkte besit-
zen, verschiedenartig gefiirbt sind. Wieviel
Farben werden bendtigt?

2. Ist dieser Korper ein Polyeder? Falls ja,
so sind die Zahl e seiner Ecken, die Zahl k
seiner Kanten und die Zahl f seiner Flichen
anzugeben.

Walter Triiger, Dibeln

In den Zeitungen bliitterte fiir Euch:
Walter Triger aus Diibeln.

30



Was warlos?

Eine Chronologie ausgewihlter
Ereignisse iiber Jahrhunderte [

1142 Petrus Abaelard, Logiker, Philo-
soph und Theologe am 21. April gestor-
ben. Abaelard ist auch auBerhalb seiner
Fachgebiete weltbekannt geworden durch
die Liebesbeziehung zu seiner Schiilerin
Heloise. Diese Geschichte ist vielfach in
der schongeistigen Literatur behandelt
worden, zuletzt in L. Rinser: Abaelards
Liebe, Frankfurt/M. 1991,

1592 am 22. April Wilhelm Schickard
geboren (siche Text)

1667  Erscheinen von Antoine Amaulds
(1612 — 1694) ,.Neue Elemente”. die zu
einer Reform des geometrischen Anfang-
sunterrichts entscheidend beitrugen —
Arnauld forderte einfache und direkte
SchluBweisen und einen genetischen
Autbau der Geometrie

1742 nach sehr langer Druckzeit er-
schien endlich Colin Maclaurins (1698 -
1746) Verteidigung der Infinitesimalrech-
nung und der infinitesimalen Methoden.
Maclaurin berief sich dabei auf Archime-
des (um 287 v.u. Z. =212 v. u. Z.)

1842 Entdeckung des Energieerhal-
tungssatzes durch Julius Robert Mayer

1867  Erscheinen von Hermann Han-
kels .. Theorie der complexen Zahlensy-
steme” mit der Formulierung des Perma-
nenzprinzips (siehe Text)

1867 Christian von Staudt am |, Juni
gestorben. Staudt beschlieBt durch fun-
damentale Arbeiten die Entwicklung der
synthetischen Geometrie

1917 Sergej Natanowitsch Bernstein
(1880 — 1968) verdffentlicht den ersten
systematischen Aufbau der Wahrschein-
lichkeitsrechnung

Christian von Staudtbeschiiftigte sich
unter anderem mit Konstruktionen
mit Hilfe des Lineals.

Eine solche Aufgabe, allerdings von
Jacob Steiner (1796 — 1863), stellen
wir euch hier vor:

Es ist AC || KF gegeben. Man hal-
biere eine der Strecken, z. B. AC, nur
mit Hilfe des Lineals.

L—
Hans Joachim Hgauds,
Sudhoff-Institut der Universitit Leipzig
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Wilhelm Schickard

Der am 22. April 1592, also vor 400 Jahren,
in Herrenberg (Wiirttemberg) geborene
Schickard (auch Schickardt) studierte Theo-
logie und orientalische Sprachen. Nach sei-
nem Studium wurde er Diakon (niederer
Geistlicher) in Niirtingen und Tiibingen. Seit
1617 war er mit dem spiter so beriihmten
Astronomen und Mathematiker Johannes
Kepler (1571 - 1630) befreundet. Kepler
weckte das Interesse Schickards an Mathe-
matik und Astronomie. Schickard starb am
23. Oktober 1635 in Tiibingen an der Pest,
Schickard war auBerordentlich vielseitig interessiert und ..iibertrieb™ das Arbeiten. In einem
alten Buch von 1751 wurde dazu bemerkt, daB sein rechtes Auge ,durch subtile Arbeit
verderbt oder blode gemacht” worden ist.
Schickard schrieb Abhandlungen iiber Op-
tik, Astronomie, Astrologie, Sprachen des
Nahen Ostens. Meteorologie und Kartogra-
. phie. Er gehorte zu den eifrigsten Anhiingern
e s e by saa der Lehren seines Freundes Kepler und hat
viel fiir deren Verbreitung getan. Auch mog-
licherweise fiir Kepler entwarf er eine Re-
chenmaschine (1623/24). Aus Schickards
Notizbiichern und aus einem Brief an Kepler
von 1624 konnte man die Konstruktion sei-
ner Rechenmaschine entnehmen und die
Maschine 1957/58 nachbauen (siehe Abbil-
dung). Es war eine Maschine, die auf unbe-
holfene Art Addition, Subtraktion und auch
Multiplikation (wie bei den Neperschen
Rechenstibchen) ermaglichte. Die Rechen-
Beschreibung und Skizze der Rechen- maschine von Schickard war die erste wirk-
maschine im Brief Schickards an Kepler liche Rechenmaschine.

vom 20. 9. 1624.

e B-PaD O @

Herman Hankel
und das Permanenzprinzip

Im Jahre 1867 erschien in Leipzig ein diinnes Buch mitdem
Titel .Theorie der complexen Zahlensysteme...”. Verfasser
des Buches war der junge Professor der Mathematik in
Leipzig Hermann Hankel (1839 — 1873). In diesem Buch
behandelte Hankel nicht nur den Aufbau des Zahlensy-
stems, sondern auch die Frage, auf welche Weise man den
Bereichderreellen und der gewohnlichen komplexen Zahlen
zu sogenannten hyperkomplexen Zahlensystemen erwei-
tern kann. Hankels Grundidee der Erweiterung der Zahlen-
systeme ist gewesen, daf die definierten Verkniipfungsge-
setze zwischen Zahlen den Zahlbereich erst schaffen und
nicht etwa die Verkntipfungsgesetze Eigenschaften der Zahlen selbst sind, Und es soll das
..selbstverstindliche™ Prinzip gelten, daf bei der Erweiterung des alten zu einem neuen
Zahlenbereich die Rechengesetze des alten Bereiches auch im neuen Bereich gelten sollen.
Das ist Hankels ,,Princip der Permanenz formaler Gesetze™: , Wenn zwei in allgemeinen
Zeichen der arithmetica universalis ausgedriickte Formen einander gleich sind, so sollen sie
einander auch gleich bleiben, wenn die Zeichen aufhoren, einfache Grosssen zu bezeichnen,
und daher auch die Operationen einen irgend welchen anderen Inhalt bekommen.” Dieses
Prinzip, vielfach auch im Schulunterricht verwendet, ist natiirlich kein Gesetz. sondern nur
ein heuristisches Prinzip. Die Art des Vorgehens von Hankel. némlich, daB die Verkniip-
fungsgesetze und die daraus abgeleiteten Rechenregeln die Zahlen erst definieren. war ein
wichtiger Schritt auf dem Wege zur modemen axiomatischen Methode.

alpha 2/92
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Mathematik
am Nagelbrett

A~
WD
£

In diesem Beitrag lernt Ihr keineswegs, wie Thr durch starke
Konzentration und Autosuggestion gegeniiber Schmerzen unemp-
findlich und damit zum Fakir werdet. Vielmehr wird das Nagel-
brett umfunktioniert und nun kann an diesem sehr gut Mathema-
tik betrieben werden.

Ein Nagelbrett besteht im allgemeinen aus einem quadratischen Brett-
chen. auf dem in gleichen Abstinden sowohl senkrecht als auch
waagerecht kleine Niigel eingeschlagen sind. Mit Hilfe von Gummirin-
gen. die man um die Niigel spannt, kann man verschiedene Figuren
“abstecken’”.

. Welche der Figuren sind  a) Trapeze, b) Rechtecke?

arom 2R

2. Welcher Bruchteil des grau gefirbten Nagelbrettes ist vom Gummi-
ring umspannt?

Jeat | ((EEpte | (yesds| | REee b o
ER| [ e () G

| |

3. Ermittle jeweils den Flicheninhalt der vom Gummiring umspannten
Fliiche!

Spees s losh eees e (N
‘[ t AF.".- './/.{ .0 L] L .\F
sreme wmens Lot sesee el
A=5F, A=.F, As=.F, A=.F Ag=.F

4. Wieviel Prozent der grau gefiirbten Fliche des Nagelbrettes sind
Jjeweils vom Gummiring umspannt?

6. Aut welchem Nagelbrett findet man zueinander kongruente Figuren,
die durch Gummiringe aufgespannt sind?

i [

7. Auf welchem Nagelbrett findet man zueinander flichengleiche
Figuren, die durch Gummiringe aufgespannt sind?

hi i i
bt il o

8. Vergrofere jede Figur im MaBstab | : 3!

LI I ] . s LR R L] .
LI I BT ® 8 ® 08 e 0 888 LN L]
LU B I I " LRI B LI .
LR LN ] S-Yc.o.to. LI L]
. CI.. . LU I B I ] L] L]
. L ] LU I A B L] L]
. . e * e s 000000 (I ] L]
. . LT I R ) LI ] .
UL I B B o8 6880805808 8 LI .

2| —

9. Verkleinere jede Figur mit dem Verkleinerungsfaktor

* 9 0000 L B B B
. *p & @ L L
L .E.' L] LA L
L =0 & @ L] LI
L B BN B BN ® e 8000
¢ e 0000 ® e 8000
e e 0000 L B B

L

10. Welche Figur hat auf dem Nagelbrett jeweils den gréBten Flichen-
inhalt?

i A
B S

s

.

7 | |2

q] (g [

5. Trage jeweils in die vom Gummiring umspannte Figur alle Symme-
tricachsen ein!

frr H T EHI
Evaisi asess Eecest
E"F'—O- G b .
Vs e \' I
' ::[_E:_' 2 ..>: :
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Dr. Lothar Flade, Hochschuldozent fiir Didaktik des Mathematik-
unterrichts an der Martin-Luther-Universitit Halle, Mitglied des

Redaktionskollegiums der alpha
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Oh,

In alpha, Heft 3/1991, S. 54 /8. 71, war
unter der Uberschrift ,,Quadratur des
gleichseitigen Dreiecks”, (W. Triiger).
folgende interessante Ubung zu lesen.

Man zeichne ein gleichseitiges Dreieck
mit s=2-b=4-a=10 cm. Laut Abbildung
zeichne man die Teilfldchen ein, schnei-
de sie aus und bilde mit ihnen eine Qua-
dratfléiche!

Dabei sei .Czi(\@“m)

Mit s=10 cm gilt dann ¢=2,19... cm.
Die Abbildungen zeigen Dreieck und
Quadrat.

So mancher Leser wird sich iiber die etwas
verzwickte Angabe von ¢ gewundert haben.
Es liegt nun nahe. die Richtigkeit bzw. die
Notwendigkeit dieser Angabe nachzuweisen.
Mit Hilfe von “Pythagoras™ und der Kenntnis
der Rechenregeln mit Wurzeln ist dies mag-
lich, obwohl man sicher Obacht geben muB,
daB nichtbeim Umformen Fliichtigkeitsfehler
entstehen.

(1) Vorausgesetzt, daR mit allen Teilflichen
des Dreiecks eine zur Dreiecksfliiche inhalts-
gleiche Quadratfliche gebildet werden kann,
soll nun ¢ berechnet werden.

(2) Danach mége der Leser selbst mit Hilfe der
gefundenen Strecken die Inhalte der sechs
Teilflichen bestimmen. um dann zu zeigen,
dal die Summe dieser Inhalte der Teilfléichen
den Flicheninhalt des Quadrates ergibt.
Notwendige Hilfslinien und Bezeichnungen
sind im Bild 1 griin eingezeichnet.

33 methe i1z lehren / Heft 51

diese Wurzeln!

Eine Nachbetrachtung

(1) Im Dreieck — und damit im Quadrat — gilt

- s-h S =
flir den Flicheninhalt A = : mit h = l\"’a
2 & X
§2
A= ik \'3 und so fiir die Sem. des Quadrats
q =% 3. Dann gilt "\c-—i 3. x——{ﬁ
Da das Dreieck mit den Seiten % i v recht-
winklig ist (Strahlensatz). gilt
2 E e
Vi 2 2@ dhv=343
4 16 16 4
Man erhiilt dies auch sofort aus h—l /3.
2
wenn man h : v=2: 1 beachtet. S
> ] 2 ]
Dannist w™ =v~ —x~ =
3 5 l — &2
=;5‘ 3 3- 15
6° 16 y I6( V3)
=—43-43
H,

Nun gilt fiir das Quadrat 2x = 2(y+w) und
somity =x - w,

Nach weiterer Verwendung des Lehrsatzes
des Pythagoras ergibt sich dann

25 43 5 §?
I ET ST
T S 7
5 .‘il
L':I—-[ Vvi+3 \1—2"{'? \%—\%—l]

Nunist 243 4/3-4/3 =

ey

VA3 3=

Il
(]

=2. \E,(_x_ \3_]

I —

\EI

JJ

=243 (3-1) =243

Durch geringfiigige Umformung Lilt sich der
rechtsseitige Term als Quadrat erkennen:

¢ = %[7‘ +(\::§ - ]J-—:- V3 -\-:_\-'?— I:|

Damit ist mit Hilfe der Binomischen Formel
a+b*-2ab=(a-b)?

=t [ 3 z—l]
3 v 1\\

und die Ubereinstimmung mit dem angegebe-
nen Termin erreicht.
Nun seid Thr mit dem 2. Problem an der Reihe!

StR H.-]. Kerber, Neustrelitz
Miiglied des Redaktionskollegiums
der alpha

el 5 - ] * ‘_-;2 ] 5 > 52
2T =Xy =TT —— T =Xy -
. 16 ) 16
I § Jceh hann wicht leugmm dafy mir,
c=qx?+y° ﬁ@ifﬂmmmeﬁﬂ;,
\ 16 bt
Es ergeben sich folgende Rechnungen M i
HIETRERRI & S Baterlande anjange ju wissen,
y=243_205_43 was Wurjelzeichen sind,
SR die Klaven Freudentrvinen
> ) > in die Augen jedrungen sind.
LA L jouiiis  Qichtenberg 1775
16 16 16
Zur Entwicklung des Wurzelzeichens
Ka6Ka5 J6 +4/5 frithes Indien
radix de 4 V4 Leonardo Fibonacci 1228
2 .
50 v 60 al-Qalasadi (71486)
6--9 6-19 Dresdner Kodex (um 1486)
J44 V44 M. Stifel 1544
RevB24menR 12) [y 12 N. Tartaglia 1556
M2 =2 V2-42 R. Descartes um 1620
g Va W. Otghtred 1631
r——‘_—ﬂ .. 3 .I— .
Jeee +dceccee "i,-c‘ +vyeb T. Harriot 1631
Va® +b? Va® +b° R. Descartes 1637
Zusammengestellt von H. I. llgauds. Leipzig
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Im Raum konstruiert:

Nun haben wir schon zwei platonische Korper
“in Falten gelegt™. Bitte lest iiber Wiirfel und
Tetraeder in den alpha-Heften 5/°91 und 1/°92
nach oder studiert besonders genau das fol-
gende lustige Beispiel. die Konstruktion eines
Alf-Kopfes, denn dann soll der dritte Korper
folgen. das Oktaeder (griechisch, Achtflich-
ner). ebenfalls ohne Schere und ohne jedes
Troptchen Leim.

Wiederum wird — wie gewohnt — mit der Ex-
aktheit der Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal vorgegangen, gemil den Forderungen
des griechischen Philosophen Platon, dessen
Namen die fiinf regelméBigen Korper tragen.
(Pentagon-Dodekaeder — 12-Flichner und
Ikosaeder — Zwanzigflichner werden wir auf
diese Weise nicht falten).

Stellen wir uns vor, uns ldge der vollstindig
gefaltete Kopf (Abb. 1) bereits vor und wir
wollien die Faltungen méglichst genau nach-
vollziehen, ohne dall jede Hilfsfaltung genii-
gend deutlich ist. (Genau dies war — nebenbei
bemerkt — die Situation des Autors, als er
begann, liber exakte Papierfaltkonstruktionen
nachzudenken. )

Abb. 1: Der fertig gefaltete Alfkopf
Foto: Dr, B. Liebau. Leipzig

Offensichtlich entsteht der AuBerirdische aus
einem iiber die Diagonale gefalteten quadrati-
schen Bogen. Die Schnauze des Wesens wird
durch sechs exakt aufeinander liegende Lagen
Papier gebildet, d. h. der rechte Winkel bei R
mub gedrittelt werden (Abb. 2). Dies konnte
man erreichen, indem man entweder einen
30°- oder einen 60°-Winkel erzeugt.

das Oktaeder

Sollten wir einen 60°-Winkel mit Zirkel und
Lineal konstruieren. fiele uns sicher das gleich-
seitige Dreieck ein. Es hat drei Stiick davon
und ist bekanntlich aus drei gleichlangen
(kongruenten) Seiten bequem zu zeichnen.
Wenn man sich aber (iberlegt, daB bei der
gewdhnlichen Konstruktion zwei Kreisbégen
einander schneiden, so fiele das Falten schwer.
In solcher Situation verlieren wir weder Mut
noch Phantasie, sondern suchen nach anderen
Eigenschaftendes gleichseitigen Dreiecks, die
gegebenenfalls in einer Falt-Konstruktion
verwendbar wiren. Dem etwas geiibteren
Problemloser unter euch kommen die Sym-
metrieachsen in den Sinn (bei anderen Proble-
men kénnte es auch die Eigenschaft sein, daf
eine Drehung von 1207 oder 240° um einen
bestimmten Punkt im Innern des Dreiecks die
Eckpunkte jeweils aufeinander abbildet). Eine
Mittelsenkrechte als Symmetrieachse ist aber
sehr leicht zu falten. Ein Hilfskniff bei H legt
mit HR die Seitenliinge s des gleichseitigen
Dreiecks fest. Dabei kann H im Prinzip belie-
bigauf QR gewihlt werden, am besten in der
Mitte dieser Seite (Abb. 3).

Abb. 3

Falten wir nun R auf H. ist die Mittelsenkrech-
te m rasch fertiggestellt. Nun kommt der
schwierigste Schritt fiir den Anfang. Dazu
legen wir H “um R herum™ auf m, das heifit,
wir kniffen eine scharfe Falte, die durch R
verlduft, wobei H auf m fiillt (Abb. 4).

Abb. 2
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Abb. 4

1 Bezeichnen wir den Punkt auf m, der
nach dem Falten mit H zusammenfillt, mit
S. Begriinde, warum AHRS tatsiichlich
gleichseitig ist!

Damit sind bei R ein 30°- und 60°-Winkel
entstanden. SchlieBlich braucht nur noch die
Ecke bei P dariibergefaltet zu werden, und
Ohren und Schnauze sind fertig. Zur Vollen-
dung des weitgereisten Fernsehstars faltet die
Ohren (Ecken P und Q) nach oben sowie die
Schnauze (Ecke R) nach unten.

2 Ein Alfkopf wird aus einem quadrati-
schen Stiick Papier mit 16 cm Kantenlinge
gefertigt. Wie breit ist sein Kopf an der
dicksten Stelle? Welche “Ohrenspannwei-
te” hat das Geschopf?

Das Oktaeder ist aus acht gleichseitigen Drei-
ecken zusammengesetzt, so dall es keinen
verwundert, die gerade gelernte Erzeugung
eines 60°-Winkels schon zu Beginn der Ok-
taeder-Konstruktion anwenden zu miissen: Wir
benutzen, wie schon gewohnt. ein quadrati-
sches Blatt (ABCD) mit mindestens 20 c¢cm
Seitenlinge und falten es entlang einer seiner
Diagonalen, D auf B, danach C auf A, so dal}
wir das rechtwinklig-gleichschenklige Drei-
eck CBM vor uns haben. Bei M wird nun ein
60°-Winkel bendtigt, den wir mittels derschon
bekannten Hilfsfalten (s. 0.) exakt konstruie-
ren. H wird als Mitte von BM markiert, die
Hilfsfalte m liegt auf der Mittelsenkrechten
von HM und entsteht. wenn M auf H gefaltet
wird. Um M wird schlieBlich H auf m gefaltet.
Nun wird wieder entfaltet, bis C an seiner alten
Position ist. Entlang der gerade entstandenen
60°-Falten werden C nach unten und A nach
rechts dariiber gelegt. Die vier oberen Lagen
werden nach links oben umgelegt (Abb. 5)
und die Arbeit anschlieBend wieder vollstin-
dig entfaltet.

Abb. 5

Die Vorschrift wiederholt sich jetzt, nur wird
vorher das Blatt um 90° gedreht. (Bei der
Konstruktion der 60°-Winkel kénnt ihr durch
Halbieren des schon vorhandenen 60°-Win-
kels etwas Miihe sparen.) Wiederum nach
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Abb. 6 Abb. 9

vollstindigem Entfalten ist ein geordnetes
Gewirr von Falten wie in Abb. 6 entstanden.

3 Begriinde, weshalb sechs gleichseitige
Dreiecke (z. B. AC,EM) entstanden sind!

Inzwischen ist das Schwerste geschafft, ob-
wohl wir von einem Kdrper ja noch weit ent-
fernt sind. Diejenigen, die die Aufgaben 2 und
3 schon geldst haben, gewinnen jetzt ohne
Miihe den Umrif} eines regelmiBigen Sechs-
ecks, indem sie die Ecken B und D gerade bis
an die 60°-Faltlinien heran nach innen knik-
ken. (Dabei fallen Abschnitte der urspriingli-
chen Diagonalen zusammen.) Danach werden
die iibrigen beiden Ecken entlang der 15°-
Linien (z. B. T E) nach innen gebracht und an
diesen Stellen die infolge dessen gerade ent-
standenen Ecken ebenso. Ein regelmiBiges
Sechseck ist fertig. Jetzt muf eine Art Stern-
vieleck entstehen: Abwechselnd, beginnend
bei FG, werden alle 15° Tal- und Bergfalten
gelegt, und zwar auf den schon vorhandenen
Faltlinien (Abb. 7).

Abb. 7: Sternvieleck
Foto: Dr. B. Licbau. Leipzig

Dieses Gebilde wird jetzt so zusammengelegt.
daB ein gleichseitiges Dreieck JKM entsteht,
wobel in den Eckpunkten J und K jeweils drei
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Spitzen iibereinander liegen (Abb. 8). Wenn
die rechte (untere) Spitze K| an die Mitte der
linken Kante gefaltet wird und anschlieffend
zuerst die obere linke (J,). dann die mittlere
linke Spitze (J,) in die entstandene “Tiite”
gesteckt (Vorfalten empfiehlt sich!) und ange-
driickt und dieser Vorgang nach dem Wenden
der Faltarbeit wiederholt wird, ist das Oktaeder
fertig.

Abb. 8

4 Welche Eigenschaften haben die Drei-
ecke, die durch Umlegen der Spitze K, neu
entstehen?

Fertig? werden die “Neulinge™ unter Euch zu
Recht fragen. Die versierten “Falter” dagegen
wissen. dali nur noch ein vorsichtiger Puster in
die Offnung des Gebildes fehlt, um es zu gan-
zer Schonheit zu entfalten.

Zum Beweis unserer Konstruktion “im Raum”
kénnen wir uns diesmal kiirzer fassen, ist doch
einerseits durch die Losung der Aufgaben viel
Vorarbeit geleistet und andererseits das Prin-
zip vonden beiden vorangegangenen Arbeiten
bekannt. Wir markieren wieder die auBen lie-

genden Figuren (Dreiecke) und entfalten das
Gebilde in die Ebene (Abb. 9),

(1) Jede der Seitenflichen ist gemiB derin der
Lésung von4 und zuvor angestellten Uber-
legungen ein gleichseitiges Dreieck,

(2) In jedem der Eckpunkte des Kérpers sto-
Ben genau vier Dreiecke zusammen.

Aus (1) und (2) folgt, daB der Karper von acht

gleichseitigen Dreiecken begrenzt wird und

sechs gleichartig gebaute Ecken aufweist, also

exakt ein Oktaeder ist, g.e.d.

Mit dem Oktaeder und phantastischen Vorstel-
lungen von unserer Welt schlieBt sich jetzt der
Kreis zu Alf vom fernen Planeten Melmac.
Johannes Kepler (1571 - 1630), der die Bewe-
gung der Planeten sehr prizis beschrieb, hat
dariiber hinaus versucht, die Zahl der Planeten
unseres Sonnensystems sowie ihre unterschied-

lichen Abstiinde von der Sonne zu erkliiren:
“Die Sphiire der Erde ist das Maf fiir alle anderen.
Zeichne ein Dodekaeder um sie! Die diesem Dode-
kaeder umschriebene Sphiire ist die des Mars. Zeich-
ne jerzt ein Tetraeder um die Marssphéire! Die die-
sem Kdrper umschriebene Sphiire gehirt dem Jupi-
ter. Schreibe jetzt einen Wiirfel um des Jupiters
Sphiire! Die ilm umschriebene Sphiire ist die des
Saturnus. Zeichne nun ins Innere der Erde ein ko-
saeder! Die ihm eingeschriebene Sphiire gehort der
Venus, Zeichne ein Oktaeder in diese Sphiire! Die
diesem Oktaeder eingeschriebene Sphiire gehort
endlich dem Merkur. Und siehe, somir ist die Zahl
der Planeten erklirt.”

Mysterium Cosmographicum (erschien 1596

Dr. Christian Werge, Leipzig

Eine Variation des Faltens von Wiirfel, Tetra-
eder und Oktaeder sandte uns Dr. Peter Gallin
(Bauma/Schweiz) ein. Bei Einsendung eines
frankierten und adressierten Riickumschlages
konnt Ihr sie von uns erhalten.
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Verflixt, das geht doch nicht!

ERIL <

VIII

Forme diese Gleichung so um, daB sie eine
wahre Aussage ist!

Eingesandt von unserer Leserin

Ina Maria dos Remedios, Forchheim

Stapeln von Spielsteinen

Auf jedes der auf einem Kreis angeordneten
12 Spielfelder ist ein Spielstein zu setzen (1-
Pfennig-Stiick, Damestein). Aus diesen Spiel-
steinen sind mit 8 Ziigen 4 Stapel mit je drei
Steinen zu bilden. wobei diese Stapel auf den
doppelt umrandeten Feldern liegen. Ein Zug
besteht im Springen eines Steines von einem

Idiotisch

Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Feld auf ein anderes Feld im oder entgegen
dem Uhrzeigersinn tiber genau drei Spielstei-
ne hinweg. Die ibersprungenen Steine kon-
nen einzeln oder gestapelt liegen.

Walter Triger, Dibeln

Der Mathelehrer ist wieder einmal total entriistet iber die Rechenkiinste von Alphons:
“Tut mir leid, Alphons, aber einer von uns beiden ist ein Vollidiot!” Alphons gibt keinen
Kommentar dazu. Am nachsten Tag legt er gleich zu Beginn der Stunde einen Briefum-
schlag auf das Lehrerpult. “Was ist denn da drin?", fragt der Lehrer verbliifft.
Alphons: “Ein Attest vom Schularzt, daB ich véllig normal bin!”

Sprachecke

Les polygones

Deux polygones ont, a eux deux, 89 diagona-
les. A eux deux. combien ont-ils de cétés?
aus: Tangente, Paris

Same perimeter but different areas
The drawing shows two shapes with the same

number of matches (eight) in their perimeters.
However, their areas are in the ratio of 3 : 4.

14 alpha 2/92

Construct two other shapes in the plane so that
one of them is a rectangle, they are each
composed of twentyfour matches. and their
areas are in the ratio of 5 6.

aus: Fun with mathematics, Toronto

Apupmérina

Paccrasere uniciaa ot 1 10 8 B KpyAKD
Guryph. n30GpAACHHON Ha PHCYHKE., TaK.
Uy OOB CY MM HHCE T HA KAZR 1011 OKPY AHOCTH
OLL1a OTHOM 11 TOR Ae.

aus: Quant, Moskau

Ubersetzt von Peter Hofmann, Dr. Gabriele
Liebau (beide Leipzig) und Rainer Berg-
mann (1), Dobeln.

Alphons logische
Abenteuer (9)

“Berti liigt": sagte Alphons™ Schwester. "Wie
kommst Du darauf™, fragte Alphons. “Er hat
es mir vorhin selber gesagt™, antwortete seine
Schwester.

Was er denn gesagt habe. wollte Alphons nun
genauer wissen. “Ich liige™. das hat er auf sich
zeigend gesagt. erwidert sie darauf. Alphons
wollte schon seiner Schwester Gegenbeispie-
le angeben, da glaubte er. einen besseren Weg
zur Ehrenrettung von Berti gefunden zu ha-
ben. “Wenn Berti von sich behauptet, dal} er
liige. so ist doch auch diese Behauptung von
ihm gelogen, also nicht wahr, Ist es aber nicht
wabhr, dal} er liigt, liigt er nicht. Berti spricht
die Wahrheit”, argumentiert Alphons und fiigt
noch hinzu, daP Berti damit aber ganz schon
angebe.

Alphons dachte dabei an Situationen. in denen
Berti wider besseren Wissens etwas behaup-
tete, also gelogen hatte. “Du, Alphons™, tippte
ihn seine Schwester vorsichtig an, “wenn aber
wahr ist, was Berti sagt, dann ist doch auch
wahr, was er mir gesagt hat. nimlich dabB er
ligt.”

In der Tat. mufite Alphons zugeben, seine
Schwester hatte seine eigene Argumentation
nur zu Ende gedacht. Wenn Berti liigt, dann ist
auch das eine Liige und somit liigt Berti nicht.
Liigt Berti nicht, so hat er. wenn er behauptet,
er liige, nicht gelogen. also liigt er. Berti liigt
somit genau dann. wenn er nicht liigt. Statt
“liigt” kann man auch sagen “nicht wahr”, so
daB wir zu dem Resultat kommen: Berti sagt
die Wahrheit genau dann, wenn er nicht die
Wahrheit sagt. Seine Schwester deutete sein
ratloses Gesicht anders: “"Sei nicht traurig,
Berti redet eben manchmal so dahin, ich kann
ihn aber trotzdem auch gut leiden.” War es
wirklich nur komische Rede? Nein, das wares
ganz und gar nicht, wie Alphons seinem
Logikbuch entnehmen konnte, das er zu Rate
zog.

Zubeweisen, dal} eine Aussage zugleich wahr
und falsch ist, das hiefit eine Antinomie zu
beweisen. Eine Antinomie ist ein beweisbarer
logischer Widerspruch. Die Antinomie, auf
die man durch Bertis Aussage kommt. war
schon in der Antike bekannt. Auch im spiiten
Mittelalter hat man diese Liigner-Antinomie
zu losen versucht und war dabei schon auf
einen Losungsweg gekommen. den man in
unserem Jahrhundert in allen seinen Konse-
quenzen fiir den Aufbau einer wissenschaftli-
chen Theorie untersuchte.

Das Antinomienproblem wird deshalb heute
so intensiv untersucht, weil man sowohl in-
nerhalb der Mengenlehre als auch bei dem
Versuch, Arithmetik auf ein logisches Axio-
mensystem zurtickzuftihren. von den jeweili-
gen begrifflichen oder axiomatischen Voraus-
setzungen ausgehend Antinomien beweisen
konnte.

" lehren / Heft 51 36



Derzuniichst gefundene Weg zur Vermeidung
logischer Antinomien (wie z. B. der Liigner-
Antinomie) ist nicht trivial. Da er von sehr
starken Voraussetzungen Gebraucht macht,
ist er auch nicht unumstritten.

“Wenn man den ganzen Scharfsinn von Jahr-
hunderten braucht, um auf eine Losung zu
kommen, brauche ich mich nicht zu schiimen,
daliich mich schachmatt gesetzt fiihlte”. dach-
te Alphons. Besonderes Aufsehen habe, so las
er weiter, cine Anfang unseres Jahrhundertes
von B. Russell gefundene Antinomie erregt.
Man denke sich die Menge M aller der Men-
gen gebildet, die sich nicht selbst als Element
enthalten.

Die Antwort auf die Frage, ob M sich selbst als
Element enthilt oder nicht, ist eine Antino-
mie. Alphons beschloB, diese Frage Berti vor-
zulegen.

Prof. Dr. L. Kreiser
Institut fiir allgemeine Logik
der Universitit Leipzig

Die Logik ist die Hygiene,
deren sich der Mathematiker bedient,
um seine Gedanken
gesund und kréaftig zu erhalten.
H. Weyl

Fiur Freunde der
Zahlenjongliererei
— eine zu harte Nuf3?

Im Heft 5/91 stellten wir Euch vor das
Problem, die Zahlen 1 — 100 mittels der
Ziffern in den Jahreszahlen 1991 und
1992 darzustellen. Dabei sollte die gege-
bene Ziffernfolge eingehalten und mége-
lichst einfache Ausdriicke. also ohne die
Funktion ganzzahliger Ausdruck, verwen-
det werden.

Die Problemzahlen waren fiir die 1991
die 39,51, 66, 68. 69, 74, 75 und 77.
.Geknackt hat unser Leser Ingo Maaf}
aus Berlin folgende Zahlen:

39=1-19 +(+/9 )2
66=1:4/9!.(9+2)
68 =—((1+19))+92
74 =(1++/9)14/9 42
75=-1-4/91+92
77=(1+v91)(9+2)

Bei der 51 und 69 muBte auch er passen!
Die beiden Zahlen stehen also weiterhin
zur Debatte.

Nummernsalat

+Was liest du denn da?”

»Die 3-426-04175-8!"

»Das Buch fand ich toll, Aber jetzt
habe ich ein noch spannenderes, die
3-328-00349-5, kennstdu dasschon?”

Nein, also ganz so schlimmist es doch nicht
mit den Nummern in unserem Leben. Wir
haben zwar schon festgestellt, daB die Nah-
rungsmittel, technischen Geriite, sogar die
Lokomotiven Nummern haben. aber das?
Nein!

Trotzdem, fast alle Biicher, die nicht élter
als 20 Jahre sind, tragen auf der Riicktitel-
seite die zehnstellige Internationale Stan-
dard-Buchnummer (ISBN). Nehmen wir
die ISBN-Nummer der alpha:

3-617-34005-9
T Priifziffer
Titelnummer
—— Verlagsnummer
Sprache, Land

Der Ubergang zwischen Titel- und Ver-
lagsnummer ist flieBend. Grofie Verlage
erhalten eine zwei- oder dreistellige Ver-
lagsnummer, kleinere Verlage hingegen
mehrstellige Verlagsnummern, da sie ent-
sprechend weniger Buchtite]l herausgeben.
Ebenso variabel istdie Lindernummer. Gibt
ein Land sehr viele Biicher heraus, so erhilt
es eine einstellige Nummer, anderenfalls
wird die Verlagsnummer mit einbezogen.
Biicher mit der 3 an erster Stelle weisen
tibrigens lediglich darauf hin, daB diese
Titel im deutschsprachigen Raum, also in
der Bundesrepublik Deutschland, in der
Schweiz oderin Osterreich erschienen sind.

ISBN-Sprachgruppen

0 —englisch 91 — schwedisch
2 — franzosisch 92 - UNESCO
3 — deutsch 951 — finnisch

84 — spanisch

86 — jugoslawisch
87 —dinisch

90 — niederlindisch

963 — ungarisch
977 — dgyptisch
978 — nigerianisch
979 — indonesisch

B-o 8 R
1olo Ll

Wozu eine ISBN?

Diese vereinfacht das Bestellsystem Kun-
de-Buchhiindler-Verlag wesentlich. denn
statt langer bibliographischer Angaben
gentigt die ISBN zur eindeutigen Angabe
des Titels.

Vorausgesetzt, sie enthiilt keine Fehler!
Aber zum Ausschliefen der hiufigsten
Fehler gibt es ja die Priifziffer.

Wie wird die Priifziffer ermittelt?

Die richtige Priifziffer ergibt sich durch Er-
giinzen zum niichsten Vielfachen der 11
(s. Abbildung unten).

Da im 1ler-System gerechnet wird, kom-
men fiir die Priifziffer alle Reste beim Tei-
len durch 11 in Frage, also die Zahlen von 0
bis 10. Statt der zweistelligen 10 benutzt
man den Buchstaben X als Priifziffer, in
Anlehnung an das entsprechende romische
Zahlzeichen.

Aufgabe 1:

Bei diesen ISBN fehlt die Priifziffer.
a) 3-453-00548- ?

b) 3-425-07081- ?

c) 0-45-283527-7

d) 0-912843-08- ?

Aufgabe 2:

Derhiiufigste Fehlerist eine falsch geschrie-
bene Ziffer. Wird dieser Fehler mittels des
I ler-Systems immer entdeckt?

Aufgabe 3:

Wiihrend das 1 ler-System die Vertauschung
von Nachbarziffern stets erkennt (im Ge-
gensatz zum 10er-System der EAN-Num-
mer, siche alpha Heft 1/92), fithren Vertau-
schungen von benachbarten Zweierblicken
nicht immer zu Fehlermeldungen. Versu-
che ein solches Beispiel zu finden!

nach: Wilfried Herget “Priifziffer und
Strichcode — “Computermathematik”
auch ohne den Computer”,
mathematik lehren, Friedrich Verlag

0 g0

&7 L6 s A b3 laaala

300+54+8+49+18+20+0+0+10+9=198:11 =18

ematik lehren / Heft 51
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Die Mitternachts-

Tiglich kénnen wir beobachten. wie es am
Morgen ganz allmihlich hell und am Abend
wieder dunkel wird. Die Diammerung ist fiir
uns eine selbstverstindliche Erscheinung. und
wer denkt schon daran, daf die Erdatmosphii-
re die Ursache dafiir ist. Beféinden wir uns auf
dem Mond. der bekanntlich keine Lufthiille
besitzt. so kénnten wir beobachten. dall Licht

dammerung

und Dunkelheit. Tag und Nacht. ganz plotz-
lich ineinander iibergingen. Fiir uns Erdbe-
wohner ist die Ddmmerung eine durchaus
angenehme Erscheinung. da diese den lichten
Tag verkingert. Mabgeblich fiir die Ddmme-
rungshelligkeit ist der Stand der Sonne unter
dem Horizont, die Sonnentiefe. [st die Sonne

| z. B. gerade untergegangen. merkt man kaum

Sonnentiefe | Erscheinung

07 bis 6.5°

Biirgerliche Diimmerung: Gegenstinde sind noch deutlich erkennbar.
Lesen ohne kiinstliches Licht ist noch moglich.

6.5% bis 127 | Nautische Ddmmerung: Hellere Sterne sind zu sehen.
Der Verlauf des Horizontes (Kimm) ist noch erkennbar.
127 bis 18° | Astron. Ddmmerung: Die Dunkelheit nimmt zu. am Horizont ist noch eine
mehr oder weniger leichte Aufhellung zu bemerken. Am Ende der astron.
Diammerung sind alle Sterne am Himmel zu sehen.
Tabelle 1
|
Breite Mitternachts- | Anzahl der Tage
dimmerung
557 Insel Sylt. dinische Grenze 8.5.- 5.8, 89
54° Liibeck. Wismar, Rostock. Usedom 13.5.- 1.8. 80
53¢ | Bremen. Wittenberge. Angermiinde 17.5.-28.7. 72
52° Miinster, Bielefeld. Magdeburg 21.5.-24.7. 67
JTiiterbog. Guben
51° Kdln, Erfurt, Dresden 26.5.-18.7. 58
50° Mainz. Frankfurt/M.. Bayreuth 2.6.-12.7. 40
Tabelle 2
Sonnenbogen fiir Zenit
50
5
. Dimmerungs
2 stufe
3
Vollige Dunkelheit
Abb. 1
16 alpha 2/92

eine Helligkeitsabnahme. Erst nach etwa 45
Minuten hat die Helligkeit so weit abgenom-
men, dal es nicht mehr méglich ist, ohne
Zuhilfenahme von kiinstlichem Licht, etwas
zu lesen. Bald erscheinen auch die ersten hel-
len Sterne. denen immer mehr folgen. Nach
1.5 Stunden ist selbst der geringste Rest der
Dimmerung am Horizont verschwunden, es
ist dunkle Nacht. Der Astronom unterscheidet
drei Dimmerungsstufen (s. Tabelle 1).

Die hellen Niichte im Norden
Deutschlands

Um die Zeit der Sommersonnenwende (21.6.)
bemerkt man im Norden des Landes. dal} es
nachts nicht ganz dunkel wird. Selbst um
Mitternacht ist am Nordhorizont eine leichte
Authellung zu beobachten. die umso stirker
ist, je mehr wir uns der Nord- und Ostseekdiste
nihern. Die 3. Ddmmerungsstufe. die astrono-
mische Dimmerung. bleibt fiir einige Wochen
erhalten. Mit anderen Worten: Die Abend-
diimmerung geht in die Morgendimmerung
iiber. Ein Dichter hat diese Erscheinung poe-
sievoll in folgende Worte gekleidet: “Lieblich
sind die Juniniichte. wenn des Abendrots
Verglithen und des Morgens frithe Lichter
diammernd ineinanderschwimmen.”

Um genau zu sein: Ganz im Norden (Flens-
burg, Insel Sylt) bleibt die Sonne sogar vom
10. Juni bis 1. Juli innerhalb der nautischen
Dimmerung.

Da die Sonnenbégen im Norden flacher als im
Siiden verlaufen, kann die Sonne siidlich der
Linie Mainz-Frankfurt/M.-Bayreuth um Mit-
ternacht niemals weniger als 18° unter dem
Horizont stehen, d.h. eine Mitternachtsddm-
merung ist dort nicht mehr mdglich. Die
Sommerniichte sind siidlich von 50° Breite
auffallend dunkel.

Die Ubersicht zeigt die Abhiingigkeitder Dauer
der Mitternachtsddmmerung von der geogra-
phischen Breite (s. Tabelle 2).

Dabei ist zu beriicksichtigen. daf} in der zeitli-
chen Nihe der Sommersonnenwende die
Mitternachtsdidmmerung deutlicher ausgeprigt
ist als nahe der Grenztage. Die Abb. 1 zeigtim
Meridianschnitt die 3 Dammerungszonen mit
der Sonnenbahn als Gerade am 21.6. fiir die
Breite von 557 und 50°.

Die “WeiBen™ Nichte

Reisen wir noch weiter nach Norden. geht die
Mitternachtsddmmerung in die sogen. weilen
Niichte {iber. Den Touristen gut bekannt, ist
diese eindrucksvolle Erscheinung von Stock-
holm oder St. Petersburg. In diesem Falle ver-
bleibt die Sonne noch nahe im Bereich der 1.
Dimmerungsstufe. der biirgerlichen Démme-
rung. Esistdann dort so hell. dafl man miihelos
etwas lesen kann. am Himmel sind nur die
hellsten Sterne erkennbar. Abb. 2 zeigt in
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Sonnenbégen am 21.6.
fiir
507 5% 60°

Biirgerl. D.

NN

I
-

Villige Dunkelheit

wenige Siedlungsgebiete.

StR Arnold Zenkert, Potsdam

einer schematisierten Darstellung des Nord-
horizontes die Ddmmerungsverhiltnisse in 3
verschiedenen geographischen Breiten.

Dehnen wir unsere Reise noch weiter nach
Norden aus, mul} logischerweise auf einer
bestimmten geographischen Breite die Sonne
um Mitternacht nicht mehr untergehen. Wir
haben damit den nérdlichen Polarkreis auf der
Breite von 66,5° erreicht, wo die Mitternachts-
sonne zu beobachten ist. Die hier gemachten

4 Ausfithrungen iiber die Mitternachtsdimme-
’2,‘ rung und die weiBen Nichte gelten selbstver-
‘Q stindlich sinngemil auch fiir die Zeit um den

22.12. auf der Siidhalbkugel. Wie ein Blick

aufden Globus zeigt, gibt es stidlich der Breite
von 50° (Siidpatagonien: Feuerland) nur sehr

Schachecke

Jeder Zug ein Treffer

Der bekannte Berliner Schachschriftsteller und Internationale Meister
Kurt Richter (1900 - 1969) bezeichnete den Springer unter den Schachfi-
guren als die schillerndste Figur im kéniglichen Spiel. Wiihrend Konig.
Dame. Turm und Liufer sich in geraden Bahnen bewegen. zieht der
Springer dagegen zwei Felder vor und eins zur Seite. Im Prinzip zieht er
nicht, sondern er springt vielmehr, was auch schon sein Name ausdriickt.
In dem Diagramm sind zweimal 8 schwarze Bauern in Quadratform
aufgestellt. Nun soll ein weiller Springer, der auf ein beliebiges freies Feld
gesetzt werden darf. in moglichst wenigen Ziigen alle Bauern schlagen. Es
gibt mehrere richtige Lésungswege. Finde einen davon!

Harald Riidiger, Werk fiir Fernsehelektronik Berlin

T—

= B
Lo UIE
|

— 0
==

- N W A, OO OO N @

7 7 2 27
AN //////
Véyﬂém%a

/%/ //// /_//f/g/%/

39

Tathematik lehren / Heft 51

alpha 2/92

21



51
Aus (1) folgt:

Bernd hat nicht den Familien-
namen Lange.

Christian hat nicht den Fami-
liennamen Lange.

Deshalb heifit einer der drei Freunde Andre
Lange.

Aus (2) folgt:

Aus (3) folgt:

Christian hat nicht den Fami-
liennamen Neumann.
Deshalb heifiter Christian Meier und der dritte
Bernd Neumann.

5/2
Die kleinste dreistellige natiirliche Zahl mit
der Quersumme 10 ist 109, die grifite 910.

5/3
Wir stellen eine Tabelle auf:
Lebensalter (in ganzen Zahlen)

[ | |
Sohn | Tochter | Vater | Mutter | Summe
7 11 28 25 71
8 12 32 20 81
Y 13 36 33 91
10 14 40 | 37 101

Nur fiir die Zahlenangaben der vierten Zeile
betriigt die Summe 101, Der Vater ist 40, die
Mutter 37, die Tochter 14, der Sohn 10 Jahre
alt.

5/4

Aus (1) folgt: Falk hatnicht den Nachnamen
Krause.

Weder Falk noch Ingmar ha-
ben den Nachnamen Lumnitz.
Einer der drei Freunde heifit deshalb Ronny
Lumnitz. ein weiterer Ingmar Krause. derdritte

Falk Schettler.

Aus (2) folgt:

5/5

Zuniichst gilt O = 1. Wegen A + A = OP gilt
A =5 Wegen E + E=A muB A eine gerade
Zahl, also 6 oder 8 sein. Es existiert genau eine
Losung, nimlich 6948 + 6948 = 13 896.

5/6

Beate sei x Jahre alt; dann ist Christian (x-2)
Jahre und Axel (x+2) Jahre alt. Zusammen
sind sie 3-x Jahre alt. Nun gilt 3x=24. also x=8.
Christian ist 6. Beate 8 und Axel 10 Jahre alt.

517

Angenommen, das Hotel habe nur Zweibett-
zimmer: dann wiren 20 - 2=40 Betten vorhan-
den. Da es aber 40 — 32 = 8 Betten weniger
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sind, verfiigt das Hotel iiber 8 Ein- und 12
Zweibettzimmer.

6/1

Aus (1) und (2) folgt: Weder Rico. weder
Mark noch Lars haben den Nachnamen Sto-
wesand. Deshalb heilit ein Junge Dirk Stowe-
sand. Aus (3) und (4) folgt: Mark heifdt nicht
Jakobi. aber auch nicht Fischer. Deshalb heift
er Mark Wagenknecht.

Aus (3) folgt: Lars heiBt nicht Jakobi. Deshalb
heiBt er Lars Fischer, und der vierte Junge
heift Rico Jakobi.

6/2
AusA=a-b=1:-40cm’=2-20 ey’
=4 10cm*=5:8cm’

u
und T=u+b=26cm:2:13cm
“=5cm+8cm

folgta=8 cmund b=5cm.

6/3

131313 _13-10101 _13_ 1

656565 65-10101 65 5

Der Zeichnung ist folgendes zu entnehmen:
Nach der Dreiecksungleichung gilt

e, +f,>aunde,+ f, > b,

e,+f,>cunde +f,>d,

e +e,+f +f,>a+cund

e +e,+f+f,>b+d
alsoe+f>a+cunde+f>b+d

6/5

4
Fiir den Bruch gilt =—

n
3sz1 11

b-c.

4 e n+
Wenn —=—.so0a-d
b d

Deshalb gilt

11-n=4-(n+3521), l1n=4n + 14084,
7n = 14084, n = 2012. Daraus folgt weiter
2012 4503

5533 11:503
Der Bruch wurde somit durch 503 gekiirzt.

6/6

Es sei 2n eine gerade natiirliche Zahl: die ihr
unmittelbar aufeinanderfolgenden weiteren
vier Zahlensinddann2n+1,2n+2.2n+ 3 und
2n + 4. Die Summe dieser fiinf Zahlen betrigt
10n+ 10=10(n+ 1). Die Summe ist somit ein
Vielfaches von 10, also durch 10 teilbar.

6/7

Erlegtin I Stunde 4 km zuriick.ineiner halben
(30 min) die Hilfte. also 2 km.

71

Wegen %-[88 —48)=20 sind Sohn und
Tochter zusammen 20 Jahre alt.

Angenommen, die Tochter ist x Jahre, der
Sohn also (20—x) Jahre alt: dann gilt 3 -
(20-x)+ (20— x) +4x +x =88, 4 - (20 - x)
+ 3x = 88, also x = 8. Der Vater ist 36, die
Mutter 32. der Sohn 12 und die Tochter 8 Jah-

re alt.

712

Es sei z = 19xy die Zahl des Geburtsjah-
res von Tobias (0 <x<9,0<y<9). Dann gilt
1900 + 10 - x + y + (1 +9 + x + y) = 2000,
1910 + 11x + 2y = 2000, 11x + 2y = 90. Nur
fiir x = 8 und y = | wird diese Gleichung unter
den einschriinkenden Bedingungen erfiillt.
Tobias wurde im Jahre 1981 geboren.

7/3

Aus der Aussage der Schwester folgt. dal} ihr
Bruder zwei Apfel mehr als sie selbst hat.
Angenommen, der Bruder hat x Apfel, seine
Schwester also (x—2) Apfel: dann gilt x + 1 =
2.(x=3),x+1=2x-6,x=7. Axel hat sie-
ben. Beate fiinf Apfel.

7/4

Angenommen, Axel ist gegenwiirtig x Jahre
alt; dann giltx +2=2- (x=2), x +2=2x -4,
x = 6. Axel ist gegenwiirtig sechs Jahre alt.

7/5

Es sei z = abe eine dreistellige natiirliche Zahl
in dezimaler Schreibweise. dann gilt 100a +
10b + ¢ + 297 = 100¢ + 10b + a, 99¢ - 99a =
207 ¢ -a=3,c=a+ 3. Daraus folgt | £a <6,
0<b<9. 4<c<9 Somit existieren 60 sol-
cher Zahlen. Die kleinste lautet 104, die grib-
te 699.

7/6

Das Fahrzeug legt eine Strecke von insgesamt
30 km zuriick., dazu wird die Zeit (0.5 +0.2) h
benotigt. Die Durchschnittsgeschwindigkeit
berechnet sich aus 30 km/0.7 h. Sie betriigt
rund 43 km/h.

717
Da die Masse eines Kérpers nicht vom Ort ab-
hiingt, betrigt sie auch auf dem Mond 240 kg.
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8/1

9
Das Ziehen der Quadratwurzel aus [ 4- . J

ist keine lquivalente Umformung. da
9 JIAE

4——=— i aber sowohl { == ] = J alsauch
2 2 2 4

{ | r L

g vy === FSL:

2 4

8/2

a) Die Zahl muf durch 3°-2°, also durch 4 und
durch 9 teilbar sein. d. h.. die letzten beiden
Ziffern miissen in der vorgegebenen Reihen-
folge eine durch 4 teilbare Zahl darstellen und
die Quersumme der Zahl mufy durch 9 teilbar
sein. Fiir die letzte Ziffer kommt nur eine 0, 4
oder 8 in Frage. Ist es eine 0, so kann die
mittlere Ziffer 0 oder 9 sein: ist es eine 4 bzw.
eine 8, so kann die mittlere Ziffer nur eine 5
bzw. | sein.

Alle gesuchten Zahlen sind: 52020, 52920,
52524 und 52128.

b) Eine natiirliche Zahl a ist genau dann durch
I'1 teilbar, wenn die alternierende Quersumme
von a durch 11 teilbar ist. Es muBl also
O-=240-245 durch 11 teilbar sein. In die
Leerstellen konnen nur Ziffern eingesetzt
werden, die, als einstellige Summanden auf-
gefalit, die Summe 10 ergeben. Alle gesuchten
Zahlen sind: 52129, 52228, 52327, 52426,
52525. 52624, 52723, 52822 und 52921.

8/3

In einem beliebigen Punkt A" der Seite AC
wird der Winkel 4 ABC angetragen. sodaB ein
Schenkelauf AC liegt und derandere Schen-
kel die Seite BC schneidet. Diesen Schnitt-
punkt bezeichnen wir mit B’, Wegen des Sat-
zes iiber die Winkelsumme im Dreieck sind
4 CABund<4 A'B'C kongruent. Nun stimmen
die Innenwinkel im Dreieck ABC mit denen
im Dreieck A'B'C iiberein, und damit sind
nach dem Hauptihnlichkeitssatz die beiden
Dreiecke zueinander iihnlich.

A B 8

8/4

Fiir die zweistellige Zahl z soll gelten
2-(10a+b)<10b+a<3-(10a+b). Wegen
a+b=09, alsob=9 - a erhalten wir durch
Einsetzen
2:(9a+4+9)<90-9a<3-(9a+9),
2:9-ta+1)<9-(10-a)<3.9.(a+1),
2a+2 < 10—a < 3a+ 3. daraus folgt weiter
Ja<8und4a>7,alsoa<2unda>2,
Deshalb gilt a = 2 und somit b=7,

Die gesuchte Zahl lautet 27,

41
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8/5

Aus der Flichengleichheit der Dreiecke
A ABD und A ABC folgt
A+A=A+A, also A, = A,

Ferner gilt A, : A = AS:SC

und A, : A = AS:SC,also A1 A = A 1 A
AA=ACALAT=A A, ’

4

A_'." = \-'IA| 'A: ‘

8/6

Der Betrag der erforderlichen Zugkraft ist
gleich dem Betrag der Reibungskraft.

F, = W « F. Da die Fallbeschleunigung auf
dem Mond 0,165g betrdgt, ist auf dem Mond
eine Zugkraft F* von 3.5 - 0,165 N =0.58 N
erforderlich. (g Fallbeschleunigung auf der
Erde.)

8/7

Derlineare Ausdehnungskoetfizient o fiir Stahl
betriigt 17 - 109 K''. Fiir die Lingenzunahme
von festen Stoffen gilt: Al=co - | - AT.

Al =052 km.

971
Darstellung der ersten Zahl:
z,= 100a + 10b + c.
Darstellung der zweiten Zahl:
z,= 100c + 10b + a.
Die Differenz beider Zahlen:
z,—z,= 100a+ 10b +c - 100c — 10b - a
=99a-9¢
=99 (a-c).
Genau die folgenden natiirlichen Zahlen sind
Teiler von |z -z |:
(1) Alle natiirlichen Teiler von 99,d.s. 1, 3,9,
11. 33,99,
(2) Alle natiirlichen Teiler von la~c| und
(3) Alle Produkte aus je einer unter (1) ge-
nannten mit je einer unter (2) genannten Zahl.

9/2
z,=10-a+biz,=10-c+d
z,-2,=(10a + b)(10c + d)

=100ac + 10ad + 10bd + bd.
Die durch Vertauschung der Ziffern entstan-
denen Zahlen seien
ZT =10- b+a:z; =10-d+c¢ und fiir deren
Produkt gilt
7y 25 =(10b+a)(10d +c)

=100bd + 10be + 10ad +ac.

Setztman beide Produkte gleich, so erhilt man
nach Vereinfachung ac = bd.
Beispiele dafiir sind 36 - 84 = 63 - 48 oder
32:46=23-64.

9/3

Wirschlagen um einen beliebigen Punkt A der
Peripherie des Kreises k einen Kreis mit dem
Radius von 6 cm Linge; er schneide k in B.
Wir zeichnen um M einen Kreis k' mit dem
Radius MP, der AB in P’ schneidet. Wir
drehen die Gerade AB um M im mathemati-
schen negativen Sinn um den Drehwinkel
4 PMP'. Das Bild A'B' von AB istdie zu
konstruierende Sehne. Die Konstruktion ist

aus: Funktio 3/87
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nur ausfithrbar, wenn das Lot MQ auf AB
gleich oder kiirzer ist als MP.,

9/4

Das gleichseitige Dreieck habe die Seitenlin-
ge a, das Quadrat die Seitenldnge x; fiir das
rechtwinklige Dreieck ADG gilt dann nach
dem Satz des Pythagoras

x> +%-{af>&)“j ={a—x)1,

2 3 3
x“==.(a-x)",
Pl a.

x* +6ax—3a° =0,
X za‘(Z-\,"E—B]‘
(x, entfillt, da negativ).
Daraus folgt weiter
=il
Ag (.2“"3 '3)
o =
Ap —V3
Der Flicheninhalt des Quadrates macht etwa
50 % des Fldcheninhaltes des gleichseitigen
Dreiecks aus.

6
X X
G X
a-x/ x X
(]
ATawD x E B
2
9/5
Es sei A, = a’. Dann gilt

1 2 I 2
Agr = Apg =70 wd Agp=ga®

Somit ist

2 1 2 1 5 3 5
Apgp=a ——a ——a " (Agg=—a .
Ell 3 g El g

Es giltalso A, : Ay, =3: 8.

9/6

Da sich bei parallel geschalteten Widerstin-
den die Stromstirken umgekehrt wie die
Widerstinde verhalten, gilt:

L:1=R: R.

Mit 1 =297 mA und R ;=20 Q ergibt sich
R =0,202 Q.

_ 24 alpha 2/92

=4:(743-12)~0,4974.

9/7

Die gesuchte Zeit t setzt sich aus der Laufzeit
des Schalles und der Fallzeit zusammen. Der
Fallweg h betriigt (}152.3-12) m.
t=h/c+y(2h/g). t=58s.

10/1

Die Quadratzahl b konnte gleich 0, 1, 4 oder 9
sein. Da bea eine dreistellige natiirliche Zahl
ist,entfillt b=0. Die Zahlen ac konnten 16,
25, 36, 49, 64 oder 81 sein. Fiir acb wiren
dann die Zahlen 161, 164, 169, 251, 254, 259,
361, 364, 369, 491, 494, 499, 641, 644, 649,
811,814,819 méglich. Davon sind abernur die
Zahlen 169 und 361 Quadratzahlen. Nun miifite
abc gleich 196 oder 316 sein, Davon istnur 196
Quadratzahl. Die Zahl bea lautet deshalb 961
und ist ebenfalls Quadratzahl.

Es existiert somit genau eine Zahl, die die
gestellten Bedingungen erfiillt; sie lautet 1969.

10/2
Wir formen dquivalent um:
(sin o+cos 0)*=m’,
sin*o+2 sin o-cos Oi+€os 0 = m?,
142 sin o-cos o = m?,
2 sin o-cos oL = m’-1,
v ;

y m- -1
SINC-cosdx =
2
10/3
S B s
ﬁ-a{”a]:x—“-aﬁ“] forkin
b? 50 J8
a0 () i
b2 100 e
a
L .. 1-100b>
b2 100
100=a" b’

Da a und b natiirliche Zahlen sind, miissen sie
Teiler von 100 sein. 100=2.2-5-5. Fiir b*
kann 100 oder 25 in Frage kommen. Wenn
b=10ist.dann folgta=1; wennb =5 ist, folgt
a=2. Die Gleichung hat zwei Lésungen (a: b),
und zwar (1; 10) und (2; 5). Die Proben iiber-
lassen wir dem Leser.

10/4

Wir konstruieren die Halbierende des gegebe-
nen Winkels, fillen voneinem beliebigen Punkt
Q dieser Halbierenden das Lot auf den Schen-
kel s,, sein FuBpunktsei R. Um Q zeichnen wir
den Kreis mitdem Radius QR.der beide Schen-
kel des gegebenen Winkels beriihrt. Wir zeich-
nen die Gerade SP; sie schneide den Kreis k in
den Punkten M und N, und wir verbinden Q mit
M und N.

Die Parallele zu MC bzw. zu NQ durch P
schneide die Halbierende des gegebenen
Winkels in Q" bzw. Q"' Auf Grund der vorge-
nommenen Ahnlichkeitsabbildung erfiillendie
Kreise k' um Q' mit dem Radius PQ' undk”
umQ’ mitdemRadius PQ™ die gestellten Be-
dingungen.

10/5

Es gilt 1900 < x*. Wegen 43°= 1849 und 1849
<1900 < x? gilt x = 44,

Aus x -y +x=x"folgt wegenx #0  y+l=x,
alsoy=x-1.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

44 .43 +44=1936, Geburtsjahr44 - 43 = 1892,
entfillt; 45 - 44 + 45 = 2025, Geburtsjahr
45 - 44 = 1980, Losung; 46 - 45 + 46 = 2116,
Geburtsjahr 46 - 45 = 2070, entfillt.

Der Enkel von Herrn Meyer wurde im Jahre
1980 geboren.

10/6
Nach dem Energiesatz : m - vi/2=F - 1.
F = IkN.

10/7
AusR =U/M=1/2r - f- ¢ folgt
f=112n-U-C.f=50Hz

E1l

Es miissen mindestens 5 solcher Punkte fiir
jeden Buchstaben festgelegt werden. Es han-
delt sich um Zusammenstellungen von zwei
Elementen (weifler oder schwarzer Punkt) zu
je 5 (zurfiinften Klasse). Da wei oder schwarz
mehrfach auftreten, sind es Variationen mit
Wiederholung.

W, (3) = 25 = 32 verschiedene Zeichen kann
man auf diese Weise bilden.

Wenn die geringstmdogliche Anzahl von Punk-
ten gefordert ist und verschiedene Anzahlen
fiir die einzelnen Buchstaben mdoglich sind,
kommt man mit ein bis vier Punkten aus:
204 274 274 24 = 30.

Der Leser moge einmal systematisch alle Zei-
chen darstellen!

E2

Nach Definition hat ein Parallelogramm zwei
Paare zueinander paralleler Gegenseiten. Man
muf} also aus jeder der Parallelenscharen je
zwei parallele Geraden auswihlen, um ein
Parallelogramm zu erzeugen.

Wiihlen wir zunéchst aus 5 zueinander paralle-
len Geraden zwei aus. Es spielt sicher die An-
ordnung keine Rolle: auch Wiederholungen
diirften nicht auftreten. denn es sind ja stets
zwei verschiedene Geraden notwendig.

Es sind also Kombinationen von 5 Elementen
zur 2. Klasse, und bei der zweiten Parallelen-
schar handelt es sich um Kombinationen von 7
Elementen zur 2. Klasse.
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Da jedes Parallelenpaar aus der ersten Schar
mitjedem Parallelenpaar aus der zweiten Schar
ein Parallelogramm erzeugt, entstehen
K.““K." Parallelogramme.,

d.s.(?‘l.(__’r_]:i{?:ﬁ

J\2

=10-21
=210 Parallelogramme.

E3

1. Quadra: a=1-a=2"cm?

2. Quadrat: A=2-a'=2'cem?

3. Quadra: A=4.a’=2'cm?

4. Quadrat: A=8-a'=2cm”

n. Quadra: A =2"-'a’=2""'¢em?

I ha= 10000 m*= 100 000 000 cm*= 10% cm?.
Das 28. Quadrat hat einen Flicheninhalt von
A=27 cm” = 134 217 728 ¢m? und tbertrifft
als erstes die Fliche von einem Hektar.

E4
Am giinstigsten ist (4). Es sind Variationen
von 100 Elementen zur 3. Klasse, wobei die
Reihenfolge der ersten drei wichtig ist.

100
Vf&; :[ 5 ]-3.': 970200 Mdoglichkeiten.

Es folgt (1). Das sind Kombinationen von 60
Elementen zur 8. Klasse,

k() =[] 2 2558620845 Moglichkeite

60 =| g |=oR0020843 oglichkeiten.
An 3, Stelle folgt (2). Hier handelt es sich um
Variationen von 3 Elementen (gewonnen,

verloren, unentschieden) zur 20. Klasse mit
Wiederholung.

W) =320 = 3486784401 Moglichkeiten.

Am ungiinstigsten ist (3). Da nach allen még-
lichen Reihenfolgen der 13 Springer gefragt

Gebieten:
— Hilfsmittelfreies Rechnen
— Arbeiten mit Variablen

ist, handelt es sich um Permutationen von 13 |

Elementen.
P, =13!=6 227 020 800 Moglichkeiten.

ES

2:1
2 Geraden erzeugen hochstens [=="—
. b
Schnittpunkt, =5
3 Geraden erzeugen héchstens 3=—=
A )
Schnittpunkte, 43
4 Geraden erzeugen hichstens 6:—_}—'
Schnittpunkte. = 5
5 Geraden erzeugen hdchstens 10:3_'7_
Schnittpunkte. =
Daraus folgt die Vermutung: (=1
n Geraden erzeugen héchstens 2 "; )

Schnittpunkte.
Die Vermutung ist fiir n=2 richtig. denn
2(2-1) 1

2
Aus der Richtigkeit der Vermutung fiir n=k
folgt die Richtigkeit fiir n=k+1, denn
k{k-—l}+ k(k=1)+2k (k+1)k

]

k=

) )
Deshalb gilt die Vermutung fiir alle natiirli-
chen Zahlen n.In einer Ebene haben also n

n(n-1)

Geraden hichstens Schnittpunkte.

E6

Nach der allgemeinen Gasgleichung
p-V=m-R-T ergibt sich: p,-V,=m-R-T, und
p,’V,=m-R-T./2. Daraus: p,=p,-T,/2T . Mit
T,=300 K und T,=285 K erhiilt man gesuchten
Druck p,=1.9 MPa.

E7

Im Resonanzfall sind die Spannungen am
Kondensator und an der Spule gleich groB.
aber entgegengerichtet. Es ist dann nur der
ohmsche Widerstand wirksam. [ = U/R.
I=124V/128.1=104 A.

bietet an:

Ein Nachtrag

Im Heft 1/92 hatte die Redaktion aus
Platzmangel das zu dem Beitrag Histori-
sche mathematische Instrumente (Die
Rechenmaschine von Johann Philipp
Gruson. S. 30/31) gehdrige Literaturver-
zeichnis gestrichen. Die beiden Autoren
sind mit dieser drakonischen MaBnahme
nicht einverstanden. Mit der Bitte um
Entschuldigung holen wir damit an dieser
Stelle die Vertffentlichung nach.

. Allgemeine Deutsche Biographie.
Zehnter Band. Berlin 1879, S. 65

(8. 30, 1. Spalte oben)

2. Brunow, E.: Eine Magdeburgische Er-
tindung. In: Patriotisches Archiv Nr. 11
vom 17. Dezember 1791, 8. 178

(S. 30, 1. Spalte unten)

3. Gruson, J. P.: Beschreibung und Ge-
brauch einer neu erfundenen Rechenma-
schine, Magdeburg 1791, S. 9

(5. 30, 2. Spalte)

4. Brunow. E.: Eine Magdeburgische Er-
findung .... S. 177
(S. 31, 1. Spalte)

5. Gruson, J. P.: Beschreibung und Ge-
brauch ..., 0. S.
(S.31. 1. Spalte)

6. Brunow, E.: Eine Magdeburgische Er-
findung ..., S. 187
(S. 31, 3. Spalte)

Auf S, 30, 2. Spalte, 9. Zeile von oben
muf} es heiBen: ..... von Johann Philipp
Gruson...".
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Nach dem Mittagessen hatte der Wind die
Regenwolken vertrieben, und ich hatte mich
mit meinem Skizzenblock auf die Terrasse
zuriickgezogen. um ein wenig zu zeichnen,
withrend die meisten Schiiler hinter dem Hause
Fuliball spielten.

Mathematik

.. am Billardtisch (3)

Welchen Weg muf eine Billardkugel rollen,
um an den Ausgangspunkt zuriickzukehren?

ich solcherart laut dachte, war auf meinem

Skizzenblock das folgende Bild entstanden

(Abb. 2).

Inzwischen hatte sich unser Algebraiker Klaus

auch wieder eingefunden. “Das Gleichungs-

system, welches uns Losbarkeit und Losung
bei Vierecken angezeigt
hatte, ldBt sich fiir das

A' (1)

Dreieck ganz genauso
aufstellen! (Abb. 3) Thr

(h

seht die Beziehungen
2+90°-0+90°-B=180°.
also

/ a=0+P

und ganz analog

E=B+y

-C und

C=0i+y.

Auch die Auflésung
funktioniert ganz leicht,
denn wir bekommen
c+a-b=2a, a+b-c=2B,
b+c-a=2y. wenn wir die
entsprechenden Glei-
chungen zusammenfas-
Sen.

Die bekannte Winkel-
summe a+b+c=180° im
Dreieck verhilft uns nun
aber zu einer einzigen
Lisung unseres Glei-

Abb. 1

Als ich einmal kurz hochschaute. bemerkte
ich Hans am Nebentisch, der ganz vertieft in
das Zeichnen von Dreiecken zu sein schien.

“Das ist aber komisch”. er schaute zu mir
heriiber und war offensichtlich brennend dar-
an interessiert, das vormittigliche Gespriich
tiber geschlossene Reflexionswege in Vierek-
ken fortzusetzen. “erst wenn ich ein Dreieck
an jeder Seite zweimal gespiegelt habe, liegt
schliefilich die Bildstrecke [A'B"| parallel zu
[AB]: also kann es nach unserer bewihrten
Methode nur geschlossene Reflexionswege
mit zweifachem Umlauf geben ! 7" (s. Abb. 1)
—“Inder Tatergibt sich aus Deiner Zeichnung,
mit den Uberlegungen, die uns Eberhard heute
vormittag zum Viereck vorgefiihrt hat, sofort
4 ([AB], [A'B’]) = —b+c-a+b—c+a=0°, und
wenn wir zwischen allen Ecken ‘durchkom-
men’ wie im vorliegenden Fall. dann haben
wir unendlich viele, gleichlange Reflexions-
wege mit zweifachem Umlauf.” — Wihrend
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chungssystems, ndmlich
20.=180°-2b, also
0=90°-b, B=90°-C und
1=90°-a. (*) Das zeigt uns aber doch, daB es
genau eine Lésung mit einem Umlauf geben
mufl. wenn das Dreieck

spitzwinklig war. Ein

Losung!™ — Jetzt hatte Hans das Blatt bereits
aufgenommen und priisentierte seine Losung:
Er hatte einfach die Ergebnisse (*) von Klaus
eingezeichnet und tuhr nun fort(Abb. 4)."Die
Winkelhalbierenden in ADEF miissen dem-
nach jeweils durch die Gegenecke des
Grunddreiecks AABC hindurchgehen. Sie sind
die Hohen dieses Dreiecks! ‘Das Hohenful3-
punktdreieck eines spitzwinkligen Dreiecks
ist einfach geschlossener Reflexionsweg. Es
gibt keinen weiteren Weg mit dieser Eigen-
schaft.” — Hough! Ich habe gesprochen!™ ...
“Habt Ihr Penner eigentlich die Frage von
Klaus von heute vormittag ...” — da zeigte es
sich. daf unser Genie Eberhard auch nicht
beim FuBball war! Nein, er legte einen Zettel
vor uns hin und setzte seine Erklidrung fort:
“... ernst genommen? Seht her! Fiir das Drei-
eck lautet sein Gleichungssystem ...” -

“So schlau waren wir selbst auch schon. sieh
her!™ -

“... Na gut. Fiir das Viereck sah es ganz iihnlich
aus. und man kann es fiir ein n-Eck mit den
Winkeln al.a:. ﬁn ganz genauso aufschrei-
ben, wenn @, O, .... 0. wie immer die “Refle-
xionswinkel™ sein sollen:

a,=0,+0,,

=040,

Eﬂ-l:un-|+a1l

un=0£]+0£”.

[ch habe nun versucht, dieses System durch
*Aufrollen von hinten her’ — aufzulésen, und
dabei ist mir klar geworden. dal zwischen den
Vielecken miteiner geraden Eckenzahl (n=2,
4, 6, ... 2k) und denen ungerader Anzahl
(n=3.5.7.... 2k+1) ein grundlegender Unter-
schied bestehen muf,”

Gespannt verfolgten wir seine Erlduterungen.
denen Hans und Klaus nur mit sichtlicher
Miihe folgen konnten. Auf diesen Unterschied
waren wir selbst ja im Spezialfall n = 3 schon
gestolien.

“Mit allgemeinem n schreibt sich das alles
etwas umstindlich, und deshalb rechne ich es
Euch nur fiir n = 5 und n = 6 vor. Addiert und
subtrahiert die entsprechenden Gleichungen.

stumpfwinkliges Drei-
eck liflt dagegen keine
solche Losung zu, weil
nur positive Werte fiir
o, und y den gemach-
ten Voraussetzungen
entsprechen.”

Mit solchen Schiilern
machte es ungeheuren
Spaf: dieses Dreigestim
ineiner Klasse zuhaben
war schon ein einzigar-
tiger Gliickstall fiir ei-
nen Lehrer!

“Dann habe ich auch die
geometrische Charakte-

risierungdiesereinzigen  App. 2
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Abb. 3

dann bekommt Thr fiir n = 5 die eindeutige

Auflésung: a.-a +a,-a +a,=20.,

die allerdings nur dan]n ge_om;:trisch sinnvoll
ist, wenn die berechneten Zahlen fiir o, zwi-
schen Null und 90° liegen!™

Das leuchtete allen ein, es erinnerte uns ja auch
an unsere Rechnung beim Dreieck.

“Na. toll”, das war Klaus, “ich hab’ dasselbe
fiir n = 6 versucht. und was finde ich?

a4 +2,~a,+a,-a,

=04 0,0t =00, +0L,+04,—0l, 0t +0L, +0L,—~0L—0,
=()

Wenn die gegebenen Winkel diese Bedingung
also nicht erfiillen, dann kann es tiberhaupt

Abb. 4

keine Losung geben. Voraussetzung ist also.
daB es ein Sehnensechseck ist:
q,4+3,+3,=a,+4,+2,=360°",

“Ja. und wenn das so ist. dann fillt diese
Gleichung weg, wir haben nur 5 Gleichungen
fiir die 6 Unbekannten und damit entweder
keine oder unendlich viele Lésungen”, schlof
Eberhard die Uberlegungen ab.

Ich konnte nur staunen, wie er das alles heraus-
bekommen hatte. Seine Kameraden hatten wohl
doch nicht diesen Durchblick. aber sie glaub-
ten ihm das, was geometrisch denkbar blieb.
Glaubt Ihres auch? - Arbeitet doch noch etwas
weiter! Es gibt noch so viel zu denken und zu
klédren.

Wie lang ist der Weg mitdoppeltem Umlaufim
Falle ungerader Eckenzahl? LBt sich der ein-
zige Reflexionsweg mit einfachem Umlauf

dhnlich wie im Dreieck geometrisch charakte-
risieren? Wenn im Falle des 2k-Ecks unend-
lich viele Lésungen vorhanden sind. so handelt
es sich wieder um 2k-Ecke, und alle haben den
gleichen Umfang (wie grofi?)! Welche Lésung
unter ihnen hat dann den gréBten Flichenin-
halt?

Kann man #hnlich wie beim Dreieck die geo-
metrischen Lisbarkeitsbedingungen angeben?
Schreibt mir doch, wenn Thr etwas heraushe-
kommen habt. Ich méchte gern mit Euch wei-
terdiskutieren!

Dr. habil. Reinhard Hofmann
Gymnasiallehrer fiir Mathematik
Mitglied des Redaktionskollegiums der
alpha

Die folgenden Aufgaben wurden in Vorbe-
reitung auf die Olympiade des Mathematik-
spezialistenlagers des Kreises Gotha 1989
gelost. EIf Tage knobelten 30 Schiiler der
Klassenstufen 5-7 vormittags an mathema-
tischen Problemen. die Nachmittage stan-
den den Freizeitvergniigungen und zahlrei-
chen Ausfliigen zur Verfiigung.

1. Auf einem Planeten nahe des schwarzen

Lochs BH 13/4 in der Nihe des Toliman

trafen sich vier Raumschiffe von den Plane-

ten Bruton. Casson. Dora und der Erde.

deren Kosmonauten Raumanziige in den

Farben rot, orange, griin und blau anhatten.

Uber sie ist folgendes bekannt:

(1) Die Kosmonauten von Casson und Erde
sowie Rot und Griin kennen sich.

(2) Die Brutonier und Doraner kénnen sich
verstindigen, ebenfalls Orange und Blau,

Utopische Knobeleien

(3) Die Cassonarier sind groBer als die Bruto-
nier und die Menschen.

(4) Die Orangen sind groBer als die Roten bzw,
Griinen.

(5) Aus diesen Angaben ldBt sich nicht ermit-
teln, wer der zweitgroBte ist.

(6) Die Brutonier sind griin.

Ordne den Raumanziigen der Kosmonauten
die richtigen Farben zu!

2. Wiihrend einer Planetenerkundung wech-
seln sich die Raumfahrer jede Stunde in der
Fiihrung ab. Sie laufen bis zum Ziel in jeder
miglichen Reihenfolge.

Wie lange sind sie unterwegs?

3. Sie verabreden sich regelmiBig zu treffen.
Der Brutonier kann alle zwei Planetenumliu-
fe, der Cassonarier alle drei Planetenumliufe,

der Doraner alle fiinf Planetenumliufe und
der Mensch alle sieben Planetenumliufe
kommen.

Wann treffen sich alle wieder?

Mitgeteilt von der Teilnehmerin
Ina Riidiger und dem Organisator
Volker Pischel

ilz lehren / Heft 51
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Faszination Go

Vor dem Vertiefen in dieses Spiel
mdochten wir ausdriicklich warnen,
denn folgende chinesische Legen-
de ist im Zusammenhang mit ihm
iiberliefert!

Es lebte einmal ein Holzfiller. der
auf dem Nachhauseweg vom Berg
zwel alte Minner auf einem Felsen
sah, welche Go spielten, Er schaute
ihrem geistvollen Spiel mit begieri-
gem Interesse zu, ganz in Bewun-
derung vertieft, fasziniert und alles
um sich her vollig vergessend.
Nachdem die Partie beendet war.,

» verschwandendie beiden Alten. die

g - in Wirklichkeit Gotter waren. Der

. Holzfiller erwachte wie aus einem
W

wunderschénen Traum. Seine

Haare waren schlohweil3 geworden
und seine Axt, die neben ihm lag, war vermo-
dert. Als erin das Dorf zurtick kam. gabes nie-
manden mehr. der ihn noch gekannt hiitte.

4

Das Go-Spiel, voneinem klugen Chinesen vor
etwa4 000 Jahren ersonnen, von den Japanern
itbernommen und bis zur heutigen Form wei-
terentwickelt. begeistert immer mehr Men-
schen.
Thr konnt Go in einer halben Stunde erlernen,
aber ein Menschenleben ist zu kurz, um es
wirklich meisterhaft zu beherrschen.
Go wird gespielt von zwei Spielern mit 18]
schwarzen und 180 weilien Steinen auf den
361 Kreuzungspunkteneines Netzes von 19x19
sich rechtwinklig kreuzenden Linien. Fiir
Anfingersind kleinere Spielfelder(13x13 oder
0x9) giinstiger. Die Spieler setzen abwech-
selnd ihre Steine auf freie Punkie des Netzes,
wobei Schwarz beginnt. Jeder Spieler darf
nach Belieben aussetzen. was erst in der End-
spielphase sinnvoll ist. Nach dem Setzen wird
kein Stein mehr bewegt. Vom Gegner voll-
stindig umschlossene Steine werden im Au-
genblick threr UmschlieBung vom Brett ent-
fernt und als Gefangene aufbewahrt.

Die Partie istbeendet,

wenn die Spielfliche

vollstindig unter den
Spielern aufgeteiltist,
d. h. wenn es keinem
Spieler mehr méglich
ist,sein Gebietzu ver-
grollern oder gegne-
rische Steine zu fan-
gen.

Die GribBe eines Ge-
bietes entspricht der
Anzahl der freien
Punkte, welche von
schwarzen oder wei-

len Steinen um-

schlossen sind. Bei

der Abrechnung wer-
den Gebietspunkte

=N und gefangene Steine

beider Spieler mitein-

Abb. 1 Abb. 2
| | i 5 1 &
“ -
-4 o
r J
Abb. 3 a-c

ander verglichen. Der
Sieger verfiigt iiber
die groBere Anzahl

@
e
N

dieser Punkte.

Fangt doch einfach
¢inmal
¥ selbstgefertigten 9x9
Feld an. Dann sucht

mit einem

o
N
N

Ihr Euch einen geeig-
neten Ersatz fir die
41 schwarzen und 40

weilen Spielsteine.

Vielleicht findet Thr

(5auf 1. 6 auf 3)

Abb. 5 mit Lisung

im Hobbyladen um
die Ecke etwas Pas-

(- sendes! Wir stellen

Euch hier die Regeln
und einige Kniffe vor.

Abb. 6
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Beispiel 1) und Lisung

Beispiel 2) und Losung

g

H 0 ]

Beispiel 3) und Lisung

Wenn Euch das Spiel Freude macht, dann
solltet Ihr Euch ein richtiges Go-Spiel an-
schaffen, zum Beispiel von Ravensburger.
Ein weiterfithrendes Biichlein empfehlen wir
in unserer Marktecke. Abb. 1 zeigt eine Go-
Partie auf einem 9x9 Feld. Die schwarzen und
weillen Steine werden durch entsprechende
Kreise auf einem Go-Brett dargestellt. Die
Satzfolge wird mit | beginnend in der Reihen-
folge des Setzens fortlaufend numeriert. Es ist
auch méglich eine Go-Partie wie eine Schach-
partie aufzuschreiben. Diese Partie gewinnt
Schwarz mit 6 Punkten. Im folgenden Beispiel
(Abb. 2) verfiigt schwarz iiber 11 Gebiet-
spunkte und weil ebenfalls. Somit endet die
Partie remis. was im Go sehr selten ist. Die
unbesetzten Punkte a und b sind von keinem
der Spieler vollstindig umschlossen. Solche
Punkte nennt man neutrale Punkte. Sie beein-
flussen das Spielergebnis nicht und werden
keinemvonbeidenangerechnet(Abb.2). Wenn
man einen Go-Spieler nach dem Sinn des Go-
Spieles fragt, erhilt man nicht selten die Ant-
wort. dafi es sich um einen Kampf um Leben
und Tod handelt.. Eine Gruppe von Sieinen
lebt, wenn sie nicht mehr gefangen werden
kann. Nimmt ein Satz einer Gruppe von Stei-
nen gleicher Farbe die letzte Freiheit. werden
diese Steine vom Brett entfernt und als Gefan-
gene aufbewahrt. Jeder freie Punkt. der durch
eine Brettlinie mit einem Stein oder einer
Gruppe von Steinen verbunden ist. heifit Frei-
heit. In Bild 3 werden die Freiheiten der schwar-
zen Steine durch einen Pfeil und die der wei-
Ben Steine durch einen Punkt markiert. Wie-
viel Freiheiten haben Schwarz und Weil} in
den Beispielen 3a — 3¢?
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Ein Stein darf nicht so gesetzt werden, daf er
keine Freiheit mehr hat, wenn er nicht gegne-
rische Steine tingt. Dazu einige Beispiele.

Beispiel 1)
Weild am Satz fiingt 3 schwarze Steine
Beispiel 2)
Schwarz am Satz fingt 4 weille Steine
Beispiel 3)
Schwarz am Satz fingt 6 weille Steine

In Abb. 4 wird deutlich. dafl Satzwiederholun-
gen méglich sind. Diese Situation wird Ko ge-
nannt. Um solche Satzwiederholungen zu
vermeiden, verbietet die Ko-Regel das soforti-
ge Zuriicknehmen.

Wie wichtig ein solches Ko sein kann, zeigt
folgendes Beispiel (Abb. 5).

Weil3 soll eine Folge von Sitzen finden. die es
ithm unter Anwendung der Ko-Regel erlaubt.
die schwarzen Steine zu fangen.

Eine Gruppe von Steinen lebt, wenn sie minde-
stens zwei Augen besitzt. Als Auge wird ein
vollstindig umschlossener Gebietspunkt be-
zeichnet. Dazu wieder ein kleines Beispiel
(Abb. 6).

Zum Schlul noch einige kleine Go-Aufgaben.
1) Weild ist am Satz:

Hier hat Weilh die Moglichkeit. ein Ko zu
beginnen und damit die Schwarzen Steine zu
fangen.

2) Wie kann Schwarz in einem Satz eine leben-
de Stellung bilden?

3) In den folgenden Stellungen ist Weill am
Satz und kann die schwarzen Steine toten.

EE FET 1

LOH-

Claudia Erdmann
Studentin der Mathematik an der Uni-
versitit Leipzig

In unserer Marktecke findet Ihr zwei Tips zu
Go.

47 il

1717 lehren / Heft 51

Wenn Zentimeter uiber
Hop oder Top entscheiden

Zeitmessung und Abstinde -
Riickblick auf die Winterolympiade 1992

“Wasmeier um 15 Hundertstelsekunden an
Bronze vorbei” oder “Silber ist nur Silber —
dem Viererbob-Piloten Hoppe fehlten nur 2
Hundertstelsekunden zum Gold™ so lauteten
Uberschriften von Tageszeitungen withrend
der Olympiade in Albertville.

Die Angabe in Hundertstelsekunden ist nur
schwer vorstellbar; die Belichtungszeit bei
Fotoapparaten kann auf 1/100 Sekunde ein-
gestellt werden, der sprichwortlich kurzzei-
tige Wimpernschlag dauert etwa eine Zehn-
telsekunde. Daistdie Umrechnung von Zeit-
abstinden in Ldngenabstiinde viel anschau-
licher und “handfester™: ein Fingernagel ist
etwa einen halben Millimeter dick. ein Fin-
ger etwa einen Zentimeter, die Hand ist
ungefihr zehn Zentimeter breit, die Lénge
der Handspanne betriigt ungefihr 20 Zenti-
meter. Derausgestreckte Armistetwa70cm
lang. der Abstand zwischen den Fingerspit-
zen der ausgestreckten Arme betriigt unge-
tihr 1,80 m. "Korpereigene” Malie sind also
viel anschaulicher als ZeitmalBe.

So sollen in den folgenden Aufgaben die
Zeitabstiinde in Langenabstiinde umgerech-
net werden. In den Aufgaben sind die beno-
tigte Zeit und die Streckenlinge angegeben.
Stillschweigend gehen wir davon aus, daB
die Geschwindigkeit kurz vor Erreichen des
Zieles konstant und auch etwa ebenso hoch
wie die Durchschnittsgeschwindigkeit ist.
Messungen auf den letzten Metern haben
ergeben, dall diese Annahme statthaft ist,
wenn kein aufiergewohnlicher Endspurt oder
ein eklatantes Nachlassen vorliegt.

Aufgaben:

1. Beim Rodeln (Einsitzer Herren) gewann
Georg Hackl in 3 Minuten 2.363 Sekunden
die Goldmedaille, Markus Prock in 3 Minu-
ten 2,669 Sekunden die Silbermedaille und
Marcus Schmidt in 3 Minuten 2.942 Sekun-
den die Bronzemedaille. “Diesmal”, lobte
Markus Prock, der im zweiten Lauf durch
eine gebrochene Kufenauthiingung behin-
dert wurde, aber dies nicht als Grund seiner
Niederlage anfiihrte, “diesmal war er uns
allen um eine Schlittenlinge voraus.”

War es wirklich nur “eine Schlittenlinge™
Vorsprung. die der Hackl-Schorsch in den
vier Liufen in dem 1500 m langen Eiskanal
herausfuhr?

2. Im Viererbob war die Entscheidung noch
knapper: nur zwei Hundertstelsekunden

Gunda NiemannFoto: Team Kommunikation

trennten die beiden besten Bobs: Osterreich 1
bendtigte 3:53.90 Minuten, Deutschland 1
3:53,92 Minuten. Welchem Riickstand ent-
spricht das (die vier Liufe wurden auf der
Strecke der Rennschlittensportler ausgetra-
gen).

3. Im Abfahrtslauf der Herren ergaben sich
auf der 3048 m langen Strecke folgende Zei-
ten: 1. Patrick Ortlieb 1:50,37 Minuten. 2.
Franck Piccard 1:50.42 Minuten, 3. Giinther
Mader 1:50,47 Minuten, 4. Markus Was-
meier 1:50,62 Minuten. Welchen Riickstand
hatte Markus Wasmeier auf die Bronzeme-
daille?

4. Berechne jeweils den Riickstand in cm auf
die Siegerin im 3000 m-Eisschnellauf der
Damen:

1. Gunda Niemann
2. Heike Warnicke
3. Claudia Pechstein
4. Carla Zijlstra

7:37.51 Minuten
7:37.59 Minuten
7:39.80 Minuten
7:41.10 Minuten

Jiirgen Ricke, Redakteur der Zeitschrift
mathematik lehren

Bitte um Mitarbeit

Die Olympischen Sommerspiele sind nicht
mehr weit. Aus diesem AnlaB suchen wir
Aufgaben zum Thema “Mathematik und
Sport™. Bitte schickt Eure Ideen an den
Erhard Friedrich Verlag, Im Brande 15.
W-3016 Seelze 6. Herrn Jiirgen Ricke,
Redaktion “mathematik lehren™.
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1. Napoleons Satz

Im “Mathematischen Worterbuch™ (Akade-
mie-Verlag Berlin und B. G. Teubner Ver-
lagsgesellschaft Leipzig, 1961) findet man
unter dem Stichwort “Napoleons Satz” fol-
gende Auskunft:

“Die Mitten der iiber den Seiten eines beliebi-
gen Dreiecks (nach aufien oder nach innen)
konstruierten gleichseitigen Dreiecke sind die
Ecken eines gleichseitigen Dretecks.”

Hier soll nun ein einfacher trigonometrischer
Beweis fiir diesen Satz vorgestellt werden fiir

Napoleons Satz

den Fall der nach auBlen konstruierten gleich-
seitigen Dreiecke. Der andere Fall wird dem
Leser iiberlassen. In Abschnitt 3 wird fiir
Schiiler, die noch keine Trigonometrie ken-
nengelernt haben, ein Spezialfall diskutiert.
der durchaus nicht trivial ist, wenn er unab-
hidngig von Napoleons Satz behandelt wird.
Diese Leser kiinnen Abschnitt 2 iiberspringen.

2. Trigonometrischer Beweis

Wir wollen den Fall der nach auBen geklapp-
ten gleichseitigen Dreiecke betrachten (Abb.
1a).

In der Formulierung des Satzes erscheint der
Begriff “Mitte eines gleichseitigen Dreiecks™,
Damit ist der Mittelpunkt des Umkreises. des
Inkreises, des Schwerpunktes und des Hohen-
schnittpunktes gemeint, denn alle diese Punk-
te fallen im gleichseitigen Dreieck zusammen.
Die Dreiecke AA’CB, AB’AC und AC'BA
sind nach Konstruktion gleichseitig. hre Mit-
ten werden mit M, M, und M_bezeichnet.
Die Hohe h im gleichseitigen Dreieck mit der
Seitenlidnge aist h= %

3 . der groBere Ho-

henabschnitt ist %\3 .der kleinere 3\.-'3 .ihr
Verhiltmis 2:1. 6
Daherist M,C=M,B=
$M,CB =% M,BC =303
weil Hohe und Winkelhalbierende im gleich-
seitigen Dreieck zusammenfallen,

Mit diesen Groben konnen wir nun nach dem
Cosinussatz im Dreieck AM_CM, schreiben:
Mth T =

=M,C  +M,C - 2M,CM,C cos(y+60°)

1y o
= 3—(&312 +b%—2ab COS['}’+60")}

\-'§ ¢

Lo |

und analog ergibt sich fiir das Dreieck AM BM_
—
MM, = ?(az +¢2=2ac cos(f +6(}°))

Die Differenz dieser Quadrate soll mit D be-
zeichnet werden:

D=M,M; -M.M,~ =
:%{hl —¢2 —2ab cos (7+60°)

+2ac cos(f8 +60"]]

Nach dem Additionstheorem der Cosinustunk-
tion

COS (X+Y) = COS X COs y —sin X sin y

und unter Berticksichtigung von

1

cos 60°= 71- und sin 60°= —+/3

ra |

ist

, 1 Lo s
cos{x+60°]=?cos xf;\-'.? sin X

Damit erhalten wir fiir D;

Abb. la
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Abb. 1b
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D:%(b2 ~c? —abcos y+aby/3 sin ¥

+ac cos  —ac \’3 sin ﬁ)
Nun denken wir an die trigonometrische For-
mel fiir den Flicheninhalt des Dreiecks AABC

F= %absin "/=%ac sin 3
und an den Projektionssatz
a=bcos y+ccosf.

Aus letzterem folgt z. B,

ac cos B =a® —ab cos Y.
Daher erhalten wir

D= i[b' —¢? +a% - 2ab cos y) und dieser

Ausdruck ist gleich Null nach dem Cosinus-
satz fiir AABC, also ist MJ,Mb =M,M,. An-
alog zeigt man M, M, = M, M_ Damlt ist
Napoleons Satz fiir den Fall cler nach aulien
konstruierten gleichseitigen Dreiecke bewie-
sen.
Abb. 1b zeigt den Fall der nach innen konstru-
ierten gleichseitigen Dreiecke.
Der Beweis verliuft analog und wird dem
Leser tiberlassen. obwoh! die Konstruktion fiir
diesen 2. Fall hohere Anspriiche an das Vor-
stellungsvermdgen stellt als der 1. Fall, da sich
jetzt die gleichseitigen Dreiecke iiberlappen.
Wer hier Schwierigkeiten hat. dem empfehle
ich ein Klappmodell anzufertigen, bei dem die
Mitten der drei gleichseitigen Dreiecke auf
beiden Flichenseiten markiert werden.
Weiter beachte man, daB 4 M_AM, =60
oder 0-607 istusw. zyklisch, je nach GroBbe der
Winkel. Das hat aber auf den Cosinuswert
dieses Winkels natiirlich keinen Einfluf}, weil
COs X = cos (-X) ist.

3. Ein Spezialfall

Die Strecke AB werde im Innern geteilt durch
einen beliebigen Punkt C. Wir errichten iiber
AB ein gleichseitiges Dreieck AABC'. Dann
Konstruieren wir zwei gleichseitige Dreiecke,
eines iiber AC, das andere iiber CB . deren
Eckpunkte A’, B’ beziiglichAB auf der ande-
ren Seite wie C liegen.

Behauptung: Die Mitten dieser drei gleichsei-
tigen Dreiecke bilden ein gleichseitiges Drei-
eck.

Wer Abschnitt 2 gelesen hat, erkennt in der
Strecke AB ein entartetes Dreieck AABC mit
AC=b, CB=a, AB=c=a+b,a=B=0°
¥ = 1807 und kann Napoleons Satz auf diesen
Spezialfall anwenden.

Wir wollen dagegen den Spezialfall ohne Tri-
gonometrie, nur mit Hilfe der Koordinaten-
geometrie beweisen. Dazu fiithren wir ein kar-
tesisches Koordinatensystem ein (Abb. 2).
Die gleichseitigen Dreiecke sind: AA'CB.
AB'AC, AC'BA. Die Mitten sind die Héhen-
schnittpunkte. Die Hohenabschnitte eines
gleichseitigen Dreiecks der Seitenliinge a sind:

i
Ex"3 und %\-‘ri. zusammen ix@_
5

Das Koordinatensystem wurde so gewiihlt, da}

49 methematik lehren / Heft 51

die Koordinaten der
Eckpunkte sind:
A=(0,0), B=(a+h,0),
C=(b0)

=S aars
A ——[b+5. 2N3J

Die Mitten der gleich-
seitigen Dreiecke L3 3

haben die Koordina- & b

ten:

Ma:{h+

Mo=(3:
|

| p
]

)
2 st

Der Abstand d zweier
Punkte mit den karte-
sischen Koordinaten
P=(x.y) und
P,=(x,,y,) ist bekannt-
lich

o e

2
ua]

lu|':r'
T oot

=4

M,

d=PP, = Abb. 2

'\.';txf *":JI +(yy -)'z): :

Damit findet man

MM, = M_M_ = MM, _,&i[a +ab+b?)
g.e.d.

4. Anmerkung

Was hat “Napoleons Satz” mit Napoleon I.
Bonaparte (1769 — 1821), Kaiser der Franzo-
sen zu tun? Der italienische Autor Faifofer
behauptete in der 18. Auflage seines Geome-
trielehrbuches “Elementi di geometria”, Vene-
dig 1912, Napoleon habe diesen Satz Lagran-
ge (1736 — 1813) zum Beweis iiberlassen. Der
Mathematikgeschichte sind heute dafiir aber
keine Quellen bekannt. Der Satz selbst wird
erstmals (soweit heute belegbar) bei Turner,
“Elementi di geometria”, Palermo 1843 er-
wiihnt, aber ohne Hinweis auf Napoleon (Nach
Fischer, Joachim: Napoleon und die Naturwis-
senschaften. Stuttgart: Franz Steiner Verlag
Wiesbaden GmbH, 1988).

Tragen mathematische Begriffe oder Lehrsit-
ze Namen von historischen Personen, so darf
nicht automatisch vom Namen auf den Urhe-
ber geschlossen werden. Das gilt z. B. auch fiir
so bekannte Namen wie Pythagoras oder Tha-
les. Das Spektrum der Zueignungsskala ist
sehr breit, es enthilt viele Stufen, von denen
beispielhaft nur erwiihnt sein sollen: “Gesi-
cherte Prioritidt” — “Erstveréffentlichung”

“Geistige Teilhabe” — “Véllige Unschuld” —
“Verdacht auf Plagiat”. Solche Namen fungie-
ren in der Mathematik als Terminus technikus.

qglhre historische Relevanz kann hiufig nicht
abschlieend geklirt werden, weil Quellenbe-
lege verloren gegangen sind oder nie vorhan-
den waren. Im Gliicksfalle kénnen aber auch
neue Quellen gefunden werden. Beziiglich
Napoleon sei angemerkt: Bekannt sind uns
Zeitzeugenund Dokumente, die allgemein seine
Begabung und sein Interesse fiir Mathematik
bekunden.

Vergleiche dazu auch Schmidt, Fritz: 200 Jahre
franzisische Revolution. Problem und Saiz
von Napoleon mit Variationen. Didaktik der
Mathematik 1, 1990 (15 — 29), Miinchen. Hier
wird auch eine Verallgemeinerung von Adria-
no Barlotti (1955) mitgeteilt, die zeigt, daf3 der
Problemkreis immer noch bearbeitet wird.
Fiir die Literatur danke ich den Professoren
Johannes Bihm aus Jena und Rudolf Fritsch
aus Miinchen.

Dr. Wolfgang Dirband,
Greifswald
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Renate Tobics

Felix Klein

Brographien

hervorragender Naturwissenschaftler,

Techniker und Mediziner

Band

32 alpha 2/92

Die Marktecke

Biographien hervor-
ragender Naturwissen-
schaftler, Techniker
und Mediziner

Allen Freunden der Ge-
schichte und ihrer heraus-
ragenden Personlichkeiten
kinnen die Biindchen der
Biographien hervorragen-
der Naturwissenschaftler,
Techniker und Mediziner
derTeubner Verlagsgesell-
schaft Leipzig empfohlen
werden.

Zu haben sind iiber Eure
Buchhandlung die neben-
stehenden Titel:

Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Band 15: Carl Friedrich GauB3

Hans Wubing, ISBN 3-322-00682-4
Band 19: Galileo Galilei

Ernst Schmutzer/Wilhelm Schiitz,
ISBN 3-322-00661-1

Band 27: Isaac Newton

Hans Wubing. ISBN 3-322-00752-9
Band 47: Alexander von Humboldt
Kurt-R. Biermann,

ISBN 3-322-00567-4

Band 50: Felix Klein

Renate Tobies, Bestell-Nr. 666 026 6
Band 60: Aristoteles

Fritz Jurl/Dietrich Ehlers

ISBN 3-322-00664-6

Band 79: Georg Cantor

Walter Purkert/Hans Joachim Ilgauds,
Bestell-Nr. 666 252 8

Adam Ries in Erfurt

Nur der Rechenmeister und seine
Familie diirften alle diese Schriften
kennen, die vom 7. April bis 10.
Mai 1992 in der Ausstellung
~Adam Ries in Erfurt* zu sehen
sind. Es ist gelungen. ein Original
des 1. Rechenbuches von Ries (welt-
weit noch 3 Exemplare) in der
Auflage von 15235, das 2. Rechen-
buch in der 1. Auflage von 1522
(weltweit noch | Exemplar), davon
die 2, Auflage von 1525 sowie das
3. Rechenbuch von Ries von 1530
(in Erfurt vorhanden) fiir die Aus-
stellung zu bekommen. Zusiitzlich
kann man einen direkten Eindruck
vom handschriftlichen wissen-
schaftlichen Lehrbuch (Col}) von
Ries und einer weiteren Handschrift
aus der Erfurter Zeiterhalten. In der
Cob nannte Ries einige von ihm
vorher studierte Rechenbiicher, sie
werden ebenfalls zu sehen sein.

Vom Go-Fieber angesteckt?

Dann kommen hier zwei Empfehlungen genau richtig!

= Das |9er-Brett, das Turnierbrett. ist
die Kronung und das ersehnte Ziel
aller echten Go-Fans.

Eine Trainingspartie dauert | bis 2
Stunden und eine Turnierpartie im
Durchschnitt 3 bis 6 Stunden. Als
9er, 13er. aber auch 19er Brett nutz-
bar ist Go von Ravensburger.

* Grundkurs, Taktik und Strategie
und auf der Innenseite des Schutz-
umschlages ein selbstzufertigen-
des 9er-Brett mit Steinen zum An-
fangen. aufgeschrieben vom Tri-
ger des 4. Dan Siegmar Steffens.
Sportverlag Berlin,

ISBN 3-328-00349-5, 24,80 DM
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Losungen

= Nachbarschaft

* Kurz nachgedacht

O\NO /O]

Q

* Klug kombiniert

Teil 4 ergéinzt den Quader richtig.

¢ Gleichungsritseleien

D=4, E=2, H=1. K=8, N=3, R=5, §=7, Z=6

* Trick mit -
Streichhélzern

.21
—, —9 , &F——

-==.z=—;_——.

* Holzchensymmetrie

Da die 0 ausscheidet, sind nur die Ziffern 1. 2,
5 und B zuldssig. Mit diesen lassen sich 12
zweislelligeZuhlcn_a_b bilden. die nicht gleich
ihrem Spiegelbild B sind, 85, 82, 81, 55, 51,
21 und deren Spiegelbilder. Wegen 85-28=57,
82-58=24.81-18=63,55-22=33,51-12=39 und
21-15=6sinddie Differenzen ¢ d - & - yuleich
163, £57, £39, £33, £24 oder £6. Die von 0
verschiedenen Differenzen ab —,GT" aus
dem Produkt zweier durch die Ziffern 1, 2, 5
und 8 dargestellten einstelligen Zahlen ¢ und d
und dessen Spiegelbild sind wegen 8-5-2-8=24,
5:5-2:2=21und5-1-1-2=3 gleich+24.+2 | oder
+3:

51
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Neues zum
Kopfzerbrechen

Man wird auch gute Bekannte
treffen, wenn man dieses Buch
erwirbt. Aufgaben zum beispiel-
gebundenen Begriinden — dies
zu iiben ist eines der Anliegen
des 1. Teiles — sind nicht neu
und auch nicht mehr selten.
Von Seite zu Seite fortarbei-
tend, soll der interessierte Nut-
zer zu immer anspruchsvolle-
ren Aufgaben gelangen und mit
Hilfe seines Schulwissens durch dessen An-
wendung sein Konnen im Deduzieren er-
heblich steigern. Wenn der Leser (oder wohl
besser: Ldser) nicht loskommt von den
Aufgaben, ist das der schonste Lohn fiir den
Autor, der fast 300 Aufgaben ausdachte,
auswithlte und angeboten hat.

Im zweiten Teil wird versucht. insbesonde-
re bei den Losungen. eine gewisse Metho-
dik des klassischen Beweisens, dies aber
weder vollstindig noch gar mit dem An-
spruch auf Alleingtiltigkeit, darzustellen.

Manzbuch 857
ISBN 3-7863-0857-8; 15,80 DM

Gymnasium

Iothen Kreuschn Hans-Joachim Kerber

Gymnasium

180 Aufgaben, in drei Schwierigkeitsstufen
gegliedert, aber inhaltlich so ungeordnet
wie moglich dargestellt, damit kein Routi-
nedenken aufkommt, frei nach dem Motto
von B. Brecht: ,, Das Denken gehirt zu den
grafiten Vergniigungen der menschlichen
Rasse.” (aus “Leben des Galilei™).

Da sich aber mathematisches Denken nicht
von selbst entwickelt. istes sinnvoll, ein ge-
eignetes Training zu betreiben. Dies nach
Lustund Laune. nach Interesse und Bediirf-
nis zu tun, ist Zweck des Biichleins.

Manzbuch 856
ISBN 3-7863-0856-X; 15,80 DM

Fiireine wahre Gleichung ab+c¢-d =687+ fa

vom Typ I muB ab—Ba=38-y-c-d gelten

und fiir eine wahre Gleichung

ab+cd +ef = & + 8y + B vom Typ II

ab—Ba+cd — 8y = Ee —ef. Hiermit ergeben

sich die Losungen

I: 82+8-2=5-8+458

I1: 85+58+22=55+82+28
85+21+18=81+15+28
82+51+18=81+12+58
55421+12=51+15+422

Alle weiteren Losungen entstehen aus den

angegebenen durch Vertauschen der beiden

Seiten einer Gleichung oder durch Vertau-

schen der Faktoren der Produkte oder der

Summanden der Summen.

= Eins zwei drei vier fiinf ...
— Besuch im MMK Frankfurt/M.

* Zwei Tage vor Sylvesterstehen mit 29+12=41
zu Buche, das Jahr '99 mit weiteren 18. Die
grofite Quersumme ist somit 59. Die Quer-
summe 3 tritt nur an 4 Tagen auf: 1.2.700;
2.1.°00; 1.1.°01 und 1.1.710.

* Fiir das Jahr "99 ergibt sich die lingste Zahl-
wortkolonne, sie reicht bis ... zweiundvier-
zig

|+ 444, 446, 448, 464, 466, 468, 484, 486, 488,

644, 646, 648, 664, 666, 668, 684, 686, 638,
844, 846, 848, 864, 866, 868, 884, 886, 888

Analog wie fiir drei rechnet man; 4 (fiir die
erste Position) mal 4 (fiir die zweite) mal 4 ...
mal 4=4*=256.

* Olympiaecke

5. lahrgangsstufe

Es bezeichne | ... Ringzahl von Joachim,

E ... Ringzahl von Elke,
R ... Ringzahl von Regina.
G ... Ringzahl von Gerd.

Aus dem Text der Aufgabe ergeben sich fol-

- gende Beziehungen:

a)]>G BE+R=J+G ¢)E+J<R+G
Die Addition von a) und b) ergibt
ZE+R+1J<2'G+R+]

Daraus folgt: ) E< G

Aus b) und d) ergibt sichnune) R > J.

Aus a).e)undd) folgtR>J >G> E.

Die Reihenfolge der Schiitzen nach fallender
Ringzahl lautet damit Regina. Joachim, Gert
und Elke.

6. — 7. Jahrgangsstufe

Vorbemerkung: In beiden Summanden ist
die Anzahl der Ziffern gleich (dax +y + z =
Z+X+Y)

Da die Anfangszweien der 1. Zahl und die
Dreien zu Beginn der 2. Zahl im Ergebnis drei
aufeinanderfolgende Fiinfen liefern sollen und
die ndchsten Ziffern der Summe zweimal eine
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Sieben ergeben, die nur von Zweien und Fiinfen
erzeugt werden konnen, muf gelten: z = 3.
Eine ihnliche Uberlegung fiihrt zu x = 5.
Auch ldBt sich folgende Gleichheit aufstellen:

X+y+z=342+3+1+3=12
Also gilt: y=12-x-z=12-5-3=4
Somiterfiillen die Zahlen (x,y,z)=(5.4,3) die
Bedingungen der Gleichheit.

8. Jahrgangsstufe
Schlittschuh |Ski|beide|keine

1. Méglichkeit: 1 ‘4 ‘ 8 ’ 4
61 6 4
9. Jahrgangsstufe

2. Moglichkeit: 3
Die Antwort lautet: Nein. Sind nidmlich a, b
zwei Zahlen des Tripels (1, 2,+/2), die im
L " a+b a—b
néchsten Schritt durch —=und — ersetzt
V2 \?2

, (Hbf (a_br
werden, so 15t — +| —= =
V2 v2

a’+2ab+b> a’-2ab+b> 5 >
= -+ =a”+b".
2 2

Die Summe der beiden Quadrate éindert sich
somit nicht; sie bleibt immer gleich ihrem
Anfangswert 17+ 22 + (\2) = 7.

Da aber das Tripel (1, 2, | ++/2) die Quadrat-
summe 1 +22+ (1442 =1+4+4 1+242+
2=8+2 /27 besitzt, wird es niemals in der
mit (1, 2, \-"3) startenden Folge auftauchen.

9. — 10. Jahrgangsstufe
Im Dezimalsystem sei N=a - 10°+b - 10° +
c'l0+dmita.b,c,de Nund 1<a <6,
0<b,c,d, £6.
Nach Voraussetzung gilt N = n° fiir eine ge-
eignete natiirliche Zahl n.
Dann muB gelten: n*> = N < 6666, also n < 81
(817 = 6561 < 6666)
Erhoht sich jede Ziffer von N um 3, ergibt sich
(a+3) 10°+(b+3):10 + (d + 3) = m* fiir
eine passende natiirliche Zahl m.
Fiir die Differenz m? — n® gilt:
m'-n’=a'10*+b' 10> +c- 10 +d + 3000 +
300430+3-(a- 10°+b- 10 +c-10+d) =
3333.
Wegenm’ —n’=(m+n)(m-n)=3333 =
(m+n)(m-n)=3-11-101.
Da weiter m +n>m—nund n < 81 gilt, mufl
m+n =101 und m —n = 33 sein.
Also (m+n)—-(m-n)=068

2n=68 = n=34
Die Zahl N ist somit die Quadratzahl 34° =
1156.

 Zeitungsschnipsel

* Tennisaufschlag

Die Geschwindigkeit von 321,12 km/h ent-
spricht 89,2 m/s. Um eine Strecke von 25 m

zuriickzulegen, braucht der Ball bei dieser Ge-
schwindigkeit etwa 0,28 s.
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* Riesenpizza

Die Oberfliche unserer Pizza betridgt
n/4 (0,25 m)* = 0,049 m?, die der Rekordpizza
m/4 (47 m)* = 1735 m’. Diese braucht also
1735:0.049 = 35400mal soviel Zutaten wie
unsere. Fiir unser Rezept brauchen wir 230 g
Mehl. 30 g Peperoniwurst und 80 g Tomaten-
sofle.

* Die ,,Struwwelpetra™

| Pro Monat wachsen die Nigel der Struwwel—

: petra um 480 mm:(]llE}:%}- mi.

Um 2 cm wachsen ihre Nigel in

20 mm:% mm = 6 Monaten

» Enttarnung eines Logos

1. Da dieser Korper Ecken besitzt, in denen 3
Flidchen, also eine ungerade Zahl von Flichen,
anstoBen, ist ein Fiarben mit 2 Farben nicht
méglich. Also sind mindestens 3 Farben erfor-
derlich. Das Firben mit 3 Farben gelingt, in-
dem jeweils alle zueinander parallelen Fli-
chen gleichfarbig gefirbt werden. Zu diesem
Firben werden nur 3 Farben benutzt und es er-
fiillt die Firbungsvorschrift, denn zwei gleich-
farbig gefirbte Flidchen, also zwei zueinander
parallele, haben hochstens einen Randpunkt

| gemeinsam. 3 ist also die gesuchte Minimal-

zahl.

2. Dieser Korper ist ein Polyeder. Da bei ei-
nem Polyeder allerdings von jeder an eine
Ecke anstoBenden Fliche zwei Seiten in diese
Ecke einmiinden, miissen von diesem Korper
zwei begrenzende Rechteckflichen als Fiint-
eckflichen und eine als Sechseckfliiche aufge-
falit werden. Zu diesen zusitzlich eingefiihr-
ten Eckpunkten der begrenzenden Flichen
gehoren gestreckte Winkel als Innenwinkel.

Vor dem Zusammensetzen besitzt jeder der 3 |

backsteinformigen Quader 8 Ecken. Jede von
20 dieser 3-8=24 Ecken liefert nach dem Zu-
sammensetzen jeweils eine Ecke des Karpers,

. wihrend 4 dieser 24 Ecken nach dem Zusam-

mensetzen zu keiner Ecke des Korpers geho-
ren. Andererseits besitzt der zusammenge-
setzte Korper zwei Ecken, von denen keine
gleichzeitig Ecke eines der 3 Quader ist. Mit-
hin gilt e=24-4+2=22. Entsprechend ergibt
sich k=3-12-6+4=34 und f=3-6-4=14 (2 Acht-

| eck-, | Sechseck-, 2 Fiinfeck- und 9 Rechteck-

flichen). Damit gilt e-k+f=2, wie es nach dem
Eulerschen Polyedersatz sein muf.

* Mathematik am Nagelbrett

Loa) (1. (2). (3). (4 b) (1), (3)

1 I 05 o)

—.B)—.W= .53

RS TR TR

3.(2)A=6F; (3)A=8F,; (9A=6F
5)A=TF,

1
2= 2
(}4 (2)

4.(1)25%, (2)50%, (3)25%, (4)50%.
(5)375%, (6)75%
5
EE 6. (1), (3)
% 7.(1), (2), (4)

.........

aaaaaaa

(2) Alle Figuren haben denselben Flichenin-
halt.
(3) Alle Figuren haben denselben Flichenin-
halt.

* Oh, diese Wurzeln
(2) Es gelten fiir die Flichen 1. 2. 3
A ——-—%(X'W-Fa‘\').
1
A2 :;[x<y+a-c).
As :—%(h—c)‘b-sin 30°

Um die Rechnung iibersichtlicher zu machen,
setze man

s %’Ev\"lfi—\fg,n = \."I\E—-l

1(s s ;—] S S =
kel Sam B s m 25 7
] 2[44'/_ raCat il e

2

=5 (m+3)
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was dem Flicheninhalt des gleichseitigen
Dreiecks entspricht.

Ein anderer Losungsweg vereinfacht ein we-
nig die Rechnung:

5 A= {x(y+w)+a(v+c)+‘}l‘b(h—c)}.

Wegen y+w=x und %-b = a folgt

A=x’+a (v+c+h-¢), )

-

_:\:i\-'§+i{.\"+h}.

16 4

S  m.S (S .S
A=—43 +—-[~— 3+— ‘4]

TiariVeiary

3 2 i

§° — §* e 5 f
A=—y3+— 343, A=2 (443

6 16" 16( ¥3)
A:i-\"__i

4
* Das Oktaeder

zu 1) Die Mittelsenkrechte zu zwei Punkten hat
die Eigenschaft, daB alle auf ihr liegenden
Punkte von diesen Punkten jeweils gleichen
Abstand haben. Damit gilt also nicht nur RH=s
(laut Voraussetzung) und RS=s (gemiB Falt-
vorschrift). sondern auch SH = SR =s (gemii
der genannten Eigenschaft der Mittelsenkrech-
ten m von HR). Also ist AHRS gleichseitig, q.
e.d.

zu 2) Der Kopf ist etwa 6,1 cm breit (maBstib-
liche Konstruktion) oder v2 16 cm - tan 15°
Die Ohrenspannweite betriigt stolze 8,3 cm
(mabstibliche Konstruktion) oder 2 - 16 cm -
sin 15°.

zu 3) Der Winkel $EMC ist 60° gemiif Kon-
struktion. Beim Umlegen der Ecken A und C
(Abb. 4) entsteht eine Falte senkrecht zur Win-
kelhalbierenden dieses Winkels, also bei &
und E zwei gleichgroBe Winkel. Thre Grofe
betrdgt 120°/2=60°. Damit hat AC,EM drei
gleichgroBe Winkel, also drei gleichgroBe
Seiten. q. e. d.

zu 4) Alle vier neu entstehenden Dreiecke sind
ebenfalls gleichseitig und haben die halbe Sei-
tenlange des Ausgangsdreiecks. Zur Begriin-
dung beachte man, dali nach dem Umlegen bei
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K, (Seitenmitte) aus Griinden der Symmetrie
drei Winkel von 60° entstehen.

* Komisches, Kniffliges und
Knackiges
* Verflixt, das geht doch nicht!

Hier hilft nur folgender Trick:

“'!‘.\ y;
ﬂi=]I. also &=ﬂ also ;%: T
VIIH VII 7

* Stapeln von Spielsteinen

9->1:3>72->7:8>1:12->4;11 ->4:
6>10;5->10

* Sprachecke
* Vielecke

Zwei Vielecke haben zusammen 89 Diagona-
len. Wie grol ist die Summe der Seiten beider
Vielecke?

Losung: Die Anzahl der Diagonalen eines
Vielecks mit n Seiten ergibt sich nach

-3

_n% . Danach kann man folgende Tabel-
le aufstellen:

n [3456 7 8 9101112 13 14 15
Diagonalen|0 2 5 9 14 20 27 35 44 54 65 77 90

Daraus ergibt sich als Lésung: 35+54=89 fiir
die Diagonalen, d. h. 10+12=22 fiirdie Summe
der Seiten. Es handelt sich also um ein Zehn-
und ein Zwdélfeck.

* Derselbe Umfang, aber verschiedene
Flidchen

Die Zeichnung zeigt zwei Figuren, deren Rand
aus je 8 Streichhélzern besteht. Jedoch das

| Verhiltnis der Fldchen betriigt 3:4. Konstruie-

re zwei andere Figuren in einer Ebene so, daB
eine davon rechteckig und jede aus 24 Streich-
holzern gelegt ist, sowie die Flichen im Ver-
hiltnis 5:6 stehen.

Losung: Die Rechteckseiten bestehen aus 2 |

' bzw. 10 Holzchen, die Fliche betrigt 20 Ein-

heiten. Die andere Figur ist ein rechtwinkliges
Dreieck aus 6, 8 bzw. 10 Holzchen. Seine
Fldche betriigt 24 Einheiten. 20:24=5:6.

* Arithmetik

Setzt die Ziffern von 1 bis 8 in die kleinen
Kreise der Figur, die auf der Zeichnung darge-
stelltist, so ein, daB die Summe der Zahlen auf
Jeder Kreislinie ein und dieselbe ist!

Losung: Eine mogliche Losung ist:

wn

* Nummernsalat

1) a)l b) 9 c)5 d) X
2) Ja, denn bei Verinderung einer Ziffer indert
sich die Priifsumme um Vielfache von zu 11
teilerfremden Faktoren.
3) Zum Beispiel:

3-451-34521-8 und 3-451-52341-8

*Schachecke
Zum Beispiel:
1.§:12, 2.8:pg4, 3.S:e3, 4.S:g2,
5.5:f4, 6.S:e2, 7.S:g3, 8.5:e4,
2. 8506, 108507, Tl.Skies, 12.85d,
‘ 13.5:b6, 14.5:d5, 15.S:¢7. 16.S:b5.

* Utopische Knobeleien

1. Brutonier-griin; Doraner-rot; Cassonarier-
orange: Menschen-blau.
. Die Raumfahrer sind 24 h unterwegs.
3. kgV (2, 3,5, 7)=210, d. h. sie treffen sich
nach 210 Planetenumldufen wieder.

| » Faszination Go

1) 2)
L 1A ___(1)
1 /e ]

3) a) [ b) T

5 Q__

c) [
1
1

| » Wenn Zentimeter iiber
Hop oder Top entscheiden

1. Georg Hackl hatte einen Vorsprung von 10
Metern und 6,7 Zentimetern auf den Zweitpla-
| zierten bei einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von 118,44 Kilometern pro Stunde.
2. Der Riickstand betrdgt 51,3 cm .
3. Wasmeier fuhrum 5,05 m an der Bronzeme-
daille vorbei.
4, 2. Heike Warnicke (7:37,59 Minuten)
Riickstand von 0.87 m
3. Claudia Pechstein (7:39,80 Minuten)
Riickstand von 24,90 m
4. Carla Zijlstra (7:41,10 Minuten)
Riickstand von 38,93 m
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Leserbriefe

—Im neuesten alpha-Heft 2/1992 S. 15 erwiihnen Sie, daB 51 und 69 noch nicht darstellbar
sind durch die Ziffern von 1992.
Da ich auf diesem Gebiet eine gewisse Routine habe, kann ich zumindest eine Liicke
schlieBen 51 =-1+-9-2, die 74 148t sich etwas einfacher schreiben: 74 = (-1 49)- 9 +2.
Mit freundlichen GriiBen H. Siegler, Eschau

— Nach 5 Minuten hatte ein Schiiler die Losung 69 =1 + 9% -9 - 2°, Alpha gefillt mir sehr
gut. Lassen Sie sie ja in ml!
Mit freundlichen Griien D. Pfeifle, Pfinztal

— Zuniichst mochte ich Thnen mitteilen, dafd mir als langjidhrigem alpha-Leser die neue Ge-
staltung der Hefte gut gefillt, wenn auch (meiner Meinung nach) die Ubersichtlichkeit
geringer geworden ist.

Beim Lisen der Aufgaben in Heft 6/91 fiel mir auf, daf} in zwei Fillen Losungen verges-
sen worden sind. Dies betrifft ,,Ohne Fleil kein Preis!* (S. 5). Hier existieren aulier den
angegebenen noch folgende Moglichkeiten:

1395=15:93

1435 =35 - 41

6880 = 80 - 86

_1??33 i g'l; ’ g-: (Besonders interessant sind die beiden letzten
mima e Maglichkeiten mit den gleichen Ziffern.)

Bei ., Ausblick auf Olympia® (S. 29) fehlt noch die folgende Variante:
5 2 7

Mit freundlichem GruB A. Hempler

Red.: An der Gestaltung wird noch gefeilt. damit es bei allem Abwechslungsreichtum
trotzdem iibersichtlich bleibt.

Liebe Leserin und lieber Leser,
an dieser Stelle in alpha mdchten wir in
Zukunft gern Eure Leserpost veroffentli-
chen. Deshalb schreibt uns, wenn Ihr alte
alpha-Hefte sucht, Erginzungen zu vorge-
stellten Beitridgen mitteilen machtet, allge-
mein interessierende mathematische Fragen
stellen oder Eure Meinung zu alpha kundtun
wollt.

Wir freuen uns auf Eure Post.

Erhard Friedrich Verlag

Jiirgen Ricke

Redaktion alpha

Postfach 10 01 50

W — 3016 Seelze 6

Herzlichen Gliickwunsch!

An der Verlosung von 10 Jahresabonne-
ments der Zeitschrift ,,alpha’ haben zahlrei-
che Leser teilgenommen;: hier die Gewinner:
A. Burow, Berlin; M. Bliicher, Kusterdin-
gen; S. Oguntke, Biclefeld: 1. Kasten, Plet-
tenberg: C. Riel, Dillingen: P. Jastrow, Bre-
merhaven; E. Hoffmann, Aachen: G. Els,
Pratz (Luxemburg).

Wir gratulieren und schicken lhnen . alpha®
ein Jahr lang kostenlos zu. Mégen die Bei-
trige Ihnen Unterhaltung, Kniffliges und
Wissenswertes bringen.

Beste GriiBe aus Velber

Erhard Friedrich Verlag, Werbeabteilung

Alphonsvignetten:
Lothar Otto
(Leipzig)

Druckfehlerberichtigung

In den Losungen zur Olympiade-Ecke in Heft
2/92 S. 33 muB es jeweils richtig heillen

* Olympiade-Ecke (statt Olympiaecke)

* 5. Jahrgangsstufe, In Zeile 8: Die Addition
von b) und ¢) ergibt: (Statt ... a) und b) ...)

* 9. Jahrgangsstufe. Es fehlt ein Einschub.
Die Antwort lautet: Nein. Die Idee besteht

darin, eine GroBe zu finden, die bei jedem
Schritt invariant (= unverindert) bleibt. Die
Quadratsumme der Koordinaten leistet dies.
* 9. — 10. Jahrgangsstufe. In Zeile 9 mull es
heiBen: (a+3)-10° + (b+3)-10* + (¢+3)-10 +
(d+3)=m’
(statt (a+3)-10° + (b+3)-10 + (d+3) = m?)
Paul Jainta
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Wie wird der Stabhoch-
sprungweltrekord im
Jahre 1995 lauten?......4

Sergej Bubka hat den Rekord zentimeterwei-
se verbessert — wo er 1995 stehen wird, sagt
Dr. Bernd Luderer mit mathematischen Me-
thoden recht genau vorher.

Experimente
mitdem SR 1...............6

Tips und Tricks von Uta Schmidt und Dr.

Werner Schmidt. um den Taschenrechner
optimal zu nutzen.

Zeitungsschnipsel ......8

Zeitungen mit der mathematischen Brille be-
trachtet.

Spielereien mit dem
Taschenrechner...........9

wZwei—Drei* und . ZielschieBen* sind Spiele
zu zweit — mitgeteilt von Claudia Erdmann
und Dr. Werner Schmidt.

alpha-historisch: Rech-
nen mit dem Rechen-
meister Adam Ries ...10

Informationen zum Leben und zu den Rechen-
biichern des wohl bedeutendsten Rechenmei-
sters des 16. Jahrhunderts — zusammengestellt
von Dr. Harry Beyrich.

Geometrie auf dem
wehachbrett. oo 11

Aufgaben, in denen geometrisch lingste Ziige
auszufiihren sind, von Harald Riidiger.
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Wie wird der

Stabhochsprungweltrekord
im Jahre 1995 lauten?

Niemand vermag heute darauf eine giiltige Antwort

zu geben; man kann nur raten, schitzen oder Wetten
abschliefen. Wie mathematische Methoden helfen kon-
nen, miglichst genaue Schitzungen zu erzielen, soll
nachfolgend dargestellt werden.

Der friihere erfolgreiche Zehnkimpfer Siggi Weniz beim Stabhochsprung

Als begeisterter Sportfan bldttert Anna fiir ihr
Leben gern in Sportstatistiken. So fillt ihr
eines Tages das “Track & Field Annual” in die
Hiinde, welches alle Leichtathletikrekorde
verzeichnet. Unter der Rubrik Stabhochsprung
findet Anna unter anderem die folgenden fiinf
Freiluft-Weltrekorde:

1968 5,41m
1973 5,63m
1978 5,70m
1983 5,83m
1988 6,06m

R. Seagren (USA)

R. Seagren

D. Roberts (USA)

T. Vigneron (Frankreich)
S.Bubka (UdSSR)

Nun stellt sie sich die Frage, bei welcher Hohe
wohl der Weltrekord im Jahre 1993 oder 1995
liegen kénnte.

Zunichst einmal stellt sie die fiinf Werte gra-
phisch dar (s. Abb. 1).

Sie bemerkt, daf die eingezeichneten Punkte
ungefihr auf einer Geraden liegen und schluBl-
folgert: “Wenn ich eine Gerade durch die
“Punktwolke" lege, die die Punkte moglichst
gut annihert, und dann auf dieser Geraden
ablese, welcher Wert sich fiir 1993 (bzw. 1995)
ergibt, erhalte ich zumindest eine relativ gute

4 alpha 3/92

Foto: adidas

Schitzung fiir den kiinftigen Weltrekord.” Das
ist sicherlich richtig, solange man nicht allzu-
weit in die Zukunft “vorausschaut™ (extrapo-
liert), denn die Weiterentwicklung des Stab-
materials und der Trainingsbedingungen ei-
nerseits sowie die sicher nicht unbegrenzte
menschliche Leistungstihigkeit andererseits
lassen sich iiber grofle Zeitriiume hinweg in
ihrem EinfluB nur schlecht bewerten.
Was aberbedeuteteine “méglichst gute Annd-
herung? Darauf hat der grofle Mathematiker
C. F. GauB im Rahmen der Ausgleichsrech-
nung bereits vor etwa 200 Jahren eine (aber
nicht die einzig mogliche!) Antwort gegeben:
Man lege die gesuchte Gerade in solch einer
Weise durch die Punktwolke, daB} die Summe
der Quadrate aller Abstiinde von den gegebe-
nen Punkten zu denjenigen Punkten auf der
Geraden, die jeweils dieselbe Abszisse t ha-
ben, so klein wie mdglich wird (s. Abb. 2).
Unter Verwendung des Summenzeichens

n

ZC]' =£1 +C: +"'+CN

i=1

und der Symbolik f(y) — min, die heifen soll:
“Minimiere die Funktion f, d. h., suche denje-
nigen Wert y. fiir den f(y) kleinstmoglich

wird!™ 1Bt sich das so formulieren:
N bl
Z(z-,—y-,)”—»min. (1
i=|
Hier bedeutet N die Anzahl der gegebenen
Punkte (statistische Daten oder MeBdaten).
Die Differenzen z -y, wurden quadriert, damit
sich nicht positive und negative Abweichun-
gen von der Geraden gegenseitig “ausloschen™.
Die Gerade selbst, die die Bedingung (1) er-
fiillt. kennt Anna noch nicht, sie weib aber,
daB sich jede Gerade (die nicht senkrecht zur
t-Achse verlduft) in der Form
y=f(t)=a+bt (2)
darstellen liRt, wobei a und b zunidchst unbe-
kannt sind. Nun beachtet Anna noch, daB die
Punkte (1, z) auf der (gesuchten) Geraden
liegen, d. h., es gilt z=a+bt,
Damit 4Bt sich die Quadratsumme in (1) als
Funktion der beiden Unbekannten a und b wie
folgt ausdriicken:
N 2
F(a.b)= E(a+bli g}
i=1

= (a+bt -y )\ +...+(a+bt-y )’ — min. (3)
Man beachte, daf hier a und b variabel sind,
wiihrend y, und t, bekannte GroBen darstellen.
Fiir welche Werte a und b wird das Minimum
in (3) angenommen? Die Antwort darauf 1aBt
sich relativ leicht durch Umformung der
Quadratsumme finden. Zunichst gilt

~2ay; -2btyy; |
NN
=Na’ +b32|13 +2y,3 +
i=l i=1
N N N
+2ab Y ¢ -2a) yi=2b) Lyi

=Na? + Ab? + B +2abC - 2aD - 2bE,
wenn wir
N N

A:Ztﬁ.B:Z‘yi:.C:iti_[}miyi.
i=1 i=l =1 i=l
N

E:ZlW}]i
i=1

setzen. Die weitere Umformung sieht kompli-
zierter aus als sie ist; genutzt wird lediglich die
quadratische Ergdnzung:

F(a,b}:N[(u+Cb1;D ]2 —[Cbr;D T}r

+Ab’ —2Eb+B
Cb-D }3 _C*p?  2CDb
N N N

=N[a+

D Ab?-2Eb+B
N

mathematik lehren / Heft 52 26



r)‘ y Y e
6,20 1
6,00 1 . .
. AR
5,80 = T —— f(t)=a+bt gl(t)=a-b/t
5.60 : d
5.40 . B
I
! - — L
5 ; + t [
196873 78 83 88 t t, t ty 1968 78 88
Abb. 1 Abb. 2 Abb. 3
i Cb-D? A c? Hierbei hat sie fiir die y-Werte nur die Zenti- | grenze existiert, konnte man versuchen, die
B v B S meter iiber 5 m und fiir t, nur die beiden letzten | statistischen Daten durch eine Funktion der

[b CD/N- E} [cnm-s]z
A-CI/N A-C*/N
+B—D /N

2
=N[a+Cb_D) + A
N

‘[b CD-NE J

NA -2

+ |:B P E_ —_

N

Damit ist F(a,b) eine Summe aus zwei quadra-

tischen Ausdriicken, in denen die Variablen a

und b vorkommen, und einer Konstanten (in

der letzten eckigen Klammer). Thren kleinsten

Wert nimmt die Funktion F genau dann an,

wenn beide Quadrate Null werden, wozu man
_NE-CD
NA-C?

CE b

N

(CD/N-E)*
A-C?/N |

und
NE-CD ]_ AD-CE

D-Cb 1
=—= D- — |= 3
N N NA-C- ) NA-C
wiihlen muB. Demzufolge lauten a und b aus-

fithrlich geschrieben

Zt*Zyl it,il,yi. (5)
bz% Nztih—ztir Yi | (6)

Um nun die konkreten Zahlenwerte fiir a und
b zu ermitteln, stellt Anna folgende Tabelle
auf (offensichtlich gilt N=5);

i £ ¥ t2 Ly,

1 68 4] 4624 2788
2 73 63 5329 4599
3 78 70 6084 5460
4 83 83 6889 6889
5 88 106 7744 9328

5

2: 390 363 30670 29064
i=1
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Ziffern der Jahreszahl eingesetzt, was sich
durch Verschiebung der Koordinatenachsen
(Variablentransformation) rechtfertigen 1:Bt.
Setzt man die so ermittelten Summen in die
Ausdriicke (5) und (6) ein. ergibt sich
a=-161,4 und b=3. Damit hat Anna die Gerade
y=f(t)=-1614+3t (7)
als diejenige Gerade gefunden, die —im Sinne
von Gaul} — die bisherigen Weltrekordwerte
am besten annihert (approximiert).

Fragt man nun nach der Schitzung fiir 1993,
hat man in (7) den Wert t=93 einzusetzen
(1900 wurde ja weggelassen), so daB sich
y=117,6 ergibt, was 6,18 m entspricht
(117.60 cmiiber 5 m). Fiir 1995 erhiilt man auf
gleiche Weise y=123,6, also etwa 6,24 m.
Ob diese Werte realistisch sind, muf die
Zukunft zeigen; Anna jedenfalls befriedigen
sie nicht so recht: sie kommen ihr doch etwas
zu groB vor (denn als sportbegeistertes Mid-
chen weiB sie natiirlich, daB Ende 1991 der
von Sergej Bubka gehaltene Freiluft-Weltre-
kord bei 6,10 m stand und Anfang Juni 1992
auf 6,12 mverbessert wurde.) “Vielleicht stellt
die nitherungsweise Beschreibung der Punkt-
wolke durch eine Gerade nicht die giinstigste
Maglichkeitdar”, griibeltsie. Denn dann wiirde
sichjaim Jahre 2100 ein Wert von etwa 9,40m
ergeben, was schwerlich eintreten diirfte.
Sicherlich gibt es eine “Schallmauer” fiir die
menschliche Leistungsfihigkeit, der sich der
Mensch nur langsam nihert. Doch wie grof3
konnte diese sein: 7 m, 8 m oder ...7 Unter der
Annahme, daB eine solche absolute Leistungs-

Art

y=g(t)=a-bit (8)
zu beschreiben, denn fiir sehr groBes t (t—eo)
nihern sich hier die Funktionswerte y dem
Wert a. Ferner wird mit wachsendem t auch y
immer gréBer, d. h.. die Funktion (8) ist (fiir
positives b) monoton wachsend, eine Eigen-
schaft, die fiir Weltrekorde per Definition
erfiillt sein muB (s. Abb. 3).
Was dndert sich in den Berechnungen, ver-
wendet man anstelle der linearen Ansatzfunk-
tion (2) die neue Funktion (8)? Nicht viel,
denn eine genaue Analyse aller oben durchge-
fihrten Umformungen zeigt, daB lediglich in
(3) das Glied bt, durch b(-11t ) zu ersetzen ist,
so daf} die Gmﬁcn A, C, E in (4) jetzt die
Bedeutung

N

N | N | i
A= [—]'2*' C=—2r. E=—§?

- 5 ]
i=l i=1

haben, wiihrend B und D unverindert bleiben.
Fiir die aus dem Ansatz (8) zu bestimmenden
Parameter 4 und b erhilt man damit

. [ N e | N NYi i
a= Z[—.f;yi-gi rl CC

i t Y, 11, 1? v/t

I 68 41 0,014706 0,000216 0,602941
2 73 63 0.013699 0.000188 0.863014
3 78 70 9.012821 0,000164 0.897436
4 83 83 0,012048 0,000145 1.000000
5 88 106 0,011364 0,000129 1,204546

5
Z : 390 363 0.06463 0.000842 4,567937
i=1

5

o 320 363 0,064636855  0,000842572 4,5679362

i=1
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Nun stellt Anna wieder eine Tabelle auf

(s. vorige Seite). In der vorletzten Zeile stehen
die Zahlenwerte, die sich bei Rundung der
Zwischenergebnisse auf jeweils 6 Stellen er-
geben, wihrend die letzte Zeile die Werte
zeigt, die Anna erhilt, wenn sie die Genauig-
keit ihres Taschenrechners voll ausnutzt (ohne
zwischendurch zu runden).

Anna hat niimlich beim Rechnen festgestellt,
daB es hier — aufgrund der sehr kleinen Zahlen
— auf hochste Genauigkeit ankommt, da die
durchzufiihrenden Rechenoperationen sehr
“empfindlich” gegeniiber Rundungsfehlern
sind.

Mit den Werten der letzten Zeile, eingesetzt in
(9)und(10), erhilltman 2=303,3und b=17846.3.
Mit anderen Worten, unter allen Funktionen
der Gestalt (8), wie eine in Abb. 3 dargestellt
ist. beschreibt die Funktion
y=g(1)=303.3-17846.3/t (11)
die bisherige Weltrekordentwicklung am be-
sten.

Nun ist Anna gespannt, welche Schitzungen
sich fiir 1993 und 1995 mit Hilfe des zweiten
Ansatzes ergeben. Sie setzt 93 bzw. 95 in die
Beziehung (11) ein und ermittelt

Yips= 1114 26,11 m,
Yig0s= 115.4 =615 m.

Diese Voraussagen erscheinen ihr ziemlich
realistisch, so daB sie mit ithrer Rechnung zu-
friedenist. AbschlieRBend iiberlegt sie sich noch,
daB sich bei Verwendung der Ansatzfunktion
(8) wegen 4=303.3 eine “Schallmauer™ von
8.03 m ergibt.

Solltet Thr Lust bekommen haben, ihnliche
Untersuchungen fiir anderes Datenmaterial oder
in anderen Sportarten selbst durchzufiihren,
kiinnt Thr Euch z. B. dadurch iiben, dal Thr als
Ausgangspunkt Eurer Prognose nur die vier
Weltrekorde von 1968-1983 nehmt. Es miibte
sichdann fiir 1993 beim linearen Ansatz 6,1 1m
und beim Ansatz (8) 6,08 m als Schitzung
ergeben.

Buchtip

Ubrigens wurde das beschriebene Problem
unter Verwendung viel umfangreicherer Da-
ten auchim Buch Sadovskij L. E., Sadovskij A.
L.: Mathematik und Sport, Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin 1991, untersucht.

Dr. Bernd Luderer
Fachbereich Mathematik der
Technischen Universitiit Chemnitz
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Ist das .f.’_rodnt;t'ven unendlich iriéléx_l Fak-

-emecndhche Zahl'?Und wmﬁ _;a, wie gmﬁ
ist diese Zahl?

Oder anders formuliert:
Man gehe von den zwei Zahlen x =0 und P, =1
aus und berechne

[1+xg 1
X = \Jl 3 P =Py x,also x; =\|5 und
P =4 L
Wenn ;i und P, bereits berechnet sind. so bilde
T,T: = .uer_;i und P =P.x.,, i=1.2...
Man ermittle X ,...x,, und P ..., P, sowie

5

&

b
b ,_,_,F"-mitdemSRl dazu stelle maneinen
1 10
Programmablaufplan auf! Kann aus den mit
dem SRI berechneten Werten eine Vermu-

tung geiiuBert werden, welcher Zahl sich die
2

GroBen P bzw. — annihern? (LOsung siehe

unten) P

Man erhiilt die Zahlenwerte

i|x P l
E

00 1 1

11070710 0,70710 1,4142136

2 | 0,92387 0,65327 1.5307484

31 0,98078 0.6407176 | 1,56075

41 0,99518 0.63763 1.5683018

51 0,99879 0.63686 1.570199

6] 0,99969 | 0.63666 1.5706769

7 1 0,9999247| 0,63661 1.5708154

8 | 0,99998 0.63659 1.57085

91099999 | 0,636587 1,5708772
10 1 0,99999 0,63658 1.5708791

Experimente mit dem SR1

Den Taschenrechner SR 1 optimal nutzen zu konnen,
spart eine Menge Zeit. Einige Tips gibt der folgende
Beitrag, der ohne weiteres auf andere

Rechnertypen iibertragen werden kann.

Fiir i=7 stimmt der Wert F]— gut mit der Zahl
T iiberein, die der SRI (10+2) als 1,5707963

zfnzcigl. In der Tat kann bewiesen werden, dal

g
die Zahlen P, gegen = und die Zahlen 1
n

gegen % “streben’” (konvergieren). ¢
Die fiiri>7 in der Tabelle erkennbaren Abwei-
chungen sind auf Rundungsfehler des Schul-
rechners zuriickzufiihren. Man erhilt also mit
einem Taschenrechner keine genaueren Niihe-
rungswerte, wenn man immer mehr Faktoren
des Produkts beriicksichtigt! 5

DaB die Teilprodukte gegen — streben, wur-
m

de von dem franzosischen Mathematiker und
Juristen Francois Vieta (1540 — 1603) bewie-
sen. Dieses Resultat ist aber erst nach seinem
Tode verdffentlicht worden. Uber F. Vieta,
dessen Name den meisten Lesern im Zusam-
menhang mit einem Satz iiber die Nullstellen
von Polynomen (Vietascher Wurzelsatz) be-
kannt sein diirfte, kann man Interessantesin/1/
erfahren.

Bei unserem Vorgehen miissen Zwischenwer-
te aufgeschrieben werden. Verzichtet man

darauf, sich die Werte x und % zu merken, so

ist dennoch bei jedem Durchlaufen des Ab-
laufplanes der Wert P zu notieren und auch
wieder in den SRI einzutasten. Das braucht
man bei Rechnern, die mehr als einen Speicher
besitzen, nicht! Schematisch kdnnte dann so
vorgegangen werden:
Man teilt dem Rechner die Anfangswerte x  =0.
P =1 und i =0 mit. AnschlieBend berechne
man

(1+x
Xnew = V" 2 =

P =x

neu nel

P sowiei_ =i +l.
alt neu alt

Da die “alten™ Zahlenwerte nun nicht mehr
bendtigt werden und ein Rechner die Rechen-

H,ﬁsung: Der Programmablaufplan fiir den SR 1 kann so aussehen:

0+ 1=+2=+ e & £
Ergebnis ist X. Eingabe des Notiere P
Notieren! jeweiligen P
MK - I
Not]ereF
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operationen im Rechenwerk ausfiihrt, kann
das Ergebnis an den gleichen Stellen des Spei-
chers abgespeichert werden, an denen die ent-
sprechenden “alten” (jetzt fiir die Rechnung
nicht mehr bendtigten) Werte stehen. Das fiihrt
zu der (anfangs ungewohnten) Schreibweise

_ [T+x

X= \I T '
(Lies: Das neue x ergibt sich als Quadratwurzel
aus der halben Summe von 1 und dem alten x.
Das neue P erhilt man als Produkt des alten P
mitdem (jetzigen, aktuellen) x-Wert. Der neue
1-Wert ergibt sich aus dem alten i durch Addi-
tion von 1.)
Dieses Vorgehen kann in einem Flufdiagramm
dargestellt werden. Hier soll/als Divisionszei-
chen und SQR(Y) fiir VY (square root) ge-
schrieben werden:

P=xP, i=i+l.

|Setze X =0,P=1.1=0]

=

| X=SQR((1+X)2) ]

P=PX
Q=1/P

1
-—!_Ausgahe vonlL. X, P, Ql

Aufgabe: Stelle ein Fluidiagramm auf,
mit dem die Werte P .....P berechnet
werden! Modifiziere anschliefend das
Diagramm so, dali nurbei jedem 3. Durch-
lauf die Niiherungswerte Pund Q (also P..
Q.. P,. Q, usw.) ausgegeben werden!

Das betrachtete Produkt kann man auch in
anderer Form notieren.
Bekanntlich ist
1 o |1 1 N
und cos— =, [—+—cos a fiir alle o,
2 V2 2

cos = = 1L
4 \2 2

Daher gilt auch
2 T T n b4
— =(C0§—+C0S— COS— ... -COS—",..
n 4 8 16 2

Man kann sogar zeigen, dall die Produkte

(74 (74 o
COS—-COS—-... COS—
;) -l AN

mit wachsendem n sich dem Wert &
“nidhern”. o
Gegen T strebt auch das folgende unendli-

N

che Produkt:

Dies wurde 1656 von dem englischen Philoso-
phen und Mathematiker John Wallis (1616 —
1703) veroffentlicht.

Mit einem Computer konnen wir leicht Nihe-
rungswerte berechnen:

29 metnzEmall s lehren / Heft 52

I. Setze i=0 und P=1.
2. i=i+]
3. Wenn i eine ungerade Zahl ist, setze
i+
Papii
|
4. Wenn i eine gerade Zahl ist, setze
p=p.—
i+1
. Notiere i und P.
. Gehe zu 2.

o n

Fiir jedes i ist entweder bei Anweisung 3 oder
bei Anweisung 4 der Wert von P zu iindern.
Fafit man benachbarte Faktoren zusammen, so
erhilt man die Formel

i
4n-
4n- -1
Niherungswerte erhiilt man nach dem Schema

1. Setze i=0 und P=1.
2. i=i+1

2 31535 65

411

4-1-1—1
4. Notiere i und P.
5. Gehe zu 2.
Die Folge der P-Werte istecht monoton wach-
send.
Mit dem SRI erhiilt man im ersten Fall die
“Niherungen”

3. P=P

2 133 177 1,422 1.7066 1,463
1,672 1,486

hzw. im zweiten Fall

1,33 1,422 1.463 1,486 1.501 1.512.

Man erkennt, daf} die Nitherungen nur langsam
gegen T “streben”. Die Formeln sind des-
2

halb fiir die Berechnung von m ungeeignet.

Eryk Lipinski
aus: Eulenspiegel, Berlin; 28/88

Teilnehmer unserer Arbeitsgemeinschaft
“Kleinrechnertechnik™ haben diese und andere
Formeln in BASIC-Programme fiir den Klein-
computer KC 85/3 aus Miihlhausen und fiir
den Commodore C 64 umgesetzt, um das Kon-
vergenzverhalten zu untersuchen. Fiir pro-
grammierbare Rechner ist es leicht, gleiche
Rechenwege mitimmer neuen Zahlen, so wie
es inden geschilderten Ablaufpliinen und FluB-
diagrammen der Fall ist, zu durchlaufen.
Wegen der begrenzten Zahldarstellung treten
jedoch laufend Rundungsfehler auf. Deshalb
mul} man auch fiir programmierbare Rechner
nach effektiven Algorithmen suchen!

1. Schon Leibniz (1646 — 1716) wubte,
dall die Summen

1. .1 1
l—— 4 —— —
35 7 9 11
r
gegen 7 streben, allerdings sehr lang-

sam! Gib einen Programmablaufplan fiir
den Schulrechner SR1 an, benutze dabei
den Speicher des Rechners! Bestitige,
daBl man nach Aufsummieren von 51

Gliedern (also bis . —L) lediglich die
101
Abschitzung 3,121 < 1 < 3.162 erhiilt.

2. Uberlege. wie man mit dem SR1 die
Teilsummen der Reihe

135 133 1538
berechnen kann! Gib dafiir einen Ablauf-
plan an! Wie konnte man diesen Pro-
grammablaufplan fiir einen Rechner mit
zwei oder drei Speicherpliitzen modifizie-
ren?

Bestitige, dal man folgende Teilergeb-
nisse (Anzeige mit 5 Stellen) erhiilt:
0,33333

0.29630 0.30370 0.30194

0.30239  0,30227 0.30230 0.30229
Man kann beweisen, daB die Teilsummen

alternierend (von oben und unten) gegen
g

643 streben. Aus den obigen Ergebnis-

sen folgt dann:
3,14153 << 3,14163.

Literaturhinweise

/1/ H. WuBing, W. Arnold: Biographien be-
deutender Mathematiker. Volk und Wissen.
Berlin 1983

12/ Schmidt/ Wenzel: Chancen fiir Denkfaule?
Taschenrechner und/oder Mathematik. alpha
Heft 2. 1985

Uta Schmidt, Dr. Werner Schmidt
E.-Moritz-Arndt-Universitiit Greifswald
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Zeitungsschnipsel

Auch ein fliichtiger Zeitungsleser wird
immer wieder auf Meldungen stolien,
die etwas mit Mathematik zu tun ha-
ben. Wenn ihr einen solchen Schnipsel

Superlative

Das schnellste Auto, fiir das wohl eher die
Bezeichnung “Rakete auf Riidern™ ange-
bracht wiire. steuerte der Brite Richard
Noble iiber eine extra fiir den Rekord
priparierte Strecke in einer Wiiste in
Nevada. Die Regeln fiir solche Rekord-
versuche schreiben vor, dal} eine Strecke
voneiner Meile in beiden Richtungen (um
den Windeinflul} auszuschalten) durch-
fahren werden mufll. Fir beide Fahrten
werden die erzielten Zeiten gemessen. Als
offizielle Rekordgeschwindigkeit wird
dann die Durchschnittsgeschwindigkeit

findet, schneidet ihn doch bitte aus und
| sendet ihn an uns!

VergeBt aber bitte nicht, die Quelle anzuge-

ben.

iiber die Gesamtstrecke (von zwei Meilen)
gewertet.

Richard Noble erreichte mit seinem von einer
Flugzeugturbine angetricbenen Wagen “Thrust
2" wihrend der ersten Fahrt eine Geschwin-
digkeit von v =1004.403 km/h und withrend
der zweiten Fahrt eine Geschwindigkeit von
v,=1034.540 km/h.

Wie hoch war die offizielle Rekordgeschwin-
digkeit v,.?

Auf der Jagd nach Superlativen war fiir
Euch stud. math. und Weltrekordhalter
Ralf Laue, Leipzig.

Der Schweizer Stefan Gauler erzielte im vergangenen Oktober einen neuen Weltre-
kord im 24 — Stunden - Einradfahren. Nur von kurzen Pausen unterbrochen. radelte

er auf einem Sportplatz in Kreuzlingen in 24 Stunden 279,274 km weit.
Sein Einrad hatte — den Regeln fiir solche Rekordversuche entsprechend — einen
Raddurchmesser von 26 Zoll und eine Ubersetzung von 1:1.

Wieviele Pedaltritte waren fiir den Rekord nitig?

(Hinweis: | Zoll=2,54 ¢m)

Die
»,Rainbow Bridge”

Eines der beeindruckendsten
Naturwunder in den USA ist der
grifte Natursteinbogen der
Welt, der mit 88 m Hohe und
84 m Breite das Tal des Flil3-
chens Colorado iiberbriickt. Der
Colorado. der im Sommer oft
austrocknet, hat in Millionen
Jahren die weicheren Gesteins-
schichten weggespiilt und lief3
von einem massiven Felsen nur
die “Regenbogenbriicke™ stehen.
Vorwenigen Jahrzehnten wurde
ein Staudamm errichtet und der
Colorado mit seinen Nebenfliis-
sen auf einer Linge von 300 km
zum “Lake Powell” angestaut.

Foto:
A, Strick, Kiln

= Wieviel Stockwerke besitzt mindestens ein
Wohnhochhaus mit den angegebenen Ma-
Ben, dessen Hohe h grifler als die Hohe 88 m
der “Rainbow Bridge” ist?

Dachaufbau fiir Fahrstuhl
und Klimaanlage

B s
¢ 0 den ';_‘ %
‘ b n-tes Stockwerk || = 2
o
h| =
]
b 2. Stockwerk 'h’
| !3, 1.Stockwerk -
Keller
NN BTN

Abb. 1

Das von der “Regenbogenbriicke™ und ihrem
Spiegelbild im “Lake Powell” umrandete Oval
dhnelt einer Ellipse mit den Halbachsen a=88 m
und b= 42 m. Eine Ellipse ist eine ebene ge-
schlossene Kurve mit zwei aufeinander senk-
recht stehenden Symmetrieachsen, fiir deren
Punkte X gilt; Die Summe der Abstinde eines
Kurvenpunktes X von zwei geeignet fest ge-
wiihlten Punkten F, und F,, den Brennpunkten,
ist fiiralle Kurvenpunkteeine konstante Grife k.

K = XF, + XF,

alpha 3/92
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* Fiir das als Ellipse aufgefaBite Oval der
“Rainbow Bridge" und ihres Spiegelbildes
istder Abstand F, +F, ihrer Brennpunk-
te FI und F, zu berechnen, (Ublicherweise
mit 2e bezeichnet.)

Abb. 2

Um ein ellipsenférmiges Gartenbeet anzule-
gen. schligt der Girtmer an zwei Stellen, den
Brennpunkten. Pfihle in die Erde und bindet
die Enden eines Strickes an beide Pfihle. Ein
angespitzter dritter Pfahl ritzt mit seiner Spit-
ze die Ellipse in die ebene Gartenfliiche. wenn
dieser so bewegt wird. daB der um ihn gelegte
Strick stets straff gespannt ist.

* Das als Ellipse aufgefafite Oval der “Re-
genbogenbriicke™ und ihres Spiegelbildes
ist mittels “Giirtnerkonstruktion™ im MaB-
stab 1:3000 zu zeichnen.

Spielereien

mit dem Taschenrechner

Zwei-Drei

Ein Spiel zu zweit mit einem Taschenrechner
Am Anfang steht | auf der Anzeige. A darf
wihlen, ob er mal 2 (01) oder mal 3 (02)
nehmen will. Dann wihlt B zwischen 01 und
02. nachfolgend A usw. Gewonnen hat, wer als
erster iiber 1000 kommt,

Zum Beispiel:
Operation | A:01 B:02 A:02 B:02 A:01

Anzeige |1 2 6 18 54 108

B:01  A:01 B:02
216 432 1296
B hat gewonnen.

Bei diesem Spiel gibt es nur 11 mogliche
Endergebnisse. Wer Lust hat, sollte diese
ermitteln!

Das Spiel stammt von Texas Instruments und
wurde mitgeteilt von Claudia Erdmann,
Leipzig.

ZielschieBen

Ein Spiel zu zweit
zur Firderung des Augenmafies

158 Ax

31 maihemeat! lehren / Heft 52

Der Schiitze befinde sich im Koordinatennull-
punkt 0 (sieche Abb.) und ein Ziel befinde sich
im Punkt P_ . der auf der Geraden y=y, (Ziel-
punkt-Gerade) liegt. Die Koordinaten y, und
X, Seien bekannt. Fiir das Spiel kann man ein
Koordinatennetz auf Millimeterpapier anord-
nen.

Der Spieler bestimmt nach Augenmalfi den
Zielwinkel. Gibt der Spieler einen Winkel o,
(in Bezug auf die y-Achse) an, dann wird ein
Punkt P_ auf der Zielpunkt-Geraden getrof-
fen, der in cinem Abstand Ax von P_ liegt.
Uberschreitet dieser Schulifehler einen vorge-
gebenen Wert nicht, dann ist das Ziel als ge-
troffen anzusehen, und umgekehrt. Es gewinnt
der, der mehr Ziele trifft.

Die vom Schiedsrichter mit dem Taschenrech-
ner auszufiihrenden Rechnungen sind relativ
einfach:

I. Die Abszisse x  des getroffenen Punkies
P nach der Formel x, =y, tan o,  berech-
nen.

Den Schulifehler Ax=x_-x_, berechnen.
(Dieser Schritt kann oft im Kopf gemacht
werden.)

(]

Man vergleiche dann Ax mit dem vorgegebe-
nen hochst zuliissigen Fehler Ax. um zu ent-
scheiden, ob das Ziel getroffen ist.
Zahlenbeispiel: Gegeben sind: Ax=0,5:y =20
X \:I:'“]'

Der Spieler schiitzt den Zielwinkel auf o, =55°.

Berechnungen:
tano, = tan55° = 1428148
X, = ytano, = 20-1,428148 = 28,56296
Ax =X, -X_, = 28,56296 -30 = -1.43704
I-1.43704] > 0.5 — Fehlschuf}
Bei einem zweiten Versuch wurde der Ziel-
winkel auf o _=56° geschitzt. Damit ergibt
sich:
tan 56° = 1,4282561
20-1.482561 =129,65122
2965122 -30 =-0,34878
0.34878 < 0.5 — Ziel getroffen.

|

Programmablauf fiir den SR1:

Eingabe o tan x Eingabey, = Eingabe x_, =
Die Spielbedingungen konnen beliebig festge-
legt werden. Etwa:
a) Die Anzahl der festgelegten Zielpunkteistn.
b) Jeder Schiitze hat bei jedem Zug k Schiisse
frei.
¢) Jedes getroffene Ziel wird entfernt.
d) Am Spiel kénnen mehrere Schiitzen teilneh-
men, und dgl. mehr.
Bei gewisser Erfahrung kann ohne Papier
gespielt werden.
Hinweis: Thr kénnt das “Zielschielien™ zu ei-
nem Computerspiel ausbauen. Dazu labt ihr
cuch vom Zufallszahlengenerator Zahlen x_
und y_, im Rechner erzeugen. Diese Zahlen
sind den Spielern nicht bekannt! Auf dem
Bildschirm wird der zugehorige Punkt P_ in
einem x-y-Koordinatensystemangezeigt. Nach
der Eingabe des Schiitzwertes fiir o, wird auch
P in die Grafik eingetragen. Es ist nun auch
mdglich, den Fehler Ax und eine Information
iiber Treffer bzw. Fehlschuli auszugeben.

Ein Spiel von Leonid und Iwan Kryshanows-
ki, fiir alpha bearbeitet von Dr. W. Schmidt

alpha 3/92 9



Rechnen bei dem Rechenmeister Adam
Ries (1492 — 1559)

Bis zur Wende vom 15. zum 16. Jahrhundert
hatten sich in Europa verbreitet frithkapitali-
stische Wirtschaftsformen herausgebildet. Ge-
werbliche Produktion, Handel und Geldum-
lauf erreichten einen noch nicht gekannten
Umfang, Rechenmeister, die in den Stidten
bei Waren- und Finanzgeschiften fir die
Biirger und die kommunalen Verwaltungen
die Rechenarbeiten ausfiihrten, vermittelten
in Rechenschulen und durch Rechenbiicher
die notwendigen Rechenkenntnisse.
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batduangedbm 279 X 15 §€ 9%, '“B?:Wl
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. So '
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8 | |8
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Proba. .
X01it bu probirn ob bas rechrfen / fo teg e abae:
ta3¢en Sahi yur dbrbieibenden / fompt wider bue erfie
autfackatc Sablforfts rechr.

Abb. 1: Subtraktionsaufgabe auf den Linien,
Rechenbuch von 1522, Auflage Niirnberg
1629

Vollkreise = Rechenpfennige. Lage auf den
Linien undin den Zwischenrdumen von unten
Einer, Fiinfer, Zehner, Fiinfziger, Hunder-
ter. 5 Einer biindelt man zu 1 Fiinfer,
2 Fiinfer biindelt man zu 1 Zehner, ebenso
umgekehrt. 1 fl (Gulden) =21 g (Groschen),
1 g =12 ¢(Pfennige).

Von den deutschen Rechenmeistern erlangte
der aus Staffelstein in Franken stammende
Adam Ries besondere Volkstiimlichkeit. Noch
heute erinnert die sprichwértliche Redensart
“Das macht nach AdamRies..." anihn, mit der
die Richtigkeit eines Rechenergebnisses un-
terstrichen werden soll. Er schrieb hervorra-
gende Rechenbiicher mit systematischem

10 alpha 3/92

alpha-historisch wird in diesem Heft allein dem wohl allgemein bekanntesten
Mathematiker Adam Ries anliplich seines 500. Geburtstages gewidmet.

Aufbau und klarer, verstindlicher Darstellung
des Inhalts in deutscher Sprache. Das Oktav-
biindchen von 1522 “Rechenung auff der lini-
hen vnd federn” bezeichnete der Mathemati-
ker Michael Stifel 1545 als “das aller ge-
breuchlist (allergebriiuchlichste)”. Es erschien
bis 1656 an Druckorten zwischen Ziirich und
Stettin (heute Szczecin. Polen) in mindestens
108 Auflagen und tibertraf damit die anderen
Rechenbiicher jener Zeit um ein Vielfaches.

Der Rechenmeister
und seine Rechenweisen

Adam Ries liel sich 1518 in Erfurt nieder. Im
gleichen Jahr verfaBte oder vollendete er sein
erstes Rechenbuch “Rechnung auff der lini-
hen”. Er behandelte das Rechnen mit den Re-
chenpfennigen, die durch ihre Anzahl und
Lage auf den Linien eines Rechentisches,
-brettes oder -tuches die Zahlen darstellen und
beim Rechenvorgang hinzugelegt oder weg-
genommen werden (s. Abb. 1). Diese Rechen-
weise war durch den bisher iiblich gewesenen
Gebrauch der Zahlen mit rémischen Ziffern
entstanden, die zum Rechnen ungeeignet sind.
Am Ende seines Buches kiindigte Ries an, daB}
eine Arbeit tiber das schriftliche Rechnen (“auff
der federnn™) mit den indisch-arabischen
Zahlzeichen nachfolge. Ererkannte die Zweck-
miibigkeit und Gewandtheit der aufkommen-
den Rechenart, die zuerst in den Kontoren der
Kaufleute das Rechnen auf den Linien ver-
dringte. Man konnte mit den Zahlen auch
rechnen und die Rechnungen in einem Zuge
mit den Schreibarbeiten durchfiihren.
Zugleich nahmen die Gedanken von Adam
Ries Gestalt an, das Rechnen auf den Linien
und das schriftliche Rechnen in Aufeinander-
folge als Einheit zulehren. Es entstand 1522 in
Erfurt das zweite Rechenbuch “Rechenung
auff der linihen vnd federn”, das wohl gerade
auch wegen der methodischen Verbindung
der beiden Rechenweisen eine so gute Auf-
nahme fand (s. 0.) und mit dem Adam Ries
einen sehr wesentlichen Anteil an der Verbrei-
tung des schriftlichen Rechnens mit den in-
disch-arabischen Ziffern hatte. Spiiter teilte
der Rechenmeister in dem dritten, dem grolen
Rechenbuch “Rechenung nach der lenge auff
den Linihen vnd Feder” von 1550 seine Erfah-
rungen und Ansichten mit: “Ich habe befun-
den in vnder weisung der Jugent das alle weg
{/ die so auff den linithen anheben des Rechens
fertiger vnd laufftiger werden / den so sie mit
den ziffern die Feder genant anfahen / In den
Linien ... schopffen sie einen besseren grund /
Miigen als denn mit geringer miihe auff den
ziffern jre Rechnung volbringen.”

Ries gelang es in dem Rechenbuch von 1522,
den Inhalt iibersichtlich nach den Rechenver-

fahren und den Anwendungsgebieten und
konsequent nach zunehmender Komplexitit
und Schwierigkeit der Aufgaben anzuordnen.
Auf Beispiele zur Regula de tri (Dreisatz), die
den breitesten Raum einnehmen, folgen Kapi-
tel zur Regula falsi (doppelter falscher An-
satz) und zur Regula Cecis oder Virginum
(Zechenaufgaben, im allgemeinen unbe-
stimmt). “Regula De tri. Ist ein Regel vonn
dreien dingen / setz hinden das du wissen wilt
[ wiirdt die frag geheyssen / Das jhm vnder den
andern zweyen am namen gleich ist setz forn
/vndas einander ding bedeut mitten/ Darnach
multiplicirdas hinden vind mitten steht durch-
cinander/ das daraufi kompt theyle abmitdem
fordern / so hastu wie thewer (teuer. bei der
Frage nach dem Warenpreis, wie in dem an-
schlieBenden Exempel) das dritt kompt / vand
das selbig ist am namen gleich dem mitteln.
[tem 32 eln (Ellen) tuchs fiir 28 fl (Gulden) /
wie komen 6 eln? facit 5 f1 / 5 groschen /
3 (Pfennige) / setzalso. Eln. fl. eln
32 28 6
(1 f1 =21 Groschen, | Groschen = 12 , es ist

Avam Rifen. ¢z

Bon Gefellfchafften.

.

3‘!«:1&#«%6«%#« alfor
dererfie legtras. fr. Devanderszs. Bnd
der drite- 141 haben gervunnen 130 f7. wicviel
gebiirejeglichem? Jacit dem exflen vomaervinn
19. fi-19- G 9 blr. Dem andern 8;.E. 2.6
QI dett dristen 22.f7.18.6.3.bir. alfos
Seg hinden mwiewicl ¢inn jeder in fortderheit ges
et bat 7 fummir foldyeg / ond reas da fompt
fehect form/ iff Dein eheiler/ vnd den gervins

miteen/ alfo:
123
130.ft- { 536
141

Dechen eknen nadh dem andern/fo fontpt ¢he
agen jeden fein facie/roie oben beflimpr.
© i em

Abb. 2: Aufgabe der Gesellschaftsrechnung,
Rechenbuch von 1522, Auflage Frankfurt
am Main 1574

1 fl(Gulden) = 20 f; (Schillinge), 1 i =12 hir
(Heller).

Es ist zu rechnen:

123-130 . 536-130 flund 141-130 f.
800 800 800

goo
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zu rechnen % fl). Nach der Vorschrift

des Dreisatzes lassen sich auch die Aufgaben
aus der Gesellschaftsrechnung und aus der
Miinzberechnung auf S. 14 lésen (s. auch
Abb. 2)

Das “Machs also™ forderte auf, den vorgege-
benen Weg zu beschreiten: eine theoretische
Begriindung war nicht iiblich. Durch die Pro-
be konnte man sich von der Richtigkeit des Er-
gebnisses iiberzeugen.

Wichtige Stationen
im Leben von Adam Ries

Der Aufenthalt von Adam Ries in Erfurt war
fiir seine wissenschaftliche Bildung ganz ent-
scheidend. Der Gelehrte Georg Stortz regte
ihn zu mathematischen Studien an und legte
ihm die Herausgabe seiner Arbeiten tiber die
Rechenkunst und die Algebra nahe. In der Bi-
bliothek seines Forderers las der Rechenmei-
ster die Rechenbiicher von Johannes Wid-
mann (s. alpha 4/1989, S. 86 — 87), Jakob
Kobel und Heinrich Schreiber (Grammateus)
und zwei Quellenschriften Widmanns, den
heutigen Handschriftensammelband C 80
Dresdensis mit Algebratexten und ein von
Ries nicht genauer bezeichnetes Werk, viel-
leicht die Regensburger Practica des Frideri-
cus Gerhart. Die urspriingliche Absicht, das
schriftliche Rechnen “mit sampt den regelnn
Algebre” zu behandeln, gab er auf. Ries hatte
festgestellt. dab er die wenig erfahrenen Leser
seiner Rechenbiicher nicht mitden noch unge-
wohnten Denkweisen, Losungsansitzen und
Symbolen der Algebra, der man nach der
gesuchten Unbekannten, dem Ding oder der
Sache (ital. cosa), den Namen Cob gab, iiber-
fordern durfte. Er schrieb eine getrennte Ar-
beit zur Algebra, seine Col, aus der er schon
1523 nach seiner Ubersiedlung nach Anna-
berg unterrichtete und deren erste Fassung er
1524 in Annaberg vollendete (Beispiel S. 14),
Da er sie aber niemals zum Druck bringen
konnte, blieb ihr eine groBere Verbreitung
versagt, obwohl der Inhalt wie bei den Re-
chenbiichern gut erfalit und dargestellt war.
(1992 wird die CoBl mit ihren beiden Fassun-
gen erstmals vollstindig vertffentlicht.) Die
Rechenbiicher und die Cols von Ries enthalten
Aufgaben, die auf die in Erfurt eingesehenen
Werke zuriickgehen.

Bereits auf friiheren Reisen hatte Adam Ries
den Silberreichtum des Erzgebirges kennen-
gelernt. Die Betriebsamkeit der Bergstidie
und der Bergreviere zog ihn in ihren Bann und
liel befriedigende Arbeit fiir ihn erwarten. In
Annaberg. das er wahrscheinlich Anfang 1523
zu seinem Wohnsitz nahm, kam er beim Rat
und bei den Biirgern zu Ansehen. 1525 erwarb
er das Haus in der Johannisgasse, in dem er
seine Rechenschule einrichtete. (Heute befin-
det sich dort das Adam-Ries-Museum.) Auf
Veranlassung des Rates der Stadt schuf Ries
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Fechenung nach ocr
%c fenge/ nllﬁ%ﬂtgllﬂ@?ﬂ
ond Jeder.

Dargu forteil ond bebendigfeit duveh bie Propprtios
e T
Durch Abam Riefen,

Abb. 3: Titelblatt des Rechenbuches von
1550

eine Reihe von Tabellen zur Brotrechnung, die
1536 zusammen mit anderen Ubersichten von
Malen, Gewichten und Preisen in dem “Gere-
chent Biichlein™ erschienen (s. alpha 2/1988,
S.26-28).

Bald nach der Ankunft in Annaberg begann
Adam Ries eine Titigkeit im Bergrechnungs-
wesen als Rezelischreiber des Bergamtes. 1532
wurde er Gegenschreiber, und von 1533 bis
1539 erhielt er zusitzlich fiir das Bergrevier
Geyer als Zehntner die oberste Leitung und
Aufsicht der Verarbeitung der Silbererze zum
Miinzsilber, der Zehntabgabe und des Geld-
verkehrs. Aufgaben zur “Silberrechnung™, zur
“Schickung des Tigels” und zum “Miintz-
schlag™ (s. Aufgabe der Miinzberechnung
S. 14) hatte der Rechenmeister schon in sein
Rechenbuch von 1522 aufgenommen. Nach
der Bergordnung seines Landesherren Herzog
Georg von 1509 mufite Ries als Bergbeamter
die schriftlichen Belege mit den rdmischen
Zahlzeichen anfertigen. wiihrend er doch in
seinen Rechenbiichern von Anfang an die
indisch-arabischen Ziffern verwendete. In der
Mitte des 16. Jahrhunderts setzte sich die neue
Zahlenschrift im Bergrechnungswesen durch.
Das Manuskript von Ries tiber die *Bergkrech-
nung”, das 1554 oder wenig spiter entstand,
enthiilt sie ebenfalls. 1539 war der Rechenmei-
ster mit dem Titel eines Hofarithmeticus ge-
ehrt worden.

Die Herausgabe des dritten Rechenbuches
gelang ihm erst 1550 mit dem von Kurfiirst
Moritz von Sachsen fiir die Druckkosten ge-
borgten Geld. Auf dem Titelblatt befinden sich
daseinzige {iberlieferte Portriit von Adam Ries
und das Wappen mit dem Probenkreuz der
Neunerprobe (Abb. 3).

Man sagte iiber das Buch: “Wer Riesens Ex-
emplasolviret (16st), der soll fiir einen Meister
in der Rechenkunst gelten.”

Dr. Harry Beyrich, Chemnitz

Geometrie auf
dem Schach-
brett

In einem Lingstzii-
ger mubl Schwarz
immer seinen ling-
sten Zug ausfiihren, d. h., der Abstand
zwisschen dem Mittelpunkt des Ausgangs-
feldes und des Zielfeldes muB so grof wie
moglich sein. Bei mehreren gleich langen
Ziigen steht die Auswahl natiirlich frei. Die
Linge eines Feldes wird mit 1 definiert.
Der kiirzere Schriigzug hat die Liinge von
rund 1.41, resultierend aus Va'+b". So ist
z. B. der Zug vom Feld f1 nach a6 mit der
geometrischen Lidnge von rund 7,07
(V5757 Linger als der Zug vom Feld a8
nach h8 mit 7. Ein Springerzug wird mit der
Linge von rund 2,24 (VT'+2°) bewertet.
Die Pflicht von Schwarz in einer Lingstzii-
ger-Aufgabe immer den geometrisch ling-
sten Zug auszufithren, wird besonders im
Selbstmatt ausgenutzt. Beim Selbstmatt
zieht WeiB an und zwingt Schwarz, Weil}
nach n Ziigen matt zu setzen. Das Selbst-
matt stellt somit eine Umkehrung des nor-
malen Spielgeschehens dar. so wie etwa
die Nullspiele im Skat.

In dem Viersteiner (Diagramm 1) von
Manfred Zucker (,Die Schwalbe®* 1972)
verlduftdie Losung wie folgt: 1. Th7 Dab+
(lingerer Zug als ... Df8+), 2. Ta7 Df1, 3.
Th7+ Dh3 (linger als ... Kg2). 4. Ta7 Dc8
matt.

1 [Fat

h

4

5 : : Selbstmatt in

| W s vier Ziigen
T - . Lingstziiger

Die Aufgabe von J. Sunyer (..Chess Ama-
teur” 1927) im Diagramm 2 sollte zum
Losen probiert werden. Zeichnet man hier-
bei den Losungsverlauf auf dem Schach-
brettdiagrammnach, dannergibt sich durch
die Ziige der schwarzen Dame ein achtzak-
kiger Stern. Weib beginnt mit 1. ¢4,

. A

5 AL g Selbstmatt in
| ole W acht Ziigen

e T, Ldngstziiger
Harald Riidiger,

Werk fiir Fernsehelektronik Berlin
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Viele Schiiler wissen aus dem Mathema-
tikunterricht, Adam Ries lebte lange Zeitin
Annaberg im Erzgebirge. In welcher Stadt
wurde Ries geboren?

Meist nannte uns der Rechenmeister in den
Titeln seiner Biicher die Geburtsstadt. So
liest man auf dem Rechenbuch von 1525,
“Rechnung auff der linihen gemacht durch
Adam Riesen vonn Staffelsteyn ...".
Staffelstein

Wer mit Auto oder Eisenbahn von Coburg
nach Bamberg fihrt, wird auf die oberfriin-
kische Kleinstadt Staffelstein aufmerksam.
Einen Aufenthalt in der Stadt mit etwas
mehr als 10000 Einwohner kann man nur
empfehlen. Die wunderbaren Hiuser rund
um das Rathaus (s. Foto unten) versetzen
den Betrachter beinahe ins Mittelalter. Links
ncbendem Eingang befindet sich ein lebens-
groBes Sandsteinrelief. Dieses Ries-Denk-
mal wurde 1959 zu den Feiern anliBlich
des 400. Todestag des Rechenmeisters ein-
geweiht. Im Heimatmuseum gibt es eine

Staffelstein

Foto: Christine Riesterer

Die Adam-Ries-Stadte

Ausstellung iiber den beriihmtesten Sohn der
Stadt. Es ist eine Kuriositit, daf der Annaber-
ger Ries-Forscher Berlet vor etwa 150 Jahren
die Staffelsteiner erinnern mullte, Adam Ries
sei in threr Stadt geboren. Wer den Besuch in
der Ries-Geburtsstadt plant, sollte das einzig-
artige Altstadtfest am letzten Sonntag im Juli
und das herrliche Thermalbad einbeziehen.
Bereits im friihen Mittelalter fiihrten die Nord-
Siid-Handelsstraflen von Niirnberg iiber Staf-
felstein nach Erfurt und Leipzig zur Nordsee.
Staffelstein mul bereits ein bedeutender Han-
delsplatz gewesen sein, denn der Ort erhielt
1130 Markt-, Bann- und Zollgerechtigkeit.
Erfurt

Mit den nach Norden ziehenden Hindlern
konnte Ries nach Erfurt gelangt sein. Es gilt
als sicher. daf Ries 1518 in Erfurt wohnte und
bald eine Rechenschule erbffnete. Im gleichen
Jahr wurde das erste Rechenbuch “Rechnen
auf den Linien™ fertig. Das zweite Rechen-
buch lief Ries 1522 mit dem “alten™ und
neuen Rechnen (Rechnen mit der Feder) in
Erfurt bei Mathes Maler
im Haus “Zum Schwarzen
Horn™ drucken. Diese
Druckerei befand sich in
der Niihe des Universitit-
hauptgebiude inder Mi-
chaelisstralie und druckte
vor allem fiir den Rat der
Stadt und die Universitiit,
die damals eine der bedeu-
tendsten deutschen Uni-
versititen war; hier stu-
dierte auch Martin Luther.
Heute ist Erfurt die Lan-
deshauptstadt von Thiirin-
gen mit etwa 220000 Ein-

Foto: Sabine Vogler

Annaberg-Buchholz

Foto: Hoffmann

wohnern. Zu den bekannten Bauwerken
gehoren Dom und Severikirche auf dem
Petersberg, das Andreasviertel und der
Fischmarkt mit dem Rathaus sowie ganz in
dessen Nihe die Krimerbriicke (s. Foto
oben links).

Sie war zur Zeit von Adam Ries der Schnitt-
punkt der wichtigen HandelsstraBen von
Nord nach Siid und von Ost nach West. In
diesem Jahr feiert man auch noch die erste
urkundliche Erwihnung vor 1250 Jahren
und das 600. Griindungsjahr der ehemali-
gen Universitiit.

Annaberg

Warum Adam Ries Erfurt verliell, weil3
niemand. Vielleicht hat der Universitiitsge-
lehrte Stortz, der aus einer bedeutenden
Annaberger Familie stammte, seinem
Freund Ries geraten. in diese Stadt zu ge-
hen. Nach umfangreichen Silbererzfunden
wurde 1496 Annaberg gegriindet. Derrasch
zunehmende Bergbau liell den Ort schnell
wachsen. Man brauchte Leute, die die
Abrechnung der Erzférderung der vielen
Bergwerke durchfiihrten. Ries wurde aner-
kannter Bergbeamter. 1539 ernannte ihn
der siichsische Fiirst zum “Hofarithmeti-
cus”. In der heutigen Kreisstadt Annaberg-
Buchholz leben etwa 27000 Einwohner.
1991 erhielt eine Sandsteinbiiste mit dem
Ries-Portriit wieder einen wiirdigen Stand-
ort, nachdem 1943 die Bronzebiiste einge-
schmolzen worden war. Die Annenkirche
ist noch immer das alles iiberragende
Wahrzeichen, und im Wohnhaus des Re-
chenmeisters befindet sich das Adam-Ries-
Museum (s. Foto oben rechts). Alle drei
Stiidte konnten durch die politischen Ver-
dnderungen in Deutschland die Jubiliums-
feierlichkeiten gemeinsam vorbereiten.

Manfred Weidauer, Erfurt

12 alpha 3/92

i lehren / Heft 52

34



Dem ,,... gemeinen
man zu nutze ...”

schrieb Adam Ries seine Rechenbiicher

im damaligen Deutsch.

17

~Jtem fodasForn 14 grofdyen gilt / begEt man
efn pfennig brodr wigt 54 lot/wie fhwer jol man
es bagEen 10 8 auff [dledht/ vnd 17 grofdyen gilt/
facte 35 lot/madys ducch l?(etl'tﬂiﬂﬂ fes.

4.lot 14
% Stem

Euch zunutze iibertrugen OStR Johannes
Lehmann und StR Theodor Scholl 18 Auf-
gaben in unser heutiges Deutsch.

Obige Aufgabe findet Thr (mit verdnderten
Zahlenwerten) in Aufgabe 9 der Klassen-
stufe 7 wieder. Viel Spal} beim Lisen!

Klassenstufe 5

1) Ein Vater und sein Sohn wollen den Sanki-
Peter-Dom in Rom besuchen. Der Sohn geht
jeden Tag 9 Meilen, der Vater jeden Tag nur 6
Meilen. Weil der Vater frither aufgebrochen ist
als sein Sohn, hater ihm gegeniiber 100 Meilen
Vorsprung. In wieviel Tagen holt der Sohn den
Vater ein?

2) Ein Hofmeister verleiht 12 Pferde fiir die
Dauer eines Jahres an einen Wirt mit der
Bedingung. daf dieser jedem Pferd pro Woche
cinen Scheffel Hafer, 40 Bund Heu und 10
Bund Stroh verabreicht. Welche Kosten ent-
stehen dem Wirt, wenn ein Scheffel Hafer 4
Groschen, 40 Bund Heu 3 Groschen und 10
Bund Stroh 2 Groschen kosten? (1 Jahr = 52
Wochen)

3) Jemand beschiiftigt 13 Arbeiter 17 Tage
lang und zahlt jedem pro Tag 15 Pfennige.
Wieviel Lohn mul} er insgesamt zahlen?

Klassenstufe 6

4) Ein Vater liegt auf dem Totenbett und hin-
terldBt seine Frau, einen Sohn und zwei Toch-
ter. Entsprechend seinem letzten Willen soll
von dem vorhandenen Vermégen in Hohe von
3600 Gulden der Sohn zweimal soviel wie die
Mutter und diese zweimal soviel wie jede
Tochter erhalten. Wieviel Gulden erbt jede
dieser vier Personen?

5) Jemand beschiiftigt einen Arbeiter 30 Tage
lang zu folgender Bedingung: Fiir fleiBige
Arbeit erhilt er tiiglich 7 Pfennige, fiir Faulen-
zen (Feiern) werden ihm tiglich 6 Pfennige ab-
gezogen. Nachdem die 30 Tage vergangen
waren ist keiner von beiden dem anderen etwas
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schuldig geblieben. Wieviel Tage hat der Ar-
beiter fleiBig gearbeitet?

6) Drei Gesellen haben Geld gewonnen. Der
erste nimmt davon den siebenten, der zweite
den vierten Teil, der dritte die restlichen 17
Gulden.

Wieviel Gulden haben sie gewonnen?

Klassenstufe 7

7) Drei Personen betreiben gemeinsam ein
finanzielles Geschiift, an dem die erste Person
mit 123 Gulden, die zweite mit 536 Gulden und
die dritte mit 141 Gulden beteiligt ist. Wieviel
Gulden miifite jede dieser drei Personen antei-
lig vom Gewinn. der 130 Gulden betriigt, er-
halten?

8) Ein Vater hat vier Sohne. Er vermacht dem

1 | ; 1
ersten Sohn -Z .demzweiten —, demdritten g

seines Vermdgens und dem vierten Sohn die
danach noch verbleibenden 92 Gulden. Wie
groB war das Vermégen ?

9) Beieinem Weizenpreis von 42 Groschen je
Scheffel soll eine Doppelsemmel 12 Lot wie-
gen. Wieviel Lot miiite eine Doppelsemmel
bei einem Weizenpreis von 64 Groschen je
Scheffel wiegen?

(12 Lot = 48 Quent)

Klassenstufe 8

10) Landsknechte und Bauern, zusammen 1200
Personen. habensich geeinigt, gemeinsameinen
Beutezug zu machen. Addiert man zum vierten
Teil der Anzahl der Bauern den halben Teil der
Anzahl der Landsknechte, so erhilt man die
Anzahl der Landsknechte. Wie viele Bauern
bzw. Landsknechte waren es?

11) Insgesamt 21 Personen, Minner und Frau-
en, haben in einem Wirtshaus eine Zeche von
81 Pfennigen gemacht.

Wie viele Minner bzw. Frauen sind es gewe-
sen, wenn jeder Mann 5 Pfennige, jede Frau
3 Pfennige bezahlen soll?

12) Jemand hat Apfel gekauft. Er begegnet
drei Miidchen und gibt dem ersten Midchen
von den Apfeln die Hilfte und zwei Apfel
dazu, Von den restlichen Apfeln gibt er dem
zweiten Midchen die Hilfte und zwei dazu.
Ebenso gibt er dem dritten Miidchen von den
noch verbliebenen Apfeln die Hlfte und noch
zweidazu, Danachistihm genau ein Apfel ver-
blieben. Wie viele Apfel hatte er gekauft?

Klassenstufe 9

13) 7 Pfund in Padua entsprechen 5 Pfund in
Venedig: 10 Pfund in Venedig entsprechen 6
Niirnberger Pfund: 100 Niirnberger Pfund
entsprechen 73 Pfund in Kéln.

Wieviel Kélner Pfund entsprechen dann 1000
Pfund in Padua?

14) Zerlege die Zahl 32 so in vier Summanden
a. b, c. d, dall aein Siebentel von b und ¢, b ein
Fiinftel von ¢ und d, ¢ die Hiilfte von a und d
betrigt. Wie lauten diese vier Summanden?

15) Jemand legt sein Geld gewinnbringend an,
wodurch es sich verdoppelt. Nachdem ereinen
Gulden ausgegeben hat, legt er das restliche
Geld wieder an. wodurch es sich abermals
verdoppelt. Nachdem er zwei Gulden ausgege-
ben hat, legt er das restliche Geld abermals an,
wodurch es sich emneut verdoppelt. Nachdem
er drei Gulden ausgegeben hat, verbleiben ihm
10 Gulden. Wie viele Gulden hatte er anfangs?

Klassenstufe 10

16) Jemand hat 100 Gulden und will dafiir 100
Stiick Vieh kaufen, nimlich Ochsen. Schwei-
ne, Kilber und Ziegen. Wenn nun ein Ochse

4 Gulden, ein Schwein 11 Gulden, ein Kalb
2

% Gulden und eine Ziege 1 Gulden kostet,
- 4

wie viele dieser Tiere kann er dann fiir seine
100 Gulden kaufen?

17) Drei Miihlen mahlen gleichzeitig. So der
Wind geht. werden in 8 Stunden auf der ersten
Miihle 20 Scheffel Getreide. auf der zweiten
17 Scheffel. auf der dritten 15 Scheffel gemah-
len.

In wieviel Stunden werden 24 Scheffel Getrei-
de von den drei Windmiihlen zusammen
gemahlen?

18) Drei Gesellen zihlen ihr Geld. Sagt der
erste zu den beiden anderen: “Hitte ich noch 7
Gulden dazu. dann hiitte ich viermal soviel
Gulden wie ihr beide zusammen.” Sagt der
zweite zu den beiden anderen: “Hiitte ich noch
9 Gulden dazu, dann hiitte ich fiinfmal soviel
Gulden wie ihr beide zusammen.” Sagt der
dritte zu den beiden anderen: “Hiitte ich noch
11 Gulden dazu, dannhiitte ich sechsmal soviel
Gulden wie ihr beide zusammen.”

Wieviel Gulden hatte jeder von ihnen?
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Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Das macht nach WUdam NRies(e) ...

Adam Ries hob sich von den Rechenmeistern seiner Zeit durch die lebhafte Sprache,
sein Darstellungsvermégen und padagogisches Geschick hervor. Versetzt Euch doch
einmal in seine Zeit und versucht, die beiden folgenden Beispiele nachzuvollziehen.

Miinzberechnung

Die Aufgabe und ihre Losung beinhalten
folgendes: 21 Groschen einer Miinzlegie-
rung haben den Wert von 1 Gulden (flor.).
6Groschen wiegen | Lot(Silber-bzw. Miinz-
gewicht 1 Mark = 233.856 Gramm =
16 Lot), also haben 96 Groschen das Ge-
wicht von 1 Mark. 1 Mark der Legierung
enthiilt 9 Lot Silber (Feingehalt) und hat

einen Wert von 96 Groschen bzw. % Gul-
1

2
den. | Mark reines Silber (Feinsilber, Fein-
gehalt 16 Lot) hat demnach einen Wert von

el
%:16 Groschen = 17{}% Groschen =
9 ~ 3
8 Gulden 2= Groschen.

Cob

Item Eyner komet Zwetzlichenn Jungkfra-
wenn sprechende, gut grus euch all 84, Ant-
wurt eyne vader in vnser ist nicht souil. So
aber vnser noch souil vnd halbsouil wernn,
so wernn vnser vber bemelte Zal sam itzt
darunder. Nun frage ich, wiuil der Jungkfra-
wenn gewesenn sein. Machs, also setz
ir sein gewesenn |¢ Der ist nun wenig
Dann 84, Hirumb Nim 1'¢ von 84 pleiben
84 — I'g . Nun spricht die ein Jungkfraw,
Wen vnser noch souil vnd halb souil, sumir

le.1¥ vnd % ¥ werdn 2% ©. Das ist

nun vber 84 :-:(!Ilil sam vor darunder. Nim
1. |

84 vonn 2; ¥ pleiben 2; € -840

gleich 84 &1 ¢. Volfure es. komen dir 48,
souil seint der Jungfrawen gewesenn.
(Nach Berlet, Bruno: Adam Riese. Leipzig
und Frankfurt am Main 1892).

p-Col, Ding, ¢-Dragma, Zahl.

Nach heutiger Schreibweise ist die Glei-
chung 2%;;-34 = R4 — x zu losen.

Dr. Harry Beyrich, Chemnitz

3“1“ man miinger 31. grofeien fiir cin flor.
6. auff cin {oth /vad Bele dic mavet fem o.
Tothrwic boc wirde cin maret foin gerechner?
yﬁrs‘ﬂ- 2. grofdien’ ond ;. Madhs atfo:
dyen wie viel arofdhar auff ein marcf gchens
mgg::u foth arbe s.gr;f‘dﬁumgcbo; 16.
3 t 6. arofchens fren 9. loth fem/
Sprich derhalben fort/ 9. loth fein acben 96.
aeben s, foth fon? Mulaplicic
vnd diuidir/fommen grofchen/dic mady s ff.
mit 21, fotompt Dag fact wic oben.
S man miiingt 7. grofthen fitr ein . vnd
“audoth / bele cin mard fein 14. loth/wie
mmmw&mﬁf%

Aufgabe zur Miinzrechnung, Rechenbuch
von 1522, Auflage Frankfurt am Main
1574

Adam Ries wettete einst mit einem
Landmesser, wer in einer bestimm-
ten Zeit die meisten rechten Winkel
zeichne. Sein Gegenuberwarhoch-
mltig und trug einen silbernen Zir-
kel an seinem Hut. Der Rechenmei-
ster hatte aber, wéhrend jener die
Konstruktion erst richtig begann,
schon langst einen Kreis mit einem
Durchmesser aufs Papier gebracht
und ... Wie fuhr er wohl fort? Wel-
chen Lehrsatz nutzte Adam Ries?
So war er der weitaus Schnellere
und gab dem eingebildeten Land-
messer das Nachsehen.

Dr. Harry Beyrich, Chemnitz
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Verflixte regula de tri

Die kennt Ihr nicht?!

Na klar! Oder habt Ihr noch nie vor dem
Problem gestanden, wieviel Gramm Bonbons
Ihr fiir Eure 3 DM kaufen kénnt, wenn 100 g
der begehrten Leckerei 2 DM kosten?
Gerechnet wird, obwohl es hier einfach im
Kopf ginge:

2DM _3DM _ 3DM:100g
100g % b 2DM

Dieses zu gut deutsch auch als Dreisatzrech-
nung bezeichnete Rechenverfahren nahmnicht
nur in Adam Ries’ zweitem Rechenbuch brei-
testen Raum ein. Im Rechenunterricht vergan-
gener Zeiten galt sie als “... das Hauptziel ...,
zugleich Mittel zur Ausbildung und Priifung
der Intelligenz.” (E. Fink, 1921).

Na, dann wollen wir mal!

., x=150g

In einem alten Scherzbuch heifit es:

Ein Bauer hatte dem Schulmeister eine hinter
die Ohren gegeben. Nun stand der Titer vor
dem Gericht. “Weshalb taten sie das?". fragte
der Richter. “Er machte meinen Jungen und
mich mit einer Aufgabe halb verriickt. Er
wollte nidmlich wissen, wie viele Eier 9 4/9
Hiihner in 12 15/16 Tagen legen, wenn 4 3/4
Hithnerin 6 6/19 Tagen 7 8/17 Eier legen.” Da
murmelte der Richter verstindnisvoll: *“Dem
hiitte ich auch eine gelangt!” Und sprach den
Bauern frei.

Na, habt [hr's raus?

Mittels zweifacher Anwendung der Regelde-
tri kommen die 9 4/9 Hiihner auf 30 2/3 Eier.
Gleich noch so ein starkes Stiick aus einem
Biichlein von Lietzmann:

“Mein Sohn hatte eine Regeldetri-Aufgabe
von der Schule heimgebracht: Wenn 10 Mau-
rer bei 10stiindiger Arbeitszeit in 150 Tagen
ein Haus bauen. wieviele Maurer bauen das-
selbe Haus bei 1stiindiger Arbeitszeit in 30
Tagen? Mein Schn setzte sich hin und rechne-
te nach Vorschrift:

10-150-10 —500.

30-1

“Vater,ichhab’s", rief mein Sohn, *500 Maurer
konnen das Haus in 30 Tagen bauen.”
“Hm", sagte ich zweifelnd, “es kiime auf einen
Versuch an.”
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Mein Sohn berichtete diesen Zweifel selbst-
verstindlich seinem Lehrer. Und dieser 1Bt
auf gleichem Wege wieder sagen. ich méchte
doch gefilligst sagen, was ich an dem Beispiel
auszusetzen hiitte.

“Nichts, Herr Lehrer”. schreibe ich in einem
Briefe, “ich wollte nur bemerken, daf alsdann
an 15000 Maurer dieses Haus in einem Tage
bauen, vorausgesetzt, dab sie sich nicht ge-
genseitig auf ihre Hihneraugen treten. Und
wissen Sie, Herr Lehrer, wenn ein Lehrer
einen Jungen 7 Jahre unterrichtet, um einen
tichtigen Menschen aus ihm zu machen,

wieviele Lehrer diese Arbeit in einem Tage
vollbringen konnen? Nun, etwa 2100 Lehrer,
Herr Lehrer ..."

Was geschieht? Der Lehrer will mich wegen
Beleidigung verklagen. Undich kann doch gar
nichts dafiir, sondern die Regeldetri.

Thr Fritz Miiller”

Und zum Schluff noch eine kleine Ubung:
Zwei Schiiler gehen von Barby nach Schine-
beck in 4 Stunden. Wie lange brauchen 3
Schiiler?

mitgeteilt von Dieter Bauke, Gera

In einem Zug

~Hat noch jemand Fragen?“

aus: Pythagoras, Groningen

Sprachecke

cemmf

Cpennsary paasiux unce1 ot 1o 99 subpan
TC. KOTOPHE HE JCTATCA HO HA 2. HI Ha 3.
Haranre cymvy aTix umce,

aus: Quant, Moskau

Mathematics and Poetry are the utterance of

the same power of imagination, only thatin the
one case it is addressed to the head, and in the
other to the heart.

Hill
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Les cartes en forme de L.

A T"aide de 21 cartes en forme de L (figure),
pouvez-vous paver les 63 cases non hachurées
de cet échiquier 8x8?

s. Abb. |

Si oui, représentez une solution.

s. Abb. 2

Abb. 1

Abb. 2

aus: Tangente, Paris

Alphons logische Abenteuer (10)

“Alphons, ich habe eine sensationelle Entdek-
kung gemacht!”, rief Berti seinem Freund zu,
als sie sich auf dem Weg zur Schule trafen.
Alphons fragte neugierig. was er denn ent-
deckt habe. “Stelle Dir vor, entgegen dem
Augenschein hat eine Katze nicht vier. son-
dern mehr Beine. Denn: Eine Katze ist mehr
als keine Katze. Keine Katze hat zehn Beine.
Also hat eine Katze mehr als zehn Beine — da
staunst Du!™ Alphons staunte zunéchst wirk-
lich. Er blieb sogar stehen. Dann sagte er zu
Berti, der auch stehen blieb: “Nun ja, ein Berti
ist mehrals kein Berti. vorallem wenn der eine
Berti Du bist. Kein Berti ist dumm, das wirst
Du unbedingt fiir wahr halten. Wie aber steht
es mit Deiner Schlulifolgerung: Ein Berti ist
mehr als dumm?” Wenn es nun einmal kratt
Logik so sei, miisse man sich eben auch in ein
trauriges Schicksal fiigen, moralisierte Berti
heroisch. “Da ich mir schon gedacht habe. Du
wirst Probleme mit meinem Beweis haben.
denn die beiden Primissen: Eine Katze ist
mehr als keine Katze. Keine Katze hat mehr
als zehn Beine, sind wahr, habe ich mir noch
ein Beispiel tiberlegt: 3 istgroflerals 2. 2 ist die
kleinste Primzahl, also ist 3 grofler als die
kleinste Primzahl.” Alphons fand dieses Bei-
spiel nicht tiberzeugend. “Du hast Dich doch
schon selber widerlegt. Ein Beweis setzt nicht
nur wahre Pridmissen, sondern auch die An-
wendung giiltiger SchluBregeln voraus. Du
schliefit mit Hilfe einer Schlubregel. die nicht
giiltig ist. Das. was Du fiireine giiltige Schluf-
regel ansiehst. besagt folgendes: Stehen zwei
Gegenstiinde x und y in dieser Reihenfolge in
einer Bezichung und hat v eine Eigenschaft,
dann hat auch x diese Eigenschaft. Dein Zah-
lenbeispiel und Dein Katzenbeweis zeigen
doch, daB es so sein kann. aber nicht so sein
muB. Eine Schlufiregel ist jedoch nur dann
giiltig, wenn in jedem Fall wahrer Priamissen
auch die Konklusion, die SchluBifolgerung,
wahr ist. Ich lindere Dein Zahlenbeispiel: 3 ist
grofler als 2. 2 ist eine natiirliche Zahl. also ist
3 gréfler als eine natiirliche Zahl. Da hast Du
wieder zwei wahre Priimissen Deiner Schlul3-
regel, aber die Konklusion ist falsch.” Berti
wandte ein: “Aber bei der Identitit gilt doch
meine SchluBregel!™ Alphons schiittelte mit
dem Kopf: “Das hilft Dir auch nicht. Die
Identitiit ist ein Fall, beider Deine Schlufiregel
fiir jede Eigenschaft von y zutrifft, die Grofer-
Relation ist ein Fall. bei der sie nicht fiir jede
Eigenschaft von y zutrifft. Da ein Gegenbei-
spiel widerlegt, mufit Du akzeptieren. daB
Deine SchluBiregel nicht giiltig ist. Doch nun
Schlufl damit, wir miissen uns beeilen. sonst
kommen wir zu spiit zum Unterricht.”

Prof. Dr. Lothar Kreiser
Institut fiir allgemeine Logik
der Universitit Leipzig
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Das Geheimnis
des Zebrastreifens

Im Heft 6/91 wurde die Europiische Arti-
kel-Nummer (EAN) erliiutert, in den Hef-
ten 1 und 2/92 schoben wir die ISBN- und
Lokomotivnummer ein, nun soll es endlich
geknackt werden - das Geheimnis des
Strichcodes oberhalb der EAN.

4006508200016

Die Strich-Codierung erfolgtin zwei Blocken:
Der linke Block enthiilt die Stellen 2 bis 7, der
rechte Block die Stellen 8 bis 13 der EAN.
(Die erste Stelle wird durch ein besonderes
Verfahren “versteckt”™, das wir weiter unten
beschreiben.) Je zwei schmale, nach unten
etwas lingere Striche dienen links und rechts
als Randzeichen (101)sowie als Trennzeichen
(01010) in der Mitte. Zum Codieren jeder
Ziffer werden drei verschiedene Codetabellen
verwendet (sieche Tabelle 1). Dabei bedeuten
1 bzw. 0 ein einfacher Strich bzw. eine einfa-
che Liicke, 11 bzw. 00 ein doppelt breiter
Strich bzw. eine doppelt breite Liicke usw. Fiir
die rechte Hilfte der EAN wird ausschlieBlich
der Code C verwendet. Bei der linken Hilfte
geht es nicht ganz so einfach, denn dort wird
zusitzlich die erste EAN-Zitfer “versteckt™
In Abhiingigkeit von der ersten Ziffer der
EAN wird im linken Block (Ziffer 2 bis 7 der
EAN) nach einem bestimmten Muster zwi-

Tabelle 1: Codierung der Ziffern

Ziffer Code A Code B Code C
0 0001 101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
5 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 0001011 0010111 1110100
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Tabelle 2
1. Ziffer Code-Muster
fiir die linke Seite
0 AAAAAA
1 AABABB
2 AABBAB
3 AABBBA
4 ABAABB
5 ABBAAB
6 ABBBAA
7 ABABAB
8 ABABBA
9 ABBABA

schen den beiden Codes A und B gewechselt

(siehe Tabelle 2).

Die Streifencodes von A und B sind alle von-

einander verschieden — deshalb libt sich

umgekehrt aus den Streifen auch das verwen-

dete Code-Muster und damit nach Tabelle 2

die erste Ziffer der EAN ermitteln.

Die umstiindliche Codierung der ersten EAN-

Ziffer war erforderlich, damit EAN-Strich-

code-Leser auch die in den USA verwendeten

UPC-Strichcodes verarbeiten kinnen: Diese

erste Ziffer ist namlich dem UPC-System

hinzugetiigt worden. Die (nur [2stelligen)

UPC-Nummern verwenden in der linken Hiilfte

ausschlieBlich den Code A und erhalten daher

im EAN-Systemautomatisch als (zusiitzliche)

erste Zifter die Null.

Der Tabelle 1 kiinnen wir entnehmen:

— Jede Ziffer wird durch sieben Dualziffern
so codiert, dafi zwei dunkle und zwei helle
Streifen unterschiedlicher Breite entstehen,

— Der Code A ergibt sich aus Code C, indem
man jeweils 0 durch | ersetzt und umge-
kehrt.

— DerCode B entsteht aus Code C, indem man
die Reihenfolge der 0-1-Ziffern genau um-
kehrt.

— Dabei beginnen Code A und Code B mit
einem hellen Streifen (0) und enden mit
einem dunklen Streifen (1), bei Code C ist
es genau umgekehrt.

Die Codes sind bewuBt so gewihlt, daf} der
Computer auch erkennen kann. ob die Streifen
mit dem Lesegerit von rechts nach links oder
umgekehrt gelesen werden — unterschiedliche
Leserichtungen konnen also nicht zu Ver-
wechslungen fiihren!

Nach Wilfried Herget: “Priifziffern und
Strichcode — ,ComputerMathematik‘ auch
ohne Computer”, gekiirzt aus “mathematik
lehren™ Heft 33/1989

Lésungen zum
alpha-Wettbewerb
Heft 1/92 '

5/8

Vom Endergebnis 27 ausgehend sind riick-
wiirtsschreitend jeweils die Umkehroperatio-
nen anzuwenden. Mit Hilfe von Notizen rech-
nete Hans wie folgt: 27+9=36: 36-2=72:
72+8=80; 80:4=20; 20-5=15; 15:2=30;
30-4=26; 26:2=13. Martin hatte die Zahl 13
gedacht.

5/9
126548+126548+126548=379644
236548+236548+236548=709644

5/10

Es sind nur die drei Zahlen 31, 62 und 93 zu
untersuchen. Wegen 31-13=18, 62-26=36.
03-39=54 existiert genau eine solche Zahl,
ndamlich die 62.

511

Wiire das Dreieck gleichseitig, die Basis
also um 2 cm linger, dann wiirde sein
Umfang 28cm+2cm=30cm, jede Seite also
30cm:3= |0cm lang sein. Deshalb ist jeder der
beiden Schenkel 10cm, die Basis 8¢cm lang.

5/12

Es seien h. k. L. p bzw. r die K&rpergrifien von
Herbert, Klaus, Lutz, Paul bzw. Richard; dann
gilt h>r. r>k. 1> 1. k > p. Wegen (5) folgt
daraush>1>r>k>p. Die fiinf Schiiler stehen.
mit dem griBten beginnend, in folgender Rei-
henfolge: Herbert, Lutz, Richard, Klaus, Paul.

513

14+243+...424425
=(14+24)+(2423)+(3422)+..+(12413)+25
=13-25=325 und 325:5=65. In jeder Zeile,
Spalte und in den beiden Diagonalen muf also
die Summe der fiinf Zahlen 65 betragen.
Deshalb sind folgende Zahlen zu vertauschen:
6 mit 7, 10 mit 11, 15 mit 20.

514

Aus (3) folgt: Claus hat nicht den Familienna-
men Konig.

Aus (4) folgt: Claudia hat nicht den Familien-
namen Spitzbart.

Deshalb heift sie Claudia Rosenhain.

Aus (1) folgt: Franziska hat den Familienna-
men Konig.

Deshalb hat Katharina den Familiennamen
Spitzbart.

6/8

Das k.g.V. von 2, 3, 4, 5, 6 ist 60. Von den
Zahlen 61, 121, 181, 241, 301, 361, 421, 481
ist nur die Zahl 301 ein Vielfaches von 7; denn
es gilt 43.7=301.
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6/9

Im rechtwinkligen Dreieck ist der Mittelpunkt
der Hypotenuse zugleich Mittelpunkt des
Umkreises des Dreiecks.

Deshalb gilt AM=BM =CM: also hat die
Hypotenuse ABdie Liinge 2-d. Aus der Drei-
ecksungleichung folgt 2-d<a+b, also auch

1
d<—-(a+b).
> (a+)

6/10

Mégliche Losungen sind
(142+3+4):5=2,
12:3+4-5=3,
12-3:4-5=4,
142+3+4-5=5,
12+3-4-5=6
1.2-3-4+5=7,
12-3+4-5=8,
142-3+445=9,
12-3-4+5=10.

6/11

Wegen 4' = 64 < 100 und 10° = 1000 > 999
gilt fiir die Quersumme

g=a+b+cdieser Zahlen 5<q<9. Wirerhal-
ten somit

5%=125 (entfillt, da q=8),

6'=216 (entfillt, da q=9),

7*=343 (entfillt, da q=10),

8=512 mit g=8,

9°=729 (entfillt, da q=18).

Es existiert genau eine solche Zahl, nimlich
512=(5+142)=8".

6/12

Es gilt 73-137=10001. Es sei a das vierstellige
Geburtsjahr; dann lautet die achtstellige Zahl
10000-a+1-a=10001-a=73-137-a. Nach den
beiden Divisionen erhiilt man also stets wieder
das Geburtsjahr a.

6/13

Aus (4) und (5) folgt: Das rote Auto wurde in
Rostock, das gelbe in Schwerin gekauft.

Aus (3) folgt weiter: Der Skoda hat eine rote
Farbe.

Aus (1) folgt weiter: Herr Arndt hat ein gelbes
Auto in Schwerin gekauft.

Aus (2) weiter: Herr Conrad hat einen blauen
Wartburg in Neubrandenburg gekauft. Des-
halb besitzt Herr Arndt einen Trabant, Herr
Brandt einen Skoda.

Name Autotyp Farbe Einkaufsort
Arndt Trabant gelb Schwerin
Brandt Skoda rot  Rostock
Conrad Wartburg blau  Neubrandenburg
6/14

Das Volumen der GefiBe betriigt 100cm?. Die
Dichte von Wasser betrigt e, =1 g-cm”, die
von Quecksilber e,=13,6 g-cm™. Unter Be-
riicksichtigung von m=e-V erhilt man die
Masse des Wassers m =100 g und die Masse
des Quecksilbers m,=1360 g. Die Masse des
Gefilles betrigt m,=50 g.
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a) Essindm +m,+m,=1560 g notwendig, um
Gleichgewicht herzustellen.

b) Auf die Seite des mit Wasser gefiillten
Gefdbes sind m,+m,-(m +m,)=m,-m,,
d. h. 1260g aufzulegen. um Gleichgewicht
herzustellen.

7/8

Aus (1) folgt: Klaus heiBt nicht Miiller,

Aus (2) folgt: Weder Erwin noch Fritz heilen
Miiller. Deshalb heiBt ein Schiiler Hans Miil-
ler.

Aus (3) folgt: Fritz heiBt nicht Meier.

Aus (2) folgt: Fritz heiBt nicht Schmidt.
Deshalb heif3t er Fritz Schulz.

Aus (2) folgt: Erwin heift nicht Schmidt.
Deshalb heilit er Erwin Meier. Somit heiBt der
vierte Schiiler Klaus Schmidt.

719

Die zu ermittelnden Primzahlen lassen sich

darstellen durch p=100a+10b+a=101a+10b.

Fiirderen Quersumme giltqg=a+b+a=2a+b=19,

also b=19-2a. Daraus folgt durch Einsetzen

p=101a+10(19-2a). also p=81a+190.Istaeine
gerade Zahl, so sind auch 81a+190 gerade

Zahlen und somit p keine Primzahlen. Des-

halb kann a gleich 1, 3, 5. 7 oder 9 sein.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

(1) Esseia=1,alsop=271. Wegeng= 10«19
entfillt diese Moglichkeit.

(2) Esseia=3.alsop=433. Wegenq=10£19
entfillt diese Moglichkeit.

(3) Es sei a = 5; dann endet die dreistellige
Zahl auf 5, ist also durch 5 teilbar und
deshalb keine Primzahl.

(4)Esseia=7.alsop=757 und g = 19. Dies
stellt eine Losung dar.

(5)Esseia=9,also p=919 und q = 19. Dies
ist eine weitere Losung.

Es gibt genau zwei derartige Primzahlen; sie

lauten 757 und 919.

7/10

Eine dreistellige natiirliche Zahl 1Bt sich
darstellendurch z=100a+10b+c mit 1 €a<9,
0<b<9und 0<c<9. Nun gilt
100a+10b+c+594=100c+10b+a,
09¢-99a=594,

c-a=6, also c=a+b.

Wegen der einschrinkenden Bedingungen
kann a,=1, a,=2, a;=3, also ¢,=7, ¢,=8, ¢,=9
gelten. Die Quersumme der gesuchten Zahlen
kann nur 9 oder 18 sein. Daraus folgt weiter
b=1, b,=8, b,=6. Die zu ermittelnden Zahlen
lauten 117, 288 und 369.

7/11

Nach dem Satz des Thales gilt 4 ABC=90° und
4 ABC=90°; daraus folgt ¢ CBD=180°, das
heift, die Punkte C, B und D liegen auf einer
Geraden.

712
171717 _ 10000-17+100-17+1-17 _ 1011-17 _ 17

191919 10000-19+100-19+1-19  10101-19 19

7/13
In beiden Fillen treffen sie sich in der Mitte.

7/14
Auf dem Mond betriigt die Masse des Sackes
Kartoffeln 50,1kg, die Gewichtskraft 81,5N.

8/8
Nach dem Strahlensatz gilt:

BF:BA =BD:BC=1:2.

Nach einem bekannten Satz (“Die Gerade
durch die Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten
ist parallel zur dritten Seite, und der von ihr
erzeugte Abschnitt ist halb so groB wie die
dritte Seite”) ist dann DFIIAC , und es ist
DF:AC =1:2. Es folgt die Ahnlichkeit der
Dreiecke ABC und DEF.

Analog gilt auch
E:m:f&:ﬁﬁ:r@:i—f:]:l

Aus ABC~DEF und ABC~A B C, und dem
gleichen Verhiltnis 1:2 folgt die
Kongruenz der Dreiecke
EFD und ABC,
w.z.b.w.

C

8/9
Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) der
Zahlen 2, 3 und 5 ist 30. Somit gilt
320<30k+1<500, wobei k eine natiirliche Zahl
ist.
Daraus folgt weiter 319 < 30k < 499,
330 < 30k < 480,

11 k= 16
Von den Zahlen 331, 361, 391, 421,451, 481
sind nur die Zahlen 331 und 421 Primzahlen:
denn 361=19-19, 391=17.23, 451=11-41,
481=13-37.

8/10 .
Mit Hilfe der Flicheninhaltsformel A = S
ermitteln wir c. Es ist 48 cm?2 = < 9™ und

damit c=16 cm. Nun wenden wir den Satz qus
Pythagoras an und erhalten a” = h.?+ [%] :
a’=36 cm*+64 cm?; a’=100cm?; a=10 cm. (a sei
die Bezeichnung fiir die Linge der Seite BC ).
In die Formel fiir den Umfang des Dreiecks
setzen wir nun die entsprechenden Zahlen ein
und erhaltenu=16cm+10cm+10cm: u=36¢cm.

Der Umfang dieses Dreiecks betriigt 36¢m.

8/11

Es seien a-1, a, a+1 (a=1) drei aufeinander-
folgende natiirliche Zahlen, ihre Summe be-
trigt 3a, ihr Produkt a-(a’-1). Nun soll gelten
a-(a’-1)=24a, wegen a#0 also a>-1=24, a’=25,
a=5. Die Aussage trifft fiir die Zahlen 4, 5 und
6 zu. Es gilt 4-5-6=8(4+5+6).
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8/12

Wir konnen CB als gemeinsame Grundseite
der Dreiecke CEB und CFB auffassen. Das Lot
von F auf die Seite CB ist Hohe beider Drei-
ecke (EFIICB).

Dreiecke mit gleicher Grundseite und gleicher
Hihe sind flichengleich, w.z.b.w.

D C

A F B

8/13 Die Umfangsgeschwindigkeit des Rades
betriigt 3m-s' (unabhiingig vom Raddurch-
messer). Es muB eine Leistung von 3.6 W
aufgebracht werden. Aus P=F.v folgt F=P-v'.
3,6N.m-s”!

F= =

F=1,2N.
3m-s

8/14
Beim Eintauchen steht die Luft in der Flasche
(Volumen V) unter dem Luftdruck (p,=
1000 hPa). In 30 m Tiefe wirkt zusitzlich der
Schweredruck des Wassers (3000 hPa), d. h.
ein Gesamtdruck p,=4000 hPa. Nach dem
Gesetz p,-V =p,'V, ergibt sich, daB die Luft
auf 1/4 des ursprunghchen Volumens V, zu-
sammengedriickt wird.

9/8

Wir legen einen beliebigen Punkt P fest, der
nicht zwischen g und h liegt und verbinden P
mit A und B. Die Verbindungsgeraden schnei-
den h in C und D. Nun verbinden wir C mit B
und D mit A, so daB der Schnittpunkt S ent-
steht. Die Gerade durch Pund S schneidet hin
T und g in M. M ist der Mittelpunkt von AB.

/e

Beweis der Konstruktion:

(1) Die Dreiecke CTS und SBM sind dhnlich;
denn
4SCT =4 SBM und 4 TSC = ¢ MSB
(Wechselwinkel an geschnittenen Paralle-
len bzw. Scheitelwinkel)

(2) Die Dreiecke TDS und SMA sind éhnlich;
denn
A TDS =4 MAS und 4 DST = 4 ASM
(Wechselw. a.g.P. bzw. Scheitelwinkel)

Da in iihnlichen Dreiecken die Verhiltnisse je

zweier entsprechender Seiten gleich sind, gilt

(3) TC:TS = MB:MS, u. (4) TD:TS= mﬁs‘
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AuBerdem gilt nach dem Strahlensatz
(5) TC:MA =TD:MB.

Setzt man nun (3) und (4) in (5) ein, so erhilt
man

(6)1_\1_13-?9 B A-TS-MA
MS MS

Es folgt

(7)MB = MA

Das bedeutet: M ist Mittelpunkt von AB,
w.z.b.w.

9/9
Wir lésen die Gleichung (2) nach y? auf und
erhalten
y2=481-x. Wir quadrieren die Gleichung (1)
und erhalten y’=x>+2x+1.
Daraus folgt nun durch Gleichsetzen
481-x? = x™+2x+1 bzw.
0 = 2x*+2x-480,
0 = x*+x-240.
Diese quadratische Gleichung ldsen wir nun
auf und erhalten
x,=15 und y =16 bzw.
X, -—16 und y,=-15.
Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist
demnach
L= {(15:16); (-16:-15)}.
Die Probe zeigt die Richtigkeit der Losungs-
menge.

9/10

Wir fithren die folgenden Bezeichnungen fiir
die Streckenlingen ein:

Strecke AB BC EB EC DC DA DE
Lingge a b ¢ d a b e

Nach dem Satz des Pythagoras gilt im recht-
winkligen Dreieck EBC: b’=c™+d?, b*=27+57,
b*=29, b=5.39cm.

Im rechtwinkligen Dreieck DBC gilt nach dem

Héhensatz:
2 2

d’=ec, e=—,e=—, e=12,5cm.
c 2

Im rechtwinkligen Dreieck DEC gilt nach dem
Satz des Pythagoras: a*=e’+d?, a’=12,5+5%
a’=181.25, a=13.46cm.

Die Rechteckseiten sind etwa 13,46 cm bzw,
5,39 cm lang.

911

Die Funktionsgleichung y=mx mit den ge-
nannten Bedingungen bezeichnet eine unend-
liche Schar aller derjenigen Geraden im recht-
winkligen Koordinatensystem, die durch den
Ursprung gehen (n=0!) und im 1. und 3. Qua-
dranten liegen (m=0: x=0!).

In einem rechtwinkligen Steigungsdreieck ist
eine Kathete gleich der Einheit 1, die andere ist

gleich m (m ist der Tangens des Winkels, den
die Gerade — das Bild der Funktion — mit der
x-Achse bildet).

Der Flicheninhalt eines solchen Steigungs-

dreiecks ist A =Lﬂl. Die Funktion heil3t

m 2
A=—.
el

Graph'fsche Darstellung:

A
5
A:lﬂ
1
1 5 10 m
9/12

Die Abbildung zeigt eine mogliche Zerlegung
der Fliche des Quadrats ABCD in 20 kon-
gruente rechtwinklige Dreiecke. Die Kon-
gruenz der Dreiecke, die sich leicht durch
Verschiebung und iiber die Nutzung von Dia-
gonalen in Rechtecken und Parallelogrammen
erbringen LR, tiberlassen wir dem Leser.

Es verhalten sich die Flichen von ABCD zu
EFGH wie 5:1.

D M, C
G
F
M, M,
H
E

A M, B

9/13

Dieser Flaschenzug hat 6 tragende Seile, d. h.
die Last darf maximal 60 N betragen.

9/14
Spannungsmesser: Es muf ein Vorwiderstand
R eingeschaltet werden. Nach dem Ohmschen
Gesetz zei gt das MeBwerk Vollausschlag bei
einer Spannung von 0.002A-50 Q=0.1V. Am
Vorwiderstand miissen demzufolge 9.9 V
abfallen. Da sich die Spannungen wie die
Widerstéinde verhalten, ergibt sich
2.9V-50Q g _4950 Q.

0,1v '
Strommesser: Es ist ein Nebenwiderstand
(Shunt) R erforderlich. Durch den Shunt
miissen 998 mA flieBen. Da sich bei parallel-
geschalteten Widerstiinden die Stromstirken
umgekehrt wie die Widerstdnde verhalten,

50€2-2mA
————— R=0,1Q.
998 mA F'_{

R, =

ergibt sich Rp =
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10/8

Weil ABCD ein Drachenviereck ist, entstehen
durch die Diagonalen vier rechtwinklige Drei-
ecke.

Nun gilt im Dreieck BEA o,+B,=90° bzw.
B,=90°-a

Es ist a]-ao smB =cos0,. Es ist demnach
sin’o,+sin’B, =sin’o, +cos’o,=1.

Analog gelten im Dreieck EBC
sin’B+sin*y =1,

im Dreieck CDE: sin’y,+sin’3,=1 und

im Dreieck DAE: sin’3 +sin’o =1.

Es folgt die Behauptung

sin’oL, + sin’at, + sin’f, + sin’, + sin®y, + siny,
+ s5in’, + sin’d, = 4, w.zb.w.

10/9

Man kann die Anzahl durch systematisches
Erfassen aller Fille ermitteln:

a) Es sind also 20 Dreiecke

b) 15 Sehnenvierecke

c) 6 Fiinfecke

Bemerkung:

Die Aufgabe ist ein Problem aus der Kombina-
torik, und zwar ist es jedesmal ein Auswahl-
programm, bei dem es auf die Reihenfolge der
Punkte nicht ankommt (ABC und ACB ist ein
und dasselbe Dreieck). Die Aufgaben lassen
sich auch wie folgt l6sen:

6-5-4

1-2.3

.1)( ) |l€‘| 6uber3) =20,

10/10

(1) p, 1Bt bei Division durch 3 stets den Rest

2 (Rest | ist nicht méglich, da dann P, durch 3

teilbar und damit keine Primzahl wire. Es

lassen sich p, und p, wie folgt darstellen:

p,=3k+2(kz=z1:keN

p,=3k+4(k=1:keN

Es ist dann p, + p, = 6k + 6.

Es gilt stets 6l6k+6 mitk e N

(2) p,>-p,? =3k+4)*-(3k+2)*
=9k>+24k+16-9k>-12k-4
=12k+12.

Es gilt stets 12112k+12 mitke N

(3) p/+p,’ =54k*+162k*+180k+72
=18(3k'+9k*+10k+4)

Wenn ein Faktor eines Produktes aus natiirli-

chen Zahlen durch 18 teilbar ist, so ist das

Produkt durch 18 teilbar.

Nun folgt 18Ip *+p,*.

Damit sind alle drei Aussagen bewiesen.
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10/11
Fiir den Oberflicheninhalt des Quaders gilt
A= 2 (abtac+bc), A= 2 [ab+c(a+b)],

Ao
ﬁ=ah+c{a+b). {:=T_ab
2 a+b
SOOcm —5cm-10cm
c= 2 se=15cm.

Sem+ 10cm

Die Linge der Raumdiagonalen e berechnet
man nach der Formel

ezx’az +b2+c?  und erhilt

e=\/25cm2 +100cm? +225¢m? ~

e=v350cm?, e=18,7cm.

Die Raumdiagonale des Quaders ist etwa
18,7 cm lang.

10/12
a) Im rechtwinkligen Dreieck ACM gilt
s

sin ?_ ;.
2
Die Sehne ist etwa 6,35 cm lang.

b) Im rechtwinkligen Dreieck ACM gilt

s=2r-sin% . $=6,35cm.

E= E. a=rsing, a=9.,5cm
;

Der Abstand dieser Sehne vom Kreismittel-
punkt betrigt etwa 9,5 cm.

10/13
Imhéchsten Punkt der Bahn miissen Gewichts-
kraft und Radialkraft gleich grof} sein.

Mit g=9,81 m-s?und r=1,0 m
ergibt sich v=3,1 m-s.

10/14
Aus y=

2r
v = 250 km:h"' und T =3 min ergibt sich
r = 1989 km, d. h. der Durchmesser betriigt
4 km.

27T erhilt man ,-=f_'I. Mit
Y

E/8 ;
1. 8 Buchstaben: % =20 160

2. Die Werte fiir 7 bis 2 Buchstaben ergeben
sichentsprechend E12 zu20 160(7), 10440
(6), 3720 (5), 840 (4), 228 (3) und 43 (2).
Damit ergeben sich insgesamt 55 771
Mbéglichkeiten.

Ef9
Permutation ohne Wiederholung von 6 Ele-
menten: 6! =720 verschiedene Buchstabenfol-
gen.

E/10
Permutationen ohne Wiederholung von 9 Ele-
menten, ein Element kommt zweimal vor:

3. = 181440 verschiedene Buchstabenfolgen.
E/N1
Variationen von 6 Elementen zur 5. Klasse:
!

vi=—m__8_5%

(n—Kk)! 1!
E/12 5
Folgen mit,,NN* [ ]: 10, Anzahl der Permu-

|

tation: 10 - % =120
Folgen ohne ,,NN* ?1 =15, Anzahl der Per-

mutationen: 15 - 4! =360
Insgesamt: 480 verschiedene Folgen mit je
4 Buchstaben.

E/13

Die Kugel fiihrt zwei Bewegungen aus: Eine
gleichmafig beschleunigte Fallbewegung und
eine gleichférmige in waagerechter Richtung,
Die Fallzeit t ergibt sich aus der Fallhthe:
t=+/2h/g. Die Anfangsgeschwindigkeit
v=sit t=1s. v =20 m-s™.

E/14

Die Lampe hat einen Widerstand von R, =12£.
Es flieBt bei einer Spannung U von 6 V ein
Strom von 0,5 A.

a. Der Schleifkontakt steht in der Mitte : x=0,3.
b. Der Gesamtwiderstand R setzt sich aus
einer Parallelschaltung (Lampenwnderbtand
(R,) und Teilwiderstand (R'=x:R)) und dem
anden:n Teilwiderstand ((1-x)-R) zusammen.

R =18 Q. Die Spannung U sinkt: U'=4 V.
c. Es muf} gelten:
(1-x)-R=x-R I R
XRRL _(1-x)R x=0707
X'R+RL
Der Kontakt steht an der Stelle x = 0,707
d.Falla:l, =12V/24Q [ =05A
b: I I_MIZV!ISQ I . =067TA
C l " 12\/!(2*0?07*24}0
L., =085A.
e. Nach Spannungsteilerregel:
X'R'RL
u_ x-R+Rp
U g sfme BB
X'R+RL
Durch Umformen:
| B~ ULLZ
x‘R+Rp -x"'R
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Herr Paddel

und das Dualsystem

Diese Geschichte soll Euch etwas iiber Zah-
lensysteme verraten. Versucht, alle Aufga-
ben in der angegebenen Reihenfolge zu 16-
sen. Bei einigen ist das leicht, bei anderen
werdet Lhr etwas hartniickiger sein miissen.
Wenn Thr verstehen wollt, wie Computer
Daten verarbeiten, dann miifit Thr neben
dem Euch bekannten Zehnersystem auch
andere Zahlensysteme kennen.

Von Einern, Zweiern, Vierern
und Achtern

Der Ruderclub von 1893 bietetan jedem Diens-
tagnachmittag fiir Schiiler der Albert-Schweit-
zer-Schule eine Arbeitsgemeinschaft im Ru-
dern an. Zu dieser Veranstaltung darf kom-
men, wer Lust hat und rudern kann, Mal sind 3
Schiiler da, ein anderes Mal wollen 14 Schiiler
rudern. Herr Paddel betreut die Boote im Ver-
einshaus. Er sagt immer: “In einen Achter
gehoren acht Ruderer, sonst wird das Boot
nicht ausgeliehen.” Und so handelter nicht nur
beim Achter, sondern bei allen Booten. Er
verteilt die Boote nach ganz bestimmten Re-
geln, von den Schiilern liebevoll “Paddel-
Regeln” genannt. An seinem Arbeitsplatz im
Vereinshaus kann jeder folgendes lesen:

Bootsausleihe der Ruder AG der Albert-
Schweitzer-Schule

Regel 1: In jedem Boot, das an die Ruder-
AG ausgelichen wird, muB} jeder Platz
besetzt werden.

Regel 2: Von jeder Bootsgattung erhiilt
die Boots-AG nur ein einziges Boot.

Regel 3: Boote mit Steuermann werden
nicht ausgegeben. J

Die Schiiler freuen sich auf den Dienstagnach-
mittag. Weil sie vorher nie wissen, wieviel
rudern wollen, und daher auch nicht. welche
Boote ausgelichen werden, gibt es immer
Abwechslung. Und das macht Spali. Der Ruder-
AG stehen ein Einer (E), ein Zweier (Z), ein
Vierer (V) und ein Achter (A) zur Verfiigung.

Aufgabe 1: Herr Paddel notiert folgende
Teilnehmerzahlen (Z):

Tag 7.5. 14.5. 21.5. 28.5. 4.6. 11.6. 18.6.
Z 12 3 0 9 7 11 15
Verteile sie nach den “Paddel-Regeln” auf
die Boote!
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Aufgabe 2: Wie kann man méglichst schnell
festlegen, welche Boote nach den “Paddel-
Regeln” besetzt werden? Versuche fiir die
Schiilerzahlen von Aufgabe 1 und dann all-
gemein ein Verfahren zu entwickeln!

Aufgabe 3: Wie viele Schiiler kinnen am
Dienstagnachmittag hichstens zur Ruder-
AG kommen, wenn alle einen Platz in einem
der Boote bekommen sollen?

Ist bei allen kleineren Anzahlen eine Vertei-
lung der Boote nach den “Paddel-Regeln”
miglich?

Aufgabed: Herr Paddel notiert, welche Boote
ausgeliehen sind:

Datum 3.9. 109. 17.9. 24.9. L.10.
Boote A VE VE V,Z AVZ AV, ZE
Wie viele Schiiler rudern an den einzelnen
Tagen?

Aufgabe 5: Wie viele Méglichkeiten gibt es,
zwei (drei) Boote auszuleihen?

Aufgabe 6: Die Schiiler wollen alle Kombi-
nationen, Boote nach den ‘“Paddel-Regeln”
auszuleihen, ausprobieren. Stelle in einer
Tabelle alle Kombinationen zusammen und
schreibe zu jeder Kombination, wie viele
Schiiler rudern. Wie viele Wochen dauert
es, wenn sie alle Kombinationen nacheinan-
der ausfithren wollen?

Aufgabe 7: Der Vierer wird repariert und
kann wochenlang nicht benutzt werden. Bei
welchen Schiilerzahlen ist nun eine Vertei-
lung der Boote nach den ‘“Paddel-Regeln”
nicht mehr moglich?

Der Leiter der Albert-Schweitzer-Schule, Herr
Schulmeister, kommt am Bootshaus vorbei. Er
michte wissen, wie viele Schiiler heute an der
Ruder-AG teilnehmen. Auf dem See kann er
die Ruderboote nicht entdecken. “Kein Pro-
blem. es sind 10 Schiiler”, sagt Herr Paddel und
zeigt auf eine Tafel. Dort hat er mit Kreide in
einer Tabelle notiert, welche Boote ausgelie-
hen sind. Heute kann man folgendes auf der
Tafel lesen:

Achter Vierer Zweier Einer
| 0 | 0

Du hast sicher entdeckt. daB Herr Paddel eine
besondere Art hat, den Bootsverleih zu notie-
ren.

Aufgabe 8: Fiille fiir die Schiilerzahlen von
Aufgabe 4 solche Tabellen aus!

Aufgabe 9: Formuliere eine Regel, wie aus
dem Tafelanschrieb die Anzahl der rudern-
den Schiiler berechnet werden kann!

Aufgabe 10: Fiille fiir die Schiilerzahlen von
Aufgabe 1 solche Tabellen aus und mache
die Probe!

Herr Schulmeister michte von jeder Bootsgat-
tung ein zweites Boot anschaffen, damit mehr
Schiiler gleichzeitig rudern konnen. Herr Pad-
del ist damit nicht einverstanden. “Dann gibtes
Streit, weil nicht immer eindeutig ist, welche
Boote ausgelichen werden”, sagter. [hm kommt
es vor allem darauf an, daf die Schiiler immer
nur auf eine Art auf die Boote verteilt werden
konnen, die Verteilung also eindeutig ist.

Aufgabe 11: Es sollen zwei Vierer (Zweier)
ausgeliechen werden konnen. Bei welchen
Schiilerzahlen kann man die Schiiler auf
verschiedene Weisen auf die Boote vertei-
len? Gib mehrere Beispiele an!

Aufgabe 12: Fiir Herrn Schulmeister ist es
wichtig, schnell ausrechnen zu kinnen, wie
viele Schiiler rudern, wenn man die ausge-
lichenen Boote kennt.

Ist das noch méglich, wenn von jeder Boots-
gattung zwei Boote vorhanden sind?

Aufgabe 13: Formuliere mit Deinen Wor-
ten, die Vorteile

a. in den “Paddel-Regeln”,

b. im Vorschlag von Herrn Schulmeister.
Gibt es auch Nachteile?

Herr Paddel lacht: “Schaffen wir doch einen
Sechzehner an! Es macht SpaB, ein solches
Boot zu rudern, wir konnen mehr Schiiler
unterbringen. AuBerdem gibt es dann keinen
Streit, welche Boote ausgeliehen werden sol-
len.” Die Schule schafft ein Boot mit 16 Pliit-
zen, einen Sechzehner, an.

Aufgabe 14: Herr Paddel notiert folgende
Teilnehmerzahlen (Z):

Tag 7.5. 14.5. 21.5. 28.5. 4.6, 11.6. 18.6.
Z 21 6 27 18 29 31 13
Verteile sie nach den “Paddel-Regeln” auf
die Boote.

Aufgabe 15: Wie viele Schiiler kénnen nun
am Dienstagnachmittag hochstens zur
Ruder-AG kommen, wenn alle einen Platz
in einem der Boote bekommen sollen?

Einmal notiert Herr Paddel die Ausleihe der
Boote statt auf der Tafel folgendermafen auf
einem Zettel: 10010. Er liest Herrn Schulmei-
ster vor: “Kein Einer. ein Zweier, kein Vierer,
kein Achter und ein Sechzehner™.

Aufgabe 16: Herr Paddel notiert:

Datum 39. 109. 179. 249. 1.10.
Ausleihe 1001 11000 10110 11001 10011
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Welche Boote sind unterwegs und wie viele
Schiiler rudern an den einzelnen Tagen?

Herr Schulmeister tiberlegt, statt eines Sech-
zehners einen Vierzehner oder einen Achtzeh-
ner anzuschatfen.

Aufgabe 17: Es soll ein Vierzehner anstelle
eines Sechzehners vorhanden sein. Wie grof3
mub die Anzahl der ruderwilligen Schiiler
sein, bei der eine Verteilung auf die Boote
nach den “Paddel-Regeln’ auf unterschied-
lichen Arten méglich ist? Gib mehrere
Losungen an!

Aufgabe 18: Es soll ein Achtzehner anstelle
eines Sechzehners vorhanden sein. Wie grof}
mubB die Anzahl der ruderwilligen Schiiler
sein, bei der eine Verteilung auf die Boote
nach den “*Paddel-Regeln” gar nicht mehr
miglich ist? Gib alle Beispiele an!

Die Ruder-Arbeitsgemeinschaft hat nie einen
Vierzehnerodereinen Achtzehner angeschafft,
auch der Sechzehner ist nicht mehr einsatzfi-
hig. Aber heute noch werden die Boote nach
Herrn Paddels Regeln ausgeliehen. Diese
Regeln miissen wohl etwas Besonders sein.

Die “Ruderbootzahlen™

Wir wollen uns einige von den mathemati-
schen Inhalten anschauen, die in unserer Ge-
schichte enthalten sind.

Herr Paddel kann aus seiner Schreibweise
erkennen, welche Boote entliehen sind. Beim
Tafelanschrieb 1001 sind es der Achterund der
Einer, wihrend der Vierer und der Zweier
nicht gerudert werden. Herr Paddel benétigt
nur die beiden Zeichen 0 und 1 als Ziffern
seiner “"Ruderbootzahlen™. Dann kann er alle
Informationen geben, die er beim Verleih der
Boote und fiir Auskiinfte an Herrn Schulmei-
ster bendtigt. Bei den “Ruderbootzahlen™ hat
jede Stelle fiir Herrn Paddel einen bestimmten
Wert. Erredet von der Stelle fiir die Einer, den
Zweier, den Vierer oder den Achter und liest
dabei die Ziffern seiner Zahlen von rechts nach
links. Wenn er weitere Boote benétigen wiirde,
dann lautet fiir ihn die logische Fortsetzung
Sechzehner, ZweiunddreiBliger, Vierundsech-
ziger, usw. Inden Aufgaben 17 und 18 konntet
Ihr lernen, warum eine andere Fortsetzung
(Vierzehner oder Achtzehner statt eines Sech-
zehners) nicht sinnvoll ist,

Ihr habt sicher schon entdeckt, dafB sich bis auf

Nun konnt Ihr sicher nach groferen “Ruder-

bootzahlen™ hin fortsetzen und einsehen. dafB
gilt:32=2.2.2.2.2=2% 64=2.2:2.2.2.2 =25,
usw. Wenn Lhr die letzte Zeile der Tabelle von
links nach rechts lest, konnt Ihr folgende Fort-
setzung vermuten : 2' =2 und 2°= 1. In Klasse
9 oder 10 werdet Ihr lernen. warum diese
Fortsetzung sinnvoll ist.

Im Dualsystem

Der Tafelanschrieb 1001 fiir “Ruderbootzah-
len™ ist eine Schreibweise fiir Zahlen in einem
Zahlensystem, das die Mathematiker Zweier-
system oder auch Dualsystem nennen. Wir
bendtigen nur die beiden Ziffern 0 und 1 und
konnen dann alle Zahlen des Zweiersystems
darstellen. In Aufgabe 11 konntet Thr lernen,
warum die Benutzung von weniger als 2 Zif-
fern zu Schwierigkeiten fiihrt.

Herr Paddel kann auch ausrechnen, wie viele
Schiiler rudern. Nach den “Paddel-Regeln™
miissen alle entliehenen Boote voll besetzt
sein. Daher rudern beim Tafelanschrieb 1001
insgesamt 9 Schiiler, 8 im Achter und | im
Einer. Herr Paddel rechnet wie folgt:

die Einerstelle alle Stellenwerte aufdie Zahl2 | 1:-8 + 0.4 +0-2+ 1.1 = 1.2+ 0.22 + 0:2' + 1.20
zuriickfiihren lassen. =9,

Stelle Sechzehner Achter Vierer Zweier Einer

Wert 16 8 4 2 |

andere

Schreibweise 2-2.2.2=2¢ 2.2.2=2% 2.2=2°

Foto: adidas

Aus der “Ruderbootzahl™ oder Dualzahl 1001
konnen wir also die Zahl 9, die Anzahl der
rudernden Schiiler, ausrechnen.

Dualzahlen und Dezimalzahlen

Diese Schiileranzahl wird in dem Euch bereits
bekannten Zahlensystem, den Zehner- oder
Dezimalsystem, angegeben. Dem Zusammen-
hang zwischen der Dualzahl 1001 und der
Dezimalzahl 9 machen wir durch folgende
Redeweisen deutlich : “Zur Dualzahl 1001
gehortdie Dezimalzahl 9. oder “Der Dualzahl
1001 wird die Dezimalzahl 9 zugeordnet.” In
Aufgabe 2 solltet Ihr ein Verfahren entwick-
eln. mit dem Ihr die Boote. die besetzt werden
diirfen, finden kénnt. 14 Kinder werden auf |
Achter, 1 Vierer und 1 Zweier verteilt. Zur
“Bootszahl” oder Zweierzahl 1110 gehort also
die Dezimalzahl 14. Die nichsten drei Anwei-
sungen beschreiben solch ein Verfahren:

(1) Besetze das grolite Boot, von dem alle
Plitze besetzt werden.

(2) Berechne die Anzahl der dann noch warten-
den Schiiler.

(3) Wiederhole die beiden Schritte (1) und (2)
mit den nach (2) noch wartenden Schiilern
solange. bis alle Schiiler in einem Boot sitzen.
Probiert dies Verfahren einmal aus!

Im niichsten Heft schauen wireinmal bei Herrn
Rundlauf, einem Vetter von Herrn Paddel,
vorbei.

StD Helmut Wirths,

Fachlehrer fiir Mathematik und Physik an
der Ciicilienschule Oldenburg
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Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Zusammenstellung und Gestaltung:
OSIR Johannes Lehmann, Leipzig

Erst staunen, dann wundern,
dann mitmachen

U+S+T=21 L:U=I

S T=42 T=60:10

I+T=70:8 L+U+S+T+I+G=60

Spiel mit Zahlen 29

1. Die Summe aus zwei
benachbarten Zahlen einer

Zeile ergibt die Zahl dariiber.
Welche Zahlen miissen in die leeren

Quadrate eingesetzt werden?

2. In diese beiden Figuren sind
einstellige Zahlen so einzutragen,

daB waagerecht und senkrecht ' 3
richtig geltste Aufgaben entstehen.

3. Wieviel Meter ist
dieser seltsame Vogel
bisher geschwommen?

Geduldsspiel
48 ) ) I,x.? «36
43 b3%, o34
47« ed5 ': o
N2%1% o ..
o =44 43 g e 2(’011
e} 4 17 20753 45
S ee 50 B -l') 'l(‘ 13 o2t "
57 1 ’ 10 22 317 30
) 1 5 gd R
B 2 37
g ¥ . |'1H 28 29
6 7 12

2. Die mit einem Punkt versehenen Flichen schwarz ausmalen!

Zwei Geduldsspiele

1. Das abgebildete
Quadrat 1st abzupausen, —_—
auszuschneiden und

entsprechend den
eingetragenen Strecken
in vier Dreiecke zu zerlegen. Aus diesen vier Teilfiguren sind
die Figuren (1 - 16) unterschiedlicher Form zusammenzusetzen.

2. Abpausen, ausschneiden.

zu einem Quadrat
zusammensetzen!
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Denksport Nachgedacht —

mitgemacht
2. Welche der drei —_—————
Figuren gehort
folgerichtig in das
Schachbrett? I.Um die Haus-
nummer des T (5
a) : ] drittenHauses
- — zu finden, miiBt 18] [7] D3
. 4= ihr untersuchen,
|- > welche Bezie-
hungen zwi- F' 10 H
schen den beiden '
b) ¢) Zahlen in den Fenstern und der Tiir bestehen.
l B!

c)

2. Fiinf Freunde wohnen in diesen
Hiusern der Parkstrafie, in jedem /3 [—l
Haus einer. Peter und Christel haben
jeder nur einen Nachbarn,

CARTCE Kbnsa alat : _ N Heidi ist zwischen Rainer und
"L\.’ij;lvt\]ilc]lul(ll"cl::rt‘“/‘[ o : Thomas zu Hause, dagegen wohnen

e = ; Thomas und Peter nicht neben-
muld f enthalten? ' , : . : Rk =
. 2 ; einander. Rainers Hausnummer ist

niedriger als Christels. M 5
Wer wohnt in welchem Haus? ﬂ

I. Zeichne drei weitere
Quadrate d, e und

und trage, wie aus den
vorgegebenen Quadraten

=

Bl Ein eigenes Forschungsprojekt entwickeln und reali-
sieren, erlerntes (Schul)wissen umsetzen und anwen-
den, anerkannt und ernstgenommen werden, neue
Freunde finden, Kontakte kntpfen, ... all das ist

jugendO)forscht

Jedes Jahr entdecken mehr als 3600 Madchen und
Jungen ihren SpaB am selbstandigen Experimentie-
ren und Forschen.

Der groBe naturwissenschaftlich-technische Nach-
wuchswettbewerb ist ein spannendes Forum fiir pfif-
fige Schulerinnen und Schiiler zwischen 7 und 21
Jahren. Ein Thema wahlt sich jeder selbst aus den
sieben Fachgebieten: Biologie, Chemie, Geo- und
Raumwissenschaften, Mathematik/Informatik, Physik,
Technik und Arbeitswelt.

Bl Engagierte Lehrerinnen und Lehrer sind die wichtig-
sten Partner von Jugend forscht!

Betreuungslehrer und Wettbewerbsleiter informieren
in den Schulen tber Jugend forscht, geben Anregun-
gen und Hilfestellungen.

Bl Interessiert? Bitte rufen Sie uns an:

Stiftung Jugend forscht e.V.
Beim Schlump 58

W-2000 Hamburg 13

Tel. 040/410 6005
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Das Wort ,,Labyrinth* hat viele Bedeutun-
gen: 1. Irrgarten; 2. bauliche Anlage mit ver-
wirrend ineinandergehenden Gingen und
Réiiumen; 3. aus beschnittenen Hecken ange-
legte Irrgiinge im Barockgarten; 4. kompli-
ziertegeometr. Figurals Verzierung auf Fuf-

Es sind spezielle Labyrin-
the, die wir untersuchen
wollen. In der nebenstehen-
den Figur haben wir ein
Labyrinth mit neun Feldern,
die quadratisch angeordnet
sind (Abb. 1).

Dieses Labyrinth soll nach folgender Vor-

schrift durchlaufen werden:

1) Beginne bei A und gehe dann vertikal oder
horizontal, aber nie diagonal von Feld zu
Feld.

2) Der Weg mull genau einmal durch jedes
Feld gehen.

Abb. 1

Labyrinthe

| boden; 5. kndchernes u. hiutiges Innenohr;

6. zusiitzl. Atmungsorgan des Labyrinthfi-

sches; 7. enge Doppelkehre innerhalb einer
Rennrodelbahn

aus: Grofies Fremwérterbuch

Bibliograph. Inst. Leipzig

Aufgabe: Wieviel Moglichkeiten gibt es,
das Labyrinth mit dieser Vorschrift zu
durchlaufen?

Um alle Moglichkeiten zu erhalten und keine
zu vergessen, ist es ratsam, systematisch vor-
zugehen.

Lars findet bei dieser Untersuchung folgende
sechs Wege (Abb. 2).

Nach welchem Ordnungsprinzip ist er vorge-
gangen? Er hat mit einer Verzweigung in der
ersten Spalte begonnen und die Fille 1, 2 und
3 gefunden. Fiir die Verzweigung in der mitt-
| leren Spalte gab es nur einen Fall und schlieB-
| lich fiir die dritte Spalte noch zwei.

Karin hat die sechs Moglichkeiten in der fol-
genden Reihenfolge gewonnen (Abb. 3).
Welches Ordnungsprinzip hat sie gewiihlt?
Istes zufillig, daB die Ausgiinge in allen sechs
Fiillen sich in den Eckfeldern befinden? War-
um gibt es keinen Ausgang in den Mittelfel-
dern? An dieser Stelle wollen wir hierzu eine
Untersuchung durchfiihren, die sich als grund-
sitzlich erweisen wird.

| Dazu denken wir uns das Labyrinth schach-
brettartig gefirbt (Abb. 4).

Die Vorschrift, daB man nur vertikal oder
horizontal vorgehen kann, bedeutet, daf} sich
bei einem moglichen Wege immer schwarze
und weille Felder abwechseln miissen. Bei
neun Feldern ist nur folgende Reihung mog-
lich swswswsws,

Der Weg mub also in einem schwarzen Feld
beginnen und in einem schwarzen Feld enden.
| Das sind aber gerade die Eckfelder. Es kann
auch nicht in einem weillen Feld begonnen
werden. Warum?

Diese Erkenntnis kann man verallgemeinern.
Wenn die Anzahl der Felder ungerade ist, gilt
diese Feststellung. Ist die Anzahl der Felder
aber gerade, so mub beim Weg immer folgen-
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de Reihung gewihlt werden: swsw ... sw oder
wegen der Umkehrbarkeit der Wege wsws ...
ws.

Nun wollen wir alle Moéglichkeiten fiir das
Durchlaufen eines 3x4-Rechtecks ermitteln.
Hierzu einige Anleitungen.

Es ist ratsam, in dem 3x4-Rechteck die Felder
zu numerieren, um eine systematische und voll-
stiindige Untersuchung abzusichern (Abb. 5).
Die Symbolik 1 -> 2 soll bedeuten: Der Ein-
gang befindet sich im Feld I, der Ausgang im
Feld 2. Folgende Fiille miissen dann untersucht
werden:

Dilas 2 9)3->10 17) 9> 4
2)1-> 4 10)3->12 18) 9-> 6
31> 6 11)7-> 2 19) 9->10
4)1->10 12)7-> 4 20) 9->12
5)1->12 13)7-> 6 21)11-> 2
6)3-> 2 14)7-> 10 22)11-> 4
N3i-> 4 15)7->12 23 11> 6
8)3-> 6 16)9-> 2 24y 11 > 10

25) 11> 12 |

Nun miissen Losungen fiir diese 25 Fille
ermittelt werden, wobei in den einzelnen Fil-
len auch mehrere Losungen auftreten konnen.
Fiir die ersten fiinf Fille sind sie angegeben
(Abb. 6). |
Wir stellen fest, da8 mit einer geringen Ver- |
groBerung des Labyrinthes von 3x3 auf 3x4 die |
Anzahl der Moglichkeiten, das Labyrinth zu
durchlaufen, sich wesentlich vermehrt. Es wird
deshalbempfohlen, fiir das 3x4-Labyrinth keine
vollstindige Losung zu suchen, sondern noch
die Aufgaben mit einem zweiten Eingang zu
untersuchen oder einzelne bestimmte Fiille her-
auszusuchen und zu bearbeiten.

Um beim 4x4-Labyrinth die Anzahl der Mog-
lichkeiten von vornherein einzuschriinken, ist
es ratsam, fiir die Untersuchung je ein Ein-
gangs- und Ausgangsfeld auszuwiihlen, so wie
es die Abb. 7 zeigt.

Im 4x4-Labyrinth gibt es fiir diesen Fall acht
Méglichkeiten, die in der Abb. 8 dargestellt
sind.

Nun gilt es, bei vorgegebenem Eingang und
Ausgang, wie es die Abb. 9 zeigt. die Losun-
gen zu ermitteln.

Gibt es noch andere Moglichkeiten? Warum
ist es nicht moglich, die folgenden Labyrinthe
mit den angegebenen Ein- und Ausgingen zu
durchlaufen (Abb. 10)?

Wegen der Umkehrbarkeit der Wege konnen
die Labyrinthe der Abb. 8 und 9 auch in entge-
gengesetzter Richtung durchlaufen werden.

OSIR Gerhard Schulze, Herzberg, |
Mitglied des Redaktionskollegiums der
alpha
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Der Irrgarten von AltjeBnitz bei Wolfen

“Bild Leipzig” berichtete am 12.10.91 iiber
diesen Irrgarten: ... Bis zu 8000 Besucher
sind mitunter auf einmal im Irrgarten. ...
Immer abends steigt er (der den Irrgarten
betreuende Girtner) auf die 3 Meter hohe
Plattform (Ziel) im Mittelpunkt des Wirr-
warrs, hilt Ausschau nach Verirrten. ... Ein
junges Paar wettete: Wer kommt zuerst
‘raus? Klaus RoBler (der Girtner) und der
junge Ehemann holten die weinende Braut
bei tiefster Dunkelheit von der Bank der
Verzweifelten, ...”

Nach dem Erwerb einer Eintrittskarte kann
man diesen auf einem quadratischen Fli-
chenstiick mit der Seitenldnge 50 m ange-
legten Irrgarten tiglich von 10 bis 19 Uhr
vom Eingang A aus betreten.

Abb. 2 A

Der Besucher soll versuchen, das Ziel Z zu
erreichen und soll sich auch wieder aus dem
Labyrinth herausfinden. Ein Markieren des
eingeschlagenen Weges z. B. durch Ausle-
gen eines “Ariadnefadens” ist nicht er-

wiinscht. Auch wenn man den auf der Ein- |

trittskarte abgedruckten Plan des JeBnitzer
Gartens zur Verfiigung hat, ist ein Zurecht-

L1 finden im Garten ohne eine griindliche

Analyse nicht leicht. Im hier abgedruckten
Plan (Abb. 2) ist zusiitzlich ein Multigraph!
farbig markiert eingezeichnet. Die Kanten
dieses Multigraphen verlaufen in der Mitte
der einzelnen Wegstiicke. Die Knoten sind
neben A und Z die hier mit den natiirlichen
Zahlen von | bis 19 kotierten Verzwei-
gungspunkte der Wegemitten, Dieser Mul-
tigraph wird nun ein zweites Mal auf ein
Blatt Papier gezeichnet:

4 7 K 912 14 |6

4l

!.’u."\h

Bei dieser zweiten Darstellung dieses Mul-
tigraphen sind die Kanten Strecken oder
Kreisbogen. Weiterhin folgen in beiden Dar-
stellungen dieses Multigraphen an jedem
Knoten i (i=1, 2, ..., 19) die einmiindenden
Kanten bei Wahl des gleichen Umlaufsin-
nes in der gleichen Anordnung aufeinan-

h d
h
d
= (s

Abb. 4

-—
10 1 19 18 17

Abb. 3

Die in Abb. 3 angegebene Darstellung des
Wegenetzes durcheinen Multigraph istzwar
nicht mafBstabgerecht, doch mit ihr ist ein
Zurechtfinden im Irrgarten problemlos mog-
lich.

1. Aufgabe: Wieviele doppelpunktfreie
Wege fithren imdem JeBnitzer Irrgarten zu-
geordneten Multigraph von A nach Z? (Ein
Weg heiBt doppelpunktfrei, wenn er durch
jede Kante und auch durch jeden Knoten
des Multigraphen héchstens einmal fiihrt.)
2. Aufgabe: Ein Besucher will im JeBBnitzer
Garten den von A nach Z fithrenden Weg
benutzen, deraus derkleinstmdglichen Zahl
von Kanten (Wegstiicken) besteht. Als
einzige Orientierungshilfe hat er sich fiir
jeden der von ihm zu iiberschreitenden
Knoten eine natiirliche Zahl eingepriigt oder
diese auf einen Zettel geschrieben:

2. 1:1:1:2:2,1:2

Wie legte der Besucher diese Zahlenfolge
fest? Kann er sich mit dieser Zahlenfolge
auch wieder von Z nach A zuriickfinden?

Anmerkung:

"' Wiihrend bei einem Graph stets zwei Knoten hiichstens
durch eine Kante verbunden sind, sind bei einem Mul-
tigraph mindestens zwei Knoten durch mindestens zwei
Kanten verbunden.

Walter Triiger, Dibeln
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Olympiade-Ecke

Der Essener Mathematikwettbewerb

*Mathe macht SpaB3!"* Dies meinen jedenfalls (minde-
stens) sechs Mathematiklehrer aus verschiedenen Schu-
len der Ruhrgebietsmetropole, die nun schon zum siebten
Male den Essener Mathematikwetthewerb (EMW)durch-
gefiihrt haben. Davon scheinen sie auch immer mehr

Schiiler iiberzeugen zu konnen. Warum sonst sollten
diese an einem schulfreien Samstag freiwillig fiir mehre-
re Stunden in Klausur gehen, um iiber kniffligen Mathe-
Problemen zu briiten?

Nicht einmal Klassen- und Studienfahrten
stellen dann fiir dltere Schiiler ein Hindernis
dar.um auch die zweite (Klausur)— Runde des
EMW ertolgreich meistern zu Konnen. So
durften jedenfalls zwei Schiiler, withrend ei-
ner Studienfahrt nach Nizza. dieselben Aufga-
ben zeitgleich mit den dbrigen Teilnehmern
der Klausur des EMW "87 schreiben.

Wie steigert man nun die Lust an Mathematik,
wo doch bei der Stoffiille des tiglichen Unter-
richts gerade der Spall am Knobeln meist viel
zu kurz kommt? Michael Riising, der von
Anfang an dabei ist und als "Kopf™ des Wett-
bewerbes gilt, nennt einige Beweggriinde. die
speziell zu dem Essener Modell gefiihrt ha-
ben. Es sind moglicherweise die gleichen
Motive. die auch den einen oder anderen von
Euch vielleicht dazu bewogen haben, sich
selbst einmal an einem Matheweustreit der
eigenen Schule zu versuchen: “Eine lokale
Veranstaltung spricht eben eher an als eine
regionale oder gar bundesweite. weil sie tiber-
schaubarer ist”. In Gesprichen mit den Esse-
nern Veranstaltern duBern sich fast alle Be-
fragten tibereinstimmend. daf ein konkreter
Wettkampf zwischen Schulen am selben Ort
als Konkurrenzsituation erlebt wird. Nach
Beobachtungen von Herrn Riising, und auch
meiner Erfahrung nach, bildet sportlicher
Ehrgeiz d i e entscheidende Triebfeder fiir die
Teilnahme an einem Mathewettstreit. Mithin
gewinnt eine derartige Veranstaltung eine
kidmpferische oder spielerische Note — wer
milit seine (Geistes-)Krifte nicht gern mit
Gleichaltrigen aus bekannten Schulen seiner
Heimartstadt?

Um ein solch mathematisches Kriiftemessen
wurde der Essener Wettbewerb behutsam
herumgebaut. “Unsere lokale Aktion soll auch
die Scheu vor hohen Hiirden. wie etwa dem
Bundeswettbewerb Mathematik, langsam
abbauen helfen.” liht Michael Riising neben-
bei durchblicken. Die Schwelle ist aber be-
wubt niedriger angesetzt als bei einer Mathe-
Olympiade. machter zégernden Interessenten
Mut. Seit Beginn des Essener Wettbewerbs
bemiihen sich die Wettbewerbsmacher um
einen stindigen Kontakt zur Essener Lokal-
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presse. eingedenk der Tatsache, dali zu einem
guten Gelingen eines Unternehmens stets die
offentliche Aufmerksamkeit gehort. Die Of-
fentlichkeit solle nidmlich bemerken, daf es
Schiilerinnen und Schiiler mit besonderen
Fihigkeiten gibt. die keineswegs zu einer
hochnisigen Elite ziihlen: denen man viel eher
mitkniffligen Frageneine grofie Freude berei-
ten kann, Stolz verweist M. Riising an dieser
Stelle auf den hohen Anteil von Midchen
(40%) am Essener Wetthewerbh. “Eine ver-
gleichbare Miidchenquote gibt es unserer
Kenntnis nach bei keinem der bestehenden
inliindischen Mathematikwettbewerbe™.

Die mathematische Talenttdrderung hat in
Essen schon lange Tradition. Seit mehreren
Jahren werden an einigen Essener Gymnasien
regelmiBig neben dem Unterricht Mathema-
tikprobleme zur freien Bearbeitung angeboten
(z. B. die Aufgabe des Monats). Anfang 1985
vereinbarten drei Lehrer ein gemeinsames
Vorgehen als Versuch auf Stadtebene. Unter
dem Namen “Essener Mathematikwettbe-
werb” wurde besagter Schiilerwettbewerb ins
Leben gerufen. In den Anfangsjahren richtete
sich dieser Wettbewerb nur an Schiiler der
Sekundarstufe 1. Nachdem in den folgenden
Jahren die Zahl der Organisatoren zugenom-
men und sich der Wettbewerb an den Schulen
etabliert hatte, wurde eine Ausweitung auch
auf die Sekundarstufe T beschlossen. Dies
geschah im Jahre 1988,

Nach einigen Verbesserungen in den letzten
fiinf Jahren hat sich mittlerweile ein fester Ab-
lauf fiir den Essener Mathematikwettbewerb
bewiihrt. Der jihrliche Wettbewerb setzt sich
aus zwei Runden zusammen. Zur ersten Run-
de im Herbst (kurz nach Beginn des Schuljah-
res) werden an alle Essener Schulen Aufgaben
verschickt. Interessierte Schiilerinnen und
Schiiler konnen diese dann in einem festen
Zeitraum von etwa einem Monat bearbeiten.
Die zurtickgesandten Losungen werden von
den Organisatoren des Wetthewerbs korri-
giert. Dabei soll ein méglicher Losungsweg
von allen Altersstufen gefunden werden kon-
nen. “Kein leichtes Unterfangen iibrigens™.
betont Michael Riising.

1 | ”

: \ e 1 fR
) I 6) F {S

Alle Teilnehmerinnen und Teilnehmer mit
guten Leistungen in der ersten Runde. werden
zur zweiten Runde eingeladen. Sie findet als
Klausur an einem schulfreien Samstag im
Friihjahr des jeweils folgenden Jahres statt.
Nach den Ergebnissen der Klausurrunde wer-
den die Preistriiger ausgewihlt. Im Rahmen
einer Feierstunde im Essener Rathaus erfah-
ren die Punktbesten am Ende des Schuljahres
eine Auszeichnung. Als Belohnung winken
Urkunden und wertvolle Buchgutscheine, fiir
die verschiedenen Essener Firmen gestiftet
haben.

Ein kleiner Wermutstropfen triibt dennoch die
sonst makellose Erfolgsbilanz der Wettbe-
werbsmacher aus der Ruhrgebietsmetropole.
So hat M. Riising einriiumen miissen, daf} von
anderen Schularten weniger Resonanz auf den
Wetthewerb komme. Zur 5. Doppelrunde
dieser Artetwa sind “leider nur Lésungen von
Schiilern aus Gymnasien eingegangen”. Da-
bei werden die Aufgaben der jeweiligen Run-
den wirklich nicht fiir ausgesprochene Mathe-
Genies ausgesucht,

Das Lehrerteam hat jedes Jahr die vertrackte
Aufgabe. Probleme fiir jeden Geschmack
auszutiifteln. Dall ihm diese schwierige Ba-
lance bei der Aufgabenfindung noch jedes
Mal gelungen ist. dafiir spricht wohl eine
typische Teilnehmerantwort: “Beim einfache-
ren ersten Durchgang wird weniger Rechnen
als Denken verlangt.”

Damit Thr Euch selbst eine Vorstellung von
Umfang und Anspruchsniveau der Probleme
des EMW machen konnt. folgen Aufgaben
des 7. Essener Mathematikwettbewerbs.
Wenn Thr noch mehr {iber den Essener Wett-
bewerb erfahren wollt. dann bitte schreibt an
GEMW Gesellschaft Essener Mathematik-
wettbewerb e. V.. Herrn Michael Riising.
B.M.V.-Schule. Bardelebenstrale 9 in
W-4300 Essen 1.

Herr Rising wird sich tber jede Zuschrift
freuen.

Paul Jainta, Schwabach
Gymnasiallehrer fiir Mathematik
und Physik
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7. Essener
Mathematikwettbewerb
Sekundarstufe I / Erste Runde

Aufgabe:

Betrachtedie folgenden numerierten Gleichun-
gen:

1) 324+4°=57

2) 5*+12°=132

3) 7°+24°=25°

4) 924407412

n) (2Zn+l)y+...=...

a) Wie lauten die Gleichungen 5), 6) und 7)?
b) Ergiinze die fehlenden Ausdriicke in Glei-
chung n).

¢) Beweise die Richtigkeit derergiinzten Glei-
chung n).

Losung:
a) 5) 11°+60°=61°

6) 13°+84°=85>
7) 15°+112°=113*

b) n) (2n+1)+2n°+2n)’=(2n’+2n+1)

¢) (2-n+1)*+(2n*+2n)*=(2n*+2n+1)?
/Klammern ausrechnen <Lim
4n*+4n + 1 + 4n* + 8n*+ 4n° = 4n* + 4n’
+2n’+ 4n' + 4n° + 2n + 2n’ + 2n +1/Zusfe.
<=> 4n*+8n'+8n"+4n+1=4n*+8n"+8n"+4n+1
q.e. d.

Aufgabe:

Durch die folgenden Gleichungen wird eine
GesetzmiiBigkeit vorgegeben:

6- =1l
56t~ 45°= 1111
556*- 445%= 111111

55567 - 4445 = 11111111

a) Priife, ob sich die GesetzmiBigkeit in den
nichsten vier Gleichungen fortsetzt.

b) Formuliere die Gesetzmiifigkeit und be-
weise sie.

Lisung:
a)
55556°-  44445=1111111111
555556% -  444445%=111111111111
55555567 - 4444445=11111111111111

555555567 - 44444445>=1111111111111111
Die Gesetzmifiigkeit setzt sich fort.

b)
5 a4 [4 n 5]' an |
2 21 -l=-10 =—.10%"——
[9 00455 9
2 2
2102 4220 yon 4 16
81 81 81
5
-[ﬁ-m%ﬁg-mﬂr—s]zl103-&1
81 81 81) 9 9
LT T SO
81 81 9 9
ﬁl.lglﬂ_l=i.]03ﬂ_l
9 9 9
g.e.d
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Offene Runde
Zweite Runde

Aufgabe:

Zwei Kreise mit gleichem Radius r werden
wie unten dargestelltin ein Rechteck gezeich-
net. Geben Sie die Seitenldngen des Rechtecks
in Abhingigkeit von r an.

)

N A

In die Zeichnung sind iinige Hilfslinien ein-

getragen. !
D
r
r
NI/
r 3r
Da die Kreise die senkrechte Linie im Recht-
eck beriihren. sieht man sofort. dali die lingere
Rechteckseite die Linge 4r hat.
Betrachtet wird der linke Kreis. Die Diagonale
und die Rechteckseiten sind Tangenten an den
Kreis. Die Entfernungen von den Schnittpunk-
ten zu den Beriihrpunkten sind daher — wie in
der Zeichnung dargestellt — gleich. Der Satz
des Pythagoras liefert:
(X+1)P+(4r)? = (x+3r)*
<=> X+2xr+171% = x*+6xr+9r°
e GG
Also hat die kiirzere Seite die Ldnge r+x=3r.

Losung:

3r

Aufgabe:

Gesucht sind alle vierstelligen Zahlen mit der
folgenden Eigenschaft: Die Summe aus der
betreffenden Zahl selbst. ihrer Quersumme
und der zwei einstelligen Zahlen. die durch die
erste und die letzte Ziffer dargestellt werden,
betrigt 5900.

Ldsung:

Seien a, b, ¢, d die Ziffern der gesuchten Zahl.
Die Bedingung der Aufgabe lautet dann
1000-a+100-b+10-c+d+a+b+c+d+a+d =5900
<=> 1002-a+101-b+11-c+3-d =5900
Es folgt, daB a hochstens den Wert 5 hat.
Angenommen, a=4. Dann ist
101-b+11-c+2.d=1892. Das ist aber nicht
moglich, selbst wenn b=c=d=9. a kann damit
erst recht nicht kleiner als 4 sein. Also a=5.
Damit gilt:
101-b+11-c+3-d=890
Es folgt nun, dal b hichstens den Wert 8

haben kann. Wie oben sieht man, dafl b auch

nicht kleiner als 8 sein kann, da 11-c+2.d nicht
mehr den Rest ausmachen kann. Damit gilt:
11-¢c+3-d=82

¢ kann hochstens den Wert 7 haben. Dann
wiire 3-.d=5, alsod & IN.

Wenn ¢=6, dann wiire 3-d=16. alsod ¢ N
Wenn ¢=5, dann wiire 3-d=27, also d=9.

¢ kann aber nicht kleiner als 5 sein, da sonst
d>9.

Es gibt nur eine Zahl, die die Bedingung
erfiillt, néimlich 5859,

Aufgabe:

Zeige, daB [[H,\.-';J,l] fiir alle n € N die
natiirlichen 21 Zahlen mit Aus-
nahme der Quadratzahlen durchliuft.
Hinweis:

[..] ist dabei die Gauss-Klammer. [x] ist die
groBite natiirliche Zahl, die kleiner oder gleich
x ist. Beispiele: [3.56]=3: [5.24]=5: [7]=7.

Ldsung:

Esist [n+vn +0.5]=n+[vn +0,5]
Betrachtet wird die folgende Tabelle:

n 123456 7 8 910111213
[Va+0s] 1122223333334
nw{y‘?+0‘5]235678 10111213141517

Die Folgenglieder in der zweiten Zeile wach-
sen bei n=2, 6, 12 um 1. Das sind Zahlen. die
sich in der Form k(k+1) schreiben lassen. Es
wird bewiesen, daf} das stets der Fall ist.

Behauptung: Es ist k+1 >V"k[k+l)+ 0.5>k
k+1>\k(k+1)+0.5

Beweis:

e k+0,5>k(k+1)
S k?+k+0,255k> +k
&0.25>0
bzw.  \[k(k+1)+0,5>k
m{ﬁ:-k—ﬁj
ek +k>k*-k+0,25
& 2k>0,25

Nun folgt aus der Behauptung, daf3
[Vk(c+1)+0.5]=k.

Genauso zeigt man, daBl

[V +1+0.5]=k+1

Damit wachsen die Werte in der zweiten Zeile

der Tabelle gerade um 1, wenn n von k(k+1)

aufk(k+1)+1 wiichst. Die Werte inder 3. Zeile

unterscheiden sich an diesen Stellen um 2, es

wird also genau eine Zahl beim Durchlaufen

ausgelassen.

Es wird nun untersucht, welche Zahlen ausge-

lassen werden.

Fiir n=k(k+1)ist[n+n+0.5]
=k(k+1)+k=k2+2k=(k+1)* =1

fiir n = k(k+1)+List [n+n +0.5]
=k(k+1)+1+k+1=k>+2k+2
=(k+1)%+1

Esentsteht also eine Zahl, die um | kleiner als

eine Quadratzahl, bzw. um 1 griBer als eine

Quadratzahl ist, d. h. die Quadratzahl wird
gerade ausgelassen.
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Die Marktecke

Lesens- und Sehenswertes vom Medienmarkt

Bildmappen zu Leben und Werk
von Adam Ries

Die drei Adam Ries-Bildmappen von Dr. Harry Beyrich. die 1984
zum 425. Todestag des Rechenmeisters erschienen waren, wer-
denim Verlag H. C. Schmiedicke. Leipzig. wieder aufgelegt. Sie
behandeln das Leben und das Wirken als Rechenmeister und
Bergbeamter im erzgebirgischen Annaberg, stellen die Rechen-
biicher mit ihren Titelholzschnitten vor und bringen Rechenaut-
gaben aus dem verbreitetsten Rechenbuch, der “Rechenung auff
der linihen vnd federn” von 1522, meist mit den Losungswegen
von Adam Ries und den Ergebnissen (“facit”). Die Mappen
enthalten erliuternde Texte zur Einfithrung. Der Vertrieb erfolgt
durch die Biiros Adam-Ries-Jubildum in den Adam-Ries-Stidten
Annaberg-Buchholz, Erfurt und Staffelstein und durch die Jiitte
Druck GmbH Leipzig, Kreuzstr. 20. Das 2. Rechenbuch von
Adam Ries, in der Wissenschaftlichen Allgemeinbibliothek Er-
furt als 10. Auflage von 1532 bei Mathes Maler in Erfurt vorhan-
den, wurde vom Biiro Erfurt 2000 als fotomechanischer Nach-
druck, versehen mit einem Nachwort, herausgegeben.

Es ist iiber das Fremdenverkehrsamt, Krdmerbriicke 3, 0-5020 Erfurt. fiir 9,50 DM im Einzel-
preis. bei Versand plus Portokosten, zu erwerben.
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Friedrich Wille:

Eine mathematische Reise in Cantors
Paradies, Zenons Holle und andere
Erholungsgebiete

Kleine Vandenhoeck-Reihe 1505
Vandenhoeck & Ruprecht 1984

Das Ehepaar war im Cantor-Land angekom-
men. In Bad-Omega gingen sie zum Hilbert-
schen Hotel. Dieses Hotel hat unendlich viele
Zimmer, die mit den natiirlichen Zahlen 1, 2,
3, ... durchnumeriert sind. Aus Griinden ratio-
neller Verwaltung gibt es nur Einzelzimmer.
Zum Gliick bekamen sie zwei nebeneinander
liegende Einzelzimmer, die letzten, dann war
das Hotel ausgebucht. Das heiBt, an diesem
Abend wurden nochein weiterer sehrerschopf-
ter Reisender sowie eine vierzigkopfige Rei-
segesellschaft untergebracht. Die Ankunft
eines Busses mit abzihlbar unendlich vielen
Insassen brachte zwar wieder Unruhe im Hil-
bertschen Hotel, dieses aber nicht zum Uber-
laufen. Wie das maglich ist und eine weitere
Menge interessanter Erlebnisse im Cantor-
Land, Friedrich Wille in dem Béndchen “Eine
mathematische Reihe” erziihlt es. Der Auszug
moge Appetit machen auf die Reise zu einem
perfekten Fleckchen Erde mit abzihlbar vie-
len Bergen., wohlgeordneten Stidten und reel-
len Preisen. Ein Beispiel dafiir. dall man
Mathematik erzihlen kann!
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Nikolai Krogius:
Schach fiir Einsteiger — 33 Lektionen

ca. 256 Seiten, ca. 250 Diagramme,
19,5 x 22,0 cm, gebunden; DM 34,80
ISBN 3-328-00432-7

In den ersten |3 Lektionen erfihrt der Schach-
einsteiger alles tiber die Spielregeln. Auf die-
sem Grundkurs aufbauend, vermittelt Krogius,
konsequent nach Erkenntnissen iiber optima-
les Lernen vorgehend, vielseitiges, strategi-
sches und taktisches Grundwissen.

Die unterhaltsamen mathematischen Kno-
beleien, jeweils mitausfithrlichen Lésungen
versehen, sind verschieden schwierig. Eins
haben sie alle gemeinsam: Derrichtige Kniff
fiihrt ohne viel Rechenaufwand zur Lisung.
Obwohl die verschiedensten Gebiete der Ma-
thematik durchstreift werden, reichen mei-
stens die Grundkenntnisse der Mathematik
zur Lésung aus.

Alle Aufgaben und Losungen enthalten aus-
fithrliche Quellenangaben. Vor einem will
der Autor die voreiligen Knobler auf jeden
Fall warnen: Bei Aufgaben, die keine Li-
sungen haben. kann man auf der Lésungssu-
che graue Haare bekommen. Ratsam ist also
in jedem Fall, zunichst zu iiberpriifen, ob es
iiberhaupteine Losung geben kann! Und wie
kommt es nun zu diesem Titel? Ganz ein-
fach! Die Kollegen des Autors wihrend sei-
ner Tétigkeit an der Universitit Osnabriick
muBten wihrend des Friihstiicks Denkspor-
taufgaben 1osen.

Eine Kostprobe:

Mathematik zum Friihstiick?

Die Hiindedriicke Jeder Mensch, der jemals auf der Welt lebte, hat in seinem Leben eine
bestimmte Zahl Héndedriicke gewechselt. Die Anzahl der Menschen, die eine ungerade
Zahl Héinde gedriickt haben, ist gerade, Warum?

HEINRICH HEMME

MATHEMATIK
faﬂst“d'

89 mathematische Ritsel
mit ausfihrlichen Lésungen

VANDENHOECK & RUPRECHT

Castle of Dr. Brain

Kreative Person fiir Labor gesucht, die die
Zusammenhinge von Raum, Zeitund Reali-
tit in Zusammenarbeit erforschen will!
Grundvoraussetzung fiir Bewerber: Wissens-
durst, Humor und Pizza essen. Wer sich fiir
diesen Job fit wihnt, sollte sich sofort per-
sonlich bei Dr. Brain bewerben. Wer den
SchlieBmechanismus des Haupttores iiberli-
stetund so EinlaB in das Spiel findet, wird in
vielen Aufgaben auf die Probe gestellt.
Mit etwas Uberlegung, sicherem Auge oder
gutem Gehor ist dieses Hindernis bald ge-
nommen. Was folgt? Mathematische Pro-
blemstellungen, 3D-Labyrinthe, Schaltpli-
ne. programmierbare Computer, Sternkar-
ten. Logikriitsel, diverse Wortriitsel — und
Entschliisselungstechniken, mit deren Hilfe
Anleitungen zu lesen sind, mit deren Hilfe
Aufgaben zu 16sen sind.

Der Schwierigkeitsgrad ist dem Niveau der
Bewerber in drei unterschiedlichen Stufen
anpabbar. Schon der Level Novize verlangt
gentigend Geist, um die Aufgabenstellun-
gen zwischen 3D-Animation, handgemal-
ten digitalisierten Grafiken und Soundtrack
ziigig zu losen.

Wer Dr. Brain erforschen will und ein her-
kommliches Grafik- oder Text-Adventure aus
dem Hause Sierra erwartet, wird sich wundern.
Das Spiel gehort in das weite Feld amerikani-
scher Lernspiele, ist mit deutschen Lernspie-
len in keiner Weise vergleichbar,

Das erfolgreiche Sierra-Team Ken Williams/
Corey Cole entwickelte ein Computerpro-
gramm, dal mit etwas Schulenglisch unter
Zuhilfenahme eines Worterbuches Spall ma-
chen kann. Zu bedenken 1st jedoch: Sierra hat
mit Dr. Brain ein Lernprogramm fiir amerika-
nische Kids produziert, trifft deren Mentalitit,
deren Neugierde. Sollte in einer Schule fremd-
sprachlicher Frithunterricht bereits so weit eine
Rolle spielen, dali man mit diesemrelativ leicht
verstiandlichen Englisch mit beratender Unter-
stlitzung arbeiten kann, dann gehort dieses
Spiel zum Pflichtprogramm, wenn die User
wegen der Aufgabenstellungen mindestens 12
Jahre alt sind.

Andere sollten sich an der Hintergrundstory
orientieren, um vielleicht eines Tages einmal
ein dhnliches Programm fiir deutschsprachige
Schiiler zu programmieren, ein Programm, das
gut verpackt, fernab aller Monster, fernab aller
Run'n'Jump-Geschicklichkeit kindgerecht,
Kénnen. Geschick und Wissen verlangt.

Der deutsche Di-
stributorsollte die-
ses Programm fiir
hiesige Verhiiltnis-
se nur dann ein-
deutschen, wenn
das Ergebnis der
Englisch-Deut-
schen Umsetzung
der Spiele von
Monkey Island ent-
spricht.

H. Seitz / -se

Castle of Dr. Brain, Sierra 1991,

Vertrieb: Bomico

Typ: amerikanisches Lernspiel
Handbuch: E — Game-Manual, trotz Kar-
tonaufdruck war kein deutsches Handbuch
zu finden, Beilagen: TB Fantastic Book of
Logic Puzzles

Hardware: PC AT8 MHz, 640 KB RAM,
Maus. Festplatte, EGA, VGA; SOUND-
karten, zwei 3.5"-Disketten

Preis: 139,50 DM
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Losungen

sExperimente mit dem SR 1 (Seiten 6/7)
1. Ein moglicher Programmablaufplan ist

1 x>M 2 M+ MR Ik
abwechselnd Zwischenergebnis
- bzw. + notieren

Im Speicher des SR1 werden die jeweils bend-
tigten Nenner (die Zahlen 1+k-2) berechnet.
Aufpassen muBl man beim Eintippen des rich-
tigen Operationszeichens (+ bzw. -). Um Irr-
tilmer zu vermeiden und die Abarbeitung
weiter zu formalisieren, konnte man die beiden

Moglichkeiten = untereinander schreiben
-

und vereinbaren, mit einem kleinen Pappkirt-
chen jeweils ein Feld, zuerst +, zuzudecken.
Beim Befehl «Vorzeichenwechsel» verschie-
be man das Kiirtchen, beim ersten Mal also
nach oben. Dann ist - verdeckt und + sichtbar.
Kommt man beim niichsten Durchlauf zu die-
sem Befehl. wird + zugedeckt usw. Daher hat
man:

1 xaM + 2 M+ MR 1k '
Zwischen- Vorzeichen-
ergebnis wechsel
notieren

Man findet mit dem SR1

e o L 2078039 und
99

3 5
1 1 1

l-—+—-+ -—~+L=().790?.9
3 5 99 101

und daher 0,7803-4<n<0,7903-4, hieraus folgt
die angegebene Abschiitzung.

2. 1. Variante

Wir merken uns die Teilsummen im Speicher
des SR 1, einige Zwischenrechnungen sind aber
aullerhalb des Rechners (etwa im Kopf) auszu-
fiihren. Mit MR lassen wiruns die Teilsummen
als Zwischenergebnisse anzeigen:

Eingabe Tastenfolge
1 & 3B x x—=M
iE 98 1/x '+~ MR+ MR
SE2 B I/x MR+ MR
7T X 81 B 1/x +- MR+ MR
LLISW.

2. Variante

1 1
(2k-1) 3%’
ist die n-te Teilsumme T =s +...+s . Wir notie-
renuns jeweils T und berechnen die Summan-
den s, mit dem SR1. Das fortwiihrende Auf-
schreiben und erneute Eintippen von T _ be-
deutet natiirlich einen Genauigkeitsverlust!
2k-11 1
T ——— —Sk y 8=
2k+13 3
Dann kann man so vorgehen:
Merke n=1, T =0

et

Es bezeichne s, = (-1 dann

Beachte Skal =—

34 alpha 3/92

301X x5SM & =
y t

Eingabe Notiere
notieren T,
n-1
MR #/- x 13 =
Eingabe Eingabe
2n-1 2n+1

— Merke: Erhéhe num |

Jetzt wollen wir uns einen Taschenrechner
vorstellen, der Speicher M1 und M2 besitzt
und iiben Tasten x — M1, x—>M2. MRI,
MR2, M1+ und M2+ in Analogie zum SR1
verfiigt. Auf M1 kénnen dann die Summanden
s, und auf M2 die Teilsummen T gespeichert
werden:

Merke n=1. T =0
0 x->M2 3 1/x x>Ml + MR2
= x—M2 MRI 3-!— - 4 : 3=
Eingabe Eingabe
2n-1 2n+1
Merke: Erhthe n um 1

SchlieBlich soll noch ein dritter Speicher und
entsprechende Tasten x—M3. MR3, M3+
vorhanden sein, auf denen die Zahlen (2n-1)
festgehalten werden:

1 x5M3 0 x-5M2 3 I/x x—Ml
*
x—M2 MR1 +- x MR3 x-Ml

2 MR3+ MRI : MR3 :

o =
|

«Zeitungsschnipsel (Seiten 8/9)

*Das schnellste Auto

Bezeichnen wir mit t, und t, die fiir die erste
bzw. zweite Fahrt benotigten Zeiten. Dann
gilt:

v,= | Meile : t,.
v, =2 Meilen : (t,+1,)
Stellen wir die ersten beiden Gleichungen
nach t, bzw. t, um und setzen das Ergebnis in
die dritte Gleichung ein, so bekommen wir:

2 Meilen _ 2
| Meile i 1 Meile . EIE

v, = 1 Meile : b

VR=

Vi Va Vi Va2

2

1 1
— +
1004.403km/h  1034.540km/h

=1019,25km/ h.

Zusatzfrage: Warum ist v, etwas kleiner als
das arithmetische Mittel von v, und v,?

*24-Stunden-Einradfahren

Mit jedem Pedaltritt legt der Einradfahrer die
Strecke zuriick. die gleich dem Umfang seines
Rades ist. Fiir ein Rad mit 26 Zoll Raddurch-
messer sind das 1-:26-2,54 em=207.5 cm.

Um eine Strecke von 279,274 km =
27927400 c¢m zu fahren, sind also
27927400 cm: 207.5 cm=134600 Tritte er-
forderlich.

*Die «Rainbow Bridge»
l. Aus h=a+(n+2)b folgt mit h=88 m, a=0,5m

il Bl Sy, 5, S0

—-2=029,25.

Das Hochhaus hat mindestens 30 Stockwerke.

Das hochste Hochhaus der Welt, ein Verwal-

tungshochhaus istderrund 443 mhohe «Sears

Tower» in Chicago/USA.

2. Zum Berechnen werden auf den Symme-

trieachsen liegende Punkte P, P' und Q der El-

lipse benutzt.

Aus P_F]‘FE: k folgt mit P_E= P_Fg
k=P'F, +PF, =P'P=2a=2-88m.

Wegen F,Q=F,Q folgt aus QF, +QF, =k,

Q_F|=§=a. Aus der
Gleichung e*+b? = ( 2) ergibt sich

FF, =2e=1k? —(2b)?

Pythagoreischen

— J(176m)? —(84m)?
P

iP'

=155m.

*Zwei-Drei (Seite 9)

Die Endergebnisse lauten: 2187, 1458, 2916,
1944.,1296,2592, 1728, 1152,2304, 1536 und
1024,

*Geometrie auf dem Schachbrett (Seite 11)
1.¢c4 Df8, 2. c:d5 Da3, 3. d6 Dh3, 4. Ke2 Dc8,
5.d7 Dcl, 6. d8T Dh6é, 7. Td2 Da6+, 8. Kdl
Df1 matt.

*Dem«...gemeinen man zu nutze...»(Seite 13)
1) Der Sohn nihert sich dem Vater je Tag um
9-6=3 Meilen. Wegen 100=33-3+1 holt der
Sohn den Vater im Verlaufe des 34. Tages ein.
2) Die Kosten fiir den Wirt betragen
52-12-(4+3+2) Groschen = 5616 Groschen.
3) Der Lohn betréigt insgesamt 13-17-15 Pfen-
nige = 3315 Pfennige.

4) Jede Tochter erbt x, die Mutter also 2x, der
Sohn 4x; das sind zusammen X+X+2xX+4x=8x
(Gulden). Nun gilt 8x=3600, x=450. Jede
Tochter erbt 450 Gulden. die Mutter 900
Gulden, der Sohn 1800 Gulden.

5) Fiir 30 Tage fleiBige Arbeit wiirde man 30-7
Pfennig = 210 Pfennig erhalten. Fiir jeden
gefeierten Tag vermindern sich diese 210
Pfennige um 7 + 6 =13 Pfennige. Nun gilt

2
13-x=210, also x= 161;"4 =16. Folglich hat

der Arbeiter an 16 Tagen gefeiert und nur an
14 Tagen gearbeitet.
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11

6) Wir rechnen |————=—-=: wegen
7 4 28
%. x =17 gilt x=28. Die drei Gesellen haben

28 Gulden gewonnen.
7) Wegen 123+536+141=800 erhalten diese
drei Personen vom Gewinn

23 |
125 130 Gulden = 192 Gulden,
800 R0

53(; 130 Gulden = 8?% Gulden

bzw. A1 130 Gulden = '_’2E Gulden.
800 80

8) Das Vermdgen des Vaters betrage X Gulden:
o X oK ¥
dann gilt —+—+—+92=x, also x=240.
4 5 6
Das Vermégen betrug 240 Gulden.

9)x:12=42:64. x = ?%» Eine Doppelsemmel
'— Lot wiegen; das sind 7 Lot

| o
und 3 = Quent.

muf dann

10) Angenommen, es waren x Landsknechte,
also (1200-x) Bauern: dann gilt

%- (IZO(}-.\'r——i‘xzx.

also x=400. Somit waren es 400 Landsknech-
te und 800 Bauern.

11) Angenommen. es waren m Minner, also
(21-m) Frauen: dann gilt 5 m+3-(21-m)=81,
also m=Y. Es waren 9 Miinner und 12 Frauen.
12) Riickwirtsschreitend ergibt sich folgen-
des: Vom Rest | ausgehend erhiilt man schritt-
weise(1+2)-2=6.(6+2)2=16,(16+2)-2=36.Es
wurden 36 Apfel gekauft.

5:6:73-1000 - 2190 = ”22
7-10-100 7 7
1000 Pfund in Padua entsprechen 31 EE
Pfund zu Kéln. 7
14) Fiir die vier Summanden a, b, c. d gilt

b+c - b:c:+t:|

13)Esgilt x =

d+b+c+d=32und a=

atd, Dieses Gleichungssystem hat
=

und ¢ =

die Losung a=2, b=5. ¢=9. d=16.
15) Angenommen, diese Person hatte anfangs
x Gulden: dann gilt [(2x-1)-2-2]-2-3=19, also

xzzi Anfangs hatte diese Person 32
8 8

Gulden.

16) Angenommen, es wurden a Ochsen,
b Schweine, ¢ Kiilber und d Ziegen gekautt;

|
2 2
und a+b+c+d=100. Daraus folgt durch ent-

dann gilt 44 +1 b+%c+%d =100

sprechende Umformungen b =3-(20-a)-=. |

Es muB also ¢ ein Vielfaches von 5 sein. Dieses
diophantische Gleichungssystem hat endlich
viele Losungen; davon seien vier angegeben:

a b ¢ d
1 56 5 38
2 53 5 40
5 43 10 42
10 25 25 40
53 &

17)In einer Stunde werden auf den drei

Mihlen 20 17 1,0 15 Scheffel Getreide
88 8

gemahlen. Fiir x Stunden gilt somit
20 5
—‘x+£-x+l—3-x=24-

8 8 8

20x+17x+15x=192, 52x=192, also
Folglich werden 20 Scheffel Getreide von den

drei Miihlen zusammen in Stunden ge-

mahlen.

18) Es seien a, b bzw. ¢ die einzelnen Geldbe-
trige; dann gilt a+7=4-(b+c) und b+9=5-(a+c)
und c+11=6-(a+b). Dieses Gleichungssystem
hat die Losung a=b=c=1. Jeder dieser drei
Gesellen hatte also einen Gulden.

*Komisches, Kniffliges und Knackiges
(Seite 14)

*Adam Ries

Er zeichnete nach dem Satz des Thales viele
rechte Winkel als Peripheriewinkel iiber dem
Durchmesser des Kreises.

*Sprachecke (Seite 15)

Summe

Unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis 99
wiihlte man die, welche nicht durch 2 und nicht
durch 3 teilbar sind. Findet die Summe dieser
Zahlen!

Losung:

Aufgrund der Aufgabenstellung sind die aus-
gewihlten Zahlen simtlich ungerade. Die
Summe der ungeraden natiirlichen Zahlen von

| bis 99 ist

Vondiesen ungeraden natiirlichen Zahlen sind
3,9, 15,....,93,99

durch 3 teilbar, und ihre Summe ist

(= (3+9j9]vl7 867,

Somit ist die Summe aller natiirlichen Zahlen
von 1 bis 99, welche nicht durch zweiund nicht
durch drei teilbar sind, gleich 2500-867=1633.
Mathematik und Poesie sind AuBerungen der-
selben starken Vorstellungskraft. nurdaf sie in
dem einen Fall an den Kopf. im anderen Fall an
das Herz adressiert ist.

=Karten in L-Form

Kann man mit Hilfe von 21 Kirtchen in
L-Form (siehe Abbildung) die 63 nicht schrat-
fierten Felder eines 8x8 Schachbretts belegen?
Wenn ja, dann gib eine Losung an!

Losung:

*Komisches, Kniffliges und Knackiges
(Seiten 26/27)

Erst staunen, ...

T=6: S=7; U=8; I=4; L=32; G=3

+Spiel mit Zahlen

1.1,2,1,3.2; 3,34.5; 6,7,9; 13.16; 29

2a) 9-1-5=4; 6.3:9=2; 6-5+6=7 (waagr.)
2b)(644):2=5: (3-1)-7=14; 9+5-8=6(waagr.)
3 (1+8+2+346+7) m=27 m

*Geduldsspiel
1.

Abb. 1

2

Abb. 2

+Zwei Geduldsspiele
1. Abb. 3

/NN
ST BRI
[ &
K AO X

2. Abb. 4

*Denksport
1. 2-(1+3+54+7+9)+11=61(Kreuze)
2. Figura)

*Nachgedacht — mitgemacht
| 1. 8-446=10;18-10+7=15;23-8+9=
24 (3. Haus)
2. Nr. 1: Peter; Nr.2: Rainer; Nr. 3: Heidi;
Nr. 4: Thomas: Nr. 5: Christel
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Leserpost

Als langjihriger alpha Leser und Teilneh-
mer am alpha-Wettbewerb (seit 1975) méchte
ich erst einmal die Hoffnung aussprechen, dal
sowohl alpha als auch alpha-Wettbewerb er-
halten bleiben.
Beim Durchbliittern alter alpha Hefte stief3 ich
auf das Spiel — live — (Heft 3,4/79).
Da ich die Problematik sehr interessant fand,
habe ich auch ein Basic-Programm fiir den
Sharp — PC 1403 H geschrieben. Ich kann auf
einem Spielfeld von maximal 161 x 161 Fel-
der spielen. Die Berechnung einer Generation
davert (je nach GriBe) zwischen 2 Minuten
und mehreren Stunden.
Unter anderem habe ich festgestellt, da im
.Glider Gun” ein Druckfehler vorliegen muf.
Zur Zeit berechne ich das Pentomino
X
XX
X

fiir das Conway nach 430 Generationen kein
Schicksal gefunden hat. Zur Zeit bin ich bei
der 154. Generation (nach 48 h). Ich méchte
Sie bitten, mir mitzuteilen, ob zu dieser Pro-
blematik «Live» Literatur erhiltlich ist und
gleichzeitig anregen, dieses Thema im Zuge
heutiger moderner Computer nochmals aufzu-
greifen. Das Problem ist sehr interessant als
Computerprogramm.

Jens Grundmann, Gevelsberg

Program Raetsel;

end.

{ Turbo Pascal 4.0 }

vy e

0 ) then

uses crt;
const ¢ = B;
var i, 1, g, u, s, t: integer;
begin
clrser;
writeln('g':c, 'i'ie, 'l':c, 's'ic,
for s:= -42 to 42 do
if s<>0 then
if (42 mod s = 0) and (70 mod s =
begin
ti= 42 div s;
ui= 2l-s-t;
ir= 70 div s -t;
li= u*i;
G:= 60-l-i-u-t-s;
writeln(gic,iic,lic,sie,tic,nic);
readln
end;
readlin;

Wie wiire es oh-
ne diese letzte
Gleichung?

Man miibte aus
(2) und (3)
schlieflen, dal s
ein gemeinsa-
mer Teiler von
42 und 70 sein
muf; also kom-
men fiir s nur die
Werte £ 1, 12,
+ 7und + 14 in
Frage. Die restli-
chen Variablen
sind mit s ein-
deutig bestimmt.

'u'iec); writeln;

Liebe alpha-Redaktion, in alpha 3/92 haben
Sie eine Kniffel-Aufgabe abgedruckt, welche
das folgende Gleichungssystem mit der zu-
sitzlichen Gleichung t = 60 : 10 (6) enthilt.

Problem
(aus ALPHA 3/90): g. i, L.s.t,ue Z;
u+s +t=21(1)

s 1 =42(2)
i+t =70:5(3)
1 : u=i(4)

l +u+s+t+i+g=60(5)

Lose das Gleichungssystem!

Durch diese letzte Gleichung ist leider der
‘Reiz’ der Aufgabe weg!

Mitteilung

An dieser Stelle mochten wir der ehemaligen Redakteurin von alpha,
Frau Dr. Gabriele Liebau, unseren ganz herzlichen Dank fiir Ihre rich-
tungsweisende redaktionelle Arbeit aussprechen. Sie wird der Zeitschrift
erhalten bleiben und als Mitherausgeberin die Inhalte auch weiterhin mit-

bestimmen.  Verlag und Redaktion

Alfons-Vignetten: Lothar Otto

Ein Programm
hilft beim Ausrechnen (s. Kasten). Ubrigens
lassen sich nach dem Muster der obigen Auf-
gabe leicht weitere Aufgaben zu den Pro-
blemkreisen ‘Teilbarkeit’, ‘Rechnen mit
ganzen (natiirlichen) Zahlen’, ‘Gleichungen
l6sen’ finden. Vielen Dank fiir den Hinweis.

Jirg Wachtler, Wernau

P. S.: alpha lese ich gerne — machen Sie wei-
ter so!

Vielleicht gelingt es Thnen, die Zeitschrift
noch etwas ibersichtlicher zu gestalten: ge-
lungen erscheint mir diesbeziiglich die Seite
*Komisches, Kniffliges und Knackiges'.

Losungen
g i | s t u
117 -2 -76 -14 -3 38
179 -4 -136 -7 -6 34
669 -14  -616 -2 221 44
1859 228 -1792 -1 -42 64
627 28 616 1 42 -22
53 14 -28 2 21 -2
3 4 32 7 6 8
29 2 8 14 3 4
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Der

Wer hat nicht schon einmal an der Kii-
ste die Beobachtung gemacht, wie ein
weit entferntes Schiff nur noch mit sei-
nen Aufbauten aus dem Wasser ragt
und damit den Eindruck erweckt, als
sei es schon halb versunken. Es sieht
aus, als lige ein “Wasserberg” zwi-
schen uns und dem Schiff. Die Ursache
dafiir ist bekannt: Es ist die Wélbung
unserer kugelihnlichen Erde!

Unsere Beobachtung an der Kiiste ist ein-
leuchtend: Unser Blick geht iiber eine weite
Strecke, so daf sich die Erdwdlbung deutlich
bemerkbar macht. Wie aber verhilt es sich
iiber eine kleinere Entfernung, wenn wir z. B.
an einem See stehen? Kann man hier auch von
einem “Wasserberg” sprechen? Selbstver-
stindlich werden wir vom Ufer eines Sees aus
das allmihliche Verschwinden eines Schiffes
nicht beobachten konnen, dazu ist die Entfer-
nung zu kurz. Es ist jedoch immerhin erstaun-
lich. daB sich selbst bei einem verhiltnisméBig
kleinen See die Erdwolbung auswirkt, so daB
man auch hier von einem mehr oder weniger
grofien “Wasserberg™ sprechen kann. So war
ich nicht wenig erstaunt, daB ich fiir den
1350 m langen HL. See in Potsdam, in dessen
Nachbarschaft sich meine Wohnung befindet,
einen “Wasserbuckel” von immerhin 3,57 em
berechnete.

Die Berechnung

Dafiir benotigen wir die Linge des Sees so-
wic die Kenntnis des Erdradius, der den Mit-
telwert zwischen Aquator und Pol von
6367,645 km ergibt. Die Abplattung der Erde
kann dabei vernachlissigt werden. Mathema-
tisch geht es um die Berechnung des Kriim-
mungshalbmessers fiir jede beliebige Rich-
tung (Azimut). Bei der angenommenen Ku-

i

2 5 : Seeldnge

Abb. 1
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,Wasserberg”

Der Leuchtturm auf Amrum ist mit einer
Hihe von 64 m der hiichste an Deutsch-
lands Nordseekiiste.

gelgestalt unserer Erde spielt somit die Him-
melsrichtung keine Rolle.

Die Hohe h gehort zur Sehne 2 s eines Kreises
mit dem Radius r. Demnach ist

s:\,r —(r- ) —\.'Zrh h"
Wird h als sehr klein angenommen, kann man
mit der bekannten Niherungsformel arbeiten:

s bedeutet die Halbierung der Seelinge, ferner
ist zu empfehlen, den Erdradius in Metern an-
zugeben, um beim Ergebnis Umrechnungen
zu vermeiden (s. Abb. 1).

Wihlen wir einen gréferen See mit 2450 m
Linge (s = 1225 m), wie z. B. den Sacrower
See ostlich von Potsdam, dann betrigt die
Hohe des “Wasserberges” immerhin schon
11.8 cm. Noch deutlicher wird dies beim
Miiggel-See in Berlin mit 4375 m Liinge (s =
2187.5 m). Hinter dem 37.6 cm hoher Was-
serbuckel kann ein Wasservogel bereits ver-
schwinden. Betrachten wir die Verhiltnisse
bei dem zweitgroBten See Deutschlands, der
Miiritz in Mecklenburg-Vorpommern, so
shneln diese bereits denen an der Kiiste. Bei
dem 16000 m langen See (s = 8000 m) entsteht
ein stattlicher “Wasserberg™ von 5,025 m!
Diese Beispicle zeigen, da die Hohe rasch
zunimmt:

Liinge des Sees Hohe des ,,Wasserberges”

1000 m 1,9 cm
2000 m 7.8 cm
4000 m 314 cm
8000 m 125.6 cm
16000 m 502,5 cm
32000 m 2010,2cm (=20,10 m)

Eine Verdoppelung der Seeliinge hat eine Ver-
vierfachung der Wasserberghohe zur Folge.
Unser Thema steht im engen Zusammenhang
mit der sog. Aussichtsweite. Diese ist von der
Hohe unseres Standpunktes abhéingig und lift
sich mit Hilfe der nachstehenden Niherungs-
formel miihelos berechnen:

A=+/2rh .

Fiir r gilt wieder: 6367645 m. Leite Dir diese
Formel selbst her. Mathematisch betrachtet
geht es hierbei um das Abbiegen von der
Beriihrungsebene. Befinden wir uns z. B. in
2 m Hohe unmittelbar am Meeresufer, so be-
triigt die Aussichtsweite nur 5046 m. Weiter
entfernte Gegenstiinde befinden sich unter der
Kimm (Horizont) und sind nicht mehr sicht-
bar.

Die folgende Ubersicht zeigt den Anstieg der
Aussichtsweite bei zunehmender Hohe:

Hiohe in m Aussichtsweite in km
1 3,570
3 6,181
5 7.980
10 11,285
50 25,234
100 35,690

Nimmt man eine Augenhohe von 1,5 man, so
betriigt die Aussichtsweite in ebenem Geliinde
nur 4,370 km. Auf dem Mond ist sie infolge
des groBeren Kriimmungsradius bedeutend
geringer. Der Mondhalbmesser betrigt nur
1738 km. Bei einer Augenhohe von 1.5 m ist
die Aussichtsweite bedeutend kleiner als auf
der Erde: 2,283 km. Selbst hohe Mondberge
verschwinden rasch unter dem Horizont. Bei
einem Aufenthalt in einem der groBen Mond-
krater konnte man die 2000 bis 3000 m hohen
Gebirgswiille nicht mehr sehen. — Was mit
Hilfe der Formel leicht nachzupriifen ist!

StR Arnold Zenkert, Potsdam

Die ,,Humber Estuary Bridge”
Das Gewicht einer Hiingebriicke wird
vollstindig von ihren Pylonen (Stiitzpfei-
ler) getragen, die sehr genau senkrecht
stehen miissen. — Laut “Guinness Buch
der Rekorde 1991” ist die 1981 fertigge-
stellte “Humber Estuary Bridge” in Eng-
land zur Zeit noch die Hangebriicke mit
der lingsten Spannweite. Der Abstand ih-
rer 162,5 m hohen Pylone betrigt 1410m.
Um wieviel Zentimeter ist infolge der
E:\dl:rﬁmmmg die Erde ist in guter
Niiherung eine Kugel mit einem Radi-
us von rund 6370 km - der Abstand der
‘Spitzen (oberen Enden) ihrer Pylone
grofer als deren FuBpunkte, den lot-
rechten Projektionen der Pylonenspit-
zen auf die Erdoberfliiche?
W. Triiger, Dibeln
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Die Kimm
Wegen der Kugelgestalt der Erde ist die Meeresoberfliche gekriimmt. Dadurch ist die
Sichtweite begrenzt. Der scheinbare Horizont, den ein Seefahrer rund um sich wahrnimmt,
heift Kimm. Taucht ein Objekt gerade am scheinbaren Horizont auf, befindet es sich in
der Seemannssprache gerade in der Kimm.

Aufgaben:

a) Wie weit ist die Kimm von einem Be-
obachter auf freier See entfernt, des-
sen Augen sich 1,5 m iiber dem Was-

serspiegel befinden?

b) Beim Segeln in der Nacht kann es vor-
kommen, dall man plitzlich ein
Leuchtfeuer sieht, wenn man sich im
Boot aufrichtet. Setzt man sich wieder
hin, ist das Leuchtfeuer verschwun-
den. Wie ist diese Erscheinung zu er-

B Y
- & kliiren?
o ‘ ¢) Kann man die Sichtweite, d. h. den

Abstand bis zur Kimm, durch ein
Fernrohr vergrifiern?
d) Warum gibt es an Land keine Kimm?
verkiirzt aus: Werner Schmidt: Mathema-
tikaufgaben 7 — 10, Anwendungen aus der
modernen Technik und Arbeitswelt, Ernst
Klett Verlag, Stuttgart 1989

Sicht von A Sicht von B Sicht von C

Fiir dieses Spiel fiir zwei Mitspieler bendtigt ihr vier Einpfennigstiicke, vier Fiinf-

Rund ums LOCh pfennigstiicke und einen Wiirfel.

So werden die Miinzen ver-
teilt:

1 5

Ziel ist es, zwei gegeniiberlie-
gende Felder am schwarzen
Loch zu besetzen.

Die gewiirfelte Augenzahl be-
stimmt, um wieviele Felder
die Miinzen verschoben wer-
den diirfen.

Folgende Regeln gelten:

| und 4 auf dem Wiirfel

= | Kistchen weiter

2 und 5 auf dem Wiirfel

= 2 Kistchen weiter

3 und 6 auf dem Wiirfel

= 3 Kistchen weiter

Gezogen wird nur waagerecht
oder senkrecht.

Besetzte Felder miissen um-
gangen und diirfen nicht iiber-
sprungen werden. Gelangt
man auf ein besetztes Feld,
wird die gegnerische Miinze
irgendwohin verwiesen (ganz
an den Rand).

J. Ricke
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Eine Idealisierung
von ,,Konig FuBball”

Wir wollen Turnierpline aus mathe-
matischer Sicht betrachten und dabei
von folgenden Voraussetzungen ausge-
hen:

— die Anzahl n der am Turnier teilneh-
menden Mannschaften ist gerade
(n e IN, n#0, n gerade);

— im Verlauf des Turniers hat jede Mann-
schaft gegen jede andere genau einmal
zu spielen.

Die notwendige Anzahl der Sportplitze ist
leicht zu finden.

Wir haben n teilnchmende Mannschaften. auf
jedem Sportplatz kénnen jeweils genau zwei
Mannschaften gegeneinander spielen — wir

n
benétigen also 5 Sportiplitze (-;— €N )
Fiir die weiteren Betrachtungen wollen wir da-

von ausgehen, daB 2 Sportplitze zur Verfii-
gung stehen. 2

Wie viele Runden miissen wir im Interesse ei-
nes kurzzeitigen Turniers einplanen?

Jede der n Mannschaften hat gegen jede der
iibrigen n — 1 Mannschaften anzutreten. Das
giibe zuniichst n - (n — 1) Begegnungen. Wenn
aber eine Mannschaft A die Mannschaft B
zum Gegner hat, so hat natiirlich gleichzeitig
B den Gegner A. Unsere ermittelte Anzahl der
Begegnungen ist also noch durch 2 zu dividie-
ren. Es miissen demnach unserem Turnier

genau n(n—1) Spiele gespielt werden.

2
(Wer von euch den Begriff “*Kombination
vom Umfang m aus einer n-elementigen Men-
ge” kennt, ist natiirlich schneller zum Ergeb-

nis (2 ] = n_(n—_l) gekommen.)
2 2
In jeder Runde werden genau %Spiele durch-

gefiihrt — das Turnier besteht somit aus genau

-1
n— | Runden e J:£=n—l.
7 2

Unsere Aufgabe lautet nun:

Die Mannschafien 1, 2, ..., n sind so in ein

Schema (siehe unten) einzutragen, dafi

(1) in jeder Runde jede Mannschaft genau
einmal aufiritt (jede Mannschaft spielt in
Jjeder Runde);

(2) in zwei verschiedenen Runden keine glei-
chen Spiele auftreten. (Jede Mannschaft
spielt gegen jede andere genau einmal.)

6 alpha 4/92

Als gleich gelten auch Spiele und !

(vgl. Abb. 1)

Fiir 4 bzw. 6 teilnehmende Mannschaften fin-
den wir z. B. folgende mégliche Turnierpléne:

012] 314] [tl4] [2[3] [s]e]
013] 2[4 (5] [2[4] [3]6]
(4] 203 [de] (2[5 BI4]
n=4 [112] [3[5] [4]e]

n=6 [1]3] [2[d [4]5]

Aufgabe 1: Sucht noch andere Pline fiir
n = 6! Versucht selbst, einen Turnierplan
fiir n = 8 zu finden! Fragt Euren Sportleh-
rer, wie er derartige Turnierpline aufstellt!

2. Mathematische Formulierung
des Problems

In einem regelmiBig ebenen n-Eck numerie-
ren wir die Eckpunkte mit den Zahlen [, 2, ...,
n. Jeder Eckpunkt steht dann fiir genau eine an
unserem Turnier beteiligten Mannschaft und
jeder Mannschaft ist genau ein Eckpunkt zu-
geordnet. Wir zeichnen nun alle méglichen
Verbindungsstrecken je zweier Eckpunkte in
das n-Eck ein. Verbindet eine Strecke die Eck-
punkte i und j. so stellt diese Verbindungs-
strecke das Spiel der Mannschaft i gegen die
Mannschaft j dar. Nun firben wir die Verbin-
dungsstrecke so, daB alle Spiele, die in dersel-
ben Runde ausgetragen werden, dieselbe Far-
be bekommen. Zwei Spiele werden genau
dann unterschiedlich gefirbt, wenn sie in ver-
schiedenen Runden stattfinden.

Eine mogliche Firbung fiir unseren obigen
Turnierplan fiir n = 6 ist in Abb. 2 angegeben.

Aufgabe 2: Welche Farbe entspricht wel-
cher Runde? Sucht selbst weitere magliche
Firbungen fiir n = 6 und n = 8!

Abb. 2

Da die Menge der Runden eindeutig auf die
Menge der verwendeten Farben abgebildet
wurde, benitigen wir zum Fiirben der Verbin-
dungsstrecke genau n — | paarweise verschie-
dene Farben. Wenn eine Firbung einen mog-
lichen Turnierplan darstellen soll, so miissen
die Bedingungen (1) und (2) der Aufgaben-
stellung im 1. Abschnitt erfiillt sein. Dies ist
der Fall, wenn an keinen Eckpunkt zwei Ver-
bindungsstrecken gleicher Farbe zusammen-
stoBen. Ein Objekt aus Eckpunkten und Ver-
bindungslinien dieser Eckpunkte nennt man in
der Mathematik einen Graph. Fiir die Verbin-
dungslinien ist die Bezeichnung Kante iiblich.
Sind in einem Graph je zwei beliebige von-
einander verschiedene Eckpunkte durch ge-
nau eine Kante verbunden, so ist der Graph
vollstindig. Mit diesen Begriffen kommen wir
zu einer ersten mathematischen Formulierung
unserer Aufgabenstellung:

Die Kanten eines vollstindigen Graphen mitn
Eckpunkten (n gerade) sind mit n — | paar-
weise verschiedenen Farben so zu firben, dafl
an keinem Eckpunkt zwei Kanten gleicher
Farbe zusammenstof3en.

Aufgabe 3: Uberlege, daBl dann jeweils ge-

nau % Kanten dieselbe Farbe enthalten!
Das “Fiirben” ist noch der Umgangssprache
entnommen. Zur rein mathematischen Formu-
lierung unseres Problems miissen wir noch ei-
nen Schritt weiter gehen.

Aus unserem vollstindigen Graphen konstru-
ieren wir weitere Graphen — diese werden wir
Linearfaktoren nennen: Die Menge der Eck-
punkte eines solchen Linearfaktors stimmt mit

Sportplatz Sportplatz Sportplatz
| 2 =
2
|. Runde D:! ED D]
2. Runde D:l D:l D:l
(n — 1) Runde ]:D ]:D D:]
Abb. 1
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der Eckpunktmenge des vollstindigen Gra-
phen iiberein. Die Menge der Kanten des Li-
nearfaktors ist eine Teilmenge der Kan-
tenmengen des vollstandigen Graphens. Sie
wird so gebildet, daB von jedem Eckpunkt des
Linearfaktors genau eine Kante ausgeht.

=T 7

Abb. 3

Die Abb. 3 zeigt als Beispiel vier Linearfak-
toren eines vollstindigen 6punktigen Graphen
an.

Wir kéinnen nun jeden Linearfaktor eines voll-
stiindigen Graphen mit n Eckpunkten als eine
Runde unseres Turniers fiir n Mannschaften
auffassen. Damit erhalten wir eine weitere
Formulierung unserer Aufgabenstellung:

Ein vollstindiger Graph mit n Eckpunkten
(ne IN, n gerade, n # 0) istin n — | Linear-
faktoren so zu zerlegen, daB jede Kante des
vollstindigen Graphen in genau einem Line-
arfaktor auftritt.

Eine solche Zerlegung fiir n = 6 stellt Abb. 3
dar, wenn wir die Menge der Kanten einer Far-
be mit der zugehorigen Eckpunktmenge als ei-
nen Linearfaktor ansehen.

Zum Abschlull dieses Abschnitts sollen die
Begriffe der verschiedenen Formulierungen
unserer Aufgabenstellung noch einmal ge-
geniibergestellt werden:

Mannschaft |Eckpunkt

Spiel Kante

Runde Linear-

faktor

Menge der Kanten
derselben Farbe
mit der Menge der
zugehdrigen

Eckpunkte

Leichtathletik
im Sonnensystem

Abb. 4 Abb. 5

Aufgabe 4: Wie spiegelt sich der Begriff
“Sportplatz” in der mathematischen For-
mulierung wider?

3. Ein Verfahren zum Aufstellen
eines Turnierplanes

Im Jahre 1947 wurde von dem Mathematiker
W. T. Tutte bewiesen:

Satz: Jeder vollstindige Graph mit n Eck-
punkten (n € IN, n gerade) lift sich so in
n — | Linearfaktoren zerlegen, da} jede Kante
des vollstindigen Graphen in genau einem Li-
nearfaktor auftritt. (Genaueres kénnt ihr z. B.
in Sachs, Einfiihrung in die Theorie der endli-
chen Graphen, Teil I nachlesen.)

Dieser Satz sagt aus, dal} es eine Losung fiir
unsere Aufgabenstellung gibt. Da der Beweis
dieses Satzes konstruktiv gefiihrt wird. gibt er
Antwort auf die Frage, wie man solche n — |
Linearfaktoren erhalten kann:

Wir betrachten eine regelmiifige (n — |)-seiti-
ge Pyramide. Die Eckpunkte der Pyramide be-
zeichnen wir mit 1. 2, ..., n. Zu den schon vor-
handenen Kanten fiigen wir noch alle Diago-
nalen der Grundfliche hinzu (Abb.4 —n = 6).
Dadurch erhalten wir einen vollstindigen Gra-
phen mit den Eckpunkten 1. 2, ..., n. Wir neh-
men nun eine beliebige Seite der Grundfliiche

Olympische Disziplinen auf den Mitgliedspla-
neten der Interplanetarischen Sportvereini-
gung im Jahre 2092. In die Berechnungen ge-

der Pyramide (regelmiBiges (n— 1)-Eck) und
alle zu dieser Seite parallelen

. .n
Diagonalen. Durch diese 5—!—Slrecken wer-

den alle Eckpunkte der Grundtliche bis auf ei-
nen erfaBt. Die Menge der Kanten eines Line-

arfaktors besteht nun aus diesen %- |-Strecken
und der Strecke, die den noch “freien” Eck-
punkt der Grundfliche mit der Spitze der Py-
ramide verbindet. Durch die Wahl einer Seite
der Grundfliche der Pyramide wird nach obi-
ger Vorschrift genau ein Linearfaktor be-
stimmt. Es gibt n — 1 Seiten der Grundfliiche.
also auch n— 1 Linearfaktoren. Diese zerlegen
den vollstindigen Graphen auch wirklich.
denn zu jeder Kante gibt es genau einen Line-
arfaktor, zu dem sie gehort.

Abb. § zeigl eine solche Zerlegung. die den
oben angegebenen Turnierplan fiir n = 6 lie-
fert.

Aufgabe 5: Welche Farbe entspricht wel-
cher Runde?

Stellt nach diesem Verfahren selbst Spiel-
pline fiir n =4, n = 6 und n = § auf!

Sucht selbst andere Verfahren zum Auf-
stellen von Spielplinen!

Dr. U. Feiste
Fachrichtungen Mathematik/Informatik
der E.-M.-Arndt-Universitit Greifswald

hen zahlreiche vereinfachende Annahmen
ein: insbesondere wurde generell der Luft-
widerstand vernachlissigt.

Planet Schwerebe- Hochsprung Kugelstofien Weitsprung Speerwurf
schleunigung Hohe in Metern Weite optimaler Weite optimaler Weite optimaler
in Metern pro Winkel Winkel Winkel
Sekunden-
quadrat Herren Damen in Metern in Grad in Metern in Grad in Metern in Grad
Merkur 3,70 4,66 3.73 56,46 43,99 23,60 71,17 193.66 53,16
Venus 8,85 2,53 2,14 24,70 42,69 9,87 71.17 82.50 52,56
Erde 981 2,38 2,03 2247 42,46 8.90 71.17 74,68 5245
Mond 1,62 9.36 7,24 126,45 44,50 53,89 71,17 438.86 53,41
Mars 32 4,61 3,72 56,17 43,89 23,47 TEL 192,63 53,16
Jupiter 26,39 LSt 1,38 9.43 39,01 3,31 A7 29,34 50,67
Saturn 11,67 2,16 1,87 19,17 42,02 7,48 71,17 63,19 52,24
Uranus 11,48 2.18 1,88 19.46 42,07 7,61 71,17 64.19 52,26
Neptun 11,97 233 1.84 18,74 41,95 7.29 7117 61,67 52,20
Pluto 1,96 791 6,15 104,86 44.45 44,54 71,17 363,19 53,37
entdeckt in Spektrum der Wissenschafi, Juli 1992
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= Der Monarch
¥ (Danaus plexippus)
hat eine Fliigel-

Der

amerikanische
Wanderfalter

Schwirme mit Millionen Monarchen flattern
jedes Jahr im Herbst von Westkanada nach
Mexiko und im Friihjahr des Folgejahres auf
der gleichen Route wieder zuriick nach West-
kanada.

Jeder dieser Schwiirme von Monarchen iiber-
quert im Herbst die lings des 49ten ndrdlichen
Breitengrades verlaufende Grenze zwischen
Westkanada und den USA in einem Punkte P
und erreicht erst nach dem Uberfliegen des
33ten nordlichen Breitengrades in einem
Punkt Q Mexiko.

Das Wegstiick zwischen den Punkten P und Q
dieser Wanderroute ist also nicht kiirzer als
die Linge PQ des die Punkte P und Q verbin-
denden, iiber das Territorium der USA verlau-
fenden Kreisbogens PQ, dessen Mittelpunkt
mit dem Erdmittelpunkt zusammenfallt.

Wi

Bei den folgenden Aufgaben ist die Erdober-
fliche als Kugelfliche mit dem Radius
r = 6370 km aufzufassen.

Wihrend in einer Ebene die kiirzeste Verbin-
dung zweier ihrer Punkte die diese Punkte ver-
bindende Strecke ist, ist in einer Kugelober-
fliche die kiirzeste Verbindung zweier ihrer
Punkte A und B ein Kreisbogen AB mit fol-
genden Eigenschaften: A und B sind die End-
punkte von AB. Der Kugelmittelpunkt M ist
zugleich der Mittelpunkt des Kreises k, auf
dem AB liegt.

Der Radius r der Kugel ist also gleich dem Ra-
dius von k. Und weiterhin ist die Linge von
AB nicht gréBer als nr. — Sind die Punkte A
und B nicht die Endpunkte eines Kugeldurch-
messers, liegen also A, B und M nicht auf ei-
ner Geraden, so ist der die kiirzeste Verbin-

Einerstelle?

zimalsystem?

Die neu entdeckte Primzahl

Ende Miirz 1992 wurde in Fernsehen und Zeitungen gemeldet: Britische Ma-
thematiker des Harwell-Labors in Oxfordshire entdeckten die bisher grofite
bekannte Primzahl. Sie wiesen mit einem Supercomputer CRAY-2 nach, dal}
die natiirliche Zahl p = 279 — | eine Primzahl ist. Schon Euklid (um 300 v,
Chr.) war bekannt, daf es unendlich viele Primzahlen gibt und dafl es damit
keine gridBte Primzahl gibt. Da bis heute nur endlich viele Primzahlen bekannt
sind. gibt es unter diesen eine griifite. Die nebenstehende, den heutigen An-
forderungen nicht geniigende. Definition der Primzahl steht in einem 1716 in
Leipzig gedruckten ,Mathematischen Lexicon™. Laut einem lateinischen Worterbuch gilt:
numerus = Zahl; primus = vorderster, erster, haupt-, urspriinglich

Aufgabe 1: Wieviele Seiten sind zum Abdrucken dieser Zahl p mit ihren 227832 Stellen in
einem Buch erforderlich, wenn jede Seite 32 Zeilen mit je 62 Ziffern falit?
Aufgabe 2: Welche Ziffer steht bei der Darstellung dieser Zahl p im Dezimalsystem an der

Aufgabe 3: Welches sind die beiden letzten Ziffern in der Darstellung dieser Zahl p im De-

Aufgabe 4: Es ist zu zeigen, dal die Darstellung der natiirlichen Zahl p = 27%% — 1 im De-
zimalsystem aus 227832 Ziffern besteht. Hinweis: Zur Losung darf benutzt werden, daf}
die fiir alle positiven reellen Zahlen erkliirte Funktion mit der Gleichung y = 10* und auch
deren Umkehrfunktion streng monoton wachsende Funktionen sind.

W. Triiger, Dibeln
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N (Nordpol)

Aquator

S (Siidpol)
Abb. 1

dung der Punkte A und B darstellende Kreis-
bogen AB eindeutig bestimmt.

Aufgabe 1: P sei ein Punkt der Erdober-
fliiche mit der nirdlichen geographischen
Breite ¢, b sei der Breitenkreis mit der
niirdlichen geographischen Breite ¢, mit
¢, < ¢,, m sei der durch den Punkt P ver-
laufende Meridian, m schneide b im Punk-
te R und Q sei ein von R verschiedener
Punkt von b. Es ist zu zeigen, daB in der
Erdoberfliche die kiirzeste Verbindung
der Punkte P und R kleiner ist als die der
Punkte P und Q.

Aufgabe 2: Wie lang ist in der Erdober-
fliiche die kiirzeste Verbindung der Punkte
P und R (siehe 1. Aufgabe!) mit ¢, =49° und
¢, =337
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Der Erfinder dieses so wirklichkeitsna-
hen Logikspiels ist leider nicht be-
kannt. Das Spiel entstand in den sech-
ziger Jahren, hochstwahrscheinlich in
Nordamerika.

In einigen Spielbiichern ist es unter
sehr verschiedenen Namen, wie z. B.
“Karo-Rennen” oder “Grand Prix”, zu
finden. Die Spielregeln sind recht ein-
fach.

Das Spiel kiinnen zwei bis drei Spieler
spielen. Natiirlich kénnen auch mehr
Autofahrer antreten, was aber das
Spiel sehr in die Liinge zieht.

Bevor es losgeht, sollte sich jeder Fahrer ein
“Auto”, welches hier nur ein Farbstift ist, or-
ganisieren. Die Rennstrecke wird auf kariertes
Papier gezeichnet, wobei die Fahrbahnbreite
fiir Anfénger zwischen 3 — 5 Kistchen liegen
sollte (Abb. 1).

Abb. 1

Unsere “Verkehrsordnung™ ist innerhalb von
wenigen Minuten erlernbar.

Jeder Fahrer stellt sein Auto (d. h. setzt einen
Punkt) auf die Startlinie. In Abb. 2 treten un-
sere Spieler A (dicke Linie) und Spieler B

Autorennen

(diinne Linie) zur Wettfahrt an und Spieler A
darf als erster starten.

Die Verkehrsordnung
Die Rennfahrer bewegen sich abwechselnd
weiter. Sie miissen sich bei der Wahl der
Fahrtgeschwindigkeit und Fahrtrichtung an
folgende Regeln halten:
Ein Fahrzeug bewegt sich bei jedem Zug in
vertikaler Richtung um v Kistchen und in ho-
rizontaler Richtung um h Kistchen. Von Zug
zu Zug diirfen sich v und h jeweils nur um
+ 1, — I oder 0 dndern. Dazu zwei Beispiele
(Abb. 3).
a) Das Auto hat sich um 2 Karos nach vorn
und um 3 Karos nach rechts bewegt (v = 2,
h = 3). Beim niichsten Zug kann es somit 1 bis
3 Karos nach vorn und 2 bis 4 Karos nach
rechts fahren (v=1,2,3;:h=2, 3, 4).
b) Das Auto bewegte sich in vertikaler Rich-
tung um 3 Karos nach vorn, d. h. v = 3 und
h = 0. Beim niichsten Zug kann es 2 bis 4 Ka-
ros vorwiirts fahren und gleichzeitig nach
links (h = 1), nach rechts (h = + 1) oder ge-
rade aus (h = 0) fahren.
Die neun Punkte zeigen die méglichen Stand-
orte des Autos nach diesem Zug.
Nun einige Regeln, die das Verhalten auf der
Rennstrecke betreffen.
Ein Fahrzeug, das auf ein Hindernis auffihrt,
den Rand der Rennbahn streift oder die Renn-
bahn verliBt, scheidet sofort aus. Dies betrifft
nicht nur den neuen Standort, sondern auch
den Weg dorthin. Im Zweifelsfall muB ein Li-
neal angelegt werden, da jeder Weg eine Ge-
rade sein sollte. Es ist
ebenfalls verboten, an-

dere Autos zu rammen.
D. h. im gleichen Zug
diirfen nicht zwei Fahr-
zeuge auf einem Punkt
stehen. Erlaubt hinge-
gen ist das Kreuzen ei-
ner anderen Fahr-
strecke, auch im glei-
chem Zug.

fiir Ziige, die ein Aus-
scheiden zur Folge hiit-
ten (Abb. 4).

Ein solches Autoren-
nen gewinnt der Fah-
rer, der als erster die
Zielgerade erreicht. D.
h., daf} der Sieger min-
destens einen Zug
friiher als die Gegner
das Ziel erreichen muB.
Das Rennen (Abb. 2)
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von Spieler A und B
gewinnt B.

Hier einige Beispiele |

Der Sieger bekommt eine Anzahl von Punkten
gut geschrieben. Diese errechnet sich wie
folgt.

Siegerpunkte = Maximale Zuganzahl - Anzahl
der Karos des Gegners, der als Niichster das
Ziel erreicht.

Jedes Ausscheiden wird mit einer Strafe von
10 Minuspunkten geahndet. Die Anzahl der
Spieler entscheidet, ob weitergespielt wird
oder eine neue Runde gestartet werden muB.

e e

o N Lo 7190 e
Vo '

Rennpabn

T Y N I VR [V (e T | I Y S S

Abb. 4b)

Ein ,,Beispielrennen”
Schauen wir uns das Rennen von A und B in
Abb. 2 an. Zunichst scheint, daB A durch ent-
schlossene Tempofahrt B abschiittelt. Sehr
spiit bemerkt A, daB er viel zu schnell fihrt.
Zwar versucht er zu bremsen und kriegt noch
knapp die Kurve, aber er verliert wertvolle
Zeit (Ziige) durch das Bremsen und erneute
Beschleunigungen. Spieler B verfolgt eine an-
dere Fahrtaktik. Im 2. Zug beschleunigt er von
v =2 auf v = 3 und behilt diese Geschwindig-
keit bis zum 5. Zug bei. Er geht rechtzeitig in
die weite Rechtskurve, kommt am Hindernis
unterhalb vorbei und braust dann, nach kurzer
Bremsung in der zweiten Kurve, mit Vollgas
auf das Ziel zu.
B gewinnt und erhilt 20 Punkte (= 2 Ziige - 10
Karos).
Beim Autorennen gewinnt also wie beim ech-
ten Autorennen derjenige Fahrer. der den rich-
tigen Bogen raus hat.
Claudia Erdmann;
Stud. der Mathematik, Universitiit Leipzig
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Das Rundlauf’sche

Dreiersystem
Auf der Kirmes

Auf den folgenden Seiten wird der Beitrag aus dem letzten Heft
,,Herr Paddel und das Dualsystem” fortgesetzt.

Herr Rundlauf besitzt auf der Kirmes
mehrere Fahrgeschiifte und Buden. Er
michte gern ein neues Karussell fiir
kleine Kinder bauen lassen. Er denkt
sich: Auf dem neuen Karussell miissen
Fahrrider fest montiert werden. Auf
jedem Fahrrad kann ein Kind nach
Lust und Laune die Pedale vorwiirts
oder riickwiirts treten und auch klin-
geln. Jedes Fahrrad ist also ein Einer-
fahrzeug (E). AuBerdem sollen Mo-
torriider mit Seitenwagen auf dem Ka-
russell aufgebaut sein. Zwei Kinder
finden auf jedem Motorrad Platz, dazu
eins im Seitenwagen. Damit ist jedes
Motorrad ein Dreierfahrzeug (D). Und
groBe Feuerwehrwagen mit Blaulicht,
Glocke und Hupe diirfen nach Ansicht
von Herrn Rundlauf auch nicht fehlen.
In jedem Feuerwehrwagen konnen auf
drei Biinken insgesamt 9 Kinder sitzen.
Jeder Feuerwehrwagen ist also ein
Neunerfahrzeug (N).

Donnerstags ist Familientag auf der Kirmes.
Alle Kinder diirfen an diesem Tag zu er-
miBigten Preisen fahren. Aber am Familien-
tag besetzt Herr Rundlauf das Karussell nach
besonderen Regeln, wir wollen sie “Rundlaut-
Regeln” nennen. Er sagt immer: “Ein Fahr-
zeug muf} voll besetzt sein, sonst macht die
Karussellfahrt am Familientag keinen SpaB.”
Solche Regeln miissen in der Familie wohl iib-
lich sein, Herr Rundlauf ist ja ein Vetter von
Herrn Paddel.

Karussellfahrt am Familientag

Regel 1

Ein leeres Fahrzeug darf erst dann bestie-
gen werden, wenn alle seine Plitze von
Kindern, die noch warten, besetzt werden
kdnnen.

Regel 2

Alle auf eine Karussellfahrt wartenden
Kinder miissen einen Platz besetzen.

Auf dem Karussell sind zwei Fahrrider. zwei
Motorriider mit Seitenwagen und zwei Feuer-
wehrautos aufgebaut.
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(Die Aufgaben 1 bis 18 sind im Beitrag “Herr
Paddel und das Dualsystem™ enthalten. )

Aufgabe 19: Herr Rundlauf notiert folgende
Teilnehmerzahlen:

Uhrzeit: 14.00 1410 14.20 14.30
Kinderzahl: 24 13 5 17

Uhrzeit: 14.40 14.50 15.00
Kinderzahl: 10 19 15

Verteile sie nach den “Rundlauf-Regeln™
auf die Fahrzeuge des Karussells.

Aufgabe 20: Wie kann man maglichst
schnell festlegen, welche Fahrzeuge auf
dem Karussell nach den “Rundlauf-Re-
geln” besetzt werden? Versuche fiir die
Schiilerzahlen von Aufgabe 19 und dann
allgemein ein Verfahren zu entwickeln!

Aufgabe 21: Wieviele Kinder konnen am
Familientag hochstens am Karussell auf ei-
ne Fahrt warten, wenn alle einen Platz auf
dem Karussell bekommen sollen?

Ist bei allen kleineren Anzahlen eine Ver-
teilung der Plitze nach den “Rundlauf-Re-
geln” moglich?

Aufgabe 22: Herr Rundlauf notiert, welche
Fahrzeuge voll besetzt sind:

Uhrzeit: 17.00 17.10
Fahrzeuge: N.D.E D.E

17.20
N.D

17.30
NE

Wieviele Kinder fahren auf dem Karussell?

Aufgabe 23: Wieviele Maglichkeiten gibt
es, zwei (drei) Fahrzeuge zu besetzen?

Aufgabe 24: Die Kinder sollen alle Kombi-
nationen, Fahrzeuge nach den “Rundlauf-
Regeln’ zu besetzen, ausprobieren. Stelle in
einer Tabelle alle Kombinationen zusam-
men und schreibe zu jeder Kombination,
wie viele Kinder Karussell fahren. Wie lan-
ge dauert es, wenn sie alle Kombinationen
nacheinander ausfithren wollen und eine
Karussellfahrt 5 Minuten dauert?

Aufgabe 25: Ein Motorrad mul} repariert
werden und wurde abgebaut. Bei welchen
Schiilerzahlen ist nun eine Verteilung der

Fahrzeuge den “Rundlauf-Regeln” nicht
mehr moglich?

Herr Ubersicht ist als Leiter des stidtischen
Ordnungsamtes fiir einen geordneten Betrieb
der Kirmes zustindig. Er kommt bei Herrn
Rundlauf vorbei und méchte wissen, wieviele
Kinder gerade auf dem Karussell fahren. Er
schafft es nicht, sie bei fahrendem Karussell
zu zdhlen. “Kein Problem, es sind 15 Kinder”,
sagt Herr Rundlauf und zeigt auf eine Tafel.
Dort hat er mit Kreide in einer Tabelle notiert,
welche Fahrzeuge besetzt sind. Im Moment
kann man folgendes auf der Tafel lesen:

Neuner Dreier Einer
1 2 0

Herr Rundlaut notiert die Besetzung der Fahr-
zeuge auf eine dhnliche Art wie sein Vetter
Herr Paddel die Bootsausleihe.

Aufgabe 26: Fiille fiir die Kinderzahlen von
Aufgabe 22 solche Tabellen aus!

Aufgabe 27: Finde eine Regel, wie aus dem
Tafelanschrieb die Anzahl der Karussell
fahrenden Kinder berechnet werden kann!
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Aufgabe 28: Fiille fiir die Schiilerzahlen
von Aufgabe 19 solche Tabellen aus und
mache die Probe!

Aufgabe 29: Herr Rundlauf notiert;

Uhrzeit 16,00 16.10 16.20 16.30
Besetzung 102 110 021 122
Uhrzeit 16.40 16.50

Besetzung 201 012

Welche Fahrzeuge auf dem Karussell sind
hesetzt und wie viele Kinder fahren mit?

Das Karussell von Herrn Rundlauf hat regen
Zulauf, es ist meist gut besetzt. Die Kinder
fahren vor allem am Familientag gern mit.
Herr Ubersicht schligt Herrn Rundlauf fol-
gende Neuerung vor: Es sollen 3 Fahrriider
oder. was nach Meinung von Herr Ubersicht
noch besser sei. drei Motorrider auf dem Ka-
russell eingebaut werden. Herr Ubersicht
denkt dabei an die Marktgebiihren, die er bei
Herrn Rundlauf kassiert.

Wenn das Karussell mehr Plitze hat, muB}
Herr Rundlauf auch mehr Geld auf der Kirmes
als Standgebiihr bezahlen. Herr Ubersicht

weil), dall noch Platz fiir ein weiteres Fahrrad
oder Motorrad auf dem Karussell vorhanden
ist. Herr Rundlauf ist damit nicht einverstan-
den. “Dann gibt es zu oft Streit, weil nicht im-
mer klar ist, welche Fahrzeuge besetzt werden
sollen™, sagt er.

Thm kommt es vor allem darauf an, daB die
Kinder immer nur auf eine Art auf die Fahr-
zeuge verteilt werden konnen, die Verteilung
also eindeutig ist.

Aufgabe 30: Auf dem Karussell sollen drei
Fahrrider (Motorrider) sein. Gib ver-
schiedene Kinderzahlen an, bei denen es
mehrere Miglichkeiten gibt, die Kinder
nach den “Rundlauf-Regeln® auf die Fahr-
zeuge zu verteilen!

Herr Ubersicht iiberlegt auch, das Feuerwehr-
auto nicht mehr als Neunerfahrzeug, sondern
als Fahrzeug mit 7 Plétzen auszurtisten.

Aufgabe 31: Das Feuerwehrauto soll 7 Sit-
ze anstelle von 9 Sitzen haben. Bei wievielen
wartenden Kindern ist eine Verteilung auf
die Fahrzeuge nach den “Rundlauf-Re-
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geln™ auf verschiedene Arten moglich? Gib
mehrere Lisungen an!

Herr Ubersicht zieht seinen Vorschlag zuriick,
aber nicht. weil ihn die Griinde von Herrn
Rundlauf iiberzeugen, sondern weil Herr
Rundlauf dann weniger Standgeld bezahlen
wiirde. Wen wundert es, wenn Herr Ubersicht
nun ein Feuerwehrauto mit 11 Pliitzen vor-
schldgt?

Aufgabe 32: Das Feuerwehrauto soll 11 Sit-
ze anstelle von 9 Sitzen haben. Bei wievielen
wartenden Kindern ist eine Verteilung auf
die Fahrzeuge nach den “Rundlauf-Re-
geln” gar nicht mehr miglich? Gib alle
Moglichkeiten an!

Bis heute wird bei Herrn Rundlauf das Karus-
sell nach den “Rundlauf-Regeln™ besetzt. st
es eine Uberraschung, wenn das Feuerwehr-
auto immer noch 9 Sitze hat und wenn von je-
dem Fahrzeug zwei Exemplare vorhanden
sind? Die Kinder kommen gern zu Herrn
Rundlauf. Sie wissen jedoch nie, welche Fahr-
zeuge bei der niichsten Karussellfahrt besetzt
werden. Darin liegt fiir sie am Familientag der
groBe Reiz bei einer Fahrt mit Herrn Rund-
laufs Karussell.

Die “Karussellzahlen”

Herr Rundlauf kann bei seiner Schreibweise
erkennen, welche Fahrzeuge auf dem Karus-
sell voll besetzt sind. Bei 102 sind es ein Feu-
erwehrauto und zwei Fahrriider. Er bendtig!
nur die drei Zeichen 0, | und 2 als Ziffern sei-
ner “Karussellzahlen”. Dann kann er alle In-
formationen geben, die er iiber die Belegung
seines Karussells und fiir Auskiinfte an Herrn
Ubersicht benétigt. Bei den Karussellzahlen
hat jede Stelle fiir Herrn Rundlauf einen be-
stimmten Wert. Er redet von der Stelle fiir das
Einer-, das Dreier- und das Neunerfahrzeug
und liest dabei die Ziffern seiner Zahlen von
rechts nach links. Wenn er weitere Fahrzeuge
bendtigen wiirde. lautet fiir ihn die logische
Fortsetzung ein Fahrzeug mit 27, 81, 243,
usw. Pldizen. In den Aufgaben 31 und 32
konntet Thr lernen, warum eine andere Fort-
setzung (im Feuerwehrauto 7 oder 11 Sitze
statt 9 Sitze) nicht sinnvoll ist. [hr habt sicher
schon entdeckt, daB sich bis auf die Einerstel-
le alle Stellenwerte auf die Zahl 3 zuriick-
fiithren lassen.

Stelle Sieben- Neuner |Dreier|Einer
und-
zwanziger
Wert 27 9 3 1
andere 333 33
Schreib-| =3} =32
weise
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Nun konnt Ihr sicher nach groBeren “Karus-
sellzahlen™ hin fortsetzen und einsehen, daf
gilt: 81 = 3.3.3.3 = 3¢, 243 = 3.3.3.3.3 = 3%,
usw. Wenn lhr die letzte Zeile der Tabelle von
links nach rechts lest, kénnt Ihr folgende Fort-
setzung vermuten: 3' = 3 und 3° = 1. In der
Klasse 9 oder 10 werdet Thr lernen, warum
diese Fortsetzung sinnvoll ist.

Herr Rundlauf stellt seine “Karussellzahlen™
in einem Zahlensystem dar, das die Mathema-
tiker Dreiersystem oder auch Ternérsystem
nennen. Wir benotigen nur die drei Zeichen 0,
I, und 2 als Ziffern und koénnen damit aller
Dreierzahlen darstellen. In Aufgabe 30 konn-
tet Thr lernen, warum die Benutzung von mehr
als 3 Ziffern. in Aufgabe 26, warum die Be-
nutzung von weniger als 3 Ziffern zu Schwie-
rigkeiten fiihrt.

Herr Rundlauf kann auch ausrechnen, wievie-
le Schiiler insgesamt auf dem Karussell fah-
ren. Nach den “Rundlauf-Regeln™ miissen
Fahrzeuge voll besetzt sein. Daher fahren
beim Tafelanschrieb 102 insgesamt 11 Kinder
Karussell, 9 mit einem Feuerwehrauto und 2
auf den beiden Fahrridern. Herr Rundlauf
rechnet wie folgt:
1.94+03+2:1=13+03+23"=11. Aus
der “Karussellzahl” oder die Dreierzahl 102
kénnen wir also Zahl |1, die Zahl der auf dem
Karussell befindlichen Kinder, ausrechnen.
Diese Anzahl der auf dem Karussell fahrenden
Kinder ist eine Zahl aus dem Euch bereits be-
kannten Zahlensystem, dem Zehner- oder De-
zimalsystem. Den Zusammenhang zwischen
der Dreierzahl 102 und der Dezimalzahl 11
machen wir durch folgende Redeweisen deut-
lich: “Zur Dreierzahl 102 gehort die Dezimal-
zahl 11.” oder “Der Dreierzahl 102 wird die
Dezimalzah] 11 zugeordnet.”

In Aufgabe 20 solltet Ihr ein Verfahren ent-
wickeln, mit dem Ihr die Fahrzeuge, die be-
setzt werden diirfen, finden kénnt. 23 Kinder
werden auf 2 Neunerfahrzeuge, 1 Dreierfahr-
zeug und 2 Einerfahrzeuge verteilt. Zur Drei-
erzahl oder “Karussellzahl” 212 gehért also
die Dezimalzahl 23. Die niichsten drei Anwei-
sungen beschreiben solch ein Verfahren:

(1) Besetze auf dem Karussell das grobte
Fahrzeug, das voll besetzt werden kann, so oft
wie moglich.

(2) Berechne die Anzahl der dann noch war-
tenden Kinder.

(3) Wiederhole die beiden Schritte (1) und (2)
mit den nach (2) noch wartenden Kindern so-
lange, bis alle Kinder auf dem Karussell Platz
gefunden haben.

Probiert dieses Verfahren einmal aus!

Abschlufl

Wir sind mit der Auswertung der Geschichten
da angekommen, wo die fertige Mathematik
anfingt. Euch ist sicher aufgefallen, daB das
Zweier- und das Dreiersystem ihnlich aufge-
baut sind. Vielleicht habt Thr Lust und schreibt
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eine eigene Geschichte iiber Zahlen in einem
anderen Zahlensystem und versucht dann, das
was Thr hier liber den Aufbau von Zahlensy-
stemen sowie iiber die Umrechnung in das
Zehnersystem gelernt habt, auf das neue Zah-
lensystem zu iibertragen. Wenn Ihr verstehen
wollt, wie ein Computer mit Zahlen rechnet,
miifit Thr Euch neben dem Zweiersystem z. B.
auch mit dem Achtersystem (auch Oktalsy-
stemm genannt) oder dem Sechzehnersystem
(auch Hexadezimalsystem genannt) vertraut
machen. Diese Zahlensysteme sind dhnlich
wie das Zweier- oder das Dreiersystem aufge-
baut. Im Achtersystem benotigt Thr die acht
Ziffern 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, um alle Zahlen dar-
stellen zu konnen. Im Sechzehnersystem ist es
iiblich, die 16 Zeichen 0, 1,2, 3. 4.5, 6,7, 8,
9 und die Buchstaben A, B, C, D, E, F als Zif-
fern zu verwenden.

Unter Zweierzahlen haben wir uns in den Ge-
schichten “Bootszahlen”, unter den Dreier-
zahlen “Karussellzahlen” vorgestellt, die dazu
gehorenden Dezimalzahlen haben wir als An-
zahl der insgesamt Boot oder Karussell fah-
renden Kinder verstanden. Die “Paddel-Re-
geln” und die “Rundlauf-Regeln” waren Hil-
fen beim Umrechnen von Zweier(Dreier)-zah-
len in Dezimalzahlen und umgekehrt. Wenn
Thr spiiter einmal mit Zweier- oder Dreierzah-
len und der Umrechnung in die dazu gehori-
gen Dezimalzahlen zu tun habt, ist es sehr hilf-
reich, wenn Thr Euch weiter diese Zahlen so
konkret wie in den Geschichten vorstellt.

StD Helmut Wirths
Fachlehrer fiir Mathematik und Physik an
der Cicilienschule Oldenburg

SO Zﬁhlt man auf. ue von Heinz Siegler, Eschau
indonesisch englisch finnisch
1 satu one yksi
2 dua two kaksi
3 tiga three kolme
4 empat four nelji
5 lima five viisi
6 enam six kuusi
7 tujuh seven seitsemén
8 delapan eight kahdeksan
9 sembilan nine yhdeksin
10 sepuluh ten kymmenen
11 sebelas eleven yksitoista
12 dus belas twelve kaksitoista
13 tiga belas thirteen kolmetoista
14 empat belas fourteen neljdtoista
15 lima belas fifteen viisitoista
16 enam belas sixteen kuusitoista
17 tujuh belas - seventeen seitseméntoista
18 delapan belas eighteen kahdeksantoista
19 sembilan belas nineteen yhdeksintoista
20 dua puluh twenty kaksikymmentd
21 dua puluh satu twenty-one kaksikymmentiyksi
22 dua puluh dua twenty-two kaksikymmentékaksi
23 dua puluh tiga twenty-three
24 dua puluh empat  twenty-four
25 dua puluh lima twenty-five
26 dua puluh enam  twenty-six
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Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Steg

Eine Aufgabe
nicht nur fiir Musizierende

Markus spielt erst seit wenigen Wochen Cel- | ten haben die Streichinstrumente ja keine
lo, soll aber schon beim niichsten Elternabend | Biinde, durch die die Tonhdhe von Halbton-
die Gitarrenbegleitung seines Freundes durch | schritt zu Halbtonschritt festgelegt ist.)

BaBtone verstirken. Sein Gehor und die Treff- | Das Lied. das Markus’ Klasse vortragen will.
sicherheit seiner Finger sind noch so wenig | steht in D-Dur, und um es zu begleiten.
geschult, daB sein Spiel oft griflich unsauber | braucht man nur die drei Hauptdreiklinge.
klingt. (Im Gegensatz zu den Zupfinstrumen- | Deren Grundtne soll Markus spielen:

will sich Markus die Stelle, wo er den Finger
Verwurzeltes T : aufsetzen muB, mathematisch genau kenn-
= — 3 = zeichnen. Er weil: Je kiirzer der schwingende
In den folgenden Kryptogrammen sind Teil der Saite ist, umso hoher ist die Schwin-
Buchstaben durch Ziffern zu ersetzen gungsfrequenz. Halbiert man die Saite, so ent-
fg]eich.e Buchstaben durch gleiche Ziffel.‘n. 5=~ quine g - steht ein Ton mit doppelter Frequenz: die Ok-
verschiedene Buchstaben durch verschie- i = Ty TS o= Oktave tave. Die Freugenzen zweier Tone im Quint-
dene Ziffern), so daB die entstehenden V\“*-s.ekunue/ abstand verhalten sich wie 2 : 3.
arithmetischen Identitiiten erfiillt sind! Der Abstand zwischen Sattel und Steg be-
1. Bio = Wurzelballen “liefert” die Aufga- trigt bei Markus’ Cello 64,8 cm. Um wie-
be Fiir die Téne d und G streicht Markus nur lee- | viel muB die Saite verkiirzt werden, damit
BIO = /BALLEN re Saiten; aber das A muB auf der G-Saite | ein Ganztonschritt erklingt?
2. Teep, der WurzelfiiBer, soll uns zu dem schnell und sicher getroffen werden. Deshalb Johanna Heller, Erfurt
Kryptogramm
TEEP = /FUESSER
fiihren. Treffender Vergleich
3. Wurzelwerk: Fiir welche dem Wort L
WERK zugeordnete vierstellige natiirli- Der Philosoph Demonax aus Kypros traf eines Tages zwei Kollegen, die
che Zahlen mit der Einschrinkung sich in ungebildeter Weise (iber ein Thema stritten. Wahrend einer Fragen
0<W<E<R<K ist stellte, die nicht am Platze waren, gab der andere Antworten, die nicht zur
JWERK Sache gehorten. Demonax hérte ihnen eine Weile geduldig zu. Dann sag-
eine natiirliche Zahl? te er: -
4. Es soll die Wurzel aus dem Kiefer eines “Freunde, kommt es euch nicht so vor, als wenn der eine einen Bock
Wales gezogen werden: melkt und der andere ihm dabei ein Sieb darunterhait?”
WAL = VKIEFER aus: Oetzel/Polte: Der gescholtene Thales, Urania-Verlag Leipzig
5. Das AS ist die Kubikwurzel:
AS=3KUBIK
Wie groB ist das AS?
Hinweis: Die Kryptogramme 3 und 5 kon- | | Komplizierte Heimkehr ner Geschwindigkeit v =5 km/h. Wann miis-
nen leicht durch Probieren mit einem Ta- sen Sie aufbrechen, wenn sie ihr Fahrzeug
schenrechner geldst werden: Man beachte | | Andreas, Benno und Claus miissen abends um | auf dem Weg einfach abstellen kénnen und
erwa, daf (AS) = KUBIK sein muf. In den 18.00 Uhr zuhause sein. Der Heimweg ist ge- | kein Fahrzeug mehr als eine Person befor-
iibrigen Fillen empfehlen wir, einen Com- nau 9,5 km lang. dern kann?
puter zu benutzen. W. Schmidt Sie haben ein Fahrrad (v = 15 km/h) und einen OStR Anton Hammerschmitt,
Tretroller (v =9 km/h). Alle drei gehen mit ei- Herder-Gymnasium, Forchheim
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Was geschah
vor...Jahren?

1992 Chronologie Teil I11

992  In China wird ein dezimales MaB-
system fiir Massen (Gewichte) eingefiihrt

| 1592 der Astronom, Astrologe und Mathe-

matiker Giovanni Antonio Magini (1555 -
1617) aus Bologna verwendet erstmals das
Dezimalkomma.

1592 Am 13.9. stirbt der franzosische
Philosoph Michel Montaigne. Montaigne
vertrat im Gegensatz zu seinen Zeitgenos-
sen einen mathematischen Skeptizismus:
es werden zwar viele wertvolle mathemati-
sche Einzelergebnisse erzielt, aber es fehlt
eine durchgreifende allgemeine Methode,
um diese Resultate zu ordnen.

1667 Am 6.8. wurde Johann 1. Bernoulli
geboren (weitere Informationen im folgen-
den kurzen Beitrag).

1692 Der Marquis L'Hospital (1661 -
1704) rechnet die Linge eines Stiicks der
logarithmischen Kurve aus.

1742 Der Schweizer Mathematiker Ga-
briel Cramer (1704 — 1752) stellt die Auf-
gabe: in einen Kreis ist ein Dreieck so ein-
zubeschreiben, dab die Seiten des Dreiecks
durch drei vorgegebene Punkte gehen. Lo-
sungen der Aufgabe gaben u. a. von J. L.
Lagrange (1736 — 1813) 1776 und L. Euler
(1707 — 1783) 1780.

1792 C.F. GauB (1777 - 1855) erkennt:
das Parallelenpostulat ist nicht denknot-
wendig (Niheres auf dieser Seite).

1842 Lord W. P. Rosse (1800 — 1867)
stellt seinen beriihmtesten Teleskopspiegel
mit einem Durchmesser von 1.8 m her.

1892 Es erscheint das beriihmte Buch:
Vorlesungen iiber die Theorie der Irratio-
nalzahlen von P. Bachmann (1837 — 1920).

1917 Am 3.8. stirbt der bedeutende Ma- |
thematiker Georg Frobenius (* 1849), Fro-
benius war Professor in Berlin.

14 alpha 4/92

Johann L Bernoulli

Am 6.8.1667 wurde als 10. Kind eines Basler Rats-
herrn Johann Bernoulli geboren. Er gehiirt ohne Zwei-
fel in die kurze Reihe der “ganz groBen Mathemati-
ker”. Bernoulli studierte in seiner Heimatstadt Medi-
zin, wurde von seinem Bruder Jakob I. Bernoulli (1654
— 1705) in die Mathematik eingefiihrt. 1690 erschien
Bernoullis erste medizinische Publikation, 1691 seine
erste mathematische. Ab 1695 war er Professor in Gro-
ningen (Niederlande), ab 1705 in Basel. In seiner Hei-
matstadt starb der Mathematiker am ersten Tag des
Jahres 1748.

Bernoulli war der wichtigste Vertreter der von Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) erfundenen Me-
thode, Probleme der Differential- und Integralrechnung zu behandeln. Er hat Wichtiges
zum Funktionsbegriff beigetragen, arbeitet iiber hohere Kurven, iiber Differentialglei-
chungen, zur Zahlentheorie. Besonders wichtig sind die Versuche Johann I. Bernoullis ge-
wesen, die Mathematik auf die Physik anzuwenden. Er fand eine spezielle Form des Ener-
giesatzes, arbeitete zur Hydraulik, zur Theorie des Schiffes. Johann I. Bernoulli war ein
sehr streitbarer Herr, lag in heftigen literarischen Fehden mit englischen Mathematikern
und seinem Bruder Jacob I. Fiir die Entwicklung der Mathematik ist neben seiner For-
schungstitigkeit seine Lehrtitigkeit von hochster Bedeutung gewesen, Zu den Schiilern
von Johann 1. Bernoulli gehorten die sehr bedeutenden Mathematiker Leonhard Euler
(1707 — 1783), Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698 — 1759), Gabriel Cramer (1704
—- 1752), Alexis Claude Clairaut (1713 — 1765).

Vor 200 Jahren: Carl Friedrich GauB
,entdeckt” die nichteuklidische Geometrie

In einem Brief vom 28.11.1846 an den Astronomen
Heinrich Christian Schumacher (1780 — 1850)
schrieb der weltbekannte Mathematiker Carl Frie-
drich GauB8 (1777 — 1855): “Es enthilt die Grund-
ziige derjenigen Geometrie, die statt finden miiite
und strenge consequent statt finden konnte, wenn
die Euklidische nicht die wahre ist ... Sie wissen,
daB ich schon seit 54 Jahren (1792) dieselbe Uber-
zeugung habe ... Mit “Es” war ein Biichlein des
russischen Mathematikers N. J. Lobatschewski
(1792 — 1856) gemeint: Geometrische Untersu-
chungen zur Theorie der Parallellinien, Berlin 1840.
Als GauB sich also mit der nichteuklidischen Geo-
metrie zu beschiftigen begann, war er 15 Jahre alt! Bei dem Problem der verschiedenen
Arten von Geometrie ging es um eine uralte Frage. Kann man zweifelsfrei beweisen, da
durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden nur genau eine Gerade gezeichnet werden kann,
die die urspriingliche Gerade nicht schneidet? In der Geschichte der Mathematik hat es vie-
le Versuche gegeben, diesen Satz zu beweisen. Alle diese Beweise beruhten auf Irrtiimern.
Die Quelle dieser Irrtiimer ist immer gewesen, da man zum Beweis des Satzes Behaup-
tungen verwendete, die mit dem zu beweisenden Satz gleichwertig sind. Z. B. ist der Satz:
die Winkelsumme im Dreieck betriigt 180° mit dem Satz iiber die Parallelen gleichwertig.
Eine Geometrie, in der der Satz gilt, heiBt “euklidische Geometrie™ (nach Euklid (um 365
v. Chr. —um 300 v. Chr.)). GauB war der erste, der erkannte, daB es Geometrien (nichteu-
klidische Geometrien) gibt, die zur “euklidischen Geometrie” gleichwertig sind. In einer
dieser Geometrie wiire beispielsweise der Satz richtig: zu einer gegebenen Geraden gibt es
durch einen Punkt auBerhalb dieser Geraden beliebig viele Parallelen.

Man kann also nicht zweifelsfrei beweisen, dal} es zu einer Geraden und durch einen Punkt
auBerhalb einer Geraden genau eine Parallele gibt. Die Entscheidung, welche der Geome-
trien in unserer Welt richtig ist, ist keine Aufgabe der Mathematik, sondern eine Aufgabe
fiir die Physik und die Astronomie. Genaueres i{iber das Thema kann man nachlesen bei
Reichardt, H.: GauB und die Anfinge der nichteuklidischen Geometrie, Leipzig 1985.

Zusammengestellt von H.-J. Ilgauds, Sudhoff-Institut der Universitit Leipzig
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Abenteuer Forschung

Vor hundert Jahren gab es auf der Landkarte
die sogenannten ,weillen Flecken' — uner-
forschte, unbekannte Gebiete der Erde, Her-
ausforderung fiir Entdecker, Weltenbummler
und Wissenschaftler. Weile Flecken gibt es
noch heute, zum Beispiel in zahllosen Gebie-
ten der Naturwissenschaft und Technik; denn
die Forschung lést nicht nur Probleme. son-
dern wirft auch stindig neue auf — z. B. Um-
weltprobleme: Lirmbeldstigung, Smog, ver-
schmutzte Gewisser etc.

JUGEND FORSCHT ist eine Herausforde-
rung fiir alle, die selber aktiv werden sollen. —
dabei geht es nicht darum, den Forschungsin-
stituten oder der Industrie ein Stiick Arbeit ab-
zunehmen, sondern darum, selber Fragen zu
stellen, Probleme zu erkennen, neue Ideen und
Lésungen — oder Losungswege — zu ent-
decken.

Die Teilnehmer

Seit dem Start des Wettbewerbs, 1965, haben
rund 44.000 Midchen und Jungen bei JU-
GEND FORSCHT den Spall am Experimen-
tieren und Forschen entdeckt. Teilnehmen
kannen alle Nachwuchsforscher unter 21 Jah-
ren: Schiilerinnen und Schiiler, Auszubilden-
de. Wehr- und Zivildienstleistende, Studentin-
nen und Studenten im ersten Studiensemester.
Fiir die Teilnehmerinnen und Teilnehmer un-
ter 16 Jahren heiBt der Wettbewerb SCHU-
LER EXPERIMENTIEREN, damit der Fiinft-
klidBler nicht mit der 20jidhrigen Abiturientin
konkurrieren mufi! Man kann allein oder als
.Gruppendynamiker® in einer Forscherge-
meinschaft bis zu drei Leuten loslegen. Das
Thema denkt sich jeder — bzw. jede Gruppe -
selbst aus.

Die Fachgebiete

Das selbstgewihlte Thema der Wettbewerbs-
arbeit muf} aber in eines der sieben JUGEND
FORSCHT-Fachgebiete passen: Biologie,
Chemie, Geo- und Raumwissenschaften, Ma-
thematik/Informatik, Physik, Technik und Ar-
beitswelt.

Die Wetthewerbsarbeit

Der schriftliche Teil der Arbeit darf nicht lin-
ger sein als 15 Seiten; dazu gehort eine einsei-
tige Kurzfassung, die die wichtigsten Fakten
kurz skizziert. Bei den Wettbewerben gestal-
tet jeder Teilnehmer seinen Ausstellungsstand
so anschaulich wie moglich. Zielsetzung, Me-
thoden und Ergebnisse der Arbeit sollen klar
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erkennbar sein. Da sind Phantasie und Kreati-
vitdt gefragt!

Der Wetthbewerbsablauf

Die Anmeldekarte, die in jeder JUGEND
FORSCHT-Broschiire und im Taschenbuch
zu finden ist, mub piinktlich abgeschickt wer-
den. Anmeldeschluf ist in jedem Jahr der 30.
November!

Anfang Januar erhalten alle, die sich angemel-
det haben, eine Einladung zu einem der 48 Re-
gionalwettbewerbe, die tiberall in der Bundes-
republik stattfinden. Die Wettbewerbe werden
von Industrieunternchmen, den JUGEND
FORSCHT-Patenfirmen, ausgerichtet und ge-
meinsam mit engagierten Lehrerinnen und
Lehrer, die als Wettbewerbsleiter fungieren,
organisiert. Den Jurys gehoren Experten aus
Schule und Hochschule, Forschung und Indu-
strie an. Der Juniorwettbewerb SCHULER
EXPERIMENTIEREN endet in fast allen
Bundeslindern auf der Regionalebene, beson-
ders qualifizierte Arbeiten konnen allerdings
zu JUGEND FORSCHT aufgestuft werden.
Die Siegerinnen und Sieger der Regional-
wettbewerbe JUGEND FORSCHT gehen
weiter zum jeweiligen Landeswettbewerb.
Wer auch diese Hiirde iiberwindet, sprintet
mit groBlen Schritten zur Endausscheidung —
dem Bundeswettbewerb.

Die Preise

Experimentieren und Forschen, neue Freunde
gewinnen, spannende Wettbewerbsatmosphi-
re genieBen... das macht Spall — dazu gibt es
auf allen drei Wettbewerbsebenen tolle Preise:
Geldpreise zwischen DM 100 auf der Regio-
nal- und DM 3.000 auf der Bundesebene, Son-
derpreise fiir besondere Themenschwerpunk-
te, z. B. Umweltprobleme oder Ideen zur
Energieeinsparung; Forschungspatenschaften
in Firmen und Forschungsinstituten im In-
und Ausland; Einladungen zu internationalen
Wettbewerben auBerdem zahlreiche Sachprei-
se: Biicher, Experimentierkiisten und Zeit-
schriftenabonnements.

Ubrigens: 1990 hatte ein neuer internationa-
ler Jugendwettbewerb Premiere: , Europas JU-
GEND FORSCHT fiir die Umwelt® ist eine
Initiative der Stiftung JUGEND FORSCHT
und der Deutschen Bank. Beim 2. internatio-
nalen Umweltwettbewerb, im November '91,
wetteiferten insgesamt 63 nationale Siegerin-
nen und Sieger aus 20 west- und osteuropiii-
schen Lindern um Sieg und Platz. Die deut-
schen Vertreter auf internationalem Parkett

Fiir den groBen naturwissenschaft-
lich-technischen Nachwuchswettbe-
werb JUGEND FORSCHT ist die
Zeitschrift junge wissenschaft, die
auch im Erhard Friedrich Verlag er-

. scheint, eine ideale Ergdnzung. —
Denn: Die bereits aktiven und erfol-
greichen Nachwuchsforscherinnen |
und Nachwuchsforscher haben in
der jungen wissenschaft ein Forum,
um ihre Wettbewerbsarbeiten einer |
groBen Offentlichkeit zu prisentie- |
ren. Auf der anderen Seite bietet die |
Jjunge wissenschaft denjenigen, die

| gern wissen mochten, wie erfolgrei-
che Wettbewerbsarbeiten aussehen,

| konkretes Anschauungsmaterial.
Die junge wissenschaft mochte
noch mehr Jugendliche motivieren,
das ,Abenteuer Forschung® zu wa- |
gen! Ubrigens: Die in der jungen
wissenschaft veroffentlichten Wett-
bewerbsarbeiten sind zumeist auf
der Landes- und Bundesebene mit
einem Preis ausgezeichnet worden.
Die Qualitit dieser Arbeiten soll An-
sporn sein — nicht ,MaB aller Din-

i

ge'..

sind ausgewihlte Preistriger des JUGEND
FORSCHT-Bundeswettbewerbs.

Die Stiftung JUGEND FORSCHT e.V.
Organisation und Kuratorium

Die Bundesgeschiiftsstelle von JUGEND
FORSCHT hat ihren Sitz in Hamburg, der Ge-
burtsstadt des Wettbewerbs. Bundesge-
schiftsfithrerin ist Dr. Uta Krautkriimer-Wag-
ner. Ein zwolfkopfiges Kuratorium beriit iiber
das Wettbewerbsprogramm, iiber die Akti-
vitdten und Initiativen, die von JUGEND
FORSCHT durchgefiihrt werden. Im Kurato-
rium sind alle JUGEND FORSCHT-relevan-
ten Gruppen vertreten: Das Bundesministeri-
um fiir Forschung und Technologie, das Bun-
desministerium fiir Bildung und Wissenschaft
(Dr. Heinz Riesenhuber und Prof. Dr. Rainer

- Ortleb haben im jahrlichen Wechsel den Ku-

ratoriumsvorsitz), der STERN, das Verlags-
haus Gruner + Jahr, die Kultusministerien, der
Stifterverband der Deutschen Wissenschaft,
der Gewerkschaftsbund, der Bundesverband
der Deutschen Industrie, der Verein zur For-
derung des mathematisch-naturwissenschaft-
lichen Unterrichts, die Bundesjury, die Wett-
bewerbsleiter und die Patenfirmen.

Informationen und Wettbewerbsunterlagen
sind zu erhalten bei der

Stiftung JUGEND FORSCHT e. V.
Beim Schlump 58

2000 Hamburg 13
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Historische Entwicklung

Die Grundform des uns allen geliufi-
gen und oft gebrauchten Lineals ist be-
reits seit dem Altertum bekannt. Seine
Entwicklung ist eng mit geometrischen
Problemen bei der Landvermessung
verbunden. So mufiten im alten Agyp-
ten nach den sich jahrlich wiederho-
lenden Niliiberflutungen die Felder
neu vermessen werden. Die Entwick-
lung des Lineals und anderer Zeichen-
hilfsmittel lZiBt sich sehr gut nachvoll-
ziehen.

Neben mit Knoten versehenen Richtschnuren
wurden auch MeBlatten eingesetzt. Letztere
boten sich u. a. in verkiirzter Form auch als Li-
neal zum AufreiBlen oder Zeichnen gerader Li-
nien an. Zusammen mit dem Zirkel bildeten

des Lineals

sie in der griechischen Geometrie fast die ein-
zige Mdoglichkeit, um ebene Figuren zu kon-
struieren. Die Entwicklung fiihrte iiber das
“Richtscheid” Albrecht Diirers mit ersten
MaBeinteilungen zu einer Reihe von Arten
und Kombinationen. So konnte das Lineal
zum maBstabgerechten Zeichnen mit Skalen
versehen sein. Sie entsprachen entweder den
jeweils benutzten Lingeneinheiten oder wa-
ren ihnen proportional.

Lingeneinheiten

Hinsichtlich der benutzten Lingeneinheiten
und ihrer Werte gibt es, wie auch bei den an-
deren MaBeinheiten, eine fast uniiberschauba-
re Vielfalt. Lingeneinheiten wurden in der

Regel vom menschlichen Korper abgeleitet.
So waren beispielsweise eine Armlinge fiir
die Festlegung der Elle, eine FuBlidnge fiir den
Ful} oder Schuh und eine Daumenbreite fiir
den Zoll maBgebend. Ihre Werte schwankten
bei den einzelnen Volkern und zu verschiede-
nen Zeiten. Obwohl es bereits im Altertum
Bestrebungen einzelner Herrscher gab, in
ihrem Reich ein einheitliches MalBisystem ein-
zufiithren und durchzusetzen, waren diese in
vielen Staaten erst im 19. Jahrhundert von Er-
folg gekront. In Deutschland unterschieden
sich bis zur Einfiihrung des metrischen Mab-
systems am 01.01.1872 die benutzten Lin-
geneinheiten und insbesondere deren Werte
auf Grund der politischen Zersplitterung be-
sonders stark voneinander, so dal eine grofie
Zahl lokaler MaBe existierte.

Diese Vielfalt spiegelt sich in den auf Malistii-
ben angegebenen Lingeneinheiten wider.
Handelte es sich um verkleinernde MaBstibe,
werden sie als Reduktions- oder verjiingte
MaBstibe bezeichnet. Ihr Hauptanwendungs-
gebiet war das kartographische Zeichnen. Der

Abgriff der Strecken erfolgte in der Regel mit

Historische Zeicheninstrumente: 1 = Anschlaglineal, deutsch, um 1600; 2 = Winkelmaf} (Anschlagwinkel), deutsch, um 1600;

3 = Dreieck, deutsch, um 1600;
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dem Zirkel. Architektonische bzw. Bauzeich-
nungen wurden bis zum 18. Jahrhundert hiu-
fig in einem willkiirlichen MaBstab gezeich-
net, der meist neben der Zeichnung angegeben
ist.

Beispiele fiir andere
Zeichenhilfsmittel

Zum Aufzeichnen aufeinander senkrecht ste-
hender Linien dienten ReiBschiene, Winkel-
haken bzw. WinkelmaB, oder rechtwinkliges
Dreieck.

Die ReiBschiene, auch Anschlag- oder Kreuz-
lineal, besteht aus einem Lineal, das mit einem
dazu senkrechten, etwas liberstechenden Line-
al fest verbunden ist, so daB nach Anlegen an
die Kante eines Zeichenbrettes die dazu Senk-
rechte gezogen werden konnte.

Das Querlineal konnte auch in einer Lauf-
schiene bzw. auf einer Gleitschiene verscho-
ben werden. Gleichzeitig konnten damit par-
allele Linien gezogen werden. Diese lieBen
sich auch mittels Lineal bzw. Mafstab und
Dreieck oder mittels spezieller Parallellineale,
die aus zwei, mitunter drei miteinander durch
bewegliche Scharniere parallelogrammfor-
mig verbundenen Linealen bestanden, zeich-
nen.

Eine spezielle Art stellten Roll-Parallel-Li-
neale dar. Sie bestehen aus einem auf zwei mit
Skalen versehenen Riidchen laufenden Lineal,
das bei sorgfiltiger Handhabung parallel ge-
fiithrt werden kann. Sie wurden vor allem bei
der Navigationsarbeit auf Seekarten angewen-
det.

Das Winkelmall besteht aus zwei am Ende
entweder beweglich (WinkelmaB) oder senk-
recht fest (Winkelhaken) miteinander verbun-
denen Linealen. Damit konnten beliebige
Winkel abgenommen und iibertragen bzw.
rechte Winkel gezeichnet werden.

Die Sammlung der Dresdner
Kunstkammer

Viele Arten dieser Lineale sind bereits im In-
ventar von 1587 der 1560 gegriindeten Dresd-
ner Kunstkammer zu finden. So umfabt der
Bestand von ca. 400 Zeicheninstrumenten ne-
ben 218 Zirkeln und anderen Objekten 37 Li-
neale, 50 MabBstibe einschlieBlich Redukti-
onsmalfstibe, 19 Kreuzlineale, 47 Winkel-
male einschlieBlich Winkelhaken und 18
Dreiecke.

Einige Typen werden auch heute noch in fast
unverinderter Form gefertigt und gehoren
zum unentbehrlichen Hilfsmittel im Schulun-
terricht.

Dr. Klaus Schillinger, Direktor des
Staatlichen Mathematisch-Physikalischen
Salons im Dresdner Zwinger
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Ein seltsamer Beweis

Behauptung: 90° = 100°

Gegeben ist das Viereck ABCD
mit BC = DA = 3cm, CD = 5cm,
4<DCB =90° und ¥ ADC = 100°.

M liegt auf der Symmetrieachse
m, zu A und B. M liegt auch auf
der Symmetrieachse m, zu C
und D. Dann sind die Dreiecke
AMD und BCM kongruent,
denn

Me m = AM=BM

Me m, = W = m

BC =DA = 3 cm nach Voraus-
setzung.

Also gilt: +MCB = £ ADM. D
Nun ist aber ¥CDM = & MCD =
= ¢t (Basiswinkel),

also ¥BCM = 100° + o =
=3ADM=90°+ «

=100° = 90°, also 90°=100°
Was stimmt hier nicht? Wer
es weiB, schreibt uns! Wir sind m,
gespannt!

(Mitgeteilt bei einem mathematischen
Collogium der Universitit Bayreuth)

100°

OSIR Anton Hammerschmitt, Herder-Gymnasium, Forchheim

Der Griff in das Schatzkastchen

Eines der drei Schatzkastchen enthalt zwei schwarze Steine, eines zwei weiRe
und das dritte je einen weiBen und einen schwarzen Stein. Leider sind alle Be-
schriftungen vertauscht angebracht, so daB jedes Schatzkastchen falsch mar-
kiert ist.

Es darf nacheinander (ohne hineinzuschauen) aus jedem Késtchen ein Stein
entnommen werden, um herauszufinden, welche Beschriftung richtig ware.
Welche und wieviele Griffe sind notwendig?

‘puayoa.dsius saje )b os ‘uiels
uaziemyos uauie AM/S Ul JJlue usjsie wiseq uew Jyaiz "ulels Jeziemyas uie pun
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Alphons logische Abenteuer (11)

Trotz wohlgemeinter Warnung seiner Mutter
hatte sich Alphons doch nicht beherrschen
konnen. Die dunklen SiiBkirschen waren zu
verlockend gewesen, um auch nur eine von ih-
nen auf der Obstschale liegen zu lassen. Mit
leichtem Magendriicken war er zu Bett gegan-
gen.

Unruhig wiilzte er sich im Bett hin und her.
schlieBlich stand er auf, ging zur Tiir und off-
nete sie. Ein jaher Schreck durchfuhr ihn. Statt
auf dem gewohnten Korridor stand er in einer
zerkliifteten Hohle. Vor ihm richtete sich fau-
chend ein Ungeheuer auf, Alphons wich ent-
setzt zurlick, aber hinter ihm war nicht mehr
die rettende Tiir, sondern ein Bergabhang,
iiber den immer mehr Kirschen auf ihn her-
abrollten. ,.Du wirst unter den Kirschen be-
graben werden. es sei denn, Du l6st zuvor fol-
gende, Dich aus der Hohle befreiende Aufga-
be.” Bei diesen Worten hatte das Ungeheuer
einen Arm ausgestreckt, der den Kirschen-
strom stoppte. ,Wenn ich zur Seite trete”,
sprach er weiter, ,,wirst Du drei Geister sehen.
Der eine ist der Geist der Wahrheit. Er be-
hauptet stets das Wahre als wahr und das
Falsche als falsch. Ein anderer ist der Geist der
Falschheit, der stets Wahres als falsch und
Falsches als wahr behauptet. Der Dritte ist der
Geist der Diplomatie, der, wie es ihm beliebt,
mitunter Wahres als falsch, mitunter aber auch
Wabhres als wahr behauptet. Finde mit nur
zwei Fragen an die Geister heraus, wer wel-
cher Geist ist. Das sei Dir noch erlaubt. Du
darfst dieselbe Frage hochstens drei Mal stel-
len. Viel Zeit bleibt Dir nicht, denn wenn mein
Arm ermattet sinkt, begraben Dich die sich
wieder in Bewegung setzenden Kirschen!”

Sprachecke

Echecs et maths

Au tournoi de Grenoble, chaque joueur ren-
contre une fois et une seule chacun des autres
participants. Aprés chaque match, I'arbitre
donne aux deux joueurs un carton de couleur.
Ce carton est rouge pour le joueur victorieux,
vert pour le perdant. En cas de nul, les deux
joueurs ont un carton jaune. A I'issue du tour-
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Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Nach diesen Worten trat das Ungeheuer zur
Seite. Alphons dachte verzweifelt an die Mah-
nung seiner Mutter. Doch dann falite er sich
ein Herz, atmete tief durch und trat dann an
den links stehenden Geist mit der Frage heran:
.Ist die Aussage ,Ich stehe jetzt vor Dir,
wahr?” Der Geist antwortete: ,Ja.”” Alphons
wandte sich mit derselben Frage an den in der
Mitte stehenden Geist, der mit ,,Nein” antwor-
tete. In gleicher Weise antwortete der rechts
von ihm stehende Geist. Alphons wulte nun,
daB der links stehende Geist der Geist der
Wabhrheit ist. Hitte der Geist der Diplomatie
gleich dem Geist der Wahrheit mit ,.ja” geant-
wortet, der Geist der Falschheit, da er seine
Frage verneinen mufite, wire dann identifi-
zierbar gewesen.

Alphons trat an den Geist der Wahrheit heran,
zeigte auf den rechts stehenden Geist und
fragte: ..Ist das der Geist der Falschheit? Der
Geist antwortete:  Nein.” Daraufhin sagte Al-
phons zu dem Ungeheuer: ,Links von mir
steht der Geist der Wahrheit, in der Mitter der
Geist der Falschheit und rechts der Geist der
Diplomatie.” Das Ungeheuer sah gar nicht
mehr so furchterregend aus. Mit freundlicher
Stimme sagte es:,,Du bist frei.” Aufatmend
richtete Alphons sich auf und stiefy dabei mit
dem Kopf gegen etwas Hartes. Es war die
Kante des Biicherbords iiber seinem Bett, die
ihn sanft weckte.

Berti, dem Alphons am niichsten Tag seinen
Alptraum erziihlte, meinte mitfiihlend: ..Da sei
nur froh, dal Du nicht unter denselben Bedin-
gungen nur zwei Geister vor Dir gehabt hast,
von denen der eine der Geist der Wahrheit und
der anderer der Geist der Diplomatie ist.” Al-
phons nickte: ,Wenn der Geist der Diploma-
tie dem Geist der Falschheit in der Antwort

noi. il a été distribué exactement 752 cartons
de chaque couleur. Quel est le nombre de par-
ticipants au tournoi?

Peter Hofmann, Leipzig

Jleaenne
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aus: Quant, Moskau

gefolgt wiire und ich hitte sie identifizieren
sollen, wire ich auch in keiner besseren Lage
gewesen.” Berti klopfte seinem Freund auf die
Schulter und bemerkte: ,.Ein Gliick, daB man-
che Ungeheuer mit uns Menschen so human
umgehen.”

Prof. Dr. Lothar Kreiser, Institut fiir
allgemeine Logik der Universitit Leipzig

Zur Entdeckung Amerikas

Am 12.10.1492 erreichte nach gefahrvoller
Reise Christoph Columbus mit seinen 3 Schif-
fen die Insel Guanahani (heutige Watling-Insel
der Bahamas). Er war davon iiberzeugt. an der
Ostkiiste Indiens gelandet zu sein. Er hatte den
neuen Erdteil Amerika entdeckt.

I M|T|S|NJ|.|I
AlA] ]I N|A|T
A|lP|R N| A|NJA

Die Namen seiner 3 Schiffe sind im abgebilde-
ten Rechteck mit 24 Feldern in Form eines Ris-
selsprungs, d. h. in der Gangart eines Springers
beim Schachspiel. enthalten. Der Springer be-
tritt dabei jedes Feld genau einmal, auch die ein
Komma tragenden Felder sowie die Leerfelder.
Der Name des Admiralschiffes besteht aus 2
Worten. die im Rosselsprung durch ein Leer-
feld getrennt sind. Die Namen zweier Schiffe
sind im Rosselsprung jeweils durch 2 Felder ge-
trennt, deren erstes ein Komma triigt und deren
zweites ein Leerfeld ist. Wie heiben die 3 Schif-
fe des Columbus? Noch ein Hinweis: Wiirde
man den Konsonanten N (gesprochen wie “nj™)
des spanischen Alphabetes durch N ersetzen, so
wiren 2 dieser 4 gesuchten Worte gleichzeitig
bei uns gebriuchliche Vornamen.

W. Triiger, Dibeln
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Prime Primes

The prime number 31 has an interesting prop-
erty: if we drop its right-hand digit, we get the
number 3, which is also a prime. The prime
number 317 has the same property; if we drop
the 7, we get 31. which is a prime; if we then
drop the 1, we get another prime, 3.

Two American mathematicians named Wal-
strom and Berg have called integers which
have this property prime primes.

Try to find all of the two-digit prime primes

(remembering that | ist not a prime).

aus: Fun with mathematics, Toronto
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Wir setzen gleichlange
Strecken zusammen

Gleichlange Strecken sollen so zusam-
mengesetzt werden, daB sie (1) in Ver-
langerung zueinander (Abb. 1) und (2)
rechtwinklig zueinander sind (Abb. 2).

|

Abb. 2

Abb. 1

Aufgabe 1: Wieviele Moglichkeiten gibt es,
verschiedenen Figuren aus vier gleichlan-
gen Strecken unter diesen beiden Bedin-
gungen zusammenzusetzen.

Dabei gelten Zusammensetzungen als gleich,
wenn sie durch Drehungen und Spiegelungen
auseinander hervorgehen. Aus zwei Strecken
gelten also die vier Zusammensetzungen, die

Abb. 3

die Abb. 3 zeigt, als gleich. Die Figuren k&n-
nen auf kleinkariertem Papier gezeichnet wer-
den.

Es ist aber auch mdglich, sie zunichst aus
gleichlangen Stibchen zusammenzusetzen.
Aus zwei Stiibchen kdnnen wir genau die bei-
den Figuren zusammensetzen, die in Abb. 1

und 2 gezeigt wurden. Um das zu zeigen, neh-
men wir eine vollstindige Fallunterscheidung
vor. Die Endpunkte der Strecken bezeichnen

die Abb. 6 zeigt. Entsprechend untersuchen
wir den Fall 2 aus zwei Stéibchen. Das Ergeb-
nis zeigt die Abb. 7. Zu den drei Figuren der
Abb. 6 kommen noch zwei Figuren (Abb. 8)
hinzu.

Aus drei gleichlangen Strecken kann man al-
so unter den geforderten Bedingungen fiinf Fi-
guren zusammensetzen. Nun gilt es, die Figu-
ren aus vier gleichlangen Strecken zu ermit-
teln.

A D

-‘7 | || ! | | }L

| I [ | ) 1 1

B C DA B C DA B C

1 2 3
Abb. 6
-I—D
" WICHN ) Yy ‘O S— N A A A AT DTTA
D D T !
“—l 1I I T I B E C T I I I
B CB C BCDBCJ—CB B CB C D
D D

Abb. 7
wir, wie {iblich, mit GroBbuchstaben. Die sy-
stematische Untersuchung zeigt die Abb. 4. —B—| —+B
Es gibt genau sechs Moglichkeiten das zwei- A
te Stiibchen anzulegen, je drei an den Punkten | }
A und B. Cy4D CsD
Um zu ermitteln, wieviele verschiedene Figu-
ren aus vier Stibchen zusammengesetzt wer- | Abb. 8

den konnen, ist es erforderlich, um systema-
tisch vorgehen zu kiénnen, zuniéchst die Figu-
ren aus drei Stibchen zusammenzusetzen.
Wir gehen von der Figur der Abb. 1 aus. Dann
gibt es mit drei Stiibchen folgende Figuren,
zusammengestellt in der Abb. 5.

Wir sondern die Fille aus, die gleich sind. Es
bleiben die drei verschiedenen Figuren, die

=

| | || | | |
A BC A ?sf BA BA CA 11
C C
Abb. 4
D D
T | | | | | | 4 | | | l 1 | |
I I i ! T 1A | 10 T 10 B 1
A B CD A B CJ_ B CA B CA J_ c
D D

Abb. 5
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Christopher, der diese Untersuchungen vorge-
nommen hat, hat die Figuren, die die Abb. 9
zeigt, gefunden. Da er nicht systematisch vor-
gegangen ist, ist die Losung nicht vollstindig.
Aufgabe 2: Ermittle die fehlenden Figuren!

Gerhard Schulze, Herzberg
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Abb. 9
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Die Olympiade-Ecke

Der Bundeswettbewerb Mathematik
— kein elitirer Treff fiir Wunderkinder

Der Bundeswettbewerb Mathematik
(BWM) wurde im vergangenen Jahr
zum 21. Mal ausgeschrieben und
gehort damit wohl zu den Klassikern
unter den Schiilerwettbewerben. Seit
seiner Griindung im Jahr 1970 will die-
ser Wettbewerb Interesse an der Ma-
thematik wecken und Schiilerinnen
und Schiiler zu intensiver Beschifti-
gung mit mathematischen Problemen
anregen.

An der 1. Runde 1991 waren erstmals auch
Schiiler aus den neuen Bundeslidndern teilnah-
meberechtigt. Insgesamt haben sich 315 Schii-
lerinnen und Schiiler aus diesen Léindern be-
teiligt. Das sind zwar weniger als sich die Or-
ganisatoren erhofft hatten, dennoch ist dies
doch eine erfreulich hohe Beteiligung.
Bundesbildungsminister Dr. Rainer Ortleb
rechnet sogar mit deutlich ansteigenden An-
meldungen aus den fiinf neuen Bundeslin-
dern; deren Erfolgszahlen kénnen sich schon
jetzt durchaus sehen lassen. Nach einer Stati-
stik zur 2. Runde des 1991er Wettbewerbs
kommen allein aus Sachsen bzw. Thiiringen
bereits mehr Teilnehmer als aus Schleswig-
Holstein und Hamburg zusammengenommen.
Insgesamt waren zur Teilnahme an der zwei-
ten Runde 1991 noch 888 Schiilerinnen und
Schiiler berechtigt, von denen knapp die Half-
te, nimlich 394, eine Arbeit eingereicht ha-
ben. Dies ist fiir einen zweiten Durchgang ei-
ne bemerkenswerte Quote.

Leider ldBt die Resonanz unter den Midchen
noch einige Wiinsche offen — nur 35 der 394
eingesandten Losungen gingen auf das Konto
von Schiilerinnen. Bundesminister Ortleb
setzt jedoch in der Zukunft ganz auf den tradi-
tionell hohen Midchenanteil bei Mathe-Wett-
bewerben im Ostteil der Republik. Gerade in
mathematisch-naturwissenschaftlichen Fi-
chern konne man auf gute Erfahrungen
zuriickgreifen, wo auch Midchen in den
Mannschaften fiir die internationalen Schiiler-
olympiaden vertreten gewesen waren.

Also liebe Leserinnen von alpha, zeigt es den
Jungens und wagt Euch an die Losungen der
Probleme der niichsten Wettbewerbsrunden
heran!

Sicher wird sich die Gesamtbeteiligung am
BWM noch weiter erhéhen, wenn auch in den
neuen Bundeslindern dessen Bekanntheits-
grad wiichst. Der BWM und die Euch wohl-
bekannte Mathe-Olympiade aus der friiheren
DDR unterscheiden sich ja grundlegend von-
einander. Ganz anders etwa als die vierglie-
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Abb. 1

drige Olympiade Junger Mathematiker
(OJM), die in Klassenstufen unterteilt ist und
einen Klausurwettbewerb darstellt, wird der
BWM als Korrespondenzwettbewerb d. h. als
Hausaufgabenwettbewerb organisiert.
Wiihrend in der OIM die Aufgaben durchweg
von héherem (schul)mathematischen Schwie-
rigkeitsgrad sind, deren Losung oft weniger
“Erfinderreichtum™ erfordert, stellt es sich
beim BWM genau umgekehrt dar: dort lassen
die Aufgaben der ersten Runde in der Regel
unterschiedliche Losungsansiitze zu und for-
dern dadurch einen kreativen Umgang mit den
mathematischen Vorkenntnissen. Die etwas
geringeren mathematischen Anforderungen
sind geradezu ein Kennzeichen der 1. Runde
des BWM.

Dafiir fehlt aber eine Aufteilung in Klas-
senstufen (wie bei der OJM iiblich).
Veranstalter des BWM ist der Verein Bildung
und Begabung e. V. in Bonn. Der Wettbewerb
wird gemeinsam vom Bundesminister fiir Bil-
dung und Wissenschaft und dem Stifterver-
band fiir die Deutsche Wissenschaft gefordert
und steht unter der Schirmherrschaft des-Bun-
desprisidenten. Alle Schiilerinnen und
Schiiler in der Bundesrepublik Deutschland,
die eine zur allgemeinen Hochschulreife
fiihrende Schule besuchen, kiénnen sich betei-
ligen.

Der BWM findet jihrlich statt und besteht aus
drei Runden. Er beginnt jeweils im Dezember
und dauert insgesamt etwa 13 Monate. Die
Unterlagen der ersten Runde kommen Anfang
Dezember an Eure Schule. Fragt Euren Fach-
lehrer rechtzeitig nach den Teilnahmecou-
pons. An vielen Schulen gibt es {ibrigens auch
eine Kontaktperson als Ansprechpartner fiir
Interessierte.

In der ersten und zweiten Runde sind jeweils
vier Aufgaben zu Hause selbstiindig schrift-
lich zu bearbeiten. Dabei sind die Aufgaben in
der zweiten Runde deutlich schwieriger als in
der ersten Runde. Die Bearbeitungszeit be-
trédgt jeweils etwa drei Monate. Die Verpflich-
lung zu eigenstindiger Bearbeitung der Auf-
gaben besteht von Anfang an, also von der
Ideenfindung iiber die Aufbauplanung bis zur
Ausformulierung der Losung. Es reicht daher
nicht aus, nur einen Teil - selbst wenn er der
tiberwiegende ist — allein bearbeitet zu haben.
Die Aufgabenkommission nennt im wesentli-
chen drei Grundregeln, die lhr bei der Losung
einer Aufgabe beherzigen solltet.

Zunichst miif3t Ihr den — meist eingekleideten
— Aufgabentext aufbereiten, ihn nach mogli-
chen Verfremdungen abklopfen. Danach gilt
es. sein mathematisches Riistzeug zurechtzu-
legen und es gegebenenfalls in véllig unge-
wohnter Art und Weise einzusetzen. Schlief3-
lich miifit Thr noch die sauber formulierte Li-
sung auf logische Liicken oder notwendige
Falluntersuchungen hin durchsehen.

Seit 1988 sind in der ersten Runde auch Grup-
penarbeiten zugelassen. Diese durchlaufen
das Korrekturverfahren allerdings auBer Kon-
kurrenz. Sie werden nicht mit Preisen verse-
hen. Die Gruppen erhalten jedoch die Lo-
sungsbeispiele und eine Mitteilung iiber die
Einstufung ihrer Arbeit. Fiir die dritte Runde,
ein Kolloquium, jeweils im Januar des
iiberniichsten Jahres, haben sich die Gewin-
ner(innen) erster Preise in der zweiten Runde
qualifiziert. Jede(r) aus diesem Kreis der
Preistriiger(innen) fiihrt dabei ein knapp ein-
stiindiges Fachgespriich mit Mathematikern
aus Schule und Hochschule. Auf der Grundla-
ge solcher Gespriche werden die Bundessie-
ger(innen) ermittelt. Die Besten nach den drei
Runden erwartet eine besondere Auszeich-
nung: Sie werden im Falle eines Studiums an
einer wissenschaftlichen oder technischen
Hochschule in die Forderung der Studienstif-
tung des deutschen Volkes aufgenommen.

Zu gewinnen gibt es in der 1. Runde Urkunden
fiir erste, zweite und dritte Preise oder eine
Anerkennungsurkunde, wenn mindestens eine
Aufgabe richtig gelost worden ist. Alle ersten
bis dritten Preistrdgerinnen und Preistriiger
diirfen an der 2. Runde teilnehmen. Hier gibt
es erste, zweite und dritte Preise, die neben
Urkunden mit Geldpreisen bis zu 200 DM ver-
bunden sind.

Die ersten Preistrigerinnen und Preistriiger
der 2. Runde haben sich fiir die Teilnahme an
der 3. Runde qualifiziert. In dieser Runde gibt
es als Preisstufe nur den Bundessieg. Alle er-
sten Preistrager(innen) der 2. Runde, die zuvor
schon einmal den Bundessieg errungen haben,
sind automatisch wieder Bundessieger(in-
nen). Fiir diese mehrmaligen Bundessieger
(innen) setzt der Bundesminister einen Son-
derpreis aus. Daneben winken Euren Schulen
weitere attraktive Geldzuweisungen des Bun-
desministers, wenn lhr in der ersten Runde be-
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sonders erfolgreich gewesen wart, Als weitere
Sonderpreise stellt der Verein Bildung und
Begabung jedes Jahr fiir mehrere junge, quali-
fizierte Teilnehmer(innen) einen dreiwdchi-
gen USA-Aufenthalt (einschliefilich Sommer-
programm) bereit.

Wer noch mehr Informationen {iber den Wett-
bewerb — die Aufgaben, das Korrekturverfah-
ren und die BewertungsmaBstidbe — haben
mdchte, der kann an folgende Adresse schrei-
ben: Bundeswettbewerb Mathematik Ge-
schiftsstelle, Wissenschaftszentrum Ahr-
straBe 45 (oder Postfach 20 14 48), W-5300
Bonn 2.

Dort sind — gegen Einsendung eines adressier-
ten und frankierten Riickumschlages (Druck-
sache 250 — 500 g) DIN C4 — auch die Aus-
schreibungsunterlagen und Lésungsbeispiele
zu den Aufgaben erhiiltlich.

Die fiir Teilnehmer(innen) aus den neuen
Bundeslindern noch sehr ungewohnte Form
des Ablaufs des BWM verursacht bei dem ei-
nen oder anderen von Euch manch zwiespiilti-
ge Gefiihle, wie erste Erfahrungen mit diesem
Wettbewerb im Osten Deutschlands vermuten
lassen. Eine kleine Ahnung davon gibt ein Be-
richt, den zwei erste Preistriger der 2. Runde

aus Thiiringen, Sven Peyer und Dmitri Stiib-
ner (von der Spezialschule Erfurt) an alpha
geschickt haben. Beeindruckt erziihlen sie
darin vom ganzen Drumherum der Preisver-
leihung in Frankfurt/Main, wo sie — zusam-
men mit 20 anderen Siegern der 2. Runde aus
Hessen, Rheinland-Pfalz und dem Saarland —
einen Tag lang, grofiziigig von einem Toch-
terunternehmen einer groBen Frankfurter Me-
tallgesellschaft bewirtet worden sind.

Gefehlt hat es dort an nichts: Getriinke zur Be-
griiBung, Werksbesichtigung, tippiges Mittag-
essen. Spiter dann mit Taxen zur Gespriichs-
runde mit Teilnehmern, Lehrern und Verant-
wortlichen des BWM. Vor der eigentlichen
Preisverleihung schnell noch ein Sektemp-
fang. Zum Abschlull schlieBlich ein als “Im-
bil" getarntes, prichtiges Abendessen.

Neu war fiir beide Teilnehmer sicher der
Rummel um die Ehrung der Preistriiger. Un-
gewohnt auch die — von beiden als “zu knapp”
kritisierte — Art der Wiirdigung der einge-
reichten Arbeiten zu beiden Runden des Wett-
bewerbs. Aber eines scheint sich als verbin-
dendes Merkmal von Teilnehmern aus Ost
und West herauszuschilen, nimlich “immer
erst auf den letzten Driicker mit der Bearbei-

Die Bundessieger bei der Preisverleihung

tung der Aufgaben fertigzuwerden”. Es ist
nicht ohne Reiz, den ersten Eindriicken der
beiden Erfurter Schiiler einen ganz anderen
Aufsatz gegeniiberzustellen. Er stammt von
Markus Bisanz aus Korntal bei Stuttgart. Der
Wiirttemberger ist mit dem BWM aufgewach-
sen, ist mehrmaliger Preistréger und Bundes-
sieger gewesen und hat als Mitglied der deut-
schen Mannschaft bei der Internationalen Ma-
thematik Olympiade in Peking 1990, einen
dritten Preis erringen knnen.

Mittlerweile hat Markus Bisanz sein “Schiiler-
dasein” beendet und studiert in Berlin Mathe-
matik und Islamwissenschaften. Er mochte
(noch) zégernden Interessenten unter Euch
zur Teilnahme an kommenden Runden des
BWM ermuntern.

Hier also sein launiger Bericht.

“Once upon a time ...”.

Es war damals in der achten Klasse, als ich auf
Anregung meines Mathe-Lehrers die Aufga-
ben der ersten Runde des BWM “85 in Hiinden
hielt, um mich daran zu probieren. Je mehr es
dem EinsendeschluB, dem 1. Miirz, entgegen-

Auf dem Bild sind zu sehen (von links nach rechts): Prof. Dr. Giinter Pickert, Vorsitzender des Kuratoriums des Bundeswettbe-
werbs Mathematik, Senator a. D. Walter Rasch (zweite Reihe), Vorsitzender des Vereins Bildung und Begabung e. V., Prof. Dr. Rai-
ner Ortleb, Bundesminister fiir Bildung und Wissenschaft, Thomas Gleim (zweite Reihe), Andreas Winter, Tomas A. Klenke, Mar-
ten Fels, Jan KneiBller, Hugo Leicht, Staatssekretiir im Kultusministerium Baden-Wiirttembergs, Michael Kuf, Markus Spitzweck,
Dr. Hartmut Rahn, Generalsekretiir der Studienstiftung des deutschen Volkes, Dr. Peter Weber, stellvertretender Hauptgeschiifts-
fithrer der IHK Karlsruhe, Bodo Lall, Bernhard Hanke, Christoph Bergemann, Michael Mengler, Marc Nardmann, Bernd Strii-

ber, Walter Hofstetter. Soweit bei den Namen nichts dabei steht, handelt es sich um Bundessieger.
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Nun sollt Thr Gelegenheit bekommen, Eure Fihigkeiten an Aufgaben

den sich auch Trainingsaufgaben aus Klausuren zur Vorbereitung

. friiherer Runden des BWM auf die Probe zu stellen. Darunter befin- i
\
\

bundesdeutscher Mannschaften auf Internationale Mathematik-
| Olympiaden. Den Auftakt macht ein Problem aus der 1. Runde des |

Jahres 1987, “meine erste vollstiindig geloste Aufgabe”, wie Markus

Bisanz schreibt.

1. Es sei p eine Primzahl groBer als 3 und

n eine natiirliche Zahl; auBerdem habe
| p"inder Dezimalschreibweise 20 Stellen.
| Man zeige, daB hierin mindestens eine
| Ziffer mehr als zweimal vorkommt.

2. Gegeben ist ein Stiick Papier. Es wird
in acht oder zwolf beliebige Stiicke zer-
schnitten. Jedes der entstandenen Stiicke
| darf man wieder in acht oder zwdlf
| Stiicke zerschneiden oder unzerschnitten
lassen, usw.

Kann man auf diese Weise 60 Teile er-
| halten? Zeige, da man jede beliebige
| Anzahl, die groBer als 60 ist, bekommen
kann!

(1. Runde 1970)

3. Die Oberfliiche eines FuBballs setzt

sich aus schwarzen Fiinfecken und
| weiBen Sechsecken zusammen. An die

Seiten eines jeden Fiinfecks grenzen lau-

ter Sechsecke, wiihrend an die Seiten ei-

nes jeden Sechsecks abwechselnd Fiinf-
| ecke und Sechsecke grenzen. Man be-

stimme aus diesen Angaben iiber den
| FuBball die Anzahl seiner Fiinfecke und
| seiner Sechsecke. (1. Runde 1983)

4. In einem Quadrat mit der Seite 7 sind
51 Punkte markiert. Es ist zu zeigen, daf}
| es unter diesen Punkten stets drei gibt,

Die Losungen findet Thr im nichsten alpha-Heft!

die im Innern eines Kreises mit Radius 1
liegen. (2. Runde 1972)

5. Eine Kugel wird von allen vier Seiten
eines riumlichen Vierecks beriihrt, Man
beweise, dal} alle vier Beriihrpunkte in
ein und derselben Ebene liegen. (2. Run-
de 1984)

|
|
|
|
6. Gesucht werden drei natiirliche Zah- |
len a, b, ¢, bei denen das Produkt von je
zweien bhei Division durch die dritte den ‘
Rest 1 liBt. '
Man bestimme alle Losungen. (2. Runde ‘
1990) ‘
[

7. Man entscheide durch Beweis, ob es
miglich ist, neun quadratische Fliichen- |
stiicke mit den Seitenliingen 1, 4, 7, 8, 9, ’
10, 14, 15 und 18 liickenlos zu einem
Rechteck aneinanderzulegen, ohne daf
sich Flichenstiicke iiberlappen. (Prii-
fungsjahrgang 1979)

8. Bestimme das Produkt aller Teiler von
1980~ fiir n € IN (a ist Teiler von b, wenn
b/a € IN).

(Priifungsjahrgang 1981)

9. Zeige, dab n’ + m* + 4 fiir n, m € IN kei-
ne Kubikzahl sein kann. (Priifungsjahr-
gang 1985)

| Nachsatz: Schreibt mir, wenn es an Eurer Schule, in Eurer Stadt, in Eurem Bundesland, et-
was Berichtenswertes in Sachen Mathematikwettbewerb gibt. Schickt mir auch Eure Auf-
gaben und Losungen. Paul Jainta, WerkvolkstraBe 10, W-8540 Schwabach.

ging, umso intensiv%r und zeitaufwendiger
wurde meine Suche nach den Ldsungen und
spiter — nicht weniger intensiv- auch deren
Ausformulierung. Es durfte nimlich kein
Schritt fehlen, der zur Lésung notwendig war.
SchluBendlich konnte ich dann doch voller
Stolz meine eigenhindig getippten Lsungen
zum letztméglichen Termin in den Umschlag
stecken. Ich lief noch schnell zur Post, um
auch ja den richtigen Tagesstempel zu be-
kommen.

In jener Zeit hatte uns auch unser Lehrer im-
mer mal wieder etwas tber den Wettbewerb
und seine damaligen Gewinner erzihlt. Das
fiihrte auch dazu, daB mir diese “obere
Schicht” der Wettbewerbssieger als “geistig”
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unerreichbar fern vorkam, so ‘ne Art Wunder-
kinder, denen die Mathematik schon in die
Wiege gelegt worden war. Aber ich wollte ja
schlieBlich gar nicht die groBen Erfolge, son-
dern nur mal ein biBchen auf der unteren Ebe-
ne ein Erfolgserlebnis haben.

Unterdessen wartete ich gespannt auf die Ent-
scheidung der Korrektoren. Anfang Juni tru-
delte sie ein ... und ich war bitter enttiduscht:
Alle von mir bearbeiteten Aufgaben waren in
der Kommentarspalte “erhebliche Liicke oder
schwerer Fehler” angekreuzt. Das dampfte
meinen Eifer erst einmal ungemein und im
darauffolgenden Jahr konnte ich die Aufgaben
iiberhaupt nicht 16sen. Der “grofie Wurf” ge-
lang mit dafiir im Jahr 1987. Meine dreimona-

tige Beschiftigung mit den Aufgaben brachte
mir erste Friichte ein: einen 1. Preis in der 1.
Runde. Wihrend ich aber vor der 2. Runde
noch kapitulieren muBte, schaffte ich dann
wieder ein Jahr spiter auch hier einen 1. Preis.
Jedesmal war jedoch eine Menge Geduld
vonndten, um auch wirklich hart an der Lo-
sung der Probleme dranzubleiben. Bisweilen
kam es tatsdchlich vor, daB mir der entschei-
dende Losungsgedanke wie ein Geistesblitz
im Traum oder bei irgendeiner anderen Titig-
keit einfiel. Je mehr ich aber andere Teilneh-
mer kennenlernte, denen es ihnlich wie mir
erging, umso mehr verschwand auch der My-
thos vom “Wunderkind”. Fast jeder hatte sich
seine Losungen miihsam erarbeiten miissen,
wobei man natiirlich im Lauf der Zeit routi-
nierter wird, ohne Zweifel. Seltsamerweise
entwickelte nahezu jeder am Anfang die Vor-
stellung, unter den vielen “Intelligenzbestien”
sich etwas deplaziert wiederzufinden, was
dann aber gliicklicherweise doch nicht eintraf.
In der 3. Runde (bei mir erstmalig im Wettbe-
werbsjahr 88) war — statt der Bearbeitung von
4 Aufgaben — ein Gesprich mit meist zwei
Priifern angesagt. Diese hatten spiiter iiber ei-
nen Bundessieg zu entscheiden. Den Reiz die-
ser dritten Runde macht weniger das mit
Spannung erwartete Ergebnis aus. Er liegt
vielmehr im Zusammentreffen mit all den an-
deren Kandidaten: Gemeinsam verbringt man
zwei Tage im Januar in einer Unterkunft.
Wiihrend dieser Zeit hort man Vortréige (ande-
rer Teilnehmer), ansonsten steht die restliche
Zeit - bis auf das Priifungsgespriich — zur frei-
en Verfligung (manche nutzen sie fiir Nacht-
wanderungen etc.). Die Priifung findet iiber
beide Tage verteilt statt, wobei die Gliickli-
cheren ihren Gespriichstermin gleich zu Be-
ginn haben. Dann ist der Kopf frei fiir all die
schonen Dinge danach. Falls man mal zu
Griippchen stoBen sollte, in denen gefachsim-
pelt wird ... Nur keine Bange! Meist kennen
die anderen gerade einmal zwei oder drei
Fachworter mehr und das ist dann auch schon
ihr ganzer Vorsprung! In diesem Jahr 1989
gehdrte ich zwar nicht zu den Bundessiegern,
schaffte dafiir aber im niichsten Jahr den
Sprung in die bundesdeutsche Mannschaft zur
Internationalen Mathematik Olympiade in Pe-
king 1990. Aber das ist ein anderes umfang-
reiches Kapitel.
ZusammengefalBt libt sich also sagen: Aller
Anfang s c h e i n t schwer! Das Bilderbuch-
Ideal von der mathematischen Elite gibt es
nicht. Man muf} nur geniigend Sitzfleisch am
Anfang entwickeln. Es ist nie zu spiit, solange
man noch Schiiler ist, ein erstes Mal mitzu-
machen. Nur Mut also und keine Angst vor
MiBerfolgen zu Beginn!

Markus Bisanz

Hinweis: Die Aufgaben der 1. Stufe der 32,
OJM werden in der zweiten Septemberwoche
vom Schroedel-Schulbuchverlag Hannover
an die Schulen versandt.
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Beachtliche Resonanz bei jung und alt
fand wiederum der 9. alpha-Schach-
wetthewerb unter den Schachfreunden
der alpha-Leser. Die Aufgaben Nr. 1
bis 5 zeigten durch die Anordnung der
Figuren auf dem jeweiligen Schach-
brettdiagramm als Referenz an den Ti-
tel der Zeitschrift in symbolischer
Form die Buchstaben A, L, P, Hund A.
Ein einfaches Beispiel dafiir, daB
Schachaufgaben nicht nur Wesens-
merkmale des Riitsels und der Logik
enthalten, sondern auch durch kiinst-
lerische Elemente gepriigt werden.
Deshalb sollte die Umsetzung des Wett-
bewerbs in Schach-AG’s, wie sie Herr
Norbert Bés in Ludwigshafen-Oggers-
heim oder Herr Hoft in Hohen-Demzin
praktizierten noch mehr “Schule ma-
chen”.

Losungen

1 1. Da3

2. Df8 matt.
“A”—von J. Fokin (“64-Schachrundschau”,
1981).

K:f4

2 1. Sa5 Kal/Ka3

2. Lc3/Sc4 matt.
“L” — Diese Aufgabe stammt vom Autor (H.
R.) als Urdruck fiir “alpha” nach einer Vor-

lage von H. Wagner (*Die Schwalbe”, 1938).

3 1. Lf5 (droht 2. Tc5 matt)
L s e:d3/S:15
2. TeS+/Ded+ K:d4/Kd6
3. Li2+/S:ed+ Te3/T:e4
4, Sb3/Lb4 matt
Jig Sb7
2. Db5+ Kd6/K:d4
3. S:ed+/Ted+ T:e4/Kd3, Ke3
4, Dd7/Db3 matt.
“P* — Bereits im Jahre 1867 komponierte I.

Schumow (1800-1893) diesen Vierziiger. Zu
Jedem Buchstaben des russischen Alphabets
kreierte er eine Schachaufgabe. Eine bemer-
kenswerte Leistung zur damaligen Zeit.

4 1. Dd8 d:e5/K:e5/Kcs

2. Db6/Df6/Db6/ matt.
“H” — Von J. Fokin (“64-Schachrund-
schau™, 1981).
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Schach-Resonanz
bei jung und alt

5 1. Db8

2. Dbt matt.
“A" - ebenso wie die Aufgaben Nr. I und Nr.
4 von Juri Fokin (“64-Schachrundschau”,

1981).

K5

6 1. Sg5 (droht 2. D:d5 matt)
1. .. S:f3/Sf4/D:c5/d:c4
2. S:f3/D:f4/De3/Ded matt.
In der preisgekronten Aufgabe von H. Her-
manson (“Die Schwalbe”, 1967) verfiihrt
der Se4 zu Scheinldsungen, z. B. 1. Sec3
S:f3/5f4
2. Se2/D:e3 matt, aber 1. ... D:c5!,
oder
1. 8d2 S:3/D:c5
2. Se2/D:e3 matt, aber 1. ... Sf4!

7 1. Df¥ Ked/K:e5/Kg5/Kgd
2. Ke6/De5+/Db4/Dh6

Kd4/Ked/Kh5(Kf3)/Kf5
3. Db4/f3/Dh4(Df4)/Df4 mat,
Ein effektvoller Schliisselzug, der dem
schwarzen Konig drei weitere Fluchtfelder
[reigibt, zeichnet den mit einem 1. Preis be-
dachten Dreiziiger von V. Cisar (“Hamp-
stead and Highgate Express”, 1909) aus.

8 1. Tal eS/Kd5/Kc7
2 Tel/Tel/Tel+  ed/Ke5/Kb7
3. Tc6+/Df8/Db5+ Kd5/Kd5, Kd4/Ka8
4, D:ed4/Dc5, Dd6/Tal matt.
I s Ke5/Kes
2. Dd8/Tel+ Kf5/Kb bel., Kd bel.

3. Ta6/Db8+, Db8+ Ke5l, e5/bliebig,
Kes

4. Tas, Df6/Tal, TcS matt.
In dieser Aufgabe von Giinther Jahn
(“Main-Post”, 1971) kommt Sam Loyds Aus-
sage “Wahre Schwierigkeit ist die Verkirpe-
rung des Unerwarteten in verhiltnismifiig
einfacher Form” gut zum Ausdruck. Die un-
erwartete Entfernung des Turmes im Schliis-
selzug wirkt verbliiffend auf den Liser.

Unter den Einsendern, die alle acht Auf-
gaben korrekt gelést hatten, wurden fol-
gende Gewinner ermittelt:

Michael Fritzsche (Burgdorf),

Sandra Geupel (Dresden),

Jens Korner (Luppa),

Yvonne Langer (Eisenach) und

Roland Voigt (Béhlen).

Desweiteren wurden Preise unter allen
Teilnehmern verlost, die zumindest eine
Aufgabe richtig gelost hatten:

Jorg Diirr (Plochingen),

Simone Jors (GroB-Kothel),

Matthias Loesdau (Landshut),

Michael Loos (Wansdorf) und

Daniel Wiegand (Essen 14).

Allen Gewinnern
herzlichen Gliickwunsch!

An dieser Stelle sei der Sportverlag GmbH
Berlin gedankt, die als einer der populirsten
Verlagsgesellschaften fiir Sport- und Schach-
literatur wiederum interessante Biicher der
“alpha” zur Verfiigung stellte.

Zum Schlub noch ein Kompliment an den Ne-
stor unter den “alpha”-Losern, Herrn Fritz
Rauhe! In seinem 88. Lebensjahr fand er wie-
derum Spal und Freude am “alpha™-Schach-
wettbewerb.

In der Hoffnung, daB Thr beim 10. Wettbewerb
wieder mit von der Partie seid, verbleibt Euer
Schachfreund Harald Riidiger.
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TETRAPACK

— ein Extremalproblem

Wie muf} ein quaderformiger Behdilter mit 200 ml
Rauminhalt beschaffen sein, der aus einem maoglichst
kleinen rechteckigen Stiick gefaltet wird?

Ralf und Reni aus Rostock genieBen in der
groBen Pause ihre Erfrischungen: Fruchtsaft
und Schokotrunk. Die Mutter hat ihnen die
Getrinke in den beliebten Pappkartons mit da-
zugehorigen Trinkrbhrchen mitgegeben. Mit
diesen Kartons, den sogenannten Tetrapacks,
kann man so wunderbar knallen, nachdem sie
leergetrunken sind. Ralf und Reni aber falten
ihre Tetrapacks sorgfiltig zusammen und neh-
men die zusammengelegte Pappe immer mit
nach Hause. Als Reni heute ihren Fruchtsaft
getrunken hat, zieht sie die umgelegten
Pappdreicecke des Tetrapacks hoch und sagt:
“Diese Ohren an dem Tetrapack sind doch
umsonst, die reinste Verschwendung!” Ralf
meint, dal man die Form des Pappbehilters so
gestalten miiBte, daB die iiberstehenden *Oh-
ren” eine moglichst kleine Fliche besitzen.
“Nein”, erwidert Reni, “darum kann es nicht
gehen. Stell dir doch einmal einen Behiilter
von der Form einer Schokoladentafel vor, da
sind die Ohren kleiner. Aber ich schiitze, da
steckt viel mehr Pappe drin als in unseren Te-
trapacks!” “Okay”, sagt Ralf, “laB uns iiberle-
gen, wie ein quaderformiger Behilter be-
schaffen sein mufl, damit in ihn 200 ml hin-
eingehen und damit er aus einem méglichst
kleinen rechteckigen Stiick gefaltet werden
kann. Die iiberstehenden Ohren beachten wir
dabei mit,” Reni erinnert sich an den Mathe-
Zirkel. Dort hat ihnen ihr Lehrer einmal er-
klirt, dall bei vorgegebener Oberfliche unter
allen Quadern der Wiirfel das gréfite Volumen
besitzt. Ihrer Mei-
nung nach sollte
z deshalb der Papp-

z T behilter wiirfelfor-

mig gestaltet wer-
=]

den. “Dann werden
2 l

aber auch die Oh-
Z
le— a —>|

ren ganz schon
Abb. 1

groB”, gibt Ralf zu
bedenken. Er legt
dabei seinen Tetra-
pack zusammen
und erhiilt folgende
(doppelte) Papp-
fliche. Er bezeichnet die Stellen des Recht-
ecks mit a und b und die Breite der schmalen
Streifen mit z. Ralf stellt fest: “Es geht darum,
die GréBen a. b, z (in cm) so festzulegen, daB
(a—2z)-(b—=22)-22=V;V=200cm?ist und

28 alpha 4/92

F = 2ab mdglichst klein wird. Fiir 2z setze ich
X, dann ist also F(a,b) = 2ab méglichst klein zu
machen unter der Bedingung (a—x)-(b-x)-x
=200 cm’®. Von einer Uberlappung der Pappe
an den Klebestellen wollen wir absehen. Un-
ser Tetrapack ist 6 cm breit, 8,35 cm hoch und
4 cm dick. Demnach gilt fiir ihn a= 10 cm und
b = 12,35 cm, somit ist V = 200,4 cm® und
F(a,b) = 247 cm?.

Kann man es besser machen?

Ich schlage vor, die Variable b mit Hilfe der
Variablen a und x auszudriicken:

200
(a—x)x

=X+

Gesucht ist dann ein moglichst kleiner Wert
von

f(a,x)=2ab=2ax+ 2200,
(a—x)x

Aus Abb. 1 entnimmt man als Einschrinkung
fiir x = 2z: O<x<a; O<x<b. Damit ist der Nen-
ner in der Darstellung von f(a,x) fiir die zulis-
sigen x (O<x<a) definiert.”

“Eine komplizierte Sache bleibt es trotzdem™,
verzweifelt Reni fast, “die Werte von f verin-
dern sich ja laufend, und zwar sowohl mit a als
auch mit x.” Ralf probiert mit dem Taschen-
rechner: “Wenn der Tetrapack ein Wiirfel ist,
so gilt

(a-x)=(b-x)=x=13/200,

also ungefihr x = 5,85 cm. Mithin ista=b
= 11,70 cm und damit F(a,b) = 273,60 cm?.
Das ist eine groBere Fliche als die des zusam-
mengefalteten Tetrapacks. Der Wiirfel stellt
nicht die beste Losung dar!™

Weil das viele Probieren aber ermiidet, schligt
Ralf vor, den Behilterbau mit verschiedensten
Seitenlingen auf seinem Computer zu simu-
lieren.

Dazu will er die Linge a aller Werte von
I +h, 1 +2h, 1 +3h..bis 20 und die Linge x
aller Werte von 1, 1 +h, 1 + 2h, ... bis a-h an-
nehmen lassen. Die Schrittweite h soll zuerst
0,1 (cm) sein,

Das jeweils zugehdérige f(a,x) wird berechnet.
Unter den endlich vielen berechneten Funkti-
onswerten f(a,x) soll der Computer den klein-
sten bestimmen und uns die entsprechenden
Werte fiir a und x (und dazu b) anzeigen. Das
realisiert folgendes BASIC-Programm:

10 MIN = 1000

20 INPUTH

30 FORA=1+HTO20STEPH

40 FORX=1TO A-HSTEPH

50 B =X + 200/X/(A-X)

60 OB =A*B

70 1IF OB>MIN THEN 120

80 MIN=O0B

9 AM=A
100 BM=B
110 XM =X
120 NEXT X
130 NEXT A
140 PRINT “A = “;AM,"B = “:BM,

"X ="XM,"0OB = ";:MIN

Ralf erhidlt a = 11,1 em, b = 11,0 em,
x=3,7 cmund f(a,x) = 244,30 cm?. Dann LBt
er das Programm noch einmal mit der Schritt-
weite h = 0,01 ¢cm rechnen.
Dabei sind sehr viele Varianten zu beriick-
sichtigen, sein Computer arbeitet die ganze
Nacht und zeigt dann die besten Werte an:
a=11.05cm, b=11,054196 cm, x = 3.68 cm
und f(a,x) = 244,2977362 cm?,
Ralf und Reni wenden sich an ihren Mathe-
matiklehrer Herrn Richter. Sie méchten wis-
sen, ob man dieses Ergebnis auch ohne Com-
puter gewinnen kann. Herr Richter erklért, daB
die Bestimmungen von kleinsten und gréBten
Funktionswerten Extremwertaufgaben ge-
nannt werden. Sie lassen sich mit Methoden
der Differentialrechnung lésen, aber das ist
noch zu schwierig fiir Ralf und Reni! Weil die
Schiiler aber so interessiert an dem Problem
des Tetrapacks sind, erklirt der Lehrer ihnen
diese Methode fiir das konkrete Beispiel:
Wir nehmen an, aund x realisieren das Mi-
nimum der Funktion f(a,x) unter der Bedin-
gung O<x<a. Dann vergleichen wir zuerst die
Funktionswerte zu a,x mit denen zu benach-
barten Werten a, x. Dazu sei h # 0 eine belie-
bige, noch nicht genauer festgelegte reelle
Zahl, mit der Einschrinkung a+h>x. Als
Vergleichswerte wihlen wir a+ h und X
Folglich muB gelten f(a+ h.i] > f[ﬁ.i).
Mithin ist

= 2 a+h -= a
(a+ h)x+200_—___2 ax+200-———

(a+h—x)x (a—x)x

hx*(a—x)(a+h-x)+200(a +h)(a-%)

und daher

2200a(a+h-x)
Es folgt
—2—- . -=2 =3 af-— =2
h(a X—2ax +x —2[}0)+h (ax—x ]20.
Fiir h>0 ergibt sich
a’X-2ax" +x -200+h(ax-x)20,
und, weil h beliebig klein gewihlt werden

kann, auch

- e

a” x—2ax" +;3 -200=0,

Fiir h<0, |hl geniigend klein, folgt entspre-
C!;lend .
a“x—2ax” +x —200<0.
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Also ist

Pt -2
und daher
ihs 2N
Ryl
Das zugehorige b wird dann
- - 200 -
=x+———=a.
= ||200
Y x

Jetzt versuchen wir, eine Bedingung fiir X her-
zuleiten:

Es ist
f(a.x) = ax +200 === = x* + V200x +
X(d x]
1200
X+v
TR .
v’ 200x
smtrgg +\_(J0x+ I[x+M|2[}UJ ZW):E
X

200
X

=x%+2+200x + ==

—2
—x+‘lﬂ
2]

Daher wird fg,xz\ genau fiir die x minimal,

fiir welche die Funktion

den kleinsten Wert annimmt, Das ist fiir

x=3/50

der Fall. Das folgt aus einem Satz. den ihr in
der alpha 23 (1989) Heft 1, Seite 4 findet. Die
Funktion g hat genau diese eine Minimum-
stelle. Der Satz ist mit elementaren Mitteln be-
wiesen worden!

Man kann dieses Resultat aber auch direkt
herleiten. Dazu sei k # 0 eine beliebige reelle
Zahl. Weil g das Minimum bei x annehmen
soll, mul3

[200
853

x+k+\| 200 >_

sein. Hieraus folgt
ky/x(x+k) +v200x 2,/200(x +k)
sowie

N o E [ =2 (=
k‘(x+k)x+2k\.‘200x (x+k) = 200k.
Fiirk >0
2\|'|200§3(§+k] 2 200em’ —k(x + k)R
und
3(')0§3+k[800§3 +400x(x +k)+ k§[§+k)]
>200%cm”.
Wir konncn k geniigend klein wiihlen, daher

muB x > 50 sein. Fiir k < () schlieBt man auf
X <50 Folglich muB
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JUGEND FORSCHT ist der groBe
naturwissenschaftlich-technische
Wettbewerb fir alle, die selbst aktiv
werden wollen: Nicht Ianger nur re-
den, lesen, lernen — Vorgedachtes
wiederkduen, Gedrucktes unwider-
sprochen hinnehmen, sondern: hin-
terfragen, prifen, korrigieren, ver-
bessern, was Euch selbst wichtig
ist!

Bei JUGEND FORSCHT erwartet
keiner nobelpreisreife Arbeiten
oder Erfindungen, die Universitaten
und Forschungseinrichtungen
Uberflussig machen. Es geht viel-
mehr darum, mit Pfiff und Phanta-
sie eigene Ideen zu entwickeln und
umzusetzen.

Die Broschiire mit der Anmeldekar-
te und das kostenlose Buch sind er-
héltlich bei:

Stiftung JUGEND FORSCHT e. V.
Beim Schiump 58

2000 Hamburg 13

Aufruf zum Wettbewerb JUGEND FORSCHT 1993

Kurzinformationen enthalt der Beitrag ,Abenteuer Forschung”

=3 Tom
X~ =350em
sein. Herr Richter erwiihnt, daf} eine minima-

le Fliiche nur bei einem Tetrapack mit den Sei-
ten

X= 3&"%7—3.7(011)

und
200
a=b= \'I& =741 (cm)
zu erwarten ist, wobei
d=a—-Xundb=b-%X
gesetzt wird. Besitzt allgemein das Tetrapack
das Volumen V, so erhélt man fiir den Fall mi-
nimaler Fliche

EYE
- .V
:{lhz
und ; —b:.\l'im~7.4l{cm)-
Offenbar ist dann
a b
i:v—:—-
2 2

Wenn es also einen Tetrapack mit der gefor-
derten Minimaleigenschaft gibt, so mubB es ein
Quader mit quadratischer Ansicht sein, dessen
Tiefe gerade die Hilfte von Hohe bzw. Brei-

te ist. Man muf} sich jedoch noch iiberlegen,
dall wirklich ein Minimum der Pappfliche
existiert. Das kann mit mathematischen Me-
thoden geschehen. Ralf und Reni akzeptieren
das aber auch aus der Anschauung heraus. Ei-
nes verbliifft sie jedoch, die kleinste Ober-
fliche eines Tetrapacks mit dem Volumen 200
ml betrigt 244,30 cm?®, Der handelsiibliche
Tetrapack hat eine Pappfliche von ca. 247
cm’, das ist zwar nicht optimal, aber nur ge-
ringfiigig groBer als das Optimale. Einsparen
kann man nur ungefihr 1 % der Pappe. Damit

“hatten Ralf und Reni nicht gerechnet.

Aufgabe: Wir haben einen Tetrapack
mit 1 Liter Fruchtsaft mit den Ab-
messungen 6,2 cm + 9,5 cm - 17 ¢cm ge-
kauft. Wie ist ein Tetrapack mit 1 |
Yolumen zu gestalten, so dal mog-
lichst wenig Pappe verbraucht wird?

Literatur:
W. Schmidt: Losen von Extremwertaufgaben mit
elementaren Mitteln. alpha Heft 1/89, Seite 3 -7

Werner Schmidt
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Gefaltete

Maxima und Minima

Um Fragen nach “dem grofiten’ oder
“dem kleinsten” zu beantworten,
braucht man in der Regel Kenntnisse
aus dem Mathe-Unterricht der Se-
kundarstufe II. Die dort behandelten
sogenannten Extremwertaufgaben
werden mit einem Kalkiil (einer abzu-
arbeitenden Vorschrift) gelost, der -
einmal verstanden — natiirlich an Reiz
verliert. Anders ist die Situation, wenn
diese Methode nicht bekannt ist oder
wenn sie nur sehr umstindlich ange-
wendet werden kann, Dann erweist
sich, wer zu den wahren Problemlé-
sern gehirt, ist doch dann keine Vor-
schrift angehbar, nach der die Aufga-
ben “abgearbeitet” werden konnten.

Uber verschiedene Methoden wurde in alpha
schon berichtet, andere sind jedem vertraut,
wenn sie vielleicht in diesem Zusammenhang
auch nicht gleich auf der Hand liegen:

Die kiirzeste Verbindung zweier Punk-
te A und B ist diejenige entlang der Ge-
raden durch A und B. (*)

Besonders deutlich wird die Losung derartiger
Aufgaben, wenn man sie faltend bearbeiter;
d. h. die einzelnen Schritte nicht nur aufzeich-
net bzw. mit gespitztem Bleistift konstruiert,
sondern Faltkonstruktionen (s. auch alpha 1
und 2, 1992) ausfiihrt. Bestimmte Bezichun-
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gen zwischen einzelnen geometrischen Ob-
jekten kénnen von ihrem Entstehen her besser
verstidndlich werden.

Beginnen wir mit einem sehr einfach anmu-
tenden Problem, ndmlich demjenigen, das vor
einem Marienkdfer K steht, wenn er sich auf
einem quadratischen Prisma befindet und auf
kiirzestem Wege eine Blattlaus L fangen will,
die sich auf einer anderen Seitenflciche aufhcilt
(Abb. 1).

Untersuchen wir zuerst die Positionen der
Laus L. Natiirlich konnten diejenigen Leser,

fléiche zu finden, 1 cm unter der Mitte der
oberen Kante.

Wie verliduft der kiirzeste Weg von K nach
L? (Beachte dabei die Symmetrie der An-
ordnung!)

Fiir das folgende Problem benitigen wir einen
kleinen Bogen Papier, den wir etwa in der Mit-
te einmal falten. Darauf kennzeichnen wir
zwei Punkte R und S, die fiir einen erschipf-
ten Reiter und sein Reittier R stehen, die auf
kiirzestem Wege dem Stall S zustreben, sich
aber zwischendurch noch am nahegelegenen
Fluft f, den die Faltkante veranschaulichen
soll, erfrischen wollen (Abb, 3).

Wenn die Markierungen fiir R und S auch auf
dem darunterliegenden Teil des Blartes sicht-
bar sein sollten, liegt die mogliche Lésung im
wahrsten Sinne des Wortes auf der Hand: Ent-

E F G H
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.;:«;/LI
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Abb. 2

die das Differentialkalkiil kennen, dem Kiifer
einen kiirzesten Weg berechnen, aber warum
so umstdndlich. Fertigen wir uns doch ein Pa-
piermodell des Netzes des Prismas und den-
ken an (*). Abb. 2 zeigt die einfache Lisung,
aus der wir noch — ganz nebenher — erkennen
konnen, dal} sich solche kiirzesten Wege tiber
den Mantel eines prismatischen Kérpers durch
gleiche Schnittwinkel mit den Kanten des
Prismas auszeichnen.

Doch schon Position L., fiihrt zu weiteren
Schwierigkeiten, denn der Kiifer kann auf
zwei prinzipiell unterschiedlichen Wegen
zum Ziel gelangen, indem er sich zuerst nach
links oder nach rechts wendet. Die unbedach-
te Anwendung unserer Methode kann zu ei-
nem falschen Ergebnis fithren, wenn das be-
treffende Netz des Korpers nicht geeignet ge-
wiihlt wurde, oder anders ausgedriickt, wenn
die Oberflidche des Kérpers zur Erzeugung des
Netzes an unbrauchbaren Stellen aufgeschnit-
ten wurde. Prinzipiell miissen wir alle in Fra-
ge kommenden (Teil-)Netze nach der kiirze-
sten Entfernung untersuchen.

Aufgabe 1: Wir denken uns ein quadrati-
sches Prisma aus Kiistchenpapier gefertigt,
4 cm hoch, 4 em breit und 10 cm lang, K be-
finde sich auf der vorderen quadratischen
Fldche 1 cm iiber der Mitte der unteren Sei-
te. L ist auf der entgegengesetzten Seiten-

falte und verbinde R mit dem Bild von S (oder
S mit dem Bild von R) entlang einer Geraden.
Der entstehende Schnittpunkt T dieser Gera-
den mit f ist diejenige Stelle am FluB, die an-
gelaufen werden muB. Durch erneutes Falten
iiberzeugt man sich, daff die Strecke ST mit
der Strecke ST zusammenfiillt, d. h. insbeson-
dere, dal} sie gleichlang sind.

Nachdem wir diese Aufgabe faltend geldst
und griindlich durchdacht haben, kinnen wir
uns an eine etwas komplexere wagen.

Durch zwei Falten f, und f, die einander in ei-
nem Punkt S schneiden, ist ein spitzer Winkel
gegeben, in dessen Winkelraum ein Punkt P
liegt.

Man falte das umfangskleinste Dreieck POR
mitQe fundR € f.

Unser Vorgehen wird sich am gerade be-
schriebenen orientieren. Es empfiehlt sich,
nach dem Zusammenfalten bei f, und f, den
Punkt P z. B. mit der Zirkelspitze durchzuste-
chen. Damit sind die Spiegelbilder P' und P an
f, und P" von P an f, nicht nur deutlich mar-
kiert, sondern es ist auch leichter, eine Falte
exakt durch P' und P" zu legen. Sie ist der
Schliissel zur Lésung: Die Schnittpunkte Q
und R dieser Falte mit f, bzw. mit f, sind die
gesuchten Punkte des umfangskleinsten Drei-
ecks PQR. Dariiber hinaus erkennt man, daB
die Linge des Umfangs mit der Linge von P'P"
iibereinstimmt (Abb. 4) Zum Beweis, der —
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wie man sagt — indirekt gefiihrt wird, nehmen
wir an, ein Punkt Q, habe die Eigenschaft, da3
A PQR einen kiirzeren Umfang als A PQR
hat. AnschlieBend wird sich ein Widerspruch
(ein Fehler) zeigen. Dazu zeichnen wir Q, in
unserer Faltarbeit ein. dazu die Strecken P'Q,
und QR. Damit ist ein Dreieck P' QR ent-
standen, in dem die Summe der Seitenldngen
P'Q, und QR grdfler als die Seitenlinge P'R
ist. Der Umfang von PQ R ist also groBer als
derjenige von A PQR, was nun im Gegensatz
zu unserer Annahme steht, daff Q, zu einem
umfangskleineren Dreieck fiihrt. Damit ist der
indirekte Beweis gefiihrt. Das Dreieck PQR
ist tatséchlich dasjenige, das die geforderten
Eigenschaften hat.

Beim abschlieBenden Faltproblem versagt al-
lerdings die praktizierte Methode. Das Pro-
blem ist aber so einfach zu verstehen, dal} es
jeder experimentell (angendhert) 16sen kann.
Dazu nehmen wir einen genormten Bogen,
z. B. DIN A4, und legen eine Ecke auf die ge-
geniiberliegende Lingsseite. Wie entsteht die
kiirzeste Faltkante?

Dieexperimentelle Losung miteinem DIN A4-
Blatt (21 cm x 29.7 ecm) liefert einen Wert zwi-
schen 27 cm und 27,5 cm. Fiir ein Vorgehen
dieser Art ist auch ein interaktives Computer-
Programm zur ebenen Geometrie vorziiglich
geeignet. [st eine Konstruktion fiir einen be-
liebigen Fall ausgefiihrt, kénnen Ausgangs-
gréBen variiert werden, wobei die zu untersu-
chenden Objekte beobachtet (gemessen) wer-
den. Als Beispiel sei hier GEOLOG (Autor G.
Holland. Universitidt Giessen) angefiihrt.
Abb. 5 zeigt den Bildschirm mit dieser Kon-
struktion, wobei der MaBstab so gewihlt wur-
de, daB das Rechteck ABCD Seitenlingen von
29,7 Einheiten und 21,0 Einheiten aufweist.
Punkt P kann auf AB variiert werden. Die ak-
tuellen Lingen werden jeweils ausgegeben.

Aufgabe 2: Ermittele die Lage des Punktes
auf der Schmalseite AB des DIN A4-Blat-
tes, durch den die kiirzeste Faltkante PQ
verlduft, experimentell! Welche Vermu-
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tung iiber seine genaue Lage kann aufge-
stellt werden?

Christian Werge, Leipzig
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Isaak und Wladimir Linder:

Das

ALJECHIN

er bekannte GroBmeister und Schach-
D journalist Milan Matulovi¢ hat den wage-
mutigen Versuch unternommen, den besten
Schachspieler aller Zeiten zu ermitteln. Das
Ergebnis seiner wahrhaft titanischen Arbeit —
der Jugoslawe hat u. a. jeweils 200 Partien der
weltbesten Schachmeister analysiert — liegt
jetzt vor: Dieser Rang im Schacholymp ge-
biihrt dem Russen Alexander Aljechin, der
1927 nach einem gigantischen Zwei-
kampf iiber 34 Runden gegen den Kuba-

Schachgenie
Aljechin

Charakter kompliziert und voller innerer Wi-
derspriiche war.

Mit der vorliegenden Aljechin-Biographie
schliefen Isaak und Wladimir Linder ihre auf-
sehenerregende Trilogie der Schachweltmei-
ster in der “Geniereihe™ des Berliner Sport-
verlages ab (José Raoul Capablaca, 1988, und
Dr. Emanuel Lasker, 1991).

Isaak Linder, einer der vielseitigen Schachhi-
storiker der Gegenwart, hat bisher mehr als 20
Biicher verdffentlicht. Eine besonders positi-
ve Resonanz fand in Deutschland der Titel
“Faszinierendes Schach™ (Sportverlag 1986),
in dessen Mittelpunkt #sthetische Probleme
des koniglichen Spiels stehen.

Isaak und Wladimir Linder:

Das Schachgenie Aljechin, Sportverlag,
Berlin 1992;

272 Seiten, 150 Diagramme, 15 Tabellen,
12 Fotos, geb., DM 29,80,

ISBN 3-328-00495-5

ner José Raoul Capablanca den Welumei-
stertitel erkiimpfte und ihn dann — mit ei-
ner zweijidhrigen Unterbrechung (1935 -
1937) — bis zu seinem Tode behielt. In die
Schachgeschichte ist Aljechin (1892 -
1946) vor allem als “Kiinstler” eingegan-
gen. Seine tiefgriindigen Plidne und seine
unerschopfliche Erfindungsgabe sind ge-
wissermaBen die Visitenkarte des gebiirti-
gen Moskauers, dessen Leben nicht nur
am Schachbrett voller Hohenfliige und
Abstiirze war. In den Mittelpunkt ihrer
fesselnden Biographie tiber Alexander Al-
jechin, der im November 1992 hundert
Jahre alt geworden wiire, haben die Auto-
ren deshalb nicht nur das schachliche
Schaffen des unbestrittenen Genies ge-
stellt.

Ihre geradezu besessene Spurensuche, vor
allem in den russischen Archiven, lief
vielmehr das faszinierende Portriit eines
einsamen Menschen — Alejechin starb im

portugisischen Asyl — entstehen, dessen
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Mehr Freunde, mehr Feinde
mehr SpaB...

..fiir Sie, wenn Sie
eineganz neve Artzu
spielen kennenlernen
wollen, bei der Sie
spannende Ro”on
iibernahrn ;
Grips mareng

milt 23 Leuten
gleichzeilig

spielen. ..

..seien Sie neugierig! Es kostetweniger als Kino, und die
"Info B" gibt's ganz umsonst bei Peter Stevens PostSpiele,

4650 Gelsenkirchen, Zeppelinallee 64

Endlich noch mehr Lemminge! 100 frische
Denkaufgaben! Nach dem erfolgreichen
Mathe-Denk-Knobel-SpaB LEMMINGS
(s. alpha 1/92) gibt es OH NO! MORE
LEMMINGS als Vollprogramm oder als
Data-Diskette. Das Prinzip, den stur laufen-
den griinhaarigen Tierchen mittels Uberle-
gung, gutem Auge oder Dreiecksberech-
nung den Weg zum Ziel zu ebnen, wurde
beibehalten. Wieder Klettern, Springen,
Bauen, Baggern, Graben und Sprengen sich
die Lemminge mit Hilfe der vor dem Bild-
schirm sitzenden Knobel-Freaks den Weg
frei.
Anfinger sollten sich zuerst LEMMINGS,
das Urspiel, besorgen. denn der Schwierig-
keitsgrad steigt bei Lemmings II sehr steil
innerhalb der fiinf Level. LEMMINGS-
Profis wird das freuen. Den neuen 100 Ret-
tungsversuchen dieser Staffel werden mit
Sicherheit weitere Versuche folgen!
Hersteller: DMA 1991, Distributor: Uni-
ted Software, Typ: Denk-, Geometrie-
und Geschlcklichkenmplel, Handbuch:
dreisprachig - das Spielprinzip wird in
Form eines Comics erklirt. Hardware:
512 KB RAM, CGA, EGA, VGA.Tasta-
tur, Soundkarte, Maus, Preis: 99,95 DM
(als Vollprogramm, als Datendisk-Zusatz
zum Ur-Programm vorr. 84,95 DM.
Text: H. Seitz/S. Hempel

I
|
|
g
|
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eder Mensch der heutigen Zeit wichst von

Kindheit an ganz selbstverstindlich in eine
Welt hinein, in der alle MaBeinheiten interna-
tional einheitlich, dezimal untergliedert und
ihre Definitionen und gegenseitigen Bezie-
hungen durch iibersichtliche physikalische
Sachverhalte geregelt sind.
Nur aus historischen Biichern kann man noch
etwas iiber die Miihen fritherer Zeiten mit
ihren von Ort zu Ort verschiedenen Zoll,
Spannen, Ellen, Ruten, Klaftern, Meilen,
Werst, ... erfahren. Wer ein wenig historisch
interessiert ist, weil} vielleicht, dal unser Me-
ter, urspriinglich definiert als zehnmillionster
Teil der Entfernung vom Nordpol zum Aqua-
tor, eine Errungenschaft der Franzésischen
Revolution von 1789 ist. Die von den fort-
schrittsstrunkenen franzosischen Biirgern von
Anfang an erstrebte Internationalitit wurde
freilich erst viel spiter und schrittweise er-
reicht.
Nachdem z. B. Brasilien “schon 1862" das
metrische System eingefiihrt hatte, schlossen
1875 17 Staaten die Meterkonvention, der
nach und nach fast alle Staaten der Erde
beitraten, manche aber erst vor kurzer Zeit.

Was weill man aber von den
fast uniiberwindlichen
Schwierigkeiten, in den Wir-
ren der Jahre nach 1789 durch
eine neue, die bislang priizise-
ste Gradmessung zwischen

festzulegen?

Der Verfasser des vorliegen-
den Romans, Mathematiker an
der Pariser Universitit, fiihrt
uns in einer bis zur letzten Sei-
te spannenden Handlung, aber
fundiert durch genaue Quel-

Oder wie die beiden Astronomen
Jean-Baptiste Delambre und

Barcelona und Diinkirchen, Pierre Méchain aus dem Geist
quer durch Krieg und Biirger- der Aufklirung in den Wirren
krieg, das Meter mit der er- der Franzosischen Revolution
Wiinselt holen Gonuighech: das neue MaB aller Dinge fanden

Denis Gued;

Die Geburt
des Meters

lenstudien, durch die Miihen

jenes Unternehmens. Wer das Buch gelesen
hat, hat nicht nur viel liber die praktische
Durchfithrung groBriumiger geoditischer
Messungen mit den Mitteln des ausgehenden
18. Jahrhunderts und iiber das persénliche Le-
ben der vier Helden jenes Unternehmens ge-
lernt, sondern er hat auch eine neue Sicht auf
den Alltag der Jahre nach der Franzosischen

Revolution gewonnen, wie sie kaum ein Ge-
schichtsbuch zu vermitteln vermag.

Frankfurt/New York: Campus-Verlag
1991, 292 Seiten, DM 48,-
(Aus dem Franzos. von K. Joken)
ISBN 3-593-34429-7,
Dr. P. Schreiber, Greifswald

s ———— T — . S—— &

Fir Asthetiker

sind die Ergebnisse, welche man mit einem Spirographen erzielen
kann, eine Augenweide.

Sowohl ein Juniorgerit als auch ein Spirograph fiir die fortgeschritte-
nen Kiinstler mit der ruhigen Hand sind von Kenner Parker Toys Inc.
zu haben. Fragt doch einmal in den Spielwarenlidden nach!
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Die ,,Humber Estuary Bridge” (S. 4)

a=1410m

h=1625m

r=6370 km

Laut Strahlensatz gilt: At 1
d T

Daraus folgt: x = o = 3,6 cm.
r

Die Kimm (S. 5)

a) Mit dem Radius r£={3(10 -60-1852):21tm
folgt nach der Skizze

A =r_-o (0o in Radiant!).
Fiir kleine Winkel gilt:

2
01=Sin0l=\l'l—(:0520t= 1- 'E
I'E+Ah
2. A
A= rg +AL) —Ig”
rE+A|‘I (E hJ %

A=\[2rg Ay =3570-\[Ay
A =3570-4/1,5m = 4372m

Die Formel A= 3,57V{A_h (Ainkm; A Au-
genhdhe in m) wird tibrigens in Seefahrer-
handbiichern zur Bestimmung der Entfernung
der Kiiste angegeben.

Entscheidend ist der Moment, in dem die
weifle Brandung der Kiiste an der Kimm er-
scheint.

34 alpha 4/92

Losungen

b) Die Kimm ist bei ruhiger See sehr scharf
begrenzt, was sich bei nahezu punktférmigen
Lichtquellen bemerkbar macht.

¢) nein

d) Weil die Erdoberfliche an Land nicht die
exakte Kriimmung besitzt, von der Flora ganz
abgesehen.

Der amerikanische Wanderfalter
Monarch (S. 8)

1. Die Punkte P und N (Nordpol) und die
durch das Innere der Erdkugel verlaufenen
Strecken PQ und PR werden senkrecht in die
Ebene des Breitenkreises b projeziert. Fiir die
Lingen P'Q und P'R'der Bildstrecken P'Q
und PR' gilt P'Q'>P'R!

b=b'

Hieraus und weil die Dreiecke PQP' und PRP'
rechtwinklig sind, folgt mit dem Satz des Py-
thagoras

PQ=1PQ +PP > VPR +PP —PR.

Da die Kreisbogen PQ und PR Teile von Krei-

sen mit dem gleichen Radius r sind und ihre

Lingen PQ und PR Kleiner als 7r sind, gilt da-

mit PQ > PR.

Q1 —¢2
3

60°

1=2nr- = 2900km.

Bei jeder Wanderung legen diese Schwiirme
von Monarchen einen Weg von mindestens
2900 km zuriick.

Bemerkung: Auch andere Tag- sowie auch
Nachtfalter sind Wanderschmetterlinge. So
wandert z. B. der Admiral im Friihjahr einzeln

oder in kleinen Schwirmen iiber die Alpen zu
uns oder weiter nordwirts bis zum 62ten Brei-
tengrad.

Die neu entdeckte Primzahl (S. 8)

1. 227832:(32:62) = 114.84.. 115 Seiten sind
erforderlich.

2. Steht an der Einerstelle eine Zahl 2" mit
n € IN und nz1 die Ziffer z, so haben die Zah-
len 2™ und z - 2 an der Einerstelle die gleiche
Ziffer.

n 112]13]14]|5/6/|7|819]...

Ziffer an 214(8(6(2|4|8|6
Einerstelle
von 2"

Ziffer an I35 | 1 (37 19 e
Einerstelle
von 2"-1

2

Die Ziffer an der Einerstelle von 2"-1 idndert
sich nicht, wenn n um ein Vielfaches von 4
vergroBert oder verkleinert wird. Wegen
756839 =4 - 189709 + 3 haben die Zahlen p =
279 _ 1 und 2* - 1 =7 im Dezimalsystem die
gleiche Ziffer an der Einerstelle. p endet also
im Dezimalsystem mit der Ziffer 7.

i' 4|5|6|7\8\9|10|...
fetaten 16|32’64|28‘56‘]2|24|
zwel Ziffern

von 2"

n 19’... |23|24|25|...
letzten 33\ |08|l6|32|...

zwei Ziffern

von 2"

Die beiden letzten Ziffern von 2" — | dndern
sich nicht, wenn n um ein Vielfaches von 20
vergroBert oder verkleinert wird. Wegen
756839 = 20 - 37841 + 19 haben die Zahlen
p=2"""_1und 2"~ 1 im Dezimalsystem an
der Zehner- und Einerstelle gleiche Ziffern.
p endet also im Dezimalsystem mit den Zif-
fern 87.

4. Jede im Dezimalsystem n-stellige natiirli-
che Zahl m geniigt der Ungleichung

10" ' < m < 10" und damit auch
n-1<lgm<n.

243
Ausp+ 1 =g
- IOIgJJ?ihs_w _ e

folgt lg(p + 1) =756839 - 1g2 = 227831,24 ...
{mit dem Taschenrechner). Mithin hat
zunichst wegen 227831 < lg(p + 1) < 227832
die Darstellung der natiirlichen Zahl p + | im
Dezimalsystem 227832 Stellen. Weil jedoch
nicht 227831 = lg(p + 1) gilt, besitzt die Dar-
stellung von p im Dezimalsystem ebenfalls
227832 Stellen.
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KKK (5. 13)
Die in der Aufgabe genannten Frequenzrela-
tionen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

F'_‘: FJ: F = 4:6:9
F‘: F=1:2
F:F=28:9

G A

Fiir die Liinge der schwingenden Saite gilt das
umgekehrte Verhiltnis; fiir einen Sekund-
schritt mul} die Saite folglich um ein Neuntel
verkiirzt werden, also um rund 7,2 cm.

Verwurzeltes (S. 13)

1.958 =+/917764
2.1663 = /2765569
3.37=4/1369
4.467=+/218089
5.43=1/79507

= Sprachecke (S. 22)
Schach und Mathematik

Bei einem Turnier in Grenoble trifft jeder
Spieler genau einmal auf jeden anderen Teil-
nehmer.

Nach jedem Spiel gibt der Schiedsrichter je-
dem der beiden Spieler ein farbiges Kirtchen.
Dieses ist rot fiir den siegreichen Spieler, griin
fiir den Verlierer. Im Fall des Unentschiedens
erhalien beide Spieler je ein gelbes Kiirtchen.
Am Ende des Turniers hat er genau 752 Kirt-
chen jeder Farbe verteilt. Wieviele Teilneh-
mer hat das Turnier?

Losung:

752 rote und 752 griine Kirtchen zeigen, daf}
dabei 752 Spiele ausgetragen wurden, wo es
einen Sieger und einen Verlierer gab. 752 gel-
be Kirtchen weisen auf 376 Spiele hin, da
beim Unentschieden jeder eine gelbe Karte er-
hilt. Also wurden insgesamt 1128 Spiele aus-
getragen. Man rechnet 0,5n (n—1)=11,28, d.
h. n* — n — 2256 = 0 Da n>0, hat die quadrati-
sche Gleichung die Losung n = 48. 48 Spieler
nahmen also am Turnier von Grenoble teil.

Division

In diesem verschliisselten Divisionsschema
sind alle neun Ziffern verschieden. Entschliis-
seln Sie es!

Lijsung
Aufgrund der Aufgabenstellung iiberlegt man
sich zunichst

(n 10a:de =f
9

oo
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wobei a, b, ¢, d, e, f simtlich paarweise ver-
schiedene Grundziffern sind und

(2) 2<ab.c.d.e.f<8 gilt.

Da 4:25=2-50=100>9b=1-de

ist und wegen (1), (2) folgert man 2=d<4.

Hiervon kann nur d = 4 zutreffen, denn aus
d =2 folgt mitb=d=2und aus d = 3 mit
f=d =3 jeweils ein Widerspruch. Ist d =4, so
folgt f = 2 und wegen (1) und (2) kann nur
noche =35, 6,7, 8 gelten.
Da aus e = 5 im Widerspruch zu (2) b =0 folgt,
aus e = 6 mit b = f = 2 ebenfalls ein Wider-
spruch sich ergibt und desgleichen mit ¢ =7
der Widerspruch b = d = 4 eintritt, kann nur
noch e = 8 zutreffen. Damit schliefit man wei-
ter, dafl a = 3 und e = 7 gelten mul.
Ergebnis: 103 :48 =2

96

7

“Primprimzahlen”

Die Primzahl 31 hat eine interessante Eigen-
schaft: Streichen wir die rechte Zahl, erhalten
wir 3, ebenfalls eine Primzahl. Die Primzahl
317 hat dieselbe Eigenschaft. Streichen wir
die 7, erhalten wir die Primzahl 31, streichen
wir dann die 1, erhalten wir eine andere Prim-
zahl, die 3.

Die zwei amerikanischen Mathematiker Wal-
strom und Berg nannten Zahlen mit dieser Ei-
genschaft prime primes, man kénnte es mit
“Primprimzahlen” tibersetzen.

Finde alle zweistellige “Primprimzahlen”.
Losung:

23,29,31,37,53,59,71,73,79

Wir setzen Strecken zusammen (S. 23)

Wir setzen gleichlange Strecken zusammen
Die drei fehlenden Figuren:

£

Tetrapack - ein Extremalproblem (S. 28)

Fiir den vorliegenden Tetrapack werden
728.5 cm’ Pappe benétigt. Die optimalen Aus-
mabBe sind 6,3cm - 12,6 cm - 12,6 cm, die ent-
sprechende Pappfliche betriigt 714,5 cm’. Die
Einsparung wiirde ca. 2 % ausmachen.

Gefaltete Maxima und Minima (S. 30)

1. Die Bestimmung der Linge iiber die Ober-
bzw. Unterseite ist einfach. Beide Wege sind
genau 14 cm lang. Etwas weiter ist die Ent-
fernung iiber die linke bzw. die rechte Seiten-

hiilfte, wobei aus Symmetriegriinden beide
Wege gleiche Linge haben. Wer sehr genau
gemessen hat, erhiilt 14,15 cm. Mit Hilfe des
Satzes des Pythagoras errechnet man

v 200cm =14,142..cmn

Doch das ist nicht die kiirzeste Verbindung.
Lauft K z. B. iiber die rechte Seitenfliche und
anschliefend auch noch iiber die obere, kann
er schneller am Ziel sein (s. Abb., die mit CA-
BRI-Géometre angefertigt wurde).

Dieser Weg ist nur etwa 13,9 cm lang

(exakt/197¢cm =13,928..cm ).

(Diese Losung war auch fiir den Autor etwas
iiberraschend!)

H G
A
a: F
D C
A B
E F"
A
g\ |6 -
D o \ B
Kl
D' A’

2. Betrdagt die Seitenldnge exakt 21 cm, so
liegt der Punkt P 21,0 cm/4 = 5,25 cm von A
entfernt, das heilt, daBl bei einem Blatt im
DIN-Format (Seitenverhiiltnis 1: ﬁ ) ein Vier-
tel der Schmalseite markiert wird. Mit dem
Differentialkalkiil kann dies leicht bestatigt
werden. Welcher Leser findet einen elemen-
targeometrischen Beweis?
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In jeder der folgenden Aufgaben vertritt stets
ein Buchstabe eine Ziffer, und die Null darf
nie zuvorderst stehen. Bei jeder Addition gibt
es genau eine Losung.

1. Eine Sehne in einem Kreis teilt diesen stets
in zwei konvexe Flichen:
S E HNE

K R ET §
K ONVE X

2. Bei einem Fiinfeck gilt fiir die Berechnung
des Umfangs:

bt

ZMUJU}U)U)
Tmmommm
Zla -
Qmmmmm

U A

3. Fiir Sportler diirfte sicher die folgende Auf-
gabe Giiltigkeit haben:

S URF E N
E N N
R E U

T I §
P D E

Sprachecke

Trois fois rien

Reconstituez cette multiplicaton, sachant que:

— Un chiffre est toujours représenté par la
méme lettre.

— Une lettre ne peut représenter qu’un chiffre.

— Il n'y a pas d’autre chiffre 3 que celui déja
écrit.

— Le chiffre O est représenté par la lettre O.

Et, bien siir, la multiplication est exacte!

RI EN

X 3

=CLOUS
aus: Tangente, Paris

A dime in the glass
The drawing shows
four matches and a
dime arranged so that it
looks as if there is a
wineglass with a dime
init,

4 alpha 5/92

Komisches, Kniffliges

und Knackiges

4. Ganz einfach auf zwei Arten addieren:

NNNNNzZ 2z
! il e Al 1 o B 2 5 M oo B Mo 5

ZINNNN
TIREE 8
oz > > >
ZIZZZZNNNNN
QO QQ = = B

Die Buchstaben der folgenden Addition kon-
nen auf zwei Arten zu einer korrekten Additi-
on fiihren: Entweder man bildet gemif} den
Regeln romische Zahlen, oder man ersetzt je-
den Buchstaben durch eine Ziffer zwischen 0
und 9. Auf beide Arten entstehen korrekte Ad-
ditionen.

Zi
z|o
O|x o
o> a
< =
—l<

Can you move only two matches to again
have a wineglass, but with the dime outside it?
aus: Fun with mathematics, Toronto

(CoGupasch B MyTeHIECTBAE Ha aBTOMOOWTE, A
0GHApY KK HEMCIHPABHOCTL CIHAOMETPA W
JAMENHI €TI0 CNHAOMETPOM OT APYTOH Marl-
uipl. Korza a oTbeskan ot jgoMa. Ha cue-
tuuke cnuomerpa Ouno 131313 kv, Ha
mocce y cronba ¢ ormerkon 100 km on
nokaswsan 131460, ewe uepes 70 km -
131558 km. Koraa a aoGpasica o vecra na-
3navenus, cuerdnk nokaseean 132713 kwm.
CKOIBKO KHJIOMETPOB A nipoexan?

aus: Quant, Moskau

6. Auch Stddte lassen sich zu einer Addition
vereinen:

> Mo
m A" w

)
L
D

== m
m|Z Z

B
S T

7. Oder auch drei Stiadte zusammen:

B O N N
MAI NZ
WEIT MAR

Stefan Bondeli, Ziirich

Logik in Potenzen, Produkten

und Summen

Jeweils drei der unten angefiihrten Zahlenfol-
gen sind nach dem gleichen Gesetz gebildet.
Wer es erkennt, wird die letzen beiden Glieder
der dritten und der sechsten Folge ergiinzen
konnen. Und er wird die beiden Bildungsge-
setze als zwei Folgen von Termen darzustel-
len wissen. in denen n fiir die Anzahl der Glie-
der steht und die natiirlichen Zahlen von | bis
n verwendet werden. (Es geniigt, die ersten
drei Glieder einer Folge und das letzte so dar-
zustellen; fiir die Zwischenglieder setzt man
drei Punkte.)

Ayl 16 27 16 5

By 1 32 8l 64 25 6
C) 64 243 256 125 Xy
D)6 24 36 24 10

E) 7 42 93 7% 35 12

F) 8 76 258 272 140 X Y,

Johanna Heller, Erfurt

Wer findet die Primzahlen?
Anstelle der Buchstaben a, b, ¢ und d ist in je-
dem Kreis so eine Primzahl einzusetzen, dafl

die Summe der beiden Zahlen, die in zwei
durch eine Strecke verbundenen Kreisen ste-
hen, gleich der an der verbindenden Strecke
stehenden Zahl ist.

W. Triger, Dibeln
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Spiel: Zahlenlabyrinthe

Den Feldern unserer Labyrinthe (vgl. Spiel:
. Wir untersuchen Labyrinthe” im Heft
3/1992, S. 28, 29 unserer Zeitschrift “alpha”
ordnen wir Zahlen zu, den Wegrichtungen
Rechenoperationen.

+} e
Tl
9 | 8| 6 o
+T 3| 415 i e
1 7 2
—
Abb. 1

Wir wollen ein Beispiel vorfiihren. In dem
3 x 3-Labyrinth haben wir natiirliche Zah-
len eingesetzt. Die Zeichen neben dem
Rechteck geben die Rechenoperationen fiir
die Richtungen des angegebenen Weges an
(Abb. 1). Geht der Weg nach rechts bzw.
nach oben, so werden die entsprechenden
Zahlen addiert, in den beiden anderen Fil-
len nach links bzw. nach unten subtrahiert.
In unserem Beispiel sind also folgende Ad-
ditionen bzw. Subtraktionen durchzu-
fiihren: 9 - 3 = 6 nach unten, 6 + 4 = 10 nach

= = g
5 8 2 N 5
L
T 3 6 5 \L =
9 7 4
e
Abb. 2

rechts, 10 + 8 = 18 nach oben, 18 + 6 =24 nach
rechts, 24 — 5 = 19 nach unten, 19 -2 = 17
nach unten, 17 —= 7 = 10 nach links und
10— 1 = 9 oder zusammenhéngend:
9-3+4+8+6-5-2-7-1=9. Die L6-
sung, das Ergebnis des Zahlenlabyrinths ist al-
s09.

Man ermittle das Ergebnis fiir die nebenste-
henden Vorgaben (Abb. 2). Wie zu erkennen
ist, verwenden wir jetzt alle vier Grundopera-
tionen.

Welchen Weg mufl man im Zahlenlabyrinth
der Abb. 2 beschreiten, wenn man das Er-
gebnis erhalten soll? Zeichne diesen Weg.
Nachdem wir bisher Aufgaben fiir das 3x3-
Zahlenlabyrinth gelst haben, wollen wir nun
den Schwierigkeitsgrad etwas erhthen und
uns einem 4x4-Zahlenlabyrinth zuwenden.
Als Zahlenbereich wollen wir den der gebro-

— >
S 115 |2
4 2 2 3
3 313 |10
»F T 1% [ 5|3
+
1 211 5 l‘
3 (3|33
b = I [ T [
6 9 7 4
=
Abb. 3
chenen Zahlen ver- : |
wenden. Ermittle das ! !
Ergebnis fiir die an- e I
gegebenen gebroche- )_J 1 Lq_
nen Zahlen und den
vorgegebenen Weg

(Abb. 3).

Berechne das Zahlenlabyrinth fiir zwei an-
dere migliche Wege bei gleichem vorgege-
benen Ein- und Ausstieg. Stelle ein weiteres
3x3-Zahlenlabyrinth auf. Verwende wie-
der alle vier Grundrechenarten.

Da keine negativen Zahlen auftreten sollen,
kann man nicht beliebige Zahlen verwen-
den. Nimm erst natiirliche Zahlen, spiter
auch gebrochene Zahlen.

Gerhard Schulze, Herzberg

Auf wieviel verschiedene Arten kann
man LOSUNGSWEG lesen?
(siehe Abbildung)
L
00
SSS
Uuuuu
NNNNN
GGGGGG
SSSSSSS
WWWWWWWW
EEEEEEEEE
GGGGGGGGGG

Das Nummernschild eines Autos ist
folgendermalien aufgebaut:

Abkiirzung des Ortes — héchstens 2 Buchsta-
ben — eine Zahl bis 999

Bsp: SOM-AB 123 oder SOM-P 6 usw.
Errechne, wieviele Autos ein Ort hichstens
haben kann.

Lutz Kratzsch, Sommerda

1fille fiir 2fellos 1fallsreiche

Die Worter Weihnachten, Rundreise und
Steinschlag enthalten deutsche Zahlwdrter,
man kodnnte sie Weihn8en, Run3se und
Stlchlag schreiben. Mit solchen Wortern kann
man sich einige Spielereien ausdenken (siche
alpha 4/91 S. 19/7)
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1) Suche fiir jede Ziffer mindestens ein Wort
(die Ziffer soll nicht am Anfang oder Ende
stehen wie bei Klad)!

2) Suche in anderen Sprachen nach solchen
Wortern! (z. B. alone)

3) Elf mal elf
Wo fehlt in den folgenden elf Wortfrag-
menten das Wort elf?

Her Wenkonig
Bast Grusilm
Nebront Dt
Diesahrer Spargeld
Simpranse Camilter
Himmahrt

Heinz Siegler, Eschau

Ein Legespiel
10 Flidchenstiicke, von denen 5 zu Figur 1 und
die anderen 5 zu Figur 2 kongruent sind, sol-

len auf 6 verschiedene Weisen zu einem regel-
miiBigen Zehneck so aneinander gelegt wer-
den, dab nie zwei solche Parkettierungen durch
eine Bewegung aufeinander abgebildet wer-
den kénnen.

Eine Moglichkeit wollen wir hier zeigen.

Walter Triiger, Dibeln
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Pop-Up-Modelle

Wollt Ihr Eure Mathelehrer durch in
Sekundenschnelle aufgeklappte Mo-
delle von Pyramiden oder Prismen,
Wiirfel oder Quader iiberraschen?
Dann miiBt Ihr die folgende Anleitung
lesen, wie man mit geringen Mitteln
reizvolle Modelle bauen kann!
(Natiirlich diirfen dies auch die Lehrer
tun — die Schiiler werden iiberrascht
sein...)

In folgenden Zeilen wird beschrieben, wie
man diese Modelle herstellen kann, die ohne
Probleme — einfach zusammengeklappt —
transportiert werden konnen und wenn man
sie braucht, im Nu “aufgeklappt” sind. Es han-
delt sich um sogenannte Pop-Up-Modelle. Die
Anregung dazu fand ich in einem englischen
“Bastelheft” [1]. Manche Kindermirchen-
biicher, die auf dhnliche Weise entsprechende
Kulissen beim Aufschlagen der Seiten fiir die
einzelnen Geschichten erzeugen, habt Thr viel-
leicht schon einmal gesehen — ebenso wie
Gliickwunschkarten...

Und das bendtigt Thr zur Herstellung
® Als Grundlage einen Schuhkarton
Format A 4, in der Mitte einmal falten
(ev. in einer Buchbinderei stanzen und
gleich knicken lassen, erhtht die Le-
bensdauer betriichtlich), oder man
wiihlt einen im Vergleich zum Schuh-
karton etwas diinneren Zeichenkar-
ton,
® Zum Bau der eigentlichen Modelle
einen Zeichenkarton.
¢ Klebstoff, Klebeband (zur Verstiir-
kung der Faltkanten!).

Die vorliegenden Modelle nehmen nicht mehr
Platz ein als ein DIN A 5-Umschlag, aufge-
klappt ergeben sie ein auf dem A 4-Karton ste-
hendes Modell von ca. 10 cm Hohe. (Abbil-
dung 1) (Fiir Lehrer: Selbstverstindlich kann
man bei Demonstrationsmodellen auch eine
Basis des Formates A 3 — geknickt dann A 4 -
nehmen und die Modelle entsprechend groBer
ausfiihren.)

Die Herstellung ist einfach:

— Man iibertrdgt zunichst die Netzvorlagen
(Abbildung 2) auf den Zeichenkarton in
den in der Tabelle vorgeschlagenen Maflen,
(Werden z. B. grofiere Hohen gewiihlt, dann
kann es passieren, daB das gefaltete Modell
aus der zugeklappten Basis, die ja als
Schutzhiille dient, hervorragt und dadurch
leicht beschidigt wird.)

— Danach ritzt man die Knickkanten vorsich-
tig an und sichert sie am besten mit einem
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Stiick Klebestreifen auf der spiteren Innen-
seite des Modells.

— Nach dem Ausschneiden klebt man die vor-
gesehenen Laschen auf die in den “Klebe-
pldnen” (Abbildung 3) schraffierten Fli-
chen.

- Vor den ersten Auf- und Zuklappversuchen
den Kleber gut antrocken lassen.

Hinweise zu giinstigen Maflen
der Modelle:

Die MaBe beziehen sich auf die in den Netzen
angegebenen Seitenlidngen (vgl. Abbildung
2t

Zu Klebeplan 1: (Sechsseitige Basis)
Regelmiiliges sechsseitiges Prisma:
a=45cm, Hohe h=8 em

RegelmibBige sechsseitige Pyramide:

a=475 cm, Seitenk. s =9 cm

Prismenstumpf und Pyramidenstumpf:

Nach Wahl am besten aus projizierendem
Schnitt entnehmen (lassen); Modell fiir Paral-
lelperspektivitit, Perspektivitit.

Zu Klebeplan 2: (Quadratische Basis)
Wiirfel a=7.5 cm

Quader mit quadratischer Basis

a=75cm, Hohe h=6 cm

RegelmiBige vierseitige Pyramide
a="75cm, Seitenk. s = 10 cm
Wiirfelschnitte (z. B. nach gleichseitigem
Dreieck...).

Zu Klebeplan 3: (Rechteck)
Quader mit rechteckiger Basis
a=10cm,b=45cm h=6cm
Pyramide mit rechteckiger Basis
a=10cm,b=45cm,s=10cm

Achtung: Vor dem Ankleben mufl man die
GroBe des Winkels zwischen Knickkante

und Rechteckseiten bestimmen; sie betrigt
bei den eingegebenen Werten fiir a, h und s
rund 38° fiir den Winkel zur kurzen Recht-
eckseite.

Bemerkung:

Auch andere Korper, z. B. regelmiiBige Okta-
eder, lassen sich in Pop-Up-Bauweise herstel-
len, lediglich diese Basisplatte ist nicht reali-
sierbar. Beim “Normoktaeder” ABCD EF
denke man sich dieses zum Beispiel lings der
Kanten AE und AF “aufgeschlitzt”, Das Okta-
eder lilt sich dann (ohne Gewalt) in eine plat-
te Form bringen.

Vorteile gegeniiber der
herkommlichen Modellbauweise:

Vorteil 1: Ihr (die Schiiler) konnt diese Mo-
delle immer ohne viel Platzaufwand mitneh-
men und vor allem ohne fiirchten zu miissen,
die Modelle beim Transport zu beschidigen
oder gar zu zerstoren,

Fiir die Lehrer: Denken Sie daran, wie oft die
Schiiler der unteren Klassen das in manchen
Schulbiichern angebotene Quader- oder Wiir-
felfaltnetz beschidigen und wie lange es bei
manchen Schiilern dauert, diese Modelle in
der Schulstunde zusammenzubauen, wenn sie
gebraucht werden.

Vorteil 2: Auch iiber liingere Zeitrdume kon-
nen diese Modelle bequem (im Biicherregal)
aufbewahrt werden — ohne zu verstauben. Die-
ser Vorteil ist vor allem bei Platzmangel zu
Hause oder in der Schule gewichtig!

Vorteil 3: (v, a. fiir Lehrer) Man kann diese
Modelle mitnehmen, ohne gleich von vorn-
herein durch die mitgebrachte Modellsamm-
lung die Schiiler vor dem festgelegten Zeit-
punkt abzulenken. (Praktisch giinstig, wenn
man noch nicht weil}, ob man in der folgenden
Stunde wirklich so weit kommt...)

von Thomas Miiller, Krems/Donau

Literatur

1] Mathematical Curiosities 3 von Gerald Jenkins
und Anne Wild.

Tarquin Publications, Stradbroke. 1990.
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Nadeln im Heuhaufen

Primzahlen spielen eine grundlegende Rol-
le bei der Untersuchung der Teilbarkeit
natiirlicher Zahlen. Biicher bieten zur Er-
mittlung von Primzahlen hiufig das Sieb
des Eratosthenes an. Relativ unbekannt,
aber bedeutend effektiver ist das hier vor-
gestellte Sieb des Sundaram.

Teilerarme Zahlen

Die Zahl 12 hat sechs Teiler: 1, 2, 3, 4, 6 und
12. Beispielsweise ist 4 ein Teiler von 12,
denn 12 kann als Produkt aus 4 und einer wei-
teren natiirlichen Zahl (hier: 3) geschrieben
werden: 12 =4 - 3. Hingegen ist 5 kein Teiler
von 12, denn die Gleichung 12 =5 - x hat kei-
ne natiirliche Zahl x zur Losung.

Die Aussage "4 ist ein Teiler von 12* schreibt
man in der Mathematik kurz so: 4 | 12, und
51 12 (Teilbarkeitszeichen durchgestrichen)
bedeutet natiirlich 75 ist nicht Teiler von 12",
Allgemein kann man also sagen: Die natiirli-
che Zahl a ist ein Teiler der natiirlichen Zahl b
(in Zeichen a | b) genau dann, wenn es eine
natiirliche Zahl x so gibt, dal b=a - x ist.

Komisches, Kniffliges
und Knackiges

Welche Teiler hat die Zahl 1? Welche Zah-
len haben 1 als Teiler? Welche Teiler hat
die Zahl 0? Welche Zahlen haben 0 als Tei-
ler? Hinweis: Man benutze die oben ange-
gebene Definition der Teilbarkeit.

Jede natiirliche Zahl a>1 hat mindestens zwei
Teiler, ndmlich 1 und a selbst. Zahlen, die
aufler diesen beiden Teilern keine weiteren
Teiler besitzen, heiben Primzahlen, Sie sind
also gewissermaflen die “teilerdirmsten” Zah-
len. Die kleinste unter ihnen ist die Zahl 2,
weitere Primzahlensind 3,5,7,11, 13,17, 19,
23... Suche noch weitere Primzahlen, viel-
leicht auch eine, die grofer ist als 100 (oder
500 oder 1000).

Die Primzahlen als Bausteine aller
natiirlichen Zahlen

Schon die alten Griechen wufiten, dal jede
natiirliche Zahl >1 entweder eine Primzahl ist
oder sich als Produkt von Primzahlen schrei-
ben 1dBt; die Primzahlen mithin sozusagen die
Bausteine sind, aus denen man durch Multi-
plikation alle natiirlichen Zahlen gewinnen
kann. Deswegen nennt man die Nichtprim-
zahlen auch zusammengesetzte Zahlen.

Eratosthenes von Kyrene

spiel eine Erdkarte anfertigte.

messungen der Erdkugel vor.

nungs- und Gedankenaustausch.

maios.

Eratosthenes von Kyrene war ein Universalgelehrter. Seine Verdienste liegen
aber vor allem auf dem Gebiet der mathematischen Geographie, wo er zum Bei-

Dazu teilte er die Erde in Vierecke ein, bestimmte den Erdumfang und nahm Ver-
Mit Archimedes fiihrte Eratosthenes einen brieflichen wissenschaftlichen Mei-

Etwa um 246 v. u. Z. wurde er an den Kénigshof von Alexandria gerufen, um dort
als Prinzenerzieher und Direktor der Bibliothek zu wirken.
Alexandria war zu dieser Zeit das Zentrum der antiken Wissenschaft.

Noch vor 300 v. u. Z. wurde dort das sogenannte Museion ins Leben gerufen. Die-
ses erste staatlich begriindete und unterhaltene Forschungszentrum besaf3 Hor-
séle, Arbeitszimmer, Speiseraume, eine Art Sternwarte, zoologische und botani-
sche Garten. Angegliedert war eine riesige Bibliothek. Sie umfaBte etwa 400 000
Papyrusrollen, gesammelt wurden die wissenschaftlichen, philosophischen und
schéngeistigen Schriften der Volker des Mittelmeeres und des vorderen Orients.
Gewirkt haben am Museion so bedeutende Naturforscher und Mathematiker wie
Euklid, Archimedes, Apollonius, Diophantos, Heron von Alexandria und Ptole-

Leider wurde diese Bibliothek durch die Romer vernichtet. Unter anderem be-
heizten sie mit den wertvollen Schriften ihre Bader.
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Diese Erkenntnis ist freilich nicht sehr tietlie-
gend, weil sofort einzusehen: Ist a keine Prim-
zahl, so hat a mindestens einen (von | und a
verschiedenen) Teiler t; also a =t - s. Nun sind
entweder s und t beides Primzahlen — dann ist
die gewiinschte Zerlegung von a bereits er-
reicht —, oder sie sind es nicht. Dann wendet
man dieselbe Uberlegung auf die einzelnen
Faktoren t und/oder s an und erhilt etwa
a=t-s=(t -t)-(s -s), usw. Dabei jedem
Schritt minéesl—cns ein Faktor in ein Produkt
echt kleinerer Faktoren zerfillt (der Faktor 1
tritt nicht auf!), muB das Verfahren nach einer
gewissen Anzahl von Schritten zur gewiinsch-
ten Zerlegung fiihren.

Zerlege die Zahl 60 auf diese Weise!
Wesentlich interessanter ist nun die Tatsache,
daB es zu jeder Zahl a (a > 1) nur eine solche
Primfaktorzerlegung gibt, auf welchem Wege
und iiber welche “Zwischenschritte” man sie
auch immer gewinnen mag. (Die Reihenfolge
der Faktoren ist freilich beliebig; man kinnte
sie z. B. nach der GroBe ordnen. ) Man kann al-
so sagen: Jede Zahl a > 1 ist entweder eine
Primzahl oder auf eindeutige Weise als Pro-
dukt von Primzahlen darstellbar.

Die Suche nach den Primzahlen

Um die Primfaktorzerlegung etwa von 1386
7u gewinnen, rechnen wir vielleicht so: 1386
=9-154=(3-3)-(77-2)=(3-3)-(11-7)-2
=2-.3.3-7-11.und damit sind wir fertig,
denn nun sind alle Faktoren Primzahlen.
Schwieriger ist es schon, zu erkennen, dall
72 775 727 =7 151 - 10 177 bereits die ge-
wiinschte Zerlegung ist, denn 7 157 und
10 177 sind beides Primzahlen. Es ist ver-
standlich, dab Primzahlen beim Durchlaufen
der Zahlengeraden immer seltener auftreten
(warum?), die Suche nach ihnen schlieilich
vergleichbar wird mit jener nach der “Nadel
im Heuhaufen™,

Das wirft die Frage auf: Wie kann man auf
maoglichst effektive Weise zu einer moglichst
weil reichenden Primzahl-Liste kommen?
Das Priifen jeder Zahl auf ihre Teilbarkeitsei-
genschaften, ob nun “von Hand” oder mit dem
Computer, ist gewill wenig effektiv. und bei
groBeren Zahlen kommt selbst der Computer
ins Schwitzen. Die Biicher bieten hiufig das
sogenannte Sieb des Eratosthenes an; es ist
zwar sehr leicht zu verstehen, aber doch ziem-
lich unhandlich [Eratosthenes war ein griechi-
scher Gelehrter, der etwa von 275 v. u. Z. bis
195 v. u. Z. lebte]. Ein wenig bekanntes, aber
recht wirkungsvolles Verfahren ist das Sieb
des Sundaram [indischer Mathematiker]. Es
beruht auf folgenden Uberlegungen: Aufier 2
ist offenbar jede Primzahl ungerade. Warum?
Konnte man nun alle ungeraden Nicht-Prim-
zahlen (bis zu einer beliebig vorgegebenen
Schranke) aufschreiben, wiiite man: alle nicht
notierten ungeraden Zahlen sind Primzahlen.
Mit anderen Worten: Sundarams Sieb filtert
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Das 7. Weltwunder der Antike —
der Leuchtturm auf der Insel
Pharos vor Alexandria

Im Jahr 279 v. u. Z. wurde dieser sagen-
umwobene Turm gebaut. Das zwischen
120 und 140 m hohe Bauwerk wurde
zuniéichst als Landmarke errichtet, spiter
als Leuchtturm umgeriistet.

Er wurde Vorbild fiir alle spiter errichte-
ten Leuchttiirme. Im 14. Jahrhundert zer-
storte ein Erdbeben das Bauwerk. Nun
soll er wieder aufgebaut werden. Aller-
dings nicht genau an der historischen
Stelle, denn dort errichteten die Mamlu-
ken aus den Kalksteinquadern des zer-
storten Turmes eine Seefestung. Gebaut
wird anhand einer Zeichnung des deut-
schen Archiiologen und Architekten Frie-
drich von Thiersch (siche oben). Das ge-
naue Aussehen konnte nicht rekonstruiert
werden.

Kosten soll das lukrative Projekt 35 bis
50 Millionen Mark. geniigend Finanziers
haben Interesse bekundet.

genau die ungeraden Nichtprimzahlen heraus!
Die erste ungerade Nichtprimzahl (>1) ist 9,
die zweite ungerade Nichtprimzahl ist 15. Mit
diesen beiden Zahlen beginnt man das unten-
stehende Schema aufzubauen: Die erste Zeile
beginnt mit den genannten Zahlen 9 und 15
und wird gleichabstiindig fortgesetzt; jede fol-

(it

gende Zahl geht aus der vorangegangenen al-
so durch Addition von 6 hervor. Sodann soll
das Schema symmetrisch sein, d. h., mit der
ersten Zeile hat man auch die erste Spalte und
damit die Startzahlen fiir die 2.. 3., usw. Zeile.

Das Schema des Sundaram

ol 15| 21| 27| 33| 39| 45]..
15(25] 35| 45| 55| 65| 75| ..
21|35 | 29| 63| 77| 91]105]..
27145 | 63784 99 [117]135] ...
33155 | 77| 99 [124.]143 | 165] ...

39(65 | 91117143 [169 ] 195/ ...
45|75 | 105 135 [165 | 195 [ 223

Auch in diesen Zeilen erhilt man jede Zahl
aus der vorangegangenen durch Addition ei-

Verkiirztes Sundaram-Schema fiir die ungeraden Nichtprimzahlen < 100

verdoppeln.

neal zu losen.

lich.

9 15 21 27 33 39 45 51 57 63 69 75 81 87 93 99
25 35 45 55 65 75 85 95
49 63 77 91
81 99
Das Delische Problem

Auf eine Erfindung des Dichters Eratosthenes geht folgende Geschichte zuriick:

Auf der griechischen Insel Delios befand sich ein wirfelférmiger Altar des Apollon, Sohn
des héchsten griechischen Gottes Zeus. Dort gab eine Priesterin, die Pythia, Weissa-
gungen (Orakel). Als sich die Delier zur Abwendung einer Seuche an das Orakel wand-
ten, erhielten sie die Aufgabe, den Altar Apollons unter Beibehaltung seiner Form zu

Eratosthenes hat sich sehr ausfiihrlich mit der Wirfelverdoppelung beschaftigt und
auch ein Instrument (Mesolab) zur mechanischen Lésung gefunden. Da die Rechen-
techniken der alten Griechen sehr gering entwickelt waren, versuchten sie alle wesent-
lichen mathematischen Probleme durch geometrische Konstruktionen mit Zirkel und Li-

Allein mit diesen beiden Hilfsmitteln die Seite eines Wirfels zu konstruieren, dessen Vo-
lumen doppelt so grof ist wie das Volumen des gegebenen Wiirfels, ist jedoch unmdg-

nach: H. Pieper: Heureka, Deutscher Verlag der Wissenschaften, MSB Nr. 135

Die rechnerische Losung tiberlassen wir nun Euch!
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ner festen GroBe, die bei der 2. Zeile 10, bei
der 3. Zeile 14, bei der 4. Zeile 18 usw. be-
trigt, allgemein: die konstante Differenz
zweier benachbarter Zahlen der i-ten Zeile be-
trdgt4i+ 2 (i=1, 2, 3...) Dieses Schema kann
man nun nach rechts und nach unten so weit
fortsetzen (oder vom Computer ausrechnen
lassen — wer schreibt ein einfaches Pro-
gramm?), wie man es fiir wiinschenswert er-
achtet. Wer Zeit sparen will, nutzt die Sym-
metrie des Schemas und notiert nur die Zahlen
oberhalb bzw. unterhalb der Diagonalen. wie
im angegebenen “verkiirzten Sundaram-Sche-
ma” fiir die Nichtprimzahlen kleiner als 100
ausgefithrt. Wie erhiillt man dann die **Start-
zahlen™ in der Diagonale?
Nun miissen wir zeigen: a) das Sundaram-
Schema enthiilt nur zusammengesetzte Zah-
len; b) jede zusammengesetzte (ungerade)
Zahl kommt in diesem Schema vor. Dann sind
die Primzahlen (# 2) genau die im Schema
fehlenden (ungeraden) Zahlen.
Zu a) Wir berechnen das in der i-ten Zeile und
k-ten Spalte stehende Element a_: Zu ihm ge-
langt man, ausgehend vom ersten Element a
dieser Zeile, in (k — 1) Schritten der Konstan-
ten Schrittweite 41 + 2,
alsota_ =a_ + (k- 1)(4i+ 2). Nun ist das er-
ste Element der i-ten Zeile gleichzeitig das
i-te Element der 1. Zeile (Symmetrie!), und
dieses erhilt man aus dem ersten Element 9™
der 1. Zeile nach (i — 1)-Schritten der gleichen
Schrittweite 6 (fiir die 1. Zeile);
alsoa =9+ (i - 1)6 =61 + 3. Insgesamt er-
hiilt man damit:
a =6i+3+(k—1)(4i+2)

=4ik + 21 + 2k + 1

=(2i + 1)2k + 1). Nun sicht man, daB a
eine zusammengesetzte Zahl ist!
Zu b) Ist z eine beliebige (ungerade) zusam-
mengesetzie Zahl, so besitzt z (mindestens)
zwel (von | und z verschiedene) ungerade
Teiler, die wir etwa mit 2r + | und 2s + 1 be-
zeichnen.
Alsoist z=(2r + 1)(2s + 1) und steht nach a)
in unserem Schema in der r-ten Zeile und s-ten
Spalte. Damit ist alles bewiesen.

Herbert Kiistner, Sektion Mathematik
der Universitit Leipzig
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Das dritte

Planetengesetz von Kepler
— einmal ganz anders

Jeder Schiiler lernt spitestens im
Astronomieunterricht die drei Plane-
tengesetze von Kepler. Mit Recht, denn
mit ihnen hat Kepler die zu seiner Zeit
noch vorhandenen Mingel des ko-
pernikanischen Weltsystems beseitigt.
1609 kam sein beriihmtes Buch
«Astronomia nova» (Neue Astrono-
mie) zum Druck und begriindete sei-
nen Ruhm als Astronom. Darin sind
die ersten beiden nach ihm benannten
Planetengesetze enthalten:

1. Jeder Planet liuft auf einer Ellipsen-
bahn um die Sonne, die in einem der
beiden Brennpunkte steht.

2. In gleichen Zeitabschnitten iiber-
streicht die Strecke Sonne-Planet
gleichgrofe Flichenstiicke, daher ist
die Geschwindigkeit der Planeten in
Sonnenniihe grijfer als in Sonnenfer-
ne.

Uber Jahrzehnte unternommene genaue Mes-
sungen der Marsbahn von Tycho de Brahe wa-
ren das wissenschaftliche Erbe, das dieser sei-
nem Nachfolger als kaiserlicher Astronom in
Prag bei seinem Tod 1601 hinterliel3.

Um nun Keplers Leistung bei dieser riesigen
Arbeit richtig einzuschitzen, muB der Leser
wissen, daff die Planetenbahnen mit wenigen
Ausnahmen sich kaum von idealen Kreisbah-
nen unterscheiden (alpha, Heft 1/88).

Zehn Jahre nach der «Astronomia nova» er-
schien 1619 Keplers zweites Hauptwerk mit
dem Titel «Harmonices mundi» (Die Welthar-
monien). Darin ist neben zahlreichen mathe-
matischen Entdeckungen sein drittes Plane-
tengesetz enthalten, es besagt (etwa) folgen-
des:

3. Die dritten Potenzen der Abstinde al-
ler Planeten von der Sonne stehen im
gleichen Verhiiltnis, wie die Quadrate
ihrer Umlaufzeiten.

Fiir die mittleren Abstinde ist damit ein ge-
nauer Zusammenhang zu den Umlaufzeiten
im Sonnensystem erkannt worden, wieder hat
Kepler ein gewaltiges Beobachtungsmaterial
seiner Vorginger genial zu einem mathema-
tisch formulierten Gesetz zusammengefalt.
Wir wollen einmal einen ganz anderen Weg
einschlagen, um zu seinem dritten Gesetz zu
gelangen: Wegen der riesigen Entfernungen
der Planeten von der Sonne fiihrten die Astro-
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nomen die mittlere Entfernung Sonne-Erde als
astronomische Einheit AE = 149,6 - 10r km
ein. In Tabelle 1 sind die Abstinde in der 1.
Spalte also auf die Erde bezogen. In der 4,
Spalte sind die Umlaufzeiten in Jahren ange-
geben.

Aufgaben

1 Man berechne das 3. Kepler-Gesetz im
doppeltlogarithmischen Diagramm mit
den Entfernungen der 3. Spalte!

2 Man berechne den Proportionalitiitsfak-
tor aus dem Achsenabschnitt!

3 Man berechne den Mittelwert des An-
stiegs fiir alle Planeten!

Um nun alle Daten der Tabelle in ein Dia-
gramm zu zeichnen, muf} die Abszissenachse
fiir die Entfernungen bis 40 und die Ordina-
tenachse fiir die Umlaufzeiten sogar bis 250
reichen. Man trigt daher solche Tabellen im
logarithmischen Mafistab auf, dazu werden
die Entfernungen und die Umlaufzeiten loga-
rithmiert (vgl. Spalte 2 und 5). In Abb. 1 lie-
gen die Wertepaare fiir alle Planeten, auch fiir
diejenigen, die Kepler noch nicht kannte, sehr
gut auf einer geraden Linie. Mit den Achsen
logU und loga hat der mittlere Anstieg den
Zahlenwert 1.5, Die Verbindungsgerade liuft
genau durch den Ursprungspunkt, in dem die
Erde mit den beiden Koordinaten 1, das heilit
log 1 = 0 eingezeichnet werden muf. Soweit
das iiberraschende Ergebnis der graphischen
Auswertung fiir alle Planeten nach Tab. 1.
Die Gleichung fiir diese Gerade durch den
Nullpunkt heibt jetzt:

log U=m" log a mit dem Anstieg m= 1.5 (1)

multipliziert man auf beiden Seiten mit dem
Faktor 2, so folgt

2:-logU=3"logaoderlog U=loga’. (2)

Auf der Erde mit den Koordinaten 1 bezogen
erhalten wir entlogarithmiert aus Gleichung
(2) das dritte Gesetz von Kepler

2] =a% L, (3)

Nicht auf die Erde bezogen gilt dann fiir die
Planeten untereinander
U

:U A 4)

—
P

3
=aj:a

[T

Wenn wir das Planetengesetz nicht als Ver-
hiiltnisgleichung schreiben wollen, miissen
wir einen Proportionalititsfaktor K einfiihren

U=k-a’ (5)

Wie in Abb. 1 zu sehen ist, erfiillen auch die
weit von der Sonne entfernten Planeten Ura-
nus, Neptun und Pluto sehr gut das 3. Gesetz
von Kepler, obwohl er diese noch nicht ken-
nen konnte. Mehr noch: In der Neujahrsnacht
1801 hat der italienische Astronom Piazzi den
ersten Planetoiden Ceres entdeckt. Planetoi-
den sind sehr kleine Planeten, bis 1810 wur-
den die vier grofiten unter ihnen gefunden, es
sind Ceres mit 1025 km Durchmesser, Pallas
mit 560 km, Vesta mit 525 km und Juno mit
190 km. Fiir den ersten hat der Mathematiker
Carl Friedrich Gauss, er war damals 23 Jahre
alt, aus nur wenigen Beobachtungsdaten von
Piazzi mit seinen ganz neuen mathematischen
Methoden die genaue Ellipsenbahn berechnet.
In der Neujahrsnacht 1802 fand dann der Arzt
und Astronom Olbers Ceres an der vorausbe-
rechneten Stelle wieder. Heute kennen die
Astronomen weit tber 1000 solcher kleiner
Himmelskorper, deren Bahnen fast alle zwi-
schen der des Mars und des Jupiters liegen.
Fiir den Mittelwert aller Abstinde von der
Sonne hat man 2,9 AE und fiir dic mittlere
Umlaufzeit U = 4.5 Jahre berechnet. Selbst
diese Mittelwerte liegen noch recht gut aut der
Geraden in Abb. 1. Obwohl Kepler schon na-
he dran war, hat erst Newton das allgemeine

Tabelle 1: Abstand von der Sonne und Umlaufzeiten der Planeten

a a u logU
Planet Symbol - loga - m T log U Toga
Merkur 0,387 |-04122 0,5791 0,241 | -0.,61979 1,499
Venus 0.723 | -0,14086 1.0821 0,615 | -0.21112 | 1.4988
Erde 1.0 0, 1,496 1,0 0, —_
Mars 1.524 0.18298 2,279 1.881 0.27439 | 1.4995
Jupiter 5,203 0.71625 7,783 11,862 1,07416 | 1.4997
Saturn 9,546 0,97982 14,28 29,458 1,46920 1,4995
Uranus 19,18 1,28285 | 28,72 84,02 192438 | 1,5000
Neptun 30.09 1.47842 | 4498 164,78 2,21690 | 1.4995
Pluto 39.7 1.59879 | 59.46 2477 2.39393 | 14973
Planetoiden 29 0.46239 4,338 4.5 0,65321 1.413
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Gravitationsgesetz ge-
funden, aus dem die
drei Kepler-Gesetze
zwangsliufig folgen.
Es steht in seinem
Hauptwerk «Principia
mathematica philoso-
phiae naturalis» (Ma-
thematische Prinzipi-
en der Naturphiloso-
phie), das 1687 in
England  gedruckt
wurde. Demnach ist in
K aus Gleichung (5)
sowohl die allgemeine
Gravitationskonstante
als auch die Sonnen-
masse enthalten. Bei
genauerer Berechnung
gehen noch die Plane-

Planetoiden

tenmassen ein, aber im ! ?

Vergleich zur Sonne ol

konnen diese vernach-
ldssigt werden, damit g
bleibt Keplers 3. Ge-
setz eine sehr gute
Niherung, wie auch
Abb. 1 zeigt. In der

3
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wissenschaftlichen
Arbeit wird nicht nur
der Astronom, sondern jeder Naturforscher
doppeltlogarithmische Diagramme benutzen,
wenn er fiir seine Messungen ein allgemeines
Potenzgesetz erwarten kann.

Mit dem Ansatz

5

ergibt sich eine Geradengleichung, wenn man
auf beiden Seiten logarithmiert

y=K-x

(6)

Trigt man nun als Ordinate log y und als Ab-
szisse log x auf, so kann aus dem Anstieg im
Falle eines linearen Verlaufs der gegebenen
Wertetabelle der Exponent n aus Gleichung
(5) sehr genau ermittelt werden, n muf} dabei
keineswegs ganzzahlig sein. Aus Physik und

logy=1log K+n-logx.

Tabelle 2: Molwirme von Flufispat bei sehr tiefen Temperaturen,

(Temperaturangaben in Kelvin)

Abb. 1: 3. Planetengeseitz

Chemie lassen sich zahlreiche Beispiele sol-
cher Diagramme in doppellogarithmischen
Koordinaten angeben. Der Handel hiilt fiir die-
sen Zweck entsprechend vorgedruckte loga-
rithmisch eingeteilte Millimeterpapiere bereit.
Wir wollen hierfiir ein Beispiel aus der Ther-
mochemie erldutern: 1912 hat der bedeutende
niederldndische Physiker Peter Debye fiir den
Verlauf der Molwirmen C fester Kirper bei
sehr tiefen Temperaturen T theoretisch ein T*-
Gesetz nach der Formel

Gk T (7)
vorausgesagt, Spiter ist dieses Potenzgesetz
an zahlreichen einfachen Kristallen nichtme-
tallischer Art bestiitigt worden, nachdem man
mit Hilfe des fliissigen Heliums Messungen
bei sehr tiefen Temperaturen durchfiihren
konnte. Die Molwirme
C eines Stoffes ist dabei
diejenige Wirmemen-

T ge, die man zur Tempe-
— | 1gT Molwirme C lg C lgC raturerhéhung um ein
in Kelvin i Grad benétigt, wenn ein

Mol gemessen wird.
17,5 1,2430 | 0,022 -1,6575 | -1,636 0,023 Nacthleichung )
19.9 1.2988 | 0,034 -1.4685 | -1470 | 0,034 sl dic Mol itz G
23,5 1,3711 0,056 -1,2518 | -1,255 0,055 steil abfallen, wenn die
27,6 14400 | 0,092 -1,0362 | -1.047 0.089 Temperatur auf sehr
29,15 14646 | 0,110 -0,9586 | 0977 | 0,104 | kleine Werte emiedrigt
36,0 1,5563 | 0,179 07471 |-0745 |o01s0 | Wird Tabelle 2 enthilt
eine sehr genaue Mes-
55,1 1,7411 | 0,68 -0,1675 | -0,154 0,668 sung fiir FluBspat CaF,,
die wir logarithmisch
auswerten wollen, um
Gleichung (7) zu (iber-
priifen.
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Abb. 2: CaF, Flufispat

Aufgaben

4 Man zeichne die Molwiirme C gegen die
Temperatur T als kubischen Graph.

5 Man berechne die Anstiegswerte aus dem
logarithmischen Diagramm jeweils zwi-
schen den benachbarten Punkten und
bilde den Mittelwert fiir die Steigung.

Abb. 2 gibt den sehr guten linearen Verlauf in
doppeltlogarithmischen Koordinaten an. Die
Rechnung liefert einen Anstieg mit dem Wert
m = 298, also aufgerundet 3, wie es Glei-
chung (7) verlangt. Der Achsenabschnitt be-
rechnet sich zu

logK=-5-34,d.h. K=4,6-10". (8)

Auch dieser Wert steht in guter Ubereinstim-
mung mit der theoretischen Formel von De-
bye, die wir hier aber nicht erldutern wollen.
Auch nach Erfindung der Taschenrechner
lohnt die Beschiiftigung mit Logarithmen.

‘Man kann nun mit den Mitteln der hdheren

Mathematik aus dem Minimum der Fehler-
quadratsummen bei jeder Messung nach
Gauss noch eine genaue Ausgleichsrechnung
fiir die ermittelten Geraden durchfiihren. Fiir
die Giite der jeweiligen Messung und Berech-
nung wird dann ein Korrelationskoeffizient
definiert, der im theoretischen Idealfall. d. h.
wenn simtliche Fehler verschwindend klein
ausfallen, den Wert eins annimmt. In unserem
Beispiel fiir die Planeten betriigt er 0,99995,
eine glinzende Bestitigung fiir den groBen
Astronom Johannes Kepler, der die Planeten-
gesetze vor 380 Jahren genial erkannt hat.

J. Buhrow
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Die Olympiade-Ecke

Der Landeswettbewerb Mathematik

Uberregionale Mathematikrunden, die
sich als eigenstiindige FirdermaBnah-
men fiir die Jiingeren unter Euch (etwa
aus den 8. und 9. Klassen) verstehen,
sind in den alten Bundesldndern noch
sehr spirlich gesiit. Soweit mir be-
kannt ist, gibt es davon nur drei. Der
ilteste und iiber lange Zeit auch einzi-
ge Wettbewerb dieser Art, ist der Ma-
thematik-Wettbewerb des LLandes Hes-
sen, der im Schuljahr 1969/70 zum er-
sten Mal ausgetragen wurde. Genau 20
Jahre spiiter hat der Landeswettbe-
werb Rheinland-Pfalz das Laufen ge-
lernt. Gegen diese beiden Konkurren-
ten konnte sich nur noch ein dritter
Vertreter dieser Gattung behaupten:
der Landeswettbewerb Mathematik
Baden-Wiirttemberg. Gerade mal zwei
Jahre ilter als sein rheinischer Vetter,
geht nun die baden-wiirttembergische
Variante mit Beginn des Schuljahres
1992/93 bereits in die sechste Runde.

Urspriinglich sollte der Wettbewerb im
Siid(west)en Deutschlands die bisher vernach-
ldssigte Zielgruppe der Schiiler bis einschlief3-
lich Klassenstufe 9 ansprechen. Aber schon in
seinem zweiten Austragungsjahr wurden auch
Schiiler der Jahrgangsstufe 10 zugelassen, so
dal} nun zwei Wettbewerbe sozusagen parallel
laufen. Um die unterschiedlichen Vorkennt-
nisse zu beriicksichtigen. kénnen sich alle
Teilnehmerinnen und Teilnehmer der ersten
Runde bis hinauf zur Klassenstufe 9 vier der
sechs gestellten Aufgaben auswihlen,
wiithrend fiir Schiilerinnen und Schiiler der 10.
Klassen nur die Aufgaben 3 bis 6 gewertet
werden konnen. Einzelheiten dariiber kann
Euch aber viel genauer StD Franz Amann aus
Mannheim erzihlen, der uns den nachfolgen-
den Bericht zugeschickt hat. Franz Amann,
der seit vielen Jahren in der Férderung mathe-
matisch Begabter titig ist, gehort (als ge-
schiftsfiihrendes Mitglied) der Arbeitsgruppe
an, die vom baden-wiirttembergischen Mini-
sterium fiir Kultus und Sport mit der Durch-
fiihrung des Landeswettbewerbs beauftragt
worden ist.

Die Beschiftigung mit Mathematik:
Eine Mausefalle fiir Problemloser

Das Kultusministerium Baden-Wiirttemberg
14dt seit 1987 alle Schiilerinnen und Schiiler
von Realschulen und Gymnasien bis ein-
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Baden-Wiirttemberg

schlieBlich Klassenstufe 10 zur Teilnahme am
Landeswettbewerb Mathematik ein. Dieser
Wetthbewerb soll zur Beschiiftigung mit ma-
thematischen Problemen anregen und bietet
Freunden kniffliger Aufgaben die Moglich-
keit, ihre Fihigkeiten zu erproben und weiter-
zuentwickeln.

Auch die jiingeren Leser von alpha haben si-
cherlich schon selbst die Herausforderung er-
lebt, die von einer scheinbar leicht losbaren
Aufgabe gerade dann ausgeht, wenn der erste
oder zweite Losungsversuch gescheitert ist.
Der osterreichische Schriftsteller Egmont von
Colerus hat in einem seiner populir-mathema-
tischen Biicher diese Situation mit einer Mau-
sefalle verglichen, in der man dann gefangen
ist. Bei der Auswahl der Aufgaben gehen wir
deshalb davon aus, dalb die Problemstellungen
den Schiilern nicht fremdartig und die Losung
— wenn auch unter Schwierigkeiten — erreich-
bar erscheinen sollen, Auf verfremdende Ein-
kleidungen wird in der Regel bewuft verzich-
tet. Zu jeder der Aufgaben 1 bis 4 muf} es min-
destens eine Ldsung geben, zu der die erfor-
derlichen Kenntnisse zum Zeitpunkt des Wett-
bewerbs normalerweise auch bei den Schiilern
der Klassenstufe 8 vorhanden sind.

In welchem Umfang uns die Realisierung die-
ser Zielsetzungen bei den Aufgaben des Wett-
bewerbs 1991 gelungen ist, moéchte ich dem
Urteil der Leser tiberlassen.

Aufgabe 1

Bei einem Trapez sind drei Seiten gleich
lang; die vierte Seite hat die doppelte Liin-
ge.

Unter welchem Winkel schneiden sich die
Diagonalen?

Aufgabe 2

Addiert man die Einerziffern aller Teiler
von 1991, so erhiilt man ein Vielfaches
von 1991.

Welches Vielfache ist es?

Aufgabe 3

Gegeben ist ein Dreieck ABC. Der Kreis k|
geht durch C und beriihrt die Gerade (AB)
in A, der Kreis kz geht durch C und beriihrt
die Gerade (AB) in B.

Fiir welche Dreiecke ABC liegen C und die
Mittelpunkte der Kreise k und k, auf einer
Geraden?

Aufgabe 4 (Zeichnung)
Ein Quadrat ABCD wird in
Teilflichen zerlegt (siehe Figur).

vier

Abb. 1

Kann man den Punkt P auf der Strecke AB
so wiihlen, dal} sich die Inhalte der vier
Teilfliichen wie 1:2:3:4 verhalten?

Aufgabe 5

Zeige: Fiir jede natiirliche Zahl n (n>0) laft
sich 9" als Summe von 3" aufeinanderfol-
genden Zahlen darstellen.

Aufgabe 6

Gegeben sind sechs Punkte. Je drei dieser
Punkte bilden ein Dreieck. Die Seiten dieser
Dreiecke sollen rot oder griin angemalt
werden.

Kann man vermeiden, daB eines dieser
Dreiecke nur gleichfarbige Seiten hat?

Die Vorstellung der Rahmenbedingungen
mochte ich mit einem kurzen Riickblick auf
die vergangenen Jahre verkniipfen.

Bei der Planung, Vorbereitung und Durch-
fiihrung arbeitet eine Gruppe von etwa zehn
Mathematikern zusammen. So kénnen die an-
fallenden Arbeiten auf mehrere Schultern ver-
teilt und eine vielfiiltige Palette von Erfahrun-
gen aus der praktischen Arbeit an verschiede-
nen Schulen genutzt werden.

In den ersten vier Jahren haben bis zu 600 Ju-
gendliche die Herausforderung des Wettbe-
werbs angenommen. Die jiingsten Teilnehmer
kamen bereits aus Klassenstufe 6 - der jiingste
erste Preistriger aus Klassenstufe 7. Mit un-
gefihr 30 % ist der Anteil der Midchen fiir ei-
nen mathematischen Wettbewerb erfreulich
hoch. Die hervorragenden Arbeiten von Teil-
nehmerinnen in den vier abgeschlossenen
Wettbewerben haben das Vorurteil widerlegt,
daBl Mathematik nichts fiir Midchen sei.

In diesem Jahr haben 400 Schiiler an der er-
sten Runde teilgenommen. Bei der Abfassung
dieses Berichts lagen die Ergebnisse der Kor-
rektur noch nicht vor.

Die erste Runde des Wettbewerbs beginnt je-
weils Ende September. Einsendetermin ist et-
wa eine Woche nach Ende der Herbstferien. In
dieser Zeit sind vier Aufgaben zu Hause
selbstiindig zu bearbeiten. Um die unter-
schiedlichen Vorkenntnisse zu beriicksichti-
gen, werden insgesamt sechs Aufgaben von
unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad ge-
stellt. Jingere Schiiler kénnen aus diesen
sechs Aufgaben vier auswihlen, wihrend fir
Teilnehmer der Klassenstufe 10 nur die Auf-
gaben 3 bis 6 gewertet werden. Fiir einen er-
sten Preis ist die Bearbeitung von vier Aufga-
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ben notwendig. Die ersten, zweiten und drit-
ten Preistriiger erhalten jeweils eine Urkunde
und einen Buchpreis. Fiir die Anzahl der
Preistriger gibt es keine obere Grenze. Trotz-
dem war in den vergangenen Jahren die An-
zahl der ersten Preistriger unabhiingig von der
Teilnehmerzahl mit ca. 90 recht stabil.
Fiir diese ersten Preistriiger der ersten Runde
besteht die Moglichkeit. sich durch die Teil-
nahme an einer zweiten Runde fiir ein mehrti-
giges mathematisches Seminar zu qualifizie-
ren. Die Aufgaben zu dieser zweiten Runde
werden den Jugendlichen Ende Januar person-
lich zugesandt.

Die Zielsetzung dieser viertiigigen Seminare

umfalt drei Bereiche:

- intensive Beschiftigung mit einem mathe-
matischen Thema aufierhalb oder am Rande
der Schulmathematik

- Schaffung von Kontaktmoglichkeiten zwi-
schen Jugendlichen mit dhnlich gelagerten
Interessen

- Anregungen zur Beschiiftigung mit aulier-
mathematischen Fragestellungen durch Be-
sichtigungen und Vortrige auch aus dem
Kreis der Teilnehmer

Die mathematischen Themen werden so ge-
wiihlt, dal die erforderlichen Vorkenntnisse
aus der Schulmathematik moglichst gering
sind. Wir sind dariiber hinaus immer geriistet,
durch zusiitzliche Materialien anfiingliche Un-
terschiede rasch aufzufangen.

Neben besonderen Themen aus Zahlentheorie
und Geometrie, wie das Rechnen mit Kongru-
enzen, Eulersche @-Funktion, Randwinkelsatz
und Umfeld etc., haben wir uns bereits mit
Probleml6sestrategien und Wahrscheinlich-
keitsrechnung beschiftigt.

Das charakteristische Merkmal der Seminar-
wochen liegt aber nicht in der Themenwahl,
sondern in der Arbeitsweise.

Jede Arbeitsphase umfallt einen Zeitraum von
circa drei Zeitstunden. In einer kurzen Ein-
fithrung von 20 bis 30 Minuten werden die
Schiiler auf die Problemstellung vorbereitet
und ziehen sich dann fiir etwa 1 1/2 Stunden in
Einzel- und Gruppenarbeit zuriick. Wihrend
dieser Zeit stehen die betreuenden Lehrer und
auch zwei iltere Schiiler oder Studenten fiir
die Beantwortung von Fragen bereit. Selbst-
verstindlich gehen wir auch zu den einzelnen
Gruppen und geben Anregungen, falls dies ge-
wiinscht oder erforderlich wird. Nach jeder
Arbeitsphase werden die Ergebnisse im Ple-
num diskutiert. Dadurch wird sichergestellt,
daB alle Teilnehmer die erforderlichen Vor-
kenninisse fiir die weitere Arbeit haben.
Begiinstigt durch einen grofiziigigen Zeitrah-
men und losgelost vom 45-Minuten-Takt des
Unterrichts, versuchen wir auch, die Schiiler
selbst schopferisch titig werden zu lassen. Da-
zu geben wir zusitzlich zu den konkreten
Ubungsaufgaben auch offene Fragestellungen
oder Leitfragen vor. Auf dieser Grundlage sol-
len sich die Teilnehmer in das Thema einar-
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beiten. Wir ermuntern sie auch, selbst weiter-
gehende Fragestellungen aufzuspiiren, zu for-
mulieren und schlieBlich zu beantworten. Den
Schiilern soll damit die Mdglichkeit gegeben
werden, sich im wissenschaftlichen Arbeiten
zu erproben.

Ein Beispiel soll dies abschlieflend erldutern.
Nach einer Einfiihrung zur Kongruenzenrech-
nung mit anschlieBenden Grundaufgaben, Be-
weistibungen und Anwendungen bei Proble-
men aus der Zahlentheorie lautet ein “For-
schungsauftrag™ zum Thema Zyklen bei der
Multiplikation.

a) Als Grundlage fiir das nachfolgende Bei-
spiel dient die Multiplikation mod 7. Stellt
man die Zahlen 1,2, 3.4, 5, 6 als Punkte dar
und deutet durch Pfeile an, in welche Zahl
jede dieser Zahlen bei Multiplikation z. B.
mit 2 iibergeht, so erhalten wir die beiden
Zyklen

A

Abb. 2

Bestimme auch fiir die Multiplikation mit
3.4, 5 und 6 mod 7 die Zyklen.

b) Untersuche nun die Zerlegung in Zyklen
bei der Multiplikation mod 12. Welche Un-
terschiede fallen Dir auf?

¢) Fiihre die Untersuchung auf Zyklen bei der
Multiplikation fiir weitere Primzahlmoduln
und Nichtprimzahlmoduln durch. Versuche
moglichst viele Eigenschaften der Zerle-
gungen herauszufinden.

Wie Thr dem Aufsatz von Herrn Amann habt
entnchmen konnen, erhalten die erfolgreich-
sten Teilnehmer des baden-wiirttembergi-
schen Wettbewerbs am Ende noch einige sel-
tene Einblicke in ihnen unbekannte Bereiche
der Mathematik. Aber auch zu Beginn eines
jeden neuen Wettbewerbsjahres versuchen die
Veranstalter, mathematisch interessierte
Schiiler mit ungewhnlichen Ausschnitten aus
dem weiten Feld der Rechenkunst zu kidern.
Am liebsten locken die Organisatoren auf
ihren Plakaten mit besonders dekorativen L-
sungsbeispielen aus fritheren Aufgabenrun-
den. So zeigt etwa das Plakatmotiv zur 1. Run-
de des Jahres 1990 eine graphische Darstel-
lung der Losung zu Aufgabe 1 des 1989%er
Wettbewerbs (siche Abb. 3):

Schneide aus Papier zwei kongruente, kon-
vexe Vierecke aus. Zerschneide das eine
liings der einen, das andere liings der ande-
ren Diagonalen. Kannst Du die vier ent-
standenen Dreiecke immer zu einem Paral-
lelogramm zusammenlegen? Begriinde
Deine Antwort! (Hinweis: Ein Viereck heifjt
konvex, wenn seine Diagonalen vollstindig im
Innern verlaufen. )

Abb. 3

Der Schmetterlingssatz

Selbst auf dem begleitenden Wettbewerbspro-
spekt warten die Ausrichter noch mit iiberra-
schenden Querverweisen auf. Manchmal ma-
chen sie sogar Anleihen aus dem Naturreich,
hinter denen wohl nur die wenigsten unter
Euch tiefere mathematische Zusammenhiinge
vermuten. So war auf dem Plakat des 3. Lan-
deswettbewerbs ein westafrikanischer Segel-
falter der Spezies Graphium rynderaeus Fa-
bricius zu bewundern. Seine ausgebreiteten
Fliigel dienten der Veranschaulichung einer
sonderbaren Eigenschaft von Kreissehnen, die
unter dem Namen Schmetterlingssatz in die
Geometrie eingegangen ist.

Abb. 4

Sind CD und EF zwei beliebige Kreissehnen,
die sich im Mittelpunkt M einer gegebenen
Sehne AB schneiden. so sind die Strecken MP
und MQ gleich lang. Dabei sind P bzw. Q die
Schnittpunkte der Sehne AB mit den Strecken
CF bzw. DE.

Der mathematische Kern des Schmetterlings-
satzes wird durch Abb. 5 auf der folgenden
Seite verdeutlicht. Es gibt eine Reihe von Be-
weisen dieses Satzes. Der folgende ist zwar
nicht der kiirzeste, er erfordert dafiir aber nur
Kenntnisse aus der Mittelstufe.
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Abb. 5 C E

Beweis

Spiegelt man den Punkt F an der Mittelsenk-
rechten m der Strecke AB, so entsteht das
gleichschenklige Dreieck FF'M. Da sowohl
AB als auch FF’ zu dieser Mittelsenkrechten
m orthogonal sind, sind sie zueinander paral-
lel. Aus der Gleichschenkligkeit von FMF’
und der Parallelitiit von AB und FF’ ergibt
sich

4MFF' =94FFM =94FMP=94QMF = ¢ (1)

Es soll nun gezeigt werden, daf die Dreiecke
PMF und MQF’ kongruent sind.

Da die Strecken FM und F'M gleich lang und
die Winkel FMP und QMF’ gleich groB sind,
geniigt dazu der Nachweis, dab in den beiden
Dreiecken PMF und MQF’ zusiitzlich die
WinkelmaBe bei F und F’ iibereinstimmen.

In dem Sehnenviereck EDF'F ergiinzen sich
die Innenwinkel bei F und D zu 180°. Da nach
(1) der Winkel QMF’ ebenso groB ist wie der
Winkel MFF’, gilt auch

4F'DQ+ ¢ QMF'=180°.

Nach der Umkehrung des Satzes iiber Seh-
nenvierecke liegen die Punkte D. F', M und Q
auf einem Kreis (sieche Abb. 7).

Als Randwinkel im gleichen Bogen iiber der
Sehne CE gilt (Abb. 6)

4CFE=<4CDE (2).
Im kleinen Kreis (Abb. 6) gilt als Randwinkel
iiber der Sehne QM entsprechend
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4MF'Q= ¢ MDQ (3).
Da der Punkt M auf der Strecke CD und der
Punkt Q auf der Strecke ED liegen, folgt

4 CFE= 4 CDE

=4MDQ=4¢MF'Q

FaBit man zusammen. so stimmen in den Drei-
ecken PMF und MQF’ eine Seitenlinge und
die WinkelmaBe der beiden anliegenden Win-
kel paarweise iiberein. Die beiden Dreiecke
sind damit kongruent.

Dies bedeutet, daB die Strecken PM und MQ
gleich lang sind, womit die Behauptung be-
wiesen ist.

Landeswettbewerb Baden-Wiirttemberg 1991

Losung zu Aufgabe 1:
/D7C\

A M B
Verbindet man den Mittelpunkt M der Seite
AB mit dem Punkt C, so wird das Trapez in
ein Dreieck MBC und ein Viereck AMCD
zerlegt. Die Seiten AM und CD des Vierecks
AMCD sind gleich lang und parallel. Das
Viereck AMCD ist deshalb ein Parallelo-
gramm, woraus dann folgt, daB auch die Sei-

ten MC und AD parallel und gleich lang sind.
Dies bedeutet aber

AM=MB=BC=CD=DA=MC=x.

Das Trapez wird also in ein gleichseitiges
Dreieck MBC und eine Raute AMCD zerlegt.
Daraus ergeben sich die im obenstehenden
Bild eingetragenen WinkelmaBe. Zeichnet
man in die Raute AMCD die Diagonale AC
ein, so entstehen zwei gleichschenklige, kon-
gruente Dreiecke AMC und CDA. Die Diago-
nale AC ist die Winkelhalbierende in der Rau-
te AMCD. Deshalb gilt s MAC=30°.

Aus Symmetriegriinden ist dann auch
4 DBM=30°. Der Schnittwinkel der beiden
Diagonalen ist Aullenwinkel des Dreiecks
ABS, und es gilt: ¢ = 60°.

Losung zu Aufgabe 2:

Die Zahl 1991 hat die Primfaktorzerlegung
11-181, deshalb gilt fiir die Primfaktorzerle-
gung von 1991"%
1991"%=(11-181)""=111"9%.181"*",

Jeder Teiler von 1991'°° hat deshalb die Form
11%181" mit 0 < a, b < 1990. Jeder dieser Tei-
ler besitzt die Einerziffer 1. Die Summe der
Einerziffern aller Teiler ist deshalb gleich der
Anzahl der Teiler von 1991 Um diese An-
zahl der Teiler zu bestimmen, iiberlegt man
so:

Man weil}, daB fiir eine Zahl n mit der Prim-
faktorzerlegung

P P27 pi™

die Anzahl T(n) der Teiler T(n):(rl+])-(r2+] )-

. +(r +1) betrdgt. Durch Vergleich mit
19917%°=11"%°.181"" erhilt man dann
r=r=1990 und damit T(199] 1990y =
1991:1991=1991". Die Summe der Einerzif-
fern aller Teiler ist also das 1991-fache von
1991.

s

Losung zu Aufgabe 3
G

A B

Damit der Kreis k] mit dem Mittelpunkt M1
die Gerade (AB) im Punkt A beriihrt, mub die
Gerade (AM ) orthogonal zu (AB) sein.
Damit der Kreis k| durch die Punkte A und C
geht, muB sein Mittelpunkt M| auf der Mittel-
senkrechten von AC liegen. Das Dreieck
ACMI ist dann gleichschenklig.

Der Mittelpunkt M, ist also der Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten von AC mit der Ortho-
gonalen zur Geraden (AB) im Punkt A. Ent-
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sprechendes gilt fiir den Mittelpunkt M des
Kreises K..

1. Fall (o, B <90°)

Aus diesen Voriiberlegungen ergeben sich fiir
die Winkel in den Dreiecken ACM, und
BM C die Eigenschaften

34CAM =4 M, CA=90° -

4 MEBC= 4 BCM2=90° - B.

o M
90°- 2
90°-o B

ﬂa BN

Die Punkte M , C und M, liegen genau dann
auf einer Geradcn wenn der Winkel M, CM,
ein gestreckter Winkel ist, d. h. wenn gllt
90° - o +v+90°-B=180°

Daraus folgt Y=o + .

Da andererseits wegen der Winkelsumme im
Dreieck ABC auch o+ +v=180° gilt, er-
hilt man y= o+ = 90°,

Nachweis der Umkehrung

Hat das Dreieck ABC bei C einen rechten
Winkel, so liegen die Punkte M .M undC auf
einer Geraden. In der unten%tehendcn Figur
sind die Dreiecke ACM, und BM,C wieder
gleichschenklig mit den Basen AC bzw. BC.

5o O
90°—x <0
™~
Ml
90°1
N ("
(/o 905G\
A B

Da das Dreieck ABC nach Voraussetzung
rechtwinklig ist, gilt B = 90° -¢.. Daraus erge-
ben sich die in der nebenstehenden Figur ein-
getragenen WinkelmaBe. Die drei Teilwinkel
bei C ergiinzen sich zu 180°. Die drei Punkte
M . M, und C liegen also auf einer Geraden.
dell 131 gezeigt, dab fiir 0° < o, B < 90° die
drei Punkte genau dann auf einer Geraden lie-
gen, wenn das Dreieck ABC bei C einen rech-
ten Winkel hat.

2. Fall (o0 = 90° oder  =90°)

Die Punkte C und Ml liegen auf der Orthogo-
nalen 0, zu {AB)im Punkt A. Dader Kreis um
M] durch die Punkte A und C geht, sind die
Punkte M1 und C verschieden. Die Gerade
(CM]) stimmt also mit der Orthogonalen 0,

41 mathematik lehren /Heft 54

iiberein. Der Punkt M_ liegt auf der Orthogo-
nalen 0, Zu (AB) im Punkt B. Diese beiden
Orthogonalen sind parallel zueinander und
verschieden. Deshalb konnen M|‘ C und M2
nicht auf einer Geraden liegen.

3. Fall (a > 90° oder b > 90°)

!Jg\

Es sei o > 90°. Der Punkt M, liegt dann zwi-
schen Cund M_, wenn qACM $ACM_ gilt.
Entsprechend der obenstehenden SklZZe muf
dann die Bedingung

o -90°=90°-f + vy

o+B - y= 1807 erfiillt sein. Dies steht aber im
Widerspruch zu ot + P +7=180° als Winkel-
summe im Dreieck ABC. Entsprechend zeigt
man, dafl auch f > 90° zum Widerspruch
fithrt.

Losung zu Aufgabe 4:
Beh.: Die Lage des Punkites P kann nichr in der
gewiinschten Weise festgelegt werden.

D C

s H—2 (]

7l

A P< g

>B

Da die Diagonale BD die Winkelhalbierende
im Quadrat ist, gilt 4 PBS= g4 SBC=45°.

Zeichnet man vom Schnittpunkt S der
Strecken PC und BD die Lote auf die Qua-
dratseiten AB und BC, so entsteht ein Recht-
eck SQBR. Dieses Rechteck ist sogar ein Qua-
drat, da die Teildreiecke SQB und BRS je-
weils gleichschenklig-rechtwinklig sind.
Zunichst wird die Lage des Punktes P so be-
stimmt, daB der Flicheninhalt des Dreiecks
BCS doppelt so groB wie der Inhalt des Drei-
ecks PBS ist. Es wird nachgewiesen, dal die-
se Eigenschaft nur dann erfiillt ist, wenn P der
Mittelpunkt der Strecke AB ist. Die Hihen SQ
und SR in den Dreiecken PBS und BCS iiber
den Grundseiten PB bzw. BC sind gleich lang,
da QBRS ein Quadrat ist. Das Dreieck BCS
hat den doppelten Flicheninhalt wie das Drei-
eck PBS, wenn die Seite BC doppelt so lang
wie PB ist. Also ist P der Mittelpunkt der
Strecke AB. Der Flicheninhalt des Dreiecks
PBC ist dann ein Viertel der Quadratfliche.
Auf das Teildreieck PBS entfillt ein Drittel
dieser Fliche. Der Flicheninhalt des Dreiecks
PBS ist damit ein Zwolftel der Quadratfliche.
Da das Dreieck PBS und das Viereck APSD
zusammen halb so groB sind wie der
Flicheninhalt des Quadrats. bleibt fiir den
Flidcheninhalt des Vierecks noch fiinf Zwolf-
tel der Quadratfliche. Der Inhalt des Vierecks
APSD ist also fiinfmal so grofl wie der des
Dreiecks PBS, im Widerspruch zur Aufga-
benstellung. Man kann den Teilpunkt P auf
der Strecke AB nicht so wihlen, daf} gleich-
zeitig das Dreieck SBC doppelt und das Vier-
eck APSD viermal so grof} ist wie das Dreieck
PBS.

Lésung zu Aufgabe 5

Versucht man einen Nachweis der Behaup-
tung fiir kleine natiirliche Zahlen n, so erhiilt
man gegebenenfalls durch Probieren

n=1 2+3+4=9

n=2 5+6+7+8+9+10+11+12+13=81

n=3 14+ ... ... +26427+28+ ... ... +40=729
Aus diesen Beispielen kann man die Idee fiir
die folgende allgemeine Lisung ableiten: Die
Zahl 9" ist stets durch 3" teilbar, denn es gilt
9": 3"= 3", Die Zahl 9" lift sich also als Sum-
me von 3" Summanden darstellen, wobei jeder
Summand den Wert 3" hat.

34+ +3 "+ +3+ L +3"+3"+3"=9"

3" Summanden

Da 3" fiir alle natiirlichen Zahlen n ungerade
ist, besteht die Summe aus einer ungeraden
Anzahl von Summanden. Geht man von dem
gekennzeichneten mittleren Summanden 3"
aus, so kann man die restlichen jeweils zu Paa-
ren zusammenfassen.
Vermindert man die Summanden links von 3"
um 1, 2. 3, ... und vermehrt gleichzeitig den
Wert der Summanden rechts von 3"um 1,2, 3

.. so wird der Wert der Gesamtsumme nicht
veridndert und man erhilt eine Summe von
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen.
W3- +B" -+ E"-D+3"+ 3"+ D +
(3"+2)+(3"+ 3) +...
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Die Anzahl der Zahlen kleiner als 3" und
groBer als 3" ist jeweils

%-(3“—1]

Der kleinste Summand ist also

3" —l-(a“ —1)=l-3“ +l=l‘(3“ +1)>0
2 2 2 2

Die Zahl 3"+1 ist fiir alle n € N gerade. Des-

halb ist der kleinste Summand eine ganze Zahl

groBer als Null und alle Summanden sind

natiirliche Zahlen.

Lésung zu Aufgabe 6

Von jedem der sechs Punkte gehen fiinf Ver-
bindungsstrecken zu den iibrigen Punkten aus.
Greift man sich z. B. den Punkt A heraus, so
gibt es mindestens drei Strecken die gleich ge-
fiirbt sind. Ohne Einschridnkung kann man an-
nehmen, dabB dies die Farbe “rot” ist und die
anderen Endpunkte dieser rot gefirbten
Strecken die Punkte B, C und D sind. Es gibt
nun zwei Moglichkeiten: Firbt man eine oder
mehrere der Verbindungsstrecken BC, BD
und CD rot. so entsteht mindestens ein voll-
standig rot gefirbtes Dreieck ABC, ABD oder
ACD. Firbt man keine dieser Verbindungs-
strecken rot sondern alle drei griin, so entsteht
das vollstiindig griin gefirbte Dreieck BCD.
Da einer dieser beiden Fiille eintreten mubf,
1Bt es sich nicht vermeiden, dafi ein gleich ge-
farbtes Dreieck entsteht.

Liosung der Zusatzaufgabe

Behauptung: Es ist immer moglich, aus den
vier bei der Zerlegung entstandenen Drei-
ecken ein Parallelogramm zu legen.

Beweis: Die beiden kongruenten Vierecke
werden entsprechend der Aufgabenstellung
zerlegt und wie unten angegeben benannt.
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Nun legt man die vier Dreiecke so zusammen,
daB die Punkte A, B', C und D'im Punkt § zu-
sammenfallen.

Die neue Figur ist ein Viereck, denn es gelten
folgende Eigenschaften:

Die Summe der Winkel bei S betriigt 360°,
denn es tritt dort jeder Winkel des urspriingli-
chen Viereckes genau einmal auf. Die Winkel-
summe in jedem Viereck betrigt 360°. Also
liegen die Kanten der vier Dreiecke liickenlos
und iiberschneidungsfrei nebeneinander.

Die aneinanderstoffenden Kanten der Teild-
reiecke sind gleichlang, da sie bei den beiden
gegebenen Vierecken einander entsprachen.
Beim Zusammenfiigen der Teildreiecke kann
also nicht die Situation eintreten, wie sie in
der folgenden Abbildung dargestellt ist.

Es bleibt zu zeigen, daB} die neue Figur ein Par-
allelogramm ist.

Die jeweils einander gegeniiberliegenden Sei-
ten der neuen Figur entsprechen den Diagona-
len der urspriinglichen Vierecke und sind des-
halb gleich lang. Ein Viereck aber, bei dem-die
Lingen der gegeniiberliegenden Seiten paar-
weise iibereinstimmen, ist ein Parallelo-
gramm.

Schickt mir originelle Aufgaben und Lo-
sungen von mathematischen Wettbewer-
ben, an denen Ilhr reilgenommen habt.
Schreibt auf, wenn Berichtenswertes in Sa-
chen Mathematik in Eurer Stadt, in Eurem
Bezirk oder Bundesland geschehen ist.

Paul Jainta,
Werkvolkstrafie 10, 8540 Schwabach

Erhard
Friedrich

Verlo
Vel gr

Pddagogische Zeitschriften
in Zusammenarbeit mit Kleh

Themenvorschau
Dezember 1992/ januarl 993

PRAXIS DEUTSCH

Briefe {Januar)

DER DEUTSCHUNTERRICHT
Deutsche Sprache - Einheit und Vielfalt
(Dezember)

DER FREMDSPRACHLICHE
UNTERRICHT/ ENGLISCH

New Horizons (Januar)

DIE GRUNDSCHULZEITSCHRIFT
Eiiensrt'mdigkeir starken (Dezember)
Schreibkonferenzen Il (Januar)

KUNST+UNTERRICHT

Schattentheater (Dezember)
Woasser (Januar)

MUSIK UND UNTERRICHT
Wirkungen von Musik (Januar)

SPORTPADAGOGIK
Kraft (Januar)

ZUSAMMEN
Computer — Neue Chancen?
Neue Benachteiligung? (Dezember)

RELIGION HEUTE
Gewalt in Schule und Gesellschaft
(Dezember)

GESCHICHTE LERNEN

Imperialismus (Januar)

GEOGRAPHIE HEUTE

Religionen pragen Réume (Dezember)
Weltuntergang (Januar)

UNTERRICHT BIOLOGIE
Biologische Meereskunde (Dezember)
Allergie (Januar)

UNTERRICHT CHEMIE
Vermeiden - Entsorgen — Verwerten
(Januar)

UNTERRICHT PHYSIK
Spiegel (Dezember)

MATHEMATIK LEHREN
Goldener Schnitt (Dezember)

ARBEITEN+LERNEN/ TECHNIK
Versorgen — Entsorgen (Januar]

BERUFSBILDUNG
Medien in der beruflichen Bildung
|[Dezember)

Bestellkarten finden Sie auf dem Beihefter.
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(2.3) (11.13) (17.19) (29.31) (41.43) (59.61)
(71.73) (101.103)

Wanted!

(3.5.7) (3.13.23) (7.13.19) (7.19.31.43)
(41.47.53.59) (43.61.79.97)

Primzahlmehrlinge gesucht!

(47.59.71.83) (5.11.17.23.29)
(7.37.67.97.127.157)

Was Primzahlzwillinge sind, weil jeder (3.5)
oder (29,31). Auch den Primzahldrilling fin-
det man schnell: (3,5.7). Wir verallgemeinern
nun den Begriff des Primzahlmehrlings dahin-
gehend. dal} jedes n-Tupel (p,. p.. ...p,) von
Primzahlen p,. p.. .... p, "n-ling” genannt wird
genau dann, wenn p, - p, =p,—p.=..=p,, —
p,=..=p,—p,, =dist. Kurz gesagt kann ein
“n-ling” als arithmetische Folge mit n Glie-
dern und der Differenz d aufgefalit werden,
wobei simtliche Glieder Primzahlen sind.
Hinsichtlich der Differenz d, der Startzahl p,
und der dafiir maximal méglichen Linge n,,
gibt es einen interessanten Zusammenhang.
Beispielsweise sind fiir p, = 3 hdchstens *Dril-
linge™ zu erwarten. Denn entweder ist d durch
3 teilbar, dann wiire p. = 3 + d keine Primzahl,
oder d ist nicht durch 3 teilbar, dann wiire spa-
testens p, = 3 + 3d keine Primzahl. Analog fin-
det man fiir p, =5 den Wertn__ = 5. Dabei muf3
man allerdings voraussetzen, daf} hier d durch
3 teilbar sein mub (Warum?).
Es ergeben sich nun folgende Fragestellun-
gen:
a) Fiir welche Differenzen d kann man mit
grofien “n-lingen” rechnen? (Ein “n-ling”
heiBe groB, wenn n grob ist).
b) Wie kann man einen moglichst grofien
“n-ling” effektiv finden? Eine Frage, die ge-

Leserpost

radezu danach driingt, mit einem Compu-
ter bearbeitet zu werden!
¢) Wer findet den grifiten **n-ling”?
Schreibt mir Eure Lisungen!
Einsendungen an: Dr. W. Schibel,
Fr.-Engels-Str. 11, 0-1560 Potsdam

25. Mathe-Lager 2.7.1992
Auch in diesen Sommerferien trafen sich be-
gabte Schiiler der Klassenstufen 5 — 8 zum
Mathematik-Lager in Strausberg.
Wie im vergangenen Jahr waren wir dort ko-
stenfrei in der Clara-Zetkin-Schule unterge-
bracht. Um der Hitze dieser sonnigen Tage
auszuweichen, wurden uns fiir den Unterricht
einige angenehm kiihle Riume des Freizeit-
hauses bereitgestellt. AuBerdem hatten wir am
Nachmittag die Moglichkeit. hier das umfang-
reiche Angebot an Computer- und Freizeit-
spielen, Biichern. Schallplatten. Cassetten und
Sportgeriten zu nutzen. Ebenso vergniigten
wir uns am Boétzsee bei einem erfrischenden
Bad und beim Fossiliensammeln im Tagebau
von Riidersdorf. Abends wurden in der Turn-
halle der Schule Fuliball- und Volleyballwett-
kimpfe oder Tischtennisturniere ausgetragen.
Ohne die grolle Miihe unserer Lehrer, die das
Lager organisierten und ihre freie Zeit mit uns
teilten, hitten wir diese erlebnisreichen Tage
nicht verbringen konnen. Ein Dankeschon
mochte ich auch der Clara-Zetkin-Schule und
dem Freizeithaus fiir ihre freundliche Unter-
stiitzung aussprechen. Ich freue mich auf das
niichste Mathematiklager und hoffe auf staat-
liche Finanzierung., damit diese gute Forder-
einrichtung auch zukiinftig weiterbestehen
kann.

Gundula Heinen, Klasse 6

Die rasende Nadel

Geschwindigkeit ist keine Hexerei. Und
doch wiirde es noch unseren GroBeltern
wie Zauberei vorkommen, wiirde man ih-
nen vorfiihren, mit welchem Tempo heut-
zutage ein Kleidungsstiick fertiggestellt
wird. Moglich wurde dies durch die Ent-
wicklung von Hochleistungs-Maschinen,
deren “Herzstiicke”, also Antrieb und Na-
del, enormen Anforderungen geniigen
miissen.

“Normale” Schnelliufer unter den Ma-
schinen zur Herstellung von Anziigen,
Kleidern, Hemden etc. ndhen etwa 6.000
Stiche pro Minute. Eine dem hochsten
Stand der Technik entsprechende Profi-
Niihmaschine bringt es auf bis zu 160 Sti-
che pro Sekunde.

Wieviel Stiche schafft eine Nihmaschine
pro Arbeitstag: angenommen, sie wiirde
fiinf Stunden ohne Unterbrechung laufen?
Wieviele Stiche im Jahr (220 Arbeitsta-
ge)?
Presse-Information des
Stahl-Informations-Zentrums
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1742

1917
837

Was geschah
vor...Jahren?

1992 Chronologie Teil IV

1542 in Wittenberg erscheint die “Trigo-
nometrie” des Nicolaus Copernicus (1473-
1543). Die Hauptbeitrige zur Entwicklung
der Trigonometrie waren die Neuent-
deckung des sphirischen Sinussatzes und
die Aufstellung der ersten Sekantentafel

1692 der franzésische Gelehrte Laurent
Pothenot gibt eine Darstellung des Riicks-
wiirtseinschneidens nach drei Punkten (sie-
he Text)

1717 am 17. November Jean Baptiste le
Rond d’Alembert in Paris geboren.
d’Alembert lieferte fundamentale Beitriige
zur Analysis, iiber den Fundamentalsatz
der Algebra, iiber theoretische Mechanik -
er war Mitherausgeber der berithmten “En-
cyclopédie” [Enzyklopidie oder nach Ver-
nunftgriinden geordnetes Worterbuch der
Wissenschaften, Kinste und Gewerbe].

1842 am 12. November John William |

Strutt [Lord Rayleigh] geboren (siehe
| Text)

1942 der deutsche Mathematiker Robert
Remak stirbt im Konzentrationslager Au-
schwitz. Remak war der Verfasser bedeu-
tender algebraischer Arbeiten

1972 am 5. Oktober starb der bedeuten-
de amerikanische Mathematiker Solomon
Lefschetz. Lefschetz arbeitete iiber alge-
braische Geometrie. Topologie. iiber Dif-
ferentialgleichungen

1992 das Weltraumteleskop “Hubble”
liefert die ersten klaren Aufnahmen eines
superheillen Sterns im Milchstrafiensy-
stem. Der Stern NGC 244(0-Nucleus ist
33mal so heifl wie die Sonne und damit der
heiBeste Stern, der bekannt ist

1992 in New York wird mit Hilfe eines
Computers die 32. Mersennsche Primzahl
berechnet. Mersennsche Primzahlen (Mp)
sind Zahlen der Form Mp=2r-1, wobei p

selbst Primzahl ist. Die gefundene Zahl hat |

227853 Ziffern.

22 alpha 5/92

Die Pothenotsche Aufgabe

Der Franzose Laurent Pothenot war vom 1711 bis zu
seinem Tode im Jahre 1732 Professor der Mathematik
in Paris. Seit 1682 war er auch Mitglied der dortigen
Akademie der Wissenschaften. Im Jahre 1699 wurde
er aus ihr wegen oftmaligen Fehlens bei den Sitzungen
der Akademie ausgeschlossen. Die sogenannte “Po-
thenotsche Aufgabe” ldste er in einer Akademieab-
handlung im Jahre 1692, Die Aufgabe ist einfach zu er-
ldutern (siehe Zeichnung). In der Figur sind a, b, o, 8
bekannt. Gesucht wird x, y, z. Offenbar hat die Aufgabe praktische Bedeutung. Man stelle
sich z. B. vor, daB sich zwischen dem Punkt D und dem Streckenzug ACB ein Sumpfge-
biet befindet. Die Strecken x, y, z sind dann moglicherweise direkt iiberhaupt nicht be-
stimmbar. Die Aufgabe ist elementar erlduterbar und sie ist sogar elementar losbar. “Ele-
mentar” bedeutet hier und in dhnlichen Fillen aber nicht “einfach”. Man benétigt zur Lo-
sung der Aufgabe Kenntnisse der ebenen Trigonometrie und einen “Trick”, Der Trick be-

Sm:; = cos 7] einfiihrt

steht darin, daB8 man einen vollig unanschaulichen Winkel durch

ikt vt il disses Wiinkels und . bt ‘9’; V dei Auscuck m% bestimmt.

Da @ + v bekannt ist und ¢ — W ausrechenbar ist, sind ¢ und y einzeln bestimmbar. Eine
ausfiihrliche Losung findet sich in dem bekannten Buch: Bronstein, J. N., Semendjajew, K.
A., Taschenbuch der Mathematik, z. B. Moskau / Leipzig 1979, S. 256-257.

Die Aufgabe ist noch in anderer Hinsicht interessant. Sie ist niimlich véllig unsinnigerwei-
se nach Pothenot benannt. Die Aufgabe und ihre Losung kannte bereits der Wiener Stadt-
baumeister Augustin Hirschvogel (gest. 15607): Eine eigentliche und griindliche Anwei-
sung in die Geometrie, Niirnberg 1543, und ebenso der Entdecker des Brechungsgesetzes
Willebrod van Royen Snell (1580-1620) im Jahre 1617 (“Eratosthenes Batavus™)

John William Strutt (Lord Rayleigh)

Am 12.11.1842 wurde in Langford Grove in der
Grafschaft Essex im Siidosten von England John
William Strutt als éltester Sohn des Barons Rayleigh
of Terling Place geboren. John William Strutt war
seit 1873 selbst (der dritte) Baron Rayleigh. Seit
1861 studierte J. W. Strutt in Cambridge, u. a. bei so
beriihmten Gelehrten wie E, J. Routh (1831-1907)
und G. G. Stokes (1819-1903). Nach dem Studium
zog sich Strutt auf das Landgut Terling Place
zuriick. Hier richtete er sich ein mit den modernsten
Hilfsmitteln ausgestattetes Laboratorium ein. Im
Jahre 1879 starb unerwartet der beriihmte Physiker
und Mathematiker James Clerk Maxwell. Nach sei-
nem Tode wurde Rayleigh gebeten, die Nachfolge Maxwells als Leiter des Cavendish-La-
boratoriums in Cambridge zu iibernchmen. Rayleigh leitete das Laboratorium nur bis 1884,
zog sich wieder als Privatgelehrter zuriick, lehrte dann jedoch von 1884 bis 1905 an der
Royal Institution in London. 1905-1908 war Rayleigh Priisident der Royal Society, der eng-
lischen Akademie der Wissenschaften. Im Jahre 1904 erhielt Rayleigh den Nobelpreis fiir
Physik. Er teilte ihn mit William Ramsay (1852-1916). Der AnlaB der Verleihung des No-
belpreises an Ramsay und Rayleigh war die von beiden 1894 gemachte Entdeckung des
Edelgases Argon. Rayleigh starb am 30.6.1919 in Terling Place. Rayleigh hat 446 Arbei-
ten verdffentlicht. Reine Mathematik war nur in den Jahren um 1875 gelegentlich sein The-
ma, aber angewandte Mathematik war seine Domine. Aus physikalischer Sicht arbeitete er
vorwiegend iiber Akustik und Optik (1871 klirte er die Frage: warum ist der Himmel
blau?), spiiter auch zur Strahlungstheorie. Der groBe Spielraum seiner Interessen wird aus
zwei Arbeiten deutlich: 1877 verdffentlichte Rayleigh eine Untersuchung iiber den “irre-
guldren Flug eines Tennisballes”, 1906 ahnte er auf rechnerischem Wege und durch phy-
sikalische Uberlegungen das Bohrsche Atommodell (Niels Bohr, 1913) voraus.
Zusammengestellt von H.-J. lligauds, Sudhoff-Institut der Universitiit Leipzig
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Streckenteiler

und Winkelteiler

Im Deutschen Museum ist auf 55000 m?
Ausstellungsfliiche die Entwicklung von
Technik und Naturwissenschaften von den
Anfingen bis zum modernsten Stand mit
historischen Originalen (erste Automobil,
Magdeburger Halbkugeln, erster Diesel-
motor), mit Modellen, Experimenten und
mit Demonstrationen zum Selbstbestiitigen
von Hand oder durch Knopfdriicken dar-
gestellt. Das Deutsche Museum ist mit we-
nigen Ausnahmen tiglich von 9 bis 17 Uhr
geiffnet. Der Eintrittspreis betriigt fiir Er-
wachsene 8,— DM und fiir Studenten und
Schiiler 2,50 DM.

Dal} zum Verstehen der Wirkungsweise vieler
Ausstellungsstiicke mathematische Kenntnis-
se niitzlich sind, sollen die beiden folgenden
Aufgaben zu zwei ausgestellten Gelenktrie-
ben zeigen.

1. Aufgabe: Beim abgebildeten Streckendrei-
teiler (Abb. 1) haben 13 mal benachbarte Ge-
lenklécher eines Stabes bzw. die Spitze vom
benachbarten Gelenkloch eines Stabes den
gleichen Abstand a. Beim ldngsten Stab haben
die beiden Gelenklocher voneinander den Ab-
stand 3a und die Spitze hat vom benachbarten
Gelenkloch den Abstand 2a. Beim zweitling-
sten Stab haben die beiden nicht zur Stabspit-
ze benachbarten Gelenkltcher den Abstand
2a. Es ist zu zeigen, daB bei jeder Lage dieses

Streckendreiteilers die mit P, Q, R und S be-
zeichneten Spitzen der Stibe dquidistante
Punkre einer Geraden sind.

2. Aufgabe: Beim abgebildeten Winkeldrei-
teiler (Abb. 2) haben auf den léngsten und den
zweitlingsten Stiben die beiden Gelenklocher
voneinander den gleichen Abstand a. Auf den
kurzen Stiiben haben die beiden Gelenklocher
und auf den zweitkiirzesten Stiiben haben je-
weils benachbarte Gelenklocher voneinander
der gleichen Abstand b. Dabei gilt b < a. Es ist
zu zeigen, dal} bei jeder Einstellung des Win-
keldreiteilers ¢ ASB = 4 BSC =4 CSD gilt.

Lésung zur 1. Aufgabe: Durch zusitzliches
Einzeichnen von 12 geeigneten rot markierten
Strecken der Linge a in den idealisierten
Streckendreiteiler (Die Stibe wurden durch
Strecken ersetzt) sind 12 kongruente Rhom-
ben entstanden. von denen je zwei durch eine
Verschiebung aufeinander abbildbar sind. Die
griin markierten Diagonalen e dieser Rhom-
ben sind gleich lang und zueinander parallel.
Da jede der Diagonalen PQ, QR und RS mit
einer anderen dieser drei einen Punkt gemein-
sam hat, liegen diese 3 Diagonalen auf einer
Geraden und die Punkte P, Q. R und S sind
dquidistante Punkte.

Lasung zur 2. Aufgabe: Der idealisierte
Winkeldreiteiler (Die Stidbe sind durch
Strecken ersetzt) enthilt 6 Drachenvierecke

mit den Seiten a und b, fiir deren Winkel o und
B laut Nebenwinkelsatz B = 180° — o gilt. Ei-
nerseits sind das erste, dritte und fiinfte und
andererseits das zweite, vierte und sechste
Sehnenviereck zueinander kongruent. Wegen
dieser Kongruenzeigenschaften gilt ¢ ASB =
4 BSC = 4 CSD. Zusiitzlich sei vermerkt: Mit
dem 1dealisierten Streckendreiteiler lassen
sich theoretisch wegen 0 <e < 2a alle Strecken
der Linge | mit 0 < | < 6a dreiteilen. Mit ei-
nem realen Streckendreiteiler lassen sich we-
gen der Stabbreite die Grenzwerte 0 und 6a
nicht erreichen.

Mit einem idealisierten Winkeldreiteiler las-
sen sich theoretisch alle Winkel & dreiteilen,
fiir die 0 <8 < 6y gilt, wobei y der Winkel an
der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks
mit der Basis 2b und der Hhe a ist. 8 = 6 yist
gleichbedeutend mit o = B = 90°. Da mit ei-
nem realen Winkeldreiteiler hchstens Win-
kel gedreiteilt werden kdnnen, die nicht
groBer als 360° sind, wird zweckmiBig ein
realer Winkeldreiteiler fiir y=60°, also mit
a=hy3 konzipiert.

Zu jeder natiirlichen Zahl n mit n = 2 lassen
sich Gelenktriebe konstruieren, die eine gege-
bene Strecke in n gleichlange Teilstrecken
bzw. einen gegebenen Winkel in n gleich-
grofie Teilwinkel zerlegen konnen. Die alten
Griechen suchten vergebens nach einer Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal, durch die ein
beliecbiger Winkel in drei gleich groBe Teil-
winkel zerlegt wird. Sie konnten keine Lsung
fiir dieses Problem finden, weil die Dreitei-
lung eines Winkels durch Zeichnen von end-
lich vielen Geraden und Kreisen nur fiir spezi-
elle Winkel maglich ist. W. Triger

Abb. 1

zu Abb. 1

zu Abb. 2
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Flacheninhaltsvergleiche

Das Vergleichen der Flicheninhalte
verschiedener geometrischer Figuren
erscheint hiufig als eine “harte NuB”,
zumal wenn die Maoglichkeit, diese
Flicheninhalte numerisch auszu-
driicken, nicht besteht. Durch vorteil-
hafte Hilfskonstruktionen konnen aber
solche Aufgaben manchmal iiberra-
schend einfach gelost werden.

Das Ldsen folgender Aufgaben erfordert

Grundkenntnisse iiber Kongruenz und Ahn-

lichkeit von Dreiecken, Mittellinien im Drei-

eck bzw. im Trapez, Schwerpunkt eines Drei-

ecks, wie auch folgende Kenntnisse iiber

Fliacheninhalte:

— kongruente Dreiecke haben gleiche
Flicheninhalte;

— ist AM Seitenhalbierende im Dreieck ABC,
so haben die Dreiecke ABM und ACM glei-
che Flicheninhalte (Abb. 1);

A

B M C
Abb. 1

— das Verhiltnis der Flicheninhalte zweier
dhnlicher Dreiecke ist gleich dem Quadrat
des Ahnlichkeitsfaktors (auch fiir iihnliche
Vielecke giiltig).

Einige der folgenden Beispiele zeigen, daB

man auf verschiedenen Wegen zu einer L6-

sung gelangen kann. Vielleicht findet ihr noch
einfachere und schénere Losungsmethoden?

Zuniichst einige Hilfsaufgaben:

Hilfsaufgabe 1: Ist ABCD ein Parallelo-

gramm, soist A . =A, . wobeiz. B. A .

den Fldcheninhalt des Dreiecks ABC bezeich-
net.

Hilfsaufgabe 2: Es sei ABCD ein Viereck.
Die Schnittpunkte der Parallelen durch A und
C bzw. B und D zu den Diagonalen BD bzw.,
AC seien mit T, X, Y, Z bezeichnet (Abb. 2).

T p
A
zZ
X
B \/ C
Y
Abb. 2
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Zeige.daB A\, =2-A -

Anleitung: Das Parallelogramm TXYZ wird
von AC und BD in vier Parallelogramme ein-
geteilt: weiter mit Hilfsaufgabe 1.
Hilfsaufgabe 3: Ist G der Schwerpunkt des
Dreiecks ABC, dann ist

1

Ape = Bgea = ;AABC-

Ajas =
Anleitung: Die zur Seite AB im Dreieck GAB
gehdrende Hohe ist ein Drittel der Hohe, die
zur Seite AB im Dreieck CAB gehort.

Hilfsaufgabe 4: Sind M bzw. N die Mitten der
Seiten AB bzw. AC im Dreieck ABC, so ist

1 1
Aamn =7 Aage und Ay = Ampex-
Anleitung: Die erste Gleichung ergibt sich aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und AMN
(Ahnlichkeitsfaktor 2), die zweite Gleichung
ist eine Folge der ersten (Flichenaddition!).

In den folgenden Aufgaben werden die vor-
kommenden Vierecke als konvex vorausge-
setzL.

Aufgabe 1: Es sei ABCD ein Viereck und es
seien E, F, G, H die Mitten seiner Seiten.
Dann ist

1
AgpGH = o AaBep

Abb. 3

Lasung I: Bezeichnet man die Dreiecke und
Parallelogramme, die nach dem zusiitzlichen
Zeichnen der Diagonalen entstehen, so wie
Abb. 3 zeigt, erhilt man nach Hilfsaufgabe 4:

A| +A3 :%(A:)' +A3+Ail+Ah}
As+A, :%(A5 +Ar+A +Ay)

I
A5+Ab :;(A-; +A_1_ +Ad +AC]
A +Ag :%(A, +Ag+A, +Ay)

Nach dem Addieren dieser vier Beziehungen
und Ordnen des Ergebnisses erhilt man:

AFAFA +A A +A +A +A +A+
+A, + A, + A Also:

1
AEFGH =5 A ABCD:

Losung I1: Es sei M die Mitte der Diagonale
BD (Abb. 4).

A

B F &
Abb. 4

Zieht man in Betracht, da® HM und EM Mit-
tellinien im Dreieck ABD sind, so kann mit
Leichtigkeit die Kongruenz der Dreiecke
AEH und MHE festgestellt werden. Kongru-
ent sind auch die Dreieckpaare DHG und
MEF; CGF und MFG: BEF und MHG.

Dann ist: A,y + Apyue + Acar + Ape = A
Ayt A+ A

Folglich ist

MHE

MFG MGH — Al:[—'(JH

1
AgrGH = 7 AABCD-
2

Losung III: Baut man als Hilfskonstruktion
das Parallelogramm TXYZ aus Hilfsaufgabe
2 (Abb. 5) und beriicksichtigt man. daB die
Parallelogramme EFGH und XYZT ihnlich
sind, wobei das Ahnlichkeitsverhaltnis 1
2
betriigt, erhilt man:

| 1 1
AEFGH = . Arxyz = 2 2AABCD = 2 A ABCD-

T
D

Abb. 5 Y

Eine vierte Losung kann noch aus folgender
Aufgabe erhalten werden:

Aufgabe 2: Es sei ABCD ein Viereck. Man
verlingere die Seiten AB. BC. CD bzw. DA
auf AT, BX, CY bzw. DZ (Abb. 6) so, dal
gleiches Streckungsverhiltnis k>1 vorliegt
(d. h. AT:AB=BX:BC=CY:CD =DZ:DA = k).
Driicke A, mit Hilfe von A, aus.

Losung I: Verlingert man AC (k — 1) mal bis
F. so sind die Dreiecke ABC und ATF ihn-
lich und haben

das Ahnlichkeitsverhiltnis —Ilz- Also:
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A, =K*A - und somit

Agrre = (K —1A g ()
X
D
2%
G C
T X
T F

Abb. 6

Die Dreiecke ABC und FXC sind auch dhn-
lich und ihr Ahnlichkeitsverhiltnis betriigt

k_]-i denn BX =k:BC = BC +CX mithin

CX =(k—1)BC.

Alsoist A = (k- 1)7A, . (2)
Aus (1) und (2) folgt

Appx = (R =D+ (k= 1)DHA .

Zieht man noch in Betracht, dal BTFX ein
Parallelogramm ist, so folgt:

1
Aprx =5 Aprrx = K-(k=1)Axp (3)
Auf dhnliche Art kann man erhalten:
Ay =k (k=DA, (4)
Apyz =k (k= DAg, (5)
A=k (k= DAy, g (6)

Addiert man die Beziehungen (3), (4), (5). (6)

und fiigt A, ., hinzu, so erhilt man:

Ay, =(2k2=2k+ DA Lo -

Losung II: In den Dreiecken ABC und BTX

zeichnet man die Hohen AE bzw. TG (Abb.

6). Man erhilt:

BX-TG _k:BC:(k-1)-AE
2 2

=k-(k-1DApc

und weiter geht es wie in Losung L.
Bemerkung: Auf dhnliche Weise kann man
den Beweis durchfithren, wenn die Seiten des
Vierecks nicht verlidngert sondern verkiirzt
werden, also wenn sich die Punkte T, X, Y. Z
innerhalb der Vierecksseiten befinden, d. h.,
wenn k<1 ist.

Apgrx =

Aufgabe 3: Es sei ABCD ein Viereck, M bzw.
N die Mitten der Seiten AD bzw. BC; P bzw.
Q die Schnittpunkte der Strecken AN und BM
bzw. CM und DN.

Zeige, dall A = AABP + Amu.

PMON

D
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Losung: Bezeichnet man mit A\, M bzw. D,
die FuBlpunkte der Senkrechten von A, M bzw.
D auf BC (Abb. 7), so erhilt man:

AA;+DD
MM'l = _]__I
2
und somit A, = AL+ A

Zieht man nun von beiden Seiten dieser
Gleichheit Ay, + Agqy ab, so ist die Aufgabe
gelost.

Aufgabe 4: Es seien K, L, M, N die Mitten der
Seiten des Vierecks ABCD (Abb. 8).

1

Zeige, daB Apgpy =7 AaBCD ®

B I c
Abb. 8

Lésung: Verbindet man B mit D, so kann man
leicht feststellen, daB G bzw. H die Schwer-
punkte der Dreiecke BCD bzw. BAD sind.

: 1
Alsoist Apgp = EABCD
und ABHD = EABAD

und durch Addition erhilt man die Bezichung
(8).

Bemerkungen: (1) Der Fliicheninhalt des Vier-
ecks BGDH ist gleich der Summe der
Flicheninhalte der seinen Seiten anliegenden
Dreiecke.

(2)A

A + A

BGDH — £ *AKHN CMGL

Aufgabe 5: Es seien K. L, M, N die Mitten der
Seiten des Vierecks ABCD (Abb. 9). Zeige,
daB der Flicheninhalt des Vierecks in der Mit-
te gleich der Summe der Flicheninhalte der
vier Dreiecke ist.

B L C

Abb. 9

Lésung: Verbindet man B mit D, so bemerkt
man:

1 |
Appk =5 Appa Und Appy = Apgc

und durch Addition:

1
Apkam :EAABCD-

Ahnlich erhilt man auch
1
AaLCN = EAABCD

und somit ist A + A A

DKBM ALCN = “aBcp”

Aufgabe 6: Liegen die Parallelogramme AB-
CD und AEFG so. wie Abb. 10 zeigt. so ist

Apen = Anpr
B A
E
G
C D
F
Abb. 10

Anleitung: Zeichnet man durch E eine Paral-
lele zu AB bzw. durch D eine Parallele zu AG,
so kann leicht gezeigt werden, dal3

1 1
A AED =5AAECD und A 5gp =5AAEFG'

Aufgabe 7: Es sei ABCD ein Viereck; M, N
bzw. P die Mitten der Strecken BD, AC bzw.
MN. Zeige. daB A, + Ay = Apap + Apep:
Anleitung: Esseien A, M, P /N, bzw. D die
FuBpunkte der Senkrechten von A, M, P, N
bzw. D auf BC (Abb. 11). Dann ist
MM, +NN; AA,+DD,

Ph=——="7

und somit
Appc :Z‘(AABC +Apgc )-

D

Ahnlich erhilt man auch

|
Apap = q (Agap +Acap)-

Addiert man diese zwei letzten Beziehungen,
erhilt man

1
Appc +Apap :EAABCD-
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Aufgabe 8: Es seien E, F, G bzw. H die Mit-
ten der Seiten AB, BC, CD bzw. DA im Vier-
eck ABCD und es sei P der Schnittpunkt der
Strecken EG und FH. Zeige, daB

APEL’\E 3 APFCG = APEBF F AT‘GDII'

Anleitung: Bezeichnet man mit M bzw. N die
Mitten der Diagonalen BD bzw. AC (Abb. 12)
und zieht man in Betracht, dall EFGH und
EMGN Parallelogramme sind, so folgt daraus,
daB P auch die Mitte von MN ist.

D

Abb. 12

Aufgabe 9: Durch die Mitte jeder Diagonalen
eines Vierecks zeichnet man eine Parallele zur
anderen Diagonale. Den Schnittpunkt dieser
Parallelen verbindet man mit den Mitten der
Seiten des Vierecks. Zeige, daB dadurch das
Viereck in vier flichengleiche Teile geteilt
wird.

Anleitung: Es seien E. F, G, H die Mitten der
Seiten; M und N die Mitten der Diagonalen
des Vierecks ABCD. Seien OM bzw. ON par-
allel zu AC bzw. BD (Abb. 13).

D

B F C
Abb. 13

D'fmn ist A p=Acpund A, o= A, und so-
mit

1
A ADNB = ACpNB = EAAB(_‘D-
Weiterhin ist A, = Ay und Agpy = A
und somit

AcaNE = ZAABCD-

Aufgabe 10: Im Viereck ABCD sind K, L, M
bzw. N die Schwerpunkte der Dreiecke DAB,
ABC, BCD bzw. CDA. Zeige, daB

1
AKLMN = EAABCD'
Anleitung: Wenn E, F, G, H die Mitten der
Seiten sind (Abb. 14), so bemerkt man leicht.
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Abb. 14

daBl die Vierecke KLMN und ABCD ihn-
lich sind, und ihr Ahnlichkeitsverhiltnis be-

|
triigt —,
3

Aufgabe 11: Im Viereck ABCDsind K, L, M
bzw. N die Schwerpunkte der Dreiecke AOB,
BOC, COD bzw. DOA, wobei O der Schnitt-
punkt der Diagonalen AC und BD ist. Zeige,
daf}

2
AKLMN = 3 A ABCD-
Anleitung: Es seien E, F, G, H die Mitten der
Strecken OA, OB, OC, OD (Abb. 15).

Abb. 15

Man bemerkt leicht, daB KLMN ein Parallelo-
gramm ist, ihnlich dem Parallelogramm
TXYZ aus der Hilfsaufgabe 2.

hr Ahnlichkeitsverhaltnis betriigt % .

Aufgabe 12: Es sei ABCD ein Viereck. Die
Punkie K und N bzw. L und M teilen die Sei-
ten AD bzw. BC in drei gleiche Teile
(Abb. 16). Zeige, daB

AkLMN =7 AABCD-

N MLD
ALl K/
Bl
B KiL NI DIM C
Abb. 16

Anleitung: Es seien K, N, bzw. D, die Ful-
punkte der Senkrechten von K, N bzw. D auf
BCund es seien B,. L, bzw. M, die Fulipunk-
te der Senkrechten von B, L bzw. M auf AD.
Zieht man in Betracht, da3

KK, +DD, BB, + MM,

NN, = und LL, =

folgt

Anim =75 (AkLs +Apmc)-

1
ALKN :E'(AEAK +Amnp)
t

und somi

1
AgLMN = ;'(AABLK +Apemn )-

Aufgabe 13: Im Viereck ABCD sei O der
Schnittpunkt der Seiten AD und BC und seien
M bzw. N die Mitten der Diagonalen AC bzw.
BD. Zeige, dafl

|
AomN = ZAAEC‘D-

F. Bodnar
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Geometrie

ohne Irrationalzahlen

Im Mathematikunterricht sollten die Schii-
lerinnen und Schiiler zu den bis dahin be-
kannten rationalen Zahlen auch irrationa-
le Zahlen kennenlernen. +/2 ist eine solche.
Um zu Irrationalzahlen hinzufiihren stell-
ten wir fest, daBb ein Quadrat iiber einer
Diagonalen eines Quadrates der Seitenliin-
ge 1 den Fldcheninhalt 2 hat. Ohne die Zahl
\/2 kann man die Liinge einer solchen Dia-
gonalen nicht exakt angeben. Daher muf}
\2 eingefiihrt werden.

Abb. 1

Hier meldete sich Ralph: “In der Praxis kann
man die Linge einer Strecke niemals beliebig
genau messen. denn jede Messung hat einen
MebBfehler. Beim Messen mit einem Malfistab
hat noch kein Mensch jemals /2 gemessen.
(Im vorliegenden Fall wird man ein Quadrat
der Seitenldnge 1 zeichnen und mit groBer
Sorgfalt fiir die Linge einer Diagonalen d =
1,41 cm ermitteln. Das bedeutet. daB 1,405 cm
<d < 1,415 cm erfiillt ist.) Daher kann man in
der Geometrie, in der es um das Messen geht,
durchaus auf 2 verzichten.” Gefragt waren
iiberzeugende Argumente, die es zwingender
erscheinen lassen, zu den rationalen Zahlen
die irrationalen Zahlen dazuzunehmen.

Unsere Vereinbarung

Bekanntlich kann man mit Hilfe eines (karte-
sischen) Koordinatensystems die Menge der
Punkte der Ebene umkehrbar eindeutig auf die
Menge der geordneten Paare reeller Zahlen
abbilden. Die Menge der reellen Zahlen zer-
fillt in die Teilmenge der rationalen Zahlen
und die Teilmenge der irrationalen Zahlen.
Weil die [rrationalzahlen Schwierigkeiten be-
reiten (sie haben weder eine abbrechende noch
eine periodische Dezimalzahldarstellung) be-
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schrianken wir uns méglichst lange auf die Be-
trachtung rationaler Zahlen. In dieser Absicht
treffen wir nun die folgende Vereinbarung:
Zugrunde liege eine auf ein (kartesisches) Ko-
ordinatensystem bezogene Ebene. Wir be-
trachten nur solche Punkte P(x: y), fiir die x
und y rationale Zahlen sind. Eine Gerade wird
als Menge ihrer Punkte aufgefafit. Ein Punkt
gehort genau dann zu einer Geraden, wenn
seine Koordinaten die Geradengleichung er-
fiillen. Wir betrachten nun nur Geraden
g:y = mx + b beziehungsweise Geraden
h: x = ¢, bei denen m. b und c rationale Zahlen
sind. Insgesamt sagen wir im folgenden kurz:
Wir betrachten die rationale Ebene.

Einige angenehme Eigenschaften
der rationalen Ebene

Sind P (x: v )und P(x, . y,) zwei verschiede-
ne Punkte, so gibt es zu beiden eine Verbin-
dungsgerade: Ist x, = x, so liegen P, und P, auf
der Geraden h: x =X ; und ist x #x , so liegen
P und P_auf der Geraden g:

=4 X - X
_Y2 £l ot 2¥] 1¥Y2
X2 —X| X3 =X

A

Entscheidend ist dabei, dai mit zwei rationa-
len Zahlen u und v stets auch die Summe
u + v und das Produkt uv rationale Zahlen sind
und daB zu jeder rationalen Zahl u auch die
entgegengesetzte Zahl (die additiv inverse
Zahl) — u und fiir u # 0 auch die reziproke Zahl

(multiplikativ inverse Zahl) 1 jeweils wieder

u
rationale Zahlen sind. Daher sind mit x, y , x,

und y auch 32 =L yng X217 X1¥2 o ey

X1 —X) X2 —X)

rationale Zahlen. So kommt es, dal nicht nur
h, sondern auch g tatsichlich eine zugelassene
(rationale) Gerade ist.

Zwei Geraden g: y=mx +b und gy
=m.x + b, haben im Falle m #m_den Schnitt-
punkt

by —b,

m;—m;

T g n11b2—013b|

m; —mj

denn mit m, b, m und b, sind auch die Koor-
dinaten von T rationale Zahlen.
Sind g eine Gerade und P ein Punkt, so gibt es
zu g durch P(x:y) eine Senkrechte.
(Ist m =0, so handelt es sichum h: x = x .
1
Ist m # 0, so ist mit m auch —— rational.)
m
Diese schneidet g im Punkt F(x : y ). Spiegelt

man den Punkt P an der Geraden g, so ergibt
sich der Bildpunkt P(2xp —x,; 2yg —y, ). Wir
stellen fest: Jede Gerade kann als Achse einer
Geradenspiegelung benutzt werden.

Zu den Punkten einer Geraden

Jede Gerade g: y = mx + b enthiilt unendlich
viele Punkte, denn ist z eine ganze Zahl, so ist
P(z: mz + b) ein Punkt der Geraden g. Wir be-
trachten zwei Punkte P (x:y ) und P(x: y).
Der Mittelpunkt -

M %(M +X,); %(yl +y3])

hat auch rationale Koordinaten. Daher gibt es
zu jeder Strecke einen Mittelpunkt. Ist
P (x,;y ) ein Punkt von g, soist 'y, =mx +b”
(wahr); ist P (x, y,) ein Punkt von g, so ist
“y,=mx, +b"” (wahr), Dann ist auch

%(."1 +¥2 ):%(mxl +b+mx; +b)=

1
= =Xy +Xo +b
m2(xi+32)

wahr. Daher liegt auch der Mittelpunkt M auf
der Geraden g.

Zwischen zwei Punkten P, und P, einer Gera-
den g gibt es stets mindestens einen weiteren
Punkt. Es gibt sogar mehr als endlich viele sol-
che Punkte, denn zur Strecke [P P ] gibtes den
Mittelpunkt M, zu [P M ] gibt es den Mittel-
punkt M und zu [M P ] gibt es den Mittel-
punkt M, und so fort ... Alle diese Punkte sind
verschieden und sie liegen alle auf der Gera-
den g zwischen den Punkten P, und P.. Analo-
ges gilt auch fiir die zur y-Achse parallelen
Geraden. h: x = a ist eine solche Gerade. Die
Punkte P (a; y ) und P (a; y,) liegen auf ihr, Da

auch %(YI+YI) eine rationale Zahl ist, ist

auch der Mittelpunkt M(a;l()q +ys }) der
2 2

Strecke [P P_| ein zugelassener Punkt der Ge-
raden h. Zwischen zwei Punkten einer Gera-
den der rationalen Ebene liegen stets unend-
lich viele weitere Punkte — die Punkte einer
Geraden liegen auf dieser dicht.

Eine Eigenschaft von Kreisen

Wir betrachten den Kreis k: x* + y° =4 vom
Radius 2 mit dem Mittelpunkt M(0/0). Dieser
trigt Punkte mit rationalen Koordinaten; als
Beispiele seien nur P(2; 0) und Q(1,2; 1,6) ge-
nannt. Die erste Winkelhalbierende w: y = x
ist eine (zugelassene) Gerade. Uns interessie-
ren die Schnittpunkte der Geraden w mit dem
Kreis k. Ein solcher Schnittpunkt S(x; y,)
muf auf der Geraden w liegen. Dann isty = x,
(wahr). Ein solcher Schnittpunkt S(x_: y, ) muB}
auch auf dem Kreis k liegen. Dann ist
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Abb. 2

X +y. =4 (wahr). Aus diesen beiden Aussa-
gen folgt x* + x’ = 4 und somit auch x’ = 2.
Eine solche rationale Zahl x_ gibt es nicht,
denn V2 ist irrational. Dann gibt es aber fiir
uns gar keinen Schnittpunkt S. Das bedeutet,
daB die Gerade w, obwohl sie durch den Mit-
telpunkt M des Kreises k geht, den Kreis k
nicht schneidet.

Wir “betrachten die Situation mit der Lupe”.
Die Durchmessergerade w und der Kreis k ha-
ben Locher. Es gelingt der Durchmessergera-
den durch die Kreislinie “hindurchzuschliip-
fen”.

Allerdings kann man nicht sagen, dal keine
Durchmessergerade den zugehorigen Kreis
schneidet. Die x-Achse und die y-Achse
schneiden den Kreis k. Auch die Durchmes-
sergerade

n: _41
)—';

schneidet den Kreis k: x* + y* =4 in den Punk-
ten Q(1,2; 1,6) und R(-1,2; -1,6).

Wir fassen zusammen:

In der rationalen Ebene muf} eine Durch-
messergerade eines Kreises diesen nicht
schneiden.

Einige Folgerungen

Zu zwei Punkten P (x ; y ) und P(x, y,) der ra-
tionalen Ebene gibt es den Mittelpunkt

M(%(rq +x ) %(y: +n)]

der Strecke [P P,]. Weiter gibt es durch den
Punkt M die Senkrechte g zur Verbindungs-
geraden von P und P,. Diese Gerade g ist die
Mittelsenkrechte der Strecke [P P ]. In der ra-
tionalen Ebene gibt es zu jeder Strecke eine
Mittelsenkrechte. Dagegen mul es in der ra-
tionalen Ebene zu zwei sich schneidenden Ge-
raden keine Winkelhalbierende geben. Da in
der rationalen Ebene jede Gerade als Achse ei-
ner Geradenspiegelung benutzt werden kann,
charakterisieren wir die Winkelhalbierenden
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wie folgt: Zugrunde liegen zwei sich schnei-
dende Geraden a und b. Wird bei der Spiege-
lung an der Geraden w die Gerade a auf b ab-
gebildet, so ist w eine Winkelhalbierende.
Dann ist auch die zu w senkrechte Gerade w
durch den Schnittpunkt von a und b eine Win-

kelhalbierende.

\ W

b
Abb. 3
T y A
k
Q/n
m
1
M
a-—_
0 ] B i
Abb. 4

Wir betrachten die x-Achse a: y =0 und die
Gerade b: y = x. Die Geraden a und b schnei-
den sich in O(0/0). Die Gerade a schneidet den
Kreis k um O(0; 0) vom Radius 2 in P(2; 0).
Dagegen existiert kein Schnittpunkt S der Ge-
raden b mit diesem Kreis. Giibe es zu den Ge-
raden a und b eine Winkelhalbierende s, so

konnte man den Punkt P(2: 0) an s spiegeln.
Bei dieser Spiegelung miifite P auf den nicht
vorhandenen Schnittpunkt des Kreises k mit
der Geraden b abgebildet werden. Daher kann
es die Spiegelung nicht geben. Da man aber an
jeder vorhandenen Geraden spiegeln kann, be-
deutet dies, daf es schon die Winkelhalbie-
rende s nicht gibt. Wir haben in der rationa-
len Ebene zwei sich schneidende Geraden
gefunden, zu denen es keine Winkelhalbie-
rende gibt.

Allerdings gibt es auch sich schneidende Ge-
raden, zu denen Winkelhalbierende existieren.

Die x-Achse a und die Gerade n:y:%x be-

stitigen dies. Auf der x-Achse liegt der Punkt
P(2/0) und auf der Geraden n liegt der Punkt
Q(1.2; 1.6). Der Mittelpunkt M(1,6; 0,8) der
Strecke [PQ] existiert. Auch die Verbindungs-

gerade m:y:%x der Punkte O (0:0) und

M(1,6; 0,8) existiert. Bei der Spiegelung an
der Geraden m wird P auf QQ abgebildet. Wei-
ter ist bei dieser Spiegelung der Schnittpunkt
O(0; 0) von a und n ein Fixpunkt. Dann wird
aber die Gerade a auf die Gerade n abgebildet.
Damit ist die Gerade m als Winkelhalbierende
erkannt. Die zweite Winkelhalbierende geht
durch O(0/0) und ist zu m senkrecht; daher
handelt es sich um m:y = -2x.

In der rationalen Ebene muf es zu zwei sich
schneidenden Geraden keine Winkelhal-
bierende geben.

Aufgaben
1. Schneidet die Durchmessergerade

m:y:%x den Kreis um O (0; 0) vom

Radius 2?

2. Untersuche, ob tan 22,5° rational ist.

3. Zeige: Schneiden sich zwei Geraden, so
mub es keine Drehung um den Schnitt-
punkt geben, bei der eine Gerade in die
andere iibergefiihrt wird.

Weitere Eigenschaften

Zwei nicht zur y-Achse parallele Geraden
g:y=mx+b und g:y=mx +h schliefen
einen nicht-stumpfen Winkel der GroBe o ein.
Dabei ist o0 = 90° oder

tan u:m—zﬂmil 0°<a<90°.

1+ mm,

Sind m, und m, rational, so ist im Falle
m m, # -1 auch tan o rational. Andererseits ist
tan 60°=+/3 irrational. Dann kann es aber
keine zwei Geraden g und g, geben, welche
einen Winkel der GréBe 60° einschlieBen.
Weil es in der rationalen Ebene auch keine

Geraden mit der Steigung %\j und keine Ge-
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raden mit der Steigung —% \/3 gibt, schlieBt

auch keine Gerade mit einer Parallelen zur
y-Achse einen Winkel der GréBe 60° ein.
Gleichseitige Dreiecke haben Winkel der
Grifle 60°. Weil es keinen solchen Winkel
gibt, stellen wir fest:

In der rationalen Ebene gibt es kein einzi-
ges gleichseitiges Dreieck.

Zuniichst haben wir ein Quadrat der Seiten-
linge 1 betrachtet und festgestellt, da3 man
seinen Diagonalen keine rationale Zahl als
Malizahl der Linge zuweisen kann. Nun er-
hebt sich schon gar nicht die Frage, ob ein
gleichseitiges Dreieck eine Hohe rationaler
Linge hat, denn solche Dreiecke gibt es in der
rationalen Ebene nicht.

Aus der Nichtexistenz eines 60°-Winkels las-
sen sich viele weitere Folgerungen ziehen.
Zwei Kreise vom gleichen Radius haben ge-
wib dann keinen Schnittpunkt, wenn der Mit-
telpunkt des einen auf dem anderen Kreis
liegt. Dann Bt sich auch die jedem bekannte
Konstruktion eines regelmidfigen Sechsecks
nicht durchfiihren. Ubrigens gibt es in der ra-
tionalen Ebene gar kein regelmilliges Sechs-
eck. Denn ein solches konnte man in sechs
gleichseitige Dreiecke zerlegen.

Zusammenfassung

Wenn es nur Punkte mit rationalen Koordina-
ten gibt, dann existieren auch Durchmesserge-
raden von Kreisen, welche diese nicht schnei-
den; dann miissen sich schneidende Geraden
keine Winkelhalbierende haben: dann gibt es
weder gleichseitige Dreiecke noch regelmiBi-
ge Sechsecke. Da dies alles in der Anschau-
ungsebene nicht wahr ist, miissen wir feststel-
len: Die rationale Ebene beschreibt die An-
schauungsebene nicht. Mdchte man analyti-
sche Geometrie der Anschauungsebene trei-
ben, so mub man auch Punkte zulassen, wel-
che irrationale Koordinaten haben.

Anmerkung

Die rationale Ebene hat viele weitere merk-
wiirdige Eigenschaften. Suchen Sie weitere?
Teilen sie uns solche mit — wir werden in ei-
nem spiiteren Heft berichten.

Dr. Klaus Ulshifer
Stiftsgymnasium Sindelfingen
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Alphons logische Abenteuer

Den ganzen Nachmittag schon probierte Berti
die “Protagoras-Losung”. Er hatte in dem alten
Buch ein weiteres. aus der Antike liberliefertes
Problem gefunden. Wie er es auch anstellte,
die Aufgabe war nicht durch irgendeine Ein-
schrinkung lésbar. Er las nochmals den Text:
“Eine Agypterin sah, wie ihr am Nil spielendes
Kind von einem Krokodil angegriffen wurde.
Die Mutter eilte an das Ufer und bat das Kro-
kodil, das Kind frei zu geben. Das Tier ant-
wortete, daf} es das Kind zuriickgebe, wenn die
Mutter errate. was es tun werde. Die Mutter
sagte: Du wirst mir mein Kind nicht zuriickge-
ben. Das Krokodil erwiderte darauf: Du magst
wahr oder falsch gesprochen haben, ich brau-
che dir auf keinen Fall das Kind zuriickgeben;
dann ist deine Rede wabhr, so erhilst du es nicht
wieder nach deiner eigenen Aussage, ist sie
aber falsch, so gebe ich es nicht zuriick kraft
unserer Ubereinkunft.

Die Mutter widersprach: Ich mag wahr oder
falsch gesprochen haben, du muflit mir mein
Kind zurtickgeben. Denn ist meine Aussage
wahr, so muf3t du es mir geben laut unserer
Ubereinkunft: ist sie aber falsch, so ist das Ge-
genteil wahr: Du wirst mir mein Kind zuriick-
geben.”

Die Losung wird man wohl nicht auf unbe-
stimmte Zeit vertagt haben kénnen, dachte
Berti, und darin wird man ihm recht geben
miissen, das folgende aber, was Berti murmel-
te, als seine subjektive Meinung ansehen:
“Mul} dieses gefriflige Tier die armen Men-
schen obendrein noch mit einem solchen Di-
lemma schachmatt setzen!”

Alphons, den Berti noch am Abend aufsuchte,
meinte zu Bertis mitfiihlender AuBerung, daf
durch das Dilemma auch das Krokodil in sei-
nem Tun betrotfen sei. Nach einigem Fiir und
Wider kam Berti auf die Idee, einen analogen
Fall zu konstruieren. Er nahm die Schultasche
von Alphons und sagte: “Alphons, Du be-
kommt die Tasche zuriick, wenn Du erriitst,
was ich als niichstens tun werde.”

Dieser tiberlegte und fand. dal damit nicht ge-
nau die Problemlage getroffen ist. “Trotzdem
kommen wir einen wichtigen Schritt weiter.
Du hast Dir — hoffentlich — etwas vorgenom-
men. Ich soll das in Form einer Aussage erra-
ten. Der Springpunkt ist, ob das, was ich be-
haupte, gerade das ist, was Du tun willst. Mei-
ne Aussage ist wahr, wenn sie mit dem {iber-
einstimmt, was zu tun Du beabsichtigst. Die
Wette lautet also: Ist wahr, dal Du das gedacht
hast, was ich durch meine Aussage vermute,
nicht aber, ob das, was Du gedacht hast, wenn
ich es errate, wahr ist.”

Berti bat Alphons, ihm das letztere nochmals
zu erkliren. “Die Mutter hat zwischen zwei
Aussagen zu entscheiden, (a) Ich gebe das
Kind zuriick, (b) Ich gebe das Kind nicht
zuriick. Beide Aussagen betreffen ein mogli-
ches Tun des Krokodils, von dem dieses eins
sich nach Voraussetzung ausgewihlt hat. Das

beabsichtigte Tun hat die Mutter zu erraten,
indem sie entweder (a) oder (b) wihlt. Die ge-
withlte Aussage ist wahr, wenn sie mit jener
iibereinstimmt, gemdB der das Krokodil zu
handeln beabsichtigt. Der Gegenstand der
Wette ist also das Ubereinstimmen einer Aus-
sage mit einer Aussage. Ich denke mir eine
von zwei bekannten Aussagen und Du hast
recht, wenn Du die von mir gedachte Aussage
erriitst, dabei ist vollig gleichgiiltig, ob die von
mir gedachte Aussage wahr oder falsch ist.
Die von mir gedachte Aussage ist wahr, wenn
sie mit threm Sachverhalt ibereinstimmt. Um
ihren Sachverhalt geht es bei der Wette aber
gar nicht. Ein logischer Fehler wird begangen,
wenn man den Bezug einer Aussage auf eine
Aussage mit deren Sachverhalt Bezug auf
ihren Sachverhalt vertauscht. Der Gegenstand
der Wette ist, ob eine Aussage mit einer Aus-
sage libereinstimmt, nicht aber, ob letztere mit
ihrem Sachverhalt tibereinstimmt.”

Berti las den Text nochmals laut durch und
stellte dann zutreffend fest: “Das Dilemma
entsteht somit dadurch, dai sowohl das Kro-
kodil als auch die Mutter denselben logischen
Fehler begehen.”

Prof. Dr. L. Kreiser

Systematische Untersuchung:

Zusammensetzung
von drei Dominosteinen

Ein Rechteck im Format 2 x 1 sei der Ein-
fachheit halber “Dominostein” genannt;
wie ein solcher zerfillt es in zwei Quadra-
te.

Es ist zu untersuchen, auf wieviele Ar-
ten drei kongruente “Dominosteine™
zusammengesetzt werden konnen,
wenn jeweils nur die Quadratseite des
einen Steines an die Quadratseite eines
zweiten Steines gelegt werden darf.
Zusammensetzungen, die sich durch Dre-
_hung oder Spiegelung unterscheiden, gel-
ten nicht als verschieden, sondern als
identisch.

Nachstehend die vier moglichen Zusam-
mensetzung von 2 solchen Dominostei-

nen.

Hermann Oehl, Miinchen

=
T
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Losungen zur Olympiade-
Ecke in Heft 4/92

(Der Bundeswettbewerb Mathematik)

Aufgabe 1

Es sei p eine Primzahl gréBer als 3 und n eine
natiirliche Zahl; auBerdem habe p® in der De-
zimalschreibweise 20 Stellen. Man zeige, daB
hierin mindestens eine Ziffer mehr als zwei-
mal vorkommt.

Losung: Die Primzahlpotenz p" sei vorgelegt.
Da p* in Dezimalschreibweise 20 Stellen be-
sitzt und es im Zehnersystem genau 10 ver-
schiedene Ziffern gibt, muB jede Ziffer in der
Dezimaldarstellung von p" genau zweimal
auftreten. Fiir die Quersumme g von p® gilt da-
her:q=2:(0+ 1+2+ ... +9)=90. Die Quer-
summe ist somit Vielfaches von 3, also ist
auch p" durch 3 teilbar, kann somit keine Po-
tenz einer von 3 verschiedenen Primzahl sein.
Wenn p eine von 3 verschiedene Primzahl ist,
tritt daher mindestens eine Ziffer in der Dezi-
maldarstellung von p" mehr als zweimal auf.

Aufgabe 2

Gegeben ist ein Stiick Papier. Es wird in acht
oder zwdolf beliebige Stiicke zerschnitten. Je-
des der entstandenen Stiicke darf man wieder
in acht oder zwolf Stiicke zerschneiden oder
unzerschnitten lassen, usw. Kann man auf die-
se Weise 60 Teile erhalten? Zeige, dal man je-
de beliebige Anzahl, die groBer als 60 ist, be-
kommen kann! (1. Runde 1970)

Losung: Zerschneidet man das Papierstiick
auf beiderlei Arten kommen stets 7 bzw. 11
Stiicke hinzu. Die jeweilige Stiickzahl ergibt
sich somit aus dem Wertevorrat W der Funk-
tion (mn) —>1+7 -m+ 11 -n(mne INy).
Man kann auf diese Weise nicht 60 Stiick be-
kommen. Es miisste gelten: 1 + 7m + 1 1n =60
<>7m+ 11n =59 mit n<6, m<9 ->7m e (59,
48, 37, 26, 15, 4), was nicht méglich ist.

Auf dhnliche Weise oder durch Probieren fin-
det man jedoch Darstellungen fiir die Anzah-
len6l,62,...,67:(7,1)->61,(4,3)->62,(1,5)
-> 63 (9,0) -> 64, (6.2) -> 65, (3,4) -> 66 und
(0.6) ->67.

Mit den Zahlen 61 bis 67 gehoren auch alle
weiteren natiirlichen Zahlen zu W sie lassen
sich durch die weitere Beniitzung nur der ei-
nen Zerschneidungsart ( = Zerschneidung in
8 Stiicke) erreichen.

Aufgabe 3

Die Oberfliche eines Fullballs setzt sich aus
schwarzen Fiinfecken und weilen Sechsecken
zusammen. An die Seiten eines jeden Fiinf-
ecks grenzen lauter Sechsecke, wihrend an
die Seiten eines jeden Sechsecks abwechselnd
Fiinfecke und Sechsecke grenzen. Man be-
stimme aus diesen Angaben tiber den Fufiball
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die Anzahl seiner Fiinfecke und seiner Sechs-
ecke. (1. Runde 1983)
Lésung:

Die oben dargestellte Figur zeigt die “Vorder-
seite” der zugehorigen FuBballoberfliche. Die
“Riickseite™ hat dieselbe Struktur wie die Vor-
derseite. Vorder- und Riickseite kénnen ent-
lang der 40 AnschluBkanten passend aneinan-
dergefiigt werden.

Der FuBiball besteht aus einer ganzzahligen
Anzahl von 5- und 6-Ecken. Da nach Voraus-
setzung jedes 5-Eck von fiinf 6-Ecken und je-
des 6-Eck von drei 5-Ecken umgeben ist, be-
steht der FuBball aus 3n Fiinfecken und 5n
Sechsecken (n € IN), insgesamt also aus 8n
Flichen. Jedes 5-Eck weist nun genau fiinf
Ecken und Kanten auf, jedes 6-Eck genau
sechs. Da jede Ecke im FuBball gleichzeitig
drei Flichen angehort, hat dieser genau

3n-5+5n:6
3

=15n Ecken.
Da jede Kante im Fuflball genau zwei Flichen
angehdrt, besitzt er
3n:5+5n:6 45
———=—n Kanten.

2 2
Fiir jedes Polyeder mit e Ecken, f Flichen Lind
k Kanten gilt der EULERsche Polyedersatz:
e + =K+ 2. Demnach gilt

I5n+8n= z—sn +2 woraus n =4 folgt.

Der FubBiball hat demnach 154 =60 Ecken,
45

7‘4 =90 Kanten und besteht aus 8 - 4 = 32
Flichen, ndmlich aus 3 - 4 = 12 Fiinfecken und
5 - 4 = 20 Sechsecken. (Dieses Losungsbei-

spiel stammt {ibrigens von einem bayerischen
Teilnehmer am 1983er Wettbewerb.)

Aufgabe 4

In einem Quadrat mit der Seite 7 sind 51 Punk-
te markiert. Es ist zu zeigen, daf3 es unter die-
sen Punkten stets drei gibt, die im Innern eines
Kreises mit Radius 1 liegen. (2. Runde 1972)
Lésung: Man unterteilt das gegebene Quadrat

in 25 Teilquadrate mit der Seitenliinge .
5

Die Verteilung der 51 markierten Punkte auf
die Teilquadrate (deren Riinder den Quadraten
zugerechnet werden sollen), kann nach dem
“Schubfachprinzip™ nur so sein, daB auf min-
destens ein Teilquadrat mehr als 2 Punkte
kommen. Die Diagonale eines derartigen Teil-
quadrates betriigt (nach dem Satz von Pytha-
oras).

Also liegt dieses Teilquadrat (zusammen mit
den mindestens 3 markierten Punkten) ganz in
einem Kreis mit Radius 1 um den Quadratmit-
telpunkt.

Aufgabe 5

Eine Kugel wird von allen vier Seiten eines ri-
umlichen Vierecks beriihrt. Man beweise, da3
alle vier Beriihrungspunkte in ein und dersel-
ben Ebene liegen. (2. Runde 1984)

Losung:

Vorbemerkungen zur Bezeichnung.

Die Ecken des rdumlichen Vierecks seien A,
B, C, D. Die Beriihrpunkte der Kugel mit den
einzelnen Viereckseiten sind R, S, T und U.
Die Linge des Streckenabschnitts zwischen
Ecke des Vierecks und entsprechendem
Beriihrpunkt sind

AU=AR=a, BR=BS=b, CS=CT=c,
DT=DU=d

Es wird eine vektorielle Lésung angegeben.
Ecke A sei der Nullpunkt des dreidimensiona-
len Punktraumes. AD habe die normierte Liin-

e l._}Betrachte dieqnormicnen Vektoren
x=AB,y=B_C,undz=CD.
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Fiir die Ortsvektoren ??T(zu den Punkten R,
S T) glll nacheinander:
r=a-x,s=r+b x+57) t=s+c(y+7)
Fiir den Ortsvektor von U ergibt sich damit:
u=a(f+d-Z)=a(s+c(y+2) +dz)=

za(ax+b(X+y)+c(y+2)+d) =

=a((a+b)xX+(b+c)y+(c+d)z)
R. S und T bestimmen eine Ebene (als paar-
weise verschiedene Punkte einer Kugel kon-
nen sie nicht alle auf einer Geraden liegen).
Als Parameterdarstellung eines Punktes P die-
ser Ebene erhilt man:
F:r_)+v(§)—ﬁ+ w(?—?)=eu?+bv(x_)+ ?)+
+CeW (Y +2) = (a+bv) X+ (bv +cw) ¥ + cw.
Fiir die speziellen Parameter

ab—ad ac+ad
= b W=
b c
erhdlt man dann
=(a(l+b- d)x+a(b d+c.+d}y+

+a(c+d)¢—d(a+b)x+d(b+c)y+
+af(c+d) zZ=u.
U liegt also in der von R, S und T bestimmten
Ebene.

Aufgabe 6

Gesucht werden drei natiirliche Zahlen a, b, c,
bei denen das Produkt von je zweien bei Divi-
sion durch die dritte den Rest | liBt. Man be-
stimme alle Losungen. (2. Runde 1990)
Losung: Alle Zahlen a, b, ¢ seien groBer als |
(da andernfalls mindestens eine der drei be-
trachteten Divisionen ohne Rest bliebe).

O. B. d. A. gelte: 1<a<b<c. Nach Vorausset-
zung gibt es ganze Zahlen o, . ymitab— 1 =
y-c,be—l=0-aca—1=f-b.

Durch Multiplikation ergibt sich hieraus
ofyabe = (ab— 1) (be — 1) (ca— 1) =

=a’b’c? — a’bc -ab’c —abe? +ab+ac+bc—1
Subtraktion der ersten vier Summanden der
rechten Seite und Ausklammern von abc erg.
abc - (ofy-abc+a+b+c)=ab+ac+bc—1,
somit teilt abc die Summe ab + ac + be -1.
Da diese Summe positiv ist (nach Vorbemer-
kung). folgt

(1) abc<ab + be + ca.

Wegen a < b < c folgt aus (1):

abc < 3bc, also a < 3 und somita =2
Einsetzen von a = 2 in (1) liefert:

(2) 2bc < 2b+bec + 2¢

Hieraus folgt bc < 2b + 2¢ < 4c, also b < 4 und
somitb=3

Einsetzen von b =3 in (2) liefert:
(3)6c<b+3c+2c

Hieraus folgt ¢<6 und somit ¢ = 5 (weil a und
¢ teilerfremd sind).

Durch Nachrechnen bestitigt man, dafl (2, 3.
5) tatsiichlich ein Losungstripel ist: 2-3=1-
541,3:5=7-2+1,2-5=3-3+1.

Als Gesamtheit der Losungen ergibt sich da-
her{(2,3..5),(2.5,3), (3, 2,:5%(3, 5, %), (5.2
305320

Aufgabe 7

Man entscheide durch Beweis, ob es moglich
ist, neun quadratische Flichenstiicke mit den
Seitenlingen 1, 4, 7, 8, 9, 10, 14, 15 und 18
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lickenlos zu einem Rechteck aneinanderzule-
gen, ohne daB sich Flichenstiicke iiberlappen.
(Priifungsjahrgang 1979)

18

Losung:

Das gesuchte Rechteck besitzt die Flichen-
maBzahl A =12 +42+ 72 + 82+ 9% + 10° + 14
+ 157 + 182 = 1056. Die kiirzere Rechtecksei-
te muB mindestens die Linge 18 haben. Des-
halb kommen nur die folgenden Rechtecks-
formen in Betracht: (48; 22), (44: 24), (33;
32). Da 18 + 15 =33, scheint eine Pflasterung
des Rechtecks mit den Abmessungen 32x33
aussichtsreich. In der Tat fiihrt die Plazierung
des groBten Quadrats in eine der Ecken des
Rechtecks zu einer moglichen Losungsfigur.

Aufgabe 8
Bestimme das Produkt aller Teiler von 1980"
fiir n € IN (a ist Teiler von b, wenn

E e IN. (Priifungsjahrgang 1981)
Losung: Vorbemerkung. Besitzt eine Zahl n
die Primfaktorenzerlegung
n=p;" - py2....py’* , so betriigt die Anzahl
T(n) seiner Teiler
To)=(r, + 1) -(, + 1) .- (1, + 1)
Es ist ]980““(22 32.5 Il)“z
=22 3% 5% 115

Die Anzahl der Teiler von 1980 ist somit
T(1980" =2n+ D2n+ 1)« (n+1)-(n+ 1)
=(2n+ 1) (n+ 1)?

Wir unterscheiden zwei Fiille:

i) nist ungerade. Dann ist T(1980") gerade, da ‘

n 4+ 1 gerade. Da sich je zwei Komple-

mentirteiler multiplikativ zu 1980" zusam-

menfassen lassen, betrigt daher das Produkt
m

aller Teiler (1980™)2

ii) n ist gerade. Jetzt ist T(1980") ungerade, da
2n+1 und n+ 1 ungerade sind. Je zwei
n
Teiler auBer 19802 ergiinzen sich wie bei 1)
n n
und konnen daher durch 19802 -19802 er-
setzt werden. Daher betridgt das gesuchte

n
Produkt wie vorher (19802 )™ In beiden
Fillen ist daher das Produkt aller Teiler von
nm

1980" gleich 1980 2

Aufgabe 9

Zeige, daB n?+ m*+ 4 fiirn, m e IN keine Ku-
bikzahl sein kann. (Priifungsjahrgang 1985)
Losung: Es gilt folgende ldentitit:

(a+b)’ =a’+b’+ 3(a’b + ab?). Deshalb liegt
eine Betrachtung der verschiedenen Restklas-
sen mod 3 nahe. Jede Zahl x € IN ist eindeu-
tig auf eine der Arten x = 3k, x = 3k -1 oder
x =3k +mitk € IN darstellbar.

Fira=3kundb=0

ist 3k + 0 =27k* =0 mod 9.
Fira=3kundb=-1

gilt Gk-1P=27k*-27k*+ 9k -1 =-1mod9.
Fira=3kundb=1

gilt entsprechend (3k + 1) =1 mod 9.

Also kann x* fiir x € IN nur die Reste -1, 0 oder
| mod 9 haben. Da nun n® + m? + 4 aus dem-
selben Grund bei der Division durch 9 nur die
Reste 2, 3, 4, 5 oder 6 1idBt, kann dieser Term
keine Kubikzahl darstellen.

Walter Krﬁmer.
Statistik verstehen.
Eine Gebmuchsanweisung

1062. 1992. 163 §.,

'ISBN 3-593-34719-9. _

Walter Kramer

Statistik verstehen
Eine Gebrauchsanweisung

mit vielen Abbildun-
gen, Grafiken und
Tabellen, DM 19,80;

Wer exfﬁhre:i “hat,
wie man mit Statistik
liigt, wﬂl wohl auch
wissen, wie man’s
“ehrlich” macht
Walter Krsmer,
kannt fiir seine flott

geschriebene Stati- /

stik-Kritik, fithrt in E

seinem neuen Buch Reihe Campus
die Grundbegriffe

vor. Aber anders als

herkémmliche Stansuklehrbucher halt sich
Krimer nicht lange mit Definitionen und ma-
thematischen Ableitungen auf. Er erklirt ohne
viele Formeln, wie ein Preisindex entsteht, oder
aus welchen Bestandteilen sich das Sozialpro-

 dukt zusammensetzt. Bei Kriimer erfahren wir,

was der Deutsche Aktienindex (DAX) ist, was
wir im sogenannten Warenkorb finden und
wamniwinmuiﬁnge:lebmahe;mhau-_

.ﬂgenn](rebssﬁeshen.

Das Buch ist ein unenﬂ:chthctm' Rﬂgﬂbﬂ fiir
alle.dealﬂeamﬂZlﬁmmcmmricm.mn-
dnmauchvustehmwellen :
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Raymund Stolze

Umkampfte

Videos

John Allen Paulos
VON ALGEBRA
BIS ZUFALL

Streifziien durch
dic Muthematik

CAMPLS

D er Kampf um die Schachkrone brachte
stets Impulse fiir die weitere Entwick-
lung dieser Sportart — so Weltmeister Garri
Kasparow in seinem Vorwort zu ,,Umkidmpf-
te Krone”, dem Band, der seinerseits den Im-
puls auslste, Schachweltmeisterschaften im-
mer wieder zum Buchthema zu machen.
..Eines der schonsten Biicher der Schachge-
schichte”, lautete die anerkennende Einschit-
zung der in- und auslidndischen Fachpresse
nach Erscheinen der ersten Auflage 1987.
Diesem Urteil 1dBt sich nichts hinzufiigen,
denn nie vorher hat es einen solchen Pracht-
band iiber die Duelle der Schachweltmeister
von Steinitz bis Kasparow von 1886 bis 1990
gegeben. Der ebenso lesens- wie anschauens-
werte Band ist fiir Schachfreunde, die ein
Spieldiagramm stundenlang sezieren, genau-
so interessant wie fiir die Freunde des konigli-
chen Spiels die sich beispielsweise unter Ca-
ro-Kann nichts vorstellen kénnen.

Der Inhalt spricht fiir sich:

— 36 Stories — spannend und unterhaltsam —
iiber alle bisherigen Auseinandersetzungen
um den WM-Titel.

— 75 % aller gespielten Gewinnpartien, kom-
mentiert von Welt- und GroBmeistern.

— Das faszinierende Bildmaterial: mehr als
300 Fotos, viele zum erstenmal veroffent-
licht.

— Der liickenlose Statistikteil.

Ein vorziigliches Werk, ein einzigartiges Ge-

schenk.
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Krone

Raymund Stolze:
Umkimpfte Krone,
Sportverlag,

Berlin 1992;

224 Seiten, 220 Diagramme,
300 Fotos, geb., DM 29,80,
ISBN 3-328-00526-9

CABRI-Géometre
— Chancen
auf Entdeckungen

Die Situation ist hoffnungslos. Dabei ha-
ben wir die Lisungsskizze ganz deutlich
auf unserem Konzeptblatt ...

Die Rede ist von Aufgaben, die fordern, ein
bestimmtes geometrisches Gebilde in eine

vorgegebene Zeichnung gleichsam “einzupas-
sen”, wobei der Zusatz “Konstruiere mit Zir-
kel und Lineal” die eigentlichen Schwierig-
keiten bereitet.

Neben den schon klassischen Aufgaben wie
“Konstruiere die einem Dreieck einbeschrie-
benen Quadrate!” oder “Konstruiere ein
gleichseitiges Dreieck, dessen Eckpunkte je
auf einer von drei parallelen (nicht zusam-
menfallenden) Geraden liegen!” tauchen unter

Ablage Bearbeiten Erzeugen Konstruktion

Uerschiedenes

A CABR_WWPAROREIL. FIG

[ Oreslinie. .

ol C
i
p< % 2\
.\\ v
1 /'
5 H\ra |
e * Ty

verbliiffende (?) Ortslinie beschreibt.

Abb. 1: A ABC ist ein gleichseitiges Dreieck mit B € p, und C € p,. A jedoch erfiillt
die geforderte Bedingung A € p, nicht. B kann auf p, variiert werden, wobei A eine
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Biicher Programme Videos Spicle

Einfiihrung
in die Gruppentheorie

Die Gruppentheorie stellt eine geeignete
Maglichkeit fiir eine Einfiithrung in typisch
mathematische Arbeits- und Denkweisen
dar. Im Gegensatz zum historisch ersten
Beispiel fiir eine axiomatisierte Disziplin
gelangt der Leser hier von nur wenigen
Axiomen ausgehend relativ schnell zu ein-
fachen, aber interessanten Sitzen.

Das nun bereits in der 10. Auflage vorliegen-
de Buch Einfiihrung in die Gruppentheorie
stellt eine Einfiihrung in die elementare Alge-
bra und Gruppentheorie dar, die in Mathema-
tik und Physik, in Kristallographie, Festkor-
perphysik und Elementarteilchenphysik breite
Anwendung findet. Alle eingefiihrten Begrif-
fe werden ausfiihrlich an einfachen geometri-
schen Beispielen erliutert. Die Uberlegungen
werden stets untermauert und erginzt durch
Erdrterungen iiber spezielle Gruppen, wie
z. B. Transformationsgruppen, Bewegungs-
gruppen, Faktorgruppen. Die nun vorliegende,
iiberarbeitete Auflage wurde um einen An-
hang von J. P. Solowjew iiber Bewegungs-

Biicher Programme Videos Spiel

gruppen der Ebene und des Raumes und ihre

Untergruppen erweitert.

Das Buch wendet sich an Schiiler, Lehramts-

kandidaten und Fachlehrer fiir Mathematik.

Es ist dariiber hinaus bestens geeignet, Stu-

denten der Physik und Ingenieurwissenschaf-

ten mit dem fundamentalen Begriff der Grup-

pe vertraut zu machen.

Aus dem Inhalt:

1. Der Gruppenbegriff

2. Permutationsgruppen

3. Isomorphe Gruppen. (Der Satz von Cayley)

4. Zyklische Gruppen

5. Einfachste Kongruenzgruppen

6. Invariante Untergruppen

7. Homomorphe Abbildungen

8. Klasseneinteilung von Gruppen nach einer
gegebenen Untergruppe. Faktorgruppen.

Pavel S. Alexandroff. 10., iiberarbeitete
und erweiterte Auflage 1992. 152 Seiten mit
20 Abbildungen. Kartoniert. DM 24,—
Johann Ambrosius Barth Leipzig — Berlin -
Heidelberg, Edition Deutscher Verlag der
Wissenschaften

ISBN 3-335-00320-9

Wettbewerbsaufgaben fiir Schiiler auch

neue auf wie “Einem gegebenen Dreieck

ABC mit D € BC und E € DC ist ein Par-

allelogramm DEFG einzubeschreiben!

Moderne Geometriesoftware, z. B. der CA-

BRI-Géomeétre, bieten fiir die Losung sol-

cher Aufgaben bemerkenswerte Mittel an,

die Variations- und die Ortslinienfunktion

Sie seien am zweiten Beispiel erliutert.

1. Man begniigt sich bei der (vorliufigen)
Konstruktion einer Losung damit, dall
nur der groBte Teil der geforderten Be-
dingungen erfiillt ist.

2. Man variiert die Bildschirmfiguren (s.
Abb. 1). Die Darstellung, bei der die ge-
genseitigen Beziehungen der computer-
erzeugten Geraden, Kreise und Schnitt-
punkte erhalten bleiben, durchliduft dann
(alle) moglichen Lagen.

3. Darunter befindet sich bei fehlerfreiem
Vorgehen auch die gesuchte, bei der die
auBer acht gelassenen Bedingungen er-
fiillt sind. Um bei dieser Variation besse-
re Ubersicht behalten zu konnen, ist vor-
gesehen, einzelne Punkte “mit einem
Zeichenstift zu versehen”, so daB
wiihrend der Variationen eine Ortslinie
gezeichnet wird.

In vielen Fille fiihrt diese Ortslinie unwei-

gerlich zur konstruktiven Losung des Pro-

blems. In unserem Beispiel kann aus dem

Sonderfall C € p, und A € p, auf die Ei-

genschaft der Ortslinie (hier Gerade im 60°-
Winkel zu den Parallelen) geschlossen wer-
den.

Das Programm CABRI-Géometre ist die
Entwicklung einer Gruppe von Didaktikern
und Informatikern der Universitit Grenoble
(Frankreich) und kostet 228,00 DM, als
Schullizenz 598,00 DM. Es ist fiir IBM-
kompatible und Macintosh-Rechner liefer-
bar.

Durch die iibersichtliche Meniisteuerung
bendtigt man kaum Einarbeitungszeit und
wird bald auch solche Moglichkeiten wie
das Messen einzelner Objekte (MeBergeb-
nisse werden im Zugmodus, d. h. beim Va-
riieren, stets aktualisiert) oder die Makro-
Konstruktionen beherrschen. Neben der
Beschriftung von Punkten, Kreisen usw.
stehen vier Farben zur Gestaltung der
Zeichnungen zur Verfiigung.

Aufgabe: Man lose die beiden iibrigen
Probleme durch gedankliches Nachah-
men der Ortslinienfunktion, indem meh-
rere (in beschriebener Weise unvollkom-
mene) Figuren gezeichnet werden und
eine Vermutung iiber die Eigenschaften
der herausgelosten Punkte aufgestellt
wird.

Dr. Christian Werge, Abt. Didaktik
des Fachbereichs Math. und Informatik
der Universitdt Leipzig

Wer hat nicht schon einmal sein Dominospiel
herausgeholt, die Steine hochkant hintereinander
aufgebaut, angestoBen und zugesehen, wie sie in
einer Kettenreaktion umfielen?

Wem das zu monoton ist, kann es nun schwieri-
ger haben. Um fiir das in England bekannte Pro-
dukt Quavers zu werben, bedienten sich die Wer-
befachminner von Smith Crisp Ltd dieses alten
Vergniigens und des Computerspieles PUSH-
OVER - oder war es umgekehrt?

Colin Curly, kraftprotziger Hund, hat dummer-
weise seine Quaverstiiten verstolpert. Um die
verlorenen Tiiten aus einem unterirdischen Géin-
gesystem zu holen, muB die G. 1. Ant, die stirk-
ste Ameise der Computerwelt, in jedem Level
Steine in einer bestimmten Reihenfolge aufstel-
len, damit am Ende als Folge einer Kettenreakti-
on der SchluBstein umfillt und sich die Tiir zum
nédchsten Level dffnet. Im Computer sind die
Steine, anders als in unserer Tischvariante, hiu-
fig auf mehreren Ebenen angeordnet, so daB Son-
dersteine wie der Aufsteiger, Uberschlagblocke,
Teiler, Stopper, Uberbriicker oder Explosions-
blécke in das Spiel eingebaut wurden. Leider hat
man innerhalb einer vorgegebenen Zeitspanne
nur einen einzigen “Schubs”, um alle Steine den
Regeln gemii umzuwerfen. Doch clevere Amei-
sen lassen sich etwas einfallen. Flink sausen sie
tiber die vorhandenen Treppen zu den verschie-
denen Ebenen, um dort aktiv zu werden. G. L.
Ant, der Schwarzenegger im Ameisen-Digi-
Land, liiBt neben den Muskeln verstiirkt die grau-
en Zellen spielen. Der Devise erst Denken, dann
handeln, bleiben alle Wege offen.

Damit alles seine Ordnung hat, liefert PUSHO-
VER ein Blatt zum Aufschreiben fiir die Level-
codes gleich mit. Da das alles noch in einen flot-
ten Sound verpackt ist und die Zeitspanne wahr-
haftig ausreicht, wenn man letztendlich eine der
vielen Losungsmoglichkeiten gefunden hat, hat
die Tiitensuche einen Stammplatz auf der Fest-
platte, denn dann kann man so eben ,Zwi-
schendurch mal” die Suchaktion fortsetzen.
PUSHOVER ist ein Logikritsel mit Zeitfaktor,
bei dem die einzelnen Aufgaben vielfiltige Lo-
sungsmoglichkeiten zulassen — und der Spaf
kommt wahrlich nicht zu kurz.

Hersteller: Ocean / The Red Rat 1992. Distri-
butor: Bomico. Typ: taktisches Umbauspiel.
Handbuch: D-E-F brauchbar. Hardware:
AT+, 640 KB RAM, 16-F-VGA, Soundkarte,
Tastatur, Joystick. Preis: DM 89

Berit Seitz
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Sprachecke

* Dreimal nichts

Ermittelt werden soll die vorliegende Multi-
plikation, von der man weil3, daB eine Ziffer
immer durch den gleichen Buchstaben ersetzt
wird und ein Buchstabe nur fiir eine bestimm-
te Ziffer steht. Die Ziffer 3 kommt nicht noch
einmal vor. Die Ziffer 0 wird durch den Buch-
staben O vertreten.

Die Multiplikation ist eindeutig,

Losung:

5694 x 3 =17082

® Mich auf eine Autoreise vorbereitend, be-
merkte ich die Unméglichkeit einer Tachome-
terreparatur und ersetzte ihn durch einen Ta-
chometer eines anderes Autos. Als ich von zu
Hause losfuhr, standen 131313 km auf dem
Kilometerziihler. Auf der Chaussee zeigte er
bei der Siule mit der 100 km Markierung
131460 km und nach 70 km 131558 km.
Als ich am Ziel ankam, zeigte der Zihler
132713 km. Wieviel Kilometer fuhr ich?
Lisung

Aufgrund der Aufgabenstellung bildet man
die Gleichung

132713 - 131313~ x
131558 — 131460 ~ 70 km

und errechnet hieraus

- 1400 - 70 km
B 98
x = 1000 km

Meine Fahrstrecke betrug 1000 km.

¢+ Ein Zehncentstiick im Glas

Das Bild zeigt vier Streichhélzer und ein
Zehncentstiick. Es sieht aus, als ob sich das
Zehncentstiick im Weinglas befindet. Kannst
Du zwei Streichholzer so umlegen, dall wieder
ein Weinglas entsteht, aber ohne das Zehn-
centstiick darin?

ol
P

Buchstaben und Zahlen

1. Losung: 95785
12569
108354
34 alpha 5/92

Losungen

26956
26956
26956
26956
26956
134780

2. Losung:

140965
765521
906486

3. Losung:

4. Lésung: 5- 2471
42439215
9769215

5. Losung: 81330

6. Losung:

7. Losung:

Logik in Potenzen, Produkten

und Summen

Die Folgen A, B und C bestehen aus Potenzen,
deren Basis von 1 bis n wiichst, wihrend sich
der Exponent von n bis 1 verringert.

1n 20l 302l

In der Folge C ist n = 7. Die letzten beiden
Glieder miissen also lauten:
(n-1yp=36undn =7

Die Folgen D, E und F bestehen aus Summen,
in denen zu der wie oben gebildeten Potenz je-
weils noch das Produkt aus Basis und Expo-
nent addiert wird:

I"+1n 2" +2(n-1) 3*?+3(n-2)..n'+n
Also fehlen in der Folge F die Terme bzw.
Zahlen

m—1Y+(n-1)-2=48und

n'+nl=14 -

Zusammenfassung:
x=36y=T:x,=48:y, =14

Wer findet die Primzahlen?

Losung: 46 146t sich in vierfacher Weise als
Summe von 2 Primzahlen darstellen: 46 =3 +
43=5+41=17+29 =23+ 23. a kann weder
3, 5 noch 29 sein, weil dann b = 54 — a gleich
51, 49 oder 25 sein miiBte und damit keine
Primzahl wiire. a kann auch nicht 43 sein, weil
dannc=60-b=60-(54-a)=06+a=49

keine Primzahl ist. Fiir a gleich 41, 17 und 23
ergibt sich je eine Lasung:
lJ)a=4l,b=13,c=47,d= 5
2)a=17,b=37,¢=23,d=29
3)a=23.b=31,¢=29,d=23

Auf wieviel verschiedene Arten kann

man LOSUNGSWEG lesen?

Losung: Hierbei kann man das Pascalsche

Dreieck zur Hilfe nehmen

1. Man rechnet es mit der Formel 2° aus dar-
aus folgt 27 =512

2. Man zihlt es aus mit Hilfe des Pascalschen
Dreiecks und kommt ebenfalls auf 512.

Das Nummernschild eines Autos
Losung: Es gibt héchstens 27 - 26 = 702
Buchstabenkombinationen, die jeweils 999
verschiedene Zahlen besitzen konnen.
Daraus folgt: Es kann in einem Ort hiichstens
999 - 702 = 701298 Autos geben.

Ein Legespiel
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CABRI-Géometre —

Chance auf Entdeckungen

Zeichnet man in das Dreieck ABC ein Belie-
biges Quadrat P'QR'S mit P'und Q auf AB und
S auf AC und variiert diese Figur unter den
genannten Bedingungen, erkennt man eine
,.Ortslinie” des Punktes R', die eine Gerade
durch A ist und BC im gesuchten Punkt R
schneidet (Strahlensatz).

Analog wird beim dritten Problem verfahren:
Zeichne ein beliebiges Parallelogramm
DEF'G. Variiere den Eckpunkt F'auf AC.,

Auch hier liegen alle Punkte G' auf einer Gra-
den, die AC im gesuchten Punkt G schneidet.

S N\E
gy
7 b 5
i A /.// \
L d",/

G \
!
’ o \
Lo A

Geometrie ohne Irrationalzahlen
1. V'E ist nicht rational. Dann sind auch

4 /5 und E\fé nicht rational. Diese Durch-
rﬁcsscrgeraée schneidet den Kreis nicht.
2. Wiire tan 22.5° = q rational, so wiirde in
der rationalen Ebene zu den sich schneidenden
Geraden a: y = 0 und b: y = x die Winkelhal-
bierende w: y = qx existieren. Da es eine sol-
che Winkelhalbierende aber nicht gibt, kann
q = tan 22,5° nicht rational sein. Es ist
tan 22,5° irrational. B

Ubrigens ist tan 22,5°= V2-1

3. Beispielsweise gibt es keine Drehung um
0O(0; 0), welche die Gerade a: y=0inb: y = x
iiberfiihrt. Wiirde eine solche Drehung exi-
stieren, so wiirde der Kreis um O(0; 0) mit
dem Radius 2 auf sich abgebildet werden. Ins-
besondere wire der Bildpunkt des Punktes
P(2; 0) von a der Schnittpunkt dieses Kreises
mit der Geraden b. Da es diesen Schnittpunkt
in der rationalen Ebene nicht gibt, kann es
auch die Drehung nicht geben.
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Zusammensetzung

von drei Dominosteinen

Es sind nur folgende, einander ausschlieBende
Fille moglich:

1. Alle drei Steine liegen parallel zu einander
1,1) alle drei Steine liegen in einer Linie

oder
[,2) sie liegen in zwei Linien untereinander
I,3) sie liegen in drei Linien untereinander.

oder
L]
I

[ |
\

I1. Zwei Steine liegen parallel zu einander, der

dritte steht auf ihnen senkrecht.

I1,1) Die beiden parallel liegenden Steine lie-

gen in einer Linie

a) sich beriihrend,

T 1

]

b) getrennt,

I1.2) sie liegen in zwei Linien untereinander
a) ein Quadrat bildend,

J

b) versetzt,

—

—
|

gt
T

I1.3) sie liegen in zwei von einander getrenn-
ten Linien

a) mit dem Abstand in Linge einer Qua-
dratseite

L |
] |

b) mit dem Abstand in Linge zweier Qua-
dratseiten.

—

[

—

L]

Die systematische Untersuchung (siehe unten)
ergibt, daB es 26 verschiedene Zusammenset-
zungen der verlangten Art gibt.

P. S5.: Hitte man anstatt nach den verschiede-
nen “Zusammensetzungen” nach verschiede-
nen “Figuren” (= Umrissen) gefragt, so wiren
es nur 23 Stiick!

Die gleiche duBere Form (Figur, UmriB) tritt
auf bei (3) = (15): (5) = (13) und (6) = (14),
weil eine Teilfigur aus einem Quadrat 2 x 2
besteht, das in gespiegelter (oder um 90° ge-
drehter) Zusammensetzung verwendet wurde.
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Einzelpreis: 2,50 DM  Einzelpreis im Abo: 2,— DM

ISBN 3-617-34011-3

Deutsche Schulschach-
meisterschaften 1992

Projekte, Pannen, Sensationen

Alljahrlich tragen die Schachspieler nicht
nur Vereinsmeisterschaften und Einzel-
wettkdmpfe aus, ein beliebtes Turnier ist
auch stets die Ermittlung des Deutschen
Schulschachmeisters, der besten Schach-
schule Deutschlands.

Diese Meisterschaft findet in verschiedenen
Altersklassen statt: Wk | (bis 13. Klasse), Wk
2 (bis 10, Klasse), Wk 3 (bis 8. Klasse), Wk M
(Midchen) und in diesem Jahr erstmalig als
Pilotprojekt auch eine Wk 4 (bis 6. Klasse).
Alle Schulen, an denen Arbeitsgemeinschaf-
ten Schach trainieren, bereiten sich lange und
intensiv auf diesen Wettkampf vor. In den
Linderturnieren werden bis Mirz die Landes-
meister ermittelt — nur sie haben das Recht, am
Finale der jeweiligen Ak teilzunehmen. In
Berlin beteiligten sich 1992 insgesamt rund
100 Schulen an diesen Vorausscheiden, in an-
deren Bundeslindern ist das Echo trotz grofe-
rer Entfernungen noch intensiver — so kann
insgesamt von einer Teilnahme von iiber 2000
Schulen in Deutschland ausgegangen werden.
In diesem Jahr war es wieder zeitgleich zum
Bundeswettbewerb “Jugend trainiert fiir
Olympia” soweit — vom 7. bis 10. Mai fanden
die Finalkimpfe statt. Mit der Mannschaft
vom 5. Gymnasium Prenzlauer Berg Berlin
war ich live in Karlsruhe dabei, weshalb ich
hier niher iiber die Wettkampfklasse 3 berich-
ten will. Eine kleine Sensation war schon die
Teilnahme der Berliner Mannschaft, denn die-
se bestand komplett aus Jungen der 6. Klasse,
die sich unter den um zwei Jahre Alieren den
Landesmeistertitel erkidimpft hatten. Die zwei-
te Mannschaft des Gymnasiums startete {ibri-
gens in der Wk 4 in Leipzig. Traute man in
Berlin dem doppelten Landesmeister schon so
einiges zu, wurden die Zwerge von so manch
anderem eher belidchelt, aullerdem hatte Ber-
lin noch nie einen Deutschen Meistertitel ge-
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holt, die Hauptstiitter blieben so
sicher bei den meisten Planungen
aullen vor.

Fast hiitte die Bundesbahn dafiir
gesorgt, daB es auch so geworden
wiire —der Streiktermin war skan-
dalGserweise nicht mit unserem
Meisterschaftstermin abge-
stimmt. Doch nach dreimaligem
Umsteigen kamen wir noch rela-
tiv gut in Karlsruhe an, auch die
anderen Mannschaften blieben
nicht auf der Strecke. So konnte
die erste Runde der insgesamt 7
Spiele am Freitagmorgen ohne
Storungen beginnen. Die Schulschachmei-
sterschaften werden im Schnellschach ausge-
tragen. d. h. pro Spieler stehen nur 60 Minu-
ten Bedenkzeit zur Verfiigung. Entsprechend
werden alle Spiele zu Nervenschlachten, be-
sonders fiir die Trainer. die wie gehetzte Rehe
von einem Brett zum anderen jagen, um auch
ja alles Wichtige mitzubekommen.

Am Abend des ersten Tages stand nach drei
Runden Leipzig in Fiihrung, doch viele ande-
re Mannschafien lagen dicht auf, noch war gar
nichts entschie-
den. Der Sams-
tag sollte noch
hiirter werden.
Nach einem Sieg
von Mainz iiber
Leipzig rutsch-
ten die Sachsen
vorerst ab, an die
Spitze schoben
sich villig uner-
wartet die Berli-
ner. die mit zwei
Unentschieden
gegen die Ham-
burger und Bad
Schwartau bis-
her noch keinen
Verlust quittie-
ren mufiten.

Leipziger wiirde der Meister aus der Messe-
stadt kommen. Nach 2 Stunden jedoch war die
Sensation perfekt. Mit einem 2 : 2 wurde mit
Berlin eine Mannschaft der 6. Klasse in der 8,
Deutscher Schulschachmeister. Das gab es
noch nie! Ein toller Erfolg fiir Thomas Neu-
mann, Roland Bienert, Alexander Heinze und
Henry Barth von Borussia Friedrichsfelde
(tibrigens fast alle auch eifrige alpha-Leser),
die sich im komplett neuen Outfit des Spon-
sors Mosaik (wer kennt nicht die Abrafaxe?!)
zeigten und sich stolz dem Blitzlichtgewitter
stellten.

Nattirlich wurde ebenso hart auch in den an-
deren Ak’s gekiimpft. In Leipzig wurde der
Spiel umgedreht. hier ging der Prenzlauer
Berg in Fiihrung, konnte aber in der 3. Runde
durch die Sportschule Dresden abgefangen
werden — Sachsen vor Berlin und Hamburg,
Hier waren sich die Trainer einig, dieses Fina-
le fiir die Jiingeren muf} auch im niichsten Jahr
s Programm, Leider waren die von den Ver-
anstaltern gebotenen Bedingungen nicht die
giinstigsten — gerade fiir die Kleineren sollte
man sich etwas mehr Miihe bei der Vorberei-
tung geben!

Zum Schlufl noch ein Blick auf die anderen
Ak’s: in Halle kimpften die Midchen mit
nicht weniger Siegeswillen als die Jungen, die
ortsansissigen Halloren gewannen dabei vor
Leipzig und Weimar, In der Wk 2 in Bremer-
haven siegte Winnenden vor Leipzig und
Saarlouis (man beachte die stets hervorragen-
den Plitze der Sachsen!) und bei den Altesten
wurde Altensteig als einzige “*Schachschule™

mt A &

So sah der Stand
auch nach 6
Runden aus -
Berlin fiithrte mit
einem Mannschaftspunkt Vorsprung. Hart
darauf folgten Hamburg und Mainz, beide
noch mit Chancen auf den Meister, sowie
Leipzig. welches sich durch hohe Siege wie-
der nach oben geschoben hatte. So hing alles
am Sonntagmorgen. Berlin — Leipzig hieB das
Schicksalsspiel — bei einem 2.5 — 1.5 fiir die

Der Deutsche Meister Wk 3 bei der Partienanalyse (v. . n. r.: Thomas
Neumann, Alexander Heinze, Trainer Markus Spindler, Roland Bienert).

der alten Bundeslinder seiner Favoritenrolle
voll gerecht (gekimpft wurde in Jena).

In relativ kurzer Zeit haben sich die neuen
Bundesldnder innerhalb der Schulschachbe-
wegung ganz nach vorn gekdmpft, auf die Er-
gebnisse des nidchsten Jahres darf man ge-
spannt sein. Markus Spindler
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Mit dem Spirographen gezeichnete Ornamen-
te sind optisch HuBerst reizvoll. Hintergriinde
dieser Kurven zeigt Manfred Miller auf.
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Abmessungen einer Sonderpriigung der UNI-
TED STATES OF AMERIKA. Erhebungen
auf dem Erdglobus, Einsparungen durch
Mehrwegflaschen und als Besonderheit ein
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In England hat “Sprouts™ groBes Aufsehen er-
regt. — Eine Einfiithrung in dieses faszinieren-
de Spiel von Claudia Erdmann.
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Wichtiger Hinweis

Im néchsten Heft werden die Aufga-
ben das neuen alpha-Wettbewerbs
veroéffentlicht und die Preise vorge-
stellt. Auch die erfolgreichen Teilneh-
mer des letzten alpha-Wettbewerbs
und die Gewinner der zahlreichen
Sachpreise befinden sich im Heft
1/1993.

Geometrische Kon-
struktionen zum Satz
des Pythagoras ......... 26
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Neue Ideen zum bekannten Satz des Pvthago-
ras von Heinz Jura.

Leserbrief .................. 30
Marktecke ......c.oeuee.... 32
Losungen ................... 34

Ein Weihnachts-

stern .....ocvvevvevereranannnnns 30

Mathematische Spiele-
reien mit der Jahres-
zahl 1993 ..... -

Neue Bezugspreise 1993

Liebe Leserin, lieber Leser. leider sind die Produktionskosten erneut gestiegen. Aus diesem
Grund kommen auch wir an einer Preisanpassung nicht vorbei.

Ab 1.1.1993 kosten 6 alpha-Hefte im Abonnement nicht mehr 12.- DM sondern 12.90 DM.
Das Einzelheft kostet 3,00 DM (bisher 2.50 DM).

Die Preise verstehen sich ohne Versandkosten. Wir bitten um IThr Verstindnis.
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Mit schonen Bildern
kann man rechnen!

Ornamente mit dem Spirographen und Fadengrafiken

Wer gerne schone Ornamente zeich-
net, der findet mit dem Spirographen 1
einen Zeichenkasten, der ihn hierbei
tatkriftig unterstiitzt. — Der Spiro-
graph stellt eine Anzahl von kleinen
Zahnriidern zur Verfiigung, die innen
oder auBlen an griofleren Zahnridern
oder auf Zahnlinealen abgerollt wer-
den. Dabei entstehen Ornamente
durch einen Stift, der beim Abrollen in
dem kleinen Zahnrad mitgefiihrt wird.

Aus diesem Grunde heiben diese Kurven auch
Rollkurven (Zykloide). Im folgenden geht es

um Kurven. die durch Abrollen von kleineren
Rédern in groBeren Zahnridern entstehen. Ein
grolles Zahnrad mit a innenliegenden Zihnen
wird auf einer Zeichenfliche befestigt. Ein
kleineres Zahnrad mit b duleren Zihnen wird
im Inneren des groflen abgerollt.

Das kleinere Zahnrad besitzt nun eine Reihe
von Lochern, in die der Zeichenstift eingesetzt
werden kann.

Bevor man weiter liest, ist es eigentlich un-
umginglich. daBb man eigene Erfahrungen
beim Zeichnen solcher Kurven macht und da-
bei nicht nur erfihrt, dall man sich stark kon-
zentrieren mufl, wenn die Kurven ohne Abset-

zer und Zeichenfehler entstehen sollen.

Durch Beobachten und etwas Nachdenken

lassen sich folgende Aussagen aufstellen und

begriinden:

— Die Kurve kommt immer zum Anfangs-
punkt zurtick.

— Vor- und Riickwiirtsabrollen liefern diesel-
be Kurve.

— Spitzen gibt es, wenn der Zeichenstift bei
Abrollen dem Rand des grolien Rades am
nichsten ist.

— Spitzen, die beim Zeichnen nacheinander
entstehen, sind b Zihne voneinander ent-
fernt.

— Kurven, mit schirferen Spitzen entstehen
durch Locher nahe am Rande, kleinere mit
glatteren Spitzen durch solche. die mehr
zum Mittelpunkt hin liegen.

— Der Abstand benachbarter Spitzen (Spitzen,
die nebeneinander liegen) ist gleich grof.

Wann schlief3t sich eine Kurve?

Sie schlief3t sich. wenn zum ersten Male die-
selben Zihne wieder ineinandergreifen. Von
einer Spitze bis zur nichsten, die beim Abrol-
len entsteht, hat sich das kleine Rad um b Ziih-
ne weiterbewegt. d. h. die Anzahl der Ziihne a
des groBen Rades wird in Schritten der Liinge
b ausgemessen. Geht das ganz auf, schlieft
sich die Kurve schon nach dem ersten Umlauf.
Bezeichnet man mit s die Anzahl der Spitzen
der Figur, so ist das kleineren Rad s - b viele
Zihne weiter und am selben Zahn des grofien
Rades wieder ausgekommen, also s 'b = a
bzw.s-b=u-abeiu Umliufen im groBen Rad
und es stellt sich die Frage:

Wann ist ein Vielfaches von b einem Viel-
fachen von a gleich? Mathematisch ist das
die Frage nach dem kgV (a, b).

Fiir alle Teiler von a schlieBt sich die Kurve
nach dem ersten Umlauf. Das 24er- (32er-.

7N
N

Abb. 1
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Abb, 2
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Abb. 3

48er-) Rad. im 96er-Rad abgerollt. ergibt ei-
nen “Vierspitz” (Dreispitz. Zweispitz).

Man bestimme die Anzahl der Spitzen und
die zugehirigen Umlaufzahlen fiir a = 96
und b = 30, 40, 60, 80.

In Abb. 1 ist diese Aufgabe zeichnerisch
geldst und man entscheide. welche Kurve mit
welchen Ridern erzeugt wurde.

Jede Gerade durch eine Spitze und den Mittel-
punkt einer Kurve ist eine Symmetrieachse,
was man sich dadurch klarmacht, dal z. B.
von einer Spitze durch Vor- bzw. Riickwiirts-
abrollen dieselbe Kurve entsteht. Aus dieser
Svmmetrie kann man auch den gleichen Ab-
stand zwischen den Spitzen begriinden,

Welcher Abstand, gemessen in Zihnen,
stellt sich nun ein?

Es verteilen sich s Spitzen gleichmiilig tiber a
Zihne, ithr Abstand ist damit a/s.

Einerseits gilt kgV (a. b) = s -b bzw. allg.
kgV-geT=a-b

s'b-ggT(a.b)=a-b oder a/s = ggT(a, b) oder
s=alggT.

Analog bekommt man u = b(ggT(a. b). Mit
diesen Formeln kann man die entstehenden
Ornamente schon im Vorhinein beschreiben.

29 2rrat’ 2 lehren /Heft 55

Fiir das 105er-Rad suche man alle kleinen
Zahnrider, die Kurven mit 7 Spitzen ent-
stehen lassen. (siehe Abb. 2)

Fiir das 96er-Rad entsprechende Riider,
fiir die sich die Kurven nach 7 Umléufen
schlieflen.

Diese Uberlegungen an den Rollkurven lassen
sich direkt tibertragen auf sog. Fadengrafiken.
die man sich im Gegensatz zum Spirographen
selbst herstellen kann. In ein Holzbrett schligt
man in die Ecken eines regelmiilligen a-Ecks
Nigel ein. Von einem Anfangsnagel aus
spahnt man einen (farbigen) Faden zu jedem
b-ten Nagel. bis man wieder zum Anfang
zurlickkommt. Das a-Eck aus Nigeln ent-
spricht dem dufleren Zahnrad. die Spannregel
das sich abrollende. kleine Rad. Es entstehen
ansprechende Ornamente (je nach Spannre-
gel). die nicht nur den Klassenraum
schmiicken kénnen. Zur Simulatin solcher
Grafiken ldft sich auch leicht ein kleines Pro-
gramm schreiben, wie das fiir die Fadengrafi-
ken in Abb. 4 gemacht wurde.

Manfred Miller
Akad. Oberrat am Institut fiir Didaktik der
Mathematik, Universitit Dortmund

In der Marktecke von Heft 4 wurde der Spirograph aus-
fiihrlich vorgestellt

Nasa gibt Asteroiden-Alarm

Globale Katastrophe denkbar —
Genauere Beobachtung nétig

New York (EB) Ein Studienkreis unter NASA-
Leitung hat in einem Bericht die US-Regierung
von einer maoglichen “globalen Katastrophe”
durch Asteroideneinschlag gewarnt. Astero-
iden sind Gesteinstrimmer im All, die von der
Entstehung des Sonnensystems (briggeblie-
ben sind. Die kleinsten von ihnen treffen oft auf
die Erde und verglithen in der Atmosphare als
“Sternschnuppen”.

Die Sorge der Wissenschaftler wurde vor zwei
Jahren laut. Im Marz 1989 schrammte ein
Asteroid von 800 Metern Durchmesser “knapp”
an der Erde vorbei — im Abstand von 690 000
Kilometern (fast doppelte Entfernung Erde-
Mond). 1991 kam einer der Erde gar auf
170 000 Kilometern nahe, allerdings ein deut-
lich kleineres Kaliber von 10 Metern. Dessen
Aufschlag héatte “nur” die Wirkung des ratsel-
haften Tunguska-Meteoriten gehabt, der 1908
Dutzende Kilometer in Sibirien verwiistete.
Einen Brocken, der noch zehnmal gréBer als
der von 1989 war, machen viele Forscher da-
gegen fir das Aussterben der Saurier vor 65
Millionen Jahren verantwortlich — er habe so-
viel Staub aufgewirbelt, daB die Erde fir Jahre
im “nuklearen Winter" versank. Tatsachlich
entspréche die Energie beim Aufprall eines sol-
chen Asteroiden dem der Explosion von einer
Millionen Wasserstoffbomben.

Nach den “Begegnungen” der letzten beiden
Jahre beriefen Asteroidenforscher im Sommer
1991 einen Kongre3 ein, um sich Uber die
GroRe der Gefahr einig zu werden. Das Ergeb-
nis: Knapp 5000 Asteroiden sind bekannt, 128
von ihnen kommen der Erde nahe genug fiir ei-
ne Kollision, und 77 haben die richtige GroBe
(Gber 1000 Meter) fiir eine totale Katastrophe.
Ihre Bahnen sind allerdings bekannt: keiner
von ihnen wird die Erde in absehbarer Zeit ram-
men. Die Sorge besteht darin, daB wir noch
nicht alle Asteroiden kennen kénnten. Abhilfe
béte also ein aufgestocktes Beobachtungssy-
stem. Genau das schlédgt die Forschungskom-
misssion, die nach dem KongreB gebildet wur-
de, jetzt in ihrem Bericht vor: fir 80 Millionen
Mark (rund 16 Millionen jahrlich Unterhalt)
sechs weitere Teleskope zur Asteroidenbeob-
achtung zu installieren. Ein “Killer-Asteroid”
kénnte namlich durch atomare Abfangraketen
zertrimmert oder abgefangen werden. Aber
ein paar Jahre Zeit zur Vorbereitung sollten wir
schon haben, meinen die Forscher.

Débelner Allgemeine Zeitung
Donnerstag, 9. April 1992

Aufgabe: Der 1871 entdeckte Meteorkra-
ter bei Winslow im USA-Bundesstaat Ari-

zona hat eine Tiefe von 180 m und einen

Durchmesser von 1300 m. Er hat in guter
Niherung die Gestalt eines Kugelsegmen-
tes (Kugelabschnitt). Dieser vor etwa
22000 Jahren durch den Einschlag eines
riesigen Meteoriten entstandene Krater ist
noch viel zu jung und das Klima im Norden
von Arizona viel zu trocken, so dafl noch
keine bemerkbare Einebnung stattfinden
konnte. Wieviel Kubikmeter Gestein wur-
den beim Entstehen dieses Kraters beiseite
geschleudert?

W. Triger, Dibeln
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Eine Sonderpragung
der UNITED STATES OF AMERIKA

Medaille 500 Jahre Wiederentdeckung Amerikas und 200 Jahre US-Dollar™;

I1. Feingoldmedaille
Material: Feingold 9999
Durchmesser: 35 mm
Masse: 22 g

1. Feinsilbermedaille
Material: Feinsilber 999
Durchmesser: 35 mm
Masse: 15 g

Aufgabe:

Haben die hier vorgestellte Feinsilber- und Feingoldmedaille durchweg gleiche Abmessungen’?
Die Dichten von Feinsilber und Feingold mit hichstens 0,001 g Verunreinigungen in 1 g Mas- |
se sind

al

fro

und @y, =19.2—.
cm e

Mehr

“Nach Schiitzungen des Bundesumweltministe-
riums konnte eine Familie von fiinf Personen
200 Mark im Jahr einsparen, wenn sie Getrin-
ke anstatt in Dosen ausschliefilich in Mehrweg-
flaschen einkauft. Denn die Verpackungsko-
sten liegen bei einer Weilbblechdose im Schnitt
bei 0,17 DM und bei einer Mehrwegflasche bei
0.03 DM.” {Info-Dienst Umwelt-Tip)

Der Erdglobus

Laut literarischen Quellen fertigte um
150 v. Chr. der Grieche Krates einen
Erdglobus (Kugel — It.: globus) mit 4
liings des Aquators und des Hauptme-
ridians voneinander getrennten “*Kon-
tinenten™.

Der iilteste in Deutschland erhalten gebliebe-
ne. von Martin Behaim 1492 geschattene Erd-
globus befindet sich im Germanischen Natio-
nalmuseum in Nirnberg. Auf diesem Globus
ist Amerika nicht eingezeichnet, denn es wur-
de erst im gleichen Jahr 1492 von Kolumbus
entdeckt, Auf der Weltausstellung 1992 in Se-
villa war der in 20jihriger Arbeit von elnem
Handwerksmeister aus Wernigerode aus 378
rundgekloptten Messingplatten hergestellte
Riesenglobus mit einem Durchmesser von
1.27 m ausgestellt.

6 alpha 6/92

W. Triiger, Dibeln

1. Aufgabe:

Erhebungen und Vertiefungen der Erdober-
fliiche werden auf geographischen Karten u. a.
durch Angeben ihrer Hohe tiber dem Meeres-
spiegel (Mittelwasser des Welumeeres) be-
schricben.

So hat der Mount Everest die Hohe 8872 m .
M. Fiir die Herstellung eines Reliefglobus
witd angenommen: Alle Punkte der Erde mit
der Hhe 0 m ii. M. liegen aul einer Kugel-
obertliche mit Radius 6370 km. und diese Ku-
gelfliiche wird durch eine ritumliche Ahnlich-
keitsubbildung auf die Kugelfliche des Re-
liefglobus abgebildet. in der das Bild des
Weltmeeres liegt.

Welchen Abstand hiitte auf einem Reliefglo-
bus die Spitze des Mount Everest von der das
Bild des Weltmeeres tragenden Kugelfliche
mit dem Durchmesser .27 m. wenn die

Héhen . M. durch die gleiche Ahnlichkeits-
abbildung. die das Weltmeer auf den Relief-
globus abbildet. mit abgebildet werden?

2. Aufgabe:
Der Meeresspiegel des Weltmeeres liegt auf
einer abgeplatteten Rotationsfliche (Rota-
tionsellipsord), deren Achse die Erdachse
ist. Diese Rotationstliiche. deren Punkten der
Héhe 0 m ii. M. zugeordnet ist. hat den Aqua-
torialdurchmesser 2 a = 12756 km und den
Poldurchmesser 2 ¢ = 12712 km. Welchen
Abstand hiitte auf einem zu diesem den Mee-
resspiegel enthaltenden Rotationskorper ihn-
lichen Modellkorper, dessen Aquatorial-
durchmesser 1.27 m betriigt. ein Pol vom Mit-
telpunkt?

W. Triiger, Dibeln

nz = lehren/Heft 55 30
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ecke

waagrecht

la: Quadratzahl

le: um 7 groBer als die kleinste dreistellige
Quadratzahl

2¢: Vielfaches von 175
3a: Vielfaches von 15

Je: 42362 - (16926 - 2617)

senkrecht

la:

lc:

le:

112316 =5501) + 8880 : 12
({389 - 246) - (544 ; 136)

251 - (416 - 392)
Vieltaches von 55

subtrahiert man von dieser Zahl 743, so
erhiilt man 839

wegflasche statt Dose &

a 2519 3f: grobite dreistellige Quadratzahl
Aufgabe: 4e: Vielfaches von 31 5d: Losungszahl der Gleichung x - 4 =336
Wieviele We!Bbltht]athell muB ein Fiinf- 6a: kleinste natiirliche Zahl 6a: um 7 kleiner als eine Quadratzahl
personenhaushalt im Mittel pro Monat und _ . -.
pro Person beim Einkauf durch Mehrwegfla- 6c: (2835:27)-(648:72) 6c: (18240 — 3648) : (19 - 8)
schen ersetzen, um so im Jahr 200 DM einzu- Ta: Vielfuches von 64 6e: Vielfaches von 13
) |
Ll 7e: Losungszahl der Gleichung x : § =27 6g: 5806 - [(7256 - 5342) - 3 - 12]

W. Triiger, Disbeln

Weihnachten als Superlativ

J¢ Die grofite Weihnachtsfeier tand 1980 in
einem Stadion in Seattle (USA) statt.
103154 Mitarbeiter von Boeing Co. nah-
men teil. Im Stadion waren 1000 Weih-
nachtsbiume aufeestellt.

-

Seit 1954 beschenkt Raymond Picard aus
Kanada als Weihnachtsmann verkleidet
die Kinder — Jahr fiir Jahr im selben Klub-
haus.

47 Stunden Arbeitszeit waren 1985 in
Frankreich nétig, um einen Stoff-Weih-
nachtsmann von 12 Meter Hohe herzu-
stellen. Dubei verarbeite man 183 m” tex-
tiles Material.

-

-

J¢ H. Levaufre aus Metz stellte 1987 den
grofiten Schokoladen-Weihnachtsmann

31 metnemeaiilt lehren /Heft 55

Irina Kehrer, Weiden

her. Er war 410 kg schwer und 2.58 m
hoch.

X Der hiochste Weihnachtsbaum war eine
67.36 hohe Douglastanne. Sie wurde 1950
in einem Einkaufszentrum in Seattle auf-
gestellt.

“¢ Die meisten Kerzen erstrahlten 1988 an
einem Weihnachisbaum in Friendship
(USA) — genau 45465 Stiick.

2¢ Der teuerste Weihnachtsbaum war 120
Millionen Franzésische Franc wert. Die
Dekoration bestand aus 25 Kostbarkeiten
von Pariser Juwelieren.

-

e Aus 4200 Lebkuchen wurde 1985 in Em-
men (Schweiz) das grofite Plefferku-

-

-

-

5
P

P

-

Zusammengestellt von Ralf Laue

chen-Haus hergestellt. Es erreichte eine
Héhe von 7.5 m.

216,80 m lang war ein Weihnachtsstollen.
von 10 Konditoren 1986 in Ostrhauderfehn
gebacken.

Die meisten Weihnachtskarten ver-
schickte Werner Erhard aus San Francisco
im Jahre 1975. Er schrieb 62824 Stiick.

In Nordwalde bei Miinster bauten Heim-
kinder den grofiten funktionsfiihigen
NuBknacker. Er ist 3.46 m hoch und
300 kg schwer,

Die grifiten Weihnachtskrippen wurden

in Valence und Marseille aufgestellt. Sie
nehmen je eine Fliche von 300 m™ ein.

alpha6/92 7



Der 21. Februar 1967 ist ein bemer-
kenswertes Datum in der Geschichte
der Spiele. In einem Cambridger Col-
lege erfanden nachmittags beim Tee
zwei Mathematiker, M. S. Paterson
und J. H. Conway, ein neues Spiel:
Sprouts (Sprifilinge). Wir wollen es
Spinnennetze nennen.

Conway #ulerte sich zu dem Spiel: “Am Ta-
ge, nach dem Sprouts geboren war. schien es,
als ob alle Welt spielte. Bei Kaffee oder Tee
safien kleine Gruppen zusammen und starrten
auf das Spielgeschehen. Einige begannen, die
Spielziige an Mauern und anderen Gegenstiin-
den aufzuzeichen, withrend andere bereits

8 alpha 6/92

iiber eine mehrdimensionale Form des Spiels
nachdachten. Selbst das Verwaltungspersonal
war nicht immun gegen das Spiel, von dem
man die Uberreste an den unméglichsten Pliit-
zen antraf. Immer, wenn ich in diesen Tagen
jemanden fiir das neue Spiel zu gewinnen
suchte. schien es mir, als ob er schon davon
gehort hatte.”

Conway iibte dabei angelsichsisches Under-
statement. denn die Sprouts sprossen bald im
gesamten Vereinigten Koénigreich. und es
wird behauptet, dall sie Englands Wirtschaft
mehr als die Streiks zusetzten. was ja zuvor
nur Loyds Fiinfzehner-Puzzle vermocht hatte.
In Europa ist den SproBlingen das Klima nicht
so gut bekommen. dabei haben sie wahrlich

nichts typisch Britisches an sich. Als Spiel-
material benétigt man ein Blatt Papier und ei-
nen Stift. Zu Beginn eines Spieles wird eine
bestimmte Anzahl von Punkten auf das Blatt
gezeichnet, bereits ab drei Punkten ist ein in-
teressantes Spiel moglich. Anfiinger sollten
sich nicht mehr als vier Punkte vorgeben. Die

Regeln sind ganz einfach:

1. Abwechselnd verbinden beide Spieler
zwei Punkte durch eine beliebige Linie
oder zeichnen eine Linie, die zum Aus-
gangspunkt zuriickkehrt.

2. Keine Linie darf eine andere Linie oder
sich selbst kreuzen sowie durch einen
der gezeichneten Punkte gehen.

3. Kein Punkt darf mehr als drei Enden
von Linien vereinigen.

4. Wenn ein Spieler eine Linie gezogen hat,
dann markiert er auf ihr einen weiteren
Punkt.

5. Sieger ist, wer die letzte Linie zeichnet.

Ein Spiel mit | Punkt ist einfach, da die Ziige
eindeutig durch die Regeln festgelegt sind.
Wie Abb. 1 zeigt, ist das Spiel nach zwei Zii-
gen beendet. Die beiden letzten Ziige sind von
ihren spielerischen Moglichkeiten her gleich-
wertig, obwohl vom optischen Eindruck ein-
mal die Verbindung innerhalb und einmal
auBerhalb der geschlossenen Kurve verliuft,
Bei der Analyse ist es wirksam. auf diesen
Sachverhalt zuriickzugreifen, um die Uber-
sichtlichkeit zu wahren.

Abb. 2 zeigt die méglichen Erdffnungsziige
flir zwei Punkte A und B.

Die Varianten 1 und V sind im gerade erliu-
terten Sinne repriisentativ fiir die Moglichkei-
ten eines 2-Punkte-Spiels. In dieser abgekiirz-
ten Beschreibung zeigt Abb. 3 das vollstindi-
ge 2-Punkte-Spiel (nach Conway), das schon
bemerkenswert kompliziert ist,

Das Spielergebnis hiingt lediglich von der
mdoglichen Anzahl von Ziigen ab, die sich fiir
die vorgegebenen Punkte ermoglichen lassen.
Aber diese Anzahl hat sich bis heute einer all-
gemeinen Analyse entzogen. Jeder Punkt hat
die Moglichkeit. bis zu drei Anfiinge bzw. En-
den einer Linie aufzunehmen. Bei n Punkten
gibt es somit insgesamt bis zu 3n Anfinge
bzw. Enden von Linien. Jede Linie verbraucht
von diesem Vorrat 3n je einen Anfang und ein
Ende. verringert also 3n um 2. Andererseits

1 1/ \2 1/ N2
L] L] L] oo

1/~ N2

’ *

(b )

Abb. 1
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Abb. 3

enthilt jede gezogene Linie einen neuen
Punkt. Folglich reduziert jede gezogene Linie
die Gesamtkapazitiit 3n nur um |. Spiitestens,
wenn nur noch I Punkt iibrigbleibt, an dem
zwei Linienenden vorhanden sind, kann das
Spiel nicht mehr fortgesetzt werden. Das
heibt, dall nach hochstens 3n-1 Ziigen das
Spiel beendet sein wird. Andererseits lassen
sich von jedem Punkt mindestens zwei Linien
ziehen, also dauert ein Spiel wenigstens 2n
Ziige.

Wieviel Ziige sind bei einem 3-Punkt-Spiel
bzw. 4-Punkt-Spiel minimal bzw. maximal
mdglich? Versucht einmal. beim 3-Punkt-
Spiel. die erreichbaren 8 Ziige tatsiichlich zu
machen! Thr werdet sehen, dab dies schon
recht schwierig ist.

A B A B A B
. ® oo o e o
=
II...--‘..'I
5 & & B'I r';-\_ ‘E
( ﬂ - g
.
Abb. 2
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Ein mdgliches 3-Punkt-Spiel seht Thr in
Abb. 4. Untersuchungen fiir 3, 4 und 5 Punk-
te haben ergeben, daf} der erste Spieler stets
gewinnen kann. Wie, das solltet Ihr selber aus-
probieren. Bei 6 Punkten gewinnt der zweite
Spieler bei optimalem Spiel. GriBere Punkt-
vorgaben konnten theoretisch noch nicht be-
wiiltigt werden.
Wenn Ihr einige Ubung in diesem Spiel habt,
solltet Thr einmal versuchen, die Misére-Form
zu spielen. Dabei siegt derjenige, der zuerst
keine Linie mehr zeichnen kann.
Hier kann der zweite Spieler einen Sieg er-
zwingen, wenn 2, 3 oder 4 Punkte vorgegeben
werden.
Ich wiinsche Euch viel Spall beim Spielen
Claudia Erdmann

A B C
L] [ ] L
A B C1 ./"-"\ A Crr™
[] e e ¢ ¢ e ¢ o
: =y - P g—we
¢ Voo U7 [ Vooek
o B A | 4! N B i
e S |
A S ae 3 A C—

} v ¢ oo d
T__ 2 T : 0—(‘___}' !F } T BT_“ i
Wz S o
o | 6 - ° I}

=K . [? A g C_

alpha 6/92




1742

1917
837

Was geschah
vor...Jahren?

1992 Chronologie Teil V

718  der Kalif Umar I befahl die Um-
siedlung der Gelehrten des Museions in
Alexandria nach Antiochia in Kleinasien

1193 das Wort “ciffre” tritt erstmals in
einer Handschrift auf

1543 Druck des Hauptwerkes des N. Co-
pernicus: "De revolutionibus ...”

1618 W. Harvey entdeckt den Blutkreis-
lauf

1642 am 25. Dezember Isaac Newton
geboren. Newton lieferte fundamentale Ar-
beiten zur Physik. zur Astronomie, zur In-
finitesimalrechnung, zur Algebra und Geo-
metrie. Sein Geburtsdatum wird oft auch
als 4. 1. 1643 angegeben. Diese beiden Ge-
burtsdaten erkliren sich aus verschiedenen
verwendeten Kalendern (julianisch und
gregorianisch).

1718 Edmond Halley bemerkt beim
Vergleich von Positionsangaben von Ster-
nen nach Ptolemius mit zeitgendssischen
Positionsangaben, daf die Sterne am Him-
melszelt eine Eigenbewegung zeigen

1718 “The Doctrine of Chances” von A.
de Moivre erschienen. Das Buch enthielt
Losungen von Aufgaben, die mit Gliicks-
spielen zusammenhiingen

1842
boren. Lies Arbeiten waren vorwiegend
der Algebra gewidmet.

1918 am 6. Januar Georg Cantor gestor-
ben. Cantor war der Begriinder der neueren
Mengenlehre.

1943 am 14. Februar David Hilbert ge-
storben. Hilbert lieferte grundlegende Ar-
beiten zur Zahlentheorie, zur mathemati-
schen Logik, zur Geometrie und zur ma-
thematischen Physik.

1968 Entdeckung eines Pulsars im Zen-
trum des Krebsnebels.

am 17. Dezember Sophus Lie ge- |
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Eine Aufgabe fiir Vieta

Auch die Geschichte der Mathematik ist nicht frei von nationalen Uberheblichkeiten. Beim
Streit um die Erstentdeckung mathematischer Resultate wurde oft der sachliche Standpunkt
verlassen und an seine Stelle traten Verddchtigungen. Es wurde behauptet. ein Gelehrter
habe bei einem anderen abgeschrieben oder durch Horensagen von den Resultaten anderer
Kenntnis erhalten und diese fremden mathematischen Ergebnisse dann als seine eigenen
ausgegeben. Besonders iibel wur-
den solche Auseinandersetzun-
gen, wenn sie mit nationalen oder
religivsen Vorurteilen belastet
wurden. Das bekannteste Bei-
spiel eines solchen Streites war
der Streit um die Entdeckung der
Differential- und Integralrech-
nung zischen I. Newton (1643 —
1727) und G. W. Leibniz (1646 —
1716) und ihren Anhiingern.

Im Jahre 1593, also vor 400 Jah-
ren, gab es ein besonders dum-
mes Beispiel fiir mathematisch
gefiirbten nationalen Ubermut. In
diesem Jahr erschien das Buch
“Ideae mathematicae ...” des nie-
derléindischen Mathematikers
Adriaan van Roomen (1561 -
1615). Darin gab van Roomen ei-
ne Ubersicht iiber alle, nach sei-
ner Meinung, wichtigen zeit-
gendssischen Mathematiker. In
der Ubersicht fand sich kein ein-
ziger franzosischer Mathematiker. Das Erscheinungsjahr des Buches fiel interessanterwei-
se mit dem Jahr des Ubertritts des franzosischen Konigs Heinrich IV (1553 — 1610) zum
katholischen Glauben zusammen. Van Roomen stellte in seinem Werk eine Aufgabe an al-
le Mathematiker: es sollte eine spezielle Gleichung 45. Grades gelist werden. Der nieder-
lindische Gesandte in Frankreich hatte van Roomens Buch gelesen.

Am Hofe Heinrichs duBerte er sich duBlerst abfillig tiber die Leistungsfihigkeit der fran-
zosischen Mathematiker und behauptete, kein Franzose kénne van Roomens Aufgabe 16-
sen. Francois Viete (Vieta, 1540 — 1610), der dem Konig als Berater diente, wurde herbei-
gerufen, gab sofort eine Losung und am niichsten Tag alle weiteren positiven Losungen der
Aufgabe. Vietas Uberlegungen sollen an einer Gleichung 5. Grades erliutert werden. Man
solle die Gleichung A = 16x° — 20x* + 5x 16sen. Setzt man x = siny, so ergibt sich
A = l6sin’y — 20sin’y + 3siny. Vieta hiitte sofort erkannt, daB die rechte Seite der Glei-
chung zusammengefaBt werden kann zu 16sin’y — 20sin’y + 5siny = sinSy.

Diese Zusammenfassung kann man durch Rechnung aus den bekannten Formeln
sin(o+) = sinct cosP + cosa sinP und cos(a+f) = cosa cosP — sinat sinP gewinnen. Man
setzt an sin5x = sin(x + 4x) und dann sindx = sin(x + 3x) und cos4x = cos(x + 3x) usw. Die
urspriingliche Gleichung kann dann umformt werden zu sinSy = A.

Gilt fiir A: -1 €A £+ 1, so ist y bestimmbar und daraus wiederum x = siny. In dem einfa-
chen Falle A = 1/2 haben wir zuerst die Gleichung 1/2 = sinSy zu losen. Das ergibt fiir y
die Winkel 6°, 30°, 78°. 102°, 150°, 174°, 222°, 246°, 294°, 318°.

Man erhilt also insgesamt 10 Losungen fiir y im Bereich (0, 2n). Bildet man mit diesen
Werten die Werte x = siny, so stellt man fest, dafl nur fiinf unterschiedliche Werte von x
auftreten: sin6° = sin 174°, sin 30° = sin 150°, sin 78° = sin 102°, sin 222° = sin 318° =
-sin 42°, sin 246° = sin 294° = -sin 66°. Diese fiinf Werte sind die Losungen der Gleichung
1/2 = 16x° — 20x? + 5x. Nach diesen angedeuteten Prinzipien war auch van Roomens Auf-
gabe 45, Grades lésbar. Vietas Scharfsinn zeigte sich im Erkennen der Tatsache, dafl die
Gleichung van Roomens “nur’” eine Beziehung zwischen trigonometrischen Funktionen
beschrieb. Das Leben Heinrichs IV und das Leben an seinem Hofe hat Heinrich Mann
(1871 — 1950) in zwei beriihmten Romanen beschrieben: Die Jugend des Konigs Henri
Quatre (1935), Die Vollendung des Konigs Henri Quatre (1938).

H. ligands
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Das unmogliche

Unmégliche Figuren lassen etwas er-
kennen, was nicht existieren kann. Ein
riaumliches Ding, das nicht stimmt.
Man mub seine Phanatasie ein bilchen
laufen lassen. Oskar van Deventer,
weltbekannter Puzzler aus Voorburg,
mul} wohl iiber einige ganz fremde
Hirnwendungen verfiigen. Bei dem
unmiglichen M. C. Escher-Puzzle
(s. Abb. 1), das er sich ausgedacht und
gezeichnet hat, lief er sich von dem
Puzzle mit den kleinen Balken inspirie-
ren, das man vielleicht schon kennt.
Und selbstverstiindlich von den “un-
mdoglichen” Figuren des M. C. Escher.

Abb. 1

12 alpha 6/92

Escher-Puzzle

Die Balken

Balken-Puzzles bestehen durchweg aus eini-
gen Balken mit verschiedenen Einkerbungen,
die so ineinander gesteckt werden miissen,
dafi eine schone Figur entsteht. Die Einker-
bungen erlauben nur bestimmte Bewegungen,
und es ist die Kunst, diese Bewegungen in der
richtigen Art und Weise und in der richtigen
Reihenfolge auszufiihren.

Das M. C. Escher-Puzzle besteht aus fiinf Bal-
ken. In Abb. 2 sind sie einzeln gezeichnet. Sie
haben die Abmessungen von 2 x 2 x 18 cm,
und die Einkerbungen sind 1 cm tief und 2 cm
lang.

P

L

V) ——

Abb. 2: Die Balken

Abb. 3

A

Ve

lt~ 3

Abb. 4
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Abb. 5

In Abb. 3 sicht man sie in der Stellung. in der
sie in dem ineinandergesetzten Puzzle sitzen.
Die vier Eckverbindungen sind in Abb. 4 ge-
sondert gezeichnet. Bis dahin liegt nichts Be-
sonderes vor. Alles stimmt, man kann es mit-
tels richtiger Balken. einer Siige, einem Ham-
mer und einem Stemmeisen leicht nachbauen.

Wie auseinander und ineinander?

Jetzt gehen wir aber mit Oskar als Fihrer in
die unwirkliche Welt des M. C. Escher.

Der fiinfte Balken von Abb. 1 kann nicht exi-
stieren, wir wissen es, aber in unserer Phanta-
sie existiert er doch. Wir haben ihn in einem
unwirklichen Puzzle-Geschiift gekautt, und er
sitzt noch genauso ordentlich wie in Abb. 1.
Wie bekommen wir das Puzzle auseinander?
Welche Balken sitzen fest, welche Balken
konnen verschoben werden?

37 mathematilk lehren /Heft 55

Ohne Oskars Hilfe kommen wir nicht klar.
Gliicklicherweise hat er die Losung Schritt fiir
Schritt aufgezeichnet (Abb. §). Und bei dem
letzten Schritt .... oh Wunder, ... sind wir
plotzlich wieder in die normale Welt zuriick-
gekehrt. Alle Balken sind gelést, und man
kann sie einfach vor sich auf den Tisch legen.
Will man das Puzzle wieder ineinander setzen,
dann fiihrt man die einzelnen Schritte einfach
{nun ja, einfach ...) in der umgekehrten Rei-
henfolge aus.

Oskar nannte solch ein unmogliches Puzzle
zwar losbar, aber nicht durchfithrbar. Man
kann es nur in Gedanken losen. zumindest
wenn man auch solche fremden Hirnwendun-
gen besitzt wie er.

nach: “De onmogelijke Escher-puzzle”,
von Jan van de Craats in Pythagoras,
Amsterdam 1988

Alphons logische Abenteuer

Berti hatte in dem alten Buch ein weiteres, aus der
Antike iiberliefertes Problem gefunden. Wie er es
auch anstellte, die Aufgabe war nicht durch irgend-
eine Einschrinkung 16shar. Er las nochmals den
Text: “Eine Agypterin sah, wie ihr am Nil spielen-
des Kind von einem Krokodil angegriffen wurde,
Die Mutter eilte an das Uter und bat das Krokodil.
das Kind frei zu geben. Das Tier antwortete, daf} es
das Kind zuriickgebe, wenn die Mutter errate, was
es tun werde. Die Mutter sagte: Du wirst mir mein
Kind nicht zuriickgeben. Das Krokodil erwiderte
darauf: Du magst wahr oder falsch gesprochen ha-
ben, ich brauche dir auf keinen Fall das Kind
zuriickgeben: dann ist deine Rede wahr, so erhiiltst
du es nicht wieder nach deiner eigenen Aussage. ist
sie aber falsch. so gebe ich es nicht zuriick kraft un-
serer Ubereinkunft. Die Mutter widersprach: Ich
mag wahr oder falsch gesprochen haben, du mulit
mir mein Kind zuriickgeben. Denn ist meine Aussa-
ge wahr, so mulit du es mir geben laut unserer Uber-
einkunft: ist sie aber falsch. so ist das Gegenteil
wahr: Du wirst mir mein Kind zuriickgeben.”
Berti murmelte: "Muly dieses gefrillige Tier dic ar-
men Menschen obendrein noch mit einem solchen
Dilemma schachmatt setzen!™
Alphons, den Berti aufsuchte. meinte zu Bertis mit-
fiihlender Aullerung. daff durch dus Dilemma auch
das Krokodil in seinem Tun betroffen sei. Nuch ei-
nigem Fiir und Wider kam Berti auf die Idee, einen
analogen Fall zu konstruieren. Er nahm die Schulia-
sche von Alphons und sagte: “Alphons. Du be-
kommt die Tasche zuriick, wenn Du erriitst. was ich
als nichstes tun werde.” Dieser iiberlegte und fand.
duly damit nicht genau die Problemlage getrofTen ist.
“Trotzdem kommen wir einen wichtigen Schritt
weiter. Du hast Dir — hoffentlich — etwas vorge-
nommen. Ich soll das in Form einer Aussage erra-
ten. Der Springpunkt ist, ob das, was ich behaupte,
gerade das ist. was Du tun willst. Meine Aussage ist
wahr, wenn sie mit dem iibercinstimmt. was zu tun
Du beabsichtigst. Die Wette lautet also: Ist wahr,
dal Du das gedacht hast, was ich durch meine Aus-
sage vermute, nicht aber. ob das. was Du gedacht
hast, wenn ich es errate. wahr ist.” Berti but Al-
phons, ihm das letztere nochmals zu erkliren, “Die
Mutter hat zwischen zwei Aussagen zu entscheiden,
(a) Ich gebe das Kind zuriick. (b) Ich gebe das Kind
nicht zuriick. Beide Aussagen betreffen ein mégli-
ches Tun des Krokodils. von dem dieses eins sich
nach Voraussetzung ausgewiihlt hat. Das beabsich-
tigie Tun hat die Mutter zu erraten, indem sie ent-
weder (a) oder (b) wiihlt. Die gewiihlte Aussage ist
wahr. wenn sie mit jener tibercinstimmt, gemiil der
das Krokodil zu handeln beabsichtigt. Der Gegen-
stand der Wetle ist also das Ubereinstimmen ciner
Aussage mit einer Aussage. Ich denke mir eine von
zwei bekannten Aussagen und Du hast recht. wenn
Du die von mir gedachte Aussage erriitst. dabei ist
villig gleichgiiltig, ob die von mir gedachte Aussa-
we wahr oder falsch ist, Die von mir gedachte Aus-
sage ist wahr, wenn sie mit ihrem Sachverhalt iiber-
einstimmt. Um ihren geht es bei der Wette aber gar
nicht. Ein logischer Fehler wird begangen. wenn
man den Bezug einer Aussage auf cine Aussage mit
deren Bezug auf thren Sachverhalt vertauscht. Der
Gegenstand der Wette ist. ob eine Aussage mit einer
Aussage iibereinstimmt. nicht aber. ob letztere mit
ihrem Sachverhalt iibereinstimmt.” Berti stellte
dann zutreffend fest: *Das Dilemma entsteht somit
dadurch, dafs sowohl das Krokodil als auch die Mut-
ter denselben logischen Fehler begehen.™

Prof. Dr. L. Kreiser
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Die Sternmosaike

In dem vorangegangenem Aufsatz (alpha
2/1991, S. 28/29) wurde gezeigt, dall es 11
Sternmosaike gibt. Unter einem Sternmosaik
wurde dabei eine die unendliche Ebene

Zzweiter Art

liickenlos ausfiillende Anordnung von regel-
mifligen Vielecken verstanden, die Ecke an
Ecke liegen derart, dal die an den Ecken sich
bildenden Strahlenbiischel samtlich kongru-

ent sind. Die Abbildung unten zeigt nochmals
eine Zusammenstellung dieser Sternmosaike
erster Art: 3 regelmiiBige und 8 unregelmiif3i-
ge. Es gibt nun noch eine zweite Art von
Sternmosaiken: hierunter wird verstanden ei-
ne die unendliche Ebene liickenlos ausfiillen-
den Anordnung kongruenter Vielecke, bei de-
nen die an den Ecken sich bildenden Strahlen-
biischel regelmiBige Sterne sind.

Unter einem regelmifigen Stern wird dabei
ein Strahlenbiischel mit lauter gleichlangen

Die drei regelmiiBligen Sternmosaike.

NYAVAV

Abb. 1

Abb. 4

Abb. 8

Abb. 2

Die acht halbregelmiiBigen Sternmosaike.

egy:chie g

Abb. 5 Abb. 6

Abb. 3

Abb. 7

Abb. 9

Abb. 10

Abb. 1
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Strahlen und gleichen Winkeln verstanden.
Fiir die Sternmosaiken zweiter Art gelten ganz
dhnliche Uberlegungen fiir jene erster Art.

a) Die gesuchten Vielecke kénnen nur Viel-
ecke mit 3, 4, 5 oder 6 Seiten sein, da einer-
seits schon ein Siebeneck ein Winkel in der
Grofie von mehrals 1287 (900° : 7) hat und an-
dererseits der kleinste regelmiliige Stern (3
Strahlen) nur die Winkel von 1207 besitzt,

b) Es gelten fiir die Zahl der zum regelmabi-
gen Stern gehorenden Strahlen die gleichen

Gleichungen wie wir sie bei der Untersuchung
der Mosaike erster Art fiir die Seitenzahlen
der regelmiiBigen Vielecke gefunden haben.
So z. B. erhalten wir, wenn wir die Form der
Dreiecke suchen und jetzt mitn, n und n die
Zahl der Strahlen an den drei Ed\en bczclch‘
nen, die Gleichung

180° = 360°/n + 360°!n +360°!n

und wiederum

I/m +1/n + 1/ =1/2.

Durch ahnhche hber]ecungen wie damals er-

halten wir dann ebenso wie damals 11 Losun-
gen, das sind die in Abb. 2 durch gestrichelte
Linien gekennzeichneten Mosaike. Diese
Abb. 2 zeigt auch. dall man die Sternmosaike
zweiter Art aus den entsprechenden Sternmo-
saiken erster Art dadurch erhiilt, dall man in
den regelmiBigen Vielecken die Inkreisradien
vom Mittelpunkt des Vielecks zu den Bertihr-
punkten mit den Seiten zieht.

Hermann Oehl

Die drei regelmiifligen Sternmosaike.

Abb. 4

Abb. 5 Abb. 6

Abb. 7

Abb. 2
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Aufgabe:
Die Lottowiirfel

Da man beim Wiirfeln das Ergebnis des Wur-
fes an der nach oben liegenden Fliche abliest,
sind nur vier der fiinf regelmiibigen Kdorper
hierfiir geeignet. Nach der Zahl ihrer Aulien-
flichen heiien sie: Sechswiirfel (gewdhnli-
cher Wiirfel), Achtwiirfel, Zwdltwiirfel und

Sprachecke

How many are completely covered?

Consider a unit
square. We inscribe
in it a circular disc
whose diameter is
cqual to the side of
the square. We see
immediately that
the disc does not
completely cover
the square.

(i) How many unit squares of a 3 by 3 square
will be completely covered by a disc whose
diameter is equal to the side of the larger squa-
re?

(ii) Try the same problem with a chessboard
(an 8 by 8 square) and a disc with a diameter
equal to the side of the chessboard.

(Fun with Mathematics, Toronto,
November 1987, No. 98)
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Komisches, Kniffliges

und Knackiges

Zwanzigwiirfel. Sie sind, mit den fortlaufen-
den Zahlen von | bis n versehen. in den mei-
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sten Spielwarengeschiiften erhiiltlich (Abb. 1
bis 4).

Beim Spiel mit nur einem Wiirfel ist die
Wahrscheinlichkeit des Treffens fiir jede der
Wiirfelzahlen gleich groB. Anders ist die beim
Spiel mit zwei oder mehr Wiirfeln. So kénnen
zwei Sechswiirfel z. B. auf 36 (= 6') Arten fal-
len, aber nur 11 verschiedene Ergebnisse lie-
fern (2 bis 12) und zwar jede mit unterschied-
licher Wahrscheinlichkeit (siche Abb. 5).
Hans, der ein leidenschaftlicher Mitspieler
beim Deutschen Lotto ist (dort mub auf das
Erscheinen von mehreren Zahlen von | bis 49
gewettet werden). besitzt zwei gleiche Wiir-
tel; er hat sie selbst gefertigt und ihre Auben-
fliichen auf unterschiedliche Weise mit Zahlen
beschriftet. Er kann mit diesen zwei Wiirteln
alle Zahlen von 0 bis 49 erwiirfeln und zwar
jede mit gleicher Wahrscheinlichkeit (bei Er-
schemen der Null mull er den Wurt wiederho-
len).

a) Welcher der genannten vier Arten sind
seine beiden Wiirfel?

b) Mit welchen Zahlen hat er die beiden
Wiirfel versehen (2 Losungen!)?

Hermann Oehl, Miinchen

Question d’équilibre

L."équilibre des plateaux de la 3° balunce ne
sera obtenu que si I'on pose un certain nombre
de pommes sur le plateau de droite. Quel est ce
nombre?

(Maximath, France)

{[ lehren/Heft 55 40
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Extremaleigenschaften
von Quadrat und Wurfel

Mittels der im Beitrag “Die Ungleichung zwi-
schen geometrischem und arithmetischem
Mittel” hergeleiteten Ungleichungen

up+us |”
'—2J und

-

£A2 :[

3
u +U2 +U_1 i
3

Uty = Gyd < AP =[

mit positiven Zahlen u,u, und u, in denen die
Gleichheitszeichen 11urluru —u bzw.u =u_

1 gelten, werden thremd]ewensthdiun
von Quadmt und Kubus (Wiirfel) ermittelt.
Fiir die Mal3zahlen X und x_ der in der Liin-
geneinheit LE uumcsscm.n Seitenliingen
a=x LE und b = x LE eines Rechtecks gilt
gemiil} G‘Jé Af mit hl =x undu =x_die Un-
gleichung

q

2
X tX3
xl"l 5[;]

in der das Gleichheitszeichen nur fiir X = X,
zutreffend ist, wenn also das Rechteck ein
Quadrat ist. X X, und X X, sind die Mabzah-
len des Flicheninhaltes und des halben Um-
fanges des Rechteckes mit den Seiten a und b:

A=ab=x X IE u—"(d+b)—"’(x +X, }LE

Die Unvlcu.hung

X +xs Y . S .
X|X3 < = also dquivalent mit

Ailu:.

Damit ist bewiesen:

Der Fliicheninhalt eines Rechteckes ist nie
grafier als der 16-te Teil des Quadrates seines
Umfanges. Nur bei einem Quadrar ist der
Fliicheninhalt gleich dem 16-ten Teil des Qua-
drates des Umfanges.

Hiernach gelten speziell:

Von allen Rechtecken mit gleichem Umfang
hat das Quadrat den grafiten Fléicheninhalt.
Von allen Rechtecken mit gleichem Fli-
cheninhalt hat das Quadrat den kleinsten Um-
fang.

Diese beiden Extremaleigenschaften sind
iiquivalent, denn jede von beiden folgt aus der
anderen.

Informativ sei noch mitgeteilt: Die Extre-
maleigenschaft des Kreises, die als ioperime-
trisches Problem der Ebene bezeichnet wird.
wurde erstmals 1879 von K. Weierstrai be-
wiesen:

Von allen geschlossenen ebenen Kurven der-
setben Linge wnschiiefit der Kreis die Fléiche
mit grifitem Fldcheninhalt.

Weitere Extremaleigenschaften des Quadrates
sollen hergeleitet werden:

11 mathemalilk lehren /Heft 55

Laul c:m.r binomischen Formel gilt {x + X }3
=X X+ 7x x_. Mit

=
X1+X5 )
R
B 9

folgt
2 5 o X +X
(xy+x5) £:\]'+x3'+2[%]

| 2

—(,\| +K'\) < K]3 +?&‘32

5 2 2

Damit gentigen Umfang und Liinge der Dia-
gonale

=yx;2 +x,°LE

d=vVa’+b’ + X

eines Rechtecks der Ungleichung

12242 bzw. u<2v2d.
8

Somit gelten:
In jedem Rechteck ist der Umfang hichstens
eleich dem 2+ 2- Fachen der Linge der Dia-
gonale.
Von allen Rechtecken mit gleich langer Dia-
gonale (diese lassen sich einem Kreis einbe-
schreiben) hat das Quadrat den grifiten Um-
fang.
Aus den Ungleichungen
I ) I 2 2 I ot
A<—u" und —u~<d” folgt A<—d-
16 8§ 2
Der Fléiicheninhalt eines Rechtecks ist héich-
stens gleich dem hatben Quadrat der Linge
seiner Diagonale.
Von allen Rechtecken mit gleich langer Dia-
gonale hat das Quadrat den grifiten
Fléicheninhalt.
X X, und X, seien die Mabizahlen der Kanten-
Idnoen a= ‘(ILL b=x LE und ¢ = x LE eines
Quaders. Die Formel ['ur Volumen V Ober-
flicheninhalt A . Gesamtkantenlinge k und
Lanﬁe d der Dugnndle des Quaders sind
=abc = X XX LE' A =2(bc + ac + ab) =
"(xx XX +xxiLE k=Ha+b+c)=
4(x +\< X )IEund

5 ] ~ / -
d=va®+b*+¢* =x;? +x57 + x5’ LE.

Da x x . XX und x x_ pUNlll\«l. Zahlen sind,
gilt g gemif der Un;__]euhun" G < A mit u
=XX,U =XX undu = X X,

= (x2x3)(xx3 )(x1x2)
XoXg+XX3+XX>

3
und damit 6'V° < A“\

l al
"|"‘:"‘3

<

In dieser Ungleichung gilt das Gleichheitszei-
chen nur fiir x x, » also nur fir
X =X =X, J|N(] nur wenn dcr Quader ein
Wiirfel ist.
Laut Ungleichung Gf < A gelten

el ol
X2 +X3 Y} WiHxa )
XzX}S[_"j - ] .K[X}S[ | 3

2
5
Xp+%xs |
und xxy<|L1—=2] .
- 2

-

Durch Addition der linken und rechten Seiten
dieser Ungleichungen ergibt sich

XoXz+ X X3+XX5

<

I . ) 3
2(.\[' +X5” +xr)+2(x3x; +XX3 +X X5 )
3 A

2(x X, + XX +;s|x}<"(!¢i +x + X, *) und
A <2d%' In dieser Un;,leluhunu glll das
Glcu.hhr.llsz-.u.hn.n nur fiir X SXoX =X und
x =x_.also fir x =X =X .dl!-.o nur wenn der
Quader ein Wun‘el 1\[

Wegen (x +x +x1) —xl + X, +x +"(xx
+X X, +XX) glit fiir jeden Qu.tdu i

1o

k
I—_d +A,. Aus
k? b AT .
F='_]- +Ay und A“_..d folgt einerseits
k2 ., A 3A, 3A
—=dt Ay e L A= T 0
16 2 2 2

kl 2
<— und A“<—L—

16 24

und andererseits

Bl

=d?+A <d? +2d% =3d?

o)

Die Ungleichungen
k2 k2 )
Aps— und —=<2d-
24 24

R e e

lassen sich zu der “fortlaufenden™
chung K6
Iy2 . 3
6°V <Ay < —<27d°
243

Unglei-

zusammenfassen, die ihrerseits 6 Ungleichun-
gen enthiilt. Von den hiernach giiltigen Extre-
maleigenschaften des Wiirfels sei nur eine ex-
plizit angegeben:
Von allen Quadern mit gleichem Volumen hat
der Wiirfel den kleinsten Oberfliicheninhalt.
Die iibrigen gemiill der aufgestellten Unglei-
chungen geltenden Extremaleigenschaften
des Wiirfels moge der Leser selbst formulie-
ren. Hier sei vermerkt, dal die als isoperime-
trisches Problem des Raumes bezeichnete Ex-
tremaleigenschatt der Kugel 1884 von H. A.
Schwarz bewiesen wurde:
Von allen geschlossenen Flichen, welche ein
gegebenes Volumen einschliefien, hat die Ku-
gel die kleinste Oberfliiche.

W. Triger, Diibeln
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Kreise in der

srationalen Ebene”

Vereinbarung

Zugrunde liegt eine auf ein (kartesisches) Ko-
ordinatensystem bezogene Ebene. Wir be-
trachten nur solche Punkte P(x; y). bei denen
x und y rationale Zahlen sind. Eine Gerade
wird als Menge ihrer Punkte aufgefalit. Ein
Punkt gehért genau dann zu einer Geraden,
wenn seine Koordinaten die Geradenglei-
chung erfiillen. Wir betrachten nun nur solche
Geraden g: y = mx + b beziehungsweise
h: x =c. bei denen m. b und ¢ rationale Zahlen
sind.

Insgesamt sagen wir:

Wir betrachten die rationale Ebene.

In Heft 5, 1992 (Geometrie ohne Irrational-
zahlen) haben wir einige Eigenschaften der ra-
tionalen Ebene kennengelernt. Vor allem gilt:
In der rationalen Ebene mufs eine Durchmes-
sergerade eines Kreises diesen nicht schnei-
den.

Wir wissen schon. dafl auf jeder Geraden der
rationalen Ebene unendlich viele Punkte lie-
gen. Nun interessiert uns, ob sich eine analo-
ge Aussage fir Kreise der rationalen Ebene
machen LBt

Zum Kreis mit dem Mittelpunkt
M(0/0) und dem Radius 1

Wir betrachten den Kreis k mit dem Mittel-
punkt M(0; 0) und dem Radius |. Ein Punkt
P(x,: y,) ist genau dann ein Punkt dieses Krei-
ses, wenn er vom Mittelpunkt M die Entfer-
nung | hat. Genau dann ist das Entfernungs-
quadrat 1= |. Demnach liegt ein Punkt P(x;
y,) genau dann auf dem Kreis k, wenn die
Aussage x>+ y *= | wahr ist. So kommt man
zu einer Darstellung des Kreises k durch eine
Gleichung:

k:x*+y*=1.

Die Gerade w: y = x geht durch den Mitiel-
punkt M(0: 0) des Kreises k. Schneidet sie den
Kreis k?

Ein Schnittpunkt S(x,: y,) mub auf der Gera-
den w liegen. Dann ist y = x, (wahr).

Ein solcher Schnittpunkt S(x,: y,) mull auch
auf dem Kreis k liegen. Daher ist auch
X+ ys'= | (wahr). oy
Aus beiden Aussagen folgt: x, ==

Eine solche rationale Zahl x_ gibt es nicht,
denn% ist irrational.

Dann gibt es aber in der rationalen Ebene kei-
nen Schnittpunkt S.

Das bedeutet: Obwohl die Gerade w durch den
Mittelpunkt des Kreises k geht, hat sie mit
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dem Kreis keinen gemeinsamen Punkt. Aller-
dings trigt der Kreis k durchaus Punkte.
A(1:0), B(0; 1), C(-1; 0) und D(0: -1) sind sei-
ne Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
Wegen 37+ 4° =57 1s1

HEGR

und daher

ein Punkt von k. Uberdies liegt

43
G[—:—]

55
auf k.
Wegen 127+ 5°= 13" ist

(B3

und daher
12' ;5
K{ —:—]
1313
ein Punkt des Kreises k. Uberdies liegt auch
S )
L{ —i— J
13 13
auf K.

Pythagoriische Zahlentripel

Sind a, b und ¢ drei natiirliche Zahlen, fiir die
a’ + b? = ¢” erfiillt ist, so nennt man (a, b, ¢) ein
pythagoriisches Zahlentripel. Zwei Zahlentri-
pel (a. b, ¢) und (u. v, w), zu denen es eine
natiirliche Zahl n mit u = na und v = nb und

Zu jedem pythagoriischen Zahlentripel (a. b,
¢) erhiilt man eine Menge von Punkten auf k:

(eehrloehr(-ie)

g B
Nichtproportionale Zahlentripel liefern ver-
schiedene Punktmengen auf k.

Beniitzt man die arithmetische Aussage, daf3
es unendlich viele (nichtproportionale) pytha-
goriiische Zahlentripel gibt, so ist einfach ein-
zusehen. dab der Kreis k unendlich viele
Punkte besitzt. Allerdings ist diese arithmeti-
sche Aussage nicht ganz einfach zu beweisen,
Daher wollen wir nun den geometrischen
Sachverhalt mit Hilfe eines geometrischen
Satzes beweisen. Uberdies werden wir danach
die arithemtische Aussage iiber die pythago-
riischen Zahlentripel angenehm gewinnen
konnen.

Vorbemerkung

Vielleicht ist nicht jedem Leser die folgende
Aussage bekannt:

Hilfssatz:

Sind die Geraden
gy=mx+bundh:y= mx+c¢
zueinander senkrecht, so ist mm,=-1.

Beweis:

Da parallele Geraden die gleiche Steigung ha-
ben, geniigt es, Geraden durch O(0: 0) zu be-
trachten. Die Gerade g#: y=m x ist zu g par-
allel und sie geht durch O(0; 0). Auf g* liegt
der Punkt P(1:m ).

Dreht man g* um O(0; 0y um 90°, so erhiilt
man die zu h parallele Gerade h*: y=m,x. Bei
dieser Drehung wird der Punkt P(1: m,) auf
den Punkt P°(-m: 1) abgebildet. Da h* durch
O(0: 0) und P'(-m; 1) geht, hat h* die Stei-
gung

w = nc gibt, nennt man proportionale Zahlen- | m, = L = —L.
ipel. T o-my =0 m

y A

Kk ' ¥ ‘
\ W m,
9 p
0 \ h* o &
— | =)
\ 1 x m,
9 - P
/ T |

Abb. 1 Abb. 2
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Aufh*: y=——x liegen O(0; 0) und

my
P'(-m . 1). Dann ist aber m m,= -1.
Nach dieser Vorbereitung kehren wir zum
Problem zuriick und beweisen:

Satz:

In der rationalen Ebene trigt der Kreis k mit
dem Mitelpunkt M(0; 0) und dem Radius 1
unendlich viele Punkte.

Beweis:

Abb. 3

Die Umkehrung des Satzes von Thales wird
zum entscheidenden Hilfsmittel. Wir betrach-
ten den Kreis k: x>+ y®= |. Dieser hat den
Durchmesser [AC| mit den Endpunkten
A(l; 0) und C(-1: (). Wihlt man eine feste ra-
tionale Zahl m, so gibt es dazu eine Gerade c:
y = mx + m, welche durch den Punkt C(-1: ()
geht. Die zu ¢ senkrechte Gerade a durch den

Punkt A(1; 0) hat die Steigung —L.
m

Man erhiilt:

| 1
ay=——=x+—.
m, m
Nach der Umkehrung des Satzes von Thales
liegt der Schnittpunkt der Geraden a und ¢ auf
dem Kreis k. Nach kurzer Rechnung erhiilt

man den Schnittpunkt

[ l-m>  2m ]

P| ——: =%

l+m~ 1+m~

Zu jeder rationalen Zahl m ergibt sich jeweils
ein solcher Schnittpunkt P mit rationalen Ko-
ordinaten. Zu zwei verschiedenen rationalen
Zahlen gibt es zwei verschiedene Geraden
durch den Punkt C(-1; 0) und damit auch zwei
verschiedene Punkte auf dem Kreis k. Umge-
kehrt gibt es zu jedem Punkt P des Kreises k
in der rationalen Ebene die Verbindungsgera-
de der Punkte P und C und diese hat eine ein-
zige rationale Steigung m. Dann liegen aber
auf dem Kreis k so viele von C verschiedene
Punkte, wie es rationale Zahlen gibt.

Anmerkung: Wiihit man eine rationale Zahl
m mit 0 <m < I, so ergibt sich ein Punkt P des
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Kreises k. der im 1. Quadranten liegt. Auf dem
Kreis k liegen auch im |. Quadranten unend-
lich viele Punkte.

Uber pythagoriiische Zahlentripel

Wir betrachten Punkte P(x: y) des |. Quadra-
ten, also Punkte P (x; y) mitx >0, y > 0 und
x €Q,ye Q. Ist P(x: y) ein solcher Punkt, so
konnen wir seine Koordinaten mit gleichem
Nenner darstellen:
X= 2 und y= —tl

c c
Dabei sind a. b und ¢ natiirliche Zahlen,
Liegt P(x: v) auf dem Kreis k um M(0: 0) mit
dem Radius 1, so ist

aY (b)Y’
(3)+(3) =

c c
Gleichwertig ist a> + b* = ¢% Dann ist aber
(a, b. c) ein pythagoriisches Zahlentripel. Zu
verschiedenen im 1. Quadranten liegenden
Punkten des Kreises k gehiren nichtpropor-
tionale pythagoriiische Zahlentripel. Da es un-
endlich viele solcher Kreispunkte gibt, gilt: Es
gibt unendlich viele (nichtproportionale) py-
thagoriiische Zahlentripel.
Man kann noch mehr feststellen: Wihlt man
eine rationale Zahl m mit 0 <m <l . so kann

man m=— mit Hilfe von zwei natiirlichen

v
Zahlen u und v darstellen. Dabei ist u < v. Zu
m gibtes einen Kreispunkt P(x; y) mit den Ko-
ordinaten

3 e 2

I-m~ Vo —u”

X= il = 2 I

l+m~ u +v~
und

2m 2uv
= oy -
l+m~ u”+v-

Wir schlieB3en:
Wiihlt man zwei natiirliche Zahlen u und v mit
u< v, sosind

l Rl
a=v--u-
b =2uv

2, .2
c=u'4 v

die Komponenten eines pythagoriischen Zah-
lentripels (a. b, ¢). Wiihlt man zwei Darstel-
lungen der gleichen rationalen Zahl m. also

u_ u* " ’ .
m= g so erhiilt man zwei proportiona-
le pythagoriische Zahlentripel.
Beispielsweise ergibt sich zu

1
m=—

das Tripel (24: 10; 26); zu
2

m=—

10
erhiilt man das Tripel (96: 40: 104).
Wiihlt man zwei verschiedene rationale Zah-
len mund m , so erhiilt man zwei nichtpro-
portionale pythagoriiische Zahlentripel.

Kreise mit rationalem Radius

Der Kreis k mit dem Mittelpunkt M(0: 0) und
dem Radius 1 triigt — wie wir gesehen haben —
unendlich viele Punkte. Die zentrische
Streckung mit dem Zentrum M(0: 0) und dem
Streckungsfaktor r hat die Abbildungsglei-
chungen

X =K

y" =ry. (rrational und r > 0.)

Zu jeder festen rationalen Zahl r ergibt sich ei-
ne Abbildung der rationalen Ebene auf sich.
Jedem Originalpunkt mit rationalen Koordi-
naten wird ein Bildpunkt mit rationalen Koor-
dinaten zugeordnet. Der Kreis k mit dem Mit-
telpunkt M(0; 0) und dem Radius 1 wird auf
den Kreis k™ mit dem Mittelpunkt M™(0; 0)
und dem Radius r abgebildet. Da verschiede-
ne Originalpunkte von k verschiedene Bild-
punkte von k' haben, stellen wir fest:

Jeder Kreis k' mit dem Mittelpunkt M(0); 0)
und einem rationalen Radius r hat in der ratio-
nalen Ebene unendlich viele Punkte.

Die Parallelverschiebung mit den Abbil-
dungsgleichungen

x*F=x+5

y¥ =y + (s rational, t rational)

beschreibt eine Abbildung der rationalen Ebe-
ne auf sich. Sie bildet den Kreis um M(0: 0)
mit dem Radius r auf den Kreis k* um M#(s;
t) mit dem Radius r ab. Dabei wird jeder Punkt
mit rationalen Koordinaten auf einen Punkt
mit rationalen Koordinaten abgebildet. Ver-
schiedene Originalpunkte haben verschiedene
Bildpunkte. Dann besitzt aber auch k* unend-
lich viele Punkte.

Hat ein Kreis einen Mittelpunkt mit rationalen
Koordinaten und einen rationalen Radius, so
besitzt er in der rationalen Ebene unendlich
viele Punkte.

Kreise mit rationalem Radiusquadrat

Der Kreis mit dem Mittelpunkt M(a; b) und
dem Radius ¢ wird durch die Gleichung

(x - al)3+ (y—b]2 =¢?

beschrieben. In dieser Gleichung kommen die
Koordinaten des Mittelpunktes, aber nur das
Quadrat des Radiuses vor, Daher interessieren
uns auch Kreise, bei denen nur gefordert wird,
dal} das Radiusquadrat rational ist.

Dann ist beispielsweise

k: x* + y? = 2 ein zugelassener Kreis. Dieser
schneidet zwar die Koordinatenachsen nicht,
er triigt aber beispielsweise den Punkt P(1: 1)
der rationalen Ebene.

Wir interessieren uns fiir Kreise deren Mittel-
punkt M(s; t) rationale Koordinaten hat und
deren Radiusquadrat r* rational ist. r kann ir-
rational sein.

Uberfiihrt die Parallelverschiebung mit den
Abbildungsgleichungen

xF=x+8
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Abb. 4

Fzy+1
den Kreis k mit dem Mittelpunkt M(0: 00) und
dem Raidusquadrat r* in den Kreis k* mit dem
Mittelpunkt M*(s: t) und dem Radiusquadrat
r’. so macht die Parallelverschiebung mit den
Abbildungsgleichungen
X=x¥-§
Y=yt
dies riickgiingig: k* geht tiber in k. Deshalb
gentigt es, im folgenden Kreise mit dem Mit-
telpunkt M(0: 0) zu betrachten.
st r* eine feste rationale Zahl, so ist
ki x?+y>=1?
ein Kreis mit dem Mittelpunkt M(0; (). Ist
P(x,: y,) ein Punkt dieses Kreises, so ist
X"+ Yy, =r" wahr.
Wiihlen wir eine feste rationale Zahl m, so gibt
es dazu eine Gerade
g:y =mx+y, - mx,. die, wic man sofort nach-
rechnet. durch den Punkt P geht. Handelt es
sich bei der Geraden g nicht um die Kreistan-
gente mit dem Beriihrpunkt P, so schneidet g
den Kreis k in einem weiteren Punkt Q. Uns
interessiert, ob Q rationale Koordinaten hat.
Die Abszissen (x-Koordinaten) der Schnitt-
punkte des Kreises k und der Geraden g sind
die Losungselemente der Gleichung
X* 4 (mx + (Yo~ mx“)J: =r’mitr’ = xﬂl + y”:.
Diese Gleichung wird umgeformt:
(m* + 1)x? + 2m(y,, - mx, Jx
+x,((m” - | )X - 2my,,)=0.
Da x, = x, ein Losungselement ist. kann man
den Faktor (x - x,)) abspalten. Mit Hilfe einer
Polynomdivision oder durch “Probieren™ er-
hiilt man
(x = x )((m* + Dx - (m* - 1)x,, + 2my,) = 0.

1. Miglichkeit:

X - X, =0, also x =x,,

Dazu gehort y =mx,+ y, - mx =y,
So erhilt man den Punkt P(x: y,).

2. Maglichkeit:
(m*+ 1)x - (m? - 1)x,,+ 2my,= 0,

also
(m: - I)x“ =2my
Xa = -~ 2
- m- +1
24 alpha 6/92

Dazu gehort
7
(i -m” )}’u —2mxy

¥a :m.'(: +y“—|T|xU = =
m- +1
So kommt man zum Punkt Q(x: y,) des Krei-
ses k.
st

X
m=-=1,

Yo
so ist die Gerade g die Kreistangente mit dem
Bertihrpunkt P. Dann ist P=Q.
Ist

X
m # —i‘.

Yo

so ist Q ein von P verschiedener Punkt des
Kreises K. X, ¥, und m sind rational. Auch Q
hat rationale Koordinaten. Zu verschiedenen
rationalen Zahlen m gibt es verschiedene
Punkte. Daher stellen wir fest:

Besitzt ein Kreis mit rationalem Radiusqua-
drat mindestens einen Punkt, so hat er in der
rationalen Ebene unendlich viele Punkte.

Beispiel:

Es ist 17+ 12= 2. Daher ist P(1: 1) ein Punkt
des Kreises k: x*+ y*= 2. Damit ist schon ge-
sichert. dall auf diesem Kreis unendlich viele
Punkte mit rationalen Koodinaten liegen.

Uberraschen mag, dal es auch Kreise mit ra-
tionalem Radiusquadrat gibt, welche iiber-
haupt keine Punkte besitzen. Beispielsweise
triigt der Kreis

ki x?+y’=3

keinen einzigen Punkt mit rationalen Koordi-
naten.

Wiire P[ El-:-tl ] ein Punkt von k. wobei a. b
¢ e
und ¢ natiirliche Zahlen sind. so miifite auch
a’ + b’ = 3¢” erfiillt sein.
Wir beniitzen nun. daB keine Quadratzahl bei
der Division durch 3 den Rest 2 zuliit. Dies
kann man der folgenden Ubersicht entneh-
men:
Zuz=3nist z° =9n",
zuz=3n+1istz2=3(3n"+ 2n)+ |,
zuz=3n+2=22=33n"+4dn+ 1)+ I.

Mit dieser Kenntnis betrachten wir die Glei-
chung
a’ 4+ b? = 3¢

a’ + b? enthiilt in der Primfuktorzerlegung die
3 nur dann. wenn sowohl a. als auch b Dreier-
zahlen sind. Dann enthiilt uber a° + b? die 3 so-
gar geradzahlig oft. So ergibt sich:

a’ + b enthiilt in der Primfaktorzerlegung ent-
weder keine 3 oder die 3 geradzahlig oft.

3¢ aber enthiilt in seiner Primfaktorzerlegung
die 3 ungeradzahlig oft.

Da die Primfaktorzerlegung einer natiirlichen
Zahl eindeutig ist. kann es keine natiirlichen
Zahlen a. b und ¢ mit o + b” = 3¢” geben.

Wir fassen zusammen:

Wir betrachten nur solche Kreise. bei denen
der Mittelpunkt rationale Koordinaten hat.
denn nur ein solcher Kreis hat in der rationa-
len Ebene einen Mittelpunkt.

Fordert man von einem Kreis der rationalen
Ebene, dall er einen Mittelpunkt und einen ra-
tionalen Radius hat. so liegen auf jedem Kreis
unendlich viele Punkte.

Verlangt man von einem Kreis hingegen nur,
dab er einen Mittelpunkt und ein rationales
Radiusquadrat hat, so hat ein Kreis in der ra-
tionalen Ebene entweder uendlich viele Punk-
te oder keinen Punkt.

Dr. Klaus Ulshifer
Stiftsgymnasium Sindelfingen

Das Schachbrett
als Schalttafel

Die Phantasie von Hobbymathematikern
wird durch schachbrettartige Muster (7. B.
Fuliboden) immer wieder in vielfiiltiger
Form angeregt. Man kann wohl mit Si-
cherheit behaupten, dafi kein anderes geo-
metrisches Muster dhnlich oft fiir logische
Denkspiele erforscht worden ist.

In der folgenden Aufgabe (nach Sam
Loyd) hat ein Elektriker eine Schalttafel in
der Form eines Schachbrettes zu verdrah-
ten. Der Kupferdraht soll iiber alle 64 Kon-
takipunkte (Felder des Schachbreties) von
Punkt A zum Punkt B fiihren, ohne daf} ein
Punkt zweimal fiir den Verlauf des Drahtes
genutzt werden darf. Immer, wenn der
Drahtverlauf seine Richtung iindert, mufi er
zusiitzlich um eine Ecke des betreffenden
Kontaktpunktes gewunden werden. Diese
Richtungsiinderung kostet doppelt so viel
Draht. als wie fiir einen gerade verlaufen-
den Kontaktpunkt verbraucht wird. Der
Elektriker ist angehalten, eine Losung zu
finden, die ohne diagonale Verbindungen
moglichst wenige Richtungsiinderungen
hat (Turmwanderung tiber das Schach-
breu!).

A

Mit wieviel Einheiten an Kupferdraht
gelingt es ihm, wenn fiir einen Kontakt-
punkt eine Einheit bendtigt wird?

H. Riidiger
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Die Bestimmung der Wand-

abweichung

— ganz einfach

und ohne Berechnung

Will man eine Sonnenuhr an einer ver-
tikalen Wand anbringen, muf} die
Wandrichtung auf 1° genau bekannt
sein. Die leider zahlreichen falsch an-
gelegten Sonnenuhren gehen zu einem
groBien Teil auf die Unkenntnis der
Wandrichtung zuriick. Falls der Bau-
plan des Gebiiudes noch vorhanden ist,
kann diese daraus entnommen werden.
Man hiite sich aber vor der sogenann-
ten KompaBmethode! Die im Bauwerk
befindlichen Eisenteile und elektri-
schen Leitungen fiithren zu falschen
Ergebnissen, die Kompafinadel macht
da nicht mit.

Will man die Wandrichtung festlegen, muf}
man sich zuvor einig sein, wie die Winkel in
Bezug aut die Himmelsrichtungen festzule-
aen sind. Am einfachsten ist es, die Richtung
auf die Ost-West-Richtung festzulegen. also:
um wieviel Grad weicht die Wand davon ab?
Fillt z. B. die Wandrichtung mit der Ost-
West-Richtung zusammen, so haben wir es
mit einer Stidwand zu tun und damit mit einer
vertikalen Siiduhr. Die Berechnung bzw.
Konstruktion dieser Art von Sonnenuhren ist

am einfachsten (Abb. 1).

Wer aber hat schon eine genau in der Ost-
West-Richtung verlaufende Wand? Selbst die
oft erwiihnten alten Kirchen weisen Abwei-
chungen bis zu 107 auf, man priife dies einmal
nach.

Wir wollen einmal von den Schlaumeiern ab-
sehen, die die Ziffernblattfliiche der Sonnen-
uhr “abwinkeln™, d. h. in die Ost-West-Rich-
tung stellen.

Fiir die Bestimmung der Wandrichtung gibt es
eine Reihe von Mdaglichkeiten. Im folgenden
soll eine Methode vorgestellt werden. die we-
nig bekannt ist und vor allem keine zusiitzli-
che Berechnungen, tiir die die Winkelfunktio-
nen erforderlich sind. bendtigt.

Vorrichtung

Auch diese ist verhiilnismiBig einfach und
liBt sich miihelos herstellen. Wir benitigen
dafiir lediglich eine horizontale Fliiche mit ei-
nem senkrechien Stab (Gnomon). fiir den wir
eine Stricknadel verwenden kénnen (Abb. 2).
Die Fliche wird mit einer Gradeinteilung von
zweimal 07 bis 907 verschen und wird im
rechten Winkel an die vertikale Wand gelegt.

N N N
."{. \
) 777770720/ 2 71777727/ (30 " e 0 )
S S S
Keine Wandabweichung Westabweichung Ostabweichung
Abb. 1
2 LA, ) 5 g
s
Gnomon
() I 90
W Gnomon 0
Draufsicht
Seitenansicht
Abb. 2
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Es ist hierbei darauf zu achten. dall die Vor-
richtung nicht verkantet wird. Wer es also
ganz genau haben machte, sollte eine kleine
Libelle* verwenden,

Handhabung

Voraussetzung ist die Kenntnis des sogenann-
ten wahren Mittags, wenn also die Sonne in
der Siidrichtung und damit am héchsten steht
(Kulmination). Der wahre Mittag unterschei-
det sich von unserem “normalen™ Mittag,
wenn es 12 Uhr mitteleuropiischer Zeit MEZ
(13 Uhr MESZ) ist. Nur in ganz seltenen Fiil-
len kann es vorkommen, daf} beide zusam-
menfallen.

MaBgeblich fiir die MEZ ist der Lingengrad
von Gorlitz (15% 6. L.). Fir das gesamte Ge-
biet Deutschlands gilt: Der wahre Mittag ist
stets spiter als der MEZ-Mittag. Diese Ver-
spiitung betrigt pro Lingengrad 4 Minuten
und ist bei der Kenntnis der geogr. Liinge
leicht zu bestimmen. Fiir Erfurt gilt: 11° Liin-
ge, Differenz zu Gorlitz =4°, Zeitunterschied:
15 Min.

Doch da gibt es einen "Stérenfried”, der uns
die Bestimmung des wahren Mittags er-
schwert — die Zeitgleichung. Das bedeutet.
dal} die (wahre) Sonne mitunter um 16 min
vorgeht (Anf. November) bzw. um 14 min
(Mitte Februar) nachgeht. Es ist nicht so ein-
fach, die Betrige fir die Zeitgleichung im
Kopt zu haben. Die astron. Jahrbiicher sind
dafiir eine Hilfe. wie z. B. bei uns “Ahnerts
Kalender fiir Sternfreunde™, der jihrlich er-
scheint und fiir jeden Tag die Zeitgleichung
angibt. Wir finden diese im Kalenderteil fiir
die Sonne, Spalte D). So fiir den 28.9.1991
den wahren Mittag (D) fiir Gorlitz um 11 Uhr
51 min. Von diesem Betrag ist fir einen be-
stimmten Ort die Zeitdifferenz zu bestimmen.
Fiir Erfurt also 16 Minuten spiter, um 12 Uhr
(7 min MEZ. Bestimmen wir den wahren Mit-
tag fiir Osnabriick (8 6. L..) am 5.2.1991: D
fir Gorlitz: 12 Uhr 14 min, fiir Osnabriick
(7 mal 4 min) 28 min spiiter um 12 Uhr 42 min
MEZ.

Wir brauchen also nur zu dem fiir Gorlitz giil-
tigen Zeitpunkt die Lingendifferenz in die
Zeitdifferenz umzurechnen.

Haben wir den wahren Mittag ermittelt. halten
wir die Vorrichtung an die Wand und lesen ab,
auf wieviel Grad der Schatten des Gnomon
fillt. Die Gradzahl gibt sofort die Wandab-
weichung von der Ost-West-Richtung an.
Fillt der Schatten auf die Seite links von (°
(Westen), handelt es sich um eine Westabwei-
chung, rechts davon um eine Ostabweichung
der Wand. Fillt . B. der Schatten auf die 07,
haben wir es mit einer Ost-West-Wand zu tun.

StR Arnold Zenkert

* Libelle (lat. “Kleine Waage™: kleiner, mit Spiritus, Ather
o. i, gefiillier Glasbehilter mit eingeschlossener Luftblase.
Vicle Haushalte haben eine solche Libelle, allerdings unter
der irrefiihrenden Beeeichnung “Wasserwiage™.
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Geometrische

Konstruktionen zum Satz
des Pythagoras

Der beriihmte Satz des PYTHAGORAS
a*+b*=¢” (a, b Lingen der Katheten, ¢ Linge
der Hypothenuse eines rechtwinkligen Drei-
ecks) wird in der Regel mit Hilfe des Kathe-
tensatzes rechnerisch bewiesen. Geometri-
sche SchluBweisen mit Hilfe der Kongruenz-
siitze kann man einfach finden in einigen Spe-
zialfillen, so z. B. in jenem im Abb. 1 bzw. 2.
in denen das Seitenverhiiltnisa:b:¢=3:4:5
bzw. a:b:c=1:1:4/2 (gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck) betrigt. Um auch im
allgemeinen Fall einen solchen “geometri-
schen Beweis™ zu finden. sind zwei zueinan-
der inkongruente Quadrate (2’ und b*) in eine
minimale Anzahl von Teilfiguren zu zerlegen,
die auf entsprechende Teilfiguren eines drit-
ten Quadrates (¢?) kongruent abgebildet wer-
den konnen.

Losungsansatz
siche Abb. 3

Behauptung:

Eine aus zwei zueinander inkongruenten Qua-
draten (a° und b?) bestehende Figur (Abb. 3)
kann auf ein drittes Quadrat (¢*) fliichengleich
abgebildet werden, wenn sie in vier zueinan-
der kongruente rechtwinklige Dreiecke mit
den Seiten a, b und ¢ und eine quadratische
Restfigur (d°), deren Seite d der Differenz der
Katheten b und a entspricht, zerlegt wird.

Beweis: o
(1) Von A aus wird a auf AB abgetragen (H)
und in H eine Senkrechte auf AB bis zum

Schnitt mit FG errichtet ().

(2) DEwird iiber E hinaus bis zum Schnitt mit
HI verlingert (K).

(3) H wird mit D und G durch Geraden ver-
bunden.

(4) Auf dem Strahl EF wird von E aus b ab-
getragen (L).

(5) L wird mit G und D durch Geraden ver-
bunden.

Es gilt:

(1)AH=GJ=HK=CD=DE=FL =1

(2)AG=HI=HC=DK=EL=FG=b

(3)GH=HD=DL=LG=c¢
(Kongruenzsatz SWS)

(4)KE=EF=FJ=JK=(b-a)=d
(4)KE=FEF=FJ=JK=(b-a)=d
(5)£2GAH=ZHIG=ZHCD = Z/DKH =
= ZJKE =90°
Hieraus folgt:
(1)DGAH = DHGI = DHDC = DDKH
=DLED = DGLF
(2) HDLG und KEFIJ sind Quadrate (mit den
Seitenlingen ¢ bzw. d).
Bezeichnet man die Flicheninhalte der Teilfi-
guren T\, ... T bzw. T' . .. . T, (vgl. Abb. 3)
mit AL .. Agbzw. AT AT so gilt wegen
der festgestellten Kongruenz:
a4+ b=A A+ L+ A
=A + A+ .+ A=Wz bow,
Man kann auch rein geometrisch die Teilfigu-
ren T, des “abgestuften Rechtecks” auf die
Teilfiguren T", des c-Quadrates kongruent ab-
bilden: T, auf T, T, auf T', und T, auf T",

G i G F
il o[ T | Ty
Tu T:: T_"~ TIN TI
Tl: T:: T:-l TI.‘- Ty
A TI; IH Ti:‘ Tm C E A ™ [ E
T b v [l e ‘ .
T c C a 3
T I A5 al| T, TJ Tn %
. — T_‘I 3
i I'TT.hT' AEE 2 l T—!
T, KN T, H
I o} T, 13, B D D
H{ T, 14 ¢ w, o qu' T-l-‘
T T_m 2T
b T ! "
Y Tk' Tnal
T
Y | abie=1:1:42
| abic = 3:4:5
Abb. 1 Abb. 2
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durch die identische Abbildung. T, auf T', und
T, auf T", durch Parallelverschiebung und
sieht ebenfalls 2+ b* = ¢°,

Wendet man die Konstruktion an auf den Spe-
zialfall des gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecks (a = b), so erhiilt man die in Abb. 4
gezeichnete Figur — die “quadratische Restfi-
gur” verschwindet hier wegend = a-b = 0.
Offensichtlich ist diese Restfigur um so
groBer. je griber die Differenz a - b der Ka-
thetenliingen ist, was Abb. 5 veranschaulicht.
Genauer: Der Flicheninhalt d® des Restqua-
drates ist (bei festen Kathetenlingensummen
a + b) umgekehrt proportional zum Fliichenin-
halt der (untereinander kongruenten) recht-
winkligen “Randdreiecke™ (Beweis?)

Anmerkung:

Es empfiehlt sich, diese und die folgenden
Konstruktionen auf Gitternetzpapier auszu-
fiihren und von ganzzahligen Einheiten des
Quadratnetzes auszugehen.

Da in diesem Fall die Eckpunkte der zu kon-
struierenden Figuren mit den Rasterpunkten
des Gitternetzes iibereinstimmen, kénnen
zeichnerische Unstimmigkeiten unmittelbar
iiberpriift und gegebenenfalls nachgebessert
werden.

Ausfiihrungsvarianten
des Konstruktionsansatzes

Der vorgestellte Losungsansatz lilt vielfilti-
ge Modifikationen zu. die sich insbesondere
auf das Ordnungsschema der Fliichenzerle-
gung, auf Anzahl und Form der Teilfiguren.
den jeweiligen Teilungsmodus sowie auf die
zur Abbildung erforderlichen geometrischen
Operationen bezichen (vgl. dazu die Abb. 6
und 7).

Abb. 8 stellt eine Tteilige Variante dar, bei der
die einzelnen Quadrate in herkdmmlicher
Weise iiber den Seiten des zugehdrigen recht-
winkligen Dreiecks errichtet sind und die Par-
allelverschiebung teilweise ungleichsinnig.
nach einer Drehung im positiven Richtungs-
sinn iber einem Winkel von 90° auszufiihren
ist.

Hinweis:

Die Anschaulichkeit der Beweisfithrung kann
durch selbstgefertigte Legetafeln (Applikatio-
nen) unterstiitzt werden. Der Konstruktions-
ansatz gibt dariiber hinaus Anregungen zur
Entwicklung von Legespielen. die als mathe-
matische Knobelaufgaben genutzt werden
konnen (Abb. 9).

Dr. Heinz Jura, Berlin
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Die Olympiade-Ecke

Die XXXIII. Internationale Mathematik-Olympiade

Im Jahr von Olympia trafen sich zur 33. Inter-
nationalen Mathematik-Olympiade (IMO) in
Moskau 322 Teilnehmer aus 56 Nationen —
gerade noch rechtzeitig vor der Erdffnung der
Sommerspiele in Spanien. Zwischen dem 10.
und 21, Juli ging es auch in der ehemaligen
Hauptstadt der fritheren UdSSR um Gold. Sil-
ber und Bronze - die dort allerdings fiir ma-
thematische Bestleistungen vergeben worden
sind. Und wie im katalonischen Barcelona,
verzeichneten auch die russischen Gastgeber
eine Rekordbeteiligung von Teilnehmerliin-
dern.

Das bundesdeutsche Team - in diesem Jahr
hervorragend betreut durch die beiden Dele-
gationsleiter Professor Dr. Hans-Dietrich
Gronau (Greifswald) und Thorsten Kleinjung
(Bonn) — erreichte mit vier zweiten und drei
dritten Preisen einen beachtlichen 7. Platz in
der Rangfolge der inoffiziellen Mannschafts-
punktzahlen.

Die ersten 10 Riinge sind in der Regel von Pro-
fis besetzt. Unseren Amateuren aus Deutsch-
land gelingt es aber ebenso regelmiifig in die
(nahezu) geschlossene Reihe der general-
stabsmifig vorbereiteten Profiteams einzu-
brechen.

Jeder der sechs deutschen Teilnehmer hat eine
Medaille mit nach Hause bringen kénnen. was
insgesamt nur sechs weiteren Mannschaften
gelang.,

Im einzelnen erzielten

Christoph Bergemann (Hamburg)
31 Punkte, Silber

Jakob Stix (Stegen)

30 Punkte, Silber

Norbert Hoffmann (Ellingstedt)
25 Punkte, Silber

Stefan Schwarz (Erfurt)

25 Punkie, Silber

Andreas Klein (Wettenberg)
19 Punkte, Bronze

Eike Lau (Hamburg)

19 Punkte, Bronze

Christoph Bergemann ist dabei mit 31 erziel-
ten Punkten nur hauchdiinn an einer Goldme-
daille vorbeigeschliddert.

Zum zweiten Mal nun hat ein gesamtdeut-
sches Team an der IMO teilgenommen. Die
Auswahl und Vorbereitung der Mannschaft
gestaltete sich diesmal einheitlich. Rund 130
Schiiler qualifizierten sich durch eine erfolg-
reiche Teilnahme an der 2. Runde des Bun-
deswettbewerbs Mathematik oder an Mathe-
matik-Olympiaden (auch eine Vorauswahl
tiber Jugend forscht war moglich, wurde aber
von keinem Schiiler genutzt). In zwei Aus-
wahlklausuren blieben noch 16 Schiiler als
Kandidaten fiir Moskau iibrig — interessanter-
weise teilten sich die 16 Besten in zwei gleich
grobBe Teilgruppen aus 8 Wessis und 8 Ossis.
In den abschlieBenden, vorbereitenden Semi-
naren, wechselten sich Kollegen aus Ost und
West gleichmiBig ab. Die gesamte Auswahl
und Vorbereitung entwickelte sich — in einem
Augenblick, wo West und Ost in Deutschland
wieder hart aufeinander stoflen - geradezu
beispielgebend. Ein biBchen Wehmut
schwingt auch im Riickblick mit, Friiher

Aufgaben der 33. IMO

1. Tag

1. Man bestimme alle ganze Zahlen a. b, ¢
mit l<a<b<c, so daB (a-1)(b-1)(c-1) ein
Teiler von abc-1 ist, (Neuseeland)

2. Sei IR die Menge der reelen Zahlen. Man
bestimme alle Funktionen f: IR->IR. so daf}
f(x*+f(v)) = v+(f(x))* fiir alle X. y € IR gilt.
(Indien)

3. Man betrachte neun Punkte in Raum,
wobei keine vier in einer Ebene liegen. Je
zwei Punkte sind durch eine Kante (=Ver-
bindungsstrecke) verbunden, und jede
Kante wird entweder blau gefiirbt oder rot
gefirbt oder sie bleibt ungefirbt,

Man bestimme den kleinsten Wert von n,
so dabBl gilt: Wie immer man auch genau n
Kanten firbt. so erhilt man notwendiger-
weise ein Dreieck mit gleichgefirbten Kan-
ten. (China)

2. Tag.

4. In der Ebene seien ein Kreis k. eine Tangen-
te t an den Kreis k und ein Punkt M auf t gege-
ben. Man bestimme den geometrischen Ort al-
ler Punkte P mit der folgenden Eigenschaft:

Es gibt zwei Punkte Q und R auf t, so daf M
der Mittelpunkt der Strecke QR und k der In-
kreis des Dreiecks PQR ist. (Frankreich)

5. Sei 8 eine endliche Menge von Punkten im
dreidimensionalen Raum. Die orthogonale
Projektion der Punkte von S auf die yz-, zx-
bzw. xy-Ebene liefert die Menge S , S _bzw. S .

Man beweise

ISP<IS IS IS I,

wobei IS| die Anzahl der Elemente der endliche
Menge S ist. (Italien)

6. Fiir jede positive ganze Zahl n bezeichne
s(n) die groBte ganze Zahl fiir die gilt:

Fiir jede ganze Zahl k, 12k>s(n), 146t sich die
Zahl n” als Summe von genau k Quadraten po-
sitiver ganzer Zahlen schreiben.

a) Man beweise s(n) < n2 -14 fiir jedes
nz4,

b) Man gebe eine ganze Zahl n mit s(n) =
n’— 14 an.

¢) Man beweise, daB es unendlich viele
ganze Zahlen n mit s(n) = n - 14 gibt.
(GrofBbritannien)

Arbeitszeit: 4.5 Stunden an jedem Tag
Bei jeder Aufgabe waren 7 Punkte erreich-
bar.

28 alpha 6/92
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Die deutsche Delegation. Vordere Reihe, von links nach rechts: Jakob Stix, Norbert Hoff-

mann, Christoph Bergemann; hintere Reihe, von links nach rechts: Prof. Dr. H.-D. Gronau,
Stefan Schwarz, Andreas Klein, Eike Lau und Thorsten Kleinjung

konnten aus Deutschland zwei Teams an den
beiden Wettkampftagen iiber den Aufgaben
briiten. Die Vereinigung beider Mannschaften
zu einem Team wird leider erkauft mit einer
Halbierung der Plitze fiir besonders qualifi-
zierte deutsche Schiiler.

Die sechs deutschen Mathe-Olympioniken ha-
ben mir ein (namentlich unterzeichnetes)
Stimmungsbild von ihrem Moskauer Aufent-
halt geschickt. In ihren «Statements zur IMO
‘02 zeigen sie sich beeindruckt von der
miichtigen Kulisse der sehr geschichtstriichti-
gen russischen Hauptstadt, die nach den poli-
tischen Umwiilzungen des letzten Jahres noch
aufregender geworden ist. Trotz der daraus
sich ergebenden Schwierigkeiten, haben es
die moskowiter Veranstalter irgendwie doch
geschafft, die IMO durchzufiihren. Unterkunft
und Verpflegung waren prima. Die gesamte
Mannschaft wohnte im Hotel «lzmailova»,
das zu den Olympischen Spielen in Moskau
1980 ganz neu errichtet worden ist. Ein dickes
Lob zollen die deutschen Teilnehmer insbe-
sondere den stadtkundigen Mannschaftsbe-
treuern (den sog. guides), die ihre Aufgaben
sehr ernst genommen haben. Allerdings mul3-
ten dennoch betrichiliche organisatorische
Hindernisse liberwunden werden, was u. a. zu
einigen merkwiirdigen Klausurbedingungen
gefiihrt hatte.

Das Rahmenprogramm erinnerte die Teilneh-
mer withrend der Eroffnungs- und Abschlufi-
feierlichkeiten durch ein UbermaB an Folklo-
redarbietungen doch sehr stark an die zaristi-
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sche Vergangenheit Rubllands. Dazwischen
boten nur Discoabende und eine Bootstour
willkommene Gelegenheiten zum Kennenler-
nen und Kniipfen neuer Kontakte.

Leider zeigte sich wieder einmal. daB der
Midchenanteil weniger als 10 Prozent aller
Teilnehmer ausmachte. Zum Leidwesen auch
vieler wurde — anders als in den Vorjahren —
von den Organisatoren ein Sportprogramm
und das obligatorische Fuliballturnier verges-
sen. Da war Eigeninitiative Trumpf, Wer den
nétigen Einfallsreichtum hatte, der konnte auf
den nahegelegenen Sportplitzen dem mor-
gendlichen Kopftraining trotzdem ein ab-
wechslungsreiches Fitness-Programm entge-
gensetzen.

Die auf der linken Seite abgedruckten Aufga-
ben der 33. IMO waren zu je dreien an zwei
aufeinanderfolgenden Tagen in je vierein-
halbstiindiger Klausur zu bearbeiten. Dabei
waren nur Zirkel und Linial als Hilfsmittel zu-
gelassen. Das jeweilige Herkunftsland ist in
Klammern gesetzt. Die Lésungen erscheinen
in einem der nichsten Hefte von alpha. An-
sonsten bleibt noch nachzutragen, daB die Zu-
kunft der IMO bis ins niichste Jahrtausend ge-
sichert ist. Feste Einladungen bzw. Austra-
gungswiinsche bis iiber das Jahr 2000 hinaus,
liegen bereits vor: 1993 Tiirkei, 1994 Hong-
kong, 1995 Kanada, 1996 Brasilien, 1997 In-
dien. 1998 Mongolei. 1999 Rumiinien, 2000
Siidkorea und 2001 USA.

StR Paul Jainta

33. IMO-Landeriibersicht

No. Land
1. China
2. USA
3. Rumiinien
4. GUS
5. GrolBbritannien
6. RufBland
7. Deutschland
8. Japan
Ungarn
10. Frankreich
Vietnam
12. Jugoslawien
13. Tschechoslovakei
14. Iran
15. Bulgarien
16. Nordkorea
17. Taiwan
18. Siidkorea
19, Australien
20. Israel
21. Indien
22. Canada
23. Belgien
24. Polen
Schweden
26. Hong Kong
Singapur
28. Talien
29. Norwegen
30. Niederlande
31. Osterreich
32. Argentinien
33. Tunesien (4)
34. Tiirke1
35. Kolumbien
36. Mongolei
37. Spanien
Thailand
39. Brasilien
40. Marokko
41. Dinemark (5)
Irland
43. Neuseeland
44. Philippinen (4)
45. Griechenland
46. Macau
Portugal
- 48. Zypern
49. Finnland
50. Mexiko
51. Schweiz (3)
52. Trinidad
53. Indonesien
54. Siidafrika
55. Kuba (3)
56. Island (3)

Punkte G

240
181
177
176
168
158
149
142
142
139
139
136
134
133
127
126
124
122
118
108
107
105
100

90

90

89

89

83

77

71

70

67

64

63

55
51
50
50
48
45
42
42
41
40
37
35
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Zu alpha Heft 3, Juni 1992, Seite 4:
Wie wird der Stabhochsprungwelt-
rekord im Jahre 1995 lauten?

Das ist ja sagenhaft, welch wunderschines
Beispiel das Redaktionskollegium aus der
Flut sportlicher Spitzenresultate heraus-
gepickt hat.

Schade nur, dab Sie den Nullpunkt der Zeit-
achse nur gerade bis 1900 nach rechts ver-
schoben haben. Ein Blick auf die Tabelle auf
Seite 4 in der ersten Spalte zeigt. dab die Zeit-
intervalle konstant 5 Jahre betragen. Somit ist
der Durchschnitt aus allen 5 Zeitwerten gleich
1978. Die Verschiebung des Nullpunktes der
Zeitordinate bis 1978 bietet sich formlich an,
denn dadurch wird die Summe aller t gleich 0.
(siche Kasten I!) '

DaB wir negative Zeitwerte erhalten, mag un-
sern Schiilern etwas fremd erscheinen. Doch
wenn wir Ereignisse datieren, die vor unserer

Leserpost

Zeitrechnung eingetreten sind, verwenden
wir, mathematisch gesehen, auch negative
Zahlen. [Dali die Kalendermacher das Jahr 0
“vergaflen”, sei am Rande vermerkt. Ein Jahr
0 kam ihnen wahrscheinlich nicht geheuer
vor. In unserer Transformation hat die Null
ihren korrekten Platz bei 1978. (1978 minus
1978 gleich Null)|.

Betrachten wir die Zahlenreihe 1. so bietet
sich eine Anderung des ZeitmaBtabes an. Das
Jahr als MaBeinheit der Zeit ist eine physika-
lische natiirliche Einheit. Es hindert uns je-
doch nichts daran, als Zeiteinheit einer “pro-
visorischen Zeitrechnung” (mit Nullpunkt bei
1978) ein halbes Dezenium, das heifit 5 Jahre
festzusetzen. Die Tabelle auf Seite 5 in der 1.
Spalte unten veriindert sich dann wie in Ka-
sten | ersichtlich.

Auf der untersten Zeile der Tabelle in Kasten
I stehen die Grolibuchstaben. welche bei der
Umformung auf Seite 4 in der 3. Spalte ver-

wendet werden. Die auf Seite 5 inder 1. Spal-
te aufgefiihrten Formeln fiir a und b vereinfa-
chen sich stark dank der durchgefiihrien Ko-
ordinatentransformation (siche Kasten 1!)
Diese Vereinfachung ist derart enorm. daf
sich die Verschiebung des Nullpunktes aut der
Koordinate der Sprunghéhe bis zur 5-Meter-
Marke nicht lohnt. Setze ich fiir die in der I.
Spalte auf Seite 5 tabellierten y, die Sprung-
werte U ein, so erhalte ich als Summe statt
363 (in ¢m) 28,3 (in m). Daraus errechnet sich
dann die Formel

z=a+bT; =573+0.15T,.

Extrapoliert auf das Jahr 1993 (T = 3) erhal-
ten wir

7 =5.73+0.15.3=6.18

das heillt unmittelbar die Sprunghdéhe.

Der Vorteil der beschriebenen Koordinaten-
transformation liegt darin, daB in der Funktion
F(a,b) die Variablen a und b getrennt werden,
wodurch die quadratische Ergiinzung durch-
sichtiger wird.

Strapazieren wir das Abstraktionsvermigen
unserer Schiiler!

Wie wird der Stabhochsprungwelt-
rekord im Jahre 1995 lauten?

i=N
Fla.b)= Z(Yi g =igR
i=l

i=N i=N
=D veNal 42 )1
i=1 i=I

1 T Y | T T¥ ZI i=l
1 2| 41| 4 |-82]| 426 N w <« N
_ £ T
= = S =30 T +2: ]
20 Y;=2b) YT, +2ab Y T, -
i=1 i=I i=
2 -1 63 | -63 | 37.6 e _ 12008 =l +Gon
i=N m+2
310 700 0] 0726 Faby) - ZY" T
H|(a.h|\):°'7":n‘—ia = +G,, i=I
4 | 83| | 83 | 87.6
i=N )’ ) i
s | 2 ]106] 4 [212]1026 par PR
(=5 = "'_% +G!Il+l =( b= I'[==N +Gm+_\
0 | 363]10 150 ZTr
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2
N
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Kasten 1 Kasten 2 Kasten 3
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Die Funktion F(a.b) ist eine Funktion mit zwei
voneinander unabhingigen Variablen a und b.
Im dreidimensionalen Raum stellt sie eine ge-
kriimmte Fliche dar. Auf dem Schreibblatt ist
die Waagerechte die Ordinate a, die Senk-
rechte darauf die Koordinate F(a, b). Stelle ich
auf den Kreuzungspunkt der beiden Geraden,
auf den Nullpunkt einen Bleistift mit der Spit-
ze nach oben, so zeigt der Bleistift der Koor-
dinate b an.

Die gekriimmte Fliche gleicht einem GeiBhir-
tenhut ohne Rand. der auf dem Gupf steht.
Schneide ich diese Fliche mit einer Ebene, so
entsteht aut der Ebene, dort wo sie die ge-
kriimmte Fliche durchdringt, eine Parabel.
Mit der Funktion F(ab) beschreibe ich eine
solche Parabel, indem ich beispielsweise die
Variable b konstant halte und a veriindere. Fiir
die Losung unserer Aufgabe lautet die Frage:
Bei welchem a hat die Parabel ihren tiefsten
Wert?

Analoge Uberlegungen gelten fiir die Variable
b. indem a konstant gehalten wird.

Die minimalen Werte a und b finden wir, wie
in Threm Artikel beschrieben. durch quadrati-
sche Ergiinzung.

Ich meine. dal} es mir gelungen ist, im Kasten
2 eine vereinfachte Darstellung dieser Ergiin-
zung darzustellen.

Bemerkenswert. dal in der Funktion F(a.b)
das einzige Glied, das sowohl a wie b enthiilt
heraustiillt. weil dank geeigneter Koordina-
tentransformation Summe aller T gleich 0 ist.
Ich definiere als Hilfsfunktion Hl(u.h&) =
Fa.b }/N worin b als Konstant angenommen
wird. Diese teilt mit der Grundfunktion die Ei-
genschaft, dall sich bei beiden das Minimum
der Funktion beim gleichen a befindet.

Da mich nicht der Wert der Funktion interes-
siert. sondern nur die Stelle. wo sie ihren tief-
sten Wert hat. darf ich alle ihre konstanten
Glieder. das heif3t. alle Glieder. die nicht a ent-

halten. in einer Sammelkonstanten G zusam-
menfassen. In die Sammelkonstante [;]acke ich
auch das Ausgleichsglied.

Fiir die Bestimmung von b gehe ich analog
VOr.

Wie Sie sehen, hat mich Ihr Artikel zu Gedan-
ken angeregt. die diskussionswiirdig sind.
Beim abschlieBenden Durchlesen meines
Brietes, komme ich allerdings zum SchluB.
dall meine Darstellung nicht unbedingt besser
ist als die Ihre.

Karl Palma
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1973: 1,2, 3, 4.5
1974: 1.2, 4.6
1986: 1

Matthias Vogel, Ernst-Fink-Strafie 23,
W-7590 Achern, 07841-29292

Verlag und Redaktion wiinschen allen alpha-Lesern ein Frohes
Weihnachtsfest und ein erfolgreiches und gesundes Jahr 1993.

alpha wird herausgegeben vom Friedrich Verlag
in Velber in Zusammenarbeit mit Klett und in Ver-
bindung mit Dr. Gabriele Liebau. Dr. Claus Peter
Helmholtz und Herbert Kistner.

Redaktion:

Jiirgen Ricke, Tel.: (05 11) 4 00 04-42

Postfach 10 01 50, W-3016 Seelze 6
Redaktionskollegium:

StR F. Arnet (Kleingeschaidt). Prof. Dr. G. Cle-
mens (Leipzig), Dr. L. Flade (Halle), OL Dr. W.
Fregin (Leipzig). Dr. J. Gronitz (Chemnitz). Dr.
s¢. nat. R. Hofmann (Unterschleiffheim), Peter
Hoppe (Hildesheim). Hermann-Dietrich Horn-
schuh (Pliezhausen). StR H.-J. Kerber (Neustre-
litz), OStR J, Lehmann (Leipzig). OL Prot. Dr. H.
Lohse (Leipzig), StR H. Piitzold (Waren/Miiritz).
Dr. E. Quaisser (Potsdam), Dr. P. Schreiber
{Greifswald). Dr. W. Schmidt (Greifswald), OStR
G. Schulze (Herzberg). W. Triiger ( Débeln), Prof.
Dr. W, Walsch (Halle)

Anzeigenleitung: Bernd Schrader
Anzeigenabwicklung:

Teleton: (05 11)4 00 04-23

Anzeigenpreisliste Nr. 5 vom 01. 01. 1990
Vertrieb und Abonnement:

Teleton: (05 11)4 00 04-50

Verlag:

Erhard Friedrich Verlag GmbH & Co. KG,
Postfach 10 01 50. W-3016 Seelze 6

Telefon: (05 11)4 00 04-0

Teletax: 4 00 04-19

Das Jahresabonnement fiir alpha besteht aus 6
Einzelhetien. Der Bezugspreis im Abonnement
berriigt 12.00 DM. im Einzelbezug 2.50 DM. Alle
Preise versiehen sich zuziiglich Versandkosten,
Die Mindestbestelldauer des Abonnements be-
triigt | Jahr. Es lduft weiter. wenn nicht 6 Wochen
vor dem berechneten Zeitraum gekiindigt wird.
Bei Umzug bitte Nachricht an den Verlag mit al-
ter und neuer Anschrift sowie der Abo-Nummer
(steht auf der Rechnung).

alpha ist direkt vom Verlag zu beziehen. Auslie-
ferung in Osterreich durch OBV KletCotta. Ho-
henstauffengasse 5. A-1010 Wien. Auslieferung
in der Schweiz durch Biicher Balmer. Neugasse
12. DH-6301 Zug. Weiteres Ausland auf Anfrage.
© Beitriige sind urheberrechtlich geschiitzt. Alle
Rechte vorbehalten, Auch unverlangt eingesandte
Manuskripte werden sorgfiltig gepriift. Unver-
langt eingesandie Biicher werden nicht zuriickge-
schickt, Die als Arbeitsblan oder Kopiervorlage
bezeichneten Unterrichtsmittel diirfen bis zur
Klassen- bzw. Kursstirke vervielfiltigt werden,

Mitglied der Fachgruppe Fachzeitschriften im
VDZ und im Bérsenverein des Deutschen Buch-
handels.

Herstellung: PZ Pidagogika Zentrale GmbH
Gestaltung: Jens Hinzmann

Druck: Druckerei Schroer. Seelze

ISBN 3-617- 34012-1

/12 lehren /Heft 55

alpha6/92 31




1001 unwiderstehliche
Kopfzerbrecher

Q uadromanie ist ein Solo-Spiel, das eine
ganze Reihe kostlicher Kopfzerbrecher
fiir einsame Stunden bietet — ob man sich nun
durch die vorgegebenen Aufgaben puzzelt
oder mit Phantasie und Ausdauer neue flichi-
ge Formen und rdumliche Figuren findet - die
20 Quadromanie-Teile lassen einen so leicht
nicht wieder los! Der Schwierigkeitsgrad der
beigefiigten 74 Aufgaben reicht von “spie-
lend” bis “haarstriubend”.

Spielmaterial:

Mit vier Wiirfeln lassen sich fiinf verschiede-
ne flichige Figuren darstellen. Wir haben je-
der Figur entsprechend ihrer Form einen
Buchstaben zugeordnet:

B | |
AN |
L T Z 1 (8]
L und Z diirfen auch spiegelbildlich verwen-
det werden. Jede der fiinf verschiedenen Figu-
ren hat eine andere Farbe und ist viermal vor-

handen.

Spielregel:

Thre Aufgabe ist es. jeweils mit einer be-
stimmten Anzahl in Form und Farbe verschie-
dener Figuren eine Fliche vorgegebener Form
und GroBe auszulegen. Gleiche Figuren
(=gleiche Farben) diirfen sich dabei nicht ne-
beneinander berithren. Diagnoalberiihrung ist
jedoch erlaubt.

Aufgaben-Beispiel:
Bilden Sie ein 6 x 6 Felder (= Wiirfel) grofies
Quadrat mit: 2L/2T/2Z/21/10

Die Spiele “Irrgendwie” und “Quadromanie™
stammen von PYRAMO. Prospekie kinnen dort ko-
stenlos angefordert werden:
PYRAMO-Spiele-Puzzles, Silvia Heinz,
Sendbiihl 1, W-8351 Bernried.

32 alpha 6/92

Irgendwie

Verzwickt
verzweigte Solo-
Spurensuche

Spielmaterial:

Spielfeld mit “Startlbchern”. 18 Spuren-
steine, 3 Miuse und 3 Kiisestiicke

Die |8 Spurensteine sollen — je nach Auf-
gabenstellung oder auch gemiB eigenen
Vorgaben — so angeordnet werden, daf} je-
de Maus auf einer eigenen durchgehendén
Spur zu ihrem Kiise kommt. Bei den vor-
liegenden 76 Aufgaben ist das eine oftmals
duBerst knifflige Angelegenheit, obwohl
es fiir die meisten Aufgaben mehrere Li-
sungsmoglichkeiten gibt!

Ein kleiner Schrebergarten ist das bevor-
zugte Futterrevier zweier Miuse-Spezies.
Ein Stiick Kiise ist fiir beide ein willkom-
mener Leckerbissen, den sie sich auf kei-
nen Fall entgehen lassen — jede Maus fin-
det immer einen eigenen Weg zu “ihrem”
Kise.

Die beiden Arten sind an ihren Spuren zu
unterscheiden:

Wiihrend die Wiihlmaus stets an irgendei-
ner Stelle im Garten aus einem Loch
auftacht. ihre Runde dreht und wieder im
selben Loch verschwindet. betritt die Feld-
maus den Garten immer am Rand (" Start-
loch™), rennt kreuz und quer darin herum
und verschwindet wieder an anderer Stelle
(bei ihrem Kise).

Die Spur der Feldmaus hat also immer ei-
nen Ein- und einen Ausgang — die Spur der
WiihImaus ist eine in sich geschlossene Li-
nie.

Bei einem Teil der Aufgaben ist eine Spur
schon vorgegeben (z. B. eine Withimaus-
Spur) — wie aber die Spurensteine angeord-
net sind und wo die anderen Spren verlau-
fen — das herauszufinden ist Ihr “Problem”.
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Losungen

Sonderprigung

United States of Amerika

Hiitten beide Medaillen durchweg gleiche Ab-
messungen, so wiiren sie der Form nach kon-
eruent und hiitten das gleiche Volumen V.
Fiir ihre Massen miifiten dann m =V, .
m, =V-¢, und

m, m, =60, @, =19.2:105=1.83 gelten.
Da jedochm, :m, =22:15= 147 gilt. ha-
ben beide Miinzen nicht durchweg gleiche
Abmessungen.

Globus

1. Aufgabe:
Der Ahnlichkeitsfaktor ist
_0.635m
6370 km
Die Hohe des Mount Everest auf dem Globus
wiire
h"=8872m-k=88-10"m=09 mm.

=9,97-107%.

Bemerkung:
Aul Reliefgloben werden Erhebungen stark
tiberhoht dargestellt.

2. Aufgabe:

, 12756 km-12712 km ) 1.27m
2 12756 km

-3
2210 " m=2.2mm

C

Mehrwegflasche statt Dose

200 DM: [(0.17 DM - 0,03 DM)-5-12]=23.8
Es miissen im Mittel pro Monat und pro Per-
son Getriinke in 24 Mehrwegflaschen statt in
Dosen eingekauft werden.

Bemerkung: Die Verpackungskosten bei einer
Kunststofflasche betragen im Schnitt (.22
DM.
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Knobelecke

waagrecht
la: Quadratzahl

le: um 7 grélier als die Kleinste dreistellige Quadratzahl

2¢: Vieltaches von 175

3a: Vieltaches von 15

Je: 42 -362-(16926-2617)

da; 2519

4e: Vieltaches von 31

6a:  kleinste natiirliche Zahl

Ge: (2835:27)-(648:72)

Ta: Viellaches von 64

Te: Losungszahl der Gleichung
x:8=27

senkrecht

la: 251 - (416 —392)

lc: Vielfaches von 55

le:  subtrahiert man von dieser Zahl 745,
so erhiilt man 839

lg: (12316 —5501) + 8880 : 12

3b: (389 - 246) - (544 : 136)

3 grofte dreistellige Quadratzahl

5d: Losungszahl der Gleichung x - 4 =

6a: um 7 kleiner als eine Quadratzahl

6c; (18240 -3648):(19-8)

6e: Vieltaches von 13

6g: 5806 - [(7256 — 5342) -

336

312

Lotto

a) Hans hat den Zwanzigwiirfel: Zwei gleich-
gestaltete Wiirfel kénnen nur auf 36, 64,
144 oder 400 (= n°) verschiedene Weisen
fallen. Nur die Zahl 400 ist durch 30 teilbar.

b) Da die Wiirfel auf 400 Arten fallen kénnen.

aber nur 50 verschiedene Zahlen mit je-
weils gleicher Wahrscheinlichkeit erzeu-
gen, mub jede mit 8 verschiedenen Wiirfen
entstehen konnen.
Das bedeutet. da 8 =4 - 2 ist. dab der eine
Wiirfel 5 verschiedene Zahlen (je 4 mal)
und der andere Wiirfel 10 verschiedene
Zahlen (jede 2 mal) enthalten muf3. Dies ist
auf 2 verschiedene Weisen méglich:

b,) Der erste Wiirfel enthiilt die Zahlen 0,
10, 20. 30 und 40, der zweite die Zahlen
0,1.2.....9, je 4 bzw. 2 mal.

b,) Der erste Wiirfel enthiilt die Zahlen 0, 1,
2. 3 und 4, der zweite die Zahlen 3. 10,
15,20, 25, .... 45 je 4 bzw. 2 mal.

Sprachecke

Wie wiele Quadrate sind komplett
bedeckt?

Betrachte ein Einheitsquadrat. Wir zeichnen
in dieses einen Kreis mit einem Durchmesser

25-25=625
100+ 7 =107
175+3=525

15-17 =255
15204 — 14309 = 895
=475

31-15=465

= ]

105 -9 =945

64 - 14 = 896

x=27-8 x=216

251 .24 = 6024
55101 = 5555
X - 745 = 839

x =839+ 745 x= 1584
6815 + 740 = 7555

143 -4 =572
31-31 =96l
X=336:4=84
25-7=18
14592 : 152 =906
13:4=52

5806 —[1914 -3 -12]
5806 - [5742 - 12]
5806 - 5730 =76

gleich der Seitenlinge des Quadrates ein.

Dann sehen wir sofort, dafy die Kreisscheibe

das Quadrat nicht vollstindig bedeckt.

I. Wieviele Einheitsquadrate eines 3 x 3-Qua-
drates werden von einer Kreisscheibe be-
deckt. deren Durchmesser gleich der Sei-
tenliinge des grolien Quadrates ist.

2. Uberlege dieses Problem fiir ein Schach-
brett (8 x 8 Quadrat).

Gleichgewichtsfrage

Das Gleichgewicht der 3. Waage erhiilt man,
wenn man eine bestimmte Anzahl Apfel auf
die rechte Waagschale autlegt.

Wieviele sind es?

Lisung:

I3 Apfel miissen aufgelegt werden.

Driicken wir die ersten zwei Gleichgewichts-
lagen durch Gleichungen aus, indem wir die
Birnen mit x, die Bananen mit y und die Apfel
mit z bezeichnen:

I. Gleichgewichtslage: 3x + 3z =4y

2. Gleichgewichtslage: 1x = ly + 1z

Wenn man die zweite Gleichung mit 3 multi-
pliziert und sie dann von der ersten Gleichung
subtrahiert. erhiilt man die Beziehung 1y = 6z.
Setzt man diese Beziehung fiir v in die zweite
Gleichung ein. erhiilt man 1x = 7z. Wenn wir
nun beide Beziechungen fiir x und v fiir die 3.
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Gleichgewichtslage verwenden. erhalten wir

die Losung Ix + 1y =7z + 6z = |3z,

Aufgabe

Welche Werte kann der Parameter ¢ anneh-

men, wenn bekannt ist, dafy
[x*-x+cl<|fir0<x<|ist?

Losung
Auslx’-x+cl
folgt X - X + ¢ oder x>+ x - ¢,
Die Funktionen

. > -
y=f(x)=x" —x+c=(x—;

1
+c——),
4

[2 I
== k=]
9 4

y:l’l(xlz—x:+x—c: =%~
haben bei einem Definitionsbereich
D=sx=1

den Wertebereich

sind Scheitelpunkt von | bzw. f,.
Da f(x) = 1 oder £,(x) < 1 ist, folgt

5 3
c=— oder —c=<—,
4
s oo § 5
Somit gilt —<c¢< =,
4 4

Nasa gibt Asteroiden-Alarm

Die Formel fiir das Volumen eines Kegelseg-
mentes isl

v ——hT_[Rr— h)

Mit r=(r-h)*+p>, h=180 m und p = 650 m er-

gibt sich

v :l—'(’hf +3p7)=1.3-10%m =130000000m*
A )

Rund 130 Millio- G
nen Kubikmeter
Gestein wurden / : N,
weggeschleudert. Ia’f :

X
0

r T\’?\:\ %‘/ﬂ

Das Schachbrett als Schalttafel

Der Kupferdraht wird iiber 64 Kontaktpunkte
bei 200 Richtungsiinderungen gefiihrt, was ei-
nem Verbrauch von 84 Einheiten entspricht.
Die Turmwanderung (Drahtverlauf) erfolgt

a7 —a8 —f8—f2-b2 -b5-¢5-c6-d6-d4
~c4-c¢3-e3—e7-b7-b6-ab—al —gl -
¢8 —h8 —hl.

Ein Weihnachtsstern

Der Zentralkdrper wird begrenzt von m
gleichseitigen Dreieck- und n Quadratfliichen
mit der Seitenlinge b. Jede Kante des Zentral-
korpers ist gleichzeitig Seite einer Dreieck-
und einer Quadratfliche des Zentralkérpers.
In einer Ecke des Zentralkorpers stofien also
gleichviele Dreieck- und Quadratflichen an.
Da der Zentralkorper konvex ist. kann die
Summe der Flichenwinkel einer Ecke nicht
grober als 360° sein. Da andererseits minde-
stens drei Flichen in eine Ecke eines Poly-
eders einmiinden miissen. stoBen in jeder Ecke
des Zentralkorpers genau zwei Dreieck- und
zwel Quadratflichen an. Sind E, K und F die
Zahlen der Ecken, Kanten und Flichen des
Zentralkérpers, so gilt F =m+n. K=3m=4n
und
3m-2 4n-2
E= =
4 4

Laut Eulerschem Polyedersatz mufl 2 = E -K
+F=2n-4n+m+ nund damitm-n = 2 gel-
ten. Aus 3m =4n und m - n = 2 ergibt sich m
=8.n=6,E=12.K=24und F=14. Fiir das
Sternpolyeder mubl damite = E + m +n = 26,
k=K+3m+4n=72und f=3m +4n =48

&= l <y<l oder y<—c+ EI <zl iiber die Felder: gelten.
Sucht den Weg durchs Labyrinth!
= | N
— | [—=
= > N W [N

»

%
N

RN=

1 ,
e
[

1

Falls Ihr Lust habt, eigene Labyrinthe zu entwickeln, schickt sie uns (mit Losung). Wir werden in den
nichsten Heften einige veroffentlichen.

A
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Ein Weihnachtsstern

Die Oberfliiche des abgebildeten Weihnachtssternes besteht aus den
Flichen kongruenter gleichschenkliger Dreiecke, deren Schenkellidn-
ge s doppelt so groB wie ihre Basislinge b ist: s = 2b, Die “Zacken”
dieses Sternpolyeders sind die Mantelflichen regelmiibiger dreiseiti-
ger und quadratischer Pyramiden. Von den beiden lings einer Kante
der Liinge b des Sternpolyeders anstofienden Dreiecksflichen gehort
dic eine zur Manteltliche einer dreiseitigen und die andere zur Man-
telfliche einer quadratischen Pyramide (Zacke). Die gedachten
Grundflichen dieser Pyramiden (Zacken) begrenzen fiir sich einen
konvexen Teilkorper der Sternpolyeders. Zentralkorper genannt. Wie
grob ist die Zahl e der Ecken, die Zahl k der Kanten und die Zahl f der
Flichen dieses Sternployeders?

W. Triger, Dibeln

- r——— e s s

Mathematische Spielereien mit der Jahreszahl 1993

e —————

19-96=(1+9-9-6)(1-9+9+6)

9/ l'““__i— 50
%%%%:(1.9—9+3)‘“”“”} l+l_l_%: il ¥
1 9 9 3 V1:(9++9):3 = 19.93 .f
2 :

1111 09 4 1:9:9-3=(1+9/9-3)*"
| 1993 : 19.9:3 |
19+93=199-3-1.9.9-3 ;
! 99 i
PR e O 1993 =122 +122 +121 ;
| 19 93 1.49.49.3 19-93=(19+9+3)(19-9:3) '.;
;j 2 ot 1993 =127 +123 +1213+12+3+12:3 |
| l.l_l.lzl"f_g'g__—?’ \.-"|99_3=¢_ !
19 93 1.9.49.3 —1+9~9+3 19494319 1 93 = '
| 1+9+9+3 il
| 1+9 Ser e Al
. l‘{-l'Lﬁ-l:—(?ﬁ—:—i)' 19-9-_3 T —1+\|'|19- —3=—ig+9*3
| 1 99 3 1.9.4/9.3
B . 19 9 931993=
| 1 11 1 1++49.9-3 19-v9 +2
| —4—t—t—==—— ot =
| | 89 3 1:0-043 i 19-94=(1-9-9-4)(1-99+4)-1995 |
; , & 1992 g
| Ly L, 1 | 19=3 it 19:95 = 1:9-9:5-1996
| 1797973 V1-4/9-9.3 19+9+2
ia

1997 19-9?=199?—(19+VE]-?-]998

o
e
_
o
O
e

L o e 19-98 = 1998 + (1—9)(9+8)-1999
- L 19-99 = 19991999
T V19+9-3 E
| 1 99 3 V1 9 9 3 2000 2000 = (2-22)* +(2-2-2)? @
_f P A=1-(9+9):3
11 [{(19-+9) |
Dt S \—\‘- Ing. Heinz Decker, Koln und |
; Y %] w 1:9-49-3 U=1-9+93 OSIR. Johannes Lehmann, Leipzig |

== S e — pp—
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