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Dem Satz des Pythagoras

auf der Spur

Euklid bewies den Satz des Pythagoras geo-
metrisch. Er konstruierte iiber den Seiten
eines rechtwinkligen Dreiecks Quadrate
und zeigte, daB die Summe der Flichenin-
halte der Quadrate iiber den Katheten
gleich dem Flicheninhalt des Quadrats
uber der Hypotenuse ist. ’

Im folgenden soll ein weiterer Beweis die-
ses Satzes angefiihrt werden. AnschlieBend
seien noch einige Figuren gezeigt, fiir die
dieselbe pythagoreische Beziehung erfiillt ist,
wie sie flr die obengenannten Quadrate
gilt. .

Der Beweis des Satzes des Pythagoras geht
aus den Bildern 1a bis 1f hervor.

Er benutzt die Tatsache, daB die H6he im
rechtwinkligen Dreieck und die Diagonale
des Rechtecks, das von den Verlingerun-
gen der Seiten der Kathetenquadrate gebil-
det wird, auf ein und derselben Geraden
liegen. (Dies ldBt sich leicht mit Hilfe kon-
gruenter Dreiecke beweisen.) AuBerdem ist
die Flichengleichheit von Parallelogram-
men mit gleicher Grundlinie und Héhe zu
beachten.

Verallgemeinert man den Satz des Pytha-
goras Sind a und b die Langen der Katheten
eines rechtwinkligen Dreiecks und ¢ die Lange
seiner Hypotenuse, so gilt a* + ¥* = ¢, dann
stellt man fest, daB fiir Figuren 4, B, C mit
den Fliacheninhalten

A, =ka?, Ay = kb? und A¢ = kc?

die Beziehung

A+ Ag= Acbzw. ka? + kb? = kc? gilt.
Insbesondere ist diese pythagoreische Bezie-
hung auf die Flicheninhalte zueinander
ihnlicher Figuren, die ilber den Seiten
eines rechtwinkligen Dreiecks konstruiert
sind, anwendbar.

Uber den Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks werden jetzt Kreissektoren
(Bild 2), Halbkreise (Bild 3), Moéndchen
(Bild 4) und Kreisbogendreiecke (Bild 5)
gezeichnet. ;

Durch Kombination von Kreissektoren,
Kreisen, M6ndchen und Kreisbogendreiek-
ken erhilt man die Bilder 6 udd 7.

Auf ihnen ist jeweils wieder die Summe
der Flicheninhalte der grauen Figuren
gleich dem Flicheninhalt der schraffierten
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Figur. Dies 148t sich mit Hilfe der Bilder 2,
3, 4 und 5 nachweisen. Zum Beispiel ist im
Bild 6
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Bild 5b

Bild 6a

Auf den Bildern 8 bis 11 sind jeweils drei
flicheninhaltsgleiche Figuren gezeichnet.
Ist a die Seitenldnge.des Quadrates, so gilt
fiir alle Figuren von

alpha, Berlin 20 (1986) 1-1



Bild 8
A=a?
a)
a
Bild 9
al
)
Bild 10
_3a?
== ke
A 5
) Ay ®)

Bild

1
a? a

Diese Beziehungen kann man nachweisen,
indem man die schraffierten Teile in giin-
stige Teilflichen zerlegt, diec man dann
leichter berechnen kann. Ein Beispiel fiir
eine mogliche Zerlegung ist fiir Bild 8c) ge-
zeichnet worden. Nach Bild 12 gilt

A =2A1+A2+A3+2A4,
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Kombiniert man diese Figuren mit den Ka-
theten und der Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks, so erhdlt man die Bil-
der 13 bis 16.
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Bild 16

Eine Aufgabe von
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L. G. Aslamasow
und Dr.

1. S. Slobodezki
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Institut fir Hochdruckphysik der
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42635a In einer Filmkamera und in
einem Filmprojektor laufen 16 Bilder pro
Sekunde ab. Auf der Leinwand bewegt sich
ein Auto, dessen Rider in Wirklichkeit
einen Durchmesser von 1 m haben. Die auf
die Leinwand projizierten Rider fithren
4 Umdrehungen pro Sekunde aus. Wie
groB ist die Geschwindigkeit des Autos?

Die Aufgabe stammt aus dem Buch:
Kniffliges aus der Physik

208 S. mit 171 Abbildungen

Bestell-Nr. 666 1891 Preis 11,50 M
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig

Zum AbschluB soll nun bewiesen werden,
daB die Summe der Flicheninhalte der
drei grauen Bogendreiecke, die iiber den
Seiten eines rechtwinkligen Trapezes kon-
struiert sind und dessen eine Diagonale
senkrecht auf einem seiner Schenkel steht,
gleich dem Flicheninhalt des schraffierten
Bogendreiecks iiber der gréBeren der paral-
lelen Seiten des Trapezes ist (Bild 17).

Bild 17

Losung:
Bezeichnet man die Seiten des Trapezes
wie in Bild 18, so gilt die Gleichung

%a’ +%b1=1ﬂ—6e2,
e+ 16 =g ¢ baw. T a? + b
t gt = g d mitk= ¢

b

d
Nach einem Artikel von R. Rubinow
aus der sowj. math. Sghiilerzeitschrift
Quant, Moskau;
bearbeitet von H. Begander, Leipzig
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Mathematik

durchdringt unser Leben

Urana

In der Schule nimmt der Mathematik-
unterricht einen bedeutenden Teil der Zeit
in Anspruch. Grundlegende Kenntnisse
und Fihigkeiten mathematischer Natur, so
das Rechnen und einige geometrische Be-
griffe, geh6ren zu jenen Elementen des
Wissens und Konnens, die man #hnlich
wie das Lesen und Schreiben nicht verges-
sen darf.

Viele Berufe erfordern weit hohere Fertig-
keiten in der Mathematik. Unser Bildungs-
system trigt dem Rechnung, indem in Be-
rufsschule, Fachschulen und Hochschulen
vor allem in Ausbildungseinrichtungen
6konomischer und technischer Art die Ver-
mittlung vertiefter und berufsspezifischer
mathematischer Kenntnisse einen wichti-
gen Platz einnimmt. Im Gegensatz zu die-
ser das Alltagsleben stark durchdringenden
Rolle der Mathematik steht die Tatsache,
daB die Mehrzahl der Menschen keine
oder falsche Vorstellungen vom Beruf des
Mathematikers und seiner Notwendigkeit
hat.

Weit verbreitet ist die Ansicht, daB der Be-
rufsmathematiker nur ap ganz wenigen
Stellen und in erster Linie an wissenschaft-
lichen Einrichtungen sinnvoll eingesetzt
werden kann. Dies fiihrt nicht selten dazu,
daB junge Menschen, denen Mathematik
SpaB macht, die sich in mathematischen
Zirkeln neue Gebiete der Mathematik an-
eignen und durch ihre Teilnahme an den
Olympiaden Junger Mathematiker in ihrer
Beschiftigung mit der Mathematik besta-
tigt werden, abgeraten wird, Mathematik
zu studieren. Dadurch wird es immer
schwerer, den Bedarf unserer Volkswirt-
schaft an Mathematikern qualitidtsgerecht
zu erfiillen.

Spitzenleistungen
erfordern Schopfertum

Wir wollen einige Ursachen betrachten, die
zu diesen Erscheinungen fithren, und
durch einige Uberlegungen klarzumachen
versuchen, daB die Bewiltigung des wissen-
schaftlich-technischen Fortschritts nicht
nur einen verstirkten Einsatz von Mathe-
matik verlangt, sondern auch und insbe-
sondere fiir Spitzenleistungen in zuneh-
mendem MaBe die Arbeit schopferisch
begabter Mathematiker notwendig macht.

Noch bevor sich die Mathematik vor mehr
als zweitausend Jahren als Wissenschaft
und Theorie konstituierte, existierte sie in
ihren Anwendungen. Bis heute ist die An-
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wendbarkeit der Mathematik vor allem
durch zwei Umstinde begrenzt, aber zu-
gleich auch gefordert. Die Anwendung der
Mathematik auf eine bestimmte reale Er-
scheinung setzt einmal voraus, da8 diese
hinreichend gut mathematisch modelliert
werden kann. Das bedeutet eine spezifi-
sche theoretische Durchdringung der Er-
scheinung. Zum anderen mufl die Mog-
lichkeit bestehen, die aui Grund der
Theorie notwendigen Rechnungen auch
tatsichlich durchfiihren zu kénnen.
Beziiglich beider Gesichtspunkte haben
sich in den letzten Jahrzehnten in gegen-
seitiger Abhingigkeit qualitative Verinde-
rungen vollzogen. Die Mathematik wird
nicht mehr fast ausschlieBlich nur bei me-
chanischen und physikalischen Problemen
und statistischen Auswertungen eingesetzt,
sie erobert sich immer mehr spezielle Ge-
biete in den verschiedenartigsten techni-
schen, naturwissenschaftlichen und gesell-
schaftswissenschaftlichen Disziplinen.
Hinsichtlich des ersten Umstandes spricht
man deshalb heute etwas zugespitzt von
der Mathematisierung der Wissenschaft.

Selbstverstindlich muB man sich dabei im-
mer bewufit bleiben, daB in Abhingigkeit
von der Spezifik einer Wissenschaft Grad
und Bedeutung der Nutzung der Mathema-
tik sich sehr unterscheiden und keine Wis-
senschaft durch Mathematik ersetzt wird
und ersetzt werden kann.

Hinsichtlich des zweiten Umstandes wurde
durch das Entstehen der modemen Re-
chentechnik eine grundsitzliche Umwand-
lung eingeleitet. Die Rechengeschwindig-
keit moderner Rechner iibertrifft die des
Menschen oder eines mechanischen Rech-
ners um viele GréBenordnungen und kann
noch weiter gesteigert werden. Durch die
Entwicklung der Mikroelektronik werden —
bezogen auf eine feste Leistung — die Di-
mensionen der Rechner immer kleiner und
die Herstellungskosten immer niedriger.
Sehr schnell wurde klar, daB der program-
mierbare Rechner nicht nur — und nicht
einmal in erster Linie — numerisch rech-
nen kann. Vielmehr kann alles, was diskret
und endlich ist, exakt auf einem Rechner
erfaBt werden.

Damit wurde aus einem technischen Hilfs-
mittel zur Anwendung der Mathematik ein
ungeheuer vielfdltig einsetzbares Instru-
ment, das die gesamte moderne Produktion
entscheidend umzugestalten hilft. Die
grundsitzlich erweiterten Anwendungs-
moglichkeiten haben bei unverdnderter

Grundstruktur auch zu neuen Bezeichnun-
gen wie Mikroprozessor oder informations-
verarbeitendes System gefiihrt. Unabhidn-
gig von der Spezifik des Einsatzes eines
Rechners steckt hinter jedem Programm
zugleich eine mehr oder weniger kompli-
zierte mathematische Modellierung. Daher
haben die neuen Anwendungsméglichkei-
ten der Rechner sehr befruchtend auf den
MathematisierungsprozeB eingewirkt.

Unbegrenztes Arbeitsfeld

Die verinderten Anwendungsbedingungen
der Mathematik, die durch die moderne
Rechentechnik geschaffen wurden, haben
dazu gefiihrt, daB die Anzahl der Mathe-
matiker in der Industrie sich absolut und
relativ im Vergleich zur ersten Hilfte unse-
res Jahrhunderts sprunghaft erhéhte. Der
Berufsmathematiker hat sich seinen festen
Platz in der Volkswirtschaft errungen. Die-
ser ProzeB verlief aber nicht reibungslos
und ohne Widerspriiche.

In der Anfangsphase wurden vorwiegend
die in langer Entwicklung gesammelten
theoretischen Erkenntnisse und
Niherungsprinzipien in Verfahren umge-
setzt, deren Durchfiihrung mit Hilfe eines
Programms dem Rechner iibertragen wer-
den konnte. Dadurch wurde die heute
iiberholte und falsche, sich aber hartnickig
haltende Vorstellung hervorgerufen, daB
das Programmieren ein abschlieBender,
und zwar aufwendiger, aber mechanischer
Teil der Nutzung von Rechentechnik und
Mathematik sei und daB der Mathematiker
im Grunde genommen seine Titigkeit mit
der Erarbeitung numerischer Algorithmen
abschlieBen kann. Dieser Phase entsprach
die Einteilung der Mathematiker eines Re-
chenzentrums in Problemanalytiker und
Programmierer. Auch heute noch spielt die
Aufbereitung neuer Erkenntnisse und Ver-
fahren der Mathematik in Form von Pro-
grammen und Programmsystemen eine
wichtige Rolle. Dabei werden immer ho-
here Anspriiche an. die Programmgestal-
tung gestellt, um die Nutzung mathemati-
scher Verfahren auch Nichtspezialisten
moéglich zu machen. Neben diesen Anwen-
dungen sind aber andere getreten und ha-
ben sie iiberfliigelt.

Bald wurde die Rechentechnik auch fiir die
Organisation und Verwaltung grofler Da-
tenmengen und deren elementare, aber
massenhafte Verarbeitung mit Erfolg ein-
gesetzt. Hierbei stellte die mathematische
Modellierung normalerweise keine beson-
deren Anspriiche. Hingegen muBten neue
Verfahren zur Behandlung von Informatio-
nen im Rechner entwickelt werden, die
nicht Gegenstand einer herkdmmlichen
Mathematik waren. Dadurch entstand der
Eindruck, daB fir die Masse der Anwen-
dung der Rechentechnik tiefere Kenntnisse
der Mathematik iiberfliissig sind. Es konso-
lidierte sich die Informationsverarbeitung
als eigenstindige Wissenschaft, und es bil:
dete sich der Beruf des Informatikers her-
aus, der in den meisten Fillen besser auf
die Nutzung von Rechnern vorbereitet war
als der Mathematiker.



Heute wird der Einsatz der Rechentechnik
vor allem dadurch geprigt, daB kompli-
zierte Prozesse auf Grund einer sachge-
rechten mathematischen Formulierung
durch Rechner im wesentlichen selbstdn-
dig gesteuert werden und daB geistige Ta-
tigkeiten wie Entwicklung und Konstruk-
tion zunehmend mit Hilfe von Rechnem
verbessert und beschleunigt werden kén-
nen. Der Schwerpunkt der Anwendungen
der Rechentechnik verschiebt sich damit
erneut.

Erst im Rahmen des neuen Einsatzgebietes
wird der Rechner zu einem Organ ver-
gleichbar dem Him von Lebewesen, das
uber geeignete ,Sinnesorgane“ Informatio-
nen aufnimmt, sie logisch verarbeitet und
auf Grund der Ergebnisse durch Impulse
zweckmiBige Eingriffe in die Umwelt aus-
16st. Damit ist eine Revolution in der
Technik in Gang gesetzt worden, die den
unmittelbaren Anteil der Menschen an der
materiellen Produktion weiter vermindert
und zugleich die Anforderungen an die
ideelle Vorbereitung der Produktion we-
sentlich erhoht. Der Mensch muB in der
Gestalt von Software, von Programmen,
dem Geridt, der Maschine, dem Produk-
tionsprozeB einen arbeitsfihigen ,Hirn-
inhalt* liefern.

Modernste Technik
will beherrscht sein

Durch diese Entwicklung ist die Erzeugung
von Software zu einer Massenaufgabe ge-
worden und bildet bereits heute einen Eng-
paB. Es ist deshalb sehr wichtig, die An-
spriiche zu kennen, die beim Entwurf von
Software zu stellen sind, und sich Klarheit
dariiber zu verschaffen, wer Software erar-
beiten kann und muB. Wir stehen zwar erst
am Anfang einer Entwicklung, in der die
Software zum Massenprodukt wird, es las-
sen sich aber einige Ziige deutlich erken-
nen. Dabei wird auch der spezifische An-
teil des Mathematikers an diesem Prozel
sichtbar.

Die Anspriiche an die Software-Entwick-
lung variieren auBerordentlich breit.
Gliicklicherweise gibt es darunter auch
sehr viele Aufgaben, die sich bei Gewé6h-
nung an die Hilfsmittel leicht 16sen lassen.
In nicht zu ferner Zukunft werden wohl die
Grundkenntnisse zur Erarbeitung von Pro-
grammen die einfache Prozesse in unserem
Alltag steuern, genauso zur Allgemeinbil-
dung gehoren wie Lesen, Schreiben und
Rechnen. Auch viele Prozesse und Maschi-
nen in der Industrie erfordern keine allzu
komplizierte Steuersoftware. Zu ihrer Erar-
beitung werden vor allem griindliche
Kenntnisse des konkreten Prozesses ge-
braucht. In Zukunft muB darum jeder
Fachingenieur in der Lage sein, die Soft-
ware-Erarbeitung in nicht zu komplizierten
Fillen selbst zu vollziehen. Die Grundla-
genkenntnisse des Ingenieurs miissen um
eine neue Komponente bereichert werden.
Es werden auch Fachingenieure heran-
wachsen mit vertieften Kenntnissen iiber
die Einsatzmoglichkeiten der Mikroelek-
tronik, die zu Spezialisten fiir Software-

Entwicklung auf ihrem Fachgebiet werden
und wesentlich kompliziertere Probleme
bearbeiten konnen.

Es gibt Prozesse, Gerite, Maschinen, deren
Steuerung eine viel hirtere NuB darstellt.
Jede Software setzt voraus, daB der Grund-
prozeB in den fiir die Steuerung wesentli-
chen Aspekten mathematisch modelliert
werden kann. Bei vielen Prozessen ist das
zunichst nicht gegeben. Eine ausreichende
mathematische Modellierung kann in kom-
plizierten Fillen nur das gemeinsame
Werk von Spezialisten und Mathematikern
sein. Oft treffen in konkreten Prozessen
sehr verschiedenartige Wirkprinzipien auf-
einander. Ihr Zusammenwirken muB kom-
plex erfaBt werden. Gerade dabei werden
spezifische intellektuelle Fihigkeiten des
Mathematikers zur Synthese in Anspruch
genommen. Die Erfahrung zeigt, daB man
aber nicht erst ein mathematisches Modell
im klassischen Sinne entwickeln darf, son-
dern nach Moglichkeit von Anfang an nach
einem inneren Modell des. Rechners und
nicht des Menschen suchen muB. Das
zwingt dort, wo die mathematische Model-
lierung die Software-Entwicklung zum
Ziele hat, hdufig zu neuen Denkweisen.
Bei aller Vielfalt und Individualitit der
einzelnen Aufgaben zeichnet sich fiir die
Erarbeitung von Programmen in kompli-
zierten Fallen die Notwendigkeit zur inter-
diszipliniren Zusammenarbeit, zur flihren-
den Mitwirkung von Mathematikern und
zur strikten Beachtung der dialektischen
Einheit von Hardware und Software ab. Bei
Neuentwicklungen der Zukunft darf man
nicht mehr nachtriiglich die Software auf
eine vorgegebene Hardware aufpfropfen,
sondern muf davon ausgehen, daf eine zur
Erfiilllung einer vorgegebenen Funktion
notwendige Software eine bestimmte Hard-
ware verlangt.

Kollektive Leistungen

sind gefragt

Diese Ausfiihrungen sollten deutlich ma-
chen, daB unsere Industrie den Mathemati-
ker gerade dort braucht, wo die komplizier-
testen Aufgaben beim Einsatz von Mikro-
elektronik und von Rechnern zu 16sen
sind. Seine Hauptaufgabe ist die software-
gerechte mathematische Modellierung in
der Zusammenarbeit mit Fachleuten. An
ihn werden mit fortschreitender Zeit im-
mer hohere schopferische Anforderungen
gestellt. Seine Aufgabe wird immer interes-
santer. Sie erfordert immer mehr die Fi-
higkeit, im Kollektiv nicht nur mitzuwir-
ken, sondern vor allem integrierend iiber
die verschiedenen Spezialdisziplinen zu
wirken. Damit wichst auch der Anspruch,
jede zu l6sende Aufgabe aus gesamtgesell-
schaftlicher Sicht zu verstehen und zu be-
arbeiten.

Unsere Absicht war, die Rolle nicht nur
der Mathematik, sondem vor allem auch
des Mathematikers auf einem Gebiet klar-
zumachen, das einerseits fiir den Nachweis
der Uberlegenheit des Sozialismus und die
Sicherung des Friedens von besonderer Be-
deutung ist und bei dem andererseits kaum
jemand an Mathematik und den Mathema-
tiker denkt. Mathematische Modellierung
in komplizierten Fillen wird in Zukunft si-
cher auch die wichtigste Aufgabe des Ma-
thematikers in der Industrie sein. Trotz-
dem muB man darauf hinweisen, daf das
hier entworfene Bild die Wirkungsmoglich-
keiten der Mathematik und des Mathema-
tikers keineswegs vollstindig erfaBt. Das
war hier nicht moglich. Eine Wissenschaft,
die schopferisch wirksam werden soll, mu3
auch in sich und in fruchtbarer Wechsel-
wirkung mit ihren Anwendungen weiter-

entwickelt werden.
J. Kerstan

Manipulator zum Eingeben und Entnehmen von Teilen an Drehmaschinen
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Rund
um den SR 1

Die |%|-Taste

Auf dem Schulrechner SR 1 — wie auch auf
vielen anderen Taschenrechnern — findet
man die Taste . Offensichtlich soll sie
helfen, Aufgaben zur Prozentrechnung mit
dem Taschenrechner noch leichter zu 16-
sen. Zunichst wollen wir erkunden, was die
Taste leistet, indem wir nacheinarder
folgende Tasten betitigen:

Ala a)
o [12] [%
o [2737] [«

Mit der Tastenfolge Iz] (auch Re-
chenablaufplan genannt) wird stets % er-
mittelt. Fiir a= 5 zeigte der SR1 0.05, fir
a = 12 zeigte der Taschenrechner 0.12 und
fir a = 2737 erhielt man 27.37.

Nachdem wir das wissen, kénnen wir mit

dem SR1 unter Nutzung der -Taste

Grundaufgaben der Prozentrechnung 15-
sen.

6 - alpha, Berlin 20 (1986) 1

A2a a) Berechne den Prozentwert (W)!
3,7% von 721 M
b) Berechne den Prozentsatz (p)!
49,50 M von 242 M
c) Berechne den Grundwert (G)!
25,75M sind 5,4% des Grundwer-
tes.
Gib fiir jede dieser Aufgaben einen Re-
chenablaufplan an!

Verwende dabei die -Taste!
Zu all diesen Ablaufplinen trat neben der

Prozenttaste auch die Operationstaste

bzw. E auf.

Nun wollen wir noch feststellen, welche
Aufgabe man u. a. mit Hilfe der Opera-

tionstaste bzw. E im Zusammen-

hang mit der Taste m 16sen kann.

A3 A Welcher Term wird durch den je-
weiligen Ablaufplan ermittelt?

o [200] [+] [3] [] [5]
v [a00] [ [&] [ []
o [ [H[&[E
o [ EkR&GE

A4 a Berechne 96,7% von 478,50 M!
Gib einen Rechenablaufplan

a) unter Verwendung der Tasten 2 y

b) unter Verwendung der Tasten E] ,
an!

AS5a Im Rahmen der Konsumgiiterpro-
duktion stellt ein Betrieb Bratpfannen her.
Im September verlassen pro Tag a Brat-
pfannen den Betrieb. Durch Aufdeckung
innerbetrieblicher Reserven konnte die
Produktion im Oktober um 3 % und im No-
vember um 2% (jeweils bezogen auf die
Produktion des Vormonats) gesteigert wer-
den.

a) Wieviel Bratpfannen verlieBen im No-
vember tiglich den Betrieb, wenn a = 567
betrigt?

‘b) Gib einen allgemeinen Rechenablauf-

plan an, indem du die Variable a verwen-
dest!

A6a Klaus aus der Kl. 7b und Ina aus
der 7a ermitteln mit dem SR 1 den prozen-
tualen Anteil der Teilnehmer ihrer Klassen
an den Arbeitsgemeinschaften Mathema-
tik, Sport, Biologie, Foto und Chor.

AG 7a b .
(23 Schiiler) | (22 Schiiler)
Sport 12 8
Chor 5 3
Foto 2 7
Mathe 6 3
Bio 4 4

Ina gibt nur einmal den Grundwert 23 in
den Taschenrechner ein und ermittelt
dann durch Eingabe der Werte 12; 5; 2; 6;
4 den jeweils zugehérigen Prozentsatz. Sie
nutzt also die Konstantenautomatik des
SR1.

Gib einen entsprechenden Rechenablauf-
plan an!

A7 a In die Schiller-Schule gehen

537 Schiiler.

81,9% von ihnen nehmen an der
Schulspeisung teil.

72,1 % der Schiiler nehmen an der
Trinkmilchversorgung teil.

11,9 % der Schiiler trainieren in einer
Sportgemeinschaft.

6,9 % der Schiiler erhieiten am

Jahresende im Fach Mathematik
die Note 1.

Gib jeweils die zugehdrigen Prozentwerte

an! Nutze dazu die Konstantenautomatik

des SR 1! Gib einen entsprechenden Re-

chenablaufplan an!

A 84 Fiir Sparguthaben bekommt man

von der Sparkasse jihrlich 3%% Zinsen.

Der groBe Bruder von Anja hat am 1. Ja-
nuar 1985 ein Guthaben von 800 M auf
seinem Sparbuch.

Wieviel Jahre muB Anjas Bruder warten,
damit sich sein Sparguthaben allein durch
die jdhrlichen Zinsen verdoppelt? (Er will
in dieser Zeit kein Geld von diesem Spar-
guthaben abheben.)

Uberlege zunichst!

a) Wieviel Geld hat Anjas Bruder nach
einem Jahr auf seinem Konto?

b) Wieviel Geld hat Anjas Bruder nach
zwei Jahren auf seinem Konto?

c) Wieviel Geld hat Anjas Bruder nach drei
Jahren auf seinem Konto?

L. Flade
Lésungen:
A2a
a) z.B. [=] es.677)
W=126,68M
b z.B. [495] [+] [22] [%]
(20.454546)
p=20,5%
o 2.B. [25,75] [+] [54] [%]
[=] 476.85185)
G =476,85M

.70 SOM XABUDOL,
ALE VIEM SAM UROBIT

... Das habe ich vergessen, aber ich
kann schon selber einen Rechner
basteln ...!!! Aus: Rohdc, Praha



Ala
200-3

a) 200 + W

(das entspricht 103 % von 200)
400-8

b) 400 — 100

(das entspricht 92 % von 400)

a'p

100

(das entspricht (100 + p) % von a)

_ap

T

(das entspricht (100 — p) % von a)

Ada

9 2.B.[478,50] =]

c)a+

(462.7095)

b [-] [=]
(462.7095)
W=462,71M

ASa
a) Etwa 596 Brgtpfannen.

wzB.[a] [+][3] [%] [=] [£] [2]
[%] [=]
AGA

[12] (=] B3] [%] [=] [s] (=] 2]
L 4 L 4

(52.17.) (21.7.)

Blalalols

8.6.) (17.3.).

AT A
(=]
L 4
(439.803)

[] [=] [12.9] [%] [=] [69] [] []
- y =

(37.053)

(26.0.)

(387.177)

Es geht auch noch kiirzer!
440 Schiiler nehmen an der Schulspeisung
teil.
387 Schiiler nehmen an der
Trinkmilchversorgung teil.
64 Schiiler trainieren in einer
Sportgemeinschaft.
37 Schiiler erhielten am Jahresende im
Fach Mathematik die Note 1.

A8a

(63.903)

0 Gy = 00+ 20225
= 800 (1 + —%) = 826, also 826 M.

b) G, = ql+&1'—03(;2—5=61(1 +%)
= 852,845, also 852,85 M.

c) G3=6G, (1 + —31'0L05) = 880,56763,

also 880,57 M.

Mit dem SR1 kann man die Berechnung
wie folgt durchfiihren.

(Man vernachlissigt die jeweilige Rundung
auf Hundertstel!)

[s00] [x] [uos2s] [-][=]  []
L 4 L 4 L 4

(826.) (852.845) (880.56246)

Nach 22 Jahren hat sich das Guthaben ver-
doppelt.

Ein hiipfender
Springer

Bild 1a zeigt ein 5X5-Mini-Schachbrett,
auf dem sechs Felder mit A, B, C, D, E, F
gekennzeichnet sind. Ein Springer, der in
der Mitte auf € plaziert ist, konnte sich
nach jedem der 8 abgeténten Feldern
(Bild 1b) bewegen, die ein symmetrisches
Muster mit vier Symmetrielinien bilden.
Eine zweite Bewegung konnte den Springer
nach jedem der 9 abgeténten Felder
(Bild 1c) bringen, die ein anderes Muster
mit vier Symmetrielinien bilden.

Bild 1

a) A ITE
B
C
b)
©

Finde die Muster, die durch die abgeton-
ten Felder, die der Springer in zwei Ziigen
erreicht, entstehen, wenn er von A, B, D, E
oder F startet! Finde die Anzahl der Sym-
metrielinien in jedem Falle!
Zeige, daB drei Bewegungen von A, B, C, D
oder vier Bewegungen von E oder F aus das
gleiche abgetonte Muster wie Bild 1a erge-
ben! Finde die Ergebnisse von vier Bewe-
gungen von A, B, C, D und drei Bewegun-
gen von E oder F aus!

Aus: Mathematics in school, London

Ala Kpyr n kKsampaT HMeEOT OOHHAKO-
Bhl€ INomanw. B kpyr Bomcanm ksagpar, a
B KBajipaT snmcanu Kpyr. Uro 6oneme —
IUIOMans KBajpaTa, BOMCAHHOTO B KDY,
MIA ITOINamek Kpyra, BIMCAHHOIO B KBa-

7
\

A2A The number 1 has only one divisor,
the number itself.

Any prime number has two different divi-
sors, 1 and itself. (Note: 1 is not considered
to be prime, as it has only one divisor.)
Any integer that is a product of two differ-
ent primes has four different divisors. If,
for instance, the number is pq (where p
and g are the prime factors), the divisors
are 1, p, g, and the number itself pq.
Any product of three different primes has
eight different divisors. If the number is
pgr, the divisors are 1, p, q, r, pq, pr, qr,
and the number itself pgr.

(I) What can you say about the number of
divisors of:

(a) the square of a prime?

(b) the cube of a prime?

(c) the square of any composite integer?
(II) Can you find an integer that is equal
to the number of divisors of its square?
A3 a Parmi les diamants célébres, le dia-
mant Orloff fut trouvé aux Indes au XVII®
siécle. Il est actuellement conservé au
Kremlin. Non taillé, sa masse était 300 ca-
rats; une fois taillé, sa masse est 189,6 ct.
Calculez en grammes la masse de ce dia-
mant avant et aprés la taille.

A4 A CranbHON IIAPHK ILTABAET B PTYTH.
YBenMUUTCA HMIH YMEHBIUWTCA IIIyOWHA
IOTPYXXEeHWsA, €CJIH IIOBHICHTCH TeMIlepa-
Typa?

Vorbildliche Hilfe

Unser Dank gilt den Verlagen, die Biicher im
Werte von 1500 M fiir die fleiBigsten Wettbe-
werbsteilnehmer zur Verfigung stellten: BSB
B. G. Teubner, Leipzig; VEB Fachbuchverlag
Leipzig; Der Kinderbuchverlag Berlin; Militédr-
verlag der DDR, Berlin; Sportverlag, Berlin;
transpress VEB Verlag fiir Verkehrswesen, Berlin;
VEB Verlag Technik, Berlin; VE Verlag Volk und
Wissen, Berlin; VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin. Siehe Seite 3!
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Karsten —

Mathematiker in Mecklenburg

Zur Erinnerung an Adlige, an Helden und
auch an Dichter errichtete man im
19. Jahrhundert viele Denkmadler, Vertreter
der Wissenschaft ehrte man seltener. Den-
noch sind zuweilen auch Wissenschaftler
auf solchen Denkmilern mit dargestelit,
entsprechend dem ihnen damals zugewie-
senen Platz in der gesellschaftlichen Rang-
folge natiirlich kleiner als die Hauptperso-
nen.

In Schwerin ist 1893 ein Denkmal des
GroBherzogs Friedrich Franz II. aufgestellt
worden. Es befindet sich hinter dem
Schweriner SchloB am Anfang des SchloB-
gartens und zeigt den GroBherzog hoch zu
RoB in der militdrischen Ausriistung des
Krieges 1870/71. Am Postament befinden
sich zwei figurenreiche Reliefs, auf dem
rechten ist die Einweihung des (heutigen)
Hauptgebidudes der Universitit Rostock
(27.1.1870) dargestellt. Eine Figur dieses
Reliefs stellt den Rostocker Professor fur
Mathematik und Physik Hermann Karsten
(geb. 1809 in Breslau, gest. 1877 in Bad
Reinerz) dar (Bild 1).

H. Karsten studierte in Bonn und Berlin
und promovierte 1829 in Berlin. Anschlie-
Bend beschiftigte er sich unter Anleitung
des Astronomen Bessel in K6nigsberg mit
Astronomie. 1830 habilitierte er sich in
Rostock als Privatdozent fiir Mathematik
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und Mineralogie, 1832 wurde er auBeror-
dentlicher Professor. Von 1836 bis zu sei-
nem Tode war H.Karsten ordentlicher Pro-
fessor in Rostock. Seit 1862 (?) leitete er
auch die Navigationsschule. Seine Ver-
dienste liegen in Anwendungen der Mathe-
matik. Er verdffentlichte astronomische,
meteorologische und mineralogische Ar-
beiten. So gab er den fiir Seefahrer be-
stimmten Kleinen Astronomischen Almanach
von 1830 bis 1850 heraus.

Hermann Karsten gehorte einer alten meck-
lenburgischen Familie an, die viele Ge-=
lehrte hervorbrachte. Einige von ihnen hat-
ten enge Beziehungen zur Mathematik:
Gustav Karsten (1820 bis 1900), ein Bruder
von H. Karsten, war Professor fiir Physik
und Mineralogie in Kiel. Zu seinen Leh-
rern zdhlten Dirichlet, Steiner und Pliicker.
Als Mitbegriinder und erster Vorsitzender
der Physikalischen Gesellschaft verkehrte
er mit Joly, Joule, Faraday, Stokes, du Bois-
Reymond, Helmholtz, Kirchhoff und Vir-
chow.

Bernhard Lorenz Georg Karsten (1858 bis
1909), ein Sohn von G.Karsten, wirkte von
1894 an.als Lehrer fiir Physik und Mathe-
matik am Technikum Bremen und wurde
1908 zum Professor berufen.

Der GroBvater von Hermann und Gustav
Karsten, der Professor Franz Christian Lo-

renz Karsten (1751 bis 1829), hat sich durch
die Errichtung einer landwirtschaftlichen
Lehr- und Versuchsstation in Rostock ver-
dient gemacht. Seine erste wissenschaftli-
che Arbeit war das Biichlein Die Rechen-
kunst (1775, Nachauflagen 1786 und
1805).

Fiir uns ist der Bruder des zuletzt erwdahn-
ten Karsten am interessantesten. Es han-
delt sich um den Mathematikprofessor
Wenceslaus Johann Gustav Karsten, den man
zu seiner Zeit zu den bedeutenden Mathe-
matikern zéhlte.

W.J. G. Karsten wurde am 15.12.1732 in
Neubrandenburg im damaligen Land
Mecklenburg-Strelitz als Sohn eines Apo-
thekers geboren. Als eine Feuersbrunst
1737 seine Geburtsstadt fast vollig zer-
stérte, nahm der GroBvater den kleinen
Wenceslaus J. Gustav zu sich nach Gi-
strow und erzog ihn bis 1743. Hier konnte
W.J. G. Karsten die Fiirstliche Domschule
besuchen, auf der ein bescheidener, vor al-
lem auf das Erlernen von Sprachen ausge-
richteter Unterricht erteilt wurde. Seine
friithen Neigungen zur Mathematik und
den Naturwissenschaften forderte die
Schule nicht. Aus Karstens Aufzeichnun-
gen erfahren wir z.B., wie er sich als Schii-
ler erfolglos bemiihte, Sonnenuhren zu
bauen:

LIch fing an, mir allein aufer meinen Schul-
stunden Sonnenuhren zu machen, Gldser zu
schleifen und dergleichen mehr, erfuhr aber
immer mit Betriibnis, daf8 der Erfolg mit mei-
ner Erwartung nicht iiberein kam. Ich hatte
z. B. gelernt, dafB die Sonne binnen 24 Stunden
gleichférmig um die Erde liefe. Hieraus schlof8
ich, wenn ein Kreis in 24 gleiche Theile ge-
theilt sey, so miifte der Schatten eines senk-
rechten Stifts die Stunde richtig zeigen. Ein
kleiner Handzirkel war mir in die Hdinde gefal-
len. Daher machte ich Sonnenuhren nach mei-
ner Theorie, ohne sie anders als horizontal zu
stellen. Und wenn meine Uhr zu geschwinde
oder zu langsam ging, so war ich anfangs wohl
dreist genug, die Schuld der Stadtuhr beyzu-
messen, wenn sie mit meiner Sonnenuhr nicht
iibereintreffen wollte.“

Ein verstindnisvoller Lehrer unterwies ihn
1748 in der Naturlehre und erlduterte ihm
auch das kopernikanische Weltsystem, so
daB Karsten im gleichen Jahr eine Son-
nenfinsternis mit halbastronomischen
Augen beobachten konnte. Es war ein
gliicklicher Umstand, daB ihm der ltere
Bruder eines Mitschiilers Privatunterwei-
sungen in Mathematik nach dem Lehrbuch

~ von Christian Wolff erteilte.

Obwohl Karstens Vater in diirftigen Ver-
hiiltnissen lebte, ermoglichte er 1750 sei-
nem Sohn, in Rostock Theologie, Philoso-
phie und Mathematik zu studieren. Von
1752 bis 1754 setzte dieser die Studien an
der ausldndischen (!) Universitit Jena fort.
In Rostock promovierte Karsten 1755 mit
einer mathematischen Arbeit zum Magi-
ster. Kurze Zeit spiter habilitierte er sich,
und er begann, als Privatgelehrter Vorle-
sungen iiber Mathematik, Logik, Metaphy-
sik, Naturrecht und Sittenlehre zu halten.
Daneben studierte er viele Biicher und
Aufsdtze, um sich weiterzubilden. 1758



wurde er als Professor fiir Logik an die Uni-
versitit Rostock berufen.

Als Streitigkeiten zwischen dem Herzog
und der Stadt Rostock zur Spaltung der
Universitdt fliihrtén, ging Karsten an die
1760 neugeschaffene Universitdt Biitzow
(sie wurde 1789 wieder mit der Rostocker
vereinigt). Die schlechten materiellen Be-
dingungen und der an mangelnder Diszip-
lin und zu geringen Studentenzahlen kran-
kende Universititsbetrieb befriedigten ihn
nicht. Trotzdem schlug er eine Berufung
an die Petersburger Akademie aus. Erst
1778 verlieB er Biitzow, um als Nachfolger
von Andreas Segner die Professur fur Ma-
thematik und Physik in Halle zu iiberneh-
men. Karsten wechselte damit von der un-
bedeutenden, konservativen Universitit
Biitzow zu der damals neben Gottingen
den modernen Hochschultyp darstellenden
Universitdt Halle iiber.

Karsten unterhielt einen regen Briefwech-
sel mit L. Euler, J. A. Euler, Th. Aepinus, La-
grange, Kdstner und Lambert. Leonhard Eu-
ler wiirdigte wiederholt die Arbeiten von
W.J. G. Karsten, insbesondere dessen Lehr-
biicher, die Karstens Ruf als Mathematiker
begriindeten. Sie zeichnen sich durch
Deutlichkeit, Kiirze und mathematische
Strenge aus. In seinem Hauptwerk, dem
zwischen 1767 und 1777 verlegten acht-
biandigen Lehrbegriff der gesamten Mathema-
tik, behandelte Karsten neben der theoreti-
schen Elementarmathematik u. a. auch
Statik, Mechanik, Pneumatik und Photo-
metrie. Er befaBte sich auch mit Chemie,
Mineralogie und vielfiltigen Anwendun-
gen der Mathematik. 1765 gab er Eulers
Mechanik der festen oder starren Kérper und
1779 Lamberts Pyrometrie heraus. In seinen
Vorlesungen bemiihte sich Karsten um
eine klare Vortragsweise, bei welcher die
Studenten auf das Wesentliche gelenkt
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konnten. Er forderte, lieber weniger zu be-
handeln, aber dafir den ausgewihlten
Lehrstoff ausfiihrlicher darzustellen. Die
meisten Studenten beschiftigten sich nim-
lich nur zur Vorbereitung auf das Magister-
examen mit Mathematik, fiir sie war Ma-
thematik ein Nebenfach. .
W.J.G.Karsten war Mitglied mehrerer wis-
senschaftlicher Gesellschaften. Er starb am
17.4.1787 in Halle.

Aufgaben

Einige Aufgaben von W.J. G. Karsten sol-
len hier mitgeteilt werden:

1. Beweise: Im Dreyeck ABC verhdlt sich die
Summe zwoer Seiten AC + CB zu ihrer Diffe-
renz AC — CB, wie die Tangente der halben
Summe der gégenilber stehenden Winkel

%(a+ B) zur Tangente ihrer halben Diffe-

renz.
(Tangente bedeutet hier die Tangens-
Funktion, d. A.)

2. Beweise: Die Zahl der Ziffern, woraus die
Quadratzahl bestehet, ist nie grisser als die
doppelte Anzahl der Ziffern der Wurzeln; auch
nicht kleiner als die doppelte Zahl der Ziffern
der Wurzel weniger Eins.

3. Aufgabe aus der FeldmeBkunst: Man soll
die Entfernung von A nach C messen, wenn
man nach C aber nicht hinkommen kann.

Karsten 16st die Aufgabe so:

Man wéhle eine Standlinie AB, die man mes-
sen kann. Man setze den Meptisch gehorig
iiber A, visire nach B und C, bringe so den
Winkel a auf den Meptisch, und mache ab
nach dem vergniigten Maapfstabe so grof3, als
AB nach dem grossen Maafstabe ist. Nun
trage man den Tisch nach B, stelle ihn wieder
wagrecht und so, daf} b lothrecht iiber B und
ba in der Richtung der Standlinie BA zu liegen
komme: so ldft sich auch der Winkel b= B
auf den Tisch bringen. Alsdenn erhdlt man das
Dreyeck abc = ABC und ac ist nach dem ver-
Jjiingten Maafstabe so lang, als AC nach dem
grossen Maafstabe. Das Astrolabium kann auf
dhnliche Art gebraucht werden, beyde Winkel
an A und B zu messen, da dann AC trigono-
metrisch weit genauer und zuverldfliger gefun-
den wird. .

Welche Moglichkeiten sind euch bekannt,
die Streckenlinge AC zu bestimmen, wenn
man wegen des eingezeichneten Flusses
nicht zum Punkt C gelangen kann? Mehr

iiber solche Aufgaben findet ihr in dem
Buch ,Unterhaltsame Geometrie“ von
J. I Perelman, das erstmals 1963 beim Ver-
lag Volk und Wissen erschien.

4, Die Erfahrung: Ein schwerer Kdrper, der
sich vollig selbst iiberlassen frey bewegt, fdllt in
2 Secunden Zeit viermal tiefer, in 3 Secunden
9 mal tiefer als in 1 Secunde; und iiberhaupt
verhalten sich die Hohen des Falles wie die
Quadratzahlen der verflossenen Zeiten. Die
Hohe aber, wovon ein schwerer Kérper in der

5
ersten Zeitsecunde frey fallt, betrdgt 15—

8
Rheinldndische Fuf.

Konnt ihr angeben, wieviel Rheinldndische
FuB einem Meter entsprechen?

5. Aufgabe: Es ist eine Zahl m gegeben, wel-
che um etwas sehr wenig grifer als Eins ist.
Man soll in und um den Kreis ein Paar dhnli-
che reguldre Polygone von so vielen Seiten ver-
zeichnen, daf3 der Quotient des Verhiltnisses
der Peripherie des dussern gegen die Peripherie
des innern Polygons noch kleiner als jene Zahl
m wird, Anschliefend ist die Ldnge der Peri-
pherie des Kreises fiir den Halbmesser = 1 so
genau zu finden, dafl der Fehler kleiner sey,
als ein gegebener Bruch, so klein man will.
(Vergleiche auch alpha 2 (1985) S.42 und
alpha 2 (1984) 5.44)

Karsten berechnet z. B. bei vorgegebener
Genauigkeit von 0.0001 die Zahl 7 zu
3.1415. I seinem Lehrbuch ist der halbe
Umfang des Einheitskreises, also die Zahl
7w, mit 33 Ziffern angegeben. Er bemerkt
dazu: ,Statt des aufgezeigten sehr miihsamen
Weges, die Rechnung zu fiihren, lehrt die ho-
here Mathematik weit kiirzere Methoden, wo-
durch eben diese Zahl gefunden wird.“

Herrm Dr. Pieper, Berlin, und meinem

- Schwiegervater J. Karsten danke ich fir

wertvolle Hinweise, die flir das Entstehen
des vorliegenden Beitrages forderlich wa-
ren. .

Mit dem Artikel iiber Karsten soll auch an
den Aufruf Auf den Spuren von Mathemati-
kern von J. Lehmann und H. Pieper (alpha 1,
1984, 3.U.-S.) erinnert werden:

Mitarbeiter gesucht

Schaut euch in eurem Heimatgebiet nach
Spuren von Mathematikern um (Denkmal,
Gedenktafel, Grabstein; aber auch Namen
von StraBen, Schulen, Instituten)! Thr wer-
det liberrascht sein, wie viele Beziige zur
Mathematik und zu Mathematikern es
gibt. Beachtet bitte, daB auch viele Astro-
nomen und Physiker auf dem Gebiet der
Mathematik titig gewesen sind.

Uber eure Entdeckungen schreibt bitte

an die

Mathematische Schiilerzeitschrift alpha
7027 Leipzig

Postfach 14

Kennwort: Auf den Spuren von Mathemati-
kern.

W. Schmidt
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speziell
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Mathematik
und Technik

Klasse S

Ala Um die Wassermenge zu bestim-
men, die eine Quelle hergibt, stellen Touri-
sten fest, daB eine Biichse mit zwei Litern
Fassungsvermdgen in vier Sekunden ge-
fillt war.

Wieviel Liter Wasser gibt die Quelle in
24 Stunden?

A2aA In einem Klassenraum sind sechs
Lampen. Die Schiiler, die den Raum ver-
lieBen, vergaBen das Licht auszuschalten,
und es wurde erst nach 15 Minuten ausge-
schaltet. Dieses Versdumnis kostete die
Schule 0,06 M.

Welche Mehrausgabe ergibe sich im Mo-
nat (30 Tage), wenn in der Schule 210 sol-
cher Lampen sind und diese tiglich 5 Mi-
nuten unnétig brennen?”

A3 a Zwei Kraftfahrer hatten den Auf-
trag, mit ihrem Lastkraftwagen 170 Tonnen
Konsumgiiter vom Bahnhof ins Ausliefe-
rungslager zu transportieren. Der erste
Fahrer, dessen LKW jedesmal mit 4 Ton-
nen Ware beladen wurde, machte zwanzig
- Fahrten.

Wieviel Fahrten entfielen auf den zweiten
Fahrer, wenn dessen LKW stets mit 5 Ton-
nen Ware beladen wurde?

A44a In einem 10-Liter-Kanister befin-
det sich ein Kraftstoffgemisch im Mi-
schungsverhiltnis 1:33. Das bedeutet, daB
ein Liter Ol mit 33 Litern Benzin gemischt
wurde. :

Wieviel Liter Ol sind in diesem Kanister

enthalten?
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A S a Zueiner Modelleisenbahn der Spur
HO (MaBstab 1:87) gibt es Briicken, Autos
und Personen.

Wie grof8 miite ein Mensch von 1,74 m
KorpergroBe im Modell sein?

A 64 Damit der Zuschauer eines Filmes
das Gefiihl hat, die Figuren eines Trickfil-
mes wiirden sich bewegen, miissen in einer
Sekunde 24 gering verinderte Bilder ge-
zeigt werden.

Wieviel einzelne Bilder miissen fiir eine
Trickfilmsendung von drei Minuten Dauer
aufgenommen werden?

A7 A Ineiner GieBerei fertigen zwei Gie-
Ber zusammen 280 GuBstiicke. Der erste
GieBer stellt 50 Stiick mehr her als der
zweite.

Wieviel Stiick gieBt jeder?

A84a Entlang einer StraBe stehen auf
beiden Seiten insgesamt 51 Laternen. Von
Laterne zu Laterne betrigt der Abstand
30 m. Die Laternen der einen StraBenseite
stehen auf der Liicke zu den Laternen auf
der anderen StraBenseite.

Wie lang ist diese StraBe, wenn die Stra-
Benseite mit den meisten Laternen mit
einer Laterne beginnt und mit einer La-
terne endet?

A 94 Ein Diisenflugzeug legt in 3 Stun-
den die Flugstrecke von 2250 km zuriick,
ein Propellerflugzeug schafft dagegen in
einer Flugzeit von 5 Stunden nur eine
Strecke von 2125 km.

Wievielmal so gro8 ist die Geschwindigkeit
des Diisenflugzeuges im Vergleich zu der
des Propellerflugzeuges?

a10a Wenn man die MaBzahlen der
Austauschflichen zweier Kondensatoren A
und B miteinander multipliziert, so ergibt
das 12.

Wieviel Quadratmeter Austauschfliche be-
sitzt jeder der beiden Kondensatoren, wenn
Kondensator B eine um 4 m? groBere Aus-
tauschfliche als Kondensator A hat?

A1l a Das Kettenblatt von Franks Fahr-
rad hat 54 Zihne. Der Zahnkranz des Hin-
terrades hat 18 Zihne.

Wie viele Umdrehungen macht das Hinter-
rad dieses Fahrrades bei finf Umdrehun-
gen des Kettenblattes? (Das Fahrrad habe
keinen Freilauf.)

Klasse 6

Ala Wassertiefen konnen mit einem
Echolot bestimmt werden. Dabei wird der
Zeitunterschied zwischen dem Senden und
Empfangen eines Schallsignals gemessen.
Im Meerwasser breitet sich der Schall mit

einer Geschwindigkeit von 1 500% aus.

Zu Ala

Wie tief ist das Wasser, wenn die gesende-
ten Schallwellen nach 7,5 s empfangen wer-
den?

A2 A Bei Taschenrechnern oder Digital-
uhren sehen alle Ziffern eckig aus. Das
liegt an dem Sieben-Segment-Anzeiger.
Sieben gerade Teilstiicke (Segmente) sind
in Form einer eckigen Acht angeordnet. Je-
des Segment kann ein- oder ausgeschaltet
sein. _

a) Welche Segmente werden fiir die Dar-
stellung der Ziffern 1 bzw. 2 bzw. 9 bend-
tigt? ’ -

b) Welche Ziffer erscheint, wenn die Seg-
mente A, B, C, D, E, F bzw. die Segmente
A, B, C, D, G eingeschaltet sind?

A

F IB
£l G Ic
D
A3a Der Lokfiihrer muB die Lokomo-
tive abhingen und an den dritten Wagen
des Zuges ankoppeln.

Wie ist das auf kiirzestem Wege zu ma-
chen?

A4 a Wie lang erscheint ein Gegenstand
von a) 0,10 mm,

b) 0,70 mm wirklicher Linge unter einem
Mikroskop mit 120facher VergroBerung?

A5a Auf der FemverkehrsstraBe F6
wurde wegen Bauarbeiten auf einer Strecke

von 2 km die Geschwindigkeit auf 30%

begrenzt. Herr Meyer durchfuhr mit einem
Skoda diese Strecke in 3 Minuten.

Hat sich Herr Meyer an die Geschwindig-
keitsbegrenzung gehalten?

A6a Bei einer Verkehrskontrolle am
Wochenende wurden 160 Kraftfahrzeuge
durch die Verkehrspolizei iiberpriift. Von
diesen Kraftfahrzeugen waren 105 ohne
Miingel. Bei 16 Fahrzeugen waren die Rei-
fen nicht in Ordnung. An 40 Fahrzeugen
wurden Beleuchtungsmingel festgestellt.
Bei 15 Fahrzeugen traten andere Mingel
auf.

Wie viele Fahrzeuge hatten Mingel an der
Beleuchtung und zugleich an der Berei-
fung?

47a Im Rahmen des Wiederaufbaues
der Leipziger Innenstadt entstanden mo-
derne Wohnkomplexe. Vor den Hiusern
wurden Rasenflichen, Blumenbeete und
Terrassen angelegt. Fiir eine der rechtecki-
gen Terrassen wurden genau 400 Sand-
steinplatten verwendet. Die Platten bedeck-
ten liickenlos den Boden. Jede dieser
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Platten ist 60 cm lang und 40 cm breit. Die
Linge dieser Terrasse betrigt 10 m.
Ermittle die Breite dieser Terrasse!

A8a Bei einer .Verkehrskontrolle in
einer geschlossenen Ortschaft durchfuhr
ein Motorradfahrer die 100 m lange Test-
strecke in einer Zeit von 5s. Entspricht
seine Geschwindigkeit den Vorschriften
der StraBenverkehrsordnung?

A9a Wie lang kann eine Glihlampe von

40 W Leistung brennen, bis 2%
(1000 W = 1 kW) verbraucht sind?

Al0A In einer Werkstatt wurden aus
einer rechteckigen Zinkblechplatte, die
240 mm lang und 150 mm breit war, an
den vier Ecken je ein Quadrat von 40 mm
Seitenldnge herausgeschnitten. Die verblie-
benen Rinder wurden umgebogen und
ohne Uberlappung zusammengeldtet, so
daB ein oben offener quaderformiger Ka-
sten entstand.

Wieviel Quadratzentimeter Zinkblech wur-
den nach Wegfall der herausgeschnittenen
quadratischen Blechstiicke zur Herstellung
des Kastens bendtigt?

Wieviel Liter Flissigkeit faBt dieser Behil-
ter?

Alla Es ist die Leistungsaufnahme P
einer halbautomatischen Waschmaschine
zu berechnen, wenn eine Spannung
U =220V anliegt und dabei ein Strom von
I=9,1A flieBt! (Beachte: P=1-U))

A 12 Ao Ein Kompressor driickt die Luft in
einen Behilter. Damit der Druckluftbehil-
ter und die gesamte Druckluftanlage vor
Uberlastung geschiitzt wird, muB der
Druckluftbehilter nach den gesetzlichen
Bestimmungen mit einem Sicherheitsven-
til versehen sein. Der einarmige Hebel des
Sicherheitsventils ist 40 cm lang. Am Ende

des Hebels ist ein Gewicht von 5 kp befe-.

stigt.

Welche Kraft driickt auf das Ventil, wenn
es 8cm vom Drehpunkt des Hebels ent-
fernt ist? -

Geschwindigkeiten
in Natur und Technik

Der sowjetische Wissenschaftler B. Lishew-
ski hat in Heft 4/84 der Zeitschrift Nauka i
shisn eine umfangreiche Auflistung von
Geschwindigkeiten vorgenommen. Eine
Auswahl davon sei hier wiedergegeben.

Beginnen wir beim Menschen. Die
Schnellsten von uns erreichen beim Lauf
etwa 10 m/s. Beim Schwimmen sind es
etwa 2m/s. Die Nervenimpulse in den
Neuronenfasern breiten sich mit 120 m/s
aus. Das Blut wird mit 0,2 m/s in die Aorta
gedriickt. In den feinsten Kapillaren be-
trigt die Geschwindigkeit aber nur noch
3:107*m/s (0,3 mm/s). Im ersten Lebens-
jahr wachsen wir noch mit 1078 m/s. Un-
sere Fingernigel wachsen mit 10~° m/s und
die Haare mit 4-10~° m/s (0,35 mm/Tag).
Viele Tiere konnen sich erheblich schnel-
ler als wir fortbewegen. Spitzenreiter auf
dem Land ist der Gepard mit 33 m/s

(120 km/h). Der Schwertfisch erreicht im
Wasser gar 37 m/s (135 km/h). Und der
Goldadler erreicht im Sturzflug bis zu
44 m/s (160 km/h). Aber es gibt auch das
Gegenteil. Sprichwortlich ist die Langsam-
keit der Schildkréte (5-1072m/s) und der
Schnecke (1,6-1073 m/s).

Bedeutend langsamer als die Fortbewe-
gungsgeschwindigkeiten der Tiere sind die
Wachstumsgeschwindigkeiten der Pflan-
zen. Sogar der Bambus, der bis zu 40 cm
pro Tag wachsen kann, erreicht nur
4,5-10"8 m/s. Spitzenreiter unserer heimi-
schen Pflanzen sind die Pilze mit bis zu
2:10"7m/s. Griser erreichen nur die
Hiilfte.

Und in der unbelebten Natur? Schnee fillt
mit einer Geschwindigkeit bis zu 0,2 m/s
aus den Wolken, bei Regen konnen es bis
zu 8 m/s sein. Die Wolken selbst erreichen
bis zu 20 m/s. Die Luft in einem Orkan bis
zu 70 m/s. Luftmolekiile bei ihrer thermi-
schen Bewegung erreichen dagegen bei
normaler Temperatur und normalem
Druck etwa 400 m/s.

Wihrend die bisher genannten Geschwin-
digkeitswerte nur annihernd angegeben
werden konnten, lassen sich viele Ge-
schwindigkeiten im Kosmos auf mehrere
Stellen hinter dem Komma genau ange-
ben. Die Geschwindigkeit, mit der sich ein
Punkt auf dem Aquator in Meereshshe
durch die Erdrotation bewegt, betrigt
4,65-10m/s. Mit 2,98-10°m/s bewegt
sich die Erde auf ihrer Bahn um die Sonne.
Auf die Konstanz dieser Geschwindigkei-
ten stiitzt sich von alters her die Zeitmes-
sung. Damit ein Korper, der sich auf Mee-
reshohe befindet, zum Erdsatelliten wird,
muBl ihm eine Geschwindigkeit
7,9-10°m/s verliehen werden. Soll er die
Erdanziehung iiberwinden, miissen " es
11,18-10° m/s sein. Die dritte kosmische
Geschwindigkeit — die zum Verlassen un-
seres Sonnensystems erforderlich ist — be-
tragt 16,67 - 10° m/s.

Noch einige Beispiele, aus dem Bereich
der Technik. Der Schall breitet sich in Luft
mit etwa 3+ 102 m/s aus. In Eisen ist er we-
sentlich schneller — 5,2 - 10° m/s. Der Elek-
tronenstrahl rast mit 4-10°m/s {iber den
Schirm unseres Fernsehempfingers. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Flamme
an einer Ziindschnur betrigt 1cm/s
(1072 m/s). Indem der Sprengmeister die
Lange der Ziindschnur in cm miBt, ermit-
telt er die Zeit, in der er in Deckung gehen
muB. Bis zu 80 m/s betrigt die Geschwin-
digkeit, mit der Synthesefasern aus der
Spinndiise gezogen werden. Zum SchluB
noch ein Beispiel aus dem Verkehrswesen.
Die Geschwindigkeit des Flugzeuges
wuchs in 80 Jahren um das 60fache. Der
Hochstwert  liegt  jetzt bei 980 m/s
(=3529,56 km/h). '

Es gibt jedoch noch einen anderen Grund
fiir die hohe Wertschitzung der Mathema-
tik: sie allein bietet den Naturwissenschaf-
ten ein gewisses MaB an Sicherheit, das
ohne Mathematik nicht erreichbar wire.
Albert Einstein

von,

ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematisches
Schiilerkabinett —
ein Jugendobjekt

Seit September 1984 besteht in der Sektion
Mathematik der Péddagogischen Hoch-
schule Karl Friedrich Wilhelm Wander in
Dresden das neue Jugendobjekt ,Mathe-
matisches Schiilerkabinett®.

Ziel dieses Jugendobjektes ist es, eine
Sammlung mathematischer Unterrichts-
mittel, Spiele und Materialien fiir Schiiler
anzulegen, die die Schiiler zur Beschifti-
gung mit mathematischen Problemen anre-
gen sollen und zur selbstindigen Aneig-
nung mathematischer Kenntnisse beitra-
gen. Bis jetzt arbeiten Jugendfreunde an
diesem Objekt mit und erste Arbeiten im
Rahmen des Wissenschaftlichen Studenten-
wellstreites liegen vor. Diese Ergebnisse
konnten wir am 2. Mai 1985 im Rahmen
des dies academicus der Offentlichkeit vor-
stellen. So fithrte Sybille Eckhardt ihre
Nachbildung des Galton-Brettes vor, mit
dem sehr anschaulich Probleme der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung dargestellt werden
konnen. Silke Schlegel demonstrierte ihr
Zerlegespiel, mit dessen Hilfe Schiiler der
Unter- und Mittelstufe ihr geometrisches
Vorstellungsvermogen auf unterhaltsame
Weise schulen konnen. Rainer Heinrich
stellte Teile seiner Aufgabensammlung vor,
mit deren Hilfe Schiiler selbstindig die Ar-
beitsweise und Einsatzmoglichkeiten des
Schulrechners SR1 und anderer Taschen-
rechner kennenlernen kdnnen.

Die angefertigten Exponate kdénnen von
Schiilern, AGs, Klubs Junger Mathemati-
ker usw. an unserer Hochschule benutzt
werden, bzw. kdnnten Mathematiklehrern
und AG-Leitern als Anregung dienen. In
Zukunft wollen wir auch Lehrplanab-
schnitte gezielt untersuchen, um deren Po-
tenzen fir den Einsatz von Anschauungs-
mitteln, Materialien usw. aufzudecken und
solche Materialien dann herstellen.

GroBes Interesse fand auch der im Rah-
men des Jugendobjekts organisierte Vor-
trag mit J. Lehmann, dem Chefredakteur
der alpha, der in seiner kurzweiligen hu-
morvollen Art iiber 90 Minuten seine Be-
geisterung fiir die Mathematik auf das Pu-
blikum iibertrug.

Student Rainer Heinrich
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Ein Besuch

in der Knobelwerkstatt

Teil 6: Wir spielen mit Spielen ’

Liebe Freunde! In den Teilen 2 bis 4 unse-
rer Beitragsserie hatten wir uns mit der
Ideenfindung fir mathematische Knobel-
aufgaben aus der Umwelt, der Mathematik
sowie der deutschen Sprache beschiftigt,
und Teil 5 war dem AnlaB ,Jahreswechsel
1985/1986“ gewidmet.

Heute wollen wir nun die Ideen fiir
Knobelaufgaben den bekannten Unterhal-

tungsspielen, wie Brettspielen, Tischspie-

len, Kartenspielen, Schiebespielen, Wiirfel-
spielen oder Spielen anderer Art, entleh-
nen. Sicher kennt ihr schon manches
dieser Spiele und die entsprechenden
Spielregeln. Denkt nur an Brettspiele wie
Schach, Go, Dame, Mithle oder Halma; an
Tischspiele wie Domino, Lege-Puzzles,
Miinzspiele oder Streichholzspiele; an Kar-
tenspiele wie Skat, Sechsundsechzig,
Rommé, Schwarzer Peter, Canasta oder
Bridge; an Schiebespiele wie das Fiinfzeh-
nerspiel oder an die verschiedensten Wiir-
felspiele. Viele dieser Spiele, allen voran si-
cherlich Schach und Go, sind anspruchs-
volle Strategiespiele, die in hohem MaBe
logisches Denkvermégen, Kombinations-
gabe und Abstraktionsvermégen abverlan-
gen. Bei unserer Zielstellung geht es uns
natiirlich weniger um die Spiele selbst,
sondern vielmehr um die Konstruktion von
Problemen, die aus diesen Spielen erwach-
sen, die sich also durch Variation der
Spielregeln, des Spielmaterials oder der
Aufgaben- bzw. Zielstellung aus solchen
Spielen konstruieren lassen. Wir wollen
und kdnnen das nur an einigen Beispielen
veranschaulichen:

Beispiel 1: Schach

Das Schachspiel, als dessen Heimat Indien
gilt, und das Johann Wolfgang von Goethe
als ,ein Probierstein des Gehirns“ und
Wiladimir Iljitsch Lenin als ,Gymnastik
des Geistes“ bezeichneten, kennt sicher je-
der von euch. Zumindest werdet ihr wis-
sen, wie sich die Akteure, nimlich der K&-
nig, die Dame, die Tirme, die Liufer, die
Springer und die Bauern, auf den 64 Fel-
dern eines Schachbrettes bewegen und wie
sie gegnerische Figuren schlagen diirfen,
und wann der Konig, die wichtigste Figur
des Spiels, im ,,Schach“ steht bzw. ,matt®
ist. Das Schachspiel, das einerseits hinrei-
chend einfach, andererseits aber schier un-
erschopflich ist, war seit jeher Ausgangs-
punkt zu zahlreichen Problemkompositio-
nen. Beispielsweise schuf der amerikani-
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sche Mathematiker Samuel Loyd (1841 bis
1911) eine Vielzahl origineller und phanta-
siereicher Schachaufgaben und -probleme.
Die Vielfdltigkeit des Schachs erlaubt es
aber, daB man sich hierzu immer wieder
neue Probleme ausdenken kann. Eine
Reihe typischer, aus dem Schachspiel er-
wachsender Aufgaben ergeben sich bei-
spielsweise durch die folgenden Methoden:
1. Nutzung der Geometrie des Schachbret-
tes; denkt an das ,zersprungene Schach-
brett“ (s. Aufgabe 1), an Teilungsaufgaben
(s. Aufgabe 2) oder an Aufgaben, die durch
Verbindung der Schachbrett-Geometrie
mit Zahlen, Miinzen (5. Aufgabe 3), ande-
ren Spielsteinen bzw. Wiirfeln entstehen.
2. Konstruktion mathematischer Probleme,
die auf den Bewegungsmoglichkeiten einer
bestimmten Figur auf dem Schachbrett ba-
sieren (s. Aufgabe 4).

3. Abidnderung der Felderanzahl eines
Standard-Schachbrettes; denkt an Mini-
schach-Probleme (5. Aufgabe 5) oder an sich
hieraus ergebende Probleme mathemati-
scher Natur (s. Aufgabe 6).

4. Abinderung der Quadratform bzw. der
Schwarz-WeiB-Firbung eines Schachbret-
tes z. B. im Zusammenhang mit Rossel-
sprung-Aufgaben (s. Aufgabe 7; vgl. hierzu

auch die Rosselspriinge in den Knobel-

Wandzeitungen (1) und (5)).

5. Konstruktion eigentlicher Schachpro-
bleme, z. B. Vorgabe einer Spielsituation
mit dem Ziel, den Konig einer bestimmten
Farbe in einer vorgegebenen Anzahl von
Ziigen matt zu setzen; denkt an Aufgaben
vom Typ ,Matt in 2 Ziigen“ (Zweiziiger),
,2Matt in 3 Ziigen“ (Dreiziiger) usw. (s.
hierzu den alpha-Schachwettbewerb 1984,
Heft 6/1984).

Beispiel 2: Domino

Das Dominospiel, als dessen Erfinder die
Chinesen gelten, ist euch sicher bekannt.
Die gebriduchlichste Forrm des Spiels be-
steht aus 28 jeweils aus 2 quadratischen
Halbteilen zusammengesetzten rechtecki-
gen Spielsteinen mit den Augenpaaren von
0-0 bis 6-6, d.h. auf jedem Stein ist eine
der moglichen Kombinationen der 7 Zah-
len 0,1, 2,3, 4,5, 6 zur Klasse 2 in Form
von Punkten dargestellt. Das Dominospiel,
bei dem die Standardregel darin besteht,
daB an ein Halbteil eines ausgelegten
Steins nur ein Halbteil mit gleicher Augen-
zahl angelegt werden darf, ist selbst sehr
einfach und birgt kaum mathematische

Probleme in sich. Doch lassen sich mit
einem vollstindigen Satz von Dominostei-
nen bzw. mit einer bestimmten Teilmenge
hiervon allerhand interessante Denksport-
aufpaben konstruieren. Einige Aufgabenty-
pen seien genannt:

1. Das Zusammenlegen quadratischer oder
rechteckiger Rahmen (Quadratringe oder
Rechteckringe) mit gleicher Augensumme
auf jeder Seite (s. Aufgabe 8).

3. Das Zusammenlegen von Quadrillen,
d. h. Figuren, die nur aus quadratischen
Blocken von 4 augengleichen Halbteilen
bestehen (5. Aufgabe 10).

4. Aufzeichnung der 56 Quadrate (Halb-
teile) aller 28 Spielsteine etwa in Rechteck-
form mit dem Ziel, die Lage der Spiel-
steine zu rekonstruieren (s. Aufgabe 11). Bei
der Losung solcher Aufgaben muB man sy-
stematisch vorgehen, d. h. man stellt zu-
néchst fest, an wieviel Stellen ein Stein pla-
ziert sein kénnte, und findet man fiir einen
bestimmten Stein nur 1 Moglichkeit, so
hat man damit einen sicheren Ausgangs-
punkt fiir die weitere Rekonstruktion ge-
funden.

5. Aufgaben mit abgeéinderten Dominostei-
nen, etwa mit solchen, bei denen man die
Augenpaare durch geometrische Figuren
(s. Aufgabe 12), Buchstaben, Silben oder
Worte (s. Aufgabe 13) ersetzt.

Weitere Aufgaben mit Dominosteinen wi-
ren etwa Ratespiele mit verdeckt liegenden
Dominosteinen, geometrische Probleme an
zusammengelegten Dominosteinen, Pro-
bleme an Domino-Ketten u. a.

Beispiel 3: Schiebe-Puzzles

Jeder von euch kennt sicher das bekannte
Finfzehnerspiel (Boss-Puzzle), das nach
seiner Erfindung in der zweiten Hilfte des
vergangenen Jahrhunderts durch S. Loyd
rasche Verbreitung fand und eines der be-
liebtesten Geduldsspiele wurde. Es besteht
aus 15 gleichgroBen, quadratischen und
von 1 bis 15 durchnumerierten Tifelchen,
die in einen quadratischen Rahmen gegen-
einander verschiebbar eingelagert sind, wo-
bei ein Leerkistchen frei bleibt. Die Auf-
gabe besteht nun darin, die Tédfelchen (d.h.
die Zahlen von 1 bis 15) aus einer beliebi-
gen Anordnung durch vertikale und hori-
zontale Verschiebung in eine bestimmte
Reihenfolge zu bringen (vgl. hierzu auch
alpha-Heft 3/1983). Man kann nun durch
Abinderung der Quadratstruktur und der
GriBe der Schiebesteine sowie durch Ver-
wendung anderer Aufschriften (Buchsta-
ben, Worte, Bildausschnitte o. 4.) eine
Reihe interessanter Schiebe-Puzzles kon-
struieren. Die Aufgaben 14 und 15 unserer
Knobelwandzeitung mégen euch Anregung

geben zum Entwurf solcher Schiebe-
Puzzles.
Viel SpaB beim Spielen mit Spielen

wiinscht euch
R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Ala Schachbrett-Puzzle
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Ein Standard-Schachbrett wurde in die ab-
gebildeten 14 Teile zerlegt.

Versucht nun, das Schachbrett wieder zu-
sammenzusetzen!

A2 A Schachbrett-Teilung
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Zerlegt das abgebildete Schachbrett derart
in 4 kongruente Teile, daB sich in jedem
Teil ein Turm und ein Liufer befinden!

A3a Schachbrett mit Miinzen

Ordnet auf einem Standard-Schachbrett
16 Pfennige, 16 Fiinfer, 8 Groschen, acht
20-Pfennig-Miinzen, acht 50-Pfennig-Miin-
zen und acht 1-Mark-Miinzen so an, daB
sich auf jedem Feld genau eine Miinze be-
findet, und daB der Geldwert in jeder
Zeile, Spalte und Diagonale jeweils
1,92 Mark betrigt!

A4 a Mit 4 Springern.

Stelit 4 Springer so auf einem Standard-
Schachbrett auf, daB diese zusammen
28 Felder des Schachbrettes beherrschen
und sich gegenseitig nicht gefihrden!

A 5a Mini-Schach

a) 5 2 5 L b)
4 S 4
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2 2
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Auf den abgebildeten Mini-Schachbrettern
stehen bei a) 4 weiBe Springer, bei b) 4
weiBe Liufer, bei ¢) 3 weiBe Damen und

bei d) 4 weiBe Tirme. Auf welches Feld

muB in jedem Falle der schwarze Konig ge-
setzt werden, damit er nicht im ,Schach®
steht?

A 64 Damen-Problem

Stellt euch vor, ihr hittet ein Riesen-
schachbrett mit 1986 X 1986 = 3944196
Feldern. Konnte man dann auf diesem
Schachbrett 1983 Damen so aufstellen,
daB alle Felder des Brettes von ihnen be-
herrscht werden? (Hinweis: Versucht zu-
nachst einmal, auf einem Standard-
Schachbrett 5 Damen so aufzustellen, daB
alle Felder von ihnen beherrscht werden,
und schlieft dann induktiv weiter!)

47 a Rosselsprung

Zieht einen Springer (Gangart wie beim
Schach) vom Feld 1 derart zum Feld 1 zu-
riick, daB er zwischendurch jedes weiBe
Feld der Figur genau einmal betritt! Die
schwarzen Felder diirfen dabei ibersprun-
gen, aber nicht betreten werden.

4 84 Domino-Rahmen
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Legt die abgebildeten 10 Domino-Steine
derart zu einem quadratischen Rahmen zu-
sammen, daB die Augensumme auf jeder
Seite 20 betragt!

A9a Magisches Domino-Quadrat
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Legt die abgebildeten 8 Domino-Steine so
zu einem liickenlosen Quadrat zusammen,
daB die Augensumme in jeder waagerech-
ten, senkrechten und diagonalen Reihe je-
weils 10 betrigt!

410 A Eine Quadrille

. .. *, u __J '..

Legt die abgebildeten 12 Domino-Steine
zu einer rechteckférmigen Quadrille zu-
sammen!

Alla Lage-Rekonstruktion
g|l2|4|2|1|6|2l5
o|l71|s{o|5]|5|ol|s
4| 5|4|6|6|0f3]3
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Die Abbildung zeigt die 56 Halbteile eines
vollstindigen Domino-Spielsatzes, wobei
die Augenwerte durch Ziffern ersetzt wur-
den. Wie sind die 28 Domino-Steine zu-
sammengelegt?

Kinderleicht

RIAIRIRIS
BjnjRInIF

Legt die abgebildeten 10 Figurendomino-
Steine so zu einem quadratischen Rahmen
zusammen, daB sich auf jeder Seite 2
Dreiecke, 2 Quadrate und 2 Kreise befin-
den!

Al2a

Alla
Magisches Domino-Wort-Quadrat

Legt die abgebildeten 8 Buchstaben-
domino-Steine derart zu einem liickenlo-
sen Quadrat zusammen, da8 ein magisches
Wortquadrat zu lesen ist!

A 14 A Schiebe-Puzzle
213
Tzl

6|

Bringt durch horizontale bzw. vertikale
Verschiebung der abgebildeten 6 Spiel-
steine innerhalb des rechteckigen Rah-
mens den Stein 1 (groBes Quadrat) in die
rechte untere Ecke, und das mit moglichst
wenig Ziigen!

A15a IMO-Teilnehmer

™
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mer |L |ei
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Die abgebildeten 8 Spielsteine (mit den
entsprechenden Aufschriften) sollt ihr so
innerhalb des rechteckigen Rahmens hori-
zontal. bzw. vertikal gegeneinander ver-
schieben, daB man am SchluB ,IMO“ (in
der oberen Zeile) und ,Teilnehmer“ (in der
unteren Zeile) lesen kann. Wer schafft es
mit 16 Ziigen? '
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1986

Mathematik

Ma5m2636 Egon hat einen Biicher-
scheck im Werte von 50,— M erhalten. Von
einer Buchserie, in der Biicher zu 3,-M
und 4,- M je Exemplar angeboten werden,
méchte er moglichst viele Biicher erwer-
ben. Wie viele Biicher zu 3,-M bzw.
4,— M kann er mit dem Biicherscheck kau-
fen, wenn der Betrag restlos verbraucht
wird? Sch.

Ma5m2637 Ein Vater ist gegenwirtig
55 Jahre, sein Sohn 23 Jahre alt. Vor wie-
vlel Jahren war der Vater dreimal so alt wie
sein Sohn? Sch.

Ma 5m 2638 In einer Kiste befinden sich
vier verschiedene Sorten Apfel, von jeder
Sorte gleichviel. Insgesamt sind es 100 Ap-
fel. Wie viele Apfel muB man der Kiste
wahllos entnehmen, um mit Sicherheit
zehn Apfel der gleichen Sorte zu erhalten?

Sch.
Ma5®m2639 Auf wieviel Arten ist es
moglich, ein 1-Mark-Stiick in 10-Pf-

20-Pf- oder 50-Pf-Stiicke zu wechseln? Sch.

Ma 5m2640 Wie viele dreistellige natiir-
liche Zahlen mit der Quersumme 10 gibt
es? Stelle sie alle zusammen! Sch.

Ma5m2641 Welche Grundzifferm miis-
sen fiir a, b, ¢ eingesetzt werden, damit wir
aus 12a76:23b = ¢2 eine richtig geloste
Divisionsaufgabe erhalten? Sch.

Ma6m2642 Man verkniipfe eine belie-
bige Anzahl aufeinanderfolgender natiirli-
cher Zahlen in ihrer natiirlichen Reihen-
folge durch die Operationszeichen der vier
Grundrechenarten so, da man als Ergeb-
nis stets die Zahl 20 erhilt. Dabei diirfen
auch Klammem gesetzt werden. (Beispiel:
5-6+7—8—9=20.) Gib mindestens wei-
tere acht Beispiele an!

Schiilerin Heike Simmank, Niesky

Ma 6 w2643 Welche natiirlichen Zahlen,
a, b, ¢ erfillen die Gleichung

a-(b+c)=b:(a+c), wenn a =9 gelten
soll und
(1) ¢ der Nachfolger von b sein soll?
(2) b der Nachfolger von ¢ sein soll?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2644 Von einem FaB Gurken
blieben am 1. Tag 8 kg Gurken mehr {ibrig
als verkauft wurden. Am 2. Tag verkaufte
man die Hilfte der noch vorhandenen Gur-

ken; am 3. Tag verkaufte man die iibrigge-

bliebenen 22 kg Gurken. Wieviel Kilo-
gramm Gurken waren anfangs im FaB?
Begriinde deine Feststellung!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m2645 Altstoffe sind wertvolle Roh-
stoffe fiir unsere Volkswirtschaft. Die Klas-
sen 6a, 6b und 6¢ einer Schule fithrten
einen Wettbewerb beim Altpapiererfassen
durch. Dabei erreichte die Klasse 6b 40 kg
weniger als das Doppelte der Klasse 6a; die
Klasse 6¢ die Hilfte des Sammelergebnis-
ses der Klasse 6b.
Insgesamt erfaBten die drei Klassen 4,8 dt
Altpapier. Wieviel Kilogramm entfallen
auf jede dieser Klassen? .
K. Wagner, Plauen

Ma6m2646 Zeichne ein spitzwinkliges
Dreieck ABC. Zeichne eine Parallele zu
4B, die BC in E und 4AC in D derart
schneide, daB 4D + BE = DE gilt! Sch.

Ma7m2647 Die Sternchen in Bild 1
wurden in Bild 2 durch natiirliche Zahlen
ersetzt. Dabei betrigt die Summe S dieser
Zahlen in der linken und rechten Spalte,

H K K 17 7 2
* % T -7
x X 2 7 1

Bild 1 Bild 2

aber auch in der oberen und unteren Zeile
jeweils 10. Die Gesamtsumme G aller Zah-
len betrdgt 34. Welche natiirlichen Zahlen
muB man einsetzen, wenn gelten soll

a) $=10 und G =357

Jo

Thies LuAhar, 2600 Gustrow, Werdersér 22
Kersiny -0S, Klansxe 7
150
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I | Losumg:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Weitbewerb konnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Ldsung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (siehe Muster),"denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pradikat
»sehr gut gelost*, | gut gelost” oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost®.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1985/86 lduft von Heft 5/1985 bis
Heft 2/1986. Zwischen dem 1. und 10.Sep-
tember 1986 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/85 bis 2/86
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/86 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/85 bis 2/86) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1985/86
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen

 wird.

Redaktion alpha



b) S =50 und G die kleinstmdogliche
Zah]?
¢) G =50 und S die kleinstmogliche
Zahl?
(Es geniigt jeweils die Angabe einer L§-
sung.)
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2648 Uber der Seite AB eines
Quadrates ABCD ist ein gleichseitiges
Dreieck ABE derart zu konstruieren, daB .
der Punkt E des Dreijecks im Innemn des
Quadrates liegt. Es ist die GroBe @ des
Winkels CED zu bestimmen!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2649 Zeichne ein gleichschenkli-
ges Trapez ABCD mit den parallelen Seiten
4B und CD derart, daB 4B linger ist als
CD. Ziehe die Diagonalen AC und BD,
fille von C das Lot auf AB; sein FuBpunkt
sei F. Es moge CF die Diagonale BD in G
schneiden, und es sei E der Schnittpunkt
der Diagonalen. Weise nach, daB das
Dreieck CEG gleichschenklig ist!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2650 Dem abgebildeten Quadrat
ABCD- mit der Seitenlinge a wurde ein
Viertelkreis einbeschrieben, dessen Mittel-
punkt mit B zusammenfillt und dessen
Radius gleich der Seitenlinge a des Qua-
drates ist. An einen von A und C verschie-
denen Punkt P des Viertelkreises wurde
die Tangente gelegt, die AD in Q und CD in
R schneidet. Es ist nachzuweisen, daB der
Umfang des Dreiecks QRD gleich dem hal-
ben Umfang des Quadrates ABCD ist! Sch.

D R C

A a 8 'l
Ma 8 w2651 Es ist zu beweisen, daB die
Summe zweier positiver rationaler Zahlen,
deren Produkt gleich 1 ist, niemals kleiner!
als 2 sein kann.  Schiiler M. Jurke, Cottbus

Ma8m2652 Es ist zu entscheiden, ob:
man lieber eine Apfelsine kaufen sollte, !
die einen Durchmesser von 12 cm hat, da--
fiir aber eine 1 cm dicke Schale oder 7 Ap-:
felsinen, deren jeweiliger Durchmesser und :
auch die Schale halb so dick sind wie bei

der groBen Apfelsine. (Man nehme an, daB '

die Apfelsinen kugelférmig und von glei- *

cher Qualitit sind.)
Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ma 8 m2653 Auf welche Weise kann man .
einen Betrag von 500,00 M in 100-Mark-
Scheinen, 50-Mark-Scheinen
20-Mark-Scheinen erhalten, wenn man
mehr 20-Mark-Scheine als 50-Mark-
Scheine, mehr 50-Mark-Scheine

und

als -

100-Mark-Scheine und sogst keine weite-
ren Banknoten oder Geldmiinzen ausge- :

héndigt erhilt. Sch.

Ma8m2654 In einem Quadrat sei-die
Diagonale einen Zentimeter linger als eine

Seite. Wie groB ist der Flicheninhalt dieses :_

Quadrates? Wie viele Quadrate mit dieser
Eigenschaft gibt es?
K. Richter, Karl-Marx-Stadt
Ma9 w2655 Es ist nachzuweisen, daB
die Summe l+"—2+n—3
3 2 6

gung der Variablen n mit einer natiirlichen
Zahl ganzzahlig ist! Sch.

Ma9m2656 Es ist zu beweisen, daB un-
ter allen natiirlichen Zahlen, deren Quer-
summe im dekadischen Positionssystem 33
betriigt, keine Quadratzahl ist!

G. Jeschke, Schwarzheide

fir jede Bele-

Ma9m2657 Es seien n?=gbed .urd
(k-n)*=dcha zwei natiirliche Zahlen in
dekadischer Darstellung. “Velche Zahlen n
erfiillen diese Gleichungen?
Nach der sowjetischen mathematischen
Schiilerzeitschrift ,Quant”, Moskau

Ma9m2658 Dem abgebildeten gleich-
schenkligen Dreieck ABC, dessen Basis AB
halb so lang ist wie dessen Schenkel AC,
wurde ein  gleichseitiges. Sechseck
DEFGHK cinbeschrieben. Wieviel Prozent
des Flicheninhalts 4, des gleichschenkli-
gen Dreiecks ABC betrigt der Flichenin-
halt des ihm einbeschriebenen Sechsecks?

Sch.

A D £ B
Ma10/12 w2659 Der Term Y99 + 7042

~/99 - 7042 ist soweit wie nur méglich

zu vereinfachen! Sch.
. 19 199
10/ i —,
Ma 10/12 m 2660 Die Briiche 95 995
und 1999 b it wie méeli
9995 ergeben, soweit wie moglich ge-
kiirzt, % Es ist zu untersuchen, ob auch
199..9 1 .
99 955 ilt. Sch.
Ma10/12 2661 Im abgebildeten recht-

winkligen Dreieck ABC mit der Hypote-
nuse AB teilt die Winkelhalbierende w, die
Kathete AC so, daB AD 5 em und CD 4 cm
lang ist. Es sind die Seitenlingen des recht-
winkligen Dreiecks ABC zu berechnen.

: Sch.

(Zeichnung nicht maBstéblich)

Ma 10/12 m 2662 Es sei n die Basis eines
Zahlensystems. Fiir welche x, y, z, n € N,
x*0; x,y, z<n gilt
boyzl, = (n + 1)?
Schiilerin H. Bernsee, Sallgast

Chemie

Ch7m153 Wieviel Kilogramm Phosphor
und Kalziumoxid sind im menschlichen
Skelett enthalten, wenn man davon aus-
geht, daB es durchschnittlich 12 kg Kno-

chensubstanz, deren Gehalt an Kalzium-
phosphat etwa 62% betrigt, enthilt?

»Was habt ihr denn heute in der
Chemiestunde gemacht?“

»Wir haben Sprengstoff hergestellt.«
,uUnd was macht ihr morgen in der,
Schule?“

,In welcher Schule?“

Ch8m154 In einem Heizhaus eines Be-
triebes werden stiindlich 100 kg Anthrazit
mit der Zusammensetzung 93,2% Kohlen-
stoff, 3,8 % Wasserstoff und 3,0% Sauerstoff
verbrannt. Berechne die Gesamtmolzahl
des Sauerstoffs!

Ch9m 155 Von einem Gasgemisch, das
aus 15Vol-%  Schwefeldioxid und
85Vol.-% Sauerstoff besteht, sollen 90%
des Sthwefeldioxids nach dem Kontaktver-
fahren in Schwefeltrioxid umgewandelt
werden. Berechne

a) die im Gleichgewicht vorliegenden
Stoffmengen in Liter,

b) das Gesamtvolumen im Gleichgewicht!

Ch10/12 m 156 Fiir die katalytische Hy-
drierung von 0,229 g einer ungesittigten
organischen Verbindung mit der Molaren
Massse von 148 gmol~! wurden 149 ml
Wasserstoff von 20°C und 101,3 kPa ver-
braucht. Berechne die Zahl der Doppelbin-
dungen, die die unbekannte Verbindung
enthielt!

alpha, Berlin 20 (1986) L - 15
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Physik

Ph6m192 Ein Miihlenrad wird durch
einen Wasserlauf angetrieben. Der kleine
Kanal, durch den das Wasser zuflieBt, hat
eine Breite von 1,30 m und eine Tiefe von
0,5 m. In einer Sekunde strémen 0,4 m der
Linge des Kanals Wasser {iber das Miih-

lenrad. Wieviel m? Wasser flieBen in einer
Stunde durch den Kanal?

Ph7m193 In der Wasserleitung eines
Gebiudes herrscht ein Druck von 0,3 MPa.
Mit welcher Kraft driickt das Wasser auf
die Hahnéffnung, wenn ihr Durchmesser
8 mm betrigt?

Ph8m194 Zur Beheizung einer Produk-
tionshalle wird eine Wirmemenge von
P =165kWh/h benétigt. Als Brennstoff
wird Braunkohle mit einem Heizwert
Wy = 1,18 - 10% kJ/kg eingesetzt.
Bestimme den Jahresbedarf an Braunkohle
in kg, wenn durchgingig im Dreischichtbe-
trieb gearbeitet und mit durchschnittlich
150 Heiztagen im Jahr gerechnet wird!
Ing. K. H. Milde, Dresden

=10
2T
AT\

hpr <] 7

Ph9m195 Ein frei fallender Korper legt
in der letzten Sekunde ein Drittel seines
Weges zuriick. Bestimmen Sie die Fallzeit
und die Fallhdhe!

Ph10/12m 196 Welche Energie wird bei
der Spaltung von 1 Gramm reinem U
frei, wenn die Kernspaltung nach der Re-
duktionsgleichung

B
In+BU—0Ce+RPZr + 2({n)
verliuft? Wie vielen Tonnen Steinkohle

entspricht diese Energie, wenn deren Heiz-
wert 30 MJ/kg betrigt?

i !

1
&
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Losungen

Plastik
des Archimedes
an der TH Magdeburg

Diese von dem Bildhauer Gerhard Thieme
geschaffene Plastik wurde 1978 vor der Bi-
bliothek der Technischen Hochschule Otto
von Guericke in Magdeburg aufgestellt.
(Eine Kopie befindet sich auf dem Markt-
platz in Giistrow.) Obwohl die Plastik
keine Bezeichnung trigt, sieht man sofort,
daB es sich nur um Archimedes handeln
kann, und diese eindeutige Identifizierbar-
keit schlieBt ein groBes Lob fiir den Kiinst-
ler ein.
Die Legende berichtet ja bekanntlich, dal
Archimedes wiihrend der Eroberung seiner
Heimatstadt Syrakus im Jahre 212 v.u.Z.
durch die Romer von einem roémischen
Soldaten beim Zeichnen geometrischer Fi-
guren in den Sand angetroffen worden sein
soll.
Stére mir meine Kreise nicht! — sollen seine
letzten Worte gewesen sein, bevor der Sol-
dat ihn erschlug. Er tat dies vermutlich aus
Angst vor dem vermeintlichen Zauberer,
obwohl der romische Feldherr Marcellus
strengen Befehl gegeben batte, den Gelehr-
ten unversehrt zu ihm zu bringen. Es war
wesentlich dem technischen Genie des Ar-
chimedes zu verdanken, da8 Syrakus sich
zwei Jahre lang erfolgreich gegen die rdmi-
sche Ubermacht verteidigen konnte, bevor
es durch Verrat in die Hinde der Romer
fiel. Die von Archimedes erfundenen und
in die Tat umgesetzten Verteidigungsma-
schinen hatten den abergldubischen und
ungebildeten rémischen Soldaten als iiber-
natiirliche Krifte erscheinen miissen.
Archimedes hat uns durch sein Leben und
Werk drei groe Beispiele gegeben:
Er war ein hervorragender Mathematiker,
er verstand es hervorragend, die Mathema-
tik in der Praxis anzuwenden, und
er setzte alle seine Krifte und Féhigkeiten
fir die Verteidigung seiner Heimat ein.
So hitte die TH Otto von Guericke keine
bessere Wahl eines Sujets fiir ein Kunst-
werk zum Schmuck ihres Geldndes treffen
konnen.

P. Schreiber

Losung zu:
Ein hiipfender Springer

Die Muster mit zwei Bewegungen von A
und B aus haben je eine diagonale Symme-
trielinie, und diejenigen von D aus haben
zwei Symmetrielinien. Wenn aber von E
oder F gestartet wird, hat das Muster eine
Symmetrielinie. Das Muster mit vier Sym-
metrielinien ist das Ergebnis von vier Be-
wegungen von A, B, C, D oder drei Bewe-
gungen von E und F aus. ’
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|
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Ldsungen zu: Sprachecke

Ala Ein Kreis und ein Quadrat haben
denselben Flicheninhalt. Dem Kreis wurde
ein Quadrat und dem (urspriinglichen)
Quadrat ein Kreis einbeschrieben. Was ist
groBer — der Flicheninhalt des dem Kreis
einbeschriebenen Quadrats oder der Fla-
cheninhalt des dem Quadrat einbeschrie-
benen Kreises?

Lésung: Sei a die Seitenlinge des Quadrats
und r der Radius des gegebenen Kreises.
Dann wird die Flichengleichheit ausge-
driickt durch a?=mr?. Der Radius des
dem Quadrat einbeschriebenen Kreises ist
a

2 b
beschriebenen Quadrats ist rﬁ . Die Fli-
ma?

4

und 2r%. Es ist n? > 9, also

und die Seitenlinge des dem Kreis ein-

cheninhalte sind und 2r? bzw. (wegen

m2r?

a? =mnr?)

2
nTr’>2r2, d. h. der Flicheninhalt des

einbeschriebenen Kreises ist groBer als der
des einbeschriebenen Quadrats.

A2 a Die Zahl 1 hat nur einen Teiler, die
Zahl selbst. Jede Primzahl hat zwei ver-
schiedene Teiler, 1 und sich selbst.
(Bemerkung: 1 ist nicht als Primzahl anzu-
sehen, da sie nur einen Teiler hat.)



Jede ganze Zahl, die ein Produkt von zwei
verschiedenen Primzahlen ist, hat vier ver-
schiedene Teiler. Wenn z.B. die Zahl pq ist
(wobei p und g Primfaktoren sind), sind
die Teiler 1, p, g und die Zahl pq selbst.
Jedes Produkt von drei verschiedenen
Primzahlen hat acht verschiedene Teiler.
Wenn die Zahl pqr ist, sind die Teiler 1, p,
q, r, pq, pr, gqr und die Zahl pgr selbst.

(¢ Was ist iiber die Anzahl der Teiler

von

(a) dem Quadrat einer Primzahl,

(b) der 3. Potenz einer Primzahl,

(©) dem Quadrat einer zusammenge-
setzten Zahl zu sagen?

(II) Kannst du eine ganze Zahl ermit-

teln, die gleich der Anzahl der Tei-
ler ihres Quadrates ist?

Lésung: Das Quadrat jeder Primzahl p hat
3 Teiler 1, p und p? Die 3. Potenz jeder
Primzahl p hat 4 Teiler 1, p, p?, p® Das
Quadrat jeder zusammengesetzten ganzen
Zahl hat eine ungerade Anzahl von Tei-
lern. Die einzige ganze Zahl, die gleich der
Anzahl der Teiler ihres Quadrates ist, ist 3.
Die Zahl 9, das Quadrat von 3, hat 3 Teiler
1,3,9.

AlA Von den beriihmten Diamanten
wurde der Diamant Orlow in Indien im
17. Jahrhundert gefunden. Er wird gegen-
wirtig im Kreml aufbewahrt. Ungeschliffen
betrug die Masse 300 Karat; einmal ge-
schliffen betrug sie 189,6 Karat. (1 Ka-
rat = 0,20 g) Berechne die Masse dieses
Diamanten vor und nach dem Schliff in
Gramm!

Lgsung: 300-0,20g =60g;

189,6-0,20g =37,92¢.

Die Masse des Diamanten betrug 60 g vor ~

und 37,92 g nach dem Schliff.

A4a Eine Stahlkugel schwimmt in
Quecksilber. VergroBert oder verkleinert
sich die Eintauchtiefe, wenn die Tempera-
tur erhdht wird?

Lésung: Beim Erwirmen dehnt sich Queck-
silber stirker aus als Stahl. Dabei verrin-
gert sich die Auftriebskraft, und die Kugel
sinkt tiefer ein.

Losungen zu:
In freien Stunden . alpha-heiter

Anschauen — Denken — Lésen
Aus den Gleichungen (1) und (6) folgt:

1) =2
(1)  in (6) eingesetzt:
902 = 9a® (x #0)
oa=1
p=2

und weiter: y=3,6=4
Die Proben bestitigen die Richtigkeit der
Losung

@ 3=142

¥)) 6=1+2+3

3) 10=1+2+3+4
“4) 100=1+8+27+64
() 36=1+8+27

6) 9=1+8

In einem TEE-Zug

1986 =2-3-331.

Es sind also 331 Fahrgiste und
2:3 =6 Schaffner.

- Magisches Quadrat

2 7 6

9 51

4 3 8
Zahlenspiel

/\,\/\ /
\ / \/\/

Konigszug

Ihr gliicklichen Augen,
was je ihr gesehn,

es sei wie es wolle,

es war doch so schon.

N
6\61 O\

Labyrinth

Die Ameise auf dem Wiirfel
Beispiele:

] |
/[
L4 ]

AN

N

Geometrischer Korper gesucht

Losung vom Schiiler Hans v.d. Berg, Venlo:
Bezeichnet man den Mittelpunkt des regel-
miBigen Sechsecks mit C, dann kannst du
die Figur aus einer regelmiBigen vierseiti-
gen Pyramide mit dem Quadrat als der
Grundfliche und C als der Spitze (wobei
alle Kanten die Linge 1 haben) und zwei
regelmiBigen Vierflachs (dreiseitigen Pyra-
mide, deren Kanten ebenfalls alle die
Linge 1 haben) aufbauen. Der Inhalt einer

Pyramide ist gleich % X Hohe X Grundfli-

che, und eine einfache Berechnung liefert
fir den Inhalt der vierseitigen Pyramide

V2

5 und fiir den der Vierflachs jeweils
g Der Gesamtinhalt ist somit @

Mit einem Schnitt

e

Aﬁm

4

[EFE%/N

Einfach fabelhaft
Die Losung sei dem Leser iiberlassen.

il

Beweis gefordert
Die beiden dreistelligen natiirlichen Zah-
len seien

abc=a-100+b-10+¢
und def=d-100+e-10 + f.
Ihre Summe ist abc + def = (a + d)- 100
+(b+e)10+c+f=(a+d)-99
+(bte)9+a+b+ct+dte+f
ra+b+c+d+e+fist die Summe der
Quersummen beider natiirlichen Zahlen.
Fiir diese gilt a+ b+c+d+e+f=n-9
mit n e N. Damit gilt abc + def = [(a + d)
x11+b+e+n}-9,dh et d
Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/85

Ma 8 m2567 Nach dem Satz des Pythago-
ras gilt a2 + a2 = b?

bzw. 2a2=b2bzw. b= 2 .

Es gilt weiter 252 = ¢2,

d.h. ¢?=4a? bzw. c = 2a.

Wegen ae N,so 2ae N, w.z.b.w.

Ma8m2568 Aus der nicht maBstabge-
rechten Skizze ist erkennbar, daB nach
dem Satz des Pythagoras gilt:

ND?*=MD?* - MN?,
92 -3? cm,
ND =\/ﬁcm,
ND =~8,5cm.
C
A ¢
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&m gilt_aus Symmetriegriinden
CD = 2ND, also CD =17 cm. Die Linge s
der Sehne CD betriigt etwa 17 cm.

Ma9w2569 Es sei aaa eine dreistellige
natiirliche Zahl mit gleichen Ziffern in de-
kadischer Schreibweise, wobei 1<a=<9
gilt. Dann gilt weiter

%-(n+1)=llla,

n(n+1) =222aq,

n+n—-222a=0,

n= —%+%4888a+1 .
Nur fiir a = 6 erhalten wir unter den ein-
schrinkenden Bedingungen eine Losung,
némlich

__1.1 _

n= 2+2 73, also n = 36.
Probe:1+2+3+...+36

=%-36-37=666.

Ma9m2570 Es-ist zu zeigen:

1 1%
4§ab(7+7) )

a,bePunda=+0,b=+0.
Man formt dquivalent um und erhilt
(b + a)?
4=<ab @y
(b +a)’
ab
4ab=a?+2ab+ b2,
0<a?—-2ab+b?,
0=(a—-b).
Diese Aussageform ist allgemeingiiltig.
(Das Quadrat einer reellen Zahl ist niemals
negativ.)
Da nur dquivalent umgeformmt wurde, ist
die Behauptung bewiesen.

4s

Ma9m2571 Die erste Zufiihrung fiillt an

einem Tag 1 Becken, die zweite % Becken,

die dritte 1 Becken und die vierte 1 Bek-

3 6
ken. Wenn alle gleichzeitig laufen, fiillen
. . 1 1 1
sie an einem Tage 1+ 3 + 3 + 6 =2

Becken.
Es wiirde also genau einen halben Tag dau-
ern, bis das Becken gefullt ist.

Ma9w2572 Die Dreiecke ABC, ECD
und AEF sind paarweise kongruente
gleichschenklige Dreiecke. Daraus folgt,
daB das Dreieck ACE gleichseitig ist und
somit Innenwinkel von je 60° hat. Da die
Innenwinkel des regelmiBigen Sechsecks
je 120° betragen, gilt fiir die Basiswinkel
der drei gleichschenkligen Dreiecke je 30°.

18 - alpha, Berlin 20 (1986) 1

Daher betragen die GroBen der Winkel
% FEG und % BCG je 90°, d. h. die Sechs-
eckseiten FE und BC sind parallel zur
Héhe 4G. 7

Die weitererr Beweise verlaufen analog.

Ma10/12m2573 Die drel Grundziffern
seien mit x, y und z bezeichnet. Mit die-
sen drei Ziffern lassen sich die folgenden
sechs dreistelligen natiirlichen Zahlen bil-
den:
100x + 10y + z,
100x+ y+ ‘10z,
10x + 100y + 2,
x+ 100y + 10z,
x+ 10y + 100z,
10x+  y+100z.
Die Summe aller dieser Zahlen betrigt
222x + 222y + 222z bzw. 222(x+y+ z).
Nun ist 74 ein Teiler von 222, denn
74 -3 =222; also ist 74 auch ein Teiler von
222(x+y+z),w.z.b.w.
Ma 10/12 m 2574 Da dem groBten Winkel
die lingste Seite gegeniiber liegt, ist der
Winkel 4 ACB mit der GroBe y der groBte
Winkel in diesem Dreieck.
Nach Aufgabenstellung gilt b = %a

und c=ib=1—6a. Nun ist

3 9
al+ b2—¢?
COSV—T,d.h.
4\ (16
2 —) - [{=
cosym “(3)-(5)
2a'%a
- 16 256
2 —_n Y 2
>cos=3(a+9a 810)
4 8a? ’
cosy o —31a73
Y= 8a2 81
cosy=—0,1435; »=~9825°

Der groBte Innenwinkel dieses Dreiecks
betrigt etwa 98,25°.

Ma10/12m2575 Es habe BE die
Linge x, also CE die Linge a — x und CD
die Linge b — e. Ferner habe Winkel ACB
die GroBe y. Dann gilt fiir die Flichenin-
halte der Dreiecke ADEC und AABC

2 ADEC = A pc bzw.

2~%-(a—x)(b—e)-siny

=%ab-siny,
2(a—x)(b—e)=ab,
—__a
2(b-e)’
ab _ a(b—2e)

a—Xx

¥T0Thk-¢ 20-e°
_6(4-2-1)
also ————2_(4_1) cm=2cm.

Ma 10/12 m25762) Das Zehneck 1d0t
sich in 10 paarweise kongruente gleich-

schenklige Dreiecke mit den Basiswinkeln
der GriBe o = § = 72° urid dem Winkel an
der Spitze mit der Gréfe y = 36° zerlegen.
Das Bild zeigt ein solches Dreieck:

Nach dem Sinussatz gilt

.e = .' bzw. e=m,
siny sina sin o
_35cm-0,5878

0,9511 ’
e=2,16cm.

r—3]
<7 | .
—~

Der Umfang des Zehnecks betrdgt also
uz=21,6 cm. Der Umfang des Kreises ist
uy = 27r, ux =22 cm.

uz 21,6
b) u - 2 =0,9818.
Der Umfang des Zehnecks ist also um etwa
1,8% kiirzer als der Umfang des Kreises.
c¢) Fiir den Flicheninhalt des Zehnecks gilt

AZ=10%-r2-siny),

Az =36cm?%
Der Flicheninhalt des Kreises betriigt
Ag=m-r2, Ag=385cm’
Nun gilt
Az 36 _
A, 385 0,9351.

Der Flicheninhalt des Zehnecks ist also
um etwa 6,5% kleiner als der Flicheninhalt
des Kreises.

Auf die Losung der Aufgaben der Physik-
Chemie-Wettbewerbs miissen wir aus
Platzgriinden verzichten.

Lésungen zu:
Wolf, Ziege und Kohlképfe
Heft 6/85

Der Mann brachte zuerst die Ziege an das
andere Ufer. Darauf holte er den Wolf und
brachte anschlieBend die Ziege wieder zu-
rick. Am Ausgangsufer angekommen,
nahm er die Kohlkdpfe in den Kahn und
lieB die Ziege dort. Die Kohlkopfe brachte
er zum Wolf an das andere Ufer. Abschlie-
Bend holte er die Ziege.

Losungen zu:
Knobel-Wandzeitung, Heft 6/85

Lieber guter Weihnachtsmann
Gesuchter Weg:
(3:4+9)-8-12-11-21-23+24=1985

RechenspaB zum Jahreswechsel
7 mogliche Gleichungen sind:

1-9-8+5=1-9+8+6 (= 6)
1+9-8+5=1-9-8+6(= 7 .
1-9+8-5=1-9-8:6 (=12
1-9+8-5=1+9+8-6 (=12
1+9+8-5=1+9-8:6 (=13
149+8+5=1-9+8+6 (=23
149 -8+5=1-9-8+6(=78)

Im neuen Jahr

Es st 1986=1-1986=2-993 =3-662
=6-331=2-3-331.

Die Abbildung zeigt eine mogliche Eintra-
gung.
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Zerlegte Jahreszahl

Aus 1986 = x +2x + 3x = 6x
folgt x = 331. Man erhilt:
1986 = 331 + 662 + 993.

Kryptarithmetik
a) 1985-1986
11910
15880
17865
1985
3942210
b) Durch einfache arithmetische Uberle-
gungen und Fallunterscheidungen findet
man aus der ersten Gleichung die Ziffer 1,
aus der zweiten Gleichung die Ziffern 2, 0
und 9, aus der dritten Gleichung die Zif-
fern 5, 7 und 8 und aus der vierten Glei-.
chung die Ziffern 4 und 6. Die Abbildung
zeigt die (eindeutige) Losung des Krypto-

gramms:
=1
[2]o18 : (L] =
[eTed7] 0] : (U]5] = (T3
ANIODORUIEENG0 V0|

¢) Dieses Kryptogramm ist mehrdeutig 16s-
bar. Unter den zahlreichen Losungen, wie
z.B. 1035+1036=2071, 2015+ 2017
=4032, 3024 + 3029 = 6053 oder

4015 + 4019 = 8034, befindet sich auch
die Losung 1985 + 1986 =3971.

Positionssysteme
Die dekadisch dargestellten Zahlen 19,
198, 1985, 1986, 986 und 86 haben in den
jeweiligen anderen Positionssystemen fol-
gende Darstellung:
19 = 10011 (Basis g = 2)
198 = 21100 (Basis g = 3)
1985 =30420 (Basis g = 5)
1986 = 13110 (Basis g = 6)
986 = 33122 (Basisg=4)
86 =10012 (Basis g = 3)

Mit romischen Ziffern Zahl gesucht
M+CM +C XXX+VI=MCMLX XXVIN

Aus (331x5— 5)6
1985

1986 °

Eine harte NuB

Angenommen, es gibe (mindestens) eine
Zahl n=10°a + 106+ 10c + d
(a,b,c,deN, 1=a=<9, 0=b,cd=<9),
welche die vier Eigenschaften hat.

Dann gelten die folgenden Gleichungen:

= 391 ergibt sich

x=

a+b+c+d=24 0))
a-b+c—d=—6 o))
abed =432 [€))
cd—ab =139. 4)

Durch Addition bzw. Subtraktion von (1)
und (2) ergeben sich

at+c=9 (&)
und b+d=15. 6)
Setzt man cd = ab + 39 aus (4) in (3) ein,
so erhdlt man ab(ab +39) =432, also mit
x=ab die quadratische Gleichung
x2+39x — 432 =0, welche die Losungen
x; = —48 (ab = —48 entfillt) und x, =ab
=9 besitzt. Es gilt also

ab=9 (@)
und cd=48. ®)
Aus den Zerlegungen 9=1-9=9-1=3-3
und 48=6-8=8-6 in ein Produkt mit
zwei einstelligen Faktoren erhdlt man nach
(7) und (8) folgende Moglichkeiten:

a b c d

W W \D D k=t =
WMHHO\O.
'O\ 00 O\ OO O\ GO
00 O\ OO O\ GO N

Die funf letzten Mdglichkeiten aber wider-
sprechen den Gleichungen (5) bzw. (6). Es
gibt also nur eine Zahl, welche die gefor-
derten Eigenschaften besitzt, nimlich
n=1986, wovon man sich durch Einset-
zen in (1) bis (4) leicht iiberzeugt.

Jahreszahl in Prozenten

Das Rechteck hat einen Flicheninhalt von
128 FE (1 FE = 1 Kastchenfliiche), die Jah-
reszahl 1986 beansprucht 39,5 FE; das sind
rund 30,9 Prozent der Rechteckflache.

Gerechte Teilung

1 4
1 9

Legespiel

N

N

Umordnung

Die Abbildung zeigt eine mogliche Umord-
nung:

918
819
116
6]1

wlo|x]o

1
6
9
8

Das geheimnisvolle x

Es ist x=1986=6-331, denn jede Zahl
ist gleich dem Produkt der Eckenanzahl
des umgrenzenden Vielecks mit 331.

Kniffliger Rosselsprung

5| 59) 54]67 (64169
53|57 |70|61 (68
58|55[60| 65|68 |63
[
7

52 Ll
by [49]46 |79
L 51|72 Té
50|a5{48]?25(28] 73

Zusatzaufgabe 1: 2048 =211,
Zusatzaufgabe 2: Bekanntlich erhilt man
alle pythagoreischen Tripel (x, y, z), also
alle Losungen der diophantischen Glei-
chung x?+y?=1z? durch den Ansatz
x=k(m?— n?, y=2kmn, z=k(m*+ n?),
wobei k, m und n ganze Zahlen sind. Bei
unserer Gleichung x?+y?=1985? ist
z=k(m?+ n?) =1985 vorgegeben. Da
1985=1-1985=5-397=1397-5=1985-1
und nur nichtnegativ-ganzzahlige Paare
(x, y) gesucht sind, so kann man o.B. d. A.
k positiv, also k=1, 5, 397 oder 1985,
und mz=n annehmen. Durch systemati-
sches Durchrechnen (Fallunterscheidung!),
am besten mit Hilfe eines Taschenrech-
ners, findet man die folgenden Zerlegun-
gen von 1985:
1985=1-(442+7H=1-(322+31%»
=5-(192+61)=1397-(22+ 1%
=1985-(12+0?).

Man erhilt also die folgende Tabelle:

k |m|n |x=k(m7—n’) y =2kmn
1 447 11887 616

1 32131)63 1984

5 1916 |1625 1140
397 12 |1 (1191 1588
1985|1 [0 |1985 0

Da mit jedem Paar (x,y) auch das Paar
(, x) Losung von x? + y? = 19857 ist, so er-
hilt man die folgenden 10 Losungspaare
(x, y) unserer Ausgangsleichung:

(1887,616), (616,188 7), (63,198 4),
(1984,63) (1625,1140), (1140,1625),
(1191,1588), (1588,1191), (1985,0),

(0,198 5). (Geometrisch gesehen sind das
alle Punkte P(x, y) mit ganzzahligen Koor-
dinaten auf dem Viertelkreis x2+ y?
=19852, x=20,y=0)

Losungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/85

Ma5m2580 Wir rechnen 320 — 40
=280, 280:2 = 140, 140 + 40 = 180,
2-140 =280, 2-280 + 10 = 570. Dieter be-
sitzt 140 Marken aus Ungarn, 180 aus Po-
len, 280 aus der CSSR, 570 aus der
UdSSR, also insgesamt.1 170 Marken aus
Freundesland.

Ma 5 w2581 A=c1-bz_4%.az
=C2_b2_2a2;
A=(151- 51— 269 em’

(225-25-172)cm? = 128 cm?®.

Ma5m2582 Aus a) folgt: Peter hilft ent-
weder Frau Dahlke oder Frau Fuhr-
mann.

Da nach b) Frau Dahlke von Volkmar be-
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treut wird, hilft Peter somit Frau Fuhr-
mann.

Aus c) folgt dann weiter: Michael hilft
Frau Anders, Riidiger somit Frau Beier.

Ma 5m2583 Die Strecke AB sei x cm
lang; die Strecke BC ist dann 3 - xcm, die
Strecke CD 4- xcm lang. Nun gilt
x+3x+4x =168, 8x =168, x =21.

Die Strecke AB ist 21 cm, die Strecke BC
63 cm und die Strecke CD 84 cm lang.

Ma 5m2584 Angenommen, Frau C
kaufte n Brotchen; dann kaufte Frau A
2-n und Frau B 3:n Brdtchen. Das sind
zusammen 6-n Brotchen, und es gilt
6-n=30, also n=5. Frau A kaufte 10,
Frau B 15 und Frau C S Brétchen.

Ma5m2585 Vor 8 Jahren war das Le-
bensalter der Mutter ein Vielfaches von 4
und 9, also betrug es 36 Jahre; denn
36 < 40. Vor 8 Jahren war deshalb die jiing-
ste Tochter 36:9 =4 Jahre, die ilteste
Tochter 36:4 = 9 Jahre alt. Gegenwiirtig ist
die Mutter 36 + 8 = 44 Jahre, die jiingste
Tochter 4 + 8 = 12 Jahre, die ilteste Toch-
ter 9 + 8 = 17 Jahre alt; somit ist die dritte
Tochter gegenwartig 44 —12 - 17
=15 Jahre alt.

Ma6m2586 Da kein Kaffee nachgegos-.

sen wurde, hat Frau L. genau eine volle
Tasse Kaffee getrunken. An Milch wurde
1 1.1 .

—_— + — + —— -
st3t3 1 Tassenin
halt. Frau L. hat also genau soviel Kaffee

wie Milch getrunken, je eine Tasse voll.

Ma 6 m2587 Angenommen, Robert
steuert fiir das Geschenk x Mark bei; dann
gibt Elvira 5 x M und Peter 2,5 - x M dafiir
aus. Nun gilt x+5x+2,5-x=51,
8,5x =51, also x=6. .

Robert gibt 6 M, Elvira 30 M, Peter 15M
fiir das Geschenk aus.

Ma6m2588 Angenommen, an diese
Kaufhalle wurden x kg Apfel, also 2xkg
Bimen, (2x+10)kg Tomaten und
(x — 20) kg Pfirsiche geliefert. Das sind ins-
gesamt (6x—10)kg Obst. Nun gilt
6x—10=290, 6x=300, x=50. Somit
wurden 50 kg Apfel, 100 kg Birnen, 110 kg
Tomaten und 30kg Pfirsiche an diese
Kaufhalle geliefert.

nachgegossen

Ma 6 2589 Eine solche zweistellige na-
tirliche Zahl 148t sich durch 10a + b mit
1=a=9und 1=b=9 wegen b=+0 dar-
stellen. Nun gilt 10a+ b - (10b + a)
=a+b 10a+b-10b—a=a+),

8a =10b,4a=5b,also a=5und b=4. Es
existiert genau eine solche Zahl; sie lautet
54, und es gilt 54 —45=5+4,

Ma 6 m2590 Die erste Person schilte in
x Minuten 3- x Kartoffeln; die zweite Per-
son schilte in (x + 25) Minuten 2 - (x + 25)
Kartoffeln. Nun gilt 3x + 2 (x + 25) = 400,
5x =350, x =70. Die erste Person arbei-
tete 70 min, die zweite 95 min.

Ma7m2591 Essei x die erste der getipp-

ten Zahlen, also 3x die dritte, 3x — 2) die
zweite, (3x + 7) die vierte und y die finfte

20 - alpha, Berlin 20 (1986) 1

Zahl, Dann gilt 10x +y + 5 = 84,
10x +y=179.
Nun konnte y eine der beiden Primzah-
len 23 oder 29 sein. Nur fiir y =29, also
x =5 erhalten wir eine ganzzahlige Lo-
sung. Anja hat die Zahlen §, 13, 15, 22 und
29 getippt.
X 1
=<

1
Ma 7m2592 Es soll gelten y < 17 <3

Daraus folgt 17-1<4-x und 3-x<17-1
bzw. x= 5 und x =5, also x =35. Die ge-

brochene Zahl % erfiillt die gestellten Be-

dingungen.

Ma7m 2593 Angenommen, an diesem
Obststand wurden x kg Kirschen, also
2x kg Pflaumen, (2x + 180)kg Birnen,

(2x +240) kg Apfel und (2x — 20) kg Bana-

nen gekauft. Das sind insgesamt
(9x + 400) kg Obst. Nun gilt
9x + 400 = 850, also x =50. An diesem
Obststand wurden 50 kg Kirschen, 100 kg
Pflaumen, 280 kg Birnen, 340 kg Apfel und

80 kg Bananen gekauft.

Ma7m2594 Auf Grund der Konstruk-
tion ist das Viereck EDCF ein Parallelo-
gramm, und es gilt CF = ED . Aus AC|ED

folgt 5 CAD = x ADE = % (Wechselwin-
kel an geschnittenen Parallelen). Aus
A EAD= 5 EDA = % folgt AE =ED. Aus
CF =ED und AE = ED folgt AE =CF.

Ma8m2595 Sinnvolle Zerlegungen der
Zahl 112 in Produkte aus jeweils drei Fak-
toren, die der Aufgabenstellung entspre-
chen, sind

112=2-8-7und 112=4-4-7.

Das Problem ist nur dann eindeutig lésbar,
wenn der Hinweis auf Zwillinge gegeben
wird.

Da kein Kind dlter als 13 Jahre ist, muB
ein Kind 7 Jahre alt sein. Die anderen bei-
den kdnnten dann entweder jedes 4 Jahre
alt oder eins 2 Jahre und das andere
8 Jahre alt sein.

Ma 8 m2596 Es sei ¢ die Linge von CD.
Fiir den Fldacheninhalt des Trapezes ABCD
gilt: _2c+c 3¢

T2 20Ty
und fiir den Fliacheninhalt des Halbkreises
mit dem Durchmesser CD gilt:

c\2
P
2 - c?
Ayx = 3 » A =
oM 9
Nun ist 83 ~0,1745.
D c C
heic
A 2¢ 8

Skizze (nicht mabBstiblich)
Der prozentuale Anteil der Halbkreisfliche
an der Trapezfliche betriigt etwa 17,5%.

Ma 8 m2597 Skizze (nicht maBstiiblich)

om

K

2m 1—

xm _]

600m

Nach dem Strahlensatz gilt fiir die MaB-
zahlen
40:12 = (600 + x): x;
40x=12x + 7200,
28x=7200;
x=~257.

Der Beobachtungsposten kann ein etwa
257 m langes Stiick der StraBe nicht einse-
hen.

Ma 8 m2598 Man verbindet zunéchst die
Mittelpunkte der drei Seiten des Dreiecks
ABC, so daB 4 paarweise kongruente
Dreiecke entstehen. Es gilt der Satz Die
Strecke, deren Randpunkte zwei Seitenmittel-
punkte eines Dreiecks sind, ist parallel zur
dritten Seite und halb so lang wie diese. Da-
nach verfihrt man mit jedem der 4 Teil-
dreiecke in gleicher Weise, so daB die Fli-
che von ABC in 16 paarweise kongruente
Dreiecksflichen zerlegt wird. Die Linge
einer jeden Seite eines solchen kleinen
Dreiecks betriigt ein Viertel der Linge der
ihr gegeniiberliegenden Seite des Dreiecks
ABC. Fir den Umfang eines der
16 Dreiecke erhalten wir also
u=25cm+3cm+325cm;
u=28,75cm.

¢ Skizze
(nicht maBstéblich)

A 8

Ma 9m2599 Sicher gilt x+0 und y+0
(wegen (2)). x=4 oder y =4 sind nicht
moglich, da fiirx = 4 und y = 1 die Unglei-
chung (2) nicht erfiillt wiirde und fiir x = 4
und y = 2 die Ungleichung (1) nicht, fiir je-
des groBere y erst recht nicht.

x=13 und y =3 ist wegen (1) nicht mog-
lich. x =3 und y =2 erfiillt beide Unglei-
chungen; x =3 und y =1 hingegen erfiillt
(2) nicht.

Nach weiteren Untersuchungen erkennt
man, daB die geordneten Paare (1;1),
(2;2), (2;3) und (3;2) und nur diese die
beiden gegebenen Ungleichungen erfiil-
len.

Ma9m2600 Jede der Zahlen 5291 und
3913 muB in ein Produkt aus drei Fakto-
ren derart zerlegt werden, daB jeder Faktor
das Alter eines Familienmitgliedes in vol-
len Jahren angeben kann. Es ergeben sich
die Produkte

5291=11-13-37
und 3913=7-13-43.
Daraus folgt, daB die 13jéhrigen Zwillinge
unterschiedlichen Geschlechts sind.



Ma9m2601 Nach dem AuBenwinkelsatz
gilt a, + B, = &’ und wegen ﬂ, = o, gilt wei-
ter o + ;= &', also o =a'. Nach dem
AuBenwinkelsatz gilt §, + y, =8’ und we-
gen B, =y, gilt weiter §,+ f;=p" also
p=p". Nach dem AuBenwinkelsatz gilt
o+, = y' und wegen oy =y, gilt weiter
y, + ¥, =9, also y = p’. Nach dem Haupt-
dhnlichkeitssatz (www) folgt
ABC~A'B'C'.

Ma 9m2602 Bezeichnet man die Seiten-
linge des gleichseitigen Dreiecks ABC mit
b, so gilt fir den Flicheninhalt

b? _
Ausc =33 . Die Hohe TD des gleich-

seitigen Dreiecks ABC hat die Linge %a,

denn es gilt d=a; CM hat die Linge

% ) ;DM : CM =1:2, folglich hat DM
1 a _—
die Linge — 3 2 =% also CD die Linge
e,a_3
274" 4%
c
b M

bl = h2 9 2

4 T
3.,_.9

P =15

b? =ia2 bzw. b=§1/3_.

Das setzt man nun in die Flichenformel
fiir das gleichseitige Dreieck ein und erhilt

A_(if) 3 A= 3\/_

Ma10/12 m 2603 T, < T, wird eine wahre
Aussage, wenn man die gegebenen Terme
einsetzt.
Begriindung:
Wir formen T, um und erhalten
=(3125-256-27-4)1%,
T, = 86 400 000120
Wir rechnen: 1g 86 400000 =~ 7,9
1g 86 400 000120 = 948,
T, hat mehr als 948 Stellen, da abgerundet
wurde.
Wir formen T, um und erhalten
= 549; T,= 5262144

Wir rechnen: lg 5 =~ 0,698.

Ig 576214 =~ 182 977.
T, hat mehr als 182977 Stellen, da abge-
rundet wurde. Da T, nicht mehr als
960 Stellen haben kann, gilt in diesem Fall
T,<T,.

Ma 10/12 w2604 Da unter den vier Kin-
dern Drillinge sind, miissen entweder zwei
der Midchen oder zwei der Jungen Dril-
lingskinder sein. Es muB deshalb eine Zer-
legung der Art a + b + b = 61 geben, wobei
a die Anzahl der Lebensjahre des Vaters
oder der Mutter und b die Anzahl der Le-
bensjahre eines Drillingskindes bedeuten.
Nach Aufgabenstellung und aus biologi-
schen Griinden gilt 28 < a < 61. Da a eine
Primzahl ist, muB g ein Element der
Menge 4 = {29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59}
sein.
Nur fiir a = 47 ist eine Zerlegung im ange-
gebenen Sinne moglich:
47+7+7=61.
Daraus folgt, daB das Alter eines Drilling-
kindes 7 Jahre und das des Vaters 47 Jahre
ist.
Fiir die Anzahl der Lebensjahre der Mutter
(¢) und des vierten Kindes (d) gilt:
c+d+7=61, also c+d=54.
Unter Beriicksichtigung aller Bedingungen
gibt es nur die Moglichkeit ¢ = 37. Daraus
folgt, daB das ilteste Kind der Familie
17 Jahre alt ist.
Ma10/12 m2605 Wegen der Einschrin-
T
kung x # >
auch cot x stets definiert. Es_ergeben sich
die folgenden dquivalenten Gleichungen:
sinx - cosx =tanx-cotx,

-k; ke G ist sowohl tan x als

sinx-cosx =tanx- s
tan x

sinx-cosx=1,
2:sinx —cosx=2,

sin2x=2.
Das ist ein Widerspruch. Es gilt sin2x =1
fiir alle x € P. Die Gleichung hat keine Lo-
sung. Es gibt also kein x € P, das die gege-
bene Gleichung erfiillt.

Ma 10/12 m2606 Wir bezeichnen die Fli-
cheninhalte der Dreiecke ADC mit A,
DEC mit A,, EBC mit A; und ABC mit
A

Dann gilt A=A, + A, + A; (1) und

1
Ay =—7ad-sind5°% A, =ide-sin45°;

2 2

1 . o 1 .
Ay = 7eb -5in45°% A= 701) -sin45°.
(sin 135° = sin (180° — 135°) = sin 45°).
Es ist weiter

A, + 4, +A,=isin45'° (ad + de + eb)

2
und wegen (1) %sin 45° (ad + de + eb)

-1 sin 45° ab. Daraus folgt

2
ad + de+eb=ab bzw.
de+eb=ab—ad, d.h.
ed+b)=ald-d)
und wegen a + 0 und e #+ 0 folgt
b+d _b-d
a e

, wW.z.b.w.

Ph6m182 Es handelt sich um einen
Quader mit den Kantenlingen 250 cm,
150 cm und 0,009 cm. Demzufolge ist das
Volumen

V=2-a-b-c,

V=2-250cm-150cm- 0,009 cm,
V=675cm>.

Es werden 675 cm® Lack gebraucht.

Ph7m183
W,=1,5m-13,5m = 20,25 m?
W,=4m-5m =20 m?

Wy=45m-4,5m =20,25m?
W, und W, sind gleich groB, und W, die
kleinste Hubarbeit.

Ph8m184 Zunichstist L= P+ Q. Unter
Gleichgewichtsbedingung gilt das Glei-

chungssystem
1) P-a=R-b
2) R:-b+Q-a=G-10a.

(1) in (2) eingesetzt ergibt
P-a+Q-a=G-10a,

a(P+Q) =a-10-G, a%0
L=P+Q=10G, w.z.b.w.
Ph9m185
Geg.: P, =294 W
Ui =210V
Ry:R;:Ry=1:2:5
Ges.: R;; R,; R,
Fiir die parallel geschalteten Widerstinde
gt 1 _ 1 . 1
Ris Ry Ri+Ry’
R, = (Ri+R)R,
48 T R.+R,+ Ry’

Dann folgt R,Ry;+ R;R3=R Rz + R:Ryp
+ R;R,5 und mit R, = 2R, sowie R; = 5R;

SR3+10R?=R,3R; + 2R pR,
+5R5R, (Ry=0)
bzw. 15R1 = BRAB- (Rl = O)
UZ
Da fiir die Leistung P,y = —R-— gilt,
. Ul  4410V2
ist RAB—K——M—VA—IS.
SchlieBlich folgt R; = 185 =8Q,
R, =2R;,=16Q und R, =5R;=40Q.

Ph10/12 m 186
Geg.: m; = 785 kg; ow = 0,09 kg/m’;
m, = 150 kg; V =2200m?
o, =13kg/m% g =9,81m/s’
Ges.: Dichte der erwdrmten Luft gg;
Tragkraft F
a) Damit der Ballon schweben kann, muB
die Gleichung F, =G gelten; d.h. Auf-
triebskraft gleich dem Gewicht des Kér-
pers.
In unserem Fall ist F,=V-g,-g
und G=mg+meg+V-ps-g.
Demzufolge erhdlt man
Vior-g=mg+mg+V-gsg,

m + m
&G=o -
+
oc= 1,3 kg/m® - %kym’,
or= 0,875 kg/m>.

Die Luft muB auf eine Dichte von etwa
0,875 kg/m® gebracht werden.

b) Es konnten etwa 25 Personen getragen
werden.
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In freien Stunden - alpha-heiter [T

Kazimierz Kupiec, VR Polen

Anschauen - Denken — Ldsen

Welche von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen
o, B, v, 6 erfiillen das Gleichungssystem?

) Ja=a+f

2) bx=oc+p+y

3 Wx=ax+f+yp+d
4 0 =a*+p>+9"+ 8
(5) (b} =o’+p+9

6 Qay=o’+p

Oberlehrer Ing. K. Koch,
Schmalkalden

In einem TEE-Zug

In einem TEE-Zug zédhlen die Schaffner die Anzahl
der Passagiere und stellen fest, daB diese Zahl klei-
ner als 600 ist. Zu ihrem Erstaunen gibt diese Zahl,
multipliziert mit der Zahl der Schaffner, die Jahres-
zah] 1986. Wie viele Fahrgiste und wie viele Schaff-
ner sind im Zug?

Schuldirektor W, Firg, Schwaz (Osterreich)

Magisches Quadrat

1+(9-8)° |149-1d8+6 |(1-49 )4d8-6

ﬁ 2|22
6 +6 [1(G+8-6)| 17 | & [2]2]z

{22
-1-9+8+6 | 1948 -6

1+9-8+6

AG-Leiter Mathe, V. Pischel, Haus d. JP B. Kiihn

Zahlenspiel

Q ©

O O

Trage die Zahlen von 1 bis 10 so ein, daB die
Summe in den Quadraten und entlang der Doppel-
linie 30 betrdgt und die Summe der Zahlen in den
Doppelkreisen 20 betrigt. AG-Leiter V. Péschel

22 - alpha, Berlin 20 (1986) 1

Konigszug

Der Schachkonig darf immer nur von einem Feld
auf das néchste, also nach links, rechts, oben, unten
oder schrig. In unserer Ritselfigur sind alle 64 Fel-
der mit Buchstaben versehen, und wenn man sie —
oben links beginnend — im Kénigszug miteinander
verbindet, ergibt sich ein Zitat oder Sprichwort.
Wiirden alle Buchstaben des Zitats durch Striche
verbunden, so muB die Linie symmetrisch sein. In
unserem Beispiel wird ein Zitat aus Goethes Faust

gesucht.
Aus: NBI, Berlin

I |H|R|G| | |W]|S W
K|CIOJL|E[I[E|A]}
LIW|/A|S|SIEJE|R
I IN|S|E|NJE|L|D
ClE|J[HIE|S|L|O
H|G|E|E|S|W|O|C
E{U[I|G|S|O]|S|H

’ NfA|H|R [C{H|O|N

Labyrinth Aus: Fiiles, Budapest




Die Ameise auf dem Wiirfel

Gegeben sei ein Wiirfel. An einer Wiirfelecke sitze
eine Ameise, die sich auf der Oberfliche dieses
Wiirfels frei bewegen kann. Diese Ameise mdchte
jede Seitenfliche betreten und anschlieBend an
einem benachbarten Eckpunkt ankommen, wobei
zwei Eckpunkte als benachbart gelten, die genau
eine Kantenldnge voneinander entfernt sind.

Gibt es einen Weg, der kiirzer als der Umfang einer
Seitenfldche ist? Wenn ja, so gebe man einen mog-
lichen Weg auf einem Wiirfelnetz an. Eine Begriin-

dung wird nicht verlangt.
Mathematikfachlehrer G. Roesch, Apolda

Geometrischer Korper gesucht

Wie groB ist der Inhalt derjenigen Figur, die du er-
hiltst, wenn du das dargestellte Bastelbild verwirk-
lichst? (Die Figur ist aus einem Quadrat, einem in
der Mitte zu faltenden regelmiBigen Sechseck.und
zwei gleichseitigen Dreiecken aufgebaut, deren

aller Seiten die Linge 1 haben.)
Aus: Pythagoras, Niederlande

Mit einem Schnitt

Zerschneide jede der neun Flidchen so in zwei Teile,

daB du ein Quadrat aus ihnen legen kannst.
Math. in School, London

._] |
—
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Einfach fabelhaft

So dhnlich wie unsere Darstellung es zeigt, kénnte
es sich bei der Fabel vom Fuchs und dem Raben
abgespielt haben. Unsere Zeichnungen wimmeln
von Fehlern.

Gelingt es dir, mindestens ein Dutzend Unter-
schiede zu finden?

Beweis gefordert

Zeige: Ist die Summe der Quersummen zweier drei-
stelliger natiirlicher Zahlen durch 9 teilbar, so ist
die Summe der beiden natiirlichen Zahlen auch
durch 9 teilbar. Mathematikfachlehrer W. Trdger, Débeln

Giokas Panaiotis, Griechenland

alpha, Berlin 20 (1986) 1 - 23
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Hinweise: 3 arca=0,9;

Bei Briichen sind die Ergebnisse in Dezimal-
stellen umzurechnen. Alle Aufgaben miissen so
genau wie moglich gelst und evtl. gerundet
werden. (Z. B. ist t mit mindestens 4 Dezimal-
stellen anzugeben.) Rechenstabgenauigkeit
geniigt nicht.

Bei Gleichungen ist stets der Wert von x bzw.
a usw. zu berechnen. Wie international {iblich,
werden die Kommas in die Felder nicht mit
eingetragen. (Statt 0,49 ist 049 zu schreiben.)
Die Anzahl der Ziffern wird durch die Zahl der
Felder bestimmt.

Waagerecht:

1) (112:14 +17-4)-3 + 52;

4) die gr6Bte Potenz, die durch zwei Ziffern
auszudriicken ist;

8) Umrechnungskoeffizient von Torr in Pascal;
9 11111%

13) dritte astronautische Geschwindigkeit in
km/s;

14) 1:573;

15) Quadrat der groBten dreistelligen Zahl;

18) Schallgeschwindigkeit in der Luft bei 20°C
und 1013 hPa in m/s;

20) Lichtgeschwindigkeit im Vakuum in km/s;
23) Carl Friedrich GauB geb.;

24) 14°-14'-142-14° —4-14* - 2 - 145,

27) Johannes Kepler geb.;

28) MCDXVII,

29) tan795,2°%

24 . alpha, Berlin 20 (1986) 1

34) positive reelle Losung der Gleichung
x4+ x2=156; .
36) Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski geb.;
37) Blaise Pascal geb.;

123
o (2)
41) eine Nullstelle der Funktion

y=50x2-21x+1,6;

43) Summe der ersten 32 Quadratzahlen um
558 vergroBert;

46) eine Primzahi;

47) positive Lésung der Gleichung
x?-3x-180=0;

48) geometrisches Mittel von 8 und 72;

49) 14041:90909;

50) 88077 +2222-3678;

51) durch welche Zahl muB man 595 teilen, um
17 zu erhalten?

52) mittlere Proportionale von 729 und 841;

53) Summe der ersten 24 Kubikzahlen vergro-
Bert urm 2008;

54) 1d x = 8,3219;

55) Fliche eines Quadrates mit der Seite 57 cm;
57) Wert der Funktion y = x* —2 an der Stelle
x=45;

58) 6%+ 66666:6 + 66-66 — (6 + 6)
[6:6+(6+6):61—6:6;

60) Evariste Galois geb.;

63) DCIL;

64) Vielfaches von 907;

66) Zahl ist durch 13 und 5 teilbar;

67) Umfang eines Quadrates mit der Fliche
289 cm?
68) Umfang eines Kreises mit r =69 cm;
70) kleinstes gemeinsames Vielfaches von 42,
399, 114 und 266; )
71) Produkt der Ziffern der Zahl ist 405;
73) Flidche eines Zylindermantels in cm? mit
r=10cm, h=97cm;
74) Quersumnme der Zahl betrigt 27;
76) geometrisches Mittel zweier Zahlen betrigt
900. Die eine ist 180. Und die andere?

68 - 35 33
M=30 " >+80 x-120°
78) Lidnge des Thaleskreises iiber 4B = 33 cm;
79) Isaac Newton geb.;
80) Flache eines Rechteckes mit den Seiten
36 cm und 241 cm;
81) Fliche eines Kreises in cm? mit r=1,6cm;
82) 43°19'12" in Grad,
84} Quersumme der Zahl betrigt 17;
86) Produkt der Ziffern der Zahl betrigt 700;
89) Volumen eines Quaders mit den Kanten
49cm, 16 cm, 10 cm;
91) Linge einer Seemeile in km;
93) Raumdiagonale eines Quaders mit den
Kanten 216 cm, 72 cm, 54 cm;
94) cot 190,9°;

4 1 3
99637 41 3100
96) Hypotenuse 53 cm, eine Kathete 28 cm,
andere Kathete?

1 11 1

I3 +1 + 148 ;

1 1
R TS TR T

98) andere Nullstelle von 41) waager.;

99) Yx+88 —yx—19 =1;

100) Fldache eines Kreises in m? mit
d=0,996 m;

2 14 3
10D) (?*ﬁ)'”ﬁ’

102)sin 1146,2°%

103) IV - XXXIX;

105) Wiirfel mit Oberfliche 229 154 400 mm?,
Summe aller Kanten in mm?

106) 10:67% .

. 2x + 3y =102

107) Gleichungssystem Ix+2y=123"
Wert von x?

109) 185-(186- 187 — 20) + 24;

110) 2°-82-11° - 12° + 10;

111) Summe der ersten 5 natiirlichen Zahlen;
112) Wert von y in 107) waager.;

113) eine Ldsung der Gleichung

x?—105x + 2 106;

114) Summe von 3 aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen 10434 < n < 10436;

116) andere Losung der Gleichung von

113) waager.;

117) (5) ;

118) [4095,5+(9,25~1,5)-125,5—-25-0,225]:2,5;
120) Raumdiagonale eines Wiirfels mit

26,05 cm Kantenlinge;

122) Wert der Ordinate
y=f(x)=x>+2x*—3x-113;
124) jermand erhilt bei 3,25% Verzinsung in

1 Jahr 275,60 M Zinsen, H6he des Spargutha-
bens?

127) arc 25° = x;

129) 17. Glied der arithmetischen Folge 1,025;
0,98; 0,935; ...; '

131) Leonhard Euler geb.;

134) 1234-4321+1583-1592;

136) Galileo Galilei geb.;

138) y2n;

140) eine vollkommene Zahi;

141) Zahl hat am Anfang und am Ende je 3
gleiche Ziffern;

143) spezifische Verdampfungswirme des Was-
sers in kcal/kg;

146) Schmelztemperatur des Zinns in °C;

147) Linge eines Lichtjahres in km bei

fir x=20 in



¢ = 300000 km/s und 365 Tagen;

150) mittlere Bahngeschwindigkeit der Erde in
km/s; .

151) Produkt von 4 aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen 137 < n < 142;

152) Summe der ersten 23 ungeraden Zahlen.

Senkrecht:

x x x
1)f+ﬁ+ 27 =387,
-2) 444444 + 22223333 + 380470;
3) Ordinate des Scheitelpunktes der Funktion
y=x*-0,52x +0,1066;
4) 1g 9 440;
5) groBte Fliche einer geometrischen Figur mit
Umfang 300,3 cm in cm?;
6) Umfang eines Rechteckes mit den Seiten
530 cm und 1600 cm;
7) eine symmetrische Zahl;
9) (109 - y2)(109 + y2);
10) Dualzaht LLLO OOOLOLLL im Dezimalsy-
stem;
11) tan253,1°%
12) Summe der ersten 177 natiirlichen Zahlen
vermindert um 3;
15) Linge der Diagonale eines Quadrates mit
der Seite 644,5 cm;
16) groBte zweistellige Primzahl;
17) Gottfried Wilhelm Leibniz geb.; _
18) arithmetisches Mittel von 239 und 375;
19) Produkt zweier Primzahlzwillinge;

829 1
20 x 3
21) 9409°;
22) cot25,3%
25 m,
26) Eulersche Zahl e;
28) 42;
30) 5%
31) 2%;
32) (x+16):(x —44)=13:2;-
.33) 88825
35) Dichte von Kupfer in g/cm?
3435

x + 87
38-) x—63
39) 174
42) Dichte von Blei in g/cm?;
44) die ersten 6 Glieder der Fibonaccischen
Folge; R
45) Normalfallbeschleunigung auf der Erde in
m/s%;
46) Dichte von Gold in g/cm’;
55) Linge eines Tropischen Jahres in Dezimal-
schreibweise in Tagen (365 d; 5 h; 48 min; 46 s);
56) CCIL;
.57) Produkt der ersten 8 Primzahlen vermindert
um §-10%
59) Brdradius an den Polen in km (Stand 1972);
61) harmonisches Mittel von 144 und 288;
62) 25-81-889;
65) (x + 12)(2x + 22) = (2x + 13)(x + 18);
69) Wert von 10x, wenn x* = 27;
72) planetare Fluchtgeschwindigkeit in km/s;
75) drei gleiche Ziffern;
77) teilbar durch 31;
83), Doppeltes einer Quadratzahl;
85) LLLL + LOOOO;
87) Anzahl der verschiedenen Wettscheine beim
FuBballtoto fiir 12 Spiele; ,
88) Aquatordurchmesser des Jupiters in km
(Stand 1971);
90) LOLLLO; .

92) y281961;

104) Siedepunkt des Methanols bei 1013 hPa in
°C;
106) Siedepunkt des Quecksilbers in °C;
x :
108) r7e S;

111) Dichte von Helium bei 1013 hPa.und
20°C in g/m?;

.

2;

115) Produkt zweier Primzahlzwillinge;
119) XXIV - LXXXVIII;
121) Nikolaj Kopemikus geb.;
123) wieviel Stellen hat die groBte bekannte
Primzahi 21937 - 1?

x]
125) oo 8;
126) 1,18: x = 200;
128) die 4. Proportionale zu 175; 763 und 150;
129) Abszisse des Scheitelpunktes von 3) senkr.;
130) In722;
132) harmonisches Mittel zweier Zahlen ist 60,
die eine ist 50, die andere?
133) Mantisse zum 1g 58;
135) 17507 —319% + 13;
136) die ersten 3 Glieder einer arithmetischen
Folge sind 5; 30; 55. Wie heiBt das 50. Glied?
137) gr6Bter gemeinsamer Teiler von 3060 und
1904;
139) 3-[100(435-91,5)-2000—-10(238+673,9));
142) kleinstes gemeinsames Vielfaches von 16;
11; 125;
144) 0,18 +7-57Y;

1000 500 584

143 x-1 + x+1 x1-1"

148) Wert von sin &, wenn cosa = 0,262 2;
829+ x K

149) Toor — %

Liésung

Waagerecht:

1) 280; 4) 9° = 387420489; 8) 133,32;

9) 1371700960631; 13) 16,5; 14) 125;

15) 999° = 998 001; 18) 343; 20) 299792;

23) 1777, 24) 6300244; 27) 1571; 28) 1417;
29) 3,785; 31) 51,57; 34) 3,464; 36) 1792;

37) 1623; 40) 66; 41) 0,1; 43) 11 998; 46) 17;
47) 15; 48) 24; 49) 0,154 451;-50) 8260 593;
51) 35; 52) 783; 53) 92008; 54) 320; 55) 3249;
57) 91123; 58) 61666; 60) 1811; 63) 649;

64) 8163; 66) 65; 67) 68; 68) 433,5; 70) 798;
71) 5991; 73) 6095; 74) 58753; 76) 4 500;

77) 3420; 78) 51,84; 79) 1643; 80) 8 676;

81) 8,042; 82) 43,32; 84) 6362; 86) 55714;

89) 7840; 91) 1852; 93) 234; 94) 5,193; 95) 83;
96) 45; 97) 5,667; 98) 0,32; 99) 2 828;

100) 0,7791; 101) 39,333; 102) 0,915; 103) 156;
105) 74160; 106) 360; 107) 33; 109) 6 430994;
110) 5450058; 111) 10; 112) 12; 113) 27;

114) 31305; 116) 78; 117) 70; 118) 2025;

120) 45,12; 122) 8627; 124) 8480; 127) 0,436;
129) 0,305; 131) 1707; 134) 7852250,

136) 1564; 138) 2,506 63; 140) 496;

141) 222 888; 143) 539; 146) 232;

147) 9460800000000 150) 29,785;

151) 378 652 680; 152) 529.

Senkrecht:

1) 2430; 2) 8230840; 3) 0,039; 4) 3,9750;

5) 7176; 6) 4260; 7) 91619; 9) 11879;

10) 3607; 11) 3,291; 12) 15750; 15) 911,5;

16) 97; 17) 1646; 18) 307; 19) 323; 20) 2487;
21) 97; 22) 2,116; 25) 3,141592 653 589 793 238;
26) 2,718281 828459045 835;

28) 1,4142135623730950;

30) 59604644 775390625;

3) 562949953 421312; 32) 164;

37) 700818 646515625; 35) 8,9;

37) 1,732050 807 568 88; 38) 213;

39) 355687428096 000; 42) 11,3; 44) 112358;
45) 9,806 65; 46) 19,3; 55) 365,2422; 56) 249;
57) 9691 690; 59) 6356,863; 61) 192;

62) 1800225; 65) 10; 69) 30; 72) 11,2; 75) 777;
77) 341; 83) 338; 85) 31; 87) 531441,

88) 143 650; 90) 46; 92) 531; 104) 64,7;

106) 357; 108) 320; 111) 178; 115) 35;

119) 2112; 121) 1473; 123) 6002; 125) 4,448;
126) 0,0059; 128) 654; 129) 0,26; 130) 6,5820;
132) 75; 133) 7634; 135) 2960 752; 136) 1230;
137) 68; 139) 69693; 142) 22000; 144) 0,828;
145) 0,056; 148) 0,965; 149) 0,829.

Flinke
Zahlenzauberei

Spiel mit dem Taschenrechner

Man fordert den Mitspieler auf, sich eine
beliebige ganze Zahl von 1 bis 99 zu den-
ken. Die Zahl gibt er in den Rechner ein,
ohne daB der Gedankenleser sie sehen
kann. Auch alle nachfolgenden Rechen-
operationen sind vobn dem Partner verdeckt
auszufiihren. Der Gedankenleser fordert,
nacheinander folgende Operationen mit
der jeweils in der Anzeige des Rechners
stehenden Zahl auszufiihren: Multipliziere
mit 2; multipliziere mit 3; multipliziere
mit 5; multipliziere mit 9; multipliziere
mit 27; addiere die gedachte Zahl; multi-
pliziere mit 5,5. Nun wird der Mitspieler
aufgefordert, die in der Anzeige des Rech-
ners stehende Zahl zu zeigen. Der Gedan-
kenleser nennt nach einem kurzen Blick
auf die sehr groBe Zahl die gedachte
Zahl.

Beispiel:

Der Mitspieler denkt sich die 53.

Er rechnet 53-2=106;

106-3=318; 318-5="1590;
1590:9=14310; 14310-27 = 386 370;
386370 + 53 = 386423;
386423-5,5=2125326,5.

Der Trick ist schnell erkldrt: Durch die vor-
geschriebenen Rechenoperationen wird die
gedachte Zahl mit 40100,5 multipliziert.
Dadurch erscheint (bei maximal zweistelli-
gen Zahlen) bei der Endzahl von der 4.
und 3. Stelle vor dem Komma immer die
gedachte Zahl, die der Gedankenleser nur
abzulesen braucht. Bei einstelliger Zahl er-
scheint an der 4. Stelle vor dem Komma
eine Null. Falls Thnen der Trick noch zu
durchsichtig ist, kénnen Sie fiir gedachte
Zahlen von 1 bis 99 auch folgende Me-

.thode verwenden, die am Beispiel der ge-

dachten Zahl 73 erldutert werden soll:
73-3=219;219-5=1095;
1095-7=17665; 7665-11=841315;
84315-13=1096095;
1096095:30 = 36 536,5.
Nach Multiplikation der gedachten Zahl
mit den Faktoren 3, 5, 7, 11 und 13 und
Division durch 30 erscheint in der 2. und
1. Stelle vor dem Komma (bei ungeraden
Ausgangszahlen ist auch die Stelle' nach
dem Komma zu beriicksichtigen) die halbe
gedachte Zahl. Der Trick beruht darauf,
daB dié¢ gedachte Zahl durch die Rechen-
operationen insgesamt mit 500,5 multipli-
ziert wird.

~ Aus: ND, Dr. H.



Unterhaitsame Figuren
zur Satzgruppe des Pythagoras

Bild 3

S
Bild 1 o Bild 2
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Beweise! Losungen

Ala Die Frau hat einen riesengroBen
Hut: er ist genauso groB wie ihr Mantel.
(Bild 1)

A2 Ao Der Hund ist woh! sehr klug: er hat
im Kopf genausoviel Platz wie im Bauch.
(Bild 2)

A3 a Der Mann ist dicker als die Frau:
bei ihm sind Hut und Nase zusammen ge-
rade so groB wie der Mantel. (Bild 3)

A4 4a Beidiesem Seerduber ist das Kopf-
tuch (karierte Fliche) ebensogroB wie die
Augenklappe (schraffierte Fliche, Bild 4).

Elke Goldberg

¢ Bild 1a

A la Hutfliche: 4, = b?;

Mantel: 4,=q'c; b>=q¢
(Kathetensatz) also: 4, = 4, w.z.b.w.
Voraussetzung: (Bild 1a)

A3a Hut: A, =da?; Nase: 4,=b2;
Bauch: 4;=c¢?; c?=a?+ b?
(Satz-des Pythagoras)

also: A, + Ay =A;w.z.b.w.

_Voraussetzung: (Bild 3a)

A2a Kopf 4,=h?; Bauch: 4,=p-gq;
h?=p.q (Hohensatz)

also: 4, = A, w.z.b.w.

Voraussetzung: (Bild 2a)

A4 4 Die Inhalte der Teilflichen seien folgendermaBen bezeichnet:
Kopftuch (karieiti Fliche): A;; Augenklappe (schraffierte Fliache): A4,;
Halbkreis iiber AB: A4,; Halbkreis iiber AC: A,; Halbkreis iiber BC: 4.

Behauptung: 4, = 4,

Beweis A, = A, + A4 + A — A,
1 n 1 = s
= —_ 2 — . g2 _ . a2
— A Az+24 b+2 i 24
= ll 2 2 Y ;
—>A1—Az+2, 2 b2+ a c?
_>A1=A;+1 1 0

— A, =4; w.z.b.w.
Voraussetzung: (Bild 4a)
' \

Bild 3a

Bild 2a 2

2% (Satz des Pythagoras)

Bild 4a
Aq

Ay A3

T

A, 9 r)8
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III. U.-Seite: Eine Ungleichung — verschiedene Losungswege [8]

Verallgemeinerungen, zusammengestellt von Dr. W. Moldenhauer,
Pid. Hochschule Dr. Theodor Neubauer, Erfurt

"IV. U.-Seite: Ein mathematisches Spiel [5]

Forschungsstudent Uwe Quasthoff Leipzig/Dipl.-Math. R. Lehmann, Berhn

1) bedeutet: Artikel bzw. Aufgaben ab der angegebenen Klassenstufe geeignet



25 Jahre Olympiaden

Junger
Mathematiker

Nach 25 Jahren erfolgreicher Durchfiih-
rung unserer Mathematikolympiaden kon-
nen wir mit Stolz auf ein Gebiet der auBBer-
unterrichtlichen Tatigkeit blicken, auf
welchem viele Schiiler Bewdahrungsproben
bestanden haben und immer wieder neu
bestehen. Ist es doch das Ziel der Olympia-
den Junger Mathematiker, bei vielen Schii-
lern Interesse fir die Mathematik zu wek-
ken bzw. zu vertiefen, besonders befdhigte
Schiilerinnen und Schiiler rechtzeitig zu
erkennen und ihre systematische Forde-
rung in vielfiltiger Weise zu ermogli-
chen.

Die Erfolge in der Mathematikolympiade
sind natiirlich Ergebnis vielfdltiger An-
strengungen und intensiven Lernens.

Wie auf vielen Gebieten unserer Entwick-
lung waren es auch bei den Mathematik-
olympiaden sowjetische Genossen, die uns
zum ersten Mal mit derartigen Wettkimp-
fen vertraut machten.

Wir erhielten Einblick in die langjdhrigen
Erfahrungen bei der Gestaltung dieser
Wettbewerbe in der Sowjetunion, und zu-
gleich wurde uns Aufgabenmaterial fiir den
Auftakt unserer Olympiade zur Verfligung
gestellt. Ahnlich wirksame Unterstiitzung
wurde uns durch ruminische und ungari-
sche Kollegen zuteil.

Doch aller Anfang war schwer. Das merk-
ten zuerst unsere Teilnehmer an den ersten
Internationalen Olympiaden (die es schon
seit 1958 gibt), aber auch die 167 Teilneh-
mer an der 1. Olympiade Junger Mathema-
tiker der DDR im Jahre 1962.

In der Olympiadeklasse 10 gab es z. B. fol-
gende Aufgabe, die aus heutiger Sicht si-
cher vielen keine besonderen Schwierigkei-
ten bereitet, aber damals entscheidend die
Preisverteilung beeinfluBte:

Es sei

s=320+1442 +Y20-1442

Berechnen Sie s* und s°, und versuchen Sie,
einen rationalen Wert fiir s zu finden!
Die Wurzelwerte diirfen nicht durch Naher-
ungswerte ersetzt werden.

Die beiden Schiiler, die in der Olympiade-
klasse 10 einen 1.Preis erringen konnten,
bewiltigten diese Aufgabe als einzige Teil-
nehmer erfolgreich.

Diese Preistriger sind heute beide erfolg-
reiche Mathematiker. Dr. Peter Beckmann
und Dozent Dr. Hans-Ulrich Schwarz arbei-
ten an der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitit Leipzig.

Die Leser der alpha soliten sich an dieser
Aufgabe auch einmal versuchen.

Die Erkenntnis, daB eine hohe mathemati-
sche Bildung wesentlicher Bestandteil der
Bildung der Menschen in unserer Gesell-
schaft ist und daB die Wissenschaft Mathe-
matik mehr und mehr zur unmittelbaren
Produktivkraft wird, veranlaBte das Polit-
biiro des Zentralkomitees der SED 1962,
einen bedeutsamen BeschluB zur Verbesse-
rung des Mathematikunterrichts zu fas-
sen.

In wenigen Jahren gelang es, dank der un-
ermiidlichen Titigkeit vieler Pidagogen,
zahlreicher Funktionire des Jugendverban-
des und einer engen Zusammenarbeit mit
vielen Wissenschaftlern, die Olympiaden
Junger Mathematiker zu einem Massenwett-
bewerb zu entwickeln. Die Olympiaden
sind zu Hohepunkten in der auBerunter-
richtlichen Titigkeit geworden.

Gestiitzt auf eine griindliche mathemati-
sche Ausbildung im Unterricht und stindi-
ges Uben, Vertiefen und Erweitern der
Kenntnisse in  Arbeitsgemeinschaften,
Klubs Junger Mathematiker, in Mathemati-
schen Schiilergesellschaften und in Spezia-
listenlagern, erreichen heute unsere Jungen
Mathematiker hervorragende Leistungen in
den verschiedenen Stufen der Olympiade.
Sehr viele unserer heutigen Mathematiker
in Hochschulen und Betrieben sind erfolg-
reiche Teilnehmer unserer nationalen
Olympiade gewesen oder haben sogar er-
folgreich an einer Internationalen Mathe-
matikolympiade teilgenommen.

Unsere Gesellschaftsordnung schafft fiir
alle interessierten Schiiler Moglichkeiten,
ihre Interessen zu vertiefen und ihre Ta-
lente zu entfalten. Es ist aber ein weiter
Weg vom interessierten Jungen Mathemati-
ker bis zum Preistriger der Olympiaden.
Noch als Schiiler der 9. Klasse konnte sich
Ulrich Meister aus Ludwigsfelde nicht vor-
stellen, gemeinsam mit den ,GroBen“ zu
trainieren. Durch intensive Arbeit, nie das
Ziel aus dem Auge verlierend, erreichte er
1985 neben dem Pridikat ,Ausgezeichnet”
im Abitur auch einen 2. Preis bei der Inter-
nationalen Mathematikolympiade in Hel-
sinki.

Der beriihmte Erfinder Thomas Edison
sagte einmal: ,Die anderen begehen den
Fehler, zu friih aufzuhoren. Ich hore nie
auf.“

Diese Arbeitsauffassung ist sicher eine
Grundlage zum Erfolg, denn nicht jede
Aufgabe wird man sofort bewiltigen, und
auch einen Wettbewerb wird man nicht im-
mer als Preistriger beenden.

In wenigen Wochen findet die XXV. DDR-
Olympiade Junger Mathematiker statt. In
der Jubiliumsolympiade sehen wir unseren
spezifischen Beitrag in der breiten Volks-
bewegung, den XI. Parteitag der SED mit
hervorragenden Leistungen zu wiirdigen.
Alle Leser der alpha, die an der vergange-
nen Bezirksolympiade erfolgreich teilge-
nommen haben, méchten wir noch nach-
triglich begliickwiinschen, den Teilneh-
mern an der nichsthGheren Stufe aber
wiinschen wir viel Erfolg und erlebnisrei-
che Tage in Erfurt, dem Austragungsort der
Jubildums-DDR-Olympiade.

H. Bausch/D. Miiller

Uber die Mathematik-
olympiaden zum Beruf

Von der 4. bis zur 8. Klasse besuchte ich,
Geburtsjahr 1947, eine Oberschule auf
dem Lande. Mein Interesse in dieser Zeit
galt vielen Fichern; Mathematik war eines
von diesen. Die auBerschulische Férderung
an der Schule war einseitig auf den Sport
zugeschnitten. Sportliche Erfolge bei Wett-
kimpfen fanden an der Schule groBe Aner-
kennung, bei einigen Lehrerm weit mehr
als gute schulische Leistungen. An Forde-
rungsmoglichkeiten in anderen Fichern
kann ich mich nicht erinnern.

Mein Interesse an der Mathematik ver-
stirkte sich ab 9. Klasse an der EOS Ernst
Schneller Torgau. Durch das regelmiBige
Losen der Aufgaben der Woche an der
Schulwandzeitung und durch Erfolge bei
Mathematikolympiaden wurde ich zur
auBerschulischen Beschiftigung mit der
Mathematik angeregt. In der Regel habe
ich dabei das Ldsen von Aufgaben, z. B.
von fritheren internationalen Mathematik-
olympiaden, geiibt. Stark beeinfluBit haben
mich in dieser Zeit die kontinuierliche
Forderung durch meine Mathematiklehre-
rin an der EOS und die zweiwdchigen La-
ger, die jdhrlich fir die Besten der Kreis-
olympiade zur Vorbereitung auf die
Bezirksolympiade durchgefiihrt wurden.
Die ForderungsmaBnahmen am damaligen
Mathematischen Institut der Leipziger Karl-
Marx-Universitit, die in dieser Zeit gerade
begannen, kamen flir mich wegen der un-
glinstigen Verkehrsverbindungen nicht in
Betracht.

Nach meinem 2. Preis bei der DDR-Olym-
piade in der 11. Klasse habe ich begonnen,
mich in die Biicher von Fichienholz zur Dif-
ferential- und Integralrechnung einzuarbei-
ten. Obwohl ich dadurch viele Fakten des
Stoffes im 1. Studienjahr schon kannte, war
ich von der Grundvorlesung bei Professor
Focke an der KMU Leipzig stark beein-
druckt, weil hier der Stoff in der erforderli-
chen Strenge und als eine schone einheitli-
che Theorie dargeboten wurde und sich
dabei meine bisherige Auffassung von der
Mathematik dnderte.

Aus heutiger Sicht auf meinem Entwick-
lungsweg zu meinem Beruf mdchte ich auf
folgende Gesichtspunkte aufmerksam ma-
chen:

Ich halte es fiir wichtig, in den Mathema-
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tikzirkeln an den Schulen und in der Ma-
thematischen Schiilergesellschaft sowohl
mathematische Theorie zu entwickeln als
auch konkrete Aufgaben mit Hilfe der
Theorie und/oder auf originelle Weise zu
16sen. Mathematische Zirkel, in denen nur
das Olympiadetraining im Mittelpunkt
steht, filhren zu falschen Vorstellungen
von der Wissenschaft Mathematik. Ich
kann mich noch deutlich erinnern, wieviel
Freude ich als Schiiler daran hatte, zu
schwierigen Aufgaben einen oder mehrere
elegante Losungswege zu finden. Zirkel,
die zu sehr auf die Darlegung von mathe-
matischer Theorie orientieren, bringen die
Schiiler um diese Freude.
Der sowjetische Nobelpreistriger Budker
hat einmal gesagt:
Das Wertvoliste, was ein Land besitzt,
seien die Talente und die Schopferkraft
seiner Jugend. Meine Lehrerin an der EOS
hatte dieses wohl erkannt und mir auf mei-
nem Weg die Richtung gegeben. Ich bin
der Richtung treu geblieben.
Prof. Dr. Konrad Schmiidgen,
Karl-Marx-Universitdt Leipzig —
Wissenschaftsbereich
Mathematische Physik

Ein Teilnehmer

der 1. Olympiade
Junger Mathematiker
erinnert sich

25 Jahre Olympiaden Junger Mathematiker
bedeuten fiir mich 25 Jahre engste Verbun-
denheit mit den Olympiaden.

1962 fand die 1. Olympiade statt. Damals
ging ich gerade in die 5. Klasse — die un-
terste Klassenstufe, die in die Olympiaden
einbezogen ist. Acht Jahre lang, bis zur
12. Klasse, nahm ich an Olympiaden teil.
Germmne denke ich an die Erfolge zuriick, die
zunichst z. B. mit einem 3.Platz bei der
Kreisolympiade in der 6. Klasse noch recht
bescheiden waren und spiter durch eine
sehr gute Forderung im Bezirksklub Junger
Mathematiker Neubrandenburg mit einem
Preis der XI. Internationalen Mathematik-
Olympiaden 1969 in der SR Ruminien
ihren Hohepunkt fanden.

Gleich danach begann ich u. a. als persén-
licher Mentor im Bezirksklub Neubranden-
burg und als AG-Leiter im Pionierhaus Ro-
stock, jiingere Schiiler auf die Olympiaden
vorzubereiten. In den vergangenen 17 Jah-
ren kamen viele weitere Aufgaben hinzu,
u. a. als Korrektor und spiter als Koordina-
tor bei den DDR-Olympiaden und in der
Vorbereitung unserer IMO-Mannschaft.
1984 wurde ich fachlicher Leiter im Be-
zirksklub Neubrandenburg und Leiter der
Mathematischen Schiilergesellschaft Ro-
stock. Mit all diesen Funktionen ist natiir-

Von den Schiilern der DDR errungene Preise
_bei Internationalen Mathematikolympiaden

IMO Gastgeber Jahr 1. Preis 2. Preis 3. Preis
I Ruminien 1959 - - -
I Rumiénien 1960 - - -
III Ungamn 1961 ~ - 1
v CSSR 1962 - 1 -
\% Polen 1963 - - 3
V1 UdSSR 1964 - 1 2
VII DDR 1965 - 2 3
VIII Bulgarien 1966 3 3 -
X Jugoslawien 1967 3 3 1
X UdSSR 1968 5 3 -
X1 Ruminien 1969 - 4 4
X1l Ungam 1970 1 2 4
XIII CSSR 1971 1 1 4
X1V Polen 1972 1 k] 4
XV UdSSR 1973 - 3 4
XVI DDR 1974 - 5 2
XVII Bulgarien 1975 - 4 4
XVIII Osterreich 1976 - 2 3
XIX Jugoslawien 1977 2 1 1
XX Ruminien 1978 nicht teilgenommen

XXI GroBbritannien 1979 - 2 2
XXI1 USA 1981 nicht teilgenommen

XXIII Ungarn 1982 2 1 1%
XXIV Frankreich 1983 - - 5
XXv CSSR 1984 1 2 3
XXVI Finnland 1985 - 2 4

1980 fand keine IMO statt.

*) 1982 wurde die Hochstteilnehmerzahl pro Mannschaft
von vorher 8 auf 4 Schiiler, ab 1983 auf 6 Schiiler begrenzt.
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lich ein erheblicher Aufwand verbunden.
Warum dieses Engagement?

Anfangs vor allem weil es Spa8 machte
und weil ich etwas von dem, was ich als
Schiiler an Forderung erfahren hatte, zu-
riickgeben wollte. Spiter kam aus der eige-
nen Erfahrung immer mehr die Uberzeu-
gung zum Tragen, daB eine gute und
frithzeitige Férderung eine sehr wesentli-
che Rolle in der Personlichkeitsentwick-
lung von besonders begabten Schiilern
spielt. So konnten mehrere meiner ehema-
ligen Schiiler nicht nur Preise bei DDR-
und intemationalen Olympiaden errei-
chen, sondern leisten als Studenten oder in
der Praxis Uberdurchschnittliches — Karl-
Marx-Stipendien, wissenschaftliche Publi-
kationen als Studenten oder sehr erfolgrei-
che Abschliisse von Promotionen mégen
das belegen.

Doch auch meine eigene wissenschaftliche
Entwicklung ist ein Beispiel dafiir. Ohne
das frithzeitige Wecken der Begeisterung
fir die Mathematik und die Forderung
wahrend der Schulzeit im Bezirksklub
durch StR H. Birken, StR H.-J. Kerber,
StR W..Kempcke und OL H. Pdtzold und
spater im Studium an der Wilhelm-
Pieck-Universitit Rostock u.a. durch
Prof. Dr. G. Burosch, Prof. Dr. W. Engel und
Doz. Dr. M. Tasche hitte ich sicher langer
fur die wissenschaftlichen Qualifikationen
gebraucht und wire nicht bereits 1985 mit
34 Jahren zum ordentlichen Professor fiir
Diskrete Mathematik an die Ernst-Moritz-
Arndt-Universitdt Greifswald berufen wor-
den. Ich wiinsche den Olympiaden Junger
Mathematiker, daB sie fir viele Schiiler
auch in den nichsten 25 Jahren eine dhnli-
che positive Rolle in der eigenen Entwick-
lung spielen werden. Ich werde nach Krif-
ten daran mitarbeiten. H.-D. Gronau

Kleine Statistik: An den Kreisolympiaden
Junger Mathematiker der DDR nehmen
rund 25000, an den Bezirksolympiaden
rund 2500 und an der DDR-Olympiade
rund 250 Schiiler teil. Die sechs Besten der
DDR-Olympiade werden zur IMO dele-
giert. Unser Foto: Wettbewerbsatmosphire




Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Hans-Dietrich
Gronau

Sektion Mathematik der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitat Greifswald

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Peter Bachmann

Sektion Mathematik
der Technischen Universitdt Dresden

A 2662 a Ein Bankdirektor hat einen
neuen Tresor mit 6 Schlossern. Zu jedem
SchloB kann er beliebig viele Schiliissel an-
fertigen lassen. Er mochte moglichst vielen
seiner Angestellten Schliissel geben, um
ihnen sein Vertrauen zu bekunden. Damit
sich jedoch niemand iberfliissig vor-
kommt, soll keiner nur solche Schliissel er-
halten, die ein anderer mindestens auch er-
hilt.

Aus Sicherheitsgriinden diirfen je drei Kol-
legen den Tresor noch nicht 6ffnen kon-
nen, d.h, ihoen fehlt zusammen minde-
stens ein Schliissel. Und schlieBlich miis-
sen natiirlich alle zusammen den Tresor
offnen kénnen.

Wie vielen Angestellten kann der Direktor
in diesem Sinne hochstens Schliissel iiber-
geben?

Bemerkung: Bezeichnen S, S;, ..., S, die
Schildsser, so konnte er zu jedem SchloB
genau einen Schliissel bestellen und diese
auf 6 Angestellte verteilen. Man priift
leicht nach, daB dann alle Bedingungen er-
fullt sind. Auch konnte er 8 Angestellte ins
Vertrauen ziehen, wenn er Schliissel zu fol-
genden Schlossern  verteilt:  {S), S,},
(81,831, {81, S, {S1, S5}, (S, Sebs {52 83},
{S2, 84}, {S3, S4}. Doch auch das ist noch
nicht das Maximum! Das tatsdchliche Ma-
ximum bietet dem Direktor, wenn er sich
selbst einbezieht, eine besondere Situa-
tion. Welche?

42690 o Frank und Franzi finden sich
sehr sympathisch. Sie wollen sich Nach-
richten austauschen, die andere nicht so
leicht lesen konnen. Als Codierung schlagt
Frank die Permutation der Buchstaben vor,
d. h. eine eineindeutige Abbildung p des
Alphabetes auf sich. Umlaute wollen sie
nicht benutzen. Jede Codierung p soll als
hintereinander  auszufiihrende  Folge
P1P2... P, einfacher Vertauschungen des
Buchstaben 4 mit einem anderen Buchsta-
ben des Alphabets beschrieben werden. Je-
des p; ist somit eine Permutation, die den
Buchstaben 4 mit einem Buchstaben &
vertauscht und alle anderen Buchstaben
fest 14Bt. Die p; werden durch den Buchsta-
ben b, mit dem A zu vertauschen ist, be-
schrieben. So wird mit C die Vertauschung
von A mit C bezeichnet. Die Permutation
CKW entsteht, indem hintereinander die
Vertauschungen 4 mit C, 4 mit K, 4 mit
W ausgefiihrt werden.

Frank ibersendet Franzi die Nachricht
DHNITBTGSOUR mit dem Codewort
BUCHSTABENRECHNUNG. Franzi freut
sich liber das Kompliment. Zugleich ent-
deckt sie, daB einige Codeworte wie OTTO,
RETTER und auch MAMA zum Codieren
nicht taugen. AuBerdem beschreiben ver-
schiedene Codeworte die gleiche Codie-
rung, z. B. ROTOR und TOT. Sie bekommt
Zweifel, ob mit dieser Methode alle Codie-
rungen beschrieben werden kénnen. Frank
beruhigt sie und zeigt ihr sogar, wie lang
die Codeworte dazu hochstens werden
miissen.

Wie lautet das Kompliment an Franzi,

warum kann jede Permutation auf die an-
gegebene Weise beschrieben werden, und
wie lang miissen die Codeworte dazu
sein?

Kurzbiographie

Prof. Peter Bachmann wurde 1942 in Frei-
tal geboren und besuchte dort von 1957 bis

1961 die Erweiterte Oberschule. Die Lehrer

Bellmann und Umlauft organisierten die
Olympiadebewegung an der Schule und im
Kreis und begeisterten auch den Schiiler
Peter Bachmann dafir. Er konnte 1961
beim Endausscheid der DDR-offenen
1. Berliner Mathematik-Olympiade einen
1. Preis erringen und wurde dadurch in die
Delegation zur III. Internationalen Mathe-
matikolympiade nach Ungam aufgenom-
men. Dort belegte er einen mittleren
Platz.

Von 1961 bis 1966 studierte er bei den Pro-
fessoren Engel, Kochendorffer, Schmidt
und Feny6 Mathematik, I. O. Kerner inter-
essierte ihn fir Informatik. Von 1966 bis
1974 arbeitete P. Bachmann im Kombinat
Robotron in Dresden an Problemen der
Compilertechnik und Betriebssysteme, von
1975 bis 1980 war er als Bereichsleiter im
damaligen Zentrum fiir Rechentechnik der
AdW in Berlin fiir Anwendungen der Re-
chentechnik, unter anderem in der Ront-
genkristallstrukturanalyse und im Interkos-
mos-Programm zustindig. Die Ergebnisse
seiner Dissertationen A und B konnte er
1971 in Ljubljana und 1977 in Toronto auf
Weltkongressen der IFIP erfolgreich vor-
stellen. 1980 wurde er als Dozent und 1982
als ordentlicher Professor an die TU Dres-
den berufen. Hier forscht er auf dem
Grenzgebiet von Algebra und Informatik.
Er verfaBte bisher drei Biicher (bei zweien
als Mitautor) und 30 wissenschaftliche Ar-
tikel.

Rundreise der Freundschaft: XI1. IMO, SR
Rupﬁinien (1969): Die erfoigreichen IMO-
Teilnehmer H.-D. Gronau (1.), A. Felgen-
hauer (r.) und der Chefred. der alpha (M.)
bei einer Wanderung durch die Karpaten
(Bild links). 14 Jahre spdter: Dr. H.-D.
Gronau, stellv. Delegationsleiter der DDR-
Mannschaft und der Chefred. der alpha (r.)
zur XXV.IMO in Prag (Bild rechts). (Siehe
Beitrige v. Prof. Gronau S.26/27!)
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Ein Brief
Gerhard Gentzens

an seinen Groflvater¥)

Der mathematischen Fachwelt ist Gerhard
Gentzen (1909 bis 1945) durch seine Lei-
stungen auf dem Gebiet der mathemati-
schen Logik bekannt. Von ihm stammen
die Regeln des ,natiirlichen SchlieBens“,
d. h. logische Schlufformen, die mehr der
Praxis des mathematischen Denkens ent-
sprechen als die bis dahin fixierten. Gent-
zen entwickelte auch das Sequenzenschlie-
Ben, mit dessen Hilfe er neues Licht in die
Beziehungen zwischen klassischer und in-
tuitionistischer Logik brachte. Das Sequen-
zenschlieBen ist zu einem wesentlichen Be-
standteil der Beweistheorie geworden,
eines Spezialgebietes, das fiir den weiteren
Fortschritt der Computer-Wissenschaften
immer mehr an Bedeutung gewinnt. Von
Gentzen stammt auch ein Beweis fir die
Widerspruchsfreiheit der elementaren Zah-
lentheorie, ein sehr schwieriger Beweis,
dessen Bedeutung allerdings von einigen
Logikern bestritten wurde.

Auf diese Fragen jedoch und deren philo-
sophische Hintergriinde soll hier nicht ein-
gegangen werden. Uns geht es um den
Schiiler, um den Gymnasiasten Gerhard
Gentzen.

Die Eltern lebten in Bergen auf Riigen, wo
der Vater seit 1905 als Rechtsanwalt titig
war. Die Mutter hat zeitweise als Handels-
schullehrerin gearbeitet. Am 24.11.1909
ist Gerhard Gentzen in Greifswald gebo-
ren. Seine friihe Kindheit verlebte er in
Bergen, den ersten Unterricht erhielt er
von seiner Mutter. Ostern 1918 wurde er
Schiiler der Realschule in Bergen, die er
nur zwei Jahre besuchte. Im Frithjahr 1919
starb der Vater, und so entschloB sich die
Mutter, mit den beiden Kindern zur Gro8-
mutter nach Stralsund iiberzusiedein. Ger-
hard besuchte nun das dortige Gymna-
sium. Zu Hause herrschte eine weltoffene
Atmosphire. Die GroBmutter, die einer
Hugenottenfamilie entstammte, sprach
Englisch und Franzsisch, sie besaB eine
Bibliothek in beiden Sprachen.

Einen herzlichen Kontakt gab es zu dem
GroBvater Alfons Bilharz aus Sigmaringen
am Bodensee. Alfons Bilharz ist jlingerer
Bruder des bekannten Arztes und For-

*) Fiir die diesem Artikel zugrunde liegen-
den Materialien und Informationen
mochte ich Frau W. Student, der Schwester
G. Gentzens, und dem Stadtarchiv Stralsund
danken. Frau Student stellte freundlicher-
weise auch den Brief und die Fotografie
zur Publikation zur Verfligung.
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schers Theodor Bilharz, der jahrelang in
Kairo wirkte und sich groBe Verdienste um
die Bekimpfung der nach ihm benannten
Bilharziose, einer von einem Saugwurm
hervorgerufenen Krankheit, erwarb. Alfons
Bilharz, ebenfalls Arzt, arbeitete iiber
10 Jahre in den USA, war danach Leiter
des Krankenhauses in Sigmaringen und
schrieb im Alter eine Reihe philosophi-
scher Biicher. Er kiimmerte sich sehr um
seinen Enkel Gerhard Gentzen, und es ist
anzunehmen, daB er auf den jungen Gent-
zen einen spiirbaren EinfluB hatte. Der
Brief, den wir hier abdrucken, ist an ihn ge-
richtet. Gentzen hat ihn hochstwahrschein-
lich im Dezember 1922, also als 13jdhriger
Schiiler, geschrieben.

Den Lehrern des Stralsunder Gymnasiums
fiel Gentzen bald als besonders talentiert
auf. Er fertigte 1926 und 1927 besondere
Studienarbeiten an, woraufhin der Mutter
jeweils eine Erziehungsbeihilfe von
1000 Mark gewdhrt wurde — eine Unter-
stiitzung, die sehr willkommen war, denn
die Familie lebte in ziemlich bescheidenen
Verhiltnissen. Diese Studienarbeiten sind
offenbar nicht erhalten geblieben. Mit wel-
chem Thema sich Gentzen hierin beschif-
tigte, konnen wir der ,Meldung des Ober-
primaners Gerhard Gentzen zur Reifeprii-
fung Ostern 1928“ entnehmen. Er schreibt:
»von den Unterrichtsgegenstinden hat
mich die Mathematik am meisten gefes-
selt, und ich habe mich viel mit ihr be-
schiftigt. 1922 begeisterte ich mich fiir die
Sternkunde und versuchte bald, die Stel-
lungen der Planeten am Himmel vorausbe-
stimmen zu kdnnen. 1924 bearbeitete ich
das Problem mathematisch und I0ste es
nach vielen Versuchen. In demselben
Jahre wandte ich mich der analytischen
Geometrie zu, woriiber ich in Unterprima
(1926/27) eine Studienarbeit anfertigte.
Ich moéchte demnach Mathematik studie-
ren.“

Gentzen beteiligte sich am wahlfreien eng-
lischen Unterricht und an philosophischen,
griechischen und geschichtlichen Arbeits-
gemeinschaften. Die Lehrer schrieben in
der AbschluBbeurteilung iiber ihn: ,Er ist
der begabteste Schiiler, den die Anstalt seit
langem gehabt hat.“ G. Robbel

Lieber GroBpapa!

Da ich wei3, daB Du Dich fiir meine ma-
thematischen Fortschritte interessierst,
schicke ich Dir folgende selbstgefundenen
und selbstbewiesenen Lehrsitze:

Ich zeichne iiber den Seiten eines beliebi-
gen Dreiecks die gleichseitigen Dreiecke
(Figur 1) und verbinde ihre Spitzen mit
den gegeniiberliegenden Ecken des
Dreiecks. Diese Linien nenne ich der
Kiirze halber Pereunten (pereuntes, die
Hindurchgehenden). £

F c

Figur1

Figur 1b c E

Figur lc

0

Lehrsatz 1:

Zeichne ich in einem Dreieck, dessen

einer Winkel gleich 120° ist, iiber der ge-
geniiberliegenden Seite das gleichseitige



Dreieck, so halbiert die Pereunte den Win-
kel.

Zum Beweis zeichne ich auch iiber den
beiden anderen Seiten die gleichseitigen
Dreiecke (Figur 2)

£

Figur 2

Nun ist AF=AC) nach
AD= AB | Voraussetzung 1)
% FAB= CAD (60°+ CAB)
AFAB= ACAD
(Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und
der eingeschlossene Winkel einander

gleich, so sind sie kongruent.)
Also istauch X AFB = 3 ACD
4 AFB = 60°
4 ACD = 60°,
also die Hiélfte von x ACB, was zu beweisen
war.

Lehrsatz 2:
Die Pereunten eines Dreiecks sind gleich,
schneiden sich in einem Punkte und bil-
den um diesen lauter Winkel von 60°.
Beweis (Figur 1):

AF= AC und CE=CB

AB=AD und CA=CF )
4FAB= 5 CAD und 3ECA= xBCF )
AFAB = ACAD und AECA= ABCF

wie oben

FB=CD EA = BF
Also ist CD= FB = EA, was zu beweisen
war.
Ebenso ist X CEA=CBF und XBEA
=BCD als gleiche Stiicke in kongruenten
Dreiecken.
% CEA + X BEA = 60°
4 CBF + x BCD = 60°
5 CBF + BCD + BIC = 180°
(die Summe der Winkel eines Dreiecks)

2 BIC = 120° (180° — 60°) %
ACIE = 60° (Lehrsatz 1)

Auch ist (angenommen, EA ginge nicht
durch J, so wiirde es die anderen Pereunten
vielleicht in G und H schneiden)
AGCE+ XCEG + AEGC=180°

A GCE = 60°+ 5 BCG

% BCG + CEG + EGC + 60° = 180°

A BCG = X BEA wie oben

4 BEA + CEG + EGC + 60° = 180°

4 BEA + 5CEG = 60° Y
60° + EGC + 60° = 180°

A EGC = 60°

Oben ist auch x4 CIE = 60°

AEGC= 5CIE

AEGC=CIE+ IEG (ein AuBenwinkel

eines Dreiecks ist gleich der Summe der
beiden Innenwinkel, die nicht seine Ne-
benwinkel sind)’). Also ist x JEG = 0°, oder
EI4A und EGHAS) decken sich, was zu be-
weisen war.

Nun bleibt noch zu beweisen, daB alle
Winkel um 7 gleich 60° sind.

AFAB = CAD und AECA = BCF wie oben
bewiesen ist. Ebenso 1iBt sich beweisen,
dal ACDB = EAB ist. Dann ist

2 ACD = 5 AFB X CBF = 5 CEA
4 EAC= 5 BFC ADCB= X AEB
3 CIA = 5120° A BIC =120°
A BAE = 5 BDC

2 FBA = xCDA

3 AIB =120°

wie oben. Dann sind nach Lehrsatz 1 alle
Winkel um 7 gleich 60°, was zu beweisen
war.

Lehrsatz 3:

Verbinde ich die Spitzen der liber den Sei-
ten eines Dreiecks gezeichneten gleichsei-
tigen Dreiecke miteinander, so decken sich
die Pereunten des so entstandenen
Dreiecks mit denen des Grunddreiecks.

Beweis: Verbinde ich in Figur 1 F mit D
und zeichne iiber FD das gleichseitige
Dreieck,”) so ist 4 FID = 120° und wird von
IA halbiert (Lehrsatz 2, 3. Teil), also geht
nach Lehrsatz 1 I4 durch die Spitze des
Dreiecks iiber FD, oder, die Pereunte AE
ist ebenfalls Pereunte in AFED. Ebenso ist
dies fiir die anderen beiden zu beweisen.

Lehrsatz 4:

Die Umbkreise der drei iiber den Seiten
eines Dreiecks gezeichneten gleichseitigen
Dreiecke schneiden sich im Schnittpunkt
der Pereunten.

Beweis (Figur 1):

A ADB =60°, 5AIB=120° (Lehrs.2) 9
Viereck 4IBD ist ein Sehnenviereck, da
die Summe zweier gegeniiberliegender
Winkel 2R betrigt. Also geht der Kreis um
ABD durch I Dasselbe ist ebenso fiir
AICF und BICE zu beweisen.

In der Schule sind wir in Geometrie gerade
bis zum pythagoreischen Lehrsatz gekom-
men. Fiir diesen habe ich selbst einen eige-
nen Beweis gefunden (Figur 3):

Figur 3

Die Winkel an den Ecken dieser Figur sind
rechte, denn die Winkel eines Dreiecks
sind 2R und der dritte Winkel des
Dreiecks mit den Seiten a, b und c ist
gleich R. Also sind a und b die Katheten,
¢ die Hypotenuse, die ganze Figur ist c?,

das Quadrat in der Mitte (a — b)?, der In-

halt jedes der Dreiecke a—b. Also ist

2
cz=%+(a—b)2
c?=2ab+ a’>—2ab+ b2

ct=qa%4+ p?

Ein Frohliches Weihnachtsfest wiinscht
Gerhard

Auszug aus dem Brief des 13jdhrigen
G.Gentzen an seinen GroBvater

Fufinoten zum Brief

1) Es wird stilischweigend die Tatsache
verwendet, daB die Strecke CF Fortset-
zung der Strecke BC ist.

2) In analoger Weise folgt A ABE = DBE
und hieraus die Gleichheit 5 BEA = BCD.
Dies aufzuschreiben hielt Gentzen offen-
sichtlich nicht fiir notwendig.

3) Der Schnittwinkel von 60° zwischen
den Pereunten ergibt sich auch unmittel-
bar aus der Tatsache, daB die als kongru-
ent nachgewiesenen Dreiecke auseinander
durch eine Drehung von 60° um den je-
weiligen Dreieckseckpunkt hervorgehen.
Gentzen hilt sich jedoch streng an die
Kongruenzsitze.

4) Zur besseren Verdeutlichung des jetzt
folgenden indirekten Beweises wird die
Figur 1 noch einmal als Figur 1a darge-
stelit. Gentzen bezeichnet, ohne es aus-
driicklich zu erwédhnen, mit I den Schnitt-
punkt der Pereunten DC und FB.

5) Der Satz iiber Stufenwinkel hitte auch
herangezogen werden konnen. Aber Gent-
zen scheint Wert darauf zu legen, vor al-
lem Sitze der Dreieckslehre zu benutzen.
6) Die oben angegebene Winkelgleichheit
4 BCG = BEA verlangt, daB G auf der
Strecke CD liegt. Deshalb sollte hier bes-
ser EHGA stehen.
7) siehe Figur 1b. 8) siehe Figur lc.
In-diesem Beitrag wurden (teilweise) nicht
die iiblichen Symbole fiir Winkel, Dreiecke
und Strecken verwendet.
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aufgepalt
nachgedacht

mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

Schulolympiaden
in der MVR

In der Mongolischen Volksrepublik werden
jahrlich in der Schule Mathematikolympia-
den fiir die Klassen 5 bis 7 in zwei Stufen
durchgefiihrt: Die Klassenolympiade und
die Schulolympiade.

Die fiinf besten Schiiler der Klassenolym-
piade nehmen an der zweiten Stufe, der
Schulolympiade, teil. Dort wird dann der
Schulmeister der jeweiligen Klassenstufe er-
mittelt.

Unser langjihriger Freund, Herr Dipl.-
Math. P. Aitanzog, Institut fiir Physik und
Technik, Akademie der Wissenschaften
der Mongolischen Volksrepublik, Ulan Ba-
tor, sandte der Redaktion alpha eine Aus-
wahl von Aufgaben des Wetthewerbsjahres
1985. Wir wollen euch Aufgaben davon
vorstellen und dazu Bemerkungen zum L&-
sen und Weiterdenken machen.

Klassenstufe 5
(Klassenolympiade, 1. Stufe)

5.1.1. Gesucht sind vier natiirliche Zahlen.
Thre Summe und auch ihr Produkt soll 8
sein.

Bemerkung: Es gibt a) 2, b) 3 natiirliche
Zahlen, deren Summe und Produkt gleich
_sind. Wie lauten sie? Und hast du die
5.1.1. geldst, so findest du auch bald die
finf natiirlichen Zahlen, deren Summe
und Produkt 8 betragen.

5.1.2. Vor einer Katze waren genau zwei
Katzen; auch hinter einer waren genau
zwei. Wieviel Katzen waren es, wenn zwi-
schen diesen beiden Katzen genau eine
Katze war?

Bemerkung: Mit nur einer Lsung hast du
die Aufgabe auch nur halb geldst. Anders
wire es, wenn auch zwischen beiden genau
zwei Katzen wiren. — Eine Zeichnung hilft
sofort!

5.1.3. Wie findet man beliebig viele Zah-
len, die durch 5 geteilt einen Rest 2 haben
und gerade sind?

Bemerkung: Hier kann verschieden formu-
liert werden. Uberlege das! — Wie lautet
die Antwort, wenn die Zahlen statt gerade
ungerade sein sollen?

5.1.4. Wie miiBte man einige Zahlen ver-
tauschen, damit man in jeder Spalte die
gleiche Summe erhilt?

30 - alpha, Berlin 20 (1986) 2

2 3 4
5 6 12
7 10 13
15 11 14

Bemerkung: Es gibt als Losung verschie-
dene Moglichkeiten. Sicher eine leichte
Aufgabe.

Klassenstufe 6
(Klassenolympiade, 1. Stufe)

6.1.1. Gib alle natiirlichen Zahlen n an, fiir
. 3n24+2-n-20
die ——8M8M8M8M8M8 ——
n
Zahl ist! .
Bemerkung: Da ein Durchprobieren viel
Zeit kostet, bedenke: Man dividiert eine
Summe (Differenz) durch eine Zahl, in-
dem man-jeden Summanden durch diese
Zahl dividiert.

6.1.2. Das Produkt von vier aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen betrigt 3024.
Wie lauten diese Zahlen? ©
Bemerkung: Kann eine der Zahlen 10 sein?
Konnen alle vier Zahlen groBer als 10
sein?

6.1.3. Welche Potenz ist groBer, 32! oder
9109

Bemerkung: Um vergleichen zu koénnen,
schreibt man die Potenzen als Produkte!
Etwas schwerer wire z.B. die Untersu-
chung von 48 und 84.

6.14. Welche Primzahlen p erfilllen die
Ungleichung

45=<2-p—1=60?
Bemerkung: Beachte als erstes nur das
Gleichheitszeichen!

auch eine natiirliche

Klassenstufe 5
(Schulolympiade, 2. Stufe)

5.2.1. Lase die Gleichung

abc + b + c =687,

wenn gbc bzw. b drei- bzw. zweistellige
natiirliche Zahlen sind!

Bemerkung: Mancher 16st die Aufgabe lie-
ber, wenn Summanden und Ergebnis un-
tereinandergeschrieben werden. Ansonsten
gilt das, was schon bei Aufgabe 5.1.2. an-
fangs angedeutet wurde.

5.2.2. Gesucht sind dreistellige natiirliche
Zahlen. Dabei sollen ihre Ziffern geradzah-
lig und verschieden sein. FaBt man die drei
Ziffern als Zahlen auf, so sollen die ge-
suchten Zahlen durch das Produkt aus die-
sen drei Zahlen teilbar sein.

Bemerkung: Es gibt doch sicherlich nur vier
Moglichkeiten fiir den Divisor. Welche?

5.2.3. Lose die Multiplikationsaufgabe!
xxx-x8 x
xxXxx
XXX
xXXXX

XXxXxXX$
Bemerkung: Sie sieht schwerer aus, als sie
ist. Die ersten Uberlegungen macht man
wohl sicher mit den beiden schon bekann-
ten Ziffern.

5.2.4. In einer Familie ist der Vater zwei
Jahre dlter als die Mutter und der Sohn
drei Jahre ilter als die Tochter. Addiert
man das Alter von allen, so erhilt man 73.
Vor vier Jahren betrug diese Summe 58.
Wie alt ist jetzt jeder?

Bemerkung: Beachte, daB 73 —4-4 = 57!

Klassenstufe 6
(Schulolympiade, 2. Stufe)

6.2.1. In einem Kasten liegen 24 Kugeln,
und zwar rote, blaue, griine und weiBe. Es
sind doppelt so viele rote wie blaue und
doppelt so viel blaue wie griine. Wieviel
waren es von jeder Farbe, wenn es nicht
mehr weiBe als griine Kugeln waren?
Bemerkung: Eine Gleichung (oder Unglei-
chung) hilft da sicher weiter. Beginne mit
den griinen Kugeln!

6.2.2. Ein Schiiler hat vier Aufgaben der
1. Stufe und drei Aufgaben der 2. Stufe ge-
16st und insgesamt 60 Punkte erhalten.
Wieviel Punkte bekam er fiir jede Aufgabe,
wenn er in jeder Stufe fiir jede Aufgabe
gleich viel Punkte erhielt und in der
1. Stufe fiir jede Aufgabe einen Punkt mehr
erhielt als fiir jede Aufgabe in der
2. Stufe?

Bemerkung: Auch hier hilft sicher eine
Gleichung weiter. Oder man fragt sich:
Wieviel Punkte hitte er bekommen, wenn
er bei der 1. Stufe genau so viele Punkte je
Aufgabe erhalten hitte wie bei der
2. Stufe?

6.2.3. Die fiinfstellige Zahl 42x4y soll
durch 72 teilbar sein.

Wie lauten die Ziffern x und y?
Bemerkung: Es ist 72=9-8. Und die
Teilbarkeitsregeln muB man kennen!

6.2.4. Schreibe die Zahl 91 als Summe von
natiirlichen Zahlen so, daB das Produkt aus
diesen Zahlen ebenfalls 91 betrigt!
Bemerkung: Diese Aufgabe 16sen wir sofort,
wenn wir schon Aufgabe 5.1.1. richtig ge-
16st haben. '

D. Altanzog/H.-J. Kerber

Der neue Pionierpalast in Ulan Bator
wurde 1985 eingeweiht.




Uber Vielecke

und Kreise in
der Taxi-Geometrie

Im folgenden mochte ich euch, liebe Ma-
thematik-Knobelfreunde, mit einer leicht
verstindlichen, aber ungewohnten Geome-
trie vertraut machen. Jeder von euch kann
ihre Struktur auf einem karierten Blatt Pa-
pier studieren und leicht neue Sdtze ent-
decken. Diese Geometrie wollen wir T-Geo-
metrie oder Taxi-Geometrie nennen, denn
man kann sie durch Taxifahrstrecken in
einer idealisierten Stad: wie folgt modellie-
ren:

Die T-Ebene, d. h. die Stad!, in der das Taxi
fahrt, ist das karierte Blatt Papier. Die Hdu-
serblocke sind die Quadrate des quadrati-
schen Gitters des Blattes.

T-Geraden, d.h. Taxi-Fahrstraflen, sind die
Horizontal- und Vertikalgeraden des Git-
ters von Quadraten.

T-Punkte sind die Schnittpunkte dieser
Horizontal- und Vertikalgeraden dés Git-
ters (Straflenkreuzungen).

Um den T-Abstand 4B zweier T-Punkte
A und B (#A) zu messen, unterscheiden
wir zwei Fille: (Bild 1)

Bild 1 - T 8

AB=5§

1. A und B liegen auf derselben T-Gera-
den g(A4B). Dann wird der T-Abstand 4B
gemessen, indem wir die Hduserblocke ab-
zahlen, die zwischen 4 und B liegen.

2. Wenn A4 und B nicht zur selben T-Gera-
den gehoren, so finden wir den T-Abstand
AB als Anzahl der Hduserblicke, die ein
Taxi auf kiirzestem Wege umfahren muB,
um von A nach B (beziehungsweise von B
nach A) zu gelangen.

In der ebenen Geometrie existiert zu zwei
Punkten 4 und B (¥A4) genau eine kiirze-
ste Verbindung AB. Demgegeniiber gibt es
in der T-Geometrie mehrere kiirzeste
Wege, durch die zwei Punkte 4 und B ver-
bunden werden kOnnen, wenn A und B
nicht auf einer T-Geraden liegen. Im fol-
genden bezeichnet Weg jeden Fahrweg
eines Taxis, der von einem zum anderen
Punkt fithrt bei minimaler Anzahl der da-
bei zu passierenden Hiuserblocke.

Wir wollen einige Begriffe der ebenen Geo-
metrie in die T-Geometrie tibertragen und
neue Begriffe der T-Geometrie erkldren.
Ein Punkt X liegt zwischen A und B (¥ A)
d.h. Zw(4XB), wenn das Taxi auf einem
kiirzesten Weg von 4 nach B die
Punkte 4, X und B in dieser Reihenfolge
passiert (X+ A4 und X+ B). Sind 4, B
zwei Punkte, so wird die Menge {X:
{Zw(AXB) oder X = A oder X = B} die T-
Strecke AB genannt. Die T-Strecke AB ist
demnach die Punktmenge, die die End-
punkte 4, B und alle zwischen 4 und B
liegenden Punkte, innere Punkte genannt,
enthilt.

Ein T-Streckenzug ist die Vereinigung von
n-T-Strecken, in der je zwei aufeinander-
folgende . Strecken genau einen Endpunkt

gemeinsam haben. Ein geschlossener
T-Streckenzug A4, 4,... A, 4,, dessen
n Eckpunkte in der T-Ebene liegen, heil3t
T-Vieleck (oder T-n-Eck oder T-Polygon).
Wir vereinbaren, daB in einem T-Vieleck
drei benachbarte Eckpunkte nicht auf
einer T-Geraden liegen. Die Verbindungs-
strecke zweier benachbarter Eckpunkte
heiBt T-Vieleckseite (oder T-n-Eckseite oder
T-Polygonseite). Eine T-Verbindungs-
strecke zweier nichtbenachbarter Eck-
punkte eines T-n-Ecks (n > 3) heiBt Diago-
nale des T-n-Ecks.

In der Menge der T-n-Ecke sind die
T-Zweiecke enthalten, die es in der ebenen
Geometrie nicht gibt. Ein T-n-Eck mit
n =2 heiBt T-Zweieck. Bild 2 zeigt einige
Varianten von T-Zweiecken.

Bild 2a) Bild 2b)

Bild 2¢)

Zwei verschiedene T-Zweiecke kdonnen das
gleiche Paar von T-Eckpunkten haben
(Bild 2¢). Die zwei Séiten eines beliebigen
T-Zweiecks miissen gleich lang sein, da sie
kiirzeste Wege zwischen denselben Punk-
ten darstellen.

Aufgaben

Ala Zeichne ein Zweieck P, P, mit der
Seitenldnge 7!

Ein ungleichseitiges T-Dreieck mit den
Eckpunkten 4, B und C und den Seiten-
lingen 14, 8 und 6 zeigt Bild 3. Die Seiten
eines T-Dreiecks miissen Wege des Taxis
sein. Diese Wege, die ein T-Dreieck mit
gegebenen Seitenlingen bilden, kdnnen
verschiedene Formen haben, sind aber
gleich lang. Typisch fir die Taxi-Geome-
trie ist die wichtige Erkenntnis, daB die
Dreiecksungleichung nicht gilt (Bild 3).
(Siehe hierzu: Mathematik, Lehrbuch fiir
Klasse 6, 15. Auflage, Volk und Wissen

Volkseigener  Verlag  Berlin 1983;
S.113f)
c
%
Bild 3 8
8
A 6

A2 A Emittle ein gleichseitiges
T-Dreieck P, P, P, mit der Seitenldnge 8!

Bild4 ¢

o

A g
?
Bild 4 zeigt ein T-Viereck mit den Seiten-
lingen 9, 6, 9 und 12. Drei T-Quadrate, alle
mit der Seitenldnge 6, sind in Bild 5 darge-
stellt. Der Satz: Die Diagonalen eines Qua-

drates sind gleich lang gilt in der T-Geome-
trie im allgemeinen nicht.

A3 a Fiir welches Quadrat des Bildes 5§
gilt dieser Satz?

Bild 5a) D Bild 5b)
P é 0 6 C
[of
A § 6
[]
6 A A p 8
0
6
6 [ Bild §
6
A B

Aus Bild 5 ist ersichtlich, daB T-Quadrate
sehr vielfiltige Formen annehmen kon-
nen.

Ein T-Kreis ist die Menge aller T-Punkte,
die von einem gegebenen T-Punkt M, dem
Mittelpunkt des T-Kreises, den gleichen
T-Abstand MP = r(r > 0) haben. Das iiber-
raschende Resultat (fuir r=2) zeigt Fi-
gur 6a. Der T-Kreis besteht aus 8 Punkten.
Ein T-Kreis mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r(r >0 und r ganz) wird aus
4r T-Punkten gebildet. Der Kreisumfang
ist 8r.

Bild 6a) Bild 6b ”

) x X

x x x
Wx x X x x
Ax aM xC x x M x"*

»

yxxxz , "

° P

>

A4 A Emnittle zwei T-Kreise mit den Ra-
dien r, =3 und r, = 5! Bestimme die An-
zahl der Kreispunkte, und berechne den
Kreisumfang!

Ubertragen wir die Definition von m (das
Verhiltnis des Kreisumfanges zu seinem
Radius), so hat 7 in der T-Geometrie exakt
den Wert 4.

Die Menge der T-Kreispunkte enthilt als
Teilmenge Eckpunkte von T-n-Ecken.

AS5a Suche T-Kreispunkte in Bild 6a,
die Eckpunkte eines T-Zweiecks, gleichsei-
tigen T-Dreiecks, T-Quadrates, reguldren
T-Fiinfecks, reguldren T-Sechsecks, regu-
liren T-Siebenecks, reguliren T-Achtecks
sind!

In der euklidischen Geometrie gilt be-
kanntlich der Satz, daB sich zwei Kreise in

Bild 7 x
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hochstens zwei Punkten schneiden kon-
nen. Wie Bild 7 zeigt, gilt dieser Satz in
der T-Geometrie nicht. Das heiBt: Zwei
T-Kreise konnen sich in einer beliebigen
Anzahl von T-Punkten schneiden. Je grd-
Per die T-Kreise sind, um so groBer ist die
mogliche Anzahl von Schnittpunkten.

464 Ermittle zwei T-Kreise mit den Ra-
dien r,=4 und r,=7, die sich nicht
schneiden, in einem Punkt beriihren, in
9 Punkten schneiden!

AbschlieBend sei bemerkt:

Nach dieser anschaulichen Skizzierung des

Gegenstandes der Taxi-Geometrie konnen,

z. B. in Schiilerzirkeln, weiterfitlhrend fol-

gende Problemkreise untersucht werden:

— Ubertragung von Begriffsbildungen,
Sdtzen und Relationen der Schulgeo-
metrie (z. B. Mittelsenkrechte, Paralleli-
tit) in die T-Geometrie,

— geometrische Konstruktionen in der
T-Geometrie,

— Ausdehnung der T-Geometrie auf Git-
ter, die aus regelmiBigen n-Ecken,
statt Quadraten bestehen.

Bei allen Betrachtungen ist nur zu sichern,

daB der Taxi-Chauffeur immer den Strafien

folgt und den kiirzesten Weg nimmt, um
zum Bestimmungsort zu gelangen.
P. Knabe

Jakob Steiner irrte sich

Ebene Figuren gleichen Umfangs
mit groBtem Flicheninhalt

Im Jahre 1841 legte der Geometer Jakob
Steiner (1796 bis 1862), Professor an der
1810 gegriindeten Berliner Universitit, der
Pariser Akademie zwei seiner bedeutend-
sten Abhandlungen vor, in denen er die Er-
gebnisse seiner langjihrigen Untersuchun-
gen ,iber Maximum und Minimum bei
den Figuren der Ebene, auf der Kugelfli-
che und im Raum iiberhaupt“ niedergelgt
hat.

Darin beschreibt Steiner auch eine einfa-
che geometrische Konstruktion, die es er-
moglicht, zu jeder geschlossenen und nicht
kreisférmigen ebenen Kurve K eine neue
Kurve C zu konstruieren, die wieder eben
und geschlossen ist, ferner gleichen Um-
fang, aber groBeren Flicheninhalt hat wie

Schon der Grieche Zenodoros (2.Jh. v.u.Z.)
hatte vermutet, daB es der Kreis ist, der
von allen ebenen Figuren gleichen Um-
fangs den groBten Flicheninhalt hat. Er
konnte dieses nur fiir den Spezialfall be-
weisen, daf er den Kreis mit Polygonen
verglich. Steiner meinte nun, diese Vermu-
tung allgemein bewiesen zu haben. Aus der
Konstruktion der Kurve C aus der Kurve X
folgerte er nimlich: ,Unter allen ebenen
Figuren von gleichem Umfang hat der
Kreis den groBten Inhalt.“ Dirichlet, eben-
falls Professor der Berliner Universitit, soll
Steiner auf die Liickenhaftigkeit seiner
SchluBweise hingewiesen haben.

Worin besteht diese? H. Pieper

32 - alpha, Berlin 20 (1986) 2

Uberlegung zu einer Aufgabe
der Mathematikolympiade

In der XVIII. Mathematikolympiade Junger
Mathematiker der DDR lautete eine Auf-
gabe der dritten Stufe fir die Klasse 9: Man
ermittle die grifte natiirliche Zah! n, fir die
die folgende Aussage wahr ist: ,Es gibt n auf-
einanderfolgende natiirliche Zahlen, unter de-
nen sich keine befindet, deren Quersumme
durch 4 teilbar ist.“

1. Indem wir zundchst einmal die Quer-
summe einiger aufeinanderfolgender na-
tirlicher Zahlen auf die Teilbarkeit durch
4 untersuchen, wollen wir Hinweise zum
Losungsweg gewinnen.

natiir- Quer- Q(k)ist Rest, derbei

liche summe durch4 der Division

Zahl k Q(k) teilbar von Q(k)
durch 4
bleibt

17324 17 nein 1

17325 18 nein 2

17326 19 nein ]

17327 20 ja 0

17328 21 nein 1

17329 22 nein 2

17330 14 nein 2

17331 15 nein 3

17332 16 ja 0

17333 17 nein 1

17334 18 nein 2

17335 19 nein 3

17336 20 ja 0

17337 21 nein 1

Wir stellen fest:

Solange bei den aufeinanderfolgenden
Zahlen k kein ,Zehner“ (Vielfaches von
10) iiberschritten wird, sind auch deren
Quersummen Q(k) aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen. Deshalb gibt es in die-
sen Fillen jeweils drei aufeinanderfolgende

" Zahlen, deren Quersumme nicht durch 4

teilbar ist. Abweichungen von dieser Regel-
miBigkeit treten offenbar beim Ubergang
zu einem neuen ,Zehner, ,Hunderter®,
»Tausender“ usw. auf. In unserem Fall gibt
es an dieser Stelle eine Serie von vier auf-
einanderfolgenden Zahlen, deren Quer-
summe nicht durch 4 teilbar ist.

Ala Untersuche, ob bei jedem Uber-
gang zu einem neuen ,Zehner“ (die ,,Hun-
derter sollen unverindert bleiben) eine
Serie von vier aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen auftritt, deren Quersumme
nicht durch 4 teilbar ist!

2. Der oben stehenden Tabelle entnehmen
wir:
Wihrend die bei der Division durch 4 auf-
tretenden Reste immer um 1 wachsen bis
auf 3, um dann wieder auf 0 zu fallen,
bleibt beim Ubergang zum neuen Zehner
der Rest unverindert. DaB das immer so
ist, zeigt folgende Uberlegung: Ist z eine
natiirliche Zahl mit genau einer Null am
Ende, so hat die Zahl z — 1 am Ende eine
9. Fiir die Quersumme von z, die wir wie-
der mit Q(z) bezeichnen, gilt:
Q(z)=Q(z-1)—-9+1=0(z—-1)—8.
LiBt Q(z — 1) bei der Division durch 4 den
Rest 7, d. h. ist
Q(z—1)=4-t+r,
so ist
Q(z)=Q(z-1)-8
=4.t+r—8=4-t—-2)+r.
Q(z) 1dBt also bei der Division durch 4
ebenfalls den Rest r. Immer, wenn dieser
Rest verschieden von Null ist, gehort die
Zahl z zu einer Serie von vier aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen, deren Quer-
summe nicht durch 4 teilbar ist.

3. Die Serie von aufeinanderfolgenden na-
tlirlichen Zahlen, deren Quersumme nicht
durch 4 teilbar ist, kann nur dann verlin-
gert werden, wenn beim Ubergang zu
einem neuen ,Hunderter® bzw. ,Tausen-
der“ bzw. ,Zehntausender usw. der bei der
Division der Quersumme durch 4 auftre-
tende Rest vermindert wird. Der giinstigste
Fall ist der folgende:

natiirliche der bei der Division
Zahl der Quersumme durch
4 auftretende Rest

z—4 0
z—3 1
z—2 2
" z—1 3
Ubergang<z 1
z+1 2
z+2 3

Wir schlieBen daraus: Mehr als sechs auf-
einanderfolgende natiirliche Zahlen, deren
Quersumme nicht durch 4 teilbar ist, kann
es nicht geben.

A2 A Begriinde, weshalb der oben be-
schriebene Fall der giinstigste ist!

4. Kann dieser giinstigste Fall auftreten?
Dazu sind z_\_avei Probleme zu untersuchen:
a) Gibt es Ubergdnge von z—1 zu z, bei



denen der Rest, der bei der Division der
Quersumme durch 4 auftritt, um 2 vermin-
dert wird?

b) Gibt es unter den Zahlen z, die wir viel-
leicht bei der Beantwortung der Frage a)
finden, solche, deren Quersumme bei der
Division durch 4 den Rest 1 1d0t?

a3 a Untersuche bei einigen Ubergin-
gen zu neuen ,Hundertern“ bzw. ,Tausen-
dern“ bzw. ,Zehntausendern“, um wieviel
sich der bei der Division der Quersumme
durch 4 auftretende Rest vermindert!

S. Zur Beantwortung der Frage a) verschaf-
fen wir uns einen Uberblick dariiber, um
wieviel die bei den verschiedenen Ubergiin-
gen auftretenden Reste vermindert werden:

Anzahl die Quersumme  der bei der
der vermindert sich Division der
Neunen beim Ubergang Quersumme
am Zu z durch 4
Ende um auftretende
von Rest vermin-
z-1 dert sich um
1 1-9-1= 8 0

2 2:-9-1=17 1

3 3:-9-1=26 2

4 4-9-1=135 3

5 5-9-1=44 0

6 6-9-1=53 1

7 7-9-1=62 2

p p9-1

Wir stellen fest, daB der fragliche Rest
beim Ubergang von z — 1 zu z genau dann
um 2 vermindert wird, wenn z eine Zahl
mit genau 3 Nullen am Ende oder ge.aau
7 Nullen am Ende oder genau 11 Nullen
am Ende usw. ist (aligemein mit genau
(4n = 1)Nullen; n=1, 2, 3, ...).

6. Wenden wir uns nun der Frage b) zu.
Die Nullen am Ende von z liefern keinen
Beitrag zur Quersumme von z. Wihlen wir
also irgendeine natiirliche Zahl m, die
nicht auf Null endet und deren Quer-
summe bei der Division durch 4 den Rest 1
14B8t, so gehort jede der Zahlen m- 103
m-107, m-10"! usw. zu einer Serie von
sechs aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen, deren Quersumme nicht durch 4
teilbar ist.

Die kleinste Zahl m, deren Quersumme
bei der Division durch 4 den Rest 1 1d8t,
ist die Zahl 1. Die Zahl m - 10? ist dann die
Zahl 1000, die entsprechende Serie ist 997,
998, 999, 1000, 1001, 1002. Mit m- 107 er-
halten wir die Serie 9999997, 9999998,
9999999, 10000 000, 10000001,
10000 002. Weitere Zahlen m sind 5, 9, 14,
18, 23, 27, ....

Damit haben wir die in der Aufgabenstel-
lung gesuchte natiirliche Zahl n gefunden.
Es ist n=6.

Dariiber hinaus haben wir aber sogar einen
Uberblick iiber alle Stellen in der Folge der
natiirlichen Zahlen gewonnen, an denen
eine Serie von sechs aufeinanderfolgenden
Zahlen auftritt, deren Quersumme nicht
durch 4 teilbar ist.

Ala ,Huxonayt HMeanoBud, — cmpocuin
Baguk y 3HaKOMOro mpomaBUa Mara-
3MHA, -~ CKOJNBKO CTOMT ONOKHOT?*
»16 GIIOKHOTOB CTOAT CTONBKO Xe€ py6ieit,
CKONbKO OIIOKHOTOB MOXHO KYIHTh Ha
1 py6np“, — ¢ ynbI6KOM OTBETHII IIPOJABELS,.
CKONBKO X€ CTOMT OfMH GIOKHOT?

A2 a Choose a pair of integers between 0
and 10. (E.g. 5 and 8) and find their sum
S (5 + 8 =13). Next find the sum, T, of the
two numbers formed by the two integers,
(58 + 85 = 143). Can you explain why T is
always a multiple of S? Find the quotient
Q=TS

Ala La combinaison du coffre de I'on-

cle Archibald comporte quatre chiffres,

tous différents.

(1) Le premier est pair.

(2) La somme des deux premiers est 7.

(3) Le 3¢ est plus petit que le 2.

(4) Le produit du 2° et du 3° se termine
par S.

(5) On peut diviser tous les nombres natu-
rels par le 4¢.

A4a Aus: A H RieB, Rechenbuch fiir nie-
dere und bes. Landschulen (Magdeburg 1801):
Eine gewisse Arznei wird aus mehreren Sa-
chen bereitet; von der ersten kommen
12 Loth, von der zweiten 13 Loth, von der
dritten 8 Loth, von der vierten 7 Loth, wie-
viel von jeder Ingredienz (Zutat) wird zu
10 Pfund erfordert? (1 Pfund = 32 Loth)

A4 a Ermittle alle Stellen in der Folge
der natiirlichen Zahlen, an denen eine Se-
rie von fiinf aufeinanderfolgenden Zahlen
auftritt, deren Quersumme nicht durch 4
teilbar ist!
AS5a Gib zwei Beispiele daftir an, daB
von drei aufeinanderfolgenden Zahlen nur
die Quersumme der mittleren nicht durch
4 teilbar ist!

W. Stoye

Schach
und Mathematik

Zwischen dem Spiel Schach und der Wis-
senschaft Mathematik bestehen zahlreiche
Beziehungen, angefangen mit der Legende
von den Weizenkornern, die als Belohnung
fir den Erfinder des Schachspiels auf dem
Brett angehduft werden sollten (alpha
3/84), Uber das beriihmte Achtdamenpro-
blem (alpha 2/84) bis zu der Frage, wie
Turnierergebnisse am gerechtesten zu be-
werten sind, und dem Einsatz von Compu-
tern zum Losen von Schachproblemen.

Als Anfinger sitzt man zogernd vor dem
Schachbrett und betrachtet sinnend seine
16 Figuren. Mit welchem Zug soll man be-
ginnen, mit welchem Zug wird der Gegner
antworten? Deshalb bietet sich gerade die
Partieanfangsstellung zu zahlreichen Kno-
beleien an. Zwei Aufgaben des finnischen
Problemkomponisten Eero Bonsdorff seien
als Beispiele genannt und zu 16sen:

Ala
sten Zugfolgen aus der Partieanfangsstel-
lung, die zu einem Schachgebot durch
einen Bauernzug fiihren?

Eine mogliche Losung ist z.B.: 1. g4 dS,
2. Lh3 Kd7, 3. g5+.

Wie groB ist die Anzahl der kiirze-

A2aA Wie groB ist die Anzahl der kiirze-
sten Zugfolgen aus der Partieanfangsstel-
lung, die zu einem Schachgebot durch
einen Turmzug fithren?
Eine mogliche Losung ist z. B.: 1. d3 a5,
2. Kd2 Taé, 3. Kc3 Tc6+.

H. Riidiger
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Aufgaben aus Olympiaden
Junger Mathematiker der DDR
vergangener Jahre

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1986

y;w. -

Ma5®2663 Die Summe zweier natiirli-
cher Zahlen betrigt 968. Ein Summand en-
det mit einer Null. Streicht man diese
Null, so erhdlt man die andere Zahl. Be-
stimme diese beiden Zahlen!

Ma 5m2664 Zwei Pioniergruppen wollen
an einem Sonntag eine Wanderung nach
dem 12 Kilometer entfernten Neuendorf
machen. Die erste Gruppe will um
8.00 Uhr aufbrechen. Sie legt in jeder
Stunde 4km zuriick. Die andere Gruppe
macht eine Radwanderung und kann in je-
der Stunde 12 km schaffen. Wann muB sie
aufbrechen, wenn beide Gruppen gleich-
zeitig in Neuendorf eintreffen wollen?

Ma 5m2665 An einem Tisch sitzen sie-
ben Schiiler. Einer hort auf den Yornamen
Fred, einer heift Willi, vier heiBen Lutz
und einer heiBt Christian. Weiter wissen
wir nur, daB unter ihnen zwei Briider mit
dem Familiennamen Scheibner, einer mit
dem Zunamen Franke und vier Schiiler
mit dem Namen Schulz sind.

a) Von wem konnen wir mit absoluter Si-
cherheit Vor- und Zunamen angeben?

b) Warum muB er so heilen?

Ma5m2666 Nach der Kreisolympiade
Junger Mathematiker wurde ein Pionier ge-
fragt, wieviel Punkte er bekommen habe.
Scherzhaft sagte er: ,Wenn man zu der
Zahl meiner Punkte 10 hinzufiigt und die
Summe verdoppelt, so fehlen mit noch
10 Punkte an 100.¢

a) Wieviel Punkte erzielte der Thalmann-
Pionier?

b) Wie hast du das Ergebnis gefunden?

Ma5m2667 In drei Abteilen eines
Eisenbahnwagens befinden sich 90 Fahrgi-
ste. Wiirden aus dem ersten Abteil
12 Fahrgiiste in das zweite und aus dem
zweiten 9 Fahrgiste in das dritte umstei-
gen, dann wiren in allen drei Abteilen
gleich viel Personen. Wie viele Fahrgiste
waren urspriinglich in den einzelnen Abtei-
len?

Ma5m2668 Ermittle 2zwei natiirliche

Zahlen a und b, die gleichzeitig folgenden

Bedingungen geniigen!

(1) Die Differenz a — b der beiden natiirli-
chen Zahlen betrégt 3.

(2) Das Produkt dieser beiden natiirlichen
Zahlen betrigt 180.

Ma 6 m2669 Kann eine Summe von vier
beliebigen, aber aufeinanderfolgenden na-
tiirlichen Zahlen (z. B. 11, 12, 13, 14 oder
27, 28, 29, 30) eine Primzahl sein? Be-
griinde die Antwort!

Ma6m2670 Eine Expedition legte am

2 .
ersten Tage 3 des Weges, am zweiten Tage

% des Weges und am dritten Tag die restli-

chen 1000 km zuriick.

a) Welche Strecken wurden an den beiden
ersten Tagen zuriickgelegt?

b) Wie groB war die Gesamtstrecke?

Ma 6 m2671 Paul erzihlt: ,Mein Bruder
Emil ist 3 Jahre ilter als ich, meine Schwe-
ster Lotte ist 4 Jahre idlter als Emil, und
mein Vater ist dreimal so alt wie Lotte.
Meine Mutter ist 5 Jahre jiinger als mein
Vater und ist gestern 40 Jahre alt gewor-
den.“ Wie alt ist Paul? Die Antwort ist zu
begriinden!

Ma 6 w2672 Fritz gibt Heinz folgendes
Ritsel auf: ,In unserer Klasse konnen
26 Schiiler radfahren und 12 Schiler
schwimmen. Jeder Schiiler kann minde-
stens eins von beiden. Multipliziert man
die Schiillerzahl mit 5, so ist die Quer-
summe dieses Produkts doppelt so groB wie
die Quersumme der Schiilerzahl. AuBer-
dem ist das Produkt durch 6 teilbar. Wie-
viel Schiiler besuchen die Klasse?“

Ma 6 w2673 In den Ferien war Klaus auf
dem Lande. Aus seinen Beobachtungen er-
gab sich folgende Scherzaufgabe:

1% Hiihner legen in l% Tagen l% Eier.
Ermittle die Anzahl aller Eier, die bei glei-
cher Legeleistung 7 Hiihner in 6 Tagen le-
gen wiirden!

Thivs Lusber, 2600 Gustrow, Ulerdersir 22
Kersting -0S, Klasx ?
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der {iblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fur
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (sieche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pradikat
»Sehr gut geldst“, , gut gelost” oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost“. '

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1985/86 lduft von Heft 5/1985 bis
Heft 2/1986. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1986 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/85 bis 2/86
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/86 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/85 bis 2/86) erhalten hat und diese
einsendet, erhdlt eine Anerkennungsur-

-kunde und. ein Abzeichen (in griiner

Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1985/86
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

PRedaktion alpha



Ma7m 2674 In einem Haus mit 28 Fen-
stern sollen einige fehlende Fensterlinden
beschafft werden, so daB an jedem Fenster
2 Liden vorhanden sind. Einige Fenster
haben noch 2 Liden, bei der gleichen An-
zahl von Fenstern fehlen beide, der Rest
hat je einen Laden. Wie viele neue Fen-
sterliden braucht man? Begriinde die Ant-
wort!

Ma7m2675 Beieinem PreisschieBen der
GST gaben Giinther und Heidrun je
5 SchuB ab. Auf den Scheiben wurden fol-
gende Treffer ermittelt: Einmal die 3, zwei-
mal die 5, zweimal die 6, zweimal die 7,
einmal die 8, einmal die 9, einmal die
10.

Giinther erzielte mit seinen letzten vier
Schiissen neunmal so viele Ringe wie mit
seinem ersten SchuB. Heidrun dagegen er-
reichte mit ihren ersten vier Schiissen flinf-
mal so viele Ringe wie mit ihrem letzten
SchuB; ihre beiden ersten Schiisse ergaben
zusammen genau so viele Ringe wie ihre
beiden letzten zusammen. Giinther schoB
die 9.

a) Wer gewann den Wettkampf?

b) Wer schoB die 10?

Die Antworten sind zu begriinden!

Ma7m2676 Wie kann man ohne Aus-
fihrung der angegebenen Rechenoperatio-
ner feststellen, ob die Zahl

378 - 436 - 56 .
3781436 377 groBer oder kleiner als 1
ist?

Ma7wm2677 In einer 7.Klasse erhielt
zum AbschluB des letzten Schuljahres im
Fach Mathematik kein Schiiler die Zensur
»,3%, jeder neunte Schiiler erhielt die Zen-
sur ,, 1%, jeder dritte die Zensur ,,2“ und je-
der sechste die Zensur ,,4“. Uber die Schii-
lerzahl n ist bekannt: 20 < n < 40. Wie
viele Schiiler erhielten die Zensur ,3?

Ma8m2678 Es ist ein Kreis zu kon-
struieren, der eine gegebene Gerade g in
dem gegebenen Punkt B beriihrt und
durch einen gegebenen Punkt 4 geht, der
nicht auf der Geraden g liegt.

Die Konstruktion ist zu begriinden!

Ma8m2679 Eine Gruppe von Schiilern
einer Klasse hat Kastanien gesammelt. Als
ein Mitschiiler fragt, wieviel Schiiler die
Klasse hat und wieviel beim Sammeln teil-
genommen haben, erhilt er folgende Ant-
worten:

1. Wiren 12 Schiiler mehr dabeigewesen,
dann hitten wir 75% mehr sammeln kon-
nen.

2. Wenn 75% der Schiiler unserer Klasse
teilgenommen hétten, dann hitten wir das
Eineinhalbfache sammeln kénnen.

3. Es soll vorausgesetzt werden, daB jeder
Schiiler die gleiche Anzahl Kastanien sam-
melt.

a) Wieviel Schiiler haben teilgenommen?

b) Wieviel Schiiler hat die Klasse?

Ma8m2680 Aus 77prozentigem und
87prozentigem Spiritus und nur daraus soll
durch Mischen genau 1000 g 80prozentiger
Spiritus hergestellt werden. Ermittle die
dafiir genau bendtigten Massen! (Die Pro-

zentangaben beziehen sich auf die Mas-
sen.)

Ma8m2681 In einer 8.Klasse sind
40 Schiiler. Jeder von ihnen lemt minde-
stens eine der Fremdsprachen: Englisch,
Deutsch, Franzésisch. 34 Schiiler lernen
mindestens eine der beiden Sprachen: Eng-
lisch und Deutsch. 25 Schiiler lemen min-
destens eine der Sprachen: Deutsch, Fran-
zOsisch. 6 Schiiler lermen nur Deutsch.
Genau zwei Sprachen, Englisch und
Deutsch, lernen drei Schiiler mehr als
Franzésisch und Deutsch. Kein Schiiler
lemnt Englisch und Franzoésisch. Wie viele
Schiiler lernen genau eine bzw. genau zwei
Sprachen?

Ma9m2682 Geben Sie alle geordneten
Paare (a; b) reeller Zahlen an, deren
Summe, Produkt und Quotient untereinan-
der gleich sind!

Ma9®2683 Bei einem Spiel verstecken
drei Schiilerinnen Anna, Brigitte und Clau-
dia in ihren Handtaschen je genau einen
Gegenstand, und zwar einen Ball, einen
Bleistift und eine Schere. Dieter soll fest-
stellen, wer den Ball, wer den Bleistift und
wer die Schere hat.

Auf seine Fragen erhilt er folgende Ant-
worten, von denen verabredungsgemiB nur
eine wahr, die beiden anderen aber falsch
sind:

(1) Anna hat den Ball.

(2) Brigitte hat den Ball nicht.

(3) Claudia hat die Schere nicht.

Wer hat den Ball, wer den Bleistift und wer
die Schere?

Ma9m2684 Mit welcher Ziffer endet die
Zahl 21%?

Ma 9 m 2685 Konstruieren Sie ein gleich-
schenkliges Trapez aus seiner Grundseite
AB mit der Linge a = 6cm und dem Ra-
dius des einbeschriebenen Kreises mit der
Liange r=1,8cm!

Ma10/12m2686 a) Beweisen Sie, daB
die Zahl 2?6 — 1 keine Primzahl ist!

b) Geben Sie mindestens drei Pripnfakto-
ren dieser Zahl an!

Ma10/12 m2687 Auf der Kleinmesse lie-
gen in einer Wiirfelbude 3 Wiirfel bereit.
Jeder Wurf (mit den 3 Wiirfeln zugleich)
kostet einen bestimmten Betrag. Wie groB
sind die Wahrscheinlichkeiten, mit einem
Wurf einen der Hauptgewinne (1, 2, 3, 18,
17, 16 Augen) zu erreichen? (Die Wahr-
scheinlichkeiten sind fiir jeden Fall einzeln
anzugeben!)

Ma10/12 m2688 Es ist ein beliebiges
Dreieck ABC zu zeichnen. Dieses Dreieck
soll durch eine zu keiner der Dreieckseiten
paralleleg Geraden so geschnitten werden,
daB das abgeschnittene dem urspriingli-
chen Dreieck ABC idhnlich ist. Die Kon-
struktion ist zu begriinden!

Ma 10/12 m 2689 Konstruieren Sie ein
rechtwinkliges Dreieck ABC (y = 90°) aus
den Seitenhalbierenden s, und s.! Beschrei-
ben und bggriinden Sie die Konstruk-
tion!

Physik

Ph6m197 Ein FuBginger macht je Mi-
nute 90 Schritte. Die Linge eines Schrittes
betrdgt 75 cm. Bestimme die Geschwindig-
keit des FuBgéingers in km/h!

Ph7m 198 Die StoBfugen zwischen den
10 m langen und 20 cm dicken Betonplat-
ten einer FernverkehrsstraBe sind bei 10°C
10 mm breit und werden mit Teer ausge-
gossen. Wieviel Teer quillt bei einer Plat-
tenbreite von 3,5 m heraus, wenn sich im
Sommer die Platten auf 30°C erwirmen?
(Der lineare Ausdehnungskoeffizient fiir
Beton betrigt a«=12-10"°1/K und der
rdumliche Ausdehnungskoeffizient fiir
Teer f=55-10"31/K. Die Hoéhen- und
Breitenausdehnung der Platten bleibe un-
beriicksichtigt.)

Ph8m 199 Ein Elektroherd besteht aus
drei Heizvorrichtungen mit je gleichen Wi-
derstinden R. Sind alle drei Widerstinde
parallel geschaltet, so siedet das Wasser in
einem Kessel in 12 Minuten. Nach welcher
Zeit siedet die gleiche Wassermasse bei
dem im folgenden Bild angegebenen
Schaltungen der Heizvorrichtung des Her-

des? U. Iben, Magdeburg

R R R
S o I

2 R
b)

R

R R

©)
R

Ph9m200 Entwickle das zum Bild gehd-
rige a-t- und s-z-Diagramm!

P. Brill, Schwerin
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Ph 10/12 m 201 Die seit 1983 in GroBbri-
tannien stationierten Spionageflugzeuge
vom Typ Lockheed haben eine Operations-
flughohe von etwa 27500m und eine
Reichweite von etwa 6450 km.

a) Bis in welche Tiefe kann ein solches
Flugzeug optische Spionage betrieben,
wenn es bei seinem Einsatz 5 km westlich
und paralle] der Staatsgrenze der DDR
fliegt? (Erdradius 6370 km)

b) Welche Fldache kann ein solches Flug-
zeug wihrend eines Einsatzes fotografie-
ren?
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(Dabei soll angenommen werden, daB das
Flugzeug einen geradlinigen Kurs ein-
schldgt und die fotografierte Fliche zum
Teil als ein Rechteck betrachtet wird.)

Th. Baumann, Meifien

Chemie

Ch7m157 Bei der technischen Zerset-
zung von Bariumperoxid wird pro Molekiil
ein Sauerstoffatom abgespalten.

Wieviel ml Sauerstoff entstehen, wenn
2,1 g Bariumperoxid zur Reaktion gebracht
werden und 11 Sauerstoff 1,429 g wiegt?

Ch8m 158 Aus Phosphortrichlorid sollen
8,1 g Phosphorpentachlorid dargestellt wer-
den. Berechne die Menge Kaliumpimanga-
nat, die zur Darstellung der notwendigen
Menge Chlor erforderlich ist!

Ch9m159 Athin ist ein wichtiger Aus-
gangsstoff fiir die chemische Industrie und
wird in unserer Republik aus Kalziumkar-
bid durch Umsetzung mit Wasser herge-
stellt.

1t Karbid enthilt 85,5% Kalziumkarbid;
zur  Erzeugung dieser Menge sind
3900 kWh erforderlich. Ermitteln Sie den
Verbrauch an Elektroenergie i.N. fur die
Herstellung von Sm’ Athin, wenn 95%
Kalziumkarbid reagieren!

Ch10/12wm160 65mg eines Gemisches
aus Natriumchlorid und Kaliumchlorid
wurden zur Analyse eingewogen. Nach
dem Auflosen der Einwaage wurden die
Chloride mit Silbernitrat als Silberchlorid
gefillt, wobei sich als Auswaage 141,1 mg
ergaben.

Wieviel Prozent der beiden Chloride waren
in der Einwaage enthalten?
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematiklager
des Bezirkes Gera

Es ist schon zu einer guten Tradition ge-
worden, daB sich die auf mathematischen
Gebieten talentierten Schiiler des Bezirkes
Gera als Mitglieder des Klubs Junger Ma-
thematiker zu Ferienlagern besonderer Art
zusammenfinden.

In jedem Schuljahr werden zwei Ferienla-
ger zu je zehn Tagen durchgefiihrt; ein
Winterlager, das sich unmittelbar an die
Bezirksolympiade Junger Mathematiker an-
schlieBt und ein Sommerlager, das mit
dem ersten Ferienmontag beginnt. Der Un-
terricht wird in vier, den Schulklassen 8 bis
11 entsprechenden Leistungsklassen durch-
gefiihrt, die von den Schiilern in der Regel
altersgerecht durchlaufen werden.

Neben Herrn Werner Kriigel vom Rat des
Bezirkes, der sich als Lagerleiter um die
technische Absicherung und die Schaffung
optimaler Bedingungen fiir die Freizeitge-
staltung bemiiht, und Herrn Giinther
Scheuermann, Mathematiklehrer an der Be-
triebsschule Ernst Thalmann des Kombina-
tes Carl Zeiss Jena, der schon seit vielen
Jahren den entscheidenden Beitrag zur
fachlichen Leitung des Bezirksklubs leistet,
nehmen Studenten und Mitarbeiter der
Friedrich-Schiller-Universitit, vor allem
gegenwirtige und ehemalige Mitglieder des
FDJ-Jugendobjektes Studienwerbung —"Stu-
dienvorbereitung, dem sich auch die Wurzel
zugehorig zihlt, die fachliche und erziehe-
rische Betreuung wahr. Von diesem
Jugendobjekt ging auch vor 22 Jahren die
Initiative zur Griindung der Klubs aus. An-
fangs stand vor allem die Aufgabe, die
Schiiler auf die mathematischen Wettbe-
werbe besonders vorzubereiten. Mit dieser
Forderung verband sich zunichst ein Viel-
seitigkeitstraining besonderer, in der
Schule nicht praktizierter Aufgabentypen
aus den Randgebieten des Lehrplans oder
aus weiterfihrenden Lehrstoffen. Das ge-
schah zunichst sporadisch, glich sich den
in den ersten Olympiaden vorherrschenden
Aufgabenstellungen an und litt im ganzen
gesehen an Systematik. Seit etwa zehn Jah-
ren wird in den Lagern nach einem The-
menplan, der von Mitarbeitern der Fried-
rich-Schiller-Universitit Jena und erfahre-
nen Lehrern ausgearbeitet wurde, unter-
richtet.

In jedem Lager werden in jeder Klassen-
stufe 17 Stunden Unterricht erteilt, wobei
neben dem fiir 16 Stunden im Stoffvertei-

lungsplan festgelegten Themenkreis in den
Winterferien ein Seminar zu aktuellen ma-
thematisch-naturwissenschaftlichen  Pro-
blemen und im Sommerlager eine Lager-
olympiade mit Aufgaben zum behandeiten
Stoff durchgefiihrt werden.
Die Arbeit des Klubs beschrinkt sich indes
nicht auf die Aktivititen in den Mathema-
tiklagern. So werden in der Zeit zwischen
den Lagemn seit einigen Jahren die besten
und seit diesem Jahr alle Schiiler des
Klubs durch Korrespondenzzirkel betreut,
deren Aufgabenstellungen sich auf den im
vergangenen Lager erarbeiteten Lehrstoff
konzentrieren. Spitzentalente unter den
Klubmitgliedern werden auBerdem von
den Mitarbeitern der Sektion Mathematik
der F.-Schiller-Univ. gefordert. Die Mathe-
matiklager sind nicht als Fortsetzung der
intensiven Lernarbeit in der Ferienzeit ge-
dacht, sondern als spezielle Form der Fe-
riengestaltung zu verstehen und mit einem
in Bildung und erholsamer Freizeit ausge-
wogenen Programm zu gestalten.
G. Scheuermann/Th. Gundermann
gekiirzt aus: Wurzel, Jena

Jinger W. Blaschkes

An der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitat findet alljahrlich zu Eh-
ren eines bekannten Mathematikers ein
Preisausschreiben statt. Begonnen wurde
diese Tradition mit dem GauB-Wettbewerb
anldBlich des 200. Geburtstages von Gaul
im Jahr 1977. In diesem Jahr wurde nun
Wilhelm Blaschke geehrt, dessen Geburts-
tag sich am 13. September zum 100. Male
jdhrte. Blaschke war ein bedeutender Geo-
meter und trat insbesondere mit seinen Ar-
beiten zur Differentialgeometrie hervor.
Fiir den Blaschke-Wettbewerb stellten Wis-

-senschaftler der Sektion Mathematik vier

Aufgaben, deren LOsungen, auch einzeln,
eingereicht werden sollten. 39 Studenten
beteiligten sich an diesem Preisausschrei-
ben. Einer von denen, die alle Aufgaben 16-
sten, war Steffen Zopf, damals noch Student
in Szeged. Wir fragten ihn:

Wodurch wurde Ihr mathematisches Interesse
geweckt?

Vor allen Dingen durch meine Mathema-
tiklehrer und die ersten Erfolge bei den
Mathematikolympiaden, an denen ich spi-
ter (9. und 10. Klasse) auch als Friihstarter
teilnahm.

Was waren Ihre schonsten Erfolge bei den
Olympiaden Junger Mathematiker?

Erste Preise bei den DDR-Olympiaden und
natiirlich die Auszeichnung, 1979 mit zur
IMO nach London fahren zu kénnen.
Waren Sie auch in der Schule bei den Priifun-
gen ein sogenannter Frithstarter?

Ja, als ich mein Abitur im Fach Mathema-
tik vorzeitig in der 10. Klasse ablegte.

Seit wann hatten Sie den Wunsch, Mathema-
tik zu studieren?

Mathematik war eigentlich seit jeher mein
Studienwunsch.

Was untersuchten Sie in Ihrer Diplomarbeit?
Ein spezielles Gebiet der Differentialgeo-
metrie, das ich jetzt als befristeter Assi-
stent an der KMU weiterbearbeite.



Raum-Miihle

2. Die Miihle ist die Diagonale eines Qua-
drates parallel zu einer Koordinatenebene.
Das wiren die Miihlen (11a, 22a, 33a,
44a), (1al, 2a2, 3a3, 4a4), (all, a22, a3},
a44), (14a, 23a, 32a, 41a), (1a4, 243, 3a2,
4al), (al4, @23, @32, a41) mit
ae{l,2,3,4}.

3. Die Miihle ist eine Wiirfeldiagonale.
Also (111, 222, 333, 444), (114, 223, 332,
441), (141, 232, 323, 414), (M4, 233, 322,
411).

In der Spielanleitung werden nun drei
mogliche Spielregeln vorgeschlagen: Sieger
ist derjenigé Spieler,

Bild 1

Seit einiger Zeit ist ein neues kombinatori-
sches Denkspiel mit der Bezeichnung
Raum-Mihle vom VEB Thiiringer Schmuck
Waltershausen (EVP etwa 12,— M) auf dem
Markt.

Wir wollen dieses interessante und vielfil-
tige Spiel unseren Lesern vorstellen und ei-
nige Anregungen geben.

Das Spiel besteht aus einer Platte mit 16
quadratisch angeordneten Stiben (Bild 1)
und 64 durchbohrten Kugeln, 32 gelben
und 32 roten. Wenn zwei Spieler spielen
wollen, so. erhilt jeder die Kugeln einer
Farbe. Beide Spieler beginnen jetzt ab-
wechselnd, ihre Kugeln beliebig auf einen
der 16 Stibe zu stecken. Ziel ist es dabei,
moglichst bald eine Miihle zu setzen.
Eine Miihle ist eine Anordnung von vier
gleichfarbigen Kugeln auf einer Geraden.
Um Kombinationen besser beschreiben zu
kénnen, bezeichnen wir die insgesamt 64
Plitze mit 3stelligen Zahlen. Entsprechend
den Koordinaten in einem xyz-Koordina-
tensystem benutzen wir die erste Stelle fur
die x-Koordinate, die zweite fiir die y-Ko-
ordinate und die dritte Stelle fiir die z-Ko-
ordinate. Bild 2 gibt die Lage einiger Koor-
dinaten an.

Es gibt nun 3 Typen von Miihlen:

1. Die Miihle ist parallel zu jeweils einer
dieser Koordinatenachse. Das wiren die
Miihlen (lab, 2ab, 3ab, 4ab) oder (albd,
a2b, a3b, a4b) oder (adbl, ab2, ab3, abd)
mit a,b € {1,2,3,4}.

(1) der als erster eine Miihle hat,

(2) der die meisten Miihlen nach Setzen
der 64 Kugeln erzielt hat,

(3) wie in (2) angegeben. Dabei wird je-
weils bei Erreichung einer Miihle dem
Gegenspieler von den aufgesteckten
Kugeln eine entfernt.

Bevor wir uns aber diesem 2-Personen-

Spiel zuwenden, wollen wir zunichst mit

einigen Aufgaben andeuten, daB man be-

reits alleine sehr viele interessante und
schwierige () Probleme stellen kann. Viel

SpaB8 beim Knobeln!

Wir beginnen mit einer

Aufgabe 1

Wie viele verschiedene Miihlen sind insgesamt
maglich?

Als nichstes versuchen wir den Wiirfel so
zusammenzubauen, daB die beiden Par-
teien eine vorgegebene Anzahl von Miih-
len haben. Eine komplette Ubersicht, wel-
che Anzahlen moéglich sind, wire zwar
recht interessant, doch scheint dieses Pro-
blem sehr kompliziert zu sein. Fiir spe-
zielle Anzahlen sind die Aufgaben aber
schon reizvoll.

Aufgabe 2

Baue den Wiirfel so, dafi jede Partei genau
a) 20 Miihlen

b) 18, 17, 16, ..., 10 Miihlen hat!

Nach dem Losen der Aufgabe 2b) ergibt
sich die Frage, ob es auch fiir 19 Mithlen
bzw. fiir weniger als 10 Miihlen eine L6-
sung gibt. Besonders interessant ist die
Frage nach der maximalen Anzahl von
Miihlen, die eine Partei erreichen kann.
Wir haben bisher keine Anordnung gefun-
den, bei der eine Partei mehr als 20 Miih-
len hatte. Aber einen Beweig dafiir haben
wir auch noch nicht! Vielleicht schafft ihr
es? Und auf der anderen Seite fragt man
sich natiirlich nach der minimalen Zahl
von Miihlen.

Aufgabe 3

Baue den Wiirfel so, daf3

a) keine Partei eine Miihle hat,

b) Rot genau eine und Gelb keine Miihle hat!
Wie bereits eingangs erwihnt, bieten sich
im Zweij-Personen-Spiel vor allem zwei
Spielvarianten an: Sieger ist, wer die erste
bzw. wer die meisten Miihlen hat. Unserer
Erfahrung nach wird das Spiel besonders
dann spannend, wenn alle Kugeln benutzt
werden. Deshalb erscheint den Autoren die
zweite Variante fiir besonders reizvoll. Ge-
rade mit den letzten Kugein bieten sich oft
recht interessante Konstellationen, bei de-
nen Sieg und Niederlage dicht beieinander
liegen. Selbstverstindlich konnen auch be-
reits mit den ersten Kugeln Situationen ge-
schaffen werden, die fiir die Schaffung von
Miihlen gilinstig oder ungiinstig sind. Doch
dies ist fur eine allgemeine Untersuchung
schwer fafibar.

Natiirlich stellt man sich bald die Frage
nach der optimalen Gewinnstrategie. Im
allgemeinen 148t sich diese Frage nur
schwer beantworten. Aber es gibt eine
recht einfache Strategie fiir den Nachzie-
henden, immer Remis (d. h. ein Unent-
schieden) zu erreichen. Der Anziehende
kann also den Sieg nicht erzwingen.

Aufgabe 4

Man gebe eine Strategie fiir den Nachziehen-
den an, die ihm immer ein Remis sichert!
Bleibt die Frage: Kann der Nachziehende
den Sieg erzwingen?

Zum SchluB machen wir noch den Vor-
schlag, mit sich selbst einen Wettstreit
durchzufihren. (Unabhingig vom Problem
der Aufgabe 3a) setzen wir zu Anfang 2
gelbe und 2 rote Kugeln in die Ecken der
Ebene.) Dieses Solospiel ist deshalb recht
reizvoll, da der Spieler ja die stindigen Ab-
sichten beider Parteien kennt. Ziel ist es,
nach Setzen aller 64 Kugeln méglichst we-
nig Miihlen gesetzt zu haben.

Wir hoffen, daB diese wenigen Ausfithrun-
gen bereits die Vielfiltigkeit der Spielmég-
lichkeiten und der auftretenden mathema-
tischen Probleme veranschaulichen und
weitere Anregungen gegeben haben. Wir
meinen, daB dieses Spiel eine neue Berei-
cherung der Palette von logisch-kombina-
torischen Spielen darstellt.

H.-D. Gronau/H.-J. Kerber
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XXV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

250521 In einem (3 X3)-Felderbrett
(siche Bild) sind genau neun Quadrate ent-
halten, die aus einem Feld bestehen (O),
auferdem genau vier Quadrate, die aus
vier Feldern bestelien (), und genau ein
Quadrat, das aus neun Feldern besteht.
Insgesamt sind in dem (3 Xx3)-Felderbrett
also 14 Quadrate enthalten.

Beantworte folgende Fragen:

a) Wieviel Quadrate sind insgesamt in
einem (4 X4)-Felderbrett enthalten?

b) Wieviel Quadrate sind insgesamt in
einem (5X5)-Felderbrett enthalten?

c) Wieviel Quadrate sind insgesamt in
einem (8 X 8)-Felderbrett enthalten?

Eine Begriindung der Antworten wird nicht
verlangt..

250522 Vom Bahnhof Mathestidt fahrt
zu jeder vollen Viertelstunde ein Bus ab
und trifft nach 2 Stunden in Knobelhausen
ein. Von dort fahren ebenfalls im Viertel-
stundenabstand Busse auf derselben Strae
nach Mathestddt, wo sie nach 2 Stunden
Fahrzeit eintreffen. Morgens fihrt der erste
Bus von Mathestidt um 5.00 Uhr und der
erste Bus von Knobelhausen um 7.00 Uhr
ab. Die Busfahrer griiSen einander jedes-
mal mit Kopfnicken, wenn sie sich unter-
wegs begegnen.

Wie viele ihm entgegenkommende Kolle-
gen begriiBt der Busfahrer Franz Freund-
lich auf einer Fahrt von Mathestddt nach
Knobelhausen, wenn diese Fahrt um
10.00 Uhr beginnt?

250523 Auf die Randlinie eines Quadra-
tes sollen zwolf Damesteine so verteilt wer-
den, daB folgende Bedingungen erfullt
sind:

(1) Auf jeder Ecke des Quadrates liegen
gleich viele Damesteine. Dabei ist es zulds-
sig, daB die Ecken frei von Damesteinen
sind; es diirfen aber auch mehrere Dame-
steine iibereinander auf den Ecken liegen.
(2) Auf jeder Seite des Quadrates (ein-
schlieBlich ihrer beiden Eckpunkte) sind
gleich viele Damesteine. Dabei sollen alle
Damesteine, die auf einer Quadratseite,
aber zwischen deren Eckpunkten liegen,
iibereinander gestapelt sein.
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a) Gib vier verschiedene Verteilungen der
zwolf Damesteine an, so daB jede dieser
Verteilungen die Bedingungen (1) und (2)
erfullt!

b) Begriinde, daB es nicht mehr als vier ver-
schiedene Verteilungen dieser Art geben
kann!

250524 Zeichne ein Quadrat A'B'C’D’
mit A'B =5,0cm! Zeichne dann einen

Verschiebungspfeil PQ, der 6,5 cm lang ist
und parallel zur Geraden durch B’ und D’
in Richtung von B’ nach D’ verlduft! Es
soll nun zum Bild 4'B’C’D’ bei dieser Ver-
schiebung das Original ABCD ermittelt
werden. Bei der Losung dieser Aufgabe
darf die mm-Skala des Lineals nicht mehr
verwendet werden.

a) Lose die genannte Aufgabe so, daB
auBer Zirkel und Lineal auch das Zei-
chendreieck zum Ziehen von Parallelen
durch die Punkte 4’, B’, C' und D’ benutzt
wird!

b) Lose (in einer neuen Zeichnung) die
Aufgabe nur mit Zirkel und Lineal und so,
daB weder die Gerade durch 4 und 4’
noch die Gerade durch C und C’ gezeich-
net wird!

Olympiadeklasse 6

250621 Auf einem  (3Xx3)-Spielbrett
(siehe Bild) sind sechs Spielsteine so auf-
zustellen, daB jede waagerechte und jede
senkrechte Reihe genau zwei Steine ent-
hilt. Auf jedem Feld des Spielbrettes darf
hdchstens ein Spielstein steben.

3

a b ¢

Zeichne alle moglichen Stellungen fiir
diese sechs Spielsteine!
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

250622 Gesucht sind vier Zahlen mit fol-
genden Eigenschaften:

(1) Die Summe der vier Zahlen betrégt 60.
(2) Es ergibt sich viermal dasselbe Ergeb-
nis, wenn man

(2.1.) zur ersten Zahl 4 addiert,

(2.2.) zur zweiten Zahl 3 addiert,

(2.3.) von der dritten Zahl 2 subtrahiert,
(2.4.) von der vierten Zahl 1 subtrahiert.
Ermittle aus diesen Forderungen vier sol-
che Zahlen! Uberpriife, ob die von dir ge-

fundenen Zahlen die geforderten Eigen-
schaften haben!

250623 Es sei ABCD ein Quadrat mit der
Seitenlinge 14 cm. Die Punkte E, F, G
und H seien die Mittelpunkte der Quadrat-
seiten. Dabei liege E auf 4B, F auf BC, G
auf CD, H auf DA.

a) Konstruiere dieses Quadrat, und ver-
binde die Mittelpunkte E und F, F und G,
G und H sowie H und E durch Strecken!
b) Ermittle den Flacheninhalt der Fliche
EFGH!

250624 Anke, Bernd und Claudia wollen
21 Limonadeflaschen, von denen 7 voll, 7
halbvoll und 7 leer sind, untereinander ver-
teilen. Dabei soll jedes Kind die gleiche
Anzahl Flaschen und auch gleich viel Li-
monade erhalten, und es soll nichts umge-
gossen werden. Ferner soll Anke nicht we-
niger volle Flaschen als Bernd bekommen,
und Bernd soll nicht weniger volle Fla-
schen als Claudia bekommen.

a) Gib zwei Verteilungen an, die diese Be-
dingungen erfiillen!

b) Weise nach, daB es keine weiteren Ver-
teilungen geben kann, die diese Bedingun-
gen erfillen!

Olympiadeklasse 7

250721 Annett, Birgit und Cornelia ha-
ben in der letzten Klassenarbeit unter-
schiedliche Leistungen gezeigt; denn eine
dieser Schiilerinnen erhielt die Note 1,
eine andere die Note 2 und die dritte die
Note 3. Kerstin, eine Klassenkameradin,
erzdhlt zu Hause: ,Annett hat keine 1, Bir-
git keine 2, aber Cornelia hat eine 2.¢

Es stellt sich jedoch heraus, daB sich Ker-
stin bei genau zwei dieser drei Aussagen
geirrt hatte.

Kann man aus diesen Angaben die Noten
der einzelnen Schiilerinnen eindeutig er-
mitteln? Ist dies der Fall, so gib die Noten-
verteilung an!

250722 Ein Quader habe das Volumen
V,=0,216 dm? die Kanten seiner Grund-
fliche seien 12 cm bzw. 60 mm lang.
Von einem zweiten Quader sei bekannt,
daB er die gleiche Hohe wie der erste Qua-
der hat und daB die lingere Kante seiner
Grundfliche noch um 2 cm ldnger ist als
die ldngere Kante der Grundfliche des er-
sten Quaders und die kiirzere noch um
10 mm kiirzer ist als die kiirzere des ersten
Quaders. '
Berechne die Differenz der Oberflichenin-
halte der beiden Quader, und gib sie in
Quadratzentimetern an!
250723 Es sei ABC ein Dreieck mit
4 BAC = ot > 90°. Ferner sei H der Schaitt-
punkt der Geraden, auf denen die Hohen
dieses Dreiecks liegen.
Beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets

4 BHC = 5 ABC + A ACB gilt!

250724 a) Gegeben seien die drei Ziffern
2,7 und 9. Aus ihnen sollen alle diejenigen
dreistelligen Zahlen gebildet werden, die
jede dieser drei Ziffern genau einmal ent-
halten. Zeige, daB die Summe aus allen




diesen dreistelligen Zahlen durch 111 teil-
bar ist!

b) Gegeben seien drei paarweise verschie-
dene Ziffern, von denen keine die Ziffer 0
ist!

Beweise, daB die Summe aus allen denjeni-
gen dreistelligen Zahlen, die jede dieser
Ziffern genau einmal enthalten, stets durch
111 teilbar ist!

Olympiadeklasse 8

250821 Ermittle diejenigen zwolf aufein-
anderfolgenden ganzen Zahlen, die die Ei-
genschaft haben, daB die Summe der bei-
den groBten dieser Zahlen gleich der
Summe der zehn iibrigen ist!

250822 Beweise folgenden Satz!

Das Produkt zweier aufeinanderfolgender
natiirlicher Zahlen, die beide nicht durch 3
teilbar sind, 148t bei Division durch 9 stets
den Rest 2.

250823 Ein SicherheitsschloB besitze vier
Ridchen, die jeweils mit den Ziffern 1 bis
9 versehen sind. Nur durch Einstellen ge-
nau einer Zahlenkombination (an jedem
Réadchen eine bestimmte Ziffer) 14Bt sich
das SchiloB offnen. Der Besitzer eines sol-
chen Schlosses hat sich beim Kauf die ge-
naue Zahlenkombination nicht gemerkt.
Er weiB nur noch, daB in der Zahlenkombi-
nation jede der Ziffern 1, 4 und 6 genau
einmal vorkommt. Die Reihenfolge der
einzelnen Ziffern ist ihm ebenfalls entfal-
len.

a) Wie viele verschiedene Einstellungen
sind im ungiinstigsten Falle fur das Offnen
des Schlosses auszufiihren?

b) Wie viele verschiedene Einstellungen
wiren hochstens ndtig, wenn der Besitzer
noch weiB, mit welchem Rédchen er die
Ziffer 4 einstellen muB?

250824 Es sei ABC ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck mit C als Scheitel
des rechten Winkels. Uber BC als Durch-
messer sei derjenige Halbkreis gezeichnet,
der AB in einem Punkt D zwischen 4 und
B schneidet (siehe Bild).

a) Beweise, daBl die Gerade durch D und
den Mittelpunkt E von BC senkrecht auf
BC steht!

b) Berechne, wieviel Prozent der Fliche
des Dreiecks ABC nicht von dem Halbkreis
bedeckt sind! Der gesuchte Prozentsatz ist
auf eine Dezimalstelle nach dem Komma
anzugeben.
Hinweis: Benutze
= 3,142!

den Niherungswert
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250921 Ermmitteln Sie alle diejenigen Tri-
pel (a, b, ¢) von natiirlichen Zahlen a, b, c,
fir die a = b = cund

a-b-c=19-85
gilt!

250922 Es sei ABCD ein konvexes Vier-
eck. Jede Seite dieses Vierecks werde
durch zwei Teilpunkte in drei gleich lange
Strecken geteilt.

Durch je zwei solche Teilpunkte, die je-
weils auf ihrer Viereckseite ein und dersel-
ben Ecke des Vierecks ABCD am nichsten
liegen, sei eine Gerade gezeichnet. Auf
diese Art kann man genau vier Geraden
zeichnen, deren Schnittpunkte ein weiteres
Viereck STUV bilden. .
Welches der beiden Vierecke ABCD bzw.
STUV hat den gréBeren Flicheninhalt?

250923 Es seien a, b, x und y positive
reelle Zahlen, und es gelte

a_x

b < y
Beweisen Sie, daB aus diesen Vorausset-
zungen stets

a a+x
b < b+y
250924 Untersuchen Sie, ob es rationale
Zahlen a und b gibt, fiir die

V3 = a+ by2gilt!

Olympiadeklasse 10

251021 Geben Sie alle Tripel (a, b, ¢) von
ganzen Zahlen a, b, ¢ mit a< b =<c und
a-b-c=1985 an!

251022 Man zeige, daB fiir beliebige po-
sitive reelle Zahlen a und b die Unglei-

chung oy Jat3b<{atb +4a+2b
gilt.

251023 Es sei ABC ein gleichschenkliges
Dreieck mit der Basislinge 4B =20cm
und der Hoéhenliinge CD = 8 cm.

Diesem Dreieck soll ein Rechteck EFGH
so einbeschrieben werden, daBl E und F auf
AB, G auf BC und H auf AC liegen und
daB dabei der Flicheninhalt des Rechtecks
moglichst groB ist.

Beweisen Sie, daB es genau ein Rechteck
mit diesen Eigenschaften gibt!

Ermitteln Sie die Seitenlingen und den
Fliacheninhalt dieses Rechtecks!

251024 Die Punkte 4, B, C, D, E, F, G,
H seien im Raum so gelegen, wie es das
Bild in Zweitafelprojektion zeigt. Zeichnen
Sie in Kavalierperspektive und in Zweita-
felprojektion einen zusammenhingenden,
ebenflachig begrenzten Korper, der genau

<> folgt!
y

E'=F'e ©G"= H
A"=B'e oC"=D1
A'=E'e oD'=H'
B'=F's oC'=G

diese acht Punkte als Eckpunkte besitzt
der kein Wiirfel ist, aber aus einem solchen
durch ,Herausschneiden“ eines ebenflid-
chig begrenzten Teilkdrpers entstanden ist.
Von Kdrperflichen verdeckte Kanten sind
gestrichelt zu zeichnen.

Hinweis: Zwei Korper, die sich nur in
einem Punkt oder einer Kante beriihren,
sollen nicht als zusammenhingend gelten.
Als Losung geniigt ein gezeichnetes Bei-
spiel ohne Begriindung.

Olympiadeklassen 11/12

251221 Man ermittle alle diejenigen
Paare (x, y) reeller Zahlen x, y, die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen!

x2+y?=5, (¢))]
x2+xy=2. 2)
251222 Beweisen Sie, daB in jedem

Dreieck ABC fiir die Seitenlingen a = BC,
b=TCA, c=74B und die Linge s, der Ver-
bindungsstrecke zwischen dem Punkt A4
und dem Mittelpunkt M der Strecke BC
die Beziehung

5, = %Jz(bz Ye)—a?

gilt!

251223
a) Es seien (a,) und (b,) die durch
a,=3n—-2 (n=1,23,..),
b,=a’ (n=1,2,3,..)
definierten Zahlenfolgen.
Beweisen Sie, daB dann die Folge der
Differenzen
byvy—b, (n=1,2,3,..)
eine arithmetische Zahlenfolge ist!
b) Eine Verallgemeinerung der in a) zu be-
weisenden Aussage lautet:
Wenn (a,) eine beliebige arithmetische
Folge und (b,) die durch
b,=al (n=1,23..)
definierte Folge ist, dann ist die Folge der
Differenzen
by.;—b, (n=1,2,3,..)
ebenfalls eine arithmetische Folge.
Beweisen Sie auch diese Verallgemeine-
rung!
251224 Man ermittle alle diejenigen po-
sitiven ganzen Zahlen n, die die folgende
Eigenschaft haben: Im abgeschlossenen In-
tervall (27,271} befindet sich mindestens
eine durch n? teilbare natiirliche Zahl.

alpha-Wettbewerb 1984/85
Abzeichen in Gold

Fiir vierjidhrige Teilnahme
(Fortsetzung)

Claudia H6hn, Stefan Knauf, Marco Kirchner,
Roland Liickert, Bjorn Langlotz, Eric Schneider,
Cornelia Thum, Manuela Stark, Wim Fleisch-
hauer, Andreas Walter, Thomas Flatz, Anja
Frank, Katja Ledderhos, Alexandra Schick, alle
Vacha; Frederik Schiller, Voigtsgriin; Achim
Nahler, Swen Hoffmann, Ben Forstreuter, alle
Weimar; Uta Hotze, WeiBenbomn; René Voigt,
Wermnburg; Torsten Christophel, Wismar; Cordula
Heymann, Wittstock; Carl Grosch, Wolferstedt;
Katja Pietzner, Wolgast; Amo Barthelmes, Zella-
Mehlis; Matthias Klinke, Zeulenroda; Gunnar
Clausnitzer, Ivenack
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In freien Stunden - alpha-heiter

Rolf Felix Miiller, Gera

Silbenritsel

de — der — e — ein - fel — funk — ga — ge — go —

go—i—in-jek —ka - ko -ko—-1le —lo -

me — me — mus — nal - ni - no — no - nu -

null - nus — on - ons — or — pro — ra — rith —

rus — sa — schief — si — stel — ta — te — te —

ter — the — tho — ti — ti — tri — trie — un - us -

vall — wer — wind.

Lagebeziehung zweier Geraden im Raum,

Strecke auf der Zahlengeraden,

Hilfsskale, z. B. eines Me@schiebers,

Winkelfunktion,

zeichnerische Darstellung auf eine Projek-

tionstafel,

6. diejenige gesuchte Zahl ¢, mit der eine gege-
bene Zahl a potentiert werden muB, um eine
ebenfalls gegebene Zahl b darzustellen,

7. Elemente des Wertebereichs einer Funktion,

Eigenschaft aller nicht ohne Rest durch 2 teil-

baren natiirlichen Zahlen,

9. Bezeichnung der Zahl b (siehe 6.),

10. Seite im rechtwinkligen Dreieck,

11. Dreiecksbezeichnung als mathematische Dis-

ziplin,

12. regelmiBiges Polyeder (Zwanzigflichner),

13. senkrecht,

14. die Abszissen der Punkte, in denen eine

Kurve die Abszissenachse schneidet.

Die Anfangsbuchstaben der 14 Begriffe verkorpern

in gegebener Reihenfolge Funktionen eines be-

stimmten Typs.

DA W

[o o]

Diplom-Lehrer L. Clausnitzer, OS Cunnersdorf

Der Zauberfisch

Trage die Zahlen 1 bis 16 so ein, daB entlang jeder
ausgezogenen sowie entlang der gestrichelten Gera-

den stets die Summe 33 erscheint!
Mathematika List, Beograd

40 - alpha, Berlin 20 (1986) 2

RegelmiBige Sechsecke

Lege in der abgebildeten Figur sechs Holzchen so
um, daB drei regelmiBige Sechsecke entstehen!

Dr. R. Mildner,

Sektion Math. der Karl-Marx-

Universitdt Leipzig

Mit vier Farben

\\

Stellt euch vor, die Teilgebiete der abgebildeten Fi-
gur seien Linder einer (frei erffundenen) Landkarte.
Eure Aufgabe ist es nun, diese Landkarte mit Hilfe
von vier verschiedenen Farben (etwa Rot, Gelb,
Griin und Blau) so zu firben, daB je zwei beliebige
benachbarte Linder unterschiedlich gefirbt sind.

Zusatzfrage: Konnte man diese Landkarte auch
schon mit drei verschiedenen Farben in der gefor-

derten Weise firben?
Dr. R. Mildner, KMU Leipzig

Hausnummer gefragt

Zu einer Familie geh6ren Mutter und drei Kinder.
Auf die Frage nach dem Alter ihrer drei Kinder ant-
wortete die Mutter:

,Die Summe ihrer ganzen Alterszahlen ergibt un-
sere Hausnummer, das Produkt derselben ist 72,
und — um das Ergebnis eindeutig zu machen - er-
wihnte ich noch, daB mein jingstes Kind ein Méid-
chen ist.“

Wie alt sind die Kinder? Dem Fragenden war die

Hausnummer bekannt.
Diplom-Lehrer M. Freitag, Schwarzheide



Logelei

Betrachtet die funf dargesteliten Uhren! Sie sind
nach einem bestimmten System eingestellt. Wie
muB logischerweise die Zeit auf dem sechsten Chro-

nometer eingestellt werden?
. Aus: Fiiles, Budapest

Tele-Lotto (5 aus 35)

Uwe spielt Tele-Lotto. Auf die Frage seines Freun-
des, welche Zahlen er spielt, antwortet Uwe:
»~Alle meine Tips enthalten zwei Quadratzahlen
und eine Primzahl. Verdoppelst du eine der Qua-
dratzahlen, so erhiltst du die vierte Zahl. Die fiinfte
Zahl ist um eins groBer als die Primzahl. Die
Summe der funf Zahlen betrdgt genau 100.“
a) Wieviel Tips spielt Uwe?
b) Gib jeweils die flinf Zahlen an!

Student K. Wagner, Plauen

Videologika

Die drei rechten Felder sind noch ,,unvollendet®.

Was muB3 man hineinzeichnen?
Aus: Fiiles, Budapest

Farbenverkehrt

A ist das Negativ einer Filmaufnahme. Welche der

andern sechs Figuren ist dann das Positiv?
Oberlehrer O. Chromy, Coswig

e
2R

Zahlenritsel

Man trage die richtigen Zahlen in die leeren Qua-
drate ein, daBl diese mit den vorgegebenen Zahlen
zusammen eine logische Zahlenreihe bilden. In je-
der Reihe steigen die Zahlen oder nehmen sie ab,
von links nach rechts bzw. von oben nach unten,
und zwar in gleichem MaBe innerhalb von einer
Reihe. Man nehme als Beispiel die links oben abge-
bildete Reihe. Hier steigen die Zahlen von einem
Quadrat zum anderen jeweils um 5. Man nenne die
GroBe der Steigerung oder die Abnahme der
Schliisselzahl. Diese kann natiirliche in jeder Reihe
unterschiedlich sein. Welches sind die richtigen
Schliisselzahlen?
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... Mit der Herausgabe einer
Mathematischen Schiilerbibliothek

zu beginnen ...*

Popularwissenschaftliche mathematische Literatur

im Teubner-Verlag Leipzig

Vor mehr als zwanzig Jahren befliigelte
jene Forderung aus dem Mathematikbe-
schluB') alle bereits vorhandenen Aktivitd-
ten zur Entwicklung populidrwissenschaftli-
cher mathematischer Literatur, und es
dauerte nur wenige Monate, bis die ersten
Binde der Mathematischen Schiilerbiicherei
(MSB) vorlagen. Heute beteiligen sich
sechs Verlage unseres Landes an dieser
Reihe:

Deutscher = Verlag der Wissenschaften,
Fachbuchverlag, Kinderbuchverlag, Teub-
ner-Verlag, Urania-Verlag, Verlag Volk
und Wissen. Nahezu 120 Titel sind seither
erschienen und davon etwa ein Drittel im
Teubner-Verlag.

Mit diesen Binden kniipft das Leipziger
Verlagshaus an eigene, positive Traditio-
nen an, denn bereits 1911 gehorte die po-
puldrwissenschaftlich orientierte Mathema-
tische Bibliothek, aus der spiter die
Mathemutisch-physikalische Bibliothek her-
vorging, zum Editionsprogramm. Teubners
175jahriges Verlagsjubildum sei im folgen-
den AnlaB fiir einige Anmerkungen zur
Entwicklung des mathematischen Verlags-
zweiges:

Benedictus Gotthelf Teubner (1784 bis 1856)
ibernahm am 21. Februar 1811 die Leipzi-
ger Buchdruckerei seines Schwagers
J. C. Weinedel. Als gelernter Schriftsetzer
widmete er sich von Anfang an mit beson-
derer Vorliebe dem Satz und Druck altphi-
lologischer Schriften. Schon bald galt
Teubner als Meister der Herstellung tech-
nisch schwieriger fremdsprachiger Ausga-
ben, und noch heute erscheint im Verlag
die von ihm 1849 ins Leben gerufene Bi-
bliotheca Teubneriana, die inzwischen ilte-
ste und umfassendste Sammlung textkriti-
scher Ausgaben von Werken griechischer
und romischer Klassiker.

Als Mitte des vergangenen Jahrhunderts
die enormen Fortschritte in den Naturwis-
senschaften mehr und mehr die Erkenntnis
reifen lieBen, daB den mathematisch-tech-
nischen Disziplinen wachsende Bedeutung
zukommen wird, begann Teubner auch mit

1y BeschluB des Politbiiros des ZK der
SED und des Ministerrates der DDR
vom 17. Dezember 1962
»Zur Verbesserung und weiteren
Entwicklung des
Mathematikunterrichts an den
allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschulen der DDR*.

42 - alpha, Berlin 20 (1986) 2

Benedictus Gotthelf Teubner

dem Verlegen mathematischer Biicher. An-
fangs stand ihm vor allem der Dresdner
Mathematikprofessor  Oskar  Schiomilch
(1823 bis 1901) beratend zur Seite; spiter
wurde der Begriinder und erste Direktor
des Mathematischen Seminars der Leipzi-
ger Universitit, Felix Klein (1849 bis 1925),
wichtigster mathematischer Berater des
Verlages. Zu Beginn unseres Jahrhunderts
hatte Teubner neben der Altphilologie
auch auf dem Gebiet der Mathematik eine
im WeltmaBstab fithrende Rolle inne.
Seine Kataloge verzeichneten Werke be-
deutender Mathematiker verschiedener
Epochen:

N.H.Abel, J. und W.Bolyai, P.G. L. Dirichlet,
L. Euler, C. F. GauB, D. Hilbert, F. Klein,
L. Kronecker, S. Lie, N. I. Lobatschewski,
H.Minkowski, G. Peano, B.Riemann, um nur
einige zu nennen.

Neben hervorragenden Einzelarbeiten wie
D. Hilberts Grundlagen der Geometrie oder
H. Minkowskis Geometrie der Zahlen legte
der Verlag auch die mehrbindigen Vorle-
sungen iiber Geschichte der Mathematik von
M. Cantor vor, ebenso die umfangreiche
Encyklopddie der Mathematischen Wissen-
schaften.

Ein weiterer Autor jener Zeit soll hier noch
kurz Erwihnung finden: Wilhelm Ahrens
(1872 bis 1927): Mehrere Schriften dieses

aus Liibz stammenden, spdter in Magde-
burg und Rostock wirkenden Mathemati-
kers zdhlen heute lingst zu den Klassikern
der Unterhaltungsmathematik und werden
seit vielen Jahrzehnten immer wieder in
populirwissenschaftlichen Abhandlungen
zitiert.

Der Teubner-Verlag jedoch konnte seine
filhrende Stellung nicht mehr lange be-
haupten. Mit der verstirkten Hinwendung
zur Schulbuchproduktion ging leider die
Vemachldssigung des mathematischen
Verlagszweiges einher; vor allem wihrend
der Zeit des Faschismus sank das wissen-
schaftliche Niveau der Produktion rapide
ab.

Nach fast vélliger Vernichtung von Gebau-
den, Einrichtungen, Bestinden und Archiv
im Jahre 1943 und schwerem Neuanfang
begann man erst einmal mit Nachdrucken
ilterer bewihrter Werke. Hauptsichlich
Ubersetzungen aus dem Russischen, aber
auch eigene, neuentwickelte Hochschul-
lehrbiicher ermoglichten schlieBlich in den
fiinfziger Jahren die Neuprofilierung.
Schon 1958 erschien erstmals die Uberset-
zung des seither aus Lehre und Forschung
nicht mehr wegzudenkenden Taschenbuches
der Mathematik von I N. Bronstein und
K. A. Semendjajew.

Doch bereits damals wurden auch einzelne
Titel der einstigen Mathematisch-physikali-
schen Bibliothek neu aufgelegt, so daB der
eingangs erwdhnte Mathematikbeschlufi auf
duBerst fruchtbaren Boden fiel.

Zur MSB steuerte der Verlag neben den er-
folgreichen Schriften von W. Lietzmann
auch gleich zu Beginn Titel bei, die sich
bis heute groBer Beliebtheit erfreuen. So
befindet sich zur Zeit die 9. Auflage des
Bandes Grundbegriffe der Mengenlehre und
Logik von M. Hasse in Vorbereitung, und
M. Millers Rechenvorteile werden im nach-
sten Jahr auch schon zum achten Male er-
scheinen. AuBerdem liegen inzwischen
zahlreiche Ubersetzungen populirwissen-
schaftlicher Biicher aus dem Russischen,
Tschechischen, Ungarischen und Polni-
schen vor. Hinzu kommen jene fachiiber-

-greifenden Titel, die unmittelbar an den

Erfahrungsschatz des Lesers ankniipfen;
wie P. Schreibers Die Mathematik und ihre
Geschichte im Spiegel der Philatelie oder
E. Schréders Schrift Mathematik im Reich
der Téne, die aus zwei gleichnamigen al-
pha-Beitrigen der Jahre 1972 und 1973
hervorgegangen ist. Besonders erfolgreich
sind R. Thieles Mathematische Beweise und
der bereits in alpha 2/84 ausfiihrlich vorge-
stellte Band Algebra — aller Anfang ist leicht
von H. Kistner und P. Géthner. Ubrigens
erscheint in diesem Jahr des Verlagsjubi-
liums auch der 125. Titel der MSB: Summa
summarum, herausgegeben von M. und
G. DeweB.

AbschlieBend sei aber noch ein langjahri-
ger, tatkriiftiger Verbiindeter bei der Propa-
gierung mathematischer Literatur genannt,
der eigentlich schon viel weiter oben hitte
erwihnt werden miissen: Johannes Leh-
mann, Chefredakteur der mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha. Gleich im ersten
Heft, das Anfang 1967 veroffentlicht



wurde, kam Dorothea Ziegler vom Teubner-
Verlag zu Wort; seither haben immer wie-
der Autoren und Verlage die Moglichkeit,
ihre Neuerscheinungen vorzustellen. al-
pha-Leser erhalten somit regelmiBig wert-
volle Hinweise und Anregungen fiir die im
Mathematikbeschlufi des Jahres 1962 beson-
ders hervorgehobene Verbesserung der
auflerunterrichtlichen Arbeit auf dem Ge-
biet der Mathematik, und der Teubner-
Verlag freut sich bereits jetzt darauf, daf3
J. Lehmann das aktuelle MSB-Angebot
1987 emneut bereichern wird, mit seinem
Buch Mathematik — von der Pflicht zur Kiir.
J. Weifs

Mathematische Schiilerbiicherei —

Die Biicher von heute sind die Taten von
morgen.
Heinrich Mann

Der Geizige liest jedes gekaufte Buch auf-
merksamer, er will etwas fiir sein Geld ha-

ben.
Jean Paul

Einige Biicher soill man schmecken, andere
verschlucken und einige wenige kauen und

verdauen.
Sean O’Casey

Lesen - das ist die beste Lehre.
Den Gedanken eines groBen Menschen zu
folgen, ist die unterhaltsamste Wissen-

schaft.
Alexander Puschkin

Freund und Helfer der Olympiadebewegung

Band 100 Lehmann, 2X2 plus SpaB8 dabei (VWYV)

Band 101 Drinfel’d, Quadratur des Kreises und Transzendenz von 7t (DVW)

Band 102 H&di, Endre (Hrsg.), Mathematisches Mosaik 1. Aufl. 1977, 2. Aufl. 1980 (U)

Band 103 Quaisser/Sprengel, Rdumliche Geometrie (DVW)

Band 104 Kufner, Raum und Entfernung (Ubers. a. d. Tschech.) (BGT)

Band 105 Klotzek, Einfiihrung in die Differentialgeometrie’l (DVW)

Band 106 Schroder, Mathematik im Reich der Téne (BGT)

Band 107 Kistner/Gé6thner, Algebra — aller Anfang ist leicht (BGT)

Band 108 Klotzek, Einfilhrung in die Differentialgeometrie II (DVW)

Band 109 Belkner/Brehmer, Riemannsche Integrale (DVW)

Band 110 Pieper, Komplexe Zahlen (Theorie — Praxis — Geschichte) (DVW)

Band 111 Lehmann, Mathematische Schatzkammer — 444 Historische Aufgaben aus
444 Jahrzehnten (Arbeitstitel) (U) (1987)

Band 112 Kudrjavzev, Gedanken iiber moderne Mathematik und ihr Studium (Ubers.
a. d. Russ.) (BGT)

Band 113 Belkner/Brehmer, Lebesguesche Integrale (DVW)

Band 114 Sprengel/Wilhelm, Funktionen und Funktionalgleichungen (DVW)

Band 115 Belski/Kaloujnine, Division mit Rest (DVW)

Band 116 Quaisser, Bewegungen in der Ebene und im Raum (DVW)

Band 117 Hofner/Klein, Wahrscheinlichkeit ganz einfach — Mathematik zwischen
Astrologie und Trendrechnung (U)

Band 118 Péter, Das Spiel mit dem Unendlichen (Ubers. a. d. Ungar.) (BGT)

Band 119 Kirysicki, Keine Angst vor x und y (Ubers. a. d. Poln.) (BGT)

Band 120 Bogdanovi&, Mathematischer Regenbogen (Ubers. a. d. Russ.) (VWV) (1986)

Band 121 Lehmann, 3 plus 8 und mitgemacht (VWYV)

Band 122 Klotzek, B.; Letzel, E.; Lengtat, U.; Schréter, K.: Kombinieren,
Parkettieren, Fiarben (DVW)

Band 123 Schifer, Die Wunder der Rechenkunst (Herausg. J. Lehmann) (VWV)

Band 124 Kaloujnine/Su$¢anskij, Transformationen und Permutationen
(Eine Einfihrung in die Graphentheorie) (1985)

Band 125 Dewe8/DeweB, Summa summarum (BGT) (1986)

Band 126 Sominski/Golowina/Jaglom, Die vollstindige Induktion (DVW) (1985)

Band 127 Quaisser/Sprengel, Extrema (DVW)

Band 128 Schroder, Kartenentwiirfe der Erde (BGT)

Band 129 Boltjanskij/Jefremovich, Anschauliche kombinatorische Topologie (DVW)

Band 130 Lehmann, Mathematik — von der Pflicht zur Kir (BGT) (1987)

Es bedeuten:

VWV Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
DVW VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin
U Urania-Verlag, Leipzig - Jena - Berlin

BGT BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft Leipzig

alpha-
Wettbewerb

1984/835
Abzeichen in Gold

Fiir achtjihrige Teilnahme

Eckhard Heinrich, Aschersleben; Steffen Hoff-
mann, Babelsberg; Heike Eckardt, Bad Lieben-
stein; Sabine Mantel, Kerstin Kantiem, Andris
Moller, Susanne Kriiger, Berit Kleinbauer, alle
Berlin; Beate Weber, Bernburg; Peter RoBler, Bi-
schofswerda; Andreas Heinze, Cottbus; Falk-Uwe
Koppelt, Crostau; Ines Lauter, Gerald Eichler,
Heiko Ringl, Kerstin Urban, Pedro Thiele, Rai-
ner Schiiltke, alle Dresden; Thomas Béhme, Eis-
leben; Lars Ménch, Erfurt; Una Heinecke, Eisen-
berg; Jens Wackernagel, Falkenberg; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Sonnfried Litsch, Gor-
litz; Ingolf Hintzsche, Grifenhainichen; Ulrike
Brandenburg, Greifswald; Birgit Seifert, Hage-
now; Uwe Prochno, Halle; Annett Eichner, Halle-
N.; Thomas WeiB, Jena; Andreas Paukert, Kar-
bow; Norbert Neumann, Kleinmachnow; An-
dreas Helbig, Langenleuba-N.; Frank Herzog,
Langenwolschendorf; Uta Mersiowsky, Sabine
Pohlmann, beide Langewiesen; Ralf Laue, Petra
Polster, Lutz Lammer, alle Leipzig; Holger
Schinke, Leuna; Jens Grundmann, Limbach-O.;
Jorg Ladendorf, Liibtheen; Sven Saar, Miihlhau-
sen; Norbert Fuchs, Meiningen; Uwe Knispel,
Neuburxdorf; Carmen Meikies, Schlagsdorf; Ingo
Lohde, Schonefeld; Erhard Zilinske, Stralsund;
Ralf Gossinger, Unterbreizbach; Irene Michallik,
Waren; Margret Boettcher, Stefan Thiter, beide
Weimar; Agnes Jorzick, Wismar; Erika Schrei-
ber, Kerstin Barthelmes, beide Zella-Mehlis; Ma-
thias Goltzsche, Zschopau

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Anka Sommer, Augsdorf; Michael Simang, Baut-
zen; Norbert Dom, Reinhard Wegener, Comelia
Wolf, Jens Prochno, Steffen Padelt, Beate und
Stefan Miiller, alle Berlin; Heidrun Boldt, Burg
Stargard; Christian Sitz, Calau; Ramona Blank,
Clingen; Jens Leberwurst, Manfred RoBius, An-
dreas Stenzel, alle Cotibus; Uwe Martin, Crossen;
Bert Kiihne, Dahme; Silke Riechen, Rolf Dach,
Stefan Mattausch, Carsten und Helmut Schrei-
ber, Matthias Winkler, Jens Fuchs, Michael Nit-
sche, Annegret Wustmann, alle Dresden; Bert
Minske, Eberswalde; Claudia Pleyer, Eisenach;
Elke Siihnholz, Erfurt; Thomas Nicklisch, Fal-
kenberg; Heike Morgner, Falkenstein; Henry Mi-
der, Frohburg; Ingolf Thurm, GéBnitz; Karsten
Sonnemann, Grabow; Dirk Wenzlaff, Grieben;
Thomas Rauschenbach, Grochwitz; Henning
Salz, Halle; Uta und Jutta Schumann, Havelberg;
Carsten. Leibnitz, Hohenstein-E.; Thomas Be-
nusch, Hoyerswerda; Claudia Docter, Ilsenburg;
Carla Umlauf, Sebastian Horbach, Andreas Is-
rael, Annegret Schatte, alle Karl-Marx-Stadt;
Heiko Witte, Friedhelm Reichert, beide Konigs
Wusterhausen; Gert Kiinzelmann, Krina; Helge
Miiller, Konigsee; Bernd Fucke, Petra Gollewski,
beide Leipzig; Ekkehard Ludwig, Lithmannsdorf;
Tilo Griineberger, Nerchau; Anja Vo8, Neustadt;
Irma GoBmann, Oranienburg; Hellmut Schenk,
Pirma; Katja Uhlemann, Prausitz; Klaus-Peter
Lindner, Rackwitz; Annette Schubert, Schalkau;
Ronald Kaiser, Schleid; Sven Hader, Schlotheim;
Winfried Ullrich, Babette Miiller, beide Schmal-
kalden; Ralf Stentzel, Schwarzenberg; Matthias
Herrmann, Schwerin; Delia Wolfert, Sollichau;
Bernd Urbanek, Spremberg; Mike Selig, Stau-
chitz; Silvia Reinwarth, Teltow; Evelin Schott,
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Thalheim; Lars Briickner, Vacha; Uta Michallik,
Waren; Claudia Tiersch, Weimar; Horst RiB-
mann, Wesenberg; Ralph Bock, Wolfen

Fiir sechsjihrige Teilnahme

Beatrice List, Altenburg; Annegret Schidlich,
Auerbach; Wolfgang und Ralf Beukert, Alten-
burg; Geertje MaeB, Bad Doberan; Markus
Kostrzewa, Bad Liebenstein; Yvonne Selke, Mat-
thias Tittel, Matthias R6der, Clemens Thielecke,
alle Berlin; Eberhard Balzer, Bernburg; Frank-
Jiirgen Schwerin, Blumberg; Peter Sitz, Calau;
Daniela Syrbe, Cottbus; Michael Riihling, Rainer
Fabianski, Bernd Miethig, alle Dresden; Matthias
Voigt, Eisenach; Olaf Krause, Eisephiittenstadt;
Joérg Simon, Engelsdorf; Martina Helms, Erfurt;
Rainer Fabianski, Falkensee; Peter und Ulrich
Wenschuh, Falkenstein; Ute Frank, Forst; Frank
und Udo Schulte, Freienbessingen; Andreas
Funk, Christiane PreuB, Volker Pohlers, alle
Greifswald; Karsten Seliger, Greiz; Maike Thiele,
Susanne Buchheim, Kai Streubel, Ragna Siol,
alle Grimma; Kathrin Henker, Groitzsch; Jorg
Blaurock, Guben; Beate Thomas, Halle; Chri-
stina Schmerlin, Antje Hiittig, beide Halle-Neu-
stadt; Uta Reck, Heiligenstadt; Heidi Konarski,
Hohenbucko; Silke Umbreit, Ilmenau; Steffi Ge-
bauer, Jena; Henrik Hodam, Kaltennordheim;
Gert Reifarth, Ingolf Knopf, Michael Tix, Volker
Liebert, Jirgen und Michael Hoppe, Annelte
Brungriber, Grit Lohse, alle Karl-Marx-Stadt;
Jens Steiniger, Kleinmachnow; Torsten Schiitze,
Klettenberg; Susan Hoffmann, Klingenthal; Si-
mone Kauert, Kathleen Hentrich, beide Langen-
weddingen; Karola Funke, Leinefelde; Michael
Weber, Uwe Werner, beide Leipzig;, Simone
Brungriber, Marxwalde; Michael Herrmann,
Oberlichtenau; Henning Hetzer, Oettersdorf;
Viola Thomala, Lobenstein; Michael Taeschner,
Kay Leitz, beide Parchim; Jeanette Stahnke, Pa-
sewalk; Antje Reichel, Pirna; Dorit Grulka, Pritz-
walk; Steffen Scheithauer, Parey; Andreas Jostel,
Radebeul; Nils Grotrian, Ribnitz-D.; Lutz Mar-
schner, Riesa; Steffen Dragesser, Christine EI-
berskirch, beide RoBdorf; UIf Gebhardt, Anne
und Heiner Ruser, Ulf Winkler, alle Rostock; Be-
ate Walter, Rébel; Ronny Henschke, Schierke;
Jorn Briickner, Schwarzenberg; Astrid Grulke,
Schernberg; Achim Gréber, Schénbach; Pier
Bierbach, Schwerin; Roland Drendel, Senften-
berg; Jochen Wetzel, Sommerda; Bert Liebmann,
Ramona Dérre, beide Sondershausen; Gerald
Schumann, Armin Singer, beide Teichwolframs-
dorf, Wolfgang Vogel, Thalheim; Lothar Matz-
ker, Torno; Holger Nobach, Warnemiinde; Vol-
ker Lehmann, Monika Rossler, Uta Langer,
Johannes Thiter, alle Weimar; Lutz Grothe, Wie-
deritzsch; Bert Winkler, Wilkau-HaBlau; Mathias
Schwenck, Wittenburg; Adrian Hackenberger,
Zedlitz; Andrea Schmidt, Ute Barthelmes, beide
Zella-Mehlis, Uwe Schulz, Zittau

Fiir fiinfjihrige Teilnahme

Kathrin Christ, Ammern; Uwe Dgbler, Amstadt;
Frank Senf, Ines Sobanski, beide Bad Lieben-
stein; Marcus Markardt, Bad Salzungen; Stefan
Bading, Stefan Rédel, Frauke Wendt, Sarah
Plietzsch, Tom Pfeifer, alle Berlin; Alice Kraneis,
Bernburg; Ralf Groper, Biesenrode; Michael
Kremmer, Breitungen; Antje Liick, Brieselang;
Christian Gering, Steffen Gering, beide Beuditz;
Catarina Brécker, Biirgel; Manuela Herrmann,
Thomas Jurke, beide Cottbus; Wolfgang Jéckel,
Demitz-Thumitz; Annett Germann, Dorfel; AG
Math. der OS K. Niederkirchner, Domersleben;
Jens Haufe, Klaus-Horst Milde, Ulrich Hartung,
alle Dresden; Jorn Quedenau, Eberswalde; Ulrike
RoBner, Erfurt; Lutz Kiich, Erlau; Kerstin
Détsch, Kristin Herbarth, Heide Ilgen, Beate Mi-
chel, Ines Maéller, Angela Schellenberg, Carmen
Wolf, Marko Schneider, alle Fambach; Kai
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Mettke, Alexander Schackow, beide Frankfurt
(Oder); Anke Zimmermann, Hanka Pruditzsch,
beide Geithain; Berit Schonrock, Goddin; An-
drea RueB, Goldberg; Kristina Béttger, Gorlitz;
Jens Czichowski, Marie-Luise Funk, Volker Bol-
ter, alle Greifswald; Sven Rudolph, GroBrohrs-
dorf; Regine Mollwitz, Holger Porath, beide Gii-
strow; Antje Ohlhoff, Anja Grafe, beide Halber-
stadt; Anja Botzon, Havelberg;, Birgit Bremer,
Heiligenstadt; Heike Scholz, Herrnannsdorf; Ines
Menzel, Hohndorf, Axel Miiller, Hoyerswerda,
Frank Lautenschldger, Stefan Lippmann, beide
Ilsenburg; Britta Fliegner, Jarmen; Kathrin Kreu-
sel, Kindler; Rainer Wemer, Holger Illgen, Kat-
rin Holzhaus, Heiko Frank, Gerd F.Reifarth, alle
Karl-Marx-Stadt; Ronald Albrecht, Sven Anecke,
Erik Baewer, Mario Baumbach, Peter Denner,
Dennis Krug, Matthias Morgenzweck, Marco
Niebergall, Silvio Schade, Pere Specht, Reni Fin-
zel, Katja Flegel, Kathrin Gunia, Nicole Hauke,
Yvonne Hillig, Kati Kister, Jana Kister, Sabine
Pause, Bianca Schmidke, Jana Schwirzel, Su-
sanne Zierd, alle Kieselbach; Frank Miiller, Klaf-
fenbach; Kerstin Trigenap, Klietz; Heike Deu-
meland, Annett Raue, beide Langenweddingen;
Soren Leuckefeld, Udo Woitek, beide Leinefelde;
Petra Heiliger, Leuna; Silke Perthel, Udo Wag-
ner, Katrin Gorsch, alle Lossau; Bert Stallbaum,
Lossen; Jens Neumann, Luckau; Bernhard Schle-
gel, Mahlsdorf; Hanna Erler, Massanei; Christian
Eisele, Moélkau; Steffen Scharnowski, Moser;
Dirk Franke, Miilsen; Iris Schulze, Naunhof;
Thomas Drobek, Andreas Suchanow, beide Neu-
brandenburg; Steffen Ewert, Martina Schulz,
beide Neuhaus, Ulf Woike, Neustadt; Peter
Schmedemann, Neustrelitz; Ingolf Wappler, Ol-
bernhau; Karsten Kattner, Pasewalk; Ingo Schu-
bert, Pfaffroda; Martina Schenck, Pitschen-Pik-
kel; Joachim Rothe, Pretzschendorf, Thams
Handke, Pulsnitz; Wolfgang Schneider, Rade-
berg; Stefan Jung, Birgit und Dagmar Lenz, alle
Reichenbach; Ines Barthel, Remse; Ines
Schmidt, Reuth; Grit Marschner, Karen Jobst,
beide Riesa; Grit Siindram, Ronneburg; Gunther
Siebenhaar, RoBdorf; Martin Wolff, Rostock; Ste-
phan Dittmann, Rostock; Sven Ungelenk, Saal-
feld; Klara Toépfer, Sommerda; Olaf Otto, Stolpe;
Kerstin Emmrich, Spremberg; Claudia Schwartz,
Suhl; Tanja Reinwarth, Teltow; Torsten Marx,
Ueckermiinde; Ina Ggssinger, Sylvia Miiller,
Heidi Egle, Sabine FuB, alle Unterbreizbach;
Christiane Schroter, Vacha; Tom Boyks, Viet-
liibbe; Heike Bauer, Vitzenburg; alpha-Club,
K1.5, 6, 7 der OS Vitzenburg; Regine Katzy, Wa-
ren; Edith Boettcher, Weimar; Rainer Schmidt,
Wismar; Heintje Grosch, Wolferstedt; Kristin
Neumann, Zella-Mehlis; Annett Hellwing,
Zschomewitz; Olaf u. Kirsti Knobe, Sondershau-
sen

Fiir vierjidhrige Teilnahme

Corinna Beutel, Ahlbeck; Matthias List, Chri-
stian Auer, beide Altenburg; Gerlind Krolop, An-
gem; AG Math. der W.-Pieck-OS Anklam; Ve-
neta Tiirke, Auerbach; Jochen und Matthias
Sommer, Augsdorf, Ute Partsch, Bad Salzungen;
Veit Eska, Bad Siilze; Britta Guder, Marlis Berg,
Thomas G6tz, Claudia Lehmann, Eva-Christina
Miiller, Axel Schneider, Stephan Eckart, Petra
Kuckuk, Wilko Wohlaul, Gerhard Haug, Sven
Hartmann, Holger Laabs, Ralf Paeslack, alle Ber-
lin; Brit Hennicke, Bernburg; Peter Grabs, Bibra,
‘Andrea Hirschfeld, Bleicherode; Annette Scholz,
Blumberg; Christina Wemer, Botzow; Ralf
Schmidt, Breitungen; Angela Maier, Biirgel; Jorg
Neubecker, Coswig; Iris Freitag, Réne Diiring,
Olaf Baur, Claudia Bielow, Rainer Lenk, alle
Cottbus; Charis Forster, Crimmitschau; Henry
Theuer, Crussow; Sylvia Besser, Dietlas; Tino
Riethmiiller, Dingelstidt; Hans Schwenke,
Dohna; Michaele Meyer, Dorndorf; Kristina Kut-
zer, Thomas Rotter, Sebastian Schreiber, Sylvia

Penz, Rita Dach, Christoph Reichl, alle Dresden;
André Kratzert, Diirrréhrsdorf, Matthias Bruére,
Eggesin,; Christian Pigorsch, Eisleben; Ute Heine-
mann, Erfurt; Heike Koch, Falkensee; Susanne
Heller, Sandro HeB, Riidiger Oetzel, Nicole Mél-
ler, Yvonne Schindel, alle Fambach; Gudrun
Warzel, Guido Strauch, beide Finsterwalde;
Steffi Wirth, Iris Scholl, beide Floh; Gerd Ku-
nert, Sven Schmitt, beide Freiberg; Jan Biebrach,
Garz; Petra Riidiger, Geschwenda; Lars Schief-
ner, Geseck; Wolfgang Sitte, Gorlitz; Kathrin
Pohle, Gérzke; Katrin Herrmann, Grifenhaini-
chen; Thilo Kuessner, Gunthard Stiibs, beide
Greifswald; Katrin Haufe, GroBréhrsdorf; Silke
Trottnow, GroB-Kelle; Markus List, Griinbach;
Daniela Burkhardt, Ralf und Ina Kiihnel, alle
Guben; Heinz Seifert, Ulf Schmiedel, beide Ha-
genow; Soren Freiwald, Halberstadt; Thomas
Vetterling, Halle; Lutz Eichner, Alexander
Schmerling, Karsten Miiller, alle Halle-Neustadt;
Ottilie Falk, Grit KeBner, beide Harzgerode;
Schulclub der EOS W. Pieck, Heiligenstadt; Ingo
Muiller, Ulf Graubner, beide Hermannsdorf; Fred
Kriimmling, Nicole Krauste, beide Hillersleben;
Hagen Reimann, Horka; Klaus Liesenberg, An-
dré Klinge, beide Ilsenburg; Ulf Prudlo, Jena;
Frank Lampert, Michael Kéhler, Jana Hodam,
alle Kaltennordheim; Ricarda Baartz, Kandelin;
Annett Zipfel, Uwe Pirl, Antje LoBner, Annett
Przybycin, alle Karl-Marx-Stadt; Heidi August,
Christiane Schulz, Christel Vorig, Yvonne
Miinch, Sybille Helm, Ute Rug, Diana Fladung,
Antje Wehnelt, Rommy Preiiel, Matthias Wohl-
fahrt, Michael Annecke, Matthias Berger, Mike
Nehring, J6rg August, Sven Hiller, Martin Hun-
dertmark, Hendrik Weber, Sandra Leinhos, Kir-
sten Mey, Sandra Oetzel, alle Kieselbach; Katja
Hoffmann, Klingenthal; Kerstin Braune, Langen-
weddingen; Sven Juffa, Langewiesen; Bernd
Schauer, Latdorf, Thomas Neuhaas, Leipzig;
Falk Lindner, Lichtenberg; Claas Gennrich, L&-
wenberg, Jens Low, Luisenthal; Antje MiBbach,
Thomas Rolle, Simone Schénemann, alle Magde-
burg; Dirk Jirgeleit, Malchin; Christiane Kitz-
mann, Méhlau; Manja Franke, Miilsen; Carsten
Kiihne, Neetzow; Dirk Plischka, Rosa Flint, Jens
Burmann, alle Neuhaus; Bodo Braune, Neu-
burxdorf; Falk Thomas, Neukirch; Annett Klei-
der, Katrin Joran, beide Neundorf, Stefan VoB,
Neustadt; Stefan Wamest, Neuruppin; Thomas
Haase, Niederodewitz; Lars Abbe, Niederoria;
Grit Heidrich, Nieder-Seifersdorf; Christian Us-
beck, André Wachs, beide Oberschénau; Thomas
Hummel, Olbersdorf; Susanne Taeschner, Par-
chim; Uwe Anke, Pappendorf, Yvonne Briigge-
mann, Claudia Methner, Anke Limpert, Kerstin
Erbe, Tom Briiggemann, Ines Materna, alle Rib-
nitz-D.; Matthias Ketzel, Tobias Vetter, beide
Riesa; Claudia Paschwitz, Rickelwitz; Birgit
Klingbeil, Robel; Lothar Fischer, Ronneburg;
Monike Mbller, Sigrid Engels, beide RoBdorf;
Katja Grunow, Sangerhausen; Lutz Hertel,
Schneckengriin; Jens GléBer, Schonfels; Antje
Blechschmidt, Schwarzenberg; Bertram Bracher,
Schwarzheide; Gerhard Matthids, Seyda;, Gerit
Holland-Moritz, Alexander Anschiitz, Steffi
Do6ll, Frank Holland, Thomas Reumschiissel,
Bérbel Brock, Kathrin Gendera, Christiane Hol-
land-Letz, Jutta Huhn, Sabine Humpa, Chri-
stiane Marr, Gesine Pfeffer, Mario Endter, Katrin
Usbeck, Andrea Seruneit, Sandra Ebert, Manuele
Reich, Michael Briickner, Isabell Wiegandt, Ma-
nuela Neuber, Beate Konig, Andrea Kurz, Katrin
Brock, alle Steinbach-Hallenberg; Riidiger Schel-
ler, Teltow; Annett Wiesner, Toplitz; Sven Jans-
sen, Tomau; Corinna Krische, Treben; Katrin Pe-
ter, Gitta Eichel, René Storch, Luise Bunge,
Andre Storch, Astrid Brenn, Ronny Stengel, Kat-
rin Bohn, Stefan Otto, Jorg Fischer, Christin Ho-
bert, alle Trusetal.

Fortsetzung und SchluB siehe Seite 39!



Losungen

Ldsungen zu:
Schulolympiaden in der MVR

511. Esgilt2+4+1+1
=2-4-1-1, Bemerkung: 2 +2
=2:2;3+2+1=3:2-1;
2+2+2+1+1=2-2-2-1-1.
5.1.2. Entweder 3 oder 7 Katzen.
Bemerkung: Genau 8 Katzen.

5.1.3. Multipliziert man beliebig natiirliche
Zahlen mit 5 und addiert 2, so erhidlt man
gerade und ungerade Zahlen. Man multi-
pliziert daher nur gerade natiirliche Zahlen
mit 5 und addiert 2.

Oder anders: Man multipliziert natiirliche
Zahlen mit 10 und addiert 2. Oder noch
kiirzer: Alle natiirlichen Zahlen, die auf 2
enden (und nur solche), erfiillen die Bedin-
gung. Bemerkung: Alle natiirlichen Zahlen,
die auf 7 enden.

5.1.4. Zum Beispiel:

2 7 4
14 6 12
3 10 13
15 11 S
6.1.1. S=3nz+2+_20=3n+2—%.

Nur n=1, 2, 4, 5, 10, 20 ergeben, in %

eingesetzt, natiirliche Zahlen. n =1, 2 ent-
faiit. !4 | 5| 10' 20

s |9 |13]3]e
6.1.2. Da kein Faktor 10 sein kann (das
Produkt endet nicht auf Null) und alle
Faktoren nicht gréBer als 10 sein kdnnen
(das Produkt wire sonst gréfer als 10000),
sind alle Faktoren kleiner als 10. Sie lauten
6, 7, 8, 9. Ihr Produkt ist 3024.

6.1.3. Da 9% zehnmal den Faktor 9 hat und
9 =3-3 gilt, hat 9'° als Produkt 20mal den
Faktor 3. 3?! hat als Produkt 21mal den
Faktor 3. Also gilt 3*' > 9. Bemerkung:
48 > 84,

da89=4-2:4-2-4-2-4-2
=4-4-4-4-4-4=245

6.1.4.23 = p =30,5; p = 23; 29.

5.2.1. Nur fir ¢ =9 ergibt 3- ¢ die Endzif-
fer 7. ¢=9,b=8,a=5und c=9, b=3,
a = 6. Die Probe bestiitigt die Richtigkeit.
522.2:4-6=48,2-4-8 =064,
2:6-8=96,4-6-8=192. Nur

624:48 = 13 erfiillt die Bedingungen.

5.2.3.
Einzige Losung 115-989 = 113 735.

5.2.4. Das jiingste Kind (Tochter) muB drei

Jahre alt sein, denn 73 -58=4+4+4

+ 3. Also ist der Sohn 6, die Mutter 31

und der Vater 33 Jahre alt. Die Probe be-

stitigt die Richtigkeit.

62.1. Da w>0, gilt 4g+2g+ g <24. Aus
7g <24 folgt g=1, 2, 3. Nur g = 3 erfullt

die Bedingungen. Also sind es 3 griine, 6

blaue, 12 rote und 3 weiBe Kugeln.

6.2.2. Hitte er in beiden Stufen je Aufgabe
gleich viel Punkte erhalten, so wiren es 60
—4 =756, also 56 Punkte. Das wiren fur
jede Aufgabe 8 Punkte. Er erreichte aber
4mal 9 Punkte und 3mal 8 Punkte. Das
sind insgesamt 60 Punkte.

6.2.3. Wegen der Teilbarkeit durch 9 mufl
die Quersumme 18 oder 27 sein. Andere
Quersummen sind nicht méglich, da 0 = x
+y=18 gilt. x+y=17 entfdllt, da 948
nicht durch 8 teilbar ist. Fiir x + y =8 er-
fiullen von den fiinf moglichen Fillen
(=0, 2, 4,6, 8) nur 42 840 und 42 048 die
Bedingungen.

6.2.4. Wegen 91 =13-7 ergibt 13+ 7 und
71 mal 1 hinzugefligt 91. Ebenso ist 13-7
und 71 mal 1 hinzumultipliziert ebenfalls
91.

Losungen zu:
Uber Vielecke und Kreise
in der Taxi-Geometrie

Ala )

A2a 5}

3

A

x
Ada x x
x x x
X x X X
x x x x
x x x x x x
x H x x M x
x x X x
x x x
x X
x
20 Kreispunkte 12 Kreispunkte
U1=8r2=40 U1=8"1=24

A5a Wir finden z. B. in Bild 6a das T-
Zweieck DX; das gleichseitige T-Dreieck
BCD; das T-Quadrat ABCD; das regulire
T-Fiinfeck AWXZY; das regulire T-Sechs-
eck AWBXZY; und das regulire T-Siebe-
neck AWXCZDY.

Die 8 Punkte des Kreises kdnnen als regu-
lares T-Achteck aufgefaBt werden.

Losungen zur Sprachecke

ala ,Nikolai Iwanowitsch”, fragte Wa-
dik einen ihm bekannten Verkiufer im Ge-
schift, ,wieviel kostet ein Notizblock?“
»16 Notizblocke kosten genausoviel Rubel,
wie man Notizblocke fiir einen Rubel kau-
fen kann“, antwortete der Verkdufer mit
einem Lécheln.

Wieviel kostet denn nun ein Notizblock?
Lésung: Wenn 16 Blocke x Rubel kosten
und man fiir 1 Rubel x Blocke bekommt,

x 1
16 bzw. . Rubel. Es

%=%, d.h, x?=16 und x = 4.
Ein Block kostet also 0,25 Rubel.

A2a Wihle ein Paar ganzer Zahlen zwi-
schen 0 und 10 (z. B. S und 8), und bilde
deren Summe S (5+ 8 =13)! Berechne
dann die Summe T der zwei Zahlen, die
durch die beiden ganzen Zahlen gebildet
werden (58 + 85 = 143)! Kannst du erkli-
ren, warum 7T immer ein Vielfaches von §

dann kostet 1 Block

gilt also

ist? Berechne den Quotienten Q = %!

Lésung: Sind x und y die beiden gewihlten
ganzen Zahlen, dann ist §=x+y. Die
Zahlen, die durch diese beiden Ziffern ge-
bildet werden konnen, sind 10x +y und
10y + x, deren Summe ist dann T=11(x
+y) =118. Demzufolge ist immer

T
Q= " 11.
A3 A Die Kombination von Onkel Archi-
balds Koffer umfafit vier verschiedene Zif-
fern.
(1) Die erste ist gerade.
(2) Die Summe der beiden ersten ist 7.
(3) Die dritte ist kleiner als die zweite.
(4) Das Produkt der zweiten und der drit-
ten endet auf S.
(5) Man kann alle natiirlichen Zahien
durch die vierte teilen.
Liosung: Wenn die erste Zahl gerade ist,
mufl die zweite wegen (2) ungerade sein.
Wegen (4) sind die zweite und dritte unge-
rade, und die zweite Zahl ist eine 5. Dann
ergibt sich fiir die erste Zahl aus (2) eine 2.
Da die 4. Zahl wegen (5) nur eine 1 sein
kann, muB infolge (3) die 3. Zahl eine 3
sein.
Die Kombination lautet demzufolge 2531.

Losung zu: Schach und Mathematik

1. Es gibt 18 unterschiedliche Zugfolgen.
Zum Beispiel: 1. d4 e5,

2. d5 Ke7, 3. d6+ oder 1. c4 {6,

2. Db3 Kf7, 3. c5+.

2. In 31 unterschiedlichen Zugfolgen ge-
lingt es einem der schwarzen Tiirme, dem
weiBen Konig im 3. Zug Schach zu bieten.
Sobald WeiB seinen d-, e- oder f-Bauern
gezogen hat, kann der Konig in zwei Ziigen
auf die 3.Reihe vorriicken, so daB ihn einer
der schwarzen Tiirme im 3. Zug bedrohen
kann, z.B.:

1. f4 hS, 2. Kf2 Thé, 3. Kg3 Tg6+ oder 1.
f3 a$, 2. Kf2 Taé6, 3. Ked Te6+. Es gibt
24 Losungen von diesem Typ. Der Typ 1.
f3 hS, 2. g4 h:gd, 3. Kf2 T:h2+ liefert vier
weitere Losungen. Zwei Losungen entste-
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hen nach 1. e4 h5(a5), 2. e5 Th6(Taé), 3. e6
T:e6+. AuBerdem gibt es noch die separate
Losung: 1. e4 hS, 2. D:h5S T:hS, 3. e§
T:e5+.

Losungen zu: Raummiihle

Ala Typ 1 mit 3-16, also 48 Miihlen;
Typ 2 mit 6-4, also 24 Miihlen; Typ 3 mit
4 Miihlen. Es gibt demnach 76 Moglichkei-
ten. (Siehe dazu auch die Angaben iiber
die 3 Typen! Beliebig kénnen a und b aus
{1, 2, 3, 4} gewidhlt werden.)

A2 a a) Eine Moglichkeit, finden wir in
der Losung zur Auffgabe 4.

b) Man geht z. B. von der Losung a) aus.
Losungsbeispiele wiren fiir 18 Miihlen:
Tausch von 213 mit 214; 17 Miihlen:
Tausch von 113 mit 114; 16 Miihlen:
Tausch von 113 und 213 mit 114 und 214;
15 Miihlen: Tausch von 113 und 413 mit
114 und 414; 14 Miihlen: Tausch von 113,
213, 413 mit 114, 214, 414. Die restlichen
Fille findet der Leser schnell.

A3 a Die (z.B) roten Kugeln sind: 211,
221, 321, 421, 131, 231, 331, 341
(1. Schicht). 112, 212, 412, 422, 132, 142,
342, 442 (2. Schicht). 313, 123, 223, 323,
233, 333, 433, 243 (3. Schicht). 114, 214,
414, 424, 134, 144, 344, 444 (4.Schicht). —
Tauscht man in dieser Darstellung 111 mit
112, so erhdlt man ein 1:0 fur Rot.
(Tauscht man noch dazu 411 mit 412, so
wire es ein 2:0 fiir Rot.)

A4 a4 Der Nachziehende (Gelb) setzt
seine Kugel stets auf die vom Anziehenden
(Rot) gerade gesetzte. Auf diese Weise be-
finden sich die roten Kugeln genau in der
1. und 3. Schicht und die gelben in der 2.
und 4. Schicht. Offenbar ist dieses Verfah-
ren auch bis zum Ende ausfilhrbar. Nun
hat aber jeder genau 20 Miihlen, also endet
die Partie remis.

Lésungen zu:
In freien Stunden . alpha-heiter

Silbenriitsel

1. windschief, 2. Intervall, 3. Nonius,
4. Kosinus, 5. Eintafelprojektion,

6. Logarithmus, 7. Funktionswerte,

8. ungerade, 9. Numerus, 10. Kathete,
11. Trigonometrie, 12. Ikosaeder,

13. orthogonal, 14. Nullstelle,
Ldsungswort: Winkelfunktion.

Zauberfisch

Mit vier Farben

Das linke Bild zeigt eine mogliche zulds-
sige Fidrbung, wobei die vier verschiedenen
Farben durch 1, 2, 3 und 4 gekennzeichnet
sind. Das rechte Bild verdeutlicht, daB eine
zuldssige Farbung mit nur drei verschiede-
nen Farben nicht moglich ist.

46 - alpha, Berlin 20 (1986) 2
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Hausnummer gefragt

Ohne Riicksicht auf biologische Méglich-
keiten kann man die Zahl 72 auf folgende
Weise in Produkte aus drei Faktoren zerle-
gen:
1-1-72,1-2-36,
1-4-18,1-6-12,
2-2-18,2-3-12,
2:-6:6,3-3-8,3:4-6.

Da der Fragende die Hausnummer kannte,
hitte er mit ihrer Hilfe aus diesen 12 Mog-
lichkeiten die richtige herausfinden kén-
nen, wenn die Hausnummer nicht mehr-
mals als Summe auftrite. Tatsdchlich
haben die Faktorenzerlegungen 2 - 6 - 6 und
3-3-8 die gleiche Faktorensumme 14, so
daB bei dieser Hausnummer noch keine
Eindeutigkeit besteht. Diese wird durch die
Bemerkung iiber das jlingste Kind herbei-
gefiihrt. Die Kinder sind demnach 2 Jahre
(Midchen) und 6 Jahre (Zwillinge) alt.

Logelei

Die Uhr muB logischerweise 17:14:07 zei-
gen. Zu den Stunden muB man 3 addieren,
zu den Minuten 13 und zu den Sekunden
23 Zeiteinheiten.

Tele-Lotto

Magische Quadratzahlen bis 35 sind:
1, 4,9, 16, 25.

Folgende Fallunterscheidungen:

1-3-24,
1-8-9,
2:4-9

s

I 1 II. 4 Im. 1 Iv. 9
4 1 9 1
2 8 2 18
93 87 88 72
/\ \
47 46 43 44 entf. entf.
entf. entf. (ger. (ger.
>35 >35 Zahl) Zahl)
V. VI XIII.
1 16 4
16 1 25
2 32 8
81 51 63
/\ /\ /\
40 41 40 41 31 32
entf. keine Bed.
>325 Primz. erf.

XIX. 16, 25, 32,27 — |13 14
Bedingung erfiillt. )

Es gibt 20 mogliche Kombinationen, von

denen zwei Losungen sind.
a) Uwe fiihrt 4 Tips in Tele-Lotto aus;
b) Uwes Zahlen sind:

I 4 8 25 31 32;
I 13 14 16 25 32.
Videologika

€

M7
I

Farbenverkehrt
Nummer 6 ist das Positiv zum Negativ A.

Zahlenritsel

Die Feststellung der richtigen Schliissel-
zahl ist in jeder Reihe moglich, in der be-
reits zwei Zahlen bekannt sind. Man ziehe
von der groBeren Zahl die kleinere ab. Man
stelle fest, wieviel leere Quadrate zwischen
den beiden Zahlen liegen, und man ad-
diere zu der Anzahl der leeren Quadrate
eins. Man dividiere mit dieser Zahl das Er-
gebnis des Subtrahierens. Das Ergebnis der
Dividierung ergibt die Schliisselzahl. Die
richtige Losung ist folgende:

m 23
1o | 9] 13| v121125129)38|37]
2| 27 [+

15129143157

43
a

Loésungen zu:
Mathematik und Technik
Heft 1/86

Klasse 5

Ala Die Quelle liefert in 4 Sekunden
2 Liter Wasser, also in 2 Sekunden 1 Liter
Wasser. Ein Tag hat 60-60-24
= 86400 Sekunden. Aus 86400:2
=43200 folgt, daB die Quelle an einem
Tag 43200 Liter Wasser liefert.

A2a Die Kosten fiir 6 Lampen betragen
bei einer Brenndauer von 15 Minuten 6 Pf.
Sie betragen fiir 210 Lampen in der glei-
chen Zeit 35mal soviel, das heiBt 2,10 M.
Brennen diese 210 Lampen 30 Tage lang
tiglich 15 Minuten, erhéhen sich die Ko-
sten auf 63,00M. Bei einer unniitzen
Brenndauer von 5 Minuten téglich ergibt
sich demnach fiir die Schule eine Mehr-
ausgabe von 21 M. :

Ala 20-4=280. Mit dem ersten LKW
wurden 80t Ware befordert. 170 — 80
=90. Mit dem zweiten LKW wurden 90t
Ware befordert. 90:5=18. Der zweite
Fahrer machte 18 Fahrten.

A4a In 34 Liter Kraftstoffgemisch sind
1 Liter O1 und 33 Liter Benzin enthalten.
Aus 10:34 = 0,3 folgt, daB dieser Kanister
etwa 0,3 Liter Ol enthilt.



A 54 Der MaBstab 1:87 bedeutet, daB
1cm im Modell 87 cm in der Wirklichkeit
entspricht.

1,74m =174 cm; 174:87 =2.

Ein Mensch von 1,74m KorpergréBe
miifte im Modell 2 cm gro8 sein.

A6A 3Imin=180s; 180-24 =4320. Fir
eine Trickfilmsendung von drei Minuten
Dauer miissen 4320 einzelne Bilder aufge-
nommen werden.

A7a Aus280-50=230 und

230:2 =115 und 115 + 50 = 165 folgt, daB
der erste GieBer 165 Stiick, der zweite
115 Stiick herstellt.

A8 A Wirrechnen
51-1=50,50:2=25,25+1=26.

Auf der einen StraBenseite stehen 25, auf
der anderen 26 Laternen. Nun gilt
25-30m =750m. Die erste StraBe ist
750 m lang.

A9Aa Aus 2550:3=850 und 2125:5
=425 und 850:425 =2 folgt, daB die Ge-
schwindigkeit des Diisenflugzeuges dop-
pelt so groB wie die des Propellerflugzeuges
ist.

A 10 A Die MaBzahl der Austauschfliche
des Kondensators A sei a; dann ist die
MaBzahl der Austauschfliche des Kon-
densators B gleich a + 4. Wir entnehmen
der nachfolgenden Tabelle, daBl die Varia-
ble a nur mit 2 belegt werden darf.

a a+4 a-(a+4)
1 5 5

2 6 12

3 7 21

4 8 32

Der Kondensator A besitzt eine 2 m? groBe,
der Kondensator B eine 6 m? groBe Aus-
tauschfldche.

a1l o Beieiner Umdrehung des Ketten-

blattes macht das Hinterrad
54:18 =3 Umdrehungen; bei 5 Umdre-
hungen des Kettenblattes sind es

5-3 =15 Umdrehungen des Hinterrades.

Klasse 6

ala 150(;—'7’5=5625.

Das Wasser hat eine Tiefe von 5625 m.

A2a a)l(B,C);2(A,B,G,E D)

9(F, AA,G,C, D)

b) bzw. 3

A3a Die Lok fiihrt den Zug hinter die
Weiche 6 iiber die Weichen 2 — 3 - 4 —
4 — 6 -~ 6. Auf dem Abschnitt zwischen
den Weichen 5 und 6 bleibt der Zug ste-
hen, die Lok selbst fahrt vorwirts hinter die
Weiche $, hilt an und fahrt im Riickwirts-
gang iiber die Weichen 5 — 3 — 4 — 6 hin-
ter die Weiche 6. Sie fahrt an den Zug
heran, fiihrt ihn nun hinter die Weiche 6
und schiebt ihn dann hinter die Weiche 1
(iber die Weichen 6 — 4 — 3 — 2 — 1). Die
Lok bleibt stehen und fihrt den Zug auf
die Endposition.

Ad44 a)0,10-120 mm = 12 mm;
b) 0,70+ 120 mm = 84 mm
3 1

ASa 3mm=ah=2—0-h;

s 1
v= t—(2- 20) h =40 h
Herr Meyer fuhr mit einer Geschwindig-
keit von 40 km/h. Er hat sich nicht an die
Geschwindigkeitsbegrenzung gehalten.

A6a 160-105=55. Von den 160 Fahr-
zeugen hatten 55 Fahrzeuge Maingel.
55—-15=40. An 40 Fahrzeugen wurden
Reifen- oder Beleuchtungsmingel festge-
stellt. 16 +40=56; 56-40=16. An
16 Fahrzeugen wurden gleichzeitig Reifen-
und Beleuchtungsmingel festgestelit.

A 7a Die Breite der Terrasse betrigt
(400-0,6:0,4):10m=19,6 m.

A8a Ss=imin=Lmin

1
60 12 12602
1 1
_Wh’ 100m—ﬁkm.
s 1 1 \km

B :'(10'720) h
Die Geschwindigkeit von 72km/h ent-
spricht nicht den Vorschriften der StraBen-
verkehrsordnung (50 km/h). Der Motorrad-
fahrer gefihrdet die iibrigen Verkehrsteil-
nehmer.

A94a 2kW=2000W; 2000:40 = 50.
Eine Glithlampe von 40 W Leistung kann

km
72T.

SQ Stunden brennen, bis 2 % verbraucht

sind.

Al0a A=(4'15-4-4)cm?

= (360 — 64) cm? =296 cm?;
V=7-16-4cm? =448 cm’.

Zur Herstellung des Kastens werden
296 cm® Zinkblech bendtigt; er faBt
448 cm®, das sind 0,448 Liter Fliissigkeit.
Alla P=1-U=220-0,1W

=2002 W = 2,002 kW.

Die Leistungsaufnahme der Waschma-
schine betrigt rund 2 kW (Kilowatt).

"Al2a Aus 8-x=40-5 folgt x =25.

Auf das Ventil driickt eine Kraft von 25 kp.

Losung zu: Eine Aufgabe von
Slobodezki/Aslamasow

42635 a Die auf der Leinwand abgebil-
deten Rédder fihren eine Umdrehung in der
Zeit aus, in der vier Bilder durch den Pro-
jektor laufen. Deshalb muB sich das Rad
auf jedem Bild im Vergleich zum vorherge-

henden Bild um % Umdrehung weiterge-

dreht haben. Die Rider auf der Leinwand
drehen sich vorwdrts, wenn das Auto mit
einer solchen Geschwindigkeit fahrt, daB
in der Zeit zwischen den Bildern 7= 11—68
die Rider des Autos n ganze Umdrehun-

1
gen und noch vy
eigene Achse ausfiihren. Wenn aber in t

Umdrehung um die

Sekunden die Rédder n ganze und % Um-

drehungen machen, so drehen sich die auf
der Leinwand abgebildeten Rider riick-
widrts. Also ist die Winkelgeschwindigkeit
der Rider entweder

W, = 321r(n + %) st

oder n +% s,

Dies bedeutet, daB sich die Achsen der Ra-
der und damit das Auto mit der Geschwin-
digkeit v, =32(n+ %)nRL:- (in diesem
Falle drehen sich die abgebildeten Rider

riickwarts) fortbewegen. Setzen wir in die-

Wy = 321['(

sen Formeln n =0, 1, 2, 3, ..., erhalten wir
als Ergebnis
m km
v = 12’6T_ 45 h
oder )= 223% ... und

k
v, = 136kTm oder v; = 316Tm
Da ja die Geschwindigkeit des Autos kaum

groBer als 140kTm sein wird, ist sie gleich

45 %, wenn sich die Rider auf der Lein-

wand wvorwdrts drehen, oder gleich

136kTm, wenn sie sich auf der Leinwand
riickwdrts drehen.

Losungen zu:
Knobelwandzeitung (6)
Heft 1/86

Ala Schachbrett-Puzzle

A3 a Schachbrett mit Miinzen
Die Abbildung zeigt eine mégliche Anord-
nung der Miinzen:

@ bcdef gh

alpha, Berlin 20 (1986) 2 - 47



Mit 4 Springern

Ada

A5 A Mini-Schach

a) c2, b) cl, ¢) Die 3 Damen beherrschen
das gesamte Spielfeld; der Konig stiinde
iberall im ,,Schach, d) b2.

A6a Damen-Problem

Ja! Auf einem 8 X8-Schachbrett kann man
5 =8-3 Damen so aufstellen, daB alle Fel-
der von ihnen beherrscht werden. Geht
man zu einem 9 X 9-Brett iiber, so kommen
zwei sich in i9 kreuzende Reihen hinzu,
die durch eine weitere Dame in i9 be-
herrscht werden. Zur Beherrschung eines
9x9-Brettes geniigen also 6 = 9-3 Damen.

a b cdef gh

Analog schlieBt man weiter bis zur Aus-
sage, daB ein 1986x1986-Brett durch
1983 = 1986 — 3 Damen beherrscht werden
kann. Es gilt hiernach sogar fiir jede natiir-
liche Zahl nz8: Ein nX n-Schachbrett
kann durch n-3 Damen volistindig be-
herrscht werden (Exakter Beweis durch
»vollstindige Induktion iliber n“, den un-
sere obige SchluBweise verdeutlicht).

A7 a Rosselsprung

Das Bild zeigt einen moglichen Weg von 1
bis 18. Auf die gleiche Weise kann man
von 19 bis 36, von 37 bis 54, von 55 bis 72
_gelangen; dann springt man nach 1 zuriick.

Domino-
Rahmen
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Schiebe-Puzzle

2 Moglichkeiten mit 14 Ziigen sind:
1)6,5,1 (Bild a), 2, 3, 4, 5 (Bild b),
1,2, 3,4 (Bild ¢), S, 6, 1 (Bild d).
2)4,2,1,56,4,2,3,1,6,4,2,3, 1.

AlS5a

a) b)
213 2]3 4
4 5
1 1
5|6 6
4 4 [5]s6
5
— 1 1
62
c) d)

IMO-Teilnehmer

Eine Moglichkeit mit 16 Ziigen ist:

a)

M Lei

neh
I

neh | mer

o LT lei !

0, mer, neh, 1, ei (Bild a),
0, mer, neh, 1, ei (Bild b),
M, I, T, ei, |, neh (Bild ¢, Endstand).

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/85 (Fortsetzung)

Ch 7 m 145 350 ml Losung € 12 g Kochsalz
40 ml Losung £ m

_40ml-12¢
=350 ml
m=14g

1,4 g Kochsalz sind in den 40 ml der Lo-
sung enthalten.

Ch8m146 150 g Asche 2 100%
1g Asche £ x
x=0,667%
Mulitiplikation der einzelnen Auswaagen
mit dem Faktor 0,667:

2,6:0,667= 1,734= 1,73
16,8-0,667 = 11,206 = 11,21

© 18,1:0,667 = 12,073 = 12,07
45,7-0,667 = 30,482 ~ 30,48

51,2:0,667 = 34,150 =~ 34,15
5,6:0,667= 3,735= 3,74
10,0-0,667 = 6,670 = 6,67

Die Asche besitzt demzufolge nachste-

hende Zusammensetzung:

Korngr68e in mm

1,0 1,0-0,75 0,75-0,5 0,5-0,25
Prozent ‘

1,73 11,21 12,07 30,48
0,25-0,1 0,1-0,75 0,075

34,15 3,74 6,67

Ch9m147 a) Ermittlung des Verbrauchs
einer genau 1n Salzsdure:
15,3 ml- 1,005 £ 15,377 ml
1ml 1n Salzsdure £ 40 mg
Natriumhydroxid
15,377 ml Salzsdure = m
15,377 ml - 40 mg
iy et S TOTD,
1ml
m=61508 mg
m=0,62g
In den 0,02 dm? Natronlauge sind 0,62 g
Natriumhydroxid enthalten.
b) Die Natronlauge enthilt 0,775 Mol Na-
triumhydroxid im Liter.
¢) Die Natronlauge enthilt 3% Natrium-
hydroxid.

Ch10/12m 148 Zur Herstellung einer
32,2%igen Magnesiumsulfat-Lésung muB
eine 27,9%ige Schwefelsdure verwendet
werden.



Eine
Ungleichung

verschiedene Losungswege —
Verallgemeinerungen

In alpha Heft 1/1985, S. 5 wird von L. Piif-
feld folgende Aufgabe gestelit:
Man beweise: Fiir alle reellen Zahlen x und y
gilt die Ungleichung
x2+yl—lzx+y+xy. 1)
Die dort angefiihrte Lésung geht iiber den
Schulstoff hinaus, da sie Kenntnisse iiber
die Differentialrechnung zweier Verinder-
licher voraussetzt. In diesem Beitrag wird
die Ungleichung (1) mit elementaren
Schulmitteln bewiesen. Er entstand infolge
der Zuschriften auf den oben genannten
Artikel von Mr.pharm. Doris Gollé (Wien),
Prof. Nawrotzki (Jena), F. Rehm (Schéne-
beck) und des Autors.
1. Weg: !
Im Lehrbuch Mathematik, K1.9;'S.111 fin-
den wir: ,Jede Funktion y=x?+px+g¢q

nimmt also an der Stelle x, = —% ihren

kleinsten Funktionswert y, = —D an.“ (D
bezeichnet die Diskriminante.)

Um diesen Sachverhalt anwenden zu kén-
nen, fassen wir z=x*+yp?+1—-x—y
— xy als quadratische Funktion in x auf.
Dann ist

z=xl—x(p+1)+y?—y+1

+ 2
>(u) —y+1(y+l)+y2—y+l

= 2 2
3 2

=7 0-1=z0
und damit (1) bewiesen.
Da z in x und y symmetrisch ist (d.h., ver-
tauscht man x mit y, so erhilt man das
gleiche z), hiitten wir z auch als quadrati-
sche Funktion in y auffassen kdnnen und
wiren zu dem gleichen Ergebnis gekom-
men.
2. Weg: .
Wir verwenden aus dem gleichen Lehr-
buch, S.113:  Fiir jede Funktion f mit f(x)
= x?+ px + q gilt: f hat genau dann Null-

2
stellen, wenn D = ‘L;— —gz0 ist*

Nun gilt fur die in x quadratische Funk-
. tion ’ ’ :
Sx)=x?-x(+1D+y*-y+1,daB

D=£:1—)2—@2—y+1)

= —%-(y— 12 =<0 ist.

‘Damit hat f(x) nur fiir y = 1 eine Nullstelle
und beriihrt in diesem Fall die x-Achse.
Da aber
f=1-@+)+y*-y+1

= —1*=0 ist, gilt damit fiir alle
reellen x und y: f(x) = 0.

3. Weg:

Mita=x—1, b=y —1 geht (1) wegen

x24+y2+1—-x—-y—xy

=@x-D+0-1-x-DE-1

in die dquivalente Ungleichung
a’+brzab

iber.

Diese Ungleichung kann nun mit den Mit-

teln, die im 1. und 2. Weg dargestellt wur-

den, bewiesen werden. Dies iiberlassen wir

dem Leser.

Wir zeigen noch zwei andere Methoden.

Fiir a =0 oder b =0 gilt (2) offenbar. Ha-

ben a und b verschiedene Vorzeichen, so

gilt (2) ebenfalls, da die linke Seite positiv

und die rechte negativ ist. Es geniigt daher,

(2) fir @,b >0 zu beweisen. (Fiir ¢,b <0

kompensieren sich die Minuszeichen.)

Nun folgen die beiden Beweise:

a) Esist (a— 5)2=20, also

a’+ b2=2ab> ab.

b) Es sei x = % (b +0), dann entsteht aus

(2) nach Division durch 5? (* 0) die dqui-
valente Ungleichung x? + 1 = x. Es ist aber

2
x’—x+1=<x—%) +%g%>0.
4. Weg:

‘Wir geben einige dquivalente Darstellun-
gen Mirz=x2+y’+ 1~ x—y— xyan, aus
denen man die Nichtnegativitdt sofort er-

@

sieht, da Quadrate reeller Zahlen nichtne- .

gativ sind. Es ist
1ty o3 L,
z—(x 2 ) +4(y 1)

N P 1o Lo 1y

-—6(x 2y+1)+6(2x y—=1
1 2

+6(x+y 2)

1 1

(= D+ 0= 1+ > (x—yP
x—y\? x+y 2 )
(7%) (5521

Derartige ,mystische“ Losungen (F. Rehm)
kann man natiirlich nur durch Probieren
finden. Allerdings geht es bei langjihriger
Erfahrung und vielfiltigem Uben leichter.
Bevor wir die Ungleichung (1) verlassen,
zeigen wir noch nebenstehendes Bild von
z=x2+3y?+1-Xx—y—xy.

W

z Symmetrieachse

Kommen wir nun zu einer Verallgemeine-
rung.

Gesucht sind notwendige und hinrei-
chende Bedingungen an die Koeffizienten
a, b, ¢, d dafiir, daB fiir alle reellen x und y
x2+y’+ax+by+tuoy+d=0 3
gilt. '

Wir verfolgen den 1. Weg. Den 2. Weg iiber-
lassen wir dem Leser.

a) Es gelte fiir alle reellen x, y die Unglei-
chung (3). Dann ist

x2+ x(@a+cy)+y*+by+d

RESHHEE

. c?
+y1+by+d=y1(1—7)

1 a?
+y<b—7ac)+d—T =).
(Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir x

a+cy

= .) Damit nun diese in y quadrati-

sche Funktion nicht negativ wird, muB

cz \d 1 2 4
1_T>0 un D—(b—iac) 4)

c? a? .
—4(1—7)(4—T)§Osem. %)
Betrachten wir noch den Fall, daB der

KoefTizient bei y? verschwindet.
(4a) Fiir ¢ = 2 folgt aus (5) a = b. Damit
z=x2+y?+2xy+ax+ay+d

= (x +y)* + a(x + y) + d nichtnegativ

r .

ist, muB femer aT —d =0 sein.
(4b) Fiir ¢ = —2 folgt aus (5) a = —b. Da-
mit z=x2+y’+ax—ay—-2xy+d=

(x-ypP+alx-y)+d a2
nichtnegativ ist, muB3 ferner e d=s0
gelten.

b) Die Bedingungen (4) und (5) bzw. (4a),
(4b) sind hinreichend fiir das Bestehen der
Ungleichung (3). ,

Firc=2,a =b,aT—d§0 ist

z=x2+2xp+y’tax+by+d
=(x+yY+alx+y)+d
a\? a?
=(x+y+7)r +td-—-20.
a?
Firc=-2,a=-b,———-d=0ist

z=x-2p+y*+ax+by+d
=(x-y)ltalx-y)+d

a\? a?

7 +d_T=0..

Gelten nun (4) und (5), so ist

2 2
y’(l—cT) +y(b—%ac)+d—aT§0
und wegen (=) gilt (3).

Damit haben wir als notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir das Bestehen
der Ungleichung (3) die Bedingungen (4)
und (5) bzw. (4a), (4b) erhalten.

Wir haben also einen allgemeineren Sach-
verhalt als die urspriingliche Ungleichung
(1) gelost.

Als Klausuraufgabe in einer Mathematik-
olympiade wiirde man versuchen, diesen
allgemeinen Sachverhalt besonders attrak-
tiv zu gestalten. Dies kénnte z. B. wie folgt
geschehen: -

Man untersuche, ob fiir alle reellen Zahlen
x und y die Ungleichung x?+ y?+ xy
— 19x — 84y + 1985 = 0 erfullt ist.
(Antwort: Die Bedingungen (4). und (5)
sind erfiillt, also gilt die Ungleichung fiir
alle reellen Zahlen x und y.)

Weitere Verallgemeinerungen sind mog-
lich, doch wollen wir diese dem interessier-
ten Leser selbst tiberlassen. W, Moldenhauer

=(x—y+



Ein mathematisches Spiel

Wir betrachten zunichst das folgende
Zweipersonenspiel, das
Sprachraum den Namen Chomp erhalten
hat und vor reichlich 20 Jahren von dem
amerikanischen Mathematiker David Gale
erfunden wurde. Fiir Chomp benétigen wir
ein rechteckiges Spielfeld mit quadrati-
schen Feldern, z. B. ein Dame-Brett oder
ein Go-Brett und die dazugehérigen
Steine. Uns kommt es nicht darauf an, wel-
che Farbe die Steine haben, da wir nur
eine Sorte Steine bendtigen. Vor Beginn
des Spiels werden die Steine in Form eines

nXm-Rechtecks aufgebaut. Fiir den An-

fang wihlen wir ein 3 X4-Rechteck (Bild 1).
Ein Zug besteht nun darin, einen Stein auf
dem Feld auszuwidhlen und diesen Stein
und alle Steine zu entfernen, die sich auf
der gleichen senkrechten Reihe nach oben
und auf der gleichen waagerechten Reihe
nach rechts befinden sowie auch alle die
Steine, die sich im Inneren des so gebilde-
ten rechten Winkels befinden. Die Spieler
ziehen nun abwechselnd, und wer den letz-
ten Stein (SchluBstein) links unten vom
Brett nehmen muB, hat verloren. Ein mog-
licher Spielverlauf ist im Bild 1 dargestellt.
Fiir einige spezielle Werte fiir n und m
kénnen wir uns iiberlegen, wie man spielen
muB, um zu gewinnen. Fiir n = 2 kann der
anziehende Spieler stets gewinnen, der Ge-
winnzug ist im Bild 2 dargestellt. Nach die-
sem Zug ist die untere Reihe um einen
Stein ldnger als die obere. Der zweite Spie-
ler ist gezwungen, diesen Zustand zu zer-
storen. Ihr kénnt euch schnell dberlegen,
daB danach der erste Spieler wieder einen
solchen Zug machen kann, daB wieder die
untere Reihe um einen Stein lénger ist als
die obere. SchlieBlich bleibt nur der letzte

im englischen

Stein {ibrig, und den muB der zweite Spie-
ler nehmen.

Betrachten wir nun ein quadratisches
Spielfeld, d.h. m = n.

Auch hier kann der anziehende Spieler
stets gewinnen, wenn er zuerst den Stein

“wihlt, der zum SchluBstein diagona] be-

nachbart ist. Es bleiben dann nur zwei
gleich lange, rechtwinklig gelegene Streifen
ibrig. Jeder mogliche Zug des zweiten
Spielers verkiirzt genau einen der Streifen,
der erste Spieler kann den zweiten Streifen
entsprechend verkiirzen. Nach hdochstens
2n Ziigen hat also der anziehende Spieler
gewonnen.

Wihlt man n =3 und m beliebig (m = 4),
dann ist schon kein allgemeines zum siche-
ren Gewinn fiihrendes Verfahren mehr be-
kannt, obwohl die Einzelfille schon von
D. Gale bis m = 100 auf einem Computer
analysiert wurden. Die Gewi_nnz\ige flir

den ersten Spieler bis m = 10 sind in Bild 3 .

angegeben.

In- allen bisherigen Spezialfillen konnte
der anziehende Spieler gewinnen, wir kon-
nen auch recht kurz und elegant beweisen,
daB dies bei beliebigen nXm-Spielfeldern
richtig ist. Dieser Beweis ist jedoch ein rei-
ner Existenzbeweis, er gibt uns iiberhaupt
keinen Hinweis, wie wir spielen miissen,
um zu gewinnen. Wir nehmen nun an, der
anziehende Spieler wihlt im ersten Zug
den Stein rechts oben in der Ecke. Dann
gibt es genau zwei Moglichkeiten, namlich:
1. Das ist der Gewinnzug, d. h., wie der
zweite Spieler auch weiterspielt, stets wird
der zweite Spieler verlieren. .
2. Das ist nicht der Gewinnzug, und der
zweite Spieler kann einen Gewinnzug ma-
chen.

Bild 1: Das Spiel Chomp auf einem 3x 4-Spielfeld

Bild 2:
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Bild 3: Gewinnziige fiir 3 X m-Felder bis m = 10
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Im ersten Fall ist alles gut. Im zweiten Fall
hitte aber der erste Spieler zu Beginn statt
des Steins rechts oben denjenigen Stein
wihlen kénnen, den nun der zweite Spieler
in seinem Antwortzug gewihlt hat. Da-
durch hitte sich gleich nach dem ersten
Zug das Bild ergeben, das sich so erst im
2. Zug ergeben hat, also wire das ein Ge-
winnzug gewesen. Damit ist bewiesen, daB
stets flir den anziehenden Spieler ein Ge-
winnzug existiert.

R. Lehmann/U. Quasthoff

Sternennacht

von Gerh. Gentzen, 15]J. alt, s.Beitrag
Seite 28/29, Erstveroffentlichung

Blutig rot ergliiht’s im Westen,
Und die Sonne sinkt ins Meer.
Unter geht das Licht des Tages,
Dunkler wird es um uns her.

In des Himmels Dimmerscheine
Blitzt es auf: der erste Stern!
Venus ist’s, der Erde Nachbar,
Und dennoch so fern, so fern.

Dunkler wird’s am Firmamente,
Leuchtend fliichtet der Planet.
Seine Stunde ist voriiber,
Wenn die Dimmerung vergeht.

‘Dunkle Nacht! Die Sterne leuchten

Hoch am Himmel klar und hell,
Und in weitem Bogen fliegen
Meteore, flink und schnell.

Ruhig wandeln die Planeten
In der festgesetzten Bahn.
Leuchten uns mit ihrem hellen
Ruhig sanften Schimmer an.

Um des Himmels gro8ten Bogen
Schlingt sich hell ein Sternenband
Wie ein groBer Nebelstreifen.

Die MilchstraBe wird’s genannt.

Tief im Siid am Horizonte

Zieht ein Komet durchs Sternenreich,
Und sein Schweif im langen Bogen
Eilt voraus ihm, matt und bleich.

Eine Wolke zieht voriiber,

Hinter ihr strahlt’s hell und klar;
Und des Mondes lichter Schimmer
Uberstrahlt die Sternenschar.

Und im Osten wird es heller,
Sternenglanz vergeht zu Nichts;
Und ein roter Morgenschimmer

‘Kiindet uns das Nahn des Lichts.
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Gleichungen und komplexe Zahlen

Eine Anregung zur Beschiiftigung ’

mit komplexen Zahlen

Teil 1

Vor 500 Jahren, im Sommersemester 1486,
hielt an der im Jahre 1409 er6ffneten Uni-
versitdt zu Leipzig Johannes Widmann (ge-
boren um 1460 in Eger, heute: Cheb/
CSSR) eine Algebra-Vorlesung in lateini-
scher Sprache. Es ist die dlteste bekannte
Vorlesung iber die Gleichungslehre an
einer deutschen Universitat.

Ihre Vorlage, die sog. Dresdner lateinische
Algebra, steht im Codex C80 der Landesbi-
bliothek Dresden. Eine Leipziger Hand-
schrift — Codex Lips. 1470 - ist das Kolle-
gienheft eines Horers dieser Vorlesung.
Durch diese Handschriften sind wir ziem-
lich genau iiber den von Widmann vorge-
tragenen algebraischen Stoff unterrichtet.
Widmann gelang es, eine ziemlich ge-
schlossene Darstellung des algebraischen
Wissens seiner Zeit zu-geben.

Zur Algebra von al-Hwarizmi
bis Vieta

Jene Zeit gehdrt zu der Periode des Uber-
garigs von einer Wortalgebra (d. h.: ein al-
gebraischer Text enthilt keine Symbole, al-
les wird in ausfiihrlichen Worten darge-
stellt) zu einer symbolischen Algebra (die
sich einer Zeichensprache, einer Formel-
sprache bedient).

Als im 9. Jahrhundert der in Bagdad im
Haus der Weisheit (eine Art Akademie nach
antikem Vorbild) wirkende Mathematiker
und Astronom al-Hwarizmi in einem seiner
mathematischen Werke die Auflosung li-
nearer und quadratischer Gleichungen
(mit Zahlenkoeffizienten) lehrte, stellte er
seine Uberlegungen in Worten, ohne Sym-
bole und Formeln, dar; die Beweise gab er
geometrisch, durch Figuren.

Die von ihm verwendete Bezeichnung ,al-
gabr“ fur eine bestimmte Umformung qua-
dratischer Gleichungen wurde spiter auf
die Lehre von den Gleichungen ausge-
dehnt. So sprach im 11. Jahrhundert der
persische Dichter und Wissenschaftler al-
Hayyam (seit 1074 Leiter der Sternwarte in
Isfahan) von den Lésungsverfahren der Alge-
bra und von den Biichern und den Gepflo-
genheiten der Algebraiker. Al-Hwarizmis
Schrift wurde im 12. Jahrhundert unter
dem Titel Algebra et Almucabala ins Latei-
nische iibersetzt. Allméhlich verlor sich die
zweite Hilfte des Titels (auch almucabala
bezeichnet und eine bestimmte Vorschrift
beim Losen von Gleichungen), und man
sprach von Algebra (so auch Widmann in
seinem 1489 erschienenen deutschsprachi-
gen Rechenbuch). Neben den Namen Alge-

bra et Almucabala und Algebra (entstanden
also aus gewissen Rechenvorschriften beim
Losen von Gleichungen) waren zeitweise
auch andere Ublich, wie Ars rei et census,
Arte della cosa bzw. Cofl (entstanden aus
den Namen res und census flur die ersten
Potenzen der Unbekannten bzw. aus der
italienischen Bezeichnung cosa fiir die Un-
bekannte; ars bzw. arte heillt Kunst).
Einen festen Platz innerhalb des mathema-
tischen Unterrichts besa die Algebra in
Italien bereits seit dem 13. Jahrhundert
(insbesondere durch eine Schrift von Leo-
nardo von Pisa), im Deutschen Reich erst
seit der zweiten Hilfte des 15. Jahrhun-
derts.

Den Gelehrten vor 1450 war es nicht mog-
lich gewesen, ihr algebraisches Wissen in

pragnanter Form mitzuteilen. Es fehlten

Rechensymbole, die Schreibweisen fiir die
algebraische Unbekannte und fur ihre Po-
tenzen waren umstdndlich. Ab Mitte des
15. Jahrhunderts waren Algebraiker, wie
Regiomontanus in Wien, Widmann in Leip-
zig, Paciolo in Venedig, Chuquet in Lyon,
Schreyber und Rudolff in Wien, Stifel in
Wittenberg, bestrebt, in ihren algebrai-
schen Schriften eine algebraische Symbo-
lik einzufiihren. So finden wir in Wid-
manns Algebravorlesung die Zeichen +
und ~, ferner Symbole fiir die Unbekannte
und einige ihrer Potenzen.

Als etwa 750 Jahre nach al-Hwarizmis Nie-
derschrift seines algebraischen Werkes Ra-
Jfael Bombelli in Bologna in seinem italie-
nisch geschriebenen Buch mit dem Titel
L'algebra (1572) die Losung von bestimm-
ten Gleichungen (mit einer Unbekannten)
ersten, zweiten, dritten und vierten Grades
(mit positiven Zahlenkoeffizienten) durch
Auflosungsformeln und im Anschlufl an Dio-
phants Arithmetika (3. Jh.) die Losung ge-
wisser unbestimmter Gleichungen (mit
zwei oder mehr Unbekannten) in gebroche-
nen und natiirlichen Zahlen lehrte, konnte
er in seiner Darstellung schon eine symbo-
lische Ausdrucksweise verwenden. Die Po-
tenzen x, x2, x3, ... der Unbekannten x be-
zeichnete er mit &, 2, 3, Die
Operationen + und — wurden durch Ab-
kiirzen der Worter piu und meno durch p.
und m. gekennzeichnet. Fiir das Polynom
2x?—20x + 22 schrieb Bombelli also 22
m. 20L p. 22. Er verwendete die Abkiirzung
R.q. fir Quadratwurzel (radice quadrata)
und R.c. fir Kubikwurzel (radice cubica).

Fiir Y6 + y3 — 10 schrieb er
R.q.|6p.R.q.3|m.10.

Die Koeffizienten der algebraischen Glei-
chungen waren auch im 16. Jahrhundert
stets konkrete positive Zahlen. Erst der ge-
niale Mathematiker Vieta konnte das sym-
bolische Rechnen der zeitgendssischen Al-
gebra mit der Verwendung von Buchsta-
benkoeffizienten in Verbindung bringen.
Fiir Vietas Entwurf der Neuen Algebra (von
1591), der symbolischen Algebra und damit
fir die Entstehung einer mathematischen
Formelsprache war auch seine Aneignung
des Werkes von Diophant wichtig gewesen.
Wenige Jahrzehnte nach Vieta identifi-
zierte Descartes die symbolische Algebra mit
der erstmalig von ihm als symbolische Wis-
senschaft gedeuteten Geometrie. Erst seit
Descartes ist es iibrigens iblich, fiir be-
kannte GroBen die ersten Buchstaben, fiir
die unbekannten GréBen die letzten Buch-
staben des Alphabets zu verwenden.

Quadratische Gleichungen

Bis zum Ende des 15.Jahrhunderts war Al-

gebra im wesentlichen die Lehre von den

algebraischen Gleichungen bis zum

Grad 2.

Quadratische Gleichungen schreibt man

heute meist in der Normalform
x2+px+g=0. 8}

Angenommen, x ist eine Losung von (1).

Dann gilt x2+ px = —gq,

2 2\ _(2Y_
wp (5] -(5) -0
(quadratische Erginzung), also
p\' _(p\
EHROR

2
Hieraus folgt, vorausgesetzt (%) -q
ist nicht negativ,

P P\’
+ == [ I
* 2| (2) ‘-

Nun sind zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: x+§;0.

@

v

Dann ist 2

x+§‘=x+

und aus (2) folgt

x=_g+@.

x+§§0.

3)
2.Fall:

Dann ist ‘x+§‘= —(x +§)

und aus (2) folgt

[/ p\2
x=—%— (%) -q. “)

Ist also x eine Losung von (1), so mul} x
notwendig von einer der Formen (3) und
(4) sein. Durch Einsetzen von (3) bzw. (4)
in (1) ist zu bestétigen, daB (3) und (4) der
Gleichung (1) tatsidchlich geniigen. Aus
den Losungsformeln (3) und (4) erkennt
man:

I. Ist p positiv und g negativ

p 2
(somit (7> —-q> 0), so gibt es

genau eine positive Losung (3).
II. Ist p negativ und ¢ positiv

2
und (%) > g, so gibt es zwei

positive Losungen.

alpha, Berlin 20 (1986) 3 - 49



III. Sind p und g beide negativ

2 2
(somit (%) -q> (%) > 0>, so gibt

es genau eine positive Losung (3).
IV. Sind p und q beide positiv

2
und <i27-> > q, so gibt es zwei

negative Losungen.

Bis ins 16.Jahrhundert setzte man bei der
Betrachtung der Gleichungen positive
Koeffizienten voraus und suchte positive
Losungen. Die quadratischen Gleichungen
konnte man daher gar nicht in dér Normal-
form (1) schreiben, denn eine positive Zahl
kann nicht = 0 werden.

Neben den drei Gleichungstypen x? = px,
x? =g, x = q (lineare Gleichung) (mit po-
sitiven p, q), die jeweils genau eine positive
Ldsung besitzen (x =p, x = ﬁ, x=4q)
hat man noch die folgenden drei Typen
quadratischer Gleichungen zu unterschei-
den (worin p, ¢ positive Zahlen bedeuten):
[0)) x?+px=gq.

an  x*+gq =px.

(II) px+gq = x2.

Die Gleichung (I) hat die positive

5 —J(EY .. -2
Lésung x = <2>+ 7

Die Gleichung (III) hat die positive

Losungx—ﬂ +q+—

Die Gleichung (II) hat fir (2 ) =q
2 5 und fir
(l) > g die zwei positiven Lésungen

2 \/‘
xi_(i)zm

(wie man sich iiberlegen kann) stets x?
2
+ g > px. Es ist fur (%)
gabe, x2+ g = px in positiven Zahlen zu
16sen, sinnlos. Das wuBlten die Algebraiker,
und somit hatten sie bei der Betrachtung
quadratischer Gleichungen keinen Grund,
den zugrundegelegten Bereich positiver
Zahlen (natiirliche Zahlen, Briiche, posi-
tive irrationale Zahlen) in irgendeiner
Weise zu erweitern. Eine Erweiterung
wurde erst bei der Untersuchung kubischer
Gleichungen notwendig.
Widman trug in seiner Algebravorlesung
natiirlich {iber die eben angegebenen sechs
Formen von Gleichungen vor. Daf jede an-
dere Gleichung bis zum Grad 2 durch die
Umformungen al-gabr und almukabalah
auf eine dieser 6 Normalformen gebracht
werden kann, hatten die europiischen Ma-
thematiker von al-Hwarizmi gelernt. Wid-
mann gab auch Lésungsregeln fiir 18 kubi-
sche und biquadratische Gleichungen mit
positiven Koeffizienten an. Dies waren je-
doch nur solche Formen von Gleichungen
3. und 4.Grades, die auf Gleichungen vom
Grad 2 zuriickfiihrbar sind oder darin be-
stehen, die dritte oder vierte Wurzel aus
einer positiven Zahl zu ziehen.

die positive Losung x =

X1 =

[\S)

< g und jede positive Zahl x ist

< g also die Auf-

50 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

Kubische Gleichungen

Was die kubischen Gleichungen mit positi-
ven Koeffizienten betrifft, so lassen sich
die  zusammengesetzten  Gleichungen
3. Grades, die kein von x freies Glied ent-
halten (also die 5 Typen x* + rx2 = px,
x*+ px=rx?, x*=rx?+ px, x>=px,
x3=rx? ) auf quadratische Gleichungen
zurlickfilhren, indem man die Gleichung
durch die Unbekannte x dividiert. AuBer
der Gleichung x* =g hat man dann noch
folgende 13 Typen kubischer Gleichungen
mit positiven Koeffizienten zu unterschei-
den:
O x3+px=q, (x*+rx?+px=q,
@ x*+qg=px, () x>+ rx?+q=px,
(3 g+px=x*, (9 x*+px+g=rx?,
@ x>+rxt=9q, (10)rx*+px+gqg=x3,
G)xP+g=r?, (A x*+rxt=px+gq,
®)g+rxt=x> () x*+px=rxi+gq,
(13) x3 + g=rx? + px.
Diese insgesamt 25 Typen linearer, quadra-
tischer und kubischer Gleichungen mit po-
sitiven Koeffizienten hatte bereits (natiir-
lich noch in Worten ausgedriickt) al-
Hayyam unterschieden. Fir mehrere dieser
Gleichungen konnte er die positiven Lo-
sungen durch geometrische Konstruktio-
nen mit Hilfe der Kegelschnitte (Kreis, Pa-
rabel, Hyperbel) angeben. Al-Hayyam be-
miihte sich auch, jedoch erfolglos, eine
rechnerische Regel zur Lésung kubischer
Gleichungen zu finden. Noch am Ende des
15. Jahrhunderts muBte Pacioli seine alge-
braischen Ausfithrungen mit der Bemer-
kung beenden, daB die rechnerische (alge-
braische) Losung fur kubische Gleichun-
gen beim derzeitigen Stand der Wissen-
schaft genauso unmoglich wire wie die
Quadratur des Kreises. Anfang des 16.Jahr-
hunderts wurde endlich das ersehnte Lo-
sungsverfahren gefunden. Dieses gelang
einem Gelehrten an einer der gr6Bten und
berithmtesten Universitdten jener Zeit, der
1119 gegriindeten (ober)italienischen Uni-
versitdt Bologna. Scipione del Ferro, der seit
1496 (bis 1525) an der mathematischen Fa-
kultit Geometrie und Arithmetik lehrte,
entdeckte eine Methode zur Losung von
Gleichungen der Form x*+px=gq (p,q
positiv). Er teilte sein Verfahren seinem
Freund Antonio Fior mit. Dieser nutzte
seine Kenntnisse, um 1535 dem Rechen-

‘meister Niccolo Tartaglia (1499 bis 1557) in

Venedig 30 Wettaufgaben, die auf kubi-
sche Gleichungen der angegebenen Form
hinauslaufen, zu stellen. Tartaglia fand die
Losungen und itberdies eine Methode zur
Aufldsung von Gleichungen der Form x?
=px+gq.

Im Mirz 1539 teilte Tartaglia dem Privat-
gelehrten Geronimo Cardano (1501 bis
1576) in Mailand auf dessen Wunsch die
Auflésungsregeln mit. In seinem im Jahre
1545 in Niirnberg erschienenen Buch (in
lateinischer Sprache) mit dem Titel Ars
magna sive de regulis algebraicis (Die groBe
Kunst oder iber die algebraischen Regeln)
verdffentlichte Cardano, der seit 1543 Pro-
fessor der Medizin in Padua war, die Lo-
sungsmethoden fur kubische Gleichungen.

H. Pieper

_Anzahl der Ecken, f ...

Einiges tiber
regelmafBige und
halbregelmaflige
Polyeder

In diesem Beitrag wird dargestellt, wie man
halbregelmidBige Polyeder aus regelmiBi-
gen erzeugen kann.

Ein konvexes Polyeder heiBt regelmdpig,
wenn es von regelmidBigen und kongruen-
ten n-Ecken begrenzt wird und in jeder
Ecke gleich viele Kanten zusammenstoBen.
Es liBt sich zeigen, daB nur fiinf solche
Korper, auch platonische Korper genannt,
existieren. (Uberlege, wie dieser Beweis
iiber die Summe der Flichenwinkel der in
einer Polyederecke zusammenstofienden
Polygonecken, die ja kleiner als 360° sein
muB, zu fiihren ist! Die Bezeichnung plato-
nische Korper geht auf den griechischen
Gelehrten Platon zuriick.)

Die folgende Ubersicht stellt sie mit e ...
Anzahl der Fla-
chen, k ... Anzahl der Kanten, n ... Ecken-
zahl eines begrenzenden n-Ecks und p ...
Anzahl der in einer Korperecke zusam-
menstoBenden n-Ecke vor.

Tabelle

Bezeichnung e f kK n p
regelmiBiges

Tetraeder 4 4 63 3
regelméiBiges

Oktaeder 6 8 123 4
regelmiBiges x

Hexaeder (Wiirfel) 8 6124 3
regelmiBiges

Ikosaeder 12 20303 5
regelmiBiges x
Pentagondodekaeder 20 12305 3

Die Bezeichnungen flir die Kdrper kom-
men aus dem Griechischen und driicken
die Anzahl der Flachen des jeweiligen Po-
lyeders aus (tetra ... vier). Beim Pentagon-
dodekaeder wird neben der Flichenzahl

(dodeka ... zwélf) auch die Gestalt der Sei-
tenflichen (Pentagon Fiinfeck) be-
schrieben.

- FaBt man die Mittelpunkte der Seitenfla-

chen eines platonischen Korpers und nur
diese als Eckpunkte eines konvexen Poly-
eders auf, so 148t sich jedem solchen Poly-
eder ein wiederum platonisches Polyeder
zuordnen. Dieser als Dualitdt bezeichneie
Zusammenhang zwischen zwei Polyedern
ordnet also jeder Seitenfliche des Aus-
gangspolyeders einen Eckpunkt des ent-
sprechend dualen. Korpers zu und umge-
kehrt.



Die Pfeile in obiger Tabelle und Bild 1
(Dualitdt Tetraeder — Tetraeder sowie Okta-
eder — Hexaeder) verdeutlichen dies.

Bild 1

Demnach entspricht bei genauerem Hin-
schauen einer Polyederfliche mit n Ecken
am dualen Korper eine Polyederecke mit
p =n in ihr zusammenstoBenden Seiten-
fldchen, kurz Eckfigur genannt, und umge-
kehrt (vgl. hierzu die beiden rechten Spal-
ten der Tabelle 1, und zeichne die
Zuordnungspfeile ein).

Indem man z. B. in geeigneter Weise die
Ecken (oder besser Eckpyramiden) der pla-
tonischen Korper abschneidet, gewinnt
man halbregelmiBige konvexe Polyeder.
So 148t sich aus dem regelmdBigen Tetra-
eder das abgestumpfte Tetraeder erzeugen,
ein Polyeder, das von durchweg regelmafi-
gen n-Ecken, die aber nicht mehr zueinan-
der kongruent sind, begrenzt wird (siehe
Bild 2).

Bild 2

LU

HalbregelméBige Polyeder dieser Art, also
mit regelméBigen (aber nicht kongruenten)
n-Ecken und kongruenten Eckenfiguren
(die aber nicht regelmiBig sind, d. h., es
stoBen unterschiedliche n-Ecke in den Po-
lyederecken zusammen) heillen eckengleich
halbregelmdfig oder archimedisch. Man
kann sich leicht iiberlegen, daB neben den
aus platonischen Koérpern erzeugten archi-
medischen Polyedern unter anderem auch
alle geraden Prismen mit quadratischen
Mantelflichen und regelmifigen n-Ecken
als Grund- und Deckflichen (siche Auf-
gabe 2) archimedisch sind. Allerdings ist
zu beachten, daB fiir » = 4 der Wiirfel ent-
steht, der zwar auch Eigenschaften eines
archimedischen Korpers besitzt, nach Defi-
nition jedoch platonisch und damit nicht
archimedisch ist.

Wir wollen nun einen archimedischen Kor-
per konstruieren, der durch Abschneiden
von Ecken (bzw. Eckpyramiden) eines

Wiirfels bzw. eines regelmidBigen Okta-

eders entsteht. Verlaufen die entsprechen-
den Schnittfiichen durch die Kantenmit-
telpunkte des platonischen Korpers, so
erhélt man in beiden Fillen das archimedi-
sche Mittelkristall (Bild 3).

Also 148t sich, indem man jedem Eckpunkt
dieser platonischen Korper geeignet eine
Seitenfliche zuordnet, ein halbregelmiBi-
ges Polyeder finden mit

e=12, f=14, k=24, n,=1,

n,=4und p =4.

Aufgabe sei es nun, ein Polyeder zu finden,
das auf dualem Wege aus Wiirfel und Ok-
taeder erzeugt werden kann und somit zum
Mittelkristall dual sein muB. Duales Vorge-
hen wiirde bedeuten, jeder Seitenfldche des
jeweiligen platonischen Korpers geeignet
einen Eckpunkt zuzuordnen (oder besser:
jeder Seitenflache geeignet eine Pyramide
aufzusetzen). Das Resultat miiBite, ausge-
hend von den Werlen des Mittelkristalls
bei Anwendung der Dualitit, ein Polyeder
mit

e=14,f=12, k=24, n =4,

py=3und p,=4

sein. Dieses Polyeder existiert tatsachlich,
es handelt sich um das Rhombendodeka-
eder (Bild 4).

LN
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Bild 4

Eine andere Moglichkeit, dieses Polyeder
aus platonischen Koérpern zu konstruieren,
findet ihr in der alpha 2/1982. Bild 5 zeigt
die Dualitit Rhombendodekaeder - Mittel-
kristall.

Bild §

Kérper wie das Rhombendodekaeder hei-
Ben fldchengleich halbregelmdfig bzw. dual-
archimedisch. Sie besitzen (vgl. Definition
der archimedischen Polyeder) kongruente,
nicht regelmiBige n-Ecke als Seitenflichen
und regelmiBige, aber nicht kongruente
Eckenfiguren. Geht man also von platoni-
schen Korpern aus, so lassen sich archime-
dische Korper durch Abschneiden von
Eckpyramiden, dual-archimedische Poly-
eder hingegen durch Aufsetzen von Pyra-
miden auf die Seitenflichen gewinnen. (Es
sei bemerkt, daB auch halbregelmiBige Po-
lyeder existieren, die sich so nicht erzeu-
gen lassen. Man denke nur an die erwidhn-
ten Prismen.)

Eine wesentliche Eigenschaft der platoni-
schen Polyeder ist die Tatsache, daB alle
Eckpunkte auf einer Kugel (der sogenann-
ten Umkugel) liegen und alle Seitenfli-
chen eine weitere Kugel (die Inkugel) be-
rihren.

Die archimedischen Korper besitzen nur
noch eine Umkugel. Mit der Dualitit folgt,
daB die dual-archimedischen Polyeder le-
diglich eine Inkugel besitzen.

In der Natur treten uns neben platonischen
insbesondere auch flichengleich halbregel-
miBige Korper entgegen. Die Kristalle von
Substanzen werden von ebenen Flichen
begrenzt, die zumindest durch ihre Nei-
gungen gegeneinander fiir solche Polyeder
typisch sind. So kristallisiert z. B. der Dia-
mant in der Form des dual-archimedischen
Pyramidenoktaeders. Doch mehr iber
diese Korper erfahrt ihr in dem Biichlein
Regulire und halbreguldre Polyeder von Ti-
beriu Roman (VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin 1968).

Aufgaben

Ala Durch Abschneiden der Ecken des
Wiirfels bzw. des regelmidBigen Oktaeders
erhdlt man wie gezeigt das Mittelkristall.
Welche beiden weiteren archimedischen
Korper lassen sich noch auf diese Weise
aus Wiirfel bzw. regelmaBigem Oktaeder
konstruieren? Gib e, f, k, n,, n, und p der
gefundenen Polyeder an! (Beachte die De-
finition der archimedischen Korper!)

A2 A Versuche, allein durch die Dualitit

die zu den im Text erwdhnten Prismen du-

alen (flichengleich halbregelmiBigen) Po-
lyeder zu beschreiben!

(Léosungen siehe 111. Umschlagseite!)

H. Martini/S. Schneider
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Das Springer-Problem

Die Aufgabe beim Springer-Problem be-
steht darin, die auf einem Schachbrett mit
m X n Feldern aufgestellten weiBen und
schwarzen Springer in méglichst wenig Zii-
gen auszutauschen. Dabei diirfen sich die
Springer nicht schlagen, und auf jedem
Feld darf nie mehr als ein Springer stehen.
Es wird nicht verlangt, daB immer abwech-
selnd ein weiBer und ein schwarzer Sprin-
ger gezogen werden.

Das Springer-Problem wurde 1958 von
Henry E. Dudeney formuliert und von Robert

F. Parkin und Ted Roth diskutiert. Parkin '

und Roth gaben jeweils fur 3 schwarze und
3 weiBe Springer auf einem 3 X 4-Feld eine
Losung an. Roth zeigte durch Angabe
einer 18-Zug-Losung, daB Parkins 26-Zug-
Losung nicht minimal ist. Harold Reiter
verdffentlichte 1983 eine Losung in 16 Zi-
gen und zeigte, daB sie minimal ist.
Dabei verwendete er graphentheoretische
Mittel.

Ich moéchte im folgenden die Grundidee
bei der Verwendung der Graphentheorie
zur Losung des Springer-Problems erldu-
tern und fiir alle Felder bis zum 5 X 5-Feld
Losungen angeben. Da mir nur sehr be-
grenzte Beweismittel zur Verfiigung ste-
hen, kann ich nicht bei allen Lésungen be-
weisen, daB sie minimal sind.

Bild 1 ® 16
®2 H s ®«
@1 ¢ ¥ @

Betrachtet man die Aufstellung von 3 wei-
Ben (w) und 3 schwarzen (s) Springern auf
einem 3 X 4-Feld (Bild 1) und versucht,
durch Probieren eine Losung zu finden,
verliert man trotz des relativ kleinen Feldes
schnell die Ubersicht.

Wesentlich anschaulicher stellt dagegen
ein Graph das Problem dar, in dem die ein-
zelnen Felder die Knotenpunkte sind und
zwei Knotenpunkte x und y genau dann
durch eine Kante (x,y) verbunden sind,
wenn man von x nach y (bzw. von y nach
x) in einem Springerzug gelangen kann
(Bild 2).

AuBerdem wird durch w bzw. s gekenn-
zeichnet, wo die weiBen bzw. schwarzen
Springer stehen. Ein Springerzug auf dem
Brett von Feld x nach Feld y wird nun
durch den Zug des Springers auf dem Gra-
phen von Feld x entlang der Kante (x,y)
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nach Feld y veranschaulicht. Der Einfach-
heit halber wird fiir jeden Zug nur das
Start- und das Zielfeld angegeben.

Die Losung von H.Reiter ist folgende:
1-6,6-7,11-6,6-1,3-4,4-11,
10-9,9-4,4-3,2-9,9-10, 7-6,
12-7,7-2,6-17, 7-12.

Es gibt noch mehrere andere Losungen in
16 Ziigen, aber keine, die den Austausch in
weniger als 16 Ziigen schafft.

An dieser Stelle sei bemerkt, daB J.J. Gik
das Problem des Springeraustausches eben-
falls behandelt. Er verlangt dabei, daB im-
mer abwechselnd ein weiBer und ein
schwarzer Springer gezogen werden. Fir
das 3 X 4-Feld mit der Aufstellung wie
oben gibt er eine Losung in 22 Ziigen an.
Dies ist jedoch nicht die Minimalldsung,
da der Austausch unter den geforderten
Bedingungen in 18 Ziigen zu schaffen ist
(1-6,10-9,6-7,9-4,2-9,11-6,
9-10,6-1,7-6,4-9,3-4,12-17,
4-11,7-2,6-7,9-4,7-12,4-3).

Das ist vermutlich auch die Mindestzug-
zahl.

Es stellt sich nun die Frage nach der Ver-
allgemeinerung des Problems auf beliebige
Felder. AuBerdem wurde bis jetzt still-
schweigend vorausgesetzt, daB die Springer
auf den gegeniiberliegenden Grundlinien
des Brettes angeordnet werden.
Grundsitzlich lassen sich die Springer be-
liebig aufstellen, es miissen nur gleich viel
weiBe und schwarze sein, und mindestens
ein Feld muB selbstverstindlich frei blei-
ben. Da sich aber der Graph fiir die Zug-
moglichkeiten fiir das gleiche m X n-Feld

. bei unterschiedlicher Aufstellung nicht dn-

dert, sollen die Springer in Zukunft auf
den beiden kiirzeren (bei quadratischen
Feldern auf zwei beliebig gegeniiberliegen-
den) Grundlinien angeordnet werden, so
daB auf einer Grundlinie nur gleichfarbige
Springer stehen. Was die Verallgemeine-
rung auf beliebige Felder betrifft, so er-
kennt man, daB der Graph fiir groBere Fel-
der sehr schnell uniibersichtliche Formen
annimmt. Deshalb soll kein groBeres als
das § X 5-Feld untersucht werden.

Es werden also im folgenden alle
m X n-Felder betrachtet, fir die m, ne N,
m, n <5 und trivialerweise m, n > 0 gilt.
Man erkennt, daB Felder, fir die m <3
oder n <3 gilt, fir das Springer-Problem
ungeeignet sind. Auf einem 1 X n-Feld
konnte iiberhaupt kein Springerzug ausge-
fihrt werden, der Graph bestiinde aus »
isolierten Knotenpunkten. Auf einem
2 X n-Feld mit n =2 werden laut Aufga-
benstellung je zwei weiBe und schwarze
Springer auf den gegeniiberliegenden
Grundlinien aufgestellt. Durch einfache

Beispiele lassen sich zwei Fille unterschei-
den:

— n ist gerade (Beispiel n =6, siehe
Bild 3), dann kann ein Springer von einer
Grundlinie niemals auf die gegeniiberlie-
gende gelangen, sondern nur auf die Reihe,
die direkt vor der gegeniiberliegenden
Grundlinie liegt. Die Aufgabe ist dann un-
l16sbar.

Bild 3
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— n ist ungerade (Beispiel n =7, siehe
Bild 4), dann kann ein Springer von einer
Grundlinie auf genau eine Art und Weise
auf die gegeniiberliegende gelangen. Da je-
doch dort laut Voraussetzung auch ein
Springer steht, miiBten irgendwann einmal
diese beiden Springer gemeinsam auf
einem Feld stehen, was die Aufgabenstel-
lung verbietet. Die Aufgabe ist auch dann
unlgsbar.

Bild 4 ®
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Es miissen jetzt also noch das 3 X 3-Feld,
das 3 x 5-, das 4 X 4-, das 4 X 5- und das
5 x 5-Feld betrachtet werden.

Zunichst sei jedoch ein Satz vorangestelit,
der zum Beweis der Minimalitdt einiger
Zugfolgen dienen soll:

(I) Zu einem Feld F mit je n weiBen und
schwarzen Springern sei k eine natiirliche
Zahl (k >0) derart, daB jeder Springer
mindestens k Ziige benétigt, um die gegen-
iiberliegende Grundlinie zu erreichen.
Dann ist z = 2kn eine untere Schranke fur
die Losung der Aufgabe auf F, d.h. in we-
niger als 2kn Ziigen 148t sich die Aufgabe
auf F sicher nicht l6sen.

Die Giiltigkeit des Satzes ist offensichtlich,
denn wenn ein beliebiger Springer minde-
stens k Ziige braucht, so brauchen 2n
Springer insgesamt mindestens 2kn Ziige,
um die gegeniiberliegende Grundlinie zu
erreichen.

Das 3 x 3-Feld. Aufstellung und Graph
siche Bild 5. Interessant ist der isolierte
Knotenpunkt 5 in der Mitte, er kann von
keinem Feld aus erreicht werden.



Eine untere Schranke fiir die Zugzahl ist
laut (I) z =6. Betrachtet man jedoch die
Aufstellung, so sieht man,-daB die Springer
in den Ecken in einem Zug jeweils nur das
Mittelfeld der gegeniiberliegenden Grund-
linie erreichen. Es miifiten dann zwei
weiBle bzw. zwei schwarze Springer auf
einem Feld stehen. Demzufolge miissen
mindestens ein weiBer und ein schwarzer
Springer zweimai bgwegt werden. Die Min-
destzugzah! betrigt demnach 8.

Bild §

Eine Lééung dafir ist:
8-1,2-9,7-2,3-8,

& 0

Das 3 x 5-Feld. Aufstellung und Graph
siehe Bild 6.

Ohne Beweis soll eine (vermutlich mini-
male) Losung in 14 Ziigen angegeben wer-
den (z ist hier 12):
14-7,2-9,7-2,9-14,15-10,
1-8,8-15,13-8,8-1,3-8,
8-13,10-9,9-4,4-3.

Bild 6 @ I @,
ODE ) ] M @u
®; 6 9 P ©u

Das 4 X 4-Feld. Aufstellung und Graph
siehe Bild 7.

Wegen (I) ist z = 16.

Eine Losung in 16 Ziigen, und also eine
minimale, ist:

16-7,1-10,7-1, 10-16, 13-11,
4-6,11-4,6-13,15-8,2-9,
8-2,9-15,14-12,3-5,12-13,

5-14.
Bid7 (R TG,
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@ o 4O,
®'l 8 2 ©0|

Das 4 x 5-Feld.

Aufstellung und Graph siehe Bild 8.

Hier ist z = 16, eine minimale Losung ist:
18-9,4-11,11-18,20-11,
11-4,2-11,11-20,9-2,

19-12, 1-10, 10-19, 17-10,
10-1,3-10,10-17, 12-3.

Bild 8 ®
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Das 5§ x 5-Feld.
Aufstellung und Graph siehe Bild 9.
Es ergibt sich wegen (I) z = 20.

Eine vermutlich minimale Losung ist:
2-11,22-13,13-2,11-22,
4-15,24-13,13-4,15-24, 3-14,
21-12,12-3,1-12,12-21,
23-12,12-1, 14-23, 25-14,
14-17,5-14, 14-25, 17-14,

14-5 (22 Ziige).

Bild 9
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Zum Abschluf sei noch bemerkt, daB Ha-
rold Reiter in der schon mehrfach erwidhn-

ten Veroffentlichung das Springer-Problem
fiir je 10 weiBe und schwarze Springer auf
einem 5 X 5-Feld behandelt.

Die weiBen Springer stehen hierbei auf den

“Feldern 1 bis 10, die schwarzen auf den

Feldern 16 bis 25 (vgl. Bild 9).

H. Reiter beweist, daB z = 32 eine untere
Schranke ist und vermutet, daB die von
ihm angegebene 36-Zug-Losung minimal
ist

(23-14,1-12, 12-23, 21-12,
12-1,3-12,12-21, 14-3,
2-11,22-13,13-2,11-22,
24-15,4-13,13-24,15-4,
17-14,8-17,5-8, 14-5,
18-11,9-18,20-9, 25-14,
18-25,7~18,16-7,6-13,

13-20, 10-13, 13-16, 19-10,
8-19,11-8,3-6, 14-3).

Schiiler M. Nitsche

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

H.-J.VoB

A 2606 o Auf dem abgebildeten Graphen
spielen zwei Spieler mit zwei Steinen,
einen Wolf W und einen Hasen H darstel-
lend, das folgende Spiel:

Beginnend mit W werden beide Steine ab-
wechselnd gezogen (ein Zug besteht im
Ubergang auf ein benachbartes Feld).

W gewinnt, wenn er nach spitestens 20 Zii-
gen auf ein von H besetztes Feld gelangt,
andernfalls hat H gewonnen.

In welcher der zwei Ausgangsstellungen a)
und b) gewinnt W, und wieviel Ziige bend-
tigt er im ungiinstigsten Fall, um H zu fan-
gen?
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a) W auf Feld 1, H auf Feld 12;

b) W auf Feld 1, H auf Feld 3.

Man untersuche dasselbe auf dem Gra-
phen des Bildes 2 des nebenstehenden Bei-
trags von M. Nitsche mit der Ausgangsstel-
lung: W auf Feld 1 und H auf Feld 10.

Kurzbiografie

Geboren am 10. 2. 1938 in Brehna, Kreis
Bitterfeld

— Schulbesuch in Brehna und Bitterfeld,
1956 Abitur an der Oberschule II in Bitter-
feld

~ 1956 bis 1961 Mathematikstudium an
der Technischen Universitit Dresden, ins-
besondere bei den Professoren Heinrich,
Landsberg, Lehmann, Opitz und Wentzel
— 1962 Beginn der Tatigkeit an der Techni-
schen Hochschule Ilmenau als Assistent
bei Prof. H. Sachs, seitdem Forschung auf
dem Gebiet der Graphentheorie

— 1966 Promotion zum Dr. rer. nat.*

— 1972 Promotion zum Dr. sc. nat.

— 1979 Emennung zum Hochschuldozen-
ten fir Mathematische Methoden der Opera-
tionsforschung an die Technische Hoch-
schule Ilmenau, Auszeichnung mit der
Verdienstmedaille der DDR

— 1979/80 zehnmonatiges Zusatzstudium
an der Lenin-Universitdt Kischinjow

— 1983 Berufung zum ordentlichen Profes-
sor fur Algebra an die Pddagogische Hoch-
schule K. F. W. Wander Dresden, etwa
50 Publikationen, darunter das gemeinsam
mit Dozent Dr. rer.nat. habil. Hansjoachim
Walther von der TH Ilmenau geschriebene
Buch Uber Kreise in Graphen (VEB DVW
Berlin 1974). Gegenwirtig Arbeit an einem
zweiten Buch iiber Graphentheorie.

Seit 1966 Mitglied der National-Demokra-
tischen Partei Deutschlands, Mitarbeit in
verschiedenen verantwortlichen Funktio-
nen seiner Partei, gegenwirtig Mitglied der
Kreisvorstinde Dresden-Stadt der NDPD
und der DSF.

Lebensweisheiten der Romer

Lang ist der Weg durch Belehrungen,
kurz und wirksam durch Beispiele.
Seneca d.J.

Nichts kann ohne Beispiel

richtig gelernt oder gelehrt werden.
Columella
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Eine Aufgabe
aus der Praxis

@ VEB MANTISSA

Der VEB MANTISSA Dresden fertigt ne-
ben anderen Erzeugnissen auch geometri-
sche Korpermodelle fiir den Mathematik-
unterricht an den allgemeinbildenden po-
lytechnischen Oberschulen der DDR. Ein
betrdchtlicher Anteil wird exportiert.

Zur Fertigung der Ko6rpermodelle wird
PVC-h-Tafelmaterial verwendet.

Die Herstellung von Pyramidenmodellen
erfolgt nun so, daB zunichst Grund--und
Seitenflichen zugeschnitten werden. Das
Fiigen an den Korperkanten wird durch so-
genannte Gehrungsschrigen ermdoglicht.
Hierbei werden die Zuschnitte lings der
Kanten durch Frisen zueinander passend
abgeschrigt. Dazu ist unter anderem erfor-
derlich, die GréBe des jeweiligen Winkels
zwischen zwei benachbarten Seitenflichen
zu kennen.

Aufgaben

Die Aufgabe, die Schnittwinkel zwischen
zwei benachbarten Seitenflichen einer Py-
ramide zu bestimmen, ist fiir den Fall

A la einer geraden quadratischen

. Pyramide;

A2 a einer geraden rechteckigen
Pyramide;

A 3 a einer geraden dreieckigen

Pyramide, deren Grundfldche von
einem gleichseitigen Dreieck
gebildet wird
durchzufiihren.
Die Abmessungen sind wie folgt:
- Kantenldnge der Grundfliche
bei quadratischer und dreieckiger
Pyramide ¢ = 160 mm
— Kantenlidnge der Grundfliche
bei der rechteckigen Pyramide
a =160 mm; b = 240 mm
— Seitenkantenldnge bei allen drei
Pyramiden s = 240 mm.

Losungen

A la Gerade quadratische Pyramide

Die Gerade SC ist Schnittgerade der bei-
den Ebenen, in denen die benachbarten
Seitenflichen SBC bzw. SDC liegen
(Bild 1). Die gesuchte GroBe des Winkels
zwischen den beiden Seitenflichen wird
dadurch bestimmt, daB der Scheitelpunkt
auf der Schnittgeraden SC liegt und die
beiden Schenkel in jeweils einer der bei-
den Ebenen liegen und senkrecht auf SC
stehen. E ist in Bild 1 so gewdhlt, daB die
Schenkel des Schnittwinkels durch B bzw.

D verlaufen. DBE ist ein gleichschenkliges
Dreieck.

Aus Bild 2 entnimmt man sm?‘s = 2—‘; Iy

Ferner ist e = a1/2_. Fiir y findet man unter
Verwendung von Bild 1 zunichst

sina=%,alsoy=a-simx.

Setzen wir in (1) die gefundenen Terme fiir

e und y ein, so ergibt sich:

il 2d? __ 42 @
2 2-a-sina 2-'sine

o 1aBt sich aus dem gleichschenkligen

Dreieck BCS mit der Schenkellinge s und

der Basisldnge a ermitteln.

sine =
Aus (2) ergibt sich hiermit:
s V25

=4_‘/2_‘ - (_;_)2 ®)

Setzt man in (3) fiir s und a die gegebenen
Werte ein, so ist

sin ﬁ _ 240 mm
2 242400 80 mm
240 3

= \/2_’\/§02'(32—12) =T

und damit schlieBlich % =48,6°,

also 6 =97,2°

(denn offenbar ist 0° < 22 < 90°) .




A2 a Gerade rechteckige Pyramide

Wegen 1. betrachten wir nur solche Pyra-
miden, deren Grundfliche rechteckig, aber
nicht quadratisch ist.

Wir versuchen, wie unter 1. zu verfahren.
Wie man sich iiberlegen kann, gibt es auf
8C keinen Punkt, der Scheitelpunkt des ge-
suchten Schnittwinkels ist und dessen
Schenkel durch B und D gehen (Bild 3). &
liegt vielmehr in dem Dreieck DFE mit
F+ B. S

Bild 3

Nach dem Kosinussatz gilt:

Vt+yi-22
cosd Byt ey
Aus dem rechtwinkligen Dreieck FCE er-
gibt sich
y, = b, sina, 2.1)

Aus dem rechtwinkligen Dreieck DCE folgt
y1=a-sino 2.2)
b, 146t sich berechnen, indem wir ausnut-
zen, daB die Strecke EC zu beiden recht-
winkligen Dreiecken gehdrt:
" EC=b;-coso;=a-cose,
cos o,
COs &y (3)
Aus den gleichschenkligen Dreiecken 4ABS
bzw. BCS findet man

also b =a

cosory = ——
125
bzw. cosoy = ﬂ;
das liefert, in (3) eingesetzt
b=g- -0
)
Weiter gilt \/’z (a)l
o
. 2
siney =——————
- (3)
. 2
und sinop = P
Bild 4

wir

=

@

z ist leicht aus dem rechtwinkligen Dreieck
DFC zu bestimmen:

al 2
z’=a2+bf=a’+(T) 5)
Unter Verwendung von (4) und (5) folgt

aus (1):
cosd
a-b

g "
WGy
Aus (6) ist ablesbar, daB 4 > 90° ist.

Setzt man die gegebenen Werte fiir a, b
und s ein, so ergibt sich:

ﬁ =
cos 160 mm - 240 mm

44/(240% — 80%) mm? - (2402 — 120°) mm?
160 - 240

4\/802-(3’—1)-2402-(1 —%)
160240

4-30~2-J2‘~24o~%-¢3_

cosd = —_ s -0,2041
2-46

4 =180°—78,2°=101,8°

Ala Gerade dreieckige Pyramide

Das Vorgehen kann wie unter a1 a erfol-
gen.

Wir betrachten das
Dreieck BCE (Bild 5).

gleichschenklige

Bild § £

Es gilt

sin 7 = 2—y (1)
Fiir y findet man aus dem rechtwinkligen
Dreieck ABE:

sina=%, also y=a-sina
Setzen wir das in (1) ein, so folgt:
. _ a
e 2 2a-sina
1
T 2-sina @

sin o bestimmen wir schlieBlich aus dem
gleichschenkligen Dreieck ABS:

2
RG]
sin o =
§

Damit ist

0 s
Sln2 \/-2—7
2 ‘"(7)

. und fiir die gegebenen Werte folgt:

) 240 mm
sin—=

2 242407 - 80’ mm

_ 240
2-80-2-y2
= ~0,5303

(]

5

AbschlieBend wird am Beispiel der quadra-
tischen Pyramide angegeben, wie durch
Mittel der darstellenden Geometrie der
Schnittwinkel zweier Seitenflichen kon-
struktiv ermittelt werden kann (Bild 6).

Bild 6 e
(5")e (S™)e
s G
E%s (E "o
& / £
M2 Txler c ju' B Ic-
& o
. J £
g HKc
W

%3

Beschreibung: Neben Grund- und AufriB-
ebene wird eine dritte RiBebene (Kreuzrif3-
ebene) benutzt, die auf jeder der beiden
erstgenannten Ebenen senkrecht steht. Die
gegebenen Liangen der Pyramide werden
im MaBstab 1:4 dargestellt.
In der GrundriBebene kann das Quadrat
A’B’'C’'D’ unmittelbar gezeichnet werden,
in der AufriBebene zunichst das Dreieck
B"C"(8"), das eine Seitenfliche in wahrer
GroBe darstellt. Aus dem Kreuzri ent-
nimmt man den Winkel zwischen einer
Seitenfliche und der AufriBebene und
kann damit den AufriB B”C”S” der be-
trachteten Seitenflichen angeben. Der
AufriB E” des Scheitelpunktes E wird aus
dem rechtwinkligen Dreieck B”C”(E"), mit
Hilfe des Kreuzrisses E” gewonnen. Damit
ist auch E’ auf §'C’ bestimmt. Als Grund-
aufgabe der darstellenden Geometrie bieibt
noch tibrig, das Dreieck B’E'D’ in die
GrundriBebene zu drehen, um die wahre
GroBe des gesuchten Schnittwinkels mit
dem Scheitel in (E"), entnehmen zu kon-
nen.

H. Giendarz/Ch. Kniipfer

Rechteckige Pyramide mit Einlegeteilen
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aufgepalt
nachgedacht

mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

»Sternchenaufgaben®

aus dem Lehrbuch Mathematik,
Klasse 5

Aufgaben

A1 Ao Fille die leeren Felder so aus, daB
die Summen der Zahlen in jeder Zeile, in
jeder Spalte, von links oben nach rechts
unten sowie von rechts oben nach links un-
ten gleich sind!

13 8 [ 12 1

I1 7

3 15

16

A2a Von den 34 Schillern einer Klasse
kénnen 14 Schiler radfahren, 25 Schiiler
schwimmen und 9 Schiller beides.
Wieviel Schiiler der Klasse konnen weder
radfahren noch schwimmen?

a3 a Bei den folgenden Aufgaben sind
Grundziffern durch * ersetzt. Versuche,
die Aufgaben wiederherzustellen!

a) 5162 - *¥*% b) 4*Q* . *%x%
15486 86*6
* koK ) 17 % %%
* k% D % Hkokk ]
Kook ok kR ok g * ok ok ok ok ok

Ad4a Auf einem Motorschiff fahren
100 Personen. 10 von ihnen sprechen we-
der Deutsch noch Russisch. 75 Personen
sprechen Deutsch und 83 Russisch. Wie-
viel Personen sprechen sowohl Deutsch als
auch Russisch?

A 5a Ein Hotel hat 30 Ein- und Zwei-
betizimmer mit zusammen 50 Betten. Wie-
viel Einbettzimmer und wieviel Zweibett-
zimmer hat das Hotel?

A6 A Wie lange braucht ein 500 m langer
Zug zur Durchfahrt durch einen 500 m lan-
gen Tunnel mit einer Geschwindigkeit von
60 km pro Stunde?

a7 a Im Empfangsraum eines Gistehau-
ses soll der FuBboden mit einem Steinmo-
saik verziert werden. Der Raum ist 12,30 m
breit und 10,40 m lang. Das Mosaik soll in
der Mitte des Raumes so liegen, daB an je-
der Seite ein Streifen von 1,20 m keine
Mosaikverzierung erhilt. Wieviel Quadrat-
meter Mosaikfliche sind zu gestalten?

56 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

A 8a Sabines Aquarium ist 60 cm lang,
30 cm breit und 35 cm hoch. Der Wasser-
spiegel ist 7cm vom oberen Rand entfernt.
Sabine mochte die Jungfische aus ihrem
Anzuchtbecken (MaBe 20cm, 12cm,
15 cm) in das Aquarium geben. Um wieviel
Zentimeter steigt der Wasserspiegel, wenn
sie das Wasser mit hineingieBt?

A 94 Ein Behilter fir Regenwasser ist
1,2 m hoch und hat ein Fassungsvermdgen
von 0,2 m’. Wie viele GieBkannen mit 81
Fassungsvermdgen kann man aus ihm

" . |
schopfen, wenn er voll ist, aber 5 seines
Inhalts zuriickbieiben soll?

A10a Eine Schachtel enthdlt Kugeln
verschiedener Farbe. Dabei haben Kugeln
der gleichen Farbe auch die gleiche Masse.
a) 2 rote und 2 griine Kugeln wiegen
zusammen 18 g,
2 rote und 5 griine Kugeln wiegen
zusammen 30 g,
2 gritne und 3 schwarze Kugeln wiegen
zusammen 29 g.
Wieviel wiegt eine schwarze Kugel?
b) 3 gelbe und S blaue Kugeln wiegen
zusammen 58 g,
3 gelbe und S weiBe Kugeln wiegen
zusammen 58 g,
5 blaue und 6 weiBe Kugeln wiegen
zusammen 88 g.
Wieviel wiegt eine gelbe Kugel?

Zusammenstellung:
J. Lehmann/Th. Scholl

Lésungen

Ala Wegenl13+8+12+1 =34 betrigt
die Summe der Zahlen in jeder Zeile, in je-
der Spalte, von links oben nach rechts un-
ten sowie von rechts oben nach links unten
stets 34. Wegen 13+ 3+ 16=32 und 34
—32=2 ist in das leere Feld der ersten
Spalte 2 einzutragen. Wegen 2+ 11+ 7
=20 und 34 — 20 = 14 ist in das leere Feld
der zweiten Zeile 14 einzutragen. Wegen 1
+ 14+ 15=30 und 34 -30=4 ist in das
leere Feld der letzten Spalte 4 einzutragen.
Wegen 13+11+4=28 und 34-28=6
(gerechnet von links oben nach rechts un-
ten) ist in das leere Feld 6 einzutragen.
Wegen 3+6+15=24 und 34-24=10

ist in das leere Feld der dritten Zeile 10

einzutragen. Wegen 8 + 11 + 10 =29 und
34—-29 =75 ist in das leere Feld der zwei-
ten Spalte 5 einzutragen. Wegen 16 +5
+4=25und 34 -25=9 ist in das leere
Feld der vierten Zeile 9 einzutragen.

(LB K1.5, S.10, Aufg. 7)

A2A Wegen 14+25-9=30 konnen
30 Schiiler radfahren oder schwimmen.
Wegen 34 — 30 = 4 kénnen 4 Schiiler we-
der radfahren noch schwimmen.

(LB KI.5, S.11, Aufg.20)

A3a a) Die erste Grundziffer des zwei-
ten Faktors ist 3, denn 5162-3 =15486.
Die zweite Grundziffer des zweiten Faktors
konnte 1 oder 6 sein. Wegen
5162 - 6 > 30000 entfillt 6, denn das zweite
Teilprodukt ist nur vierstellig. Da das Pro-
dukt auf die Grundziffer 4 endet, lautet das
dritte Teilprodukt **%*24. Die dritte

Grundziffer des zweiten Faktors konnte 7
oder 2 sein. Wegen 62-7 = 434 entfallt 7,
da das dritte Teilprodukt auf die Ziffern-
folge 24, nicht aber aul 34 endet. Wir er-
halten somit folgende L&sung:
5162-312
15486
5162
10324
1610544
b) Wegen 24 = 8 ist die erste Grundziffer
des zweiten Faktors 2. Die vierte Grundzif-
fer des ersten -Faktors kdnnte 3 oder 8 sein.
Da das dritte Teilprodukt auf die Grundzif-
fer 7, aber kein Vielfaches von 8 auf die
Grundziffer 7 endet, entfdllt 8. Wegen
4303-2 = 8606 lautet der erste Faktor
4303. Die zweite Grundziffer des zweiten
Faktors ist somit 4, denn 4303-4=17212.
Von den Vielfachen von 3 endet nur 9-3
= 27 auf die Grundziffer 7. Deshalb ist die
dritte Grundziffer des zweiten Faktors 9.
Wir erhalten somit folgende Losung:
4303 -249
8606
17212
38727
1071447
(LB K. 5, S.18, Aufg.25)

Ad4a 100-10=90

90 Personen sprechen Deutsch oder Rus-
sisch oder beide Sprachen.

75+ 83 -90=68

68 Personen sprechen sowohl Deutsch als
auch Russisch.

(LB K1.5, S.43, Aufg.29)

AS5A Angenommen, die 50 Betten sind
nur auf Zweibetlizimmer verteill. Wegen
50:2 = 25 hitte das Hotel dann 25 Zwei-
bettzimmer. Da das Hotel iiber 30 Zimmer
insgesamt verfiigt, miBten aus 5 Zweibett-
zimmern je ein Bett herausgenommen wer-
den. Es verbleiben dann 20 Zweibett--und
5+ 5 =10 Einbettzimmer.

(LB Kl.3, S.43, Aufg.31)

A6 A Von der Einfahrt der Lokomotive
in den Tunnel bis zur Ausfahrt des letzten
Waggons aus dem Tunnel hat der Zug
500m+ 500m=1000m, also 1km :zu-
riickgelegt. Da die Geschwindigkeit 60 km
pro Stunde, also 60 km pro 60 min betrigt,
benétigt der Zug zur Durchfahrt durch den
Tunnel 1 min.

(LB K1.5, S.91, Aufg.20)

A7 a Wirrechnen wie folgt:
2-1,20m= 2,40 m;

1230m-2,40m= 9.90m:
10,40m —2,40m= 8,00 m;

9,90m - 8,00 m = 79,20 m’.
Es sind 79,20 m? Mosaikfliche zu gestal-
ten.
(LB KI5, S.108, Aufg. 15)

A8 A Das Wasser aus dem Anzuchtbek-
ken hat ein Volumen von
20cm-12cm- 15 cm = 3600 cm?. Aus
60-30-xcm?=3600cm’ folgt x=2cm.
Der Wasserspiegel steigt um 2 cm.

(LB KL1.5, S. 124, Aufg.226)

Aa9a 02m*=2001;2001:5=401
2001 —-401=1601; 160:8 = 20.
Man kann 20 GieBkannen mit 81 Fas-



sungsvermégen aus dem Behilter fiir Re-
genwasser schopfen, wenn % seines Inhalts
zuriickbleiben soll.

(LB KL.5, S.124, Aufg.25)

410a a) 3 grilne Kugeln wiegen zusam-
men 30g—18g=12g, eine grine Kugel
wiegt somit 12g:3=4g, 2 grine Kugeln
also2-4g=8g.

3 schwarze Kugeln wiegen zusammen
29g—-8g=21g, 1 schwarze Kugel wiegt
somit 21g:3=7g.

b) 3 gelbe und 5 blaue Kugeln wiegen zu-
sammen genausoviel Gramm wie 3 gelbe
und 5 weiBe Kugeln. Deshalb besitzen die
blauen und die weiBen Kugeln die gleiche
Masse.

11 blaue Kugeln wiegen somit 88 g, 1 blaue
Kugel 8 g, 5 blaue Kugeln 5-8g=40g.

3 gelbe Kugeln wiegen 58g—40g=18g,
eine gelbe Kugel wiegt 18g:3=6g.

(LB KI5, S.128, Aufg. 53)

Flachen
und nochmals Flachen

AlA Welche der Figuren des Bildes 1
sind Trapeze?

o N OO

T LS Q Bild 1
a H !
a2 a Mit welcher bzw. welchen der fol-

genden Formeln kann man die Fliache der
einzelnen Figuren aus Bild 2 ermitteln?

a) A=a?> b) A=a-b
+
c)A=a2C =a-h
a-h
e) A= 2
c [ad
A O I RV
A . —
a=c c-q
arb-c-d d=b d-b
C o

A3 A Der Flicheninhalt eines Rechtecks
soll 16 m? und der Umfang desselben
Rechtecks 16 m betragen. Ermittle die Sei-
tenldngen @ und b eines solchen Recht-
ecks!

A4 a Emittle jeweils den Flicheninhalt
der schraffierten Fliche (Bild 3)!
Bild 3 a) b)
””//////////

N

£\
L tom |

dem

A5a Welches der Dreiecke (AABC;
AABC'; AABC'™ hat den groBten Flichen-
inhalt (Bild 4)?

Bild 4

' 0
C c C h

glh
g

A 8

A6 a Der Flicheninhalt eines Rechtecks
mit den Seitenldngen a und & betrage
36 cm?.

a) Gib drei mogliche Seitenldngen fiir ¢in
Rechteck mit solchem Flicheninhalt an!
b) Versuche, Seitenlingen a und b zu er-
mitteln, wobei ein Rechteck mit dem Fli-
cheninhalt 36 cm? den kleinsten Umfang
hat.

A7a Welche Fliachen (Bild 5) haben den
gleichen Flicheninhalt?

Bild 5

b B G
AR AN

N

A 84 Eine Fliche ist aus x Quadraten
mit je 1dm? Flicheninhalt zusammenge-
setzt. Dieselbe Fliche kann man mit
400 Quadraten (Flicheninhalt jeweils
1 cm?) bedecken. Ermittle x!

A9a Der Umfang eines Rechtecks be-

trigt 20 cm.

Kann der Flicheninhalt dieses Rechtecks
a) 30cm? b) 25cm? ¢) 10cm?
betragen?

A10a Der Flicheninhalt eines Recht-
ecks betrigt 144 cm?.

Kann der Umfang dieses Rechtecks

a) 290cm b) 1152,5¢cm ¢) 10cm

d) 48 cm betragen?

alla Wie verindert sich der Umfang
bzw. der Fliacheninhalt eines Rechtecks,
wenn man die Seitenlingen
a) halbiert b) verdreifacht?

A 12 Ao Der Umfang des Rechtecks ABCD
betrdgt 42 cm. Ermittle den Flicheninhalt

des Rechtecks, wenn bekannt ist, daB die
Linge der einen Rechtecksseite halb so
groB ist wie die der anderen!

A 13 A Die Familien Paul, Schmidt und
Schnurpfeil bestimmen die Fldchen ihrer
rechteckigen Girten. Fiir Linge und Breite
werden folgende Werte ermittelt:

Linge Breite
Schnurpfeil 122m 41,6 m
Paul 23 7m 11,8 m
Schmidt - 31,7m 21,6m

Als Flicheninhalt werden nachstehende
Werte angegeben:

Schnurpfeil: 508 m2; Schmidt 648,72 m?;
Paul: 279,66 m2.

Was sagst du dazu?

A 14 o Ermittle den Flacheninhalt der Fi-
guren (Bild A6)!

Bild 6

g
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A 15a Ermittle die Oberfliche der Kor-
per (Bild 7)!

Bild 7
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L. Flade/H. Knopf
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Physik -
auf die Spitze
getrieben

Verlieren kann man sie schnell,

sie wiederzufinden ist miihsam.
Manche liegen lange auf dem Teppich,
bis sie uns daran erinnern, daB

man besser Hausschuhe anziehen sollte:
Stecknadeln

Wenn man sich die kleinen glinzenden
Dinger unter einer guten Lupe betrachtet,
wird man enttduscht. Die gefiirchtete
Spitze ist gar nicht spitz, eher sieht sie wie
ein winziger Stumpf aus. Dessen Durch-
messer diirfte kaum kleiner als 0,05 mm
sein. Die zugehorige Kreisfliche besitzt
dann einen Inhalt von rund 0,002 mm?.
Auf ihr befinden sich nicht weniger als
20 Millionen Eisenatome (Biid 1).

. = Q0& mm_
Bild 1 /\ Ao 0,02 mm
\

Szgerl T8

Freilich, zum Stechen langt dieser Stumpf
allemal. Wenn nur eine Kraft von 0,1 kg
(etwa 1 N) auf die Nadel wirkt, entsteht un-
ter der Spitze ein Druck von

0,00002 em? at (=500 MPa).
Damit kann man nicht nur Papier durch-
stoBen, sondern sogar das Blech einer Kon-
servendose. Der Trick dabei: Die Nadel
wird durch einen Korken gesteckt. Der ver-
hindert, daB sie sich bei dem erforderli-
chen Schlag mit einem Hammer seitlich
wegbiegt (Bild 2).

p=

Bild 2

Befindet sich das Loch etwa in der Mitte
des Dosenbodens, kdnnen wir aus der Kon-
servenbiichse eine Lochkamera basteln.
Dazu bekleben wir die groBe Offnung mit
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Transparentpapier. Besonders gute Abbil-
dungen erzeugt die Lochkamera von sehr
hellen Objekten (z. B. Lampen und Fen-
stern).

Bleiben wir noch etwas in der Optik. Mit
Hilfe von Stecknadeln 148t sich das wich-
tige  Reflexionsgesetz” (Physiklehrbuch
K1.6, S.95 bis 96) bestitigen. Entsprechend
Bild 3 stellen wir einen kleinen Spiegel auf
ein Stiick Pappe, dazu die Nadeln (1) und
(2). Mit Nadel (3) visieren wir das Spiegel-
bild von (2) so an, daB es sich mit (1)
deckt. An der gefundenen Stelle wird Na-
del (3) in die Pappunterlage gesteckt. Nun
haben wir drei Einstichstellen. Sie markie-
ren den Strahlenverlauf (2) - (1) - (3).
Wenn wir ihn mit einem Bleistift nach-
zeichnen, erginzen wir auch das Einfalls-
lot. Dadurch lassen sich Einfallswinkel o
und Reflexionswinkel &’ messen und ver-
gleichen.

Bild 3

Noch einmal zuriick zu unserer Lochka-
mera. Sie ergab umgekehrte, seitenver-
tauschte Bilder. Auch das Auge kann
nichts anderes. DaB uns die Welt nicht nur
auf dem Kopf zu stehen scheint, ist Ge-
wohnheitssache. Im BewuBtsein wird das
verkehrte Netzhautbild auf die FiiBe ge-
stellt, ohne daB wir es noch bemerken wiir-
den. Wenn es gelinge, auf der Netzhaut
ein aufrechtes Bild hervorzurufen, miiBiten
wir es demnach verkehrt herum sehen! Die
Nadel verhilft uns zu diesem Erlebnis. Zu-
nichst stechen wir mit ihr ein Loch in eine
Postkarte. Durch die kieine Offnung sehen
wir die Umgebung aufrecht. Nun schieben
wir die Stecknadel mit der Kuppe von un-
ten her zwischen Auge und Lochblende.
Wir sehen freilich etwas anderes: Die Na-
del wandert von oben her ins Bild, mit der
Kuppe nach unten (Bild 4).

Bild 4

optlecdier Grarudk

Aufgrund der geringen Entfernung (Gegen-
standsweite) der Nadel vorh Auge wird das
Objekt nicht mehr reell von der Augenlinse
auf der Netzhaut abgebildet. Das vom
Loch kommende Licht wirft jedoch einen
aufrechten Nadelschatten auf die Netz-
haut. Unser aufs Umdrehen der optischen

Eindriicke programmiertes BewuBtsein
tduscht sich diesmal: Wir sehen die Nadel
bzw. ihren Schatten verkehrt.

,Eine Nadel in einem Heuhaufen suchen“
ist eine sprichwdrtlich miihevolle Arbeit.
Als man diesen Vergleich erdachte, wuBte
man noch nichts von starken Magneten.
Solch ein Gerit erleichtert die Suche be-
trichtlich, wenn die Nadel aus Stahl be-
steht. Es ist freilich nur zum Teil richtig,
wenn man meint, daB der Magnet die Na-
del anzieht. Auch umgekehrt wirkt die An-
ziehungskraft, von der Nadel zum Magne-
ten. Die Nadel wird nidmlich im Magnet-
feld selbst zu einem Magneten mit Nord-
und Siidpol. Deshalb kann man an sie
noch eine zweite anhdngen, vielleicht sogar
noch eine dritte. Welche Linge die Nadel-
magnetkette erhilt, hingt vor allem von
der Stirke des Dauermagneten ab.
Streicht man mit dem Pol eines Magneten
mehrmals in gleicher Richtung iber eine
Nadel aus gehirtetem Stahl, wird sie
dauerhaft magnetisiert. Sie ist jetzt als
,KompaBnadel“ zu verwenden. Damit sie
sich leicht drehen kann, lassen wir sie auf
Wasser schwimmen. Als Schwimmweste er-
hilt sie ein Stiick Kork oder Schaumpoly-
styrol. Die Nadel dreht sich sogleich in
Nord-Siid-Richtung, wenn kein Magnet
oder ein groBeres Eisenstiick in der Nihe
ist. Parallel zur schwimmenden Nadel, in
moglichst geringem Abstand, legen wir
einen Metallloffel iber das GefdB. Nun
driicken wir die Kontakte einer Flachbatte-
rie 2's bis 3 s lang auf den Loffel (Bild 5).
So stellen wir einen KurzschiuB3 her, ein
starker elektrischer Strom flieBt durch den
Loffel. Die Nadel beginnt sich zu drehen
und versucht, sich senkrecht zum Loffel zu
stellen. Die Drehrichtung hidngt von der
Stromrichtung ab (Batteriepole vertau-
schen!).

Bild 5

Dieses Experiment wurde (mit anderen
Geriten) erstmals 1820 von dem dénischen
Forscher Oersted durchgefiihrt. Seitdem
weiB man, daB elektrischer Strom und Ma-
gnetfeld untrennbar miteinander zusam-
menhingen. So begann die Erforschung
elektromagnetischer Erscheinungen, ohne



die unsere gesamte moderne Technik nicht
existieren wiirde.

Magnetische Felder wirken durch Krifte
nur auf wenige Stoffe ein. Ein Stiick Papier
1aBt sich mit einem Magneten nicht anhe-
ben. Mit Hilfe unserer Stecknadel kdonnen
wir jedoch auch eine Art KompaB fur elek-
trische Felder bauen. Die Nadel hat hierbei
die wichtige Funktion, die Reibung beim
Drehen des Zeigers gering zu halten. Die
,KompaBnadel“ besteht aus einem etwas
gewinkelten Papierstreifen (lings und quer
falten). Entsprechend Bild 6 hilt sie sich
leicht beweglich auf dem ,Spitzenlager“.
Kommen wir mit einem elektrisch gelade-
nen Korper, z. B. einem an Tuch geriebe-
nen Plaststab, in die Nihe, so richtet sich
der Papierzeiger aus. Er dreht sich bei
einer Bewegung des geladenen Korpers
folgsam hinterher.

Bild 6

Ganz anders, fast wie durch Zauberei, wird
die Drehung des Papierblattes in Bild 7 er-
zeugt. Es besteht aus besonders leichtem
Papier (z. B. Geschenkpapier). Entlang der
Diagonalen wird das Papierquadrat gefaltet
und dann auf der Nadelspitze drehbar ab-
gelegt. Beschworend fithren wir eine Hand
seitlich heran. Das Papier gehorcht. Es be-
ginnt sich zu drehen, linksherum vor der
rechten Hand, entgegengesetzt, wenn sich
die linke Hand néhert.

Bild 7
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Ursache dieses Effekts ist die an der war-
men Handfliche entstehende Wiarmestro-
mung der Luft. Sie erfolgt sowohl nach
oben, als auch vom Handballen zu den
Fingern hin, die eine etwas geringere Tem-
peratur haben. So entsteht immer eine
gleichartige Drehrichtung, je nach der be-
nutzten Hand.
Fast konnte man iiber alledem die Steck-
nadel vergessen. Um sie und damit anzu-
stellende Experimente ging es heute. Sor-
gen wir zum SchluB dafur, daB die
physikalisch weniger Interessierten nicht
nachtriaglich an unsere Versuche dadurch
erinnert werden, daB sie mit einer vergesse-
nen Nadel unverhofft Bekanntschaft
schlieBen! D. Wrobel
aus: technikus 1/81

Zum Berechnen algebraischer

Produkte

mit dem Schulrechner SR 1

Im Bereich Q. der gebrochenen Zahlen
werden Divisionsaufgaben auf Multiplika-
tionsaufgaben zuriickgefiihrt. Deshalb sol-
len Aufgaben mit gebrochenen oder ratio-
nalen Zahlen, in denen nur Multiplika-
tions- und Divisionszeichen auftreten,
algebraische Produkte genannt werden. Mit
dem Schulrechner SR 1 haben wir gelernt,
Aufgaben des Typs ﬁ zu lésen (dabei
sind a, b und ¢ Dezimalbriiche), indem wir
den Ablaufplan

[a] (=] (o] BT eI [

aufstellen und danach die Tasten des SR 1
betdtigen. Von der Richtigkeit dieses Vor-
gehens iiberzeugten wir uns im Unterricht
an einfachen Beispielen. In dem vorliegen-
den Beitrag soll diese Folge von Rechen-
operationen begriindet und weitere Ablauf-
pldne sollen aufgestellt werden.

Fiihrt man bei zusammengesetzten Aufga-
ben nur Multiplikationen und Divisionen
(keine Additionen oder Subtraktionen!)
aus, so wird die Vorrangautomatik des
SR1 (,Punktrechnung vor Strichrech-
nung®) nicht wirksam. Andererseits besitzt
der SR 1 keine Klammertasten, er 16st der-
artige Aufgaben von ,links nach rechts“,
wie das folgende Beispiel zeigt:

o] 2] 2] ] L] O 5] [

1616284236

womit auf dem SR1 die Aufgabe
((16:2):4)-3 realisiert wird.

Mit der Festsetzung Algebraischer Produkte,
die von links nach rechts zu lésen sind, werden

. klammerfrei geschrieben lautet diese Auf-

gabe 16:2:4-3.
Der eingangs erwdhnte Aufgabentyp —b‘-z_c

mit b*0,¢c *0, a, b,c € Q 14Bt sich, indem
der Bruchstrich durch ein Divisionszei-
chen ersetzt wird, umformen zu a:(b-c).
Hier ist zundchst b-¢ zu berechnen und
danach ist a durch das Produkt b - ¢ zu di-
vidieren. Die Klammer darf nach der ge-
troffenen Festsetzung nichr weggelassen
werden. Nach dem angegebenen Ablauf-
plan muB gelten:

a:(b-c)=a:b:c.
Dieses Beispiel veranlaBt uns, Regeln fur
das Auflésen von Klammern in algebrai-
schen Produkten zu suchen.
Es seien a, b, ¢ beliebige gebrochene Zah-
len, aber b *0, ¢ # 0.

Es gibt dann natiirliche Zahlen a,, a,, b;,
bz, cy, €3, SO daB

4 b—i,c=i ist. .

a, b2 Cy

Erinnert werden soll noch an die Multipli-
kation und Division in Q.. Es ist

a=—

-4 bl _ a,- b,

a b . b2 —az'bz und
a b a;- b,
a:hb=— —=—-—.
a b a b

(Eigentlich ist a-b die Menge von Brii-
chen, die auf dem Zahlenstrahl den glei-
chen Punkt darstellen, weil wir die Briiche
durch Erweitern und Kiirzen verédndern
k6énnen!

Analoges gilt fir a: 5.)

Es gelten nun folgende Formeln:

M a-(b:c)y=a-b:c
) a(b-c)=a"b-c
3) a:(b:c)=a:b-c
4 a:(b-c)=ab:c
Beweis:

i = e
()Es ist a (l7~c)—a2 by g,
_ah o
_az'bz (o] a b.cy
Na-b-oy= 2. bra

@a-(b-c)=— Ty
_aithira a- b Ky
a; b ab o
=a-b-c,
ey @ biro

(3)a:(b:c) ag’ Byt
__a]-bfc,_a"bz_i
aba ab o
=a:b-c,
cpe oy o AL bia

@a:(b-o) 0 byo
_arbo _abh o
a-byrey aybh g
=a¢§1c

Unsere Uberlegungen fassen wir zu zwei
Regeln zusammen:

1. In algebraischen Produkten darf eine
Klammer, vor der ein Multiplikationszeichen
steht, weggelassen werden.

2. In algebraischen Produkten darf eine
Klammer, vor der ein Divisionszeichen steht,
nur weggelassen werden, wenn gleichzeitig in
der Klammer die Divisionszeichen durcht Mul-
tiplikationszeichen und umgekehrt die Multi-
plikationszeichen durch Divisionszeichen er-
setzt werden.

Diese Regeln bleiben richtig, wenn a, b, ¢
rationale Zahlen mit b #0, ¢ #0 sind, da
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beim Ubergang von Q. zu Q die Betrédge zu
multiplizieren oder zu dividieren sind und
anschlieend das Vorzeichen festgelegt
wird. In den Formeln (1) bis (4) haben aber
die auftretenden Terme genau dann ein ne-
gatives Vorzeichen, wenn eine oder drei
der Zahlen a, b, ¢ negativ sind!

Wegen der Giltigkeit des Kommutativge-
setzes der Multiplikation in Q gilt auch:

(1 a-(b:ic)=a-b:c
=ba:c=a:c-b=b:ca,

2) a(brcy=a"bc
=a-cb=b-cra=b-a-c
=ca-b=c"b-a,

3) a:(b:cy=a:b-c
=a-c:b=c'atb=c:b-a

4) a:(b-c)=a:bic=aic:b.

Fiir das Rechnen im Zahlbereich Q sind
diese Umformungen naheliegend.

Nun beachten wir, daB3 der SR 1 (so wie je-
der andere Rechner) nur mit endlich vielen
Zahlen arbeitet. Es bezeichne Qg die
Menge der rationalen Zahlen, mit denen
der Schulrechner arbeitet. Fiir x € Qs und
x *0 gilt

1:107% = | x| = 9,99999994 - 10%°.
Offenbar besteht die Beziehung Qs < Q. In
Qs brauchen Assoziativgesetz und Kom-
mutativgesetz fir Addition und Multiplika-
tion nicht mehr (streng) erfiillt zu sein
(siehe alpha 1985, Heft 2, S.32 bis 34). So
ist z.B.

5,23455:16437-32874:1,04691
=9,9999999 und
5,23455:1,04691-32874:16437 =10

fiir
5,23455-32874 10
1,04691-16437 -

Wenn die Zahlen nicht sehr groBe oder
sehr kleine Betrige haben, erhdlt man im-
mer (bis auf eventuelle Rundungsfehler)
das gleiche Ergebnis unabhingig davon,
welche der dquivalenten Formeln benutzt
werden. Bei Zahlen mit sehr groBen oder
sehr kleinen Betrégen ist das nicht mehr
richtig, und es kommt u. U. wesentlich dar-
auf an, in welcher Reihenfolge die Rech-
nung organisiert wird.

So ist fira=1-10"%,
b=1:10%und ¢ =1-10%

a:b-c nicht 16sbar, was durch den Buch-
staben E auf dem SR 1 angezeigt wird.
Diese Rechnung fiihrt aus Qg heraus! Dage-
gen liefert die (in° Q &4quivalente Rech-
nung!) a-c:b im Bereich Qs den Wert
1-10-%,

Im folgenden werden einige Terme mit
einem zugehorigen Ablaufplan fiir den
SR 1 angegeben. Dazu wird jeweils ein
konkretes Beispiel mit dem SR 1 gerech-
net.

Aufgaben

1. Term: =a:(b-c-d)

=a:bic:d

(] £ o] I L] (2] [e] (&

74,22
0,2814-0,041-1,28

2.Term:%§ (@:b) (c:d)
=a:b-c'd

a
b-c-d

Ala
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[a] [ [o] I [e] 2] [a] [

048128 2,24

424 T B

3. Term: 225 = (@i b): (e d)
b d

=a:hic-d
[a] [+] (o 4] [e] ] [a] [=]
0,7943 19847
3,8721 " 3,32361
4. Term: a:[b:ic d)]
=a:b(c-dy=a:b-c-d
Hier wurde zuerst die eckige Klammer auf-
geldost. Man hitte ebensogut zuerst die
runde Klammer auflésen konnen:
a:[bi(c-d)]=a:[bic:d]
=aib-cd

[a] [ o] & [e] ] [a] [=]

Ada 584:[2,71:(0,2847-42,78)].

A 5a Zubeiden Aufgabentypen ist je ein
zugehoriger Ablaufplan fiir den SR 1 auf-
zustellen.
cd-e.

o
b) a:(b-c:d)-(e:f)

Ala

a
d) F

W. Triger

‘ Aphorismen

o Die Zah! ist das Wesen aller Dinge.
Pythagoras

® Manche orakeln um Dinge, die sie durch
Zihlen, Messen oder Wiegen in Erfahrung
bringen kénnten. Xenophon

® Das GroBe erscheint nur dadurch groB,
wenn es mit etwas Kleinerem gemessen
wird. Lukian

® Durch das Messen erbaut man die Welt.
Arabische Weisheit, um 1000

@ Zihlen und Messen sind die Grundlagen
der fruchtbarsten, sichersten und genaue-
sten wissenschaftlichen Methoden, die wir
tiberhaupt kennen. Hermann von Helmholtz
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A la The number 16 is the smallest inte-
ger greater than 1 that is, at the same time,
a square and a fourth power of two other
integers:

16 = 4% and 16 = 2%

Can you find the two smallest positive inte-
gers which are, at the same time, the
square and the cube of two other integers?
Think it out. You can find a simple rule
which will lead you to the correct solution.

A2 a Surun rayon de bibliothéque sont
rangés dans l’ordre les trois volumes d’une
encyclopédie.

Chaque volume a une épaisseur de 8,6 cm;
8 cm pour les pages intérieures et deux fois
3 mm pour les deux couvertures.

Un affreux petit ver creuse une galerie de
la premiére page du premier volume a la
derniére page du troisiéme volume.
Quelle est la longueur de la galerie?

A3 a TloeepxHocth Kybmka 1 X1 X 1 ne-
Nb351 OKJIEMTH LIETMKOM MOJIOCKOM 6ymaru
1 X 6, He momyckasi pa3pbIBOB. MOXHO JIM
TaKOM KyOMK OKJEHTh IOJIOCKOW Gymaru
1X 12 B gBa cuos?

A4 A TpH MKOABHBIX TOBAPHINA KYITHIU
14 nmpoxkos, npuyeM Kons kynun B 2
paza Menbiie Buti, a JKenws 6onbiue
Kosnu, Ho MeHbie BUTH. 3KONIBKO NHUPOX-
KOB KYITMJ1 KaXKIObIH M3 TOBapuiuen?



Spiel mit Hélzchen

Spiel doch einmal mit einem Partner folgendes Spiel:
Man legt drei Haufchen von Streichhdlzern auf den Tisch
(mit z.B. 12, 10 und 7 Streichhdlzern). Die Partner neh-
men abwechselnd eine beliebige Anzahl von Streichhdl-
zern weg, aber immer nur von einem Hiufchen. Man
kann auch ein ganzes Hidufchen auf einmal wegnehmen.
Gewonnen hat der, der als letzter noch Streichhélzer weg-
nehmen kann.

Kleine Miihle

Zeichnet euch eine runde Miihle! Gespielt wird mit drei
weillen und drei schwarzen Steinen. Zuerst werden (ab-
wechselnd) die sechs Steine gesetzt, dann wird gezogen.
Springen ist nicht erlaubt. Drei Steine (gleicher Farbe)
auf einem der Durchmesser bilden eine Miihle. Gewon-
nen hat, wer die erste Miihle bildet.

Bild 13

Neun Schafe und ein Wolf

Spielsteine nach Bild 10 auslegen. Ein Mitspieler iber-
nimmt die ,Schafe“, der andere den ,Wolf“. Die Spiel-
steine sind nur auf den Linien zu bewegen, wobei der
»Wolf“ nach rechts oder links riicken kann. Er kann auch
iiber ein ,Schaf* springen, wenn der dahinterliegende
Kreuzungspunkt frei ist. Die ,,Schafe“ diirfen nach rechts,
links oder geradeaus geschoben werden. Sie miissen den
»Wolf“ geschickt umzingeln, so daB er nicht mehr sprin-
gen kann, oder schnell den Stall (das gegeniiberliegende
markierte Feld) erreichen. Dort darf der ,Wolf“ kein
»ochaf“ mehr fassen. Nach dem Spiel tauschen die Mit-
spieler ihre Rollen.

Bild 10

Sprungspiel

Fertige dir nach dem abgebildeten Muster eine Spieltafel
und 16 durchnumerierte Pappscheiben! Mit jedem Stein
darf man jeden anderen Stein in waagerechter oder senk-
rechter Richtung iiberspringen, wenn in dieser Richtung
hinter ihm ein freies Feld ist (wie beim Damespiel) und
6

Alle acht

Fiir dieses Einmannspiel werden acht kleine Spielsteine
und ein groBer aufgelegt. Mit allen Steinen kann nach
rechts, links und diagonal gesprungen werden. Nur der
groBe Spielstein wird nicht {ibersprungen, kann aber mit
geriickt werden. Er soll am SchluB, mdglichst nach acht
Ziigen, allein iibrig bleiben.

0|0|0

O
[ J
O

O|0[O

Bild 5

Vier Richtige

Bei diesem Spiel miissen vier Spielsteine einer Farbe eine
waagerechte, senkrechte oder diagonale Linie ergeben.
Zwei Spieler erhalten je 15 Steine, setzen diese abwech-
selnd und versuchen, so viel wie moglich gleichfarbige Li-
nien aufzubauen. Im Spiel werden zwei verschiedene Far-
ben eingesetzt.

O eeee ...
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Bild 2
17
L Bild 4
J%
Bild 3
2
Groschenspiel

Japanisches Damespiel

Das auf der Titelseite gezeigte Damespiel ist 1000 Jahre
alt und stammt aus Japan. Man nehme Papier mit einem
Quadrat (10 X 10), auf das die beiden Spieler Punkte oder
Kreuzchen zeichnen. Die Mitspieler setzen immer ab-
wechselnd ihr Zeichen auf einen Schnittpunkt der Li-
nien. Ziel ist, Fiinferketten zu bilden, d. h. jeweils fiinf
Kreuzchen (oder Kreise, bei einem dritten Mitspieler
kleine Dreiecke) waagerecht, senkrecht oder diagonal in
eine geschlossene Reihe zu setzen. Wem es zuerst ge-
lingt, der ist Sieger. Jeder wird natiirlich alles versuchen,
um den Gegner bei der Kettenbildung zu behindem.
Drei ,,Geheimtips“, die zum Sieg fiihren konnen:

Zeichne zwei Bahnen mit je 10 bzw. 5 Feldern! Besetze
die linken Enden beider Bahnen, die rechten dein Gegner
mit je einer Miinze! Beide ziehen nun abwechselnd nach
Belieben eine ihrer Miinzen so viele Felder vorwirts oder
rickwirts, wie du es oder dein Gegner flir giinstig hiltst.
Ziige sind nur bis zur gegnerischen Miinze erlaubt. Ge-
sprungen werden darf nicht. Versuche, deinen Gegner in
seine Ecke zu treiben!

Varianten: Andere die Bahnlinge und die Anzahl der
Bahnen!

O [T 1T [ T[TIO
o [ [ IO

Bild 7

Schiebespiel

Jeder der beiden Spieler bekommt drei Knopfe gleicher
Farbe. Diese werden in Grundstellung aufgestellt. Es wird
abwechselnd gezogen. Bei jedem Zug darf der Spieler
einen seiner Kndpfe um ein Feld entlang der weiBen Li-

o e
Yol
Y6

Bild 8

9

ihn dann vom Brett nehmen. Gilt diese Bedingung fir
mehrere Steine, so darf man beliebig viele Steine iiber-
springen und entfernen. Auf diese Weise wird das Brett
bald leer sein.

Aufgabe: Mit max. 8 Ziigen ist das Brett so zu riumen,
daB nur Stein 1 iibrigbleibt.

Das ist nicht leicht zu schaffen!

B e
0000600 0R™"

Schiebespiel

Baue dir nach der untenstehenden Vorlage ein Spiel
(siehe Bild 12a)! Verschiebe dann die 10 Bausteine so,
daB Bild 12b entsteht!

Leicht wird es nicht sein!

Bild 12a Bild 12b

IO | B
L0

nien weiterziehen, natiirlich immer nur auf freie Felder.
Sieger ist, wer mit seinen Knopfen die Grundstellung des
Gegners zuerst besetzt hat.

Eins-zwei-drei

Zwei Spieler erhalten je sechs Spielsteine in einbeitlicher
Farbe. Diese konnen nach rechts, links und nur vorwirts
bis zum néchsten Kreuzungspunkt geschoben werden,
um die gegeniiberliegende Seite zu erreichen. Ist ein
Kreuzungspunkt hinter einem Spielstein frei, muB er vom
Gegner iibersprungen werden. Jeder Spieler versucht, so-
viel Steine wie moglich vom Gegner zu bekommen und
die eigenen mit Geschick tlibers Spielfeld zu bringen.
Das Spiel ist beendet, wenn einer der Mitspieler alle
seine noch vorhandenen Spielsteine ins gegeniiberlie-
gende Feld gebracht und zuerst die Dreierreihe, dann die
Zweierreihe usw. aufgebaut hat. Zuletzt werden die Spiel-
steine ausgezihlt und der Sieger wird ermittelt.

Bild 9
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Computer — Algorithmus —
Algorithmische Spiele

Teil 1

Um Aufgaben einer bestimmten Art 18sen
zu kénnen, bendtigt ein Computer ein Pro-
gramm. Beim Aufstellen solch eines Pro-
gramms ist ein erster wichtiger Schritt das
Auffinden bzw. Formulieren eines entspre-
chenden Algorithmus.

Das Wort Algorithmus ist aus dem Namen
des groBen mittelalterlichen Gelehrten A/-
Hwarizmi abgeleitet, aber die groBe Bedeu-
tung dieses Begriffs wurde erst in der zwei-
ten Hilfte des 20.Jahrhunderts im Zusam-
menhang mit der Entwicklung der Rechen-
technik und der Informatik deutlich. Auch
in der Mathematik spielt dieser Begriff
eine wesentliche Rolle: Die mathematische
Algorithmentheorie grenzt an eines der
grundlegenden Gebiete der Mathematik
an — an die mathematische Logik. Aber
auch im alltdglichen Leben begegnet man
Algorithmen, etwa unter solchen Bezeich-
nungen wie Vorschrift, Rezept oder allgemei-
nes Losungsverfahren.

Genauer kann man sagen:

Ein Algorithmus ist eine verstindliche und ex-
akte Vorschrift fiir den Ausfiihrenden, eine
endliche Folge von Tatigkeiten auszuiiben, die
auf das Erreichen eines festgelegten Ziels oder
auf die Losung einer gestellten Aufgabe gerich-
tet sind.

Der Ausfiihrende des Algorithmus kann ein
Mensch oder eine Maschine (Computer,
Taschenrechner, Roboter) sein. Er muB fa-
hig sein, die Vorschrift zu verstehen und
die in ihr angewiesenen Titigkeiten auszu-
fiihren.

Beispiele fiir Algorithmen sind nicht nur
viele der geldufigen mathematischen Ver-
fahren, wie z. B. das schriftliche Multipli-
zieren von (endlichen) Dezimalbriichen
oder der Euklidische Algorithmus fiir die
Bestimmung des groBten gemeinsamen
Teilers zweier natiirlicher Zahlen, sondern
auch Kochrezepte, Hinweise fiir den
Durchgangsverkehr durch eine bestimmte
Stadt, viele Bedienungsanleitungen, Anlei-
tungen fiir die Benutzung eines Offentli-
chen Telefons im Selbstwidhlfernverkehr
und auch gewisse militirische Vorschrif-
ten. Jedoch ist nicht jede Vorschrift ein Al-
gorithmus. Oft ist eine Vorschrift zu unge-
nau und auch nicht verstindlich genug,
aus ihr geht nicht immer die konkrete Rei-
henfolge der Handlungen hervor. Dies trifft
etwa zu auf den iiblichen Befehl an einen
Kundschafter:

,2Handeln Sie je nach Lage der Dinge!“
Ein Algorithmus muB8 alle Situationen vor-
aussehen, die bei seiner Abarbeitung auf-

treten konnen, und fiir jede dieser Situatio-
nen anweisen, was zu tun ist.

Betrachten wir einige Beispiele von Aufga-
ben und Algorithmen fiir deren L&sung:

Bestimmung des Restes
bei Division natiirlicher Zahlen

Aufgabe: Gegeben sind zwei natiirliche
Zahlen x und y, gesucht ist der Rest bei
Division von x durch y.
Erster Algorithmus:
(Ausfiihrende: Schiiler ab Klasse 3)
— Schreibe die Divisionsaufgabe x:y
auf!
- Dividiere schriftlich bis zur
Einerstelle!
— Nimm die letzte beim schriftlichen
Dividieren auftretende Differenz als
Losung der Aufgabe!

9734:37 =263
74
233
222
114
111
3 Rest3

Zweiter Algorithmus:

(Ausfihrende: Schiiler ab Klasse 1)

— Vergleich x und y!

- Wenn x < y, dann nimm x als Lésung
der Aufgabe!

- Sonst subtrahiere y von x, und merke
dir die Differenz!

—~ Wenn die Differenz kleiner als y ist,
so nimm sie als Losung!

— Sonst subtrahiere von der Differenz
nochmals y, und wiederhole das
solange, wie die nichstfolgende
Differenz nicht kleiner als y ist!

— Nimm die letzte Differenz als Losung!

Diskussion: Der erste Algorithmus 148t sich

kiirzer aufschreiben und fiihrt schneller

zum Ziel als der zweite. Er setzt jedoch
voraus, daB der Ausfiihrende das schriftli-
che Dividieren beherrscht, und kann des-

halb von Schiilern der Klassen 1 und 2

noch nicht ausgeflihrt werden. Aus.demsel-

ben Grund ist der zweite Algorithmus als

Grundlage fiir ein Computerprogramm ge-

eigneter als der erste.

Der vorsichtige Roboter

Aufgabe: In der linken unteren Ecke eines
Schachbrettes steht ein kleiner Roboter.
Auf dem Schachbrett sind iiber einige Fel-
der Gruben ausgehoben worden. Die Gru-

ben gehen vom linken Rand des Schach-
bretts aus und erstrecken sich zusammen-
hingend {iber hochstens 7 Felder. Der
Roboter kann von einem beliebigen Feld
zu jedem Nachbarfeld, auf dem sich keine
Grube befindet, iibergehen, d. h. nach
oben, nach unten, nach rechts und nach
links, aber nicht diagonal.

===

i

Wie gelangt der Roboter in die 8. Horizon-

tale, ohne in eine Grube zu fallen?

Erster Algorithmus:

(fir einen sehuntiichtigen Roboter)

— Gehe nach rechts, nach rechts, nach
rechts, nach oben, nach oben, nach
rechts, nach oben, nach oben, nach
rechts, nach rechts, nach oben, nach
oben, nach oben! Halt!

Zweiter Algorithmus:

(fir einen sehuntiichtigen Roboter,

der zdhlen kann)

— Gehe Tmal nach rechts, dann 7mal
nach oben! Halt!

Dritter Algorithmus:

(fir einen sehtiichtigen Roboter)

— Sieh nach oben!

— Wenn oben ein freies Feld ist, so tue
einen Schritt nach oben, und fiihre
dann wieder das erste Kommando aus!

— Sonst tue einen Schritt nach rechts,
und fiihre dann wieder das erste
Kommando aus!

Diskussion: Der erste Algorithmus ist ein-
fach und gibt (beziiglich der Anzahl der
vom Roboter zu gehenden Schritte) eine
optimale Losung der Aufgabe, aber er ist
speziell auf die gegebene Lage der Gruben
auf dem Schachbrett zugeschnitten — bei
einer anderen Lage der Gruben kann der
Roboter in eine von ihnen hineinfallen.
Der zweite Algorithmus ist universell in
dem Sinne, daB er fir ein beliebiges Sy-
stem von Gruben (das den Bedingungen
der Aufgabe entspricht) tauglich ist, aber er
liefert nicht immer die Losung mit der
kleinsten Anzahl von Schritten des Robo-
ters. Der zweite Algorithmus kann leicht
umgeschrieben werden fiir einen Roboter,
der nicht zdhlen kann: Man braucht nur
die Anweisungen nach rechts und nach oben
je siebenmal zu wiederholen.

Der dritte Algorithmus ermdéglicht es, die

achte Horizontale bei einem beliebigen (der

Aufgabe entsprechenden) Grubensystem

mit einer optimalen Schrittzahl des Robo-

ters zu erreichen, aber nach Erreichen der

8. Horizontale geht der Roboter evtl. noch

nach réchts, nimlich solange er noch nicht

in der rechten oberen Ecke des Bretts ange-
langt ist.

Fortsetzung siehe Seite 69!
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In freien Stunden - alpha-heiter

Aus: Trommel, Berlin

Mathematik-Lyrik

In Parchim Edes Schwester wohnt.

Sie liebt den kleinen Klaus.

Doch Anke Label hat ihn satt

und zog aus seinem Haus.

In diesem Verslein sind die Nachnamen von sechs
bedeutenden Mathematikern vergangener Zeit ver-

steckt. Wer findet diese Namen? .
Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Exakt beobachten!

Welches Schwein hat sich im SchattenriB verewigt?
Aus: Troll, Berlin

Grand mit Vieren

Vier Freunde treffen sich monatlich zu ihrem Skat-
abend. Thre Spielergebnisse rechnen sie stets mit

1
Y Pf je Punkt ab. Ein Beispiel dafiir sieht so aus (re-

lative Differenz mit jedem anderen Spieler):

Jiirgen Jochen Dieter Helmut
+50 - 42 +110 - 14

+92 - 92 + 60 - 64

—60 -152 +152 + 28

+64 - 28 +124 —-124
+96:4 —-272:4 +336:4 —160:4
+24 — 68 + 84 - 40 (P

Dieter meint: ,Warum so umstindlich? Bildet die
Summe aus den vier Ergebnissen und subtrahiert
jeweils ihren 4.Teil von jedem einzelnen Ergebnis!“
Also:

S=+50—-42+110—14=104;%S=+26.
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Und somit:
+ 50—26=+24, —42 - 26 = —68,
+110—-26= +84, —14 —26 = —40.
Zeige, daB diese Kurzrechnung immer gilt!
Ing. A. Kémer, Leipzig

Rund um die Zahl 1986

1. Wie oft wird jede der Ziffern 1, 9, 8 und 6 ange-
schrieben, wenn man alle Zahlen von 1 bis 1986
aufschreibt?

2. Bilde die Summe aller natiirlichen Zahlen von 1
bis 1986!

3. a) Schreibe die Zahlen 450, 529, 583, 608, 662,
716, 741, 795 und 874 so in ein Dreierquadrat, dal
ein magisches Quadrat entsteht! (Die waagerechten,
senkrechten und diagonalen Dreiergruppen ergeben
stets die gleiche Summe.)

b) Bilde aus den Zahlen 1, 9, 8 und 6 ein lateini-
sches Quadrat! (Schreibe in die freien Kistchen
eines Viererquadrates die Zahlen 1, 9, 8 und 6 so,
daB in keiner Zeile, in keiner Spalte und in keiner
Diagonale zwei gleiche Zahlen stehen!)

Suche alle Moglichkeiten!
Schuldirektor H. Forg, Schwaz (Osterreich)

Miinzen vertauschen

Lege die Minzen durch zweimaliges Vertauschen
so, daB in der oberen Reihe 0,55 Mark zuammen-
kommen und in der unteren 0,70 Mark! Bei einem
Vertauschen darfst du zwei Miinzen auswechseln,
die gemeinsam Nachbam in waagerechter oder
senkrechter Richtung sind.

BOEO®
OO0,

Aus: ND



Tiddlyball

Tiddlyball ist ein Spiel flir drei Spieler. In jeder
Runde erhilt der Gewinner a Punkte, der Zweite
b Punkte und der Verlierer ¢ Punkte, wobei
a > b > ¢ positive ganze Zahlen sind.

Ein Spiel besteht aus mehreren Runden.

Xavier, Yvonne und Zachary spielen Tiddlyball und
der Endstand lautet: Xavier 20 Punkte, Yvonne
10 Punkte, Zachary 9 Punkte.

Yvonne gewann die zweite Runde.

Wer gewann die erste Runde und, wieviel Punkte er-

hielt Zachary in der letzten Runde?
Aus: Parabola, math. Schiilerzeitschrift
der Universitit von New South Wales

Schwarz oder Weif3?

Du sollst entscheiden, welche der beiden Farben —
Schwarz oder WeiBB — innerhalb des Rechtecks die
groBere Fliche einnimmt. Aber bitte, rate nicht nur,
sondern begriinde (sich selbst gegeniiber) deine
Antwort!

Aus einer Knobelseite des ND, Berlin

1 H /1 +* 5
V7 N 7 v 8
q PR 77720 PR 7
%, //
[ 4 5
. % %
1% 14
% ’ 7,
%8 3 0 M
2 B 2
Z
28.
Dr. L. Flade

Waagerecht: Senkrecht:

Lose im Kopf! Ldse mit Taschenrechner!
1.112 1. [(128 624 + 99999)
3.42-102 + 92 -3+2]-18

2
6. 14 2. {14641
8.9%9 3.10- /2825761
9.3({f64 + {16) 4.2200: 5?
11.302 + 34 " 109998999
13.197+ 40 510 ’
: 40986

15. y121 75318

16. 9627‘3 ) 10. 43721 -1

18.802 + 6

12.3+102- 41234321

20. 361

22252 4 132 14.234574:(399:21)

e ] 17.272-211-3
23.30°+43 4 19.110334:222
104 . -
25.8765- 10" + 4321 21912
23. V438416

24.1785:(5-17)

Kryptarithmetik

ABCDE DVE
BCDF DVE
CDE DVE

++ + +

DE CTYRI
E DESET

AAAAA Aus der math. Schiilerzeitschrift
Rozhledy, Prag

Ein merkwiirdiger Dodekaeder

Was - kann nicht stimmen an dieser Darstellung
eines Dodekaeders (des von 12 regelmiBigen Fiinf-

ecken begrenzten reguliren Polyeders)?
Dr. W. Schmidt, Sektion Mathematik
der E.-M.-Arndt-Universitdt Greifswald

>
[

Ein fast unverlierbares Spiel

Wer zuerst 100 sagt, ist Sieger! Zwei Spielpartner A
und B sagen abwechselnd eine Zahl von 1 bis 10
und addieren sie zur vorher vom anderen Spielpart-
ner genannten Zahl. Beispiel: A beginnt mit 6; B:
6+8=14; A: 14+1=15; B: 15+ 10=25 usw.
Wer zuerst 100 sagt, ist Sieger.

Die Losungsstrategie ist folgende: Um mit Sicher-
heit mit der nédchsten Zahl auf 100 zu kommen,
mufB man auf 89 kommen, denn welche Zahl der
andere Spielpartner auch sagt, man gelangt immer
auf 100, denn die Summe der beiden gesagten Zah-
len ist immer 11. Um aber mit Sicherheit an 89 zu
kommen, muB man vorher auf 78, 67, 56, 45, 34,
23, 12 kommen. Die erste wichtige Zahl, auf die
man kommen muB, ist also die 12.

Beginnt man das Spiel selbst, so erreicht man das
immer, wenn man mit 1 beginnt, im néchsten
Schritt. Der ,,Gegner“ gewinnt also das Spiel nur in
dem einen Fall (vorausgesetzt, beide Partner ken-
nen den LOsungsalgorithmus), wenn er mit 1 be-
ginnt. Deshalb nennen wir ein solches Spiel ein fast
unverlierbares Spiel. Dr. P. Knabe, TU Dresden

i II | |
/ ‘,,‘ HH

2

Aus: NBI, EI Solari Serin
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Der Herzberger
Quader

Wir setzen Wiirfelgruppen zusammen

Aus gleich groBen handelsiiblichen Wiirfeln
aus Holz oder Plaste sollen Spielsteine so
zusammengesetzt werden, daB die Flichen
aller Wiirfel zueinander parallel oder senk-
recht sind und aneinanderstoBende Wiirfel
eine gemeinsame Fliche haben. Um alle
Moglichkeiten zu erhalten, gehen wir syste-
matisch vor.

Mit zwei Wiirfeln gibt es genau eine Még-
lichkeit (Bild 1).

Diesen Spielstein wollen wir Wiirfel-Zwil-
ling nennen und fiir ihn die Abkiirzung (2)
einfiihren.

i

Bild 1
Wiirfelzwilling (2)

(117

Bild 2a Bild 2b
Verzweigter Wiirfel- Unverzweigter
drilling Wiirfeldrilling
3) 3)

Bei drei Wiirfeln hat man fiir eine Zusam-
mensetzung unter den gegebenen Bedin-
gungen genau zwei Moglichkeiten, die die
Bilder 2a und 2b zeigen. Wir geben den
Spielsteinen wieder Namen und fiihren
auch Abkiirzungen ein. Setzen wir nun
Spielsteine aus vier Wiirfeln zusammen.
Unser systematisches Vorgehen driickt sich
darin aus, daB wir an die beiden Spiel-
steine aus drei Wiirfeln einen vierten an-
setzen. Die Ergebnisse miissen auf ,Uber-
einstimmung” (Kongruenz) gepriift wer-
den. Es ergeben sich weitere acht verschie-
dene Spielsteine, die das Bild 3 zeigt.

Wir geben ihnen wieder Namen, die an der
Anschauung orientiert sind und fithren
weitere Abkiirzungen ein.

Bild 3
Stange (S) Haken (H)
Auto (A) Platte (P) Treppe (T)
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5 i oA

Dreibein (D) Linke Rechte
Hand (L) Hand (R)

Die Bausteine sind in schréger Parallelpro-
jektion mit o =45° und q= %,/2— darge-

stellt. Auf kleinkariertem Papier kdnnen
sie schon von Schiilern der Klasse 4 nach-
gezeichnet werden. Es ist wichtig zu erken-
nen, daB die Bausteine Linke Hand und
Rechte Hand nicht durch Schiebung oder
Drehung ineinander iiberfiihrt werden kén-
nen. Die beiden Bausteine sind aber sym-
metrisch zueinander.

Wir setzen aus den Bausteinen
Quader zusammen

Aus diesen 11 Bausteinen, einem Zwilling,
zwei Drillingen und acht Vierlingen, zu de-
ren Zusammenbau man insgesamt 40 Wiir-
fel benotigt, wollen wir nun einen
(5,4, 2)-Quader zusammensetzen.
(5,4,2)-Quader bedeutet, der Quader ist
5 Wiirfel lang, 4 Wiirfel breit und 2 Wiirfel
hoch, so daB fiir seine Zusammensetzung
40 Wiirfel (5-4-2 = 40) gebraucht werden
(vgl. Bild 5).

Im Bild 4 werden zwei solcher Zusammen-
setzungen angegeben. Dazu zeichnet man
die beiden Schichten des Quaders und
kennzeichnet die Bausteine mit den Ab-
kiirzungen ihrer Namen. Solche Darstel-
lungen, die eine Zusammensetzung ein-
deutig festlegen, wollen wir eine ,Losung“
nennen. Setze den Quader mit Hilfe des
Bildes 4 zusammen!

Bild 4
1.Losung
g . D 3 [}
£ ) —L_s 1,
L R T
o L Wir

untere obere Schicht

2.Lésung

L

[ s

untere

— ]
-

obere Schicht

-:r.\, 1»

In dieser Form kénnen die 11 Spielsteine
(alle Wiirfel-Zwillinge. -Drillinge und
-Vierlinge) am einfachsten in einem Papp-
karton verpackt werden. In Zukunft wollen
wir den (5,4,2)-Quader HERZBERGER
QUADER nennen.

Aufgaben

a1 a Ermittle drei weitere Losungen fiir
den Herzberger Quader, die von den angege-
benen verschieden sind!

Losungen heiBen verschieden, wenn die

Korper nicht durch Schiebung, Drehung
oder Spiegelung auseinander hervorgehen
koénnen.

In den folgenden Aufgaben wollen wir den
Herzberger Quader aus Teilquadern zusam-
mensetzen. Dabei sollen stets die verschie-
denen 11 Bausteine verwendet werden.

A2a Setze den Herzberger Quader aus
zwei (5,2)-Quadern zusammen, so wie es
die Bilder 5a, b, c zeigen!

Bild Sa
(5,2,2)-Quader

Bild 5a + 5b=5c

Bild 5b
(5,2,2)-Quader

Herzberger Quader

Im Bild 6a und 6b werden zwei Losungen
dafiir angegeben.

Setze die Teilquader zusammen und
schiebe sie zum Herzberger Quader zusam-
men!

Bild 6a: 1. Losung

L L

P P -
L (1 [+]=

sh—‘ [ X —
T i

HO NN L2 |2
D D 3 3
unten  oben

L a )

unten

oben unten  oben

Al a Setze den Herzberger Quader aus

(1) einem (4,4,2)- und einem
(4,1,2)-Quader

(2) einem (4,2,2)- und zwei
(3,2,2)-Quadern zusammen!

In den Bildern 7, 8 und 9 werden je eine

Losung angegeben.

Bild 7:
Eine Losung fiir die Zusammensetzung
des Herzberger Quaders aus einem (4,4, 2)-

und einem (4, 1,2)-Quader
P [ [el 2 [e] [2]
a 4 H —J T !

oben u. o.




Bild 8:

GrundriB des Herzberger Quaders,
zusammengesetzt aus einem (4,2, 2)- und
zwei (3,2,2)-Quadern

L
I —}-—JI——‘
! }
L— 4 t
L+
L
Bild 9:

Losung fiir eine Zusammensetzung des
Herzberger Quaders aus einem (4,2, 2)-
und zwei (2,2,2)-Quadern

S (4] P P2
L s A

T H 2] [T k! 3
—ﬂ u. 0. u. 0.
unten oben

A4a Versuche andere Losungen zu fin-
den! ,

A S5 A Ermittle weitere Moglichkeiten,
den Herzberger Quader aus Teilquadern zu-
sammenzusetzen!

A6GA Setze aus diesen Teilquadern Kor-
per zusammen, und versuche diese auch
»im Verbund“ zusammenzusetzen!

Aus den Teilquadern (4,2,2) und (3,2,2)
konnen auch andere Kdrper zusammenge-
setzt werden.

Das Bild 10 zeigt einige Bauwerke.

Bild 10:
Korper, zusammengesetzt aus einem
(4,2,2)- und zwei (3,2,2)-Quadern

Bauwerk 1

Bauwerk 2

Bauwerk 3

Bauwerk 4

Bauwerk 5

Bauwerk 6

Im Bild 11 ist eine Losung fiir das
Bauwerk 1 des Bildes 10 ,,im Verbund“
dargestellt.

L 5
R T A [

untere Schicht

H H | »
L ] R] T [ A l )
mittlere Schicht

] ’
2

3

obere Schicht

Ldsung zur Aufgabe Ao 5a
Es gibt noch weitere sechs Moglichkeiten,

den Herzberger Quader aus Teilquadern
zusammenzusetzen.

4. Fall 5. Fall

4.Fall: Zusammensetzung aus einem
(4,3,2)- und einem (4,2, 2)-Quader
5.Fall: Zusammensetzung aus einem
(5,3,2)- und einem (5, 1,2)-Quader

6. Fall 7. Fall

6.Fall: Zusammensetzung aus zwei
(4,2,2)- und einem (4, 1, 2)-Quader
7.Fall: Zusammensetzung aus je einem
4,2,2)-, (3,3,2)- und (3,1,2)-

Quader

8. Fall 9. Fall

8.Fall: Zusammensetzung aus je einem
5,1,2)-, (3,3,2)- und (3,2,2)-

Quader

9.Fall: Zusammensetzung aus je einem
5,1,2)-, (4,3,2)-und (3,1,2)-

Quader

G. Schulze

Zahlen, Zahlen

Priife mit dem SR 1!

Weil der Schulrechner einfach zu bedienen
ist und schnell rechnet, kann man ihn
manchmal benutzen, um in der Presse oder
in Biichern angegebene Zahlenwerte und
die Ergebnisse von damit durchgefiihrten
Berechnungen zu iberpriifen. Druckfehler
schleichen sich ndmlich gelegentlich ein
und ein Autor ist vor Rechenfehlern nicht
ginzlich gefeit. Das kann (zum Gliick sel-
ten) auch in der alpha passieren. Im
Heft 1, 1986, S. 11 habt ihr erfahren, daB
Bambus bis zu 40cm pro Tag wachsen
kann. Die Wachstumsgeschwindigkeit von
Pilzen ist mit 21077 m/s angegeben, die
von Bambus mit 4,5-10~% m/s. Berechnet,
wievielmal Pilze schneller wachsen als
Bambus!

Ihr kommt auf den Faktor 4,4 (gerundet),
folglich miiBten diese Pilze ungefihr
1,78 m je Tag wachsen. Bevor ihr euch auf-
macht, diese Wunderpilze zu sammeln,
laBt uns die Zahlenwerte mit dem Schul-
rechner iiberpriifen!

Wenn Bambus wirklich in 1s um
4,5-107*m wichst, so wird es an einem
Tag (gleichmaBiges Wachstum wird hier
angenommen) um [/=4,5-36-24-10"m
groBer. Aufmerksamkeit ist bei der Ein-
gabe des letzten Faktors in den SR 1 gebo-
ten!

Ihr erhaltet als Ergebnis !~ 3,9 mm. Set-
zen wir aber voraus, da Bambus 40 cm pro
Tag wichst, so ist die Wachstumsgeschwin-
digkeit

_ 0,4

"~ 24-60-60

Welche Annahme richtig ist, kann die Ma-
thematik nicht entscheiden! Herr Dr. Witt
von der Sektion Biologie der Universitit
Greifswald hat mehrere Jahre in der SR
Vietnam wissenschaftlich gearbeitet. Er
versicherte uns, daB Bambus unter giinsti-
gen Bedingungen in der Tat 40 cm am Tag
wachsen kann. Daher ist die Wachstumsge-
schwindigkeit auf 4,6-10"m/s zu korri-
gieren!

v =4,6-10"¢m/s.

W, Schmidt
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XXV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Losungen zu Aufgaben
der Kreisolympiade, Teil 1

Olympiadeklasse 5

250521 a) In einem (4 X 4)-Felderbrett,
sind insgesamt
16+9+4+1=30
Quadrate enthalten.
b) In einem (5 X 5)-Felderbrett sind insge-
samt
25+16+9+4+1=55
Quadrate enthalten.
c) In einem (8 X 8)-Felderbrett sind insge-
samt
64+49+36+25+16+9
+4+1=204
Quadrate enthalten.

250522  Als ersten begriift Franz Freund-
lich denjenigen Kollegen, der als erster
nach 8.00 Uhr in Knobelhausen abgefah-
ren ist; als letzten denjenigen, der als letz-
ter vor 12.00 Uhr in Knobelhausen abfihrt.
Also begriiBt er alle diejenigen Kollegen,
die zu einer der folgenden Zciten in Kno-

belhausen abfahren:
8.10, 8.25, 8.40, 8.55,
9.10, 9.25, 9.40, 9.55,
10.10, 10.25, 10.40, 10.55,
11.10, 11.25, 11.40, 11.55 Uhr.

Das sind insgesamt 16 Kollegen.

250523 a) Die folgenden Verteilungen er-
fiilllen die Bedingungen (1) und (2):

030 121 212 303
33221100
030 121 212 303

b) Fiir jede Verteilung der geforderten Art
gili: Wenn auf einer Ecke genau x Dame-
steine liegen, dann nach (1) auf jeder Ecke.
Wenn ferner auf einer Seite aufler den 2 - x
Damesteinen, die auf beiden Endpunkten
liegen, noch genau y.Damesteine vorhan-
den sind, dann gilt das nach (2) auf jeder
Seite mit derselben Anzahl y.

Daher sind insgesamt 4-x +4-y Dame-
steine verteilt, also ist

4:-x+4-y=12,
4-(x+y)=12,
x+y= 3.

Dies kann aber mit den Anzahlen x und y
nur durch

0+3=31+2=3,2+1=3
oder3+0=3

erfiillt werden. Daher kann es nur die vier
in a) genannten Verteilungen geben.
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Olympiadeklasse 6
250621
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250622 1. Wenn vier Zahlen die geforder-

ten Eigenschaften haben und dabei e das
in (2) genannte Ergebnis ist, so ist

e — 4 die erste Zahl,

e — 3 die zweite Zahl,

e + 2 die dritte Zahl,

e + 1 die vierte Zahl.

Nach (1) gilt daher
e—4+e—-3+e+2+e+1 =60,

4e — 4 =60,
4e =64,
e=16;

also lauten die vier gesuchten Zahlen:
12, 13, 18, 17.
I1. Fiir die Zahlen gilt

12+ 13+ 18 + 17 = 60,
also ist (1) erfiillt, und es gilt
12+4=16,13+3=16,18 —2 =16,
17 -1 =16, also ist (2) erfullt.

250623 D G c
a)

b) Die Strecken EG und FH zerlegen das
Quadrat ABCD in vier inhaltsgleiche Qua-
drate. Jedes dieser Quadrate wird durch die
eingezeichnete Diagonale in zwei (gleich-
schenklig-rechtwinklige) inhaltsgleiche
Dreiecke zerlegt.

Das Quadrat ABCD ist aus acht solchen
Dreiecken zusammengesetzt, die Fliache
EFGH aus vier solchen Dreiecken, ihr Flid-
cheninhalt ist daher halb so groB wie der
von ABCD. Wegen 14-14 = 196 hat ABCD
den  Flicheninhalt 196cm? Wegen
196:2 = 98 hat somit EFGH den Flichen-
inhalt 98 cm?.

250624 a) Die in den folgenden Tabellen
genannten Verteilungen erfillen alle ge-
stellten Bedingungen; denn bei diesen Ver-
teilungen bekommt jedes der drei Kinder
genau 7 Flaschen und. soviel Limonade,
1
2
sichtlich, daB jeweils 7 volle, 7 halbvolle
und 7 leere Flaschen verteilt werden und
daB fiir die Anzahlen der an Anke, Bernd
und Claudia verteilten vollen Flaschen
32z3=21bzw. 32222 gilt.

wie in 3— Flaschen paBt. AuBerdem ist er-

voll  halbvoll leer
A 3 1 3
B 3 1 3
C 1 5 1
voll  halbvoll leer
A 3 1 3
B 2 3 2
C 2 3 2

b) Fiir jede Verteilung, die die geforderten

Bedingungen erfiillt, gilt: Da 21 Flaschen
7 21

und der Inhalt von 7 + 75 Flaschen

Limonade zu verteilen sind, bekommt je-

des Kind 7 Flaschen und den Inhalt von 2

= 3% Flaschen Limonade. Daher folgt wei-

ter: Anke konnte hochstens 3 volle Fla-
schen erhalten, da sie sonst mehr Limo-
nade bekommen wiirde, als in 3% Fla-
schen paBt. Anke kann aber auch nicht
weniger als 3 volle Flaschen erhalten, weil
dann eines der beiden anderen Kinder von
den verbleibenden mindestens 5 vollen
Flaschen mehr Flaschen bekommen miiite
als Anke.

Also mufl Anke genau 3 volle Flaschen er-
halten. Als einzige Moglichkeiten, die rest-
lichen 4 vollen Flaschen so zu verteilen,
daB von ihnen Anke nicht weniger als
Bernd und Bernd nicht weniger als Claudia
bekommt, ergeben sich die Verteilungen
gemiB 4=3+1 und 4=2+2 (Spalte
,voll“ der obigen Tabellen).

Aus den Anzahlen der vollen und halbvol-
len Flaschen, die jedes Kind erhilt, ergibt
sich schlieBlich eindeutig, wieviel leere
Flaschen es bekommen muf, um insge-
samt 7 Flaschen zu erhalten (Spalte
»leer®).

Damit ist gezeigt, daB nur die beiden in a)
angegebenen Verteilungen alle Bedingun-
gen der Aufgabe erfiillen.



Olympiadeklasse 7

250721 Wire Kerstins erste und zweite
Aussage falsch und die dritte wahr, dann
_ hitten Birgit und Cornelia eine 2, was der
Voraussetzung widerspricht, daBl die drei
Schiilerinnen unterschiedliche Noten ha-
ben. Wire Kerstins erste und dritte Aus-
sage falsch und die zweite wahr, dann hitte
Annett eine 1, Birgit und Cornelia keine 2,
was der Voraussetzung widerspricht, daB
die Note 2 erteilt wurde.
Damit bleibt nur noch die Mdoglichkeit:
Kerstins zweite und dritte Aussagen sind
falsch, und die erste Aussage ist wahr. Das
fithrt auf die Notenverteilung: Birgit 2, An-
nett (daher keine 2 und auch) keine 1, also
Annett 3; und folglich Cornelia 1. Damit
sind die Noten eindeutig ermittelt.

250722 Fiir den ersten Quader gilt:
Seine  lingere  Grundkante  betrigt
a,=12cm, seine kiirzere Grundkante
b, =6 cm. Sein Volumen ist ¥, =216 cm?;
wegen 216:(12-6) = 3 betridgt seine Hohe
daher h; =3 cm.
Fiir den zweiten Quader gilt:
Seine  lingere  Grundkante  betrigt
a,=14cm, seine kiirzere Grundkante
b, =5cm und seine Héhe h, = b, =3 em.
Der Oberflicheninhalt des ersten Quaders
betragt somit
A =2(12-6cm?+ 12-3 cm?

+3-6cm?) =252cm?.
Der Oberflicheninhalt des zweiten Qua-
ders betrigt
A;=2(14-5cm? + 143 em?

+5-3cm?) =254cm?.
Die Differenz der Oberflicheninhalte der
beiden Quader betrigt somit 2 cm?.

250723 Es seien D, E bzw. F die FuB-
punkte der zu A4, B bzw. C gehdrenden Ho-
hen, ferner sei X ABC=f§, ACB=1y. Da
das Dreieck ABC bei A stumpfwinklig ist,

also bei B und C spitze Innenwinkel hat, .

liegt D auf der Seite BC, wihrend E, F und
H auBerhalb des Dreiecks liegen (siehe
Bild).
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Hiernach gilt x DCH = x FCB. Ferner ist,
da D und F HoéhenfuBpunkte sind, x CDH
= xCFB=90°. Folglich stimmen die
Dreiecke CDH und CFB in zwei Innenwin-
keln iiberein; nach dem Innenwinkelsatz
gilt daher auch xDHC = 5 FBC. Wegen
der Lage von F ist hierbei 5 FBC = 5 ABC
= f; damit ist

xDHC=p§
bewiesen.
Entsprechend beweist man durch Betrach-
tung der Dreiecke BDH und BEC

5DHB=1y. ()
SchligBlich gilt wegen der Lage von D zwi-
schen B und C die Gleichung

XBHC= xDHB + x DHC

1

und somit nach (1) und (2)
ABHC=p+yp,w.z.b.w.

250724 a) Aus den Ziffern 2, 7, 9 lassen
sich genau die folgenden sechs dreistelli-
gen Zahlen bilden, die jede dieser Ziffern
genau einmal enthalten:

279, 297, 729, 792, 927, 972.
Die Summe dieser sechs Zahlen betrigt
3996. Wegen 3996 =36-111 ist diese
Summe durch 111 teilbar.
b) Es seien a, b, ¢ drei paarweise verschie-
dene Ziffern, unter denen sich nicht die
Ziffer 0 befindet. Dann lassen sich genau
die folgenden sechs dreistelligen Zahlen
bilden, die jede dieser Ziffern genau ein-
mal enthalten:

100a + 105 + ¢, 1002 + 10c + b,

10056 + 10a + ¢, 1006 + 10¢c + a,

100¢ + 10a + b, 100c + 10b + a.
Die Summe dieser sechs Zahlen betrigt

222a + 2226 + 222c. 1)
Wegen 222 =2-111 ist jede der drei Zah-
len 222a, 222b, 222¢ durch 111 teilbar,
mithin auch ihre in (1) genannte Summe,
w.z.b.w. Fortsetzung erfolgt in Heft 4/86.

Fortsetzung von Seite 63.

Wir bemerken noch folgendes: Im dritten
Algorithmus setzen wir voraus, da bei Un-
moglichkeit der Ausfilhrung einer Anwei-
sung (im vorliegenden Fall der Anweisung
Schritt nach rechts vom Feld h8 aus) der Ro-
boter die Arbeit einstellt. Wenn dies nicht
zutrifft, 1duft sich der Roboter tot. Er tritt
auf dem Feld h8 hin und her und versucht
erfolglos, das erste, zweite und dritte Kom-
mando auszufiihren, dann wieder das erste,
zweite ...

Aufgaben
A la Beschreibt einen Algorithmus flr

das Kiirzen von Briichen % (a,be N)!

A2 a Beschreibt einen Algorithmus fur
die Division und einen Algorithmus fiir die

Addition zweier gebrochener Zahlen %

und % (a,b,c,d € N)! Ergebnis soll ein
nicht kiirzbarer Bruch sein!

A3a Auf einem Schachbrett sind auf
irgendwelchen Feldern Gruben gegraben,
die nicht iberschritten werden kénnen.
Beschreibt einen Algorithmus fiir den
Marsch eines Roboters von der ersten Ho-
rizontalen zur letzten

a) unter der Voraussetzung, daB ein Weg
existiert, )

b) im allgemeinen Fall, wobei Marsch un-
méglich ausgegeben wird, falls die Aufgabe
keine Losung, hat!

A4 a Unser Roboter hat das Bergsteigen
gelernt. Auf dem Schachbrett sind auf je-
der der ersten sieben Horizontalen bis zu
7 Felder schraffiert, die zusammenhingend
vom rechten Rand ausgehen. Sie bilden
zusammen einen Berg.

Wie erklimmt der bergsteigende Roboter
den vorliegenden Berg?

A. P. Jerschow, aus Quant 9, Moskau

Losungen

Losungen zu: Sprachecke

A la Die Zahl 16 ist die kleinste ganze
Zahl groBer als 1, die gleichzeitig eine
Quadratzahl und eine 4. Potenz von zwei
verschiedenen ganzen Zahlen ist: 16 = 42
und 16 = 24,

Kannst du die zwei kleinsten positiven
ganzen Zahlen ermitteln, die gleichzeitig
das Quadrat und die dritte Potenz von zwei
verschiedenen ganzen Zahlen sind?
Uberlege genau! Man kann eine einfache
Regel finden, die zur richtigen Losung
fihrt.

Liosung: Um eine Quadratzahl und eine
dritte Potenz zu sein, muB jede Zahl eine
6. Potenz sein. Eine Zahl ist 26 =64 = §2
=43 und die andere Zahl ist 3%=729
=27'=93,

A2 A Ineiner Bibliothek sind drei Binde
einer Enzyklopadie der Reihe nach aufge-
stellt.

Jeder Band hat eine Stirke von 8,6 cm, und
zwar 8 cm fiir die Innenseiten und zweimal
3 mm fiir die beiden Einbinde.

Ein schrecklicher kleiner Biicherwurm friBt
einen Tunnel von der ersten Seite des er-
sten Bandes bis zur letzten Seite des drit-
ten Bandes.

Wie lang ist dieser Tunnel?

Lésung: Die erste Seite des ersten Bandes
ist laut Zeichnung ganz rechts und die
letzte Seite des dritten Bandes links. Dem-
zufolge ist der Tunnel 3Imm + 8,6 cm
+3mm =92 cm lang.

A3aA Man kann einen Wiirfel mit der
Kantenldnge 1 cm nicht mit einem zusam-

menhingenden  Streifen Papier von
1 cm X 6 cm bekleben, ohne Schnitte anzu-
bringen.

Kann man aber den Wiirfel mit einem Pa-
pierstreifen von 1cm X 12 cm doppelt be-
kleben?

Lésung: Bild 1a zeigt einen Streifen von
1lcm X 12 cm. Faltet man diesen Streifen
lings der gestrichelten Linien, so erhilt
man einen doppelten zickzackfGrmigen
Streifen, wie er im Bild 1b dargestellt ist.

< 7oy ZANNy e Y
RN 2NN / AR 4
1l\\ i N 7 7 \\//]
N ™ ’

Bild 1a
Bild 1b

RN =X

alpha, Berlin 20 (1986) 3 - 69
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Mit diesem Streifen kann der Wiirfel wie
in Bild 1c¢ beklebt werden.

A4a Drei Schulfreunde kauften 14 Pi-
roggen, wobei Kolja halb so viele wie Witja
und Shenja mehr als Kolja, aber weniger
als Witja kaufte.

Wie viele Piroggen kaufte jeder?

Losung: Kolja: 3; Witja: 6; Shenja: 5

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Mathematik-Lyrik

In der Reihenfolge des Textes waren ver-
steckt: Archimedes (von Syrakus, etwa 287
bis 212 v.u.Z.), Lie (Sophus, 1842 bis
1899), Klein (Felix, 1849 bis 1925), Hankel
(Hermann, 1839 bis 1873), Abel (Niels
Henrik, 1802 bis 1829) und Gauss (Carl
Friedrich, 1777 bis 1855).

Exakt beobachten!
Bild 3 ist identisch.

Grand mit Vieren

Sind a, b, ¢, d die 4 Ergebnisse der Spieler
A, B, C, D, so ergibt sich z.B. fur
A(@a-b)+(a—c)+(a—d)
=3a-b—-c—d.
Oderda—a—b—c—d=4a- S,

mit S=a+ b+ c+d.

A:(4a—S):4=a—£.

4
Rund um die Zahl 1986
1. 1 9 8 6
alsE 199 198 198 199
als Z 200 190 197 200
als H 200 187 200 200
alsT 987 0 0 0
zus. 1586 575 595 599
2. 1+ 2+ ...+ 1985+ 1986 +
1986 + 1985 + ... + 2 + 1

1987 + 1987 + ... + 1987 + 1987
(1986 Summanden)
1987 - 1986 : 2 =1973091

3.
a) 583 874 529 b) 1986 od. 1986

608 662 716 8619 6891
795 450 741 6891 9168
9168 8619
Miinzen vertauschen
Nach dem 1. Tausch:
oben -50 10 20 20;

unten~ 5 10 S S,
Nach dem 2. Tausch:

oben - 5 10

unten —- 50 10

Tiddy ball

1. Durch systematisches Probieren findet
man a =8, b =4 und ¢ = 1. Xavier gewann
die erste Runde und Zachary erhielt in der
letzten Runde 4 Punkte.

2. Vollstandige Losung mit ausfihrlichen
Begriindungen:

Im Spiel wurden insgesamt 20+ 10+ 9
= 39 Punkte vergeben, davon a + b+ ¢ in
jeder Runde. Alsoista + b+ ¢=13,und es
wurden 3 Runden gespielt. (a+b+c=3
und 13 Runden verstGBt gegen a > b > c.)

20 20;
5 S

70 - alpha, Berlin 20 (1986) 3

Aus a+b+c=13 und a> b > c ergeben
sich genau folgende Moglichkeiten:

a 10 9 8 8 7 7 6 6

b 2 3 43 5 4 5 4

¢ 1112 1 2 2 3

Xavier hat im giinstigsten Falle zweimal
gewonnen und ist einmal Zweiter gewor-
den, also ist 20 £2a + b < 3ag und damit
a > 6. Yvonne hat in der zweiten Runde a
Punkte erhalten und hat in den beiden an-
deren Runden mindestens 2 Punkte erhal-
ten, also ist ¢ + 2 = 10 und damit g = 8.
Ist @ =7, so hat Yvonne in zwei Runden
zusammen drei Punkte erhalten, al§o gilt
b=2 und ¢=1. Dies ist aber nicht mog-
lich, da @ + b + ¢ nur 10 ergibt.

Ist a =8, so hat Yvonne in zwei Runden
zusammen zwei Punkte erhalten, also gilt
¢ =1 und es folgt b =4.

Damit gewann Xavier die erste Runde, und
Zachary “erhielt in der letzten Runde
4 Punkte.

Schwarz oder Weif3?

In elf Rechtecken nehmen Schwarz und
WeiB die gleiche Fliche ein. Nur im mitt-
leren der unteren drei Rechtecke wird die
Frage entschieden. Es besteht aus zwei
Quadraten mit weiBer Kreisflache.

Im Quadrat ist die weiBe Kreisfliche gro-
Ber als die schwarze Restfliche. Also ist
insgesamt die weiBe Fliche grofer.

Kreuzzahlritsel
AEE Z KNk
2 1196 8|1
s|lep 9|04 1
4]0 |4 171 1
5 2|90l 1
slul3]6 1{9
AR 1072
8|76 fs|af3]2f4

Kryptarithmetik

52487 + 2487 + 487 + 87 + 7= 155555
365 + 365 + 365 +29714 = 30809
(zwei + zwei + zwei + vier = zehn)

Ein merkwiirdiger Dodekaeder

:Es ist unmoglich, daB zwei verschiedene
Fiinfecke mehr als eine Kante gemeinsam
haben. So koénnte er aussehen:

LD

Losungen zu: Ein rundes Dutzend

Berechnungen mit dem SR 1 auf drei
giiltige Ziffern (r=1)

1 G2r?
L ML AP
ala Tl > 2(Tr 2)
=0,571 18,2%
Ala %ﬂr2*1,57 50%

‘/3_ 2 r\_rt
Ala 4r+n(2)—4(ﬁ+n)
~122 388%
2
Ada 211'(?7) =%r2x1’57 50%

2
(-2
2 2 4 2

~0,285 9,08%

x5

R

3 4

'

2
=(—;[——-T)I‘Zzl,23 39,1%

Lnor -3 iy
_y(m 343
-2

AbA

ATaA

43 )r2 ~0,815 26,0%

3 2
A8a 4(1/3_7)2 - n(?’)
1
=7(3‘/3——n)r2 ~0,514 16,3%
2 3r\?
A9a rr(?r) + n(#) = %r’ = (0,785
25%

r\?_2 -

Al0A b n(3> ——3—1rr ~ 209

66%%
BTN, P LI BN

3 2%

— 2.¥Y~ —_

T +2n<4)
=(iﬂ—€)r2==l,53 48,7%

8
1 V3

L 2 2
Alezﬂ’r +?1rrr 4r

= (1 - ﬂ)ﬂ ~1,14 362%

Alla

7 a4

Lésung zu:

Ebene Figuren gleichen Umfangs
mit gréBtem Flicheninhalt

Heft 1/86

Steiners Konstruktion beweist nur: Keine
andere geschlossene ebene Kurve als der
Kreis kann die geforderte Maximaleigen-
schaft haben. Er hat einen Beweis fur den
Satz ,Unter allen ebenen Figuren von glei-
chem Umfang hat der Kreis den grofiten
Inhalt“ nur unter der Voraussetzung gege-
ben, daB es iiberhaupt eine Figur gibt, die
unter allen betrachteten den gréBtmogli-
chen Inhalt hat. Da diese Voraussetzung
aber ihrerseits eines Beweises bedarf (und
darin besteht — wie sich zeigte — die
Hauptschwierigkeit), muB also Steiners Be-
weis ergidnzt werden.

Steiner bewies nur: Eine geschlossene
nicht kreisformige Kurve kann nicht von
allen ebenen geschlossenen Kurven den
groBten Flicheninhalt umgrenzen. Gezeigt
werden muB iberdies: Fiir den Kreis wird
das Maximum des Flicheninhalts solcher
Kurven wirklich erreicht. (Der Beweis ge-
lang erst 1882.)



Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/85

Ma 5Sm 2608 Wir rechnen 21 + 3 = 24,
24:3=8,2-8=16; .

der AG gehorten anfangs 8 Jungen und
16 — 3 = 13 Midchen an.

Ma5m2609 Der Vorgdnger von 1985
lautet 1984. Die Hilfte von 1984 ist 992.
Wegen 31-32 =992 lauten die beiden ge-
suchten Zahlen 31 und 32.

Ma5m2610 Es sind insgesamt 11 Wege,
und zwar die folgenden:

ABCDE, ABDE, ACBDE, ACDE, BACDE,
BCDE, BDE, CABDE, CBDE, CDE, DE.

Ma5m2611 60:4 =15, es ist zu vermu-
ten, daB die vier aufeinanderfolgenden ge-
raden Zahlen 12, 14, 16, 18 lauten. Die
Probe 12 + 14 + 16 + 18 = 60 bestitigt die
Vermutung.

Ma5m2612 90 min= 1%h; in l%h legt
der Trabant (80 + 40) km = 120 km zurick.
In der gleichen Zeit legt das Moped (60
+ 30) km = 90 km zuriick. 120 km — 90 km
=30 km. Fiir diesen Riickstand von 30 km
benotigt das Moped 30 min; das sind mehr
als 25 min. Deshalb wird der Mopedfahrer
den Trabantfahrer nicht mehr auf dem
Rastplatz C antreffen.

Ma5m2613 Wegen x-y =10 gilt

10-z =170, also z = 7 und somit x =2 und
y=25.

Ma6m2614 Dask.g.V. der Zahlen 36, 48
und 54 ist 432. Nun gilt 1000 =432 . 2
< 4000. Daraus folgt z gleich 3,4,5,6,7, 8
oder 9. Folgende vierstellige natiirliche
Zahlen erfiillen die gestellten Bedingun-
gen: 1296, 1728, 2160, 2592, 3024, 3456
und 3888.

Ma6m2615 Eine Zahl ist durch 24 teil-
bar, wenn sie durch 8 und durch 3 teilbar
ist. Die gesuchten vierstelligen natiirlichen
Zahlen haben in der dekadischen Schreib-
weise die Form x22y. Da 1000 durch 8
teilbar ist, braucht man nur die Zahl 22y
auf ihre Teilbarkeit durch 8 zu untersu-
chen. Nur 224 ist durch 8 teilbar. Die
Quersumme von x224ist x +2 +2+4=x
+ 8. Nur fiur x gleich 1, 4 oder 7 ist die
Quersumme durch 3 teilbar. Die gesuchten
Zahlen sind 1224, 4224 und 7224.

Ma6m2616 Jede Seitenhalbierende
eines Dreiecks zerlegt das Dreieck in zwei
flichengleiche, Dreiecke. Darum gilt
Agrc=Aape bZW. A + Ay + A= A + A
+ Ag, also A,=A4;. Analog dazu gilt
A=A, und A;= A, Es gilt aber auch
A;=A,, also A,=A4;=A4; und wegen
Ay=As auch A, = A,= A,. Daraus folgt
schlieBlich A, =4, =Ay=A,=A;= A,

=18cm?:6 =3 cm?. Folglich besitzt das
Viereck AFPE einen Flacheninhalt von
2-3cm?=6cm?.

Ma6m2617 Angenommen, Anneit ist
n Jahre alt; dann ist Dorit (n + 5) Jahre,
die Mutter 4 - n Jahre, der Vater (n + 4 - n),
also 5-n Jahre alt, und es gilt n + (n +5)
+4n+51=93, 1ln+5=93, 11n =188,
n = 8. Annett ist 8, Dorit 13, die Mutter 32,
der Vater 40 Jahre alt.

Ma6m2618 Der Winkel CBD hat die
GroBe 180°— g =180°—50°=130°, der
Winkel CBE somit die GroBe 130°:2
=65°. Nun gilt

6=180° - !

1
(-2"a+ﬂ+?~q1>
= 180° — (30° + 50° + 65°) = 35°.

"Ma7m2619 Essoll gelten

1. x_1
PASTAEE
Daraus folgt 17-1<4-x und 3-x<17-1
bzw. x =25 und x <35, also x = 5. Die ge-

brochene Zahl % erfiillt die Bedingungen.

Ma7m2620 Angenommen, Paul st
5x Jahre, sein Bruder Ralf 4y Jahre alt.
Dann ist seine Mutter (5x + 20) Jahre alt.
Nun gilt Sx+ (5x +20)+4y+35=289,
10x +4y =134, 5x+2y=17. Wegen der
einschrinkenden Bedingung 5x >4y exi-
stiert genau eine Losung, ndmlich x =3
und y =1. Paul ist 15 Jahre, sein Bruder
Ralf 4 Jahre, seine Mutter 35 Jahre alt.

Ma7m2621 Angenommen, es sind x
10-Pf-Miinzen, also (109 — x) 20-Pf-Miin-
zen; dann gilt 10x + 20- (109 — x) = 1330,
also x =85. Die Sparbiichse enthilt
85 Miinzen zu 10 Pf und 24 Miinzen zu
20 Pf.

Ma7m2622 Angenommen, Herr Schulz
wurde im Jahre 19ab geboren; dann gilt
1984 — (1900 + 10a+ b)=4-(1+9+a
+b), 84—-10a-—b=40+4a+ 4b,
+5b=44.

Diese Gleichung wird unter den einschrin-
kenden Bedingungen nur fiir ¢ =1 und
b = 6 erfiillt. Herr Schulz wurde im Jahre
1916 geboren.

l4a

Ma8m2623 Angenommen, es wurden
x Tische und y Stihle geliefert; dann gilt

113x + 51y = 4190,
51y=82-51+8—-102x—11x,
11x -8

51
Nur fiir x =10 und somit fiir y = 60 exi-
stiert eine positive ganzzahlige Losung. Es
wurden 10 Tische und 60 Stiihle geliefert.
Probe: 10-113 M = 1130 M;
60:51 M = 3060 M; zusammen 4190 M.
Ma 8 w2624 Es seien v, m, s, t die natiir-

lichen Zahlen, die jeweils das Alter von
Vater, Mutter, Sohn und Tochter bedeuten.

y=82—2x-

Dann gilt

1) v+tm+s+t=111,

) m+s—1l=v+1,

3) v =4t und
4 m-—1=4(¢-1).

Aus (4) folgt (4)": m =41 -3 und
aus (2) folgt 2):s=v+1+1-"m.

Nun setzen wir (3) und (4)’ in (2)" ein und
erhalten

2):s=4t+t+1-4t+3

bzw. s=t+4.

AnschlieBend setzen wir (2)”, (3) und (4)’
in (1) ein. Wir erhalten
(D:4t+4t-3+t+4+ =111

bzw. t =11.

Durch weiteres Einsetzen folgen nun
s=15 v=44 und m =41. Der Vater ist
44 Jahre, die Mutter 41 Jahre, der Sohn
15 Jahre und die Tochier 11 Jahre alt.

Ma8m2625 Aus a—b=d folgt az=b.
Fiir ¢ = b erhalten wir ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck. Wir zeichnen liber
4B als Durchmesser einen Halbkreis. Die
Mittelsenkrechte von AB schneidet diesen
Halbkreis (Thaleskreis) im Punkte C.. Es
sei a > b. Wir nehmen an, das Dreieck
ABC sei bereits konstruiert. Der Kreis um
C mit b als Radius schneidet BC in einem
inneren Punkt D. Das Dreieck ADC ist
dann gleichschenklig und zugleich recht-
winklig. Der Winkel ADC hat deshalb die
GroBe 45° somit hat der Winkel ADB die
GroBe 135° als Nebenwinkel. Es 148t sich
also das Teildreieck ABD aus ¢, d und der
WinkelgroBe 135° konstruieren. Die Mittel-
senkrechte von AD schneidet den Halb-
kreis iiber 4B als Durchmesser im Punkte
C.

c

A ¢ 8

Ma8m2626 Aus AADF~ AABC folgt
x:(b—x)=a:b, also

ab 3
X = und somit

atb
2p2
A = 2=a— H
DECF = X @royr Ferner gilt
a-b
A= 7 Daraus folgt weiter
2ab 2:4-3
Apecr* Aypc= ——5 = ———
pEcr* Aasc (@a+b) 49
24
= E =0,49.
(o}
X
x
a-x
b-x
A 8

Der Fliacheninhalt des Quadrates DECF be-
tragt 49 % des Flacheninhalts des Dreiecks
ABC.

Ma9m2627 Angenommen, es waren x
Pampelmusen zum Verkauf vorhanden.
Die erste Kundin verlangte

x 1

x+1 .
> T Pampelmusen; es verblieb

x+1:x—1

ein Rest von x — 3 3 Pampel-

musen.

Die zweite Kundin kaufte

x— 1 + 1 _x* 1 Pampelmusen; es ver-
4 2 4 :
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—_— + —
blieb ein Rest von x—1 _x*+l_x-3

2 4 4
Pampelmusen.
Die dritte Kundin kaufte
x=3 1 _x+1 )

8 2 3 ; es verblieb eine Pam-

x+1+x+l x+1
2 4 8

pelmuse. Nun gilt

-+ 1=x,also x =15.

Die erste Kundin kaufte 7% +%= 8, die

1 1 . .
3?+—2——4, die dritte

2 Pampelmusen.

zweite Kundin

PP 1
—_—+ — =
Kundin 12 3
Ma9 w2628 Angenommen, Anton,
Bruno bzw. Christian hitten a, b bzw.
¢ Mark bei sich und eine Chrysantheme ko-
stet x Mark; dann gilt

n a+b=>5x,

(2) b+ c=6x,

3) a+c=7Tx.

Wir subtrahieren (2) von (3)-und erhaiten
(4) a—-b=x.

Wir addieren (1) und (4) und erhalten
2a =6x, a=3x, also b=2x und ¢ =4x.
Wegen a<4 und ¢ >5 gilt ferner 3x <4
und 4x > 5, also x <%= 1,33 und x >%
=1,25. Da weder Ein- noch Fiinf-Pfennig-
Miinzen dabei sind, gilt x = 1,30. Der Preis
fiir eine Chrysantheme betrégt 1,30 M. Der
Mutter wurden 9 Chrysanthemen iiber-
reicht.

Ma9m2629

1)2=1-2,4=1-4=2-2;
6=1-6;8=1-8=2-4;
10=1-10;12=1-12=2-6;
14=1-14;16=1-16=2-8=4-4;
18=1-18.

Nur die Zahlen 2, 6, 10, 14, 18 besitzen ge-
nau zwei Teiler, sind folglich Primzahlen
in M.

(2) Es entfallen alle vierstelligen Zahlen
ab00 (Dezimalschreibweise) aus M, die auf
zwei Grundziffern 00 enden; denn diese
Zahlen sind Teiler von sich selbst, sie ha-
ben ferner die Teiler 1 und 10, also minde-
stens drei Teiler, sind also keine Primzah-
len. Da die zu ermittelnde vierstellige
Primzahl moglichst groB sein soll, zweimal
die Grundziffer Null enthalten soll, mii3-
ten die beiden anderen Grundziffern 9
sein. Die Zahl 9090 = 1-9090 besitzt ge-
nau zwei Teiler, ist also Primzahl. 9090
= 2-4545 entfillt, da 4545 nicht Element
von M ist, usw.

(3) 1230, 1302, 2130, 2310, 3102, 3210 sind
Primzahlen; somit existieren sechs solcher
Primzahlen.

Ma 9m2630 Nach Aufgabenstellung gilt

z=10a+ bund a + b =9, also

z=10a+9-a;z=9+9,z=%a +1).

=109 — a) + a; z=90 — 9aq;

z=9(10 — a).

2=8l(a + 1)}

(z)=8110—a)%; 3z=3-%a + 1).

Daraus folgt

22+ (Zl)l

3z

_ 81(a+1)2+81(10-a)* _

3-9-(a+ 1) -

73;

72 - aipha, Berlin 20 (1986) 3

3@+ 1)+ (10— a))]=73(a+ 1),
3(@a?+2a+1+100—-20a+a%=73a+73,
3(2a - 18a + 101) =73a + 73,

6a*—54a+303 =73a+73,
6a?—127a+230 =0,
127 115
PR L L L
a 6 a+t 3 0,
_ 127 + 127\? 115

A VR ANV 3
ay = 230 entfillt; a, = 2.

12
Es folgt b =7. Das Zahlenpaar

heiBt (27;72). Durch die Probe wird die
Richtigkeit bestatigt.

Ma10/12 w2631 Angenommen, es sind
x Schiiler in genau einer, y Schiiler in ge-
nau zwei und z Schiiler in genau drei Ar-
beitsgemeinschaften titig; dann gilt x +y
+2z=26-6=20 und x+2y+3z=25.
Subtrahieren wir die erste von der zweiten
Gleichung, so erhalten wir y+2z=5. Da
x, y und z natiirliche Zahlen sind, gibt es
nur folgende Losungen:

x oy z
17 1 2
16 3 1
15 S 0

Jede dieser drei Losungen steht im Wider-
spruch zu den Meinungen der drei Schiiler,
also sind alle drei Meinungen falsch.

Ma 10/12 m 2632

Es muB das Gleichungssystem

(1) fe)=p*+pp+q=0

2y fle)=q’+pg+q=0

gelten. Wir formen noch um:

1) 2pt+q=0

) q(g+p+1)=0.

Wir unterscheiden die zwei Fille ¢ = 0 und
g *0: .

1. Fall: Es sei ¢ = 0.

Damit ist (2) erfillt. Fiir (1) folgt 2p? =0,
also p = 0. f;(x) = x? ist somit eine Losung,
wie die Probe bestitigt. '
2.Fall: Es sei g = 0. Aus (2) folgt nach Di-
vision durch ¢

2y g+p+1 =0,
g=-(+1.
Setzt man das in (1) ein, erhédlt man
1y 2p*-p-1=0
mit den Losungen p, =1, q,=—2 und
_ 1 1
p= =y

Daraus folgen die Losungen
filx)=x*+x -2 und

1 1

Y B V.

filx)=x 2 X >

Probe fiir f5(x):

() fy=12+1-1-2=0;
f@)=0.
@ M=+ 1U-2)-2=0;
fp=0.

Probe fiir f3(x) ist analog.

Ma 10/12 m 2633 Im Dreieck ABC gilt
o b2+cel-a? 1

cos 60° = 2be =3

also a? + bc = b2 + ¢?. Nun gilt

L, cine0o+ Laz.
2bcsu'160+4a \/3_

L SPUN R
—4bc\/3_+4a2\/3_,

A+ 4, =

A1+AZ=%-ﬁ~(az+bc)
=%~\/3—-(b2+cz) und
A3+A4=%b2'5+%52'\/3—

= % Y3 - (67 + ¢ und somit

A+ A=A+ A,

Ma 10/12 m 2634 Es ist mdglich. Es sei
A,B,C, ein gleichschenkliges Dreieck mit
A B, = B,C, und 4,C, sei 0,8 cm lang. Die
Héhe von B, auf A4,C, sei 0,5c¢m lang.
Dann hat die Seite 4,B, = B,C, eine Linge
von etwa 0,64 cm < 1 cm.

Der Fliacheninhalt des Dreiecks 4,B,C,;

,8‘0,

betrigt cm?, also 0,2 cm?.

Aq 9,6kcm 8

Es sei

4,8,C,
Dreieck mit 4,8, =B,C, und 4,C, sei
200 cm lang. Die Hohe von B, auf 4,C, sei
0,001 cm lang. Dann ist die Linge der
Seite 4,B, = B,C, sicher groBer als 100 cm,
da 4,B, Hypotenuse im rechtwinkligen
Dreieck 4,B,D, ist (siche Bild).

ein gleichschenkliges

8
C; 100cm D, 100cm A

Der Flacheninhalt des Dreiecks 4,8,C,
200-0,001
2
also gilt 4, 5,c, > A4,8,c,-

Ph 6 m 187 Die Masse des Trigers berech-
net man nach der Gleichung

m=A-1-p. Dann ist

m

A= o’
Da nun die MaBzahl x der Masse gleich
der MaBzah! der Linge ist, gilt

__xkg-m’ _ 2

A= xm-750ke 0,0013m

~13,33cm?.
Der Querschnitt des Tridgers betrigt etwa
13,33 cm?.
Fortsetzung in Heft 4/86.

betrigt cm?, d.s. 0,1 cm?;

MaB und Spruchweisheit

® Siebenmal messen — einmal abschnei-
den.

® Besser einmal selber messen, als dreimal
anders glauben.

® Gutes MaB braucht keinen Glauben.

-@ Mancher suchet eyn pfennig und ver-
brinnt darbey drey lichte.



Auf den Spuren von Mathematikern

Ehrenfried Walter von Tschirnhaus
ein sichsischer Mathematiker

,Der redliche alte Herr von Tschirnhausen
ist ganz tot, seine merita (Verdienste) ver-
gessen und seine Wissenschaften und Ver-
mégen zu Staub.“

(Weck an Leibniz 2.4.1715)

Wer war dieser Ehrenfried Walter von
Tschirnhaus?

Er wurde am 10. April 1651 in KieBlings-
walde bei Gorlitz (heute VR Polen) gebo-
ren. Wie es in jenen Jahren unter Adligen
iiblich war, bekam der junge Ehrenfried
zuerst Privatunterricht. Mit 15 Jahren kam
er in das Gorlitzer Gymnasium. Dort inter-
essierte er sich sehr fiir die Naturwissen-
schaften.

1668 begab sich der 17jihrige Ehrenfried
nach Leiden. Er wurde ein sehr guter Ma-
thematiker und Physiker, studierte aber
auch Philosophie und andere Wissenschaf-
ten. 1675 lernte E. W.v. Tschimhaus in Pa-
ris den jungen G.W.Leibniz kennen. Beide
wurden Freunde und arbeiteten gemein-
sam an mathematischen Problemen. In
dieser Zeit entwickelte Tschirnhaus u. a.
seine Ideen der Gleichungstransformation.

Aufgabe

Ala Ein Polynom y=g,x"+...+ a;x
+ a4 soll mittels einer Substitution x = az
+ b so ,transformiert® werden, daB das
Glied a,.,;x" ! verschwindet.

a) Wie sind g und b zu wihlen?

b) Lose die Gleichung y=x2-2x-38
mittels solcher Transformation!

Tschirnhaus und Leibniz iiberlegten, wie
in Deutschland ‘eine Akademie nach dem
Vorbild der Pariser Acagémie oder der eng-
lischen Royal Society gegriindet werden
konne. (Es gelang aber erst im Jahre 1700
durch Leibniz in Berlin, eine Akademie
nach Tschirnhaus’ Ideen zu griinden.)

In Paris wurden auch verschiedene physi-
kalische und chemische Experimente un-
ternommen und wissenschaftliche Litera-
tur studiert.

1676 reiste Tschimhaus nach Italien und
kehrte 1679 iiber Paris in seine Heimat zu-
riick. Der Wunsch seiner Eltern war es, Eh-
renfried moége ein Hofamt in Dresden aus-
iben. Aber er ging nicht an den Hof
August des Starken, sondern fiihrte seine
praktischen Versuche (Brennspiegel, Lin-
sen u. a.) und theoretischen Untersuchun-
gen (Algebra, Philosophie) weiter. Sein
ganzes Leben blieb er mit Dresden und sei-

ner sichsischen Heimat verbunden. Er
stellte sein Wissen in den Dienst des Herr-
schers, um so seinem Vaterland zu dienen.
1682 gelang es Tschimhaus, Mitglied der
Pariser Akademie der Wissenschaften zu
werden.

Im Jahre 1687 erscheint das philosophi-
sche Hauptwerk E. W. v. Tschirnhaus’.
Darin legt er dar, daB die Erfahrung und
das logische SchlieBen die wichtigsten
Quellen fiir die menschliche Erkenntnisti-
tigkeit sind. Dazu miissen aber beide zu-
sammenwirken. Wer dies richtig handhabt,
dem werden viele Entdeckungen gelingen
und Geheimnisse sich offenbaren. Dieses
Streben nach Wissen muB aber frei sein
von Eitelkeit und Selbstsucht. Dazu gehért
auch, daB man korperlich frei von Leiden
ist. Mit diesem Werk bringt er die Ideen
Spinozas nach Deutschland und wird ne-
ben Leibniz zum Begriinder der Aufkli-
rung in Mittel- und Osteuropa.

Im Jahre 1693 stirbt die Frau Tschirnhau-
sens, die auch sein Gut verwaltet hatte. Mit
geringer Unterstiitzung des Dresdner Hofes
experimentiert Tschirnhaus weiter, berech-
nete die groBten und stirksten damals be-
kannten Brenngliser (Linsen und Spiegel)
und baute sie in eigens dafiir errichteten
Werkstitten. Diese optischen Gerite waren
so stark, daB nasses Holz sofort ent-
flammte, Metalle schmolzen usw. Mit die-
sen Geriten fiihrte er umfangreiche Ver-
suchsreihen zum Schmelzen von Sand,
Glas u.a. Materialien durch.

Fiir die Mathematik und Physik ist wichtig,
daB er hierbei die Brennlinien von Linsen
und Spiegeln entdeckte und auBerdem
auch berechnete. Denn der ideale Brenn-
punkt wird praktisch nicht erreicht, aber
nun findet man die Stelle, wo es ,am hei-
Besten“ ist.

Aufgabe

A2A Sei y=mx(m>0,x=0) der ein-
fallende Strahl auf eine optische Fliche
(y = 0). Dann ist die y-Achse das Lot im
Einfallspunkt. Reflexionsgesetz: Der Win-
kel zwischen Lot und einfallendem Strahl
ist gleich dem Winkel zwischen Lot und re-
flektiertem Strahl.

a) Gib die Gleichung des reflektierten
Strahls an!

Brechungsgesetz: Fiir den Winkel o’ zwi-
schen Lot und einfallendem Strahl und
dem Winkel #’ zwischen Lot und gebroche-
nem Strahl gilt:

sina’
sin g’
b) Gib die Gleichung des gebrochenen
Strahls an!

Das Jahr 1702 wird fiir Tschirnhaus eines
der bedeutendsten. Er besucht Glasmanu-
fakturen in Frankreich, heiratet zum zwei-
ten Mal und kommt auch mit J. F. Bottger
zusammen, als dessen Aufseher und wis-
senschaftlicher Berater er von Konig Au-
gust eingesetzt wird. Auf Betreiben
Tschirnhausens wird in Dresden ein Labo-
ratorium errichtet, in dem nach der Rezep-
tur fir das Porzellan geforscht wird. Die
Schmelzversuche und das Wissen Tschirn-
hausens und die chemischen Kenntnisse
Bottgers fiigten sich ineinander.

So muB der SchluB gezogen werden, daf3
wihrend dieser gemeinsamen Titigkeit das
Porzellan von Tschimhaus und Béttger er-
funden wurde.

Getreu seinen Vorstellungen und Erfah-
rungen von der wissenschaftlichen For-
schung und Lehre schrieb er unter dem
EinfluB der Lehren von Comenius ein
Biichlein zur Umgestaltung des Schulun-
terrichts. Nach dieser Vorlage wurde der
naturwissenschaftliche, insbesondere der
Mathematikunterricht umgestaltet. Zu den
ersten Schulen, die Tschirnhaus’ Ideen in
die Praxis einfithrten, gehorten die
Franckeschen Stiftungen in Halle, die Fiir-
stenschule St. Afra in MeiBen sowie das
Gorlitzer Gymnasium. Tschirnhaus Leben
war ausgefiillt mit wissenschaftlicher Tatig-
keit am Schreibtisch und im Labor. Fir
seine Forschungen setzte er sein ganzes
Vermogen ein. Am 11. Oktober 1708 wird
cr durch den Tod aus seinem Schaffen ge-
rissen. Zu Unrecht ist er einige Jahre dar-
auf vergessen. Erst in der heutigen Zeit
wird sein Wirken gewiirdigt.

= n (n = Brechungszahl).

D. Bauke

Losungen zu:

Einiges iiber regelmiBige und
halbregelmiBige Polyeder
(Siehe S.50/51Y)

Ala Durch Abschneiden der Eckpyra-
miden des Wiirfels mit kleineren Pyrami-
denhéhen als bei der Konstruktion des
Mittelkristalls entsteht der von regelmaBi-
gen Drei- und Achtecken begrenzte abge-
stumpfte Wiirfel (e =24, f=14, k=36,
n=3n,=8, p=3).

Schneidet man in geeigneter Weise die
Eckpyramiden des platonischen Oktaeders
ab, so liegt das von regelmiaBigen Vier- und
Sechsecken begrenzte abgestumpfte Okta-
eder vor (e=24, f=14, k=36, n, =4,
n,=6,p=3).

A2 A Es handelt sich um Doppelpyrami-
den. Beim quadratischen Prisma (Wiirfel!)
entsteht das als Doppelpyramide interpre-
tierbare platonische Oktaeder.




Ein rundes Dutzend

Berechne jeweils den Flicheninhalt der Figuren, die aus den farbigen Kreisen geschnitten wurden (r = 1)!
Wieviel Prozenl des jeweiligen Kreises macht er aus? Ch. Werge
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Clusteranalyse

und Informationsverdichtung
beim Damenproblem

Einfiihrung

Eine wichtige Aufgabe der Informations-
verarbeitung ist die Informationsverdich-
tung und damit eine Reduktion der Infor-
mationsmenge. Diese Problematik soll an
der kombinatorischen Losungsmannigfal-
tigkeit des bekannten Damenproblems be-
handelt werden, das sehr instruktiv in dem
Beitrag von Posthoff: Die Losung kombinato-
rischer Probleme mit Hilfe von Computerpro-
grammen in alpha, Heft 1/1985, dargestellt
wurde.

Es wird hier die in jenem Artikel bespro-
chene Methode, das Backtrack-Verfahren,
zur Erzeugung aller kombinatorischen L&-
sungen als bekannt vorausgesetzt. Es soll
die Frage behandelt werden, wie diese In-
formationsmenge verdichtet und damit re-
duziert werden kann, ohne etwas zu ver-
schenken. Eine bekannte Methode zur
Informationsverdichtung ist die Cluster-
analyse.

Clusteranalyse

Heuristische lietrachtungen

Endliche Punktmengen haben die Eigen-
schaft, daB sie in charakteristische Unter-
mengen zerlegt werden konnen, deren Ele-
mente sich durch ihre Lage zueinander
auszeichnen, die sich gruppieren oder an
einigen Stellen zusammenballen oder
Klumpen bilden. Solche Untermengen hei-
Ben Cluster (Bild 1).

Zu jhrer exakten Definition ist ein Ab-
standsbegriff erforderlich. Bild 1 zeigt eine
Punktmenge M von zehn Punkten, die mit
den ersten zehn Buchstaben des Alphabets
bezeichnet wurden. Jeder Punkt wurde mit
einer kreisformigen r-Umgebung (r ist der
Radius des Kreises) versehen, r > 0, belie-
big, aber konstant. Bei dem angenomme-
nen Wert fir r zerfillt M in drei Unter-
mengen C;, C;, Cs:

M=1{4,B,C D,EFG, H,I1J

C.={4, B, C, D, F, G}

C, = {E}

C::qz{"{Y I,J}

M=C1UC2UC3,C‘,-an={®}
flir i # k.

Das Ermitteln dieser Untermengen heifit
Clusteranalyse. Man beginnt die Cluster-
analyse mit einem beliebigen Punkt aus M
(Die Punkte einer Menge miissen alle
gleichberechtigt sein!) und erdffnet mit
ihm den ersten Cluster C,, z. B. wenn man
mit D beginnt: {D} € C,. Nun werden wei-
ter alle neuen Punkte in den Cluster aufge-
nommen, die in der r-Umgebung des
Punktes D liegen, das sind: B, C, F. C;
wird also erweitert um diese Punkte:
C,2{D, B, C, F}. (Hitten wir den ProzeB
mit dem Punkt E begonnen, so wire
C, = {E} geworden, denn E enthilt keinen
weiteren Punkt von M in seiner r-Umge-
bung. Ein isolierter Punkt kann also auch
einen Cluster bilden.) Fahren wir jedoch
mit C, 2 {D, B, C, F} fort: Von allen neuen
Punkten werden wieder die Umgebungen
untersucht, ob sie Punkte von M enthalten,
die noch nicht in C, integriert wurden: flir
B ist es A, (C und D sind schon vorhan-
den) fir C kein Punkt, fiir F ist es G, also
werden A und G noch in C,; gesteckt:
C,.={D, B, C, F, A, G}. In den r-Umge-
bungen von 4 und G werden keine neuen
Punkte gefunden, damit ist der Aufbau des
Clusters C, abgeschlossen. Nun nimmt
man einen beliebigen Punkt aus der Diffe-
renzmenge M\ C; und beginnt damit den
Cluster C, nach dem gleichen Prinzip zu
fiilllen, wie eben beschrieben. Ist auch der
Aufbau von C, abgeschlossen, so ist mit
irgendeinem Punkt aus

M\ (C, u C,) fortzufahren,

bis schlieBlich die Differenzmenge
M\(C,u Cyu ... uUC,) leer ist.

Dann war C, der letzte Cluster. Die Nume-
rierung der Cluster hidngt offensichtlich
von der Wahl der Startpunkte ab, die Clu-
ster selbst dagegen nicht. Sie hingen aber
vom Umgebungsbegriff und seiner Groe
ab. Wihit man z. B. bei der r-Umgebung
den Radius r klein genug, etwa kieiner als
das Minimum der Abstinde von je zwei

Punkten der zu untersuchenden Menge, so-

bildet jeder Punkt der Menge fiir sich
einen Cluster, ist er groB genug, so beseht
die ganze Menge nur aus einem Cluster.
Beide Extremfdlle sind jedoch im allgemei-
nen fiir die Clusteranalyse uninteressant.
Fiir die Wahl eines vernianftigen Abstandes

sind hiufig fachspezifische Kenntnisse aus
dem jeweiligen Anwendungsgebiet erfor-
derlich, ebenso fiir eine sachgerechte Inter-
pretation von ermittelten Clustern. Zur au-
tomatischen Durchmusterung von endli-
chen Mengen in mehrdimensionalen Riu-
men wurden leistungsfihige Computerpro-
gramme entwickelt.

Mathematisierung

Es sei M eine nichtleere, endliche Punkt-
menge mit einem Abstandsbegriff d(4, B)
fiir je zwei Elemente 4, Be M.

Definition: Eine nichtleere Teilmenge C
von M heiBt r-Cluster von 4, wenn 4 € C
und fiir jedes Element X € M gilt: X € C ge-
nau dann, wenn es eine (endliche) Folge
X=X, X, ..., X,=A von Elementen
X; € M gibt, von denen je zwei benachbarte
einen Abstand < r haben, also

dX;, X;u) <rfiuri=0)n—1.
(Scheinbar ist das Clusterelement 4 bei
der Definition des r-Clusters C ausgezeich-
net. Weiter unten wird sich jedoch zeigen,
daB das nicht der Fall ist.)

Behauptung: Fiir jedes feste r >0 und je
zwei beliebige Punkte 4 und B e M gilt:
Die r-Cluster von 4 und B sind entweder
identisch oder elementefremd.

Beweis: C sei r-Cluster von 4 und C’ sei
r-Cluster von B. Ist Cn C' = {J}, so ist
nichts weiter 2zu zeigen. Es sei
Cn C' +{J). Dann gibt es ein Element,
nennen wir es D, mit

DeCnC,dh DeCund De(C'.

Aus D € C folgt nach der Clusterdefinition:
es gibt notwendig eine Folge

D=Dy, Dy, .., D,_;, D,= A mit
D;eM,d(D, Diyy)<r, i=0(1)n—1.
Analog existiert eine Folge

D=Dy, D, ..., D, = B mit D;e M,

d(D,, D;,)<r, i=01)k - 1.

(1) Es sei X € C. Dann gibt es wieder nach
der Clusterdefinition eine Folge

X=Xo, Xb vaey Xl—h X/=A mit

XeM, dX, X,\))<r, i=01) -1

Nun ist aber

X= Xo, Xb ceey Xl—ly A, Dn—h ceey

Dl7 D’ D’h Teey D;(—ly

D;, = B eine Folge, in der zwei benachbarte
Elemente einen Abstand < r haben. Die
Elemente gehoren alle zu M. Die Folge
filhrt von X nach B, ihre Existenz ist hin-
reichend fiir X € C'. Damit hat man C € C’,
denn X war beliebig.

(2) Die Umkehrung beweist man ganz ana-
log: Es sei Y € (', also gibt es eine Folge

Y=Y,Y,.., Y1, Y,= B mit
YeM, dY, Y.)<r,i=01)s—-1
Die Folge

Y=Y, Y,..,Y_,B, Dy ..,
D,D D, .., D=4

liefert uns Y € C und damit C'c C.

Beide Ergebnisse zusammen ergeben die
Behauptung C = C’. Der eben bewiesene
Satz zeigt insbesondere: Ist C r-Cluster von
A und BeC, so ist der r-Cluster von B
gleich C. A ist also bei der Definition von
C als Clusterelement nicht ausgezeichnet,
wenn es neben 4 noch andere Elemente in
C gibt.

Hat man paarweise verschiedene r-Cluster
Cy, Gy, ..., C, von M mit der zusitzlichen
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Eigenschaft M = C, u G, u ... U C,, so liegt
eine spezielle (d. h. fiir ein bestimmtes
r > 0) Zerlegung von M vor, die Clusterzer-
legung von M heiBt. Die Clusterzerlegung
ist fur jedes feste r eindeutig.

Das Damenproblem

Auf einem quadratischen Schachbrett mit
n? Feldern sind n Damen so zu plazieren,
daB keine Dame eine andere schlagen
kann. Der minimale Abstand zweier Da-
men ist offenbar ein Springerzug, oder,
wenn wir die Damen auf die Kreuzungs-
punkte eines quadratischen Gitters mit der

Maschenweite 1 postieren, \/5_ . Alle kom-
binatorischen Losungen des Damenpro-
blems kann man, wie schon gesagt, nach
dem Backtrack-Verfahren erhalten. Hat
man eine Losung, so kann man sie als
Punktmenge auffassen und einer Cluster-
analyse unterwerfen, z. B. mit einer
Kreisscheibenumgebung vom Radius r=3

(nach JS_ ist der nichstgroBere mogliche
Abstand zweier Damen v’ﬁ, JS_ <3

< \/ﬁ ), also liefert r = 3 Cluster, in denen
die Damen durch Springerziige gekoppelt
sind, das scheint fiir dieses Problem der
sachlich angemessene Abstand zu sein.
Eine solche Clusteraufteilung ist unabhin-
gig von der Seite, von der das Schachbrett
angesehen wird, und auch das Spiegelbild
14Bt sich von allen vier Seiten betrachten.
Spiegeln kann man eine Stellung z. B. an
einer Mittelsenkrechten des Brettes, einer
Diagonalen oder Kante. Hat die Stellung

Bild 2

. /
o/
(/e
\el/ o
N (D
o) ~—1

Cs

keine Symmetrieeigenschaften, so wird sie
bei der kombinatorischen Aufzéhlung
achtmal vorkommen (Bild 2). Man kann
also die Hoffnung haben, daB sich die L5-
sungsmenge erheblich reduzieren la0t,
wenn man statt der kembinatorischen L&-
sung auf die innere Struktur oder Geome-
trie der Lésung achtet, die ihren Ausdruck
findet in der Zahl der Cluster, ihrer GroBe,
ihrer Form und Lage auf dem Schachbrett.
Sie sollen hier eigentliche Ldsungen ge-
nannt werden. So erhiilt man bei n = 8 statt
92 kombinatorische Losungen nur noch 12
eigentliche Lgsungen, was den Uberblick
wesentlich erleichtert, aber verschenkt
wurde auch keine.
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Ergebnisse zum Damenproblem

Tabelle 1: Die eigentlichen Losungen fiir n =8

Losungs-  Position Kombinat.  Cluster- Cluster-
nummer A B C DE F G H Ldsungen anzahl belegung
L1 1 58 6 3 7 2 4 8 3 1+3+4
L2 1 6 8 3 7 4 25 8 3 1+3+4
L3 2 4 6 83 175 8 3 2+2+4
L4 2 5713 8 6 4 8 4 1+2+2+43
L5 2 57 418 6 3 8 5 1+1+142+3
L6 2 6 1 7 4 8 3 5 8 3 2+3+3
L7 2 6 831 4 175 8 3 1+2+5
L8 27 3 6 8 5 1 4 8 3 1+2+5
L9 27 5 81 4 6 3 8 4 1+1+3+3
L10 3 5281746 4 2 4+4
L11 3 58 417 26 8 4 1+2+2+3
L12 3 6 25817 4 8 5 1+1+2+42+2
. =92
Bild 3
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Tabelle 2: Anzahl der kombinatorischen und eigentlichen Losungen
fiir die ersten n-Werte
n Anzahl der Anzahl der Anzahl Cluster-
kombin. Losungen eigentl. Losungen der Cluster belegung
1 1 1 1 1
2 0 0 -~ -
3 0 0 - -
4 2 1 1 4
8 1 5
5 10{2 2 . .
6 4 1 2 3+3
8 2 3+4
8 3 1+3+43
4 3 1+1+5
T 409 6 3 1+2+4
8 2 3+4
4 3 2+2+3
8 92 12 siehe Tabelle 1
9 352 ? ? ?
W. Dérband



Eine Aufgaben-
sammlung
aus dem Jahre 1475

Zum 550. Geburtstag des
Johannes Miiller, genannt
Regiomontanus

Am 6.Juni 1436 wurde in dem Stddtchen
Konigsberg in Franken (oder vielleicht in
dem nahe gelegenen Dorf Unfinden) Jo-
hannes Miiller geboren, der sich spiter, der
Sitte seiner Zeit folgend, den klangvollen
Gelehrtennamen Regiomontanus (svw. der
Mann aus Konigsberg) zulegte. Regio-
montanus gilt heute allgemein als der be-
deutendste europdische Mathematiker des
15.Jh. Zugleich ist er in seinem Leben und
Wirken ein so typisches Kind seiner Zeit,
daB er geradezu als Symbolfigur der Re-
naissance gelten kann.

Regiomontanus begann sein Studium 1447
in Leipzig (also im Alter von 11 Jahren,
das war damals iiblich) und setzte es ab
1450 in Wien fort, wo er der Schiiler des
Georg Peurbach (1423 bis 1461) wurde, der
ein umfangreiches Programm zur Erneu-
erung der rechnenden Astronomie und
ihrer mathematischen Hilfsmittel aufge-
stellt hatte.

Regiomontanus erwarb mit 15 Jahren den
akademischen Grad eines Baccalaureus,
1457 den Magistertitel. Zu dieser Zeit iibte
er bereits selbst eine Lehrtdtigkeit an der
Wiener Universitit aus, auch dies war da-
mals iiblich. Nach dem Tode seines Leh-
rers 1461 reiste er in Begleitung des Kardi-
nals Bessarion, eines Forderers von Astro-
nomie und Mathematik, nach Rom und
vollendete dort 1462 die Bearbeitung des
astronomischen Standardwerkes Syntaxis
(auch als ,Almagest“ bekannt) des spitan-
tiken Astronomen Klaudios Ptolemidos (um
80 bis um 160), die Peurbach im Auftrag
Bessarions begonnen hatte. Wihrend sei-
nes etwa sechsjihrigen Aufenthaltes in Ita-
lien vollendete Regiomontanus 1463 sein
Hauptwerk ,Fiinf Biicher iiber Dreiecke
aller Art“, in dem er als erster Europier die
ebene und sphirische Trigonometrie als
selbstindige mathematische Disziplin aus
ihrem Hauptanwendungsgebiet, der Astro-
nomie, herausloste und wesentlich voran-
trieb, u. a. durch die explizite Formulie-
rung von Sitzen nach Art des Cosinus- und
Sinussatzes (freilich noch mit anderen Be-
zeichnungen und bezogen auf andere als
die heute iiblichen trigonometrischen
Funktionen) und den Ubergang zu dezimal
(statt sexagesimal) geteilten Bruchteilen
der Tabellenwerte fiir die Winkelfunktio-
nen. Regiomontanus erwarb hervorragende
Kenntnisse der klassischen Sprachen Grie-
chisch und Latein und interessierte sich
sehr fir die WiedererschlieBung des anti-
ken wissenschaftlichen Erbes. Er entdeckte

z.B. ein bis dahin unbekanntes Werk des
spitantiken Zahlentheoretikers Diophant
(um 250) und hielt 1463 an der Universitiit
in Padua einen Vortrag, der spiter ge-
druckt wurde (Melanchthon nahm ihn in
eine Sammlung berithmter Reden auf) und
den man als die erste Vorlesung iiber Ge-
schichte der Mathematik bezeichnen
konnte.

Nach kurzer Lehrtiitigkeit an der Universi-
tit PreBburg (Bratislava) iibersiedelte Re-
giomontanus 1471 nach Niimberg, dem
Zentrum des aufstrebenden, nach praktika-
bler Wissenschaft, technischem und kiinst-
lerischem Fortschritt strebenden deutschen
Biirgertums, und griindete eine Werkstatt
zur Herstellung von Kunstuhren, astrono-
mischen und mathematischen Geriten so-
wie eine Druckerei, in der er teils fremde,
insbesondere antike Werke in eigenen
Ubersetzungen und Bearbeitungen, teils
auch seine eigenen Werke herausgeben
wollte. Wem solcher Broterwerb eines Wis-
senschaftlers befremdlich erscheint, der
moge sich erinnemn, daB z.B. der Maler Lu-
cas Cranach d. A. (1472 bis 1553) in Wit-
tenberg neben seiner Malerwerkstatt eine
Apotheke betrieb. Kunst und Wissenschaft
in engster Verbindung mit biirgerlichem
Geschift, das ist das Antlitz der Renais-
sance, der Zeit der friihbiirgerlichen Revo-
lution. Uber das geplante Verlagsgeschift
Regiomontanus’ informiert ein zweispalti-
ges Flugblatt, in dem in der linken Spalte
die zu druckenden fremden, in der rechten
die eigenen Schriften angekiindigt werden.
Unter den ersteren befinden sich die
Hauptwerke von Ptoleméos (einschlieBlich
seiner pseudowissenschaftlichen Fundie-
rung Tetrabiblos der Astrologie), Euklid,
Archimedes und Apollonios, unter den
letzteren die bereits erwdhnte Dreiecks-
lehre, astronomische Tafeln, Kalender,
Jahrbiicher  (sogenannte  Almanache),
Ephemeriden (Tafeln von Planetenértern),
Kommentare, Streitschriften u.a. Zur Aus-
fiihrung kam nur ein sehr geringer Teil die-
ser Drucke. Schon 1475 wurde Regiomon-
tanus erneut nach Rom gerufen, um als
Experte an der von der katholischen Kirche
geplanten Kalenderreform mitzuwirken.
Im Sommer 1476 starb er in Rom, vermut-
lich an einer damals dort umgehenden
Seuche. Es gibt aber auch Geriichte, wo-
nach er von Neidern und Konkurrenten
vergiftet worden sein soll. So war selbst
sein Tod typisch fir die Renaissance.
Vom Entwurf zu einem unvollendeten
Werk des Regiomontanus ist erst in unse-
rem Jh. eine Abschrift entdeckt und 1956
in deutscher Ubersetzung erstmals ge-
druckt worden. Das Manuskript trigt den
Titel

Geometrische Probleme aller Art;

ein Werk ergiebigen Vergniigens

(oder auch Commensurator)

und enthilt 396 Sitze und Aufgaben (die
Sdtze ohne Beweise, die Aufgaben ohne
Losungen, vieles ist noch skizzenhaft). Es
ist in 13 Kapitel gegliedert, die Uberschrif-
ten tragen wie z. B. Uber die Multiplika-
tion, Division und das Ausziehen von Wur-
zeln — Uber die Sehnen von Kreisbdgen —

Uber die MaBe geradliniger Flichen -
Uber die regelmiBigen Korper — Uber das
MaB unregelmiBiger Korper.

Nachfolgend geben wir einige Kostproben
aus dem Commensurator zum ergiebigen
Vergniigen der alpha-Leser. (Die zum Teil
nur fliichtig und nicht eindeutig formulier-
ten Aufgaben wurden nicht wértlich iiber-
setzt, sondern sinngemidB wiedergege-
ben.)

I1.9. Es ist eine Formel fiir die Abhingig-
keit der Sehne d des halben Bogens von
der Sehne s eines beliebigen Kreisbogens
(Radius 1) aufzustellen (Bild 1).

Bild 1 1

e s A

I1.14. Sei d, die Seite des dem Einheits-
kreis einbeschriebenen regelmiBigen
n-Ecks. Dann gilt d%+1=d2. (Man
wende I1.9 an!)

V.104. Man bestimme den Flicheninhalt
des dem Einheitskreis einbeschriebenen
Sternflinfecks (damals als Pentagramm
oder als Salomonisches Pentagon bezeich-
net, Bild 2).

Bild 2

V.131. Durch einen gegebenen Punkt P
auBerhalb eines gegebenen Dreiecks ABC
ist (mit Zirkel und Lineal) eine Gerade zu
konstruieren, die das Dreieck in zwei fli-
chengleiche Teile zerschneidet.

V.140. Ein rechtwinkliges Dreieck ist (mit
Zirkel und Lineal) aus der gegebenen
Linge der Hypotenuse und der Differenz
der beiden Kathetenlingen zu konstruie-
ren.

V1.42. Einen gegebenen Kreis beriihren 10
untereinander gleiche Kreise von auBen
wie in Bild 3 gezeigt. Wie kann man die
duBeren Kreise bei gegebenem inneren
Kreis mit Zirkel und Lineal konstruieren?
Nach welcher Formel 148t sich der Radius
der duBeren Kreise in Abhidngigkeit vom
Radius des inneren Kreises berechnen?
VII.29. Warum gibt es nicht zu jeder natiir-
lichen Zahl n = 4 und gegebener Kugel X
n untereinander gleiche Kugeln, die X von
auBen und sich untereinander zu je dreien
so berithren, daB sie eine geschlossene
Hiille um X bilden (rdumliche Analogie zu
Bild 3)?

Bild 3

Fiir welche Anzahlen n ist eine solche

Konfiguration méglich?
P. Schreiber
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Mathematik und wissenschaftlich-
technischer Fortschritt

Die Mathematisierung eines beliebigen
Gebietes der Wissenschaften oder Technik
geht immer einher mit einer theoretischen
Vertiefung auf diesem Feld. Eine derartige
mathematisch-theoretische Durchdringung
entfernt es aber keineswegs von der Praxis,
sondern macht eine umfassendere prakti-
sche Nutzung in einer neuen Qualitat
iberhaupt erst moglich. Insbesondere mo-
derne Technologien erfordern ein hohes
MaB an Grundlagenwissen, was am Bei-
spiel der Mikroelektronik oder Roboter-
technik sofort deutlich wird. So hat die
Mathematik wesentlichen Anteil am wis-
senschaftlich-technischen Fortschritt, der
Voraussetzung {ur die weitere Entwicklung
unserer Gesellschaft ist.

LAlles was meBbar ist, messen und alles,
was nicht meBbar ist, me8bar machen“, so
lautete der Grundsatz, mit dem- Galileo
Galilei (1564 bis 1642) das Zeitalter der
modernen Naturwissenschaften einleitete.
Heute, 300 Jahre spiter, ist dieser Grund-
satz aus der Naturwissenschaft aktueller
denn je. Neben den nicht zu unterschit-
zenden Bereichen, wo der Techniker, Bri-
gadier, Arbeiter, Verkdufer usw. unmittel-
bar mit dem Bleistift in der Hand oder dem
Taschenrechner etwas berechnet, erreicht
die Mathematik ihre Wirksamkeit bei der
Gestaltung des wissenschaftlich-techni-
schen Fortschritts auch mittelbar durch die
Natur- und Gesellschaftswissenschaften.
Dabei sind die Technikwissenschaften zu
einem entscheidenden Bindeglied zwi-
schen Natur- und Gesellschaftswissen-
schaften einerseits und der Produktion an-
dererseits geworden. Diese Entwicklung
war und ist bis heute verbunden mit der
natur- und gesellschaftswissenschaftlichen
Durchdringung der technischen Wissen-
schaften und der Herausbildung spezieller
technischer Wissenschaftsdisziplinen. Eine
dieser neuen Wissenschaftsdisziplinen ist
die Informatorik.

Wie kein anderer Industriezweig bestimmt
die Mikroelektronik die Moglichkeiten zur
Nutzung theoretischer Erkenntnisse in der
Technik. Die Produktion leistungsfahiger
Computer, die Konstruktion von Robotern
und die Automatisierung ganzer Produk-
tionsprozesse verlangen integrierte mikro-
elektronische Schaltkreise, die wiederum
Entwicklungs- und Herstellungsverfahren
mit hochentwickelter Rechentechnik zur
Voraussetzung haben.

Eine weitere Grundlage dafiir, wie tliber-
haupt fiir die modeme Technik und fiir die
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wissenschaftliche Arbeit, ist die Prizisions-
meBtechnik und die damit verbundene De-
finition der Normale fiir die Basiseinheiten
des MaBsystems. Es zeigt sich, daB ein en-
ger Zusammenhang zwischen dem Stand
der theoretischen Erkenntnisse und den er-
zieherischen MefBgenauigkeiten bestehen.
Die PrizisionsmeBtechnik ist ein weiteres
Beispiel fir den engen Zusammenhang
zwischen mathematisierter Wissenschaft
und technischem Fortschritt.

Wir wollen im weiteren erldutern, wie die
PrizisionsmeBtechnik, die eine Vorausset-
zung fiir moderne Technologie bildet, nur
auf der Grundlage der Quantentheorie
moglich ist, die eine fundamentale natur-
wissenschaftliche Errungenschaft unseres
Jahrhunderts darstellt. Dabei werden wir
veranschaulichen, welche prinzipielle Be-
deutung die Mathematik hat, indem sie
nicht nur eine Berechnung, sondem die
Formulierung der Naturzusammenhinge
iiberhaupt erst ermoglicht.

Wir nehmen zum Ausgangspunkt die fun-
damentalen Naturkonstanten ¢ (Lichtge-
schwindigkeit), & (Plancksches Wirkungs-
quantum) und e (Elementarladung).

Seit der Jahrhundertwende wissen wir, daB
die Lichtgeschwindigkeit imm Vakuum eine
Naturkonstante ist. Die Versuche (1881)
von A. Michelson (1852 bis 1931) wiesen
zwar schon auf die Tatsache hin, doch
konnten erst die mathematisch-theoreti-
schen Ergebnisse (1905) von A. Einstein
(1879 bis 1955) diese Tatsache in den Rang
einer naturwissenschaftlichen Gesetzmi-
Bigkeit erheben. Die von ihm entwickelte
spezielle Relativitdtstheorie, in der die
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ein
zentrales Element ist, gehort zu den groB-
ten Geistesleistungen in der gesamten
Menschheitsgeschichte.

Die eigentliche Naturkonstante der Quan-
tentheorie ist das Plancksche Wirkungs-
quantum h. M. Planck (1858 bis 1947)
wurde durch mathematische Uberlegungen
zu der Tatsache gefiihrt, daB bei Schwin-
gungsprozessen von der Frequenz v die
Energie nur in Form kleinster Portionen,
in Form von Quanten der Energie ¢, abge-

geben wird, wobei e=hv gilt.
h=6,62...107%Js ist das Plancksche Wir-
kungsquantum.

Es ist im Hinblick auf die Rolle der Mathe-

matik bei der Entwicklung der Naturwis-.

senschaften bemerkenswert, daB Planck
selbst sich mehr als ein Jahrzehnt dagegen
strdubte, -diesen von ihm auf mathemati-

schem Weg gefundenen Zusammenhang
als ein wirkliches Naturgesetz anzuerken-
nen. Wieder war es A.Einstein, der im glei-
chen Jahr der Schaffung der Relativitits-
theorie (1905) auch die Quantennatur des
Lichts als ein Naturgesetz formulierte. Das
Licht besteht aus Quanten, den Photonen,
wobei die Energie eines Photons der Fre-
quenz v durch die Formel ¢ = hv gegeben
wird. Einstein hat fiir diese Entwicklung
den Nobelpreis erhalten.

Die dritte fundamentale Naturkonstante
der Quantentheorie ist die Elementarla-
dung. Woher weiB man, daB die Elemen-
tarladung eine Naturkonstante ist? Das
Problem liegt hier wieder dhnlich wie bei
der Lichtgeschwindigkeit. Natiirlich kann
man durch experimentelle Untersuchun-
gen untermauern, daB alle Elektronen die
gleiche Ladung haben soliten, aber man
kann auf diesem Wege keine absolute
theoretische Sicherheit dariiber erlangen.
Die Lo6sung dieses Problems ergibt sich
wiederum aus der Quantentheorie.

Als wesentliche SchluBfolgerung aus dem
Gesagten soll hervorgehoben werden, daB
wir nur deshalb von Naturkonstanten ¢, A,
e sprechen konnen, weil die Konstanten
die Basis einer mathematisierten Theorie
bilden, deren Giiltigkeit experimentell be-
weisbar ist. Ohne die moderne Mathema-
tik, die in diese Theorie eingeht, wire eine
genaue Bestimmung dieser Naturkonstan-
ten gar nicht moglich.

Was hat das nun alles mit der fiir die Mi-
kroelektronik notwendigen PridzisionsmefB-
technik zu tun? Der Zusammenhang ent-
steht dadurch, daB die technologische
Praxis niemals eine hohere Genauigkeit
haben kann als die fortgeschrittenste Wis-
senschaft. Auf der Grundlage der Quanten-
theorie lassen sich mit den gegenwirtigen
Methoden die Naturkonstanten bis zu
einer Genauigkeit bestimmen, die gerade
an der Grenze der fiir die Mikrolelektronik
notwendigen Genauigkeit liegt. Fiir die
drei genannten Naturkonstanten konnten
durch internationale Abstimmungen einer
Vielzahl von Experimenten folgende Werte
ermittelt werden:

¢ =2,99792458(1,2)- 10 m/s
h=6,626176 (36) -107]s

e =1,6021892 (46) -10°C

Die Zahlen in der Klammer schitzen die
moglichen Korrekturen in den letzten bei-
den Ziffern ab. Es liegt also insgesamt eine



Genauigkeit von 10® vor, wie wir sie minde-
stens flir die Mikroelektronik benotigen.
Das System der Naturkonstanten ist, so-
weit diese nicht dimensionslos sind, auf
eine bestimmte Festlegung von MaBeinhei-
ten angewiesen. Im SI-System gibt es drei
mechanische Einheitennormale: fiir die
Masse, fiir die Linge und fiir die Zeit. Wir
wollen als Beispiel nur das Normal fiir die
Zeit herausgreifen. Das Zeitnormal spielt
auch deshalb eine fundamentale Rolle,
weil es mit der héchsten bisher iiberhaupt
erzielbaren Genauigkeit reproduzierbar ist
und iiber einen fixierten Wert fiir die Va-
kuumsgeschwindigkeit auch zur Definition
des Lingennormals benutzt werden
kann.

Historisch bildete der Sonnentag oder das
Sonnenjahr mit den daraus abgeleiteten
Teilen Stunde, Minute und Sekunde die
Grundlage fiir das Zeitnormal. Die Gezei-
tenwechselwirkung, verursacht durch den
Mond und die Sonne und die Storeinfliisse
der anderen Planeten auf die Bewegung der
Erde, fiihren zu Verinderungen in der Ta-
ges- und Jahreslinge und zu einer stetigen
Verlangsamung der Erdrotation. Neben
diesen theoretisch und damit auch rechne-
risch zuginglichen Einfliissen gibt es auch
andere, plotzlich auftretende Verdnderun-
gen in der Tageslinge. Solange das Zeit-
normal durch eine astronomische Pendel-
uhr mit eirer Genauigkeit von Yg Se-
kunde pro Tag repriasentiert wurde, waren
die Ganginderungen der ,Erduhr“ nicht
unmittelbar zu erfassen. Erst die Einflih-
rung der Quarzuhr in die ZeitmeBtechnik
brachte einen bedeutenden Fortschritt in
der Genauigkeit.

Da auch der Schwingquarz als immer noch
»mechanischer Schwinger* Alterungspro-
zessen unterliegt, die zu Ganginderungen
fihren konnen, ist man zu atomaren
Schwingungsnormalen iibergegangen. Das
heutige Zeitnormal ist die Internationale
Atomzeit (IAT), reprisentiert durch ein
weltweit verbundenes System von Atomuh-
ren. Die DDR ist mit einer Atomuhr im
Zentralinstitut fir Physik der Erde der
Akademie der Wissenschaften an diesem
System beteiligt.

Auf welchen GesetzmiBigkeiten beruht die
Arbeitsweise einer Atomuhr? Um dies zu
erkliren, bendtigt man die Quantentheorie,
und damit kommen wir auf die oben erliu-
terten Probleme zuriick. Das Entschei-
dende ist die Quantennatur der Energie im
atomaren Bereich. Es stellt sich heraus,
daB die Elektronen im Atom nur diskrete
Energiewerte E, (n=1, 2, ...) annehmen
konnen. Wenn ein Ubergang zwischen den
Energieniveaus E, und E_ erfolgt, so wird
Licht abgestrahlt. Die Frequenz des Lich-
tes, d.h. die der einzelnen Photonen, ist da-
bei

1
Unm_—h-lEn—Eml'

Die Energieniveaus und damit die Fre-
quenzen sind ganz scharf definiert und
deshalb als Frequenz- oder Zeitnormale
hervorragend geeignet.

Wenn auch die klassische Vorstellung von
dem das Photon umkreisenden Elektron

mit den wahren Verhiltnissen des Mikro-
kosmos nicht vertriglich ist, so hat doch
dieses Bild die historische Herangehens-
weise bestimmt und letztlich zu dem heuti-
gen abstrakten Bild gefiihrt.

Der Ubergang von der Mathematik der
klassischen Physik zu der Quantenphysik
ist ganz und gar unanschaulich. Er besteht
darin, daB die klassischen GroS8en durch
Operatoren ersetzt werden. Die Quanten-
theorie erfordert zur mathematischen Be-
schrzibung der Energieniveaus den Appa-
rat der Funktionalanalysis, eines Teilgebie-
tes der Mathematik, dessen stiirmische
Entwicklung noch nicht abgeschlossen
ist.

Der Einsatz mathematischer Methoden
hochsten Abstraktionsgrades liefert bei-
spielsweise bei der Feinstruktur der Linien
des Wasserstoffs bereits eine Ubereinstim-
mung mit der Realitit auf fiinf geltende
Stellen.

Dieser ProzeB der immer feineren Struktu-
rierung der Spektrallinien setzt sich fort
und wird bei immer héherem Auflésungs-
vermogen sichtbar. Seine mathematische

im

Praxisbezogene Lehrlingsausbildung
VEB Mikroelektronik Miithlhausen

Komplexlabor an der IH fiir Elektronik/
Keramik Hermsdorf

Beschreibung erfordert den Einsatz immer
komplizierterer Methoden. Die Quanten-
elektrodynamik erlaubt die Berechnung
von sog. Strahlungskorrekturen zu den
Atomniveaus. Die magnetische Wechsel-
wirkung zwischen dem Elektron und dem
Proton im Wasserstoffatom verursacht eine
Hyperfeinstruktur der Energieniveaus. Be-
findet sich das Elektron auf dem niedrig-
sten Energieniveau E|, dann entspricht der
Ubergang zwischen den beiden Niveaus-
der Hyperfeinstruktur des Grundzustandes
der Abstrahlung einer elektromagnetischen
Welle mit 21 cm Wellenldnge. Diese Was-
serstofflinie liegt im Radiofrequenzbereich
bei 1420 MHz, und sie spielt in der Radio-
astronomie eine hervorragende Rolle beim
Nachweis neutralen Wasserstoffs im kos-
mischen Raum.

Die Frequenz dieses Ubergangs gehért zu
den im Labor am genauesten bestimmba-
ren Werten v =1420405751,7662(3) Hz.
Mit dieser Frequenz arbeitet der Wasser-
stoffmaser, ein Frequenznormal analog der
Caesium-Atomuhr, bei der ebenfalls der
Ubergang zwischen den beiden Hyperfein-
strukturniveaus des Grundzustandes des
duBersten Elektrons im Caesiumatom als
Frequenznormal benutzt wird.

In unseren Darlegungen kam es darauf an,
deutlich zu machen, daB man die Quan-
tentheorie und ihre abstrakte Mathematik
allein schon dafiir benétigt, um die fiir die
Produktion von mikroelektronischen Bau-
elemente notwendige Prizisionstechnik zu
ermoglichen. Unverkennbar ist der Zusam-
menhang zwischen notwendiger Genauig-
keit in der fortgeschrittensten Technik und
den quantitativen Aussagen der Theorie.
Beim heutigen Stand der Technik liegen
beide im gleichen Bereich. Der Zwang zur
engen Verkniipfung von Theorie und Pra-
xis ist eines der Wesensmerkmale der wis-
senschaftlich-technischen Revolution und
bestimmend fir den technischen Fort-
schritt.

Prof. Dr. sc. nat. Gerd Lafner,
Karl-Marx-Universitdt Leipzig,
nach einer Vorlesung

fiir den Druck bearbeitet

von Dipl.-Phys. Lothar Ehrenberg
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Gleichungen und komplexe Zahlen
Eine Anregung zur Beschiftigung

mit komplexen Zahlen
Teil 2

Weder von del Ferro noch von Tartaglia
sind Beweise flir die Losungsverfahren er-
halten. Cardano kannte sie wahrscheinlich
auch nicht. Die in seinem Buch ,Ars
magna“ gegebenen Beweise hat er wohl
selbst gefunden.
Die Vorschrift zur Auflosung der kubi-
schen Gleichung x* + px = g (p, ¢ positiv)
beschrieb Cardano im 11. Kapitel der , Ars
magna“ so:
»Erhebe den dritten Teil der Anzahl der
x[p] in den Kubus; zu diesem addiere das
Quadrat der Hilfte des konstanten Gliedes
[¢] und ziehe aus der Summe die Quadrat-
wurzel. Diese merke dir und addiere ein-
mal die Hilfte der konstanten Zahl, die du
eben quadriert hattest, ein anderes Mal
subtrahiere diese Halfte. Dadurch erhiltst
du ein Binomium [ (_p_)’ + (l)z + i]
3 2 2
und die zugehorige Apotome

Py (4Y _4
[ (3)+(2) 2] Zieht man nun

die Kubikwurzel der Apotome von der Ku-
bikwurzel des Binomiums ab, so ist der
Rest, der hierbei iibrig bleibt, der Wert der
Unbekannten.“
Unter der Voraussetzung p >0, ¢ >0

3 2
(wir brauchen zumindest (—;’—) + (%) > 0)
ist also

x—x/\/i— [
SAGR

eine (positive) Losung der Gleichung x3
+ px = q. (Bei den dritten Wurzeln han-
delt es sich um die eindeutig bestimmten
positiven reellen Kubikwurzeln aus den po-
sitiven reellen Radikanden.)

Cardano erlduterte die Auflosungsregel am
Beispiel x?+ 6x=20. Cardano schrieb:
»,Cubus P. 6. rebus aequalis 20“ und gab
die Losung:

Ry v. cu. R, 108 p. 10 | m.

R, v. cu. R, 108 m. 10“

(radix universalis cubica radicis ex 108
plus 10, minus radice universalis cubica ra-
dicis ex 108 minus 10), also:

x=¥y108 + 10 - 108 -
Im 12. Kapitel der ,Ars magna“ wird die
Gleichung x® = px + ¢q (p, ¢ positive Zah-
len) durch die positive Zahl

i - )
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(a9 _ [(aV _(2Y B
¥ ‘/2 V& -(3) ®
gelost. Dabei wird vorausgesetzt, daB —2‘1—)

3
= (%) ist (damit unter der Quadratwurzel

Jlsss

nicht negative Zahlen stehen). _
Die Losung der iibrigen 11 wesentlichen
Typen kubischer Gleichungen wurde von
Cardano auf die Losung der eben beschrie-
benen 2 Typen zuriickgefiihrt.
Die Auflésungsformel (B) sei an zwei Bei-
spielen (aus Eulers Buch , Volistindige An-
leitung zur Algebra“) erldutert:
1) x>=6x+9. Hierist p =6,
g=09, ¢*=81, p*=216
@ _p_ _A(, 4 ,
4 21 4 \4 27
1 49
=3 (81 —2—7216> = —(81 -32)= =
Dabher ist eine Wurzel der gegebenen
Gleichung
z\/ 9+ 449 V9 — 49
= +
2 2
=3 16 3 3 3
= T+‘/1_ =¥8+¥1=2+1=3.
2) x3=6x+ 40. Hier ist p =6,
q =40, ¢* = 1600, p* =216,
also ¢? — %;ﬂ = 1600 — 32 = 1568,
=J4 4249 23,/' 14‘/—
Eine Losung der gegebenen Gleichung ist
x=¥20+14v2 +Y20-1442 .
Da aber (2 + 2 ) =20+ 1442 ,
soist Y20+ 1442 =2+ 42
und ebenso J1/20 - 14\/— =2- 1/2T
Somitistx=2+,/2_+2—1/2—=4.
Der Fall x*=px+q(p>0, ¢>0)
2 3
mit (%) < (%) bereitete sowohl Tarta-
glia als auch Cardano uniiberwindliche
Schwierigkeiten. In diesem Fall wiirden
sich, wenn man die Formel (B) benutzt,
Quadratwurzeln aus negativen Zahlen er-
geben.
Beispiel. Fiir die Gleichung x*=15x + 4
mit p =15, g =4, also
=16, p* = 3375, ¢ —%p3= 16 — 500
= —484 = 4(—121) wiirde

2Ve 737
=l1/ —1/—121 und somit
x=Y2+) 121 +¥2-J121¢ ©

werden. Die Gleichung besitzt aber die

drei reellen Losungen x; =4 (die positive

Losung), x1=—2—1/3_, x,=—2+J3_,

wie man leicht bestitigt. (Beachte x* — 15x
=(x—-4)(x2+4x+1))

Es sei nochmals angemerkt, daB die For-

AR I AY
mel (B) zunichst nur fiir (7> = (7) giil-

tig ist, also etwa auf die Gleichung x?
=15x+4 gar nicht angewendet werden
darf. (Die Zeichen \/; , W sind nur fir
nicht-negative m, n erklart!)

Natiirlich darf man mit Zahlenbeispielen
Versuche anstellen. Gesucht ist eine posi-
tive Losung der kubischen Gleichung x?

2 3

=px + q, egal ob nun (7‘;) g(%) ist
oder nicht. Heutzutage kann man, sofern
man komplexe Zahlen kennt und benutzt,
die Formel (B) auch auf den Fall der Glei-

. (a\: [P\ .
chung x*= px + ¢ mit (7) < <?> iiber-
tragen. Die Kubikwurzeln miissen aber erst
im Bereich der komplexen Zahlen geeignet
definiert werden.

(Darauf soll hier nicht niher eingegangen
werden. Darum steht die Formel (C) in An-
filhrungszeichen.)

Es gibt ndmlich drei komplexe Zahlen

Uy, Uy, uy mit u=2+y-121.

Die Zahlen

u1=2+1/:, u1=~;—(—2—1ﬁ-
+243 -1)y-1),

uy=(~2+ 3 - (243 +1){71)

leisten das Verlangte.
Ebenso gibt es drei komplexe Zahlen

vy, ¥, v3 mit v>=2 — y—121, nédmlich

= (-24 3+ @43 +1)V-1),
v,=2- ‘/_
n=2(-2-47 - (245 -D)4-1).

Die drei Losungen der Gleichung
x3=15x + 4 ergeben sich wie folgt:

4 x;—u;+v; _2_‘/3_a

x;=u;+v,=-2+ \/_ .

Weiteres Beispiel. Fiir die Gleichung x?
= 6x + 4 mit p = 6, ¢ = 4 ergibt die Forme]
(B) mit

x=¥2+24-1 +32-2¢"1 -

eine Losung der gegebenen Gleichung.
Bs sei erwiihnt, daB Leonhard Euler in sei-
ner ,Volistindigen Anleitung zur Algebra“
(1770) im zwdlften Kapitel (§ 188) des er-
sten Abschnittes des zweiten Teiles auch
(D) findet und an (D) anmerkt: ,was sich
nicht anders ausdriicken 1dBt“. Hier irrte
Euler sich, die (geeignet zu definierenden)
Kubikwurzeln in (D) lassen sich ausrech-

|'u

&

‘I__
4

X =u+uv,=

O

nen.
Es gibt drei komplexe Zahlen u;, u,,

u;mitu?=2+2y-1:



w=5 (1445 + (5 -)V7T),
uz=—1+1/’:,
w=5(1=F = (5 +D{=T).

Ebenso gibt es drei komplexe Zahlen

U1, Uy, vy mit 03 =2-24-1:
n=2(1-45 + (3 +1)y7T),
vn=-1-y-1,

w=73 U+ - (F -1 V1).

Die drei Losungen der Gleichung
x3=6x+4 sind

xi=utuv;=1+ \/-3_ (die positive
Losung),
x2=u1+vz=—2,x3=u,+v1=1—\/3_.
Cardano vermied in der ,Ars magna“ Auf-
gaben dieser Art. Erst in spiteren Schriften
beschiftigte er sich damit, wahrscheinlich
erst, nachdem er die ,Algebra“ von Bom-
belli (schon in Manuskriptform wihrend
seines Aufenthaltes zwischen 1562 und
1570 in Bologna oder erst in gedruckter
Form nach 1572) gelesen hatte.

Die ideenreiche ,Algebra“ von Rafael
Bombelli (Bild 2) erschien 1572. Der Ver-
fasser ist 1526 in Bologna geboren worden
und starb dort kurz nach Erscheinen seiner
~Algebra“. Uber Bombellis Leben wissen
wir fast nichts. Er soll als Ingenieur bei
einem romischen Adligen gearbeitet ha-
ben. Zwischen 1551 und 1560 war er zeit-
weise bei der Urbarmachung der Siimpfe
im Val di Chiani, 1561 bei dem Versuch,
in Rom eine der Tiberbriicken zu reparie-
ren, beteiligt. Er hatte sein mathematisches
Wissen wahrscheinlich -autodidaktisch er-
worben. Ob es personliche Beziehungen zu
Cardano gegeben hat, ist nicht bekannt.
Die von Bombelli in seinem Buch gege-
bene systematische Behandlung der Glei-
chungen von Grad 4 (die vom Cardano-
Schiiler Ferrari gefundenen Auflosungsver-
fahren hatte Cardano schon in der ,Ars
magna“ publiziert) war fiir die Nachfolger
richtungsweisend. Die kubischen Glei-
chungen werden im wesentlichen wie bei
Cardano behandelt. Doch kann Bombelli
dariiber hinaus den Fall

a\* _(»pY\’
x*= px + q (p, ¢ positiv) mit (7> < (;)
16sen, soweit die dabei nach (B) auftreten-

den Kubikwurzeln 31/ a+ 1/3 (a, b posi-
tiv, vgl. (C), (D)) von der Art sind, daB sie
durch ein von ihm angegebenes Verfahren
gefunden werden kénnen. Mit diesem Ver-
fahren zur Bestimmung solcher Kubikwur-
zeln, das zwar nicht immer, aber in vielen
praktischen Fillen anwendbar ist, fand er
beispielsweise

Vs2+y=2209 =4+ =T, oder
‘3/2 +9-121 =2+ m ; liberdies konnte

er z. B. fiir x*>=15x + 4 die Losung x =4
nach (C) berechnen (um die anderen Wur-
zeln kilmmerte er sich nicht).

Durch seine Untersuchungen wurde es
klar, daB die Kubikwurzeln der Aufls-
sungsformel (B) kubischer Gleichungen

2 3
der Form x*=px+q mit (Tq) < (%)

ausgerechnet werden konnen und daB sich
damit die Quadratwurzeln aus negativen
Zahlen weghoben. Bombelli schrieb: ,Ein
ausschweifender Gedanke nach der Mei-
nung vieler. Ich selbst war eine Zeitlang
der gleichen Ansicht. Die Sache schien mir
auf Sophismen mehr als auf Wahrheit zu
beruhen, aber ich suchte so lange, bis ich
den Beweis fand.“

Doch was geschieht, wenn es mit dem
praktischen, jedoch nicht allgemeinen Ver-
fahren Bombellis zur Bestimmung von Ku-
bikwurzeln nicht méglich ist, die geforder-
ten Kubikwurzeln auszurechnen?

Durch die folgende geometrische Kon-
struktion (Bild 3) unter Benutzung von Zir-
kel, Linea! und Rechtwinkelhaken konnte
Bombelli (am Beispiel x3 = 6x + 4) nach-
weisen, daB eine kubische Gleichung x?
= px + g (fur positive p und q) stets

(also auch im Fal](—g-)2 < (%)j
eine positive Losung hat. (Im Beispiel x?

=6x + 4 ist die positive Losung 1 + }/3_ )

(Bild) N c B

I K &

Gegeben sei eine Strecke AB der Linge p;
diese sei eine Seite eines Rechtecks ABCD

mit dem Flicheninhalt ¢ (Héhe h= %).

Man verlingere die Strecke 4B iiber B hin-
aus bis zum Punkt E, so daB BE die
Lénge 1 hat, und wihle G auf der iiber B
hinaus verlingerten Strecke DB passend
als Scheitel eines Rechtwinkelhakens
durch E. Dieser treffe die iiber 4 hinaus
verlidngerte Strecke B4 in H. Wird der Ab-
stand BG mit x bezeichnet, dann ist (nach
dem Hohensatz, Dreieck HEG, Héhe BG)
BH = x2. Nun werde zum Rechteck GBHI
erginzt. (H und I hingen also von der
Wahl von G ab!) Dieses Rechteck hat den
Flicheninhalt x*. Das Teilrechteck GBAK
(K ist der Schnittpunkt der iiber 4 hinaus
verlingerten CA mit GI) hat den Flichen-
inhalt px.

Wihlt man nun den Punkt G so, daB die
verlingerte G4 durch den Scheitel F eines
zweiten Rechtwinkelhakens geht, dessen
Schenkel an FD und FI anliegen, so ist der
Flicheninhalt von AHIK gleich dem Fli-
cheninhalt des gegebenen Rechtecks
ABCD, also gleich q. (Benutze den Satz
von Erginzungsparallelogrammen, oder
Ahnlichkeitssidize: Die dhnlichen Dreiecke

FGD und FAC ergeben 22X 2 (o,
ptr r

= FC = HA). Die #hnlichen Dreiecke FIG

und AXG ergeben 2+ X

r_;'

+
x, d.h. xr=hp=gq.)

Somit ist L =—
r p

Das Rechteck GBHI hat also einerseits den
Flicheninhalt x>, andererseits den Fli-
cheninhalt px + ¢, somit gilt x*>=px + q.
Die Strecke BG hat somit die Linge x mit
x3=px+gq.

Einerseits fihrt die Suche nach positiven
Lésungen der Gleichung x*= px + ¢ (mit
positiven p, q) auf die Formel (B), die in
bestimmten Fillen jedoch ,Zahlen“ der
Form a + H enthilt. Andererseits hat
eine solche Gleichung stets eine positive
Losung, die sich iiberdies in bestimmten
Fillen nach der Formel (B) auch dann aus-
rechnen 14Bt, wenn ,Zahlen“ der Form a

+ ¢ —b auftreten.

Dieses kénnte fiir Bombelli das Argument
fir eine eingehendere Beschiftigung mit
solchen Ausdriicken, in.denen Quadrat-
wurzeln aus negativen Zahlen auftreten,
gewesen sein. Bombelli nannte sie ,sophi-
stische GroBen“. Cardano gestand 1576
ein, daB er nicht wisse, was diese GroBen
wirklich wiren, die so viele Wunder tun.
Schon in seiner ,Ars magna“ l5ste er die
Aufgabe, die Zahl 10 in zwei Summanden
zu zerlegen, deren Produkt 40 ist. Er er-
kannte 5 + m , 9 —4—15 als Losungen
(nannte sie jedoch ,wahrhaft sophistische
Losungen“):

5+4-15 +5-4/=15 =10
G+y-15)(5- Y=15)=52—(y-15)2
=25-(—-15=40.

Diejenigen Fille, in welchen die ,Losungs-
formeln“ fiir kubische Gleichungen unter
der Kubikwurzel Quadratwurzel aus nega-
tiven Zahlen enthalten, beschiftigten die
Mathematiker nach Cardano und Bombelli
noch fiir lange Zeit. Das Verfahren Bom-

A
bellis zur Berechnung von Ya+y—b

wurde wenig beachtet und sicher bald ver-
gessen, da bereits 1591 Francois Viéte
(auch Vieta genannt) ein neues Verfahren,
die kubischen Gleichungen x* = px + ¢ im
2 3

Fall (%) < (%) aufzulosen, entdeckte.
Wie Bombelli gab auch René Descartes
eine geometrische Konstruktion fiir die po-
sitive Losung der Gleichung x* = px + ¢.
Er bezeichnete -,Zahlen* der Form a
+ y—b als ,,imaginire GroBen*.

Bombelli gab in seiner ,, Algebra“ die erste
Einfliihrung in das Rechnen mit, wie wir sa-
gen, komplexen Zahlen. Er bezeichnet
1/: als ,,piu di meno“, —y—1 als ,meno
di meno“ (abgekiirzt: p. di m., m. di m.)
und sieht die komplexen Zahlen als ,Line-
arkombinationen“ (mit positiven Zahlen-
koeffizienten) der vier GrundgréBen 1
(,piu%), —1 (,meno®), y—1 (p. di m.) und
—\/: (m. di m.) an, wobei sich ,piu“ und
»piu di meno“ nicht addieren lassen. Bom-
belli behandeilte die Multiplikation, die Di-
vision, das Kubikwurzelziehen, die Addi-
tion, die Subtraktion komplexer Zahlen.
Bei der Behandlung quadratischer Glei-
chungen findet sich das Beispiel x2 + 20
= 8x mit den ,sophistischen Lisungen 4

-2,4—-4y-2.

H. Pieper
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XXVI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1986

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der LOsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die Lo-
sungen werden im Oktober 1986 veroffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu l6sen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewuBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend flir die lei-
stungsstirkeren Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: %4 ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels x ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend 4B die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

260511 Die Midchen Grit, Regina und
Beate tragen jede eine einfarbige Bluse.
Von diesen drei Blusen ist eine gelb, eine
rot und eine blau.

Grit stellt fest, daB keines der Midchen
eine Bluse von der Farbe trigt, die den
gleichen Anfangsbuchstaben wie der Vor-
name des Middchens hat. Das Mddchen mit
der roten Bluse antwortet darauf: ,Das
hatte ich noch gar nicht bemerkt, aber du
hast recht, Grit!“

Welche Bluse triigt jedes der Midchen?

260512 a) Die Zahlen 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,
8, 9 sollen so in die kleinen Kreise des Bil-
des eingetragen werden, daB jedes Paar be-
nachbarter Kreise dieselbe Summe wie das
Paar an den beiden entgegengesetzten
Pfeilspitzen ergibt.

Jede der zehn Zahlen soll genau einmal
vorkommen. Die Zahlen 0 und 3 sollen wie
angegeben eingetragen werden.

Gib eine Eintragung an, die alle diese For-
derungen erfiilit!
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b) Fiir die Zahlen 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19 1iBt sich eine entsprechende
Aufgabe stellen. Wie kann man fiir sie auf
einfache Weise eine Losung aus der Lo-
sung von a) gewinnen?
c) Lése die entsprechende Aufgabe fiir die
natiirlichen Zahlen
nntl,n+2,n+3, n+4 n+S5,
n+6,n+7,n+8 n+9
d) Begriinde deine Losung von c)!

260513 Jorg bewundert Holgers Kanin-
chen und Tauben. Er mdchte gern wissen,
wieviel Kaninchen und Tauben Holger be-
sitzt, und fragt ihn deshalb danach. Dieser
antwortet: ,Ich habe insgesamt 24 Tiere,
die zusammen 62 Beine haben. Andere
Tiere als Kaninchen und Tauben habe ich
nicht.“

Wieviel Kaninchen und wieviel Tauben be-
sitzt Holger?

Begriinde deine Antworten!

260514 Der Pionier Klaus Knobler tritt
als Zauberkiinstler vor seiner Pionier-
gruppe auf. Nachdem ihm die Augen ver-
bunden wurden, bittet er einen Zuschauer,
aus einer Streichholzschachtel eine belie-
bige ungerade Anzahl von Hélzern, jedoch
mindestens 13, zu entnehmen. Diese Hol-
zer sollen in zwei parallelen Reihen auf
den Tisch gelegt werden, wobei die obere
Reihe genau ein Streichholz mehr enthal-
ten soll als die untere.

Nachdem dies geschehen ist, liBt Klaus
Knobler

(1) irgendeine von ihm selbst genannte An-
zahl a (mindestens 1, jedoch weniger als 7)
Streichh6lzer aus der oberen Reihe fort-
nehmen, dann

(2) aus der unteren Reihe so viele Streich-
hélzer wegnehmen, wie oben noch liegen,
und dann

(3) aus der oberen Reihe alle iibrigen
Streichhélzer entfernen. Danach nennt
Klaus Knobler den staunenden Zuschau-
ern die Anzahl der auf dem Tisch verblie-
benen Holzer. Wie groB ist sie?

Durch welche Uberlegung kann Klaus
Knobler sie finden, ohne die Anzahl der zu
Beginn auf dem Tisch liegenden Hélzer zu
kennen?

Olympiadeklasse 6

260611 In ein Quadrat ABCD mit der
Seitenldnge 8cm ist ein Quadrat EFGH
mit der Seitenldnge 2 cm so eingezeichnet,
wie es das Bild zeigt. HG und DC sind
zueinander parallele Strecken mit dem Ab-
stand 2 cm voneinander. EH und 4D sind
zueinander parallele Strecken mit dem Ab-
stand 2 cm voneinander.

a) Berechne den Flicheninhalt der im Bild
schraffierten Flache!

b) Die schraffierte Fliche soll in fiinf Teile
zerlegt werden. Diese Teile sollen so gestal-
tet sein, daB man je zwei von ihnen durch
Drehen oder Verschieben miteinander zur
Deckung bringen kann. Zeichne eine sol-
che Aufteilung der schraffierten Fliche!

D C

A B

260612 Zur Durchfiihrung eines Gelin-
despiels war es notig, daB jeder Teilnehmer
ein Schreibgerit bei sich hatte. Es waren
nur folgende Sorten Schreibgerite von
Teilnehmern mitgebracht worden: Kugel-
schreiber, Rotstifte und Griinstifte; keine
dieser drei Sorten kam doppelt bei einem
der Teilnehmer vor. :

Im einzelnen wurde festgestelit:

(1) Es waren insgesamt 100 Teilnehmer bei
diesem Geldndespiel.

(2) Genau 20 der Teilnehmer hatten einen
Kugelschreiber, aber keinen Rotstift.

(3) Genau 15 der Teilnehmer hatten einen
Kugelschreiber, aber keinen Griinstift.

(4) Genau 5 der Teilnehmer hatten einen
Kugelschreiber, aber weder einen Rotstift
noch einen Griinstift.

(5) Genau 65 der Teilnehmer hatten kei-
nen Kugelschreiber.

(6) Genau 55 der Teilnehmer hatten kei-
nen Rotstift.

(7) Genau 40 der Teilnehmer hatten kei-
nen Griinstift.

(8) Genau 15 der Teilnehmer hatten weder
einen Rotstift noch einen Griinstift.

a) Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl
derjenigen Teilnehmer, die wenigstens ein
Schreibgerit mitgebracht hatten!

b) Reichten die mitgebrachten Schreibge-
rite aus, um bei geeigneter Verteilung je-
den der 100 Teilnehmer mit einem
Schreibgerit zu versorgen?

260613 Die VerbindungsstraBen dreier
Orte A, B, C bilden ein Dreieck. In der
Mitte der VerbindungsstraBe von B nach C
liegt eih weiterer Ort D. Von A iiber B
nach C betrdgt die Entfernung 25 km, von
B iiber C nach A dagegen 27 km und von C



tiber A nach B schlieBlich 28 km. Eine Pio-
niergruppe wandert auf den genannten
StraBen auf kiirzestem Wege vom Ort A
zum Ort D.

a) Uber welchen der beiden Orte B oder C
lduft die Pioniergruppe? Begriinde deine
Entscheidung!.

b) Wieviel Zeit spart sie gegeniiber dem
lingeren der beiden moglichen Wege von
A nach D ein, wenn sie stiindlich 4 km zu-
riicklegt?

¢) Wie lang ist der von ihr insgesamt zu-
riickgelegte Weg?

260614 Auf einem Kreis werden wie
beim Zifferblatt einer Uhr zwolf Punkte
eingetragen. Auf jeden der Punkte wird ge-
nau ein Spielstein gelegt. Zwei Spieler A
und B sollen abwechselnd jeweils entweder
genau einen Stein oder genau zwei Steine,
die auf benachbarten Punkten liegen, weg-
nehmen. Spieler A beginnt. Gewonnen hat
der Spieler, der den letzten Spielstein weg-
nimmt.

Wie kann Spieler B vorgehen, um in jedem
Fall zu gewinnen?

Olympiadeklasse 7

260711 Ermittle fiir jede der nachfolgen-
den Teilaufgaben a) bis €) jeweils alle die-
jenigen natiirlichen Zahlen n, die die ange-
gebene Forderung erfillen!

. 7 n\ .
Forderung a): Die Summe ( 32 + 12) ist
ein echter Bruch.

. 7 n\ .
Forderung b): Die Summe <32 + 12) ist
ein echter Bruch, der sich nicht mehr
durch Kiirzen vereinfachen 1d8t.
Forderung c): Die Aufgabe, die Differenz

7 n L. .

(ﬁ_ﬁ) zu berechnen, ist im Bereich
der gebrochenen Zahlen nicht 16sbar.

. . 7 n
Forderung d): Die Differenz (12 12)

ist ein echter Bruch.
. 7 ny .
Forderung e): Die Summe (12 + 12) ist

eine natiirliche Zahl.

260712 In der Materialausgabe eines Be-
triebes sind durch ein MiBgeschick die
Schliissel von zwolf Vorhidngeschlossern
durcheinandergekommen. Da zu jedem
Vorhingeschlo von den insgesamt zwolf
Schliisseln nur einer paBt und zu jedem
Schliissel nur eines der Vorhiangeschlosser,
die sich duBerlich nicht voneinander unter-
scheiden, muB herausgefunden werden,
welcher Schliissel zu welchem SchloB ge-
hort. Lehrling Bernd, der mit dieser Auf-
gabe betraut wurde, dachte: ,Jetzt mu8 ich
zwoOlf Schliissel an zwolf Schléssern aus-
probieren, muB also, wenn ich Pech habe,
12:12 =144 Proben  ausfiilhren.“ Sein
Freund Uwe meinte jedoch, daB man mit
viel weniger Proben auskommt.

Emmittle die kleinste Anzahl von Proben,
mit der man mit Sicherheit (d. h. auch
noch im ungiinstigsten Fall) zu jedem Vor-
hingeschloB den passenden Schliissel fin-
det!

260713 Fiir die Klassen 2, 3 und 4 einer
Schule steht ein Schulgarten mit einem
Flicheninhalt von genau 800 Quadratme-
tern zur Verfugung. Ein Viertel dieser Fli-
che wird fiir einen Spielplatz und fiir das
Anlegen von Wegen vorgesehen, die iibrige
Fliche soll zur Bearbeitung auf die drei
Klassen aufgeteilt werden. Da den einzel-
nen Klassen unterschiedlich viele Schiiler
angehoren, ndmlich der 2. Klasse 25 Schii-
ler, der 3. Klasse 20 Schiiler und der
4. Klasse 30 Schiiler, wird vereinbart, daB
jedem Schiiler der genannten Klassen eine
gleich groBe Fliche zur Bearbeitung zuge-
wiesen wird.

Wieviel Quadratmeter Gartenland hat
demnach jede der drei Klassen zu bearbei-
ten?

260714 Ein Junger Mathematiker zeich-
net ein Rechteck und halbiert die Seiten.
Er vermutet, daB die vier Seitenmittel-
punkte Eckpunkte eines Rhombus sind.

Untersuche, ob diese Vermutung fiir jedes’

Rechteck wahr ist!

Olympiadeklasse 8

260811 In das nachstehende Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben die Ziffern
0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9 so einzutragen, daB
fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
fiir verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern stehen und daB alle angegebenen
Rechenaufgaben richtig gelost sind.
ABC-DB=ECC

FG-CH=DIH

KC+CK= DD
a) Gib eine Eintragung an und zeige, daB
sie den oben angegebenen Bedingungen
geniigt!
b) Untersuche, ob es auBer der von dir ge-
fundenen Eintragung weitere Moglichkei-
ten gibt. Ist dies der Fall, dann ermittle alle
Eintragungen, die den Bedingungen genii-
gen!

260812 Uwe mochte mit einem Taschen-
rechner feststellen, ob 37 ein Teiler von
45679091 ist. Wenn er dabei den Rechner
SR 1 verwendet, konnte er folgendermaBen
vorgehen: Er dividiert 45679091 durch 37.
Der Rechner SR 1 zeigt 1234570 an, aiso
ein ganzzahliges Ergebnis. Zur Kontrolle
multipliziert Uwe dieses Ergebnis, ohne es
neu einzutippen, wieder mit 37. Der Rech-
ner zeigt als Ergebnis wieder 45679091 an.
(Du kannst dies mit einem SR 1 selbst aus-
probieren.)

Kann Uwe nun schlieBen, daB 37 ein Teiler
von 45679091 ist?

260813 Es sei k ein Kreis, sein Mittel-

punkt sei M. Vier Punkte 4, C, E und D

seien in dieser Reihenfolge auf k so gele-

gen, daB die folgenden Bedingungen erfiillt

sind (siehe Bild):

(1) A, M und E liegen auf ein und dersel-
ben Geraden.

(2) Esgilt 4 MAD = 60°.

(3) Die Gerade durch M und C schneide
die in A4 an k gelegte Tangente in

einem Punkt B derart, daB MC = BC
gilt.
Untersuche, ob unter diesen Voraussetzun-
gen die Strecken AB und DE die gleiche
Linge haben!

260814 Es sei ABCDEF ein gerades drei-
seitiges Prisma. Alle drei Seitenflichen
ABED, BCFE, CADF sowie die Grund- und
die Deckfliche ABC bzw. DEF seien simt-
lich einander umfangsgleich. Gegeben sei
die Linge h der Strecke AD.

Emmittle in Abhingigkeit von k die Lingen
der Strecken BC, CA und AB!

Olympiadeklasse 9

260911 In dem abgebildeten Quadrat mit
4 x 4 Teilquadraten sollen 8 von diesen
16 Teilquadraten so gekennzeichnet wer-
den, daB in jeder Zeile, in jeder Spalte und
in den beiden Diagonalen genau zwei Teil-
quadrate gekennzeichnet sind.

Geben Sie fiinf voneinander verschiedene
Losungen der Aufgaben an, d.h. Lésungen,
von denen sich keine zwei durch Spiege-
lung oder Drehung ineinander iiberflihren
lassen! Eine Begriindung wird nicht ver-
langt.

260912 Es seien a, b, s drei gegebene
Streckenldngen. Peter soll eine Strecke der
Linge s im Verhiltnis a2: b? teilen. Er gibt
folgende Konstruktion an:

(1) Man konstruiert ein rechtwinkliges
Dreieck aus BC=a, AC=b und
5 ACB =90°.

(2) Von C fillt man das Lot auf 4B, sein

FuBpunkt sei p.

(3) In B trigt man an B4 einen Winkel an,
dessen GréBe zwischen 0° und 180° liegt.
Auf dem freien Schenkel dieses Winkels
wird von B aus die Strecke der Linge s ab-
getragen, ihr anderer Endpunkt sei E.

(4) Die Parallele zu E4 durch D schneide
BE in einem Punkt, der F genannt sei.

a) Fiihren Sie die beschriebene Konstruk-
tion durch!

b) Beweisen Sie: Wenn eine Strecke BE
und ein Punkt F nach Peters Beschreibung
konstruiert werden, dann teilt F die
Strecke BE im Verhiltnis

BF:FE =a*: b2,
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260913 Ermitteln Sie die Anzahl aller
verschiedenen Tripel ganzer Zahlen (x, y,
z), fur die

xXs=ysz (03]
und xyz=1986 gilt! ()]
Hinweis: Zwei Tripel (x,, y;, z;) und (x,, y,,
z,) heiBlen genau dann voneinander ver-
schieden, wenn mindestens eine der Un-
gleichungen
X1 ¥ Xy F 02y * Zpgilt.

260914 Untersuchen Sie, ob es natiirli-
che Zahlen n derart gibt, daB die Losung x_
der Gleichung

17x+ n=6x+ 185
ebenfalls eine natiirliche Zahl ist!
Wenn das der Fall ist, so ermitteln Sie die
kleinste derartige Zahl n und die zugeho-
rige Losung x der gegebenen Gleichung!

Olympiadeklasse 10

261011 Auf welche Ziffer endet die
Zahl
4
44
444
z=4444 ?

261012 Martin erzdhlt seinem Freund
Jorg, er habe ein Parallelogramm 4ABCD ge-
zeichnet, bei dem das von B auf die Ge-
rade durch 4 und D gefilite Lot BE durch
den Schnittpunkt S verlduft, den die Mit-
telsenkrechte s von AB mit der Winkelhal-
bierenden w des Winkels x BAD hat. Jorg
behauptet, daB sich allein aus diesen Anga-
ben die GroBe des Winkels x CBA ermit-
teln 14aBt.

Untersuchen Sie, ob Jorgs Behauptung
wahr ist! Ist das der Fall, so ermitteln Sie
die GroBe des Winkels x CBA!

261013 Man denke sich durch den Mit-
telpunkt einer Kugel drei (nicht notwendig
voneinander verschiedene) Ebenen ge-
legt.

In wie viele Teilflichen kann die Kugel-
oberfliche durch solche Ebenen zerlegt
werden?

Nehmen Sie eine Fallunterscheidung vor,
um alle Moglichkeiten fiir die gesuchte
Anzahl von Teilflichen zu erhalten!

261014 Jirgen behauptet, daB es ein Po-
sitionssystem mit der Basis m gibt, in dem
die folgende Rechnung richtig ist:
701 - 34
2503
3404

30434
Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen m,
fur die das zutrifft!
Hinweis: In einem Positionssystem mit der
Basis m gibt es genau die Ziffern 0, 1, ...,
m—2, m-—1.
Jede natiirliche Zahl wird als Summe von
Produkten aus jeweils einer Potenz von m
mit einer der Ziffern dargestellt; dabei wer-
den die Potenzen nach fallenden Exponen-
ten geordnet. Geschrieben wird dann die
Folge der Ziffern, so wie es fiir m = 10 bei
der dekadischen Schreibweise natiirlicher
Zahlen bekannt ist.
Fortsetzung K1.11/12 siehe S. 96!
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Liebe Redaktion alpha!

Wie ich aus den schon zahlreichen alphas
entnehmen konnte, nehmt Ihr auch einge-
sandte Aufgaben von Schiilern bzw. Lesern
entgegen. Mit einem Lkleinen Beitrag
moéchte auch ich mich daran beteiligen.
Diese Aufgaben entnahm ich der Lager-
olympiade des Spezialistenlagers des Bezir-
kes Dresden — Nossen 1984 der Klassen-
stufen 7/8. Ebenfalls entstammen Aufga-
ben aus meinem kleinen Buch iber
Aufgaben, welches ich mir vor einigen Jah-
ren anlegte.
Schiiler Maik Miihle
Spezialschule Mathematik, Riesa

Aufgaben

A1a Gegeben sei ein Kreis k mit einem
Radius der Linge r und dem Mittelpunkt
M. Es sei eine Sehne AP eingezeichnet,
die nicht Durchmesser von k ist. Die
Sehne AB werde iiber B hinaus verlingert
bis C, und es gelte: Linge von BC ist gleich
r. Der Strahl CM schneide den Kreis k in
D.

Es ist zu beweisen, daB der Winkel 5 AMD
dreimal so groB wie der Winkel 5 ACM
ist!

A2a Es ist ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit der Hypotenuse 4B aus folgen-
den Stiicken zu konstruieren:

r=25cm

(r sei die Linge des Inkreisradius),

a = 50°

(« sei die GroBe des Winkels x BAC).

Die Konstruktion ist zu beschreiben!

A3a Durch einen Punkt P im Inneren
eines Quadrates ABCD seien zwei senk-
recht aufeinander stehende Geraden so ge-
zeichnet, daB die Seiten AD in E, 4B in F,
BC in G und CD in H geschnitten werden.
Die Schnittpunkte seien siamtlich von den
Eckpunkten des Quadrates verschieden.
Es ist zu beweisen, daB die Strecken EG
und HF kongruent sind!

A4a Die unterschiedlichen Telefon-
nummern zweier Mathematiker weisen fol-
gende Gemeinsamkeiten auf:

(1) Beide Nummern sind dreistellige Prim-
zahlen.

(2) Jede einzelne Grundziffer in beiden
Nummern stellt eine Primzahl dar.

(3) Die mittlere Ziffer stimmt in beiden
Nummern iiberein.

(4) Die Ziffer an der ersten Stelle der einen

Nummer ist gleich der Ziffer an der letzten
Stelle der anderen Nummer und umge-
kehrt.

Es sind beide Telefonnummern zu ermit-
teln, und es ist nachzuweisen, daB diese
Telefonnummern die einzigen sind, die
den geforderten Bedingungen entspre-
chen!

Liebe Redaktion alpha!

Wir sind eine kleine Schule und mochten
heute einmal etwas iiber unser Mathematik-
leben berichten. Die alpha gibt es in unse-
rem Mathematik-Kabinett vom Jahrgang
1967 an. Seit dieser Zeit ist unsere Mathe-
matiklehrerin, Frau PreuB, in Domersieben,
denn wir waren ja damals noch gar nicht
geboren.

Seit dieser Zeit gibt es auch eine AG Ma-
thematik unter ihrer Leitung. In unserem
Mathe-Schrank haben wir von der alpha
aus den Jahren 1970 und 1972 Briefe ge-
funden. Viel SpaB macht es uns, mit der al-
pha zu knobeln, besonders mit alpha-hei-
ter. RegelmidBig haben wir jeden Montag
AG. Dort gestalten wir auch eine Wandzei-
tung fiir unser Mathe-Kabinett. Letzthin
machten wir eine iiber ,,40 Jahre Bodenre-
form“ mit Aufgaben aus der Landwirt-
schaft aus alten und neuen Lehrbiichern.
Dazu verwendeten wir die alpha 4/85 und
blitterten ebenfalls in alten alpha-Jahrgin-
gen. Jedes Jahr filhren wir auch eine Schul-
olympiade Mathematik durch. Sie findet
immer in unserer Schulgedenkwoche zu
Ehren von Katja Niederkirchner (27. Sept.
bis 7. Okt.) statt. Die besten Schiiler wer-
den dann zur Kreisolympiade delegiert.
Guido und Karsten haben bereits zweimal
die 1. Plitze belegt. Karsten besucht auch
den Forsterclub an der Technischen Hoch-
schule in Magdeburg. Wir stellen auch
Knobelaufgaben fiir den Hort oder fiir Wis-
sensstraBen zusammen. Aus der practic ba-
steln wir Spiele oder denken uns mathema-
tische Ritsel aus. Die Riitsel- und Knobel-
aufgaben im ND l6sen wir auch.

"Zwei Aufgaben haben wir fiir Euch, liebe

alpha-Leser, ausgedacht.
Es griiBt Fuch im Namen aller AG-Teil-

nehmer Guido
Aufgaben
ala Gegeben ist ein regelmiBiges

Sechseck mit der Diagonale FC und der
Strecke AE. Es soll bewiesen werden, daB
die Strecke FS stets halb so groB ist wie die
Seitenldnge EF des Sechsecks.

A2 A Ineiner 7.Klasse besteht der 3. Teil
der Schiiler aus Midchen. Der 4. Teil hat
die 1. Schwimmstufe. Die 2. Stufe wurde
vom 6. Teil der Schiiler abgelegt. Die Ge-
samtschiilerzahl liegt zwischen 20 und 30.
Wieviel Schiiler gehoren zur 7. Klasse?



Computer -

Algorithmus -
Algorithmische
Sprache, Teil 2

Ein Algorithmus muB so formuliert sein,
daB derjenige, der ihn abarbeiten soll, die
einzelnen Anweisungen versteht und in der
Lage ist, sie auszufiihren. Ist der Ausfih-
rende ein Mensch (evtl. mit einem Ta-
schenrechner), so kann — wie im Teil 1 un-
seres Beitrags — weitgehend die Umgangs-
sprache in Verbindung mit der in der
Mathematik iiblichen Terminologie und
Symbolik benutzt werden. Will man den
Algorithmus jedoch von einem Computer
ausfiihren lassen, so muB man genau be-
achten, welche Titigkeiten dieser Compu-
ter beherrscht, und den Algorithmus in
einer dem Computer verstindlichen Spra-
che aufschreiben. Wir wenden uns deshalb
der Frage zu

Was muB ein Computer mindestens
konnen?

1. Rechnen

Dabei geht es nicht nur um das schnelle
und fehlerfreie Ausfiihren der vier Grund-
rechenoperationen, sondern auch um das
Erkennen der Reihenfolge der auszufiih-
renden Operationen, um das Beriicksichti-
gen von Klammern und das Einsetzen von
Zahlenwerten fiir Variable. So teilt ein
Computer fast sofort mit, daB fir x = 0,17
und y =1,32 der Term

2 3
#3007 *50) gon wert 3,6640955

Vx* +xp
annimmt. Fiir ihn sind weder groBe Zahlen
noch umfangreiche Rechnungen ein Pro-
blem.

2. Speichern

Der Computer kann ihm mitgeteilte Daten
(Zahlen oder auch Zeichenfolgen, z. B.
Worter der deutschen Sprache) in seinem
Gedichtnis — dem Speicher — aufbewah-
ren. Insbesondere kann er auch Komman-
dos bzw. Kommandofolgen speichern. Bei
Bedarf kann er diese Daten 16schen, erset-
zen oder sie verindern.

In diesem Zusammenhang werden Variable
in einem etwas anderen Sinne gebraucht,
als ihr das aus dem Mathematikunterricht
gewohnt seid. Eine Variable bezeichnet
hier einen Speicherplatz, auf dem eine Zahl
oder eine Zeichenfolge abgelegt werden
kann. Die Schreibweise X: =15 bedeutet:
Lege die Zahl 5 auf dem Speicherplatz X
ab! X:=A bedeutet: Nimm den Inhalt
vom Speicherplatz A, und bringe ihn auf
den Speicherplatz X! (Siehe Bild 2.) In bei-
den Fiillen geht der vorherige Inhalt des
Speicherplatzes X verloren, er wird ber-
schrieben. Dagegen bleibt der Inhalt von
Platz A erhalten. Man kann sich dies am
SR 1 veranschaulichen:

X ist das Anzeigefeld.

M ist der gewohnte Speicher des Taschen-
rechners (der nur aus einem einzigen Spei-
cherplatz besteht).

M: = X entspricht dem Betitigen der Taste

X—M|.

Die etwas ungewohnte Schreibweise
X:=X+1 bedeutet: Nimm den Inhalt
vom Speicherplatz X, addiere zu ihm die
Zahl 1, und lege das Ergebnis zuriick auf
den Platz X.

Auch das tritt am SR 1 auf:

Mit den bereits benutzten Bezeichnungen

entspricht das Betitigen der Taste
der Anweisung M: =M + X.

3. Entscheidungen treffen

Der Computer muB in bestimmten Situa-
tionen Entscheidungen fiir sein weiteres
Vorgehen treffen. Dabei iiberpriift er, ob
eine im Algorithmus angegebene Bedin-
gung erfillt ist.

Wenn sie erfiillt ist, dann fiihrt er eine vom
Algorithmus vorgeschriebene Folge von
Kommandos aus, sonst eine andere (eben-
falls vom Algorithmus vorgeschriebene)
Folge. Solch eine Stelle im Algorithmus
nennen die Programmierer eine bedingte
Verzweigung. Natiirlich muB der Computer
die angegebene Bedingung verstehen und
sie liberpriifen kénnen.

NMOoOKA
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4. Schritte wiederholen

Der Computer wiederholt (schnell und ge-
gebenenfalls sehr oft) ein und dieselbe
Folge von Kommandos (man sagt: er
durchlduft einen Zyklus), solange eine be-
stimmte Bedingung (die Zyklenbedingung)
erfiillt ist. Diese Bedingung muB er vor je-
dem Durchlaufen des Zyklus iiberpriifen.
Stellt er fest, daB sie nicht (mehr) erfiillt
ist, so geht er zum unmittelbar auf den Zy-
klus folgenden Kommando iiber.

NOATIPOTPAMMA '
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S. Sich an Hilfsalgorithmen erinnern

Der Computer muB seinem Speicher bei
Bedarf die dort abgelegten Daten (Zahlen,
Zeichenfolgen) entnehmen kénnen. Insbe-
sondere kann im Speicher ein Hilfsalgo-
rithmus abgelegt sein. Bei Erwdhnung des
Namens eines Hilfsalgorithmus erinnert
sich der Computer an ihn und fihrt ihn
aus, ohne daB ihm noch einmal alle Kom-
mandos des Hilfsalgorithmus mitgeteilt
werden miissen. So etwas nennen die Pro-
grammierer Unterprogrammaufruf.

6. Ergebnisse ausgehen
Die Losung der ihm gestellten Aufgabe
schreibt der Computer auf einen Bild-
schirm oder (z. B. mit einer elektrischen
Schreibmaschine) auf einen Bogen Papier.
Dariiber hinaus dienen im Dialogbetrieb
der Bildschirm und die Schreibmaschinen-
tastatur der Verstindigung zwischen Be-
nutzer und Computer wihrend der Abar-
beitung des Algorithmus.

A. P.Jerschow/C.-P. Helmholz
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aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

SpaB mit ,,Sternchen“

In den zuriickliegenden Jahren waren un-
ter den Aufgaben der Mathematikolympia-
den und unter den Wettbewerbsaufgaben
der Schiilerzeitschrift alpha sogenannte
Sternchenaufgaben zu finden.
Wir stellen eine solche Aufgabe vor:
In der Multiplikationsaufgabe

6% - Kkk

o a—

*k
*%

*k*G
ist jedes Sternchen (%) so durch eine der
Grundziffern 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 zu er-
setzen, daf eine richtig geloste Aufgabe ent-
steht. Dabei myf} jede Zeile mit einer von 0
verschiedenen Grundziffer beginnen.
Die Losung dieser recht einfachen Aufgabe
lautet:

66-111

66

66

_66

7326
Diese Losung kann wie folgt begriindet
werden:
Wegen 602 = 120 und 120 > 99 muB jede
Grundziffer des zweiten Faktors eine 1
sein. Da an der letzten Stelle des Ergebnis-
ses die Grundziffer 6 steht, muB die zweite
Grundziffer des ersten Faktors eine 6
sein.
Solche Sternchenaufgaben werden, wie uns
bekannt ist, gern von Schiilern geldst. Des-
halb wurden Aufgaben dieser. Art auch in
die neuen Mathematiklehrbiicher fiir
Schiiler der Klassen 4 und 5 aufgenom-

men. Um alle Schiiler zu befdhigen, solche
Aufgaben méglichst schnell und sicher zu

l6sen und den Losungsweg zu begriinden,
stellen wir zuniichst einmal die Sternchen-
aufgaben des Mathematiklehrbuches fir
Klasse 4 vor und erldutern die Losungs-
wege. In einem der folgenden Hefte wen-
den wir uns solchen Aufgaben aus dem
Mathematiklehrbuch fiir Klasse 5 zu.

Und nun heiBt es:

Mitarbeiten — Mitdenken —

Begriinden!

Ala Beifolgenden Zahlen sind Grund-
ziffern unleserlich geworden und durch
Sternchen ersetzt. Versuche, diese Zahlen
trotzdem miteinander zu vergleichen!

a) Skkk ypd gk

b) 9%%  und Idkk
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c) ¥¥k%x  und = *99
d) 63%%x ynd 67%**
e) #*%%0 und 874

fH 1#*] und *99%

A24A Bei einigen der folgenden Zahlen

sind Grundziffern unleserlich geworden

und durch * ersetzt. Versuche, diese Zah-

len dennoch der GriBe nach zu ordnen!

a) 2RI Thk JhkThk QT HKk,
Gaskkkk,

b) %76k 2XT5% kQKT6k 2kTkk,

c) 1%3, 3%%], *%94%,

A 3 A Ersetze das Zeichen * jeweils durch
die richtige Grundziffer!

a) *k4%4 b) *206%
- 913* — 18%*5
6*51 2%347
c) 8%6%3 d) *93%2
— 17581 — 25%6%
*5%6% 2%515

A4 A Ersetze in den folgenden Aufgaben

- die Zeichen * durch passende Grundzif-

fern!

a)  8318-% b) 8%k
16%%% *389
©) _76%8-4 d) %06 *
*X4TH 64442
e) _48%3-8 f)  #k27-%
*RE2* 66*5
g)  2%74-% h)  562%-*

*24%4 16%%7

A S5aA Ersetze die Zeichen * so durch
Grundziffern, daB die Rechnungen stim-
men!

a) 57- 6% b) 95 %3
34% 1*0
*%4 dkk
Fokokk Fok
c)  4%-36 d)  263-%7
1 %% *kE
*¥kEG *kG
Fokokok Fokokok
e) 728 - 4%
Kokek
2kskx
ey

Wir arbeiten mit Resten
Teil 1

Ein Arbeitsmaterial
fiir Schiilerzirkel ab Klasse 6

Im Unterricht habt ihr eine Regel fiir die
Teilbarkeit natiirlicher Zahlen durch 9
kennengelernt (7 LB 6, S.20):

Jede Zahl, deren Quersumme durch 9 teilbar
ist, ist durch 9 teilbar. Alle anderen Zahlen
sind nicht durch 9 teilbar.

Ala Erldutere die Sprechweise a ist
durch 9 teilbar!

Benutze dazu die Definition des Begriffs
Teiler (" LB 6, S.7)!

Gib andere Sprechweisen fiir denseiben
Sachverhalt an! Nenne Beispiele und Ge-
genbeispiele!

Die genannte Teilbarkeitsregel wurde im
Unterricht nicht bewiesen. Sie folgt unmit-
telbar aus dem Satz:

Ldpt die Quersumme einer natiirlichen Zah!
bei Division durch 9 den Rest r, so laft auch
die Zahl selbst bei Division durch 9 den Rest
r.
Beim Beweis dieses Satzes (der schon ein-
mal in einer Aufgabe der Olympiade Junger
Mathematiker gefordert wurde) sind Reste
bei Division natiirlicher Zahlen durch eine
bestimmte natiirliche Zahl zu untersuchen.
Schreibweisen wie 13:5 = 2 Rest 3 sind da-
bei meist umstdndlich oder sogar ungeeig-
net, da man sie nicht wie Gleichungen be-
handeln kann.

Ihr wiBt schon, daB man jede ungerade
Zahl n in der Form n=2k+1 (ke N)
schreiben kann. Dies kann man auch wie
folgt lesen: ,Die natiirliche Zahl n 1iiBt bei
Division durch 2 den Rest 1.“ Wir iibertra-
gen diese Schreibweise auf beliebige Divi-
soren:

13 14Bt bei Division durch 5 den Rest 3.
13=2-5+3

27 14Bt bei Division durch 7 den Rest 6.
27=3-7+6

34 14Bt bei Division durch 17 den Rest 0.
34=2-17+0

(34 ist durch 17 teilbar.)

n 1dBt bei Division durch 4 den Rest 1.

Es gibt eine natiirliche Zahl &, so daB

git n=k-4+1.

a 1dBt bei Division durch b den Rest 2.
Es gibt eine natiirliche Zahl k, so daB
gilta=k-b+2.

a 1apt bei Division durch b den Rest r.

Es gibt eine natiirliche Zahl k, so dqf8
gilta=k-b+r(r<b).

A2a a) Beweise: Lassen zwei natiirliche
Zahlen a und b bei Division durch 9 den-
selben Rest, und ist a4 < b, so ist die Diffe-
renz b — a durch 9 teilbar!

b) Formuliere einen entsprechenden Satz
flir beliebige Divisoren, und beweise ihn!
¢) Bilde die Umkehrung des Satzes in a)
bzw. b), und untersuche, ob sie wahr ist!
Wir beweisen nun den eingangs genannten
Satz iiber den Rest bei Division durch 9:
Voraussetzung: ne N, @, = k-9+r,
0=r<9

(Q, bezeichne die Quersumme von n.)
Behauptung: Es gibt eine natiirliche Zahl /,
sodaBn=1-9+r. )

Beweis: Im dekadischen Positionssystem
(" LB 4, S.35) hat n die Darstellung
n=10"-g, +...+100-a,+ 104, + a,.
Die Quersumme von n ist dann
Oy=an+...tay+a;+a,.

Wir bilden n-Q,=(10"-1)-a,+...
+99-a,+9-a,.

In der erhaltenen Summe ist jeder Sum-
mand durch 9 teilbar, also auch die
Summe selbst. (Welcher Satz aus LB 6
wird hier angewendet?)

Nach Aufgabe a2 4 gilt: Da n — Q, durch
9 teilbar ist, lassen n und Q, bei Division
durch 9 denselben Rest. Nach Vorausset-
zung 4Bt Q, bei Division durch 9 den Rest
r; folglich gibt es auch eine natiirliche Zahl
I,sodaBgiltn=1-9+r w.z.b.w.



Der Nachfolger einer Quadratzahl ist niemals
durch 3 teilbar.
Diesen Satz kann man bekanntlich nicht
beweisen, indem man die Giiltigkeit der
Behauptung nacheinander fiir alle Qua-
dratzahlen einzeln iiberpriift. Da aber eine
Aussage iiber die Teilbarkeit durch 3 ge-
macht wird, liegt es nahe, sich auf die Re-
ste bei Division durch 3 zu konzentrieren.
Es sind dann nur drei Fille zu unterschei-
den.
Voraussetzung: a ¢ N
Behauptung: 3fa*+ 1
Beweis: Jede natiirliche Zahl g 1dBt sich in
der Form a= k-3 + r darstellen, wobei
k € N und r eine der Zahlen 0, 1, 2 ist.
Es ist dann
a*=a-a=a-(k-3+7r) (Einsetzen)
=a-k-3+a-r (Distributivgesetz)
=(k-3+r)k-3+ (k-3 +r)-r (Einsetzen)
=k*334+rk-3+k-3-r+nr?
(Distributivgesetz)
=k>3+rk+kr)3+r
(Distributivgesetz)
und
a?+1=(k?3+2-k-r)-3+r2+1.
Die folgende Tabelle enthilt alle Moglich-
keiten fiir r:
r loj1]2
r+1|[1]2]5
Es gilt also stets 3/r2 + 1.
Andererseits ist
(k2-3+42-k-r)-3 stets durch 3
teilbar. Folglich gilt immer
3fa?+1 (LB 6, S.18, Satz 5), w.z.b.w.

A3a Beweise: Wenn p eine Primzahl
groBer als 3 ist, dann ist genau eine der
Zahlen p — 1 und p + 1 durch 6 teilbar!

A4 A Beweise: wenn p eine Primzahl gré-
Ber als 3 ist, dann ist das Produkt
(p — 1) (p + 1) stets durch 24 teilbar!

C.-P. Helmholz

@ Die Erfahrung ist eine bessere
Lehrmeisterin als der Kalkiil.
® Nichts ist der Natur gemiBer: man muf
rechnen wissen oder das Lehrgeld
bezahlen.

W. L. Wekholius (1739 bis 1792)

Abb. zu 4 2691ca —

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.
L.A.Kaloujnine und
Prof.Dr.

V. 1. Suséanskij

Universitdt Kiew

Aus dem neu erschienenen Buch:

Transformationen
und Permutationen

L.A.Kaloujnine - V.1.Su$¢anskij

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften

A 2691 o a) Auf wieviel Arten kann man
acht Damen derselben Farbe auf einem
Schachbrett so anordnen, daB keine zwei
von ihnen einander schlagen kénnen?

b) Zwolf Kinder werfen verschiedenfarbige
Bille hin und her, jedes Kind wirft seinen
Ball immer ein und demselben Partner zu,
alle Bille werden gleichzeitig geworfen,
und niemals werfen zwei Kinder den Ball
zu ein und demselben Spieler. Nach wel-
cher kleinsten Anzahl von Wiirfen befin-
den sich alle Bille in den Hinden dersel-
ben Kinder wie am Anfang?

c) Wieviel verschiedene Armbinder kann
man aus zwei blauen, zwei weiBen und
zwei roten Perlen zusammenstellen?

d) Das Spiel Kastanie wird auf einer Tafel
mit neun Feldern gespielt, die durch gerad-
linige Strecken verbunden sind. Auf jedem
der acht Spielsteine befindet sich einer der
Buchstaben k, a, s, t, a, n, i, e. Die Steine
werden beliebig auf die Felder verteilt, die
in den Ecken des Vielecks angeordnet
sind. Das Mittelfeld bleibt zunichst leer.
Das Ziel des Spiels besteht darin, sie in die
richtige Reihenfolge zu bringen, so daB
sich beim Lesen im Uhrzeigersinn, wenn
man beim ersten Feld beginnend, das Wort
Kastanie ergibt. Dabei sollen die Steine
auf den Verbindungsgeraden verschoben
werden. Man beweise, daB man von jeder
Anfangsverteilung zur richtigen Anord-
nung der Steine gelangen kann.

Ala Prove that among all quadrilaterals
of given sides the one of maximum area is
inscribable in a circle.

A2 A Determine all of the roots of the
quartic equation x* —4x =1.

A3 A Le testament du vieux Léon est for-
mel: «Je légue mon champ carré 4 mes
cing fils. L’ainé aura le quart, de forme car-
rée, dans un angle. Les quatre autres de-
vront se partager le reste en quatre parties
identiques, de méme forme et de méme
grandeur.»

Les quatre cadets ont réussi a se partager le
reste, selon les désirs du pére. Comment
ont-ils fait?

A4a Ha xneryato mIocKOCTH w3

TOYKH A TNpOBeNEeHEI Tpu nyya AB, AC n
AD (cM. pucyHOK). JIOKaXXHTe, YTO Yol
BACpasen yrny CAD, ucnons3ys cBOWMCTBA
KBAJPaTHOM CETKH.

A5a HenaBHo A HalUes IPOIUJIOTONHION
TabNMIy XOKKEHHOTO TYDHHPa MEXNIY

6-MHM KJTacCaMM Hamied IIKOJEL Ha Hen

COXPaHWIACh NHIOb HeGONbIIAA YacTh 3a-
nucer. IlompobyiTe BOCCTaHOBHTH Tab-
TMLTy.
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Wie heiBen die drei Schiiler?

Am ersten Schultag des neuen Schuljahres stellte
ein Klassenlehrer seiner Klasse drei neue Schiiler
vor. ,Eure neuen Mitschiiler heiBen Peter, Wolf-
gang und Michael“, erklirte er, ,und ihre Familien-
namen sind Hase, Koch und Schlosser. Zwei von
ihnen, nimlich Wolfgang und euer neuer Mitschii-
ler Schlosser, kommen aus Erfurt. Der Schiiler
Koch ist jiinger als Wolfgang. Peter, der aus Eisen-
ach kommt, heiBt iibrigens nicht Schlosser.“

Wie heiBen die drei Schiiler?

Stimmt die Tabelle?

Vier Mannschaften bestritten eine Aufstiegsrunde.
Es spielte jeder gegen jeden ein Hin- und ein Riick-
spiel. Alle Spiele endeten entweder mit Sieg, Nie-
derlage oder Unentschieden.

Die folgende AbschluBitabelle wurde in der Kreis-
zeitung ver6ffentlicht. Durch ein Versehen in der
Setzerei enthilt sie einige Fehler.

1. A-Stadt 6 S 0 1 5:6 10: 2
2. B-Dorf 6 3 2 1 9:1 8: 4
3. C-Burg 6 2 2 2 2:2 6: 6
4. D-Berg 6 0 1 5 0: 1:11

Wie viele nachweisbare Fehler enthilt diese Ta-
belle? Welche sind es?

Drei Achten

Stelle die natiirlichen Zahlen von Null bis Zwolf
unter Verwendung von jeweils drei Achten und be-
liebigen Rechenzeichen dar. Dabei ist fiir eine Zahl
nur eine Ndherungslosung moéglich.

Fiir welche?
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Wer rasiert den Barbier?

Denke ganz genau nach, wenn du die Titelvignette
(rechts oben) betrachtest! Diese Aufgabe stammt
librigens von Bertrand Russell, dem beriithmten eng-
lischen Physiker. Was hat er sich dabei gedacht?
Wer rasiert den Barbier?

Richtiges MaB}

Sie besitzen drei MeBgefiBe, eins umfaBt drei Liter,
eins sieben Liter und eins 10 Liter. Das Dreiliter-
und das SiebenlitermaB sind mit Milch bis zum
Rand gefiillt. Wie kann man nun ohne Zuhilfe-
nahme weiterer GefiBe durch bloBes Hin- und Her-
schiitten der Milch von einem Gefdl in das andere
jede gewiinschte Literzahl von ein bis zehn Liter
ausschenken?

¢

10 7 B

Magische Figuren

a) In die leeren Felder sind die ganzen Zahlen von
—4 bis +4 so einzutragen, daB die Summe der auf
dem groBen und dem kleinen Dreieck liegenden
Zahlen jeweils 0 betragt.

b) In die leeren Felder sind die Zahlen von 0 bis 14
so einzusetzen, daB die Summe der auf dem Qua-
drat, dem Kreis und dem Dreieck liegenden Zahlen
jeweils 44 betrigt.



Kann der Personenzug vorbeifahren?

Ein Bauzug will am Abzweigpunkt Material entla-
den. Dazu braucht er eine gewisse Standzeit. Der
Zug besteht aus der Lokomotive und fiinf Wagen.
(Die Lok ist so lang wie ein Wagen.)

Jetzt ndhert sich dem Abzweigpunkt ein Personen-
zug mit acht Wagen (jeder Wagen und die Lok die-
ses Zuges ist so lang wie ein Wagen des Bauzuges).
Der Personenzug soll vorbeigelassen werden.

Auf dem kurzen Abzweiggleis haben aber nur drei
Wagen und eine Lok Platz. Ist eine Vorbeifahrt des
Personenzuges am Bauzug moglich?

Crgaa s
LI N )

Kurzkrimi: Geheimnisvolle Runde

Im verschlossenen Hinterzimmer der Pitti-Grilli-
Bar herrscht betroffenes Schweigen. Es ist kurz
nach Mitternacht. Auf dem griinbezogenen Tisch
liegen die Karten. Unbeachtet. Sechs Minner sitzen
um einen runden Tisch herum. Der alte Frisky,
John Dalmas, George Hawkins, Allan Cunneway,
Fred Buster und Tom Snider. Genauer gesagt: Fiinf
sitzen und einer, von dem sie alle wuBten, daB er
ihnen mit Falschspiel das Geld aus der Tasche ge-
zogen hatte, ist leblos vorniiber auf die Tischplatte
gekippt. In der Hand hilt er noch ein leeres Whis-
kyglas. Keiner von ihnen hatte den ganzen Abend
den Raum verlassen. Einer muBte also dem Leblo-
sen das Betidubungsmittel in den Becher gegeben
haben.
Folgendes steht fest:
(1) George sitzt links vom Onkel des Mannes, der
George direkt gegenlibersitzt.
(2) Der Titer hatte keine Verwandten am Tisch.
(3) Der alte Frisky bittet Allan neben ihm um
eine Zigarette.
(4) Der Titer sitzt nicht neben Onkel und Neffe,
der Leblose befindet sich zwischen beiden.
(5) Der Mann an Freds rechter Seite, er heif3t
nicht George, sitzt links vom Titer.

(6) Frisky sitzt Tom gegeniiber, der nervos in die
Runde blickt und an seiner Zigarette zieht.
Wer ist der Tédter und wer der leblose Falschspie-

ler?

Fotozirkel

Die Mitglieder eines Fotozirkels trafen sich im Tro-
penhaus des Zoos, um die Schildkréten zu fotogra-
fieren. AuBer vier von ihnen waren alle mit einem
Stativ gekommen. Einer sagte, daB die Zahl der
Schildkréten genau mit der der Fotofreunde iiber-
einstimmte. Daraufhin meinte ein zweiter, sie
selbst und ihre Stative hétten ja auch genau so viele
Beine wie alle Schildkr6ten zusammen.

Wie viele Fotofreunde waren gekommen?

Labyrinth

Suche einen Weg durch das Labyrinth, auf dem du
abwechselnd immer einen vollen und einen hohlen
Punkt passierst. Jeder Punkt darf hochstens einmal
beriihrt werden, und die Gesamtzahl der durchlau-
fenen Punkte muB gerade sein.

i

Frisch gewihlt ist halb verbunden

Die auf den Apparaten dargesteliten Buchstaben-
gruppen entsprechen sechsstelligen Telefonnum-
mern; jeder Buchstabe ersetzt eine bestimmte Zif-
fer. — Bei der Telefonnummer A betrdgt die
Quersumme 42. — Die Telefonnummer B ist durch
5 teilbar. — Die Telefonnummer C ist halb so groB
wie die Telefonnummer A. — Bei der Telefonnum-
mer D ist die Quersumme durch 11 teilbar. Wie
lauten die vier Nummern?

Wer nahm am Sportfest teil?

Beim Blittern in der Betriebschronik fand Susanne
einen Bericht iiber ein Betriebssportfest. Der Ver-
fasser muB ein Freund der Statistik gewesen sein,
denn er hatte die Durchschnittsalter aller verschie-
denen Teilnehmergruppen errechnet:

Minner: 42 Jahre, Frauen: 33 Jahre,

Erwachsene: 38 Jahre; Jungen: 14 Jahre,

Maidchen: 11% Jahre; Gesamtdurchschnittsalter:
33 Jahre.

AuBerdem war vermerkt, daB insgesamt 900 Perso-
nen teilgenommen haben und daB die Anzahl der
jugendlichen Teilnehmer 25 Prozent von der An-
zahl der erwachsenen Teilnehmer betrug.
Vergeblich aber suchte Susanne nach den Teilneh-
merzahlen der vier Teilnehmergruppen. Wer nahm
am Sportfest teil?
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XXV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Losungen der Kreisolympiade

Klassenstufe 8 bis 10

A
N
N

Olympiadeklasse 8

250821 Es sei x die kleinste der zwolf
Zahlen. Dann gilt laut Aufgabenstellung
x+x+1+x+2+x+3+x+4+x
+5+x+6+x+7+x+8+x+9
=x+10+x+11,
10x +45=2x+21,
x=-3.
Tatsdchlich ist die Summe der zehn auf-
einanderfolgenden ganzen Zahlen von —3
bis 6 gleich der Summe der beiden darauf-
folgenden Zahlen 7 und 8.
-3-2-14+0+1+2+3+4+5+6
=15und 7+ 8=15.
Die Bedingungen der Aufgabe werden also
genau von den Zahlen
-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7 und 8 er-
fullt.
250822 Jede nicht durch 3 teilbare natiir-
liche Zahl ist von einer der Formen 3k + 1,
3k + 2 mit k € N. Hat eine solche Zahl die
Eigenschaft, daB auch ihr Nachfolger nicht
durch 3 teilbar ist, so muB sie von der
Form 3k + 1 sein, da 3k + 2 die durch 3
teilbare Zahl 3k + 3 als Nachfolger hat.
Der Nachfolger einer Zahl 3k+1 ist
3k + 2, und das Produkt beider Zahlen ist
Bk+1)-Bk+2)=9k2+3k+6k+2
=9k2+9k +2
=9-(k2+k)+2.
Da k eine natiirliche Zahl ist, ist auch
k?* + k eine natiirliche Zahl und 9- (k% + k)
das Neunfache einer natiirlichen Zahl, also
durch 9 teilbar. 9- (k2 + k) + 2 148t mithin
bei der Division durch 9 den Rest 2,
w.z.b.w.

250823 a) Man beginne mit denjenigen
Zahlenkombinationen, bei denen die Zif-
fern 1, 4, 6 in dieser Reihenfolge auftreten.
AuBer ihnen tritt noch jeweils eine nicht
bekannte Ziffer x auf. Da x nicht mit den
Ziffern 1, 4, 6 identisch ist, gibt es fiir x
insgesarnt sechs Moglichkeiten. Weil x so-
wohl an der 1., 2., 3. bzw. 4. Stelle der Ein-
stellungsfolge stehen kann, gibt es fir die
Reihenfolge 1, 4, 6 somit insgesamt
46 = 24 Moglichkeiten.

Analog verfihrt man bei den weiteren fiinf
moglichen Reihenfolgen 1, 6, 4; 4, 1, 6; 4,
6,1;6,1,4;6, 4, 1. Im ungiinstigsten Falle
sind also 6-24 = 144 Einstellungen auszu-
flihren.

b) Man beginne mit denjenigen Zahlen-
kombinationen, bei denen die Ziffern 1, 6
in dieser Reihenfolge auftreten. AuBer
ihnen und der Ziffer 4 tritt noch jeweils
eine nicht bekannte Ziffer x auf. Wieder
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gibt es fiir x insgesamt sechs Mdglichkei-
ten. Weil fir x genau diejenigen drei
Plitze in der Einstellungsfolge frei sind, an
denen die Ziffer 4 nicht steht, gibt es fiir
die Reihenfolge 1, 6 somit insgesamt
3-6 = 18 Moglichkeiten.

Analog verfihrt man bei der anderen Rei-
henfolge 6, 1. Somit wiren unter den Be-
dingungen der Aufgabe b) hochstens
2 -18 = 36 Einstellungen nétig.

250824 a) Da BC Durchmesser des Halb-
kreises ist, ist der Mittelpunkt E von BC
auch der Mittelpunkt des Halbkreises. Die
Punkte B und D liegen auf dem Halbkreis;
also gilt EB = ED.

Daraus folgt % DBE = 5 BDE (Basiswinkel
im gleichschenkligen Dreieck BDE). Ande-
rerseits ist % DBE = 5 ABC = 45° (Basis-
winkel im gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreieck ABC). Nach dem Innenwinkelsatz
folgt somit

A BED = 180° — (5 DBE + 4 BDE) = 90°,

d. h. die Behauptung DE L BC.

b) Wegen 4 BED = 5 BCA = 90° gilt nach
der Umkehrung des Satzes iiber Stufenwin-
kel an geschnittenen Geraden ED| CA, das
Viereck ACED ist daher ein Trapez. Seine
Héhenlinge ist zugleich der Radius r = EC
des Halbkreises; die parallelen Seiten des
Trapezes haben die Lingen ED = r und CA
= BC = 2r. Der Inhalt J der vom Halbkreis
nicht bedeckten Fliche des Dreiecks ABC
148t sich als Differenz der Flicheninhalte
des Trapezes ACED und eines Viertelkrei-
ses mit dem Radius r darstellen:

_r+er 1, 3, 1,

J= 5 r 4n’r—2r 41tr
r2

—T(G—Tl').

Das Dreieck ABC hat den Flicheninhait
_1 020
F= 2 2r-2r=2r%.

Der gesuchte Prozentsatz betridgt daher

_100J _ 25r2(6—m)

PETF T

=12,5-(6 —m).
Aus m=3,142 ergibt sich 6 —m=~ 2,858
und damit auf eine Dezimalstelle genau
p =357
Also sind 35,7% der Fliche des Dreiecks
ABC nicht von dem Halbkreis bedeckt.
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250921 Die Primfaktorzerlegung von
19-85 = 1615 lautet
1615=5-17-19.

Fiir die zu ermittelnden Tripel\ gibt es da-
her genau die folgenden Moglichkeiten:

1. Genau die beiden Zahlen a und b sind
gleich 1. Das fiihrt genau auf das Tripel (1,
1, 1615).

2. Genau die eine Zahl a ist gleich 1. Dann
enthiilt » mindestens einen der Primfakto-
ren 5, 17, 19. Enthielte b mehr als einen
dieser Faktoren, so wire b5=5-17 =85.
Andererseits enthielte ¢ dann nur noch
hochstens einen dieser Faktoren, also wire
¢ =<19. Das widerspricht der Bedingung
b=c.

Also enthilt b genau einen der Primfakto-
ren 5, 17, 19, und c enthilt die beiden an-
deren. Das fiihrt (wegen 1719 =323 und
5:19 = 135) genau auf die Tripel

1, 5, 323), (1, 17, 135), (1, 19, 85).

3. Keine der drei Zahlen a, b, c ist gleich 1.
Das fiihrt genau auf das Tripel (5, 17, 19).
Somit sind genau die fiinfin 1., 2., 3. ange-
gebenen Tripel die gesuchten.

250922 Die in der Aufgabe genannten
Teilpunkte P;, P,, ..., Py und Schnitt-
punkte S, T, U, V sowie die Schnittpunkte
X, Y von AC mit VS bzw. TU seien wie im
Bild bezeichnet.

Nach Voraussetzung gilt
BP,:BA=BP,:BC=1:3.

Nach Umkehrung des Strahlensatzes folgt
hieraus P,P;|| AC und folglich AX|| P,S.
Nach dem Satz iiber Wechselwinkel an ge-
schnittenen  Parallelen folgt hieraus
4P1AX= 4P1P2S

Da ferner % AP, X = 5 P,P,S (Scheitelwin-
kel) und AP, = P, P, (nach Voraussetzung)
ist, so folgt nach dem Kongruenzsatz (wsw)
die Kongruenz der Dreiecke AP;X und
P,P,S und damit auch deren Flichen-
gleichheit.

Analog folgt die Flachengleichheit der
Dreiecke AP3X und P;PgV, der Dreiecke
CP,Y und P,P,T sowie der Dreiecke CPsY
und P¢Ps;U. Die Vierecksflichen ABCD
und STUV haben die Achtecksfliche
PP, ... Py gemeinsam. Vergleicht man die
auBerhalb dieser Achtecksfliche liegenden
Teilflichen, so zeigt sich, daB der Inhalt
des Vierecks ABCD um die Summe der In-
halte der Dreiecke P,BP, und P¢DP; groler
ist als der Inhalt des Vierecks STUV.

250923 Aus % < % folgt durch Multipli-
kation mit der positiven Zahl by
ay < bx. D

Addiert man a- b, so folgt
ay + ab<ab+ bx,
alb+y)<bla+x).
Dividiert man dies durch die positive Zahl
b(b +y), so folgt
a at+ x

b<b+y'

@



Addiert man zu (1) aber xy, so folgt
a+xy<bx+xy,
@+ x)y<x(b+y).
Dividiert man dies durch die positive Zahl
(b + y)y, so folgt
a+x x
Bty < g 3)
Mit (2) und (3) ist, wie gefordert, die Bezie-
hung

£<d+x<l
b b+y y

hergeleitet.

250924 Angenommen, es gibe derartige
Zahlen a und b. Aus dieser Annahme
folgte dann

3=al+2aby2 +2b2,
2ab\/_= 3-a2-2b2.
(1) Im Fall a *+ 0, b + 0 folgte weiter

3—a2-2b2
V2 = 2ab ’

also der Widerspruch, daB \[2_ eine ratio-
nale Zahl wire. Daher scheidet dieser Fall
aus.

(2) Im Fall b =0 folgte aus y3 =a+ by2
der Widerspruch, daB ﬁ = g eine ratio-
nale Zahl wire. Also ist auch dieser Fall
nicht moglich.

(Die Irrationalitit von ﬁ und 1/3_ kann
entweder als bekannter Sachverhalt zitiert
oder (z. B. in entsprechender Weise wie
oben in (3) durch Widerlegung von

\/2_ =% bzw. ﬁ 5%) bewiesen werden.)
(3) Im Fall a =0 folgte 3 = 2b? mit einer
rationalen Zahl b, also mit b =%, wobei

m und n natiirliche Zahlen wiren. Das

fithrte auf
2

m
=1
Int=2m?.

Da in der Primfaktorzerlegung der Qua-
dratzahlen n? und m? jeder Primfaktor in
gerader Anzahl vorkommt, ergiibe sich der
Widerspruch, daB der Primfaktor 3 auf der
linken Seite in ungerader Anzahl vorkom-
men miiBte, auf der rechten Seite aber in
gerader Anzahl.

Die Annahme hat somit in jedem Falle auf
einen Widerspruch gefiihrt; damit ist be-
wiesen, daB es keine rationalen Zahlen a, b

mit Y3 = a + b42 gibt.
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251021 Die Primfaktorzerlegung von
1985 lautet
5-397 =1985.

Nimmt man noch den Faktor 1 hinzu, so

gibt es fir natiirliche Zahlen a, b, ¢ genau

die folgenden Darstellungen:

(€Y) 1-5- 397=1985

2 1-1-1985 = 1985.

Da die Tripel aller ganzen Zahlen gesucht

sind, sind noch die Fille zu beachten, in

denen genau zwei der Faktoren negatives

Vorzeichen haben:

Aus (1) entstehen so genau die Darstellun-

gen (—1)(—=5)-397,d.h. a = -5,
b=-1,¢c=1397,

(-1):5:(-397), d.h.
a=-397,b=-1,¢c=5,
1-(=5)(—397), d.h. a = —1397,
b=-5,¢=1.

Aus (2)6entstehen genau die Darstellungen
(=1)-(—1)-1985,d.h.
a=b=-1, c=1985,
1-(—1)-(—1985),d.h. a = —1985,
b=-1¢=1.

Insgesamt gibt es mithin genau folgende

sieben Tripel, die die Aufgabenstellung er-

fiillen:

1, 5,397; 4, 1, 1985); (-5, —1, 397);

(=397, -1, 5); (=397, =5, 1);

(-1, —1, 1985); (—1985, -1, 1).

251022 Es gilt a?+3ab<a?+3ab
+2b%, weil b positiv ist. Da die Wurzel-
funktion streng monoton steigt und beide
Terme positiv sind, gilt

ya?+3ab <+ya® +3ab+2b% .

Nach Multiplikation mit 2, Anwendung
von Yy = yx - y¥ (x, y > 0) und Addition
von 2a + 3b erhidlt man
a+@+3b)+2-ya-ya+3b
<(@a+b)+(a+2b)+2ya+b-yJa+2b.
Unter Benutzung der binomischen Formel
(x+yP=xr+y?+2xy

ergibt sich daraus

(a +Ya+3b2<(Ja+b+ya+2b).
Weil aus u? < v? stets |u| < | v| folgt,

gilt weiter

|1/;+\/a+3b|<|\/a+b +1/a+2b|.
Da die Terme in den Betrigen positiv sind,
gilt schlieBlich
Va++a+3b<ya+rb+ya+t2s,
w.z.b.w.

251023 Da die Héhe CD im gleichseiti-
gen Dreieck ABC zugleich Seitenhalbie-
rende ist, ist ihr FuBlpunkt D der Mittel-
punkt von AB; es gilt also AD=BD
=10cm. Es sei AD=a und DC="5 ge-
setzt (siche Bild). Fir jedes Rechteck
EFGH, das dem Dreieck ABC (mit E und
F auf AB, G auf BC und H auf AC) einbe-
schrieben ist, sei AE = x gesetzt. Wegen
EH 1 AB und DC . AB, also EH| DC,

. folgt aus dem Strahlensatz

ﬁ!:T=E:E,alsoﬁ=bTx.

~

h

A MWE b F B

Da EFGH ein Rechteck ist, gilt somit FG
— b
=EH=Tx. Da auch FG|DC gilt, folgt

aus dem Strahlensatz

BF:BD =FG: DC und damit BF = x.
Hiernach ergibt sich
EF=ED+FD=2(a-x).

Der Flicheninhalt J des Rechtecks EFGH

ist folglich
- X
J=2(a~—x) 2

= 27:)(“ - x?,

2b(a? a? 3
- a(T T E)
_gb _2( _ay

2 a 2

Daraus folgt:
a . a\?
Fiir x + — ist x—7 >0,

2
ab .. _a. . ab
alsoJ<T,furx— 2 1st.l——2 .

Somit wird genau fiir dasjenige Rechteck
EFGH, das sich mit x = % =5cm ergibt,

der Flicheninhalt J am groBten. Die Sei-
tenldngen dieses Rechtecks sind

EF=2(a-x)=10cm, ﬁ=b—:=4cm,
sein Flicheninhalt betrigt J = 40 cm?.
251024

a) >

b)

Die abgebildete Kupfermedaille (Durch-
messer 20 mm) wurde 1976 anlédBlich des
500.Todestages Regiomontanus’ von seiner
Heimatstadt herausgegeben.

(Siehe Seite 75Y)
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250731 Ermittle zu jeder natiirlichen
Zahl n > 0 die Anzah] aller derjenigen na-
tiirlichen Zahlen, die Teiler der Zahl 2°
sind!

250732 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit C als Scheitel des rechten
Winkels und mit C4 = 4 cm, CB = 20 cm.
Von einer natiirlichen Zahl x wird gefor-
dert, daB sie die folgenden Bedingungen
(1) und (2) erfiillt:

(1) Die Strecke CB kann um x cm verkiirzt
werden; d. h., zwischen C und B liegt ein
Punkt B’ mit CB'=CB — xcm.

(2) Wenn zugleich die Strecke CA iiber 4
hinaus um x cm bis zu einem Punkt 4’
verldngert wird, dann betriigt der Flichen-
inhalt des Dreiecks 4’'B’C’ genau 55% des
Flicheninhalts des Dreiecks ABC.
Untersuche, ob es genau eine natiirliche
Zahl x gibt, die die Bedingungen (1) und
(2) erfullt! Wenn das der Fall ist, so er-
mittle diese Zahl!

250733 Fir ein Viereck ABCD werden
die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) ge-
fordert:

(1) ABCD ist ein Parallelogramm.

(2) Die Winkelhalbierenden von x BAD
und x ABC schneiden sich in einem Punkt
E, der auf der Geraden durch C und D
liegt.

(3) Bs gilt A4E = 6,0 cm und BE = 4,0 cm.
a) Beweise, daB jedes Viereck ABCD, das
diese Bedingungen erfiillt, aus den gegebe-
nen Lingen 6,0 cm und 4,0 cm konstruiert
werden kann!

b) Schreibe eine solche Konstruktion!

c) Beweise, daB jedes Viereck ABCD, das
nach deiner Beschreibung konstruiert wird,
die Bedingungen (1), (2), (3) erfiilit!

250734 Ein Jagdflugzeug flog in einer
halben Stunde 200 km weiter als ein Sport-
flugzeug in einer Stunde.

Wie groB war die Geschwindigkeit jedes
dieser beiden Flugzeuge, wenn die des
Jagdflugzeugs dreimal so groB war wie die
des Sportflugzeugs?

250735 In einer Arbeitsgemeinschaft
stellt Rainer seinen Klassenkameraden fol-
gendermaflen eine Aufgabe:

Er nimmt drei Karten, auf denen zweiziff-
rige Zahlen stehen, so in die Hand, daB
niemand anders als er die Zahlen sehen
kann und daB sich die dreimal zwei Ziffern
nebeneinandergehalten als eine sechsstel-
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lige Zahl lesen lassen. Dies macht er (mit
denselben Karten) mehrere Male, bis er
jede mogliche Reihenfolge der drei Karten
genau einmal beriicksichtigt hat. Die abge-
lesene sechsstellige Zahl notiert er jedes:
mal (ebenfalls so, daB nur er seine Notizen
sehen kann). AnschlieBend bildet er die
Summe aller notierten Zahlen.

Nun teilt er den Klassenkameraden mit:
»Auf einer Karte steht die Zahl 15, auf
einer die Zahl 23. Auf der dritten Karte
steht eine zweistellige Zahl, die ich nicht
verrate. Die Summe aller notierten Zahlen
betragt 1373 736.¢

Untersuche, ob es genau eine zweistellige
Zahl gibt, die unter den genannten Bedin-
gungen nach Rainers Aussagen auf der
dritten Karte stehen kann! Wenn das der
Fall ist, so ermittle diese zweistellige Zahl!

250736 Es sei ABCD ein Quadrat. Der im
Innern von ABCD gelegene Viertelkreisbo-
gen um B mit dem Radius 43 sei k;, der
im Innem von ABCD gelegene Halbkreis
mit AB als Durchmesser sei k,. Ein von B
ausgehender Strahl schneide k, in einem
Punkt E und k,; in einem Punkt F.

s} 1

A 'B

Beweise, daB aus diesen Voraussetzungen
stets X DAF = 4 EAF folgt!

Olympiadeklasse 8

250831 Beweise folgenden Satz:
Es gibt keine Quadratzahl, die bei Division
durch 3 den Rest 2 14Bt!

250832 Brigade Schulz spielt im ,Tele-
Lotto (5 aus 35)“ nach einem sogenannten
svollmathematischen System mit n Zah-
len“. Darunter versteht man, wenn n eine
natiirliche Zahl mit 5 < n < 35 ist, folgen-
des System:

Es werden von der Brigade genau n Zahlen
1, 2, ..., 35 ausgewihit, und dann werden
in der Menge dieser n Zahlen alle verschie-
denen Teilmengen aus je fiinf Elernenten
ermittelt. Jede dieser Teilmengen wird als
Tip abgegeben.

a) Die Brigade spielt nach einem ,vollma-
thematischen System mit 6 Zahlen“. Bei

der nachfolgenden Ziehung im Tele-Lotto
stellt sich heraus, daB genau vier der finf
Gewinnzahlen unter den sechs von der Bri-
gade in ihrem System verwendeten Zahlen
vorkommen.

Ferner werden nach dieser Ziehung fol-
gende Gewinnquoten bekanntgegeben: Fiir
jeden Tip mit genau drei richtig getippten
Zahlen gibt es 20 M, fiir jeden Tip mit ge-
nau vier richtig getippten Zahlen gibt es
400 M, fir jeden Tip mit funf richtig ge-
tippten Zahlen 3000 M.

Ermittle den hiermit zustandekommenden
Gewinn der Brigade!

b) Die Brigade spielt nach einem ,vollma-
thematischen System mit 7 Zahlen“. Bei
einer Ziechung wird festgestellt: Genau vier
der finf Gewinnzahlen kommen unter den
sieben von der Brigade verwendeten Zah-
len vor. Die Gewinnquoten sind dieselben
wie in a).

Ermittle ebenfalls den Gewinn der Bri-
gade!

Hinweis: Die Kosten, d.h. der Spieleinsatz,
sollen in beiden Aufgaben nicht beriick-
sichtigt werden.

250833 Es sei g eine gegebene GroBe.
Ferner seien zwei Punkte A4, B gegeben,
die beide nicht auf g liegen, deren Verbin-
dungsstrecke AB aber g schneidet und
nicht auf g senkrecht steht.

Fiir einen Streckenzug APQB seien fol-
gende Bedingungen (1), (2), (3) gefordert:

(1) Die Punkte P und Q liegen auf g.

(2) Die Gerade durch 4 und P ist parallel
zur Geraden durch B und Q.

(3) Die Strecke PQ hat die Linge ¢t = 6 cm.

a) Beweise, daB jeder Streckenzug APQB,
der die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt,
durch eine Konstruktion (aus gegebenen g,
A, B und der gegebenen Linge f = 6 cm)
erhalten werden kann!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion!

c) Beweise, daB jeder Streckenzug APQB,
der nach dieser Beschreibung konstruiert
werden kann, die Bedingungen (1), (2), (3)
erfuillt!

d) Wihle selbst eine Gerade g und Punkte
A, B, wie oben beschrieben, und kon-
struiere dazu alle diejenigen Streckenziige
APQB, die die Bedingungen (1), (2), (3) er-
fullen! (Ein Beweis, daB alle verlangten
Streckenziige konstruiert wurden, wird
nicht gefordert.)

250834 Es sei k ein Kreis, sein Mittel-
punkt sei M. Eine Sehne von k, die nicht
Durchmesser ist, sei AB. Ferner sei ¢ die in
A an k gelegte Tangente, und C sei der
FuBpunkt des von B auf r gefiillten Lotes.
Beweise, daBl unter diesen Voraussetzun-
gen die Gerade durch 4 und B stets den
Winkel 5 CBM halbiert!

250835 Von Lew Nikolajewitsch Tolstoi
(1828 bis 1910), einem bedeutenden russi-
schen Schriftsteller, stammt folgende Auf-
gabe:

Schnitter sollen zwei Wiesen mihen. Am
Morgen begannen alle, die groBere Wiese
zu mihen. Vom Mittag dieses Tages an
teilten sie jedoch die Arbeit anders ein:
Die Hilfte der Schnitter verblieb beim Mi-
hen der ersten Wiese, die sie bis zum



Abend fertig mihten. Die anderen Schnit-
ter gingen zum Mihen der zweiten Wiese
iiber, deren Flicheninhalt gleich dem der
Hiilfte der ersten war, und arbeiteten bis
zum Abend. Nun blieb auf der zweiten
Wiese ein Rest, fiir den ein Schnitter allein
einen ganzen Tag bendtigte. Wieviel
Schnitter waren am ersten Tag bei der Ar-
beit?

Anmerkung: Es sei vorausgesetzt, daB jeder
Schnitter an jedem Vormittag eine gleich-
groBe Fliche wie an jedem Nachmittag
miht und daB diese Arbeitsleistung aller
Schnitter die gleiche ist.

250836 Es sei PQRSTU ein gerades drei-
seitiges Prisma, dessen Grundfliche ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
PQR ist. Die Héhenlinge des Prismas sei
gleich der Kathetenlinge a des Dreiecks
PQR (siehe Bild).

Gesucht ist eine Ebene E, die parallel zu
einer der quadratischen Seitenflichen F
des Prismas verlduft und die das Prisma in
zwei Teilkorper zerlegt, deren Volumina
sich in irgendeiner Reihenfolge wie 9:16
verhalten.

Ermittle zu gegebenem a alle diejenigen
Werte, die der Abstand zwischen der Sei-
tenfliche F und einer solchen Ebene E be-
tragen kann!
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250931 a) Beweisen Sie, daB es eine na-
tiirliche Zahl N gibt, fiir die die folgende
Aussage (1) gilt!

(1) Fiir jede natiirliche Zahl n, fiir die
n = N ist, kann eine Quadratfliche F in ge-
nau n Teilquadrate T, ..., T, zerlegt wer-
den. (Dabei sollen die Flichen T, ..., T,
die Fliche F volistindig ausfiillen; sie
brauchen nicht untereinander kongruent
zu sein.)

b) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche
Zahl N, fiir die die Aussage (1) gilt!

250932 Emmitteln Sie alle diejenigen
Paare (a, b) von zweistelligen Zahlen a
und b, fiir die folgendes gilt:
Bildet man durch Hintereinanderschreiben
von a und b in dieser Reihenfolge eine
vierstellige Zahl z, so ist

z=(a+b)?.

250933 Das Volumen eines regelmiBigen
Tetraeders sei VT, das Volumen seiner
Umkugel sei Vy.

Berechnen Sie das Verhiltnis Vj: V; und
runden Sie es ganzzahlig (d. h., ermittein
Sie die zu Vy:V; nichstgelegene ganze
Zahl)! Dabei kénnen die (auf eine bzw.
zwei Dezimalen nach dem Komma ge-
nauen) Niherungswerte y/3_ ~1,7 und
7~ 3,14 verwendet werden.

250934 Die acht Zahlen 1, 2, ..., 8 sollen
so auf die Eckpunkte eines Wiirfels verteilt
werden, daB dabei folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Jedem Eckpunkt des Wiirfels wird ge-
nau eine der acht Zahlen zugeteilt, jede
dieser Zahlen soll in der Verteilung vor-
kommen.

(2) Addiert man auf jeder Seitenfliche des
Wiirfels die vier Zahlen an den Eckpunk-
ten dieser Seitenfliche, so ergibt sich auf
allen sechs Seitenflichen dieselbe
Summe.

Es sollen moglichst viele Verteilungen der
acht Zahlen auf die Eckpunkte so zusam-
mengestellt werden, daB jede dieser Vertei-
lungen die Bedingungen (1), (2) erfiillt und
daB keine zwei dieser Verteilungen zuein-
ander kongruent sind, d. h. durch Drehung
oder Spiegelung ineinander iibergefithrt
werden konnen.

Ermitteln Sie die Anzahl der Verteilungen,
die in einer solchen Zusammenstellung
auftreten!

250935 In einem beliebigen spitzwinkli-
gen Dreieck ABC sei A’ der FuBpunkt der
durch A4 gehenden Héhe, B’ der FuBpunkt
der durch B gehenden Hohe und § der
Schnittpunkt dieser beiden Hohen.
Beweisen Sie, daB unter diesen Vorausset-
zungen stets

AB: AR’ =4S: 3B gilt!

250936 a) Ist durch den Term

2=v192+ 963 +y192-96-43
eine Zahl definiert?
b) Wenn dies der Fall ist, ist z rational?
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251031 Emmitteln Sie alle diejenigen ge-
ordneten Paare (a; b) von ganzen Zahlen a
und b, die die Gleichung a + b= (a — b)?
erfiillen!

251032 a) Es sei a eine beliebige positive

reelle Zahl, und es sei f die im Intervall
0Osx=a (¢))

durch f(x)=Ja+x +1/a—x Q)

definierte Funktion.

Beweisen Sie, daB f im Intervall (1) streng

monoton fallend ist!

b) Enmitteln Sie den gréBtmoglichen Defi-

nitionsbereich D, in dem durch (2) eine

Funktion f definiert wird! Untersuchen

Sie, ob f im gesamten Bereich D streng

monoton fallend ist!

Hinweis: Eine Funktion f heiBt genau dann

in einem Bereich B streng monoton fal-

lend, wenn fiir alle reellen Zahlen x;,, X, in

B gilt:

Aus x; < x;, folgt f(x)) > f(x,).

251033 Aus 27 Wiirfeln mit der Kanten-
linge a wird ein Wiirfel mit der Kanten-
linge 3a zusammengesetzt. Jeder der 27
kleinen Wiirfel ist entweder véllig weiB
oder vollig schwarz angestrichen. Beim Zu-
sammensetzen soll auf jeder der sechs qua-
dratischen Seitenflichen des groBen Wiir-
fels ein Muster entstehen, das in jeder
Zeile und jeder Spalte genau ein schwarzes
und genau zwei weiBe Quadrate enthilt.

Ermitteln Sie

a) die kleinste,

b) die gréBte

Anzahl schwarzer Wiirfel, mit der .diese
Forderungen erfiillbar sind!

251034 Von einer natiirlichen Zahl x
wird gefordert, daB sie die folgenden Be-
dingungen (1) bis (5) erfiillt:

(1) Die Zahl x hat, im Zweiersystem (Sy-
stem mit der Basis 2) geschrieben, genau
zehn Stellen.

(2) Schreibt man x im Dreiersystem, so
steht an der zweiten Stelle die Ziffer 1.

(3) Schreibt man x im Vierersystem, so
steht an der zweiten Stelle die Ziffer 0.

(4) Die Zah! x hat, im Fiinfersystem ge-
schrieben, genau vier Stellen.

(5) Schreibt man x im Zehnersystem, so
steht an der letzten Stelle die Ziffer 2.
Beweisen Sie, daBl es genau eine natiirliche
Zahl x gibt, die diese Bedingungen erfulit,
und ermitteln Sie diese Zahl!

251035 Es sei ABC ein beliebiges
Dreieck. Darin sei F ein von B und C ver-
schiedener Punkt der Strecke BC, und E
sei ein von 4 und C verschiedener Punkt
der Strecke AC.

Ferner sei P der Schnittpunkt der Strecken
AF und BE.

Beweisen Sie, daB unter diesen Vorausset-
zungen die Umkreise der drei Dreiecke
AFC, EBC und PFB stets genau einen
Punkt gemeinsam haben!

251036 Das Arbeitsblatt zeigt das Bild
A'B'C'D'E'FG'H’ eines Quaders
ABCDEFGH bei einer schrigen Parallelpro-
jektion.

G

E'

.
A B

a) Konstruieren Sie das Bild §’ des Schnitt-
punktes S der Strecke EC mit der Ebene,
die durch 4, F und H geht! Beschreiben
Sie Thre Konstruktion und beweisen Sie,
daB der nach Ihrer Beschreibung kon-
strujerte Punkt S’ das Bild des genannten
Punktes S ist!

b) Brmitteln Sie alle diejenigen Quader
ABCDEFGH, fir die S mit dem Hohen-
schnittpunkt des Dreiecks AFH zusam-
menfillt!
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251231 Man ermittle alle diejenigen
Paare (m, n) natiirlicher Zahlen m und n,
fiir die die folgenden Bedingungen (1) und
(2) gelten:

(1) m+ n und m- n sind zweistellige Zah-
len.

(2) Vertauscht man die Ziffern der Zahl
m + n miteinander, so erhilt man die (Zif-
ferndarstellung der) Zahl m - n.

251232 Fiir eine beliebige natiirliche
Zahl n = 3 seien n Kreise K, ..., K, so in
einer Ebene gelegen, daB sie folgende Be-
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dingungen erfillen (wobei der Kreis K;
auch mit K, ,, bezeichnet sei):

Es gibt einen Punkt 0, der auf allen Krei-
sen K, ..., K, liegt.

Fir i=1, ..., n gilt: X; und K;,; haben
noch genau einen von 0 verschiedenen
Punkt 4; gemeinsam.

Die Punkte 4,, ..., 4, sind paarweise ver-
schieden; die Strahlen von 0 aus durch 4,
A, ..., A, sind in dieser Reihenfolge um
0 herum angeordnet.

Ferner seien Py, ..., P,., Punkte, die fol-
gende Bedingungen erfiillen:

Firi=1, ..., n gilt: P, liegt auf K; und ist
von 0 und 4; verschieden: P, ist der von
A; verschiedene Schnittpunkt des Kreises
K., mit der Geraden durch P; und 4,.

Die Strahlen von 0 aus durch 4,, Py, 4,,
P,, A,, ..., P,, A, sind in dieser Reihen-
folge um 0 herum angeordnet.

a) Beweisen Sie, daB fiir n = 3 aus diesen
Voraussetzungen stets P, = P, folgt!

b) Untersuchen Sie, ob fiir jede natiirliche
Zahl n =3 aus den genannten Vorausset-
zungen stets P,.; = P, folgt!

Von den nachstehenden Aufgaben
251233A und 251233B ist genau eine aus-
zuwidhlen und zu losen:

251233A Man untersuche, ob es keine,
endlich viele oder unendlich viele S-Tupel
(x;, X3, X3, X4, Xs) vOn positiven ganzen
Zahlen gibt, fir die die folgende Gleichung
(1) erfullt ist:

x3+ 3+ x]+ xt=xB. 1)
251233B Beweisen Sie, daf} es unter allen
Zerlegungen

100z z,- 2, ... 2,

der Zahl 100 in reelle Faktoren
z;=2(i=1,...,nm
n positiv ganzzahlig)
eine Zerlegung gibt, fiir die die Summe
s=z;+z;+...+z,
einen kleinstmoglichen Wert hat!
Ermitteln Sie eine solche Zerlegung!

251234 Acht Gegenstinde, die mit A4,

A,, ..., Ay bezeichnet seien, sind in zwei

Schrinken S, und S, verschlossen worden.

Zur Ermittlung der Verteilung der Gegen-

stinde werden folgende Aussagen gemacht:

In dem Schrank S, befindet sich

(1) A, genau dann, wenn sich 4; und 45
beide in S; befinden,;

(2) A, genau dann, wenn sich 4; und 4,
beide in S, befinden,;

(3) A; genau dann, wenn sich 4, und A,
beide in S, befinden;

(4) A, genau dann, wenn sich 4; und Aq
beide in S, befinden;

(5) A5 genau dann, wenn sich 4 in einem
anderen Schrank befindet als 44,

(6) Ag genau dann, wenn sich A4, in einemn
ansderen Schrank befindet als 4;;

(7) A, genau dann, wenn sich 4, in dem-
selben Schrank befindet wie A4,;

(8) A, genau dann, wenn sich 4 in dem-
selben Schrank befindet wie A4,.

Ermitteln Sie alle diejenigen fiir eine Ver-

teilung der acht Gegenstinde auf die bei-

den Schrinke bestehenden Moglichkeiten,

bei denen alle Aussagen (1) bis (8) wahr

sind!
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251235 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x, fir die die folgende Glei-

chung (1) gilt:
=64x. §))

x2+12x+4
x+2

251236 Fiir eine beliebige natiirliche
Zahl n = 2 seien 2n Punkte Py, ..., P,, im
Raum so gelegen, daB es keine Ebene gibt,
auf der vier dieser Punkte liegen. Mit T sei
die Menge aller derjenigen Tetraeder be-
zeichnet, deren vier Eckpunkte der Menge

M= {P], woey Pz,,}
angehOren. Fiir jede Ebene ¢, die keinen
Punkt von M enthilt, sei ¢, die Anzahl aller
derjenigen Tetraeder aus 7T, die mit ¢ ein
Viereck als Schnittfliche gemeinsam ha-
ben.
Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl
n = 2 den groBtmoglichen Wert, den ¢, an-
nehmen kann!

Zitiert

(Siehe Beitrag S.78/79)

Bis zur Anerkennung der ,,imaginiren Gro-
Ben“ als Zahlen und der Erkenntnis des
Wesens der komplexen Zahlen muBten
noch iiber drei Jahrhunderte vergehen.
Noch 1770 schrieb Leonhard Euler:

»30 ist klar, daB die Quadratwurzeln von
Negativzahlen nicht ... zu den moglichen
[d. h. reellen] Zahlen gerechnet werden
konnen. Folglich miissen wir sagen, daB
dies unmogliche Zahlen sind. Und dieser
Umstand leitet uns auf den Begriff von sol-
chen Zahlen, welche ihrer Natur nach un-
moglich sind, und gewohnlich imaginire
oder eingebildete Zahlen genannt werden,
weil sie bloB in der Einbildung vorhanden
sind. Daher bedeuten alle diese Ausdriicke

\/:, \/3, 1/:, \/——_4 etc. solche un-

mogliche oder imagindre Zahlen, weil da-
durch Quadratwurzeln von Negativzahlen
angegeben werden.“
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Losungen

Losungen zu:
Wir arbeiten mit Resten
(Teil 1)

A2 A ) Voraussetzung:
asb,a=k-9+r,b=10-9+s,
0=r,s5<9,r=5s.

Behauptung: 9|b—a.

Beweis: b—a=(-9+s)—(k-9+7r)
=(I—-k)'9+(@G-r)

Wegen a<bist [— ke N.

Wegen r=sist s—r=0.
Mitm=I-kistb—~a=m-9,
meN,w.z.b.w.

b) Wie a), 9 durch z.B. ¢ (c € N) ersetzen.
¢) Voraussetzung: a<b,a=k-9+r,
b=19+s50=r,5<9,9|b—a.
Behauptung: r = s.

Beweis: b—a=(1—k):9+(s—r)

(vel. a)).

Aus 9| b —a folgt 9|s—r.

Wegen 0 =5 —r <9 gilt 9|r — s nur dann,
wenn s—r=0,d.h. r=s,

w.z.b.w.

A3 a Voraussetzung: p Primzahl, p > 3.
Behauptung: Entweder 6|p — 1 oder
6|p+1.

Beweis: Wegen p >3 ist p ungerade, folg-
lich ist p — 1 gerade und p + 1 gerade. We-
gen p >3 ist die Primzahl nicht durch 3
teilbar, p hat demnach die Form
p=3m+1loderp=3m+2 (meN).
Fall1: p=3m+ 1.

Wegen p—1=3m ist 3|p — 1, und wegen
p+1=3m+2ist3fp+1.

Fall 2: p=3m+2.

Wegenp~1=3m+ list3fp— 1, und we-
genp+1=3m+3=3m+1)ist3|p+1.
Da 2 und 3 teilerfremd sind, ist entweder
2-3|p—1loder2-3|p+1,w.zb.w

A4 A Voraussetzung: p Primzahl, p > 3.
Behauptung: 24| (p — 1) (p + 1).

Beweis: Nach a 3 a ist entweder
3|p—1oder3|p+1.

Wegen p >3 ist p ungerade, es gibt also
ein keN,sodaBp=k-2+1.

Dann ist

P-D@E+D=k-2-(k-2+2)
=k-2:2k+1)=4-k-(k+1).

Von den beiden aufeinanderfolgenden na-
tirlichen Zahlen k und k+1 ist eine
durch 2 teilbar. Also ist (p—1)(p+ 1)
durch 8 teilbar.  AuBerdem  ist
(-1 (p+1) durch 3 teilbar, insgesamt
also durch 3-8 =24 (3 und 8 sind teiler-
fremd), w.z.b. w.



Lisungen zu: Sprachecke

Ala Beweise, daB von allen Vierecken
mit gegebenen Seiten dasjenige mit der
groBten Fldche in einen Kreis einbeschrie-
ben werden kann!

Losung: Beachte, daB in dem abgebildeten
Viereck die Gleichung & + y = m gilt!

Bezeichnen wir die Fliche des Vierecks
mit F, so erhalten wir

F= (%) absin o + (%) cdsiny.

Weiterhin berechnen wir die Diagonale DB
auf zwei verschiedene Arten und stellen
fest, daB a?+ b2 —2abcosa = ¢+ g2
~ 2cdcos y. Aus diesen zwei Gleichungen
erhalten wir nach einigen Umformungen

F? =%(a1b2 sin o + ¢2d? sin’y
+ 2abcd sin a sin ),
4F? = a?h?(1 — cos? )
"+ ¢2d(1 - cos?y)
+ abed[cos (@ — y) — cos(a + 7)),
4F? = a?b? — a?b?cos? @ + c2d?
— c2d*cos? y + abedcos (o — p)

— abcdcos (x + ), 1)
(a2 + b? — ¢ — d?)? = 4(a*b*cos’ o

+ ¢2d?cos? y — 2abedcos acos y

(az + bZ — cz — dZ)z

=4(a%b%cos’  + c?d*cos’y
[cos(a — ¥) + cos (e + )],

%(a2 +b2—c?—dh)r=a?bicos’

— abed

+ c?d?cos y — abedcos (o — p)
— abcdcos(a + p),
abedcos (ax — )

= —%(a’ + b2 — ¢2— g2y
+ a?b?cos? o + c2d?cos? y
—abcdcos (x + y).

In (1) eingesetzt ergibt

4F? = (a2b? + c2d?) — 2abcd

-cos(a+y)—-:—(a’+bz—c2—

16F2 + (a?+ b? — c2 — d?)?

= 4(a?b* + ¢*d?) — 8abcdcos (& + p).
Folglich wird F maximal, wenn

cos(ex+ py)=cosmt=—1, w.z.b.w.

A2A Bestimme alle Losungen der Glei-
chung vierten Grades x*—4x=1.
Lisung: Beachte, daB

ar,

—4x—-1=x4—4x—1+2x2-2x2,
= x'+2x2+1-2x2-4x-2,
=(x2+1)1—2(x+1)2! '
Da(x?+12-2(x+1)2=
ist (x2+1)2 = 2(x+1)1

x+1=142 (x+1).
Die Losungen dieser zwei quadratischen
Gleichungen ergeben die gewiinschten vier
Losungen.

A3a Das Testament des alten Léon lau-
tet:

»lch vermache mein quadratisches Feld
meinen funf S6hnen. Der iltere erhilt ein
Viertel in quadratischer Form in einer
Ecke (siehe Bild). Die vier anderen miissen
sich den Rest in vier identische Teile von
gleicher Form und gleicher GréBe teilen.”
Den vier jiingeren ist es gelungen, sich den
Rest nach den Wiinschen des Vaters zu tei-
len. Wie haben sie dies gemacht?

Losung: Der Rest ist so zu teilen, wie es das
Bild zeigt.

A4 A Auf einem karierten Blatt Papier
wurden vom Punkt 4 aus drei Strahlen 4B,
AC und AD gezeichnet. Zeigt, daB x BAC
kongruent x CAD ist! Benutzt dazu Eigen-
schaften des Quadratnetzes!

Ldsung: Jedes der Dreiecke MNL und LKP
im Bild ist kongruent zum Dreieck ABD.
Folglich ist der Strahl AL Winkelhalbie-
rende von X BAD.

|
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A5 a Kirzlich fand ich die vorjihrige Ta-
belle des Hockeyturniers der 6.Klassen un-
serer Schule. In ihr ist nur ein kieiner Teil
der Eintragungen erhalten. Versucht, die
Tabelle zu rekonstruieren!

Losung:

62| 6% 6" | 6 [ owun | cuer | Mecso
6" tzrjozr|s5:1ff 3 |6:3| 2
6f1:1 o:1)1z2fl 1 |2:4] 4
6" [1:0]1:0 il s [a:r] o1
6 f1:5]2:1] 121 3 | 4:7] 3

Losungen zu: alpha-heiter
Wie heiBlen die drei Schiiler?

precsccccscnanq

cnmcceenocad

Stimmt die Tabelle?

Fehler in der Tabelle:

1. 10 gewonnenen Spielen stehen nur 9 ver-
lorene gegeniiber. Thre Zahl muB jedoch
gleich sein.

2. Die Gesamtzahl der unentschiedenen
Spiele muB durch zwei teilbar sein.

3. Gesamt-Plus-Tore miissen mit Minus-
Toren iibereinstimmen.

4. Gesamt-Plus-Punkte miissen den Mi-
nus-Punkten gleich sein.

Die korrekte Tabelle kénnte so aussehen,
daB die Zeile bei D-Berg geindert wird in:
6 0 0 6 0:7 0:12.

Drei Achten

0=8(8-8) =48+8:8!
1=+8-8:8 7=8-8:8
2=(8+8):8 8=8+8-8
3=48+8:8 9=8+8:8
4=8-48+8 10=8++yy8+8

/——/—11—888
B8+ VVVYB 15y V8+8
5=INT\/_,\/8+

5=8:(0,8 +0,8)

=1d8 — (1d8)! + 8
1d8 = 1g,8 = 3.
Bei der Fiinf lassen sich durch weiteres
Wurzelziehen am letzten Summanden Ni-
herungswerte von beliebiger Genauigkeit
erzielen.

Wer rasiert den Barbier?

Den Barbier rasiert niemand, denn: gehort
er zu der Menge von Minnern, die sich
selbst rasieren, kann er sich nicht rasieren,
weil er nur die Minner behandelt, die sich
nicht selbst rasieren, und nur diese. Gehért
er aber zu der Menge, die sich nicht selbst
rasieren, kann er sich ebenfalls nicht den
Bart scheren lassen.

Richtiges Ma}

Ein Liter: 3 in 10, 7 in 3, 3 in 10,
7 in 3. Bleibt 1 Liter in 7 zuriick.
Zwei Liter: 3 in 10, 7 in 3, 3 in 10,
7in3,3in10,7in3,10in 7.
Bleiben 2 Liter in 10.

Vier Liter: 3 in 10, 7 in 3.

Bleiben vier in 7.

Fiinf Liter: 3 in 10, 7 in 3, 3 in 10,
7in3,3in 10, 7 in 3,

10 in 7, 7 in 3. Bleiben 5 in 7.
Sechs Liter: 3 in 10, 7 in 3, 3

in 10. Sind 6 in 10.

Acht Liter: 3 in 10, 7 in 3, 3 in 10,
7in3,3in10,7in 5, 10 in 7,
7in 3,3 in 10,7 in 3, 3 in 10.
Sind 8 in 10.

Neun Liter: 3 in 10, 7 in 3, 3 in 10,
7 in 3, 3 in 10. Sind 9 in 10.

Magische Figuren
a) Mogliche Losungen:
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b) Losung:

Kann der Personenzug vorbeifahren?
Zunichst werden die drei letzten Wagen
des Bauzuges auf das Abzweiggleis gescho-
ben. Sie werden vom Bauzug abgekoppelt
und dieser fihrt ein Stiick vor. Der Perso-
nenzug riickt nun hinter den verbliebenen
vorderen Teil des Bauzuges, stoBt riick-
wirts und koppelt an sein Ende die drei ab-
gestellten Wagen. Jetzt fahrt er auf seinen
alten Platz zuriick und 148t dort die drei
Bauwagen stehen. Der Rest des Bauzuges
fihrt nun auf das Abzweiggleis. Der Perso-
nenzug fihrt vorbei.

Kurzkrimi

Aus (4) folgt, daB A und E Onkel bzw.
Neffe sind. Aus (1) ergibt sich D = George.
Aus (4) folgt, daB C der Titer ist. A = Fred
ergibt sich aus (5). (6) wird nur durch E
und B erfillt. B = Frisky und E = Tom er-
gibt sich aus (3), auBerdem muBl C = Allan
sein. Somit ist John Dalmas das Opfer und
Allan Cunneway der Titer.

B A
c Opfer
D 13

Fotozirkel

Anzahl der Fotofreunde

= Anzahl der Schildkréten; F = S.
Anzahl der Beine: 2F + 3(F — 4) = 4S§;
F =12. Es sind 12 Fotofreunde.

Labyrinth

Frisch gewihlt ist halb verbunden

1) Wenn B durch 5 teilbar ist, dann ist
a=0 oder 5. Da a in A als erste Ziffer
steht und Telefonnummern nicht mit 0 be-
ginnen, ist a = 5. 2) Wenn a =5, dann ist
m=2.3) Da a=35 und die Quersumme
von A =42 ist, ergibt sich b+d+s+2x
=37. Diese Summe taucht auch in D auf;
daraus ergibt sich d =7, da die Quer-
"summe von D durch 11 teilbar ist. 4) Wenn
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d=7, dann ist b=4, da A=2C,
2x + S = 26. Daraus ergibt als einzig mog-
liche Losung x = 9 und s = 8. Die Telefon-
nummern lauten: A =589794;
B=497986; C=294897, D=749987.

Wer nahm am Sport-fest teil?
Es nahmen teil: 400 Minner, 320 Frauen,
100 Jungen, 80 Médchen.

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/85

Ph7m188
Geg.: W=90Nm Ges.: Endkraft F,
F,=500N
s=0,12m
Nach der Gleichung fiir die Federspann-
arbeit gilt
e Rt FRy-s
W=——"7"—"—.
2
Dann ist
2W
h=—-F,
2:90 Nm
F= O,IT - 500N,
F,=1000N.

Die Endkraft betridgt 1000 N.
Ph8m 189 a) Drehzahl n = —— [L]
D-n s

Hierin sind v = Fahrgeschwindigkeit in
m/s und D = Treibraddurchmesser in m.
Femer ist ¢, =2 -5 n in m/s mit n = Dreh-
zahl der Treibriader. Demzufolge gilt

v
Cn=2s Do
SchlieBlich ist
_n-D-¢,
YT @

mit den Grenzen 8 m/s < ¢,, < 9 m/s.
1. Fiir D =2,00m und s = 0,66 m folgt
m-2-8m m-2-9m
svs
2:0,66s = = 2:0,66s’
38,08 m/s =v=42,84m/s
bzw. 137,1km/h < v =< 154,2 km/h.

2. Fiir D =2,300m und s = 0,66 m folgt
m-2,3:8m -2,3-9m
2-0,66s 2-0,66s
43,79 m/s = v=49,27m/s

bzw. 157,6 km/h = v <177,4 km/h.

Die zuldssigen Hochstgeschwindigkeiten
liegen bei Baureihe 01 zwischen
137,1 km/h und 154,2 km/h (tatsichlicher
Wert 130 km/h),

Lok 18201 zwischen 157,6km/h und
177,4 km/h (tatsdchlicher Wert 175 km/h).
b) Aus Gleichung (2) erhilt man mit

v =200,4 km/h = 55,67 m/s,

D=2300m und s =0,66 m

=
=

Evs

c =2-s~u

"™ mw-D

c _2-066m-5567m
m 3,14-23m"s
¢, =10,17m/s.

Die Kolbengeschwindigkeit betrigt
10,17 m/s.

Ph9m190 Geg:5=9,6m Ges.:.m
t =4s
F=1320N
g=98lm-s?

a) 15% von 1320N sind 198 N. Es wirkt
also eine Zugkraft von 1122 N. Die Be-

schleunigung des Troges erhdlt man aus
der Gleichung s = %at’ .
25 _192m

TR

Die Zugkraft am Haken setzt sich aus der
Gewichtskraft und der Beschleunigungs-
kraft zusammen.

FZul = FGew + FBeuh
1122 N=mg + ma

m= 1122 N - 1122N
g+a 9,81 m/s? + 1,2 m/s?
=1019kg 102kg

Der Trog hat eine Masse von etwa 102 kg.
b) F=mg+2ma=m(g + 2a)
=101,9 kg (9,81 m/s? + 2,4 m/s?)
F=12442N 1244N
Bei doppelter Beschleunigung wirkt eine
Zugkraft von etwa
1244N. 100:p=G: P
_ P-100 _ 12442N-100 _ .
=< - 320N =942...%
Das sind 94,2 % der ausgeschriebenen Zug-
kraft. Es ist also nicht vertretbar, die Be-
schleunigung zu verdoppein.

Ph10/12m 191

Geg:r,=1,0821-10°km  Ges.: T,ind
r,=5,91-10° km
T,=2484a

Nach dem Keplerschen Gesetz gilt
T:T2=1r}:13,
T r}
n
T = \/248,4’-(1,0821-10")’ a?
! (5,91-10%?} ’
T,~0,6154 a.
0,615-365 =~ 225. Die Umlaufzeit der Ve-
nus betrigt etwa 225 Tage.
Aus Platzgriinden miissen wir auf die Lo-
sungen zu den Chemieaufgaben verzich-
ten.

Ti=

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. P. Bachmann
Heft 2/86

A 2690 a
Codewort
¢=byb,...b, _1b,, in dem alle Buchstaben
b, voneinander verschieden sind und in
dem der Buchstabe A nicht auftritt. Man
erkennt leicht, daB c insgesamt die Permu-
tation p mit

P(A) = by, p(b) = by, fir

1=1<nund p(b,) = A beschreibt.

Ein solches Codewort nennen wir A-Zy-
klus, da der Buchstabe A mit in die Permu-
tation eingeht. Wollen wir A aus der Per-
mutation ausschlieBen, so hdngen wir an ¢
den ersten Buchstaben b, hinten nochmals
an. Dann beschreibt cb, = b,...b, b, die Per-
mutation p{b)=b,,, fir 1si<n und
p(b,) =b,. A wird deswegen nicht verin-
dert, weil am Anfang A nach b, und am
Ende b, nach A iiberfilhrt wird, insgesamt
also p(A) = A. Wir nennen cb, einen Zy-
klus. SchlieBlich betrachten wir den Fall,
daf} ein b, = A ist. A beschreibt die Vertau-
schung A mit A, ist also ohne Wirkung und
kann aus dem Codewort gestrichen werden.

Wir betrachten zunichst ein



Wird ein Zyklus bzw. ein A-Zyklus ¢
= byb,...b,_1b, in umpgekehrter Reihen-
folge ¢~!=b,b,_;...b,b; hingeschrieben,
so wird die inverse Permutation p~! mit
p~Y(b;+1) = b; beschrieben. Das Wort ¢!
beschreibt also die Decodierung.

Jedes Codewort kann geeignet in Zyklen
zerlegt werden, z. B. das Codewort
BUCHSTABENRECHNUNG in (BUCH-
STAB) (ENRE)

(CH) (NUN) (G). Diese Zerlegung ist im
allgemeinen nicht eindeutig, z. B. ist
(BUCH) (STABEN) (RECHNU) (NG)

eine andere Zerlegung, in der zudem alle
Zyklen A-Zyklen sind. Beide Zerlegungen
beschreiben die gleiche Codierung. Das
Wort zur Decodierung erhilt man durch
die inverse Reihenfolge der inversen Zyk-
len, also

GNUNHCERNEBATSHCUB. Die deco-
dierte Nachricht lautet damit
DUBISTSCHOEN!

Aus dem oben Gesagten folgt sofort, da3
ein symmetrisches Codewort cc~! wirkungs-
los ist, da nach der Codierung mittels ¢ so-
fort die Decodierung mittels ¢~! erfolgt.
OTTO und RETTER sind solche symmetri-
schen Codeworte und auch MAMA, da
nach dem Streichen von A nur MM iibrig
bleibt.

Man sieht auch leicht ein, daB in einem
Codewort die Reihenfolge von zwei Zyklen
dann vertauscht werden kann, wenn es kei-
nen Buchstaben gibt, der in beiden Zyklen
verindert wird. Somit kann in ROTOR in
der Zyklendarsteliung (R)(OTO)(R) der
A-Zyklus (R) auch nach dem Zyklus
(OTO) angeordnet werden. Man erhilt zu
ROTOR das die gleiche Permutation be-
schreibende Codewort OTORR, das zu
OTO verkiirzbar ist. OTO beschreibt die
Vertauschung O nach T und T nach O, die
auch durch TOT beschrieben wird.
SchlieBlich wollen wir iiberlegen, welche
Codeworte fiir beliebige Permutationen be-
nétigt werden. Wir betrachten eine Permu-
tation p, bei der alle 26 Buchstaben des Al-
phabets verindert werden. Es wird ein
Buchstabe b in den Buchstaben p(b) iiber-
fiihrt. Nun beginnen wir mit der Konstruk-
tion eines Codewortes b, b,...b,, indem wir
setzen:

by=pA), b1 =p) firl=si<n

und 7 sei der kleinste Index mit p(b,) = A.
Somit haben wir einen A-Zyklus kon-
struiert. Wenn in diesen Zyklus alle Buch-
staben eingehen, sind wir fertig und
n =25, da 26 Buchstaben existieren und
alle 5; ungleich A sind. Wenn jedoch m
=26 — (n +1) Buchstaben iibrig bleiben,
so konstruieren wir einen weiteren Zyklus
bb,...b,by, wobei b; ein beliebiger iibrig
gebliebener Buchstabe ist und wieder gilt:
bioi=pl)firlsi<r,

sowie p(b,)=b,.

A kann in diesen Zyklus nicht eingehen,
deshalb brauchen wir fiir die einbezogenen
r Buchstaben ein Codewort der Linge
r + 1. Sind jetzt keine weiteren Buchstaben
iibrig, so beschreiben beide Zyklen ein Co-
dewort der Linge

n+ Q26— (n+1)+1=26.

Anderenfalls setzen wir die Konstruktion
fort. Die meisten Zyklen und damit das
lingste Codewort sind zu konstruieren,
wenn in alle Zyklen nur zwei Buchstaben
eingehen. Dann werden 13 Zyklen beno-
tigt, dabei hat der A-Zyklus die Linge 1,
die restlichen 12 Zyklen die Linge 3, ins-
gesamt entsteht ein Codewort der Linge 1
+12-3=137. Also kann jede Permutation
mit einem Codewort der maximalen Linge
37 beschrieben werden.

Das nach dem hier beschriebenen Verfah-
ren konstruierte Codewort der zu
BUCHSTABENRECHNUNG
gehorenden Permutation
CGBNREUHSTB.

ist

Losungen zu:
Fliachen und nochmals Flichen
Heft 3/86, Seite 57

A, B, D, F G H
a)-1 b)-1;2 ¢ —-1;2;3;,5
d)-1;2;3 e) —4
a=b=4m

b) 6 cm?

Ala
A2a

Ada

a) 8 cm? c) 20 cm?

d) 2cm?
Der Flicheninhalt
Dreiecke ist gleich.
a) g (incm) 1 2 4

b (incm) 36 18 9
b) a=b=6cm U=24cm
A 7a DieFliachen B, E und I, ebenso die
Flichen C, G und K, aber auch die Fli-
chen D und H haben den gleichen Fli-
cheninhalt.

A8a

Ada

ASA aller drei

AGA

x=4
a) Nein b)Ja ¢)Ja
a)Ja b)Ja c)Nein d)Ja

a1l A Alter Flicheninhalt: 4;
alter Umfang: U

a) Neuer Flicheninhalt: %;

A9A
Al0A

neuer Umfang: ?U

b) Neuer Flicheninhalt: 94;
neuer Umfang: 3U

Al2A 7cm-14cm =98 cm?

A 134 Schmidts und Pauls Angaben tiu-
schen eine Genauigkeit vor, die auf Grund
der durchgefiihrten Messungen nicht ge-
rechtfertigt ist. Die Eingangswerte haben je
drei zuverldssige Ziffern. Das Ergebnis hat
nicht mehr als drei zuverldssige Ziffern.
Alda a)38cm? b) 1505 cm?

(Die Angaben in der Zeichnung wurden als
genaue Werte angenommen.)

Al5a a)3l6cm? b) 144 cm?

(Die Angaben in der Zeichnung wurden als
genaue Werte angenommen.)

Lésungen zu: Zum Berechnen
algebraischer Produkte ...

Heft 3/86, Seite 59

Bei den ersten vier Aufgaben wurde die mit
dem SR 1 ermittelte Zahl anschlieBend ge-
rundet.

Ala 50257749 =5-10°

Aa2a 0,019359=0,0194=1,94-10"2

0,0044739 ~ 0,004474
=4,474-1073
26,246525 ~ 26,2 = 2,62 - 10!

Ala

Ada
ASA

o [a] [=] [o] [=] [e] [+] [d]
[] [e] I [£] [

v [a] [] [b] [] [e] [x] [d]

<] L] ] [ 2]

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. H.-J. Vo8
Heft 3/86

Im Fall a) kann der Wolf W stets den Ha-
sen H durch eine der folgenden drei (mini-
malen) Zugfolgen
1-2-5-8-9,1-2-5-8-11

oder 1 -2 -5-8—7 fangen

(die moglichen Ziige des Hasen sind nicht
angegeben).

Auf jedem der beiden angegebenen Gra-
phen wechselt bei jedem Zug die zu zie-
hende Figur von einem ungeraden Feld auf
ein gerades und umgekehrt. Damit kann es
im Fall b) keine Losung geben, da immer
dann, wenno W am Zuge ist, W und H beide
auf einem ungeraden oder beide auf einem
geraden Feld stehen. Ja, der Hase kann
sich nicht einmal fangen lassen, selbst
wenn er es wollte.

Im Spiel auf dem Graphen aus Bild 2 von
M. Nitsche kann der Hase sich zwar fangen
lassen, kann aber auch in jedem Zuge den
Abstand zum Wolf auf mindestens 3 ver-
groBern. Das ist moglich, da immer dann,
wenn H am Zuge ist, W und H beide auf
einem ungeraden oder beide auf einem ge-
raden Feld stehen.

Losungen zu: Ehrenfried Walter

von Tschirmhaus -

Ein sidchsischer Mathematiker

Heft 3/86

Ala a) Einsetzen der Transformations-
gleichung liefert:
y=a,(a"z"+na""'z"" b+ ..)
+a,_ (@ 2" L)+
=a,a"z"+(a,.,+nb)a" " z"" 14 .

Also muB a,_, + nb = 0 sein,

a,_
daraus ergibt sich: b = "Tl

Wegen der Einfachheit wihle a = 1!
Trf.-Gleichung:
s -1

X=z—

e
4

b)a,-1=-2,n=2,x=z+1.

Daraus ergibt sich y =22—-9.

Aus z; = +3 und z, = —3 ergeben sich die
Losungen x; =4, x; = —2.

A2A a)y=mx=tana-x.

Fiir den reflektierten Strahl gilt:
y,=tan(180 — &) x= —tane& ' x
=—mx(m>0 x=0)

alpha, Berlin 20 (1986) 4 - 95



b) fir den gebrochenen Strahl gilt:

yp=tan(180 + f) - x =tanf  x
(x=0).

sin

sin g’

net werden ihre Brginzungswinkel o und

Wenn in = n die Winkel umgerech-

£, erhdlt man: Losax n.

cosf

Daraus ist b berechenbar und es ergibt

sich:
cos a))
x
n

¥y, = tan (arc cos (
Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 1/86

Ma5m2636 Angenommen, Egon kauft x
Biicher zu 3,- M und y Biicher zu 4,- M;
dann gilt 3x + 4y = 50. Um moglichst viele
Biicher zu erwerben, muB der Anteil an
Bilichern zu 3,- M so groB wie nur moglich
sein.

Nun gilt 48 + 2 =50, 45+ 5= 50,
42+8=50=14-3+2-4.

Egon erwirbt 16 Biicher, und zwar 14 zu
3,-Mund 2 zu 4,-M.

Ma 5m2637 Wir stellen eine Tabelle auf:
Lebensalter des
Sohnes Vaters

Gegenwirtig 23 55 3-23>55
Vor 1 Jahr 22 54 3-22>54
Vor 2 Jahren 21 53 3:-21>53
Vor 6 Jahren 17 49 3-17>49
Vor 7 Jahren 16 48 3-16=48
Vor 8 Jahren 15 47 3-15<47

Vor 7 Jahren war der Vater dreimal so alt
wie sein Sohn, denn 16 Jahre-3
= 48 Jahre.

Ma 5Sw2638 Entnimmt man der Kiste
36 Apfel, so kénnte man im ungiinstigsten
Falle von jeder der vier Sorten je 9 Apfel
erhalten. Entnimmt man der Kiste 37 Ap-
fel, so hat man mit Sicherheit von einer
Sorte 10 Apfel.

Ma 5®m 2639 Anzahl
Wert von

10Pf 20Pf

der Miinzen im

SO Pf

WALV

] LN A =W | D
[ B B

2

Ein 1-Mark-Stiick 148t sich auf zehnfache
Art in 10-Pf-, 20-Pf- bzw. 50-Pf-Stiicke
wechseln.

Ma 5 m 2640

109, 118, 127, 136, 145, 154, 163, 172,
181, 190;

208, 217, 235, 244, 253, 262, 271, 280;

307, 316, 325, 334, 343, 352, 361, 370;

406, 415, 424, 433, 442, 451, 460;

505, 514, 523, 532, 541, 550,

604, 613, 622, 631, 640;

96 - alpha, Berlin 20 (1986) 4

703, 712, 721, 730;

802, 811, 820,

901, 910; es gibt
2+3+4+5+6+7+8+9+10=54
dreistellige natiirliche Zahlen mit der
Quersumme 10.

Ma5®2641 Wegen 23:-4=92
und 92 < 120 und 23- 6 = 138 <-sT=""
und 138 > 129 gilt ¢ = 5.
Wegen2-b=6und 2-b=16
konnte b =3 oder b = 8 gelten.
Fiir b = 3 erhalten wir
233-52=12116 # 12a7,

also entfillt b=3. Fir 5=8

gilt 23852 = 12376, also a = 3.
Die Divisionsaufgabe lautet somit
12376:238 = 52.

Ma 6 m 2641

a) 4-5=20

b) 1+2-3:4-5=20

c) 1+2+3+4):5-6+7+8+9
=20

d) 2:3:4-5):6=20

e) 2+3+4+5+6=20

f) 2+3):4=20

g) 5-6+7-8-9=20

h) 10+11+12-13=20

i) 21+22-23=20

Es gibt noch viele weitere Beispiele.

Ma 6 m 2643

D9 Bb+b+1)=b-9+b+1),
9-2b+1)=5b-(10+ b); nur die natiirli-
che Zahl b =9 erfilllt diese Gleichung.
Daraus folgt ¢ = 10.

@9 (c+1+e)=(c+1)-9+¢),
9-Qc+1D=(c+1)(c+9).

Die natiirliche Zahl ¢, =8 erfullt diese
Gleichung; daraus folgt b; = 9. Aber auch
¢, =0, also b, =1 erfiilllen die Gleichung.

Ma6m2644 Am 3. Tag wurden 22kg
Gurken, am 2. Tag ebenfalls 22 kg Gurken
verkauft. Am 1. Tag wurden (2-22 — 8) kg
= 36 kg verkauft. Somit waren anfangs

(22 + 22 + 36) kg = 80 kg Gurken im FaB.

Speed (Geschwindigkeitsberechnung
mit dem SR 1)

Marita Koch wurde auch 1985 als Sportlerin
des Jahres von den Lesern der ,Jungen Welt“
gewihlt. Am 1.1.1986 hielt sie auf fiinf Di-
stanzen die Hallenweltbestzeit. Sie lief die
50m in 6,11s und benétigte fir 60 m die
Rekordzeit von 7,04s. Die 100y schaffte
Marita Koch in 10,25s und die 100-m-
Strecke legte sie in 11,15 s zuriick. SchlieB-
lich hilt sie mit 22,39 s den Hallenrekord
iber 200 m. Es werde einmal idealisiert an-
genommen, daB eine Liuferin mit konstan-
ter Geschwindigkeit das Rennen vom Start
bis zum Ziel durchliduft. Welche Ge-
schwindigkeit in Stundenkilometern er-
zielte Marita Koch auf den fiinf genannten
Strecken? Benutze den SR 1!

Hinweis: 1 Yard ist ein englisches und
nordamerikanisches LingenmaB, als Ab-
kiirzung benutzt man den Buchstaben y.
Es gilt 1y=91,4cm. W. Sch.
(Losung siehe Heft 5/86!)

XXVI. Olympiade
Junger Mathematiker
der DDR

Schﬂolyplpigde

Fortsetzung von Seite 82

- B -
Olympiadeklassen 11/12

261211 Man emmittle alle Tripel (x; y; z)
von Zahlen mit den folgenden Eigenschaf-
ten (1), (2):

(1) Die Zahlen x, y, z sind in dieser Rei-
henfolge aufeinanderfolgende ganze Zah-
len. _— = TR

) EBsgilt: x-(x+y+2z)=x-y-z.

261212 Man beweise:

a) Fiir jedes Tripel (a, b, ¢) positiver reeller
Zahlen, fiir das ¢! = a* + b* gilt, gibt es ein
Dreieck mit a, b und c als Zahlenwerte sei-
ner Seitenldngen.

b) Wenn fiir die Zahlenwerte a, b und ¢
der Seitenldngen eines Dreiecks
a’+ b'=c* gilt, so ist das Dreieck spitz-
winklig.

261213 An einer internationalen Tagung
nahmen jeweils genau zwei Vertreter der
Ungarischen Volksrepublik, der CSSR, der
VR Polen und der DDR teil.

Uber diese acht Teilnehmer ist bekannt:

(1) Jeder dieser Teilnehmer spricht neben
seiner Muttersprache wenigstens eine Spra-
che aus den anderen drei genannten Teil-
nehmerlindern. (Die Sprachen aus den
vier Lindern waren ungarisch, tschechisch,
polnisch, deutsch; andere Sprachen aus
diesen Lindern wie etwa slowakisch oder
sorbisch kamen nicht vor.)

(2) Jede der vier Sprachen wird von Teil-
nehmern aus genau drei der genannten
Linder gesprochen.

(3) Jeder der Teilnehmer, der polnisch
spricht, spricht auch ungarisch, jedoch
nicht deutsch.

(4) Die Sprachkenntnisse der beiden polni-
schen Teilnehmer unterscheiden sich in
bezug auf die vier genannten Sprachen
voneinander.

a) Man ermittle, wie viele der genannten
Teilnehmer insgesamt deutsch sprechen
und aus welchen Lindern diese Teilneh-
mer kamen.

b) Man ermittle, welche Sprachen die bei-
den Teilnehmer aus der UVR sprachen.

261214 Fiir jede reelle Zahl b sei (a,) die-
jenige Zahlenfolge, die durch
3In+b

a, == (n=1,2,...)
definiert ist.
Man emmittle alle diejenigen ganzen Zah-
len b, fir die die durch (1) definierte Zah-
lenfolge genau drei Glieder besitzt, die die
Ungleichungen

145<a,<1,47 2
erflillen. Zu jeder so ermittelten Zahl b
(falls es eine solche gibt) gebe man die drei
Glieder a, an, die (2) erfiillen.

0)]



I 00
11 6fy #5j{n 1000 § /
21l 71l 50NN

il 10000 { \
31
““8“H 100 ? 10 ¢ L

% '/_/,,g‘/ 7 ‘L,-}, A 4 7
Zsmg"' 150" H'S 108 Y ] %\ ‘ W g g | 7 (“"Yisé

1l
uw;‘ 500 §§9 7 Q (Y

e~ A W"’N s /////-7-7"‘\5 - I
Il 2
A,

SN

40
PPO 50
PPP o ¥ 400
PPPo 70 iy
PPPP 80 500
. PPPPo 90

7 §100 ¥4 1000
@. 8000

/////

7,

D =x—- IHS V]I18

200 300 40D 500 600
I Vi o

’ /s
X ﬁ ? 5 /’{
) ) J "
90D 4000 2000 3000 4008% Vs X1

2 1,50 C100
M M }"&3’% ; D 500

44444

Schreibt die Zahl 1986 auf jede der sechs Arten auf!

Agypter, Babylonier, Majas, ein afrikanischer Stamm, Griechen, R6mer

Diese Vignette entnahmen wir der mathematischen Schiilerzeitschrift Quant, Moskau
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Pseudo-
zufallszahlen

Teil 1

Bei vielen Taschenrechnern und Kleinst-
computern besteht die Moglichkeit, Zah-
lenfolgen mittels eines ,Zufallszahlengene-
rators“ (Kommando ,RAND“) in einer fir
den uneingeweihten Benutzer ,zufillig* er-
scheinenden Weise zu erzeugen. Derartige
,Zufallszahlen“ haben z.B. Bedeutung fir
Computerspiele, es gibt aber auch zahlrei-
che Anwendungen in der Mathematik und
bei technischen Fragestellungen. Einige
Probleme, die bei konkreten praktischen
Aufgaben aufgetreten sind, wurden 1984 in
einem Kurs der Mathematischen Schiiler-
gesellschaft an der Emst-Moritz-Arndt-
Universitit Greifswald behandelt und sol-
len hier mitgeteilt werden.

1. Periodische Vorginge

In der Elektrotechnik und in der Elektro-
nik gibt es viele Vorginge, die sich nach
einem bestimmten Zeitabschnitt wiederho-
len. Man. nennt einen solchen Zeitab-
schnitt Periode. Durch eine passende Wahl
der Zeiteinheit kann die Periode gleich 1
gesetzt werden. Es bezeichne ¢ die Zeit
und f(¢) eine zu untersuchende, u. U. for-
melmiBig nicht bekannte MeBgroBe zum
Zeitpunkt 7. Nun sei eine positive Zahl 8
gewihlt. Zu den Zeitpunkten 8, 28, 36, ...
werde die MeBgroBe (Funktion) f(e) ,ab-
getastet, d. h. f(8), f(26), f(30), ... werde
registriert und f(®) daraus ,aufgebaut“. Es
ist auch moglich, daB man sich fiir be-
stimmte Eigenschaften, Werte der MeB-
groBe interessiert, z. B. fiir die Vorzeichen
von f(8), f(28), (38), ..., fiir das Integral,
den Maximalwert u. a., und dann vor dem
Problem steht, diese Werte aus den Abtast-
ergebnissen zu ermitteln. (Bild 1)

Bild 1 _
|

Als Restteil {x} zu x wird die Zahl x — [x]
bezeichnet. (Bild 2)

Da wir die Periode 1 voraussetzen, gehdrt
zu den Zeitpunkten k6 und {k6} derselbe
MeBwert, d. h. es ist f(k8) = f({k6}) fur alle
k€ N. Wegen 0 < {kf} <1 kann man sich
folglich beim Studium der Werte f(k@) auf
das Intervall [0,1[ beschrinken und braucht
nur die Zeitpunkte {kf} zu betrachten.
Die erste Frage betrifft die Wahl von 6.
Welche Punkte des Intervalles [0,1[ sind die
Zahlen {k6} fir k=1, 2, ...? Fiillen sie das
ganze Intervall aus? Liegen die (k0} gleichmd-
Big verteilt, oder liegen sie an manchen Stellen
dichter und an anderen diinner? Gibt es gar
weifle Flecken* in Gestalt von kleinen Inter-
vallen, in welche keine Zahlen {k6) fallen?

2. Untersuchung der Weyl-Folge

Die Zahlenfolge mit den Flementen
x, = {kB} werde Weyl-Folge genannt — nach
dem Mathematiker Hermann Weyl (1885
bis 1955).

Ist 6 eine natiirliche Zahl, also 8§ € N, so ist
stets x; =0 und die Folge ausgeartet, sie
nimmt nur den Wert 0 an. Das Verhalten
der Weyl-Folge wird wesentlich von der
Wahl der Zahl § abhingen!

Zunichst soll der Fall betrachtet werden,
daB @ eine positive rationale Zahl ist. In
diesem Fall existieren p,q.€ N, so daB 8 in

der Form 6 =% dargestellt werden kann.

Die Zahlen kp kbnnen (in eindeutiger
Weise) als kp=myq+r, mit m,r. €N,
0 = r, < q geschrieben werden. Die r, sind
dabei gerade die Reste bei der Division
von kp durch q. Man beachte
m = [Q] und i={ﬁ} = (K6}, ke N.
L q q
Zur Untersuchung der Folge ({k6}) ist es
niitzlich, die Reste 7, zu betrachten. Ist
z.B. p=3 und g =5, so findet man
f1=3,rz=1,’3=4,r4=2,"5=0, ’6=35
rn= 1, fn=4, r9=2, r10=0, cen

Satz 1: Es gibt eine kleinste natiirliche Zah! w,
die (kleinste) Periode der r,, so daff w < q und
Ii+w = I fiir alle k € N ist.

Beweis: Da die r, nur die Werte 0, 1, ...,
g — 1 annehmen kdnuen, muB es wenig-
stens ein Paar r,, r, mit 7, = r, und k * [ ge-
ben. Sei r; die erste Zahl, die mit einem r,

16 1 3
Zu jeder reellen Zahl x wollen wir unter
dem Ganzteil [x] die groBte ganze Zahl ver-

stehen, die nicht groBer als x ist, d.h. es sei
[x] ganz, [x] = x, x <[x]+ 1.

. x
Bild2 {x} .
x] X [x]+4

P 5 2 68 4

aus der Reihe ry, ..., r;_; {ibereinstimmt,
d.h.r,=rund ry, ..., r,_, sind paarweise
verschieden.

Dann muB j— 1 = g sein. Wegen ip = m;q
+r, jp=mgq+r mit mym; €N folgt

 +
(i+1)p=miq+ri+p=(m,-+[r%;£])q

r+tp .
+ 7 =m;; g4+ r;+, sowie

i vr=(m+ [ 255 o 23]

' q q
=m;.1q+r;+; und daher =1,

und mithin auch 7., =1r,,, ...

Die Annahme i>1 fiihrt analog zu
r;-1=r;-1, was der Definition von r; wi-
derspricht. Also ist i=1. Sei w=j—1.
Dann sind ry, ..., r, paarweise verschieden
und die Zahlen r, ., ..., 1y, bZW. 13, ...,
ry, usw. bilden Wiederholungen von ry, ...,

T

Satz 2: Wenn p und q teilerfremd sind, so ist
w = q, und es ist (abgesehen von der Reihen-
folge) {ry,...,n} ={1,...,q — 1,0}. Die Zah-
len {6}, {26}, ... stimmen (bis auf Umordnun-
g—1

12
en) mit —,—, ..., .0 iiberein.
gen) 7

Beweis: Es ist p=myg+r, und (w+ 1)p
=My.1g+ ... Wegen r=r,,, folgt
(my+1 — m)q = wp, und daher ist ¢ Teiler
von pw. Weil p, ¢ teilerfremd sind, kann ¢
nur ein Teiler von w sein. Andererseits ist
0 < w = q, hieraus folgt w = q. Da g Reste
ry, --., 1, auftreten miissen und diese paar-
weise verschieden sind, kommen die ¢
Werte 0, 1, ..., ¢ —1 auch tatséchlich als
Reste vor.

Man iiberlege sich an einem Beispiel, daB
w = q nicht gelten muB, falls p und ¢ nicht
teilerfremd sind. Man kann folgende Aus-
sage beweisen: Wenn t den grifiten gemeinsa-
men Teiler von p und q (Symbol: ggT (p, q))

bezeichnet, so istw = ;: die Linge der Periode
der Folge ry,ry, ...

Im Fall 8= %e R werden also durch die

Weyl-Folge hochstens die  Zahlen
1 g—1
,?, ey angenommen.

Wir fihren einen neuen Begriff ein. Es
seien «,feP mit 0=a<f<1l. Unter
A,([e, B], 8) wollen wir die Anzah! derjeni-
gen x, aus der Reihe x;,=(6}, ..,
x, = {n8} verstehen, die in [e, f] liegen.
Wenn 6 festgehalten wird, soll dafiir auch
A,([«, B]) geschrieben werden.

Sind p, ¢ teilerfremde natiirliche Zahlen

und 0=%, so bezeichnet A ([, f) im

Sinne der obigen Definition also die An-
zahl derjenigen Zahlen aus der Reihe

oi% die in [ f]

q
(Bild 3)
Man beweist, daB dann
Ane((e, B]) = nd, ([, B]) sowie
Ang+ (e, B]) = nd, ([, B]) + A, ([e, B])
firn=1,2,..und0=r<gq, reh,ist
Es sei nun M eine groBe natiirliche Zahl,
die wir uns wieder darstellen als
M=ng+r mit0=r<gq. Dann ist
Ayl ) _ nd (e B]) + A,(o B])

M ng+r

A1 B1) + A (Lo, B

in liegen.

A
E™
Bei groBen Zahlen M wird auch n gro8, so

1 _ .
daB o beliebig klein gemacht werden kann
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durch die Wah! von geniigend groBen M.
Da A,([«x f]) < q ist, unterscheidet sich

L:;ﬂ]) fir (hinreichend) groBe M (be-

liebig) wenig von M

Benutzt man das Symbol lim fiir den
Grenzwert, so kann dafiir abkiirzend

Damit wire aber 6 rational, was unserer
Voraussetzung widerspricht.

In Computern lassen sich keine irrationa-
len Zahlen und nur endlich viele rationale
Zahlen darstellen. Irrationale Zahlen kon-
nen durch rationale Zahlen angenihert
werden. Sei wieder 8 eine positive irratio-
nale Zahl und ¢ € N. Dann existiert ein

14 I+ )
lim Au(lee B) _ A (I A p' €N, so daB %< 0<% ist (siehe
M—e M q Bild 4).
geschrieben werden.
Bild 3 B-a
—
L 1 1 | N Il 1 L 1 I I .
O T I T T T | AL T 1 T
1 2 q-1
0 — = o fi] g
9 q 9 1
+ i 1
Wir zihlen die Intervalle [% "Tl] . die Bild4 ]
ganz in [a, f] liegen, und die Intervalle —0 -+
k k+1 £ 0 P+t
[;, p ], welche mit [«, f] wenigstens 9 q
einen Punkt gemeinsam haben, und finden PL 1
1 Man setze p =p’, falls § ——<— ist,
(A= p)-1)—=p—« Por 7 2
;1’ und p = p’ + 1 sonst.
(Aq([“,ﬂ])+l)?§ﬂ_“- Dann gilt:|0—% <2Lq.

Hieraus folgt
1 _ A(=8]) 1
—a——=—"——"""<f-at+—.
b q ] p q
Dafiir konnen wir auch schreiben

: 1
ﬂ_a_?gjﬂiMAM([a,ﬂ])éﬂ—a+?

Definition: Wir nennen eine Folge x;, x,,
. gleichmdpig verteilt auf [0,1], wenn fiir
beliebige a, f mit 0 < o < f# <1 die Bezie-

hung lim LA,«([oz, B =p — & gilt.
Moo M

Das bedeutet: Eine Folge (x,) ist gleichma-
Big verteilt, wenn mit wachsendem M die
relative Anzahl derjenigen Elemente aus
der Menge {x, ..., Xy}, die in [, f] liegen,
sich dem Wert § — o ,nidhert“.

Ist § = %e R und hierbei ¢ ,groB*, so wird

1
7 klein. Die Folge der x, = {k-%} ist so-

mit flir ,grofe“ ¢ ,fast* gleichmaBig ver-
teiit.

Betrachten wir nun den Fall einer irratio-
nalen Zahl 8 > 0 (d.h. § werde durch einen
unendlichen, nichtperiodischen Dezimal-
bruch dargestellt, bzw. es existiere keine

Darstellung 8 =—§- mit natiirlichen Zahlen

D, q). Es sind sicher einige spezielle irratio-
nale Zahlen wie \f2_ R JS_ , M, sin15° e be-
kannt; man weiB, daB es ,viel mehr* irra-
tionale Zahlen als rationale Zahlen gibt.

Satz 3: Wenn 6 irrational ist (8 > 0), so sind
alle Elemente der Weyl-Folge x, = {k6} paar-
weise verschieden.

Beweis: Angenommen, es wire x, = x; fur
k <1I. Dann gibt es m,, me N, so daB x,
= k8 — m; und x;= 16 — m, ist.

Hieraus folgt

(I~ k)0=m—m, und §="1—"%

I-k
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Es bezeichne Q eine obere Schranke fiir
die zugelassenen Nenner ¢q. Wir betrachten

nun alle rationalen Zahlen % mit 1=gq

=Q und p=0,1,... und suchen darunter
eine soiche, die § moglichst gut approxi-

miert, d. h. fiir die

g- %‘ mdglichst klein
ist. Aus unseren Uberlegungen folgt der

Satz 4: Unter den Zahlen % mitl=q=sQ
und p=0,1,2,...
Zahl%,ﬁr die|0 -

gibt es stets eine solche
P

<= gilt.
q

1
20

Der Unterschied zwischen 6 und % kann durch

hinreichend groB gewdhltes Q vorgegeben klein
gemacht werden. Insbesondere existiert zu je-

1
<=

o Lric =
n

demn € Nein& mit

Das bedeutet: lim 2= = 6.

n—o Hp

Satz 5: Es seien 6 eine positive irrationale

Zahl und p,, q, natiirliche Zahlen mit lim L}

oo Yp

= 0. Dann konnen die Nenner q, nicht be-
schrankt sein, es gibt also zu jeder Zahl z € P
einen Index n, so daB q, = z fliralle n=n,
ist.
Beweis: Angenommen, es gibe ein Qe N
und unendlich viele ¢, = Q, etwa g, , qs,, ---
= Q. Um die Bezeichnung zu vereinfa-
chen, werde g, statt ¢, geschrieben. Fiir
geniigend groBe k ist sicher

B 0‘<1 und daher p, — 8¢, < 4,

'3

also p, < (8 + g, = (6 + 1)Q.

Man setze P'=[(6 + 1)Q], dann muB p,
€{0,1,...,P’} sein. Folglich existieren ¢*
€{l,...,0} bzw. p*e{0,...,P’}, so daB

fiir unendlich viele Indizes k stets g, = ¢*
*
und p; = p* ist. Mithin ist 0=’;—,, also

6 € R. Das widerspricht der Voraussetzung
der Irrationalitit von 6.

Es sei 0 irrational und 8 = lim &.

a—o Yn

Vorher wurde

1< 1 i &
ﬂ—a—I=A}£ MAM([a,ﬂL q")

1 .
=f-a+ 7 hergeleitet.

£

Wegen lim L =0 finden wir

. .1 DPn\ _
11_{2;1_12 MAM([rx,ﬂ], Py =f-a.
Diese Aussage 1t vermuten, daB die Be-
ziehung

T | Pn
lim lim — A4 ,—
Jim Lim - u([aeﬂ] q")

= lim %AM([a,ﬂ], 6) = B — o besteht.
Moo

Diese durchaus nicht offensichtliche Glei-
chung ist in der Tat richtig, sie wurde
1914 in einer allgemeineren Fassung von
H. Weyl bewiesen.

Definition: Sei (x;);- 1, eine Zahlenfolge.
Es bezeichne wieder Ay([«, f]) die Anzahl
derjenigen Folgeglieder xi,...,xy, die in

[e, 8] liegen. Dann heiBit lim %AM([a, 1)}
Moo

Dichte der Folge (x;) im Intervall [, f]. Ist
speziell x;, = {k8} die Weyl-Folge zu 8 € P,

so heifit lim %AM([a,ﬁ]) die Dichte der
Moo

Weyl-Folge.
Wir konnen das Resultat (Spezialfall) von
H. Weyl so formulieren:

Satz 6: Die Dichte der Weyl-Folge
{6},{26},...,{k@}, ... in einem beliebigen In-
tervall (o, B} € [0,1] ist gleich der Intervall-
lange B — «, falls 6 eine irrationale Zahl ist.

Definition: Eine beliebige Zahlenfolge
Xy, X2,... aus [0,1] heiBt gleichmaBig ver-
teilt, wenn fiir jedes Intervall [«, §] €{0,1]
die zugehorige Dichte gleich der Intervall-
ldnge ist.

Damit gilt also

Satz 7: Die Weyl-Folge {6},{26},...,{k6}, ...
zu einer Irrationalzahl 6 ist gleichmapig ver-
teilt.

Dieser Satz beantwortet also die eingangs
gestellte Frage nach weiBen Flecken in
[0,1]. Es gibt keine, wenn @ irrational ist!
In jedem Teilintervall [, f] positiver Linge
liegt wenigstens ein Element der Folge;
man sagt, die Folge liegt dichs in [0, 1].

3. Stiickweise konstante periodische
Funktionen - eine Anwendung

Es liege wieder die Periode 1 vor. Das In-
tervall [0,1[ zerfalle in links abgeschlos-
sene, durchschnittsfremde Teilintervalle
I,...,1, (der Lingen [,,..., 1), iiber denen
eine Funktion f die Werte wy,...,w, an-



p
»
Wzzz
v, /
/,? p , e, % S -t
I, 1, I, 1 1, I, I; 2
——— e —— NN
b { {3 & b &
n{6} = {nf}

nimmt. Hiufig ist nach dem Wert /\w,

+ ... + Lw, gefragt, der dem Flicheninhalt

der schraffierten Figur in Bild 5 entspricht
1

und mit dem Integral f Sf(x)dx iiberein-
0

stimmt. Wie kann diese GréBe bestimmt
werden, wenn die Intervallingen [y, ..., [,
unbekannt sind?

Dazu seien die x, Elemente einer auf [0, 1]
gleichmiBig verteilten Zahlenfolge, z. B.
der Weyl-Folge x, = {k8} mit irrationalem
6. An den Taststellen x,, x,, ... werden die
Werte f(x,), f(x;), ... gemessen. Es sei
daran erinnert, daB A4,(I;) die Anzahl der
xy, ..., Xy bezeichnet, die in I; liegen. Fiir

groBe M ist daher %AM(I,-) =,

genauer: es ist lim %AM(I,-) =1.
Moo

Durch Aufsummation erhalten wir

1
hw+ . +lw= 7(W1Au(11) +...

1
+ W Au(1) = 37 (FO) + .. + flx)).
Genau genommen, gilt

hw + ...+ Lw = lim L(f(xl) + ..
Moa M

+ fxu)) -

Fiir die Weyl-Folge ist f(x;.) = f(k@)

und daher
%([‘(B) +1Q20)+... + (M) ~ l,w,

+hLw, + ...+ Lw,.

Diese Beziehung wird um so besser erfillt,
je groBer M ist!

In der Elektronik ist oft von den MeBgr6-
Ben bekannt, daB diese nur die Werte 0
und 1 (und eventuell ~1) annehmen kon-
nen. In diesem Fall lassen sich zur Sum-
mation sehr effektiv (Vor- und Riickwdrts-)
Zdhler benutzen. Zum SchluB sei ver-
merkt, daB auch dann

1
 fxydx = Jim iM(f(xl) + o+ flx))
; -

gilt,

wenn f eine beschrinkte (Riemann-) inte-
grierbare Funktion ist. Diese Formel er-
laubt, das Integral (niherungsweise) zu be-
rechnen, wenn zu f keine Stammfunktion
bekannt ist.

4. Aufgaben

a) Man zeige: {{x}}={x} und {x+ g}
= {x}

fiir g ganz und x € P.

b) Sei # € R, 8 > 0 und n eine ganze Zahl.
Wann gilt

[n6] =z (0], {n6} = {n{6}}?

¢) Man zeige, daB fiir die Glieder x, = {k6}
der Weyl-Folge die Rekursionsbeziehung
Xee1={x+ 0}, k=2,3, ... gilt.

d) Es seien a, 8 € P, 8 >0 und
Ww={at+kf} firk=1,2, ..

Vergleiche mit der Weyl-Folge x, = {k6}
und zeige:

(I) Wenn 8 =% ein nichtkiirzbarer Bruch

ist, so ist die Folge der y, periodisch mit
der Periode ¢q. Wenn @ irrational ist, so gilt

FY fiur k+ 1.

(II) Wenn sich a, a’ und 8, 8’ jeweils nur
um ganze Zahlen g bzw. h unterscheiden,
so ist {g + k6} = {a’ + kO'}.

(III) ‘Es gilt die Rekursionsbeziehung y; .,
={»+6}.

(IV) Man berechne y,,
und 8 =2,71.

e) Gegeben sei ein Winkel & = 827, durch
dessen Schenkel auf dem Einheitskreis um
die Winkelspitze die Punkte P, P, ausge-
schnitten werden. Die Punkte P;, Py, ...,
P,, ... zusammen mit P, mogen dement-
sprechend zu den Winkeln 2«, 3a, ..., ne,
.. gehoren. Wann liegen diese Punkte
dicht auf dem Einheitskreis?

f) Stelle die Funktionen y=x, y=[x],

y={x},y= 1/;, y={1/;} und die Werte
der Folge .= {m grafisch in einem
x-y-Koordinatensystem dar! Zeige, daB die
Folge dieser y, in [0, 1] dicht liegt!
Hinweis: Ist [o, f] irgendein Teilintervall
von [0,1] mit & < §, so gibt es natiirliche
Zahlen n, so daB (f+n)’—(a+n)?>1

. 1
ist. Dazu braucht nur nz G- ge-
wihlt zu werden! Folglich existiert k€ N,
so daB (x+ n)’ <=k <(f+n)* und daher

atn=yk <f+n ist. Hieraus ergibt
sich [\/F] =nund = {\/;} <p.

g) Berechne zu 6 =% die Weyl-Folge.
Gib die Anzahlen

11
A=, = ir i = |
A,([4,2]) furi=1,...,9an!

., yg fur a=1.5

. ) 3 1 4
Losung: Es ist x; =5 T, =T,
L2 o w3 14
x4_51x5 y Xg 57x7 Saxﬂ 5)
x,=%unddaher
11 .
A,.( 7,7]) =0flri=1,23,

11 .
Ai([T’? )—1 firi=4,...,8,

11

{[57])-2

h) Eine periodische, stiickweise konstante
MeBgroBe der Periode 1 nehme iiber den
Teilintervallen I, 1, der Lingen [, [, die
Werte w,, w, an (siehe Bild 6). An den Stel-
len 8, 26, ... wird f(8), f(26), ... gemessen.
Der Tastabstand 6 sei ein nichtkiirzbarer

Bruch 6 = % mit ,groBem“ Nenner ¢q. Wel-

cher Zusammenhang besteht zwischen /;w,
+ Lw, und (dem Grenzwert von)

—i;(f((i) +£(20) + ... + f(M8))

fir groBe M (fiir M — x)?
Hinweis: Es ist bekanntlich
1 . Ay <1 1

l;——= lim L+—,i=1,2.
q Mox q
Das bedeutet
Ay (T; A1
lim L—lgl,-g Jim An@ 1
Moo q Moo M q
Hieraus erhdlt man
. Au@)  |wil
w; lim ———-——=lw;
Moo M q
. Ayd) | wi
=w lim ——+—,
Moo M q

i=1, 2, und deshalb
n widy() + wadpy () |wi|+|w,]
im -

Moo M

q
widy(h) + wadu(y)

s hw + Lw, = lim

fracd M
+
+ [wi] q|Wz| oder
i SO+ + M) ]+
Moo M q
shw +hLw, = IMM
Mow M

wp| + | w
MEARITAN

q
Bei der praktischen Anwendung dieser Ab-
schitzung konnte iiberall der lim fiir groBe
M weggelassen werden! Fir w; =1, w, =0
ist der Unterschied zwischen den interes-

. . 1
sierenden GroBen dann = ?

1
i) Man berechne das Integral J-e"‘zdx
[}

nach Abschnitt 3 mit Hilfe des Taschen-
rechners, indem man & = 7 verwendet!
L. Bittner/W. Schmidt

f Bild 6
v,
h —
] | | 0
G L 26 s [ 48 |l -]
0 T~ "
4 | {2 } {1 I {; llz ls |
I !
st. l——j L—_—J ;
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Computer — Algorithmus —
Algorithmische Sprache

Teil 3

Eine Sprache, die ein Computer verstehen
soll, darf nur aus einer genau festgelegten
Menge von Wortern und Zeichen bestehen,
die nur nach feststehenden Regeln verwen-
det werden diirfen. Mit solch einer Sprache
miissen sich die im Teil 2 dieses Beitrages
angegebenen Titigkeiten beschreiben las-
sen, andererseits darf ein mit ihrer Hilfe
formulierter Algorithmus nicht mehr Titig-
keiten fordern, als der jeweilige Computer
ausfihren kann.

Die im folgenden aufgeschriebenen Algo-
rithmen sollen einen Eindruck von einer
algorithmischen Sprache vermittein. Diese
einfache Sprache reicht zunichst aus, ei-
nige Grundprinzipien zu verstehen. Fir
die tatsichliche Arbeit mit einem Compu-
ter sind spezielle Programmiersprachen
(z. B. PL-1, PASCAL, BASIC) geschaffen
worden, die der Progammierer exakt be-
herrschen muB.

ala Seht euch die Algorithmen genau
an, und untersucht, wie sie funktionieren!
Spielt dabei die Rolle des Computers, und
fihrt den jeweiligen Algorithmus fiir die
gegebenen Daten aus! Wenn das nicht so-
fort gelingt, lest die nachfolgenden Erldute-
rungen, und kehrt dann zu den Beispielen
zuriick!

Loésen quadratischer Gleichungen
ax+bx+c=0(a=*0)

LOSEN QUADRATISCHER GLEI-
CHUNGEN

Eingabe a, b, ¢

Ausgabe C, x1, x2

Beginn
T d=b"-4-a-c
wenn d <0

dann C:= KEINE LOESUNG*
sonst C:= LOESUNG*“

wenn d=10
dann x1:=-b/2/a
x2 :=x1

sonst x1:=(—b+ +d)/2/a
x2:=(—b—yd)/2/a
Verzweigungsende

Verzweigungsende
Ende

Hinweis: Das Zeichen / bedeutet ,geteilt
durch®.

A2 a Fiihrt diesen Algorithmus fiir die
folgenden Zahlentripel (a; b; ¢) aus:
(1,2;1), 2;3;7), (0;4;2)!
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Der Roboter auf dem Schachbrett

In den folgenden Beispielen bewegt sich
ein kleiner Roboter iiber ein Schachbrett.
Mit (x;y) bezeichnen wir die Koordinaten
seines Standortes. Beispielsweise beschrei-
ben wir das Feld e2 durch (5;2) und das
Feld h5 durch (8;5).

Ein Schritt nach oben erhéht y um 1, ein
Schritt nach rechts erhéht x um 1.

WANDERROBOTER
Eingabe x, y
Ausgabe C

Beginn
solange x=7
Zyklenbeginn

Schritt nach rechts
xi=x+1
Zyklenende
solange y=7
Zyklenbeginn
Schritt nach oben
y=y+1
Zyklenende
C:= ,ANGEKOMMEN*
Ende

A3 A Wendet den Algorithmus auf die
im Bild 1 dargestellte Situation an!
Hier ist (x;y) = (2; 3!

y

Bild 1 ¢ -

7

& A

5

X

0 7 2 3 ¢ 5 6 ? 8

KLETTERROBOTER
Eingabe y
Ausgabe C

Beginn
solange y=7
Zyklenbeginn
solange rechts keine Felswand
Zyklenbeginn
Schritt nach rechts
Zyklenende
Schritt nach oben
yi=y+1
Zyklenende
C:= HURRA, ICH BIN OBEN!“
Ende

A4a Wendet diesen Algorithmus auf die
im Bild 2 dargestellte Situation an!

Bild 2 ¢}
7

6

5 =

Teilbarkeit

REST BEI DIVISION
Eingabe x, y
Ausgabe C, r

Beginn
C:= DER REST IST*
solange x>y
Zyklenbeginn

=X-Yy

Zyklenende
r=x

Ende

A5a Wendet den Algorithmus auf fol-

gende Zahlenpaare (x;y) an!
(14;5), (100000;3), (27;0)

PRIMZAHLTEST
Eingabe x
Ausgabe E

Beginn
E:= ,PRIMZAHL“
y=2
solange y= \/;
Zyklenbeginn
REST BEI DIVISION
wenn r=0
dann E:= ZUSAMMEN-
GESETZTE ZAHL“
yi=x+1
sonst y=y+1
Verzweigungsende
Zyklenende
Ende



A64a Wendet den PRIMZAHLTEST auf
die Zahlen 7, 15 und 49 an!

HINDERNISLAUF-ROBOTER
Eingabe x, y
Ausgabe C, g

Beginn

solange y=7

Zyklenbeginn
T wenn oben keine Grube

dann Schritt nach oben
y:=y+1
< g=y
sonst wenn x =7/

dann Schritt nach rechts

x=x+1
sonst g:=y
yi=8
Verzweigungsende
= WVerzweigungsende
Zyklenende
C:=_,ICH BIN AUF DER HORIZON-
TALEN NR.“
Ende

Man beachte die Anweisungen g:=y und
y:=8. Sie garantieren einen Ausgang aus
dem Zyklus.

A7A Wendet diesen Algorithmus auf die
Situation im Bild 1 an, und vergleicht mit
dem Algorithmus WANDERROBOTER!

Erlduterungen

Am Anfang der Niederschrift eines Algo-
rithmus steht der KOPF. Dieser beginnt
mit dem (in GroBbuchstaben geschriebe-
nen) NAMEN des Algorithmus. Nach dem
Wort Eingabe folgt die Angabe der Varia-
blen, deren Werte man zu Beginn dem
Computer mitteilen muB. Der Kopf wird
abgeschlossen mit dem Wort Ausgabe und
der Aufzihlung der Variablen, deren Werte
mit Hilfe des Algorithmus bestimmt. wer-
den sollen. Fiir Variable, deren Werte Zah-
len sind, haben wir kleine Buchstaben be-
nutzt; ein GroBbuchstabe zeigt an, daB der
Variablen eine Zeichenfolge (ein Text) zu-
gewiesen wird.

Nach dem Kopf steht der Hauptteil des Pro-
gramms. Er fingt mit dem Wort Beginn an,
dann kommen alle Kommandos, den Ab-
schluB bildet das Wort Ende.

Im Hauptteil des Programms haben wir
alle Verzweigungen und Zyklen zusitzlich
grafisch  hervorgehoben. Verzweigungen
wurden durch Pfeile gekennzeichnet. Die
Niederschrift einer Verzweigung beginnt
mit dem Wort wenn und endet mit dem
Wort Verzweigungsende. Nach dem Wort
wenn steht die Bedingung, danach das Wort
dann, dahinter die erste Folge von Kom-
mandos, schlieBlich das Wort sonst und die
zweite Folge von Kommandos. Wir erin-
nern uns, daB bei einer Verzweigung das
Erfiilltsein der Bedingung tiberpriift und
danach entweder die erste Kommandofolge
(wenn die Bedingung erfiillt ist) oder die
zweite Folge von Kommandos (im entge-
gengesetzten Fall) ausgefiihrt wird. Der
Computer wihlt also die von ihm benétigte
Kommandofolge aus. Ist diese ausgefiihrt,

so geht er zum nichstfolgenden Kom-
mando iiber.

Zyklen haben wir zusitzlich mit grauen
Kreisen gekennzeichnet. Jeder Zyklus wird
eroffnet durch das Wort solange und abge-
schlossen durch das Wort Zyklenende.
Nach solange steht die Zyklenbedingung,
dann das Wort Zyklenbeginn und danach
die Folge von Kommandos, die im Zyklus
zu durchlaufen sind.

Wir erinnern uns, daB vor dem Abarbeiten
eines Zyklus der Computer zunichst das
Erfilltsein der Zyklenbedingung iiberpriift.
Ist diese erfiillt, so fiihrt er die Folge der
Kommandos des Zykius aus und iiberpriift
aufs neue das Erfiilltsein der Bedingung.
Ist diese wiederum erfullt, so wird der Zy-
klus nochmals durchlaufen usw. Das geht
solange, wie die Bedingung nicht verletzt
ist. AnschlieBend geht der Computer zu
dem Kommando iiber, das auf das Wort
Zyklenende folgt. Wenn die Bedingung nie-
mals verletzt wird, kommt der Computer
aus dem Zyklus nicht heraus, er liuft sich
tot. Man muBl deshalb stets fiir einen Aus-
gang aus dem Zyklus sorgen.

Ein Hilfsalgorithmus (Unterprogramm) wird
durch seinen Namen aufgerufen. Die Be-
zeichnungen der. in ihm auftretenden Va-
riablen miissen mit den entsprechenden
Bezeichnungen im Algorithmus iiberein-
stimmen.

Wenn alle Kommandos des Programms
ausgefiihrt sind (nach dem Wort Ende),
druckt der Computer der Reihe nach die
aktuellen Werte derjenigen Variablen aus,
die im Kopf des Algorithmus hinter dem
Wort Ausgabe stehen (falls sie berechnet
wurden).

A8a Schreibt die Algorithmen, die ihr

beim Losen der Aufgabe im Teil 1 gefun-

den habt, mit Hilfe unserer algorithmi-
schen Sprache auf!

A. P.Jerschow, aus der math.

Schiilerzeitschrift Quant, Moskau,

fiir alpha bearbeitet von

Dr. C.-P. Helmholz, KMU Leipzig

A la Peter, Paul, Penny, Philip and Pa-
tricia are brothers and sisters. Each of them
has a savings account.

One evening, they were sitting together,
talking about their accounts and complain-
ing how little they had. Suddenly, Penny,
who liked to juggle numbers, remarked:
“How interesting! Each account shows a
different whole number of dollars, and the
product of all the numbers is still only 12.”
Suggest what amounts might be showing in
each of the five accounts.

A2a Boccranosure [IPORYLIEHHbIE
uudphl B PABEHCTBAX HA PHCYHKE.

Ala Opnaxpasl B ApTeke 3a KpPYIJIbIM
CTOJIOM OKa3aJIMCh MATEPO PeBAT POIOM U3
Mockssl, Jlennnrpapa, T'opskoro, ITepmu
u Ceeprunoscka — ¥Opa, Tons, Jlema, Kons
" Butsa.

MOCKBHY CHIHT MEXJY CBEPAIOBYAHUHOM
W Bured, nennHrpagen — mexagy KOpoit u
Tounei, a HATPOTHB HETO CHOAT IEPMAK U
Newa. Kons nukorma He 6pm1 B Jlennu-
rpage, FOpa 6siBan B I'opekom, HO He 6bLI
B CBepIJIOBCKE, a CBepANOBYaHMH ¢ Tosen
perylsgpHO mepenuchiBalOTCa.  Onpene-
JINTE, KTO U3 pebAT riue KHBeT.

444 Onacommandé 1000 bouteilles de
jus de pomme pour la féte de I’école. Elles
sont livrées en caisses de 12 bouteilles, par
une petite voiture qui peut transporter 15
caisses a la fois au maximum.

Combien faudra-t-il de voyages a la petite
voiture pour transporter les 1000 bouteilles
commandées?
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser

Die stiirmische Entwickiung und breite
Anwendung informationsverarbeitender
Maschinen ist charakteristisch fiir den wis-
senschaftlich-technischen Fortschritt unse-
rer Zeit. Computer steuern Produktionspro-
zesse, stellen Fahrkarten aus, berechnen
den Kurs von Raumschiffen ....

Neben GroBcomputern dringen vor allem
Klein- und Biirocomputer immer mehr in
unseren Alltag ein und helfen den Men-
schen, sich von stereotypen geistigen Ar-
beiten zu befreien.

T

Seit Miirz 1985 ist an der Sektion Mathe-
matik der Martin-Luther-Universitit Halle
ein Computerkabinett mit Kleincomputern
des Typs KC 85/1 eingerichtet worden, in
dem auch interessierte Schiiler im Rahmen
von mathematischen Arbeitsgemeinschaf-
ten Kleincomputer zur Losung von Proble-
men nutzen kénnen.

Eine wichtige Voraussetzung fiir eine sinn- -

volle Nutzung von Kleincomputern ist das
Beherrschen einer Programmiersprache.
Im folgenden wollen wir interessierte al-
pha-Leser mit Elementen der Program-
miersprache BASIC vertraut machen.
BASIC ist eine Programmiersprache, in der
viele Kleincomputer, so auch die in der
DDR produzierten Kleincomputer
KC 85/1 und KC 85/2 programmiert wer-
den konnen.

Aller Anfang ist nicht schwer!
Oder: Wie arbeitet ein Computer?

Ala 1. Zaht 8 4 5

2. Zahl 3|7 |12

Ergebnis

Fiille die letzte Zeile der Tabelle nach fol-
gender Vorschrift aus!

““““““““““““““““““““““ﬂ““ﬁ

KC 85/1 — hergestellt im VEB ROBOTRON-MeBelektronik Otfto Schon, Dresden

Key board des KC 85/2 — hergestellt im VEB Mikroelektronik Wilhelm Pieck,

Miihlhausen
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(1) Multipliziere die erste Zahl mit der
zweiten Zahl!

(2) Dividiere das Ergebnis durch 2!

(3) Schreibe das so erhaltene Ergebnis in
die letzte Zeile der Tabelle!

Mit obiger Vorschrift kann man z. B. den

Fldcheninhalt eines Dreiecks berechnen,

wenn der eine Eingabewert der Zahlenwert

fiir die Lange einer Dreiecksseite und der

andere der Zahlenwert der zugehérigen

Hohe ist. (Die MaBeinheiten der Eingabe-

werte miissen natiirlich verniinftig gewihlt

werden! Im genannten Fall miissen sie

iibereinstimmen.)

A2 a Uberlege, was man mit obiger Vor-
schrift noch berechnen kann! Gib die Be-
deutung der Eingabewerte an!

Wenn du die Aufgabe 1 geldst hast, so hast
du Eingabewerte entsprechend einer Vor-
schrift (Algorithmus) in Ausgabewerte um-
geformt. Das kann man, wenn es sich bei
den Eingabedaten um Zahlen handelt, in
vielen Fillen auch mit Hilfe des Taschen-
rechners machen. Wenn man z. B. in den

Taschenrechner SR1 |:E| »ein-

setzt“, dann berechnet er nach einem be-
stimmten Algorithmus, den er ,kennt“ und

nicht ,vergiBt“, den Wert von ﬁ? s

Das Besondere beim Computer besteht
nun darin, daB man ihm immer wieder an-
dere Algorithmen ,eingeben“ kann, die er
sich — solange wie wir es wollen — merkt
und damit den Ablauf seiner Titigkeit
selbst steuert. Der Algorithmus muB aller-
dings in einer fiir den Computer verstindli-
chen Sprache geschrieben sein. Zu diesem
Zweck hat man Programmiersprachen ent-
wickelt. Als Programm bezeichnet man
dann einen Algorithmus, der in einer Pro-
grammiersprache notiert ist.

Nun wollen wir — wie schon angekiindigt —
endlich beginnen, den alpha-Leser mit Ele-
menten der leicht erlernbaren Program-
miersprache BASIC (BASIC - Abkiirzung
fir Beginners All-purpose Symbolic
Instruction Code, zu deutsch: Allzweck-
Programmiersprache fiir Anfinger) be-
kannt zu machen, so daB er kleine Pro-
gramme in dieser Programmiersprache
verstehen und selbst entwickeln kann. Die
Worter dieser Programmiersprache sind
dem Englischen entlehnt.

Computer als Taschenrechner

Um z. B. den Kleincomputer KC 85/1 wie
einen Taschenrechner zu nutzen, muf
man wissen, daB er wie der Taschenrechner
SR1 Vorrangregeln beachtet und man
auBerdem noch Klammern verwenden
kann. Die BASIC-Symbole fiir einige wich-
tige Operationen, Funktionen und Kon-

- stanten sind nachstehender Ubersicht zu

entnehmen.

Mit der Anweisung

PRINT 7+ 4 (print (engl) — drucken),
die iiber die Tastatur des Computers einge-
geben wird, ,druckt* er nach Betitigung
der Taste ENTER (enter (engl) — eintra-
gen) den Wert des Terms 7 + 4 auf dem
Bildschirm des Computers aus. (Der
KC 85/1 hat keinen eigenen Bildschirm. Er



Ubliche mathematische BASIC Bemerkungen

Darstellung Darstellung

+ +

- - Kein Unterschied zwischen Vorzei-
chen und Operationszeichen

. *

: oder Bruchstrich /

V= SQR(X) Variable werden in BASIC mit
GroBbuchstaben
geschrieben

a- AAB

b PI

|x] ABS(X)

kann mit einem Koaxialkabel an den Bild-
schirm eines Fernsehgerites angeschlossen
werden.) Auf dem Bildschirm erscheint
nun folgendes Bild.

OK

>PRINT 7 +4
11

OK

>0

3,07-10,03
In

nen, so muB man folgende Anweisung

Leintippen:

PRINT (3.07-.83) / (3*PI)

An den Beispielen ist ersichtlich, daB

— bei Zahlendarstellungen an Stelle eines

Kommas ein Punkt zu setzen ist;

— als Null das Zeichen @ (zur Unterschei-

dung vom Buchstaben O) verwendet wird;

— fiir Zahlen zwischen —1 und 1 die Vor-

komma-Null weggelassen werden kann;

— das Operationszeichen * stets ange-

geben werden muB;

- erst die Betidtigung der Taste ENTER

das Rechnen und die Ergebnisanzeige ver-

anlaBt.

Mit dieserm Wissen ausgeriistet, k6nnen

wir an das Losen folgender Aufgaben ge-

hen.

Will man den Term berech-

Aufgaben

Ala Gib fiir folgende Ausdriicke eine
BASIC-Darstellung an!

a) 9,31°

b) 24,02 - 0,32

¢) v3,22+4,3?

53
Y3372
e) 2m-2,7?
f) —3,72:12,9-10,8|
A4a Welchen Term kann man jeweils

mit folgender BASIC-Anweisung ermit-
teln? Gib den Term in mathematischer
Schreibweise an!

a) PRINT 3.7*%9.81 A2

b) PRINT 2.99/3.7%.21/7.3

c) PRINT (2.99%.21)/(3.7*17.3)

d) PRINT 4/3*PI*2 A3

e) PRINT SQR (ABS (2.3 * —5.3))

Nun wollen wir noch eine neue Funktion
kennenlernen, die uns beim Programmie-
ren groBe Dienste erweisen wird. Dazu ge-
ben wir in einer Tabelle fiir einige Eingabe-

werte jeweils die zugehOrigen Ausgabe-
werte an.

Eingabewert -7,9] -3,1] -2,1| —-1,7

Ausgabewert —8 -3 -2

Eingabewert —1 0 0,7 1,89

Ausgabewert —1 0 0 1
2,1 3,9 52

A 5 A a) Vervollstindige obige Tabelle!
b) Versuche anzugeben, wie man jeweils
aus dem Eingabewert den zugehOrigen
Ausgabewert erhilt!

Man nennt diese Zuordnung ,Integer-

Funktion“ (integer (engl.) — ganzzahlig)..

Als Symbol verwendet man in der iiblichen
mathematischen  Schreibweise  eckige
Klammern (y = [x]).

Beispiele: [1,8] = 1,[4] =4,

[-791= -8, [-1]= -1

[x] ist die groBte ganze Zahl, die kleiner,
héchstens gleich x ist. In BASIC schreibt
man fur diese Funktion INT(X).

A 6A Berechne im Kopf, und gib jeweils
eine BASIC-Darstellung fir die Berech-
nung der Terme an!

a) [3,71:| -6

b) [—3,7]: (—6)

c)4:3-[4:3]

d) 8:2—-1[8:2]

A7a Was ist hier falsch?

a) PRINT 3(4%*7,5)

b) PRINT 0.2/(7.1-5.89)

¢) PRINT SQR 7.2*0.9

d) PRINT 2PI*(-3)

Wir beginnen zu programmieren!

AB84A Berechne das Volumen und die
Mantelfliche eines geraden Kreiszylinders,
von dem der Grundkreisradius r und die
Hohe h bekannt sind!

a) Stelle fiir den Taschenrechner SR'1
einen entsprechenden Rechenablaufplan
auf!

b) Fiille folgende Tabelle aus! (Runde auf

Einer!
E;':Zewe o [rGnem) |30 12,7 74
& h(incm) |50 4,8 |32

V(incm?) | | |

Ausgabewerte { A, (0 om?) | | |

Um die Ausgabewerte zu ermitteln, muB
man den gleichen Rechenablauf mit dem

SR1 stets von neuem, nur mit anderen
Eingabewerten abarbeiten.

Bei einem Computer ist das anders. Er
kann sich ,merken“, wie jeweils die Einga-
bedaten zu ,verarbeiten“ sind, wenn man
ihn mit einem Programm ,gefiittert* hat.
In einem solchen Computerprogramm tre-
ten fiir die Ein- und Ausgabedaten zu-
nichst Variable auf. (Variable werden in
BASIC mit GroBbuchstaben bezeichnet.)
Ein BASIC-Programm zur Berechnung des
Volumens und der Mantelflache eines ge-
raden Kreiszylinders aus Grundkreisradius
und Hoéhe konnte wie folgt aussehen:

Programm 1:
10 INPUT R
20 INPUT H
390 LETV =PI*R*R*H] Daten-

40 LETM = 2*PI*R*H} bearbeitung
58 PRINTV
60 PRINT M
70 END
Dieses Programm besteht aus siecben Pro-
grammzeilen. Jede dieser Programmzeilen
beginnt mit einer Zeilennummer.

Den Zeilennummern folgen Anweisungen.
Die Zeilennumerierung wird gewohnlich in
Zehnerschritten vorgenommen, um bei Be-
darf weitere Zeilen einzufiigen. Der Com-
puter arbeitet das Prograrnm mit aufstei-
genden Zeilennummern ab. Bei der Ein-
gabe des Programms muB man nach jeder
Zeile die ENTER-Taste betdtigen. Ist das
Programm ,.cingetippt“, kann man es mit
dem Kommando RUN (run (engl) - lau-
fen, rennen) ,starten“. In unserem Falle
trifft der Computer als erstes auf eine IN-
PUT-Anweisung (input (engl.) — Eingabe):
Er verlangt die Eingabe von Daten, denn
auf dem Bildschirm erscheint ein Fragezei-
chen. Die Eingabe des Zahlenwertes fiir
den Grundkreisradins (z. B. 3,0) wird mit
der ENTER-Taste abgeschlossen. Nun er-
scheint auf dem Bildschirm erneut ein Fra-
gezeichen. Es ist der Zahlenwert fiir die
Zylinderhohe einzugeben (z.B. 5.0). Nach-
dem die Taste ENTER betiitigt wurde, er-
scheinen auf dem Bildschirm zwei Zahlen.
Die erste ist die MaBzahl fiir das Volumen
und die zweite die fiir die Mantelfliche des
Kreiszylinders,

}Dateneingabe

} Datenausgabe

730
750
141.372
94.2478
CK
>0

Was ist passiert?
Auf Grund der zwei LET-Anweisungen (let
(engl) — es sei), hat der Computer den
Wert des Terms mr2h (bzw. 2mrh) ermittelt
und diesen Wert der Variablen V (bzw. M)
zugewiesen. Man spricht in einem solchen
Fall von einer Wertzuweisung. Durch die
PRINT-Anweisungen (Zeile 58, Zeile 60)
wird der Computer angewiesen, die Werte
der jeweils angegebenen Variablen (in un-
serem Beispiel V und M) auf dem Bild-
schirm auszudrucken.

L. Flade/M. Pruzina
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Der
physikalische
Glaskasten

Manchem war die Arbeit mit den Fischen
zu umstidndlich, andere haben sich inzwi-
schen einen groBergn Swimmingpool fir
die Stichlinge zugelegt. So kommt es vor,
daB hier und da ein Aquarium verstaubt.
Fir diesen Fall haben wir etwas anzubie-
ten. Wem fiir die folgenden Beobachtun-
gen und Experimente der Glaskasten fehlt,
der kann sich mit einer quaderfSrmigen
Plastdose aus der Kiiche behelfen.

Wasserwaagenkontrbl.le

Selbst ein kleines Aquarium hat es in sich,
Wasser nimlich. Nehmen wir eine Grund-
fliche wie ein A4-Blatt (rund 600 cm?) und
eine H6he von 25 cm an, so faBt dieses Ge-
faB 151 oder den Inhalt von anderthalb
Wassereimern. Rechnet nach, ob es
stimmt! Solch gefiillter Kasten bringt iiber
15kg auf die Waage. Wie schon feucht,
wenn er uns aus der Hand rutscht, weil die
Scheiben noch naB und deshalb glatt wa-
ren! Unebenheiten der Unterlage solite
man vermeiden, der Auflagedruck kdnnte
an solchen Stellen Werte annehmen, die
der Glasboden veriibelt.

Steht das Aquarium schief, so zeigt der
Wasserspiegel dies unerbittlich an. Er stellt
sich in jedem Fall horizontal, bildet eine
waagerechte Ebene. Damit 14Bt sich sogar
eine Wasserwaage priiffen. Halten wir sie
exakt an die Wasserlinie (Bild 1), so 1dBt
sich eine Stahlkugel oder Miinze darauf le-
gen, ohne daB diese wegrollen. Die Wasser-
waage kann auch durch ein Lineal ersetzt
werden.

Wandernde Drucksonde

Ein Aquarium ist zumeist aus Glasschei-
ben zusammengekittet. Man staunt jedes-
mal liber die Festigkeit der schmalen Kleb-
stellen. Hier leistet die Adhédsion ganze
Arbeit. Die Belastung der Scheiben ist
nicht iiberall gleich. Der durch die Ge-
wichtskraft des Wassers hervorgerufene
Schweredruck nimmt mit der Tiefe zu, vgl.
Physiklehrbuch K1.7, S.102 bis 106.

Zur genaueren Untersuchung bauen wir
eine Drucksonde mit angeschlossenem U-
Rohr-Manometer. Es entsteht eine Kom-
pakt-Anlage aus drei Trinkréhrchen und
etwas Wasser. Zuerst stecken wir die drei
Rohrchen zusammen. Jeweils ein Ende
wird dazu trichterférmig geweitet, indem
man einen gespitzten Bleistift hinein-
driickt und leicht dreht. Ein Tropfen Duo-
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.. san oder besser Plastkleber (Mokopur) sta-

bilisiert die Verbindungsstelle. Damit das
fertige Rohr wie in Bild 2 aussieht, miissen
wir es an zwei Stellen biegen. In der Nihe
einer Flamme oder in heiBern Wasser wird
die erforderliche Kriimmung vorsichtig
hergestellt. Abkiihlen in Wasser sorgt fir
schnelles Erstarren des Plastmaterials.

Wir saugen etwas dunkle Fliissigkeit —
Kaffee oder tintengefirbtes Wasser, jeweils
mit einem Tropfen Fit — in das U-Rohr.
Durch Blasen entfernen wir so viel, daB sie
sich etwa auf die eingezeichnete Null-
marke einstellt. Das offene Ende B ist die
Drucksonde. Wir tauchen es in Wasser.
Nun muB8 sich ein Druckunterschied p ab-
lesen lassen, wenn die Rohrchen dicht in-
einander passen. 1 mm Héhenunterschied
zwischen C und D in Bild 2 entspricht
einem Druck von 10 Pa bei B. Wir veran-
dern systematisch die Tiefe A des MeB-
punktes und erfassen die zugehdrigen
Druckwerte in einer Tabelle. Mit den MeB-
wertpaaren zeichnen wir ein Diagramm
(Bild 3).

Bei gleicher Tiefe erhalten wir stets gleiche
Druckwerte, in welcher Ecke des GefdBes
wir auch die Drucksonde ansetzen. Man
kénnte das Aquarium gegen eine Weinfla-
sche auswechseln, die mit Wasser gefiillt
ist. Nur die H6he des Wasserstandes, nicht
die GefdBformn bestimmt, wie grof der
Schweredruck im Wasser ist.

Anders ist die Sache mit den infolge des
Druckes wirkenden Kriften. Sie wachsen
im gleichen Verhiltnis wie die Scheiben-
fliche. Es gilt fiir sie F=p-A. Da sich p
von oben nach unten gleichmiBig indert,
setzen wir den mittleren Druck in die For-
mel ein, der in halber Wassertiefe wirkt. In

Bild 4 wiren das 1000 Pa. Betriigt die Fla-

che der Scheibe z. B. 400 cm?, so wirkt auf
sie eine Gesamtkraft von F = 1000Pa

X 400 cm? = 1000% -0,0400 m? = 40N .

Das hilt die Glasscheibe aus, auch die
Klebstelle.

Uberlisteter Auftrieb

Eine der niitzlichsten Wirkungen des
Schweredrucks ist der Auftrieb. Wir binden
eine Kartoffel an einen Gummifaden (sog.
Hutgummi) und messen die Linge des
durch die Gewichtskraft der Kartoffel ge-
dehnten Fadens. Wir tauchen dann die
Knolle in Wasser (Bild 5). Der Faden ver-
kilrzt sich so, als ob nichts mehr an ihm
hinge. Er dehnt sich erneut, wenn die Kar-
toffel an jhm aus dem Wasser gezogen
wird.

Die Gewichtskraft F; der Kartoffel scheint
in deren eingetauchtem Zustand kleiner zu
werden. Thr wirkt die Auftriebskraft F, ent-
gegen. Der Gummifaden hat nur noch die
Differenz F; — F, auszuhalten. Fiir dies al-
les ist der Schweredruck verantwortlich.
Unterhalb des Korpers ist der Druck gréBer
als an der Oberseite. So entstehen Kraftwir-
kungen von unten nach oben (Bild 6a).
Schaltet man den Schweredruck unten aus,
gibt es keinen Auftrieb mehr.

Dieser Fall tritt ein, wenn sich zwischen

Kdrper und GefiBboden kein Wasser be-
findet. Die sich beriihrenden Flichen miis-
sen dazu genau aneinandergrenzen, mog-
lichst eben sein. Eine leere Filmdose z. B.
hat einen ziemlich ebenen Deckel. Wir fet-
ten seine Fldche noch etwas ein. Im was-
sergefiillten Aquarium driicken wir die
Dose fest auf den sauberen Glasboden. Die
Verbindung wird durch leichtes Drehen
noch verbessert. Die leere Dose bleibt am
Boden haften, der Auftrieb ist iiberlistet
(Bild 6b).

Schwimmblase als Auftriebsregler

Der Auftrieb hingt auch von der Dichte
der Fliissigkeit ab, in die der Korper ein-
taucht. Eine Kartoffel, die in normalem
Wasser sinkt, kann in Salzwasser schwim-
men, da dieses eine groBere Dichte hat.
Fiir das Aquarium wire eine Salzwasserftil-
lung zu aufwendig. Wir dndemn die Dichte
mit Hilfe der Temperatur.

Ein Luftballon wird mit warmem Wasser
gefiillt, als VerschluB ein Zehnpfennig-
stiick eingeklemmt. Befindet sich im Aqua-
rium Wasser derselben Temperatur, so
sinkt der Ballon auf den GefiBboden. Ist
das Wasser im Aquarium deutlich kilter,
so schwebt der Ballon unter der Wasser-
oberfliche (Bild 7).

Ballonflieger erwdrmen die Luft im Ballon
mit Hilfe eines Brenners. Die AuBenluft ist
kilter, so kommt ein ausreichender Auf-
trieb zustande.

Ganz gleich, wodurch der Auftrieb beein-
fluBt wird, irnmer gilt das Gesetz des Ar-
chimedes: Die Auftriebskraft ist gleich der
Gewichtskraft der verdringten Fliissigkeit bzw.
des verdringten Gases. Wieviel Fliissigkeit
ein Korper verdringt, ist mit einem Uber-
laufgefdB zu bestimmen. Hingen wir ein
gebogenes Trinkrohrchen iiber den Rand
des Aquariums, ist ein solcher Apparat fer-
tig. Wir achten darauf, daB das &duBere
Rohrstiick 3 cm langer als das innere ist.
Letzteres muB ins Wasser eintauchen
(Bild 8). Wir saugen am &dufleren Ende
Wasser an. Ist das R6hrchen gefiillt, wirkt
es als Heber, das Wasser lduft von selbst
weiter, bis der Wasserspiegel im Aquarium
die Hohe der inneren Rohroffnung erreicht
hat. Jetzt ist das UberlaufgefaB betriebsbe-
reit. Wir bestimmen mit seiner Hilfe das
Volumen einer groBen Kartoffel oder unse-
rer Faust. Beim Eintauchen wird der Was-
serspiegel angehoben. Der Heber fingt wie-
der an zu arbeiten. Die auslaufende
Fliissigkeit fangen wir in einemn MeBbecher
oder -zylinder auf. Ihr Volumen entspricht
dem des eingetauchten Korpers. Mit Hilfe
dieses Verfahrens kénnte man auch das
Volumen eines ins Aquarium gesetzten Fi-
sches bestimmen. Der regelt iibrigens sei-
nen Auftrieb selbstindig. Mit Hilfe der
Schwimmblase kann er sein Volumen ge-
ringfligig vergroBern oder verringern. Im
ersten Fall verdringt er mehr Wasser, er-
hélt einen groBeren Auftrieb und steigt
nach oben. Abwirts geht es bei kleinerer
Schwimmblase; und dies alles, ohne von
Archimedes je gehort zu haben.



Versetzte Kanten

Blickt man von oben in ein Aquarium,
scheint es wesentlich flacher als in Wirk-
lichkeit zu sein. Der Boden bzw. die
schwimmenden Fische wirken angehoben.
Legt man einen langen Stab schrig ins
Wasser, wirkt der Unterwasserteil abge-
knickt. Auch in der Seitenansicht bietet
das Aquarium solche Effekte. Es wirkt viel
schmaler. Regelrecht konfus kann man
werden, wenn man schridg von oben in ein
mit klarem Wasser gefiilltes Aquarium
blickt, denn alle Kanten unter Wasser sind
verschoben, horen irgendwo auf, um seit-
lich versetzt an anderer Stelle wieder auf-
zutauchen.

An alldem ist die Lichtbrechung schuld.
Mit einer Taschenlampe kann man diese
Erscheinung direkt beobachten. Das Was-
ser im Aquarium soll leicht getriibt sein,
z.B. durch etwas eingeriihrte Milch. Dann

ist der Lichtweg gut zu verfolgen. Beson-
ders gelungene Ergebnisse erhalten wir mit
einer Versuchsanordnung wie in Bild 9.
Man erkennt die Brechung beim {Tbergang
von Luft in Wasser, sieht aber auch, daB
ein Teil des einfallenden Lichtes reflektiert
wird. Hierbei gilt das Reflexionsgesetz
o = o'. Das Brechungsgesetz ist mathema-
sinae ¢
=—. In unse-
inf ¢
rem Beispiel wire c; die Lichtgeschwindig-
keit in Luft und ¢, jene in Wasser. Im
Tafelwerk, S. 39, findet man hierfir rund

300000% und 225 ooo%. Somit

miiBte fiir die Lichtbrechung an der Was-
serfliche

sine _ 300000 km/s
sinf 225000 km/s
Diese Zahl iiberpriifen wir im Experiment
(Bild 10). Gebraucht werden ein Stiick fe-

tisch komplizierter

=1,33 sein.

ste Pappe, zwei Wischeklammem und
Bindfaden. Auf die Pappe zeichnen wir
einen Kreis. Zwei gegeniiberliegende Vier-
tel erhalten eine in 10°-Schritten geteilte
Winkelskale. In den Kreismittelpunkt ste-
chen wir ein Loch ein, stecken den Bindfa-
den durch und bewahren ihn durch einen
Knoten vor dem Durchrutschen. Das
Aquarium ist bis dicht unter den Rand mit
klarem Wasser gefiillt. Wir stellen die
Pappe hinein, klemmen sie am Glasrand
fest und beginnen sofort mit der Messung.

Der Faden wird entlang der Pappe leicht
gespannt und jeweils einer der unter Was-
ser befindlichen Skalenstriche anvisiert.
Wenn Strich und Faden eine Gerade erge-
ben, lesen wir am Faden den Winkel ab. In
Bild 10 wird z.B. g = 50° anvisiert, und der
Faden muB dazu bei a =70° angehalten
werden. So ermitteln wir zu den Bre-
chungswinkeln die Einfallswinkel. Die Si-
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Eine Aufgabe von
Akademiemitglied
Prof. Dr.

A. N. Kolmogorow

Sektion Mathematik der Staatlichen
Lomonossow-Universitat Moskau

Knobeleien
mit dem
Taschenrechner

Die Barrikade

A2693a (1) Die Menge M bestehe aus
drei Elementen, die Menge N aus zwei Ele-
menten. Wie viele eindeutige Abbildungen
existieren: a) von M in N; b) von M auf N;
c) von N in M; d) von N auf M?

(2) Die Menge M besteht aus m Elemen-
ten, die Menge N aus n Elementen. Wie
viele auf M definierte Funktionen existie-
ren, welche zu N gehorige Werte besitzen?

nuswerte liefert das Tafelwerk oder ein Ta-
schenrechner. Wie es das Brechungsgesetz
sin o
sin 8
hernd konstant. Unser Ergebnis kommt
dem aus den Tabellenangaben berechneten
Wert (1,33) sehr nahe, die Messungen wa-
ren nicht schlecht.

behauptet, ist der Quotient anni-

Farbiger AbschluB

Blickt man unter groBerem Winkel ins
Aquarium, kann man nicht aus den Seiten-
flichen heraussehen. Sie glinzen wie ein
Spiegel und zeigen seitenverkehrte Abbil-
dungen von Dingen, die sich hinter dem
Aquarium befinden (Bild 11). Verantwort-
lich hierfiir ist die Totalreflexion. Sie ent-
steht nur, wenn Licht aus Wasser oder Glas
in Luft iibertritt. Weil hier der Brechungs-
winkel f immer groBer als der Einfallswin-
kel o« ist, erreicht § vor o den Wert 90°
Weiter geht es nicht, und statt aus dem
Wasser in Luft iiberzutreten, wird das
Licht wieder nach innen reflektiert.

Blickt man durch eine Kante des Aqua-
riums, kann man helle Gegenstande in al-
len Regenbogenfarben sehen. Besonders
gut 148t sich solch ein Spektrum erzeugen,
wenn man wie in Bild 12 eine kriftig be-
leuchtete, glinzende Stricknadel betrach-
tet. Der dunkel gezeichnete Teil des Was-
sers wirkt wie ein Prisma. Die einzelnen
Farbanteile des weiBen Gliihlampenlichtes
werden unterschiedlich stark gebrochen
und somit voneinander getrennt.

Mit unserem Aquarium lieBe sich noch
viel Physikalisches anstellen. Die Technik
zum Beleuchten, zur Temperaturregelung
oder Beliiftung des Wassers erfordert z. B.
weit mehr als nur jene grundlegenden
Kenntnisse, die wir heute aufgefrischt ha-
ben. Und was die Fische betrifft — wir soll-
ten uns iiberlegen, ob sie nicht doch eine
prichtige Freizeitbeschiftigung abgeben
konnten! D. Wrobel
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.Ala Die Mutter hat vier Zahlen notiert:
91553 704 3571 0.5
Als die Tochter aus der Schule kommt,
nimmt sie schnell ihren Schulrechner SR 1
und schreibt vier Worter, aus denen sie
einen Auftrag ihrer Mutter abliest. WiBt
ihr, um welchen Auftrag es sich handelt?
Wie heit das Midchen?

A2 A Ermittle die Ergebnisse der einzel-
nen Aufgaben, schreibe diese auf dem SR 1,
und trage die Losungswérter in einen
Rhombus ein:

98-(3-33-2)=

3P+22=

3-5-9=

402+7-9)-5=

15-2581 =

49945:7 =

10-(3-10°-13) =

3+4-7=

55 =

A3 A Schreibt man die Ergebnisse der fol-
genden Aufgaben mit dem SR1 (wie in
alpha Heft 6/1985, S.123), so erhilt man
nacheinander jeweils einen Begriff aus
dem Verkehrswesen, der Geographie, der
Musik, der Miinzkunde, der Chemie, der
Literatur und der Zoologie. Die Anfangs-
buchstaben dieser Worter ergeben einen
Beruf, die Endbuchstaben dieser Worter
nennen euch eine Versteinerung.

3-17-10°+ 17?2+ 90 =

(3-13-1)-100+92+2 =

3-10°+8-10' =

122-7=

3022+ 526 =

100- /12602500 + 79 =

85-86+6-7+1=

) Dr. W. Schmidt, Greifswald

(Ldsungen siehe Heft 6/86, d. Red.)

N

Das Spiel Ohne Fleiff kein Preis (auch Schie-
befax genannt) sei in folgender Abwand-
lung betrachtet:

3 c D 4

E F

In einem Rahmen der GréBe 5 mal 4 seien
Teile A, B, C, D, E, Fund 1, 2, 3, 4 wie
folgt in Ausgangsposition:
Dabei ist links und rechts vom Teil B je
ein freies Feld der GroBe 1 mal 1. Durch
Verschieben sind diese Teile so umzugrup-
pieren, daB Teil 4 unten in der Mitte
(obige Position der Teile C, D, E, F) er-
scheint. Das wesentliche Problem ist hier-
bei, die Teile A und B aneinander vorbei
zu bewegen. Entsprechend nenne ich das
Spiel Die Barrikade.
Ein Zug ist jeweils die Bewegung eines Tei-
les um eine Einheit nach links, rechts,
oben oder unten. Zum Beispiel kénnten
die ersten zehn Ziige wie folgt aussehen:
BL (Teil B nach links, DO, DR, FO, FO,
4L, DU, DU, FR, FU. Das Spiel erfordert
Geduld zu seiner Losung!
(Dieses Spiel wurde in einem Berliner
Schiilerzirkel als Computerspiel realisiert.)
Wer sendet an die Redaktion alpha mog-
lichst kurze Losungen in traditioneller
Form oder aber mit einem Computer?
Dr. R. Klette,
Akademie der Wissensc¢haften der DDR
Zentralinstitut fir Kybernetik
und Informationsprozesse, Berlin

Zitiert

® Der echte Schiiler lernt aus dem Be-
kannten das Unbekannte entwickeln.
J. W. v. Goethe

® Drei Dinge richtig begriffen zu haben
bedeutet mehr, als von Dutzend Dingen
oberflachlich gehort zu haben.

H. Duncker

® Man muB mehr sehen als sich sagen
lassen. G. Chr. Lichtenberg
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251041 Beweisen Sie, da
1281° + 1282° + 1283% + 12843
+ 1285 + 1286° + 1287°
639-640 + 641642
+ 642 - 643 + 644 - 645
eine durch 7 teilbare natiirliche Zahl ist!

251042 Es sei ABCD ein Quadrat; sein
Fliacheninhalt sei F(4BCD); sein Umkreis
sei k. Beschreiben Sie eine Konstruktion
fiir ein (nicht notwendig regelméiBiges)
konvexes Sechseck PQRSTU, dessen simt-
liche Eckpunkte auf k liegen und dessen
Flicheninhalt gleich F(ABCD) ist! Bewei-
sen Sie, daB jedes Sechseck, das nach Threr
Beschreibung konstruiert wird, diese For-
derungen erfullt!

Von den nachstehenden Aufgaben
251043A und 251043B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu lsen:

251043A Kurt mochte auf einer Holzku-
gel K vier Punkte P,, P,, P;, P, konstruie-
ren, die die Bedingungen
P\P,=P,P,=PP,=P,P,=P,P,=P,P,
erfiillen. Folgende Hilfsmittel stehen ihm
zur Verfiigung:

— Ein ebenes Zeichenblatt B, auf dem eine
Strecke DE gegeben ist, deren Linge gleich
dem Durchmesser d der Kugel X ist,

— ein Zirkel, mit dem man sowohl auf B
als auch auf der Oberfliche der Kugel X
Kreise zeichnen kann (der Zirkel besitzt zu
diesern Zweck einknickbare, geniigend
lange Schenkel),

— ein Linea] (wie iiblich nur zum Kon-
struieren gerader Linien auf B zu verwen-
den, nicht zur Skalenbenutzung).
Beschreiben Sie eine Konstruktion, die
sich mit diesen Hilfsmitteln ausfiihren
laBt! Beweisen Sie, daB durch die von
Thnen beschriebene Konstruktion vier
Punkte der geforderten Art erhalten wer-
den!

Hinweis: Unter PP, ist die Linge der im
Raum geradlinig (nicht auf der Kugelober-
fliche) verlaufenden Verbindungsstrecke
der Punkte P;, P; zu verstehen. Ebenso wird
beim Konstruieren eines Kreises auf K die
Zirkelspanne als geradlinige Streckenlinge
festgelegt. ‘

251043B Gegeben seien reelle Zahlen a;,
a,, a;, a,. Man ermittle zu jedem mogli-
chen Fall fur diese a,, ..., a, jeweils alle
diejenigen Tripel (by, b,, b;) reeller Zahlen
(bzw. beweise gegebenenfalls, daB es keine

solchen Tripel gibt), fir die das Glei-
chungssystem

axt+axl+xl=p,
x}+a;xl =b,,
x}+a,xl =b,

genau ein Tripel (x,, x,, x,) reeller Zahlen
als Losung hat.

251044 FErmitteln Sie alle diejenigen von
0 verschiedenen reellen Zahlen r, fiir die
die Gleichung
2x 1 = 4x—-r+6
rx+r)  x-2r rix—2ry(x+r)
a) genau zwei verschiedene reelle
Losungen,
b) genau eine reelle Losung,
¢) keine reelle Losung
besitzt!

251045 Stellen Sie fest, ob es moglich ist,
einen Wiirfel mittels einer Ebene so zu
schneiden, da8 als Schnittfigur

a) ein regelmiBiges Dreieck,

b) ein regelmiBiges Viereck,

c) ein regelméBiges Fiinfeck

entsteht!

251046 Es sei F = (a,, a,, a,, ...) diejenige
unendliche Folge natiirlicher Zahlen, die
durch die Festsetzungen (1), (2) definiert
ist:

(1) Die ersten vier Glieder der Folge F lau-
tena,=1,a,=9, a; =8, a, = 6; sie bilden
also die Teilfolge (1,9, 8, 6).

(2) Fiir jedes n = 5 ist g, die Einerziffer der
Summe der vier Glieder, die dem Glied a,
in der Folge F unmittelbar vorangehen.
Man untersuche, ob es in der Folge F
auBer der Teilfolge (a,, a,, a3, a4) noch eine
weitere Teilfolge gibt, die aus vier unmit-
telbar aufeinanderfolgenden Gliedern von
F besteht und (1,9, 8, 6) lautet.
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251241 Zu einer Feier erschienen fiinf
Giste. Der Gastgeber stellte fest, dal unter
je drei von diesen Gisten stets zwei sind,
die sich wechselseitig kennen, und zwei,
die sich nicht kennen.

Man beweise, daB der Gastgeber seine funf
Giste so an einen runden Tisch setzen
kann, daB an beiden Seiten jedes Gastes
Bekannte dieses Gastes sitzen.

251242 Es seien qy, q5, ..., g, (n22)
paarweise verschiedene Primzahlen.

Man beweise, daB aus dieser Vorausset-
zung stets

q§+l‘qg+l. 'q:+1<£
gi-1 ¢;—1 g;-1 25
folgt.

251243 Gibt es eine Funktion f, die fiir
alle reellen Zahlen definiert ist, reelle
Funktionswerte hat und die folgenden Be-
dingungen (1), (2) erfullt?
(1) Fiir alle reellen Zahlen x und y gilt
fx) + f(»)
FoE N =T s

(2) Es gilt f(1) = %

251244 Es sei A;A;A3A, ein Tetraeder
mit gegebenen Kantenldngen

A4, =q, m= b, m= [~

A2A3 = d, A2A4 =e, A3A4 =f

Man untersuche, ob es einen Punkt P im
Raum gibt, so daB die Summe s der Qua-
drate der Abstiinde des Punktes P von den
Eckpunkten des Tetraeders einen kleinsten
Wert annimmt. Falls das zutrifft, ermittle
man jeweils zu gegebenen a, b, ¢, d, e, f
diesen kleinsten Wert von s.

251245 Es sei (p,) die Folge der ihrer
GroBe nach geordneten Primzahlen, d. h.,
esseip;=2,p,=3,p3=5,p4=7,... Man
untersuche, ob es eine natiirliche Zahl N
derart gibt, daB fiir alle natiirlichen Zahlen
n mit n > N die Ungleichung p, > 4, gilt.

Von den nachstehenden Aufgaben
251246A und 251246B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu lgsen:

251246A Eine im dekadischen Positions-
system dargestellte natiirliche Zahl sei
»Spiegelzahl“ genannt, wenn ihre Ziffern
symmetrisch aufgebaut sind, d. h., wenn
die erste und die letzte, die zweite und die
vorletzte usw. Ziffer iibereinstimmen.
Zum Beispiel sind die Zahlen 358853,
27672, 44 444 Spiegeizahlen. Man untersu-
che, ob es zu jeder zweistelligen natiirli-
chen Zahl a, deren letzte Ziffer von 0 ver-
schieden ist, eine von O verschiedene
Spiegelzahl gibt, die durch a teilbar ist.

251246B Fiir jedes Dreieck ABC be-
zeichne d die Linge des Inkreisdurchmes-
sers, g die groBte Seitenldnge und & die
GroBe des kleinsten Winkels dieses
Dreiecks ABC.
a) Man beweise: Es gibt eine Konstante K,
so daB fiir jedes Dreieck ABC die folgende
Ungleichung (1) gilt:

1 K
d < g-sing’ )
b) Unter allen Konstanten K, fiir die die in
a) zu beweisende Aussage gilt, ermittle
man die kleinste Konstante, falls diese exi-
stiert.
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Ein Besuch in der

Knobelwerkstatt
Teil 7:
Holzchen-Knobeleien

Liebe Freunde! Wir wollen an unser ,Spiel
mit Spielen“, das im Teil 6 unserer Bei-
tragsserie im Mittelpunkt stand, ankniipfen
und Anregungen zum Eigenbau von Hélz-
chenspielen (oder Streichholzspielen) ge-
ben. Ein Biindel gleich langer Holzchen
oder eine Schachtel mit Streichhélzern
sind zwar finanziell gesehen sehr billig,
aber durchaus nicht billig im Sinne von
primitiv sind diejenigen Knobeleien, die
man mit den Holzchen gestalten kann;
denn sie erfordern eine gute Auffassungs-
gabe, logisches Denkvermogen, Findigkeit
und Ausdauer. Wir wollen hier nicht einge-
hen auf die Funktion der Holzchen als
Baumaterial oder als Spielsteine, obwohl
sie letztere Funktion etwa bei den interes-
santen Nimspielen und ihren Varianten
ausgezeichnet erfillen. Wir wollen mit den

Hoélzchen  Knobeleien  geometrischer,
arithmetischer und wortspielerischer Natur
gestalten.

Da man mit den Holzchen alle m&glichen
geradlinig begrenzten und unterteilten ebe-
nen Figuren auflegen und diese durch Um-
legen, Wegnahme oder Hinzufiigen von
Holzchen verindern kann, so sind die
Holzchen-Knobeleien natiirlicherweise in
der ebenen Geometrie (Planimetrie) ange-
siedelt. Man kann mit den Holzchen auch
Kongruenz- und Ahnlichkeitsgeometrie
betreiben sowie geometrische Konstruktio-
nen ausfilhren. Die Grundannahme dabei
ist, daB alle Hélzchen gleich lang und (im
Idealfall) vom Querschnitt Null sind, was
bei Streichhélzern annihernd erfiilit ist.
Dadurch sind sie in einem Punkt zusam-
menlegbar, und jedes Holzchen kann die
Rolle der Einheitsstrecke iibernehmen
(1 Hélzchenldnge = 1 LE). Der Flichenin-
halt eines Hoélzchen-Quadrats der Seiten-
linge 1LE (Einheitsquadrat) wire dann
die Flicheneinheit (1 FE =1 (LE)?). Wei-
terhin fordert man, daB nur ganze (nicht
zerbrochene oder geknickte) Holzchen auf-
gelegt werden diirfen.

Die hiufigsten Vertreter geometrischer
Holzchen-Knobeleien sind solche, bei de-
nen vorgegebene Holzchen-Figuren, denen
man die stilisierte Form realer Objekte
(z. B. Hiuser, Fahrzeuge, Tiere, Gegen-
stinde) geben kann, in andere (eindeutig
zu beschreibende) geometrische Figuren
(z.B. bestimmte Vielecke) verwandelt wer-
den sollen, und dies durch Wegnahme,
Hinzufiigen oder Umlegen einer bestimm-
ten Anzahl Holzchen (s. Aufg. I bis 4). Auf-
gaben dieser Art lassen sich relativ leicht
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gestalten, indem man markante Holzchen-
figuren auflegt und Umlegemdoglichkeiten
durchprobiert. Auf diese Weise kann man
auch Teilungsaufgaben (5. Aufg. 5) und
»Zaubereien“ (5. Aufg. 6) gestalten. Bei an-
deren Knobeleien fragt man nach der An-
zahl der fiir eine Figur notwendigen Holz-
chen bzw. gibt diese vor: So kann man
etwa mit einer bestimmten Anzahl Holz-
chen rechtwinklige Dreiecke auflegen,
nimlich genau diejenigen, deren (ganzzah-
lige) Seitenldngen a, b und ¢ der pythago-
reischen Gleichung a?+ b? = ¢? geniigen
(s. Aufg. 7). Bei weiteren Aufgaben, z. B.
den bekannten ,Weideproblemen®, verrin-
gert man die fir das Auflegen bestimmter
Figuren erforderliche Holzchenanzahl
schrittweise (5. Aufg. 8). Auch kann man
das Problem stellen, wieviel geometrische
Figuren einer bestimmten Art mit einer
vorgegebenen Anzahl Holzchen héchstens
auflegbar sind (s. Aufg. 9). Bei Aufgaben
zur Bewegungsgeometrie fordert man eine
Verschiebung, Drehung, Spiegelung, Gleit-
spiegelung oder irgendeine (daraus zusam-
mengesetzte) Bewegung ciner Figur durch
Umlegen von Holzchen (5. Aufg. 10 und 11).
Und schlieBlich kann man auch die Fli-
cheninhalte aufgelegter Holzchenfiguren
ermitteln lassen (s. Aufg. 12).

JAVAVAVAVAVAVAY
INEN/ NN NN/
\VAVA-AVAVAVAVAY,
AVAVAVAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAVAVAY,

NN NN
\ANANNNNN

Bild 1

Trigonales Holzchen-Gitter mit (stark
hervorgehobenen) Elementardreieck,
Elementarrhombus, Elementarsechseck
und anderen Teilfiguren

Es ist wohl leicht einzusehen, daB es prin-
zipiell unméglich ist, mit Holzchen frei
Hand einen rechten Winkel, ein aus min-
destens 2 Holzchen bestehendes Geraden-
stiick und somit Quadrate, Rechtecke und
andere Figuren mit rechten bzw. gestreck-
ten Winkeln exakt aufzulegen. Offenbar
lassen sich aber (abgesehen von Ungenau-
igkeiten, die aus der Stirke und der leich-
ten Verschiebbarkeit der Holzchen resul-
tieren) ein aus 3 Holzchen bestehendes
gleichseitiges Dreieck (Elementardreieck)
und somit ein Winkel von 60° exakt aufle-
gen (konstruieren), denn die 0.g. Grundan-
nahme sichert die Gleichseitigkeit des
Dreiecks und damit die 60°-GréBe seiner
Innenwinkel. Folglich ist jede H6lzchenfi-
gur, die Teilfigur eines (aus Elementar-
dreiecken bestehenden) trigonalen Gitters
ist, exakt auflegbar (konstruierbar), z. B.
der Elementarrhombus und das Elementar-
sechseck, ebenso der gestreckte Winkel
und somit ein aus mindestens 2 Hélzchen
bestehendes Geradenstiick (s. Abb. 1). Kon-

struiert nun einmal in diesem Sinne die in
Aufg. 13 genannten Holzchenfiguren (als
Konstruktionsschritte seien nur das Aufle-
gen von Elementardreiecken erlaubt), in-
dem ihr ausreichend viele Hélzchen als
Hilfsmittel verwendet, die ihr nach Aus-
filhrung der Konstruktion wieder entfernt!
Wir wollen nun noch einige geometrische
Konstruktionen, die auch mit Zirkel und
Lineal ausfiihrbar sind, ,,mit Hélzchen und
Lineal“ (wie iiblich mit Bleistift auf einem
Blatt Papier) durchfiihren. Dabei kon-
struieren wir aus gegebenen Punkten die
neuen Punkte mit Hilfe (ausreichend vie-
ler) Hoélzchen, und das Lineal dient zum
Ziehen einer Geraden durch zwei gegebene
Punkte. Bei unserer Konstruktion ,mit
Hoélzchen und Lineal® seien also die fol-
genden  Konstruktionsschritte  erlaubt:
1. Das Ziehen einer Geraden durch zwei
gegebene Punkte (mit dem Lineal), 2. das
Auflegen von Hdlzchen auf eine gegebene
Gerade an einen gegebenen Punkt dieser
Geraden, 3. das Anlegen von 2 Hdlzchen
an 2 gegebene Punkte 4 und B mit
AB < 2 LE derart, daB die beiden Hélzchen
die Schenkel eines gleichschenkligen
Dreiecks ABC werden (hieraus folgt auch
die Konstruierbarkeit von Elementar-
dreiecken und beliebigen Rhomben der
Seitenlinge 1LE). Versucht nun einmal,
die in Aufg. 14 geforderten geometrischen
Grundkonstruktionen ,mit Hélzchen und
Lineal“ auszuflihren!

Nun noch zu anderen Hélzchen-Knobe-
leien: Da man mit den H6lzchen auch die
Grundziffern des Dezimalsystems (entspre-
chend den Anzeigeziffern eines Taschen-
rechners bzw. einer Digitaluhr), die Grund-
ziffern des rOmischen Zahlensystems, die
Zeichen fiir die rationalen Rechenoperatio-
nen, Relationszeichen, somit Gleichungen
und Ungleichungen, aber auch Buchstaben
und damit Worte und Sitze duflegen kann,
so 1Bt sich mit ihnen ganz ausgezeichnet
Arithmetik und Wortspielerei betreiben (5.
Abb. 2). Beispiele fiir Knobeleien hierzu
sind das Richtigstellen falscher Gleichun-
gen (5. Aufg. 15 und 16) bzw. Ungleichun-
gen (5. Aufg. 17) und das Verwandeln von
Briichen in andere Briiche (s. Aufg. 18).
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Holzchenziffern und -zeichen:

a) arabische Ziffern,

b) rémische Ziffern,

¢) Operations- und Relationszeichen,
d) Hoélzchen-Schrift

R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Geometrische Vielfalt

Ala Legt in der Figur 2 Hoélzchen so
um, daB a) 5§ Dreiecke und 2 Quadrate, b)
-5 Dreiecke und 1 Rechteck, ¢) 3 Dreiecke,
1 Rechteck und 1 Rhombus, d) 2 Dreiecke,
3 Quadrate und 1 Trapez sowie e)
2 Dreiecke, 3 Quadrate und 1 Rhombus
entstehen!

ANNA
L]

Hélzchen-Lokomotive
A2a
a) Legt in der Figur 3 Hélzchen so um, daB
3 kongruente Rechtecke entstehen! Findet
dafiir 3 verschiedene Umlegemoglichkei-
ten!
b) Wieviel Holzchen miissen in der Figur
umgelegt werden, damit die Lokomotive
die entgegengesetzte Fahrtrichtung ein-
nimmt?

Ll

]

Schiffchen-Spiel

A 3a Legtin der Figur a) 2 Holzchen, b)
4 Holzchen und c) 6 Holzchen so um, da
jeweils 1 Dreieck und 2 Rhomben entste-

hen! \
-

Hélzchen-Tischlampe

Ad4a Legt in der Figur jeweils 4 Holz-
chen so um, daB a) 1 Dreieck und 1 Tra-
pez, b) 1 Dreieck und 2 Trapeze, c)
2 Dreiecke und 1 Trapez, d) 2 Dreiecke
und 2 Trapeze, €) 3 Dreiecke und 1 Trapez
sowie f) 3 Dreiecke und 1 regelmiBiges
Sechseck entstehen!

/ N\
&

Gerechte Teilung

A5A Zerlegt die Randpolygone der 3 Fi-
guren in je 4 kongruente Teilfiguren, und
zwar bei Figur 1 durch Wegnahme, Figur 2
durch Umlegen und Figur 3 durch Hinzu-
fiigen von jeweils 8 Holzchen!

i e T
o Ly o
O R
1 2 3
Aus 2 mach 1

A6A Legt in der Figur 6 Hblzchen so
um, damit aus den beiden Weinglisern nur
1 (dhnliches) Weinglas wird!

\VAV
1

Rechtwinklige Dreiecke

ATA

a) Legt aus 12 sowie aus 30 Holzchen je-
weils ein rechtwinkliges Dreieck (pythago-
reisches Dreieck) auf!

b) Wieviel H6lzchen bendtigt man minde-
stens, um die abgebildete Standardfigur
zum Satz des Pythagoras auflegen zu kon-
nen?

Fiinf Vierecke

A8A In der Abbildung wurden mit
16 Holzchen 5 kongruente Quadrate aufge-
legt.

a) Wie kann man bereits mit 15 Hélzchen
5 kongruente Quadrate auflegen?

b) Wie kann man schon mit 14 Hélzchen §
kongruente Rhomben auflegen?

Mit 12 Hélzchen

A94A Wieviel Quadrate kann man mit
12 H.ﬁlzchen hochstens auflegen (wobei
das Ubereinanderlegen von Hélzchen er-
laubt ist)?

Verschiebung und Drehung

A10 A Wieviel Holzchen muB man in
den beiden Figuren mindestens umlegen,
damit diese a) um 1LE nach rechts ver-
schoben werden bzw. b) um 60° in mathe-
matisch negativer Richtung um den
Punkt 4 gedreht werden?

VAVAVAYAN
VAR viv

Spiegelung

Alla Wieviel Hélzchen miissen minde-
stens umgelegt werden, damit die abgebil-
dete Holzchenfigur an der eingezeichneten
Achse gespiegelt erscheint?

Flichenberechnung

A12 A Ermittelt die Flicheninhalte der
Randpolygone der in den Aufgaben 1, 3, 4,
5, 8, 10 und 11 dieser Knobelwandzeitung
angegebenen Hoélzchenfiguren!

Geometrische Konstruktionen

mit Hélzchen

A 13 Ao Konstruiert mit Hilfe von Elemen-
tardreiecken (s. Text!) die folgenden Holz-
chenfiguren: a) eine Strecke der Linge
3 LE, b) ein gleichseitiges Dreieck der Sei-

tenldnge 3 LE, c) ein regelmiBiges Sechs-
eck der Seitenlinge 2LE, d) die Figuren
der Aufgaben 3 und 4 dieser Knobelwand-
zeitung, e) die Mittellinie eines gleich-
schenkligen Trapezes (Grundseiten: 3 LE
und 1LE, Schenkel: 2 LE) und f) minde-
stens vier verschiedene (nicht kongruente)
Polygone, die Teilfiguren eines trigonalen
Gitters sind und jeweils 5 Elementar-
dreiecke umfassen!

Grundkonstruktionen

mit Hélzchen und Lineal

Al4a Fihrt die folgenden Grundkon-
struktionen mit Holzchen und Lineal
(s. Text!) aus und begriindet ihre Richtig-
keit: a) das Halbieren einer gegebenen
Strecke AB (fiir die Streckenlingen 1,5 LE;
3 LE; 4,5 LE), b) das Halbieren eines gege-
benen Winkels mit dem Scheitel 4, c) das
Ermrichten der Senkrechten in einem
Punkt P einer gegebenen Geraden g und d)
das Zeichnen einer Parallelen g’ zu einer
gegebenen Geraden g im Abstand 2 LE.

Holzchen-Gleichungen

al5a Legt in jeder der (offenbar fal-
schen) Gleichungen genau 1. Hélzchen so
um, daB diese zu wahren Aussagen werden!

T+E=1h{v = wv=n
H+2=5 | xu +vn=v
S+S=10lC -x1=x

Zerlegung der 18

Al6a Die abgebildete Holzchenglei-
chung ist offenbar falsch. Entfernt nun von
3 Ziffern 8 auf der linken Seite der Glei-
chung a) 2 Holzchen, b) 3 Hoélzchen, c)
4 Holzchen, d) 6 Holzchen, e) 7 Hélzchen
und f) 11 Holzchen derart, daB jeweils
wahre Gleichungen entstehen! Wieviel ver-
schiedene Gleichungen, die nicht nur
durch Vertauschen derselben Summanden
entstehen, sind in jedem Falle erhiltlich?

Do Ot
oto*to=10

Holzchen-Ungleichungen

Al17a Legt in jeder der (offenbar fal-
schen) Ungleichungen genau 1 Hélzchen
so um, daB diese zu wahren Aussagen wer-
den! Dabei darf das Ungleichheitszeichen
nicht verindert werden. Findet in jedem
Falle mindestens 4 verschiedene Umlege-
moglichkeiten!

[ N
«5-4>B-h
bE=+'-=<E+I
e| 1~2>8-3

Hoélzchen-Briiche

A18a Durch Umlegen von je 1 Holz-
chen sollt ihr die drei abgebildeten Briiche
(in rémischen Ziffern) umwandeln, und
zwar 1/9 in 1/5, 1/17 in 1/8 und 1/101 in
2/51. ' 1 i

T xwi O
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Letzter Einsendetermin: 11.Januar 1987
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Aufgaben aus sowjetischen
Mathematikolympiaden

Ma5m2694 In ein Pionierlager fuhren
drei Freunde: Mischa, Wolodja und Petja.
Es ist bekannt, daB jeder von ihnen einen
der Familiennamen Iwanow, Semenow,
Gerassimow fiihrt. Mischa heiBt nicht Ge-
rassimow. Der Vater von Wolodja ist Inge-
nieur. Wolodja geht in die 6. Klasse. Der
Pionier mit dem Familiennamen Gerassi-
mow geht in die 5. Klasse. Der Vater des
Pioniers mit dem Familiennamen Iwanow
ist Dreher. Welchen Familiennamen haben
die Pioniere?

Ma 5m2695 Eine Mutter beauftragt die
Kinder — den Bruder und die Schwester —
ein Paket Pralinen so aufzuteilen, daB am
niichsten Tag zum Mittag fur die Giste die
Hilfte der Pralinen angeboten werden
kann und noch drei Stiick iibrigbleiben.
Zum darauffolgenden Friihstiick sollten fur
die ganze Familie die Hilfte der restlichen
Pralinen und noch drei Stiick und zum
darauffolgenden Abendessen die Hailfte der
verbleibenden Pralinen und noch drei
Stiick vorhanden sein. Die Kinder teilten
die Pralinen so auf, wie es ihnen die Mut-
ter auftrug, und sie behielten noch vier Pra-
linen iibrig, die sie selber essen durften.
Wieviel Pralinen waren im Paket?

Ma5m2696 Erginze die fehlenden
Grundziffern, die durch * gekennzeichnet
sind, und begriinde, wie du sie gefunden
hast! 785 . k*x
T wkx
1k%kok
ok
T dokdokk

Ma5wm2697 Eine Raupe kriecht auf
einen Apfelbaum. In der ersten Stunde
klettert sie 10cm hoch; in der zweiten
Stunde sinkt sie um 4 cm herunter; in der
dritten Stunde kriecht sie emeut 10cm
hoch, und in der vierten rutscht sie wieder
4 cm herunter. Auf diese Weise klettert die

Raupe weiter. Um wieviel Zentimeter ist
die Raupe in 11 Stunden hinaufgeklettert?

Ma5wm 2698 Erginze die fehlenden
Grundziffern, und begriinde, wie du sie ge-
funden hast!

63 - kx

*ok

*ok

*xk
Ma 5m2699 Auf einem Kolchos gab es
einige Ferkel gleichen Gewichts und einige
Limmer gleichen Gewichts. Ein Pionier
fragte einen Kolchosbauern, wieviel ein
Ferkel und ein Lamm wiegen. Der Kol-
chosbauer antwortete, daB 3 Ferkel und
2 Limmer 22 kg, aber 2 Ferkel und 3 Lim-
mer 23kg wiegen. Wieviel Kilogramm
wiegt ein Ferkel, wieviel ein Lamm?

Ma6m2700 Aus zwei Neubausiedlun-
gen, die 36 km voneinander entfernt sind,
gehen sich zwei Freunde entgegen. Der er-
ste geht mit einer Geschwindigkeit von

5 kTm, der zweite mit 4kTm. Gleichzeitig

mit dem ersten fahrt ein Junge mit einem
Fahrrad aus dessen Stadt dem zweiten ent-
gegen. Er fahrt mit einer Geschwindigkeit,
die gleich der Summe der Geschwindigkei-
ten der Freunde ist. Wenn er den zweiten
Freund trifft, wendet er und fahrt zum er-
sten zuriick. Trifft er den ersten, dann wen-
det er und fihrt zum zweiten zuriick usw.
Auf diese Weise fahrt der Radfahrer zwi-
schen dem ersten und dem zweiten Freund
hin und her, bis sie sich treffen. Wieviel
Kilometer fuhr der Radfahrer in dieser
Zeit?

Ma6m2701 Ein Gemiiseladen erhielt
5 Kisten Zitronen und Apfelsinen. In jeder
Kiste waren nur Friichte einer Sorte. In der
ersten Kiste waren 100 Stiick, in der zwei-
ten 105, in der dritten 110, in der vierten
115 und in der fiinften 130 Stiick. Als eine
Kiste verbraucht war, waren dreimal weni-
ger Zitronen als Apfelsinen {ibriggeblieben.
Wieviel Friichte waren iibriggeblieben?

Martus Mdder
Schweinor Uheg 17
Schmabbalon
6080

Ha 7
¢-Gagarn - 05 2647
Kame 7
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Na/Te (Naturwissenschaft und
Technik) und eine Ziffer, z.B. 7, vorgesetzt
(d. h. fir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene l6sen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12 oder Na/
Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zZu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (sieche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»Sehr gut gelost, gut gelost“ oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost®.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1986/87 lauft von Heft 5/1986 bis
Heft 2/1987. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1987 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/86 bis 2/87
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/87 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/1986 bis 2/87) erhalten hat und
diese einsendet, erhilt eine Anerkennungs-
urkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1986/87
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. ’

Redaktion alpha



Ma6m2702 Zur Emihrung benétigen
6 Pferde und 40 Kiihe tiglich 472 kg, aber
12 Pferde und 37 Kiihe téglich 514 kg Heu.
Wieviel Kilogramm Heu benétigten bei
dieser Emdhrung 30 Pferde und 90 Kiihe
vom 15. Oktober bis zum 25. Mirz ein-
schlieBlich?

(Das Jahr ist kein Schaltjahr.)

Ma6m2703 Bei der Addition von vier
unleserlich geschriecbenen Zahlen wurde
bei der ersten Zahl die Hunderterziffer 2
als 5, bei der zweiten Zahl die Tausender-
ziffer 3 als 8, bei der dritten Zahl die Einer-
stelle 9 als 2 und bei der vierten Zahl die
Zehnerziffer 7 als 4 gelesen. Das Ergebnis
der Addition war 28975. Bestimme den
Fehler, den das Ergebnis hat, und die rich-
tige Summe!

Ma6m2704 Aus einem Korb mit Eiern
entnahm man die Hilfte aller Eier, danach
die Hilfte des Restes, dann die Hilfte des
neuen Restes und zum SchluB noch ein-
mal die Hilfte des letzten Restes. Danach
verblieben im Korb 10 Eier. Wieviel Eier
waren zu Anfang im Korb?

Ma7m2705 Das kleinste gemeinsame
Vielfache zweier Zahlen betrigt 240, und
ihr gr6Bter gemeinsamer Teiler ist 8. Be-
stimme beide Zahlen, wenn bekannt ist,
daB die kleinere der Zahlen nur einmal
den Faktor 5 enthilt und die groBere die 5
nicht enthalt!

Ma7m2706 Von einer Stadt A zu einer
Stadt B fuhr ein Zug 16 Stunden. Auf der
Riickfahrt fuhr dieser Zug mit einer um

20—1(—1'l héheren Geschwindigkeit und war

h

4 Stunden schneller. Mit welcher Ge-
schwindigkeit fuhr der Zug von A nach B,
und wie weit sind die beiden Stddte von-

einander entfernt?

Ma7m2707 Auf einer Seite einer Waage
liegen sechs gleich schwere Teebeutel und
ein 50-g-Stiick. Auf der anderen Seite der
Waage liegen ein gleicher Teebeutel, ein
Gewicht von 100 g und ein Gewicht von
200 g. Die Waage befindet sich im Gleich-
gewicht. Bestimme, wieviel Gramm ein
Teebeutel wiegt!

Ma7m2708 Rekonstruiere die fehlenden
Grundziffern bei folgender Multiplikation!
Aok . skokok
o
*%S
%1 %%
TrEERg

Ma8w2709 BEin Reisender fihrt mit
einem Zug, der mit einer Geschwindigkeit

von 60 kTm fihrt. Er sieht, da am Fenster

ein entgegenkommender Zug innerhalb
von 4s vorbeifdhrt. Welche Geschwindig-
keit hat der Gegenzug, wenn seine Linge
120 m betragt?

Ma8m2710 In einem konvexen Viereck
ABCD verbindet man die Seitenmitten
nacheinander und erhdlt das Viereck
EFGH. Bestimme, welchen Flicheninhalt
das Viereck ABCD im Vergleich zum Fli-
cheninhalt des Vierecks EFGH einnimmt!

Ma8m2711 Auf einem Tisch liegen drei
Schachteln. In der ersten liegenr 2 schwarze
Kugeln, in der zweiten eine schwarze und
eine weiBe, in der dritten zwei weifle Ku-
geln. Die Schachteln tragen die Aufschrif-
ten ,Zwei schwarze“, ,WeiB und schwarz“
und ,Zwei weiBe“. Doch ist bekannt, daB
keine Aufschrift richtig ist. Wie kann man
durch Herausnehmen nur einer Kugel aus
einer Schachtel die Verteilung der Kugeln
bestimmen?

Ma8§m2712 Man ermittle alle positiven
ganzen Zahlen, fiir die der Bruch
197 + 17
Tn+11

Ma9m2713 Den Siegern einer Mathe-
matik-Olympiade werden 1., 2. und
3. Preise iiberreicht. Die Anzahl der

eine ganze Zahl ist.

1. Preise ist um 12 kleiner als die der
2. Preise. 3. Preise erhielten genau doppelt
so viele Teilnehmer wie erste und zweite
zusammen, doch diese Anzahl ist genau
um 104 kleiner als das Produkt von den
Anzahlen der 1. und 2. Preise. Wie viele
Schiiler erhielten Preise?

Ma9m2714 Um ein  gleichseitiges
Dreieck ABC mit der Seitenlinge

=12cm wird der Umkreis gezeichnet
und diesem wird ein regelmiBiges Sechs-
eck umbeschrieben. Uber jeder Seite des
Sechsecks wird ein Halbkreis mit der Sei-
tenlidnge als Durchmesser nach aufien kon-
struiert. Man berechne den Flicheninhalt
der so entstehenden Rosette.

Ma9m2715 In einer 8. Klasse sind
40 Schiiler. Jeder von ihnen lernt minde-
stens eine der Fremdsprachen: Englisch,
Deutsch, Franzésisch. 34 Schiiler lernen
mindestens eine der beiden Sprachen: Eng-
lisch, Deutsch. 25 Schiiler Jernen minde-
stens eine der beiden Sprachen: Deutsch,
Franzosisch. 6 Schiiler lernen nur Deutsch.
Genau zwei Sprachen, Englisch und
Deutsch, lernen 3 Schiiler mehr als Fran-
zgsisch und Deutsch. Kein Schiiler lernt
Englisch und Franzosisch. Wie viele Schii-
ler lernen genau eine bzw. genau zwei
Sprachen?

Ma9w2716 Im Innern eines rechtwinkli-
gen Dreiecks ABC mit dem rechten Winkel
bei C sei ein Punkt M derart gegeben, da
die Dreiecke AMB, BMC und CMA fli-
chengleich sind. Man zeige, daB dann §
X MC?=MB?*+ MA? giit.

Ma10/12 m 2717 Zwei Radfahrer fahren
zur selben Zeit los und mit konstanter Ge-
schwindigkeit, einer von A nach B und
einer von B nach A. Das erste Mal treffen
sie sich in einer Entfernung von 40 km von
B. Nachdem sie am Endpunkt angekom-
men sind, fahren sie sofort zuriick und tref-
fen sich ein zweites Mal, 8 Stunden nach
dem ersten Treffen, in einer Entfernung
von 20 km von A. Man ermittle die Entfer-
nung von A und B und die Geschwindig-
keit jedes Radfahrers.

Ma10/12m 2718 In einem Dreieck ste-
hen zwei Seitenhalbierende senkrecht auf-
einander und haben eine Linge von 18 cm
bzw. 24 cm. Man bestimme den Flichenin-
halt dieses Dreiecks.

Ma10/12m2719 Man zeige, daB man
unter beliebigen 39 aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen stets eine findet, deren
Quersumme durch 11 teilbar ist. Man gebe
ein Beispiel an, in dem die Differenz von
zwei aufeinanderfolgenden Zahlen, deren
Quersumme durch 11teilbar ist, genau 39
ist.

Mal10/12m2720 In einem spitzwinkli-
gen Dreieck ABC sei AH, die lingste der
Hoéhen, gleich lang der Seitenhalbierenden
BM. Man zeige, daB der Winkel xABC
kleiner oder gleich 60° ist.

Aus Naturwissenschaft und Technik

‘Seit 1974 wurden regelméBig neben dem

Mathematikwettbewerb Aufgaben zu Phy-
sik und Chemie verdffentlicht. Insgesamt
gingen zu den 361 gestellten Problemen
rund 95000 L3sungen eip.

Mit diesem Wetttbewerb erweitern wir den
Inhalt, indem wir Aufgaben aus den Natur-
wissenschaften und der Technik anbieten.
Viel Freude und Erfolg beim Knobeln!
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Na/Te 6 m362 30 kg des Materials A und
40 kg des Materials B kosten insgesamt
320 M. Ein Kilogramm des Materials B ist
um 1M teurer als 1kg des Materials A.
Wieviel kostet 1 kg jeden Materials?

Na/Te 7m 363 Wir haben einen 6 m lan-
gen Kupferdraht in zwei Teile zu untertei-
len, so daB der eine Teil 60 cm ldnger ist
als der andere.

Na/Te7m 364 Lose die folgende Aufgabe
mit dem Taschenrechner! In welchem Ver-
hiltnis steht die relative Atommasse von
Silber (Ag) zur relativen Atommasse von
Kalium (K)? (Sinnvolle Genauigkeit be-
achten!)

Na/Te 8§ 365 Die Entfernung zwischen
den Orten C und D betrigt 174 km. Von C
nach D fihrt ein Zug mit einer Geschwin-
digkeit von 30 km/h, von D nach C ein an-
derer Zug mit einer Geschwindigkeit von
57 km/h. Beide Ziige fahren 10.30 Uhr ab.
Wann treffen sie sich?

Na/Te 8 m366 Lose die folgende Aufgabe
mit dem Taschenrechner! Es werden 40 g
Kupfer(I)-oxid umgesetzt. Berechne die
Masse des entstehenden Oxids!

Na/Te9m 367 Berechnen Sie die Ge-
schwindigkeit v, mit der ein Draht von
einer Walze (siehe Bild) mit einem Durch-
messer 4 =20 mm abgewickelt wird, wenn
die Drehzahl der Stange, die in die Spindel
einer Maschine eingespannt wurde,
n = 160 min ! betrigt!

L

Na/Te9m368 Bei 300°C werden 1g
Benzol in einem abgeschlossenen Behilter
mit 4 dm* Sauerstoff volistindig verbrannt.
Welcher Druck herrscht in dem Behilter
pach der Verbrennung, wenn der Anfangs-
druck 127 kPa und die Anfangstemperatur
0°C betrugen?

Na/Te 10/12 m 369 Auf einer Fotografie
hat ein Gebidude eine scheinbare Hohe von
7cm. Welches ist die tatsdchliche Hohe
des Gebidudes, wenn es aus einer Entfer-
nung von 80 m fotografiert wurde und das
Objektiv des Fotoapparates eine Brenn-
weite von 20 cm aufwies?

1_1

b f )
Na/Te 10/12 m 370 Ammoniummagne-
siumphosphat entsteht durch Umsetzung
eines Magnesiumsalzes mit Ammonium-
phosphat und Ammoniak. Wird Ammo-
niummagnesiumphosphat erhitzt, bildet
sich Magnesiumpyrophosphat. Welche

Gleichungen beschreiben diese Reaktio-
nen?

(Die Linsengleichung ist % +
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Computer
in Tips, Fibeln
und Lexika

Kleiner Streifzug
durch populire Angebote 1986
zur Mikroelektronik

Viele Leser fragen uns hiufig nach Litera-
tur zur Mikroelektronik und meinen vor al-
lem Populdres iiber Computer, konkret
Kleincomputer. Die Skala der Wiinsche ist
vielgestaltig. Wir haben uns im fir 1986
vorgesechenen Angebot umgesehen und
fanden dies:

Viele Biicher werden ausgewiesen sowoh!
flir Einsteiger als auch fiir Fortgeschrittene,
wie beispielsweise der Verlag Volk und Wis-
sen seinem Titel Peter Heblik, Wissensspei-
cher BASIC (304 S., 13,50 M), nachsagt,
der die Programmiersprache beschreibt,
Sprachelemente vorstellt und Programme
zu Mathematik, Physik, Technik sowie
Spiele anbietet. Ausdriicklich zum neuen
Rahmenprogramm Mikroelektronik fiir
Schiiler bietet der Verlag an:
Burmeister/Hoppner, Elektronik (Grundla-
gen und Anwendung in MeB- und Nach-
richtentechnik sowie Digitairechnung,
160 S., 3,40 M).

Der Verlag Technik kindigt an eine syste-
matische Einfithrung in BASIC samt Me-
thoden der Programmentwicklung und
zahlreichen Beispielen fiir Ingenieure wie
Amateure (Dieter Werner, BASIC fir Mi-
krorechner; 260 S., 27 M), in der Lexikon-
reihe auBerdem:

Mikroelektronik und deren Bauelemente
(240 S., 19,50 M).

An Leser, die sich noch nicht mit Program-
mieren befalt haben, wendet sich der Fach-
buchverlag mit Hopfer/Miiller, BASIC -
Einfuhrung in das Programmieren (160 S.,
12 M). Das Buch erldutert die wichtigsten
Befehle, an kleinen Beispielen ist zu erle-
ben, wie ein Programm aufgestellt wird.

-

Ein Anhang enthdlt Programme flir mathe-
matische Aufgaben (Funktionen, Glei-
chungen), Vokabeltrainer, Lottozahlenge-
nerator, die alphabetische Sortierung und
Wiirfelspiele. Selbstverstindlich sind auch
1986 zwei Hefte Kleincomputer-Tips vorge-
sechen — mit besonderem Augenmerk auf
die in Schule und Berufsausbildung einge-
setzten Kleincomputer.

Im Akademie-Verlag bringt Jiirgen Groh
eine Kleincomputer-Fibel (200 S., 19,80 M),
die beim absoluten Neuling beginnt, Rat-
schlige firs Strippenlegen zu geben und
den KC in Gang zu bringen; ihm dann BA-
SIC beibringt (ausreichend, um selbst aus-
arbeiten zu kénnen) und neben Program-
men, die mathematische Probleme an-
schaulich machen, auch das einer Mond-
landung anbietet.

Mit den Anwendungsmoglichkeiten und
eventuellen Grenzen der Mikroelektronik
befaBt sich das akzent-Heft des Urania-Ver-
lags Walter Conrad, Chips, Sensoren, Compu-
ter (128 S., 4,50 M) in der fiir die Reihe ty-
pischen Popularitit. Um Prinzipien, tech-
nologische Verfahren und Anwendung geht
es auch bei Rolf Enderlein, Mikroelektronik
im Verlag der Wissenschaften, dazu beson-
ders um die physikalischen Grundlagen
und die dadurch gesetzten Grenzen. Im
Verlag Die Wirtschaft analysiert ein Oko-
nom Softwareprobleme fiir Fachleute und
Laien (Eberhard Prager, Software — was ist
das? 80 S., 5,80 M).

Elektronikamateure wissen selbst, daB sie
Spezialliteratur beim Militdrverlag suchen
miissen. Wir fanden:

Schlenzig/Blasing,

Elektronikbastein mit dem Alleskiénner 555,
Schienzig/Jung, Neue Halbleiterbauelemente;
Hertzsch, CMOS-Schaltkreisliste.




Wir arbeiten
mit Resten

Teil 2

Ein Arbeitsmaterial fiir Schiilerzirkel
ab Klasse 6

Sind zwei natiirliche Zahlen a und b mit
a > b und b + 0 gegeben, so kann man den
Rest r bestimmen, den a bei Division
durch b 1dBt. Man erhilt dann die Darstel-
lunga=k-b+r(keN;reN, r<b). Bis-
her haben wir diese Darstellungsmoglich-
keit genutzl, um Beweise zu fiihren. Jetzt
lernen wir ein Verfahren zur Bestimmung
des grafiten gemeinsamen Teilers d zweier ge-
gebener natiirlicher Zahlen a und b ken-
nen, das im wesentlichen auf der Bestim-
mung von Resten beruht. Solch ein
Verfahren ist niitzlich, wenn wir spiter z.B.
diophantische Gleichungen 16sen wollen.
Zwar habt ihr auch im Unterricht gelernt,
wie man den g.g.T. zweier Zahlen bestim-
men kann (" LB6, S.23), aber fiir gréBere
Zahlen wird das recht umstédndlich.

A5 a Erldutere an einem geeigneten Bei-
spiel: Ein gemeinsamer Teiler von a und b
ist genau dann der grifte, wenn er von al-
len gemeinsamen Teilern von a und b ge-
teilt wird.

Man kann den g.g. T. d zweier natiirlicher
Zahlen a und b. auch wie folgt definieren:
distderg.g.T. von a und b. (d = ggT (a, b))
bedeutet

1. d|a und d|b und 2. Fir jede Zahl
d' e N gilt:

Wenn d’'|a und d'| b, so d'|d.

In dieser Definition wird nur die Relation
ist Teiler von benutzt.

Wir beweisen nun:
Ista=k-b+r(keN;reN, r<b),

so ist jeder gemeinsame Teiler t von a und b
auch ein Teiler von r.

Voraussetzung :
l.a=k-b+r(keN;reN, r<b)
2.t|laund (/b (teN)

Behauptung: t|r

Beweis: Wegen t|a gibt esein ue N,
sodaBa=u-¢,

wegen t| b gibt es ein v e N,

sodaB b=v-1.

Einsetzen in Voraussetzung 1 liefert
u-t=k-v-tt+r.

Daraus folgt r=u-t—k-v-t

(Subtraktion als Umkehrung der Addition),
und durch Anwendung des Distributiv-
gesetzes erhdlt man r=(u — k- v) ¢,
wobei u — k-veN ist.

Also gilt ¢|r, w.z.b.w.

Beispiel: 345 =9-36 + 21

Alle Teiler von 345 sind 1, 3, 5, 15, 23, 69,
115, 345. Alle Teiler von 36 sind 1, 2, 3, 6,
9, 12, 18, 36.

Die gemeinsamen Teiler von 345 und 36

sind 1 und 3. 1 und 3 sind auch Teiler von
21.

Da alle gemeinsamen Teiler von a und b
ein Teiler von r sind, ist auch der grifte ge-
meinsame Teiler von g und b ein Teiler
von r: Wenn a=k-b+r (keN; reN,
r<b) und d =ggT(a, b), so d|r. Daraus
folgt aber: d ist ein gemeinsamer Teiler von
bund r.

Im Beispiel:

d =ggT (345, 36) =3, 3|21,

3 ist gemeinsamer Teiler von 36 und 21.

Ob d woh! der grifte gemeinsame Teiler-

von b und r ist?

Wir iiberpriifen dies mit Hilfe der Defini-
tion:

Es sei t ein weiterer gemeinsamer Teiler von b
und r: t|bundt|r.

Wegen a = k- b + rist f dann auch ein Tei-
ler von a, also ein gemeinsamer Teiler von
a und b: t|a und ¢|bd. Dann gilt aber
t|geT(a, b), d.h. t]d.

Wir haben damit nachgewiesen: ggT (a,
b) =ggT (b, r).

Im Beispiel: ggT (345, 36) = ggT (36, 21)

Es ist a> b > r. Setzen wir der Ubersicht
halber r = r;, und bestimmen wir den Rest
ry, den b bei Division durch r; 1dBt, so ist a
>b>n>n, und es gilt ggT(a b)
=ggT (b, r) =gegT(r,r). Je kleiner zwei
Zahlen sind, um so leichter findet man i.a.
ihren g.g. T. Wir setzen deshalb unser Ver-
fahren weiter fort. Da die entstehenden Re-
ste ry, ry, ry, ... immer kleiner werdende na-
tiirliche Zahlen sind, muB3 nach endlich
vielen Schritten der Rest 0 auftreten. Der
letzte von O verschiedene Rest sei r,. Es ist
dann ggT (a,b) = ... =ggT(r,0).

Der groBte gemeinsame Teiler von r, und 0

ist aber r;.

Im Beispiel: geT

345=9-36+21 (345, 36) =geT (36, 21)
36=1-21+15 =gpgT (21, 15)
21=1-15+ 6 =ggT (15, 6)
15=2- 6+ 3 =ggT (6, 3)
6=2-3+ 0 =ggT(3,0)0=3

Damit haben wir den Euklidischen Algo-
rithmus! zur Bestimmung des g. g. T. zweier
natiirlicher Zahlen a und b (a> b, b+ 0)
erarbeitet.

A6a Bestimme mit Hilfe des Euklidi-
schen Algorithmus den g.g.T. von a) 39 und
15, b) 127 und 45, c) 1953 und 168, d) 195
und 15! Fiir kleine Zahlen a und b ist das
Finden der Darstellung a=k-b+ r kein
Problem. Ansonsten kann man die Algo-
rithmen zur Bestimmung des Restes r be-
nutzen, die in dem der FuBnote 1) angege-
benen Artikel beschrieben sind. Steht ein
Taschenrechner zur Verfiigung, so ist fol-
gendes Vorgehen effektiv; es liefert auch
den Faktor k: Bezeichnet man mit [x] die
groBte natiirliche Zahl, die kleiner oder
gleich x ist

(z. B. [%] =2,[4,05]=4,[7,91] = 7,[10)

‘s0 i =& —a_|2].
—10),501stk—[b] und r=a [b] b.

Den Euklidischen Algorithmus zur Bestim-
mung des groBten gemeinsamen Teilers d
zweier natiirlicher Zahlen a und b kann
man auch durch ein Flug8bild beschreiben?:

START

/ mgabe a,b /

Wir nehmen wieder die Zahlen 345 und 36
und arbeiten die im FluBbild angegebenen
Schritte ab. Die jeweiligen Werte der Va-
riablen halten wir in einer Tabelle fest:

1. 2. 3 4 5. Durch-
lauf

k 9 1 1 2 2

r 21 15 6 3 O

a | 34536 21 15 6 3

b 36 21 15 6 3 0

d 3

A7 A Arbeite das FluBbild fur die Einga-
bewerte

a) a=345 b)a=7 ¢)a= 0

b= 60 b=0 b=12 ab!
Fiille jeweils eine entsprechende Tabelle
aus!
Falis eure Arbeitsgemeinschaft iiber einen
Kleincomputer verfiigt, kénnt ihr ihn den
im FluBbild beschriebenen Algorithmus
nach folgendem BASIC-Programm ausfiih-
ren lassen:

14 CLS

28 INPUT ,Eingabe A und B:“; A, B
38 PRINT

40 IFB =& THEN GOTO 119

50 LET K =INT(A/B)

60 LETR=A-K*B
78 PRINT A; ,=“ K; ,*4 B; ,+“ R
80 LETA=B
9 LETB=R
100 GOTO 49
118 PRINT
126 PRINT ,GGT/:“; A
136 END

"1y Zum Begriff ,Algorithmus* siche

Jerschow, A.P.; Computer — Algorithmus —
Algorithmische Sprache, alpha 3/86
2) Die Bedeutung des hier verwendeten
Zeichens := ist im Teil 2 des in der
FuBnote 1) angegebenen Artikels
erldutert.

C.-P. Helmholz
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In freien Stunden - alpha-heiter

,Hauen Sie endlich ab! Wir sind nicht vom Fernsehen,
wir sind Landvermesser!*

Mit sechs Bewegungen

Man gelange mit dem Wiirfel durch 6 Vierteldre-
hungen zum Feld 7 so, daB auf dem oberen Quadrat
die Augenzahl sechs steht. Der Wiirfel darf nach
oben und nach unten, nach links bzw. rechts jeweils
eine Vierteldrehung machen. Weicher Weg flihrt
zum Ziel? Aus: Fiiles, Budapest

Zwei Raben und ein Kiise

Auf den Spitzen der Sdulen AC und BD sitzt je ein
Rabe. An welcher Stelle auf dem Erdboden AB
miiBte sich ein weggeworfenes Stiick Kése befinden,
wenn die Végel es bei gleicher Fluggeschwindigkeit
zur gleichen Zeit erreichen sollen?

Achtung!

Der Satz des Pythagoras ist hier im Spiel!

¢ Aus einer russischen Zeitschrift (1902)

Interessante Logelei

Albert, Bertram, Carol und Denise, deren Familien-
namen in anderer Reihenfolge Edwards, Ford,
Grant und Hanks lauten, gehen in die Klassen 3, 4,
5 und 6 ihrer Schule. Bei der letzten Priifungsarbeit
im Fach Englisch waren ihre Punktzahlen 55, 60, 65
und 70.

Bestimme aus den folgenden Angaben Klasse,
Punktzahl, Vor- und Zuname von jedem der vier
Schiiler!

1. Grant ist in einer hoheren Klasse als Hanks.

114 - alpha, Berlin 20 (1986) 5

2. Die Jungen erhielten zusammen mehr Punkte in
Englisch als die Midchen.

3. Der Schiiler bzw. die Schiilerin aus der 3. Klasse
hatte die hochste Punktzahl in Englisch.

4. Als Albert und Hanks ihre Punktzahlen mit der
eines dritten Mitgliedes dieser vier verglichen, er-
klirten sie: ,Wenn jeder von uns seine Klassen-
nummer mit seiner Punktzahl in Englisch multipli-
ziert, dann {berschreiten wir beide die Zahl 260.“
5. Bei einem Schachwettbewerb spielte Bertram ge-

gen Edwards, und Denise schlug Hanks.
Aus: Parobla, N.S. W./Australien

Unterhaltsame Kreisfiguren

a) Einem Kreis k mit dem Radius r werden vier
kongruente Kreise mit dem Radius x so einbe-
schrieben, daB jeder der vier zwei andere von aullen
und den Kreis k von innen beriihrt. Bestimme x
und den Flichenanteil fiir r = 1! (Taschenrechner
erlaubt!)

b) Lose die analoge Aufgabe fiir drei Kreise vom

Radius x! Dipl.-Lehrer Ch. Werge,
Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Spiel mit dem Taschenrechner

In das folgende L&sungsschema sind senkrecht vier-
buchstabige Worter einzutragen, die folgende Be-
deutung haben:

Kiichengerit =5(27-13 — 1);

Kleidungsstiick = 24-3-73;

Saugwurm = (2-43)? - 3;

altes Lingenmall = 7°- 11;

svw. Schlag =2 [(24° + 43721 ];

6. Strick, Leine=(5-18)>—5-18 —2-52-18 + 52.
Bei richtiger Losung ergibt sich in der markierten
Waagerechten ein umgangssprachlicher Ausdruck
fiir eine Dummbheit
(=X).X=522-5(5-2)(5+2)(52+6).

U AW



Lésungsschema: (Die Losungsworter ergeben sich,
wenn man die Aufgaben ausrechnet und dann den
Rechner um 180° dreht.)

1 2 3 4 5 6

Magisches Fiinfeck

Setzt in die Teilflichen dieses Fiinfecks die Zahlen
1,2, ..., 11 so ein, daB in allen Dreiecken, in denen
eine Hohe gleich der ,Hohe“ des Fiinfecks ist, die
jeweils eingetragenen Zahlen dieselbe Summe ha-

Dr, Sawin, Mitglied

des Redaktionskollegiums

der mathematischen Schiilerzeitschrift
Quant, Moskau

Wortspiele selbst gefunden

Kennt man bei einem Wortspiel das erste und das
letzte Wort (wie im ersten Beispiel HASE und
POET), so findet man sehr schnell den Lésungsweg.
Man braucht ja nur die letzten Buchstaben der
Reihe nach durchzuprobieren.

Nun sind in flinf Wortspielen jeweils das erste Wort
vorgegeben. Sucht selbst das letzte Wort! Um zum
richtigen Ziel zu kommen, ist das letzte Wort
scherzhaft angedeutet.

H|A[S|E Z|EIH (N KIA|R|O
Hlo|s|E
Plo[s|e
Plof[s|T|
Plofe]|T
Von Zehn Vom Karo
zum Fressen zum Zerhacken
E|C|K|E Bl1|L|D BIE|ITI|A
Von Ecke zu Vom Bild Von Beta bis
vielen Midchen zum Aussuchen beinahe

Schiiler Matthias Kerber, Saal

Wie viele Kreise?

Finde heraus, wieviel Kreise dieses schone Orna-

ment enthilt!
Aus: In freien Stunden, Verlag fiir die Frau, Leipzig
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Video-Logik

Welche Figur muB logischerweise in das jeweils
ganz rechts stehende Rechteck eingezeichnet wer-

den? Aus: Fiiles, Budapest
eovelleoce e elér é ooo’
2R IR X2 e Xelcx Xe

© '8_ oSNt NEn|

Sieben mal drei

Auf dem Bild kommen sieben Gegenstinde je drei-
mal vor. Finde diese! Aus: Troll, Berlin

alpha, Berlin 20 (1986) 5 - 115



LoOsungen

Losungen zur Sprachecke

Ala Peter, Paul, Penny, Philip und Pa-
tricia sind Briider und Schwestern. Jeder
von ihnen hat ein Sparkonto.

"Eines Abends saBen si¢ zusammen, spra-
chen iiber ihre Ersparnisse und beklagten
sich, wie wenig sie hatten. Plotzlich be-
merkte Penny, die gern mit Zahlen jon-
glierte: ,Wie interessant! Jedes Konto zeigt
eine andere ganze Zahl von Dollar, und
das Produkt aller Zahlen ist doch nur 12.¢
Welchen Betrag konnte jedes der flinf Kon-
ten zeigen?

Lésung: Einige von ihnen miissen einen
Minusbetrag haben. Die Betrige kdnnten
sein: -2, —1, 1, 2, 3.

A2A Ersetzt die fehlenden Ziffern in
den Gleichungen auf der Zeichnung.

Lésung: a) 264:12 =22
oder 264:22 =12
b) 390:13 =130
c) 288 =2-12?
d 10-1-9=1
e) 99+99 =198
i 11-91 =1001
g 1l1-1 =9+2

A3 A Eines Tages befanden sich in Artek
an einem runden Tisch fiinf Kinder, aus
Moskau, Leningrad, Gorki, Perm bzw.
Swerdlowsk:

Jura, Tolja, Ljoscha, Kolja und Witja.

Der Moskauer sitzt zwischen dem Swerdlo-
wer und Witja, der Leningrader, zwischen
Jura und Tolja, und ihm gegeniiber sitzen
der Permer und Ljoscha. Kolja war niemals
in Leningrad, Jura war schon in Gorki,
aber noch nicht in Swerdlowsk, und der
Swerdlower schreibt sich regelmaBig mit
Tolja. Stelle fest, welches Kind wo wohnt!

Léosung: Jura — Moskau, Tolja — Gorki,
Ljoscha - Swerdlowsk, Kolja — Perm,
Witja — Leningrad.

Ad4a Fir eine Schulfeier wurden
1000 Flaschen Apfelsaft bestellt. Sie wer-
den in Kisten zu 12 Flaschen mit einem
kleinen Wagen, der hochstens 15 Kisten
auf einmal transportieren kann, angelie-
fert. Wievielmal muB der kleine Wagen
fahren, um die 1000 bestellten Flaschen zu
transportieren?

Lésung: Es konnen jedesmal

12-15=180 Flaschen befordert werden.
1000:180 = 5 Rest 100. Der kieine Wagen
muB also 6mal fahren.

116 - alpha, Berlin 20 (1986) 5

Lésungen zu:

Mini-BASIC fiir alpha-Leser

ala 1.Zahl 8| 4] 5
2.Zahl 3] 7 12

Ergebnis | 12 | 14 | 30

A2 a Beispiel:

1. Zahl: Zahlenwert des Bogens b eines
Kreisausschnittes mit dem Winkel o.

2. Zahl: Zahlenwert des Radius r des ent-
sprechenden Kreises.

Ergebnis: Zahlenwert des Flicheninhalts
A, des Kreisausschnittes.

Ala
a) PRINT 9.31%9.31%9.31

oder PRINT 9.31 A 3
b) PRINT SQR (24.02* .32)
c) PRINT SQR (3.2%3.2 +4.3%4.3)

oder PRINT SQR (3.2 A2+43 A2)
d) PRINT 5.3/2.3/7.2

oder PRINT 5.3/(2.3%7.2)
e) PRINT 2*PI*2.7%2.7

oder PRINT 2*PI*2.7 A 2
f) PRINT —3.72/ABS (2.9 — 14.8)
Potenzen x? bzw. x? sollte man bei Verwen-
dung des Computers als Produkt berechnen
lassen, da damit eine groBere Genauigkeit
erzielt wird.

AdA

a) 3,7-9,81
2,09-0,21

.9 =37773

e) v12,03-(=5,3)|
E | —3,1| 2,1| 3,9t3,2

Al-al2ls]s
b) Den Ausgabewert erhdit man, indem
man zum Eingabewert x die groBte ganze
Zahl sucht, die kleiner oder gleich x ist.

AbaA
a) 0,5; PRINT INT (3.7)/ABS (—6)

b) %; PRINT INT (-3.7)/-6

d)%.ﬂ-.ZJ

ASA a)

c) %; PRINT 4/3 - INT (4/3)
d) 0; PRINT 8/2 — INT (8/2)

ATaA

a) Operationszeichen vor der Klammer
fehlt! Falsche Darstellung der Zahl 7,5
(in BASIC 7.5).

b) Falsche Eingabe der Null.

¢) Nach SQR fehlen Klammern.

d) Operationszeichen vor PI fehlt.

A8a

) IIEII
[=] o] [x] []

Elminn]e
14 A

b) r 3,0 2,7 7,4
h 5,0 4.8 32
V 141 110 551
Ay 94 81 149

A9a Eine Mdéglichkeit:

19 INPUT R

20 LET V=4/3*PI*R*R*R
38 LET O=4*PI*R*R

49 PRINT V

56 PRINT O

68 END

Loésung zu: Eine Aufgabe von
A.N. Kolmogorow

A2635a (1)a)8;b)6;¢)9;,d)0.
) n™

Losung zu: Barrikade

Losung in 152 Schritten:

1. 2. 3. 4 5 6 7. 8 9. 10

BL DU DR FU FU 4L DD DD FR FD
BR BR CU CL EU EU FL FL FD BD
BR ER CR CR 3U 4U FL FL DL DL
BD ED EL 2D 2D AR 4U 4U DU DU
FR FU BL BL 2D CR EU 2L CD ER
20 BR BR FD FL DD DD 2L EL CU
BU DR DR FR FR 3D 2D EL EL CL

CL BU FU FR 2R CD 4D CD 4D 1R

BU EU 3U CL 4D 3U CU 1D ER 3U

CU 4. 1D 1D CR CU 3D EL CU 1U

IU 2L FL FD BD AD CR CR ER ER
IU 3U 4U 2U FL FL DL DL BD AD
ED ER 1R 2U 2U AL ED ED CD CD
IR 2R 3R 4U 4U AL EL EU BU DR
DR FR FR AD EL EL CL CL BU FU
151. 152.

FR AR

Losungen zu:
Wir arbeiten mit Resten (Teil 2)

AS5A Wir wihlen a =20 und b =12.
Die gemeinsamen Teiler von 20 und 12
sind 1, 2 und 4. Der groBte gemeinsame
Teiler von 20 und 12 ist 4. Es gilt 1[4, 2|4
und 414.

4 ist der einzige gemeinsame Teiler von 20
und 12, der durch jede der Zahlen 1, 2 und
4 teilbar ist.

A6A )3 b)1 ¢)21 d)15

A7 A

a)

1 2. 3

k 5 1 3
r 45 15 0
a 345 60 45 15
b 60 45 15 0
d 1

b) ¢) 1. 2.
k k 0 1
r r 12 0
a |l al 0 12 12
b {0 b |12 12 0
a|i d 12

Loésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Zwei Raben und ein Kise

Wir verbinden zunichst die Punkte C und
D und fillen in der Mitte von CD die
Senkrechte EF. Der Schnittpunkt F auf der
Linie AB ist die Stelle, wo das weggewor-
fene Stiickchen Kise liegen miiBte, denn
bei den Dreiecken CFE und DFE, die eine
gemeinsame Kathete haben, ist auch die
zweite Kathete gleich: CE = ED. Folglich



sind die Hypotenusen CF und FD, das
heiBt die Fluglinien der Raben, ebenfalls
gleich. Jetzt kennen wir den Punkt F, auf
dem der Kise liegen muB, und wollen die
Entfernung vom Punkt 4 ausrechnen. Wir
kennzeichnen die Entfernung 4B mit aq,
AC mit b, BD mit ¢, AF mit x. Dann er-
gibt sich aus den rechteckigen Dreiecken
ACF und BDF, in denen die Hypotenusen
CF und DF gleich sind, daB

b2+ x?=¢?+ (a — x)? und damit

x2=(a’+ c?2- b?):2a ist.

Mit sechs Bewegungen
Man kann z. B. den im Bild gezeigten Weg
wihlen:

I I
&
R
I ———) g
5%
LP 7] e T
&
—3 '|3_‘
3
P C— 891
Z |®
——p 5[ 7
..1‘56
6 2 C— T
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Interessante Logelei

Weil die Jungen mehr Punkte als die Mid-
chen erhielten, bekam einer von ihnen
70 Punkte (2). Dieser Junge ist in der
3.Klasse (3). Das Midchen, bei dem das
Produkt von Klasse und Punktzahl 260 ist,
mufBl in Klasse 4 sein (4). Hanks ist in
Klasse 5, weil er in einer niedrigeren
Klasse als Grant ist (1), aber in einer ho-
heren Klasse als das Miadchen aus der
4. Klasse (4). Demzufolge ist Grant in
Klasse 6, heiBt Albert und hat 60 Punkte
(4) und (2). Der Schiiler aus der 3. Klasse
heiBt dann Bertram (2). Der Rest ist aus (5)
leicht zu erkennen. Klasse 3 Bertram Ford

70 Punkte; Klasse 5 Carol Hanks
55 Punkte; Klasse 4 Denise Edwards
65 Punkte; Klasse 6 Albert Grand
60 Punkte.

Unterhaltsame Kreisfiguren

Mit dem Taschenrechner auf drei giiltige
Ziffern genau

a) x sei der unbekannte Radius:

r
O<x<7

x4+ x2=(r—x)?
xX+2mx—rt=0
x1_z=—rim
—r+r\/2_
(2 -Dr
A=4n(y2 -1’ = 2,16
~68,6%

b) x sei der unbekannte Radius:
1 (22 oo x2 0<x<L
x 3 r—x x<5

X1,2 = (_3 * \/E)’
A=3n(-3+y2)'r ~

2,03

=~ 64,6 %

Spiel mit dem Taschenrechner

1. 8315— SIEB; 2. 3504 — HOSE;
3.7393 — EGEL; 4. 3773 > ELLE;
5. 8314— HIEB; 6. 7135 — SEIL.
Markierte Waagerechte:

137353 — ESELEI

Magisches Fiinfeck
Summe: 28

s
ey

Wortspiele selbst gefunden

ZEHN KARO ECKE
Z AHN KARL ELKE
Z AHL KERL ELLE
MAHL KEIL ELLA
MAUL BEIL ULLA
BILD BETA
WILD BETT
WALD FETT
WALL FEST
WAHL FAST

Wie viele Kreise?
Die Figur enthilt 21 Kreise.

Video-Logik

® O
2 RN J

Sieben mal drei

1. Schleife am Hals der beiden Kellner und
des Hundes;

2. Likorgldaser auf dem Tisch und dem Ta-
blett des linken Kellners;

3. Trinkbecher auf diesern Tablett auf dem
obersten rechten Tablett des anderen Kell-
ners und auf dem Fenster;

4. Strohhalm im Glas auf dem vorletzten
linken Tablett und in der Torte auf dem
Kopf des dlteren Kellners sowie in der
Brusttasche des jiingeren;

5. kleiner Kreis als Knopf des jiingeren
Kellners, als Deckelgriff der Teekanne
ganz oben in der rechten Hand des alteren
und auf dem Etikett der Flasche auf sei-
nem Kopf;

6. Hornchen auf drei Tabletts des ilteren
Kellners;

7. Gldser mit hellem Inhalt auf drei Ta-
bletts des dlteren Kellners.

Lésung zu: Logische Kitty

IV. Umschlagseite

Fiir 20 Meilen brauchen die beiden 7 Stun-
den, also fahren sie mit einer Geschwindig-

keit von —22Meilen/h. Dann sind die Ent-

7
fernungen
Start 1. Schleuse
8.30 10.00
Meilen 20 3 30 20 ,_40
72 7 17T
Pizza- Nach- Anker-
stube mittag platz
12.00 17.00 19.00
Meilen 2,5=L0£ & _40
7 7T T
+
w Meilen = 30 Meilen.

Kitty und Michelle sind 30 Meilen gefah-
ren.

Losungen der Aufgaben
aus dem Commensurator
von Regiomontanus

Heft 4/86, S.75

I19. d=+v2-+44-52V.131. Es liege
etwa P im Inneren des Winkels < ACB
(Bild 1). Die gesuchte Gerade durch P
schneide ¢=AB in D und b=AC in E.
Mit 4, B, C und P ist auch die Parallele
durch P zu ¢ und deren Schnittpunkt F
mit der Verlingerung von C4 bekannt.
Fermner bezeichne h, die Hohe des gesuch-
ten Dreiecks beziiglich der Grundseite AE,
h, die Hohe des gegebenen Dreiecks beziig-
lich der Grundseite b und x die Strecke

AD. Offenbar geniigt es x zu kennen, um

die Aufgabe 16sen zu kénnen. Nun gilt:

hl _Xx
o =
(2) hz'b=2'h1'E_.A,
EA «x
¢
Bild 1
/NS
F—x
Aus diesen Gleichungen ergibt sich
x1= 2PIFE‘_F - be, woraus sich x nach den

Regeln der flichengleichen Verwandlung
von Rechtecken und Quadraten leicht mit
Zirkel und Lineal konstruieren 14Bt.

V.140. Man konstruiere zundchst Dreieck
ABD auf iibliche Weise aus der Hypote-
nuse ¢, der Differenz der Katheten DB und
dem Winkel von 135° bei D (Bild 2, hier ist
der Fall b < a angenommen). Die Verlin-
gerung von BD iiber D hinaus schneidet
den Thaleshalbkreis iiber ¢ (und auch die

alpha, Berlin 20 (1986) 5 - 117



Mittelsenkrechte der Punkte A4, D) in C. Im
Spezialfall ¢ — b = 0 erhilt man mit D= B
so den Punkt C ebenfalls.

Bild 2

\ 8

VIL.29. Die Beriithrungspunkte von je drei
gleichen, einander berithrenden #uBeren
Kugeln mit der inneren Kugel bilden auf
der Oberfliche der inneren Kugel ein
gleichseitiges Dreieck. Im Fall einer ge-
schlossenen Hiille von duBeren Kugeln um
die innere Kugel miissen sich diese
Dreiecke zu einem der inneren Kugel ein-
beschriebenen reguldren, von gleichseiti-
gen Dreiecken begrenzten Polyeder schlie-
Ben.

Solche Polyeder existieren aber nur fiir

n = 4 (Tetraeder), n = 8 (Oktaeder)

und n =20 (Ikosaeder).

Um die Aufgaben II.14, V.104 und VI.42
zu 18sen, ist es notig, sich zundchst mit den
Verhiltnissen einiger Strecken am reguli-
ren Fiinfeck und dem ihm einbeschriebe-
nen Sternfiinfeck (Pentagramm) vertraut
zu machen. Da der Winkel 4 E\ME,, den
zwei benachbarte Eckpunkte E;E;, mit dem
Mittelpunkt M des Umkreises bilden,

gleich 2—“, also gleich 72° ist, findet man

leicht die GroBe einer Reihe anderer Win-
kel zu 108°, 36° usw., woraus sich insbeson-
dere die Abnlichkeit der Dreiecke der
Form E,E,E; zwischen drei aufeinanderfol-
genden Eckpunkten mit den Dreiecken
E,AE, ergibt, die zwei benachbarte Eck-
punkte mit einem Diagonalenschnittpunkt
A bilden (Bild 3). Daher gilt fiir die Seiten-
linge s des Fiinfecks und die Diagonalen-
linge d
d—s s

== Igt
F p woraus folg

Bild 3
12

4 M
108°

N

118 - alpha, Berlin 20 (1986) S

d=§(1+,/5—).

Ubrigens besagt diese Beziehung, daB die
Diagonalen des Sternfiinfecks sich gegen-
seitig harmonisch teilen und daB Stemn-
fiinfecke mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar sind. Um die absolute GréB8e von s und
d bei vorgegebenem Radius des Umkreises
(den wir der Einfachheit halber gleich 1
setzen) zu erhalten, betrachten wir noch
die in Bild 3 eingetragenen Hilfsstrecken x
und A. Fiir sie gilt:

2
1=(£)+x2, x=1-h,
2
2
h= ﬂsz'— (g) .
Setzt man in die letzte Gleichung die

schon gefundene Formel fir d ein, so er-
gibt sich

h= % 10-245
und daraus
5= —“0_22‘/5_ ~1,175 und

d=%\/10—2\/5_(1+\/5_)zl,902.

Die Fliche des Sternflinfecks denkt man
sich zweckmiBig aus 10 kongruenten
Dreiecken zusammengesetzt, von denen in
Bild 4 eines schraffiert ist. Seine Grund-
seite ist gleich dem Radius des Umkreises,
also gleich 1, seine Hohe gleich s — % Da-
mit ergibt sich fiir die Gesamtfliche die ex-
akte Formel

s(s—§)=%(3—,/?) Y10-245
~1,1226.
Bild 4

Der untere Teil von Bild 3 deutet an, wie
man den Mittelpunkt M’ eines der 10 kon-
gruenten Kreise, die einen gegebenen
Kreis umhiillen, als Schnittpunkt eines
vom inneren Kreismittelpunkt M ausge-
henden Strahls mit der Winkelhalbieren-
den zwischen dem um 18° benachbarten
Strahl und einer Tangente an den inneren
Kreis konstruieren kann. Um den Radius r
der duBeren Kreise zu berechnen, stellen
wir fest, daB wegen des gemeinsamen Win-
kels von 18° die Dreiecke MBM’ und
E,CM ihnlich sind. Daher gilt
r_x

r+1 1
(Der Radius des inneren Kreises wurde
wieder gleich 1 gesetzt.)
Daraus folgt

P. Schreiber

Loésung zu: Speed
Heft 4/86, Seite 96

Ist I die Lidnge der Strecke in Metern und z
die in Sekunden gemessene Zeit, so erhilt
man die Geschwindigkeit v in km/h nach
der Formel

v= —i 3,6. Im einzelnen ist

(auf 2 Dezimalstellen gerundet)

I= 50m v=2946km/h
I= 60m v=230,68km/h

=100y v=132,12km/h
I=100m v=32,29km/h
1=200m v=32,16km/h.

Die groBte Geschwindigkeit erreichte Ma-
rita Koch demnach tiber 100 m.

Losungen zu: SpaB mit Sternchen
Heft 4/86, Seite 84

Ala a)In 5%%* ersetzen wir die Stern-
chen so durch Grundziffern, daB die darge-
stellte Zahl moglichst klein wird. Das trifft
zu fiir 5000. In 4%** ersetzen wir die Stern-
chen so durch Grundziffern, daB die darge-
stellte Zahl méglichst groB wird. Das trifft
zu fir 4999. Wegen 5000 > 4999 gilt
Sk¥x > 4*x%* fiir jede beliebige Ersetzung
der Sternchen durch Grundziffern.
b) Die groBte dreistellige Zahl (999) ist
kleiner als die kleinste vierstellige Zahl
(1000). Deshalb gilt 9%* < 1*** fiir jede
Ersetzung der Sternchen durch Grundzif-
fern.
c) *¥kk > %99 denn 1000 > 999.
d) Wegen 63999 < 67000 gilt

63%kk & §THHK,
e) Wegen 10000 > 8 799 gilt

dokskk() > 8Tk,
f) Es sind drei Fille moglich:
(1) Wegen 1991 = 1991

konnte 1%*%1 = *99% gelten.
(2) Wegen 1001 < 1991

konnte 1**] < *99% gelten.
(3) Wegen 1991 > 1990

konnte 1%*]1 > *99% gelten.
Deshalb lassen sich diese Zahlen nicht fiir
jede beliebige Ersetzung der Sternchen
durch Grundziffern vergleichen.

A2a a) Die erste und dritte Zahl sind
siebenstellig; die zweite und vierte Zahl
sind sechsstellig. Wir vergleichen zunéchst
die beiden sechsstelligen Zahlen. 3%¥7%*
< 9Fkkx%%  denn 399799 < 900000. Nun
vergleichen wir die beiden siebenstelligen
Zahlen. TRk < 2k 74k denn
1991999<2003 700. Deshalb gilt fir alle
moglichen Ersetzungen der Sternchen
durch Grundziffern 3%*7%k < G¥kkskk
< 1HGT*Ek < 2%k TH%,

b) Die dritte Zahl (*2%76%) ist sechsstellig,
also groBer als die iibrigen flinfstelligen
Zahlen. Wegen 20760 < 21750 und wegen
21760 >20750 lassen sich die Zahlen
2*76* und 2*75% nicht so ordnen, daB fiir
jede mogliche Ersetzung der Sternchen
durch Grundziffern nur eines der beiden
Zeichen <, >, und zwar stets dasselbe Zei-
chen gilt.

c) Wegen 193 <3001 < 10940 gilt stets
1%3 < 3%k] < *%94%



a3a a) Wirrechnen 1+3=4;
5+3=8;3+1=4;6+9=15 und
erhalten 15484 — 9133 =6 351.

b) Wir rechnen 7 + 5 = 12 (Ubertrag 1);
1+4+1=6;3+7=10 (Ubertrag 1);
1+3+8=12 (Ubertrag 1);
1+2+1=4 und erhalten

42062 — 18715 =23 347.

c) Wirrechnen2+1=3;6+8=14
(Ubertrag 1); 1+0+5=6;5+7=12
(Ubertrag 1); 1 + 6 + 1 = 8 und erhalten
82643 — 17 581 = 65062.

d) Wir rechnen 6 + 7 = 12(Ubertrag 1);
1+1+6=8; 5+8=13 (Ubertrag 1)
1+3+5=9;2+2=4 und erhalten
49382 — 25867 =23 515.

Ad4a a) Wegen 8000-2=16000 kann
der zweite Faktor nur 2 sein.

Daraus folgt 83182 = 16 636.
'b) Wegen 9-1=29 ist die dritte Grundziffer
des ersten Faktors 1. Wegen 9-2 =18 ist
durch zweite Grundziffer des ersten Fak-
tors 2.

Daraus folgt 821-9= 7389.

c) Wegen 4 -8 =32 endet das Produkt auf
die Grundziffer 2. Es bleibt der Ubertrag 3.
Wegen 4-1+ 3 =17 ist die dritte Grundzif-
fer des ersten Faktors 1.

Daraus folgt 7618 -4 = 30472.

d) Wegen 6-2=12 und 6-7 =42 kdnnte
der zweite Faktor 2 oder 7 sein. Da das
Produkt auf die Grundziffernfolge 42 en-
det, kann der zweite Faktor nur 7 sein.
Daraus folgt 64442 :7 = 9206,

also 9206 -7 = 64 442.

e) Wegen 8-3 =24 endet das Produkt auf
die Grundziffer 4. Wegen 8-0+2 =2 und
85+ 2 =42 kénnte die dritte Grundziffer
des ersten Faktors 0 oder 5 sein. Wegen
8:8 =64 und 4 + 8 entfillt die Grundzif-
fer 0.

Daraus folgt 4853 -8 = 38 824.

f) Wegen 5-7 =35 ist der zweite Faktor 5.
Wegen 5-27 = 135 ist die dritte Grundzif-
fer des Produkts 3.

Daraus folgt 6635:5 = 1327,

also 1327-5 = 6635.

g) Wegen 64 = 24 ist der zweite Faktor 6.
Wegen 674 = 444 ist die vierte Grundzif-
fer des Produkts 4. Wegen 6-5+4 =34
und 6-0 + 4 = 4 kdnnte die zweite Grund-
ziffer des ersten Faktors 5 oder 0 sein.
Wegen 2574 -6 = 15 444 entfillt die 5.
Daraus folgt 2074 - 6 = 12 444.

h) Wegen 56 -3 = 168 kann der zweite Fak-
tor nur 3 sein. Wegen 3-9 =27 kann die
vierte Grundziffer des ersten Faktors nur 9
sein.

Daraus folgt 5629-3 = 16 887.

A 5a a)Das zweite Teilprodukt endet auf
die Grundziffer 4. Wegen 2-7 =14 ist die
zweite Grundziffer des zweiten Fak-
tors 2.

Daraus folgt 57 -62 = 3534.

b) Wegen 2-95=190 kann die erste
Grundziffer des zweiten Faktors nur 2 sein.
Daraus folgt 95-23 = 2185.

c) Das zweite Teilprodukt **6 endet auf die
Grundziffer 6. Wegen 6:1=6 und
6-6 =136 kann die zweite Grundziffer des
ersten Faktors 1 oder 6 sein.

Wir erhalten zwei Losungen
41-36 und 46-36

123 138
246 276
1476 1656

d) Das zweite Teilprodukt **6 endet auf die
Ziffer 6. Wegen 7-3 = 21 miiBte das zweite
Teilprodukt auf die Grundziffer 1 enden.
Deshalb besitzt diese Aufgabe keine Lo-
sung.

e) Das Produkt ****4 endet auf die Grund-
ziffer 4. Deshalb endet auch das zweite
Teilprodukt auf 2*** auf die Grundziffer 4
und lautet somit 2**4. Wegen 3-8 = 24 ist
die zweite Grundziffer des zweiten Fak-
tors 3.

Daraus folgt 728 -43 = 31304.

Lésungen zu den Aufgaben von
Maik Miihle, Riesa
Heft 4/86, Seite 82

Ala MCB ist ein gleichschenkliges
Dreieck, daher ist <BCM = ¢BMC. Die
GroBe des Winkels sei mit ¢ bezeichnet.
Die GroBe des Winkels < MBA betrigt
dann 2¢ (AuBenwinkelsatz); die GréBe des
Winkels 4 MAB betrigt ebenfalls 2¢
(Dreieck AMB ist gleichschenklig).

Fiir die GroBe des Winkels 4AMD gilt
dann @ +2¢@ =3¢ als AuBenwinkel des
Dreiecks AMC, q.e. d.

A2a Man zeichnet zuerst den Inkreis
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius
der Linge r = 2,5 cm (MB,). Dann zeichnet
man an den Inkreis in B, die Tangente ¢;.
Die Parallele zu #; durch M schneidet den
Inkreis in B,. Die Tangente ¢, an den In-
kreis in B, schneidet ¢, in C. Auf ¢, legt man
einen Punkt A4, beliebig fest und trigt in 4,
an den Strahl 4,C den Winkel der GroBe
a = 50° an. Das Lot von M auf den freien
Schenkel des Winkels der GroBe o schnei-
det den Inkreis in B;. Die Parallele zum
freien Schenkel des Winkels der GréBe o
durch B, schneidet ¢, in 4 und ¢, in B.

N8
tz
By
8, M
i\ : « o ¢
c B, A A\ !

A3 A Man zeichnet durch E die Parallele
zu 4B und durch F die Parallele zu BC.
Diese schneiden DC in Y und BC in X,
Man fihrt den Nachweis, daB die Dreiecke
EXG und FYH kongruent sind:

(1) <HYF= 4EXG (rechter Winkel),

@ FY=FEX (Quadratseite),

(3) 4HFY= 4GEX (Winkel, deren
Schenkel paarweise senkrecht
aufeinander stehen, sind kongruent:
FH L EG und FY L EX).

Es folgt die Kongruenz der Dreiecke EXG

und FYH (wsw).

Daraus folgt: EG = HF, q.e. d.

D \H Y c
L —
Xl G
£
\ X
A F 8

A4a Wegen (2) kommen die Ziffern 2,
3, 5,7 in Frage. Alle Zusammenstellungen
(Variationen) mit den Ziffern 2, 3, 7 und 3,
5, 7 entfallen, da sie alle keine Primzahlen
sind (Quersumme 12 bzw. 15!).

Die Ziffern 2 und 5 kdnnen nicht an erster
bzw. letzter Stelle stehen, da sonst keine
Primzahlen entstehen wiirden. Nun blei-
ben nur noch die Zahlenpaare 377; 773
und 337; 733 iibrig. Da 377 keine Primzahl
ist, sind 337 und 733 die einzig moglichen
Telefonnummern.

Wer 16st mit? alpha-Wettbewerb
Heft 1/86, Fortsetzung

Ma 6 m 2645 - Angenommen, die Schiiler
der Klasse 6a erreichten x kg Altpapier,
die Schiller der Klasse 6b also
(2x — 40) kg, die der Klasse 6¢ hingegen
(2x—40)kg:2=(x—20) kg.

Das sind zusammen (4x — 60) kg. Nun gilt
4x — 60 =480, 4x =540, x = 135,

Die Schiiller der Klasse 6a sammelten
135 kg, die der Klasse 6b 230 kg, die der
Klasse 6c¢ 115 kg Altpapier.

Ma6m2646 Wir halbieren die Innenwin-
kel 4 CAB und xCBA; die Halbierungsli-
nien dieser Winkel mogen sich in F

c

A 8

schneiden. Wir zeichnen die Parallele zu
4B durch F, die AC in D und BC in E
schneide. Auf Grund der Konstruktion gilt
A DAF= xFABund 3 FAB= X DFA

als Wechseiwinkel an geschnittenen Paral-
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lelen, also auch A DAF = 5 DFA. Deshalb
ist das Dreieck AFD gleichschenklig, und
es gilt AD = DF. Analog dazu gilt

BE =TFE, also auch 4D + BE = DE.

Ma 7 = 2647
al 7 2 b)y49 0 1
8 7 0 0 G=100
1 81 1 0 49
6 9 1
9 9 S=16
1 96

Ma7m2648 Winkel ABE hat die GroBe
60°, Winkel ABC die GréBe 90°; folglich
hat Winkel CBE die GroBe 30°. Wegen BE
= BC ist das Dreieck CBE gleichschenklig.
Jeder der beiden Winkel BEC und BCE hat
somit die GroBe 75°. Also hat Winkel DCE
die GroBe 15° und somit Winkel CED die
GroBe ¢ = 150° ’
) ¢
£

8

Ma7®2649 Winkel FBG habe die GroBe
@; dann hat Winkel BGF die GroBe
90° — @¢. Die Winkel BGF und EGC sind
Scheitelwinkel; folglich hat Winkel EGC
auch die GroBe 90°— . Wegen xCAB
= 5 DBA hat Winkel CAB die GroBe ¢,
also hat Winkel ACF die GroBe 90° — .
Somit gilt 4 ECG = x EGC, also auch EC
=EG, d.h,

Dreieck CEG ist gleichschenklig.

0 [

A
A F 8
Ma7m2650 AQ habe die Linge x, RC
die Linge y, also 0D die Linge a —x und
DR die Linge a — y; dann gilt fiir den Um-

fang des Dreiecks QRD
uppp=(a—x)+(a-y)+x+y

1
=2"1='2_'“ABCD§
denn Q4 = 0B und RP=.RC.
Ma 8 m2651 Nach Voraussetzung gilt
aeR,beR,a>0,b>0unda-b=1.

Es wird behauptet, daB stets gilt
at+bz2. .

Aus a-b =1 folgt b=%.
Nun ist zu zeigen, daBl a + %; 2 ist.

Fiir alle rationalen Zahlen gilt
(@a—12z0bzw. a2—2a+ 120,

a2+lg2a|=a(a*0),a+%§2,
w.Z.b.w.

Ma 8m 2652

Offenbar ist ausschlaggebend, wieviel
Fruchtfleisch zur Verfugung steht. Das be-
trigt bei der groBen Apfelsine

120 - alpha, Berlin 20 (1986) 5

1 1
=—nd’ V==q-10°cm?®:
V6nd,V6rr100m,
V=>523,6 cm3.

7 kleine Apfelsinen haben insgesamt ein
Volumen von

V=7'%7T'53cm3;

1
V=7‘€n-125 cm®; V= 4581cm’.

Es ist also besser, die eine groBe Apfelsine
zu kaufen.

Ma 8 m2653 Angenommen, man erhilt x
20-Mark-Scheine, y 50-Mark-Scheine und
z 100-Mark-Scheine ausgehiindigt;
dann gilt
20x + 50y + 100z =500 und z<y <x.
Daraus folgt weiter
2x + 5y +10z =50,
5y=50—-10z — 2x,
y=10—-2z - 25_x
Da x, y und z natiirliche Zahlen sind, muB
x ein Vielfaches von 5 sein.
Aus x =5
folgt y=8~2z=2(4-2),
also z =1, 2 oder 3.
Aus x =10
folgt y=6-2z=23-12),
also z =1 oder 2.

Aus x =15
folgt y=4-27=202-72),
also z=1.

Wegen der Einschrinkung z < y < x besitzt
diese Aufgabe drei Losungen

X y z

5 4 2

10 4 1

15 2 1.
Man erhilt entweder fiinf 20-Mark-Scheine
und vier 50-Mark-Scheine und zwei
100-Mark-Scheine oder zehn 20-Mark-
Scheine und vier 50-Mark-Scheine und
einen 100-Mark-Schein oder fiinfzehn
20-Mark-Scheine und zwei 50-Mark-
Scheine und einen 100-Mark-Schein.

Ma8 w2654 Bezeichnet man die MaB-
zahl der Linge der Quadratseite mit x, so
ist x + 1 die Bezeichnung fiir die MaBzahl
der Linge der Diagonalen in einem Qua-
drat mit der geforderten Eigenschaft.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann
(x+1)?=x2+x? bzw. x2—-2x—-1=0.
Diese quadratische Gleichung hat nur eine
positive Lésung, nimlich x =1 + 1/2_ .

Der Flicheninhalt dieses Quadrates hat die
Mafzahl 3 + 2 \/2_ . Es gibt genau ein derar-
tiges Quadrat; seine Seite ist etwa 2,41 cm
lang; sein Flicheninhalt betrigt rund
5,83 cm?.

Ma9m2655 Es gilt

n.nl n 2n+3nt+nd
R T S S
=l.(,,z+3,,+2)=l.,,.(,,+1)
6 6
(n+2).

Von den drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen n, n+1, n+2 ist genau
eine durch 3 und wenigstens eine durch 2
teilbar. Deshalb ist das Produkt n(n + 1)(n
+ 2) durch 6 teilbar und somit die Summe

LA
3 2 6

einer natiirlichen Zahl ganzzahlig.

fiir jede Belegung von n mit

Ma9m2656 Unter der Voraussetzung,
daB eine beliebige natiirliche Zahl n die
Quersumme 33 hat, behaupten wir, daB es
keine natiirliche Zahl k mit der Eigen-
schaft k2 = n gibt. Wir filhren den Beweis
indirekt und nehmen an, es gibe ein sol-
ches k.

Da die Quersumme 33 durch 3 teilbar ist,
miiBte nach der bekannten Teilbarkeitsre-
gel auch n und damit auch k? durch 3 teil-
bar sein; also gilt auch 3| k.

Aus 3|k folgt 9{k? also 9|n. Wenn n
durch 9 teilbar ist, so muB auch die Quer-
summe von n durch 9 teilbar sein. Nun gilt
aber 9} 33. Damit ist ein Widerspruch zur
Annahme, es gibe ein k € N mit k* = n, er-
reicht. Daraus folgt, daB die Annahme
falsch, die Behauptung wahr ist, q.e.d.

Ma 9 m2657

Wegen 312 = 961 < 1000 gilt n = 32.
Wegen 1002 = 10000 > 999 gilt

2=k=<3, also wegen

(2-50)* = 10000 > 999 gilt

32 = n=49. Femer gilt

n? — (k- n)*=1000a + 1005 + 10¢

+ d —1000d — 100c — 10b — a,

n?(1 — k%) =999a + 905 — 90¢c — 999d,
n?(1-k»=9-(111a+ 106 - 10c
—111d). Analog dazu gilt

n*(1+ k¥ =11-(91a + 10b + 10c + 91d).
Fiir k =2 gilt demnach
n?-(-3)=9(11la+ 106 - 10c - 1114)
und

n?-5=11(91a + 105 + 10c + 914d).

Fiir k =3 gilt

n?-(—8)=9(111a + 10b — 10c — 1114d)
und

n?-10=11(91a + 105 + 10c + 91d)..
Daraus folgt weiter, daB n sowoh! durch 3
als auch durch 11 teilbar sein muB. Des-
halb existiert genau eine Losung, nimlich
n =33,

und es gilt n2 = 1089

und (3-33)2=992=9801.

Ma 9 w2658 Der Flicheninhalt des dem
gleichschenkligen Dreieck ABC einbe-
schriebenen Sechsecks DEFGHK betrigt
62,5% des Flicheninhalts des Dreiecks
ABC. )

Ma 10/12 @ 2659

V99+7042 —/99-7042
=49+ 7042 +50 — {49 - 7042 + 50
=V +5427 -0 -542y
=T+52 —7+542
=1042

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. A. N. Kolmogorow
(1) a) 8;b) 6;¢) 9;d) 0. .

(2) o™,




Schach — beliebt
bei jung und alt

Die 526 Einsendungen zum 3. al-
pha-Schachwettbewerb erbrachten wie-
derum den Beweis, daB das Schachspiel
gleichermaBen bei jung und alt beliebt ist.
Zu den jiingsten Teilnehmern zihiten
T. Kommer (Dingelstidt), A. Mirker (Greifs-
wald), beide 6 Jahre, R. Anschiitz (Dom-
dorf) und L. Starck (Dresden), beide
8 Jahre. Axel Mirker erlernte das Schach-
spiel. bereits mit vier Jahren. Er beteiligt
sich aktiv in der AG Schach der Kathe-
Kollwitz-OS Greifswald. Als dlteste Teil-
nehmer konnten wir S. Hase (Zwickau),
83 Jahre, und O.Gdtz (Eisenach), 90 Jahre,
begriiBen.

Wir danken allen Einsendern herzlich fiir
ihr Mitmachen!

Losungen
Ala 1.TeS5+ T:e5/5:e5/g5
2. Sf4 matt 1P).
A2a 1.D:A7+ K:f7
2. Lc4 matt (1P).
1.... _ Kh8
2. Dg7/Lg7/Lg5S matt (1P).
Aala 1. Les S:e5
2.b4 matt @2P).
1. ... beliebig
2. Le7 matt 1P).

Der von mehreren Einsendern angegebene
Versuch 1.Ld4 (2. Lb6 matt) wird durch
die schwarze Verteidigung 1.... Lb7 pa-
riert.

a4a 1 Sg7 g4

2. Dd8 matt 1P).
1.... Lg4

2. Del matt (1P).
1. . Lf7

2. Sf§ matt (1P).
) beliebig

2. Dh5 matt (1P).

In der Aufgabe von H.le Grand (,Probleem-
blad“, 1953) scheitern die Verfuhrungen
1. Sf6 und 1. Sg3 aufgrund weiBer Selbst-
behinderung an 1. ... g4 bzw. 1. ... Lg4.

AS5a 1.Dg8 D:c6+
2. S:c6 matt 1P).
) S D:e7+
2. L:e7 matt (1 P.).
) [ De6
2. De:6 matt (1P).
) — beliebig
2. 815 matt (1P).

Dieser
Presse,
DDR-Meister

preisgekronte
1969) stammt von dem ersten
im Problemschach, Fritz
Hoffmann (WeiBenfels).

Zweiziger (Freie

Ab6a 1.D:f6 g:f6
2. Lh6+ Kg8 2 P).
3. Ted d4/d:e4/f5
4, Se7 matt 2 P).
3. .. D:c6/Db7/Ta’
4. Tg4 matt @2P).

Das Damenopfer, welches die Mattdro-
hung 2. D:f7 beinhaltet, erzwingt die Off-
nung der schwarzen Stellung fiir das Liu-
ferschach. Mit dem eleganten Opferzug
3. Ted, der gleichzeitig das Feld e7 fiir den
Springer freimacht, wird die unparierbare
Doppeldrohung 4. Se7 und 4. Tg4 aufge-
stellt.

AT7a 1.Tgl Lgbé
2. T:g6 a6/as
3. T:a6/Ta6 matt @2P).
1.... a6/as )
2. Tal L beliebig
3. T:a6/T:a$ matt @2 P).
1.... LfS
2. Tg8+ Lc8
3. Tic8 matt 2P.).

Interessant ist es, welche verborgene Wi-
derlegungen in dieser sparsamen Stellung
von W.von Holzhausen (Deutsches Wochen-
schach, 1910) stecken.
Zum Beispiel: 1. Th1? Lg8!; 1. Tal? Ld3
2. b6? Laé!; 1. b6? a5!

AZa 1. Tb7 (droht 2.Sd4+ e:d4

3. TbS matt).

1 s Sg4

2. TbS c2

3. L4 matt.

L v c2

2. Tbb6 Sg4

3. L:ed matt.

Die Versuche 1.Tc7 und 1. Td7 fithren
nach 1. ... c2 bzw. 1. ... Sg4 infolge weiBer
Selbstbehinderung (der weiBe Turm ver-
stellt jeweils dem weien Liufer auf a8 den
Weg nach e4) nicht zum Ziel. Dieses Mei-
sterwerk der Problemkunst komponierte
der sowjetische GroBmeister fir Schach-
kompositionen Lew I. Loschinski.

Die volle Punktzah] erreichten 163 Einsen-
der. Unter ihnen sowie unter jenen bis zum
Alter von 14 Jahren, welche die Aufgaben
Nr.1 bis 4 richtig gelost hatten, wurden fol-
gende Gewinner ermittelt:

Michael Engel (Thal),

Anne Heyl (Eisenach),

Tanja Kruscha (Greifswald),

Marco Moller (Rotterode),

Michael Potthoff (Dresden).

Weiterhin wurden Preise unter allen Ein-
sendern verlost, die zumindest ecine Auf-
gabe korrekt geldst hatten:

Petra Gollewsky (Leipzig),

Jana Herrmann (Schorrsow),

Udo Jungnicke!l (Geithain),

Reiner Monwald (Sommerda),

Torsten Schulze (Dahme).

Die zwei Buchpreise fiir die Teilnehmer,
welche alle Aufgaben einschlieSlich der
Zusatzaufgabe richtig gelost haben, gehen
an:

Johannes B6hmer (Gorlitz) und

Hartmut Volkel (Pretzschendorf).

Allen Gewinnern unseren herzlichen
Gli.icl.(_wunsch!

»Es hat mir sehr groBen SpaB gemacht®
(S. Hoffmann, Potsdam).

»Ich befasse mich schon seit 40 Jahren mit
dem Problemschach, aber dieses Turnier
hat mir einen ganz besonderen GenuB ver-
schafft“ (K. Pohlheim, Leipzig).

,Macht weiter so, ich freue mich schon auf
den nédchsten Schachwettbewerb
(M. Kiihne, Ortrand).

Diese und dhnliche Fazite zogen viele Teil-
nehmer, ob sie nun schon zum dritten
oder erst zum ersten Mal dabei waren, ob
sie nun alle oder nur einige Aufgaben 16-
sten.

»Ein Schachwettbewerb in dieser Zeit-
schrift — das war, ist und bleibt eine gute
Idee!* (M. Wiirker, Miilsen St. Micheln)

Dieser Idee bleibt die alpha-Redaktion
treu und startet in Heft 6/1986 den
4.Schachwettbewerb. Alle alpha-Leser sind
dazu wiederum recht herzlich aufgefordert
mitzumachen!

J. Lehmann/H. Riidiger
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Minimum - Wege — Strukturen

1. Einfithrung

Eines der mathematischen Erkenntnisse,
denen wir recht frith im Leben begegnen,
besagt, daB die kiirzeste Verbindung zwi-
schen zwei Punkten die Strecke ist. Jeder
andere Weg hat eine groBere Linge. Will
man nun dieses Ergebnis verallgemeinern
und den kiirzesten Weg bestimmen, der
drei oder vier oder mehr Punkte verbindet,
so wird das Problem schiell komplizierter.
Derartige Aufgaben sind jedoch wichtig,
wie z. B. beim Bau von StraBen, die eine
Anzahl von Stidten miteinander verbin-
den, oder bei der Verlegung von Pipelines
oder Kabeln, die eine Anzahl von Zentren
versorgen sollen. In all diesen Fillen sind
die Baukosten proportional zur Linge.
Unsere Betrachtungen wollen wir im fol-
genden auf den Wegebau beschrinken und
die Eigenschaften der Minimum-Wege-
Strukturen herleiten, die eine Anzahl von
Stidten verbinden. Sind diese z. B. durch
irgendein Wegesystem (siehe Bild 1a) mit-
einander verkniipft, so steht fest, da8 diese
Minimum-Wege-Strukturen keine sich
krimmenden Wege haben kdnnen, da je-
der gekriimmte Wegabschnitt durch eine
kiirzere geradlinige Wegeldange ersetzt wer-
den kann (siehe Bild 1b).

Bild 1 IX >b)§

2. Drei-Stidte-Strukturen

Um einen weiteren Einblick in das Pro-
blem zu erhalten, untersuchen wir zu-
nichst die Drei-Stidte-Struktur. Die ein-
fachste Aufgabe entsteht, wenn alle Stadte
A, B und C an den Eckpunkten eines
gleichseitigen Dreiecks (siehe Bild 2) mit

A

Bild 2

den Seiten der Linge d angebracht sind

und die kiirzeste Verbindung zwischen den

drei Punkten gesucht wird.

Nun gibt es verschiedene Moglichkeiten,

die drei Stidte durch Strecken zu verbin-

den. Man konnte

- entlang zweier Seiten gehen mit
1=12d, oder

— entlang dreier geradliniger Wege, die
sich in einem Punkt S treffen mit
verschiedenen Winkeln «, § und y
zwischen den Wegen (siche Bild 2)
oder

— entlang einer Seite und einem Weg,
der einen beliebigen Punkt dieser Seite
mit dem gegeniiberliegenden Punkt
verbindet, also 4, B und C mit S auf
BC (siehe Bild 3).

A

Bild 3

¢ 5 S, 8

Die Mindestlinge in diesem Fall findet
man, wenn § auf S,, dem Mittelpunkt von
TB, liegt. Dies ergibt I= (1 ﬂ-%\ﬁ_ )d
=1,866...d, was deutlich kiirzer als die
Zweiseitenldsung mit / =24 ist.
Betrachten Lir jetzt das Drei-Wegeiystem
mit S auf 4S, (siche Bild 4). Mit SS, =x
ist dann die gesamte Linge { des Weges an-
gegeben mit

1=45+2-CS,
I=(%d‘/§_—x)+2w/x2+%-dz. )
A
Bild 4
7 @
&
c 5" B8

Diese Linge wird minimiert, wenn man

differenziert 1
dl K

—=—1+2x(x2+%d’) =0,

dx
x=%v/3_-d.

Folglich ist & = 120° und wegen der Sym-
metrie §=y=120°.
Der Wert von x, in (1) eingesetzt, ergibt
das Minimum von

I=y3-d=173...d.
Dieses Ergebnis beweist nicht, daB dies
wirklich der absolute Mindestweg ist, aber
es zeigt, daB dies wohl der Fall sein kann.
Dieser Mindestweg ist sicherlich kiirzer als
irgendein anderer mit S an einem anderen
Punkt der Winkelhalbierenden des
Dreiecks. Weitere Analysen sind notwen-
dig, um zu beweisen, daB es das wahre Mi-
nimum ist.
Bevor wir einen allgemeinen Beweis fiir
das Drei-Stiddte-Problem bringen, wollen
wir ein weiteres Beispiel untersuchen und
die Stidte an den Ecken eines gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit den

Seiten der Linge d und y2 d=141...d
wie in Bild 5 betrachten. Dann zeigen dhn-
liche Argumente, die fur das gleichseitige
Dreieck dargelegt wurden, daB die Lage
von S entlang der Winkelhalbierenden CS,
sein konnte, wobei S, der Mittelpunkt von
4B ist. Wir erhalten wieder einen allgemei-
nen Ausdruck fir die gesamte Linge ! des
Weges entlang CS, als eine Funktion von
x = 85, und minimieren / mit Bezug auf x.
Wir finden wiederum o = =y =120°.

Bild 5
v2d
d o€
8 S/ &
a
c d 8
Aufgabe

Ala Berechnen Sie in diesem gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreieck die Min-
destweglinge!

In diesern Stadium kénnen wir vermuten,
daB bei irgendeiner Anordnung von drei
Stidten der Mindestweg diese 120°-Eigen-
schaft hat. Zum Beweis betrachtet man ein
beliebiges Dreieck ABC mit einem

Wege-System der Linge [, das von drei Ge-
raden, die sich in S treffen, gebildet wird
(siehe Bild 6).

Dann dreht man das schraffierte Dreieck
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn um C
und um 60°, so daB A jetzt auf 4’ und S
auf §’ abgebildet werden. Dann ist S'C
=SC und %S'CS =60°, und ACSS’ ist ein
gleichseitiges Dreieck. Jetzt ist
I=45+BS+CS=4'S +5S+BS,

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 121



da nach der Definition 4A’S” = 45 und we-
gen des gleichseitigen Dreiecks CSS’ auch
§’S =CS gilt. Nun sind 4’ und B feste
Punkte. Da § beliebig verindert werden
kann, wird /=4S’ + S5 + SB minimiert,
wenn A'B eine gerade Linie ist (siche
Bild 7). In Bild 7 ist &« = x CSB, und §'SB
ist eine gerade Linie.. Dann gilt

o =180° — 60° = 120°. )

Bild 7

Unter Verwendung der Bezeichnung in
Bild 7 ergibt sich demzufolge

B = p’ durch Definition,

B =180°~-60° da A'B

eine gerade Linie ist, und

B =120° 3)
SchlieBlich folgt aus (2) und (3) y = 360°
— o — f=120°. Auf diese Weise sind die
drei 120°-Winkel eine allgemeine Eigen-
schaft des Mindestweges, der 4, B und C
verbindet, w.z.b.w.
Dieser Beweis ist jedoch nur giiltig, wenn
die Winkel der Dreiecke kleiner oder
gleich 120° sind und wenn S innerhalb
oder auf dem Dreieck liegt. Bei Dreiecken
mit einem Winkel von 120° betrigt die
Mindest-Wege-Linge die Summe der zwei
kiirzesten Seiten des Dreiecks, d.h. derjeni-
gen, die dem groBten Winkel anliegen.
Dieses Ergebnis kann auch fur Dreiecke
mit einem Winkel, der groBer als 120° ist,
bewiesen werden.
ZusammengefaBt: In einem Dreieck mit
keinem Innenwinkel groBer als 120° gibt es
einen Mindestweg, der durch drei Linien
gebildet wird, die sich im Punkt S inner-
halb des Dreiecks unter einem Winkel von
120° treffen. Alle anderen Dreiecke haben
einen Mindestweg, der durch die beiden
dem groBten Winkel des Dreiecks anlie-
genden Seiten gebildet wird.

3. Viel-Stiddte-Strukturen

Betrachten wir zuerst das Vier-Stadte-Pro-
blem. Die vier Punkte sollen mit Seiten der
Linge d quadratisch angeordnet sein
(siehe Bild 8a). Auf Grund der Symmetrie
kénnte man annehmen, daB der Mindest-
weg eine x-Struktur mit der Linge /[

=2 1/2_ -d hat. Wir wissen jedoch, da der
Wegeschnittpunkt aus drei Wegen unter
einem Winkel von 120° bestehen muB. In-
folgedessen sind die einzig méglichen L6-
sungen die zwei in Bild 8b gezeigten. In

Bild 8a)
A B
[ ]
d
D d c

122 - alpha, Berlin 20 (1986) 6

beiden Fillen treffen sich die Linien, so-
wohl die durchgezogenen als auch die ge-
strichelten, unter Winkeln von 120°.

Aufgabe

A2 A Berechnen Sie die Linge dieser
beiden Wege!

Das Ergebnis ist also kiirzer als die
X-Struktur der Linge [=242-d
= 2,82 ... d. Es wiire nun interessant zu er-
mitteln, wie sich die Minimum-Wege-
Strukturen verindern, wenn die Stddte
rechteckig mit 4D = d und

AB = (1 + w)- d angeordnet sind.

Ist0<w< (1/3- — 1), haben die zwei Struk-
turen in Bild 9 verschiedene Linge. Die ge-
strichelte Linge nennt man ein relatives
Minimum und die andere ein absolutes
Minimum.

(1wld

Bildg AL 8

Aufgabe

A3 A Berechnen Sie die Lidnge beider
Wege!

Erreicht @ den Wert \/_ -1, so treffen
sich die gestrichelten Drei-Wege-Schnitt-
punkte in 0, und es ist keine Minimum-
Wege-Struktur mehr. Wir bilden den Weg
mit der kiirzeren Linge, indem wir 40 und
DO durch drei Wege, die sich unter den
Winkeln von 120° treffen, ersetzen. Diese
Struktur ist dann das absolute Minimum.

Ist w > «/3— — 1, gibt es ebenfalls nur einen
Mindestweg.

Aufgabe

A4 a Berechnen Sie die absolute Min-
destlinge des Weges in einem Rhombus
ABCD mit « = 60°!

4. Seifenfilme

Will man nun eine Lésung finden, die auf
eine beliebige Anzahl von Punkien ange-
wandt werden kann, so helfen uns die Ei-
genschaften von Seifenfilmen. Ein Seifen-
film hat die Eigenschaft, daB seine Energie
proportional zu seiner Fliche ist. Es wird
sich z. B. ein Seifenfilm, der durch einen
Kreisring begrenzt ist, im Gleichgewicht
nicht ausbauchen, sondern die kleinste
Oberfliche bilden, ndmlich die durch den
Kreisring begrenzte Fliache.

Um diese Minimum-Flichen-Eigenschaft
fir die Lésung unserer Minimum-Wege-
Strukturen zu benutzen, miissen wir die
Minimum-Flichen-Eigenschaft in eine Mi-
nimum-Wege-Eigenschaft umwandeln.
Dazu wollen wir uns erst dem einfachsten
Problem zuwenden, dem Minimum-Weg,
der zwei Punkte verbindet. Betrachtet man
einen Seifenfilm, der sich zwischen zwei

parallelen klaren Plexiglasplatten befindet
und von zwei Nadeln begrenzt wird, die
senkrecht zu diesen Platten stehen, dann
ist auch der Film infolge der Symmetrie
senkrecht zu diesen Platten. Er hat die
Form eines Bandes mit konstanter Breite,
die gleich dem Abstand zwischen den Plat-
ten ist. Seine Fliche ist proportional zu sei-
ner Linge, und wenn er ins Gleichgewicht
kommt, hat er seine kleinste Fliche und
damit auch seine kleinste Lange. Auf diese
Weise endet das Band mit der geradlinigen
Struktur wie in Bild 10.

Bild 10

(Die gekrimmte Oberfliche zeigt einen
Seifenfilm, der sich nicht im Gleichge-
wicht befindet.)

Die analoge Losung kann mit der gleichen
Begriindung auf jede beliebige Anordnung
von Nadeln und Punkten angewandt wer-
den. Die Seifenfilm-Lésung zu dem Vier-
Stddte-Problem wird in Bild 11 gezeigt.

Bild 11

Wir haben gesehen, daB das Vier-Stidte-
Problem zwei Minimum-Strukturen haben
kann. Um das absolute Minimum zu be-
stimmen, miissen wir die Linge eines je-
den Weges berechnen und denjenigen mit
der kilrzesten Linge unter Verwendung der
120°-Eigenschaft bestimmen. Bei Proble-
men mit vielen Stidten kann es viele Mini-
mum-Strukturen geben. Diese findet man,
indem man wieder Seifenfilme zwischen
zwei Platten erzeugt. Man taucht die Plat-
ten unter verschiedenen Winkeln in ein
Bad mit Seifenlésung, oder man stort das
Gleichgewicht des Seifenfilmd, indem man
ihn in eine andere Gleichgewichtsstruktur
blast. Es gibt aber keine einfache analyti-
sche Methode, um alle Minimum-Struktu-
ren zu bestimmen.

Ein interessantes Beispiel, wiec man drei
verschiedene Minimum-Strukturen erhilt,
zeigt uns die Aufgabe, den Minimum-Weg
zu suchen, der sechs Stddte verbindet, die
in den Eckpunkten eines regelmiBigen

a) b)

Bild 12 c)
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42721 o Fiir welche Primzahlen p ist die
Zahl p* —5p* +4
durch 360 teilbar?

Sechsecks angeordnet sind. Die drei Struk-
turen, die unter Benutzung von Seifenfil-
men leicht entstehen, sind in Bild 12 ge-
zeigt. '

Da die Seiten des Sechsecks die einheitli-
che Linge d haben, konnen die Lingen der
Minima unter Benutzung der 120°-Eigen-
schaft berechnet werden.

Aufgabe

A S5aA Berechnen Sie die Linge der Min-
destwege in den drei Wegestrukturen des
Brides 12!

Die Struktur der kleinsten Lidnge ist in die-
sem Fall Bild 12¢. In anderen Strukturen
kann es jedoch auch einer der inneren
Wege sein.

Bild 13
Aberdeen

Glasgow

Manchester

Bristol
London

Zum Schlufl wollen wir nun diese Methode
an einem praktischen Beispiel zeigen. Die
Stidte London, Bristol, Manchester, Glas-
gow und Aberdeen sollen durch die kiirze-
sten Wege verbunden werden. Es ist not-
wendig, eine Karte von Britannien auf eine
der parallelen Plexiglasplatten zu zeichnen
und bei diesen Stidten Nadeln senkrecht
zwischen den Platten anzubringen. Nach-
dem man die Platten in eine Seifenlosung
getaucht hat, erhilt man die Wege-Struk-
tur, wie sie in Bild 13 gezeigt ist, mit einem
Drei-Wege-Punkt 6stlich von Glasgow und
einem siidlich von Manchester. Bei dieser
Aufgabe gibt es nur eine Minimum-Wege-
Struktur. Cyril Isenberg

Die Detektivin Sam hatte ihren freien Tag
und war gerade dabei, fur ihre Freundin
Geburtstagstortchen zu backen. Es war ein
ruhiger Tag, bis Sam den Ruf hérte: , Halt!
Haltet ihn! Ein Dieb!“ Sam o6ffnete das Kii-
chenfenster und sah gerade noch, wie ein
Mann um die Héauserecke verschwand. Sie
rannte zur Tiir.

Ein Auto mit vier jungen Minnern hielt
drauBen an. Die vier Teenager halfen einer
alten Frau beim Aufstehen.

»Er entriB mir meine Handtasche“,
schluchzte die Frau. ,Als ich um Hilfe rief,
schlug er mich nieder und rannte weg.“
»Wir sahen den Kerl um die Ecke...“,
sagte einer der jungen Mainner. ,Das
muBte er sein“, fiugte ein anderer hinzu.
»Er rannte in ein Haus auf dieser Seite der
StraBe - aber in welches Haus?“

Die vier begannen alle gleichzeitig zu re-
den. Dann unterbrach sie Sam. ,Moment
mal! LaBt uns um die Ecke gehen und
Haus fiir Haus ansehen!

Es gab sechs Hiuser auf dieser Seite des
Blocks. Alle sechs hatten ungerade Haus-
nummern von 21 bis 31.

»Es war kein Haus am Ende der Reihe®,
sagte der Fahrer. , Richtig“, fiigte ein ande-
rer junger Mann hinzu. Er zeigte auf
Nr.21. ,Aber es hatte eine rote Tiir wie je-
nes Haus.“ _Es stand ein Baum davor“,
sagte ein anderer. ,Und oben war ein Fen-
ster offen“, sagte der vierte.

Jetzt war ein Streifenwagen eingetroffen.
Sam und die Polizisten sahen die Hauser-
reihe entlang. Die Hauser Nr.21, 25 und 29
hatten rote Haustiiren. Vor Nr.27, 29 und
31 standen Biume, In Nr. 23, 27 und 29
standen oben Fenster offen.

»Es ist zu verwirrend*, sagte einer der Poli-
zisten. ,Wir miissen jedes Haus durchsu-
chen.“ ,Vielleicht nicht“, sagte Sam. Sie
holte ein Notizbuch hervor und entwarf
schnell eine Tabelle. ,,Wir setzen ein Zei-
chen unter jedes Haus fiir jedes zutreffende
Merkmal“, sagte Sam. ,Wenn wir Gliick
haben, finden wir ein Haus mit allen vier
Merkmalen.“

Verwende Sams Systemn, und suche das
Haus, in dem sich der Dieb versteckt hilt!

Haus Nr. 21 23 25 27 29 31
Nicht am Ende

Rote Tiir

Baum davor

Offenes Fenster

Ala An uncle came to visit his nieces.
Before leaving, he gave them a certain
number of dollars, suggesting that the el-
dest get half the amount, the middle get a
fourth, and the youngest get a fifth. The
children tried to divide the money, but
they didn’t succeed because of the frac-
tions. When their dad lent them a dollar,
they carried out the division according to
the fractions suggested by their uncle, and
they even paid back one dollar to their dad.
What “certain number of dollars” would fit
these requirements?

A2a Un photographe demande 3 Fr.
pour le développement dun film noir/
blanc, puis 0,80 Fr. pour le tirage de cha-
que photographie de format 9/13.

Un deuxiéme photographe développe gra-
tuitement le film, mais le tirage de chaque
photographie de méme format coiite
0,90 Fr.

Mathieu désire faire développer un film de
20 poses et Amélie un film de 36 poses.
O irais-tu a leur place? Combient vont-ils
payer?

A3A Peummte maTte ,reorpadpmyeckux”
pebycoB (cM. pHCYHOK). B Kaxmom pebyce
ONHMHAKOBEIM GYKBaM COOTBETCTBYIOT ONHA-
HAKOBBIE LMMPhI, 3 PA3HbIM — Da3HBIE.
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Pseudozufallszahlen

Teil 2

Bei Gliicksspielen in elektronischen Re-
chenanlagen benutzt man Pseudozufalls-
zahlen: eine fiir den Benutzer scheinbar
zufillig erzeugte (moglichst gleichmiBig
verteilte) Zahlenfolge, die in der Rechen-
anlage jedoch nach einer vorgegebenen
Vorschrift gebildet wird. Wie im ersten
Teil (Heft 5/86) dargelegt wurde, konnen
Pseudozufallszahlen beispielsweise als Ele-
mente der Weyl-Folge x, = {kf} berechnet
werden. Fiir irrationale Zahlen 8 > 0 ist die
Weyl-Folge gleichmiBig verteilt, jedoch
konnen irrationale Zahlen in Rechnem
nicht dargestellt werden (vgl. alpha 2,
1985). Jede irrationale Zahl 6 kann aber

durch rationale Zahlen % mit groBem g

approximiert werden, und die zugehorige
Weyl-Folge besitzt dann ,recht gute“ Ei-
genschaften (siehe Heft 5/86). Ein Beispiel
verdeutlicht noth einmal die Bildung die-

ser Folge. Es sei 8= dann lauten die

S
13°
ersten Glieder der Weyl-Folge

S 10 2 7 12 4 9 1 6
13713°13°13°13°13°13° 13’ 13°
i1 3 8 .

137137137

Nach der Vorschrift z, =[6x, + 1] lassen.
sich aus Pseudozufallszahlen x, ,Wiirfel-
zahlen“ z, berechnen. In unserem Beispiel
sind dies

3,5,1,4,6,2,5/1,3,6,2,4,1, ...

Wie bereits bekannt, miissen sich diese
Zahlen in diesem Beispie! nach ¢ =13
»Wiirfen“ wiederholen.

In numerischen Experimenten hat sich die
Weyl-Folge nicht immer als effektiv erwie-
sen. Besser ist hiufig die

5. Holton-Folge

Es sei Be N,B = 2. Jede natiirliche Zah! k
14Bt sich in eindeutiger Weise in der Form
k=ko+ kB + k;B*+ ... + kB’
darstellen, wobei 0 s k;<Bfiri=1, ..., r
und k, > 0 gilt, dabei hdngt r von der jewei-
ligen Zah! k ab. B wird als Basis eines Zah-
lensystems aufgefaBt. Die Positionsschreib-
weise fir k im Zahlensystem der Basis B ist
k= k,k,_l k1k0|ﬂ~

Die fortlaufenden Zahlen k=1, 2, ... in
der Darstellung mit der Basis B sind

0; 1; 2; .oB-1;
10; 11; 12; L3 1(B-1);

20; 21; 22; 32(B-1);

124 . alpha, Berlin 20 (1986) 6

(B-1)0;(B-1D1B-12 . . (B-1)
' (B-1);
100; .3 10(B-1);

101; 102;

Wir kommen nun zur Definition der Holton-
Folge. Dazu stellen wir den Index k von x;
im B-System dar:

k=k,...kky|s. Nun setze man x,=0
und

X, =0, koky ... k| g, d. h.
Xe=koB '+ kB4 .. . + kB!
k=z1.

Fiir die Holton-Folge soll eine Rekursions-
formel hergeleitet werden. Man setze
ki1=k+p=...=0. Dann ist

k=... k,+1k,... klkolgund

x,=0,koky ... keliy ... | 8-

Es bezeichne I = (k) den niedrigsten
Index, fir den ;< B -1 ist (wenn />0
ist,

so muBl kg=...=k_,=B—1 sein). Also
ist

k=..k(B-1)...(B—1)|und folglich
k+1=_..(k+1)0...0]|zsowie
x=0,B-1)...(B—-1k...|5,
Xk+1=0,0...0(k + 1)| 5. Mithin ist

Xe1 = 0B-1...(B-Dk ...|z

fur

+0,0  ...0 1.,
+0,0 .1 0 ..
-1,0 .0 0 ..]5 dh

a1 =X+ B 1+ B l-1firk=0,1,...
Sei z.B. B=35.
Entsprechend der Definition ist

Tabelle 1
k1o kls X |s Xk | 10
0 0 0 0
1 1 0,1 0,2
2 2 0,2 0,4
3 3 0,3 0,6
4 4 0,4 0,8
5 10 0,01 0,04
6 11 0,11 0,24
7 12 0,21 0,44
8 13 0,31 0,64
9 14 0,41 0,84
10 20 0,02 0,08
Die Rekursionsformel liefert im 5-er Sy-
stem
Xl=0 +5_1+5_0—1=0,1|5

x;=0,1 +5—l+5—0_1=0'2|5
x3=0,2 +51+50-1=03|;

x=03 +51+50-1=04{;

xs=04 +52+51-1=5"2=0,01];

x¢=001+51+50-1=0,01+0,1
=0,11]s

Wir geben hier (aus Platzgriinden ohne Be-
weis) an:

Satz 8: Die Holten-Folge ist gleichmdpig ver-
teilt.

6. Die Lehmer-Folge

Es sei ae Nya=2 und 8 eine positive
reelle Zahl. Die Zahlen

x, = {a¥6},k=0,1,... heiBen Elemente
der Lehmer-Folge. Es werde zuerst wieder
der Fall @ rational (6 € R) betrachtet, d. h.

0=% mit teilerfremden p,ge N. Es solt

auch ¢ und q als teilerfremd vorausgesetzt
werden. Wir bilden die Zahlen p, ap, a’p,
..., @p, ... und dazu die Reste dieser Zah-
len bei der Division durch g:

ro,T1, 72, .- iy ... Es sei also
a'p=my-q+ r,mit 0 = r, < g, m ganz.
Ist z.B. a =3, p'=5, ¢ =17, so erhilt man
die Restefolge 5,1, 3,2,6,4,5, ...

Satz 9: Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl
w< q, die (kleinste) Periode, so dafi ry., = ry
Jiir alle ke N ist. Die Periode w ist gekenn-
zeichnet als kleinste natiirliche Zahl (2 1), so
daf a” — 1 durch q teilbar ist. w ist ein Teiler
der Euler-Funktion

f1_L _ L
rp(q)—q(l q1>--.(1 qr)’

wobei g =q7 ... q die Primzahl-

zerlegung von q darstellt.

Beweis: Wegen r,€{0,1,...,q — 1} fiir alle
k€ N gibt es wenigstens zwei Indizes &
und ! mit r, = r,. Es sei j der kleinste In-
dex, zu dem ein i <j mit r;=r; existiert.
Mithin sind r,, ..., r;_, paarweise verschie-
den, und es ist j — 1 < ¢. Aus den Darstel-
lungen

ap=mgq+r, op=mgq+r,
a*lp=amq+ar, &*'p=amyq+ar,
ad*lp=mi g+, dlp=mq+n,
folgt r;+; = (Rest von ar; = ar; bei Division
durch ¢q) = r;,,, analog r;,; = r;., usw. Die
Annahme i > 0 fithrt zu
a~lp=m_g+r_, d7lp= m_q+r-q,
ap=am;_,q+ar_,, dp=am_q+ar_,,
alp=mgq+r, ap=mq+r.

Dann ist aber a'p — &p,

daher a(r;_; — r;-;) und folglich auch
(rj-1— r;-) durch q teilbar.
Wegenr,_,—r,_1€{—(g—1),...
w.og—1}ist r,_,=r_,, was der
Definition von j widerspricht.
Also ist i =0.
Seiw=j.Ausro=p—myq,r,=a*p—m,q
und r¢ = r, ergibt sich

(@ - 1)p = (m, — mp)q.

Dabher ist @* — 1 durch q teilbar.

Wenn v irgendeine natiirliche Zah! und
a® — 1 durch ¢ teilbar ist, d.h. esein ge N
gibt, so daB ¢® — 1 = ggq ist, ergibt sich zu-
nichst

’ _1,0117



a’p=(1+ gq)p = myq + r,, daraus
r,=(1+gq)p—mq=p—(m,— gp)g und
mit ’

ro = p — mog, daB r, — r, teilbar durch g ist.
Es folgt r, = ry und wie vorher r,,. ;= ry,....
Mithin ist w, die (kleinste) Periode, die
kleinste natiirliche Zahl, so daB a* -1
durch g teilbar ist.

Aus der Zahlentheorie ist bekannt, daB
a®@ —1 durch g teilbar ist, falls a und ¢
teilerfremd sind (Satz von Euler).

Daher finden wir

a®*9Dp = mynq + ryy, P = Moq + ro und
(a9 = 1)p = (Myqy — Mo)q + (Fo(qy — T0) -
Folglich ist ry — ro durch ¢ teilbar

und daher ry =1,

Da aber nur ro=r, =y, = ... gilt,

muB @(q) ein Vielfaches von w sein.
Folgerung: Ist q eine Primzahl,

50 ist (@)= q— 1 und w ein Teiler

von q— 1.

Fiir die Lehmer-Folge {a*6}, k=0, 1, ...,
ergeben sich im oben betrachteten Fall

(7} =% die Elemente

honn ‘heyfon

' 9 e

In dem Beispiel mit a=3,p =35, ¢=7
sind dies

TTTT T

und es ist w =6.

Satz 10: Wenn 6 irrational ist, so sind alle Ele-
mente x, der Lehmer-Folge verschieden und
ungleich 0.

Beweis: Angenommen, es wire x; = x; und
k+1.
Dann ist x; = a*8 — [a*8) sowie x;=a'0

k, _ i
und folglich § = 12211261
a —a

d.h. 8 € R. Widerspruch.
Rekursionsformel:
Fiir beliebige reelle 8 ist x, = {0},
Xear={ax}, £=0,1,2, ...
Beweis: Es ist x, = {a°8} = 6} .
Die Rekursionsbeziehung folgt aus der
Darstellung
ak6 = [a*8) + {a*6} = m; + x, und
a**18 = amy + a{a*0} = am, + ax,
= amy + [axi] + {ax;}
a** 19 =my, + {a"T 10} = m.y + xih s

s

Satz 11: Es gilt auch die Umkehrung:

Aus xo= {8} und x;, | = {ax;}

folgt x;, = {a*6} fiir k=0, 1, ...

Den Beweis kann man durch volistindige
Induktion fihren. Die Aussage des Satzes
sei fir k=0, ..., [ bereits richtig, speziell
gelte x; = {a@'6} . Dann ist

ax;=a(a'd —[a'0]) = a'*'6 — ala'f].
Wegen a[a'0] € N ist {ax;} = {a'*16},

d.h. x;.,={a'*16}.

Bei der Bildung der Lehmer-Folge kann
man sich immer auf 0 € [0, 1[ beschrinken.
Dies folgt aus dem

Satz 12: Istge N und 8' = 8 + g, so gilt
{a*0} = {a*0"} firalle k=0, 1, 2, ...

Der Beweis ist elementar. Die folgende
Aussage zu beweisen bereitet etwas mehr
Miihe, aus Platzgriinden geben wir nur das
Resultat an:

Satz 13: Sei ae N, az 2. Es gibt irrationale
Zahlen 6, so daf8 die Lehmer-Folge {a*6} auf
[0,1] dicht ist, d. h. zu jedem Teilintervall
[c,d] €10, 1] gibt es wenigstens ein Element x;
= {d'6} e[c, d].

Die Rekursionsvorschrift zur Bildung der
Lehmer-Folge wird z. B. im Tischrechner
K 1002 und K 1003 benutzt (siche alpha 2,
1985). Nach dem Einsetzen des Funktions-
blockes STATISTIK in den Tischrechner
ist in ein bestimmtes Datenregister die
Zahl @ einzugeben. Empfohlen wird, 6 als
10stelligen Dezimalbruch zu wihlen, bei
dem alle Ziffern von 0 bis 9 in méglichst
willkiirlicher Reihenfolge enthalten sein
sollen. Im Rechner wird immer a =29 ge-
setzt. Die Berechnung der einzelnen Pseu-
dozufallszahlen erfolgt jeweils nach dem
Betiitigen der Taste ZUF, wobei fur die Be-
rechnung die Rekursionsformel
Xk+1= {29x:} zugrunde liegt.
Beispiel: Eingabe 6 =9,038157264
x=0,038157264
Ausgabe auf dern Thermodruckstreifen des
K 1003 fur x,, x,, ...

Tabelle 2

k Xy k Xy

1 0,1065607 11 0,4634919
2 0,0902590 12 0,4412638
3 06175117 13 0,7966509
4 0,9078392 14 0,1028760
5 0,3273363 15 0,9834035
6 0,4927537 16 0,5187025
7 0,2898586 17 0,0423738
8 0,4058987 18 0,2288395
9 0,7710624 19 0,6363456

10 0,3608101 20 0,4540229

7. Aufgaben
a) Zeige, daB im B-System gilt:

@) a, ..a; a9 <4a,,,0...0
mit a,+1=1

(i) @B-1D..B-DHB-1H=1
0..0-1
(i) 0,¢c102...6641-.. =0, €163...¢,10;
+0, 00 ..0 1

Wann steht das Gleichheitszeichen?

b) Es seien B =2 die Basis des Dualsy-
stems, k = k,... k1 k|, die Dualdarstellung
der natiirlichen Zah! k£ und &« =0,01|, so-
wie f = 0,11], die Grenzen eines Intervalls
[x,B] (als Dualzahlen geschrieben). Be-
rechne die ersten elf Elemente der Holton-
Folge und ermittle die Anzahl A4;, derjeni-
gen x; dieser elf Elemente x,, ..., x,q, die
in das Intervall [«, f] fallen!

c) Berechne die ersten zehn Elemente der
Holton-Folge fiir B=17.

d) Es sei B eine beliebige Basis eines Zah-
lensystems, und es seien p,q natiirliche
Zahlen mit ¢ = 2. Zeige, daB % stets ein
endlicher oder periodischer Bruch im
B-System ist.

e) Berechne die ersten fiinf Elemente der
Lehmer-Folge fir
) a=3;,0=0,5

i) a=3;6=02
(iii) a=5;68=02
f) Fir a=5 und 0= 2 ist die Lehmer-

9
Folge zu bilden (bis zum Eintritt der Perio-
dizitat).
Berechne parallel dazu AN([O, ;])
g) Wann gilt fiir a € N die Ungleichung
[a*6] = [a'0]?
h) Bs sei a rational und 8 irrational,
a*l,a%0.
Beweise, daB die Folgenelemente
x; = {a*8} fir k =0, 1, ... paarweise
verschieden und stets ungleich 0 sind!
i) Beweise Satz 12!
j) Die meisten fiir praktische Zwecke ver-
wendeten Algorithmen zur Berechnung
von Pseudozufallszahlen benutzen eine
Rekursionsformel (erster Ordnung)
X1 = D(x), k=0,1, ...
mit gegebenem x,. Wie ordnen sich hier
die Weyl-Folge, die Lehmer-Folge und die
Holton-Folge ein?
k) Die folgende Vorschrift zur Erzeuguag
von Pseudozufallszahlen geht auf J.v.Neu-
mann (1903 bis 1957) zurlick: Gegeben sei
der 2-kstellige Dezimalbruch x, =0,
ay...ax €[0,1[. Um x,,, zu erhalten,
bilde man den 4k-stelligen Dezimalbruch
x2=0,b,... by und benutze die mittleren
2k Ziffern dieses Quadrates zur Darstel-
lung von x,., in der Form
Xp+1=0,bxs1-.. byg. xo wird beliebig
angenommen, X, X, ... daraus,
wie beschrieben, erzeugt.
Zeige, daB die Rekursionsformein
Xpe1= 10‘”‘[10“‘{10"::3,}] bzw.
X, + 1 = {10724[10%x2]}
bestehen! (Die v.Neumann-Folge ist nicht
gleichmiBig verteilt. Es zeigt sich, daB zu
viele ,kleine“ Zahlen erzeugt werden.
Diese Folge kann auch ausarten, d. h. es
kann x, =0 auftreten, in diesern Fall sind
auch alle x,, ,=0firm=0,1,...)

Gleichverteilte Zufallszahien oder gleich-
miBig verteilte Pseudozufallszahlen (zwi-
schen ihnen besteht ein prinzipieller Un-
terschied) verwendet man bei speziellen
numerischen Verfahren zur Lésung ver-
schiedenartiger mathematischer Probleme.
Diese Verfahren werden Monte-Carlo-Me-
thoden genannt, sie sind leicht zu program-
mieren und fiir die Anwendung auf Com-
putern sehr geeignet. (Das Roulett in den
Spielkasinos von Monte Carlo in Monaco
kann als Zufallszahlengenerator aufgefal3t
werden.)

L. Bittner/W. Schmidt
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser,
Teil 2

Exquisit-Programm

Betrachten wir nochmals den ausgedruck-
ten Bildschirmtext unseres ersten Pro-
gramms (siehe Bild 4):

? 30
?7 58
141.372
94.2478
OK
<m
Fiir den Uneingeweihten sind die Zahlen
auf dem Bildschirm wenig informativ. Der
Bildschirmtext gibt weder Auskunft dar-
iiber, was eigentlich berechnet wurde, noch
welche Bedeutung die einzelnen Zahlen
haben. Deshalb ist es giinstig, wenn auf
dem Bildschirm Erlduterungen erscheinen.
Diese miissen natiirlich auch programmiert
werden. Solche Texte sind in einem BA-
SIC-Programm stets in Anfiithrungszeichen
zu setzen und von der Variablen durch ein
Semikolon zu trennen. Hier nun unser er-
stes Programm mit erlduternden Texten.

Bild 4

Programm 2

16 INPUT ,GIB RADIUS EIN!“; R

26 INPUT ,GIB HOEHE EIN!“; H

30 LET V =PI*%R¥R¥H

40 LET M =2¥PI¥R¥H

58 PRINT ,VOLUMEN:“ V

60 PRINT ,MANTELFLAECHE:“; M
70 END

Auf dem Bildschirm erscheint dann folgen-
der Text (Bild 5):

A 10 A Entwickle ein BASIC-Programm
zur Berechnung des Volumens und des
Oberflicheninhalts gerader Hohlzylinder
(gegeben sind die Durchmesser d,, d, mit
d, < d,)!

126 - alpha, Berlin 20 (1986) 6

A1l a Versuche folgendes Programm zu
verstehen!
Was kann man damit berechnen lassen?
18 INPUT ,,GIB EINE POSITIVE

ZAHL EIN'; Z
20 LET X=PI*Z
30 LET Y =PI%Z*Z/4
40 PRINT ,ERGEBNISSE:“; X, Y
56 END
Wie man sieht, ist es mdglich mit einer
PRINT-Anweisung in Zeile 40 zwei Werte
auszugeben. (Analog ermoglicht z. B. die
Anweisung 80 INPUT A, B die Eingabe
von zwei Zahlenwerten.)

Der Computer , lduft*

Wie wir bisher sahen, ist es gar nicht so
schlimm, einem Computer in BASIC zu sa-
gen, was er fir uns tun soll. Man muB aller-
dings selbst den Losungsweg kennen und
ihn computergerecht aufbereiten. Bei den
Aufgaben, die wir bisher mit dem Compu-
ter gelost haben, lohnt sich das Program-
mieren natiirlich nur dann, wenn man viele
Aufgaben vom gleichen Typ mit unter-
schiedlichen Eingabewerten Ilosen muB.
Der Vorteil besteht gegeniiber einem
(nichtprogrammierbaren) Taschenrechner
darin, daB man lediglich die Eingabewerte
neu eintippen mufB. Den Rest erledigt der
Computer. Betrachten wir eine andere Auf-
gabe:

A12a Fir die Funktion y=x2-x
—0,75 soll im Intervall —2 < x <2 eine
Wertetabelle mit der Schrittweite 0,25 auf-
gestellt werden. (Schrittweite 0,25 bedeu-
tet, daB x-Werte beginnend mit —2 in Ab-
stinden von 0,25 zu nehmen sind.)

a) Gib zur Berechnung der y-Werte einen
Rechenablaufplan fiir den Taschenrechner
SR 1 an!

b) Fiille die ersten 5 Spalten der Tabelle
aus!

x ~2 |-1,75| —-1,5 |—1,25|
y | |
x 1,5 1,75 2

y

Mit dem SR 1 miiBte man 17mal den Re-
chenablaufplan durchtippen, um die ge-
samte Wertetabelle aufzustellen. Die Ar-
beit ist sehr eintdnig, denn auBer den
x-Werten indert sich am Rechenablauf
nichts, und selbst diese indern sich ganz
regelmiBig.

Mit einem Computer lassen sich solche
Aufgaben sehr bequem losen. Man pro-
grammiert dazu in BASIC eine sogenannte
Programmschleife.

Programm 3

10 FOR X= -2 TO 2 STEP .25
20 LETY=X%¥X-X-0.75
30 PRINT X, Y

40 NEXT X

580 END

Die neuen BASIC-Sprachelemente bedeu-
ten:
10 Beginne mit x = —2 bis 2 in Schritten
von 0,25!
_Fiihre aus!

20 Schleifenanweisungen
30 { (Sie werden wegen der besseren
Ubersicht eingeriickt geschrieben.)

40 Nimm das nichste x (solange bis der
Endwert 2 erreicht ist)! Fiihre damit
die Schleifenanweisungen aus!

Solche FOR... NEXT-Schleifen  werden

auch Laufanweisungen genannt. Figen wir

im Programm 3 noch folgende Zeilen ein:

1 CLS

2 PRINT ,WERTETABELLE FUER
Y=X¥X-X-075

[= N R SN 0N ]
s
=
Z
.—]
B
‘:

so erhdlt man auf dem Bildschirm folgende
Wertetabelle (Bild 6).

WERTETABELLE FUER
Y=XX-X-0.75

X Y
-2 5.25
-1.75 4.0625
-1.5 3
-1.25 2.0625
-1 1.25
-.75 .5625
-5 2
—-.25 —.4375
] =15
.25 —-.9375
.5 -1
75 —.9375
1 =75
1.25 —.4375
15 [/
1.75 .5625
2 1.25 Bild 6

Mit der Anweisung CLS in Zeile 1 (CLS -
clean screen [engl] — Bildschirm l6schen)
wird ein noch unbeschriebener Bildschirm
erzeugt. Dem Bildschirmtext ist zu entneh-
men, welche Wirkungen die Programmazei-
len 2 bis 6 haben. Mit den Anweisungen in
den Zeilen 2 und 3 wird die unterstrichene
Uberschrift ausgedruckt. Die Programm-
zeile 4 bewirkt auf dem Bildschirm eine
Leerzeile. SchlieBlich sorgt die Anweisung
in Zeile 5 dafiir, daB die Buchstaben X und
Y in zwei Spalten nebeneinander stehend
erscheinen. Das Komma als Trennzeichen
in einer PRINT-Anweisung bewirkt die
Ausgabe in Spalten (siehe auch Programm-
zeile 30!). Auf diese Weise ist ein Aus-
druck in maximal drei Spalten nebenein-
ander moglich. Die Zeile 6 bewirkt wieder
einen Querstrich auf dem Bildschirm.




Der ausgedruckten Wertetabelle ist zu ent-
nehmen, daB die Funktion
y=x2—x-0,75 bei x, = —-0,5

und x, =1,5 Nulistellen hat.

A13a Fir die Funktion y= %x +0,7

soll im Intervall —2 = x = 3 (Schrittweite:
0,5) eine Wertetabelle aufgestellt werden.
Erstelle ein entsprechendes BASIC-Pro-
gramm!

A 14 Ao Entwickle ein BASIC-Programm
zum Ausdrucken einer Wertetabelle fiir
x-Werte (0; 0,1; 0,2; 0,3...1,8; 1,9; 2) so-
wie die zugehorigen y-Werte fuir
y=x2—\/;undy=x—2tf;

(drei Spalten).

A 15a Arbeite folgendes Programm ab!
Was hast du jeweils berechnet?

10 LETS=0

20 LETP=1

30 FORN=1TO 5

40 LETS=S+N

50 LET P=P%N

60 NEXT N

76 PRINT S, P

80 END

(In der Laufanweisung kann in Zeile 30
~STEP...“ weggelassen werden. Der Com-
puter nimmt dann als Schrittweite automa-
tisch 1.) Bei dem Programm der Auf-
gabe 15 tritt die Besonderheit der Wertzu-
weisung deutlich hervor.

Mit der Anweisung 160 LET S = @ wird der
Variablen S der Wert @ zugewiesen, d. h.,
auf dem Speicherplatz mit dem Namen S
wird @ gespeichert.

Zeile 260 LET P=1 fiihrt dazu, daB der
Computer den Zahlenwert 1 auf den Spei-
cherplatz mit dem Namen P abspeichert.
Zeile 48 LET S =S + N bewirkt im ersten
Durchlauf, da8 der Computer zum Inhalt
des Speicherplatzes S (in unserem Falle #)
den Inhalt des Speicherplatzes N (in unse-
rem Falle 1) addiert und das erhaltene Er-
gebnis (0+1=1) auf den Speicherplatz
mit dem Namen S abgespeichert wird. Da-
mit wird der alte Wert des Speicherplatzes
S geldscht.

Im zweiten Durchgang bewirkt die
Zeile 40, daB zum Inhalt des Speicherplat-
zes S (S = 1) der neue Inhalt des Speicher-
platzes N (ndmlich 2) addiert und das Er-
gebnis (1 +2=3) auf den Speicherplatz
mit dem Namen S abgespeichert wird.
Merke: In einer LET-Anweisung darf links
vom Zeichen ,,=“ nur eine Variable stehen.
Dieser wird der Wert des rechts vom Zei-
chen ,,=*“ stehenden Ausdrucks zugewie-
sen.

Beispiele:

LETN=1

Es soll der Zahlenwert 1 auf den Speicher-
platz N abgespeichert werden.

LET P=A/B

Der Inhalt des Speicherplatzes A ist durch
den Inhalt des Speicherplatzes B zu divi-
dieren. Das erhaltene Resultat ist auf den
Speicherplatz mit dem Namen P abzuspei-
chern.

LETN=N+1

Zum Inhalt des Speicherplatzes N ist 1 zu
addieren. Das erhaltene Ergebnis ist wieder

auf den Speicherplatz mit dem Namen N
abzuspeichern. Der Inhalt des Speicher-
platzes N wird mit der Anweisung um 1 er-
hoht.

LET P=P*N

Der Inhalt des Speicherplatzes P ist mit
dem Inhalt des Speicherplatzes N zu multi-
plizieren. Das erhaltene Resultat ist auf
den Speicherplatz mit dem Namen P abzu-
speichern. Der alte Wert des Speicherplat-
zes P wird damit geldscht.

Das Symbol ,=“ muB also in einer LET-
Anweisung als Zuweisungssymbol verstan-
den werden.

Um im Umgang mit der LET-Anweisung
sicher zu werden, wollen wir folgende Auf-
gaben l6sen.

A 16 Ao Betrachte folgende Programm-
teile! Gib jeweils an, mit welchen Werten
die Variablen A, B, C nach Zeile 40 belegt
sind, wenn fiir C der Wert 3 eingegeben
wird!

a)

16 INPUT C

20 LET A=C/2

30 LETB=AA2

40 LET C=4%A

b)

16 INPUT C

20 LET C=2%C

30 LETA=4

40 LETA=A+C

<)

18 INPUT C

20 LETC=C+1

30 LETA=C

40 LET B=2%C

A17a Arbeite folgende BASIC-Pro-
gramme mit den angegebenen Eingabeda-
ten ab! Notiere jeweils den (bzw. die) Aus-
gabewert(e)!

a)

18 INPUT A Eingabewert: A = 2

20 LET B=5%A - 3/A

36 PRINT B

gﬂ END Ausgabewert: B =
)

16 INPUT A, B Eingabewert A =3

20 LET C =INT (A/B) B=2

30 LETA=A+1 Ausgabewert: A =

40 LET B = SQR(A) B=

580 PRINTA,B,C C=

60 END L. Flade/M. Pruzina

Losungen

A10a Eine Losungsmoglichkeit:

14 INPUT ,GIB AUSSEN-
DURCHMESSER EIN!“; A
INPUT ,,GIB INNEN-
DURCHMESSER EIN!“; D
INPUT ,,GIB DIE HOEHE EIN!“; H
LET V = PI¥H%(A¥A — D¥D)/4
LET O = PI¥H¥%(A + D)

+ PI%(A¥A — D%D)/2

PRINT ,VOLUMEN:“; V

76 PRINT ,OBERFLAECHE:“; O

8¢ END

Alla Wenn man die Eingabe als Zah-
lenwert des Durchmessers eines Kreises
auffaBt, wird mit X der Umfang und mit Y
der Flicheninhalt des zugehdrigen Kreises
berechnet.

Al2a

a)x@BxEJSE

b) Vergleiche mit der Wertetabelle Bild 6.
(ohne

20

30
49
59

60

A13a Programm erlduternden
Text):

18 PRINT X« Y

20 FORX=-2TO 3 STEP .5

30 LETY=2/3%X+80.7

40 PRINT X, Y

50 NEXT X

60 END

A 14 A Beispiel:
16 CLS
PRINT ,WERTETABELLE*
PRINT ,, “
PRINT ,X“, ,X¥X — SQR(X)%,
»X — 2%SQR(X)“
PRINT ,-—————————~———«
FOR X @ TO 2 STEP .1
PRINT X, X¥X — SQR(X),
X — 2%¥SQR(X)
NEXT X
END

Al5A S=0+1+2+3+4+5=1S5
P=1-1-2-3-4-5=120

Al6a A | B | C
a) 1,5 | 2,25

b) 10 -

c) 4 8
Al7a23)B=85

EvZen David, Prag

—_———
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1987

Mathematik

Ma 5®m 2722 Vier Freunde, nimlich Die-
ter, Susanne, Heiko und Bérbel, mit den
Familiennamen Miiller, Schulze, Meier
bzw. Lehmann betrachten gemeinsam Fo-
tos, die wihrend einer Klassenfahrt aufge-
nommen worden sind. Auf diesen Fotos ist
folgendes zu erkennen: .
(1) Zwei Schiiler, der mit dem Familienna-
men Miiller und der mit dem Vornamen
Dieter, angeln Fische.

(2) Vier Schiiler mit den Familiennamen
Miiller und Lehmann und den Vornamen
Heiko und Susanne baden in einem See.
(3) Zwei Schiiler mit dem Familiennamen
Meier und Vornamen Heiko stehen vor
ihrem Zelt.

Wie heiBen die vier Freunde mit vollem
Namen? Student P. Brill, Schwerin

Ma5w®2723 Alfons, Bernd, Claus und
Dieter sammelten in den Sommerferien
zusammen 74 kg Altpapier. Alfons sam-
melte dreimal soviel Altpapier wie Bernd.
Claus und Dieter gaben zusammen 34 kg
Altpapier ab. Claus sammelte 8 kg Altpa-
pier mehr als Bernd. Wieviel Kilogramm
Altpapier konnte jeder von ihnen an den
Altstoffhandel abfithren?

Schiilerin A. Mibach, Magdeburg

Ma 5m2724 Die Ersparnisse der beiden
Briider Peter und Kurt betragen zusammen
205M. Peter hat 25M mehr gespart als
Kurt. Wieviel Mark hat jeder der beiden
Briider gespart?

Schiilerin S. Fiedler, Leinefelde

Ma5m2725 Gegeben sei ein Rechteck
mit einem Umfang von 140cm. Eine
Rechteckseite ist um 10 ¢cm lédnger als ihre
benachbarte Seite. Es ist der Flacheninhalt
des Rechtecks zu ermitteln.

Schiilerin C. Pleyer, Eisenach

Ma 5w 2726 Peter soll im Konsum Ge-
trinke einkaufen, und zwar Limonade und

Bier. Dafiir erhidlt er von seiner Mutter
10 M. Peter kauft von beiden Getrinkesor-
ten die gleiche Anzahl Flaschen. Fiir Bier
bezahlt Peter 1,56 M mehr als fiir Limo-
nade. Von den 10 M verbleiben ihm 4 Pf.
Wieviel Flaschen Limonade bzw. Bier hat
Peter gekauft, wenn eine Flasche Limo-
nade 35 Pf, eine Flasche Bier 48 Pf kostet
und kein Flaschenpfand erhoben wird, da
die Anzahl der gekauften Flaschen mit der
Anzahl der mitgebrachten leeren Flaschen
iibereinstimmt?

Schiiler M. Jodecke, Piitzlingen

Ma5m2727 Nach einem Wohrungsum-
zug probiert Herr A aus, welcher der vier
duBerlich gleichartigen Schliissel zu wel-
cher der vier Tiiren seiner Schrankwand
paBt. Genau jeder der vier Schliissel paBt
zu genau einer der vier Schranktiiren. Wie-
viel Schliisselproben muB Herr A im giin-
stigsten, wieviel im ungiinstigsten Fall ma-
chen, um fiir jede Tir den passenden
Schliissel herauszufinden? Sch.

Ma6 w2728 In einem Kindergarten gibt
es 24 Bille in den Farben blau, rot, gelb
und weiB. Es sind doppelt soviel rote wie
gelbe und dreimal soviel blaue wie weiBle
Bille.
a) Wieviel Bille sind es von jeder Farbe?
b) Weise nach, daB diese Angaben nur eine
Lésung ergeben!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6®82729 Weiche zweistellige natiirli-
che Zahl ist gleich dem Fiinffachen ihrer
Quersumme? Mathematikfachlehrer D. Kluge

Michendorf

Ma 6m2730 Die Figur stellt ein Recht-
eck ABCD mit den Seitenlingen ¢ und b
dar. Die Mittelpunkte E von AD und F von
CD wurden mit dem Punkt B verbunden.
Der Flicheninhalt 4, des Vierecks BFDE
ist durch den Flicheninhalt 4A; des Recht-
ecks ABCD auszudriicken!

Schiiler Th. Thrun, Lodersleben

Markus Mdder
Schweizor Uagﬂ
Schmablaloen
6080

Ha 7»
¢-4agaren - 05 2647
Klasse 7

40

Pradihat :
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kbnnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Na/Te (Naturwissenschaft und
Technik) und eine Ziffer, z.B. 7, vorgesetzt
(d.h. fiir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene 16sen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12 oder Na/
Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4
(210 mm % 297 mm) (siche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pradikat
»sehr gut geldst“, ,gut gelost“ oder ,geldst“.
Schiiler, welche nur einen SchluBlsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst®.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1986/87 lduft von Heft 5/1986 bis
Heft 2/1987. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1987 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/86 bis 2/87
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/87 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/1986 bis 2/87) erhalten hat und
diese einsendet, erhilt eine Anerkennungs-
urkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1986/87
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha
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Ma6m2731 Es ist nachzuweisen, daB
die Summe von fiinf aufeinanderfolgenden
gerader natiirlichen Zahlen stets durch 10
teilbar ist! Schiiler C. Drusla, Schwerin

Ma6m2732 Von einem GroBvater wis-
sen wir, daB sein Sohn soviel Wochen alt
ist wie sein Enkel Tage alt ist. Der Enkel
ist ferner soviel Monate alt wie der GroBva-
ter an Jahren alt ist. Alle drei zusammen
sind 100 Jahre alt. Wie alt ist jeder von
ihnen? Schiiler A. Burian, Neundorf

Ma7m2733 Ineinem Ferienheim gibt es
52 Zwei- und Vierbettzimmer mit insge-
samt 144 Betten. Wieviel Zwei- bzw. Vier-
bettzimmer gibt es in diesem Ferienheim?

Schiilerin D. Berlt, Grimma

Ma7m2734 Ein StraBenbahnzug, beste-
hend aus drei Wagen, ist wie folgt mit
Fahrgisten besetzt: Im zweiten Wagen be-
finden sich drei Fahrgiste mehr als im er-
sten Wagen; im dritten Wagen befinden
sich zwei Fahrgiste mehr als im zweiten
Wagen.

An der nichsten Haltestelle steigt aus dem
ersten Wagen die Hilfte der dort vorhande-
nen Fahrgiste, aus dem zweiten Wagen
steigen sechs Fahrgiste aus. Aus dem drit-
ten Wagen steigt kein Fahrgast aus; es stei-
gen vielmehr drei Fahrgdste hinzu. Nun
werden in allen drei Wagen zusammen
60 Fahrgiste befordert. Wie viele Fahrgiste
befanden sich vor dem Aus- bzw. Einstei-
gen an dieser Haltestelle in jedem der drei
Wagen? Sch.

Ma7m2735 Gegeben sei ein Trapez
ABCD mit AB| CD. Es seien E, F bzw. G
die Mittelpunkte der Trapezseiten AD, BC
bzw. CD. Wieviel Prozent des Flichenin-
halts des Trapezes betrdgt der Fliachenin-
halt des Dreiecks EFG? )
Schiiler A. Meckel, Friesen

Ma7m2736 Vier Briider wollen eine An-
zahl Niisse zu gleichen Teilen unter sich
aufteilen. Da sich die Anzahl der Niisse
nicht durch 4 teilen 148t, schligt einer der
Briider vor, einem gerade anwesenden
Freund funf Niisse abzugeben, wodurch
eine gleichmiBige Verteilung der Niisse
unter den Briiddern moglich sein wiirde.
Nach der erfolgten Aufteilung macht ein
weiterer Bruder den Vorschlag, da8 jeder
von ihnen dem Freunde auBerdem noch
den zehnten Teil seiner erhaltenen Niisse
abgeben sollte, weil dann der Freund eben-
soviel Niisse wie jeder der vier Briider ha-
ben wiirde. Wie viele Niisse waren es im
ganzen? Sch.

Ma8 w2737 Jede der Personen A, B und
C macht iiber eine dreistellige natiirliche
Zahl n genau eine wahre und genau eine
falsche Aussage. Die natiirliche Zahl » ist
zu ermitteln.

A: (1) n hat die Quersumme 18.

(2) n ist durch § teilbar.

B: (1) n ist durch 2, aber nicht durch 4
teilbar.

(2) n ist eine Primzahl.

C: (1) n besteht nur aus ungeraden Zif-
fern.

(2) Die Grundziffern von n stellen Zah-
len dar, die von links nach rechts
gelesen stets groBer werden.

J. Grundmann, Limbach-Oberfrohna

Ma8m2738 Begriinde, warum die Sum-
. .. a
me aus einem positiven echten Bruch s

und seinem Kehrwert L2 groBer als 2 ist!
a Sch

Ma8m2739 Im rechtwinkligen Dreieck
ABC mit der 8 cm langen Seite BC, der
6cm langen Seite AC und dem rechten
Winkel 4 ACB seien durch den Mittel-
punkt der Seite BC die Parallelen zu den
anderen Dreiecksseiten gezeichnet. Es sind
Umfang und Flicheninhalt des entstande-
nen Parallelogramms zu berechnen.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8m2740 Gegeben ist ein Rechteck
ABCD. Die Seite 4B sei 60 m, die Seite AD
sei 40 m lang. E sei der Mittelpunkt der
Seite CD. Eine Gerade g durch E soll die
Flache des Rechtecks so in zwei Teilfld-
chen zerlegen, daB die eine Teilfliche halb
so groB ist wie die andere. Es ist die Lage
des Schnittpunktes der Geraden g mit der
Rechteckseite AB zu beschreiben.

OL W. Melka, Neubrandenburg

Ma9m2741 Fir

zwei aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen gilt: Subtrahiert
man von der Summe ihrer Quadrate ihr
Produkt, so erhilt man den Nachfolger die-
ses Produktes. Diese Aussage ist zu bewei-
sen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9m2742 Wenn der Preis von 9 Ap-
feln, vermindert um den Preis einer Birne,
13 Denare betriigt und der Preis von 15 Bir-
nen, vermindert um den Preis eines Apfels,
6 Denare betrigt, so frage ich, wie teuer ein
Apfel und wie teuer eine Birne ist. (Auf-
gabe von Johannes Butev aus dem Jahr
1549) mitgeteilt von Schiilerin A. Klinger,

Schwedt

Ma9m2743 Ein rechtwinkliges Dreieck
hat einen Umfang von 84 cm. Die Summe
aus den Quadraten seiner drei Seitenlin-
gen betrigt 2450 cm?. Wie lang sind die
Seiten dieses rechtwinkligen Dreiecks?
Sch.

Ma9m2744 Ralif zeichnet zwei Paralle-
len g und k. Auf g legt er drei paarweise

voneinander verschiedene Punkte 4, B, C
und auf A zwei voneinander verschiedene
Punkte P und Q fest. Er verbindet jeden
der beiden Punkte P und Q auf 4 mit je-
dem der drei Punkte 4, B, C auf g. Er stellt
fest, daB diese Verbindungsgeraden sich in
genau drei Punkten R, S und T schneiden.
Er stellt weiterhin fest: Bei vier statt drei
Punkten auf g gibt es genau sechs Schnitt-
punkte.

a) Wieviel Schnittpunkte wiren es, wenn
auf g sieben Punkte liegen wiirden?

b) Es ist die Anzahl der Schnittpunkte zu
ermitteln, wenn auf g vierzehn paarweise
voneinander verschiedene Punkte liegen
wiirden. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 10/12 m 2745 Die erste Grundziffer
einer natiirlichen Zahl z ist 7. Nimmt man
diese 7 als letzte Grundziffer, so entsteht
eine natiirliche Zahl z’, die fiinfmal kleiner
als z ist. Es ist die kleinste natiirliche Zahl
z zu ermitteln, die diese Bedingung erfiillt.

Ch. Bittner, Miihlhausen

Ma10/12m2746 In einem Dreieck ABC
seien die Lingen der Seiten AB und AC be-
kannt. AuBerdem kennt man noch die
Liange der Winkelhalbierenden des Win-
kels der GrofBe o, den die beiden Seiten
4B und AC einschlieBen. Es ist eine allge-
meine Losung fir o anzugebén.

J. Grundmann, Limbach-Oberfrohna

Ma10/12 w2747 Ein rechtwinkliges

Dreieck habe folgende Eigenschaften:

Das Produkt aus den Liangen seiner drei
Seiten ist viermal so groB wie das Produkt
aus den Lingen seiner drei Hohen. Es sind
die Grofen der beiden spitzen Innenwin-
kel dieses rechtwinkligen Dreiecks zu be-

stimmen! Sch.
Ma10/12 m2748 Gegeben sind ein
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck

und ein Rechteck, dessen eine Seite dop-
pelt so lang ist wie die andere. Die Fli-
cheninhalte von Dreieck und Rechteck
sind gleich. Wenn das Dreieck um eine Ka-
thete und das Rechteck um seine lingere
Seite rotieren, erhidlt man die Rotations-
korper K| und K,. Es ist zu zeigen, daB das
Verhiltnis der Volumina beider Rotations-
korper konstant ist.

Ch. Bittner, Miihlhausen

Naturwissenschaft
und Technik

Na/Te6m 371 Ein Flugzeug fliegt von A
nach B. Um 10 Uhr ist es 1200 km vom
Ziel entfernt, um 11.30 Uhr 300 km. Wann
wird es landen?

Na/Te 7m372 Fiir 332M kauften wir
13m Stoff zweier Sorten, und zwar fir
27,50M und 22,40M je Meter. Wieviel
Meter Stoff der einzelnen Sorten haben wir
eingekauft?

Na/Te7m373 5h plus 3k Minuten ist
das gleiche wie sechs Stunden minus
2 k Minuten. Ermittle die Zahl k!
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Na/Te8m374 Ein 80 m langer Schnell-
zug, der eine Geschwindigkeit von 72 km/h
hat, fihrt an einem stehenden Personenzug
vorbei. Marie-Luise stoppt die Zeit. Das
Vorbeifahren dauert 10s. Wie lang ist der
Personenzug?

Na/Te8m375 Berechne mit dem Ta-
schenrechner und gib einen Ablaufplan!
In welchem Verhiltnis steht die relative
Atommasse von Quecksilber (Hg = 200,5)
zur relativen Atommasse von Kohlenstoff
(C=12)?

Na/Te9m 376 An einem Sicherheitsven-
til wirkt eine Ventildruckkraft von
F,=40N. Das Gegengewicht ist mit
F, =8N festgelegt. Die Gesamtlinge des
Hebels betrdgt / = 12 cm.

Wie groB sind die Abstdnde /; (vom Dreh-
punkt bis Ventil) und /, (vom Ventil bis
zum Gegengewicht) einzustellen?

{ (2

[\ [& {,]_

Na/Te9m 377 Aus einem slowakischen
Mathematikbuch:

a) Berechne, um wieviel Prozent die Pro-
duktion absinken wiirde, wollten wir ohne
Steigerung der Arbeitsproduktivitit von
der achtstiindigen auf die siebenstiindige
Arbeitszeit iibergehen.

b) Um wieviel Prozent miite die Arbeits-
produktivitit ansteigen, damit die Produk-
tion nicht absinkt?

Na/Te 10/12m 378 Ein Stahlrohr besitzt
folgende Abmessungen: Nennweite

1200 mm, Wanddicke 28 mm, Baulinge
3 m und 2 cm starke Isolierschicht auBen.
Zur Bereitstellung des richtigen Hebezeugs
muB das Gewicht des Rohres ohne Isolie-
rung bestimmt werden. Wieviel Quadrat-
meter Blech zur Verkleidung der Isolierung
ist fiir das angegebene Rohr notwendig?

Na/Te 10/12 m 379 Auf einer Ebene von
25% Neigung gleite ein Korper von 500 N
Gewicht mit gleichbleibender Geschwin-
digkeit abwirts. Wie groB sind die Druck-
kraft, die auf die Unterlage ausgeiibt wird,
und die Reibungskraft?

Die natiirlichen Zahlen 1, 9, 8, 7 sollen
durch jeweils vier gleiche Ziffern o, die
durch Operationszeichen bzw. Klammemn
miteinander verbunden sind, dargestellt
werden.

1=(o: o) (o)

I9I=a+ata‘a

§=atata—«

T=at+ae—a'a
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Interessante
Nachbetrachtung

In alpha 6/1985, Seite 137, sollten Zum
Jahreswechsel alle natiirlichen Zahlen x, y
bestimmt werden, die die Gleichung
1 1 1
x * y 1985 M
erfillen.
Hans-Henning Wiesner, Merseburg, sandte
uns seine interessante Losung. (Er fand
weitere Losungspaare x,y; wegen der Sym-
metrieeigenschaften der Variablen sind es
insgesamt 9.)
Wir wollen seine Losungsidee nutzen und
sie veraligemeinert fiir jede beliebige Jah-
reszahl j (j + 0) wiedergeben.
(Ahnliche Problematik stellten wir bereits
bei den Magischen Quadraten in al-
pha 6/1984.)
Setzt man in (1) fiir die Jahreszahl die Va-
riable j, so ist nach Multiplikation mit jxy
y+jx=xy. Wegen x>j, y>j substi-
tuiert man
x=j+m, y=j+n. 2)
Dann ist
JG+n)+jG+m) = (G+m)G+n)
2+n+jt+mi=j2+mi+n+mn
2=m-n 3)
Fiir j = 1985 ergibt sich die Primfaktoren-
zerlegung 5-397.
Seia =35, b =397, so ergeben sich flir m, n
folgende Variationen:
Wegen (3) gilt

I

m n
1 a’b?
a ab?
b a?b
a? b?
ab ab

Da sich die ersten vier Paare noch vertau-
schen lassen, ergeben sich insgesamt neun
Paare und wegen (2) auch neun Ldsungs-
paare fiir (1), was auch die Probe bestitigt.
Mit (2), (3) ist somit ein Algorithmus fiir
die Losungspaare aller Jahreszahlen
j( #0) gegeben.
Fiir 1986 (1986 =2-3-331) giibe es
2-13 + 1 =27 Losungspaare. Fiir 1987
jedoch (wegen j = p, p Primzahl und
m-n=1-p2=p2-1=p-p)sind es
genau die drei Lsungen (p + 1, p2 + p),
(p*+pp+1),2p,2p).
Bei einer Unterhaltung mit Prof. Dr. Gro-
nau, Greifswald, kam es noch zu folgender
Erginzung: .
Hat j die Primzahlzerlegung
j=py-py-...opy,
so gibt es genau
k=Qo+1)Qay+ 1) ...- Qe + 1)
geordnete Losungspaare.
k+1

)
Daraufhin ergeben sich sofort einige Frage-
stellungen bei Betrachtung der Jahreszah-
len von 1 bis 1987, wie z.B.:
a) Gibt es genau 2 bzw. mehr oder weniger
als zwei Jahreszahlen, die gleich der An-
zahl der Losungspaare sind?
b) Gibt es nur vier Jahreszahlen (nimlich
2, 4, 6, 12), die kleiner sind als die Anzahl
der dazugehérigen Losungspaare?
c) Fiir welche Jahreszahl gibt es die mei-
sten Losungspaare? Ist es 1680 mit
243 Paaren?
Wann wird der Rekord erstmals iiberboten
werden? Ist es im Jahre 2520 mit 315 Paa-
ren?

(Bis auf Symmetrie

H.-J. Kerber

»Mensch, so was wurde doch schon konstruiert!“

»Aber noch nie von einem Computer.“




alpha-
Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb
1985/86

Pablo-Neruda-OS Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, OS
E. Mider, Haus d. Jungen Pioniere, alle Alten-
burg; Fr.-Weineck-OS, Alsleben; Haus d. Jungen
Pioniere Altentreptow; E.-Schneller-OS, Alt-
Siihrkow; W.-Pieck-OS, Anklam; OS Asbach;
7.08S Aschersleben; S.-Ridel-OS, Bad Gottleuba;
R.-Schwarz-OS, Bad Liebenstein; Stat. Jg. Na-
turf. u. Techn., EOS E.Thilmann, O.-Grotewohl-
0OS, alle Bad Salzungen; H.-Duncker-OS, Bad
Kleinen; Zentrale OS H. Beimler, Birenklau; H.-
Heine-OS, Barchfeld; O.-Nowack-OS, Bentwisch;
M.-Poser-OS, Bad Salzungen; 10. OS, 25. OS
Fr. Mehring, 26. OS L. Renn, 33.0S L. Grundig,
41. OS L. Weiskopf-Henrich, Pionierhaus W. Ul-
bricht, M.-A.-Nex§-08S, alle Berlin; A.-Becker-
OS, Berlingerode; H.-Clement-OS Bemsbach;
Geschw.-Scholl-OS, Bemsdorf; OS Beuren; OS
Bischofferode; OS Bismarck; OS Fr. Schiller,
Bleicherode; F.-Weineck-OS, Blumberg; OS Blu-
menthal; OS C.Wach, Bockendorf; A.-Bebel-0OS,
Boizenburg; OS W. Komarow, Boxberg; K.-Biir-
ger-OS, Bredenfelde; OS B. Brecht, Brehme; W.-
Seelenbinder-OS, OS H. Beimler, beide Breitun-
gen; OS Dr. Th. Neubauer, Brotterode; M.-Poser-
0OS, Biirgel; W.-Pieck-OS, Burow; W.-Estel-OS,
Buttlar; O.-Koschewoi-OS, Callenberg; 1. OS,
Coswig; Stat. Jg. Naturf. u. Techn., 5. 0S C. Ble-
chen, beide Cottbus; OS B.Kiithn, Dambeck; Fr.-
Reuter-OS, Demmin; M.-Gorki-OS, Dermbach;
0OS Dersekow; OS Makarenko, OS K. Kollwitz,
beide Dingelstadt; OS K. Niederkirchner, Do-
mersleben; OS A. Matrossow, Dorndorf; O.-Gro-
tewohl-OS, Dreitzsch; Pionierpalast W. Ulbricht,
30.08, beide Dresden; E.-Weinert-OS, Deuna;
M.-Curie-OS, Dohna; OS Diirrdhrsdorf; W.-
Pieck-OS, Eberswalde; OS Eckarisberga; OS
Fr. Engels, Effelder; W.-Pieck-OS, Eichhof;, OS
Fr. Heckert, Eisleben; OS H. Grundig, Elirich;
1. OS R. Amstadt, Elsterwerda; E.-Weinert-OS,
Empfertshausen; G.-Dobrowski-OS, Falkenberg;
G.-Dimitroff-OS, Falkenstein; OS Th. Miintzer,
Fambach; W.-Pieck-OS, Fehrbellin; 5. OS G. &i-
mitroff, Finsterwalde; alpha-Club, Flessau; B.-
Brecht-OS, Floh; Spezialschule C. F. GauB, Sta-
tion Jg. Techn. u. Naturf., beide Frankfurt/O.;
E.-Thilmann-OS, BBS Edelstahlwerk, beide Frei-
tal; OS Friedeburg;, OS I Friedland; Station Jg.
Naturf. u. Techniker alpha, Fiirstenwalde; R.-
Arnstadt-OS, Geisa; J.-Gagarin-OS, Geithain;
Haus der Jungen Pioniere, Gadebusch; K.-Marx-
0OS, Gera; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; Kalinin-OS,
Geschwenda; OS Gielow; K.-Kripler-OS,
Gnoien; 7. 08, 13. 0S8, beide Gérlitz; R.-Schulz-
0S8, Golzow; Haus d. Jungen Pioniere Br. Kiihn,
Gotha; Kreisklub Jg. Math. Grifenhainichen;
Kreisklub Jg. Math., E.-Thilmann-OS, beide
Greifswald; OS Grabowhife; OS H. Beimler, OS
J. 'Gagarin, beide GreuBen; A.-Frank-OS,
Grimma; OS W. Seelenbinder, Gréden; A.-Wal-
ther-OS, Groditz; OS C. Zetkin, Groitzsch; OS
Grofbartloff; OS A. Kuntz, GroBbodungen; OS
E. Hoemle, GroBfurra; alpha-Club GroBriickers-
‘walde; J.-Gagarin-OS, Griinhain; Th.-Miintzer-
0S, Gumpelstadt; OS GroBschénau; OS H.Giin-
ther, Hachelbich; M.-Gorki-OS, Hainichen; Stat.
Jg. Naturf. H. Rockmann, Marx-Engels-Schule,
beide Halberstadt; Kreisklub Halle-Siid; OS f.
Kérperbehinderte, Halle; Stat. Jg. Techn. u. Na-
turf. Ziolkowski, W.-Koeren-OS, beide Halle-
Neustadt; OS J. Marchiewski, Havelberg; OS
Haynorode; OS Hammerbriicke; OS B. Koenen,

Hedersleben; Schule der DSF, Heiligengrabe;
EOS W. Pieck, Heiligenstadt; P-Schreier-OS,
Hennigsdorf; OS Th. Miintzer, Hermannsdorf;
M.-Gorki-OS, Hillersleben; OS Hiddensee; Goe-
the-OS, Hohenleipisch; OS Horka; 21. OS,
Hoyerswerda;, E.-Egert-OS, Hundeshagen; Goe-
the-OS, Ilsenburg; G.-Dimitroff-OS, Immelbomn;
G.-Ewald-0S, Ivenack; A.-Becker-OS, Jatznick;
OS M. Poser, OS W. Pieck, beide Jena; OS Kal-
tennordheim; OS A. Becker, Kamsdorf; Cl.-Zet-
kin-OS, Kandelin; H.-Beimler-OS, Karbow; N.-
Kopernikus-OS, OS f. Korperbehinderte Dr.
F. Wolf, E.-Schneller-OS, A.-Matrossow-OS, E.-
Thilmann-OS, Fr.-Matschke-OS, P.-Tschaikow-
ski-OS, H.-Menzel-08, alle Karl-Marx-Stadt; E.-
Boberg-OS, Karlsburg; OS Katzow; OS Cl. Zet-
kin, Kaulsdorf; OS Th. Rybarczyk, Kemberg, OS
Th. Neubauer, Kieselbach; OS Kirchworbis;
Kreisklub Math. Kleinmachnow, OS Th. Miin-
tzer, Klettenberg; H.-Matern-OS, Klietz; W.-See-
lenbinder-OS, Konitz; OS Konigsmark; OS
E. Thilmann, Kéthen; OS Kiillstedt; OS Cl. Zet-
kin, Laage; OS Latdorf; Goetheschule, Lauscha;
OS E. Weinert, Legefeld, R.-Teichmiiller-OS,
Leimbach; K.-Liebknecht-OS, Dr.-S.-Allende-
0S, 0S R. Luxemburg, 4. OS J. C. Fublrott, E.-
Thilmann-OS, alle Leinefelde; Haus d. Jungen
Pioniere A. Saefkow, O.-Schon-OS, beide Leip-
zig; M.-Poser-OS, Lengfeld; G.-E.-Lessing-OS,
Lengefeld; G.-Dimitroff-OS, Lenzen; E.-Thil-
mann-OS, Leutenberg; OS Leutersdorf;, W.-
Pieck-OS, Lichte; O.-Grotewohl-OS, EOS Prof.
Dr. Schneider, beide Lichtenstein; AG Math.
Lieberose; Pestalozzi-OS, Lobau; OS W. Wall-
stab, Loderburg; W. Seelenbinder-OS, Ldssau;
Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Liibz; Haus d. Jungen
Pioniere Th. Kémer, Goethe-OS, beide Ludwigs-
lust; Lenin-OS, Magdeburg; W.-1.-Lenin-OS,
Malchin; J.-Gagarin-OS, Meiningen; OS J. Gaga-
rin, Merkers; Fr.-Heckert-OS, Milkau; OS Mittel-
stille; E.-Steinfurth-OS, Mittenwalde; OS
H. Danz, Méser; Kinderheim Munzig; OS Nach-
terstedt; O.-Grotewohl-OS, Naumburg; OS
H.Beimler, Naundorf; OS W.Bykowski, Neetzow;
R.-Hallmeyer-OS, Neundorf, Goetheschule, Fr.-
Schiller-OS, beide Neustadt; W.-Seelenbinder-
OS, Niederlichtenau; Dr.-Th.-Neubauer-Schule,
Niederorschel; W.-Pieck-OS, Niederwiesa; OS
Niegripp; Haus d. Jungen Pioniere H. Matern,
Nordhausen; AG Jg. Math., Nossentiner Hiitte;
OS Obhausen; OS Oberlichtenau; OS E. Weinert,
Oberlichtenau; Humboldtschule, Oberlungwitz;
H.-Warnke-Schule, Oederan; OS Olbersdorf;
Haus d. Jungen Pioniere H. Coppi, Oranienburg;
EOS K. Marx, Oschersleben; E.-Vogel-OS, 2. OS
Pestalozzischule, beide Oschatz; OS Osternien-
burg; OS W. Pieck, Osterwieck; Haus d. Jungen
Pioniere P.Goring, Parchim; Haus d. Jungen Pio-
niere E. Weinert, Pasewalk; OS Dr. Th. Neubauer,
Pfaffschenda; Pdd. Kreiskabinett, Plauen; OS
G. Haak, Pirna; Makarenko-OS, Plessa; OS
E. Schneller, Polleben; 5. OS A. S. Makarenko,
17. OS, beide Potsdam; EOS Pritzwalk; OS Prit-
zerbe; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pe-
stalozzi, Radebeul; W.-1.-Lenin-OS, Radewege;
OS RabBnitz; Fr.-Engels-OS, Rathenow; E.-Wei-
nert-0S, Reichenbach; E.-Thilmann-OS, Rein-
berg; OS H. Rau, Rheinsberg; OS U. Steinhauer,
G.-Hauptmann-08S, J.-Gagarin-OS, alle Ribnitz;
Spezialschule Fr. Engels, Riesa; J.-Gagarin-OS,
Riethnordhausen; J.-Curie-OS, Roébel; J.-Curie-
OS, Ronneburg; H.-Matern-Schule, Rochlitz;
Ziolkowski-OS, RoBdorf; Fr.-Schmenkel-OS,
Roskow; Haus d. Jungen Pioniere, 66. OS
O. Buchwitz, 34. OS M. Reichpietsch, alle Ro-
stock; OS S. Kosmodemjanskaja, Rotterode; W.-
Pieck-0S, Rotta; OS K. Niederkirchner, Saal; E.-
Weinert-OS, Saalfeld; Stat. Jg. Techn. u. Naturf.
Salzwedel; T.-Bunke-OS, Sanitz; W.-Pieck-OS,
Stat. Jg. Naturf. u. Techn., beide Sangerhausen;
OS H. Matern, Schemberg; OS Schlagsdorf; W.-
Pieck-OS,  Schlottwitz;  G.-Hauptmann-OS,

Schleusingen; OS M. Gorki, Schkélen; 4. 0S, OS
K. Marx, J.-G.-Seume-OS, OS H. Danz, alle
Schmalkalden; Schule d. DSF, Schneidlingen;
Haus d. Jungen Pioniere, Schénebeck; OS Kuba,
Schorssow; OS Fr. Engels, Schwallungen; H.-
Beimler-OS, Schwarzenberg; OS F. Fribel,
Schweina; Haus d. Jungen Pioniere, M.-May-OS,
beide Sebnitz; Fr.-Reuter-OS, Siedenbollentin;
OS Th. Miintzer, Silkerode; OS Sohland; OS
J. R. Becher, OS W. Pieck, OS Gliick-auf, alle
Sondershausen; OS Sponholz; K.-Marx-0S,
Spremberg; Kreisklub Jg. Math. Spremberg; Stat.
Jg. Naturf. u. Techn. Stahnsdorf, OS K. Lieb-
knecht, Stadtlengsfeld; J.-Fu&ik-OS, Steinbach;
OS Steinsdorf; A.-Becker-OS, Stralendorf; Pio-
nierhaus F. Weineck, Strausberg; Dr.-S.-Allende-
0OS, Stralsund; OS Strébeck; OS E. Thilmann,
Steinbach-Hallenberg; Schule d. DSF, Struppen;
12. OS Dr. R. Sorge, Suhl; H.-Beimler-OS, Tan-
tow; OS E. Schneller, Taubenheim; J.-Gagarin-
0S, Teistungen; OS G.Eisler, K.-Niederkirchner-
08, beide Teterow; K.-Liebknecht-OS, Teuchem;
OS Fr. Mehring, Tiefenort; E.-Schneller-OS, T6-
plitz; A.-Einstein-OS, Pestalozzischule, beide
Torgelow; E.-Thilmann-OS, OS W. Pieck, beide
Trusetal; Ehm-Welk-OS, Goetheschule, A.-Nitz-
08, alle Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unter-
breizbach; E.-Schneller-OS, Umshausen; OS
J.G.Seume, Vacha; OS Vitzenburg; A.-Bebel-OS,
Vogelsang; OS Viernau; OS Vdlkershausen; R.-
Luxemburg-OS, Waldau; Goetheschule, Waren;
OS Wechmar; H.-Beimler-OS, Wefensleben; OS
WeiBenborn-L.; OS R. Luxemburg, Werbelow; J.-
Gagarin-OS, Werneuchen; OS Wershausen; OS
Wesenberg, OS Westerengel, OS L. Fimberg,
Wegeleben; H.-Matern-OS, Weida; Karl-Marx-
0S8, Wilkau-HaBlau; OS H. Matern, Wipperdorf;
Kreisklub Jg. Math. Wittenberg; Stat. Jg. Naturf.
u. Techn., Fr.-Engels-OS, beide Wittstock; Win-
terlager d. Kreises, OS W.I. Lenin, H.-Werner-
08, alle Worbis; OS Th. Miintzer, Wulfen; OS
E.Schultz, Wulkenzin; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.
Zembschen; OS W. Seng, Zepernick; OS Ziesar;
OS J. H. Pestalozzi, Zschomewitz
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Die Buchstaben sind so durch die Ziffern 0
bis 9 zu ersetzen, daB eine richtig gelOste
Aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern.
ALLES
-GUTE
- FUR
1987
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20 Jahre alpha

Aufruf

Seit 20 Jahren erscheint die Mathemati-
sche Schiilerzeitschrift alpha. Herausgege-
ben von ihrem Chefredakteur OStR J. Leh-
mann (Ehrenmitglied der Mathematischen
Gesellschaft der DDR) und einem erfahre-
nen Redaktionskollegium hat diese Zeit-
schrift entscheidenden Anteil an der ma-
thematischen Bildung unserer Jugend, bei
der Forderung der Olympiaden Junger Ma-
thematiker und der Pflege des mathemati-
schen Wettbewerbs schlechthin. Ein breiter
Leser- und Autorenkreis fiihlt sich mit die-
ser Zeitschrift eng verbunden, zum al-
pha-Wettbewerb gehen jihrlich etwa
100000 Losungen bei der Redaktion ein.
Dennoch sollte jeder Mathematiker und
mathematisch interessierte Leser priifen,
ob er nicht in der Lage ist, durch eigene
Beitrdge (oder Aufgabenstellungen) das
Angebot an interessanten Artikeln und
Problemen zu stirken, neue Anwendungs-
bereiche der Mathematik aufzuzeigen und
das Interessenfeld Mathematik noch viel-
seitiger dem Schiiler verstindlich darzule-
gen. Deshalb ruft der Vorstand der Mathe-
matischen  Gesellschaft der DDR
(MGdDDR) alle Mitglieder dieser Gesell-
schaft, Lehrer, Hochschullehrer und in der
Industrie und Volkswirtschaft titigen Ma-
thematiker der DDR sowie alle aktiven Le-
ser der alpha auf, die erzieherische und pu-
blizistische Wirksamkeit dieser Schiiler-
zeitschrift durch eigene Beitrige aktiv zu
fordern. Besonders gute Einsendungen (an
die alpha-Redaktion) wird die MGdDDR
zu gegebener Zeit mit einer kleinen Aner-
kennung honorieren.
Prof. Dr. R. Kiotzler
Vorsitzender der MGdDDR

Zitiert aus der alpha 1/1967

... Die Zeitschrift dient der Forderung der
mathematisch Interessierten unter Euch,
liebe Midel und Jungen, und der Entwick-
lung eines breiten Interesses fiir die bedeu-
tende und schone Wissenschaft Mathema-
tik ...
Moge die Zeitschrift alpha dem groBen
und schonen Ziel dienen, Euch zu hohen
mathematischen Leistungen zu befdhigen
und dafiir zu begeistern, Euer Wissen und
Konnen mit ganzem Herzen fir die Sache
des Sozialismus einzusetzen.
In diesem Sinne wiinsche ich Eurer Zeit-
schrift viel Erfolg.

M. Honecker, Minister fiir Volksbildung
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Die ,Redaktion“ besteht aus einem Chefre-
dakteur und einer Redaktionsassistentin.
Wertvollste Helfer waren in diesen beiden
Jahrzehnten die Gutachter Dr. R. Hofmann,
NPT H.Kdstner und Dr. C.-P. Helmholz von
der Sektion Mathematik der Karl-Marx-
Universitdt Leipzig. Mit Rat und Tat half
das Redaktionskollegium. In gemeinsamer
Arbeit entstanden 120 alpha-Hefte fiir un-
sere 54000 Leser. Personlicher Einsatz bei
der Beschaffung und alpha-gerechten Bear-
beitung zahlreicher Beitrige und Aufga-
benzusammenstellungen garantierten ein
hohes Niveau unserer Zeitschrift.

Unser Dank gilt den zahlreichen Wissen-
schaftlern, den Lehrern, den zahlreichen
Mitstreitern aus der geselischaftlichen Pra-
xis und nicht zuletzt den Schilern. Durch
ihre Artikel halfen sie tausenden Jungen
Mathematikern, ihr Wissen und Kénnen zu
iiberpriifen, zu vertiefen und zu erweitern,
gaben Impulse, sich mit spezieller, weiter-
fihrender Literatur zu beschiftigen. Ar-
beitsgemeinschaften, Kreis- und Bezirks-
klubs, Mathematische: Schiilergesellschaf-
ten, Korrespondenzzirkel nutzten in ihren
Kollektiven das Material, stellten aber
gleichzeitig ihre Arbeitsergebnisse zur Ver-
fiigung.

Zwischen den mathematischen Schiiler-
zeitschriften der sozialistischen Bruderldn-
der bestehen seit langem enge Paten-
schaftsbeziehungen, die sich besonders
durch Austausch von Beitrigen, Literatur,
durch Aufgabenzusammenstellungen und
personlichen Aussprachen, meist im Rah-
men der Internationalen Mathematikolym-
piaden, mit dem Chefredakteur der alpha
zeigten. Mit zahlreichen weiteren Zeit-
schriften besteht ein stindiger Austausch.
Bild 1 zeigt einen Erfabrungsaustausch des

Chefredakteurs der finnischen Schiilerzeit-

schrift Functio (im Bild Mitte) mit dem der
alpha (im Bild rechts).

Ein alpha-Schwerpunkt ist die Verdffentli-
chung aller gestellten Aufgaben der Olym-
piaden Junger Mathematiker der DDR und
der Internationalen Mathematikolympiade
(IMO). Dariiber hinaus wérden die reichen
Erfahrungen besonders der sozialistischen
Lénder auf dem Gebiete der verschieden-
sten Wettbewerbe veroffentlicht. Sie wek-
ken Interesse, fordern Talente in unserem
Fachgebiet. Bild 2 zeigt einen Ausschnitt
aus der Siegerehrung in dem Auditorium
maximum der Humboldt-Universitdt an-
14Blich der IV. DDR-Olympiade.

alpha wird in 17 Lindern der Erde abon-
niert, besonders in der Sowjetunion und in
Osterreich. Im Jahr verlassen etwa
1400 Briefe die Redaktion, sei ‘es in
deutsch, russisch, englisch oder franzo-
sisch. Sie sind ein Spiegelbild unserer Ver-
bindung mit dem Leser. Aus dieser Korre-
spondenz “entspringen ebenso viele Im-
pulse wie anldBlich der zahireichen Leser-
konferenzen im Rahmen der Arbeitsge-
meinschaften, der Olympiadebewegung
und zahlreichen personlichen Kontakten
der Redaktionsmitglieder im In- wie im
Ausland.

In zwanzig lahren sorgten die Druckerei
Frankenstein (Leipzig), die Staatsdruckerei
der DDR (Berlinn} und seit 1976 der Gra-
phische GroBbetrieb INTERDRUCK fiir
eine jederzeit sach- und fachgerechte Her-
stellung, eine piinktliche Auslieferung der
Hefte. Unser Dank gilt auch den Angestell-
ten der Deutschen Post und dem seit zwei
Jahrzehnten unermiidlich fiir die hervorra-
gende graphische Gestaltung Verantwortli-
chen H. Tracksdorf sowie dem fiir die zahl-
reichen, oft nicht leichten technischen
Zeichnungen titigen OL G. GruB (beide
Leipzig). Bild 3 zeigt den Chefredakteur
bei einer Beratung mit zwei Ingenieuren
der Abt. Herstellung.

In unserer Republik gibt es Tausende von
Arbeitsgemeinschaften und Interessenge-
meinschaften. alpha unterstiitzt ihre Teil-
nehmer kontinuierlich in vielfiltiger
Weise, sei es durch ,mathematischen
Speck®, d.h., durch altersgerechte Facharti-
kel, durch Beispiele fiir eine lebendige
auBerunterrichtliche Tétigkeit. Aus zahl-
reichen Leserbriefen spricht das stete Inter-
esse flir unsere Wandzeitungsarbeit, durch
die Sprach-, Schach-, Briefmarkenecke, lu-
stige Knobeleien, Vignetten und Spiele.
Am beliebtesten dabei ist die Doppelseite:
In freien Stunden - alpha-heiter. Bild §
zeigt die WissensstraBe Mathematik des al-
pha-Clubs der J.-Schehr-OS Leipzig auf
dem Pressefest der Leipziger Volkszeitung.

Mit dem ersten alpha-Heft (1/67) wurde
durch Initiative des Chefredakteurs der
Wettbewerb ins Leben gerufen,. Wir waren
stolz, denn mit dem Jahrgang 1967 gingen
5100 Losungen ein. Heute, zwei Jahr-
zehnte spiter, erreichen uns pro Jahr etwa
100000 Lésungen, d.h., in 20 Jahren wur-
den insgesamt 1386300 Ldsungen einge-
sandt, sortiert, korrigiert und Antwortkar-
ten geschrieben, eine stolze Bilanz.

Wir danken allen Wettbewerbsteilnehmem
fur ihre fleiBige und gewissenhafte, meist
ausdauernde Mitarbeit. Pro Jahr gehen
rund 4500 Urkunden und Abzeichen in
alle Teile der DDR und ins Ausland. Ver-
lage unserer Republik unterstiitzen uns
dankenswerterweise mit Buchpreisen im
Werte von 2 500 bis 3 000 Mark. Der Verlag
Volk und Wissen stellt jahrlich
24000 Mark zur 6konomischen Sicherung
dieses Wettbewerbs zur Verfiigung. Unser
Dank gilt den beiden Korrektoren J. Leh-
mann, Ch. Déhler, beide Leipzig, den flei-
Bigen Helfern, welche die Antwortkarten
schreiben, der stets emsigen Redaktionsas-
sistentin, die alles termingerecht bewiltigt
und vor allem den beiden langjihrigen
Aufgabenexperten Dr. W. Fregin (Leipzig)
und OStR Th. Scholl (Berlin), welche mit
Herz und Sachverstand Heft um Heft lehr-
plangerecht, im Inhalt den Klassenstufen
angemessen und interessant, eine bunte Pa-
lette von Problemen zusammenstellten aus
der erfreulich hohen Zah! von Aufgaben-
vorschligen aus dér Leserschaft. Bild 4
zeigt den Chefredakteur und die Redak-
tionsassistentin. In Kleinarbeit haben sie
(innerhalb einer Sero-Stelle) die 26 332 L§-
sungen eines Heftes (6/1981) gestapelt.



Bild 3

Ausblick

Wer die alpha aufmerksam studiert, wird
eine stete inhaltliche Weiterentwicklung
spiiren. Seit 1975 z. B. gingen wir verstirkt
auf naturwissenschaftliche Probleme ein,
erweiterten den Wettbewerb aus eigener
Initiative mit Physik- und Chemie-Aufga-
ben. Selbstverstindlich unterstiitzen wir
seit 1984 die Arbeit mit dem Schultaschen-
rechner.

Bald werden wir — Zug um Zug - durch
Beitrige, Informationen und Literaturhin-
weise die Wechselwirkung zwischen der
Rechentechnik und der Mathematik auf-
zeigen. Fiir 1987 liegen Aufgaben aus Na-
tur und Technik, Komplexaufgaben, Bei-
trige, welche die Wechselwirkung von
Mathematik und Praxis zeigen, historische
Abrisse vor. Im Kollektiv entstand - in
Auswertung der Beschliisse des XI. Partei-
tages der SED - ein langfristiger Plan zur
Weiterentwicklung der mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha.

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 133



XXVII. Internationale
Mathematikolympiade

Warschau, 4. bis 15.Juli 1986

Aufgaben

1. Sei d eine positive ganze Zahl +2, 5, 13.
Man zeige:

In der Menge {2, 5, 13, d} gibt es zwei ver-
schiedene Elemente a, b, fir die ab -1
keine Quadratzahl ist. (BRD)

2. In der Ebene ist ein Dreieck 4,4,4; und
ein Punkt P, gegeben. Wir setzen 4; = 4;_,
fur alle s = 4. Wir konstruieren die Folge
Py, P, Py, ... von Punkten, so daB Py, sich
als Bild von P, bei der Drehung um A,
um 120° im Uhrzeigersinn (mathematisch
negativ) ergibt (k=0,1,2,...).

Man zeige:

Wenn Py = Py ist, dann ist das Dreieck
A,A,A,gleichseitig. (China)
3. Den Eckpunkten eines regelmiBigen
Fiinfecks ist je eine ganze Zahl so zugeord-
net, daB die Summe dieser fiinf Zahlen po-
sitiv ist. Sind X, Y bzw. Z drei aufeinan-
derfolgende der fiinf Punkte und x, y bzw.
z die ihnen' zugeordneten Zahlen, wobei
y <0 ist, so ist folgende Operation erlaubt:
Die Zahlen x, y bzw. z werden in dieser

Unsere Mannschaft der IMO 86:
Prof. Dr. Burosch, Delegationsleiter

Prof. Dr. Gronau, stellv. Delegationsleiter
Jorg Jahnel, 1.Preis 41 Punkte

Reihenfolge durch x +y, —y bzw. z + y er-

setzt.

Diese Operation wird so oft wiederholt, wie

sich ein y <0 findet.

Man entscheide, ob man dabei stets nach

endlich vielen Schritten abbrechen muB.
(DDR)

4. Es seien 4, B zwei benachbarte Ecken
eines regelmiBigen n-Ecks (n = 5) mit dem
Mittelpunkt O. Es wird ein zu OAB kon-
gruentes Dreieck XYZ zunichst mit dem
Dreieck OAB zur Deckung gebracht und
dann so bewegt, daB sich der Punkt X stets
innerhalb des n-Ecks und die Punkte Y
und Z stets auf den Seiten desselben befin-
den.
Man bestimme alle moglichen Lagen, die
X einnehmen kann, wenn Y und Z gemein-
sam den Rand des n-Ecks durchlaufen.
(Island)

S. Man bestimme alle Funktionen f, die
auf der Menge R, der nichtnegativen reel-
len Zahlen definiert sind, nur nichtnega-
tive reelle Werte annehmen und die folgen-
den drei Bedingungen erfiillen:

Stefan Giinther, 2. Preis 31 P.
M.-Torsten Tok, 2. Preis 31 P.
Ingo Warnke, 2.Preis 26 P.
Gilinter Doge, 3.Preis 24 P.
Harald Heidler, 3. Preis 19 P.

Die zwei Siegermannschaften der USA und der UdSSR
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a) f(x f) f)=flx+y)
fiir alle x,ye€ R;
b) f2)=0
c) f(x)+0 fir 0=sx=2
(GroBbritannien)

6. In der Ebene sei eine endliche Menge
von Punkten gegeben, die beziiglich eines
festen Koordinatensystems lauter ganzzah-
lige Koordinaten haben.

Man entscheide, ob es stets moglich ist, ei-
nige dieser Punkte rot und die iibrigen die-
ser Punkte weiB zu firben, so daB sich fiir
jede Gerade, die zu einer der Koordinaten-
achsen paraliel verlduft, die Anzahl der auf
ihr gelegenen roten Punkte von der Anzahl
der auf ihr liegenden weien Punkte um
héchstens Eins unterscheidet. (DDR)

Inoffizielle Linderwertung —

Preisverteilung
L @2 2 °
3T E EEE
A 3 £ 4 & @
1 USA 203 3 3 -
UdSSR 208 2 4 -
3 BRD 196 2 4 -
4 VR China 177 3 1 1
5 DDR 172 1 3 2
6 SR Ruménien 171 2 2 1
7 VR Bulgarien 161 1 3 2
8 Ungarische VR 151 1 2 2
9 (SSR 149 - 3 3
10 SR Vietnam 146 1 2 2
11  GroBbritannien 141 - 2 3
12 Frankreich 131 1 1 2
13 Osterreich 127 - 2 2
14  Israel 19 - 2 2
15  Australien 117 - - 5
16 Kanada 112 - 2 1
17 VR Polen 93 - - 3
18 Marokko 99 - 1 2
19 Tunesien 85 - - 1
20  Jugoslawien 84 - - 2
21 Algerien 80 - - 2
22 Belgien 79 - 1 2
23 Spanien (4) 7% - 1 2
24 Brasilien 69 1 - -
25 Norwegen 68 - 1 -
26 Griechenland 63 - - 2
27 Finnland 60 - - 1
28 Kolumbien 8 - - -
29 Schweden 57 - - 1
30 Tiirkei s - - -
31 Mongolische VR 54 - - -
32 Zypem 53 - 1 -
33 Kuba s1 - - -
34 Italien (3) 49 - - 2
35 Kuweit (5) 448 - -
36 Island (4) 37 - - -
37 Luxemburg (2) 22 - - -
18 41 48

Jede Mannschaft bestand aus 6 Schiilern
bzw. aus der in Klammemn angegebenen
Anzahl von Schiilern.
* Sowie ein Sonderpreis fiir die elegante
Losung einer Aufgabe.



Schriftliche AbschluBpriifung

Fach Mathematik

Klassenstufe 10 — Schuljahr 1985/86

Pflichtaufgaben

1. In der DDR werden jihrlich erhebliche
Mittel aus dem Staatshaushalt zur Siche-
rung stabiler und niedriger Preise fiir Wa-
ren des Grundbedarfs bereitgestellt.

a) Im Jahre 1982 betrugen die Gesamtaus-
gaben des Staatshaushalts der DDR
182 Milliarden Mark. Davon wurden
11,7 Milliarden Mark zur Stiitzung von Le-
bensmittelpreisen ausgegeben. Wieviel
Prozent der Gesamtausgaben sind das?

b) Fiir das Jahr 1983 wurde der Betrag von
11,7 Milliarden Mark um 3,4 Prozent er-
hoht. Wieviel Milliarden Mark wurden
1983 zur Stiitzung von Lebensmittelprei-
sen ausgegeben?

2. a) Lésen Sie die Ungleichung
2B3x+5)>9x—(5—-2x) (xeP)!
b) Geben Sie von den vier Zahlen

diejenigen an, die diese Ungleichung erfiil-
len! '

3. Durch die Gleichung

y=x*+2x-125 (xeP)

ist eine Funktion gegeben.

a) Berechnen Sie die Nullstellen dieser
Funktion!

b) Der Graph dieser Funktion ist eine Para-
bel. Ihr Scheitelpunkt sei S.

Emmitteln Sie rechnerisch die Koordinaten
von S!

¢) Zeichnen Sie die Parabel mindestens im
Intervall -3 <x=1!

d) Welche Zahl ist in die Gleichung y = x?
+2x + q fiir ¢ einzusetzen, damit die da-
durch gegebene Funktion genau eine Null-
stelle hat?

4. Um die Hohe CF eines Turmes zu ermit-
teln, dessen FuBpunkt F unzuginglich ist,
kann man wie folgt vorgehen:

Skizze (nicht maBstéblich) ¢

Man steckt eine Standlinie 4B so ab, daB
A, B und F auf einer Geraden liegen, und
miB die Erhebungswinkel xBAC und
X% FBC (siehe Skizze!).

Bei einer solchen Messung ermittelte man
folgende Werte:

AB = ¢ = 65,0m,
ABAC = a = 35,0°,
AFBC = 6 = 62,0°.

a) Ermitteln Sie mit Hilfe einer maBstibli-
chen Konstruktion die Turmhohe CF = h!
(Geben Sie diese Hohe in Metern an!)

b) Berechnen Sie

— die GroBe des Winkels 5 ACB =y,

~ die Linge der Strecke BC = g,

~ die Turmhéhe CF = h!

5. Gegeben ist ein spitzwinkliges Dreie_ck
ABC mit den H6hen h. = CD und h, = AE.
a) Zeichnen Sie eine entsprechende Planfi-
gur!

b) Beweisen Sie, daBl die Dreiecke ABE
und DBC einander dhnlich sind!

6. a) Schreiben Sie die Zahlen 625000 und
0,074 in der Darstellung mit abgetrennten
Zehnerpotenzen (d. h. in der Form a-10™
mitgeR;1<a<10; meG)!

b) Die Abbildung zeigt den Graph einer
Funktion mit der Gleichung y = a-sin bx
im Intervall 0 < x < 4x.

Geben Sie fiir diese Funktion a und 5 an!

¢) Geben Sie denjenigen Wert von x an,
fiir den der Term

_3

Ix—-6
nicht definiert ist!
d) Ein Kreis hat einen Umfang von 17,0 m.
Wie groB ist sein Durchmesser?

Wahlaufgaben

Von den folgenden Aufgaben 7.1., 7.2. und
7.3. brauchen Sie nur eine zu lésen.

7.1. Gegeben ist die Funktion y=—x1—2

(xeP; x+0).

a) Ubertragen Sie die folgende Tabelle auf
Ihr Arbeitsblatt!

Berechnen Sie die fehlenden Funktions-
werte!

1] 1
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b) Tragen Sie die so erhaltenen Wertepaare

in ein rechtwinkliges Koordinatensystem

ein, und zeichnen Sie den Graph dieser
Funktion!

c) Zeigen Sie, daB das

(m ; %) zur Funktion gehort!

d) Geben Sie einen Wert fiir x an, so daB

fir den zugehorigen y-Wert gilt: y > 4!

¢) Geben Sie alle positiven Werte fiir x an,

so daB fiir die zugehdrigen y-Werte gilt:
1

Y<7o0'

7.2. Aus einem zylinderférmigen Rund-

stahl mit dem Durchmesser d =60 mm

und der Linge ! =150 mm soll ein Werk-

stiick hergestellt werden, das aus einer

Halbkugel, einem Zylinder und einem Ke-

gel besteht (siehe Skizze!).

X

Zahlenpaar

g
1
1
1

- -5 2

Rk

1 !

b

_____i,,J,
: 30 30 ;
: , .
. 150, e

Skizze (nicht mafstiblich)
(MaBangaben in Millimeter)

Wieviel Prozent betrigt der Materialabfall,
der bei der Herstellung des Werkstiicks
entsteht?

7.3. Bei der Rekonstruktion eines Altbaus
wird das Dach erneuert.

Die rechteckige Grundfliche ABCD dieses
Daches hat die Abmessungen AB
=16,0m, BC=10,0m.

Der Dachfirst EF ist 6,0 m lang und liegt
5,0 m tber der Grundfliche. Gegeniiberlie-
gende Seitenflichen des Daches sind kon-
gruent (siehe Skizze!).

Skizze (nicht maBstidblich)

a) Stellen Sie dieses Dach in senkrechter
Zweitafelprojektion im MaBstab 1:200
dar!

Bezeichnen Sie die Eckpunkte entspre-
chend der Skizze!

b) Konstruieren Sie die wahre GroBe und
Gestalt der trapezférmigen Seitenflichen
ABFE ebenfalls im MaBstab 1:200!

c) Berechnen Sie die Linge des Dachbal-
kens BF!

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 135



Buchtips

fiir Mathematik,
Naturwissenschaften
und Technik

Kaden, Friedrich
Kleine Geschichte
der Mathematik

176 S., zahlreiche Abbildungen
Bestell-Nr. 631 854 0 Preis: 12,50 M

Zilch, Reinhold

Auf Mark und Pfennig

112 S., zahlreiche Abb., Pappband
Bestell-Nr. 631 860 4 Preis: 6,80 M

Fiedler, Roland

Streifziige

durch die Mathematik
224 S., zahlr. Abb., Pappband
Bestell-Nr. 631726 5

Kleffe, Hans
Menschen messen Jahr und Tag
Aus der Geschichte der Zeitmessung

und des Kalenders

77 S., zahlr. Abb., z. T. farbig
Bestell-Nr. 632 121 3

Preis: 6,80 M

Preis: 8,20 M

Alle 4 Titel: Der Kinderbuchverlag Berlin

Konforowitsch, Andrej G.

Guten Tag, Herr Archimedes

168 S., mit 94 Bildern und 1 Tabelle
Bestell-Nr. 547 006 5 Preis: 12,00 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Grabow, Rolf
Simon Stevin
Biographien hervorragender

Naturwissenschaftler, Techniker
und Mediziner, Bd.77

116 S. mit 32 Abb.

Bestell-Nr. 666 250 1 Preis: 6,80 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Purkert, W./Illgauds, H.-J.
Georg Cantor

Biographien hervorragender
Naturwissenschaftler, Techniker

und Mediziner, Bd. 79

136 S. mit 16 Abb.

Bestell-Nr. 666 252 8 Preis: 6,80 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Qilde, Werner

Uber Rekorde in der Technik
144 S. mit 40 Abb.
Bestell-Nr. 547 026 8

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 5,50 M
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Lehmann, Johannes

3 plus 8 und mitgemacht

80 S., zahlr. mehrfarbige Abb.

Bestell-Nr. 707 857 7 Preis: 3,00 M
(Fiir Klassen 1 bis 5)

Verlag Volk und Wissen

Volkseigener Verlag Berlin

Quaisser, Erhard

Bewegungen in der Ebene

und im Raum

128 S. mit 99 Abb.

Bestell-Nr. 5711949 Preis: 10,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

.Sprengel, H.-J./Wilheim, O.

Funktionen

und Funktionalgleichungen

80 S. mit 23 Abb.

Bestell-Nr. 571 195 7 Preis: 5,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Kliotzek, B.

Differentialgeometrie, Band I
140 S. mit 45 Abb.

Bestell-Nr. 571 050 8 Preis: 8,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Quaisser, E./Sprengel, H.-J.

Extreme

130 S., 51 Abb., MSB Nr. 127

Bestell-Nr. 5714429  Preis: etwa 13,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Boltjanskij, V. G./Efremovic, V. A.
Anschauliche

kombinatorische Topologie

200 S., 210 Tafeln, MSB Nr. 129
Bestell-Nr. 571 5018  Preis: etwa 18,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Berlin

Conrad, Walter

Technische Kuriosititen

216 S., 79 einfarbige

und 62 zweifarbige Zeichnungen
Bestell-Nr. 6538750 Preis: 20,00 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Buchreihe:
Wir wiederholen Physik
Band 1: Bewegungen

Bestell-Nr. 5470129 Preis: 6,80 M
Band 2: Krifte
Bestell-Nr. 547014 5 Preis: 6,80 M

Band 3: Fliissigkeiten und Gase
Bestell-Nr. 547013 7 Preis: 6,80 M
Band 4: Wirme

Bestell-Nr. 547 136 7

Band S: Elektrische Strome
Bestell-Nr. 547 137 5

Band 6: Schwingungen
Bestell-Nr. 547 138 5

Preis: 6,80 M
Preis: 6,80 M

Preis: 6,80 M

alle 6 Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Perelman, Jakow I.

Unterhaltsame Physik

462 S. mit zahlr., z. T. farbigen Bilderm
Bestell-Nr. 547 028 4 Preis: 19,80 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Haase, K./Lehmann, D.

Nanos Physik-Abenteuer

230 S. mit zahlr. Abb.

Bestell-Nr. 653 968 5 Preis: 12,00 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Kaden, Friedrich

Rund um die Astronomie

144 S. mit zahlr. mehrfarbigen Abb.
Bestell-Nr. 630 5459 Preis: 17,80 M
Der Kinderbuchverlag Berlin

Ein Teil der Biicher ist durch Vorbestellun-
gen bei den Verlagen vergriffen. Sie sind

- moglicherweise beim  Buchhandel z. Z.

noch vorritig. Wir weisen auf die Moglich-
keit der Ausleihe in Bibliotheken hin.

Kryptogramm

Die SU- und die USA-Delegationsleiter
stellten allen IMO-Teilnehmern der
XXVII. IMO folgende Aufgabe:

Es war fur alle, die diese Aufgabe 16sten,
besonders beeindruckend, daB dieses
Kryptogramm (verschiedene Buchstaben
2 verschiedene Ziffern) eindeutig losbar ist.



aufgepafit
nachgedacht

mitgemacht

speziell
fiir Klasse 4/6

Aufgaben fiir
Arbeitsgemeinschaften
Junger Mathematiker,
herausgegeben

im Bezirk Rostock

Ala a)ln der Tabelle findest du jeweils
drei bzw. vier Begriffe. Jedesmal ist ein un-
passender dabei. Welcher?

Hammer Nagel Zange

Linde Tulpe Rose

rot dunkel  blau

Reh Rind Gans  Hase
Dreieck Quadrat Wiirfel Trapez
Meter Kilometer Gramm Zentimeter
45 103 82 78

16 32 26 14 21

b) In der Tabelle ist jedesmal — wie in a) —
ein Begriff der nicht dazugehort. Fir jede
der vier Gruppen gibt es aber hier zwei Lo-
sungen fiir das Finden dieses Fremdlings:

Ruder- Hand- Fahrrad Auto

boot wagen

36 26 15 18

64 16. 25 14

Reh Fuchs Hund Fasan Dachs

42 4a Welches a) der Quadrate und b) der
Rechtecke gehort nicht in diese Reihe?

114"

i s

A3 A a) Welche Figur fehlt logischer-
weise?

P) Welche Figuren miissen logischerweise
in die leeren Quadrate eingesetzt werden?

0
A
2

©

< >alo

@|0|0|>

b) g

A 44 Ersetze die Buchstaben durch Zah-
len!

A ist die Hilfte von C;

B ist die groBte einstellige Zahl,

B ist das Dreifache von A;

C ist die Differenz von B und A;

die Summe auf der Diagonalen DCB be-
tragt 27.

Die Summe aller Zahlen ist 35.

AS5A Welches der Wiirfelnetze gehOrt
zum abgebildeten Wiirfel?
a) b)
v 7 (-] x
). Epe T3
. - .- [0}
- ]
A64a a) Wer findet die meisten Dreiecke
und
b) wer die meisten Trapeze?
a) b)
47a a) Ein Rechteck hat die Seiten-

linge AB =40cm und BC = 30 cm.

Wie lang ist die Seitenlinge eines Quadra-
tes, das denmselben Umfang hat wie das
Rechteck ABCD?

b) Ein Rechteck hat einen Umfang von
18 cm. Welche verschiedenen Rechtecke
gibt es mit diesem Umfang? Die Seitenlidn-
gen sollen dabei jedoch ganzzahlige Zenti-
meter sein.

A 84 Auseinem Stiick Draht von 1,60 m
Linge soll ein gleichschenkliges Dreieck
gebogen werden. Alle Seitenliingen sollen
Vielfache von 10 cm sein.

Welche verschiedene Moglichkeiten (ver-
schiedene Dreiecke) gibt es?

A9a Das Bild zeigt die Grundrisse von
sechs Gegenstinden. Es handelt sich um
a) einen FuBball,

b) einen leeren Blumentopf,

c) ein Zehnpfennigstiick,

d) einen Wiirfel,

e) einen Kegel,

f) eine Pyramide.

Stelle fest, um welche Bilder es sich han-

OOC=R00

A10A Von den 27 Schiilern einer Klasse
konnen 14 radfahren, 19 schwimmen und
9 Schiiler beides.

Wieviel Schiiler kénnen weder radfahren
noch schwimmen?

4

Alla Ulf, Ria, Beate, Astrid, Werner
und Heiko vergleichen ihr Alter:

Astrid ist dlter als Beate, aber jiinger als
Heiko. Ria wurde genau eine Woche friither
als Heiko geboren. UIf ist dlter als Astrid.
Heiko ist dlter als Ulf. Werner ist der Jing-
ste. Schreibe die Vornamen nach dem Al-
ter auf! Beginne mit dem jingsten Kind!

A 12 A Astrid, Bérbel, Cilli, Doris, Elke
und Flora bilden eine Turnriege. Sie sollen
sich nach der GroBe aufstellen. Astrid ist
groBer als Doris, aber kleiner als Elke.
Keine andere Schiilerin ist groBer oder so
groB wie Cilli. Birbel ist groBer als Elke.
Flora ist kleiner als Astrid; sie ist aber
nicht die kleinste der Turnerinnen.

Finde heraus, in welcher Reihenfolge die
Midchen stehen!

Beginne mit dem gré8ten Midchen!

A 134 Wer wurde Sieger?

Petra, Ute und Renate belegten beim
60-m-Lauf die ersten drei Plitze. Die Sie-
gerin und Renate trainieren in derselben
Gruppe. Die Gewinnerin der Bronzeme-
daille ist Klassenkameradin von Ute, Re-
nate wurde nicht Dritte.

Welchen Platz erhilt jedes Midchen?

A 144 Wer findet alle Wimpelarten?
Aus vier Sorten Stoff (rot, gelb, blau,
schwarz) sollen zweifarbige Wimpel geniht
werden.

Wieviel verschiedene Wimpelarten kann
man herstellen?

A 154 a) Welche Zahl erhdlt man, wenn

man die Differenz des Produkts der Zahlen

3 und 4 und des Quotienten der Zahlen 48

und 6 mit der Zahl 16 addiert?

b) Was ist groBer,

— die Summe der Differenz der Zahlen 35
und 20 und der Zahlen 18 und 9 oder

— die Differenz der Summen der Zahlen
35 und 20 und der Zahlen 18 und 9?

A 16 A Wir suchen alle Zahlen fir die
gleichzeitig gilt:

a) Die Zahlen sind zweistellig.

b) In allen Zahlen soll das Vielfache von
10 doppelt so groB sein wie das Vielfache
von 1.

¢) Die Zahlen sollen gerade sein.

A 174 Welche Zahlwoérter enthilt der fol-
gende Satz?

Ein Sechund reiBt ganz weit sein Maul auf,
zeigt die Zdhne und sagt: ,Gute Nacht®.

Al18a Zwei Radiergummis und zwei
kleine Kalender kosten zusammen 2,40 M.
Dabei ist ein Kalender genau 50 Pf teurer
als ein Radiergummi.

Wie teuer ist jeder Gegenstand?

A19a Ein Betrag von 300 M wird mit
Geldscheinen zu 20 M und zu 50M be-
zghlt. Es waren zusammen genau
9 Scheine.

Wieviel Scheine von jeder Art waren es?

420a Die 16 Busse eines Verkehrsbe-
triebes haben insgesamt 512 Plitze. Es sol-
len 160 Personen bef6rdert werden.
Wieviel Busse werden benétigt?
Dr. M. Bendler/Dr. W, Luchtmann,
IfL Jacques Duclos, Rostock

alpha, Berlin 2Q (1986) 6 - 137



In freien Stunden - alpha-heiter

aus: LVZ, Guckuck

Sitzordnung

Zur Silvesterfeier hatte das Ehepaar Miiller die vier
Ehepaare A, B, C und D eingeladen und sie an den
Lingsseiten des Tisches plaziert. Herr Miiller (HM)
und Frau Miiller (FM) hatten an den Stirnseiten
des Tisches Platz genommen. Fiir die Sitzordnung
der Giiste galt: Eheleute saBen stets nebeneinander;
die Frau zur rechten Seite des Ehemannes. Herr A
saB neben Frau C und ihm gegeniiber saB Frau D.

Herr C saB neben Frau Miiller.
aus: Leipziger Volkszeitung

O0od

O0o0d

Weihnachtliches Vierfarbenproblem

Die Felder in diesem Stern sind mit vier Farben
auszumalen. Benachbarte Felder diirfen aber nicht
die gleiche Farbe erhalten.

A\
%
A’A

Das Weihnachtsgeschenk

Maximilian und seine Schwester Franziska legen
ihre Ersparnisse zusammen, um fiir die Mutter ein
Geschenk zu kaufen. Dabei stellen sie fest, daB ihre
Ersparnisse zusammen 72 Mark betragen und da
Franziska 8 Mark mehr als Maximilian gespart hat.
Wieviel Mark hat jedes der beiden Geschwister ge-
spart?

aus: Rohacz, Prag

aus: Quant, Moskau
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In einem Zug

Die beiden Figuren sind in einem Zug nachzu-

zeichnen ohne eine Linie mehrfach zu zeichnen.
aus: Fiiles, Budapest

Wintersport

Zehn Dinge sind auf dem unteren Bild anders.
Schaut genau hin! Bestimmt findet ihr sie heraus.
aus: NBI, Berlin




Magisches Zahlenspiel

Erginze die beiden Sterne so, daB sich als Kon-
stante die im Zentrum jedes Sterns stehende Zahl
ergibt!

Kermeth Kelsey, London

Wunderringe

Vervollstindige die Ringe so, daB sie ineinanderge-
hingt und nicht zu trennen sind, obwohl keiner von
ihnen durch den anderen geht. aus: urcina, Bukarest

£
PE
Y <>

Labyrinth

Wer findet am schnellsten den Weg durch dieses

schone Ormament? aus: Fiiles, Budapest

Mary und Jane im Disput

Finf Karten liegen auf einem Tisch, wie das Bild
zeigt. Jede Karte hat auf einer Seite einen Buchsta-
ben und auf der anderen eine Grundziffer. Jane
sagt: ,Wenn sich ein Vokal auf einer Seite einer
Karte befindet, dann befindet sich auf der anderen
Seite eine gerade Zahl.“ Mary zeigt, daBl Jane nicht
recht hat, indem sie eine Karte umdreht. Welche
Karte drehte Mary um?

aus einem finnischen Mathematikwettbewerb

[als][e]4] [c]e][o]r][e]a]

SiiBe Sache

Du sollst eine Tafel Schokolade, die aus 6 mal
8 Stiicken besteht, in 48 Stiickchen teilen. Brich im-
mer entlang einer Riefe! Wieviel Briiche muBt du
mindestens machen? aus: Mathematical Spectrum, Sheffield

Kreuz und quer

Zu Silvester teilt Marie-Luise zwei Legespiele aus.
Wer ist wohl der Schnellste? Die jeweils vier Teile

sind zu einem Quadrat zusammenzulegen.
aus: Matematicko Fizicki List, Beograd

So eine Bescherung

Herr Lehmann kommt mit Weihnachtsgeschenken
nach Hause. Von ihnen wurden Schattenrisse ange-
fertigt. Aber nur einer davon ist genau iibereinstim-

mend mit dem Original. Welcher? aus: Troll, Berlin

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 139



Edmund Halley -
der ungldubige Mathematiker

Das Wiedererscheinen des Halleyschen
Kometen Anfang 1986 und seine erstma-
lige umfangreiche Erforschung durch meh-
rere Raumsonden haben den Namen des
englischen Astronomen und Mathemati-
kers E.Halley weltweit ins Blickfeld der Of-
fentlichkeit geriickt und — wie erwartet —
auch eine gewisse philatelistische Reso-
nanz') gefunden. Halley hatte am Ende des
17.Jh. die Bahnen der in den Jahren 1531,
1607 und 1682 beobachteten Kometen
(spiter bezog er auch noch die Kometener-
scheinungen von 1305, 1380 und 1456 ein)
mit Hilfe der von Newton geschaffenen
neuen mathematischen Hilfsmittel berech-
net, aus ihrer bemerkenswerten Ahnlich-
keit die Hypothese abgeleitet, daB es sich
in allen Fillen um den gleichen, die Sonne
auf einer langgestreckten elliptischen Kep-
lerbahn umlaufenden kleinen Himmelskér-
per handelt, und sein Wiedererscheinen flr
1758 vorausgesagt. Als dies eintraf (der Ko-
met wurde zuerst-am 25.12.1758 von dem
sichsischen = Bauern und  Amateur-
astronomen Johann Georg Palizsch gese-
hen), hieB der Komet fortan Halleyscher
Komet. Nachdem Kometen jahrhunderte-
lang als Zuchtruten Gottes und Ungliicks-
bringer abergldubisch gefiirchtet worden
waren und sogar ein Galilei die Ansicht
des Astronomen Tycho de Brahe, Kometen
seien bewegliche Himmelskorper dhnlich
den Planeten, verworfen und verspottet
hatte, ist der exakte Nachweis der Bahnei-
genschaften der Kometen und ihrer perio-
dischen Wiederkehr durch Halley ein be-
deutender Schritt auf dem Weg zu einem
materialistisch-naturwissenschaftlichen
Weltbild gewesen. Damit ist jedoch die Be-
deutung Halleys keineswegs ausgeschopft,
und wir wollen hier gerade den anderen
Seiten seiner vielseitigen wissenschaftli-
chen Titigkeit einige Bemerkungen wid-
men.

Edmund (oder Edmond) Halley wurde am
8.11. 1656 als Sohn eines wohlhabenden
Seifensieders in Haggerston nahe London
geboren. Nach einem Studium in Oxford
unternahm er 1676 eine Reise zur Insel
St. Helena im Siidatlantik, um den ersten
Fixsternkatalog der slidlichen Himmels-
halbkugel zusammenzustellen. Diese Ar-
beit wurde 1678 mit der Aufnahme in die
Royal Society, die britische Akademie der
Wissenschaften, gewiirdigt. 1698 bis 1700

140 - alpha, Berlin 20 (1986) 6

unternahm er zwei weitere Forschungsrei-
sen in den Atlantik, um die Deklination
des Magnetkompasses, d. h. seine ortsab-
hingige Abweichung von der Nordrich-
tung, systematisch zu untersuchen. Als Er-
gebnis dieser Expeditionen erschien 1701
die erste Karte der MiBweisungen im
Druck, auf der die Orte gleicher Abwei-
chung iibersichtlich durch Kurven verbun-
den waren. Ubrigens gab Halley auch die
erste Erklirung fiir den Erdmagnetismus
durch die Annahme groBer Metallmassen
im Erdinnern und deutete 1718 das Nord-
licht als erdmagnetisches Phinomen. Wei-
tere Arbeiten Halleys betrafen u.a. die Ur-
sache und Richtung von Winden und
Meeresstromungen und die Herkunft des
Salzgehaltes der Weltmeere. Die bis hier
sichtbare Ausrichtung astronomischer und
geographisch-geoditisch-geophysikalischer
Forschung auf die Bediirfnisse der Schiff-
fahrt ist — besonders in England - ganz ty-
pisch fur die Naturwissenschaft im 17. und
18. Jh. Ebenso typisch ist auch die zwi-
schenzeitliche Beschiftigung mit rein ma-
thematischen Problemen, die manchmal,
jedoch keineswegs immer von naturwissen-
schaftlich-technischen Fragen angeregt
wurden. Auch Halley publizierte Arbeiten
iiber Arithmetik, Algebra und Geometrie,
bewies z. B. 1695 elementar die Reihenent-
wicklung 5 5
ln(1+x)=x—x7+"7—"7+
(x| <D,
leistete aber auch mit der Berechnung von
Tabellen der Sterblichkeitsquote (in Ab-
hidngigkeit von Alter und Geschlecht)
einen wichtigen Beitrag zum sich damals
stirmisch entwickelnden Versicherungs-
und Rentenwesen. 1703 wurde er als Nach-
folger des bedeutenden Mathematikers
John Wallis auf den beriihmten Geome-
trielehrstuhl der Universitit Oxford beru-
fen. Wihrend seiner 17 Jahre in diesem
Amt Ubersetzte er auch antike Mathemati-
ker aus dem Griechischen, insbesondere
1707 die sphérische Geometrie des Mene-
laos (um 100) und 1710 die Kegelschnitts-
lehre des Apollonios von Perge (um 262 bis
190 v.u.Z.). 1720 wurde er als Nachfolger
von John Flamsteed zum Royal Astrono-
mer und Direktor der Stermwarte in Green-
wich berufen (vgl. hierzu alpha Heft 2,
1985, S.40 bis 42). Zieht man noch in Be-
tracht, daB er von 1713 bis 1721 nebenamt-
lich Sekretédr der Royal Society war, so hat
Halley fast alle damals fiir einen Mathema-
tiker und Astronomen erreichbaren héch-
sten Amter innegehabt.
Die vielleicht wichtigste Seite im Leben
und Schaffen Halleys betrifft seine Bezie-
hungen zu Newton und seinen Anteil an
der Entstehung von Newtons fundamenta-
lem Buch ,Mathematische Prinzipien der
Naturphilosophie“. Gegen Ende des 17.Jh.
lagen als bereits mathematisch formulierte
Bewegungsgesetze die Keplerschen Ge-
setze der Planetenbewegung, das Galilei-
sche Fallgesetz und das Huygenssche Pen-
delgesetz vor. Das Nachdenken iiber den
gemeinsamen Kern aller dieser Gesetze
war ein aktuelles Problem geworded, um
dessen Losung die filhrenden Gelehrten

4

der damaligen Zeit rangen. Um 1679 wuB-
ten Halley, Christopher Wren und Robert
Hooke bereits, daB die Anziehungskraft
zwischen verschiedenen Massen dem Qua-
drat ihres Abstandes umgekehrt proportio-
nal sein muB. Es fehlte ihnen jedoch der
mathematische Kalkiil, um hieraus weiter-
reichende SchluBMfolgerungen zu ziehen
wie z. B. die Begriindung der Ellipsenge-
stalt der Planetenbahnen. Speziell fir die
Losung dieses Problems setzte der wohlha-
bende Halley 1684 sogar einen Preis aus.
Bekanntlich 16sten Newtons ,Pricipia“
(1686/87) das Problem in vorbildlicher
Weise und wurden fiir Jahrhunderte zum
MabBstab aller exakten Naturwissenschaft.
Halley, der Newton immer wieder mit Fra-
gen provoziert und zur Niederschrift seines
umfangreichen Werkes gedringt hatte,
zahlte schlieBlich sogar die Druckkosten
aus seiner eigenen Tasche. Im Vorwort der
HPricipia® wiirdigte Newton Halleys Ver-
dienst mit folgenden Worten:

Bei der Herausgabe dieses Werkes hat Ed-
mond Halley, dieser hichst scharfsinnige und
vielseitig gelehrte Mann, vielfache Miihe ver-
wandt. Er hat nicht nur die Korrektur und die
Holzschnitte besorgt, sondern war iiberhaupt
auch derjenige, welcher mich zur Abfassung
dieses Werkes veranlaft hat. Da er ndmlich
von mir einen Beweis der Gestalt, welche die
Bahnen der Himmelskirper haben, verlangt
hatte; so bat er mich, ich miochte denselben der
Koniglichen Gesellschaft mitteilen. Diese be-
wirkte hierauf durch ihre Aufforderung und
Oberleitung, daf ich anfing, an die Heraus-
gabe des Werkes zu denken.
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Der Sturz des mittelalterlichen Weltbildes
durch die sich mathematischer Mittel be-
dienende Naturwissenschaft stieB auf erbit-
terte Feindschaft seitens kirchlicher und
anderer reaktiondrer Krifte, und die be-
grifflichen Unklarheiten, die der Fluxions-
rechnung Newtons (der heutigen Differen-
tialrechnung entsprechend) anhafteten, bo-
ten einen willkommenen Angriffspunkt.
Durch scharfe Kritik an den logisch nicht
hinreichend fundierten ,verschwindenden
Zuwichsen®, ,ersten und letzten Verhilt-
nissen“ Newtons usw., die sich aber letzt-
lich positiv auf die logische Durcharbei-
tung der Infinitesimalrechnung auswirkte,
hat sich vor allem der englische Bischof
George Berkeley hervorgetan. Seine be-
rihmte Streitschrift von 1734 richtete sich
aber nicht direkt gegen den inzwischen ver-



storbenen, durch ein Staatsbegribnis ge-
ehrten und praktisch zum Nationalhelden
gewordenen, liberdies iiberaus fromm ge-
wesenen Newton, sondern gegen seinen als
Freigeist beriichtigten Mitstreiter Halley.
Ihr Titel lautet in deutscher Ubersetzung:

Der Analytiker, oder eine Erorterung, ge-
richtet an einen ungldubigen Mathemati-
ker, worin untersucht wird, ob der Gegen-
stand, die Prinzipien und die Schluweisen
der modernen Analysis deutlicher begrif-
fen oder einleuchtender hergeleitet sind als
die religiésen Geheimnisse und Glaubens-

Der zu dieser Zeit bereits 78jahrige Halley,
der auf ein Lebenswerk von rund 80 wis-
senschaftlichen Publikationen zuriickblik-
ken konnte, hat sich selbst nicht mehr zu
den Vorwiirfen Berkeleys geduBert. Er
konnte darauf vertrauen, daB inzwischen
eine neue Generation von Mathematikern
und Naturwissenschaftlern herangewach-
sen war, die die Leistungsfiahigkeit der von
Newton und Leibniz geschaffenen Infinite-
simalmethoden durch stete Anwendung
iiberzeugend demonstrierten. Halley starb
am 25.1. 1742 in Greenwich. p Schreiber

1) u. a. GropBbritannien 4 Werte, Nikaragua
6 Werte, SR Vietnam 3 Werte

Fiinf harte Niisse

Aufgaben der Aufnahmepriifung der Mathe-
matischen Fakultdt des Moskauer Staatlichen
Pddagogischen Instituts V. I. Lenin (schriftliche
Priifung 1983)

1. Berechne!
5 17 59
84- (1? + ﬁ) - ISW
646,8:21

2. Lose die Ungleichung!
2 x1+x
(;) 2 (202577

3. Lose die Gleichung!
sinx —cosx = —1

4. Die Grundfliche der Pyramide SABCD
sei das Quadrat ABCD, dessen Seitenlinge
sei a. Die Kante BS steht senkrecht auf der
Grundfliche und habe die Linge 2a. Be-
stimme den Umfang der Schnittfigur, die
durch die Seite AD und die Mitte der
Kante BS geht!

5. Einem Kreis mit dem Radius R sei ein
gleichschenkliges Dreieck mit einem Win-
kel von 120° umbeschrieben.

Bestimme die Linge der Dreiecksseiten!

Losungen

Losungen zur Sprachecke

Ala Ein Onkel kam, um seine Nichten
zu besuchen. Vor dem Weggehen gab er
ihnen eine gewisse Anzahl Dollar mit dem
Vorschlag, daB die Alteste die Hilfte, die
Mittlere ein Viertel und die Jiingste ein
Fiinftel bekommt. Die Kinder versuchten,
das Geld zu teilen, aber es gelang ihnen
nicht wegen der Briiche. Als ihnen ihr Va-
ter einen Dollar lieh, fihrten sie die Divi-
sion nach den von ihrem Onkel genannten
Briichen durch und zahlten dann sogar
noch den einen Dollar an ihren Vater zu-
rick. Welche ,gewisse Anzahl Dollar“
wiirde diesen Bedingungen entsprechen?

Liosung: Die Summe der drei Briiche

1. 1 1, 19 .
—+—+—ist —.

7t Tt ist 20 Der Onkel gab seinen
Nichten nicht den ganzen Betrag. Er lieB
—2% daran fehlen. Was er seinen Nichten
gab, waren 19 Dollar.

Die Kinder konnten das Geld nicht teilen.
Aber als der Vater ihnen 1 Dollar lieh, hat-
ten sie 20 Dollar.

Die Alteste nahm % $20=¢§10,

die Mittlere nahm -1—

die Jiingste nahm % $20=%4.

10+5+4=19, so daB sie ihrem Vater
den gelichenen $ 1 zuriickgeben konnten.

A2a Ein Fotograf verlangt 3 Fr. fur die
Entwicklung eines SchwarzweiBfilms, dazu
0,80 Fr. fiir jeden Abzug eines Fotos im
Format 9 X 13. Ein zweiter Fotograf ent-
wickelt den Film kostenlos, aber der Abzug
eines jeden Fotos im gleichen Format ko-
stet 0,90 Fr.

Mathieu mochte einen Film mit 20 Auf-
nahmen und Amélie einen Film mit
36 Aufnahmen entwickeln lassen.

Wohin wiirdest du an ihrer Stelle gehen?
Wieviel werden sie bezahlen miissen?

Losung: Bei dem ersten Fotografen kosten
20 Aufnahmen

3Fr.+20-0,80F. =19Fr.
und 36 Aufnahmen

3 Fr. + 360,80 Fr. = 31,80 Fr.
Bei dem zweiten Fotografen kosten 20 Auf-
nahmen

20-0,90 Fr. = 18 Fr.
und 36 Aufnahmen

36-0,90 Fr. = 32,40 Fr.

Mathieu geht zum zweiten Fotografen und
bezahlt 18 Fr., Amélie zum ersten und be-
zahlt 31,80 Fr.

A3a Lbst die finf ,geographischen®
Zahlenritsel (s. Bild)!

In jedem Ritsel entsprechen gleiche Buch-
staben gleichen Ziffern, und verschiedene
Buchstaben verschiedenen Ziffern.

Lésung: 27 =128; 192=1361; 289=17%
872 = 7659; 6084 = 782

Losungen zu
In freien Stunden - alpha-heiter

Sitzordnung

firt]

Weihnachtliches Vierfarbproblem
Es werden z.B. gezeichnet: 1 und 6 gelb; 3
und 4 rot; 2 und 8 blau; 5 und 7 griin.

Das Weihnachtsgeschenk
72-8=064;64:2=132;32+8=40.
Maximilian hat 32 Mark, Inge 40 Mark

gespart.

Wintersport

Die Losung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.

In einem Zug

Magisches Zahlenspiel
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Wunderringe

Mary und Jane im Disput

Wenn Jane nicht recht hat, dann gibt es
eine Karte, die auf einer Seite eine unge-
rade Zahl hat. Diese Karte kann also kei-
nen Konsonanten und keine gerade Zahl
auf einer der Seiten haben. Daher kann
Jane als einzige Karte die ,3“ genommen
haben. A ist also richtig.

SiiBe Sache
Es sind 47 Briiche zu machen.

Kreuz und quer

1

So eine Bescherung
Nur SchattenriB Nr. 2 stimmt genau mit
dem Original iiberein.

alpha-Wettbewerb

Heft 1/86 (Fortsetzung)

Ma 10/12 m 2660

19 _ 20-1 __20-1 _1

95 " 100-5 520-1) 5§°

199...9 _ 200...00-1 _2-10"-1

99...95 100...00-5 10"*!-
n,9n+l _

=—52—1= l Briiche

5(5"-27*1-1) 5

1
dieser Art ergeben gekiirzt stets 5

Ma 10/12 m 2661
Aus sinﬁ -4 folgt wy=4: sing.

2 wh
Aus wy:5 =sin (90° — ﬂ):sing

5-cosf
b
sin )
halten wir 4 = 5-cos g, cosﬂ=?.
4 also a=ic
5’ 5

folgt wy = . Durch Gleichsetzen er-

Wegencos f = _ac gilt% =

142. alpha, Berlin 20 (1986) 6

Ferner gilt a2 + 9% = ¢?,

2
also (%c) + 81 = c?, ¢ =15. Daraus folgt

a=%-15=12 und b=4+5=9.

Die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks
ABC sind 12 cm, 9 cm und 15 cm lang.

Ma10/12 m2662 Wir ubertragen die
linke Seite der Gleichung ins dekadische
Positionssystem und erhalten
x-n*+y-n'+z-n=(n+1)bzw.
xnl+yn+z = (n + 1)°. Es folgt
xn*+yn+z=n*+2n+1.

Aus dieser Beziehung 148t sich ablesen:
x=1y=2,z=1.

Also gilt: [121}, = (n + 1)%

Die vorgegebene Gleichung gilt nur fiir
x=1,y=2und z =1, aber fir jedes n > 2.

Beispiele:

(1 (121}, =4+ 1)?
1-42+2-4+1=25

2) [121)g = (8 + 1)?
1-82+2-8+1=81

Phé6m192 In einer Stunde flieBen

936 m* durch den Kanal.

Ph7®193 Das Wasser driickt mit einer
Kraft von 15N auf die Offnung.

Ph8 w194 Es werden rund 181 kg Braun-
kohle pro Jahr verbraucht.

Ph9m195 Wird die Zeit in Sekunden
und die Fallbeschleunigung in m/s? ange-
geben, erhdlt man fur die Fallzeit etwa
5,45 Sekunden und fiir die Fallhohe etwa
146 m.

Ph10/12 m 196 Bei der Spaltung von 1g
Uran werden 85520 MJ an Energie frei.
Das entspricht dem Heizwert von etwa
2,85 Tonnen Steinkohle.

Ch7m 153 Das menschliche Skelett ent-
hilt 1,5 kg Phosphor und 4,0 kg Kalzium-
oxid.

Ch8m154 Die Gesamtmolzahl
Sauerstoffs betrdgt 8622,9 mol.

Ch9m155 Im Gleichgewicht liegen fol-
gende Stoffmengen vor: 1,51 Schwefeldio-
xid, 78,251 Sauerstoff, 13,51 Schwefeldio-
xid. Das Gesamtvolumen im Gleichge-
wicht betrigt 93,25 1.

Ch10/12m 156 Das
4 Doppeibindungen.

des

Molekiil enthilt

Lésungen zu:
Knobeleien mit dem Taschenrechner
(Heft 5, S.106)
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A3a GLEIS, EBBE, OBOE, LEI,
OELIG, GLOSSE, ESEL, GEOLOGE,
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Ldsungen zu , Knobel-Wandzeitung*
Heft 5/86, S.109

Ala Geometrische Vielfalt

avavANIAV JAVAY.
a) I_l__LI ﬁ__yf’ )E\Ie\'ﬁ
ANA AL VAV
o L O3 dfﬁﬁ

A/\\A / \L<\\
Naanlaan

A2 a Hoélzchen-Lokomotive
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b) 2 Hélzchen sind umzulegen:

=

A 3 A Schiffchen-Spiel
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a) V__ej V77 T__\
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Ada Holzchen-Tischlampe Die Abbil-
dungen zeigen je eine Legemoéglichkeit:

A
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Gerechte Teilung
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Aus 2 mach 1
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AT A

Rechtwinklige Dreiecke
a) :

LT
» 5 ~
/,/\}\ /

L L 2 ~
b) Das Tripel (3, 4, 5) ist offenbar unter den
pythagoreischen Tripeln mit positiven
Komponenten dasjenige mit der kleinsten
Komponentensumme. Also benétigt man
zum Auflegen der Figur mindestens
4(3 + 4+ 5) =48 Hélzchen.




A8 a Finf Vierecke
| 1] v

y || b) Qz /

A9%a Mit 12 Holzchen

Man kann mit 12 Hoélzchen hochstens
25 Quadrate auflegen (rechnet man noch
die 30 groBeren in der Figur enthaltenen
Quadrate hinzu, so sind es 55 Quadrate).

Die anderen Abbildungen zeigen Lege-
moglichkeiten fir weniger Quadrate.

A 10a Verschiebung und Drehung

Man muB im Falle a) jeweils 7 Hélzchen
und im Falle b) 6 bzw. 7 Hélzchen umie-
gen (beim regelmiBigen Sechseck liefern
Verschiebung und Drehung dasselbe Er-

gebnis). _

a) Qky.%€ﬁ>
Akn G

B AV A

Alla Spiegelung

Holzchenpaare bzw. Holzchen, die beziig-
lich der Achse spiegelbiidlich liegen (dick
gezeichnet) kOnnen liegenbleiben.
30 Hélzchen aber besitzen kein Spiegel-
bild, miissen folglich umgelegt werden.

4 12 4 Flachenberechnung
A|=3+%\/3_a4,30; A;=%‘/3_=e2,60;
a=L3 =476, 45,=12; 45,=16;
%Js‘zz,l?;

A= 3 y3 ~2,60; Ay =8Y5 ~13,86
(Angaben in FE: 1 FE=1(LE)?

As3=16; Ag=35; Aoy =

A 13 o Geometrische Konstruktionen
mit Hélzchen

\VAVAVARLVAN
a) /_V\ /_\ \ \A
/_\LVA

A 14 o Grundkonstruktionen
mit Holzchen und Lineal

a)
0 Q
‘2@3‘ —,r—'\ 7
P
q P
—

Mit Hélzchen ermittelt man die Punkte P
und Q, die man markiert. Die Gerade PQ
(die man nach Wegnahme der Hélzchen
mit dem Lineal zeichnet) schneidet die
Gerade AB im Mittelpunkt M der Strecke
AB. Begrindung: Die Diagonalen im
Rhombus halbieren einander.

b)
]

A A

Mittels eines aufgelegten Hélzchen-Rhom-
bus bestimmt man den Punkt B. Der Strahl
AB ist die gesuchte Winkelhalbierende.
Begriindung: Die Diagonalen im Rhombus
halbieren die Innenwinkel.

c)

Mit Hilfe von Elementardreiecken be-
stimmt man den Punkt Q. Die Gerade PQ
ist die gesuchte Senkrechte auf g. Begriin-
dung: Im gleichseitigen Dreieck gilt: Sei-
tenhalbierende = Hoéhe.

d)

Man legt auf g zwei verschiedene Punkte 4
und B fest, errichtet in ihnen die Senk-
rechte (vgl. c)) und ermittelt mit je zwei
Holzchen die Punkte 4’ und B’. Die Ge-
rade A'B’ verlduft parallel zu g.

AlS5a Hﬁlzchen-Gleichungen

D v =1
._,+E’=E. XU+ VIl = v
H+U =T c-xu=ix

Al6A Zerlegung der 18

a)2+8+8=18,b) 6+6+6=18,
0+9+9=18,¢) 3+6+9=18,
4+6+8=18, 5+5+8=18,

d1+8+9=18, 3+7+8=18,
4+5+9=18,¢) 2+7+9=18,
5+6+7=18,1) 4+7+7=18.

A 17 o Holzchen-Ungleichungen
a) 5+3>8-5 b)8-4<8+1

9-3>8-5 8-4<6+7
5+3>6-6 0+4<8+1
6-3>6-6 0+4<6+7
9-3>6-6 6+4<6+7
9-3>9-6
5+3>9-6

c) 7+2>3-3
7-2>3-9
7+2>5-3
7-2>6-3

A 18 A Holzchen-Briiche

o

X Xvi L1
Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 2/86

Ma5m2663 Die letzte Grundziffer der
kleineren Zahl muB 8 sein. Dann ist 8 aber
auch die mittlere Grundziffer der groBeren
Zahl. Aus der angegebenen Summe er-
kennt man nun leicht, daB die beiden
Summanden 88 und 880 lauten miissen.

Ma5m2664 Die zweite Gruppe mufl um
10.00 Uhr aufbrechen, da sie in einer
Stunde die gleiche Strecke zuriicklegt, fiir
die die ‘erste Gruppe 3 Stunden bendtigt.
Beide Gruppen treffen um 11.00 Uhr
gleichzeitig in Neuendorf ein.

Ma 5m 2665 a) Vom Schiiler Lutz Schulz
kOnnen wir mit absoluter Sicherheit Vor-
und Zunamen angeben.

b) Es gibt vier Schiiler, die mit Vornamen
Lutz, aber nur drei Schiiler, die mit Zuna-
men nicht Schulz heiBen.

Ma 5 m 2666

a) Der Thidlmann-Pionier erzielte

35 Punkte.

b) Wir rechnen riickwirts: 100 — 10 = 90,

90:2=45,45-10=135.

Ma 5 w2667 Insgesamt sind 90 Fahrgiste
in den Abteilen. Wiren in jedem Abteil
gleich viele Personen, dann wiren es je
30 Personen. Wegen 42—12 = 30 waren ur-
spriinglich im ersten Abteil 42 Personen.
Wegen 27+ 12— 9 =30 waren urspriing-
lich im zweiten Abteil 27 Personen. Wegen
21 + 9 =30 waren urspringlich im dritten
Abteil 21 Personen.

alpha, Berlin 20 (1986) 6 - 143



Ma 5w2668 Die Zahl 180 ldBt sich nur

wie folgt in zwei Faktoren a und b (mit na-

tiirlichen Zahlen a und b) zerlegen:

180=180-1=90-2=60-3
=45-4=36-5=30-6=20-9
=18-10=15-12.

Dabei ist wegen 15 — 12 = 3 nur fiir a = 15
und b = 12 auch die Bedingung (1) erfillt.

Ma6 w2669 Vier aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen bestehen stets aus zwei
geraden und zwei ungeraden Zahlen. Die
Summe zweier gerader, aber auch die
Summe zweier ungerader Zahlen ist-stets
eine gerade Zahl. Deshalb ist die Summe
aus vier aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen stets eine gerade Zahl, also keine
Primzahl.

Ma6m2670 a)

2 1 4
1- S 3150 1000 km entsprechen
4
5 des Weges.
2 6 6
GRETE 1500 km entsprechen 15 des
Weges.
1_35., 1250 km entsprechen 3 des
1T 150 nep 15
Weges.

b) Die Gesamtstrecke betrug
(1500 + 1250 + 1000) km = 3750 km .

Ma 6 w2671 Der Vater ist
40 + 5 = 45 Jahre alt. Lotte ist
45:3 =15 Jahre alt. Emil ist
15 —4 =11 Jahre alt. Paul ist
11 — 3 = 8 Jahre alt.

Ma6m2672 Da 26 Schiiler radfahren
und 12 Schiiler schwimmen kénnen und
jeder Schiiler mindestens eins von beiden
kann, gehdren der Klasse mindestens 26,
hochstens 38 Schiiler an. Da die Anzahl
der Schiiler durch 6 teilbar ist, kénnten es
30 oder 36 Schiiler sein. Von diesen beiden
Zahlen erfillt nur 30 alle Bedingungen.
Diese Klasse besuchen 30 Schiiler.

Ma6m2673 In 1%

Hihner doppelt so viele Eier wie 1% Hiih-

ner, also 3 Eier legen. Ein Huhn wiirde in
dieser Zeit den dritten Teil, also 1 Ei legen.

Tagen wiirden 3

Also wiirden 7 Hiihner in 1% Tagen 7 Eier

legen. Wegen 6 Tage gleich 4- 1% Tage,
wiirden 7 Hiihner in 6 Tagen 28 Eier legen.

Ma7m2674 Wiirde man die Fenster
ohne Liden mit je einem Laden der kom-
pletten Fenster versehen, dann fehlte an je-
dem Fenster ein Laden. Also braucht man
28 neue Fensterldden.

Ma 7 m2675

a) Heidrun schoB 5+8+10+7+6=
36 Ringe und gewann; denn Giinther
schoB nur 3 +5+ 6 + 7 + 9 =30 Ringe.

b) Heidrun scho8 die 10. Begriindung: Da
Giinther mit den letzten vier Schiissen die
neunfache Ringzahl des ersten Schusses er-
zielte, muDB sein erster Schuf die 3 gewesen
sein, usw.

144 - alpha, Berlin 20 (1986) 6

Ma7m2676 .

378-436—56 _ 377-436 + 436 — 56
378 +436-377  377-436+378
_377-436+ 380

T 377-436 + 378
da der Zahler groBer ist als der Nenner, ist
die Zahl groBer als 1.

Ma7m2677 Die Anzahl n der Schiiler
dieser Klasse muB ein Vielfaches von 9, 6
und 3 sein, also ein Vielfaches von 18 sein.
Wegen 20 < n < 40 gilt n = 36.

Zensur 1 2 3 4

Schiiler 4 12 14 6

Ma 8 m2678 Der Mittelpunkt des gesuch-
ten Kreises liegt sowohl auf der Symme-
trieachse zu AB als auch auf der Senkrech-
ten zu g durch B.

Ma 8 2679
(x+12):x=175:100; x=16
175 . =3:2; a=2x; a=32
Wa-x— v, A= 2X5 = .

Es haben 16 Schiiler teilgenommen; die
Klasse hat 32 Schiiler.

Ma 8 m 2680

77 87 80
Wx + W(IOOO - Xx) —W‘ 1000;
x = 1700.

Es kommen nur 700 g 77prozentiger und
300 g 87prozentiger Spiritus in Frage.

Ma 8 m 2681
A+B+C+D+E+F+G=40

A+B +D+E+F+G=34
B+C+D+E+F+G=25
B= 6

D= 3+E
F+G= 0

A=15B=6;C=6,D=8;E=5;
F=G=0.

Genau eine Sprache lernen 27 Schiiler,
genau zwei Sprachen lernen 13 Schiiler.

Englisch

Deutsch

Franzosisch
Ma 9 m2682

a+b=a-bund a-b=%mitb*0.

(—;—; —1) ist das einzige Paar, das die Be-

dingungen erfulit.

Ma9m2683 Durch logisches SchlieBen
erhilt man die einzige mogliche Losung:
Brigitte hat den Ball; Claudia hat den Blei-
stift und Anna hat die Schere.

Ma 9 w2684
2! endet auf 2
22 endet auf 4
2% endet auf 8
24 endet auf 6

24m (me N; m +0) endet auf 6
2425 = 210 endet auf 6.

Ma9m2685 4B mit 6cm Linge zeich-
pen; Mittelsenkrechte auf AB errichten;
einbeschriebenen Kreis zeichnen.

Die Kreise um 4 und B mit r=3cm
schneiden den einbeschriebenen Kreis in
G und H (Berithrungspunkte der Seiten
AD und BC). Die Parallele durch F zu 4B
schneidet die Strahlen BG und 4AH in C
bzw.-D.

T
Ma10/12 m 2686 Es ist
2%56 — 1 = (2128 + 1) (2122 - 1), also

keine Primzahl. Primfaktoren sind 3, 5, 17,
257, ...

Ma 10/12 m2687 a) 1 oder 2 Augen sind
nicht zu erreichen: W(1)=0; W(2) =0.

b) 3 oder 18 Augen in genau einem aller
216 Fille:

. -1
wWQ3)= 716 W(18) = 716 -
c) 17 Augen in 3 von 216 Fillen:
1
W(17) =37

d) 16 Augen in 6 von 216 Fillen:
1
W(16) = 36

Ma 10/12 2688 " ABC beliebig zeichnen;
ﬂf AC den Punkt D beliebig festlegen; an
AC in D den Winkel 5 ABC so antragen,
daB sein freier Schenkel die Seite BC in E
schneidet. Das Dreieck DEC ist zum
Dreieck ABC nach dem Hauptihnlichkeits-
satz (w, w, w) dhnlich.

¢

A 3

Ma10/12m2689 AD (Linge s,) zeich-
nen; Thaleskreis iiber AD. Auf AD liegt S

mit Dﬁ=%m. Um § Kreis mit r=%sc,

schneidet Thaleskreis in C. CS um % ver-
lingern bis E; Strahlen AE und CD schnei-

den einander in B.

\E 71




Schachwettbewerb
1986

Emeut ruft alpha alle Schachfreunde zur
Teilnahme an einem L&sungswettbewerb
aufl

Acht Schachaufgaben von unterschiedli-
cher Schwierigkeit gilt es zu 16sen. Auch
wer nur eine Aufgabe oder einige Aufga-
ben 16st, hat Gewinnchancen. Doch sollte
der Wettbewerb vorrangig jedem einzelnen
dazu dienen, Gefallen an den Knobeleien
auf dem Schachbrett zu finden und sein
Leistungsvermégen zu iiberpriifen. ”

In allen acht Aufgaben beginnt WeiB8 und
setzt-trotz bester Gegenwehr von Schwarz
in der geforderten Ziigezahl matt. Die je-
weilige Punktzahl, die in etwa den Schwie-
‘rigkeitsgrad wiedergibt und aus der Be-
punktung der Abspiele resultiert, ist bei
den Aufgaben mit angegeben. Als vollstin-
dig gilt die Losung, wenn alle Abspiele bis
_zum Matt angefiihrt werden.

Unter allen Teilnehmern, die zumindest
eine Aufgabe richtig geldst haben, werden
.Biicher verlost.

Die Teilnehmer, die die volle Punktzahl zu
den Autgaben Nr.1 bis Nr.7 erreichen, er-
halten eine Urkunde und nehmen an einer
weiteren Verlosung von Buchpreisen teil.
Fiir Teilnehmer bis zum Alter von 14 Jah-
ren reicht schon die volle Punktzahl zu den
Aufgaben Nr.1 bis Nr.4 aus, um in diese
Verlosung zu kommen.

Die Aufgabe Nr. 8 ist eine Zusatzaufgabe.
Sie ist fur leistungsstirkere Schachspieler

gedacht. Diese Aufgabe bleibt zwar ohne:

Punktbewertung, jedoch ersetzt sie jede an-
dere Aufgabe im Punktwert. Unter den
Teilnehmern, die alle Aufgaben einschlieB-
lich der Zusatzaufgabe richtig geldst ha-
ben, werden zwei Biicher verlost.
Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Die Einsendung der Losungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist bitte bis
zum 8.Mirz 1987 unter Angabe von Name,
Vorname, Alter und Adresse zu richten an

Redaktion alpha

PSF 14

Leipzig

7027

‘Die Losungen sowie die Gewinner werden
voraussichtlich in alpha 4/1987 veroffent-
licht.

L] b < d . { 9 h

L] b < d . L] 9 h
Nr.3 -Matt in drei Ziigen 3 Punkte

4 Punkte

Nr.4 Matt in drei Ziigen

L [ c d e ] 9 h
Nr.5 Mat; in vier Ziigen 4 Punkte

[ b . d . 1 '] h
Nr.7 Mattin drei Zigen 6 Punkie

Zusatzaufgabe: Matt in vier Ziigen
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