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Einige Bemerkungen
iiber Extremalprobleme

Teil 1

Seit eh und je sind Extremalprobleme in
Mathematik, Physik oder Technik Gegen-
stand mathematischer Betrachtung sewe-
sen. Bereits im Alterturn formulierte man
eine Vielzahl solcher Fragestellungen, die
noch heute lehrreich und interessant sind.
Auch im téglichen Leben entstehen immer
wieder Probleme, die auf di¢ Ermittlung
von in gewissem Sinne besten oder optima-
len Losungen hinauslaufen. Im folgenden
sollen an Hand von charakteristischen Bei-
spielen verschiedene Typen solcher Pro-
blemstellungen vorgestellt werden. Eine
tiefergehende Beschreibung der allgemei-
nen Lésungsmethoden libersteigt natiirlich
die Moglichkeiten dieses Artikels, schon
deshalb, weil er im wesentlichen auch fir
Leser ohne Kenntnisse iiber Differential-
und Integralrechnung verstindlich sein
soll. Unser Ziel besteht darin, einen Ein-
druck davon zu vermitteln, welche Rolle
Extremalprobleme fir die Entwicklung
und fiir die Anwendung der Mathematik
von der Antike bis zur Gegenwart gespielt
haben. Wir beginnen mit der Formulierung
einiger sehr einfacher Beispiele von Extre-
malaufgaben, von denen zwar die teilweise
auf der Hand liegende Losung auch ohne
eine allgemeine Theorie gefunden werden
kann, wobei aber jede Aufgabe einen spe-
ziellen Problemtyp reprisentiert.

Beispiel 1

Gesucht ist ein Dreieck mit maximalem
Flicheninhalt, wenn die Lidngen a und b
zweier Seiten vorgegeben sind.

Beispiel 2
Es sind diejenigen Punkte in der xy-Ebene
gesucht, in denen die Funktion
z=f(x,y)
=x?+xp+y?+3x+2
ihren kleinsten Wert annimmt.

Beispiel 3

Gesucht ist ein Rechteck gegebenen In-
halts, fir das die Summe der Seitenlingen
minimal wird.

Beispiel 4

Gegeben seien zwei Punkte A und B im
Raum. Gesucht ist unter allen 4 und B
verbindenden Kurven diejenige mit der
kleinsten Linge.

Das Bediirfnis, allgemeine Methoden zu
entwickeln, die es gestatten, Extremwert-
aufgaben in weitgehend - einheitlicher

Weise zu behandeln, war eine der ersten
Motivationen fiir die Entwicklung der Dif-
ferentialrechnung. Insbesondere war es
P. Fermat (1601 bis 1665), der noch vor
Newton und Leibniz wichtige Schritte in
dieser Richtung unternahm.

Die einfachsten Extremalaufgaben (vgl.
Beispiel 1) stellen sich so dar, daB von
einer Funktion f, die von einer Variablen x

abhingt (y = f(x)), Extremwerte (Maxima

oder Minima) zu bestimmen sind. Dabei
geht es in der Regel um relative Extrema.
Die Funktion f besitzt bei x = x, ein relati-
ves Minimum, wenn f(x,) kleiner als alle
benachbarten Werte f(x) ist, d. h,, wenn
J(x) — f(xg) >0 fiur |x — x| < € und ein ge-
eignet gewihltes £ > 0 gilt (Bild 1).
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Betrachtet man nun den sogenannten Dif-
x) —
ferenzenquotienten w, der of-
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fenbar den Anstieg der durch die Kurven-
punkte (xo,f(xg)) und (x,f(x)) verlaufen-
den Sekante darstellt, und 148t die Variable
x im Sinne wachsender x das Intervall
Xg — € < x < xg + € durchlaufen, so gilt un-
ter der Annahme eines relativen Mini-
mums in xo die Ungleichung
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Sx) — f(x0)

< 0 fir x < xp und

X — Xp
M> 0 fiir x> Xq. (Bld. 2a, b) (1)
X — Xo

Nehmen wir nun ferner an, daB die Funk-
tion f im Punkt x, differenzierbar ist, d. h,,
daB der Grenzwert

S~ fo) _
lim S =S 0
(Anstieg der Tangente an die Kurve
¥y =S(x) in xo)
existiert, so folgt unter Beachtung von (1)
die Gleichung f’(xg) = 0. f’'(xo) heiBt Ab-
leitung von f im Punkt x,. Ndhern wir uns
der Stelle x, namlich von links, so erhalten
wir f'(xg) =0, bei Anndherung von rechts
hingegen f'(xo) 2 0. Entsprechende Uber-
legungen gelten fiir den Fall eines relativen
Maximums. Besitzt also eine iiberall inner-
halb eines Intervalls differenzierbare Funk-
tion f in einem inneren Punkt x, des Inter-
valls ein relatives Extremum, so gilt dort
notwendig f’ (xp) = 0. Der erste Schritt zur
Loésung von Extremwertaufgaben vom Typ
der Aufgabe 1 besteht also in der Ermitt-
lung derjenigen Stellen, in denen die Ab-
leitung f’ der jeweiligen Funktion f ver-
schwindet. Um zu entscheiden, ob tatsich-
lich ein Extremwert vorliegt, miissen
zusitzliche Uberlegungen angestellt wer-
den. Wir wollen diese Methode auf das
Beispiel 1 anwenden. Fiir den Flichenin-

halt des Dreiecks gilt f(a)=%absin o,

wenn « den Winkel zwischen den gegebe-
nen Dreiecksseiten bezeichnet. Aus der
Ableitungsdefinition folgt durch elemen-

tare Uberlegung f* (o) = % abcos a und aus

f'(a) = 0 schlieBlich a = % d.h., das ge-

suchte Dreieck erhilt man, wenn die gege-
benen Seiten einen rechten Winkel ein-
schlieBen. Die vorliegende Aufgabe 4Bt
sich allerdings ohne Benutzung der Diffe-
rentialrechnung einfacher l6sen, denn die

Funktion f(a) =%absina nimmt wegen

sin%=1 ihren gréBten Wert offensicht-

lich bei o = % an.

Das skizzierte Schema der Behandlung von
Extremalaufgaben zieht sich in mehr oder
weniger verallgemeinerter Form wie ein ro-
ter Faden auch durch die anderen Pro-
blemtypen, wie sie durch die Beispiele 2
bis 4 reprisentiert werden. In Beispiel 2
etwa hingt die Funktion f nicht nur von
einer, sondern von 2 Variablen x und y ab.
Die als Extremstellen in Frage kommen-
den Punkte ermittelt man in diesem Falle
durch Nullsetzen der sogenannten partiel-
len Ableitungen, d.h. man bildet die Ablei-
tungen der Funktion f beziiglich x bzw. y
und betrachtet dabei y bzw. x als Kon-
stante. Die Begrindung fiir diese Vorge-
hensweise ist der obigen vollig analog. Ent-
sprechend sind die Uberlegungen bei
Funktionen von mehr als zwei Variablen.
Im vorliegenden Fall findet man die ge-
suchte Extremstelle bei x=-2, y=1.

alpha, Berlin 21 (1987) 1 - 1



Auch hier kann man mittels der Umfor-
mung .

x2+xy+y?+3x+2

x 2 x 2

—(2 +y) +3(2 +1) 1
die Losung auf direktem Weg finden, denn
der rechts stehende Ausdruck ist ersicht-
lich = -1 und der minimale Wert —1 wird
genau dann angenommen, wenn die in
Klammern stehenden GroBen verschwin-
den. Dies ergibt die Werte x = -2, y =1.
In Beispiel 3 liegt eine weitere Besonder-
heit vor. Gesucht ist ein Extremwert fiir
eine Funktion von zwei Variablen, wobei
noch eine zusdtzliche Bedingung vorgege-
ben ist, die zwischen den Variablen beste-
hen soll.
Bezeichnen wir nimlich die Seitenlingen
mit x und y, so ist ein Minimum der Funk-
tion f(x,y) = 2x + 2y unter der Bedingung
x+y=F gesucht (F vorgegebener Recht-
eckinhalt). Man spricht daher von Extrem-
wertaufgaben mit Nebenbedingung. In vie-
len Fillen 148t sich eine solche Aufgabe
auf eine gewoOhnliche Extremwertaufgabe
flir eine Funktion einer Variablen zuriick-
fihren, indem man die zweite Variable mit
Hilfe der Nebenbedingung eliminiert. In
unserem Falle ergibt sich eine gewdhnliche
Extremwertaufgabe fir die Funktion

g(x)=2 (x + %) mit der Lsung x = yF

und damit y= ‘/F Wie zu erwarten war,
wird also das Minimum im Falle des Qua-
drats erreicht. Fragen wir analog nach den
Abmessungen eines Quaders gegebenen
Volumens V mit minimaler Oberfldche, so
filhrt die Beriicksichtigung der Nebenbe-
dingung entsprechend zu einer gewOhnli-
chen Extremwertaufgabe vom Typ des Bei-
spiels 2 und als Losung erhdlt man den
Wiirfel mit den Kantenlingen x=y=1:

= W Hat man es mit einer Funktion von
mehr als zwei Variablen und mehreren Ne-
benbedingungen zu tun, so kann unter
Umstinden in analoger Weise mit Hilfe
dieser Nebenbedingungen die Anzahl der
Variablen reduziert werden. Es gibt aber
auch Methoden, die es gestatten, solche
Probleme selbst dann zu l8sen, wenn die
oben erwidhnte Reduktion nicht unmittel-
bar moglich ist (Methode der Lagrange-
schen Multiplikatoren).

Im Vergleich zu den Beispielen 1 bis 3 ist
die Aufgabe aus Beispiel 4, ungeachtet
ihrer sofort erkennbaren L&sung, nimlich
der Verbindungsstrecke, von grundsitzlich
anderer Natur. )

Wihrend man in den ersten Fillen be-
stimmte Werte einer oder mehrerer Variab-
ler zu ermitteln hat, fir die eine gegebene
Funktion dieser Variablen ein Maximum
oder Minimum annimmt, hingt die fragli-
che Kurvenlinge in Beispiel 4 vom Ge-
samtverlauf der Kurve ab. An die Stelle va-
riabler Parameter tritt also jetzt eine
variable Kurve.

Die folgenden, wesentlich anspruchsvolle-
ren Beispiele 5 bis 7 liefern weitere Pro-
blemstellungen dieser Art. Man spricht in
diesen Fillen von Variationsproblemen.
Die in den Beispielen 5 bis 7 formulierten

2 - alpha, Berlin 21 (1987) 1

Probleme haben in der historischen Ent-
wicklung der Mathematik bis hin zur Ge-
genwart eine bedeutende Rolle gespieit.

Beispiel 5

Ein Massenpunkt gleite reibungslos lings
einer gewissen Kurve, die einen Punkt A4
mit einem tiefer gelegenen Punkt B verbin-
det. Fiir welche derartige Kurve wird die
Laufzeit am kiirzesten, falls der Massen-
punkt lediglich unter dem EinfluB der
Schwerkraft steht? (Problem der Brachysto-
chrone) (Bild 3.)

Bild 3 8

Beispiel 6

Gesucht ist diejenige Kurve gegebener
Linge in der Ebene, welche einen maxima-
len Flicheninhalt einschlieBt. Entspre-
chend ist im Raum nach derjenigen ge-
schlossenen Flache gegebenen Inhalts
gefragt, welche ein maximales Volumen
einschlieBt (Isoperimetrisches Problem).

Beispiel 7
Gegeben sei eine geschlossene Kurve L im
Raum. Gesucht ist die von L begrenzte
Fliche kleinstmdglichen Inhalts (Plateau-
sches Problem).
Die Aufgabe aus Beispiel 5 war im Jahre
1696 von Johann Bernoulli (1667 bis 1748)
in der wissenschaftlichen Zeitschrift Acta
Eruditorum in der Absicht gestellt worden,
die groBen Mathematiker der damaligen
Zeit zum Wettbewerb herauszufordern.
Der Erfolg war durchschlagend.
Es wurden verschiedene Lésungsmethoden
vorgelegt. Die Losung selbst erwies sich
iiberraschend als Zykloide, in diesem Zu-
sammenhang als Brachystochrone bezeich-
net. Das Bedeutungsvolle dieser Untersu-
chung bestand darin, daB im Zusammen-
hang damit allgemeine Methoden entwik-
kelt wurden, die zur Entstehung einer ganz
neuen mathematischen Disziplin, nimlich
der Variationsrechnung fiihrten, insbeson-
dere durch Leonhard Euler (1707 bis 1783).
Dieser Vorgang hat durchaus exemplari-
schen Charakter. Allgemeine mathemati-
sche Methoden und Theorien entstehen in
der Regel aus der Beschiftigung mit kon-
kreten Problemen. Diese liefern den ent-
scheidenden Antrieb fiir die Entwicklung
der Wissenschaft. Das kann iiber Jahrtau-
sende durch die gesamte Entwicklung der
Mathematik bis zur Gegenwart verfolgt
und durch die vielfdltigsten Beispiele be-
legt werden. :

G. Wildenhain

Dieser Beitrag wird in Heft 2/87 fortge-
setzt.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

G. Wildenhain

Sektion Mathematik
der W.-Pieck-Universitdt Rostock

Leiter des Wissenschaftsbereiches Analysis

A 2749 o Man beweise durch elementare
geometrische Uberlegungen, daB der Kreis
unter allen geschlossenen Kurven mit vor-
geschriebener Linge den groBten Flichen-
inhalt einschlieBt.

Anleitung: Man fiihre die Betrachtung auf
konvexe Gebiete zuriick und benutze den
Satz von Thales.

Ein Gebiet G heit konvex, wenn alle
Punkte der Verbindungsgerade zweier be-
liebiger Punkte von G ganz innerhalb G
oder auf dem Rand von G liegen.

Kurzbiographie

Gilinther Wildenhain, geboren am 9. 10.
1937 in Beerwalde (Kreis Hainichen),
Schulbesuch in Beerwalde und Mittweida,
1955 Abitur in Mittweida, 1955 bis 1960
Mathematikstudium an der TU Dresden,
insbesondere bei den Professoren K. Ma-
ruhn, M. Landsberg und P. H. Miiller, da-
nach wissenschaftlicher Assistent am da-
maligen Institut fiir Reine Mathematik der
TU Dresden, 1965 bis 1971 wiss. Mitarbei-
ter am Institut fiir Reine Mathematik der
Akademie der Wissenschaften in Berlin.

1964 Promotion, 1968 Habilitation, 1971
Berufung zum Hochschuldozenten und
1973 zum ordentl. Professor fiir Analysis
an die Sektion Mathematik der Universitit
Rostock. Lingere Auslandsaufenthalte in
Moskau, Leningrad, Lima (Peru) und
Santa Clara (Kuba), Forschungstiitigkeit in
der Potentialtheorie, der Funktionalanaly-
sis und der Theorie partieller Differential-
gleichungen, bisher etwa 80 wissenschaftli-
che Publikationen, darunter drei Biicher.
Vorsitzender der Bezirkssektion Nord der
Mathematischen Gesellschaft der DDR.



alpha-Portrat:
Stephan Werner

Klasse 10, OS Roflan

Zielstrebige Arbeit auf mathematischem Ge-
biet zahlt sich aus.

Der Schiiler Stephan Werner, als zweites
Kind einer kinderreichen Familie am 15.9.
1969 in Neustrelitz geboren, besucht die
RoBlauer Ernst-Thdlmann-OS  seit der
4. Klasse. Bereits seit der 5. Klasse ist er
Mitglied einer auBerschulischen mathema-
tischen Arbeitsgemeinschaft an unserer
Schule und l6ste seit dieser Zeit auch re-
gelmidBig die Wettbewerbsaufgaben unse-
rer maihematischen Schiilerzeitschrift. Da-
durch erweiterle er systematisch sein
mathematisches Wissen, vertiefte es auch
durch selbstindige Arbeit, so daB er nun
im 10. Schuljahr in der Lage ist, eine wis-
senschaftliche Jahresarbeil anzufertigen,
wie sie sonst von Schiilern der 11. bzw.
12. Klassen der EOS erstellt werden. Die
anldBlich der MMM 1986 vorgelegte Arbeit
Uber die verschiedenen Formen der Ablei-
tungen in der Differentialrechnung bringt
recht deutlich zum Ausdruck, daB ihm
Ausdauer und Zielstrebigkeit — beides sehr
wichtige Charaktereigenschaften fir die
Mathematik - in jeder Weise eigen sind.
In dieser Arbeit zeigt er, daB er die Worte
unseres Volksbildungsministers auf der Er-
furter Volksbildungskonferenz richtig ver-
standen hat, sich personlich ein elementa-
res Verstindnis fir Probleme der Informa-
tik anzueignen, wie entsprechende Denk-,
Arbeits- und Betrachtungsweisen. Die Ent-
wicklung elementarer mathematischer Fa-
higkeiten und Fertigkeiten, wie er sie sich

im Unterricht, in der Arbeitsgemeinschaft
oder jetzt im fakultativen Kurs (R) Prakti-
sche Mathematik, aneignen konnte. Da-
durch war er auch in der Lage, zielstrebig
seine Leistungen in den Schul-, Kreis-, Be-
zirksolympiaden systematisch zu steigern
und zu verbessern. War der Schiiler in der
S. Klasse in der Kreisolympiade 1980/81
noch Sechster, so belegte er ein Jahr spiter
1981/82 in der Kreisolympiade den 3. und
in der Klassenstufe 7 1982/83 in der Kreis-
olympiade den 2. Platz. Viermal nachein-
ander belegte er in der
Mathematik-Bezirksolympiade mit entwe-
der voller oder einer Punktzahl von
38 Punkten immer den ersten Platz. Seit
1983/84 arbeilet der Schiiler Stephan Wer-
ner auch im Korrespondenzzirkel der Mar-
tin-Luther-Universitidt Halle-Wittenberg er-
folgreich mit, bekam als Friihstarter 1985
in der DDR-Mathematikolympiade 1985 in
Erfurt einen dritten und 1986 einen zwei-
ten Preis. "

E. Timm

Stephan Werner sandte der alpha drei Auf-
gaben (mit Losungen), bearbeitet von unse-
rem Aufgabenexperten Dr.Fregin, Leipzig:

ala Man I6se die Gleichung
x*—2x2-400x = 9999
im Bereich der reellen Zahlen.

A2a Es ist folgender Satz zu beweisen:
Fiir jedes Dreieck ABC gilt: Die Flachenin-
halte des Dreiecks ABC und seines Inkreises
verhalten sich wie ihre Umfinge.

A3 a Es ist folgender Satz zu beweisen:
In jedem Sehnenviereck ist die Summe der
Produkte der Langen der gegeniiberliegenden
Seiten gleich dem Produkt aus den Lingen der
Diagonalen.

Losungen

aAla Durch geeignete dquivalente Um-
formungen erreicht man auf beiden Seiten
der Gleichung solche Summen, die sich als
Binome der Form (a + b)? schreiben las-
sen.
Man addiert auf beiden.Seiten der Glei-
chung 4x2+ 400x + 1 und erhilt
x?+2x?+1 = 10000 + 400x + 4x?;

(x2+ 1) = 2x + 100)?;

x*+1 = +(2x+100).

Nun nimmt man eine Fallunterscheidung
vor:

1.Fall: x*+1=2x+100;
x2-2x-99=0;
x=11; x,=-9.

2.Fall: x2+1=-2x-~100;

x2+2x+101=0.

Diese quadratische Gleichung hat keine re-
ellen Losungen, da die Diskriminante ne-
gativ ist. Es gilt L = {11; —9}.

A2aA Essei Ap die Bezeichnung fir den
Fliacheninhalt des Dreiecks ABC und A4,
die fir den Flicheninhalt des Inkreises von
ABC. Wir bezeichnen die Umfinge ent-
sprechend mit up bzw. u;. Fiir den Radius
¢ des Inkreises des Dreiecks ABC gilt die

A u
Beziehung o = TD’ wobei s = TD ist.

Daraus folgt

Ap =g sbzw. AD=—§"MD.

A
Nun bildet man das Verhiitnis TD
1

und erhilt
ﬁ Q" up Up

A 2-m? 2mp oy
qg.e.d.
A3a Man wihlt auf AC den Punkt P
derart, daB 3 ABP = 5 CBD.
Da 4 CAB = 5 CDB (Peripheriewinkel iiber
demselben Bogen CB) gilt:
AABP ~ ABCD (Hauptihnlichkeitssatz). Es
folgt nun

’

I(AP):a = c: fbzw. I(AP) = —"f—c
Da wegen
4 ABP = x DBC auch 5 ABD = x PBC
gilt und als Peripheriewinkel iiber
demselben Bogen AB auch
A4 ACB= 5 ADB
ist, gilt auch APBC ~ AABD.
Es folgt nun
d:f=I(CP): b bzw. |(CP) =—b:f—d.
Also gilt wegen [(AP) + [(PC) =
die Beziehung
ac b-d
f
a-c+b-d
S

e

e=

?

e=

bzw.a-c+b-d=e-f, qe.d.__
Anmerkung: Das Symbol [(4P) bedeutet
Ldnge der Strecke AP!

Skizze:

Lebensweisheiten

Wihrend die Menschen lehren, lernen sie.
Seneca d.J.

Der gebildete Mensch birgt in sich immer
Reichtum. Phaedrus

Talent haben ist das beste, das zweite, et-
was lernen. Epicharm

Nichts kann ohne Beispiel richtig gelernt
oder gelehrt werden. Columella

Mehr Menschen werden durch Ubung
tiichtig als von Natur. Stobaios

alpha, Berlin 21 (1987)1 -3



Die Mathematik
als Produktivkraft

Gedanken nach dem X1I. Parteitag der SED

Teil 1

Festvortrag

auf der AbschluBveranstaltung
der XXV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR in Erfurt, 3. Mai 1986

Die Mathematiker unseres Landes haben
auf ihrem KongreB in Rostock zu Beginn
des Jahres 1986, im Vorfeld des XI. Partei-
tages, ihre erzielten Ergebnisse vorgelegt,
damit ihre Leistungsfihigkeit unter Beweis
gestellt, so wie Ihr, der Nachwuchs, jetzt
hier auf Eurer Mathematikolympiade, und
uiber die Entwicklungstendenzen der Ma-
thematik beraten (1).

Mit groBer Freude habe ich deshalb das
Angebot des Zentralen Komitees fiir die
Olympiade Junger Mathematiker der DDR an-
genommen, auf dieser festlichen AbschluB-
veranstaltung der Jubildumsolympiade,
nach dem XI. Parteitag der Sozialistischen
Einheitspartei Deutschlands mit einigen
Gedanken zu umreiBen, wie die Wissen-
schaft Mathematik als Produktivkraft die
kinftige Entwicklung mit prigen wird. Es
ist mir deswegen eine groBe Freude, weil es
auch eine grofle Herausforderung ist:

Was konnen und was sollen wir Mathema-
tiker unserern Nachwuchs als Orientierung
sagen, in einem Moment, in dem unsere
gesamte Gesellschaft weit in die Zukunft
reichende Aufgaben in Angriff nimmt, in
einern Moment, in dem gerade durch den
Parteitag MaBstibe gesetzt worden sind,
wie eine Zukunftspolitik immer eine Poli-
tik fiir die Jugend, fiir den Nachwuchs ist?
Auch deshalb wurden die Probleme der Ju-
gend und der Schule auf dem Parteitag mit
einer so groBen Aufmerksamkeit behan-
delt.

Heute steht die Menschheit an einem
Wendepunkt ihrer Entwicklung. Dieser
Einsicht kann sich niemand, der {iber die
Probleme unserer Tage nachdenkt, entzie-
hen. Sei er ein Sozialist oder ein Bour-
geois, Arbeiter oder Kapitalist, sei er Kom-
munist, Sozialdemokrat, Griiner oder aus
dem konservativen Lager der kapitalisti-
schen Welt, sei er dlter oder so jung wie
Ihr, liebe Mathematikolympioniken.

Man kommt zu dieser Einsicht, egal wel-
che der groBen Probleme der Welt man
zum Ausgangspunkt seines Denkens
nimmt. Sei es die Arbeitslosigkeit und der
Sozialabbau in den Lindern des Kapitals,
die Umweltbelastungen oder die Kernener-
gie, der Hunger in der dritten Welt oder
die Frage von Krieg und Frieden. An

4 . alpha, Berlin 21 (1987) 1

einem Wendepunkt sind es immer weniger
Parameter, die den gesamten Verlauf cha-
rakterisieren. Sagen wir es einmal mathe-
matischer: Die Entwicklung ist an einem
Sattelpunkt angekommen. Der eine Para-
meter, der iiber den weiteren Ablauf ent-
scheidet, ist die Frage von Krieg und Frie-
den, die identisch geworden ist mit
Untergang oder Weiterentwicklung der
Menschheit. In dieser Problematik kulmi-
nieren auch alle mit dem wissenschaftlich-
technischen Fortschritt und den Wissen-
schaften verbundenen Fragen. Erich Hon-
ecker formulierte dazu: Nichts kann wichti-
ger sein, als zu verhindern, daf die Vilker
einem nuklearen Inferno ausgeliefert, die
Flammen eines atomaren Krieges entfacht wer-
den, in dem es weder Sieger noch Besiegte
gdbe, der aber die menschliche Zivilisation auf
unserem Erdball vernichten wiirde.

Diese Feststellung ist eine fundamentale
Formel, auf deren Basis eine Koalition der
Vernunft in der definierten Breite und die
Politik des Dialogs méglich und notwendig
sind.

In dieser Periode der historischen Wende
fiir die Zivilisation auf der Erde hat der
XI. Parteitag der SED fiir uns in der DDR
weit in die Zukunft reichende Aufgaben
beschlossen.

Wir konnen uns dabei auf ein Fundament
stiltzen, daB durch hohe Leistungen gelegt
wurde und mit der auch wir schon in unse-
rem Lande den Nachweis gefiihrt haben:
Der Sozialismus ist kein Irmtum der Ge-
schichte, sondern die Zukunft der Menschheit,
wie es im Rechenschaftsbericht des Zen-
tralkomitees heiBt.

Fiir die Zukunft gilt es, in historisch kurzer
Zeit eine Schlacht zu gewinnen, nicht mit
Sédbeln und Raketen, sondern mit Arbeits-
produktivitit.

In 15 Jahren soll die Welt kernwaffenfrei
sein mit einer reduzierten konventionellen
Riistung in Europa vom Atlantik bis zum
Ural.

In dieser Schlacht um die Arbeitsprodukti-
vitit kann nichts einfach oder billig sein,
weil es die Klassenschlacht ist und weil Ka-
pital in Arbeitsproduktivitit zu verwandeln
das einzige ist, was der Kapitalismus noch
bewiiltigt. Ansonsten kann er keines der so-
zialen Probleme mehr 16sen.

Auch deshalb wurden die Beschliisse {iber
die gemeinsame Verantwortung der Wis-
senschaftseinrichtungen und der Kombi-
nate fiir eine weitgesteckte Grundlagenfor-
schung gefaBt, damit nicht nur die

personellen Voraussetzungen sondern auch
die materiellen Bedingungen fir eine rich-
tig dimensionierte Forschung gesichert
werden kénnen.

Wir kénnen morgen nur so produzieren,
wie wir heute forschen. Im bevorstehenden
Zeitabschnitt sind von der Grundlagenfor-
schung (zu der auch immer die Mathema-
tik gehort) Impulse zu erwarten, die zu
Spitzenleistungen in Wissenschaft und
Technik fiihren ... Dem entspricht die Kon-
zeption zur langfristigen Entwicklung der na-
turwissenschaftlichen, mathematischen und
technischen Grundlagenforschung im Bereich
der Akademie der Wissenschaften der DDR
und des Ministeriums fiir Hoch- und Fach-
schulwesen fiir den Zeitraum 1986 bis 1990
und dariiber hinaus bis zum Jahre 2000.

Die erarbeiteten Kenntnisse iiber die Rolle
der Grundlagenforschung im Sozialismus
sind im Rechenschaftsbericht an den
XI. Parteitag eingeflossen und zum Be-
schluB erhoben worden.

Von grundsitzlicher Bedeutung ist, daB
dort nichts von der mancherorts noch an-
zutreffenden Einteilung der Resultate der
Grundlagenforschung in brauchbare und
unbrauchbare zu finden ist.

Vielmehr ist die Bewertung der Grundla-
genforschung gekennzeichnet durch solche
Sitze wie:

Die Wissenschaft hat das belebende Feuer zu
sein.

Es darf keine Kurzsichtigkeit geben. Nicht so-
fort verwendbare Ergebnisse sind ein Potential,
das an die Reaktionsfahigkeit und Flexibilitat
der Volkswirtschaft hohe Anforderungen stellt.
Philosophie und Mathematik, also die Wis-
senschaften iiber die allgemeinsten Zusam-

menhinge, bilden in ihrer Polaritit
Eckpfeiler fiir die Wissenschaftsentwick-
lung.

Die lebendige Entwicklung der Wissen-
schaft Mathematik verlduft unendlich viel-
fdltig verzahnt mit der Entwicklung der an-
deren Wissenschaften und der Gesell-
schaft. Auf jeder neuen Entwicklungs-
etappe der Produktivkrifie werden neue
Fragen gestellt, deren Beantwortung immer
auch eine neue Mathematik bendtigt.

Auf die Woche genau vor 300 Jahren, am
19.Mai 1686 faBte die Royal Society in Lon-
don den BeschluB iiber die Veréffentli-
chung von Newtons Principia, den Mathe-
matischen Prinzipien der Naturwissen-
schaft. Fragestellungen, die letztlich zu
Newtons Principia und der Schaffung der
Differential- und Integralgleichung fiihr-
ten, waren etwa folgende:

- Was ist 7 fiir eine Zahl (Quadratur des
Kreises)?

— Warum bewegen sich die Planeten.
nach den Keplerschen Gesetzen (also
auf Ellipsen)?

— Warum hingt die Schwingungsdauer
des Pendels nur von der Linge ab?

Das Wesen schon drei solcher Fragestel-
lungen reichte in fast alle Gebiete der da-
maligen Produktivkrifte. Zu jhrer vollstin-
digen Beantwortung bendtigte man die
neue Mathematik, die Infinitesimalrech-
nung, die an der Schwelle zum Zeitalter



des Kapitalismus entstand und entstehen
mubBte.

Im 20. Jahrhundert, an der Schwelle zum
Zeitalter des Kommunismus, stellen sich
neue mathematische Fragen, aber ebenso
verkniipft mit unseren heutigen Produktiv-
kriaften und technischen Moglichkeiten:

- Was ist die Sommerfeldsche
Feinstrukturkonstante « fir eine Zahl?

— Warum hat das Photon als einziges
Elementarteilchen die Masse Null?

— Warum zeigen die verschiedensten
Gase beim Phaseniibergang
gasformig — fliissig das gleiche kritische
Verhalten?

Die Beantwortung solcher Fragestellungen
erfordert das gesamte Spekirum unserer
heutigen Mathematik. Dabei geht es natiir-
lich nicht nur um die bloBe Antwort auf
solche Fragen, sondern um die Schaffung
und Nutzung von Techniken und. Techno-
logien, denen solche physikalischen Ef-
fekte zugrunde liegen. Die mathematische
Fassung der naturwissenschaftlichen Ge-
setzmiBigkeiten ist dabei im allgemeinen
iiberhaupt erst die Voraussetzung fiir deren
weitgehende praktische Nutzung.

Beispielsweise kann mit der Formulierung

Jedes Energieniveau kann hichstens durch ein
Elektron besetzt werden das Pauli-Prinzip
bereits klar umrissen werden. Aber erst die
Mathematisierung dieses Prinzips im Rah-
men der Quantentheorie durch die nicht-
kommutative Algebra (Antikommutatorre-
lationen) ermoglicht den Aufbau der
Theorie des Halbleiters mit allen prakti-
schen Anwendungen in der heutigen
Schliisseltechnologie Mikroelektronik.

Die Formulierung der GesetzmiBigkeiten
der Quantentheorie mittels der nichtkom-
mutativen Algebra und Analysis, sowie die
Geometrisierung der Physik, die mit der
Relativititstheorie zu Beginn unseres Jahr-
hunderts eine prinzipiell neue Qualitiit er-
reichte und zur heutigen Eichfeldtheorie
fuhrte, sind die grundsitzlichsten Ziige der
mathematischen Naturbeschreibung unse-

rer Zeil. Es ist ein qualitativer Sprung, der
nur mit der Schaffung der Infinitesimal-
rechnung vor 300 Jahren vergleichbar ist.
Mit dieser neuen Mathematik kann die Be-
antwortung solcher Fragestellungen wie die
0.g. angegangen werden.

Hinzu kommt ein zweiter Aspekt. Bis zu
unserem Jahrhundert erfolgte die Mathe-
matisierung aller Gebiete fast ausschlieB-
lich iiber die Physik, ja man kann sogar sa-
gen iiber die Mechanik. Solche Gebiete,
wie die Kombinatorik, die elementare
Wahrscheinlichkeitslehre und  Statistik
spielten eine Sonderrolle.

Durch die Entwickiung der Kybernetik und
Informatik in unserer Zeit und der mathe-
matischen Fassung solcher Begriffe wie
Steuerung, Strategie, Information, System,
Kompliziertheit, kiinstliche Intelligenz
u. a. hat sich eine dialektische Polaritit
zwischen der Physik und Mechanik auf der
einen Seite sowie Informatik und Kyberne-
tik auf der anderen Seite herausgebildet.
Die stindig voranschreitende Mathemati-
sierung der Natur-, Technik- und Gesell-
schaftswissenschaften vollzieht sich in die-
ser Polaritit iiber Problemkreise der Physik
und Mechanik einerseits sowie der Infor-
matik und Kybernetik andererseits. Das
gilt also auch fiir die Chemie und Biologie.
Dabei ist wohl gegenwirtig bei der Mathe-
matisierung der Biologie — mehr als in je-
der anderen Naturwissenschaft - ein be-
sonders starker Einzug mathematischer
Theorien und Begriffe iiber die Informatik
und Kybernetik zu beobachten. Dieser halt
den molekular-physikalischen Einfliissen,
also der Physikalisierung, schon die
Waage.

Wir kénnen davon ausgehen, daB die prak-
tische Wirksamkeit der gesamten heutigen
Mathematik entlang der beiden Linien
Physik - Mechanik und Informatik - Ky-
bernetik verfolgt werden kann und auf
diese Weise auch die Weiterentwicklung
ihres Begriffs- und Theoriensystem ge-
schieht. Die Mathematik liegt im Span-
nungsfeld dieser beiden Pole.  G. Lafiner

Die erfolgreiche DDR-Mannschaft, IMO 1986, Warschau, siehe alpha 6/86.

Ala An eight-digit integer has the fol-
lowing properties:
(I) The integer is written, in base ten, with
two ones, two twos, two threes, and two
fours.
(IT) The two ones are separated by one inte-
ger, the two twos by two integers, the two
threes by three integers, and the two fours
by four integers.
What is the integer?

aus: mathematical pie, London

A2a Bpates Anewa u Bops poguiucs B
aprycte. B mkone HaYWHAIOT YYUTHCH C
cemMn Jner. HoMmep xmacca, B KOoTOpOM
yYMTCA cedvyac crapmuin 6par Bopmc, pa-
BeH BO3pacTy Ausermnn. B xakoit Kiacc rme-
perigeT Anemua, kKorma bBopHc OKOHYHT
CPENHION IIKOIY?

aus: Quant, Moskau

A3 a Il s’agit de compléter la grille a
I’aide des nombres ci-dessous, de sorte que
chaque série verticale ou horizontale de 5
nombres totalise 84 points.
5-14-15-16-20-22-27-28-29
aus: Maximath, Belgien

2

30 26

3
E
11
L
12
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Rund
um den SR 1

:Die Speichertasten
[MR], [X—>M], [M+]

Das Tastenfeld des Schulrechners SR 1 ent-
hélt im oberen Teil drei rote Tasten, nim-

lich die Tasten IMRI, |X—>M|, : |M+ |
Das ,M*“ deutet auf den Anfangsbuchsta-
ben des englischen Wortes memory (Ge-
déchtnis) hin. Die Buchstabenkombination
MR kommt von den englischen Wortern
memory recall (recall — Aufruf). Der Rech-
ner ist, wie wir gleich sehen werden, in der
Lage, sich gewisse Zahlen zu merken, ohne
die Rechnung zu beeinflussen, und diese
gespeicherte Zahl nach Druck auf die Ta-

ste wieder in der Anzeige erschei-
nen zu lassen (d. h., der Speicherinhalt
wird in das Eingaberegister X ubertragen).
1. Betétige nacheinander folgende Tasten,
beobachte die Anzeige und fulle die Leer-
stelien aus!

532 [x—M] [x] 4 [+]3
Bimagage

Nach Betdtigung der Taste X—>Ml wird
die Zahl der Anzeige (d. h. der Inhalt des
Eingaberegisters X) in den Speicher M
ibertragen. Symbolisch wird das durch
X—M auf der Taste zum Ausdruck ge-
bracht. Um den Benutzer des SR 1 darauf
hinzuweisen, daB der Speicher belegt ist,
erscheint in der Anzeige ein M. Der Spei-
cherinhalt kann nun beliebig oft in die
Rechnung einbezogen werden. Auf diese
Weise ldBt sich z.B. leicht folgende Werte-
tabelle vervollstindigen:

Man braucht den Faktor 5,32 nun nicht
stindig neu einzutasten.

2. Betitige die Tasten des SR 1 in angege-
bener Reihenfolge und fiille die Leerstellen
aus!

Tastenfolge Anzeige Speicherinhalt
2. 0
M2. 2
. M2. 2
2

6 - alpha, Berlin 21 (1987) 1

Der Weg von Anija ist jedoch rationeller, da
sie das Zwischenergebnis nicht notieren
und erneut in den SR 1 eingeben muB.

5. Berechne unter Nutzung des Speichers
folgende Terme! Gib jeweils einen Rechen-
ablaufplan an!

a) (3,27 ++9,71)-(5,28% - 4,81)

Wie aus Aufgabe 2. ersichtlich, bleibt der
alte Speicherinhalt nur so lange im Spei-
cher, bis er durch einen neuen Zahlenwert
ersetzt (man sagt auch ,iiberschrieben)
wird.

Um den Speicherinhalt zu 16schen, gibt
man mit der Taste eine Null in
den Speicher. Danach verschwindet auch
das M in der Anzeige.

3. Frank erhilt die Aufgabe, das Volumen,
die Mantelfliche und die Oberfliche eines
geraden Kreiszylinders mit dem Radius
r=0,623m und der H6he h = 2,276 m zu
berechnen. Dazu nutzt er seinen SR1 und
tippt den Zahlenwert des Radius nur ein-
mal in den SR 1 ein. Geht das iiberhaupt?

4. Welcher Term wird durch den jeweiligen
Rechenablaufplan ermittelt?

a)E]@IDﬁHEIm

v 4[] [=] om] s [ 2 [=] []
mg
l [om] [=]s [ 2 [ [

EIIMI
o (=] [y] [mr]

E [om] e [+] 4
[x] [mr] [<]

Anja und Ines sollen den Wert des Terms
(27,759 + 4,732 - 39,717)

X (7,274 — 0,739 + 1,983)

mit dem SR 1 ermitteln.

Ines wihit folgenden Weg:

@ 21,759 [+] 4,132 [=] 39,117 (=]
v

~7.226
@ 1,274[=]0,739 [+] 1,983
(=1 Dx] 7226 ][]

v

—61,551068
Anja nutzt den Speicher und rechnet nach
folgendem Rechenablaufplan:

27,759[+]4,732[=] 39,117
=] 7,274[=] 0,739[+] 1,983
=] [=]

Als Resultat erhilt auch Anja den Wert
—61,551068. Beide Wege sind mdglich.

b) (2,27 — 4,27)- (4,322 — 0,87
482-482

© 57 ss
471 -42

d PR ——
) V4,742
Neben den Tasten und gibt

es noch eine weitere Speichertaste .
Zunichst woilen wir erkunden, was die Ta-

ste leistet, indem wir folgenden Re-
chenablaufplan abarbeiten und die jeweili-
gen Leerstellen ausfiillen.

5[M+|-4ﬁv1+|[_:_][MR|.3
Ea(ralal :

—27 b
Fiir a erhilt man den Wert 9 und fiir 5 den
Wert 6. Das Zeichen + auf der Taste

weist darauf hin, daB es sich um
einen ,rechnenden“ Speicher handelt.

Beim Betitigen der Taste wird zum
bisherigen Speicherinhalt die Zah] addiert,
die sich in der Anzeige (X-Register) des
Rechners befindet. Betrachten wir noch-
mals unser obiges Beispiel: Beim erstmali-

gen Betitigen der Taste gelangt die
Zahl S in den Speicher. Nachdem man die

Taste erneut betitigt hat, wird zum
Speicherinhalt § die Zahl 4 addiert. Der

Druck auf die Taste zeigt den Spei-
cherinhalt 9 an. Beim erneuten Driicken

der Taste nach obigem Rechenab-
laufplan wird zum Speicherinhalt 9 die
Zahl —3 addiert und man erhilt als neuen
Speicherinhalt 6.

6. Im Speicher des SR1 sei die Zahl
x; = 21,73. Die Anzeige des SR 1 zeigt die
Zahl x, =17,321.

Wie kénnte man vorgehen, um den Spei-
cherinhalt so zu verindern, daB in ihm die
Zahl x; — x, gespeichert wird?

7. Betitige die Tasten des SR1 in angege-
bener Reihenfolge und fiille die Leerstellen
aus!

Tastenfolge Anzeige Speicherinhalt

]

5]
[]
[M+]
[]

]

“w O © O o

2
2.
3
5
M

S.



SO

>

—M

Es gibt auch Taschenrechner mit den Ta-

sten M—I, IMX , IM+|. Mit Hilfe der

Taste E] wird vom Inhalt des Speichers
die Zahl, die sich in der Anzeige befindet,
subtrahiert. Beim Betdtigen der Taste

[MX (bzw. M+|) wird der bisherige
Speicherinhalt mit der Zahl in der Anzeige
multipliziert (bzw. durch die Zahl in der
Anzeige dividiert).

8. Berechne mit dem SR 1!

a) (13,29 +4.27)2+ 4,32 -179

-(8,2324+0,32)
b 2,8-49
) 3,7-03+4,2-041-3,9-0,7
0 7,4+9,3

2,9 -17,03)-(—7,8)?
Oft empfiehlt es sich, die Rechnung mit
dem Nenner zu beginnen. Seinen Wert
gibt man in den Speicher. Nachdem der
Zidhler berechnet wurde, dividiert man die-
sen durch den Speicherinhalt.
Beispiel:
Es sei der Gesamtwiderstand R zweier par-
allel geschalteter Widerstinde R, R, zu er-
mitteln.
Es gilt R = R,-R,

s gilt R = R, + R,
Lésung in Form eines Rechenablaufplanes:

RIRZERIRZ
(=1 =] [mMr] [=]

Verwendet man zur Berechnung von R die
Formel

1_1 .1

R R, R,

so kann man auf die Nutzung des Spei-
chers verzichten:

Ry 1] [+] R, [ [=] [ ]

9. Stelle zur Berechnung folgender Terme
einen Rechenablaufplan auf!

a) (Ya* +a)-(1-a)
b) (a+b)=\/c+d

c) (a2+b)'m

10. Welchen Term kann man jeweils mit
nachstehenden Rechenablaufplinen be-
rechnen?

o [xom] [x]5[=}[] [MR] []

(@ 5>0):(a>0)
b) a[+]b[=][M+]c[+]4a
=]

O
~
Q

Losungen

1. 5,32 [x=>M] [x]4[+]3
Hrmleer

24,28 532
v
18,96
2.
Tastenfolge Anzeige Speicherinhalt
M3. 2
X—M M3. 3
E MS5. 3
M5, 3
M3, 3
El MS8. 3
E] MO. 3
X—>M 0. 0
3. Ja!

Hier eine Moglichkeit:

[x] [x]os623 [e](x] 2276 []
v
Vv

FHEEH M EE
M 0

4.

a) 4+3)+4=4+32+4
b) 5-2):(4+3)

c) 5-2)'3

d) (a-b+a¥-a

e) ya+b
D (c+dp?-(a—+b)

s.
a) 327[+]9.71[{]
(=] xom]s.2s ] []48
=] [=]

147.31682

b) 2,2[y*]3[=]4.2[¥]
[=] oM a2 (] [Jo87[x]
[=] [=]

125.19526

o 482[-]82(y][{]
[=] 2.7[-]5.8[x]
[=] [=]

1.0109-01

@) 0,5 [/] [x=>m]4,7[x]
[J42[=1[=] [Mr] []

25.300281

6. Mit Hilfe der Taste bildet man in
der Anzeige —x, = —17,321.

Nun betitigt man die Taste .
Der neue Speicherinhalt ist

21,73 + (—17,321) = 4,409.

7.

Tastenfolge Anzeige Speicherinhalt
E M 5. 5
M 7. 5
E M -2. 5
M-2. 3
M 3. 3
@ M 0. 3
8.

a) 243,55493

b) 134,5098

c) —0,066462

9.

10.
a) (a-b)°
b) (@a+d)—(c+d)+(e+fP)
o) (@a+ b2+ (azb)l i (“;b)z
L. Flade
T I
Jaw-e
(L
AW
he

Kryptarithmetik

Welche Operationszeichen sind flir % ein-
zusetzen, damit folgende Identititen er-
fullt werden?

95%5 = 9%5%5
63 %3 = 6%3%3
Q*T)*2%16 = 272%16

%4 = 34%2

28%1 = 128
95% 42 = 9% (5%4) %2
43%2 = 34%2

56*2 = 625

Dr. W. Schmidt, Greifswald
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Das
Horner-Schema

Wir berech:ien Funkiionswerte
und Nullstellen von Polynomen
mit dem SR 1

Lehrerstudenten dsr Fachkombination Ma-
thematik/Geopraphie haben sich an der
Ernst-Moritz-Arnui-Universitit  Greifswald
im Rahmen eines Jugendobjekts mit An-
wendungsmoglichkeiten von Taschenrech-
nern in der Schule beschiftigt. Dem zu-
sammengestellten Material entstarnmt die-
ser Beitrag, er wurde fiir den Schulrechner
SR 1 aktualisiert.

Gefragt sei nach dem Wert des Polynoms
p(x)=45Tx*+3,27x3—2,28x?
+18x—-2,3
an der Stelle x = 2,53.
Zu berechnen ist also
p(2,53)=4,57-2,53)*+3,27-(2,53)»°
-228-(2,53)?+1,8-2,53-23.
Mit dem Schulrechner SR 1 k6nnt ihr die-
sen Funktionswert schnell ermitteln. Aber
in welcher Reihenfolge soill man die Re-
chenoperationen ausfiihren? Wer sich die
Aufgabe nicht sehr griindlich ansieht,
kénnte vielleicht folgenden Rechenweg be-
schreiten, der auf dem SR 1 durch die Ta-
stenfolge

(2] [0 051 B [y ] ] [e] L]
[s]1[2]

Auf dem SR 1 werden dabei nacheinander

angezeigt:
2.53 2.
4. 6.4009
40.9715 2.28
4.57 14.594052
187.23976 —14.594052
2.53 2.53
3. 1.8
16.1943 4.554
3.27 23
52.955361 -23
2.53 227.85506
[

Das Ergebnis ist p(2,53) = 227,855 06.

Weil die Funktionstaste benutzt
wurde, sind die Zahlen (2,53)%, (2,53)%,
(2,53)% umstindlich (im SR 1 mit Hilfe der
Logarithmusfunktion) und nur néherungs-
weise berechnet worden. Daher ist unser
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Vorgehen nicht sehr giinstig. Etwas besser
wiire es, die Zahlen
A=0253B=02,53=4-2,53,
C=(2,53*=18-253

zu berechnen und zu notieren, dabei kann
man den Speicher des SR1 gut einsetzen.
Nun kénnen die Werte 4, B, C benutzt
werden, um p(2,53) als Summe von Pro-
dukten zu erhaiten. Bei einem derartigen
Vorgehen sind sieben Multiplikationen
und vier Additionen durchzufithren. Um-
stindlich ist vor allem das wiederholte Ein-
geben (und Aufschreiben) von Zahlen. Wir
finden

A=6,4009; B=16,194277;

C =40,971521 und p{2,53) =227,85508.
Nun wollen wir die Rechnung so organisie-
ren:

p(x)={(((4,57x + 3,2 x — 2,28)x

+ 1,8)x -23.

Fiir unser Zahlenbeispiel mit x = 2,53 ist
beim SR 1 die Tastenfolge

[2] 1 [5] [3] Bom] [X]

annan
HEEED
B[]
U5 EE
Bl

EE

jnjalolalsim
HHMEOBOEE

zu betdtigen.
Wir beobachten im Anzeigefenster

2.53 35.245213
4.57 2.53
11.5621 89.170389
3.27 1.8
14.8321 90.970389
2.53 2.53
37.525213 230.15508
2.28 227.85508

und finden wieder p = 227,855 08. Bei die-
sem Rechenablauf sind aber nur vier Mul-
tiplikationen und vier Additionen notwen-
dig. Hat das Polynom die allgemeine Form
p(x)=aex"+a;x"" '+ .. +a,_x+a,
mit reellen Koeffizienten ay, a,, ..., a,, 5O
kann es in der Form

p(x)= (...((aox +a)x+a)x+ a,)...
+a,_))x+ a,

geschrieben werden. Rechnet man ohne
Schulrechner, so ist es giinstig, sich die
Zwischenergebnisse in folgendem Schema
Zu notieren:

a, a, a, a,
|- &% BT b¥
b, 5 b b
. ap.1 an
bp X bpX
AP
bpy by

Dabei ist bo=aound b; = b;,_ X + q;
firj=1, ..., n.
Offenbar gilt p(x)=b,. Dieses Schema

wird Horner-Schema genannt. (William Ge-
orge Horner, 1768 bis 1837, das Scherha
scll aber schon Euler bekannt gewesen
sein.)

Fir das Polynom

q(x)=box" 14+ ..+ by_yx+ b, ist

q(x) (x—X)

=(bpx" 1+ ...+ b )(x—X)

= hox"+ byx" "V ..+ by 1x — boXx" !

— .= by Xx — by X

= box" + (by — bpX)x" "1+ ...

+ (b1 — by 2 X)x — by X
=gx"+a;x"" '+ ... +a,_1x+a,

- b, X—a,

= p(x) — b= p(x) — p(x).

Mithin gilt

p(x)=q(x): (x—x)+ p(x).

Mit dem Homer-Schema kann also das
Abspalten eines Linearfaktors (hier:
(x — X)) realisiert werden. Fiir Schiiler ho-
herer Klassen sei bemerkt, daB die Bezie-
hung p’(X) = q(X) besteht. Somit kénnen
die Werte der Ableitungen eines Polynoms
durch wiederholtes Anwenden des Horner-
Schemas gewonnen werden. Man spricht
dann vom vollstindigen Horner-Schema. Fiir
die Berechnung eines Polynomwertes ge-
ben wir einen prinzipiellen Ablaufplan an:
1. Notiere auf einem Blatt Papier den
Hilfswert i = 0!

2. Eingabe der Zahl x in den SR 1;

3. Taste betitigen;

4. Eingabe des Koeffizienten ¢; in den
SR 1;

5. Priife, ob i = n ist! Wenn ja, lies p(x) am
SR 1 ab! Stop. Wenn nicht, addiere zu dem
alten Wert i eine 1 und notiere diese Zahl
anstelle von i (i =i+ 1)!

6. Tasten auf dem SR 1 be-

titigen!

7. Mache weiter bei 4!

Wir zéhlen die durchzufiihrenden Rechen-
operationen fiir die Bestimmung des Funk-
tionswertes eines Polynoms n-ten Grades
nach dem Horner-Schema: Erforderlich
sind n Multiplikationen und n Additionen.
Daher ist dieser Rechenweg besonders fiir
Polynome héheren Grades sehr effektiv.
Wir wollen jetzt Nullstellen von Polyno-
men bestimmen, d. h.,, wir suchen eine
Zahl x (oder mehrere Zahlen), so daB
p(x) =0 ist. Es werde vorausgesetzt, dal
wir zwei Zahlen x; und x, mit

x; < x,und p(x;) - p(x,) <0 kennen.

Das Polynom p habe also bei x; und x,
Funktionswerte unterschiedlichen Vorzei-
chens. Man kann beweisen, daB es dann
eine Zahl x zwischen x; und x, gibt, die
eine Nullstelle des Polynoms p ist. Das
wollen wir ausnutzen und durch fortlau-
fende Intervallhalbierung versuchen, eine
Nullstelle in ein vorgegeben kleines Inter-
vall einzufangen. (Manche nennen dieses
Verfahren auch Léwenfangmethode!) Wir
wollen folgendermafBen vorgehen:

1. Gegeben seien x; und x, mit

x; < x,und p(x))-p(x;) =0.

2. Falls p(x;) =0 oder p(x,) = 0 ist,

haben wir eine Nullstelle und sind fertig.

3. Andernfalls bilde x, = %(x, + x)!



4. Sollte p(x,) = 0 sein, stoppe, dann ist x,,
eine Nullstelle! Wenn p(xy) - p(x,) <0 ist,
setze x,=x,, im anderen Fall setze
X = X!

5. Rechne mit den neuen Zahlen x; und x,
bei 3. weiter!

Um nicht ewig rechnen zu miissen, sollte
man noch testen, ob eine vorgegebene Ge-
nauigkeit bereits erreicht ist. Dazu kann
man z.B. untersuchen, ob x, — x; kleiner als
die gewidhlte Genauigkeitsschranke ist.
Bei diesem Verfahren sind immer wieder
die Werte des Polynoms an den Stellen x;
und x, bzw. an den Stellen x,, zu berech-
nen. Das kann giinstig mit dem SR 1 nach
dem Horner-Schema geschehen. Als Bei-
spiel betrachten wir das Polynom
p(x)=3x*-3x*+2x—-1.

Es ist leicht zu sehen,

daB p(0) <0 und p(1) > 0 ist.

Wir finden

X p(x) x, p(x,)

0 -1 1 1

0,5 -0,375 1 1

0,5 -0,375 0,75 0,078125
0,625 —-0,18945 0,75 0,078125
0,6875 —-0,068115 0,75 0,078125
0,6875 —0,068115 0,71875 0,0016174
0,703125 —0,034061 0,71875 0,0016174
0,7109375 —0,016429 0,71875 0,0016174
0,7184 —0,0074583 0,71875 0,0016174
0,7167969 —0,0029335 0,71875 0,0016174
0,71777 —0,0006694 0,71875 0,0016174
0,71777  —0,0006694 0,71826 0,00047318
0,718 ist der auf drei Stellen gerundete

Wert der Nulistelle des Polynoms zwischen
0 und 1. Zeichnet die berechneten Nihe-
rungen in das Intervall [0,1] ein, wahlt
dazu einen groBen MafBstab! Ihr erkennt,
daB sich die Punkte x, nur langsam einer
Nullstelle nihern. Es sind deshalb gilinsti-
gere Verfahren ersonnen worden, bei de-
nen der Rechenvorgang nicht so oft wieder-
holt werden muB.

W. Schmidt

,»...und dann paB schon aufl“

Klappoth

aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klassen 5/7

HEXAHEX - ein
geometrisches Puzzle

Wer von.euch puzzelte nicht gern, denn
erst die rechte Kombination von Farbe und
Form, Geduld und Geschick, Teil und
Ganzem fiihrt zum Ziel.

Wie wir's, erfinden wir doch gemeinsam
ein geometrisches Puzzle:

Zeichne einen Kreis und darin einen
Durchmesser. Trage den Radius von den
Endpunkten des Durchmessers auf dem
Kreis ab. Ohne HEXerei sind die Eck-
punkte eines Sechsecks entstanden, noch
dazu eines reguliren (regelmiBigen). Diese
Konstruktionen haben sicher schon meso-

. potamische Mathematiker vor iiber drei-

einhalbtausend Jahren gekannt, und sie
leiteten daraus eine erste, groBe Néherung
fir m=3 ab. Verschiedene Darstellungen,
z. B. von Jagdwagen, zeigen Rider mit
sechs Speichen.

Das Sechseck, das man griechisch HEXA-
gramm nennt, wollen wir nun in moglichst
einfache Teile zerlegen. Dazu zeichnen wir
diejenigen Diagonalen und Verbindungs-
strecken der Seitenmitten, die parallel zu
Sechseckseiten verlaufen. Die entstande-
nen 24 gleichseitigen Dreiecke wollen wir
Elementardreiecke nennen und ihnen den
Flicheninhalt 1 zuordnen. Entlang ihrer
Seiten wird uns eine interessante Zerle-
gung einfallen. Wer SpaB an Zahlenspiele-
reien hat, ahnt, was wir tun sollten:

Sechs HEXAHEX-Teile entstehen, darun-
ter natiirlich ein Sechseck — vom Fliachen-
inhalt 6, zwei Trapeze mit den Flichenin-
halten 5 und 3 und zwei Parallelogramme
(4 und 2). Bleiben noch vier Flichenein-
heiten ibrig; ein Dreieck beschlieBt den
Figurenreigen.

Nun rasch ans Zerlegen! Zeichenkarton
und ein Kreis mit r=6cm sind empfeh-
lenswert. Aber erst iiberlegen, dann schnei-
den!

AlAa Legt diese Figuren nach (Bild 1
und 2)!

Bild 12

Bild 1b

Bild 2a

Bild 2¢

Assyrischer Herrscher auf der Lowenjagd (9.Jh. v.u.Z.)
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Wenn eure Puzzle-Leidenschaft etwas
nachlidBt und ihr euch anhand der lustigen
Figuren mit allen Teilen vertraut gemacht
habt, wollen wir ein ernsthaftes mathemati-
sches Problem l6sen. Wieviel und welche
konvexe Figuren kdnnen mit unseren sechs
Teilen gelegt werden?

Ein konvexes Vieleck hat nur Innenwinkel,
die kleiner als 180° sind. Zur Verdeutli-
chung legen wir die beiden Trapeze anein-
ander.

Oben ist eine konvexe Figur entstanden,
die untere ist nicht konvex, weil ein Innen-
winkel gréBer als 180° ist.

Bild 2d

Bild 3a

Bild 3b

Findet -ihr noch eine weitere, aus den bei-
den Trapezen bestehende, konvexe Figur?
Doch zuriick zu allen sechs Teilen. Sicher
habt ihr schon festgestellt, daB unser Aus-
gangssechseck zu den konvexen Figuren
gehort. Wie aber konnen wir alle finden?
Selbst wenn uns nach Stunden emsiger
Puzzelei gar keine Figuren mehr gelingen,
miissen wir nicht jede mogliche gefunden
haben.
Deshalb wollen wir einen systematischen
Weg beschreiten, der einem Vorschlag chi-
nesischer Mathematiker aus dem Jahr 1940
folgt. Betrachten wir dazu als erstes die Au-
Benwinkel moglicher konvexer Figuren.
Wegen der gleichseitigen Elementardrei-
ecke konnen nur Innenwinkel von 60° und
120° aufireten. Die folgende Gleichung
gibt uns direkt an, welche dieser Winkel in
verschiedenen Vielecken vorkommen kén-
nen. Dazu miissen wir nur wissen, daB die
Winkelsumme in einem Dreieck 180° in
einem Viereck 2-180° in einem Fiinfeck
3:180° und allgemein in einem n-Eck
(n — 2)-180° betrdgt, was wir uns mit Hilfe
von Zerlegungen in Dreiecke klarmachen
konnen.
Wenn a die Anzahl der 60°-Innenwinkel
ist, dann ist (n — a) die Anzahl der 120°-
Innenwinkel.

a 60°+ (n—a)-120°

=(n-2)-180°:60°

a+2(n—a)=3(n-2)

6=n+a.

Wie wir nun ablesen, kann die Eckenzahl

10 - alpha, Berlin 21 (1987) 1

n hochstens sechs sein (a = 0). In diesem
Fall ist a = 0 und die Sechsecke haben also
sechs Innenwinkel von 120°, Analog schlie-
Ben wir: Die Losungsfiinfecke haben vier,
die Vierecke zwei und die Dreiecke keine
Innenwinkel von 120°.

Wenn wir uns solche Figuren aufzeichnen,
fallt vielleicht auf: Jede laBt sich in ein
Parallelogramm mit zwei 60°- und zwei
120°-Innenwinkeln so einbeschreiben, daB
mindestens zwei ihrer Seiten auf Parallelo-
grammseiten liegen.

Zwei Beispiele dafiir:

Bild 4a

Bild 4b

Fiir den Flicheninhalt dieser Parallelo-
gramme ABCD, die wir uns wiederum aus
Elementardreiecken vom Flicheninhalt 1
zusammengesetzt denken kénnen, gilt
A=2-¢c-d,
wobei ¢ und d die Anzahl der Dreiecke auf
AB bzw. BC ist. Diese Fliche setzt sich zu-
sammen aus der untersuchten Figur (Fli-
cheninhalt 4Ar =24) und hochstens zwei
gleichseitigen Dreiecken AEF und CHG:
a=Ar+ Aer + Acue
2-c-d=24+ct+ 4%,

Bild 5

Dabei gelten die Ungleichungen ¢ =c,
¢,=d, di=c und d, =d. AuBerdem wol-
len wir noch o0.B.d.A. ¢ =d sowie ¢, = d,
setzen und beachten, daB ¢ und d gréBer
gleich zwei sein miissen, da sonst z. B. das
dreieckige Teil nicht passen wiirde (*). Nun
kénnen wir die Diophantische Gleichung mit
Nebenbedingungen systematisch 16sen:

d ¢

o
—

2,
iy

0y
@
3
@
(%)
(6
Q)
®)
9
(10)
(11)
(12)

NN vmeaebBRWWNDODND
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NN BAONDWONOO

—
—
jary

Die Bilder 6a und 6b veranschaulichen
zwei der errechneten Losungen.

Beim Kontrollieren der rechnerischen L6-
sungen miissen wir leider feststellen, daB
einige auf dieselben Figuren flihren. (Das
zu verhindern hitte die Zahl unserer Be-
dingungen weiter erh6ht.) So ist das bei (9)
entstehende Trapez kongruent zu demjeni-
gen bei (7). Die rechnerische Losung (12)
widerspricht der Bedingung (*).

Bild 6a

AX

2

Bild 6b

g

A2 a Priife, ob jede der fiinf unterschied-
lichen Figuren (1/3/10), (4/5/8), (2/11),
(7/9) und (6) mit unseren HEXAHEX-Tei-
len gelegt werden kann! (Beachte, daB die
rechnerische Losung nur eine notwendige,
nicht aber eine hinreichende Bedingung
fiir eine Puzzle-Losung ist, denn wir haben
in die Rechnung die Form der Einzelteile
nicht einbezogen!)

Sind alle fiinf Figuren ausgelegt, ist unsere
eingangs gestellte Aufgabe vollstandig ge-
16st. Wir konnten beweisen, daB die Dio-
phantische Gleichung keine weiteren Losun-
gen besitzt. Also gibt es auch keine
weiteren konvexen HEXAHEX-Vielecke.

A3 A Carsten hat das sechseckige Teil
verloren. Welche konvexen Figuren kann
er mit dem Rest legen?

A4 a Welches Teil muB fortgelassen wer-
den, um ein (konvexes) Fiinfeck zu ermog-
lichen?

AS5a Ebenso kann man ein Teil gewis-
sermaBen verdoppeln. Auf diese Weise ent-
stehen Loch-Hexas. Puzzle symmetrische,
konvexe Figuren, die ein Loch in Form des
sechseckigen oder dreieckigen Teils haben!

A64A Bilde weitere lustige Figuren aus
allen sechs Teilen und schicke sie an die
alpha!

Ch. Werge

Eine harte Nuf§

Welchen Bedingungen miissen drei Zahlen

x, y und z geniigen, damit sich folgende
Summe bilden 13dBt:
x2+yr=237

Ing. A. Kdrner, Leipzig




Im Monchguter
Heimatmuseum
entdeckt

Wer in seinem Urlaub auf die Insel Riigen
fahrt, wird vielleicht auch das Manchguter
Heimatmuseum in Gohren besuchen. Man
kann dort sehr Interessantes iiber das Le-
ben der Bewohner der Halbinsel Monchgut
erfahren. Mit Exponaten und Texttafein
wird der Besucher aber auch darauf hinge-
wiesen, daB sich zwei Mathematiker bei
der Erforschung, Vermessung und karto-
grafischen Darstellung der Insel Riigen
und der kleineren Nachbarinseln (Hidden-
see, Vilm) sehr verdient gemacht haben:
E. Lubinus (1565 bis 1621) und F. v. Hage-
now (1797 bis 1865). Beide Wissenschaftler
sind heute kaum noch bekannt. Die er-
wihnten Landkarten, die sie durch Anwen-
dung mathematischer Methoden schufen,
sind jedoch wertvolle Zeitdokumente, aus
denen die Geographen ablesen konnen,
wie sich die Gestalt der Inseln Riigen und
Hiddensee in einem ldngeren Zeitabschnitt
verdndert hat.

Aus dem Leben der beiden Mathematiker
gibt es einiges zu berichten, was uns heute
ungewohnlich erscheint:

Eilhardus Lubinus (in deutscher Form:
Eiland Lubin) wurde am 24.3. 1565 in We-
sterstade (Oldenburg) geboren. Er studierte
von 1588 bis 1594 an sieben Universititen,
nimlich in Leipzig, Koln, Helmstedt,
StraBburg, Jena, Marburg und Rostock.

1595 wurde Lubinus Professor fir Dicht-
kunst in Rostock! Im Jahre 1605 erhielt er
in Rostock die Professur fiir Theologie und
Mathematik, gleichzeitig wurde er zum
Consistorialassessor ermannt. Zu seiner
Zeit riihmt man ihn als einen Gelehrten,
Dichter und ausgezeichneten Mathematiker,
der Disputen sehr zugetan, in der Forschung
streng, im freien Vortrag sicher und beim Beur-
teilen scharf war, der unerschrocken fiir die
Wahrheit eintrat. Er starb am 2. 6. 1621 in
Rostock. In der Sammlung historischer
Karten, die 1981 von der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitit Greifswald herausgege-
ben wurden, sind drei Karten von E. Lubi-
nus enthalten (siehe Bild).
Friedrich von Hagenow lebte ca. 200 Jahre
spiter: er wurde am 19.1. 1797 in Langen-
felde bei Loitz geboren. Bereits 1809 bis
1812 lernte er angewandte Mathematik
und Technologie in Greifswald. Danach ar-
beitete er auf dem Justizamt Dargun, war
er Freiwilliger bei den Gardeschiitzen und
wirkte er auf einem Pachtgut auf der Insel
Riigen. 1823 kehrte er nach Loitz zuriick.
F. v. Hagenow beschiftigte sich mit Alter-
tumskunde und konstruierte Maschinen
und Instrumente fir die Universitit Greifs-
wald. In dieser Zeit fertigte er nach trigo-
nometrischen Vermessungen Spezialkarten
von Riigen und Vorpommern an.
1830 promovierte v. Hagenow und siedelte
nach Greifswald iiber, wo er die erste Krei-
deschlemmfabrik Deutschlands er6ffnete.
An der Landwirtschaftlichen Akademie in
Eldena, eine der Universitit Greifswald an-
gegliederte, aber relativ selbstindige Ein-
richtung, hielt F.v. Hagenow als Dozent von
1835 bis 1838 Vorlesungen zur angewand-
ten Mathematik. Nachdem er seine Fabrik
verkauft hatte, beschiftigte er sich als nicht
unvermogender Privatgelehrter vorwiegend
mit Geologie und Paldontologie. Er war
auch literarisch tidtig. Erwihnenswert ist
sein Briefwechsel mit A. v. Humboldt.

Uta und Werner Schmidt

Nova .
PAMIGERABILIS INSULAL,
A CATUS
RUGIAE
DEs CRIPTIO
sogac Frocys 4c
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Vor 270 Jahren:

Das erste
Mathematiklexikon
in deutscher Sprache

Im Jahre 1716 wurde in Leipzig das erste
Mathematiklexikon in deutscher Sprache ge-
druckt. Der Verfasser war Christian Wolff,
Mathematikprofessor in Halle und fiihren-
der Gelehrter der Aufklirungsbewegung
des 18. Jahrhunderts. Uber seine Absicht
beim Abfassen des Worterbuches sagt er
selbst im Vorwort:
... Ich habe bey mir von Jugend auf eine uner-
sdttliche Begierde die Wahrheit gewif3 zu er-
kennen und anderen zu dienen gefunden ...
Dabei erwachte bey mir die Liebe zur Mathe-
matick und sonderlich eine Lust zur Algebra,
um zu sehen, was doch die Ursache sey, warum
man in der Mathematick so grofie Gewifheit
habe und nach was vor Regeln man daselbst
denke, wenn man verborgene Wahrheiten zum
Vorschein bringen will; damit ich mich desto
sicherer bemithen méchte auch auferhalb der
Mathematick dergleichen GewiBheit zu su-
chen ... So bin ich empfindlich genug iiberfiih-
ret worden, daf3 es ohne die Mathematick in
unserem Verstande nicht recht helle werden
kénne ... Da man von mir begehret, daf ich
ein mathematisches Lexicon verfertigen
médchte, so habe ich mich dieser verdrieBlichen
Arbeit, als die mehr Miihe als Verstand erfor-
dert, nicht entziehen wollen, weil ich verspiiret,
es konne auch dadurch ein vielleicht nicht ge-
ringes zur Aufnahme der Mathematick beyge-
tragen werden ...

Halle, dem 1. Maij 1716

Das Unternehmen konnte nur gelingen,
weil das Lexikon in deutscher Sprache ab-
gefaBt war. Der Erfolg stellte sich dann
auch ein, denn in schneller Folge kamen
weitere Auflagen auf den Markt, wie bei al-
len Biichern von Christian Wolff, die er bis
zu seiner Vertreibung aus Halle durch den
PreuBischen Konig 1723 geschrieben hat.
Das Titelblatt dieser alpha zeigt einen
Kupferstich aus dem zweiten Teil des Ma-
thematiklexikons aus dem Jahre 1742.
Mathematikfachlehrer W. Trdger, Débeln,
stellte drei Bande des Lexikons zur Verfi-
gung, herzlichen Dank dafiir.

Aber gab es nun vorher keine mathemati-
schen Worterbiicher?

Doch, es gab sie, aber nicht in deutsch. Die
ersten sind schon iiber 300 Jahre alt. 1668
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gab der italienische Monch Geronimo Vitale
ein solches in lateinisch in Paris heraus.
Wenige Jahre spiter kam 1680 ein engli-
sches Lexikon von Joseph Moxon auf den
Markt mit einer 2. Auflage 1692. In Paris
folgte dann 1690 ein franzésisches Lexikon
von Jaques Ozanam, das schon ein Jahr spi-
ter in Holland nachgedruckt wurde. Zehn
Jahre nach dem Druck aus Leipzig gab es
dann noch eine englische Ausgabe von Ed-
mund Stone, Mitglied der Royal Society in
London.
Um nun unseren Lesern einen Eindruck
von Inhait und Form der Leipziger Aus-
gabe mit insgesamt 1548 Seiten zu geben,
haben wir zwei fundamentale mathemati-
sche Begriffe original herausgegriffen: Al-
gebra und Arithmetica. Danach wollen wir
sehen, was Christian Wolff unter einer Ku-
bikzahl und unter Mathematik verstanden
hat.

J. Buhrow/J. Lehmann

Mathematisches Lexicon

darinnen die in allen Theilen der Mathe-
matick iiblichen Kunstwoérter erklirt und
zur Historie der mathematischen Wissen-
schaften dienliche Nachrichten ertheilt,
Auff Begehren heraus gegeben von
Christian Wolffen, Leipzig 1716

S
Uirdtiarics

lianios Hclfe

Algebra,

Ist eine Wissenschafft die Auffgaben in der
Mathematick durch Gleichungen aufzuld-
sen. Unter den Alten hat Diophantus Exem-
pel aus der Rechen-Kunst oder von Zahlen
durch dieselbe gerechnet; aber keine Re-
geln dazu gesetzet; ...

Algebra numerosa, die gemeine oder

alte Algebra, oder die Algebra in Zahlen,

Ist diejenige in welcher man mit Zahlen
rechnet. Diese allein ist den Alten bekandt
gewesen, daher man sie auch die alte nen-
net. Sie war Anfangs bloB eine Regel der
Rechen-Kunst, als wie die Regel detri; ...
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Algebra philosophica,

Wird von dem beriihmten Robert Hooke
genennet der Weg die in der Natur verbor-
gene Wahrheiten zu entdecken; ...

Algebra Speciosa, die neuere Algebra,

Ist diejenige, in welcher man mit Buchsta-
ben rechnet. Diese haben wir dem Vieta zu
dancken: Harriot in Engelland und Carte-
sius in Frankreich haben sie in einen bes-
seren Stand gebracht.

Arithmetica die Rechen-Kunst,
Ist die Wissenschaft der Zahlen. Es sind
verschiedene Arten derselben, die wir nach
einander vornehmen wollen.

Arithmetica binaria sive dyadica,

di Rechnung mit Eines und Null

Ist eine Wissenschafft alle Zahlen mit 1
und 0 zu schreiben, und mit diesen beyden
Ziffern zu rechnen. Der Herr von Leibniz
hat sie zu dem Ende erdacht, damit man
dadurch die Gesetze der progressionum de-
sto leichter entdecken und Regeln sie zu
nummerin finden kann; ...

Arithmetica calculatoria,

die Rechnung auf den Linien,

Ist eine Kunst mit Rechen-Pfennigen zu
rechnen. Dieselbe hat A.1550. Adam Riese
in seiner Rechnung nach der Lédnge auf
den Linien und der Feder beschrieben ...

Arithmetica decimalis,

die Decimal Rechnung,

Ist eine Art der Rechnung, in der man
keine andere Briiche gebrauchet als zehen-
hundert-tausend-theilige und so weiter. Jo-
hannes Regiomontanus hat sie zuerst zur
Ausrechnung der Tabularum Sinuum ge-
braucht ...

Arithmetica divinatoria,

die Wahrsage-Rechen-Kunst,

Ist eine Kunst durch Rechnung verschiede-
nes zu errathen, als z. E. was einer vor eine
Zahl im Sinne hat, wie viel er Geld im
Beutel hat, und so weiter.

Arithmetica fluxionum,

Wird von den Engellindern die Differen-
tial- und Integral-Rechnung des Herrn von
Leibniz genennet ...

Arithmetica infinitorum,

die Rechnung des unendlichen,

Ist eine Kunst unendliche Reihen Briiche
zu summiren oder auch ihre Verhiltnisse
gegen andere zu finden. Z. E. man findet,
daB %+%+%+%+% und so weiter
unendlich fort 1 sey ...

Arithmetica practica,

die Rechen-Kunst,

Ist eine Wissenschafft aus einigen gegebe-
nen Zahlen andere zu finden, von denen in
Ansehung der gegebenen eine Eigenschafft
bekannt gemacht wird, als wenn ich eine
Zahl finden soll, die so groB ist wie 6, 3
und 10 zusammengenommen ...

Arithmetica Sexagenaria,

oder auch Logistica Sexagenaria,

die Sexagesimal-Rechnung,

Ist diejenige, welche lehret, wie man mit
sechzigtheiligen Briichen rechnen soll. Die
Alten haben sich sonderlich in der Astro-

nomie ihrer bedienet, und hat sie auch zur
Zeit darinnen ihren Nutzen, ob wohl zu
wiinschen wire, da8 man die Decimal-
Rechnung auch in der Astronomie und
Chronologie einfihrete. ...

Arithmetica Speciosa sive literalis,

die Buchstaben-Rechen-Kunst,

Ist diejenige, welche an statt der Ziffern
sich der Buchstaben im rechnen bedienet.
Diese hat Franciscus Vieta zuerst erfun-
den...

Arithmetica surdorum sive

irrationalium, item in comensurabilium,

die Irrational-Rechen-Kunst, )
Ist diejenige, welche die Rechnung mit Ir-
rational-Zahlen lehret. Ozanam hat die-
selbe ausfiihrlich abgehandelt: allein nach
der alten Weise. Nachdem der Herr von
Leibniz und der Herr Newton gewiesen,
wie man die Irrational-Gréssen als Ratio-
nal-Grossen vorstellen kan: so kan man
diese Rechen-Kunst iiber die massen er-
leichtern...

Arithmetica theoretica vel speculativa,

die erwegende Rechen-Kunst

oder Zahl-Wissenschafft,

Ist diejenige, welche die Eigenschafften der
Zahlen betrachtet. Diese ist aus dem Bu-
che der Elementorum Euclides und des Boer-
hii Arithmetica zu holen. ...

Arithmetica tetractica,

die Tetractische Rechnung,

Ist diejenige Rechen-Kunst, welche nur
mit 1, 2, 3 und 0 rechnet. Man zehlet nem-
lich nur biB 4, als wie wir insgemein biB 10
zehlen. Weigel, vor dem Professor Metthe-
seos zu Jena hat sie erdacht und beschrie-
ben.

Arithmologia,
Bedeutet so viel als Arithmetica.

Arithmeticum Complementum

Wird genennet die Zahl, welche man zu
einem Logarithmus hinzu thun muB, da-
mit 100000000 heraus kommet. Z. E. der
Logarithmus von 26 ist 1449733, sein
Complementum arithmeticum 8 58 502 67.

Mathematica seu Mathesis —
die Mathematick

M. ist eine Wissenschaft alles auszumes-
sen, was sich ausmessen 14Bt. Insgesamt
beschreibet man sie per scientiam quanti-
tatum, durch eine Wissenschaft der Gré-
Ben. ... Da nun alle Dinge sich ausmessen
lassen in allem demjenigen, was sie endli-
ches an sich haben, das ist, was sie sind: so
ist nichts in der Welt, dabey die Mathema-
tick nicht kénnte angebracht werden. Ja,
weil man keine genaue ErkentniB haben
kann, als wenn man die Eigenschaften der
Dinge auszumessen vermégend ist. So
bringet uns die Mathematick zu der ver-
vollkommensten ErkentniB aller moglichen
Dinge in der Welt. Da nun ferner diese Er-
kentniB uns geschickt machet, die Krifte
der Natur nach unserem Gefallen zu unse-
rem Nutzen in dem Grade anzuwenden,
den wir verlangen. So erlangen wir durch



die Mathematick die Herrschaft iiber die
Natur. ... Das Vomehmste, was man an ihr
riihmen kann, ist dieses: sie zeiget uns
nicht allein, wie weit man durch rechten
Gebrauch der Vernunft kommen kann,
sondern hilft uns auch, wenn man sie mit
Emst betreibet, zu rechtem Gebrauch der-
selben. Daher macht sie uns zum Nach-
denken geschickt, im FleiBe unermiidet
und fl68et und unvermerkt die Liebe zu
gritndlicher ErkenntniB ein.

Unter dem Buchstaben C finden wir bei
Wolff eine schéne Anregung fiir den Leser,
indem er sich an zwei Beweisen zur Be-
rechnung von Kubikzahlen versuchen
kann. Im Text heiBt es:

Cubus seu (oder) numerus
cubicus, das ist eine Cubic-Zahl.

Es ist eine Corper-Zahl, die drey gleiche
Seiten hat, das ist, das Product aus der
Quadratzahl in die Wurtzel. Wenn man
z.E. 9 als Quadrat von 3 durch seine Wurt-
zel 3 multipliziert, so kommet die Cubic-
Zahl 27 heraus. Die Benennung ist aus der
Geometrie entnommen, weil man daselbst
den Inhalt eines Cubi oder Wiirffels findet.

Aufgaben

Und nun zwei Aufgaben, zu denen der Le-
ser den Beweis finden sollte:

Ala Die Cubic-Zahlen werden in einer
bestindigen Ordnung durch die bloBe Ad-
dition der ungeraden Zahlen gefunden,
denn wenn man die erste ungerade Zahl 1
nimmet, so hat man die Cubic-Zahl 1. Ad-
diert man die zwey folgenden ungeraden
Zahlen 3 und 5, so hat man 8 die Cubic-
Zahl von 2. Addiert man die drey folgen-
den ungeraden Zahlen 7, 9, 11, so be-
kommt man 27 die Cubic-Zahl von 3, und
so fort.

A2 4A Man kann aber, wenn die Quadrat-
zahlen bereits vorhanden sind, noch be-
quemer dazu kommen (zu den Cubic-Zah-
len), wenn man zu der néchst vorhergehen-
den Cubic-Zahl das Quadrat der dazugehd-
rigen Wurtzel 3 mal, die nichst vorherge-
hende Wurtzel 2 mal und die gegenwirtige
Wurtzel 1 mal addieret z. E. 99856 ist die
Quadratzahl und 31554496 die Cubic-
Zah) von 316.

Addieret man:

31554496
299568
632

317

soist 31855013 Cubic-Zahl von 317!
Das sollie der alpha-Leser beweisen.

Al

Siat AN

Christopher Hansteen -
Pionier

der Erforschung

des Erdmagnetismus

Die norwegische Post wiirdigte 1984 den
200. Geburtstag des heute auBerhalb Nor-
wegens kaum bekannten Physikers, Mathe-
matikers und Astronomen Christopher
Hansteen durch die Ausgabe der beiden ab-
gebildeten Briefmarken. Hansteen wurde
am 26.9. 1784 in Christiania (Oslo) gebo-
ren. Er studierte in Kopenhagen und wurde
dort ein Schiiler von Hans Christian Oerstedt
(1777 bis 1851), der 1820 die magnetische
Wirkung des elektrischen Stromes ent-
deckte und damit ein neues, sich bald stiir-
misch entwickelndes Gebiet von Physik
und Technik begriindete. Nach einigen
Jahren als Lehrer an der Gelehrten Schule zu
Seeland wurde Hansteen 1815 Professor fiir
Astronomie und angewandte Mathematik
und Direktor der Sternwarte in seiner Hei-
matstadt, wo er am 11.4. 1873 starb.

In die Wissenschafisgeschichte ist Han-
steen eingegangen als Pionier der Erfor-
schung des Erdmagnetismus, den er erst-
mals exakt als gerichtete GroBe (Vektor)
begriff und demzufolge an jedem Ort
durch drei MeBgroBen Deklination (Nei-
gung gegen die Nordrichtung), Inklination
(Neigung gegen die Horizontale) und In-
tensitat definierte, wiahrend die Seefahrt
sich zuvor stets nur mit der Deklination
(auch als MiBweisung des KompaB be-
zeichnet) beschiftigt hatte. Diese GroBen
mit hoher Prizision zu messen, warf da-
mals neue physikalisch-technische und
auch mathematische Probleme auf. In die-
sem Zusammenhang trat Hansteen mit
GauB in Verbindung, der wohl hauptsich-
lich durch Hansteen zu seiner eigenen Be-
schiftigung mit dem Erdmagnetismus und
den sich anschlieBenden theoretischen Un-
tersuchungen iiber Vektorfelder inspiriert
worden ist. In den Jahren 1828 bis 1830
unternahm Hansteen eine vom norwegi-
schen Staat finanzierte Forschungsreise
durch Sibirien, um den Erdmagnetismus
rund um den Erdball zu messen. Seine Rei-
seerinnerungen an Sibirien kann man mit et-
was Gliick noch heute in deutscher Uber-
setzung (Leipzig 1865) in Bibliotheken
aufstobern. Begleitet wurde er auf dieser
Reise von dem deutschen Gelehrten Georg
Adolph Erman (1806 bis 1877), dem spiite-
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ren Herausgeber der Zeitschrift Archiv fir
wissenschaftliche Kunde von Rufland (1841
bis 1856), das eine bedeutende Rolle fiir
die Weiterfihrung der von Euler ange-
bahnten deutsch-russischen wissenschaftli-
chen Kontakte gespielt hat. Hansteen, der
in der Erkenntnis der Notwendigkeit fried-
licher internationaler Zusammenarbeit
weit fortgeschritten war, hat sich engagiert
fir die Vereinheitlichung der MaBeinhei-
ten und die Standardisierung der MeBme-
thoden eingesetzt.

P, Schreiber

Kuriose Identititen

Man iiberzeuge sich mit Hilfe des Schul-
rechners SR 1, ob folgende kuriose Identita-
ten richtig sind:

VGT =6+ 47
Ji2t =12-1;
6724 =6+ 72 + 4;

V144 =14 - 4 ;

324 =(4+2)-3;
256 =2-5+6;

4356 =4-3-5+6;
V49 =4+ 49 =4 +9;

V169 =16 - 49 = 16 +9;
V1936 = -1+ 9+ 36;
J11881 =118 -8—1.

Man iiberzeuge sich mit Hilfe des Schul-
rechners SR 1, daB

35832 =5+8+3+2und

V12167 =12 + {16 + 7 ist!

Dr. W. Schmidi, Greifswald
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1987

Mathematik

Ma 5m2750 Von drei Ménnern mit den
Familiennamen Siewert, Miiller und
Schmidt, die den Beruf eines Drehers, Arz-
tes bzw. Biackers ausiiben und die in Suhl,
Weimar bzw. Eberswalde wohnen, ist fol-
gendes bekannt:
(1) Herr Siewert und der Arzt verbringen
ihren Urlaub an der Ostsee.
(2) Der Bécker, der Dreher und Herr
Schmidt betreiben aktiven Sport.
(3) Der Dreher wohnt in Weimar.
(4) Herr Siewert ist mit dem Bicker, der
in Eberswalde wohnt, befreundet.
Ordne den Namen den jeweiligen Beruf
und Wohnort zu!
Schiiler Christian Korner, Berlin

Ma5m2751 Der Kraftstoffvorrat einer
Tankstelle reicht fir 64 Tage, wenn téglich
2400 Liter verkauft werden. Fiir wie viele
Tage wiirde dieser Vorrat reichen, wenn
tdglich nur 1600 Liter verkauft werden?
Schiiler J. Galuba, Erfurt

Ma5m2752 Barbara ist doppelt so alt
wie ihre Schwester Ingrid. Barbaras Mutter
ist dreimal so alt wie ihre Tochter. Barba-
ras Vater ist siebenmal so alt wje Ingrid.
Die vier Familienmitglieder sind zusam-
men (in ganzen Zahlen) 96 Jahre alt. Er-
mittle das Lebensalter jedes dieser Fami-
lienmitglieder!

Schiilerin Jana Markwardt, Weimar

Ma5m2753 Aus einem 1,20m langen
Draht wurde ein Rechteck gebogen, dessen
eine Seite doppelt so lang ist wie die an-
dere.
a) Wie lang und breit ist dieses Rechteck?
b) In dieses Rechteck sollen rechteckige
Pldttchen nebeneinander gelegt werden,
die 11cm lang und 7 cm breit sind. Wie
viele solcher Plattchen passen hdchstens in
dieses Rechteck hinein?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 2754 Ein Schiiler kauft fiir seine
Wandergruppe Brétchen fiir S Pfund Horn-
chen flir 8 Pf je Stiick, woflir er insgesamt
0,72 M bezahlen muB. Wie viele Schiiler
gehoren zu dieser Wandergruppe, wenn je-
der entweder genau ein Brotchen oder ge-
nau ein Hornchen erhilt?

Schiilerin Nannett Konig, Klein Krams

Ma 5m2755 Ein Autobus beftrdert ins-
gesamt 42 Personen. Es sind doppelt so
viele Mianner wie Frauen und doppelt so
viele Frauen wie Kinder. Wie viele Min-
ner, Frauen bzw. Kinder fahren mit diesem
Bus?

Schiiler Sebastian Brenn, Brotterode

Ma6m2756 Beim Kohlehandel wurden
friher Briketts mit der Schaufel in Sicke
gefiillt und abgewogen. Jeweils 3 Arbeiter
schafften so in 8 Stunden 960 Sicke. Eine
moderne Maschine fiillt und wiegt jetzt in
2 Stunden die gleiche Anzahl Sicke. An
der Maschine arbeiten 2 Arbeiter. Wieviel
Arbeiter von damals werden jetzt durch
einen Arbeiter ersetzt?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2757 Eine Hausgemeinschaft will
eine rechteckige Sandkiste fir die Kinder
bauen. Als Umrandung sollen 84 wiirfelfor-
mige Steine benutzt werden, die eine Kan-
tenldnge von 20 cm haben. Wie breit wird
die Sandfliche, wenn sie eine Linge von
5 m haben soll?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m 2758 Vier Schiiler mit den Nach-
namen Erdbach, Freimuth, Giebler und
Hausmann haben (in anderer Reihenfolge)
die Vornamen Alfred, Bernd, Christian
und Detlef. Diese vier Schiiler trafen sich
auf Siegfried Zanders Geburtstagsfeier.
Folgendes ist bekannt:

(1) Als ersten Gast konnte Siegfried seinen
Mitschiiler Hausmann, als zweiten Chri-
stian und danach den Schiiler Erdbach be-
griifen. Bernd traf als Letzter ein.

Martus Mdder
Schweizor lleg 17
Schmabéalolon
6080

Ha 7e
¢-Gagaren - 05 2647
Klase 7

90

14 . alpha, Berlin 21 (1987) 1

R R 2 |

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kOnnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privalanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Na/Te (Naturwissenschaft und
Technik) und eine Ziffer, z.B. 7, vorgesetzt
(d. h. fur 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene l0sen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12 oder Na/
Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format Ad
(210 mm X 297 mm) (siehe Muster), denn
jede Aufgabe wird fir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»sehr gut gelost®, ,gut geldst* oder ,geldst“.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst®.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1986/87 lduft von Heft 5/1986 bis
Heft 2/1987. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1987 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/86 bis 2/87
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/87 vertffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/1986 bis 2/87) erhalten hat und
diese einsendet, erhilt eine Anerkennungs-
urkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1986/87
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



(2) Jeder dieser vier Giste brachte fiir das
Geburtstagskind ein Geschenk mit, und
zwar Schiiler Hausmann ein Wiirfelspiel,
Alfred einen Kugelschreiber, Bernd einen
StrauB Rosen und Schiiler Giebler ein
Buch.

Welche vollstindigen Namen haben diese
vier Geburtstagsgiste?

Ma 6 m2759. Auf einem Parkplatz waren
doppelt so viele Pkw wie Motorrdder mit
Beiwagen und dreimal so viele Mopeds wie
Pkw abgestellt. Diese Kraftfahrzeuge hat-
ten zusammen 322 Rider. Wie viele Pkw,
Motorrider mit Beiwagen bzw. Mopeds
parkten dort?

Schiilerin Heike Engel, Brotterode

Ma6m2760 Ein Flugzeug, das mit kon-
stanter Geschwindigkeit von A nach B
fliegt, war um 10.05 Uhr noch 2100 km,
um 11.20 Uhr nur noch 600 km von B ent-
fernt.

a) Wieviel Kilometer legt das Flugzeug in
der Stunde zuriick?

b) Um wieviel Uhr wird es in B landen?

Ma7m2761 Auf welche Grundziffer en-
det die Zahl 121%?
Schiiler J. Galuba, Erfurt

Ma7m2762 Drei Abraumbagger eines
Braunkohlentagebaues bewegen zusam-
men tiglich 36000 m> Abraum. Dabei
schafft der zweite Bagger 1000 m® weniger
als der dritte, der erste 3000 m® weniger als
das Doppelte des zweiten Baggers. Welche
Abraummenge wird tiglich von jedem der
drei Bagger bewegt?

Schiiler J. Galuba, Erfurt

Ma7w2763 Von einer Familie ist fol-
gendes bekannt: Der Vater ist doppelt so
alt wie seine Tochter Claudia. Der Sohn
Klaus ist 31 Jahre jiinger als seine Mutter.
Claudia ist doppelt so alt wie ihr Bruder
Klaus. Alle vier zusammen sind 127 Jahre
alt. Wie alt ist jedes der vier Familienmit-
glieder? Schiiler Sven Héhnemann,

Bad Frankenhausen

Ma 7@ 2764 Multipliziert man eine zwei-
stellige natiirliche Zahl, deren Quersumme
9 betrigt, mit 2 und subtrahiert man von
diesem Produkt 9, so erhilt man als Ergeb-
nis eine weitere zweistellige natiirliche
Zahl mit der Quersumme 9, aber mit um-
gekehrter Ziffernfolge. Wie heiBen diese
beiden Zahlen?

Diplomlandwirt Hartmut Boettcher, Weimar

Ma 8 m2765 Die folgende Behauptung ist
zu beweisen: Man erhilt das Quadrat einer
um 0,5 vermehrten natiirlichen Zahl, wenn
man das Produkt aus der betreffenden na-
tiirlichen Zahl und deren Nachfolger bildet
und 0,25 addiert.

Bernd Dethloff, Waren (Miiritz)

Ma 82766 Mike, Thomas, Reiko und
René haben auf dem Hof FuBball gespielt
und eine Fensterscheibe eingeschlagen.
Als der Vorfall untersucht wurde, machten
die Jungen folgende Aussagen:

Mike: ,Das Fenster hat Thomas oder
Reiko eingeschlagen.®

René: ,Reiko hat es getan.“

Thomas: ,Ich habe das Fenster nicht ein-
geschlagen.“
Reiko: ,Ich auch nicht.“
Ihr Lehrer, der die Jungen gut kannte,
sagte: ,Drei von ihnen sprechen immer die
Wahrheit.“
Wer hat das Fenster eingeschlagen?

Jan Unger, Grobitz

Ma8m2767 Weise nach, daB fir alle

Primzahlen p der Wert des Terms p? +2

genau einmal gleich einer Primzahl ist!
Sch.

Ma8®2768 Es ist zu beweisen, daB in
jedem gleichschenkligen Trapez die Diffe-
renz der Quadrate iiber der Diagonalen
und iiber einer der nichtparallelen Seiten
flichengleich dem Rechteck aus den bei-
den parallelen Seiten ist.

H.-D. Schwabe, Sondershausen

Ma9m2769 Wie alt ist Herr Miiller und
wie alt ist seine Frau (Altersangabe in vol-
len Jahren), wenn Herr Miiller doppelt so
alt ist wie seine Frau war, als er so alt war,
wie seine Frau heute ist? Herr Miiller wird
mit seiner Frau zusammen 108 Jahre alt
sein, wenn seine Frau so alt sein wird, wie
Herr Miiller heute ist. H.Laabs, Berlin

Ma9m2770 Zwei Primzahlen p und
p + 2 nennt man Primzahlzwillinge.
Beispiel: 11 und 13.
Es ist der folgende Satz zu beweisen:
Wenn zwei Primzahlzwillinge (p;, p; +2)
und p,, p, + 2) die gleichen Endziffern ha-
ben, so ist die Differenz p, — p, stets durch
30 teilbar.
Beispiel: (29;31) und (2999; 3001).

J. Suck, Essen, BRD

Ma 9 w2771 Fiir welche natiirlichen Zah-
len a, b, c gilt das folgende Gleichungssy-
stem

1) ad+bh=c+1
) b2 —a’=a+b
3) 2a°-6a=c"—4a¥?

F. Pampel, Zeulenroda

Ma9m2772 Es ist nachzuweisen, dal
47>56>65> 7> 8 > 92> 10! gilt.
Nach Quant, Moskau

Ma10/12 m 2773 Es sind alle geordneten
Paare hochstens zweistelliger natiirlicher
Zahlen (a; b) zu ermitteln, fiir die gilt b: a
=1a,b (a Komma b ist als Dezimalzahl auf-
zufassen)!

Dr. H. Englisch, Karl-Marx-Univ. Leipzig

Ma10/12 w2774 Wie groB ist cot3x,

wenn —sinx + cosx = V# ?

Es seixePund0<x<%.

Ch. Bittner, Miihlhausen

Ma 10/12m 2775 Welche reellen Zahlen
erfiillen die Gleichung

V2-x+4yYx—-3 =17

B. Dethloff, Waren (Miiritz)

Ma10/12m2776 Es seien h,, hy, h. die
Liangen der Hohen eines Dreiecks und ¢
die Ldnge des Radius des Inkreises dieses
Dreiecks; dann gilt
1 1
h, h
Diese Aussage ist zu beweisen!

1_1
he o
Sch.

Naturwissenschaft
und Technik

Na/Te 6 380 Fritz und Werner, die in
zwei Orten wohnen, die 42 km voneinander
entfernt liegen, fahren einander mit dem
Fahrrad entgegen. Sie verlieBen ihre Hei-
matorte zur gleichen Zeit und treffen sich
nach 2 h.

Welche Geschwindigkeit hatte jeder, wenn
Fritz mit seinem Rennrad in einer Stunde
3 km mehr zuriicklegte als Werner mit sei-
nem Tourenrad? (Die Bewegung sei stets
gleichformig.)

Na/Te 6 m 381 In einem MeBgeritewerk
konnte durch technische Verbesserungen
die Produktion von tiglich 40 Gerdten auf
tédglich 60 Geriite erhoht werden. Auf wie-
viel Prozent stieg die Produktion?

Na/Te 7m 382 Welche Terme kann man
jeweils mit folgendem Rechenablaufplan
ermitteln?

o 1[=]3[x]s[=]
b 3[+]4=[x]6[=]
o s[-3[=I[4[E]

Na/Te 8 m383 Peter schatzt die Linge
einer Strecke auf 60 cm.

Die Messung ergibt einen Wert von
57 mm. Berechne den absoluten, relativen
und prozuentualen Fehler!

Na/Te8m384 Es soll der Wandquer-
schnitt (4z) eines Gasrohres mit dem Ta-
schenrechner berechnet werden, dessen
AuBendurchmesser (d;) und Innendurch-
messer (d;) jeweils durch Messung ermittelt
wurden.

d,=13,1; d;=11,2 (Angaben in mm)

Na/Te 9m 385 Ein Flugzeug benoétigt fiir
eine 50km lange Priifstrecke mit Wind
und gegen Wind zusammen eine Flugzeit
von 9,5 min. Die Windgeschwindigkeit be-

trage 8%. Berechnen Sie die Eigenge-
schwindigkeit des Flugzeugs!

Na/Te9m 386 Wasser wurde gleichmiBig
erhitzt. Es ergaben sich folgende MeB-
werte:
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Zeit t in min 0 2 3 6 8

Temperatur & J
in °C 20 | 35 | 42,5/65 | 80

Fiir die Zahlenwerte x der Zeit ¢t und die
Zahlenwerte y der Temperatur & besteht
eine Funktion y = f(x).

a) Entscheiden Sie mit der graphischen
Darstellung, ob die Funktion linear ist!

b) Geben Sie eine Gleichung fiir die Funk-
tion an!

¢) Welche Temperatur hat das Wasser nach
16 min?

Na/Te 10/12 w387 Stimmgabeln flihren
bharmonische Schwingungen aus. Diese Ei-
genschaft wird experimentell genutzt, um
sehr kurze Zeiten zu messen. Dazu werden
die Schwingungen einer Stimmgabel z. B.
auf einer beruBten Glasplatte aufgezeich-
net und die Anzahl der Schwingungen ge-
zdhlt. In welcher Zeit fihrt eine Stimm-
gabel mit der Frequenz f=440Hz
25 Schwingungen aus?

Na/Te 10/12m 388 Ein Schiiler schleu-
dert einen Pendelkorper (m = 100¢g), der
an einem Faden von 1 m Linge befestigt
ist, mit der Hand schnell im Kreis herum.
Er sieht zundchst nicht ein, warum ihn der
Lehrer scharf zurechtweist und ihn leicht-
sinnig nennt.

a) Berechnen Sie die Kraft, mit der der
Pendelfaden gestrafft wird, wenn das Her-
ausschleudern 2mal je Sekunde in horizon-
taler Ebene geschieht!

b) Mit welcher Kraft wird der Faden bei
der Bewegung in einer vertikalen Ebene ge-
spannt?

alpha-
Wettbewerb
1985/86
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser
Teil 3

Es wird verzweigt

Mit dem Computer haben wir bis jetzt im-
mer etwas ausgerechnet. Nun soll uns der
Computer helfen, Zahlen auf Teilbarkeit
zu untersuchen. Wir wollen mit seiner
Hilfe feststellen, ob eine natiirliche Zahi n
(z.B. 357983) Vielfaches einer natiirlichen
Zahl t (z.B. 17) ist (¢t + 0) bzw. ob gilt: t/n.

Zunichst vereinfachen wir die Aufgabe, in-
dem wir uns das Ziel stellen, ein BASIC-
Programm zu schreiben, mit dem ein Com-
puter von einer natiirlichen Zahl a
entscheiden kann, ob sie durch 7 teilbar ist
oder nicht. '

Ohne Computer konnte man wie folgt vor-
gehen: Man dividiert die Zahl a durch 7.
Ist das Ergebnis eine natiirliche Zahl, so
gilt 7| a, ansonsten gilt 7 + a.

Bevor wir an das Programmieren gehen,
wollen wir folgende Aufgabe l6sen.

A 18 o Vervollstindige die Tabelle!
(Der Quotient a:7 ist — falls er keine na-
tirliche Zahl ist — auf Zehntel zu runden!)

a a7 a:] 7/a

9 1,2 1 Nein

14

23

21

84

95

Fiir die Teilbarkeit einer natiirlichen Zahl
a durch 7 gilt: Wenn [a:7]=a:7, so 7/a,
sonst 7+ a.

Eine BASIC-nahe Formulierung wire:
Wenn [a:7)=a:7 , so drucke 7/a,

Anweisung 1

Bedingung
sonst drucke 7+a !
—_—
Anweisung 2
In BASIC kann man den Sachverhalt so
notieren:
IF INT (A/7) = A/7 THEN PRINT ,7/%;

A:ELSE PRINT ,7 KEIN TEILER VON¢;
A (if —, then (engl.) — wenn —, dann; else
(engl.) — sonst) IF ... THEN ... ELSE
ruft eine Programmuverzweigung hervor.
Wenn die Bedingung nach dem IF erfullt
ist, so wird die Anweisung 1 ausgefiihrt
und die Anweisung 2 iibersprungen. Ist die
Bedingung nach dem IF nicht erfiillt, so
wird die Anweisung 1 iibersprungen und
die Anweisung 2 ausgefiihrt. In jedem Fall
setzt der Computer die Arbeit mit der
nichsten Programmzeile fort.

Allgemein hat in BASIC eine Programmuver-
zweigung mit Hilfe von IF ... THEN ...
ELSE folgenden Aufbau:

Bei den Bedingungen treten oft Vergleiche
auf, wobei in BASIC z.T. andere Symbole
Verwendung finden als tiblich.

Ubliche

Darstellung=< > = = =
BASIC-
Darstellung = < > <= >= <>

Nach diesen langen Vorbetrachtungen wol-
len wir nun ein BASIC-Programm zur Un-
tersuchung der Teilbarkeit einer natiirli-
chen Zahl a durch 7 vorstellen.

Programm 4.

18 INPUT ,GIB EINE NATUERLICHE
ZAHL EIN'; A

20 IF INT (A/7)=A/7 THEN PRINT
»17*; A:ELSE PRINT ,7 KEIN TEILER
VON“A

39 END

4194 Verindere Programm 4 so, daB
man die Teilbarkeit einer natiirlichen Zahl
a durch eine beliebig wihlbare natiirliche
Zah! (1 #+ 0) feststellen kann.

Problem + Computer = Lésung?

Um dem Leser erste Vorstellungen von der
Programmiersprache BASIC und dem Pro-
grammieren zu vermitteln, haben wir bis-
her recht iiberschaubare Beispiele gewihlt.
Dabei konnte man allerdings schon fest-
stellen, dafl der Computer selbst sehr wenig
kann. Im wesentlichen kann er Zahlen ad-
dieren, multiplizieren, dividieren, subtra-
hieren und Zahlen vergleichen. AuBerdem
kann er die Werte einiger Funktionen
selbst ermitteln.

(Auf die Moglichkeit, den Computer zur
Losung nichtnumerischer Probleme einzu-
setzen, wird hier nicht eingegangen.)
Wenn wir also einen Kleincomputer zum
Lésen eines Problems nutzen wollen, so
miissen wir zunichst einmal selbst einen
Losungsweg entwerfen. Haben wir einen
Losungsweg gefunden, muB man ihn -
falls er {iberhaupt mit einem Kleincompu-
ter realisierbar ist — computergerecht auf-
bereiten; d. h., er ist so weit in einzelne
Schritte aufzugliedern, daB der Computer
sie ausfiihren kann. Diese Schrittfolge ist
nun noch in eine Programmiersprache zu
ubersetzen. Um das Vorgehen zu verdeutli-
chen, betrachten wir einige Beispiele.
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Aufgabenbeispiel 1

Es sollen alle Teiler einer natiirlichen Zahl
n (n > 1) mit einem Kleincomputer ermit-
telt werden.

Lisungsetappen:

1. Feststellen der Eingabe- und Ausgabeda-
ten

Eingabe: Natiirliche Zahl n (n > 1)
Ausgabe: Alle Teiler von n

2. Problemanalyse

Eine natiirliche Zah] ¢ ist Teiler einer na-
tiirlichen Zahl n, wenn es eine natiirliche
Zahl x gibt, so daB gilt: t- x = n bzw.
x=n:t(t+0).

Als Teiler kommen dabei nur Zahlen von 1
bis n in Frage. Indem wir alle Quotienten
n:t bilden, kénnen wir die Teiler von n
finden. Wenn der Quotient n: ¢ eine natiir-
liche Zahl ist, so ist ¢t ein Teiler von n.
Fiir n =9 kOnnte man sich folgende Ta-
belle anlegen, um alle Teiler von 9 zu er-
mitteln.

Aufgabenbeispiel 2

Ermittle alle Paare [x;y] mit x € N und
y €N, die die Gleichung 2x + 3y = 57 er-
fillen!

Losungsetappen

1. Feststellen der Eingabe- und Ausgabeda-
ten

Eingabe: Natiirliche Zahlen x; y

Ausgabe: Alle geordneten Paare [x;y], die
die Gleichung 2x + 3y = 57 erfuillen.

2. Problemanalyse

Fiir x kommen nur natiirliche Zahlen von
0 bis 28 und fur y nur natiirliche Zahlen
von 0 bis 19 in Frage.

Das sind insgesamt 580 geordnete Paare
[x;¥], von denen man entscheiden muB, ob
sie die Gleichung 2x + 3y = 57 erfiillen.

3. Losungsplan

Fiir x = 0 bis x = 28 ist jeweils zu untersu-
chen, ob es ein y mit y = 0 bis 19 gibt, so
daB [x;y] die Gleichung 2x + 3y = 57 er-
fullt.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9
9:¢ 9 4,5 3 2,25 1,8 1,5 1,2... | 1,25 1
t/9 Ja Nein Ja Nein Nein | Nein Nein Nein Ja

Fiir groBere Zahlen n liefert dieses Vorge-
hen prinzipiell auch alle Teiler, kann aber
sehr arbeitsaufwendig sein.

3. Losungsplan

(1) Eingabe von n.

(2) 1 ist stets Teiler von n.

(3) Fiir alle natiirlichen Zahlen ¢t mit 2 < ¢
= n ist zu untersuchen, ob der Quotient
n:t eine natiirliche Zahl ist. (Das ist der
Fall, wenn [n:t]=n:1t.)

Ist n: t eine natiirliche Zahl, so ist ¢ Teiler
von n.

(Ausgabe von t!)

4. BASIC-Programm

Programm 5

16 CLS

20 INPUT ,GIB EINE NATUERLICHE
ZAHL EIN'; N

30 PRINT ,TEILER SIND: 1“1

40 FORT=2TON

50 IF INT (N/T)=N/T THEN PRINT
T;h

60 NEXT T

70 END

Im Programm $ wurde in Zeile 50 die An-

weisung IF... THEN verwendet. Auch

diese Anweisung ruft eine Programmver-

zweigung hervor. Wenn die Bedingung hin-

ter IF erfiillt ist, so wird die Anweisung, die

auf THEN folgt, ausgefiihrt.

Ist die Bedingung hinter IF nicht erflllt,

wird die Anweisung hinter THEN iiber-

sprungen. In jedem Fall setzt der Compu-

ter die Arbeit mit der folgenden Pro-

grammzeile fort.

420a Uberlege, ob im Programm 5 die
Variable T unbedingt alle Zahien von 2 bis
n durchlaufen muB, um alle Teiler von n
zu ermitteln!
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Ist das der Fall, so ist das Zahlenpaar [x;y]
eine Losung der Gleichung.
4. BASIC-Programm

Programm 6

18 CLS
20 FOR X=0TO 28
3 FORY=08TO 19
490 IF 2 ¥ X+3 ¥ Y=57 THEN
PRINT“ (“; X; “; “; Y; )
560 NEXTY
68 NEXT X
76 END

Im Programm 6 wird die ,Eingabe“ aller
moglichen Zahlenpaare [x;y] mit Laufan-
weisungen realisiert. Dazu miissen sogar
zwei Schleifen ineinander geschachtelt
werden. Die Schleife mit den X-Werten ist
die duBere, die mit den Y-Werten die in-
nere Programmschlieife. Der Computer be-
ginnt mit dem ersten X-Wert und arbeitet
damit alle Y-Werte (innere Schleife) ab.
Dann wird mit dem niéichsten X-Wert die
innere Schieife emeut durchlaufen usw.
Der KC85/1 hat die 580 Fille in wenigen
Sekunden durchgerechnet.

Lésung: (0;19), (3;17), (6;15), (9;13),
(12;11), (15;9),-(18;7), (21;5), (24;3),
@7;1)

A2l o a) Ermittle alle natiirlichen Zah-

len n, die folgende Eigenschaften haben:

— n laBt bei der Division durch 3 den Rest
2.

— n? 1dBt bei der Division durch 11 den
Rest 1.

— Es gilt 50 = n = 150.

b) Entwickle zur Ermitthing dieser Zahlen

ein BASIC-Programm!

A 22 Ao Wieviel natiirliche Zahlen von 1
bis 1986 sind durch 5, aber nicht durch 7
und nicht durch 11 teilbar?

Erarbeite zur Lésung der Aufgabe ein BA-
SIC-Programm!

A23 a Entwickle ein BASIC-Programm
fur ein Zahlenratespiel! Es soll eine natiir-
liche Zahl erraten werden. Diese Zahl gibt
ein Mitspieler dem Computer ein. Nach
der Zahleneingabe ist der Bildschirm zu 16-
schen. Ein anderer Spieler soll diese Zahl
erraten. Auf den eingegebenen Tip soll der
Computer eine der folgenden Informatio-
nen geben: Treffer; Tip war zu klein; Tip
war zu groB. (Verbessere zusitzlich das
Programm so, daB man nach einem Treffer
erfihrt, wieviel Tips notig waren!)

1y Das Semikolon am Ende der Programm-
zeile ist nicht erforderlich; er gibt aber
einen libersichtlicheren Ausdruck auf dem
Bildschirm.

L. Flade/M. Pruzina

Drehsymmetrie

Eine Figur heiBt drehsymmetrisch mit dem
Winkel @, wenn sie bei einer Drehung um
@ in sich iibergeht. Wie groB ist jeweils ¢?




Komplexe
Ubungen

Preisausschreiben

Die neuen Lehrbiicher fiir Mathematik ab
Klassenstufe 5 enthalten nach gréBeren
Stoffabschnitten sogenannte Komplexe
Ubungen. Sie orientieren auf eine systema-
tische Entwicklung des Kénnens der Schii-
ler im Anwenden ihres mathematischen
Wissens. Beim Lésen von Aufgaben kom-
plexen Charakters muB der Schiiler zuneh-
mend selbstindig entscheiden, welches von
ihm erworbene Wissen und Konnen einzu-
setzen ist. Es geht also unter anderem um
die Befihigung der Schiiler zum inner-
und auBermathematischen Anwenden des
erworbenen mathematischen Instrumenta-
riums als das entscheidende Kriterium fir
den Lernerfolg.

Wie Schiiler auf solche umfassenden Auf-
gabenstellungen vorbereitet werden kon-
nen, sollen die nachfolgenden vier Bei-
spiele fir Aufgaben komplexen Charakters
andeuten.

Die Redaktion der Schiilerzeitschrift alpha
ist an weiteren Aufgaben komplexen Cha-
rakters (in der anschlieBend angegebenen
Form) sehr interessiert und fordert ihre Le-
ser auf, eigene Aufgaben dieser Art ein-
schlieBlich der Losungen einzusenden. Fiir
die besten Einsendungen sind Preise aus-
geschrieben.

Aufgabe 1, Klassenstufe 5

In der Landwirtschaft werden oft pflanzli-
che Erzeugnisse auf sogenannte Getreide-
einheiten (GE) umgerechnet; dann ist ihr
Wert besser vergleichbar. Dem Getreide
selbst wird also 1 GE zugrunde gelegt.
1 dt GE wird mit 40 M berechnet. Fiir Kar-
toffeln und fiir Zuckerriiben gelten jeweils
0,25 GE, fur Zuckerriibenblatt gilt 0,10 GE,
fir Olfriichte 2 GE, fiir Feldfutter 0,12 GE.
Durch umfassende Meliorationen (Boden-
verbesserung durch vielfdltige MaBnah-
men) konnte im Kreis Rébel (Bezirk Neu-
brandenburg) die Marktproduktion um
17 dt GE je ha gesteigert werden.

a) Wieviel dt GE wurden im Kreis Robel
(landwirtschaftliche Nutzfliiche 30562 ha)
mehr geerntet? Runde sinnvoll!

b) Wieviel Millionen Mark Nutzen hat da-
durch jidhrlich die Volkswirtschaft? Runde
sinnvoll!

¢) Runde die landwirtschaftliche Nutzfli-
che auf km?! Wie lang wire dann eine
Seite eines Rechtecks, dessen andere Seite
18 km lang wire?

d) Gib fiir Zuckerriiben und Zuckerriiben-
blatt die GE in Form eines gemeinen Bru-
ches an!

e) Wieviel dt Kartoffeln haben den glei-
chen Wert wie 2,5 dt Olfriichte?

f) 7,5dt Getreide nehmen etwa einen
Raum von 1m? ein. Wieviel Kubikmeter
Raum wird fiir 3000 dt Getreide benotigt?
g) Wie hoch ist ein quaderformiger Lager-
raum dann geflillt, wenn seine Grundseiten
20 m und 5 m lang sind?

Aufgabe 2, Klassenstufe 6

a) Zeichne ein Rechteck ABCD mil
AB=12cm und BC=10cm! Lege einen
inneren Punkt E auf AB derart fest, daB er
8 cm von A entfernt ist und einen inneren
Punkt F auf CD, der von D 4 cm entfernt
ist! Verbinde F mit 4 und E, E mit C!

b) Welchen Flicheninhalt besitzen die ent-
standenen Dreiecke AEF und EBC?

c) Zeige, daB die Strecken AF und EC
gleichlang sind!

d) Zeige, daB die Winkel
4 CEF gleichgroB sind!

e) Zeige, daB die Strecken AF und EC par-
allel zueinander verlaufen!

f) Weise nach, daB der Streckenzug AFEC
langer als 30 cm, aber kiirzer als 42 cm ist!
g) Beweise, da die Summe der GroBen der
Winkel % EA" und 4 ECB genau 90° be-
tragt!

X AFE und

Aufgabe 3, Klassenstufe 7/8

Eine LPG hat einen Weizenschlag von
68 ha. Die Emte erfolgt durch Mihdre-
scher E516. Der Kornbunker ist gegeniiber
den bisherigen Mihdreschern E512 dop-
pelt so groB und faBt mit 4,0 m? jetzt 31 dt
Weizen.

a) Welche Flache ist nach 1250 m Fahrweg
abgemidht bei einer Schnittbreite von
5,40 m? Der Kombunker ist dann gefiillt.
b) Welcher Getreideertrag (in dt) wird vom
gesamten Schlag geemtet?

c) Stelle eine Formel fiir den Gesamtertrag
E (in t) auf! Es sei dabei 4 die Gesamtfli-
che (in ha), ! die Linge des Fahrweges
nach vollem Bunker (in m), F das Fas-
sungsvermégen des Bunkers (in dt), b die
wirksame Schnittbreite (in m).

d) Damit die Ko6rnerverluste im Dresch-
werk 1,5% nicht iiberschreiten, darf der
Durchlauf 5 kg je Sekunde nicht iiberstei-
gen. Welche Zeit bendtigt dann ein Mih-
drescher E516 zur Fiilllung seines Komn-
bunkers?

e) Mit welcher Geschwindigkeit (in km/h)
darf dann der Mihdrescher héchstens fah-
ren?

f) Wieviel di Halmgetreide werden auf
einem Hektar geschnitten, und wieviel t
Stroh werden auf dem Schlag geemntet,
wenn das Korner-Stroh-Verhiltnis, also
das Verhiltnis von Kom zu Stroh, 1:0,75
betrigt?

g) In welcher Zeit ist der Schlag abgemiht,
wenn 4 Mihdrescher E 516 zugleich arbei-
ten und das Umladen auf die Hinger je-
weils 4 bis 5min dauert? (Verwende
4,5 min!)

h) Der Gesamtertrag soll zunidchst in
einem Trockenraum mit einer rechtecki-
gen Fliache von 16 m und 9 m Seitenlinge
ausgebreitet werden. Welche Hohe hat das
so gelagerte Korn?

i) Danach erfolgt die Lagerung in Silos, die
die Form eines geraden Kreiszylinders ha-
ben (5,10m lichter Durchmesser, 10 m
Nutzhshe). Sind zwei Silos dazu ausrei-
chend?

Aufgabe 4, Klassenstufe 9/10

a) Bei einem gleichschenkligen Dreieck ist
die Basis gleich 4 LE (Lingeneinheiten,
z.B. 4 cm). Die Linge seiner Schenkel sei
mit x bezeichnet. Der Umfang y des
gleichschenkligen Dreiecks soll als Funk-
tion von x dargestellt werden: y = f(x).

b) Geben Sie den Definitionsbereich dieser
Funktion an, wenn der Umfang des gleich-
schenkligen Dreiecks 30 LE nicht iberstei-
gen soil! )

c) Zeichnen Sie den Graph dieser Funk-
tion im Definitionsbereich —1 = x = +7!
d) Eine Normalparabel sei in positiver
Richtung um c¢ auf der x-Achse verscho-
ben. Wie lautet die Funktionsgleichung
dieser Parabel, wenn sie mit der Funktion
y=f(x) aus Aufgabe a) einen gemeinsa-
men Punkt P, auf der y-Achse besitzt und
welche Koordinaten hat ihr Scheitelpunkt
Py? :

e) Welche Koordinaten hat ihr zweiter
Schnittpunkt P, mit der Funktion
y=f(x3?

f) Wie lauten m und n der linearen Funk-
tion y = g(x) = mx + n, auf der die Punkte
Py und P, liegen?

g) Durch P, sind die Parallelen zu den Ko-
ordinatenachsen zu zeichnen! Die Gerade
y = f(x) teilt das entstandene Rechteck in
zwei Teilflichen. Zeigen Sie, daB sich de-
ren Flicheninhalte wie 3:5 verhalten!

h) In jede der Teilflichen ist ein Quadrat
so einzubeschreiben, daB ein Eckpunkt auf
f(x) und die anderen drei Eckpunkte auf
den Rechteckseiten liegen. Berechnen Sie
jeweils die Seitenlinge dieser beiden Qua-
drate!

i) Zeichnen Sie die Gerade, die durch P,
und P, geht! Im Rechteck entsteht dadurch
ein zweites Dreieck mit den Eckpunkten
P, Py, 0 (0 sei der Koordinatenursprung).
Beweisen Sie, daB beide Dreiecke einander
dhnlich sind!

Losungen siehe Heft 2/87 H.-J. Kerber
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In freien Stunden - alpha heiter

Gerd Wessel

KwaB — ein russisches Erfrischungsgetrink

Einem Laden wurden sechs Fisser Kwal geliefert.
Auf dem Bild ist gekennzeichnet, wieviel Liter in
jedem FaB waren. Bereits am ersten Tag fanden sich
zwei Kiufer. Einer kaufte zwei Fisser, der andere
drei, wobei der erste zweimal weniger Kwal kaufte
als der zweite. Es war nicht einmal nétig, die Fisser
zu O6ffnen. Von den Fissern verblieb nur eins am
Lager. Welches?

J.1. Perelman

Gut kombinieren

In die leeren Felder sollt ihr die Zahlen von 1 bis 9
so einsetzen, daB die Aufgaben in den waagerech-

ten und senkrechten Spalten richtig gelst werden.
aus: NBI, Berlin

Personliches

Der jugoslawische Geographieprofessor Viadimir Zu-
bic vermag im Kopfrechnen die 37. Wurzel aus
einer hundertstelligen Zahl in nur zwei Minuten
und 17 Sekunden zu ermitteln. Dies stellte der
Schnellrechner aus der bosnisch-herzegowinischen
Hauptstadt Sarajevo kiirzlich im Fernsehen unter
Beweis (ADN).

20 - alpha, Berlin 21 (1987) 1

Das T-Puzzle

Das Bild zeigt ein Trapez (Basiswinkel 45°). Fertige
dir eine Schablone an, zerschneide diese und lege
die vier Teile zu einem T zusammen, keine einfa-
che Sache. Es gibt vier verschiedene Ldsungen!
aus: Pythagoras, Groningen

Wie alt bin ich?

Opa erzihlt: ,Meine Frau (Oma) ist 6 Jahre jiinger
als ich, meine Frau ist aber auch flinfmal so alt wie
meine Enkelin. Meine Tochter ist halb so alt wie
ich, mein Schwiegersohn ist 2 Jahre dlter als meine
Tochter.
Zusammen sind wir 238 Jahre alt.

Schiilerin Claudia Schnelle, Schmélin

Verlorener Grand Hand

In einer Skatrunde spielte Paul als Hinterhandspie-
ler Grand Hand und verlor, obwohl im Skat Herz
Zehn und Karo Zehn lagen.
Nach dem Spiel legte Paul sein Blatt auf den Tisch
und daneben den Skat.
Pauls Blatt: Kreuz — Bube, As, Zehn, Konig, Ober;
Pik — Bube, Konig, Ober; Karo — Bube, As.
Skat: Herz — Zehn; Karo - Zehn.
Paul bemerkte dazu: ,Bei der Kartenverteilung und
der Spielweise meiner Gegner hatte ich mit Grand
Hand keine Gewinnchance.“
Ein vom Nachbartisch gerade Hinzugekommener,
der Pauls Blatt und den Skat liegen sah, fragte: ,Lag
bei diesem Spiel im ersten Stich ein Bube?“ Als
Paul verneinte, urteilte der Hinzugekommene:
,Dann liegt eindeutig fest, welche Karten der Vor-
derhandspieler hatte.“
Kennst du das Blatt des Vorderhandspielers?

W. Trager, Débeln



Anti-magisches Quadrat

Bilde mit den Ziffern 1 bis 9 ein anti-magisches
Quadrat! Dies bedeutet, daB keine waagerechte,
senkrechte oder diagonale Summe gleich ist. Finde
bitte nur eine der moglichen Losungen, denn durch
weiteres Variieren dieser Losung konntest du miihe-
los weitere erzeugen! aus: Magazin, Berlin
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GruBl von der Karl-Marx-Universitit

Im Jahre 1946 war die demokratische Neuer6ffnung
der Leipziger Universitit, der heutigen Karl-
Marx-Universitat (KMU).

Versucht doch nun einmal, die natiirlichen Zahlen
von 1 bis 26 so in die Kreisfelder der KMU-Figur
einzutragen, daB die Zahlensumme auf jeder gera-

den Linie 46 betrigt! Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

CAVRLS

Alles Quadratzahlen
Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern!

AB + CD + AEFC = AEGD
+ + + +
FGD + HGC + AB = AEGD
+ + + +
HGC + FIB + CD = AEGD

AEGD + AEGD + AEGD = KFBH
Ing. A. Korner, Leipzig

Heiteres ©©

Additionsritsel

Vor 2030 Jahren starb ein beriihmter rémischer
Feldherr unter den Dolchen seiner politischen

" Feinde. Hinter den Fragezeichen verbergen sich

seine drei Namen. Deren Buchstaben wiederum
sind durch Zahlen zu ersetzen (nur gleiche Buch-
staben durch gleiche Zahlen, keine Null an erster
Stelle), so entsteht eine einzige richtige Addition.
Philarithmos, ND, Berlin

??2?2??
+?2?2?2?2??
=272?2?2?2?7?

Ein altes Teilungsproblem

Ein reicher Mann verfiigte in seinem Testament,
daB all seine Goldmiinzen gleichmiBig unter seine
drei Kinder Peter, Paul und Mary verteilt werden
sollen. Da eine Miinze iiberzihlig war, sollte diese
sein treuer Diener erhalten. Gegen Mitternacht
wachte Peter auf, versteckte seinen Haufen mit
Goldmiinzen und teilte die zwei iibrigen Haufen in
drei neue Haufen auf. Als er feststellte, daB eine
Miinze iibrig war, entschied er, diese dem Diener
zu geben. Spiter tat Paul das gleiche und gegen
Morgen Mary ebenfalls. In jedem Falle blieb eine
Miinze fiir den Diener iibrig.

Welches war die geringste urspriingliche Anzahl
von Goldmiinzen?

aus: The Australian Mathematics Teacher
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aus: Urbanitaten von Gerd Wessel (Cartoons)

aus: Pythagoras, Groningen
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Losungen

Losungen zur Sprachecke

Ala Eine achtstellige ganze Zah! hat
folgende Eigenschaften:

(I) Die ganze Zahl wird, in der Basis 10,
mit zwei Einsen, zwei Zweien, zwei Dreien
und zwei Vieren geschrieben.

(II) Die zwei Einsen werden durch eine
ganze Zahl, die zwei Zweien durch zwei
ganze Zahlen, die zwei Dreien durch drei
ganze Zahlen und die zwei Vieren durch
vier ganze Zahlen getrennt.

Wie heiBt die ganze Zahl?

Lisung: Die Zahl muB lauten: 41312432,
Dabei ist eine 3 zwischen 1 und 1; 4 und 3
zwischen 2 und 2; 1, 2 und 4 zwischen 3
und 3 sowie 1, 3, 1, 2 zwischen 4 und 4.

A2 A Die Briider Aljosha und Boris wur-
den beide im August geboren. In die
Schule kamen sie mit sieben Jahren. Die

- Nummer der Klasse, in der jetzt der dltere
Bruder Boris lernt, ist gleich dem Alter von
Aljosha. In welche Klasse kommt Aljosha,
wern Boris die zehnklassige Oberschule
beendet?

Lésung: Das Alter eines Schiilers, der im
August geboren ist und der mit 7 Jahren
eingeschult wurde, ist um 6 groBer als die
Nummer der Klasse, in der er gerade lernt.
Folglich ist Boris 6 Jahre ilter als Aljosha.

A2 A Wirbezeichnen die Punkte wie aus
nebenstehender Skizze ersichtlich. Der
Flicheninhalt des Quadrates CDEG ist 1.
Die Hohe h, des Dreiecks AED auf der

Seite DE ist gleich 2, da

2
der Fliachengleichheit gilt. Analog ist
h, = 2. Damit gilt fiir die Fliche des Trape-
zes ABGE:

2-a

2'a 1
—2—+a+—2——1,alsol—?.

1 =1 wegen

l 8

A
by ha

A 3 o_ Die Eckpunkte der Dreiecke seien
A4,(1,0), A;(a3,0), 45(as,0), ...

und B, (0,1), B,(0,b,), B;(0,b,), ...

U (0,0) sei der Koordinatenursprung.

Fiir die Fliche des Dreiecks UA4,B, gilt:

1
F(UA,B,) =3
1'a2

2 ’

Weiter ist F(B,U4,)=1=
also 4,(2,0). Ferner ist

_ 3 _2b 3
F(BzUAz) = 2 = 7 also 32(0,7)

293 8
und F(BzUAJ) =2 3 2
also A;(%,O . SchlieBlich ist
5 8 3 .
F(B3;UA3) =5 37 und damit
15 o _15 3 3
B’(O’—ﬂ—)' Somit gilt a = 3 2=

A4 a4 Essei A, die Flache des n-ten Krei-
ses mit dem Radius r,.
Dann giit 4, = nd, = nrt:
Da A, = ist, folgt r,= yn .

Mithin ist a=rs—re= 45 — 2.

Wenn Boris die 10. Klasse beendet, dann ‘a5 a Die Punktbezeichnung ist aus der

schlieBt Aljosha die 4. Klasse ab und
kommt in die finfte.

A3 A Grille chiffrée-Zahlengitter:

Das Zahlengitter ist mit Hilfe untenstehen-
der Zahlen zu vervollstindigen, so daB jede
senkrechte oder waagerechte Reihe von
finf Zahlen insgesamt 84 ergibt.

Lisung:

22| 3129|228

1 4 6
16|11] 5 }25]27
30 26 9

15/12[20]23]14

Losungen zu: Alle Teile haben
den gleichen Flicheninhalt

a1l a Firden Kreisumfang ist

u=2mr=2m.

Da u in 10 gleiche Teile unterteilt ist, gilt a
u _m

10 5
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Skizze entnehmbar. Da die Fliche des
Dreiecks AED ein Fiinftel der Fliche des
Quadrates ist, muB

3

DE =% und somit EC = 3 ein. Damit
muB EC- % = % gelten, also ist CF= %

Mit dem Satz des Pythagoras folgt
ﬁ=%v181 und da EG = GF ist,

(die Dreiecke PGE und PGF haben die
gleiche Flache und die gleiche H6he, also
auch die gleichgrofe Grundseite)

U U
ista= 30 181 .
> 3 c
G
.
P
A 8

A6 A Die Punkte der Abszisse seien mit

U@©,0), A,(a;,0), ..., 4.(a,,0), ... be-
zeichnet. Dann ist ¢, =1 und wegen der
Dreiecksflichenformel a,,2a,, = n%.

(Man beachte die Flichengleichheit!)
Also ist a, = ﬁ

und damit a=a5—a4=\/_—2.

(Man beachte die Analogie zwischen Auf-
gabe 4 und 5!)

A7 A Wirbezeichnen die Punkte wie aus
nebenstehender Skizze ersichtlich. Da die
Fliche des Dreiecks ADC ein Fiinftel der
Gesamtfliche des Dreiecks ABC sein soll,

a1
folgt CD = 5
(Flichenformel, gleiche Hoéhe!)
Der Kosinussatz im Dreieck ADC liefert
AD =21 Nun git 4E ED =1:2,

da die Fliche des Dreiecks AFE halb so
groB sein soll, wie die Fliche des Dreiecks
EFD. Folglich gilt

— 21 2
a—ED—?‘E'JZ_f-—F 21.
C
b
E
A F B8

L6sungen zu HEXAHEX -
ein geometrisches Puzzle
Ala

Bild 2d

A2A

a) 1/3/N : 7




b) 2/11 f :

c) 4/5/8

i

&

d) 7/9

e) 6

Sie

A3 a Esgilt die Gleichung
2:c-d=18+c}+d?

mit den gleichen Nebenbedingungen wie

vorn. Durch systematisches Probieren, bei

d =2 beginnend, entsteht die folgende Ta-

belle:

d c Cy d]

2 5 1 1 1
3 3 0 0 2
3 6 3 3 3
5 5 4 4 4)
9 10 9 9 &)

Wir finden daraus zwei konvexe Figuren;
die rechnerische Losung (5) widerspricht
auch (177).

Bild 3a Bild 3b
a) 1/4 b) 2/3

O A

A4 A Zwei Beispiele

OaViNa%

A

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

KwaB - ein russisches
Erfrischungsgetrink
Der zweite ein 16-Liter-, ein 19-Liter- und
ein 31-Liter-FaB. )
Es sind also

15+18=133; 16 + 19+ 31=66.
Das heiBt, der zweite Kiufer kaufte doppelt
soviel KwaB wie der erste. Ubrig bleibt das
20-Liter-FaB.

Gut kombinieren

12 : 4+9=12
6+5-8= 13
1-7-2= 25
1-2-5=10
Das T-Puzzle
637
1 1
LA
e
212

1

Wie alt bin ich?

Claudia ist 14 Jahre alt; Opa: x;

x,

2 b

% . Boeling S
2 » *; S bl

x—6 x x
x+(x—6)+( 5 )+7+<?+2>
=238; x=176.

Der Opa ist 76 Jahre alt.

Oma: x — 6; Tochter:

Schwiegersohn:

Anti-magisches Quadrat
Eine der moglichen Losungen:

7|63 |~%

511 2|~ ¢

8 (4|9 |-
2 I TR N

12 20 " 1 17

GruB von der KMU
Eine mogliche Eintragung:
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Alles Quadratzahlen

Aus den ersten beiden Spalten bzw. aus der
zweiten und dritten Zeile folgt, daB die
Zahl AEGD mit einer Eins beginnen muB.
(Die Summe zweier dreistelliger Zahlen
plus einer zweistelligen Zahl ist im vorlie-
genden Fall kleiner als 2000.) Also 4 = 1.
Damit ergibt sich fiir AB =16. (Einzige

Quadratzahl im Bereich 10 bis 19.) Damit
ist also B =6.

Weiterhin folgt aus der ersten Zeile, daB B
+ C =10 sein muB.

Damit ist C = 4.

Deshalb muB CD = 49 sein. Also: D=9.
Aus der dritten Spalte folgt F=G—6.
Weil die Ziffer 9 schon belegt ist, bleibt fiir
F nur noch die Ziffer 2; denn die Eins ist
auch vergeben. Die rechte untere SchluB-
summe muB als Endziffer eine 7 haben,
denn 3:9=27. Also ist H=17. G = 8. Da-
mit ist die Zahl HGC im Bereich 704 bis
784 zu suchen. Es kommt nur die Zahl 784
in Frage. Also: G = 8.

Jetzt ergibt sich in der ersten Spalte schon
die Gesamtsumme aus: 16 + 289 + 784
=1089. Also ist E =0. Nun ist es leicht,
I=5und K =3 zu bestimmen.

Denn: 42+ 72+ 322 = 332
+ + + +
172 + 282 + 42 = 3%
+ + + +
282+ 162+ 2= 332

332 + 332 + 332 = 3.332

Verlorener Grand Hand

Hitte Paul den ersten Stich erhalten, so
hitte er hochstens zwei Stiche mit Pik Ko-
nig und Pik Ober abzugeben brauchen.
Dazu konnten seine Gegner maximal
36 Augen beisteuern. Also miissen sie
noch einen dritten Stich auf den Herz Bu-
ben erhalten haben. Da der Herz Bube
nicht im ersten Stich lag, muBte der Vor-
derhandspieler nacheinander Pik As und
Pik Zehn ausspielen und sein Mitspieler
darf kein Pik haben, so daB er Herz As und
Herz Konig beisteuern kann. Andernfalls
erhalten Pauls Gegner nicht zwei Pikstiche,
auf jeden Fall mit den Pikstichen dann we-
niger als 43 Augen. Beim dritten Ausspie-
len muB der Vorderhandspieler Karo K&-
nig auf den Tisch legen und der Mittel-
handspieler muB mit dem Herz Buben
stechen konnen. Das ist nur moglich, wenn
der Mittelhandspieler kein Karo im Blatt
hat. Mit diesem dritten Stich erhalten
Pauls Gegner 17 Augen (1X As, 1X Konig,
1X Bube) und damit maximal 60 Augen.

Da sie das Spiel gewonnen haben, miissen
sie 60 Augen erreicht haben. Die Karten
des Vorderhandspielers sind: '

Pik: As, Zehn, Neun, Acht, Sieben,

Karo: Ko6nig, Ober, Neun, Acht, Sieben.

Additionsritsel
GAIUS 76081
+ JULIUS + 389081
CAESAR 465162

Ein altes Teilungsproblem
Waren es am Anfang x Miinzen, dann
sieht die Verteilung so aus:
x—1 . 1 X 1
3 3 3

Nachdem nun Peter das Drittel (x -1 )

+1.

3
versteckt hatte, waren es nur noch
x—1 x-1 2x+1

+1=
3 T3 t1=T3

Diese verteilte er wie folgt:

Miinzen.
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+ +
2x31_1 2x3 l’_1 2x3+1_1
3t 3 YT 3
2x—2  2x—-2  2x-2
+1= ) + 9 + 9 +1.
Nun tat Paul das gleiche.
Er nahm das Drittel <2x9— 2) weg und
verteilte den Rest von 4x9+ 5 Miinzen.
+ +
4):95_1 4x95_1 4x9+5_1
3 T 3 T3
_4x—4  4x-4  4x-4
+1= 27 + 57 + 7 +1.

SchlieBlich versteckte Mary davon wieder

das Drittel (also 4x2_ 4) und verteilte
den Rest von XT Miinzen in
8x+19__1 8x+19_1
27 + 27
3 3
8x+19 1
27 _8x-8  8x-8
T3 =75 81
+3x=8
81 ’
. 8x .8 . .
Das heiBt: 8 muB ganzzahlig sein.

Dannist 8x —8=8la(aeN)
x=10a+ % +1.

Fiir b =0 ist x = 1 (auszuschlieBen).
Fiir b=1 ist x =82
und mita= 8b(beN)

x=81b+1.
Fiir b =2 ist x = 163.
Die geringste Anzahl von Goldmiinzen be-
trigt 82.

Losungen zu: Aufgaben fiir
Arbeitsgemeinschaften

Junger Mathematiker (KI. 4 bis 6)
Heft 6/86

Ala 2a) Nagel (kein Werkzeug); Linde
(keine Blume); dunkel (keine Farbe); Gans
(kein Siugetier); Wiirfel (keine ebene Fi-
gur); Gramm (keine Lidngeneinheit); 103
(keine zweistellige Zahl); 21 (keine gerade
Zah))

b) Ruderboot (kein Landfahrzeug); Auto
(wird nicht mit Muskelkraft betrieben); 15
(keine gerade Zahl) oder 26 (kein Vielfa-
ches von 3); 14 (keine Quadratzahl) oder
25 (keine gerade Zahl); Hund (kein Wild-
tier) oder Fasan (kein Saugetier).

A2 a a) Das erste Quadrat, denn bei die-
sem ist die schraffierte Fliche gleich zwei
Drittel der Quadratfliche. ]
b) Das vierte Rechteck, denn bei diesem ist
jedes Teilflichenstiick gleich einem Achtel
der Rechteckfliche.

A3 A a) Es fehlt ein Quadrat; denn dann
tritt jede Figur dreimal auf.

b) In jeder waagerechten Zeile, aber auch
in jeder senkrechten Spalte tritt jede der
vier Figuren genau einmal auf.

24 . alpha, Berlin 21 (1987) 1
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A5 a Das Wiirfelnetz a) gehort zum ab-
gebildeten Wiirfel, denn die Summe der
Augenzahlen zweier gegeniiberliegender
Wiirfelflichen muB 7 betragen.

A6a a) 4 groBe Dreiecke (z. B. Dreieck
ABC); 8 mittlere Dreiecke (z. B. Dreieck
ABD); 8 kleine Dreiecke (z. B. Dreieck
AED), also insgesamt 16 Dreiecke.

c

A £ []

b) 5 Trapeze, die aus einer Teilflich¢ be-
stehen (z.B. Trapez ABDC), 3 Trapeze, die
aus zwei Teilflichen bestehen (z.B. Trapez
CDHG), 2 Trapeze, die aus drei Teilflichen
bestehen (z. B. Trapez CDLK), 1 Trapez,
das aus vier Teilflichen besteht (Trapez
CDNM), also insgesamt 11 Trapeze.

A
A _
.
)
)

A 8

ATA 2)2-(40+30)cm =140 cm;
140 cm:4 =35cm; das Quadrat hat eine
Seitenldnge von 35 cm.
b) Der halbe Umfang des Rechtecks be-
trigt 9 cm. Fiir die Seitenldngen a und b
des Rechtecks gilt somit a + b=9cm.
Daraus folgt

a 1lcm .2cm 3cm 4cm

b 8cm 7¢m 6cm Scm.

A8A Aus b+2-5=160cm folgt

b 25 s

20 140 70

40 120 60

60 100 50
494 Kegel (Bild 1); Wiirfel (B. 2);
Zehnpfennigstiick, das aufrecht steht
(B. 3); Pyramide (B. 4); Fufiball (B. 5);
leerer Blumentopf (B. 6).
Al0A 27-(14+19-9)=27-24=13;
drei Schiiler kbnnen weder radfahren noch
schwimmen (siehe duch Venndiagramm).

Q 27 Schiiler

R S

Al1l1a Esseien u, r, b, a, w, h die gan-
zen Zahlen, die das Lebensalter von UIf,
Ria, Beate, Astrid, Werner, Heiko angeben,;
dann gilt b<a<h und A<r und a<u
<hund w<b alsow<b<a<u<h<r.
Die Vornamen miissen deshalb folgende
Reihenfolge erhalten: Werner, Beate,
Astrid, Ulf, Heiko, Ria.

A12a Aus dem Aufgabentext folgt:
Elke vor Astrid, aber Astrid vor Doris; Cilli
ist am groBten, Birbel vor Elke, also die
Reihenfolge Cilli, Birbel, Elke, Astrid,
Flora, Doris.

A3 a Die Siegerin und Renate trainieren
in derselben Gruppe, also kann Renate
nicht Siegerin sein. Da Renate nicht Dritte
wurde, belegte Renate den 2. Platz.

Die Gewinnerin der Bronzemedaille ist
Klassenkameradin von Ute, also wurde Ute
nicht Dritte. Folglich belegte Ute den er-
sten, Renate den zweiten, Petra den dritten
Platz.

Al4 4 Es lassen sich folgende
zweifarbige Wimpel herstellen:
rot-gelb, rot-blau, rot-schwarz,
gelb-blau, gelb-schwarz,

blau-schwarz.

Dabei wird vorausgesetzt, daB z.B. die
Wimpel rot-gelb und gelb-rot als
gleichartig angesehen werden.

AlSa
a) 3:4—-48:6+16=12-8+16=20
b) 35-20)+(18—9)=15+9=24;
(35-20)—(18+9)=55-27=28;
24 <28.

Al6a Ausa)folgt 10=x=99.

Aus b) ergeben sich fiir x die Zahlen 21,
42, 63, 84. Wegen c) entfallen die ungera-
den Zahlen 21 und 63. Ubrig bleiben die
Zahlen 42 und 84.

Al17a Der Satz enthilt die Zahlworter
eins, drei, zwei, neun, acht.

(Ein Seehund; Seehund reiBt; ganz weit;
Ziahne und; Nacht)

Al8a

2,40M:2=120M;

120 Pf — 50 Pf = 70 Pf;

T0Pf:2 =35 Pf;

35Pf+ 50 Pf =86 Pf.
Ein Radiergummi kostet 35 Pf, ein Kalen-
der 85 Pf.

Al9a

1-50M+8-20M=210M <300 M
2:-50M+7-20M=240M <300 M
3-50M+6-20M=270M < 300 M
4-50M+ 5-20M =300 M (L6sung)
5-50M+4-20M=330M <300 M

A20a Jeder Bus hat

512 Plidtze: 16 = 32 Plitze. Wegen
5-32 Personen = 160 Personen
werden fiinf Busse benétigt.



Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. J. Kubilius
Heft 5, S.123

A 2721 o Man bezeichne
N=p*=5p2+4=(p-2(@-1D(@+1)
(p+2).Ist p=2, s0ist N=0; also N ist
durch 360 teilbar. Wenn p + 2, so ist p un-
gerade. Daraus folgt, daB p—1und p+1
zwei aufeinanderfolgende gerade Zahlen
sind und ihr Produkt durch 8 teilbar ist.
Wenn p = 3, so ist N nicht durch 3 teilbar.
Wenn p = §, so ist N nicht durch 5 teilbar.
Wir werden zeigen, daB N ‘durch 9 und
durch 5 teilbar ist, falls p = 7.

Eine Primzahl p >3 kann die Gestalt
3k +1 oder 3k + 2 haben. Im ersten Falle
sind p—1 und p +2 durch 3 teilbar; im
zweiten Falle sind p —2 und p + 1 durch 3
teilbar. Jedenfalls ist N durch 9 teilbar.
Eine Primzahl p >S5 kann die Gestalt
Sk+1,5k+2,5k + 3,5k + 4 haben. Es ist
leicht zu sehen, daB es in jedem Falle
einen Faktor von N gibt, der durch 5 teil-
bar ist.

Antwort: N ist durch 360 teilbar, falls p + 3
und p * 5 ist.

Lo6sungen zu:
Minimum-Wege-Strukturen

Heft 6/86

Ala Nach Bild 5 gilt SS.=x, und die
Weglidnge [ ist

1=%,/2_-d—x+2‘/x2+(§-,/2_)2.

Differenziert .
a __ U N
o 1+ 2x(x + 5 ) =0

und x=%‘/g~d. Dann ist

_V2 A5
=5 d - itV T
=%(1/6_+1/2_)-d=1,93...d.

Die Mindestlinge betrigt 1,93...d.

A24A In jedem der rechtwinkligen Drei-
ecke AAOD, ABCO, AABO und ADCO be-
tragt die Mindestlinge s nach a 1 a mit

%ﬁ-d=70=ﬁ)=@=ﬁ)

5= (B +42)- 347 -a.

Die Gesamtlinge des Mindestweges ist

dann 1
1=2s=—-2 (Y6 +42)-4,

A=(3+1)d=2,73...d.
Die Linge beider Wege betrigt 2,73...d.

A3a Die Linge /; des durchgezogenen
Weges ergibt sich aus dem Mindestweg s,
in den beiden gleichschenkligen Dreiecken
AADO und ABOC (siehe Bild 9).

Dann gilt fiir AADO nach Bild 14

2
s1=(1+Tw)—x+2ﬂx2+dT.

Man differenziert

21\"%
L/l —1+2x<x2+dT> =0,

6d*  d?

dx

Bild 14

3d*  d?
2935 T
s1=%(1+‘/3_+ w)-d.
SchlieBlich ist
L=2-51=(1+3 +w)-d
=12,73+ w)-d.
Die Wegliinge I, des gestrichelten Weges

folgt aus AAOB und ADCO im Bild 9.
Nach analogen Rechnungen folgt

L=[1+Q+wy3] d
A4a Den Mindestweg s; im AAOD

(siehe Bild 15a) findet man mit Hilfe der
Konstruktion von Bild 7 mit

4D=d und E=§‘/3_. Nach Bild 15b
gilt dann mit dem Kosinussatz
d\? d 2 d
z= — — —_— * —
=) +(5) -2

d o
X =3 -cos150°,

s}=%d’,
d —
Sl=7ﬁ.
[+

Bild 15a

A

A 8

A
Bild 15b
P
0 4 [/}

Die Mindestliinge im Viereck 4BCD ist
schlieBlich

1=2-5,=y7-d=2,64...d.
AS5A a) Man bestimmt den Mindestweg
§ der drei eingezeichneten gleichseitigen
Dreiecke in Bild 16 nach Bild 4 mit s = 3
xd. :
Dann ist der gesamte Mindestweg

L=3-5=3-y1.d

=5,196...d.

Bild 16

b) Man zerlegt das Sechseck in zwei
Rhomben und bestimmt nach a 4 o deren
Mindestwege (siche Bild 17).

Dann ist der gesamte Mindestweg

L=2-s mits=§,/7_,

L=2-47-d,
,=529...d.
¢ L=5d

Bild 17

Lésungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/86

Ma 5m2694 Mischa heiBlt nicht Gerassi-
mow. Da Wolodja nicht in die 5. Klasse
geht, heilt er ebenfalls nicht Gerassimow.
Deshalb hat Petja den Familiennamen Ge-
rassimow. Der Vater von Wolodja ist Inge-
nieur, also nicht Dreher. Deshalb hat Wo-
lodja nicht den Familiennamen Iwanow; er
heiBt vielmehr Wolodja Semenow. Folglich
hat Mischa den Familiennamen Iwanow.

Ma 5m2695 Esist

3+4=7;7-2=14; 14+3=17;
17-2=134; 34+3=137, 37-2=174.

Im Paket waren 74 Pralinen.

Ma 5m2696 Eine dreistellige Zahl kann
nur bei einem Produkt aus 785 mit der 1
entstehen; eine vierstellige Zahl, deren er-
ste Grundziffer 1 ist, ergibt sich nur aus
785-2. Folglich ist der zweite Faktor der
Aufgabe 121, und es gilt 785-121
=94985.

Ma 5m2697 In zwei Stunden klettert die
Raupe (10—4)cm=6cm hoch. Nach
zehn Stunden ist sie 5- 6 cm = 30 cm hoch-
geklettert. Nach. 11 Stunden ist die Raupe
um 30cm+ 10cm =40cm hinaufgeklet-
tert.

Ma5m2698 Das Produkt einer einstelli-
gen Zahl mit 63 ist nur dann zweistellig,
wenn der Faktor eine 1 ist. Daher ist der
zweite Faktor der Aufgabe 11, und es gilt
63-11=693.

Fortsetzung folgt in Heft 2/87.
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Vom Schicksal

eines mathematischen Problems

Wie aus dem Fermatschen Problem

das Steiner-Weber-Problem wurde

Aufgaben, bei denen in einer Menge M
von Objekten oder Situationen ein Ele-
ment x, gesucht wird, fiir das eine gewisse
auf M definierte Funktion f den groBten
oder den kleinsten Wert annimmt, spielen’
in der heutigen, stark auf ékonomisches
Denken gerichteten Zeit eine hervorra-
gende Rolle unter den Anwendungen der
Mathematik. Das war jedoch nicht immer
so. Bevor sich am Ende des 17. Jahrhun-
derts die Differentialrechnung als erstes
mathematisches Werkzeug zur Losung sol-
cher Aufgaben herausbilden konnte, muBte
das Interesse der Mathematiker durch viele
anregende konkrete Extremwertaufgaben in
die neue Denkrichtung gelenkt werden.
Eine gréBere Zahl derartiger Aufgaben
geht auf den franzdsischen Mathematiker
Pierre de Fermat (1601 bis 1665) zuriick,
der auch als erster eine kalkiilmaBige Me-
thode zur Losung von Extremwertaufgaben
entwickelte, welche in sich den Keim der
rund 50 Jahre spiter von G. W. Leibniz
(1646 bis 1716) und I. Newton (1643 bis
.1727) geschaffenen Differentialrechnung
trug. Fermat, der eigentlich Jurist war und
die- Mathematik nur als Liebhaberei (aber
mit groBem Erfolg) betrieb, setzte seine
Aufgaben oft durch Briefe in Umlauf, so
auch um 1644 die folgende schone Auf-
gabe: '

Zu drei gegebenen Punkten Py, P,, P; ist
derjenige Punkt P, zu finden, fiir den die
Summe PoP, + PoP, + P,P; der Abstinde
am kleinsten wird. -

René Descartes, 1596 bis 1650

(st M eine Ebene, die die Punkte P,, P,,
P, enthiilt, so ist jedem Punkt P von M die
Abstandssumme PP, + PP, + PP, als f(P)
zugeordnet. Die Fermatsche Aufgabe ord-
net sich also wirklich in den oben skizzier-
ten allgemeinen Begriff det Extremwertauf-
gabe ein und ist sogleich ein Beispiel
dafiir, daB der Definitionsbereich einer be-
trachteten Funktion f keine Zahlenmenge
sein muB - und auch der Wertebereich
nicht, denn fiir unsere Aufgabe spielt die
Moglichkeit, nach Wahl einer MaBeinheit
die Streckenlingen durch reelle Zahlen zu
messen, iiberhaupt keine Rolle. BEs kommt
nur auf die Moglichkeit des GroBenver-
gleichs von Strecken an.)

Losungen der Fermatschen Aufgabe wur-
den von drei italienischen Mathematikern
verdffentlicht, und zwar 1646 von E.Torri-
celli (darum bezeichnet man den gesuch-
ten Punkt P, auch als Torricellischen
Punkt des Dreiecks P,P,P;), 1647 von
B. Cavalieri und 1659 von V. Viviani. Eini-
ges von ihren Ideen findet sich in den von
W.Jungk in alpha 1982, Heft 3, S.51 unter
(2), (3) und (4) vorgestellten Losungen der
Fermatschen Aufgabe.
Verallgemeinerungen der Fermatschen
Aufgabe bieten sich in folgenden Richtun-
gen an:

1. Es kdnnen mehr als drei Punkte gegeben
sein, und sie miissen dann nicht alle in
derselben Ebene liegen.

II. Deutet man die Strecken PP;, PP,, ...,
PP, etwa als Transportwege zwischen einer

1Y
Pierre de Fermat, 1601 bis 1665

in P gelegenen Produktionsstitte, deren
giinstigster Standort P, ermittelt werden
soll, und den gegebenen Standorten P,, P,,
..., P, von Rohstoffen und Zulieferern
bzw. Abnehmern, so liegt es nahe, die ver-
schiedenen Strecken PP; mit unterschiedli-
chen positiven Faktoren k; zu multiplizie-
ren, je nachdem, wieviel Giiter zwischen P
und P, transportiert werden miissen und
was dieser Transport pro km kostet. Die so
modifizierte Aufgabe lautet: Gesucht ist
bei gegebenen P; und k; derjenige Punkt
Py, fir den

S(Po) = kyPoPy + kyPoPy + ... + ki PoP,
minimal wird.

TII. Es wird nicht nach einem einzelnen
Punkt P, sondern nach einem Verbin-
dungssystem zwischen den gegebenen
Punkten von minimaler Gesamtlinge ge-
fragt. (Die eingangs erwdhnte Menge M ist
also jetzt eine Menge von Streckensyste-
men, die P,, ..., P, miteinander verbinden,
und die Funktion f, deren Minimum ge-
sucht wird, ordnet jedem dieser Streckensy-
steme seine Gesamtliange zu.) Fiir die vier
Eckpunkte P,, P,, Py P, eines Quadrats ist,
um den Unterschied zwischen den Aufga-
ben I und III zu verdeutlichen, der Schnitt-
punkt P, der Diagonalen die Losung der
Aufgabe I (man beweise dies!), wihrend
eine Losung der Aufgabe III in Bild 1 ge-
zeigt ist. (Man vergleiche hierzu die Arti-
kel von D. Cieslik und H.-J.- Schmidt in
alpha 6/84 und C. Isenberg in 6/86. Dort
wird auch erklirt, was die Losung der ur-
spriinglichen Fermatschen Aufgabe zur L3-
sung der Aufgabe III beitrégt.)

IV. Die gegebenen Punkte konnten z. B.
auch auf einer Kugel oder einer anderen
gekrimmten Fliche liegen, wobei die Ent-
fernungen dann innerhalb dieser Fliche zu
bestimmen sind.

V. Es ist denkbar, daB die gegebenen
Punkte zwar in der euklidischen Ebene lie-
gen, aber ihre Entfernungen trotzdem auf
eine nichteuklidische Weise zu bestimmen

"sind. Zum Beispiel kommen in der Elektro-

technik und Elektronik im aligemeinen
nur Verbindungssysteme zwisthen gegebe-
nen AnschluBpunkten in Frage, die sich
aus Strecken in zwei zueinander senkrech-
ten Richtungen zusammensetzen (Bild 2).

k

Bild 2

VI. Im Umbkreis der Fermatschen Aufgabe
ist auch das folgende Problem angesiedelt:
Wie sehen die Kurven aus, die bei gegebe-
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nen Punkten P, ..., P, und gegebener ge-
niigend grofer Gesamtlinge s von denjeni-
gen Punkten P gebildet werden, fiir die
PP, +PP,+ ...+ PP,=s (%)
gilt? Diese Kurven bilden gewissermaBen
die Hohenlinien derjenigen Fliche oder
Landschaft, die entsteht, wenn man iiber
jedem Punkt P der Ebene, die Py, ..., P,
enthilt, die Gesamtlinge f(P)=PP,+ ...
+ PP, als Hohe auftrigt. Der in Aufgabe I
gesuchte Punkt ist der tiefste Punkt dieser
Landschaft. Die gesuchten Kurven lassen
sich prinzipiell (praktisch st6Bt dies fiir
eine groBere Zahl von Punkten allerdings
auf groBe Schwierigkeiten) durch eine Fa-
denkonstruktion erzeugen, wie sie in Bild 3
fir den Fall dreier gegebener Punkte darge-
stellt ist:

\,
Bild 3. A P

Py
]

Die Gesamtlinge des in der pgezeigten
Weise um P, P,, P,, P, geschlungenen ge-
schlossenen Fadens sei 2s. Zieht man nun
die Fdden straff und bewegt die in P be-
findliche Bleistiftspitze im Rahmen der ihr
dann noch verbleibenden Bewegungsmog-
lichkeit, so beschreibt sie die gesuchte
Kurve. Fiir den Spezialfall von zwei gege-
benen Punkten P,, P, erhdlt man die soge-
nannte Gartnerkonstruktion der Ellipse aus
ihren beiden Brennpunkten P,, P,.

Die besondere Qualitit der urspriinglichen
Fermatschen Aufgabe besteht darin, daB
sie so viele Anregungen flir sinnvolle Ver-
allgemeinerungen, praktische Anwendun-
gen und das Aufsuchen von Zusammen-
hingen zwischen scheinbar weit voneinan-
der entfernten Begriffen der Mathematik
bietet. So ist es nicht verwunderlich, da8
der gesamte Problemkreis iiber Jahrhun-
derte hinweg bis in die Gegenwart immer
wieder Mathematiker beschiftigt hat. Da-
bei wurden viele Fragen mehrfach aufge-
worfen und viele Ergebnisse mehrfach ge-
funden und so oft nach den falschen
Leuten benannt. Daher iehrt die Ge-
schichte des Fermatschen Problems uns
auch, daBl historisches Wissen fiir. Mathe-
matiker kein bloB8er Luxus sondemn wichti-
ger Bestandteil ihrer fachlichen Ausbil-
dung ist. Die folgende Zeittafel faBt einige
der wichtigsten Ereignisse in der Ge-
schichte des Fermatschen Problems zu-
sammen.

' Zeittafel

1638 R. Descartes fordert Fermat brief-
lich auf, die Kurven (¥#) im Fall n =4 zu
untersuchen und dabei insbesondere mit-
tels seines neuen Kalkiils die Tangenten zu
bestimmen.

1644 Fermat stellt seine Aufgabe.

1646 bis 1659 erste Losung der Fermat-
schen Aufgabe durch Torricelli (1646), Ca-
valieri (1647) und Viviani (1659).
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1659 E.W.v.Tschimhaus fordert zur Un-
tersuchung der Kurven (%) im allgemeinen
Fall auf und findet deren Fadenkonstruk-
tion.

1775 3. Fr. Fagnano behandelt die Auf-
gabe I fiir den Fall von vier Punkten rech-
nerisch,

1810 P. Tédenat und S. I'Huilier behan-
deln die allgemeine Aufgabe I mit Mitteln
der Differentialrechnung und finden als
notwendige Bedingung fir den Minirnal-
punkt P, daB er mit einem der gegebenen
Punkte Py, ..., P, zusammenfallen muf
oder daB von Py nach P, ..., P, gerichteten
Einheitsstrecken sich zu einem gerichteten
geschlossenen Weg zusammenfiigen lassen
miissen. (Diese Bedingung liefert in den
Fillen n =2,3,4 triviale bzw. bereits -be-
kannte Losungen, wihrend *sie fiir n= 5
nicht zu einer brauchbaren Lokalisierung
von P, fithrt. Man begriinde diese Aussa-
gen))

1836 C. F. GauB formuliert in einem
Brief an den ihm befreundeten Astrono-
men Schumacher als erster die Auf-
gabe III.

Um 1837 J.Steiner beschiftigt sich mehr-
fach mit Aufgabe I und findet ohne Diffe-
rentialrechnung eine Verallgemeinerung
der notwendigen Bedingung von Tédenat
und PHuilier.

1879 K. Bopp l6st in seiner Dissertation
die von GauB gestellte Aufgabe 1II voll-
stindig fur den Fall n = 4. Er bemerkt

1. daB die Lésung der analogen Aufgabe
fir groBere Zahlen n von gegebenen Punk-
ten einen mit 2 so schnell wachsenden
Aufwand an Fallunterscheidungen erfor-
dert, daB die Aufgabe fiir groBe n praktisch
unldsbar ist, -

2. daB man die Losung der Aufgabe III
durch ein physikalisches Experiment erhal-
ten kann, indem man die Eigenschaft von
Seifenlauge benutzt, zwischen Festpunkten
ein Hautchen von minimalem Flichenin-
halt aufzuspannen.

1909 Der 6konomische Geograph A. We-
ber formuliert die Aufgabe II als Anwen-
dungsaufgabe, und der Mathematiker
G. Pick empfiehlt die mechanische Losung
dieser Aufgabe mittels des sogenannten
Varignonschen Gestells zur Bestimmung
des Schwerpunktes von n 'punktfdrmigen
Massen.

1929 J. E. Hofmann findet fir die ur-

spriingliche Fermatsche Aufgabe eine neue °

Losung. (Sie ist in dem erwihnten
alpha-Artikel von W. Jungk unter (1) mit-
geteilt.)

1941 In dem heute weltweit verbreiteten
Buch Was ist Mathematik? von R. Courant
und H. Robbins wird das wurspriingliche
Fermatsche Problem als Steinersches Pro-
blem vorgestellt, die Verallgemeinerung I
als Beispiel einer schlechten bzw. unfrucht-
baren Verallgemeinerung eines Problems
bezeichnet und statt dessen die Verallge-
meinerung III empfohlen. Courant und
Robbins entdecken die Boppsche Seifen-
laugenmethode emeut.

1963 H. W. Kuhn behandelt die Auf-
gabe II numerisch als Beispiel nichtlinea-
rer Optimierung.

1966 Hanan behandelt erstmals die Auf-
gabe V.

1977 Garey und Johnson bestitigen im
Rahmen eines modernen Begriffssystems
die 1879 von Bopp geduBerte Bemerkung 1
(offensichtlich ohne Kenntnis der Arbeit
von Bopp).

Seit den sechziger Jahren hat sich eine um-
fangreiche Spezialliteratur vor allem um
Aufgabe III dind ihre Variante V gebildet,
die seitdem meist als Steinersches Problem
oder als Steiner-Weber-Problem bezeich-
net wird, pbwohl weder Steiner noch We-
ber sich jemals mit dieser Variante des Fer-
matschen Problems beschiftigt haben.
Ubrigens hat anscheinend keiner der hier
genannten Mathematiker die gesamte Vor-
geschichte-des Problems gekannt, und nur
wenige haben iiberhaupt irgendwelche Be-
merkungen dariiber gemacht.
Wihrend die weitere Bearbeitung der fiir
Anweéndungen, insbesondere beim Entwurf
mikroelektronischer Schaltungen, heute
hochaktuellen Aufgabe V ein umfangrei-
ches und tiefgehendes Spezialwissen erfor-
dert, bieten sich im Umkreis der urspriing-
lichen Fermatschen Aufgabe immer noch
reizvolle und fiir den Hobbyknobler erfolg-
versprechende Teilfragen an, wie zum Bei-
spiel die konstruktive Loésung der Auf-
gabe I fiir den Fall von vier nicht in einer
Ebene gelegenen Punkten, die nihere Un-
tersuchung von Spezialfillen der unter VI
beschriebenen verallgemeinerten  Ellipsen
(oder Kurven mit n Brennpunkten, wie
Tschimhaus sie nannte) oder die Frage,
wie man die Losung der Aufgabe I fiir
grole Punktsysteme schrittweise auf die
Losung analoger Aufgaben fiir kieinere
Teilsysteme zuriickfiihren kann.

P. Schreiber

Unterhaltsame
Psychologie

Lest die folgenden Begebenheiten!
WiBt ihr die Antwort?
1. Zwei Menschen, die von Kind an be-
freundet sind, treffen sich. Zwischen ihnen
entspinnt sich folgender Dialog:
»Wir haben uns ja ewig nicht gesehen und
auch nicht voneinander gehért.“ — Ja, ja,
und ich habe mittlerweile schon eine Toch-
ter, entgegnete der andere. — ,Wie heiBit
sie denn?“ — ,,So wie ihre Mutter.“ — ,Und
wie alt ist die kleine Johanna jetzt?“
Wie war der eine Gesprichspartner darauf
gekommen, daB das Kind Johanna heiBt?
2. Zwei Ménner wollen einen FluB iiber-
queren. Das Boot aber, das sie am leeren
Strand finden, bietet nur fiir einen Platz.
Trotzdem iiberqueren beide den FluB in
diesem Boot und setzen ihren Weg fort.
Wie konnten sie das tun?
Entnommen aus:
Unterhaltsame Psychologie,
von Konstantin Platonow,
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin
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Die Mathematik
als Produktivkraft

Gedanken nach dem XI. Parteitag der SED

Teil 2

Nur auf der Grundlage der neuen mathe-
matischen NatufgesetzmiBigkeiten ist es
moglich, die Prizision in der MeBtechnik
und damit auch in der Technologie soweit
zu erhéhen, daB solche Schliisseltechnolo-
gien wie Mikroelektronik und Robotertech-
nik, Informationstechnologien, Kernener-
getik, Weltraum- und Nachrichtentechnik,
Mikromechanik und die Biotechnologien
méglich werden.

Die groSie stimulierende Wirkung einer
richtigen Einstellung zu den Wissenschaf-
ten ist den Kommunisten aus ihrem prakti-
schen Kampf geldufig. Lenin hatte sie in
die Losung ,Kommunismus, das ist So-
wijetmacht plus Elektrifizierung“ gegossen.
Dies ist ein Beispiel, iiber welches sich
auch gegenwirtig erneut nachzudenken
lohnt. Denn es geht nicht einfach darum,
diese Losung zu aktualisieren, indem man
etwa sagt: ,Kommunismus, das ist Macht
der Arbeiterklasse plus Hochtechnologie“.
In der Leninschen Losung war mit der
Elektrifizierung zu Beginn unseres Jahr-
hunderts eine Technologie angesprochen,
die aus der Sicht der damaligen Naturwis-
senschaften etwas prinzipiell Neues dar-
stellte. Erstmals war mit dem Elektroma-
gnetismus eine Theorie entstanden, die
zwei fundamentale Krifte, oder wie wir
heute sagen Wechselwirkungen, in einer
einheitlichen Theorie vereinigte, die elek-
trische und die magnetische. Nur dadurch
wurde der Bau von Dynamomaschinen, die
Funktechnik, kurz die gesamte Elektro-
technik moglich, die das Alltagsieben im
20. Jahrhundert so revolutioniérend verin-
dert hat. ’
Nachdem in den 70er Jahren bereits eine
Vereinigung der schwachen und der clek-
tromagnetischen Wechselwirkung gelang,
die der wahren Theorie wahrscheinlich sehr
nahe kommt, deutet vieles darauf hir, daB
wir vor einem qualitativen Sprung bei der
Schaffung einer einheitlichen Theorie aller
Wechselwirkungen stehen.

Indikator einer solchen Situation ist das
sprunghafte Ansteigen der diesbeziiglichen
Vorhersagen auf dem Gebiet der Elemen-
tarteilchenphysik im letzten Jahrzehnt und
die kurzfristigen Bestitigungen, die diese
gefunden haben. Aus diesen Vorhersagen
ergab sich u. a., da8 ganz merkwiirdige
Teilchen existieren miifiten, die in den
80er Jahren auch mit groBem experimen-
tellem und damit auch finanziellem Auf-
wand gefunden wurden. Zu ihnen gehdren

.
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die W- und die Z-Bosonen sowie das neue
Zeta-Teilchen. Wie konnten solche Teil-
chen vorausgesagt werden?

Das war moglich, weil man mathematische
Symmetriegesetze in den Feldtheorien ent-
deckt hatte. Gleichzeitig stellte man fest,
daB die Symmetrien, die in den Gesetzen
herrschen, im realen Universum gebrochen
sind, so wie die riumliche Symmetrie ge-
brochen ist, wenn ein Stoff beim Konden-
sieren kristallisiert. Es entstehen™ dabei
neue Strukturen, und so’ entstehen auch
die neuen Elementarteilchen. Deswegen
muB auch das Photon die Masse 0 haben.
Die anderen, die W- und Z-Teilchen, sind
sehr schwer, etwa 80 Protonenmassen.

Fiir ihre Entdeckung wurde 1984 an Rub-'
bia und van der Meer der Nobelpreis ver-
lichen. Es ist wohl das erste Beispiel, daB
sich jemand den Nobelpreis nicht nur vor-
genommen hat, sondern daB er strategisch
geplant wurde. Sie haben ibn dann auch
prompt ein Jahr nach der Entdeckung er-
halten.

Aber welche -Uberzeugungskraft der Ma-
thematik! Wenn der mathematische Appa-
rat solche seltsame Teilchen voraussagt, so
werden sie auch gefunden. Alles fuBt auf
der Symmetrie gemdB der Konzeption des
Erlanger Programms.

Als der 23jihrige Professor Felix Klein
1873 in Erlangen seine Vergleichenden Be-
trachtungen iiber neuere geometrische For-
schungen vortrug, wurde fiir die weitere na-
turwissenschaftliche Forschung ein Pro-
gramm entworfen, das durch die Ergeb-
nisse unseres Jahrhunderts, wie wir sehen,
seine volle Bestitigung gefunden hat.
Dieses Erlanger Programm ist eines der
groBten Dokumente in der Geschichte der
Mathematik. Es nannte als die Aufgabe der
Mathematik, die Geometrie und die dyna-
mischen Systeme mittels der Gruppentheo-
rie zu klassifizieren.

Damals erschienen trotz der Ideen von
Riemann und Helmholtz' Geometrie und
die dynamischen Systeme noch als natiir-
lich getrennt — die Geometrie als die
Struktur, in der die Dynamik abliuft.
Nach Einstein und den Entwicklungen der
Quantenfeldtheorie mit ihrer Geometrisie-
rung der Dynamik wird die Zielstellung
des Erlanger Programms zur Aufgabe, die
Bewegungen der physikalischen Realitit
und die damit verbundenen Strukturbil-
dungen aus den Symmetrien und
Invarianzeigenschaften heraus zu verste-
hen.

Natiirlich dndern sich die Betrachtungswei-
sen und im Laufe der Entwicklung riicken
andere Momente in das Zentrum der Be-
wertungen. Aber im Moment ist noch kein
Ende der seit nun mehr als 100 Jahren
wihrenden Entwicklung im Gejste des Er-
langer Programms abzusehen.

Betrachten wir noch ein anderes Beispiel:
Seit vor hundert Jahren durch den Hallen-
ser Mathematiker Georg Cantor die Men-
genlehre begriindet wurde, hat die Kon-
struktion pathologischer Mengen immer
eine Rolle gespielt. Eine dieser Mengen ist
das Cantorsche Diskontinuum. Eine inter-
essante Menge, unzusammenhingend, je-
der Punkt ist Haufungspunkt, iiberabzihl-
bar aber vom MaB Null.

Noch wihrend meiner Ausbildung in den
60er Jahren erschien diese Menge im we-
sentlichen als ein interessantes mogliches
Gegenbeispiel zu allen sonst guten und
praktischen Eigenschaften einer Menge.
In den 70er Jahren hat sich die Situation
dramatisch gewandelt. Heute weil man,
daB bei nichtlinearen Effekten oder fastpe-
riodischen Einfliissen in den MeBwerten
fast immer Aufspaltungen vom Typ des
Cantorschen Diskontinuums zu beobach-
ten sind.

Dies gilt fiir die sich immer feiner auffa-
chernden Saturnschen Ringe genauso wie
fir Spektren von Schridingeroperatoren
mit fastperiodischen Potentialen. Mengen
vom Typ des Cantorschen Diskontinuums
sind auch das mathematisch Typische
beim chaotischen Verhalten, sei es bei der
Turbulenz oder bei dem chaotischen Auf
und Ab in einem Elektrokardiogramm.
Analysiert man also mit dem Blick auf die
Hochtechnologien die Wechselwirkung
zwischen Mathematik und Praxis in unse-
rem Jahrhundert, so kann man nur er-
staunt sein, wie kurzfristig und tief neu-
entstandene, scheinbar ganz abstrakte ma-
thematische Ergebnisse iiber andere Wis-
senschaften die Praxis grundlegend umge-
stalten halfen. :
Wir sind fir die kiinftigen Aufgaben gerii-
stet. Die mathematische Grundlagenfor-
schung ‘der DDR hat im Fiinfjahrplanzeit-
raum 1981 bis 1985 eine vielseitige
Entwicklung vollzogen. Die generell posi-
tive Bilanz der politisch stabilen, wirt-
schaftlich dynamischen Entwicklung der
DDR, die auf dem XI. Parteitag gezogen
werden konnte, ist nicht zuletzt dadurch
bedingt, daB in der DDR Wissenschaft,
Technik und Okonomie zum Wohle des
Volkes vorangebracht wurden. Das spiegelt
sich auch in den Ergebnissen der Mathe-
matik unseres Landes wider und wird
durch bemerkenswerte Resultate unter-
mauert.

Die mehr als 8000 im Fiinfjahrplanzeit-
raum fertiggestellten Arbeiten, darunter
mehr als 200 neue Biicher, belegen schon
rein quantitativ, welch groBes Potential der
mathematischen Grundlagenforschung in
der DDR vorhanden ist. Die positiven Er-
gebnisse waren nicht zuletzt deswegen
moglich, weil die Leistungsfihigkeit und
Leistungsbereitschaft der Wissenschaftler
stindig gestiegen sind, ein Ergebnis der
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unseren sozialistischen Prinzipien gemi-
Ben langfristigen planméBigen Entwick-
lung der Kader und speziell des wissen-
schaftlichen Nachwuchses. Das driickt sich
auch in den mehr als 600 erfolgreich abge-
schlossenen Promotionen A und B aus. -~
All das war deshalb moglich, weil schon
der Nachwuchs eine stindige Forderung
erfihrt, aber auch stindig herausgefordert
wird.

Dies gilt auch schon fir die Jungen Mathe-
matiker unter den Schiilern. Die Aufgaben
der diesjdhrigen Mathematikolympiade
(1986) hatten in beiden Olympiadeklassen
ein hohes Niveau. Die erfolgreiche Bewil-
tigung dieser Aufgaben durch viele Teil-
nehmer macht euer Leistungsvermodgen
deutlich.

Besonders hervorzuheben sind die Leistun-
gen von Mathias-Torsten Tok von der Spe-
zialklasse flir Mathematik/Physik der Mar-
tin-Luther-Universitit Halle und Gunter
Daége von der Spezialschule mathematisch-
naturwissenschaftlich-technischer  Rich-
tung Friedrich Engels in Riesa, die in der
Olympiadeklasse 11/12 volle Punktzahl er-
reichten. Ebenfalls bemerkenswert ist die
Leistung von Dirk Liebscher von der Spe-
zialschule mathematisch-naturwissen-
schaftlich-technischer Richtung Georg
Thiele in Kleinmachnow, der in det Olym-
piadeklasse 10 39 Punkte erhielt.

Die 30 Friihstarter beider Olympiadeklas-
sen erzielten ebenfalls sehr gute Ergeb-
nisse.

Thomas Mautsch, Schiiler der 8. Klasse der
Rosa-Luxemburg-Oberschule in Luckau,
wird mit einem 3. Preis geehrt und er-
reichte immerhin 28 Punkte.

Von euch, liebe Freunde, von der Jugend
in eurem Alter, von der Leistungsfihigkeit,
die ihr euch jetzt durch euren FleiB er-
werbt, fiihrt der Weg direkt zu den Spitzen-
leistungen, die wir brauchen, damit diese
Schlacht fur den Frieden, von der gespro-
chen wurde, gewonnen werden kann.

Die meisten der bahnbrechenden Leistun-
gen werden in jungen Jahren erzielt bzw.
liegen in jungen Jahren zumindest die An-
sitze fiir bedeutende Leistungen in hohe-
rem Alter vor.

GauB war 15 Jahre alt, als er den Primzahl-
satz empirisch fand, mit 19 Jahren ent-
deckte er die Konstruierbarkeit des regel-
miBigen 17-Ecks mit Zirke! und Lineal.
Abel entdeckte mit 23 Jahren die Unmog-
lichkeit der Losung der algebraischen Glei-
chungen héheren als 4. Grades durch Radi-
kale; als er mit 27 Jahren starb, hatte er die
Theorie der elliptischen Funktionen, der
Abelschen Integrale und vieles andere
mehr geschaffen. .
Galois war in dem Alter, in dem, wie man-
che glauben, die Studenten mit Klausuren
und Testaten bei der Stange gehalten wer-
den miissen, schon tot; sein EinfluB aber
auf die Mathematik wird Jahrhunderte
tiberdauern. Felix Klein war mit 22 Jahren
Professor, nachdem er mit 21 Jahren sein
beriihmtes Erlanger Programm geschaffen
hatte, iiber das (schon) gesprochen wurde.
Minkowski errang mit 18 Jahren den gro-
Ben Preis der Pariser Akademie, Einstein

war 25 Jahre, Heisenberg 26 Jahre, als sie
ihre berihmten Theorien schufen. Van der
Waerden hat mit 28 Jahren seine die ge-
samte modeme Algebra revolutionierende

Monographie geschrieben und Kolmogorov

war knapp 30 Jahre, als er die Axiomatik
der Wahrscheinlichkeitsrechnung schuf.
Das gilt heute so wie eh und je. Gerade
auch auf dem Gebiet der Informatik, bei
der Schaffung der Software, setzt die Ju-
gend MaBstibe.

Das wissenschaftliche Niveau einer Nation
hédngt vielleicht mehr von ihren Schulen
als von ihren Universititen ab. So war z.B.
Deutschland in den 30er Jahren des vori-
gen Jahrhunderts keine bedeutende wissen-
schaftliche Macht. Um diese Zeit aber
wurde ein relativ fortschrittliches System
der Lehrerbildung eingefiihrt und der
Gymnasialunterricht in den Naturwissen-
schaften wurde auf ein entschieden héhe-
res Niveau gehoben. 10 bis 15 Jahre spiter
hatte sich die deutsche Wissenschaft eine
damals fiihrende Stellung in der Welt ver-
schafft.

Die Anforderungen an einen jungen Men-
schen, der sich der Wissenschaft widmen
will, miissen auBerordentlich hochgestelit
sein. Es ist eine Auszeichnung, sich mit
der Wissenschaft befassen zu diirffen und
ein solcher Weg erfordert personliche Op-
fer und ein iiber dem Durchschnitt der Ge-
selischaft liegendes Arbeitspensum. Eine
notwendige Bedingung fiir eine solche Ein-
stellung ist die Liebe zur Sache, die Begei-
sterung fiir die Wissenschaft. Diese Liebe
zur Sache charakterisiert alle bedeutenden
Wissenschaftler der Vergangenheit. Es
lieBe sich kein einziges Beispiel eines be-
deutenden Wissenschaftlers aus der Ver-
gangenheit anfiihren, der die Wissenschaft
betrieb, um sein Brot zu haben. Gerade bei

‘den groBen Mathematikern ist eine gera-

dezu fanatische Hingabe an die Wissen-
schaft zu beobachten. So wird von Weier-
straB berichtet, daB es, als er noch
Gymnasiallehrer in Bransberg war, oOfter
vorkam, daB er nach einer durchgearbeite-
ten Nacht friih vergaB, daB er Unterricht
hatte und von seiner Arbeit weg zum Un-
terricht geholt werden muBte. Dedekind
berichtete von sich, daB ihm die Schaffung
der Idealtheorie algebraischer Zahlkdrper
eine mehrjihrige unbeschreibliche An-
strengung gekostet habe. In einer Biogra-
phie von Felix Klein liest man: Er ver-
schenkte nicht eine Minute und die
Freuden der gewdhnlichen Menschen
gonnte er sich nicht. Uber Hilbert schreibt
Blumenthal in einer Lebensskizze, daB er
neben dem unbewufBten FleiB, nimlich in
allen Lebenslagen iiber mathematische
Probleme nachzudenken, einen wahrhaft
Kantischen FleiB besessen habe.

Karl Marx hat die hohen moralischen Ei-
genschaften, die ein Wissenschaftler haben
muB, mit folgenden eindrucksvollen Wor-
ten charakterisiert: ,Einen Menschen aber,
der die Wissenschaft einem nicht aus ihr
selbst, sondem von auBen, ihr fremden, du-
Berlichen Interessen entlehnten Stand-
punkt zu akkomodieren sucht, nenne-ich
gemein.“

Eine solche Hingabe ist nicht nur fiir den-
jenigen, der sich der wissenschaftlichen Ar-
beit verschrieben hat, die groBte Befriedi-
gung.

Wir brauchen sie auch als Gesellschaft,
weil die Klassenkimpfe unserer Zeit nur
durch den hochsten Einsatz entschieden
werden konnen. Im Sozialismus konnen
wir alles sozial gerecht gestalten, aber wir
konnen nichts mit weniger Anstrengung er-
reichen.

Soll die Klassenschlacht ohne Waffen ge-
wonnen werden, mufl der Einsatz auf den
anderen Gebieten um so hoher sein. Nur
so kann die Menschheit in die kommuni-
stische Zukunft gebracht werden.
Natiirlich kennen wir heute nicht die Zeit-
rdume genau, in denen wir den naturwis-
senschaftlichen, technischen und 6kono-
mischen Reifegrad erreichen werden, um
real zum kommunistischen Verteilungs-
prinzip ,Jeder nach seinen Fihigkeiten —
jedem nach seinen Bediirfnissen® iiberge-
hen zu kénnen.

Aber die ausgeprigte Uberzeugung, daB
dies das humanistische Ziel all unserer An-
strengungen und Kimpfe ist, ist von groBer
mobilisierender Wirkung. Die Verdnderun-
gen, die in den letzten Jahren in Naturwis-
senschaft und Technik eingetreten sind,
sind erstaunlich und unerwartet. So daBl —
wie es Genosse Kurt Hager formulierte —
»der erreichte Entwicklungsstand der Pro-
duktivkrifte das groBe humanistische Ziel,
Hunger, Not, Armut und Unwissenheit zu
iiberwinden und allen Menschen wachsen-
den materiellen Wohlstand, Bildung und
gesundheitliche Betreuung zu ermogli-
chen, in greifbare Nihe riickt“.

Auch in den neuen mathematisch-natur-
wissenschaftlichen Theorien spiiren wir be-
reits die Konturen dieser kiinftigen Welt.
Alles was die Menschheit in diesem Jahr-
hundert begonnen hat, den Ubergang vom
Kapitalismus zum Sozialismus und den
VorstoB .in die Struktur der Materie, wird
sie im ndchsten Jahrhundert fortsetzen.
Und es wird ein Jahrhundert des Friedens
und des Sozialismus sein. G. Lafiner

Produktion von Taschenrechnern
im VEB Mikroelektronik Miihlhausen
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Zur Losung von Zahlenratseln
mit graphischen Mitteln

Sicher hat sich schon jeder mehr oder we-
niger erfolgreich mit Zahlenritseln be-
schiiftigt. Obwohl sie zumeist unter der
Uberschrift Raten und Rechnen gestellt wer-
den, kommt es bei ihrer Losung viel weni-
ger auf Raten und Probieren an, als darauf,
durch logisches Uberlegen die richtige Zif-
fernkombination zu finden. .

Im folgenden wollen wir uns mit der L§-
sung von Zahlenriitseln befassen. Dazu be-
trachten wir die folgende Aufgabe:

(1) AHB: JB = HG
p— - +

@ DI + FC = CA

(3) DKF — KGB = FFF
“) ) )

Jeder Buchstabe bedeutet jeweils eine Zif-
fer, gleiche Buchstaben immer gleiche Zif-
fern und verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern. Diesen Angaben ent-
sprechend sind Zahlen zu finden, die die
waagerechten ((1)-(3)) und senkrechten
((4)-(6)) Gleichungen richtig 16sen.

Wie kann man nun Zahlenriitsel moglichst
einfach 10sen? Zuniichst wird man nachse-
hen, ob gewisse Buchstaben von vornher-
ein die richtigen Ziffern zugeordnet wer-
den kdnnen. .

In unserem Beispiel erkennt man aus (3),
de8 B =0 gelten muB, und aus (6) folgt
damn F=1. Damit wird auch I=9 in (4)
eindeutig festgelegt.

Weitere Zuordnungen liegen nun nicht
mehr auf der Hand. Man erkennt zwar Zu-
sammenhinge zwischen den Unbekannten,
z.B. muB wegen (6) G + A = 11 oder wegen
(4) A —1=D gelten, aber eine eindeutige
Festlegung eines Buchstabens ist nicht
mdbglich.

An dieser Stelle kann man nur mit einer

volistindigen Fallunterscheidung bzw.
eines ausgewiihiten Buchstabens fortset-
zen.

Die Frage, welcher Buchstabe zur Fallun-

terscheidung genommen werden soll, ist
nicht eindeutig zu beantworten. Im allge-
‘meinen ist es aber giinstig, solche zu neh-
men, bei denen moglichst wenig Fille zu
untersuchen sind. Falls z. B. fiir einen
Buchstaben erkannt wird, daB er fiir eine
gerade Ziffer steht, so sind fiir ihn maximal
fiinf Fille zu unterscheiden.

Im obigen Beispiel wollen wir A zur Fall-
‘unterscheilung nehmen.

A =0 oder A=1 ist nicht méglich, da be-
reits B=0 und F=1 gilt. Wegen (4) und
(3) gelten die Relationen 1<K <D <A,
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und somit ist A =2 oder A =3 gleichfalls
nicht méglich. Falls A = 4 gesetzt wird, so
falgt aus (4) D=3 und aus (6) G=7.
Damit miiBte in (3) K=2 (als 1. Ziffer)
und K = 8 (als 2. Ziffer) gelten. Dies ist ein
Widerspruch, d.h., A = 4 ist nicht richtig.
In gleicher Weise zeigt man, daB A=35
oder A = 6 nicht mdglich ist. Fir A=7 er-
hilt man G =4 (aus (6)), D=6 (aus (4)),
K =35 (aus (3)), H=2 (aus (4)), C=8 (aus
(6)) und J = 3 (aus (1)) und somit eine L§-
sung.

Dies ist die eindeutige Losung des Zahlen-
ritsels, da auch die Fille A=8 und A=9
zum Widerspruch fiihren. ’
Bildlich kann die obige Vorgehensweise
wie folgt dargestelit werden:

FBI ADGIKUHTCI]
3 28 X
4 3 7 X
5 4 6 X

1 0 9496 5 X
76 4 5 2 8 3
8 73 X
9 8 2 X

Falls aber Fallunterscheidungen fiir meh-
rere Buchstaben durchzufiihren sind, und
das ist sehr oft der Fall, so wird die Rech-
nung recht umfangreich und mitunter un-
iibersichtlich. Deshalb soll im weiteren
eine Methode vorgestellt werden, wie mit
graphischen Hilfsmitteln die GroBenrela-
tionen zwischen den Buchstaben veran-
schaulicht und damit die Anzahl der not-
wendigen Fallunterscheidungen wesentlich
reduziert werden konnen. Gleichzeitig er-
kennt man damit, fiir welche Buchstaben
Fallunterscheidungen durchzufiihren sind.
Betrachten wir wieder das obige Beispiel.
Aus (6) und (3) wissen wir, da F=1 und
B =0 gilt. Aus (3) folgt aber auch, daB D
groBer als K ist — dies wollen wir durch
K —D (lies: K kleiner als D) darstellen.
Ebenfalls aus (3) erhdlt man G+ 1=K,
dies beschreiben wir durch G1 K (lies: G
um eins kleiner als K). Da K>F, d. h.
F —K, gilt, folgt KX D. Insgesamt haben
wir damit BLF, F- G, G1K, F—K und
K< D und zusammengefaBt
B1F-G1K1D. ’

Aus (4) erkennt man D1 A, I=9 und
H<D+1. Da H=D nicht méglich, ist
mithin H-D. Da G1K1D gilt, folgt
H-G.

ZusammengefaBt erhalten wir
B1F-H-G1K1iD1A-1

Schauen wir uns (5) an, so ist zu erkennen,
daB auch J—-K gilt (da F=1). Wegen
G 1K gilt auch J - G, aber J und H kén-
nen noch nicht verglichen werden. Wir
stellen dies wie folgt dar:

nlp(‘}) G1KiD1A-L

® <I;...1ies F kleiner als H und J;

M G...lies: H und J einer als G)
SchlieBlich erhalten wir aus (2)
(da I=9), daB A1 C gilt und somit

BLF (IJ{> GLKiD1AlC-L

Nun sind alle zehn Buchstaben eingeord-
net, und wir erkennen sofort, da G =4,
K=5 D=6, A=7 und C=8 gilt. Offen
bleibt nur, ob H=2, J=13 oder H=3,
J =2 gilt. Aus (4) folgt aber sofort H=2
und damit J =3.

Ein weiteres Beispiel, in dem nur neun un-
terschiedliche Buchstaben vorkommen,
soll das Aufstellen der GroBenrelationen
und deren Veranschaulichung vertiefen
und zeigen, daB die Anzahl der Fallunter-
scheidungen wesentlich reduziert wird.
Gegeben sei nun das Zahlenritsel

1) EFEB GA = FCA
- . +

2 CMDC + HB = CHAE

3) DAFD - GFBA = FCBC
@ ® ©)

In der folgenden Ubersicht ist die jeweilige
Zeile bzw. Spalte angegeben, aus der neue
GroBenverhiltnisse zwischen den Variab-
len abgeleitet werden und- die Zusammen-
fassung in einem Schema (Graphen):

~ ~D /D
@ wMiraly Al 1y
C\
F~ D,C-D F_D
® g7 (wegenA-D) G
A-M1H
N\
C~ F-D-E
A-MLlH
PR G
® C*RCNyg cirSp-E
A=MLH

Aus dem ‘Graphen erkennt man nun, daB
A + C <10 gilt, denn ist C = 4 (groBtmogli-
cher Wert, da F, D, E, M, H gréBer als C
sind), so gilt A<3 und ist A=35, so gilt
C =< 3. Damit folgt

©® a>»
G\ ~E
CLFZD-B
4 D-B ATMLH

Weitere GroBenrelationen zwischen den
Buchstaben sind nicht offensichtlich. Hier
muB nun mit einer Fallunterscheidung
fortgesetzt werden. Wegen (6) gilt H=8
oder H=19. H konnte also zur Fallunter-
scheidung genommen werden.

Da-g > D gilt, folgt aus (3) aber auch, daB
F gerade ist und aus dem Schema F=<4.
Falls F = 2 gilt, dann folgt C = 1 (Schema),



B =6 (aus (3)), E=7 (aus (2)), A=4 (aus
6)), D=5 G=3 M=8 und H=9 (e-
weils aus dem Schema).
F = 4 ist nicht richtig, denn es wiirde C =13
(Schema), B=7 (3), E=0 (2) folgen im
Widerspruch zum Schema. Damit ist das
Riitsel gelost und die eindeutige Losung
gefunden.
Die vorgeschlagene Methode ist ein Bei-
spiel dafiir, wie mit grafischen Hilfsmitteln
die Ubersichtlichkeit erhdht und wesentli-
che Beziehungen zwischen den Variablen
veranschaulicht werden konnen.
Zahlenritsel sind auf Grund ihrer inne-
wohnenden Kombinatorik recht reizvoll
fir den, der iiber das Raten und Probieren
hinausgeht. Das Losen derartiger Aufgaben
erhoht die Sicherheit im Umgang mit Fall-
unterscheidungen und kann deshalb nur
empfohlen werden.

G. Scheithauer

Wir lésen Zahlenritsel

ala ABC - DB = EC
- + +
EA X F = GF
C + DF = DD

A2aA

XAV - I + IV
OM® - 0K + Ho
QM7 - & - W27

Al

io/oe B SR SVele)
0+ PA-

A4a Die beiden Worter enthalten 10
verschiedene Buchstaben, welche so durch
Ziffern ersetzt werden, daB die Rechnun-
gen stimmen. '
TRIOLE
+ LEGUAN
1020200

TRIOLE
—LEGUAN
195482

Die folgende Zahlenreihe
0123456789 -

ergibt, wenn dafir die entsprechenden
Buchstaben eingesetzt werden, eine andere
Bezeichnung fiir Neubildung, Ausgleich.

¢
Losungen siehe Heft 3/87!

Eine Aufgabe von Prof.
Dr. habil. Dr. h. c. mult.

Hans-Jiirgen
Treder

Direktor des Einstein-Laboratoriums,
Potsdam-Babelsberg

’

42777 A Wie lange braucht ein Schwim-
mer, um in einem FluB eine Strecke s hin
und zuriick zu schwimmen, wenn er relativ
zum Wasser die Geschwindigkeit u entwik-
kelt und wenn die Stromungsgeschwindig-
keit v betrigt? Was ergibt sich bei u = v?

Anmerkung: Die Aufgabe steht in Analogie
zu dem beriihmten Versuch von A. A. Mi-
chelson, welcher erstmalig 1881 auf dem
Telegrafenberg bei Potsdam durchgefibrt
wurde. Die Stromung des Flusses ist ana-
log zur Bewegung der Erde relativ zum an-
genommenen sogenannten Ather — darun-
ter verstand man damals einen besonderen
feinen Stoff, der den gesamten Raum erfiil-
len sollte. Der Schwimmer ist analog zum
Licht, dessen Ausbreitungsgeschwindigkeit
im Michelson-Versuch zweimal gemessen
wurde —~ in Bewegungsrichtung der Erde
und dazu entgegengesetzt. Es kam heraus,
daB die Lichtgeschwindigkeit jedesmal
denselben Wert hat, also von der Ausbrei-
tungsrichtung sowie vom Bewegungszu-
stand der Lichtquelle unabhingig ist. Als
eine SchluBfolgerung daraus mufBte die
Ather-Hypothese fallengelassen werden
und stattdessen die Spezielle Relativitits-
theorie Einsteins als gliltig angenommen
werden. In diesem Sinne ist der Michel-
son-Versuch eine Stiitze fiir die Spezielle
Relativititstheorie.

Unser Schwimmer in der Aufgabe verhilt
sich aber gerade anders als das Licht im
Michelson-Versuch!

Forschungsstitte
mit groBen Aufgaben

Im Mirz 1979, anliBlich des 100. Geburts-
tages von Albert Einstein, wurde an der
Akademie der Wissenschaften der DDR
das Einstein-Laboratorium gegriindet. Zu
seinem 'Direktor wurde der intermational
bekannte Physiker Professor Dr. habil.
Dr. h.c. mult Hans-Jilrgen Treder berufen.
Die Forschungsstiitte hat ihren Sitz auf
dem Geldnde. der Sternwarte Babelsberg
bei Potsdam; auBerdem gehdrt Einsleins
ehbemaliges Sommerthans in Caputh unweit
von Potsdam dazn. Das Einstein-Laboxato-
rfum ist eine der Mitarbeiterzahl nach
kieine Einrichtong, hat aber wichtige Auf-
gaben zu erfilllen ~ die Pflege und die
Weiterfihrung des Werks von Albert Ein-
stein.
Einstein war einer der groBten theoreti-
schen Physiker; er hat die Wissenschaft um
fundamentale Erkenntnisse bereichert. Un-
ter seinen Leistungen seien hervorgehoben
die Arbeiten zur Lichtquantenhypothese,
welche mit einem Nobelpreis gewirdigt
wurden, sowie die Spezielle und die Allge-
meine Relativitdtstheorie, welche eine Um-
wilzung der Vorstellungen iiber Raum und
Zeit bedeuteten. Mit Albert Einstein verbin-
den uns in der DDR bestimmte Traditio-
nen: Er lebte von 1914 bis 1933 in Berlin,
wirkte in dieser Zeit an der Preupischen
Akademie der Wissenschaften zu Berlin und
an der Humboldt-Universitdt. Das fiir ihn
gebaute und architektonisch bedeutsame
Sommerhaus in Caputh bewohnte er in
den Jahren 1929 bis 1932.
Einsteins Wirken wurde bzw. wird von
Prof. Treder und seinen Mitarbeitern er-
forscht. Die Ergebnisse sind in zahlreichen
Biichern und Artikeln niedergelegt. Es wird
die Verbindung zu aktuellen Problemen
der Forschung hergestellt: Im Brennpunkt
des Interesses der Physiker stehen heute
Beziehungen zwischen der Kosmologie,
d. h. der Lehre vom Aufbau der Welt im
sehr Groflen, einerseits und der ‘Elementar-
teilchenphysik, d.h. der Lehre vom Aufbau
der Welt im sehr Kleinen, andererseits. Da-
bei sucht man nach einer Theorie, welche
alle bekannten Kriifte in der Natur umfas-
sen soll. Zu diesen international intensiv
betriebenen Forschungen leisten das Rin-
stein-Laboratorium und andere Eimrich-
tungen der Akademie der Wissenschaften
der DDR Beitriige.
Das Einstein-Laboratorium versteht sich
auch als eine Stitte der Weiterbildung. Der
Autor dieses Beitrags wurde von der Sek-
tion Mathematik der. Emst-Moritz-
Amdt-Universitit Greifswald 1986 zu
einem halbjdhrigen Studienaufenthalt an
das Einstein-Laboratoium delegiert und
hat dort eine Fiille von Anregungen fiir
seine Arbeit erfahren. .

R. Schimming

Prof. Treder im Einstein-Haus
in Caputh
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Symmetrie
im Raum
Teil 1 -

Mit Symmetrie und symmetrischen Figu-
ren haben wir uns bereits in der Ebene ni-
her beschiftigt, so mit der Axialsymmetrie
(Heft 4/1984), der Zentralsymmetrie
(Heft 2/1985) und der Drehsymmetrie
(Heft 4/1985). Analoge Sachverhalte und
Begriffe gibt es auch im Raum.

In manchen groBen Schlossern, wie z.B. im
Neuen Palais in Potsdam, aber auch in klei-
nen, wie etwa im SchloB K&then, findet der
Besucher Spiegelsdle mit ihrer immer wie-
der verbliiffenden Wirkung. Denn — so wie
vor langer Zeit aus Reprisentationsgriin-
den - bleibt der Effekt auch heute der glei-
che:

Der real bestehende Raum erscheint im
Spiegel nochmals und spiegelt mehr als da
ist! Der Spiegel wird zur Symmetrieebene
bzgl. eines Gesamtraums, der sich aus dem
real bestehenden und dem nur als Bild exi-
stierenden Raum zusammensetzt.

Jetzt abstrahieren wir: Eine Ebene ¢ heilt
eine Symmetrieebene einer Figur F, wenn bei
der Spiegelung an der Ebene ¢ die Figur auf
sich abgebildet wird. Dieser Begriff ist also
vollig analog der Axialsymmetrie einer Fi-
gur in der ebenen Geometrie (siche
Heft 4/1984) erklirt.

Bei der Spiegelung an ¢ wird jeder Punkt
aus ¢ auf sich und jeder Punkt 4 ¢ ¢ auf
denjenigen Punkt B abgebildet, fiir den die
Verbindungsgerade g,; senkrecht zur
Ebene ¢ ist und & durch den Mittelpunkt
von AB geht (Bild 1).

Bild 1

Hat man umgekehrt bei einer Spiegelung

einen Originalpunkt 4 und das zugehérige
Bild B, so gibt es genau eine zugehorige
Symmetrieebene. Sie besteht einfach aus
der Menge aller Punkte P des Raumes, die
von 4 und B gleichen Abstand besitzen
(Bild 1); und wir nennen sie die Mittellot-
ebene von AB . :

Aufgaben

Ala BEs sei ABCD ein regelmiBiges Te-
traeder (d.h. eine dreiseitige Pyramide mit
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gleichlangen Kanten). Bestimme alle Sym-
metrieebenen dieser Figur!

Liosung: Die Mittellotebene o der Kante
4B ist offensichtlich eine Symmetrieebene
des regelmiBigen Tetraeders, da wegen
|CA[{=|CB| und |DA|=|DB|

die Punkte C und D auf « liegen (Bild 2a).

Bild 2a

Entsprechendes gilt fir jede der weiteren
finf Kanten. Also gibt es wenigstens sechs
Symmetrieebenen. Gibt es weitere?

Nein! Denn ist € eine Symmetrieebene des
regelmiBigen Tetraeders ABCD, so muB
wenigstens einer der Eckpunkte nicht auf ¢
liegen, da A4, B, C, D in keiner gemeinsa-
men Ebene liegen konnen. Es sei etwa
A ¢ &. Das Bild von 4 bei der Spiegelung
an ¢ muB eine der Ecken B, C oder D sein,
da ¢ Symmetrieebene des Korpers ist, etwa
der Punkt B. Dann ist aber ¢ gerade die
Mitteliotebene von 4B und damit eine der
bereits angegebenen Symmetrieebenen.
Symmetriebetrachtungen spielen in der
Chemie, insbesondere in der Kristallogra-
phie, eine groBe Rolle. Ein regelmiBiges
Tetraeder bilden u. a. das Kerngeriist der
Molekiile von CH, (Bild 2b).

H

A2 A Man bestimme alle Symmetrieebe-
nen

a) eines Wiirfels (Bild 3a) und

b) eines geraden Kreiskegels (Bild 3b).

Bild 3a

Bild 3b oS

Symmetrieebenen findet man bei vielen
Korperformen von Pflanzen (-teilen) und
Tieren, in der Technik und bei Bauwerken.
Da sich derartige symmetrische Formen in
der Natur als Ergebnis einer langen Ent-
wicklung herausgebildet haben, sind sie als
optimale Gestalt unter den gegebenen Um-
weltbedingungen zu werten. In der Tech-
nik entstehen Formen mit Symmetrieebe-
nen vielfach aus ZweckmaiBigkeit, insbe-
sondere aus Stabilitdtsgriinden.

A3 A Wieviele Symmetricebenen besitzt
a) eine Tomate?

(Zerschneide dazu eine Tomate!)

b) das Vorderrad deines Fahrrades?
(Betrachte dazu eingehend die Lage

der Speichen!)

c) die Bliite einer Orchidee?

d) gewlhnlicherweise eine Eisenbahn-
briicke? (Bild 4)

Bild 4
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e) eine Tetrapackung

(z. B. fir Kondensmilch)?

Beim geraden Kreiskegel im Bild 3b) heiBt
die Gerade gy die Kegelachse; der Kegel
wird als symmetrisch beziiglich dieser Ge-
raden angesehen.

Man nennt eine Gerade a eine Symmetrie-
achse der Figur F, wenn bei der (riumli-
chen!) Spiegelung an dieser Geraden die
Figur in sich Gibergeht. Die Bildpunkte bei
der Spiegelung an einer Geraden a lassen
sich dabei sehr einfach beschreiben:

Alle Punkte auf a bleiben fest, und hin-
sichtlich eines Punktes 4 ¢ a ist in der
Ebene durch g und 4 so wie bei der Gera-
denspiegelung in einer Ebene zu verfahren
(Bild 5). Demnach ist eine Spiegelung an a
auch einfach als eine (rdumliche) Drehung
um a mit 180° anzusehen.

Bild §

A4 4 Wie viele Symmetrieachsen besitzt
ein regelmdBiges Tetraeder?

Bild 6




Lésung: Man erkennt leicht (etwa durch
eine mogliche Einbettung in einen Wiirfel,
Bild 6), daB die Verbindung der Mittel-
punkte zweier windschiefer Kanten eine
Symmetrieachse ist. Durch eine entspre-
chende Uberlegung wie bei der Losung zur
1. Aufgabe zeigt man, daB es nicht mehr als
drei Symmetrieachsen gibt.

A5 A Wieviele Symmetrieachsen hat ein
Wiirfel?
Es stellt sich die Frage, welcher Zusam-
menhang zwischen Symmetrieebenen und
Symmetrieachsen besteht. Man kann leicht
zeigen:

A6 A Hat eine Figur zwei Symmetrieebe-
nen o« und § und sind diese senkrecht zu-
einander, dann ist ihre Schnittgerade eine
Symmetrieachse der Figur.

Mit dieser Eigenschaft kann die Aufgabe 4
nochmals mit dem Ergebnis aus der Auf-
gabe 1 geldst werden. Man betrachte dazu
wiederum das Bild 6. (Anhand dieses Bil-
des wird die Eigenschaft in der Aufgabe 6
selbst recht einsichtig!)

MuB nun umgekehrt bei Existenz einer
Symmetrieachse auch ein Paar zueinander
senkrechter Symmetrieebenen existieren?
Nein!

A7a Nenne (und beschreibe) eine Figur,
die keine Symmetrieebene aber eine Sym-
metrieachse besitzt!

Eine Symmetrieachse besitzen die Dop-
pelschraube (Bild 7) und die Doppelwen-
delfliche. Derartige geometrische Figuren
findet man u. a. in der Baukunst (Sdulen-
formen und -verzierungen, Wendeltrep-
pen), in der Technik und in der Mikrobio-
Jlogie. Symmetrieachsen findet man bei
vielen Formen rotierender Teile in der
Technik.

Bild 7

A8a Ist die Achse des Vorderrades dei-
nes Fahrrades eine Symmetrieachse dieses
Rades? (Priife sorgsam!)

A9A Bestimme die Symmetrieachsen
der Drahtfigur im Bild 8, die sich aus Kan-
ten eines Wiirfels zusammensetzt! (Die
Naht beim [Feld-]Tennisball zeigt gleiche
Symmetrieeigenschaften!)

Nennenswert ist noch folgende allgemeine
Eigenschaft:

A10Aa Hat eine Figur zwei zueinander
senkrechte Symmetrieachsen a und b, dann
ist die zu a und b senkrechte Gerade ¢
ebenfalls eine Symmetrieachse.
Beispiele dafiir liegen in den Aufgaben 4
und 9 vor.

E. Quaisser/H.-J. Sprengel

I\

aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Rechenbiaume

Fiille die Leerstellen aus!
Gib jeweils den zu berechnenden Term an!

Stelle fir folgende Terme einen Rechen-
baum auf!

ASa —3-(—41-19)

A6a Y22-4- (25 + 10y

Ala As you may know, the symbol n!
(called “n factorial”) denotes the product
of all integers from 1 to n. So, for instance,
21=1-2=2;5!1=1-2-3-4-5=120;
6!=1-2-3-4-5-6=1720,
and so on.
Here is the number 12! written out in full

4790m600.
Alas! One of the digits got blotted out. Can
you find the missing digit without doing all
the multiplications?

Math. Pie, London

A2a CuMMeTpHYEH JIM y30p H2 DH-
?
CYHKeE! Quant, Moskau

A 3 a Chaque signe de ce tableau repré-
sente toujours le méme chiffre. Les totaux
de quinze additions vous sont donnés, ho-
rizontalement et verticalement. Attribuez a
chaque signe sa valeur!

Maximath, Belgien

34 26 43 45 34 46 40
gifg|dl{a|=Nj|j39
dlalg|=ngilal9(21
alalallilla]|dles
sul9(li9|alalal2s
9|9|a|=nl|l]guleo
dl9|dlald|9|dlee
algjwn(l|9|&|dse
jlald= 9| l44a
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Wer 16st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12.Juni 1987

Mathematik

Ma 5m2778 Das Bild besteht aus vier
gleichgroBen Quadraten. Es gibt verschie-
dene Wege, um von A (Anfang) nach E
(Ende) zu wandern. Auf einem solchen
Weg darf kein Abzweigpunkt ein zweites
Mal betreten werden. Eine kleine Quadrat-
seite soll 10 m lang sein. Wie viele Wege
sind 40 m, 60 m bzw. 80 m lang?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

£

A

Ma 5m2779 Aus dem abgebildeten Qua-
drat wurden vier gleichgroBe gleichschenk-
lig-rechtwinklige Dreiecke herausgeschnit-
ten (a =2cm, b =4cm).
(1) Welche Fliche ist groBer, die gesamte
herausgeschnittene Fliche oder die iibrig-
gebliebene Fliache?
(2) Um wieviel Quadratzentimeter unter-
scheiden sie sich? .

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

o

aq

Ma 5m2780 Zeichne auf Karopapier ein
Quadrat mit 25 gleichgroBen Feldern.
Diese Felder sollen mit moglichst wenig

Farben so gefirbt werden, daB kein Feld,
das ein anderes mit einer Seite oder mit
einer Ecke beriihrt, die gleiche Farbe er-
hilt. Wie viele Farben sind mindestens no-
tig? Gib ein Beispiel dafiir an! (4nmerkung:
Statt der Farben kannst du auch Ziffern
setzen.) StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 2781 Werner versucht, eine natiir-

liche Zahl x zu finden. Dabei soll die

Summe aus dem Vorginger und Nachfol-
ger von x die Jahreszahl 1987 ergeben.

a) Beweise, daB sich keine solche Zahl x
finden 14Bt!

b) Zeige, wie sich eine solche Zahl x fin-
den ldBt, wenn die Jahreszahl eine gerade
Zahl ist! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2782 In dem Schema
ABC
+ AB
+_4
300 .
sind Ziffern durch Buchstaben ersetzt wor-
den. Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche
Ziffern, verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern. Brmittle die richtigen Ziffern
fiir A, B und C!
OL Werner Melka, Neubrandenburg

Ma5m2783 Ersetze in dem Schema

L L

L ]

1987
die Sternchen so durch Ziffern, daB eine
richtige Subtraktionsaufgabe entsteht. Da-
bei diirfen aber nur die vier Ziffern 1, 9, 8,
7 benutzt werden, aber keine von ihnen
mehr als dreimal.
Gib alle Moglichkeiten an!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2784 Die drei Mitglieder einer
Familie sind zusammen 108 Jahre alt. Die
Mutter ist dreimal so alt wie der Sohn, der
Vater drei Jahre ilter als die Mutter. Wie
alt ist jedes der Familienmitglieder?
Schiilerin D. Gretsch, Bad Freienwalde

34 . alpha, Berlin 21 (1987) 2
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zah! nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Na/Te (Naturwissenschaft und
Technik) und eine Ziffer, z.B. 7, vorgesetzt
(d. h. fiir 7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12 oder Na/
Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (siehe Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
»sehr gut gelost,  gut gelost” oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1986/87 lduft von Heft 5/1986 bis
Heft 2/1987. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1987 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/86 bis 2/87
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/87 ver6ffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/1986 bis 2/87) erhalten hat und
diese einsendet, erhiilt eine Anerkennungs-
urkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1986/87
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl ‘des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



Ma 6 w2785 Drei Wiirfel W, W, und W,
haben zusammen einen Rauminhalt von
90 cm®. Dabei ist das Volumen des Wiirfels
W; dreimal so groB wie das des Wiirfels
W,. Das Volumen des Wiirfels W, ist dop-
pelt so groB wie das des Wiirfels W,. Es ist
die Oberfliche des Wiirfels W; zu berech-
nen! Schiler J. HeBe, Berlin

Ma6m2786 Es ist die kleinste, ohne
Rest durch 7 teilbare natiirliche Zahl zu er-
mitteln, die bei Division durch 2 den Rest
1, durch 3 den Rest 2, durch 4 den Rest 3,
durch 5 den Rest 4 und durch 6 den Rest 5
14Bt. Schiilerin B, Sommer, Gorlitz

Ma 6 m2787 Die Sternchen in der vier-
stelligen natiirlichen Zahl 1**0 sind so
durch Ziffern zu ersetzen, daB man durch
36 teilbare Zahlen erhilt. Es sind alle L§-
sungen anzugeben!

Schiiler A. Henning, Bad Salzungen

Ma 6 2788 Emmittle alle geordneten
Zahlenpaare (a;b) natiirlichere Zahlen a
und b, die Losung -der Gleichung

a-(a+ b)=1986

sind! OL W. Melka, Neubrandenburg

Ma 7.2789 In der Gleichung
AB?=TCDA ist 4B eine zweistellige, CDA
eine dreistellige natiirliche Zahl. Setze in
diese Gleichung fiir gleiche Buchstaben
gleiche Ziffern, fiir verschiedene Buchsta-
ben verschiedene Ziffern so ein, daB eine
wahre Aussage entsteht!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2790 In zwei GefdBen befindet
sich Wasser, und zwar 450 cm® im ersten
GefiB. GieBt man von einem Gefi 20%
der Flissigkeit in das andere, so enthalten
dann beide GefdBe die gleiche Wasser-
menge. Wieviel Kubikzentimeter Wasser
waren zuerst im zweiten Gefd3?

OL W. Melka, Neubrandenburg

Ma 7 m3791 Eine sechsstellige natiirliche
Zahl beginnt an der hochsten Stelle mit
der Grundziffer 1. Streicht man diese Zif-

fer und hiingt sie an die verbleibenden finf

Grundziffern hinten an, so erhilt man eine

Zahl, die dreimal so groB wie die urspriing-

liche ist. Wie heiBen diese beiden Zahlen?
Sch.

Ma7m2792 Es ist nachzuweisen, daB fir
jedes konvexe Viereck mit den Seitenlin-
gen a, b, ¢, d und den Lingen e und f der
a+b+c+d
2
<e+f<a+b+c+dgilt!

Ma8m2793 Nach einer durchgefiihrten
Altstoffsammlung lieferte Bert weniger Fla-
schen ab als Dirk. Arthur und Ede hatten
zusammen genau so viele Flaschen gesam-
melt wie Dirk und Bert zusammen. Arthur
und Dieter lieferten zusammen nicht so
viele Flaschen ab wie Ede und Bert zusam-
men, sondern weniger. Wer dieser vier
Schiiler hatte die wenigsten, wer die mei-
sten Flaschen abgeliefert?

Diplomlandwirt H. Boettcher, Weimar

Diagonalen
Sch.

Ma8m2794 Es ist nachzuweisen, daB
die Differenz 63! — 61! ohne Rest durch 71
teilbar ist. (Unter der Zahl n! versteht man
das Produkt

1-2-3-4-5-...-n) Nach Quant, Moskau
Ma8®2795 Die MaBzahl des Umfangs
eines Kreissektors (gemessen in cm) sei
gleich der MaBzahl seines Flicheninhalts
(gemessen in cm?). Die MaBzahlen der
Linge des Radius und des Kreisbogens
seien natiirliche Zahlen. Es ist zu untersu-
chen, fur welche MaBzahlen diese Bedin-
gungen erfullt werden! Sch.

Ma8m2796 Ein Quadrat ist in 25 paar-
weise kongruente quadratische Felder auf-
geteilt.

Es sollen fiinf gleiche Spielsteine so auf
quadratische Felder gelegt werden, daB in
jeder waagerechten Reihe und in jeder
senkrechten Reihe genau ein Spielstein
liegt. Wieviel unterschiedliche Belegungen
gibt es?

Beispiel:

Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma9m2797 Kennt man das Quadrat
einer natiirlichen Zahl a, so kann man das
Quadrat des Nachfolgers von a auf die fol-
gende Weise leicht bestimmen:

Man addiert zum Quadrat von ¢ nochmals

. a selbst sowie den Nachfolger von a.

Beispiel: Das Quadrat von 3 ist 9. Man er-
hilt nun das Quadrat von 4, indem man zu
9 die 3 und den Nachfolger der 3 addiert,
also
9+3+4=16=42% Es ist die Allgemein-
giiltigkeit dieses Verfahrens fiir alle natirli-
chen Zahlen nachzuweisen.

Ch. Bittner, Miihlhausen

Ma9m2798 Junge Pioniere hatten durch
das Sammeln und den Verkauf von Altstof-
fen 100,-M zusammengebracht. Dafiir
kauften sie 34 Geschenke, die sie Bewoh-
nern eines Altersheimes auf einer Weih-
nachtsfeier iiberreichten. Es waren Ge-
schenke zum Preise von 2,—- M, 3,— M und
5,— M das Stiick, am meisten zu 2,—- M, am
wenigsten zu 5,— M. Wie viele Geschenke
jeder dieser drei Preisstufen wurden iiber-
reicht? Schiilerin A. Heiser, Diesdorf

Ma9m2799 Es sind zwei Kreise k; und
k, mit den Mittelpunkten M; und M, und
den Radien r; und r, (r; < r,) zu zeichnen,
die sich in den Punkten 4 und B schnei-
den. Auf k, ist ein Punkt P derart zu wih-
len, daB die Gerade PM, die Strecke 4B in
einem inneren Punkt schneidet. Die Ge-
rade PA moge k, in D, die Gerade PB
moge k, in C schneiden. Die Gerade PM,
schneide CD in E. Es ist nachzuweisen,
daB PE senkrecht auf CD steht. Sch.

Ma9m2800 Zeichnen Sie ein beliebiges
rechtwinkliges Dreieck mit einer Kathete
AB von 6 cm Linge!
a) Berechnen Sie die Linge derjenigen zu
AB parallelen Strecke, die die Fliche die-
ses Dreiecks halbiert!
b) Konstruieren Sie diese Strecke!
c) Beschreiben Sie die Konstruktion!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 10/12 m 2801 Eine Gruppe von Dol-
metschern unterhielt sich iiber die Fremd-
sprachen, die sie beherrschen. Dabei stellte
sich heraus, daB keiner nur eine Sprache
beherrschte. Sechs Dolmetscher konnten
Russisch und Englisch, zwei konnten Rus-
sisch und Franzosisch und nur einer
konnte Englisch und Franzdsisch spre-
chen. Alle drei Sprachen beherrschte auch
nur ein Dolmetscher. Wie viele Dolmet-
scher hatten sich unterhalten? Fr.

Ma 10/12 m 2802 Es ist zu beweisen, daB
fir alle reellen Zahlen x gilt
sinx + cos x 1/2_!
Dipl.-Math. C. Piehler, Halle

Ma 10/12 w2803 Gegeben seien ein gera-
der Kreiskegel und eine gerade quadrati-
sche Pyramide. Beide Korper sind gleich
hoch. Wie groB ist der Radius der Grund-
fliche des Kreiskegels, wenn beide Korper

.gleiche Volumina haben?

Schiiler J. Kandziora, Zehdenick

Ma10/12 w2804 Die Summe der GroBen

der Innenwinkel eines regelmidBigen

n-Ecks betridgt 1440°. Wie groB ist n?
Schiilerin B. Balzer, Zittau

Naturwissenschaft -
und Technik

Na/Te 6 m369 Ein Junger Mathematiker
wurde von seinen Freunden gefragt, wie er
sein Campingziel erreicht habe, das
313 km von seinem Wohnort entfernt liegt.
»Mit'dem Autobus fuhr ich um 205 km we-
niger als mit dem Zug, meine Wander-
strecke war um 36 km kiirzer als meine
Fahrstrecke mit dem Autobus.“
Berechne, wieviel Kilometer die Bahnfahrt,
die Autobusfahrt und die Wanderstrecke
betrug, wenn der Junge Mathematiker die
Reise in seinem Wohnort begann!
DDR-Olympiade-Aufgabe

Na/Te7m 370 Beim Experimentieren
mit Kapillaren verschiedenen Durchmes-
sers erhdlt Anja MeBwertpaare von Steig-
hohe h und Durchmesser d der Kapillaren,
die sie zur besseren Veranschaulichung in
ein Koordinatensystem eintriigt.

a) Bestimme zeichnerisch die Steighdhen
fir 4, = 1,2 mm und d, =0,75 mm!

b) Was fir ein Zusammenhang kénnte
vorliegen?

Stelle eine entsprechende Gleichung auf,
die A und d enthilt!

c) Priife damit die bei a) bestimmten
Werte!

d) Biologische Kapillaren (z. B. Pflanzen)
haben sehr geringe Durchmesser. Wie hoch
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steigt das Wasser in einer Kapillare von
0,002 mm Durchmesser, wenn man voraus-
setzt, daB hierbei das gleiche Gesetz gilt?
Dipl.-Lehrer Ch. Werge,
Karl-Marx-Universitat Leipzig

Na/Te7m371 a) Bei der Analyse von
Eisenoxid wird das Massenverhiltnis Eisen
1
3
die Formel des Oxids aufzuschreiben.
b) Wieviel Gramm Eisen sind in 200g
Eisenoxid enthalten?

Aus: Chemie in der Schule, Berlin

Na/Te8m372 Der Brennstoffverbrauch
eines kleinen Spiritusbrenners soll ermit-
telt werden. Dazu wird tiber einen gewissen
Zeitraum bei konstanter Dochtlinge die
Masse des Brenners einschlieBlich des
Brennstoffs im brennenden Zustand ge-
messen. Die folgende graphische Darstel-
lung wurde, ausgehend von den MeBwer-
ten, angefertigt:

zu Sauerstoff von 2—:1 festgestellt. Es ist

250

130
100

50
t

4 t—t—

o 1 2 3 4 5 ¢ 7 8 min 10

a) Der Zusammenhang zwischen Masse m
und Zeit ¢ kann mit einer Gleichung der
Form

m=a-t+b
(a, b physikalische GroBen) beschrieben
werden. Bestimme ¢ und b so, daB die
Gleichung fiir die Koordinaten aller
Punkte der Geraden erfullt ist!
b) Wieviel Brennstoff ist nach 5 Minuten
verbrannt?

36 - alpha, Berlin 21 (1987) 2

¢) Wie groB ist der Spiritusverbrauch pro
Minute?

d) Berechne, wie lange der Brenner im vor-
liegenden Fall lingstens in Betrieb sein
kann (ohne Brennstoff hat das Gerit eine
Masse von 110 g)! Ch. Werge, Leipzig

Na/Te8®373 Ein Luxusdampfer der
WeiBen Flotte hat auf der Elbe stromab-
wirts eine Fahrgeschwindigkeit von
33 km- h~!, stromaufwiirts betrigt diese je-
doch nur noch 27km- AL

a) Berechne die Strémungsgeschwindig-
keit!

b) Mit welcher Geschwindigkeit kdnnte
der Dampfer in stehenden Gewissern fah-
ren?

Na/Te9m 374 Beim Erwirmen von Was-
ser in einem offenen GefiB iiber einem
Bunsenbrenner wurde der untenstehende
Zusammenhang zwischen Zeit und Tempe-
ratur festgestellt.

100 ;3

¢

—t—

min 6

a) Bestimmen Sie zwei Funktionsglei-
chungen so, daB die Abweichung von der
Messung unter 5K liegt!

b) Wie ist der Verlauf des Graphen physi-
kalisch zu deuten? Ch. Werge, Leipzig

Na/Te 9m 375 Sonnenlicht trifft lotrecht
auf eine Sammellinse mit einem Durch-
messer von 8 cm und wirft auf einen 6 cm
dahinter parallel zur Linse stehenden
Schirm einen Lichtfleck von einem Durch-
messer von 16 cm.
Wie groB ist die Brennweite der Linse?
Dr. M. Wurlitzer/Dr. H.-Ch. Semmelhack,
Karl-Marx-Universitat Leipzig

Na/Te 10/12m 376 Die Mitglieder einer
Biologie-Arbeitsgemeinschaft wollen fiir
Tierstimmenaufnahmen ein Mikrophon
mit einem geeigneten Reflektor verwenden
und den Reflektor aus glasfaserverstirktem
Polyesterharz selbst herstellen. In einer
Bauanleitung wird der Querschnitt des
dazu benétigten Formkerns angegeben, der
entsprechend dem Reflexionsgesetz fiir
Schall bestimmt worden ist (siche Bild).
Da sich jedoch die Empfindlichkeit noch
als zu gering erweist, méchten die Schiiler
den Formkern nach oben vergroBern.

6009
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a) Bestimmen Sie nach Einzeichnen eines
geeigneten Koordinatensystems eine Funk-
tionsgleichung so, daB der Rand des Kerns
moglichst genau wiedergegeben wird! Um
was fir einen Graphen handelt es sich?

b) Wie hoch muB der Formkern fiir einen
Durchmesser von 800 mm sein?

¢) Erginzen Sie den Graphen, der den
Rand des Formkerns angibt, gemdB der
Funktionsgleichung! Ch. Werge, Leipzig

Na/Te 10/12m 377 Ein Bus mit 42 Sitz-
plitzen hat eine Eigenmasse von 7t und
eine Bremskraft von 62000 N.
Nach den Bestimmungen der StraBenver-
kehrs-Zulassungsordnung (StVZO) miissen
Fahrzeuge einer bestimmten Bauart eine
mittlere Bremsverzogerung von 5ms~2 er-
reichen konnen.
Wieviel Sitzpldtze kénnen maximail einge-
nommen werden, wenn mit einer Masse
von 75 kg je Passagier gerechnet wird?
Aus: Aufgabensammlung Mathematik,
Volk und Wissen, Berlin

Verdoppelte Kreisfliche
mit verdoppeltem Umfang

Die Zeichnung stellt ein regelmaBiges
Sechseck ABCDEF mit seinem Umkreis
dar. Um jeden Eckpunkt dieses Sechsecks
wurden mit der Seitenldnge s des Sechs-
ecks als Radius Kreisbogen geschlagen, de-
ren Schnittpunkte auBerhalb des Umkrei-
ses liegen.

Es ist nachzuweisen, daB der Umfang der
so entstandenen Figur doppelt so lang, der
Flicheninhalt doppelt so groB ist wie der
des Umkreises des regelmdBigen Sechs-
ecks!

Aus: Praxis der Mathematik, Kéln
Autor: F. Meyer, Miinchen
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260521 Auf der DDR-Olympiade Junger
Mathematiker treffen sich Andreas, Britta,'
Dirk und Kerstin. Sie kommen jeder aus
einer anderen Stadt, und zwar aus Berlin,
Dresden, Halle und Schwerin. Wir wissen
folgendes iiber sie:

(1) Andreas und der Teilnehmer aus Berlin
sind von den vier Schiilern die beiden ein-
zigen, die schon im Vorjahr auf der DDR-
Olympiade waren; -

(2) die beiden anderen, nidmlich Kerstin
und der Teilnehmer aus Dresden, sind zum
ersten Mal bei der DDR-Olympiade anwe-
send.

(3) Dirk ist dlter als der Teilnehmer aus
Berlin.

(4) Kerstin ist jinger als der Teilnehmer
aus Schwerin.

Welcher Teilnehmer kommt aus welcher
Stadt? Wer sind die beiden, die schon im
Vorjahr an der DDR-Olympiade teilge-
nommen haben? '

260522 Fritz hat drei rot und drei blau
angestrichene kreisformige Spielmarken.
Keine zwei von diesen sechs Spielmarken
sind in der GroéBe einander gleich.

a) Fritz legt zuerst nur die drei verschieden
groBen roten Spielmarken nebeneinander
auf den Tisch. Zeichne alle méglichen An-
ordnungen dieser drei Spielmarken auf!
Wie viele Anordnungsmdéglichkeiten sind
dies insgesamt?

b) Nun mdochte Fritz alle sechs Spielmar-
ken so nebeneinander legen, daB sich stets
die Farben der Spielmarken abwechseln.
Wie viele Anordnungsmoéglichkeiten der
Spielmarken gibt es hierfiir insgesamt?
Nenne die Anzahl und erklire, warum es
genau diese Anzahl der Anordnungsmog-
lichkeiten gibt!

260523 Zeichne eine Strecke 4B der
Linge 15 cm! Auf dem Strahl, der den Aus-
gangspunkt 4 hat und durch B geht, sollen
nun zwei weitere Punkte C und D so einge-
zeichnet werden, daB 4:-AC=4D und
CB = BD gilt. Wie groB sind dafiir 4C und
AD zu wihlen?

Erklire, wie man zur Berechnung dieser
beiden Lingen AC und AD kommen kann,
und zeichne dann die Punkte C und D!

260524 Du kannst die mit zwei Wiirfein
von jemandem geworfenen beiden Augen-
zahlen nennen, ohne sie gesehen zu haben,
wenn du folgende Rechenschritte (1) bis

(4) ausfiihren und dir nur das Endergebnis
nach Schritt (4) ansagen 14Bt:

(1) Die mit dem einen Wiirfel geworfene
Augenzahl ist zu verdoppeln.

(2) Hierzu ist 5 zu addieren.

(3) Die erhaltene Summe ist mit 5 zu mul-
tiplizieren.

(4) Zum Produkt ist die mit dem anderen
Wiirfel geworfene Augenzahl zu addieren.
Wenn du nidmlich vom Ergebnis des

Schrittes (4) die Zahl 25 subtrahierst, so er-

hiltst du diejenige Zahl, deren eine Ziffer
die Augenzahl des einen Wiirfels und de-
ren andere Ziffer die Augenzahl des ande-
ren Wiirfels bezeichnet.

a) Uberpriife dies an einem selbstgewihi-
ten Beispiel!

b) Weise nach, daB das fir jeden mit zwei
Wiirfeln méglichen Wurf gilt!

Olympiadeklasse 6

260621 Bei der folgenden fiinfstelligen
Zahl sind zwei Ziffern unleserlich gewor-
den und durch Sternchen ersetzt.
27**7

Anstelle der Sternchen sind zwei Ziffern so
einzufiigen, daB die Zahl durch 9 teilbar
ist. Gib alle fiinfstelligen Zahlen an, die
durch derartiges Einfigen entstehen kon-
nen! Weise nach, daB alle gesuchten Zah-
len von dir angegeben wurden!

260622 Die Midchen Britta, Petra und
‘Anja wiinschen sich einen Ball, eine Puppe
und ein Album fiir Briefmarken. Dabei
wiinscht sich jedes der Midchen genau
einen der genannten Gegenstinde, und
zwar jedes Midchen einen anderen.

Marie soll feststellen, wer von den Mid-
chen sich welchen Gegenstand wiinscht.
Auf ihre Frage erhilt sie folgende Antwor-
ten:

(1) Britta wiinscht sich den Ball.

(2) Petra wiinscht sich den Ball nicht.

(3) Anja wiinscht sich das Album nicht.
Von diesen drei Antworten ist genau eine
wahr, die anderen beiden sind falsch.
Wenn man das weiB, kann man fir jedes
der drei Midchen eindeutig feststellen,
welchen Gegenstand es sich wiinscht. Er-
klire, wie sich diese Feststellungen gewin-
nen lassen, und gib die Feststellungen an!

260623 Es seien 4, B, C die drei im Bild
angegebenen Punkte, die nicht auf einer
gemeinsamen Gerade liegen.

a) Konstruiere (mindestens) zwei Punkte

X o

A% xB

S, und §,, fir die

5.4 = §.B und §,4 = 5, B gilt!

b) Es gibt genau einen Punkt §, der von A4,
B und C gleich weit entfernt ist. Konstru-
iere diesen Punkt S!

c) Begriinde, warum der Punkt S bei dei-
ner Konstruktion die geforderten Bedin-
gungen erflillt!

260624 Der Schiiler Frank Schludrig
meint, iiber seine Klasse folgendes heraus-
gefunden zu haben: In der Klasse sind ge-
nau 28 Schiiler, davon sind genau 16 Jun-
gen. An Arbeitsgemeinschaften nehmen
genau 20 Schiiler der Klasse teil, davon
sind genau 8 Jungen. An der Kreisolym-
piade Junger Mathematiker beteiligten sich
genau 4 Schiiler der Klasse, davon waren
genau 2 Jungen. Von diesen Olympiade-
teilnehmern sind genau 1 Junge und genau
1 Midchen auch Mitglied einer Aibeitsge-
meinschaft. Der Schiiler Rolf Schlauberger
hort sich diese Angaben an und behauptet
nach einigem Uberlegen, daB Frank
Schludrig ein Irrtum unterlaufen sein muB.
Weise nach, daB die Angaben von Frank
Schludrig nicht stimmen kdnnen!

Olympiadeklasse 7

260721 Anne, Bernd und Peter helftn im
Garten bei der Apfelernte. Alle drei benut-
zen Korbe gleicher GroBe. Anne bendtigt
10 Minuten, um einen Korb zu fiillen,
Bernd braucht dafir 15 Minuten und der
kleine Peter sogar 30 Minuten.

Wie lange wiirde es dauern, bis die drei
Kinder gemeinsam einen Korb gefiillt hit-
ten? Wir setzen voraus, daB sich fiir keinen
der drei Helfer die Pfliickgeschwindigkeit
andert.

260722 Klaus lernte im Mathematik-Spe-
zialistenlager Dorit kennen und fragte sie
nach ihrem Alter. Sie antwortete: ,Ich
wurde im Mai desjenigen Jahres 10 Jahre
alt, dessen Jahreszahl die kleinste durch 7
teilbare Zahl ist, die bei Division durch 2,
3, 5 und 11 jeweils den Rest 1 14B8t.“
Untersuche, ob Klaus aus dieser Antwort
Dorits Alter eindeutig ermitteln konnte. Ist
dies der Fall, dann gib an, wie alt (in vollen
Lebensjahren gerechnet) Dorit im Juni
1986 ist!

260723 Es sei ABCD ein Parallelogramm
mit AB| CD und AD| BC. Die Halbierende
des Winkels 5 DAB schneide die Seite CD
in einem inneren Punkt E. Die Parallele
durch E zu AD schneide 4B in F.
Beweise, daB das Viereck AFED ein Rhom-
bus ist!

260724 Zu zwei gegebenen Streckenldn-
gen PQ und RS (siehe Bild) gibt es zwei
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weitere Streckenlingen e und b, die die

Bedingungen
PQ=2a+b, Q)
RS=2a-b @

erfiillen und durch diese Bedingungen ein-
deutig festgelegt sind.

+— +
P Q
+— e
R s

Sie sollen auf zwei verschiedene Weisen
ermittelt werden:

a) Ubertrage PQ und RS auf ein Zeichen-
blatt und konstruiere (ohne Verwendung
einer Lingenskala) aus diesen gegebenen
Lingen die gesuchten a und b! Beschreibe
deine Konstruktion!

Begriinde, warum die Aufgabe, (1) und (2)
zu erfiillen, durch deine Konstruktion ge-
16st wird!

b) Emmittle a und b rechnerisch, wenn die
gegebenen Lingen

PO =9,8cm und RS = 6,6 cm betragen!

Olympiadeklasse 8

260821 In der Kieinstadt A hat der Flei-
scher jeden Montag geschlossen, das Haus-
haltwarengeschift jeden Dienstag und der
Schuhmacher jeden Donnerstag. Der Opti-
ker hat nur montags, mittwochs und frei-
tags geoffnet. Am Sonntag sind alle Ge-
schifte geschlossen.

Eines Tages gingen die Freundinnen Anja,
Ilka, Katrin und Susann, jede in ein ande-
res dieser vier Geschifte. Als sie sich un-
terwegs trafen, sagten sie:

(1) Anja: ,Susann und ich wollten eigent-
lich schon eher in dieser Woche einkaufen
gehen, aber da gab es keinen Tag, an dem
wir beide hdtten unsere Besorgungen ma-
chen kbénnen.“

(2) Ilka: ,Ich wollte heute eigentlich nicht
einkaufen, aber morgen hat das Geschift
geschlossen, in dem ich einkaufen will.“
(3) Katrin: ,Ich hiitte auch schon gestern
oder vorgestern alles besorgen konnen.“
(4) Susann: ,Ich hitte ebenso gestern oder
auch morgen meinen Einkauf erledigen
konnen.“

Untersuche, ob diese Angaben miteinander
vereinbar sind und ob dann aus ihnen ein-
deutig folgt,

a) wer von den genannten Midchen in
welchem der angegebenen Geschifte war,
b) an welchem Wochentag das Gesprich
stattgefunden hat!

Ist dies der Fall, dann gib die entsprechen-
den Antworten auf die Fragen a) und b)!

260822 Es sei k ein Halbkreis iiber dem
Durchmesser AB. Eine Gerade schneide k
in zwei von 4 und B verschiedenen Punk-
ten D und C sowie die Verlingerung von
AB iiber B hinaus in einem Punkt E der-
art, daB C zwischen D und E liegt. AuBer-
dem gelte

(1) BD=BE und
(2) DAC=27.

Ermittle die GroBe o des Winkels x ACD!

260823 Es sei ABCDEFGHIKLM ein ge-
rades sechsseitiges Prisma, in dem die
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sechs Seitenflichen ABHG, BCJH, CDKJ,
DELK, EFML, FAGM sowie die Grund-
und Deckfliche ABCDEF und GHJKLM
samtlich einander umfangsgleich sind. Ge-
geben sei die Linge h der Strecke AG.

EBrmittle in Abhingigkeit von h die Lingen
dér Strecken AB, BC, CD, DE, EF und FA!

260824 a) Ermittle alle diejenigen zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen z, die fol-
gende Bedingung erfiillen:

Setzt man vor die beiden Ziffern von z
eine dritte Ziffer, so entsteht eine dreistel-
lige Zahl, die 29mal so groB ist wie z.

b) Gib an, wie man weitere natiirliche Zah-
len z’ bilden kann, die folgende Bedingung
erfiillen:

Setzt man vor die simtlichen Ziffern von z’
eine weitere Ziffer, so entsteht eine neue
Zahl, die 29mal so groB ist wie z’.

c¢) Ermittle alle diejenigen natiirlichen,
nicht durch 10 teilbaren Zahlen z”, die fol-
gende Bedingung erfiilien:

Setzt man vor die simtlichen Ziffern von
z"” eine weitere Ziffer oder mehrere weitere
Ziffern, so entsteht eine neue Zahl, die
29mal so groB ist wie z”.

Olympiadeklasse 9

260921 Beweisen Sie, daB fiir jede natiir-
liche Zahl n auch
n*—2n2-4n+8
n+2
eine natiirliche Zahl ist!

260922 Peter und Heinz erzihlen, daB
sie Dreiecke gezeichnet haben, deren Sei-
tenldngen, gemessen in Zentimeter, die
MaBzahlen

a=3x+9,
b=5x+8,
c=4x+1

hatten, wobei x eine zuvor gewihlte von
Null verschiedene natiirliche Zahl war.
Anke behauptet: Fiir jede von Null ver-
schiedene natiirliche Zahl x gibt es ein
Dreieck mit den so gebildeten MaBzahlen
a, b, c seiner Seitenldngen.

Birgit behauptet: Es gibt eine von Null ver-
schiedene Zahl x, fiir die ein Dreieck, das
diese Seitenldngen hat, rechtwinklig ist.
Untersuchen Sie fiir jede dieser beiden Be-
hauptungen, ob sie wahr ist!

260923 Ermmitteln Sie alle diejenigen Tri-
pel (a;-b; c) natiirlicher Zahlen a, b, ¢, die
die folgenden Bedingungen (1) bis (5) er-
fiillen!

(1) Esgilt b<e.

(2) b und c sind zueinander teilerfremd.
(3) a ist von jeder der Zahlen 4;9;12 ver-
schieden.

(4) b und c sind von jeder der Zahlen
13;16;21 verschieden.

(5) Jede Zahl, die die Summe zweier ver-
schiedener Zahlen der Menge
A=1{4,9;12;a} ist, ist in der Menge
B ={13;16;21; b; c} enthalten.

260924 Von einem rechtwinkligen Drei-
eck ABC mit dem rechten Winkel bei C
wird gefordert, daB dieser rechte Winkel
durch die Seitenhalbierende der Seite 4B,

die Winkelhalbierende des Winkels x ACB
und die auf der Seite AB senkrechte Hohe
in vier gleichgroBe Winkel zerlegt wird.
Untersuchen Sie, ob es ein Dreieck 4ABC
gibt, das diese Forderungen erfiillt, und ob
alle Dreiecke, fiir die das zutrifft, einander
dhnlich sind! Ermitteln Sie, wenn dies der
Fall ist, die GroBen der Winkel 5 BAC und
4 ABC!
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261021 Ermitteln Sie alle diejenigen ge-
ordneten Paare (x;y) ganzer Zahlen x und
y, fur die

3x2+3y2-18x+ 12y +27=0
gilt!

261022 Schneidet man einen Quader mit
einer Ebene, so entsteht als Schnittfigur
entweder ein Punkt oder eine Strecke oder
ein n-Eck.

a) Ist es moglich, daB dieses n-Eck zwar
ein Viereck, aber kein Trapez ist?

b) Ist es moglich, daB dieses n-Eck zwar
ein Viereck, aber kein Parallelogramm ist?

261023 Zahlen stellen wir gewohnlich im
dekadischen Positionssystem (unter Ver-
wendung der Basis 10 und der Ziffern 0, 1,
..., 9) dar. Man kann die Zahlen auch im
dyadischen Positionssystem (oder Dualsy-
stem) unter Verwendung der Basis 2 und
der Ziffern 0 und 1 darstellen.

Zur Unterscheidung sei diese dyadische
Darstellung einer Zahl durch eckige Klam-
mern und eine kleine angehidngte 2 ge-
kennzeichnet.

a) Geben Sie fiir die Zaht 47 die dyadische
Darstellung an! Ermitteln Sie fiir die Zahl,
deren Darstellung im dyadischen System
[11000 1], lautet, die Darstellung im de-
kadischen Positionssystem!

b) Eine natiirliche Zahl heile ,dekadische
Spiegelzahl“, wenn ihre dekadische Dar-
stellung von rechts nach links gelesen die-
selbe Ziffernfolge ergibt wie von links nach
rechts gelesen.

Ermitteln Sie mindestens zwei natiirliche
Zahlen, die gréBer als 9 sind und die Ei-
genschaft haben, sowohl dekadische als
auch dyadische Spiegelzahl zu sein!

261024 Auf dem Arbeitsblatt sind zwei
Geraden g und A, ein Punkt 4 auf & und
ein Kreis k eingetragen.

3

Untersuchen Sie, ob es einen Rhombus
ABCD gibt, der auer der gegebenen Ecke
A seine Ecke B auf g, die Ecke C auf &
und die Ecke D auf k hat!

Untersuchen Sie, ob es mehr als einen
Rhombus mit diesen Eigenschaften gibt!



Wenn dies der Fall ist, sind dann alle der-
artigen Rhomben zueinander kongruent?
Hinweis: Der Losungstext (nicht auf dem
Arbeitsblatt) soll sich auf genau diejenige
gegenseitige Lage der gegebenen g, h, k
und 4 beziehen, die auf dem Arbeitsblatt
ersichtlich ist. Das Arbeitsblatt (das fiir
Konstruktionsschritte  genutzt werden
kann) ist abzugeben.

Olympiadeklassen 11/12

261221 Man ermittle alle diejenigen Tri-
pel reeller Zahlen (x;y; z), die Losung des
folgenden Gleichungssystems (1), (2), (3)

sind: x-y=2 0y
x-z=3 2)
x2+yr=5. 3)

261222 Man ermittle alle diejenigen Tri-
pel (p; q; r) von Primzahlen, die die folgen-
den Bedingungen (1), (2) erfiillen:

(1) In der Folge aller Primzahlen sind
p,q,r in dieser Reihenfolge aufeinander-
folgende Primzahlen.

(2) Die Zahl s = p2+ ¢q? + r? ist eine Prim-
zahl.

261223 In einer Stadt soll ein Wasser-
ballturnier stattfinden, an dem zehn Mann-
schaften beteiligt sind. Jede Mannschaft
spielt in einer Hin- und einer Riickrunde
jeweils genau einmal gegen alle anderen.
Zur Verfugung stehen zwei Schwimmbhal-
len, die so weit voneinander entfernt sind,
daB im Laufe eines Spieltages kein Uber-
gang einer Mannschaft von einer Halle zur
anderen erfolgen kann. AuBlerdem haben
sich folgende Bedingungen als notwendig
herausgestelit:

(1) An jedem Spieltag kann jede Mann-
schaft hochstens zwei Spiele bestreiten.
(2) In jeder Halle sind an jedem Spieltag
hochstens fiinf Mannschaften anwesend.
(3) Jede Mannschaft kann die Riickrunde
erst beginnen, wenn sie alle Spiele der Hin-
runde abgeschlossen hat.

Bei der Planung des Turniers wurde zu-
nichst ein Spielplan aufgestelit, nach dem
das Turnier in 10 Tagen durchgefiihrt wer-
den kann.

Man untersuche, ob es unter den genann-
ten Bedingungen auch moéglich ist, das
Turnier in 9 Tagen durchzufiihren.

261224 Zwei Kreise k;, k; seien so gele-
gen, daB sie sich in zwei verschiedenen
Punkten 4, B schneiden und daB die Ver-
bindungsstrecke M;M, der beiden Kreis-
mittelpunkte von der Strecke 4B in einem
Punkte geschnitten wird, der zwischen M,
und M, liegt. Unter allen denjenigen Gera-
den, die durch 4 gehen und auBerdem so-
wohl den Kreis k; in einem von 4 und B
verschiedenen Punkt P als auch den Kreis
k, in einem von 4 und B verschiedenen
Punkt Q schneiden, wird nun eine Gerade
gesucht, fiir die die Strecke PQ moglichst
lang ist.

Man untersuche, ob es eine solche Gerade
gibt, ob sie dann durch die Kreise k,, k,
eindeutig bestimmt ist und, wenn dies der
Fall ist, welche Lage diese Gerade dann
hat. :

Anordnung
von
Schachfiguren

Bei der Anordnung gleich- und verschie-
denartiger Figuren auf dem Schachbrett
gibt es eine Fiille interessanter Probleme.
Dabei wirft jede Schachfigur fiir sich be-
trachtet die bekannten Minimax-Probleme
auf: Wie viele braucht man minimal, damit
alle Felder besetzt sind oder beherrscht
werden? Wie viele kénnen maximal aufge-
stellt werden, ohne daB sich die Steine be-
drohen? Wie viele Variationen gibt es da-
bei jeweils?

Fiir den Fall, daB fiinf Damen alle 64 Fel-
der des Schachbrettes beherrschen, sind
zahlreiche Losungsmoglichkeiten bekannt.

Diagramm 1 zeigt eine solche Lésung. Die
Anzahl der Losungen wird jedoch bedeu-
tend verringert, wenn man fordert, da8 die
finf Damen in einer geraden Linie (Waa-
gerechte, Senkrechte oder Diagonale) ste-
hen miissen. Wie viele verschiedene L§-
sungsmdoglichkeiten gibt es?

Im Diagramm 2 sind vier Damen und ein
Springer so aufgestellt, daB 63 Felder des
Schachbrettes von ihnen beherrscht oder
besetzt sind. Nur das Feld a7 ist weder be-
setzt noch wird es von einer der Figuren

. beherrscht. Ist es moglich, mit diesen fiinf

Figuren alle 64 Felder entweder zu beset-
zen oder zu beherrschen?

H. Ridiger

Neues aus dem Sportverlag

J. Awerbach

Turmendspiele

Band 1: Turm gegen Bauern

Turm und Bauer gegen Turm

212 Seiten Preis: 14,00 M
Bestell-Nr.671 6258

Band 2: Turm und zwei Bauern gegen
Turm -~ Turm mit Bauern gegen Turm
mit Bauern

218 Seiten Preis: 14,00 M
Bestell-Nr.671 626 6

A Pétzsch

SpaB am Kombinieren

190 Seiten Preis: 15,80 M

Bestell-Nr.671 643 4

,Beeile dich! Und nimm auf der StrafBe
gefilligst deine Gedanken zusammen!“

Hans-Jiirgen Starke, aus: Fiir Dich, Berlin
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Einige Bemerkungen
iiber Extremalprobleme

Teil 2

Entsprechend modernem Sprachgebrauch
geht es in den in Heft 1/87 formulierten
Variationsproblemen darum, ein sogenann-
tes Funktional zu einem Minimum zu ma-
chen. Ein Funktional F bezeichnet hierbei
eine Abbildung, die jeder Funktion f aus
einer gewissen Funktionenklasse M eine
reelle Zahl F(f) zuordnet. Gesucht ist eine
solche Funktion f,, fiir welche F(fy) den
kleinsten Wert hat.

In Beispiel 5 bedeutet F(f) die Laufzeit
eines Massenpunktes entlang einer Bahn-
kurve f(x), in Beispiel 6 den Inhalt der
durch eine Kurve f gegebener Linge be-
grenzten Fliche in der Ebene bzw. das Vo-
lumen des durch eine Fliche f gegebenen
Inhalts begrenzten rdumlichen Bereichs
und in Beispiel 7 den Flicheninhalt einer
Fliche im Raum, die in eine gegebene
Randkurve eingespannt ist. Es ist aber
nicht nur erforderlich, fiir jedes Problem
das Funktional F, sondern auch die Funk-
tionenklasse genau zu prizisieren, die als
Konkurrenzmenge zur Bestimmung des
Minimums in Frage kommt. Abgesehen
davon, daB die Funktionen, wie bereits in
den obigen Beispielen ersichtlich ist, von
einer oder von mehreren Variablen abhén-
gen konnen, muB eine Festlegung dariiber
getroffen werden, wie ,glatt“ die Konkur-
renzfunktionen und damit auch die Lésun-
gen des Problems sein sollen.

Diesem Sachverhalt trigt man heutzutage
dadurch Rechnung, daB Losungen in ge-
nau prizisierten, sogenannten Funktionen-
rdiumen gesucht werden. Ohne eine derar-
tige Prizisierung des Problems ist es in der
Regel nicht moglich, exakte mathemati-
sche Existenzbeweise zu fiihren. Wir wer-
den darauf zuriickkommen. Dafl ein Varia-
tionsproblem nicht immer eine Ldsung
besitzen muB, wollen wir an einem ganz
einfachen Beispiel illustrieren. In der
Ebene seien zwei Punkte 4 und B gege-
ben, die den Abstand d voneinander ha-
ben. Gesucht ist ein A und B verbindender

Bild 4

Streckenzug minimalér Linge, welcher die
Eigenschaft hat, im Punkte 4 senkrecht zu
der 4 und B verbindenden Geraden zu ver-
laufen (Bild 4).

Offenbar kann die Linge des gesuchten
Streckenzuges nicht kleiner als d sein. Un-

40 - alpha, Berlin 21 (1987) 2

mittelbar einleuchtend ist auch, daB es zu
jeder vorgegebenen Zahl d + ¢, wobei £ > 0
eine beliebig kleine Zahl ist, einen Strek-
kenzug der verlangten Art mit einer Linge
<d + e gibt. Der gesuchte kiirzeste Strek-
kenzug miiBte also die Linge d haben. Der
einzige 4 und B verbindende Streckenzug
der Linge d ist die Verbindungsstrecke.
Diese erfiillt aber nicht die geforderte Zu-
satzbedingung. Folglich besitzt die Auf-
gabe keine Losung.

Bis weit in das 19. Jahrhundert hinein
wurde selbst von den groB8en Mathemati-
kern der damaligen Zeit bei der Betrach-
tung von Extremalproblemen die Existenz
einer Losung als selbstverstindlich ange-
nommen. Insbesondere gingen

C.F.GauB (1777 bis 1855),

P.G.L. Dirichlet (1805 bis 1859)

und B.Riemann (1826 bis 1866)

in vielen bedeutenden Arbeiten bedenken-
los von solchen Annahmen aus. Dieser
Umstand findet allerdings seine Erklirung
darin, daB eine Reihe grundlegender physi-
kalischer Gesetze ihren Ausdruck in Mini-
malprinzipien findet, so daB aus damaliger
Sicht die mathematische Existenz einer
Losung als gleichbedeutend mit der Reali-
sierung eines bestimmten physikalischen
Zustandes angesehen wurde. Zum Beispiel
herrscht in einem mechanischen System
dann ein stabiles Gleichgewicht, wenn sich
das System in einem Zustand befindet, in
dem die potentielle Energie ein Minimum
ist. In dhnlicher Weise lieBen sich viele
klassische Variationsprobleme als Pro-
bleme der mathematischen Physik inter-
pretieren, wobei es in der Regel um die Be-
schreibung eines stationdren physikali-
schen Zustandes geht, d. h. eines Zustan-
des, der sich im Zeitablauf nicht dndert.
Seine Realisierung im physikalischen Ex-
periment galt gleichzeitig als Existenzbe-
weis fiir das zugehorige mathematische
Problem. Beispielsweise lassen sich fiir das
Minimalflichenproblem (Beispiel 7) solche
Experimente in sehr einfacher Weise
durchfiihren. Stellt man etwa aus einem
Draht einen geschlossenen Rahmen her,
der die gegebene Randkurve reprisentiert,
taucht diesen in eine Fliissigkeit mit gerin-
ger Oberflichenspannung und zieht ihn
dann heraus, so bildet sich innerhalb des
Rahmens eine diinne Haut in der Gestalt
der gesuchten Minimalfliche. Das Plateau-
sche Problem, dessen explizite mathemati-
sche Losung auBerordentlich schwierig ist,
14Bt sich also praktisch sehr einfach ,16-

sen“, indem man den Draht in die jeweils
vorgeschriebene Lage biegt.
Von der Entstehung der Variationsrech-
nung zu Beginn des 18.Jahrhunderts bis zu
ihrer mathematisch einwandfreien Fundie-
rung, die es schlieBlich ermdglichte, kor-
rekte Existenzbeweise zu fuhren, sind im-
merhin 200 Jahre vergangen. Die Kronung
dieser Entwicklung ist eng mit David Hil-
bert (1862 bis 1943) verbunden und stellt
eine der grundlegenden Ausgangspunkte
zur Entstehung der sogenannten Funktio-
nalanalysis dar, die die Mathematik dieses
Jahrhunderts wesentlich mitgeprigt hat,
auf die hier allerdings nicht eingegangen
werden kann.
Eine grundlegende Rolle in diesem histori-
schen EntwicklungsprozeB spielte das Di-
richletsche Prinzip, das wiederum in un-
mittelbarem Zusammenhang zum Dirich-
let-Problem steht, auf das wir kurz einge-
hen wollen. Es handelt sich dabei um ein
Randwertproblem fiir die sogenannte La-
place-Gleichung. Die Laplace-Gleichung
stellt ein spezielles, jedoch sehr reprisenta-
tives Beispiel einer partiellen Differential-
gleichung dar. In einem Gebiet G des ge-
wohnlichen dreidimensionalen Raumes R?
sei eine Funktion u(x,y,z) gesucht, die
von den 3 Variablen x,y,z abhdngt und in
G der Gleichung
2 2 2
Su e e @
x dy dz

geniigt. Dabei bedeuten die einzelnen
Summanden die zweiten partiellen Ablei-
tungen der Funktion 4 nach den jeweiligen
Variablen. Fiir den Ausdruck auf der lin-
ken Seite schreibt man kurz Au. Ganz all-
gemein spricht man von einer partiellen
Differentialgleichung, wenn in einer Glei-
chung fiir eine gesuchte Funktion u von
mehreren Variablen gewisse partielle Ab-
leitungen von u vorkommen. Die Glei-
chung (2) ist der Prototyp einer elliptischen
Differentialgleichung. Die Losungen von
(2) nennt man harmonische Funktionen.
Denjenigen Zweig der Mathematik, der
sich mit der Losungstheorie der Laplace-
Gleichung, insbesondere also mit den har-
monischen Funktionen beschiftigt, nennt
man Potentialtheorie. Die Potentialtheorie
ist eines der dltesten und am weitesten ent-
wickelten Gebiete der Analysis und stelit
eines der vollkommensten Beispiele fiir die
Verbindung mathematischen und physika-
lischen Denkens dar. Die Ursache liegt in
der Verwurzelung der Laplace-Gleichung
innerhalb der Mathematischen Physik.
Die Funktion u in der Gleichung (2) be-
schreibt verschiedenartigste stationédre phy-
sikalische Zustinde. Charakteristische Bei-
spiele sind
a) das elektrostatische Potential eines sta-
tiondren elektrischen Stromes,
b) die Temperatur eines stationiren Wir-
mefeldes,
¢) das Gravitationspotential,
d) das Stromungspotential einer idealen,
inkompressiblen Fliissigkeitsstrdmung.
Es geht dabei nicht schlechthin darum, Lo-
sungen der Differentialgleichung zu ermit-
teln, sondern solche Lésungen zu finden,
die gewissen zusétzlichen Bedingungen ge-



niigen. Charakteristisch fiur die Klasse der
elliptischen Differentialgleichungen sind
die sogenannten Randwertaufgaben. Typi-
sches Beispiel hierfur ist das Dirichlet-Pro-
blem bei der Laplace-Gleichung:

Gesucht ist eine im Gebiet G harmonische
Funktion u, die auf dem Rand I" des Ge-
bietes vorgegebene Randwerte f annimmt.
Die Existenz. einer eindeutigen L&sung
dieses Problems unter der Annahme, daB
der Rand I hinreichend ,glatt“ (und die
Randfunktion f stetig) ist, 18t sich wie-
derum sehr leicht durch physikalische Ex-
perimente plausibel machen, denn bei-
spielsweise flihrt jede elektrische Leiteran-
ordnung zu einer wohlbestimmten ,L&-
sung“ des Problems. Dieser sich schlieBlich
einstellende physikalische Zustand ist an-
dererseits durch ein Minimum der Energie
charakterisiert. Daher kann das Dirichlet-
Problem auch auf eine Variationsaufgabe,
ndmlich auf die Minimierung der Energie
zuriickgefiihrt werden. Der Ausdruck fiir
die Energie hat die Gestalt eines Integrals.
Es muB also ein gewisses Integral zum Mi-
nimum gemacht werden. Da wir den Inte-
gralbegriff hier nicht voraussetzen wollen,
gehen wir nicht niher darauf ein. Es sei
nur erwihnt, daB Variationsaufgaben in
der Regel darauf hinauslaufen, Integrale zu
minimieren. Die Losbarkeit des dem Di-
richlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung
zugeordneten Variationsproblems bezeich-
net man seit Riemann in der Literatur als
Dirichlet-Prinzip. Die Giiltigkeit des Di-
richlet-Prinzips wurde also lange Zeit aus
rein physikalischen Griinden, insbesondere
von B. Riemann, als evident angesehen.,
B.Riemann griindete wesentliche Teile der
von ihm entwickelten Theorie der Funktio-
nen einer komplexen Variablen auf dieses
Prinzip. K. WeierstraB war es schlieBlich,
der Kritik an dieser Vorgehensweise iibte
und darauf hinwies, daB die Giiltigkeit des
Dirichlet-Prinzips mathematisch keines-
wegs evident ist, sondern eines Beweises
bedarf. Er stiitzte diese Kritik auf ein Ge-
genbeispiel, womit er zeigte, daB das Di-
richlet-Prinzip ohne eine genauere Prizi-
sierung der zugrundeliegenden Funktio-
nenklasse tatsichlich nicht immer giiltig
ist. Die Kldrung dieser Fragen erwies sich
zur damaligen Zeit als auBerordentlich
schwieriges Problem. Die mathematische
Forschung war noch nicht darauf vorberei-
tet. Erst nach weiteren Jahrzehnten gelang
D. Hilbert der bereits erwidhnte Durch-
bruch. Die Krise um das Dirichlet-Prinzip
fiihrte andererseits zur Entwicklung neuer
Methoden zur Losung des Dirichlet-Pro-
blems und wirkte sich daher sehr fruchtbar
auf die Entwicklung der Potentialtheorie,
der Theorie der Integralgleichungen, der
direkten Methoden der Variationsrech-
nung bis hin zur modernen Funktionalana-
lysis aus.

Zur Erginzung unserer Ausfiihrungen fu-
gen wir noch einige weitere, aus der mathe-
matischen Literatur geldufige Extremalpro-
bleme an, auf die wir aber nicht nidher
eingehen wollen.

Beispiel 8

Gegeben seien eine Gerade ! und zwei
Punkte P und Q auf derselben Seite von /.
Fiir welchen Punkt R auf / ist der Weg
eines Lichtstrahles von P iiber R nach Q
am kiirzesten (Heronsches Problem, Heron
von Alexandria, um 75 u. Z.) (Bild 5).

Die Losung steht im Einklang mit dem be-
kannten Reflexionsgesetz (Heronsches
Prinzip) der Physik. Mit anderen Worten,
das Reflexionsgesetz kann durch ein Mini-
malprinzip beschrieben werden. Im
17.Jahrhundert zeigte P. Fermat, daB auch
das Gesetz der Lichtbrechung in Form
eines Minimalprinzips darstellbar ist. Die
Losung der folgenden Aufgabe mége der
Leser selbst auf das Heronsche Problem
zuriickfiihren.

Bild 5

\
\ _ —

Beispiel 9

a) Gegeben sei der Flicheninhalt F und
die Linge ¢ einer Seite eines Dreiecks. Un-
ter allen solchen Dreiecken ist dasjenige zu
bestimmen, fiir das die Summe der Lingen
der beiden anderen Seiten den kleinsten
Wert hat. .

b) In einem Dreieck sei die Linge einer
Seite ¢ und die Summe a + b der Lingen
der beiden anderen Seiten gegeben. Ge-
sucht ist unter allen solchen Dreiecken das
mit dem groBten Flicheninhalt.

Beispiel 10

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck.
Gesucht ist ein einbeschriebenes Dreieck
(d.h. die Ecken liegen je auf einer Seite des
gegebenen Dreiecks) mit minimalem Um-
fang (Schwarzsches Dreiecksproblem, Her-
mann Amandus Schwatiz [1843 bis 1921]).
Die Losung wird durch das sogenannte Ho-
hendreieck realisiert, dessen Eckpunkte die
FuBpunkte der Hohen des gegebenen Drei-
ecks sind (Bild 6).

Bild 6

Beispiel 11

a) Es seien drei Punkte 4,, 4,, 4, in der
Ebene gegeben. Gesucht ist ein vierter
Punkt P der Ebene, so daB die Summe
a; + a, + a, der Abstinde des Punktes P
von Ay, A;, A; ein Minimum wird (Steiner-
sches Problem).

b) Gegeben seien n Punkte 4, 4,, ..., 4,
in der Ebene. Gesucht ist ein zusammen-
hingendes Streckensystem von minimaler
Gesamtlidnge, so daB je zwei der gegebenen
Punkte durch einen Polygonzug aus Strek-

ken ‘des Systems verbunden werden kon-
nen (StraBennetzproblem oder Steiner-
sches Minimalbaumproblem).

Nehmen wir im Falle des Beispiels 11a)
an, daB alle Winkel des Dreiecks 4,4,4;
kleiner als 120° sind, so ist der gesuchte
Punkt P dadurch charakterisiert, da von
ihm aus alle drei Seiten 4,4,, 4,45, A3A,
unter dem Winkel 120° erscheinen
(Bild 7).

Der Leser moge versuchen, diese Aussage
zu beweisen. Was geschieht, wenn einer
der Dreieckswinkel groBer oder gleich 120°
wird?

Bild 7

A,

Beispiel 12 4

Gegeben sei eine Fliche § im Raum und 2
Punkte P und Q auf §.

Unter allen P und @ verbindenden und in
der Fliche verlaufenden Kurven ist dieje-
nige mit minimaler Lange gesucht (Pro-
blem der geoditischen Linien).

Auf der Kugeloberfliche handelt es sich
dabei gerade um die sogenannten Grof8-
kreise.

AbschlieBend wollen wir noch etwas nidher
auf das in Beispiel 6 formulierte isoperime-
trische Problem eingehen. DaB der Kreis
unter allen geschlossenen Kurven vorge-
schriebener Linge den gr6Bten Flichenin-
halt und entsprechend die Kugel unter al-
len geschlossenen Flichen gegebenen In-
halts das groBte Volumen einschlieBt, sind
Tatsachen, an denen man natitrlich auch
in der Antike keinen Zweifel hegte. Den-
noch sind erst in neuerer Zeit strenge Be-
weise dafiir gefunden worden. Diese Be-
weise sind zum Teil duBerst elegant und
originell. Grundsitzlich ist hierzu zu be-
merken, daB viele der klassischen, teilweise
uralten Extremalprobleme heute mit
»otandardmethoden“ gelést werden kon-
nen, die filr zunéchst scheinbar ganz ver-
schiedenartige Problemstellungen eine ein-
heitliche Behandlung gestatten. Man
braucht nur an die oben skizzierte Unter-
suchung gewohniicher Extremwertaufga-
ben mit Hilfe der Differentialrechnung zu
denken. Dabei geht allerdings oft der Reiz
der direkten und elementaren Behandlung
eines Problems verloren. Auch fiir das iso-
perimetrische Problem gibt es verbliiffend
elementare Zugidnge. Wir mochten in der
folgenden Aufgabe den Leser anregen,
einen auf J. Steiner (1796 bis 1863) zuriick-
gehenden einfachen Beweis fiir das isoperi-
metrische Problem in der Ebene nachzu-
vollziehen. Natiirlich wird dazu eine
Anleitung gegeben. Wer sich jedoch unmit-
telbar mit Steiner messen und das Problem
auch ohne Anleitung 16sen mochte, der
versuche es, ohne diese zur Kenntnis zu
nehmen. SchlieBlich wollen wir noch un-
terstreichen, daB es sich bei unserer Auf-
gabe nicht um einen Existenzbeweis fiir
eine Losung des isoperimetrischen Pro-
blems handelt. G. Wildenhain
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In freien Stunden - alpha-heiter

Frank Steger, Eulenspiegel

Kryptarithmetik
BLAU ALLE FUNF
+ ROT +LESEN  +FUNF
LILA . ALPHA ZEHN
Steffi Hofmann, Halle
4xx - X2x JWONDERFUL = OODDF
X3xx
12 GLIED
xx4x + GLIED
XXXXX8 KETTE
Knobelei

Wie muB die rechte Figur aussehen?
Vervolistindige die Zeichnung!

aus: Trommel, Berlin

(o) > IG ) .o
Ld :. O > [»)

Achtung - Straenbahnknotenpunkt

In einer Stadt existiert ein StraBenbahn-Knoten-
punkt E, in dem insgesamt 14 StraBenbahnlinien
aus (bzw. nach) vier verschiedenen Richtungen A,
B, C, D zusammenlaufen. Die vier verschiedenen
Richtungen haben iiber den Punkt E folgende Ver-
bindungen: AEB, AEC, BEC, BED. Die Verbindun-
gen: CED und AED gibt es nicht.

Die vier Richtungen werden erreicht:

— Avon 6 Linien, - B von 10 Linien,

— €von 9 Linien, -~ D von 3 Linien.

Wieviel Linien verkehren: in Richtung AEB, in .

Richtung AEC, in Richtung BEC (bzw. entgegenge-
setzt)? Ing. A. Kirner, Leipzig

Kurios anmutende Beziehungen

Verifiziere die folgenden, kurios anmutenden Be-
ziehungen!
Versuche, analoge Gleichungen anzugeben!

;/g_r /1 s/i_ -ﬁ;/i
3 =243 326 =3 26
5 5 3, 4 3[4

\/55-5 2 \/45-4 63
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‘Mathematische Spielereien

Interpretiere!
Prof. Dr. F. Smarandache, SR Rumdnien

EAOTEE

rt s hons

P s
[ 0
) ]
Lo Lo
0
Notensalat

In einer Klasse erhielt kein Schiiler als AbschluB-
zensur die Note 5, jeder neunte die Note 1, jeder
dritte die Note 2 und jeder sechste die Note 4. In
der Klasse sind mehr als 20 und weniger als 40
Schiiler. Wie viele erhielten eine 3 als AbschluB-
note? .

Fiillritsel

In die senkrechten Spalten des Fiillrdtsels sind sie-
ben Worter mit je sechs Buchstaben von oben nach
unten einzutragen, die folgendes bedeuten:

1. antikes Rechenbrett; 2. Zeichenhilfsmittel; 3. Li-
nie ohne Kriimmung; 4. griechischer Mathemati-
ker; 5. polnischer Mathematiker, 6. Halbmesser
eines Kreises; 7. eines der Bilder der Zweitafelpro-
jektion.

1 2 3 + 5 2 7

Die oberste Zeile ergibt dann den Namen eines

Teilgebietes der Mathematik.
OStR Th. Scholl, Berlin



In der MITROPA ,

In der MITROPA-Verkaufsstelle im Leipziger
Hauptbahnhof bedienen die dort titigen Kollegin-
nen freundlich und schnell. Eines Tages kommt ein
kleiner Junge in die Verkaufsstelle und spricht:

~Meine Mutti hat gesagt, ich soll fir 5 Mark Ku-
chen holen. Ich mdchte solchen und solchen Ku-
chen.“ Dabei zeigt er auf drei Kuchensorten, sagen
wir Kuchen A (je Stiick 0,30 M), Kuchen B (je
Stiick 0,35 M) und Kuchen C (je Stiick 0,40 M).

Wieviel Stiick von jeder der drei Kuchensorten mu8
die Kollegin dem Jungen einpacken, damit der Ge-
samtpreis genau 5 Mark betrigt, und der Junge von

jeder Kuchensorte mindestens 4 Stiick erhilt?
Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der KarI-Marx-Univasim't Leipzig

1-9+8+7=1-9-8) 7

0=1°"-8-17) 6=1-(-9+8)+7
1=1°-8-17) 7=1-(9-8)-7
2=1°+@8-17) 8=1-9—-(8-17
3=1-49-8-7) 9=-1+9+8—7
4=1-9+@-7 10=1+9-8-7)

5=-1-9+8+7
1°-8:7-1+9+8-7=1-9-8-7
[1-(-9+8+7]-(1+9+8+T)=(1+9)-8+7)
1-9-8+7=41-9-8-7:(1-9-8+ )+ (1°- 8—7)

Schiiler des Fakultat. Kurses ,Mathematik",
OS Dr. K. Fischer, Pirna

J1+9+8+7

-

A=(1-9):8+7
u=-1-9 +8+7

Ing H. Decker, Koln

KAL) )
RIS AOS,

-

N Welewzew,
Krokodil, Moskau

Gleiche oder ungleiche Mengen?

Zwei Hauser, wie das Bild zeigt, haben die gleiche
rechteckige Grundfliche. Beim Giebelhaus und
beim Wohnhaus ist der Neigungswinkel des jeweili-
gen Daches der gleiche.

Fiir welches Dach braucht man mehr Dachpappe?
aus der engl. Studentenzeitschrift Mathematical

o

Finde den kiirzesten Weg von 4 nach B,

von A nach C,

von A nach D!
Wieviel Ausgénge sind von 4 auBerdem noch zu er-
reichen?

M/ ‘f_\jﬁ —Ef'

Korinna Konig, Klasse 1c der 83. POS
in Leipzig-Grinau

Eberhard Dietzsch, Eulenspiegel

T T T[T ] é

a=
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser, Teil 4

Wir haben bisher verschiedene BASIC-An-
weisungen kennengelernt, mit denen wir
auch schon Verzweigungen und Schieifen
(auch Zyklen bzw. Wiederholungen ge-
nannt) programmieren konnen. Die folgen-
den Beispiele demonstrieren zum einen
verschiedene Anwendungen, zum anderen
weitere Moglichkeiten des Programmierens
von Wiederholungen.

Ausdauer fiihrt zum Ziel!
Oder:
Das Programmieren von Wiederholungen

Aufgabenbeispiel 3

Eine Schule hat 22 Klassen. Bei vielen Ab-
rechnungen (z. B. Essengeld, Teilnehmer-
meldungen) sind die Angaben fiir jede
Klasse zu addieren, um eine Gesamt-
summe fiir die Schule zu erhalten!
Fiir diese fortlaufende Addition von 22
einzugebenden Summanden soll ein Pro-
gramm aufgestellt werden.
Wir iiberlegen:
Z; (i=1,2,3,...,22) sind die einzelnen
Summanden.
Die Eingabeanweisung INPUT muB 22mal
auftreten; deshalb nehmen wir sie einmal
innerhalb einer entsprechenden FOR-
NEXT-Schleife auf.
Die Summe wird wie folgt gebildet:
S22=ZI+ZZ+ZS+ +Zzz
Die i-te Summe ist allgemein
S1=Zl+Zz+Zg+...+Z,'
Fiir S,‘+ 1 gilt daan:
Sa1=8+2,,=(Z,+Z,
+Zy+ . +Z)+Zi,
Also kénnen wir im (i + 1)-ten Durchlauf
zum aktuellen- Wert der Summe (§;) die
(i + 1)-te Zahl addieren und erhalten da-
mit den neuen aktuellen Wert der Summe
(Sis1). S8+ 27
Vor dem ersten Durchlauf muB natiirlich §
den Wert 0 haben. Man setzt daher S=0,
also einen Startwert fiir S.
Der Lasungsplan liegt damit vor:
(1) Startwert 2«0
(2) Wiederhole 22mal
Eingabe Z
S—S+Z
(3) Ausgabe von §

1y Den Pfeil < verwendet man, um Wert-

zuweisungen zu kennzeichnen.

44 . alpha, Berlin 21 (1987) 2

Diesen verbal formulierten Ljsungsplan
kann man auch grafisch darstellen.
Eine Form ist das Struktogramm:

Startwert S <0
Fiir I =1 bis 22

Eingabe Z
S<—S§S+Z

Nichstes
Ausgabe S

A24 A Entwickle ein BASIC-Programm
entsprechend diesem Losungsplan! (Das
Programm soll auch Text enthalten.)

Wir haben gesehen, dal das fortlaufende
Addieren von Zahlen, deren Anzahl be-
kannt ist, sich bequem in einer FOR-
NEXT-Schleife (auch Zaihlschleife ge-
nannt) programmieren 1iBt.

A25a Schreibe ein BASIC-Programm
zur Ermittlung des Produkts P der ersten n
geraden Zahlen (n * 0)!
P=2:4-6-8-...-2n
Aufgabenbeispiel 4
Bei physikalischen Experimenten werden
oft Mefreihen aufgenommen, um zufillige
Fehler auszugleichen. Bei der Auswertung
von MeBreihen wird hiufig das arithmeti-
sche Mittel X berechnet:

__ 1
x=7l-(x,+x2+x3+...+x,.)

Es soll ein Programm entwickelt werden,
das die Bingabe von Zahlen und das Be-
rechnen des arithmetischen Mittels dieser
Zahlen ermdglicht.
Die Anzahl der Summanden (a) soll vorher
nicht bekannt sein.
Voriberlegungen: Auch hier ist die Summe
von Zahlen zu ermitteln. Jedoch kann das
hier nicht mit einer FOR-NEXT-Schleife
programmiert werden, weil die Summan-
den vorher nicht extra gezihit werden soll.
Also muB nach jeder Eingabe festgestellt
werden, ob noch Zahlen einzugeben sind.
Wenn ja, kann zur Eingabe zuriickgesprun-
gen werden, wenn nein, kann die Berech-
nung des arithmetischen Mittels erfolgen.
Innerhalb dieses Zyklus werden die Zahlen
fortlaufend addiert und gezéhit.
Losungsplan: (S ~ Summen, N - Anzahl,
X - zu addierende Zahl, D - arithmeti-
sches Mittel)
(1) Startwerte: S<0, N«<0
(2) Eingabe: X
(3) Erhéhe Num 1
(4) Addiere Xzu §
(5) Wiederhole (2) bis (4), bis alle Zahlen
eingegeben sind
(6) Berechne D« S/N
(7) Gib D und N an

} Schleifenkdrper

Struktogramm:
Startwerpe: S0, N0
Wiederhole Eingabe X
N«<N+1
S—S+X

bis alle Zahlen eingegeben sind
D« S/N
Ausgabe: N, D

Programm 6

10 CLS
20 PRINT
+ARITHMETISCHES MITTEL*
38 PRINT - ——————-—-—- “ PRINT
49 LET S=0: LET N=9
56 INPUT ,GIB ZAHL EIN:“; X
60 LETN=N+1
7 LETS=8S+X
8 INPUT ,NOCH EINE ZAHL?
JA(1)/NEIN (B)“; 4
99 IF A =1 THEN 50
108 PRINT: PRINT: LET D = S§/N
110 PRINT ,ANZAHL DER-DATEN:“; N

PRINT
LARITHMETISCHES MITTEL:*; D
138 END

426 A Arbeite dieses Programm mit fol-
genden x-Werten ab: 2, 3, 5, 7, 6, 1!
Fiille dabei folgende Tabelle aus!

N
S
X
A
D

Dieses Programm ermoglicht das wieder-
. holte Durchlaufen einer bestimmten An-
weisungsfolge (50 bis 80), eine Schleife
ohne FOR.. NEXT.
Um diesen Zyklus verlassen zu konnen,
gibt es eine Abbruchbedingung (vorgegeben
in Zeile 80), die man mit einer
IF...THEN-Anweisung iiberpriift (Zeile
9@). Der Riicksprung wird so oft wieder-
holt, wie fiir A der Wert 1 eingegeben wird.
Innerhalb des Zyklus werden die Summan-
den gezéhlt (= Anzahl der Schleifendurch-
laufe; Zeile 68). Nach Verlassen des Zyklius
erfolgt die Berechnung des arithmetischen
Mittels.
Wir haben eine Wiederholung mit nachge-
stellter Abbruchbedingung vorliegen (WIE-
DERHOLE...BIS-Zyklus). Dieser wird in
jedem Fall mindestens einmal durchlau-
fen.

A27 A a) Kann man durch fortlaufende
. . 11111
Addition der Briiche 356 usw.
eine Summe erreichen, die gréBer als 5 ist?
Wie viele Briiche miiSte man dazu addie-

ren?

Stelle zur Losung dieser Aufgabe ein BA-
SIC-Programm auf!

b) Gibt es eine Zahl fiir die Summe, die
auf diese Weise nie erreicht wird?

Aufgabenbeispiel 5

Der Holzbestand eines Waldstiicks werde
auf 60000 m* Holz geschitzt.

Wieviel Jahre dauert es, bis der Holzbe-
stand auf 80000 m* angewachsen ist, wenn
man davon ausgeht, daB er jihrlich um
2,3 % wichst?

Uberlegen wir gemeinsam:

x sei der gegenwirtige Holzbestand (in
m’).

E sei der zu erreichende Holzbestand (in
m?).



H; sei-der Holzbestand (in m?) im i-ten
Jahr (i=1, 2,3, ...).
Nach einem Jahr betrigt

der Holzbestand H, = x +
Nach zwei Jahren betrigt
H 1° 2,3

der Holzbestand H, = H, + 100

Solange der Holzbestand noch kleiner als
80000 m? ist, muB der jihrliche Holzzu-
wachs berechnet und der neue Holzbe-
stand ermittelt werden.

Sehr iibersichtlich kann man den Losungs-
plan wieder in einem Struktogramm darstel-
len:

x+2,3
100 -

usw.

Eingabe: Ausgangs-
bestand x
Endbestand E

Anzahl der Jahre J <0
Holzbestand H < x

Solange H < E

T
tue T T §
H-23 | S | &
+ | =
HeH+ =511 8 ¢ &
5 =
J—J+1 g «»
Ausgabe: Jahre J “@
Solche Wiederholungen oder Schieifen,

wie sie mit obigem Struktogramm be-
‘schrieben werden, nennt man Wiederholun-
gen mit vorangestellter Abbruchbedingung.
Ein wichtiger Unterschied zur FOR-
NEXT-Schleife besteht darin, daB man
auch bei solchen Wiederholungen (SO-
LANGE... TUE-Schleifen) die Anzahl der
Schleifendurchginge vorab nicht kennt.
Wollen- wir zur Losung unserer Aufgabe
einen Computer nutzen, so ist folgendes
Programm geeignet:

Programm 7

18 INPUT ,Ausgangsbestand:“; X
20 INPUT ,Endbestand:“; E
30 LETJ=0
40 LETH=X
50 IF NOT (H < E) ] Bedingter
THEN 99 } Sprung:
60 LET H= H + H%2.3/108 ] Schleifen-
70 LETJ=J+1 }kﬁrper
86 GOTO 58 } Unbedingter
Sprung
90 PRINT ,Jahre:“; J
1090 END

Die Anweisung GOTO n (n — Zeilennum-
mer) veranlaBt den Computer, die Abarbei-
tung in der Programmzeile mit der angege-
benen Zeilennummer n fortzusetzen (un-
bedingter Sprung).

Die IF-THEN-Anweisung in Zeile 50 be-
wirkt einen Sprung nach Zeile 99, falls die
Bedingung ,NOT (H < E)“ erfullt ist (not
[engl] - nicht). Die Bedingung ,NOT
(H < E)“ ist nur erfullt, wenn H > E oder
H = E gilt. Man hitte die Zeile 50 also
auch folgendermaBen aufschreiben kon-
nen:

50 IF H> = E THEN 90.

Solange allerdings H < E gilt, werden je-
weils die Schleifenanweisungen (Zeile 69
und Zeile 70) ,durchlaufen“. Die Schleife

wird also erst bei Erfiilltsein der Bedingung
~NOT (H<E)* verlassen (bedingter
Sprung). ’

428 o Vergleiche die Anfangsbedingung
fir die Wiederholung im Struktogramm
mit der Bedingung in Zeile 56 des entspre-
chenden BASIC-Programms. Was stellst du
fest?

A29a Gib fir das BASIC-Programm
»Wachstum des Waldes“ Werte X und E
an, so daB der Schleifenkérper nicht ein
einziges Mal durchlaufen wird!

L.’Flade/M. Pruzina

Losungen

A24 4o Eine Mdglichkeit
10 CLS
20 PRINT ,GESAMTSUMME*
39 PRINT ,,
40 LET S=0
50 FOR I=1TO 22
60 PRINT I;
70 INPUT ,,.ZAHL:“;, Z
80 LET §S=S+2
99 NEXT I
180 PRINT: PRINT
118 PRINT ,SUMME% §
126 END
A25a Eine Moghchkelt
16 CLS
20 PRINT P =2¥%4%6%... %N*
3¢ PRINT ,, :
49 INPUT ,GIB GERADE ZAHL N
EIN:“ N
56 LET P =1 .
660 FORI1=2 TO N STEP 2
79 LET P = P¥*I

80 NEXT I

98 PRINT: PRINT

160 -PRINT ,P =% P

116 END

A26a

N|{og 12 3 4 5 6
S{8 2 5 18 17 23 24
X|-23 5 7 6 1
41-11 1 1 1 @
pDl- - - - - - _

A27a a) Eine Méglichkeit

18 CLS

20 LETN=0: LET S=40

30 LET N=N+1

40 LETS=S+1/(N+1)

50 IF S< =95 THEN 30

60 PRINT N, §

7¢ END

Ja, denn fiir N = 226 ist S = 5.00437

b) Nein. Das kann man aber mit dem Com-
puter nicht nachweisen, weil dieser — wie
der Taschenrechner ~ nur mit endlich vie-
len Zahlen arbeitet; er ,lduft sich irgend-

wann fest“. (Siehe dazu auch alpha,
Heft 2/1985, S.33.)
A28

Anfangsbedingung im Struktogramm:
H<E

Bedingung des bedingten Sprungs:

NOT (H< E)

4294 Zum Beispiel: X =300, E =200

Losungen

Lésung zu: Nachgedacht — mitgemacht!
Heft 1, Seite 3

Der Radius des Umkreises eines regelma-
Bigen Sechsecks ist gleich der Seitenlidnge
s dieses Sechsecks Folghch sind z. B. die
Kreisbogen 4B, AP und BP gleich lang.
Der Umfang der Figur hat deshalb die
zwolffache Linge des Kreisbogens AB, der
Umbkreis des Sechsecks aber nur die sechs-
fache Linge des Kreisbogens AB d.h., der

. Umfang der Figur ist doppelt so lang wie

der des Umkreises.
Fiir den Flichenumfang eines Mdndchens
gilt

1
AM=%ns2 ——I-slwﬁ-:
Der Flicheninhalt der Figur setzt sich zu-
sammen aus zwolf gleichseitigen Dreiek-
ken mit der Seitenlinge s und aus zwolf
kongruenten Méndchen. Fiir den Fliachen-
inhalt der Figur gilt deshalb

AF=12-%—-s1-\/3_+12

~(%Trs2 —%-sz- 1/?7) =2ns?.
Der Flicheninhalt des Umkreises hingegen

betrigt Ay =m-s?.

Losungen zu: Kryptarithmetik
Heft 1, Seite 7

95:5=9+5+5
63:3=6-3+3
2+7-2:-16=272+16
P-4=34-2.
28-1=128

95 —42=9-(5+4)—
43:2=34-2

56-2 =625

Losungen zu: Mini-BASIC
fiir alpha-Leser, Teil 3

AlB8a
a | a7 [a:7] T/a
. 1) 2 2 Ja
) 231 33 3 Nein
21 3 3 Ja
84 | 12 12. Ja
95 | 13,6 13 Nein

A19a Eine Programmoéglichkeit:

10 CLS

2¢ INPUT ,GIB EINE NATUERLICHE
ZAHL A EIN'“; 4

30 INPUT ,GIB EINE NATUERLICHE

ZAHL TEIN!; T

alpha, Berlin 21 (1987) 2 - 45



40 IF INT (A/T) = A/T THEN PRINT
»~T/A“ ELSE PRINT T IST KEIN
" TEILER VON A!“ '
50 END

A20A Es geniigt, wenn T die Zahlen 2

bis yn durchlduft.
Verindertes Programm $§

18 CLS

20 INPUT ,GIB EINE NATUERLICHE
ZAHL EIN!“; N

39 PRINT ,TEILER SIND: 1% .

40 FOR T=2 TO SQR(N)

50 IF INT(N/T)< >N/T THEN GOTO
90

60 IF N=T*T THEN GOTO 80

76 PRINT T,

80 PRINT N/T;

9¢ NEXT T

PRINT N

116 END

(In den Zeilen -5¢ und 60 tritt eine neue

Anweisung auf:

GOTO | Zeilennummer |.

Die Anweisung GOTO ... (go to [engl] —
gehe zu) bewirkt, daB der Computer seine
Arbeit mit der Programmzeile fortsetzt, de-
ren Zeilennummer nach dem GOTO ange-
geben ist.)

A2l a a) 56,65, 89,98, 122, 131

b)

19 CLS

20 FOR N =56 TO 150 STEP 3

30 IFNX¥N=INT(N¥N/11) ¥11+1
THEN PRINT N;

49 NEXT N

58 END

A22a a)310 Zahlen

b)

10 CLS

20 LETN=9

30 FORI=35 TO 1985 STEP §

49 IF INT (I/7) =1/7 THEN GOTO 79
S0 IF INT ({1/11) =1/11 THEN GOTO 78
60 LETN=N+1

70 NEXT I

8¢ PRINT N

99 END

A23a

19 INPUT ,RATEZAHL R

20 CLS

30 LETS=1

40 INPUT ,GIB EINEN TIP EIN!“; T

5@ IF T =R THEN PRINT ,TREFFER
MIT¢; S; ,TIPS“

60 IF T=R THEN END

70 IF T < R THEN PRINT ,TIP WAR
ZU KLEIN!“: ELSE PRINT TIP WAR
ZU GROSS!“

8 LETS=S+1

98¢ GOTO 40

Eleganter wiire es, die Zeilen 50 und 68 zu

einer Zeile zusammenzufassen:

... IF T=R THEN PRINT ,TREFFER

MITX; S; ;, TIPS“: END

Losungen zu:
Unterhaltsame Psychologie

1. Einer der Gesprichspartner ist Johannas

Mutter. Doch darauf kommt man gewohn-

46 - alpha, Berlin 21 (1987) 2

.

lich nicht. Liest man etwas von ,,zwei Men-
schen“, entsteht unwillkiirlich das Bild
zweier Minner, weil das Wort Mensch
ebenfalls minnlichen Geschlechts ist.

2. Gewohnheitsmifig stellt man sich vor,
daB die Médnner zusammen zum Boot gin-
gen. Schwerer fillt es schon, darauf zu
kommen, daB sie sich von verschiedenen
Seiten den Ufern des Flusses niherten und
zunichst der eine, dann der andere den
FluB in entgegengesetzter Richtung iiber-
querte. Danach setzte jeder allein seinen
Weg fort.

Ldsungen zu: Symmetrie im Raum

A2a a) 3 (Mittellotebenen von Kan-
ten) + 6 (Mittellotebenen von Flichendia-
gonalen) = 9

b) alle Ebenen durch die Kegelachse gy
A3a a)6;b)keine; c) 1; d) 2 zueinander
senkrechte (also nach einer spiteren Aus-
sage in der Aufgabe 6 dann auch eine Sym-
metrieachse!); €) 2 (auf Grund der Herstel-
lungsweise)

A5a 3 (durch die Mitten von Seitenfli-
chen) + 6 (durch die Mitten von Kan-
ten) = 9

47 a Zum Beispiel eine gerade Pyramide
mit einem echten Parallelogrammm als
Grundfliche

A84a Bei meinem 28¢r Rad nicht!

A9a Siehe Bild 9

Biid 9

\

Losungen zu: Rechenbiume

e () ()03

A2a (—2)-%— 3,5-{-2)]
ada T2-48-44

ada V7P -24 144

ASa

AGA

Losungen zur Sprachecke

AlA Wie bekannt, bezeichnet das Sym-
bol n! (genannt n Fakultdat) das Produkt
aller ganzen Zahlen von 1 bis n. So z.B.
21=1-2=2;

51=1-2-3-4-5=120;

6!=1-2-3-4-5-6="720 usw.

Die Zahl 12! voll ausgeschrieben lautet
7

4790m600.
Leider ist eine der Ziffern ausgelGscht.
Kannst du die fehlende Ziffer ermitteln,
ohne alle Multiplikationen durchzufiihren?

Lasung: Die Zahl 12! ist offensichtlich teil-
bar durch 9. Wenn eine Zahl durch 9 teil-
bar ist, muB die Summe ihrer Ziffern auch
durch 9 teilbar sein. Aber die Summe der
verbliebenen Ziffern ist 26; mit anderen
Worten, wir brauchen 1, um eine durch 9
teilbare Zah! zu erhaiten. Demzufolge war
die Ziffer 1 ausgeldscht worden.

A2 a Ist das Ornament symmetrisch?

Losung: Nein. Aber wenn man einen der
Sterne umlegt, erhdlt man eine zentralsym-
metrische Figur.

A3 a Jedes Zeichen auf dieser Tafel
stellt immer die gleiche Ziffer dar. Die
Summen der fiinfzehn Additionen sind
wadgerecht und senkrecht angegeben. Set-
zen Sie fiir jedes Zeichen den entsprechen-
den Wert ein!

Lésung: 2

5
3
7
1
1
1
1
7

A=W
OB WO WO
£O A =0 s
= O WO N s
00 L = O~ WA
OO N WL

Losungen zu: alpha-heiter

Kryptarithmetik
Zum Beispiel 8952 + 743 = 9695;
7668 + 68 489; 4584 + 4584;

456328 = 149568; v523814 769

=22887; 14389 + 14389 =28778.
Knobelei

(o)

Achtung - StraBenbahnknotenpunkt
Das Liniennetz hat schematisch folgendes
Bild:



A
6 Linien

E 14 Linien

[

8
10 Linien 3Linien

C| 9Lmen

Die drei Linien nach (bzw. von) D konnen
nur in der Richtung BED verkehren! Da-
mit verkehren von B aus die restlichen sie-
ben Linien nach A oder C. Die Summe der
Linien aus AEC und BEC soll neun sein.
Damit miissen in der Richtung AEC min-
destens zwei Linien verkehren, so daB fir
AEB hochstens vier Linien verbleiben. Da-
mit bleiben aber fiir BEC nur noch drei Li-
nien und C wiirde von 2 + 3 = § Linien er-
reicht.

Wir tragen die Moglichkeiten in eine Ta-
belle ein:

.Richtung Linien

AEB 4 3 2 1 0
AEC 2?7 37 41 57 67
BEC 3?2 4 5t 67 77
BED 3 3 3 k) 3

SummeinE: 12 13 14 15 16

Die Fragezeichen sollen darauf verweisen,
daB die Summe aus AEC und BEC=9
sein soll. Es ergeben sich also folgende
Verteilungen:

— AEB =2 Linien; — AEC =4 Linien;

~ BEC =5 Linien; — BED = 3 Linien,;
Summe = 14 Linien.

Anmerkung fiir Leipziger Leser und Léser:
Das Vorbild flir diese Aufgabe ist der
Hauptbahnhofsvorplatz ohne die Halte-
stelle Wintergartenstrafe.

Beriicksichtigt wurden die Linien:
1,2,4,6, 10, 11, 15, 16, 17, 20, 21, 25, 27,
28!

Entsprechend ist:

A = Erich-Weinert-Platz;

B = Friedrich-Engels-Platz;

C = Karl-Marx-Platz,

D = Rosa-Luxemburg-StraBie.

Kurios anmutende Beziehungen

Wenn die Zahlen x, y die Gleichung

Yx+y = xYy erfiillen, so muB x +y = x"y

und daher y = gelten. Andererseits

x
x"—1
sind alle Paare x > 1, y >0 mit dieser Ei-

genschaft auch Ldsungen, denn aus y(x"°

—-1)=x folgt x+y=x"y und "Jx+y
= xv; . .

R _ e __u
Beispiel: n = 4, x = 11. Wihle y 14640
Mit dem Schulrechner SR 1 iiberzeugt man
sich schnell davon, daB tatsichlich

4 11 s 11 .
‘/11 1a6a0 1 ‘[14640 ist.

Der mit dem SR 1 fiir beide Terme ermit-
telte Zahlenwert ist 1,8211914.

Mathematische Spielereien

Sieb des Eratosthenes; Kubikwurzel;
Kreis des Appolonios;

Methode der kleinen Quadrate

Notensalat

Zwischen 20 und 40 ist die 36 die einzige
Zahl ein Vielfaches von 9, 3 und 6. Da also
36 Schiiler in der Klasse waren, erhielten
36 — 4 — 12 — ¢ = 14 Schiiler die Note 3.

Fiillritsel

a6 [ElB R ['A
g[1[E{o[afa]fu
AlN[R[Kk|[N[D|F
AEDNRE
ulaloft]{clu]
s{L|e|o|H]s

In der MITROPA

Bezeichnen a, b und ¢ die Stiickanzahlen
der Kuchensorten 4, B bzw. C, welche die
Kollegin dem Jungen einpacken muB,
dann muB gelten:

0,30a + 0,356+ 0,40c = 5 bzw.

nach Multiplikation der Gleichung

mit 20:6a + 7b + 8¢ =100.

Die sogenannte diophantische Gleichung
hat 10 der Forderungen des Jungen ent-
sprechende Losungstripel (a, b, ¢), d.h. bei
denen @, b und ¢ von Null verschiedene
positive ganze Zahlen sind, nimlich die
folgenden:

(1,2,10), (1,10,3), (2,8,4),

(3,6,5), 4,4,6), (5,2,7),

(1,6,2), (8,4,3), 9,2,4)

und (13,2,1).

Aber nur das Tripel (4, 4, 6) entspricht auch
der Bedingung, daBl der Junge von jeder
Kuchensorte mindestens 4 Stiick erhalten
soll. Die Kollegin muB also 4 Stiick Ku-
chen A4, 4 Stiick Kuchen B und 6 Stiick
Kuchen C einpacken. )

4
Gleiche oder ungleiche Mengen?
Es seien a, b die Seiten der Grundfliche,
@ der Neigungswinkel des Daches und F
die Fliche des jeweiligen Daches.
O.B.d. A. sei b=a. Fiir das Giebelhaus
gilt dann:
a/_IZ =cos@, | = a/(2cos @)
und damit F = 2l = ab/cos Q.

&N <F
L

a

Beim Wohnhaus sei # die Hohe einer Fli-
che (siehe Skizze). Es ist wie beim Giebel-
haus # = a/(2cos ¢) und damit

ah b+c¢
F—2T+2 5 h,
wobei ¢ =b —2hcos@ = b — a ist.
Dann gilt

F=2(@h/2+(b+c)h/2)=h(a+b+c)
=h(a+b+b—a)=2hb=ab/cosgp.

Also bendtigt man fiir beide Dicher die
gleiche Menge Dachpappe. (Es ist nicht
notwendig, die trigonometrischen Funktio-
nen zu benutzen, wenn man h_als h der
Fliachen stehenldBt.)

Labyrinth
Man kann von 4 aus noch weitere 8 Aus-
ginge erreichen.

Losungen zum Preisausschreiben:
Komplexe Ubungen, Heft 1/87

Ala

a) 17dt GE-30562 = 520000dt GE .
b) 40 M- 520000 = 20,8 Millionen Mark
¢) 30562 ha = 306 km?;

x-18 =306, x =17 (km)

d) Zuckerriiben (% GE);

Zuckerriibenblatt (1—10 GE)

e) 0,25-x=2; x=28;2,5dt-8=20dt
f) 3000:7,5 = 400, also 400 m?
g) 20-5-x =400, x =4 (m)

A2A a)
D F . [

of
10 cm
A acm £ 4em B

b) AAEF=%~8~10cm2=4OCm2;
AE,,C=%-4-10cm“—-20cm2

¢) AAFD ="AEBC (sws), also AF = EC

d) AAEF = ACFE (sss),

also A AFE = A CEF

e) XAFE = 4 CEF (Wechselwinkel an ge-
schnittenen Geraden), also AF| EC

f) 10 cm < AF < 14 cm (Dreiecks-
ungleichung); wegen AF = FE = EC gilt
Streckenzug AFEC = 3- AF,

also 30 cm < AFEC < 42 ¢cm

g) 5 EAF= xBEC (Stufenwinkel an ge-
schnittenen Parallelen);

5BEC+ 5 ECB = 90°,

also 4 EAF+ 5 ECB = 90°

AlaA a) 540m-1250 m = 6750 m?
=0,675ha

b) x:31 =68=0,67§, x=3123 (dt)
<) E=__—A";:Il,°°° (in t)

d) 3100:5=620; 6205*10%min
1,250-60-60 km km

® " 60 b b

f) 46dt-1,75 = 80,3 dt Halmgetreide;
34,5 dt = 345t Stroh

2) IO%mi.n + 4%min =15 min;
x:15min=312¢t:3,1t,
x=1500min=25h

In 6%h ist der Schlag von vier
Mihdreschern abgemiht.

h) V= 4';;23 m® =~ 403 o’;

vV 403

T b 16 gmT28m

h=

alpha, Berlin 21 (1987) 2 - 47



i)y Vz=nrth=m-2,55-10 m’ = 204 m?;
wegen 408 m® > 403 m? reichen zwei Silos
aus.

AdA ‘a)y=2x+4

b) 2x+4=30; 2<x=13

.¢) siehe.Zeichnung

d) y=(x-o% 4=0-0)%

c=2; y=(x—2)% Py(2;0)

e) x2—4x+4=2x+4; x(x—6)=0;
x,=0; x,=6; y,=16; P,(6;16)

f) y=mx+n; aus 16 =6m + n und
0=2m+ n folgt m =4 und

n=-8; y=g(x)=4x—-8

8) Apreieck = % -6-12 (LE)* = 36 (LE)%;

Atrapez = % (4 +16)-6 (LEy

=60 (LE)* 36:60=3:5
h) Im Dreieck gilt a: (12 — a)
=6:12 =4; im Trapez gilt
b:(16 —b)=(8—-0b):b; b=5%;
die Quadratseiten sind 4 cm bzw. S%cm
lang.
i) Beide Dreiecke sind rechtwinklig; ihre
Katheten verhalten sich wie 2:1, folglich
sind die Dreiecke einander dhnlich.

y

I

~
-

i1
X
1R R

Losung zu: Eine harte Nuf
Heft 1, Seite 10

Setze z=a + b; dann ist
z2=(a+b)(a+b)
=a(a+ b)*+ bla+ b)*;
setze nun @ = 2 und b = v?;
damit folgt
z¥=u(a + b)*+ v¥(a + b)?
oder anders geschrieben
2 =[u(a+ b)) +[v(a+b)];
und nun nur mit den GréBen « und v
2= [u@?+ o)) + [ + 03]
also
23 =ulu?+ v)? + v2(u? + v?)?
= (u?+ v U+ vH)?
23 =(ur+ vl
Setze jetzt x = u(u® + v?)
y=v(u®+?)
Zusammengefalt:
Wenn x = u(u®+v?),y=v(u?+v?),

48 - alpha, Berlin 21 (1987) 2

dann ist z= u? + v?

und damit folgt x2 + y? = z3.

Beispiel:

u =17, v=11 (beides Primzahlen!),

dann x =749 +121)=7.

170 =1190 und y = 11(49 + 121)
=11-170 = 1870, damit x2 + »*
=1190? + 18702 = 4913 000 = 170°

also 1190% + 18702 =170%.

Beachte:

Die vorstehend hergeleiteten Bedingungen

besagen nicht, daB sich in jedem Falle eine

eindeutige Zuordnung ergibt!

Es konnen sich fiir verschiedene Werte-

paare x und y die gleichen Werte fiir z er-

geben!

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. G. Wildenhain
Heft 1

A 2749 o Nehmen wir an, es gibt eine ge-
schlossene Kurve der gegebenen Linge I,
die éinen maximalen Flicheninhalt ein-
schlieBt. Wire das umschlossene Gebiet G
nicht konvex, so konnte man entsprechend
Bild 1 das Kurvenstiick zwischen 4 und B
an AB spiegeln und erhielte ein um die
schraffierte Fldche vergroBertes Gebiet,
dessen Randkurve ebenfalls die Linge / be-
sitzt. Die gesuchte Kurve ist also konvex.

Bild 1 ) /4///,% ;

v
e
7

A
G

Wir wihlen nun zwei Punkte 4, B, weiche
die Losungskurve in Bogen gleicher Linge
zerlegen. Dann zerlegt die Strecke 4B das
Gebiet G in flichengleiche Teile, denn
sonst konnte der Teil mit dem groBeren In-
halt an 4B gespiegelt werden, so daB ent-
sprechend Bild 2 eine andere Kurve der
Lange [ entstiinde, die einen groBeren Fla-
cheninhalt einschlieBt. Wir zeigen, da AB
das Gebiet G tatsichlich in zwei Halbkreis-
ﬂﬁcl_len zerlegt. Dazu betrachten wir ent-
sprechend Bild 3 einen beliebigen Punkt C
auf der Kurve.

‘Wire nun X ACB verschieden von %, SO

konnte man unter Beibehaltung der schraf-
fierten Flichen durch Ubergang von Bild 3
zu Bild 4 zu einer gro8eren Fliche iiberge-
hen (da sich das Dreieck ABC vergroBert),
die aber nach wie vor von einem Bogen der

Linge 7’ begrenzt wird. Also gilt x ACB

= % und nach dem Satz von Thales han-

delt es sich um einen Halbkreis.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/86, Fortsetzung

Ma5m2699 Wenn man die Gewichte ad-
diert, die 3 Ferkel und 2 Limmer bzw.
2 Ferkel und 3 Limmer ergeben, dann er-
halten wir das Gewicht vonr 5 Ferkeln und
5 Limmem. Es ist gleich 45 kg. Deshalb
wiegen 1 Ferkel und 1 Lamm zusammen
9 kg und 2 Ferkel und 2 Limmer 18 kg. Da
3 Ferkel und 2 Liinmer 22 kg wiegen, hat
ein Ferkel ein Gewicht von 22 kg — 18 kg
= 4 kg und somit 1 Lamm ein Gewicht von
5kg.

Ma6m2700 Der Radfahrer fihrt mit
einer Geschwindigkeit von §+4 = 9%
so lange, bis die Freunde sich trafen. Beide
legten in einer Stunde zusammen 9 km zu-
riick, d. h. bis zum Treffen vergingen 36:9
=4 Stunden. In dieser Zeit fuhr der Rad-
fahrer 9-4=36km.

Ma 6 w2701 Die Summe der Friichte aus
den iibriggebliebenen Kisten muB durch 4
teilbar sein, d. h., es sind die Friichte der
Kisten 2, 3, 4 und 5.

In ihnen sind insgesamt

105 + 110 + 115 + 130 = 460 Stiick.
Folglich sind 460:4 = 115 Stiick

Zitronen und 460 — 115 = 345 Stiick
Apfelsinen iibriggeblieben.

Ma6m2702 Da 6 Pferde und 40 Kithe
tiglich 472 kg Heu bendtigen, werden fir
12 Pferde und 80 Kihe tiglich
2-472kg=944kg Heu benotigt. Da
12 Pferde und 37 Kiihe tidglich 514 kg Heu
bendtigen, werden fiir 43 Kiihe téglich
944 kg — 514 kg = 430 kg, fir 1 Kuh also
taglich 10 kg Heu bendtigt. Deshalb benéti-
gen 40 Kiihe tiglich 400 kg Heu. Folglich
bendtigen 6 Pferde téglich 472 kg — 400 kg
=72%kg und somit 1 Pferd tdglich 12 kg
Heu. Vom 15. Oktober bis zum 25. Mirz
sind es 162 Tage. Damit bendtigen
30 Pferde und 90 Kiihe fiir diesen Zeitraum
(12-30 + 10-90) - 162 kg = 204 120 kg Heu.

Ma 6 m 2703 Der Fehler betriigt
(5—2)-100 + (8 — 3)- 1000
+2-9-1+(3-17)-10=15263.

Die erhaltene Summe ist also groBer als
die richtige Summe. Daher ist sie gleich
28975 —5263=23712.

Ma6m2704 Angenommen, im Korb be-
fanden sich anfangs x Eier;

dann gilt'x—i———___=10’

also x = 160. Zu Anfang waren 160 Eier im
Korb. .



Ma7m2705 Die kleinere der Zahlen ent-

hiilt alle Teiler, die der gréBte gemeinsame

Teiler beider Zahlen enthilt und ferner

den Teiler 5. Das bedeutet, daB sie ein

Vielfaches von 8- 5 = 40 ist, also 40- n be-

triigt, wobei n eine natiirliche Zahl ist. Fiir

die zweite Zahl bleiben dann noch die Fak-

toren

240:(40n) = 6: n; also ist sie gleich

(8-6):n=48:n.Da48:n

groBer als 40n sein soll, gilt n = 1.

Die gesuchten Zahlen lauten somit 40 und

48.

Ma7m2706 Die Geschwindigkeit des
km

- Dann b_e-

trug die Geschwindigkeit von B nach A

(x+ 20)% und die Fahrzeit 12 Stunden.

Zuges von A nach B sei x

Wegen
=yp-tgilt 16-x=12-(x +20),
also x = 60.
Dann gilt s = 60-16 km = 960 km.
Die beiden Stidte sind 960 km voneinan-
der entfernt.

Ma7m2707 Angenommen, ein Teebeu-
tel wiegt x Gramun. Dann gilt
6x+50=x+300, Sx =250, x=50.
Ein Teebeutel wiegt 50 g.

Ma7m2708 Das erste Teilprodukt endet
auf die Ziffer 8, das zweite auf 5. Dies ist
nur moglich, wenn die letzte Ziffer des er-
sten Faktors auf 1 und der zweite Faktor
auf 58 endet. Da das zweite Produkt drei-
stellig ist, beginnt der erste Faktor mit
einer 1. Im ersten Teilprodukt muB man
bei Multiplikation des ersten Faktors mit 8
am Anfang eine 10 erhalten. Dies ist nur
moglich, wenn die zweite Ziffer des ersten
Faktors 3 ist. Das dritte Teilprodukt ist gro-
Ber als das erste, d. h., die erste Ziffer des
zweiten Faktors ist groBer als die letzte Zif-
fer des zweiten Faktors. Folglich ist sie
gleich 9. Damit lautet der erste Faktor 131,
der zweite 958.

Ma8mw2709 Die Geschwindigkeit des
; dann fihrt er

am Reisenden des ersten Zuges mit einer

Gegenzuges betrage x ——

Geschwindigkeit von (60 + x) % vorbei.

Deshalb gilt
120

1000 (60 + x) 3600 > also x = 48.

Die Geschwindigkeit des Gegenzuges be-

km

trug 48 5

Ma8m2710 Es giit der Satz: Die Verbin-

dungsstrecke der Mitten zweier Dreiecks-

seiten verlduft parallel zur dritten Seite

und ist halb so lang wie diese.

Daraus folgt 2 HG = 4AC und somit

PO= —;--E. Deshalb gilt
Ayco =5+ AC-FD und
RD
Amqy—m‘_z —7 7 AC RD,
also Acp =2 Apgoy. Analog dazu
erhilt man AABC =2 'Amp. Daraus
folgt schlieBlich 4 5cp = 2- Amy.
Ma8'm2711 Da keine Aufschrift richtig

ist, gibt es nur zwei Moglichkeiten der Ver-
teilung, ndmlich

a) b)
nZwei weiBe® ws ss
,weiB und schwarz“ sS ww
,Zwei schwarze“ wwW ws

Man hat also eine Kugel aus der Schachtel
,weiB und schwarz® zu wihlen und je
nachdem, ob diese Kugel wei oder
schwarz ist, wissen wir, ob die Verteilung
a) oder b) vorliegt.

Ma8m2712 Fiir n=1 gilt
19-1+17 _ 36
Ti1+1l 18 =2; deshalb ist
n =1 eine Lésung.

192 +17 _
Wegen Tn+ 11 =2+
Sn—35
Tn+11
weiteren Losungen gibt.

Ma9m2713 Ist x die Anzahl der
1. Preise, so folgt, daB es (x + 12) 2. Preise
und 2 - (2x + 12) 3.Preise gibt. Uberdies ist
22x +12) =x- (x +12) — 104,
x2+8x—-128=0,x=5%12, x,=8

und x, = —16 (entfillt, da negativ).

Es gab acht 1., zwanzig 2. und 56 dritte
Preise.

Ma9m2714 Das gleichseitige Dreieck
ABC 14Bt sich, wie aus dem Bild ersicht-
lich, in neun kongruente gleichseitige Teil-
dreiecke zerlegen.

Wegen SP:SD=PQ:DE=1:2 und
FQ=13—2'cm=4cm gilt DE =8 cm.

Der Flicheninhalt der Rosette betrigt so-

mit
2 ,
—1+ 3~%-82> cm?

0< <1, so daB es keine

8
AR=(6' 4

=48-(2-y3 +m) cm? ~ 317 cm?.

Ma9m2715 Wir konnen die Mengen der
Schiiler, die eine Sprachkombination ler-
nen, wie folgt graphisch darstellen:

on

‘ Franzosisch

Deutsch

Nun gilt

a+b+c+d+e+ f+g=40,
a+bt+d+tet+ f+ g=234,
b+tct+td+e+ f+g=2125,
b= 6,

d=e+3,
f+g= 0.

Hieraus folgt a=15, b=6, c=6, d=8,

e=5f=g=0.

27 Schiiler lernen genau eine, 13 Schiiler
genau zwei Sprachen.

Ma9m2716 Die FuBpunkte der Lote von
M auf AC bzw. BC seien K bzw. L.
Wegen Auu = Apcy = Aucu und

AAHM + ABCM + Ajem = ‘%’ AC- BC ist

-

Ayen = 1 -4C- M_=l l'E-B_C-,
2 i 2 3
also MK—T —Bf o

Analog dazu gilt m=%-ﬁ.

Da Viereck LCKM ein Rechteck ist, erhal-
ten wir nach dem Satz des Pythagoras

S-MC* - MA*-MB*=5-(MK?+ ML?)
— (AK* + MK? — (BL* + ML»

2 2 _\2
=4-(MK*+ ML?) - ( AC) - (7- BC)
@ -ML) -

=4-(MK*+ ML’)
=0.

(2-MK)

A 8
Ma10/12 m2717 Der Radfahrer, der im
Punkt A startet, fihrt mit einer Geschwin-
digkeit von ¥, und der andere mit V. Fer-
nersei s=AB.

1. Treffen (nach Zeit r)
2. Treffen (nach Zeit ¢ + 8)

_Esgiit v, ==
. )
" o

O
A T w08 A2y 8
_40 _25-20  _s+20

V5= ¢ und Vo= ,t+8"V”_ t+8°
_5__ 35

aso Vy+¥e=3 =775

dh t+8=311t=4

Und somit

V=10,5+20=10-12, s=100,

60
VA—T_IS

Die Orte A und B haben eine Entfernung
von 100 km. Die Radfahrer fahren mit den

Geschwindigkeiten 15 % und 10 % i
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Wie ahnlich konnen

sich Briider sein?

Ein Brief mit einer kombinatorischen Fragestellung

Vor einiger Zeit erhielt ich folgendes
Schreiben:

Sehr geehrter Herr G.

Bei der Bearbeitung einer genetischen Aufgabe
stehe ich vor einem Problem. Es besteht darin,
daf3 zwei Briider in k= 0; ...; 2m Chromoso-
men iibereinstimmen konnen. Fiir Briider, bei
denen unterstellt wird, daf sie beispielsweise in
9 Chromosomen identisch sind, gibt es -
23 Chromosomenpaare vorausgesetzt — (43)
Moglichkeiten der Kombination von Chromo-
somen. Dabei kénnen r=0; 1; 2; 3 oder 4
Chromosomenpaare enthalten sein. Wie hdufig
treten bei vorgegebenen 2m und k die Kombi-

. . k
nationen fiirr=0,r=1, ..., r= 7 auf?

Sicher werden Sie mir helfen kinnen.
Mit bestem Dank W.K.
Sektion Tierproduktion — Veterindrmedizin

Erldutern wir zunichst die biologische Fra-
gestellung:

In den Chromosomen liegen die gesamten
erblichen Eigenschaften, iiber die ein Le-
bewesen verfiigen wird. Die Chromosomen-
struktur und die Umwelt sind also die bei-
den dominierenden Faktoren, welche die
Entwicklung eines Lebewesens bestimmen.
Der Kern jeder Zelle enthédlt beim Men-
schen 23 Paare von je zwei Chromosomen.
Bei der Befruchtung schlieBen sich Chro-
mosomen der Eizelle mit Chromosomen
der Samenzelle zu 23 neuen Paaren zu-
sammen. Die Ahnlichkeit zwischen Brii-
dern und auch zwischen deren Nachkom-
men wird auch von der Zahl der iiberein-
stimmenden  Chromosomenpaare  be-
stimmt.

Formulieren wir nun ein mathematisches
Problem, welches es gestattet, auch die bio-
logische Fragestellung zu beantworten.
Wir gehen aus von einer Menge

M= (X5 .. X3 V15 -3 Ym}

von n=2-m Elementen. Jedes der Ele-
mente x; kann mit dem Element y; zu
einem Chromosomenpaar (x;;y;) zusam-
mengefalt werden. DaB zwei Briider in k
Chromosomen identisch sind, ist gleichbe-
deutend mit einer Auswahl von k Elemen-
ten aus der Menge M. Unter diesen k Ele-
menten konnen nun auch Chromosomen-
paare auftreten. Unsere Aufgabe ist es, zu
ermitteln, wie oft bei einer Auswahl von k
Elementen aus M genau r Paare der Form
(x;;y;) auftreten. Diese zu ermittelnde An-

zahl A; ist also von drei vorgegebenen na-

tiirlichen Zahlen, ndmlich n (der Zahl der
Elemente von M), k (der Zahl der aus M
ausgewihlten Elemente) und r (der Zahl
der dabei auftretenden Chromosomenpaare)
abhingig.
Zunichst erkennt man: Es geht um ein
spezielles Problem der Auswahl von Ele-
menten aus einer endlichen Menge, also
um eine Fragestellung der Kombinatorik.
Wenden wir uns zunichst dem naheliegen-
den Gedanken zu, der bereits zur Losung
des Problems fihren koénnte, ndmlich in
geeigneter mathematischer Literatur nach-
zuschlagen. Schreiben wir einige Bezie-
hungen, die im Zusammenhang zur Aus-
wahlproblematik stehen, heraus:
Wir finden z. B. eine Formel zur Berech-
nung der Anzahl der voneinander verschie-
denen Méglichkeiten, aus einer Menge von
n Elementen k Elemente auszuwihlen -
jede solche Auswahlmoéglichkeit heiBt
Kombination:

o na-D-(n—2)-...-(n—k+1)
Ci= 1-:2-3-...- (k- 1)k M
Aus der Menge {a; b; c} kann man also ge-

3-2 .
nau C3} =75 =3 voneinander verschie-

dene Zweiermengen, ndmlich {a; b}; {a; ¢}
und {b; c}, auswihlen. Wir entdecken wei-
ter, daB (1) auch kiirzer geschrieben wer-
den kann, wenn man n!=1-2-3-...- nbe-
nutzt und (zusitzlich) 0! = 1 festlegt. Dann
ergibt sich aus (1) durch Erweitern mit
(n— k)

n n!
T @
Fiir (2) schreibt man auch kurz
" n! _(n
C == _<k) @

Dabei ist das Symbol (") fir n =2 k durch

k,

(3) definiert, fir n < k soll (”) =0 gelten.

k,

(Z) heiBt Binomialkoeffi-

zient, er tritt ndmlich bei der Berechnung
der Potenz eines Binoms auf:

(a+b)= (3) a"b® + (;’) an-1p!

m n-2p2 ny opn
TR L
Diese Beziehung ist uns zumindest fiir
n =2 und n =3 nicht unbekannt.

. n\_{( n
Die Formel (k) = (n = k)’ [®)]

die unmittelbar aus (3) folgt, garantiert,
daB die Summe in (4) beziiglich der Koef-
fizienten symmetrisch aufgebaut ist, wie

Der Ausdruck

dies ja auch im Pascalschen Dreieck deut-
lich wird.

Eine Formel, die unmittelbar zur Lsung
unseres Problems beitriigt, suchen wir je-
doch vergeblich. Also stiirzen wir uns in
das Abenteuer, selbst eine solche herzulei-
ten. Wir gehen dabei so vor, wie man es
meist in solchen Fillen tut: Zundchst un-
tersuchen wir eine Reihe einfacher Bei-
spiele, um eine Vermutung zur Berech-

nung der gesuchten Anzahl AE aufzustel-

len. Und dann werden wir versuchen,
unsere Vermutung zu beweisen.
Sei n=2m=4; d. h., es liegen 2 mal 2
Chromosomen x.; x,;y:;y, vor. Dabei soll
(x;;y;) ein Paar iibereinstimmender Chro-
mosomen bilden. Wihlit man von den 4 Ele-
menten aus der Menge M = {x,; xy;,; 5}
. . . (4 4!
nur eines aus — es gibt dabei (1> =13
=4 Moglichkeiten — so kann natiirlich
kein Paar iibereinstimmender Elemente
vorkommen.
Also ergibt sich fuir n =4 und k= 1:
Ist r=0, d.h,, es existiert kein Paar {iber-
einstimmender Elemente, so gibt es 4 Mog-

lichkeiten; 4} .

Ist r=1, d.h., es existiert mindestens ein
Paar iibereinstimmender Elemente, so gibt
es keine Auswahlmoéglichkeit;

A ; =A 2 =0.

Wihlen wir aus M zwei Elemente aus, so
ergeben sich

Ci= = 6 Auswahlmoglichkeiten:

4!
2nr
X3 X2 X X301 X3 ¥
XY Yiya-

Wir erhalten fir r =0 (es tritt kein Paar
auf): 4 é =4,

fir r=1 (es tritt genau ein Paar auf):
A % =2,

fir r > 1 (es treten mindestens zwei Paare
auf): 43=0.

Wir wihlen k = 3. Es ergeben sich 4 Kom-
binationen. Wir erhalten

A§=0, A§=4 und A§=0.

Man iiberpriife dies!

SchlieBlich erhalten wir fir k =4 nur die
Auswahlmoéglichkeit x;x,y;y,, in der zwei
Paare auftreten.

Die gewonnenen Ergebnisse werden in Ta-
belle 1 zusammengestellt (Seite 50).

Wir deuten die 1. Spalte:

Wenn kein Element aus M ausgewidhlt
wird, so konnen weder 0 noch 1 noch 2
noch mehr als 2 Paare auftreten. Der Fall
k=0 kann also kinftig ausgeschlossen
werden. Wir streichen die 1. Spalte.

Wir deuten die 2. Zeile:

Ein Paar x;y; kann erst dann vorkommen,
wenn wenigstens 2 Elemente aus der
Menge M ausgewihlt werden.

Wir deuten die 4. Zeile:

Wenn man nur die 4 Elemente x;x,y,y,
zur Verfligung hat, so konnen nie mehr als
2 Paare auftreten.

Wir haben aus der Untersuchung dieser er-
sten Beispiele schon einiges gelernt, was
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Tabelle 1
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
r=0 0 4 4 0 0
r=1 0 0 2 4 0
r=2 0 0 0 0 1
r>2 0 0 0 0 0

man miihelos auf den ,allgemeinen Fall“
ibertragen kann: A;:t:o kann nur dann
k

2
ausgewihlten Elementen kOGnnen nicht

auftreten, wenn r <— gilt, denn unter k

mehr als -2£ Paare sein.

In dem Teil der Tabelle, der unterhalb der
von links oben nach rechts unten verlau-
fenden Diagonalen liegt, miissen also fol-
gerichtig nur Nullen auftreten.

Offenbar gilt auch stets C = A? (Warum?)
Berechnet man (mit Hilfe von (2)) einen
beliebigen der 5 Werte C} (0 < k<4), so
erkennt man, daB die Summe der Ele-
mente in der k-ten Spalte gerade C} be-
trigt. Auch diese Erkenntnis kdnnen wir
verallgemeinern: Die Summe der Fille des
Auftretens von genau 0;1; ,7,( Paaren
muBl mit C} iibereinstimmen, denn jede
Kombination liefert genau eine Zahl vor-
kommender Paare.

Ehe wir uns an die Losung des allgemeinen
Problems heranwagen, untersuchen wir
weitere Beispiele:
" Die Werte A; sind in Tabelle 2 zusammen-
gestellt.

Wir erldutern die 3. Spalte:

Es gibt C§ =20 voneinander verschiedene
Moglichkeiten, aus der Menge

{x15 %2 X33 Y13 v25 73}

genau 3 Elemente auszuwihlen. Offen-
sichtlich kann bei keiner dieser Méglich-
keiten der Fall eintreten, daB 2 oder mehr
als 2 Paare vorkommen,

also ist A§=0 und A§=o.

Unter den 20 Auswahlmoglichkeiten treten
folgende zwei Fille auf:

1. Die Kombination enthélt nur Elemente
aus der Teilmenge der x; oder nur Ele-
mente aus der Teilmenge der y;.

2. Die Kombination enthilt ein Element
aus der Teilmenge der x; und zwei Ele-
mente aus der Teilmenge der y; oder umge-
kehrt.

Beim Fall I treten 2 C} =2 Kombinatio-
nen auf, in denen kein Paar vorkommen
kann, also ist Aé =2.

Beim Fall 2 beschrinken wir uns auf die
Untersuchung der Kombinationen der
Form x,y;y;, fir die Kombinationen x;x;y,
gelten analoge Uberlegungen.

Nur in den Kombinationen

X1Y2¥3;, Xoy1ys und x3y,y, tritt kein Paar
auf. Damit haben wir gefunden:

A§=2+3+3=8.

Da in den anderen Auswahlmoéglichkeiten
der Form x;y;y, nicht mehr als ein Paar
auftreten kann, ergibt sich:

A‘:‘ =20-8=12.

Um die Ergebnisse der 4. Spalte der Ta-
belle 2 iiberpriifen zu konnen, benutzen
wir zusitzlich die folgende Ubersicht (Ta-
belle 3), in ihrer Eingangszeile ist der mog-
liche Charakter der Kombinationen von
vier Elementen aus der Menge

{15 x2; X33 ¥1; 92, 73} dargestellt:

Im Feld I, muB die Zahl 0 stehen, da x; zu
einem der y; bzw. y; zu einem der x; gehd-
ren muB. Es tritt also mindestens ein Paar
auf, d. h., die Anzahl der Fille, in denen
kein Paar auftritt, ist Null.

Auch im Feld IT, muB3 die Zahl 0 auftreten,

Tabelle 2
=6 ct=15 | ct=20 | ci=15 =6 ct=1
Ag 6 12 8 0 0 0
A 0 3 12 12 0 0
4 0 0 0 3 6 0
A 0 0 0 0 0 1
Tabelle 3
XiY1Y2Y3; YiX1X2X3 xixyy iFj k*l
r=0 I 1, Ag =0+0
r=1 I, I, A‘; =6+6
r=2 I, 11, A3=0+3
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denn fir die vier Indizes i; j; k; I stehen
nur 1; 2 und 3 zur Verfiigung. Ist nimlich
i* k und i */, so muB wegen j + i entwe-

der j=k oder j=1! gelten. Da Ag die
Summe der in Iy und II, eingetragenen
Zahlen ist, haben wir Aé = 0 gefunden.

Offenbar kann in x;y,y,y; (bzw. y;x;Xx,X3)
nicht mehr als ein Paar auftreten. Also tritt
in jeder dieser Kombinationen genau ein
Paar auf. Es gibt dabei soviel Moglichkei-
ten, wie man Elemente fiir x; (bzw. y;) fin-
den kann, also 2-3 =6 (Feld I,).
Untersuchen wir nun den Fall II;:

Es gibt C3=3 Mdglichkeiten, aus der
Menge der Elemente y;;y,;;y; genau zwei
Elemente auszuwdhlen. Zu jeder von ihnen
existieren C2 = 2 Méglichkeiten, den Index
i von x; so festzulegen, daB entweder i = k
oder i =/ gilt. Fiir die Wahl von j gibt es
dann noch genau eine Moglichkeit, so daB
Jj ¥ k und j # [ gilt. Damit muB in Feld II,
die Zahl

cl-ct-Ci=1-2-3=6

eingetragen werden. Fiir Ag ergibt sich aus

I, und II, somit 6 + 6 = 12.

SchlieBlich wenden wir uns noch den Fel-
dern I, und II, zu. Offensichtlich knnen
im Fall I, nicht zwei Paare auftreten.

Im Fall I, existieren zuniichst C3 Moglich-
keiten, die- Elemente x;x; festzulegen, of-
fenbar treten aber nur dann zwei Paare auf,
wenn k=j und /=j gilt. Dies bedeutet,
daB im Feld II, die Zahl

C3+C%=13-1=3 einzutragen ist.

Aus I, und II, folgt AE =0+3=3.

Damit haben wir unsere Ubersicht abgear-
beitet, die Ergebnisse stimmen mit denen
der Spalte 4 in Tabelle 2 iiberein.

Wir sind nun hinreichend geriistet, das
Problem in seiner allgemeinen Form 16sen
zu koénnen. Bei der Ermittlung einer For-

mel zur Berechnung von Ak wollen wir so
r

vorgehen, wie dies bei der Behandlung der
letzten Beispiele angedeutet wurde.

Wir betrachten zunidchst den Fall, daB
eine gerade Zahl ist:

In der Tabelle 4 sind in der Eingangszeile
alle moglichen Typen der Kombinationen
von k Elementen aus der Menge

{x13-23 Xm3 Y15 -3 Ym} angegeben.

Dabei ist n=2m, k =2m und rg%.

Wir begriinden die in der 1. Zeile eingetra-
genen Ergebnisse fiir r = 0 (Zahl der Fille,
in denen kein Paar auftritt):

Ip: Da in den Kombinationen entweder nur
Elemente x; oder nur Elemente y; auftre-
ten, gibt es so viele Fille, in denen kein
Paar (x;;y;) auftritt, wie es moglich ist, aus
m Elementen x; (bzw. y;) k Elemente aus-
zuwihlen, also 2 - C} Kombinationen.

IIy: Es gibt C7'_, Moglichkeiten, aus der
Menge {x;;...; X} k — 1 Elemente auszu-
wihlen. Nun muB y; so festgelegt werden,
daB es zu keinem der Elemente Xiyoe X,
einer Auswahl gehort. Dabei
Cr-%-D = m — (k — 1) Méglichkeiten. Da
fiir den zweitgenannten Auswahltyp

x; (v, ... ¥;, ) analoge Uberlegungen gel-

hat man



Tabelle 4

Kiyvoe Xy YpXiy - Xig YinYiXiy -« Xig 4 yjlylz-waxh"'xln-: yil"’yjax‘l“‘x'k-x yJ'A"'}ﬁlxll"'xli
2 2
bzw. bzw. bzw. bzw. bzw. bzw.
VoY XVq---Yigy Xy X Yiys Vi _a X5, X Xy Yiy-+ - Yig -3 Xy oo X Yy Vi Kjye-Xjg Yig---Yig
2 2
L 11, I, IV, So \'A -
k
m- (k- m m- (k- m m— (k- m m-(k-3). ('m "7 2m
r=0)2:Cp 2.CP%v.Cp, 2:CP¢R.CP,  2-CP*M.CR, 2-CrGev.cp c, c A" =
2 2
I II, I, v, S, v,
& k
mok X
r=140 2:Cp%-v.cp . 2-CpteACR.Cp L, 2-CPTY.CECpL, L. 2-CpTt.cke o, Cl_fcf o Axf"'
2 2
I, 11, I, 1v, S, \'A
k&
r=2]0 0 2-Cck2cp, 2.Cr-d-y.chacm 2-Crofea. chms o c, t-cl-ct A=
' 772 7 2
0 0 0

ten, erhilt man 2- C7~*~V.CP_, Fille,

in welchem kein Paar auftritt.

IIlp: Es gibt C7_, Mdglichkeiten, aus der

Menge {xi;...;x»} genau k — 2 Elemente

auszuwihlen. Eine solche Auswahl ist z. B.

X1;...; Xg—2. Damit kein Paar auftritt, miis-

sen die Elemente y; und y;, aus der Menge

{¥k- 137 -3 ym} gewidhlt werden.

Dabei existieren CT'~*~2 Moglichkeiten.

Also erhilt man 2- CP~%~2.CP_, Fille,

in denen kein Paar auftritt.

IV, Man iiberlege sich selbst, warum bei

diesem ,,Auswahltyp“ genau

2-Cp~%-3.Cm_, Kombinationen existie-

ren, in denen kein Paar (x;;y;) vorkommt.

Vo: Zuniichst existieren C ': Moglichkeiten-
2

der Auswahl der Elemente x;...x; i Die

2

k .
Zuordnung der 5 Elemente y; muB nun so

erfolgen, daB kein Paar auftritt, dazu hat
k

man C 7 Moglichkeiten.

Nla 3

Um AE zu charakterisieren, miissen die in

Zeile 1 eingetragenen Werte addiert wer-
den., Wir wollen uns jedoch vorher noch
vergewissern, daB die zwischen IV, und V,
auftretenden Summanden den gleichen
Aufbau wie die unter IIy; III,; IV, genann-
ten besitzen:

So: Wir ermitteln die Zahl der Kombinatio-
nen der Form

Xi... %, 0%y.--¥,_,), in denen kein Paar
(x;; y;) auftritt.

Aus den Elementen y; wihlt man k—=s
Elemente aus, dafiir gibt es Cy_, Moglich-
keiten. In jeder dieser Kombinationen
miissen die Elemente x; so gewihlt werden,
daB keines dieser s Elemente mit einem
der k — s Elemente y; ein Paar bildet; die
Elemente x; muB man also stets aus einer
m — (k —s) elementigen Teilmenge von
{x; ... x,,} auswihlen. Es gibt CT =%~ 9 der-
artige Kombinationen. Unter Beriicksichti-
gung analoger Uberlegungen fiir den Aus-
wahltyp

Vi, (i, .. %, ) folgt:

In2-Cpr-®-9.Cn__Fillen tritt kein Paar
auf.

Dieser Ausdruck ordnet sich also in die
bisher gewonnenen Ergebnisse ein.

Nun miissen wir rechnen. Wir benotigen
dazu lediglich die Beziehungen (1) bis (5)
und Kenntnisse aus der Bruchrechnung.
A§= A§m=2.cg!-k.c;(n
+2:CP0NCp 2 Cp RO,
+2-CP%-d.cp o+ .
+2-Crok-9.om o+

x

+¢" T.cm ©)
L L
2 2
Die Summe (6) schreiben wir mit Hilfe der
Beziehungen (1) und (2) um:
Aim _ 2 -m!
0 k!-(m—k)!

2-(m— (k- 1)) m!
1-(m—k)-(k—1)!- (m— (k- 1))
2-(m—(k—2)! m!

20 (m—-k)-(k—2)!-(m— (k - 2))!
2-(m— (k- 3))!- m!

+

I m k) (k-3 (m— (k=)

+ 2-(m—(k—s))!-m!
st-(m—k)-(k—s)t-(m—(k—s))!

(m - ;)' “m!

+

%!-(m—k)!'g!-(m—T !
Zunidchst sieht man sofort, daB sich alle
Briiche (mit Ausnahme des ersten) kiirzen
lassen. Mit etwas Geschick 1Bt sich der

2m!
kt(m — k)!
muB man allerdings den 2. Bruch mit k,
den 3.Bruch mit k(k — 1) und schlieBlich
den letzten Bruch mit k(k—1)-...

(—k- + l) erweitern. Man erhilt:

k

Faktor ausklammern; dazu

2

o aml(k k(k—1)

b = = k) KT (1+1'+ 2
K(k - 1) (k — 2)

+T+...

N k(k—l)‘...;'(k—(s-l))! .

+ ...

+

1 k(k_l)...<k—(—§——1)>)

k!
Dieser Ausdruck 148t sich unter Nutzung
von (3) giinstig umformen:

A =27 ((6)+ () + () + (5)+ -
+(§)+...+%.<§)

Erinnern wir uns an die Beziehung (4), set-
zen dabei @ = b =1 und nutzen (5), so er-
hilt man iiberraschend

2m m 1
A(‘,‘ =2.(k).?.2k

2m m
4= (%) m
Wir miiBten nun Zeile 2 der Tabelle 4 ab-
arbeiten. Der interessierte Leser kann dies
einmal tun.

Behandelt man die Summe

A" =2ck1cp_ 20y *-ockcp

+ ... 420 kma0CksCen 4 L

bzw.

ook K
20

+C 2c: "
k_ 1k
2 2
wie oben, so erhilt man
g _ (k=N m \ k-2
A -(*17)-(70) 2 ®
Fiir r = 2 ergibt sich
im_(k—2\ [ m\ jk-s
4 ( 5 )(k_r) 2 ©)

Uberlegt man sich, daB man
2m_ (m k _ .
Aé = (k)-zk wegen (O) =1 auch in

KN ([ m
(0): (70
schreiben kann, so 1dBt sich dieses Ergeb-
nis gut einordnen und man vermutet, daB
allgemein gilt:

A2m= k_r. m Lk-2r
d ( r k- 2

der Form 4} = . k-12:0
0

10

Fortsetzung auf Seite 67
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Der Vier-
Quadrate-Satz
Teil 1

Aus Anlaf} des 250. Geburtstages von
Joseph Louis Lagrange (1736 bis 1813)

Der 25. Januar 1986 war der 250. Jahrestag
der Geburt von Joseph Louis Lagrange
(1736 bis 1813), der neben Leonhard Euler
(1707 bis 1783) zu den beriihmtesten Ma-
thematikern des 18.Jahrhunderts gehort.
Durch mathematisch-astronomische Schrif-
ten des englischen Astronomen Edmund
Halley (1656 bis 1742) war der junge La-
grange mit der Mathematik in Beriihrung
gekommen, die ihn dann sein Leben lang
fesseln sollte. Seine erste wissenschaftliche
Arbeit erschien 1754. Bereits mit 19 Jahren
war er Professor an der Artillerie-Schule
seiner Geburtsstadt Turin (Oberitalien).
Zusammen mit anderen jungen Wissen-
schaftlern griindete er dort eine wissen-
schaftliche Gesellschaft, aus der die Turi-
ner Akademie hervorging. Auf Empfehlung
Eulers und Jean d’Alemberts (1717 bis
1783) wurde ihm vom preuBischen Kénig
Friedrich II. (1712 bis 1786) die Stelle
eines Direktors der mathematischen Klasse
der Berliner Akademie der Wissenschaften
angeboten. Lagrange nahm das Angebot
an. Euler siedelte 1766 nach Petersburg
uber; der 30jihrige Lagrange wurde sein
Nachfolger in Berlin. Als Mathematiker
waren an der Berliner Akademie damals
auBerdem Johann Heinrich Lambert (1728
bis 1777) als Mitglied der physikalischen
Klasse, Johann (III) Bernoulli (1744 bis
1807) als Direktor der Berliner Sternwarte
und Jean de Castillon (1708 bis 1791), der
1787 Nachfolger Lagranges im Amt des Di-
rektors der mathematischen Klasse wurde,
tatig. X

Im Alter von 51 Jahren siedelte Lagrange
nach Paris iiber, wo er an der Akademie
wirkte. Von der Revolutionsregierung
wurde er in das Komitee berufen, welches
das Miinzwesen neu ordnen und das me-
trische System einfithren sollte. Ende 1795
wurde er Direktor der physikalisch-mathe-
matischen Klasse des Institut National
(das an die Stelle der 1793 geschlossenen
Académie des sciences getreten war). Meh-
rere Jahre unterrichtete Lagrange an der
1794 gegriindeten Pariser Polytechnischen
Schule.

Die Gebiete, in welchen die Wissenschaft
Lagrange bedeutende Fortschritte zu ver-
danken hat, sind: Mathematik (Analysis,
Algebra, Zahlentheorie u. a.), Mechanik
und Astronomie.

Der Zahlentheoretiker Edmund Landau
(1877 bis 1938) schrieb im Jahre 1913 an-
1aBlich des 100. Todestages von Lagrange:
Zu den bedeutendsten Leistungen Lagranges
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gehort der Beweis des Satzes, daf jede positive
ganze Zahl als Summe von vier Quadraten
dargestellt werden kann, also als Summe von
hdchstens vier positiven Quadraten.

Uber diesen Satz soll im folgenden sach-
lich und historisch berichtet werden.
Zwei-Quadrate- und Drei-Quadrate-Sitze
Eine ungerade Primzahl p 1Bt sich genau
dann in die Summe zweier Quadratzahlen
zerlegen, wenn sie die Form p=4k+1
hat. Sind zwei ungerade Primzahlen jeweils
die Summe zweier Quadratzahlen

hy=a?+b?
(z.B. a ungerade, b gerade),
hz = Cz + d2

(z.B. ¢ ungerade, d gerade), so ist auch
hyh, = (ad + bc)* + (ab — bd)?

(worin ac — bd ungerade, also *0, ist)

die Summe zweier Quadratzahlen.
Hieraus folgt der

Satz 1:

Eine natiirliche Zahl & ist genau dann die
Summe zweier Quadratzahlen h = a? + b2,
wenn gilt:

(1) Entweder enthilt h keine Primfaktoren
der Form 4k +3 oder Primzahlen der
Form 4k + 3 kommen in gerader Potenz in
der Primzahlzerlegung von h vor.

(2) Die gerade Primzahl 2 tritt in ungera-
der Potenz in der Primzahlzerlegung von h
auf oder h enthilt wenigstens einen Prim-
faktor der Form 4k + 1.

Beispiele: 8 =23 =22+ 22,
90=2-32-5=92+32 111=3-37

ist nicht Summe zweier Quadratzahlen,
212=441=32-72

ist nicht Summe zweier Quadratzahlen,
882=2-32-72=21%2+212,

Der folgende Satz gibt eine Ubersicht iiber
die natiirlichen Zahlen, die als Summe von
héchstens drei Quadratzahlen darstellbar
sind. Eine Quadratzahl 148t bei der Divi-
sion durch 8 den Rest 0 oder den Rest 1
oder den Rest 4. Die Summe hochstens
dreier Quadratzahlen ldBt daher bei der Di-
vision durch 8 niemals den Rest 7, d.h., sie
kann nicht von der Form 8k + 7 sein.
Allgemein gilt der

Satz 2:

Eine natiirliche Zahl ist genau dann als
Summe von hochstens drei Quadratzahlen
darstellbar, wenn sie nicht die Form
48k +7) (120, k =0 ganze Zahlen) hat.
Aus diesem Satz folgt nun leicht, daB sich
jede natiirliche Zahl (ohne Ausnahme) als
Summe von hochstens vier Quadratzahlen
darstellen 1aBt.

Vier-Quadrate-Sitze

Satz 3 (Vier-Quadrate-Satz A):

Jede natiirliche Zahl ist als Summe von
héchstens vier Quadratzahlen darstellbar.
Aufgabe 1: Zeige, daB Satz 3 aus Satz 2
folgt!

DaB es Zahlen gibt, die keine Quadratsum-
mendarstellung mit weniger als vier Qua-
dratzahlen besitzen, folgt aus dem Satz 2.
Beispiele: 7=2*+12+ 12+ 12,
15=32+22+ 1%+ 12,
124=4@8-3+7)=112+12+12+12
=92+52+32+22,

Es gibt aber auch Zahien, die als Summe

von héchstens drei Quadratzahlen, jedoch
nicht als Summe von vier Quadratzahlen
darstellbar sind, z.B.

=12, 3=12+ 124 17,
§=22+4+1%2, 9=32+22+22+12,
11=32+12+ 1%, 17=4+12,
29=52+22=42+32+27,
41=52+42=6"+22+12.

Satz 4:

Die natiirlichen Zahlen

1,3,5,9, 11, 17, 29, 41, 4% -2,
4%-6,4%.14 (worin k=0,1,2, ..)

sind nicht als Summe von vier Quadratzah-
len darstellbar. Alle anderen natiirlichen
Zahlen sind als Summe von vier Quadrat-
zahlen darstellbar. Insbesondere ist also
jede ungerade Zahl >41 als Summe von
genau vier Quadratzahlen darstellbar.

Die Zahlen 3, 9, 11, 17, 29, 41 und

4k -6 = (zk)z + (21:)2 + (2k+ 1)2,

4k-14 = (202 + 2K+ 1)2 + (2K 3)2

(fir k=0, 1, 2, ...) sind jeweils Summen
dreier Quadratzahlen. Es gilt

Satz 5:

Alle natiirlichen Zahlen, auBer 1, 5, 4%-2
(k=0, 1, 2, ...) sind als Summe von drei
oder vier Quadratzahlen darstellbar.

Die Zahlen

§5=12+2% 2=12+12 22=22+2%
2B5=42.2=42+ 42,

22k+1 = 4k 2= (2k)2 + (2k)2

lassen nur die Darstellung als Summe
zweier Quadratzahlen zu.

Aus dem Vier-Quadrate-Satz A folgt leicht
der Satz 6.

Aufgabe 2: Wie?

Satz 6: (Vier-Quadrate-Satz B)

Jede gebrochene Zahl ist Summe von vier
Quadraten gebrochener Zahlen.

Und als Spezialfall

Satz 7: (Vier-Quadrate-Satz C)
Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier
Quadraten gebrochener Zahlen.

Diophant

Dieser Vier-Quadrate-Satz C wurde schon
vom griechischen Gelehrten Diophant in
seinem Werk Arithmetische Probleme -
allerdings stillschweigend - benutzt.
Diophant soll - wahrscheinlich im 1. Jahr-
hundert — in Alexandrien gelebt haben,
vielleicht betrieb er im dortigen Museion —
einem Forschungsinstitut mit umfangrei-
cher Bibliothek - mathematische, eventu-
ell auch astronomische Forschungen. Von
seinen Schriften kennt man ~ fragmenta-
risch — zwei: eine Arithmetische Probleme
betitelte Sammlung von algebraischen und
zahlentheoretischen Aufgaben mit Lasun-
gen und eine Abhandlung iiber Polygon-
zahlen. Von den 13 Kapiteln der Arithmeti-
schen Probleme sind zehn erhalten: sechs in
griechischen Handschriften (Kapitel I bis
III und wahrscheinlich VIII bis X) und vier
in arabischer Ubersetzung (Kapitel IV bis
VII). .

Zu den Aufgaben, bei deren LOsung der
Vier-Quadrate-Satz C vorausgesetzt wird,
gehort die folgende (Kapitel VIII,
Aufg. 29):

Es sind vier Quadrate (r*, s*, 1, u?, wobeir. s,
t, u Briiche oder natiirliche Zatlen sein sollen)



zu finden, so daf ihre Summe (r* + s*+ 2
+ u?) zu der Summe ihrer Wurzeln (r+ s+t
+ u) addiert eine gegebene Zahl (a) gibt:
rr+s2+ 2 +ut+r+s+t+u=a. 1)
Die Losungsmethode erkliart Diophant am
Zahlenbeispiel a = 12:

Die gegebene Zahl sei a=12. Stets
kommt, wenn man zu der Summe eines

1 .
Quadrats und seiner Wurzel Ty addiert, ein

1 . .
Quadrat heraus, (x2+ x +-4- ist stets ein

Quadrat), dessen Wurzel, wenn man % da-

von subtrahiert, die Wurzel des urspriingli-
chen Quadrats gibt

1 1
2 — =y2 — = x-
(x +x+4 Yo,y 5 X35
imlich x+—1 2=Jc2+x+—1
nimli 3 7

Nun muB die Summe der vier gesuchten
Quadrate, wenn man die Summe ihrer
Wurzeln addiert, die gegebene Zahl
(@=)12(r*+s2+ 2+ ul+r+s+t+u
= a = 12) ergeben.
Addiert man noch die vier Viertel, so er-
hilt man vier Quadrate, deren Summe 13
ist:
(r2+r+%)+(sz+s+%>+(t2+ t+%)
2 1

+ (u +u+t: 4)

1 2 1 2 1 2
—("+7> +(S+7) +<t+7)

1\2
+(u+7 =a+1=13.
Man muB also a + 1 =13 in vier Quadrate
zerlegen (allgemein nach dem Vier-Qua-
drate-Satz C moglich!), und wenn man
2
subtrahiert, so erhidlt man die Wurzeln der
vier gesuchten Quadrate. Die Zahl 13 be-
steht aber aus den beiden Quadraten 22
und 32%; jedes von diesen 148t sich wieder in

zwei Quadrate zerlegen, namlich
64 36 144 81
9\2
()

25 Und g5 75 vnd o5
8)? 6\2 121\2

n=(5)+(5) + (5 +

Wenn man die Wurzel eines jeden Qua-

8 6 12 9

drats nimmt, nimlich S 5 50 und

dann von der Wurzel jeder derselben

und

, 1 . 5 ;
von jeder — subtrahiert, so erhilt man die

2
Waurzeln der gesuchten Quadrate:
11 7 19 13 .
010’ 10° 10° die Quadrate selbst
. 121 49 361 169
also sind ——, ——, &, —

100 ° 100 ' 100’ 100 -
Allgemein hat man a + 1 (nach dem Vier-
Quadrate-Satz C) in vier Quadrate zu zer-
legen:
a+t1l=k*+12+m?+n?.

Dann gilt mit

PR SRS S §
r 7 s=1 2 t=m 7
u=n—% in der Tat

rr+si+ 2+ ul+r+s+t+tu=a.
Im Jahre 1621 publizierte Claude G. Ba-

chet de Méziriac (1581 bis 1638), Mathe-
matiker und Philosoph in Paris, die sechs
griechisch iiberlieferten Kapitel der Dio-
phantischen Arithmetischen Probleme in
griechischem Original und mit einer latei-
nischen Ubersetzung. Zu den Aufgaben
Diophants gab er ausfiihrliche Erlduterun-
gen. In der Anmerkung zu der Aufgabe
VIII, 29 (bei Bachet IV, 31) bemerkte er,
daB Diophant hier und in einigen weiteren
Aufgaben den Vier-Quadrate-Satz C vor-
ausgesetzt habe. Bachet vermutete die
Richtigkeit des Vier-Quadrate-Satzes A. Er
hitte ihn fiir alle natiirlichen Zahlen bis
325 gepriift. Fiir die Zahlen bis zu 120
(nicht ganz vollstindig) gab er Vier-Qua-
drate-Zerlegungen an.

Bachets Landsmann Pierre de Fermat
(1601 bis 1665), Jurist, Koniglicher Rat am
Parlament von Toulouse, befaBte sich aus
Liebhaberei mit mathematischen Studien.
(Heute gilt er als Begriinder der modernen
Zahlentheorie.)

Gewissenhaft studierte Fermat die grie-
chisch-lateinische Ausgabe des Diophant
von Bachet. Auf freien Stellen und am
Rande notierte er zahlreiche Erginzungen,
unter denen sich tiefsinnige zahlentheore-
tische Sidtze und Vermutungen befinden.
Nach Fermats Tod gab sein Sohn Samuel
die Bachetsche Diophantausgabe zusam-
men mit den Randbemerkungen seines Va-
ters neu heraus (1670).

Bachets Kommentar zur Aufgabe VIII, 29
(Bachet: IV, 31) veranlaBte Fermat zu fol-
gender Anmerkung: Ich habe sogar den schi-
nen und ganz allgemeinen Satz entdeckt, daf
Jede Zahl entweder eine Dreieckzahl oder die
Summe von zwei oder drei Dreieckzahlen; ent-
weder eine Quadratzahl oder die Summe von
zwei oder drei oder vier Quadratzahlen; entwe-
der eine Fiinfeckzahl oder die Summe von zwei
oder drei oder vier oder fiinf Fiinfeckzahlen ist,
und daf} weiter derselbe allgemeine und wun-
derbare Satz fir Sechseckzahlen, Siebeneck-
zahlen, iiberhaupt beliebige Polygonalzahlen
gilt. Den Beweis desselben, der aus vielen man-
nigfaltigen und ganz verborgenen Geheimnis-
sen der Zahlen hergenommen wird, kann ich
hier nicht beifiigen. Ich habe ndimlich vor, ein
besonderes Werk diesem Gegenstande zu wid-
men und die Arithmetik in diesem Teil iiber
die alten und bekannten Grenzen hinaus in
wunderbarer Weise zu erweitern.

Fermat hat sein Vorhaben leider nicht ver-
wirklicht. Den Vier-Quadrate-Satz A
sprach Fermat auch in Briefen aus, erst-
mals im Herbst 1636 an Mersenne. Hierin

betonte Fermat ebenfalls stets, daB er.

einen Beweis flir diesen Satz hitte, und
forderte liberdies verschiedene Mathemati-
ker auf, ihn auch zu beweisen.
Es folgt ein Teil 2. H. Pieper

Joseph Louis Lagrange

1736, 25.Januar, Geburt in Turin

1736 bis 1766, in Turin (Artillerie-Schule,
Turiner Akademie)

1766 bis 1787, in Berlin (Akademie der
Wissenschaften)

1787 bis 1813, in Paris (Akademie, Ecole
normale, Ecole polytechnique)

1813, 10. April, Tod in Paris

Ala A water plant in a fish pond has —2—

of its length out of the water, LZ in mud
and 2 feet in water.
What is the total length of the plant?

Aus: Mathematical Pie, Grofbritannien

A2 a Les nombres déja inscrits représen-
tent la somme des chiffres a situer dans les
carrés qui leur sont directement reliés. Ces
chiffres, tous différents, sont compris entre
let9.

A vous de les placer!
Aus: MAXIMATH

A3 A Bo03MOXeH I TPEyrolsHUK CO CTO-
poHaMM a=7cM B b=2cM, ecnu u3-
BECTHO, YTO BBICOTA, ONYIUEHHAad HA Tpe-
TBIO CTOPOHY 3TOTO TPEYroJIbHUKA, SIBJIfA-
eTCA CPeIHUM FeOMETPHYECKHM IBYX HpY-
THX BBICOT?

444 Ha pucynke n3o6paxena sneKTpu-
YecKas Liellb CO 3BOHKOM, TPEMS JIaMIIOY-
KaMH ¥ TPeMs KHONKaMH, KaXjas M3 KO-
TODPBIX B CBOOOZHOM COCTOSIHMH COEUHSET
OJHY I1apy KOHTAKTOB, & B HAXXaTOM — Opy-
ryro. Uens sximoyena B ceth. Kak oua 6y-
IeT paboTaTh NPH HAXATHM HA OOHY M3
KHOIOK?

Aus: Quant, Moskau
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Symmetrie im Raum

Teil 2

Wir hatten uns in einem ersten Beitrag
(Heft 2/87) mit Symmetrien im Raum be-
"schiiftigt, denen Spiegelungen an einer
Ebene oder Spiegelung an einer Geraden
zu Grunde liegt. Zu den Symmetrien, die
auf Spiegelungen beruhen, gehort im
Raum noch die Zentralsymmetrie.

Ein Punkt Z heiBt ein Symmetriezentrum der
Figur F, wenn bei der Spiegelung an Z die
Figur auf sich abgebildet wird.- Dabei ist
wie in der ebenen Geometrie das Bild A’
eines Punktes 4 + Z dadurch ausgezeich-
net, daB Z der Mittelpunkt von A4’ ist
(Bild 1).

Bild 1 /
!
o — Z A
A
Aufgaben

Ala Zeige, daB das regelmidBige Tetra-
eder kein Symmetriezentrum besitzt!

A2 A Der Raum ldBt sich mit kongruen-
ten Wiirfeln in der Weise wie im Bild 2
lickenlos fiillen. Beschreibe alle Symme-
triezentren einer derartigen Raumparket-
tierung!

Bild 2

A3 a Nenne (und beschreibe) eine Figur,
die zwar ein Symmetriezentrum, aber we-
der eine Symmetrieebene noch eine Sym-
metrieachse besitzt!

Biid 3

Wenn wir die Seitenflichen eines Wiirfels
so bemalen, daB die Zentralsymmetrie des
Wiirfels auch dafiir besteht (etwa in der
einfachen Weise mit einem Mosaik wie im
Bild 3), so erkennen wir einen wesentlichen
Unterschied zur Zentralsymmetrie in der ebe-
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nen Geometrie: Entsprechende Teile haben
eine entgegengesetzte Orientierung und
lassen sich deshalb durch keine eigentliche
(physikalische) Bewegung ineinander iiber-
filhren. Wenn wir also zwei rechtsldufige
und kongruente Schrauben mit den Koép-
fen aneinanderfiigen, so ist die Gesamtfi-
gur aus diesem Grunde nicht zentralsym-
metrisch.

Mit der Aussage in der folgenden Aufgabe
wird auf einen bemerkenswerten Zusam-
menhang zwischen Symmetrieebenen und
Symmetriezentrum einer Figur aufmerk-
sam gemacht:

A4 A Hat eine Figur drei paarweise aufein-
ander senkrecht stehende Symmetrieebenen, so
ist ihr gemeinsamer Punkt ein Symmetriezen-
trum.

Eine einfache Veranschaulichung dieses
Sachverhalts bietet z. B. der Wiirfel, der
Quader oder die (Erd-)Kugel mit den Brei-
tenkreisen und den Meridianen.

Wenn man an einer Quaderecke die drei
dort zusammentreffende Seitenflichen von
innen mit einem spiegelnden Belag ver-
sieht, entsteht ein sogenannter Dreikant-
spiegel. (Derartige Spiegelsysterne findet
man u.a. beim Riickstrahler!) In eine sol-
che rdumliche Ecke kénnen wir ein spitz-
winkliges Dreieck aus farbigem Glas oder
einfach aus drei Holzstibchen zusammen-
gesetzt legen (Bild 4).

Bild 4
AS5aA Welche Gesamtfigur entsteht dar-

aus am Dreikantspiegel?

Lésung: Im SchrigriB (Bild 4) 1d8t sich jede
beliebige Abfolge von Spiegelungen leicht
verfolgen und konstruktiv nachvollzichen.
Aus den 3 Ecken des Dreiecks entstehen
nur 3 weitere Bildpunkte. Die Gesamtfigur
wird zu einem (nicht notwendig regelméBi-
gen) Oktaeder. Entsprechend der Aussage
in der Aufgabe 4 ist diese Figur zentralsym-
metrisch.

Analog zur ebenen Geometrie gibt es im
Raum ebenfalls Drehsymmetrie; anstelle

der Drehungen um einen Punkt (siehe
alpha Heft 4/1985) treten Drehungen um
eine Gerade. Eine Gerade a heiBt eine
Drehsymmetrieachse vom Grade n, nz2
(oder eine n-zdhlige Symmetrieachse) der Fi-
gur F, wenn es zusammen mit der identi-
schen Abbildung (!) n Drehungen um a
gibt, bei denen F auf sich abgebildet wird.
Ist a eine Drehsymmetrieachse vom Grade
n und n geradzahlig, so ist a offenbar auch
eine (einfache) Symmetrieachse.

A6A Man bestimme alle Drehsymme-
trieachsen und ihre Zihligkeit bei einem
regelmiBigen Tetraeder!

Ldsung: Wir hatten bereits in der Auf-
gabe 4 im ersten Teil des Beitrags
(alpha 2/87) alle Symmetrieachsen des re-
gelmiBigen Tetraeders ermittelt; es sind
die drei Verbindungsgeraden der Mitten je-
weils gegeniiberliegender Tetraederkanten
(Bild 5a). Sie sind offensichtlich nur 2-zih-
lig. Fillen wir das Lot von einer Tetraeder-
ecke auf die gegeniiberliegende Seitenfld-
che, so konnen wir um diese Gerade
(zusammen mit der identischen Abbil-
dung) genau drei Drehungen ausfiihren,
die den Korper in sich iiberfilhren
(Bild 5b). Auf diese Weise haben wir vier
3-zdhlige Drehsymmetrieachsen aufge-
zeigt. Dies sind alle 3-zdhligen. Und hé-
herzihlige kann es nicht geben, da nicht
mehr als drei Tetraederecken in einer ge-
meinsamen Ebene liegen.

Bild 5a

Bild 5b

Es gibt eine wesentliche Beziehung zwi-
schen Symmetrieebenen und Drehsymme-
trieachsen.

A7a Hat eine Figur zwei Symmetrieebe-
nen, die sich schneiden, so ist die Schnitige-
rade eine Drehsymmetrieachse.

Das Ergebnis der Aufgabe 6 148t sich nun
nochmals mit Hilfe der Kenntnis der Sym-
metrieebenen eines regelméBigen Tetra-
eders (Aufgabe 1 im ersten Teil des Beitra-
ges) gewinnen. (Man beachte dabei jedoch,
daB fir die Existenz einer Drehsymmetrie-
achse die Existenz von Symmetrieebenen
nicht notwendig ist!)

A 84 Nenne ein Beispiel fiir eine Figur,
die eine n-zdhlige Drehsymmetrieachse
mit n = 3, aber keine Symmetrieebene be-
sitzt!

A94A Besitzt das Vorderrad deines Fahr-
rades eine Drehsymmetrie?

Gib gegebenenfalls die Achse und den
Grad der Drehsymmetrie an!



A10a Viele Formen von Bliiten und
Friichten, von Mineralien (Bild 6), von
Kunstgegenstinden (Bild 7) sowie von ro-
tierenden Teilen an Maschinen besitzen
Drehsymmetrie.

Suche (weitere) Beispiele!

Bild 6 ‘"vvv‘v ‘"‘T—E| """" :
[ NSTEN 6
e ) |
1 3
p «
1 ¢
> L
: L
b o
b q
1 q
b e,

Bild 7 [T ubehe pabeirg
b [ KUNSTGUSS AUS |
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Alla Bestimme alle Drehsymmetrie-
achsen und ihre jeweilige Zihligkeit beim
Wiirfel!

Fiir das regelmaBige Oktaeder ergeben sich
die gleichen Resultate. Warum? Der enge
Zusammenhang wird sichtbar, wenn man
die Mitten der Seitenflichen des regelma-
Bigen Oktaeders betrachtet (Bild 8); sie bil-
den einen Wiirfel!

Bild 8

o

Die beiden konvexen regelmifBiigen Poly-
eder, die es neben Tetraeder, Wiirfel und
Oktaeder noch gibt, nimlich das regelmd-
Bige Ikosaeder (Bild 9) und Dodekaeder, ste-
hen in entsprechender Beziehung. Beim re-
gelmiBigen Tkosaeder gibt es sechs 5-zih-
lige, 10 3-zdhlige und 15 2-zdhlige Dreh-
symmetrieachsen (Bild 9).

Bild 9

A 12 o Begriinde, daB der FernsehfuBball
die gleichen Drehsymmetrien besitzt wie
das regelmiBige Ikosaeder!

Fiir eine vollstindige Ubersicht iiber mog-
liche Symmetrien im Raum bilden die
Symmetrien der regelmiBigen Polyeder
eine grundlegende Rolle.

Unter einer Symmetrieabbildung einer Figur
wird eine Bewegung verstanden, die diese
Figur in sich iiberfiihrt. )

Zum AbschluB geben wir eine Ubersicht
iiber alle Symmetrieabbildungen eines regel-
madpigen Tetraeders. Da bei jeder derartigen
Abbildungen Ecken in Ecken iibergehen
miissen, kann es hochstens so viele geben,
wie es 43 -2 = 24 Moglichkeiten gibt. Wir
zeigen nun, daB es auch 24 Symmetrieab-
bildungen gibt.

. Viele sind uns bereits bekannt: die identi-

sche Abbildung, sechs Spiegelungen an
Ebenen (Symmetrieebenen), drei Spiege-
lungen an Geraden (Symmetrieachsen)
und acht Drehungen an Geraden (jeweils
zwei nichtidentische und voneinander ver-
schiedene Drehungen an den vier 3-z#hli-
gen Drehsymmetrieachsen). Daneben gibt
es nun noch sogenannte Drehspiegelungen.

Bild 10

Dies sind Bewegungen, die sich aus einer
Drehung um eine Gerade 4 und einer an-
schlieBenden Spiegelung an einer zu d
senkrechten Ebene € zusammensetzen. Im
Bild 10 erkennt man, daB eine Drehung
um die Gerade d durch die Mitten von 4B
und CD mit 90° und einer anschlieBenden
Spiegelung an der zu d senkrechten Ebene
&, die durch die Mitten von AC, 4D, BC
und BD geht, tatsichlich den Korper auf
sich abbildet; die Punkte 4, B, C, D gehen
dabei in C, D, B, A4 iiber. Bei gleicher
Achse d und Ebene ¢ ist noch eine weitere
Drehspiegelung moglich, die 4, B, C, D in
D, C, A, B uberfihrt. Auf diese Weise er-
kennen wir 3:2 =6 Drehspiegelungen als
Symmetrieabbildungen des regelmdpigen Te-
traeders. Mehr kann es bereits nicht mehr
geben, da wunsere bisherige Auflistung
schon 24 Bewegungen ergibt.

E. Quaisser/H.-J. Sprengel

Aus der Geschichte
der Schiffahrt

1886 wurde erstmals ein speziell als Tanker
gebautes Schiff in Dienst gestellt. Dieser
Tanker (mit dem Namen ,»Gliickauf™)
konnte 20 000 Barrel Ol aufnehmen, 1 Bar-
rel entspricht 158,987 1.
Wie lang ist ein Zylinder mit einem Bodenfld-
chenradius von 3 m, der gerade die Olmenge
des Tankers ,Gliickauf fafit? Benutze den
Schulrechner SR 1!

Mitgeteilt von Dr. W. Schmidt, Greifswald

Eine Aufgabe von

Reneé Descartes
aus dem Jahre 1637

Und ich werde mich nicht scheuen, diese der
Arithmetik entnommenen Ausdriicke in die
Geometrie einzufiihren, um mich dadurch ver-
stdndlicher zu machen ...

A 28054 Soll endlich aus (der Strecke)
GH die Quadratwurzel gezogen werden, so
fiige ich zu GH in gradliniger Fortsetzung
die Einheit FG hinzu, und beschreibe,
nachdem ich FH im Punkte K in zwei glei-
che Teile geteilt, um K als Mittelpunkt den
Kreis FIH, errichte dann in G unter rech-
tem Winkel zu FH eine gerade Linie bis
nach I, so ist GI die gesuchte Wurzel.
Beweise diese Konstruktion!

Gegeben: GH, FG=1;

gesucht: GI = yGH , 5 FIH = 90°
(Buchstaben original wie bei Descartes,
nur das Dreieck fehlt.)

Computer rechnete
37 Stunden an &

Tokio (JW): Der japanische Mathematiker
Professor Yasumasa Kanada hat die Zahl nt
mit einem Computer bis auf 133 554 Millionen
Stellen hinter dem Komma errechnet. Er ist
iiberzeugt, dap er sich damit einen Eintrag im
Guiness-Buch der Rekorde verdient hat. Der
Computer rechnete schlieflich 37 Stunden lang
und druckte das Ergebnis auf 20 000 Bldttern
Papier aus. Es diirfte jedoch kaum von Nut-
zen sein, derart viele Stellen der Zahl 7 zu
kennen. Aber es ist interessant zu wissen,
daB man beliebig viele Stellen berechnen
kann, wenn man geniigend Zeit und einen
leistungsfahigen Computer besitzt. Uns ge-
niigt die Genauigkeit des Schulrechners
SR 1, der fur m den Wert 3,1415927 an-
zeigt und mit 3,14159265 rechnet. Man
bestitige die SR 1-Werte!

Mitgeteilt von Dr. W. Schmidt, Greifswald
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aufgepalt
nachgedacht

mitgemacht

speziell
fiir Klassen 3/6

Kryptarithmetik

Die folgenden Aufgaben aus der Kryptarith-
metik sind zum gr6Bten Teil aus dem Ent-
wurf des neuen Lehrbuches der Mathema-
tik fiir die 3. Klasse, das im Schuljahr
1987/88 eingefiihrt wird, ausgew#hlt wor-
den, z.T. aber auch aus dem neuen sowjeti-
schen Lehrbuch fiir die 4. Klasse (Moskau
1986). Soweit die Losungen nicht ohne
weiteres ersichtlich sind, werden systemati-
sche Losungen mit Hilfe von Gleichungen
bzw. Fallunterscheidungen gegeben.

Diese Losungen sind aber flir Schiiler der
mittleren und oberen Klassen sowie fur
Lehrer zur Orientierung bestimmt. Schiiler
der unteren Klassen kénnen die Aufgaben
durch mehr oder weniger systematisches
Probieren 16sen. Das gelingt ihnen, weil
die schwierigeren Aufgaben viele Losun-
gen haben und von den Schiilern nur eine
Losung verlangt wird.

Bei den Kryptogrammen ist zu beachten,
daB jeweils gleiche Buchstaben durch glei-
che Ziffern und verschiedene Buchstaben
durch verschiedene Ziffern zu belegen sind
und daB am Anfang einer Zahl niemals die
Ziffer O steht.

ala Setze fiir [] die Rechenzeichen +
oder -!
a) 0[J1[J2(J3[J4[J5 =120
b) o[ J1[J2[]J3[J4[15 =121
A2 A Setze in die Leerstellen +, -
Klammem ein!

1J2[13[J4[75 = 100
A3a Setze fur die Leerstellen die Re-
chenzeichen + oder — ein! (Dezimale
Schreibweise ist erlaubt, z. B. 12 oder 56.)

100203014015C1601701809 = 100

Ad4a DieZiffern1,1,2,3,6,7, 8,9 sind
in die Leerstellen so einzutragen, daB man
die Summe 100 erhilt.

Og+OoOo+gOo+-dO=100

AS5a Die acht Ziffern 1, 2, 3,4, 5,6, 7

und 9 sind so in die Leerstellen einzuset-

zen, daB man die Summe 10000 erhiilt.
0000

+ 0100
10000

A 6 Ao Fiille die Leerstellen mit Ziffern so
aus, daB man als Differenz 1 erhilt!

oaoog
- DD%]

und
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A7a [J21-4
1684
a8a [J[O1-3
186[]
A9a 41[]-4
140
A10a 69[]:[]=2[1
Alla 1[725:5=321
Al2a A+A=B
+ —
A -A=B
B -B=0
4134 |AAA-A=BBB
CCC-A=DDD
FFF-A=3313
Alda EINS
+ EINS
ZWEI
AlSa VIER
+ VIER
ACHT
Al6a [EIN:-A
ISTA

417 o Ersetze die Buchstaben durch Zif-
fern! (Gleiche Buchstaben bedeuten glei-
che Ziffern.)

a 6A8:2 =32A
b E25:E=105 |
¢ |B6B4:4 =C5C

Losungen

Ala a)Da0+1+2+3+44+5=15,
also zu klein ist, muB man auBer dem Re-
chenzeichen + noch das Rechenzeichen -
benutzen. Nun ist

1-2-3-4-5=120. Es fehlt die Zahl 0, die
man noch addieren kann:
0+1-2-3-4-5=120.

b) Diese Summe ist um 1 groBer, also muB
man noch 1 addieren. Nun ist auch
2-3:4-5=120. Man erhilt
0+1+2-3-4-5=121.

A24 1:2+3):4-5=100

AlA 14+2+3-4+5+6+78+9
=100

A44a An den Zehnerstellen der Sum-
manden miissen moglichst kleine Zahlen
stehen, damit die Summe 100 nicht iiber-
schritten wird. Nun ist

1+1+2+3=7 und 6+7+8+9=30;
man erhilt also eine Losung:

16+ 17 + 28 + 39=100. Man erhdlt wei-
tere Lésungen, wenn man die Zahlen an
den Einer- und Zehnerstellen beliebig ver-
tauscht. Insgesamt sind es

1
-‘;—" 4!=12-24 =288 Losungen.

A5 A Dadie Summe 10000 betrigt, miis-
sen an der letzten Stelle die Zahlen die
Summe 10 ergeben und an den anderen
Stellen die Summe 9 (wegen des Ubertra-
ges).
Also stehen an der letzten Stelle die Zah-
len 1 und 9, an den iibrigen Stellen die
Zahlen 2 und 7 bzw. 3 und 6 bzw. 4 und 5.
So erhalten wir eine Losung

2341 + 7659 = 10000
Nun hat man drei Moglichkeiten, eines der
Paare an die erste Stelle zu setzen, dann
zwei fiir die zweite Stelle und eine fiir die
verbleibenden Stellen. AuBerdem kdénnen
an jeder Stelle die Zahlen vertauscht wer-
den. Es gibt also 3-2-2 =12 Losungen.

Ab6a 1000-—-999=1
A7a Bezeichnet man den 1. Faktor mit
x, so gilt

x-4 =1684, 1684

also x=T=421.

A8 A Setzt man anstelle der Leerstellen
die Variablen x, y, z, so gilt
(100x + 10y +1)-3 =1860 + z,
30(10x + y) + 3 =1860 + z,
also ist z =3 und
30(10x + y) = 1860,
1860
10x+y= 30 =62.
Der erste Faktor ist also gleich 621.

A9A (410+ x)-4=1040+ 100y + z,
1640 + 4x =1040 + 100y + z,
600+ 4x =100y + z.
Also ist x =0, 1 oder 2,
weil fiir x 23 z > 10 wird.
Man erhilt drei Losungen:

bei x=0 wird 410-4 = 1640,
x=1 411-4=1644,
x=2 412-4=1648.

A10a (690 + x):y=201+ 10z,

690 + x = (201 + 10z) y,

690 + x =200y +y + 10yz.
Also ist x =y und
690 =200y + 10yz = 10y(20 + z).
Daher ist y =3; denn fiir y <3 wird die
rechte Seite zu klein, fiir y > 3 zu gro8.
Daraus folgt z=3 und 693:3=231.

Alla (1025+100x):5=320+ z,

1025 + 100x = (320 + z)- 5 = 1600 + 5z.
Diese Gleichung ist 1ur fir z =95 erfiillt.
Daher ist

100x = 1600 + 25 — 1025 = 600,

x=6 und 1625:5=325.

4124 IstA=1soistA+A4=1+1=2
=Bund 4-4=1'1=1=8B,
das ist ein Widerspruch.
IstA=2, soist A+A4=2+2
und 4-4=2-2=4, dh B=
Fernerist B—B=4-4=0.

Es sind also alle Gleichungen in den Zei-
len und Spalten richtig.

2+2=4; 2:2=4; 4-4=0.

(Fiar 4 =3 ergibt sich stets ein Wider-
spruch; denn dann ist A + A<A4A-4.)

al13a Wegen333=111-3 kann FFF nur
111, da dreistellig, und 4 = 3 sein.

Dann ist A44-4=333-3=999,

also B=9.

Es ist A44 — CCC= FFF,also A-~C=F,
d.h,3-C=1,C=2.

=4
4.



Wegen CCC- A = DDD ist 222 -3 = 666,
also D=6.
Dann ist BBB — DDD =999 — 666 = 333.
Also sind alle Gleichungen in den Zeilen
und Spalten richtig. Man erhdlt das
Schema:

333-3=999

2223 =666

111-3=1333
A 14 o Es fillt zundchst auf, daB, wenn
man 10N + § = x setzt und x < 50 ist,
(10N + 8)+ (10N + 8) =10E + I = 2xund
(10E+ DN+ (10E+1)=10Z+ W=2x
+2x =4x ist._
Dabei gilt 4x < 100, also x < 25.
Firx=1, 2,3, 4,5, 6 ergeben sich Wider-
spriiche, da dann in dem Schema fiir ver-
schiedene Buchstaben gleiche Ziffern auf-
treten.

"Firx=17,8,9,

d.h. 2x =14, 16, 18, 4x = 28, 32, 36
erhilt man die folgenden Losungen:

1.Lésung 2.L6sung 3.L6sung
1407 1608 1809

+1407 41608 +1809
2814 3216 3618

Femer treten aufler fiir x = 14, 17, 18, 19
Widerspriiche auf, und man erhilt die wei-
teren Losungen:

4.Losung 5.Losung 6.Losung
2814 3417 3618
+2814 43417 +3618
5628 6834 7236
7. Losung
3819
+3819
7638

Fiir 50 = x < 100 ist x < 75, und so gibt es
noch die folgenden Losungen:

8.Losung 9.Losung 10.Losung
1457 1859 2864
+1457 41859 +2864
2914 3718 5728
11.L6sung
4271
+4271
8542

A 15a Da diese Aufgabe viele Losungen
hat, wollen wir noch die Einschrinkung
machen:

Man ermittle diejenigen Losungen, bei de-
nen die Summe

a) moglichst klein,

b) moglichst groB ist.

Esist V=1,2,3 oder4,da V%0

und 4 =9 ist.

a) V=1 und 4 =2 sind die kleinstmogli-
chen Werte von V und 4 und ergeben da-
her die kleinsten Summanden und die
kleinste Summe. Dann ist mindestens
I=3,E=4 R=5,

also T=0, H=9, C=6.

(I = 0 fiihrt nicht zum Ziel, denn 0 + 0 = 0,
an der zweiten Stelle der Summe steht also
0 oder mit einem Ubertrag 1, beide Zahlen
sind schon besetzt.) Damit haben wir die
Losung mit der kleinsten Summe erhalten:
. 1345 + 1345 =2690.

b) V ist hochstens gleich 4. Ist V=4 und
A =9, so kann hochstens / = 8 sein. E =7

wiirde zu C =7 fiihren, ein Widerspruch
wegen E + C. Dagegen erhdlt man fiir
E =6 und R =5 die Lésung mit der gr68-
ten Summe.
4865 + 4865 = 9730

(R=7 wirde wieder zu einem Wider-
spruch fithren, da 7+ 7 = 14 und die 4 be-
reits besetzt ist.)

Al6a (100E + 101+ N)A=10001

+ 1005+ 10T+ 4, wobei die Variablen
natiirliche Zahlen mit
Az2,Ez1,Iz1,Nz21,820,T=20,
und simtlich kleiner oder gleich 9 sind.
Da NA auf die Ziffer 4 endet, ist wegen
N=*0

N=1,11111111,
oder 6, 6, 3, 7, 9.
Fiir A =2 und N =1 erhilt man keine L&-

sung. Fiir A =3 und N =1 erhilt man die
Losungen
821-3 =2463; 921-3 =2763.
Fiir 4 =4 und N =1 erhilt man die L§-
sungen 521-4 =2084; 931-4 =3724.
AuBerdem erhilt man fiir 4 >4 bzw. N> 1
noch die folgenden Losungen, wobei nur
die Faktoren angegeben sind:
841-5;941-5; 541-8; 651-8;
431-9; 541-9; 761-9; 516-2;
526:4; 726-4; 213-5; 843-5;
943-5;217-5; 427-5; 637-5,
also insgesamt 20 Losungen.
Al74 a)
(600+104+8):2=320+ 4
608 +104 =640+24,84=32, 4=4,
also 648:2 = 324,
b) (100E + 25): E =105,
100E +25=105E,SE=25,E=35,
also 525:5=105.
c) (10008 + 600 + 10B +4):4
=100C+ 50 + C,
1010B + 604 = 400C + 200 + 4C,
1010B = 404C — 404 = 404(C— 1),
B= 4-101(C—-1) 4(C-1)
101-10 =~ 10
Da B # 0 ganzzahlig und 4 durch 2 teilbar
ist, ist C—1+*0 durch S teilbar. Wegen
2=C<=9 ist das nur fir C—1=35, also
C = 6 der Fall.
4-5
10 %
und man erhilt 2624 : 4 = 656.

Dann ist B =

R. Liiders

Computergrafik

Anordnung
von Schachfiguren

Wie groB die Vielfalt der moglichen Pro-
bleme bei der Anordnung von Schachfigu-
ren auf dem Schachbrett ist, davon war in
alpha schon mehrmals zu lesen. Die sechs
unterschiedlich ziehenden Figurentypen
und verschiedene Anordnungskriterien
bieten einen groBen Bereich von zu unter-
suchenden Fragen an.

Auch der bekannte englische Schachpro-
blemkomponist Thomas Rayner Dawson
(1889 bis 1951) befaBte sich mit Aufgaben
dieser Art. Folgende Aufgabe von ihm
wurde zuerst in London Evening Standard
1930 veroffentlicht:

Auf einem verkleinerten Schachbrett mit
5 X 6 Feldern sollen folgende acht Figuren
so angeordnet werden, daB keine Figur
eine andere deckt oder bedroht. Wie viele
verschiedene Anordnungen sind moglich?

ewEIAcAN

Das abgebildete Diagramm zeigt eine Lo&-
sungsmoglichkeit.

q b c d e

Neues aus dem Sportverlag

1. Lindner
Faszinierendes Schach

284 Seiten, Preis: 15,50 M
291 Diagramme
Bestell-Nr. 6716399

A.Mazukewitsch

Verflixte Fehler

500 lehrreiche Minipartien
233 Seiten, Preis: 15,80 M
Bestell-Nr. 6716426
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Olympiadeklasse 7

260731 Herr Anders fuhr mit seinem Pkw
auf der Autobahn mit einer Geschwindig-
keit von 100-1(1;i an einer Tankstelle (A)
vorbei. Nach einer weiteren Fahrstrecke
von 175 km muBte Herr Anders den Ben-
zinhahn auf Reserve stellen. Da die nich-
ste Tankstelle (B) von dieser Stelle aus auf
der Autobahn noch 45 km entfernt liegt,
verringerte Herr Anders seine Geschwin-

digkeit auf 60 -khﬂ, um weniger Benzin zu

verbrauchen.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit
legte Herr Anders die Strecke zwischen A
und B zuriick?

(Der kurze Bremsweg, auf dem die Ge-

schwindigkeit von 100 % auf 601(Tm her-

abgesetzt wurde, soll in der Rechnung
nicht beriicksichtigt werden, da er die ge-
suchte Durchschnittsgeschwindigkeit nur
unwesentlich beeinfluft.)

260732 Uber die Feriengiste in einem
Ferienheim ist folgendes bekannt:

Die Anzahl der Midchen ist gleich der
Hilfte der Anzahl derjenigen Feriengiste,
die keine Midchen sind.

Die Anzahl der Jungen ist gleich einem
Drittel der Anzahl derjenigen Feriengiste,
die keine Jungen sind.

Die Anzahl der Frauen ist gleich einem
Viertel der Anzahl derjenigen Feriengiste,
die keine Frauen sind.

AuBer diesen Midchen, Jungen und
Frauen sind in diesem Ferienheim als Fe-
riengiste noch genau 26 Minner.
Untersuche, ob sich aus diesen Angaben
eindeutig die Anzahlen der Maddchen, Jun-
gen und Frauen ergeben! Wenn dies der
Fall ist, gib diese Anzahlen an!

260733 Es sei ABC ein spitzwinkliges
Dreieck; sein Umkreis k habe den Mittel-
punkt M. Der Strah! aus 4 durch M
schneide k in D, der Strahl aus B durch M
schneide k in E, der Strahl aus C durch M
schneide k in F.

Ermittle das Verhiltnis der Flicheninhalte
des Sechsecks AFBDCE und des Dreiecks
ABC!

260734 Emittle alle diejenigen Paare
(m; n) natiirlicher Zahlen, die folgende Be-
dingungen erfiillen!

(1) m und n sind dreistellige Zahlen.

(2) Es gilt m — n=889.
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(3) Fiir die Quersummen Q(m) und Q(n)
von m bzw. n gilt Q(m) — Q(n) =25.

260735 Bekanntlich haben in jedem
gleichseitigen Dreieck die drei Seitenhal-
bierenden, die zugleich auch die drei Win-
kelhalbierenden und die drei Hohen sind,
einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Gibt es Dreiecke ABC, die nicht gleichsei-
tig sind und bei denen wenigstens die Sei-
tenhalbierende von BC, die Winkelhalbie-
rende von X ABC und die zur Seite AB
senkrechte Hohe einen gemeinsamen
Schnittpunkt haben? Wenn es solche Drei-
ecke gibt, so konstruiere ein derartiges
Dreieck und beschreibe deine Konsgruk-
tion! Eine Begriindung wird nicht verlangt.

260736 Es_sei ABCDEFGH ein Wiirfel
mit AE|BF||CG||DH; dabei sei EFGH
eine Seitenfliche des Wiirfels; der Schnitt-
punkt ihrer Diagonalen EG und FH sei S.
a) Beweise, da der Winkel x4 ESA kein
rechter Winkel ist!

b) Beweise, daB der Winkel xDSE ein
rechter Winkel ist!
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260831 Gegen Ende eines Kinderfestes
kommen fiinf Midchen zur Solidaritits-
tombola und wollen Lose kaufen. Der Pio-
nierleiter zdhit die vorrdtigen Lose und
sagt dann: ,Der Vorrat reicht dafiir, daB
jede von euch, eine nach der anderen, je-
weils genau die Hilfte der gerade noch vor-
handenen Lose und ein halbes Los dazu
kauft. Dann bleibt kein Los iibrig.“

(I) Weise nach, daB es als Vorrat an Losen
héchstens ein Anzahl geben kann, bei der
die Aussagen des Pionierleiters zutreffen!
(II) Weise nach, daB fiir diese Anzahl die
Aussagen des Pionierleiters zutreffen! Wie
viele Lose kann jedes der fiinf Méidchen
nach diesen Aussagen kaufen?

260832 Emmittle alle diejenigen Paare
(p;q) von Primzahlen, die die folgenden
Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen!

(1) Die Differenz g — p ist gro8er als 0 und
kleiner als 10.

(2) Die Summe p+gq ist das Quadrat
einer natiirlichen Zahl n.

(3) Addiert man zu dieser Zahl n die
Summe von p und ¢, so erhilt man 42.

260833 Gegeben seien ein Kreis k mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius
r=>5cm sowie eine Gerade g, die von M
den Abstand d = 6 cm hat. Zu konstruieren

sind alle diejenigen Punkte P, die die fol-
genden Bedingungen a) und b) erfiillen:

a) Der Punkt P liegt auf der Geraden g,
b) Die von P an k gelegten Tangenten bil-
den miteinander einen rechten Winkel.
Beschreibe eine Konstruktion! Fertige eine
Konstruktionszeichnung an! Beweise die
beiden folgenden Sitze (I) und (II)!

(I) Wenn ein Punkt P die Bedirigungen a)
und b) erfillt, dann 148t er sich nach der
angegebenen Beschreibung konstruieren.
(I) Wenn ein Punkt P nach der angegebe-
nen Beschreibung konstruiert wird, dann
erfiillt er die Bedingungen a) und b).

260834 In einer Ebene ssien 100 ver-
schiedene Punkte so gelegen, daB folgende
Voraussetzungen erfiillt sind:

(1) Es gibt genau eine Gerade, auf der
mehr als zwei der 100 Punkte liegen.

(2) Auf dieser Geraden liegen genau drei
der 100 Punkte.

Ermittle unter diesen Voraussetzungen die
Anzahl derjenigen Geraden, die durch
mehr als einen der 100 Punkte gehen!

260835 Beweise folgende Sitze:
(I) Wenn A4BC ein Dreieck mit AC = BC
ist, dann ist die Seitenhalbierende von 4B
zugleich auch Winkelhalbierende von
4 ABC.
(II) Wenn in einem Dreieck 4ABC die Sei-
tenhalbierende von 4B zugleich auch Win-
kelhalbierende von % ABC ist, dann gilt
AC=BC.
260836 Es sei ABCD eine dreiseitige Py-
ramide, die die Bedingung erfiillt, daB die
vier Dreiecke ABC, ABD, ACD und BCD
simtlich einander umfangsgleich sind.
Untersuche, ob durch diese Bedingung und
durch die Lingen

AD=p, BD=q, CD=r
die Lingen BC=a, CA=b und AB=¢
eindeutig bestimmt sind! Wenn dies der
Fall ist, gib diese Ldngen a, b, ¢ in Abhin-
gigkeit von p, g, r an!
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260931 Ermitteln Sie alle diejenigen ge-
ordneten Paare (a;b) natiirlicher Zahlen,
fir die die Gleichung

2(a + b) = ab gilt!

260932 In einer Ebene e sei ein Dreieck
ABC fest vorgegeben. Die Mittelpunkte der
Dreiecksseiten BC, CA, AB seien U, V
bzw. W in dieser Reihenfolge.

Weiter sei P ein beliebiger Punkt der
Ebene e. Spiegelt man P sowohl an U, V
als auch an W, so erhidlt man die Bild-
punkte Py, Py bzw. Py.

(Unter dem Bildpunkt Ps von P bei der
Spiegelung an einem Punkt S versteht man
denjenigen Punkt, fir den gilt, daB § der
Mittelpunkt der Strecke PPg ist. Falls
P=2S ist, ist Pg=P)

Beweisen Sie, daB der Flicheninhalt des
Dreiecks PyP,Py unabhingig von der Lage
des Punktes P ist, und vergleichen Sie die-
sen Flicheninhalt mit dem des Dreiecks
ABC!

260933 Wenn eine reelle Zahl a gegeben



ist, so werde jeder reellen Zahl x eine Zahl
y, nimlich

o x*+xltax+1

= x2+1

zugeordnet.

(A) Ermitteln Sie, wenn a = —3 gegeben
ist, zwei ganze Zahlen x, deren zugeord-
nete Zahlen y ebenfalls ganze Zahlen sind!
(B) Ermitteln Sie eine reelle Zahl a, fir
die die folgende Aussage (%) gilt!

(%) Wenn die Zahl a gegeben ist, so gibt
es unendlich viele ganze Zahlen x, deren
jeweils zugeordnete Zahlen y ebenfalls
ganze Zahlen sind.

(C) Untersuchen Sie, ob es auBer der in
(B) ermittelten Zahl a noch eine andere re-
elle Zahl a gibt, fiir die die Aussage (%)
gilt!

260934 Beweisen Sie folgenden Satz:
Wenn a und b zwei von 0 verschiedene na-
tiirliche Zahlen sind, die nicht beide Qua-
dratzahlen sind und fur die % ein so weit
wie moéglich gekiirzter Bruch ist, dann ist

a . ..
— eine irrationale Zahl.

b
260935 Von einem Viereck ABCD werde
vorausgesetzt:

(1) ABCD ist ein Trapez mit AB| CD.
(2) Es gilt 4B > CD.
(3) Die Summe der GroBen der Innenwin-
kel 5 BAD und x ABC betrigt 90°.
Der Mittelpunkt von AB sei M, der Mittel-
punkt von CD sei N.
Beweisen Sie, daB unter diesen Vorausset-
zungen stets

MN = (4B - TD)
gilt!
260936 a) Ein regelmiBiges Tetraeder
ABCD soll durch eine Ebene e, die durch
den Punkt A4 geht, in zwei Tetraeder T,, T,
zerlegt werden.
Skizzieren Sie eine derartige Zerlegung,
z. B. in Kavalierperspektive, und beschrei-
ben Sie, welche Lage e in bezug auf die
drei Punkte B, C, D bei derartigen Zerle-
gungen haben muB!
b) Beweisen Sie, daB es unter den in a) ge-
nannten Ebenen genau drei gibt, bei denen
T, volumengleich zu T, wird!
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261031 Von einer natiirlichen Zahl x sol-
len folgende Bedingungen erfiillt werden:
(1) Im Zweiersystem geschrieben hat x ge-
nau sieben Stellen.

(2) Schreibt man x im Dreiersystem, so
tritt keine Ziffer mehr als zweimal auf.

(3) Im Finfersystem geschrieben hat x ge-
nau vier Stellen.

Beweisen Sie, daBl es genau eine natiirliche
Zahl x gibt, die diese Bedingungen erfullt,
und geben Sie diese Zahl an!

261032 Bei einem Dominospiel mit den
Zahlen 0, 1, ..., 6 ist jeder Spielstein in
zwei Hilften eingeteilt, jede Hilfte trigt
eine der Zahlen. In einem Dominospiel
kommen alle Kombinationen von je zwei
der Zahlen 0, 1, ..., 6 je genau einmal vor

(und zwar auch diejenigen, bei denen auf
den beiden Hilften eines Steins dieselbe
Zahl steht). Insgesamt besteht hiernach ein
Dominospiel aus genau 28 Steinen.
Eine ,Kette“ entsteht, wenn man mehrere
Steine in einer Folge so nebeneinander-
legt, daB benachbarte Hilften nebeneinan-
derliegender Steine stets einander gleiche
Zahlen tragen (Domino-Spielregel). Eine
Kette heiBt ,geschlossen“, wenn auch die
beiden Seitenhilften an den beiden freien
Enden der Kette einander gleichie Zahlen
tragen. )
a) Ermitteln Sie die kleinste Anzahl k > 1
von verschiedenen Steinen eines Domino-
spiels, die eine geschlossene Kette bilden
kénnen!
b) Aus einem Dominospiel sollen ge-
schlossene Ketten aus je k verschiedenen
Steinen gebildet werden (k sei die in a) ge-
nannte Zahl). Dabei soll jeder Stein des
Dominospiels in hochstens einer dieser
Ketten verwendet werden.
Ermitteln Sie die gréfte Anzahl g von Ket-
ten, die so zustandekommen konnen!
¢) Ermitteln Sie die Anzahl aller verschie-
denen geschlossenen Ketten aus je k ver-
schiedenen Steinen, die sich iiberhaupt bil-
den lassen! (Es darf also jeder Stein des
Dominospiels in beliebig vielen dieser Ket-
ten auftreten.) Dabei gelten zwei geschlos-
sene Ketten genau dann als gleich, wenn
sie bei geeigneter Wahl eines Anfangs-
steins und einer Durchlaufungsrichtung
gleichlautende Zahlenfolgen zeigen. Bei-
spielsweise gelten die beiden Ketten
2,4, 4,5), 5,9, 6,1, 1,2)
und  (5,4), 4,2), 2,1), (1,9), (5,9
als einander gleich.

261033 Uber eine Gerade h und drei
Punkte S, 4, B auf h wird vorausgesetzt,
daB A4 zwischen S und B liegt. Ferner wird
iiber eine Gerade g + h vorausgesetzt, da8
sie h in S schneidet. Gesucht sind alle die-
jenigen Punkte P, die die folgenden Bedin-
gungen a) und b) erfillen:

a) Der Punkt P liegt auf g.

b) Der Innenwinkel 4SBP im Dreieck
SBP hat dieselbe GroBe wie einer der Win-
kel, den AP mit g bildet.

(I) Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn ein Punkt P die Bedingungen a), b)
erfiillt, dann kann er (aus voraussetzungs-
gemip gegebenen A, g, S, 4, B) durch eine
Konstruktion erhalten werden.

(II) Beschreiben Sie eine Konstruktion,
fiir die die Aussage in (I) zutrifft!

(III) Beweisen Sie folgende Aussage:
Wenn ein Punkt P nach der Beschreibung
(IT) konstruiert wird, dann erfiillt er die Be-
dingungen a), b).

261034 Emitteln Sie unter allen denjeni-
gen Werten, die

z=x2+y2+2x—-22 1)
fir ganzzahlige x und y annehmen kann,
den kleinsten Wert z, der eine natiirliche
Zahl] ist!
Geben Sie alle diejenigen Paare (x;y) gan-
zer Zahlen an, bei denen sich in (1) dieser
Wert z ergibt!

261035 Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn 7 eine natiirliche Zahlmit 1= n =<5
ist, so gilt: Wird eine Kugel von n Ebenen
geschnitten, so entstehen auf der Kugel-
oberfliche hochstens 22 Teilflichen.
261036 Beweisen Sie, daB fiir jede reelle
Zahl x > 1 die Ungleichungen

ocan -z/x—z)<%<;(v;?
—Y(x-1)?) gelten!

Olympiadeklassen 11/12

261231 Man ermittle alle diejenigen Tri-
pel (x;y; z) reeller Zahlen, die das folgende
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfullen:

x +y —z =1 1)
x2—yr+2z22= 1 )
—x 4= -1 3)

261232 Im Raum seien zwei windschiefe
Geraden g, und g, gegeben. Ferner seien d,
und d, zwei gegebene Streckenlingen.
Beweisen Sie die folgende Aussage:

Wie man auch auf g, Punkte P,, P, mit
PP, =d, und auf g, Punkte Q,, 0, mit
010, = d, wihlt, stets ergibt sich fir das
Volumen des Tetraeders mit den Eckpunk-
ten P;, P,, Q;, Q, ein und derselbe Wert.

Von den nachstehenden Aufgaben
261233A und 261233B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu 16sen:

261233A Man untersuche, ob es vier auf-
einanderfolgende natiirliche Zahlen gibt,
die die folgende Eigenschaft haben: Jede
dieser vier Zahlen 1Bt sich so in zwei posi-
tive ganzzahlige Summanden x und y zer-
legen, daB sie jeweils ein Teiler von x-y
ist.

261233B Man beweise, daB in jedem
Dreieck ABC fiir die Seitenlingen a = BC,
b="CA4,c=4B, die GroBen «, f, y der In-
nenwinkel 5 CAB, 5 ABC, 4 BCA sowie fur
den Inkreisradius ¢ und den Flicheninhalt
F die Ungleichung

1 ,a 1 8.1 o7
4 Cos’ = + —-cos o+ —-cos” )

270
z3F 1)
gilt. Man gebe alle diejenigen Dreiecke an,
fiir die in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

261234 Beweisen Sie: Fiir jedes Sehnen-
viereck ABCD, dessen Diagonadle BD durch
den Mittelpunkt N der Diagonalen AC ver-
lduft, gilt die folgende Gleichung (1).
2-BD*=4B*+ BC*+ CD* + AD*. o))
261235 Zwei Personen, A und B, spielen
mit n in einer Geraden angebrachten Lam-
pen (n > 3) das folgende Spiel:

Zum Spielbeginn sind alle Lampen ausge-
schaltet. Eineganze Zahlkmitl < k<n -1
wird vereinbart. Dann verlduft das Spiel so,
daB die Spieler, mit A beginnend, abwech-
selnd am Zug sind: Jeder Spieler schaltet,
wenn er am Zug ist, nach eigener Wahl
eine Anzahl nebeneinanderliegender Lam-
pen ein, mindestens eine und hochstens k.
Gewonnen hat derjenige Spieler, der die
letzte der n Lampen einschaltet.

Man beweise, daB der Spieler A fiir jedes
n >3 und jedes k mit 1 < k <n—1 durch
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eine geeignete Vorgehensweise (Strategie)
den Gewinn erzwingen kann.

261236 Es sei (x,) diejenige Folge reeller
Zahlen, fur die

=13 o)
und  x,.; = y9x%+ 11x, + 3
(n=1,2,3,..) )

gilt. Fir jede reelle Zahl a + 0 sei ferner
(y,) die durch

x’l
Y= (n=1,23,..) ©)]

definierte Zahlenfolge.
Man emmittle alle diejenigen a * 0, fur die
die Folge (y,) konvergent ist.

Eine harte Nuf

a) Eine vierstellige Zahl und die (ebenfalls
vierstellige Zahl) Zahl, die entsteht, wenn
man die Ziffern in umgekehrter Reihen-
folge schreibt, sind beide durch 78 teilbar.
Wie heiBen diese Zahlen?
b) Gesucht sind alle dreistelligen Zahlen,
die aus geraden Ziffern bestehen und teil-
bar durch das Produkt ihrer Ziffern sind.
c¢) Eine dreistellige Zahl mit verschiede-
nen Ziffern ist gleich einem Fiinftel der
Zahl, die man erhilt, wenn man die
Summe aus den dreistelligen Zahlen bil-
det, die durch Umstellung der Ziffern der
Ausgangszahl entstehen. Wie heiBt die
Zahl?

Aus: Matematika v skole, Moskau;

mitgeteilt von Dr. J. Riehl, Egeln

Unterhaltsame
Kreisfigur

Prof. A. Sawin, Mitarbeiter der sowjeti-
schen Schiilerzeitschrift Quant, griit alle
alpha-Leser, wiinscht alles Gute fur 1987
und stellt folgende Aufgabe (ochne Worte!).
Wir interpretieren: In der Kreisfigur ist x
zu berechnen, d.h., es ist fir x eine allge-
meine Formel zur Berechnung des Bogen-
stiickes zu finden. Wir erwarten eure Vor-
schlige!
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Ein Besuch in der Knobelwerkstatt
Teil 8: Das VIIIL. Turn- und Sportfest der DDR

Liebe Freunde! Wie bereits in Teil 5 unse-
rer Serie (alpha 6/85) angekiindigt, soll un-
ser heutiger Beitrag dem VIII. Turn- und
Sportfest der DDR gewidmet sein, das zu-
sammen mit der XI. Kinder- und Jugend-
spartakiade der DDR vom 27.Juli bis 2. Au-
gust 1987 in Leipzig stattfinden wird.
Damit wollen wir den Eigenbau von Kno-
belaufgaben unter dem Blickwinkel eines
gesellschaftlichen Hohepunktes demon-
strieren (vgl. dazu den Text von Teil 5 in
alpha 6/85!).

Das VIII. Turn- und Sportfest der DDR
(s. Aufg. 1) wird in der Tat sicher wieder ein
besonderer Hohepunkt im Leben unserer
Republik sein. Als Nationalfest der Kérper-
kultur und des Sports wird es auf ein-
drucksvolle Weise demonstrieren, daf3 das
humanistische Anliegen, Korperkultur und
Sport zur Sache des ganzen Volkes, vor al-
lem seiner Jugend zu machen, in unserer
sozialistischen Gesellschaft zielstrebig ver-
wirklicht wird. So vereinigte der DTSB der
DDR im Jahre 1983 annihernd 3,3 Millio-
nen Mitglieder, und etw.. 700000 Biirger
waren ehrenamtlich und unentgeltlich als
Ubungsleiter, Kampf- oder Schiedsrichter
oder als gewidhlte Sportfunktionire titig.
Und im Jahre 1982 erfiillten etwa 3 Millio-
nen Biirger unseres Landes die Bedingun-
gen des Sportabzeichens ,Bereit zur Arbeit
und zur Verteidigung der Heimat“. Diese
Breite des Sports macht solch hervorra-
gende sportliche Leistungen, wie sie unsere
Sportler national und international voll-
bringen und wie sie gewiB in Leipzig wie-
der zu sehen sein werden, natiirlich erst
moglich. Sicher hat auch manch einer von
euch das Gliick, als sportlich Bester in
Leipzig dabei zu sein. Die Turn- und
Sportfeste der DDR basieren auf einer etwa
hundertjahrigen Tradition vor allem der
Arbeitersportbewegung. Sie begannen in
unserer Republik 1954 neu und wurden
dann in zeitlich unregelmiBiger Folge wei-
ter fortgesetzt.

Die Gastgeberstadt Leipzig ist wahrlich
eine Stadt des Sports: Der Massen- und
Leistungssport in Leipzig kann beachtliche
Erfolge aufweisen (s. Aufg. 2a). Diese waren
auch hier vor allem durch eine kontinuier-
liche Breitenarbeit im Sport méglich
(s. Aufg. 2b). Auch wurden seit der Griin-
dung der DDR in Leipzig viele neue Sport-
stitten geschaffen, von denen das Sportfo-
rum - ein ganzer Komplex von Stadien
und Sporthallen mit dem Zentralstadion
als Herzstiick — die groBte ist (5. Aufg. 2¢).

Ebenso entstanden in der Stadt eine Reihe
von Volksschwimmbhallen (s. Aufg. 2d).
Einen groBen Anteil an der Entwicklung
des Sports in Leipzig und dariiber hinaus
hat natiirlich die Deutsche Hochschule fiir
Korperkultur (DHfK), das Zentrum der so-
zialistischen deutschen Sportwissenschaft
sowie der Aus- und Weiterbildung der Ka-
der (s. Aufg. 2e). Leipzig besitzt auch als
einzige Stadt ein Sportmuseum. Und wel-
cher FuBballfreund kennt ihn nicht, den
1. FC Lokomotive Leipzig, der im vergan-
genen Jahr den FDGB-Pokal errang (5. Au/-
gaben 3 und 4).
Das inhaltliche Programm des VIII. Turn-
und Sportfestes der DDR hilt wieder viele
Attraktionen bereit, so u.a. die stets beein-
druckende und von tausenden Sportiern
und Trainern mit viel Liebe und FleiB vor-
bereitete Sportschau des DTSB der DDR
(5. Aufg. 5), internationale und volkssportli-
che Wettkimpfe, kulturelle und andere
sportliche GroBveranstaltungen, und nicht
zuletzt die Wettkimpfe der XI. Kinder-
und Jugendspartakiade der DDR als H6he-
punkt der Spartakiadebewegung in unse-
rem Land, die getragen wird vom DTSB
der DDR, den Organen der Volksbildung,
der FDJ sowie der Pionierorganisation
»Ernst Thilmann“. Erfillt von der olympi-
schen Idee des friedlichen Wettstreits mes-
sen hier die besten Nachwuchssportler un-
serer Republik ihre Krifte. Bewilitigt wird
hierbei annahernd das olympische Pro-
gramm (s. Aufgaben 6, 7 und 8), aber dies in
der Hilfte der Zeit und durch die Eintei-
lung nach Altersklassen etwa dreifach er-
weitert. Die Durchflihrung der Spartakia-
dewettkimpfe  sowie  insgesamt des
VIII. Turn- und Sportfestes der DDR st
eine bewunderungswiirdige Leistung seiner
Organisatoren und nur durch die Mithilfe
zehntausender sportbegeisterter Helfer
moglich. Wiinschen wir dem VIII. Tum-
und Sportfest und der XI. Kinder- und Ju-
gendspartakiade der DDR einen erfolgrei-
chen Verlauf! Und so beenden wir unsere
achtteilige Beitragsserie heute mit einem
dreifachen ,Sport frei!“.

R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Sportfest-Legespiel

Ala Zerschneidet ein rechteckiges
Stiick Karton, das doppelt so lang wie breit
ist, in die abgebildeten 6 (dick umrande-
ten) Teile, und legt jeweils mit diesen
6 Teilen jede Ziffer bzw. jeden Buchstaben
des Ausdrucks VIII. TURN- UND SPORT-
FEST DER DDR, LEIPZIG zusammen,
wobei ihr euch die (stilisierten) Ziffern
bzw. Buchstaben (als Legefiguren) selbst
ausdenken sollt! Findet bei gleichen Le-
gefiguren verschiedene Zusammenlegun-
gen!

2

N

SNGNNR. SRS

Leipzig — Stadt des Sports

A2 A a) Leipziger Sportler erkdmpften
von 1956 bis 1980 allein bei den olympi-
schen Sommerspielen insgesamt 80 Me-
daillen. Davon waren 26,25% Gold-,
46,25 % Silber- und 27,50 % Bronzemedail-
len. Wieviel Medaillen von jeder Art er-
kdmpften sie?

b) Im DTSB der DDR waren 1980 (rund)
65000 Leipziger Biirger organisiert. Im
Jahre 1951 waren es nur 31000. Wieviel
Prozent der Leipziger Einwohner waren
1980 im DTSB organisiert (Einwohnerzahl
Leipzigs: 570 000) und um wieviel Prozent
(gegeniiber 1951) war der Anteil Leipziger
DTSB-Mitglieder bis zum Jahre 1980 ge-
stiegen?

¢) Das 1956 eingeweihte Leipziger Zen-
tralstadion, das iiber 100 000 Sitzplitze ver-
fugt, entstand in einer Bauzeit von nur 17
Monaten unter Mithilfe von 180218 Leip-
ziger Biirgern, die 735992 Aufbaustunden
geleistet haben. Wieviel Aufbaustunden
wurden von jedem dieser aktiven Biirger
durchschnittlich geleistet?

d) Nach einem BeschluB des Rates der
Stadt Leipzig wurden ab Anfang 1968 in
den einzelnen Stadtbezirken Volks-
schwimmbhallen gebaut. 1981 gab es im
Stadtgebiet 9 solche Schwimmbhallen, de-
ren Becken alle die gleichen Mafie haben:
Sie sind 25 m lang und 12,5 m breit, und
die normale Wassertiefe betrigt 1,8 m.
Wieviel Kubikmeter Wasser befinden sich
in einem soichen normaligefiiliten
Schwimmbecken?

e) An der im Jahre 1950 gegriindeten Deut-
schen Hochschule fiir Kérperkultur (DHfK)
in Leipzig ist bis zum Jahre 1981 die Zahl
der Studenten (Direkt- und Fernstudenten)
von 80 auf 2000, und die Zahl der Lehr-
krifte von 13 auf 430 gestiegen. Auf das
Wievielfache war die Zahl der Studenten
bzw. Lehrkrifte angestiegen?

Auf dem FuBballplatz

A3la Das Bild zeigt eine Hilfte eines
100 m X 60 m-FuBball-GroBfeldes. Es soll
nun das abgebildete (dick gezeichnete) Li-

niennetz so durchlaufen werden, daB man
jede Linie des Netzes genau zweimal
durchschreitet. Welche Wegroute — etwa
ausgehend vom Punkt P und dort wieder
endend - kdnnte man dazu wihlen und

welche Wegstrecke legt man dabei zurick?
55 732 16 50
Torlinie T T P
T e 18 |7
v S
" StrafstoBmarke e
TN i
Strafravm \; l
16,94
3
Mittelinie 8
AnsloBpunkt
FuBball-Kryptogramme
Ada
1 FUSS 2 FUSS 3 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
CLUB PLATZ LEDER
4 FUSS 5 FUSS 6 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
SCHUH WELT STOSS
7 FUSS 8 FUSS 9 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
SPIEL TORE POKAL
10 FUSS 11 FUSS 12 FUSS
+ BALL + BALL + BALL
PAUSE BRAUT SPASS

Von den abgebildeten Kryptogrammen
sind einige (mehrdeutig) losbar. Welche
sind es? Gebt in diesen Fillen mindestens
je zwei Losungen an! Die iibrigen Krypto-
gramme sind nicht 16sbar. Gebt dafiir eine
Begriindung!

Lauftraining

A 5a Eine Trainingsgruppe von 12 Sport-
lern fuhrt zur Erwdrmung eine Laufiibung
im Kreis durch. Der Trainer gibt folgende
Anweisungen:

a) Jeder laufe hinter seinem zweitndchsten
Vordermann!

~b) Jeder laufe hinter seinem drittndchsten

Vordermann!
¢) Jeder laufe hinter seinem fiinftnéchsten
Vordermann!

Welche Lauffiguren entstehen nach Aus-
fihrung einer jeden Anweisung (Ausgangs-
stellung sei stets der Anfangskreis)?

Olympische Sportdisziplinen

A6 A Jeder der folgenden Namen stellt —
natiirlich in permutierter Form - eine
olympische Sportdisziplin dar. Um welche

- Sportdisziplinen handelt es sich?

1. BEN 9. MARTHA
HEGEWICHT LOFUNA
2. BEN OX 10. RENATO
3. ELLA BRAWSS SPRUNNK
4. ELLABYLLOV 11. RUDI SPRENG
5. ERNA 12. SUSEN
FLEUHUD STOLEGK
6. ERNITE 13. SUSI
7. HORST WEKFREND
SPANGBUCH 14. WERNER
8. INGE WURPST FESPE
15. WERNER
HEMMAF

Buchstaben-Springreiten

A74a In die finf dickumrandeten Teilfi-
guren wurden in der Gangart eines Sprin-
gers beim Schachspiel vier olympische
Sportdisziplinen sowie das Teilgebiet des
Sports, dem diese Disziplinen angehoren,
eingetragen. Welche sind es?

E|E|A]C

TIH|L]|I

Lir|H|rT
EIN|MVE|S|H|K|FlU|N|[MIA
AIR|R|E|E|F|lE|L|ODlU|A|O
W M|E|P|N|WIE|H|U|H|L|A
FIH|E|R|R|EJA|R[N|R|FI|T

Im Zeichen Olympias

A B4 Gesucht sind die Nachnamen der
Goldmedaillen-Gewinner bei den Olympi-
schen Sommerspielen 1980 in Moskau in
den angegebenen Sportdisziplinen (in
Klammern die Siegerwerte):

Waagerecht:

3. Einer-Kajak der Minner,

1000 m (3:48,77 min);

5. Turnen der Frauen, Boden

(19,375 Punkte);

6. 800 m-Lauf der Minner (1:45,4 min);
9. 400 m Hiirden Minner (48,705s);

11. Judo, Halbschwergewicht;

12. Olympische Schnellfeuerpistole

(596 Ringe);

14. Freie KK-Biichse, liegend (599 Ringe);
15. 1500 m-Lauf der Ménner (3: 38,4 min).
Senkrecht:

1. 400 m-Lauf der Frauen (48,88 s);

2. Diskuswerfen der Frauen (69,96 m);
4. Schwimmen der Frauen,

400 m Freistil (4:08,76 min);

7. Ringen, Schwergewicht;

8. Boxen, Federgewicht;

10. Speerwerfen der Frauen (68,40 m);
13. Schwimmen der Minner,

100 m Riicken (56,53 s).

alpha, Berlin 21 (1987) 3 - 61



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser, Teil 5

»Sperren werden gebraucht
Aufgabenbeispiel 6

Erstelle ein BASIC-Programm, das von
einer natiirlichen Zahl die Quersumme er-
mittelt!

Bei der Losung der Aufgabe besteht das
Hauptproblem darin, von einer nattirlichen
Zahl n die einzelnen Ziffern ,abzutren-
nen*. Dabei hilft uns die INT-Funktion.
Von der natiirlichen Zahl n ermittelt man

n,=1[n:10].
Nun erhilt man die Einer E wie folgt:
E=n-n,-10.

Von der natiirlichen Zahl n; ermittelt

man n, = {n;:10].

Fiir die Zehner Z gilt dann:
Z=n,—n,-10.

Von der natiirlichen Zahl n, ermittelt

man n; = [n,:10].

Nun gilt fiir die Hunderter H:

H = n,— n;-10 usw. bis

n=0 ist (ie{l,2,3,...}).

Um nun die Quersumme Q von n zu ermit-
teln, ist lediglich noch die Summe aus E,
Z, H usw. zu bilden. Mit Hilfe eines Struk-
togramms 1dBt sich das Vorgehen {iiber-
sichtlich beschreiben.

Eingabe: Natiirliche Zahl N
Quersumme Q<O
G <[N:10]
A<~N-G-10
Wiederhole
Q<Q+4
N<C
bis N=0
Ausgabe: ) Quersumme Q

A 30 A Arbeite die im Struktogramm dar-
gestellte Vorschrift fiir N = 125 ab!

Im angegebenen Struktogramm findet man
eine Wiederholung mit nachgestellter Ab-
bruchbedingung.

Ein entsprechendes BASIC-Programm hat
nun folgendes Aussehen:

Programm 8

10 INPUT N
20 LET Q=9
39 LET G =INT (N/16)
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49 LETA=N-G¥%19
50 LETQ=Q+A

68 LETN=G

76 IF NOT(N = §) THEN 30
86 PRINT Q

99 END

Aufgabenbeispiel 7

Arbeite das Programm , Quersumme* mit

folgenden Eingabedaten ab!

a) 17,34 b) —123

Wenn man das Programm formal fur

N =17.34 abarbeitet, gelangt man zwar

zum Resultat 8.34, aber das ist nicht kor-

rekt.

Fiir N = —123 gibt es gar keine Losung, da

bei negativen Eingangsdaten der Algorith-

mus nicht abbricht.

[Der Computer wiirde in diesem Fall nach

einiger Zeit mit einer Fehlermeldung ,O0V“

(numerical overflow = engl.: Zahleniiber-

lauf) reagieren.]

Um soiche Eingabewerte vom Computer

abweisen zu lassen, bauen wir in das BA-

SIC-Programm ,Sperren“ so ein, dafl

a) negative Zahlen, b) Zahlen, die nicht

ganzzahlig sind, als unzuldssige Eingangs-

daten zuriickgewiesen werden.

Nach Eingabe von N ist dies mit Hilfe der

IF-THEN-Anweisung zu realisieren:

11 IF N <@ THEN PRINT ,UNZULAES-
SIGE EINGABE!“; GOTO 19

12 IF N < > INT(N) THEN PRINT
»~UNZULAESSIGE EINGABE!“:
GOTO 10

Die beiden Bedingungen konnte man auch

Zu einer zusammenfassen:

11 IF N< @ OR N < > INT(N) THEN
PRINT ,UNZULAESSIGE EIN-
GABE!“: GOTO 18

(or = engl.: oder)

In einer IF-THEN-Anweisung kénnen

nach dem ,IF“ mehrere Bedingungen

durch logische Operatoren wie AND, NOT,

OR verkniipft sein.

BASIC-Symbol

Bedeutung

NOT nicht (Negation)
AND und (Konjunktion)
OR oder (Alternative)

IFF [ Bedingung 1| AND [Bedingung 2

THEN | Anweisung

Die Anweisung wird ausgefiihrt, wenn
beide Bedingungen erfiillt sind, sonst
nicht.

IF [Bedingung 1] OR IBedingung 2|
THEN | Anweisung

Die Anweisung wird ausgefiihrt, wenn min-
destens eine Bedingung erfiillt ist, sonst
nicht.

Tippt man das verinderte Programm
»Quersumme* z.B. in den KC85/1 ein und
wihlt als Eingabewert die Zahl 123456789,
so erhilt man als Quersumme die Zahl 37.
Das ist aber offensichtlich falsch, da die
Quersumme von 123456789 die Zahl 45
ist. Dieser Fehler liegt nun daran, daB der

KC85/1 Ergebnisse nur mit maximal 6 Zif-
fern anzeigt und auch intern nur mit héch-
stens 8 Ziffern arbeitet. Bei Zahlen mit
mehr Ziffern wird automatisch gerundet,
und wie beim Taschenrechner werden zur
Anzeige abgetrennte Zehnerpotenzen ge-
nutzt.

A31a Verindere das Programm ,Quer-
summe“ so, daB auch Zahlen, die groBer
als 999999 sind, als unzuldssige Eingangs-
daten abgewiesen werden. '

A324a Welche Sperren sind im Pro-
gramm 6 notwendig, um eine Computerre-
aktion auf unzuldssige Eingabewerte zu .
programmieren?

A 33 a Sind folgende Bedingungen geeig-
net, um im Programm 6 die unzuldssigen
Eingabewerte fur A abzuweisen?

a) A<>0 OR A<>1

b) A<>0 AND A<>1

A34a Computer arbeiten
schlieBlich mit Dualzahlen.
Das sind Zahlen, die nur aus Ziffern & und
1 bestehen und deren Stellenwerte Poten-
zen von 2 sind.

Zum Beispiel Dualzahl 181001 =1-2°+0
244+ 1-22+0-22+0-2'+1=41

a) Entwickle ein BASIC-Programm so, daB
eine einzugebende (natiirliche) Dualzahl
in eine Dezimalzahl umgerechnet wird.

b) Uberpriife, ob das Programm fiir alle
denkbaren Eingabcwerte richtige Ergeb-
nisse liefert!

Fiige ggf. geeignete Anweisungen ein, so
daB unzulissige Eingabewerte abgewiesen
werden! L. Flade/M. Pruzina

intern aus-

Losungen

A3la IF N>999999 THEN PRINT
»UNZULAESSIGE EINGABE“: GOTO 18

A 32 a Fiir A sind ,Sperren notwendig.
Alle Werte, auBler 8 und 1, sind abzuwei-
sen.

85 IF NOT (A=8 OR A=1) THEN
PRINT ,FALSCHE EINGABE!“: GOTO
80

A33a a) Falsch, weil diese Bedingung
fur jedes A erfullt ist.

b) Richtig, weil die Konjunktion nur
falsch wird, wenn A = bzw. 1 ist.

A 34 o Eine Moglichkeit:

a)
18 CLS
20 PRINT ,UMWANDLUNG VON
DUAL- IN DEZIMALZAHLEN*
3 PRINT ) - - ==~ — - — — — — — “
48 PRINT
56 INPUT ,GIB EINE DUALZAHL

EIN:*; B
680 PRINT: LET S=1:LET D=8
79 LET Q =INT(B/18):LET G
=B-10%Q
80 LETP=G%S:LETD=D+P
90 LETS=2%S:LETB=Q

100 IF B < > @ THEN 70

119 PRINT ,DEZIMALZAHL ........ “
D

120 END

Fortsetzung auf S.67



Unterhaltungsmathematik
aus der dathiopischen
mathematischen Schiilerzeitschrift

Hisbab

Sieben Laibe Brot

ala Drei Reisende trafen sich und sa-
Ben zum Essen zusammen. Einer der Rei-
senden brachte drei Laibe Brot mit und der
zweite vier Laibe. Nachdem die sieben
Laibe zu gleichen Teilen unter den drei
aufgeteilt und verzehrt worden sind,
brachte der dritte Reisende sieben Fiinf-
Cent-Stiicke und sagte: ,Bitte, teilt diese
Miinzen zwischen euch gerecht auf!“
Wieviel Geld miiBte jeder der ersten zwei
Reisenden erhalten?

Kiiken

A2 a Wenn einhundert Kiiken in 100 Ta-
gen 100 Scheffel Getreide fressen, wieviel
SchefTel fressen 10 Kiiken in 10 Tagen?

Lebensalter gesucht

A3 a Tesfaye: Siehst du diese drei Perso-
nen da driiben? Das Produkt ihrer Lebens-
jahre ist 2450, und die Summe ihrer Le-
bensjahre ergibt genau zweimal dein Alter.

Wie alt sind sie?

Fassil: Du hast mir keine ausreichende An-
gaben gemacht!

Tesfaye: Tut mir leid. Das Produkt der Le-
bensjahre der beiden Jiingeren ist hoher als
das Alter des Altesten.

Fassil: In diesem Falle sind sie ...

Im Aware-Sportkiub

A4a Der Aware-Sportklub hat 100 Mit-
glieder; 90 spielen FuBball, 80 spielen Bas-
ketball, und 70 spieler Volleyball. Einige
Mitglieder betreiben keine dieser Sportar-
ten, aber die Anzahl der Mitglieder, die
alle drei Sportarten betreiben, ist 19mal so
groB wie die Anzahl der nichtspielenden
Mitglieder. Es gibt einige FuBballer, die
keine der anderen Sportarten betreiben,
aber die Basketball- und Volleyballspieler
betreiben alle zumindest zwei Sportarten.

Wie viele Mitglieder spielen nur FuBball?

Die Film-Maus

oS54 In einem Science-Fiction-Film
wird eine 5 c¢m lange Maus verwendet. Da-
fur muB eine groBe Maus dhnlich der klei-
nen angefertigt werden, die in jeder Di-
mension 100mal so groB ist.

a) Wievielmal so gro8 ist das Volumen der
groBen Maus, verglichen mit der kleinen
Maus?

b) Wenn die kleine Maus eine Masse von
30 g hat, wieviel betriigt dann die Masse
der groBen Maus?

¢) Wenn die Querschnittsfliche der Beine

der kleinen Maus 1cm? betrigt, wie gro8
ist dann die Querschnittsfliche der Beine
der groBen Maus?

Autodl in Dosen

A6a Ein Liter Autodl wird in Dosen
(AusmaBe siehe Bild) verkauft. Ein groBer
Behilter von der gleichen Form wie die O1-
dose faBt einen Kiloliter.

Welche AusmaBe hat dieser?

-
R I
L

2,8cm

T

N

10cm

Im Tunnel

A7 a Ein Giiterzug von 1 km Linge fahrt
durch einen Tunnel, der ebenfalls 1km
lang ist. Wenn der Zug mit einer Ge-
schwindigkeit von 15 % fihrt, wie lange
braucht er, um den Tunnel zu durchfah-
ren?

WilMm
pos -+

2

Praktische Geometrie

484 Ein Quadrat von 10 cm Seitenlidnge
soll in ein regelmidBiges Achteck verwan-
delt werden, indem man vier Ecken ab-
schneidet. Wo miissen die Ecken abge-
schnitten werden?

" Kryptarithmetik

A9a Die Zahl 273a4955 ist durch 9 und
11 teilbar.
Ermittle die Werte von g und 5!

Der Kostenvoranschlag

A10a Du hast 6 Kettenteile, jeder be-
steht aus 4 Gliedern. Die Kosten fiir das
Offnen eines Gliedes betragen 10 Cent.
Die Kosten fiir das ZusammenschweiBen
der Schnittflichen betragen 25 Cent.
Emmittle die geringsten Kosten fiir das Zu-
sammenfiigen der 6 Teile zu einer Kette!

SHEEHE

Der Knochen des Riesen
alla EFErklire, warum ein 6 m groBer

Riese Knochen 3J3_ mal so dick wie ein
2 m groBer Mensch bendtigt, um die ent-
sprechende Masse auf die gleiche Weise zu
tragen! )

Der fehlende Cent

A 12 a Sara ging tiglich auf den Markt
mit 30 Apfeln, die sie zum Preis von
1 Cent fiir 2 Stiick verkaufte. Wenn sie alle
Apfel verkaufte, brachte sie 15 Cent nach
Hause. Ihre Freundin Hadas ging auch tig-
lich auf den Markt mit 30 Apfeln, von de-
nen sie 3 Stiick fiir 1 Cent verkaufte. Wenn
sie alle verkaufte, brachte sie 20 Cent nach-
Hause. Eines Tages war Hadas krank. Des-
halb bot Sara ihr an, ihre Apfel zusammen
mit ihren eigenen zu verkaufen. Sie ver-
kaufte die gemischten Apfel zu 5 Stiick fir
2 Cent. Als sie am Abend mit Hadas ab-
rechnete, stellte sie mit Uberraschung fest,
daB sie nur 24 Cent anstelle der erwarteten
25 Cent eingenommen hatte.

Auf welche Weise hatte Sara den fehlen-
den Cent verloren?

Wir danken Dr. Christoph Bandt (ehem.
IMO-Teilnehmer und Forderer der Arbeit
der alpha) von der Sektion Mathematik der
E.-M.-Arndt-Universitit Greifswald fiir die
Bereitstellung des Materials fiir diesen Bei-
trag. Wihrend seiner Tétigkeit als Gastdo-
zent an der Universitit Addis Abeba hatte
er engen Kontakt mit der mathematischen
Schiilerzeitschrift Hisbab.
Wir griiBen die Mitarbeiter dieser Zeit-
schrift, mit der wir seit vielen Jahren zu-
sammenarbeiten, aufs herzlichste.
Redaktion alpha
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In freien Stunden - alpha-heiter

Rolli, aus technikus, Berlin

Eine Aufgabe von Jules Verne

In dem Buch Fiinf Wochen im Ballon finden wir fol-
gendes Problem:

,Dieser Gelehrte (Kakburu, ein Statistiker) gab ...
folgende Aufgabe zu l6sen: Wenn die Zahl der von
dem Doktor auf seinen Reisen um die Welt zuriick-
gelegten Meilen gegeben ist, einen wieviel weiteren
Weg hat dann — in Anbetracht des groBeren Ra-
dius — sein Kopf zuriickgelegt als seine FiiBe? Und
weiter: Wenn die Zahl der von den FiiBen und dem
Kopf des Doktors hinter sich gebrachten Meilen be-
kannt ist, moge er daraus seine KorpergroBe bis auf

den Zentimeter genau berechnen.“
) Mitgeteilt von Dipl.-Math. D. Bauke, Gera

Mathematische Knobelei

Im Schaufenster liegen rote, blaue, gelbe

und weiBe Bille.

Silke sagt: Rote und blaue sind es genau $.
Thomas sagt: Blaue und gelbe sind es genau 8.
Annett sagt: Blaue sind am wenigsten da.

Daniel sagt: WeiBle sind am meisten da.

Uta sagt: Genau 19 Bille liegen im Schaufenster.

Wieviel weiBe Bille liegen im Schaufenster?
Aus einem Neubrandenburger Freizeitheft,
fuir Schiiler, Autor StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Teilung von Figuren

Wir widmen uns diesmal Ritseln, bei denen auBer
Zahlen ebene geometrische Figuren beteiligt sind.
a) Das Rechteck ist in zwei kongruente Teilflichen
derart zu zerlegen, daB die in jeder Teilfliche ent-
haltenen Zahlen die gleiche Summe ergeben.

b) Diese magische Figur ist in sechs kongruente
Teilflichen derart zu zerlegen, daB die in jeder Teil-
fliche enthaltenen Zahlen ebenfalls die gleiche

Summe ergeben.
Aus: ,rhozledy”, Prag, iibersetzt und mitgeteilt von
O. Langer, Débeln

1] 1718 9 6] |”
9l [2 121 (1] 17
10 3 310
6 gl4
1 5] [2] It
12 5[4 8
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Spiel mit dem Taschenrechner

Berechne jede der folgenden vier Zahlen a, b, ¢ und
d!

a=5-7-1061'; b=i6%£;
263-5-9-15 256 895
c=—————; d=———.
. 5 5
Zahl Begriff
a
b
c
d

Wenn du die jeweilige Ergebniszahl in der Anzeige
stehen hast und den Rechner dann um 180° drehst,
so kannst du jeweils einen Begriff lesen. Welche Be-
griffe sind es? Die Mittelbuchstaben dieser Begriffe
ergeben (v. 0. n. u.) den Namen eines Flusses im

Harz.
Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Frohliche Mathematik

a) Anke und Birgit wiegen zusammen 55 kg. Ste-
hen Anke und Christa auf der Waage, so zeigt sie
58 kg an; bei Birgit und Christa zusammen sind es
sogar noch 7 kg mehr.

Wieviel kg wiegt Christa?

b) In einem Quiz wurden 20 Fragen gestellt. Fir
jede richtige Antwort wurden 5 Punkte vergeben,
fiir jede falsche Antwort wurden 8 Punkte abgezo-
gen. Mirko hatte zum SchluBl 48 Punkte. Wieviel
Fragen hat er richtig beantwortet?

¢) Welches der fiinf schwarzen zusammenhingen-
den Flidchenstiicke hat den groBten Flacheninhalt?

A |

Aus dem Pionierkalender 1987,
Autor: Dr. M. Rehm,
Sektion Mathematik der Humboldt-Universitit Berlin



Fiillritsel

In die senkrechten Spalten des Fiillritsels sind

sechs Worter mit je sieben Buchstaben von oben

nach unten einzutragen, die folgendes bedeuten:

1. Ein Kegelschnitt,

2. Kreis, auf dem die Eckpunkte eines Dreiécks
liegen,

3. Kugelkappe,

4. Deutscher Mathematiker (1646 bis 1716),

5. Kreis, der jede Dreiecksseite in einem Punkt
beriihrt,

6. Zahl, durch die geteilt wird.

Die oberste Zeile ergibt dann den Namen eines be-

rihmten Mathematikers.
Oberstudienrat Th. Scholl,
Berlin

Zwei Kryptogramme
a) ZWEI HAHN
+ DREI + HUHN
FUNF KUKEN

Die Buchstaben sollen durch Ziffern so ersetzt wer-
den, daB eine richtig geloste Aufgabe entsteht. Fiir
gleiche Buchstaben sollen in der jeweiligen Aufgabe
gleiche, fir verschiedene Buchstaben verschiedene
Ziffern eingesetzt werden. (Es gibt mehrere Losun-

gen.)
Diplomlandwirt H. Boettcher, Weimar

Zum Scherzen aufgelegt

Aus den Silben

a — ab — ba — ex — gen — in — ke — kreis - 16 -
1+ —-men - nent - re — po — pro — sis — stand -
sun — symp — te — to — vo — zi

sind acht mathematische Begriffe zu bilden, deren
Anfangsbuchstaben von oben nach unten gelesen
den Namen fir die ,,Vokabeln der mathematischen
Sprache“ ergeben.

Es fillt einen KoOrper aus. . '~
Er geht auf Distanz.
Es steht Kopf.
Er hat eine innige Beriihrung.
Sie ist ein Ziel, das nicht erreicht wird.
Sie strebt nicht nach oben.
Wer sie gefunden hat, der freut sich.
Er ist ein Hochgestellter.
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

RO RLOE

Kreuzzahlritsel

Bestimme den Wert des Parameters n, und erginze
dann das Zahlenritsel! (w bedeutet waagerecht und
s senkrecht)

Waagerecht: Senkrecht:
1. 4n—(Tw:2) 1. Sw—2n
3. 6n : 2. (18w —12w)-10
5. 2n%2+10n 3. 8+ 15s+3n
6. 9w —8n 4. 12s + 6n + 16w
7. 2s:n 6. 11n+ (Tw:2)
8. 16w-n 8. 13s—2s— 12w
9. 7-12w 10. 572+ 2n
10. 2- 1w 11. 12s + 9w — 6w
12, Sw:12 12. 9w+ n + 7w
14. 3n +8s 13. 14w+ 2s
16. 3n? 15. 9-(3w:13)
17. 8n
18. 16w—1s Aus: Maximath, Belgien

Aus der Aufgabensammlung einer AG

Ersetze die Sternchen so durch Operationszeichen,
daB alle Zahlen von 1 bis 9 dargestellt werden.
1%2%3H4K5K6%THE¥9=n.
Beispiel:
1:2-3+4-54+6+7+8-9=10
mitgeteilt vom Mathematikfachlehrer V. Poschel,
Haus der JP Bruno Kiihn, Gotha

Funf Sinnspriiche

a) Der Turm zieht in 16 Ziigen iiber alle Felder. Er
erfaBt dabei zwei Sinnspriiche; welche?

b) Die Dame zieht in 14 Ziigen iiber das gesamte
Feld. Sie erfaBt drei Sinnspriiche; welche?

a) b)

O|T|R|E[D[R|U|N]|IN|A|G]B|L|A[N]S
cli|e|ofalu|e(R]lP|a|w|E|H{o|an]|T
HIO|F|U[A|TIA|H||R|T|I|E|[W|W]|E]|S
TIu|{T|{G|L|U|C|{K|E|I|T|H|EJO[N]|I
G| o|N[UlH|C|t]{1]|s{N|R|E|G[N]|G
G{H|{H|t|L|F{R|E||SIEFF[R|1[S|cH]N
ElC{S|N[E|MIRIE|[FIL|E]I|S]|S|K|A
E{pleEjL|S[E]I|[OfAjL|[L[E|R]A|N]|F
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alpha-Sonderwettbewerb

Aufgaben aus Biichern

des Teubner-Verlages, Leipzig

Letzter Einsendetermin: 17. Dezember 1987

LEIPZIG

Zur Entwicklung .der gesamten auferunter-
richtlichen Arbeit auf mathematischem Gebiet
ist 1963 von den einschlagigen Verlagen mit
Unterstiitzung durch die Mathematische Ge-
sellschaft der DDR mit der Herausgabe einer
Mathematischen Schiilerbibliothek zu begin-
nen, hiel es im Mathematikbeschluff vom
17. Dezember 1962.

Heute, ein Vierteljahrhundert spiter, lie-
gen bereits mehr als 125 Binde der Mathe-
matischen Schiilerbiicherei (MSB) vor, und
sechs Verlage beteiligten sich an dieser er-
folgreichen Buchreihe (vgl. dazu auch
alpha 20 (1986) 2, S.42 bis 43).

Der BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig, im Februar 1986 als erster Verlag
mit der Ehrenmedaille der Mathematischen
Gesellschaft der DDR ausgezeichnet, ruft
alle alpha-Leser zum Losen von funf ausge-
wihlten Aufgaben aus MSB-Binden auf.
AuBerdern werden die Einsender gebeten,
auf ihrer Zuschrift an die alpha-Redak-
tion zu vermerken, welche der bei Teub-
ner erschienenen MSB-Binde sie selbst be-
sitzen.

Doch zunichst wollen wir in drei aus dem
Russischen ibersetzten Biichern der Ma-
thematischen Schiilerbiicherei lesen:

® Kommen wir wieder auf die fiir das vor-

liegende Buch wesentliche Boolesche Alge-

bra zuriick. Wir stellen die Frage, wie man
die Mengen, welche die Elemente dieser
Algebra sind, darstellen kann.

Es ist klar, daB die einfachste Art der Dar-
stellung einer Menge die sogenannte di-
rekte oder Abzdhlmethode ist, bei der alle
Elemente der betrachteten Menge aufge-
zeigt werden. So kann man von der Menge
der Schiiler: Peter, Klaus, Horst und Monika
sprechen, von der Menge der Zahlen: 1, 2, 3,
4, 5 oder von der Menge der vier Grundre-
chenarten der Arithmetik: Addition, Subtrak-
tion, Multiplikation und Division. In der Ma-
thematik ist es {iblich, bei der Angabe aller
Elemente irgendeiner Menge diese in ge-
schweifte Klammern einzuschlieBen. So
kann man schreiben

A = {Peter, Klaus, Horst, Monika},
B=1{1,2,3,4,5},

C= {+’ - %, :}

(in der letzten Schreibweise symbolisieren
die Zeichen der Grundrechenarten diese
selbst).

Eine solche Methode der Darstellung einer
Menge erweist sich jedoch in dem Falle als
sehr unbequem, wenn die Elemente der
Menge sehr zahlreich sind. Sie ist vollig
unbrauchbar fur die Darstellung unendli-
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cher Mengen (wir kénnen eben nicht un-
endlich viele Elemente der Menge aufzih-
len!).

Leseprobe aus dem MSB-Band Nr. 83:
1. M. Jaglom, Ungewdéhnliche Algebra.
1976 (95 S., 45 Abb., 5,50 M,
Bestell-Nr. 665 789 2)

@ In der elementaren Algebra wird zusam-
men mit den reellen Zahlen auch das um-
fangreichere System der komplexen Zahlen
betrachtet. Der Grund, der dazu zwingt,
die komplexen Zahlen zu betrachten, ist
mit der Losung quadratischer Gleichungen
verbunden. Er besteht darin, daB man ei-
nige quadratische Gleichungen, zum Bei-
spiel

x2+1=0, (¢))
nicht 16sen kann, wenn man sich nur auf
die reellen Zahlen beschrinkt (denn es exi-
stiert keine solche reelle Zahl a, so daB a?
gleich —1 ist).
Die Geschichte der komplexen Zahlen be-
ginnt mit dem 16. Jahrhundert. Die italie-
nischen Mathematiker Girolamo Cardano
und Raffaele Bombelli fiihrten beim Losen
quadratischer Gleichungen das Symbol
\/: , die formale Losung der Gleichung
(1), aber auch den Ausdruck bs/j, die
formale Losung der Gleichung

x2+b2=0,
ein. Ausdriicke der noch allgemeineren
Form a + ba/j kann man dann als for-
male Losung der Gleichung

(x—a)?+b2=0
betrachten.
Spiter wurden die Ausdriicke a + b\/j
als imagindre und danach als komplexe
Zahlen bezeichnet und @ + bi geschrieben.

Leseprobe aus dem MSB-Band Nr. 95:
L L. Kantor/A. S. Solodownikow,
Hyperkomplexe Zahlen.

1978 (156 S., 18 Abb., 9,00 M,
Bestell-Nr. 665871 3)

(¢)]

® Die Forschungsergebnisse Lobat-
schewskis wurden von der Mehrheit seiner
Zeitgenossen nicht verstanden. Deshalb
beurteilten sie seine geometrischen Arbei-
ten sowohl in RuBland als auch im Aus-
land negativ. Die Ideen des russischen Ge-
lehrten waren zu kithn und einschneidend,
sie stimmten nicht mit den damals in der
Wissenschaft herrschenden  Ansichten
iberein. Erst nach dem Tode fanden seine
Arbeiten allgemeine Anerkennung. Lobat-
schewski war jedoch durch die Kritik nicht

von der Richtigkeit seiner Uberlegungen
und SchluBfolgerungen abzubringen, son-
dern setzte beharrlich die Untersuchung
des von ihm geschaffenen geometrischen
Systems fort. Er veroffentlichte eine Reihe
von Arbeiten, die mit Fragen der nichteu-
klidischen Geometrie verbunden waren.
Die letzte Arbeit, die er kurz vor seinem
Tode beendete, muBte, da er erblindet war,
nach seinem Diktat geschrieben werden.
Die wissenschaftliche Arbeit Lobatschew-
skis blieb nicht auf geometrische Untersu-
chungen beschriankt, sondern wir verdan-
ken ihm auch einige grundlegende Arbei-
ten zur Algebra und Analysis. Das von ihm
gefundene Verfahren zur angendherten L6-
sung algebraischer Gleichungen ist sehr
originell und leicht anwendbar.

Leseprobe aus dem MSB-Band Nr. 96:
A. S. Smogorschewski,

Lobatschewskische Geometrie.

1978 (75 S., 43 Abb,, 6,00 M,
Bestell-Nr. 665 842 2).

Wettbewerbs-Aufgaben

A 1l A Besuchern, die das Lektorat Mathe-
matik des Teubner-Verlages in Leipzig be-
suchen, wird erkldart: Wenn Sie zwei Stufen
auf einmal genommen hitten, dann wire
eine Stufe iibrig geblieben. Wenn Sie drei
bzw. vier Stufen auf einmal nehmen, dann
bleiben zwei bzw. drei Stufen am Ende
librig. Wenn Sie jedoch fiinf Stufen auf
einmal nehmen konnen, dann kommen Sie
genau oben an. Insgesamt sind es nicht
mehr als 50 Stufen. :
Man gebe die Zahl der Stufen an!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr.99 ent-
nommen:

R. Thiele, Mathematische Beweise.

1979, 5. Aufl. 1988 (176 S., 68 Abb.,

8,60 M, Bestell-Nr. 665919 3)

A2aA Drei Geraden G,, G,, G; einer
Ebene werden durch folgende Gleichungen
beschrieben:

(GYx+2y=4, (Gy))x—2y=0,
(G)3x—2y=4.

Man emittle G, n G, n G5!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr. 107
entnommen:

H. Kdstner/ P. Gothner,

Algebra — aller Anfang ist leicht.

1983, 3. Aufl. 1987 (155 S., 30 Abb.,

8,40 M, Bestell-Nr. 666138 1)

A3 A Essind Gleichungen mit den Wur-
zelna) 3und 7,b) —6und 2,c) —10 und
—1 zu bestimmen!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr. 119
entnommen:

W. Krysicki, Keine Angst vor x und y.
Ubers. a.d. Poln.

1984, 2. Aufl. 1987 (108 S., 19 Abb.,

6,50 M, Bestell-Nr. 666 186 7)

A4 A Man suche zwei Zahlen, die so be-
schaffen sind, daB, wenn ihre Summe zu
ijhrem Produkt addiert wird, 79 heraus-
kommt!

Die Aufgabe ist dem MSB-Band Nr. 125
entnommen: :



M. Dewef3/G. Dewefs, Summa summarum.
Kostproben unterhaltsamer Mathematik.
1986, 2. Aufl. 1987 (92 S., 78 Abb.,
15,00 M, Bestell-Nr. 666 317 6)

A5 a Ein Wiirfel werde von allen denje-
nigen Ebenen geschnitten, die durch die
Mittelpunkte der drei jeweils von einem
Eckpunkt ausgehenden Kanten verlaufen.
Dabei entsteht ein Restkorper.

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller Eck-
punkte und die Anzahl aller Kanten des
Restkorpers! .

b) Nennen Sie die Form und die Anzahl
aller Teilflichen der Oberfliche des Rest-
korpers!

Die Aufgabe ist dem 1987 erscheinenden
MSB-Band Nr. 130 entnommen:

J. Lehmann, Mathematik — von der Pflicht
zur Kiir

Teilnahmebedingungen

1. Am Wettbewerb konnen
alpha-Leser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vomame, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an:

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. alpha-Leser, die selbst einige der im
Teubner-Verlag erschienenen MSB-Biinde
besitzen, werden gebeten, diese Titel unter
ihrer Losung der Aufgaben zu nennen.
4. Letzter Einsendetermin ist der 17. De-
zember 1987.
5. Unter den Einsendern werden Buch-
preise aus der Produktion des Teubner-
Verlages ausgelost.
alpha wird dariiber berichten.

J. Lehmann/J. Wejf3

sich alle

Einige weitere Binde
der Mathematischen Schiilerbiicherei

H. Belkner, Determinanten.
1968, 4. Aufl. 1987 (MSB Nr.33, 96 S.,
8 Abb., 4,80 M, Bestell-Nr. 6651001)

H. Belkner, Matrizen.
1970, 4. Aufl. 1986 (MSB Nr.48, 96 S,
4,30 M, Bestell-Nr. 665 552 0)

I. M. Gelfand/E. G. Glagolewa/

A. A. Kirillow, Die Koordinatenmethode.
1968 (MSB Nr.41, 75 S., 36 Abb,,
3,40 M, Bestell-Nr. 665107 9)

I M. Gelfand/E. G. Glagolewa/

E. E. Schnol, Funktionen

und ihre graphische Darstellung.

1971, 2. Aufl. 1974 (MSB Nr.58, 127 S.,
132 Abb., 9 Taf,, 7,00 M,

Bestell-Nr. 665 600 5)

M. Hasse, Grundbegriffe der Mengenlehre
und Logik. ’

1965, 9. Aufl. 1987 (MSB Nr.2, 86 S.,
7 Abb., 3,30 M, Bestell-Nr. 665 084 2)

L. D. Kudrjavzev, Gedanken iiber
moderne Mathematik und ihr Studium.
1983 (MSB Nr.112, 140 S., 7,00 M,
Bestell-Nr.666 077 6)

A. Kufner, Raum und Entfernung.
1981 (MSB Nr.104, 90 S., 31 Abb.,
6,00 M, Bestell-Nr. 666 028 2)

M. Miller, Geliste und ungeloste
mathematische Probleme.

1973, 5. Aufl. 1986 (MSB Nr.73, 96 S.,
7 Abb., 5,70 M, Bestell-Nr. 665673 4)

M. Miller, Rechenvorteile.
1963, 8. Aufl. 1987 (MSB Nr.14, 95 S.,
1 Abb., 3,75 M, Bestell-Nr. 665065 8)

P, Schreiber, Die Mathematik und ihre
Geschichte im Spiegel der Philatelie.

1980 (MSB Nr.68, 101 S., 16 farb. Taf,,
9,80 M, Bestell-Nr. 665 984 7)

E. Schroder, Mathematik im Reich

der Tone.

1982, 3. Aufl. 1988 (MSB Nr.106, 111 S,,
61 Abb., 7,00 M, Bestell-Nr. 666 078 4)

J. Sedldlek, Einfuhrung in die Graphentheorie.
1968, 2. Aufl. 1972 (MSB Nr.40, 171 S.,
73 Abb., 6,40 M, Bestell-Nr. 665 1052)
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Wir tberpriifen unsere Vermutung durch
die Untersuchung von Spezialfillen:
Die bereits gewonnenen Ergebnisse

4 4
A6=4; A%=2; A;=1;
6
A;=0; A;:o; A?: 12
erhdlt man durch Einsetzen spezieller

Werte fiir m, k und r in (10) erneut, so ist
z.B.

¢_ 4_1. 3 942 =
A= (1) (e2y) 2

Wiire

k -
("7
solchen Auswahl von k Elementen aus
{X1;..;Xm; Y15 ..;¥m} in keinem Fall r
Paare auftreten kGnnen.

Die Bestiitigung unserer Vermutung (10)
macht uns Mut. Wie man weiB, geniigt je-
doch die Untersuchung von Einzelbeispie-
len — und seien es noch so viele — als
Nachweis fuir die Richtigkeit einer Vermu-
tung nicht.

Wir verallgemeinern unsere bisherigen
Uberlegungen und untersuchen die Frage,
in wieviel Kombinationen von k& Elemen-
ten der Menge

M= {xy;...;%n; )1, ...;¥m} genau r Paare
auftreten.

Zunichst ist klar: Solange weniger als r
Elemente x; (bzw. y;) in einer Kombination
auftreten, konnen nicht r Paare (x;;y;) vor-
kommen. Wir betrachten nun sofort den
allgemeinen Auswahltyp der Form

Yivs o3 Virs s Xjts 3 Xy pa gy .
Fiir die Auswahl der k — (r + 5) Elemente
x; aus der Menge {x;;...;x,} gibt es
Cr-(+s Moglichkeiten. Eine soiche sei

k .
r>7, so ist k—r<r und

)=o. Dies bedeutet, daB bei einer

X15...; Xk - (r 45 Die r fur die Paarbildung
geeigneten Elemente y miissen aus der
Menge {y1;...;¥k—(+y} gewihlt werden, es
gibt C¥~*9 golcher Kombinationen. Die
restlichen s Elemente y diirfen nun in kei-
nem Fall zu den gewihlten x; gehdren
(denn sonst treten mehr als r Paare auf),
sie miissen also aus der Menge
{’k-¢+13 .. ym} stammen. Es gibt genau

¢ * -+ oolcher Auswahlmoglichkei-

ten. Also hat man —~ wieder unter Beriick-
sichtigung der Analogie bei der Wahl der y;
und der x; — gefunden:
Beziiglich des gewdhlten Auswahltyps erge-
ben sich genau
2.7 O
Kombinationen, in denen genau r Paare
auftreten.
Die Umformung der Summe erfolgt wie in
dem bereits durchgerechneten Fall (6) und
man erhilt in der Tat
Ai= gr(k=nN.( m\ k-2

r r r k—r .
Der mutige Leser mége die Rechnung aus-
fihren!
Die Formel (10) gilt nun auch fiir ungera-
des k. Dann hitte in Tabelle 4 der Auswahl-
typ in der letzten Spalte die Form
yj‘;"';ijl; Xif5 ooy )c,m bzw.

) 2

LR TONTS RS

Alle unserze Uberlegunéen lassen sich auf
den Fall, daB k ungerade ist, iibertragen.
Mein Antwortbrief an Herrn K. war relativ
kurz; er enthielt im wesentlichen die ge-
wonnene Formel. Dem interessierten
alpha-Leser wiirde dies sicher nicht genii-
gen; deshalb haben wir gemeinsam die Ge-
danken nachvollzogen, die zur Entstehung
der gewiinschten Formel fithrten.

P. Githner

Fortsetzung von Seite 62

b) Unzulissige Eingabewerte fiir das ange-

gebene Programm sind:

— Negative Zahlen.

— Alle Zahlen, die nicht ganzzahlig sind.

— Die einzugebenden Zahlen diirfen nur
die Ziffern # und 1 haben.

51 IF B<# OR B<>INT(B) THEN
~UNZULAESSIGE EINGABE!*“:
GOTO 40

71 IF G>1 THEN PRINT ,KEINE
DUALZAHL!“: GOTO 46

AuBerdem muB man beachten, daB unser

Computer Zahlen mit mehr als 6 Ziffern in

Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen

umwandelt.

52 IF B> 111111 THEN PRINT ,ZAHL
ZU GROSS!“: GOTO 44

alpha, Berlin 21 (1987) 3 - 67



Losungen

Losungen zur Sprachecke
Ala Von einer Wasserpflanze in einem

Fischteich befinden sich% ihrer Linge au-

Berhalb des Wassers, % im Schlamm und
2 feet im Wasser.
Wie groB ist die gesamte Lidnge der
Pflanze?
Lisung: Die gesamte Linge der Pflanze sei
x feet.

=1 S i x= 24
x—ﬁx+2+?x, x=24.
Die Pflanze ist 24 feet lang.

A2a Die bereits eingetragenen Zahlen
stellen die Summe von Ziffern dar, die sich
in den Vierecken, die direkt mit ihnen ver-
bunden sind, befinden. Diese Ziffern, alle
verschieden, haben einen Wert von 1 bis 9.
Setzen Sie diese entsprechend ein!

Lisung:

A3 A Gibt es ein Dreieck mit den Seiten
a=7cmund b =2cm, bei dem die Linge
der Hohe auf seiner dritten Seite gleich
dem geometrischen Mittel der Lingen der
beiden anderen Héhen ist?

Losung: Angenommen, es gibt solch ein
Dreieck.
Sein Flicheninhalt sei A. Dann gilt

24 24 24
h,—T, hb—T und A, = Pt
Setzt man dies in die geforderte Beziehung

.= hahy erhilt

= ‘/ ZAa.b2A , und daraus c= \/E. Im

vorliegenden Fall ist
c= J7~2 cm=y14 cm. Nach der Drei-
ecksungleichung muB ¢ > a — b sein. Es ist

aber J14 <7-2=5. Folglich kann es
kein derartiges Dreieck geben.

ein, so man —

Ad4a Auf dem Bild ist ein elektrischer
Stromkreis mit einer Klingel, drei Limp-
chen und drei Tastschaltern, von denen je-
der im unbetitigten Zustand das eine Kon-
taktpaar verbindet und im betitigten

68 - alpha, Berlin 21 (1987) 3

Zustand das andere, dargestellt. Der
Stromkreis ist ans Netz angeschlossen.
Was geschieht beim Betiitigen eines der
Tastschalter?

Ldsung: Die Klingel ertont, und das Limp-
chen iiber dem betitigten Schalter leuchtet
auf.

Losungen zu:
‘Symmetrie im Raum, Teil 2

A2 A Symmetriezentren sind die Mitten
der Wiirfel, der Wiirfelseitenflichen, der
Wiirfelkanten sowie die Wiirfelecken
selbst.

A3 A Zum Beispiel ein Spat (oder Paral-
lelepiped; dies ist eine zum Parallelo-
gramm analoge Figur im Raum).

A9a Die Radachse ist Drehsymmetrie-
achse vom Grad 9 (beim 28er Rad: 36 Spei-
chen, und jede 4. Speiche hat die gleiche
Lage).

a1l a Drei 4zihlige, vier 3zdhlige und
sechs 2zdhlige.

Al12a Durch geeignetes Abschneiden
der Ecken am Ikosaeder erhilt man die Ek-
ken des FernsehfuBballs.

Lo6sung zu: Eine Aufgabe
von René Descartes

Der Beweis folgt aus dem Hé6hensatz im
rechtwinkligen Dreieck: GI ist die Hohe im
Dreieck FHI, deren Quadrat ist dem Pro-
dukt der Hohenabschnitte FG und GH
gleich, da aber FG =1, ist GI die Wurzel
aus GH.

Losung zu:
Anordnung von Schachfiguren

Kbl, Dad, Tc3, TdS, Lb6, Le2, Sel, Seé6.
Kb6, Da3, Tc4, TdS, Lbl, Lel, Se2, Seé6.
Kc4, Db6, Tal, Td2, Le4, LeS, Scl, Sel.
Ke5, Dc6, Tb4, Td1, La2, Le3, Sa3, Se2.
Ke3, Db2, Ta4, Tc4, Ldl, Ld6, Sel, Se6.
Mit der schon gegebenen Losungsmoglich-
keit ergeben sich sechs grundsitzlich ver-
schiedene Anordnungen, welche jeweils
um 180° gedreht, sechs weitere Losungen
ermoglichen. Insgesamt lassen sich somit
12 verschiedene Anordnungen darstellen.

Lésungen zu: .
In freien Stunden - alpha-heiter

,Eine Aufgabe von Jules Verne

Erdradius: R; KorpergroBe: x;

Wegstrecke der FiiBe: m;

Wegstrecke des Kopfes: M.

Die zuriickgelegten Wegstrecken sind pro-
portional zu den Radien iiber die gleichen
Zentriwinkel, daher gilt:

m:R=M:(R+x).

Das Umstellen der Proportion liefert fur
die erste Frage:

M= m(l + %) und fiir

die zweite Frage: x=R- (% - 1),

Mathematische Knobelei
Es liegen 8 weiBe Bille im Schaufenster.

Teilung von Figuren

a) b)
1] 1718 )
2 120 11
10 3
6 9|4
1 51 121 1
12 S5lb 8

Spiel mit dem Taschenrechner
Die Begriffe lauten:

SEILE, SILBE, SOSSE, GLEIS.
Der FluB im Harz heit ILSE.

Frohliche Mathematik

a) Christa wiegt 34 kg.

(Anke 24 kg, Birgit 31 kg)

b) 16 Antworten waren richtig.

c) Keines, denn alle fiinf schwarzen zu-
sammenhingenden Flichenstiicke haben
den gleichen Flacheninhalt.

Fiillritsel

~|—]m

m|» | X |[X|<
mim|x|2

miA |4 |O|r [>®»]| X

[
S
E

Zwei Kryptogramme
a) z. B. 7654
+1254

8908

b) 7870
+ 7270
15140

1728

+4328

6056
7270
+ 7870
15140

Zum Scherzen aufgelegt

1. Volumen; 2. Abstand; 3. Reziproke;
4. Inkreis; 5. Asymptote; 6. Basis;

7. Losungen; 8. Exponent — Variable

Kreuzzahlritsel
n=13;42...78; 468 - 169; 20- 6591;
..273..;84-6-3-9;715-507; 104 . . 65.

Fiinf Sinnspriiche

a) Turmzug b) Damezug

]

zu a) Edel sei der Mensch, hilfreich und
gut. Gliick hat auf die Dauer nur der Tiich-
tige.
zu b) Aller Anfang ist schwer. Frisch ge-
wagt ist halb gewonnen. Ohne FleiB kein
Preis.

Aus der Aufgabensammlung einer AG
1-2-3+4-54+6+7-8-9=1
1-2+3+4-5+6-7+8-9=2




142+3-4+5+6+7-8-9=3
1-243-4+5+6-7+8-9=4
1+42-3+4+5+46-7+8-9=5
1-243-4+5+6-7-8+9=6
1+2+3-4+5+6-7-8+9=7
1-2+3-4+5-6+7-8+9=8
1+2+3+4-5-6-7+8+9=9

Losungen zu:
Knifflige Gliickwiinsche

Ala

» BLPEB
» BLEBRA
° BEPHE
* BEBHA

A2A Aus (2) und (4) folgt H=L +24.
Aus (1) oder (5), die offenbar dieselbe
Gleichung verkorpern, folgt H=L+ P
— A, woraus sich P = 34 ergibt. Nun erge-

. _ 24
ben sich (2) L——(JA—Z) und aus (3)
44
L—m, woraus man durch

Gleichsetzen einer kubischen Gleichung in
A erhilt, welche die Losungen 4 =0 (ent-
fillt) und 4 =1 (zweifach) hat. Also ist
A=1, womit L=2, P=13 und H =4 fol-
gen.

Losungen zu:
Symmetrische Figuren

a), b) Bild 1: n = 6 und damit zentralsym-
metrisch, keine Symmetrieachse; B2:
n =7, weder axial- noch zentralsymme-
trisch; B3: n = 5, weder axial- noch zentral-
symmetrisch; B4: n = 3, weder axial- noch
zentralsymmetrisch; B5: weder dreh-,
axial- noch zentralsymmetrisch; B6: n = 3,
weder axial- noch zentralsymmetrisch; B7:
n =10 und damit zentralsymmetrisch. c)
Hinsichtlich der Parkettierung mit dem
Muster aus dem Bild 1 gibt es noch Dreh-
symmetriezentren vom Grad 3 und vom
Grad 2. (Siehe Wiedergabe mit Ergidnzun-
gen!)

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Treder, Heft 1/87

A 2804 o Relativ zum festen Ufer bewegt
sich der Schwimmer stromabwirts mit der

Geschwindigkeit « + v und stromaufwérts -

mit der Geschwindigkeit u — v. Folglich

braucht er fiir die Strecke s hin und zuriick
die Zeit
s

u+v

t=

+ Z i " Die Formel gilt nur fiir

u>v; im Grenzfall u=v kommt der
Schwimmer relativ zum Ufer stromauf-
wirts nicht von der Stelle.

Losungen zu:
Wir 18sen Zahlenritsel, Heft 2/87

Ala 105-80=25

o+ 4
21X 3=63
5+83=88

A24 703 -54=649

19 - 31 =589
37+23= 60
A3a 952-445=507

34 - 167=201
28 + 278 = 306
607 841
+ 412359 —412359
1020200 195482
Losungswort: Regulation
0123456789

Ada 607 841

Losungen zu:
Anordnung von Schachfiguren
Heft 2/87

Dal, Dc¢3, Dd4, DeS5, Dg7.

Dal, Dc3, De5, Df6, Dg7.

Dbl, Dd3, Ded, Df5, Dh7.

Dd2, Dd3, Dd4, Dd5, Dds.

De2, De3, Ded, DeS5, De8.

Diese 5 Grundlosungen kénnen jeweils
dreimal um je 90 Grad gedreht werden, wo-
durch sich 5 X 4 =20 verschiedene Losun-
gen ergeben.

Dd6, Ded, Df5, Dg7, Scl.

Diese Stellung einschlieBlich den daraus
resultierenden Spiegelungen ist die bisher
einzig bekannte Position, in der jedes der
64 Felder entweder besetzt oder beherrscht
wird. Sie wurde 1908 von J. Wallis in der
Zeitschrift The Strand Magazine zuerst ver-
6ffentlicht.

U:')surigen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/86, Fortsetzung

Ma 10/12 m 2718 Es sei D der Mittel-
punkt von BC, E der Mittelpunkt von
AC. Dann gilt AD | BE, AD =24 ¢m und

BE = 18 ¢m, also _S=£-E=16cm,

3
— 2
BS=?-BE=120rn.

Nach dem Strahlensatz gilt
SF:EG=12:18=12:3,
EG:CH=1:2,also CH=3-SF.

Im rechtwinkligen Dreieck 4ABS gilt nach
dem Satz des Pythagoras

AB =256 + 144 cm=20cm.

Fermer gilt

BF-AB = BS?, also

— 144

BF = >0 cm = 7,2 cm, aber auch

F§:=AF -BF=128-72cm?,
FS=9,6cm, und somit CH =288 cm.
Fiir den Fldacheninhalt des Dreiecks ABC

erhalten wir

AABC=_'E'@

-20-28,8 cn? = 288 cm?.

1
2
L
2

Ma10/12m2719 Wir betrachten die er-
sten 20 der 39 Zahlen. Unter diesen gibt es
sicher zwei auf Null endende Zahlen, eine
endet nicht auf 90; diese sei n.

Die Quersummen der Zahlen n, n + 1,
n+2,..,n+9 .., n+19sind

paarweise verschieden, d. h., eine dieser
Zahlen hat eine durch 11 teilbare Quer-
summe. Die Zahlen 999980 und 1000019
bilden ein gewiinschtes Beispiel.

Ma10/12 m 2720

Es sei AH=CM und AH =z BD.

Wegen AABH ~ AMBK gilt
AH:-MK=A4AB:MB=2:1, also

WK =5 AH = TH.

Das Dreieck CMK ist rechtwinklig und das
Verhiltnis einer Kathete zur Hypotenuse
betrigt 1:2, d. h., Winkel MCK hat die
GroBe 30°. Analog dazu gilt

—_ 1l — 1 — 1 =
LM—T‘BDgi'AH—T'CM.

Folglich hat der Winkel ACM die GroBe
30° oder er ist kleiner als 30°. Zusammen
gilt fir die GroBe y des Winkels ACB
=60°.

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/86

Ma5m2722 Aus (1) folgt: Dieter hat
nicht den Familiennamen Miiller. Aus (2)
folgt: Weder Heiko noch Susanne haben
den Familiennamen Miiller. Folglich hat
Birbel den Familiennamen Miiller. Aus (3)
folgt: Heiko hat nicht den Familiennamen
Meier. Aus (2) folgt: Heiko hat nicht den
Familiennamen Lehmann. Folglich hat
Heiko den Familiennamen Schulze. Aus
(2) folgt: Susanne hat nicht den Familien-
namen Lehmann. Folglich hat Susanne
den Familiennamen Meier. Somit hat Die-
ter den Familiennamen Lehmann.

MasSm2723 74kg—-34kg=40kg; Al-
fons und Bernd lieferten zusammen 40 kg
Altpapier ab. Angenommen, auf Bernd ent-
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fallen x kg Altpapier; dann entfallen auf
Alfons 3 - x kg Altpapier. Deshalb gilt
x+3x=40, 4x=40, x=10.

Bernd sammelte 10 kg, Alfons 30 kg, Claus
18 kg und Dieter 16 kg Altpapier.

Ma5®2724 205M —25M = 180 M;
180M:2=90M; 90M +25M =115 M;
Kurt hat 90 M, Peter 115 M gespart.

Ma5m2725

Ausa+b5=70cm und b=a+10cm
folgt 2a + 10cm = 70 cm, 24 =60 cm,
a=30cm, b=40cm, also
A=a-b=30-40cm? = 1200 cm?.

Ma 5m2726

10,00 M ~- 0,04 M = 9,96 M;

9,96 M — 1,56 M = 8,40 M;
8,40M:2=420M;

420M + 1,56 M = 5,76 M;
420M=12-0,35M;

5,76 M=12-0,48 M.

Peter kaufte 12 Flaschen Limonade und 12
Flaschen Bier.

Ma5®m2727 Im giinstigsten Fall erwischt
Herr A fiir die ersten drei Tiiren jeweils auf
Anhieb den passenden Schliissel. In die-
sem Fall wiren nur 3 Schliisselproben er-
forderlich, da der vierte Schliissel mit Si-
cherheit zur vierten Tiir paBt. Im ungiin-
stigsten Fall passen zur 1. Tiir nicht der 1.,
2., 3. Schliissel, dann paBt der 4. Schliissel
(3 Proben); passen zur 2. Tiir nicht der 1.,
2. Schliissel, dann paBt der 3. Schiiissel
(2 Proben); paBt zur 3. Tir nicht der
1.Schliissel, dann paBt der zweite Schliissel
(1 Probe). Im ungiinstigsten Fall sind also
6 Schliisselproben zu machen.

Ma 6 m2728 Fiir die Anzahl der weiBen
und blauen Bille gibt es folgende Moglich-
keiten:

weiBe blaue restliche Bille
1 3 20
2 6 16
3 9 12
4 12 8
5 15 4

Da es doppelt soviel rote wie gelbe Biille
sind, muB die Anzahl der restlichen Bille
durch 3 teilbar sein. Das trifft nur fiir die
Zahl 12 zu. Deshalb sind es 3 weiBe, 9
blaue, 8 rote und 4 gelbe Bille.

Ma6m2729 Aus 10a+b=5-(a+b)
folgt 10a+ b=S5a+ 5b, 5a=4b>.
Wegen 1=a=<9 und 0=bH=9

gilt a=4und b=35. '
Die Zahl heiBt 45.

Ma6wm2730 Aus Ag=a-b und

Ay=a.b_%.a.§_%.b.§
ab  ab
=ab—T=T folgt Ay =2-Apg;

d.h., der Flicheninhalt des Vierecks BFDE
ist halb so gro8 wie der des Rechtecks
ABCD.

Ma6m2731 Wegen 2n+ (2n+2)
+Q2n+4)+Q2n+6)+(2n+8)
=10n+20=10-(n+2)

ist diese Summe ein Vielfaches von 10,
also durch 10 teilbar.

70 - alpha, Berlin 21 (1987) 3

[ 3

Ma6wm2732 Der Sohn ist siebenmal so
alt wie der Enkel; denn eine Woche hat
7 Tage. Der GroBvater ist zw6lfmal so alt
wie der Enkel; denn ein Jahr hat 12 Mo-
nate. Deshalb gilt x+ 7x+ 12x=100,
20x =100, x=5. Der Enkel ist 5, der
Sohn 35, der GroBvater 60 Jahre alt.

Ma7®2733 Angenommen, in dem Fe-
rienheim gibt es x Zwei-, also (52 — x)
Vierbettzimmer; dann gilt

2x +4-(52 — x) =144,

2x +208 —4x =144, 2x=64, x=32.

In diesem Ferienheim gibt es 32 Zwei- und
20 Vierbettzimmer.

Ma7wm2734 Angenommen, vor dem
Aus- bzw. Einsteigen an der Haltestelle
befanden sich im ersten Wagen n Fahrgi-
ste; dann befanden sich im zweiten Wagen
(n +3) Fahrgidste und im dritten Wagen
(n +5) Fahrgidste. Nach dem Aus- bzw.
Einsteigen an der Haltestelle befanden sich
im ersten Wagen % n Fahrgiste, im zwei-
ten Wagen (n — 3) Fahrgiste und im drit-
ten Wagen (n + 8) Fahrgiste. Das sind ins-

gesamt (i n+ 5) Fahrgiste.

2
. S 5
Nungnlti-n+5=60, 7-n=55,
also n =22.

Vor dem Aus- bzw. Einsteigen an der Hal-
testelle befanden sich im ersten Wagen 22,
im zweiten Wagen 25, im dritten Wagen 27
Fahrgiste.

Ma7m2735 Fiir den Flicheninhalt des
Dreiecks EFG gilt

A= % m- k', fiir den Flicheninhalt

des Trapezes gilt' 4, = m- h. Wegen

h=2-h" giltdarum A4,=2-m-h’.
Daraus folgt
At A, =1:4, also A,=l-A2.

4
Der Flicheninhalt des Dreiecks EFG be-
trigt 25 % des Flicheninhalts des Trapezes
ABCD.

D G [

[ L b N

A 8

Ma7m2736 Angenommen, es waren im
ganzen n Niisse. Dann sollten (n —5)
Niisse zu gleichen Teilen unter den vier
Briidern aufgeteilt werden. Jeder sollte so-

mit %-(n—S) Niisse erhalten. Davon

sollte der Freund

1 1 1
N RN TR
Niisse erhalten. Nun gilt
‘m_n-5
<= 10 +5, 2n=n-5+50, n=45.

Es waren im ganzen 45 Niisse.

Ma8m2737 Angenommen, B(2) wire
wahr. Dann wiren A(1) und A(2) falsch.
Also ist B(1) wahr. Daraus folgt, daB8 C(1)
falsch, also C(2) wahr ist.

Wenn A(2) wahr wire, miiBte die letzte
Grundziffer von n eine 0 oder 5 sein. Das
ist wegen C(2) bzw. B(1) nicht méoglich. Es
folgt: A(1) ist wahr. .

Man gelangt durch systematische Uberle-
gungen zu der Erkenntnis, daB die einzige
Zahl n, die alle Bedingungen erfiillt, die
Zahl 378 ist.

Ma8m2738
Esgilt a < b,
a
Aus b
a  atx_ a’+(a+ x)?
a+x a a(a + x)
_ @ +a’+2ax+x? _ 2a*+2ax+ x?
B a(a + x) h
2a(a+ x)+ x? _
- a(a+ x) =2+ >2.
Ma8m2739 Nach einem bekannten Satz
gehen die Parallelen durch den Mittel-
punkt einer Dreieckseite zu den anderen
Dreieckseiten auch durch die Mittelpunkte
der anderen Dreieckseiten. Die dabei ent-
standenen Strecken sind jeweils halb so
lang wie die zu ihnen parallelen Dreieck-
seiten.
Es entstehen also vier kongruente Dreiecke
mit jeweils 3cm, Scm und 4cm langen
Seiten. Da diese Dreiecke rechtwinklig
sind (pythagordische Zahlen), betrdgt der
Fldcheninhalt eines dieser Dreiecke A
= 32—4 = 6 cm?; der Flicheninhalt des Par-
allelogramms betridgt demzufolge 12 cm?.
Der Umfang des entstandenen Parallelo-
gramms betrigt 2- (3 + 5)ci= 16 cm.

Skizze nicht maBgerecht!

also a+x=5b.

+ % folgt durch Einsetzen

/N 5 a

Ma8m2740 AF habe die Linge x, also
FB die Linge (60 — x); dann gilt

,. 302+x‘40= 3o+(go—x) 0,

40(30 + x) = 20(90 — x),
230+ x)=90-x,
60+2x=90—x, 3x=30, x=10.
Der Schnittpunkt F der Geraden g mit 4B
ist 10 m von A4 entfernt.

j V3 [4

Ma9m2741 Es seien a und a+1 die
beiden aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen.



Dann gilt nach Aufgabenstellung:
a’+(@+1)?-ag@+)=a@+1)+1.
Wir formen 4quivalent um und erhalten
a*+ag*+2a+1-a*-a=a*+a+1
bzw. a’+a+1=a%?+a+1.

Da wir nur dquivalent umgeformt haben,
ist die Aussage bewiesen.

Ma9m2742 Es sei x der Preis fir einen
Apfel in Denare und y der Preis fiir eine
Birne in Denare, dann gilt

1) 9x— y=13 und

2 -x+ 15y= 6.

Wir multiplizieren die Gleichung (2) mit 9
und erhalten

) 9x— y=13

@2y -9x+135y=54 +

3) 134y = 67
y=0,5in (1):

a1y 9x=135, x=1,.

Ein Apfel kostet 1,5 Denare, eine Birne
0,5 Denare. Die Probe bestitigt die Rich-
tigkeit der Losung.

Ma9m2743 Es seien a und b die MaB-
zahlen der Langen der Katheten und c¢ die
MaBzahl der Linge der Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks.

Aus a2+ b?+ ¢2=2450 und a2+ b2=¢?
folgt 2¢% = 2450, c?=1225, ¢ =35.
Ausa+b+c=84 und c=35
folgt a+ 5=49, b=49—q.

Aus a4+ 52=1225 und b=49-
a folgt

durch Einsetzen a2 + (49 — g)* = 1225,

a, =28, a,=21.

Die Seiten des rechtwinkligen Dreiecks
sind 21 ¢m, 28 cm und 35 cm lang.

Ma9m2744
Man kann folgende Tabelle aufstellen:
Anzahl Anzahl der
der Punkte entstehenden
auf g Schnittpunkte
1-0
! 0== .
2-1
2 1=
3-2
3 =77
4-3
4 6= 2
5-4
5 10= -5
n(n—1)
" 2
7:6
7 21= -
14-13
14 91 = 2
X/ By oL
R
2 G h

Ma 10/12 m 2745 Die natiirliche Zahl z
148t sich wie folgt darstellen:
z=7-10"+n (xeN; neN).

Nach Aufgabenstellung soll gelten 7-10*
+n=5(10n+7).
Wir formen iquivalent um und erhalten

- X —
7-10% = 49n + 35, n=%ﬁ.
x =5 ist die kleinste natiirliche Zahl, fiir
die n eine natiirliche Zahl wird; es ist dann

700000 — 35

n=——9g 5 " =14285.
Nun kénnen wir z berechnen:
z=7-10°+14285; z=1714285.
z' ist dann 142 857, und
es gilt 142857-5=714285,
dh z=5-Z2.
Ma 10/12 m 2746 Skizze:

A c 8
Es gilt A.pp+ Agpc= A4zc, also
L in i er L sin® o b
2 2 WeCtosinow,
1 .
—75[]111 b-c.

Wir formen dquivalent um und erhalten

o I S
m7~w,(b+c)— 2 sina-b-c,

75
%sin—a-- we(b + ¢)

2
1 ., o o
7251112 coszbc

A af . o«
‘-zsmz(smz*O)

Wwer (bt ) = 2-cos o

2 b-c,

we' (b +¢)
2-b-¢c

Ma10/12m 2747 Nach

gilt

a-b-c=a-b-h-4, also c=4h.

Dabei ist ¢ die Linge der Hypotenuse,

h die Linge der Hohe zur Hypotenuse.

mg=to € _2a
Aussma—b—4b ¢

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
a*+ b2=4ab, a’—4ab+ b2 =0.
Daraus folgt weiter a; = 5(2 + 3 )
und a,=b(2 - 3).

Somit gilt tane; = a;:b=2+ \/3_
und tana1=az=b=2—f3_,
also o, =75°und §,=15°
a;=15° und f,=75°
Ma 10/12 m 2748

a) Flicheninhalt des Dreiecks: 4 = %a’

COSl
2 =

Voraussetzung

folgt ¢ = 4ab.

bzw.

Linge einer Kathete: a;
Rotationskérper K: gerader Kreiskegel
mit r=a und h=ga;

Das Volumen V, betrigt: ¥V, = %na’;
mat-4 )
m; Vl' V2=4-3.

4
Das konstante Verhiltnis ist 3

b) Flicheninhalt des Rechtecks:
ST S Y
A =a 2 a= ) a?;

Linge der Seiten: @ bzw. %a;

Rotationskérper K,: gerader Kreiszylinder

Vergleich: V,: V, =

. 1
mit r=—a und h=a,

2
1 \? 1
Volumen V,: V2= 2 a) ‘ma; Vz=71ta3

/'Te\___— ————/;1\\\

/
! \ / \\
(o Do
! { h ] ! \
! 1 | H
! ! \ |
Vo V)
|/ \ |/

N L/ \ 4

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 1/87

Ma 5w 2750 Aus (2) folgt: Herr Schmidt
ist Arzt von Beruf. Aus (3) und (4) folgt:
Herr Schmidt wohnt weder in Weimar
noch in Eberswalde. Folglich wohnt Herr
Schmidt in Suhl. Aus (4) folgt: Herr Sie-
wert wohnt nicht in Eberswalde, also in
Weimar. Aus (3) folgt: Herr Siewert ist
Dreher von Beruf. Deshalb wohnt Herr
Miiller in Eberswalde und ist Bicker von
Beruf.

Ma5w2751 Der
Tankstelle betrigt
64-24001=1536001.

Nun gilt 153600: 1600 = 96.

Der Vorrat wiirde 96 Tage reichen, wenn
tidglich nur 1600 Liter verkauft werden.

Kraftstoffvorrat  der

Ma5m2752 Angenommen, Ingrid ist n
Jahre ait, Barbara also 2n Jahre, der Vater
7n Jahre, die Mutter 6n Jahre alt. Das sind
zusammen 16n Jahre. Nun gilt 16-n = 96,
also n=6. Ingrid ist 6, Barbara 12, die
Mutter 36, der Vater 42 Jahre alt.

Ma5m2753 a) Der halbe Umfang des
Rechtecks betrigt

120cm:2 = 60 cm. Deshalb ist eine Seite
20 cm, die andere 40 cm lang.

b) In das Rechteck lassen sich in einer
Reihe 5 Plittchen hochkant und dariiber
noch 3 Plittchen breitkant, insgesamt also
8 Plittchen legen.

Ma5m2754

Wegen 32 Pf + 40 Pf = 72 Pf, also
4-8Pf+8-5Pf=72Pf

gehoren zu dieser Wandergruppe
4 + 8 = 12 Schiiler.

Ma5m2755 Angenommen, mit dem Bus
fahren x Kinder, also 2x Frauen und somit

" 4x Minner; das sind zusammen

x + 2x + 4x = 7x Personen. Nun gilt

Tx =42, also x=6.

Mit dem Bus fahren 6 Kinder, 12 Frauen
und 24 Minner.

Fortsetzung in Heft 4/87, d. Red.
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Alte Vorlesungs-
mitschrift
entdeckt!

In der Bibliothek der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt in Leipzig habe
ich vor wenigen Jahren eine Mitschrift
einer Vorlesung des bedeutenden Mathe-
matikers Felix Klein') gefunden, die einer
seiner Assistenten angefertigt hat. Sie ist
uberschrieben: Funktionentheorie in geome-
trischer Behandlungsweise.

Felix Klein hielt diese interessante Vorle-
sung in den Jahren 1880/81 an der Leipzi-
ger Universitit.2) In geometrisch-anschau-
licher Form und sehr einprigsam werden
darin Dinge behandelt, die auf dem Be-
reich der komplexen Zahlen aufbauen.
Eine sehr wichtige und grundlegende Ei-
genschaft ist hierbei die sogenannte Trans-
formation durch reziproke Radien. Zwei
Punkte der Ebene, die durch diese Trans-
formation einander zugeordnet sind, nennt
man auch konjugierte Punkte. Darunter ver-
steht man die Abbildung von Punkten der
Ebene aufeinander, die spiegelbildlich be-
ziiglich der Peripherie des Einheitskreises
liegen. Die beiden einander zugeordneten
Punkte z und w liegen dabei (siehe Bild 1)
auf einem vom Kreismittelpunkt 0 (Koor-
dinatenursprung) ausgehenden Strahl und
es gilt:

Bild 1

Ow =0; oder eben Ow0z =1. Sind der
z

Kreis und der Punkt vorgegeben, so kon-
struiert man das zu z gehérige w auf der
Geraden durch 0 und z wie folgt: Man lege

1) Ausfuhrliches zu Leben und Werk von
Felix Klein findest du in dem Buch Felix
Klein von R. Tobies und F. Konig, das als
Band 50 der Reihe Biographien hervorragen-
der Naturwissenschaftler, Techniker und Medi-
ziner beim Teubner-Verlag Leipzig erschie-
nen ist.

2) Diese Vorlesung wird in Buchform als
Band 7 der Reihe TEUBNER-ARCHIV zur
Mathematik beim Teubner-Verlag Leipzig
voraussichtlich 1987 erscheinen.

72 - alpha, Berlin 21 (1987) 3

von z aus die beiden moglichen Tangenten
an den Kreis. Die Gerade durch die beiden
Beriihrungspunkte (genannt Polare zu z)
schneidet die Gerade durch 0 und z in w.

Aufgabe 1
Beweise, daB 0w 0z = 1!

In der zweiten Hailfte des 19. Jahrhunderts
war an den Hochschulen und Universititen
die Herstellung und Benutzung mathema-
tischer Modelle sehr verbreitet. Beispiels-
weise konstruierte im Jahre 1864 der Tech-
niker und Mathematiker Peaucellier eine
Apparatur, die es in gewissen Grenzen ge-
stattet, die konjugierten Punkte mecha-
nisch zu bestimmen. Man nannte dieses
Gerdt den Inversor wvon Peaucellier. In
Kleins Vorlesung ist er etwa so beschrieben
(siehe Bild 2): A

Bild 2

»,Um einen festen Punkt 0 sind die beiden
gleichlangen Arme 04 und 0B drehbar. In
A und B sind mittels Scharnieren je zwei
neue gleichlange Stidbe befestigt, die wie-
derum in w und z mit Scharnieren verbun-
den sind. Bewegt man jetzt 04 und 0B um
0, so sind w und z immer zwei konjugierte
Punkte.“

w und z liegen tatsdchlich stets spiegelbild-
lich beziiglich der Peripherie eines Kreises
mit dem Mittelpunkt 0. Allerdings ist die-
ser Kreis nur dann der Einheitskreis, wenn
die Differenz a? — b2 gleich 1 ist.

Aufgabe 2

Man zeige, daB auch beziiglich Bild 2

gilt 0w0z=a2-b2(=1)!

(Hinweis: Driicke Ow und 0z mittels Win-
kelfunktionen aus und benutze einen ent-
sprechenden Ausdruck fir AQ! Ferner
braucht man noch die bekannte Beziehung
sin?a + cos?x =1.)

Nachfolgend noch zwei Aufgaben, die in-
haltlich eng mit der 1880/81 gehaltenen
Vorlesung von Felix Klein Funktionentheo-
rie in geometrischer Behandlungsweise stehen.
(Siehe Band 7 der Reihe ,TEUBNER-Ar-
chiv zur Mathematik“.) Gegenstand der
Aufgabe 3 ist die logarithmische Spirale.
Diese Kurve war ein grundlegendes Bei-
spiel einer gemeinsamen wissenschaftli-
chen Arbeit der Mathematiker Felix Klein
(1849 bis 1925) und Sophus Lie (1842 bis
1899), die sie in den siebziger Jahren des
19. Jahrhunderts schrieben. Fiir beide war
es inhaltlich ein entscheidender Ausgangs-
punkt fir ihre bedeutendsten mathemati-
schen Leistungen.

Aufgabe 3

Fiir eine feste (konstante) reelle Zahl k
wird durch die Gleichung
@=k-log.r

(e =2,718...) eine sogenannte logarithmi-
sche Spirale definiert. Wir zeichnen ein-
mal fir k =1 die zur Gleichung gehérige
Kurve in ein r, ¢-Koordinatensystern und
erhalten (Bild 3). Warum wohl heifit die
Kurve Spirale, obwohl die oben abgebildete
Kurve nicht spiralférmig aussieht?

Bild 3
¥ (Winke! in Bagenma# )
4 _“/‘"/'_
I
— r
7
Aufgabe 4

Wir betrachten auf gekriimmten Flichen
im Raum geschlossene Kurven ohne Dop-
pelpunkt. Dabei soll nicht zwischen Kur-
ven unterschieden werden, die man durch
Verschiebung und Verzerrung (ohne die
Kurve zu zerreiBen) ineinander liberfiithren
kann (zur Deckung bringen kann). So ist
z.B. auf der Torusfliche (Bild 4) zwischen
den Kurven 2 bis 6 nicht zu unterscheiden.

Bild 4

Wohl aber ist 7 oder auch 1 eine andere ge-
schlossene Kurve. Von besonderer Bedeu-
tung sind dabei diejenigen Kurven, die
man auf der Fliche nicht auf einen Punkt
zusammenziehen kann. Dies ist etwa bei
Kurve 1 und bei Kurve 2 der Fall, Kurve 7
hingegen 148t sich auf einen Punkt zusam-
menziehen. Und beim Torus gibt es in der
Tat nur zwei solcher Kurven.

Wieviel solche geschlossene Kurven, die
man nicht auf einen Punkt zusammenzie-
hen kann, existieren

a) auf der Kugel,;

b) auf der Brezel (Bild 5)?

Uberpriife insbesondere das die Brezel um-
schlingende Band 8! F.Konig

Immer weigere ich mich, irgend etwas des-
wegen fiir wahr zu halten, weil Sachver-
stindige es lehren oder auch, weil alle es
annehmen. Jede Erkenntnis muB ich mir
selbst erarbeiten. Alles muB ich neu durch-
denken, von Grund auf, ohne Vorurteile.
Albert Einstein



Knifflige
Gliickwiinsche

Anfang 1987 war die alpha 20 Jahre alt, ihr
Chefredakteur erreichte das 65. Lebensjahr
(11. 1.). Zahlreiche Freunde haben diese
beiden Geburtstage zum AnlaB genom-
fnen, an gemeinsame Wege und Ziele zu
erinnern, und ihre guten Wiinsche auf vie-
lerlei Art zum Ausdruck gebracht. Die
Freude dariiber verbindet, verpflichtet und
regt zum Nachdenken an.

Auf diesem Wege sei allen herzlicher Dank
gesagt.

Drei originelle Gliickwiinsche sollen die
54000 alpha-Leser zum Knobeln anregen.

Ala Die aus Holzchen gelegte ALPHA-
Figur ist durch Umlegen von a) 4 Holz-
chen, b) $ Holzchen, c¢) 6 Holzchen und d)
7 Holzchen so abzuidndern, daB jeweils 7
kongruente Quadrate entstehen.

]
NI EREIN

A2 a Emmittle alle nichttrivialen Losun-

gen des abgebildeten ALPHA-Gleichungs-

systems, d.h., bestimme alle Zahien A, L, P

und H (alle ungleich Null), die das Glei-

chungssystem erfiillen!

Q) A+L+P-H-A=A
) A+L:-P-H-A=L
3) A-L-P-H+A=P
@ A+L-P-H+A=H
(55 A-L-P+H+A=A

Gliickwunsch

aus der ,Leipziger Volkszeitung®,

Autor: Dr. R. Mildner,

Karl-Marx-Universitit Leipzig

A3 A Zum 65.Geburtstag des Chefredak-
teurs der alpha sandte die langjdhrige Lese-
rin, ‘Frau Susanne Nofke aus Borna, ein
magisches Geburtstagsquadrat:
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Finde mit Hilfe von 16 Schablonen (sie
sind stark verkleinert wiedergegeben) die
120 verschiedenen Zusammenstellungen
von 5 Zahlen, deren Summe jeweils 65 be-
trégt!

Am 1. Mirz 1987 iibergab Oberstudienrat
J. Lehmann, seit 13. Dezember 1945 im
Schuldienst, seit 20 Jahren Chefredakteur
der alpha, sein Amt an die Leipziger Dipl.-
Lehrerin Gabriele Liebau (im Bild rechts).
J.Lehmann wird weiterhin im Redaktions-
kollegium mitarbeiten und sicher seine rei-
chen Erfahrungen auch als Rentner
(11.1.1987) in Schrift und Wort noch viele
Jahre weitergeben. Sein besonderer Dank
gilt dem Redaktionskollegium und der um-
sichtigen Redaktionssekretirin Rosemarie
Schubert (im Bild links), die 15 Jahre lang
fleiBig wirkte, insbesondere bei der Erstel-
lung der oft nicht einfachen Manuskripte,
dem umfangreichen Briefwechsel und bei
der technischen Bewiltigung der umfassen-
den organisatorisch-technischen Arbeiten
fir den alpha-Wettbewerb. Wir wiinschen
der Nachfolgerin fiir ihre neue Titigkeit
viel Freude und Erfolg.
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Wiirfeln
ohne Wiirfel

Vorbemerkung: Im folgenden Artikel
kommt der Begriff der Wahrscheinlichkeit
vor. Fiir das Verstindnis des Artikels ist es
wichtig zu wissen, daB die Wahrscheinlich-
keit eines zufilligen Ereignisses gleich ist
dem Quotienten aus der Anzahl der fiir das
Ereignis gunstigen Moglichkeiten und der
Gesamtanzahl der Moglichkeiten; dabei
mufBl man natiirlich davon ausgehen kon-
nen, daB es nur endlich viele Méglichkei-
ten gibt und jede dieser Moglichkeiten die
gleiche Chance hat realisiert zu werden.
Die Formulierung auf gut Gliick, die wir
nachfolgend oft verwenden, bedeutet ge-
rade, daB allen Moglichkeiten die gleiche
Chance eingerdumt wird.

Mit einem Spielwiirfel, wie wir ihn alle
kennen, ist es moglich, Zufallszahlen zu
erzeugen. Man denkt dabei in erster Linie
natiirlich an die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6;
und wenn der Wiirfel gut ist, dann werden
diese Zahlen alle die gleiche Wahrschein-

lichkeit haben, nidmlich l. Dies duflert

6

sich in langen Reihen von Wiirfelexperi-
menten darin, daB die einzelnen Zahlen
als Augenzahlen ungefihr mit der gleichen
relativen Hiufigkeit auftreten. (Die relative
Hiaufigkeit z. B. der Augenzahl 7 ist gleich
dem Quotienten aus der Anzahl der Wiirfe,
in denen die ! auftrat und der Gesamtan-
zahl der Wiirfe.)

Nun gehen wir einmal davon aus, daB uns
kein Wiirfel zur Verfiigung steht und wir
dennoch solche Zufallszahlen erhalten wol-
len. Der einfachste Weg scheint darin zu
bestehen, dal man — ohne zu wiirfeln -
eine Liste von Zahlen aufschreibt, die nur
die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 enthilt; diese
Liste mochte natiirlich so aussehen, als
wire sie durch Wiirfeln entstanden. Doch
die Sache ist gar nicht so einfach. Ein
Fachmann auf dem Gebiet der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung kime leicht da-
hinter, ob eine ihm vorgelegte Liste echt ist
oder nicht. In einer Serie von Wiirfen mit
einem Spielwiirfel stecken ndmlich — so
paradox dies auch klingen mag — viele Ge-
setzmiBigkeiten. Es ist daher ganz loh-
nenswert, einmal eine Liste z. B. von 216
(= 6% echten Wiirfelergebnissen und eine
solche Liste ohne Wiirfeln aufzuschreiben
und diese beiden Listen miteinander zu
vergleichen. Bei 216 Wiirfen mit einem
Spielwiirfel erwartet man jede der Augen-
zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 etwa 36mal; man
kann auch damit rechnen, daB insgesamt
etwa 36mal zwei gleiche Zahlen hinterein-

ander stehen (!) — und dies muB sich etwa
gleichmiBig auf die sechs Paare (1,1),
2,2), (3,3), 4,4), (55) und (6, 6) vertei-
len. Und, um eine weitere GesetzmiBigkeit
anzudeuten, etwa 6mal werden in einer
echten Liste drei gleiche Zahlen hinterein-
ander stehen. Wiirde man allein dies alles
beim Aufschreiben einer Liste von
216 Augenzahlen — ohne zu wiirfeln — be-
riicksichtigen kénnen?

Wir wollen uns hier mit Ersatzwiirfeln be-
schiftigen, d. h., wir wollen einige Zufalls-
experimente beschreiben, die 6 verschie-
dene Ausginge haben kénnen und die alle

die gleiche Wahrscheinlichkeit % besitzen.

Ersatzwiirfel 1: In einer Urne — so nennt
man iiblicherweise in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung einen Behilter (Becher,
Topf), in den man Kugeln hineinlegen und
mischen kann — befinden sich fiinf weille
Kugeln und eine schwarze Kugel. Man ent-
nimmt auf gut Glick eine Kugel. Ist diese
Kugel schwarz, so notiert man als Ver-
suchsausgang I; ist sie weiB, so entnimmt
man - ohne die gezogene Kugel zuriickzu-
legen — neuerlich auf gut Gliick eine Kugel.
Ist die an zweiter Stelle gezogene Kugel
schwarz, so notiert man als Versuchsaus-
gang 2; anderenfalls fahrt man in der be-
schriebenen Weise fort.

In Bild 1 haben wir fiir die jeweiligen Zie-
hungen die Wahrscheinlichkeiten der mog-
lichen Ergebnisse angegeben; die Wahr-
scheinlichkeit eines Weges ergibt sich dann
als Produkt der entsprechenden Wahr-

Wabhrscheinlichkeit des Auftretens des Ver-
suchsausganges / bei dem oben beschriebe-
nen Zufallsexperiment mit p;, so erhalten
wir also

_1
P1—6

s1_1
h=g'57%

5. 41 _1
BT 5 T

5431 1
=S5 436

54321 1
TS5 432 6

34321, 1
P65 43 2 6"

Somit handelt es sich bei diesem Zufalls-
experiment tatsichlich um einen Ersatz-
wiirfel.
Ersatzwiirfel 2: In einer Urne befinden sich
drei Kugeln, eine weile O, eine schwarze
® und eine rote Kugel ¢. Man entnimmt
der Ume auf gut Gliick nacheinander zwei
Kugeln, wobei man die bei der ersten Ent-
nahme gezogene Kugel vor der zweiten Ku-
gelentnahme nicht zuriickiegt. Den sechs
moglichen Ergebnissen - vgl. Bild 2 — ord-
nen wir in eineindeutiger Weise die Zahlen
1,2,3,4,5 und 6 zu.
Fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
des Ergebnisses mit der Nummer i ergibt
sich — unabhingig von i — (i=1,2,...,6)
1 1 1

Es liegt also auch bei diesem Zufallsexperi-
ment ein Ersatzwiirfel vor.
Ersatzwiirfel 3: In einer Urne befinden sich

scheinlichkeiten. Bezeichnen wir die zwei weiBe und zwei schwarze Kugeln.
Bild 1
1. Ziehung O e—e .
2. Ziehung O e — =2
YN
D) 4
3.Ziehung O o —0O09 23
YN |
4. Ziehung o — OO0 e 4
S.Ziehung O\ o — COO00e =5
6. Zichung o — OO0 =6
Bild 2 Cad
1. Ziehung O o &b
YN YN YN
2.Ziehung @ (2> O [45) O o
O O €O D DO D@
a9 a2 a3 a4 a5 a6
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Bild 3
1.Ziehung , QO [ ]
2.Ziehung QO o O ®
_ J I
3. Ziehung

?y
8

ooo——r/'-

= O8®—0

Man entnimmt der Urne auf gut Gliick
nacheinander ohne Zuriicklegen drei Ku-
geln. Die moglichen Ergebnisse lassen sich
wiederum in eineindeutiger Weise den
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 zuordnen; dies
und die Wahrscheinlichkeiten p; fir das
Auftreten des Ergebnisses mit der Nummer

i (1=1,2,...,6) lassen sich leicht aus
Bild 3 ableiten.
1 1 1

=73 l=F=p,
121 _1_
2= 3 2—6—P3 P4y =Ds.

Wir erhalten also auch hier, da8 die Zahl i
mit der Wahrscheinlichkeit

Di =% (i=12,...,6) agftritt,

d.h., wir haben einen weiteren Ersatzwiirfel
vOr uns.

(Wir bemerken am Rande, daB noch eine
vierte Ziehung durchgefithrt werden
k6énnte. Da sich die Ergebnisse bei vier
Zichungen von denen nach drei Ziehungen
nur dadurch unterscheiden, daB an letztere
die einzige in der Urne noch vorhandene
Kugel angehangt wird, wiirde sich bei vier
Ziehungen also ebenfalls eine gleichmai-
Bige Verteilung der Gesamtwahrscheinlich-
keitsmasse 1 auf 6 Moglichkeiten ergeben.)
Es lassen sich ohne groe Miihe noch wei-
tere Zufallsexperimente angeben, bei de-
nen 6 Ausginge moglich sind und die alle
die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. (So
ist z. B. die gleichzeitige Entnahme von
zwei Kugeln auf gut Gliick aus einer Ume,
die vier verschiedene Kugeln enthilt, ein
weiteres solches Zufallsexperiment.)

Wir wollen uns aber noch gewissen Verall-
gemeinerungen obiger Beispiele zuwenden,
wobei es letztlich um die Frage geht, wie
man eine gleichmiBige Verteilung (der Ge-
samtwahrscheinlichkeitsmasse 1) auf eine
vorgegebene Anzahl N von Punkten (z. B.
auf die Zahlen 1, 2, ..., N) erzeugen kann.
(In den obigen Beispielen war N = 6.)
Zunichst betrachten wir — im Anschluf an
Ersatzwiirfel 3 - folgende Situation: In
einer Urne befinden sich n weiBe und n
schwarze Kugeln; dabei ist n eine beliebige
natiirliche Zahl. Man entnimmt der Urne
auf gut Gliick nacheinander ohne Zuriickle-
gen 2n — 1 (oder 2n) Kugeln. Es ist nicht
schwer, sich davon zu iiberzeugen, daBl es

(-

alonl Ergebnisse
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verschiedene

gibt und daB diese alle die gleiche Wahr-
scheinlichkeit haben. (Diese Wahrschein-

1 nln!

2n\y @)
ry )
Auf diese Weise kann man also gleichmi-

Bige Verteilungen auf (2:) Punkten her-

stellen. (Fiir n = 2 ergibt sich 6 — vgl. Er-
satzwiirfel 3 —; fir n=13 ergibt sich 20,
n = 4 fihrt auf 56.)

Nun ist es nicht wesentlich, daB die An-
zahl der weiBen Kugeln gleich der Anzahl
der schwarzen Kugeln ist. Hat man m
weile Kugeln und n schwarze Kugeln, so
entsteht durch m+n—1 (oder auch
m + n) Entnahmen - nacheinander, auf
gut Gliick, omme Zuriicklegen — eine gleich-
m+n)_ (m+ml

m!-n!

lichkeit betrigt dann

miBige Verteilung auf

Punkten; die Wahrscheinlichkeit jedes
Ergebnisses ist also gleich ———.
m+n
m

Damit ist die oben formulierte Frage, wie
man eine gleichmiBige Verteilung auf
einer beliebig vorgegebenen Anzahl N von
Punkten erzeugen kann, bereits vollstindig
beantwortet: Man wihle n=1, m=N—-1;

danngilt(m;"> ( _1“) (N> N.

(Der Ersatzwiirfel 1 beinhaltet den Fall
N=6,m=35n=1)
Und noch ein letzter Schritt: Es ist auch
nicht wesentlich, daB es nur zwei Sorten
verschiedener Kugeln gibt. Hat man also
n; Kugeln der Sorte S;, n, Kugeln der Sorte
S, ..., i Kugeln der Sorte S; (k ist irgend-
eine natiirliche Zahl =2), so entsteht
durch n;+n+ ...+ m—1
Entnahmen - nacheinander, auf gut Gliick,
ohne Zuriicklegen - eine gleichmaBige
Verteilung auf

(m+5n+ ...+ n)!

(nl +n+ ..+ nk) o
ny, Ny, ..., N ml-nyl- !

Punkten; die Wahrscheinlichkeit jedes Er-

gebnisses ist also gleich
1

("1 +n,+ ...+ nk) .
ny, Ny, ..., Ny
Und hier kénnen wir endlich auch unseren

Ersatzwiirfel 2 einordnen:
k=3, n=n=n=1,

30\ ) .
(1’ ! 1) =6 G.Maibaum/A. Plocki

m+n+n=3,

Konstruktion einer Strecke
I =t mit Zirkel und Lineal

In alpha 2/84 wurde beschricben, wie man
mittels Zirkel und Lineal eine Strecke
! =7 konstruieren kann. Dabei wurde der
Bruch

355

STERE 3,1415929... ~ 3,14159%6... =

zugrunde gelegt. Eine andere Moglichkeit,
diese Aufgabe zu losen, ist folgende Kon-
struktion (siche Bild):

JFC G

Man zeichnet um M einen Kreis mit dem
Radius r =1 und in diesen Kreis zwei auf-
einander senkrecht stehende Durchmesser,
die auf dem Kreis die Punkte 4, B, C und
D bestimmen. Im Punkt C wird die Tan-
gente an den Kreis gelegt. Ein Kreisbogen
um B mit dem Radius r = 1 schneidet den
Kreis zwischen B und C im Punkt E. Eine
durch M und E gelegte Gerade schneidet
die Tangente im Punkt F. Von F begin-
nend wird auf der Tangente in Richtung C
(und iiber C hinaus) eine Strecke FG =
Jrabgetragen, d. h. auf der Tangente wird
der Punkt G festgelegt. Jetzt kann man die
Strecke 4G zeichnen, wobei AG =~ ist.

Aufgabe

Die Linge der Strecke 4G ist als Dezimal-
bruch zu bestimmen.

Losung

Die Punkte M, B und E sind Eckpunkte
eines gleichseitigen Dreiecks mit der Sei-
tenldnge r. Aus dem Fakt, daB die Innen-
winkel dieses Dreiecks 60° betragen, kann
man die GroBe des Winkels 5 CMF = 30°
ableiten. Demzufolge kann man das Drei-
eck MCF als ,bhalbes gleichseitiges Drei-
eck“ mit der Hohe MC = 1 und der Seiten-
linge MF (= 2 CF) auffassen. Mit Hilfe des
Satzes des Pythagoras kann man die
Strecke CF berechnen:

TP+ MC* = M
TP +1 = 4CP
1w
T3 = TF

Somit betrigt in dem rechtwinkligen Drei-
eck ACG die eine Kathete CG =3 — %\/3_

und die andere Kathete AC = 2. Die Liinge
der Hypotenuse kann man nach dem Satz
des Pythagoras berechnen:

AG = {AC? + CG?
2
za=1h+(3—§J§)
AG = 4+9—21/3‘+%
I 40
AG=4/5 243
AG =3,1415333... ~1=3,1415926...

M. Wilde, Leipzig



Mathematik-Studium
in der Ungarischen Volksrepublik

Mein Name ist Steffen Zopf. Zur Zeit ar-
beite ich als befristeter Assistent an der
Karl-Marx-Universitit in Leipzig. Von
1976 bis 1979 war ich Schiiler der Karl-
Marx-EOS Leipzig. Fiir Mathematik habe
ich mich schon immer interessiert. So war
ich seit der 6. Klasse Mitglied der Mathe-
matischen  Schiilergesellschaft (MSG)
Leipzig (wo ich jetzt auch selbst einen Zir-
kel leite) und in der 10. und 11. Klasse in
einem Spezialzirkel bei Dr. H. Englisch.
Auf Grund guter Ergebnisse in den Mathe-
matikolympiaden nahm ich 1979 an der
XXI. Internationalen Mathematikolym-
piade (IMO) in London teil.

1980 begann ich dann ein Mathematikstu-
dium - in der Ungarischen Volksrepublik
an der Universitit Attila Jozsef in Szeged,
gelegen im Linderdreieck Ungamn - Jugo-
slawien — Rumiénien. Dazu kam es so: An
der EOS wurden die besten Schiiler, falls
sie den Wunsch hatten, an die ABF Walter
Ulbricht in Halle delegiert, um dort ein
Vorbereitungsstudium von einem Jahr auf-
zunehmen.

Dort absolvierte ich also das Abitur und
lernte auch ~ 10 Stunden in der Woche -
Ungarisch. Heute hat das Vorbereitungs-
studium eine Lénge von zwei Jahren; man
wird von der Oberschule zum Vorberei-
tungsstudium delegiert.

Nach einem einmonatigen Sprachkurs im
August 1980 in Budapest begann das
eigentliche Studium in Szeged. Mit der un-
garischen Sprache hatten wir natiirlich zu
Anfang sehr groBe Schwierigkeiten — nicht
so sehr auf dem Gebiet der Mathematik,
als vielmehr in den anderen Féchern, wie
Materialismus oder Physik, und im tégli-
chen Gesprich mit unseren ungarischen
Kommilitonen und Zimmerkameraden.
Aber nach etwa einem Jahr konnten wir
uns schon fast miihelos verstindigen. In
Szeged waren wir recht wenige Studenten
aus der DDR: Erst zwei Jahre vor meinem
Studienbeginn waren die ersten DDR-Stu-
denten an die dortigen Universititen ge-

kommen (wissenschaftliche und medizini--

sche Universitit). Das hatte aber auch
Vorteile. Dieses Studium, das ich 1985 er-
folgreich abschloB, werde ich wohl nie ver-
gessen.

Noch etwas zur Universitat Attila Jozsef
(die nach einem beriihmten Nationaldich-
ter Ungarns benannt ist): Sie gliedert sich
in drei Fakultiten, von denen eine die na-
turwissenschaftliche Fakultdt ist, an der
auch das mathematische Institut Jdnos Bo-

lyai arbeitet. Dessen Leiter war auch noch
zu der Zeit, als ich studierte, Prof. Béla Szj-
kefalvi Nagy, ein bekannter ungarischer
Mathematiker. In Mathematik kann man
zwei Studienrichtungen belegen: die des
Programmplaners und die des modellbilden-
den Mathematikers. Beide Ausbildungen
dauern finf Jahre und sind iiberaus griind-
lich. Die Schwerpunkte liegen etwas anders
dls in der DDR, so nehmen Geometrie,
Zahlentheorie und Kombinatorik einen
wesentlichen Platz ein, wie man auch an
den folgenden Aufgaben, die in ungari-
schen Mathematikzirkeln behandelt wer-
den, sieht:

Aufgaben

Ala Seien «, § und y die Innenwinkel
eines Dreiecks. Man beweise die folgende
Ungleichung!

1
cosa-cosﬂ-cosyg—s—

In welchen Dreiecken gilt das Gleichheits-
zeichen?

A2 a Fiir welche reellen Zahlen x gilt
x1-x=2 <19

A 3a P sei ein Polyeder, dessen Seiten-
flichen regelmiBige Fiinf- und Sechsecke
sind. Dabei ist jedes Fiinfeck nur von
Sechsecken umgeben, wihrend an die
Sechsecke abwechselnd Fiinf- und Sechs-
ecke angrenzen. Man beweise, daBl es nur

Studenten bei der Weinemnte

einen solchen Polyeder gibt; dieser gleicht
einem gewohnlichen FuBball.

A4a Was geschieht in Aufgabe 3, wenn
wir statt Fiinfecken regelmiBige Dreiecke
und statt Sechsecken regelmiBige Vierecke
betrachten?

Hinweis: Aufgabe 3 und 4 lassen sich sehr
gut mit dem Eulerschen Polyedersatz 16sen,
wonach in einem (konvexen) Polyeder im-
mer gilt: e — k+ f=2 (e: Anzahl der Ek-
ken, k: Anzahl der Kanten; f: Anzahl der
Seitenflichen).

A5aA Man beweise: Sind n und m unge-
rade natiirliche Zahlen, dann sind

2"+1 und 2" +1

Teiler von 27" + 1!

A6a Esseien n Sorten von Buchstaben
gegeben, von jeder Sorte genau zwei Stiick.
Wieviel verschiedene Worter lassen sich
daraus bilden, die nur aus zwei Buchstaben
bestehen? Wie groB wird die Anzahl dieser
Worter, wenn sie alle aus drei Buchstaben
bestehen?

Und nun noch eine fast klassische (und
auch schwierige) Aufgabe, die mir aber im
Studium viel SpaB bereitet hat:

A7a Auf einem Ball sind insgesamt n
Paare anwesend. An einem Tanz beteiligen
sich alle Teilnehmer des Balls. Wieviele
Moglichkeiten gibt es fiir diesen Tanz, bei
dem keiner mit dem Partner tanzt, mit
dem er auf den Ball gekommen ist?

St. Zopf
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Der Vier-Quadrate-Satz

Teil 2

Leonhard Euler

Die unbewiesenen zahlentheoretischen Be-
hauptungen Fermats regten Leonhard Eu-
ler (1707 bis 1783, siehe alpha,
Heft 2/1983) immer wieder an, sich mit
ihnen zu beschiftigen. (Auf dem Gebiet
der Zahlentheorie gilt Euler als der groBe
Fortsetzer von Fermat.) Aus Eulers Korre-
spondenz mit Christian Goldbach (1690
bis 1764), einem ideenreichen Gelehrten
mit groBem mathematischen Verstindnis,
der erst als Akademie-Mitglied in Peters-
burg wirkte (wie auch Euler von 1727 bis
1741, und von 1766 bis 1783), seit 1728
aber im russischen Staatsdienst in Moskau
tatig war, ist zu ersehen, daB Euler sich
mehrere Jahrzehnte auch um den Beweis
des Vier-Quadrate-Satzes bemiihte. Erstmals
schrieb er dariiber am 4. Juni 1730 an
Goldbach. Er hitte die Opera Fermats gele-
sen und wire dabei auf den Vier-Quadrate-
Satz gestoBen. Drei Wochen spiter mubBte
er bekennen, daB es ihm nicht gelungen
ist, den Satz zu beweisen.

DaB Euler sich wiederholt damit befaBte,
zeigen auch die im Leningrader Akademie-
Archiv vorhandenen Notizbiicher Eulers.
Unter den Notizen, die Euler in den Jah-
ren 1736 bis 1740 geschrieben hatte, befin-
det sich neben anderen sich auf den Vier-
Quadrate-Satz beziehende Eintragungen
die folgende Produktformel:
@+ b2+ c2+d?) (p2+q*+ri+s?

= (ap + bg + cr + ds)?

+ (bp — aq + dr + cs)?

+ (cp — dg — ar + bs)?

+ (dp + cq — br — as)?,

die Euler 1748 und 1749 auch in Briefen
an Goldbach aufschrieb. Die spiter als Eu-
lersche Identitdt bezeichnete Formel zeigt,
daB ein Produkt von als Summe von vier
Quadraten darstellbaren Zahlen selbst wie-
der als eine solche Summe darstellbar ist.
Nun ist jede natiirliche Zahl > 1, wenn sie
nicht selbst Primzahl ist, ein Produkt von
Primzahlen. Es geniigt also, den Vier-Qua-
drate-Satz fir ungerade Primzahlen zu be-
weisen! (Fiir die einzige gerade Primzahl 2
ist er offensichtlich:

2=02+0*+12+12%)

Am 12. April 1749 schrieb Euler (der seit
1741 in Berlin wirkte) an Goldbach: ,Dass

eine jede Zahl eine summa quatuor vel

pauciorum quadratorum (Summe von vier
oder weniger Quadraten) sey, kann ich bey-
nabe beweisen; es fehlt mir nehmlich nur

76 - alpha, Berlin 21 (1987) 4

noch ‘an einer Proposition (Satz), welche
dem ersten Ansehen nach keine Schwierig-
keit zu haben scheint.

Dieses Zeichen |Z| bedeute eine jegliche
Zahl, welche eine Summe von 4 oder weni-
ger quadratis (Quadratzahlen) ist, so sind
meine Sitze folgende

1. (Satz 8): Sia=[4] et b=[4],
erit quoque ab = .
(Wenna=und b=,

so wird auch ab = [4].)

Hiervon ist der Beweis biindig ...“, denn er
folgt sofort aus der Eulerschen Identitit.
LI (Satz 9): Si ab = [4] et a = [4],

erit etiam b = .

(Wenn ab= und 2 = [4],

so wird auch b = E.)

Dieses ist der Satz, worauf die ganze Sache
beruhet, und den ich noch nicht beweisen
kann.“

Der Satz 9 bedeutet: Ist die Summe von
vier Quadraten ganzer Zahlen teilbar durch
eine Summe von vier Quadraten ganzer

Zahlen, dann ist auch der Quotient eine

Summe von vier Quadraten ganzer Zahien.
Aus Satz 8 folgt nur, daB der Quotient eine
Summe von vier Quadraten rationaler Zah-
len ist. Ist némlich
n=ab=c?+d*+e?+ f2und
a=p*+qi+ri+s?,

dann gibt es (nach Satz 8) ganze Zahlen
u, v, w, x mit

nea=ul+ v+ w2+ x?

und es wird in der Tat

e (5 )
()6

Entscheidend ist also im Satz 9 die Aus-
sage, daB es sich wieder um Quadrate gan-
zer Zahlen handelt!

Aus dem Satz 9 folgt der

-Satz 10: Wenn ab = 4| und a * IZL

dann auch b+ [4].
Wiire namlich b = [4],
so wegen ab = [Z] nach Satz 9

auch a_: =a= ,

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Doch der Satz 9 (und damit der Satz 10)
blieb bei Euler unbewiesen. Klar sind nur
die folgenden Aussagen, worin E, eine

Zahl bedeutet, die eine Summe von héch-
stens vier Quadraten von Briichen ist.

Satz 11:'Wenn ab = EH und ¢ = [zla,

so b=[4],.

Satz 12: Wenn ab = IZ],, und g * Es,
so b *|4];.

Am 4. Dezember 1751 beendete Euler die
Diskussion mit Goldbach iiber den Vier-
Quadrate-Satz: ,Ich habe rigorosissime
(streng) bewiesen, daB wenn N ein nume-
rus integer (eine ganze Zahl) ist, allzeit
sein miisse N=A42+ B*+ C2+ D?, wo
aber 4, B, C, D sewohl numeros fractos als
integros (sowohl gebrochene als auch
ganze Zahlen) andeuten“ (das ist der Vier-
Quadrate-Satz C). Hieriiber hatte Euler be-
reits am 17.Juni 1751 in der Berliner Aka-
demie der Wissenschaften vorgetragen.
Eine Abhandlung mit dem Beweis des
Vier-Quadrate-Satzes C erschien gedruckt
erst 1760 in einer Schrift der Petersburger
Akademie. Euler bewies darin den folgen-
den

Satz 13: Ist p eine gegebene Primzahl, so
gibt es ganze Zahlen a, b derart, daB
1+ a? + 52 durch p teilbar ist.

Der Beweis des Vier-Quadrate-Satzes C er-
gibt sich daraus folgendermaBen. Es ge-
niigt zu zeigen, daB sich jede ungerade
Primzahl als Summe von vier Quadraten
gebrochener Zahlen darstellen 14Bt. Wire
dies falsch, so gidbe es Primzahlen, die sich
nicht als Summe von vier Quadraten von
Briichen darstellen lassen.

Es sei p die kleinste unter diesen Primzah-
len. Nach Satz 13 gibt es ganze Zahlen a, b
derart, daB 1+ a? + b2 durch p teilbar ist.
Dann gibt es auch ganze Zahlen ag, by mit

|ao|<§,|bo|<§so, daB n=1+ a}+ b3

durch p teilbar ist. (Ist ndmlich r der Rest
von a bei der Division durch p, so setze
ag=r, falls

r<% und a,=r— p, falls r>§.
Ist s der Rest von & bei der Division durch

p, so setze by = s, falls s > £

2
und by=s - p, falls s>§.)
2 2 2
Aus 1 <pT, al <-pT, b3<pT
p2
folgt aber n <3 -,
n _3p
also P < n <p.

Nach der Minimalwahl von p (als kleinster
Primzahl mit p + [z] p) muB somit die
Zahl % Summe von vier Quadraten gebro-

chener Zahlen sein. Dies ist ein Wider-
spruch. Denn aus

n
—-p=n=0+12+a} + b}

p
=[4]=[4]5 und p+ [4],
miifte nach Satz 12 % * E p folgen.

Mit Satz 10 wiirde analog der Beweis des
Vier-Quadrate-Satzes A zu fiihren sein. Es
gelang Euler jedoch nicht, den Satz 10 zu
begriinden.



Joseph Louis Lagrange

Eulers Arbeit las einige Jahre nach seiner
Ankunft in Berlin Joseph Louis Lagrange,
der seit 1768 auch zahlentheoretische For-
schungen betrieb. Im August 1768 hatte
Lagrange an d’Alembert geschrieben: ,Ich
habe mich in den vergangenen Tagen, um
ein wenig Abwechslung in meine Studien
zu bringen, mit einigen Problemen der
Zahlentheorie beschiftigt und ich versi-
chere Ihnen, daB ich weit mehr Schwierig-
keiten als erwartet gefunden habe.“ An-
kniipfend an Eulers Ideen (in dessen
Abhandlung von 1760) konnte Lagrange
bald ein schwieriges Problem l6sen. Es ge-
lang ihm, jene Liicke beim Beweis des
Vier-Quadrate-Satzes A zu schlieBen, die
Euler offen gelassen hatte. Er bewies den
Satz 14: Ist eine Summe a=r*+s?+ 2
+ u? von vier Quadraten ganzer Zahlen

teilbar durch eine Primzahl p > 1/; , dann
ist p selbst Summe von vier Quadraten
ganzer Zahlen, und folgerte daraus statt
des Satzes 10 den folgenden

Satz 15: Jede natiirliche Zahl, welche die
Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen
teilt, die teilerfremd zueinander sind, ist
selbst Summe von vier Quadraten ganzer
Zahlen.

-Aus Satz 15 folgt nun mit Eulers Satz 13
leicht der Vier-Quadrate-Satz A. Jede
Primzahl teilt nach Satz 13 eine Summe
1+ a?+ b2, allgemeiner also eine Summe
von vier Quadraten ganzer Zahlen, die tei-
lerfremd zueinander sind; sie ist somit
nach Satz 15 selbst die Summe von vier
Quadraten ganzer Zahlen. Lagranges Ab-
handlung dariiber (in franzdsischer Spra-
che, mit dem Titel Beweis eines arithmeti-
schen Theorems) erschien im Jahre 1772 in
den Memoiren der Berliner Akademie der
Wissenschaften. Diese Publikation muB
Euler sehr beeindruckt haben. Bereits am
21. September desselben Jahres reichte er
bei der Petersburger Akademie eine Arbeit
mit dem Titel Neuer Bewelis fiir die Zerlegung

der Zahlen in Quadrate ein (in lateinischer
Sprache). Er zog sie aber 1773 wieder zu-
riick, um sie bei einer Leipziger Zeitschrift
zur Verdffentlichung einzusenden, wo sie
dann noch im selben Jahr erschien. (Dies
wire so schnell bei der Petersburger Akade-
mie offenbar nicht mdglich gewesen. Euler
reichte nimlich eine andere Fassung dieser
Arbeit im Mirz 1774 bei der Petersburger
Akademie ein. In deren Schriften erschien
sie erst im Jahr 1780!) In dieser Arbeit wie-
derholte Euler kurz den von Lagrange ge-
gebenen Beweis, um nun selbst einen ein-
facheren zu geben.

Ich glaube, daB Newton Euler iiberlegen
ist, ich stelle aber Lagrange iiber Newton.
G. Monge

Studieren Sie Euler, wenn Sie ein
Mathematiker werden wollen, und
bemiihen Sie sich, selbst die Fragen
aufzul6sen, die er sich stellt.

J. L. Lagrange

Eine Biographie Lagranges

ist im Sammelband

Biographien bedeutender Mathematiker,
herausgegeben von H. WuBing und
W.Amold, Volk und Wissen Verlag,
enthalten.

Carl Friedrich GauB3

Am 10.Juli 1796 schrieb der 19jdhrige Got-
tinger Student Carl Friedrich GauB3 (1777
bis 1855) in sein mathematisches Tage-
buch: ,Heureka! (Ich hab’s gefunden!)
Zahl=A+ A+ AE
Die Darstellung von natiirlichen Zahlen
durch Rechensteine in Form von gleichsei-
tigen Dreiecken
0
0 00

0 00 000

0 00 000 0000

gehorte zur alten pythagoreischen Zahlen-
theorie. Man erhdlt die Dreieckszahlen 1,
3,6, 10, ....

GauBl war erstmalig der Beweis dafiir ge-
lungen, daB sich jede natiirliche Zah] als
Summe von drei Dreieckszahlen darstellen
14Bt. In seinem im Sommer 1801 erschie-
nenen Buch Arithmetische Untersuchungen
(in lateinischer Sprache), mit dem er in
strengem Sinne die héhere Zahlentheorie
begriindete, gab er einen tiefliegenden Be-
weis des Drei-Quadrate-Satzes (Satz 2),
woraus er leicht den Satz iiber die Darstel-
lung durch Dreieckszahlen und den Vier-
Quadrate-Satz A folgern konnte.

Carl Gustav Jacob Jacobi

Euler hatte noch eine andere Idee, den
Vier-Quadrate-Satz A zu beweisen. Er
setzte mit einer Unbestimmten x
PxX)=1+x+x*+x?+x®+x¥+ ...
und entwickelte (P(x))4 wieder in eine Po-
tenzreihe:

(P(x))' =1+ ax+bx2+ex?+dx‘....
Hierin ist aber der Koeffizient von x" ge-

rade die Anzahl, wie oft n als Summe von
vier Quadratzahlen darstellbar ist.
Um den Vier-Quadrate-Satz A zu bewei-
sen, ist somit nachzuweisen, daB alle Koef-
fizienten a, b, c, d, ... groBer als 0 sind.
Diese Beweismethode wurde zuerst voll-
stindig von Carl Gustav Jacob Jacobi
(1804 bis 1851), den seine Zeitgenossen
bewundernd den Euler des 19. Jahrhunderts
nannten (vgl. alpha, Heft 1/1980), in seiner
1829 erschienenen Monographie iiber so- ,
genannte elliptische Funktionen ausge-
fithrt. Aus Formeln, die seiner Theorie die-
ser Funktionen entstammen, konnte Jacobi
den folgenden Satz beweisen. )
Satz 16: Bezeichnet 4(n) die Anzahl der
geordneten 4-Tupel (w, x, y, z) ganzer
Zahlen mit

n=wl+x2+y?+z2,
wobei n eine gegebene natiirliche Zahl ist,
so gilt: .
Ist n gerade, so ist A(n) 24mal die Summe
aller ungeraden Teiler von n. Ist n unge-
rade, so ist 4(n) 8mal die Summe aller Tei-
ler von n.
Beispiele:
Hn=7A7=81+7) =64
Diese 64 Zerlegungen der 7 in vier Qua-
drate ganzer Zahlen entstehen durch Ver-
inderungen des Vorzeichens und Vertau-
schen der Summanden:
T=12+12+12+422
=(-1)2+12+12+22
=124 (-2)2+ (-1)?+12= ... usw.
2) n==6, A(6) =24(1 +3)=96
6=12+12+22+02
=02+ (-1)2+ (-2 +12= ... usw.
Im Jahre 1834 konnte Jacobi auch einen
rein zahlentheoretischen Beweis (ohne Be-
zug auf Formeln iiber elliptische Funktio-
nen) des Satzes 16 geben.

Zahlentheorie

Die genaue Untersuchung der Geschichte
des Vier-Quadrate-Satzes zeigt, wie eng er
mit der Geschichte der Zahlentheorie, des
reinsten und mathematischsten Gebietes der
Mathematik (K. Hensel), verbunden ist.
GauBl’ Beweis des Drei-Quadrate-Satzes
beruhte auf der Theorie sogenannter qua-
dratischer Formen (mit denen sich auch
Euler, Lagrange, Legendre beschiftigt hat-
ten), aus der sich die algebraische Zahlen-
theorie entwickelte. Mit Jacobis Beweis
(und einem Resultat von Dirichlet) wurde
de facto die analytische Zahlentheorie ein-
geleitet. Aus den Bemithungen um den Be-
weis einer schon 1770 von Waring formu-
lierten (den Satz von Lagrange verallgemei-
nemden) Vermutung (aber auch anderer,
wie der Goldbachschen Vermutungen) ent-
stand die additive Zahlentheorie.
,2lmmer aber wird“, wie schon Jacobi am
S. August 1847 in der Berliner Akademie
der Wissenschaften sagte, ,dem Diophant
der Ruhm bleiben, den tiefer liegenden Ei-
genschaften und Beziehungen der Zahlen,
welche durch die.schénen Forschungen der
neueren Mathematik erschlossen worden,
den ersten AnstoB gegeben zu haben.“

. H. Pieper
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Mit und ohne
Taschenrechner

Martina, Susan und Mario nehmen an
einer Mathematikarbeitsgemeinschaft ihrer
Schule teil. Heute iiben sie weiter den Ge-
brauch des Taschenrechners SR 1. Sie su-
chen und diskutieren verschiedene Re-
chenabliufe:

Beispiel 1

2

3-3125
Um den jeweiligen Rechenablauf zu no-
tieren wurde vereinbart, daB alles, was

in den Rechner -eingeben, in

m geschrieben wird, daB
eine einzugebende Ziffernfolge in nur ein
Eingabekistchen notiert werden kann und
daB fiir eine nachtrigliche Kontrolle Zah-
lenwerte der Anzeigetafel des Schulrech-
ners SR 1 eingefiigt werden diirfen. Sie ste-
hen aber dann nicht im Eingabekdstchen.
Martina rechnet und notiert:

El ] [=].~0,07598
_#13,161358
[x][2][5] ~26,322717..

Mario sagt: ,Ich kann den Nenner des Bru-
ches auch zuvor rational machen und da-
nach erst den Rechner verwenden.
Da die Formel
—b¥=(a—b)(@®*+ av+ b?
gilt, erweitere ich den Bruch mit
9+3325 + 625 .
Ich erhalte so
209+ 3325 +625)
3-¥25)9+3325 +¥625)
=9+3325 + 625 =

Marios Rechenablauf ist darum:

(] (3] (7] [+] -8.54988
[y] ~2,9240178

X131 [#] ~17,321933

(5] [=] #26,321933.

(Mario iiberlegte sich noch, daB

Y25 = V625 ist)
Martina ist iiber die voneinander abwei-
chenden Ergebnisse hochst verwundert. Sie

untersucht folgenden Rechenablauf:

[y] [=] -2.92402
[x7]_-8,549893

417,321953 [9][=] ~26,321953

Susan meint: ,,Die Abweichungen entste-
hen durch die unterschiedliche Wurzelbe-
rechnung.“

78 - alpha, Berlin 21 (1987) 4

Die Ergebnisse der vier Grundrechenopera-
tionen , E], , E] liefert der SR 1
auf neun Stellen. Davon werden bei Ergeb-
nisausgabe in Exponentendarstellung
hoéchstens fiinf angezeigt. Der Rechner hat
aber intern in diesen Fillen die maximale
Gesamtzahl Stellen zur Verfigung. Beim

Arbeiten mit der Taste [E] ist die Genau-
igkeit jedoch geringer. Es kOnnen minde-
stens funf Ziffern bei entsprechend ge-
nauen Eingangswerten als giiltig angesehen
werden. GréBere Genauigkeit bedarf hier
einer Kontrolle.

Bei [25][y"] [5].2.92402

sind es sechs zuverlissige Ziffern; denn

[x][=][=]_24,999981 und
[x][=][=] 425,000007.

Bildet man aber 3 — 2,92402 (vgl. Martinas
1. Losung!), so kommt es mit 0,07598 zu
einer Verminderung der Anzahl von we-
sentlichen und zuverldssigen Ziffern auf
vier.

Durch das Rationalmachen des Nenners
vermeidet Mario diese Verarmung der An-
zahl der wesentlichen und zuverlissigen
Ziffern. Aufgrund der Rechnung kann er
sechs wesentliche zuverldssige Ziffern er-
warten. Er muB dies aber liberpriifen. Mar-
tinas zweites Ergebnis ist nicht so genau
wie das von Mario, aber genauer als ihr er-
stes.

Beispiel 2

61/%—,/2_ +443+3042

a) Der numerische Wert ist mit einem Ta-
schenrechner SR 1 zu bestimmen!

b) Wie kann man bei dieser Aufgabe ohne
Hilfsmittel (Tafel, Taschenrechner, Re-
chenstab o.dgl.) den numerischen Wert be-
stimmen?

Losung:

a) Man kann folgendermaBen verfahren:

[x] 2] [{] (=] ~85,426407
(] ~9,2426407

CI21 =] ~8.5786 - 02
[/1[x] (6] (=] 11

Dieser Wert stimmt mit dem exakten {iber-
ein.

. b) Man erhilt durch Umformung der Auf-

gabe
V543642 + V4343042
=V(6-342) +V56+342) =11.

Bekanntlich ist \/{ eine irrationale Zahl,
deren Dezimaldarstellung ein unendlicher
nichtperiodischer Dezimalbruch ist. Der
SR 1 bricht die Rechnung nach der neun-
ten Ziffer ab und zeigt einen aus acht Zif-
fern bestehenden gerundeten Niherungs-
wert an. So steht nach der Tastenfolge
[y] im Rechenwerk des SR 1 der Wert
1,41421356, angezeigt wird aber der Wert
1,4142136. Man kann die in der letzten
Stelle des Rechenwerks stehende Ziffer
durch den folgenden Rechenablauf abfra-
gen:

[{] »1,4142136
(] (a1 ][=] -4, -08.

Im Rechenwerk erfolgte die Differenzbil-
dung

1,41421356 — 1,4142136 = —0,00000004 .
Die folgende Uberlegung zeigt das Beste-
hen der Ungleichung

1,41421356 < y2 .

Beim Rechenablauf [2][{] »1,4142136

B2 E1[2][=].--1, —o8

wird nicht der angezeigte Wert 1,4142136
quadriert, sondern der im Rechenwerk ste-
hende ungerundete Wert 1,41421356. Die
Differenzbildung zeigt, das Quadrat ist
kleiner als 2.

Dagegen ist beim Rechenablauf

1,4142136 | [x] »2,0000001

das Quadrat groBer als 2. Man beachte, der
aufgerundete Wert 1,4142136 steht bei die-
sem Rechenablauf im Eingabekistchen!
Mit einem Trick kann man eine Ziffer in
die letzte Position des Rechenwerkes brin-
gen: Man addiert und benutzt zur Eingabe

‘die Exponentendarstellung. Wir wissen be-

reits, daB nach [2] [{] im Rechenwerk des
SR 1 1,41421356 steht und also nach Addi-
tion von 0,00000001 (Exponentendarstel-
lung: »1, —08) der im Rechenwerk ste-
hende Wert 1,41421357 ist. Dieser Wert ist

gréBer als ‘/'2_ . Dies kontrollieren wir mit
dem Rechenablauf

(]
EIFEREL2, -os.

Damit folgt 1,41421357% > 2 und es ist
gezeigt, daB y2 < 1,41421357 ist.

Beispiel 3
Man bestitige mit dem SR 1, daB

1,73205080 < 43 < 1,73205081 ist!
Wir rechnen

[{].~1,7320508
=] (=10

(SchluBfolgerung: Auf 8 folgt 0.)

[3][/]_~1,7320508 '
13 CIBIEL-3, -08
(SchluBfolgerung: 1,73205080% < 3 und
also 1,73205080 < /3 )

(/] #1,7320508
[8] -1, -08 [=] ] [H] 3] [=] -0

(Schluifolgerung: Mit Hilfe des SR 1 kann
so nur festgestellt werden, daB 1,73205081

eine bessere Niherung flir 1/3_ ist als
1,73205080.)

Da 3 =575,
folgt aus dem Rechenablauf

[75] [7] [+] (5] [BEX] (/=] [8]

[=] -8,6602541 [xZ] »75,000001
[=1[75] E] _~0,0000007

und well -75,0000007 > 3 ist,

daB 3 < 1,73205031 gilt.
Somit gelten auch die obigen Schranken.



Beispiel 4

5

Gegeben ist x =73 Mit dem SR 1 ist y

numerisch zu berechnen, wenn
y= 32‘(%— x(x—%g-y/S_)) ist.
Losung:

W11 3] [E] 47,4535 —01
[+] (53] (3] (]
(13551 -02 [x]
[=].--6, -10

[x] (3] [7"] [24] [5] ~—169,4574.

Es ist aber

1 1845 1 5\
99 "X T35 "=W'<T)
18Y5 45 _ 1 5.6
55 3 99 9 11
_1-55+s4 o

99 g

und somit ist y =3%-0=0.
Das Rechnerergebnis ist vollig falsch.
Mit dem Rethner SR1 ist

(6] =] (11} (=1 [S1 (=] [9] [+] [99]
[1x] [Z] »-9, —10 bzw.

EEIE B e

[+ ] [=].--1, -09,

diese Ergebnisse weichen nur wenig von
dem exakten Wert 0 ab. Durch Multiplika-
tion mit der groBen Zahl 3?4 ergibt sich die
Rechnerkatastrophe.

Beispiel 5

Mit Hilfe des Schulrechners SR1 be-
stimme man auf vier wesentliche und zu-
verlissige Ziffern nach dem Komma den
numerischen Wert von

3/ V6400 + 6144 + {4800 + 4608 .

Loésung:

\/6400 = 80 bestimmt man im Kopf.
Der Rechenablauf ist nun

[{].478,383672
_2158,38367 []_~69,282032
_2227,6657 [4608][] ~67,882251
(=] #295,54795 [{] [{] 4,1462644.

Da %/\]6400 + Y6144 + /4800 + {4608
=1+42 +43

(der Leser filhre den Beweis!),

liefert der Rechenablauf

[ B[] 41462644

auch das Ergebnis. Dieser Rechenablauf ist
aber bedeutend kiirzer.

Das gerundete Ergebnis ist 4,1463.
Aufgrund der Beispiele wird festgestellt:
Mario: ,Mehr als funf zuverlissige Stellen
nach dem Komma darf ich bei meinem Er-
gebnis nicht erwarten. Es gilt:

Bei der Addition (bzw. Subtraktion) von
Niherungszahlen sind nur so viele Stelien
nach dem Komma beizubehalten, wie der
Summand (bzw. Subtrahend) mit der
kleinsten Anzahl von Stellen hinter dem
Komma hat. (1) :

Betiitigt man beim SR 1 die Taste [y*],

so betrigt die Zuverldssigkeitserwartung
héchstens sechs wesentliche Ziffern. (2)
Beachte ich eine Schutzstelle, so lautet
nach dem Gesagten mein Ergebnis:
26,3219 (vgl. Beispiel 11).“

Martina: ,Meine erste Rechnung (Bei-
spiel 1) ist wegen der Verringerung der An-
zahl wesentlicher und zuverlissiger Ziffern
nur auf zwei Stellen nach dem Komma ge-
nau. Das erste Ergebnis lautet bei mir
26,32. Meine SchluBfolgerung ist:

Habe ich die Differenz zweier fast gleicher
Zahlen zu bilden, so muB ich auf eine Ver-
ringerung der Anzahl wesentlicher und zu-
verldssiger Ziffern achten. Besonders ge-
fihrlich wird es, wenn eine- Differenz
zweier fast gleicher Zahlen im Nenner
eines Bruches steht.“ (3)

Susan: ,Wenn das Ergebnis mit nur héch-
stens finf wesentlichen und zuverldssigen
Ziffern zu bestimmen ist, kann ich, wenn
es die Rechnung erfordert, zweckmiBig die
Taste @ des SR 1 benutzen. Sonst meide
ich diese Taste, wenn es moglich ist. (4)
Mario vergaB zu sagen, auch beim Rech-
nen mit dem SR 1 gilt:

Einen irrationalen Nenner macht man
nach Moglichkeit rational. (5)

Solange wie moglich arbeite ich mit den

mathematisch-exakten Werten (z. B. \/2_ )
und nicht mit numerischen (z. B. 1,414)
und strebe Vereinfachungen an.“ (6)
Martina: ,Ich merke mir:
Durch die Rundungsautomatik des SR 1
kann es zu Fehlern kommen. (7)
Sie liegen wie bei jedem Runden in den
iiblichen Grenzen.
Beim Rechnen mit Briichen, deren Dezi-
maldarstellung mehr wesentliche und giil-
tige Ziffern hat, als das Rechenwerk des
SR1 faBt, muB ich auf Rundungsfehler
achten.“ (8)
Der Arbeitsgemeinschaftsleiter weist dar-
auf hin: ,Kontrollrechnungen sind immer
angebracht. (9)
Man soll versuchen, durch Uberschlags-
rechnung und Abschitzung die GréBen-
ordnung des zu berechnenden numeri-
schen Wertes zu bestimmen. (10)
Bei Beispiel 1 iiberlegt man sich:
VE < VT = 3. Schitzung: VE? =209,
22
3-325 3-29
Es kénnen mit Trick in der Weise, wie sie
bei den Beispielen 2 und 3 gezeigt wurde,
fir irrationale Quadratwurzeln Schranken
mit neun giiltigen Ziffern bestimmt wer-
den. (11)
Wenn die Genauigkeit -es erfordert, ist in
besonderen Fillen nicht mit Niherungs-
werten von Briichen zu rechnen. (12)
Beim Losen solcher Aufgaben, das zeigen
die Beispiele, gibt es also manches zu be-
achten. Denkt daran!“

Die foigenden Aufgaben sind unter Zuhil-
fenahme eines Taschenrechners zu 16sen:

AlA Man bestimme den numerischen

4
5 - 3121
Ziffern nach dem Komma!

A2a Esist ﬁ mit acht giiltigen Ziffern

also

Wert von auf vier zuverldssige

hinter dem Komma anzugeben und der
Nachweis zu erbringen, daB es sich wirk-
lich um giiltige Ziffern handelt!

A3 A Man berechne

VY5795 + 152419 — 163+ 24419 .

Wie kann man auch ohne Taschenrechner
bestitigen, daB der gefundene Wert der ex-
akte ist?
Ada Was ist groBer {1984 + /1986
oder 2 /1985 ? (aus: Quant, Moskau)
ASA Welche Aussage kann man iiber
den folgenden Bruch machen?
1
1 5 2
. 24 2\ 2 £
3 (0,00033 0,00099% + = 3) r -2
R. Bergmann

Losungen zu:
Mit und ohne Taschenrechner
Ala 74,1942,

A2a [{] ~2,6457513

x—>M] [=][2,6457513 ] [=] A1, —08,
[MR] -2,6457513 [x2] 47 []
[=]--1, —08,

folglich 2,64575131 < 47 ,

=27
(=]

[=] 4, —08— 7,00000004,

folglich 7 <2,64575132.

Ergebnis: 47 = 2,64575131...

A3a (<] [18] (/]
(=] 46457,5526 []] -80,358899 [x—>M],
[x] (18] (]

[=] 267,61357 []_16,358899
[].-8.

ada (20085 =] 7940 [
_89,106678 [=]
[=]_»-0,0000004 — 89,1066776;

[[]_~44,542115
(/] ~44,56456 [=] +89,106675
[x%] »7939,9995.

Da Y1984 + /1986 < 89,106677
und 89,106677% < 7940, was man
durch Rechnung tiberpriift, gilt
¥1984 + /1986 <2+4/1985 = 7940 .
A 5a Der Bruch ist definiert.
Durch Umformung folgt zunichst

13 = 1:0,0009%°.
3 _ —_ =
0,00099 +(13 v 7)

L

e 3
Uberschlag: 1:( 10,) =10°.

[=].-9.7029 -10
21,0306 09
Kontrolle: [ ] [EEX][9] [=] ~1,0306102.

Ergebnis: 1,0306 - 10°
Zur Aufgabe im Text (vgl. Beispiel 5!):

VY6400 + 6144 + 4800 + Y4608
=180+32/6 + 4043 +4842
“Ve+242+25 +2/6 7
=VA+V2 + 3y =142 +43.

alpha, Berlin 21 (1987) 4 - 79



I /s \\

aufgepaBt
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fir Klasse 5/6

Prismen! Prismen?
Ala Welche der Korper (Bild 1) sind

a) Quader? b) Prismen?
|
=
]
/L—‘ - —
A 8 Cc
Bild 1
4D "
F G

A2 A Welches der Volumen der in Bild 1
dargestellten Korper 148t sich mit der For-
mel V=G-h (G - Grundfliche, h -
Hohe) berechnen?

A3 a Wahr oder faisch?

a) Jeder Wiirfel ist ein Quader.

b) Alle Quader sind Prismen.

c) Jeder Quader ist ein Wiirfel.

d) Es gibt Prismen, die Quader sind.

e) Es gibt Wiirfel, die Quader sind.

f) Es gibt keine Wiirfel, die keine
Prismen sind.

g) Nicht jeder Quader ist ein Wiirfel.

h) Alle Quader sind keine Wiirfel.

a4 a4 Welches der dargestellten Prismen
(Bild 2) hat das groBte Volumen? (Fiir die

A6a Berechne das Volumen eines Dop-
pel-T-Trégers von 3,200 m Linge
(siehe Bild 3/Angaben in mm)!

80

Bild 3

30

A7a a) Ermittle das Volumen des in
Bild 4 dargestellten Zeltes, wenn alle Zelt-
seiten straff gespannt sind (Angaben in
cm)!

b) Das Zelt soll von auBen (ohne Boden)
mit Imprégnierspray bespriiht werden. Wie
groB ist die zu bespriihende Fliche? Runde
auf volle Quadratmeter!

Bild 4 -

[

150
120

jeweilige Hohe h der Prismen gilt: o
h=50cm.) )
Bild 2 20
i
ij .
; A 84 Emmittle Volumen und Oberfliche
des in Bild 5 dargestellten Ko6rpers (Anga-
—>— b ben in mm)!
/’/ \\\ - - ] .
4 o L 0 A Bids 15
a b ¢
. o . )
A 5 a Vervollstindige die Tabelle! "r /‘ T i / n
Quader HE W1
- - T 1+ |
Linge (in cm) 2 2 3 'I : } : : { I
| 1] 1
Breite  (incm) |3 |3 . el
* |28 B N I R R I I
Hohe (in cm) 1 2 L7l /).__1_7; i‘/)_ _1__}
- A VN
Volumen (in cm?) 12 24 s ?
Oberfliche (in cm?) 50
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A9 a Peter hat ein Aquarium mit den
Abmessungen / = 70,0 cm, b =40,0cm
und A =30,0cm. Das Aquarium wird mit
Hilfe eines Schlauches mit Wasser gefiilit.
Wie hoch ist der Wasserstand nach 12 Mi-
nuten, wenn pro Minute 5,0 Liter Wasser
einflieBen?

A10a Berechhe jeweils Volumen und
Oberfldche der in Bild 6 angegebenen Pris-
men! (Die Korper sind alle eine Lingen-
einheit dick.)

Bild 6

allinhia:

A1l o Ermittle die fehlende Seitenlinge
des in Bild 7 dargestellten Korpers! Die
Oberfliche des Quaders bejrigt 52 cm?
(Angaben in mm).

Bild 7

|
1
|
|
|
|
//)__
/ o

30

4124 Aus 240,0cm Draht ist das Kan-
tenmodell eines Quaders erstellt worden,

‘dessen eine Kante 3,0 cm lidnger und des-

sen andere Kante 6,0 cm ldnger als die kiir-
zeste Kante des Quaders ist. Berechne das
Volumen des Kantenmodells! (Verschnitt-
verluste bleiben unberiicksichtigt.)

Al13aA Ein Quader mit den MaBen
a=3cm, b=4cm, c=4cm ist auBen
grin gefirbt. Der Quader wird in kleine
Wiirfel von 1 cm Kantenlinge zersigt. Wie-
viel Wiirfel haben keine griine Fliche?

Ald A Wie groB ist das Volumen des in
Bild 8 dargestellten Ko6rpers (Angaben in
mm)?

Bild 8

20
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Wer hat die
besseren Chancen?

In einem Schachturnier mit 14 Spielern
liegen nach 12 Runden Holger und Mat-
thias mit jeweils 8 Punkten in der vorderen
Hiifte der Turniertabelle. Holger erzielte
dabei folgende Resultate: 5 Gewinne, 6 Re-
mis und 1 Niederlage. Matthias erkdmpfte
die 8 Punkte mit 4 Gewinnen, 8 Remis und
ohne Niederlage

(Gewinn = 1 Punkt, Remis = & Punkte,

2
Niederlage = 0 Punkte).
In der 13. Runde spielen Holger und Mat-
thias gegeneinander. Wer hat dabei die
besseren Chancen?
Nach den Prinzipien der klassischen Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ist die mathemati-
sche Wahrscheinlichkeit P fiir das Eintref-
fen eines zufilligen Ereignisses A gleich
dem Quotienten aus der Anzahi der fir 4
giinstigen Ereignisse g und der Anzahl der
gleichmoglichen Ereignisse m zu dem ent-
sprechenden Ereignisfeld:

P()=-%

Mit dieser Form ist die Frage nach der
Wahrscheinlichkeit, da3 ein Schachspieler
eine bestimmte Partie gewinnt, nicht zu
beantworten. Von gleichmdglichen Ereig-
nissen kann bei einer solchen Frage nicht
die Rede sein. Deshalb miissen bei derarti-
gen Problemen die Prinzipien der moder-
nen Wahrscheinlichkeitsrechnung ange-
wendet werden, d. h., bei der Bestimmung
der Wahrscheinlichkeit eines solchen Er-
eignisses sind jene Ereignisse zu beriick-
sichtigen, deren Ergebnis bereits feststeht.
Mittels einer Methode von C. H.O’D. Alex-
ander erhdlt man die Moglichkeit zur Be-
stimmung einer solchen Wahrscheinlich-
keit.

Zuerst wird iiberpriift, ob die jeweiligen
Anzahlen der Gewinn-, Remis- bzw. Ver-
lustpartien beider Spieler groBer 0 ist. Da
Matthias keine Verlustpartie aufzuweisen
hat, werden die betreffenden Anzahlen bei-
der Spieler um je 1 erhoht. Danach ergibt
sich folgendes: -

Holger Matthias

" 6 Gewinne 5 Gewinne
7 Remis 9 Remis
2 Verluste 1 Verlust

Jetzt werden die erhohten Gewinnpunkte
von Holger mit den erhdhten Verlustpunk-
ten von Matthias und umgekehrt die er-

hohten' Gewinnpunkte von Matthias mit
den erhdhten Verlustpunkten von Holger
sowie noch die erhohten Remispunkte mit-
einander multipliziert.

Gewinne fiir Holger: 6:1= 6
Gewinne fiir Matthias: 5-2=10
Remis: 7:9=63

) 79

Daraus ergeben sich folgende Wahrschein-
lichkeitswerte:
6

Gewinn fiir Holger: 79 0,07 = 7%
Gewinn fiir Matthias: —;% =0,13=13%
Remis: g—; =0,80=80%

Somit ist erkennbar, da Matthias — ma-
thematisch betrachtet — iiber die besseren
Chancen in dieser Partie verfugt.
Die Farbverteilung (Weil oder Schwarz)
fiir die vorangegangenen Partien sowie fir
die 13. Partie der beiden Spieler blieb bei
dieser mathematischen Bestimmung unbe-
riicksichtigt.

H. Riidiger

A1a Counting the segments:

The drawing shows a segment of a straight
line divided into sections of unit length. In
this drawing, we can get many segments of
different length—of two units, three units,
four units, and so on.

L I 1 1 | [ J

Suppose that the total segment has a length
of n units. What will be the total number of
all the different segments of various
lengths?

A2A B uyncnosoi nmpamume, u3obpa-
JKESHHOM Ha PHACYHKE, PacCTaBbTe 3HAKH +
M — TaK, YTOGBI BBHIONHALINCH YKa3aHHbIE
paBeHCTBa. MeXIOy HEKOTOPBIMH COCel-
HUMH OAGPaMH MOXHO He CTaBHTh 3HaKa,
00beIHHAA X B OOHO YHCNO.

A3 A Plus ou moins: N, un nombre de
trois chiffres, intervient dans toutes les dé-
finitions de ce probléme! Retrouvez-le et
complétez la grille en utilisant judicieuse-
ment les deux nombres horizontaux qui y

figurent déja! aus: Maximath, Belgien
1 2 3 4 5 6 7
1 B
2 |H B
3 W 7|8 /2(8
«| [ ] &
sl7lol2]5 W
2L B
7 [ ]
Horizontalement: Verticalement:
I N—-83-N-600 IN-103-N-33
2 N+50 2N-175
3 N—808-7828 3 N—806-N + 6428

4 N—-777-N—807 4 N—1747-N—1768
J 7925-N - 808 3 N+1657-N—-1777
6 N —260 6 N—553

7N-702:N—-39 7 N-386'N-189
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Teilbarkeitsregeln:
Gewichtete Quersummen

In alpha Heft 1/84 wurde ein Beispiel fiir
die Aufstellung von Teilbarkeitsregeln fiir
solche Teiler angegeben, die durch die all-
gemein bekannten Teilbarkeitsregeln fiir 2,
4, 5, 8, 10 sowie die einfache bzw. alternie-
rende Quersummenregel fiir 3, 9 bzw. 11
nicht erfaBt werden. Es soll hier ein ande-
res Verfahren aufgezeigt werden, welches
es gestattet, fiir alle Teiler und alle mogli-
chen Dividenden die Teilbarkeit zu priifen.

Ausgangspunkt sei die bekannte Teilbar-
keitsregel fur 3.

Beispiel 1: Die Bildung der iiblichen Quer-
surnme einer m-stelligen auf Teilbarkeit zu
priifenden Zahl

m-1

Z=Y a,-10°
s=0
(geschrieben a,, -, ... a;ay) erfolgt zu
m-1
0= a.
=0

Die Teilbarkeit von Q durch 3 ist deshalb
mit der Teilbarkeit von Z durch 3 iden-
tisch, weil fir jede Stelle s ein n, € N exi-
stiert, so daB 10°=3-n,+ 1.

Das gleicke gilt fiir die Teilbarkeit durch 9.
Mit der Teilbarkeitsregel fiir 7 soll die ge-
wichtete Quersumme an einem Beispiel
eingefiihrt werden.

Beispiel 2: Hier wird zur Zahl Z die gewich-
tete Quersumme

gebildet, wobei fur den Teiler 7 in Stelle s
die nachfolgende Wichte w, zu verwenden
ist:

s|...7 6 543 210

we | .(-2-3-1 2 3 D
Die Klammer und der Periodenstrich sol-
len angeben, daB fur Stellen s = 6 sich die
angegebenen Wichten periodisch nach
links wiederholen, d.h. w; = w,_¢flirs= 6.
Durchfiihrung der Teilbarkeitspriiffung
durch 7 fiir Z = 192837 465:
Stelle s:
8 7 6 5 4 3 2 1 0

Ziffer a:

1 9 2 8 3 7 4 6 5
X Wichte w;:

2 3 1-2-3-1 2 3 1

Gewichtete Quersumme Q =

2427 +2-16 -9 -7 +8+18 +5
=30. Q = 30 ist nicht durch 7 teilbar, daher
ist auch Z nicht durch 7 teilbar. Der Beweis
fir 7|Z <> 7|Q wird mit Satz 1 folgen.
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Dieser Satz wird auch den Beweis fiir fol-
gende Feststellung liefern:

Da Q — 2 durch 7 teilbar ist, gilt dies auch
fir Z - 2:
Z—-2=192837463=7-27548209

Die Anwendung der gewichteten Quersum-
menregel ist ebenso wie die der herkémm-
lichen Quersummenregel rekursiv méglich,
falls bei einer ersten Anwendung eine
Quersumme entsteht, die die Teilbarkeit
noch nicht erkennen 1aBt.

Ableitung der theoretischen Grundlagen
der Teilbarkeit von Zahlen

m-1
Z=Y a-b°
s=0

durch beliebige Teiler € {1,2,3,...}
in Zahlensystemen mit beliebiger Basis
be{2,3,4,...}:

Satz I: Eine m-stellige Zahl

m-1

Z= Z a, - b* ist genau
s=0
dann durch ¢ teilbar, wenn auch
m-1

Q=Y a;-(b*—n, 1)
5s=0

mit n, € {0,1,2,...} durch ¢ teilbar
ist. (Schreibweise: | Z < t| Q).
Dabei heilt der Ausdruck
wi=b"—n,-t
»Wichte“ der Stelle s bzgl. der Teilbarkeit
durch ¢; der Ausdruck

m-1
Q= Z a;° Ws
s=0
heiBt ,,Gewichtete Quersumme* von Z.
Beweis:
m-1 m-1
Z-0=) g b~ ) a-(b*—n;1)
=0 5s=0
m-1
=Y (a-b—a;-b+a,n-t)
s=0

m-1
=t Y a-n,
s=0
Demnach ist die Differenz zwischen Z und
Q durch ¢ teilbar. Da das Hinzufligen (oder
Abziehen) eines ganzzahligen Vielfachen
eines Teilers ¢ an der Teilbarkeit einer be-
liebigen Zahl Z durch ¢ nichts dndert, folgt
Satz 1. '
Die letzte Zeile des obigen Beweises kann
auch geschrieben werden:
Z=Q(mod¢)
Das heiBit, daB Z und Q in derselben Resi-
klasse (modulo ?) liegen.
Dies bedeutet auch
t(Z—n)=t|(Q—n) mit neN
Hieraus leitet sich der im Beispiel 2 gezo-

gene SchluB der Teilbarkeit von Q — 2 auf
Z -2 ab.
Zur Vereinfachung der Rechnung sollte »,
stets so gewihlt werden, daB der Betrag
|wg| jeder Wichte w, ein Minimum an-
nimmt. Es sei ferner bemerkt, daB die Zahl
0 definitionsgemdB durch jeden beliebigen
Teiler ¢ teilbar ist, d. h., eine entstehende
Quersumme Q = 0 bedeutet Teilbarkeit.
Satz 1 gilt fir jedes beliebige Zahlensy-
stemn. Fiir b = 10, d. h. im Dezimalsystem,
entsteht der Ausdruck fiir die Wichten zu
wy=10°—n,- ¢t.
Einige Spezialfille:
— Teiler ¢ = 1: alle w, = 0 moglich mit
n, = 10°. Das heiBit Q stets gleich 0, die
Teilbarkeit ist stets gegeben.
~ Teiler ¢t > 1: mit ng =0 ist wy =1 stets
moglich.
— Fiir die Teiler 2...19 ist unten eine
Tabelle der Wichten minimalen
Betrages angegeben.

Satz 2: Rekursive Berechnung der Wichten
w (sz 1)
Die Wichte w; , ; kann aus w, gebildet wer-
den zu
ws+1=ws'b_ ﬂ;+1‘t
wobei n; ., ganzzahlig.
Beweis: Es gilt
w, =b—nt
und
ws+1=bs+1 BECTI

laut Definition der Wichte. Mit

Reey=ns-b+ng,,
folgt
Weer1=b"'—ng-b-t—n,, -t
=b-(b’—ny;-t)—n,, -t
=b-w,—ny. -t qg.e.d.
Demnach konnen im Dezimalsystem die
Wichten w, fiir einen Teiler ¢, beginnend
mit wo=1, firs=1 zu
Wee =10 w,—nj, -t
gebildet werden, wobei die n;,, zur Mini-
mierung der Rechenarbeit so gewihlt wer-
den sollten, daB die |w,,,| minimal wer-
den. Ferner folgt aus Satz 2: Falls w, =0,
so gilt auch w,, ;=0 firiz 1.

Satz 3: Periodizitit der Wichten
Gilt fiir eine Stelle s =r+ d (d > 0) einer

"Zahl Z

wS= w"
dh b —n;-t=b—n-t
so gilt stets auch
Weay = Wre -
Das heiBit, es existieren n, ., 7., so daB
b+l — Nyt = ! BECTER N



Beweis: Mit w, = w, folgt aus Satz 2:
Wyep =Wt b — ”.Ir+1‘t
W =W b _n’r+l.t'
Wihlt man n,,;=n,,, so folgt Satz 3.
Wenn fir die Stellen s=r... (r+d—1) nach Satz 2 bzgl. w,,;=0.
die gewiinschte Minimalitit der Betrige
der Wichten vorlag, so wird diese Minima-
litat durch die Wahl n,, , = n;,, auch wei-
terhin periodisch geliefert.
Folgerung: Bei Verwendung von Wichten
w; minimalen Betrages ist jeder Satz von
Wichten w, bzgl. eines Teilers ¢ nach spite-
stens ¢ — 1 Stellen periodisch, oder es gilt
fiir eine Stelle r (r < ¢) und alle folgenden
Stellen
r+i (iz0) w,;=0.
Beweis: Es treten It. Voraussetzung nur

Wichten aus we{O;il;...;iL?t_/} auf,

da sich andere nach Satz 1 durch Addition
oder Subtraktion von ¢ auf diese zuriick-
fiihren lassen. (L x_ bedeutet:
ganze Zahl = x.) Ferner gilt die Folgerung

groBte

Beispiele im Dezimalsystem:

Bildung der im Beispiel 2 fiir ¢t = 7 verwendeten Wichten entsprechend Satz 2:

wo=1 (nach Satz 1)
w;=10-1—-nj-7 =3
wy=10-3-n3-7 =2
wy=10-2-n3-7 =-1
wy,=10-(-1)—ny-7=-3
ws=10-(=3)—ns- 7= -2
we=10-(-2) - ng-7=1
= w,

d.h., nach Satz 3 besteht die Periodizitit w, = w, _¢ (s = 6).
Schreibweise: W(7)=(—-2; —3; —1,2;3;1)

(w, von minimalem Betrage fiir n] = 1)
(w, von minimalem Betrage fiir n; = 4)
(w3 von minimalem Betrage fiir n} = 3)
(w, von minimalem Betrage fiir n, = —1)
(ws von minimalem Betrage fiir n; = —4)

(we von minimalem Betrage fur ng = —3)

Eine Kontrolle der so errechneten minimalen Wichten 148t sich stets auch nach Satz 1

ausfiihren.

Zusammenstellung aller Wichten W(r) fir 1 = 2...19 im Dezimalsystem:

W) | ¢
1| 2
M| 3
02,1 4
@n| s
=Zn| 6
(-2;-3,-1;2;3;1) 7
©42,1)| 8
M| 9
@110
-1, 11
@ -2;1) | 12
4;3;,-1,-4,-3;1) | 13
((-6,-2,4,6,2; —4);1) | 14
=S, 15
©;8;4; -6;1) | 16
(—5,8;, -6, -4,3;2;7, 1,5, -8;6;,4, -3, -2, -7; 1) | 17
(-8;1) | 18
2;4,8,-3;,-6;7,-59, -1, -2, -4, -8,3,6;, -7,5,-9; 1) | 19

0 bedeutet, daB diese und alle hoheren Stellen nicht in die Quersumme eingehen.

W(T), W(17) und W(19) sind Beispiele fur Periodizitdten der Linge t — 1. (... ...)

bedeutet die periodische Wiederholung des Klammerinhalts nach links.

Beispiel 3: Ist Z = 64219587954

durch 17 tesibar?

Stelle s:

10 987 6 5 4 3 2 10

Ziffer a,:

6 421 9 5 8 7 9 5 4
X Wichte w;:

2 7-1 5-8 6 4-3-2-71
Gewichtete Quersumme Q =

12 +28 -2 +5 -72 +30 +32 —21—-18-35 +4
= —137 ist nicht durch 17 teilbar.
Jedoch ist Q + 3 und damit auch

Z +3=64219587957 durch 17 teilbar.
Ergebnis:
64219587957 =17-3777622821.

Andere Zahlensysteme:
Fiir Teiler ¢ >> 10 kann sich die Betrach-
tung im 100er oder 1000er System empfeh-
len, d. h., es werden, von rechts beginnend,
stets Zweier- oder Dreiergruppen von Zif-
fern betrachtet, fiir die zuvor gemeinsame
Wichten ermittelt wurden. Allerdings wird
auch hier die Rechenarbeit meist noch er-
heblich sein.
Bedeutungsvoller kann jedoch die direkte
Teilbarkeitspriiffung in grundsidtzlich ande-
ren Zahlensystemen sein. Selbstverstind-
lich ist Z = (999);0 auch in jedem anderen
Zahlensystem durch drei und neun teilbar,
unabhingig von der Darstellungsweise. Je-
doch sieht man dies der Zahl Z = (1747)g
im Oktalsystem ja nicht gleich an, und
kann sie trotzdem ohne vorherige Riick-
konvertierung ins Dezimalsystem priifen,
indem man z.B. die Wichten fiir den Neu-
nertest im Oktalsystem ermittelt:
(Beachte hier Satz 2:
Wer1=8-w—nj, 1)
W% =(-1,1).
Damit entsteht die gewichtete Quersurnme
zu
Q=(1+7-4+T=(11) (=90
und richtig erweist sich auch die oktal ge-
schriebene Zahl Z als durch 9,9 = (11); teil-
bar.

J. Hoppe
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser
Teil 6

Oder: Losen von Gleichungen

Aufgabenbeispiel 8

Gegeben ist ein Quader mit einem Volu-
men von 770 cm’. Die Zahlenwerte der
Kantenlingen des Quaders seien natiirli-
che Zahlen. AuBerdem wissen wir, daB die
erste Kante um 3 cm lidnger ist als die
zweite und dal die zweite Kante um 4 cm
kiirzer als die dritte ist.

Gib die Zahlenwerte der Kantenldngen an!
Um die Aufgabe zu l6sen, stellen wir zu-
nichst eine Gleichung auf. x sei der Zah-
lenwert der zweiten Kantenldnge (in cm);
Zahlenwert der 1. Kantenldnge (in cm):
x+3;

Zahlenwert der 3. Kantenlidnge (in cm):
x+4.

Gleichung:

(x+3)x(x+4)=770 bzw.

x3+7x2+12x-770=0 (xeN).
Aufgrund des Sachverhalts und der Glei-
chung folgt, da x groBer als Null sein
muB und nicht gréBer als 10 sein kann
(grob abgeschitzt).
x3+7x2+12x—770=0 ist eine Glei-
chung dritten Grades, fir die uns noch
kein Losungsverfahren bekannt ist. Den-
noch kénnen wir uns an eine Losung her-
antasten, indem wir den linken Term der
Gleichung fiir einige x-Werte aus dem Lo-
sungsbereich berechnen und so versuchen,
den x-Wert zu finden, fiir den die Glei-
chung erfullt ist.

x-Wert | linker Term Feststellung
5 —410 zu klein

8 286 zu groB

7 0 Losung

Die Losung der Gleichung in dem Lé-
sungsbereich ist 7. Die Kantenldngen des
Quaders betragen somit 10 cm, 7 cm und
11cm. In diesem Fall war das Problem
leicht zu l6sen. Wir hitten maximal 9 Zah-
lenwerte (1;2;...9) fir x durchprobieren
miissen. Enthdlt der Grundbereich weit
mehr als 9 Zahlen, z.B. 100 oder 1000 oder
noch mebhr, so ist das Finden einer Losung
bzw. aller Losungen einer Gleichung drit-
ten Grades auch mit Hilfe eines Taschen-
rechners eine miihselige Arbeit.
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A 35 a Die Gleichung
x3+7x2+12x-500=0
hat im Intervall 0 < x < 20 genau eine Lo-
sung. Gib die Lésung mit Hilfe des SR 1
auf Zehntel genau an!
Beim Losen dieser Aufgabe hast du festge-
stellt, daB man sich auch an eine solche
Losung, die keine natiirliche oder ganze
Zahl ist, herantasten kann. Man erhilt da-
bei zuweilen Naherungswerte, die um so
besser sind, je weniger der berechnete
Termwert von Null abweicht. Will man
einen Nidherungswert auf Hundertstel oder
Tausendstel genau ermitteln, ist das auch
mit einem Taschenrechner recht zeitauf-
wendig. Deshalb wollen wir nun den Flei8
eines Computers nutzen, um solche Glei-
chungen zu l6sen. Dazu miissen wir aller-
dings ein geeignetes BASIC-Programm ent-
werfen.
Mit einem solchen BASIC-Programm soll
der Computer fiir verschiedene x-Werte
die entsprechenden Termwerte ausdrucken
lassen. Das kann mit einer FOR-NEXT-
Schleife realisiert werden. Damit wir uns
an die Losungen moglichst genau heranta-
sten kOnnen, gestalten wir das Programm
so, daB der Anfang, das Ende und die
Schrittweite in unserem Suchintervall frei
wiéhlbar sind.

Programm 7 (Wertetabellen fiir
x3+ 7x%?+ 12x — 500)

18 CLS
268 INPUT ,INTERVALLANFANG:“A
39 INPUT ,INTERVALLENDE:E
49 INPUT ,SCHRITTWEITE:S
56 PRINT X, ,Y“
68 PRINT ,—————————— «
786 FOR X =A TO E STEP S
80 LET Y = X%¥X%*X
+ TRX¥X
+12%X — 500
99 PRINT X, Y
109 NEXT X _
116 PRINT:PRINT:GOTO 20

A 36 A Berechne mit dem Computer eine

Losung der Gleichung
x3+7x2+12x-500=0

so genau wie moglich!

437 A Versuche folgende Aufgaben auf
analoge Weise mit dem Computer zu 16-
sen.

a) Die Gleichung

x4 =51x*+59x2-93x+27=0

hat im Intervall 0 = x = 5 genau zwei L§-
sungen. Ermittle sie!

b) Finde die Losung der Gleichung

1 1
100¢ = 36,63% im Intervall
10 = a = 40!
c¢) Ermittle die drei Losungen der Glei-
chung b3+ 1=25b! '

3

d) Die Gleichung z% -2z ~7=0
hat im Intervall 0 < z =< 100 genau eine
Losung. Gib sie an!

Mit dem Programm 7 ermittelten wir

eigentlich die Nullstelle (n) der in Zeile 80

angegebenen Funktion:
y=x3+7x2+12x - 500.

In BASIC kann auch mit Hilfe der Anwei-
sung

[ DEF FN Name (Argument) = Ausdruck |
eine Funktion definiert werden.

Beispiele: .
DEFFNY(X) =X A4-51%XA3

DEF FNF(B) = B¥B¥B — 2%B + 1

DEF FNK(Z) =Z A (3/4) — 2%SQR(Z) — 7

4 38 o Finde die Fehler!
a) DEF FN(X) = X¥X + 2
b) DEF FNY =2%Z -1
c) DEFFNAX)=3X A4
Nutzt man im Programm 7 die Funktions-
anweisung, so konnte man folgende Ande-
rungen vornehmen:
45 DEF FNY(X) = X%¥X¥X

+ 7%X¥X

+ 12%X — 500
Dafir wird die Zeile 88 gestrichen.
Die Zeile 90 ist zu dndern:
90 PRINT X, FNY(X)
Wie man sieht, ist beim Aufruf der in
Zeile 45 definierten Funktion die Buchsta-
benkombination FN dem Namen voranzu-
stellen (vgl. Zeile 96).

A39a Weshalb ist das Vereinbaren von
Funktionen innerhalb einer Schleife abzu-
lehnen?
Beim Lésen der Aufgabe 37 konntest du
feststellen, daB die Wahl geeigneter Einga-
bewerte fiir A (Intervallanfang) und E (In-
tervallende) fir das Finden einer Losung
entscheidende Bedeutung hat. Wenn das
neue Intervail im vorberigen enthalten ist
und die Termwerte an den Intervallenden
verschiedenes Vorzeichen haben, so
kommt man der Losung ein Stiick ndher.
(Diese Aussage gilt allerdings nur fiir sol-
che Gleichungen, die auf stetige Funktio-
nen fiihren. Da alle in der Schule behan-
delten Funktionsklassen stetig sind, soll
dieser Begriff hier nicht nadher erlautert
werden.)
Wenn man auch nach lingerem Suchen
kein geeignetes Intervall findet, kann dar-
aus noch nicht gefolgert werden, daB es
keine Losungen gibt. Wir wollen im weite-
ren die Fragen der Losbarkeit und der An-
zahl der Losungen nicht néher betrachten,
da bei Anwendungsaufgaben die Ldsbar-
keit in einem Intervall meist durch den
Sachverhalt gegeben ist.
Wir wollen nun unser Programm 7 noch
nutzerfreundlicher gestalten. Bisher nahm
uns zwar der Computer viele Rechnungen
ab, aber wir hatten noch genug zu tun:
(1) Feststellen, ob es einen x-Wert gibt,
fiir den y = 0 ist.
(2) Vorzeichenwechsel feststellen.
(3) Neues Intervall ablesen und eingeben.
(4) Neue Schrittweite bestimmen und
eingeben.
(5) Entscheidung iiber Beendigung des
Verfahrens.
All diese Aufgaben soll der Computer
ibernehmen.
Zu (1): Mit Hilfe der Anweisung
94 IFFNY(X)=# THEN
,Y=0 FUER X=X
kann der Computer feststellen, ob es einen
x-Wert gibt, fiir den Y =0 gilt.

PRINT



Zu (2): Um geeignete Intervallgrenzen zu
erkennen, nutzen wir den bekannten Satz,
daB das Produkt zweier Zahlen genau dann
negativ ist, wenn die Zahlen unterschiedli-
ches Vorzeichen haben.
IFFNY(X)¥FNY(X + S) < #
THEN PRINT ,+/— WECHSEL“
Zu (3)/(4): Ausgehend von (2) wissen wir,
daB eine Losung der Gleichung (bzw. eine
Nullstelle der Funktion Y(X)) im Intervall
<X;X + S> liegt. Um sich an diese weiter
heranzutasten, sind X und X + S als neue
Intervallgrenzen zu wihlen:
LETA=X:LETE=X+S.
Dariiber hinaus ist die Schrittweite S zu
verkleinern (z.B. auf ein Zehntel der vorhe-
rigen Schrittweite):
LET S=0.1%S.
Also kénnen wir insgesamt folgende BA-
SIC-Programmzeile formulieren: '
98 IFFNY(X)*FNY(X +S)< @
’ THEN PRINT, +/—-WECHSEL*:
A=X:E=X+S8=.1%S:GOTO 70.
‘(Das Schliisselwort LET kann auch wegge-
lassen werden.)

440 o FErginze das Programm 7 und lése
dann die Aufgabe 37 emeut!

Man erkennt: Sobald ein geeignetes Inter-
vall eingegeben wurde, arbeitet sich der
Computer selbstindig an die Losung he-
ran.

Aber: Nachdem die Genauigkeitsgrenze
des Computers erreicht ist (6 Ziffern), 1auft
der Computer in einigen Fillen rund, ohne
daB eine Anderung eintritt

(z.B. bei A37 A c) mit b, = —1.61803).
Wir miissen also eine Abbruchbedingung
formulieren.

Zu (5):

a41a Ubemnimm folgende Programm-

zeile!

95 IF S < 1E — 6 THEN PRINT
~NAEHERUNGSLOESUNG:“,
X:END

a) Warum wurde die Abbruchbedingung

vor den Anweisungen zur Intervallverdnde-

rung bei einem Vorzeichenwechsel einge-
fligt?

b) Lose folgende Gleichungen!
x3-2x+5 =0
x3—2x+50000=0

¢) Uberlege, warum die gleiche Abbruch-

bedingung bei der zweiten Gleichung ver-

sagt!

Will man Abbruchbedingungen formulie-

ren, so ist die gewiinschte Genauigkeit an-

zugeben. Dazu wurde in Zeile 95 die

Schrittweite S genutzt.

S gibt eine Schranke fir den absoluten Feh-

ler des Ndherungswertes X an; der absolute

Fehler von X soll kleiner sein als 0,000 001.

Damit wird verstindlich, weshalb die Ab-

bruchbedingung in der letzten Aufgabe mit

der Ndherungslosung

x = —36,8584 nicht erfiillt werden kann.

Fiir $=0,000001 z. B. ist der Wert von

X + S =-36,858399. Da der Kleincompu-

ter nur 6 Ziffern anzeigt, intern aber auch

nur mit-7 Ziffern arbeitet, fihrt dieser

Wert zu keiner Anderung, und die Schritt-

weite S wird nicht weiter verkleinert.

Der absolute Fehler fiir sich genommen
reicht also noch nicht aus, um eine in je-
dem Fall geeignete Abbruchbedingung zu
formulieren. Man muB ihn in Bezug zum
Niherungswert setzen.

Deshalb empfiehlt es sich, stets den relati-
ven Fehler fiir eine Abbruchbedingung zu
verwenden.

; _| Absoluter Fehler |
Relativer Fehler—l Naherungsweri |
Aber auch dem relativen Fehler sind durch
die beschrinkte Stellenzahl Grenzen ge-
setzt.

Es gilt: Wenn ein Niherungswert n zuver-
lissige Ziffern hat, dann liegt der relative

‘Fehler in der Gr6Benordnung % (und

umgekehrt).

Damit erhalten wir allgemein folgende Ab-

bruchbedingung, wenn S den absoluten

Fehler und X den Niherungswert angibt:
ABS(S/X)<1E—-6

Fiir X = 0 flihrt diese Bedingung jedoch zu

einer Fehlermeldung.

Deshalb solite X =0 gesondert untersucht

werden.

Insgesamt erhalten wir damit ein Pro-

gramm zur Losung beliebiger Gleichungen

bzw. zur Ermittlung von Nullstellen belie-

biger (stetiger) Funktionen.

Programm 8

18 CLS

INPUT ,INTERVALLANFANG:“A
3¢ INPUT ,INTERVALLENDE:“E

4¢ INPUT ,SCHRITTWEITE:“;S

56 DEFFNY(X) = ...

68 PRINT ,X“, Y

80 FORX=ATO E STEP S

99 PRINT X,FNY(X)

IF FNY(X) =@ THEN PRINT
.Y =0 FUER X =“X

IF X=0 THEN PRINT ,X=0
EXTRA BEHANDELN!“:GOTO
20

IF ABS(S/X)<1E-6 THEN
PRINT ,NAEHERUNGS-
LOESUNG:“X:END

IF FNY(X)*¥FNY(X + S) <@
THEN PRINT
»+/—WECHSEL!*:

A=X:E

=X+S:5S=.1%S: GOTO 80
146 NEXT X

1560 PRINT:PRINT:GOTO 26

129

139

A42 o Erginze das Programm 8, so daB
man die Genauigkeit der Ndherungslosung
wihlen kann!

A 43 o Entwickle ein Programm zur Lo-
sung beliebiger Gleichungen nach folgen-
der Idee:

Wenn <a; b> ein geeignetes Lésungsinter-
vall ist, dann bilde den Funktionswert in
der Mitte des Intervalls <a;b>. Von den
beiden Teilintervallen wird mit dem wei-
tergearbeitet, fiir das die Funktionswerte
an den Intervallenden verschiedenes Vor-
zeichen haben. Wiederhole die Intervall-
halbierung solange, bis der relative Fehler
der Naherungslésung kleiner als 0,00001
ist! L. Flade/M. Pruzina

Losungen

A35A x=58

A36A x=579901

Hierbei stellst du auch fest, daB der Com-
puter im Inneren mit einer etwas groBeren
Genauigkeit arbeitet, als auf dem Bild-
schirm angezeigt wird.

A37a a) ;=25 x,=36

b) a=31.9727;

c) by=-1.61803 b,=0.618034 bH;=1
d) z=66.6597

A 384a a) Der Name der Funktion fehlt.
b) Das Argument der Funktion fehlt.
¢) Das Multiplikationszeichen fehlt.

4394 Die Funktionsvereinbarung inner-
halb einer Schleife wiirde unnétigerweise
bei jedem Schleifendurchlauf emeut erfol-
gen.

A41a a) Wenn die gewiinschte Ge-
nauigkeit erreicht ist, kann auf weitere Un-
tersuchungen verzichtet werden.

b) x;=-2.09455 x,=—36.8584

¢) Die Abbruchbedingung versagt, weil die
Schrittweite nicht kleiner als 0,000001
werden kann.

A42a 45 INPUT ,RELATIVER
FEHLER:“G
126 IF ABS(S/X) <G
THEN ...

A 43 o Eine Moglichkeit:
10 CLS
20 INPUT ,INTERVALLANFANG:“;A
36 INPUT ,INTERVALLENDE:“E
40 DEF FNY(X)=...
50 X=5%A+E)

60 IF FNY(X) =0 THEN
PRINT ,X=“X:END
10 IF FNY(A)¥FNY(X) < 8

THEN E=X:ELSE A=X
80 IF X=0 THEN PRINT ,X=0
EXTRA BEHANDELN!“:
GOTO 20
IF ABS(E—-A)/X) < 1E~-5
THEN PRINT
~NAEHERUNGSLOESUNG:“
:X:END
1860 GOTO 50

99

In der Betriebsberufsschule des Wohnungs-
baukombinates Erfurt erhalten jihrlich
550 Lehrlinge eine Ausbildung im Compu-

terkabinett.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Rolf Felix Miiller, Gera

Magische Sternfiguren

a) Das im linken Bild gezeigte Sternsechseck hat
sechs duBere und sechs innere Ecken (a, e, I, m, h,
bbzw.c,d, g, k, i, f). Sie sind mit den Zahlen 1, 2,
3, ..., 12 so zu besetzen, daB immer je vier lings
einer Geraden liegenden Zahlen dieselbe Summe
ergeben.

Oberlehrer O. Chromy, Coswig

b) Anstelle der Punkte sind im rechten Bild die
Zahlen 1 bis 11 so zu ergénzen, daf die Summe am
Umfang jedes Dreiecks zundchst 14, dann 18 be-
tragt. Jindrich Pénéik, Prag

Wie viele Quadrate, wie viele Dreiecke?
L L

Ein Taschengeldproblem

Ein Schiiler hatte in seiner Geldborse nur Miinzen
zu 15 Kopeken und zu 20 Kopeken; es waren mehr
Miinzen zu 20 Kopeken als Miinzen zu 15 Kope-
ken. Den 5. Teil seines Geldes gab dieser Schiiler
fiir eine Kinokarte aus, die er mit genau zwei Miin-
zen bezahlte. Die Hilfte des ihm noch verbliebenen
Geldes gab er fur das Mittagessen aus, das er mit
genau drei Miinzen bezahlte.

Wieviel Miinzen zu 15 Kopeken und zu 20 Kope-

ken hatte dieser Schiiler anfangs?
aus einem sowj. Unterhaltungsbuch
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Geburtstag erraten

Multipliziere die Tageszahl mit 20 und addiere 3!
Multipliziere dann mit 5, und addiere die Monats-
zahl! Multipliziere das Ergebnis mit 20, addiere 3,
und multipliziere mit 5! Addiere zum SchluB} die
Jahreszahl (nur die aus den letzten beiden Grund-
ziffern ablesbare Zahl) dazu!

(Ich subtrahiere von dem genannten Ergebnis 1515
und lese von links nach rechts die Tages-, Monats-
und Jahreszahl ab.) LL

Erstaunliche Skatabrechnung

Vier Freunde rechnen ihre Spielergebnisse beim

Skat mit _I%Pf je Punkt ab. Letztens sah die Ab-
rechnung so aus (relative Differenz mit jedem ande-
ren Spieler):

Jiirgen Jochen Dieter Hannes

+ 75 =219 +165 - 21

+294 —294 + 90 - 96

- 90 -384 +384 +198

+ 96 —198 +186 -186
+300:10 -—-876:10 +660:10 — 84:10

+ 30 - 88 + 66 - 8 (Pf)

Da meinte Dieter: ,,Wollten wir heute nicht eigent-

. 1 . . .
lich um TPf spielen?“ ,Ja“, meinten auch die an-
deren, ,dann miissen wir zum SchluB3 eben durch 4
dividiere_r_l.“ ,Nicht notig“, antwortete Dieter nach
kurzem Uberlegen, ,,diesmal kénnen wir das Ergeb-
nis sofort aus dem Spielergebnis ablesen.“ Die
Freunde zweifelten und dividierten die letzte Zeile
jeweils durch 4. Erstaunt stellten sie fest, daB Dieter
recht hatte.

Wie 148t sich das erkldren?
Studienrat H.-J. Kerber, -Neustrelitz

Moéglich oder nicht moglich?

Ist es moglich, genau die Zahlen 1, 2, ..., 12 so auf
einem Kreis anzuordnen, daB fur je drei aufeinan-
derfolgende Zahlen a, b, c¢; b> — ac durch 13 teilbar
ist? aus der ungarischen math. Schiilerzeitschrift Lapok



Das Monster

In einem Spiel ist das ,Monster“ der Sektor eines
Kreises mit dem Radius 1 cm, das in der Figur ge-
zeigt wird. Das fehlende Stiick (der Mund) hat
einen Zentriwinkel von 60°.

Wie groB ist der Umfang des Monsters (in cm)?

60°

A[n+2] B[2n] C[5/3x] D/[5/6m+2]
E|5/3n+2 aus einem

britischen Schulwettbewerb 1985

Gute Beobachtungsgabe gefragt!

Zwei Minuten anschauen, dann nachzeichnen!

aus der niederldndischen
math. Schiilerzeitschrift Pythagoras

Suchbild

Von den in der oberen Reihe dargestellten Gegen-
stinden befinden sich vier auch in der Zeichnung.
Welche?

aus Fiiles, Budapest

AE VDY

s 3| o7
— || BN\ O

= & ﬁ?

N U Elffg - %

° — Ry o/

/f
$5 ¢
I &F (Y ;Zﬂj/

0)
i

Kryptarithmetik

Die Buchstaben auf den Datentrigem X, Y, Z sind
verschliisselte Zahlen, wobei gleiche Buchstaben
gleiche Zahlen bedeuten. Welcher Datentriger 16st
die rechts oben fixierte Multiplikationsaufgabe?

W. Neugebauer,
Berlin
edst -d0 1 « 9
nnJn 6
nJeet 0

Qd nl |trx“ 2 3
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nn(d nne
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Zahlen in Begriffen

Erginze die folgenden Wortbruchstiicke jeweils so
durch das Zahlwort fiir eine natiirliche Zahl, daB
sich sinnvolle Begriffe ergeben:

A) ...sassa, ...guldenkraut.

B) ...meter, ...ung, ...teinium, ...tagsfieber,
...sachen, ...fel, ...e, ...erbahn, ...stigkeit,
...tschrift, ...amkeit, ...g, ...gebirge, ...erdeck,
...schaft, .. jihriger Krieg, ...enbein, ...t.

C) ...malklug, ...errat, ...los, Jahr..., ... kampf,
...riede, ...waldstitter See, ...enbeinkiiste.

Wenn a die Summe der unter A eingefiigten, b die
Summe der unter B eingefiigten und ¢ die Summe
der unter C eingefiigten Zahlen ist, so gibt a — b
das Geburtsjahr und g — ¢ das Todesjahr eines fran-
zosischen Physikers und Mathematikers, nach dem
die SI-Basiseinheit der elektrischen Stromstirke be-
nannt ist, an.

Wer ist es, und wann lebte er?

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitdit
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aus: Mathematical pie, London
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Evariste Galois

Verstindlicherweise kommt es auch heute
noch selten vor, daB Mathematiker durch
Briefmarken gewlirdigt werden, deren wis-
senschaftliche Leistungen auf die reine Ma-
thematik beschrankt sind und nicht unmit-
telbar in Naturwissenschaften, Technik
oder anderen Praxisbereichen wirksam wer-

den, so da8 es schwer ist, ihren Inhalt und-

ihre Bedeutung einem breiteren Publikum
verstindlich zu machen. Zu den wenigen
Ausnahmen gehort die hier gezeigte fran-
zosische Briefmarke aus dem Jahre 1984,
die dem Revolutionar und Geometer Evariste
Galois (1811 bis 1832) gewidmet ist. Geo-
meter ist hier als Mathematiker zu verste-
hen, denn das Arbeitsgebiet von Galois war
die Algebra, wenngleich seine Ergebnisse
von Bedeutung flir die Theorie der geome-
trischen Konstruktionen sind.

Ein uraltes zentrales Problem der Mathe-
matik ist die Suche nach Losungsformeln
und -methoden fiir Gleichungen in einer
Unbekannten x, die auf die Form

D) x"4a, x4+ apx?

+a;x+ay=0

gebracht werden kénnen. Nachdem im we-
sentlichen schon in der Antike die Lo&-
sungsforme!

1
X112 = ?(_P T yp*- 4‘1)

fiir die quadratische Gleichung
x2+px+q=0

bekannt war und im 16. Jh. dhnliche, auf

den Grundoperationen Addition, Subtrak-

tion, Multiplikation, Division und zweite

bzw. dritte Wurzel 2\/_, 3\/_ beruhende Lo-
sungsformeln (sogenannte Radikale, abge-
leitet von radix [lat] = Wurzel) fiir Glei-
chungen dritten und vierten Grades, d. h.
fiir die Fille n =3, 4 in (1) gefunden wor-
den waren, konzentrierte sich das Streben
der Mathematiker auf die Suche nach ana-
logen Lésungsformeln in Gestalt von Radi-
kalen fir Gleichungen héheren Grades.

88 - alpha, Berlin 21 (1987) 4

1799 bewies der Italiener P. Ruffini (1765
bis 1822) mit noch unzuldnglichen Mitteln
und 1822 der Norweger N. H. Abel (1802
bis 1829) in aller Strenge, daB es eine sol-
che Losungsformel fiir die allgemeine Glei-
chung (1) im Fall » = § nicht gibt. Derar-
tige Resultate, vergleichbar ist z. B. die
Unmbdglichkeit, die Gleichung x%=2
durch eine rationale Zahl zu l6sen oder
eine Strecke der Linge 7 aus der Einheits-
strecke mit Zirkel und Lineal zu konstruie-
ren, stoBen meist auf das Unverstindnis

“der Nichtmathematiker, obwohl jeder ver-

steht, daB im tdglichen Leben bestimmte
Aufgaben mit dafiir ungeeigneten Hilfsmit-
teln unldsbar sein konnen. Auch innerhalb
der Mathematik erfordern solche Unmég-
lichkeitsbeweise, jedenfalls die ersten auf
einém neuen Gebiet, meist grundsitzlich
neue Uberlegungen, Begriffe und Metho-
den, das Durchbrechen gewisser psycholo-
gischer Barrieren, und sie bewirken das
Entstehen neuer mathematischer Diszipli-
nen und weiterfiihrender Fragen, losen
manchmal eine innermathematische Revo-
lution aus. So geschah es auch mit dem
Satz von Ruffini und Abel. Er besagt ja
keineswegs, daB keine Gleichung der Form
(1) durch ein Radikal 18sbar ist. Zum Bei-
spiel ist x = % eine Losungsformel in Ge-
stalt eines Radikals fir die Gleichung
x5—a=0und

@ x=tVatybtyc

ein Losungsradikal fir die Gleichung
3) x8 — 4ax5 + (6a*— 2b) x*

+ (4ab — 4a*) x2 + a* — 2a%b

+b2-¢=0,
d. h. alle 8 im aligemeinen verschiedenen
Werte, die die rechte Seite der Formel (2)
bei allen moglichen Wahlen der vorkom-
menden Vorzeichen annimmt, erfiillen die
Gleichung (3) oder, was gleichbedeutend
ist:
Bezeichnet man diese 8 Werte mit x,, x,,
..., Xg, so ist die linke Seite von (3) gleich
dem Produkt (x — x;) (x — x;)...(x — xg).
(Man priife beides nach!) Aber in diesen
Fillen geniigen die Koeffizienten der geld-
sten Gleichungen sehr speziellen Bedin-
gungen: Im ersten Beispiel sind fast alle
gleich Null, im zweiten Beispiel hingen sie
auf eine sehr spezielle Weise von nur drei
Parametemn a, b, c ab.
Der Satz von Ruffini und Abel besagt nur,-
daB fur die Gleichung (1) keine fiir alle
Werte von a, 1, -.., @o einheitlich anwend-
bare Radikal-Losungsformel existiert, die
aus den Koeffizienten a, ..., a, - als Vari-
ablen mittels der zulidssigen Operationen
aufgebaut ist.
Galois stellte sich mit dem Einfallsreich-
tum, dem ungestimen Temperament und
revolutionidrem Elan, die ihn auch in sei-
nem kurzen, dramatischen Leben aus-
zeichneten, der iiberaus schwierigen Frage,
ob und wie man aus den Koeffizienten
einer speziellen Gleichung erkennen kann,
ob sie durch Radikale Iosbar ist und wie
diese Radikale pgegebenenfalls von der
Struktur der Koeffizienten der gegebenen
Gleichung abhingen. Das dazu erforderli-
che vollig neue Begriffssystem, auf dem

heute unter dem Namen Gruppentheorie
eine grundlegende und &duBerst vielseitig
verwendbare mathematische Disziplin auf-
gebaut ist, benétigte rund 100 Jahre vom
Tode Galois’ an gerechnet, bis es ungefiahr
die heutige Gestalt annahm und von allen
Mathematikern verstanden, anerkannt und
gehandhabt wurde. Es ist also nicht gar so
verwunderlich, daB die sehr kurzen, in fast
aphoristischemn Stil und provokatorischem
Ton gehaltenen Schriften des so jungen
Galois von den beriihmten, erfolgreichen
und sich ihrer Bedeutung bewuBten Ma-
thematikern der franzosischen Akademie
nicht verstanden oder beachtet wurden.
Die Galoistheorie gehort zu den genialsten
mathematischen Leistungen aller Zeiten,
vollbracht von einem jungen, unbekannten
und mathematisch nur notdiirftig gebilde-
ten, liberdies politisch miBliebigen Mann.
Sie findet heute teils direkt, vor allem aber
durch die von ihr erzeugte neue Denkweise
Anwendungen in vielen Richtungen, von
denen Galois selbst und seine Zeitgenos-
sen nichts ahnen konnten. Zugieich muf
man sagen, daB sie fiir die tatsdchliche nu-
merische Ldsung algebraischer Gleichun-
gen von sehr geringem Wert ist. Aber auch
diese Erkenntnis, eingebettet in die umfas-
sendere Wahrheif, daB das letzte Ziel der
Mathematik nicht so sehr die schonen, ele-
ganten Sidtze und Theorien als vielmehr
die rationell anwendbaren Verfahren und
Methoden sein miissen, ist das Resultat
einer innermathematischen Revolution,
die sich in unseren Tagen vollzieht. Man
darf {iberzeugt sein, daB Galois, der sich zu
seiner Zeit den aktuellsten, am meisten in
die Zukunft weisenden Fragen der Mathe-
matik widmete und so viel zur Vollendung
der klassischen Mathematik beigetragen
hat, auch heute auf der Seite des Fort-
schritts zu finden wire.
Wir haben zugunsten eines Versuchs, die
wissenschaftliche Leistung von Galois mit
einfachen Mitteln zu erldutern und aus
heutiger Sicht zu werten, auf jegliche De-
tails aus dem Leben und politischen Wir-
ken von Galois verzichtet. Hierzu méchten
wir den Leser auf die Galois-Biographie in
den Biographien bedeutender Mathematiker
(Verlag Volk und Wissen, 3. Aufl. 1983)
und auf den biographischen Roman Wen
die Gotter lieben von L. Infeld (deutsch
1954) sowie auf den Artikel iiber Galois in
der alpha 1969, Heft 4, verweisen?).

i P. Schreiber

) Nur wenige heutige Leser haben die
alpha schon seit so langer Zeit abonniert
und aufgehoben, aber es ist eine interes-
sante und niitzliche Aufgabe, einmal nach-
zuforschen, wo in Eurem Umkreis die alten
alpha-Jahrginge noch zuginglich sind und
darin zu stobern. Wir mochten Euch anre-
gen, alte alpha-Hefte aufzuspiiren, Stil und
Inhalt von damals mit der heutigen alpha
zu vergleichen und uns Eure Eindriicke
und Entdeckungen zu schreiben.



XXVII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1987

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der Ldsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sdtzen darzulegen.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu l6sen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gabén. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewufBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fur die lei-
stungsstarkeren Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: % ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels 5 ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten A und B, wihrend 4B die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

270511 Jemand will die abgebildete Fi-
gur in genau vier Teile zerschneiden. Kei-
nes der 20 kleinen Quadrate soll dabei zer-
schnitten werden. Die vier Teile sollen sich
so {ibereinander legen lassen, daB sie sich
dann vollig gleichen (gleiche Gestalt und
gleiche Verteilung der Muster).

O|Q|ar|d|<
101971010
O[O [aaH|<>
<052 C1O

Es gibt funf Moglichkeiten fiir eine derar-
tige Zerlegung.

Zeichne diese funf Zerlegungen!

Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270512 Eine Strecke von 240 mm Lénge
soll in zwei Teilstrecken zerlegt werden.
Die gréBere Teilstrecke soll genau 47mal
so lang sein wie die kleinere.

Wie lang muB dann die kleinere Teil-
strecke sein und wie lang die groBere? Be-
griinde deine Antwort!

270513 Das Bild zeigt ein Rechteck
ACMK, das aus sechs kleinen Quadraten
zusammengesetzt ist. Man kanno ip Bild
auBer diesem Rechteck noch weitere
Rechtecke finden, die sich aus solchen
kleinen Quadraten zusammensetzen und
die selbst keine Quadrate sind. Zum Bei-
spiel ist DFJG ein derartiges Rechteck.

K L M
G A ]
b F
A g ¢

Nenne alle derartigen Rechtecke auBer
ACMK!
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270514 a) Die Figur des Bildes soll so in
einem Zuge gezeichnet werden, dal dabei
keine Linie zweimal durchlaufen wird.

[3
H J F
A K M £
8 L 0
A

Ein solcher Zug kann z.B. im Punkt L be-
ginnen und iiber die Punkte M, J, K, L, B,
A H G H J F,G FM,D F E'D,C,
B, H, K, B, C, D nach Punkt L zuriickfiith-
ren.

Suche mindestens einen weiteren derarti-
gen Zug und schreibe ihn wie im Beispiel
mit Hilfe der bei ihm zu durchlaufenden
Punkte auf!

zu b)

b) Auch die Figur des Bildes 1dBt sich in
einem Zuge so zeichnen, daB jede Linie ge-
nau einmal durchlaufen wird.

Gib mindestens einen derartigen Zug an!
¢) Vergleiche Anfangs- und Endpunkt der
von dir in den Bildern a und b gefundenen
Wege! Was stellst du fest?

Olympiadeklasse 6 .

270611 Vier Kreisscheiben sind jede fiir
sich um ihren gemeinsamen Mittel-
punkt M so zu drehen, daB danach immer
vier Zahlen auf je einem Strahl mit dem
Anfangspunkt M liegen. Dabei soll die
Summe der vier Zahlen auf jedem Strahl
34 betragen.

Gib mindestens eine Moglichkeit solcher
Drehungen an!
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270612 In jedes leere Feld des abgebilde-
ten Quadrats ist eine der Zahlen 2, 3, 4, S
einzutragen. Dabei soll in keiner Spalte
oder Zeile eine dieser Zahlen mehrfach
vorkommen. Ferner soll in keiner Spalte
oder Zeile neben einer Zahl deren Nachfol-
ger oder Vorginger stehen.

1

1

Gib mindestens zwei solche Eintragungen
an!

Eine Begriindung wird nicht verlangt.
(Hinweis: Es gibt sogar mehr als zwei sol-
che Eintragungen.)

270613 Auf einer Wippe stellt sich her-

aus:

(1) Andreas ist leichter als Frank, aber
schwerer als Dirk.

(2) Stefan ist leichter als Andreas, aber
schwerer als Dirk.

(3) Peter ist leichter als Jiirgen,
schwerer als Michael.

(4) Jirgen ist leichter als Dirk.

Ordne die Jungen nach ihrem Gewicht; be-

ginne bei dem schwersten!

Uberpriife, ob bei der von dir angegebenen

Reihenfolge alle Aussagen (1) bis (4) wahr

sind!

aber

270614 Kerstin zerschneidet ein recht-
eckiges Stiick Papier so, daB der Schnitt
vom Mittelpunkt einer Rechteckseite zum
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite
verlduft. Es entstehen zwei kleinere Recht-
ecke; Kerstin legt sie genau iibereinander,
so daB nur noch ein kleineres Rechteck zu
sehen ist, das aus zwei Schichten be-
steht.
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Kerstin  zerschneidet dieses aus zwei
Schichten bestehende Rechteck in gleicher
Weise und legt wieder die entstandenen
rechteckigen Papierstiicke genau iiberein-
ander. B
BEatsprechend wird fortgesetzt: Ubereinan-
derliegende Rechtecke werden zerschnit-
ten, die entstandenen Papierstiicke werden
iibereinandergelegt. (Natiirlich geht das
nicht beliebig oft; denn der Papierstapel,
der zerschnitten werden soll, wird immer
dicker.) :
(1) Nenne die Anzahl der Papierstiicke, die
nach dem

a) zweiten, b) dritten, c) vierten
Zerschneiden entstanden sind!

(2) Angenommen, das Zerschneiden wire
beliebig oft moglich. Warum koénnten dann
trotzdem niemals nach einem Schnitt ge-
nau 160 Papierstiicke entstehen?

Olympiadeklasse 7

270711 Klaus lieB versehentlich seinen
Wecker zu Boden fallen. Dabei zersprang
das Zifferblatt (vgl. das Bild) in drei Fli-
chenstiicke. Nachdem der erste Schreck
uber das MiBgeschick voriiber war, be-
merkte Klaus, daB keine der 12 Zahlen
beim Zerspringen des Zifferblattes ausein-
andergerissen worden war.

Er berechnete fiir jedes der drei Flichen-
stiicke die Summe derjenigen Zahlen, die
auf diesem Flichenstiick standen. Dabei
stelite er fest, daB sich in allen drei Fillen
dieselbe Summe ergab.

Wie konnte das Zifferblatt zersprungen
sein? Gib eine Moglichkeit hierfiir an und
tiberpriife, daB die von Klaus gemachte
Feststellung fiir deine Angabe zutrifft!

270712 In einer Kiste befinden sich ge-
nau 100 Kugeln, und zwar 30 rote, 30
blaue, 30 griine sowie 10 Kugeln, von de-
nen nur bekannt ist, daB sie schwarz oder
weiB sind und daB mindestens eine
schwarze Kugel dabei ist. Durch das Tast-
gefiihl lassen sich verschiedenfarbige Ku-
geln nicht voneinander unterscheiden.
Untersuche, ob es trotzdem moglich ist,
mit geschlossenen Augen eine jeweils ge-
eignete Anzahl von Kugeln, aber nicht alle,
so herauszugreifen, daB man mit Sicher-
heit vorhersagen kann:

a) Unter den herausgegriffenen Kugeln
befinden sich mindestens 12 Kugeln von
gleicher Farbe.

b) Unier den herausgegriffenen Kugeln
befindet sich mindestens eine schwarze
Kugel.

c) Unter den herausgegriffenen Kugeln
befinden sich mindestens S weile Kugeln.

270713 In einem Dreieck seien die MaB-
zahlen der in Zentimeter gemessenen Lin-
gen aller Seiten ganzzahlig, gerade und un-
tereinander verschieden.
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Bekannt ist 2 = 6 cm und b =4 cm.
Untersuche, ob aus diesen Angaben der
Umfang des Dreiecks eindeutig ermittelt
werden kann! Ist dies der Fall, dann gib
den Umfang an!

270714 Bekanntlich hat jedes Viereck ge-

nau zwei Diagonalen.

a) Ermittle die Anzahl der Diagonalen
eines Fiinfecks und eines Sechsecks!

b) Finde eine Formel fir die Anzahi der
Diagonalen eines Vielecks in Abhingigkeit
von der Eckenzahl n des Vielecks!

Die Formel soll fur alle natiirlichen Zahlen
n = 4 gelten.

Begriinde diese Formel!

¢) Welchen Wert gibt diese Formel, wenn
man sie fir n =3 anwendet? LiBt sich
auch dieser Wert in eine geometrisch an-
schauliche Aussage fassen?

Olympiadeklasse 8

270811 Steffen stellt den Mitgliedern der
AG Mathematik folgende Aufgabe:

JJeder denke sich eine Zahl, multipliziere
diese mit 2, addiere zum Produkt 30, divi-
diere die Summe durch 2, subtrahiere von
dem erhaltenen Ergebnis die anfangs ge-
dachte Zahl!

Schreibe das Ergebnis aufl“

Es stellt sich heraus, daB alle Schiiler der
Arbeitsgemeinschaft das gleiche Ergebnis
hatten.

Miissen sich Steffens Mitschiiler unbedingt
auch die gleiche Zahl gedacht haben?

270812 In einem rechtwinkligen Koordi-
natensysten seien die Punkte A4 (1;5),
B(4;4),C(2;8), 4'(8;4), B'(7; 1), C'(11,3)
gegeben. Sie sind so gelegen, daB es eine
Drehung gibt, bei der 4, B und C die Bild-
punkte A’, B’ bzw. C’ haben.

Konstruiere das Drehzentrum D dieser
Drehung!

Beschreibe deine Konstruktion!

Beweise folgende Aussage: Wenn D das ge-
suchte Drehzentrum ist, dann 148t sich D
nach deiner Beschreibung konstruieren.

270813 Es sei ABC ein Dreieck, bei dem
der Innenwinkel x BAC die Gr6Be 30° hat.
Beweise, daB unter dieser Voraussetzung
die Linge der Seite BC gleich der Linge
des Umkreisradius dieses Dreiecks ist!

270814 Es soll die Summe der Quadrate
zweier beliebiger natiirlicher Zahlen gebil-
det werden. Dann ist eine Division mit Rest
durchzufiihren, und zwar soll die eben ge-
nannte Summe durch 4 dividiert werden.
Man will nun untersuchen, welche Zahlen
bei einer derartigen Division als Rest auf-
treten konnen und welche nicht.

a) Bilde zunichst einige Beispiele, indem
du jedesmal selbst zwei natiirliche Zahlen
wihlst, die Summe ihrer Quadrate durch 4
dividierst und den auftretenden Rest no-
tierst! Setze das Bilden solcher Beispiele so
oft fort, bis es nur noch eine natiirliche Zahl
kleiner als 4 gibt, die in deinen Beispielen
nicht als Rest auftrat!

b) Nun kann man vermuten, daB diese
Zahl niemals .als Rest auftritt, wenn die
Summe der Quadrate zweier beliebiger na-

tiirlicher Zahlen durch 4 dividiert wird. Be-
weise diese Vermutung!

Olympiadeklasse 9

270911 In die Kreisfelder der Figur sol-
len die Zahlen 1 bis 6 so eingetragen wer-
den, daB jede Zahl genau einmal vor-
kommt, und daB die Zahlen auf jeder
Dreiecksseite die gleiche Summe ergeben.

Geben Sie eine solche Eintragung an!
Uberpriifen Sie, daB die von Ihnen angege-
bene Eintragung alle geforderten Bedin-
gungen erfiillt!

270912 Bei einem Dominospiel mit den
Zahlen 0, 1, ..., 6 ist jeder Spielstein in
zwei Hilften eingeteilt, jede Hilfte tragt
eine der Zahlen. In einem Dominospiel
kommen alle Kombinationen von je zwei
der Zahlen 0, 1, ..., 6 je genau einmal vor
(und zwar auch diejenigen, bei denen auf
den beiden Hilften eines Steines dieselbe
Zahl steht).

Eine Kette entsteht, wenn man mehrere
Steine in einer Folge so nebeneinander-
legt, daB benachbarte Hilften nebeneinan-
derliegender Steine stets einander gleiche
Zahlen tragen (Domino-Spielregel). Eine
Kette heiBt geschlossen, wenn auch die bei-
den Steinhilften an den beiden freien En-
-den der Kette einander gleiche Zahlen tra-
gen (so daB man die Kette, wenn sie aus
geniigend vielen Steinen besteht, an ihren
Anfang zurickfilhren und dort schlieBen
kann). :

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller zu einem
Dominospiel gehorenden Steine!

b) Ermitteln Sie die gr6Bte Zahl solcher
Steine eines Dominospizels, aus denen sich
eine geschlossene Kette bilden 1aBt!

270913 Jemand mochte die Frage beant-
worten, ob 1987 eine Primzahl ist. Er hat
unter seinen Rechenhilfsmitteln (Zahlenta-
fel, Taschenrechner) zwar auch eine Prim-
zahitabelle; sie enthilt aber nur die Prim-
zahlen unter 100.

Wie kann (ohne weitere Hilfsmitiel) die
Untersuchung gefiihrt werden; welche Ant-
wort erbringt sie?

270914 Fiir jedes Rechteck seien die Sei-
tenlingen mit a, b bezeichnet, die Diago-
nalenlinge mit d und der Flicheninhalt
mit 4.

Beweisen Sie mit diesen Bezeichnungen
die folgende Aussage:

Es gilt d = 2a — b genau dann,

wenn A = %a’ gilt!

Olympiadeklasse 10

271011 Wie viele geordnete Paare von
ganzen Zahlen (x,y) gibt es insgesamt, fir
die x -y = 1987 gilt?



271012 a) Gibt es eine ganze Zahl x,
fir die > 1987 gilt?

x—1
b) Ermmitteln Sie alle diejenigen reellen
Zahlen x, fur die > 1987 gilt!

x~—1
271013 Das Rechteck in dem Bild a kann
(mit Beriicksichtigung des eingezeichneten

Punktmusters) aus den sechs Teilen in
Bild b zusammengesetzt werden.

a) 7

X . L]
A B8 ¢ D0 F F
b) ﬁ@
1 2 3 4 5 3

Geben Sie eine Mdglichkeit fiir eine sulche
Zusammensetzung an und untersuchen
Sie, ob die von Ihnen angegebene Moglich-
keit die einzige ist!

(Zur Bezeichnung der Teilquadrate sollen
die im Bild a angegebenen Buchstaben be-
nutzt werden. So wird z.B. das rechte obere
Feld mit FZ bezeichnet.)

271014 Ist es moglich, einen Quader mit

den Kantenlingen \/2_ s \/3_ und y8 voll-
stindig mit Wiirfeln gleicher Kantenlingen
auszufiillen?
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271211 Man ermittle alle diejenigen
Paare (x,y) reeller Zahlen x, y, die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erfiillen:

1) x +xy+y=-1
) x2+y? = 5
271212 Man ermittle alle diejenigen

zweistelligen und alle diejenigen dreistelli-
gen natiirlichen Zahlen, bei denen das Pro-
dukt der Ziffern doppelt so groB ist wie die
Quersumme!

271213 Es seien wie iiblich a, b, ¢ die
Seitenldngen eines beliebigen Dreiecks. -
Man untersuche, ob fiir jedes Dreieck die
Ungleichung

a2+ b*+ c2<2(ab+ ac+ bc)
gilt!

271214

Man ermittle den Rest, den die Summe
s=1+25+35+ ...+ 1987

bei Division durch 25 1iBt!

Losungen

Losung zu:
Unterhaltsame Kreisfigur
Heft 3/87

Laut Aufgabenstellung sﬂen alke Bogﬁn—
stiicke kongruent, also PP,; P,Py; PyP,;
P,Ps; PA; und 4,P;; usw.

P, P,P,PPs ist ein regelmiBiges Fiinfeck,
M sei der Mittelpunkt des Umkreises
(siche Bild 1). 4,4,P,P, ist ein gleich-
schenkliges Trapez, die Bogen A;Pz, P}l,
P, A, bilden einen Bogen, der ein Teil des
Umkreises dieses gleichschenkligen Trape-

zes ist. Die Winkelhalbierenden von
4A,P,P, und xP,P,4, schneiden einan-
der im Mittelpunkt des Umkreises M, die-
ses gleichschenkligen Trapezes. Der Ra-
dius dieses Kreises sei r, der Radius des
Umkreises des Fiinfecks sei R.

Nun gilt fiir die Seitenldnge s des Fiinfecks
(siehe Bild 2)

Bild 2

§

L]
s =2-R-sin36°

)
s .
wegen —- = R -sin36°
MP =r

Fiir das gleichschenklige Trapez 4,4,P,P,
gilt

AP =P P,=Pd,=s

4 AP P, =126° sowie

AP P4, =126°

A P\M P, =54°

%:r=sin27°, also
s

2

r= Sn27° und wegen (1)

_ R-sin36°

@ r=Gaor
Der Bogen b errechnet sich somit nach der
Formel
o) nr-54 _3-m-R-sin36°
180 10-5in27°
Einsender der Losung:
Mathematikfachlehrer H. Schaller,

Institut fiir Lehrerbildung, Leipzig

b=

Losungen zu:
Der Vier-Quadrate-Satz
Heft 3/87

Ala Jede natiirliche Zahl der Form
4m + 1 ist (nach Satz 2) in hochstens drei
Quadratzahlen zerlegbar. Jede natiirliche
Zahl der Form 4m + 2 ist ebenfalls (nach
Satz 2) in hochstens drei Quadratzahlen
zerlegbar. Jede natiirliche Zahl der Form
n=4m+3 ldBt sich als Summe
n=(n— 1)+ 12 schreiben, worin n — 1 als
Zahl der Form 4m + 2 in héchstens drei
Quadratzahlen zerlegbar ist; also ist n als
Summe von hochstens vier Quadratzahlen
darstellbar. Dies gilt auch fiir jede durch 4
teilbare natiirliche Zahi n.

Man kann sie nimlich in der Form
n=4@m+r)=0Q"@Am+r)

mit r=1, 2, oder 3 schreiben (4 soll also
die hochste in n aufgehende Potenz von 4
sein).

4m + r ist aber fir r=1 oder 2 in hoch-
stens drei Quadratzahlen, fir r=3 in
héchstens vier Quadratzahlen zerlegbar.

42 a Der Satz 6 ergibt sich folgenderma-
Ben aus Satz 3: Es sei r=% eine gebro-

chene Zahl, worin p und g natiirliche Zah-
len sind. Nach Satz 3 ist jede natiirliche
Zahl Summe von hochstens vier Quadrat-
zahlen.

1. Fall: Es ist pg = a*+ b% + 2 + d*

mit natiirlichen Zahlen aq, b, ¢, d.

Dann ist

2 2 2 2

(O () (0

q9 4 q q q q
Summe von vier Quadraten gebrochener
Zahlen.
2. Fall: Es ist pg = a®+ b*+ ¢?
mit natiirlichen Zahlen a, b, c.
Dann ist )
-2~ (3) (- (5 (8

g \4q q 5q Sq
Summe von vier Quadraten gebrochener
Zahlen (beachte 5% = 32 + 42),
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3. Fall: Es ist pg = a2+ b?
mit natiirlichen Zahlen a, b. Dann ist

_P_DP
r=r="0

q
(5 +Ge) + Ga) - (5)
q g 3¢ 3q
Summe von vier Quadraten gebrochener
Zahlen (beachte 32 = 12 + 22 + 22).
4. Fall: Es ist pg = a* mit einer

natiirlichen Zahl a. Dann ist
g gt -(Ge) < ()
r=—=-—= 41— =|— +[—
q9 ¢ (Zq) 2g 29
2

+ (L) + (i)z Summe von
2q 2q
vier Quadraten gebrochener Zahlen.

Losungen zu:
Knobel-Wandzeitung (8)
Heft 3/87

ala Das Biid zeigt mogliche Legefigu-
ren sowie je eine Legemoglichkeit.

N
1
[
=

DR DB
IS NG

A2a a) 21 Gold-, 37 Silber- und 22
Bronzemedaillen.

b) 11,4% der Leipziger Einwohner waren
1980 im DTSB, das ist gegeniiber 1951
eine Steigerung um 109,68 %.

c) Jeder leistete durchschnittlich rund
4 Stunden.

d) In einem normalgefiillten Becken befin-
den sich 562,5 m*> Wasser.

e) Die Zahl der Studenten stieg auf das
25fache, und die Zahl der Lehrkrifte auf
(rund) das 33fache.

A3 a Das Bild zeigt eine Moglichkeit
zum zweimaligen Durchlaufen des Linien-
netzes. (Es ist nicht moglich, das Linien-
netz hintereinander so zu durchlaufen, da8
man jede Linie des Netzes genau einmal
durchschreitet. Warum?)
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Die zuriickgelegte Wegstrecke betrigt
736,66 m. Diese ergibt sich als doppelte
Linge des Liniennetzes, die 368,33 m be-
trigt und sich zusammensetzt aus der
Linge dér Seitenlinien (100 m), der Tor-
und Mittellinie (120 m), der Strafraumli-
nien (73,32m), der Torraumlinien
(29,32 m), des Mittelhalbkreises (- 9,15 m
=28,75m) und der Strafraum-Kreislinie
(16,94 m).

A4a DieKryptogramme 1, 2, 5, 6 und 8
sind mehrdeutig 16sbar. Es gibt z. T. sehr
viele Losungen, z.B.

1 6233 7255 6 6211 9311
+1588 +1366 +8300 +7200
7821 8621 14511 16511

2 8977 6988 8 3788 5722
+6055 +7544 +5622 +3688
15032 14532 9410 9410

5 2399 3199
+5411 +5277
7810 8476

Die iibrigen Kryptogramme sind nicht 16s-
bar. Ihr gelangt in all diesen Fillen zu
einem Widerspruch.

ASA Allgemein: Ist die Zahl 12 durch
die Stellung des angewiesenen Vorder-
manns (hier 2. und 3. Vordermann) teilbar,
so teilt sich der Kreis (12=2-6=3-4),
wenn nicht (hier 5. Vordermann), so bleibt

ein Kreis.

Ausfihrungsschema:

a)

b)

Lauffiguren:

a)

b)

<)

a6a 1. BEN HEGEWICHT -
GEWICHTHEBEN;

2. BEN OX - BOXEN;

3. ELLA BRAWSS - WASSERBALL;
4. ELLA BYLLOV - VOLLEYBALL;
5. ERNA FLEUHUD - -
HUERDENLAUF;,

6. ERNI TE - REITEN;

7. HORST SPANGBUCH -
STABHOCHSPRUNG;

8. INGE WURPST - WEITSPRUNG;
9. MARTHA LOFUNA -
MARATHONLAUF;

10. RENATO SPRUNNK -
KANURENNSPORT;

11. RUDI SPRENG - DREISPRUNG;
12. SUSEN STOLEGK -
KUGELSTOSSEN;

13. SUSI WEKFREND -
DISKUSWERFEN;

14. WERNER FESPE -
SPEERWERFEN;

15. WERNER HEMMAF -
HAMMERWERFEN

A7a oben: LEICHTATHLETIK,
unten (v.l.n.r.) HAMMERWERFEN,
SPEERWERFEN, HUERDENLAUF,
MARATHONLAUF.

A 84 Waagerecht: 3. Helm (Riidiger,
DDR); 5. Kim (Nelli, UdSSR); 6. Ovett
(Steven, Grofibritannien); 9. Beck (Volker,
DDR); 11. Walle (Robert van de,
Belgien); 12. Jon (Corneliu, Ruminien);
14. Varga (Karoly, Ungarn); 15. Coe
(Sebastian, GroBbritannien).

Senkrecht: 1. Koch (Marita, DDR); 2. Jahl
(Evelin, DDR); 4. Diers (Ines, DDR); 7.
Mate (Ilja, UdSSR); 8. Fink (Rudi, DDR);
10. Colon (Maria, Kuba); 13. Baron
(Bengt, Schweden).



Losungen zu: Unterhaltungsmathematik
aus der dthiopischen

Schiilerzeitschrift Hislab

Heft 3/87

Ala Der Preis fiir ein Brot sei x Cent,
dann hat der dritte a Cent an den ersten
und b Cent an den zweiten zu zahlen.
Das ergibt das Gleichungssystem

3x-a= 35 Ix—-a=135
4x—b= 135 a=45-135
a+b= 35 a=10
4x—-b= 135 a+b=135
Ix+b= 170 b=25

7x =105

x= 15

Der erste Reisende miiBte 2 Fiinf-Cent-
Stiicke und der zweite Reisende 5 Fiinf-
Cent-Stiicke erhalten.

A2a 100 Kiken fressen in 100 Tagen
100 Scheffel. 100 Kiiken fressen in 10 Ta-
gen 10 Scheffel. 10 Kuken fressen in 10 Ta-
gen 1 Scheffel.

AJa Unter den vielen Moglichkeiten,
2450 in ein Produkt aus drei Faktoren zu
zerlegen, gibt es zwei, in denen die Summe
der Faktoren gleich 64 ist:

5-10-49 =2450; 5+ 10+ 49 =64,

7- 7-50=2450; 7+ 7+50=64.

Da das Produkt der beiden kleineren Fak-
toren groBer sein muB als der groBte Fak-
tor, sind die Personen 5, 10 und 49 Jahre
alt.

Ad4a Die Zahl der Nur-FuBballspieler
sei a. Die Zahl der FuBball- und Basket-
ballspieler sei b. Die Zahl der Spieler aller
drei Sportarten sei c. Die Zahl der FuBball-
und Volleyballspieler sei d. Die Zahl der
Basket- und Volleyballspieler sei e.

Die Zahl der Nichtspieler sei f.

Esist a + b + ¢ + d = 90 und damit

e+ f=10. Ferner gilt b+ e+ c =80,
dannist b+ c=270und a+d+e

+ =30, also auch d + e = 30.

Nun ist ¢ + d + e = 70 und schlieBlich

¢= 40 und ¢ =70. Da c ein Vielfaches
von 19 ist, ergibt sich ¢ =57, f=3,
e=7,b=16,d=6 und a =11.

Es spielen 11 Mitglieder FuBball.

A 5a Der Ahnlichkeitsfaktor betrigt
k =100.
a) V=K V=1000000-V.
Das Volumen der groBen Maus ist
1000 000mal so groB.
b) Die Masse ist proportional dem
Volumen.
m’ =1000000-m=1000000-30g
=30000000g = 30000 kg.
Die Masse der groBen Maus betrigt
30000 kg.
c) A'=k*-A=10000- 4
=10000-1cm?=10000cm? = 1 m?.
Die Querschnittsfliche der groBen Maus
betrigt fiir die Beine 1 m?2.

A6 a Die Volumina der beiden Behilter

stehen im Verhidltnis V': V= k3=1000.
Demzufolge ist der Ahnlichkeitsfaktor-
k=10.

Fiir die Hohe des groBen Behilters ist
h'=10-h=10-128cm=128cm
und der Durchmesser

d'=10-d=10-10cm =100cm.
Der groBe Behdlter hat die AusmaBe
100 cm und 128 cm.

A7A Der Zug legt, wenn der Anfang in
den Tunnel einfihrt, bis der letzte Wagen
aus dem Tunnel herauskommt, eine
Strecke von s = 2 km zuriick. Die Fahrzeit
erhilt man aus der Gleichung

. s
s=v-tmit t=—,
v

2km-h 2
= Tskm _ 15 1~ 8min.

Der Zug braucht 8 Minuten.

A8 A Bezeichnet man die Linge der ab-
zuschneidenden Ecken mit xcm (siche
Bild), dann muB gelten

2x + 11/2_ =10
x@+42) = 10,
Lo 10 102 - 2)
2+42 4-2
x=52-+2), x=2,9289...
Die Ecken miissen in etwa 2,9cm Linge
abgeschnitten werden.

ZEEN
N/

A9a Die Zahl ist durch 9 teilbar, wenn
ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. Des-
halb gelten die Gleichungen a + b = 6 oder
a+b=15mit0=<a; b=9.

Die Zahl ist durch 11 teilbar, wenn ihre al-
ternierende Quersumme durch 11 teilbar
ist. Deshalb gilt die Gleichung
a—-b=-1mit0=<a; b=9.

Von den zwei Moglichkeiten der Glei-

chungssysteme
atb=6 undatb= 15
a-b=1 a-b=-1

fiihrt das erste zum Widerspruch (a = 3,5),
und das letzte hat die Losungen ¢ = 7 und
b = 8. Der Wert von a ist 7 und von b ist 8.

A 10a Die geringsten Kosten entstehen,
wenn man alle vier Glieder eines Ketten-
teils &ffnet und dann mit jedem einzelnen
Glied jeweils zwei der verbliebenen fiinf
Kettenteile der Reihe nach zusammen-
schweiBt (siche Bild). Die Kosten sind
dann

4-10+4:25=140.

Die geringsten Kosten betragen 140 Cent.

Alla Masse, Gewicht und Volumen
sind proportional. Die Hohen des Men-
schen und des Riesen stehen im Verhiltnis
k=6:2=3:1=3,

demzufolge gilt V' =k3- V=27V

bzw. m’ =27 m fir die Masse

und G’ =27 G fir das Gewicht.

Nun muB in beiden Fillen der Druck p
gleich sein, dann ist, wenn man den Quer-
schnitt des Knochens z. B. kreisformig be-

trachtet,

_ G G-4 _27-G-4
p=g P= g Wd P
Durch Gleichsetzen erhilt man
gd‘: =—1;:7x16d42 , (F*+0;d=*0)
x2=27, x=343.

Die Knochen des Riesen sind 3 \/3_ mal so
dick.

A12a Wenn Sara die zwei Sorten Apfel
getrennt verkauft, erhdlt sie 32—0 + 33—0

=25 Cent. Mischt sie die beiden Sorten
und verkauft die Mischung mit § Stiick zu
2 Cent, bekommt sie %2 =24 Cent.
Saras Problem liegt in ihrer Rechnung. Sie
dachte, daB der Verkauf der Mischung mit
5 Stiick zu 2 Cent dasselbe ist wie der Ver-
kauf von 2 teuren Apfeln zu 1 Cent und
von 3 billigen zu 1 Cent. Aber es ist eben
nicht dasselbe. Diese beiden Arten des
Verkaufs wiirden nur dann dasseibe Ergeb-
nis haben, wenn beide Sorten Apfel ur-
spriinglich im gleichen Verhiltnis 2:3 ge-
mischt worden wiren. Wiirde man also z.B.
30 teure Apfel mit 45 billigen mischen, so
erhilt man in beiden Fillen 30 Cent.

30

75
T+T—-30 und <5 2=130.

Liisungen zu: Eine alte
Vorlesungsmitschrift entdeckt

Heft 3/87

ala AOPz ist dhnlich AOwP,
OP Oz

also =— O OP . Mit OP=1

folgt die gesuchte Relation!

A2a Ow=acosa— bcospund
0z=acosa + bcos B, also
Ow-0z=a?cos?a — b2 cos? f.
Da AQ = asin & und auch AQ = bsin g,
gilt nun
Ow-0z=a’cos? — b2(1 - sinzﬁ)
=g2cos?oc — b2+ a?sin’e
= 2(cos2 o+ sin? ) — b2
=q2—p2.
A3 a Benutzt man ein x,y-Koordinaten-
system und faBt r als Abstand vom Koordi-
natenursprung auf und @ als Winkel des
Strahls OP mit der positiven x-Achsenrich-
tung, so ergibt sich eine spiralférmige

Kurve:
Y

&/

10

S
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Diese auf René Descartes (1596 bis 1650)
und Evangeliste Torricelli (1608 bis 1647)1)
zuriickgehende logarithmische Spirale wird
auch oft als gleichwinklige Spirale bezeich-
net, da alle Strahlen, die von ihrem Zen-
trum O ausgehen, immer unter dem glei-
chen Winkel o« geschnitten werden.

) Viele Einzelheiten iiber diese beiden
Wissenschaftler erfihrst du in dem Buch
Wegbereiter der neuen Mathematik von Niki-
forowski und Freiman, Fachbuchverlag
Leipzig 1978.

Ad4a Im Fall a gibt es keire solche
Kurve, im Fall b sind es 4! Die geschlos-
sene Kurve 8 kann man auf einen Punkt
zusammenziehen!

Ldsungen zu:
Mathematik-Studium in der UVR

Ala Esseif(a,fy):
=coso-cosf-cosy.

Zuerst bestimmen wir das Maximum
von f bei festem .

Es ist dann o + f=180° — y

und nach Additionstheoremen:

Sl B,v)
= %(COS(O( + B) + cos(ax — f))-cosy

= %(cos(lso" — )+ cos(ex — B)) - cosy

= %(—cosy + cos(or — f)) - cos y.

Fir y = 90° ist f(e, ,y) =0,

also geniigt es, y < 90° zu betrachten.
Dann ist aber f(e, §, ¥) maximal,

wenn cos(o — f) maximal ist, also =1,
d.h. aber wegen 0 < o, § < 180°: x = f.
Fiir diesen Fall ist:

flo, a,y) = %(1 —Cosy) cosy.

Wegen (1 - %) x 53 (1-x+x)

= % fir xe[0;1]

(Gleichheitszeichen gilt nur fir x = %)
folgt dann aber:

11 1
Sfle, B,v) = flo, o0, ) =273
und Gleichheitszeichen gilt nur fiir
o= B und cosy=l,
d.h. aber ¢ =f=p=60°.
A2 A Offensichtlich muB gelten x>0
und x + 1. (Fir x =1 gilt x!~*~**=1)
LFall: 0<x<1.
Die Ungleichung ist dquivalent zu
1-x—x2>x
dh 1-2x-x%2>0
dh x2+2x-1<0.
x2+2x—-1=0gilt
fiir x,,= -1+ 2, d.h. aber:
—1—\/2_<x< —1+\/2_und wegen
0<x<l:i0<x<—-1+42.
2. Fall: x>1.
Dann ist die Ungleichung dquivalent zu
1-x—-x2<x
dh x?+2x-1>0.
x2+42x —1=0 gilt fur
x,=-1% \/2_, d. h. also
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x<—1-42 oder x>-1+42.
Wegen x > 1 gilt also: x> 1.
Endergebnis: L= (0; —1 + \/2_) u (1, o),

A3 A Esseimdie Anzahl der 5-Ecke, n
die Anzahl der 6-Ecke.

Dann gilt sicher: f=m+ n.

In jeder Ecke treffen drei Vielecke aufein-
ander. Zihlen wir also die Ecken der 5-
bzw. 6-Ecke zusammen, erhalten wir die
dreifache Anzahl der Ecken von P, also

e= %(Sm + 6n). Analog gilt fiir die Kan-
tenzahl k = %(Sm + 6n).

Wegen e — k + f=2 muB also gelten:
%(Sm + 6n) —%(Sm +6n)+m+n

=2,d.h. aber: m=12.

Damit ist die Anzahl der 5-Ecke eindeutig
bestimmt. Da an jedes Sechseck drei
5-Ecke und an jedes 5-Eck flinf 6-Ecke an-
grenzen, mufB gelten:

Sm=3n, d.h. aber: n =20.

A4a Sei wieder m die Anzahl der Drei-
ecke, n die Anzahl der Vierecke.
Wieder gilt:

f=m+ nund k=%(3m+4n).

Auch jetzt kénnen nur drei Seitenflichen
in einer Ecke aufeinandertreffen,

also: e = %(3m + 4n). Mithin gilt:

2=e—k+f=%(3m+4n)—%(3m+4n)

+m+n,dh:12=3m+2n.

Da an jedes Dreieck drei Vierecke und an
jedes Viereck zwei Dreiecke angrenzen,
gilt: 3m=2n also 12=6m; m=2 und

£LX

A5 A Es geniigt offensichtlich,
"+ 1)|(2™"+ 1) zu zeigen. m ist unge-
rade, also existiert ein natiirliches k mit
m=2k+1.
Es gilt:
xm+1=x2k*14+1=(x+1)

S — x4 —x+1)
also gilt fiir ganzes x: (x + 1}|(x™ + 1).
Mithin ist fiir x =2":
@ +1)|@""+1), qe.d.
Der Beweis ist auch iiber vollstindige In-
duktion durchfihrbar.

A6 A Fiir den érsten Buchstaben eines
zweibuchstabigen Wortes gibt es n Mog-
lichkeiten, aber auch fiir den zweiten, da
von jedern Buchstaben zwei Stiick vorhan-
den sind. Also lassen sich insgesamt
m-n=n? Worter bilden, die aus zwei
Buchstaben bestehen.

Das Wort bestehe nun aus drei Buchsta-
ben. Auch jetzt gibt es fiir den ersten und
zweiten Buchstaben je n Moglichkeiten. Ist
der zweite mit dem ersten Buchstaben
identisch (dafiir gibt es insgesamt nur n-1
Moglichkeiten), dann kann man den drit-
ten nur noch auf n —1 Art und Weisen
auswihlen.

Ansonsten (das sind n - (n — 1) Méglichkei-
ten) gibt es auch fiir den dritten Buchsta-
ben noch n Mdoglichkeiten.

Also insgesamt:
n'l-(n—D+n-(n-1)-1
=n(n—1)-A+n)=n(n?-1)
dreibuchstabige Worter.

A7a Es bezeichne a, die Anzahl der
Moglichkeiten, daB bei n Tanzpaaren kei-
ner mit s€inem Partner tanzt. Es ist offen-
sichtlich ¢, =0 und g, =1. Wir numerie-
ren nun die Paare mit 1 bis- n und
betrachten Herrn 1. Fiir ihn gibt es n — 1
Moglichkeiten, seine Tanzpartnerin auszu-
wihlen. Er tanze z.B. mit Frau k. 1<k=sn
(n>2).

1. Fall: Herr k tanzt mit Frau 1. Dann er-
fillen die Paare 2, ..., k—1, k+1, ..., n
ebenfalls die Bedingungen der Aufgabe;
fiir sie gibt es also a, -, Moglichkeiten zu
tanzen.

2, Fall: Herr k tanzt nicht mit Frau 1.
Wenn wir jetzt Frau 1 und Frau k austau-
schen, so tanzen zwar Herr und Frau 1 zu-
sammen, die restlichen Paare erfilllen aber
wieder die Bedingungen der Aufgabe und
dafiir gibt es a,-; Moglichkeiten.

Also muB gelten:
a,=(n—1)-(a,-1+a,-2).

Das heif3t aber:

a,—na,_,=(n-1)a,.,-a,_;.
Sei b,: =a,—n<a,_;.

Dann gilt:

by =—=by1=by3=...= (_1)kbn—k

= (=1)""2b, = (- 1)"b,.

Nun ist b,=a,—-2:a,=1,

also: b, = (—1)". Daraus folgt:

a, =(-D"+ n-a,

na,_1=n- ()" '+(n-1a,_,)

=n (-1t =-1a,;
n(n—1a,_.,=n(n-1)(-1)"?
+n(n-1)(n—2)a,_,

nin—1)-...-3-a,=n(n—-1)-...
3:(-1)*+n(n—-1)-...-2-a,.
Addiert und vereinfacht ergibt sich:
a=-D'+n(-1)*"'+n(n-1)
(=D 2+ . +n-(n—-1)- ...
‘3+n(n-1)-...-2:0

oder anders geschrieben:

n! n! n!_
O TR TR TR

(@a;=0)

!
n! W (DF
+o7CD —n!k;——k!

(—D*

k!
Bemerkung: Insgesamt gibt es ja n! Mog-
lichkeiten fiir die Zusammenstellung von
Paaren und fiir die, die schon einmal etwas
von Grenzwerten gehort haben, kénnen wir
nun schreiben:

n
oder auch: a,=n! Y.
k=0

e Bl o k!
wobei e die Eulersche Zahl ist:
e=2"712....

Losungen zu: Prismen! Prismen?

Ala a) Quader: 4, B, K;
b) Prismen: 4, B,C, E, F, G, K.



A2a A,B,C, E FG,K.
A3 A a) wahr, b) wahr, c) falsch, d) wahr,
e) wahr, f) wahr, g) wahr, h) falsch.

A4a Die dargestellten Prismen haben
alle gleiches Volumen.

ASA Linge 2 2 3
Breite 3 3 4
Hoéhe 1 2 2
Volumen 6 12 24

Oberfliche 22 32 52
A6A V=608dm’.
ATA a) V=270m?;

b) Ao =10 m? (10,36)
A8A V=54cm?; Ay=147dm?

A9%Aa 2lcm (21,428571)

Al0a
a ! P h
V (in VE) 25| 18 32 32
Ay (in FE) 84| 58| 102 | 100

Alla 40cm

4124 a=17cm, b=20cm, c=23cm,
V=78dm’ (7,82)

Al3a 4

Alda V=0,122dm?
In Klammern sind jeweils die mit dem
SR 1 ermittelten Zahlenwerte angegeben.

wsungen zur Sprachecke

Ala Zdhlung der Sticke:

Das Bild zeigt ein Stiick einer geraden Li-
nie, die in Abschnitte gleicher Linge un-
terteilt ist. Daraus kann man viele Ab-
schnitte verschiedener Linge erhalten, wie
z. B. zwei Einheiten, drei Einheiten, vier
Einheiten usw.

Angenommen, das ganze Stiick hat eine
Linge von n Einheiten, wie hoch ist dann
die Gesamtzahl aller verschiedenen Ab-
schnitte unterschiedlicher Linge?

Losung: Die letzte Spalte zeigt deutlich,
daB man die Folge der Partialsummen der
natiirlichen Zahlen (Dreieckszahlen) er-
hilt. Die n-te Partialsumme s ist demzu-
folge s=w, und diese ergibt die
Gesamtzahl aller verschiedenen Abschnitte
unterschiedlicher Linge.

Vollist.

Line S HEEEEEsd
HEddRR 3e2
~ Nt n o Oad

- 1 - - - - - 1

- 21 - - - - 3

g 321 - - - 6

——— 4 3 21 - - 10

L 5 43 21 - 15

A2a Setzt in der Zahlenpyramide auf
der Zeichnung die Zeichen + und - so
ein, daB die gezeigten Gleichungen giiltig
werden. Man braucht zwischen benach-

barte Ziffern kein Zeichen zu setzen, wenn
man sie zu einer Zahl vereinigt.

Lésung: 1+2=3
-1+2+3=4
12-3-4=5

. 1+42-3-4+5+6=7
1+2+3-4+5-6+7=8
12+3+4-5-6-7+8=9.

A3 A Mehr oder weniger:

N, eine dreistellige Zahl, erscheint in allen
Teilaufgaben. Ermitteln Sie sie, und ergin-
zen Sie das Gitter, indem Sie die beiden
bereits waagerecht eingetragenen Zahlen
benutzen!

Losung: 741-224;2-874-3;
16-7828-47-17-7925-16; 9-564 - 3;
122-785; N =824,

Lésungen zu: alpha-heiter

Magische Sternfiguren
a) z.B.
9 12

4 7 10 -5 9 2 7 8

8 6 1 3

Wie viele Quadrate,
wie viele Dreiecke?
Es sind 35 Quadrate, 14 Dreiecke.

Ein Taschengeldproblem
15x + 20y = 150
3x+ 4y= 30 .
Der Schiiler hatte anfangs zwei Miinzen zu
15 Kopeken und sechs Miinzen zu 20 Ko-
peken.

Erstaunliche Skatabrechnung

Sind a, b, ¢, d die Ergebnisse der Spieler
A, B, C, D, so ergibt sich z.B.
firA(@—b)+(@a—c)+(a—d)
=3a-b—-c—d.
Oderda—a—b—c—d=4a- S, mit
S=a+b+c+d.

Somit gilt fir A (4a—S)=4=a—-§-.

Wegen S =0 in diesem Falle ist a dz‘s Er-
gebnis (in Pf.) fiir A.

Moglich oder nicht moglich?
Die beiden einzigen Moglichkeiten sind
(man beginnt z. B. mit » =12 und fiihrt

eine  vollstindige  Fallunterscheidung
durch):
1) 2—12-7-3-5-4-11-1-6-10

L 9-8
) 3-12-9-10-1-4-3 Widerspruch
3) 4-12-10-4 ' Widerspruch
4 5-12-8-1-5 Widerspruch
5) 6—12-11-9-5-10-7-1-2-4

[ 3-8

Das Monster
1
Der Kreisumfang betrigt 2. 3 dieses Um-
fangs ist abgeschnitten, da der Zentriwin-
kel mit 60° ein Sechstel von 360° ist. Somit
gilt fiir den Umfang des Monsters
‘ 1 5
21[;—?211’4-2 —?Tl'+2
und damit gilt E.

Kryptarithmetik
Datentriger Y; 1165-19.

Zahlen in Begriffen
A.M. Ampére 1775 bis 1836.

Losung zu:
Aus der Geschichte der Schiffahrt
Heft 3/87

Das Volumen des Tankers in m? ist:
Vr=158,987-20000 dm?

= 158,987 - 20 m*; V;=3179,74 m’.

Das Volumen des Zylinders berechnet man
nach der Formel V; =n-r?- h mit der ge-
suchten Linge (Hohe) h des Zylinders.

Also ist 3179,74=m-9-h und daher
h =L,i’74[m]. Der Schulrechner zeigt

h=112,4603 an. Der Zylinder ist folglich
etwa 112,5 m lang.

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 1/87, Fortsetzung

Ma6m2756 3 Arbeiter schafften
frither in 8 Stunden 960 Sicke;

2 Arbeiter schaffen jetzt

in 2 Stunden 960 Sicke;

1 Arbeiter schaffte frither

in 1 Stunde % = 40 Sacke;
1 Arbeiter schafft jetzt
in 1 Stunde % = 240 Sicke.

Es werden 6 Arbeiter von damals
durch 1 Arbeiter heute ersetzt.

Ma6m2757 5S5m=500cm=25-20cm;
fiir eine Linge der Sandfliche werden 25,
fiir beide Lingen also 50 Steine benétigt.
84-50=134; 34:2=17; 17-2=15.
Nun gilt 15-20cm =300cm =3 m.

Die Sandfliche wird 3 m breit.

Ma6m2758 Wegen (1) heiBt Schiiler
Hausmann weder Christian noch Bernd.
Wegen (2) kann Schiiler Hausmann nicht
Alfred heiBen. Sein vollstindiger Name
lautet somit Detlef Hausmann. Wegen (1)
heiBt Schiiler Erdbach weder Christian
noch Bernd. Er heiBt aber auch nicht Det-
lef. Sein vollstdndiger Name lautet somit
Alfred Erdbach.

Wegen (1) heiBit Schiiler Freimuth entwe-
der Bernd oder Christian. Wegen (2) hat
Schiiler Freimuth kein Buch geschenkt,
Bernd aber Rosen. Sein vollstindiger
Name lautet somit Bernd Freimuth. Der
vierte Gast heiBt deshalb Christian Gieb-
ler.

Ma 6 m2759 Angenommen, es parkten
dort x Motorrader mit Beiwagen, also 2x
Pkw und somit 6x Mopeds; dann gilt
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3-x+4-2x+2-6x=1322,
Ix+8x+12x=1322,

23x =322, x=14.

Es parkten dort 14 Motorrdder mit Beiwa-
gen, 28 Pkw und 84 Mopeds.

Ma6m2760 a) Von 10.05 Uhr big
11.20 Uhr sind 75 min = 1,25 h verflossen.
In dieser Zeit legte das Flugzeug 2100 km
— 600 km = 1500 km zuriick.

Das ergibt eine Geschwindigkeit

v=1500: 1,25%—= 1200%.

b) Wegen v= 1200% _benéitigt das Flug-
zeug fir den restlichen Weg von 600 km
noch ih=30 min. Es wird somit um

2
11.50 Uhr in B landen.

Ma7m2761 Esgilt2!=2, 22=4,
23=8,2¢=16, 2°=132 usw.,

also endet 24" auf die Grundziffer 6.
Wegen 1219 =12425=124" endet diese
Zahl auf die Grundziffer 6.

Ma7m2762 Angenommen, der dritte
Bagger bewegt tiglich x Kubikmeter Ab-
raum, der zweite somit (x — 1000) m?,

der erste [2(x — 1000) — 3000) m?

= (2x — 5000) m*. Dann gilt

x + x — 1000 + 2x — 5000 = 36 000, also

x =10500. Der erste Bagger bewegt
tiglich 16 000 m?, der zweite 9500 m®,

der dritte 10 500 m*® Abraum.

Ma7m2763 Angenommen, Klaus ist x
Jahre alt; dann ist Claudia 2x Jahre, der
. Vater 4x Jahre, die Mutter (x + 31) Jahre,
alle zusammen sind (8x + 31) Jahre alt.
Nun gilt 8x + 31 = 127, also x = 12. Klaus
ist 12, Claudia 24, die Mutter 43, der Vater
48 Jahre alt.

Ma7m2764 Die Zehnerstelle der zwei-
stelligen natiirlichen Zahl sei a; dann ist
(9 — a) die Einerstelle. Nun gilt
[10a+(9—a)]-2—-9=109—a) + a,
also a = 3.

Es handelt sich um die Zahlen 36 und 63.

Ma8m2765 Es sei a eine beliebige na-

tiirliche Zahl. Wenn man diese um 0,5 ver-

mehrt und dann das Quadrat bildet, erhilt

man

(@+0,52=4a%*+a+025
=a(a+1)+0,25.

Die letzte Zeile entspricht der Behauptung.

(Beispiel: 19,52

=19-20+0,25 = 380 + 0,25 = 380,25 )

Ma8m2766 Angenommen, René ligt.
Dann liigt auch Mike, und das ist ein Wi-
derspruch zur Feststellung des Lehrers.
Folglich sagt René die Wahrheit. Damit sa-
gen auch Mike und Thomas die Wahrheit;
nur Reiko liigt.

Das Fenster hat Reiko zerschlagen. Alle
anders begonnenen Uberlegungen fiihren
zum gleichen Ergebnis.

Ma 8 w2767 Esgilt p2+2
=p?-1+3=@-D@+1)+3.

Von den drei aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen p — 1, p, p + 1 ist genau eine
durch 3 teilbar. Angenommen p #+ 3; dann
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ist entweder p —1 oder p + 1 Vielfaches
von 3. Dann ist die Summe
@-1)(@+1)+3 ebenfalls durch 3 teil-
bar, also keine Primzahl.

Firp=3gilt p?+2=9+1=11.

Es existiert somit genau eine Losung,
némlich p = 3.

Ma8m.2768 In dem abgebildeten gleich-
schenkligen Trapez gilt 0.B.d. A.
e*=h*+(a—p)* und b?=h?+p?.

D £ c

A a P 8

Bildet man die Differenz der Quadrate, so

erhélt man

el = b2 =(h+ (a = p)) ~ (k> + p?)
=h?+(a—p) - h*-p?
=h®+a?-2ap+p? - ht-p?
=a(a—2p).

Wegena—2p=c

gilt nun e2-b2=g-¢, q.e.d.

Ma9m2769 Das heutige Alter des Herrn
Miiller in Jahren sei mit x und das seiner
Frau mit y bezeichnet. Herr Miiller war vor
x —y Jahren y Jahre alt, seine Frau war
y—(x—y), also 2y — x Jahre alt. Wenn
nun Herr Miiller heute doppelt so alt ist,
gilt x=22y-x)bzw. Ix—4y.
Frau Miiller wird in x —y Jahren x Jahre
alt sein (so alt, wie Herr Miiller heute ist);
sie ist dann also y + x —y Jahre alt. Dann
wird Herr Miiller x + x — y Jahre alt sein.
Wenn beide dann zusammen 108 Jahre alt
sein werden, gilt
ytx—-yt+tx+x-—-y

Nun gilt (1) 3Ix=y
3x=4yund (2) 3x=y + 108,

also 4y =y + 108,

3y=108, y=36 und 3x=136 + 108,
Ix=144, x=48.

Herr Miiller ist heute 48 Jahre, seine Frau
36 Jahre alt. Die Probe zeigt die Richtig-
keit der Ergebnisse.

108,
108.

o

Ma9m2770 Wenn p, und p, die gleichen
Endziffern haben, so endet p, — p, auf die
Ziffer 0, d.h. p, — p, ist Vielfaches von 10.
Keine der Primzahlen p, und p, ist durch 3
teilbar. Keine der Primzahlen p, und p,
148t bei Division durch 3 den Rest 1; denn
sonst wiren die Zahlen p, +2 und p, +2
durch 3 teilbar, also keine Primzahlen (Wi-
derspruch!).

Folglich gibt es natiirliche Zahlen a und b
derart, daB

pi=a-3+2und p,=b-3+2,

also p, — p; = (b —a)-3 gilt,

d.h. 3[p,—p1.

Aus 10| p; — p; und 3| p; — p, folgt

30|p;— p1, w.2.b.w.

Ma9m2771 Man formt zunichst (2) um
und erhdlt ) (b+a)(b—a)=a+ b
und fiir @ + 0 und & + 0 gilt weiter
b—a=1,b=a+1.

Das setzt man in (1) ein und erhilt

M a*+(@+1)P=c+1,
2a%+3a2+3a=2c3.

Nun stellt man (3) um, erhilt

(3") 2a® — 6a + 4a* = ¢? und setzt nun

(1) ein. Das fiihrt zu

@) 2a* —6a+4a?=2a*+3a*+ 3a,
a?—9a=0, a, =0 entfillt

(siehe 2)!) a,=9.

Aus (2) folgt dann b = 10. Nun 148t sich
auch ¢ = 12 berechnen. Das einzige Tripel
natiirlicher Zahlen, das das gegebene Glei-
chungssystem erfullt, ist (9;10;12). Die
Probe bestitigt die Richtigkeit.

4¢ 4\ 43\2
Ma 9m2772 Aus—S;— 5) =%

(64 (1Y _1 £ 1
"(125)>(2)"4f°1“ 773

und somit 47 > 5. Aus
S (B o125y (LY

6° 6° 216 2

=7 folgt 4-5¢> 6%, also

65  6°

6y > — =45

56> n > 6 6°.

Die weiteren Beweisschritte erfolgen in
analoger Weise.

Ma10/12m2773 Das
(2;5) ist einzige Losung.

geordnete  Paar

Ma 10/12 w2774 Zuerst quadrieren wir
die gegebene Gleichung und erhalten

2-43
7
Weitere idquivalente Umformungen erge-

ben _ ‘/3— ‘/3_

. _2 V3
1-sin2x= 3 2

V3

Sm2x=—?ﬁ

. ki
Nun ist cot3x = cotT =0.

sin? x + cos?x — 2 sin x cos x =

, —sin2x=—

2x=%,x=

o3

Ma10/12m 2775 Es gibt keine reelle
Zahl, die die gegebene Gleichung erfiilit.

Der Term y2 — x hat den Definitionsbe-
reich D;={xeP;x=2}; der Tem
Yx—3 hat den Definitionsbereich
D,={xeP;xz=13}; die gegebene Glei-
chung hat somit den Definitionsbereich
D=D;n D, d.h. D=40. Es gilt also L = 0.
Wiirde man den Definitionsbereich nicht
beachten und einfach drauflos rechnen, so
kime man nach entsprechenden Umfor-
mungen auf die Gleichung

5 / 25
X12= 7; e 27'8- und miiBte erken-

nen, daB die Diskriminante negativ ist.
Daraus folgt L = 0.
1

Ma 10/12 m 2776 _AusA=%-a-g+7

1 1
-b-g+7-c‘g—7~g~(a+b+c)
atb+c 1 a b
folgt — =0 747724
c 1
+2u4_?'

Wegen2-A=a-h,=b-h,=c-h,

a b
H .—+
gilt deshalb ah T oom
¢ 1 1 1 1 1
’Lc-hc e’ ha h h o



Taschenspiele
(reien)

Hier stellen wir ein paar ganz einfach herzu-
stellende Spiele vor, die man schon_in der Ho-
sentasche mit sich fiihren kann, um bei passen-
der Gelegenheit mit einem Partner im
kurzweiligen Spiel taktische Geschicklichkeit
zu erproben.

Die Spielplatten bestehen jeweils aus
10 mm dicken und 74 mm X 116 mm gro-
Ben Holztifelchen, in die nach Zeichnung
Locher zum Einstecken der Spieisteine
(8-mm-Holzdiibel bzw. 5-mm-Rundholz-
stiickchen gleicher Linge) mit ein bzw.
zwei Zehntel Millimeter mehr Durchmes-
ser gebohrt werden. In dem auszuségenden
rechteckigen Fach werden die Spielsteine
beim Transport untergebracht.

Unter die Spielplatten wird ein etwa 1 mm
dicker Boden aus Furnier, Sperrholz oder
Pappe geklebt. Aus festem Karton ist dann
noch eine einfache Schiebehiilse anzuferti-
gen, die verhindert, daB die eingelegten
Spielsteine beim Transport herausfallen
kOnnen.

Bild 1

Mini-Halma

Bei dieser kleinen Halma-Version stehen
jedem Spieler drei Spielsteine zur Verfu-
gung. Wer zuerst wie beim groBen Halma
seine Stibchen durch Ziehen und Springen
von der Ausgangsposition (Bild 1) in die
gegeniiberliegende Spielfeldecke gebracht
hat, ist Sieger.

Nimm Bild 2

Bei diesem Spiel (Bild 2) werden die
10 Stibchen in die dreieckformig angeord-
neten Locher gesteckt. Fiir die Spieler be-
steht die Aufgabe darin, abwechselnd 1 bis
4 Spielsteine einer Reihe zu nehmen. Wer
das letzte Stibchen nehmen mu$, hat ver-
loren.

Tic-Tac-Toe und Mini-Miihle Bild 3
Auf dieser Platte mit neun Ldchem

(Bild 3) lassen sich zwei Spiele austragen.
Beim Tic-Tac-Toe, einem Spiel, das schon
in der Antike in Agypten und Griechen-
land gespielt worden sein soll, setzen die
Spieler ihre Steine abwechselnd auf das
Spielfeld und ziehen dann jeweils einen
Stein mit dem Ziel, eine waagerechte oder
senkrechte Dreierreihe aus den eigenen
Spielsteinen zu bilden.

Das Spiel kann beendet werden, wenn der
erste Spieler eine solche Reihe erreicht hat.
Eine andere Variante wire, weiterzuspie-
len, bis es einem der Spieler gelungen ist,
durch Ziehen oder Springen fiinfmal oder
zehnmal eine Dreierreihe aufzubauen.

Mini-Miihle

Fiir die auf der gleichen Platte zu spie-
lende Mini-Miihle erhiilt jeder Spieler
3 Stibchen einer Farbe und muB nun wie
bei der groBen Miihle versuchen, durch
Setzen und Ziehen der Spielsteine eine
Dreierreihe waagerecht, senkrecht oder
diagonal zu bilden.

Fiinferreihe und Spring

Auch die auf Bild 4 gezeigte Platte mit
64 Lochern bietet die Moglichkeit fiir zwei
verschiedene Spiele.

Bei der Fiinferreihe handelt es sich um ein
dlteres Spiel aus Japan, wo es auf einem
Go-Spielbrett gespielt wird. Bei der hier
vorgestellten Abwandlung wird auf 64 Fel-
dern gespielt und jeder der beiden Spiel-

partner erhilt acht Spielsteine. Diese wer-
den abwechselnd gesetzt und diirfen dann
jeweils von einem Loch gezogen werden.
Sieger ist, wem es zuerst gelingt, aus fiinf
der acht Spielsteine eine waagerechte,
senkrechte oder diagonale Reihe zu bilden.

Bild 4

Bild 5

Auf der gleichen Grundplatte 14Bt sich ein
zweites Spiel mit ebenfalls je acht Stib-
chen spielen. Diese werden auf den Grund-
linien aufgestellt (Bild 5). Die Steine kon-
nen in jeder Richtung zu einem benach-
barten Loch gezogen werden, also senk-
recht, waagerecht oder diagonal und dabei
auch riickwirts.

Stehen sich zwei gegnerische Spielsteine
auf Nachbarfeldern gegeniiber, kann der
Spieler, der am Zuge ist, den anderen Stein
durch Uberspringen schlagen und vom
Feld nehmen, soweit das Feld hinter dem
gegnerischen Stein frei ist. Es darf aber bei
einem Zug nur ein Spielstein des Gegners
geschlagen werden.

Sieger ist, wer als letzter noch einen oder
mehrere Steine auf dem Spielfeld hat.

Bild 6 zeigt eines der Spiele mit der aus fe-
stem Karton gefertigten Transport-Schiebe-
hiilse.

aus: practic 2/86

Bild 6




Sechs Aufgaben

von Euklid von Alexandria

365? bis 300 v.u. Z.

Mit den dreizehn Biichern der ,Elemente®
des hellenistischen Mathematikers Euklid
tritt uns das erfolgreichste Werk der mathe-
matischen Weltliteratur entgegen. In mei-
sterhafter Darstellung vereinigte und syste-
matisierte Euklid das gesamte mathemati-
sche Wissen seiner Zeit mit Ausnahme der
Anwendungen der Mathematik.

Das von Euklid gewihlte Darstellungs-
schema Definition, Satz, Beweis wurde fiir
mehr als zwei Jahrtausende zum Muster
der in der griechischen Tradition stehen-
den Mathematik.

Es ist das Verdienst der Akademischen Ver-
lagsgesellschaft Geest und Portig K.-G. Leip-
zig, daB sie die dreizehn Biicher nach Hei-
bergs Text aus dem Griechischen iiberset-
zen lieB und im Jahre 1933 in fiinf kleinen
Binden herausgab. Im Jahre 1984 erschie-
nen davon Reprints in der Reihe: Ostwalds
Klassiker der Wissenschaft: Euklid, Die
Elemente;

1. Teil, Bestell-Nr. 6696541,

Preis 13,00 M;

2. Teil, Bestell-Nr. 669 653 3,

Preis 11,00 M;

Euklid

Die Elemente
1. Teil

3. Teil, Bestell-Nr. 669652 5,
Preis 12,00 M;
4. Teil, Bestell-Nr. 6696517,
Preis 17,00 M;
5.Teil, Bestell-Nr. 669 6509,
Preis 16,00 M.

Diese Titel enthalten die Euklidischen Bii-
cher: Vom Punkt bis zum Pythagoreischen
Lehrsatz; Geometrische Algebra; Kreis-
lehre; Ausdehnung der Gr6Benlehre auf Ir-
rationalitdten; Proportionen und Anwen-
dung auf Planimetrie; Quadrat- und Ku-
bikzahlen, geometrische Reihen; Lehre
von Gerade und Ungerade; Mit geometri-
schen Mitteln zu filhrende Beweise; Ele-
mentare Stereometrie, Exhaustionsme-
thode: Pyramide, Kegel, Kugel, Regulire
Polyeder.

Fiir die alpha-Leser wihlten wir sechs geo-
metrische Probleme - textlich moderni-
siert — aus:

Aufgaben

Ala Eine gegebene Strecke AB ist
durch einen inneren Punkt H so zu teilen,
daB das Rechteck aus der ganzen Strecke
AB und dem Abschnitt BH flichengleich
ist dem Quadrat {iber dem Abschnitt 4H .

A2 A Esist zu beweisen, daB zwei nicht
durch den Mittelpunkt gehende Sehnen
eines Kreises einander im Schnittpunkt
nicht halbieren kénnen!

A3 A Schneiden im Kreise zwei Sehnen
einander, so ist das Rechteck aus den Ab-
schnitten der einen Sehne flichengleich
dem Rechteck aus den Abschnitten der an-
deren Sehne. Dieser Satz ist zu beweisen!

a4 A Gegeben sei ein Kreis & und ein
Dreieck ABC. Diesem Kreis k ist ein Drei-
eck A'B’C’' einzubeschreiben, das dem
Dreieck ABC idhnlich ist.

A 8
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den kongruenten Scheitelwinkeln BAD
und EAG. Es ist nachzuweisen, daB sich
die Seiten dieser Parallelogramme umge-
kehrt proportional verhalten, d. h., daB
AB:AE = AG: 4D gilt.

) c

a ]

F £

A6A Beschreibt man einem Kreis k mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r ein
gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seiten-
linge a ein, so ist der Flicheninhalt des
Quadrates tiiber einer Dreieckseite dreimal
so groB wie der Flicheninhalt des Quadra-
tes liber dem Radius r des Umkreises k.
Diese Aussage ist zu beweisen!

J. Lehmann/Th. Scholl

Zeitgenossische Darstellung eines
griechischen Lehrers, vermutlich eines
Sklaven, beim Privatunterricht: Auf dem
SchoB liegt die Schreibtafel; mit der
Rechten schwingt er den Griffel.

Freie wohlhabende Griechen bei
wissenschaftlichen Diskussionen

CRAT 4TINS
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Mathematiker in Berlin

(von 1708 bis 1855)

Von Naudé bis Eisenstein

Obwohl iiber sechs Jahrhunderte seit ihrer
Entstehung vergangen waren, hatte die
Stadt Berlin (Ersterwdahnung: 1237) bis zur
Mitte des 19.Jahrhunderts nur zwei groBle
Zeitalter auf dem Gebiet der Mathematik
gehabt: Zwischen 1741 und 1787 wirkten
in Berlin Euler, Lambert und Lagrange,
zwischen 1828 und 1855 Dirichlet, Steiner,
Jacobi und Eisenstein.

In Berlin gab es keine auf dem Boden des
Feudalismus gewachsene Universitdt (wie
etwa in Leipzig seit 1409, in Rostock seit
1419, in Greifswald seit 1456, in Witten-
berg seit 1502, in Frankfurt (Oder) seit
1506). Die Berliner Universitit entstand im
Jahre 1810, unbelastet von eigener feudaler
Tradition, mit der biirgerlichen Umgestal-
tung der Gesellschaft. Fast ein Jahrhundert
friiher, im Jahre 1711, war in Berlin die
Akademie der Wissenschaften als eine Art
von Gelehrtengesellschaft fiir die Fiihrung
von wissenschaftlichen Disputationen er-
offnet worden.

Andere Institutionen, an denen sich Ge-
lehrte oder Lehrer mit Mathematik befaB3-
ten, waren vor allem die Gymnasien.

In den Gymnasien hat man bis etwa iiber
die Mitte des 18. Jahrhunderts hinaus
durchweg Latein fiir das wesentlichste
Lehrobjekt gehalten. Die Mathematik
nahm in den Lehrplinen lange Zeit eine
untergeordnete und nebensdchliche Stel-
lung ein; sie eroberte, sofern sie mehr ist
als gewOhnliches Rechnen, erst im Laufe
des 18. Jahrhunderts die Gymnasien.

Das illustre Joachimsthalische Gymnasium
hatte wohl von Anfang an einen eigenen
Mathematiker. Schon im Jahre 1615 wurde
Benjamin Ursinus (1587 bis 1634), Freund
und Gehilfe des Astronomen Kepler, beru-
fen (spdter war er Professor fiir Mathematik
an der Universitdt Frankfurt (Oder)). Von
1677 an arbeitete dort Philipp Naudé (1654
bis 1729) (seit 1696 Hofmathematiker und
Pagenlehrer, sowie Professor fiir Mathema-
tik an der Berliner Maler-Akademie). Mit
seinem Sohn Philipp Naudé (1684 bis
1745) unterrichtete am Joachimsthalschen
Gymnasium seit 1708 ein durchaus bedeu-
tender Mathematiker. Von 1747 bis 1762
war der Mathematiker und Philosoph Jo-
hann Georg Sulzer (1720 bis 1779) der Pro-
fessor matheseos. Das Berlinisch-Kollnische
Gymnasium besal seit 1778 in dem Profes-
sor Johann Andreas Michelsen (1749 bis
1797) einen eigenen Mathematiker. Er
hatte ein Lehrbuch verfaBt, das er seinem
Unterricht zugrunde legte. Hier unterrich-

tete seit 1787 auch Ernst Gottfried Fischer
(1754 bis 1831), der iibrigens dem jungen
Alexander von Humboldt Privatunterricht
in Mathematik erteilte.

An den verschiedenen Berliner héheren
militdrischen Lehranstalten des 18. Jahr-
hunderts waren gute Mathematiker titig,
von denen F.P.Jacobi (1724 bis 1758), J.de
Castillon (1708 bis 1791), J. K. G. Schuize
(1749 bis 1790), G. F. von Tempelhoff
(1737 bis 1807), A. Burja (1752 bis 1816)
genannt seien. Diese gehorten auch als or-
dentliche Mitglieder der mathematischen
Klasse der Akademie an.

Die auf Veranlassung des Gelehrten Gott-
fried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716)
durch den brandenburgischen Kurfiirsten
Friedrich III. (seit 1701 Konig Friedrich I.
von PreuBen) im Jahre 1700 gestiftete Aka-
demie der Wissenschaften gewann unter
Friedrich II. (seit 1740 Konig von PreuBen)
hohes Ansehen.

Der Konig war bestrebt, die hervorragend-
sten Gelehrten nach Berlin zu berufen.
Von 1741 bis 1766 wirkte hier Leonhard
Euler (1717 bis 1783), unstreitig einer der
groBten Mathematiker aller Zeiten. Kein
Geringerer als Carl Friedrich GauB (1777
bis 1855) schrieb iiber ihn: ,Von keinem
anderen Mathematiker dlterer oder neuerer
Zeit kann man eine solche fast unbegreifli-
che Schnelligkeit in den schwierigsten Ar-
beiten bei einer solchen unerschdpflichen
Fruchtbarkeit an neuen Ideen und Hilfs-
quellen riihmen. Alle Teile der Mathema-
tik bearbeitete er, und die meisten erhiel-
ten unter seinen Hinden eine ganz neue
Gestalt.“ Eulers Nachfolger wurde von
1766 bis 1787 Joseph Louis Lagrange (1736
bis 1813). Auch seine Arbeiten gehdren

Grabstitte von Johann (III) Bernoulli in
Kopenick

»zu dem Vorziiglichsten, was je in der Ma-
thematik geleistet wurde“. Obwohl im
Jahre 1765 zum Mitglied der physikali-
schen Klasse der Akademie berufen, war
der vielseitige Gelehrte Johann Heinrich
Lambert (1728 bis 1777) an erster Stelle
Mathematiker. Gleiches gilt fiir Johann
(III) Bernoulli (1744 bis 1807), der von
1764 bis 1787 Direktor der Akademie-
Sternwarte war. Diese Mathematiker, die
drei Schweizer Euler, Lambert und Ber-
noulli und der Italo-Franzose Lagrange wa-
ren eine Zierde der Berliner Akademie in
der friderizianischen Zeit.

Wer im 18. Jahrhundert in Deutschland
Mathematik unter seinen Studienfichern
hatte, horte in den Universitédtsvorlesungen
kaum etwas von den Problemen und Theo-
rien, mit denen sich die fiihrenden for-
schenden Mathematiker beschiftigten.
(Euler war {ibrigens nie Universitatsprofes-
sor.) Mit der Griindung der Berliner Uni-
versitdt postulierte die neue biirgerliche
Universitdtsidee zwar von Anfang an die
Einheit von Forschung und Lehre, aber
dieses Ideal konnte in der Mathematik in
den ersten zwei Jahrzehnten der Berliner
Universitit noch nicht verwirklicht werden;
sie konnte sich nicht Giber das niedrige Ni-
veau der anderen deutschen Universititen
erheben. Von Carl Friedrich GauB3 (1777
bis 1855) in Gottingen abgesehen (aber
auch er machte seine Studenten nicht mit
den neuesten Erkenntnissen bekannt),
blieb die Mathematik in Deutschland (seit
der Ubersiedlung Lagranges von Berlin
nach Paris) bis in die zwanziger Jahre des
19.Jahrhunderts weit hinter der Mathema-
tik in Frankreich zuriick.

Im Wintersemester 1825/26 hielt der
21jdhrige geniale Mathematiker C. G. Ja-
cob Jacobi (1804 bis 1851) an der Berliner
Universitdt eine differentialgeometrische
Vorlesung, die ,als Anfang der allgemei-
nen Neugestaltung des mathematischen
Universititsunterrichts angesehen werden®
kann. Doch bereits Anfang Mai 1826 sie-

Denkmal von Alexander von Humboldt
vor der Humboldt-Universitit zu Berlin

alpha, Berlin 21 (1987) 5 - 97



delte Jacobi nach Konigsberg (Kalinin-
grad) iiber. An der dortigen Universitit hat
er dann in seinen Forschungen und Vorle-
sungen derartige Aktivitdten entfaltet, da
sie ihn zu einem der ideenreichsten und
produktivsten Mathematiker, einem Refor-
mator des mathematischen Universitdtsun-
terrichts und dem Begriinder einer mathe-
matischen Schule werden lieBen.

In Berlin blieb der Zustand der mathemati-
schen Lehre und Forschung im Jahre 1826
noch der alte. Das sollte sich erst durch die
wissenschaftsférdernde Wirksamkeit von
Alexander von Humboldt (1769 bis 1859)
und August Leopold Crelle (1780 bis 1855)
indern.

Der berithmte Forschungsreisende und Na-
turforscher Alexander von Humboldt sie-
delte im Mai 1827 im Alter von 57 Jahren
von Paris nach Berlin liber. Durch seinen
langjahrigen Aufenthalt in Paris, dem da-
maligen Mittelpunkt des naturwissen-
schaftlichen und mathematischen Lebens
in Europa, hatte Humboldt einen Blick fir
die Notwendigkeit der Entwicklung der ex-
akten Wissenschaften erworben. Fiir die
Férderung der Naturwissenschaften und
der Mathematik in Preulen zu wirken, das
war Humboldts erklirtes Ziel bei seiner
Ubersiedlung. Die objektiven Vorausset-
zungen waren in der sieigenden Bedeutung
dieser Wissenschaften und dem wachsen-
den allgemeinen Interesse an ihnen als
Folge der industriellen Revolution (die in
Deutschland spidter als in England und
Frankreich einsetzte) gegeben.

Die damals in Berlin tdtigen Mathematiker
waren nicht so bedeutend, wie einst Euler
oder Lagrange oder die zeitgendssischen
franz6sischen Mathematiker.

Eine Verbesserung der Berliner mathemati-
schen Verhiltnisse wire dadurch zu erzie-
len, daB wirklich bedeutende Mathemati-
ker an die Universitiat oder die Akademie
berufen werden. Humboldt, der durch
seine Beziehungen zum koniglichen Hof
und seine vielseitigen Verbindungen in
Wissenschaft und Kunst in Berlin eine au-
Bergewohnliche Stellung genoB, bemiihte
sich mehrfach (jedoch vergeblich) GauB
der Stadt Berlin zuzufithren. Im Zusam-
menhang mit einer geplanten Berufung

In Miiggelheim (Stadtbezirk Kpenick)
wurde 1754 der Geodit Johann Jacob
Baeyer geboren.

Den Begrinder sun
10 stenalen razessuag B

4
1794 @ 1385

JOHARN JACOS GAEYER
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von GauBl wurde auch das (jedoch nicht
verwirklichte) Projekt erortert, in Berlin
eine mit der Pariser Ecole polytechnique (ge-
griindet 1794; eine hohere Schule von
Weltruf) vergleichbare neue Lehranstalt zu
errichten, an die hervorragende Mathema-
tiker berufen werden sollten (neben GauB
wurde auch der geniale Norweger Abel, fer-
ner Jacobi, die Geometer Pliicker und Stei-
ner in Erwidgung gezogen).

Zur Verwirklichung seiner Ziele hatte
Humboldt in Crelle, dem Griinder (1826)
und Herausgeber des Journals fiir die reine
und angewandte Mathematik, einen Verbiir-
deten gefunden, der dank Humboldtscher
Veérmittlung mit dem Amt des Fachrefe-
renten fur Mathematik im preuBischen
Kultusministerium betraut wurde und so
zu einem Volistrecker der Humboldtschen
Pline auf mathematischem Gebiet werden
konnte.

Humboldt und Crelle forderten und unter-
stiitzten (z. B. durch Bemiihungen um die
Verschaffung einer Professur, um Auf-
nahme in die Akademie, um finanzielle Si-
cherstellung, um die Gewdhrung von Ar-
beitsurlaub) die Mathematiker Dirichlet,
Steiner, Minding, Jacobi und Eisenstein
(und viele andere, nicht nur in Berlin).
Als Jacobi im September 1844 wieder nach
Berlin zuriickkehrte, hatten sich in der ma-
thematischen Lehre und Forschung der
Stadt tatsdchlich Verdnderungen vollzo-
gen.

Johann Peter .Gustav Lejeune Dirichlet
(1805 bis 1859) begann schon 1828 seine
mathematische Lehrtatigkeit an der Allge-
meinen Kriegsschule und ein Jahr spiter
auch an der Universitit.

,In demselben Sinne, in welchem Jacobi
an der Universitdif Konigsberg den mathe-
matischen Unterricht reformierte“, sagte
E. E. Kummer spiter, wurde an der Univer-
sitdt Berlin ,die dem Stande und den An-
forderungen der Wissenschaft entspre-
chende Lehrmethode durch Lejeune-Di-
richlet eingefiihrt.“

Der aus der Schweiz stammende erfin-
dungsreiche und originelle Geometer Ja-
kob Steiner (1796 bis 1873), von 1821 fur
vier Jahre Lehrer am Friedrichswerder-
schen Gymnasium, von 1825 fiir 10 Jahre
Lehrer an der stidtischen Gewerbeschule,
wurde 1834 Mitglied der Berliner Akade-
mie und Professor an der Universitit.

Im Jahre 1830 habilitierte sich der vielsei-
tig talentierte Ferdinand Minding (1806
bis 1885) an der Universitit zum Privatdo-
zenten. Er hat den mathematischen Unter-
richt mit neueren Forschungsergebnissen
durchdrungen. Von 1834 an war er gleich-
zeitig als Lehrer an der Bauakademie titig.
Diese drei Mathematiker legten den Grund-
stein fiir den unaufhaltsamen und stetigen
Aufstieg des Ansehens der Mathematik an der
Universitdt Berlin und bestimmten bis kurz
vor dem Wiedereintreffen Jacobis das ma-
thematische Profil der Universitit. Doch in
der Fakultit besaBen sie weder Sitz noch
Stimme. Immer noch gaben jene mittelmi-
Bigen Mathematiker den Ton an, die schon
zu Jacobis Studentenzeit von maBgebli-
chem EinfluB waren: Gruson (1768 bis

1857), Lubbe (1786 bis 1846), Dirksen
(1792 bis 1850) und Martin Ohm (1792 bis
1872), der einzige Mathematikordinarius,
den die Akademie nicht zu ihrem Mitglied
gewidhlt hat, der nebenbei zeitweise an der
Bauakademie, an der Allgemeinen Kriegs-
schule und an der Artillerie- und Ingeni-
eurschule tdtig war). Die Professoren Di-
richlet und Steiner und der Privatdozent
Minding blieben von der Beurteilung der
Dissertationen, der Beteiligung an Promo-
tionspriifungen und der EinfluBnahme auf
die Habilitation weitgehend ausgeschlos-
sen, so daB die Berliner Universitat nicht
alle Funktionen eines mathematischen
Zentrums ausiiben konnte, wie die Konigs-
berger Universitdt (zwischen 1826 und
1843 vor allem durch Jacobi und seine
Schiiler) oder die Berliner Universitit un-
ter Kummer, Kronecker und WeierstraB in
der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts.
Minding nahm 1843 den Ruf nach Dorpat
an. Als ein Jahr spiter Jacohi nach Berlin
kam, wurde zumindest der Schwerpunkt
der mathematischen  Forschung in
Deutschland nach Berlin verlegt.

Damals erregte ein Berliner Mathematik-
student die Aufmerksamkeit der Fachge-
lehrten: Gotthold Eisenstein (1823 bis
1852). Im Oktober 1843 an der Universitit
immatrikuliert, bereicherte er ein Jahr spi-
ter zwei Bande des Crelischen Journals be-
reits mit 25 vor allem zahlentheoretischen
Arbeiten. Im Jahre 1852 wurde er zum
Mitglied der Akademie der Wissenschaften
gewihlt, Hohepunkt aber leider zugleich
auch SchluBpunkt seines Lebens. Noch
nicht 30 Jahre alt, starb Eisenstein wenige
Monate spiter an der Schwindsucht.
Dirichlet (er wurde 1855 Nachfolger von
GauB in Gottingen), Steiner, Jacobi und
Eisenstein sind im 19. Jahrhundert als die
Begriinder des mathematischen Ruhms
von Berlin anzusehen. H. Pieper

Ala Aus der schriftlichen Abiturpri-
fung am Berlinisch-Kollnischen Gymna-
sium zum Grauen Kloster vomn Jahre 1790:
Wer war der alte berithmte griechische Phi-
losoph, der keinen in seine philosophische
Schule aufnahm, als der die Geometrie
verstand? Was mag ihn dazu bewogen ha-
ben? ...

Wie heifit der griechische Schriftsteller,
dessen Buch von der gemeinen Geometrie
nicht nur hochgeschitzt, sondern auch von
vielen den neueren Lehrbiichern vorgezo-
gen wird?

A2 A Problem von Naudé (formuliert am
27.8.1740 in einem Brief an Euler): Es ist
zu finden, auf wieviel verschiedene Arten b
Taler (z.B. 5=50) in ¢ Teile (z.B. ¢ =17)
zerlegt werden kénnen, so daB alle Teile
untereinander verschieden sind, aber nur
aus positiven ganzen Zahlen bestehen.

43a Satz von Euler (formuliert am
17.2.1748 in einem Brief an G. W.Krafft in
Petersburg): Verbindet man bei einem be-
liebigen Viereck die Mitten der Diagona-
len, so ist die Summe der Quadrate der bei-
den Diagonalen plus dem vierfachen
Quadrat jener Verbindungsstrecke.

Mitgeteilt von H. Pieper



In alten Berliner
Mathematik-

Lehrbiichern
gestobert

Alexis Clairaut

Anfangsgriinde der Algebra

Aus dem Franzisischen iibersetzt von

L. Mylius, verlegt von Ch. G. Nicolai

Berlin 1752

Ala Zwei Boten brechen vom gleichen
Ort auf, der erste 9 Stunden frither als der
zweite. Der erste Bote legt durchschnittlich
5 Meilen in 2 Stunden, der zweite 11 Mei-
len in 3 Stunden zuriick.

Nach wieviel Meilen holt der zweite Bote
den ersten ein?

Johannes Andreas Christian Michelsen,

Prof. der Mathematik und Physik

am Berlinischen Gymnasium

Beytrige zur Beforderung

des Studiums der Mathematik

Berlin 1760

A2 a EFEin gegebenes Dreyeck durch eine
Parallele zu einer seiner Seiten in zwei fla-
chengleiche Theile zu theilen.

Johann Philipp Grusons

Enthiillte Zaubereyen

und Geheimnisse der Arithmetik

Berlin 1800

A3 a Jemand stoBt beym Hinausgehen
aus seinem Hause auf eine gewisse Anzahl
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Arme. Er will das Geld, was er bey sich hat,
unter sie theilen, findet aber, daB, wenn er
jedem 9 Sous giebt, so hat er zwey und
dreyBig zu wenig, und giebt er einem jeden
nur 7, so behilt er vier und zwanzig librig.
Wieviel Arme waren es, und wie viel Geld
hatte der Mann bey sich?

a4a Ein Hausvater hinterlift, da er
sterben will, seine Frau schwanger und
setzt durchs Testament fest, daB3, wenn sie
mit einem Sohne niederkommen wiirde,
dieser zwey Drittel, und sie ein Dritte] von
seinem Vermogen ererben sollte; wiirde sie
aber eine Tochter gebdhren, so sollte diese
nur ein Drittel und die Mutter zwey Dirittel
bekommen.

Sie kommt aber mit zwey Kindern, einem
Sohn und einer Tochter nieder.

Wieviel bekdmmt nun ein jedes?

Aus einer Sammlung von 2000 Aufgaben
und Beispielen

Buchstabenrechnung und Algebra
Berlin 1804

A5aA 1520 Thir. sollen unter drei Perso-
nen A, B, C so getheilt werden, daB B
100 Thir. mehr als A, C aber 270 Thir.
mehr als B erhalte.

Wieviel wird jeder bekommen?

A6a Ich habe eine gewisse Zahl im
Sinne, spricht A zu B, versuche es, sie zu
erraten. Ich multiplicire meine Zahl mit 7,
setze zum Produkt 3 hinzu, dividire hier-
auf durch 2, ziehe von dem Quotienten 4
ab, und ich erhalte 15.

Welche Zahl ist es nun?

A7a M ersteht auf einer Auktion 36 m
Stoff fiir 162 Thl. Beim Tuchhindler kostet
ein Meter dieses Stoffes 6 Thl.

Um wieviel kaufte M den Stoff billiger?

Sammlung von

Beispielen, Formeln und Aufgaben
aus der Buchstabenrechnung

und Algebra

von Meier Hirsch, Berlin 1816

A84a Essoll eine Zahl gefunden werden,
welche die Eigenschaft besitzt, daB, wenn
man den dritten Theil derselben mit ihrem
vierten Theile multiplicirt, und zum Pro-
dukte das Fiinffache der gesuchten Zahl
addirt, das was heraus kommt, die Zahl
200 um eben so viel iibertreffe, als die ge-
suchte Zahl selbst unter 280 ist.

Welche Zahl] ist es?

A9a Ein Rechenmeister verlangt von
seinen Schiilern, daB sie eine Zahl, welche
er im Sinn habe, aus folgenden Angaben
berechnen sollen.

Wenn ihr diese Zahl, sagt er, mit 5 multi-
plicirt, von demn Produkte 24 abzieht, den
Rest durch 6 dividirt, und zum Quotienten
13 addirt, so erhaltet ihr diese Zahl selbst.
Welche Zahl ist es nun?

410a Zwei Freunde begegneten einem
Pferdehindler, der ein schdnes Pferd
fiihrte, und entschlossen sich, es gemein-
schaftlich zu kaufen. Als sie wegen des
Preises einig waren, fand sich, daB der eine
nur den fiinften, der andere nur den sie-

.. benten Theil zu bezahlen im Stande sey;

$0 viel schossen sie denn auch wirklich zu-

sammen, und bezahlten damit dem Ver-
kdufer abschliglich 48 Thir.

Wie hoch kam das Pferd zu stehen?
Alla Eine Anzahl Minner, Weiber und
Kinder machen zusammen eine Lustpartie.
Ein Mann verzehrt (fiir) 19, eine Frau 10
und ein Kind 8 Groschen. Die Minner ha-
ben insgesamt 7 Gr. mehr als die Weiber,
und 15 Gr. mehr als die Kinder verzehrt.
Wie viele Minner, Weiber und Kinder wa-
ren es mindestens?

A 12 A Die Summe zweier Zahlen soll =
a, ihr Produkt = b seyen.

Welche Zahlen sind es?

Aufgaben — Systeme und Sammlungen
aus der ebenen Geometrie

von H.v. Holleben und P. Gerwien,
Lietenants im Kénigl. Preufs.
Kadetten-Korps, Berlin 1831

A13a Ein gegebenes Dreieck ABC ist
durch eine geeignete Konstruktion in vier
kongruente Teildreiecke zu zerlegen.

A 14 a Es ist ein Trapez ABCD mit den
parallelen Seiten AB und CD aus den Stiik-
ken

AB=a=95mm, CD=c=30mm,
AC=¢'=100mm und BD=¢=125mm
zu konstruieren.

A 154 Gegeben seien zwei Kreise & und
k' mit den Mittelpunkten M und M’ und
den Radien rund r' (r < r'), die sich in den
Punkten P und Q schneiden. Durch den
Punkt ist eine Gerade, die k in 4 und k' in
B schneidet, derart zu konstruieren, da P
die Strecke 4B halbiert.

T. Richard

Handbuch gebriuchlicher

und unterhaltender Anwendungen
der Mathematik

Berlin 1838

A 164 Ein Mann sucht ein 150 Pfund

schweres FaB auf eine Ebene hinaufzubrin-
gen, deren waagerechte Lange 10 Fu8 und

deren Hohe 7% FuB3 betrdgt. Er bedient

sich dazu eines Strickes, den er um das
FaB schlingt; man fragt, welche Kraft er an-
wenden muB, um das FaB festzuhalten,
wenn er mit der Ebene parallel zieht?

Aus einem Mathematikbuch,
1860 in Berlin gedruckt:

Eduard D. Braesicke

Der sichsische Rechenmeister

A17a A hat 100 Last 10 Malter 4 Him-
ten 2 Spind 1% Sechzehntel Getreide vor-
ratig und verkauft davon 48 Last 14 Malter
5 Himten und 3 Sechzehntel.

Wievie| behilt er iibrig?

(Rechne mit: 1 Last = 16 Malter;

1 Malter = 6 Himten; 1 Himte = 4 Spind,;

1 Spind = 4'Metzen;

1 Metze = 1 Sechzehntel;

1 Spind = 4 Sechzehntel!)

J. Lehmann/Th. Scholl

alpha, Berlin 21 (1987) 5 - 99



Vollstandige Anleitung zur Algebra
von Leonhard Euler

Neun ausgewidhlte Aufgaben

Im Jahre 1770 gab Euler, der damals schon
vollig erblindet war, ein leicht verstindli-
ches Lehrbuch der Algebra heraus. Dieses
Buch erschien zunéchst in deutscher Spra-
che in Petersburg, dem heutigen Lenin-
grad, und wurde in viele Sprachen iiber-
setzt. Dieses Werk war mehr als hundert
Jahre lang eines der beliebtesten und meist
gelesenen Lehrbilicher, es enthielt viele
Aufgaben, leichtere und schwerere. Hier
eine kleine Auswahl:

Ala Ein Vater hinterliBt seinen drei
Séhnen ein Vermdgen von 1600 Rthlir.
(Reichstaler, deutscher Taler seit 1566).
Nach seinem Testament soll der &lteste
Sohn 200 Rthir. mehr haben als der zweite,
der zweite aber 100 Rthlr. mehr als der
dritte; wieviel bekommt jeder?

A2A Ein Mann hinterldt 11000 Rthlr.
fur seine Witwe, zwei SG6hne und drei
Téchter. Nach seinem Testament soll die
Frau zweimal mehr (zweimal so viel) be-
kommen als ein Sohn, und ein Sohn zwei-
mal mehr als eine Tochter. Wieviel be-
kommt jeder Erbe?

A3 a Teile 25 in zwei Teile, so daB der
gréBere 49mal groBer ist als der kleinere.
In moderner Form: Die Zahl 25 ist so in
zwei Summanden zu zerlegen, da3 der gro-
Bere Summand 49mal so groB wie der klei-
nere ist.

A4 A 20 Personen, Ménner und Frauen,
sind in einem Gasthause. Die Minner ge-
ben 24 Fl. (franz. Florin, d. h. Gulden), die
Frauen geben auch 24 Fl. aus, und es fin-
det sich, da3 ein Mann einen Gulden mehr
als eine Frau hat zahlen miissen. Wieviel
waren es Minner und Frauven?

A Sa Ein Maulesel und ein Esel tragen
jeder etliche Pud (altes russ. MassemaB,
etwa 16 kg). Der Esel beschwert sich iiber
seine Last und sagt zum Maulesel: ,Wenn
du mir ein Pud von deiner Last gébest, so
hitte ich zweimal so viel als du.“ Darauf
antwortet der Maulesel: ,Wenn du mir ein
Pud von deiner Last gibest, so hitte ich
dreimal so viel als du.“ Wieviel Pud hat je-
der getragen?

A 6a Diese Aufgabe (mit einem recht
komplizierten Text, der hier nicht wieder-
gegeben werden soll) fiihrt auf das folgende
Gleichungssystem, das Euler auf eine sehr
elegante Weise 16st:

1 x+%=901

100 - alpha, Berlin 21 (1987) 5

Q@ v+ ";z=901
3 z+ ":y=901

A7 A Man teile 100 in zwei Teile, so daB
der erste durch 7, der zweite aber durch 11
sich teilen 148t.

In moderner Form: Man stelle die Zahl
100 als Summe von zwei natiirlichen Zah-
len dar, von denen die erste durch 7 und
die zweite durch 11 teilbar ist.

A8 A Zwei Biuerinnen haben zusammen
100 Eier. Die erste sagt: ,Wenn ich die
meinigen zu 8 {berzdhle, so bleiben 7
librig.“ Die zweite sagt: ,,Wenn ich die mei-
nigen zu 10 iiberzdhle, so bleiben mir auch
7 tbrig.“

Wieviel Eier hat jede gehabt?

A9 4A Euler behandelt auch den Fall von
zwei diophantischen Gleichungen mit drei
Variablen und gibt zur Losung eine allge-
meine Regel an und schreibt dann: ,Von
dieser Regel machen auch die Miinzmei-
ster und Goldschmiede Gebrauch, wenn
sie aus drei oder mehreren Sorten Silber
eine Masse von einem gegebenen Gehalte
zusammenschmelzen wollen, wie aus fol-
gendem Beispiel zu ersehen:

Ein Miinzmeister hat dreierlei Silber, das
erste ist 1410tig, das zweite 1116tig und das
dritte 916tig. Nun braucht er zu einer Ar-
beit 30 Mark 12l6tiges Silber. Wieviel
Mark muB er von jeder Sorte nehmen?“
1416tiges Silber ist eine Silberlegierung mit
cinem Gehalt an Feinsilber von % Mark
ist hier eine alte Gewichtseinheit (233,8 g).

R. Liiders

Losungen

Ala Wenn der dritte Sohn x Rthlr. er-
hilt, so erhilt der zweite Sohn x + 100
Rthlr. und der erste Sohn x + 300 Rthlr.
Daraus folgt

x+ x+ 100 + x + 300'= 1600; x = 400.
Der dritte Sohn erhilt 400 Rhtlr., der
zweite 500 Rthlr., der erste 700 Rthlr., das
sind zusammen 1600 Rthlr.

A2 a Essei x das Erbteil einer Tochter,
dann ist 2x das Erbteil eines Sohnes und
4x das Erbteil der Witwe. Daher gilt
4x+2+2x+3x=11000; x=1000.

Jede Tochter erhidlt also 1000 Rthlr., jeder
Sohn 2000 Rthir. und die Witwe
4000 Rthlr.

A3a Es sei x der kleinere Summand;
dann ist 25 — x der gréB8ere Summand, und
es gilt

1 1
25— x=49x, x=57 25—1:—247.
Die Zerlegung ist also 24% + % =25.

A4a Es sei x die Anzahl der Minner;
dann ist 20 — x die Anzahl der Frauen.

4
Jeder Mann gibt also ZTFL aus,

. 24 .
jede Frau 20— x Fl., also gilt

24 _,__ 2
x T 20-x’

x?—68x+480=0, x,,=34126.

Wegen x < 20 ist daher x = 8.

Es waren 8 Ménner und 12 Frauen.

A5aA Es seien x Pud die Last des Maul-
esels und y Pud die Last des Esels. Dann

gilt
1 y+l=2(x-1)
) x+1=3y-1)
3 1
x= 2? y= 2?
Der Maulesel hat Z%Pud,
der Esel Z%Pud getragen.

A6 A Losung durch Euler:
Setzt man x + y + z = ¢, so erhilt man die

Gleichungen

x+l;x=901,alsox=l802-t, “)
y+t—;—y= 901, als02y =2703 — 1,  (5)
z+%=901,also]z=3604—t. )

Multipliziert man in (4) mit 6, in (5) mit 3
und in (6) mit 2, so erhilt man

6x = 10812 — 61, ™
6y = 8109 — 3¢, ®)
6z = 7208 - 2t. )

Durch Addition ergibt sich hieraus
6(x+y+z) =26129—11¢,
6t = 26129 - 11¢,
t= 1537.
Wegen (4), (5) und (6) gilt daher
x = 1802 — 1537 =265,
2y = 2703 — 1537 = 1166, also y = 583,
3z = 3604 - 1537 =2067, also z=689.

A 7a Esseien 7x der erste Summand,
11y der zweite Summand. Dann gilt

7x + 11y = 100, also .

- 100—11y= 98+2—-Ty—4dy

7 7
=14_y+ﬂ=14_y+L1__2y_).
7 7
Wegen
. 100
0=11y<100 gilt 0=sy< also

11°
y=9.

Daher ist 1 — 2y nur dann durch 7 teilbar,
wenn y =4 ist. Dann ist

x=14—4+-2'(7;7)=8.

Also ist der erste Summand gleich 7x = 56
und der zweite Summand gleich 11y = 44.
Dieses Verfahren zur Lésung diophanti-
scher Gleichungen mit 2 Variablen, das zu-
etst von Euler systematisch angewandt



wurde, wird hiufig als ,Eulersches Verfah-
ren* oder die ,Eulersche Methode“ be-
zeichnet.

A 84 Die erste Bduerin habe 8x + 7,
die zweite 10y + 7 Eier. Dann gilt
8x+ 7+ 10y +7=100
Y2 PN - 3
Daher ist x =2 oder x =7,
da fir x 212 y <0 wird.
Diese Aufgabe hat also genau zwei Losun-
gen, ndmlich:
1. x=2,alsoy=17,
d.h., die erste Béduerin hatte
8-2 + 7 =23 Eier, die zweite 77 Eier.
2. x=17,alsoy=3,
d. h., die erste Bauerin hatte
8:7 + 7 =63 Eier, die zweite 37 Eier.

A9a Der Miinzmeister nehme von der
ersten Sorte x Mark, von der zweiten Sorte
y Mark und von der dritten Sorte z Mark,
dann gilt

(€Y x+y+z=30,

) 14x+ 11y +92=30-12 = 360.
Aus (1) folgt 9x + 9y + 9z =270,

also

Sx +2y =90, y=ﬂ;i=45_%x_

Daher ist x =2u eine gerade Zahl, und
man erhilt
y=45-5u, z=30-x—y=3u—15.
Wegen y 20 ist u <9, und wegen z = 0 ist
uzS5; daherist u=S5, 6, 7, 8 oder 9, und
man erhilt die folgenden Losungen:

u 5 6 7 8 9

x 10 12 14 16 18

y 20 15 10 S5 O

z 0 3 6 9 12
Stellt man die zusétzliche Bedingung, da
von dem 1416tigen Silber moglichst wenig
genommen werden soll, so hat diese Auf-
gabe genau eine Losung, nimlich:

x=10, y=20, z=0. R. Liiders

Das Studium der Werke Eulers bleibt die
beste Schule in den verschiedenen Gebie-
ten der Mathematik und kann durch nichts
C.F.Gauf

anderes ersetzt werden.

Mathematiker in Berlin

(von 1855 bis 1897)

Kummer, Weierstral3, Kronecker

In der zweiten Hailifte des 19.Jahrhunderts
erwarb sich Berlin den Ruf eines mathema-
tischen Forschungszentrums von Weltgel-
tung. Diese hervorragende Stellung ver-
dankt es vor allem dem Wirken dreier
Mathematiker: Ermst Eduard Kummer,
Karl WeierstraB und Leopold Kronecker.

Ernst Eduard Kummer

Als Sohn eines Arztes wurde Ernst Eduard
Kummer in Sorau (Niederlausitz) am
29.Januar 1810 geboren. Bereits drei Jahre
spiter starb der Vater an Typhus. In ihrem
Ungliick nahm die Mutter jede Arbeit an,
um ihre kleinen Kinder durchzubringen.
Lange Zeit nédhte sie Soldatenhemden.
Trotz der sehr knapp bemessenen Mittel
konnte sie es ermdglichen, daB ihre beiden
S6hne das Gymnasium in Sorau besuch-
ten. Im Abgangszeugnis von E. E. Kummer
wird sein launiger Witz hervorgehoben und
daf er sich im Deutschen ohne Schwulst zum
Poetischen zu erheben [...] vermige. 1828
ging er nach Halle, um Theologie zu stu-
dieren, wechselte dann aber zur Mathema-
tik iiber. In Scherk fand er einen Lehrer,
unter dessen Anleitung er bald zu eigenen
mathematischen Untersuchungen angeregt
wurde. Der erste wissenschaftliche Erfolg
stellte sich im dritten Jahr seines Studiums
ein, als er 50 Reichstaler fiir eine Preisar-
beit erhielt. Noch im gleichen Jahr wurde
er, erst 21jahrig, zum Doktor promoviert.
Nach einem Probejahr am Gymnasium sei-
ner Vaterstadt siedelte Kummer nach Lieg-
nitz iber, wo er als Lehrer bis 1842 am
Gymnasium unterrichtete (mit 22 bis
24 Wochenstunden). Wihrend dieser Zeit
entstanden Arbeiten auf dem Gebiet der
Funktionentheorie. Jacobi soll die Ausfiih-
rungen iiber die hypergeometrische Reihe,
die Kummer ihm zugeschickt hatte, als er
seine militdrische Dienstzeit ableistete, so
kommentiert haben: ,Wenn schon Muske-
tiere jetzt so ausgezeichnete mathemati-
sche Arbeiten machen, dann mochte ich
einmal die der Herren Unteroffiziere se-
hen“. Auf Grund seiner Arbeiten wird
Kummer bereits mit 29 Jahren zum korre-
spondierenden Mitglied der Berliner Aka-
demie ernannt. 1842 erfolgt seine Berufung
als Professor an die Universitit Breslau. In
den folgenden Jahren entsteht Kummers
groBte wissenschaftliche Leistung, die
Schopfung der idealen Zahlen. Hier nimmt
das, was sich dann spiter zu dem Gebiet
der Idealtheorie entwickelt hat, seinen

eigentlichen Anfang. Uber diese wahrhaft
geniale Erfindung 4duBerte sich der Mathe-
matiker Hensel (1861 bis 1941) mit Wor-
ten, die nichts von ihrer Giiltigkeit einge-
biiBt haben: ,Nur ein groBer Geist und
eine reiche Phantasie konnte in einem Ge-
biete, in welchem alles regellos jeder Ord-
nung zu spotten schien, das tiefverborgene
aber so einfache Gesetz ahnen; es erfor-
derte eine unbeugsame Energie, auf die-
sem miihevollen Wege nicht mutlos stehen
zu bleiben.“ Fir den Mathematiker Frobe-
nius (1849 bis 1917) sind die idealen Zah-
len ,eine der tiefsten mathematischen
Konzeptionen aller Zeiten“. 1855 wird
Kummer als Nachfolger Dirichlets nach
Berlin berufen. Durch seine sorgfiltig vor-
bereiteten und mit padagogischem Talent
abgehaltenen Vorlesungen (z. B. iiber ana-
lytische Geometrie, Mechanik, Flichen-
theorie, Zahlentheorie) wird er bald ein be-
liebter Lehrer. Es wird von Zahlentheorie-
vorlesungen mit der selbst nach heutigen
MaBstiben enormen Zahl von mindestens
250 Horern berichtet. Zusammen mit
WeierstraB griindete er 1861 das Berliner
Mathematische Seminar zur Forderung der
Ausbildung befihigter Mathematikstuden-
ten. Kummer war auch als Dekan und Rek-
tor (1868/69) an der Berliner Universitat
tatig. Als 72jdhriger ersuchte er die Fakul-
tit, sich beizeiten um einen Nachfolger fiir
ihn zu bemiihen, was er u.a. damit begriin-
dete, daB er eine Schwichung seines Ge-
dichtnisses bemerke. 1884 zog er sich
dann endgiiltig aus dem mathematischen
Leben zuriick. Er starb am 14.Mai 1893 in
Berlin.

Aus einem Brief von Kummer

Am 2. Oktober 1844 schrieb Kummer sei-
nem Schiiler Kronecker, zu welchen weite-
ren Ergebnissen iiber die Teilbarkeit von
Primzahlen in gewissen erweiterten Zahl-
bereichen (die auch fiir die Fermatsche
Vermutung von groBter Bedeutung sind) er
inzwischen gelangt ist.

Al a Eswird mir, glaube ich, folgender ein-
fache Satz behilflich sein.
Es ist immer

2
P T B czziﬁicﬁ'“'—*'c")

n

fur beliebige n reelle Zahlen ¢, c,, ..
(die Originalbezeichnungen
wurden geringfligig abgedndert).
Wer kann Kummers Satz beweisen?

-y cll
Kummers
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Karl Weierstral3

Ein Zeitgenosse nannte ihn den wunbestritte-
nen Beherrscher des mathematischen Betriebes
an der Berliner Universitdt. Charles Her-
mite, der bekannte franzdsische Mathema-
tiker, schrieb 1882 an WeierstraB’ vielge-
nannte Schiilerin Sonja Kowalewskaja:
»WeierstraB ~ das ist unser aller Meister.“
Karl WeierstraB wurde am 15. Oktober
1815 in Ostenfelde, einem Dorf in Westfa-
len geboren. Sein Vater arbeitete dort als
Sekretir beim Biirgermeister. Karl be-
suchte verschiedene Schulen, weil sein Va-
ter mehrmals versetzt wurde. Kurz vor sei-
nem 12. Geburtstag stirbt seine Mutter. Zu
Beginn dér zweiten Hilfte des Schuljahres
1828/29 tritt er in das Paderborner Gymna-
sium ein. Schon nach fiinfeinhalb Jahren
legt er das Abitur als Primus omnium (Er-
ster von allen) ab. WeierstraB hatte in der
damals siebenklassigen Schule ein Schul-
jahr Uberspringen diirfen. Es war iiblich,
daBl am Schuljahresende flir die in mehre-
ren Fichern besten Schiller Musikstiicke
zur Auffihrung gelangten. Zu Ehren von
Karl spielte die Kapelle gewdhnlich vier-
mal. Auf Wunsch des Vaters nimmt er da-
nach in Bonn ein Studium auf, das ihn auf
die Laufbahn eines hoheren Staatsbeamten
vorbereiten soll. Aber 1838 verldBt er die
Universitit ohne Examen, sehr zum Ver-
druB seines Vaters. An der Akademie in
Miinster hort er 1839 die einzigen mathe-
matischen Vorlesungen seines Lebens.
Eine Vorlesung iiber elliptische Funktio-
nen hoért er zudem als einziger Student.
Nach bestandenem Staatsexamen war er
von 1842 bis 1855 als Lehrer zunichst in
Deutsch-Krone (jetzt VR Polen), danach
(ab 1848) in Braunsberg (jetzt VR Polen)
titig. Zu seinen Unterrichtsfichern gehor-
ten neben Mathematik, Physik auch
Deutsch, Botanik, Geographie, Geschichte,
Turmen und kurze Zeit sogar Schénschrei-
ben. Trotz der umfangreichen Lehrver-
pflichtungen beschiftigt sich WeierstraB
intensiv mit tiefliegenden mathematischen
Problemen. Es wird aus Braunsberg berich-
tet, daB WeierstraB eines Morgens nicht
zum Unterricht erscheint. Daraufhin be-
gibt sich der Direktor zur im Gymnasium
gelegenen Wohnung von Weierstrall, den
er, ganz in seine Arbeit versunken, bei
Lampenlicht antrifft. Er hatte die ganze
Nacht hindurch gearbeitet, den Anbruch
des neuen Tages nicht bemerkt, und bat
nun, ihn nicht zu stdren, da er einer Ent-
deckung auf der Spur sei. Die mathemati-
sche Fachwelt ist dann auch hochst er-
staunt, als 1854 WeierstraB’ erste groBe
Arbeit mit der Losung des sogenannten Ja-
cobischen Umkehrproblems flir hyperellip-
tische Integrale erscheint. Ein unbekannter
Lehrer aus der Provinz, abseits von den
mathematischen Zentren, prisentierte
seine bahnbrechenden Ideen. Das AuBer-
ordentliche der Situation wird auch daran
deutlich, daB eine Abordnung der Univer-
sitdit Konigsberg eigens nach Braunsberg
reist, um dem Lehrer WeierstraB den Eh-
rendoktortitel zu verleihen. Mit seiner
1856 erfolgten Berufung als Professor an
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das Berliner Gewerbeinstitut beginnt unge-
wohnlich spdt die akademische Laufbahn
des inzwischen 41ljdhrigen WeierstraB.
1864 iibernimmt er eine ordentliche Pro-
fessur an der Berliner Universitit. Hier hilt
er seine groBen Vorlesungen, die Horer des
In- und Auslandes anziehen, darunter pro-
movierte Mathematiker und Dozenten. Er
berichtet iiber eigene Forschungsergeb-
nisse, teilt Ideen mit, die man nur bei ihm
horen kann. So steigt WeierstraB zur aner-
kannten wissenschaftlichen Autoritit auf.
Hohe und hochste Auszeichnungen wer-
den ihm zuteil (darunter der Orden Pour le
mérite). Wihrend seiner mehr als 30jihri-
gen Vorlesungstitigkeit erwichst ihm eine
groBe Schar von Schiilern. Aus der Fiille
seiner Anregungen schdépfen sie fiir ihre ei-
genen Forschungen. Konnten sie in seinem
Sinne Erfolge erringen, so nahm er daran
aufrichtigen Anteil und fragte nicht nach
geistiger Urheberschaft. Ein besonders
herzliches Verhiltnis verband ihn mit sei-
ner Schiilerin Sonja Kowalewskaja, die spi-
ter als erste Frau in Europa zum Professor
berufen wurde. Als 20jihrige war sie 1870
nach Berlin gekommen. Da aber Frauen zu
den Vorlesungen nicht zugelassen wurden
und auch Weierstral keine Ausnahmerege-
lung erwirken konnte, kam es dazu, daB er
ihr bis zu ihrer Promotion 1874 (in Géttin-
gen) Privatunterricht erteilte. Erst ihr vor-
zeitiger Tod 1891 setzte seiner treuen
Freundschaft ein Ende. WeierstraB, die
letzten Jahre ganz an den Rollstuh! gefes-
selt, stirbt am 19. Februar 1897 in Berlin.
Er hinterldBt eine Fiille mathematischer
Erkenntnisse, wie etwa sein groBes Haupt-
werk iliber die Abelschen Funktionen und
weitere grundlegende Ergebnisse, insbe-
sondere in der Analysis und Funktionen-
theorie. WeierstraB hat dariiber hinaus mit
seinen Anforderungen an Exaktheit der
mathematischen Begriffsbildungen und
Strenge der Beweisfihrungen - man
sprach geradezu von  WeierstraBscher
Strenge — die MaBstibe gesetzt, die seither
zum anerkannten Allgemeingut in der Ma-
thematik geworden sind.

Aus einer Vorlesung von WeierstraB

In seinen Vorlesungen {iber elliptische
Funktionen betrachtet WeierstraB Funktio-
nen mit Perioden. Dabei heiBt eine reelle
Zahl w eine Periode der Funktion f(x),
wenn f(x + w) = f(x) fiir alle reellen Zah-
len x gilt. Beispielsweise besitzt f(x)
=sin x die Periode w=2m. Wenn w eine
Periode ist, so sind offensichtlich auch alle
ganzzahligen Vielfachen mw Perioden.
f(x) soll einfach-periodisch heiBen, wenn
die Menge aller Perioden von f(x) aus den
Vielfachen mw einer gewissen Periode
w * 0 besteht.

A2a Esist zu beweisen, daB es zu jeder
reellen Zahl r+0 -einfach-periodische
Funktionen gibt, deren Perioden genau die
Vielfachen von r sind.

A3a WeierstraB betrachtet periodische
Funktionen f(x), die fiir alle reellen x defi-
niert sind (und also wenigstens eine Pe-
riode w+0 besitzen). Er behauptet, dafl

dann f(x) entweder beliebig kleine positive
Perioden besitzt oder einfach-periodisch
ist.

Wer findet einen Beweis hierflir?

Ad44a Wer den Begriff der Ableitung
einer Funktion kennt, kann noch bewei-
sen: eine differenzierbare Funktion hat
dann und nur dann beliebig kieine Perio-
den, wenn sie eine Konstante ist.
WeierstraB formuliert das so: Es gibt keine
reellen differenzierbaren doppelt-periodi-
schen Funktionen.

Leopold Kronecker

Kroneckers Mathematiklehrer am Gymna-
sium war kein geringerer als Kummer. So
reicht die bis ans Lebensende wihrende
Freundschaft dieser beiden Ménner bis in
jene Schulzeit zuriick. Leopold Kronecker
wurde am 7.Dezember 1823 in Liegnitz als
Sohn eines Kaufmannes geboren. Sein Va-
ter sorgte fiir eine umfassende Erziehung
und Ausbildung. 1841 nahm Kronecker
sein Studium an der Berliner Universitit
auf. Hier horte er Vorlesungen bei Dirich-
let, Jacobi, Steiner und spiter in Breslau
auch bei seinem Lehrer Kummer. AuBer-
dem hat er philosophische Studien betrie-
ben und sich mit Sprachen des klassischen
Altertums beschiftigt. Noch als Student
publiziert er 1845 seine erste Arbeit, die
einen kurzen Beweis der von Gaufl nachge-
wiesenen Irreduzibilitit der Kreisteilungs-
gleichung vom Primzahlgrad enthilt.
Ebenfalls 1845 schlieBt er sein Studium
mit der Promotion ab. In seiner Doktorar-
beit gelangt er zu Resultaten iiber die Ein-
heitengruppe in Kreisteilungskérpern. In
den folgenden Jahren verwaltet Kronecker
auf viterlichen Wunsch ein Gut, das der
Familie gehért. Er kimmert sich um jede
Einzelheit des Betriebes und ritt bei Wind
und Wetter auf den Feldern umbher. Als
1846 sein Onkel starb, {ibernimmt er mit
groBem Geschick die Auflésung des von
diesem betriebenen Bankgeschiiftes. Trotz
dieser so ganz anders gearteten Titigkeiten
hat Kronecker seine mathematischen Stu-
dien nicht vernachldssigt. Nach AbschluB
der geschiftlichen Titigkeit siedelt Kro-
necker 1855 nach Berlin iiber, wo er eine
Villa erworben hatte. Kurz darauf kamen
Kummer und WeierstraB ebenfalls in diese
Stadt. Damit war Berlin Wirkungsstitte
von drei Médnnern geworden, die zu den er-
sten Vertretern ihrer Wissenschaft gehéren.
Sie begriinden den Ruf Berlins als eines
der bedeutendsten mathematischen Zen-
tren. 1861 wird Kronecker zum Mitglied
der Berliner Akademie gewidhlt. Seine Ver-
mégensverhiltnisse erlauben ihm, mathe-
matische Studien ohne anderweitige
dienstliche Verpflichtungen betreiben zu
kénnen. Als Akademiemitglied hatte er das
Recht, an der Universitit Vorlesungen zu
halten, wovon er ausgiebigen Gebrauch
machte. Im Unterschied zu Kummer
sprach er oft iiber neueste Forschungser-
gebnisse, nicht selten sogar iiber Resultate,
die er erst in der Nacht zuvor entdeckt
hatte. Allerdings filhrte das zum raschen



Namenstafel am Karl-Weierstra3-Institut
fiir Mathematik

Absinken der Hoérerzahl in jedem Seme-
ster. Die Forderung junger Talente lag ihm
sehr am Herzen. Oft versammelte sich eine
auserwihlte Schar von Zuhorern in seinem
Hause. Dabei wurde nicht nur iiber Mathe-
matik gesprochen, sondern beispielsweise
auch musiziert. Im Zusammenhang mit
dem Ausscheiden seines alten Lehrers
Kummer iibernahm er, nun ebenfalls im
vorgeriickten Alter, 1883 eine Professur an
der Berliner Universitdt. Kronecker vertritt
die Ansicht, daB fiir den Aufbau und die
Grundlegung der Mathematik nur das eine
Existenzberechtigung habe, was in endlich
vielen Schritten in jedem Einzelfalle ge-
priift werden kann. So sucht er etwa, die re-
ellen Zahlen zu vermeiden. ,Die ganzen
Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles
andere ist Menschenwerk“ erkldrt er auf
der Berliner Naturforscher-Versammlung
1886. Die sich entwickelnde, noch junge
Mengenlehre kann er nicht anerkennen,
ebenso kritisiert er die Grundlagen der
WeierstraBschen Analysis. Weierstra hat
sich offentlich dazu nicht geduBert. Aus
seinen Briefen an seine Schiilerin Sonja
Kowalewskaja wissen wir aber, wie sehr er
die Entfremdung mit Kronecker bedauert
und in welchem MaBe er darunter gelitten
hat. Kronecker ist bis zuletzt mathema-
tisch aktiv. Im August 1891 stirbt seine ge-
liebte Frau. Kurz darauf erliegt er am
29. Dezember 1891 einer Bronchitis. In der
Algebra, Zahlentheorie und der Theorie
der elliptischen Funktionen hat Kronecker
hervorragende Beitrage geliefert. Das noch
groBere Verdienst besteht aber wohl darin,
tiefe Wechselbeziehungen zwischen diesen
Gebieten aufgedeckt zu haben.

Aus einer Beweisvariante
von Kronecker

Mehrfach hat Kronecker sich mit dem erst-
mals von GauB bewiesenen quadratischen
Reziprozititsgesetz beschiftigt und immer
andere Beweisvarianten aufgesucht. In
einer 1876 publizierten Arbeit zu diesem
Thema finden sich folgende Behauptungen
(die Bezeichnungen wurden pgeringfiigig
abgedndert). Fiir ungerade natiirliche Zah-
len m, n betrachtet Kronecker

H (i - i) , wo das Product auf alle
m n

Der Autor in der Bibliothek des Karl- WeierstraB-Instituts fiir Mathematik

m—1
2

Werthe a=1,2, ...

— 1 )
- zu erstrecken ist.

A 5a Kroneckers Produkt ist dann und
nur dann von Null verschieden, wenn m
und n teilerfremd sind.

Fiir teilerfremde m, n hat es also Sinn, von
dem Vorzeichen e(m,n) des Kronecker-
schen Produktes zu reden.

A 6 o Fir teilerfremde m, n folgt aus der
Definition [...] unmittelbar die Reciprocitdts-
gleichung

b=12,..2

(m=-1)(n-1)
e(mn)e(n,m)=(-1) 1

A7 A [solwie die Relation

n-1

2
e(mn)=(~1)F mit E= Y ["—"‘]

k=1L 7

([x] bezeichnet die groBte ganze Zahl <x).
A 8 A Hieraus folgt wiederum, daf fiir posi-
tive ungrade Zahlen | und m, welche nach dem
Modul n [...] einander congruent sind,
e(lny=e(mn)

ist (die Kongruenzbedingung bedeutet, da
! — m durch n teilbar ist).

Wer beweist Kroneckers Behauptungen?

R. Bélling

Zusammen mit anderen Akademie- Instituten ist in diesem Gebidude
ein Teil des Karl-WeierstraB-Instituts fiir Mathematik der AdW der DDR
untergebracht
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Romische Zahlen

In der Mathematik werden die umstandlichen romischen Zahlen
schon seit Jahrhunderten nicht mehr verwendet. Auf anderen
Gebieten aber behaupten sie sich nach wie vor. Es sind wohl vor
allem zwei Griinde, auf die sich ihr Weiterleben zuriickfiihren
1aBt. Einerseits ist die Moglichkeit, unterschiedliche Zahlzei-
chen nebeneinander benutzen zu kénnen, bei vielen Gelegenhei-
ten ein Vorteil. Beispielsweise wird in Biichern — besonders in
wissenschaftlichen — der sogenannte Titelbogen, der auBer dem
Titelblatt auch Vorworte, Inhalts-, Abbildungs-, Abkiirzungsver-
zeichnisse usw. enthilt und der jeweils erst als letzter Teil eines
Buches ausgedruckt wird, regelmiBig mit romischen Zahlen pa-
giniert (mit Seitenzahlen versehen). Damit geht man allen
Schwierigkeiten der Seitenzihlung am Buchanfang aus dem
Weg. Auch bei der Anfertigung stirker gegliederter Verzeich-
nisse und Ubersichten greift man gern auf romische Zahlen zu-
riick; sie erhalten dann in der Regel vor den arabischen Zahlen
und vor eventuell ebenfalls verwendeten Buchstaben den ersten
Rang (,11 a“).

Der zweite Grund fiir das Weilerleben der romischen Zahlen ist
weniger ein praktischer als ein solcher des Stils und der Asthetik.
Der monumentale Charakter der von den ROmern als Zahlzei-
chen verwendeten groBen lateinischen Buchstaben und gerade
auch die erwdhnte Umstdndlichkeit lassen die romischen Zahlen
viel gewichtiger und wiirdevoller erscheinen als die schlanken,
beweglichen arabischen Ziffern. Offensichtlich aus diesem
Grunde beziffert man z. B. periodisch wiederholte Veranstaltun-
gen gern mit rémischen Zahlen (,XII. KongreB8“). Ebenso be-
nutzt man sie nicht selten in einfachen Aufzihlungen, um den
einzelnen Punkten mehr Gewicht zu verleihen. Obligatorisch
sind romische Zahlen, wenn es darum geht, gleichnamige Herr-
scher aus einer und derselben Dynastie durch Bezifferung der
Namen voneinander zu unterscheiden (,,Georg III. von Eng-
land“).

Zu unangenehmen Begegnungen mit rémischen Zahlen kann es
bei der Besichtigung historischer Bauwerke kommen. Nicht je-
dem Betrachter gelingt es nimlich, die in den — zumeist lateini-
schen — Bauinschriften genannten Jahreszahlen zu entziffern.
Denn mit den Zahlzeichen I, V und X, die jedem geldufig sind,
kommt man nur bis 39. Welche muB man noch kennen?

Zu den antiken Denkmailern, auf denen romische Zahlzeichen
authentisch {iberliefert sind, gehoren die Miinzen der R6mi-
schen Republik und des Kaiserreiches. Vor allem in der soge-
nannten Titulatur der Kaiser begegnet man vielen Zahlen: sie sa-

Bild 1

gen aus, zum wievielten Mal der Kaiser zum Zeitpunkt der-
Pragung der Miinze die sogenannte tribunizische Gewalt (tribuni-
cia potestas) besaf und wie oft er zu diesem Zeitpunkt schon den
Ehrentitel Imperator erhalten oder das Konsulat bekleidet hatte.
Auf der Riickseite eines Sesterzes des Mark Aurel, die den Kai-
ser zwischen Standarten zeigt (Bild 1), lesen wir TR POT XIX
IMP II COS III, d.h. der Kaiser besall damals zum neunzehnten
Mal die — jdhrlich im Dezember erneuerte - tribunizische Ge-
walt (Dezember 164 bis Dezember 165 u.Z.), er war schon zwei-
mal zum Imperator ausgerufen worden (zuletzt 163 u. Z.) und
hatte dreimal das Konsulat bekleidet (zuletzt 161 u.Z.). Da nun
bekannt ist, daB Mark Aurel im Spatsommer 165 u.Z. zum drit-
ten Mal den Imperatortitel erhielt, kann man die Miinze auf den
Zeitraum Dezember 164 bis Sommer 165 u. Z. datieren. Die
Miinzen vom Herbst 165 u. Z. haben bereits TR POT XIX IMP
III COS III, die vom Dezember TR POT XX IMP III COS III.

Hohere Zahlen kann man, wie leicht erklirlich, nicht in den Kai-
sertitulaturen, sondern nur in anderen Zusammenhiingen finden.
Welche Zahlen liest man auf den Riickseiten zweier Denare des
Gaius Marius Capito, der ungefihr im Jahre 81 v.u.Z. das Amt
eines Miinzmeisters ausiibte (Bild 2 und 3)? Wiirden wir diese
Zahlen heute genauso schreiben? Welche Bedeutung mogen sie
haben? Gibt es auBer den unterschiedlichen Zahlen noch andere
Unterschiede zwischen den beiden Miinzbildern?

Bild 2

Bild 3

Auf einem Bronzemedaillon des Kaisers Hadrian (Bild 4) ist der
Genius der Zirkusspiele abgebildet, in der Rechten ein Rad hal-
tend, mit der Linken eine Zirkussdule (Wendemarke) umfas-
send.

Bild 4
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Die Miinzaufschrift lautet:

ANN DCCCLXXIIII NAT VRB P CIR CON, d.h. ,im Jahre ...
hat (der Kaiser) am Griindungstage der Stadt dem Volk Zirkus-
spiele gestiftet. In welchem Jahre befinden wir uns, wenn die
Griindung Roms nach traditioneller rémischer Auffassung im
Jahre 753 v.u. Z. stattgefunden hatte?

Das nichste Beispiel — eine Silbermiinze des Kaisers Maximia-
nus (Bild §) - 148t innerhalb eines Kranzes die Buchstaben AQ
erkennen, mit denen die Miinzstdtte Aquileia (Norditalien) be-
zeichnet wird, und dariiber eine rémische Zahl, die angibt, wie
viele derartige Miinzen auf 1 Pfund Silber gehen. Wie schwer ist
die Miinze, wenn das romische Pfund 324 g wog? Zum besseren
Verstindnis sei daran erinnert, daB der Wert der alten Gold- und
Silbermiinzen allein durch das Gewicht bestimmt war.

Bild 5

Eine Goldmiinze Konstantins des GroBlen (Bild 6) zeigt die Sie-
gesgottin (Viktoria), in der Linken einen Palmzweig, in der
Rechten ein Siegesmal (Tropaion) haltend. Im sogenannten Ab-
schnitt der Miinze, d. h. unter der Bodenlinie, befindet sich die
Signatur der Miinzstitte Antiochia (Syrien), rechts neben der
Géttin eine Zahl, die auch hier das Verhiltnis des Gewichtes der
Miinze zum rémischen Pfund angibt. Welches Gewicht miifite
die Goldmiinze haben?

Bild 6

Die Zahlen auf den beiden zuletzt erwidhnten Miinzen sind ge-
eignet, uns auf eine viel diskutierte wissenschaftliche Frage zu
fihren, ndmlich die nach dem theoretischen Gewicht des romi-
schen Pfundes. Um dieses zu ermitteln, muB man von einer der
wenigen Miinzsorten ausgehen, deren Gewichts- und Wertver-
hiltnis zum romischen Pfund bekannt ist. In Betracht kommen
von vornherein nur Goldmiinzen, da nur sie einigermaBen genau
justiert sind. Man hat auch darauf zu achten, daB nur sehr gut er-
haltene, prdgefrische Exemplare auf die Waage kommen.
Gleichwohl 148t sich das Gewicht des romischen Pfundes nur an-
nihernd bestimmen, sein Ansatz schwankt zwischen 322,560 g
und 327,450 g. Es mit 324 g anzusetzen, wie wir es oben gemacht
haben, empfiehlt sich nur aus rein praktischen Griinden: 324 ist
durch 12 teilbar, was mit Riicksicht auf das duodezimal einge-
richtete romische Gewichtssystem von Vorteil ist.

Zuletzt wollen wir eine Kupfermiinze des byzantinischen Kaisers
Justinian (1. April 527 bis 14. November 565 u. Z.) betrachten
(Bild 7). ANNO XIII, ,im Jahre 13“, bezeichnet natiirlich das
13.Regierungsjahr des Kaisers, also 539/40 u.Z. Wer aber in dem
groBen M das romische Zahlzeichen fiir ,,1000“ erkennen und

Bild 7

die Miinze als , Tausender" verstehen wollte, wiirde sich sehr ir-
ren: M ist nier der griechische Buchstabe my, der als griechi-
sches Zahlzeichen ,40“ bedeutet. Ebenso ist das unter dem M
befindliche A als griechischer Buchstabe alpha zu verstehen, der
zugleich als Zahlzeichen flir ,,1* dient. Die Miinze ist also ein
»Vierziger* des Justinian, geprdgt im 13. Regierungsjahr in der
1. Offizin des Miinzamtes von CONSstantinopolis (heute Istan-
bul).

Uber griechische Zahlzeichen auf Miinzen wird in einem spite-
ren Beitrag gehandelt werden.

H.-D. Schultz

Losungen

Gefragt war zunichst nach den romischen Zahlzeichen L (50), C
(100), D (500) und M (1000). C ist der Anfangsbuchstabe des
Zahlwortes CENTVM (hundert), M der von MILLE (tausend). L
und D haben andere Urspriinge, deren Erklirung hier zu weit
fihren wiirde. Tausender (ab 2000) werden durch einen waage-
rechten Strich iiber dem Zahlzeichen angegeben, z.B. V = 5000,
C =100000.

Auf den um 81 v. u. Z. gepridgten Denaren des Miinzmeisters
G. Marius Capito liest man XXXXIIII (44) bzw. CXXXXVIIII
(149). In neuerer Zeit wiirde man, um diese langen Zahlen zu
verkiirzen, XLIV bzw. CXLIX schreiben. Die Romer selbst ge-
brauchten nebeneinander unterschiedliche Notierungsarten, die
jedoch immer unmiBverstindlich waren. — Mit den Zahlen wa-
ren im vorliegenden Fall die Miinzprigestempel zu Kontroll-
zwecken numeriert worden. Mindestens 149 Paare von Miinzpri-
gestempeln waren also an der Pragung der Denare des genannten
Miinzmeisters beteiligt. Da die Stempel von den Graveuren aus
freier Hand gearbeitet wurden, zeigten sie immer gewisse Unter-
schiede und waren untereinander nie vollig gleich. Die Unter-
schiede der Stempel wiederholten sich auf den Miinzen. Nur
Miinzen, die aus demselben Stempelpaar stammen, haben auch
vollig identische Miinzbilder.

Die Zirkusspiele, die auf dem Bronzemedaillon des Kaisers Ha-
drian (117 bis 138 u.Z.) erwdhnt sind, wurden im 874.Jahr nach
der Griindung Roms (753 v. u. Z.) gestiftet, d. h. im Jahre 121
u.zZ.

Die Silbermiinze des Kaisers Maximianus (286 bis 305 u. Z.)
wiegt % des rémischen Pfundes von 324 g, das Gewicht miBte
also 3,375 g betragen. Tatsdchlich sind es aber nur 2,86 g! Der
Solidus Konstantins des GroBen (306 bis 337 u.Z.) zu —717 rémi-
schen Pfund miiBte 4,50 g wiegen. Er wiegt aber nur 4,47 g.
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Leizter Einsendetermin: 11.Januar 1988

<«

Im Jahr des 750jidhrigen Bestehens von
Berlin wollen wir unsere alpha-Leser mit
einem der groBten Verlage der DDR, dem
Volkseigenen Verlag Volk und Wissen, der
seinen Sitz in unserer Hauptstadt hat, et-
was naher bekannt machen. Dieser Verlag
gewihrleistet seit seinem Bestehen die ge-
samte Schulbuchversorgung in unserer Re-
publik. Dariiber hinaus hat der Verlag viele
Titel fiir die Hand des Lehrers oder fiir Stu-
denten, die den Beruf des Lehrers anstre-
ben, aber auch fir Eltern herausgebracht,
die dazu beitragen, unser Volksbildungs-
wesen stindig weiterzuentwickeln. Die Ab-
teilung Mathematik dieses Verlages hat
durch zahlreiche Titel die Forderung jun-
ger mathematischer Talente erfolgreich un-
terstiitzt. Es seien einige dieser Titel, die
auch bei vielen alpha-Lesern sich groBer
Beliebtheit erfreuen, stellvertretend im An-
schluB an diesen Wettbewerb genannt. Aus
der Fiille dieser Titel haben wir fir den
alpha-Wettbewerb einige Aufgaben ausge-
wihlt, deren Losung unseren Lesern
Freude bereiten moge.

Achtung! Ab diesem Wettbewerbsjahr wird der
Wettbewerb in den Heften 5/87, 6/87 und
1/88 mit je 7 Aufgaben durchgefiihrt.

Ma 5m 2807 Es werden alle Zahlen von 1
bis 99 aufgeschrieben. Wie oft wird die Zif-
fer 5 geschrieben?

Ma 5m2808 Wie heiBen die mit Stern-
chen bezeichneten Ziffern in der folgenden
Multiplikationsaufgabe?
* kx.%)
08
*6*
*128

Ma 5w 2809 Welche Ziffer steht an der
Einerstelle des Produktes aus den folgen-
den zehn Faktoren?
11-13-15-...-25-27-29

Ma 5m 2810 Wie konnen die Kugeln ver-
teilt werden? Man denke sich sieben Ku-
geln, vier rote, eine schwarze und zwei
weiBe, die sich voneinander nur in der
Farbe unterscheiden, im {brigen aber vol-
lig gleich sind. AuBerdem denke man sich
zwei Kisten. A und B, von denen A nicht
mehr als drei Kugeln fassen kann und B
nicht mehr als vier. Wieviel Moglichkeiten
gibt es, die sieben farbigen Kugeln in den
Kisten A und B unterzubringen?

MaSm2811 Die Apfel: In einer Kiste lie-
gen vier Sorten Apfel, von jeder Sorte
gleich viel und zusammen 100. Wieviel
Apfel muB man ohne Hinzusehen minde-
stens herausnehmen, damit man sicher ist,
daB von einer Sorte mindestens zehn Apfel
dabei sind?

Ma 5m 2812 Die kiinstliche Teilung: Zwei
Okonomen lassen sich acht Eimer Wein
(in einem AchteimerfaB) kommen; zu
Hause haben sie weiter kein GefdB, als ein
Finf- und ein DreieimerfaB. Nun will jeder
vier Eimer haben. Wie haben sie den Wein
geteilt?

Ma 5w 2813 In einem alten Buch mit lu-
stigen mathematischen Knobeleien fand
sich folgender Vers:

Eine Zahl hab ich gewihit,

107 zugezihlt,

dann durch 100 dividiert

und mit 11 multipliziert,

endlich 15 subtrahiert,

und zuletzt ist mir geblieben

als Resultat die Primzahl 7.

Ermittle alle Zahlen, die diesen Bedingun-
gen geniigen!

Ma 6 m 2814 Addiet man zur Quer-
summe einer zweistelligen natiirlichen
Zahl die Differenz aus den Ziffern im Zeh-
ner und Einer, so erhilt man 10. Setzt man
zwischen die beiden Ziffern eine 9, so er-
gibt sich eine elfmal so groBe Zahl. Wie
heiBt die Zahl?

" ! ‘! “ 5
SchAweizor ﬂkg 17

Ha 7e
¢-Gagarm - 05 2647
Klase 7

%0
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha
Postfach- 14
Leipzig

7027

3. Der jeweiligen Aufgabennummer ist ein
Ma (Mathematik), Na/Te (Naturwissen-
schaft und Technik) und eine Ziffer, z.B. 7
vorgesetzt (d. h. filr 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene lsen die
Aufgaben, welche mit Ma10/12 oder
Na/Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210mm
X 297 mm) (siehe Muster), denn jede Auf-
gabe wird fir sich, d.h. in einem Zug korri-
giert.

Noch eine Bitte an die Schulen: Sendet
bitte die Losungen bereits nach Aufgaben
sortiert ein.

6. Teilnehmer, die eine richtige Ldsung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Prddikat ,sehr gut geldst®,
»gut gelost® oder ,gel6st“. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1987/88 lduft von Heft 5/1987 bis
Heft 1/1988. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1988 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88
erworbenen Karten geschlossen an die Re-
daktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (von den
Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88) er-
halten hat und diese einsendet, erhilt eine
Anerkennungsurkunde und ein alpha-Ab-
zeichen. Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1987/88
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunde zuriick). Schii-
ler, die schon mehrere Jahre teilnehmen,
senden bitte die zuletzt erhaltene Urkunde
mit ein. Wir bitten darauf zu achten, daB
alle Postsendungen richtig frankiert sind
und die Postleitzahl des Absenders nicht
vergessen wird.

Redaktion alpha



Ma 6 m 2815 Ein Schiiler kaufte 15 Blei-
stifte zu 16 Pf, 7 zu 28 Pf und 8 Zeichen-
stifte. Obwohl der Schiiler den Einzelpreis
fiir die Zeichenstifte vergessen hatte, stellte
er fest, daB der Preis von 7,50 M nicht
stimmte. Wie tiberlegte er?

Ma 6 w2816 Luise sucht eine natiirliche
Zahl x, die sie vom Zihler des Bruches %
subtrahieren und gleichzeitig zum Nenner
addieren mochte, wobei der so entstehende
Bruch den Wert 17—1 erhalten soll. Stelle
fest, ob es eine Zahl x gibt, die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillt. Gib diese Zahl
im Falle ihrer Existenz an, und untersu-
che, ob sie die einzige ist, die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfulit!

Ma 6 w2817 Vier Freunde, Axel, Bernd,
Ernst und Fred, sind entweder Abonnent
des Jugendmagazins Neues Leben oder der
Zeitung Junge Welt. Von diesen Freunden
ist bekannt:

a) Der 19jadhrige ist nicht Abonnent der
Jungen Welr, aber der 16jdhrige und Ernst
haben die Junge Welt abonniert.

b) Axel und der 17jdhrige sind Abonnen-
ten von Neues Leben, Bernd dagegen nicht.
c) Der 20jihrige, der 19jdhrige und Bernd
waren kiirzlich Giste der Geburtstagsfeier
von Fred.

Es ist herauszufinden, wie alt jeder der vier
Freunde ist und welche Zeitung bzw. Zeit-
schrift er abonniert hat.

Ma6m2818 Wenn man von einer drei-
stelligen natiirlichen Zahl 7 subtrahiert,
dann ist die entstandene Zahl durch 7 teil-
bar, subtrahiert man 8, so ist die entstan-
dene Zahl durch 8 teilbar, subtrahiert man
9, so ist die entstandene Zahl durch 9 teil-
bar. Wie heiBt die gegebene dreistellige
Zahl?

Ma6m2819 Klaus hat Geburtstag. Fiinf
Kinder kommen zu Besuch. Die Geburts-
tagstorte wurde in 24 gleichgroBe Stiicke

geteilt. Axel verzehrte —1—, Bernd L Chri-

1
%, Dieter —é— und Emst 13_6 der
Torte. Klaus aB drei von den eingeteilten
24 Stiicken. Wieviel eingeteilte Stiicke der
Torte blieben iibrig?

Na/Te6m 398 Eine Schleusenkammer
hat eine Linge von 325m, ist 25 m breit
und 4,30 m hoch. Welches Volumen hat
die eingelassene Wassermenge, wenn der
Wasserspiegel seinen hochsten Stand
0,50 m unter der Oberkante der Schleusen-
kammer hat? Runde sinnvoll!
aus: Aufgabensammlung Physik Teil 1,
Volk und Wissen, Berlin

Ma7m2820 In einem Kreis sollen der
Flicheninhalt und der Umfang, in cm?
bzw. cm ausgedriickt, in den MaBzahlen
libereinstimmen. Welchen Flicheninhalt
hat ein Quadrat, das in diesen Kreis einbe-
schrieben wird?

Ma 7m 2821 Vater und Sohn gehen ne-
beneinander. In der gleichen Zeit, in der

stian

der Vater 4 Schritte macht, macht der
Sohn jedesmal 5 Schritte. In dieser Zeit le-
gen beide jedesmal genau den gleichen
Weg zuriick. Die durchschnittliche Schritt-
linge des Vaters betrdgt 80 cm.

a) Wie groB -ist die durchschnittliche
Schrittlinge des Sohnes?

b) Wir nehmen an, daB beide gleichzeitig
mit dem rechten FuB beginnen. Nach wie
vielen Schritten des Vaters treten beide
erstmalig gleichzeitig mit dem linken Fuf3
auf?

Ma7m2822 Fir ein Kinderferienlager
wurden 300 Flaschen Getrinke fiir 70,00 M
gekauft. Fine Flasche Limonade kostet
0,30 M, eine Flasche Tafelwasser 0,20 M.
Wieviel Flaschen wurden von jeder Sorte
gekauft?

Ma7m 2823 Eine Familie fahrt im Tra-
bant. Das Produkt aus der Anzahl der am
Auto befindlichen Rider, dem Alter des
Fahrers und der Anzahl der mitfahrenden
Personen betrdgt 444. Wie alt ist der Fah-
rer? Wieviel Personen sitzen im Auto?

Ma 7m2824 Der Umfang u eines gleich-
schenkligen Dreiecks soll 24 cm betragen;
eine der Seiten dieses Dreiecks soll Z%mal
so lang sein wie eine andere seiner Seiten.
Untersuche, ob es eine Moglichkeit gibt,
die Seitenldngen eines Dreiecks so anzuge-
ben, daB diese Bedingungen erfullt sind.
Untersuche, ob es genau eine solche Mog-
lichkeit gibt! Wenn dies der Fall ist, so er-
mittle die zugehorigen Seitenldngen!

Na/Te 7m399 Was zeigen die Feder-
kraftmesser bei folgender Anordnung an?

Na/Te 7m 400 Paralleistrahlen (Strahlen,
die parallel zur optischen Achse der Linse
verlaufen) werden von einer Sammellinse
so gebrochen, daB sie einander hinter der
Linse im Brennpunkt F schneiden. Parallel-
strahlen werden von einer Zerstreuungs-
linse so gebrochen, als ob sie von einem
Punkt vor der Zerstreuungslinse, dem Zer-
streuungspunkt Z, herkimen.

Lt L
(x) l
Pl oz |

a) Konstruiere den Strahlenverlauf fiir fol-
gende Linsenanordnung, wenn sich eine
Lichtquelle in F befindet!

b) Wie erfolgt der Strahlenverlauf, wenn

.sich die Lichtquelle in einem Punkt (x)

der Brennebene befindet? R.

Ma8m2825 In einem Rechteck sollen
die MaBzahlen der Seiten, in Zentimeter
ausgedriickt, ganzzahlig sein. Der halbe
Umfang soll zahlenmiBig mit dem Fli-

cheninhalt iibereinstimmen. Kann diesem
Rechteck ein Kreis einbeschrieben wer-
den?

Ma 8 ® 2826
Die ratselhafte Multiplikation:
abc: bac

L N I I

L N N A

Das Schema ist zu dechiffrieren.

Ma 8 2827 Zeige, daB fur jede Primzah!
p > 5 das Produkt
@-2)-Dp+1)(p+2) durch 360
teilbar ist!

Ma 8 m 2828 Beweise den folgenden Satz!
Die Diagonalen eines ebenen konvexen
Vierecks ABCD schneiden einander recht-
winklig genau dann, wenn

al + ¢2= b2+ d? gilt, wobei a, b, c, d die
Seitenlangen des Vierecks sind.

Ma 8 m2829 Es ist zu beweisen:

2 3
Die Zahl o T st fur jedes

3 2 6 .
ganze m ganzzahlig.

Na/Te 8401 Der Boden eines Kajaks
hat eine Fliche von 1,6 m2.

Die mittlere Eintauchtiefe betrdgt 20 cm.
Welche Druckkraft wirkt auf den Boden
des Bootes? ' R.

Na/Te8w 402 Uber einen einseitigen
Hebel ({,=134cm, [,=22cm) wirkt auf
den Pumpkolben einer hydraulischen
Presse eine Kraft F, =180 N. Der Pump-
kolben bewegt sich 6,5 cm nach unten. Der
Hebel wird 480mal betitigt. Um welche
Strecke wird ein Korper mit der Gewichts-
kraft von G = 180000 N durch den Arbeits-
kolben gehoben? Welche Kraft F; muB am
Hebel wirken? (Die erforderlichen Ventile
sind nicht eingezeichnet.)
aus: Aufgabensammliung Physik Teil 1,
Volk und Wissen, Berlin

=G

»7

Ma9m2830 Ein Dreher braucht zur An-
fertigung eines Werkstiickes eine halbe
Stunde. Da mehrere gleiche Teile anzufer-
tigen sind, wire eine Vorrichtung zweck-
miBig. Mit einer solchen Vorrichtung
konnte ein Teil in 20 Minuten hergestellt
werden. Der Bau der Vorrichtung dauert
4 Stunden. Wieviel Teile miiBten minde-
stens hergestellt werden, damit durch den
Bau der Vorrichtung Ze¢it eingespart wird?

Ma9m2831 Fiir ein Kinderferienlager
sollen fiir 83,00 M Tomaten und Bananen
gekauft werden. Ein Kilogramm Bananen
kostet 5,00 M, ein Kilogramm Tomaten
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1,30 M. Wieviel Kilogramm Tomaten und
wieviel Kilogramm Bananen koénnen ge-
kauft werden?

Ma9m2832 Von einem Ort A fihrt ein
LKW nach einem Ort B; seine Durch-

km
schnittsgeschwindigkeit betrigt SOT'

Gleichzeitig fahrt von B nach A ein PKW
mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit
von 70 % Nach welcher Zeit treffen sich
beide Fahrzeuge, wenn die Entfernung von
A nach B 144 km betrigt?

Ma29m2833 An einer Touristenreise ha-
ben 286 Angehorige eines Betriebes teilge-
nommen. IThnen standen Autobusse, einer-
seits mit 19 Sitzen, andererseits mit
17 Sitzen zur Verfuigung. Der Kraftfahrer
des Autobusses und auch sein Sitz werden
in der Aufgabe nicht in Betracht gezogen.
Berechnen Sie, wieviel Autobusse jeder der
beiden Arten fiir die Reise gebraucht wur-
den, wenn alle Sitze besetzt waren und kei-
ner siehen mubBte.

Ma9m2834 Entscheiden Sie, welcher

der beiden Briiche

100'% 4+ 1 1007 + 1 5Ber ist!
100% + 1 100 + 1 BOPer it

Na/Te 9w 403 Welchen Weg legt ein Wa-
gen bei folgender Versuchsanordnung in
zwei Sekunden zuriick? Die Masse der
Rolle und die Reibung sollen vernachlis-
sigt werden. R.

5g L1

Na/Te 9 w404 Gegeben sind drei Draht-
widerstinde mit einem elektrischen Wider-
stand von 50 Ohm. Diese drei Widerstinde
werden in verschiedener Weise zusammen-
geschaltet und an eine Spannung von 1,5V
gelegt. Geben Sie die Mdglichkeiten an
(Zeichnung, Gesamtwiderstand, Nennver-
lustleistung, die an jedem Widerstand in
Wirme umgesetzt wird)! R.

Ma 10/12 w2835 Das Produkt von vier
unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirli-
chen Zahlen ist 110355024. Wie lauten
die Zahlen?

Ma 10/12 m 2836 Dietmar und J6rg sehen
bei einem Spaziergang ein Auto, bei dem
im Kennzeichen die Zahl 4949 steht. Die
Tatsache, daB 49 eine Quadratzahl ist,
fuhrt sie auf die Frage, ob auch die Zahl
4949 ecine Quadratzahl ist. Nach kurzer
Uberlegung sagt Dietmar: ,Ich kann sogar
beweisen, daB keine vierstellige Zahl, de-
ren erste gleich ihrer dritten und deren
zweite gleich ihrer vierten Ziffer ist, eine
Quadratzahl sein kann. Ubrigens 148t sich
auch beweisen, daB unter diesen Zahlen
genau eine Primzahl ist.“ Fiihren Sie diese
Beweise durch! (Dietmar faBt dabei alle
Kennzeichen von 0001 bis 9999 als vier-
stellige Zahlen auf.)

Ma10/12 w2837 Ein Student und eine
Studentin gehen in ein Café. Der Student
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bestellt fiir sich ein Glas Milch und fiir die
Studentin eine Tasse Kaffee. Er entnimmt
seinem Glas einen Teel6ffel voll Milch und
gieBt diesen in die Tasse mit Kaffee. Sie
rihrt den Inhalt ihrer Tasse gut um und
entnimmt ihrem Kaffee-Milch-Mischge-
trink einen Teel6ffel voll (gleiches Volu-
men wie vorher) und gieBt ihn in das Glas
des Studenten. Hat sie am Ende mehr,
gleichviel oder weniger (Volumenteile)
Milch in ihrer Tasse als er (Volumenteile)
Kaffee im Glas?

Ma10/12m 2838 In FUENF

+ ZWEI
SIEBEN

sollen die Buchstaben so durch Ziffern er-

setzt werden, daB die Addition zu einem

richtigen Ergebnis fiihrt. Dabei sollen glei-

che Buchstaben gleiche Ziffern und ver-

schiedene Buchstaben verschiedene Zif-

fern bedeuten. Untersuchen Sie, wieviel

Losungen die Aufgabe hat!

Ma10/12m 2839 Es sei r der Radius
eines Kreises, der beide Katheten der Lin-
gen a bzw. b eines rechtwinkligen Dreiecks
beriihrt und dessen Mittelpunkt auf der
Hypotenuse liegt. Es ist zu beweisen, daB
11,1
r a b et
Na/Te 10/12m 405 Ein Kraftwagen mit
der Gewichtskraft 3925 N fihrt iiber eine
nach oben gewdlbte Briicke mit einem
Krimmungsradius von 200 m mit einer
Geschwindigkeit von SOkTm. Mit welcher
Kraft driickt der fahrende Wagen auf die
Mitte der Briicke? Wie groB ist die Kraft,
wenn die Briicke nach unten gewdlbt ist?
aus: Physik fiir Lehrer Band 2
Verlag der Wissenschaften, Berlin

Na/Te 10/12 m 406 Eine Waschmaschine
erwirmt 10 | Wasser von 20 °C auf 95°C. Es
wird ein Wirkungsgrad von 80 % angenom-
men. Wie lange dauert das Aufheizen,
wenn die Nennleistung der Heizung 2 kW
betrdgt, und was kostet es (1 kWh kostet
0,08 M)? R.

Achtung! Ab diesem Wettbewerbsjahr wird der
Wettbewerb in den Heften 5/87, 6/87 und
1/88 mit je 7 Aufgaben durchgefiihrt.

Literatur zur aufBerunterrichtlichen
Arbeit im Fach Mathematik aus
dem Verlag Volk und Wissen, Berlin

Autorenkollektiv
Aufgaben mit Losungen aus
Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR

Band 1 (ab K1.8)
Band 2 (ab K1.8)
Klassen 5 bis 8

Bestell-Nr.002 1701
Bestell-Nr.706 734 1
Bestell-Nr.707 624 8

Autorenkollektiv

Elementare Zahlentheorie
(Gleichungen/Kombinatorik)
Bestell-Nr. 706 7309 (ab K1.7)

Joh. Christ. Schifer
Die Wunder der Rechenkunst
Bestell-Nr. 707 7451 (ab KL. 5)

Autorenkollektiv

Sammlung mathematischer Aufgaben
mit Losungen

Bestell-Nr. 709 146 4 (ab K1.9)

Autorenkollektiv

Mathematische Arbeitsgemeinschaften
in den Klassen 5 bis 8

Bestell-Nr. 7074410

Autorenkollektiv

Rechnen und Raten

Ein unterhaltsames Mathe-Magazin
(ab KL.5)

(Zusammenstellung von Beitrigen aus
der alpha), erscheint Ende 1987

Joh. Lehimann
2x2 plus SpaB dabei
Bestell-Nr. 7074373 (K1. 1 bis 4)

Joh. Lehmann
3 plus 8 und mitgemacht
Bestell-Nr. 707857 5 (KL. 1 bis 4)

Aus: Funktio 5/86, Finnland




ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Die Mathematische
Schiilergesellschaft
(MSG)

,Leonhard Euler*

bei der Sektion Mathematik
der Humboldt-Universitét
zu Berlin

Die MSG ist eine gemeinsame Einrichtung
der Abteilung Volksbildung beim Magi-
strat der Hauptstadt und der Hum-
boldt-Universitit. Sie wurde am 8.10.1970
gegriindet und ist somit die dlteste Schiiler-
gesellschaft ihrer Art in unserer Republik.
Bei ihrer Griitndung waren etwa 150 Maid-
chen und Jungen Mitglieder der MSG. Im
Moment sind es iiber 500, wobei etwa ein
Drittel hiervon Miédchen sind.

Seit 1975 gibt es ein einheitliches Lehrpro-
gramm fiir die Schuljahre 6 bis 12, dessen
neueste und abgestimmte Variante seit
September 1986 vorliegt.

Der Unterricht in der MSG wird in Zirkeln
mit 12 bis 18 Schiilern erteilt, wobei die
aktive Gestaltung dieses Unterrichtes
durch die Schiiler ein Hauptanliegen dar-
stelit. Neben dieser Form der auBerunter-
richtlichen Tdtigkeit arbeiten noch sechs
Zirkel in Klassenstufe 8 bis 12 zur Vorbe-
reitung ausgewihlter Schiiler auf die ver-
schiedenen Stufen der Olympiaden Junger
Mathematiker. Fiir etwa 60 Schiiler sind
auf verschiedenen mathematischen Gebie-
ten Einzelpatenschaften ibernommen wor-
den. In dieser Betreuungsform beschifti-
gen sich Jungen und Maidchen von
Klassenstufe 9 bis 12 tiefer mit konkreten
Fragestellungen in der Algebra, der Geo-
metrie, der Analysis, der Numerik, der Sta-
tistik und der Informatik.

Erstmals konnten wir fiir alle Schiiler der
8.Klasse, etwa 90 Teilnehmer, einen BASIC-
Programmierkurs realisieren.

Im Rahmen unserer Arbeit konnten wir in
den letzten sechs Jahren stets die beste
Mathematik-Olympiademannschaft zur
4. Stufe der DDR-Olympiade entsenden,
ein bis drei Schiiler waren stets Mitglieder
der Nationalmannschaft bei der IMO.
Viele erfolgreiche MSG-Mitglieder haben
ein Mathematikstudium begonnen oder
abgeschlossen, die ersten ehemaligen
Schiiler haben sogar erfolgreich promoviert
oder sind, nach AbschluB ihrer Promotion,
bereits  Hochschullehrer, wie  Prof.
Dr.sc.J.Grabowski, Dozent Dr.sc. H. Schie-

mangk, Dr. B. Bellach, Dr. Reimann bzw.
Forschungsstudenten oder Studenten wie
z. B. H. NeB, K. Peters, K. Groger,
E. Schwarzenecker und F. Fauck. Die ge-
nannten Namen reprisentieren nur eine
kleine Anzahl erfolgreicher Mitglieder un-
serer MSG. Alle diese Schiiler sind Absol-
venten der Spezialschule Heinrich Hertz
bzw. der Spezialschule Mathematik unse-
rer Sektion. Von diesen beiden Bildungs-
einrichtungen kommen auch heute noch
die besten Schiiler in Klassenstufe 9 bis 12.
Die meisten unserer Schiiler sind vielseitig
interessiert, sie musizieren, lernen Spra-
chen und treiben Sport, was wir als eine
gute Bereicherung ihrer Personlichkeitsent-
wicklung ansehen.

Innerhalb der MSG sind wir bemiiht, ein
interessantes und vielseitiges Angebot an
zusitzlichen Bildungsmoglichkeiten zu
realisieren. Alljahrlich, meist im April, fin-
det das Schiilerkolloquium statt, hier refe-
rieren Schiller vor inren Klassenkamera-
den. In den Sommerferien fithren wir unser
Mathematikspezialistenlager in einem Pio-

‘nierlager durch, hierbei werden am Vor-

mittag drei Stunden Unterricht in sehr auf-
gelockerter Form erteilt, wihrend die
iibrige Zeit fir Spiel- und Freizeitfreuden
reserviert ist. Als zirkelerginzend bieten
wir ein Vortragsprogramm zu allgemein in-
teressierenden Fragen an. Hier referierten
die Professoren Kuczynski, Steininger,
Porstmann, Lanius und Budach sowie der
ehemalige Chefredakteur dieser Zeitung,
OStR J. Lehmann, zu vielfiltigen Proble-
men ihres Arbeitsgebietes.
Wir méchten mit unserer Titigkeit die Pro-
paganda fiir unser schones und so interes-
santes Fachgebiet pflegen, wollen jungen
Menschen Voraussetzungen fiir alle Berufe
vermitteln und die Besten beféhigen, selbst
einmal aktiv als Mathematiker, Informati-
ker oder Lehrer ihr Fachgebiet weiterzuent-
wickeln oder bestméglich zu unterrichten.
J. Nietzsch

Frau Ikarus: ,Die Konstruktion stammt
von ihm, der Antrieb von mir.“
Aus: Eulenspiegel

>
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.sc.nat.

J.Nietzsch

Sektion Mathematik

der Humboldt-Universitdt zu Berlin,
Vorsitzender

der Mathematischen Schiilergesellschaft

A 2806 A Gegeben seien vier verschie-
dene Punkte in der Ebene A4, B, C, D. Man
beweise: Wenn die Schwerpunkte der Drei-
ecke AABC, ABCD, ACDA, ADAB auf
einem Kreis liegen, so liegen auch 4, B, C,
D auf einem Kreis.

Kurzbiographie

Josef Nietzsch, geboren am 19.3.1938 in
B6hmisch Kamnitz (heute CSSR), Schul-
besuch in Torgau/Bezirk Leipzig bis 1956,
von 1956 bis 1962 Studium der Physik und
Mathematik bei den Professoren Hertz,
Kockel, Losche, WeiB, Beckert, Giinter
und Kihler in Leipzig. 1962 bis 1964 Mit-
arbeiter am heutigen Deutschen Amt fir
Mepfwesen und Warenpriifung, 1964 bis 1968
Mitarbeiter am Rechenzentrum der Hum-
boldt-Universitidt, 1968 bis 1970 Assistent
an der Sektion Mathematik, Promotion A,
1971 bis 1976 Forschungsgruppenleiter, er-
folgreiche Promotion von acht Assistenten,
AbschluB der eigenen B-Promotion. Seit
1973 Hochschuldozent, 1983 Berufung
zum Professor.

Arbeitsgebiete: Rechentechnik, Program-
mierung, Numerik, Angewandte Kemnphy-
sik, Mathematische Physik. Beitrige hierzu
auf verschiedenen internationalen Konfe-
renzen, Studienaufenthalte und Gastpro-
fessuraufenthalte in der UdSSR, CSSR,
VR Polen, Berlin (West), Belgien und
Kuba. Vorsitzender der Mathematischen
Schiilergesellschaft seit 1974.
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aufgepalt
nachgedacht

mitgemacht

speziell
fiir Klassen 5/7

Prof. Dr. G. Noodt,
Oberlehrer an der Viktoriaschule
zu Berlin, 1908

Mathematisches
Unterrichtsbuch fiir
hohere Madchenschulen

Angewandte Aufgaben

Ala In einer mit einer Vorschule ver-
bundenen hoheren Midchenschule befin-

den sich in der Vorschule 5

; 25 in c;er Un-
terstufe 0 in der Mittelstufe F aller

Schiilerinnen; die Oberstufe (fur diese ist
das Buch, aus dem wir die vorliegenden
34 Aufgaben auswihlten, geschrieben) be-
suchten 168 Schiilerinnen. a) Wie verteil-
ten sich die Schiilerinnen auf die einzel-
nen Stufen? b) Wieviel Schiilerinnen
besuchten die ganze Anstalt?

A2a Ein Schulkind hatte auf dem
Schulwege zu tragen:

eine Schulmappe im Gewichte von 650 g,
ein Lesebuch 500 g, ein franz. Ubungsbuch
450 g, ein Naturgeschichtsbuch 520 g, ein
botanisches Besteck 60 g, ein Rechenbuch
170 g, finf Schreibhefte 850 g, einen Fe-
derkasten 130 g.

Welches Gewicht hatte die Schulmappe
mit dem Inhalt?

A3 a Ein fir 40 Schiilerinnen bestimm-
tes Klassenzimmer ist 5,86 m lang und
5,12 m breit; wie hoch ist das Zimmer,
wenn fur jede Schiilerin und die Lehrer ein
Luftraum von 3,25 cbm gerechnet worden
ist?

A4a Eine Lehrerin hat jdhrlich 35M
staatliche Einkommenssteuer, 12M Ge-
meindesteuer, 4 M Erginzungssteuer, SM
Kirchensteuer, 6 M Primien fiir Feuerver-
sicherung und Versicherung gegen Ein-
bruchsdiebstahl, 6 M fiir die Sterbekasse
zu zahlen. Um wieviel wird ihr Einkom-
men durch diese Steuerleistung geschma-
lert?

A 5a Eine Seminaristin arbeitet taglich
1 . . .
17 Stunden bei Lampenlicht und reichte
s0 mit einem bestimmten Petroleumvorrat
9 Tage; vor der Priiffung arbeitete sie tig-
lich eine Stunde linger bei Lampenlicht;
wie lange reichte jetzt der Petroleumvorrat?
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A6A Fir 51 Petroleum bezahlt man
90 Pf. Wieviel zahlt man fiir 60 1? Den wie-
vielten Teil eines Liters Petroleum erhilt
man fur einen Pfennig?

A7 a Ein Midchen strickte in der letzten
Woche vor Weihnachten an den einzelnen
Wochentagen 110 Nadeln, 98 N, 104 N,
122 N,, 111 N. Wie viele Nadeln hat sie in
der Woche vor dem Feste gestrickt?

A 8a Ein Midchen hat eine Stickerei in
30 Tagen vollendet bei durchschnittlich
9stiindiger Arbeit am Tage. Wie lange
hitte sie an der Stickerei zu tun gehabt,
wenn sie tiglich 15 Stunden darauf ver-
wendet hitte?

A9a Zueinem Rock gebraucht ein Herr

2%m, zum Beinkleid l%m und zur We-

3 ;
ste 35 m; wieviel Stoff ist zum ganzen An-

zug erforderlich?
A 10 A Eine Hausfrau rechnet zum Mit-

tagsmahl fiir ihren Mann %kg, fur sich

%kg und fir jedes ihrer Kinder lkg

8
Fleisch.
a) Wieviel Fleisch brauchte sie?
b) Infolge der Fleischverteuerung begniigt
1
Tkg Fleisch. Wieviel kg
Fleisch werden dadurch tdglich der Fami-
lie entzogen?

sie sich mit

Alla Um Quittengelee zu kochen,
kaufte eine Hausfrau 3 kg Quitten, das kg
zu 0,55M, und lieB dieselben unter Zusatz
von 1,5 kg Zucker, das kg zu 0,46 M, einko-
chen. Wie teuer kam (von der Feuerung
abgesehen) das Gelee?

A 12 A Um Schweinefleisch einzupdkeln,
nimmt man auf 3 kg Fleisch 0,2 kg Koch-
salz und 20 g Salpeter, legt es mit Lorbeer,
Pfeffer und Nelken in ein Geschirr fest ein
und verwahrt es unter 6fterem Umwenden
6 bis 8 Tage kiihl an einem Ort. Darauf
wird das Fleisch gedampf oder gekocht.
Wie teuer stellt sich das Gericht fur jede
Person, wenn 7 Personen an dem Mahl teil-
nehmen? (1kg Schweinefleisch kostet
1,60M, 1kg Salz 0,20M, 100g Salpeter
15 Pf, fir das iibrige Gewiirz rechnet die
Hausfrau 10 Pf.)

A13a Was ist vorteilhafter, Brennholz
nach MaB, fiir 15,50 M das cbm, zu kaufen
oder nach Gewicht, wenn das cbm Brenn-

holz 2%dz wiegt und der dz 6,20 M ko-
stet?

Al4a Flur und Treppen eines Hauses
werden mit einem Teppichldufer, welcher
0,90 m breit liegt, belegt. Wie hoch stellt
sich der Preis fir.den Belag, wenn fiir den

Flur 6,80 m und fiir die Treppen 10% m er-

forderlich sind und das m Teppichldufer
mit 4,80 M berechnet wird? (Welche An-
gabe ist fur die Berechnung tiberfliissig?)

A 15a Eine Familie hatte im Laufe eines
Jahres fiir drztliche Behandlung 156 M, fiir
Arzeneien 46,75M zu bezahlen. EIf Tage

wurde die Hilfe einer Krankenpflegerin in
Anspruch genommen, welche tiglich
4,75 M Lohn erhielt; die Bekostung dersel-
ben kostete tiglich 1,60 M. Wie hoch belie-
fen sich die Ausgaben, welche der Familie
durch Krankheit auferlegt wurden?

Al16a Im Jahre 1900 gab es in Berlin
1378 Wohnungen aus einem Wohnraum
(mit mehr als 4 Bewohnern) mit insgesamt
7815 Bewohnern und 388 Wohnungen aus
2 Wohnrdumen (mit mehr als 9 Bewoh-
nern) mit insgesamt 4028 Bewohnern.

a) Wieviel Wohnungen waren zu jener Zeit
in Berlin iibervolkert?

b) Wieviel Einwohner muBten in derartig
iiberfiiliten Wohnungen hausen?

Al17a Im Dezember 1890 gab es in Ber-
lin 11895 lcer stehende Wohnungen, im
Dezember 1895 deren 24236. Wieviel
Wohnungen standen im Jahre 1895 mehr
leer als 18907

A 18 A Londoner Maurer legen, um einer
Beschrinkung des Arbeitslohnes vorzubeu-
gen, durchschnittlich nicht mehr als
400 Mauersteine den Tag; da der Bau einer
groBen Fabrikanlage in Manchester da-
durch zu langsam gef6rdert wurde, lieB
man amerikanische Maurer kommen, die
2000 Mauersteine den Tag legten. Wieviel
Mauersteine verarbeitete eine Kolonne von
20 amerikanischen Maurern tiglich mehr
als ebensoviel ihrer englischen Kollegen?

A 194 Ein Pelzhindler verkauft 35 Zim-
mer (das Zimmer — 40 Stiick) Hermelin-
pelze mit einem Gesamtgewinn von 575 M
fir 2500 M.

Wie teuer war das Zimmer eingekauft?

420 o Fiinf Seronen (aus Rindshaut be-
stehende Ballen, die Ndhte mit Pech iiber-
strichen) Chinarinde wiegen zusammen
425kg brutto, das Taragewicht betrégt
63 kg. Wieviel kg Chinarinde sind zu ver-
zollen?

A21 a Ein Hausdiener holt in einer
Handkarre 1404 Kisten Zigarren vom
Bahnhof und muB3 52mal fahren. Wieviel
Kisten muB er jedesmal aufladen?

A22A Im Jahre 1901/02 wurden in
Mainz von 320 Gewiirzproben 4, in Eber-
feld von 143 Butterproben 13, in Wiirzburg
von 50 Butterproben 5, in Mannheim von
16 Wurstproben 8, in Gorlitz von
8 Fleischproben 4 beanstandet. Der wie-
vielte Teil der chemisch untersuchten Nah-
rungsmittel muBten in den einzelnen Fil-
len beanstandet werden?

A 23 A Der Marktpreis fiir 1 kg Schweine-
fleisch stellt sich im Monat Oktober auf
1,70 M, im November auf 1,90 M und im
Dezember auf 2,10M. Eine Hausfrau
brauchte im Oktober 4 kg, im November
6 kg und im Dezember 18 kg Schweine-
fleisch. Mit welchem Durchschnittspreis
bezahlte die Hausfrau das kg Schweine-
fleisch?

A24a Ein Kaufmann verspricht dem
Verkiéufer eine Primie von 0,015 M fiir je-
des verkaufte kg Zucker; wieviel kg Zucker
miissen verkauft werden, damit eine Pri-
mie von 5,10 M erzielt wird?



A25a Von einer Gutsherrschaft werden
stindig 25 Tagelohner und 15 Tagelohne-
rinnen beschiftigt. Der Jahresverdienst der
minnlichen Personen wird auf 630 M, der
der weiblichen Personen auf 330 M festge-
setzt. Wie hoch kommt der Gutsherrschaft
die Versicherung der Arbeiter und Arbeite-
rinnen vierteljahrlich (in 13 Wochen)?
Lohnklasse I bis 350 M; Wochenbeitrag
0,14 M, Lohnklasse II1 550 M bis 850 M;
Wochenbeitrag 0,24 M.

A26 A Der Milchertrag einer Kuh im
Laufe eines Jahres betrigt bei zweckmaBi-
ger Erndhrung durchschnittlich das Fiinffa-
che des Korpergewichts der Tiere. Wieviel
Milch hat man im Durchschnitt tidglich
(1 Jahr = 365 Tage) von einer Kuh zu er-
warten, deren Korpergewicht 584 kg be-
tragt?
a27a Im Jahre 1894 standen in Ham-
burg 15138 Gelasse leer, das waren —130
aller zu vermietenden Rdumlichkeiten; im
Jahre 1902 gab es nur noch 5219 leerste-
hende Gelasse in Hamburg, das waren
17 5 it
525 aller vermietbaren Gelasse. Wieviel
Gelasse waren in den genannten Jahren in
Hamburg zu vermieten?

428 A Die mit 22 Betten belegten Ein-
zelriume der Hamburger Auswanderer-
halle haben eine durchschnittliche Hoéhe

von 4%m, eine Linge von 13%m und

eine Breite von 55—70rn. Wieviel Luft er-

gibt sich fiir den Kopf bei voller Belastung?

A29a Eine Festung ist fiir 600 Mann
9 Monate verproviantiert; wie lange kann
sie sich halten, wenn noch 200 Mann vor
der Belagerung hinzukommen?

A30a Beim Zihlen der Kollektengelder
fanden sich an Kupfermiinzen 107 Zwei-
pfennigstiicke und 193 Einpfennigstlicke.
Der Pfarrer wechselt diese Miinze gegen
ein Fiinfmarkstiick ein, wieviel Geld hat er
aus seiner Tasche zugelegt?

A3l a Wie groB ist das Verjlingungsver-
hilltnis einer Kartenaufnahme, bei welcher
10 Schritt zu 0,8 m durch 1 m dargestellt
werden?

A32a Ein Schnellzug legt in einer
Stunde 82 km zuriick und fahrt von Berlin
nach Hamburg 3% Stunden.

Wieviel km sind diese Bahnhofe voneinan-
der entfernt?

4 33 A Die Schattenlinge eines senkrecht

aufgestellten Stabes von —;—m Lénge betrug

(im Raum) %m. Zur selben Zeit warf die

Peterskirche in Rom einen 86%[11 langen

Schatten. Wie hoch ist der Turm dieser
Kirche? (Veranschauliche Dir diesen Sach-
verhalt an einer Skizze.)

A34a Colladom und Sturm haben durch
Versuche im Genfer See die Geschwindig-
keit des im Wasser fortgepflanzten Schalles

zu 1435m in der Sekunde ermittelt; um
wieviel Sekunden durchlduft der Schall die
Strecke von 1km im Wasser schneller als
in der Luft, wenn die Geschwindigkeit des
Schalls in der Luft zu 340 m angenommen
wird?

J. Lehmann/Th. Scholl

Neuerscheinung

Gilde/Altrichter

Schneller, leichter, genauer —
Moglichkeiten
des Taschenrechners

aus der Reihe Polytechnische Bibliothek
Etwa 160 Seiten mit 18 Bildern, Broschur
Bestell-Nr. 5472431

Preis etwa: 5,50 M

VEB Fachbuchverlag Leipzig

Der moderne Taschenrechner ist nicht nur
ein Instrument, das schnell die verschie-
densten Rechenaufgaben 16st. Rechner wie
der Schulrechner SR1 lassen alle in der
Praxis vorkommenden Rechenoperationen
zu. Zudem ermoglichen sie vollig neue
Einsichten in wissenschaftliche und tech-
nische Zusammenhinge.

Bisher wurden viele Zahlenwerte ohne wei-
teren Einspruch hingenommen, weil das
Priifen viel zu umstidndlich war. Heute ge-
stattet es ein guter Taschenrechner, auch
komplizierte Zahlenangaben schnell zu
kontrollieren. Er 148t es auBerdem zu, aus
vorhandenen Zahlen neue, mit neuen Er-
kenntnisinhalten, zu errechnen.

BewuBt wird in diesem Buch auf den SR 1
orientiert, obwohl auch jeder &dhnliche
Rechner die Aufgaben losen kann. Auf Be-
dienungsanleitungen wird verzichtet. Das
ist Unterrichtsstoff und es gibt bereits Bii-
cher dariiber. Hauptsidchlich fir Schiiler
gedacht, soll das Buch die Freude am Um-
gang mit dem Taschenrechner fordern,
denn Rechnen ist keine Arbeit, sondemn
ein Vergnligen — wenn man interessante
Probleme schnell 16sen kann. Die Autoren
haben aus ihren Titeln Mehr Spaf mit dem
Taschenrechner und Noch mehr Spaf3 mit dem
Taschenrechner einige Aufgaben ausgewihlt
und die interessantesten Abschnitte zu-
sammengefaBt. Dabei behandeln sie in
zwangloser Folge mathematische Probleme
aus Naturwissenschaft und Technik sowie
aus dem Alltag: Der immerwihrende Ka-
lender. Der goldene Schnitt, Was ist eine
Sekunde? Wieviel Kilometer lief der Auto-
reifen? Was ist ein FaB? —

Solche und dhnliche Themen vermitteln
DenkanstoBe und regen dazu an, selbst
Aufgaben zu stellen und Losungswege zu
finden. Dieses Buch erleichtert den Schritt
vom Taschenrechner zum Computer.

Ala Sixteen players compete in a
‘knock-out’ tennis tournament. Each player
plays a first match against one other player,
and the winners of these matches go on
into the second round. There are no draws,
and the losers drop out.

The process is repeated in the second
round and continues until there only one
winner left.

How many matches are played altogether?

A2 A Bo3pMHTE IIECTH3HAYHOE YMCIIO,
KOTOpPO€ JeNIUTCS XOTs 6bl HA ONHO M3 YM-
cenm u3 cnucka: 7, 13, 11, 37. [lepecrassTe
nepByio nudpy B KoHel uncia. [IposepsTe,
YTO MOJIyYEHHOE YMCIIO BHOBb BYNET HMETh
TOT K€ JeJIUTeNb U3 CIMCKaA, YTO M I[epBo-
HavalbHoe.

ITouemy?

A3a Un avion part de Paris-Orly a 7
heures et se dirige vers Marseille-Mari-
gnane; sa vitesse constante est 680 km/h.
Un autre avion part Marseille-Marignane a
7h30 et se dirigee vers Paris-Orly, sa vi-
tesse constante est 52C km/h.

La distance de Paris-Orly 4 Marseille-Mari-
gnane est 720 km.

a) A quelle heure les avignons se croisent-
ils?

b) A quelle distance de Paris-Orly le croise-
ment a-t-il lieu?

A4 4 La valeur des signes

SR,
SIS
S
S @@ Lo

Sachant qu'un méme signe représente tou-
jours un méme chiffre, et que chaque fi-
gure géométrique contient le méme nom-
bre de points, retrouvez ce nombre.

Aus: Maximath
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261041 Es sei ABC ein gleichseitiges
Dreieck. Ferner sei x eine beliebig vorge-
gebene Streckenldnge. Die Seiten des Drei-
ecks ABC seien jeweils um eine Strecke
dieser Linge x verlingert, und zwar BA
iiber 4 hinaus bis 4’, CB uiber B hinaus bis
B’ und AC iiber C hinaus bis C".
Beweisen Sie, daB unter diesen Vorausset-
zungen das Dreieck 4'B’C’ stets denselben
Umkreismittelpunkt wie das Dreieck ABC
hat!

261042 Man ermittle die kleinste natiirli-
che Zahl n >0, die die folgenden Bedin-
gungen (1), (2) erfiillt:

(1) Es gibt genau 144 natiirliche Zahlen,
die Teiler von n sind.

(2) Unter den Teilern von n befinden sich
10 unmittelbar aufeinanderfolgende natiir-
liche Zahlen.

Von den nachstehenden Aufgaben
261043A und 261043B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu losen:

261043A Ermitteln Sie alle diejenigen
Tripel (x;,x,,x;) von reellen Zahlen
X, Xq, X3, die das folgende Gleichungssy-
stem (1), (2), (3) erfiillen!

X+t x,+x3 =3, (1)
xi+xi+x3 =3, @
X X%y = 1. A3)

261043B a) Beweisen Sie, daB fiinf paar-
weise verschiedene reelle Zahlen existie-
ren, mit denen die folgende Aussage gilt!
Fiir jede Auswahl von drei der fiinf Zahlen
existiert ein Dreieck, dessen Seitenldngen
die drei ausgewihlten Zahlen als MaBzah-
len haben (wobei zum Messen aller drei
Seitenldngen dieselbe MaBeinheit benutzt
wird).

b) Ermitteln Sie, wenn fiinf derartige Zah-
len vorliegen, wie viele paarweise nicht
kongruente Dreiecke insgesamt sich aus
diesen finf Zahlen auf die in a) genannte
Art gewinnen lassen!

c) Beweisen Sie, daB stets dann, wenn funf
derartige Zahlen vorliegen, mindestens
eines der genannten Dreiecke spitzwinklig
ist!

261044 Ermitteln Sie fiir jede natiirliche
Zahl k = 2 die Anzahl aller Losungen (x,
¥, z, t) der Gleichung

xy+a=yz,
worin fur x, y, z, ¢t nur natiirliche Zahlen
mit
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lsx=sk-1,1=sy=<k-1,
1=szsk-1,0st=sk-1

zugelassen sind!

Dabei bezeichnet jeweils pq diejenige Zahl,
die im Positionssystem der Basis k mil den
Ziffern p, ¢q (in dieser Reihenfolge) ge-
schrieben wird.

261045 Bei einem Dominospiel mit den
Zahlen 0, 1, ..., 6 ist jeder Spielstein in
zwei Hilften eingeteilt, jede Hilfte trigt
eine der Zahlen. In einem Dominospiel
kommen alle Kombinationen von je zwei
der Zahlen 0, 1, ..., 6 je genau einmal vor.

Eine Kette entsteht, wenn man mehrere
Steine in einer Folge so nebeneinander-
legt, daB benachbarte Hilften nebeneinan-
derliegender Steine stets einander gleiche
Zahlen tragen. Eine Kette heiBt geschlos-
sen, wenn auch die beiden Steinhilften an
den beiden freien Enden der Kette einan-
der gleiche Zahlen tragen. Eine geschlos-
sene Kette aus drei verschiedenen Steinen
werde kurz Dreierkette genannt. Zwei Drei-
erketten gelten genau dann als gleich,
wenn sie aus denselben Steinen bestehen.
Ermitteln Sie die Anzahl aller derjenigen
aus je genau 7 verschiedenen Dreierketten
K,, ..., K; bestechenden Mengen
{K,,...,K;} bei denen jeder Stein des Do-
minospiels in hochstens einer der Ketten

K, ..., K, vorkommt!
(Wie iiblich heiBen zwei Mengen
M={K,,...,K;} und M'= (K}, ..., K3} ge-

nau dann einander gleich, wenn jede in der
Menge M enthaltene Kette K; auch in M’
enthalten ist und umgekehrt auch jede in
M’ enthaltene Keite in M.)

261046 Beweisen Sie, daB es einen Kor-
per mit den folgenden Eigenschaften (1)
bis (4) gibt!

(1) Die Oberfliche des Korpers besteht aus
genau sechs ebenen Vierecken.

(2) Unter diesen Vierecken gibt es zwei,
die keine Seitenkante miteinander gemein-
sam haben.

(3) AuBer den Seitenkanten dieser beiden
Vierecke hat der Kdrper noch genau vier
weitere Seitenkanten.

(4) Die Mittelpunkte dieser vier Seitenkan-
ten liegen nicht in einer gemeinsamen
Ebene.
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261241 500 Bonbons sollen unter Ver-
wendung von Umbhiillungen passender
GréBen so zu einem Scherzpaket zusam-

mengepackt werden, daB die folgenden Be-
dingungen (1), (2) erfullt sind. Dabei soll
sich (2) auf jede Moglichkeit beziehen, alle
Bonbons auszupacken, indem man nach
und nach jeweils eine zugingliche Umhiil-
lung o6ffnet und entfernt (falls mehrere
Umbhiillungen zuginglich sind, in beliebi-
ger Reihenfolge):

(1) Es gibt genau eine Umhiillung, die das
gesamte Paket enthilt.

(2) Beim Offnen dieser und jeder weiteren
Umhiillung zeigt sich, daB deren Inhalt
entweder aus mindestens drei simtlich mit
Umbhiillung versehenen Teilpaketen oder
aus genau einem nicht umhiillten Bonbon
besteht.

Ermitteln Sie die groBtmogliche Anzahl
von Umbhiillungen, die ein solches Paket
aufweisen kann!

261242 Man ermitile alle diejenigen Zah-
lenfolgen (a,) mit n =1,2,3, ..., die die fol-
genden Bedingungen (1), (2) erfiillen:
(1) Fir alle ganzen Zahlen m,n mit
n>m>0 gilt
Apim Cn-m ™= afn - azn'

: 5
(2) Esgilt ¢,=1 und a,= ER
261243 Es seien k,,...,k, Kugelkdrper,
jeder einschlieBlich seiner Randpunkte
verstanden. Diese Kugeln seien beliebig im
Raum gelegen; es sei auch zugelassen, daB
sie einander durchdringen oder beriihren.
Die Vereinigungsmenge der k; habe das
Volumen V.
Man beweise, daB es unter diesen Voraus-
setzungen stets moglich ist, eine Auswahl
aus den Kugeln &; so zu treffen, daB je zwei
der ausgewidhlten Kugeln keinen gemeinsa-
men Punkt haben und da die Vereini-
gungsmenge der ausgewdhlten Kugeln ein
Volumen Uz 717— V hat.
261244 Man ermittle die kleinste positive
ganze Zahl a, fir die
(a+1)°—a%—-1 durch 18305 teilbar
ist.

261245 Man ermittle alle diejenigen na-
tiirlichen Zahlen n z 3, mit denen die fol-
gende Aussage gilt:

Jede ebene  konvexe n-Ecksfliche
A,A,...A, wird vollstindig iiberdeckt von
den Fldchen der n Kreise, die die Strecken
AiA; ,  als Durchmesser haben (i =1, ..., n;
es sei A,., = A, gesetzt).

Dabei sei jede n-Ecksfliche und jede

Kreisfliche einschlieBlich ihrer Rand-
punkte verstanden.
Von den nachstehenden  Aufgaben

261246A und 261246B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu lésen:

261246A Im Mathematiklager schlédgt ein
Zirkelleiter den n Schiilern (n = 3) seiner
Gruppe vor, den Schiiler, der den Tafel-
dienst wahrzunehmen hat, nach folgender
Methode auszuwihlen:

Die Schiiler werden mit P,, P,, ..., P, nu-
meriert und stellen sich in dieser Reihen-
folge im Kreis auf. Dabei folgt (im Umlauf-
sinn P, P,, ...) auf P, wieder P,. Durch



Miinzwurf wird zunichst entschieden, ob
P, oder P, aus dem Kreis ausscheidet.
Liegt Wappen oben, so scheidet P, aus, bei
Zahl P,. Danach wird der Ausscheid mit
denjenigen beiden noch nicht ausgeschie-
denen Schiilern fortgesetzt, die auf den
soeben zuletzt ausgeschiedenen Schiiler
im genannten Umlaufsinn folgen. Bei Wap-
pen scheidet wieder der in dem Umlauf-
sinn erste von diesen beiden aus, bei Zah!
der zweite. Dies wird solange wiederholt,
bis nur noch ein Schiiler iibrigbleibt, der
dann als Diensthabender bestimmt wird.
a) Man berechne im Fall n =3 die Wahr-
scheinlichkeiten W,, W,, W, dafiir, daB P,,
P, bzw. P; als Diensthabender bestimmt
werden.

b) Man beweise fur jedes n =3, daB die
Auswahlmethode ungerecht ist, d. h. daB
die Wahrscheinlichkeit, als Diensthaben-
der bestimmt zu werden, nicht fiir alle
Schiiler P,, P,, ..., P, gleich ist.
Bemerkung: Tritt irgendein zufilliges Er-
eignis A als Folge irgendeines von m Ereig-
nissen aus einer Gesamtzahl von N mogli-
chen Ereignissen (die einander ausschlie-
Ben und gleichwahrscheinlich sind) ein, so
bezeichnet man als Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses 4 die Zahl p = %
261246B Es seien x|, x5, ..., X987 Dicht-
negative reelle Zahlen, fiir die die Summe
der Quadrate gleich 10 und die Summe der
dritten Potenzen gréBer als 1 ist.
Untersuchen Sie, ob es unter diesen Vor-
aussetzungen stets moglich ist, eine Aus-
wahl

a) von 9 dieser Zahlen,

b) von 10 dieser Zahlen

so zu treffen, daB die Summe der ausge-
wihlten Zahlen groBer als 1 ist!

(Kommt eine Zahl mehrmals unter den
X1, ..., X987 VOT, 5O darf sie auch hochstens
ebenso oft unter die ausgewihlten Zahlen
aufgenommen werden.)

Die XXVI.OJM der DDR fand in der Péad-
agogischen Hochschule Dr. Theodor Neu-
bauer in Erfurt vom 18. Mai bis zum
22.Mai statt.

Einen ersten Preis in Klasse 10 erhielten:
Hans-Peter Storr, Torsten Ehrhardt, beide
Spezialschule Hans Beimler, Karl-Marx-
Stadt (K1.9)

Einen ersten Preis in Klasse 11/12
erhielten: Uta Hovel, Spezialschule
Heinrich Hertz, Berlin; Gunter Doge,
Spezialschule Friedrich Engels, Riesa; Ingo
Warnke, Spezialschule Georg Thiele,
Kleinmachnow; Andreas Siebert,
Spezialschule Heinrich Hertz, Berlin
(K1.10); Dirk Liebscher, Spezialschule
Georg Thiele, Kleinmachnow

Einen zweiten Preis erhielten 16 Schiiler,
einen 3. Preis 32 Schiiler und eine Aner-
kennungsurkunde 30 Schiiler.

An der OJM nahmen 165 Schiiler, davon
20 Midchen, teil.

Die internationale Mathematikolympiade
wird im Juli dieses Jahres in Kuba stattfin-
den.

Spezialschule Mathematik /Physik
der Humboldt-Universitdt Berlin

Seit 1964 existiert an der hauptstidtischen
Humboldt-Universitit eine Spezialschule,
die es sich zur Aufgabe gemacht hat, lei-
stungsstarke, gesellschaftlich aktive Absol-
venten der 10. Klasse der Polytechnischen
Oberschulen, die besonderes Interesse an
mathematischen oder physikalischen Fra-
gestellungen haben, gezielt auf ein Hoch-
schulstudium vorzubereiten.

Bei der Ausbildung unserer Schiiler nutzen
wir ganz bewuflt die materiellen und perso-
nellen Méoglichkeiten unserer Universitit.
Unseren Schiilern werden durch Wissen-
schaftler der entsprechenden Sektionen un-
serer Hochschule gefestigte Grundlagen-
kenntnisse in all jenen Fichern vermittelt,
die auch Bestandteil der an erweiterten
Oberschulen geltenden Stundentafel sind.
Dariiber hinaus werden unsere Schiiler in
vielfiltiger Weise gefordert und gefordert.
Dem Unterricht in den Fichern Mathema-
tik und Physik liegen Sonderstudienpline
zugrunde, die weniger auf einen Vorgriff
des Hochschulstoffes abzielen, sondern
vielmehr auf die Aneignung eines gediege-
nen festen und anwendungsbereiten Wis-
sens gerichtet sind. Alle Schiiler erhalten
iiber drei Semester wochentlich eine zwei-
stiindige Zusatzausbildung in Informatik,
die mit praktischen Ubungen an aktuell
verfiigbarer Rechentechnik verbunden ist.

Humboldt-Universitil zu Berlin

AuBerdem wird jeder Schiiler individuell
durch Wissenschaftler der Sektionen Ma-
thematik und Physik angeleitet und behut-
sam zu ersten wissenschaftlichen Tatigkei-
ten gefithrt, die in die Anfertigung soge-
nannter Jahresarbeiten miinden. Viele
Schiiler nutzen auch die Moglichkeit, im
Rahmen der an unserer Universitit beste-
henden Mathematischen Schiilergesell-
schaft Leonhard Euler auch auBerhalb des

-obligatorischen Unterrichts ihr Hobby, die

Beschiftigung mit der Mathematik, zu
pflegen.
Die Absolventen unserer Spezialschule ha-
ben sich im Studium an den Hochschulen
bewihrt, wo sie in der Regel zu den lei-
stungsstirksten Studenten ihrer Studien-
jahre gehorten.
Von den 342 Abiturienten, die in den
23 Jahren ihres Bestehens unsere Spezial-
schule absolviert haben, nahmen mehr als
250 ein Studium an der Humboldt-Univer-
sitdt auf, darunter 171 an der Sektion Ma-
thematik und 69 an der Sektion Physik.
Viele dieser Studenten haben sich iiber ein
Forschungsstudium so weiterqualifizieren
kénnen, daf} sie heute als promovierte Ka-
der in Forschungskollektiven der Akade-
mie der Wissenschaften und im Hoch-
schulbereich ihren Beitrag fiir die Weiter-
entwicklung von Wissenschaft und Tech-
nik leisten. Wir freuen uns, daB sich einige
von ihnen zu Doktoren der Wissenschaft
qualifizieren konnten sowie zu Dozenten
und Professoren berufen wurden.
Absolventen unserer Spezialschule neh-
men in verschiedenen Schwerpunkten un-
serer Volkswirtschaft eine geachtete Stel-
lung ein und leisten ihren Beitrag bei der
Einfihrung und Anwendung von Schliis-
seltechnologien.
Im Jubildumsjahr unserer Hauptstadt wer-
den wir unsere Spezialschule um eine zu-
sdtzliche Klasse erweitern. Damit ergeben
sich fiir uns weitere Moglichkeiten, junge
begabte Schiiler aus verschiedenen Bezir-
ken unserer Republik an der Humboldt-
Universitat nach erfolgreichem Abschluf
der 10. Klasse der POS weiter zu fordern
und sie damit besonders griindlich auf ein
Hochschulstudium vorzubereiten.

’ R. Béttcher
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Unterhaltsame Mathematik

aus Berliner Zeitschriften und Zeitungen
aufgestibert von J. Lehmann, Leipzig

Berlinbummel

Das Berliner Stadtzentrum erstrahlt im alten-neuen
Glanze. Reizvoll und lehrreich ist ein Bummel
durch dieses Gebiet. ,,Spreeathen“ wird die Haupt-
stadt liebevoll genannt, schlieBlich iiberspannen
zahlreiche Briicken die Spree und -ihre Seiten-
fliisse.

Gibt es fiir einen FuBginger nach dieser Skizze
einen Weg Uber alle Briicken, ohne eine davon
mehr als einmal zu betreten, wenn er vom Alex

zum Brandenburger Tor gelangen will?
nach ND

~xAlex

Branden
burger
Tor

Nachgedacht — mitgemacht

a) Sternlauf: Wie kommt man von der Mitte zu al-
len Punkten? Pfeilrichtung beachten!

4
CleAA

DI0>» &0

b) Guten Schnitt: Wie muB man die Figur in vier
Teile zerschneiden? Es sollen immer 12 Felder und

von jeder Sorte je zwei Figuren sein.
Aus Berliner Rdtselzeitung: Troll
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RitselspaBl mit

Fiir diese Aufgabe bendtigen wir ein normales Skat-
spiel (32 Karten) und acht Kinder. Bei mir waren es
vier Geschwisterpaare, die die Karten restlos unter
sich aufgeteilt hatten.

Dabei ergab sich, daB Anna nur eine, Berta zwei,
Cicilie drei und Dora vier Karten hatten. Ralf Miil-
ler hatte soviel Karten wie seine Schwester, Steffen
Fischer dagegen doppelt soviel wie seine Schwester,
Tom Schmidt sogar dreimal soviel wie seine Schwe-
ster. Und Ulf Miiller endlich viermal soviel wie
seine Schwester.

Wie sind die Familiennamen der Mddchen?
Aus: Magazin

Unsere Mathematikaufgabe

Im Bild sind Grund-, Auf- und Seitenrif3 eines Kor-
pers dargestellt. Man beschreibe diesen Korper ein-
deutig in einem Satz und gebe eine Skizze in schri-

ger Parallelprojektion.
Aus: Wissenschaft und Fortschritt

/

—q

|
E
N

Schwierig

Welche Figur ergeben die graphischen Darstellun-
gen folgender Funktionen, wenn man sie in ein ge-
meinsames Koordinatensystem iibertrigt?

2 4 —
y1=%.[x_lxl_5+ /——25_x2]

x2+|x|+1
¥ [x*+]x|—5 =
=7 [x2+|x|+1 25-x

Aus: technikus, Michael Kiihne, Lauscha



Alle knobeln mit

Wie miissen die Zahlen 1 bis 9 in die freien Felder
der Kreise eingetragen werden, damit die Summe
der auf einem Kreis liegenden Zahlen jeweils 19 be-
tragt? Aus: Junge Welt, Fred Leisner, Blankenburg

Wann klingelt es wo?

Auf der Leipziger Messe kommt es zwischen der
DDR und Handelspartnern aus Moskau, Tokio,
Delhi, Brasilia und Mexico zu erfolgreichen Ver-
tragsabschliissen. In bezug auf die Liefertermine
sind von den auslindischen Vertretern im Heimat-
land noch Riicksprachen erforderlich. Es wird ver-
einbart, daB3 die Vertreter genau 48 Stunden nach
Ankunft in ihrem Heimatland telefonisch mit dem
Partner in Berlin Kontakt aufnehmen.

An welchem Tag und zu welcher Zeit klingelt in
Berlin das Telefon, wenn die auslindischen Vertre-
ter, wie in der Tabelle angegeben in ihrem Heimat-

land eintreffen?
Aus: Neue Berliner Zeitung/NBI Gedankentraining

$ Anruf in Berlin Ankunft n. Ortszeit
“ Tag [Ortszeit(MEZ) Ort Tag | Zeit

Moskau | 12.3. | 1100
Tokio 14.3.| 700
Delhi 15.3. [ 2000
Brasilia| 16.3. | 1700
Mexico | 16.3.] 400

Magische ND-Knobelei

Trage die natiirlichen Zahlen von 1 bis 22 so in die

ND-Figur ein, daB die Zahlensumme auf jeder gera-
den Linie a) 45, b) 46, c) 47 betriigt!

Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik

der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Denken - Raten - Knobeln

a) Mathematisches: Welches ist die kleinste natiirli-
che Zahl, in der alle zehn Ziffern genau einmal vor-
kommen?

b) Rechenrdtsel: Setze die fehlenden Zahlen von 1
bis 16 so in die leeren Felder der Figur ein, daB die
vier waagerechten, senkrechten und diagonalen Fel-
der jeweils 34 ergeben! Aus: Trommel

1% | 3

Raten und rechnen

Jedes Karo bedeutet eine Ziffer; gleiche Karos be-
deuten immer gleiche Ziffern. Diesen Angaben ent-
sprechend sind die Ziffern zu finden, die — in die
runden Mittelfelder eingesetzt — die waagerechten

und senkrechten Aufgaben richtig 16sen.
Aus: Freie Welt

dadQ: OQ-
B X +
DPOPP+ R0=pbldd

RIQICH) - Q0 - BIoRId

Karo-Kisten

Welcher der drei Wiirfel entspricht der ,,Abwick-

lung*?
Aus: Fiir Dich

Mathe-Knobelei

Wer hat eine groBere Geschwindigkeit:

- ein 100-m-Liufer, der seine Strecke in 10,3 s zu-
riicklegt oder

- ein Wasserspringer vom 10-Meter-Brett (freier

Fall), wenn er ins Wasser taucht?
Aus: technikus, Mathe-Knobelei Nr.260
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Losungen

Losungen zu: In alten Berliner
Mathematikbiichern gestobert

Ala Wegens =sgiltv,-t,=v, 1.

11
Aus vl=—;—,vz=T, L=t+9

5 11
folgt 3 (L, +9)= 53 t,, also

L= 13—5 und somit s, = - =70—.

Nachdem jeder Bote 70% Meilen zuriick-

gelegt hat, wird der erste vom zweiten Bo-
ten eingeholt.

A2a Esgilt Apgc: Aype=1:2

=EC?: BC*= x2:a?, also x=%w/2_.
Es habe CH die Linge &
Diagonale CF des Quadrates CMFG die
Linge %- \/2— Der Kreis um C mit dem

Radius CF schneide BC in E. Die Parallele
zu 4B durch E erzeugt zwei flichengleiche
Teile. G

dann hat die

D/ E\

A a
A3aA Angenommen, das Geld werde an
x Personen verteilt; dann gilt
9x —32=7x+24, also x=28. Es
wurden 220 Sous an 28 Personen verteilt.

A4 a Fir die Erbanteile s und f von
Sohn und Frau gilt

=2l o400
sif=3iy=2i1=4:2;

fuir die von Frau und Tochter gilt

o2 o
f-t—3-3 2:1.

Daraus folgt s: f:t=—:2:1.

[STES

Wegen 4 + 2 + 1 =7 erhilt der Sohn i,
die Frau % die Tochter % des Vermogens.
AS5A Angenommen A erhilt x Thir.,, B
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also (x + 100) Thlr., C aber (x + 370) Thlr;
zusammen sind das (3x + 470) Thir.; nun
gilt 3x + 470 = 1520, x = 350. Die Perso-
nen A, B bzw. C erhalten 350 Thir.,
450 Thlr. bzw. 720 Thir.

A6A Esseixdie von 4 gedachte Zahl;
dann gilt
(x-7+3):2-4=15,x=5.
A hat sich die Zahl 5 gedacht.

1 3 1 1
A7Al 1623-36—47, 67—42 —24 A
7=6?' M kauft den Stoff auf der

Auktion um Z%Thlr. billiger als beim

3-2

1 des Preises des

Tuchhindler; er spart 3

Hindlers ein.

A 8a Essei x die gesuchte Zahl;
dann gilt

x X

T~T+ Sx=yund y — 200 =280 — x,
also y =480 — x.

Durch Einsetzen erhidlt man
%-x2+5x=480—x,
x2+72x-5760=0, x, =48

und x, = —120 (entfdllt, da negativ).
Die zu findende Zahl lautet 48.

A 94 Esseix die vom Rechenmeister ge-
dachte Zahl; dann gilt
(x-5—24):6+13=x, also x = 54.

Somit handelt es sich um die Zahl 54.

A 10 A Angenommen, das Pferd kostet
x Thir.; dann gilt

x X

—5—+7—48, x=140.

Das Pferd kostet 140 Thlr.

A1l A Angenommen, es sind m Minner,
f Frauen und k Kinder; dann gilt

(D) 19m+ 10f+ 8k =s.

Aus 19m =10+ 7 = 8k + 15 folgt

(2) 10f=8k + 8 bzw. (3) 8k=10f-8.
Durch Einsetzen in (1) erhalten wir (4)
19m + 16k + 8 = sund

(5) 19m + 20f — 8 = 5. Subtrahieren wir (5)
von (4) erhalten wir 16k —20f+16=0,
k=%—1. Erst fir f=24, also k =29 er-
halten wir eine ganzzahlige Lésung fiir m;
nimlich 19m =10+ 7=247, m=13. Fiir
diese diophantische Gleichung existieren
weitere ganzzahlige Losungen. Es waren
mindestens 13 Minner, 24 Frauen und
29 Kinder.

Al2A Ausxty=gbzw.y=a-x
und x -y = b folgt durch Einsetzen
x(a—x)=b, x?—ax+b=0, also

x,=%-(a+«/az——4ﬂ und
%= (a=aT=4p),
y1=%'(ﬂ-—M) und
n=a-(a+ai—4b).

A 13 A Wir halbieren die Seite 4B ihr
Mittelpunkt sei D. Durch D zeichnen wir
die Parallele zur Seite AC; sie schneide BC
in E. Durch D zeichnen wir die Parallele
zur Seite BC; sie schneide AC in F. Wir

verbinden E mit F. Die so entstandenen
vier Teildreiecke AADF, ADBE, ADEF
und AFEC sind untereinander kongruent.
Der Nachweis dafiir sei dem Leser iiberlas-
sen.

Alda Wir zeichnen 4B=a=95mm,
verlingern AB iiber B hinaus um
¢=30mm bis E. Wir zeichnen je einen
Kreis um 4 mit AC = ¢’ = 100 mm und um
E mit e = 125 mm; ihr Schnittpunkt sei C.
Wir zeichnen die Parallele zu 4B durch C
und die Parallele zu CE durch B; die bei-
den Parallelen mogen sich in D schneiden.
Wir verbinden 4 mit D.

A 15a Wir drehen den Kreis k um P als
Drehzentrum um einen Winkel der GroBe
180°. Es sei E das Bild von M. Der Schnitt-
punkt des Bildes von k mit dem Kreis k’
sei B. Die Gerade BP schneide k in A.
Dann halbiert P die Strecke AB.

Al6a Fir die Linge [/ der geneigten
Ebene gilt nach dem Satz des Pythagoras
1= 10— 17,52 =12,5. Aus der Formel
F= G_{’L folgt F= ———100127’5 =90.

Damit betriagt die erforderliche Gesamt-
kraft 90 Pfund. Da jedoch das Seil, an dem
der Mann zieht, auf dem einen Ende an
einem unbeweglichen Punkt befestigt ist,
bendtigt der Mann nur die Hilfte dieser
Gesamtkraft, also nur 45 Pfund anzuwen-
den.

Al7a 100 Last 10 Malter 4 Himten

2 Spind l% Sechzehntel sind dasselbe wie

99 Last, 25 Malter, 10 Himten 1 Spind 5%
Sechzehntel. Davon sind zu subtrahieren
48 Last 14 Malter 5 Himten 0 Spind
3 Sechzehntel. Es bleiben iibrig 51 Last

11 Malter 5 Himten 1 Spind 2—;— Sechzehn-
tel.

Losungen zu:
Mathematisches Unterrichtsbuch
fiir héhere Midchenschulen

Ala
yp—o._2 1 3%,
1725 10 41000
21
m-x=l68,x=800.

Diese Madchenschule besuchten
800 Schiilerinnen.
b) Auf die Vorschule entfallen

80205' 8 - 192, auf die Unterstufe

% =240, auf die Mittelstufe

800 ; 5
T=200’ auf die Oberstufe 168 Schiile-

rinnen. -

A2a 650+ 500+ 450+ 520+60+170
+ 850 + 130 = 3330; die Schulmappe ein-
schlieBlich ihres Inhaltes hatte ein Gewicht
von 3330 g bzw. 3,330 kg.

Ala 586:512-x=41-325, x=44.
Das Klassenzimmer ist etwa 4,40 m hoch.

Ad4a 35+12+4+5+6+6=68;



das jihrliche Einkommen der Lehrerin
wird durch die Steuerleistungen um 68 M
geschmailert.

1 .1
ASA x:9= 17-27,
In der Zeit vor der Priiffung reicht der Pe-
troleumvorrat nur 5 Tage.

Ab6Aa 2)60:5=12;12-90Pf
= 1080 Pf = 10,80 M.
Fiir 601 Petroleum zahlt man 10,80 M.

x=5.

5 1
RIS TE
Fiir 1 Pf erhédlt man i1 Petroleum.

18

A7a 110+98 + 104 +122 + 111 = 545;
das Midchen hat in der Woche vor dem
Feste 545 Nadeln gestrickt.

A84a x:30=9:15; x=%=18.

Das Midchen hitte die Stickerei in 18 Ta-
gen vollendet.

1 1 3 3
A9aA 2?+ 17+?—4?. Fiir den gan-
zen Anzug sind 4% m Stoff erforderlich.
1 3 129
Al0a a) ?+%+3'?—E—0,725.

Die Hausfrau braucht fiir ein Mittagsmahl
0,725 kg Fleisch.

29 1 _
b) 207" 0,725 - 0,500 = 0,225.
Der Familie werden tiglich 0,225kg

Fleisch entzogen.

alla 3:0,55M+15-046M=234M.
Das Gelee kostete 2,34 M.

4124 (3-1,60+0,2-0,20+0,15:5
+0,10M=497TM; 497TM:7=0,71 M.
Das Gericht kostete 0,71 M je Person.

Alla 2%-6,2M= 15,50 M.

Brennholz nach MaB ist genau so teuer wie
Brennholz nach Gewicht.

Alda (6,80+1025)-480M
=17,05-4,80M = 81,84 M.

Der Preis fur den Teppichldufer betrigt
81,84 M. Die Angabe der Breite (0,90 m)
des Laufers ist tiberfliissig.

AlS5a 156+46,75+11-(4,75+ 1,60)
=272,60. Die Ausgaben, welche der Fami-
lie durch Krankheit auferlegt wurden, be-
liefen sich auf 272,60 M.

Al6a a) 1278 +388=1766. Zu jener
Zeit waren in Berlin 1766 Wohnungen
ibervolkert.

b) 7815+ 4028 =11843. In derart {iber-
fillten Wohnungen mubBten 11843 Ein-
wohner hausen.

Al7a 24236-11895=12341. Im
Jahre 1895 standen 12341 Wohnungen
mehr leer als im Jahre 1890.

Al18a 20-(2000 —400)=20-1600
=32000. Eine Kolonne von 20 amerikani-
schen  Maurern  verarbeitet  tdglich
32000 Mauersteine mehr als ebensoviel
ihrer englischen Kollegen.

A 194 Das Zimmer kaufte er fiir 55 M.
204 Brutto: 425 kg, Tara: 63 ke,

Netto: 362 kg. Es sind 362 kg Chinarinde
zu verzollen.

A2l a 1404:52=27. Der Hausdiener
muB jedesmal 27 Kisten Zigarren aufladen.

A22 A
4 1 N . ;

320 ~ 80 der Gewiirzproben in Mainz,
13 1 .

13T der Butterproben in Elberfeld,
5

1 y "
S0-10 der Butterproben in Wiirzburg,

8

% der Wurstproben in Mannheim,
=% der Fleischproben in Gorlitz
muBten beanstandet werden.

A23a (4-1,7+6-19+18-2,1):28=2.
Die Hausfrau zahlte fiir Schweinefleisch
einen Durchschnittspreis von 2 M je kg.

A24a 510:0,015=340. Um eine Pri-
mie von 5,10 M zu erzielen, miissen 340 kg
Zucker verkauft werden.

A254 13-(15-0,14M +25-0,24 M)
= 105,30 M. Die vierteljahrliche Versiche-
rung der Arbeiter und Arbeiterinnen be-
trigt 105,30 M.
5-584
A264A 365
hat man im Durchschnitt tidglich 8 kg
Milch zu erwarten.

1
4
8

kg = 8kg. Von einer Kuh

A27 A %~x=15138, x=168200;
17 _ _
E-y—-5219, y=191875.

Im Jahre 1894 waren in Hamburg

168200 Gelasse, im Jahre 1902 waren
191875 Gelasse zu vermieten.

1 1 7
A28a (47 13?'55')-22 = 13,878.

Pro Person ergeben sich 13,878 m® Luft.

A29A4 x:9=600:800; x:9=3:4;
9-3

3 R .
x=—p== 67. Der Proviant fiir

800 Mann reicht fur 6% Monate.

Aa30a 500-(2-107+1-193)=93.
Der Pfarrer muBte 93 Pf aus seiner Tasche
zulegen.

A3la 10:0,8m=8m. 8m in der Natur
entsprechen 1 m auf der Karte. Das Verjiin-
gungsverhidltnis der Kartenaufnahme be-
tragt 1:8.

A32a azl‘hﬂ:s—;—hﬂsnm.

Diese Bahnhdfe sind 287 km voneinander
entfernt.

1 3.3

A33a X5867=?-?, x=138.

Der Turm der Peterskirche in Rom ist
138 m hoch.

Alda
L 594-069=225
0,34 1435 ° ’ o

Die Strecke von 1 km durchlduft der Schall
im Wasser um rund 2,25 Sekunden schnel-
ler als in der Luft.

Losungen zur Sprachecke

ala Sechzehn Spieler nehmen an
einem ,k.0.“ Tennis-Turnier teil. Jeder
Spieler spielt sein erstes Spiel gegen einen
anderen Spieler und der Gewinner dieses

'Spiels kommt in die zweite Runde. Es gibt

keine Unentschieden und der Verlierer
scheidet aus. Dieser ProzeB wird in der
zweiten Runde wiederholt und weiterge-
fihrt bis nur ein Gewinner iibrig bleibt.
Wie viele Spiele sind insgesamt durchge-
fithrt worden?

Lésung: In der ersten Runde spielen
16 Spieler 8 Spiele. In der zweiten Runde
spielen die 8 Gewinner der ersten Runde
4 Spiele. Die vier Gewinner der zweiten
Runde spielen 2 Spiele in der dritten
Runde. In der vierten Runde spielen die
zwei Gewinner der dritten Runde ein Spiel
gegeneinander, um den Turniergewinn zu
ermitteln. Die Zahl der insgesamt gespiel-
ten Spiele ist 8 +4 +2 + 1=15.

Von den 16 Spielern kann nur einer Ge-
samtsieger sein, so daB 15 Spieler Verlierer
sein miissen. Um 15 Verlierer zu ermitteln,
miissen 15 Spiele durchgefiihrt werden.

A2 A Nehmt eine sechsstellige Zahl, die
durch eine der Zahlen 7, 13, 11, 37 teilbar
ist. Streicht ihre erste Ziffer und hingt sie
als letzte Ziffer an.

Weist nach, daB die so erhaltene Zahl ge-
nau dieselben Teiler aus obiger Liste hat
wie die urspriingliche!

Losung: Die sechsstellige Zahl sei A4, ihre
erste Ziffer 2. Wenn man die erste Ziffer
streicht, kann man die entstandene Zahl in
der Form A —100000a schreiben. Die
Zahl, die man daraus durch Anhingen der
Ziffer a erhilt ist

10(4 — 100000a) + a bzw.

104 — 999999a.

Es ist aber 999999 =7-11-13-37:27.
Wenn also 4 durch einen dieser Faktoren
teilbar ist, so ist es auch die neue Zahl.

43 a Ein Flugzeug startet um 7 Uhr von
Paris-Orly und fliegt nach Marseille-Marig-
nane. Seine konstante Geschwindigkeit be-
trigt 680 km/h. Ein anderes Flugzeug star-
tet um 7.30 Uhr von Marseille-Marignane
und fliegt nach Paris-Orly. Seine konstante
Geschwindigkeit betrdgt 520 km/h. Die
Entfernung von Paris-Orly nach Marseille-
Marignane betrdgt 720 km.

a) Zu welcher Zeit begegnen sich beide
Flugzeuge?

b) In welcher Entfernung von Paris-Orly
findet die Begegnung statt?

Lésung: Beriicksichtigen wir, daB ein Flug-
zeug bereits 7 Uhr von Paris-Orly startet, so
haben beide Flugzeuge zusammen von
730 Uhr an eine Strecke von
720 km — 340 km zuriickzulegen, bevor sie
sich kreuzen, daraus folgt

720 —340=680-¢+520-¢

(¢ in Stunden) und damit z= 12

60 °
a) Die Flugzeuge kreuzen
7.49 Uhr.

b) Die Flugzeuge begegnen sich etwa
555 km vor Paris-Orly entfernt.

sich um
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A4a Der Wert der Zeichen

Ein gleiches Zeichen bedeutet immer eine
gleiche Ziffer, und jede geometrische Figur
enthilt die gleiche Summe.

Ermitteln Sie diese!

Losung: In jedem Sechseck ist die Summe
28 mit Treff =3, Karo =6, Herz=4 und
Pik = §.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Berlinbummel

Die Abwandlung des bekannten Euler-
schen Briickenproblems ist nicht ldsbar.
Wenn man vom Alex zum Brandenburger
Tor gehen will, muB man eine Briicke zwei-
mal iberqueren.

Nachgedacht — mitgemacht

b)
cl+4[«4]6
cl4 1)
44410 e
B ]
303 4
cjelc]ef+ [«
[

RiitselspaB mit «
Die Midchen heiBen: Anna Schmidt,
Berta Miiller (Schwester von Ulf Miiller),
Cicilie Miiller (Schwester von Ralf Miil-
ler), Dora Fischer.

Unsere Mathematikaufgabe

Der Korper wird aus zwei kongruenten,
einander symmetrisch durchdringenden re-
guliren Tetraedern gebildet (Bild 1).

Man konnte den Korper auf folgende
Weise anfertigen: Von einem quadrati-
schen Prisma mit der Grundkante a und
der Hohe 0,5a werden die vier oberen Kor-
perecken so abgeschnitten, daB die verblei-
bende Deckfliche ein Quadrat mit der

Seite O,Sa\/2_ ist. Auf diese Deckfliche

118 - alpha, Berlin 21 (1987) 5

wird eine quadratische Pyramide mit der
Grundkante O,SaJZ— und der Hohe 0,54
gesetzt. Auf die Seitenflichen dieser Pyra-
mide werden regelmiBige Tetraeder mit
der Kantenldnge 0,5a~/2— gesetzt (Bild 2).
Schwierig

Die Funktionen ergeben zusammen eine
herzférmige graphische Darstellung.

y

x|0 +1 +2 +3 +4 *5
»n|l 0 2923 354 | 34 2,785/0,604
y2| —7,5|—-4,423| 3,33 | -2,595/-1,71 10,604

Alle knobeln mit

Reihenfolge der Zahlengruppen:
AuBenkreis - linker Innenkreis —
rechter Innenkreis:

3457 2197 6481 2467 3187 5491
4357 1297 6362 1387 4267 5392
4762 5392 1783 1782 6382 4753
2791 6481 3754 3781 5491 2764
6382 1792 4357 5392 4762 1387
6481 1791 3457 und Abb.

Wann klingelt es wo?

Die Anrufe kommen in Berlin zu folgen-
den Zeiten an:

Moskac, 14.3.; 9.00 Uhr — Tokio, 15.3,;
23.00 Uhr - Delhi, 17.3.; 15.30 Uhr - Bra-
silia, 18. 3.; 21.00 Uhr - Mexico, 18. 3.;
12.00 Uhr.

Die Differenz der Ortszeiten der genann-
ten Stddte gegeniiber der Ortszeit von Ber-
lin betragen:

Moskau +2h; Tokio +8h; Delhi
+4 h 30 min; Brasilia —4 h; Mexico —8 h.

Denken - Raten - Knobeln
a) Die natiirliche Zahl lautet:
1023456 789.
b) 4 7 10 13
9 14 3 8
5 2 15 12
16 11 6 1

Raten und rechnen

5332 ¢ 62 = 86

— . =+
1111 + 48 = 1159
4221 — 2976 = 1245

Magische ND-Knobelei

Karo-Kisten
Zu der Abwicklung gehort Wiirfel C.

Mathe-Knobelei
Liufer: [, Springer: s;
Geschwindigkeiten:

100 m m
103s 9,7 - (rd. 35 km/h)

v.=v2 g h mit g=9,81’:‘—2

2
/1962 5 ~ 1402
S S

v=

und h_=10m s =

(rd. 50,4 km/h),
also v, > vy

Losungen zu:
Sechs Aufgaben von Euklid
Heft 4/87

Ala Man konstruiere iiber AB das Qua-
drat ACDB und halbiere AC; der Mittel-
punkt von AC sei E. Man verbinde B mit
E. Der Kreis um E mit dem Radius EB
schneide die iber 4 hinaus verlingerte
Strecke CA in F. Man konstruiere iiber AF
das Quadrat AHGF. Die Gerade GH
schneide CD in K. Dann hat man 4B in H
so geteilt, daB AB-BH=AH? gilt. Die
Strecke AB habe die Linge a, also AE die

Linge 2 BE die Linge %JS_ nach dem
Satz des Pythagoras, AF die Linge

F G
A - 8
s/

c 3 D



a a_a :
7\/5——7—7'0/5——1)

und BH die Linge

a-5 (5 -1)=5-6-5).

Fir den Flicheninhalt des Rechtecks
BHKD gilt deshalb

ar=a- 2.6 5) =2 5);

fur den Fliacheninhalt
AHGF gilt

A= (5 =) = £ (6-245)

2
=aT(3 - \/5_), also Az = Ap.

A2 a Im abgebildeten Kreis k mit dem
Mittelpunkt M mogen sich zwei nicht
durch den Mittelpunkt gehende Sehnen
AC und BD im Punkt S schneiden. Wir
verbinden M mit §. Wiirde S die Sehne
AC halbieren, dann miiBte der Winkel
MSA ein rechter sein. Wiirde S die Sehne
BD halbieren, dann miiBte Winkel MSB
ebenfalls ein rechter sein. Das heifit, die
Punkte 4 und B miiten zusammenfallen.
Dies ist aber nicht méglich, da die Sehnen
sich nach Voraussetzung in S schneiden
sollen.

des Quadrates

a3a Die Sehnen AC und BD mogen
sich in § schneiden. Als Peripheriewinkel
iiber der Sehne 4D sind die Winkel 5 ABD
und x5 ACD kongruent. Als Scheitelwinkel
sind die Winkel 4 4SB und x CSD eben-
falls kongruent. Deshalb gilt

AASB ~ ACSD.

Daraus folgt AS: BS = DS: CS bzw.
AS-CS=BS - DS.

A4a Auf dem Kreis k legen wir einen
beliebigen Punkt A4’ fest. Im Punkte A4’
konstruieren wir die Ta~gente QA’P an
den Kreis k. In A’ tragei. wir an A’P den
Winkel der GroBe y an, dessen freier
Schenkel k in B’ schneidet. In 4’ tragen
wir an A'Q den Winkel der GroBe § an,
dessen freier Schenkel k in C’ schneidet.
Wir verbinden B’ mit C'. Da ein Sehnen-
Tangenten-Winkel kongruent ist jedem Pe-
ripheriewinkel {iber demselben Kreisbo-
gen, hat Winkel A'C'B’ die GroBe y,
Winkel A'B’C’ die GroBe 8.

Daraus folgt AABC~ AA'B'C’.

P

A 5a Die Geraden FG und CD moégen
sich in H, die Geraden FE und CB in K
schneiden. Auf Grund der Voraussetzun-
gen_liegen die Punkte H, 4 und K auf
einer Geraden. Nach dem Strahlensatz gilt
(KB+ BC): KB= (CD+ DH): 4B bzw.

F £ K

A 64 Wirverbinden M mit 4 und B, fil-
len das Lot MD von M auf AB. Der Zentri-
winkel AMB ist doppelt so grof3 wie der Pe-
ripheriewinkel ACB. Deshalb hat der
Winkel AMD die GréBe 60°, der Winkel
MAD die Gr6Be 30°. Im rechtwinkligen
Dreieck ADM gilt somit 4AM =2-DM.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt somit

also a?=3-r2. ¢

Lésungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 2/87

Ma5m@2778 Es gibt 6 verschiedene Wege
von 40 m Linge, 4 verschiedene Wege von
60 m Linge und 2 verschiedene Wege von
80 m Linge, um von A nach E zu wandern.

Ma 5m2779 a) Halbiert man ein heraus-
geschnittenes Dreieck, so lassen sich die
beiden Hilften zu einem Quadrat mit 2 cm
Seitenldnge zusammensetzen. Die vier
Dreiecke haben einen Fliacheninhalt von
4-4cm?=16cm?. Die Seite des groBen
Quadrates ist (2 +4)cm = 6 cm lang; sein
Flacheninhalt betrigt 36 cm?. Die iibrigge-
bliebene Fliche betrdgt somit 20 cm?.

b) Der Unterschied der Flacheninhalte be-
trdgt 4 cm?.

Ma 5m2780 Eine mogliche Losung ist
die folgende, in der fiir gleiche Ziffern glei-
che Farben zu denken sind. Es werden
mindestens vier Farben benétigt.

113(1|3(1
2 (&|2|4|2
113(1(3]1
24242
1(3[1]3)1

Ma Sw2781 a) Vorgdnger und Nachfol-

ger der Zahl x sind entweder beide gerade
oder beide ungerade. Dann ist die Summe
aus ihnen stets gerade. 1987 ist aber eine
ungerade Zahl. Daher kann es keine solche
Zahl x geben.

b) Man dividiert die Jahreszahl durch 2.
Die Summe aus dem Vorgénger und Nach-
folger des Quotienten ist dann die Jahres-
zahl.

Ma5m2782 Wegen des Ubertrags gilt
A =2. Dann muB B wegen des Ubertrags 7
sein. Somit bleibt fiir C die Ziffer 1.

Wir erhalten 271 + 27 + 2 = 300.

Ma5m2783
Es gibt folgende vier Moglichkeiten:
9898 9798 9878 9178
-1911 7811 -7891 7191
1987 1987 1987 1987

Ma6m2784 Angenommen, der Sohn sei
n Jahre, die Mutter also 3n Jahre und der
Vater (3n + 3) Jahre, alle drei zusammen
somit (7n + 3) Jahre alt; dann gilt
Tn+3=108, 7n =105, n=15.

Der Sohn ist 15, die Mutter 45, der Vater
48 Jahre alt.

Ma 6 m2785 Es seien a°, b°, ¢* die Raum-
inhalte der Wiirfel W, W,, W,.

Wegen ¢’ = 3a’ und b° = 6a° gilt
a’+6a’+3a°=90cm?, 10a®=90cm?,
a’=9cm? also ¢>=27cm? c=3cm.
Daraus folgt weiter

6c2=6-9cm? = 54 cm? Der Wiirfel W,
hat eine Oberfliche von 54 cm?.

Ma6m2786 Es sei 7n die gesuchte Zahl;
dann ist 7n + 1 durch 2, 3, 4, 5 und 6 teil-
bar. Das k.g. V. von 2, 3, 4, 5, 6 ist 60. Die
Zahlen 60, 120, 180, ... sind deshalb zu
untersuchen.

Der Fall 7n+1=60, 7n =159 entfillt, da
59 nicht durch 7 teilbar ist.

Der Fall 7n+1=120, 7n=119, n=17
stellt eine Losung dar.

Die Zahl 119 ist die kleinste Zahl mit den
geforderten Eigenschaften.

Ma6m2787 Wegen 36 =4 -9 miissen die
Zahlen durch 4 und 9 teilbar sein. Wegen
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der Teilbarkeit durch 4 kommen die Zah-
len 1+00, 1*20; 1+40, 1+60, 1+80 in
Frage. Wegen der Teilbarkeit durch 9 muB
die Quersumme der Zahlen durch 9 teilbar
sein. Das trifft fiir die Zahlen 1800, 1620,
1440, 1260 und 1080 zu.

Ma6m2788 Aus 1986 =1-1986 folgt
a=1und 5=1986 —1=1985;

aus 1986 = 2-993 folgt ¢ =2 und

b =993 —2=991; aus 1986 = 3- 662 folgt
a=3und b=662—3 =659

aus 1986 = 6-331 folgt

a =6 und

b=1331-6=325.

Es existieren genau vier solcher Zahlen-
paare (a; b); sie lauten

(1;1985), (2;991), (3;659), (6;325).
Ma7m2789 Wegen 402=1600 gilt
A < 4. Sowohl 4 =3 als auch 4 =2 entfal-
len, da keine Quadratzahl auf die Ziffer 3
bzw. 2 endet. Daher gilt 4 = 1. Da nur das
Quadrat von 1 bis 9 auf die Ziffer 1 endet
und B # 1 sein muB, gilt B =9.

Aus 192 =361 folgt C=3 und D = 6.

Ma7m2790 Wir nehmen eine Fallunter-
scheidung vor:
(1) x+90=450-90, x=270
(cm? Wasser) ’
2) x—0,2x=450+0,2x; x=1750
(cm?® Wasser)

Ma7m2791 Die sechsstellige Zahl sei
z=1-10% + x; die daraus zu bildende neue
Zahl ist dann z’'=10x+1. Ferner gilt
10x +1=3-(10°+ x); 10x + 1 =300000
+3x, 7x=299999, x=42857.

Die beiden Zahlen sind z = 142 857 und
z'=428571, und es gilt
3-142857=428571.

Ma7m2792 Es sei § der Schnittpunkt
der Diagonalen AC und BD des Vierecks
ABCD, 48 habe die Linge e,, CS die Linge
e,, BC die Linge f,, DS die Linge f,. Dann
gilt '
etfia,e+tfi>b, eatfi>c,

e +f,>d, also
2e,+2e,+2f1+2f,>a+tb+c+d

und somit 2 (e; + e; + £, + f2)
=2(e+f)>a+b+c+dbzw.

e+ f> a+b;c+d.

Ferner gilt e<a+b,e<c+d, f<a+d,
f<b+c, also

2e+f)<2(a+ b+ c+d) bzw.

e+ f<a+ b+ c+d. Daraus folgt
a+b+c+d

2 <et+tf<a+b+c+d.

A a 8

Ma8m2793 Es sei a die Anzahl der Fla-
schen, die Arthur, b die Bert, d die Dieter
und e, die Ede sammelten.

Dann gilt

120 - alpha, Berlin 21 (1987) 5

(1 b<d,
)] ate=b+d
3) atd<b+e.

Aus (2) und (3) folgt durch Addition
2atd+e<2b+d+e, 2a<2b, also
a<b Wegen (1) giltdann a< b<d.
Aus (2) und (3) folgt durch Subtraktion
e—d>d—e,2e>2d,alsod<e.
Deshalb gilt a< b< d<e.

Arthur sammelte die wenigsten, Ede die
meisten Flaschen.

Ma8m2794 63!—61!

=1-2-3-...-63-1-2-3-...-61
=1-2-3-...-61-(62:63—1)
=1-2-3-...-61-3905
=1-2-3-...-61:55-71

b-r

Ma8m2795 Aus 3
u = 2r+ b folgt nach Voraussetzung
%=2r+ b, b-r=4r+2b,

b-r—2b=4r b-(r—2)=4r,

4r 8
b_r—2’b_4+r—2'
Nur fiir 7 gleich 3, 4, 6 oder 10 wird b
ganzzahlig und positiv.

r 3 4 6 10

b 12 8 6 5

Ma8m2796 In der ersten Zeile (waage-
rechte Reihe) kann man wahlweise jedes
der fuinf Felder belegen (5 Belegungen). In
der 2. Zeile kann man wegen der vorgege-
benen Bedingungen nur vier Felder wahl-
weise belegen (zusammen mit der 1. Zeile
nun 20 Belegungen). In der 3. Zeile kann
man nur iiber drei, in der 4. Zeile {iber zwei
Felder verfigen, und in der 5. Zeile erfiillt
stets nur ein Feld die vorgegebenen Bedin-
gungen.

Somit gibt es 5-4-3-2-1=120 unter-
schiedliche Belegungen.

Ma9m2797 Bekannt sei a2 (a € N).
Nach den Bedingungen der Aufgabe soll
gelten:

(a+1)2=a+a+(a+1).

Wir formen dquivalent um und erhalten
(@a+1)¥?=a+2a+1,

(@a+1)2=(a+1)2.

Diese Aussageform wird bei jeder Belegung
von a mit einer natiirlichen Zahl zu einer
wahren Aussage. Da wir nur 4quivalente
Umformungen vorgenommen haben, ist
auch

(@a+1)?=a’+a+(a+1)

allgemeingiiltig, w.z.b. w.

A= und

Ma9m2798 Angenommen, €s waren x
Geschenke zu 2,- M, y zu 3,- M und z zu
5,— M das Stiick, dann gilt

-

2x+3y+5z = 100
x+ y+ z= 34

2x+3y+5z = 100
2x+2y+2z = 68

y+3z= 32
3z= 30+2-y
7 = 10_)'_—2_

3

Die folgende Tabelle gibt alle méglichen
Belegungen fir x, y, z an:

x 2220 18 16 14 1210 8 6 4
y 2 5 811 14 17 20 23 26 29

z 10 9 87 65 43 21
Nurfirx=16,y=11,z=7gilt x>y > z.
Es wurden 16 Geschenke zu 2,—- M, 11 Ge-
schenke zu 3,— M und 7 Geschenke zu
5,— M liberreicht.

Ma9m2799 Die Gerade PM, schneide
k, in F. Nun gilt x BPF = x BAF als Peri-
pheriewinkel iiber demselben Bogen BF,
und der Winkel PAF habe die GroBe 90°
(Thaleskreis). Der Winkel BAF habe die
GréBe @. Dann hat Winkel BAD die GroBe
90° + @. Viereck ABCD ist ein Sehnenvier-
eck. Folglich hat Winkel BCD die GrsBe
90° — . Da im Dreieck PCE Winkel CPE
die Gr6Be @ hat, muB Winkel PEC die
GréBe 90° haben, d.h., PE L CD.

Ma 9 m2800 a) Nach der Skizze gilt
¢

2" O
und 2
Es ist also
a
e o2 B Bl =2
x 2 b x 7 X=3 \f2—
b) Konstruktion
G 8 £
C
F
H HH
A D

¢) Eine mogliche Beschreibung:

Man zeichnet iiber 4B das Quadrat, so daB
dieses mit dem Dreieck ABC die Seite AB
und keinen weiteren Punkt gemeinsam hat.
Um A4 zeichnet man einen Kreis mit einem
Radius der halben Linge von AE, der AB
in F schneidet. Die Parallele zu AC durch
F schneidet CB in G; die Parallele zu AB
durch G schneidet AC in H. HG ist die ge-
suchte Strecke. Der Fldacheninhalt des
Dreiecks HGC ist gleich dem Flichenin-
halt des Vierecks (Trapezes) ABGH.

Fortsetzung folgt in Heft 6/87




4.alpha-
Schachwettbewerb

Es beteiligten sich 484 Leser. Die volle
Punktzahl zu den Aufgaben Nr.1 bis Nr.7
erzielten 170 Teilnehmer. Erfreulich war
wiederum der breite Altersquerschnitt der
Wettbewerbsteilnehmer. Er umfaBte den
Bereich von 7 Jahre (Axel Mirker, Greifs-
wald und Thomas Neumann, Berlin) bis
83 Jahre (Erwin Huth, Schulpforte).
Neben den Losungen brachten auch viele
Leser ihr Gefallen am alpha-Schachwettbe-
werb zum Ausdruck. ,Das Losen der
Schachaufgaben bereitete mir viel SpaB
und Freude, obwohl ich ganz schén zu
knobeln hatte“ (Karen Wendeborn, Des-
sau). ,Euren Schachwettbewerb zu l6sen,
hat mir sehr viel SpaB gemacht® (Wiete
Do, Jena). ,,Es war mir wieder ein wahres
Vergniigen, die Aufgaben des alpha-
Schachwettbewerbs zu 16sen“ (Hans Bur-
bach, Hilversum/Niederlande).

Mit einer Zeichnung gab Richard Nacke
(Dresden) seinen SpaB und Dieter Koch
(Arnstadt) mit einigen Versen seine Freude
an dem Wettbewerb zu verstehen.

Der alpha-Wettbewerb ist Klasse,

bringt Schach fiir viele Mathe-Asse.

Diese Rateform in vierter Runde

ist Denksport fiir manch volle Stunde.
Ich l6ste sieben Schachaufgaben,

hiermit konnt ihr’s schriftlich haben.

Auf den wichtigsten Zug als Beginn
weisen meine Zeilen hin.

Bei der ersten Aufgabe war das Brett fast leer,
Dame nach al war wirklich nicht schwer.
Die zweite Losung hatte einen kleinen
Aufwand, '

das Damenopfer auf c6 schnell ich fand.
Das dritte Problem, eine leichte Knobelei,
Abzugsschach durch Kénig nach g3.

Bei Nummer vier mit manchen Abweg
nur Dame nach h6 letztendlich geht.

Fiir die funfte Lsung war erneut gefragt der
Mut,

denn nur mit dem Damenopfer auf h7 geht's
gut.

Das sechste Problem erscheint fiir mich
unldsbar,

ob es wohl ein Dreiziiger war?

Die Losung zur Aufgabe 7 war schnell erreicht,
mit dem Dameschach auf hl ging’s leicht.
Dig Anstrengung fiir die Zusatzaufgabe blieb
gering,

die Losung, Dame nach ed, auf Anhieb ging.

Losungen .
Ala 1. Dal Kh7

2.Dg7 matt @2P).
Dieses kleine  Schachproblem von

W. A. Shinkman (Dubuque Chess Journal,
1873) erwies sich fiir fast alle Teilnehmer
als leicht zu l6sen.

A2a 1.Dc6+ b:c6, L:c6

2. Sa6 maft @2P).
A3a 1.Kgi+ Lh5

2. T:h5+ K:h5/g:h5

3.Dh1/Df6  matt (3 P).
A4a 1.Dh6 Tag8

2. D:h7+ T:h7

3. T8 matt (4P).

Mehrere Loser gaben hier

1. S:h7 T:h7/Kg8

2. Df6+/Dh6 Tg7/beliebig’

3. D:g7/Sf6 matt als Losung an.
Jedoch fihrt 1. S:h7 nach 1. ... L:fS (1)
nicht zum Matt im dritten Zug.

A5a 1.D:h7+ K:h7

2. Th4+ Kg7

3.Lh6+ Kh7, Kh8

4.Lf8 matt @4P.).
A6a 1.ThS Tf1 beliebig

2.S:A2 matt (1P).

| La3, L¢S

2.Sc3 matt (1P).

L s Ld2, Lel

2. S:d6 matt (1P).

Lo f3

2. Dh7 matt (1P).

L s e:d4

2. Te8 matt (1P).
Dieses Problem von dem populdren

Dresdner Schachproblemkomponist Hans
Vetter (1894 bis 1973) bereitete dem GroB-
teil der Loser die meiste Miihe und es gab
viele falsche Losungen. Zugwechsel ist der
Inhalt dieses Zweiziigers. Wire Schwarz
zuerst am Zuge

1. ... Tl beliebig/La3/Lel/e:d4,

so konnte WeiB gleich daraufhin mit

2. S:f2/Sc3/S:d6/T:f4 jeweils mattsetzen.

* Aber Weil ist zuerst am Zuge und verfligt

weder iiber einen neutralen Wartezug,
noch iiber die Méglichkeit eine Mattdro-
hung aufzustellen. Mit dem feinen Schliis-
selzug 1. Th8 kommt WeiB seiner Zug-
pflicht nach, erhilt die Mattdrohungen fur
die schwarze Zugpflicht aufrecht und
bahnt der Dame den Weg nach h7.

A7a 1.Dhl+ K:hl
2.S:g4 Lh2
3.8:02 matt 3 P).
Ls Kg3
2. Df3+ Kh4/Kh2
3. D:gd4/S:g4 matt @3P).

Auch mit dieser Aufgabe (aus ,New York
Albion“, 1858) konnte der beriihmte
Schachproblemkomponist und Ritselautor
Sam Loyd (1841 bis 1911) wiederum viele
Teilnehmer erfreuen. Das iiberraschende
Hineinziehungsopfer der weiBen Dame in
der Schachbrettecke begeistert auch heute
noch die Schachfreunde.

AZA

1. De4 (droht 2. D:a8 matt)

L 0 Tb8

2. Dh4 Kd8/Kf8/

_0-0

3. D:e7+/D:e7+, D:h5/Dg5+ Kc8/Kg8,
beliebig/
Kh8

4. Dd7/Df7(g7), Df7/Dg7 matt.

1. ... Tc8

2. Dh4 Kf8/0-0

3. D:hS, D:e7+/Dg5+ beliebig,
Kg8/Kh8

4. Df7, Df7(g7)/Dg7 matt.

) g Td8

2. Dc6+ Td7/Kf8

3.D:d7+/Df3+ Kf8/Kg8,
Ke8

4. Dc8(d8)/Df7 matt.

i - 0-0

2.Dg2+ Sg3

3. D3+ Kh8

4. Dg7 matt.

Zahlreiche Loser gaben zu der Aufgabe
von Giinter Schiller (Schach, 1970) als Lo-
sung

1. Dh4 Kd8; 2. De4, D:h1 Tb8/Tc8/c6

3. Dc6 nebst 4. Dd7 matt an.

Dagegen hat jedoch Schwarz eine gute Ver-
teidigung parat — 1. ... O-O-0! Nach die-
ser langen Rochade wire in einer Partie der
Gewinn fiir Wei wohl dahin.

Diese Aufgabe gibt uns AnlaB, noch auf
eine Schachregel hinzuweisen: In einer be-
liebigen Schachaufgabe sind jeweilige Ro-
chadeformen durchfithrbar, so lange nicht
aus der Stellung heraus nachgewiesen wer-
den kann, daB der betreffende Konig oder
Turm schon einmal gezogen haben.

Unter den Einsendern, die die volle Punkt-
zahl erzielten, sowie unter jenen bis zum
Alter von 14 Jahren, welche die Aufgaben
Nr.1 bis 4 richtig gelost hatten, wurden fol-
gende Gewinner ermittelt:

Claudia Bachmann (Syrau), Dennis Heuer
(Eilenburg), Falk Nestler (Zschopau),
Ralph Schlosser (BoBdorf), Matthias Zeitz
(Karith).

Weiterhin wurden Preise unter allen Teil-
nehmem verlost, die zumindest eine Auf-
gabe korrekt geldst hatten:

Michaela Kitta (Ziddorf), Astrid Quapp
(Leipzig), Jens Schmiedek (Ammelshain),
Jan Witt (R6bel), Frank Wolff
(Brotterode).

Die zwei Buchpreise fir die Einsender,
welche alle Aufgaben einschlieBlich der
Zusatzaufgabe richtig geldst hatten, gehen
an: Andreas Lasarow (Wittenberg) und
Reiko Wollert (Berlin).

In Heft 6/1987 folgt der S. alpha-Schach-
wettbewerb.
H. Riadiger



Fakten und Daten

zum Berliner Bildungswesen

seit 1945

1945 Ende Juni nehmen etwa
130000 Kinder am behelfsmiBigen Unter-
richt teil. Von 22740 Schulrdumen der
Vorkriegszeit waren nur noch 1300 halb-
wegs wetterfeste Rdume iibrig geblieben.
die meisten ohne Fensterscheiben und
ohne Beleuchtung. Fast jedes zweite Kind
lebte zu Hause in einer nicht heizbaren
Wohnung. Mehr als 70 Prozent der Berli-
ner Kinder verfiigten nicht iliber ausrei-
chendes Schuhwerk.

1.Oktober — Er6ffnung aller Schulen in der
Sowjetischen Besatzungszone und in Ber-
lin. Mehr als 2400 Neulehrer werden ein-
gestellt.

18. Oktober - Gemeinsamer Aufruf von
KPD und SPD zur demokratischen Schul-
reform.

1946 .Juli - Eroffnung der Vorstudienan-
stalt (spiter ABF) an cc, Berliner Universi-
tat

1947 Juli - Einfic
res als Pflichtjahr
1948 Januar - Verhot der korperlichen
Ziichtigung in d-. - Recliner Schulzn

1950 Juli - III r.rteiiag der SED orien-
tiert auf Einfihruiig der 10-Klassen-Schule
und des Gegenwartskundeunterrichts

1955 April — Erste Jugendweihefeiern
1957 Produktionsarbeiter aus Berliner
Betrieben werden fiir den Lehrerberuf ge-

e des 9. Schuljah-

ISSN 002-6395 - alpha -

Berlin 21 (1987) 5 -

wonnen und vorwiegend als Werklehrer
ausgebildet

1958 Juli - V.Parteitag der SED. Orien-
tizrung auf den Aufbau der zehnklassigen
volytechnischen Oberschule

September — Einfiihrung des Unterrichts-

_tages in der Produktion (UTP) und des Fa-

ches ,Einfithrung in die sozialistische Pro-
duktion“ (ESP)

Seiten 97 bis 120 7

meinbildenaen owvuuaen

1961 Februar — 1. Berliner Mathematik-
olympiade

1962 Einfiihrung der Berufsausbildung
mit Abitur

Dezember — ,MathematikbeschluB“ des
ZK der SED

1965 Juli — Berlin ist Gastgeber der
VII. Internationalen Mathematikolympiade
(IMO)

1971 Juni - VIIIL Parteitag der SED legt
fest, den Ubergang zur allgemeinbildenden
zehnklassigen Oberschulbildung bis 1975
im wesentlichen zu vollenden.

1972 In der Hauptstadt bestehen
194 Oberschulen und 20 Hilfs- und Son-
derschulen mit Schulhorten

1974 Juli — AbschluB der XVI. Interna-
tionalen Mathematikolympiade im Haus
des Lehrers, Berlin (Austragungsort der
IMO: Erfurt)

1977 82690 Schiiler besuchen eine der
mehr als 5000 auBerschulischen Arbeitsge-
meinschaften

Oktober — VIII. Pidagogischer Kongre8 —
1200 Berliner Pidagogen nehmen teil
1983 Polytechnischer Unterricht wird in
93 Betrieben der Hauptstadt durchgefiihrt.
Die Anleitung erfolgt durch 1728 Lehr-
facharbeiter sowie Lehrmeister und 301 Di-
plomlehrer

1986 April — XI. Parteitag der SED be-
stimmt die Aufgaben, die sich aus der wei-
teren Gestaltung der entwickelten soziali-
stischen Gesellschaft — eingeschlossen die
Anspriiche aus der wissenschaftlich-techni-
schen Revolution — fiir die inhaltliche Ver-
vollkommnung des Bildungswesens erge-
ben.

1987 entstehen in Berlin 19 Schulen,
21 Sporthallen, 39 Kindergirten. Seit 1971
wurden 210 polytechnische Oberschulen
gebaut. Bis 1990 werden 70 neue Schulen
und 160 Kindergirten hinzukommen.
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Ein Dank an ,,Mathe*“-Lehmann

Als Chefredakteur der alpha kann der Ver-
diente Lehrer des Volkes Oberstudienrat
Johannes Lehmann auf eine zwanzigjih-
rige erfolgreiche Arbeit zuriickblicken. Ge-
meinsam mit einem aktiven Redaktions-
kollegium wurde die alpha zu einer
interessanten mathematischen Schiilerzeit-
schrift entwickelt, die aus dem Zeitschrif-
tenangebot unseres Landes nicht mehr
wegzudenken ist. Mit diber 120 alpha-Hef-
ten hat Johannes Lehmann es geschafft,
hundertiausende Schiiler fir die ernsten

und heiteren Seiten der Mathematik zu be-
geistern, Arbeitsgemeinschaften, Kreis-
und Bezirksklubs der Mathematischen
Schiilergesellschaft, Korrespondenzzirkeln
u.a. Anregung flr ihre Arbeit zu geben.
Aber auch fiir den Mathematiklehrer ist
die alpha Anregung und Bereicherung sei-
nes Unterrichts. Die gesammelten Jahr-
géinge stellen fiir ihn eine wahre Fundgrube
an mathematischen Denksportaufgaben,
Spielen, historischen Betrachtungen, aber
auch theoretischen, vertiefenden Beitrigen
dar. Die Veroffentlichung der Aufgaben
der Olympiaden Junger Mathematiker der
DDR, zu deren Initiatoren J. Lehmann ge-
hort, sind fester Bestandteil der alpha.
Gleichzeitig erhielten zahlreiche Leser und
Kollektive die Moglichkeit, ihre Aufgaben-
vorschlige, Ideen und Erfahrungen bei der
Beschiiftigung mit der Mathematik einer
breiten Offentlichkeit zuganglich zu ma-
chen.

Auf diese Weise hat Johannes Lehmann
einen nicht geringen Anteil an der erfolg-
reichen Entwickiung des Mathematikun-
terrichts und einer lebendigen, auBerunter-
richtlichen Titigkeit, an der Gewinnung
junger Kader fiir eine Wissenschaft, der in
der Entwicklung und Anwendung von Spit-
zentechnologien in unserer Volkswirtschaft
ein besonderer Platz zukommt. Neben sei-
ner Arbeit als Chefredakteur agierte J. Leh-
mann ebenso erfolgreich als Buchautor
oder Herausgeber von unierhaltsamer ma-
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thematischer Literatur. 18 Mathe-LVZ
(Sonderausgaben der Leipziger Volkszei-
tung), 12 unterhaltsame Mathe-Hefte, 80
Lesebogen Junger Mathematiker und neun
Biicher 'haben ihn als ,Mathe-Lehmann®
auch iiber die Grenzen unseres Landes
hinaus bekannt gemacht. Kein Wunder,
daB er auch nach dem 65. Lebensjahr der
Mathematik die Treue hidlt und weitere
Verbffentlichungen, natiirlich auch in der
alpha, plant.
Mit Wirkung vom 1.1.1988 scheidet J. Leh-
mann nach einem Jahr tatkriftiger Unter-
stiitzung des neuen Chefredakteurs aus der
Redaktion alpha aus.
Fiir das bisher Geleistete sagen wir herzli-
chen Dank, fiir die Zukunft wiinschen wir
Gesundheit, viele neue Ideen und alles
Gute im persOnlichen Leben.
Die Redaktion alpha
und das Redaktionskollegium

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 121



Die Koordinatenmethode
im Wandel der Zeiten

Zum 350. Jahrestag des Erscheinens

von R.Descartes’ « La Géométrie»

Teil 1

Die Koordinatenmethode der Geometrie
gehort seit langem zu den michtigsten und
vielseitigsten Werkzeugen der Mathematik.
Es ist iiblich, ihre Geburt mit den Jahren
1636 bzw. 1637 in Verbindung zu setzen,
in denen zwei grundlegende Arbeiten von
Pierre de Fermat (1601 bis 1665) bzw.
René Descartes. (1594 bis 1650) zur Be-
grindung der spiter als analytische Geome-
trie  bezeichneten Koordinatenmethode
entstanden. Wie so oft in der Geschichte
der Mathematik haben diese Arbeiten eine
bis in die Antike zuriickreichende Vorge-
schichte und eine bis in die Gegenwart
wirksame Folgegeschichte. Sie stehen we-
der am Anfang noch am Ende einer Ent-
wicklung, sondern sie markieren einen ge-
wissen Qualitdtssprung in der Behandlung
einer in der Mathematik von Beginn an
vorhandenen Problematik.

Schon im 4.Jh. v.u. Z. hatten griechische
Mathematiker erkannt, daB die Definition
und Untersuchung spezieller ebener Kur-
ven es erfordert, eine charakteristische Be-
dingung fiir diejenigen Punkte zu formulie-
ren, die auf dieser Kurve liegen, und daB
eine solche Bedingung im allgemeinen die
Form einer Gleichung zwischen Gr6B8en
hat, die durch arithmetische Operationen
wie Addition, Multiplikation oder Verhilt-
nisbildung (eine explizite Division gab es
in der griechischen Mathematik nicht) aus
den Entfernungen der Kurvenpunkte von
bestimmten, der Kurve zugeordneten fe-
sten Punkten oder Geraden gebildet wer-
den. Eine solche Gleichung nannten sie
ein Symptom der betreffenden Kurve. Eine
Ellipse wurde von ihnen z. B. durch das

Symptom

PX- PX .

m = const, (Bild 1)
Bild 1 P

A o 8

X

eine Parabel durch das Symptom

PX AX .

MY ac (Bild 2)

beschrieben. Eine Parabel definieren wir

heute meist durch ihre Gleichung
y=ax?. )

wobei y bzw. x die Abstinde des variablen

122 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

Bild 2

Vo

Kurvenpunktes P von zwei zueinander
senkrechten, der Parabel zugeordieten Ge-
raden sind: ihrer Symmetrieachse g, und
der dazu im Scheitelpunkt senkrechten Ge-
raden g, (der Scheitelpunkt ist der gemein-
same Punkt der Parabel mit ihrer Symme-
trieachse, Bild 3). Um die geometrische
Bedeutung des Koeffizienten a zu ermit-
teln, hat man x = 1 zu setzen: g ist der zu
x =1 gehorige y-Wert. Seine GroBe gibt
also scheinbar die Steilheit der Parabel an.
Dieser Begriff ist jedoch nur in bezug auf
eine gewihlte MaBeinheit sinnvoll. In
Wirklichkeit sind alle (durch verschiedene
Werte von a erzeugten) Parabeln unterein-
ander dhnlich. Verindert man nimlich den
MaBstab durch die Transformation
x*=ax, y*=ay, so geht (1) bei beliebi-
gem a in die spezielle Form y* = x*? {iber.

Bild 3 9

9x

Die Gleichung (1) wire jedoch fiir die grie-
chischen Mathematiker sinnlos gewesen.
Sie verfiigten nicht iiber den Begriff der re-
ellen Zahl. Da sie andererseits schon im
5. Jh. v.u. Z. bemerkt hatten, daB ganze
Zahlen und deren Verhiltnisse (d. h. mo-
dern: gebrochene Zahlen) zur Beschrei-
bung geometrischer Sachverhalte nicht
ausreichen, weil es z. B. keine MaBeinheit
gibt, beziiglich derer Seite und Diagonale
eines Quadrats gleichzeitig ganzzahlige
Lingen haben, faBten sie Streckenlidngen,
Flichen- und Rauminhalte selbst als Gro-
Ben auf, ohne ihnen Zahlenwerte zuzuord-

nen. Addition solcher GroBen wurde durch
Aneinanderlegen entsprechender Repri-
sentanten, Multiplikation von Lingen
durch Bildung des Rechtecks aus den gege-
benen Strecken, Multiplikation dreier Lan-
gen als Bildung eines Quaders erklirt. Re-
chengesetze fiir die solcherart erklirten
Operationen konnten durch geometrische
Betrachtungen begriindet werden.

Zum Beispiel gilt fiir Strecken a, b, ¢ stets
(a+ b)c=ac+ bc, weil das Rechteck mit
den Seiten a + b und ¢ sich durch Anein-
anderlegen aus den Rechtecken mit den
Seiten @ und ¢ bzw. b und c ergibt (Bild 4).

Bild 4

a b

Unbekannte Strecken konnten nun in vie-
len Fillen durch geometrische Konstruk-
tion gefunden werden. Ist z. B. von einer
gesuchten Strecke x bekannt, daB x? = ab
(mit gegebenen Strecken a, b) ist, so findet
man x nach dem Hohensatz fiir rechtwink-
lige Dreiecke als Hohe eines solchen Drei-
ecks mit den Hypotenusenabschnitten a, b
(Bild 5). Dies alles konnte genutzt werden,
um durch Symptome definierte Kurven zu
untersuchen und Sitze iiber sie zu bewei-
sen.

Bild §

In der Auffassungsweise der Griechen wa-
ren jedoch nur Gleicpungen sinnvoll, die
folgenden beiden Bedingungen geniigen:
(a) Es kommen nur Produkte von héch-
stens drei Streckenfaktoren vor.

(Wie sollten sie sich einen vierdimensiona-
len Quader vorstellen?)

(b) Es kdnnen nur GréBen gleicher Dimen-
sion addiert, subtrahiert oder gleichgesetzt
werden.

(In diesem Sinne verlangt also Gleichung
(1) die Gleichheit eines Ranminhaltes mit
einer Strecke.) Obwohl es den griechischen
Mathematikern gelang, Kegelschnitte und
einige spezielle andere Kurven durch Sym-
ptome zu beschreiben, die den Bedingun-
gen (a) und (b) geniigten, erwiesen sich
diese Bedingungen insgesamt als wesentli-
ches Hemmnis fiir die weitere Entfaltung
der griechischen Mathematik, und die auf
den geometrischen GroBenbegriff zuge-
schnittene geometrische Algebra der Grie-
chen, die jede Umformung einer Glei-
chung und jede Loésung einer solchen
durch geometrische Betrachtungen recht-
fertigen muBte, war sehr schwerfillig. Den-
noch bildete die genaue Kenntnis der grie-
chischen Mathematik und ihrer Schwierig-
keiten den Ausgangspunkt und eine not-
wendige Voraussetzung fur die Leistungen
von Fermat und Descartes.



Fermat war Jurist und Beamter. Die Ma-
thematik betrieb er mit Leidenschafl, je-
doch nur als Hobby. Er gehort zu den viel-
seitigsten und bedeutendsten Mathemati-
kern des 17.Jh. AuBer der Koordinatenme-
thode begriindete er die Zahlentheorie, die
Wahrscheinlichkeitstheorie  (gemeinsam
‘mit Blaise Pascal (1623 bis 1662)) und die
kalkiilmaBige Losung von Maximum- und
Minimumaufgaben, aus der sich wenig spi-
ter die Differentialrechnung entwickelte.
Wihrend seines Lebens wurden die mei-
sten seiner Ergebnisse nur durch seinen re-
lativ umfangreichen Briefwechsel bekannt.
Ausgangspunkt seiner geometrischen Un-
tersuchungen war das Bemiihen, die verlo-
rengegangenen Beweise aus der Kegel-
schnittslehre des Apollonios von Perge (um
262 bis um 190 v.u. Z.) zu rekonstruieren
bzw. die iiberlieferten Beweise zu vereinfa-
chen oder durchsichtiger zu gestalten. An
den antiken Prinzipien (b) und im wesent-
lichen auch an (a) hielt er fest, benutzte je-
doch statt der schwerfilligen geometri-
schen Terminologie der Griechen die von
Francois Viéte (Viéta 1540 bis 1603) einge-
fiihrte algebraische Formelsymbolik, die
zwar immer noch viel unhandlicher als un-
sere heutigen Schreibweisen war, jedoch
einen gewaltigen Fortschritt gegeniiber der
antiken Ausdrucksweise bedeutete. Fermat
charakterisierte die Lage von Punkten ein-
heitlich durch ihre Abstdnde von zwei zu-
einander senkrechten Achsen und unter-
suchte nun fiir alle moglichen Typen von
Gleichungen zwischen zwei Unbekannten,
die man unter Berticksichtigung der Be-
schrinkungen (a) und (b) aufstellen kann,
welche Kurven sich ergeben. Sein Ergeb-
nis: Es kommen auBer Geraden genau alle
Arten von Kegelschnitten heraus. Die fir
die weitere Entwicklung wesentlichste,
wenn auch noch nicht voéllig klar formu-
lierte Erkenntnis Fermats kdnnte man mit
heutigen Worten etwa so aussprechen:

Die Koordinatenmethode erschopft sich
nicht darin, fir irgendwelche (z. B. durch
mechanische Vorrichtungen erzeugte) Kur-
ven nachtriglich Beschreibungen durch
Gleichungen aufzufinden und zur weiteren
Untersuchung dieser Kurven zu benutzen.
Vielmehr definiert nach Wahl eines Paares
zueinander senkrechter Achsen jede Glei-
chung mit zwei Unbekannten eine Kurve,
nédmlich die Menge derjenigen Punkte, de-
ren Abstinde zu den beiden Achsen dieser
Gleichung geniigen. Von der Gleichung
ausgehend, kann man die Form und die
sonstigen Eigenschaften dieser Kurve ent-
decken. Uberdies liefert die algebraische
Gestalt der Gleichungen Klassifikations-
prinzipien fiir die entsprechenden Kurven.
Diese Erkenntnisse sind in Fermats in la-
teinischer Sprache verfaBter Schrift Einfiih-
rung in die ebenen und korperlichen Orter ent-
halten, die 1636 geschrieben und bis 1637
in franzosischen Gelehrtenkreisen be-
kannt, jedoch erst 1679, nach seinem Tode,
erstmals gedruckt wurde. Ebene und kérper-
liche Orter bedeutet dabei nicht etwa ebene
und rdumliche (also in keiner Ebene ganz
enthaltene) Kurven, sondern bezieht sich
noch auf die antike Auffassung der Gré6-

Ben. Ebene Orter sind bei Fermat solche
Kurven, in deren Gleichungen nur Pro-
dukte zweier Strecken vorkommen. Kor-
perliche Orter sind solche Kurven, in deren
Gleichungen Produkte dreier Strecken vor-
kommen. Kurven, deren Gleichungen von
hoherem Grade als drei sind, nannte Fer-
mat kurioserweise lineare Orter, ohne sich
weiter mit ihnen zu beschiftigen.

Ob und wieweit Descartes von Fermats Er-
gebnissen Kenntnis hatte, bevor 1637 seine
Abhandlung La Géométrie in Leiden ge-
druckt wurde, iibrigens nicht als selbstin-
dige Veroffentlichung, sondern als einer
von drei Anhdngen seiner berilhmten phi-
losophischen Programmschrift Discours de
la méthode (Erdrterung iiber die Methode),
wollen wir unerdrtert lassen. Jedenfalls ist
sein Beitrag von ganz anderer Art, gera-
dezu komplementir zu Fermats Erkennt-
nissen, und nur beide gemeinsam konnten
wohl die folgende Revolution in der Ma-
thematik auslosen, die innerhalb von
200 Jahren zur vollstindigen gegenseitigen
Ubersetzung geometrischer und arithme-
tisch-algebraisch-analytischer Begriffe,
Sachverhalte und Methoden ineinander
fihren sollte.

Das Hauptverdienst von Descartes um die
Koordinatenmethode besteht aus heutiger
Sicht darin, daB8 er sie von den beiden anti-
ken Beschrinkungen (a) und (b) befreite.
Descartes erkannte, daB man nach Wahl
einer Einheitsstrecke e das Produkt ab
zweier Strecken a, b durch diejenige
Strecke ¢ reprisentieren kann, fiir die das
Rechteck mit den Seiten e, ¢ flichengleich
dem Rechteck mit den Seiten a, b ist. Auf
diese Weise fortfahrend kann man das Pro-
dukt beliebig vieler Strecken stets wieder
auf eine Strecke reduzieren und somit jede
Gleichung beliebig hohen Grades und mit
Summanden unterschiedlicher Grade als
Gleichung zwischen Strecken deuten.

Der franzosische Philosoph,
Mathematiker und Physiker

René Descartes (1596 bis 1650)

gilt gemeinsam

mit dem franzosischen Juristen und
Mathematiker Pierre de Fermat
(1601 bis 1665) als Begriinder

der analytischen Geometrie.

Auf eine verzwickte, nicht mit wenigen
Sdtzen zu erlduternde Weise ist dieses
Prinzip gleichbedeutend mit der Moglich-
keit, nach Wahl eines 0- und eines 1-Punk-
tes auf einer Geraden die simtlichen
Punkte dieser Geraden umkehrbar eindeu-
tig den simtlichen reellen Zahlen zuzuord-

" nen, wie jeder es in der Schule lernt und

wie es jeder, heute in den verschiedensten
Praxisbereichen unentbehrlichen graphi-
schen Darstellung funktionaler Zusam-
menhinge zwischen physikalischen, ko-
nomischen oder sonstigen in reellen Zah-
len meBbaren GroBen zugrundeliegt. Diese
Entsprechung zwischen Strecken und ihren
beziiglich einer MaBeinheit zahlenmaBig
ausgedriickten Lingen ist uns heule so
selbstverstandlich, daB es uns sehr schwer
fdllt, uns in die antike Denkweise zuriick-
zuversetzen, die mit Strecken, Flichen und
Korpern umging, ohne damit irgendwelche
Vorstellungen von MaBzahlen zu verbin-
den.
Descartes’ in franzosischer Sprache ge-
schriebene und im Widerspruch zu seinem
philosophischen Bekenntnis zur menschli-
chen Vernunft nicht besonders klare Ab-
handlung war zur rechten Stunde erschie-
nen, um einem herangereiften dringenden
gesellschaftlichen Bedirfnis zu dienen, der
uneingeschrinkten Behandlung geometri-
scher und damit auch naturwissenschaftli-
cher und technischer Fragen mittels alge-
braischen Formelkalkiils. Schon 1646
wurde sie durch Ubersetzung ins Lateini-
sche einem breiten gelehrten Publikum zu-
gidnglich.
Weitere Ubersetzungen und Bearbeitungen
folgten rasch, aber es bedurfte noch vieler
inhaltlicher Schritte und der Beitrdge vie-
ler Mathematiker, um der Koordinatenme-
thode jene klassische Form zu geben, die
sie etwa um die Mitte des 19. Jh. erreicht
hatte. Und selbst diese, lange Zeit als voll-
endet angesehene Form hat in unserem
von der Informatik geprigten Zeitalter we-
sentliche Erweiterungen und Bereicherun-
gen erfahren. Uber diese weitere Entwick-
lung wird im zweiten Teil berichtet.

P. Schreiber

Drei harte Niisse

Ala Ein Autofahrer fihrt-um 12.00 Uhr
von A nach B ab, ein zweiter Autofahrer
fahrt 14.00 Uhr von B nach A. Sie treffen
sich um 16.05 Uhr und kommen beide zur
gleichen Zeit an ihren Zielorten an. Beide
Autos fahren mit konstanter Geschwindig-
keit. Wann kamen sie am Ziel an?

A2a Wie kann man mit Hilfe des Schul-
rechners SR 1 die Gleichung x = cos x un-
ter alleiniger Verwendung einer Taste (ni-
herungsweise, mit Rechnergenauigkeit) 16-
sen?

A3 a Wer findet mit Hilfe des SR 1 Fix-
punkte von anderen Gleichungen durch
ausschlieBliches Betitigen von SR 1-Ta-
sten?

Mr. Doris Gollé, Apothekerin, Wien
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Ein Verfahren zur Gewinnung
aller teilerfremden pythagoreischen

Zahlentripel

aus dem Tripel (3;

4;3)

Drei positive ganze Zahlen bilden ein
pythagoreisches Zahlentripel (a; b; c),

wenn a? + b2 = ¢? gilt.

Ist (a; b;c) ein pythagoreisches Zahlentri-
pel, so ist auch fir eine beliebige positive
ganze Zahl k das Tripel (ka; kb; kc) ein sol-
ches, denn es gilt dann

k*(a?+ bY) = k2c?,

also (ka)? + (kb)? = (kc)?.

Stellt man die Frage nach allen pythagorei-
schen Zahlentripeln, so geniigt es deshalb,
zunichst nach allen teilerfremden zu su-
chen. )
Alle teilerfremden pythagoreischen Zah-
lentripel ergeben sich aus den Gleichun-
gen
1
a=u-v, b=—(w?—v?,
2 ()
c= %(uz + v?),

wenn (u;v) die Menge aller Paare teiler-
fremder ungerader positiver ganzer Zahlen
(im folgenden ,tupgZ“ abgekiirzt) mit
u > v durchlauft. Man kann dies z. B. in
Lietzmann: Der Pythagoreische Lehrsatz
(Mathematische Schiilerbiicherei, Band 6)
nachlesen.

Wie kann man aber alle Paare tupgZ mit
u > v systematisch erhalten? Wir werden
eine Moglichkeit dazu angeben und dabei
erkennen, daB es moglich ist, jedes teiler-
fremde pythagoreische Zahlentripel durch
wiederholtes Anwenden eines Systems von
linearen Gleichungen aus dem Tripel
(3;4;5) zu gewinnen.

Satz 1

a) Ist (&; v) ein Paar tupgZ mit u > v, so ist
auch jedes Paar (&7; 7), das mit Hilfe eines
der drei Systeme

(A) u=u+2v B) a=2u+v
v=v v=u

©C) a=2u-v
v=u

gewonnen wurde, ein solches.

b) Ist (&; U) ein Paar tupgZ mit i > U, das
verschieden vom Paar (3;1) ist, so 1dBt sich
dieses mit Hilfe genau eines der drei Sy-
steme (A), (B), (C) aus einem Paar tupgZ
mit u >v erzeugen. Das Paar (u;v) ist
durch (i7; ¥) eindeutig bestimmt.

¢) Durch wiederholte Anwendung des in a)
beschriebenen Schrittes 148t sich jedes
Paar tupgZ (i; ¥) mit ¥ > ¥ aus dem Paar
(3;1) gewinnen (siehe Bild 1).

124 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

Beweis:

a) 1. Da es sich bei den rechten Seiten der
Gleichungen in (A), (B) und (C) aus-
schlieBlich um Summen von Vielfachen
von u und v handelt, gibt es in jedem der
drei Fille genau ein Paar (&; v).

2. Es werden nur ganze Zahlen erzeugt,
denn das Produkt, die Summe und die Dif-
ferenz zweier ganzer Zahlen ist stets wieder
eine ganze Zahl

3. Es werden nur positive Zahlen erzeugt.
Dies ist in (A) und (B) offensichtlich.

Fiir (C) gilt: Wegen u > v ist u — v >0 und
mit u >0 erst recht 2u—v>0.

4. DaB nur ungerade Zahlen erzeugt wer-
den, ist leicht zu erkennen.

5. @ und v sind stets zueinander feiler-
fremd. Hitten & und ¥ einen groBten ge-
meinsamen Teiler k& mit k > 1, so hitten in
(A), (B) und (C) auch jeweils die rechten
Seiten der zwei Gleichungen diesen g.g.T.
Haben aber 2x + y und x fiir x, y € Z den
g.g.T. k> 1, so teilt k auch y.

In unseren Fillen wiirde gelten g.g.T.
(#,v) = k>1 im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

6. Wegen u > v gilt ¥ > 7. In den Fillen
(A) und (B) ist dies wegen der rechten Sei-
ten der Gleichungen sofort einzusehen. Im
Fall (C) folgt aus u>v u—v>0, also
2u — v> uund damit & > U.

b) 1. Lost man die Gleichungssysteme (A),
(B) und (C) jeweils nach « und v auf, so er-
hélt man

AY u=a-27v (B) u=v
v=10 v=u-20
C) u=7
v=20—4

2. Die rechten Seiten der Gleichungen in
(A", (B") und (C’) sind simtlich Summen
von Vielfachen von & und v. Deshalb lie-
fert fiir ein gegebenes Paar (ir; ¥) jedes der

Systeme (A’), (B’), (C) genau ein Paar
(u;v).

3. Ganzzahligkeit, Teileffremdheit und
Ungeradheit von 4 und v kénnen genau
wie im Beweis zu a) leicht gezeigt werden.

4. Jedoch ist die Bedingung « > v >0 nur
in genau einem der drei Fille (A"), (B,
(C) erfullt. Wir zeigen dies:

Es ist erkennbar, daB entweder die zweite
Gleichung von (B’) oder die zweite Glei-
chung von (C’) fur v eine negative Zah! lie-
fert. Folglich entfillt eines der Systeme
B9, (C).

Entfillt nun (B’) wegen & — 20 < 0, so ent-
fallt aus demselben Grunde auch (A"), d.h.
es bleibt nur noch das mit (C’) gewonnene
Zahlenpaar (u;v).

Entfiilt aber (C), so stellen wir weiter fest,
daB sich (A’) und (B") nur durch Vertau-
schung von u und v voneinander unter-
scheiden. Folglich ist nur fiir eines dieser
Systeme die Bedingung u > v erfullt.

Eine genaue Untersuchung der Erfiillbar-
keit der Forderung « > v > 0 ergibt

im Falle (A") im Falle (B)
u-20>0>0 v>uE—-20>0
u>3v>20 Jo>u>20

P>30

im Falle (C")

v>20—a>0

0> —a>-20

20> u>0

Folglich liefert

nur (C') das Paar (u;v),

wenn U < i < 20 gilt,

nur (B das Paar (u;v),

wenn 20 < i < 39 gilt und

nur (A") das Paar (u;v),

wenn 3v < ir gilt.

'5. Untersucht man die durch die zuletzt ge-
fundenen Bedingungen nicht erfaBten
Fille #=v, u=2v und # =30, so stellt
man fest: Die Fille @ = vund & = 27 treten
wegen der Teilerfremdheit von # und v nur
fir die Paare (1;1) bzw. (2;1) ein. Beide er-
fiillen nicht die Voraussetzung des Satzes,
brauchen also nicht weiter untersucht zu
werden.

Ebenfalls wegen der Teilerfremdheit von &
und 7 gilt ¥ = 37 genau fiir das im Satz er-
wihnte Paar (3;1).

Eine Anwendung der Systeme (A’), (B"),
(C") wiirde hier die Paare (1;1), (1;1) bzw.
(1; = 1) liefern.

Bevor wir Teil c) beweisen, vereinbaren
wir: Ein Zahlenpaar (i;j) heiBe grofer als

Bild 1 (3;1)
(A) () (¢}
(5;1) (7;3) (5;3)
(74) (m;5) (9;5) (13,3 (7;7) (m;7) (1:3) (13,8) (7,5)
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das Paar (k;/) genau dann wenn entwe-
der

i=kundj>1!
oder i =1 undj > k
oder j = kundi> 1
oder j=1 undi > k gilt.

"Wir schreiben (i;5) > (k; ).

Ein Paar P, ist demnach genau dann gro-
Ber als das Paar P,, wenn unabhingig von
der Bezeichnung und der Reihenfolge der
Komponenien eine Komponente aus P,
gleich einer Komponente von P; ist, dic an-
dere Komponente von Py aber grixer ist als
die andere Komponente vori Ps.

Wir steller fest:

1. Fiir jedes Paar (ir; v), das gemiR Teil a)
von Satz 1 aus einemn Paar tupgZ (u; v) mit
u > v gewonnen wurde, gilt

(a; D) > (u;v):

Eine der Komponenten von (&; v) ist ent-
sprechend den zweiten Gleichungen von
(A), (B), (C) gleich einer Komponente von
(u;v), und wegen
ut+2o>u,2utv>v,2u—v>v
(letzteres folgt aus

u—v>0,dh 2u-20v>0)

stehen die jeweils anderen Komponenten
in der geforderten Relation.

2. Fiir das gemiaB Teil b) von Satz 1 durch
ein Paar tupgZ

(@;0)*#(3;1). mit Z>7v eindeutig be-
stimmte Paar (u;v) gilt

(u;v) < (@;7): War (A’) anzuwenden,

so gilt v = und u < i7, bei Anwendung
von (B') gilt u=7Tund v< @,

und schlieBlich gilt bei Anwendung von
(C) u= v und mit o < 7 auch 20 < 21,
20—u<i,dh v<ir

Beweise von Teil ¢):

Ist (& 7) ein beliebiges (von (3; 1) verschie-
denes) Paar tupgZ mit # > U, so kann man
gemiB b) seinen eindeutig bestimmien
Vorldufer ermitteln, von diesem wieder den
Vorldufer usw. Dieses Verfahren bricht
nach hochstens i + o Schritten ab, da sich
mit jedem Schritt eine der beiden Kompo-
nenten des Paares mindestens um 1 ver-
mindert. Wie aus den Punkten 4. und 5.
des Beweises zu b) ersichtlich isl, liefern
(A", (B"), (C’) nur dann keinen Vorlidufer,
wenn das Paar (3; 1) erreicht ist.

Die von (i; 7) ausgehende Folge von ge-
mal b) ermittelten Paaren endet also beim
Paar (3;1). Das heit aber umgekehrt: Aus-
gehend vom Paar (3:1) kann man durch
wiederholtes Anwenden des Schrittes in a)
Jjedes Paar tupgZ (i7; v) mit & > Derreichen.
Damit ist Satz 1 vollstindig bewiesen.

Satz 2

Alle teilerfremden pythagoreischen Zah-
lentripel (a; b; ©) und nur diese werden aus
dem Tripel (3;4;5) durch wiederholte An-
wendung der drei Systeme
(R)y a=a—-2b+2c

b=2a-b+2c

c=2a-2b+3e¢
(S) a=a+2b+2c

b=2a+b+2c

T=2a+2b+3c

(T a=—-a+2b+2c
b=-2a+b+2¢
T=-2a+2b+3c

erzeugt.

Beweis:

Die eingangs genannten Gleichungen (*)
sind unter der Bedingung u > 0 dquivalent

Zu
a

v= u?=26+v? ut=2c- vl

Durch Addition ergibt sich aus den letzten
peiden Glzichungen

2ut=2b+2c, also u? = b + ¢, und aus

a.‘ C? - B2
2 e — fo 2= 1
1 pE; gt v Py, und damit

v?=c¢ - b Folglich gilt
u-v=a, ul=b+c, v:=c-b.
Wir wenden Satz 1 an.

Nach dem Gleichungssystem (A) aus
Satz lgilt t=vund T=u+2v.

Durch aufeinanderfolgendes Anwenden
der Gleichungen (*), (A) und (* *) ergibt
sich

a=a-v=(u+20) v=uyv+20?

1

(e2)

+2(c—b)=a-2b+2c

- 1

=L (i — 5 = — 2_ 42
b 2(u v?) 2((u+2v) v?)
‘=%(u’+4uv+3v2)
=%(b+c+4a+3c—3b)

1

(4a+4c—-2b)=2a—b+2¢c

]|
It
K|

(2 + 172)=%((u +20)? + v?)

(u? + 4uv + 5v?)

= M]»—A Nl—- ml

(b+c+da+5c—3)

]v—AN

5 (4a — 4b+ 6¢c)=2a—2b+ 3c.

Durch entsprechende Uberlegungen erhilt
man (S) und (T).

® [iithrt einige Schritte des im Satz 2 be-
schriebenen Verfahrens aus, und tiberpriift,
ob pythagoreische Zahlentripel entstanden

sind! W. Schultze

Bela Rak, Ungarn

Der Satz
des Pythagoras

Ein Dreieck, lebend voll des Diinkels
des Habens eines rechten Winkels,
sich die Quadrate, artvertraut,

sofort auf jede Seite baut.

Ganz aufgetakelt tut es siehen

und meint, schon sei es anzusehen.
Denn die Katheten, so ¢uudricrt

und danach beide aufsumemien

sind gieich dem - pach dzs Sutzes
Flusse -

Quadrat von der Hypotenuse

Und der Beweis Jduft ohne Mihe
ganz einfach unter'm Wortchen siehe:

2
Nl

Pythagoras, verehrt, bewundert,
so lebte v.u.Z. funfhundert.

Dieses kleine Gedicht
sandte uns Frau K. Nédther aus Leipzig ein

Der Lehrsatz des Pythagoras zahlt wegen sei-
ner groBen Bedeutung fiir Berechnungen
und Beweisfiihrungen in der Elementar-
geometrie mit Recht zu den beriihmtesten
Lehrsidtzen der Planimetrie. Seine Entdek-.
kung wird, was mit dieser Absolutheit si-
cher nicht richtig ist, meist Pythagoras von
Samos zugeschrieben. Historisch belegte
Einzelheiten aus seinem Leben sind nur
wenige bekannt.

aus: Kleine Enzyklopddie Mathematik

Ala Fir den Satz des Pythagoras sind
mehr als 100 Beweise bekannt. Im oben
angegebenen Bild wird einer der kiirzesten,
der Zerlegungsbeweis dargestellt.
Vollziehe diesen Beweis nach!

Pythagoras von Samos
(um 580 bis 501 v.u.Z))

Der aus der Schillerschen Ballade be-
kannte Tyrann Polykrates von Samos soll
einstmals bei einem Gastmahl Pythagoras
gefragt haben, wieviel Schiiler er habe. Die-
ser antwortete: ,Ich will es sagen dir, o Po-
lykrates. Siehe, die Hilfte treibt die treffli-
che Mathematik, dagegen. ein Viertel
erforscht die Tiefen der Natur, der unsterb-
lichen, ein Siebentel iibt noch schweigend
die Kraft der Seele, im Herzen die Lehre
wahrend. ’

Zih!’ drei Jungfrauen hinzu, aus denen
Theano hervorragt, soviel fuhr’ ich der
Schiiler zum Born der ewigen Wahrheit.«
Wie viele ‘Schiiler hatte Pythagoras? '

aus: Kurzweil durch Mathe,
J. Lehmann
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25 Jahre

ABC-Mathematikolympiaden

Jedes Jahr werden die Schiiler der Klassen
1 bis 4 im Mairzheft der ABC-Zeitung auf-
gerufen, sich an der ABC-Mathematiko-
lympiade zu beteiligen. Die Zeitschrift Die
Unterstufe informiert die Lehrer jeweils zur
gleichen Zeit und verdffentlichi die Aufga-
ben der 2. Stufe (in Klausurform).

Welche Aufgaben haben diese Olympia-
den? — Sie sollen bei den Schiilern von der
ersten Klasse an die Liebe zur Mathematik
wecken, vorhandenes Interesse weiter for-
dern, die Lust an mathematischem Denken
und Knobeln entwickeln helfen und damit
zu einer sinnvollen Freizeitbeschiftigung
beitragen. Alle Schiiler der Klassen 1 bis 4
haben somit die Moglichkeit, ihre Krifte
miteinander zu messen, indem sie die ge-
stellten Aufgaben Idsen, sich in einer
1. Stufe zu Hause und. in einer 2. Stufe in
einer Klausur im Rahmen der Schule, in
zentralen Veranstaltungen der Pionierhidu-
ser, Stationen der Jungen Naturforscher
oder Klubhdusern zu bewiéhren. Sie geben
Gelegenheit, besonders leistungsstarke
Schiiler zu erkenmen und weiterzuférdern,
stellen eine echte Vorbereitung auf die
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR
(fur Klassen 5 bis 11/12) dar.

Diese ABC-Mathematikolympiaden kon-
nen auf eine 2S5jdhrige Tradition zuriick-
blicken. Sie wurden im Rahmen des Mathe-
matikbeschlusses des ZK der SED vom
17. Dezember 1962 im Jahre 1963 ins Le-
ben gerufen. An dieser Stelle sei den Initia-
toren dieser Hohepunkte auBerunterrichtli-
cher Arbeit, besonders aber den ,Schép-
fern“ der zahlreichen Aufgaben und den
Mitarbeitern der ABC-Zeitung und der Die
Unterstufe, den Lehrern, Arbeitsgemein-
schaftsleitern und auch den Eltern ge-
dankt. Ist es nicht ein schoner Erfolg, wenn
jahrlich an rund 180000 Junge Mathemati-

ker Urkunden fiir vorbildliche Leistungen
iiberreicht werden knnen? J.Lehmann

Auswahl von Aufgaben
ABC-Mathematikolympiade
Klassen 3 und 4

Ala Schreibe die groBte dreistellige
Zah] auf! Welche Zahl muBt du zu dieser

- Zahl addieren, um 1000 zu erhalten?

A2a Ordne die folgenden Zahlen der
GroBe nach, obwohl einige Grundziffern
(*) unlesbar sind!

344x»0;. *9»;. +xx1; 83; 1000; 354+1

a3 a Welche Zahlen erfiillen die folgen-
den Ungleichungen?

a) x % 3<10;

b) 43 <5x<68;

¢) 37>3x+27>34.

444 Wenn man die Zahl a um 7 verklei-
nert und das Ergebnis auf das Neunfache
erhoht, so erhilt man 108.

Wie heilt die Zahl a?

A5 aA Setze fir 4 und B Zahlen ein, aber
beachte die Zeichen ,+“, ,—“ und ,-“!

A+ 4 B
+ . —
A - A= B
B -B=20

A6 a Erginze das Quadrat so, daB die
Summe in jeder Zeile und Spalte dieselbe
Zahl ergibt!

75 12|57
48
39 21

Aus dem BeschluB des Politbiiros des ZK der SED
und des Ministerrates der DDR vom 17. Dezember 1962

® In allen Jugend- und Kinderzeitschriften sind regelmiBig nach einem genauen Plan in-
teressante Probleme und Aufgaben sowie geeignete Beitridge iiber die geschichtliche Ent-
wicklung der Mathematik und iiber ihre Rolle in Wissenschaft und Technik zu verdffent-
lichen. Mit Unterstiitzung des Ministeriums fiir Volksbildung und der Mathematischen
Gesellschaft der DDR sind zu diesem Zweck bei den Redaktionen Fachgruppen zu bil-

den.

@ Die Forderung erfolgreicher Teilnehmer der mathematischen Olympiaden und anderer
mathematisch befdhigter Schiiler ist eine gemeinsame Aufgabe der Schulen und Volks-
bildungsorgane, der Mathematischen Gesellschaft der DDR, der Wissenschaftler der
Hoch- und Fachschulen, der wissenschaftlich-technischen Kader der Betriebe und For-
schungsstitten sowie der gesellschaftlichen Organisationen.
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A 7a Subtrahiere von 3182100 das Pro-
dukt der Zahlen 56 823 und 56! Um wieviel
ist die Differenz groBer als 10?

A8 a4 Vervollstindige die Tabelle!

5|5 |88 |33
o = S o T &
9o Dol EAQ @ RZ v
gﬁ 3= 33‘:‘ g‘qw)ﬂ
v|Zz8>8lZzo 8|8 ?
100
204
18
“AGaA
a b 300 Nachfolger
vona+b
7 1000
0003 15
9 10
Al0a
34 + a =40
40 : 10 = b
b - a=-c¢

ci(a—b)+44=56
Welche Zahlen muBt du fiir 4, b und ¢ ein-
setzen?

Alla Zeichne ein Rechteck, das 7cm
lang und Scm breit ist. Unterteile die
Linge so, daB ein Quadrat und ein Recht-
eck entstehen. Das Quadrat zerlege in 4
kleine Quadrate. Wie lang sind die Seiten
eines kleinen Quadrates?

A 12 A Zeichne ein Quadrat 4BCD mit
der Seitenldnge a = 4 cm.

Verbinde 4 mit C und B mit D!

Zeichne um jeden Eckpunkt und den
Schnittpunkt von AC mit BC einen Kreis
mit dem Radius r =2 cm!

A 13 A Zerschneide die Figur mit einem
Schnitt so, daB die entstehenden Teile zu
einem Quadrat zusammengesetzt werden
koénnen! Finde zwei Mdglichkeiten!

Al4a Im Schulgarten sollen Straucher
in Reihen von 8 m Linge gepflanzt werden,
in jede Reihe 10 Striucher. Die Schule
kaufte 50 Striucher. Wieviel Meter betrigt
die Gesamtlinge der Reihen, die bepflanzt
werden konnen?

A 154 Horst fahrt mit dem Fahrrad zur
Schule. Um 7.45Uhr hat er die halbe
Strecke zuriickgelegt. Der Unterricht be-
ginnt um 8 Uhr. Wenn er mit gleichem



Tempo weiterfihrt, so.ist er 5 Minuten vor
Unterrichtsbeginn in der Schule.

a) Wieviel Minuten Fahrzeit bendtigt
Horst fiir die gesamte Wegstrecke?

b) Wann fihrt Horst von zu Hause fort?

a16a In einem Stadtbezirk wurden 260
groBe Wohnungen renoviert. Der zehnte

Teil der Wohnungen hat 56 m> Wohnfli-.

che, der vierte Teil der Wohnungen hat
67 m? und der Rest 80 m? Wohnfliche pro
Wohnung. Berechne die Gesamtwohnfli-
che aller renovierten Wohnungen!

Al7a Aus 30g Blitennektar entstehen
10 g Bienenhonig.

Wieviel Gramm Bliitennektar sind fiir 1 kg
Bienenhonig notwendig?

A 18 A Fiir 3 Handtiicher vom gleichen
Preis bezahlt Mutter 4,62 Mark.

- Wieviel Mark wiirden 7 Handtiicher dieser
Sorte kosten?

4194 Ineinem Korb liegen 5 gelbe und
3 rote Kugeln. Man kann in den Korb hin-
eingreifen, aber die Kugeln nicht erken-
nen.

Wie oft muBl man in den Korb greifen, um
ganz sicher 2 Kugeln herauszuholen, die
die gleiche Farbe haben?

A20a Uwe sagt: ,Mein- Vater ist
42 Jahre alt. Mein Vater ist zwei Jahre dlter
als meine Mutter. Meine Mutter ist dop-
pelt so alt wie mein Bruder und ich. Ich
bin zwei Jahre jinger als mein Bruder.“

Wie alt sind Uwe, sein Bruder und seine

Mutter?

A2l a In einem Bild sollen die Kreise
Eckpunkte von Dreiecken darstellen.

Die neun Zahlen 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 sol-
len so in die neun Kreise eingetragen wer-
den, daB die Summe in jedem Dreieck 15
betrédgt. (Die Zahlen 1, 8 und 9 wurden be-
reits eingetragen.) ’

422 a Die Quadrate sind in dem Bild
nach einer Regel angeordnet.

(mm P
9
ull

¢
Welches der Quadrate wiirdest du an Stelle
des Fragezeichens setzen? Schau dir genau

die Zeilen und auch die Spalten an!
Erkennst du die Regel?

i F ]
"

D

A23 A Wieviel Quadrate findest du in
dieser Zeichnung?
Und wieviel Dreiecke sind es?

A24 A In dem Bild ist eine Figur mit 10
gleichen Hélzchen gelegt. Lege ein Holz-
chen so um, daBl in der Figur zwei Qua-
drate entstehen!

A25a Jeder von vier Briidern einer Fa-
milie sagt: ,Ich habe zwei Schwestern.“
Wieviel Kinder gehdren zur Familie?

Zitiert

® Man muB den zukiinftigen Mathemati-
ker von Kindheit an erziehen, je friiher, de-
sto besser.
Niemanden verwundert es, daB die Ausbil-
dung einer zukiinftigen Ballerina oder
eines zukiinftigen Musikers meistens
schon in frither Kindheit, im Alter von 6
bis 8 Jahren, beginnt. Das erklart sich da-
durch, daB eine erfolgreiche Beherrschung
der Feinheiten der Ballettkunst odér der
Musik im jugendlichen Alter unmoglich ist
ohne eine spezialisierte Ausbildung in der
Kindheit. ... Man darf nicht glauben, daB
es in der Wissenschaft und besonders in
der Mathematik anders wire.
W. G. Boltjanski, 1. M. Jaglom,
Moskau

® Wir miissen die Vorziige unseres einheit-
lichen und zugleich gegliederten Bildungs-
wesens noch besser nutzen, um alle Ta-
lente zu entwickeln, darunter vor allem
Spitzenbegabungen.
Prof. Dr. G. Neuner, Prisident
“der Akademie der Padagogischen
Wissenschaften der DDR

’

Ala
Find a digit to replace each letter.
FIVE
- FOUR
ONE

Each letter stands for only one digit.
(There is more than one possible answer.)

A2 A B nocnemuee BpeMs s MIHOTO XOXY
Ha jenxax. IIpaBna, mosasyepa s mporien
Ha 3 kM Oonblle, yeM BYepa, a BUepa HaA
40 KM MEHbILUE, YeM I03aBYepa M Ceroaus
BMecTe. CKONBKO KMJIIOMETPOB i TIPOLLEN
Ha JhIXKAaX ceromus?

A3a .Un bassin est alimenté en eau par
deux robinets; I’'un, en coulant seul, rem-
plit ce bassin en 9 heures; I'autre le remplit
en 6 heures.

a) Quelle fraction du volume du bassin
chacun de ces robinets remplit-il en 1
heure?

b) On ouvre simultane les deux robinets.
Quelle est la fraction de volume du bassin
remplit au bout d’une heure?

¢) Au bout de combien de temps: le bassin
sera-t-il plein?

A44a La pyramide des nombres
Sachant que chaque nombre est égal a la
somme des déux nombres situés dans les
rectanglés au-dessous de lui, reconstituez
cette pyramide arithmétique!

aus: Maximath, Belgien
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Fan-Tan

ein mathematisches
Spiel

Fan-Tan ist ein Spiel fiur zwei Personen,
fir das lediglich einige kleine Steine,
Streichhélzer oder dhnliches benGtigt wer-
den. Es stammt vermutlich aus China. Die
wohl bekannteste Variante des Spiels 148t
sich wie folgt beschreiben:
Auf einem Tisch werden 15 Steine in drei
Haufen angeordnet.
Der erste Haufen enthdli 7 Steine, der
zweite Haufen S Steine und der dritte Hau-
fen 3 Steine. Die beiden Spieler (nennen
wir sie A und B) nehmen nun abwechselnd
von einem der drei Haufen eine beliebige
Anzahl von Steinen weg. Dabei ist es
gleichgiiltig, von welchem der drei Haufen
die Steine weggenommen werden, wichtig
ist nur, daB jeweils wenigstens ein Stein
weggenommen wird und alle mit einem
Ma) weggenominenen Steine von ein und
demselben Haufen sind. So wird verfahren,
bis sich kein Stein mehr auf dem Tisch
befindet. Gewonnen hat, wer den letzten
Stein nimmt.
Um den Verlauf einer Partie in {ibersichtli-
cher Form darstellen zu konnen, charakte-
risieren wir jede Stellung der Partie durch

a
ein Zahlentripel <az

a3
nenten da,, a; und a, folgende Bedeutung
haben sollen: der erste Haufen enthélt ge-
nau a,, der zweite genau a, und der dritte
genau a, Steine.

, dessen Kompo-

An Hand zweier Beispiele soll der Verlauf
einer Partie verdeutlicht werden (iiber dem
Pfeil wird jeweils der zum Zug kommende
Spicler angegeben):

a)

TN o /6N 5 /6\ A /0\ 5 /O
S51=2{S)—=(3 ]33 )13
3 3 3 3 2
—=>{2)})=(2)={1)—={0]}—>{0
2 1 1 1 0
b)
7 A s /6 A a' 0
5 -3 3
3 3 3 3
A A
— 2 —> 2 0 —> 0
3 2 2 0
Im ersten Beispiel gewinnt A; im zweiten
dagegen B.
Wir wollen uns bei der mathematischen

Untersuchung des Spiels nicht auf den
oben beschriebenen Spezialfall von drei
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. 7
Haufen und der Anfangsstellung (5) be-
3

schrinken. Es wird daher vereinbart, da8 m
Haufen von Steinen gebildet werden, und
zwar enthalte der i-te Haufen (1si<m)
zu Beginn des Spiels n; Steine. Eine be-
stimmte Stellung des Spiels wird dann in
der Form

dargestellt, wobei a; (1 = i = m) die Anzahl
der Steine im i-ten Haufen angibt. Das
Ziel unserer Untersuchungen ist es, heraus-
zufinden, ob es eine Regel (Gewinnstrate-
gie genannt) gibt, die es einem der beiden
Spieler gestattet, den Gewinn zu erzwin-
gen, und zwar unabhingig von der Spiel-
weise seines Gegners. Da eine Partie stets
nach einer endlichen Anzahl von Ziigen
beendet ist, muB es immer einen Gewinner
und einen Verlierer geben. Es ist also klar,
daB eine solche Gewinnstrategie - im
Falle ihrer Existenz — nur fir einen der
beiden Spieler anwendbar ist.

Im Ergebnis unserer Untersuchungen wird
sich zeigen, daB stets einer der beiden
Spieler, in AbhZngigkeii von der Anfangs-
stellung, den Gewinn erzwingen kann.

Mathematische Thearie des Fan-Tan

Um das Spiel einer mathematischen Unier-
suchung zuginglich zu machen, ist es er-
forderlich, daB wir den zur Beschreibung
verwendeten Begriffen der Umgangsspra-
che eine wohlbestimmte mathematische
Bedeutung geben: Einen konkreten Spiel-
verlauf wollen wir als eine Partie bezeich-
nen. Das Wegnehmen von Steinen durch
einen Spieler entsprechend der Spielregel
heiBe ein Zug. Der Einfachheit halber wol-
len wir denjenigen Spieler, welcher den er-
sten Zug ausfiihrt, Spieler A und den ande-
ren Spieler B nennen.

Offenbar ist der Stand des Spiels zu jedem
Zeitpunkt einer Partie vollstindig bekannt,
wenn wir wissen:

a) welcher Spieler am Zug ist und

b) wie viele Steine sich in den einzelnen
Haufen befinden.
a,
a

Das m-Tupel ,wobeig;(i=1,2,...,m)

am
die Anzahl der Steine im i-ten Haufen sei,
heiBe eine Srellung (ungeachtet dessen,
welcher Spieler am Zug ist). Mitunter wer-
den wir eine Stellung einfach mit einem
unterstrichenen kleinen lateinischen Buch-
staben bezeichnen.

by
Eire Stellung b= :bz heiBe von' der
b
a,
Stellung a= ?2 erreichbar, wenn es
a

moglich ist, mit einem Zug von der Stel-

lung a zur Stellung b iiberzugehen. Aus der
Splelregel schlieBen - wir, daB die Stellung b
genau dann von der Stellung a erreichbar
ist, wenn es eine Zahl j (1 =j = m) gibt, so
daB:
a;=b; fur
und
a,- > bj.
Dies bedeutet, daB wir Stellung b aus der
Stellung g erhalten kdnnen, indem wir vom
J-ten Haufen a; — b; Steine wegnehmen.
Ala Welche Stellungen kénnen in einer
Partie mit der Anfangsstellung
ny
ny

i=1,2,...j-1j+1,...m

(mit n; %0, i=1,2,...,m)

nm
auftreten? Man bestimme die Anzahl aller
moglichen Stellungen!
Wir wollen uns. nun der Losung des in
der Einleitung gestellten Problems zuwen-
den. ‘Hierzu werden wir alle — entspre-
chend einer vorgegebenen Anfangsstellung
ny
?2 — moglichen Stellungen des
im
Spiels in zwei Klassen, in Gewinn- und
Verluststellungen, einteilen. Dabei wollen

- wir unter einer Gewinnstellung eine solche

Stellung verstehen, die es dem am Zug be-
findlichen Spieler erméglicht, unabhingig
von der weiteren Spielweise seines Gegners
den Gewinn zu erzwingen.

Als Verluststellung wollen wir dann ent-
sprechend eine solche Stellung bezeich-
nen, die es dem am Zug befindlichen Spie-
ler unmdoglich macht zu gewinnen, voraus-
gesetzt, sein Gegner spielt verniinftig.

Mit den hier eingefihrten Begriffen Ge-
winn- bzw. Verluststellung verbunden ist
naturgemilB die Frage, ob sie dem Spiel
entsprechend liberhaupt einen Sinn haben,
d. h., ob es solche Stellungen tiberhaupt
gibt, und wenn ja, wie man diese charakte-
risieren kann. Man beachte, da wir sogar
angekiindigt haben, die Mcnge aller mogli-
chen Spielstellungen in Gewinn- bzw. Ver-
luststellungen zerlegen zu konnen, d. h.
von jeder Spielstellung im Vorhinein ent-
scheiden zu kénnen, ob sie zum Gewinn
bzw. Verlust des Spieles fithrt — besser
sollte man wohl sagen: filhren kann, denn
wir fordern ja immer zusitzlich von dem in
einer Gewinnstellung am Zuge befindli-
chen Spieler, daB er verniinftig (auch dies
wird im Folgenden zu kldren sein) spielt.
Doch wenden wir uns nun endlich der ge-
suchten Zerlegung zu. Hierzu werden wir
ein Verfahren benutzen, welches zuriick-
geht auf den franzdsischen Mathematiker
C. L. Bouton (1902) und eine sehr originelle
Anwendung des folgenden mathemati-
schen Sachverhaltes beinhaltet:

Jede natiirliche Zahl n 148t sich auf ein-
deutige Weise als Summe paarweise ver-
schiedener Zweierpotenzen darstellen:

=028+ o 2814 L+ a2l 4 2
mit
=1 bzw. ;=0 (i=0,1,2,.. k).

Denjenigen Lesern, welche sich schon ein-
mal mit der Darstellung von Zahlen in



elektronischen Rechenautomaten beschif-
tigl haben, ist dieser Sachverhalt als dyadi-
sche Darstellung (hdufig auch bindre oder
duale Darstellung genannt) einer natiirli-
chen Zahl bekannt.

Praktisch erhdlt man die d'yadische Dar-
stellung einer gegebenen natiirlichen Zahl
durch wiederholtes Dividieren mit Rest
(durch 2) und Verwendung der hierbei ent-

stehenden  Reste als Koeffizienten
o, Oy, ..., o fr die dyadische Darstellung:
Beispiel:

(1)

11=2-5+1 op=1

5=2-2+1 o=1 34 Al L0
z=2'i+0 =0 11=22+2"+2
1=20+1 =1

2)

8=2-4+0 =0

4=2-2+0 o =0 g =2
2=2-140 op=0

1=2:0+1 o3=1

Um die gesuchte Zerlegung in Gewinn-
bzw. Verluststellungen vorzunehmen, be-
trachten wir eine beliebige Stellung

a,
a=| 2
Am
aus der Menge M aller beziiglich der An-
nm
fangsstellung :12 moglichen Spielstel-
nm

lungen.

Die Zahl d; (i=0,1,2,...) gebe an, wie oft
2/ in den dyadischen Darstellungen der
Zahlen a,, a,, ..., a,, auftritt. Tritt 27 in kei-
ner dieser dyadischen Darsteliungen auf,
so sei d; =0. Zur Verdeutlichung betrach-
ten wir zwei Beispiele:

1 20
a) 21_|[2
0 0
5 20422

Hierist dy=2und d,=4d,=1.
Alle anderen d; sind nuil.

3 20421
b) 7=
10

20421 + 22
21 + 23

Hierist dy=2,d,=3 und d, =d,=1.

Alle anderen d; sind null.

Die Menge der Stellungen wird nun folgen-

dermaBen in zwei Teilmengen G und V

zerlegt: Zur Menge V gehoren alle Stellun-

mit der Eigenschaft,

daB alle d; geradzahlig sind.

Die restlichen Stellungen bilden die
Menge G. Die auf diese Weise in M gebil-
deten Teilmengen V und G sind offenbar
disjunkt und erschépfen M ganz. Wir wol-
len nun nachweisen, daB einerseits jede
Stellung aus V eine Verlust- und anderer-
seits jede Stellung aus G eine Gewinnstel-
lung ist. Hierzu zeigen wir:

(1) Die Endstellung gehort zu V.

0

(2) Jede von einer Stellung a€ V erreich-
bare Stellung ¢’ liegt in G.
(3) Zu jeder Stellung a€ G gibt es wenig-
stens eine von a erreichbare Stellung
aeV.
Bevor wir den Nachweis der Richtigkeit
dieser Aussagen antreten, wollen wir uns
vergegenwirtigen, welche Bedeutung sie
fiir das Spiel haben:
® Gelangt ein Spieler (sagen wir A) in
einer Stellung a€ G zum Zuge, so kann er
gemidB (3) seinem Gegenspieler (B) stets
eine Stellung aus V vorsetzen; letzterer je-
doch bringt (wegen (2)) beim Ziehen den
Spieler A wieder in eine Stellung, die not-
wendig zu G gehort. Somit ist 4 stets in
einer Spielstellung aus G am Zuge und
kann in jedem Fall daflr sorgen (indem er
(3) wiederholt ausnutzt), daB B stets mit
einer Stellung aus V Zugzwang hat. Da
einerseits nur endlich viele Steine zur Ver-
fligung stehen und andererseits in jedem
Zug des Spielverlaufs wenigstens ein Stein
aus einem der Haufen entnommen wird,
mufB} nach endlich vielen Ziigen die End-
0

entstehen. Weil diese nach
0
(1) zu V gehort, wird sie (bei Einhaltung
der auf (3) orientierten Spieltaktik durch
Spieler A) dem Spieler B vorgesetzt wer-
den. Damit aber verliert B — die Stellung a
war also eine Gewinnstellung.
® Gelangt dagegen der Spieler A in eine
Stellung be ¥V zum Zuge, so ist dies entwe-
der die Endstellung

0

stellung

des Spiels und A hat verloren, oder
0

aber A bringt (gemiB (2)) beim Ziehen sei-
nen Gegenspieler B in eine Stellung aus G.
Nach dem oben Gesaglen verliert dann je-
doch A — vorausgesetzt B benutzt (3) bei
der Wahl seiner Spieltaktik. Folglich war b
eine Verluststellung.
Dies zeigt uns, daB die Aussagen (1)-(3)
hinreichend dafiir sind, die Stellungen aus
G als Gewinn- und die Stellungen aus V
als Verluststellungen auszuweisen. Wir
wollen uns nun dem Beweis der Aussagen
(1)—(3) zuwenden:

0
Zu (1): Ist a= , so sind offenbar alle
0
d; =0 und also geradzahlig.
0
Die Stellung gehort demzufolge zur
0

Menge V.

Zu (2): Ist eine Stellung a’ von der Stel-
lung g erreichbar, so unterscheiden sich g
und a_’ in der Anzahl der Steine in genau
einem der m Haufen. Da in der dyadischen
Darstellung einer Zahl jede Zweierpotenz

21 héchstens einmal auftritt, unterscheiden
sich die zu a bzw. a’ gehdrenden Zahlen 4
und d; jeweils héchstens um 1.
Andererseits ist klar, daB nicht fiir alle §
d; = d; sein kann. Gehort nun die Stellung
a zur Menge V, so sind alle d; geradzahlig.
Aus dem oben Dargelegten ergibt sich
dann, daB bei jeder von a erreichbaren
Stellung a’ wenigstens ein ungeradzahliges
d; auftreten muB, d.h. alle von a erreichba-
ren Stellungen gehdren zur Menge G.

a,
Zu (3): Gehért eine Stellung a = »flz
am
zur Menge G, so treten gewisse Zweierpo-
tenzen in den dyadischen Darstellungen
der Zahlen ay, ..., a,, ungeradzahlig oft auf.
Die groBte dieser Zweierpotenzen sei 2'.
Es sei ag; (1 =k =m) eine Komponente
von g, in deren dyadischer Darstellung 2’
auftritt. Wir bezeichnen die ungeradzahlig
oft auftretenden Zweierpotenzen, welche
in der dyadischen Darstellung von g; vor-
kommen mit

t=20 20 20

Die anderen (also nicht in a;) ungeradzah-
lig oft auftretenden Zweierpotenzen seien

20, .. 20k,

Wir betrachten nun die Stellung
aj

a_’ =1 a& |,
;z/

m

mit a, = a, fur
c=1,2,...,k—1,k+1,...,mund

ay=ay = 20— . =204 20+ L+,
Wegen

20=20>20—1=20+ . + 2,

ist @} < a, und somit die Stellung a’ von a
erreichbar. .

Da sich ferner auf Grund der Bildungsvor-
schrift fir a’ alle ungeradzahligen d; um
+1 oder —1 gedndert haben, sind die zu a_’
gehdrenden d; alle gerade, d. h. ¢’ gehdrt
zur Menge V.

Weil der Nachweis der dritten Eigenschaft
recht kompliziert ist, soll er noch an einem
Beispiel verdeutlicht werden:

20+ 2!

3
a=| 7)={20+42t+22
10 2+

Esistdy=2d,=3undd,=d;=1.Dad,,
d, und d; ungerade sind, gehort a zur Menge
G. Die groBte ungeradzahlig oft auftre-
tende Zweierpotenz ist offenbar 2°. Sie tritt
in der dyadischen Darstellung von a; = 10
auf. In der dyadischen Darstellung von a;
treten 23 und 2! auf, 2? dagegen nicht, und
es ist folglich

ay=a;—2>-21+22

=10-8-2+4=4.

Die neue Stellung ist also:

3 20+ 2!
o ()[R
4 22

A2 A Im Beispiel (b) der Einleitung un-
terlduft dem Spieler A ein Fehler.
Finde diesen!

Th. Bohme
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Wer lost mit?

alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1988

Ma5m2840 Robert las am ersten Tag ge-
nau 36 Seiten eines Buches. Am zweiten
Tag las er 12 Seiten mehr als am ersten
Tag. Er hatte nun noch drei Viertel der An-
zahl der Seiten dieses Buches zu lesen.
Wieviel Seiten umfaBt dieses Buch?
Schiilerin N. Xénig, Klein Krams

Ma5m2841 Ich denke mir eine Zahl.
Addiere ich 100 dazu, so erhalte ich zehn
mehr als das Zehnfache meiner gedachten
Zahl.
Welche Zahl habe ich mir gedacht?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2842 Egon offnet seine Spar-
biichse, um festzustellen, welchen Geldbe-
trag er bereits gespart hat. Die Sparbiichse
enthilt 1-Pf-, 5-Pf-, 10-Pf-, 20-Pf- und
50-Pf-Minzen, keine weiteren Miinzen
oder Geldscheine. Es sind 18 einzelne
Pfennige, zweimal soviel 5-Pf-Miinzen und
dreimal soviel 10-Pf-Miinzen, aber nur
halb soviel 50-Pf-Miinzen wie 1-Pf-Miin-
zen, auBerdem noch neun 20-Pf-Miinzen.
Welchen Geldbetrag hat Egon gespart?
Schiilerin I. Schulze, Zittau

Ma 5m 2843 Jedes der 16 Klassenzimmer
einer Schule hat gleich viele Stiihle. Aus
jedem Klassenzimmer trdgt man 8 Stiihle
in die Aula. Nun sind in den 16 Klassen-
zimmern noch soviel Stiihle, wie vorher in
12 Klassenzimmern waren. In den iibrigen
Riumen der Schule sind noch weitere
38 Stiihle. Uber wieviel Stithle verfiigt
diese Schule?  StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2844 Das abgebildete Quadrat
wurde durch drei Strecken in zwei Drei-

ecke (1) und (5) und in vier Vierecke (2),
(3), (4) und (6) zerlegt. Wie viele verschie-
dene Vierecke enthdlt das abgebildete
Quadrat? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2845 In dem Schema

MATHE
+ MATHE

ALPHA

bedeuten gleiche Buchstaben gleiche
Grundziffern und verschiedene Buchsta-
ben verschiedene Grundziffern. Auerdem
darf keine Ziffer mit 0 beginnen. Diese
Aufgabe besitzt vier Losungen. Versuche,:
alle Losungen zu finden. Sch.

Ma 5wm2846 Ein Quadrat ABCD wurde,
wie aus dem Bild ersichtlich, in vier Recht-
ecke ALFE, LBKH, HKGF und EGCD un-
terteilt, die simtlich den gleichen Flichen-
inhalt besitzen. Wie lang sind die Seiten
dieser vier Rechtecke, wenn die Quadrat-

seite 12 cm lang ist? Sch.
) 12 cm c

3 £ G

- H K

A L 8
Ma6m2847 Die Handballmannschaft

einer Schule trug im vorigen Schuljahr

130 - alpha. Berlin 21 (1987) 6

. 25 Spiele aus. Sie gewann dreimal so viele
2 3 Spiele wie sie verlor. Es waren weniger un-
entschiedene als verlorene Spiele. Wie
1 viele Punkte erreichte die Mannschaft,
wenn jedes gewonnene Spiel 2 Punkte, je-
5 6 des unentschiedene 1 Punkt und jedes ver-
4 lorene 0 Punkte zihlte?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
Markus Mdder Ma 70
Schweinor lleg 17 . ¢-Gagaren - 05 o| 2647
H *
Schmablalolen Klase 7
0 6080 150

Pradibat : e

| g

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha
Postfach 14
Leipzig

7027

3. Der jeweiligen Aufgabennummer ist ein
Ma (Mathematik), Na/Te (Naturwissen-
schaft und Technik) und eine Ziffer, z.B. 7
vorgesetzt (d. h. fiir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Kiassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene Idsen die
Aufgaben, welche mit Ma10/12 oder
Na/Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210mm
X 297 mm) (sieche Muster), denn jede Auf-
gabe wird fiir sich, d.h. in einem Zug korri-
giert.

Noch eine Bitte an die Schulen: Sendet
bitte die Losungen bereits nach Aufgaben
sortiert ein.

6. Teilnehmer, die eine richtige Losung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Pridikat ,sehr gut geldst“,
»gut geldst“ oder ,geldst“. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1987/88 lauft von Heft 5/1987 bis
Heft 1/1988. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1988 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88
erworbenen Karten geschlossen an die Re-
daktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (von den
Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88) er-
halten hat und diese einsendet, erhilt eine
Anerkennungsurkunde und ein alpha-Ab-
zeichen. Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1987/88
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunde zuriick). Schii-
ler, die schon mehrere Jahre teilnehmen,
senden bitte die zuletzt erhaltene Urkunde
mit ein. Wir bitten darauf zu achten, daB
alle Postsendungen richtig frankiert sind
und die Postleitzahl des Absenders nicht
vergessen wird.

Redaktion alpha



Ma 6 m 2848 In dem Schema
*9 %9
-+ *9Q x

= x(Q * x

ergibt die Summe aus einer vierstelligen
und einer dreistelligen Zahl eine fiinfstel-
lige Zahl. Wie lautet die richtig geloste Ad-
ditionsaufgabe?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m 2849 Es ist die kleinste natiirliche
Zahl zu ermitteln, die durch 4 und 5 teil-
bar ist und deren Quersumme 36 betrigt!

Sch.
Ma 6 w2850 Ermittle alle Zahlentripel
L(a,b,0), welche die Gileichung

a- b+ ¢=100 erfiillen. Dabei sind a, b, ¢
Primzahlen, und es gilt a < b < c.
OL W. Melka, Neubrandenburg

Ma6 w2851 In einem rechtwinkligen
Dreieck ABC ist die Hypotenuse AB dop-
pelt so lang wie die Kathete BC. Es sind
die GroBen or und § der beiden spitzen In-
nenwinkel des rechtwinkligen Dreiecks
ABC zu bestimmen!

Schiilerin A. Bothe, Manschnow

Ma 6 m 2852 Es sind alle Dreiecke zu er-
mitteln, bei denen die MaBzahlen der Sei-
tenldngen natiirliche Zahlen sind, und die
folgende Bedingungen erfiillen:
(1) Fiir die Seitenlingen a, b, c¢ gilt
a<b<ec.
(2) Das Sechsfache der kleinsten Seiten-
lange ist gleich dem Produkt aus den bei-
den anderen Seitenldngen.

Schiiler Ch. Bélling, Berlin

Na/Te 6 m407 Welche Durchschnittsge-

schwindigkeit hat der Motorkolben eines

PKW vom Typ Trabant 601, wenn der Hub

73 mm betragt und in 10 s 500 Umdrehun-
gen der Kurbelwelle erfolgen?

aus: Aufgabensammlung Physik,

Volk und Wissen, Berlin

Ma7m2853 Von 32 Schiilern gehort je-
der wenigstens einer der Arbeitsgemein-
schaften Modellbau oder Werken an. In
der AG Werken sind doppelt so viele Teil-
nehmer wie- in der AG Modellbau. Ein
Drittel der Modellbauer beteiligt sich auch
an der AG Werken.
Wie viele Schiiler nehmen an beiden Ar-
beitsgemeinschaften teil?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2854 Wemer wurde gefragt, wie-
viel Antwortkarten des alpha-Wettbewerbs
er schon erhalten hitte. Er sagte: ,,Bis auf
3 Karten hatten alle Karten den Vermerk
,sehr gut geldst.

Bis auf 7 Karten war der Vermerk ,gut ge-
16st* und bis auf 8 Karten war der Vermerk
,nicht gelost' angegeben.“ Wieviel Karien
von jeder Art hat Werner erhalten?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2855 Zeichne ein gleichseitiges
Dreieck ABC. Lege einen beliebigen inne-
ren Punkt P fest und verbinde ihn mit den
Eckpunkten 4, B und C. Das Dreieck ABC
habe die Seitenlinge @, die Verbindungs-
strecken P4, PB bzw. PC haben die Lin-

gen x, y bzw. z. Weise nach, daB stets gilt

x+y+z>%-a! Sch.
Ma 7w 2856 Einem Kreis k mit dem Ra-
dius r wurde ein Quadrat einbeschrieben,
d. h., die Ecken des Quadrates liegen auf
der Peripherie des Kreises. Wieviel Prozent
vom Fliacheninhalt des Kreises betrigt der
Flicheninhalt des ihm einbeschriebenen
Quadrates? Sch.

Ma7m 2857 ,Sag mir bitte, wann du in
diesem Jahr Geburtstag hattest“ wird Jiir-
gen von seinem Freund gefragt. Jiirgen li-
chelt und sagt: ,Damit du es gut behiltst,
berechne die flinfstellige Zahl fiir die
** %87 =7 *x*xx gilt. Dabei besteht die
vierstellige Zahl aus vier aufeinanderfol-
genden Zahlen und ist so groB wie mog-
lich.“

(Bemerkung: Es wire z.B. 21.9.87 ohne die
Punkte eine entsprechende fiinfstellige

Zahl) StR H.-J. Kerber, Neustrelit:

Na/Te 7m 408 Auf einer Kochplatte wird
ein Topf mit Wasser erwirmt. Warum geht
die Erwdrmung von 20 °C auf 30°C schnel-
ler vor sich als die Erwdrmung von 80°C
auf 90°C (bei gleicher Wirmeabgabe der
Heizplatte)?
aus: Aufgabensammlung Physik,
Volk und Wissen, Berlin

Na/Te 7m 409 Es soll ein Spiegel an eine
senkrechte Wand so aufgehingt werden,
daB sich ein Miadchen (KorpergroBe
170 cm, Augenhohe 160 cm) vollstindig
betrachten kann. Wie hoch muf3 die Ober-
kante iiber dem Erdboden hidngen und wie
grofl muB der Spiegel mindestens sein?

(Lésungshinweis: Beachte bei der geometri-
schen Lo6sung, daB Lichtstrahlen sowohl
von den FuBspitzen als auch vom Scheitel
zum Auge gelangen miissen.) R.

Ma 8 m2858 Gesucht ist wenigstens eine
neunstellige natiirliche Zahl, die aus den
Ziffern 1 bis 9 besteht und in welcher jede
dieser Ziffern genau einmal vorkommt.
Die gesuchte Zahl hat folgende Eigen-
schaften: ’
Die aus den ersten beiden Ziffern gebildete
Zahl ist durch 2 teilbar, die aus den ersten
drei Ziffern gebildete Zahl ist durch 3 teil-
bar, die aus den ersten vier Ziffern gebil-
dete Zahl ist durch 4 teilbar, die aus den
ersten funf Ziffern gebildete Zahl ist durch
S teilbar, die aus den ersten sechs Ziffern
gebildete Zahl ist durch 6 teilbar, die aus
den ersten sieben Ziffern gebildete Zahl ist
durch 7 teilbar, die aus den ersten acht Zif-
fern gebildete Zahl ist durch 8 teilbar, die
aus den ersten neun Ziffern gebildete Zahl
ist durch 9 teilbar.
(Hinweis: Benutze den Taschenrechner!)
Fachlehrer W. Bucher, Gerstungen

Ma8m2859 Gegeben sei ein Trapez

ABCD mit den parallelen Seiten AB und

CD, fur welches

BC=CD=AD=a=5cmund 4B =24

gilt!

Berechne die Linge der Diagonalen AC!
Diplomlehrer J. Kreusch, Lébau

Ma8m 2860 Einem rechtwinkligen Drei-
eck ABC, dessen Hypotenuse BC die Linge
5cm und dessen Kathete AB die Linge
3cm besitzt, ist ein Halbkreis einzube-
schreiben, dessen Mitlelpunkt M auf der
Kathete AC liegt und der die Geraden 4B
und BC beriihrt. Es ist die Linge des Ra-
dius dieses Halbkreises zu bestimmen! Sch.

Ma 8 w2861 Die Ziffernfolge einer funf-
stelligen natiirlichen Zahl werde durch de-
ren Multiplikation mit 4 umgekehrt. Wel-
che natiirliche Zahl erfiillt diese Bedin-
gung? Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ma 8 w2862 Fine Portion Eis mit Sahne
kostet 2,15M. Eine Portion Ananas mit
Sahne kostet 2,55 M. Eine Portion Eis mit
Ananas kostet 2,30 M.

a) Wieviel kostet eine Portion Eis mit Ana-
nas und Sahne?

b) Wieviel kostet jeweils eine Portion Eis,
Ananas bzw. Sahne? 0. Gehring, Dresden

Na/Te 8 m410 Ein Hebel ist 2 m lang. An
welcher Stelle muB er unterstiitzt werden,
damit man mit einer Kraft von 20 N eine
Last von 140 N anheben kann? (Der Hebel
soll als zweiseitiger Hebel wirken!) R.

Na/Te 8®411 Ein Federkraftmesser, an
dem ein Korper aus Blei angehidngt ist,
zeigt 0,565 N. Nach dem Eintauchen in
Wasser zeigt er 0,515 N. Wie groB ist das
Volumen des Bleikorpers?
(Beachte, daB auf einen Korper von 100 g
Masse eine Gewichtskraft von — anné-
hernd — 1 N auf der Erde wirkt.)
aus: Aufgabensammlung Physik,
Volk und Wissen, Berlin

Ma9m2863 Gegeben seien drei Qua-
drate. Zwei davon sind zueinander kongru-
ent. Das dritte Quadrat hat eine um 2 cm
lingere Seite als jedes der zwei kongruen-
ten Quadrate. Sein Fldcheninhalt ist um
4 cm? groBer als die Summe der Flichenin-
halte der beiden kongruenten Quadrate.
Wie_lang ist jede Quadratseite?

Schiiler H. Laabs, Berlin

Ma9m2864 Von einem gleichschenkli-
gen Dreieck ABC mit der Basis 4B seien
die Hohe A, = 4,0 cm zur Seite AB und der
Umekreisradius r = 4,5 cm gegeben. Es sind
Umfarg und Flacheninhalt des Dreiecks
ABC zu berechnen!

Diplomiehrer J. Kreusch, Lobau

Ma9m2865 Das Produkt von fiinf auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist
224mal so groB wie die Summe aus diesen
Zahlen. Um welche Zahlen handelt es
sich? Sch.

Ma9m2866 Ein Kind hat eine be-
stimmte Anzahl schwarzer und eine be-
stimmte Anzahl weiBer Spielsteine, insge-
samt sind es sechs. Das Kind probiert alle
Moglichkeiten aus, diese sechs Spielsteine
in eine Reihe zu legen, wobei jedesmal die
Farben schwarz oder weifl verschieden an-
geordnet sind.

Nun findet das Kind heraus, da3 es genau
15 derartige Moglichkeiten gibt. Wieviel
weie und wieviel schwarze Spielsteine
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hatte das Kind, wenn seine Behauptung
richtig ist? Fr.

Ma9®2867 In dem Bild seien die Strek-
ken mit den Lingen a, b und x paarweise
parallel zueinander. Man finde eine For-
mel, mit der man bei gegebenen Lingen a
und b die Linge x berechnen kann!

Doris Gollé, Wien (Osterreich)

Na/Tem412 Zur Bestimmung der spezi-
fischen Wirmekapazitit des Kupfers er-
wirmte ein Schiller einen Korper aus Kup-
fer (Gewichtskraft SN) bis auf eine
Temperatur von 100 °C und steckte ihn an-
schlieBend in ein Kalorimeter aus Alumi-
nium (Gewichtskraft 0,6 N), das mit 400 ml
Wasser gefiillt war. Die Anfangstemperatur
des Wassers im Kalorimeter betrug 15°C,
die Endtemperatur 24,4°C. Welchen Wert
erhielt der Schiiler fiir die spezifische Wir-
mekapazitit des Kupfers? R.

Na/Te9m413 Welchen Wert mufl der
Widerstand R, haben, damit durch die
Lampe bei einer Spannung von 60V ein
Strom von 2 A flieBt?

aus: Lindner: Elektroaufgaben

4808

220V +  60V/2A L{:},__{:',

608 Rx

Ma 10/12 m 2868 Gesucht sind alle vier-
stelligen Zahlen mit folgender Eigenschaft:
Die Summe aus der betreffenden Zahl
selbst, ihrer Quersumme und der zwei ein-
stelligen Zahlen, die durch die erste und
die letzte Ziffer dargestellt werden, betrigt
5900.

Schiilerin B. Bremer, Heiligenstadt

Ma 10/12 m 2869 Es ist nachzuweisen, ob
die folgende Aussage wahr oder falsch ist:
Fiir alle natiirlichen Zahlen # gilt: Wenn n
eine Primzahl ist, so ist auch 2n — 3 oder
2n + 3 eine Primzahl.

W. Triger, Dibeln

Ma 10/12 m 2870 Mit je zwei weiBen und
vier schwarzen Stiben gleicher Linge wer-
den Kantenmodelle eines regelmiBigen
Tetraeders hergestelit.
a) Wieviel verschiedene Modelle gibt es,
von denen keine zwei durch eine rdumli-
che Bewegung zur Deckung gebracht wer-
den konnen?
b) Wieviel Aufstellungen mit verschiede-
nen Ansichten der Tetraeder beziiglich
ihrer gefarbten Kanten gibt es?

Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma10/12 m2871 Einer Kugel mit dem
Radius r wurden zwei kongruente Kegel
mit gemeinsamer Kegelgrundfliche so ein-

132 - alpha, Berlin 21 (1987) 6
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beschrieben, daB seine beiden Spitzen die
Kugeloberfliche beriihren.
Das Volumen des Doppelkegels soll halb
so groB sein wie das der Kugel. Es ist der
Radius der gemeinsamen Kegelgrundfla-
che zu ermitteln und mit Hilfe von r aus-
zudriicken.

Schiiler M. Gliick, Jossnitz

Ma10/12w2872 In einem konvexen
Viereck ABCD mit nichtparallelen Gegen-
seiten sei E der Schnittpunkt der Geraden
AB und CD und F der Schnittpunkt von
BC und AD. Die Winkelhalbierende des
Winkels x BEC sei mit w,, die des Winkels
5 AFB mit w, bezeichnet. Es ist zu bewei-
sen:
Wenn w, und w, senkrecht aufeinander ste-
hen, so ist ABCD ein Sehnenviereck.

W. Trdger, Débeln

Na/Te 10/12 m414 Ein Giiterzug wird
100 m vor einem auf Halt stehenden Signal
m
2
Aufenthalt vor dem Signal dauert 75 s. Da-

gleichmiBig mit 0,20 gebremst. Der

. . m . e
nach wird er mit 0,15? gleichmiBig be-
schleunigt und erreicht eine Geschwindig-

. km o .
keit von BBT. Mit dieser Geschwindig-

keit wird die Fahrt fortgesetzt. Welchen

Weg legt der Zug vom Beginn des Brem-

sens bis zum Erreichen der geforderten Ge-

schwindigkeit zurlick? Welche Zeit wird
dafiir benotigt?

aus: Aufgabensammlung Physik,

Volk und Wissen, Berlin

Na/Te10/12 w415 Mit welcher Ge-
schwindigkeit erreicht ein aus einer Katode
emittiertes Elektron die Anode, wenn die
Spannung zwischen Katode und Anode
einer R6hrendiode 200 V betrigt?
(Hilfe: Von einem elektrischen Feld wird
an einem Korper mit der Ladung Q nach
Durchlaufen der Spannung U die Arbeit
A = U- Q verrichtet.)
aus: Aufgabensammlung Physik,
Volk und Wissen, Berlin

)

Rosselsprung
ins Neue Jahr

Die alpha-Redaktion sendet Euch zum
Jahreswechsel einen herzlichen GruB, der
in der Gangart eines Springers beim
Schachspiel in die Baumfigur eingetragen
wurde. Viel SpaB beim Ermitteln dieses
Wunschsatzes! Und anbei noch vier Ros-
selspriinge zum Selbstbauen:

In die 7-Figur ist der Begriff
SCHULMATHEMATIKOLYMPIADE,
und in die 8-Figuren sind die Begriffe
OPERATIONSZEICHEN,
NAHERUNGSRECHNUNG

und PROGRAMMSTEUERUNG

im Rosselsprung einzutragen, wobei An-
fangs- und Endbuchstabe jeweils vorgege-
ben sind. Viel SpaB auch bei dieser Knobe-
lei!
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Jahreswechsel

1 9 8 =1

1 9 8 7=9

1 9 8 8=8

1 9 8 7=1

1 9 8 7=1

1 9 8 8=9

1 9 8 7=8

1 9 8 8=8

Vervollstindigt jede Zeile zu einer wahren
Gleichung unter Benutzung der Opera-
tionszeichen +, —, - und : sowie des Fakul-
titszeichens ! (n! ist das Produkt aller na-
tiirlichen Zahlen von 1 bis n)! Klammern
diirfen nicht benutzt werden.

Dr. R. Mildner, Leipzig



XXVIII. Internationale
Mathematikolympiade

Havanna, 5. bis 16. Juli 1987

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Luis J. Davidson

Havanna, Rep. Kuba
Sekretir des Organisationskomitees
der XXVIII. IMO

Aufgaben

1. Sei §$={1,2,...,n) (n= 1) und sei p,(k)
die Anzahl der Permutationen von S mit
genau k Fixpunkten.

Man beweise:

> k- pa(k) = n!
k=0

(Hinweis: Eine Permutation f von § ist
eine umkehrbar eindeutige Abbildung von
S auf §. Ein Element i/ € S heiBBt Fixpunkt
von f, falls f(i) = i ist.) (BRD)

2. ABC sei ein spitzwinkliges Dreieck. Die
Halbierende des Innenwinkels bei A
schneidet die Seite BC in L und den Um-
kreis des Dreiecks in N (N # A4). Seien K
und M die FuBpunkte der Lote von L auf
AB bzw. AC.

Man beweise: .

Die Flicheninhalte des Vierecks AKNM
und des Dreiecks ABC sind gleich. (SU)

3. Es seien x,, x3, ..., X, reelle Zahlen mit

xXrxd+ .+ xi=1.

Man beweise:

Fiir jede natiirliche Zahl k=2 gibt es

ganze Zahlen g; (i =1,2,...,n),

fur die

(k=1yn
k"—-1

gilt, wobei die Nebenbedingungen:

— nicht alle g; sind gleich Null,

— fiiralle i gilt |g;|= k-1

erfiillt sind.

layx, + ayx; + ...+ apx,| £

(BRD)

4. Man beweise:

Es gibt keine Funktion f: Ny— N,, welche
fiir alle ne N, die Eigenschaft f(f(n))
=n + 1987 besitzt.
(No=1{0,1,2,...}) (Vietnam)
S. Es sei n eine natiirliche Zahl =3.

Man beweise:

Es gibt eine Anordnung von n Punkten in
der Ebene, fiir die je zwei beliebige Punkte
einen irrationalen Abstand haben, und je
drei beliebige Punkte ein nicht entartetes
Dreieck mit rationalem Flicheninhalt bil-
den. (DDR)

6. Sei n eine ganze Zahl =2.
Man beweise:
Wenn k% + k + n fiir alle ganzen Zahlen k

mit0ds ks @ eine Primzahl ist, dann ist
auch k%+ k + n fiir alle ganzen Zahlen k
mit 0 < k < n — 2 eine Primzahl. (SU)

Arbeitszeit: zweimal 4,5 Stunden.
Bei jeder Aufgabe kénnen 7 Punkte er-
reicht werden.

Unsere Mannschaft der IMO 87:
Prof. Dr. Burosch, Delegationsleiter
Prof. Dr. Gronau,

. stellv. Delegationsleiter

Frank Goring
Gerd Kunert

1.Preis, 42 Punkte
1.Preis, 42 Punkte

Uta Hovel 2.Preis, 40 Punkte
Jorg Jahnel 2.Preis, 39 Punkte
Gunter Doge 2.Preis, 37 Punkte

Ingo Warnke

Inoffizielle Linderwertung —

Preisverteilung
Platz Land Punkte 1. 2. 3
1. SR Ruminien 250 5 1 -
2. BRD 248 4 2 -
3. UdSSR 235 3 3 -
4. DDR 231 2 31
S. USA 220 2 3 1
6. Ungarische VR 218 - 51
7. VR Bulgarien 210 1 3 2
8. VR China 200 2 2 2
9. CSSR 192 - 4 2
10. GroBbritannien 182 1 2 2
11. SR Vietnam 172 -1 5
12. Frankreich 154 - 3 2
13.  Osterreich 150 - 2 3
14. Niederlande 146 - 1 4
15. Australien 143 -3 -
16. Kanada 139 1 1 1
17. Schweden 134 - 2 2
18. Jugoslawien 132 - 1 3
19. Brasilien 116 1 - 2
20. Griechenland 111 - - 4
21. Tiirkei 94 - - 2
22.  Spanien 91 - = 3
23. Marokko 88 - -3
24. Kuba 83 - - 2
25. Belgien 74 - -1
26. Iran 70 - -1
27. Norwegen 69 - - =
Finnland 69 - -2
29. Kolumbien 68 - =1
30. Mongolische VR 67 - - -
31. VR Polen TO55(3) - - 2
32. Island 454 - - -
33. Zypern 42 - - -
34. Peru 41 - -
35. Italien 5@ - - 1
36. Algerien 29 - - -
37. Kuweit 28 - - =
38. Luxemburg 27(1y - -
39. Uruguay 274y - - -
40. Mexiko 17¢6) - - -
41. Nikaragua 13 - - -
42.  Panama 7 - - -

3.Preis, 31 Punkte’

42873 Ao Esseien a und b reelie Zahlen,
fur die

-1986<b+1l<a
gilt.
Man beweise: Die Gleichung
x2+ ax + b =0 hat keine reelle Losung x,,
die xy = 1987 erfiillt.

Kurzbiographie:

,g“"u

Luis J. Davidson, geboren am 10.9.1921 in
Havanna, 1940 Immatrikulation an der
Universitit Havanna, 1944 Erlangung des
Titels Doktor der physikalisch-mathemati-
schen Wissenschaften, 1945 bis 1961 Lehrer
fir Mathematik an der Oberschule von
Matanzas, nach dem Sieg der kubanischen
Revolution Nationalinspektor fir Mathe-
matik, 1974 Ubernahme des Lehrstuhls fiir
wissenschaftliche Forschungen am Zentral-
institut fir pddagogische Wissenschaften,
1982 Erlangung des Titels Doktor der pdd-
agogischen Wissenschaften, zur Zeit Lehrer
am pddagogischen Hochschulinstitut Enri-
que José Varona, Forderer der Olympiade-
bewegung in der Republik Kuba, Initiator
der seit 1963 jahrlich stattfindenden natio-
nalen Mathematik-Ausscheide, seit der er-
sten Teilnahme der Republik Kuba an der
XIIL. IMO 1971 in der CSSR Delegations-
leiter der kubanischen Mannschaft.

Jede Mannschaft bestand aus 6 Schiilern
bzw. der in Klammern angegebenen An-
zahl von Schiilern.

1. Preis fiir 42 Punkte
2. Preis fir =32 und

=41 Punkte
3. Preis fir =18 und =3

1 Punkte

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 133



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mini-BASIC
fiir alpha-Leser, Teil 7

Computerwiirfel oder:
Zufallszahlen

Ad44 a4 Gib folgendes Programm in den
Computer ein und starte es mehrmals!
Beobachte den jeweiligen Ausdruck auf
dem Bildschirm!

Programm 9

16 CLS
20 For I=1TO 16
30 X=RND (1)
40 PRINT X
50 NEXTI
60 END
Mit dem Programm 9 druckt der Computer
KC 85/1 zehn nicht vorhersagbare Zahlen
zwischen 0 und 1 auf dem Bildschirm. Sol-
che Zahlen nennt man auch Zufallszahlen.

7127313

6.83401 E-93

96943

1.7514 E- 923

956225

0407678

896609

660212

554489

818675
OK
Durch die BASIC-Anweisung
LET X = RND (1) wird die Variable X mit
einer Zufallszahl z zwischen 0 und 1 belegt
(0 < z < 1). Dabei ist natiirlich der Zahlen-
bereich des jeweiligen Computers zu be-
riicksichtigen. So ist z. B. die betragsmaBig
kleinste von Null verschiedene Zahl, die
der KC 85/1 anzeigt 9.40396 E — 39. Mit
Hilfe von RND (1) kann man einen Com-
puter auch als Wiirfel nutzen. Dazu miis-
sen wir allerdings die Zeile 30 im Pro-
gramm 9 so umschreiben, daB zufillig eine
der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 erzeugt wird.
Das gelingt mit folgender BASIC-Anwei-
sung:
30 X=INT (6 RND (1) + 1)

A 45 a Begriinde, warum mit der obigen
Zeile 30 eine Zufallszahl

X mit X € (1;2;3;4;5;6}

erzeugt werden kann!

Falls der Computer einen idealen Wiirfel
simulieri, miiBte er jede der sechs Wiirfel-
zahlen etwa gleich hdufig ausdrucken. Das

134 - alpha, Berlin 21 (1987) 6

kann man natiirlich nur iiberpriifen, wenn
man sehr hiufig wiirfelt bzw. den Compu-
ter veranlaBt, viele Wiirfelzahlen auf dem
Bildschirm zu drucken. Damit wir nicht
zdhlen missen, wie oft eine 1, 2, 3, ..., 6
gewiirfelt wurde, lassen wir uns auch das
vom Computer angeben.

Ad6a

a) Erweitere das Programm 9 so, daB es
500 Wiirfelzahlen ausdruckt und angibt,
wie oft dabei eine Eins, Zwei, Drei,Vier,
Fiinf oder Sechs ausgedruckt wurde.

b) Gib das erarbeitete Programm in den
Computer ein und iiberpriife, ob der simu-
lierte Wiirfel den Bedingungen eines idea-
len Wiirfels nahekommt! :

447 a Schreibe ein BASIC-Programm
zum Ausflillen eines Telelottoscheines (5
aus 35)!

Der Computer soll aus der Menge
{1,2,3,...,35}

fiinf Zahlen zufillig auswihlen.

Das Programm ist so zu gestalten, daB die
doppelte Ausgabe einer Lottozahl auszu-
schlieBen ist.

Ad8a

a) Gib eine BASIC-Anweisung an, mit der
ein Computer eine Zufallszahl Z mit
7= Z = 12 erzeugt!

b) Notiere eine BASIC-Anweisung, mit der
ein Computer cine Zufallszahl F mit
A =F =B erzeugt!

(A, B, F sollen natiirliche Zahlen sein.)

Computer als Spielpartner

Wir wollen nun ein Spielprogramm erstel-
len, dem folgende Idee zugrunde liegt: Es
ist eine zweistellige natiirliche Zahl zu er-
raten, die mit Hilfe von RND (1) vom Com-
puter erzeugt werden soll, aber auf dem
Bildschirm nicht ausgedruckt wird.

Nach Eingabe eines Tips soll iiber den
Bildschirm eine Mitteilung erfolgen, ob die
Zahl erraten wurde (Treffer) bzw. ob die
getippte Zah] zu groB oder zu klein ist. Au-
Berdem soll der Spieler dariiber informiert
werden, welche Ziffern der getippten Zahl
in der zu erratenden Zahl vorkommen. Um
die letzte Idee zu realisieren, wird es niitz-
lich sein, die Einer und Zehner der zu erra-
tenden Zahl einzeln erzeugen zu lassen.
Einer: E=INT (10 % RND (1))

Zehner: Z=1INT (9% RND (1) + 1)

Die vom Computer zu erzeugende Zahl R
erhilt man wie folgt:

R=Z%10+ E.
Um anzugeben, welche Ziffer der getippten
Zahl T in der zu erratenden Zahl R vor-
kommt, ist es notwendig, von T zunichst
die Einer E1 abzutrennen, um sie mit E
bzw. Z vergleichen zu kdnnen.

E1=T-INT(T/19)% 10
Die Anzahl der Zehner Z1 erhilt man
durch folgende Anweisung:

Z1=INT (T/19)
Eine Hilfe bei der Erarbeitung unseres
BASIC-Programms  konnte  folgendes
Struktogramm sein:

Erzeugte ZahiR=7Z-10+E

Eingabe: Tip T

Solange T # R

E1=T-[T:10]-10

Z1=[T:10)
T<R
ja nein
Ausgabe: Ausgabe:
Tip zu klein! Tip zu groB!

Z1=ZoderZ1=E

tue | ja nein

Ausgabe:
Ziffer Z1
kommt vor

El=Z oderE1=E
ja nein

Ausgabe:
Ziffer E1
kommt vor!

Gib neuen Tip T ein!

Ausgabe: Treffer

A 49 Ao a) Erstelle nun selbst ein entspre-
chendes BASIC-Programm fiir die Reali-
sierung der Spielidee!

Gestalte das Programm so, da3 bei einem
falschen Tip ein erneuter Versuch moglich
ist!

b) Verbessere das Programm so, daB der
Computer jeweils mit angibt, der wievielte
Versuch gestartet wird!

Der Schwierigkeitsgrad des Spiels kann er-
hoéht werden, wenn man drei- oder sogar
vierstellige natiirliche Zahlen vom Compu-
ter verstecken 14dBt.

Computer als Trainer

Der Computer soll uns nun helfen, die
Quadratzahlen von 10 bis 25 zu lernen.
Dazu ist er so zu programmieren, daB auf
dem Bildschirm eine Aufgabe, 2. B. 232 er-
scheint.

In Abhingigkeit von der eingegebenen
Antwort soll er mit Richtig oder Falisch rea-

gieren.
Hier ein mégliches Druckbild:
Aufgabe: 132
Losung: 149
Falsch!

Das Problem ist eigentlich schnell gelost.
Die Aufgabe 1d8t man mit Hilfe der Anwei-
sung
A =INT (16  RND (1) + 18)

durch den KC stellen.

Die Losung E wird mit dem Quadrat von A
verglichen, und die entsprechende Antwort
Richtig bzw. Falsch ist auszudrucken.
Miihe macht z. T. die Gestaltung des Bild-
schirms. So ist es nicht ganz einfach bei
der Aufgabenstellung 132 die 2 richtig aus-



drucken zu lassen, da sie nicht in dersel-
ben Zeile, sondern eine Zeile zuvor ge-
druckt werden muB.

Hier nun unser Programmvorschlag:

Programm 10

16 CLS
2¢ PRINT
30 A=INT (16 % RND (1) + 10)
40 PRINT : PRINT : PRINT
5¢ PRINT “cuuu Aufgabe: : PRINT
60 PRINT “vuu...uuuuu 2¢
(16 Leerzeichen)
76 PRINT “vuu...uuu“ A
(13 Leerzeichen)
84 PRINT : PRINT : PRINT
99 INPUT “wuuu LOESUNG:“ L
106 PRINT : PRINT : PRINT
116 IF L =A% A THEN PRINT
“ud... uu RICHTIG“
(23 Leerzeichen)
IF L< >A ¥ A THEN PRINT
“Wu ... Ju FALSCH!“
(23 Leerzeichen)
138 END
Unser Programm 10 kénnen wir nun noch
weiter verbessern, indem wir jedes falsche
Ergebnis auch noch akustisch anzeigen las-
sen. Das ist mit Hilfe der BASIC-Anwei-
sung BEEP zu realisieren, z.B.:
126 IF L< >A% A THEN PRINT “
FALSCH*“ : BEEP

A 50a Verindere das Programm 10 so,
daB es 10 Aufgaben stellt und nach den
10 Aufgaben angibt, wieviel Aufgaben
falsch geldst wurden!

Wenn das entsprechend der Aufgabe 50
verinderte Programm abgearbeitet wird,
stellen wir einen wesentlichen Mangel fest.
Die . Auswertung der Aufgaben und das
Stellen einer neuen Aufgabe gehen viel zu
schnell. Um das zu verhindern, nutzen wir
die BASIC-Anweisung PAUSE n (n> 0;
n e N).

Damit kann man eine Pause von 0,1 -n Se-
kunden in das Programm einbauen.

Die BASIC-Anweisungen

136 PAUSE 56 : GOTO 10

bewirken, daB der Computer nach einer
Pause von 5 Sekunden seine Arbeit in
Zeile 19 fortsetzt.

120

A5l a Entwirf ein Trainingsprogramm
fiir das kleine Einmaleins!
(10 Aufgaben!) L. Flade/M. Pruzina

Losungen

A45a Der Bereich der Zufallszahlen
kann mit der Anweisung LET A =RND
(1) %6 auf das Sechsfache gestreckt wer-
den. Mit der Anweisung LET A =RND
(1) % 6 erhilt man also Zufallszahlen A mit
0 < A <6. Durch die Anweisung

LET B =INT (RND) (1) ¥ 6)

erhilt man ganzzahlige Zufallszahlen B
mit 0=B<6, also )
Be{0,1,2,3,4,5}.

Mit der Anweisung

X =INT (RND (1) %6 +1)

erhiilt man nun Wiirfelzahlen X mit
Xe(l,2,3,4,5,6).

Ad46a 10 CLS

15 E=0:Z=6:D=06:V=0:F
=g:8S=90

20 FOR I=1TO 500

30 X=INT(RND (1)%6+1)

40 PRINT X; )

50 IFX=1THENE=E+1

69 IFX=2THENZ=2Z+1

79 IFX=3THEND=D+1

80 IFX=4THENV=V+1

90 IFX=STHENF=F+1

100 IFX=6THENS=S +1

116 NEXTI1

126 PRINT : PRINT : PRINT

136 PRINTE,Z D,V,F S

146 END

447 o Eine Moglichkeit:
10 A=INT (RND (1)%35+1)
20 B=INT (RND (1)%35+1)
30 IF B= A THEN 20
48 C=INT (RND (1)%35+1)
56 IF C=A OR C=B THEN 40
60 D=INT (RND (1)%35+1)
7 IFD=AORD=BORD=C
THEN 64
80 E=INT (RND (1)%35+1)
9 IFE=AORE=BORE=C
OR E =D THEN 80
PRINT “TIP FUER TELELOTTO:“
118 PRINTA,B,C,D, E
126 END

A48 a
a) Z=INT (6 %RND (1) +7)
b) F=INT ((B— A+ 1)%RND (1) + A)

A 49 o a) Eine Moglichkeit:
18 CLS
20 Z=INT(O¥RND (1)+1): E
=INT (18 % RND (1))
3 R=Z¥10+E
49 INPUT “TIP:; T
45 IF T=R THEN 114
50 EI=T-INT(T/10)%10:Z1
=INT (T / 10) )
68 IF T <R THEN PRINT “TIP ZU
KLEIN!“ : ELSE PRINT
“TIP ZU GROSS!“
79 IFZ1=ZORZ1=E
THEN PRINT Z 1; “KOMMT VOR!“
80 IFEI=ZOREl=E
THEN PRINT E 1; “KOMMT VOR!“
990 INPUT “GIB NEUEN TIP EIN!“; T
180 GOTO 45
110 PRINT “TREFFER“: END
b)
1v=1
82V=V+1
85 PRINT “VERSUCH NR.: 4; V

AS0A 1V=1:F=0
130 IF L< >A % A THEN PRINT
“FALSCH!“ : F=F+1

160

135 IFV=1WTHENV=V+1:
GOTO 19

136 PRINT : PRINT

149 PRINT “VON 10 AUFGABEN

WURDEN¢; F; “FALSCH
GELOEST“: END

A 51 A Eine Moglichkeit:

1 A=9

16 CLS

20 FORN=1TO 19

3@ A=INT (RND (1) %18+ 1)

49 B=INT (RND ()% 18+ 1)

58 PRINT “AUFGABE:“; A; “-“ B

68 INPUT “LOESUNG:% C

78 IF C= A%B THEN PRINT “RICH-
TIG“ : ELSE PRINT “FALSCH*

8¢ NEXT N

96 END

Computergrafiken
von Bernd Griinler, Biirgel

Der Rechenmann

Ach, konnte ich doch zaubem!

Ich wiinscht’ mir einen Rechenmann,
ich brauchte nicht zu schwitzen,
noch miiBt ich extra ran.

Der Lehrer wiirde staunen,
wenn ich die Eins geschafft
und jede Gleichung lése —
er denkt, aus eigener Kraft.

Die Eltern wiird’ es freuen,

was ich so alles weiB.

Dem Rechenmann spendiert ich
dafiir ein groBes Eis.

Hilke Briining, Frankfurt (Oder)
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In freien Stunden - alpha-heiter

J. Guckuk, LVZ Leipzig .

Domino-Quadrat

Lege die abgebildeten Dominosteine so zu einem
Quadrat, daB die Augensumme auf jeder Quadrat-

seite 18 betrigt!
aus: ND, Berlin

ool fes] ool B8] [°
o0 o 0 -] ‘@
[- -] © 0 -] (-]
][ [e] B 3]

Information aus Dottershausen
und Eiersbach

Im Hihnerdorf Dottershausen legen eineinhalb
Hithner in eineinhalb Tagen eineinhalb Eier. Im
Hiihnerdorf Eiersbach legen zweieinhalb Hithner in
zweieinhalb Tagen zweieinhalb Eier. In jedem Dorf
sind gleich viele Hihner. In einem der beiden Do6r-
fer sind die Hithner fleiBiger. Sie legen an jedem
Tag 40 Eier mehr als in dem anderen Dorf. Wieviel
Eier werden an jedem Tag in jedem der Dorfer ge-
legt?

Oberlehrer W. Melka, Neubrandenburg

Mit 1, 2, 3 und 4

Bilde mit den Ziffern 1, 2, 3, 4 zehn Aufgaben, die
15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24 als Ergebnis ha-
ben! Jede der vier Zahlen (Ziffern) muBl dabei ge-
nau einmal verwandt werden und Klammern diirfen
nicht gesetzt werden.

(Beispiel flir 25: 2-14 —3 oder 31 -2 —4

oder2-3-4+1.)
Schiiler St. Kerber, Saal

Eine interessante Gleichung

Loése die Gleichung

I
DO = 0, SKISKISKISKI...,

wobei der rechts stehende Ausdruck einen periodi-
schen Dezimalbruch und wie iiblich jeder Buch-
stabe eine bestimmte Ziffer im Dezimalsystem dar-
stellt! :
aus: MATH STUDENT, London
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Zwei weihnachtliche Geduldsspiele

a) Zeichne dir jeweils zwei andersfarbige kleine
Sterne und lege diese — wie das Bild zeigt — auf die
Ecken des Spielfeldes.

Und nun versuche, durch abwechselndes Ziehen
der dunklen und hellen Sterne, deren Platz zu ver-
tauschen. Das soll in 11 Ziigen zu bewerkstelligen
sein. Versucht’s einmal!

b) Schneide dir acht kleine Sterne aus, versieh sie
mit den Buchstaben N, I, K, O, L, A, U, S! Durch
Riicken der Sterne liber die Sternmitte oder auf
dem Rand, wenn die Mitte besetzt ist, soll erreicht
werden, daB auf dem Rand der Name NIKOLAUS
lesbar wird. Das N oben steht bereits auf dem richti-
gen Platz; das Wort muB3 im Uhrzeigersinn weiter-

laufen.
Sperling, aus: WE, Kéln




Abschied von 1987

Die Zahlen 0 bis 50 sind durch die Ziffern der Jah-
-reszahl 1987 darzustellen, und zwar dergestalt, daB
bei jeder Zahl mindestens ein Logarithmusaus-
druck enthalten ist. Die Reihenfolge der Ziffern
1987 ist dabei nicht zu verindern. Einige Beispiele
seien aufgefiihrt: v
0=1g(1+9)—1g(d8+7)
1=1gy1+9 +1g(d8 +7)
15=1g(1 + 9)8+7
29=—1+49 (1d8+7)
40=19+1d¥¢
50=19-1d8-7
Viel Freude und Erfolg wiinscht
’ Ing. K.-H. Milde, Dresden

Kryptarithmetik

Jedes Karo bzw. jeder Buchstabe bedeutet eine Zif-
fer. Gleiche Karos bzw. Buchstaben bedeuten im-
mer gleiche Ziffern.

a) Es sind an Stelle der Karos Ziffern zu finden, die
die waagerechten und senkrechten Aufgaben richtig
16sen.

Q =m; ba - eg — sp = etd
. 4 + p—

_ bg : g + dh = dd
O -0 -0 o ogrd-d
ed + bs : 1t = et

ra-0g - [0

[

bsp — ed + fe = egt
v

b) Es sind an Stelle der Buchstaben Ziffern zu fin-
den, die die waagerechten und senkrechten Aufga-
ben l6sen. )

Der Weihnachtsmann ist da!

Das Bild stellt neun Einfamilienhduser in einem
groBen Park dar. Der Weihnachtsmann steht vor
dem Eingang A des Parkes und Uberlegt, in welcher
Richtung er laufen soll; um alle neun Familien so
zu besuchen, daB er jedes Haus nur einmal betritt
und den Park beim Ausgang B verldBt. Wie muB er
entlanggehen?

Mit Kiihnheit und Verstand

Konig Arthur bestellte einen Maler, um seinen
Schild bemalen zu lassen. Er bat ihn, den Schild,
der die Form eines Viertelkreises hatte, mit drei
Farben zu bemalen; mit Gelb als Farbe der Giite,
mit Rot als Farbe der Kiihnheit und mit Blau als
Farbe der Weisheit. Als der Kiinstler den Entwurf
dafiir brachte, stellte der Waffentriger des Konigs
fest, daB auf dem Bild die Kiihnheit gegeniiber dem
Verstand iiberwiege. Der Maler konnte jedoch be-
weisen, daB beide zu gleichen Teilen vertreten wa-
ren. Wie tat er das?

aus: Quant, Moskau, eingesandt von
Oberlehrer R. Bergmann, Dibeln

gelb

rot
blau

Was alles in einem Dreieck steckt

Aus einem Teil der sieben Buchstaben des Wortes
DREIECK lassen sich 18 neue Substantive bilden.
Wie lauten sie? (Benutze den wichtigen mathemati-
schen Grundsatz und gehe systematisch vor!)
Schiilerin S. Kerber, Saal

Avuf einen Blick

Welche von den acht Weihnachtsbaumkugeln sind
gleichférmig?

aus: Fiiles, Budapes:
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Wir arbeiten
mit Resten

Ein Arbeitsmaterial ﬁf? Schiilerzirkel!
ab Klasse 7

Thr habt im Mathematikunterricht der
Klasse 7 die Menge Q der raiionalen Zah-
len und - als Teilmenge davon - die
Menge Z der ganzen Zahlen kennenge-
lernt. Wir dehnen unsere Betrachtungen
zur Teilbarkeit und zu Resten bei Division
nun auf die Menge der ganzen Zahlen
aus.!

A 8a Warum hat es wenig Sinn, derartige
Untersuchungen in der Menge der rationa-
len Zahlen zu fiihren? Uberlege, durch wel-
che Zahl z.B. die Zahl 3 dann nicht teilbar
wire!

Zunichst definieren wir fiir ganze Zahlen a
und b:

b ist ein Teiler von a, bedeutet es gibt eine
ganze Zahl n, so da a=b-n ist.

a ldpt bei Division durch b den Rest r, bedeu-
tet es gibt eine ganze Zahl k, so dap gilt
a=k-b+r(0=r<|b|).

Die Bedingung 0 =r<|b| bewirkt, daB
auch hier der Rest r, den die ganze Zahl a
bei Division durch die ganze Zahl b 1dBt,
eindeutig bestimmt ist.

Beispiele

14=2-6+2

14 1468t bei Division durch 6 den Rest 2.
-14=(-3)-6+4

—14 1aBt bei Division durch 6 den Rest 4.
—14=3-(-6)+4

—14 14Bt bei Division durch —6 den Rest 4.
14=(-2)-(—6)+2

14 14Bt bei Division durch —6 den Rest 2.
Man kann nun den Rest einer Summe,
eines Produkts oder einer Potenz bei Divi-
sion durch eine bestimmte Zahl bestim-
men, ohne diese Terme zu berechnen. Man
benétigt dafiir nur die Reste, die die

Summanden, die Faktoren bzw. die Basis .

bei Division durch’ die gegebene Zahl las-
sen. Dies ermoglicht oft ein rationelleres
Losen entsprechender Aufgaben (z.B.: Ist
914.412 — 285719 + 4762

durch 7 teilbar?).

Wir untersuchen, wie man mit Resten rech-
nen kann.

Dazu teilen wir zunichst die Elemente von
Z, also die ganzen Zahlen, in Klassen ein.
Ahnlich wurde in Klasse 6 vorgegangen, als
mit Briichen gerechnet werden sollte (.~
LB 6, S.29).

Wir definieren:

a und b liegen (bzgl. m) in derselben Klasse
(a = b(m)), bedeutet a und b lassen bei Di-
vision durch m denselben Rest.
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Dies bedeutet aber: Die Differenz b— a ist
durch m teilbar (m|b — a). )
Kurz: a = b(m) bedeutet m|b — a.

Beispiele

10 = 18 (4), denn 4|18 - 10.
—-7= 5(4),denn 4|5—-(-7).
=3= 2(5),denn 5|2~ (-3).

11= -3 (7), denn 7| -3 - 11.

6= 0(3),denn 3|0-6.
—2% 2(5),denn 5[3—(-2).
Wihlen wir fiir m eine feste von 0 verschie-
dene Zahl, z.B. 4, so konnen wir Z tatsich-
lich in Klassen einteilen.
Alle durch 4 teilbaren ganzen Zahlen lie-
gen in derselben Klasse, denn ihre Diffe-
renz ist stets durch 4 teilbar. Andere Zah-
len liegen nicht in dieser Klasse.
Wir nehmen nun eine in dieser Klasse
noch nicht erfaBte ganze Zahl, z.B. 1, und
bestimmen alle ganzen Zahlen, die bei Di-
vision durch 4 denselben Rest wie diese
Zahlen lassen. Wir erhalten eine zweite
Klasse. So fahren wir fort, bis keine ganze
Zahl mehr iibrig bleibt.
Insgesamt erhalten wir die in Bild 1 ange-
gebenen vier Restklassen.

Bild 1
v —12, -8, —4, 0, 4, 8 12,
oy =11, -7, =3, 1, 5, 9, 13,
., —10, -6, -2, 2, 6, 10, 14,
.y =9, =5, -1, 3, 7, 11, 15,

Keine dieser Klassen ist die leere Menge
(1), keine zwei Klassen haben ein Element
gemeinsam (2), und jede ganze Zahl liegt
in einer dieser Klassen (3). Deshalb sind
wir berechtigt, von Klassen — und nicht nur
von Teilmengen — zu sprechen.

A 9a Erldutert, daB die Klassen eurer
Schule auch Klassen im mathematischen
Sinne sind! Weist dazu die Eigenschaften
(1), (2) und (3) nach!

A10A Man kann jede gebrochene Zahl
als Klasse von Briichen auffassen., Erldu-
tert, wie in Klasse 6 die Menge aller Brii-
che in Klassen eingeteilt wurde! Weist
nach, daB es sich tatsachlich um Klassen
handelt!

All A Teilt die Menge der ganzen Zah--

len in Restklassen beziiglich 5 ein!

A 12 A Welcher Zusammenhang besteht
zwischen der Zahl m (m # 0), beziiglich
der Z in Restklassen eingeteilt wird, und
der Anzahl dieser Restklassen?

Jedes Element einer Restklasse wird auch
als deren Reprdsentant bezeichnet. Kennt
man einen Reprdsentanten einer Rest-
klasse (bei gegebenem m), so lassen sich
leicht alle iibrigen Elemente dieser Rest-
klasse bestimmen. Man kann deshalb
einen Reprisentanten benutzen, um die
gesamte Restklasse zu bezeichnen. Wir
schreiben ihn dazu in eckige Klammern
und fligen als Index das jeweilige m hinzu.

Beispielsweise bezeichnet 7], die gesamte
Restklasse

(.., =9, -5 -1,3,7,11, 15, ...}.
Allerdings ist es iblich, zur Bezeichnung
Reprisentanten x mit 0 £ x < | m| zu wih-
len. Es ist demnach [7]; = [3],.

Wie mit Zahlen kann man auch mit Rest-
klassen rechnen. Als Beispiel wihlen wir
wieder m = 4. Zunichst erkliren wir, was
die Summe zweier Restklassen sein soll:

Die Summe [2], + [3]4 ist diejenige Rest-
klasse, in der die Summe 2 + 3 der Repri-
sentanten 2 und 3 liegt, also die Restklasse
[1],. Sinngem&B werden auch die iibrigen
Summen festgelegt. Ubersichtlich sind sie
in der Verkniipfungstafel im Bild 2 angege-
ben. Da hier keine Verwechslungen zu be-
furchten sind, wurden die Indizes an den
Klarmern weggelassen.

Bild 2
2.Summand
o | R | B
E [0] oy | | @2 { i
(| ) e | @ mo
g 21 | 21 ©3 | [0 | 11
@ 3] Bl {01 | (1] | (2

A 13 a Uberpriift die Angaben im Bild 2!
Als Produkt zweier Restklassen [a], und
[b). wird diejenige Restklasse [c], defi-
niert, in der das Produkt a- b liegt.

A 14 o Stellt eine Verkniipfungstafel fiir
die Multiplikation der Restklassen beziig-
lich 4 auf?

A 15a Erldutert, daB man die Addition
bzw. Multiplikation gebrochener Zahlen
als Addition bzw. Multiplikation von Klas-
sen, deren Reprdsentanten Briiche sind,
auffassen kann!

Unsere Festlegungen bediirfen aber noch
einer gewissen Rechtfertigung. Was pas-
siert z. B., wenn wir zur Bezeichnung
zweier zu multiplizierender Restklassen
andere Reprisentanten wihlen? Ist das
Produkt der Restklassen trotzdem eindeu-
tig bestimmt?

Wir iberzeugen uns zunichst an einem
Beispiel:

[2)4-[3)s =1[2)4, denn 2-3 =6 und 6 € [2]),.
Wir wihlen andere Reprisentanten fiir die
u multiplizierenden Restklassen:
10e{2]y, —S€(3]s.

Das Produkt 10 - (—5) liegt ebenfalis in der
Restklasse [2]),, denn 4}2 — (—50).
Allgemein sei a’€[a], und b’ €[b],. Wir
miissen nachweisen, dal 2’ b’ in derselben
Restklasse bzgl. m liegt wie a- b.
Voraussetzung: m|a—a’, m|b— b’
Behauptung: m|ab — a'b’

Beweis:

Wegen —ab’+ ab’ =0 ist ab - a’b’
=ab—ab’'+ab’ —a*bh’'.

Auf je zwei Summanden 148t sich das Di-
stributivgesetz anwenden:

ab—ab' =a(b-b’)

und ab’'—a'b’'=(@a—a")b’.



Es ist also
ab-—a'b'=a(b-b)+(a—a’)b’.

Jeder der Summanden auf der rechten
Seite der letzten Gleichung ist nach Vor-
aussetzung durch m teilbar, also auch die
Summe.

Folglich gilt m|ab—a’d’, w.z.b. w.

Al6a Beweist, daB auch die Summe
zweier Restklassen unabhingig von den ge-
wihlten Reprisentanten fur die Summan-
den ist! :

Man kann Restklassen auch mit natiirli-
chen Exponenten n (n = 2) potenzieren.

a17a Fiillt die Verkniipfungstafel im.

Bild 3 aus!
Bild 3
Exponent n
{ald
2 3 4 5 6
P I )
S [1]4
2 | [
S | Bl

Beim Ausflillen der Verkniipfungstafel fiir
das Potenzieren habt ihr sicher bemerkt,
daB man nicht unbedingt erst die Potenz
des Reprisentanten der als Basis auftreten-
den Restklasse ausrechnen muB, um dann
die Restklasse, in der die Potenz liegt, zu
bestimmen. Man kann auch zwischen-
durch schon zu kleineren Repridsentanten
iibergehen: )

1. Weg: 36=729=182-4+1,

also [3]5 =[1]

2. Weg:

[31s- 3]s = [114

[14-[3]s =34

[3]s- 3]s = [1]4

[1]4-[3]a= 314

[3]4- 134 = [1]4,

also [3]; =[1],.

Beim 2. Weg wurde das Assoziativgesetz
der Multiplikation von Restklassen ange-
wendet. Dieses ist natiirlich erst zZu bewei-
sen.

Im ndchsten Zirkel werden wir uns mit
einigen Eigenschaften der Addition und
der Multiplikation von Restklassen be-

schiftigen und daraus weitere Regeln fiir.

das Rechnen mit Restklassen ableiten.
C.-P. Helmholz

Losungen

A 8a Zuje zwei rationalen Zahlen a und
b (b # 0) gibt es immer eine rationale Zahl
n,sodaB a=b-n ist.

494 In jede Schulklasse geht minde-
stens ein Schiiler (1), kein Schiiler besucht
zugleich zwei Klassen (2), jeder Schiiler
geht in irgendeine Klasse (3).

Aal0a
siehe LB 6, S.29 und Losungen zu a 15 a.

Alla
, —15, -10, -5, 0, 5, 10, 15,
. —14, -9, -4, 1, 6, 11, 16,
., —13, -8, -3, 2, 7, 12, 17,
, —12, -7, -2, 3, 8, 13, 18,
. =11, =6, =1, 4, 9, 14, 19,

A 12 s Es gibt genau | m| paarweise ver-
schiedene Restklassen beziiglich m.

A13 A ohne Losung

Al4a
2.Faktor

°
o Mm @ @
W | 1 ][0 [0 [0 [0]
glmjmo 1/ rropP
ST N P2 I () N 2 B () [ ¥
< By BRI

A15a Jede gebrochene Zahl ist eine
Klasse von Briichen, die durch Kiirzen
oder Erweitern auseinander hervorgehen.
Zur Bezeichnung einer solchen Klasse
wihlt man einen beliebigen Bruch, der in
ihr liegt.

Sollen z.B. die gebrochenen Zahlen %und

1 . .. .
Taddlert werden, so wihlt man zunichst

Reprisentanten aus beiden Klassen, die

gleichnamig sind: % und %

Diese Briiche werden addiert:

3 2 5

— + —_—

6t 8" %" Summe der gebrochenen
Zahlen % und % ist diejenige Klasse von
Briichen, in der % liegt (Bild 4).

Bild 4

A 16 A Voraussetzung:

a'€la),, d.h.mla—d

b eibly, d.h. mib—b'

Behauptung: a' + b’ € [a + b],,
d.h.m|(@a+b)—(a’+b)

Beweis: (a + b) — (a”+ b')
=(@a-a)+®b-b)

Jeder Summand auf der rechten Seite die-
ser Gleichung ist nach Voraussetzung
durch m teilbar, also auch die Summe.
Folglich gilt
ml(a+b)—(a’'+b),w.z.b.w

Al7a

B Exponent n
[eld
2 3 4 5 6
< | 0 | [0l [0la [0l [0} [0l
Sk | [ [ [ (1
2 12 | [0l [2ls [0k [2]« [0l
S Bl | Ol Bl [l Ble [l

' Siehe alpha 4/86 und alpha 5/86

Leserpost: Chancen
fiir Denkfaule?

Unser Leser Rolf Kamieth aus Kakerbeck
wurde durch den Beitrag Chancen fiir Denk-
faule? (alpha 2, 1985) angeregt, sich niher
mit der harmonischen Reihe zu beschifti-
gen und mit seinem Taschenrechner Zah-
lenexperimente durchzufiihren. Seine Re-
chenergebnisse fiihrten ihn zu der Vermu-
tung, daB fur die n-te und m-te Partial-
summe der harmonischen Reihe

n m
(d.h.ﬁ.’\r a,= Z l., a, = Z l)

i=1 1 i=1 1
bei groBen Zahlen n und m gilt:

e%n-om =~ —

Geht man zu Logarithmen iiber, so lautet
seine Aussage:

a,—ap~Inn—Inm.
Diese Beziehung ist richtig, sie folgt aus
der bekannten Darstellung

a,=lan+C+y, (*)
wobei C=0,55721566490... die soge-
nannte Mascheronische Konstante (nach

dem italienischen Mathematiker Lorenzo
Mascheroni, 1750 bis 1800) und y, Ele-
mente einer Nullfolge sind. (C wird auch
Eulersche Konstante genannt!) Die Formel
(») zeigt, daB die Zahlen @, wie Inn fir
groBe n wachsen. Man erhilt als Folgerung
aus dieser Formel die Beziehung

a,, = a, + a; — C fiir groBe n, ke N.

Die bemerkenswerte Darstellung (*) fiir a,
ist Ubrigens gerade der im alpha-Artikel er-
widhnte Trick, um bei Benutzung des
Tischrechners K 1002 erst von einem gro-

Ben Index n an die Zahlen —}l- addieren zu

miissen. Damit gelangte man schnell zu
einer Stelle n,, so daB sich die Partialsum-
men a, fir n = n; nicht mehr dnderten.
Es ist oft niitzlich, durch konkrete Zahlen-
rechnungen eine Idee fiir einen theoreti-
schen Sachverhalt zu finden und dann die
gewonnene Aussage exakt zu beweisen.
Das geht mit einem Taschenrechner oder
einem Computer besonders genau und
schnell, weil sich auch viele Beispiele
durchrechnen lassen.

W. Schmidt
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Schachwettbewerb 3

1987

Zum 5. Mal fordert alpha alle Schach-
freunde zur Teilnahme an einem Ldsungs-
wettbewerb auf!

Wiederum sind acht Schachaufgaben mit
unterschiedlichemn Schwierigkeitsgrad vor-
gegeben. Wenn der eine oder der andere
Leser vielleicht auch nicht alle Aufgaben
16sen kann, so ist dennoch seine Teil-
nahme sehr erwiinscht und wird auch in
der Gewinnverlosung beriicksichtigt. Vor-
dergriindig soll der Wettbewerb SpaB an
den reizvollen Knobeleien auf dem
Schachbrett vermitteln und als Anregung
dienen, sich etwas intensiver mit dem k-
niglichen Spiel zu beschiftigen.

In allen acht Aufgaben beginnt WeiB und
setzt trotz bester Gegenwehr von Schwarz
in der geforderten Ziigezah! matl. Die je-
weilige Punktzahl, die in etwa den Schwie-
rigkeitsgrad wiedergibt und aus der Be-

punktung der Abspiele resultiert, ist bei

den Aufgaben mit angegeben. Als vollstin-
dig gilt die Losung, wenn alle Abspiele bis
zum Matl angefilhrt werden.

Unter allen Teilnehmern, die zumindest
eine Aufgabe richtig geldst haben, werden
Biicher verlost.

Die Teilnehmer, die die volle Punktzahl zu
den Aufgaben Nr.1 bis Nr.7 erreichen, er-
halten eine Urkunde und nehmen an einer
weiteren Verlosung von Buchpreisen teil.
Fiir Teilnehmer bis zum Alter von 14 Jah-
ren reicht schon die volle Punktzahl zu den
Aufgaben Nr.1 bis Nr. 4 aus; um in diese
Verlosung zu kommen.

Die achte Aufgabe ist eine Zusatzaufgabe.
Sie ist fur leistungsstirkere Schachspieler
gedacht und bleibt ohne Punktbewertung.-
Unter den Teilnehmern, die alle Aufgaben
einschlieBlich der Zusatzaufgabe richtig
gelost haben, werden zusidtzlich zwei Bii-
cher verlost. '

Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Die Einsendung der Losungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist bitte bis
zum 29. Februar 1988 unter Angabe von
Name, Vorname, Alter und Adresse zu
richten an '

Redaktion alpha

PSF 14, Leipzig, 7027.

Die Losungen sowie die Gewinner werden
in alpha 4/1988 verdffentlicht.
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Buchtips

Peter Heblik
Wissensspeicher BASIC

Das Wichtigste fiir Einsteiger und
Fortgeschrittene

302 S., zahlr. Abb.,

Pappband zellophaniert

Bestell-Nr.709 183 5 Preis: 14,50 M
Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin

Helmut Kahnt/Bernd Knorr

BI-Lexikon
Alte MalBle, Miinzen und
Gewichte

214 Textabb., 24 Farbtafeln, 54 Fotos
Bestell-Nr.577 8254 Preis: 27,80 M
VEB Bibliographisches Institut Leipzig

Johannes Lehmann

Mathematik -
Von der Pflicht zur Kiir

120 Priifungsaufgaben aus ehem.
AbschluBpriifungen, Klassenstufe 10
sowie iiber 200 z. T. unterhaltsame
Aufgaben mit Losungshinweisen

MSB Nr. 130

1. Aufl. 1987; 2. Aufl. 1988

148 Seiten, 134 Abb.

Bestell-Nr.666 2536 Preis: 12,00 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Reinhard Zilch
Auf Mark und Pfennig

Aus der Geschichte des Geldes

103 Seiten, zahlr. Illustrationen
Bestell-Nr.631 8604 Preis: 7,40 M
Der Kinderbuchverlag Berlin

Wolfgang Gloede

Vom Lesestein zum
Elektronenmikroskop
248 Seiten, 222 Abb., Tafeln, Leinen

Bestell-Nr.553 5930 Preis: 29,50 M
VEB Verlag Technik, Berlin

Buchreihe:
Wir wiederholen Physik

Band 7: Felder

Bestell-Nr.5472319 Prejs etwa 6,80 M
Band 8: Wellen und Strahlen
Bestell-Nr.5472327 Preis etwa 6,80 M
beide Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Ernst Bénsch

Schachlehre

fir Lehrende und Lernende

Lektionen fir die Grundausbildung im
Schach, Ubungen zur schachtaktischen
Vervollkommnung, eine Ubersicht iiber Er-
offnungssysteme und Varianten, die Not-
aktionsforschung, die Klassifizierungserd-
nungen, Regelwerke und Spielsysteme —
das alles findet der interessierte Leser in
der Schachlehre, die erstmalig 1985 er-
schien und in Fachkreisen bereits viel Auf-
merksamkeit fand.

Entsprechend der inhaltlichen Ausrichtung
wendet sich das Buch an Schachtrainer,
Ubungsleiter und Schachlehrer.

Damit liegt erstmalig ein Schachlehrbuch
vor, das den hohen Anspriichen der Anfin-
gerausbildung voll gerecht wird.
Ubungsleiter und Schachlehrer mit gerin-
gerer schachlicher Qualifikation werden
gleichfalls in die Lage versetzt, durch die
vielen praktischen Hinweise zur Gestal-
tung des Schachunterrichts, zur Betreuung
der jungen Schachspieler bis hin zur Vor-
bereitung auf Wettkimpfe das in neun
Lektionen konzeptierte Stoffangebol mii-
helos zu vermitteln.

446 Seiten, 944 Diagramme,
Leinen mit Schutzumschlag
Bestell-Nr.671699 S
Sportverlag Berlin

Preis: 24,00 M

Hans Kleffe
Roboter reisen zu Planeten

78 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr.632356 9
Der Kinderbuchverlag, Berlin

Preis: 8,20 M

Hannelore Kischkewitz

Das Agypten der Pharaonen

132 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr.630773 7 Preis: 19,50 M
Der Kinderbuchverlag, Berlin

G. DeweB und M. DeweB

Summa summarum

Kostproben unterhaltsamer Mathematik
92 S., 78 Abb., Festeinband
Bestell-Nr1.6663176 Preis: 15,00 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

H.Kistner und P. Géthner
Algebra — aller Anfang ist leicht

156 S., 30 Abb., kartoniert

Bestell-Nr.666 138 1 Preis: 8,40 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

M. Miller
Rechenvorteile

96 S., 1 Abb., kartoniert

Bestell-Nr.665 065 8 Preis: 3,75M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

M. Hasse

Grundbegriffe der
Mengenlehre und Logik

Etwa 84 Seiten mit etwa 7 Abb.,
kartoniert

Bestell-Nr.665084 1 Preis: 3,30 M
BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Ein Teil der Biicher ist durch Vorbestellun-
gen bei den Verlagen vergriffen. Sie sind
moglicherweise beim Buchhandel z. Z.
noch vorritig. Wir weisen auf die Méglich-
keit der Ausleihe in Bibliotheken hin.

Plaudereien iiber das Buch

Eine Gruppe von Sachverstindigen, die
1460 die” Erfindung des Johann Gens-
fleisch zu Gutenberg untersuchte, kam zu
dem SchiuB, die Buchdruckerpresse sei un-
niitz und habe keine Zukunft. Die Begriin-
dung war einleuchtend: Die Zahl der Per-
sonen, die lesen kdnnten, sei so gering, da8
die Buchproduktion der kopierenden Mon-
che vollig ausreiche.
aus: Harald Weirich/Otto Wilfert,
Auf dem Weg in
die elektronische Kommunikation

Lesen und leben sind durch mehr als
einen Reim verbunden und durch weniger
als einen Konsonanten getrennt.

Hermann Kant

Es wire gut Biicher kaufen, wenn man die
Zeit, sie zu lesen, mitkaufen konnte, aber
man verwechselt meistens den Ankauf der
Biicher mit dem Aneignen ihres Inhalts.
Schopenhauer

Ein Dankeschon
an unsere Verlage

Die Redaktion alpha konnte in diesem
Jahr den Preistrigern des alpha-Wettbe-
werbs 1986/87 wieder viele interessante
Biicher senden. Diese stellten uns zahlrei-
che Verlage zur Verfugung, denen wir an
dieser Stelle herzlichen Dank sagen mdoch-
ten:

Altberliner Verlag, Berlin;

BSB B. G.Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig;

VEB Domowina Verlag, Bautzen;

VEB Fachbuchverlag, Leipzig;

Der Kinderbuchverlag, Berlin;
Militdrverlag der DDR, Berlin;
Mitteldeutscher Verlag, Halle;

Buchverlag Der Morgen, Berlin;

Verlag Neues Leben, Berlin;

VEB Postreiter-Verlag, Halle;

Verlag Philipp Reclam jun., Leipzig;
Sportverlag, Berlin;

VE Verlag Technik, Berlin;
transpress-Verlag, Berlin;

Urania-Verlag, Leipzig;

Verlag Volk und Welt, Berlin;

VE Verlag Volk und Wissen, Berlin;

VE Verlag der Wissenschaften, Berlin.
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alpha-
Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb
1986/87

Fr.-Engels-OS, E.-Mider-OS, beide Ailtenburg;
Stadtklub Jg. Math., Altentreptow; E.-Schneller-
0S8, Alt-Siihrkow; K.-Marx-OS, Anklam; OS As-
- bach; Tereschkowa-OS, Aschersleben; OS
W. Lamberz, Bad Berka; H.-Duncker-OS, Bad
Kleinen; H.-Beimler-OS, Bad Kostritz; R.-
Schwarz-OS, Bad Liebenstein; M.-Poser-OS.,
EOS E. Thilmann, A.-Saefkow-OS, 1. OS Dr.
Th. Neubauer, O.-Grotewohi-OS, Stat. Jg. Techn.
u. Naturf,, alle Bad Salzungen; Zentrale OS
H. Beimler, Barenklau; H.-Heiné-OS, Barchfeld;
OS Cl. Zetkin, Barby; O.-Nowack-OS, Bentwisch;
33. 0S L. Grundig, 44. OS F. Erpenbeck, 25. OS
Fr. Mehring, 41. OS L. Weiskopf-Henrich, alle
Berlin; Haus der JP, Berlin-Pankow; OS J.R. Be-
cher, Bernburg; OS C.Fugger, Bernau; A.-Becker-
08, Berlingerode; Geschw.-Scholl-OS, Bernsdorf;
OS Cl.-Zetkin, Bischofferode; WSO, Bismark; OS
Fr. Schiller, Bleicherode; F.-Weineck-OS, Blum-
berg; OS Blumenthal, OS Beuren; G.-Dimitroff-
OS, Bohlen; A.-Bebel-OS, Boizenburg; OS
Bockau; Kreis-AG Math., Borna; OS J. Schehr,
Born; OS W. Komarow, Boxberg; OS W. Pieck,
Brand-Erbisdorf; OS H. Beimler, W.-Seelenbin-
der-OS, beide Breitungen; B.-Brecht-OS,
Brehme; OS Dr. Th. Neubauer, Brotterode; KI.-
Gottwald-OS, Burg-Stargard; W.-Pieck-OS, Bu-
row; M.-Poser-OS, Biirgel, W.-Estel-OS, Buitlar;
~ 0.-Koschewoi-OS, Callenberg; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., 5. OS C. Blecher, beide Cottbus; OS
Br.Kiihn, Dambeck; Fr.-Reuter-OS, Kreisklub Jg.
Math., beide Demmin; OS Dersekow; OS Derm-
bach; R.-Breitscheid-OS, Dessau; E.-Weinert-OS,
Deuna; OS Makarenko, Dingelstadt; M.-Curie-
0S8, Dohna; OS A.Matrossow, Dorndorf; K.-Nie-
derkirchner-OS, Domersleben; OS Fr. Engels,
Drebkau; O.-Grotewohl-OS, Dreitzsch; W.-Pieck-
08§, 100. 08, Pionierpalast W.Ulbricht, alle Dres-
den; OS Diirrréhrsdorf; W.-Pieck-OS, Kreisklub
Math., beide Eberswalde; W.-Pieck-OS, Eichhof;
OS Eichhorst; 1. OS R. Arndt, Elsterwerda; E.-
Weinert-OS, Empfertshausen; OS 56, Goethe-
OS, beide Erfurt; 1. OS A. Becker, 2. OS, beide
Falkenberg; Th.-Miintzer-OS, Fambach; E.-Wei-
nert-OS, Flessau; B.-Brecht-OS, Floh; W.-Pieck-
0S, Fehrbellin; Stat. Jg. Techn. u. Naturf,, Dr.-
Th.-Neubauer-OS, beide Frankfurt/O:; E.-Thil-
mann-0S, Freital; E.-Thilmann-OS, Friedeburg;
OS I, Friedland; OS G. Dimitroff, Friedrichsthal;
OS V H. Giinther, Fiirstenwalde; Haus der JP,
Gadebusch; K.-Marx-0OS, Gebesee; R.-Arnstadt-
OS, Geisa; E.-Hoernle-OS, Geismar; K.-Marx-
08, Gera; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; OS Gern-
rode; J.-Gagarin-0OS, Geithain; OS Gielow; 7.0S,
Gorlitz; OS Goldberg; Kreisklub Jg. Math., Gri-
fenhainichen; OS J. Gagarin, Grabowhofe; Pesta-
lozzi-0S, Greiffenberg; E.-Thilmann-OS, Greifs-
wald; OS H. Beimler, GreuBen; Kreiskiub Jg.
Math., Grevesmiihlen; A.-Frank-OS, Grimma;
OS W. Seelenbinder, Gréden; A.-Walther-OS,
Groditz; OS Cl. Zetkin, Groitzsch; OS GroBbart-
loff, OS A. Kuntz, GroBbodungen; R.-Luxem-
burg-OS, GroB-Nemerow; J.-Gagarin-OS, Griin-
hain; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Guben; Th.-Miint-
zer-0OS, Gumpelstadt; OS H. Giinther, Hachel-
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bich; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. H. Reckmann,
Marx-Engels-Schule, beide Halberstadt; M.-
Gorki-OS, Hainichen; Kreisklub Math. Halle-
Siid; Stat. Jg. Techn. u. Naturf. Halle-Neustadt;
OS Hammerbriicke; J.-Fugik-OS, Hartha; OS
Haynrode; J.-Marchlewski-OS, Havelberg; OS
B. Koenen, Hedersleben; Schule d. DSF, Heili-
gengrabe; EOS W. Pieck, Heiligenstadt; OS
M. Gorki, Hillersleben; Goethe-OS, Hohenlei-
pisch; Cl-Zetkin-OS, Hohenstein-E.; 21. OS
Hoyerswerda; OS E. Egert, Hundeshagen; OS
W. Seelenbinder, Ilfeld; Goethe-OS, Ilsenburg;
G.-Ewald-0S, Ivenack; A.-Becker-OS, Jatznick;
OS M. Poser, OS W. Pieck, beide Jena; Fr.-En-
gels-Schule, Kaltennordheim; H. Beimler-OS,
Karbow; Cl.-Zetkin-OS, Kandelin; OS A.Becker,
Kamsdorf; WL.-Komarow-OS, Fr.-Matschke-0OS,
E.-Schneller-OS, H.-Menzel-OS, Tschaikowski-
0S, A. Matrossow-OS, Makarenko-OS, Stadtbe-
zirkspionierhaus, alle Karl-Marx-Stadt; OS Kat-
zow; E.-Boberg-OS, Karlsburg; Cl.-Zetkin-OS,
Kaulsdorf; Th.-Neubauer-OS, Kieselbach, OS
Kirchworbis; OS Kitzen; H.-Matern-0S, Klielz;
OS H. Matern, Klockow; W.-Seelenbinder-OS,
Koénitz; OS M. Burwitz, Kritzmow; K.-Marx-0S,
Kihlungsborn; OS Cl. Zetkin, Laage; OS Langen-
wolmsdorf; OS R. Breitscheid, Latdorf; Goethe-
schule, Lauscha; Schulkombinat Lauscha-
Ernstthal; Pestalozzi-OS, Leegebruch; OS E. Wei-
nert, Legefeld, R.-Teichmiiller-OS, Leimbach;
Dr.-S-Allende-OS, E.-Thdlmann-OS, OS R. Lu-
xemburg, EOS K.Marx, K.-Liebknecht-OS, 4.0S
J.C.Fuhlrott, alle Leinefelde; 46. OS L. Fiirnberg,
Haus der JP A.Saefkow, beide Leipzig; M.-Poser-
08, Lengfeld; Cl.-Zetkin-OS, Leopoldshagen; E.-
Thidlmann-OS, Leutenberg; O.-Grotewohl-OS,
EOS Prof. Dr. M. Schneider, beide Lichtenstein;
OS W. Wallstab, Loderburg; W.-Seelenbinder-
OS, Lossau; B.-Brecht-OS, Luckenwalde; Haus

der JP Th. Koérner, Ludwigslust; Fr.-L.-Jahn-OS,

Lubtheen; Goethe-OS, Ludwigslust; Lenin-OS,
Magdeburg; Haus der JP Fr. Siemon, Markklee-
berg; J.-Gagarin-OS., Meiningen; OS J. Gagarin,
Merkers; Fr.-Hecker-OS, Milkau; OS H. Rau,
Mieste; OS Mittelstille; E.-Steinfurth-OS, Mit-
tenwalde; Kinderheim Munzig; -OS Nachterstedt;
0O.-Grotewohl!-OS, Naumburg; OS J. Fuéik, H.-
Beimler-OS, beide Naundorf, OS W. Bykowski,
Neetzow; 12.0S E.Weinert, Neubrandenburg; F.-

Dziersynski-OS.  Neuhaus; M.-Burwitz-0OS,
Neuenkirchen; R.-Hallmeyer-OS, Neundorf;
Fontane-Schule, Neuruppin; Fr.-Schiller-OS,

Goetheschule, W.-Pieck-OS, alle Neustadt; W.-
Seelenbinder-OS, Niederlichtenau; Dr.-Th.-Neu-
bauer-Schule, Niederorschel; OS J.Gagarin, EOS
W.v.Humboldt, beide Nordhausen: OS Nossenti-
ner Hiitte; OS E. Weinert, Oberschénau; Fr.-Fro-
bel-0OS, OberweiBbach; OS Olbersdorf; Haus der
JP H. Coppi, Kreisklub Mathe, beide Oranien-
burg; E.-Vogel-OS, Pestalozzi-OS, beide Oschatz;
EOS K.Marx, Oschersleben; OS P. Kmiec, Oster-
nienburg; OS W.Pieck, Osterwieck; OS O.Grote-
wohl, Pappenheim; Haus der JP P. Géring, Par-
chim; E.-Schneller-OS, Penig; OS Dr. Th. Neu-
bauer, Pfaffschwende; OS G. Haak, Pima;
Herbart-OS, Plauen; Spezialistenlager Plauen-
Land; Makarenko-OS, Plessa; OS Pritzerbe; Goe-
theschule I, Pritzwalk; OS E. Schneller, Polle-
ben; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pesta-
lozzi, O.-Buchwitz-OS, beide Radebeul; P.-
Blechschmidt-OS, Raschau; E.-Weinert-OS, Rei-
chenbach; K.-Burger-OS, Reinkenhagen; J.-Ga-
garin-OS, Ribnitz; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.
E. Hoemle, Richtenberg; H.-Matern-OS, Spezial-
schule Fr. Engels, beide Riesa; H.-Matern-0S,
Rochlitz; Joliot-Curie-OS, Robel; Joliot-Curie-
OS, Ronneburg; K.-Liebknecht-OS, Rositz; Fr.-
Schmenkel-OS, Roskow; Ziolkowski-OS, RoB-
dorf; 66. OS O. Buchwitz, Haus der JP, 37. OS,
alle Rostock; OS S. Kosmodemjanskaja, Rotte-
rode; Kreisklub Jg. Math. Rotta; DSF-OS, Rudol-
stadt; OS K. Niederkirchner, Saal; E.-Weinert-

OS, Saalfeld; Stat. Jg. Techn. u. Naturf.
E. Thilmann, Salzwedel, Tamara-Bunke-OS, Sa-
nitz; W.-Pieck-OS, Sangerhausen, W.-I.-Lenin-
0S8, SaBnitz; OS H. Matern, Schernberg; OS
M. Gorki, Schkélen; G.-Hauptmann-OS, Schleu-
singen; 4. 0S, OS K. Marx, OS J. G. Seume, alle
Schmalkalden; P.-Go6ring-OS, Schmiedefeld;
Schule der DSF, Schneidlingen; Haus der JP
W. Sonneberg, Schonebeck; OS H. Beimler,
Schénhausen; E.-Weinert-OS, Schollene; OS
Kuba, Schule der DSF, Schorssow; R.-Hartmann-
0OS, Schénberg; OS Fr.Engels, Schwallungen; Le-
nin-OS, Schwarzernberg; OS Schweina; Haus der
JP M. Bohme, M.-May-0S, beide Sebnitz; OS
A. Wolk, Senftenberg; Fr.-Reuter-OS, Siedenbol-
lentin; OS Th. Miintzer, Silkerode; Pionierhaus
Foérderzirkel Math.,, Sémmerda; OS Gliickauf,
0OS W. Pieck, OS A. Saefkow, J.-R.-Becher-0S,
alle Sondershausen; OS H.-A. Eckelmann, Spon-
holz; OS A. Becker, OS K. Marx, beide Sprem-
berg, Wiltig-OS, Staaken; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., Stahnsdorf; 11. OS E. Wolk, Stadtroda; J.-
Fuiik-0OS, Steinbach; R.-Luxemburg-OS, Steins-
dorf; Haus der JP Fr. Weineck, Strausberg; Las-
ker-OS, Schule d. DSF, Strobeck; M.-Gorki-QS,
Stiitzerbach; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Tanger-
hiitte; H.-Beimler-OS, Tantow; J.-Gagarin-OS,
Teistungen; OS G. Eisler, Teterow; OS ThobBfel];
K.-Liebknecht-OS, Teuchern; E.-Schneller-OS,
Toplitz; Pestalozzischule, A.-Einstein-OS, beide
Torgelow; OS W. Pieck, Trusetal; E.-Welk-OS,
A.-Nitz-OS, beide Ueckermiinde; H.-Beimler-
0S, Unterbreizbach; E.-Schneller-OS, Urnshau-
sen; A.-Becker-OS, Urdich; OS J. G. Seume, Va-
cha; OS Vierraden; OS Viernau; alpha-Ciub OS
Vitzenburg; OS Volkershausen; A.-Bebel-OS, Vo-
gelsang; Goetheschule, Kreisklub Jg. Math,,
beide Waren; OS Wechmar; Kreisklub Jg. Math.,
WeiBwasser; OS Weilenborn-L.; R.-Luxemburg-
08§, Werbelow; J.-Gagarin-OS, Werneuchen; OS
A.Giinther, Wernshausen; J.-Harder-OS, Wesen-
berg; OS O. Grotewohl, Westerengel; OS Wip-
persdorf; K.-Kollwitz-OS, Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., beide Wittenberg; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn., Fr.-Engels-OS, beide Wittstock; OS
H. Heine, Wérmlitz; O.-Buchwitz-OS, Wolken-
burg; Dr.-R.-Sorge-OS, Wollin; Kreis-Mathema-
tiklager, OS W.I. Lenin, OS I H. Wemer, alle
Worbis; OS Th. Miintzer, Wulfen; G.-Walter-OS,
Waustrow; Pestalozzi-OS, Zeithain; Lutherschule,
Zella-Mehlis; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.,
Zembschen; W.-Seng-OS, M.-Lenk-0S, beide
Zepernick; F.-Schiller-OS, Zeulenroda; Th.-
Miintzer-OS, Ziesar; OS J. H. Pestalozzi, Zschor-
newitz; OS E. Thdlmann, Steinbach-Hallenberg;
12.0S Dr.R. Sorge, Suhl.

Aus ei Math ischen Schiilerwett-
streit der Klassen 4 im Kreis Bernau
B-E-R-L-I-N=750
Schreibe 750 als Produkt aus 6 Faktoren derart,
daB jeder ndchstfolgende Faktor jeweils eine gro-
Bere oder mindestens eine gleichgroBe Zahl ist
wie der vorhergehende Faktor. Dabei soll der
Faktor 1 héchstens dreimal in einer Gleichung
vorkommen.
Gib méglichst viele Gleichungen an!
Erika Schwerin,
Fachberater im Kreis Bernau

Losung

1. 1-1-1-2- 3-125=1750
2. 1-1-1-2- 5- 75=1750
3. 1-1-1-3- 5- 50=1750
4. 1-1-1-5- 6- 25=1750
5. 1-1:1-3-10- 25=1750
6. 1-1-2-3- 5- 25=1750
7. 1-1-3-5- 5- 10=750
8 1-1-1-5-5- 30=750



Losungen

Losung zu:
Pythagoras von Samos

Die Anzahl der Schiiler des Pythagdras sei
x. Dann gilt:

1 1 1 _
7x+7x+—7—x+3—x.

Es folgt: x =28.

Pythagoras hatte 28 Schiiler.

Losungen zur Sprachecke

Ala Ersetze jeden Buchstaben durch
einen Einer (d. h. durch eine einstellige
Zahl)!

FIVE (funf minus vier
—FOUR gleich eins)
ONE

Jeder Buchstabe steht fiir nur einen Einer.
(Es gibt mehr als eine mogliche Antwort.)

Lésung: Zum Beispiel

8671 8741
—8350 —8350
321 391

A2 A In letzter Zeit laufe ich viel Ski.
Vorgestern bin ich 3 km mehr gelaufen als
gestern, und gestern 40 km weniger als vor-
gestern und heute zusammen. Wieviel Ki-
lometer habe ich heute auf Ski zuriickge-
legt?

Ldsung: Wir bezeichnen mit x die heutige
Kilometerzahl, die gestrige mit y. Dann
wurden vorgestern (y +3) km gelaufen.
Nach der zweiten Angabe gilt
y+40=y+ 3+ x, also x =37.

A3 a Ein Bassin wird durch zwei Wasser-
hihne mit Wasser gefiillt. Der eine allein
fiillt das Bassin in 9 Stunden, der andere
flilit es allein in 6 Stunden.

a) Welcher Teil des Volumens des Bassins
wird von jedem Hahn allein in einer
Stunde gefiillt?

b) Man offnet gleichzeitig beide Hdhne.
Welcher Teil des Volumens des Bassins ist
nach einer Stunde gefillt?

¢) Nach welcher Zeit ist das Bassin voll?
Losung:

a) Der eine Hahn allein fiillt in einer

Stunde % des Bassins, der andere fiillt al-

lein % des Bassins pro Stunde.

b) Nach einer Stunde sind 1 >

+g =

1
6 18
des Bassins gefiillt.

¢) Bezeichnet man die gesuchte Zeit (in

Stunden) mit ¢, so erhdlt man die Glei-
5

chung 13 t=1. Das heiBt, daB in t=15—8

Stunden das Bassin gefullt ist. Also wird

das Bassin durch beide Hahne in 3 Stun-

den 36 Minuten gefiillt.

A4 A Zahlenpyramide

Jede Zahl in einem Rechteck dieser Pyra-
mide ist gleich der Summe der Zahlen, die
in den beiden Rechtecken unterhalb von
diesem stehen.

Erginzt die fehlenden Zahlen!

Lésung: 970

455 | 515
| 227 | 228 | 287 |
[ 127 ] 100 [ 128 | 159 |
| 71 [ 56 | 44 [ 8a | 75 |

Losungen zu: Fan-Tan —
ein mathematisches Spiel

Ala Inder Partie mit der Anfangs-

ny
stellung :n’ konnen alle Stellungen
Ny
a,
mit 0=g;=m (i=1,2,...,m)

am
auftreten. Die Anzahl aller moglichen
Stellungen (einschlieBlich der Anfangs-
stellung) ist
m+1D (+1) ... (na+1).
A2a Der Fehler unterlduft dem Spieler
A im dritten Zug; statt auf

1 0
(3) miBte er auf (3) ziehen.
3 3

Losung zu: Rosselsprung

In der Baumfigur steht:
WIR WUNSCHEN ALLEN

ALPHALESERN
EIN FROHES WEIHNACHTSFEST
SOWIE EIN GESUNDES, GLUCK-
LICHES UND ERFOLGREICHES
NEUES JAHR!

DIE REDAKTION DER ALPHA

Losung zu: Jahreswechsel
Je eine Moglichkeit ist:

1-91:8-8=1
1+9 -8 +7 =9
1-9 +8 +8 =8
1-9 +8 +7 =7

—
O
|
=]
+
~J
I
00

Losungen zu: alpha-heiter
Domino-Quadrat

172 2/4 4/5

1/2 5/0
2/6 0/4
6/0

Information aus Dottershausen
und Eiersbach

0/4 4/4

Fiir Dottershausen gilt: 1% Hiihner legen
an 1 Tag 1 Ei. )3 Hiihner legen je Tag also

2 Eier.) 1 Huhn legt je Tag % Eier.

Fiir Eiersbach gilt entsprechend: 2% Hiih-
ner legen an 1 Tag 1 Ei. (5 Hiihner legen je
Tag also ebenfalls 2 Eier.) 1 Huhn legt je

Tag % Eier. Ist x die Anzahl der Hithner

in jedem Dorf, so gilt:
2 2 4
x(T—?) = 40, ﬁx— 40,
x = 150 (Hithner). Wegen
150-%= 100 und 150~%=60
gilt 100 — 60 = 40.
Also werden 100 bzw. 60 Eier je Tag in den
beiden Dorfern-gelegt.

Mit1,2,3 und 4

Zum Beispiel: 15=1+2+3-4;
16=34:2-1, 17=1-34:2;
18=32-14, 19=12+4 + 3;
20=23-4+1;21=1-24-3;
22=2-13-4; 23=32+14;
24=12+3-4.

Eine interessante Gleichung
Es gibt zwei Losungen:

8 _
7—4 = 0,108 und
Zwei weihnachtliche Geduldsspiele

a) Die Losung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.

b) M Mitte; R Rand. | - M, L — R,
K-R,I-R,O-M,L-R,0-R,S—M,
A-R,U-R,S-R.

5 J—
7—0,185.

Kryptarithmetik

a) b)

224:14 =16 14 - 25 — 87 =263
: . : . : + -
2- 2= 4 15: 5 +30= 33

—_— -+ +

112:28 = 4 23+ 18 : 6 = 26

187 — 23 + 92 = 256

Der Weihnachtsmann ist da!

alpha, Berlin 21 (1987) 6 - 143



Mit Kiihnheit und Verstand

Der Halbkreis in der Zeichnung hat einen
Radius, der halb so groB ist, wie der Radius
r des Viertelkreises. Dessen Inhalt A4, ist

m .
A, =—1r?, der Inhalt des gezeichneten

4

Halbkreises A, ist damit
_nfr\)_nrr w1

AZ‘?(?) =24 -8 24
Die Summe der Flicheninhalte der gera-
sterten und der gepunkteten Schildhilfte
ist somit gleich 4,, dem Inhalt des gezeich-
neten Halbkreises. Der Inhalt der geraster-
ten Teilfliche wird also sowohl durch den
Inhalt der schwarz gemalten Fliche des
Schildes als auch durch den der gepunkte-
ten Fliche zu A, ergidnzt. Somit gilt die Be-
hauptung des Malers, w.z.b. w.

Was alles in einem Dreieck

steckt

Drei, Dreck, Decke; Deck, Dicker,
Recke; Reck, Rede, Ricke; Ede, Ei, Eid;
Ecke, Erde, Erik; Idee, Ire, Kreide.

Auf einen Blick
Die Kugeln mit der Nr.4 und 8 sind dek-
kungsgleich.

Losung zu: Wieviel Bonbons sind

am Pfefferkuchenhaus?

38165172,5 — ein Bonbon hat Hénsel also
schon angeknabbert!

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 2/87, Fortsetzung

Ma 10/12 = 2801
scher.

Es waren 7 Dolmet-

Ma 10/12 2802 Es gilt

(1) sin’x+cos’x=1,
) 2sin x cos x = sin2x,
3) sin2x=1.

Nun ist (sin x + cos x)?

=sin? x + 2sin x cos x + cos? x

=1+ 2sinx cos x (wegen (1)),

=1+ sin2x (wegen (2)).

Wegen (3) gilt nun (sinx + cosx)? = 2.

Es folgt |sin x + cos x| = \/2_ bzw.
sinx+cosxsvy2,w.z.bw

Ma 10/12 w2803 Es mogen beide Korper
die Hohe & haben, dann gilt fur das Volu-

men der Pyramide VP=%~ a’-h und fiir

das des Kreiskegels Vi = %-rr- r?-h (a sei

die Bezeichnung fur die Linge der Grund-
kante der Pyramide).
Da beide Volumina gleich sein sollen,

i LT NS
glltnun3 a h—3 mri-h.
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1

Nach Division durch 3

h und Umstellung

" a
nach r erhilt man r= —\/:
T

Ma10/12 m 2804 Ein regelmiBiges n-Eck
setzt sich aus n gleichschenkligen und
paarweise kongruenten Dreiecken zusam-
men. Der Winkel an der Spitze eines sol-

360° Be-

chen Dreiecks hat die GroBe

zeichnen wir einen jeden Basiswinkel mit
o, so gilt nach dem Innenwinkelsatz fiir
Dreiecke

180° —

2
winkel des regelmiBigen n-Ecks aus zwei
Basiswinkeln eines Dreiecks zusammen-
setzt, betrdgt seine GréBe 2o, Es 1Bt sich
nun die folgende Gleichung aufstellen:
l440°=n~2-(90°— 18n0 )

1440° = 180°- n — 360°,

1800° = 180°- n, 10 = n. Es handelt

360°

o= , und da sich ein Innen-

“sich um ein regelmiBiges Zehneck.

Losunigen zu: Mathematiker
in Berlin (von 1708 bis 1855)
Heft 5/87

A la Platon (427 bis 347 v.u.Z)).

Satz von Pythagoras: Ein Dreieck mit den
Katheten a, b und der Hypotenuse c ist ge-
nau dann rechtwinklig, wenn

c?=a’+ bist.

Euklid (4.Jh. v.u.Z)).

A2 A Auf 522 Arten kann die Zahl 50 in
sieben verschiedenen Summen zerlegt wer-
den. Leonhard Euler 16ste das Problem u.a.
im 16. Kapitel seines 1748 erschienenen
Buches ,Einleitung in die Analysis des Un-
endlichen, Teil 1¢ (deutsche Ubersetzung
von H.Maser, Berlin 1885).

A3 a Der Mittelpunkt / der Diagonalen
— +
AC ist I= % der Mittelpunkt K der

Diagonalen BDist K = ?

oTe_ Bt aty
Dann ist /K = 3

Ferner gilt BD=06 -, AC=y - «,
AB=p o, BC=y~p.
CD=6-y, DA=a—-4.

D-4

Co¢

A-a

Hieraus folgt

|AB|* +|BC|* + | CD[* + | DA

=I~af +y=BR+ 16~y + |o~ of
-0 F-D+ - F-P
=)0 -P t(a—08)(®-9)

und .

|AC|* + | BD|* + 2| IK|)?

=ly—af +|0-pP+|p+b-a=yf
=G-OF-BH+O-HE-P
tP+o-a-p)(fto-m-7).

Werteres Ausrechnen beider Ausdriicke be-
stitigt die Gleichheit:

|AB|> + | BC|*+ | CD|* + | DA

=|AC|* +|BDP* + 4|IK|*.

Lésungen zu: Mathematiker
in Berlin (von 1855 bis 1897)
Heft 5/87

. o+ .. +g
Ala Wirsetzen 4 =—1————

n

und

a=c¢—Afirl<sisn.

Dann ist Z a;= (Z c,) —nA
i=1 '

i=1

ndA — nA = 0. Damit folgt

er=) (4 +a)
=

I

-

1

i

3

(A% +24a; + a}

=Y A2+24) a;+ > a?
=1 = N

n
nd*+ Y atznd?,
=1

]

E

woraus die Behauptung folgt.

A2a
Zum Beispiel leisten die Funktionen

flx)=c-sin (2Trrx> das Verlangle

(fiir jede Konstante ¢ + 0).

A3 a Wirnehmen an, daB f(x) keine be-
liebig kleinen positiven Perioden besitzt.
Dann existiert ein ¢ >0, so daB w > ¢ fiir
alle positiven Perioden w gilt. Da mit zwei
Perioden w’, w auch deren Differenz
w’ —w eine Periode ist, folgt |w’ — w| > c.
Daher muB unter den Perioden von f(x)
eine kleinste positive Periode w existieren.
Es sei w’ irgendeine weitere positive Pe-
riode. Weiterhin sei & die groBte natiirliche
Zahl mit hw < w'. Wir setzenw, = w’ — hw.
Dann ist 0 £ w; < w. Da aber w, auch eine
Periode ist, muB w; =0 gelten. Folglich
sind alle positiven Perioden Vielfache von
w. Da mit w' auch —w’ eine Periode ist,
sind schlieBlich alle Perioden Vielfache
von w und damit ist f(x) einfach-perio-
disch.

A4 a Nach Voraussetzung existiert eine
Folge w,, w, +0, von Perioden von f(x)
mit lim w, =0. Wenn f(x) differenzierbar

ist, gilt
X9+ w,) — fx
Fixg) = lim 2O w) fxo)
fiir jede reelle Zahl x,.
Also ist f'(xg) =0.
Dann ist aber f(x) = ¢ fiir eine Konstante
¢. Andererseits hat jede konstante Funk-
tion trivialerweise beliebig kleine Perioden.

A 5a Die Bedingung ist notwendig: es sei
d der ggT von m und n. Dann ist

a b . m n

- n—O fir a = 4’ b——d.

Ist also das Kroneckersche Produkt von
Null verschieden, muBl notwendig d =1
gelten.

Die Bedingung ist

hinreichend: Gilt



b
% - fir gewisse a, b, so folgt an = bm.
Da m und n teilerfremd sind, muB a|m
und b|n gelten. Wegen O0<a<m,
0 < b < n kann das nicht eintreten.

A6a Wirbezeichnen das Kroneckersche

Produkt H(l—i) mit P(m,n).
m n )

m—-1 n—-1
Es besteht aus B

Faktoren.

Dabher ist
m~1 n-1
P(n,m)=(-1) ? : P(myn).
Es folgt dann
m-1 n-1
e(nm)=(=1) * ? e(mn),
was mit der Behauptung gleichbedeutend
ist.
A7a Zur Berechnung von e(m,n) be-
stimmen wir die Anzahl der negativen Fak-

b
toren L —. Es ist
n n "

a b a b
——-—<0e—<—®a<—.
m n m n n

Die Anzahl der natiirlichen Zahlen a mit
bm bm
a <—— ist aber |—].
n n
Jn
2

da aus b < = sofort b_m<
2 n

Die Bedingung a < — ist auch stets erfiillt,
m

2 folgt.

n—1

2
Daher ist E= ), [bTm] die Anzahl der
SN 1

negativen Faktoren s i'in:l Kronecker-
schen Produkt. 2

Also ist e(m, n) = (—1)E.

A8a Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei /> m. Nach Voraussetzung
ist {=m + gn fir eine natiirliche Zahl g.
Da I, m, n ungerade Zahlen sind, muB g
gerade sein: g =2h fir eine natiirliche
Zahl h. Also ist I=m+ 2hn. Auf Grund

der vorangegangenen Aufgabe gilt
n-1

2
e(bn)=(-1)f mit E= ), [ﬂ]
k=1L n
n-1
. 2 km
e(mn)=(-1)f mit F= Y [—]
k=1L P

Aus % = kTm + 2hg folgt

K [k

[T] = [Tm] + 2hg. Daher unterscheiden
sich E und F um eine gerade Zahl.

Also gilt (-1)% = (-1)F.

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. J. Nietzsch
Heft 5/87

Das Schwerpunktviereck vist zum Viereck
ABCD idhnlich.

Beweis: Nach der Figur seien die Punkte P,
Q, R und S so definiert, daB gilt: P hal-
biert «4C, R halbiert BS und § ist der
Schwerpunkt von AABC. Dann gilt: ABQR
ist dem ABSD ihnlich, auf Grund des ge-
meinsamen Winkels 4 QBR und wegen der
Seitenverhiltnisse DB: QB = SB: RB.

Rund
um den SR 1

Wieviel Bonbons
sind am
Pfefferkuchenhaus?

Seit September 1985 benutzen wir im Ma-
thematikunterricht den neuen Schulrech-
ner SR1. Die Arbeit mit diesem Rechner
bereitet uns viel Freude, und der SR1 ist
uns ein guter und schneller Helfer. Unsere
Mathematiklehrerin, Frau Rupp, hat uns
erkldrt, daB man mit dem SR 1 auch man-
che Worter schreiben kann, indem man
den Rechner umdreht und die auf Kopf ste-
henden Ziffern als Buchstaben deutet. Wir
vereinbaren:

121,)22Z,32E, 420,528,
72L,82B,9£G,020.

Anstelle des Buchstabens 8 wollen wir wie
auf alten Schreibmaschinen ss schreiben.

GroB- und Kleinschreibung beachten wir.

nicl}t. Wir haben sehr viele Worter so dar-
stellen konnen. In der folgenden Ge-
schichte sind einige versteckt:

Somit ist aber QR | MS und M halbiert PQ.
Weiterhin gilt

MS=--0R =D, d.h. DH = 375.
Damit ist gezeigt, daB der Schwerpunkt des
Dreiecks AABC das Bild von D bei zentri-
scher Streckung in M mit dem Streckungs-
faktor —% ist.

Analog schlieBt man fiir die Schwerpunkte
der anderen eingangs genannten Dreiecke,
womit die behauptete Ahnlichkeit bewie-
sen ist. [

[ D

7
\/

Bemerkung: Man kann jede andere Bezie-
hung fiir die beiden Vierecke zeigen, die
bei Ahnlichkeit erhalten bleiben (z. B. ist
der Schwerpunkt S,5- der Mittelpunkt des
Kreises durch die Schwerpunkte Spcp,
Scpa» Spap, SO ist D der Mittelpunkt des
Umkreises von A4BC).

Hiansel und Gretel lebten mit ihren Eltern
in einem kleinen Haus. Der Vater ging oft
mit dem Beil in den Wald, um Holz zu
hacken. Weil die Eltern sehr arm waren,
schickten sie die Kinder fort. Als es noch
hell war, gab es im Wald viel zu sehen.
Hinsel beobachtete einen Zobel und einen
Igel, Gretel sah einen Zeisig. An einem
See erblickten die Kinder eine Seelilie,
iber der eine Libelle ihre Kreise zog. Als
es aber dunkel wurde, bekamen sie Angst.
Durch die Biume schimmerte ein gelbes
Licht.
»Ho, ho“, rief Hinsel, aber Gretel meinte:
»oei leise!“ Sie standen vor dem Pfefferku-
chenhaus. Hiénsel kletterte an einem Seil
auf das Dach und biss in einen Kuchen.
»Los“ rief er, ,hole eine Leiter und eine
Bohle, damit wir Schokolade von der Esse
abbrechen koénnen.“ Da aber erschien die
Hexe, sie hatte stechende, boese Augen,
und rief: ,Wer hat von meinem Lebkuchen
gegessen? Kommt her, liebe Kinder, ich
habe Marzipan und Gelee in Hiille und
Fiille fiir euch.“ Die Kinder lieBen sich von
der Hexe tduschen. Gretel muBite nun im
Haus helfen, den Hinsel aber sperrte die
boese Hexe in ein GelaB, das mit einem
Riegel verschlossen war. Er bekam leckere
Speisen, Sosse und Eis, damit er schnell
dick werde. Gretel ahnte Schlimmes, als
sie im Backofen Feuer machen sollte. Sie
tat so, als ob sie das nicht kdnne, und bat
die Hexe: ,Zeige es mir bitte!“ Die Hexe
band sich ein Seil um den Leib und kroch
in den Ofen.
Hinsel hatte alles beobachtet und rief:
»Schnell, schieb die Olle rein, mach die
Klappe zu und hol mich aus dem Kifig.
Wir haben einen Sieg errungen!“ Die Kin-
der freuten sich und aBen sich satt. Hinsel
stopfte sich Bonbons in die Hose. Dann
wollten die Kinder nach Hause. Vater und
Mutter freuten sich sehr, der Hofhund aber
begriiBte sie mit freudigem Gebell.
Sucht alle Wirter, die ihr mit dem SR 1 schrei-
ben kinnt, heraus (die mehrfach vorkommen-
den werden so oft beriicksichtigt, wie sie in der
Geschichte vorkommen). Stelit die Warter mit
dem SR 1 dar und addiert die zugehirigen
Zahlen. Endet ein Wort auf den Buchstaben
0, so wollen wir es als Dezimalzahl 0.+ » ...«
darstellen. Dazu kann man den Speicher be-
nutzen (Taste M+ ). Ich habe mir gedacht,
dap die (richtige) Summe die Zahl der Bon-
bons am Hexenhaus sein soll. Habt ihr die Lo-
sung gefunden? Susanne Schmidt, Klasse 9,
E.-M.-Arndt-0S Greifswald
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