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Dreiecks-
geometrie

»alpha” freut sich immer, wenn sie ihre Leser
zur Beschdftigung mit der Mathematik anre-
gen kann. Noch mehr freuen wir uns, wenn ihr
uns eure Uberlegungen mitteilt. Schlielich ist
meist die Diskussion iber die eigenen Gedan-
ken mit anderen der Priifstein fiir ihre Richtig-
keit. Vielleicht regt euch Ralphs Arbeit zu
einem solchen Meinungsstreit an.

Alphons

Im Heft 2/1986 der alpha wurde eine Taxi-
Geometrie vorgestellt. Dadurch kam ich auf
die Idee fiir eine andere Geometrie, dig ich
Dreiecksgeometrie  (kurz:  D-Geometrie)
nannte.

Ich gehe von einer Ebene aus, die — wie
bei einem Halma-Spiel — von einem Netz
aus zueinander kongruenten Dreiecken be-
deckt ist (D-Ebene). Jedes dieser Dreiecke
nenne ich Elementardreieck (Bild 1).

Bild 1 P Q

D-Geraden sind die Geraden des Dreiecks-
gitters. Die Gitterpunkte des Dreiecksgit-
ters sollen die D-Punkte sein. In jedem D-
Punkt schneiden sich genau drei D-Gera-
den. Auf jeder D-Geraden liegen minde-
stens zwei Punkte (sogar unendlich viele),
aber zu zwei voneinander verschiedenen
D-Punkten muB es nicht unbedingt eine.
D-Gerade geben, auf der diese beiden
Punkte liegen.

Vor allem die letztgenannte Eigenschaft-ist
der Grund dafir, daB die D-Geometrie
zum Teil erhebliche Unterschiede zur ge-
wohnlichen Geometrie aufweist.
Beispielsweise kann man den Begriff
Strecke nicht wie sonst iiblich definieren.
Wir wollen unter einer Elementarstrecke ein
Paar (P, Q) von Eckpunkten ein und des-
selben Elementardreiecks verstehen. (An-
schaulich konnen wir uns unter einer Ele-
mentarstrecke eine Seite eines Elementar-
dreiecks vorstellen, jedoch enthilt eine
Elementarstrecke auBer ihren beiden End-
punkten keine weiteren D-Punkte.) (Bild 1)
Eine Folge P,P,P;...P,_ P, von D-Punk-
ten, bei der jedes Paar (P;, P;,,) eine Ele-
mentarstrecke ist, nennen wir Weg von P,
nach P,. Die Anzahl n der auf dem Weg
von Py nach P, durchlaufenen Elementar-
strecken nennen wir Ldnge des Weges
PyP,...P,.

Ist PyP,...P, ein Weg der Linge n und gilt
fir jeden Weg 0,0;...0Q, mit O, = P, und
Qn = P, die Bezichung m = n, so nennen
wir PyP,...P, direkten Weg von Py nach P,.
(Bild 2)

Bild2 % ___ G Q 05

Sind 4 und B zwei voneinander verschie-
dene D-Punkte, so ist der direckte Weg von
A nach B nur dann eindeutig bestimmt,
wenn 4 und B auf ein und derselben D-
Geraden liegen. (In diesem Fall konnte
man den direkten Weg von 4 nach B-auch
als Strecke AB bezeichnen.) Andernfalls

" gibt es mehrere direkte Wege von 4 nach

B, die jedoch alle gleich lang sind. Die
Linge eines direkten Weges von 4 nach B
(A # B) nennen wir D-Abstand von A und
B. Jeder Punkt habe von sich selbst den
Abstand 0. (Bild 3)

Bild 3 8

yAVAVAV

ny=n=ny=3 n-2

Ein D-Vieleck besteht aus k D-Punkten 4,,
Ay, ..., Ay (Eckpunkte) und je einem direk-
ten Weg von A, nach 4,, von 4, nach 4;,
..., von A _; nach 4, und schlieBlich von
A nach A4, (k Seiten). Dabei sollen keine
drei aufeinanderfolgenden Eckpunkte auf
ein und derselben Geraden liegen.

Solche D-Vielecke wollen wir nun etwas
nidher untersuchen.

Zunichst betrachten wir eine Figur, die wir
aus der gewdhnlichen Geometrie nichi
kennen: Das Zweieck.

VAVAVAV,
AVAVAY

Bild 4b

Bild 4a zeigt ein D-Zweieck mit den Eck-
punkten 4 und B. Im Bild 4b liegt dage-
gen kein Zweieck vor, da 4" und B nicht
durch direkte Wege verbunden sind. Wir
stellen fest: Die beiden Eckpunkte eines
D-Zweiecks kénnen nicht auf ein und der-
selben D-Geraden liegen.

Kommen wir jetzt zum D-Dreieck, wobei
wir uns hier auf gleichseitige D-Dreiecke

beschrinken. Bild 5 zeigt zwei gleichseitige
D-Dreiecke. Zweifelsohne ist das Dreieck
a) das interessantere.

Bild 5a A

8
Bild 5b (4

A 8

Bei ihm befindet sich jeder der drei Eck-
punkte A, B, C auf einer anderen D-Gera-
den. Das Dreieck b) unterscheidet sich
nicht von einem gewohnlichen gleichseiti-
gen Dreieck. Ein gewdhnliches gleichseiti-
ges Dreieck erhdlt man ibrigens auch,
wenn man die Eckpunkte 4, B, C des Drei-
ecks a) als Punkte einer gewoOhnlichen
Ebene auffaBt und durch gewohnliche Ge-
raden verbindet.

Ala Zeichnet weitere gleichseitige D-
Dreiecke und iberpriift, ob ihre Eckpunkte
auch in der gewdhnlichen Geometrie Ek-
ken eines gleichseitigen Dreiecks sind!
LiBt sich eine allgemeine Aussage formu-
lieren und beweisen?

Unter einem D-Rhombus verstehen wir ein
D-Viereck, bei dem alle vier Seiten gleich
lang sind (Bild 6).

Bild 6a ¢
D
8
A
Bild 6b 2 I
A
A2 a Welche Figuren erhdlt man, wenn

man die Eckpunkte der D-Rhomben im
Bild 6 jeweils in eine gewdhnliche Ebene
iibertrigt und durch gewdhnliche Geraden
verbindel? Ist das bei allen D-Rhomben
so?

Wenden wir uns nun der interessantesten
Figur in der D-Geometrie zu, dem D-Kreis.
Wir definieren: Ein D-Kreis ist die Menge
aller D-Punkte, die von einem gegebenen

alpha, Berlin 23 (1989) 1 - 1



D-Punkt M, dem Mittelpunkt des D-Krei-
ses, den. gleichen Abstand r (re N, r>0)
haben. ’

Bild 7 zeigt zwei D-Kreise. IThr Umfang
(Léange des Weges ABCDEFA bzw. ABC-
DEFGHIJIKLA) betrigt 6 bzw. 12, ihr
Durchmesser 2 bzw. 4. Der Quotient Um-
Sang: Durchmesser ist bei beiden Kreisen 3

(in der  gewOhnlichen Geometrie:
m=3,14..).
Bild 7a 3 D
F C
A 8
Bild 7b / H &

A 8 c

a3 a Uberpriift, ob dies bei allen D-Krei-
sen so ist!

Das waren nun die Dinge aus der D-Geo-
metrie, die mir am interessantesten er-
schienen. Man kann noch viel mehr unter-
suchen, so z.B. in D-Dreiecken die
Innenwinkelsumme, die nicht in jedem D-
Dreieck dieselbe ist, oder auch Hohen, Sei-
tenhalbierende, Winkelhalbierende usw.
Jeder kann in dieser Geometrie leicht neue
Sdtze und Besonderheiten erkennen.
Und wenn jemand nach dem Nutzen fragt:
Vor allem, glaube ich, macht das Erfinden
einer anderen Geometrie und das Entdek-
ken von GesetzmiBigkeiten in ihr SpaB,
und man versteht einige Zusammenhinge
in der gewohnlichen Geometrie besser.

R. Schlosser

Aufgabe zum Titelblatt —
Ein anspruchsvolles
Magisches Quadrat

In ein Quadrat aus 17X 17 Feldern sind die
Zahlen 1 bis 289 so einzutragen, daB sich
sowohl in allen waagerechten Zeilen, in al-
len senkrechten Spalten als auch in den
beiden Diagonalen stets die gleiche
Summe ergibt.

Zur Erleichterung der Losung sind in das
Bild die Zahlen 1 bis 34 und die Zahl 111
bereits eingetragen.

Schitler St. Hochmuth,
J.-Dieckmann-0S, K. 6a

2 - alpha, Berlin 23 (1989) 1

Leontij Magnickij

(1669 bis 1739)

und seine ,,Arithmetik® (1703)

Die Arithmetik von Magnickij, die 1703 in
Moskau mit einer fiir die damalige Zeit un-
gewoOhnlich hohen . Auflage von
2400 Exemplaren erschien, blieb in RuB-
land weiter ein grundlegendes Lehrbuch,
obwohl 1740 die Universale Arithmetik von
Euler ins Russische iibersetzt worden war.
Michail Lomonossow nannte es eine Pforte
zu seiner Gelehrsamkeit. Auer den Rechen-
regeln und den Grundrechenarten, die die
Kaufleute, Handwerker, Beamten und iiber-
haupt alle brauchen — so stand es im
Buch - enthielt es auch Kapitel iber Alge-
bra, Geometrie, Astronomie, Navigation
u.a.m.

Peter I. erkannte, daB gegen den Analpha-
betismus des 18. Jahrhunderts die Entwick-
lung der Wissenschaften allgemein und der
mathematischen im besonderen fiir den
Schiffbau, fiir die Navigation, das Bauwe-
sen, den Handel, die Okonomie und das
Militirwesen notwendig waren. Per Erlaf
grindete er 1701 eine Schule der mathe-
matischen und der Navigationswissen-
schaften in Moskau. Leontij Magnickij
wurde zusammen mit dem Englinder Far-
guharson und zwei weiteren Auslindern an
diese Schule berufen.

In einem Geschichtsbuch, das in RuBland
im Jahre 1831 erschien, wird folgendes be-
richtet: Magnickij hatte selbstindig die
Mathematik erlernt und sprach deutsch,
niederldndisch, lateinisch und italienisch.
Peter 1. unterhielt sich mit ihm iiber mathema-
tische Probleme, und war von seinen Kenntnis-
sen so entziickt, dafs er ihn als seinen ,Magne-
ten“ bezeichnete und anordnete, ihn Magnickij
zu nennen. Welchen Familiennamen er bis da-
hin hatte, ist unbekannt ...

Die Arithmetik von Magnickij entsprach
einem wichtigen gesellschaftlichen Zeitbe-
diirfnis. Es blieb bis zur Mitte des 18.Jahr-
hunderts in Gebrauch, wie Prof. Juschke-
wic, einer der flilhrenden Mathematikhisto-
riker der Sowjetunion, in seinem Buch Die
Geschichte der Mathematik in Rupland fest-
gestellt hat.

Wir stellen einige Aufgaben aus seiner
Arithmetik vor:
Ala Jemand ging Spielzeug einkaufen.

1 .
Fiir das erste Spielzeug bezahlte er < sei-

. . 3
nes Geldes, flir ein zweites T des Restes

und fiir ein drittes % des ihm verbliebenen

Geldes. Danach hatte er noch 1 Rubel und

92 Kopeken. Wieviel Geld hatte er ur-
springlich, und wieviel kostete jedes Spiel-
zeug?

A2 A ,Wieviel Schiiler hast du? wollte
ein Bauer von einem Lehrer wissen. , Einst-
weilen einige“ antwortete .-der Lehrer.
,Wenn aber noch einmal soviel kommen
und noch die Hilfte und noch ein Viertel
dieser Zahl und auch dein Sohn, dann sind
es 100.«

Wieviel Schiiler hatte der Lehrer?

A3 a Ein Bauer stellt einen Knecht fiir
ein Jahr ein und versprach ihm, 12 Rubel
und einen Schafspelz als Lohn zu geben.
Der Knecht diente aber nur 7 Monate. Der

.Herr bezahlte dafir 5 Rubel und gab ihm

den Schafspelz. Bestimme den Preis des
Pelzes!

Ad4a Ein Wanderer bendtigte fir den
Weg von einer Stadt in ein Dorf 30 Tage.
Ein anderer ging aus diesem Dorf in diese
Stadt und brauchte nur 20 Tage. Nach wie-
viel Tagen treffen sie sich, wenn sie gleich-
zeitig losgingen?

AS5a Ein Mann und eine Frau pflegten
ein FidBchen in 10 Tagen zu trinken. Der
Mann trank dieses FiBchen allein in
14 Tagen leer. In wieviel Tagen schafft dies
die Frau?

4 6 A Jemand hinterlieB seiner Frau, sei-
ner Tochter und seinen drei Sohnen
48 000 Rubel als Erbschaft: der Frau ein
Achtel der ganzen Summe, jedem Sohn
zweimal mehr als der Tochter.

Wieviel Geld erhielt jeder?

Hier noch eine anspruchsvollere Aufgabe
aus dem Kapitel Reihen:

A7a Ein Verkdufer mochte fiir ein Pferd
156 Rubel haben. Ein Kidufer meint, daB
dieser Preis wesentlich zu hoch ist. ,Dann
kaufe nur die Nigel in jedem Hufeisen (je-
des Hufeisen hat 6 Nigel)“, schligt der
Verkdufer vor. ,Fiir den ersten Nagel zahle
% Ko-
peke, danach 1 Kopeke, dann 2 Kopeken
usw. Das Pferd gebe ich dir als Zugabe zu
den Nigeln kostenlos.“ Der Kiufer
stimmte erfreut zu und hoffte, nicht mehr
als 10 Rubel bezahlen zu miissen. Wieviel
hiitte er tatsichlich zahlen miissen?

mir % Kopeke, fiir den folgenden

A. Halameisdr/]. Lehmann/W. Moldenhauer



Lésen von Extremwertaufgaben

mit elementaren Mitteln

Die Mitglieder der Mathematischen Schii-
lergesellschaft der Ernst-Moritz-Arndt-
Universitit Greifswald, Klasse 9, beschif-
tigten sich in einem Kurs mit Extremwert-
aufgaben, dabei spielten auBerdem Nihe-
rungsmethoden auf Kleincomputern eine
Rolle. Eine Kurzfassung des behandelten
Stoffes teilen sie euch hier mit.

Im tédglichen Leben stehen wir sehr oft vor
der. Aufgabe, aus vorhandenen Mitteln (in
einem jeweils noch zu prizisierenden
Sinne) das Beste zu machen oder ein ge-
stelltes Ziel mit moglichst geringem Auf-
wand zu erreichen. In konkreten Fillen
kann es z. B. darum gehen, einen mdéglichst
hohen Exportgewinn zu erzielen oder eine
moglichst groBe Produktionsleistung zu er-
reichen. Haufig ist mit moglichst wenig
Material oder mit moglichst wenig Energie
eine vorgegebene Aufgabe zu erfiillen.
Prinz Epsilon (siehe alpha Heft 2/1988)
muB iberlegen, wie ein gegebenes Stiick
Pappe zu einer (oben offenen) Kiste mit
moglichst groBem Volumen gefaltet wer-
den kann. Ein anderes Problem besteht
z. B. darin, eine Kiste mit einem bestimm-
ten festen Volumen so zu bauen, daB dazu
moglichst wenig Material ben6tigt wird.
Derartige Probleme nennt man Optimie-
rungsprobleme oder Extremwertaufgaben. Zu
ihrer Losung ist ein mathematisches Mo-
dell aufzustellen. Das sind meist Formeln
oder Algorithmen zur Beschreibung des
(technischen, physikalischen, &konomi-
schen, ...) Sachverhaltes. Zahlreiche ma-
thematisch formulierte Extremwertaufga-
ben kdnnen mit Methoden der hoheren
Mathematik (Differentialrechnung) gelost
werden. Es gibt auch Probleme, bei denen
die Unbekannten Funktionen sind. Aufga-
ben dieses Typs werden in der Variations-
rechnung und in der Theorie der optimalen
Steuerung untersucht. Von diskreten Pro-
blemen spricht man, wenn die Variablen
nur endlich viele oder abzdhlbar unendlich
viele Werte annehmen koénnen, auch dafiir
sind spezielle Losungsmethoden entwickelt
worden.

Differentialrechnung und , Optimierungs-
aufgaben werden im Mathematikunterricht
der OS nicht behandelt. Trotzdem miissen
wir nicht von vornherein passen. Manch-
mal lassen sich namlich Extremwertaufga-
ben auch mit relativ elementaren Hilfsmit-
teln losen. Als ein solches Hilfsmittel
wollen wir hier Ungleichungen benutzen.

1. Einige Ungleichungen ‘

Es seien x;, ..
Zahlen. Dann heif3t

L
Alxr, X)) =G+ x)

das ,arithmetische Mittel“ und

G(xy, .0 %) = Yx1 7 - Xy

das ,geometrische Mittel“ der Zahlen x,,
..ty Xn. Zwischen dem' arithmetischen und

dem geometrischen Mittel besteht stets die

Beziehung: -

G(xy, .oy Xg) S A(X), .0y Xp) - 1)
Dabei gilt

G(xy,.u0y Xs) = A(X1, ...\ Xn)

dann und nur dann, wenn

X; =X, = ... = Xx,ist.

Diese Ungleichung wurde von dem franz6-
sischen Mathematiker A.L. Cauchy (1789
bis 1857) bewiesen. Einen elementaren Be-
weis dieser Ungleichung findet der interes-
sierte Leser in [2].

Aus (1) folgt

Satz I: Fir beliebige nichtnegative Zahlen
X1,y .. X, gilt

nexp X, ExTH X L+ x) )
Bei positiven Zahlen ist Gleichheit genau
dann erfullt, falls x, = ... = x, ist.

Beweis: Nach Formel (1) ist
G(x7,...x7)< A(x7,...,x%), d.h.

"\/xf' Lxh é%(x;'+ ot xly,

hieraus folgt (2).

Auch die folgende Ungleichung kann fiir
die LOsung einiger Extremwertaufgaben
mit Erfolg ausgenutzt werden. Sie wird
nach Jacob Bernoulli (1654 bis 1705) als
Bernoullische Ungleichung bezeichnet.

Fiir x 20 und n e N folgt sie aus der be-.

kannten binomischen Formel:
(1+x)"=1+ nx. 3)
Wir zeigen nun, daB analoge Ungleichun-
gen auch fiir allgemeinere Fille richtig
sind. -
Satz 2: Es sei x eine reelle und o« eine ra-
tionale Zahl mit x =z =1 und o = 1. Dann
git (A+x)*21+ ax. “4)
ImFall0< <1, x = —1 besteht die Un-
gleichung
I+x)=1+ax, 3
fir o #+ 1 ist Gleichheit nur bei x =0 er-
fullt.
Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall
0 <a < 1. Da « rational ist, existieren na-
tirliche Zahlen m, n mit 1 £ m < n, so daB

m .
o= o geschrieben werden kann.

., X, nichtnegative reelle

Es ist 1 + x = 0 und folglich

1+ x)F=1+x)" =1+ x)"

=Ya+x) A+ x)1-..1.

Dabei wurde der Radikand um (n—m)

Faktoren 1 erginzt, so daB unter dem Wur-

zelzeichen formal n Faktoren stehen.

Nach Ungleichung (1) ist daher
m(l+x)+(m—m)-1

(1+x)s= "
+ +n— + :
_mtmx+tn-—m_ mx n=1+axx.
n n
Weil in (1) das Gleichheitszeichen nur
fir .x, = ....= x,“ steht, gilt

(1 + x)*=1+ ax genau dann, wenn
1+x=1ist,d.h. nurflirx=0.

Es sei jetzt &« > 1. Falls 1 + ax < 0 ist, gilt
natirlich (1+x)*z0>1+ax. Also
bleibt noch @ > 1, 1 + ax 2 0 zu diskutie-

ren. In diesem Fall ist 0 <% <1, und ge-

maB der schon bewiesenen Formel (5) ist
1
(1+ax)’§]+;ax=l+x.

Weil die Potenzfunktion fiir &« >1 mo-

noton ist, muBl
1

1+oax=(1+ax)e =(1+x)*sein.
Bemerkung: Fur a + 1 steht in den Formeln
(4) und (5) das Gleichheitszeichen nur fir
x=0. ’

Satz 3: Die Bernoullische Ungleichung (4)
gilt auch fir x reell, o rational und
xz-1,a<0.

Beweis: Wir fihren die Aussage auf Satz 2
zuriick. Solite 1 + ax < 0 sein, ist (4) offen-
sichtlich. Im anderen Fall ist ax= -1.
Wegen —a >0 gilt fur pe N, p> —a die

Ungleichung 0 < —%<1 und daher ist
nach (5)

(l+x)_7§1——x

©)
bzw. (1 +x)% =3

()52

ergibt sich

\2

=
()
[,
@
=1

£ o
Q+x)°zl +;X und folglich
o 4
1+x)*z{1+—x]).
ez (14 5x)

Da ax'g—list,gilt%xg— -1.

v

™ |-

Wegen p € N folgt dann

. (l+x)"§1+p%x aus dem schon be-

kannten Satz.

Bemerkungen: Aus den Ungleichungen des
Beweises folgt, daB

1+x)*>1+ ax
firx+0(xz~-1,a<0) ist.

Durch Grenzwertbildung kann man Poten-
zen x* auch fur x = 0 und beliebige reelle
Zahlen o definieren. Es 148t sich dann zei-
gen, daB die Sdtze 2 und 3 richtig bleiben,
wenn dort fur « irrationale Zahlen (mit der
Fallunterscheidung a <0, a>1 bzw.
0 < < 1) eingesetzt werden.
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2. Maxima und Minima

Untersuchung von Funktionen des Typs
x%— ax

Von Funktionen dieses Typs soll uns inter-
essieren, ob sie iiber der Menge der nicht-
negativen reellen Zahlen

M= {xe R|x z 0} oder iiber gewissen In-
tervallen kleinste oder groBte Funktions-
werte besitzen, und wenn ja, wo diese ange-
nommen werden. '
Satz 4: Es sei a >0, o > 1. Dann hat

die Funktion f(x) = x* — ax beziiglich

x 2 0 ihren kleinsten Wert im Punkt
1

x= (%) 1 und dieser Wert ist

a-1
J@=01-a) (%)
Beweis: Wegen o > 1 ist fir alle zz —1
nach 4) (1 +z)*=1+ az. Setze
y=1+z also z=y—1, so ergibt
sich y*= 1+ a(y — 1) und daher
y*—ayz=1-oa. Dabei ist y =0 beliebig,
die Ungleichung gilt fiir alle y = 0 und das
Gleichheitszeichen steht nur fir z=0,
d. h. fur y = 1. Multiplikation mit dem po-

3

- a\=-1 .
sitiven Faktor (;) liefert

(25) -2 (@)

L.
-1

=(1-a) (%)

-1
Wir setzen nun x = (%) y. Weil y=0

1

beliebig ist, durchlduft auch x alle nichtne-
gativen reellen Zahlen. Die Ungleichung
hat jetzt die Gestalt

L
a-1

x*—axz(l—a) <i)
. o

a-1
Fiir x #+ (%) steht ,>“ und fur
1

a\o- 1
X = (—) steht ,=*.
o

Definition: Es sei M eine Teilmenge der re-
ellen Zahlen R und f eine auf M definierte
reellwertige Funktion. Wenn es ein xe M
(bzw. ein X € M) gibt, so daB f(x) = f(x)
bzw. f(x)=f(x) fur alle xe M gilt, so
nennt man f(x) das (globale) Minimum und
f(x) das (globale) Maximum von f auf M.
x heiBt (globale) Minimumstelle und X
(globale) Maximumstelle von f auf M.
Der héchste Berg (Punkt) der DDR ist der
Fichtelberg. Nennt den hochsten Berg in
Thiiringen und den héchsten Berg im Be-
zirk Neubrandenburg! Im Kleinen (Loka-
len) kénnen offenbar ganz andere Maxima
und Minima als im GroBen (Globalen) auf-
treten. Man betrachtet daher neben den
globalen Extremwerten (Minimum oder
Maximum) auch lokale Extrema. Fiir den
Fall M = R sind diese exakt so definiert:
f hat bei xp € R ein lokales Makimum,
falls es ein Intervall [xg — €, xo + €]

gibt, so daB f(xg) = f(x) fiir alle

x € [xo — €, xp + €] ist. Das bedeutet,

daB f(x) das globale Maximum von f auf
[xo — &, xo + €] darstellt.

4 - alpha, Berlin 23 (1989) 1

Entsprechend ist das lokale Minimum zu
verstehen. : ' :
Wenn f nur auf M S R definiert ist, wird
die Definition wie folgt abgeindert: Man
sagt, f hat bei xy € M ein lokales Maximum
auf M, wenn es ein Intervall

[xo — €, xo + €] gibt, so daB

S(xp) = f(x) fur alle

x€eMn[xy— g, xy+ €] gilt.

In diesem Beitrag sind nur globale Ex-
trema von Interesse.

Daher vereinbaren wir, nur von Maximum
und Minimum zu sprechen.

Aufgabe: Maximum oder Minimum von
einer Funktion f auf einer Menge M exi-
stieren nicht immer. Wenn sie existieren,
sind Minimum oder Maximum eindeutig
bestimmt. Es kann jedoch mehrere Mini-
mum- oder Maximumstellen geben.
Illustriere dies an Beispielen!

Die Aussage von Satz 4 kann jetzt so for-
muliert werden: Es sei a >0, > 1

und M = {x|x€eR,x = 0}.

Dann nimmt die Funktion f(x) = x* — ax

ihr Minimum auf M an der Stelle
1

/ a a-1
x= (—;) und nur an dieser Stelle an,

das Minimum ist
o a -1
fM=Q01-a) ('x)

Satz 5: Es seien f,ye R, y<0<fund M
eine Teilmenge von R. Wenn f das Mini-
mum (Maximum) auf M im Punkt x (bzw.
X) annimmt, so hat die Funktion ff dort
ebenfalls ein Minimum (bzw. Maximum)
auf M, pf hat in x ein Maximum.

Beweis: Es ist f(x) z f(x) und wegen

y <0 dann pf(x) < y- f(x) fir alle

x € M. Also nimmt y- fdas Maximum auf -

M bei x an. Die anderen Aussagen erhilt
man analog.
Folgerung: Die Funktion g(x) = ax — x*
mit a >0, > 1 nimmt das Maximum auf
M = {x|x € R,x z 0} im Punkt

1

_ a\«-1 . .
X = (;) an. Es gibt genau eine

Maximumstelle auf M und der Wert des

Maximums ist (& — 1) (%) .

Wir wollen den Verlauf einiger Funktionen
fir den Spezialfall @ = 1 skizzieren:

Bild | y
o fx)=x-x?
-1 Y 1 x
/| \
/ \ 2
-1{ glx)=x-x
Bild 2 )’j
1
: g(x) =x3 x
\/"\\ //
'1// \\~'/’Y X
» ’ fix)=x-x3

Bild 3 ¥ 1
05t fex) =x-x2 =x-Ix
1 X
-05
1
Bild 4 y ) =x-x2

Bild 5 ¥y 1
i gx)=x+x ¢
34 A7 k) axex 2
\\
2 \,

Die Skizzen motivieren uns zu Aussagen
iber Minima der Funktionen
f(x)=ax—x*fuire>0,0<aa<1

und der Funktionen
gx)=x*+axfira>0,<0

auf M= {x|xz0}.

Satz 6: Wenn 0 < & <1 und a > 0 ist,

so nimmt die Funktion g(x) = x* — ax.
ihr Maximum auf M = {x|x = 0}
1

a\e-1
im Punkt x = (;) an.
Andere Maxima gibt es nicht! Die Funk-
tion f(x) = ax — x* besitzt dann im Punkt
X ein Minimum auf M.
Beweis: Nach (§)ist 1+2z)*=1+ az
fur alle zz —1. Mit y =1+ z findet
man y*= 1+ a(y—1) firalle yz0.
Multipliziert man diese Ungleichung wie-

«

Lfayettt o
der mit (—) , SO ist
o

1 « . 1
a -1 _fa a a-1
(@) ) -\
C o a\ET
st-w (£)7,
1
a-1
Setzt man x = (%) y, folgt

x*—ax=(1-a) (%)Pl.

* Das Gleichheitszeichen gilt nur fir z=0,
1

ala-1
alsoy=1 bzw. x = (—)
o

Satz 7: Wenn a <0 und a >0 ist, nimmt
die Funktion g(x) = x* + ax ihr Minimum
auf M = {x|x >0} im Punkt

1

a-1
x={— an, andere Minimumstellen

gibt es in M nicht!

Beweis: Aus der Bernoullischen Unglei-
chung erhilt man
(1+2)*=1+azfiralle z> -1, was
mity=1+zalsy*z1+a(y-1)
geschrieben werden kann. Nach Multipli-



kation dieser Ungleichung mit der positi-
1

a-1
ven Zahl (_La) erhdlt man mit der De-

-1
finition x = (—La) y die Beziehung

a=1
x*+axz(l-a) (—_"—a) , die fir alle

x > 0 gilt, weil y alle positiven reellen Zah-
len durchlduft. Das Gleichheitszeichen
steht wieder genau dann, wenn y =1, also

a \«-1.
wenn x = {—— 1st.

Satz 8: Es sei x Maximumstelle von f auf
M, und es gelte M'S M, xe M'. Dann
nimmt f auch auf M’ das Maximum in X
an. Entsprechendes gilt fiir das Minimum.
Der Beweis ergibt sich aus der Definition
von Maximum bzw. Minimum und der In-
klusion M'S M.

Es seien nun 7/ und M Teilmengen von R.
Auf M sei eine Funktion f und auf I eine
Funktion g definiert. Es gelte g(z) e M fur
alle ze I und zu jedem x € M gebe es ein
ze I mit g(z) = x. (Man nennt g eine Ab-
bildung von I auf M.) AuBerdem sei g so
beschaffen, daB zu verschiedenen Argu-
menten auch verschiedene Bildpunkie ge-
horen, d. h. g(z) * g(2) firalle z+ Z, 7€ I.
(Man nennt dann g eine eineindeutige
Funktion.)

Es werde nun eine Funktion A auf I defi-
niert durch die Vorschrift
h(z)=f(g(z)),zel.

Satz 9: Die obigen Voraussetzungen seien
erfiillt. Die Funktion 2 nehme im Punkt
ze€ [ ihr Minimum (Maximum) auf I an.
Dann ist x=g(z) eine Minimumstelle
(Maximumstelle) von f auf M.

Wenn z eindeutig bestimmt und g einein-
deutig ist, so nimmt f das Minimum (Ma-
Xximum) auch nur in x an.

Beweis: Es ist h(z) = h(z) fur alle ze /.
Daher ist f(x) = f(g(2z)) fur alle z € I. Weil
jedes x € M Bild von g eines Punktes ze€ |
ist, folgt f(x) = f(x) fur alle x e M. Sei nun
h(z) < h(z) fir alle ze I, z+ z. Wir neh-
men an, daB ein X # x mit f(X) = f(x) exi-
stiert. Da g eineindeutig ist, existiert ein
Z# z mit g(2) = xX. Dann wire h(2) = h(z)
und 7 * z, im Widerspruch zu unserer Vor-
aussetzung. Im Fall eines Maximums argu-
mentiert man entsprechend.

3. Beispiele fiir Extremwertaufgaben

Beispiel 1: Es ist mit einem Faden der
Linge ! ein Rechteck so abzustecken, daB
die Flache des Rechtecks moéglichst groB
wird.

Losung: Die Seiten des Rechtecks sollen
mit x und y bezeichnet werden. Dann gilt

2x+2y=1, alsoy=%l—x,dabeikannx

eine beliebige Zahl zwischen 0 und ?lsein.

Fiir den Flicheninhalt F = xy findet man
demnach F = % Ix — x%. Wir bestimmen

zuerst das Maximum von F auf

M={x|x§0}.Mila=2unda=%l

ergibt sich aus den Sitzen 4 und 5, daB der

groBtmogliche Wert  von F  fur
1

I\2-1
X = (T) = ry angenommen wird.

Wegen TIG {xlO =X= -21—} ist nach
Satz 8 x auch Maximumstelle von F auf
! __ [
{xy)gx;?}.Es folgty—2 7%
Das Rechteck mit dem groBten Flichenin-

halt ist das Quadrat der Seitenlinge Zl

Die Aufgabe erinnert etwas an eine Epi-
sode aus L. Tolstois Erzdhlung ,Wieviel
Erde braucht der Mensch®, siehe [1]. In
dieser Erzahlung will Pachom von den
Baschkiren Land kaufen. Er soll fur
1000 Rubel soviel Land erhalten, wie er an
einem Tag zu FuB umgehen kann, wobei
Endpunkt und Ausgangspunkt zusammen-
fallen miissen. Pachom schreitet ein Vier-
eck ab (aber kein Rechteck!).

Da er seine Krifte nicht richtig einschitzt,
gelangt er nur mit derartigen Anstrengun-
gen vor Sonnenuntergang am Startpunkt
an, daB er verstirbt. Die Aufgabe L. Tol-
stois ist weit allgemeiner als unser Pro-
blem, weil die Klasse der zulidssigen Figu-
ren (Vergleichselemente) viel groBer ist als
die Klasse der Rechtecke. Sein Land kann
auch krummlinig begrenzt sein, was in Bei-
spiel 1 ausgeschlossen ist. Es konnte in der
Erzdhlung auch die Gestalt eines Dreiecks,
Trapezes oder Fiinfecks haben.

Aufgabe: Gesucht ist ein Rechteck mit
moglichst groBem Flicheninhalt, wenn die
Summe von drei Seiten dieses Rechtecks
100 m betrégt.

Lésung: Den groBten Flacheninhalt erhilt
man, wenn die Seiten 25m und 50 m lang
sind, er betriagt 1250 m2.

Beispiel 2: Der Querschnitt eines Baumes
sei (idealisiert) iberall ein Kreis vom
Durchmesser d. Aus dem Baum soll ein
Balken moglichst groBer Festigkeit ausge-
sagt werden. Die Festigkeit F ist direkt pro-
portional zum Produkt aus der Breite und
dem Quadrat der Hohe des Balkens. Die
physikalische Erkenntnis 148t sich so for-
mulieren: Es gibt eine Materialkonstante
k>0,s0daB F=k-xy?ist.

Bild 6

Lésung: Wegen x?+ y2=d?ist

F=k(d*x — x?. Die Funktion

Jf(x) = d%x — x* nimmt ihr Maximum auf
1

' . dz 2
{x|xz 0} bei x= (T) an, es ist

__d
x=—

3 3, und an dieser Stelle nimmt F

auch das Maximum auf {x|x=0} und
folglich auch auf {x|0 = x = d} an.

Aufgabe: In ein Dreieck mit den Seiten a,
b, ¢ und spitzen Winkeln «, § soll ein
Rechteck mit Seiten x, y eingezeichnet
werden, dessen eine Seite auf der Dreiecks-
seite ¢ liegt und von dem zwei Eckpunkte
die Seiten a bzw. b berithren. & bezeichne
die Hohe auf ¢. Die Zeichnung ist so aus-

. zuftiihren, daB ein Rechteck groBter Flache

entsteht!

Losung: Das flaichenmaBig groBte Rechteck
h

wird bei x = —26—, y= e} erreicht. Die Ana-

lyse des Problems liefert zugleich eine

Konstruktionsvorschrift.

Beispiel 3: Der Querschnitt eines Tunnels
habe die Form eines Rechtecks mit aufge-
setztem Halbkreis. Der Umfang U dieser
Figur sei vorgegeben. Bei welchem Radius
x wird die Fliche am gréBten? (GroSte Fla-
che bei konstantem Materialeinsatz fiur die
Tunnelwandung.)

Lésung: Es ist F= %xz + 2xy und
U=2x+2y+ nx. Es folgt ’
F=xU- (2 +%>-x2. Die Ein-

schrinkungen fir x sind 0 = x = Tin

Eine Scheitelpunktbestimmung der qua-
dratischen Funktion zeigt bereits, daB die

Tunnelfliche fir x =y =- bei gege-

4+
benem Umfang am groBten wird.
Bild 7

>y
Beispiel 4: Jetzt sind wir geriistet, um unse-
rem- Phantasiehelden Epsilon helfen zu
konnen. Es ging ihm um die Bestimmung
des Maximums der Funktion

V(x)=4(x3— C; bx2+chx>

beziiglich 0 < x = min {7(‘;}

Bild 8 xL
*le

] [
b
Lésung: Durch eine geeignete Substitution
kann man den quadratischen Term beseiti-
gen und unsere Sdtze anwenden. Das fiihrt
zu der folgenden Betrachtung. Die Funk-

tion ct—ch+ b2
= — 3
h(z) (Z 12

Maximum auf {z|z = 0} im Punkt

yel—cb+ b?

6

z) nimmt ihr

= an (das folgt aus

2 + c2
Satz4mila=3,a=blc%>0>.
Nun iiberlegen wir uns anhand des Funk-
tionsverlaufes von h (siche Bild 2), daB
h(z) =0 fir

b2 —bc + ¢?

0zz=z - —Tund
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. br—bc+? :
h(z)= 1 >0 ist.
Also nimmt h auch das Maximum auf

b2~ be+c?

I={z|zg— 12 }

im Punkt Z und nur im Punkt 7 an.

b+
Setze x= 6c

Funktion g mit x = g(z) erklirt. g ist eine
eineindeutige Abbildung von I auf die

—z, dadurch ist eine

Menge
b+c¢ /’bz—bc+c2l
M—{x|x§ s + 1 .
Betrachte nun
b+c bc
S e e D)
f(x)=x 7 X + 3 x

Offenbar ist h(z) = f(g(z)).
Wir zeigen jetzt, daB
M2 {x|0 =x= 7(‘} gilt, wobei wir ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit b = ¢ vor-
aussetzen. Es ist dann nimlich
0=c2~b2zc2—chb—2b2, also

1.1, 2,
3¢ 3br: 3Iz =0und
2_ + b2
bz—bc+c2§4c“%.Es folgt
Vbz—bc+czglzc;b| und
yb2—bc+c? _ |2c— b ;
2 sowie

z.ﬁ = 6

b+c bz—bc+cz>2c—b
6 12 = 6
b+ ¢
+ =— 3
3 2 Nach \Satz 9
nimmt f das Maximum auf M in
b+ -
x= 5 E o Z an. Man erhilt
6X=b+c—yb*—bc+c? und iiberzeugt
sich von der Beziehung 0 < x < 7c

Folglich ist ¥ auch die (einzige) Maxi-

mumstelle von V auf {xl Osx= 70}

Spezialfille:

b= c f=%(2b—,/b—2)=%, d.h.
F=-1)¢

b=2c f=(3—,/3_)-%

b=3c f=(4—‘ﬁ_)--%

b=4c f=(5—\[1?)-%

b="5¢c f_=(6—1/2_1—)-%

b=6c x=(1-{31)-¢

Ist insbesondere =14 und c=7 (siche
alpha 2/1988), so erhdlt man mit dein SR 1
den Zahlenwert x =1,4792741.

Beispiel 5: Man gebe die MaBe eines oben
offenen Bassins mit quadratischer Boden-
fliche (und senkrecht stehenden Winden)
an, so daB bei vorgegebenem Volumen V
die Gesamtflaiche der Winde und des Bo-
dens méglichst klein wird (minimaler Ma-
terialverbrauch!).

6 - alpha, Berlin 23 (1989) 1

Liosung: Die Seitenlinge des Quadrates sei
b und die Hohe des Bassins h. JPann gilt.
fir das Volumen V= b?h und fur die Fli-

che F=4bh+ b?. Ersetze h= ;: in der

b
Formel fiir F und substituiere z = 2. Man
erhilt

1
F= 4V(z 2+ %z) Nach Satz 7 besitzt
F genau eine Minimumstelle
I={z|zz 0}, ndmlich

2

auf

2 3
o (W) . Mit g(z) =z (eineindeutig

von I auf M =1) folgt gemiB Satz 9, daB
1

3
b= (71‘7) die (einzige) Minimumstelle

von V auf I ist. Folglich wird die Gesamt-
fliche der Winde und des Bodens minimal

ﬁ'xrp=§/2_Vunsz=%"/2—l7.

Aufgabe: Durch einen Punkt mit den Ko-
ordinaten b >0, ¢ >0 in einem rechtwink-
ligen Koordinatensystem ist eine Gerade
so zu legen, daB aus dem positiven Qua-
dranten ein Dreieck kleinstmoglicher Fli-
che herausgeschnitten wird!

Ljsung: Die gesuchte Dreiecksfliche ist

b x?
F=—-——— man setze z= bzw.
2 x-¢ x—c
x=c+z'und g(z) =c+ x7L.
2
Transformiere f(x) = in

. x—c
h(z)=2c+z '+ ¢z und wende unsere
Sitze an! Die Gerade ist durch die Punkte
(2¢,0) und (0,2b) zu zeichnen!

Aufgabe: In einen geraden Kreiskegel vom
Radius R und der Hohe £ ist ein auf der
Grundfliche stehender Zylinder mit gr6B-
tem Volumen einbeschrieben.

Welche MaBe hat er?

Aufgabe: Aus einem Kreissektor vom Ra-
dius R soll ein Trichter gebaut werden. Bei
welchem Zentralwinkel y des Sektors hat
er das groBte Volumen?

Lésung: Man verwende die Substitution
z?=4m? — 2, der gesuchte Zentral-

winkel ist y=2 w/%n.

Aufgabe: Bestimme den groBten Wert der
Funktion y(x) =sin x - sin2x.

Lésung: Beachte sin2x = 2 sin x - cos x

und sin?x = 1 — cos?x, ersetze z = cos x auf
einem geeignetem Intervall und tiberpriife
die Anwendbarkeit der Sitze. Eine Mini-

mumstelle ist durch cosx=% gekenn-
zeichnet.

W. Schmidt
Literatur:
[1] J. 1. Perelman.
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I1. T1. KopoBkus. Hepasencrsa. ITo-
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Mocksa 1974
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Funfziigige
Damenwanderung

Beim Schachspiel kann die Dame von
ihrem Standfeld aus waagerecht, senkrecht
oder diagonal beliebig weit iiber alle unbe-
setzten Felder ziehen. Aufgrund ihrer gro-
Ben Beweglichkeit ist sie neben dem Konig
die wertvollste Figur auf dem Schachbrett
und Ausgangspunkt fiir eine Fiille von
schachmathematischen Knobeleien. Aus
der Vielfalt solcher Knobelaufgaben sei
eine Aufgabe des englischen Ritselautors
Henry E. Dudeney zu l6sen. Die Dame soll
in 5 Zigen vom Ausgangsfeld d1 einen
moglichst langen Weg auf dem Schach-
brett zuriicklegen, ohne ein Feld zweimal
beriihrt zu haben. Das abgebildete Dia-
gramm Zzeigt eine sehr gute Losung.
— = s =

[ ' h
1. Zug: Dd1-h1 4 Felder
2.Zug: Dhl1-h8 7 Felder
3.Zug: Dh8-al 742 Felder
4.Zug: Dal-a8 7 Felder
5. Zug: Da8-g8 6 Felder
~ 33,898
Die Seitenlinge eines quadratischen

Schachbrettfeldes wird mit 1 angenom-
men. Fiir ein diagonal iiberquertes Feld er-
gibt sich dabei die zuriickgelegte Strecke
aus Seitenliinge-ﬁ , also ein gerundeter
Wert von 1,414. Fiinf diagonal iiberquerte
Felder bilden dadurch eine gréBere Weg-
strecke als sieben waagerecht oder senk-
recht {iberquerte Felder.

5-1414=707>7-1=7

Die gezeigte Losung ist noch nicht opti-
mal. Wie muB der Weg der Dame verlau-
fen, damit die Gesamtlinge der § Ziige ein
Maximum ist? H. Radiger



Die Art, wie der vatikanische
Obelisk transportiert wurde

Beim Verlag fir Bauwesen, Berlin, er-
schien 1987 in einer dem behandelten
Thema entsprechend wiirdigen Aufma-
chung als fotomechanischer Nachdruck die
zweibidndige Erstauflage der von Domenico
Fontana 1590 verfaBten Originalschrift
,2Die Art, wie der vatikanische Obelisk
transportiert wurde“ als Teilereprint
(Band 1) mit dazugehoriger Ubersetzung
sowie Kommentar (Band 2).

(Bestell-Nr.: 5623762, Preis: 120,— M)
Dargestellt wird die herausragende techni-
sche Glanzleistung des von 1543 bis 1607
in der Amtszeit des Papstes Sixtus V.
schaffenden Baumeisters und Architekten
Domenico Fontana, auf den die Hebung
eines Obelisken (vierkantiger, freistehen-
der Eckpfeiler, der sich nach oben hin
stark verjungt) aus neun Metern Tiefe
(Aufschiittungen der Jahrhunderte), dessen
Transport vom urspriinglichen Standort
(siidlich der Peterskirche) zum heutigen
und seine Errichtung auf dem Petersplatz
in Rom im Jahre 1586 zuriickzufihren
sind.

In der Ubersetzung und in den Kommenta-
ren des 2. Bandes machen namhafte Kunst-
historiker sowie Technikwissenschaftler
deutlich, daB Fontanas Verdienst nicht al-
lein nur darin besteht, ein solches Unter-
nehmen der Errichtung dieses kolossalen
Monuments gewagt und erfolgreich been-
det zu haben, das etwa 1200 Jahre zuvor
nicht mehr ausgefiihrt worden war und wel-
ches ein geriittelt MaB an Mut und Zuver-
sicht verlangte, weil ein Fehlschlag fiir die
kirchlichen Auftraggeber unverzeihlich
und fiir den Bauherren verhingnisvoll ge-
wesen wire. [hm zum Ruhm gereicht viel-
mehr die Tatsache, eine Methode entwik-
-

& 84
«‘_.‘l‘:‘;_‘,., "
A e T Vel

kelt zu haben, die es gestattete, den
verschiitteten Obelisken zur damaligen
Zeit bereits anndhernd exakt zu messen
und zu wigen sowie bei Auswahl und Di-
mensionierung der erforderlichen Hebe-
und Transportzeuge (einschlieBlich Bau
einer entsprechenden Transporteinrich-
tung) sich nicht allein auf seine prakti-
schen Erfahrungen verlassen zu haben,
sondern z. B. die iiber jeden der eingesetz-
ten Goépel wirkenden realen Lasten und
Krifte rechnerisch bestimmt zu haben.
D.Fontana bewies dariiber hinaus ein
auBergewshnliches statisches Gespiir und
zeichnete sich des weiteren bei der Koordi-

‘nierung und Synchronisation der Muskel-

kraft von iiber 900 eingesetzten Menschen
sowie 140 Pferden als Antrieb fiir die
40 Gopel als ein hervorragender Organisa-
tor aus. Seine Methode zur Hebung und
zum Transport des Obelisken war der da-
maligen Zeit bereits'weit voraus und wurde
als eine beispielgebende technische Lei-
stung geachtet und noch iiber 200 Jahre
spater nahezu unverdndert zur Anwendung
gebracht. Nachfolgende Abbildung soll
einen Eindruck vom AusmaB des giganti-
schen Unternehmens vermitteln.

Erst durch die Herstellung von Stahl als
Werkstoff und die Nutzbarmachung ande-
rer Energiequellen und neuer Erkenntnisse
der sich entwickelnden Ingenieurwissen-
schaften gehoérte sie schlieBlich der Ver-
gangenheil an. Dennoch gilt sie auch heute
noch als Beweis fir die unerschopfliche
Vielfalt, Flexibilitit und Kreativitit der
geistigen Leistungsfahigkeit der Menschen
bei der Nutzung von Wissen, Erfahrungen
und Ausnutzung von NaturgesetzmiBig-
keiten. Auffallend an der Art und Weise

der Beschreibung seiner Methode ist auch,
daB Fontana groBen Wert auf die Verwen-
dung von eindeutigen Technikbegriffen
legte und auf die Benutzung des ansonsten
in dieser Zeit gebrduchlichen Latein ver-
zichtete, um dadurch eine breitere Leser-
schaft zu erreichen. Beschrieben wird der
technische Sachverhalt insgesamt in zeit-
gemiBer Form. In allen Einzelheiten erldu-
tert werden die notwendigen Arbeitsginge
und auszufiihrenden Arbeitsschritte zur
Hebung der verschiitteten Guglid (noch
heute gebriauchliche volkstiimliche Be-
zeichnung fir den Obelisken) mit einem

fir die damalige Zeit kolossalem Gewicht

von 327 Tonnen und zum Transport dieses
obendrein sehr zerbrechlichen Korpers
iiber eine Entfernung von 256,83 m sowie
zur Errichtung und Justierung des Obelis-
ken auf dem Petersplatz in Rom am
27.09.1586.
Ala Bei der Errichtung des vatikani-
schen Obelisken in Rom im Jahre 1586
wurden iiber 900 Menschen, 140 Pferde,
40 Gopel sowie funf 3,50 m lange Hebel
eingesetzt, um die verschiittete Guglia zu
heben und 256,83 m weit zu ihrem Stand-
ort auf dem Petersplatz zu transportieren.
Ein Gopel war dabei durchschnittlich mit
je 3 Pferden und 16 Minnern besetzt und
brachte eine Zugkraft von 70 kN auf. Be-
rechne die GroBe der beim Transport ins-
gesamt zu verrichtenden mechanischen Ar-
beit unter Beriicksichtigung eines an jeder
Winde anfallenden Reibungsverlustes von
30 %!
A2a Fir den Bau einer geeigneten
Transporteinrichtung mufBte Fontana den
Obelisken (einen pyramidenformigen Kor-
per mit quadratischer Grundflache) exakt
bemessen und wigen. Purch die Messung
erhielt er die folgenden Angaben:
(Original-MaBe) (SI-Einheiten)

12Lpalmi 2,70 m

12
Breite am Ansatz der Pyramidenspitze

1,80 m
Hohe des Obelisken (Stumpf + Spitze)

113 7 25,35m
Ermittle das Volumen dieses Pyramiden-
stumpfes!

A3 a Hinzu kam noch die Spitze der Gu-

Breite am FuB
1 .
83 palmi

palmi

glia, die ein Volumen von 130 und ;3
palmi cubi (1 palmo cubo entspricht nach
dem SI-Einheitensystem 0,011 138 m®) be-
saB.
D. Fontana entnahm des weiteren der ver-
schiittgegangenen Guglia vor ihrer Hebung
einen Probewiirfel, bestimmte dessen
86 Libro

Dichte von —lm

( entspricht nach

Tonnen )

dem SI-Einheitensystem 256 und

schloB daraus auf die Gesamtmasse des

Obelisken. )

Berechne die Gesamtmasse des Obelisken!
H.-J. Kiihne

Hebegeriist zur Bergung des Obelisken
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Friedrich Wilhelm

von Erdmannsdorff,
der Baumeister von Worlitz

Mit diesem Beitrag mochten wir auch im Jahr
1989 unsere Serie ,Auf den Spuren von Ma-
thematikern® fortsetzen, die wir im Heft 1/84
begannen. '
Dr. Schmidt und Dr. Schreiber aus Greifswald,
euch sicher gut bekannt, arbeiten an einem
Buchprojekt dariiber. Schon wdre, wenn ihr
weiter helfen wiirdet. Schaut euch doch in
eurem Heimatbezirk genauer nach ,Spuren
von Mathematikern“ um und vergeft dabei
nicht, daf3 die Mathematik vielfaltig mit ande-
ren Wissenschaften verbunden ist. Wir warten
auf eure Post

Alphons

Im Jahre 1986 begingen wir den 250. Ge-
burtstag von F.W.v. Erdmannsdorff, der
am 18.Mai 1736 in Dresden geboren
wurde.

Er war der Sohn eines koniglichen Haus-
marschalls (Vorsteher der Dienerschaft
eines Hauses), verwaiste aber schon in jun-
gen Jahren. Seine Kindheit verbrachte
Friedrich Wilhelm in Dresden und nahm
die spitbarocke Kultur in sich auf. Ab
1750 besuchte er hier die Ritterakademie.
An dieser Ausbildungsstétte flr junge Ad-
lige wurden auch ingenieurtechnische Fi-
higkeiten geschult. Diese beiden Quellen
erster Bildung bestimmten wohl die Wahl
des jungen Studenten (ab 1754 in Witten-
berg) fir die Studienficher Mathematik
und Geschichte, aber auch andere, u.a.
philosophische Vorlesungen besuchte er.
Er erweiterte insbesondere sein theoreti-
sches Wissen und erkannte die besondere
Rolle der Mathematik zur Losung vielfdl-
tigster praktischer Aufgaben.

8 - alpha, Berlin 23 (1989) 1

Etwa im Jahre 1757 lernte F.W.v. Erd-
mannsdorff den Fiirsten Franz von Anhalt-
Dessau kennen, der den Ideen des ,aufge-
kldrten Absolutismus“, also der Verbin-
dung von Fiirstenregierung und biirgerli-
chen Reformen, folgte. Zu diesem Projekt
fanden sich der Fiirst und v. Erdmanns-
dorff zusammen. In den ersten Jahren wur-
den Pline geschmiedet, iiber Kunst und
Wissenschaft debattiert, Moglichkeiten der
Verbesserung des Lebens der Untertanen
erwogen. Dazu wurden auch mehrere Rei-
sen unternommen.

Insbesondere zu Architekturstudien fuhr
v. Erdmannsdorff 1761 nach Italien; 1763
besuchten er und der Fiirst England und
die Niederlande und lernten dort den
,Englischen Garten“ kennen, einen der
Natur nachgebildeten Park, der mit dem
»Franzosischen Garten“ nichts mehr ge-
mein hatte. Der ,Englische Garten“ ent-

sprach den Ideen der biirgerlichen Aufkli-
rung im Gegensatz zu den Ziergirten der
Monarchen und zeigte das soziale Engage-
ment seiner Schopfer. Er brach mit der
yunnatiirlichen“ RegelmaBigkeit und Geo-
metrie des ,Franzdsischen Gartens“. In
England lernten sie auch Beispiele des eng-
lischen Klassizismus kennen. Dieser ent-
sprach dem selbstbewuBten Auftreten des
englischen Biirgertums, seinen progressi-
ven Ideen und seiner sozialen Kraft. Hier
fanden sie Vorbilder fir ihr Schaffen und
Wirken und v.Erdmannsdorff auch die
Aufgaben, zu deren Losung sein mathema-
tisch-naturwissenschaftliches Wissen und
seine aufkldrerischen Ideen einzusetzen
waren.

Mit dem Jahre 1765 begann das Schaffen
F. W.v. Erdmannsdorffs als Architekt. Der
,Worlitzer Park“ wurde entworfen und be-
gonnen zu bauen (beendet 1810). Ab 1765
entstanden verschiedene Bauten im Park
(fast alle sind von v. Erdmannsdorff) wie
auch die erste Eisenbriicke auf dem euro-
pidischen Festland. Der Worlitzer Park fand
Widerhall in ganz Europa, er bildet mit sei-
nen Bauten eine Wende der Architektur-
entwicklung in Europa.

1769 begann der Bau des Worlitzer Schlos-
ses (beendet 1773). Dieses SchloB ist ein
zweigeschossiger Backsteinbau in streng
geometrischer Ausflihrung. Mit dieser Ar-
chitektur der einfachen Formen und Pro-
portionen der Bauelemente zueinander
nach klassischem Vorbild wurde v.Erd-
mannsdorff zum Begriinder eines neuen




Stils, des Klassizismus. GroBter Wert
wurde darauf gelegt, daB alles streng und
einfach, aber gleichzeitig auch fein und
vornehm ist. v. Erdmannsdorff berechnete
die Verhiltnisse der Elemente zueinander
mit groBter Sorgfalt. Selbst in den Einzel-
heiten bewies er sicheres Gefiihl fiir MaB
und Form. (Auch bei anderen' Gebduden
sind neben dem dsthetischen Wert die Ver-
hiltnisse von Baukérper und Dach, Fliche
und Offnung des Mauerwerks, wie auch die
Proportionen in Hohe, Breite und Tiefe zu
beachten. Gleiches ist in der Lage der Ach-
sen und Blickwinkel wie auch in der An-
lage der Wege und der Verteilung der Ein-
zelobjekte des Worlitzer Parks zu finden.)
1786 gestaltete er Rdume von Sanssouci
und des Berliner Schlosses, kehrte aber
nach Dessau zuriick, baute 1793 die Oran-
gerie und 1798 das Theater in Dessau
(1855 abgebrannt). Dazwischen wurde
1794 das Magdeburger Theater nach sei-
nen Plinen gebaut.
Am 9. 3. 1800 starb Friedrich Wilhelm von
Erdmannsdorff in Dessau und wurde auf
dem von ihm geschaffenen Friedhgf begra-
ben.
Auf der Grundlage mathematisch-natur-
wissenschaftlicher und aufklarerisch-hu-
manistischer Bildung bemiihte er sich um
die Verinderung des menschlichen Le-
bens. Er hatte aktiven Anteil an der Ent-
wicklung von Theater, Musik und Kunst.
Die Landwirtschaft wurde reformiert, die
Buch- und Zeitschriftenproduktion er-
reichle eine Bliite, die Steuern wurden ge-
mindert. Vor allem aber wurde das Schul-
wesen reformiert und vorbildlich fiir
Deutschland; neben der Einheitsschule gab
es Lehrerseminare, auf der Grundlage
einer von v.Erdmannsdorff erbauten
Volkssportstiatte wurde die Turnkunst be-
griindet. So erbliihte in Dessau-Worlitz ein
Kulturzentrum des 18. Jahrhunderts, woran
Friedrich Wilhelm von Erdmannsdorff ent-
scheidenden Anteil hatte.

D. Bauke

Aufgaben zu Erdmannsdorff

Ala In einem Park sollen n Bauwerke
errichtet werden.

‘a) Wie viele Wege sind zu planen, wenn
alle Bauwerke durch verschiedene Wege
verbunden sein sollen?

b) Mit wieviel Kreuzungen kommt man bei
n=4;5; 6 bzw. 7 Bauwerken aus?

A2a (E Llgnatjew) Lege aus Stidbchen
einen griechischen Tempel! Aufgabe: Lege
4 Stibchen so am, daB 15 Quadrate entste-

hen!

A3a Ein Garten (konvexe Fliche) wird
durch n Wege (Geraden), die nicht zusam-
menfallen, in mindestens n + 1 Teilflichen

zerlegt. In wieviel Teilflichen kann dje
Ausgangsfliche maximal zerlegt werden?

Knifflige Sachen
per Post

Ala Von den Schiilern einer 8. Klasse

3 dem Schulchor und ge-

gehoOren genau 5

nau % der Schulsportgemeinschaft (SSG)
) .

5
ser Klasse sind sowohl Mitglied des Chores
als auch Mitglied der SSG.

Berechnet, der wievielte Teil der Anzahl
aller Schiiler dieser Klasse weder im Chor
noch in der SSG ist!

a2a InderZahl *378+ sind anstelle der
beiden * Ziffern zu setzen, so daB die ent-
standene Zahl durch 72 teilbar ist.

Es sind alle Moglichkeiten anzugeben!

an. Genau — der Anzahl aller Schiiler die-

A3 a Ein Klempner fertigt einen wiirfel-
formigen, oben offenen Blechbehilter an,
der 501 Wasser faf3t.

Wieviel m? Blech werden zur Anfertigung -

gebraucht? (Von Uberlappungen und Ver-
schnitt soll abgesehen werden.)

A4 a Beweise, daB der halbe Umfang
_eines beliebigen Dreiecks stets groBer ist
als jede seiner Seiten!

A 5a Die bei der Trocknung der Wein-
trauben erhaltenen Rosinen stellen 32 %
der Trauben dar. Aus welcher Masse Trau-
ben erhilt man 2 kg Rosinen?

A 6 A Untersuche, ob die Zahlen
2438195760

3785942160

4753869120

4876391520

durch 2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17 oder 18 ohne Rest teilbar sind!

A7 & Gibt es eine Zahl, die bei der Divi-
sion durch 3 den Rest 1 ergibt, bei der Di-
vision durch 4 den Rest 2, bei der Division
durch 5 den Rest 3, bej der Division durch
6 den Rest 4?

A 8a Berechne!

1.2
33 + 0,228

14,536 62 .
-[(1,529 1- 3——0,0T 0,305) : 0,12]

A94a Die Kante eines Wiirfels habe die
Liange a, =2 cm, die eines anderen Wiir-
fels die Linge 2, =6 cm.

Berechne das jeweilige Verhiltnis der Kan-
tenlangen, der Oberflaichen und der Raum-
inhalte dieser beiden Wiirfel!
Verallgemeinere!

A 10 A Gegeben sei ein Wiirfel mit den
Eckpunkten 4, B, C, D, E, F, G, H und
der Kantenlinge 4cm. Von ihm werde
durch einen ebenen Schnitt durch die

-Punkte I, K, L eine Ecke abgeschnitten,

wobei I der Mittelpunkt von AE, K der
Mittelpunkt von EF und L der Mittelpunkt
von EH ist. Zeichne ein Netz des Restkor-
pers! -

Diese Aufgaben stammen aus dem Arbeitsma-
terial des Bezirksklubs Junger Mathematiker
Halle. Thomas Miehe, ein Mitglied, sandte sie
ein. Wir baten ihn, iiber seine Tditigkeit im
Klub zu berichten.

Ich bin seit der 7. Klasse Mitglied des Be-
zirksklubs Junger Mathematiker. Dieser
Klub hat seinen Sitz in der Martin-Luther-
Universitit Halle - Witlenberg. Der Be-
zirksklub ist ein Korrespondenzzirkel, des-
sen Arbeit wie folgt lauft:

Gemeinsam mit anderen Schiilern des Be-
zirkes wurde ich vom Klub ausgewihlit, mit
dem Ziel, unsere mathematischen Kennt-
nisse zu erweitern. Ich erhielt am Schulbe-
ginn der 7. Klasse einen Brief, in dem ich
zum Mitglied des Klubs ernannt wurde
und noch Arbeitsmaterial. Es umfaBt
100 Aufgaben, unterteilt in sechs Kom-
plexe. Jeden Monat muBte ich dann min-
destens drei Aufgaben l6sen, jedesmal aus
einem anderen Komplex und die Losungen
dem Bezirksklub schicken. Die Aufgaben
sind verschiedenartig, so z. B. sind Logik-
Aufgaben, Aufgaben der elementaren Zah-
lentheorie sowie Aufgaben der darstellen-
den Geometrie und der Planimetrie enthal-
ten.

Die Losungen werden in Halle kontrolliert,
eventuell berichtigt und dem Schiiler mit
einem Vermerk zuriickgeschickt. Ich
konnte schon sehr gute Ergebnisse vorwei-
sen. Haben wir alle Aufgaben gelost, tref-
fen wir uns alle im Mai zu einer Auswer-
tung. Dort besprechen wir unsere erreich-
ten Ergebnisse. AuBerdem lernen wir dort
weitere mathematische Probleme kennen
und beschiftigen uns auch mit dem Com-
puter.

Dieses Jahr geht es weiter und ich hoffe,
daB ich wieder so viel Freude am Losen der
Aufgaben habe wie voriges Jahr.

E Th. Miehe
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Eine Eigenschaft

von sieben Kreisen

Erkennst du nur durch Betrachten des Bil-
des 1, von welcher geometrischen Eigen-
schaft hier ein Beispiel gegeben wird?

Einer der sieben Kreise spielt eine beson-
dere Rolle. Wir nennen ihn den Haupt-
kreis. Die anderen sechs beriihren alle den
Hauptkreis, auBerdem bilden die sechs
eine geschlossene Kette von sechs aufein-
anderfolgenden, sich beriihrenden Kreisen.
Numerieren wir die Beriihrungspunkte mit
dem Hauptkreis von 1 bis 6, und ziehen
wir die Geraden 1-4, 2-5 und 3-6, dann
gehen diese drei Strecken alle durch den
gleichen Punkt!

Wir finden, daB das eine beachtenswerte
Eigenschaft ist. Das Uberraschendste daran
ist vielleicht noch der Fakt, daB diese Ei-
genschaft erst 1971 zum erstenmal erkannt
wurde (C.J. A. Evelyn/G. B. Money-Coutts/
J. A Tyrell: Die Sieben-Kreise-Theorie
und andere neue Theorien; 1974). -

Und das, obwohl diese Art einfacher Plani-
metrie doch schon Tausende Jahre durch
sehr viele untersucht wurde. Sollte es dann
vielleicht doch noch mehr nicht entdeckte
Eigenschaften geben, Eigenschaften, die
ein Laie mehr oder weniger zufillig finden
konnte?

Ein Beispiel wovon?

Das Bild 1 stellt nur ein Beispiel der be-
schriebenen Eigenschaft dar, es gibt auch
andere Fille. Wenn man jetzt die anderen
Figuren betrachtet, bekommt man eine
Vorstellung davon, was noch alles moglich
ist.

Bild 1 ist die einfachste, weil die sechs
»Ketten-Kreise“ sich nur beriithren und nir-
gends {iberschneiden. DaB Uberschneidun-
gen auch vorkommen konnen, sieht man in
Bild 2. Die Kette von sechs sich beriihren-
den Kreisen fillt nicht sofort ins Auge, ist
aber bei ndherer Betrachtung deutlich zu
sehen.
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Bild 2 % i

AuBerhalb des Hauptkreises

Die Kreiskette kann ebensogut die AuBen-
seite des Hauptkreises berithren (Bild 3)
und gemischte Varianten sind in den Bil-
dern 4, 5 und 6 abgebildet.

Bild 3 % ‘i\

Bild 4

B

Bild 6

Die groBten Kreise sind nur teilweise ge-
zeichnet. Einige sind so groB geworden,
daB sie bald den Grenzfall der Geraden er-
reicht haben. (Kreisdurchmesser wird un-
endlich groB, daraus folgt, daB der Kreis-
umfang zur Geraden wird.) Sie liegen dann
mit der Kreisfliche vom Hauptkreis sowohl
nach innen als auch nach auflen gekehrt,
um den Hauptkreis. Auch der Grenzfall
selbst, in dem der Mittelpunkt des Kreises
,im Unendlichen®“ liegt, und der Umfang
eine Gerade ist, darf nicht fehlen (Bild 7).

Bild 7

Bild 8

Bei Bild 8 ist es noch ausgefallener. Dort
beriihren sich zwei solcher Geraden-
Kreise. Wir konnen aber diesen Beriih-
rungspunkt selbst nicht zeichnen, da er
auch unendlich weit weg liegt. Die Eigen-
schaft der drei Verbindungslinien um
Hauptkreis gilt noch immer!

Noch verwickelter

Auch in den Bildern 9, 10 und 11 ist noch
immer die Sprache von einer Kette von
sechs Kreisen, jeder beriihrt zwei Nachbarn
und den Hauptkreis. Es wird deutlich, da
der gemeinsame Schnittpunkt der drei Ver-
bindungslinien auch einmal auBerhalb des
Hauptkreises liegen kann.

Bild 10



T\

Bild 12

Im Fall von Bild 12, wo die Verbindungsli-
nien zu drei Parallelen geworden sind, liegt
dieser Schnittpunkt im Unendlichen.

Hat es Sinn, nach einem Beweis
zu suchen?

Ich kann mich den Lesern anschlieBen, die
auf diese Frage reagieren mit: Ist das jetzt
noétig? Die Eigenschaft selbst ist beachtens-
wert und fesselnd; alle Varianten lassen
deutlich erkennen, daB es tatsdchlich im-
mer zutrifft. Schon zwdlf mal! Verzichten
wir also an dieser Stelle darauf.

Oder ... trifft Bild 13
nicht zu?

Zum SchluB eine kleine Zeichenaufgabe.
Betrachte Bild 13.

Bild 13

Du siehst dort wieder einen Hauptkreis mit
sechs darin befindlichen Ketten-Kreisen,
wobei jeder Kreis zwei andere beriihrt und
alle sechs den Hauptkreis. Numeriere die
Berithrungspunkte mit dem Hauptkreis
von 1 bis 6, iibereinstimmend mit der Rei-
henfolge der Kreise in der Kette. Wo du
mit 1 beginnst, und in welcher Richtung,
tut nichts zur Sache (das war auch in den
vorangegangenen Figuren nicht wichtig).
Verbinde jetzt wieder 1 mit 4, 2 mit 5 und
3 mit 6 und suche den gemeinsamen
Schnittpunkt... Probier das auch mit den
Bildern 14 und 15.

Bild 14 %

Bild 15

o=

H. Pot

Eine Ubersetzung aus der Niederlindischen
Mathematischen Schiilerzeitschrift ,Pythago-

ras-.

Rund um die Zahl 1989

Ala In einem Quader mit den Grund-
kanten 432mm und 1701 mm miBt die
Raumdiagonale 1989 mm. Wie hoch ist der
Quader?

424 Um von der Schule zum Sportplatz
zu gelangen, ist zuerst ein gerader Weg von
1836 m bis zu einer Briicke und nochmals
ein gerader Weg im rechten Winkel dazu
iiber die Briicke von 765 m zuriickzulegen.
Durch eine neue Briicke soll eine Direkt-
verbindung hergestellt werden. Wie lang ist
dieser neug Weg? Wieviel Meter Ersparnis
ergeben sich?

A3 a Wie viele verschiedene Quader mit
ganzzahligen von 1 verschiedenen Kanten-
lingen gibt es, deren Rauminhadlt 1988 cm?
ausmacht?

Gib alle Méglichkeiten an!

A4 4 Stelle die Jahreszahl 1989
a) als Summe von zwei,

. b) als Summe von drei,

c) als Summe von sechs,
d) als Summe von 9 natiirlichen aufeinan-
derfolgenden Zahlen dar!

A 5 A Die Mutter einer Familie stellt fest,
daB die Summe der ganzzahligen Lebens-
alter ihrer vier Kinder ihrem eigenen Alter
entspricht. Der Vater sagt dazu: ,Wenn
man die vier ganzzahligen Lebensalter der
Kinder miteinander multipliziert, erhilt
man die Jahreszahl 1989.“ Wie alt ist die
Mutter? Wie alt sind die Kinder?

A6 A Wie viele vierziffrige verschiedene
Zahlen lassen sich aus den Ziffern der Jah-
reszahl 1989 bilden? Wie heiBen sie?

H. Férg, Schwaz (Osterreich)

ala Weplace in a box, 1987 white mar-
bles and 7891 black marbles.
We also have 1000 black marbles outside
the box. We remove two marbles from the
box. If they have different colours, we put
the white one back in the box. If they have
the same colour, we put a black marble
into the box. We continue doing this until
only one marble is left. What is its colour?
aus: Parabola, Kensington

A2 A Peumnre apudmernmyeckum pebyc,
u306paXkeHHbl# Ha pucyHKe. (OnmHaKo-
BbIM 6YyKBaM COOTBETCTBYIOT OIMHAKOBBIE
undpbl, pa3HEIM — Pa3HbIE.)

aus: Quant, Moskau

A3 a Le compteur d’une voiture indique
126 km lorsque la distance réellement par-
courue est 118 km. Quelle est la distance
réellement parcourue lorsque le compteur
marque 550 km?

H.

A4a Kona kymun B 6ydere 3 nmakeTuka
upucok. Burs - 2 nakermka. Korma mpu-
men B 6yder Auellna, MPHCOK yXe He
6buto.  JIpy3abs pasgeluid  KyIuleHHbIE
HPHMCKM [OPOBHY. BmisicHMIOCH, 4TO
Alella JOJXKeH Ipy3baM 25 Komeex.
CKOJILKO CTOWMJI MaKETHK HPUCOK M CKOMb-
Ko Anewma pomxeH Kone, a ckonbko —
Bure?

aus: Quant, Moskau

alpha, Berlin 23 (1989) 1 - 11



Zehnter Band im
,, Teubner-Archiv
zur Mathematik*

Im Sommer 1860 begann der Berliner Ma-
thematikprofessor Ernst Eduard Kummer
seine beriihmte Gedichtnisrede auf den
verstorbenen Petler Gustav Lejeune Dirich-
let mit den Worten: ,Es ist nicht zehn
Jahre her, daB die drei Ménner, denen un-
ser deutsches Vaterland eine neue Bliithen-
periode der mathematischen Wissenschaf-
ten verdankt, Gauf3, Jacobi und Dirichlet
noch lebten und noch thitig arbeiteten ...
Unsere Akademie hatte damals das Gliick,
- zwei dieser hervorragenden Minner als ak-
tive Mitglieder zu besitzen, Jacobi und Di-
richlet ...“. Dirichlet war 1855 als Nachfol-
ger von GauB nach Gottingen berufen
worden. Seinen frei werdenden Berliner
Lehrstuhl hatte er aber noch mit dem Kan-
didaten seiner Wahl besetzen koOnnen,
namlich mit Kummer. Ebenfalls 1855 war
Kummers Schiiler Leopold Kronecker in
die preuBische Metropole ibergesiedelt,
und schon ein Jahr spiter bewirkte Kum-
mer, daB auch der talentierte Karl Weier-
straB in Berlin lehren konnte. Vom erfolg-
reichen Wirken der drei Mathematiker
Kummer, Kronecker, Weierstra3 sind we-
sentliche Impulse fiir die Wissenschafts-
entwicklung ausgegangen, und der heutige
Leser findet authentische I[nformationen
iiber den Wissenschaftsbetrieb der damali-
gen Zeit in dem soeben verdffentlichten
Buch ,Nachrufe auf Berliner Mathemalti-
ker des 19.Jahrhunderts“. Dieser zehnte
Band des in Leipzig erscheinenden , Teub-
ner-Archivs zur Mathematik“ enthilt foto-
mechanische Nachdrucke der klassischen
Gedichtnisreden auf Jacobi von Dirichlet,
auf Dirichlet von Kummer, auf Kummer
von Hensel, auf Kronecker von Frobenius
und auf WeierstraB von Hilbert. Herausge-
ber ist NPT Prof. Dr. H. Reichardt, Berlin.
Als langjdhriger Direktor an den Mathema-
tischen Instituten der Humboldt-Universi-
tiat sowie der Akademie ist Professor Rei-
chardt der berufene Herausgeber solch
eines Buches, das jedoch keineswegs nur
Nachdrucke enthilt. Fotos, Register und
Faksimiles bisher unveroffentlichter Archi-
valien komplettieren die Edition. Beispiels-
weise kommt aus dem Berliner Universi-
titsarchiv Jacobis handschriftlicher Antrag
aus dem Jahre 1825 auf Zulassung zur Ha-
bilitation zum Abdruck. Aus dem Akade-
miearchiv werden ein Brief von Dirichlet
an Kummer und ein vierseitiges Schreiben
von WeierstraB an Schwarz publiziert. Das
Archiv der Deutschen Akademie der Na-
turforscher Leopoldina in Halle (Saale)
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stellte freundlicherweise einen von Kronek-
ker 1884 handschriftlich ausgefiillten Fra-
gebogen zur Verfigung, auf dem sowohl
wichtige biographische Daten als auch um-
fangreiche Angaben zu Kroneckers Schrif-
ten vermerkt sind. Ubrigens erwihnt Pro-
fessor Reichardt im Vorwort zu diesem
Band, daB er wiahrend seiner Berliner Se-
mester 1928 bis 1931 wesentliche Anregun-
gen aus den zahlentheoretischen Vorlesun-
gen von l. Schur, dem groBen Schiiler und
Nachfolger von G. Frobenius, empfangen
hat. Bereits 1957 gab Professor Reichardt
im Teubner-Verlag Leipzig einen groBfor-
matigen GauB-Gedenkband heraus, und so
ist es sicher nicht verwunderlich, daB er an
dem 1984 begriindeten ,Teubner-Archiv
zur Mathematik“ von Beginn an maBgeb-
lich mitwirkt:

»,GauBsche Flichentheorie, Riemannsche
Rdume und Minkowski-Welt“ hieB der er-
ste Titel der neuen Reihe. Diese Schrift
wird vom renommierten ,Zentralblatt fir
Mathematik und ihre Grenzgebiete®, einer
international fiihrenden Rezensionszeit-
schrift, in der regelméBig Neuerscheinun-
gen aus aller Welt besprochen werden, als
ein Buch charakterisiert, welches ,in her-
vorragender Weise zur Riickbesinnung auf
die Quellen der modernen Mathematik an-
regt. Die ,Internationalen Mathemati-
schen Nachrichten“ aus Wien sprechen
von einer Edition, die ,in keiner wissen-
schaftlichen Bibliothek fehlen sollte“. ,,wis-
senschaft und fortschritt“ hebt hervor, daB
im neuverfaBten kommentierenden An-
hang klassische Arbeiten ,historisch einge-
ordnet und ihre Bedeutung fir die Ent-
wicklung der Geometrie gewiirdigt wer-
den“. Thematisch eng verwandt mit diesen
differentialgeometrischen Beitrigen von
Gauf, Riemann und Minkowski sind die
im vierten Archiv-Band zusammengestell-
ten klassischen Stiicke zur nicht-euklidi-
schen Geometrie. Hierbei handelt es sich
um heute nur noch in wenigen Bibliothe-
ken einsehbare Texte aus dem 19. Jahrhun-
dert. Das Buch enthilt zusitzlich einen
vollstindigen Wiederabdruck von H. Rei-
chardts erfqlgreicher Schrift ,GauB und die

NPT Prof. Dr. Hans Reichardt, Berlin
(geb. am 2. April 1908 in Altenburg)

nicht-euklidische Geometrie“, die seit Jah-
ren im Buchhandel vergriffen war, Fotos
und unverdffentlichte Archivalien. ,Eine
spannende Présentation, bereichert durch
Originalarbeiten“, schreibt der ,Wissen-
schaftliche Literaturanzeiger®, und nach
Einschitzung des oben schon zitierten
»Zentralblatts flir Mathematik und ihre
Grenzgebiete“ ist die Publikation ,fiir je-
den geometrisch Interessierten, besonders
auch fir jeden Studenten der Mathematik,
eine zugleich mit hohen Belehrungen und
Geniissen verbundene Lektiire“.
Betrachtet man das nachstehende Verzeich-
nis aller seit 1984 erschienenen Binde,
dann wird deutlich, daB auch die Heraus-
gabe unveroffentlichter mathematischer
Texte von Anfang an ein Grundanliegen
der Reihe ist: G. Herglotz’ oft zitierte, bis-
her jedoch noch nicht gedruckte Gottinger
Vorlesung iiber die Mechanik der Konti-
nua konnte dadurch erstmals 1985 in Leip-
zig erscheinen. Es folgte die Vorlesung
,Funktionentheorie in geometrischer Be-
handlungsweise“, mit der F.Klein 1880
seine Leipziger Lehrtitigkeit begonnen
hatte, und schlieBlich K. WeierstraB’ ,Aus-
gewdhlte Kapitel aus der Funktionen-
lehre“, gehalten im Sommersemester 1886
an der Berliner Universitat.

Vielleicht wird sich mancher Leser verwun-
dert fragen, ob unverdffentlichte Manu-
skripte aus dem vorigen Jahrhundert denn
heute iiberhaupt noch von wissenschaftli-
chem Interesse sind und auf welchen We-
gen sie letztendlich zur Publikation gelan-
gen. Allgemeingiiltige Antworten gibt es
naturgemfB nicht, aber beispielsweise wur-
den G.Herglotz’ Vorlesungen der Jahre
1926 und 1931 dem Teubner-Verlag von
amerikanischen Mathematikern angebo-
ten. Einer der beiden Herausgeber war frii-
her selbst Assistent bei Herglotz gewesen.
Vom technisch schwierig zu bewiltigen-
den, weil sehr viele Formeln enthaltenden
Manuskript lieB der Verlag dann eine ma-
schinenschriftliche Fassung anfertigen -
seinerzeit ibrigens in Prag —, und nach
AbschluB aller Korrekturen dienten diese
zweihundertfiinfzig reproduktionsfihigen
Seiten als Vorlage fiir den Offsetdruck.
Zweieinhalb Jahre nach seinem Erschei-
nen war der Band bereits vergriffen, und
Rezensenten internationaler Fachzeit-
schriften bescheinigen, daB das Buch
»auch heute noch Anregungen fiir die For-
schung* gibt, daB der Leser erstaunt sein
wird ,iiber die Informationsdichte“ und es
sehr zu begriBen sei, ,daB die beriihmten
Vorlesungen iiber die Mechanik der Konti-
nua von Gustav Herglotz jetzt erschienen
sind*“.

Hingegen lagen der Edition von F.Kleins
Funktionentheorie zwei handschriftlich

'verfaBte Hefte zugrunde, die in der Bibliot-

hek der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitdt Leipzig erhalten geblie-
ben sind. Durch Verwendung weiterer
Archivalien, nicht zuletzt auch der in G6t-
tingen aufbewahrten eigenhindigen Vorle-
sungsvorbereitung Kleins, war es dem Her-
ausgeber moglich, den Text zu rekonstruie-
ren und erstmals eine umfassende Publika-



tion dieser Vorlesung vorzulegen (vgl.
»alpha“ 21 (1987) 3, S. 72).

Doch auch zu wichtigen Jubilden erschei-
nen Titel im ,Teubner-Archiv zur Mathe-
matik“. 1884 druckte Teubner den letzten
Teil von G. Cantors grundlegender Ab-
handlung , Uber unendliche, lineare Punkt-
mannigfaltigkeiten“. Genau einhundert
Jahre spiter sind jene Arbeiten, mit denen
Cantor zum Begrinder der Mengenlehre
und der mengentheoretischen Topologie

wurde, wieder allgemein zugéinglich: als fo- .

tomechanische Nachdrucke der Original-
ausgaben, herausgegeben und kommentiert
von Prof. Dr. G. Asser.
Dem 175jdhrigen Firmenjubildum des tra-
ditionsreichen Leipziger Wissenschaftsver-
lages (vgl. ,alpha“ 20 (1986) 2, S. 42 bis 43)
ist die Neuherausgabe von F. Kleins Vorle-
sung ,Riemannsche Flichen“ gewidmet,
wdhrend das Doppeljubildum einer relativ
jungen mathematischen Disziplin der du-
-Bere AnlaB fir die Konzipierung, Erarbei-
tung und Edition des sechsten Archiv-Ban-
des 1986 war. Dieser enthdlt zwei Graphen-
theorie-,Klassiker“: Leonhard Eulers Bei-
trag lber das Kénigsberger Briickenpro-
blem (1736), die erste Arbeit iiber eine
graphentheoretische Frage, und das erste
Buch zur Graphentheorie, nimlich Dénes
Konigs ,, Theorie der endlichen und unend-
lichen Graphen“ (1936). Herausgeber und
Verfasser des aktuellen kommentierenden
Anhangs ist Prof. Dr. H. Sachs. Ein gliickli-
cher Umstand war es, daB sogar ein frithe-
rer Schiiler Konigs als Autor fiir einen bio-
graphischen Beitrag tber den Begriinder
der Graphentheorie gewonnen werden
konnte, und zwar der Budapester Mathe-
matiker Prof. Dr. T. Gallai. Das Buch kom-
plettieren bisher unvertffentlichte Ausziige
aus einem von D.KoOnig handschriftlich
angefertigten und in der Bibliothek des
Mathematischen Instituts der Ungarischen
Akademie der Wissenschaften erhaltenen
Notizheftes vom Wintersemester 1904/05.
Auch diese Jubildumsedition legte der Ver-
lag termingerecht vor, d. h. genau fiinfzig
Jahre nach Konigs Buch und zweihundert-
fiinfzig Jahre nach Eulers Arbeit.
Weitere Titel sind bereits in der Produk-
tion oder in Vorbereitung: Abhandlungen
von D. Hilbert, E. Schmidt, G. Peano und
1989 auch ein Band mit ausgewihlten Ar-
beiten H. Minkowskis, gewidmet dem
125. Geburtstag dieses groBen Forschers.
Neben originalgetreuen Nachdrucken klas-
sischer, heute schwer zugédnglicher Beitrige
und der Herausgabe unverdffentlichter
Vorlesungen ist fiir die 90er Jahre erstmals
die Edition von Briefen namhafter Mathe-
matiker vorgesehen. Stets werden jedoch
nicht nur Texte aus friiherer Zeit gedruckt,
sondern - in Abhingigkeit vom jeweiligen
Thema - auch neuverfaBte einleitende Be-
merkungen, Erginzungen bzw. Kommen-
tare, kurze biographische Anmerkungen,
Ubersetzungen ins Deutsche, Fotos, Auto-
graphen, Dokumente, Abbildungen histori-
scher Titelseiten, Namen- und Sachver-
zeichnis.
Dies alles erfordert enge, langfristig ange-
legte Zusammenarbeit mit Wissenschaft-

lern, Bibliotheken und Archiven. So ent-
stammen beispielsweise die mehr als
einhundert Fotos der ersten zehn Binde
wissenschaftlichen Einrichtungen oder pri-
vaten Sammlungen aus Berlin, Budapest,
Bukarest, Djursholm, Diisseldorf, Erlan-
gen, Gottingen, Greifswald, Halle, Jena,
Leipzig, Montréal, Oberwolfach.
AbschlieBend sei hier auf zwei umfangrei-
che Buchprojekte verwiesen, die der Teub-
ner-Verlag zusitzlich zu den regelmiBig
erscheinenden  Archiv-Binden vorlegen
wird: In Vorbereitung ist die etwa neun-
hundert Druckseiten umfassende Edition
»,Bernhard Riemanns gesammelte mathe-
matische Werke, wissenschaftlicher Nach-
laB und Nachtrage“, herausgegeben von
Prof. Dr. R. Narasimhan, Chicago. Und an-
ldBlich des 500. Geburtstages von Adam
Ries 1992 wird die noch immer unverdf-
fentlichte, vom Annaberger Rechenmeister
handschriftlich verfaBte ,CoB“ erstmals ge-
druckt, erginzt durch einen Kommentar-
band, den zur Zeit die beiden Herausgeber
Prof. Dr. H. WuBing, Leipzig, und Prof. Dr.
W. Kaunzner, Regensburg, erarbeiten. Dar-
iiber wird ,alpha“ spiter noch ausfiihrli-
cher berichten.
Zu Beginn unseres Jahrhunderts war Teub-
ner der international fiihrende Mathema-
tikverlag. Seit 1984 ist zur Herausgabe ak-
tueller Monographien, bewihrter Hoch-
schullehrbiicher sowie populdrwissen-
schaftlicher Schriften die Edition klassi-
scher mathematischer Texte hinzugekom-
men. Das Leipziger Verlagshaus setzt mit
dieser thematischen Erweiterung des Ma-
thematikprogramms eigene positive Tradi-
tionen fort, leistet zugleich aber auch
einen Beitrag zur ErschlieBung, Pflege und
Nutzung wissenschaftlichen Erbes.

J. Weif3

Band 1

LEIFZIC

C.F.GauB/B. Riemann /H. Minkowski

GauBsche Fléchentheorie,
Riemannsche Rdume und

Minkowski-Welt

Seubner-Ardhin

sur Mathematit

1984, Herausgegeben und mit einem
Anhang versehen von J. B6hm, Jena, und
H. Reichardt, Berlin

Band 2: G. Cantor

Uber unendliche,

lineare Punktmannigfaltigkeiten
Arbeiten zur Mengenlehre

aus den Jahren 1872 bis 1884

1984; Herausgegeben und kommentiert
von G. Asser, Greifswald

Band 3: G. Herglotz

Vorlesungen iiber die Mechanik

der Kontinua

1985; Ausarbeitung von R. B. Guenther,
Corvallis, und H. Schwerdtfeger,
Montréal, mit einem Geleitwort

von H. Beckert, Leipzig

Band 4: H. Reichardt

GauB und die Anfinge der nicht-
euklidischen Geometrie

1985; Mit Originalarbeiten

von J. Bolyai, N. I. Lobatschewski
und F. Klein

Band 5: F. Klein

Riemannsche Flichen

Vorlesungen, gehalten in Gottingen
1891/92 :

1986; Herausgegeben und kommentiert
von G. Eisenreich, Leipzig,

und W. Purkert, Leipzig

Band 6: D. Ké6nig

Theorie der endlichen

und unendlichen Graphen

Mit einer Abhandlung von L. Euler
1986; Herausgegeben und mit einem
Anhang versehen von H. Sachs, Iimenau,
mit einem biographischen Anhang von
T. Gallai, Budapest; mit einem
Geleitwort von P. Erdos, Budapest

Band 7: F.Klein

Funktionentheorie in

geometrischer Behandlungsweise
Vorlesung, gehalten in Leipzig 1880/81
1987; Herausgegeben, bearbeitet und
kommentiert von F. Konig, Leipzig; mit
einem Geleitwort von F. Hirzebruch, Bonn

Band 8: C. Neumann, F.Klein, S. Lie,

F. Engel, F. Hausdorff, H. Liebmann,

W. Blaschke, L. Lichtenstein

Leipziger mathematische
Antrittsvorlesungen

Auswahl| aus den Jahren 1869 bis 1922
1987; Herausgegeben und mit einem
Anhang versehen von H. Beckert, Leipzig,
und W. Purkert, Leipzig

Band 9: K. Weierstral

Ausgewiihlte Kapitel

aus der Funktionenlehre

Vorlesung, gehalten in Berlin 1886

Mit der akademischen Antrittsrede,
Berlin 1857 und drei weiteren
Originalarbeiten von K. Weierstra3

aus den Jahren 1870 bis 1880/86

1988; Herausgegeben, kommentiert und
mit einem Anhang versehen von

R. Siegmund-Schultze, Berlin; mit einem
Geleitwort von K.-R. Biermann, Berlin

Band 10:

Nachrufe auf Berliner Mathematiker

des 19. Jahrhunderts

C.G.J. Jacobi, P. G. L. Dirichlet,

E. E. Kummer, L. Kronecker, K. WeierstraB
Mit Fotos, Dokumenten und Archivalien
1988; Herausgegeben von H. Reichardt,
Berlin
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Master Mind — beliebtes Spiel

bei jung und alt

1. Einfithrung

Das Spiel ,Master Mind“ wurde von dem
Angestellten der israelischen Post, Mor-
deachi Meirovich, erfunden und erstmals
1971 auf der Spielzeugmesse in Niimberg
ausgestellt. Dort entdeckte es ein Mitarbei-
ter von ,Invicta Plastic“, ein Unternehmen
der Spielzeugindustrie in Leicester. Invicta
Plastic kaufte dann auch die Idee und
brachte verschiedene Varianten dieses
Spiels auf den Markt, u.a. Master Mind,
Mini Master Mind, Super Master Mind
und Word Master Mind.

Das Spiel wurde ein enormer Verkaufser-
folg. Schon 1973 verkaufte man in GroB-
britannien 150000 Spiele.

Im Frithjahr 1975 wurde Master Mind in
die USA eingefithrt und noch im selben
Jahr iiber eine Million Stiick verkauft. In
der DDR wird es unter dem Namen ,Su-
percode“ im Handel angeboten (siehe
S. 15).

Inzwischen ist Master Mind eines der be-
liebtesten und meist gekauften Spiele ge-
worden. Warum ist es so beliebt bei groB
und klein? Das Spielen von Master Mind
unterstiitzt die Entwicklung des logischen
Denkens, ist aber auch sehr lehrreich fur
das Erkennen eigener Fehler, welche auf
Grund nicht entsprechender Logik entste-
hen kénnen. Weiterhin kann das Spiel so-
wohl einen lehrreichen Ansto fur interes-
sante Probleme der Kombinatorik geben
als auch ein guter Lehrer beim Finden ge-
eigneter Probleme fiir kleinere Forschungs-
aufgaben sein. Ebenso konnte es eine Be-
reicherung fir den Mathematikunterricht
sein.

2. Spielregeln

Es ist ein Zweipersonenspiel. Ein ,Kodie-
rer konstruiert einen verborgenen Code
und der ,Dekodierer” soll ihn enthiillen.
Ein Code ist in der kommerziellen Version
eine Reihe von Farbstiften, welche ver-
deckt in Lochern stecken. Der Dekodierer
soll diesen Code erraten und fiir jede Ver-
mutung erhalt er vom Kodierer die Infor-
mation wie viele Farbstifte richtig plaziert
und wie viele Stifte zwar die richtige Farbe
haben, aber nicht auf dem richtigen Platz
sind. Fiir den Dekodierer gilt es, den Code
mit so wenig wie modglich Vermutungen zu
enthiillen. Der Kodierer kann das Spiel
nach Wahl des Codes nicht mehr beein-
flussen. Falsche Informationen an den De-
kodierer sind nicht gestattet. Bei der iibli-
chen Spielversion gibt es spezielle ,Schlils-

14 - alpha, Berlin 23 (1989) 1

selstifte“, schwarze und weiBe, welche an
der Seite neben dem vermuteten Code pla-
ziert werden. Die Anzahl der schwarzen
Stifte gibt die Anzahl der Ubereinstim-
mungen von Farbe und Platz, die Anzahl
der weiBen Stifte die Anzahl der richtigen
Farben bei den iibrigen Stiften zwischen
Code und Vermutung an.

Das Spiel Master Mind kann man auch mit
Bleistift und Papier spielen. Statt ,Farb-
stifte“ kann man z. B. Zahlen nehmen. Ein
Code kann dann 3231 sein. Nehmen wir
an, der Dekodierer vermutet 4332. Es gibt
eine Ubereinstimmung mit Zah! und Platz,
dies ist die ,3“ in Position 3. Zwei weitere
Zahlen sind noch richtig, aber auf dem fal-
schen Platz, dies ist die ,,3“ in Position 2
und die ,2¢ in Position 4. Die Antwort auf
eine Vermutung kann man als Zahlenpaar
(i,j) angeben. Die Zahl i fir die Anzahi
der Ubereinstimmungen in Zahl und Platz,
die Zahl j fiir die Anzahl der iibrigen rich-
tigen Farben. In unserem Beispiel wére die
Antwort (1,2).

Eine Variante des Spiels ist, daB man in
dem verdeckten Code eine Position nicht
mit einer Farbe belegt, sondern frei 14Bt.
Um die Komplexitit der Aufgabe zu ver-
mindern, kann man sich auch auf eine an-
dere Variante des Spiels einigen, jede
Farbe darf nur genau einmal vorkommen
und jede Position muf} beseizt sein.

3. Zur Spielstrategie

Bei dem Spiel Master Mind mit 4 Léchern
und 6 Farben sind die Chancen sehr klein,
den richtigen Code mit der ersten Vermu-
tung zu erraten (1 zu 1296).

Die folgende Vermutung muf auf die Ant-
worten der vorhergehenden Vermutungen
angepalt werden. Eine Spielstrategie ist
ein Plan, durch den man unter Beriicksich-
tigung der jeweiligen Antworten den richti-
gen Code erraten kann. Man mochte natiir-
lich eine gute Strategie haben, d.h. die
Anzahl der Vermutungen soll so klein wie
moglich sein.

Dies soll an einem Beispiel demonstriert
werden. Dazu wihlen wir das Spiel ,Sim-
ple Mind“ mit 2 Lochern und 4 Farben.
Hier ist eine Spielstrategie:

V1l Al V2 A2 V3 A3 V4 A4
12 2,00
(1L,O) 13 2,0
(1,00 14 (2,0
(1,00 11 2,0
01 32 @0

Vi Al V2 A2 V3 A3 V4 A4
00 22 @0
1,00 42 (2,0
02) 21 (2,0
1) 13 (1,0 23 (2,0
©2) 31 (2,0
©0,1) 41 (2,0
0,0) 24 (2,0
0,00 34 (2,0
1,00 33 (2,0
0,0 44 (2,0)
02) 43 (2,0

Nehmen wir an, daB der verborgene Code
44 ist. Die Antwort A1 auf die erste Ver-
mutung V1 12 ist dann (0,0). Die nachste
Vermutung V2 in Ubereinstimmung mit
der Strategie ist 34. Die Antwort A2 ist
(1,0) und Vermutung V3 ist 33. Es ergibt
sich die Antwort A3 (0,0) und Vermutung
V4 ist in diesem Fall 44, welches der ver-
borgene Code ist. Die Antwort A 4 ist folg-
lich (2,0). .

Nach dieser Strategie bendtigt man maxi-

‘mal 4 Vermutungen. Es ergibt sich die

Frage, ob es eine bessere Strategie mijt

_einer kleineren Maximalzahl g von Vermu-

tungen gibt?

Die Anzahl der Antwortmoglichkeiten ist
S. Unter diesen hat (2,0) eine Sonderstel-
lung: ,Das Spiel ist zu Ende*.

Nehmen wir an, wir haben eine Strategie
mit minimaler Maximalzahl g von Vermu-
tungen. Wie viele verdeckte Codes kdnnen
wir dann mit genau x Vermutungen erken-
nen?

Fiir jede Antwort, auBer der letzten, haben
wir hochstens 4 Moglichkeiten. Dann gibt
es hochstens 4*~! verborgene Codes, wel-
che man mit genau x Vermutungen erken-
nen kann. Da x variiert zwischen 1 und g
haben wir
1+4+42+ . +48-1=(4¢—-1)/3

als obere Grenze fur die Anzahl der verbor-
genen Codes, welche 42 =16 bei Simple
Mind ist. Also gilt:

16 = (4% — 1)/3 und daraus folgt g= 3.
Diese Ungleichung kann zu g =4 durch
folgende Uberlegung verbessert werden.
Nehmen wir 0.B.d. A. an, daB3 eine erste
Vermutung 12 ist. Unter allen moglichen
Antworten gibt es fir die Antwort (1,0) die
Maximalanzahl (6) moglicher Codes. Die-
sen kann man durch weitere g — 1 Vermu-
tungen bestimmen, woraus

6 = (4871 — 1)/3 (vgl. oben) folgt,

und daraus g=4.

Wenn die erste Vermutung vom Typ 11 ist,
erhilt man fur die Antwort (0,0) die Maxi-
malanzah!l (9) von moéglichen Codes; und
damit auch g= 4.

Optimale Strategien gibt es flir Master
Mind mit 4 Lochern und 6 Farben (g =5) -
wie auch fiir ein Spiel mit 4 Lochern und
4 Farben (g =4). Der interessierte Leser
konnte sich zur Ubung €ine Strategie flir
,Semi Simple Mind“, 3 Locher und 4 Far-
ben, mit g = 4 Gberlegen.

Gilt g = 4 fiir alle Semi Simple Mind Stra-
tegien?

Ein anderes interessantes Problem ist, wie
gut oder schlecht ist eine ,Konstante Stra-
tegie“. Mit konstanter Strategie meinen wir
eine Strategie, deren Vermutungen nicht
in Abhidngigkeit von den Antworten vari-



iert. Eine konstante Strategie fiir Simple
Mind ist 12, 23, 34, 41. Fiir jeden Code be-
kommen wir dann eine Folge von Antwor-
ten und verschiedene Codes ergeben ver-
schiedene Folgen. Man koénnte daraus
vermuten, daB 123, 234, 341, 412 eine kon-
stante Strategie fir Semi Simple Mind ist.
Jedoch gilt dies nicht! Die Codes 132 und
213 erhalten beide dieselbe Folge von Ant-
worten: (1,2) (1,1) (0,2) (1,1).

Eine nicht-konstante Strategie nennen wir
verzweigt. Wahrscheinlich sind verzweigte
Strategien besser als konstante.

Kann der Leser dies beweisen?

Wir sind noch nicht auf eine eventuelle
Strategie fir den Kodierer eingegangen.
Der Kodierer méchte es dem Dekodierer so
schwer wie moglich machen.

Bei Master Mind zeigt die Erfahrung, daB
Codes, bei denen alle Stifte gleichfarbig
sind, am.einfachsten zu dekodieren sind
und Codes mit 3 Farben, d. h. eine Farbe
kommt doppelt vor, die meisten Probleme
bereiten. Der Kodierer sollte folglich sei-
nen Code zufillig innerhalb dieses Code-
typs wihlen, da die Kenntnis von Favoriten
bei Farben und Mustern des Kodierers
dem Dekodierer die Entschliisselung er-
leichtern kann.

Dem Leser sei zum AbschluB noch eine
kleine Aufgabe zur Ubung gestellt:

Man bestimme den Code bei Master Mind
(4 Locher, 6 Farben) bei Kenntnis folgen-
der Fragen und Antworten:

a) keine Farben kommen doppelt vor

b) Farben kéonnen doppelt vorkommen

a) Vermutung Antworl
6214 (1,2)
5631 0,3)
4365 2,1)
2456 0,2)

b) Vermutung Antwort
1123 2,1)
4125 (2,0)
4323 (2,0)
3156 (1,1)

N. Griinwald

Minicode

Die Spielregeln des attraktiven, jung und
alt fesselnden Spieles ,Supercode“ lassen
sich auf verschiedene Weise abdndern, wo-
bei das Spielgerit von Supercode beibehal-
ten wird.

Eine mogliche, relativ einfache Variante,
»Minicode“ . genannt, soll hier vorgestellt
werden:

Spielregeln

® Spieler A sitzt an der gelochten Stirn-
seite des Spielgerites,. Spieler B sitzt ihm
gegeniiber. Zum Spiel werden nur weiBe
Anzeigestifte sowie Farbstecker in genau
vier Farben, etwa rot, gelb, griin und blau,
benutzt. -

® A steckt je einen roten, gelben, griinen
und blauen Stecker in die Stirnseiten-
16cher. B sieht diese Stecker an der Stirn-
seite bis zum Partieende nicht.

® B soll mit moglichst wenig Versuchen
die von A gewihite Anordnung (Permuta-
tion) der Farbstecker herausfinden. Als er-
sten Versuch steckt B ebenfalls vier ver-
schiedenfarbige Stecker in die Reihe 1 am
gegeniiberliegenden Spielbrettende. Da-
nach steckt A in die vier Locher neben
Reihe 1 entweder 4, 3, 2, 1 oder 0 weiBle
Anzeigestifte. Er gibt damit bekannt, um
wieviel Plitze insgesamt die Farbstecker
der Reihe 1 verriickt werden miissen, damit
sie die gleiche Anordnung wie die an der
Stirnseite steckenden haben. Dabei bedeu-
ten 4, 3, 2, 1 bzw. 0 weiBe Anzeigestifte die
Gesamtabweichung um 8, 6, 4, 2 bzw.
0 Platze.

@ Dieser Spielvorgang wiederholt sich, wo-
bei nacheinander die Reihen 1, 2, 3, ... be-
setzt werden, bis entweder A érstmals ne-
ben die Farbstecker einer Reihe keinen
weiBen Anzeigestift steckt oder bis zur
letzten, der 7. Reihe.

® A erhilt abschlieBend fiir die Partie so-
viel Punkte zugesprochen wie B Reihen
mit seinen Farbsteckern besetzt hat.

® Von Partie zu Partie wechseln A und B
die Spielerrollen.

Im folgenden wird die von A fiir die Stirn-
seite gewidhlte Anordnung der Farbstifte
mit abcd, die von B fiir Reihe 1 mit kimn
bezeichnet.

/§ ﬂ
/

& de & &

Zur Erlduterung: Wiren z.B. a und m rote,
b und | griine, ¢ und n blaue und d und k
gelbe Stecker, so hitte A neben die Farb-
stecker der Reihe 1 2+0+1+3):2=3
weiBe Anzeigestifte zu stecken.

o >y

Zur Strategie: Spieler A hat insgesamt
4-3-2-1=24 Moglichkeiten fir das An-
bringen seiner Farbstecker an der Stirn-
seite. Spieler B kann stets mit héchstens
vier Versuchen die von A gewihlte Anord-

nung herausfinden: Steckt A neben die’

Farbstecker der Reihe 1 keinen weiBen An-
zeigestift, so hat B bereits mit dem 1. Ver-
such die Anordnung auf der Stirnseite erra-
ten. Steckt A neben die Farbstecker der
Reihe 1 drei weiBe Anzeigestifte, so er-
kennt B hieraus, daB seine Anordnung
klmn der Farbstecker in Reihe 1 iiberein-
stimmt mit einer der neun Anordnungen
beda, bdca, bdac, cbda, cadb, dbca, dacb,
dbac und dabc. B wihlt dann fir die
2. Reihe die Anordnung Imnk der Farbstek-
ker (siehe Tabelle).

In dieser Tabelle wurde neben jeder Anord-..

nung der Farbstecker die zugehorige Zahl
der weiBen Anzeigestifte angegeben. Steckt
A neben die Farbstecker Imnk der 2. Reihe

1. Reihe 2. Reihe
kimn 3 Imnk 4,3,2,1
oder 0

beda 3] cdab 4
bdca 3 dcab 4
bdac 3 dacb 3
cbda 3 bdac 3
cadb 3 adbc 2
dbca 3 bcad 2

dacb 3 acbd 1

dbac 3 bacd 1
dabc 3 abcd 0

4 weiBe Anzeigestifte, so stimmt Imnk laut
Tabelle entweder mit cdab oder dcab iiber-
ein. B weiB also, daB die Anordnung an der
Stirnseite entweder nklm oder nkml ist.
Damit findet er die richtige Anordnung be-
reits mit dem 3. oder spatestens mit dem
4. Versuch. Auch wenn A neben die Farb-
stecker der 2. Reihe 3, 2 oder 1 weiBe An-
zeigestifte steckt, kann B die Partie mit sei-
nem 3. oder 4. Versuch beenden. Steckt A
hingegen neben die Farbstecker der
2. Reihe keinen weiBen Anzeigestift, so hat
B die Partie bereits mit dem 2. Versuch be-
endet.

Bei vier weiBen Anzeigestiften neben
Reihe 1 wihlt B fiir Reihe 2 die Anord-
nung nmlk, bei zwei weiBen Anzeigestiften
Imkn und bei einem weiBen Anzeigestift
ebenfalls Imkn. Im letzten Fall kann B die
Partie stets mit dem 3. Versuch beenden.
Das Aufstellen der zugehorigen Tabellen
sei dem Leser iiberlassen.

Die optimale Strategie von Minicode
wurde damit zwar weitgehend angegeben.
Doch diese sich einzupragen und gedicht-
nismiBig (ohne Tabellen!) anzuwenden, ist
dennoch eine ansprechende Leistung.

Wer das Spielgerdit Supercode nicht be-
sitzt, kann behelfsméBig mit einem gefalte-
ten Blatt Papier, zwei Bleistiften und

einem Partner diese Spielweise ausprobie-
ren.

W. Trdger

7mal kombinieren?
Spannendes Spiel

fiir zwei Knobler

ab 8 Jahre.

alpha, Berlin 23 (1989) 1 - 15



In freien Stunden - alpha-heiter

Vom Kern zum Wort

Unabhingig von ihrer Reihenfolge sind die bereits
eingetragenen Buchstaben zu Begriffen nachstehen-
der Bedeutung zu erginzen. Richtig geldst ergeben
die Anfangsbuchstaben ein Teilgebiet der Mathe-
matik.

M[{A]L
G|E|N
o|L|[D
LIEM
RII]|F
AlD|[]
Lj{ota

1. Ubereinstimmung von Erscheinungen

in wesentlichen Merkmalen,

2. Zahl, aus der die Wurzel gezogen wird,

3. Abweichung, UnregelmiBigkeit, Regelwidrig-
keit, '

4. Franzosischer Mathematiker (1752 bis 1833),

5. Objekte einer Menge,

6. Ergebnisse der gedanklichen Widerspiegelung
von Dingen, Eigenschaften, Relationen,

7. Deutscher Mathematiker (1690 bis 1764), be-
kannt durch eine nach ihm benannte Vermutung,
die bisher weder bewiesen noch widerlegt werden
konnte und die besagt, daB jede gerade Zahl n = 6

Summe von zwei ungeraden Primzahlen ist.
OL K. Koch, Schmalkalden

Wissen und Rechnen

Jedes Zeichen bedeutet eine Ziffer und gleiche Zei-
chen bedeuten gleiche Zahlen. Finde unter Beach-
tung der Rechenregeln die Ziffern, die die Divi-
sionsaufgaben richtig ldsen.

: SR - I

LI { v
&9, 2\ M

DX
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W. Neugebauer, Berlin

Tarnung

Die abgebildete Figur, die aus zusammengesetzten
Linien besteht, verbirgt sich mitunter auch nur teil-
weise in 10 der anderen 12 Figuren. Finde die zwei

Figuren heraus, die nicht dazugehéren.
aus: Eleusis, Paris

Neues Jahr im Matheblick

1+ 9+ 849
+ 1+ 9+ 8+9
+ 1+ 9+ 8+9
+ 1+ 9+ 8+9
+ 1+ 9+ 8+9

=19+89=98+9+1

StR H.-J. Kerber,
Neustrelitz




Bestindige Gleichheit

Aus der gelegten wahren Holzchengleichung ent-
steht durch geeignetes Umlegen von a) einem Holz,
b) zwei, c) drei und d) vier Holzern jeweils wieder
eine wahre Gleichung.

A

Ebenso entsteht durch geeignetes Wegnehmen von
e) zwei, f) vier und g) fiinf Holzern jeweils wieder
eine wahre Gleichung. W. Triger, Débeln

Verdecktes Kartenspiel

Uber vier verdeckte Karten ist folgendes bekannt:

1. Der ,Bube“ liegt links vom ,Herz",

2. Eine ,,Sechs“ liegt rechts von ,,Pik“,

3. Ein ,Karo“ liegt rechts neben dem ,, Kénig“ und

4. ,Kreuz“ liegt nicht neben ,Herz“, sondern
links vom , As“.

Welche Spielkarte verbirgt sich hinter A, B, C

und D? K. Petzold, Ebersbrunn

Ziel: Gleichheit

Setze die fehlenden Zeichen fiir die Addition, Sub-
traktion, Multiplikation bzw. Division ein, so daB
Gleichungen entstehen!

67

Jry
N
[en]
]

2] D4
8] 1 =
2] 4
10

Beachte, daBl beim Rechnen Multiplikation und Di-
vision vor Addition und Subtraktion ausgefiihrt
werden miissen! Klammern treten nicht auf. Ver-

gleiche die beiden vorgegebenen Beispiele!
aus: Maximath, Paris

EISIES

E

[~]
—h
W
i

»In Biologie bist du schon ganz gut!“

Die Hemden des Junggesellen

Ein Junggeselle zieht jeden Tag ein frisches Hemd
an. Jeden Montag bringt ihm die Wischerei seine
sauberen Hemden und nimmt die schmutzigen
gleich mit.

Wieviel Hemden hat er mindestens?
aus: Pythagoras, Amsterdam

Mathematik und Phantasie

Der Mathematiker David Hilbert, den Max v. Laue
,das groBte wissenschaftliche Genie“ nannte, wurde
eines Tages nach dem Schicksal eines seiner Schii-
ler befragt. Er dachte lange nach, bevor er antwor-
tete: ,,Ach ja, der ist unter die Dichter gegangen —
fiir die Mathematik hatte er nicht genliigend Phanta-

143

sie. nach Lingmann/Schmiedel: Anekdoten,
Episoden, Lebensweisheiten,
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Die Entlarvung des Orakels

Vor langer Zeit gab es in einem fernen Land ein be-
rihmtes Orakel. Im Unterschied zu gewdhnlichen
Orakeln vernahm man durch seinen Mund nicht
nur eine Gottheit, sondern drei: den Gott der Wahr-
heit, den Gott der Liige und den Gott der Diploma-
tie. Diese Gottheiten wurden durch vollkommen
gleiche Figuren dargestellt, die sich in einer Reihe
hinter dem Altar befanden. Die Gétter antworteten
immer gern auf die Fragen der Ratsuchenden. Da
sie aber einander so dhnlich waren, konnte nie-
mand erkennen, ob nun der Gott der Wahrheit,
dem man glauben muB, oder der Gott der Liige, der
immer die Unwahrheit spricht, oder der Gott der
Diplomatie, der entweder lilgen oder die Wahrheit
sagen kann, geantwortet hat. Einmal fand sich ein
verwegener Neugieriger, der sich vorgenommen
hatte, das zu vollbringen, was den gro3ten Weisen
nicht gelungen war. Er beschloB, jeden der Gotter
zu erkennen.

Der Kiihne betrat den Tempel und fragte den links
stehenden Gott: ,Wer steht neben dir?“ ,,Der Gott
der Wahrheit“, war die Antwort. Da fragte der
Kiihne den Gott in der Mitte: ,,Wer bist du?“ ,Der
Gott der Diplomatie“, war die Antwort. Die letzte
Frage stellte der Kiihne dem rechts stehenden Gott:
,Wer steht neben dir?“ ,Der Gott der Liige“, war
die Antwort. ,Jetzt ist alles klar“, sagte der Kiihne
zufrieden.

Wie konnte er das aus den Antworten der Gotter

herausfinden?
aus: ,Spaf fiir freie Stunden” Verl. MIR - Moskau/
Verlag fiir die Frau - Leipzig
eingesandt von M. Kscniwan, Batow

UBRIGENS trosten sich damit, daB Einstein ein
schlechter Schiiler war, immer die falschen.
H. D. Schiitt, aus Eulenspiegel, Berlin

alpha, Berlin 23 (1989) 1 - 17



Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1989

Ma 5Sm2978 Anke, Birgit und Claudia
sind (in anderer Reihenfolge) Schiilerin-
nen der Klassén 4, 5 bzw. 6. Ihre Zeugnis-
noten im Fach Mathematik sind 1, 2 bzw.
3. Nun weiB man folgendes:
(1) Birgit hat nicht die Zeugnisnote 1.
(2) Claudia hat die Zeugnisnote 3.
(3) Die Schiilerin aus Klasse 4 hat
die Zeugnisnote 2.

(4) Anke ist Schiilerin der Klasse 5.
Gib Name, Klasse und Zeugnisnote jeder
der drei Schiilerinnen an!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m2979 Das abgebildete Quadrat be-
steht aus 16 gleichgroBen, kleineren Qua-
draten, deren Seiten 5 mm lang sind. Das
Bild zeigt eine schraffiert dargestellte zu-
sammenhingende Fliche, die aus sieben
dieser kleineren Quadrate besteht.

a) Bestimme die Linge des Umfangs dieser
schraffierten Flache!
Zeichne noch zweimal ein solches Quadrat
und schraffiere eine zusammenhingende
Flidche, die jetzt aus
b) acht Quadraten besteht und einen Um-
fang von 70 mm hat,
c) neun Quadraten besteht und einen Um-
fang von 60 mm hat!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 2980 In das nachfolgende Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Ziffern (0,
1,2,3,4,5,6,7, 8, 9) so einzusetzen, daB
fiir gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fiir
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern stehen und daB alle angegebenen Re-
chenaufgaben richtig gerechnet sind.

s + mn = xyz

: - +

Xz — n = Xxs

a - my= xsy Sch.
Ma 5w 2981 Am Rande einer LandstraBe

stehen in regelmiBigen Abstinden Telegra-
fenmasten. Vom ersten “is zum flinften
Mast betrigt die Entfernung genau 250 m.
Wie viele Meter stehen der erste und der
zehnte Mast auseinander?

Schiiler R. Holke, Leipzig

Ma5m2982 Hanna sagt: ,Wenn ich den
Vorginger und den Nachfolger einer natiir-
lichen Zahl addiere, so erhalte ich als
Summe mein Geburtsjahr 1978. Wenn ich
aber statt 1978 das Jahr 1989 setze, dann
finde ich keine solche natiirliche Zahl.“

Begriinde, warum dies Hanna nicht gelin-
gen kann! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5®2983 Zum Transport von Mauer-
steinen hitte ein LKW mit 61 Ladefihig-
keit genau 35 Fuhren durchfiihren miissen.
Nach 19 Fuhren wurde er durch einen an-
deren LKW mit 8t Ladefdhigkeit abgelost,
der nun den Rest transportierte. Wie viele
Fuhren wurden dadurch eingespart?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

MaSw2984 Ein ganz mit einer Farbe
angestrichener Wirfel wurde in lauter
gleichgroBe kleinere Wiirfel zersdgt. Es
stellte sich heraus, daB genau an acht die-
ser kleineren Wiirfel keine Farbe war. Gib
die Anzahl aller Wiirfel an, an denen Farbe
war!
Begriinde deine Behauptung!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2985 Wie viele Teiler hat die
Zahl 10017
Gib alle Teiler dieser Zahl an! Sch.

Ma 6m2986 In dem abgebildeten recht-
w_inkligen Dreieck ABC wurde die Hohe
CD zur Hypotenuse AB und die Winkel-

Eln Stelemor .
o~ Grotewrohl -Strafie 26 Dr.Fuoclor -Seubar-05 | | Ha?
: -lobedn | Hlame 7 |
4 6902 wo
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alpha-Le-
ser beteiligen. )
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Die Klassenstufen-
nummer steht vor der Aufgabennummer.)
Schiiler der Klassenstufen 11/12 und Er-
wachsene l6sen die Aufgaben, welche mit
Ma 10/12 oder Na/Te10/12 gekennzeich-
net sind.-
4. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (siehe Muster),
da die eingehenden Losungen aufgaben-
weise sortiert und korrigiert werden. Noch
eine Bitte an die Schulen: Sendet bitte die
Losungen bereits nach Aufgaben sortiert
ein.
5. Teilnehmer, die eine richtige LOsung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antworl-
karte mit dem Priddikat ,sehr gut gelost®,
.gut gelost® oder ,gelost”. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelést“. Nach dem Einsende-
termin eingehepde Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!
6. Jeder Teilnehmer sollie einen Durch-
schlag seiner Losungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefle spiter erschei-
nenden Losungen vergleichen zu konnen.

Der Jahreswettbewerb 1988/89 lduft von
Heft 5/1988 bis Heft 1/1989. Zwischen
dem 1. und 10. September 1989 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/88 bis 1/89 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.

Eingesandte Antwortkarten werden nur
dann zuriickgesandt, wenn ein Rickum-
schlag mit ausreichender Frankatur bei-
liegt. '

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 veroffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (von
den Wettbewerben der Hefte 5/88 bis 1/89)
erhalten hat und diese einsendet, erhilt
eine - Anerkennungsurkunde und ein
alpha-Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden  besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1988/89 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Ur-
kunde zwmdck). Schiiler, die schon mehrere
Jahre teilnehmen, senden bitte die zuletzt
erhaltene Urkunde mit ein. Allein anhand
dieser werden die Teilnehmerlisten aufge-
stellt. Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und
die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird. ’

Redaktion alpha



halbierende AE des Winkels 3 BAC ge-
zeichnet, die sich im Punkte S schneiden.
Es ist nachzuweisen, daB3 das Dreieck ECS
gleichschenklig ist! Sch.

B

Ma 6 m2987 Weise nach, daB die Summe
von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen niemals durch 4, ihr Produkt aber
stets durch 8 teilbar ist! Sch.

Ma 6w 2988 Erwin sagt: ,Meine Schwe-
ster ist zwei Jahre jlinger als ich; ich selbst
bin drei Jahre jinger als mein Bruder. Zu-
sammen sind wir 40 Jahre alt.“ Wie alt ist
jedes der drei Geschwister? Sch.

Ma 6® 2989 Die MaBzahlen der drei Sei-
tenldingen eines Dreiecks (gemessen in
cm), dessen Umfang weniger als 30 cm be-
triagt, sind simtlich paarweise verschiedene
Primzahlen. Welche Moglichkeiten gibt es
fur die Seitenlidngen? Sch.

Ma 6 w2990 Die MaBzahl des Umfangs
eines Dreiecks (gemessen in cm) sei eine
natiirliche - Zahl. Fiir zwei Seitenlingen
gelte ¢ =3cm und b =1cm. Es sind die
Linge ¢ der Seite 4B und der Umfang u
des Dreiecks zu berechnen! Sch.

,Na/Te 6 m443 Ein Wiirfel mit einer Kan-
tenldnge von 10 cm besteht aus Stahl. Wie
groB ist seine Gewichtskraft? R.

Ma7m2991 Eine Mutter ist heute vier-

mal so alt wie ihre Tochter. In 16 Jahren
wird die Mutter nur doppelt so. alt sein wig
ihre Tochter.

Wie alt sind beide heute? Sch.

Ma7m2992 Ein Hotel hat zusammen
82 Ein- und Zweibettzimmer mit insge-
samt 132 Betten. Wie viele Ein- bzw. Zwei-
bettzimmer hat dieses Hotel? Sch.

Ma7m2993 Durch den Mittelpunkt M
des abgebildeten Kreises k wurde die Ge-
rade g gezeichnet, die den Kreis in den
Punkten E und F schneidet. In M wurde
die Senkrechte zur Geraden g errichtet, die
k in B schneidet. Durch einen inneren
Punkt 4 des Radius ME wurde die Gerade
AB gezeichnet, die k in P schneidet. Im
Punkte P wurde die Tangente ¢ an den
Kreis k gelegt, die die Gerade g in C
schneidet. Es ist zu beweisen, daB das
Dreieck CPA gleichschenklig ist! Sch.

B

D

Ma7m2994 Die finffache Summe aus
drei aufeinanderfolgenden natiirlichen

Zahlen ist gleich dem Produkt aus diesen
Zahlen. Um welche Zahlen handelt es
sich? ’ Sch.

Ma7m 2995 Beweise: Die Differenz der
Quadrate von ,zwei aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen ist gleich der Summe
dieser Zahlen. (Benutze die Terme n und
n+1)

Beispiel: 72 —62=7+6 Sch.

Na/Te 7444 In drei zylindrische Fla-
schen "(Grundfliche 10cm?) werden je
100 g Wasser, Benzin und Ol gefuilt.

Wie hoch stehen die Fliissigkeiten in den

Flaschen? R.-

Na/Te 7 w445 Uber eine feste Rolle ist
ein Seil gelegt. An den Enden des Seiles
héngt je ein Korper mit einer Masse von
1kg. Mit welcher Kraft wird das Seil ge-
dehnt? R.

Ma8m2996 Man zeige, daB die natiirli-
che Zahl z = p* — 1 fiir jede Primzahl p > 5
stets durch 240 teilbar ist. Sch.

Ma8m2997 Gegeben sei ein Dreieck
ABC mit x CAB = 60°. Dabei schneidet die
Winkelhalbierende des Winkels 5 ACB die
Seite AB in D so, daB CD = BD gilt. Be-
rechne die GroBe der anderen beiden In-
nenwinkel dieses Dreiecks und begriinde
deine Aussagen! .
aus der Kreisolympiade KI. 8,
Kreis Lobau, Fachlehrer J. Kreusch

[«

4D

60° -
A 0 8
Skizze (nicht maBstabgerecht!)

Ma 8 m2998 Gegeben sei ein Kreis k, auf
dem die Punkte 4, B, C, D so liegen, da
die Diagonale AC des Sehnenvierecks
ABCD durch den Mittelpunkt von k geht.
Unter welcher Bedingung ist der Winkel
X MAB genau so groB wie der. Winkel
5 ADB? Schiilerin G. Berthold, Dresden

Ma 8 w2999 Wie groB ist der Inhalt der-
jenigen Fliche in einer Ebene, die von
einem Quadrat umschlossen wird, das
einen Umfang von 1km Linge hat? Um
wieviel Prozent groBer ist der Inhalt der
Fliche, die von einem Kreis mit dem glei-
chen Umfang umschlossen wird? Der Fli-
cheninhalt ist gerundet in ha anzugeben!
Fachlehrer Bucher, POS Gerstungen

Ma 8 m 3000 Gegeben sei ein gleichseiti-
ges Dreieck ABC. An C4 soll in C ein rech-
ter Winkel so angetragen werden, daB sein

freier Schenkel die Gerade, auf der AB
liegt, in D schneidet. Es ist zu beweisen,
daB dann 4B = BD ist!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Na/Te 8m 446 Mit einem Tauchsieder
fiir eine Spannung von 220V und einer
Stromstirke von 2,7 A werden 2 Liter Was-
ser innerhalb von 24 min von 20°C bis zum
Sieden erhitzt. Wie groB ist der Wirkungs-
grad? aus: Aufgabensammiung Physik,

Volk und Wissen Berlin

Na/Te8m447 Die Entfernung Sonne-
Erde betrigt rund 150 Millionen Kilome-
ter. Das Licht legt in 1s eine Strecke von
300000 Kilometer zuriick.

Wie lange braucht es fiir die Strecke

-Sonne — Erde? R.

Ma9m3001 Das Produkt aus Vorginger
und Nachfolger einer natiirlichen Zahl n,
vermindert um das Dreifache dieser natiir-
lichen Zahl, betrigt 39. Wie heiBt die na-
tiirliche Zahl n? ' )
Petra Hahn, Nordhausen

Ma9m3002 Es ist zu beweisen, daB fur
alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢ stets

gilt:
1 1 1 > 3 )
a+b b+c c+a  a+b+c’

Schiiler O. Karger, Wittenberge

Ma9m3003 Zeichnen Sie einen Kreis
k(M;r) mit zwei Durchmessem, die senk-

. recht zueinander sind. Bezeichnen Sie die

Begrenzungspunkte im mathematisch posi-
tiven Drehsinn mit 4, B, C, D. Legen Sie
auf dem Bogen AB einen Punkt P fest
(P#* A4, P+ B) und verbinden Sie ihn mit
C. Zeichnen Sie in P die Tangente an &
mit ihrem Beriihrungsradius ein und ver-
lingern Sie AC iiber 4 hinaus, so daB diese
Verlingerung die Tangente in E schneidet.
Verlingemn Sie BD iiber B hinaus, und be-
zeichnen Sie den Schnittpunkt dieser Ver-
lingerung mit der Tangente mit F!
Beweisen Sie, daB gilt:
4 ACP+ 5 CPM + x MFP + 5 PMB
+ 4 PEM = 180°
(die einzelnen Summanden wollen wir als
WinkelgroBe auffassen)! )

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9m3004 Es ist die Basis x desjenigen
Zahlensystems zu ermitteln, in dem die
Gleichung . .
[(689), — (511),] - (11), = (1948),
mit x € N eine wahre Aussage darstellt.
Christian Bittner, Miihlhausen

Ma9m3005 Welche natiirliche Zahl ist
gleich dem fiinften Teil der Summe aller
vorhergehenden natiirlichen Zahlen auBer
der Zahl Null? Sch.

Na/Te9m448 Ein Schleifkontakt eines
Spannungsteilers teilt einen Gesamtwider-
stand von 600 Ohm im Verhiltnis 1:2
(Ry: R,) auf. Parallel zu R, wird ein Wider-
stand von 600 Ohm angeschlossen. Wie
groB -ist die Klemmenspannung am ange-
schlossenen Widerstand, wenn am Span-
nungsteiler eine Spannung von 240 V liegt?

R.
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Na/Te 9 m449 In einem Haushalt (Nenn-
spannung 220 V) ist ein Warmwasserberei-
ter mit einer Leistung von 1,8 kW in Be-
trieb. Uberpriifen Sie, ob in dem gleichen
Stromkreis noch ein Biigeleisen mit einer
Leistung von 750 W eingeschaltet werden
kann, wenn der Sicherungsautomat eine
Gesamtstromstirke von 10 A zuldBt?
aus: Aufgabensammlung Physik,
Volk und Wissen, Berlin

Ma 10/12 m 3006 Fiir welche reellen Zah-
len x stellt die Gleichung
251+x —251-x=120
eine wahre Aussage dar?
Christian Bittner, Miihlhausen

Ma 10/12 w3007 Das Bild- stellt
StraBengabelung dar.

eine

4B ist 53,9 m lang, AC ist 34,6 m lang.
Wegen einer giinstigeren Grenzziehung
soll das dreieckige Grundstiick ABC so ver-
indert werden, daB AB = AC ist. Das neue
Grundstiick 4BC muB den gleichen Fla-
cheninhalt haben wie das alte.

Wie lang sind 4B bzw. AC nach der neuen
Grenzziehung?  Rainer Struwe, Halberstadt

Ma 10/12 3008 Es ist zu beweisen, dal
fur alle reellen Zahlen x gilt
—sin x-cos x < 0,5!
Christian Bittner, Miihlhausen

Ma 10/12m3009 In einem rechtwinkli-
gen Dreieck ist die Linge der einen Ka-
thete genau so groB wie das arithmetische
Mittel aus den Lingen der zweiten Kathete
und der Hypotenuse. Es sind die Innenwin-
kel dieses Dreiecks zu berechnen.
in einem slowakischen Mathematikbuch
gefunden von St. Rudolf, Halberstadt

arc

A b 2 ¢
o
a
¢
Skizze
(nicht maBstabsgerecht!) 8

Ma10/12 w3010 Aus einem Brief:
Lieber Opi! Zu Deinem 62. Geburtstag
wiinschen wir Dir alles Gute. — Addierst
Du iibrigens zum Quadrat des Nachfolgers
von uns den Nachfolger des Quadrates von
uns, so erhiltst Du Dein Alter in Jahren.
Unter ,von uns“ meinen wir die Anzahl
der Personen unserer Familie.
Dein Matthias.

Aus wieviel Personen bestand die Familie?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Na/Te 10/12 m450 Ein Widerstand von
100 Ohm und ein Kondensator von 4 pF
werden hintereinander geschaltet und an
eine Wechselspannung (50 Hz) von 220V
gelegt. Welcher Strom flieBt durch die An-
ordnung? R.

Na/Te 10/12m 451 Wie lang ist ein Se-
kundenpendel in Meereshdhe am Pol und
am Aquator? R.
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alpha-Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb 1987/88

E.-Mider-OS, Fr.-Engels-OS, beide Altenburg;
Stadtklub Jg. Math. Altentreptow; Dr.-Th.-Neu-
bauer-Schule II, Apolda; W.-Seelenbinder-OS,
Ameburg; OS VI Amstadt; E.-Weinert-OS, Arn-
stadt; OS Dr. R. Sorge, Asbach; OS W. Lamberz,
Bad Berka; OS H. Duncker, Bad Kleinen; E.-Wei-
nert-OS, Bad Klosterlausnitz; H.-Beimler-OS,
Bad Kbostritz; E.-Thélmann-OS, Bad Langen-
salza; R.-Schwarz-OS, Bad Liebenstein; W.-
Pieck-OS, EOS E. Thidlmann, Th.-Neubauer-0S,
A.-Saefkow-0OS, O.-Grotewohl-OS, Stat. Jg.
Techn. u. Naturf,, OS VI, OS II M. Poser, alle
Bad Salzungen; OS H. Beimler, Birenklau; OS
Bandelin; OS Cl. Zetkin, Barby; H.-Heine-OS,
Barchfeld; Liebknecht-OS, Barth; K.-Schweitzer-
0S, Basdorf; H.-Belz-OS, Behrenhoff, O.-No-
wack-OS, Bentwisch; Stadtmatheklub 6. POS V,

Bergen; 4.0S Marschall Budjonny, 25.0S
W.Prochno, 44.0S Fr. Espenbeck, 26.0S
L.Reum, 33.0S L.Grundig, 8.0S, 41.0S

L. Weiskopf-Henrich, alle Berlin; A.-Becker-OS,
Berlingerode; C.-Fugger-OS, Bernau; G.-Scholl-
0S, Bernsdorf; OS Bernterode; OS Beuren; W.-
Seelenbinder-OS, Bismark; Cl.-Zetkin-OS, Bi-
schoferode; OS Blankenberg, W.-Pieck-OS, OS
Fr. Schiller, beide Bleicherode; Fr.-Weinert-OS,
Blumberg; G.-Ewald-OS, Blumenthal; OS Bok-
kau; K.-Wagner-OS, Bohrigen; A.-Bebel-OS, H.-
Matern-OS, beide Boizenburg, OS J.Schehr,
Born; H.-Beimler-OS, Braunsdorf; B.-Brecht-OS,
Brehme; W.-Pieck-OS, Breitenworbis; OS
H. Beimler, W.-Seelenbinder-OS, beide Breitun-
gen; OS Dr. Th. Neubauer, Brotterode; M.-Poser-
OS, Biirgel; Stat. Jg. Naturf. u. Techn., Burg; W.-
Pieck-OS, Burow; OS II Burg Stargard; W.-Estel-
0OS, Buttlar, W.-Seelenbinder-OS, Buttstddt;
2.0S O.Grotewohl, EOS G. Schumann, Kreis-
matheklub, alle Calau; Stat. Prof. Dr. G. Hertz,
Calbe; O.-Koschewoi-0OS, Callenberg; OS A. Ein-
stein, Caputh; Haus der JP, K.-Marx-OS, W.-
Pieck-0S, alle Coswig; 5. OS C. Blechen, Stat. Jg.
Naturf. u. Techn., beide Cottbus; R.-Schneider-
0OS, Crottendorf; OS Br. Kithn, Dambeck; Kreis-
klub Jg. Math., Demmin; M.-Gorki-OS, Derm-
bach; OS Dersekow; 13.0S A. Hennecke, Des-
sau; E.-Weinert-OS, Deuna; OS Makarenko,
Dingelstidt; OS Fr. Reuter, Démitz; OS K. Nie-
derkirchner, Domersleben; OS A.Matrossow,
Dorndorf; 0.-Grotewohl-OS, Dreitzsch; Pionier-
palast W.Ulbricht, 100. 0OS P.Neruda, M.-A -
Nex6-0S, alle Dresden; OS Diirrr6hrsdorf; W.-
Pieck-OS Eberswalde; EOS, Kreiszirkel Math.,
beide Egeln; W.-Pieck-OS, Eichhof; OS Eishau-
sen; OS H. Grundig, Ellrich; 1. OS R. Arndt, El-
sterwerda; E.-Weinert-OS, Empfertshausen; Stat.
Jg. Techn. u. Naturf. Ernstthal; Th.-Miintzer-OS,
Fambach; OS 3 O. Benario-Prestes, Falkenberg;
5.0S G. Dimitroff, Finsterwalde; E.-Weinert-
0OS., Flessau; K.-Marx-0S, Floha; B.-Brecht-OS,
Floh; Stat. Jg. Techn. u. Naturf,, 19. 0S Dr.-Th.-
Neubauer-O8, beide Frankfurt (Oder); E.-Thil-
mann-0S, Friedeburg; OS Cl. Zetkin, Freiberg;
OS 1, Friedland; OS W. Seelenbinder, Finfei-
chen; OS V H.Giinther, Fiirstenwalde; E.-Thal-
mann-0S, Freital; Haus d. JP E. Hérnle, Gade-
busch; Th.-Miintzer-Schule, Gehren; R.-Arn-
stadt-OS, Geisa; E.-Hérnle-OS, Geismar; J.-Ga-
garin-OS, Geithain; E.-Hartsch-OS, Gersdorf;
Kalinin-OS, Geschwenda; OS Gielow; 5.0S
J. Gagarin, Goriitz; R.-Schulz-0S, Golzow; 7. 0S
Gorlitz,  J.-Brinckmann-OS, Goldberg; OS
A. Schweitzer, Fr.-Engels-Schule, OS R. Luxem-
burg, alle Gotha; OS J.Gagarin, Grabowhofe;
Kreisklub Jg. Math. Grifenhainichen; Stat. Jg.
Techn. u. Naturf. Gransee; OS Gernrode; E.-
Thilmann-0S, .K.-Marx-OS, beide Greifswald;
OS H.Beimler, OS K.Marx, beide GreuBen;

Math.-Kreisklub Grevesmiihlen; OS W. Seelen-
binder, Grdden; A.-Walther-OS, Groditz; OS
E. Weinert, Gréningen; S.-Jihn-08, Groditz; A.-
Frank-OS, Grimma; OS Cl Zetkin, Groitzsch;
OS GroBbartloff; OS A.Kuntz, E.-Hartsch-OS,
beide GroBbodungen; alpha-Klub GroBriickers-
walde; OS N. Ostrowski, GroBdeuben; J.-Gaga-
rin-0S, Griinhain; Th.-Miintzer-OS, Gumpel-
stadt; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Giitzkow; OS
H. Giinther, Hachelbich; M.-Gorki-OS, Haini-
chen; M.-Engels-Schule, Halberstadt; Kreisklub
Math. Halle-Siid; OS Hammerbriicke; Kreisklub
Math. Harzgerode; Fr.-Wolf-OS, IMOS, EPOS,
alle Havelberg; OS B. Koenen, Hedersleben; Th.-
Storm-OS, EOS W.Pieck, beide Heiligenstadt,
Schule d. DSF Heiligengrabe; 2. OS, Herzberg;
M.-Gorki-OS, Hillersleben; Cl.-Zetkin-OS, Ho-
henstein-E.; 21.0S, Hoyerswerda; OS E. Egert,
Hundeshagen; OS Hunshagen; OS A. Waszkie-
wicz, Hoyerswerda; OS Fr. Zielasko, Iden; OS
W. Seelenbinder; OS N. Mandela, Ilmenau; Goe-
the-OS, lisenburg; G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-
Becker-OS, Jatznick; Fr.-Engels-Schule, Kalten-
nordheim; OS A. Becker, Kamsdorf; H.-Beimler-
0S, Karbow; OS f. Korperbehinderte Dr.
Fr. Wolf, A.-S.-Makarenko-OS, K.-Liebknecht-
0OS, E.-Schneller-OS, H.-Menzel-OS, E.-Thil-
mann-0S, Fr.-Heckert-OS, M.-Saupe-OS, WI.-
Komarow-OS,  Fr.-Metschke-OS,  P.-Tschai-
kowski-OS, Stadtbezirkspionierhaus, alle Karl-
Marx-Stadt;  E.-Boberg-OS, Karlsburg; J.-
Warnke-OS, Katzow; OS Cl. Zetkin, Kaulsdorf;
OS E. Schneller, Kirchberg; OS Kirchworbis; H.-
Matern-08S, Klietz; OS H. Matern, Klockow; Th.-
Neubauer-Schule, Kieselbach; Goethe-Schule,
Konigsee, W.-Seelenbinder-OS, Konitz; Kreis-
klub Kénigs Wusterhausen; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn. Kothen; K.-Marx-OS, Kranichfeld; OS
M. Burwitz, Kritzmow; OS Kiillstedt; OS Cl. Zet-
kin, Laage; OS R. Breitscheid, Latdorf; Goethe-
schule Lauscha; Pestalozzi-OS, Leegebruch; OS
E. Weinert, Legefeld; R.-Teichmiiller-OS, Leim-
bach; Dr.-S.-Allende-0OS, OS IV, OS R. Luxem-
burg, K.-Liebknecht-OS, E.-Thilmann-OS, EOS
K. Marx, alle Leinefelde; OS Br. Plache, Haus d.
JP A.Saefkow, beide Leipzig; H.-Beimler-OS,
Leisnig; G.-E.-Lessing-OS, Lengenfeld; M.-Po-
ser-OS, Lengfeld; E.-Thilmann-OS, Leutenberg;
0O.-Grotewohl-OS, EOS Prof. Dr. M. Schneider,
beide Lichtenstein; OS W. Wallstab, Loderburg;
W.-Seelenbinder-OS, Lossau; H.-Giinther-OS,
Lohsa; E.-Weinert-OS, Loitz; 1.0S, Lom-
matzsch; OS Lécknitz; Haus d. JP Th. Kémer,
OS H. Schuidt, beide Ludwigslust; Kreismathe-
klub Libbenau; W.-Bredel-OS, Stal. Jg. Naturf.
u. Techn., beide Liibz; F.-Dzierzynski-OS, Mag-
dala; A.-Becker-OS, KaBner-OS, Matheklub des
SB, alle Magdeburg; Haus d. JP F.Siemon,
Markkleeberg; R.-Luxemburg-OS, Markneukir-
chen; Dr.-Th.-Neubauer-0S, 7. 0S M. I. Kalinin,
beide Meiningen; A.-Kuntz-OS, Mellingen; A.-
Diirer-OS II, Merseburg; OS H. Rau, Mieste; OS
Mittelstille; E.-Steinfurth-OS, Mittenwalde; OS
H. Danz, Moser; O.-Grotewohl-OS, Naumburg;
OS J. Fudik, Naundorf; OS W. Bykowski, Neet-
zow; M.-Burwitz-OS, Neuenkirchen; F.-Dzier-
zynski-OS, K.-Mamx-OS, Forderzirkel Math. d.
Kreises, alle Neuhaus; R.-Hallmeyer-OS, Neun-
dorf; Stat. Jg. Techn. u. Naturf. Neuruppin; OS
Neverin; H.-Beimler-OS, Neustadt; Dr.-Th.-Neu-
bauer-OS, Niederorschel; K.-Schlosser-OS, Nie-
derschona; OS Fr. Engels, OS W.I. Lenin, Pio-
nierhaus H.Matern, OS J. Gagarin; alle Nord-
hausen; H.-Beimler-OS, Oberhermsdorf; OS
E. Weinert, Oberschénau; Fr.-Frobel-OS, Ober-
weiflbach; OS der DSF, Oebisfelde; E.-Weinert-
0S8, Ohrdruf; OS Olbersdor; Haus der JP
H. Coppi, Oranienburg; OS W.Korobkow, Or-
trand; EOS K. Marx, Oschersleben; OS P. Kmiec,
Osternienburg; O.-Eichler-OS, Oschatz; OS
H. Matern, OS W. Pieck, beide Osterwieck; Th.-
Miintzer-OS, Osthausen; Haus d JP E. Weinert,



Pasewalk; Haus d. JP P. Géring, Parchim; Ober-
schulbereich J. Fuéik, Pfaffroda; OS Dr. Th. Neu-
bauer, Pfaffschwende; Spezialistenlager Plauen-
Land; Makarenko-OS, Plessa; Herbart-OS,
Plauen; OS E. Schneller, Polleben; OS 50, Pots-
dam; W.-Pieck-OS, Premnitz; OS Pritzerbe; W.-
Pieck-OS, Goethe-Schule II, beide Pritzwalk;
Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pestalozzi,
Radebeul; OS Fr. Weineck, Radegast; B.-H.-Biir-
gel-Schule, Rathenow; E.-Thilmann-OS, Remda;
Steinhauer-OS, J.-Gagarin-OS, beide Ribnitz;
Stat. Jg. Naturf. u. Techn..E. Hoernle, Richten-
berg; J.-Gagarin-OS, Riethnordhausen; Spezial-
schule Fr. Engels, Riesa; H.-Matern-Schule,
Rochlitz; Pestalozzischule, Rodewisch; J.-Curie-
0OS, Rébel; E.-Thilmann-OS, Rocknitz; Ziol-
kowski-OS, RoBdorf; Haus d. JP, 37. OS K. Mese-
berg, 1.0S W.Schroder, alle Rostock; OS
S. Kosmodemjanskaja, Rotterode; Schillerschule,
Rudolstadt; OS Th. Miintzer, Riissen; OS K. Nie-
derkirchner, Saal; Stat. Jg. Techn. u. Naturf.
E. Thilmann, Salzwedel; T.-Bunke-OS, Sanitz;
OS Th. Miintzer, Sangerhausen; OS H. Matern,
Schernberg; OS M. Gorki, Schkolen; OS Pappen-
heim, OS H. Danz, OS J. G. Seume, OS K. Marx,
alle Schmalkalden; P.-Goring-OS, Schmiedefeld,
Schule d. DSF, Schneidlingen; K.-Liebknecht-
0S, Schonbrunn; OS K. Liebknecht, Schone-
beck; Mathe-Kreisklub Schonberg; H.-Beimler-
0S, Schénhausen; Schule d. DSF, Schorssow;
E.-Weinert-OS, Schollene; OS  Fr. Engels,
Schwallungen; Lenin-OS, Schwarzenberg; OS

Schweina; Kreispionierhaus M. Bohme, Sebnitz;

Fr.-Reuter-OS, Siedenbollentin; OS H. Wamke,
Sielow; OS Th. Miintzer, Silkerode; Kreisforder-
zirkel d. Pestalozzi-OS, Sémmerda; G.-Haupt-
mann-0S, Sohland; OS Gliickauf, OS A. Saef-
kow, beide Sondershausen; OS Sonneberg; OS
H. A. Eckelmann, Sponholz; OS A.Becker,
Spremberg; OS I J. H. Pestalozzi, 2. OS E. Walk,
beide Stadtroda; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.
Stahnsdorf; R.-Luxemburg-OS, Steinsdorf; J.-Fu-
¢ik-OS, Steinbach; OS E. Thilmann, Steinbach-
Hallenberg; K.-Marx-O8, Stralsund; Haus d. JP
Fr. Weineck, Strausberg; OS E. Lasker, Strobeck;
12. OS Dr. R. Sorge, Suhl; OS E. Weinert, Sund-
hausen; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Tangerhiitte;
Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Templin; J.-Gagarin-
0S, Teistungen; OS G. Eisler, Teterow; K.-Lieb-
knecht-OS, Teuchern; W.-Seelenbinder-OS,
ThoBfeld; OS Tiefenort; E.-Schneller-OS, Té-
plitz; Pestalozzischule, Torgelow; OS W.Pieck,
Trusetal; OS Dr. S. Allende, Uebigau; A.-Nitz-
0S, E.-Welk-OS, Goetheschule, Kreisklub Jg.
Math., alle Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unter-
breizbach; A.-H.-OS, UntermaBfeld; OS W. See-
lenbinder, Unterporlitz; OS UnterweiBbach; E.-
Schneller-OS, Urnshausen; OS J. G. Seume, Va-
cha; OS III, - Velten; OS Vitte; alpha-Klub
Vitzenburg; OS Volkershausen; A:-Bebel-OS, Vo-
gelsang; OS Wachow; R.-Luxemburg-OS, Wal-
dau; Goethe-Schule, Kreisklub Jg. Math., beide
Waren; OS Wasserthaleben; OS Wechmar; OS
WeiBenborn-L.; Kreisklub Jg. Math. Weillwasser;
J.-Gagarin-OS, Werneuchen; OS A. Ginther,
Wernshausen; J.-Harder-OS, Wesenberg; OS O.
Grotewohl, Westerengel; Friedensschule, Wis-

mar;, E.-Thdlmann-OS, Wittstock; Fr.-Engels-OS,

Wittstock; Karl-Marx-OS, Wilkau-HaBlau; OS H.
Matern, Wippersdorf; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.
Wittenberg; OS DSF, Wolgast; O.-Buchwitz-0S,
Wolkenburg; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Wolmir-
stedt; Dr.-R.-Sorge-OS, Wollin; OSI H. Werner,
Lenin-OS, beide Worbis; OS Th. Miintzer, Wul-
fen; OS H. Heine, Wormilitz; Schillerschule, Lu-
therschule, beide Zella-Mehlis; W.-Seng-0S, Ze-
pernick; Fr.-Schiller-OS, Zeulenroda; Stat. Jg.
Naturf. u. Techn. Zembschen; 9. OS, Zittau

Ein Dankeschén an unsere Verlage

Die Redaktion alpha konnte in diesem
Jahr den Preistrigern des alpha-Wettbe-

werbs 1987/88 wieder viele interessante
Biicher senden. Diese stellen uns zahlrei-
che Verlage zur Verfiigung, denen wir an
dieser Stelle herzlichen Dank- sagen mdch-
ten: :

‘Aufbauverlag, Berlin;

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig; . .

VEB Domowina Verlag, Bautzen;

VEB Fachbuchverlag, Leipzig;

Der Kinderbuchverlag, Berlin;
Militdrverlag der DDR, Berlin;

Buchverlag Der Morgen, Berlin;

Verlag Neues Leben, Berlin;

VEB Postreiter-Verlag, Halle;

" Verlag Philipp Reclam jun., Leipzig;”

Sportverlag, Berlin;

VE Verlag Technik Berlin;
Urania-Verlag, Leipzig;

Verlag Volk und Welt, Berlin;

VE Verlag Volk und Wissen, Berlin;
VE Verlag der Wissenschaften, Berlin

Energieeinsparung —
nur ein Prozent?

Ein Prozent mutet wenig an: konkret be-
trachtet, ist es aber eine beachtliche GroBe.
Bei der Stadtgaserzeugung z.B.: 1% der
jahrlich rd. 7,2 Mrd.m? produzierten
Menge reicht, um beispielsweise 90000t
Behiltergas herzustellen oder um den Be-
darf der Betriebe des Ministeriums fiir
Leichtindustrie zu decken. Aus 1% der ge-
forderten Rohbraunkohle 14Bt sich eine
Menge von Briketts herstellen, mit der man
382000 Haushalte ein Jahr lang versorgen
kann. Und 1% der jahrlichen Elektroener-
gie entspricht dem Verbrauch von
500000 Haushalten. — In der volkswirt-
.schaftlichen Bilanz schligt also jedes ein-
gesparte Prozent zu Buche.
Deshalb lohnt es sich, um die Einsparung
jeder Tonne Rohbraunkohle, jeder Kilo-
wattstunde Elektroenergie, jedes Kubikme-
ters Gas zu ringen. Die Einsparung von
Energie ist fur unsere Volkswirtschaft nach
wie vor der effektivste Weg zur Deckung
des Energiebedarfs.

aus: Urania, Berlin

Losungen

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. G. Geise
Heft 4/88

Die.Sehne 4B teill die Kreisfliche in zwei
Teilflichen (Bild 1). Es sei FI der Flichen-
inhalt jenes Teils, der den Mittelpunkt M
des Kreises k nicht enthilt. Er ist gleich
der Differenz der Flicheninhalte des Kreis-
ausschnitts mit dem Mittelpunktswinkel
AXAMB. und des Dreiecks AAMB. Die
GroBe des Winkels 4 AMB =2« ist in Bo-
genmaB anzugeben bzw. aus Gradmal in
BogenmalB umzurechnen. Das BogenmaB
ist der Quotient aus Linge des Kreisbo-
gens, der durch den Mittelpunktswinkel be-
stimmt ist, und Radius. Es ist 2o([rad]
= (n/180) - 2e[°] die Umrechnungsformel.
Daher hat man

Fl=w0-r*—(r-cose) (r-sina)

1

=7r_2~(2a— sin2e).
Wegen F1+ F2=m-r? ergibt sich
F2=%r2- (2m — 2 + sin2e).
Aus der Forderung' F1:F2=m:n erhilt
man folgende Bedingungsgleichung fiir
2a(rad):

n
m+n

2n=20—sin2a O<a<m (1)

Bild 1
A

y=X-A

O el y4

Pd

S

T 2%0° 360°

e

[
\

<

Bild 2
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Der Radius r spielt also keine Rolle — er-
wartungsgemdB, denn eine Losung der
Aufgabe muB gegen zentrische Ahnlichkei-
ten mit dem Zentrum M (und iiberhaupt
gegen Ahnlichkeiten) unempfindlich (man
sagt: invariant) sein.

Die Gleichung (1) trégt einen beriihmten
Namen. Sie ist eine sogenannte Keplersche
Gleichung. Sie kommt in der Form
M=E—-e-sinE 2)
fir Ellipsen mit der numerischen Exzentri-
zitdt e vor, wobei Ellipse fir Planetenbahn
steht. Es ist eine Aufgabe der praktischen
Astronomie, flir jeden Planeten zu einer
recht dichten Folge von Zeitpunkten (grob:
fir jeden Tag eines Jahres) seine astrono-
mischen Koordinaten im voraus zu bestim-
men (Ephemeridenrechnung). Dabei ist je-
desmal eine Gleichung der Art (2) zu
10sen.

Das besorgen heutzutage natiirlich Re-
chenautomaten, muBte aber vor gar nicht
all zu langer Zeit ohne solche Unterstiit-
zung bewiltigt werden. In beiden Fillen
sind schnelle und geniigend gute Nihe-
rungsverfahren gefragt.

Die Gleichung (1) ist ein Musterbeispiel
fiir eine sogenannte transzendente Glei-
chung. Sie laBt sich zwar mit beliebiger
Genauigkeit 16sen, dies aber — wie schon
in der Aufgabe erwdhnt — nur auf.iterati-
vem Wege. Kein Wunder, daB uns diese
naheliegende Aufgabe iiber die Zerlegung
einer Kreisfliche noch nicht unter den
Olympiadeaufgaben begegnet ist!

Wenden wir uns nun der Aufgabe zu, auf
graphisch-konstruktivem Wege eine Nihe-
rungslosung zu ermitteln. (Natiirlich kann
man auch ,rein numerisch* zu Niherungen
kommen, indem man « eine (einfachheits-
halber gleichabstindige) Folge von Werten
des Intervalls 0 < & <7 durchlaufen a8t

und die Funktion
n .
Sfla) = e 22— 20 + sin 2«

nach dem betragsmiBig kleinsten Wert be-
fragl. Aber solch ein Verfahren erlaubt
nicht, Vorstellungen oder Erwartungen
iiber die Losung zu erzeugen.)

Wir setzen 2« = x und z »2n= A und
m+n

schreiben (1) um in

x—A=sinx O<x<2m)y (3)

Diese Gleichung kann interpretiert werden
als die Frage nach gemeinsamen Punkten
der in einer Ebene mit kartesischem
xy-Koordinatensystern dargestellten Kur-
ven

(@) y=x—4 und )
(b) y=sinx

Die Kurve (a) ist eine Strecke, die unter
45° gegen die positive x-Achse geneigt ist.
Um sie zeichnen zu konnen, muB eine
Strecke der Linge A4 konstruiert werden.
Die Kurve (b) ist eine Sinuslinie. Sie
braucht nur ein einziges Mal konstruiert
zu werden, um bei jeder Wahl von m und n
und damit zu jedem resultierenden A4 ver-
wendet werden zu kOnnen - das ist der
Kern der Idee, die Gleichung (3) in das
Gleichungssystem (4) umzuschreiben!

O0O<x<2m)

Firm=1,n=2 ergibtsichA=%A2n.
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‘wendet

Bild 2 gibt eine Konstruktion an. Sie ver-
die Niherungskonstruktion

21-r=2-(y2 + 3 ) r. Der Kreisumfang
ist in 12 gleiche Teile (zu Mittelpunktswin-
kel 30° gehorend) zerlegt worden, was mit
dem Kreisradius im Zirkel sehr schnell
geht. Die Abwicklung des Kreises wurde
mit Hilfe des Strahlensatzes in 12 gleiche
Teile zerlegt. Die Strecke (@) ist nur zu
einem Teil gezeichnet worden. Einige Ab-
szissen sind in dem uns vertrauteren Grad-
maB angegeben. Man liest ab: 2o =~ 210°.
Berechnet man

fQRa)=A - 2a + sin 2« fiir 2 = 210° und
20 =211°, so erhdlt man f(210°
=0,0236... und f(211°) = —0,008...

Die graphisch erhaltene Losung ist also

-eine recht brauchbare Niherung.

Losungen zu: Ganz in Familie
Heft 6/88

l.x+6=2(x—-6);, x=18.
Annerose ist 18 Jahre alt.
2.28+x=3(4+ x); x=28.Inacht
Jahren ist der Vater zweimal ilter als
sein Sohn, denn 28 + 8 = 36
und4+8=12; 36=12+2-12.
3.a+b=19;, a=b+3;
also:2b+3=19; b=8; a=11.
Der eine Junge ist 8 Jahre, der andere 11
Jahre alt.

4.2a+2=100+b; b=100 - a;
2a+2=200-a;alsoa=66.

A ist 66 Jahre alt.

5.V+5=48 1
2
(—;/-> =(5+2)2+48 2)

aus (1) folgt: S=48 — V; also
S+2=50-V,in (2) eingesetzt .

ergibt % =2548 - 100V + V?;

8
— V2 - 100V = —2548 und hieraus

9

9-25  3-23
V= 2 t _4—
daB nur V' = w
ist. Der Vater ist 39 und der Sohn
9 Jahre alt.
6. M=4T; M+ 16 =2(T + 16), also
T =8; M = 32. Die Mutter ist 32 Jahre
und die Tochter 8 Jahre alt.
TM+I=T,M=2(J-1);alsoJ =3
und M = 4. Der Vater hat vier Mddchen
und drei Jungen.
8.4x =100 — x; also x = 20.
Armin ist 20 Jahre alt.
9. Wir bezeichnen die Anzahl der Per-
sonen in jeder Familie mit 4, B, C, D, die
Anzahl der Kinder in jeder Familie mit a,
b, c, d. Es gilt:
A+B+C+D=24;K=a+b+c+d,

. Die Probe zeigt,

sinnvoll

wobeia=b+d,c=2£undd=b+2;
K=(b+d)+b+%+(b+2)
=3+ b;d+2+d;K=5b+5
=50b+1).

Die Anzahl der Erwachsenen ist:
E =24 - Kund die Anzahl der Eltern
F—E-1=23- K, bei vier Familien

ist4=F=8,als04s23-K=8,
hieraus 15 = K =19, also auch:
15=5(b+1)=<19, oder
Jsb+1=<38,alsob+1=3,
deshalb b = 2, daraus folgt
d=4,a=6,c=3,K=15.
Personen in jeder Familie:

A =2 Erwachsene und 6 Kinder,
B =3 Erwachsene und 2 Kinder,
C =2 Erwachsene und 3 Kinder,
D = 2 Erwachsene und 4 Kinder.

Losungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 5/88

Ma5m2911 Wir rechnen 22-2 =44;
44 + (44 - 8) =44 + 36 = 80.
Im FaB waren anfangs 80 kg Gurken.

Ma5m2912 Die gesuchten Zahlen lau-
ten 334, 344, 354, 434, 444, 454, 534, 544,
554; ihre Summe betrdgt 3996; ihre halbe
Summe betrégt -1998. Das Ergebnis lautet
somit 1998 — 10 = 1988.

Ma 5Sm 2913 Esgilt

157,5° = 90° + 45° + 22,5°.

Es sind zwei Winkel von 90° zu konstruié-
ren, die einen Schenkel gemeinsam haben.
Einer der beiden Winkel ist zu halbieren
(45°), davon einer nochmals (22,5°).

MaSm2914 Von funf aufeinanderfolgen-
den natirlichen Zahlen, deren kleinste ge-
rade ist, sind drei Zahlen gerade und zwei
ungerade. Die Summe aus zwei ungeraden
Zahlen ist stets gerade.

Die Summe aus lauter geraden Zahlen ist
stets gerade.

Ma 5m 2915 Lebensalter in Jahren des

Sohnes  Vaters
in SJahren 23 57 2-23=46<57
in10Jahren 28 62 2-28=56<62
in 15 Jahren 33 67 2-33=66<67
in 16 Jahren 34 68 2-34=68

In 16 Jahren wird der Vater doppelt so alt
sein wie der Sohn.

Ma5m2916 Angenommen, Axel ist ge-
genwirtig x Jahre alt;

dann gilt 4-x + x =100, 5-x =100,

x =20. Axel ist gegenwirtig 20 Jahre alt.

Ma5m2917 Der Punkt C kann Bild des
Punktes A4, aber auch Bild des Punktes B
bei einer Spiegelung sein. Ist C Bild von B,
so ist die Gerade, die durch den Punkt
(5;0) geht und senkrecht zur x-Achse
steht, die Spiegelachse, und 4 hat den
Bildpunkt D, (9;1). Ist C jedoch Bild von
A, so ist die Gerade durch die Punkte (0; 8)
und (8;0) die Spiegelachse, und B hat den
Bildpunkt D, (1;5). Die Punkte D, und D,
sind alle moglichen Punkte D, fiir die die
Strecke CD das Bild der Strecke 4B bei
einer Spiegelung ist.

-
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Ma 6 m2918 Es sei z = abcd eine vierstel-
lige natiirliche Zahl in Dezimalschreib-
weise; dann gilt
1=a=9und0=b,c,d=9.

Ferner gilt a + b+ ¢ +.d =14 und
a-d=a+d=b.Ausa-d=a+d

folgt a=2 und d =2, also b =4 und
somit c=6.

Es handelt sich um die Zahl 2462.

Ma 6m2919 Die erste Seite ist 18 m, die
zweite 28 m lang. Die dritte Seite kdnnte

9m oder 14m lang sein. Wegen
9+ 18 =27 und 27 < 28 ist die dfitte Seite
14m lang. Der Zaun ist deshalb

28+ 18+ 14— 1)m=59m lang.

Ma 6 m 2920 Wir rechnen

3700: (70 + 4) = 3700: 74 = 50,
2-(72+48)=2-120=240. Es ist

eine 240 m lange Strecke zuriickzulegen.

Ma6m2921 Ausa-b=10und
a-b-¢=170 folgt 10-¢c=170,
alsoc=7.Ausa-c=14und c=7
folgt a-7=14,also a=2.

Aus a- b =10 und a =2 folgt
2-b=10,also b=5.

Ma6m2922 Wegen 9+9+9+9=136
gilt fir die Quersumme g der Zahl n
1 = ¢ =36. Fir die Zahl n gilt deshalb
2012 -36=n=2012 -1, also

1976 = n = 2011. Es existieren genau

zwei Losungen, niamlich

1987 + 25 = 2012 und 2005 + 7 =2012.

Ma 6 w2923 Angenommen, Doris hat x
Briefmarken; dann hat Bernd 3 - x Brief-
marken und Frank (3-x — 50) Briefmar-
ken. Das sind zusammen (7 - x — 50) Brief-
marken, und es gilt

7-x—50=370,7 -x=420, x=60.
Somit besitzt Doris 60, Bernd 180 und
Frank 130 Briefmarken.

Na/Te 6 w425 In einer Stunde legt das
Fahrzeug 45km zuriick. 12 min ist der
5. Teil einer Stunde, demzufolge betrigt
der zuriickgelegte Weg 9 km.

Ma7m2924 Angenommen, Bettina ist x
Jahre alt; dann ist Elke 4x Jahre, Doris
(4x — 2) Jahre, Christian (x + 2) Jahre, An-
ton 3-(x+2)=QAx+6) Jahre, Gisela
(3x + 3) Jahre, Frank 2x Jahre und Hans
(4x +1) Jahre alt. Das sind zusammen
(22x + 10) Jahre, und es gilt
22x+10=176, 22x=66, x=3.

Bettina ist 3, Elke 12, Doris 10, Christian
5, Anton 15, Gisela 12, Frank 6 und Hans
13 Jahre alt.

Ma7m2925 Ausa-(b+c)=b-(a+ec)
folgt ab + ac=ab + bc, ac=bc, a=b,
also b=9.

o)) ¢ =10; (b;¢) = (9;10)

(2) c=8;(b;c)=(%8)

Ma7m2926 Ein mégliches Beispiel wire
das folgende:

1-8-9= 72
11813] 2.5.7= 10
2| 5]7] 346=1n

14
3)u6

Ma 7w 2927 Essei D FuBpunkt der Hohe

CD. Nach dem Satz des Thales giit
EA=EB=EC, wobei E der Mittelpunkt
der Hypotenuse AB ist. Fiir das rechtwink-
lige Dreieck DEC gilt somit CE = % c.Im

rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse
die lingste Seite.

-Deshalb gilt CD < CE bzw. h < % c.

. C

A D E 8
Ma 7w®2928 Nach Voraussetzung hat
Winkel 4 ACD die Gr68e 30°. Deshalb hat
Winkel 5 CDE die GréBe 90° - 30° = 60°.
Winkel 5 ADE habe die GroBe 4. Fiir den
gestreckten Winkel 5 ADB gilt dann
6 +60°+2-5=180°, also 6 = 40°.
Daraus folgt weiter a = 90° — 40° = 50°
und § = 180° — 30° — 80° = 70°.

Na/Te7m426 Der Korper hat ein Volu-
men von 30 cm? (1 ml = 1 cm?®). Die Art der
Fliissigkeit spielt keine Rolle. Aus der
Gleichung zur Berechnung der Dichte er-
gibt sich: Dichte

Masse des Kérpers
Volumen des Korpers

eines Stoffes =

234¢g
30 cm®
Der Korper konnte aus Stah] bestehen.

Na/Te 7m427 Unter Verwendung & der
Gleichung zur Berechnung der Geschwin-

Dichte =

=718-L.
cm

digkeit bendtigt der
1. Fahrer ¢, = 100 km =2h; der zweite
h
Fahrer , = 50 km + 50 km
s Xm g km
h h

= 2,083 h, also mehr Zeit.

Der zweite Fahrer miite den 2. Teil der
Strecke in 0,75 h durchfahren.

Das bedeutet:

_ 50km _ km . o km
_017511,—66’6 b , d.h. mit 67 al

Ma 8 m2929 Nach Aufgabenstellung soll
4a - x
5
lent um und erhalten

Uy

+2 >0 sein. Wir formen iquiva-

4a—x+10>0,a>x_410. i
x—10 3
Nun soll T 4 sein.

Das ist nur fir x = 7 der Fall.

Fiir alle reellen Zahlen a mit a > —%

4a-17
5
die wir dem Leser iiberlassen.

Ma8m2930 Essei 100a+ 10b + c eine
solche Zahl. Aus a + b+ ¢ =9 folgt
¢=9-a-b. Nun gilt

100a + 106+ (9 —a— b) + 135
=1009—a—-b)+10a + b,

189a + 1085 =756, 7a + 4b =28.

Wegen a # 0 existiert genau eine Losung,
nimlich ¢ =4 und somit b =0, also ¢ = 5.

ist +2 >0, wie die Probe bestitigt,

Die Zahl lautet 40S, und es gilt
540 = 405 + 135.
Ma8m2931 Der auf AB senkrecht ste-

hende Durchmesser halbiert sowohl die
Sehne AB als auch den zu AB gehorenden
Bogen und seinen entgegengesetzten Bo-
gen. Es sind also die Dreiecke AC,E und
C,BE kongruent, ebenso die Dreiecke
AEC, und EBC,.

Es sei D ein beliebiger Punkt des Kreises
k. Dann sind die Peripheriewinkel 5 ADC,
und % C,DB kongruent, da sie liber Bogen
gleicher Linge stehen. Daraus folgt, daB
DC, Winkelhalbierende des Peripheriewin-
kels 54 ADB ist. Entsprechendes gilt fiir C,,
w.z.b.w,

Ma 8 w2932 Nach den Bedingungen der
Aufgabe kann man vier Fille unterschei-
den. Die Anzah! der fehlenden Kugeln in
den 10 Fichern kann wie folgt verteilt sein:

0)) 3144440000
) 3311444000
3 3331114400
4 3333111140

In jedem Falle fehlen 20 Kugeln; es sind
also noch 80 Kugeln in der Schachtel.

Ma 8 2933 Fiir die Farbén der Rosen in
Christas und Daniellas Haar gibt es nur
drei verschiedene Moglichkeiten:

(1) beide weiB, (2) eine weiB, eine rot und
(3) beide rot.

Im Fall (1) hitte Annette in den Haaren
ihrer Freundinnen zwei weiBe Rosen gese-

_hén und geantwortet: ,Ich habe eine rote

Rose im Haar.“ In Fall (2) hitte Beate
ebenso wie Annette in den Haaren ihrer
Freundinnen Christa und Daniella eine
weiBe und eine rote Rose gesehen. Aus An-
nettes Antwort: ,Ich weiB night, welche
Farbe die Rose in meinem Haar hat“, hitte
Beate erkannt, daf3 sie eine rote Rose im
Haar hat, und sie hitte nicht geantwortet:
»lch weil es auch nicht.“ Es kann also nur
der Fall (3) vorliegen: Christa und Daniella
haben beide eine rote Rose im Haar.

Na/Te 8 m428 Gesucht: v, in %
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Gegeben: v, = 10%

d 2
Ay=m- (7)
_-.(4d Y
A= (5)
Aus A,: 4, = v,: v, ergibt sich
v, = 4v,. Die Stromungsgeschwindigkeit

im engeren Teil betrigt 40%.

Na/Te 8 m429 Dichte von Kork:

- g _.
ok = 0:2 cm; )
[
Dichte von Wasser: gy = 1— pe

Volumen V des nges
- = - 3
V= o 3600g- 0 2 =18000 cm

Auftriebskraft ' F, des vollstindig einge-
tauchten Ringes aus der Masse des ver-
dringten Wassers my:

my=ow-V; my=18000g.

Der Ring erfihrt eine Auftriebskraft F von
180 N (Archimedisches Gesetz). Damit der
Ring noch schwimmt, muB gelten: Auf-
triebskraft (F,) = Gewichtskraft des Ringes,
(Fgr) + Gewichtskraft des Korpers (Fg;). Es
ergibt sich F;=180N—36 N=144N.
Die Gewichtskraft des Korpers darf hoch-
stens 140 N betragen.

Ma9m2934 Angenommen, der Korb
enthielt n Apfel. Das erste Kind erhielt

- +6 .
1+ n_1 =2 6 Apfel. Im Korb

7 7
verblieben n — . -; 6 _ 6”7_ 6 Apfel.
Das zweite Kind erhielt
6n—6-14 6n+78
2+ 29 T Apfel.
n+6 6n+178
Nun gilt —— 7 T,

Tn+42=6n+ 78, n=36. Der Korb

enthielt 36 Apfel. Jedes Kind erhielt
d ; 6 , also 3616 _ 6 Apfel. Somit

hat diese Mutter sechs Kinder.

. Ma9m2935 Setzt man den Text in Glei- -

chungen um, so erhidlt man das folgende
System von zwei Gleichungen mit genau
zwei Variablen:

10x +y 2
1 ——==12+—; y*0
1 y v Y
Q@ ,Zl()y_x+x= 9+ —; x*0

Die schrittweise Umformung ergibt
(1) 10x+y=12y+2
) 10y+x= 9x+8
Es ergeben sich y=8 und x=9;
d.h.: L={(9;8)}.
Die gesuchte zweistellige Zahl ist 98.
2

Probe: 98:8 =12 + 9%

8

+ —

und 89:9=9 TR
Ma9®2936 Wir teilen zwei benachbarte
Quadratseiten in je vier gleiche Teile und
zeichnen durch die Teilpunkte Strecken,
die parallel zu den gegeniiberliegenden
Quadratseiten sind. Auf diese Weise zerle-
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gen wir das Quadrat in 16 kleinere Qua-
drate, die simtlich paarweise zueinander
kongruent sind.

In einem der 16 Quadrate miissen drei die-
ser Punkte liegen, anderenfalls wire die
Anzahl der Punkte kleiner als 33.

Der Umkreis dieses Quadrates hat nach
dem Satz des Pythagoras einen Durchmes-

ser von d=%\/2—,

a
=3 2.

2a2 a2
Nungllts\/2—< , denn —— 64 25 zw.
@ a e Lo L
32 S5 ™37 <335

Damit ist die Behauptung bewiesen!

Ma9m2937 Nach Umkehrupg des Au-
Benwinkelsatzes betrigt die GréBe des

Winkels x CBD = %6. Damit ist das Drei-

ﬂ( DBC gleichschenklig; die Linge von
DC ist gleich der Liinge von DB.

C

B

Man konstruiert das Teildreieck ABD nach
dem Kongruenzsatz ssw. AD ist iiber D
hinaus zu verlingern, DC wird an AD ange-
tragen. C ist mit B zu verbinden. Das Teil-
dreieck ABD und der Punkt C sind eindeu-
tig konstruierbar;, somit ist es auch das
Dreieck ABC.

Ma9 w2938 a) Es sei M der Mittelpunkt
des Wiirfels, a dessen Kantenlinge und
XYZ das zu untersuchende Dreieck.

Es gilt

MX =MY=MZ =~ und
MX LMY L MZ.
Daraus folgt die Kongruenz der Dreiecke

MXY, MXZ und MYZ (sws). Daraus folgt
XY=XZ=7Y,w.z.b.w.

a) _ b)

also einen RadiusU=12A-70m

x M

P

s 7

Xvﬁ" -7
il

Ve

b) Wegen MX = MY = MZ liegen X, Y, Z
auf dem Kreis mit dem Mittelpunkt M und
dem Durchmesser XZ . Nach dem Satz des
Thales ist dann der Winkel xXYZ ein
Rechter und somit das Dreieck XYZ recht-
winklig, w.z.b. w.

Na/Te 9m 430 Gegeben: Gesamtlidnge der
Leitung (Hin- und Riickleitung) /=70 m

Aus dem Zusammenhang zwischen U, [
und R an einem Leiterstick und dem Wi-

] .
derstandsgesetz R = p- i ergibt sich:
~-7.1.- 2.
U=1I-1 ik
1 0,017Q- mm?
2,5 mm?
Der Spannungsverlust betrdgt rund 5,7 V.

=571V

Na/Te 9m431 Gegeben: Masse des Eises
m=2kg
speziﬁsche Schmelzwirme des Eises:

kg
speznﬁsche Wirme des Wassers

kJ

c=4,186 kg K
spezifische Verdampfungswiirme

7260—

Das Eis muB geschmolzen das Wasser auf
100°C erhitzt und anschlieBend verdampft
werden. Dazu ist die Wirme Q= m(qg,
+ ¢-100 K + g¢,) notwendig.

Q0=6025kJ.

Es miissen mindestens 6 - 10° kJ zugefiihrt
werden. (Es ist nicht beriicksichtigt wor-
den, daB auch zugefiihrte Wirme an die
Umgebung abgegeben wird und das Gefi
auch erhitzt werden muB.)

Ma 10/12 m 2939  Es gilt sicher
sin? o + cos? & = 1. Wir dividieren
durch sin - cos @ und erhalten
sin | cose _ 1

cosee  sina  sinecosor

Wir formen weiter um:

des Wassers g, =

tano + cotar = und somit

—2~51n2u

(tano + cota)sin2ec = 2, was zu zeigen
war.

Ma 10/12 m 2940
fliche fiir Getreide

117-10°dt=46,4%=2521552 ha.

Wenn die Anbaufliche um 10000 ha zu-
riickgehen soll, stehen noch 2511552 ha
zur Verfiigung.

Der durchschnittliche Hektarertrag fur
12 Mio t Gesamternte miiite dann

120-10°dt:2511552 ha = 47,78 %

1986 betrug die Anbau-

sein. Die Steigerung von

dt 47,78
46, 4 auf 47, 78 sind 464
also etwa 3%.

Ma 10/12 m 2941 Das Bild zeigt ein Seh-
nenviereck ABCD, und es gilt
a+y=p+06=180° Es sei g eine Gerade
mit der geforderten Eigenschaft. Dann
schneidet g zwei gegeniiberliegende Seiten
von ABCD in E und F, und die Vierecke
AEFD und EBCF sind dann ebenfalls Seh-
nenvierecke. Dann muB auch gelten:
a+{=y+e=180°. Aus den angegebe-
nen Gleichungen folgt {=p und e=a.
Nach der Umkehrung des Stufenwinkelsat-
zes gilt AD||EF||BC. Da ¢ und & innere-

=~1,03,



entgegengesetzt liegende Winkel an ge-
schnittenen Parallelen sind, muB
¢+ 6 =180° sein. Wegen o + (= 180° er-
gibt sich & = 4. Das Sehnenviereck ABCD
muB also ein gleichschenkliges Trapez
sein. Da umgekehrt jedes gleichschenklige
Trapez auch Sehnenviereck ist, sind die ge-
suchten Vierecke alle gleichschenkligen
Trapeze. Diese werden durch jede schnei-
dende Gerade, die parallel zu den paralle-
len Seiten des gleichschenkligen Trapezes
ist, in zwei ebensolche Trapeze zerlegt.
Als Beispiele wurden vier Geraden einge-
zeichnet. D

F H
e
s \
// \
- \
// \\
e
~ \
ol ~ ) c N8 |6
A ]

1. Man zeichne ein beliebiges Rechteck
ABCD; ABCD sei kein Quadrat!

2. Man verlingere DC iiber C hinaus um
CB. Man erhilt B’

3. Um den Mittelpunkt E von B'D zeichne'

man den Thaleskreis!

4. Man verlingere BC iiber C hinaus und
-bezeichne den Schnitipunkt mit dem Tha-
leskreis mit F!

5. Das Quadrat mit der Seite CF ist nach
dem Hohensatz flichengleich dem Recht-
eck ABCD; es gilt
FC?*=DC-CB (CB =CB}).

Man bezeichnet das Quadrat mit CGHF.

Ma10/12 m 2943 Aus

AE =AF , AB=4D

und 5 ABE = A ADF folgt nach bekanntem
Kongruenzsatz AABE = ADAF und damit
auch BE = DF und FC = CE . Nach dem

. Satz des Pythagoras gilt DF = ys2— a2 .
Es folgt FC = a — ys?— a? . Im Dreieck
FEC gilt nach dem Satz des Pythagoras

s2=2(a-ys?-a? )2 Unter Beachtung

von 2a? = 4C > s folgt nun schrittweise:
s2=2(a?-2ays*— a? +s?—a?),
s?=4ays?— a? | s*=16a%(s*— a?), _
16a* - 16a%s? = —5*,
(4aH)?—2-4a?- 252 + (25H)% = 35",
(4a%— 2sV)?'= 35, 4a? — 252 =43 - 52,

a2t V243
7 5%

2
) F C
a S
E
A B

Na/Te 10/12m 432 Da sich der Korper
beschleunigt bewegen soll, kann aus dem
Weg-Zeit-Gesetz die Beschleunigung a be-
rechnet werden. Diese Beschleunigung
plus Fallbeschleunigung ist die Gesamtbe-
schleunigung, die auf den Korper einwir-
ken muf. Die erforderliche Kraft ergibt
sich aus dem Newtonschen Grundgesetz.

F=m-(9,81£2+a>,
S

F=m-(9,81%+(2-—:§->).

Mit m =200kg, s =3m und ¢t =S5s ergibt
sich F=2010N. Es ist eine Kraft von
2-10° N erforderlich.

Na/Te 10/12 m 433 Um das Fahrzeug auf
die Geschwindigkeit v zu beschleunigen,
ist die Beschleunigungsarbeit

Waesen. = 0,5 - m -'v? erforderlich.

Da der Beschleunigungsvorgang ¢ dauert,
muB der Motor eine Leistung

Wi
P= B;schl.

aufbringen.

P= 5625N-%= 5625 W.
Die notwendige Leistung betrigt 5,6 kW.

Losungen zur Sprachecke

Ala Wir legen in eine Schachtel 1987
weiBe und 7891 schwarze Kugeln. AuBer-
halb der Schachtel haben wir auch 1000
schwarze Kugeln. Wir nehmen zwei Ku-
geln aus der Schachtel. Wenn sie verschie-
dene Farben haben, legen wir die weiBe zu-
riick in die Schachtel. Haben sie dieselbe
Farbe, legen wir eine schwarze Kugel in die
Schachtel. Das flihren wir fort, bis nur
noch eine Kugel iibrig ist. Welche Farbe
)hat sie? .
Losung: Bei jedem Schritt nimmt die An-
zahl der Kugeln in der Schachtel um 1 ab
und die Zahl der weiBen Kugeln in der
Schachtel bleibt entweder konstant oder
verringert sich um 2. Da wir mit einer un-
geraden Zahl weiBer Kugeln begannen,
miissen wir bei einer ungeraden Zahl en-
den - also ist die letzte Kugel weiB.

A2a Kolja kauft am Biifett drei Tiiten
Sahnebonbon, Witja zwei Tiiten. Als Aljo-
scha ans Biifett kam, waren die Bonbons
schon alle. Die Freunde teilten die Bon-
bons gleichmiBig auf. Es ergab sich, daB

Aljoscha 25 Kopeken an die Freunde zah-
len muBte. Wieviel kostete eine Tiite Bon-
bons, und wieviel muBte Aljoscha an Kolja
und wieviel an Witja zahlen?

Lésung: Da Aljoscha 25 Kopeken zu zahlen
hatte, kosteten die funf Tiiten insgesamnt
325 =175 Kopeken. Eine Tiite kostete also
15 Kopeken. Kolja hatte drei Tiiten fiir ins-
gesamt 45 Kopeken gekauft. .Er gab fir
45 Kopeken — 25 Kopeken = 20 "'Kopeken
Bonbons an Aljoscha. Witja, der zwei Tii-
ten fiir insgesamt 30 Kopeken erworben
hatte, gab davon fiir 30 Kopeken — 25 Ko-
peken =5 Kopeken Bonbons an den
Freund ab. Aljoscha hatte deshalb 20 Ko-
peken an Kolja und 5 Kopeken an Witja zu
entrichten.

A3a Der Kilometerzdhler eines Fahr-
zeugs gibt 126 km an, wenn die tatsdachlich
zuriickgelegte Strecke 118 km betrigt. Wie
lang ist die tatsdchlich zuriickgelegte
Strecke, wenn der Kilometerzdhler 550 km
anzeigt?
Lésung: —>— = 118 km
UM SS0km | 126 km
Die tatsdchlich zuriickgelegte Strecke be-
trigt dann 515km. &
A4 A Lose das im Bild dargestellte Kryp-
togramm. (Gleiche Buchstaben bedeuten
gleiche Ziffern, verschiedene Buchsta-
ben - verschiedene Ziffern)
Losung: 45203 + 45203 = 90406

x=515km.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Vom Kern zum Wort
Anomalie
Legendre

- Goldbach
Elemente
Begriffe
Radikand
Analogie

Wissen und Rechnen
155490:730 =213

Tamung
Die Figuren der Bilder 1 und 5 gehdren
nicht dazu.

Bestindige Gleichheit

a) 64 +85=149; b) 84 + 56 = 140;
c) 85+ 55=140; d) 94 +56 =150;
e) 94+55=149; f) 64+55=119;
g) 84-65= 19

Verdecktes Kartenspiel
A: Kreuz Konig; B: Karo As;
C: Pik Bube; D: Herz Sechs

Ziel: Gleichheit
a)9-2+12-5=67;,
b) 13+ 15+ 2- 14 = 56;
c)10-6:6+11=20;
d) 18 -12+2-14= 34,
e)7-5+13-10=238

Die Hemden des Junggesellen
7+7+1=15 Hemden

Die Entlarvung des Orakels

Links steht der Gott der Diplomatie, in der
Mitte der Gott der Liige, rechts der Gott
der Wahrheit.



Am Anfang war die Kerbe

Das Zihlen ist eine®der wichtigsten ab-
strakten Titigkeiten, die das menschliche
Denken bereits in grauer Vorzeit entwik-
kelt hat. Die iltesten 'schriftlichen Denk-
male fur das Zihlen finden wir bereits in
der schriftlosen Zeit ger Menschheit:

die Zahl wurde ndmlich bereits vor dem
Wort aufgeschrieben, genauer Striche wur-
den eingeritzt oder eingekerbt. Das ilteste
uns bekannte Zeugnis dieser Art ist ein mit
55 Kerben versehener Knochen, der in
Mihren (CSSR) gefunden wurde und der
rund 30000 Jahre alt ist. Die Kerben sind
einfach aneinander gereiht. Es ist ziemlich
sicher, daB damals fiir die Zahl 55 noch gar
kein Zahlwort in der Sprache unserer Vor-
fahren vorhanden war. Aber demjenigen,
der die Kerben gemacht hatte, war Kklar,
daB es eine — wie wir heute sagen — um-
kehrbar eindeutige Zuordnung zwischen
seinen Kerben und einer (uns unbekann-
ten) Menge von 55 Elementen, die er
zédhlte, gibt. Noch heute ist diese alte Art
des Zihlens im Gebrauch, wenn mit
Strichlisten die Anzahl von Dingen erfaBt
wird (z. B. Getrdnke vom Ober in Gaststit-
ten, Kartoffelsicke beim Liefern in Haus-
halte). Der Ubersichtlichkeit halber reihen
wir die Striche nicht einfach, sondern
,biindeln“ sie. Die verbreitetste Form des

Biindelns ist, jeden fiinften Strich als Quer-

strich zu schreiben. Gezihlt wird dann in
Fiinferschritten.

Die Striche sind fiir das Zahlen lediglich
eine Hilfsmenge. Es sind anstelle der Stri-
che oder Kerben auch Stibchen oder
Steine benutzt worden und natiirlich auch
die stets vorhandene Hilfsmenge unserer
10 Finger.

Die idgyptischen oder romischen Ziffern
konnten nur von Angehdrigen der gebilde-
ten Schichten gelesen werden; die' Kerben
waren und sind Ziffern, die dem Volk ohne
Unterweisung verstindlich sind. Auf Holz-
stécken wurden die Kerben einfach anein-
ander gereiht oder durch verschiedene For-
men gebindelt (quer eingeritzte Kerben,
gekreuzte Kerben, breitére Kerben). Ubri-

gens entwickelten sich die rémischen Zif-
fern vermutlich aus den Kerben: I, II und
III sind Kerben, und die finfte bzw. zehnte
Kerbe wurde in der Form V bzw. X ge-
macht (also die Reihung der Kerben mit
dem Durchkreuzen zur Biindelung erho-
ben).

Es gab noch einen gewichtigen Grund, der
dem Kerbholz im Volke eine weite Verr
breitung sicherte. Papier gab es in Deutsch-
land erst seit dem 14. Jahrhundert, und das
seit der Antike gefertige Pergament war
teuer. Das sicherte den leicht herstellbaren
Kerbhélzern einen festen Platz im Rech-
nungswesen. Schuld wurde auf einfache
Art aufgekerbt. Die Redewendung ,etwas
auf dem Kerbholz haben“ ist in unserer
Sprache noch erhalten. Das teilweise Lo-
schen einer Schuld wurde durch Ausker-
ben und das vollstindige Loschen durch
Vernichten der Kerbholzer vollzogen.
Auch hier ist noch eine Redewendung le-
bendig: ,glatte .Rechnung“ meinte ur-
spriilnglich nidmlich das ausgekerbte bzw.
glatte Kerbholz.

Neben den einfachen Kerbhdlzern mit
Kerbe an Kerbe gab es auch Doppel- und
Dreifachhélzer. Das sind Kerbhdlzer, die
lings in zwei oder drei Teile zerlegt wur-
den, so daBl Schuldner und Gldubiger oder
mehrere an einem Handel beteiligte Perso-
nen einen ,Beleg hatten, der nur gemein-
sam bei Lieferung oder Leistung gedndert
wurde. Eine ganz leichte doppelte oder
mehrfache Buchfithrung, die betrugsicher
war. Der Code civil, die Napoleonische Ge-
setzgebung von 1804, akzeptierte Kerbhol-
zer als rechtsgiiltige Vertragsbestandieile.
Das chinesische Zeichen fur Vertrag ent-
hilt auch das Kerbholzsymbol. Die Wiener
Schneeabfuhr benutzte noch vor einigen
Jahrzehnten dreiteilige Kerbholzer (Aufla-
deplatz, Fuhrmann, Abladeplatz), und in
Schweizer Dorfgemeinschaften wird noch
heute durch Milchstdbe iiber die gemol-
kene Milch Buch gefiihrt.

Uber den flimischen Maler Pieter Bruegel
(16. Jahrhundert) wird uns folgende hiib-
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Drei verschiedene Kerbholzer. Zihlstock
aus geschlitztem Bambus (beispielsweise
zum Zihlen von Kokosniissen), Stiala de
latg (Milchstab aus dem Biindner Ober-
land) und ein Doppelholz (von links nach
rechts). ’

sche Geschichte berichtet: ,Solange er in
Antwerpen wohnte, hielt er mit einer Magd
aus, die er aych geheiratet hitte, wenn ihm
nicht miBfallen hitte, daB sie jederzeit zu
ligen gewohnt war. Er machte mit ihr eine
Absprechung oder einen Vertrag, daB} er
alle Liigen anmerken werde auf einem
Kerbstock, wozu er einen redlich langen
nahm, und wenn der Kerbstock mit der
Zeit voll geworden sei, sollte es mit dem
Heiraten ganz und gar aus sein, wie es
denn geschah, ehe lange Zeit um war.“ In
einem Frauenlexikon, das 1715 in Leipzig
gedruckt wurde, heiBt es, daB im stiddti-
schen Gebrauch ,,... .ein langes schmales
Holzlein, gedoppelt ineinander gelegt, wor-
auf das Gesind, so das Tischbier aufler
dem Hause zu holen pflegten, kannenweise
eingekerbt und anschreiben ldBt“ iiblich
war.

Wir haben gesehen, daB das Kerbhoiz es
mehrfach zu amtlichen Ehren gebracht
hat. Beeindruckend ist seine Rolle im eng-
lischen Finanzwesen. Seit dem 12.Jahr-
hundert verbuchte die englische Staats-
bank Gelder auf Kerbhélzern (sogenannten
,Exchequer Tallies), und sie gab damit
auch Zahlungsanweisungen aus.

Der Bankkunde (der Kerbholzbesitzer -
Lthe stock holder) verglich (engl. to chek)
seinen Teil des Kerbholzes mit dem der
Bank: Der Ursprung unseres Schecks als
gesicherte Zahlungsanweisung. Die Kerb-
holzer waren im traditionsbewuBten Verei-
nigten Ko6nigreich bis ins- 19. Jahrhundert
hinein iiblich — eine einmalige Art des bar-
geldloseh Verkehrs. 1834 verfiigte man
schlieBlich, die amtlichen Bestinde an
Kerbholzern zu verbrennen, was so griind-
lich im Parlament besorgt wurde, daB die-
ses gleich selbst mit abbrannte.
AbschlieBend einige sprachliche Bemer-
kungen zum Kerbholz. , Talo“ war die alt-
germanische Bezeichnung fiir die Ein-
schnitte am Kerbholz. Hier wurzeln die
englischen Worter ,to tell“ und ,to talk“
(erzdhlen) oder ,the tale“ (Erzdhlung). Die
Wendung ,all told“ (alles in allem) meint
wortlich ,alles gezidhlt“. Die franzisischen
oder englischen Worter fiir Kerbholz sind
Htaille“ (die Einkerbung) und ,tally“. Mit
dem Kerbholz einkaufen gehen, heiBt auf
franzosisch ,achater a la taille“ und bedeu-
tet natiirlich, daB man auf Pump kauft. Das
Einritzen von Zahlen wird im Altgermani-
schen mit ,writan“ ausgedriickt, was sich
heute im englischen ,to write“ (schreiben)
findet. Den Ubergang vom Einschneiden
zum Rechnen 148t das Lateinische ausge-
zeichnet erkennen. Schneiden heiBt dort
»putare“. Einschneiden oder anrechnen
»imputare“, rechnen ,computare“ (Compu-
ter!). R.Thiele
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Wilhelm Ostwald —
ein Chemiker, von dem
auch Mathematiker

lernen konnen

Wilhelm Ostwald wurde am 2. September
1853 als Sohn eines Bottchermeisters in
Riga geboren. Bereits sehr zeitig offenba-
ren sich seine vielseitigen Interessen, die
das ganze Leben erhalten bleiben sollen.
Er entdeckt frith das Buch als Schliissel
zum geheimnisvollen Reich des Wissens.
Gefiirchtet, aber geduldet waren seine aus
Biichern nachvollzogenen Experimente zur
Herstellung von FeuerwerkskOrpern. Sein
handwerkliches Geschick und die Féhig-
keit, mit einfachen Mitteln groBe Wirkun-
gen zu erzielen, zeigten sich in der Herstel-
lung eines Fotoapparates aus Zigarrenki-
sten und dem Opernglas der Mutter und
der eigenhidndigen Anfertigung der dazuge-
horigen Fotoplatten. Spiter entwarf und
baute er eine Vielzahl Laborgerite selbst.
Einige tragen noch heute seinen Namen,
z. B. Ostwald-Pygnometer, -Viskosimeter
und -Thermostat. Erst Ostwalds Thermo-
stat machte es moglich, Temperaturen kon-
stant zu halten. Ein funktionstiichtiges
Modell dieses ersten geschlossenen Regel-
systems befindet sich in der Ostwald-Ge-
denkstitte in GroB8bothen.

Als Realschiiler gab Ostwald die Schiiler-
zeitschrift ,Humor“ heraus. Am Ende sei-
nes Lebens kann Ostwald auf ein wissen-
schaftliches Werk von 45 Hand- und
Lehrbiichern, 20 Jahre Redaktion einer
Zeitschrift, 120 Experimentalarbeiten zu-
riickblicken. Dazu kommen 3 880 Referate,
920 Rezensionen und unzdhlbare Vortrige.
Er stand mit 1200 Partnern im Briefwech-
sel.

Ostwald befaBte sich sein ganzes Leben
mit Farben. Auf Urlaubs- und Dienstreisen
war das Malzeug steter Begleiter, Schrinke
voller Skizzen und Studien in GroB8bothen
zeugen davon. Diese ihm Freude und Ent-
spannung bereitende Titigkeit fiihrte ihn
spiter zur wissenschaftlichen Auseinander-
setzung mit Farben, gipfelt im Aufbau
einer anschaulichen und praktisch an-
wendbaren Farbenlehre.

Als Schiiler spielt Ostwald Geige, schreibt
in seiner Studentenzeit alle 83 Haydn-
Quartette ab und spielt sie auch, analysiert
Beethovens Klaviersonaten hinsichtlich
ihrer Harmonie und pflegt auch spiter mit
seiner Familie die Musik als Erholungs-
pause von anstrengender Kopfarbeit.

In seiner Jugend jedoch fiihren die zahlrei-
chen Interessen zu einer nicht ganz freiwil-
ligen Verlingerung seiner Schulzeit. Nach
dem Abitur beginnt Ostwald 1882 an der
Landesuniversitit Dorpat (heute Tartu) das

Chemiestudium. Bereits fiinf Jahre spiter
promoviert er zum Doktor der Chemie.

Im Jahr 1880 heiratet er Helene von Reyer.
Sie ist ihm sein gesamtes Leben eine ver-
stindnisvolle Ehefrau. Uberhaupt kann ihr
gemeinsames Leben mit ihren fiinf Kin-
dern als Beispiel dafiir dienen, daB wissen-
schaftliches Leben mit Familie vereinbar
ist.

Nach fiinf Jahren erfolgreichen Schaffens
am Polytechnikum in Riga, in dieser Zeit
erscheint sein vielbeachtetes ,Lehrbuch
der allgemeinen Chemie“ in zwei Binden
und griindet er gemeinsam mit Henricus
van't Hoff die ,Zeitschrift fiir physikali-
sche Chemie“ zur Verbreitung der sich her-
ausbildenden Physicochemie, wird Ostwald
als Professor fir Physikalische Chemie
nach Leipzig berufen. Ostwalds hervorra-
gende organisatorische und methodische
Fihigkeiten lassen das Leipziger Institut
zum weltberiihmten Zentrum fiir physikali-
sche Chemie werden. Dieser neue Wissen-
schaftszweig, der seine Entwicklung der ge-
meinsamen Arbeit Ostwalds, Arrhenius’
und van’t Hoffs verdankt, ist wichtigste
Grundlage fir die moderme technische
Chemie. Fiir seine Forschungen iiber die
Katalyse, die er erstmals klar definiert, er-
hilt er 1909 den Nobelpreis. Zu dieser Zeit
hat er sich bereits drei Jahre aus dem Leip-
ziger Lehramt zuriickgezogen und lebt mit
seiner Familie in GroBbothen (Kreis
Grimma). Nun begann seine nicht weniger
produktive und vielseitige Periode der Be-
schiftisung mit philosophischen, wissen-
schaftsorganisatorischen und gesellschafts-
politischen Problemen.

Wihrend die Ubertragung seiner in der Na-
turwissenschaft berechtigten ,energeti-
schen Betrachtungsweise“ auf die Philoso-
phie ein fundamentaler Irrtum war, haben
seine vielfdltigen Aktivititen als Organisa-
tor der Wissenschaft auch heute noch fun-
damentale Bedeutung. In seinem Bemii-
hen, die Arbeiten der Naturforscher der
Vergangenheit einem breiteren Publikum
zuginglich zu machen, gab er ab 1889 die
Reihe ,Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften“ heraus. Seinen Nobel-
preis stiftet Ostwald zu etwa zwei Dritteln
zur Griindung der ,Briicke“, das ,Interna-
tionale Institut zur Organisierung geistiger
Arbeit“. Ihre Aufgabe sollte in der Schaf-
fung eines umfassenden Informationssy-
stems bestehen, um den Forschern un-
schopferische Vorarbeit abzunehmen. We-
sentliche Voraussetzungen dafiir waren fiir

Ostwald die Schaffung einer Weltsprache
und weitere Reformen. Seine von ihm vor-
geschlagenen ,Weltformate“ zur Papiergro-
Bennormung fiihrten in den zwanziger Jah-
ren zur Einfiihrung der DIN-Formate. Da
zur Losung derartiger Aufgaben eine enge
internationale Zusammenarbeit notwendig
war, brach die ,Briicke“ kurz vor dem er-
sten Weltkrieg trotz bedeutender Teiler-
folge zusammen.

Dieser Zusammenbruch traf Ostwald hart,
zumal er in derartigen internationalen Be-
mithungen einen Friedensfaktor ersten
Ranges sah. Ostwald zog sich nicht auf
eine die Kdmpfe seiner Zeit beschauende
Position zuriick, sondem griff durch Akti-
vitdten zur Schul- und Hochschulreform,
seine Rede auf der Intemationalen Stock-
holmer Friedenskonferenz 1910 und dem
gemeinsamen Auftreten mit Karl Lieb-
knecht gegen die Staatskirche als Macht-
mittel der Bourgeoisie 1913 und seine Mit-
arbeit im Monistenbund aktiv ein. Die
Wurzeln des ersten Weltkrieges sah er je-
doch nicht, sondern zog sich auf die Posi-
tion des ,inneren Burgfriedens“ gegen den
duBeren Feind zuriick.

Neben diesen vielfdltigen Aktivitdten fin-
det Ostwald Zeit fiir seine Familie, die Mu-
sik, Malerei und Spazierginge im Gelinde
seines Wohnsitzes , Die Energie“ in GroB-
bothen.

Mit Ostwalds Tod am 4. April 1932 endet
sein aktives und erfiilltes Leben, ein tiber-
wiegend gliickliches, wie er es im Alter von
70 Jahren selbst einschitzte. Ein beredtes
Zeugnis von der unerschopflichen Energie
Ostwalds ist die Wilhelm-Ostwald-Gedenk-
stitte in seinem Wohnhaus in GroBbothen,
die 1979 in die Zentrale Liste der Denk-
male internationaler Bedeutung eingereiht
wurde. Die im Zustand von Ostwalds Leb-
zeiten erhaltenen Raumlichkeiten betreut
sehr engagiert und liebevoll eine Ostwald-
Enkelin, Frau Margarete Brauer. Wir
mochten uns bei Frau Brauer herzlich fur
die wertvolle Unterstiitzung bedanken. Der
zweimalige Besuch der Ostwald-Gedenk-
stitte in Vorbereitung auf dieses Heft hat
uns Ostwaldverehrer werden lassen. Wenn
ihr die Gedenkstitte auch besuchen wollt,
dann wendet euch zwecks Voranmeldung
an folgende Adresse:
Wilhelm-Ostwald-Gedenkstitte der Akade-
mie der Padagog. Wissenschaften

Haus ,Energie*

GrofBbothen

7243 G. Liebau

Rodnyi/ Solowjew
Wilhelm Ostwald

aus der Reihe Biographien
hervorragender Naturwissenschaftler,
Techniker und Mediziner

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig

Domschke /Lewandrowski

Wilhelm Ostwald

Urania-Verlag, Leipzig - Jena - Berlin
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In der ,,Welt der Formen*

von W. Ostwald

In seinen spiiteren Forschungen widmete
sich W.Ostwald besonders der Farben-
lehre. Er lieB sich dabei von dem Goethe-
schen Grundsaiz leiten, daB Gesetzliches
eine Vorbedingung fiir Schonheit ist. In ge-
wisser Anlehnung an die Musik schuf er
ein System wohlbestimmter Farben — eine
messende Farblehre —, dem acht ,Volifar-
ben“ und acht verschiedene Grautdne zu
Grunde liegen. (Seine groBe ,Farborgel®,
die man in der Ostwald-Forschungsstétie
der Akademie der Wissenschaften in GroB-
bothen bei Leipzig besichtigen kann, gibt
einen besonders anschaulichen und ein-
drucksvollen Einblick in das System.) Ne-
ben theoretischen Gesichtspunkten hatte
Ostwald vor allem praktische Anwendun-
gen zum Ziel. Das Ostwaldsche Systein
wurde sogar in sdchsischen Volksschulen
gelehrt und in der MeiBner Porzellanma-
nufaktur verwendet. Textilfabrikanten
kennzeichneten damit ihre Muster.

Farbe und Form stehen in der Kunst in
einem engen Zusammenhang. Dies veran-
iaBte W.Ostwald, eine .allgemeine Lehre
von gesetziichen Formen“ zu entwickeln.

Seine prinzipiellen Gedanken dazu legte er
in dem Buch ,Harmonie der Formen“
(Leipzig 1922) dar. Konkrete Ausarbeitun-
gen findet man dann in ,,Die Welt der For-
men®“, die er in sechs Mappen (Leipzig
1922 bis 1925) vorlegte.

W. Ostwald geht von der ,gesetzlichstea
Raumteilung® der Ebene aus. Wie du, lie-
ber Leser weiBt, kann man die Ebene lik-
kenlos und ohne Uberlappungen durch
kongruente regelmiBige Dreiscke oder
kongruente Quadrate oder kongruents re-
gelmiBige Sechsecke wie in den Bildern 1a
bis ¢ tiberdecken. Mit anderen kongruen-
ten regelmaBigen n-Ecken der gleichen Ek-
kenzahl gelingt das nicht!

Mit dem kleinkarierten Papier, das du fast
tiglich verwendest, hast du bereits eine
derartige Uberdeckung der Ebene zur
Hand. Wir wollen deshalb die Vorgehens-
weise von W. Ostwald zur Herstellung von
gesetzlichen Mustern auf der Grundlage
einer Uberdeckung der Ebene wie in
Bild 1b erldutern, und auf xleinkariertem
Papier kannst du dies leicht nachvollzie-
hen.

Bild 1¢

Bild la Bild 1b

Bild 2a Bild 2b
b1

e ahehd

Bild 3
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Die Ecken der Quadrate dieser Grund-
struktur nennt Ostwald ,Knoten“. Unter
einem , Quadrat Q n-ter Ordnung* wird ein
Quadrat verstanden, das sich aus n- n = n?
Quadraten der Grundstruktur zusammen-
setzt. Seine Ecken sind also Knoten, und
es enthilt (» + 1)? Knoten. Wiihle dir ein
Quadrat Q 3ter Ordnung und markiere die
(3+1)*=16Knoten, die es enthilt
(Bild 2a).

Die Verbindungsstrecke zweier Knoten aus
Q heiBt (in Anlehnung an die Musik) ein
»Thema“ (T).

Ala Wieviele Themen in Q konnen ge-
bildet werden?
Lasung: Q enthilt k(n) = (n+ 1)2Knoten.
Ein ausgewidhlter Knoten bildet mit den
restlichen genau (k — 1) Themen . Also gibt
es
n(n+1*(n+2)

2
Themen. In unserem Beispiel haben wir
t(3) = 120 Themen.
Wir widhlen im Quadrat Q ein Thema T
(Bild 2b) und wenden auf T alle Deckab-
bildungen von Q an. Die Deckabbildungen
sind diejenigen Bewegungen der Ebene,
die Q auf sich abbilden, und dies sind die
Spiegelungen an den vier Symmetrieach-
sen von Q (zwei Diagonalen qnd zwei Mit-
telsenkrechten der Seiten), die drei Dre-
hungen um den Mittelpunkt M von Q mit
90°, 180°, 270° und schlieBlich die identi-
sche Abbildung, die wir als Drehung um M
mit 0° verstehen konnen. Diese Bilder von
T kannst du auf dem kleinkarierten Papier’
leicht einzeichnen; sie sind wieder The-
men von Q.
Die geometrische Figur, die aus diesen Bil-
dern von T besteht, heiBt die ,Form" von
T. Flir unser Beispiel zeigt sie das Bild 2¢.

t(n) = k(k2— D _

A2a Beiwelchen Themen T von Q sind
nicht alle acht Bilder von T voneinander
verschieden?

A3 a Begrinde, daB man aus dem Bild
T’, das aus T bei einer Deckabbildung von
Q entsteht, die gleiche Form wie aus T er-
hilt, also F(T') = F(T) ist!

Nun kann das Quadrat Q selbsi wie in
Bild 1b zu einer Uberdeckung der Ebene
verwendet werden. Dabei entsteht aus der
Form F(T) ein ,Muster“. Und um es in sei-
ner ,reinen Weise“ zu haben, l6schen wir
alle bisherigen Hilfspunkte (Knoten) und
Hilfslinien.

Wie Bild 3 zeigt, konnen auf diese einfa-
che Weise recht ansprechende Muster ent-
stehen. Bei ein wenig Phantasie kann man
in diesem Muster Abbilder von gewissen
Objekten erkennen. So nennt W. Ostwald
selbst das vorliegende Muster ,,Die Nelke*

_(Bild 4), und begeistert iiber derartige Mu-

ster bemerkt er, daB er deren ,schlichte
und reine Schéaheit ... noch nicht miide
geworden* ist ,zu betrachten“. (Dabei weill
er wohl, daB die Bliite der Nelke nicint vier-
sondern fliinfzdhlig ist.)

A 44 Deute das Muster in Bild 3 neu!
Zum Beispiel kann man einen ,Vierspitz¢
erkennen (Bild 5).



Bild 6b

Bild 6a

A S5A Zeichne das Muster, das aus dem
in Bild 6a bzw. 6b vorgegebenen Thema
eines Quadrats 3ter Ordnung entsteht! (L5-
sung S.29)

Im folgenden erértern wir in der ,Welt der
Formen*“ auch eine Reihe von Fragen, de-
nen Ostwald nicht weiter nachgegangen ist.
Auf Symmetrieaspekte der Ostwaldschen
Muster geht der Beitrag von Prof. Flachs-
meyer nidher ein.

A 6 Ao Kann das in Bild 7 vorliegende Mu-
ster mit den zu Grunde liegenden Knoten
durch solche Themen T, und T, in Quadra-
ten 2ter Ordnung erzeugt werden, die nicht
kongruente Formen besitzen?

Lasung: Derartige Themen gibt es tatsich-
lich, wie die Bilder 8a und 8b zeigen!

In Bild 8a setzt sich die Form F(T) aus
vier verschiedenen Bildern des Themas T
zusammen, in Bild 8b sogar aus zwei ver-
schiedenen.

W. Ostwald hat systematisch alle Muster .

aufgezeichnet, die auf der Grundlage der
Quadrate lter bis 4ter Ordnung aus den
Themen entstehen.
Eine Grundlage dafiir ist die vollstindige
Erfassung aller nichtkongruenter Formen,
die die Themen eines gewihlten Quadrats
n-ter Ordnung ergeben. Insbesondere wol-
len wir ihre Anzahl bestimmen. Die Bil-
der 8a und 8b machen deutlich, daB die
Anzahl der nichtkongruenten Muster echt
kleiner sein kann.
Zunidchst ist klar, daB die Anzahl der
nichtkongruenten Formen nicht gréBer als
die Anzahl der Themen, also hochstens

2
w ist. Diese obere Schranke
ist 6 fir n =1, 36 fir n =2 und 120 fur
n =23, und sie erweist sich als eine sehr
grobe Abschitzung, wie du an Hand der
folgenden Aufgabe erkennst.

A7 A Zeichne alle nichtkongruenten For-
men eines Quadrats lter, 2ter und 3ter
Ordnung! Wie viele nichtkongruente For-
men gibt es jeweils?

Du siehst, daB es wesentlich weniger sind,
ndmlich 2, 5 bzw. 17. Und du erkennst
durch dein Zeichnen auch die Griinde fiir
eine derartige Reduzierung. Einer der
Griinde ist schon durch die Eigenschaft ge-
geben, mit der du dich in der Aufgabe 3
beschiftigt hast. Da bei den acht Deckab-
bildungen des Quadrats jedes Thema acht
Bilder hat, konnte man vorschnell anneh-
men, die Zahl der Themen einfach durch
acht zu teilen, um die Anzahl der Formen
zu erhalten. Das ist aber falsch, denn die

Bild 7

Bild 8a
Bild 8b

Bilder ein und desselben Themas miissen
wie wir bereits saben nicht alle voneinan-
der verschieden sein. Es gibt drei Moglich-
keiten: Das Thema bersitzt 8, 4 oder 2 von-
einander verschiedene Bilder.

A 84 Begriinde, daB es nur diese Mog-
lichkeiten gibt!

A9a Wie muB das Thema 7 im Quadrat
Q liegen, damit die Form F(T) sich aus
vier bzw. zwei verschiedenen Bilderm von T
zusammensetzt?

Lasungsbemerkungen: An Hand der Eigen-
schaften der vier Geradenspiegelungen und
der vier Drehungen um den Mittelpunkt M
des Quadrats Q, die die Deckabbildungen
von Q sind, erkennt man leicht, daB ein
Thema T durch eine nichtidentische Deck-
abbildung von Q genau dann auf sich abge-
bildet werden kann, wenn (i) die Mittel-
senkrechte von T eine Symmetricachse von
Q oder (ii) die T enthaltende Gerade eine
Symmetrieachse von Q oder (iii) der Mit-
telpunkt M von Q auch Mittelpunkt von T
ist. Damit ist weiter ersichtlich, daB die
Form F(T) genau dann aus vier bzw. zwei
verschiedenen Bildern von T sich zusam-
mensetzt, wenn genau eine der drei Lage-
bedingungen (§)—(#ii) bzw. alle drei beste-
hen.

Die Bedingungen (i) bis (iii) stehen in
einer engen Beziehung zueinander.

Al0A Zeige, daB aus der Giiltigkeit
zweier dieser Bedingungen die der dritten
folgt!

Die Anzahl der Themen, die der Bedin-
gung (i), (iii) bzw. allen drei geniigen, wer-
den mit s,, 53 bzw. 54 bezeichnet.

Mit der Beantwortung der Frage 9 sind
nicht alle Griinde aufgeklart, die zu der re-
lativ geringen Zahl nichtkongruenter For-
men fithren. Bei der Losung der Aufgabe 7
hast du sicherlich bemerkt, daB zwei The-
men T, und T, selbst dann zur gleichen
Form fliihren K6nnen, wenn T, nicht das
Bild von T, bei einer Deckabbildung des
Quadrats ist.

Alla Gib dafiir ein Beispiel an!

sitzt ein Thema T, ein Bild T, das von T,
verschieden ist und das mit T, sowohl auf
ein und derselben Geraden liegt als auch
einen gemeinsamen Punkt besitzt, so ist
die Vereinigung T; u T" ein Thema T*, das
nichtkongruent zu T, ist, aber die gleiche
Form wie T, besitzt. An Hand der einzel-
nen Deckabbildungen des Quadrats erken-
nen wir, daB ein Thema T, genau dann
diese Voraussetzungen erfiillt, wenn (iv)
seine Mittelsenkrechte echt parallel zu
einer Symmetrieachse a des Quadrats ist
und 7, mit dieser einen gemeinsamen
Punkt hat oder wenn (v) T, den Mittel-
punkt des Quadrats enthdlt und M nicht
der Mittelpunkt von T, ist.
Das Thema T*(= T, u T') hat stets die Ei-
genschaft (i) oder (iii). Das bedeutet, daB
mit den Formen-der Themen, die den Be-
dingungen (i) oder (/i) geniigen, bereits
auch die Formen der Themen erfaBt sind,
die die Eigenschaft (iv) oder (v) besit-
zen.
Besonderheiten treten also nur auf, wenn
das Thema T senkrecht zu einer der Sym-
metrieachsen des Quadrats liegen oder auf
einer Geraden liegt, die durch den Mittel-
punkt des Quadrats geht. Die Anzahl der-
artiger Themen sei s.
Jedes andere Thema besitzt eine Form, die
sich nicht aus weniger als acht Strecken
(Themen) zusammensetzen 1dBt. Eine
Form dieser Art besitzen nach unseren
Uberlegungen nur noch die Themen T, die
auf keiner Symmetrieachse liegen und die
entweder senkrecht zu einer Symmetrie-
achse a sind und mit dieser keinen Punkt
gemeinsam haben oder auf einer Geraden
durch den Mittelpunkt M des Quadrats lie-
gen und tiberdies M nicht enthalten. Thre
Anzahl bezeichnen wir mit a. Weiterhin
bezeichnen wir mit s, die Anzahl der The-
men, die auf einer Symmetrieachse liegen
und den Mittelpunkt M des Quadrats nicht
enthalten.
Die Anzahl der Formen ist dann
t—s+a §1— 8o 53— So
S Tyt
52

So
+—=+—.
4 2

A12a An Hand der gezeichneten For-
men sind fir n =1,2,3 die Werte derjeni-
ger: Variablen und Summanden zu bestim-
men, die in dieser Formel auftreten.

A 13 a4 Beschreibe die GroBen s,, s, 53
und s, in Abhingigkeit von n!

Losung: Wir bestimmen zunichst die An-
zahl s, der Themen, die der Bedingung (/)
geniigen. Ist d eine Diagonale, so liegen
(n+1’-(n+1) (n+1Dn

Wir erkennen folgenden Sachverhalt: Be- 2 2 Knoten des
Losung zu Aufgabe 12:

— + - -
n t s a 1zsta ; a S; S, 853 S 5 2 GLI 3 n %o ? f
1 6 6 0 0 6 0 2 2 1 0 |0 1 2
2 36 28 0 1 12 0 4 4 2 0 |0 2 5
3 120 80 16 7 28 4 8 4 6 1 |1 2 17
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Quadrats’auf ein und derselben Seite von
d, und demzufolge gibt es gleichviel The-
men, die d als Mittelsenkrechte besitzen.
Gehen wir von einer Mittelsenkrechten m
(n+1)n
2
Knoten auf einer Seite von m, falls n ge-
(n+1)? Kn
2
ten. Diese Zahlen lassen sich einheitlich

einer Quadratseite aus, so liegen

rade ist, andernfalls sind es

2 angeben, wobei [x]

die groBte ganze Zahl bedeutet, die kleiner
oder gleich einer vorgegebenen Zahl x ist.
Insgesamt erhalten wir

31:2(’l+-2¢+2( +1)[71+1:|

n+1
=(n+1)(2[ 2 ] +n).
Der Mittelpunkt M des Quadrats ist genau
dann ein Knoten, wenn n gerade ist. Folg-

lich gilt

durch (n+1)["+1

_ (n+1)2-1 _ n(n+2)
83 2 2 1
falls n gerade und
s3=w, falls n ungerade ist.

Eine einheitliche Angabe ist
[(n+ 1)] [n+2]
$3=2 -

2 2

Ist n gerade, so liegen auf jeder der beiden
Diagonalen und auf jeder der beiden Mit-
telsenkrechten der Quadratseiten n vom
Mittelpunkt M verschiedene Knoten, und
damit ist

s =4 % =2n.

Fiir ungerades n liegen nur auf den Diago-
nalen Knoten, und zwar n + 1, die alle von
M verschieden sind. In diesem Fall ist also

+

5o = 2"71 =n+1. Eine einheitliche
Darstellung fiir diese GroBen ist

In+1 n—1
S="" +(—D"- 7
Einsichtig ist nun auch

n
=8- 7 —2'(7—1)— H(n—z)

fiir gerades » und
1 n+1/(n+1

55=4 2 2 ( 2 l)

_(n+1)(-1

B 2
Wir wenden uns nun den Ostwaldschen
Mustern zu, die in analoger Weise auf der
Grundlage einer Parkettierung der Ebene
mit kongruenten gleichseitigen Dreiecken
(Bild 1a) entstehen. Unser Késtchenpapier
kénnen wir nicht mehr unmittelbar ver-
wenden. Aber diese neue Parkettierung ist
durchaus leicht zu zeichnen; und dazu
nehmen wir unliniertes Papier. Die Ecken
der Dreiecke einer solchen Parkettierung
heiBen wieder ,Knoten“; und ein ,Dreieck
n-ter Ordnung“ ist in entsprechender
Weise wie ein Quadrat n-ter Ordnung zu
verstehen: Es ist ein gleichseitiges Dreieck,
dessen Seiten sich aus n Seiten der Grund-
dreiecke zusammensetzen (Bild 9).

fiir ungerades n.

A 144 Wie viele Knoten und Grunddrei-
ecke enthilt ein Dreieck n-ter Ordnung?

28 - alpha, Berlin 23 (1989) 2

Losung: Ein ,Thema“ ist wieder die Ver-

bindungsstrecke zweier Knoten.
k(n)=(n+1D+n+...
_(n+(n+1)
2
Knoten und n? Dreiecke.

+1

Al5a4 Wie viele Themen besitzt ein
Dreieck n-ter Ordnung?
Losung: t(n) = @
_nntH(r+2)(n+3)
8

Themen.

Die Deckabbildungen eines Dreiecks D
(n-ter Ordnung) sind die Spiegelungen an
den drei Mittelsenkrechten der Seiten von
D sowie die Drehungen um den Mittel-
punkt M von D mit 0°, 120° und 240°. Je-
des Thema hat demnach bei den Deckab-
bildungen des Dreiecks sechs Bilder, die
aber nicht alle voneinander verschieden
sein miissen(!).

A 16 4 Bei welcher Lage des Themas im
Dreieck treten weniger als sechs voneinan-
der verschiedene Bilder auf? Zeige, daB es
dann immer genau drei verschiedene Bil-
der sind, die sich bereits durch die drei
Drehungen aus dem Thema ergeben.

Die durch das Thema bestimmte ,Form*
und das ,Muster“ sind vollig analog wie
eingangs erklirt zu verstehen.

A17A Zeichne die Form und dann da-
mit das Muster, die aus dem in Bild 10 an-
gegebenen Thema in einem Dreieck 3ter
Ordnung entstehen. (Lésungen S. 29)

I\
[

Lo\

A18 A Zeichne das Muster, das sich aus
dem in Bild 11 angegebenen Thema in
einem Dreieck 4ter Ordnung ergibt. (Lo6-
sung S.29)

Bild 10

Bild 11

A 194 Zeichne alle Formen, die bei
einem Dreieck lter, 2ter, 3ter bzw. 4ter
Ordnung auftreten. Wie viele nichtkongru-
ente Formen gibt es jeweils?

Lésung: Es gibt 1, 3, 8 bzw. 17 nichtkongru-
ente Formen.

Wie bei einem Quadrat n-ter Ordnung las-
sen sich auch hier gewisse Anzahlen for-
menmiBig in Abhidngigkeit von n angeben.
(Versuch es einmal!)

A20a Das in Bild 12 vorgelegte Muster
ist aus einem Thema in einem Dreieck 3ter
Ordnung entstanden. Gib ein derartiges
Thema an!

w O O (
DO O

N\ /N [/

Lisung: Die Eckpunkte des Dreiecks 3ter
Ordnung miissen beziiglich des Musters
stets Drehsymmetriezentren 6ten Grades
sein, d. h., durch eine Drehung um einen
dieser Punkte mit
360°

6
abbilden. Offenbar besitzen in dem vorlie-
genden Muster nur die Mittelpunkte der
regelmiBigen Sechsecke diese Eigenschaft.
Also ist bis auf Kongruenz das in Bild 13
angegebene Thema die Losung.

Bild 13 /'\
e o

N\

ARA

o6—o—d—o
A2l a Konnen in gewissen Fillen auch
noch andere Punkte des Dreiecks zu Dreh-
symmetriezentren 6ten Grades hinsichtlich
des Musters werden?
Antwort: Ja, in speziellen Fillen wie in
Bild 14 der Mittelpunkt des Dreiecks. Fiir
weitere Punkte ist das nicht moglich.
Damit erkennen wir, daB bei fest vorgege-
benen n die Anzahl der Formen gleich der
Anzahl der Muster ist. Bei Quadraten gilt
dies nicht!
Die Ostwaldsche Methode zur Herstellung
von ,gesetzlich-schdnen Gebilden“ regt zu
einer Fiille von Fragen und Aufgabenstel-
lungen an. Wir konnten hier nur einigen
wenigen nachgehen.
Das Verfahren dringt sich nahezu auf, es
mit Hilfe eines Kleincomputers nachzu-
vollziehen. Und das ist in der Tat keine
schwere, aber reizvolle Aufgabe, deren Lo-
sung recht eindrucksvoll auf den Betrach-
ter wirkt. Versuch es doch einmal, wenn du
Gelegenheit dazu hast!

Bild 14

= 60° muB sich das Muster auf sich

X AN
7NN




Wir iiberlassen dir génzlich, die Musterher-
stellung auf der Grundlage von regelmifBi-
gen Sechsecken zu betreiben.
Wenn wir als Thema nicht die Verbin-
dungsstrecke zweier Knoten, sondemn eine
wohlbestimmte gekrimmte Linie (etwa ein
Kreisbogenstiick) verwenden, kénnten
moglicherweise #sthetisch ansprechendere
Muster entstehen. Hast du ein schones Bei-
spiel?
Viel SpaB und Findigkeit wiinschen

H. Freye und E. Quaisser

Die Autoren mochten Frau Prof. Dr.
D. Goetz, Mitherausgeber der Reihe ,Ost-
walds Klassiker der exakten Wissenschaf-
ten“ sowie Frau M. Brauer von der Ost-
wald-Gedenkstitte der AW in GroBbo-
then fiir freundliche Hinweise danken.

Losung zu Aufgabe 5

Losung zu Aufgabe 17
)

Losung zu Aufgabe 18

Symmetrien Ostwaldscher Muster

Anmerkungen zu Ostwalds Bemiihungen

um eine Formenlehre

Wie im vorhergehenden Artikel ausgefiihrt
wurde, bediente sich Wilhelm Ostwald zur

Erzeugung seiner ebenen Muster qines'

wohlbestimmten Kompositionsverfahrens.
Die benutzten Instrumente sind dafir das
trigonale, quadratische oder hexagonale
Gitter der Ebene. Als ,Thema“ wird eine
Verbindungslinie von Gitterpunkten ge-
wihlt. Die Kompositionsregeln bestehen in
der Anwendung der simtlichen Spiegelun-
gen bzw. der simtlichen Drehungen, die
das Grundgitter in sich {iberflihren. Die
Spiegelungen variieren die Themalinie und
die Spiegelvariationen der Themalinie usw.
Es entsteht ein Ostwaldscher ,,Spiegeling®.
Entsprechendes geschieht mit den Drehun-
gen. Es entsteht ein Ostwaldscher ,Dreh-
ling“. So kommen die von Ostwald publi-
zierten 240 Muster seiner Formenlehre
zustande. Er selbst hat mit Bienenflei3 die
zeichnerischen Ausfiihrungen der Muster
angefertigt. Heutzutage wird man die
ganze Palette der Ostwaldschen Muster na-
tiirlich durch einen Computer generieren
lassen. Ein dazu erforderliches Programm
muB die systematische Auswahl der The-
malinie sichern und eine Abfolge der Va-
riationen der Themalinie. Das kann durch
fortlaufende Anwendung von jeweils drei
speziellen Spiegelungen bzw. zwei speziel-
len Drehungen erreicht werden. (Sollte aus
der Leserschaft geniigend Verlangen da-
nach bekundet weYden, so wiirde ein ent-
sprechender Artikel publiziert werden!)

In dem unver6ffentlichten NachlaB von
Ostwald befinden sich noch weitere Mu-
ster, die sich dann auch gekrimmter The-
malinien bedienen. AuBerdem hat er seine
Grundmuster miteinander kombiniert und
sie auch mit harmonischen Ausmalungen
versehen. In seinen 1926/27 verdffentlich-
ten autobiographischen ,Lebenslinien“ so-
wie auch in Manuskripten seines Nachlas-
ses schreibt er, daB er schon als junger
Assistent die in verschiedenen Sammelwer-
ken verdffentlichten Ornamente der Agyp-
ter, Inder, Chinesen, Araber und besonders
der Mauren aufs hochste bewundert hat
und dadurch zu der Frage angereizt wurde,
die Ordnung und Gesetzlichkeit im Bau
der Omamente aufzufinden und damit sy-
stematische Verfahren zur Herstellung von
Mustern zu erarbeiten. Er glaubte, mit sei-
ner Komposition von Ornamenten den
Weg zu den gesetzlich-schonen Formen
der ebenen Muster freigelegt zu haben.
1922 erschienen von ihm verfaBte Werke
»Die Harmonie der Formen“ und ,Die

Welt der Formen“. Er beklagt, daB durch
die Geometrie zwar die Grundlagen zu
einer wissenschaftlichen Formharmonik
seit Jahrtausenden bereitstehen, aber eine
Verbindung zur Kunstwissenschaft wenig
entwickelt sei. Die klassische Geometrie
hat in der Tat vorwiegend im Endlichen ge-
legene — also beschrinkte — Figuren unter-
sucht und die sich ins Unendliche erstrek-
kenden Figuren nicht systematisch er-
forscht. Ein erster kombinatorischer An-
satz zur Er6rterung unendlich ausgedehn-
ter Figuren der Ebene findet sich lediglich
bei der von Pythagoras behandelten Frage,
welche Maoglichkeiten es zur regeimiBigen
Aufteilung der Ebene gibt, wenn dabei nur
kongruente regelmiBige n-Ecke eines Typs
benutzt werden und die Figuren eckentreu
zusammenstoBen sollen. Die Antwort wird
durch die drei reguldren Gitter, nimlich
trigonales, quadratisches und hexagonales
Gitter geliefert. Erst im Mittelalter finden
Fragen iiber Parkettieren der Ebene eine
Fortsetzung. Welche Moéglichkeiten gibt
es, wenn als Bausteine kongruente regel-
miBige Vielecke verwendet werden, unter-
schiedliche Bausteintypen in einem Par-
kett zugelassen sind, aber die Bausteine
immer nur in Ecken oder lings ganzer
Kanten zusammenstoBen diirfen und au-
Berdem das Parkett eckenkongruent ist.
Die Antwort lautet diesmal:

Es sind genau acht Méglichkeiten vorhan-
den und sie werden durch die sogenannten
halbreguldren oder Archimedischen Par-
kette realisiert.

Schon der bedeutende deutsche Kiinstler
Albrecht Diirer (1471 bis 1528) widmete
sich in dem 1525 erschienenen epochalen
Lehrwerk ,Underweysung der Messung mit
dem Zirckel und richtscheyt in Linien,
Ebenen und gantzen Corporen“ mit hohem
mathematischem Rang den Fragen zeich-
nerischer Darstellungen und Konstruktio-
nen. Dabei behandelt er im zweiten Buch
auch die Ornamentik und gibt schéne Fli-
chenmuster an, darunter einige halbregu-
lire Parkette bzw. duale Parkette dazu. Er
ist der erste, der einen Lehrgang der Geo-
metrie in Gestalt einer kiinstlerisch nutz-
baren Formenlehre publizierte. (Nach-
druck Miinchen 1909)

Warum war dem nicht nur kiinstlerisch in-
teressierten, sondern auch kiinstlerisch
schaffenden W. Ostwald dieser Tatbestand
verborgen geblieben? Ebenfalls muB ange-
merkt werden, daB W. Ostwald der Analo-
gie zwischen dem regelmidBigen Bau der
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Kristallsysteme im Raum und der regelmi-
Bigen Struktur der von ihm erdrterten ebe-
nen Muster nicht nachging. Das ist fiir
einen Physiko-Chemiker erstaunlich! Kri-
stallographische Untersuchungen waren ge-
rade zu Ostwalds Zeiten den faszinieren-
den regelmiBigen Bauplinen der Kristall-
natur auf der Spur. Der russische Kristallo-
graph und Geometer E.S.Fedorov hatte
1891 eine Arbeit ,Symmetrie in der
Ebene“ in den Mitteilungen der Russi-
schen Mineralogischen Gesellschaft versf-
fentlicht. Er beweist, daB es genau 17 Ty-
pen von regelmiBigen Mustern der ganzen
Ebene gibt, wenn man sie nach den jeweils
darin vorkommenden Symmetrien einteilt.
Mit diesen Einsichten waren die grundle-
genden Dinge iiber Ordnung und Gesetz-
lichkeit im Bau der flichendeckenden Or-
namente aufgefunden. Es war also die
Aufgabe, die W. Ostwald in seiner Formen-
lehre stellte, schon 30 Jahre vorher prinzi-
piell geldst. Diese Losung ist sogar umfas-
sender als das, was Ostwald dafiir an
allgemeinen Ergebnissen einer Typisierung
der ,raumschliissigen“ Muster beisteuerte.
Die Ostwaldschen Muster liefern nur vier
der 17 moglichen Typen.

Die Kongruenzabbildungen
der von Ostwald benutzten
drei reguliren Parkette

Wodurch wird die Symmetrie einer Figur F
(der Ebene) beschrieben?

Das System aller Kongruenzabbildungen
der Ebene, unter denen F als Ganzes un-
verdndert bleibt, heilt die Symmetrie-
gruppe — Sym(F) — von F. Das ist das
symmetriebeschreibende Objekt. Beispiels-
weise gilt bei einem Dreieck F iiber die
Symmetriegruppe Sym (F) folgendes:

Friesornament hat nur Gleitspiegelungen
und Translationen als Kongruenzabbildun-
gen.

Bild 1

Der Symmetrietyp der Gleitspiegelung ist
von unserer unmittelbaren Vorstellung
wohl weiter entfernt als der einer Verschie-
bung, einer Spiegelung und einer Drehung.
Das ist wahrscheinlich der Grund, warum
etwa das Schulbuch dessen ausdriickliche
Nennung unterldfit. Auch bei Ostwald tritt
in seinen Symmetrieerdrterungen nur im-
mer die Hervorhebung der drei anderen
Typen auf. Deshalb verwundert es nicht,
wenn beispielsweise ein Wandmuster, das
keine Drehungen und keine Spiegelungen,
sondern nur Verschiebungen und Gleit-

‘spiegelungen aufweist, von dem Ostwald-

schen Erzeugungsprozel von Mustern
nicht erfaft wird.

Bild 2

N\

Aber auch das Wandmuster des nichsten
Bildes liegt auBerhalb des Ostwaldschen
Erzeugungsprozesses. In ihm treten neben
den Translationen und Gleitspiegelungen
nur noch Halbdrehungen auf. Das Muster

Das Dreieck F ist

Sym(F) besteht nur aus

nicht gleichschenklig

der identischen Abbildung Id der Ebene

gleichschenklig, aber nicht gleichseitig

Id und einer Geradenspiegelung S

gleichseitig

Id, drei Geradenspiegelungen, deren
Achsen durch einen Punkt gehen und die
den Vollwinkel in sechs gleiche Teile zerle-
gen, sowie zwei echten Drehungen um den
gemeinsamen Schnittpunkt der Spiegel-
achsen mit einem Drehwinkel von 120°
bzw. 240°.

Nun sei F eines der drei reguldren Parkette
der Ebene. Jetzt haben wir es mit einer
sich ins Unendliche erstreckenden Figur
zu tun. Als Kongruenzabbildungen der
Ebene kommen nur Verschiebungen, Dre-
hungen, Spiegelungen an Geraden und -
wie es im Schulunterricht heiit — die aus
diesen zusammengesetzten Kongruenzab-
bildungen in Frage. Solch eine Formulie-
rung mutet an, als ob sich dahinter eine
ganze Serie von nicht so einfach iiber-
schaubaren Typen verbirgt. Dem ist aber
nicht so. Es gibt lediglich nur noch den
Typ der Gleitspiegelung. Eine Gleitspiege-
lung wird durch eine Achse festgelegt und
einen Gleitbetrag samt Richtung, in der
das Gleiten erfolgen soll. Das folgende
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haben wir aus einem Ostwaldschen durch
Uberlagerung mit einer anderen regelmiBi-
gen Figur gebildet.

Die simtlichen Verschiebungen (= Trans-
lationen) in der Symmetriegruppe Sym (F)
eines Wandmusters F bilden auch eine
Gruppe, d.h. die Zusammensetzung von
zwei Verschiebungen von F in sich ist wie-
der eine Verschiebung von F in sich und
die Umkehrabbildung zu einer Verschie-
bung von F in sich ist auch wieder eine
Verschiebung von F in sich.

Diese Gruppe heiBt die Translationsgruppe
Transl (F) der Figur F. Transl (F) wird bei
einem Fries F aus einer einzigen Minimal-
translation erzeugt. Alle anderen Transla-
tionen aus Transl (F) entstehen aus ¢ und
t~! (inverse Translation zu f) durch Itera-
tionen.

Fiir ein Parkett F wird die Gruppe
Transi (F) durch zwei Minimaltranslatio-
nen t,, f, erzeugt. Diese verlaufen in zwei
unabhingigen Richtungen. Die Zusam-
mensetzungen von £, ¢, und den Inversen
t71, t;? ergeben alle Translationen von F in
sich. Die Zusammensetzung von zwei
Translationen geschieht bekanntlich nach
‘dem Krifteparallelogramm. Wenn man
zwei Minimaltranslationen ¢,, ¢, ermittelt
hat, so kann man ein davon gebildetes
Translationsgitter von F aufzeichnen, um
einen Einblick in das Wirken von
Transl (F) zu erhalten.

Bild 4
Zu den reguldren Parketten gehorige
Translationsgitter (gestrichelt)

TN

X
o
=

-

Bild 3
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Die moglichen Drehpunkte der drei reguli-
ren Gitter sind auch noch leicht iiber-
schaubar. Beim trigonalen Gitter treten
nur 6er-Drehungen, 3Jer-Drehungen und
2er-Drehungen auf. Ebenso verhilt es sich
mit dem hexagonalen Gitter. Fiir das qua-
dratische Gitter gibt es nur 4er- und 2er-
Drehungen. Die nachfolgende Tabelle be-
schreibt die Lage der Drehpunkte.

sind auch leicht zu ermitteln. Es sind dies
jeweils die Seiten der Grunddreiecke, Qua-
drate und Sechsecke und die Mittellinien
sowie Diagonalen. Durch die Spiegelach-
sen entsteht ein neues Parkett der Ebene.
Der Baustein ist beim Quadratmuster ein
gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck
und beim Dreieck- bzw. Sechseckmuster
ein Halbierungsdreieck eines gleichseiti-

Art des regu- s )
Jiren Musters Lage der Drehpunkte der méglichen Drehor(_inungen
2 3 4 6
trigonal Mittelpunkte Mittelpunkte - Eckpunkte
der Dreiecks- der Dreiecks- der Dreiecke
seiten flichen
quadratisch Mittelpunkte - Mittelpunkte -
der Quadrat- der Quadrat-
seiten flichen und
Eckpunkte der
Quadrate
hexagonal Mittelpunkte Eckpunkte der | — Mittelpunkte
der Sechseck- Sechsecke der Sechseck-
seiten flichen

Bild 5

Zur Lage der Drehpunkte der reguliren Muster

Bild 6
Zu den Spiegelachsen der reguldren Muster. Bausteine des aus den Spiegelachsen erzeug-
ten Parketts

Setzt man eine Drehung mit einer Transla-
tion zusammen, so ergibt sich eine Dre-
hung um einen neuen Drehpunkt, wihrend
der Drehwinkel erhalten bleibt. Die Zu-
sammensetzung von zwei Drehungen ist
entweder eine Drehung um einen neuen
Drehpunkt, sofern die beiden Ausgangsdre-
hungen unterschiedliche Drehpunkte hat-
ten, oder die Zusammensetzung ist eine
Translation, sofern ndmlich die Drehwin-
kel sich zu 360° erginzen. Das System
Trans! (F) der Translationen aus Sym (F)
und das System Rot(F) aller Drehungen
aus Sym (F) bilden zusammen auch eine
Gruppe - die spezielle Symmetriegruppe
der Figur F: ;
SpezSym (F) = Transl (F) U Rot (F)

Die Spiegelachsen der reguliren Muster

gen Dreiecks, d. h. ein rechtwinkliges Drei-
eck dessen beide iibrigen Winkel 30° und
60° betragen.

Die Spiegelachsen des trigonalen sowie he-

I ] 1 1

Bild 7

Die von den Spiegelungsgeraden
gebildeten Muster der drei regulidren
Muster

xagonalen Gitters und entsprechend die
Spiegelachsen des quadratischen Gitters
liefern selbst wieder ansprechende Muster.
Und diese Muster enthalten alle ihre Spie-
gelachsen. Die Schnittpunkte der Spiegel-
achsen sind die jeweiligen Drehpunkte der
reguldren Ausgangsmuster und die der von
den Spiegelungsgeraden gebildeten Mu-
ster. Die Schnittordnung gibt die Drehord-
nung an.

Verbleibt noch die Diskussion der reinen
Gleitspiegelachsen fir die reguliren Mu-
ster. Fiir das Quadratmuster liegen die Ver-
hiéltnisse deutlich zutage. Als reine Gleit-
spiegelachse kommt eine Gerade parallel
zu einer Quadratseite nicht in Frage, son-
dern hochstens schrigverlaufende Achsen.
Die Schrige kann nur parallel zur Diago-
nalrichtung sein, weil sonst die Quadrate
durch Spiegelung an solch einer Geraden
aus der Musterrichtung kimen. Dann hat
man die Antwort: Als reine Gleitspiegel-
achsen fir das Quadratmuster treten nur
die Parallelen zu den Quadratdiagonalen
durch die Mittelpunkte der Quadratseiten
auf. Die in Diagonalrichtung verlaufenden
Spiegelachsen und reinen Gleitspiegelach-
sen sind dquidistant und wechseln sich ab.

\\_,/
N
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AN // N7
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Bild 8

Die reinen Gleitspiegelachsen durch
einen Baustein der reguldren Muster
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Beim Dreieck- und Sechseckmuster findet
man entsprechend, daB die reinen Gleit-
spiegelachsen parallel zu den Spiegelach-
sen verlaufen und dabei durch die Mittel-
punkte der Seiten gehen. Sie wechseln sich
ebenfalls mit den Spiegelachsen ab.

Ein schénes Gesamtmuster der Ebene
bilden die reinen Gleitspiegelachsen des
trigonalen bzw. hexagonalen Grundmu-
sters. Die Gleitspiegelachsenmuster beider
Grundmuster stimmen iiberein.

Der Leser moge sich dies Muster aufzeich-
nen. Man wird erkennen, daB es sich durch
Uberlagerung der beiden nachstehenden
Formen eines halbreguldren Parketts er-

o= e=ereg
s

/\/s/\/ %

\/{/

Bild 10

Das Ostwaldsche Grundmuster Nr. 269,
von W. 0. das groBe Rad, Mittelstellung,
genannt. Es hat den Symmetrietyp W,

Bild 13

Das Ostwaldsche Grundmuster Nr. 83, die
Nelke genannt.

Es hat die Symmetriegruppe W}

(XXX XX
N

Bild 9

Zwei Formen eines halbreguliren
Parketts, das auch unter den

Ostwaldschen Mustern als ,,Dreisechs®
vorkommt

Die Symmetriegruppen‘
der Ostwaldschen Muster

Die im ersten Abschnitt erwihnte Symme-
trie-Klassifikation der ,raumschliissigen“
ebenen Muster nach Fedorov ergibt, daB
die Gruppen Sym(Q) und Sym (D)
(=Sym(S)) des quadratischen Parketts Q
bzw. des Dreieckparketts D die umfang-
reichsten von den 17 moglichen sind. In
der Bezeichnungsweise nach dem ungari-
schen Mathematiker L. Fejes Toth wird die
Symmetriegruppe des quadratischen Par-
ketts mit W) angegeben. Der untere Index
weist auf die hochste Drehordnung hin.
Der obere Index soll hier auf die Art der
vorkommenden Spiegelungen aufmerksam
machen. Durch jeden 4er-Drehpunkt ver-
laufen Spiegelachsen! Alle Ostwaldschen
»Spiegelinge“, die aus einem quadrati-
schen Grundmuster der Knotenpunkte ent-
stehen, haben als Symmetriegruppe die
Gruppe W). Die Gruppe SpezSym (Q) des
quadratischen Parketts kann als volle Sym-
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Ein kombiniertes Ostwald-Muster vom
Symmetrietyp W,. Es weist die
angegebene Ostwaldsche Ausmalung auf

Bild 12
Ein halbreguldres Parkett mit der
Symmetriegruppe W2

metriegruppe von Ostwaldschen ,Drehlin-
gen“ auftreten. In der Bezeichnungsweise
nach L. Fejes Toth ist dies der Symmetrie-
typ W,

Noch ein Symmetrietyp von den 17 mogli-
chen gestattet ebenfalls 4er-Drehungen
und Spiegelungen, nur daB dabei durch
keinen 4er-Drehpunkt Spiegelachsen hin-
durchgehen. Dies ist der Symmetrietyp W-.
Beispielsweise besitzt eines der halbreguli-
ren Parkette diese Symmetriegruppe. Kein
Ostwaldsches Muster kann diesen Symme-
trietyp haben.

Die Symmetriegruppe des trigonalen bzw.
hexagonalen Parketts trigt die Bezeich-
nung W}. Alle Ostwaldschen ,Spiegelinge,
die aus Knotenpunkten des Dreieck- oder
Sechsecknetzes erzeugt wurden, haben die-
sen Symmetrietyp. Entsprechende ,Dreh-
linge“ konnen ebenfalls diesen Symmetrie-
typ aufweisen oder nur den Symmetrietyp
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Bild 11 Bild 14

Ein Ostwaldsches kombiniertes Muster
mit der Symmetriegruppe W,

W5 besitzen. Im letzten Fall wirkt dann nur
die Gruppe SpezSym (D) ( = SpezSym (§)).
J. Flachsmeyer

Fiir den Artikel wurden auch unverdffent-
lichte Materialien aus dem Ostwaldschen
NachlaB benutzt. Dafiir sei den Mitarbei-
tern des Zentralarchivs der Akademie der
Wissenschaften der DDR zu Berlin und
der Betreuerin der Ostwald-Gedenkstitte
»Haus Energie“ in GroBbothen, Frau Gre-
tel Brauer, herzlich gedankt.

Zeitgenossen iiber Ostwald

Sein Schtler Georg Bredig in seinem Vor-
schlag an das Nobelkomitee:

»,Ostwalds Bedeutung besteht weniger in
einer wuchtigen Einzelentdeckung, son-
dern in dem ungeheuren allgemeinen Ein-
fluB, den er auf die Entwicklung der mo-
dernen Chemie gehabt hat, ein EinfluB, der
in vieler Hinsicht an den erinnert, den
einst Berzelius auf die chemische Welt
ausiibte.“

W.I. Lenin hielt Ostwald fiir
»--. einen sehr groBen Chemiker und sehr

.verworrenen Philosophen®

Sein erster Assistent, Ernst Beckmann,
stohnte:

-Wenn man mit Ostwald eine halbe
Stunde spricht, hat man fiir ein halbes Jahr

Arbeit.“



A la Organimath
En respectant l'organigramme, effectuez
les opérations et retrouvez la valeur de X.
Elle a été choisie parmi les nombres de 1 &
100 et est identique au départ et & I'arri-
vée.
Attention! Ce jeu n’accepte que des valeurs
entiéres et supérieures a4 zéro comme résul-
tat de chaque opération!

aus: Logigram, Paris
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A2 A Notice
A visit of a day to Ostwald at GroBbothen
is worth a transatlantic trip. You cannot be
in his presence for ten minutes, without
realizing that you are facing a really great
man. His breath of knowledge, his origina-
lity and many-sidedness, all taken together
make him one of the most interesting per-
sonalities of the age.
Harry S. Jones
disciple of Ostwald's

A3 A Kak-To pas s ypoHW] TEPMOMETD,
KOTOPbIM OGBIYMHO M3MEPAIO TeMIIEpaTypy
¢oropeakTMBOB (CM. PH3YHOK). Tepmo-
METp He pa3dwicd, HO CTONOGMK cnupTa
,pasopsaincs“. Kak MOYMHATE TepMOMeTp?

aus: Quant, Moskau

Ein Rechenmeister

vor Adam Ries

Im vorigen Jahr brachte der Akademie-
Verlag Berlin als Dokument der Wissen-
schaftsgeschichte den Band ,,Das Bamber-
ger Rechenbuch von 1483“ heraus (Bestell-
Nr. 7545315, Preis: 60,00 M).

Das hier zunichst reproduzierte Rechen-
buch, in zwei vollstindigen Exemplaren in
die Gegenwart iiberliefert, stammt vom Re-
chenmeister Ulrich Wagner. Im 2. Teil des
Buches wird die Originalschrift von Dr.
Eberhard Schroder transkribiert (transkri-
bieren: lautgetreu in eine andere Schrift
iibertragen).

In der vorliegenden Transkription wurden
zum Beispiel Punkt, Komma, Semikolon
und Fragezeichen entsprechend dem heuti-
gen Gebrauch verwendet sowie von Ulrich
Wagner gewihlte Worte, die einen ent-
scheidenden Bedeutungswandel erfahren
haben, durch das im Neuhochdeutschen
addquate Wort ersetzt. So wird das Buch
auch fiir uns leicht lesbar, was wir an
einem Beispiel demonstrieren wollen.

Aoien Bebrocbii . Das.a.capitel.

@ g gvocrsangpinoci e

ben. tas heifet atoirTi . merck yooi oir fux

Rompt getrochenoas einem Tlermer hat fo aoonr

iegeler 3 (am vnd den nenner {lec)t Daruntter ge

fecealfp bernach fler.

Y it 3facier %4 2103 Sadeu$.
ﬂﬁ' “fnat‘,;‘l[tz‘

Sovir geb:od)tn irkimpe . ogs nicht eanemnen
net hatale 3 v . So mlnplicir§ i aeug 3 mal
31ft9 ynox mal 4. ift §.atow s 3ugftia efegobl
vno multipliar cin nenncr mi¢ o m oneren .ole 3
malqitizonofecgalfo 12 vesift 1 ,%.

smirss Faar1id % 3 Fadeld it B
(Bevor ihr weiterlest, versucht doch erstmal
selbst hinter den Sinn zu kommen!)
Transkription: Eine jegliche Gebrochene
zur anderen Gebrochenen zu geben, das
heiBt Addieren. Merke, wenn dir vor-
kommt Gebrochenes, das einen Nenner
(gemeint ist ein gemeinsamer Nenner) hat,
so addiere die Zihler zusammen und den
Nenner einfach darunter gesetzt, wie her-
nach steht:

1 2 . .
R ist T Fazit 1.
2 4 3 .9 .. 4
5 (zu) 5 (zu) 5 ist 5 Fazit 1?
1
T (zu) 2 (zu) —3— (zu) i (zu)
. 7
5 15,
7 Fazit T st 2 7

So dir Gebrochenes vorkommt, das nicht
einen Nenner (gemeint ist ein gemeinsa-
3 3 , SO multi-
plizier iiber kreuz, 3 mal 3 ist 9 und 2 mal
4 ist 8. Addiere 8 zu 9 ist 17. Die setze
oben, und multipliziere einen Nenner mit
dem anderen, also 3 mal 4 ist 12 und setze

. 5
das ist 1 2

. 2
mer Nenner) hat, wie —

i 17
also 5>,

5 % ist %, Fazit 1
% Fazit }(1) , ist 1 110
Das Nachwort von Dr. Schrdder beschiftigt
sich mit dem historischen Hintergrund
und der Einordnung des Rechenbuches.
Wir zitieren einige Passagen:

»In 100 zufillig aus dem 15. Jh. iiberliefer-
ten Schuldokumenten ist das Rechnen als
Lehrdisziplin nur zweimal erwihnt. Hinge-
gen wird der griindlichen Ausbildung in
Latein und Katechetik der Vorrang einge-
rdumt. Das diirftige Angebot der offiziellen
Schuleinrichtungen stand im Widerspruch
zu den Bediirfnissen der Kaufleute u. a. in
Augsburg und Nirnberg.“

,Die internationale Verflechtung des Han-
dels forderte solides Wissen iiber die Viel-
falt von Wihrungssystemen und deren
Wechselkurse untereinander. Die her-
kommlichen Rats- und Stadtschulen konn-
ten dem nicht gerecht werden. So wurden
Rechenmeister eingestellt, die zugleich das
Amt des Schreibmeisters zu erfiillen hat-
ten. Daher verwundert es nicht, daB Nurn-
berg bald durch seine Schreib- und Re-
chenschulen berithmt wurde. Ulrich Wag-
ner ist ein Reprisentant dieser neuen
Berufsgruppe und sein Lehrbuch ein Spie-
gelbild des in dieser Zeit florierenden Han-
dels.“ ,,Zweifellos hat Ulrich Wagner eine
entscheidende Pionierleistung dafiir voll-
bracht, daB der Rechenunterricht im Bil-
dungswesen der Zeit des Friithkapitalismus
zu hoherem Ansehen und groBerer Volks-
timlichkeit gelangte. Sie besteht zundchst
in der konsequenten Anwendung der in-
disch-arabischen Ziffern, der Verwendung
des dezimalen Stellenwertsystems und der
damit verkniipften Uberwindung des Rech-
nens mit Abakus und Zihlsteinen. Er ver-
half dem Rechnen mit der Feder nach dem
neuen Algorismus zum Durchbruch. Wei-
ter verstand er es, die zu seiner Zeit revolu-
tiondre Erfindung der Buchdruckerkunst in
den Dienst der Ausbildung und Erziehung
junger Menschen zu stellen.“ Alphons

17 1
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In freien Stunden - alpha-heiter

Wilhelm Ostwald war schon als Professor fiir Che-
mie am Polytechnikum in Riga durch seine piadago-
gischen Fihigkeiten bekannt und beriihmt. Davon
zeugt ein Gesprich zwischen zwei polnischen Ho-
rern, die damals in Riga ziemlich zahlreich vertre-
ten waren. Sagt der eine: ,Hast du schonn gehdrrt
neuen Professor?“ Fragt der andere: ,Nein, was
ist?“ — Antwortet der erste: ,Du muBt horren ihn,

da geht sich Chemie in Kopf wie mit Schaufel.“
aus: Was nicht in den Analen steht
von Josef Hausen, Verlag Chemie, Weinheim

Freitag der 13.

Fillt der 13. eines Monats auf einen Freitag, so
bringt das Ungliick. Welches ist das letzte Jahr

ohne solche Ungliickstage gewesen?
aus: Pythagoras, Amsterdam

In einem Zug

Die Figur ist in einem Zug nachzuzeichnen ohne

eine Linie mehrfach zu zeichnen.
aus: Fiiles, Budapest

GroBes Ostereierfarben

Im Schulhort wurden fiir drei Klassen Ostereier in
den Farben Rot, Gelb, Blau und Violett gefarbt.
Gelb gefirbt war ein Ei mehr als rot, blau zwei
mehr als gelb und violett eins mehr als blau.

Die gefirbten Eier wurden geschickt auf drei Nester
auf der Spielwiese verteilt. Die Schiiler der drei
Klassen stellten fest:

Von keiner Farbe lagen auch nur in zwei Nestern
gleich viel Eier. Jedoch die kleinste, die gré8te und
auch die beiden voneinander verschiedenen mittle-
ren Zahlen gleichfarbiger Eier stimmten fiir alle
drei Nester iiberein. Und die kleinste Zahl gleich-
farbiger Eier eines Nestes war gerade halb so groB
wie die groBte Zahl gleichfarbiger Eier eines Nestes.
Wieviel Eier waren rot gefirbt? W. Trager, Dibeln
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Zum Scherzen aufgelegt

Aus den Silben

a - ach - ba - ben -~ de - den —en ~en — er -
fi - fol — ge — geb — gen - ger — halt ~ in —

kel — kus — 16 — nach — ne - ni — nis — o -

on ~on —pe —ra—ra-—se—sen — sun — ti —
ti — win sind 10 Worter (mathematische Begriffe)
zu bilden, deren Anfangsbuchstaben — von oben
nach unten gelesen — den Namen fiir ,schrige
Strecken“ ergeben.

Sie legen etwas fest.

Er fiilit eine Figur aus.

Sie hat jedes Auto.

Sie machen keine krummen Touren.

Sie werden auch vom Arzt ausgefihrt.

Sie sind Nachbarn.

Er ist ein uraltes Rechengerit.

Sie werden gesucht, aber nicht immer gefun-
den.

9. Sie werden besonders hervorgehoben.

0

10. Er kommt immer hinterher.
OL K. Koch, Schmalkalden

N AR WN

Wissen und Rechnen

Jedes Karo bedeutet eine positive ganze einstellige
Ziffer; gleiche Karos bedeuten also immer gleiche
positive ganze einstellige Ziffern.

Diesen Angaben entsprechend sind unter Anwen-
dung der Rechenregeln die Ziffern zu finden, die
das Gleichungssystem richtig l6sen. (Es sind dabei
die Vorzeichenregeln zu beachten!)

5 5 W. Neugebauer, Berlin
() - (X +&) - W
(Ea_ B)Z _ (ma+ E>2
S - HOS

(Y
XX
Dreiecksgeschichten
Konstruiere vier Dreiecke mit foigenden Seiten auf
Pappe!
1. Dreieck: 3cm, 7cm, 8cm
2. Dreieck: 5cm, 7cm, 8cm
3. Dreieck: 7cm, 8cm, 13cm
4. Dreieck: 7cm, 13cm, 15cm
Schneide danach diese Dreiecke aus und lege sie zu
einem Dreieck aneinander! W. Trager, Dobeln

I



»Auf alle Fille“...!

Es sind mehrstellige natiirliche Zahlen zu finden,
fiir die gelten soll:

Waagerecht

B, Vielfaches von 53

D, Teiler von E,

F, Teiler von E;

G, 22 mehr als H,

Senkrecht

A; Eine Quadratzahl

C, Das 53fache von A4,

E, Aus gleichen Ziffern bestehende Zahl

H, Eine Primzahl StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Geschickt kombiniert

Wie muB das letzte Bild aussehen?

aus: Fules, Budapest

i i

Springen und schlagen!

Zunpichst setzt man auf jedes kreisformige, nicht
graue Feld des abgebildeten Spielbrettes A (Teil des
Schachbretts) oder B (Teil des Halmabretts) einen
Spielstein, z. B. ein Stiick Pappe oder ein 1-Pfennig-

\__/

Spielbrett B

Spielbrett A

Stick. Durch Springen sind danach alle Steine bis
auf einen zu entfernen: Spriinge sind lidngs jeder
eingezeichneten Geraden moglich. Ein Stein darf
einen auf einem benachbarten Feld liegenden Stein
iiberspringen, wenn das Feld hinter dem iibersprun-
genen Stein leer ist. Der springende Stein wird auf
das leere Feld gesetzt und der {ibersprungene Stein
wird vom Spielbrett genommen.

W. Triger, Dobein

Geschickt gepflastert

Um Freiflichen attraktiv zu pflastern, hat der stid-
tische Bauhof zwei Formen angefertigt und mit die-
sen Betonplatten mit gleichlangen Seiten gegossen:

Alle viereckigen Platten sind schwarz gefirbt, die
sechseckigen teils gelb und teils rot. Welche Muster
sind fiir das Pflaster moglich, wenn gleichfarbige

Platten nie eine gemeinsame Seite haben sollen?
W. Triger, Dobeln

Zahlenpuzzle

Setze die Teile des Puzzles in die unten stehenden
Felder, und zwar so, daB man bei Addition der Zei-
len bzw. Spalten die vorgegebenen Ergebnisse er-
halt!

aus: Maximath, Paris

519 715 5
418 8138 6|7 412
6|4 719 416 8§13
Ti2 413 816 917
51 92 716 61
818 813 418 89

338388

17 17 22 27 25 22 29 17 24 20 33 18
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Rotos — ein
neues Logikspiel
Meinen Mathematiklehrern

G. Scheuermann und W. Seiferth
in Dankbarkeit gewidmet

Seit dem Erscheinen des ,,magischen Wiir-
fels“ werden in zunehmendem MaBe inter-
national immer wieder neue Spiele erdacht
und hergestellt, die unseren Geist heraus-
fordern. Der ungarische Professor Rubik —
geistiger Vater des ,Zauberwiirfels“ -
scheint durch seine geniale Erfindung eine
wahre Flut an Geduld-, Puzzle- und Logik-
spielen ausgeldst zu haben, die nicht mehr
abreiBen will. Die hin und wieder zu ver-
nehmende Meinung einiger Zeitgenossen,
daB beispielsweise das Drehen am Wiirfel
eine langweilige, stupide und sinnlose Be-
schiftigung sei, kann wohl am besten
durch die Tatsache entkriiftet werden, daB
sich hervorragende Fachleute diesen The-
men gewidmet haben. Mehr noch: Eine
selbstindige Richtung von Fachliteratur ist
entstanden, Mathematiker haben Rechen-
anlagen gefiittert und deren dem Men-
schen iiberlegene Eigenschaft des ,schnel-
len suchenden Probierens“ genutzt.

An dieser Stelle darf ich Herrn Prof. Dr.
H.-D. Gronau aus Greifswald fiir wertvolle
Hinweise, speziell fiir seine Anregungen
zur Simulation des Spiels auf einem Com-
puter, recht herzlich danken.

Auf der Suche nach
einem Ordnungsalgorithmus

Hat man Rotos erstmals in der Hand, wird
zunichst der Spieltrieb triumphieren. Man
dreht links und rechts, vorwirts und riick-
wirts — immer vom Instinkt geleitet — und
plotzlich kann es passieren, dies zumindest
beim Farbenspiel, daB man die gewiinschte
Ordnung hergestelit hat: die roten Scheib-
chen befinden sich in einer waagerechten
Reihe, die gelben und griinen ebenfalls.
Zwangsldufig stellt sich hier nun die Frage,
wie dieser Erfolg wiederholt werden kann.
Wir hidtten gerne eine Vorschrift, ein Re-
zept, einen Algorithmus, wie die Mathema-
tiker zu sagen pflegen, der uns das ge-
wiinschte Ziel erreichen 1dBt. Versuchen
wir also, uns einen solchen Algorithmus zu
erarbeiten. Zuerst schaffen wir uns eine
Symbolik, damit wir alle Drehfolgen ein-
deutig beschreiben kOnnen. Hat man das
Spiel vor sich, so kann man sowohl die
linke Scheibe (L) als auch die rechte
Scheibe (R) drehen, und zwar jeweils im
Uhrzeigersinn (gekennzeichnet durch posi-
tive Exponenten) oder entgegengesetzt (ne-
gative Exponenten). Unter einer Elemen-
tardrehung wollen wir eine 60°-Drehung
der linken oder rechten Scheibe in Uhrzei-
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gerrichtung oder entgegengesetzt verste-
hen. Somit haben wir die vier Elementar-
ziige L', L', R! und R™!. Lassen wir bei
der Hintereinanderausfithrung von Ele-
mentarziigen die immer vorhandenen und
somit redundanten L-R- bzw. R-L-Wechsel
weg und notieren uns nur den Beginn und
die Potenzen der Drehfolge, so kénnen wir
beispielsweise  fir R™2L'R?  kiirzer
R(—2,1, 3) schreiben. Die Dimension, d. h.
die Anzah) der Elemente des Vektors, wol-
len wir Umfang der Drehfolge nennen und
mit U bezeichnen. Ist nach endlich vielen
Drehungen der Ausgangszustand wieder
erreicht, so nennen wir diese Drehfolge
Identitit I.

Ein Beispiel hierfiir wire L = I. Selbstver-
stindlich gilt analog (R™)¢=R¢=1 usw.
Dies ist trivial und leuchtet jedem sofort
ein. Wie verhilt es sich nun aber mit belie-
bigen anderen Drehfolgen?

AbschlieBend filhren wir noch eine Kurz-
schreibweise fir die Vertauschung zweier
Scheibchen ein. Es bietet sich an, diejeni-
gen der oberen Reihe von links nach rechts
mit ol, 02 und 03 zu bezeichnen; analog
nennen wir die Elemente der unteren
Reihe ul, u2, u3 und bekommen schlieB-
lich fiir die Mittelreihe m1, ..., m4.

Computersimulation

und Mensch-Maschine-Vergleich

Um einen Uberblick zu bekommen, wie
man die Auswertung der Drehversuche
einem Digitalrechner ibertragen kann,
wollen wir das abgebildete FluBdiagramm
(auch Programmablaufplan genannt) be-
trachten. Es sei die Aufgabe gestellt, simt-
liche Drehfolgen der Gestalt Z=L"R2L"
mit I1, 12, 13 € {1, 2, 3, 4, 5} auf Identitit
und bestimmte Vertauschungen zu unter-
suchen. DaBl wir an Stelle von —2 die 4
und fir —1 die 5 als Potenz nehmen, hat
rein  programmiertechnische Ursachen.
Wihrend sich hinter dem FluBbild im we-
sentlichen das Hauptprogramm verbirgt,
stehen die Kistchen ,V“ (Versuch) und
»A“ (Auswertung) symbolisch fiir zwei ei-
genstindige Unterprogramme, die das
eigentliche Herzstlick der Simulation bein-
haiten. Im Unterprogramm (V) wird dem
Rechner zunichst durch die Anweisung
0l:=0, 02:=1, ..., u3: =9 der geordnete
Zustand mitgeteilt. Nun programmiert
man eine Realisierung fir L! und eine fir
R!, bei hoheren Potenzen wird der entspre-
chende Programmteil einfach mehrmals
abgearbeitet. Bei L' wandert das Scheib-

chen oben links beispielsweise um eine Po-
sition nach rechts. Fiir den Computer heiBt
das: 02: = ol (also ist jetzt 02 = 0) usw. Das
Auswerteprogramm (A) vergleicht nun den
(geordneten) Ausgangszustand mit der ak-
tuellen Belegung der Variablen ol, o2, ...,
u3l.

AbschiieBend wollen wir noch einen inter-
essanten Zeitvergleich zwischen Mensch
und Maschine anstellen. Notiert man sich
die Ausgangsstellung und den Endzustand
fiir eine Drehfolge vom Umfang U =7, so
benitigt man dafiir etwa 150 Sekunden.
Wollte man siamtliche Folgen vom Umfang
U=7 auf diese Weise auswerten, so
brauchte man dafiir 2-57-150 Sekunden
bzw. 271 Tage. Ein modemer Computer
schafft es in 20 Minuten! Um das Spiel
griindlich zu untersuchen, miiite man aber
alle Drehfolgen vom Umfang U=2 bis
etwa U =9 betrachten. Das sind

2(52+ 5%+ ... + 5°) = 4882 800 Varianten.

Nach unserer Kalkulation entspricht dies
einem menschlichen Arbeitspensum von
etwa 23 Jahren. Ein Rechner hingegen
wire bereits in der Nachtschicht des ersten
Tages arbeitslos, da er diese Aufgabe in
knapp 11 Stunden erledigt.

Die Ordnung von Drehfolgen

Wir legen uns nun die Aufgabe vor, eine
feste Zugfolge, etwa Z = L~ 'R!, und ihre
wiederholte Anwendung niher zu untersu-
chen. Es ergibt sich die Frage: Wie oft mu8
man die Folge Z hintereinander ausfiihren,
um den Ausgangszustand zu erhalten? In
mathematischer Formulierung heiBt das:
Bestimme die kleinste natiirliche Zahl n,
fir die gilt Z" = 1. Wir fiihren dafiir die Be-
zeichnung O(Z)=n ein und nennen n
Ordnung der Zugfolge Z. Fiir Z = L ist die
Losung bereits bekannt, ndmlich O(L) = 6.
Tabelle 1 enthilt die Ordnungen fir einige
weitere Zugfolgen.

z 0(2) Tabelle 1
L2R? 3
L 'R! 5
LR 8
L2R' 12
LIR! 21
L?R! 30

Automatisch ergibt sich an dieser Stelle
die Frage nach der maximalen Ordnung
von Drehfolgen bei unserem Spiel. Dieses
Problem werden wir im folgenden Ab-
schnitt wieder aufgreifen.

Permutationen
Wenn es um Fragen der Anordnung, Um-
ordnung und Vertauschung von Elementen
einer vorgegebenen endlichen Menge geht,
kann man stets die fiir Permutationen iibli-
che Schreibweise anwenden und die Er-
kenntnisse aus der Theorie der Permutatio-
nen nutzen. Notieren wir uns in einer Zeile
den Zustand vor einer Drehfolge und dar-
unter das Ergebnis des Drehversuchs, so er-
halten wir beispielsweise fiir die Identitit
den Ausdruck
1—0123456789)
_(0123456789'



Programmablaufplan zur Simulation einer Drehfolge vom Umfang U =3

In jedem Falle ergibt sich so eine umkehr-
bar eindeutige Abbildung von der Menge
der Scheibenpositionen (in der ersten Zeile
immer in geordneter Reihenfolge darge-
stellt) auf die Menge der Scheibchen (in
der zweiten Zeile als Permutation der
Scheibennummern notiert). Eine zweifa-
che Drehung der linken Scheibe in Uhrzei-
gerrichtung — ausgehend vom geordneten
Zustand - hat man also in der Form
Lz=(0123456789)
73 2 8 406 519
niederzuschreiben. Ebenso gilt
Rl=(0123456789
0 41385279 6
Fiir die multiplikative Verkniipfung dieser
Permutationen ergibt sich
w101 23 456 789
LR_(7319802546)‘
In der kiirzeren Zyklenschreibweise be-
kommt der letzte Ausdruck die Form
LR'=(0 7 51 3 9 6 2)(4 8).
An dieser Stelle wollen wir nun noch ein-
mal auf die Fragestellung des letzten Ab-
schnitts - diesmal aus rein mathemati-
scher Sicht — zu sprechen kommen: Fiir
welche n gilt (LZR)"=1?
Wir verwenden zunichst die GesetzmiBig-
keit, daB jeder Zyklus aus n Elementen
nach n-maliger Hintereinanderausflihrung
in Einerzyklen zerfillt, d. h. die Identitit
liefert. Mit Hilfe der Beispiele

vt (D 8-

© 7 5)’=((7) z (5))((7) Z (5))(2 ; (5’)

141213
VILR L

]
A | Auswertung

L 1

075
-5 7 3)~OO®

und einem kleinen induktiven Beweis
kann man sich das schnell klarmachen.
Damit k6nnen wir unsere Frage beantwor-
ten, denn aus O(L?R!) =kgV(2,3,5) =30
folgt unmittelbar n = 30m. Hier bezeichnet
kgV das kleinste gemeinsame Vielfache
und m ist eine beliebige natiirliche Zahl.
Gleichzeitig ist 30 auch die gr6Bte bei Ro-
tos mogliche Ordnung.

Optimierung von Ziigen
Dieser Abschnitt trigt eher theoretischen,
man konnte fast sagen #sthetischen Cha-
rakter, denn fiir den Hausgebrauch diirfte
es belanglos sein, zwischen 2 oder 4 Ele-
mentarziigen zu unterscheiden. Es ist un-
mittelbar klar, daB sich die Ziige Z, =
und Z,=1L"? hinsichtlich ihrer Wirkung
nicht unterscheiden; wohl aber benétigt Z,
zwei Elementardrehungen weniger. Diesen
Sachverhalt kann man sich fur das Verkiir-
zen von Drehfolgen zunutze machen, wie
folgendes Beispiel zeigt.
Es sei jetzt

= L2RS(L’R%)’R 2L -2
und Z2 L2R'L*(R’LY)RIL2%
Da wir lediglich die Beziehungen RS =R}
und R’R"?=R! ausgenutzt haben, fiihrt
die um 8 Elementardrehungen kiirzere
Folge Z, zu dem gleichen Ergebnis wie Z,.

Zusammenstellung einiger Zugfolgen
Aus der Menge aller méglichen Drehfolgen
sind natiirlich diejenigen am interessante-

sten, mit denen man gezielt Positionsver-
tauschungen vornehmen kann. Es liegt nun
quasi am Wesen des Spiels, daB wir den
Idealfall, bei dem 8 Scheibchen ihren Platz
beibehalten und nur zwei ihre Positionen
miteinander vertauschen, nicht erwarten
diirfen. Hat man aber mit etwas Intuition
und Systernatik den ,Schliisselzug” (Z11)
gefunden, der die Vertauschungen
ml-m3 und m2 - m4 ausfiihrt, so kann
man davon viele andere Ziige ableiten. Be-
zeichnen wir mit Z eine beliebige, im Hin-
blick auf die Uberschaubarkeit aber nicht
zu komplizierte Drehfolge, so erweist sich
die Untersuchung von Ziigen der Gestalt
ZY(R?L’)’Z-! mit dem Hintergedanken als
sinnvoll, daB man zunichst bestimmte
Scheibchen in die Mittelreihe ,hinein-
dreht, danach die Vertauschungen von
Z11 nutzt und schlieBlich mit der inversen
Operation Z~! die Drehfolge beendet. Die
in Tabelle 2 enthaltenen Ziige sind hin-
sichtlich ihrer Wirkung optimal und voll-
stindig. Fiir die Vertauschungen ol —u2,
m2 -m4 zum Beispiel gibt es als kiirzeste
nur die mit Z1 bezeichneten zwei Ziige.
Den mit Computer gefiihrten Beweis fur
diesen Sachverhalt miissen wir dem Leser
allerdings schuldig bleiben.

Zug Drehfolge

Wirkung

Z1 L1(2,3,3,3,3,3,1)

0l-u2, m2-m4

L(-1,3,3,3,3,3,-2)

Z2 L(1,3,3,3,3,3,2) 02-ul, m2-m4
L(-2,3,3,3,3,3,-1)

Z3 R(2,3,3,3,3,3,1) 02-u3, ml-m3
R(-1,3,3,3,3,3,-2)

Z4 R(1,3,3,3,3,3,2) 03-u2, ml1-m3
R(-2,3,3,3,3,3,-1)

Z5 R(-2,1,3,3,3,3,3,2,2) ul-m4, 03—u2
R(-2,-2,3,3,3,3,3,-1,2)

Z6 R(2,2,3,3,3,3,3,1,-2) ol-m4, 02-u3
R(2,-1,3,3,3,3,3,-2,-2)

Z7 1(Q,2,3,3,3,3,3,1,-2 ml-u3, ol-u2
L(2,-1,3,3,3,3,3,-2,-2)

Z8 L(-2,-2,3,3,3,3,3,-1,2) ml-03, 02-ul
L(-2,1,3,3,3,3,3,2,2)

Z9 L@3,-2,2,2,1) ol-ul, m3-m4
L{(-1,-2,-2,2,3)
L(1,2,2,-2,3)
L(3,2,-2,-2,-1)

Z10 R(3,-2,2,2,1) 03-u3, ml1-m2
R(-1,-2,-2,2,3)
R(1,2,2,-2,3)
R@3,2,-2,-2,-1)

Z11 R(3,3,3,3,3,3) ml-m3,
L(3,3,3,3,3,3) m2-mé

Tabelle 2

Ordnen des Farbenspiels

Wir wenden uns nun dem Ordnen des Far-
benspiels zu. Dies geht relativ schneil und
problemlos. Zunichst bringen wir die gel-
ben Scheiben in die in Bild 1 gezeigte Aus-
gangsstellung. Wie man mit Hilfe einer
Fallunterscheidung beziiglich der Positio-
nierung der gelben Scheiben zeigen kann,
ist das immer mit hochstens 16 Elementar-
ziigen méglich. Nach R?L? liegt die Mittel-
reihe geordnet vor. Nun betrachten wir
0.B.d.A. nur die neun Fille, bei denen
sich in der oberen Reihe genau ein blaues
Scheibchen befindet (ansonsten dreht man
das Spiel um).
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Bild 10

Bilden die blauen Scheibchen ein gleich-
seitiges Dreieck, so ist man.nach Z9, Z10
fertig. In allen anderen Fillen geniigen die
Drehfolgen L3, R, Z1, Z2, Z3 und Z4. Fiir
das Ordnen des Farbenspiels benétigen wir
also im unginstigsten Falle 16 +8+3
+ 18 = 45 Elementarziige.

Ordnen des Zahlenspiels

Das Ordnen der Zahlen in wachsender
oder fallender Reihenfolge gestaltet sich et-
was aufwendiger, haben wir doch 3628000
mdégliche Ausgangsstellungen. Wie kommt
man auf diese gewaltige Zahl? Dazu stellen
wir uns vor, wir hiitten simtliche Zahlen-
scheibchen hintereinander auf eine Schaur
gefddelt (Bild 2).

Wir haben 10 unterschiedliche Scheibchen
zur Verfigung und kénnen diese nach den
Gesetzen der Kombinatorik auf 10!
= 3628000 verschiedene Arten anordnen
und erhalten also ebenso viele verschie-
dene ,Zahlenschniire“. Legt man jede
Schnur entsprechend Bild 3 zusammen, so
erhilt man simtliche Konfigurationen un-
seres Spiels. Wir stellen hier einen Algo-
rithmus vor, der lediglich den Zug Z9 be-
notigt und aus jeder Stellung nach maxi-
mal 85 Elementarziigen zum Ziel Rihrt.
Davon sind hochstens 17 Elementarziige
fur den ,linken Bogen“ (01, ml, ul) notig,
5(3 + 10) = 65 fiir das Ordnen des rechten
Rings und drei fir dessen richtige Positio-
nierung. Betrachten wir bei dem in wachs-
ender Folge geordneten Spiel die Zahlen-
folge auf der rechten Scheibe, so konnen
wir den Zyklus (1, 2, 6, 9, 8, 4) ablesen. Im
ungiinstigsten Falle steht kein Scheibchen
auf dem richtigen Platz. Dann miissen wir
in Einzelschritten 5 Scheibchen neu pla-
zieren, indem wir jedes zunichst in den
rechten Mittelpunkt (m3) iiberfiihren, da-
nach mit R! die richtige Zyklusposition auf
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Bild 2

G =gelb, R = Rot, B = blau

®E@®
oJelele;

Bild 11

~@-

Bild 12

m4 bringen und schlieBlich wieder mit Z9
die Vertauschung m3-m4 durchfiihren. Da
wir im allgemeinen eine ungerade Anzahl
von Vertauschungen durchfiihren miissen,
belegen wir zu Beginn die Felder ol, ml
und ul entsprechend Bild 4.

Farbmuster, Symmetrien

und Zahlenkonfigurationen

Beim Farbenspiel gibt es viele schone Mu-
ster, die man unter Verwendung der Zug-
folgen aus Tabelle 2 herstellen kann. Ei-
nige Beispiele sind in den Bildern S bis 11
dargestellt. An dieser Stelle wollen wir
auch die Symmetrien zwischen L- und R-
Drehfolgen erwihnen, die man bei Rotos
sofort vermuten kann. Auch die Identitit
beinhaltet Symmetrien:
L(-2,2,2,2,2,2,-2) =1
=R(1,2,2,2,2,2,1).

DaB3 man auch beim Zahlenspiel auBBer der
geordneten Reihenfolge noch viele interes-
sante Zahlenkonfigurationen angeben
kann, belegt Bild 12. Dort ist die Summe
der Zahlen in jeder Zeile gleich 15. Da es
insgesamt 17280 voneinander verschie-
dene Anordnungen mit dieser Zeilen-
summe gibt, wird der Leser leicht weitere
finden.

Diejenigen Leser, die Rotos nun ,durch-
forscht“ haben, wiinschen sich jetzt sicher
ein neues Logikspiel. Gibt es wirklich
keine offenen Fragen mehr? Dies kann
nicht der Fall sein! - Gibt es Ziige, die die
Vertauschungen ol-02, 02-03, ul-u2
oder u2-u3 bewirken? Mit welcher kiirze-
sten Zugfolge erreicht man die Identitit?
Wenn der Leser sich das Spiel erneut vor-
nimmt oder zum magischen Tetraeder,
Fiinfzehnerspiel usw. greift, hat dieser Bei-
trag seinen Zweck erfullt.

R. Patzold
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Das Schachproblem

Das Schachproblem ist eine von dem Ver-
fasser konstruierte Schachstellung mit der
Forderung, das Matt in einer bestimmten
Ziigezahl zu erzwingen. Es stellt also keine
zufillig im Zweikampf entstandene Phase
einer tatsichlich gespielten Partie, sondem
eine bewuBt geschaffene, komponierte
Schachposition dar. Dadurch konnen oft
eindrucksvolle und verborgene Ideen des
Schachspiels in Schachproblemen darge-
steilt werden. Die Darstellung bestimmter
Ideen wird unter sparsamster Verwendung
der Mittel, des Figurenmaterials und der
Ziigezahl sowie unter optimaler Ausnut-
zung des Raumes auf dem Schachbrett an-
gestrebt.
Das Schachproblem zeigt sich stets auch
als ein Ritsel, wobei der Ritselcharakter je
nach dem Grad der Schwierigkeit der L6-
sung und ihres Uberraschungseffekts mehr
oder weniger ausgepragt ist. An ihm kann
der Loser sein logisches Denken und seine
schnelle Auffassungsgabe iiben und trai-
nieren. Aber nicht nur dem Loser wird
dsthetischer GenuB zuteil, sondern auch
dem Verfasser von Schachproblemen. Die-
ser bemiiht sich stets nach weiterer Ideen-
bereicherung und kiinstlerischer Vervoll-
kommnung in seinen Schachproblemen.
Es gibt viele schOone und interessante
Schachprobleme, die man noch nach Jah-
ren immer wieder mit Freude und GenuB
betrachtet, obwohl man die Losung langst
kennt. LieBe sich das etwa von einem noch
so geistreichen Kreuzwortriitsel denken?
Das Schachproblem ist eben nicht nur Rit-
sel, sondern entschieden mehr.
Eine preisgekronte, 78 Jahre alte Aufgabe
von G. Heathcote: Matt in 2 Ziigen
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Eine Aufgabe
von Prof. Dr.

B. Goldschmidt

Biotechnikum
der Martin-Luther-Universitit Halle

In vielen Zweigen der Naturwissenschaften
muB man MeBpunkte durch geeignete
Funktionen f méglichst gut beschreiben.
Dazu berechnet man den Fehler bzw. die
Abweichung aus den Differenzen zwischen
dem i-ten MeBwert y; und dem Funktions-
wert f(x;) am MeBpunkt x;. In den meisten
Fillen stellt man diesen Fehler F als
Summe der Quadrate dieser Differenzen
dar:

F=(n=f0) + .o+ (3= fx)".

Die Funktion f kann von bestimmten Para-
metem p, q, r, ... abhingen, die so gewihlt
werden sollen, daB F moglichst klein wird.

A3011a Sei f(x)=px+gq. An den
Punkten x;,x,,x; werden die Werte
¥1,¥2,y: gemessen. Wie miissen p und ¢
gewihlt werden, damit F méglichst klein
wird?
Wie groB sind p und ¢, wenn

x=1 »n=1 x=2, y»=3

x3=3, y3=2

sind?

Kurzbiographie

Jahrgang 1950 — Abitur 1968 — Mathema-
tikstudium an der Martin-Luther-Universi-
tit Halle 1968 bis 1972 — Forschungsstu-
dium 1972 bis 1975 — 1975 Promotion A
(Cousin-Probleme bei partiellen Differenti-
algleichungen) — seit 1975 Assistent bzw.
Oberassistent an der Sektion Mathematik
der Martin-Luther-Universitat - NVA
1976 bis 1978 — 1980 Dissertation B (Ver-
allgemeinerte analytische Vektoren im
R") — 1981/82 Praxisaufenthalt im VEB
Chemiekombinat Bitterfeld (Anwendung
mathematischer Methoden in der Biotech-
nologie) — 1984 Berufung zum Dozenten
fir Analysis an die Sektion Mathematik
der MLU — 1987 Lehrstuhl fiir Biomathe-
matik am Biotechnikum der MLU - ver-
heiratet — 3 Kinder.

Die Arbeit
eines Mathematikers
am Biotechnikum

Das Biotechnikum an der Martin-Luther-
Universitit Halle wurde gegriindet, um bio-
logische Wirkprinzipien zu erforschen und
diese bei der Produktion qualitativ hoch-
wertiger Lebensmittel, neuer und spezifi-
scher Arzneimitte] oder dem Abbau von
Schadstoffen und Abprodukten anzuwen-
den. Um biotechnologische Verfahren in
der Volkswirtschaft zu nutzen, miissen im-
mense finanzielle und technische Mittel
fir den Bau und das Betreiben von Anla-
gen bereitgestellt werden. Deshalb ist es
notwendig, diese Verfahren 6konomisch zu
optimieren und die stabilen Arbeitsberei-
che zu bestimmen. Um diese Aufgabe zu
l6sen, versucht man, solche Anlagen auf
modernen Rechnern nachzubilden und de-
ren Verhalten unter unterschiedlichsten
Bedingungen zu studieren. Dies geschieht
in mehreren Stufen:

1. Formulierung der Zielstellung,
der Voraussetzungen
und der Zusammenhange

In dieser Phase, die vom Naturwissen-
schaftler, Konstrukteur oder Betreiber
einer Anlage initiiert wird, kommt es dar-
auf an, moglichst genau die Problemkiasse
anzugeben, die untersucht werden soll
(z. B. welche Einfliisse untersucht werden
sollen, welche man vernachldssigen kann,
wie genau die Ergebnisse sein miissen, auf
welche MeBergebnisse und theoretische
Untersuchungen man sich stiitzen kann
usw.).

2. Modellierung

Unter mathematischer Modellierung ver-
steht man das Aufstellen von Gleichungen
und Relationen, um bestimmte Sachver-
halte der Realitit nachzubilden (wie das
Aufstellen der Gleichungen bei der Losung
von Sachaufgaben im Unterricht). Hier
werden Naturgesetze (z. B. Gesetz iiber die
Erhaltung der Masse und Energie — Bi-
lanzgleichungen), physikalisch-chemische
GesetzmaBigkeiten (Wirmeleitung, Reak-
tionsgeschwindigkeit), empirisch-statisti-
sche Zusammenhinge (z. B. der Zusam-
menhang zwischen Riihrerdrehzahl und
Durchmischung) sowie Materialeigenschaf-
ten (z. B. Abhdngigkeit der Viskositit von
der Temperatur) beriicksichtigt. In dieser
Phase arbeiten Mathematiker, Naturwis-
senschaftler und Techniker eng zusammen.

3. Losung der Modellgleichungen
Hier wird untersucht, ob die Gleichungen

iberhaupt Losungen besitzen (Existenz).

und ob es eindeutig bestimmte oder meh-
rere gibt (Eindeutigkeit). Weiterhin werden
Eigenschaften der Losungen untersucht
(Extremwerte, Nullstellen, Verhalten an
den Rindern, Monotonie usw.). Bei allge-
meinen Modellen ist die Berechnung der
Losung sehr kompliziert und im allgemei-
nen nur mit Hilfe von Computern ndhe-
rungsweise moglich. Dann ist es unsere

Aufgabe, Methoden zur Losung dieser
Gleichungen zu entwickeln und die dazu-
gehorigen Computerprogramme zu schrei-
ben. Wir arbeiten i. a. auf Personalcompu-
tern in der Programmiersprache PASCAL.

4. Anpassung der Modell-
gleichungen an MeBwerte

Modeligleichungen enthalten im allgemei-
nen Parameter, deren Wert nicht genau be-
kannt ist bzw. deren Wert eine Vielzahl
von Eigenschaften beschreibt. Je nach
Wahl dieser Werte wird die gesuchte Lo-
sung den untersuchten Sachverhalt gut
oder schlecht beschreiben. Man konnte
nun einfach verschiedene Werte fiir die Pa-
rameter ausprobieren, um eine gute Anpas-
sung der Losung zu finden. Dabei wird
man fiir die Giite der Anpassung ein Krite-
rium (Fehler) definieren miissen. Mit Hilfe
schneller und robuster Optimierungsver-
fahren ist man auch in der Lage, diese Mo-
dellparameter automatisch zu bestimmen.
Auch dafiir wurden von uns geeignete Al-
gorithmen entwickell (siehe Aufgabe).

5. Auswertung der Losungen

Die so gefundenen Losungen miissen jetzt
klar und ibersichtlich dargestellt werden
(Tabellen, Graphiken) und mit den Aus-
gangswerten verglichen werden. Ist die
Ubereinstimmung des Modells mit den be-
kannten Werten gut, so kann man das Mo-
dell fir weitgehende Aufgaben verwenden.
Andernfalls miissen die Fehler genau ana-
lysiert werden (z.B. ob man unzulissige
Vereinfachungen getroffen hat) und emeut
eine Modellierung vorgenommen werden.

6. Simulation und Optimierung

Mit derartigen mathematischen Modellen
kann man eine Reihe von Uberlegungen
anstellen, z. B.

— Testen von Hypothesen iiber Zusam-
menhinge und Abhingigkeiten, um die Ur-
sachen von naturwissenschaftlichen Phino-
menen zu erkennen und nutzbar zu
machen.

— Durchfiihrung von Simulationen auf
Computern, d.h. z. B. Durchspielen von
Wachstums- und Produktionsprozessen bei
unterschiedlichen Ausgangssituationen
(Rohstoff, Anlagenkonfiguration) oder un-
terschiedlichen Qualitdts- und Quantitits-
parametern (Konzentration, Energie usw.).
- Optimierung von Anlagen und Verfah-
ren.

Auf dieser Grundlage wurde von uns in
den letzten Jahren ein Programmpaket
~Modellbank Biotechnologie“ entwickelt,
mit dem man derartige Probleme schnell
und sicher bearbeiten kann.

Um derartig komplizierte Aufgaben 16sen
zu kénnen, mufl ein Mathematiker neben
der sicheren Beherrschung der Methoden
und Verfahren in der Lage sein, naturwis-
senschaftliche Zusammenhinge zu verste-
hen und fachgebietsspezifische Anwendun-
gen zu iiberblicken. Er muB die Fahigkeit
besitzen, sich mit Biologen und Ingenieu-
ren in deren Terminologie zu verstindigen
und neuere Entwicklungen in der Literatur
verfolgen. B. Goldschmidt
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Olympiasieger in mathematischer
Disziplin — Andreas Siebert

Ein Erlebnisbericht von der XXIX.IMO in Canberra

Andreas Siebert wurde am 15.2.1971 in
Berlin geboren. Im Kreisklub ,Junge Mathe-
matiker* in Képenick begann ab der 3. Klasse
die ernsthafte Beschdftigung mit der Mathe-
matik. Dann ging es folgerichtig ¥iber die
Kreisolympiade, Mathematische Schiilergesell-
schaft, DDR-Ausscheide und die Spezialschule
,Heinrich Hertz“ Berlin weiter. Bei den DDR-
Olympiaden 1986, 1987 und 1988 erang An-
dreas 1. Preise. Der 1. Preis in Canberra diirfte
der bisher hichste Lohn fiir seine harte, diszi-
plinierte Arbeit sein. Was nicht heift, daf da
nicht auch viel Spafi am Hobby Mathematik
dabei ist. Und wenn sich Andreas entspannen
will, tut er das bei Musik von Pankow oder
Herbert Gronemeyer sowie einem tdglichen
Eis.

‘Wir wiinschen Andreas weiterhin viel Erfolg
auch bei seinem geplanten Mathematikstudium
an der Humboldt-Universitit. Alphons

Nach harten Wochen Trainingslehrgang
und einigen Klausuren stand fest, daB wir,
Frank Goring, Dirk Liebscher, Martin
Welk, Gerard Zenker und ich, fiir gut eine
Woche nach Australien fahren, um dort an
der IMO teilzunehmen.

Also trafen wir uns am Sonntag, dem
10.7.1988 in Berlin mit unserem Betreuer
Dr. Quasthoff, verbrachten noch einen
schénen Tag, lieBen uns mit Informatio-
nen iiber Australien vollstopfen und setz-
ten uns schlieBlich ins Flugzeug, um iiber
Dubai, Singapur und Melbourne nach Syd-
ney zu fliegen.

Die erste Uberraschung traf uns in Dubai,
wo wir gegen Morgen landeten und uns
35°C im Schatten erwarteten. Zu unserem
Gliick war hier alles klimatisiert. Nach
knapp 25 Stunden Flug erreichten wir
mehr oder minder unbeschadet am Mitt-
wochmorgen den Flughafen von Sydney
und begaben uns zu unserer Unterkunft.
Natiirlich nutzten wir unseren kurzen Auf-
enthalt, um uns die Stadt anzusehen. So
sahen wir die weltberilhmte Oper von Syd-
ney, das chinesische Viertel und die Wol-
kenkratzer von Sydney. Obwohl wir ja nur
einige Stunden in Sydney waren, glaubte
ich fest daran, daB wir fast alle Wolkenkrat-
zer dieser Stadt gesehen haben. Denn ei-
nige Minuten vom Stadtzentrum entfernt
und ein Dreigeschosser ist ein grofes
Haus. Man hatte zeitweise das Gefiihl,
nicht in einer Zweimillionenstadt, sondern
in einem riesigen Dorf zu sein.

Vorhin schrieb ich tiber die tropische Hitze
von Dubai, nun muB ich auch das Klima
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von Sydney erwidhnen, denn wir sind ja in
den australischen Winter geflogen. Also
»Winter“ war das nicht, denn wir konnten
uns die Stadt im T-Shirt ansehen. Dement-
sprechend war auch die Flora und Fauna.
Es waren Palmen und anderes tropisches
Gewichs zu sehen.

Als wir meinten, die Stadt besichtigt zu ha-
ben und es langsam dunkel wurde, sind wir
zu unserer Unterkunft gefahren, nahmen
noch die Informationsmaterialien entgegen
und schliefen uns ordentlich aus, denn der
Flug nimmt einen-ziemlich mit und auch
die Zeitdifferenz von acht Stunden ist zu
verkraften. So ging unser erster Tag auf der
Siidhalbkugel ziemlich schnell vorbei.

Am nichsten Tag machten wir uns auf die
Reise nach Canberra, an und fir sich
schon eine Reise allein. Die Fahrt dauerte
Lhur“ vier Stunden, denn die Dimensionen
sind auf dem 5. Kontinent doch anders als
bei uns in Mitteleuropa. Auf der ganzen
Fahrt sind wir durch eine (!) Siedlung ge-
kommen. Ubrigens — fiir alle Autofans —
sind dort die Straen fast autoleer.

An unserem 2. Tag wurden wir vom Veran-
stalter willkommen geheiBen. Da die Zere-
monie abends stattfand, nutzten wir gleich
die Moglichkeit unser astronomisches Wis-
sen aufzufiillen — wir suchten und fanden
das Kreuz des Siidens.

Am Freitag und Sonnabend schrieben wir
die beiden Klausuren, die erwartet hart wa-
ren. Am Sonnavend besuchten wir noch
ein Museum, in dem physikalische und
technische Kuriosa und Experimente zu
sehen und auszuprobieren waren. Den
Abend beschioB ein temperamentvoller
Buschtanz.

Am Sonntag zeigte uns ein ehemaliger Bu-
merangweltmeister, selbstverstdndlich aus
Australien, wie man den Bumerang werfen
muB, daB er auch zuriickkommt. Am
Abend gab es einen Mathemannschafts-
wettbewerb (die Regeln habe ich nachfol-
gend beschrieben). Er bereitete uns und
unserer tiirkischen Partnermannschaft viel
SpaB, so daB unsere mittelméBige Plazie-
rung schnell vergessen war.

Damit wir auch wirklich glauben, daB es in
Australien die Kinguruhs wie bei uns Ka-
ninchen (oder noch mehr) gibt, machten
wir einen Tagesausflug zu ihnen und tat-
sdachlich — sie hoppelten rum. Fiir Leute
(,die sie mogen“) ist es moglich sie zu
streicheln, doch wir waren dazu zu unge-
schickt. Da in Australien Winter war, aber
kein Schnee lag, zogen wir zu einer Bob-

bahn mit Schlitten auf Rollen, wo man
richtig auf Tempo kam, was den SpaB3 noch
steigerte. Selbstverstindlich schauten wir
uns auch Canberra an, fuhren auf den
Fernsehturm und waren auch hier von den
Dimensionen beeindruckt. Beinah hitte
ich es vergessen — Australien feierte seinen
200. Geburtstag seiner Besiedlung, und das
war an jeder Ecke zu sehen. Dieser Tages-
ausflug war eine gute Ablenkung, denn am
Abend sollte feststehen, wieviel Punkte je-
der in der Endabrechnung haben wiirde.
Die groBe Rechnerei ging los und jeder
hoffte natiirlich...! (Unsere Plazierungen
konntet ihr ja in ,alpha“ Heft 6/88 erfah-
ren.) Wir genossen also diesen Tag und wa-
ren einmal freudig iiberrascht, denn der
Feldstecher der Wildhiiterin kam aus der
DDR, von Carl Zeiss — und das im fernen
Australien.

Am vorletzten Tag in Australien statteten
wir einem australischen College und einer
australischen Familie einen Besuch ab.
Hier lernten wir noch einmal das sympathi-
sche Temperament der Australier kennen.
Den Abend schloB ein Essen in der Piz-
zeria Hut ab, die es angeblich in jeder
Siedlung geben soll. Von der Qualitit des
Essens waren wir wie vom Service ange-
nehm iiberrascht. Der letzte Tag war wie-
der dem mebhr offiziellen Programm gewid-
met - der mit dem Besuch unserer
Botschaft begann. Wir und auch die ,Bot-
schaftler waren doch erfreut, endlich mal
Landsminner hier am anderen Ende der
Welt zu treffen.

Die Uberreichung der Medaillen fand im
Nationaltheater von Canberra statt. Der au-
stralische Premierminister Bob Hawke
iiberreichte mir, wie den anderen 16 Gold-
medaillengewinnem, die Goldene Plakette.
Das war natiirlich der ,Punkt aufs i“. Wir
waren iiberhaupt von dem offentlichen 1n-
teresse angenehm iiberrascht. Leider ging
diese Woche auf der Siidhalbkugel zu
schnell vorbei — aber wir sollten noch
einen Tag Singapur genieBen diirfen. Also
flogen wir am 21. nach Singapur - am
Abend zuvor testeten wir noch das australi-
sche Bier und hielten es fiir trinkbar — mit
Singapur Airlines in einer Boeing 747 (ein
Riesending), wo wir vom Service ein-
schlieBlich Radioprogramm und Film so-
wie den Mahlzeiten angenehm iiberrascht
wurden.

Also in Singapur, wir iibernachteten noch,
besuchten wir am nichsten Tag die Singa-
purer Innenstadt bei tropischer Hitze. Wir
schauten uns das chinesische Viertel an
und wenn man etwas kaufen wollte, waren
im allgemeinen erst mal Verhandlungen —
wie in ganz Singapur — notwendig, wenn
man nicht zu viel bezahlen wollte. Von
Singapur wurden wir noch vom freundli-
chen Interflugvertreter  verabschiedet.
Dann flogen wir iiber Bombay, wo wir uns
mit den letzten Souvenirs bewaffneten,
nach Moskau. Von hier war es dann ,,nur
noch ein , Katzensprung“ bis nach Berlin —
wo wir auch schon von Vertretern des Mi-
nisteriums, der FDJ, der Medien und nicht
zuletzt den ,privaten Fans“, Familie und
Klassenkameraden begriiBt wurden.



Diese IMO war fiir uns ein schoner Héhe-
punkt bzw. AbschluB unserer langen Olym-
piadelaufbahn.

Nun will ich euch die Regeln fiir den Ma-
thewettbewerb nennen, den ihr sicherlich
in Schule oder Kreisklub durchfiihren
konnt:

1. Die Mannschaften bestehen aus je zwei
Gruppen A und B.

2. Zuerst bekommt Gruppe A eine Auf-
gabe.

3. Lost sie diese, ist Gruppe B an der
Reihe, dann wieder Gruppe A usw.

4. Lost sie sie nicht richtig, darf sie es
noch einmal versuchen und noch einmal
usw. bis sie die Aufgabe hat oder bis sie
aufgibt.

5. Fiir jede geloste Aufgabe gibt es einen
Punkt.

6. Die Mannschaft mit den meisten Punk-
ten (Summe aus beiden Gruppen) in einer
vorgegebenen Zeit ist Sieger.

7. Den Transport von Aufgaben und Lo-
sungen kann man, wenn man will, durch
Sporteinlagen ausschmiicken.
AbschlieBend stellt euch Andreas die
6. Aufgabe der IMO 1988 vor, die keiner
aus unserer Mannschaft geldst hatte.
Aufgabe: Es seien a und b positive ganze
Zahlen, so daB ab+1 ein Teiler von
a’+ b?ist.
Man zeige, daB

ganzen Zahl ist.
Lésung: Angenommen, es existieren posi-
tive ganze Zahlen e, b mit ab + 1|a? + b2
al+ b?
ab+1
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit,
a =< b und unter allen diesen Paaren (a, b)
die der Bedingung nicht geniigen, wihle
ich ein solches mit minimalem b aus.
a’+ b?
ab+1
=b2—c-ab+(a’—c¢)=0

2,2
ac asc
=>b1_2=71“w 2 -a’+c.

Offensichtlich gilt:" Wenn das Paar (a, b)
nicht den Bedingungen der Aufgabe ge-

l’_c,a). Wenn

d<bund a < b= das ge-

2 2

a

+ .
e das Quadrat einer

und ist keine Quadratzahl. Sei,

=c=a’+b*=cab+1)

. a?
niigt, so auch nicht (
2_

b
wibhite (a, b) war nicht minimal. Das ist ein
Widerspruch zur Annahme. Also war die
Annahme falsch und die Behauptung gilt.
Bleibt der Fall a=5 und der Fall
al-c¢

a<b, so

=0 zu diskutieren.
Sei a = b: Dann gilt a? + 12a2.
Daa?+1R2a2+2=a*+12=a=1.
Fira=b=1gilt ab+ 1 und
a2+ b?=2=a+bYab+ 1=
Behauptung gilt.

2 _
Sei a b ¢
= bXab+1)=sc(ab+1)
=a’b+a’sa’+ bh?=a’bsb?=a’sbh.
Wie man sich leicht {iberzeugt, ist fur
b > a? nie ab + 1|a? + b2. Bleibt also
b’=a=>a’*+ b2=a’+ a®und

2 2
_ 4. a*+b
ab+1 1+a:>—ab+1

=0oal-cs0ea’sc

=ga?q.e.d.

alpha-
Wettbewerb
1987/88

Preistrager

Susanne Dribenstedt, Aderstedt; René Erler, Al-
tenburg; Veneta Tiirke, Auerbach; Silvio Strech,
Bad Salzungen; Thoralf Czichy, Bergfelde; Gun-
dula Hofer, Stefan Skonietzki, beide Berlin; Nor-
bert Schréder, Bernau; Stephan Schrameier,
Blankenfelde; André Schmatloch, Blankenhain;
Torsten Schmidt, Sandra Nothnagel, Denise
Schellenberg, Comelia PleS, Kati Reum, alle
Breitungen; Anett Gschwender, Brohm; Torsten
Peter, Brotterode; Christian Griepenhog, Brusen-
dorf; Silvio Loffler, Hagen Lessing, beide Cott-
bus; Stefan Hiibner, Christian Végle, Andreas
Kirchberg, alle Dingelstiddt; Daniel Arndt, Mar-
cus Heinrich, Steffen Petzold, Torsten Schmack,
alle Dresden; André Kratzert, Diirrrdhrsdorf; Di-
mitri Stiibner, Peter Stiibner, beide Erfurt;
Yvonne Witthauer, Nicole Schobel, Conny Rich-
ter, Martin Schulz, alle Ernstthal; Jana Rein-
hardt, Mandy Jéger, beide Fambach; Ulrich Miil-
ler, Fischheim; Mirko Niemann, Frankfurt/O.;
Katrin Schiinemann, Freital; Tobias Gerlach, Ni-
cole Schiiler, beide Friedeburg; Nadine Koch,
Gehofen; Stefan Kottwitz, Gera, Alexander Ten-
ner, Michael Gronau, Cathrin Kunze, alle Greifs-
wald; Frank SchneegaB, GroBbodungen; Silke
Rudolph, GroBréhrsdorf, Thomas Miiller, Greu-
Ben; Jan Wettstein, Thilo Kallenbach, beide
Gumpelstadt; Alois Belter, Hagenow; Schulklub
der EOS W. Pieck, Heiligenstadt; Angela Wies-
jahn, Holzendorf, Manuela Winkler, Hoyers-
werda; Nico Schmidt, Jiidenberg; André Lange,
Karl-Marx-Stadt; Mirko Jelinek, Katrin Anton,
AG Math. KI1.5/6 der Peslalozzi-OS, Kirsten
Schréter, alle Leegebruch; Patrik Fladerer, Leine-
felde; Torsten Schreiber, André Girtner, beide
Leipzig; Andreas Willnow, Lindenthal; Veit Kan-
negieBer, Liibben; Daniel Wettstein, Liibz; Mat-
thias Loesdau, Neustrelitz; Andreas Birkner,
Katja Schiirer, beide Oranienburg; Steffen Sie-
bert, Pionierrrepublik W. Pieck; Kanni Kelder,
Pélva (Estnische SSR); Andrea Thiele, Rackwitz;
Gerrit Tuschling, Ribnitz; Claudia Jurgat, Ro-
stock; Kathrin Rotter, SaBnitz; Elko Jacobs, Sau-
rasen; Katja Manski, Schildow; Matthias Kittner,
Schmalkalden; Dagmar Schroder, Schonberg; Ni-
cole Kirchner, Schwallungen; AG Jg. Math. des
Kreispionierhauses ,M. Bohme“, Sebnitz; Tho-
mas Lotze, Suhl; Steffen Vollbarth, Sondershau-
sen; Iris Demmer, Themar; Sylvia Kaiser, Nicole
Schiller, beide Tiefenort; Daniel Schuster, Truse-
tal; Karsten Hoof, Wiesenburg; Ronald Peters,
Christian Kiihn, beide Wismar; Christian Forster,
Wittenberg, Stefan Bretfeld, Zepernick

Vorbildliche Leistung

Tino Wirsing, Bad Salzungen; Corinna Scherf,
Olaf Leubner, beide Berlin; Katrin Kickbusch,
Boizenburg; Beate Pohler, Brand-Erbisdorf; Petra
Schmidt, Brusendorf; Susan Dreyer, Thomas
ReiBner, beide Cottbus; Andreas Witkowsky,
Dingelstddt; Anja Wernér, Silke Wicklein, Jan
Skribanowitz, Matthias Overmann, Alexander Fi-

scher, Christiane Hofmann, alle Dresden; Beate
Kragl, Dirk Borsch, beide Erfurt; Lars Limmer-
hirt, Ettenhausen; Steffen Réder, Fambach; Ul-
rike Miiller, Fischheim; Thomas Nopp, Frank-
furt/0.; Gotz Lothal, Friedeburg; Matthias Ebert,
Friedrichsthal; Nicol Gericke, Stephan Bren-
dicke, beide Gallin; Beatrice Gronau, Greifswald;
Kristin Winkler, GroBschonau; Jens Koster, Hal-
berstadt; Thomas Pitzschke, Halle-Neustadt;
Katja Sonntag, Hennigsdorf; Olaf Schmidt, Ho-
henebra; Bjérn Borchardt, [lmenau; Andreas An-
ders, Jiiterbog; Katja Wurziger, Marco Miinch,
beide Karl-Marx-Stadt; Martin Schulz, Katz-
hiitte; Heike Schmidtke, Konigs Wusterhausen;
Martin Schreiter, Leinefelde; Jens Girtner, Cle-
mens Crucius, beide Leipzig; Wibke Engel, Jac-
queline Koschnitzki, beide Mittenwalde; An-
dreas Schréder, Ralph Michaelis, Frank Miiller,
alle Neubrandenburg; Beate Magdefrau, Nord-
hausen; Cornelia Fahr, Mirko Kitzig, Roland
Becker, alle Oranienburg; Susanne Kraenz, Pi-
cher; Dérte Schappler, Parchim; Katrin Hiel-
scher, Ragow; Christoph Weidling, Riethnord-
hausen; Torsten Gerhardt, Alexander Koop,
beide Rostock; Frank Schénheit, Rudolstadt;
Marco Klemm, Rohrsdorf; Undine Wahl, Sandra
Schiinemann, beide SaBnitz; Erik und Bjdrn
Zimmermann, Schildow; Stefan Schrickel,
Schmalkalden; Dorte Radke, Schwerin; Dirk We-
ber, Steinbach-Hallenberg; Jens Krubert, Temp-
lin; Silvia Kaiser, Tiefenort; Marcus Matzker,
Torno; Thomas Férster, Velten; Sven Peyer, Wei-
mar;, Heiko Barthel, Wilschdorf; Enrico Maasch,
Wittenberg; Martin Loffler, Worbis; Nico Eber-
hardt, Wiesenthal; Thomas Buttgereit, Zehlen-
dorf; Jorg Siede, Zepernick; Anja Jakubahs

Abzeichen in Gold

Aus Platzgriinden veroffentlichen wir ab
diesem Wettbewerb nur noch die Namen
der Teilnehmer, die 4, 5, 6, 10, 15, 20, 21,
... Jahre teilnehmen.

Fiir einundzwanzigjihrige Teilnahme
Lutz Piiffeld, Halberstadt

Fiir zwanzigjihrige Teilnahme
Guido Blosfeld, Halle

Fiir fiinfzehnjahrige Teilnahme

Ina Biittner, Berlin; Annett Koérner, Dresden;
Bernd Diibe, Forst; Matthias Weser, GroBenhain;
Riidiger Diising, Halle; Ruth Jacobs, Halle-Neu-
stadt; Rolf Kamieth, Kakerbeck; Alois Weninger,
Knittelfeld (Osterreich); Udo Kretzschmann,
Markneukirchen; Jana Renner, Rébel; Ina und
Uwe Ebert, Ruppendorf; Siegfried Kretschrmann,
Schlagsdorf; Bernd Hartwig, Thaldorf

Fiir zehnjdhrige Teilnahme

Florian Schreiber, Aue; Bert Minske, Norbert
Dorn, Jens Prochno, Beate und Stefan Miiller,
alle Berlin; Christian Sitz, Calau; Andreas Prinz,
Manfred RoBius, beide Cottbus; Uwe Martin,
Crossen; Bert Kiihne, Dahme; Rolf Dach, Mi-
chael Nitsche, Carsten und Helmut Schreiber, In-
golf Thurm, alle Dresden; Cornelia Wolf, Barbara
Voigt, beide Erfurt; Heike Morgner, Falkenstein;
Henry Mider, Frohburg; Jutta und Uta Schu-
mann, Havelberg; Carsten Leibnitz, Hohenstein-
E.; Claudia Docter, Ilsenburg; Andreas Israel, Se-
bastian Horbach, beide Karl-Marx-Stadt; Fried-
helm Reichert, Heiko Witte, beide Konigs
Wusterhausen; Bernd Fucke, Leipzig; Jens
Fuchs, Luckau; Sven Saar, Miihlhausen; Irma
GoBmann, Oranienburg; Helmut Schenk, Pirna;
Katja Uhlemann, Prausitz; Ronald Kaiser,
Schleid; Winfried UiLrich, Schmalkalden; Delia
Wolfert, Séllichau; Mike Selig, Stauditz; Silvia
Reinwarth, Teltow; Evelin Schott, Thalheim;

- Horst RiBmann, Wesenberg

Fortsetzung siehe Heft 3/88
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Zum 25. Todestag von

Norbert Wiener
am 18. Marz 1989
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In unserer Zeit einer neuen wissenschaft-
lich-technischen Revolution wird man
kaum ein Exemplar, von naturwissen-
schaftlichen oder mathematischerr Fach-
zeitschriften ganz zu schweigen, einer Ta-
geszeitung finden, in dem nicht von
Automatisierung, Computern, Informatik,
Kybernetik, Hochtechnologien usw. die
Rede ist. Einer der Viiter dieses neuen
technologischen Zeitalters ist der amerika-
nische Mathematiker Norbert Wiener ge-
wesen.

Norbert Wiener wurde am 26. November
1894 in Columbia (USA-Staat Missouri)
als Sohn des bedeutenden jiidischen Slawi-
sten Leo Wiener (1862 bis 1939) geboren.
Der Vater, Professor an der beriihmten
Harvard-Universitdt, stammte aus dem
vom zaristischen RuBland besetzten Teil
Polens, die Mutter Wieners aus dem
Rheinland. Der auBerordentlich begabte
Norbert wurde zeitweise im elterlichen
Haus vom Vater unterrichtet, danach nur
kurzzeitig an Elementarschulen und dann
sofort an héheren Schulen (Colleges). Be-
reits 1909 begann Wiener ein Studium der
Biologie, danach ein Studium der Philoso-
phie, das er 1912, also achtzehnjihrig, mit
einer Doktorarbeit iiber ein Thema der ma-
thematischen Logik abschloB. Dieser du-
Berlich so glatte Weg zu einer groBen Lauf-
bahn hat jedoch auch seine Stolperstellen
gehabt. In seiner Autobiographie hat Wie-
ner beschrieben, daB er mechanische Tatig-
keiten in der Mathematik, wie das sichere
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Beherrschen der Grundrechenarten nur
schwer lernte, noch ,mit den Fingern“
rechnete, ,als das lingst nicht mehr als
statthaft galt“. Dagegen fiel ihm das Ver-
stehen schwieriger Vorginge auBerordent-
lich leicht. Das auch spiter bei Wiener be-
merkbare Auseinanderfallen von unbe-
dingt beherrschbaren Grundfertigkeiten
und hoéherer Mathematik konnte eine
Folge des ungewohnlichen Bildungsweges
gewesen sein, aber es scheint auch eine
charakteristische Eigenart seines Denkens
auszudriicken. Natiirlich ,verstand“ Wie-
ner die Infinitesimalrechnung, die analyti-
sche Geometrie usw., aber er konnte sie
picht erkldren. Bedeutende Mathematiker
haben beschrieben, daB Wiener ein ,groB-
artig schlechter Dozent* (H. Freudenthal)
gewesen ist und er ist beziiglich des Stils
seiner Arbeiten und seiner Arbeitsweise so-
gar mit einem Lidufer verglichen worden,
der moglichst schnell ans Ziel kommen
will, sich dabei um das Zusammenspiel
von Muskeln und Nerven, im Gegensatz zu
seinem Trainer, nicht kiimmemd (P.R.
Halmos). Trotzdem hat Wiener einige di-
rekte Schiiler gehabt. Konnten sie den
komplizierten, verschlungenen und unge-
wohnlichen Gedankengingen Wieners,
hauptsichlich in dessen Spezialseminaren
folgen, so wie der Begriinder der mathema-
tischen Informationstheorie, Claude El-
wood Shannon, dann hat Wiener sie auch
tatkriftig gefordert.

Nach der Promotion setzte Wiener seine
Studien in Europa, in Cambridge und in
Géottingen, fort. In Goéttingen lenkte ihn
die Bewunderung fir den groBen Mathe-
matiker David Hilbert (1862 bis 1943)
schon auf seinen eigentlichen Forschungs-
bereich, die Anwendung der Mathematik
auf physikalische und technische Fragen in
weitestem Sinne. Nach seiner Riickkehr in
die USA wirkte Wiener, wissenschaftlich
wenig erfolgreich, kurzzeitig in New York,
Cambridge/Mass., Orono, Lynn und Al-
bany. Nach einem kurzen Militirdienst ar-
beitete er als Reporter, wurde arbeitslos.
Die finanzielle Situation seiner Familie er-
moglichte ihm aber weiterhin eine sorgen-
freie Forschungsarbeit auf dem Gebiet der
mathematischen Logik. Im Jahre 1919 er-
schien Wieners erste, sehr bedeutende Ar-
beit dber die Theorie des Messens. 1920
wurde Wiener am beriihmten Massachu-
setts Institute of Technology in Cambridge
(Massachusetts) fest angestellt. 1932 wurde
er dort ordentlicher Professor. Studienauf-

enthalte, Gastprofessuren und Vortragsrei-
sen fiihrten Wiener in den folgenden Jahr-
zehnten in viele Linder. Wihrend einer
dieser Reisen ist er am 18. Mérz 1964 in
Stockholm gestorben.

Nach den frithen Arbeiten zur mathemati-
schen Logik wandte sich Wiener in seiner
Forschungsarbeit vorwiegend Gebieten zu,
die an der ,vordersten Front“ der damali-
gen Forschung lagen. Diese Gebiete, auch
heute noch hochst aktuell, seien nur er-
wihnt. Es waren die harmonische Analyse
und jhre Verbindung zur Theorie der Zu-
fallsprozesse, und, angeregt durch Fragen
der Elektrotechnik, die Operatorenrech-
nung (1925) und die Potentialtheorie
(1923/24). Mit seinem Namen sind noch
jetzt eine Anzahl von Sidtzen aus diesen
Gebieten ebenso wie der Begriff , Fourier-
Wiener-Reihen“ verbunden. Die Arbeiten
Wieners iiber harmonische Analyse er6ff-
neten auch die Moglichkeit, die Grundla-
gen dieser Theorie neu zu fassen. Auch
noch in den zwanziger Jahren entstanden
Arbeiten Uiber Tauber-Theoreme, zur
Quantenmechanik, entwickelte Wiener das
Konzept des normierten Raumes und der
komplexen  Fouriertransformation. Es
folgten die beriihmten Untersuchungen zur
Brownschen Bewegung (1920 bis 1934).
Die Brownsche Bewegung ist benannt nach
dem schottischen Botaniker Robert Brown
(1773 bis 1858). Er entdeckte sie 1827, als
er das Verhalten von Pollenkérnern im
Wasser betrachtete. Die Korner wurden
durch die stindigen StoBe der sich stindig
bewegenden Wassermolekiile in die unre-
gelmifligste Bewegung versetzt. Die Deu-
tung der Ursache dieser Bewegung war erst-
mals Albert Einstein (1879 bis 1955)
gelungen. Brownsche Bewegungen treten,
wie wir heute wissen, auch beim Transport
elekirischer Ladungen, bei chemischen Re-
aktionen, im Kernreaktor und an vielen an-
deren Stellen in Wissenschaft und Technik
auf.

Die Arbeiten Wieners iiber Brownsche Be-
wegung ermdoglichten es unter Mitarbeit
anderer Mathematiker schlieBlich, solche
Bewegungen und #hnliche Erscheinungen
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung zu beschreiben.

»Wiener-Prozesse“, samt ,Wienerschem
Integral* und ,Wienerschem MaB*“ spielen
heute in der Theorie der Zufallsprozesse
und bei ihren technischen Anwendungen
geradezu eine entscheidende Rolle. Neben-
bei entstanden in den dreiBiger Jahren Ar-
beiten zur Ergodentheorie und iber Inte-
gralgleichungen.

Zur Zeit des zweiten Weltkrieges entwik-
kelte Wiener die Theorie der optimalen
Filter und der optimalen Vorhersage. Die
Filtertheorie gab die Moglichkeit, Metho-
den zu entwickeln, die storenden Nebenge-
rdusche bei einer Nachrichteniibermitt-
lung, z.B. durch Radar, zu vermindemn.
Diese Wienersche Theorie ist noch jetzt
von grundsitzlicher Bedeutung fir die
Nachrichtentechnik. Die Vorhersagetheo-
rie ermoglichte es, aus einer gewissen
Menge von Daten iiber die Vergangenheit
eines Ereignisses statistisch auf die ndchste



Zukunft des Vorganges zu schlieBen. Ein
solcher Vorgang tritt zum Beispiel bei der
Flugzeugabwehr auf. Um das Flugzeug ab-
zuschieBen, muB das Geschiitz auf eine
Stelle des Himmels gerichtet werden, die
das Flugzeug dann erreicht, wenn das ab-
gesandte GeschoB auch diese Stelle er-
reicht. Um das Geschiitz richtig zu richten,
muB man die wahrscheinliche Position des
Flugzeugs flir eine Zeit ,vorhersagen“ kén-
nen. Filtertheorie und Vorhersagetheorie
sind aus der Not entstanden, England ge-
gen die verheerenden faschistischen Luft-
angriffe schiitzen zu miissen.
Etwa auf das Jahr 1942 gingen die Anstren-
gungen Wieners und anderer zuriick, die
»Kybernetik“ zu begriinden. In einer Reihe
von Konferenzen wurden von Fachleuten
sehr unterschiedlicher Fachgebiete Grund-
fragen der neuen Wissenschaft diskutiert.
Als Dokument der Diskussionen erschien
nach einer Vorstudie (1943) Wieners be-
rihmtestes Buch ,CYBERNETICS...“.
Das Buch war ein Meilenstein auf dem
Wege, einheitliche Prinzipien (z. B. ,Riick-
kopplung®) aufzufinden, die fiir Lebewe-
sen, technische Gerite, Gesellschaftsstruk-
turen gleichermaBen Giiltigkeit haben. Der
Welterfolg des Buches ermunterte Wiener
in weiteren Schriften sich vorwiegend mit
der Anwendung der Kybemetik und der ge-
selischaftlichen Bedeutung dieser Wissen-
schaft auseinanderzusetzen.
In diesen Schriften verurteilte er jede Art
imperialistischer Ideologie und legte die
(kybernetischen) Mechanismen diktatori-
schen Herrschaftsstrebens und kapitalisti-
scher Geschiftspraktiken bloB. Auch seit
etwa 1942 hatte Wiener begonnen, fiir sich
Konsequenzen aus der entstandenen politi-
schen Situation zu ziehen. Seiner Einbe-
ziehung in das Projekt zur Schaflung der
Atombombe  standen  moglicherweise
schon sicherheitspolitische Bedenken reak-
tiondrer Militdrkeise entgegen. Wenig spi-
ter weigerte sich Wiener jedoch selbst an
halbmilitdrischen Projekten iiber Rechen-
gerdte mitzuwirken und erklidrte schlieB-
lich 1947 im Zusammenhang mit dem Bau
der Wasserstoffbombe, daB er nicht die Ab-
sicht habe, sich weiterhin mit Untersu-
chungen zu befassen, die fiir die Kriegsfiih-
rung von Bedeutung wiren. Seine Aufgabe
und die Aufgabe der ehrlichen Naturwis-
senschaftler und Mathematiker sei es viel-
mehr auch, die Allgemeinheit mit den
Grundfragen der Naturwissenschafien und
mit den politischen Hintergriinden der An-
wendung von Mathematik und Naturwis-
senschaften vertraut zu machen.

H.J. Hgauds

Wir verweisen auch auf den Titel aus der
Reihe ,Biographien hervorragender Natur-
wissenschaftler, Techniker und Medizi-

“

ner:

H. J. Ilgauds
Norbert Wiener
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FEin elementarer

Konvergenzbeweis

Dirk Porezag, der Autor dieses Beitrages,
wurde am 15. 12. 1968 in Frauenstein (Osterz-
gebirge) geboren. Bis zum Abschluf der
10. Klasse besuchte er dort die POS ,Julius Fu-
&ik“. Von 1985 bis 1987 war er Schiiler der
Spezialklasse fiir Mathematik der Technischen
Universitdt Karl-Marx-Stadt. Vom 5. Schul-
Jjahr an nahm er regelmdpBig und erfolgreich an
Mathematik- und Physikolympiaden teil, war
Miglied im Bezirkskorrespondenzzirkel und in
der Bezirksarbeitsgemeinschaft fiir Mathema-
tik. Dirk nahm 1987 an der Technischen Uni-
versitat Karl-Marx-Stadt ein Physikstudium
nach Sonderstudienplan auf. Zur Zeit leistet er
noch seinen Ehrendienst bei der NVA und wird
im Mai dieses Jahres sein Studium fortsetzen.
Wir wiinschen ihm dabei viel Erfolg!

Alphons

Bei Anwendung des Tangentenverfahrens
von Newton zur Bestimmung der reellen
positiven Nullstelle der Funktion
f(x)=x™—a, wobei a€ R und me€ N mit
a>0 und m>1 gegeben sind, wird man
auf folgendes Iterationsverfahren gefiihrt:
Xp41= 8(x), n=0,1,2,... 1)
mit einem beliebigen Startwert x,> 0.
Dabei ist
gx)=1/m)[(m~1)x+a/x""1],
(x>0).
Die Idee ist die, beginnend mit einem be-
liebigen positiven Startwert x, liber die Be-
ziehung (1) nacheinander sogenannte Ni-
herungswerte x,, x,,..., X,,... fur die ge-
suchte Losung der Gleichung x"—a=0,
ndmlich 'V; zu erhalten. Im allgemeinen
ist aber nicht sicher, daB dieses Vorgehen
Niherungswerte mit beliebiger Genauig-
keit liefert. Man muB also nachweisen, da8
die durch (1) erzeugte Folge von Nihe-

rungswerten gegen % konvergiert.

In der Literatur wird die Konvergenz dieser
Folge, wegen der Entstehung des Verfah-
rens, mit Hilfe der Differentialrechnung
nachgewiesen. Hier soll ein elementarer
Konvergenzbeweis vorgestellt werden. Er
benutzt nur den Satz {iber die Konvergenz
monotoner und beschrinkter Folgen sowie
einige einfache Umformungen, also Kennt-
nisse, die bereits etwa im ersten Drittel der
11. Klasse zur Verfiigung stehen miiBten.
Wir formulieren zunidchst das zu bewei-
sende Resultat:

Satz: Das Iterationsverfahren (1) liefert bei,

beliebigem positivem Startwert x; eine ge-
gen 'V; konvergierende Folge (x,), die ab
n >0 monoton fallt und durch % nach

unten beschrinkt ist. AuBerdem gilt fol-
gende Fehlerabschitzung
0§x,.—%§x,,—a/xﬂ"

n=12..).

Wir bereiten den Beweis des Satzes mit
einem Lemma und zwei Folgerungen vor.
Lemma: Fiir 4u>0und m>1 ist
u"+m-—-12mu.

Beweis: Offenbar folgt aus 0 <us1-
(bzw. u > 1) sofort

m-1 m-1
Z u=zm | bzw. Z u‘>m ), woraus
i=0

i=0

nach Multiplizieren mit « — 1 in beiden
Fillen unter Verwendung der Summenfor-
mel fiir die geometrische Folge die Unglei-
chung u™— 12 m(u—1) (die Gleichheit
gilt nur fiirr ¥ = 1) folgt. Hieraus ergibt sich
die Behauptung des Lemmas. ~ © q.e.d.
Folgerung (1): Fir x>0, m>1 und
a>0ist g(x)=2 ’;'/;.

Beweis: Fiir u = 'V;/x > 0 erhidlt man aus
dem Lemma die Ungleichung a/x™
+(m-1)=z m"\'/;/x. Diese mit x/m mul-
tipliziert liefert die Beschrinktheit der
Funktion g nach unten durch W.
Folgerung (2): Fir x = '3’/; ist g(x) = x.
Beweis: Dieses Resultat ergibt sich unmit-
telbar aus der Darstellung
gx)=x—(x"—a)/mx™"1.

Kommen wir nun zum Beweis des Satzes:
Wegen Folgerung (1) ist x,= "\'[a_ fur
n=1,2,..., woraus mit der Folgerung (2)

-sich sofort x,,;=g(x,) = x,firn=1,2, ...

ergibt. Bekanntlich konvergiert eine solche
nach unten beschrankte und monoton fal-
lende Folge. Sei G = lim x,. Offensicht-

lich ist Gz % >0, so daB wir unter Be-
riicksichtigung einfacher Grenzwertsiitze
ohne Schwierigkeiten in-(1) mit n gegen
Unendlich gehen kénnen. Man erhilt:
G=(1/m)[(m~-1)G+a/G™"'], woraus
G= "17; folgt. Zur Fehlerabschitzung: Set-
zen wir y,=a/x7"' (n=1,2,...), so er-
kennt man leicht, daB die Folge (y,) mo-
noton wachsend gegen "\'/; konvergiert.
Mithin gilt immer:

w<Ya<x, (n=1,2,..).

Hieraus folgt die erwidhnte Fehlerabschit-
zZung. q.e.d.

D, Porezag

alpha, Berlin 23 (1989) 2 - 43



XXVIII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

(16.11. 88)

Olympiadeklasse 5

280521 In einer Gaststitte, die aus einem
Speisesaal und einem Grillrestaurant be-
steht, sind im Speisesaal genau 135 Pldtze
fiir die Giste vorhanden. Die Anzahl der
Plitze im Grillrestaurant betrigt ein Drittel
von der Anzahl der Plitze im Speisesaal.
a) Wieviel Pldtze stehen in der Gaststitte
insgesamt zur Verfligung?

b) Im Sommer kommen noch Plitze im
Freien hinzu. Ihre Anzahl ist doppelt so
groB wie die Anzahl der Plitze im Grillre-
staurant.

Wie groB ist im Sommer das Platzangebot
der Gaststitte?

280522 Das im Bild abgebildete Paket ist
von links nach rechts 45 cm lang, von vorn
nach hinten 30 cm breit, und es ist 25cm
hoch. Es soll in der dargestellten Weise
(gestrichelte Linie) mit Klebeband verklebt
werden. Fiir das Uberlappen von End- und
Anfangsstiicken sind zusdtzlich insgesamt
10 cm Klebeband vorgesehen.

Wieviel Zentimeter Klebeband werden
demnach insgesamt gebraucht?

Wieviel Meter sind das?

/.
- _7____/4__

,_________.

280523 a) Zeichne eine Gerade g und ein
Dreieck ABC, dessen Eckpunkt C auf g
liegt, wihrend 4 und B nicht auf g liegen,
sondern sich auf verschiedenen Seiten der
Geraden g befinden!

b) Von einer Verschiebung wird verlangt,
daB bei ihr die Gerade g sich selbst als Bild
hat und daB die Verschiebungsweite 6 cm
betrigt.

Wie viele solcher Verschiebungen gibt es
insgesamt?

Zeichne zu jeder dieser Verschiebungea
einen Verschiebungspfeil!

¢) Konstruiere das Bild des Dreiecks ABC
bei jeder der in b) genannten Verschiebun-
gen!

280524 a) In einer Kiste sind 3 griine und
4 gelbe Kugeln und keine weiteren. Kerstin
und Steffen iiberlegen, wieviel Kugeln sie
mindestens aus der Kiste herausholen miis-
sen, um zu sichern, daB von jeder Farbe
(mindestens) eine dabei ist. Beim Heraus-
holen der Kugeln soll nicht in die Kiste ge-
schaut werden. Kerstin meint, man miisse
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mindestens 5 Kugeln herausholen; dies
wiirde aber auch ausreichen, um das Ge-
wiinschte zu sichern. Steffen ist dagegen
der Ansicht, daB dafiir schon 4 Kugeln rei-
chen.

Wer von beiden hat recht? Begriinde deine
Entscheidung.

b) Jetzt seien in der Kiste 23 rote, 33 blaue,
21 schwarze, 21 weiBe, 2 griine Kugeln und
keine weiteren. Gib an und begriinde, wie-
viel Kugeln man mindestens herausneh-
men muB, um zu sichern, daB 6 dieser Ku-
geln einander gleiche Farbe haben!

Zeige, daB die von dir angegebene Zah! da-
fiir auch ausreicht!

Olympiadeklasse 6

280621 An der Bahnstrecke von Pfiffig-
stadt nach Knobelshausen liegen zwischen
diesen beiden Orten noch drei Bahnstatio-
nen: Adorf, Bedorf, Cedorf.

In jedem dieser fiinf Bahnhoéfe kann man
Fahrkarten nach jedem anderen dieser
Bahnhofe kaufen.

André besitzt zu jeder dieser moglichen
Verbindungen genau eine Fahrkarte. Wei-
tere Fahrkarten hat er noch nicht in seiner
Sammlung.

Wieviel Fahrkarten hat André insgesamt?
(Hinweis: Hin- und Riickfahrt gelten als
verschiedene Verbindungen, kombinierte
»Hin- und Riickfahrkarten“ gibt es jedoch
nicht.)

280622 Frau Miiller und ihre Tochter
Michaela, Frau Beyer und ihre S6hne Jan
und Gerd sowie Frau Schulz mit ihren
Kindern Steffi und Jens besuchen gemein-
sam eine Veranstaltung. Frau Miiller kauft
die Eintrittskarten fiir alle und bezahlt
22 Mark.

Wieviel Geld miissen Frau Beyer und Frau
Schulz der Frau Miiller geben, um die Ein-
trittskarten fiir sich und ihre Kinder zu be-
zahlen, wenn Rir Michaela, Jan, Gerd,
Steffi und Jens jeweils nur der halbe Ein-
trittspreis wie fiir einen Erwachsenen ent-
richtet werden muBte?

280623 Rolf zeichnet ein Rechteck. Er
verkleinert dann dessen groBere Seiten-
lange um 2 cm und stellt fest: Dabei ent-
steht ein zweites Rechteck, dessen Fla-
cheninhalt um 8 cm? kleiner ist als der
Flicheninhalt des ersten Rechtecks. Ferner
vergroBert er beide Seitenldngen des ersten
Rechtecks um je 1 cm und stellt fest: Dabei
entsteht ein drittes Rechteck, dessen Fli-
cheninhalt um 13 cm? gréBer ist als der Fli-
cheninhalt des ersten Rechtecks.

Weise nach, daB sich allein aus Roifs Fest-
stellungen die beiden Seitenlingen des er-
sten Rechtecks ermitteln lassen! Gib diese
Seitenlingen an!

280624 Heidi, Manuela, Peggy und Si-
mone starteten beim Schulsportfest, jedes
dieser Midchen in genau einer der Sportar-
ten ,,Handball“, ,Mehrkampf*, ,Pop-Gym-
nastik“, ,,Schwimmen®“.

Ferner ist bekannt:

(1) Jedes der vier Midchen errang genau
eine Medaille; zwei Middchen Gold, die
beiden anderen Silber.

(2) Fiir Méddchen mit gleicher Medaille
gilt stets: Bei jedem dieser Méddchen be-
ginnt der Name mit demselben Buchsta-
ben wie die Sportart des anderen Mid-
chens.

(3) Heidi erhielt eine Medaille geringeren
Wertes als Manuela.

(4) Simone erkimpfte nicht die gleiche
Medaille wie die Handballerin.

Zeige, daB aus diesen Angaben eindeutig
gefunden werden kann,

a) in welcher Sportart jedes der Madchen
gestartet ist,

b) welche Medaille jedes der Midchen er-
rungen hat!

Uberpriife auch, ob mit den so gefundenen
Sportarten und Medaillen alle Angaben (1)
bis (4) erfiillt werden!

Olympiadeklasse 7

280721 Im Mathematikunterricht einer

Klasse wurden iber eine natiirliche Zahl,

die zwischen 100 und 200 liegt, durch

Schiiler folgende Aussagen getroffen:

(1) André: ,Die Zahl ist durch 11 teilbar.“

(2) Birgit: ,Die Zah| ist eine Primzahl“.

(3) Christian: ,Die Zahl ist eine
zusammengesetzte Zahl.“

(4) Doris: ,Die Zahl ist eine
Quadratzahl.“

Der Mathematiklehrer stellt fest, daB ge-

nau eine dieser vier Aussagen falsch ist.

Untersuche, ob die Zahl durch diese Fest-

stellungen eindeutig bestimmt ist! Ist dies

der Fall, dann gib die Zahl an!

280722 Es sei ABC ein Dreieck; darin sei
CD die Winkelhalbierende von x ACB. Die
Parallele durch B zu CD schneide die Ver-
lingerung von AC iiber C hinaus in einem
Punkt E.
Beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets das Dreieck BEC gleichschenklig
ist!
280723 Es sei ABCD ein Trapez mit
AB| CD, das folgende Bedingungen erfiillt:
(1) Die Lingen der Seiten AB und CD ver-
halten sich wie 5:4.
(2) Die Mittellinie des Trapezes hat eine
Linge von 5,4 cm.
(3) Die Hohe des Trapezes ist halb so grofl
wie die Linge der Seite 4AB.
Untersuche, ob durch diese Angaben der
Flicheninhalt des Trapezes ABCD eindeu-
tig bestimmt ist. Ist dies der Fall, dann gib
den Flicheninhalt des Trapezes in Qua-
dratzentimetern an!
280724 a) Ermittle die Summe der Quer-
summen aller zweistelligen, durch 5 teilba-
ren Zahlen!



b) Ermittle die Summe der Quersummen
aller natiirlichen Zahlen von 0 bis 1000!

Olympiadeklasse 8

280821 Ein Frachtschiff benétigt fiir eine
Schiffsroute vom Hafen A zum Hafen B
genau 12 Tage. Ein Tanker fihrt diese
Route in entgegengesetzter Richtung und
braucht dafir 15 Tage.

Der Frachter fihrt 6 Tage spiter vom Ha-
fen A ab als der Tanker vom Hafen B.

a) Wieviel Tage nach Abfahrt des Frachters
treffen sich die beiden Schiffe, wenn sie
mit gleichbleibender Geschwindigkeit fah-
ren?

b) Welchen Teil der Route hat dann jedes
Schiff zuriickgelegt?

280822 Beweise die folgende Aussage!
Unter je funf unmittelbar aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen gibt es minde-
stens eine, hochstens aber zwei, die durch
3 teilbar sind.

280823 In einer Arbeitsgemeinschaft
wird iber folgende Figur diskutiert: Es sei
ABCD ein Quadrat; die Mittelpunkte der
Seiten AD bzw. CD seien M bzw. N, der
Schnittpunkt der Strecken CM und BN sei
P.

a) Simone miBt den Winkel x BPM und
stellt fest, daB die Strecken CM und BN
aufeinander senkrecht stehen!

b) Frank miit von den Dreiecken ABM
und BPM Seiten- und Hohenldngen und
stellt fest, daB diese beiden Dreiecke nicht
einander flicheninhaltsgleich sind.
Untersuche, ohne an einer Figur Messun-
gen durchzufihren, fir jede der beiden
Feststellungen, ob sie fir jedes Quadrat
wabhr ist!

280824 Es seien k; und k, zwei konzen-
trische Kreise mit dem Mittelpunkt M, de-
ren Radien sich wie 3:1 verhalten. Zwei
Durchmesser 4,8, und C,D, von k, schnei-
den k, in Punkten 4,, B, bzw. C,, D,, die
so angeordnet sind, wie das Bild zeigt.

a) Ermittle das Verhiltnis der Flichenin-
halte des Kreisausschnittes 4,MD, und des
Kreisringausschnittes D,B,B,D,, wenn vor-
ausgesetzt wird, da x 4, MD, ein rechter
Winkel ist!

b) Wie hat man die GroBe des Winkels
X A\MD, zu wihlen, damit der Flichenin-
halt des Kreisaussschnittes 4,MD, gleich
dem Flicheninhalt des Kreisringausschnit-
tes D,B,B, D, ist?

Olympiadeklasse 9

280921 Ermitteln Sie die kleinsten vier
Zahlen, die das Quadrat einer natiirlichen
Zahl und zugleich auch die dritte Potenz
einer anderen natirlichen Zahl sind!

280922 In ein Quadrat mit 4x4 Feldern
seien die Zahlen von 1 bis 16 so eingetra-
gen, daB jede der Zahlen genau einmal auf-
tritt und daB sich bei der Addition der Zah-
len in jeder der vier Zeilen, der vier
Spalten und der beiden Diagonalen jeweils
dieselbe Summe s ergibt (,Magisches Qua-
drat®).

a) Beweisen Sie, daB in allen magischen
Quadraten (mit den Zahlen von 1 bis 16 in
4 x4 Feldern) derselbe Wert fiir s auftreten
muB! .

b) Beweisen Sie, da8 in jedem magischen
Quadrat von 4 X4 Feldern die Summe der
Zahlen in den vier Eckfeldern ebenfalls s
sein muB!

280923 In einem Dreieck ABC seien die
Seitenlingen und WinkelgréBen wie iiblich
mit a, b, ¢ und «, B, y bezeichnet. Die
Winkelhalbierende von xBAC schneide
die Seite BC in einem Punkt D. Dabei sei
AD = b. Ferner sei vorausgesetzt, daB eine
der drei WinkelgroBen o, b, y das arithme-
tische Mittel der beiden anderen ist.
Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzun-
gen alle Moglichkeiten fir die Winkelgré-
Ben «, B, y!

280924 a) Ermitteln Sie alle diejenigen
Primzahlen, die sich als Summe zweier
aufeinanderfolgender von Null verschiede-
ner natiirlicher Zahlen darstellen lassen!
b) Beweisen Sie, daB es keine Primzahl
gibt, die sich als Summe von drei oder
mehr aufeinanderfolgenden von Null ver-
schiedenen natiirlichen Zahlen darstellen
1aBt!

Olympiadeklasse 10

281021 Gesucht ist die kleinste positive
natiirliche Zahl, deren Zifferndarstellung
(im Dezimalsystem) nur aus den Ziffern 0
und 1 besteht und die durch 450 teilbar ist.
281022 Weisen Sie nach, daB es genau
eine quadratische Funktion f gibt, die die
Bedingung
+ +

fx) J;(x ) _ ., "
fiir alle reellen Zahlen x erfillt, und daB3
diese Funktion zwei ganzzahlige Nullstel-
len hat!

281023 Uber einen Kreis k, mit dem Mit-
telpunkt M; und einen Kreis k, mit dem
Mittelpunkt M, werde vorausgesetzt, dall
k, durch M, geht, aber nicht ganz in der
Flache des Kreises k, liegt.

Derjenige Schnittpunkt von k; mit der Ge-
raden g durch M), M,, der dann im Innern
von k, liegt, sei S. Ferner sei P, einer der
Schnittpunkte, die k, mit der in S auf g er-
richteten Senkrechten hat.

Beweisen Sie, daB unter diesen Vorausset-
zungen stets folgende Aussage gilt: Dieje-
nige von P, an k, gelegte Tangente ¢, die k,
in einem von § verschiedenen Punkt P, be-
rithrt, ist auch Tangente an k,.

281024 Gegeben sei ein Halbkreis. Ge-

sucht sind Vierecke, die die folgenden Be-

dingungen (1) bis (3) erfiillen:

(1) Zwei Eckpunkte des Vierecks liegen
auf dem Durchmesser des
Halbkreises, die beiden anderen
Eckpunkte liegen auf dem
Halbkreisbogen.

(2) Das Viereck ist ein Rechteck.

(3) Seine Seitenlingen verhalten sich wie
¥3:2.

a) Beschreiben Sie eine Konstruktion,

durch die man zwei verschiedene Vierecke

-Pl Q1R1S1 und P2Q2R232 erhilt!

b) Fiihren Sie die beschriebene Konstruk-

tion aus!

c) Beweisen Sie, daB die' nach Ihrer Be-

schreibung konstruierten Vierecke die Be-

dingungen (1) bis (3) erfiillen!
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281221 Man ermittle alle diejenigen Tri-
pel (x,y,z) von Null verschiedener reeller
Zahlen x, y und z, die das folgende Glei-
chungssystem (1), (2), (3) erfiillen:

1 1

7577 @,
1 1
—y—+7——x 2,
1 1

?+7—y (3)

281222 Fdiir jede natiirliche Zahl n > 0 sei
f, die durch

filx) = (x—1)%,

fH(x)=(x =1+ (Q2x—1)?,
allgemein

Si(0) =(x— 1)+ 2x - 1)?

+ .+ (nx = 1)2

fiir alle reellen x definierte Funktion. Der
Graph dieser Funktion, jeweils eine Para-
bel, habe den Scheitel S,.
a) Man berechne die Koordinaten von S,
S, und S;.
b) Hat jeweils S, die Koordinaten (x,,y,),
so beweise man, daB die Folge (x,) streng
monoton fillt und die Folge (y,) streng
monoton steigt.

281223 Gegeben sei ein Kreis k mit dem
Mittelpunkt M, gegeben sei ferner ein von
M verschiedener Punkt N im Innern von k.
Man untersuche, ob es unter allen durch N
gehenden Sehnen AB des Kreises k

a) eine gibt, fiir die NA% + NB? méglichst
klein ist,

b) eine gibt, fiir die NA2 + NB? moglichst
groB ist.

Gibt es jeweils eine solche Sehne, so gebe
man deren Lage (in bezug auf die gegebe-
nen k, M, N) an.

281224 Die ganzen Zahlen x, und y,
seien durch x, =y, =1988 und die Vor-
schriften

1) xpe1=2%,_1, n=1273, ..

2) yar1=2y,— 2", n=1,2,3,...
festgelegt. Man untersuche, ob

a) alle Zahlen x,,

b) alle Zahlen y,

positiv sind.

Solltet ihr Probleme bei der Losung dieser
Aufgaben haben, wendet euch bitte iiber
euren Mathematiklehrer an den Fachbera-
ter des entsprechenden Kreises.

alpha, Berlin 23 (1989) 2 - 45



Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/88

Ma 5m 2945
ben die beiden Dreiecke Seitenlingen von
Scm und (5 + 7)ecm = 12 cm. Zusammen-
gefligt ergeben sie ein Rechteck von

In der linken Abbildung ha-

Sem-12cm=60cm? Flicheninhalt. Bei
der rechten Abbildung erhilt man entspre-
chend zwei Rechtecke von jeweils
4cm-8cm=32cm?, also insgesamt von
64 cm? Flacheninhalt. Da wegen 5+7=4
+8 =12 beide Quadrate die gleiche Sei-
tenldnge von 12 cm besitzen, also auch den
gleichen Flicheninhalt haben, wird vom
rechten Quadrat mehr Fliche abgeschnit-
ten als vom linken. Also ist die linke
schraffierte Flache die groBere.

Ma 5 m2946 Wir stellen eine Tabelle auf.
Die Zahlen stellen das Lebensalter der vier
Familienmitglieder dar.

Peter Hanni Mutter Vater zusammen
1 11 33 35 80
2 12 36 38 88
3 13 39 41 96
4 14 42 44 104
5 15 45 47 112
6 16 48 50 120

Peter ist 6 Jahre, Hanni 16 Jahre, die Mut-
ter 48 Jahre, der Vater 50 Jahre alt.

Ma 5 m 2947 a) Die Produkte sind gleich
und. verschieden von Null; daher ist
a:b=1.

b) Die Produkte sind gleich und heben sich
bei der Addition auf; daher ist v+ w
=10000000.
c) Da y um 1-1987 kleiner ist als x, gilt
x—y=1987.

Ma 5w 2948 Man findet solche ungera-
den Zahlen unter aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen dann am haufigsten,
wenn bereits die erste Zahl dafiir zutrifft.
Dann ist wieder die 6. Zah! durch 5 teilbar,
die aber eine gerade Zahl ist.

Die 11. Zahl ist dann wieder ungerade und
die 21. Zahl ebenfalls. Unter 20 aufeinan-
derfolgenden natiirlichen Zahlen gibt es
also nur zwei verschiedene ungerade Zah-
len, die sich durch 5 ohne Rest teilen las-
sen. Es gibt also keine drei Zahlen mit der
angegebenen Eigenschaft.

Ma5m2949 Da dem Hans 34Pf am
Kaufpreis fehlen, muB das Knobelheft
mehr als 34 Pf kosten. Kostet das Heft
35 Pf, so besitzt Hans 1 Pf und Franz 33 Pf,
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was moglich ist. Kostet das Heft aber 36 Pf
oder mehr, so hat Hans 2 Pf oder mehr und
Franz 34 Pf oder mehr. In jedem Falle
kénnte dann aber das Heft gekauft werden.
Deshalb hat Hans 1Pf und Franz 33 PL.
Das Heft kostet 35 Pf.

Ma5m2950 In einer Sekunde legen
beide zusammen 3 m + Sm = 8 m zuriick.
Wegen 8 x =400, also x = 50, treffen sich
beide nach 50 Sekunden. Wegen y = 50-3,
also y = 150, hat Fritz dann 150 m zuriick-
gelegt.

Ma 5®2951 Aus (1) folgt: Barbel wohnt
nicht in Halle. Aus (2) folgt: Birbel wohnt
weder in Berlin noch in Leipzig. Folglich
wohnt Birbel in Cottbus. Aus (2) folgt:
Anke wohnt weder in Berlin noch in Leip-
zig. Da sie auch nicht in Cottbus wohnt, ist
ihr Wohnort Halle. Aus (3) folgt: Yvonne
wohnt nicht in Berlin. Deshalb wohnt sie
in Leipzig. Doreen wohnt somit in Berlin.

Ma 6 m2952 Angenommen, der jiingste
Sohn ist x Jahre, der Vater also 6x Jahre,
der idlteste Sohn 2x Jahre und die Mutter
(6x — 12) Jahre alt. Zusammen sind die
vier Personen (15x —12) Jahre alt. Nun
gilt  15x-12=123, 15x=135, x=9.
Der jiingste Sohn ist 9 Jahre, die Mutter
42 Jahre alt und somit 33 Jahre ilter als
der jingste Sohn.

Ma 6 m2953 Die Parallele durch P zu BC
schneide AB in E und CD in F. Dann ist
EP=h, Hohe im Dreieck ABP und
FP = h, Hohe im Dreieck CDP. Nun gilt

1 1
Ay=—-a-hy und A;=—"-a- h,, also

2 2
1 1 .
Ayt Ay=a-h+ooath,
1
A1+A3=7a~(hl+hz) und wegen

hy + h, = a somit A, +A3=%'az.
Wegen A, + A, + A; + A, = a? gilt deshalb
auch

1
A, + Ay =3 a?, also gilt

A+ A;=A4,+ 4,.

Ma 6 m 2954 Der Vorginger von 1985 ist
1984. Das Produkt lautet 1984:2 =992
Nun gilt r2<n-(n+1), also n2<992.
Wegen 202 =900 und 900 < 992 sind fol-
gende Produkte zu priifen:

30-31=930; 31-32=992. Es handelt
sich um die Zahlen 31 und 32.

Ma 6 m2955 Fiir die Zahl 504 gibt es ge-

nau fiinf Faktorenzerlegungen, nimlich

504=1-7-8-9=2:4-7-9=2-6-6-7
=3-4-6:7=3-3-7-8,

Deshalb ist 9871 die groBte vierstellige na-

tiirliche Zahl, deren Querprodukt 504 be-

trigt.

Ma 6 m 2956 zu a) 8 Geraden,
a) 4-
—q —
T

zu b) 12 Geraden, zu c¢) 8 Geraden.
b)

c)

Ma 6 m2957 Wir beginnen mit der klein-
sten sechsstelligen Zahl, die aus lauter ver-
schiedenen Grundziffern besteht; sie lautet
102345. Eine Zahl ist durch 18 teilbar,
wenn sie durch 2 und durch 9 teilbar ist.
Die ungerade Zahl 102345 hat die Quer-
summe 1§, ist also nicht durch 9 teilbar.
Die zu ermittelnde Zahl lautet demnach
102 348.

Na/Te 6 ®434 Der Zug hat erst dann den
Tunnel passiert, wenn der letzte Wagen
den Tunnel verlassen hat. Zur Linge des
Tunnels muB also die Zuglinge addiert

werden. Da die Geschwindigkeit 15% be-

trigt, legt der Zug in 1s 15 m zuriick. Fiir
1800 m bendtigt er
1800:15s =120s=2 min.

Ma7w2958 Wegen 100:7=14-7+2
wire eine Zerlegung der 100 Pilze auf 7
Personen z. B. wie folgt moglich:

14, 14, 14, 14, 14, 15, 15 Pilze. Da keine
zwei der Pilzsammler dieselbe Anzahl im
Korb hatten, miite die Zerlegung aber
z.B. 11, 12,13, 14,15, 17, 18 Pilze lauten.
Nun gilt aber 14 + 15+ 17 + 18 = 54 > 51.
Werden diese Summanden kleiner ge-
wihlt, wachsen die nicht verwendeten drei
Zahlen 11, 12, 13. Folglich kann man nicht
in jedem Fall beliebig vier Pilzsammler so
auswihlen, dafl die Gesamtzahl ihrer Pilze
kleiner als 51 ist.

Ma 7m 2959 Es seien a. b, ¢, d die vier
Summanden; dann gilt ¢+ b+ c+d =45
und a+2=b-2=c¢-2=d:2. Daraus

folgt d =2a + 4, c=§+1, b=a+4
und somit

a+(a+4)+(§+1)+(2a+4)=45,

%a=36,also a=8,b=12,¢c=5,

d =20. Die vier Summanden lauten 8, 12,
5 und 20.

Ma7m 2960 Nach Voraussetzung bzw.
Konstruktion gilt

mg=W9, WA=WA, m,‘ =AI_M,1,
BMy=B"Mp. Da AC und BB’ bzw.

BC- und AA" Diagonalen des Vierecks
ABCB’ bzw. des Vierecks 4BA’'C sind und
diese Diagonalen einander halhieren, sind
diese beiden Vierecke Parallelogramme,
und es gilt AB||A'C und AB|B’C. Des-
halb liegen die Punkte 4‘, B’ und C auf
einer Geraden.




Ma7m2961 Esseienn—1,n, n+1drei
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen mit
n =1, dann soll gelten
(n-D+n++)=Mn-1D'n-(n+1),
3n=n-(n—1)-(n+1),

und wegen n*03=(n—-1)-(n+1),
1-3=(n—1)-(n+1). Daraus folgt
n—1=1lundn+1=3,alson=2.

a) Die Zahlen 1, 2, 3 erfiillen die Bedin-
gungen, und esgilt 1+2+3=1-2-3.

b) Da 3 Primzahl ist, existiert auBer
1-3 =3 kein weiteres Produkt natiirlicher
Zahlen mit dem Wert 3. Somit existiert ge-
nau ein solches Zahlentripel.

Ma7®2962 Wir fillen die Lote BQ und
DF von B und D auf AC; dapn gilt

A= 7S-BY, 4,=5 T3 BQ,
Ay =TSP, A, = - 45 DP und

somit A;: A, =A,: A, =A5:CS§,
also Ay A3 = A, A,.

A B

Na/Te 7m435 Der Hebel befindet sich
im Gleichgewicht, da sich auf der rechten

1
Seite ein Korper mit 5 der Gewichtskraft

des Korpers auf der linken Seite in der 5fa-
chen Entfernung vom Drehpunkt befindet.
Das Lager wird mit einer Kraft von 1,2 N
belastet.

Na/Te 7m436 Ja; da der Hubweg 6mal
so groB ist wie der Zugweg, ist zum Heben
einer Last von 4800 N eine Kraft von 800 N
notwendig. Es stehen aber 1000 N zur Ver-
figung.

Ma8m2963 a) Neun aufeinanderfol-
gende natlirliche Zahlen haben bei Divi-
sion durch 9 die Reste 1,2,3,4,5,6,7,8,0
(nicht notwendig in dieser Reihenfolge!),
also ist genau eine dieser Zahlen durch 9
teilbar.

b) Von 10 beliebigen natiirlichen Zahlen
sind mindestens zwei Zahlen, die bei Divi-
sion durch 9 denselben Rest lassen; ihre
Differenz 48t dann bei Division durch 9
den Rest 0, d. h., sie ist durch 9 teilbar.

Ma8w2964 Wir drehen das Dreigck
APQ um A als Drehzentrum entgegen dem
Uhrzeigersinn um einen Winkel der GroBe
90° und verbinden das Bild P’ von P mit Q.

(o

D' A=A’ 8

Von A fillen wir das Lot auf die Gerade
P’'Q; sein FuBpunkt ist dann B’ = D. 4D ist
die gesuchte Quadratseite. Wir konstruie-
ren das Quadrat ABCD mit AD als einer
der vier Quadratseiten.

Ma 8 m2965 Eine der drei aufeinander-
folgenden Zahlen 27 -1, 27, 2" +1 st
durch 3 teilbar. Da von allen Primzahlen
nur die 3 durch 3 teilbar ist und 2" fir kein
n durch 3 teilbar ist, kann nur gelten:
entweder 2" —1=3 oder2"+1=13.

Da 1 nicht Primzahl ist, ist das einzige der-
artige Paar (3;5).

Ma8m2966 Die Seiten des Rechtecks
seien mit a und mit a + 10 bezeichnet.
Dann gilt fiir den Umfang des Rechtecks
up=a+a+a+10+a+10=4a+20.
Nun ist auch der Umfang des Quadrates
g = 4a + 20. Die Seite des Quadrates
betrigt somit (42 +20):4=a+5.

Damit ist der Flicheninhalt

des Rechtecks Ag = a{a + 10) = a® + 10a
und der Flicheninhalt des Quadrates
Ap=(a+5)=a%+10a+25.

Beide Fldcheninhalte unterscheiden sich
demnach um 25 cm?.

Ma 8 m2967 Beweis fiir zweistellige na-
tirliche Zahlen mit der Einerstelle 5:

Es sei n=10x + 5 mil x € N und
1=x=59. Dann ist

n?=(10x + 5)>=100x2 + 100x + 25.
Streicht man die Ziffer 5, so bleibt die
Zahl x ibrig; multipliziert man mit dem
Nachfolger, so entsteht - das Produkt
x(x + 1). Hangt man die 25 an, so verhun-
dertfacht sich x(x +1). Es entsteht die
Summe x(x + 1)-100 + 25, vereinfacht ist
das .

100x2 + 100x + 25, q.e.d.

Beweis fiir dreistellige natiirliche Zahlen
mit der Einerstelle 5 (verkiirzt):
n=100x+ 10y + 5 mit x € N und
l1=x=%undyveNund0=y=9.

Dann ist (100x + 10y + 5)2 =10000x?
+2000xy + 1000x + 100y% + 100y + 25,
und es ist

(10x + y)(10x +y + 1)- 100 + 25
=10000x2 + 2000xy + 1000x + 100y?

+ 100y + 25. Wir sehen, daB das beschrie-
bene Verfahren zum gleichen Ergebnis
fihrt, w.z.b. w. Weitere Beweise kann der
Leser fliihren.

Na/Te 8 w437 Unter Benutzung des Ta-
felwerkes findet man das Volumen-Tempe-
h T
ratur-Gesetz: 72— = Fz‘
Gesucht: ¥, (in cm’);

Gegeben: V; = 1000 cm?,

T,=Q273 +24)K,
T,=273K.
Das gesuchte Volumen betrigt 920 cm’.

Na/Te 8 438 Gesucht: Temperatur des
Schmelzwassers & (in °C),
Gegeben: Wirmeleistung des Tauchsieders

Pr=1kW= 1%; -
Masse des Eises: m = 1kg;

Heizzeit 1=10-60s
Aus Tafelwerk: Schmelzwirme des Eises

. Ma9wm2972

0,=334 l%; spezifische Wirmekapazitit

KJ

des Wassers ¢ = 4,186 kg K
Der Tauchsieder erzeugt eine Wirme
Q = P, -'t. Diese Wirme wird zum Schmel-
zen des Eises und zum Erwérmen des
Schmelzwassers benutzt:
Q=m-Q;+m-c-AT.
P, w - m: Q, . im

m-c
vorliegenden Fall ist 8 = AT, 9=63,5°C.
Da der Tauchsieder mit erwdrmt und
Wirme an die Umgebung abgegeben wird,
wird die errechnete Temperatur nicht er-
reicht.

Ma9 w2968 Rainer wird im Jahre 1989
9 Jahre alt, 452 =12025, d.h. Rainer wird
im Jahre 2025 genau 45 Jahre alt. Es gilt
442 = 1936 < 452 = 2025 < 462 = 2116.

Die angegebene Losung ist die einzig mog-
liche.

Eingesetzt: AT =

Ma 9m2969 Die Losungsmenge des Sy-
stems ist tatsdchlich L = {(0;4)}. Peter hat
unzuldssigerweise durch die Variable x di-
vidiert, ohne zu bedenken, daB das nur fur
x * 0 moglich ist.

Der Ubergang von 4 — % =4+ -451 zu

1 4
Ry ist falsch, und dieser Fehler wird
noch zweimal wiederholt.

Ma9®2970 Hat das Buch weniger als
400 Seiten, so wird héchstens 4-9+3-2
= 42mal die Ziffer Null verwendet (jeweils
neun volle Zehner in ailen Hunderter-Ab-
stinden und drei Hunderter). Hat das Buch
400 Seiten oder mehr, so wird mindestens
42 + 2 =44mal die Ziffer Null verwendet.
Damit ist es unméglich, daB genau 43mal
die Ziffer Null verwendet wurde. -

Ma9m2971 Es sind folgende Fille zu
unterscheiden: )
(1) Von den fiinf beliebigen natiirlichen
Zahlen lassen mindestens drei Zahlen bei
Division durch 3 denselben Rest,

(2) es lassen mindestens zwei der fiinf Zah-
len den Rest 1 und eine den Rest 2,

(3) es lassen mindestens zwei der finf Zah-
len den Rest 2 und eine den Rest 1.
Andere Moglichkeiten kann es nicht ge-
ben.

Im 1. Fall kGnnen sich die Reste 1, 1, 1,
bzw. 2, 2, 2 oder 0, 0, 0 ergeben. In jedem
Falle ist die Summe dieser drei Zahlen
durch 3 teilbar, weil
1+1+1=3,24+2+2=6undauch0+0
+ 0 =0 durch 3 teilbar sind.

Im 2. Fall und auch im 3. Fall ergeben die
Zahlen mit den Resten 1, 2, 0 als Summe
eine durch 3 teilbare Zahl.

In allgemeiner Darstellung
sieht die Rechnung wie folgt aus:

1000a + 1006+ 10c+ d

+ 10006 + 100c+ 104 + a

+ 1000c + 100d + 10a+ b

+ 1000d + 100a + 106 + ¢

1111a + 11115 + 11 c + 11114
=111l(a+b+ c+d).

alpha, Berlin 23 (1989) 2 - 47



Dividiert man diese Zahl durch (a+ b+ ¢
+ d), so erhdlt man stets 1111, w.z.b.w.

Na/Te9m439

Gesucht: / (in m) und AT (in K)
Gegeben: zugefiihrte elektrische
Energie Ag = 0,03 kWh
Durchmesser d des Drahtes = 1 mm;
spezifischer elektrischer Widerstand

mm?
0=042Q—;
m

Stromstirke I =3,2 A;

Dauer ¢ =5-60s; Masse des Wassers
m=1000g,

spezifische Wirmekapazitit des Wassers

c=4,19——

Berechnung von I: Aus der Gleichung fiir
die elektrische Arbeit und der Gleichung U
= I- R ergibt sich:

Ap=1% - R-t. R 14Bt sich aus dcm Wider-

e

J
2 K (aus Tafelwerk).

standsgesetz berechnen: R =

; . 1’191t
In Ay eingesetzt: 4dg)=—F—5— a2
(2) =
2
Ap-m- (%)
Nach [ aufgelost: [ = P

Es ergibt sich / = 65,74 m,
d.h. I =66 m. Berechnung von AT:
Aus Apj=m- c- AT folgt

Es wird eine Temperaturerh6hung von
etwa 26 K beobachtet. Der Draht war rund
66 m lang. 7

Na/Te 9 m440 Gesucht: c, (in g~K)

Gegeben: Kantenldngen des Blocks:
a=2cm,b=2cm, c=25cm
Temperatur des heiBen Wassers

dw = 100°C; Temperatur des kalten
Wassers dx = 27 °C; Mischtemperatur
9 = 29,1°C; Masse des Wassers

m = 200 g; spezifische Wirmekapazitit

Dichte des

des Wassers ¢y = 4,19 JK ;

27

Die Masse des Alummmmblocks 1aBt sich
aus den Abmessungen und der Dichte des
Aluminiums berechnen:

my=a-b-cp,.

Vom heiBien Aluminiumblock. wird an das
Wasser die Wirme Q, abgegeben. Wenn
man die Gleichung zur Berechnung der
Wirme benutzt:

Qa=my s (8w — 8y). Vom kalten Was-
ser wird die Wiarme Qy, aufgenommen:

Aluminiums g, =

Qw=m-cy (I — 9.
Aus Q, = Qw erhilt man fiir ¢,:
m: Cw* (8M - ‘8]()

AT 0D e oaPw — )
Die spezifische Warmekapazitit

J
g K’
Ma10/12m2973 Aus 16 — 843
=12-8 «/3_ + 4 folgt schrittweise:

8(2-43)=0243 -2)},

des Aluminiums betrigt 0,92

48 - alpha, Berlin 23 (1989) 2

224243 =243 -2,
242429243 +2-{3 =2+43,
(V2 +42-43 )'=2+43,

V2 e2-3 =243,

Die beiden Zahlen z; und z, sind gleich.

Ma10/12 m2974 Angenommen, es gibt

Zahlen x, fir die z Primzahl ist. Dann 148t

sich die Gleichung wie folgt vereinfachen:

z=5x—-30—x+5+x*—4x,
z=x2-25, z=(x—-5)(x+5).

Wenn x = 6, so ist

z=(6-5)06+5=1-11=11,

und 11 ist Primzahl. Wenn x = —6, so ist

z=(—-6—-5)(—6+5=(—-11)- (-1 =11,

und 11 ist Primzahl. Weitere Moglichkei-
ten gibt es nicht, falls es iiberhaupt Losun-
gen gibt.

Wir priifen das durch Einsetzen:

1) x=6: 5-0-1+6-2=11;

2) x=-6: 5-(—12) - (-11)
+(=6)-(-10) =
+60=11.

Die einzigen L6ésungen sind 6 und —6.

Ma10/12 w2975 Im abgebildeten Drei-
eck ABC sei p=4cmund ¢ =5cm,
alsop+gq=5b=9cm.

Skizze (nicht

mabBgerecht!):

b P

—-60+11

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
16¢? | 51

25
81-25,¢2=9-25,¢c=15.

Durch Einsetzen folgt a = ﬂ, a=12.

5
Die Seiten des Dreiecks ABC haben fol-
gende Lingen: a=12cm, b =9cm,
c=15cm.

Ma10/12m2976 Auf Grund der gegebe-
nen Bedingungen gibt es natiirliche Zahlen
u, v, w, t, so daB gilt a=uv; b=wr
¢ = uw; d = vt. Dann folgt:

Q1988 4 1988 4 1988 4 1988 I (y)1988

+ (we)1988 4 (uw)1958 + (pr)1988,

Wir formen nun die rechte Seite dieser
Gleichung weiter um:

1988 (11988 L 11988) | 41986 (11988 4 ,1988)
= (1988 + 11988). (11988 4 1, 1988) = ¢

Ma10/12m2977 1.Fall: Es sei x=0;
dann lautet die Ungleichung y = 0; Losun-
gen sind alle geordneten Paare (0;n) mit
neN.

2.Fall: Es sei x =1; dann lautet die Un-
gleichung 2 + y = y; Losungen sind alle ge-
ordneten Paare (1;n) mit n€ N.

c2=a%+ b? also c2=

bzw. 9¢? =

" 3. Fall: Es sei x = 2. Die Ungleichung wird

schrittweise fquivalent umgeformt:

2x+yzxy|-y; 2xzy(x—1)|:(x—-1)
-1 2 y. Wegen

2x 2x-1)+2 2
ygx—l x—1 2+x—1

gilt y=4 fir x=2; y=<3 fur
x=3,y<3firx=4.

Weitere Losungen sind:

(2;0), 2; 1), (2;2), (2;3), (2;4), (3;0), 3; 1),
(3;2), (3;3) und alle geordneten Paare
(n;0), (n;1), (n;2) mit ne Nund n=4.

Na/Te10/12m441 Bei der Aufwirtsbe-
wegung Dbetrigt die Beschleunigung
11m-:s2, bei der Abwirtsbewegung
9m-s 2. Unter Verwendung des Newton-
schen Grundgesetzes betrigt die Gewichts-
kraft bei der Aufwirtsbewegung 1100 N,
bei der Abwirtsbewegung 900 N.

Na/Te 10/12 w 442

Ges.: a (in m-s72) und ¢ (in s)

Gegeben: s=1,2m; v=720m-s"2

Es handelt sich um eine gleichmaBig be-

schleunigte Bewegung.
2

Aus v*=2-asfolgt a = 7 sund
ausv=a~tfolgtt=i=£’
a v
1
= D 10% m - -2 _
a=216-10°m- s ?und ¢ 300 °

Losung zur Schachecke
Heft 1/89

44742 +7+6+5-42 ~33,968.

Losung zur Schachecke
1. Sd4 (2. Tg4 matt) K:d4/e:d4/L:d4/D:d4
2. Db4/D:d5/Db1/D:h7 matt.

Losungen zur Sprachecke

Ala Programmablaufplan
Folge dem vorgegebenen Programmablauf-
plan und ermittle den Wert X! X ist eine
Zahl von 1 bis 100 und ist am Anfang und
Ende des Programms gleich.
Hinweis: In den Rechenoperationen treten
immer nur ganze von Null verschiedene
Zahlen auf.
Lésung: X =33.
A2 A Ein Tagesausflug zu Ostwald nach
GroBbothen lohnt die Atlantikiiberque-
rung. Du kannst nicht zehn Minuten in
seiner Gegenwart sein, ohne zu verstehen,
daB du einem wirklich groBen Mann ge-
geniiberstehst. Sein Wissen, seine Origina-
litdt und Vielseitigkeit, all das zusammen
macht ihn zu einer der interessantesten
Personlichkeiten seiner Zeit.
Ostwald-Schiiler Harry S. Jones



A3 a Irgendwie verlor ich das Thermo-
meter, mit dem ich gewohnlich die Tempe-
ratur der Fotochemikalien messe. Das
Thermometer zerbrach nicht, aber der Spi-
ritusfaden ,riB“.

Wie wird das Thermometer repariert?
Ldsung: Legt man das Thermometer in das
Tiefkiihlfach und erwdrmt es anschlieBend,
ist der Spiritusfaden wieder in Ordnung.

i

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Freitag der 13.

In jedem Jahr fdllt ein 13. auf den Freitag!
In einem Jahreskalender beginnen die Mo-
nate (in einem normalen Jahr); Januar, Fe-
bruar, April, Mai, Juni, August und Sep-
tember jeweils an einem anderen Wochen-
tag. Und folglich ist auch der 13. Tag der
Monate auf die siecben Wochentage ver
teilt. Fiir Schaltjahre gilt eine dhnlichie Ge-
dankenfiihrung. Eine weitere Untersu-
chung zeigt, daB in jedem Jahr (einschlieB-
lich Schaltjahr) der 13. vom Monat Mai bis
einschlieBlich November auf sieben ver-
schiedene Wochentage fillt.

In einem Zu_g

GroBes Ostereierfirben
Eine moégliché Verteilung der Eier ist:
Nest 1 4 rote, S gelbe, 7 blaue, 8 viol.

Nest 2 5 rote, 8 gelbe, 4 blaue, 7 viol.
Nest 3 7 rote, 4 gelbe, 8 blaue, 5 viol.

Zum Scherzen aufgelegt

1. Definitionen; 2. Inhalt; 3. Achsen;

4. Geraden; 5. Operationen;

6. Nebenwinkel; 7. Abakus; 8. Losungen,;
9. Ergebnisse; 10. Nachfolger

Wissen und Rechnen
22+1)2- 9+5 =11
+ .t +
(P-4 -4 +5)7=88
554 <= 455 =99

»Auf alle Fille“ ...!

(Mit E, = 9999 als einzige der neun Mog-
lichkeiten. Denn wegen D,, F, und_A;

muB die Zehnerstelle von C, mit der

E,-Ziffer iibereinstimmen. Auch B, und I,
werden dadurch eindeutig. SchlieBlich sind
G, und H; eindeutig voneinander abhin-

gig.)

Geschickt kombiniert
1. Schere; 2. Schraubendreher; 3. Messer.

Springen und schlagen

Mogliche Zugfolgen sind:
A:9—1;2—4,10—2;1>3; 4—%2
8—6; 2—10; 14—*6 12— 10; 6—)14
15—13

B:4—1;6—4;7—>2; 9—>7 1—4;
4—11, 11—>13 13—-15;15—-6; 6—1

Zahlenpuzzle
6 55179926493
4 289438137297
135961467675
6 74889864883

Losungen zu: !

Rund um das Dreieck

Ala Alle gezeichneten Dreiecke haben

den: gleichen Flécheninhalt.

AZA (1) Aus diesen Seltenlangen ist

kein Dreieck konstruierbar. °

Ala 2a)50°b)40° c) 40° d) 35°,
e) 120°, ) 60°

A4a A=] B=F C=H E=G
ASa _

/X

A6 A a) Der Flicheninhalt des Dreiecks
ABC verdoppelt sich.

b) Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC
vervierfacht sich.

¢) Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC
verdndert sich nicht.

A74 Flichen- Grund-  Héhe h
inhalt 4 seite ¢
in cm? in cm in cm
a) 270 10 54
b) 36 36 2
c) 10 5 4
484 a)l2 b)28 c)44
A%a Db),c),d),e)
Al0a 4
Alla h=2a

A 12 o Die Flicheninhalte der Dreiecke
ABC, GHI und KLM sind gleich groB. Die

Flicheninhalte der Dreiecke NOP, RST
und UVW sind gleich groB.
Alla a)76cm? b) 94cm?
alda
a) —
spitz- recht- stumpf-
winklige winklige winklige
DEeiecke Dreiecke Dreiecke
P) gleichschenklige
Dielecks unregelmiBige
gleichseitige Dreiecke
Dreiecke '

A15a Zum Beispiel: 3-8-4-2-9-5-1-
7-6 (von oben in Uhrzeigerrichtung)
al6a a=15° =15 9=30°6=150°
Al7a 217cm?

Losungen zu: v. Erdmannsdorff Heft 1/89
Ala Sei W(n) die Anzahl der Wege bei
n Objekten. Bei 1; 2; 3 Objekten werden 0;
1; 3 Wege benoétigt. Zu jedem neu dazu
kommendem Objekt werden zu allen vor-
handenen Objekten neue Wege benoitigt.
Das ergibt die Rekursionsformel W(n + 1)
=W(n)+ n.

Daraus leitet man W(n) = A1)

2 ab
und beweist sie mittels volistindiger In-
duktion: N(n)+ n
2-n+ +

_n ; 2n=(n 21)"=N(n+1).

b) Es sind 0; 1; 3; 9 Kreuzungen. (Bei
8 Bauwerken jedoch sind nicht 27, sondern
19 und bei 9 Objekten 36 Kreuzungen né-

tig!)

Man muB sich ‘dag'um bemiihen,

Ala
daB jede Gerade alle iibrigen schneidet,
wobei sich in einem Punkt nicht mehr als
zwei Geraden schneiden diirfen.

7o (X

Dann trifft die (n + 1)-te Gerade auf n vor-
handene Geraden und zerlegt dabei n + 1
Flichen, so daB r + 1 zusitzliche Flichen
entstehen. Es gilt also fiir die Anzahl der
Fldachen:

F(n+1)=F(n)+(n+1).

2
So gilt F(n) = %"”
Beweise dies durch vollstindige Induktion'!

Losungen zu: Rund um die Zahl 1989
Heft 1/89

Ala Die Héhe ist 936 mm.
A2A 18362+ 765%= 1989

Weg ist 612 m kiirzer.

Ala 1988=2-2:7-71, also lauten die
entsprechenden drei Quader 4/7/71 cm,
2/14/71cm, 2/7/142 cm!

Der neue

" ad4a 1989 ist a) 994 + 995, b) 662 + 663

+664, c) 329+330+331+332+333

+334, d) 217+218+219+220+221

+222 +223 + 224 + 225.

AS5a Alter der Kinder 3, 3, 13 und

17 Jahre. Die Muiter ist 36.

A6a 1899 8199 9189 9819 9918
1989 8919 9198 9891 9918
1998 8991 Also 12 Ziffern!



Rund
um das Dreieck

Ala Weiches der gezeichneten Dreiecke
ABC, ABD, ABE hat den groten Flachen-

inhalt?
E
c D h
Bild 1 glh
A 8 g

A2a Untersuche, ob aus den vorgegebe-
nen Seitenlingen a, b, ¢ ein Dreieck kon-
struierbar ist!

a b c
L 4
1) 6,0cm | 40cm 10,0 cm
) 4,1cm | 1,7cm 53cm
3) 50cm | 50cm- 50cm
4 " 153cm | 57cm | 113cm

A3 a Gib jeweils die GroBe des Winkels
o an!

Bild 2

Welche der gezeichneten Dreiecke

AdA
sind kongruent zueinander?

Bild 3
8 C N
.- A D
\|/ F
—1 |G
—<~ /I\
- GIAA 1
H
K\

A5 A Zeichne jeweils alle Symmetrieach-

sen ein!
a=b=c

Bild 4 1

a=b

A 64 Wie verindert sich der Flichenin-
halt eines Dreiecks ABC, wenn man

a) die Grundseite verdoppelt;

b) die Grundseite und die zugehorige
Hohe verdoppelt;

¢) die Grundseite verdoppelt und die
Hohe halbiert?

A7a Vervollstindige folgende Tabelle
fiir Dreiecke!

Flicheninhalt 4 | Grundseite ¢| Hohe h
in cm? in cm incm

a) 270 10

b) 36 ' 2

<) 5 4

A8A Wieviel Dreiecke enthilt jede der
in Bild 5 angegebenen Figur?

Bild 5
a)

b)

c)

A9a Welche der folgenden Aussagen\
sind wahr?
a) Jedes rechtwinklige Dreieck ist unregel-
miBig.

b) Jedes gleichseitige Dreieck ist spitz-
winklig.

c) Es gibt stumpfwinklige Dreiecke, die
gleichschenklig sind.

d) Es gibt kein rechtwinkliges Dreiéck, das
gleichseitig ist.

e) Jedes gleichseitige Dreieck ist gleich-
schenklig.

4 10a Wieviel zueinander gleichseitige
Dreiecke benétigt man mindestens, um
daraus wieder ein gleichschenkliges Drei-
eck zu legen?

A 13 A Berechne jeweils den Flichenin-
halt der Figuren!

Bild 7 /\ J
g
| ag=4cm
b=5cm
aq \ /| Q
Y
ﬁ“ a=6cm
— b=2cm
c=5cm
“I' d=f=3cm
e=4cm
a b

A 14 o a) Stelle in einem Mengenbild die
Menge der spitzwinkligen Dreiecke, die
Menge der stumpfwinkligen und die
Menge der rechtwinkligen Dreiecke dar!
b) Stelle in einem Mengenbild die Menge
der gleichseitigen Dreiecke, die Menge der
gleichschenkligen Dreiecke und die Menge
der unregelmiBigen Dreiecke dar!

A 15a Schreibe an die Ecken eines Drei-
ecks je eine und an die Seiten des Dreiecks
je zwei der Zahlen 1 bis 9, so daB an jeder
Seite die Summe 17 herauskommt!

£

Bild9
O ¢
O o (@ C

Bild 8 -

® QO . a 8

Al6 A Wie groB sind die Winkel «, 5, p
und 6 in der nachstehenden Figur (siehe
Bild 9)? (Die Figur besteht aus einem¥Qua-
drat ABCD und einem gleichseitigen Drei-
eck DCE.) .

A 17 A Berechne die Oberfliche der im
Bild 10 dargestellten quadratischen Pyra~
mide!

Bild 10
Alla Ein Quadrat und ein Dreieck
stimmen in der Grundseite ¢ und dem Fli-
cheninhalt 4 ibergin. Ermittie die Hohe
des Dreiecks in Abhingigkeit von a! a=7cm
Al12a Welche der gezeichneten Drei- h=12cm
ecke haben den gleichen Flicheninhalt? L. Flade/H. Knopf
Bild 6 . T cl IF E P 3 | L
7] ®
Rl A s 1T QA / /
w v \ N 0l / \ 1/
7 \ ydav4 \
(v A 8 D G H k| |
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Joachim Jungius —

ein Leibniz
vor Leibniz

Am 22.10. 1987 jdhrte sich zum 400. Male
der Geburtstag des Gelehrten Joachim Jun-
gius, der nicht nur im Urteil seiner Zeitge-
nossen als bedeutender Mathematiker galt,
sondern auch noch von einer Reihe von
Wissenschaftlern der nachfoigenden Gene-
rationen geschidtzt wurde. G.W. Leibniz
verglich ihn z. B. mit Galilei, Kepler und
Descartes und betonte, daB ,er nicht nur
mit allen Teilen der Gelehrsamkeit, son-
dern auch mit dem Innern der Mathematik
in einer Weise vertraut (war), die fast iiber
das Verstindnis seiner Zeit und des Ortes,
den ihm Geburt und Schicksal zugewiesen
hatten, hinausging“. Alexander von Hum-
boldt, der — wie er selbst sagte — bei sei-
nem Aufenthalt in Hamburg um 1790 die
ghickliche Gelegenheit hatte, die Jungius-
schen Schriften kennenzulernen, sprach
von dem. groBen, so lange verkannten Jun-
gius. J. W. v. Goethe (der besonders Inter-
esse an den botanischen Arbeiten Jungius’
hatte) trug sich iibrigens kurz vor seinem
Tode mit der Absicht — dhnlich seiner Cel-
lini-Biographie — eine von Jungius zu ver-
fassen.

Wer war nun dieser Joachim Jungius, nach
dem man z. B. in Rostock eine StraBe be-
nannt hat, von dem man jedoch in Bii-
chern iiber Wissenschaftsgeschichte nicht
allzu viele Informationen findet?

Geboren wurde er am 22.10. 1587 in Lii-
beck als Sohn eines Gymnasiallehrers.
Seine akademische Ausbildung begann
Jungius in Rostock, wo er spiter — unter-
brochen durch Studien in GieBen, Helm-
stedt und Padua — mehrere Jahre als Pro-
fessor fiir Mathematik wirkte. In Rostock
griindete Jungius 1622 auch die erste wis-
senschaftliche Gesellschaft nordlich der
Alpen.

Typisch fiir die Studien von Jungius in je-
nen Jahren war sein Bestreben, sich das ge-
samte damalige Wissen anzueignen. Dabei
war er sehr kritisch und forderte auch von

seinen Schiilern, ja nicht in der ,Gebor-
genheit von Autoritit einzuschlafen®.
Jungius war auch ein engagierter Anhénger
der pidagogischen Reformbewegungen
und auBerdem Doktor der Medizin.

Von 1629 bis zu seinem Tode am
23.9. 1657 wirkte Jungius in Hamburg.

Auch wenn Jungius sich mit sehr vielen
Gebieten beschiftigte (so nahm er z. B. auf

Reisen zwecks astronomischer Studien

sein Fernrohr mit, er legte sich Sammlun-
gen von Naturdingen an und er experimen-
tierte chemisch), hatte fiir ihn die Mathe-
matik als Vorbild fir Wissenschaftser-
kenntnis und -darstellung eine groBe
Bedeutung. Es sind mehrere Reden und
Schriften von ihm liberliefert, in denen er
den groBen Nutzen und die Bedeutung der
Mathematik fir die allgemeine Naturer-
kenntnis preist, sowie ein Lehrbuch fir
Geometrie, mit dem er diejenigen Schiiler,
denen die klassische Geometrie zu schwie-
rig erscheint, mittels empirischer Uberle-
gungen an die Gedankenginge der Mathe-
matik heranzufithren gedachte.

Aufs beste war Jungius mit den damals
modernsten Richtungen und Entwick-
lungstendenzen in der Mathematik ver-
traut. In dieser Zeit vervollkommneten sich
z.B. die Rechenmethoden (u.a. kamen
Dezimalbriiche und Logarithmen auf),
eine hochentwickelte Symbolik bildete
sich heraus und man begann, eine Reihe
von physikalisch-mechanischen Problemen
(freier Fall, Planetenbewegungen, Pendel-
schwingungen, ...) mathematisch zu be-
handeln. Von Jungius ist nun bekannt, da
er wie selbstverstindlich bei entsprechen-
den Rechnungen Logarithmen benutzte
und 3. B. auch trigonometrische Funktio-
nen verwendete.

Seit 1613 beherrschte er die Buchstaben-
rechnung des Vieta, die er teilweise verbes-
serte. Er hatte iibrigens die berithmte ,Ze-
tetica® von Vieta nur fir eine Nacht
geliechen bekommen, sich so weit wie mog-
lich Ausziige angefertigt und dann selb-
stindig vieles ergdnzt. Vermutlich hat er
auf diese Weise vor Descartes — dem man
einige Verbesserungen der Vietaschen Zei-
chensprache zuschreibt — anstelle von gro-
Ben Buchstaben die iibersichtlicheren klei-
nen Buchstaben verwendet und den Grad
einer Potenz durch Hochstellen eines Ex-
ponenten klarer als Vieta dargestellt. Die
von Jungius in seinen Aufzeichnungen ver-
wendete formelhafte Schreibweise ist auch
fiir heutige Leser leicht verstindlich.

Leider hat Jungius von seinen gewonnenen
neuen Erkenntnissen auf dem Gebiet der
Mathematik nichts publiziert. DaB3 trotz-
dem etwas bekannt geworden ist, verdankt
Jungius vor allem seinem Schiiler Woldeck
Weland (1614 bis 1641) und Leibniz. Ge-
lohnt hitte sich eine rechtzeitige Druckle-
gung seiner mathematischen Erkenntnisse
sicher. So z. B. die seiner Restitution eines
verlorenen Werkes des Apollonpius von
Perga iiber die ebenen Orter anhand der
von Pappos ohne Beweis iiberlieferten
Sitze, die von Weland im weiteren vollen-
det wurde, jedoch auf Grund des frithen
Todes von Weland und anderer widriger
Umstinde nicht gedruckt wurde. Mathe-
matikgeschichtlich wirksam wurden nur
die Restitutionen von van Schooten (1615
bis 1660) und Fermat (1601 bis 1665).
Von Weland wurde 1640 eine kleine Ab-
handlung herausgegeben, die u. a. zwei in-
teressante, von Jungius stammende Resul-
tate enthdlt. Zum einen ist das

die Berechnung des Tetraedervolumens
aus den 6 Seitenkanten (wobei Jungius
auch den Radius der umbeschriebenen Ku-
gel bestimmt hat)

und zum anderen eine hiibsche
Konstruktion einer Tangente an einen
Kreis von einem 4uBeren Punkt nur mit
Hilfe eines Lineals:

Vom vorgegebenen Punkt P aus werden
zwei Sekanten durch den Kreis, die eine
durch den Mittelpunkt, gelegt. Die durch
die Schnittpunkte der Sekanten bestimm-
ten Seiten des entstehenden Kreisvierecks
werden bis zu ihrem Schnittpunkt verlidn-
gert.

Die Verbindungslinie desselben mit dem
Schnittpunkt der Diagonalen gibt auf der
Kreisperipherie die gesuchten Beriihrungs-
punkte. Wir haben hier den bekannten
Tangentensatz der Polarentheorie erstma-
lig vor uns, den man frither dem Gregorius
von St. Vincentius zuschrieb. Die Verbin-
dungslinie ist die Polare, der gegebene
Punkt auBerhalb des Kreises der Pol.

Eine weitere erwihnenswerte mathemati-
sche Leistung von Jungius ist der sowohl
experimentelle als auch rechnerische
Nachweis, daB eine Vermutung von Galilei
aus dem Jahre 1638 ,die Kettenlinie ist
eine Parabel“ falsch ist. Eine mathemati-
sche Konstruktion gab erstmalig Leibniz
im Jahre 1691 an, wobei er auf den ,ausge-
zeichneten Philosophen und Mathemati-
ker“ Jungius hinwies.

In dem Artikel iiber die Kettenlinie be-
merkt Leibniz iibrigens auch, daB man die
Kettenlinie zur Hyperbelquadratur benut-
zen kann, womit ein seit der Antike beste-
hendes Problem geldst war. (Unter der Hy-
perbelquadratur versteht man die Berech-
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nung von Flichen, die durch einen
Hyperbelast und Geraden begrenzt sind.)
Einem Brief des Jungius-Schiilers Vincen-
tius kann man nun entnehmen, daB Jun-
gius ebenfalls eine Methode zur Hyperbel-
quadratur besessen haben soll. Vermutlich
handelt es sich bei der Jungiusschen Hy-
perbelquadratur um die einer gleichseiti-
gen Hyperbel, wie sie auch Gregorius von
St. Vincentius 1647 gelang. Jungius wiirde
mit dieser Leistung jedoch zu den Mathe-
matikern des 17. Jahrhunderts gehoren, die
durch eine Reihe von Beispielenrdie Ent-
wicklung der Infinitesimalmathematik vor-
bereiteten.

Von weiteren mathematischen Arbeiten
Jungius’ sind meist nicht mehr als nur die
Titel bekannt. Da auch die etwa 8 000 Blit-
ter mathematischen Inhalts des Hamburger
Jungius-Archivs noch nicht vollstindig
ausgewertet worden sind, ist ein abschlie-
Bendes Urteil iiber den Mathematiker Jun-
gius zur Zeit noch nicht moglich.
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AbschlieBend sei noch bemerkt, daB Jun-
gius nicht nur an konkreten mathemati-
schen Problemen interessiert war, sondern
auch eine allgemeine Beweislehre entwik-
kelt hat. Dargelegt hat er seine Vorstellun-
gen in der ,Logica Hamburgensis®“, deren
Kernstiick (Buch 4) die Lehre vom wissen-
schaftlichen Beweis ist. Daneben findet
man in den hinterlassenen Manuskripten
von Jungius auch Ansitze zur Entwicklung
einer mathematischen Logik. Damit waren
Jungius und auch Leibniz, der diese An-
sitze von Jungius weiterverfolgte, ihrer
Zeit weit voraus. (Die mathematische Lo-
gik entwickelte sich erst im 19.Jh.)

D. Lau, S. Réhl, J. Schumacher
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Das FuBballspiel

auf der Insel Malta

Eine unterhaltsame Betrachtung
zur mathematischen Astronomie

Von der Insel Malta wurde neulich ein mit
Spannung erwartetes FuBballspiel live im
Fernsehen iibertragen. Es war der 21. Juni,
der Tag der Sommersonnenwende — der
liangste lichte Tag des Jahres!

Da im siidlichen Europa um diese Zeit die
Tagestemperaturen sehr hoch liegen, wurde
der Beginn des Spieles auf 20" MEZ
(21" MESZ) festgelegt. Wir hatten es uns
an diesem Abend in den Sesseln vor dem
Fernsehapparat gemiitlich gemacht, drau-
Ben schien noch die Sonne, die sich noch
etwa 3° tiber dem Horizont befand.

Der Anblick auf dem Bildschirm iiber-
raschte uns! Auf dem Spielfeld in La Va-
letta, der Hauptstadt von Malta, herrschte
bereits Nacht, die groSen Flutlichtschein-
werfer waren eingeschaltet. Wir fragten uns
nach dem Grund dieses Unterschiedes,
und mein Freund hatte dafiir sofort eine
Erkldrung: ,Ganz einfach, Malta liegt viel
weiter im Osten, also ist dort die Sonne
friiher als bei uns untergegangen!“ — Zuge-
geben, im Geographieunterricht war er
keine Leuchte gewesen, denn sonst hitte er
nicht eine solche Antwort geben konnen.
Ein rascher Blick auf den Atlas belehrte
ihn: Die geographische Linge der lnsel
stimmt mit der von Berlin iiberein. Also
kann es keinen Zeitunterschied geben, und
auf Malta steht die Sonne ebenfalls um
12" MEZ (13" MESZ) im Siiden wie bei
uns.

Wie aber war dieser Unterschied zu erklad-
ren? Bei uns taghell, auf Malta bereits
dunkle Nacht? - Wohlgemerkt, es han-

delte sich um eine Direktiibertragung und.

nicht um eine Aufzeichnung! AuBerdem
zeiglen die Uhren auf dem Malteser FuB-
ballplatz genau unsere Zeit an.

Um auf unsere Frage die richtige Antwort
zu bekommen, miissen wir uns ein wenig
mit den Tagbdgen der Sonne befassen, also
mit einem Thema, das im Heimatkunde-
unterricht der 3. Klasse behandelt worden
ist. Ferner bendtigen wir dazu auch noch

Bild 1
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Kenntnisse aus der mathematischen Geo-
graphie.

Wir wissen, daB3 die Sonne tiglich in Ostli-
cher Richtung aufgeht, im Laufe des Vor-
mittags immer hoher steigt, um zu Mitlag
(12 MEZ) ihren h6chsten Punkt genau im
Stiiden zu erreichen. Am Nachmittag
nimmt die Hohe der Sonne wiederum ab,
bis sie in westlicher Richtung untergeht.
Diesen tidglichen Sonnenweg bezeichnen
wir als den Tagbogen der Sonne (Bild 1).
Beobachten wir die Tagbdgen im Laufe
eines Jahres, miissen wir feststellen, daB
sie sehr verschieden groB sind. An den kur-
zen Wintertagen ist der Tagbogen klein,
die Sonne erreicht nur eine Mittagshéhe
von 14°. Im Sommer dagegen, wenn sich
die Sonne mehr als 16 Stunden iiber dem
Horizont befindet, ist der Tagbogen groB,
die Mittagshohe 61°. Dazwischen liegt der
gleich groBe Tagbogen vom Frithling und
Herbst, der die Besonderheit aufweist, dal
die Sonne genau im Ostpunkt aufgeht und
im Westpunkt untergeht. Dies trifft fiir die
anderen Jahreszeiten nicht zu. So geht die
Sonne am 21. 6. im Nordosten auf und im
Nordwesten unter, am 21.12. ist dies im

- Siidosten und Siidwesten der Fall. Wer ein-

mal aufmerksam iber einen langeren Zeit-
raum hinweg beobachtet, wo z.B. die
Sonne untergeht, wird dieses ,Wandern“
des Untergangpunkies feststellen kdnnen.
Mit Hilfe einer einfachen Skizze, die das
Datum des Beobachtungstages enthilt, be-
kommt man ein brauchbares Beobach-
tungsprotokoll.

In unserem Beispiel handelt es sich um
den groBtmoglichen Tagbogen der Sonne
im Jahr. Aus diesem Grund wird der 21. 6.
als Tag der Sommer-Sonnenwende be-
zeichnet, von da ab werden die Tage wie-
der kiirzer. Es ist aber nicht gleichgiiltig,
wo wir uns am 21. 6. befinden, ob in Le-
ningrad oder Kairo oder gar auf dem Aqua-
tor. Da Malta auf einer geographischen
Breite von 36,5° liegt, besteht zu Berlin
¥52,5°) ein Breitenunterschied von 16°.
Hier haben wir die Ursache zu suchen!
Die Tagbogen der Sonne verlaufen unter
einem ganz bestimmten Winkel zum Hori-
zont, der in Berlin (die Unterschiede in der
DDR sind gering) 37,5° betriigt. Reisen wir
nach Norden, werden die Winkel kleiner,
die Tagbogen verlaufen flacher, bis sie auf
dem Nordpol parallel zum Horizont liegen.
Dieser Sonderfall soll uns aber fir unsere
Aufgabe weiter nicht interessieren!

Reisen wir nach Siiden, werden die Winkel



groBer, die Tagbogen verlaufen steiler, una
die Sonne erreicht groBere Hohen. Wih-
rend bei uns die Sonne am 21. 6. zu Mittag
61° hoch steht, sind es auf Malta immerhin
schon 77°. Diese Differenz entspricht dem
Unterschied in der geographischen Breite.
Wir haben in den verschiedenen Breiten
eine unterschiedliche Lage der Tagbogen,

Bild 2
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Schematische Darstellung der Tageslinge
in verschiedenen geographischen Breiten
am 21.6.

(Die Tageslidnge in Malta differiert um
10 mm gegeniiber der Tageslinge von
Berlin. Die Lingen der Tagbdgen sind
nicht ausmefBbar, sie geben nur das
ungefihre Verhiltnis zueinander wieder.)

Bild 3
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b) Fiir die geographische Breite von Malta

Schematische Darstellung der Tageslinge
in verschiedenen geographischen Breiten
am 21.12.

so daB diese am Aquator sogar senkrecht
verlaufen.

Verindermn wir die geographische Breite,
tritt eine weitere Besonderheit auf, die we-
nig bekannt ist: Die Lingen der Tage sind
unterschiedlich! Der 21. 6. ist zwar iiberall
(vom Aquator und den Polen abgesehen!)
der lingste Tag des Jahres, aber er ist nicht
liberall gleich lang (Bild 2). Wie die Bilder
zeigen, sind die Sommertage im Norden
linger als im Siiden, dafir sind aber die
Wintertage im Stiden langer als im Norden
(Bild 3).

Diese wichtige Erkenntnis halten wir nun
einmal fest! Somit betrigt in Berlin am
21. 6. der lichte Tag 16 Stunden 35 Minu-
ten, auf Malta dagegen nur 14 Stunden
27 Minuten. Das bedeutet einen Unter-
schied von 2 h 8 min. Hinzu kommt noch,
daB die Dimmerungsdauer im Siiden kiir-
zer ist und die Nichte um diese Zeit keine
Aufhellung im Norden (Mitternachtsddm-
merung) aufweisen wie bei uns. Das bedeu-
tet aber auch, daB auf Malta die Sonne um
1h 4min (die Hilfte des Gesamtunter-
schiedes) spater aufgeht und ebenfalls um
diesen Betrag friiher untergeht.

Die Berechnung der Tageslinge erfolgt mit
Hilfe von Formeln der Trigonometrie
(Dreiecksberechnung), die aber erst in den
letzten Klassenstufen behandelt werden.
Wir kénnen uns die Berechnung sparen,
indem wir ein graphisches Verfahren an-
wenden, das einfach und rasch zu handha-
ben ist (Bild 4). Das Ergebnis ist der soge-
nannte halbe Tagbogen, also die Zeit vom
Sonnenaufgang bis Mittag (Sonne im Si-
den) bzw. vom Mittag bis zum Sonnenun-
tergang. Die Genauigkeit dieses Verfahrens
hingt von der GroBe der Zeichnung ab:

Bild 4
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Die geographische Ermittlung des halben
Tagbogens

Der halbe Tagbogen fiir den 21.6. in
Berlin (52,5°) betrigt 124°. Dies mit 15
geteilt ergibt 8,2666 h.

Die Gesamttageslange betrigt: 16,5333 h.

Zuerst wird ein Kreis mit zwei aufeinander
senkrecht stehenden Durchmessern ge-
zeichnet. Bei 4 wird die geographische
Breite des betreffenden Ortes aufgetragen
und bis zum waagerechten Durchmesser
verlingert. Bei B wird die Deklination des
Gestirns (Sonne, Mond, Planet, Stern) auf-
getragen, und zwar positiv nach oben, ne-
gativ nach unten. In C wird eine Parallele
zu BD bis zum Kreisumfang gezogen. Der
Winkel zwischen 4 und E entspricht dem

halben Tagbogen. Durch Division mit 15
wird in das StundenmaB umgerechnet. Die
somit ermittelte Zeit entspricht dem Stun-
denwinkel vom Gestimsaufgang bis Mittag
bzw. vom Mittag bis zum Gestirnsunter-
gang. Ein halber Tagbogen von 75° (= 5%)
bedeutet, daB die Sonne um 7" wahrer
Ortszeit aufgeht und um 17" untergeht.
Durch Multiplikation mit 2 bekommt man
die Gesamttageslinge der Sonne. Bei
Mond, Planeten und Sternen spricht man
logischerweise nicht vom Tagbogen, son-
dermn vom Sichtbarkeitsbogen oder von der
Sichtbarkeitsdauer.
Unter der ,Deklination“ versteht man den
Winkelabstand eines Gestims vom Him-
melsdquator, der bei der Sonne zwischen
+23,44° am 21.6. und —23,44° am 21.12.
schwankt. Am 21. 3. und 23. 9. betridgt die
Deklination der Sonne 0°. Die Deklination
kann dem ,Kalender fir Sternfreunde“
oder anderen astronomischen Jahrbiichern
entnommen werden.
Verbleiben wir noch bei unserem FuBball-
spiel! Wie wire es, wenn das Spiel zur Zeit
der Wintersonnenwende,” am 21. 12, statt-
finde? Hier liegen die Verhiltnisse umge-
kehrt, da die Wintertage im Siiden lédnger
als im Norden sind und die Sonne friiher
auf- und spiter untergeht. Angenommen,
das FuBballspiel begiinne um 16* MEZ' Bei
uns wire die Sonne bereits untergegangen,
die StraBenbeleuchtung wire eingeschaltet.
Auf Malta wire es dagegen noch taghell,
und die Sonne hitte eine H6he von 7,5°.
Das Bild 3 zeigt die unterschiedlich groien
Tagbogen der Sonne am 21.12.
FFiir unsere Uberlegungen gibt es noch eine
3. Maéglichkeil: Aus den Bildern ist zu erse-
hen, daB der mittlere Tagbogen fir den
21.3. und 23. 9. stets gleich groB ist, gleich
in welcher geographischen Breite man sich
befindet. An diesen beiden Tagen befindet
sich die Sonne auf dem Himmelsiquator,
die Linge des lichten Tages betrdgt 12 h.
Wann miiBte das FuBballspiel stattfinden,
damit die Beleuchtungsverhiltnisse bei
uns und auf Malta gleich wiren? Die Ant-
wort ist einfach: Am 21. 3. oder 23.9.!
Nehmen wir den Spielbeginn fiir 18" MEZ
an, so wire fiir uns sowie flir Malta Son-
nenuntergang.
AbschlieBend sei noch erwdhnt, daB selbst
innerhalb unserer Republik, die eine Nord-
Siid-Ausdehnung von etwa 500 km hat (4°
in der geographischen Breite) beachtliche
Unterschiede in der Tageslinge bestehen.
So ist auf der Insel Riigen der lichte Tag
am 21.6. um 45 Minuten lidnger als im
Vogtland. Dafiir aber liegen am 21. 12. die
Verhiltnisse umgekehrt: Auf Riigen ist der
Wintertag um 45 Minuten kiirzer als im
Vogtland. Mit Hilfe des Bildes 2 kann dies
uiberpriift werden. Fiir den halben Tagesbo-
gen besteht zwischen Riigen (54,5°) und
dem Vogtland (50,5°) ein Unterschied von
5,5%
So betrachtet, kann ein FuBballspiel auch
etwas mit der Astronomie zu tun haben!
A. Zenkert

alpha, Berlin 23 (1989) 3 - 51



Eine
interessante
geometrische
Aufgabe

Aus dem Altertum ist das Beriihrungspro-
blem des Apollonius bekannt. Apollonius
von Perge lehrte um 200 v.u. Z. in Alexan-
dria und Pergamon. Er stellte die Aufgabe,
Kreise zu finden, die drei gegebene Kreise
beriihren. Dabei ist zugelassen, daB die ge-
gebenen Kreise in Punkte oder auch Gera-
den entartet sind, so daB sich zehn ver-
schiedene Fille ergeben. Eine konstruktive
Losung dieser zehn Aufgaben ist in [1] an-
gegeben. Angeregt durch dieses Problem
stelite G. F. Malfatti (1731 bis 1807) im
Jahre 1803 folgende Aufgabe: Gesucht
sind drei Kreise, so daB jeder die beiden
anderen und zugleich zwei Seiten eines ge-
gebenen Dreiecks beriihrt. Er selbst gab
eine Losung an, indem er die Radien der
gesuchten Kreise berechnete. J. Steiner
(1796 bis 1863) veroffentlichte eine geome-
trische Konstruktion ohne Beweis. Der von
Steiner benutzte Hilfssatz wurde erst 1874
durch Schriter bewiesen. Interessant ist,
daBl diese recht schwierige Aufgabe in
einem Schulbuch [2] behandelt wird, aller-
dings ist der dort angegebene Beweis des
von Steiner benutzten Hilfssatzes unver-
stindlich dargestelit. Ein sehr elegantes Er-
gebnis durch Berechnung erhielt A. Cayley
(1821 bis 1895), auf das spiter noch einge-
gangen wird.

S. Tunn aus Barth beschiftigte sich 1987
mit dieser Aufgabe. Er fand eine rechneri-
sche Losung, die lediglich Kenntnisse der
Schulmathematik voraussetzt, aber mathe-
matische Phantasie und Geschick im Um-
formen von Termen verlangt. Er entdeckte
neben den bisher betrachteten einbeschrie-
benen Kreisen noch drei weitere Kreise,
die ebenfalls den Bedingungen der Auf-
gabe geniigen, und konnte einen sehr scho-
nen Satz beweisen, der diese beiden Tripel
von Kreisen zueinander in Verbindung
bringt. Ehe die Lésung von S. Tunn darge-
stellt wird, sollen noch einige einfache Be-
ziehungen an Dreiecken bereit gestellt wer-
den.

1. Bild 1 zeigt ein Dreieck mit seinem In-
kreis. Der Mittelpunkt O ist der Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden, sein Ra-

Bild 1
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dius sei g. Mit s=%(a + b+ ¢) wird der

halbe Umfang des Dreiecks bezeichnet.
Dann gilt mit

AW =4V =t,, BW=BU=1,,
CT=CV=1¢:
Lt+bh=c
0))] L+ ty=a; also
ll+13=b}

1
e +co— s I o
N 2(b c—a)=s5s—a
t;=%(c+a—b)=s—b

1
13=7(a+b—c)=s—c.
Das Additionstheorem fiir die Kosinus-
funktion lautet:
cos(@ + ) = cos @ cos p — sin @ sin .

. o a L,
Mit p=v=7: cosa=cos’7—sm27.

o
Wegen cos?—=1— sin2 = folgt daraus

2 2

sinﬁ= 1—cosa
2 V 2 !

o

2

cos£= [1+cos_a
2 2 )

Aus dem Kosinussatz erhilt man:

3 o
wegen sin’ —=1— cos’7 folgt daraus

b2+ c?2—q? )
cos = und weiter:
2bc
1-cose _ 2bc—b2—c*+a?
2 4bc
_at=(b-¢P? _(s—c)(s—b)
4be be nach der

dritten binomischen Formel. Damit ergibt
sich:

PO & il )|l ) SR —
2 c
chend
o s(s—a)
cos 5= e
Aus diesen beiden Formeln findet man:
a_ [6=-bG-0
@ b 2 s(s—a)
B_ -G —a)
tan ) sG-b)
Y_ [G-a)s—b)
By = VT se-0

wobei die beiden letzten Gleichungen aus
der ersten durch zyklische Vertauschung
folgen. Aus Bild 1 folgt weiter:

x_ 0 [
t —_————=
A 2 4 s—a’
und daraus mittels (2):

e (s—b)(s—0¢)

3 e=(s—a) -4
_\/(s—a)(s-—b)(s—c)
= - .

Fiir die Fliche A des Dreiecks ergibt sich
aus Bild 1: 4 = gs, und mit (3) erhilt man
die Formel des Heron von Alexandria (um
110 v.u. Z.):

A= 1/s(s —a)(s— b)(s— c)-.

Losung der Aufgabe von Malfatti nach

S. Tunn.
In Bild 2 werde bezeichnet:

Bild 2

AT, =45, =x, ﬁz=ﬁz=)’,

ﬁ;; = ﬁ; =z.5

M., M,, M, sind die Mittelpunkte der ge-
suchten Kreise, die ganz im Innern des
Dreiecks liegen, r;, r,, r; deren Radien.
LBt man zu, daB die Kreise auch die Ver-
lamgerungen der Seiten berithren kénnen,
so erhdlt man die von S.Tunn zusitzlich
betrachteten Kreise mit den Mittelpunkten
M7, M;, M; und den Radien r}, r3, r;.
Die Tangentenldngen seien

AT, =x',BS;=y',CTh, =z .

Aus AM, DM, folgt fir T, S, = M, D:

TS, =y(n+n)?-(n-n’ =2ynn

und entsprechend: T8, = 27,7} .

Wegen AT, + T, 5, + 5;B = c ergibt sich
x+2 m +y=c.

Aus AT; — ¢ =T 5, — BS},

also x' — c=2+rir; —y’, folgt:
x'=24riry +y' =c.

Fithrt man das fiir alle drei Seiten aus, so
folgen zwei Systeme von Ausgangsglei-
chungen:

x+2ynn+ty=c

@ y+2ynn+z=a
zZ+ 24 +x=5
x’~2m+y’=c

@) y -24yryi+z'=a

2/ —24riri + x'=b.

3
Wegen r, = xtan—

2 r,=ytan

2

4 ’ ’ a
n= ztan7 und rj=x tan?,
ry=y' tanﬂ, ry=12 tan—;— folgt
aus (4) bzw. (4') unter Verwendung
von (2):

s—c
x+2 P x +y=c
6) y+2 S:ayz+z=a
-b
z+2 ss zx +x=5b
7 s_c 17 ’
x' =2 x'y' +y' =¢
s
s—a ,, 5
5)  y'-2 ¥z +7 =a




z’—ZﬂS:bz’x’+x'=b.

Beide Gleichungssysteme bleiben bei
gleichzeitiger zyklischer Vertauschung von
a, b, cund x, y, z bzw. x’, y', z’ bis auf die
Reihenfolge der Gleichungen unverindert.
Lost man jeweils nach den Quadratwurzeln
auf und quadriert, so lassen sich beide Sy-
steme zusammenfassen:

4s_cuv=(n:—u—v)Z
6) 4s_avw=(a—v—w)z
4s;bwu=(b—w—u)2.

Man beachte: Ist x, y, z Losung von (5)
bzw. x', y', z' Losung von (5%, so ist auch
u=x, v=y, w=z bzw. u=x', v=y’,
w =z’ Losung von (6), aber nicht jede L&-
sung von (6) muB auch Ldsung von (5)
oder (5') sein. Die erste Gleichung von (6)
kann umgeformt werden zu:

—20(c—(2%—1)u>+(c—u)2=0

und weiter:

v=c—(2f—1)u
oyl

Setzt man zur Abkiirzung:
R=2i—1 s=23—1 T=2i—1und

F= i— ,G= 2\"‘ —

s
H=2 f (s) so erhilt man daraus:
) v=c—Tux Hysu—u?,

und entsprechend aus der dritten Glei-
chung von (6):

®) w=b—Suzt Gysu—u?.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt:

a<b+ec,also2a<a+ b+ c¢c=2sund da-

mit a<s, d.h. %(l und entsprechend

%<1 und §<1. Deshalb gilt F>0,

G>0, H>0, so daB durch F, G, H divi-
diert werden darf. Damit folgt aus (7):

F ysu-— u? =%(c—Tu—v).

die erste Gleichung von (6) hitte auch
nach u auflésen konnen, lassen sich aus (6)
folgende Gleichungen ableiten:

F ysu—u? =L(c—Tu—v),

a— Rv—w),

Da man

(b Sw— u),
F ysu—u? =—(b Su—w),
F ysv—v? =%(c.—Tv—u),

F ysw—w? =ip(a—Rw—v).

Die Losungen von (5) bzw. (5") kénnen nur
jeweils sechs der abgeleiteten Gleichungen
gleichzeitig e:fiillen, wenn diese sechs
Gleichungen bei zyklischer Vertauschung
von a, b, c und u, v, w bis auf ihre Reihen-

folge ungedndert bleiben (vgl. Bemerkung
im AnschluB an (5) und (5%)). Daher muB
jeweils entweder stets das positive oder
stets das negative Vorzeichen der Wurzeln
gewihlt werden, so daB jeweils die rechten
Seiten der Gleichungen mit gleicher linken
Seite gleich sind. Durch Gleichsetzen und
Umformen erhilt man folgendes lineare
Gleichungssystem:

sy, 1+ .1, _b_ ¢
G H)" " H'""G”Y G H
L_+l_£)_i _¢c_a
H " \uw " F)° " FY "H F
G!TFU\F G)Y"T F &

Dieses lineare Gleichungssystem fir u, v,
w ist nicht eindeutig 16sbar, weil die Glei-
chungen linear abhingig sind. Bildet man
die Summe der drei linken und der drei
rechten Seiten, so erhalt man:
(IHT+ SGI)“+(1 pR + THI)U
+(1_S+ R_l)w=0

G F :
Setzt man fiir die Abkiirzungen die Werte
ein, so erhilt man mit

©® S=yE-1-s

die Gleichung:

(10) (h—glu+(f—h)v+(@E-Hw=0.
Die Summe der drei Koeffizienten in (10)
ist null.

I.Fall: a* b, b+ cund a +* c. Dann folgt
aus (9), daB f, g, h paarweise verschieden
sind. Daher ist in (10) kein Koeffizient
null. Man kann deshalb (10) z. B. nach w
auflésen:

(11) w=pu+qumitp=g_h,
h—f g§—f
= und
=57
(12) p+gq=1.

Multipliziert man (7) mit g und setzt aus
(11) w in (8) ein und ordnet nach quv um,
so erhdlt man:
qv=qlc—Tu+ Hysu—u?)
qu=b—Suzt Gysu—u? — pu.
Durch Gleichsetzen der rechten Seiten
und Ordnen folgt:
(13) F(Hq— G)ysu—u?
=(8-Tg+p)u—-(b—cq).
Setzt man fir § und 7 die Terme ein und
beachtet (12), so folgt:

(. b <
S—Tq+p—(25 1) (2s 1)q+p

2
—?(b—- cq).
. b—cq _ S .
Mit Hi—G B ergibt sich aus (13):

F ysu—u? =(%u—1)B

Daraus folgt durch Quadrieren und Ord-
nen:

(%Bu 1) uz—s<%B"+ 1) u+B*=0,

also:

B2s?
4B% + s?
Wegen der Bemerkung im AnschluB an (6)
erfiillen sowohl x als auch x’ die Glei-
chung (14). Da aber (14) nur zwei Losun-
gen hat und x * x’ gilt, sind x und x’ die
Loésungen von (14):

(14 u?—su+ =0.

_S, |5 B
“2T T ENTY T 4B 52
s 52
=—{14 4/—————
2(1— 4B2+52>'

S2

Setzt man noch = Q und beach-

4B% +5?
tet, daB aus der Definition von x und x’
folgt: x < x’, so erhilt man:

x=u1=7s(1—w/5),
(1+40).

Fiir y, y’, z, z’ erhiilt man entsprechende
Formeln durch zyklische Vertauschung.
Daraus folgt der Satz von S. Tunn:

Bsgilt: x+ x'=p+y' =z+2' =s5.

Kennt man also die Punkte T, T, T, so
lassen sich die Punkte T, T;, T, nach die-
sem Satz leicht konstruieren und umge-
kehrt.

2. Fall: Ist das Dreieck gleichschenklig,
also etwa a = b # ¢, so stimmen die Koeffi-
zienten der 2. und 3. Gleichung in (6)
iiberein, woraus u = v folgt. Aus der ersten
Gleichung von (6) findet man:

s ¢
=={1+ -t
,2(1'\/1 s)’
woraus sich wie oben ergibt:

K / c
x—y—z(l 1 s)'
oS ‘/ -L
x'=y 2(1+ 1 s)'

z und z’ gewinnt man aus (8), indem man

fiir u entweder x oder x’ einsetzt.
3. Fall: Ist das Dreieck gleichseitig'

x'=u2=?

U 2= 012

a=b=c,sowird s = und aus (6) folgt

T’
wieder u=v=w. Damit geht jede der
Gleichungen von (6) iiber in:

4
3 u?= (a —2u)?, woraus folgt:

4a - % \/3_ bzw.

3
W =x=y=z=-——

v_r_s_3a  a
=x'=y'=z'="—+— A
u=x'=y'=z n 3 V3

2. Bemerkung zur Losung von Cayley. Die-
ser hatte gefunden [3], daB das spezielle
quadratische Gleichungssystem
a, X2+ a, 17 +2b, XY = t%a4(a,a, — b?)
(15) a,Y* +a;Z%+2b,YZ = t?a,(a,a; — b?)
a,Z% + a,X? +2b;,ZX = t*ay(asa; — b?)
folgende Losung hat:

tZ
= z_a(alazag -b bzb3 + bz 'VD3D1

- b3 ¥D.D, — b,/D;D;)

a6) (a,azag b,byby — b,y Dy D;
+ b, VDD, - b,D;D;)
Z2= —(alazag = bybyby — b, DD,

2a,

= by{D\D, + b yD,D; )
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mit D, = a1, = b%, D, = a,a; — b2,
D; =-a;a, - b3.
Setzt man nun:

b =4/—X b=

s 2 s

s—b
by = 3
und X2=x, Y?=y, Z2 =2,
so geht das System (15)
in das Gleichungssystem (§) iiber.
Beachtet man noch:

BB By /(s—a)(ss—gb)(s—c) =4

wegen (3) und

J2=s5,a,=a;=a;=1

m=1—s:c=£,m_:,th§ﬂw
b (DsD; =+ 4 S22
b3m=% (s—sb)ca’
R N et

und berechnet aus Bild 1:

A0 =m, =} + ¢?, so erhilt man

nach (1) und (3):

(s—a)(s—-b)(s—¢)
5

2+ l=(s—a)+

=g((s-a)s+(s—b)(s-6))-

= b= be.
s

Damit witd b, y D3D, = %ml
und entsprechend b; yD, D, = %mz,

b,YyD,D, =%m3 mit m, = BO, my = CO.
Aus (16) folgt dann:

x=—;-(s—g+m,—mz—m;)
1
an y=7(s-9—m1+m2-m3)

1
z=—2-(s-g—ml—m2+m3).

X, y, z setzen sich also in einfacher Weise
aus s, ¢ und den Abschnitten m,, m,, m,
der Winkelhalbierenden zusammen. Damit
lassen sich x, y, z leicht mit Zirkel und Li-
neal konstruieren. Soweit zur Lésung von
Cayley.

Wiirde man

s—¢ s—a
by =— b, = —a/——,
1 P A o

s—b
by=— p

setzen, so erhielte man aus (15) das Glei-
chungssystem (5°) mit der Losung:

1
x’=7(s+g—m,+m2+m3)
o4 :
Y =5 Gtotm=m+m

4 =?(S+Q+ml+”’2_m3)-

woraus sich ebenfalls der Satz von S. Tunn
ergibt:

x+x'=y+y' =z+2z =5,
Aus der von Cayley angegebenen Losung
fur x, y, z hat S. Tunn noch einen weiteren
Satz gefunden. Setzt man nimlich

54 . alpha, Berlin 23 (1989) 3

1
k=—2—(ml+m2+m3+g—s), so folgt:

x=m—k,y=my—k,z=my—k,d. h.:
Schligt man um den Mittelpunkt O des In-
kreises einen Kreis mit Radius k, so
schneidet dieser auf den Abschnitten m),
m,, m,; die Tangentenlingen x, y, z ab
(Biid 3). C

Bild 3

Ein entsprechender Satz gilt auch fur die
Tangentenldngen x’, y’, z’ der ,duBeren“
Kreise. Setzt man k' = k + s, so folgt:
xX'=k'-my,y =k —m,,
zZ’=k'—m;,d. h:
Schldgt man um den Mittelpunkt O des In-
kreises einen Kreis mit Radius k’ und ver-
langert die Abschnitte m,, m,, m, iiber die
Ecken des Dreiecks hinaus, so schneidet
dieser Kreis auf den Verlingerungen die
Tangentenldngen x’, y’, z’ ab.
G. Grosche,
nach einer Idee von S. Tunn, Barth
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Olympische Kryptogramme

Buchstaben sind durch Ziffern zu ersetzen
(gleiche Buchstaben durch gleiche Ziffern,
verschiedene Buchstaben durch verschie-
dene Ziffern), so da8 richtige arithmetische
Beziehungen entstehen. Anfangsbuchsta-
ben eines Wortes ist nicht die Ziffer 0 zu-
zuordnen!

Welches der beiden Kryptogramme, die an
Olympia ”88 erinnern, hat eine Losung?

Ala
BRISTIN :OTTO = GOLD |

A2a
|KRIST1N:OTTO =6-GOLD I

Die olympischen Sommerspiele 1992 wer-
den in Barcelona durchgefiihrt. Wieviel Lg-
sungen besitzen die Kryptogramme?

Ala
| BAR + CE = LONA |

Ada
[BAR~CE= LONA|

Dr. W. Schmidt, Greifswald

Ala

JBa mocmenoBaTeNBHBIX OBY3HaY-
HBbIX YMCJIA CHOXHWIM M B HX CYMME Iepe-
CTaBUIM UMdpbl. B pesynsraTe momyum-
JIoCh GONbLIIEe M3 CKIIANLIBAEMBIX YHCEN.
Kakue yncna cknaabipann?

aus: Quant, Moskau

A2 a Divide a triangle into five

similar ones

We learn that two triangles are said to be
similar if the angles of one are correspond-
ingly equal to the angles of the other. We
can also say that two similar triangles have
the same shape.

120°

30° 30°

The drawing shows an isosceles triangle
whose angles are 30°, 30°, and 120°. Find a
way to divide this triangle into five triang-
les, each of them similar to the original
one.

aus: Fun with mathematics, Toronto

A3 a Boomerang

En respectant le sens giratoire, effectuez
les douze opérations et retrouvez la valeur
de X.

Elle a été choisie parmi les nombres de 1 a
100 et est identique au départ et a I’arTivée
du circuit.

xfez| 3| [

+6 746

X6 5

I - |-t0
:3 3 X2

Attention! ce jeu n’accepte que des valeurs
entiéres et supérieures a zéro comme résul-
tat de chaque opération!

aus: Logigram, Paris



Serpent —

ein Spiel fiir zwei Personen

Schlange blockiert hat. Es ergibt sich im
Beispiel 2 das Spielergebnis: Blau 1 Punkt
und Rot 2 Punkte (Zielberithrung).

Spieler Rot ist Sieger. Wird eine zweite
Partie gespielt, beginnt Spieler B.

Man kann die Anzahl der Spiele vorher
festlegen und am Ende die Punkte aus al-
len Partien addieren.

Bild 4

Das Spielfeld, ein Quadrat mit 10 Kist-
chen Seitenlinge, wird auf kleinkariertem
Papier mit Bleistift und Lineal aufgezeich-
net (Bild 1). Die Randbezeichnung muB
nicht iibernommen werden. Sie dient der
Beschreibung des Spieles. Auch die ge-
kreuzten Felder miissen nicht vor jedem
Spiel in das Feld gezeichnet werden, wenn
man sich ein Muster des Spielplanes mit
den eingezeichneten gekreuzten Feldemn
aufzeichnet. Sonst benétigen wir nur noch
als Spielgerdte zwei verschieden farbige
Kugelschretber, 2. B. blau und rot, Filz-
stifte oder dhnliches. Jeder Spieler be-
kommt einen der zwei Stifte. Sie einigen
sich, wo das Ziel, ein umrahmtes Kist-
chen, eingezeichnet werden soll.

Es sind alle im Spielfeld befindlichen Kist-
chen moglich, auBer diejenigen, welche
mit einem Kreuz gesperrt sind. Nachdem
ausgelost wurde, wer beginnt, folgen die er-
sten zwei Ziige von Spieler A in Form von

zwei Strichen auf den Linien a2 und u2l
(Bild 2).

Es besteht Zugpflicht, auBer wenn dadurch
eine nachstehende Regel verletzt wird. Von
jedem Spieler werden immer abwechselnd
zwei Striche eingezeichnet. Nun folgt Spie-
ler B mit seinen zwei Ziigen. Dabei hat er
am Anfang vier Moglichkeiten: bl, v20
oder bl, t20 oder b3, v20 oder b3, t20.

Im Beispiel 1 (Bild 2) wihlte er bl, t20.
Jetzt ist A an der Reihe. Jeder neue Strich
muB rechtwinklig am freien Ende des zu-
letzt vom Gegner eingezeichneten gesetzt
werden. In Beispiel 1: c2, s19. Es war unten
nur ¢2 moglich. Statt s19 wire ul9 auch
moglich. Es entstehen auf diese Weise zwei
Schiangen mit abwechselnden Farblinien.
Wer das eingezeichnete Ziel zuerst an
einer beliebigen Ecke beriihrt, erhilt 2 Ge-
winnpunkte. Es ist verboten, einen riick-
wirtigen Teil einer Schlange zu beriih-
ren.

Im Beispiel 2 (Bild 3) wire nach dieser Re-

Bild 1 gel der Zug b3 verboten. Weiterhin ist die
bal Berithrung einer Schlange durch die an-
19 20 dere verboten. Ist das Ziel von einer
18 Schlange erreicht, gilt es fir die verblie-
17 1 bene andere Schlange im weiteren Spiel-
15 verlauf als Hindernis. Diejenige Schlange,
" 14 die das Ziel berihrt hat, wird nicht mehr
12 fortgesetzt. Das Ziel darf nun von der zwei-
14 0 ten Schlange an keiner Stelle mehr beriihrt
g werden. Es wird so lange gespielt, bis keine
3 Schlange mehr fortgesetzt werden kann. Je-
7 3 der Spieler muB3 versuchen, so zu spielen,
5 daB er nicht den letzten Strich einer
3 4 Schlange setzt, aufler bei Beriihrung des
2 Zieles. Wer nidmlich den letzten Strich
1 alcle g T (Tal p T-1¢], eciner Schlange setzt, hat die Fortbewegung
bd fh k mao g s u dieser Schlange blockiert. Sein Gegenspie-
ler erhiilt einen Gewinnpunkt. So erhdll im
. Beispiel 2 der Spieler Blau einen Gewinn-
Bild 2 punkt, weil Spieler Rot mit ul7 die
Spieler A— SpielerB-- - - Bild3
i

|

|

T

- |

alc Ve lgli T Tnlpl e Ty
bdf hkmogqg s u

Zur Hlustration stellen wir einen mogli-
chen Partieverlauf vor:

Beispiel 3 (Bild 4) zeigt eine Partie. In der
weiteren Beschreibung werden folgende
Zeichen eingefiihrt:

1: Zwangsatz (fiir den betreffenden

Spieler gibt es nur diese eine Moglichkeit,
ohne RegelverstoB)

L1: Zielberithrung (2 Punkte)

—|: Blockade (Fortbewegung der Schlange
blockiert, 1 Punkt fir den Gegenspieler)
Blau (Spieler A) begann mit a2, u2l. Rot
(Spieler B) entschied sich fir b3, t20. Es
folgte Blau c4, s19, danach Rot b5, r18.
(Hidtte Rot d5 gesetzt, konnte Blau eine
Zielberihrung erzwingen, und zwar indem
Blau mit e4 antwortet. Nun kommt Rot
£31; Blau g4; Rot h57 und Blau i6 L ; 2 Ge-
winnpunkte fir Blau.) Weiter Blau a6%,
q17; Rot b77, p16; Blau c87, ol5; Rot d9,
nl4; Blau el10, 013. Blau muB auf d9 mit
€10 antworten wegen Blau e8, Rot f7.1.
Jetzt kommt Rot d11, pl127; Blau cl2f,
ol1; Rot d13, n107; Blau el4f, 09. (Hitte
Blau m9 gesetzt, konnte Rot eine Zielbe-
rihrung erzwingen, und zwar indem Rot
mit 110 antwortet. Nun kommt Blau k111
und Rot i10L.) Nun wird weitergespielt
durch Rot 15, p81; Blau gl14, o7; Rot h131,
n67; Blau i12, m$5; Rot k11, 4.

Die letzten beiden Ziige von Rot waren die
einzig moglichen, um Blau an der Zielbe-
rithrung zu hindern. Es folgt Blau 112—]|,
m3. Blau hat sich fiir 112 entschieden, da
auf Blau 110, Rot k9L gefolgt wire. Rot
hitte 2 Punkte erhalten. Durch 112—! er-
hilt Rot nur 1 Punkt. Jetzt kann nur noch-
die rechte Schlange fortgesetzt werden. Rot
n2f; Blau muBl mil ol antworten, da
ml—|. Jetzt Rot p2?7; Blau q3%; Rot r4;
Blau s5 (Blau q5—|); Rot t4. Dieser Zug t4
von Rot fithrt eine rasche Blockade der
Schlange herbei mit einem Gewinnpunkt
fir Rot. Zum SchluB folgt Blau u3f, Rot
v2, Blau ul—|. Das Spielergebnis lautet
2 Punkte fir Rot (pro blockierte Schlange
1 Punkt). R. Wirsing

alpha, Berlin 23 (1989) 3 . S5



Das Problem

der kiirzesten Fahrtstrecke

Eine interessante Aufgabenstellung

der Diskreten Optimierung

Teil 1

Aufgabenstellung 1: Ein Jugendlicher plant
seinen Urlaub, in dem er mit dem Motor-
rad eine Reihe von Orten unserer Republik
kennenlernen will. Dabei méchte er natiir-
lich moglichst wenig Zeit und Sprit verfah-
ren, er sucht also eine ,Rundreise“ durch
diese Orte, die eine moglichst geringe Ge-
samtlinge hat.

Wie kOnnen wir dieses Problem mathema-
tisch formulieren? Wir wollen das Problem
anhand eines kleinen Beispiels untersu-
chen, in dem wir annehmen, daB ein in
einer Stadt 1 wohnender Jugendlicher vier
andere Orte, die wir der Einfachheit halber
mit 2, 3, 4 und 5 bezeichnen, besuchen
will.

Zunichst fertigen wir uns eine Skizze an,
in die wir die zu besuchenden Orte (will-
kiirlich oder entsprechend ihrer Lage auf
der Landkarte) eintragen. Dabei diirfen wir
natiirlich den Heimatort 1 des jugendli-
chen Touristen nicht vergessen. Die Orte
vermerken wir am besten durch einen klei-
nen Kreis, den wir mit der Nummer des
Ortes kennzeichnen. AnschlieBend iberle-
gen wir uns, daB der Tourist ja von jedem
Ort zu jedem anderen fahren kann. So ist
es moglich, von Ort 2 zu Ort 3 zu fahren.
Dies vermerken wir durch eine Linie mit
einem Pfeil (kurz: durch einen Pfeil) in der
Skizze. Da wir auch umgekehrt von Ort 3
zu Ort 2 fahren kénnen, nehmen wir auch
diesen Pfeil in die Skizze auf. Wenn wir
das fiir alle Orte getan haben, so erhalten
wir Bild 1. Ein Gebilde, wie wir es gerade
gezeichnet haben, nennt man in der Ma-
thematik einen ,gerichteten Graphen*“.

//\\\

B

Dieser Graph G wird gewdhnlich durch
zwei Mengen charakterisiert: durch die
Menge seiner Knoten, d.h., durch die
Menge der Bezeichnungen der zu besu-
chenden Orte, die wir eingezeichnet haben,
und durch die Menge der Pfeile, die die
moglichen Fahrtstrecken zwischen ver-
schiedenen Orten symbolisieren.

Bild 1
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Beide Mengen werden wir durch Angabe
ihrer Elemente beschreiben, die Pfeile je-
weils durch geordnete Paare, weiche aus
den Bezeichnungen der Anfangs- und End-
knoten des Pfeiles gebildet werden. So ent-
spricht zum Beispiel der Pfeil (2, 3) der
Fahrtroute von Ort 2 zu Ort 3. Fiir die
Menge der Knoten (oder auch Knoten-
menge) E erhalten wir

={1,2,3,4,5}.
Fiir die Menge der Pfeile, die wir mit U be-
zeichnen wollen, ergibt sich

={1,2), (1,3),(1,4),(1,5), 2, 1),

2,3,2,4,2,5,6,1,6,2,

(3,9,03,5,(4,1),4D,4)3),

“,5), 5, 1), (5,2), (5, 3), 5, 9}
Beim Durchlesen dieser Menge U meint si-
cherlich der eine oder andere von euch,
daB es doch gar nicht notwendig ist, die
Menge U aufzuschreiben, es gibe doch
eine GesetzmiBigkeit:

In der Menge U sind alle die Paare von
Knotenbezeichnungen aus E enthalten, die
nicht Paare gleicher Zahlen sind. Oder
stimmt in dieser Uberlegung etwas nicht?
Was ist nun aber, wenn unser Jugendlicher
seine Fahrt am 17. 7. des kommenden Jah-
res beginnen und in Ort 2 bei Bekannten
iibernachten will, die aber erst am 21.7.
aus dem Urlaub kommen? Dann kann er
doch nicht von seihem Heimatort 1 sofort
zum Ort 2 fahren, wir miiBten also diese
Fahrtroute (1,2) verbieten, den entspre-
chenden Pfeil im Graphen streichen und
erhielten die Menge der Pfeile

={1,3),1,4),(1,5), 2, 1), 2,3,

2,4),2,5),3,1),3,2), 3,49,

(3,5,4,1),4,2),4,3), 4,95,

¢, 1), 5,2), 6, 3), 5, 9.

Uberpriift das bitte. Vollkommen analog
konnen wir natiirlich auch gerichtete Gra-
phen konstruieren, die entstehen, wenn un-
ser Jugendlicher n > 4 Orte besuchen will.
Dabei wollen wir annehmen, daB keine
Fahrtrouten verboten sind. Die Knoten-

"menge bestehe also aus den natiirlichen

Zahlen von 1 bis n+ 1,
={1,2,...,n+1}

und die Menge der Pfeile aus allen geord-
neten Paaren von Elementen aus E auBer
Paaren gleicher Zahlen. Solche Graphen
nennen wir vollstindig.

Unser jugendlicher Reisender hat nun
mehrere Moglichkeiten, in welcher Rei-
henfolge er die verschiedenen Orte besu-
chen will. Eine solche Méglichkeit ist, daB
er nach seinem Heimatort 1 Ort 2, dann
Ort 3, danach Ort 4 und zum SchluB Ort 5

besucht und danach wieder zu Ort 1 zu-
rickkehrt. Dieser Rundreise durch die
Orte 1 bis 5 entsprechen ganz konkrete,
spezielle Pfeile im Graphen in Bild 1.
Diese sind in Bild 2a nochmals eingezeich-
net. Eine andere mogliche Rundreise ist in
Bild 2b angegeben. In welcher Reihenfolge
besucht der Tourist dort die verschiedenen
Orte?

Blld2a

é/ o/ y
\

O-—O

Richtig, in der Reihenfolge 1, 3, §, 4, 2, 1.
Bild 2¢ dagegen ist kein Bild einer Rund-
reise, warum? Verfolgen wir doch einmal
den Weg des Reisenden. Ausgehend von
Ort 1 wird Ort 2 erreicht, danach Ort 3,
dann aber kehrt der Tourist vorzeitig in die
Heimatstadt 1 zuriick. Die Orte 4 und 5
werden nicht besucht.

Genauso wie wir es in den Bildern 2a und
2b getan haben, 1dBt sich jede Rundreise
durch einen zweiten Graphen G’ darstel-
len, der genauso viele Knoten hat wie der
urspriingliche Graph G, also die gleiche
Knotenmenge E, jedoch nur eine Teil-
menge U’ der Menge der Pfeile U, U’ c U.
Welche Eigenschaften hat nun ein
Graph G’, der einer Rundreise entspricht?
(i) Er hat genauso viele Pfeile wie Knoten,
denn aus jedem Ort muB unser Reisender
schlieBlich irgendwann herausfahren.

(ii) Fiir jeden Ort gibt es genau einen
Pfeil, der in diesem Ort endet, und genau
einen Pfeil, der in diesem Knoten beginnt.
Beide Bedingungen sind leicht einzusehen,
wenn wir die Graphen in den Bildern 2a
und 2b betrachten. Doch hat auch der
Graph in Bild 2 ¢ beide Eigenschaften. Die-
ser stellt jedoch keinen Graphen einer
Rundreise dar. Das hatten wir durch Ver-
folgung des Weges erkannt, der durch die
Pfeile vorgegeben wird. Damit erhalten wir
die dritte Eigenschaft, welche sich im Ge-
gensatz zu den Eigenschaften (i) und (ii)
nur sehr aufwendig formalisieren 14Bt:

(iii) Wenn wir, beginnend mit Knoten 1,
in Richtung der Pfeile im Graphen G’ un-
sere Rundreise ,abfahren“, so e_.pdet diese
Prozedur wieder in Knoten 1, aber erst,
nachdem alle anderen Knoten passiert wur-
den.

Mit diesen Eigenschaften sind alle Rund-
reisen iiber die Eigenschaften der entspre-
chenden Graphen U’ beschrieben. Um nun
unser Problem zu 16sen, miissen wir nur
alle diese Rundreisen aufschreiben bzw.
die entsprechenden Graphen zeichnen,
ihre Gesamtlinge berechnen (wie, werden
wir spdter noch sehen) und die Rundreise
mit der geringsten Linge heraussuchen.
Doch, Achtung! Wie viele Rundreisen gibt
es denn iiberhaupt in einem vollstindigen
Graphen mit n + 1 Knoten, d. h., wenn der
Tourist n Stddte besuchen will? Wenn er
nur eine Stadt besuchen will, kann er nur
hin- und anschlieBend zuriickfahren:
1 Rundreise; will unser Reisender zwei
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Stiddte besuchen, so gibt es schon zwei
Moglichkeiten: er kann erst Ort 2 und
dann Ort 3 besuchen oder umgekehrt. Bei
drei zu besuchenden Orten sind die sechs
moglichen Rundreisen in Bild 3 darge-
stellt.

Und in unserem Beispiel mit 4 zu besu-
chenden Orten gibt es 24 mégliche Rund-
reisen.

Wie viele sind es nun allgemein?

Die Antwort darauf gibt der folgende Satz,
welcher mittels vollstindiger Induktion be-
wiesen werden kann.

Satz: In einem vollstindigen Graphen mit
n + 1 Knoten gibt es
nl=nn—-1D(n-2)-...-3-2

mogliche Rundreisen.

Zum Beweis wollen wir hier aus Platzgriin-
den nur das folgende sagen. Wir betrachten
in einem Graphen mit k + 1 Knoten eine
beliebige Rundreise, welche o. E. d. A. aus
den Pfeilen (1,2), (2,3), ..., (k—1,k),
(k, 1) besteht. Dann konnen wir durch Ein-
figung des Knotens k + 1 an jeder der k
moglichen Stellen (zwischen Knoten 1 und
2, zwischen Knoten 2 und 3, usw.) aus die-
ser einen Rundreise k neue Rundreisen
durch k + 1 Knoten konstruieren und da-
mit alle moglichen Rundreisen durch
k + 1 Knoten erfassen.

Den genauen Induktionsbeweis solltet ihr
selbstindig aufschreiben und untereinan-
der oder mit eurem Lehrer diskutieren!
Wenn unser Jugendlicher also 10 Stidte
besuchen will, so miissen 10! = 3628 800
verschiedene Rundreisen konstruiert wer-
den, eine Menge, die kaum noch zu schaf-
fen ist, bei der wir aber zumindest bei un-
systematischem Vorgehen schnell den
Uberblick verlieren wiirden. Wir werden
also ein systematisches Vorgehen wihlen
miissen und ein Computerprogramm
schreiben, wollen wir die kiirzeste Rund-
reise suchen.

Zunichst beschiftigen wir uns aber mit der
Berechnung der Gesamtlinge einer Rund-
reise. Dazu fiihren wir einige Bezeichnun-
gen ein. Unseren vollstindigen Graphen G
hatten wir charakterisiert durch die Kno-
tenmenge E und die Menge der Pfeile U.
Wir hatten auch schon erkannt, daB eine
beliebige Rundreise einer Teilmenge U’
der Menge der Pfeile U entspricht, die den
Bedingungen (i), (ii), (iii) geniligt. Damit
kénnen wir theoretisch alle moglichen
Rundreisen konstruieren und die entspre-
chenden Mengen U’ bilden. Alle diese
Mengen U’ fassen wir zur Menge V aller
Rundreisen zusammmen. Jede der Men-
gen U’ -aus V (kurz U’ € V) besteht aus ge-

nau n + 1 Pfeilen, die wir allgemein mit
(i, j) bezeichnen. Dabei sei (i, j) ein belie-
biger Pfeil, der im Knoten i aus E (kurz:
i€ E) beginnt und im Knoten j € E endet.
Jedem dieser Pfeile (i,j) entspricht eine
»Ldnge“, d. h., die Linge der entsprechen-
den Fahrtroute von Knoten i zu Ort j, wel-
che wir mit c;; bezeichnen. Die Menge die-
ser Lingen fassen wir zu einer Matrix C
zZusammen:

€1 (2 Cln+1
C= C:u f-‘:zz f-'z,:_n+1
cn+l,l cn+1,n+1

Dabei ist zum Beispiel c,; die Linge der
Fahrtroute von Ort 2 zu Ort 3. Und was ist
mit c¢,,? Richtig, der Weg von Ort 2 zu
Ort 2 ist verboten! Das werden wir in der
Matrix C dadurch kennzeichnen, daB wir
¢; gleich plus Unendlich setzen. Als Bei-
spiel wollen wir folgende Matrix fir das
Rundreiseproblem mit den fiinf Orten be-
trachten (die Zahlen sind dabei willkiirlich
gewihlt, aber durchaus realitdtsnah):
© 119 109 111 119

105 o 110 100 110

100 105 = 105 104

106 110 103. « 100

106 102 110 100 o
Betrachtet euch die Matrix genauer und
versucht, die Zahlen zu interpretieren! Das
kann doch nicht sein, hore ich da einige
rufen, die Linge der Fahrtroute von Ort 1
zu Ort 2 ist grofBer als die Linge der Fahrt-
route von Ort 2 zu Ort 1! Das ist richtig,
119 > 105. Aber, wieso soll das denn ver-
boten sein? Es gibt doch schlieBlich Ein-
bahnstraBen, Umleitungen, usw., die sol-
che Unterschiede erzwingen.

Damit kénnen wir das Rundreiseproblem
mathematisch fassen: Die Linge der Rund-
reise ergibt sich als Summe der Lingen der
einzelnen Fahrtrouten, die in ihr enthalten
sind. Das driicken wir durch das Symbol

C= 1)

> @
iped
aus. Ins_gpsamt ist also eine Rundreise
UevV, 3

fiir die (2) minimal wird, gesucht. Formal
sagt man dann, daB die Funktion (2) unter
der Bedingung (3) minimiert wird.

Bevor wir unsere Unterhaltung fiir heute
beschlieBen, mochte ich noch zwei Aufga-
benstellungen anflihren, die auf die prakti-
sche Bedeutung des Rundreiseproblems
hinweisen. Beide Aufgaben, die zunichst
wenig mit einer ,Reise“ zu tun zu haben
scheinen, wollen wir als Rundreiseproblem
modellieren. Schwierigkeiten bereiten da-
bei die Wahl der Knoten und der Entfer-
nungsmatrix C.

Aufgabenstellung 2: Betrachten wir einen
Roboter, der Bauelemente auf eine Leiter-
platte montieren soll. Diese Bauelemente
liegen in Kisten, die feste Standorte an der
Peripherie des Roboters haben. Der Robo-
ter nimmt nun ein Bauelement (einen Wi-
derstand, eine Diode oder dhnliches) auf,
bewegt sich zur Leiterplatte, montiert es
auf die Leiterplatte, bewegt sich zum nach-
sten Bauelement, nimmt es auf, usw. In
welcher Reihenfolge soll der Roboter die

Bauelemente montieren, damit die Leiter-
platte moglichst schnell fertig wird?

Als Knoten flir unseren volistindigen Gra-
phen werden wir die Bauelemente wihlen.
Der Heimatort des Roboters ist dabei eine
fixierte Stelle, z. B. bei einem Bauelement.
Die Pfeile in dem vollstindigen Graphen
bedeuten nun, daB die Bauelemente in
einer bestimmten Reihenfolge montiert
werden, so bedeutet (2, 3), daB das Bauele-
ment 3 nach Bauelement 2 montiert wer-
den kann. Wenn wir die reinen Montage-
und Zugriffszeiten des Roboters vernach-
lissigen (die in Wirklichkeit auch nur
einen konstanten Summanden darstellen),
so ergibt sich, daB die Gesamtbearbei-
tungszeit einer Leiterplatte gleich der
Summe der Bewegungszeiten des Roboters
ist, die tatsichlich von der Reihenfolge der
Montage der Bauelemente abhingt. Damit
wihlen wir als Linge der Fahrtrouten (oder
Pfzile) zwischen den Knoten i und j die
Bewegungszeit des Roboters von dem
Standort des Bauelementes i zum Monta-
geplatz der Leiterplatte und zuriick zum
Standort des Bauelementes ;.

Aufgabenstellung 3: In einem Betrieb soll
auf einem Automaten ein stindig wieder-
kehrendes Sortiment von Erzeugnissen 1,
..., p in gewissen Stiickzahlen n,, ..., n,
hergestellt werden. Der Automat muB nach
Herstellung eines Erzeugnisses umgeriistet
werden, damit auf ihm das nidchste herge-
stellt werden kann, z. B. miissen Steuerpro-
gramme, Werkzeuge, Spannbacken u.4i.
ausgewechselt werden. Diese Umriistzeiten
sind unterschiedlich lang und héngen von
dem davor bearbeiteten und dem danach
zu bearbeitenden Erzeugnis ab. In welcher
Reihenfolge sind die einzelnen Erzeug-
nisse zu produzieren, damit ein Sortiment
moglichst schnell fertiggestellt wird?

Hier betrachten wir die Erzeugnisse als
Knoten des vollstindigen Graphen. Pfeile
im Graphen bedeuten, daB ein Erzeugnis
unmittelbar nach einem anderen herge-
stellt werden kann. Bgtrachten wir wieder
die Gesamtbearbeitungszeit fiir das Sorti-
ment, so gibt es wieder einen variablen und
einen festen Teil wie bei der Modellierung
von Aufgabenstellung 2. Der feste Teil ist
hier die Summe der Bearbeitungszeiten
der Erzeugnisse, variabel dagegen ist die
Summe der Umriistzeiten, die von der kon-
kreten Reihenfolge der Bearbeitung der Er-
zeugnisse abhiangt. Das legt es nahe, die
Unmriistzeiten als Elemente der Matrix C,
also als ,Lingen der Pfeile“ zu wihlen.

Im nichsten Teil werden wir uns mit
einem Losungsalgorithmus fir das Rund-
reiseproblem beschiftigen. Versucht bis
dahin doch selbst einmal, das kleine Bei-
spiel mit den vier zu besuchenden Orten
und der ,, Kostenmatrix“ C aus (1) zu 16sen.
Welche der 24 moglichen Rundreisen rea-
lisiert die kleinste Summe in (2)?

S. Dempe
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Attraktion fiir
alpha-Schachfreunde

In verinderter Gestaltung prisentierte

sich der 6.alpha-Schachwettbewerb in
Heft 5/1988. Die Leser reagierten in etwas
geteilter Meinung darauf. Als negativ
wurde u.a. von J Haas und S.ABmus
(beide aus Berlin) die Verringerung der
Aufgabenzahl eingeschitzt. E.Boésenberg
(Toppeln) bedauerte, daB damit der beson-
dere Stil des alpha-Schachwettbewerbs ver-
loren ginge. Dagegen freute sich u.a.
A. Thorhauer (Jena) dariiber, da8 nur zwei-
ziigige Schachaufgaben zu 16sen waren.
Jedoch die breite Zustimmung zum Wett-
bewerb trotz der Reduzierung auf vier
zweiziigige Aufgaben war einhellig. Fiir J.-
C.Krumm (Oberhausen/BRD) waren die
Schachaufgaben ,sehr gut ausgesucht“ und
»bescherten hiibsche Effekte und Pointen“
nicht nur fir K.Rubin (Berlin). ,Emeut
ein Wettbewerb, der Freude bereitete"
meinte Dr. Biichel (Zella-Mehlis) und
M. Klenke (Briick) betonte, daB ,,auch die-
ses Jahr der alpha-Schachwettbewerb eine
gelungene Attraktion fiir alle Schach-
freunde war*.

Fiir T.Riihlemann (Greifswald) ist der
alpha-Schachwettbewerb eine willkom-
mene Werbung fiir das Schachspiel. ,Als
Ubungsleiter der Saktion Schach kann ich
durch alpha leicht den ersten Kontakt mit
dem Problemschach erreichen, da ja das
Losen der gestellten Aufgaben durch den
alpha-Wettbewerb einen besonderen An-
reiz bietet.“

Der sportliche Wettbewerbsanreiz regte
w'eder 338 alpha-Leser zum Mitmachen
an. Dabei zihlten Roland Voigt (Bohlen),
Andreas Jahmlich (WeiBwasser) und Kir-
sten Rudloff (Petkus) mit 7 bzw. 8 Jahren
zu den jiingsten Teilnehmern, wihrend die
treuen alpha-Leser Hilde Espig (Karl-
Marx-Stadt), Elisabeth Moller (Bad Kosen)
und Fritz Rauhe (Wendgriben) mit 83
bzw. 84 Jahren, wie im Vorjahr, zu den il-
testen Teilnehmern gehorten.

Allen Teilnehmern ein herzliches Danke-
schén firs Mitmachen!

58 . alpha, Berlin 23 (1989) 3

Losungen

Ala
1. Dal (droht 2. Kf7 matt)
1 Kg8/Lg8

2. D:a8/K:g6 matt.

Die Auftaktsaufgabe des Wettbewerbs, die
vom unvergeBlichen Sam Loyd (,Detroit
Free Press“, 1877) stammt, versuchten alle
Teilnehmer zu 16sen. Nur 10,3% der Ein-
sendungen wiesen eine falsche Ldsung aus.
Als ein mehrmaliger Fehler zeigte sich da-
bei die vermeintliche Ldsungsangabe
1. D:a8+ Lg8 2. K:g6. Der schwarze Konig
kann zwar nicht mehr zichen, jedoch ist er
von keinem Schachgebot einer weiBen Fi-
gur bedroht — somit liegt ein Patt und kein
Matt vor!

A2A
1. Tg5 (droht 2. L:d5 matt)
1 Td4/Se3/f3

2. Te5/f3/Tg4 matt.

In dem loserfreundlichen Urdruck von
Fritz Hoffmann (WeiBenfels) werden die
schwarzen Verteidigungen 1. ... Td4 und
1. ... Se3, die zur Deckung des Feldes d5
dienen, aber den schwarzen Konig in sei-
nem Aktionsradius blockieren, von Weill
vorteilhaft ausgenutzt. Zu dieser Aufgabe
hatten 10,1% der Léser eine falsche oder
keine Losung eingesandt.

Ala

1. Dal (droht 2. Dd4 oder 2. De5 matt)
1.... Sc3/5f6

2. Td4/Dd4 matt.

1.... Sf5/8bs

2. Da2/Da2 oder Le6 matt.

Dieser Zweiziiger von Dr. Karl-Heinz
Siehndel (,Freie Presse“, 1975) brachte
30,5% der Einsender auf eine falsche
Fihrte. Besonders iiber die Verfiihrung
1. Dcl (droht 2. Dc6 matt) ,stolperten“
mehrere Loser. Aber auf 1. Dcl gibt es
nach der schwarzen Verteidigung 1. ... LS
kein Matt im 2. Zug. Auch die Verfithrun-
gen 1. Dg3/Dg7 oder 1. Dh2 scheitern ein-
deutig an 1. ... Sf6 bzw. 1. ... Sf5.

Ada

1. Sd7 (droht 2. Te6 matt)

1.... D:b8/La2/Sf3

2. L:¢6/L:d3/D:f3 matt.

1.... S£7/Sgd4/L:-f6/1.f4

2. D:g6/D:h1/8:f6/T:f4 matt.

Der Hohepunkt des Wettbewerbs. Die Auf-
gabe von Jozsef Szoghy (,Magyar Sakké-
let“, 1955, 1.Preis) begeisterte viele Teil-
nehmer, die diese Aufgabe richtig 16sten.
Die Kommentierung von F.Gotze (Do6-
beln) zu diesem Zweiziiger sei hier stellver-
tretend fiir andere enthusiastische Zu-
schriften zitiert:

»,Ein Reiterkunststiick erster Giite! Dieses
Vollblut (SeS) zu ziigeln, an die richtige
Stelle zu bringen und dabei die eigenen
Mitstreiter nicht zu behinderm, benétigt
schon einen versierten Jockei!* In dem
Fall erwiesen sich 43,5% der Teilnehmer
als ,versierte Jockeis“ und l6sten die Auf-
gabe richtig.

Der weiBe Springer auf dem Feld e5 hat
8 Zugmoglichkeiten, 7 davon sind Verfiih-
rungen.

Verfihrung Parade

1. Sc4? L:f6 2. Sd2 matt,
aber 1. ... d2};

1. S:c6? L:f6 2.Dd5 matt,
aber 1. ... D:b8!;

1. S:d3? L:f6 2. De2 matt,

’ aber 1. ... La2!;

1. Sg4? L:f6 2. S:f6 matt,
aber 1. ... Sf3!;

1. S:g6? L:6 2. DfS matt,
aber 1. ... Sf7!;

1. Sf3? L:f6 2. Sd2 matt,
aber 1. ... Sg4!.

Nach 1. ... L:f6 ergeben sich dadurch 6
verinderte Matts zwischen Losungs- und
Verfiihrungsabspiele. Im 7. Fall verteidigt
eben 1. ... L:A6 gegen die Verfihrung
1. Sf7.

Unter den Einsendern, die alle vier Aufga-
ben richtig gelost hatten, wurden folgende
Gewinner ermittelt:

Mario Freidank (Rathenow),

Silvio Jaschinski (Kamenz),

Jorn Neumann (Feldberg),

Christian Kiihnert (Karl-Marx-Stadt)

und Angela Stidter (Wiesenau).
Weiterhin wurden Preise unter allen Teii-
nehmem verlost, die zumindest eine Auf-
gabe richtig geldst hatten:

Thomas Berger (Bernburg),

Madlen Graunke (Hohen-Demzin),

Marco Jendrezok (Gera),

Stefan Neupert (Wittstock/Dosse)

und Mathias Simon (Geithain).

Allen Gewinnern herzlichen Gliickwunsch!

,Irotz aller Mithen hat es natiirlich eine
Menge Spall gemacht und beim nichsten
Wettbewerb werde ich sicher wieder mit
von der Partie sein“, zog N.Wodtke
(Franzburg) sein Fazit und R. Kiirschner
(Zella-Mehlis) reimte sogar:

»,Buer Schachwettbewerb findet bei mir
grofes Interesse,

er ist einfach toll und voller Raffinesse!“

Der nichste alpha-Schachwettbewerb folgt
in Heft 5/1989 und wird sicher wieder ei-
nige knifflige Raffinessen zu bieten haben!

H. Riidiger

Buchtips
fiir Schachfreunde

A. Potzsch
SpaBB am Kombinieren

192 S., 365 Diagramme

Bestell-Nr. 6717883 Preis: 15,80 M

B. Starck .
Schach macht SpaB

160 S., 227 Diagramme

Bestell-Nr. 6717891 Preis: 16,80 M

A. Mazukewitsch

Verflixte Fehler

240 S., 311 Diagramme

Bestell-Nr. 6717904 Preis: 15,80 M

Alle Titel sind Nachauflagen des Sportver-
lages Berlin.



12. Wie das Bild zeigt, liegen ein roter (R),
drei weiBe (W) und drei schwarze (S) Spiel-
steine auf einem Brett, wobei Bewegungen
nur entlang einer Linie zu einem angrenzen-
den leeren Feld vorgenommen werden diirfen.
Das Ziel ist, die Positionen der schwarzen
und weiBen Steine auszuwechseln, wobei der
rote Stein in der Mitte verbleibt. Eine Bewe-
gung ist folgendermaBen zu verstehen: Zuerst
wird ein schwarzer oder ein weiBer Stein be-
wegt und dann der rote. Die Reihenfolge einer
schwarzen oder weien Bewegung, gefolgt von
einer roten Bewegung, wird solange wieder-
holt, bis der erforderliche Austausch stattge-
funden hat.

Zusammenstellung  dieses Ferienmagazins: J. Lehmann,
Leipzig; Lésungen siehe in diesem Heft S.72.

—

< KINO+FILM = SPASS jlﬂ
1

8. Zerlege die Figur durch einen geraden
Schnitt so, daB drei Teile entstehen! (Ver-
wende Transparentpapier!) Setze die drei
Teile zu einem Quadrat zusammen!

Logelei

9. Welche Figuren miissen logischerweise an
Stelle der Fragezeichen eingesetzt werden?

3D || do
do ||ES

ERc=

SR

SREIRRG

%qq

Kleine Zahlenspielerei

2. Setze zwei Minus- und zwei Pluszeichen
links vom Gleichheitszeichen, so daB die
Gleichung richtig ist!

334455667 7=153

Kryptarithmetik

9 (OO)-0a0

b) (a-b)=b:a=b'=8
o PE+3 =30
1 O0+A=1014A
1+ -n0
d) 2-Bbb=abc

) OEAA
+ OO+H

@OAEO
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Waage-Rechtes

1. Vier Arten von Korpern (Wiirfel, Quader,
Kugeln und Zylinder), wobei Korper einer be-
stimmten Art jeweils die gleiche Masse besit-
zen, werden mit einer einfachen Balkenwaage
gegeneinander abgewogen. In den obigen drei
Fillen (siehe Bild) ergibt sich Gleichgewicht.
Wieviel a) Kugeln, b) Wiirfel bringen die
Waage im unten dargestellten Fall ins Gleich-
gewicht?

& @ |=
PO |-
B o |=
@ —

R. Mildner, aus LVZ

4 o
& o
(7
¢

10. Setze die Zahlen 1, 2, 3, 4, S in die leeren
Kreise ein, so daB sich an jedem Arm des
Sterns die gleiche Summe ergibt!

Der dreifache Austausch

11. Welche der Figuren a, b, ¢, d gehort logi-
scherweise in das Feld mit dem Fragezei-
chen?

| |+ #]| ¢
* | X

In einem Zug
4. a) Lewis Carolls Dreiquadrate-Problem:

b) O’Beirnes Vierkreise-Problem:

5. Wie viele Wege von 1 bis 7 sind méglich,
wenn man sich immer nach einer angrenzen-
den Zahl und stets nach rechts bewegt?

Ein Beispiel wire: 1-2-3-5-7.

0000

6. Wie viele Figuren der dargestellten Form in
beliebiger GroBe sind im folgenden Bild zu
finden?

7. Wie viele gleichschenklige Dreiecke kon-
nen auf diesem 3Xx3-Gitter gebildet werden,
wenn man nur die neun Punkte als End-
punkte (Eckpunkte) benutzt?
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Information zum Ideenwettstreit
,Kreativ mit Algorithmen*

Im Oktober 1988 riefen die beiden von der
AdW der DDR herausgegebenen Zeit-
schriften ,spectrum“ und ,Wissenschaft
und Fortschritt* zu einem Ideenwettstreit
auf. Dieser zielt darauf, den Umgang mit
dem Computer zu initiieren oder zu vertie-
fen sowie seine Anwendung auch auf der-
zeit noch ausgefallene Sachverhalte — wie
kiinstlerische Betdtigung, anspruchsvolle
Spiele und das Ausknobeln origineller Pro-
blemlgsungsvarianten — zu férdern.
Neuartige Losungen kénnen, wie sich in
der Vergangenheit mehrfach gezeigt hat,
groBe Wirkungen auslosen.
Jury und Redaktionen wiinschten sich, daB
der Wettbewerb die Leser anregen moge,
sich mit folgenden Problemkreisen niher
zu befassen:
® Neue kreative Ideen fir den Umgang
mit dem Computer;
® hocheffektive Algorithmen zur Lésung
bekannter Probleme sowie
o interessante Fragen, die einer
rechentechnischen Losung bediirfen.

Bedingungen

Inhaltlich sind Probleme und Lsungen in
keiner Weise eingeschrinkt. Sie kOnnen
sowohl numerischer, graphischer als auch
kiinstlerisch-dsthetischer Natur sein (Bild,
Ton, Text) — nur Originalitdt ist gefragt,
die kreative, neue tragende Idee!
Nicht bearbeiten wird die Jury reine Ak-
tionsspiele, die betont auf die manuelle
Reaktion des Menschen angelegt sind.
Kommerzielle und zu umfangreiche Pro-
grammsysteme konnen ebenfalls nicht in
den Wettbewerb einbezogen werden.
Die Einsendungen an die Redaktionen
sollten aus drei Teilen bestehen:
® eciner inhaltlichen Beschreibung
(maximal fiinf Schreibmaschinen-
seiten);
® ciner Programmdokumentation
(maximal 300 Programmzeilen),
bevorzugt in PASCAL oder C, evtl.
BASIC);
® ecinem maschinenlesbaren Beleg des
Beispielprogramms zur Erprobung
(Diskette oder Kassette).
Eingesandte Unterlagen bleiben materiell
und urheberrechtlich Eigentum des Ein-
senders. Die Einsendungen werden umge-
hend bestitigt. Die Jury entscheidet inner-
halb von drei Monaten iiber Annahme
oder Nichtannahme zum Wettbewerb,
gleichzeitig erhalten die Einsender ihre

Unterlagen zuriick. Im Oktober 1989 wer-
den die besten Ergebnisse primiert. In der
Zwischenzeit konnen interessante Losun-
gen in ,spectrum“ und ,Wissenschaft und
Fortschritt® veroffentlicht werden, um
einen regen und kreativen Meinungsaus-
tausch zu Informatikproblemen zu errei-
chen.

Jedermann ist berechtigt zur freiwilligen
Teilnahme. Vom Einsender sind folgende
Angaben zur Person erforderlich:

Name, Alter, Beruf, Adresse; auBerdem
eine verbindliche Erklirung, daB der Inhalt
der Einsendung sein geistiges Eigentum ist
und Rechte anderer nicht bestehen. Wiin-
schenswert ist ein Literaturverzeichnis zu
dhnlichen Inhalten. In (1) und (2) sind Bei-
spiele fiir zu 16sende Aufgaben genannt; in
(3) werden die Teilnahmebedingungen
(hinsichtlich Programmiersprachen usw.)
noch prizisiert.

Auf Programmangebote, Losungsvarianten
und neue, interessante Probleme freuen
sich die Redaktionen ,spectrum“ und
»Wissenschaft und Fortschritt“ sowie die
Jury.

Anschriften:

Redaktion spectrum, AdW der DDR,
Otto-Nuschke-StraBe 22/23,

PSF 1298, Berlin, 1086

Redaktion Wissenschaft und Fortschritt,

Leipziger StraBe 3-4,
Berlin, 1086

Literatur:

(1) Kreativ mit Algorithmen. — In:
Wiss. Fortschr. — Berlin 38 (1988) 10
(2) Kreativ mit Algorithmen. — In:
spectrum. — Berlin 20 (1989) 1

(3) Neues zu

,Kreativ mit Algorithmen“. — In:
Wiss. Fortschr. — Berlin 39 (1989) 3

alpha gratuliert

® dem Kinderbuchverlag Berlin zu seinem
40. Geburtstag.

Am 1. Juni 1949 gegriindet, erschienen bis
1988 4804 Titel mit 260 Millionen Exem-
plaren.

® dem Urania-Verlag Leipzig - Jena - Ber-
lin zu seinem 65. Geburtstag.

1924 initiierte der Jenaer Biologieprofessor
Julius Schaxel (1887 bis 1943) die erste
Ausgabe der ,kulturpolitischen Monats-
hefte fir Naturerkenntnis und Gesell-
schaftslehre“, ,Urania“ genannt. Nach
14jdhriger erzwungener Unterbrechung
nahm der Verlag im Juli 1947 die Arbeit
wieder auf und profilierte sich zum fiihren-
den Verlag fiir populdrwissenschaftliche Li-
teratur.

Buchtip

Walter Kranzer

So interessant ist
Mathematik

238 S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 5716803

VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin

Dieses Buch richtet sich an zwei Leser-
gruppen, zum einen an bereits mathema-
tisch interessierte, zum anderen an diejeni-
gen, die erfahren mochten, ob und was die
Mathematik an Erstaunlichem anzubieten
hat. Der Bogen der Darstellung spannt sich
von der Zahlentheorie iiber Mengenlehre,
Analysis, Geometrie bis zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung, 148t immer wieder neue
herrliche Schitze und iiberraschende Zu-
sammenhidnge entdecken.

Preis: 28,00 M

Ema Padelt
Mit dem MefBrad um die Welt

131S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 6332318
Der Kinderbuchverlag Berlin

Preis: 7,40 M

aus: Pythagoras, Amsterdam
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alpha-Marchenecke
Die Chance des Sterndeuters

Vor langer Zeit lebte am Hofe eines Konigs
ein Sterndeuter, der dem KOnig Ratschlige
Rir seine Regierungsentscheidungen gab.
Eines Tages riet der Sterndeuter, das er-
krankte Lieblingspferd des Konigs nicht zu
behandeln, nur dann konne es wieder ge-
sund werden.

Der Stallmeister hielt sich an diese Emp-
fehlung, aber das Pferd verstarb. Das ir-
gerte den Konig so sehr, da88 er den Stern-
deuter wegen des falschen Rates zu fiinf
Jahren Kerkerhaft verurteilte.

Nun bat der Sterndeuter seinen Kénig um
Gnade. Dieser wollte das Urteil nicht ein-
fach abindern, dem Sterndeuter aber doch
noch eine Chance geben. Er sprach deshalb
zu ihm:

»Ich gebe dir sieben gleichartige Kugeln,
drei weiBe und vier schwarze, und zwei Ur-
nen. Du sollst die Kugeln irgendwie auf die
zwei Umen verteilen, aber so, daB keine
Urme leer bleibt. Dann wird mein Hofmar-
schall zuerst eine der beiden Umen aus-
wihlen und anschliefend aus dieser Urne
eine Kugel ziehen. Natiirlich weiB der Hof-
marschall nicht, welche Kugeln in welcher
Urne liegen. Zieht er eine schwarze Kugel,
so bleibt mein Urteil bestehen, zieht er
eine weiBle, so sollst du begnadigt werden
und meine Tochter heiraten. Uberlege dir,
wie du die Kugeln verteilen willst. Du hast
eine Stunde Zeit!“

Der Sterndeuter strengte seinen Kopf an
und iberlegte:

»Wenn die Kugeln alle in einer Umne wa-
ren, dann hitte ich eine Chance von 3:7

7
der 7 Kugeln sind weiB. _
Sind die Kugeln aber auf zwei Urnen ver-
teilt, dann ist es komplizierter. Nehmen

3
(oder—) fur eine Begnadigung, denn 3

62 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

wir an, in Ume 1 (Ul) liegen zwei weiBle
und eine schwarze Kugel, in Ume 2 (U2)

die restlichen, also so:

Die Chance, daB Ul gewihlt wird, ist %

(eine von zwei Umen). Fiir jede der Kugeln
aus Ul betrigt dann die Chance, gewihlt

1
zu werden, 3 (weil drei Kugeln in der

Urne liegen). Insgesamt betrégt die Chance
fir jede der Kugeln aus Ul, gewdhlt zu

11 c 1
werden, demnach 23 also e
Fiir die Wahl von U2 betriigt die Chance 1

2
(wie fiir U1), dann hat jede der Kugeln von

U2 die Chance

T also

insgesamt

Das kann man aufzeichnen:
1 . 1
BN

U4 vz
4 1 1 /1
¥ 3 3 4 Y %

S w S

1 1 1

1
y
S
1

W W s
1 1 1 1 1 1 1
6 ] 6 8 8 8 8

Giinstig ist fiir mich das Ziehen einer wei-
Ben Kugel. Das kann — wie ich in der
Zeichnung sehe — auf drei verschiedenen
,Wegen* geschehen. Die Chance fiir ,weile

1,1

Kugel* betrigt somit insgesamt s s

Das ist schon besser als %, denn % > %

Aber ist diese Verteilung schon die fiir

mich beste?“

Der Sterndeuter probierte andere Vertei-

lungen aus, z.B.:

a) In Ul eine weiBe Kugel und eine

schwarze (w, s), in U2 alle iibrigen Kugeln

(W, W, S, 8, 8).

Zi{) (priiffe das

nach!), war also schlechter als im vorigen
9 11

Fall, denn 20 < 2%

b) In U1 eine weiBe und zwei schwarze Ku-

geln (w,s,s), in U2 alle iibrigen Kugeln

(w,w,s,s).

Da betrug seine Chance

Damit verringerte sich seine Chance wei-
10
ter, sie betrug nur noch 2% (Priife das

nach!)

Aber nun wurde ihm klar: je ,gleichmaBi-
ger“ die weiBen und schwarzen Kugeln auf
die beiden Umen verteilt werden, um so
ungiinstiger ist das fiir ihn. Deshalb ver-
suchte er die Verteilung Ul: eine weille
Kugel; U2: alle Gibrigen Kugeln.

Er zeichnete sich den zugehorigen ,,Baum*
auf:

1 * 1
/ \
U (174

4
11/ 11 1\ 1
6, 6 6 6
w w v S S S S
1 A A
2 12 12 A2 12 12 12

Die Chance, daB eine weiBe Kugel gezogen
wird, betrdgt hier
1,1 .1 _8._
212 12 12 37
Der Sterndeuter entschied sich fiir diese
Verteilung, bei der die Chance fiir ,weiBe
Kugel“ tatsichlich am groBSten ist: legt man
nimlich noch eine weie Kugel aus U2
nach Ul, so vermindert sich die Chance fiir
,weiB“ bei U2, ohne daB sie bei Ul wichst;
legt man eine schwarze Kugel von U2 nach
Ul, so vermindert sich bei Ul die Chance

8.2

1 auf 1 wihrend sie bei

fir ,wei“ von 2 4

1 2 .
U2 nur von 1 auf 10 wichst — insgesamt

wird die Chance fiir ,weiB“ also kleiner.
Ahnlich ist es bei anderen Verteilungsva-
rianten.
Was wurde nun aus dem Sterndeuter? Hat
seine Uberlegung ihm zur Begnadigung
verholfen? Leider wissen wir es nicht, die
Chronik berichtet nur, da8 die Tochter des
Konigs bald geheiratet hat. Aber wen?

W. Walsch

Nun fragt ein ,gewohnlicher® Mensch:
~Kann man mit dieser StraBenbahn zum
Hauptbahnhof fahren?“ ,Ja, man kann®,
antwortet der Computermann.
Das ist vollig richtig. Man kann. Aber die
StraBenbahn fdhrt gerade in die entgegen-
gesetzte Richtung! Man kann 17 Haltestel-
len bis zur Endstation der Linie fahren und
dann noch 26 Haltestellen zuriick, um den
Hauptbahnhof zu erreichen...
Eine hilfreiche Antwort wire aber nicht
etwa nur ,man mufl in die entgegenge-
setzte Richtung fahren“, sondem ein Hin-
weis darauf, daB man von der Bushalte-
stelle nebenan mit einem ExpreBbus den
Hauptbahnhof in 5 min erreichen kann.
Aber das ware die Antwort auf die Frage
»Wie kann man am schnellsten den Haupt-
bahnhof erreichen“ - und diese Frage
wurde dem Programmierer nicht gestellt!
Eine richtige, ganz prizise Antwort kann
manchmal fiir den Fragenden vollig nutz-
los sein, wenn dieser seine Formulierung
nicht griindlich genug durchdacht hat.

A. Halameisdar, Moskau
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Wettbewerb
1987/88

Abzeichen in Gold

Fortsetzung

Fiir sechsjihrige Teilnahme

Carsten Karl, Aken; Kathrin Schmidl, Antons-
thal; Michael Henning, Bad Salzungen; Frank
Wagner, Dirk Pandel, beide Berlin; Cynthia
Bengs, Biirgel; Detlef BartmuB, Burow; Silvio
Loffier, Thomas ReiBner, beide Cottbus; Comelia
Zillmann, Henrike SiiB, Michael Potthoff, Birgit
Jeske, Dorothea Krippstddt, Rita Kempe, Frank
Naumann, Matthias Overmann, Jan Skribano-
witz, alle Dresden; Matthias Buchmann, Eisen-
berg; Sven Hauptvogel, Elsterwerda; Antje Kauf-
hold, Erfurt, Andreas Kupsch, Finsterwalde;
Elisabeth Siegel, Freital; Silke Breunung, Geisa,
Alexander und Matthias Neuber, Gerbitz; René
Franke, Gersdorf; Gernot Mersiowsky, Christoph
Kothe, beide Gorlitz; Karsten Hennig, GroB6r-
ner; Ralf Gericke, Hainichen; Elke Heidemann,
Halberstadt; Sabine Schwarz, Halle-Neustadt;
Jan Wohlbold, Heidenau; Roberto Stahl, Herz-
berg; Stefan Heiber, Heyda, Marko und Hans-
Hermann Epstude, Kirchheilingen; Comnelia Haf-
ner, Leinefelde; Beate Wasner, Leipzig; Norbert
Walfel, Andreas Vogel, beide Limbach-O.; Hardy
Dompke, Loderburg; Antje MifBbach, Giselher
Schiitze, beide Magdeburg; Markus Walther,
MeiBen; Karsten Knothe, Merseburg; Katrin
May, Olbernhau; Carola Walter, Ottendorf-O.;
Felix Kraenz, Picher; Olav Zimstein, Pirna; Axel
Buerke, Potthagen; Andreas Thiele, Rackwitz;
Torsten Engelhaupt, Enrico Anton, Comelia
Fleischmann, Liane Marschall, Christine Reder,
alle RoBdorf; Rainer Walke, Rostock; Marion
Walther, Schlottwitz; Oliver Henze, Schneidlin-
gen; Lars Hantschmann, Seifhennersdorf;, Karin
Mowald, Sommerda; Axel Bichler, Sondershau-
sen; Anja Tippe, Teterow; Thomas Flatz, Andreas
Walter, beide Vacha; Dag Lohse, Vielau; Sven-
Uwe KanngieBer, Wolmirsleben; Andreas Vogt,
Silke WeiBbach, beide Worbis; Ralph Schammer,
Zerbst; Claudia Heret, Zwickau; JOorg Anschiitz,
Lehesten; AG Junge Mathematiker der O.-Grote-
wohl-O. Dreitzsch

Fir fiinfjahrige Teilnahme

Ulrich Egermann, Uta Schmidt, beide Altenburg;
Sven Volker, Andreas Henning, beide Bad Sal-
zungen; Monika Doéring, Peter Ziilsdorff, Katja
GeiBler, Andreas Bottger, alle Berlin; Andreas
Filz, Bemburg; Stefan Lenz, Bischofrod; Wolf-
ram Schubert, Borna; Frank Wolff, Brotierode;
René Aust, Calau; Thomas Freier, Creuzburg;
Hans-Harald Neschke, Dresden; Jens Renner,
Diirrrhrsdor{; Thomas Priiver, Eberswalde; Pa-
trick Zacharias, Eilsleben; René Weilert, Riidiger
Hochheim, Steffen Zillmer, alle Erfurt; Jana
Reinhardt, Katharina Hildebrandt, Christiane
Siebert, Kristin Danz, Corinna Mider, Andrea
Weyh, alle Fambach; Wemer Emst, Finster-
walde; Uwe Danz, Floh; Holger Hinchen, Forst;
Thomas Mittelstadt, Thomas Monecke, beide
Freiberg, Ulrike Hormann, Ulrike Bentz, Anja
Bayer, alle Friedland; Katharina Dost, Geithain;

Torsten Feigl, Gera; Jorm Pamperin, Hagenow;
Rainer und Britta Struwe, Halberstadt; Ulrike
Watzke, Hoyerswerda; Marco Ringel, Jinicken-
dorf; Goran Glockmann, Norbert Kuschel, Jan
Riidiger, alle Jena; Nico Schmidt, Jidenberg;
Cornelia Webet, Mario Stern, Mike Hesse, alle
Kaltennordheim; Kéthe Bickmann, Marko Nie-
pel, beide Karl-Marx-Stadt; Werner Unger, Lehe-
sten; Tobias Zepler, Langenwahl; Sandra Kriiger,
Ludwigslust; Christel Fritze, Magdeburg, Eber-
hard Schulze, Mildenberg; Kay Plennighaus,
Neubrandenburg; Manuela und Riidiger Grewe,
Neuhaus, Grit Pfiitzner, Ohomn; Michael
Schmarje, Jiirgen Rietz, beide Pimna; Kilian Kin-
delberger, Potsdam; Katrin Lonnig, Prettitz; Kar-
sten Bossow, Ribnitz; Axel Kaminski, Tobias
Franke, beide Riesa; Dirk und Ralf Seifert, Roch-
litz; Kirstin Peter, Ulrich Rothe, beide Rostock;
Ulrike Hifner, Schmalkalden; Stefan Erb,
Schwallungen; Alexander Otto, Schwanebeck;
Lars Prieske, Schwerin; Holger Reinitz, Sommer-
feld; Jana Ullmann, Spremberg, Claudia Sieg-
mund, Steinbach; Birgit Spindier, Heide Ru-
dolph, Katrin Werner, alle Steinbach-Hallenberg;
Andreas Lange, Stendal; Kerstin Schuster, Tau-
benheim; Stephan Marx, Ueckermiinde; Frank
Werbach, Marko Treichel, beide Unterbreizbach;
Steffen Schmidt, Urleben; Horst Rex, Wihlitz;
Bettina Wiemuth, WeiBenbom-L.; Manuela
Montag, Oliver Auert, beide WeiBenschirmbach;
Sebastian Steinbach, Wemigerode; Christine Sto-
randt, Wernshausen; Soren Schubest, Witten-
berg; Jens Miiller, Wolgast; Silke WeiBbach, An-
dreas Vogt, beide Worbis; Janet Thom, Wiin-
schendorf; Beate Balzer, Zittau

Fiir vierjihrige Teilnahme

Tilo Kaiser, Aken; Frank Gembus, Altentreptow;
André Hona, Altenburg; Ronald Stiive, Anklam;
Michae] Seibt, Arnstadt; Sabine Keilhaupt, Bad
Lauchstidt, Uwe Volker, Sabine Werkmesister,
Jan Schwate, alle Bad Salzungen; Thoralf Risch,
Bad Wilsnack; Alexander Starick, Ina Miiller,
beide Birenklau; Claudia Groll, Bannewitz;
Alexander Golz, Guiletta Himmel, Annekatrin
Hegewald, Reik Hartmann, Annett Schafranka,
Rainer Scheel, Matthias Bottger, Bodo Peter-
mann, alle Berlin; Christian und Clemens Neu-
fert, Torsten Adam, Jan Opalka, Susanne Filz,
Katrin Priemuth, alle Bernburg, Stephan
Hantsch, Berthelsdorf; Thomas Schuize, Bindow;
Falk Wietreck, Bischofswerda; Andreas Lieb-
mann, Bitterfeld; Thomas Romhild, Breitungen;
Torsten Peter, Holger Wehner, Ralf Fuchs, alle
Brotterode; Claudia Tittmann, Cainsdorf, Mat-
thias Wiesick, Hagen Lessing, beide Cottbus; Ste-
fan Daske, Dabendorf; Simone Eyning, Dingsle-
ben; Domenik Fiedler, Tobias Rinke, beide
Dingelstddt; Jens Meyer, Jens Herrmann, Uwe
Laobel, Beate Schreiber, Michael Griining, Edith
Bombach, Andrea Hahn, Birgit Alm, Stefan Sei-
fert, UIf Erben, alle Dresden; Yvonne Gierth,
Carsten Heinrich, beide Diirrrohrsdorf; Komelia
Eckerl, Effelder; Anne Heyl, Eisenach; Jan Buch-
mann, Eisenberg; Reinhard Schnippa, Eisenhiit-
tenstadt; Lars Limmerhirt, Ettenhausen; Karsten
Wackernagel, Falkenberg; Kirsten Lefller, Anke
Jung, Petra Stadler, Katrin Gerlin, Adrian Wein-
aug, Yvonne Scheiber, Yvonne Hollandt, Nicola
Erb, Silke Wirth, Tanja Ilgen, Rico Neuhdfer,
Thomas LefMler, Enrico Eck, Torsten Krone,
Yvonne Stengel, Peggy Moller, Frank Leffler, alle
Floh; Steffen Pietzsch, Frankdurt/O.; Karl
Etourno, Freiberg; Thomas Wiegel, Freienorla;
Matthias Elert, Friedrichsthal, Katja Frey, Ro-
man Knofler, beide Gersdorf, Dorit Jackisch,
Gorlitz; Roland Popp, Gotha; Jacqueline Spatke,
Grifenthal, Comelia Bir, Greifendorf; Yvette
Vogelsberger, Greifswald; Susanne Schulz,
Grimma; Thomas Henker, Groitzsch; Frank
SchnecgaB, GroSbodungen; Jan Glaser, GroB-
deuben; Birgit Bindig, GroBweitzschen; Ines Pan-
nenberg, Jana Pausch, Silke Trinkner, alle Griin-

hain; Alois Belter, Hagenow; Kurt und Uwe
Lehmann, Haidemiihl; Burkhard Huth, Roland
Kupert, Gunhild Berg, alle Halle; Vivian Bihr,
Torsten Bohn, beide Halle-Neustadt; Antje Steh-
fest, Havelberg; Michael Puchta, Hecklingen;
Jens Weinhold, Hermsdorf; Matthias Lonhardt,
Herzberg; Olaf Schmidt, Hohenebra; Bert Fren-
zel, Horka; Claudia Meyer, Manuela Winkler,
beide Hoyerswerda; Steffen Vogler, Torsten Bor-
chardt, beide Ilmenau; Ellen Stelzner, Jena-Lo-
beda; Markus Gliick, Jossnitz; Andreas Anders,
Jiiterbog; Stefan und Franziska Koch, Kamenz;
Stefan Mader, Jane Bicly, beide Karl-Marx-Stadt;
Marcus Waclawczyk, Kirchheilingen; Matthias
Miiller, Klaffenbach; Astrid Mirle, Kleindehsa;
Karsten Knobloch, Kleinmachnow; Anke Bau-
mann, Ronny Miiller, beide Klietz; Ulrike Klei-
nau, Kritzmow; Olaf Dreyer, Krumbeck; Marko
Rogozia, Ladeburg; Katrin Ziermann, Landsen-
dorf; Mario Menger, Lauterbach; Kirsten Schri-
ter, Katrin Anton, beide Leegebruch; Dominique
Dode, Sebastian Meinhardt, Robert Staufenbiel,
Martin Schreiter, Andreas Winter, alle Leine-
felde; Henrik Holke, Mareike Schmidt, Christian
Tiedt, alle Leipzig; Annett Reiche, Liederstddt;
Mario Voigt, Loderburg; Comelia Seidel, Lossau;
Olal Weber, Meusélwitz; Frank Holl, Mittelstille;
Tilo Schulz, Mébiskruge; Dorit Pinnow, Daniela
Voigtlinder, Stefan Kénig, Steffi Pdrschel, afle
Miigeln; Christian Bittner, Miihlhausen; Tino El-
ste, Nebra; Dajana Predohl, Michael Ritter, beide
Neuhaus; Petra Ropenus, Neubof; Christian RiB-
ler, Gabriele Broner, beide Niederodewitz; Susan
Abbe, Susanne Ludwig, beide Niederorla; Mi-
chael Hummel, Olbersdorf, Torsten Kaiser, Ora-
nienbaum; Jana Wetzel, Oranienburg; Mario
Koch, Oschersleben; Dorte Schappler, Parchim;
Jan Fricke, Pasewalk; Susanne Kraenz, Picher;
Alexander Moskau, Plauen; Bernd Volkel, Pots-
dam; Ronald DreBe, Pretitz; Claudia Burkhardt,
Prettin; Sylke Ahrend, Rakow; Christoph Weid-
ling, Riethnordhausen; Doris Seifert, Rochlitz;
Nicole Eck, Diana Herget, Nicole Fuf}, Steffen
Tiedmann, alle RoBdorf; Burkhard Rothe, Ro-
stock; Daniela Mdser, Sangerhausen; Soren Ha-
der, Schlotheim; Torsten Haase, Matthias Kitt-
ner, beide Schmalkalden; Sina Schnock, Schone-
beck; Enrico Rommel, Schwallungen; Claudia
Vorkel, Schkona; Diana Heinrich, Seyda; Sandy
Schinkel, Eileen Hesse, Korina Maloszyk, Ba-
bette Stietz, Ivonne Biihling, Petra Gerlach, Kay
Schinkel, Steffen Vollbarth, alle Sondershausen;
Norman Heidecke, StaBfurt; Katja Hoffmann,
Melanie Wilhelm, beide Steinbach-Hallenberg;
Peter Brock, Stralsund; Mario Buchholz, Tantow,
Ulrike Kaden, Teltow; Torsten Wiistenberg,
Templin; Iris Demmer, Themar; Sigrun Pfeiffer,
Trebra; Diana Brenn, Sebastian Brenn, Norman
FuB, Jorg Steinbach, Silvano Storch, Christiane
Heinemann, Susanne Peter, Annett Siorch, Tanja
ZeiB, alle Trusetal; Steffen Limburg, Karen Sten-
derhoff, Anett Tischendorf, Katrin Fladung, El-
vira Stehling, Hans-Helmut Zappe, Michael
Lotz, Sven Buchholz, alle Vacha; Elko KGnlech-
ner, Mario Zitex, Ronald Petigk, alle Weimar,
Tanja Voigt, Wemnburg; Otmar Jannasch, Wied-
nitz; Ralf Kl6tzer, Wilkau-HaBlau; Manuela Ka-
belitz, Wollin; Ulrike Langer, Wolmirstedt; Kri-
stina Bergmann, Wolzig; Ronald Peters, Wismar,
Nico Qual, Zeitz; Tom Marschall, Lutz Hengel-
haupt, beide Zella-Mehlis; Holger Beyer, Zscho-
pau; Olaf Breitzke, Ziihlsdorf

Achtung!
Immer wieder bitten uns Leser um
»alphas“ dlterer Jahrginge oder mathemati-
sche Lesebogen. Leider konnen wir in den
seltensten Fillen helfen!
Also - ,ausgelesene“ Exemplare bitte
nicht wegwerfen! Schickt sie bitte an die
Redaktion ,alpha“. Vielen Dank!

Alphons
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280731 Das Volumen eines Wiirfels w;
ist achtmal so groB wie das Volumen eines
Wiirfels w,. Wire das Volumen von w, um
genau 9cm?® kleiner, so wire es gleich
einem Zwdlftel des Volumens von w,.
Ermmittle aus diesen Angaben die Kanten-
lingen @, und a, der beiden Wiirfel w; und
w,!

280732 In einer Fabrik zur Herstellung
von alkoholhaltigen Essenzen soll aus
einem Restbestand von 300 kg 32prozenti-
gem Alkohol durch Zugabe von 90prozen-
tigem Alkohol ein neuer Bestand von
40prozentigem Alkohol hergestellt werden.
Ermittle diejenige Menge 90prozentigen
Alkohols, mit der das erreicht wird!

280733 Gegeben sei ein beliebiges spitz-
winkliges Dreieck 4BC. Gesucht ist eine
Gerade g, die die folgenden Bedingungen
erfullt:

(1) Die Gerade g ist parallel zu AB, sie
schneidet die Seite AC in einem Punkt D
und die Seite BC in einem Punkt E.

(2) Fiir diese Punkte gilt AD + BE = DE.
I. Zeige, daB eine Gerade g, wenn sie die
Bedingungen (1) und (2) erfiillt, zu dem
Dreieck konstruiert werden kann!

II. Beschreibe eine solche Konstruktion!
III. Zeige, daB eine Gerade g, wenn sie
nach dieser Beschreibung konstruiert wird,
die Bedingungen (1) und (2) erfuillt!

IV. Konstruiere ein beliebiges spitzwinkli-
ges, nicht gleichschenkliges Dreieck ABC
und zu diesem nach deiner Beschreibung
auch g!

280734 Ermittle alle diejenigen Paare

(p; 9) aus zwei Primzahlen, die die folgen-

den Bedingungen erfiillen!

(1) Esgiltg>p+1.

(2) Die Zahl s = p + g ist ebenfalls eine
Primzahl.

(3) Die Zahl p- g- s ist durch 10 teilbar.

280735 Beweise, daB fiir jedes Dreieck
ABC die folgende Aussage gilt:

Wenn D, E, F in dieser Reihenfolge die
Mittelpunkte der Seiten BC, C4, 4B sind
und wenn A’, B’, C’, E’, F' die FuBpunkte
der Lote von A4, B, C, D, E, F auf eine Ge-
rade g sind, die ganz auBerhalb des Drei-
ecks ABC verlduft und auf keiner der ver-
lingerten Seiten BC, CA, AB senkrecht
steht, dann gilt stets

A4 +BB +CC =DD +EE +FF.

64 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

280736 Auf einer Kreislinie seien die na-
tiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 der Reihe
nach angeordnet. Dann wird, beginnend
mit der Zahl 1, jede flinfzehnte Zahl mit
einer Markierung versehen, d. h., die Zah-
len 1, 16, 31, 46, ... usw. werden markiert.
Dieses Weiterzdhlen und Markieren jeder
fiinfzehnten Zahl wird umlaufend fortge-
setzt, d. h., beim Weiterzdhlen 1iBt man
auf die Zahl 1000 wieder die Zahl 1 folgen.
Auch Zahlen, die bereits markiert sind,
werden beim Weiterzihlen stets mit be-
riicksichtigt. Erst wenn zum weiteren Mar-
kieren nur noch Zahlen erreicht wiirden,
die bereits markiert sind, wird der Vorgang
beendet.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen Zah-
len auf dem Kreis, die dann ohne Markie-
rung geblieben sind!

Olympiadeklasse 8

280831 Zwei wanderlustige Freunde A
und B beschlieBen, auf einer Wander-
strecke von 30 km einander entgegenzuge-
hen. Zu Beginn befindet sich A an einem
Endpunkt, B an dem anderen Endpunkt
dieser Strecke. Sie verstindigen sich telefo-
nisch iiber ihr Vorhaben und nehmen da-
bei an, daB jeder von ihnen seine personli-
che Marschgeschwindigkeit wihrend des
ganzen Weges gleichbleibend beibehilt.
Damit erhalten sie die folgenden Aussa-
gen:

(1) Wenn A 2 Stunden eher startet als B, so
treffen sie sich 2% Stunden nach dem
Start von B.

(2) Wenn aber B 2 Stunden eher startet als
A, so treffen sie sich 3 Stunden nach dem
Start von A.

Zeige, daB unter diesen Voraussetzungen,
wenn die Aussagen (1) und (2) zutreffen,
die Marschgeschwindigkeiten von A und B
eindeutig bestimmt sind; ermittle diese
Geschwindigkeiten! Uberpriife, daB auch
umgekehrt gilt: Wenn A und B die ermit-
telten Geschwindigkeiten haben, dann tref-
fen die Aussagen (1) und (2) zu.

280832 Beweise den folgenden Satz!
Wenn ABCD ein Quadrat ist, M der Mittel-
punkt von 4B, N der Mittelpunkt von BC
und P der Schnittpunkt der Strecken CM
und DN ist, dann gilt AD = 4P.

280833 Beweise die folgende Aussage!
Stets, wenn irgendwelche sechs unmittel-

bar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zah-
len vorliegen, ist es unmoglich, diese sechs
Zahlen so in zwei Gruppen einzuteilen,
daB das Produkt der Zahlen einer Gruppe
gleich dem Produkt der Zahlen der ande-
ren Gruppe ist.

Hinweis: Enthilt bei einer Einteilung eine
der zwei Gruppen nur eine Zahl, so gilt
diese Zahl als das ,Produkt“ der Zahlen
dieser Gruppe.

280834 Fiir ein Schulsportfest mochte
die Klasse 8c aus den sieben im 100-m-
Lauf besten Schiilern eine aus vier Schii-
lern  bestehende  Mannschaft  zum
4x100-m-Staffellauf auswihlen.

a) Wieviel verschiedene Mannschaften
kOnnten aus den sieben Schiilern ausge-
wihlt werden?

b) Wieviel verschiedene Mannschaften
konnten aus den Schiilern ausgewdhlt wer-
den, wenn auf jeden Fall zwei bestimmte
der sieben Schiiler dabei sein sollen?

¢) Wieviel verschiedene Mannschaften
konnten aus den Schiilern ausgewdhit wer-
den, wenn auf jeden Fall drei bestimmte
der sieben Schiiler dabei sein sollen?

d) In wieviel verschiedenen Reihenfolgen
ihrer Starts lassen sich stets die vier Schii-
ler einer Mannschaft zum Staffellauf auf-
stellen?

280835 Es sei ABC ein Dreieck, « sei die
GroBe des Winkels 4 BAC und § die GroBe
des Winkels x ABC. Der Inkreis des Drei-
ecks berithre die Seite AB in D, die Seite
BC in E und die Seite AC in F.

Ermittle die GroBe des Winkels x FDE in
Abhingigkeit von « und f!

Hinweis: Der Inkreis eines Dreiecks ist der-
jenige Kreis, der alle drei Seiten des Drei-
ecks von innen beriihrt.

280836 Gegeben seien zwei Strecken; fur
ihre Lingen p und ¢ gelte p < g. Gesucht
ist ein Viereck 4BCD, das die folgenden
Bedingungen (1), (2), (3) erfillt.

(1) Das Viereck ABCD ist ein Trapez mit
AB| CD.

(2) Es gilt AB = pund CD = g.

(3) Es gibt einen Kreis, auf dem die Punkte
A, B, Cund D liegen und dessen Radius p
betrégt.

I. Zeige, daB ein Viereck, wenn es die Be-
dingungen (1), (2), (3) erfiillt, aus p und ¢q
konstruiert werden kann!

II. Beschreibe eine solche Konstruktion!
111. Zeige, daB ein Viereck, wenn es nach
dieser Beschreibung konstruiert wird, die
Bedingungen (1), (2), (3) erfiilit!

IV. Untersuche, unter welchen Bedingun-
gen fir die gegebenen Losungen p und ¢
ein solches Viereck

a) existiert,

b) bis auf Kongruenz eindeutig durch p
und g bestimmt ist!

Olympiadeklasse 9

280931 Man nennt drei von O verschie-
dene natiirliche Zahlen a, b, ¢ genau dann
ein pythagoreisches Zahlentripel, wenn sie
die Gleichung a2 + b2 = ¢? erfiillen.

Beweisen Sie, daB in jedem pythagore-



ischen Zahlentripel mindestens eine der
drei Zahlen durch 5 teilbar ist!

280932 In jedes der 16 Felder eines
4 x4-Quadrates (siehe Bild) soll eine der
Zahlen 0 und 1 so eingetragen werden, da
in jeder Zeile, in jeder Spalte und in jeder
der beiden Diagonalen zweimal die 0 und
zweimal die 1 vorkommt.

Emitteln Sie alle verschiedenen Eintra-
gungen, die diese Bedingungen erfiillen!
Dabei seien zwei Eintragungen genau dann
voneinander verschieden genannt, wenn es
keine Spiegelung gibt, die die eine Eintra-
gung in die andere iiberfiihrt.

280933 Untersuchen Sie, ob es zu jeder
geraden Pyramide P = ABCDS mit quadra-
tischer Grundfliche ABCD eine Ebene e so
gibt, daB die Schnittfigur von P mit e ein
gleichseitiges Dreieck ist!

Hinweis: Gibt es nicht zu jeder Pyramide P
eine solche Ebene e, so ist fiir eine Pyra-
mide P diese Unmoglichkeit zu beweisen;
gibt es aber zu jeder Pyramide eine solche
Ebene e, so ist anzugeben, wie eine Ebene
e gefunden werden kann und daB jede so
gefundene Ebene e die gefotderte Bedin-
gung erfillt. -

280934 Beweisen Sie, daB fiir beliebige
positive reelle Zahlen x und y stets die Un-

gleichung
vy

Vx

1
At

yé.\/; xé"/; = x y
gilt!

280935 Untersuchen Sie, ob es ein
Rechteck ABCD gibt, in dem die Winkel-
halbierende von 5 ACB durch den Mittel-
punkt der Strecke 4B geht!

AL

280936 Ermitteln Sie alle diejenigen
Zahlen n =3, fur die es moglich ist, ein
nXn-Brett ohne die vier Eckfelder (siche
Bild) volistindig so in Teile zu zerlegen,
daB jedes Teil aus einer der Flachen (a),
(b) durch Verschiebung und Drehung zu
erhalten ist!

1
L
la)
n<
—
] L
lb) . v 7
n

Hinweis: Es ist auch zugelassen, daB in
einer Zerlegung sowohl Teile (a) als auch
Teile (b) vorkommen.

Olympiadeklasse 10

281031 Fiir jede natiirliche Zahl n werde
ihre Zifferndarstellung mit der Basis 2
(Darstellung als Dualzahl), ferner ibhre Zif-
ferndarstellung mit der Basis 3 usw. ...,
schlieBlich ihre Zifferndarstellung mit der
Basis 10 (Darstellung als Dezimalzahl) be-
trachtet.

Wenn es nattirliche Zahlen n > 1 gibt, bei
denen in jeder dieser Zifferndarstellungen
(mit den Basen 2, 3, 4, ..., 10) die letzte
Ziffer (Einerziffer) eine 1 ist, so ermittle
man die kleinste derartige natiirliche
Zahl n.

281032 Ermitteln Sie alle diejenigen

Paare (f;, g) von Funktionen f und g, die

fiir alle reellen Zahlen definiert sind und

die folgenden Bedingungen (1) bis (4) er-
fiillen!

(1) f ist eine quadratische Funktion, in
deren Darstellung y = f(x) der bei x?
stehende Koeffizient 1 betrdgt.

(2) Fiir alle reellen x gilt
Slx+1)=g(x).

(3) f hat genau eine reelle Nullstelle.

(4) Esgilt g(5)=4.

281033 Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel
der Kantenlinge 6 cm. Auf der Seitenflid-
che ABFE sei P derjenige Punkt, der von
EF den Abstand 1 cm und von BF den Ab-
stand 2 cm hat (siehe Bild).

Ermitteln Sie die Menge M aller derjeni-
gen Punkte auf der Oberfliche des Wiirfels,
die von P aus erreichbar sind, jeweils langs
eines auf der Oberfliche verlaufenden We-
ges, der hochstens die Linge 4 cm hat!

H G
|
£ |
L ]F
P
|
|
0 __|___J¢c
7
7~
7
A B

(verkleinerter MaBstab) .

Hinweis: Die gesuchte Menge M ist als Ver-
einigungsmenge von Flichenstiicken auf
den einzelnen Seitenflichen des Wiirfels
nachzuweisen. Jedes dieser Flichenstlicke
ist durch Angabe seiner Randkurve zu be-
schreiben; die Beschreibung ist so anzule-
gen, daB sie die Moglichkeit einer kon-
struktiven Gewinnung der einzelnen Teile
solcher Randkurven vermittelt.

281034 Ermitteln Sie alle diejenigen
Paare (a; b) reeller Zahlen, die die folgende
Gleichung (1) erfillen!

a-b-a’+b*+a-b=0 (1)

281035 Gegeben seien die Streckenlin-

gen r=5cm, s = 16,8 cm und die Winkel-

groBe y=150°. Gesucht sind Dreiecke

ABC, die den folgenden Bedingungen ge-

niigen:

(1) Der Umkreis des Dreiecks ABC hat
den Radius r. .

(2) Die Seitenlingen ¢ = AB und a = BC
haben die Summe ¢+ a=7s.

(3) Der Winkel 5 ACB hat die GroBe y.

I. Beweisen Sie, daB jedes Dreieck ABC,
das die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt,
aus den gegebenen r, s, ¥ konstruiert wer-
den kann!

II. Beschreiben Sie eine solche Konstruk-
tion!

III. Beweisen Sie, daB jedes Dreieck, das
nach Ihrer Beschreibung konstruiert wird,
den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt!

IV. Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongru-
enz genau ein Dreieck oder bis auf Kon-
gruenz eine andere Zahl von Dreiecken der
verlangten Art gibt, und ermitteln Sie im
letztgenannten Fall diese Zahl!

281036

Beweisen Sie die folgende Aussage!

Fiir jede natiirliche Zahl n = 1 gibt es eine
(n + 2)-stellige natiirliche Zahl, die mit ge-
nau n Ziffern 3, genau einer Ziffer 4 und
genau einer Ziffer 6 in geeigneler Reihen-
folge geschrieben wird und durch 7 teilbar
ist.

Hinweis: Die Verwendung eines — nicht
programmmierbaren — Taschenrechners ist
gestattet.
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281231 Man ermittle alle diejenigen aus
je drei Gliedern bestehenden Folgen
(ay, a,, g3) und (b, by, b3), die mit zwei
geeigneten von Null verschiedenen reellen
Zahlen p, r sowie mit ¢ = 5 die folgenden
Bedingungen erfiillen:

. _1 _2 _1
(l)EsgllFal—p,az—q,a; 3
. _ 1 1
(Z)Esglltb'_a;’bz_al-az’
__1
az'ag.

(3) Die Folge (a;, a,, a;) ist eine
arithmetische Folge.

(4) Die Folge (b,, b,, b3) ist eine
arithmetische Folge.

281232 Gegeben seien ein Punkt A in
einer Ebene e sowie eine Linge a.

Man ermittle die Menge aller derjenigen
Punkte C in e, zu denen es jeweils
Punkte B und D so gibt, daB ABCD ein
Parallelogramm mit

AB =aund AC: 4B = BD : AD ist.

Von den nachstehenden Aufgaben
281233A und 281233B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu Iésen:

281233A Man ermittle alle diejenigen
natiirlichen Zahlen n = 3, fiir die es mog-
lich ist, zu jedem i=1, ..., n eine natiirli-
che Zahl a; so anzugeben, daB die folgen-
den Bedingungen erfiillt werden:

(1) Fiir alle i mit 1 =i = ngilt
Ogaigé(n -1-n.

(2) Keine zwei unter den Differenzen
a; — a;, die man fur alle i, j mit 1=ixn,
i=j=<nund i+ ;bilden kann, sind einan-
der gleich.

281233B Fiir jede natiirliche Zahl n =2

sei die folgende Forderung betrachtet: Man
soll 2n Gegenstinde so in n (geniigend
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groBe) Behilter verteilen, daB die nachste-
henden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Jeder Behiiter enthidlt mindestens
einen der Gegenstiinde.

(2) Jeder Behiilter enthilt hichstens n der
Gegenstinde.

(3) Es ist nicht moglich, die n Behiilter so
in zwei getrennten (geniigend groBen) Riu-
men unterzubringen, daB dabei in jeden
der beiden Riume n der Gegenstinde ge-
langen.

a) Geben Sie fiir n = 3 eine Verteilung von
6 Gegenstinden in 3 Behilter an, und wei-
sen Sie nach, daB die von Ihnen angege-
bene Verteilung die Bedingungen (1), (2),
(3) erfiillt!

b) Beweisen Sie, daB es genau dann mdog-
lich ist, die Forderung zu erfiillen, wenn n
eine ungerade Zahl ist!

c) Ermitteln Sie fiir jedes ungerade n =3
alle Verteilungen der geforderten Art!

281234 Man untersuche, ob es 21 paar-
weise verschiedene ganze Zahlen sowie
eine Reihenfolge

ay, dy, ... an (*)
dieser Zahlen so gibt, daB die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:
(1) Fiir je vier in der Reihenfolge (*) un-
mittelbar aufeinanderfolgende Zahlen er-
gibt sich eine negative Summe dieser vier
Zahlen. ’
(2) Die Summe aller 21 Zahlen a,, ...
betrigt 1989.
281235 Beweisen Sie den folgenden Satz!
Wenn (x,) eine monoton fallende Folge
positiver reeller Zahlen ist, die fir jede na-
tiirliche Zah! n = 1 die Ungleichung

» @21

1 2 3
erfiillt, dann erfiillt sie auch fiir jede natiir-
liche Zahl n = 1 die Ungleichung

X + X3
17273
281236 Es sei d eine gegebene Strecken-
linge. Ferner sei M die Menge aller derje-
nigen Pyramiden 4BCS, die den folgenden
Bedingungen geniigen:

(1) Das Dreieck ABC ist gleichseitig.

(2) Das Lot von S auf die Ebene durch 4,
B, C hat den Schwerpunkt des Dreiecks
ABC als FuBBpunkt.

(3) Der Abstand zwischen den Kanten A4S
und BC betrigt d.

Untersuchen Sie, ob es in der Menge M
eine Pyramide mit kleinstem Volumen
gibt! Ist das der Fall, so ermitieln Sie in
Abhingigkeit von d dieses kleinstmogliche
Volumen!

Hinweis: Unter dem Abstand zwischen zwei
Strecken UV und XY, von denen UV auf
einer Geraden g und XY auf einer zu g
windschiefen Geraden h liegt, versteht
man die Linge der Strecke GH, wo G auf
g, H auf h liegt und GH sowohl g als auch
h senkrecht schneidet. Diese Erkldrung gilt
auch fUr den Fall, daB derartige Punkte G,
H sogar den Strecken UV bzw. XY angeh6-
ren.

Solltet ihr Probleme bei der Lésung der
Aufgaben haben, wendet euch bitte iiber
euren Mathematiklehrer an das Bezirkska-
binett fiir auBerunterrichtliche Tatigkeit.

X,
L+ ==3.
n
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Mathematik an
der Balkenwaage

Mit Hilfe der Balkenwaage wird ermittelt,
ob zwei Probekdrper die gleiche Masse be-
sitzen, und wenn dies nicht zutrifft, wie
groB die Differenz der Massen ist.

Der prinzipielle Aufbau einer solchen
Waage ist folgender: '

Ly?*[Z

Das Waagengestidnge wird von r, [, und /,
gebildet, wobei /; der zum Probekérper 1
gehdrende und I, der zum Kérper 2 gehd-
rende Lastarm ist. Das Gestinge ist im
Drehpunkt (DP) gelagert. Der Auslenkwin-

-kel wird mit einer Skala angezeigt. G, und

G, sind die Gewichtskrifte der Probekor-
per. G, ist die Gewichtskraft des Waagen-
gestinges. Sie greift wegen der Symmetrie
und der Linge der Lastarme in der ange-
zeigten Stelle an.

Es sollen die Gewichtskrifte G, und G, ver-
glichen werden. Als Ergebnis der Wigung
erhdlt man den zugehoérigen Auslenkwin-
kel. Es muB eine Beziehung zwischen den
Gewichtskriften und dem Auslenkwinkel
gefunden werden.

Die Waage verhilt sich wie ein starrer Kér-
per. Dieser ist im Gleichgewicht, wenn (1)
die Summe aller Krifte 0 ist und (2) die
Summe aller Drehmomente 0 ist.

Die Summe der nach unten gerichteten
Krifte (G, + G, + G,) findet ihre Gegen-
kraft im Lager der Waage, also im Dreh-
punkt. Damit ist Bedingung (1) erfiillt.
Der Betrag des Drehmoments ist definiert
durch die Gleichung M = F-r-siny. Da-
bei ist F die wirkende Kraft, r der Abstand
zwischen dem Drehpunkt des Kérpers und
dem Angriffspunkt der Kraft. y ist der Win-
kel zwischen der Wirkungslinie der Kraft
und der Verbindungslinie Drehpunkt ~ An-
griffspunkt von F.

O.B.d. A. sei das Drehmoment positiv,
wenn der Korper durch dieses Moment in
Uhrzeigerrichtung gedreht wird.

Fir die Waage gill deshalb, wenn
0.B.d. A. « in der skizzierten Lage ist, fiir
die Drehmomeate von:

Gi:M,= =G, k +sin(90° + §, + &)

G,: M, =G, ky sin(90° + B, — )

Gt M. =G, r-sin(180° — o)

Es gilt (siehe Bild):
cosﬂ,-=%"_und sinﬂ,-=?rl_.
Durch einfache Umformungen erhilt
man:*
M, =—-G;-(l;-cosa — r-sina)
M,=G,- (L -cosa+ r-sina)
M;=G; r-sina.
Bedingung (3) fordert nun:
M] + MZ + M] =0 .
2= Gy (I cose — rsin ) + Gy(l; cosa
+rsina)+ Gy r-sinae=0 (1)
Der Winkel a = 90° ist physikalisch unsin-
nig. Deshalb kann Gleichung (1) durch
cos & dividiert werden. Durch Umformun-
gen erhilt man daraus:
Gl -Gl o)
(G, + G+ Gy)
Es soll nun der Winkel &, bestimmt wer-
den, fiir den die Waage am empfindlich-
sten ist. Dieser Winkel ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB eine Anderung einer der
Krifte G, oder G; um AG an der Stelle
o = oy die groBte Andemng von « hervor-
ruft.
Fall I: Die Gewichtskraft des Waagenge-
stinges gegeniiber den beiden anderen Ge-
wichtskriften sei vernachldssigbar: G; =0.
Die Anderung einer der Krifte G, oder G,
beeinfluit zunichst das Drehmoment und
dann erst den Auslenkwinkel. Deshalb
muB eine Anderung von G, um AG eine
maximale Verinderung des Drehmoments
M, bewirken. Fiir M, galt:
M, = G,k,sin(90° + §, — a)
ﬁz = @zkz sin (90° + 8, — o)
mit G, — G, = AG,

AM, = AGyk;-sin (90° + B, — «)

Damit AM, maximal wird, miissen k, und
sin (90° + 8, — «) maximal sein.

k, sind durch die AusmaBe der Waage
Grenzen gesetzt und kann deshalb nicht
beliebig vergroBert werden.

sin (90° + B, — &) ist maximal bei §, = a.
Damit hat die Waage an der Stelle o, = f,
fir G, die groBte Empfindlichkeit. Da
G, = G, gemessen werden soll, muB /, ver-
dndert werden, damit die Waage fiir
G, = G, den Winkel oy annimmt. Es gilt

tana =

r
tan ﬂz = l_
2

und mit o = f, auch tan’én = _Ir_
. 2
Mit G, = G, folgt fiir !, aus (/*):
2
L=hL+2.
h
Wenn die Gewichtskrifte nicht gleich sind,
stelit sich ein Winkel ein, der ungleich o,
ist. Es sei G, — G, =AGund AG <€ G,. Da-
mit gilt G, = G, + AG.
Fiir den Auslenkwinkel ergibt sich:
AGl + Gyly — Gyl
r2G; + AG)
B AGH L=

r(2G, + AG) r<2 +%g)

* Nutze folgende Additionstheoreme:
sin(a + B) = sina cos f + cos asin f
cos(x+ f) =cosocosf —sinasinf.

tan o =




I L-bh
tana =~ AG G, 2
/)
= + .
AG 3G, tan o

Daraus folgt:
Die Differenz der tan-Werte ist proportio-
nal der Gewichtsdifferenz.
Die Differenz der tan-Werte kann nicht an-
gezeigt werden.
Nur (ep — &) ist ablesbar. Da die tan-Funk-
tion streng monoton wachsend ist, gilt: je
groBer tan (o, — &), desto groBer auch
(ap— o),

tanop —tan

tan (@ — &) = 1+ tan o tan o mi
r L
=— =t + AG .
tan o, A und tan or = tan e 26,
Damit erhidlt man
AG 1
tan (ag — o) = ——

Zr(l s 'IL2>

Dieser Wert wird dann am gr6B8ten, wenn
1> rgilt.

Der Wert tanog = —;
Deshalb ist die Balkenwaage am empfind-
lichsten, wenn gilt:

og=0und I>rund /,=1.

Fall II: G5 ist nicht vernachldssigbar. Es
werde angenommen, daB die empfindlich-
ste Stelle der Waage bei oy + 0 liege. Fiir
G, = G, muB die Waage diesen Winkel an-
nehmen. Damit ergibt sich fiir die Linge
des Lastarmes /,

IlGZ - 1262

r2G + Gy)

strebt gegen Null.

tan ag =

= GJ o
1 —r(Z +—G—z) tanay + .
Die Linge von !, ist also vom Verhiltnis
G, G, abhingig. Es muB fir jede (!) neue
Messung ein anderer Lastarm benutzt und
auBerdem vor jeder Messung die Kraft G,
bestimmt werden. Dafiir braucht man aller-
dings wieder eine Waage ...!
Dieser Kreis ist nur zu durchbrechen,
wenn o, =0 gewihlt wird. So ist gezeigt,
daB man mit der Balkenwaage die optima-
len Ergebnisse bei o = 0 erzielt.
Tritt der Fall G, + G, < G, aul, ergibt sich
folgendes: ,
G, — Gy) ] '
r(G, + G, + G3) - G, (G = 6.
Fiir kleine Winkel gilt tan o = o (bei 4° ist
der Fehler 1,5%).
Daraus folgt:

tan a =

. 1
a=m-AGmit m= G,

Die Skala fir « kann sofort in Masseein-
heiten geeicht werden, da m konstant ist.

A. Vogel
Schon gewuBt?
In der DDR gibt es einen einzigen Ichtma-
cher: Rainer Merzbach in Leipzig. Was
R. Merzbach macht?
Er stellt hochgenaue Wagestiicke zwischen
100 und einem tausendstel Gramm her. In
seiner Werkstatt wachen MeBgerite tiber
konstante Raumtemperatur und Luftfeuch-
tigkeit, bei wechselndem Luftdruck miis-
sen die Pinzetten aus der Hand gelegt wer-
den.

Mathematik auf
der Waagschale

Als wichtiges Instrument zum Vergleichen
von Massen bei Handel und Produktion
werden seit mindestens 5000 Jahren Waa-
gen benutzt:

Das Bild einer gleicharmigen Hebelwaage
ist in eine Pyramide von Giseh eingemei-
Belt. Im Laufe der Zeit lernt die Mensch-
heit die an einer Waage wirkenden Gesetz-
miBigkeiten immer besser verstehen, wer-
den dem jeweiligen Verwendungszweck
angepalite Waagentypen erfunden und wei-
terentwickelt. Ein kleiner Einblick in die
Entwicklung der Wigetechnik mit Hebel-
waagen soll beildufig zu den folgenden Bei-
trigen iiber Waagen geboten werden. Fiir
gewidhrte Unterstiitzung ist den Leiten
und Mitarbeitern der Museen in Oschatz
und Gohren/Riigen und des Stadtarchivs
Stralsund herzlich zu danken.

Die abgebildete, bei Ausgrabungen in
Pompeji (79 u.Z. durch Vulkanausbruch
des Vesuv verschiittet) gefundene Altromi-
sche Schnellwaage befindet sich jetzt in
der Leningrader Ermitage. Sie besitzt zwei
Aufhingebiigel. Zu jedem Aufhingebiigel
gehort eine mit Kerben versehene Ablese-
skale. Ihr Laufgewicht hat die Form einer
Jinglingsbiiste.

Aufgaben iiber ein Dosierbesteck
fiir Pflanzenschutz- und Schadlings-
bekdampfungsmittel (PSM)

Schnellwaagen wie die im Go6hrener Mu-
seum befindlichen waren bereits in Indien
vor 2000 Jahren und im Frankenreich

Karls des GroBen (768 bis 814) gebriduch-
lich. Diese Schnellwaagen sind leicht her-
stellbar, jedoch ungenauer als die rémi-
schen. Der eine Hebelarm weist eine
Verdickung (Festgewicht) auf, wihrend
sich am anderen Hebelarm ein Haken fir
die Last befindet. Das Gleichgewicht wird
hergestellt, indem man die Schnurschlinge
auf dem mit einer Skale versehenen Waa-
gebalken verschiebt. Diese Schnellwaagen
wurden noch im 19.Jahrhundert von den
Bauern als Marktwaagen benuizt: Nach
einer im Stadtarchiv Stralsund befindli-
chen Akte aus dem Jahre 1804 sind die
»,Besemermacher“ verpflichtet, die ,Lohde*
(Waagebalken) aus einem Stiick anzuferti-
gen und die ,Kolbe“ (Festgewicht) mit Blei
auszugieBen. Das stiidtische Eichamt Stral-
sund besaB bis zu seiner Auflosung im
Jahre 1912 (Verstaatlichung des Eichwe-
sens) Brennstempel.

Als Besemer bezeichnete Schnellwaage
mit eingebranntem Stralsunder
Eichzeichen aus dem Monchsguter
Museum in G6hren

Das gleiche Prinzip zum Herstellen des
Gleichgewichtes, nimlich das Verschieben
der Drehachse, wird beim Dosierbesteck
fiir PSM verwendet, iiber das einige Aufga-
ben gestellt und geldst werden.

Dosierbesteck fiir PSM

Ala Der Waagebalken des Dosierbe-
stecks ist zum einen im Gleichgewicht,
wenn sich im kleinen Becher 15 g Fiillmit-
tel befinden und die 15-g-Kerbe Drehachse
ist, und zum anderen, wenn sich im groBen
Becher 50 g Fillmittel befinden und die
50-g-Kerbe Drehachse ist.

Berechne aus den in der Skizze des Waage-
balkens angegebenen Lingenangaben
10,3cm, 8,5cm und 5,4 cm die Masse m
des Waagebalkens und den Abstand a sei-
nes Schwerpunktes von der Achse des klei-
nen Bechers!
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A2A Zum Abwigen von 20 g Fiillmitttel
im groBen Becher ist die am Waagebalken
angebrachte 20-g-Kerbe als Drehachse zu
verwenden.

Berechne den Abstand x dieser Kerbe von
der Achse des groBen Bechers!

A3 A Der groBe Becher des Waagebal-
kens faBt (auch wenn die Oberfliche des
Fillmittels eben ist) 50 g iibliche Fiillmit-
tel.

Berechne aus den in der Skizze angegebe-
nen Abmessungen beider Becher ihr Volu-
men! (Benutze dazu die Formel fiir das Vo-
lumen eines Kegelstumpfes aus dem
Tafelwerk!) ErschlieBe daraus, daB der
kleine Becher mehr als 20 g iibliche Fiill-
mittel faBt!

A44a Die in der Skizze angegebenen
Lingenangaben wurden durch Messen mit
einem Lineal erhalten. Fiir jeden dieser
MeBwerte ist der Betrag des absoluten Feh-
lers hochstens gleich 0,05cm. Wie genau
konnte aus diesen Angaben die Masse m
des Waagebalkens und der Abstand a sei-
nes Schwerpunktes von der Achse des klei-
nen Bechers ermittelt werden?

A5A Wie kann man die Lage des
Schwerpunktes S durch ein einfaches Ex-
periment mit dem Dosiergerit bestimmen?

aA6a In der Gebrauchsanweisung zum
Dosiergerit heiBt es:

»--- 1. Waagebalken mit der entsprechen-
den Gewichtsmarkierung auf die Schneide
im Unterteil des Kastens auflegen.

2. Den hochstehenden Becher so lange
zentrisch mit PSM befiillen, bis sich die
Waage im Gleichgewicht befindet. ...
Warum muB pulverférmiges PSM zentrisch
in den Becher gefiillt werden?

Ubrigens: Die Theorie der Hebelwaage
entwickelten ...

... Aristoteles (384 bis 322 v.u. Z.),

Euklid (um 300 v.u. Z.) und

Archimedes (287 bis 212 v. u. Z.) fir einen
geraden masselosen Hebel

... Leonardo da Vinci (1452 bis 1519)

und Leonhard Euler (1707 bis 1783)

fiir einen massebehafteten, absolut starren
Hebel

... Dmitri Iwanowitsch Mendelejew

(1834 bis 1907) fiir einen massebehafteten
elastischen Hebel.

Wiigungsaufgaben

Die bei Wigungsaufgaben in Text und Bild
haufig benutzte Waage ist eine Tafelwaage.
Die Tafelwaage wurde 1669 von Giles Per-
sone, der sich nach seinem Heimatort de
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Roberval nannte, erfunden. Bei ihr wird
durch ein doppeltes Stangensystem (Paral-
lelogramm) bewirkt, daB sich beide Waag-
schalen nur parallel zu sich bewegen kon-
nen. Dadurch wirkt jede aufgelegte Masse
unabhingig von der Stelle, an der sie auf
die Waagschale gelegt wird.

Tafelwaage

Ein Wigestiick ist zu leicht!

Ein Vater hat seinem Sohn zur Einschu-
lung als Geschenk eine Tafelwaage und
neun zylinderformige Wigestiicke mit den
Massen lg, 2g, 2g, Sg, 10g, 20g, 20g,
50 g und 100 g angefertigt und in jedes Wi-
gestiick die MaBzahl seiner Masse einge-
schlagen. -

Nach geraumer Zeit teilt der Sohn dem Va-
ter mit: ,Eiche bitte meinen Wigesatz neu,
denn eines meiner Wigestiicke war verro-
stet und ich habe es deshalb mit Feile und
Schmirgelpapier tiichtig bearbeitet. Ich
weiB leider nur noch, daB es weder das
50-g- noch das 100-g-Wigestiick war.“
Der Vater antwortet: , Finde selbst das Wi-

. gestiick heraus, das weniger Masse besitzt

als seine Beschriftung angibt und bringe es
mir. Du kannst es sogar mit hochstens zweti
Wigungen herausfinden.“ Wie kann der
Sohn das schaffen?

Ohne Wigestiicke!

Zur Verfigung stehen massegleiche Ku-
geln, massegleiche Wiirfel und masseglei-
che Kegel. Die Masse einer Kugel ist ein
Vielfaches der Masse eines Kegels. Mit
diesen Korpern werden die folgenden drei
Wigungen ausgefitlhrt, wobei die Waage
nur einmal im Gleichgewicht ist. Wieviel
Kegel haben die gleiche Masse wie eine
Kugel? W. Trager

I

Losungen

Loésungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 1/89

Ma 5w2978 Aus (1) und (2) folgt: Birgit
hat die Zeugnisnote 2. Somit hat- Anke die
Zeugnisnote 1. Aus (3) folgt: Birgit ist
Schiilerin der Klasse 4. Aus (5) folgt: Clau-
dia ist Schiilerin der Klasse 6.

Ma5m2979 a) 16 Quadratseiten zu je
Smm Linge ergeben einen Umfang von
80 mm Linge.

Mogliche Losungen fiir b) und ¢)

Ma 5w 2980 Aus mn— n= my folgt
y=0,

aus rs + mn = x0z folgt x=1,

aus 10z + 1s =150 folgt s =2,

aus 10z + 12 =120 folgt z= 8,

aus r2:18 =afolgt a=4und r=7,
aus 4- m0 =120 folgt m=3,

aus 18 —n=12 folgt n=6.

Die vollstindige Losung lautet somit

72+ 36 = 108
: -+
18- 6= 12
F30=120

Ma5m2981 Vom ersten bis zum flinften
Mast gibt es vier Zwischenriume von je
250 m:4=62,5m Linge. Zwischen dem .
ersten und dem zehnten Mast sind es neun
Zwischenrdume; deshalb betrigt diese Ent-
fernung 9-62,5m = 562,5m.

Ma5m2982 Es sei n eine natiirliche
Zahl, also (n—1) ihr Vorginger und
(n + 1) ihr Nachfolger. Wegen
(n—1)+(n+1)=2ngilt 2n=1978.

Die natiirliche Zahl lautet n = 989. Wegen
2n = 1989 existiert keine natiirliche Zahl
n, da 2n eine gerade, aber 1989 eine unge-
rade Zahl ist.

MaSm2983 Essind 35-6t=210t
Mauersteine zu transportieren. Wegen
19-6t=114t und

210t —114t=961t und

12:8t=96t sind 19+ 12=31 Fuhren
durchgefiihrt worden. Es wurden also
35 — 31 =4 Fuhren eingespart. ‘=



Ma 5m2984 Aus den acht Wiirfeln ohne
Farbe ldBt sich ein 2-2-2-Wiirfel bilden.
Es miissen in jeder der drei Richtungen
(Linge, Breite, Hohe) vier Wiirfel gelegen
haben. Der urspriingliche, ganz mit einer
Farbe angestrichene Wiirfel besteht des-
halb aus 4-4-4 =64 gleichgroBen kleine-
ren Wiirfeln. Wegen 64 — 8 = 56 gibt es
also 56 Wiirfel mit Farbe.

Ma 6 m 2985 Es gilt

1001 =1-7-11-13. Die Zahl 1001 besitzt
genau acht Teiler; sie lauten 1, 7, 11, 13,
1001, 77, 91, 143.

Ma6m2986 Im Dreieck ADS hat der
Winkel 2A4SD die GroBe 90"—%. Im

Dreieck AEC hat der Winkel x AEC die
GroBe 90°—§. Als Scheitelwinkel zu

X ASD hat der Winkel xCSE die GroBe

90° - =

7
Aus xCSE= 5 CESfolgt CS=CE.

Ma 6 m2987 Es sei n eine beliebige na-
tiirliche Zahl. Dann sind 2, n+1, n+2,
n+ 3 vier aufeinanderfolgende natiirliche
Zahien. Nun gilt
n+(nt+tD)+(n+2)+(n+3)
=4-p+6=2-2n+3).

Da 2n eine gerade natiirliche Zahl ist, muB
2n +3 eine ungerade natiirliche Zahl sein.
Somit ist 2-(2n + 3) durch 2, aber nicht
durch 4 teilbar. Von den vier aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen n, n+1,
n+ 2, n+ 3 sind genau zwei ungerade und
genau zwei gerade Zahlen. Von den beiden
geraden Zahlen ist eine durch 2, die andere
durch 4, das Produkt

n-(n+1)-(n+2) (n+3) also durch

2-4 = 8§ teilbar.

Ma 6 m 2988 Angenommen, Erwin ist x
Jahre alt; dann ist seine Schwester (x — 2)
Jahre, sein Bruder (x + 3) Jahre alt. Die
Geschwister sind zusammen (3x + 1) Jahre
alt, und es gilt Ix+1=40,
3x =139, x=13. Erwin ist 13 Jahre, seine
Schwester 11 Jahre, sein Bruder 16 Jahre
alt.

Ma6m2989 Wegen a+ b>cund

a+ b+ c<30 gibt es genau vier Moglich-
keiten fiir die MaBzahlen der Seitenlingen
des Dreiecks, und zwar (3, 5, 7), (3, 11, 13),
(5,7,11), (5,11, 13).

Ma6®2990 Wegen a+ b>cund
a=3cmund b=1cmgilt c<4cm.
Wegen b+c>a,alsolcm+c¢>3cm,
gilt c>2cm.

Aus 2cm < ¢ <4 cm folgt ¢ =3 cm und
somit u=a+ b+ c=7cm.

Na/Te 6 m443 Gesucht: G (in N)
« o= - = —-g
Gegeben: s=10cm; p=17,8 o’

Es wird zunichst die Masse des Korpers
berechnet. Das Volumen V des Wiirfels be-
trigt V=s5-s-5; ¥=1000 cm?.

Da 1 cm? eine Masse von 7,8 g hat, hat der
Wiirfel die Masse von m=7800g. Auf
einen Korper mit der Masse von 100g
wirkt eine Gewichtskraft von 1 N. Demzu-
folge wirkt auf den Wiirfel eine Gewichts-
kraft von 78 N.

Ma7m2991 Angenommen, die Tochter
ist heute x Jahre, die Mutter also 4x Jahre
alt; dann gilt

4x+16=2-(x+16), also x=8.

Heute ist die Tochter 8 Jahre, die Mutter
32 Jabre alt.

Ma7m2992 Angenommen, es sind x
Ein-, also (82 — x) Zweibettzimmer; dann
gilt x +2-(82 — x) =132, also x=132.
Dieses Hotel hat 32 Ein- und 50 Zweibett-
zimmer.

Ma7m2993 Wir zeichnen den Radius
MP.

Aus MB = MP folgt x MPB= x MBP=g.
Daraus folgt weiter 4 CPA =90°— ¢.

Im rechtwinkligen Dreieck AMB gilt
ferner 4 BAM =90° — @. Femner gilt

4 CAP = 5 BAM = 90° — @ als Scheitel-
winkelpaar. Aus 3 CAP= xCPA=90°— ¢
folgt CA = CP, d. h., das Dreieck CPA

ist gleichschenklig.

Ma7m2994 Esseienn—1,n,n+ 1 drei
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen mit
n = 2; dann gilt
Sn—1+n+n+1)=(@n-1)
‘n-(n+1),15n=n-(n2-1),
15=n%?-1, n?=16, n=4. Es handelt
sich um die Zahlen 3, 4 und 5.

Ma7m2995 Es gilt (n+ 1)>— n?
=n2+2n+1—n*=2n+1
=n+((n+1).

Na/Te 7m 444 Gesucht: & (in cm);
Gegeben: (aus Lehrbuch 6 (Physik));

_lg _07g,
Owasser = E: OBenzin = cm’ '
~_09g '
061~ cm’
Aus m= % folgt V= % Mit einer Masse

m=100g ergeben sich Volumina von
100 cm?, 143cm’® und 111cm®. Da die
Grundfliche der zylindrischen Flaschen
10 cm? betrigt, steht das Wasser 10 cm, das
Benzin 14,3 und das Ol 11,1 cm hoch.

Na/Te 7m445 Mit einer Kraft von 10N.
Das Seil dient nur zum Ubertragen der
Kraft von einem Korper auf den anderen.

Ma8 w2996 Es gilt
z=p*-1=@E*+1)P*-1)

=@+ DE-1)@E+]1).
Alle Primzahlen p > 5 sind ungerade. Das
Quadrat p? einer ungeraden Zahl p ist
ebenfalls ungerade; damit ist p2+ 1 eine
gerade Zahl, also durch 2 teilbar. Ferner
sind p — 1 und p + 1 aufeinanderfolgende
gerade Zahlen, von denen eine durch 2, die
andere durch 4 teilbar ist. Deshalb ist z
durch 2-2-4=16 teilbar. Von den drei
aufeinanderfolgenden Zahlen p-1, p,
p + 1 ist eine durch 3 teilbar. Da p Prim-
zahl ist, muB entweder p—1 oder p+1
durch 3 teilbar sein. Damit ist z durch
316 = 48 teilbar. Primzahlen gréBer als 5
konnen nur auf die Grundziffer 1, 3, 7 oder
9 enden. Die Quadrate dieser Zahlen en-
den demnach nur auf die Grundziffer 1
oder 9. Deshalb ist entweder p2+ 1 oder
p?—1 durch 5 teilbar. Damit ist z durch
5-48 = 240 teilbar.

Ma8m2997 Nach den Bedingungen der
Aufgabe ist das Dreieck BCD gleichschenk-
lig; daraus folgt, daB x DBC = x DCB; ihre

GroBe betrigt je % (p sei die GroBe des

Winkels 4 ACB.) Nun gilt auf Grund des
Innenwinkelsatzes fiir Dreiecke

60° + _32_y_ = 180°; es folgt y = 80°.

Die Innenwinkel des Dreiecks ABC haben
folgende GroBen: x5 CAB: 60°, 5 ABC: 40°,
A BCA: 80°. '

Ma8m2998 xAMB st Zentriwinkel
iiber AB, 4 ADB ist Peripheriewinkel iiber

AB; es gilt stets o’ = % (1) (p sei die GroBe

des Winkels 5 AMB). 3 MAB ist Basiswin-
kel im gleichschenkligen Dreieck 4BM,

und es gilt u=90°—7". In diese Glei-

chung setzen wir (1) ein und erhalten
o0=90°—a’ bzw. & + o’ = 90°.
Daraus folgt, daB nur dann o = o’ ist,
wenn o = o’ = 45° ist.

Ma8mw2999 Ein Quadrat mit 1km Um-
fang hat eine Seitenldnge von 250 m; sein
Flicheninhalt ist A = 2502 m? = 62 500 m?.
Es gilt 1 ha = 10000 m?; also hat das Qua-
drat einen Flidcheninhalt von 6,25 ha. Ein
Kreis mit einem Umfang von 1km hat
Radius =t . 1000m

2n 2
=~ 159,15 m und einen Flicheninhalt von
A=m-r?~mn-159,15> m?

~17-25328,72 m? = 79572,52 m?;
das sind rund 7,96 ha. Wir setzen
6,25ha2100%, 7,96ha2 x% und erhal:
ten x=~127,36%. Die Fliche, die von
einem Kreis mit 1 km Umfang umschlos-
sen wird, ist um etwa 27 % (mehr als ein
Viertel) groBer als die von einem Quadrat
gleichen Umfangs.

Ma8m3000 Die GréBe des Winkels
% ACB betriigt 60°, die des Winkels 5 ACD
90°; daraus folgt, daB der Winkel x BCD
eine GroBe von 30° hat. Da Winkel x ABC
eine GréBe von 60° hat, betrigt die GroBe
des Winkels 4 CBD 120°, da 4, B und D
auf einer Geraden liegen. Wegen des Sat-
zes iiber die Innenwinkelsumme im Drei-
eck hat der Winkel x BDC eine GroBe von
30°.

Da nun x BCD = x BDC ist, folgt, daB das
Dreieck BDC gleichschenklig ist. Somit gilt
CB=BD und damit auch AB =BD,
w.z.b.w. c

einen von r

Na/Te 8 m446 Gesucht: 7;
Gegeben: U=220V, I=27A,
my,o=2kg, 9, =80°C, §,=100°C,

A9 =80K, cyo= 4,19Tgkjl—K,
t=24min=24-60s

Vom Tauchsieder abgegebene Energie
W,=U-1-t, vom Wasser aufgenommene
Energie W, = c- m- A8, Wirkungsgrad
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LA tzt: # = 0,78
r]—Wlemgesez.n—, .

Der Wirkungsgrad betréigt 78 %.
Na/Te 8 m447 Gesucht: ¢ (in s);

Gegeben: v = 300000 <2

s = 150000000 km. °

Wenn das Licht 300000 km in 1s zuriick-

150000000
300000

Strecke Sonne - Erde. Das ergibt ¢ = 500s.

Das Licht benétigt 500s fiir die Strecke

Sonne — Erde.

Ma 9w 3001 Es sei n die gesuchte natiir-
liche Zahl, dann ist (n — 1) ihr Vorginger
und (n + 1) ihr Nachfolger. Nach den wei-
teren Angaben ldBt sich die Gleichung
(n—1)(n+1)-3n=39 aufstellen. Aqui-
valente Umformungen fiihren zu der qua-
dratischen Gleichung

n?—3n—40 = 0 mit den Losungen n, =8
und n, = -5.

Da n eine natiirtiche Zahl ist, trifft nur
n, = 8 zu. Probe:

7:9=63und 63 -3-8=139.

legt, dann benétigt es s fiir die

Ma 9 = 3002

Wegen a >0, b >0 und ¢ > 0 gilt

1 1 1 1
a+b” a+b+tc’ b+c” a+b+c’
cig)—ﬂJfLJ(f.Darausfolgt

1 1 1 3
a+b b+c¢c c+a” at+b+c’
w.Z.b.w

Ma 9w 3003 Numeriert man die GroBen
der fiinf Winkel in der angegebenen Rei-
henfolge mit 1, 2, 3, 4, 5, so ergeben wegen
des Satzes iiber die Innenwinkelsumme in
Dreiecken

1-+2+4=180°~-90°=90° und

3 +5=180°-90°=90°, also
1+2+3+4+5=90°+90°=180°,
w.z.b.w D

Ma 9m3004 Wegen der in der Gleichung
vorkommenden Ziffer 9 muB x € N und
x > 9 sein. Wir stellen die Gleichung im
x-adischen Positionssystem dar:
[(6x2+8x+9)—(5x2+x+1)]-(x+1)
=x3+9x>+4x + 8 bzw.
(x2+Tx+8)(x+1)=x3+9x?+4x+8.
Wir 16sen diese Gleichung nach x auf, in-
dem wir schrittweise dquivalent umformen:
x}+8x2+15x+8=x>+9x2+4x+8,
x2-11lx=0, x(x—-11)=0,

x;=0, x;=11.

Da x > 9 gelten muB, ist x, =11 einzige
Losung. Die gegebene Gleichung stellt nur
im Elfersystem eine wahre Aussage dar.
Wir iberpriifen:

[(689)y; — (511)y3] - (11)4; = (1948)y,
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(6-112+8-11+9-5-112-11-1)
“(11+1)=11+9-112+4-11 + 8,
(726 + 88 +9—-605—-11-1)-12
=1331+1089+44 + 8,

206-12 =2472,2472 = 2472 w. A.

Ma 9 m 3005
+34+ ...
Aus M: n + 1 folgt
+
%=5(m+1),§=5,alson=10,
n+1=11.

Probe: 1+2+3+4+5+6+7+8+9
+10=5-11.

Na/Te 9m448 Der Schleifkontakt teilt
den Spannungsteiler in zwei Teilwider-
stinde von 200 Q und 400 Q auf. Parallel
zum Widerstand von 200 Q liegt ein Wi-
derstand von 600 Q. Der Widerstand der
beiden parallel geschaiteten Widerstinde
betrégt:

150Q (ausl=—1—+ ;> Die

R 200Q 600Q

Spannung von 240 V wird durch die hinter-
einandergeschalteten Widerstinde von
150Q und 200Q geteilt. Es gilt U;: U
=1500Q:400 Q. Mit U =240V ergibt sich
U, =65V. Die Klemmenspannung am Wi-
derstand betrigt 65 V.

Na/Te 9m 449 Gesucht: I, (in A);
Gegeben: U=220V, P,=16kW
=1600W, P, =750 W

Das Netz muB eine Gesamtleistung von
P= P, + P, bringen. P=2350W,

da P=U-Iist, folgt1=%.

Es flieBt ein Strom von 10,7 A. Da die Lei-
tung nur mit 10 A abgesichert ist, wiirde
der Automat ansprechen. Das Biigeleisen
darf nicht zugeschalitet werden.

Ma 10/12 w 3006
Wir zerlegen die Potenzen und erhalten
25-25—125 % =120. Nun nehmen wir
weitere dquivalente Umformungen vor:
1

———=4,8,(025)-4,8:25" - 1=0.

757 8, (259 8:25*-1=0
Wir setzen 25" = @ und erhalten weiter a?
—4,.8a—1=0. Die Auflésung dieser qua-
dratischen Gleichung nach g liefert die
beiden Losungen a;, =5 und a, = —0,2. Es
gilt also 25*=5 oder 25*=-0,2. Da
25 = -0,2 von keinem reellen x erfiillt

25*

wird, kann nur 25* = §, also x = % Losung
der gegebenen Gleichung sein.

Probe:

2515 - 2505 = 120, 4253 — 25 =120,
125 - 5=120, 120 = 120.

Die Probe bestitigt die Losung.

Ma10/12 w3007 Bezeichnet man die
GroBe des Winkels 54 BAC mit «, so gilt fir
den Flicheninhalt des Dreiecks ABC

A=-;—-53,9-34,6‘sina

1 . 1
= 52. = = 52
7 X sina, A =932,47 x5

x2=1864,94, x ~43,18.

Die an den StraBen liegenden Seiten des
Grundstiicks haben eine Linge von etwa
43,18m. ,

Ma10/12 m 3008 Sicher gilt (sin x
+ cos x)? > 0. Wir formen dquivalent um
und erhalten

sin?x + 2 - sin x - cosx + cos?x > 0.

Wegen sin? x + cos? x = 1 ergibt sich
2-sinx-cosx>—1.

Nach Division durch 2 und anschlieBender
Multiplikation mit (—1) erhalten wir
schrittweise sin x-cosx > —0,5,
—sinx-cosx<0,5, w.z.b.w.

Ma 10/12 m 3009
Nach dem Satz des Pythagoras gilt

a+c\?
az+<—2——) =¢?, also

a’+2ac+cr _
=0,
4a+ a2+ 2ac + ¥ = 4c?,
Sa*+2ac—3¢2=0,

a’+

3
a2+—§-ac-?cz=0;

c ¢+ 15¢2
MW= mFEN TS
¢, 4c .
42 "% + o a, = —c (entfillt, da

negativ), a, = %c. Daraus folgt weiter
3¢
—5—=i, «=3687°,
¢ 5

also g =53,13°.

Ma10/12m 3010 Aus den Angaben in
der Aufgabe kann man folgende Gleichung
gewinnen: (x + 1)2+ x2+1=62.

Die dquivalente Umformung dieser Glei-
chung fuhrt zu folgender quadratischen
Gleichung: x? + x — 30 = 0 mit den Losun-
gen x; =5 und x, = —-6. Fiir die Anzahl
der Familienmitglieder kann nur die erste
Loésung in Frage kommen. Die Familie be-
stand aus fiinf Personen. Probe: Der Nach-
folger von S ist 6, davon das Quadrat ist 36,
das Quadrat ,von uns“ ist 25, der Nachfol-
ger 26, und 36 + 26 = 62.

Na/Te 10/12 @450 Gesucht:-I (in A);
Geégeben: R =100Q, C=4pF, f=50Hz
Der Wechselstromwiderstand des ohm-
schen Widerstandes betrigt R. =R
=100 Q. Der Wechselstromwiderstand des
Kondensators betrigt

R.= Rc=1795Q.

. a
sing=—=
c

2 7T .f. c ’-
Im Wechselstromkreis miissen ohmsche
und kapazitive oder induktive Widerstinde
geometrisch addiert werden (vgl. Zusam-
mensetzung von Kriften).

Es gilt:

Rges = VR{ +R%; Ry =801Q.

Nach dem Ohmschen Gesetz:

1= % ergibt sich 7 =0,27 A.

Na/Te 10/12m 451 Ein Sekundenpendel
ist ein Pendel, das fir einen Hin- oder Her-
gang 1 s benoétigt. Die Periodendauer eines
Sekundeapendels betrégt also 2 s.
Gesucht: /p (in m); I; (in m);

Gegeben: T=2s; g, =9,83m 572,
2i=978m-s"%

! T-g
Aus T=2 71 4/— ==_5.
I \/;folgtl yppmcl



Linge des Pendels am Pol: I, = 0,996 m,
Lénge des Pendels am Aquator:
1; =0,991 m.

Losungen zu: Knifflige Sachen per Post
(Heft 1/89)

Ala Zeichnet man die Angaben in ein

Mengendiagramm, dann ergibt sich folgen-
des Bild:

Chor 55G

Da % dem Chor und auch der SSG ange-

horen, ergibt sich aus diesem Diagramm
folgende Gleichung (y: Anteil der Schiiler,
die weder Mitglied der SSG noch des Cho-

res sind):
3 7 2 9 1
=S+t s*n 1= t»r=1-

A2 a a) Man zerlegt die Zah!l 72 in ihre
Primfaktoren: 72=2-2-2-3-3.

b) Man sucht alle Teiler von 72;

Teiler: 2; 3; 4, 6; 8; 9; 12; 18; 24; 36; 72.
Feststellung: +*378+ (die zu suchende
Zahl); nach a) muB hinten 0; 2; 4; 6; 8 ste-
hen, da die Zahl auch durch 2 teilbar sein
mufl. Die Quersumme dieser Zaht muB
durch 3 teilbar sein. Daraus ergeben sich
folgende Zahlen:

33780; 13782; 23784; 33786; 13788
63780; 43782; 53784; 63786; 43788
93780; 73782; 83784; 93786, 73788.
Da aber nach b) diese Zahlen auch durch 4
teilbar sein miissen, bleiben nur noch fol-
gende Zahlen ubrig:

33780; 23784; 13788

63780; 53784; 43788

93780; 83784; 731788.

Da aber nach b) diese Zahlen auch durch 8
teilbar sein miissen, bleiben nur noch fol-
gende Zahlen iibrig:

23784; 53784; 83784. Da aber nach b)
diese Zahlen auch durch 9 teilbar sein
miissen, bleibt nur noch diese Zahl iibrig:
53 784; diese Zahl ist durch alle Teiler von
72 teilbar.-

Al A V=50!umgerechnet V= 50dm?
da V= a* muB man die Umkehroperation
nehmen, also:
3\/50 dm?® =3,7dm=37cm; a=37cm.
1 Wiirfelfliche = a?, also (37 cm)?;
1 Wiirfelfliche = 1370 cm?. -
Da eine Fliche offen ist am Wiirfel,
bleiben noch fiinf Flichen,
also: 54; 1370 cm?- S = 6850 cm?;
6850 cm? = 0,685 m? =~ 0,7 m?.
Es werden rund 0,7 m? Blech
fur die Anfertigung gebraucht.
Probe: 6850 cm?: 5 = 1370 cm?;

1370 cm? = 37cm; 37cm=3,7dm;
(3,7dm)*=501.

A4 a Nach der Dreiecksungleichung gilt
a < b+ ¢. Daraus folgt weiter:
a+ta<a+b+te 2a<a+b+e;

1 1.
a<7~(a+b+c)— 2 u.

ASA
2kg _ xkg | _ 2kg-100%
2% ~ 100%° XX 2%

x=16,25kg. Aus 6,25 kg Trauben erhilt
man 2 kg Rosinen.

A6a Auf die vollstindige Losung soll
aus Platzgriinden verzichtet werden. Hin-
weise zur Losung:
Es geniigt die Teilbarkeit durch 16, 9, 5, 7,
11, 13 und 17 nachzuweisen. Denn

16 ist die hochste 2er-Potenz

9 ist die hochste 3er-Potenz

5 ist die hochste Ser-Potenz

7 ist die hochste 7er-Potenz
11 ist die hochste 1ler-Potenz

13 ist die héchste 13er-Potenz
17 ist die hochste 17er-Potenz.
Beachte: a ist Teiler von b genau dann,
wenn die Elemente der Primfaktorzerle-
gung von a auch Elemente der Primfaktor-
zerlegung von b sind.

A7a Folgende Feststellung muB getrof-
fen werden: (x sei die gesuchte Zah!)
x=3y+1; x=4z+2; x=5a+3;
x=6b+4.

Man findet als Losung die Zahl x = 118.

A 8A 1. Ausrechnen des Bruches
14,53662

3-0,095"

2. Ergebnis von 1. mit 0,305 multipiizieren,;
3. Ergebnis von 2. von 1,5291 subtrahieren;
4. Ergebnis von 3. durch 0,12 dividieren;
5. 0,228 durch Ergebnis von 4.;

6. %% ausrechnen (Punktrechnung vor
Strichrechnung);

7. Ergebnisse von 6. und 5. addieren.
Das Ergebnis lautet 10.

A9A a, =2cm,a=3-g,=6cm
01_1. Ao,_l_ Vl_ 1
% T A O VT
a,=xcm, @;=n-a;=n-xcm
@ _1 A 6x? 1
a, n’ Aul_ﬁ-(rrx)z—nz’
V] )('3 ]

Vi (b-x) n*
A 10 A 'Das Netz des Restkorpers:

L} aq
H D C G H
K P
J A 8 F K
J
(Kantenlidnge \__
2cm) K F

Losungen zu: Leontij Magnickij
und seine Arithmetik, Heft 1/89

Ala Zu Beginn hatte die Person x Ru-

bel. Das erste Spielzeug kostete %x, als

. 4
Rest verblieben 5 Das zweite Spielzeug

kostete damit %x% und der Rest betrug
4

4 R .
ST Das dritte Spielzeug kostete dann
4 4 3

5 i und der Rest war

4 4 2

3 x- 75" 1 Rubel 92 Kopeken .

Hieraus folgt x = 10,5 Rubel. Die Spiel-
zeuge kosteten somit 2,10 Rubel, 3,60 Ru-

bel und 2,88 Rubel.

A2aA Es sei x die Anzahl der Schiiler,
die der Lehrer zur Zeit hat. Dann gilt
2x+—;—‘-+%+1 =100, also x = 36.

Er hat 36 Schiiler.

A3 a Essei x der Preis des Pelzes.
Dann gilt 12:7 = (12 + x): (5 + x), also

x =4,8. Der Pelz kostete 4,80 Rubel.

A 44 Der erste Wanderer geht in einem
X
30"
=1,

Tag 3—10 des Weges, in x Tagen also

x D ¢ x
Der andere 20" Damit ist 30 + 20

also x=12.
Sie treffen sich nach 12 Tagen.

1
A54a Der Mann trinkt pro Tag 17 des

FiBchens. In 10 Tagen trinkt er somit 1—2

Die Frau schafft somit % in 10 Tagen,

also i:10=L an einem Tag. Sie

14 35
braucht also 35 Tage.
48 000

8

= 6000 Rubel. Bezeichnet x die Erbschaft
der Tochter, dann ist
3-2-x+ x=48000— 6000,
also x =6000. Die Tochter erhielt also
6000 Rubel, die Sohne erhielten jeweils
12 000 Rubel. ’

47 A Der Preis fiir die Hufniégel ist:

1 1

7 + 5 +1+2+4+8

(fir die 6 Hufnédgel des 1. Hufeisens)
+16+32+ ... +512

(fur die 6 Hufnigel des 2. Hufeisens)
+1024+ ...+ 32768

(fir die 6 Hufniige! des 3. Hufeisens)
+65536+ ... +2097152

(fur die 6 Hufnégel des 4. Hufeisens).

Die Summe ist somit 4194 303,75 Kope-
ken. Fiir Schiiler héherer Klassen:

Es liegt eine geometrische Reihe mit dem

A6 A Seine Frau erhielt

Anfangsgiied %, dem Quotienten 2 und

dem Endglied %-2” vor. Die Summenfor-

mel liefest das obige Ergebnis. Der Preis ist
somit fast 4200000 Rubel.

Bemerkung: Bei der letzten Aufgabe liegt
eine groBe Ahnlichkeit zu der Aufgabe der
Bezahlung des Erfinders des Schachspiels
vor. Fiir das erste Feld ein Reiskorn, fir
das 2. zwei Reiskorner usw.

Losung zu: Ein anspruchsvolles
Magisches Quadrat, Heft 1/89

Die Summen der Zeilen, Spalten und Dia-
gonalen ergeben sich aus folgender Uberle-
gung: Die Gesamtsumme aller Zahlen von
1 bis 289 ist

§= 289-289

2 =41905.

i
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218 57
74 219
236 75

137

10
155

28
173

46
191

64
209

82
227
100
245
118
263
136
281

282
138

11
156

29
174

47
192

65
210

83
228
101
246
119
264
120

121 266 105
283 122 267
139 284 123
12 140 285
157 13 141
30 158 14
175 31 159
48 176 32
193 49 177
66 194 50
211 67 195
84 212 68

250 89 234 73
106 251 90 235
268 107 252 91
124 269 108.253 92 237
286 125 270 109 254 93
142 287 126 271 110 255

15 143 288 127 272 111
160 16 144 289 128 256
33 161 17 145 273 129
178 34 162 1 146 274
51179 18 163 2 147
196 35 180 19 164 3
229 85213 52 197 36 181 20 165
102 230 69 214 53 198 37 182 21
247 86 231 70 215 54 199 38 183
103 248 87 232 71 216 55 200 39
265 104 249 88 233 72 217 56 201

Die Summe aller Zeilen (aber auch Spal-
ten und Diagonalen) muB diese Gesamt-
summe ergeben. Bei 17 Zeilen muB jede
Zeile (Spalte und Diagonale) die Summe

Sz S ALo = 2465 ergeben.

EETAEET

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. B. Goldschmidt
A2978 a
F=(px;+q-y)*+ (px,+ ¢ — 1))
+ (px3 + ¢ — »3)?
=pixi+ xi+x)+3¢
+ O} +y3+yD +2pg(x) + X3 + x3)
=2p(x ) + Xy + X33)
—2q(y, +y2 +y3).
Wir setzen
A=x}+x1+x}
B=yt+yi+y}
C=x1y1+ X02 + X33
D=x+x,+ x,
E=y +y;+y;
Wenn man ¢ festhilt, ist F eine quadrati-
sche Funktion von p:
F=p24+2p(gD— C) + (3¢>—2qE + b).

Heft 2/89

n

@
Das Minimum von F beziiglich p liegt bei
_—(@-0

p= 4 3)

und hat den Wert

(¢*(34— D) —2q(EA — CD)
Y

Fe + (ABA Cc%) @

Dies ist eine quadratische Funktion in ¢
mit dem Minimum bei

_ (AE—CD)
T (GA-DY) - ©)
Setzt man (5) in (3) ein, so erhilt man
_ (3C-DE)
p_——__(3A—D2) : 6)

Das Minimum von F liegt also bei den
durch (5), (6) berechneten Werten. Fiir das
konkrete Beispiel bedeutet das
A=14,B=14,C=13, D=6, E=6

und damit p =0,5, ¢=1.

Losungen zur Sprachecke

A la Zwei aufeinanderfolgende zweistel-
lige Zahlen addierte man und stelite bei
ihrer Summe die Ziffern um. Als Resultat
erhielt man die groBere der addierten Zah-
len. Welche Zahlen addierte man?

Lésung: Da die beiden addierten Zahlen

72 - alpha, Berlin 23 (1989) 3

" also

202 41 186
58 203 42
220 59 204
76 221 60
238 77 205
94 222 78
239 95 223
112 240 96
257 113 241 97
130 258 114 242
275 131 259 115
148 276 132 260
4 149 277 133
166 5 150 278
22 167 6 151 279
184 23 168 7 152
40 185 24 169 8

25
187
43
188
61
206
79
224

170
26
1M
44
189
62
207
80
225
98
243
116
261
134

9 (bearbeitet von

154 Ing. A. Komner,

27 Leipzig)
172
45
190
63
208
81
226
99
244
117
262
135
280
153

ein zweistelliges Dezimalsymbol besitzen
und der groBere Summand aus dem Dezi-
malsymbol der Summe durch Umstellung
hervorgeht, hat die Summe ebenfalls eine
zweistellige Dezimaldarstellung. (Der Fall,
daB die Summe das Zehnfache des grofe-
ren Summanden ist, kann hier nicht auftre-
ten, da die beiden Summanden aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen sind.)
Wir machen deshalb fir die Summe der
beiden aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen den Ansatz
10a+b(1=a=9,0=b=9;,a,beN).
Laut Aufgabe gilt nun
10a+b5=10b+a—-1+10b+a
8a+1=19b.
Weil auf Grund des Ansatzes gelten muB
0=8a=x72,
folgt 1=19b=73.
Hieraus folgert man, daB die Aufgabe nur
fir a=7 und b =3 eine Ldsung haben
kann. Tatsichlich gilt 73 =36 +37. Die
addierten aufeinanderfolgenden zweistelli-
gen natiirlichen Zahlen sind 36 und 37.

A2a Teile ein Dreieck in fiinf

dhnliche Dreiecke

Wir lemen, daB zwei Dreiecke ihnlich
sind, wenn die Winkel des einen Dreiecks
denen des anderen entsprechen. Wir kon-
nen auch sagen, daB sich zwei Dreiecke
dhnlich sind, wenn sie dieselbe Form ha-
ben.

Die Zeichnung zeigt ein gleichschenkliges
Dreieck, dessen Winkei 30°, 30° und 120°
betragen. Finde einen Weg, dieses Dreieck
in fiinf Dreiecke zu teilen, von denen jedes
zum Originaidreieck dhnlich ist.

A3 a Bumerang

Folge der Pfeilrichtung und fiihre die
12 Rechenoperationen aus, um die Zahl x
zu finden. Die Zahl x befindet sich zwi-
schen 1 und 100 und ist am Anfang und
am Ende des Kreislaufs gleich.

Hinweis: Dieses Spiel kennt nur ganze und
von Null verschiedene Zahlen als Ergeb-
nisse jeder Rechenoperation.

Losung: x = 66.

Losungen zum alpha-Ferienmagazin

Zum Titelblatt:
172 + 60 + 34 + 513 + 35 = 814.

656 + 656 = 1312 oder 757 + 757 = 1514,
oder 858 + 858 = 1716

oder 959 +959=1918.

16850 + 20640 = 37490.

3486 + 7425=10911.

5+ 54 + 543 + 5432 + 54321 = 60355.

1. 2) 2 Kugeln; b) 3 Wiirfel.
2.3-344+5+ 566 —77=153.

3.a) 112 - 121,

b) (1-8)=8-1=8'=8;

c)28+3=31; 10+1=11; 18 +2=20;
d)2-99=198;

e) 9567 + 1085 =10652.

4. a) b)

S. Es gibt 13 verschiedene Wege:
1-2-3-4-5-6-7;1-3-4-5-6-7;
1-2-4-5-6-7;1-2-3-5-6-17,
1-2-3-4-6-7; 1-2-3-4-5-17,
1-3-4-6-7;1-3-5-6-7;1-3-4-5-7;
1-2-4-6-7; 1-2-4-5-7; 1-2-3-5-7,
1-3-5-7.

6. Insgesamt 112 Trapeze sind zu finden.

AN

48 48 16

7. Es konnen 36 gleichschenklige Dreiecke
gebildet werden.

; \
¢ o o - o0
3-4=12 2-4=8
® * o ® °
o o °
.....\_‘:.
2:4= 8 2-4=8
8.
2
3

9. Es miissen von oben nach unten einge-
setzt werden: Roller, Fahrrad, Auto.

10.

11. Figur b



Einiges tiber das
Sehnenviereck

Wenn man die Aufgabe hat, zu einem
Dreieck den Mittelpunkt des Umkreises
und den Mittelpunkt des Inkreises zu kon-
struieren, dann wird man gewo6hnlich mit
Hilfe der iiblichen Grundkonstruktionen
(mindestens) zwei Mittelsenkrechte und
(mindestens) zwei Winkelhalbierende
zeichnen. Es gibt indes fir die Losung die-
ser Aufgabe einen einfacheren Weg. Er er-
gibt sich aus Eigenschaften deés Sehnen-
vierecks.

Diese Figur soll im folgenden ndher be-
trachtet und untersucht werden.

Im Lehrbuch der Klasse 7 wird (S. 144) der
Begriff ,Sehnenviereck* definiert. Es heift
dort: ,,Als Sehnenviereck bezeichnet man
jedes Viereck, zu dem es einen Umkreis
gibt.“

Gleichwertige Erklirungen fur diesen Be-
griff wiren zum Beispiel: ,Ein Viereck,
dessen Eckpunkte auf ein und demselben
Kreis liegen, heiBt Sehnenviereck.“

Oder: ,Wenn alle Seiten eines Vierecks
Sehnen ein und desselben Kreises sind,
dann ist dieses Viereck ein Sehnenvier-
eck.” v

An gleicher Stelle wird auch eine Eigen-
schaft der Innenwinkel solcher Vierec!:e
genannt und bewiesen:

,In jedem -Sehnenviereck betrigt die
Summe gegeniiberliegender Winkel jeweils
180°.«

Aufgaben

ala Weise nach, daB jedes Rechteck
und jedes gleichschenklige Trapez ein Seh-
nenviereck ist! Wo liegt jeweils der Mittel-
punkt des Umkreises? '

A2a Von einem Sehnenviereck ABCD
sei die Seite AB gleichzeitig Durchmesser
des Umkreises; ferner gelte: AD = CD.
Der Winkel ADC sei 130° groB. Berechne
die GroBe der drei anderen Innenwinkel
dieses Vierecks!

Auch die Diagonalen des Sehnenvierecks
haben eine bemerkenswerte Eigenschaft:
In jedem Sehnenviereck ist das Produkt
aus den Lingen der Abschnitte der einen
Diagonale gleich dem Produkt aus den
Lingen der Abschnitte der anderen Diago-
nale. (Dabei werden als Abschnitte die
Teile bezeichnet, die durch den Schnitt-
punkt der Diagonalen entstehen.)

Bezogen auf das Bild 1 bedeutet _das:

Es gilt el'ez=f1‘f1.

Dieser Satz wird auch ,Sehnensatz* ge-
nannt und bisweilen fiir zwei einander

-

schneidende Sehnen eines Kreises (also
ohne Bezugnahme auf ein Sehnenviereck)

formuliert. D
Bild 1 NN
c
A ‘ .
8
Aufgaben
A3 a Suche nach einer solchen Formu-
lierung!

A4 A Beweise diesen Satz! Weise dazu
nach, daB die Dreiecke ABS und CDS ein-
ander dhnlich sind! (Denke an den Satz
iber Peripheriewinkel!) Stelle aus den Sei-
ten dieser Dreiecke eine geeignete Verhilt-
nisgleichung auf, und bilde daraus die Pro-
duktgleichung!

A 5aA Wende diesen Satz auf ein Sehnen-
viereck an, dessen eine Diagonale Durch-
messer des Umkreises und Symmetrie-
achse des Vierecks ist! (Siehe Bild 2.) Was
fir ein Viereck ist dieses Sehnenviereck?
Welchen Satz erhilt man in diesem Spe-
zialfall? P

Bild 2

a

Weniger bekannt ist folgender Satz:

,Das Produkt der Diagonalen des Sehnen-
vierecks ist gleich der Summe der Produkte
der gegeniiberliegenden Seitenpaare.“
Bezogen auf das Bild 3 bedeutet das:

AC=e 8
BD=f

Es gilt e: f=ac+ b-d. Dieser Satz heilt
auch ,Satz von Ptolemdus“.

Claudius Ptolemius (auch: Ptolemaios)
war ein bedeutender griechischer Astro-
nom und Mathematiker. Er stammte aus
Agypten und lebte von etwa 90 bis etwa
165 unserer Zeitrechnung.

Er hat sich um die Entwicklung der Trigo-
nometrie verdient gemacht, und_auf ihn ge-
hen auch die Bezeichnungen ,Minute“
und ,Sekunde“ zuriick. Wir wollen diesen
Satz hier ohne Beweis nutzen.

Aufgaben

A6 A Wende diesen Satz auf ein Recht-
eck an! Welchen bekannten Satz erhilt
man in diesem Falle?

A7a Wende diesen Satz auf ein gleich-
schenkliges Trapez an!

Welche Beziehung ergibt sich daraus?

‘a8 a Nutze diese Beziehung, um die
Linge der Diagonalen eines gleichschenk-
ligen Trapezes zu berechnen, von dem die
Lingen der Grundseiten mit 8 cm bzw.
3cm und die Lingen der Schenkel mit je
5 cm gegeben sind!

Betrachten wir abschlieBend den Spezial-
fall, daB eine der Diagonalen des Sehnen-
vierecks einen Innenwinkel halbiert.
Das Bild 4 zeigt ein Beispiel dafiir.

‘ D

Bild 4 % _a
AB=a
c AD=d
A ’4i
N
- Aufgaben

A9a Esgelte in diesem Dreieck (Bild 4)
o = 50° und § = 110°. Berechne die GroBe
aller anderen in dieser Figur auftretenden
Winkel!

. A10a Suche in dieser Figur (Bild 4)
nach weiteren Winkeln, die die GroBe %'
haben!

Alla Zeige, daB die Dreiecke ASD und
ABC einander dhnlich sind! Leite daraus
die Beziehung e,-e=a- d her!

A 12a Wende diesen Satz auf den unter
A 5 a genannten Spezialfall an! Welchen
bekannten Satz erhdlt man daraus?

A 13 A Beweise, daB das Dreieck BCD
gleichschenklig ist! )

A 14 a4 Begriinde, daB die Mittelsenk-
rechte von BD sowohl durch M als auch
durch C verlduft!

Aus dieser hier hergeleiteten Eigenschaft
ergibt sich folgender Satz: , Die Mittelsenk-
rechte einer Dreieckseite und die Halbie-
rende des dieser Seite gegeniiberliegenden
Winkels schneiden einander in einem
Punkt des Umkreises.“

Hat man also zu einem Dreieck die drei
Mittelsenkrechten konstruiert, so braucht
man nur jeweils den Schnittpunkt mit dem
Umtkreis und den gegeniiberliegenden Eck-
punkt des Dreiecks zu verbinden, um die
Winkelhalbierende zu erhalten. (Streng ge-
nommen hat natirlich die Mittelsenk-
rechte zwei Schnittpunkte mit dem Um-
kreis. Es ist stets der zu benutzen; der in
“der durch die Dreieckseite bestimmten
Halbebene liegt, in der sich der gegeniiber-
liegende Eckpunkt nicht befindet.)

Aufgabe
A154 Zeichne ein Dreieck ABC! Kon-
struiere seine drei Mittelsenkrechten!

Zeichne dann, ohne die iibliche Grund-
konstruktion zu benutzen, die drei Winkel-
halbierenden ein! *

. Auch das Eintragen der drei Seitenhalbie-
renden ist leicht moglich, da durch die
Mittelsenkrechten die Mittelpunkte der
Dreiecksseiten bereits fixiert sind.

J. Kreusch/K. Lehmann



Die Ratsherrenwaagce —

eine Attraktion

des Oschatzer Museums

Spruch um 1848:

Jedes deutsche Landchen

Hat sein eigen Quentchen.

Eigne Mafe hat

" Fast jede deutsche Stadt.

(Zu Beginn des 19. Jahrhunderts waren al-
lein im GroBherzogtum Baden 80 verschie-
dene PfuridmaBe im Gebrauch.)

Die abgebildete, in Oschatz gebaute Perso-
nenwaage war 1862 als Exponat auf Yer
Weltausstellung in London ausgestellt und
befindet sich heute im Bereich ,Entwick-
lung des Waagenbaus“ des Oschatzer
Stadtmuseums. Der zugehdrige Wigesatz
fuBt auf dem 1858 vom ,Deutschen Zoll-
verein“ eingefiihrten Zollpfund zu 500 g:
Er enthilt u. a. Wigestiicke zu 1 Pf,

5 Pf, %Pf=250g, %Pf= 125g und

. S 1 _
als kleinstes Wigestiick 100 Pf=5g.

Diese Waage ist eine Dezimalbriicken-
waage: Die Masse der auf der Waagschale
gelegten Wiigestiicke ist bei Gleichgewicht
der 10. Teil der Masse der auf der Briicke
sitzenden Person. Gegeniiber dem abgebil-
deten Waagengestiinge sind bei ihr Briicke
und Waagschale nach oben gezogen.

Bei der 1823 von Quintenez und Schwilgué
in Strasbourg erfundenen Briickenwaage
geniigen die Hebelarme b, ¢, b. und c. der

b_ b _ . . ;
Proportion . == Bei Gleichgewicht gel-

ten die Gleichungen
F= Fl + Fz, sz- = th‘nund

. F _a
F.a = Fib + F;cund damit AR

Die auf der Briicke liegende Last wirkt
durch Vermittlung, des Waagengestinges
so, als ob sie am Hebelarm b angreifen
wiirde.

Briickenwaagen mit %= 10 heiBen Dezi-
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mal-, solche mit %= 100 Zentesimalwaa-

gen.
Im Oschatzer Waagenbaumuseum, dem
einzigen unserer Republik, sind etwa
100 Waagen, historische und neuzeitliche,
zu sechen, wird die Werkstatt eines Waa-
genbauers um 1900 gezeigt und wird die
Entwicklung des Waagenbaues auch gra-
phisch veranschaulicht.

Das Museum ist Dienstag bis Freitag von
10.00 bis 12.00 Ubr und von 13.00 bis
16.00 Uhr und sonntags von 13.00 bis
16.00 Ubr geoffnet. Nach vorheriger Ab-
sprache werden Besuchergruppen durch

das Museum gefiihrt.

W. Trager

Was ihr nicht rechnet, glaubt ihr,

sei nicht wahr,

Was ihr nicht wagt, hat fiir euch kein
Gewicht,

Was ihr nicht miinzt, das, meint ihr,
gelte nicht.

Johann Wolfgang v. Goethe, Faust II

Nach dem rdmischen Schriftsteller Marcus
Vitruvius Pollio stellte Archimedes (287
bis 212 v.u. Z.) fest, daB ein Kranz nicht,
wie vom Hersteller angegeben, aus reinem
Gold bestand: -
Durch Abwiegen mit einer Waage ver-
schaffte er sich zunichst einen mit dem
Kranze gleichgewichtigen Goldklumpen.
Als er anschlieBend nacheinander Gold-
klumpen und Kranz in ein randvoll mit
Wasser gefiilltes GefidB eintauchte, lief
beim Kranze mehr Wasser iiber als beim
Goldklumpen.

In einer 1569 in Leipzig gedruckten Aus-
gabe des Sachsenspiegels (Rechtsbuch)
heiBt es:

.Wer falsch Gewicht und MaB macht /
wird es biirglich gefodert er muB denen /
die damit betrogen sind worden / zwifaltig
widerstattung thun / Wird es aber peinlich
gefordert / so sol er nach Keyserlichem
Rechten / zur stauppen geschlagen wer-
den“

(Original im Stadtarchiv Débeln).

Zur Finanzierung des Siebenjihrigen Krie-
ges (1756 bis 1763) lieB Friedrich II. von
PreuBen Geld mit vermindertem Silberge-
halt prigen. Zum Beispiel wurden bei einer
solchen Aktion 4 Millionen Silbertaler in
11 Millionen Taler ,verwandelt®. *
Nach dem Siebenjahrigen Krieg lieB er alle
schlechten Miinzen auBer Kurs setzen und
voh den Offentlichen Kassen nur gegen
ihren Metallwert zuriicknehmen.
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Leser antworten
Lesern

Anfrage eines Lesers an  ,alpha“
(Heft 5/1988; 3. Umschlagseite): , Ein Wiir-
fel mit einem Kilometer Kantenlidnge sei
mit Wasser gefiillt. Im Boden sei eine Off-
nung von 100 mm Durchmesser.

Wie lange braucht das Wasser, um aus
dem GefdB herauszuflieBen?*

Der Leser war auf einen (geschétzten) Wert
von mindestens 250 Jahren gekommen und
bat um den ,mathematischen Nach-
weis“.

Versuch der Lésung

Vorbemerkung: Der gewiinschte ,Nach-
weis“ bedarf zunichst der Physik!

Wenn eine Fliissigkeit (z. B. Wasser) aus
einem offenen GefiBl durch eine im Ver-
hiltnis zum GefdB kleine Bodendffnung
abflieBt, ist die AusfluBgeschwindigkeit
eine unmittelbare Funktion der Hohe der
Flussigkeitssdule tber der AusfluBoff-
nung!

Nimlich: v = 2gh .

In dem vorgelegten Falle ist die Gesamt-
zeit eine Funktion im Sinne einer gleich-
formig verzogerten Bewepung, denn die
Fliissigkeitssaule sinkt allmdhlich auf Null
und ebenso die Ausstromgeschwindigkeit.
(Jeder Badeofen, den man leerlaufen 1aft,
zeigt das sehr anschaulich.)

Im nachstehenden Bild bezeichnen:
A, = Querschnittsfliche des Wiirfels

(m?)

A, = Querschnittsflaiche der AusfluBofT-
nung (m?)

h; = Hohe der Wassersdule zu einem

Zeitpunkt ¢;
h; ., = HOhe der Wassersdule zu einem
Zeitpunkt f; _ ;.

|

|
h+1

h

Da die einzige auf das Wasser wirkende
Kraft die Schwerkraft ist, kann von einer
gleichformig verzogerten Bewegung ausge-
gangen werden.

Das wihrend eines Zeitelementes At aus-
flieBende Volumen ergibt sich aus:

AusfluBquerschnitt X in der Zeit At
rickgelegter Weg, also:

Zu-

AV =A4,-s,.
Bezeichnet man die Zeitdifferenz
.1~ t;=Atund analog v; — v;.
<At
= Av, dann ist 5, = szA und damit
4,
AV=T'A.,'A,, ()
auflerdem ist aber auch
AV =A, (hi— hi.y) (2)
oder mit h; — h;,, = Ah
AV = A, Ah. 3)
ir"
] >
y x St
Vit
at \
0
t
0 o by

Nun ist aber offensichtlich die Summe
aller Av gleich vg, — Umin und entspre-
chend die Summe aller Zeitelemente
At gleich 14,6 — tmin und weil v, = 0;
ebenfalls 1., = 0 ergibt sich

ZAU = Umax  und ZAt = lmax -
Damit folgt aus (1)

4,
ZAV: Vges = _2_ Umax " Imax

(Wobei frax = lges) -
Weiterhin ist die Summe aller Ak gleich
hges, woraus sich mit (3) die einfache Tat-
sache Ve = A - hges ergibt.
Damit erhilt man

Az
Ay h,ges = T Umax " lges - 4)

Setzt man nun noch Vm. = y2ghe ein
und stellt (4) entsprechend um, folgt

Ay By 2
AZ' 2ghges
Mit den Zahlenwerten

A, =10°m?; 4, = 10‘2-%m2;

tges =

) m
hees=10°m; g =9,81 ?
810"
folgt t,es = —F—————=,
B e T 29,81 1000
fees = 1817986 328 Sekunden,

das Jahr mit 365 Tagen
57,648 Jahre.

das sind,
gerechnet,

Achtung!

Aufgrund der Uberlegungen in der Herlei-
tung der Losung kénnte man auf den Ge-
danken kommen, die Gesamtzeit mit
einem Computer mit hinlinglicher Ge-
nauigkeit in der GroBenordnung dermafien
berechnen zu wollen, dal man die Teilzei-
ten fiir die Hohen h; berechnet.

Dabei kénnte man die Héhe h; von
1000 Meter bis 1 Meter in Schritten zu je
einem Meter einsetzen.

Den Rest konnte man dann im Bereich von

ein Meter bis Meter mit entspre-

S
10000
chender Schrittweite berechnen.

Damit wiirde man (anscheinend!!!) genii-
gend genau rechnen und doch vermeiden
eine Division durch Wurzel aus Null zu
bekommen. Diese Uberlegung ist deswegen
falsch, weil bei h; gegen Null ein Grenz-
wert entsteht, der gegen Unendlich geht!
Der Versuch so zu rechnen, scheint berech-
tigt zu sein, denn im Bereich h; = 1000
Meter bis h; = 1 Meter, Schrittweite = 1 m,
ergibt sich eine Summe der Teilzeiten von
1776463055 Sekunden. Im Bereich von

; = 1 Meter bis h;=0,01 Meter und
Schrittweite = 0,01 Meter ergibt sich aber
schon eine Summe von 5343560757 Se-
kunden!
Treibt man diesen Versuch noch weiter, er-
gibt sich z.B. fir eine Restmenge von
10 m® eine AusfluBzeit von 1,44-10" Se-
kunden.
Womit die obige Aussage iiber den Grenz-
wert bestitigt wird!

A. Korner

Und noch einmal ~ Achtung!
In dieser Lésung wird eine Voraussetzung
verwendet, die eigentlich des Beweises be-
darf. Versucht also, diese Voraussetzung
zu finden und den Beweis fiir ihre Richtig-
keit zu erbringen.
Eure Losung kénnt ihr an uns schicken.
Wir sind schon gespannt darauf?

Alphons

alpha-
Preisaufgabe

Das moderne Hexeneinmaleins
(frei nach Goethe)

Aus 5 mach S, mach 2, mach 3

das schiitzt euch vor dem Einerlei.
Die 6 bleibt 6 und wird zur 9

das scheint die Hexe zu erfreu’n!
Und aus der 7 mach die 8

das ist mit viel Verstand gemacht!
4 wird zur 4 — oder zur 7

nun sind uns nur noch 2 geblieben!
Aus 6 mach keins — aus 2 mach 1
das ist das Hexeneinmaleins!

Unser Hexlein ist wirklich ‘modern! Das
wird euch klar, wenn ihr des Ritsels Lo-
sung findet!
Sendet diese bitte an den Urheber dieses
Ritsels:

Helmut Pitzold

Mattei 62

Waren

2060
Unter den richtigen Einsendungen werden
drei Gewinner ausgelost.
Ihnen winkt ein Autogramm unseres
»Schwimmhexleins“ Kristin Otto!

Alphons

alpha, Berlin 23 (1989) 4 - 73



In freien Stunden - alpha-heiter

Ein mathematischer Blumenstrauf3

Liebe Freunde!

In diesem Jahr feiert die Deutsche Demokratische
Republik — unser Heimatland — ihren 40. Geburts-
tag. Auch wir wollen zu den Gratulanten zdhlen,
und wir mochten unserer Republik mit den folgen-
den mathematischen Knobeleien einen herzlichen
GeburtstagsgruB3 iiberbringen.

DDR-40

Tragt die ganzen Zahlen von 0 bis 27 so in die abge-
bildete Figur ein, daBl die Zahlensumme auf jedem
geradlinigen Abschnitt 40 betrigt!

O

Von Bezirk zu Bezirk

In der abgebildeten Buchstaben-Matrix sind alle 15
Bezirksstidte der DDR eingetragen, und dies ent-
weder von links nach rechts, von rechts nach links
oder von oben nach unten.

Findet diese 15 Stddtenamen und markiert (etwa
durch Streichung) deren Buchstaben! (Einige Buch-
staben gehdren mehreren Stidtenamen an; diése
brauchen aber nur einmal markiert zu werden.)

G|R|U|B|N|IE|D|N|A|R|B|UJE|N
MIO|I|L|H|U|S|C|H[W[E|R|[I [N
KIS|RIT|RJU|F|K|N|A|R|IF|O|P
RIT|DIA[T|S|X|R|AIM|L|RJA|K
A|O|R|O|Z|AIRIEJG|E|]|S|S|O
LIC|R|DIR|E|S|D|E|N[N|T|E|C
LIK|H|N|I|G|R{U|BJE|D|G|AM
EIR|{FIU|R|TI|K|S|U|B|T|T|O|C
L{E|I|P|Z)t1 G|P|O|T|S|D|A|M

74 - alpha. Berlin 23 (1989) 4

Diejenigen Buchstaben, die am Schluf3 noch nicht
markiert sind, ergeben (v.l. n.r. und v. 0. n. u. gele-
sen) den Namen einer wissenschaftlichen Zeit-
schrift der DDR, die fir Computerfreunde sicher
hochst interessant ist.

Geographisches

Wie lang ist jeder der genannten acht Fliisse unse-
res Landes, wenn die folgenden acht Aussagen gel-
ten:

(1) Die Elbe ist mit einer Linge von 1165 km der
drittgrofBte Strom Mitteleuropas.

(2) Die Bode ist 13 km ldnger als die Peene.

(3) Die Linge der Oder betragt 7 km mehr als die
doppelte Linge der Saale.

(4) Die Linge der Elbe betrdgt 18 km weniger als
die siebenfache Linge der Bode.

(5) Die Linge der Elbe betrdgt 13 km mehr als die
Summe der Lingen von Havel, Saale und Spree.
(6) Die Linge der Saale betridgt 41 km weniger als
die dreifache Linge der Peene.

(7) Die Lange der Oder betrdgt 168 km weniger als
die dreifache Linge der Havel.

(8) Die Linge der Spree betrdgt 10 km mehr als die
dreifache Lange der Mulde (ohne Zwickauer und
Freiberger Mulde).

Von Stadt zu Stadt

In dem folgenden Text sind die Namen von
40 Stddten unserer Republik versteckt, die es zu fin-
den gilt:

Neues Schuljahr, erster Schultag, und es klingelte
zur Hofpause. Endlich waren wir wieder fur die
Dauer von zwanzig Minuten von Chemie mit
Naphthalen, von Geographie mit Spitzbergen und
von Biologie mit Forstschadlingen und Arterneue-
rung befreit. Alle Schiiler stromten auf den Schul-
hof in die Sonne. ,Bergziege“ und ,Grauwolf* ent-
wickelten dabei ein rasantes Tempo und wurden
von unserem Klassenlehrer, Herrn Barth, von uns
auch ,Doktor Gaudium®“ genannt, mit Nachdruck
ermahnt.

Da die schone Ferienzeit zu Ende war, gab es viel
zu erzihlen:

Da hérte man vom Dresdener Zwinger, vom Leipzi-
ger Volkerschlachtdenkmal, von der historisch wert-



vollen alten Burg in Querfurt, von einer Reise nach
Tabor, nach Bulgarien und an die Wolga.

Steffen Schaller hatte die Ferienzeit bei seiner Oma
in Wismar verbracht, und von dort aus hatte er auch
Rostock und Gilistrow besucht. Hans Merseburger,
wir nennen ihn ,Isegrim“, machte ein todernstes
Gesicht, als er uns einen Calauer auftischen
wollte. '

,Kojenaugust“ wieherte, und ,Jungfrau Maria“
lachte albern auf. ,Hallo Schatz!“, rief Uwe ihr zu.
»Wer da?“, unkte sie zurlick und zog reizvoll ihre
Bluse zurecht. Marie sah neckisch aus, doch sie war
schwer in Sorge um ihre neue Bluse, denn diese war
bei der Hitze nicht mehr wie ein Laken so weil.
»Wasser!“, rief Peter aus Jux ganz laut. Wir aber lin-
derten unseren Durst mit dem feierlichen Schwur,
zentnerweise am Nachmittag Speiseeis zu verzeh-
ren. Gerade da ertonte das Vorklingeln, und wir
eilten in den Klassenraum zuriick.

Fernsehturm-Domino

Nehmt die 28 Steine eines vollstandigen Domino-
spiels zur Hand, und 16st damit die folgenden bei-
den Aufgaben:

a) Legt die 28 Domino-Steine so zu dem abgebilde-
ten stilisierten Berliner Fernsehturm zusammen,
daB die Augensummen in den waagerechten Do-
mino-Reihen stets 8, 9 bzw. 10 betragen, je nach

L) ) ) B

dem, ob diese Reihen aus 2, 4 bzw. 6 Domino-Halb-
teilen bestehen!

b) Legt die 28 Domino-Steine so zu einem ge-
schlossenen Rechteckring (siehe Umrandung des
Fernsehturms) zusammen, daB die Domino-Anlege-
regel (es diirfen nur gleiche Halbteile aneinander
liegen) erfiillt ist!

Erbauliche Ansichten

Zerschneidet ein rechteckiges Stiick Karton, dessen
Seitenldngen im Verhiltnis 1:3 stehen, in die abge-
bildeten 11 Teile, und legt mit diesen 11 Teilen
jede Figur auf dem Titelblatt dieses alpha-Heftes
zusammen! Die Teile diirfen beidseitig verwendet
werden. '

N

Ein grundlegendes Recht

Gesucht sind 15 waagerecht einzutragende mathe-
matische Begriffe folgender Bedeutung:

1. spezielles Viereck, 2. Hochzahl, 3. Rechenauto-
mat, 4. Kegelschnitt, 5. kurvenberiihrende Gerade,
6. Sternkurve, 7. Koordinaten-Nullpunkt, 8. eindeu-
tige Abbildung, 9. schriger Abhang, 10. Grundbe-
griff der Analysis, 11. Gleichungsergebnisse, 12. ra-
tionale Rechenoperation, 13. Umklappung,
14. Primzahl, 15. Grundbegriff der Vektoranaly-
sis.
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Bei richtiger Eintragung der Begriffe nennen die
Anfangsbuchstaben (1 bis 15) ein grundlegendes
und verfassungsmiBig gesichertes Recht fiir alle
Biirger unserer Republik.

Viel SpaB beim Knobeln wiinscht euch
R. Mildner
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Wir berechnen

ein ebenes Fachwerk

1. Das Rechenmodell ,, Fachwerk" —
die Aufgabe

Fiir den Werkstoff Stahl sind Tragwerke,
deren tragende Konstruktionen als Fach-
werk ausgefiihrt sind, typisch. Bild 1 zeigt
solche Systeme.

Bild 1
a) Briickentriger

b) Dachtriger

o

) Dreigelenkrahmen als Fachwerk

d)

Ausleger

a

In der Technik verstehen wir unter einem
Fachwerk ein System von zug- bzw. druck-
festen Stiben, die in Knoten gelenkig mit-
einander verbunden sind. Die Belastung
erfolgt ausschlieBlich in den Knoten.

76 - alpha, Berlin 23 (1989) 4

In diesemn Sinne sind die in Bild 1 gezeig-
ten Systeme Fachwerke.

Dabei handelt es sich um ebene Fach-
werke, weil alle Stibe, Knoten und Krifte
in einer Ebene liegen. Solche ebenen Fach-
werke sind Bestandteile vieler rdumlicher
Konstruktionen.

Die vorangestellte Erklirung beschreibt ein
Modell, das wir der Berechnung zugrunde
legen. Wir bezeichnen dieses Modell als
ideales Fachwerk. Reale Fachwerkkon-
struktionen haben natiirlich keine Gelenke
in den Knoten. Vielmehr sind die Fach-
werkstdbe an den Knoten miteinander ver-
schweiBit, verschraubt oder vernietet. Den-
noch ist das ideale Fachwerk bei sorgfiltig
durchdachter Konstruktion ein fiir die Pra-
xis gut brauchbares Modell fiir ein reales
Fachwerk.

Um den Aufbau eines Fachwerkes zu ver-
folgen, betrachten wir Bild 2a. Drei Stibe,
die an den Enden jeweils durch Gelenke

~ verbunden sind, bilden ein Stabdreieck.

Nehmen wir an, daBl die Stdbe selbst sich
nicht verformen konnen, so wird sich diese
Figur auch unter beliebiger Belastung
nicht verindern. Wir sagen, sie ist kinema-
tisch starr. An diese einfache Grundfigur
kann ein weiterer Knoten durch zwei Stidbe
angeschlossen werden. So entsteht die Fi-
gur nach Bild 2b, die ebenfalls kinema-
tisch starr ist. In dieser Weise kann man

fortfahren (Bild 2c¢).

Biid 22a) b)

2) 6 o )

Wir erkennen:

Geht man von einem Stabdreieck aus, so
entsteht durch zweistibigen AnschluB wei-
terer Knoten ein einfaches Fachwerk.

Soll die Fachwerkscheibe als Trager ver-
wendet werden, so mufl man sie unbeweg-
lich mit dem Fundament verbinden. Dafiir
wollen wir jedoch nicht mehr Bindungen
einsetzen als unbedingt erforderlich sind.
Die unbewegliche Bindung an die Funda-
mente kann erreicht werden wie in Bild 3a
gezeigt wird. Das Lager bei a isl ein festes

Gelenklager, es verhindert eine Verschie-
bung des Punktes a sowohl in horizontaler
als auch in vertikaler Richtung, 1dB8t jedoch
noch eine Drehung der Fachwerkscheibe
um den Punkt a zu (Bild 3b). Das Lager
bei b darf die dieser Drehung entspre-
chende Bewegung des Punktes b nicht zu-
lassen. Es muB also vertikale Bewegungen
verhindern. Horizontale Bewegungen dage-
gen sollen moglich sein. Dadurch werden
Zwingungen und die damit verbundenen
Beanspruchungen vermieden, die sonst
entstehen wiirden, wenn sich die Lange des
Trigers infolge Temperaturinderungen in-
dert. Eine gleichmidBige Temperaturdande-
rung erzeugt dann im Tragwerk keine zu-
sitzlichen Krifte. Das Lager b ist ein
verschiebliches Gelenklager.

Bild 3a)

Wir wollen jetzt die Krifte in Stabrichtung
eines belasteten einfachen ebenen Fach-
werkes berechnen. Dabei setzen wir als vor-
handenes Wissen voraus:

- Rechnen mit Winkelfunktionen am

rechtwinkligen Dreieck,

- Gleichgewichtsbedingungen fiir eine
ebene zentrale Krifteschar,

— Hebelsatz.

2. Der Losungsweg

2.1. Modellbildung durch
Freischneiden der Knoten

Zunichst missen wir die Krafte, die be-
rechnet werden sollen, sichtbar machen.
Das geschieht durch Freischneiden der
Knoten. Wir trennen die an einem Knoten
angeschlossenen Stibe durch und ersetzen
die den Stdben entsprechenden Bindungen
durch Krifte. Diese Krifte sind so zu wih-
len, daB sie den urspriinglich vorhandenen

Bild 4a)

Fy=10kN

1,500 1500

1 500 [[J=m




Ruhezustand des Knotens wieder herstel-
len k6nnen. Bild 4b zeigt das fiir den Kno-
ten 4 des Beispiels Bild 4a.

Durch Freischneiden werden die den Bin-
dungen entsprechenden Krifte sichtbar.
In unserem Falle sind diese Krifte die
Stabkrifie des Fachwerkes. Wir wollen sie
im Modell so zeichnen. daB sie vom Kno-
ten weg zeigen, also in den Schnitt hinein.
Anschaulich sind solche Krifte Zug-
krifte.

Ganz analog verfahren wir mit den dufle-
ren Bindungen. Da das Gelenklager bei a
weder eine vertikale noch eine horizontale
Verschiebung zulidBt, miissen wir beim
Freischneiden fur das Lager eine vertikale
und eine horizontale Stiitzkraft C,y und
C,v ansetzen. Bei b wird dagegen nur die
vertikale Verschiebung verhindert, also
gibt es dort lediglich eine vertikale Stiitz-
kraft C, (Bild 5a, e).

Wir schneiden nun nacheinander jeden
Knoten des Fachwerkes [rei und erhalten
dabei jeweils eine zentrale Kréfteschar, die
auBere Krifte (Lasten) F,, Siabkrifte N,
und bei a bzw. b auch Stiitzkrifte ent-
hélt.

Durch das Freischneiden der Fachwerk-
knoten wird an jedem Knoten eine zentrale
Krifteschar sichtbar. Die Krifte dieser
Schar miissen sich im Gleichgewicht befin-
den, da der vor dem Freischneiden vorhan-

Bild §

Knotenschnitte ¢ =1,2,...; b=5

— Lageplan der Krifte

— Komponentenzerlegung im Krifteplan

a) Ny sinec

. a /_<_0L al Mcosa
LaHa—o = Ca"~_0=——

Nq
Ny Sine
@
N1 cosa
b)
2 NQ Ny cosa 2 Ny
RR——Y —_ —— ==
a {Z o a N3 cosax
Ny N Nysina Ny sing
N Ny sing
1 1 N3
/o Ny sindt
Ngcost Ny cosa
c)
N; Ng Ny sinoc, Ns sin o
« a Nycosd Ng cos ot
Nz o Ng = =t==0—=
3 NZ 3 NE
. N Ns .
Ny sina, 3 N sin«
a o
N3 cosa Ng cosa

d) Fy =10kN 10kN

B . ).

= ===——=0——Nj a5t
Ns cosa

Ny 4.—;/0 \-{- -
N5

o«
Ny

N sina Nz sina

N/JNs sing Ng sin(l N7

Ns cosa N; w05 ¢
N; sina
e 7
) N;
12 N; cosal
Ng ob = o b

! ]

Cb Cb
N3
N, sne

*

N7 cosot
dene Ruhezustand des Knotens durch die
Krifteschar wieder hergestellt werden
muB.

2.2. Der Ansatz
der Gleichgewichtsbedingungen

Auf die Krifte jedes Knotens wenden wir
nun die Gleichgewichtsbedingungen fir
zentrale ebene Kriftescharen an. Das fiihrt
auf folgende Gleichungen

Knoten 1 (Bild 5a)_

YFu=Ncosat+ N,—Cyy=0

YFv=N;sina+Cy=0 (1)
Knoten 2 (Bild 5b)

SFy=-Ncosa+ Nycose+ N;=0
YFy=-N/sina— N;sina=0 (2)

Knoten 3 (Bild 5¢)

SFu=-Ny— Nycosa+ Nscosa+ Ng=0
YFy=+N;sina+ Nysina=0 (3)
Knoten 4 (Bild 5d)

YFu=—-N;,— Nscosa+ N;cosex =0
YFy=-Nssina— N;sina— F,=0 (4)
Knoten § (Bild 5e)

Y Fu=~Ng— N;cosa =0
YFv=Nysina+ C,=0 (5)

2.3. .
Die Berechnung der Stabkriifte

Die Auflosung des soeben vorgestellten Sy-
stems uberlassen wir besser einem kleinen
Computer — aber wir geben uns nicht ge-
schlagen.
Betrachten wir einmal die Gleichungen am
Knoten 1, so treten in den beiden Gleich-
gewichtsgleichungen insgesamt vier Unbe-
kannte auf: C,y, C,v, N, und N,. Zwei da-
von sind Stiitzkrédfte, und wenn wir deren
Wert kennen wiirden, dann konnten wir
die beiden Krifte N,, N, aus den beiden
Ansatzgleichungen berechnen.
Ist aber N, bekannt. dann verbleiben am
Knoten 2 nur die beiden Krédfte N; und N,
als Unbekannte, und zu deren Berechnung
genligt wieder die Auflosung der zwei
Gleichgewichtsgleichungen am Knoten 2.
Wenn wir so Knolen fiir Knoten weiter ge-
hen, wird deutlich:
Die Stabkrifte 8es einfachen Fachwerkes
lassen sich aus einer Folge von zwei Glei-
chungen [iir jeweils zwei unbekannte Stab-
krifte berechnen, sobald die Stitzkrifte
bekannt sind.
Nun, diese Vorausselzungen werden wir
schaffen. Da wir wissen, daB unsere Fach-
werkscheibe kinematisch starr ist, genigt
der Hebelsatz um zunichst die Stitzkraft
C,, zu berechnen. Wir schneiden die Fach-
werkscheibe bei b frei, es entsteht das Mo-
dell von Bild 6a. Das ist nichts anderes als
ein einarmiger Hebel. Folglich gilt
6,0-C,—4,5-10=0

C, = 7,50 kN (6)
Schneiden wir nun die Fachwerkscheibe
duBerlich vollkommen frei, dann miissen
natiirlich sowohl die vertikalen als auch die
horizontalen Krifte den Gleichgewichtsbe-
dingungen geniigen (Bild 6b).

Bild 6a)
, o ‘Fq=10kN
¢ L}
8
"M S
~
1=a X\,S-Ab 1

In diesen insgesamt 10 Gleichungen treten ’
genau 10 unbekannte Krifte auf. Wir kén- :cb
- nen also diese Gleichungen zu einem Sy- !
stem von 10 Gleichungen fir 10 Unbe- a = ,
kannte zusammenfassen, das wir dann [
16sen miissen. Mit den in Bild 4 festgeleg- 4500 ('b
ten Abmessungen ist coso =0,6, sina [ ~
=08. Es entsteht das folgende Glei- l 6.000 Atlem
chungssystem: ' !
+0,6N, + N, —Cun =g
+0,8N, + C,y =g
-0,6N, + 0,6N; + N, =0
-0.8N, - 0,8N; =
- N, - 0.6N,; + 0,6Ns + N, =
+ 0.8N; + 0.8N; =
- N; ~0,6N; + 0,6N, =
- 0,8N; - 0,8N, -10=0@
— Ng — 0,6N, =0
—0.8N; + Cy =g
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b) Fy=10kN
2 (4) &q
(1) 5) (7
Cap Ta
5=b
T (2) 3 (6) 1

Also muf} sein

2Eu=-Cu=0

SFy=Cy—-10+C,=0.
Damit erhaiten wir

Ciy=0, C,nw=25kN.
Mit den nun bekannten Werten flr die
Stutzkrifte C,, und C,,; heiBen die Glei-
chungen (1)

N -06+N, =0

N-08+25=0
und wir kénnen N,, N, berechnen.

N, =-3,125kN, N,=1875kN.
Die Stabkraft N, hat ein negatives Vorzei-
chen, das bedeutet:
Die Richtung der Stabkraft N, stimmt
nicht mit der im Modell von Bild Sa ange-
nommenen Richtung {iberein. Die Stab-
kraft N, ist also keine Zugkraft sondern
eine Druckkraft.

0))
(8)

Fiihrt die Berechnung einer Stabkraft auf
ein negatives Vorzeichen, so wirkt diese
Kraft entgegengesetzt zu der Richtung,
die bei Freischneiden fiir das Modell
festgelegt wurde.

Da wir N, und N, schon berechnet haben,
bleiben in den fir den Knoten 2 giiltigen
Gleichungen nur N; und N, unbekannt.
Die Bestimmungsgleichungen (2) heiflen
jetzt
—(—3.125)-0,6 + N:-0.6 + N,=0
-(—3,125)-0,8 - N;-0.8 =0.
Also ist

N;=3125kN, N,=-3750kN.
Wieder ist N, eine Druckkraft. N
Nun konnen wir mit Knoten 3 fortfahren.
Da N, und N; bekannt sind, vereinfachen
sich die Gleichungen (3) zu
—(1,875) - (3,125)-0,6 + N;-0,6 + N,=0

(3,125)-0,8 + N;5-0,8 =0

und wir erhalten

Ny =-3125kN, N,=5626kN.
Auch N; ist eine Druckkraft.
Der nichste Knoten wire der Knoten 4. In
den Gleichungen (3) ist aber jetzt nur noch
N, unbekannt, so daf eine der beiden Glei-
chungen (3) zur Berechnung von N, ge-
niigt. Die andere dient der Kontrolle!
Die Rechnung fiihrt auf

N;=-9375kN.

Danach sind am Knoten 5 schon alle
Krifte bekannt, die Gleichungen (4) bieten
somit eine weitere Kontrollmdoglichkeit.
Das Ergebnis der Rechnung fassen wir zu-
sammen:

Stab Nr. Stabkraft in kN

1 —3,125 (Druckstab)
2 +1,875 (Zugstab)

3 +4,125 (Zugstab)
4 —3,750 (Druckstab)
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5 —3,125 (Druckstab)

6 +5,625 (Zugstab)

7 —9,375 (Druckstab)
Der Konstrukteur kann nun anhand der
Stabkrifte priifen, ob die von ihm gewihl-
ten Profile ausreichend bemessen sind. Da-
bei ist noch zu beachten, daB bei den
Druckstdben die Gefahr des Ausknickens
bestehl. Aber das steht hier nicht zur Erér-
terung.

In Bild 7 ist ein weiteres Beispiel ge-
zeigt.

o
n
N
5
1kN
4 o
in
%) =
C (5)
a— 5
& (2) -*3 (6) |
L as0 MV g6 e

Wer wird versuchen, dieses einfache Sy-
stem zu berechnen? Zur Kontrolle sei das
Ergebnis verraten:

Cao= 4,200kN
Cox= -4200kN  C,,= 2.000 kN
N, = 0,500kN N, = —2,800 kN
N, =—1487kN N, = 4.460kN
Ns = 1000kN N, = —2,800 kN
N, = 2973kN

In Bild 8 sind andere Lastfille dargestellt,
als Anregung flir weitere Berechnungen.
Wie wirkt sich eine Anderung des Systems
nach Bild 9 oder b aus? '

Bild 8

1kN

%
——

b3 LD\@
Bild 9a) b)
b b

3.
Die Berechnung mit dem Computer

3.1.
Die Grobstruktur des Programmes

Der im Abschnitt 2.3. vorgestellte Losungs-
weg ist sehr leicht mit dem Taschenrechner
zu realisieren. Soll die Rechnung jedoch
einem Computer iibertragen werden, dann
ist es einfacher, von dem am Ende des Ab-
schnittes 2.2 aufgestellten Gleichungssy-
stem auszugehen.

Der Vorteil liegt darin, daB die Auswahl
der Folge von jeweils nur zwei Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten nicht erforder-
lich ist und also auch nicht programmiert
werden muB. Weiterhin kénnen dann auch
solche Fachwerke untersucht werden, fiir
die die im Abschnitt 2.3 vorausgeseizte
Folge von jeweils zwei Gleichungen fiir nur
zwei Unbekannte gar nicht gibt. Bild 10a
zeigt ein derartiges Fachwerk.

10N
? “

SRN*Q*\ (1) 2) ] _
[ °
8
Bild 10a) T
(o]
8
~
+

(Y
[=3
S
Dal
1 2 1

1000 1000 , 1.000  1.00077

Es wire also nicht computergerecht, den in
2.3 beschriebenen Losungsweg ,zu FuB“
einfach Schritt fur Schritt auf den Compu-
ter zu Ubertragen. Der Computer kann
mehr. Da wir fir jeden Knoten zwei

Gleichgewichtsgleichungen -aufstellen kon-

nen, haben wir bei kK Knoten 2k Gleichun-

gen zur Verfiigung, mit denen wir ebenso
viele Unbekannte berechnen. Hat ein

Fachwerk s Stibe und ¢ einfache Bindun-

gen, so sind alle Fachwerke erfaBbar, fir

die 2k=s+1. 9)

Fiir die Arbeit mit dem Computer brau-

chen wir mindestens die folgenden Routi-

nen:

— Eingabe der zur Beschreibung des
Systems und der Belastung erforderli-
chen Daten

- Berechnung der Koeffizienten des Glei-
chungssystems

~ Losung des Gleichungssystems

— Darstellung des Ergebnisses.

Dariiber hinaus konnten noch Routinen

hinzugefiigt werden, z. B.

- zum Sichern von Daten/Ergebnissen

— zur Ausgabe des Ergebnisses iiber
einen Drucker.



3.2. Die Eingaberoutine

Fiir die Eingabe der erforderlichen Daten
miissen wir die Beschreibung des Fachwer-
kes computergerecht aufbereiten:

— Wir ersetzen die duBeren Bindungen des
Fachwerkes durch Stiitzstibe (Bild 10b)
und zdhlen ab

10 kN

SkN-ET‘

Bild 10b)

# 7 2) 8
(#) ( s

3.000

1onmo 1.000

Pttt
ZS  Anzahl der Fachwerkstibe
ZK Anzahl der Fachwerkknoten
ZW Anzahl der Stiitzstibe .

1.000 1.000

— Systemknoten werden von K=1 bis
K = ZK gezihlt. Die StiitzenfuBpunkte er-
halten die Nummern K=ZK+1 bis
K =2ZK + ZW. Die Lage eines Punktes K
wird durch Koordinaten PX(K), PZ(K) be-
schrieben.

— Die Last am Knoten K hat die Kompo-
nenten FX(K), FZ(K). Die Lastkomponen-
ten sollen das positive Vorzeichen erhal-
ten, wenn sie in die Richtung der positiven
Koordinatenachsen zeigen (Bild 11).

z Fz(KI>0

Bild 11
Fx (ko
K
o
§ . positive Krifte
& am Knoten K
X
Oo— ]
Px(k)>0 !

- Die Systemstidbe werden von 1 bis ZS ge-
zahlt, die Stiitzstdbe von ZS + 1 bis
7S + ZW.

- Die Zuordnung der Knoten zu den Sti-
ben beschreiben wir, indem wir fiir jeden
Stab I die Nummern der Knoten K1(I)
bzw. K2(I) angeben. die der Stab verbindet

Bild 12a) b 12
} K2 (D)
. K | 0
\
400 ' ~
2 : -
Z k(i) K1(1) L
o
X
<) %

N D’@Tv""x

-
P
-
7

o
K1(1)

(Bild 12a). Dabei legen wir fest, daB fur
einen Stiitzstab I stets KI1(I) der System-
knoten, K2(1) der StiitzenfuBpunkt ist.
- Die Stabkrifte werden als Zugkrifte po-
sitiv eingefiihrt. Das gilt auch fur die
Krifte in den Stiitzstdben (Bild 12b).

Danach ist das Beispiel Bild 10b wie folgt
zu beschreiben:

ZS=12,ZK =8, ZW =4,

Systemknoten (Koordinaten in m,
Belastung in kN):

Knoten-Nr. X(I) Z({I FX{I) FZ@)
1 0 0 0 0
2 4 0 0 0
3 2 3 0 0
4 1 5 0 0
3 3 5 0 0
6 0 6 5 -10
7 2 6 0 0
8 4 6 0 0
StiitzenfuBpunkte (Koordinaten in m):
Punkt-Nr. X  Z(D

9 -1 0

10 0 -1

11 4 -1

12 S 0

Zuordnung der Stidbe und Knoten:

Stab-Nr. KID K2()

1 1 6

2 1 3

3 2 3

4 2 8 .
‘ s 2
7 4 6 5
8 4 7 2
9 5 7 .
10 5 8

11 6 7

12 7 8

13 1 9

14 1 10 N2
15 2 11 2%
16 2 12

Die Eingabe realisieren wir iiber eine
READ/DATA-Anweisung. Im Listing ste-
hen die Daten des Beispiels in den Zeilen
820-870, und zwar genau in der Reihen-
folge, wie sie in den READ-Anweisungen
auf den Zeilen 50 und 100-120 fesigelegt
sind. Im Programm werden nach dem Ein-
lesen der Parameter ZS, ZK und ZW die
Felder fir die im Programm auftretenden
indizierten Variablen dimensioniert. Mit
Zeile 80 wird die Erfiillung der Gl. (9) ge-
priift.

3.3. Die Berechnung der
Koeffizienten und die Losung
des Gleichungssystems

Fir die Losung des Gleichungssystems
werden wir eine Routine verwenden, die
ganz aligemein auf ein beliebiges System
von M linearen Gleichungen fiir M Unbe-
kannte anwendbar ist. Dieser Routine liegt
ein Eliminationsverfahren zugrunde
(GauBscher Algorithmus). Sie ist z.B. in

[1] beschrieben. Dabei geht man aus von
einer Darstellung des Gleichungssystems
in folgender Form:

A DX + ...+ AQDXD) + ...

.+ AQMXM) = B(1)

AQDX(M) + ...+ AQ,DXD) + ...

. T AQM)X(M) =B(2)

ARDX(1) + ... + ARDX(D + ..
..+ ARM)X(M) = B(R)

AMDXM) + ...+ AMDX(D) + ...

...+ AMM)X(M) =BM).

Die KoefTizienten A(R,I), die Lastglieder
B(R) und die Unbekannten X(I) wurden
dabei als indizierte Variable eingefiihrt, so
wie wir sie dann bei der Umsetzung in
BASIC verwenden werden (Feldvariable).

Wir erinnern uns:
Das Gleichungssystem zur Berechnung der
unbekannten Stab- und Stiitzkrdfte ent-
steht, indem fir jeden Knoten die Summe
der Kraftkomponenten sowohl in der
x-Richtung als auch in der z-Richtung auf-
geschrieben wird.
Der Knoten 1 liefert also die Zeilen 1 und
2, der Knoten K die Zeilen 2K — 1 und 2K,
der letzte Knoten ZK die Zeilen
2ZK-1=M~—-1und 2ZK =M.
Daraus ergibt sich:
AQK - LI) ist der Kosinus des Rich-
tungswinkels o, der am Knoten K angrei-
| fenden Stabkraft N(). AQ2K.]) ist der Si-
| nus dieses Winkels.
Wir legen nun fest, daB eine nach rechts
bzw. nach oben gerichtete Kraft bzw. Kraft-
komponente stets positiv in die Summe
eingehen soll.
Dabher gilt:
Das Vorzeichen der Kraftkomponente
wird eindeutig bestimmt durch das Vor-
zeichen des Kosinus bzw. Sinus des Rich-
tungswinkels «;, wenn der Winkel stets
von der Kraftrichtung bis zur x-Richtung
gezahlt wird (Bild 13).

Tz
Bild 13 !

i

1

oy = 30°
&2 =150°
= 240°

NG3)
Fir die Lastglieder stellen wir fest:
Da die Zeile 2K — 1 die Summe der hori-

zontalen Komponenten erfaBt, ist das
Lastglied B(2K — 1) = —FX(K).
Entsprechend ist BQ2K) = —FZ(K).

Zur Verdeutlichung: Nehmen wir an, der

.in Bild 13 dargestellte Knoten habe die

Nr. 4. Dann ist also K =4 und die beiden
zum Knoten gehorigen Gleichgewichtsglei-
chungen heiBen allgemein

- in +x-Richtung

A(7,1)N(1) + A(7,2)N(2) + A(7,3)N(3)
-B(7)=90

— in +z-Richtung

A(8,1)N(1) + A(8,2)N(2) + A(8,3)N(3)
-B(B)=90.
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Im Beispiel Bild 13 ist nun gegeben:

o, =30° o, = 150° o, = 240°
cos o, COS &, COSs o3
= +0,866 = -0,866 = -0,500
sina, sin o, sin &,
= +0,500 = +0,500 = --0,866.

Daher: Gleichgewichtsbedingungen fiir die
Krifte

— in +x-Richtung

0,866N(1) — 0,866N(2) — 0,500N(3)
+FX(4)=9

- in +z-Richtung

0,500N(1) + 0,500N(2) — 0,866N(3)
+FZ(4)=0.

Bei der Berechnung der Kosinus und Sinus
missen wir uns also jetzt streng auf die
Koordinatenrichtungen beziehen. Aus
Bild 12b entnehmen wir fiir die Stabkrifte
N(I) im Stab I

cose;=LX/L, sine;=LZ/L (10)
wobei LX = PX(K2) - PX(K1)
LZ = PZ(K2) - PZ(K1) (11)
L =yLX*+L2Z%. (12)

Dabei greift die Stabkraft in K1 an und
zeigt nach K2. Fiir die am freigeschnitte-
nen Knoten K1 angreifende Stabkraft I
entsteht somit fiir das Gleichgewicht in der
x-Richtung ein Koeflizient

AQK1-1]I)=LX/L (13
und fir das Gleichgewicht in der z-Rich-
tung ein Koeffizient

AQK1I)=LZ/L. (14)
Ist der freigeschnittene Knoten dagegen
K2, so zeigt dieselbe Stabkraft (als Zug-
kraft angesetzt!) von K2 nach KI1
(Bild 12¢).
Demzufolge wire jetzt anzusetzen

LX = PX(K1) — PX(K2)

LZ' = PZ(K1) - PX(K2).
Man sieht, esist LX'= -LX, LZ'=-LZ
und daher

A(2K2-1,)= -AQ2K1-1D

A(2K2.I) = -AQ2K2D. (15)

Die Formeln (13), (14) und (15) finden wir
wieder im Programm auf den Zgilen
140-220. In diesem Programmteil werdgn
die Koeffizienten fir die Stabkrifte in den
Systemstiben berechnet. Fiir die Stiitz-
krifte erfolgt die Berechnung analog (Zei-
len 230-290). Natiirlich entfillt das Frei-
schneiden der FuBpunkte.

SchlieBlich sind noch die Lastglieder B zu
berechnen. Das erfolgt auf den Zeilen
300-320.

Auf den Zeilen 340-690 ist dann die Rou-
tine zur Auflésung des Gleichungssystems
notiert. Zur Erkldrung muB wieder auf [1]
verwiesen werden.

SchlieBlich stellen wir die Ergebnisse dar.
Natiirlich lassen wir auf dem Bildschirm
die Bezeichnung N(I) erscheinen (Zeile
730). Um die Ergebnisse ordentlich be-
trachten zu kénnen, halten wir das Pro-
gramm an, wenn 20 Werte ausgedruckt
sind. Erst auf Tastendruck werden dann
die weiteren Werte gezeigt (Zeilen
740-770).

3.4, Beispiele

Das System in Bild 10 fiihrt auf folgende
Ergebnisse (Krifte in kN):
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Systemstibe:

Stab-Nr. Stabkraft in kN
1 -6.25
+4,507
3 —4,507
4 —-3,750
S -5,590
6 +5,590
7 ~5,303
8 -1,768
9 +1,768
10 +5,303
11 -1,250
12 —-3,750
Stiitzstibe:
13 2,500
14 -2,500
15 -7,500
16 -2,500

Positive Krifte sind Zugkrifte, negative
Krifte sind Druckkrifte. Daher zeigen die
Krifte N(14) bzw. N(16) von unten nach
oben auf die Lagerknoten 1 bzw. 2 (Stiitz-
krifte!).

Fiir das System nach Bild 14 ist
Z5=9,2ZK=17,ZW =5

und die Daten fuhren zu folgender Ein-
gabe auf den Zeilen 820-870.

820 DATA 97,5
830 DATA 00,30, 6,0,0,2.5,1254
4.754, 6,2.5

840 DATA -10,6,-1,20,3,-1,6,-1

850 DATA 0,0.0,0,0,0. 0.0, 5-16, 0,0,
8,0

860 DATA 14,16,24,2,7, 35,37,4,5,
5,6, 6,7

870 DATA 1,8, 1,9, 2,19, 2,11, 3,12
Die Rechnung ergibt:

Systemstibe:
Stab-Nr. Stabkraft in kN
1 -16,94

2 +10,24

3 +10,85

4 + 7,16

5 0

Bild 14 10kN

6 -11,18
7 -13,02
8 -13,33
9 - 8,59
Stiitzstébe:

10 + 7,84
11 -10,35
12 - 284
13 +11,53
14 -11,18

Wenn wir die Stiitzung verdndern, so wie
das in Bild 15 dargestellt ist, heiBt die Ein-
gabe

820 DATA
830 DATA

97,5

0.0, 3,0,60, 025, 1254,
4.754,6.2.5
-10,8,-1,3,-1,6,-1,70
00,00 00 00,510, 8,0,
0,0

14,1,6,24, 2,7, 3,5,63,7, 45,
5,6, 6,7

870 DATA 1,8, 1,9, 2,18, 3,11, 312

Beim Programmablaul erscheint in diesem
Fall auf dem Bildschirm nach kurzer Zeit
die Information ,Matrix singuldr“. Das
heiBt, das Gleichungssystem ist nicht 'ein-

840 DATA
850 DATA

860 DATA

deutig 1osbar. Praktisch bedeutet das, daB

das Fachwerk bei dieser Art der Stiilzung
nicht stabil ist, es kann seine Aufgabe als
tragende Konstruktion nicht erfiillen.

3.5. Listing

Die in den Zeilen 820-870 niedergelegten
Daten entsprechen dem Beispiel Bild 10.
18 CLS:PRINT:PRINT:PRINT”
ALPHA-PROGRAMM”
20 PRINT:PRINT ¥EBENES

FACHWERK¥

30 PRINT "~ - - - - - - = - - "

40 PRINT:PRINT” ICH LESE DIE
DATEN EIN”

50 READ ZS§,ZK,ZW

60 DIM PX(ZK+ZW)PZ(ZK+ZW),
FX(ZK+ZW),FZ(ZK+ZW),
KI(ZS+ZW),K2(ZS+ZW)

70 M=2%ZK

10 kN

Bild 15 Instabiles Fachwerk
10KN




80

99
100

110
120
130
135

140
150
160

170
180
190
200
210
220
230
240
250

260
278
280
290
300
310

320
339

340
350

360
370
380
390
400
410
420
430
440
450
460

480
490
500

510
520
530
540
550
560
570
580
590

600
610

620
639

IF M-ZS-ZW{ )0 THEN
CLS:PRINT:PRINT“BERECHNUNG
NICHT MOEGLICH!":END

DIM A(M,M),(B(M),N(ZS+ZW)
FOR K=1TO ZK+ZW:READ
PX(K),PZ(K):NEXT K

FOR K=1 TO ZK:READ
FX(K),FZ(K):NEXT K

FOR I=1 TO ZS+ZW:READ K1
(D),K2(I):NEXT I
CLS:PRINT:PRINT:PRINT"JETZT
BERECHNE ICH DIE”
PRINT:PRINT"KOEFFIZIENTEN
DES GLEICHUNGSSYSTEMS”
FOR I=1TO Z§
K1=K1(D:K2=K2(])
LX=PX(K2)-PX(K1):LZ=PZ(K2)
-PZ(K1)

L=SQR(LX 2+LZ"2)
AQ%K1-1,)=LX/L
AQ¥K1,)=LZ/L
AQ%¥K2-1,D=-AQ%KL,])
AQ¥K2,)=-AQ¥K1])

NEXT I

FOR 1=ZS+1 TO ZS+ZW
K1=K1(D):K2=K2(D)
LX=PX(K2)-PX(K1):LZ=PZ(K2)
-PZ(X1)

L=SQR(LX 2+LZ"2)
A(2¥K1-1])=LX/L
AQ2¥K1,)=LZ/L

NEXT 1

FOR K=1 TO ZK
B(Q2%K-1)=-FX(K):BQ¥K)
= ~FZ(K)

NEXT K

CLS:PRINT:PRINT"NUN LOESE
ICH DAS GLEICHUNGSSYSTEM”
FOR J=1TO M-1
PRINT:PRINT” DURCHLAUF

J =M;J

Al=0

FOR I=J TOM

AG=ABS(A(LJ))

IF AB(=Al THEN GOTO 419
Al=AB:I1=1

NEXT I

FOR K=] TO M

Z=A(,K)

A(K)=A(1, K)

A(LK)=Z

NEXT K

Z=B(J)

B(J)=B(I1)

B(1)=Z

IF ABS(A(J,1)/A(1,1))(0.000001
THEN 810

FOR I=J+1 TO M
F=AQJ)/AJ))

FOR K=1TO M
A(LK)=A@K)-F¥A(JK)

NEXT K

B(I) = B(I)-F%B(J)

NEXT I

NEXT J

IF ABS(AM,M)/A(1,1))(0.600001
THEN 810

CLS:PRINT:PRINT” JETZT WERTE
ICH DIE "

PRINT:PRINT”
DREIECKSMATRIX AUS”
N(M)=B(M)/AM,M)

FOR I=M-1TO 1 STEP -1

648 S=0

656 FOR J=1+1TO M

660 S=S+A(IN)%¥N(Q)

670 NEXT J

688 N(I)=(B(I)-S)/AL])

699 NEXT I

700 CLS:PRINT:PRINT” LOESUNG:"

716 PRINT:R=9

720 FOR 1=1 TO M:R=R+1

736 PRINT” N(“;I;");TAB(12);"=";N()

740 IF R(20 THEN 770

750 PRINT:PRINT”MIT BELIEBIGEM
TASTENDRUCK WEITER”:R=0

760 IF INKEY$=""THEN 768

770 NEXT 1

78¢ PRINT:PRINT”MIT BELIEBIGEM
TASTENDRUCK WEITER”

790 IF INKEY$=""THEN 790

868 END

818 CLS:PRINT:PRINT:PRINT

"MATRIX SINGULAER!”:END
820 DATA 12,84
830 DATA 0,0, 40,23,15,35,06
840 DATA 2,6, 4,6, —1,0,0,—-1,4,-1,50
850 DATA 0,0,0,0,00, 6,6, 0,06, 5,—18,
0.0
860 DATA 0,0, 1,6,13,23,28,34
865 DATA 3,5, 4,6,4,7,57,58,6,7
870 DATA 7,8, 1,9, 1,19, 2,11, 2,12

G. Clemens

Literatur:

[1] Werner, Basic flir Mikrorechner,
VEB Verlag Technik, Berlin 1986

[2] Clemens, TM in BASIC,

VEB Verlag fiir Bauwesen, Berlin 1989

S. Aschmarin, aus: Nedelja, Moskau

Diagramm 1

Originelle
Mattstellung nach
10 Ziigen

Die Mathematik und das Schach haben
viele Gemeinsamkeiten.

So bemerkte der englische Mathematiker
Godefrey H. Hardy (1877 bis 1947) in sei-
nem Werk ,Bekenntnisse eines Mathema-
tikers“, daB die LOsung eines Problems
beim Schachspiel nichts anderes ist als
eine mathematische Ubung und daB ein
Schachspieler wihrend des Spiels so etwas
wie eine mathematische Melodie vor sich
hin pfeift.

Ein beliebter Berithrungspunkt zwischen
Mathematik und Schach findet sich im
Genre der Unterhaltungsmathematik, zu
dem mathematische Spiele, Aufgaben und
Unterhaltsames auf dem Schachbrett geho-
ren, wieder. Es gibt geniigend Beispiele,
die wahre Wunderwerke menschlichen
Scharfsinnes sind und hohe Anforderun-
gen an das Vorstellungsvermogen stellen.
Verbliiffend mit welcher kombinatorischer
Gradlinigkeit und geometrischer Eleganz
WeiBl in 10 Ziigen aus der Diagrammstel-
lung 1 das erstickende Mattbild in der Dia-
grammstellung 2 erreicht. Wie lautet die
zehnziigige Zugfolge in dieser Aufgabe von
C.F.Jédnisch (1813 bis 1872), um aus der
Diagrammstellung 1 die vorgegebene Matt-
stellung in Diagramm 2 zu erzielen?

H. Ridiger

Diagramm 2
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Unser
alpha-Klub

Unsere Arbeitsgemeinschaft wurde im
Schuljahr 1985/86 auf Anregung der Kreis-
fachberaterin fir Mathematik Frau Schwe-
rin fiir Schiiler der 3. und 4. Klasse gegriin-
det. In den ersten Jahren nahmen Schiiler
aus verschiedenen Orten unseres Kreises
teil, und die Gruppe war Bestandteil des
Kreisklubs. In diesem Schuljahr besuchen
auf Grund ungiinstiger Fahrverbindungen
nur noch Schiiler der 7. Klassen der Wer-
neuchner Oberschule ,Juri Gagarin“ die
Arbeitsgemeinschaft. Trotz wechselnder
Durchfiihrungsorte und verinderter Teil-
nehmerzahl haben sich einige Traditionen
herausgebildet und erhalten, die wir euch
kurz vorstellen mochten.

Wir fuhren unsere Zusammenkiinfte zur
Zeit 14tdgig, um 16.15 Uhr, in der Schule
durch. Jede Stunde beginnt mit der ,Er-
wiarmung”, die unsere Kopfe richtig in
Schwung bringen soll. Fir die Aufgaben
haben wir genau 10 Minuten Zeit. Danach
werden die Losungen ausgewertet und be-
punktet. Sollte ein Schiiler eher fertig sein,
erhilt er einen Zusatzpunkt, alle anderen
Teilnehmer miissen aufhéren. Zum Halb-
jahresende wird jeweils der ,Erwdrmungs-
sieger* festgestellt. Wollt ihr mal einige
Aufgaben kennenlernen?

Hier sind Beispiele:

82 - alpha, Berlin 23 (1989) 4

ala Ein Kind wiegt etwa 25 kg, ein Ele-
fant etwa 3.0t.

a) Wiegen 30 Kinder mehr als ein Elefant?
b) Wieviel Kinder sind etwa ebenso
schwer wie ein Elefant?

A2 a Suche alle Tiere aus dem Text her-
aus und unterstreiche sie!

Walter sah, wie ein birtiger Geselle einen
Teppich und einen Ring an sich raffen
wollte, sich spiter aber umdrehte und ent-
floh.

A3 a Beim Schreiben mathematischer
Begriffe sind die Buchstaben durcheinan-
der geraten. Ordne sie wieder so, daB sinn-
volle mathematische Begriffe entstehen!
Dropkut, Sasib, Tnerzop, Skrei.

A4 a Ich habe mir eine Zahl gedacht.
Wenn man zu der Zahl 1 addiert, das Er-
gebnis durch 5 dividiert, 8 dazuzihlt, 5
subtrahiert und das erhaltene Ergebnis mit
6 multipliziert, so erhélt man 30. Wie heift
die gedachte Zahl?

A54a Die Summe zweier benachbarter
Felder erscheint immer im Mittelfeld dar-
iber. Die eingetragenen Zahlen dienen als
Starthilfe.

Na, haben euch die Aufgaben gefallen?
Wir kommen oft ganz schdn ins Schwitzen.
Im zweilen Teil der Stunde beschiftigen
wir uns mit verschiedenen mathematischen
Problemen und lernen Lésungsmaglichkei-
ten fiir sie kennen. Was wir in den vergan-
genen Jahren dazugelernt haben, wollen
wir euch an einer Aufgabe zeigen.

Ao In einer Klasse sind Schiiler aus
Hirschfelde, Tempelfelde, Schonfeld und
Willmersdorf. Insgesamt sind es 25 Kinder.
Es sind zwei Schiiler weniger aus Tempel-
felde als aus Schonfeld, sieben Schiiler
mehr aus Hirschfelde als aus Tempelfelde
und vier Schiiler weniger aus Willmersdorf
als aus Tempelfelde.

Wie viele Schiiler stammen aus jedem Ort?

Als wir Aufgaben dieses Typs zum ersten
Mal sahen, fanden wir sie sehr schwer.
Dann lernten wir eine Losungsmoglichkeit
durch systematisches Probieren in Tabel-
len kennen, und schon waren solche Auf-
gaben leichter zu 16sen (siche Tabelle).

Tempelfelde | Schonfeld Hirschfelde
Temp. + 2 Temp. + 7

4 6 11

6 8 13

5 7 12

Willmersdorf | insgesamt

Temp. — 4 25

0 21 mehr
2 29  weniger
1 25

Im Moment arbeiten wir daran, an Hand
des Textes Gleichungen aufzustellen, um
noch schneller ans Ziel zu kommen.
x+x+2+x+7+ x—4=25 zusammenf.
4x+5=25|-5
4x=20|:4
. x=35
Mit Hilfe des erworbenen Wissens versu-
chen wir alpha-Aufgaben des laufenden
Wettbewerbs zu 16sen. Einige der Aufga-
ben erhalten wir auch als Hausaufgaben. In
der nichsten Arbeitsgemeinschaftsstunde
stellen wir unsere Losungen vor und disku-
tieren iber die giinstigste Variante.
Manchmal kénnen wir es aber gar nicht so
lange aushalten, und da wir alle in dieselbe
Schule gehen, sprechen wir schon in der
Pause Uber die Losungen.
Ende Januar und Ende Juni werden Klau-
suren geschrieben, in denen wir unser Wis-
sen unter Beweis stellen konnen. Im An-
schluB daran besucht uns in den Sommer-
und Winterferien Max. Max, das ist ein
kleiner Seerduber, der seine Schiize mit
Hilfe von Mathematikaufgaben versteckt
und dann nicht mehr finden kann. Wir
miissen ihm beim Suchen helfen, manch-
mal vom Klassenzimmer, manchmal von
zu Hause aus. Auch bei einem Geldnde-
spiel hat Max uns schon durch den Ort ge-
jagt. Einen Teil der Ferien verbringen wir
gemeinsam in der Gruppe. Wir waren
schon im Pionierpalast in Berlin, haben
verschiedene Computerzentren besucht
und Wandzeitungen gestaltet. Vertreter un-
seres alpha-Klubs nehmen am jahrlichen
Kreisspezialistenlager Mathematik teil. Ei-
nige vordere Plitze konnten wir dort schon
belegen. Leider sind wir in der Kreismathe-
matikolympiade noch nicht so erfolgreich.
Dazu miissen wir weiter viel iiben, viel-
leicht klappt es einmal.
Zum Schluf méchten wir euch noch eine
unserer Traditionen vorstellen.



Bei uns gibt es in jedem Jahr zu Weihnach-
ten einen Kalender fiir das nichste Jahr
~Mit Mathematik durch das Jahr¢. (Der
Kalender fiir 1989 hidngt auch in der Re-
daktion ,alpha“.)

In diesem Kalender sind in jedem Monat
verschiedene Aufgaben unter einem be-
stimmten Thema enthalten. Einige davon
wollen wir euch vorstellen:

A64A Januar:

»Aus einem alten Mathematikbuch“
Wenn man 18 um den achten Teil einer ge-
wissen Zahl vermindert, erhdll man den
zehnten Teil derselben Zahl.

Wie heiBt diese Zahl?

A7a Mirz: Kryptogramme*

1A1 - AA OMA
ABA +0OPA
ABA PAAR
ACCA
A8a April: ,Mathematische Zaube-

reien”

Denke dir eine mehrstellige natiirliche
Zahl. Berechne die Quersumme und sub-
trahiere sie von der gedachten Zahl. Von
der so ermittelten Zahl streiche eine belije-
bige Ziffer. Jeder, der unseren ,Trick®
kennt, ist dann in der Lage, nach Nennung
der {ibriggebliebenen Zahlen sofort die ge- .-
strichene Ziffer zu nennen, ohne die ge-
dachte Zahl zu kennen.

Lésung: Man bildet die Summe der mitge-
teilten Ziffern und ermittelt die Zahl, die
bis zur nédchsten, ohne Rest durch neun
teilbaren Zahl, fehlt. Die so gefundene
Zahl ist die gesuchte Ziffer.

494 Juni: JInternationale Mathematik"
Eine Badewanne kann in sechs Minuten
gefullt werden. Die Entleerung dauert zehn
Minuten. Wann wiirde die Badewanne
iiberlaufen, wenn jemand Wasser einlaufen
128t und gleichzeitig vergiBt, den AbfluB
zu schlieBen? (VR Polen)

A10a August:

~Knobeleien fiir die ganze Familie®
Welche Anzahl von Produkten kaufen die
Schiiler in heute tiblichen MaBeinheiten?
Klaus kauft 3 Dutzend Eier.

Otto holt eine Mandel Brotchen.

Uli kauft 3 Zentner Kohlen.

Hans bekommt 3 Sechser.

Elke erhilt 3 Schock Apfel.

Rosi erhilt 3 Groschen.

Wir hoffen, daB euch unsere Aufgaben ge-
fallen haben. Viel SpaB beim Ldsen
wunscht euch der

Werneucher alpha-Klub

Eine harte Nuf3

Man ermittle alle Tripel (x,y. ) einstelli-
ger naturlicher Zahlen x. y und z. die fol-
gendem Gleichungssystem geniigen:
x+ y+ z=19
3x+35y+6z=285.
Dr. R. Mildner, Leipzig

Ein Hobby-
mathematiker
stellt sich vor

Unter den Einsendern von Aufgabenvorschli-
gen fiir den alpha-Wettbewerb fand sich immer
wieder Hartmut Boettcher, Diplomlandwirt.
Wir wurden neugierig und fragten einfach mal
an:

.Wie kommt ein Diplomlandwirt zu einer so
intensiverr Beschdftigung mit der Mathema-
tik >

Seit 25 Jahren bin ich in der Schweine-
zucht des Bezirkes Erfurt auf dem Gebiete
der Leistungs- und Zuchtwertpriifung (itig.
Nach einem einjdhrigen Zusatzstudium
~Anwendung mathematischer Methoden
und der elektronischen Datenverarbeitung
in der Landwirtschaft“ und mit dem Tier-
zuchtleiterabschluB wurde ich Leiter eines
Kollektivs im VEB Tierzucht Erfurt, das
sich insbesondere mit der Zuchtwertschiit-
zung der im Bezirk eingesetzten Besa-
mungseber befaBt. Dazu gehort auch die
Informationsverarbeitung aus den vielfilti-
gen Schweinezucht-Projekten, die im zen-
tralen Rechenzentrum des Kombinates
Tierzucht oder mit eigener Rechentechnik
angewandt werden. Ich brauche also in
meinem Beruf ein gutes Verhiltnis zu Zah-
len und Formeln.

Die mathematische Schiilerzeitschrift
»alpha“ lernte ich im Jahre 1974 kennen,
als unsere iilteste Tochter sich auf die Teil-
nahme an der Mathematik-Kreisolympiade
in der 5. Klasse vorbereitete. Wir abonnier-
ten die Zeitschrift, und zwei Jahre spiter
begann auch ich mit der Lésung von Auf-
gaben der Klassenstufe 10/12.

Inzwischen hat unsere Familie mit drei
Tochtern 43 ,Teilnahmen* mit iiber 800
Losungen geschafft.

Seit dem Jahre 1980 sende ich Aufgaben-
vorschlidge ein, von denen einige bisher
verdffentlicht wurden. Ich betrachte die ak-
tive Teilnahme am alpha-Welttbewerb als
Hobby und Herausforderung, um mathe-
matisches Grundwissen anzuwenden und
logisches Denken weiter zu trainieren.

Aufgaben

A la Von einer finfstelligen Zahl ist be-

kannt:

- die Quersumme der fiinf Ziffern
betrégt 15,

— betrachtet man die erste und zweite
Ziffer sowie die dritte bis letzte Ziffer
als selbstandige Zahlen, so ist die drei-
stellige Zahl fiinfeinhalb mal gr6Ber als
die zweistellige Zahl.

Gib mehrere Losungen an!

A2 a Eine Kuhherde erreichte im Jahre
1987 eine durchschnittliche Leistung von
5250 kg Milch bei 4,34% Fettgehalt, das
waren 227,85 kg Milchfett je Kuh. Zur Ab-
sicherung der Zielstellung fiir das Jahr
1990 muB die Leistung bei Milchfett (in
kg) auf 102,7 Prozent (Basis 1987) gestei-
gert werden.
Um wieviel Kilogramm Milchmenge ist die
Leistung jihrlich zu erh6hen. wenn ein
durchschnittlicher Milchfettgehalt fir das
Jahr 1990 von 4,36 % erwartet wird?
A3 A Man ermittie den Rest,
den die Summe

s=104+204+3%+ 4+ 100°
bei Division durch 4 14Bt.

A44a Inden Kryptogrammen

a) DREI b VIER
+DREI +FUNF
SECHS NEUN

sollen die Buchstaben durch Grundziffern
so ersetzt werden, dafl eine richtig geldste
Aufgabe entsteht. Fiir gleiche Buchstaben
sollen gleiche, fiir verschiedene Buchsta-
ben sollen verschiedene Grundziffern ein-
gesetzt werden. _
Untersuche, wieviel Losungen die Aufgabe
hat!

AS5a Bei einem Mihlespielbrett mit
24 Feldern soll auf dem ersten Feld ein
Weizenkorn und aul den folgenden Fel-
dern jeweils die doppelte Anzahl an Wei-
zenkoérnern vom vorhergehenden Feld lie-
gen.

a) Wie viele Weizenkorner kommen auf
das letzte Feld?

b) Wie viele Weizenkdrner sind es auf al-
len Feldern zusammen?

¢) Welche Anbaufliche ist fir die Erzeu-
gung des Weizens unter b) erforderlich,
wenn die Tausendkornmasse 50 g und der
durchschnittliche Ertrag 60 dt je Hektar be-
tragen?

A6 a Zur Benutzung der Stadlomnibusse
in Weimar gibt es Fahrscheine mit 9 Loch-
feldern.

Wie viele voneinander verschiedene Mog-
lichkeiten zur Einslellung der Entwerter
gibt es, wenn bis zu drei Felder eines Fahr-
scheins bei Antritt einer Fahrt gelocht wer-
den sollen? H. Boettcher

U. Schmidt/W. Schmidt
Mathematische Knobeleien
mit und ohne Computer

Etwa 144 S., zahlr. Abb., 39 Programme
Bestell-Nr. 5475130 Preis: 10,80 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig
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Uberall .
Naherungswerte

Frank, Michael und Felix planen fir die
Sommerferien eine kleine Radtour. Am
1. August wollen sie ihre Reise in Halle be-
ginnen. Fiir diesen Tag steht die Strecke
Halle - Pouch auf dem Programm. Das
sind etwa 40 km. Hier in Pouch ist die
124 km lange Mulde in einem alten Braun-
kohletagebau gestaut, und es gibt einen
wunderschOnen Zeltplatz. Am 2. Tag geht
es liber Bad Diiben nach Wittenberg. Auf
dieser Fahrt werden sie die hochste Erhe-
bung der Diibener Heide - die Hohe
Gieck (191 m) sehen. In Wittenberg wollen
sie gegen 17 Uhr eintreffen, da sie noch ei-
niges fur das Abendbrot einkaufen wollen
und die Liden 18.00 Uhr schlieBen.

Am 3. Tag geht es iiber RoBlau nach Des-
sau. In Dessau leben heute 104000 Men-
schen. Auffallend im Stadtbild sind die
vielen Radfahrer. Ubernachten werden die
Jungen in der Jugendherberge ,Jupp An-
genfort”, Waldkaterweg 11.

Von Dessau nach Halle wollen sie die
Eisenbahn benutzen. Fiir die im Fahrplan
ausgewiesenen 57,0 km muB man 4,60 M
bezahlen. Da Frank, Michael und Felix
Schiiler sind, brauchen sie nur die Hilfte
dieses Preises zu zahlen.

ala In dieser Geschichie von den drei
Jungen sind einige Zahlen- bzw. Gréflen-
angaben angegeben. Entscheide, welche
davon genaue Werte und welche Nihe-’
rungswerte sind! Vervollstindige dazu
nachstehende Tabelle 1!

Im allgemeinen kann man von Zahlen-
oder GroBenangaben sehr sicher entschei-

Tabelle 1

den, ob es Niherungswerte oder genaue
Werte sind. Mitunter ist das aber nicht so
absolut eindeutig moglich. Das habt ihr
vielleicht bei der Einordnung der Werte
unter ) und i) gemerkt. Natiirlich ist es
richtig, daB nicht alle Léden ,punkt®
18.00 Uhr in Wittenberg schlieBen. Zuwei-
len hat man Pech und steht bereits
17.59 Uhr vor verschlossener Ladentiir,
oder man hat Glick und kann sogar noch
nach 18.01 Uhr in den Laden huschen.
Trotzdem kann man die Angabe 18.00 Uhr
als genauen Wert betrachten, weil er einen
Sollwert darstellt. Ahnliches gilt fiir die im
Fahrplan ausgewiesene Entfernung Des-
sau— Halle. Die 57,0 km von Dessau Hbf.
bis Halle Hbf. sind gewiB letztlich gemes-
sen worden und stellen somit einen Nihe-
rungswert dar. Fiir die Berechnung des
Fahrpreises nimmt man diese Entfernungs-
angabe als genauen Wert (Tarifkilometer)
an. Wie man unserer kleinen Geschichte
entnehmen kann, muB man bei Zahlen-
bzw. GroBenangaben zwischen Ndherungs-
werten und genauen Werten unterschei-
den.
Niherungswerte sind z. B. alle Ergebnisse
von Messungen. Die Genauigkeit, mit der
der Zahlenwert angegeben werden kann,
hadngt insbesondere vom verwendeten Mef3-
instrument ab. So kann man z.B. eine
Strecke
- mit einem Tafellineal auf Zentimeter,
— mit einem Schiilerlineal auf Millimeter
- mit einem MeBschieber auf

0,1 Millimeter genau messen.
Man kann - wie ihr seht — eine Strecke in

genauer Wert | Nidherungswert
a) Abfahrtstag: 1. August x
b) Entfernung Halle - Pouch: 40 km
¢) Lange der Mulde: 124 km
d) Héhe von der ,Hohen Gieck“: 191 m
e) Ankunftszeit in Wittenberg: 17.00 Uhr

f) LadenschluB3: 18.00 Uhr

g) Einwohner von Dessau: 104 000

h) Hausnummer: 11

fasd

i) im Fahrplan ausgewiesene Fahrtkilometer

Dessau — Halle: 57,0 km

k

=

Fahrpreis zweiter Klasse Dessau — Halle: 4,60 M
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Abhidngigkeit vom verwendeten MeBinstru-
ment mit unterschiedlicher Genauigkeit
messen, aber den genauen Wert kann man
durch Messungen nicht ermitteln. Welches
MeBinstrument man fiir eine spezielle
Messung verwendet, hidngt sehr stark vom
praktischen Sachverhalt ab.

Will man z. B. die Zeit messen, die man
bendtigt, um von zu Haus zur Schule zu
kommen, so geniigt eine Armbanduhr, auf
der man die Zeit mit Minutengenauigkeit
ablesen kann. Zum Schulsportfest wird
man zur Zeitmessung beim 100-m-Lauf
eine Stoppuhr verwenden, wobei eine An-
gabe der Laufzeit auf Zehntelsekunden ge-
nau ausreicht (Handstoppung). Bei Mei-
sterschaften oder gar Olympischen Spielen
geniligt eine Messung per Hand nicht mehr;
elektronische Apparaturen sichern eine
Genauigkeit von Hundertsteisekunden, ge-
gebenenfalls sogar von Tausendstelsekun-
den (z. B. beim Rennschlittensport).

Beim Einkaufen findet man auf Verpak-
kungen zuweilen folgende Angaben: Flo-
rena-Creme 60 g + 2,5 g. Das bedeutet, dal3
eine Dose Florena-Creme zwischen 57,5g
und 62,5 g Creme enthilt.

Wenn man mit m die genaue Masse be-
zeichnet, sind folgende Schreibweisen ib-

lich: 57.5g=m=62"5g oder

60g— 25g=m=s60g+25¢g oder
m=(250+4)g oder
m=250g+tdg

Die Doppelungleichung 571.5gsm

=62,5g beschreibt eine Zahlenmenge;
eine solche Zahlenmenge nennt man auch
Intervall. Ein Niherungswert gibt also
letztlich ein Intervall an, in dem der ge-
naue Wert liegt. Die Intervallgrenzen
nennt man auch untere bzw. obere Wert-
schranke eines N#herungswertes. Stellt
man ein Intervall auf einem Zahlenstrahl
dar, so erhilt man eine Strecke.

Nun kann man den Unterschied zwischen

‘einem genauen Wert und einem Naihe-

rungswert anschaulich so erkldren: Ein ge-
nauer Wert stellt auf der Zahlengeraden
einen Punkt dar, ein Nidherungswert eine
Strecke (Bild 1).

A2 4a Vervollstindige die Tabelle 2!
Werden bei Nidherungswerten keine Wert-
schranken angegeben, so ist wie in Ta-
belle 3 zu verfahren.

Man geht also davon aus, daB der wahre
Wert vom angegebenen Niherungswert

nicht mehr abweicht als die Hailfte (15—0>

des Stellenwertes der letzten angegebenen
Ziffer. Die Ziffern solcher Niherungswerte
werden als zuverldssige Ziffern bezeichnet.
(Dabei werden die Nullen links von der er-
sten von Null verschiedenen Ziffer nicht
mitgezdhlt.)

A 3a Vemollstindige die Tabelle 4!

Wie man den Lésungen der Aufgaben 3c,
d, e entnehmen kann, darf man bei Nihe-
rungswerten rechte Nullen nicht einfach
weglassen oder hinzufigen, da sie dem Le-
ser eine Information iiber das Intervall ge-
ben, in dem der wahre Wert liegt. Nihe-
rungswerte nutzt man hiufig zur Kontrolle
von Rechnungen, so z. B. bei der Uberprii-
fung von Resultaten mittels Uberschligen.



Intervall, in dem der wahre Wert m liegt

Van
i +——t—— : +—t A—t—rt ! %
0 56 57 | 58 59 60 61 62 | 63 64
575 62,5
untere Wertschranke obere Wertschranke
Tabelle 2
Angabe des Intervalls untere obere
fiir den wahren Wert m mit Wertschranke | Wertschranke
Hilfe einer Ungleichung
Florena-Creme 57,5g=m=625¢g 575g 625¢g
60g*25¢g
Zahnpasta
S50gt4g
Waschpulver
900g+40g
Tafelbutter 246¢g 254
Tabelle 3
Niherungs-| Stellenwert d. | untere obere Bedingungen fiir den
wert letzten Wertschranke | Werlschranke | genauen Wert x,,
angeg.Ziffer
a) 17 Einer 16,5 17,5 16,5=x, = 17,5
b) 2,8 Zehntel 2,75 2,85 2,75 = x, =285
c) 2,80 Hundertstel 2,795 2,805 2,795 = x,, = 2.805
d) 0,034 | Tausendstel 0,0335 0,0345 0,0335=x, 0,345
Tabelle 4
Néherungs-| Anzahl der untere obere Bedingungen fur den
wert zuverldssigen | Wertschranke| Wertschranke | genauen Werl x,,
Ziffern
a) 0,03 1 0,025 0,035 0,025 = x,, 0,035
b) 2,7
c) 11
d) 3 10,95
e) 10,995 = x, = 11,005

A4a Gib zu folgenden Aufgaben einen
Uberschlag an! Berechne jeweils auch den
genauen Wert!

a)1274:543 b)7432-181 «¢)9275:35.
Mit Hilfe eines Uberschlags kann man
eigentlich nur sagen, daB der genaue Wert
in der ,Nihe“ des Uberschlags liegen mu8.
Der genaue Wert kann kleiner oder groBer
sein als der Uberschlag.

Will man eine genauere Angabe iiber das
Resultat haben, es aber nicht ausrechnen,
so nutzt man die Angabe eines Intervalls.
Man ermittelt also im Kopf zwei Werte

(eine  untere Scl}ranke, eine obere
Schranke), zwischen denen der genaue
Wert liegt.

Beispiel: Es ist das Produkt 1274-543 zu
ermitteln. Um sich einen ersten Uberblick
zu verschaffen, in welchem Intervall das
Ergebnis p liegen muB, kann man wie folgt
vorgehen:
1200500 = p =1300-600
600000 < p = 780000.

Eine solche Kontrollrechnung nennt man
auch Abschitzung.

A 54a Gib ein Intervall an

a) fur das Produkt 7432-181;

b) fiir den Quotienten 9275: 35!

Beachte: Um von einem Quotienten eine
untere Schranke zu erhalten, muB man den
Dividenden verkleinern und den Divisor
vergroBern.

Niherungswerte konnen auch beim Rech-
nen mit genauen Werten entstehen, wenn
z.B. das Ergebnis ein unendlicher Dezi-
malbruch ist und man nicht alle Stellen
angeben kann bzw. einen Taschenrechner
verwendet, der nur eine begrenzte Zahl von
Ziffern anzeigt.

Hier ein Beispiel:

Im Ferienlager wurden zur Ermittlung des
Lagermeisters im FuBball neun Spiele aus-
getragen. Dabei fielen insgesamt 13 Tore.
Wieviel Tore wurden im Durchschnitt pro
Spiel erzielt?

Losung: 13:7

Mit dem Taschenrechner SR 1 ermittelt
man fiur den Quotienten 13:7 den Nihe-
rungswert 1,857 1429.

Um die Frage hinreichend zu beantworten,
geniigt es sicher, den Quotienten 13:7 auf
Zehntel genau zu berechnen.

a6a Welche der folgenden Resultate
sind Naherungswerte?

a) 23:13=1,76% d) 1:3=03
by 1: 7=143 e) 2:6=%
c) 5: 8=0625 0O 5:3=17.

L. Flade/ M. Pruzina

Zaubern, Raten, Spielen,
Knobeln

Vier Biande des Kinderbuchverlags Berlin
fir Freunde am Vorflihren verbliffender
Kunststiicke, an der Schulung des Reak-
tionsvermogens und der Geschicklichkeit
sowie des Wissenstests ab 11 Jahre.

H. WuBing
Adam Ries

Etwa 136 S., 33 Abbildungen

Bestell-Nr. 666 5200 Preis: etwa 6,80 M
Zum 500. Geburtstag des beriihmten Re-
chenmeisters, dessen Name aus der Rede-
wendung ,nach Adam Ries“ jedem geldu-
fig ist, wird hier eine auf neuesten
Archivforschungen beruhende umfassende
Biographie vorgelegt. Insbesondere seine
Tatigkeit in Erfurt und Annaberg und die
Wirkung seiner beliebten Rechenbiicher
werden ausfiihrlich gewiirdigt.

BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschafl Leipzig

Vom Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin
empfehlen wir:

H. Gutzer
Kreativ mit dem Computer

13 Programme fiir Musik und Grafik
152 S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 6543051 Preis: 12,00 M

K. Haase/D. Lehmann
Nanos Physikabenteuer

232 S., zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 653 968 § Preis: 12,00 M

H. Backe/R. Backe/H. Giegengack

Erlebte Physik
Das Physik-Experimentierbuch
304 S., zahlr. Abb.

Bestell-Nr. 654051 2 Preis: 18,00 M
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Das Rechenbuch

des Johannes Widmann von 1489

Der Magister schreibt
ein Rechenbuch

Was - ist dz ist mi® (minus) ... vond
das + das ist mer.“

Mit dieser knappen Erklirung erschienen
die beiden mathematischen Zeichen erst-
mals in einem Buche gedruckt. Es war das
Rechenbuch ,Behéde (behende) vnd hub-
sche Rechenung auff allen kauffman-
schafft“ des Johannes Widmann (um 1460
bis nach 14987).

Die Symbole finden sich in einer Aufgabe,
in der die Warenmenge einer Lieferung
von Feigen aus den Fracht- und den Ver-
packungsgewichten der einzelnen Posten
(Bild 1) zu bestimmen und dann der Kauf-
preis zu berechnen ist. ,Veygen. Itm Eyner
kaufft 13 lage! (Fisser) veygen vnd nympt

pro 4fl 1 ort

2

(4% Gulden). Vnd wigt itliche lagel als
dan hye nachuolget. vii ich wolt wissen was
an der sum brecht (welche Summe sich er-
gibt).“

Das 1489, vor 500 Jahren, in Leipzig verof-
fentlichte Werk gehort zu den frithesten in

ye 1 ¢ (Zentner)

4 s Wil
4 j:- 17 wyflmad
3 -+ 36 veglechi
4 — 19 Ssofums
3 44 mirdiex
ﬂ: 3 zz 5 vno 1B v&n
snmer — 11 1B was—i
; -+ 5o opftmi?
4 —— 16 Dfecbefd
3 44 ocrvil wer
3 z9 Vé4539
3 — 1z B(Sodu
3 9 viett3culb
gemacht baft vnno das |~ vas ift mer

var ju govireft) vio > § min® TNufolt
ou fur bolc; abfcblabii albeg fur epnlas
gl z 4 1B wii 03 ift 13mol z 4-vii macht
31 z B var3u aooir 03 —d3ft 7 § 1B
vund weroen 3 8 > iDie fubtrabir vorm
4 539 Umoplepbii 41 5z 1K Nu

forich 100 15 dasift 1 €€ p 4 R & wie

Bild 1

Tabelle der Gewichte der Fasser und
Losung der Aufgabe von den Feigen (die
Abbildungen aus Johannes Widmann,
Behede vnd hubsche Rechenung auff
allen kauffmanschafft, Leipzig 1489)
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deutscher Sprache gedruckten Rechenbii-
chern. Es lehrt das schriftliche Rechnen
mit den indisch-arabischen Zahlzeichen,
dessen groBere ZweckmifBigkeit gegeniiber
dem bisher gebriuchlichen Rechnen auf
den Linien und den mit rdmischen Ziffern
geschriebenen Zahlen zunehmend erkannt
wurde. Damals, am Ausgang des 15. Jahr-
hunderts, hatten sich in den fortgeschritte-
nen Lindern Europas frilthkapitalistische
Wirtschaftsformen herausgebildet. Hand-
werkliche Produktion, Warenverkehr und
Geldumlauf wuchsen rasch an und verlang-
ten allgemein verbreitete Rechenkennt-
nisse. Dieses Wissen wurde durch Rechen-
schulen und Rechenbiicher vermittelt. Die
Schriften stammten vor allem von Rechen-
meistern und Universititsgelehrten.
Johannes Widmann wirkte als Magister an
der Universitdt Leipzig. Er wurde in Eger
(heute Cheb, CSSR) geboren. In Leipzig
hielt er Vorlesungen iiber Arithmetik und
im Sommersemester 1486 iiberhaupt die
erste an einer Universitit {iber Algebra. Zu
seinem Rechenbuch wird ihn das Handels-
und Messetreiben der Stadt angeregt ha-
ben.

Die ,Behede vnd hubsche Rechenung auff
allen kauffmanschafft umfaBt 462 nicht
numerierte Seiten. Auf eine Einfiihrung in
das Rechnen mit natiirlichen Zahlen und
mit gemeinen Briichen folgen Textaufga-
ben mit den behandelten Rechenverfahren
und mit Proportionen, Kaufmannsrech-
nung (,zal geordiniret auff kauffman-
schafft“) und Geometrie.

Das Plus- und das Minuszeichen treten bei
der Behandlung der Rechenarten noch
nicht auf, sondern erst in der Kaufmanns-
rechnung. Deshalb liegt die Annahme
nahe, daB die beiden Symbole bei solchen
Aufgaben entstanden waren. Sie kenn-
zeichneten zunidchst mehr die Abweichun-
gen nach oben und unten als die Rechen-
operationen.

Ihre Bildung wird aus ilteren Handschrif-
ten sichtbar. Die Symbole leiten sich von
den Schriftziigen der Worte ,.et (lat., und)“
und ,minus (lat., weniger)* durch Zusam-
menziehung, Abkiirzung und Vereinfa-
chung ab.

»zal geordiniret
auff kauffmanschafft*

Der Magister wollte die Rechenverfahren
der Kaufleute eingehend darstellen. Ent-
sprechend der Vielfalt der mathematischen
Probleme unterschied er eine groBe Zahl

von Rechenregeln. Sie gingen den Beispie-
len voraus und werden oft eigentlich erst
durch die Beschreibung der Aufgaben ver-
stindlich. Widmann nannte sie nach dem
Anwendungsgebiet im Alltag oder nach
dem Losungsweg. Das am breitesten ein-
setzbare Rechenverfahren war der Dreisatz
bzw. die Gleichsetzung von Verhiltnissen
(Regula Detri ader proportionum). Darauf
konnten die auf die verschiedenen Anwen-
dungsfille bezogenen Vorschriften zuriick-
geflihrt werden.

,Das regula Detri nicht anders ist dann
drey dingk die du seczt vnter welichen das
erste vnd das leczte almol muB gleich sein
(gemeint ist, dem Gegenstand bzw. der Di-
mension nach) Weliches leczte du solt
multipliciren mit dem mittelsten das dann
gleich ist dem vierden vnd vnbekantn - dz
erwechst auB solcher multiplicatio - vnd
der teylug (Teilung) daB product mit dem
ersten (durch das erste).“ Der Rechenweg
wurde, wie damals iiblich, nur beschrieben,
nicht begriindet. Er sollte mechanisch be-
herrscht werden. Beispiele verdeutlichten
ihn. ,Itm ich hab kaufft 24 b (Pfund) pro
13 flo. (Gulden) wy kummen 130 Ib MachB
nach der Regel Also multiplicir das mit-
telst mit d€ leczten vnd teylB durch das erst
kumpt 70 flo. 8 8 (Schillinge) 4 hir (Hel-
ler).“

Man rechnet zunichst die 13 Gulden in
273 Schillinge und diese in 3276 Heller
um. Nach der Dreisatzrechnung wird auf

die Einheit (3276> und dann auf das ge-

24
fragte Vielfache (% 130, das ist die

Operation, die Widmann in der Regel ver-
1angt> 130 Pfund kosten

17745 Heller oder 70 Gulden 8 Schillinge
9 Heller (nicht 4 Heller, wie von Widmann

geschlossen.

angegeben).
Mit Hilfe einer Verhiltnisgleichung ergibt
sich 130 130 6

x -327
3276 = 24 0 X7 24 1774
Geldverleiher und -wechsler, Kaufleute

und Miinzmeister mufiten Kenntnisse iiber
die Berechnung der Preise der Miinzme-
talle Silber und Gold und des Feingehaltes,
des Gewichtes und des Wertes (Preises) der
Miinzen im Zusammenhang mit deren Pri-
gung besitzen (Bild 2). ,Itm ist aber eyn
miucz der 6 auff das lot geen (gehen) Vnd
besten (bestehen) czu 10 lotn in der prob
(enthalten 10 Lot Silber auf 1 Mark Miinz-
legierung aus Silber und Kupfer). Vnd die

mr fir S%fl in die muncz gesaczt Ist die
frag wye vil sol man der selbigé pro 11l
gebn dz die mr fir 8%1‘1 hin kumpt.“ Aus
1 Lot Miinzlegierung prigt man 6 Miinzen

(Groschen), also 96 Miinzen aus 1 Mark.
Diese 1 Mark Legierung enthilt 10 Lot Sil-

1 .
ber. 1 Mark Silber k_ostet BTfl, folglich

10 1 5

16 87 fl= 55 fl.
Demnach haben die 96 Miinzen, die aus
1 Mark Legierung gepriagt wurden, einen

kosten 10 Lot Silber



Wert von SLH, und fir 1fl mu8 man

32
96-32 . 1034 .
165 Miinzen (Groschen) = 18 55 Miin-
zen geben.

Neben Aufgaben aus dem tédglichen Ge-
schehen behandelte Widmann Beispiele
zur Unterhaltung und zur Ubung im Rech-
nen. ,Anis. Itm Eyner will eyn sack mit
AniB kauffen Vnd wen er vor itlichB 1b
(Pfund) 12 3 (Pfennige) giebt szo pleiben
ym vbrig 37 % Szo er aber fir 11b 153
giebt so zu rint ym (zerrinnt ihm, verliert
er) 44 3, Nu ist die frag wie vil der sagk ge-
wegen hab vnd wie vil er gelcz gehabt hab.“
Der Magister loste die Aufgabe mit dem
Verfahren von UberschuB und Fehlbetrag,
das er wohl in friiheren Handschriften ge-
funden hatte. Er nannte es ,Regula aug-
menti + decrementi (von lat. augmentum,
Zunahme, und decrementum, Abnahme)“.
Man bestimmt eine Zahl (hier die Geld-
summe) aus zwei Vielfachen einer weite-
ren GroBe (hier des Gewichtes des Sacks
Anis), die groBer bzw. kleiner als die ge-
fragte Zahl sind, und diesen Differenzen.

Nach der Regel rechnete Widmann
15 - 12 und dann —2=37 Daraus folgt
und dann Tz araus folgte

fur den Sack Anis ein Gewicht von
27 Pfund. Weiter erhielt der Magister aus
(27-12) + 37 oder (27-15) — 44 den Geld-
betrag in Hohe von 361 Pfennigen.

Mit der Variablen x findet man heute das
Gleichungssystem y = 12x + 37,
y=15x—44 (x das Gewicht des Sacks
Anis und y der Geldbetrag). Widmann
wollte dagegen in seinem Rechenbuch
ohne Algebra zum Ziele kommen, weil er
auch flir mathematisch ungeiibte Leser
schrieb. H. Beyrich

Z o ynd machf als das anver kimc z5o
BisolBioolbsz 516
aMung
@ Pt epné itlicha mics
miepfterift not 3u wiffen
beftant manchrriep mic;
(n ver p2ob 2ifo 038 er mag wiffen wie
boch vieriir hyn Fumipt. vio wie vil ver
miic3 auffoas lot geen follii-vii darmach
wivil fur 1 € viio wicboch das Fonn
beften fol vino vie fcbickung pes tigelf o3
piemunc in epnemn wcfen plepb. vi wie
man oie {tuck in den tigel rechren fol vii
ves gleichid. 218 man munct z8 fur ¢
f® vno vic bejten su 10 lotii in ocr pb vil
dieiir fur 8_; f® in Die munc; gefac;t
Pt vic frag wic vil 3 fclbigr auff 1 lot
gen follnl vnd wie {chxer 1 der fclbigen
munc; feen fole Yem ift aber eyn miics
oer b ouffoas lot geen Tino beften scu

10 Lot i oer p2ob. “Tno dic 1iir fur 8‘%

Bild 2 Miinzrechnung. Das Bildchen
zeigt einen Geldwechsler hinter seiner
Wechselbank. — Silbergewicht 1 Mark
(mr) = 16 Lot =233,856 Gramm. — Korn
ist die Masse des Edelmetalls in der
Miinze. — Die Probe (pb) ist die Priifung
des Feingehaltes der Miinzlegierung

Acht mathematische

Knobelaufgaben

»AufgepaBt! MathespaB! Mitgemacht!“
steht als Uberschrift auf einem Knobelheft-
chen, das das Neustrelitzer Pionierhaus
~Heinrich Rau“ im Januar 1989 an Pio-
niere der 4. Klassen des Kreises verschickt
hat. Dies waren Pioniere, die sich fiir Ma-
thematik und mathematische Knobeleien
besonders interessierten. Auf einer beilie-
genden vorgedruckten Postkarte muBten
die Losungszahlen von acht Aufgaben ein-
getragen und eingesandt werden.

Im Februar wurden dann alle Pioniere mit
»8 Richtigen“ (es waren 36 Pioniere) zu
einem interessanten Mathetreff eingela-
den. Alle bekamen eine Urkunde und als
Preis ein schones Geschenk.

Nur noch soviel: Die Aufgaben wurden
recht gut gelost. Nur bei Aufgabe 7 und be-
sonders bei Aufgabe 1 gab es oft falsche
Loésungen. Was war der Grund? Meist war
es die gleiche Ursache: Der Text wird nicht
genau genug gelesen. Und wer darauf nicht

achtet, braucht gar nicht erst anzufangen! -

Wir haben die acht Aufgaben ein klein we-
nig schwieriger gemacht, damit auch Pio-
niere ab Klasse 5 noch ein paar kleine
Niisse zu knacken haben.

Und hier die acht Aufgaben:

Ala Im Jahre 1989 feiern wir den
40. Geburtstag unserer Republik; daher gilt
die Gleichung 1949 + 40 = 1989. Diese
Gleichung ist aber auch interessant. Selzt
man nidmlich zwischen jede Ziffer ein Plus-
zeichen (also 7 Stiick), so bleibt diese Glei-
chung trotzdem wahr:
1+9+4+9+4+0=1+9+8+9.

~Wir erhalten ndmlich 27 = 27.

Setze zwischen bestimmte Ziffern der Glei-
chung 1949 + 40 = 1989 nur genau vier
Pluszeichen so, daB man eine wahre Aus-
sage erhilt! Gib zwei Mdoglichkeiten an!
A2 A Verwende fiir die sechs verschiede-
nen Buchstaben des Wortes PIONIER
folgende sechs Gleichungen:

N+N+N=45,
R+R+R=E,
N+N=P,
N+P =1,
NP =R,

I+I:N+I:N+I:N=0O

Mit welchen natiirlichen Zahlen miissen
die Buchstaben belegt werden, damit man
sechs wahre Aussagen erhilt?

Berechne die Summe firP+1+ O + N + |
+ E + R!

A3a In der Klasse Sa von Susanne ist
genau ein Schiiler mehr als in der Parallel-

klasse 5b, aber genau ein Schiiler weniger
als in der Klasse Sc. Zu den beiden Klas-
sen Sb und 5c gehoren insgesamt 58 Schii-
ler. Wie viele Schiiler sind in Susannes
Klasse? ‘

Ada

a) 1122,2233,3344, ...

b) 1231, 2342, 3453, ...

c) 1234,21341, 3412, ...

d) 1123, 2234, 3345, ...

Betrachte in a), b), c¢), d) jeweils die drei
Zahlen. Die Ziffern der zweiten Zahl ge-
hen aus den Ziffern der ersten hervor. Aus
der zweiten folgt die dritte; aus der dritten
folgt die von dir zu bestimmende vierte
Zahl. Wie lauten sie?

AS5a Esgilt2-2=2+2 und
1:2:3=1+4+2+3.

Finde vier natiirliche Zahlen, deren Pro-
dukt und deren Summe jeweils 8 ergeben!

A 6 4 Denke dir eine dreistellige natiirli-
che Zahl, in der die Ziffer Null nicht vor-
kommt. Bilde aus der gedachten Zahl zwei
weilere Zahlen, indem du jeweils die erste
Ziffer an das Ende setzt, addiere nun die
Summe aus diesen drei Zahlen durch die
Quersumme einer dieser Zahlen. Wie lau-
tet das Ergebnis?

A7a Jemand hat zwei Spielwiirfel. Auf
dem ersten Wiirfel stehen die Zahlen von 1
bis 6, auf dem zweiten die Zahlen von 7 bis
12. :
Wieviel verschiedene Summen der Augen-
zahlen kOnnen bei gleichzeitiger Verwen-
dung beider Wiirfel gewiirfelt werden?

A 8 o Betrachte die drei Worter AUFGE-
PASST, MATHESPASS und MITGE-
MACHT; sie enthalten 12 verschiedene
Buchstaben.

Untersuche, wie oft jeder der 12 Buchsla-
ben vorkommt auf folgende Weise: A =35,
U =1, und so weiter.

Welchen Zahlenwert ergibt das Produkt
dieser 12 so gefundenen Zahlen?

Viel SpaB beim Knobeln wiinschen euch
H.-J. Kerber/ Th. Scholl

Es ist nicht genug, daB ich etwas weif,
bekommt nicht das Gelernte dadurch,
daB es sich im Leben von selbst anwendet,
Halt und Sicherheit.

Robert Schumann
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Das Problem der kiirzesten

Fahrtstrecke

Eine interessante Aufgabenstellung

der Diskreten Optimierung

Teil 2

Zum SchluB des ersten Teiles unserer Un-
terhaltung iiber ein Problem der Diskreten
Optimierung war als Aufgabe gestellt wor-
den, die kiirzeste Fahrtstrecke fiir ein spe-
zielles Problem zu berechnen.

Heute wollen wir einen LOsungsalgorith-
mus kennenlernen, der diese Berechnung
effektiv durchfihrt. Wie habt ihr die ein-
zelnen Rundreisen konstruiert? Um eine
einzelne Rundreise zu erzeugen, kann man
doch sicher der Reihe nach einige Pfeile
aus dem vollstﬁndigen Graphen in Bild 1

%%(/

herausnehmen und jedesmal entscheiden,
ob die entsprechende Fahrtroute zur Rund-
reise gehoren soll oder nicht. Nach endlich
vielen solchen Entscheidungen haben wir
dann eine Rundreise konstruiert. So kon-
nen wir zundchst Pfeil (1, 2), dann Pfeil
(3, 4) herausnehmen und ihre Zugehorig-
keit zur Rundreise fordern. Wihlen wir
jetzt Pfeil (1, 4) aus, so darf dieser nicht
zur Rundreise gehoren, da sonst Eigen-
schaft (ii) verletzt wire, usw. Diese Vorge-
hensweise ist sicher sinnvoll, beinhaltet
aber eine Tiicke. Schon als wir Pfeil (1, 2)
in die Rundreise aufgenommen haben,
wuBten wir nicht, ob er auch wirklich zur
Rundreise minimaler Linge gehort. Viel-
leicht darf er gerade nicht dazu gehoren?
In unserem Beispiel ist das auch der Fall.

Wir miissen uns also in jedem Schritt
beide Moglichkeiten offen lassen. Das
heiBt, daB wir bei der Wahl des Pfeiles
(1, 2) zwei Teilmengen von der Menge V
aller Rundreisen konstruieren:

Erstens die Teilmenge V), in der alle Rund-
reisen enthalten sind, die die Fahrtroute
(1, 2) enthalten, und zweitens die Teil-
menge V, aller Rundreisen, die diese Fahrt-
route gerade nicht enthalten. Uberzeugt
euch durch Aufschreiben aller Rundreisen
der Menge V|, davon, daB in ihr gerade
sechs Rundreisen enthalten sind, in V; sind
es die anderen 18. Beide Teilmengen ha-
ben keine gemeinsamen Elemente und be-
stimmen kleinere Tellprdbleme der Mini-
mierung von (2) iber TeV, bzw. Uev,.
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Diese Vorgehensweise, bei der solche klei-
neren Teilprobleme entstehen, nennen wir
«Verzweigen aus einem Problem*.

Jedes der neu entstandenen Teilprobleme
miissen wir uns nun merken. Jetzt wihlen
wir uns eines davon aus, z. B. das der Mini-
mierung von (2) iiber Ue V,. Wir suchen
uns jelzt einen weiteren Pfeil. z. B. den
Pfeil (3, 4) und konstruieren aus ihm ana-
log zwei neue Teilprobleme: das dritte
Teilproblem beinhaltet die Minimierung
von (2) iiber der Menge V; aller Rundrei-
sen, die (1, 2) und (3, 4) enthalten, das
vierte die Minimierung von (2) lber der
Menge V, aller Rundreisen, die (1, 2), nicht
aber (3, 4) enthalten.

Bild 4

Dieser , VerzweigungsprozeB* ist in Bild 4
anschaulich dargestellt, wobei wir die ent-
sprechenden Mengen von Rundreisen
durch die Angabe der Entscheidungen cha-
rakterisieren. Dabei bedeutet (I, 2), daB
der Pfeil (1, 2) in jeder Rundreise von V,
enthalten ist, (I, 2) bedeutet, daB (1, 2) in
keiner Rundreise von ¥, enthalten ist. Spe-
ziell_sind in jeder Rundreise von V: die
Fahrtrouten (1, 2), (3, 4), (2, 3) enthalten.
Wie viele solcher Rundreisen gibt es noch?
Richtig, genau eine, da die Bedingungen
(i), (ii), (iii) die Hinzunahme der Fahrt-
strecken (4, 5) und (5, 1) erzwingen. In V,
sind dagegen noch mehr Rundreisen ent-
haiten, namlich alle die, die die Fahrtrou-
ten (1, 2), (3, 4), nicht aber (2, 3) enthalten.
Beim Stande der Rechnung aus Bild 4 ha-
ben wir noch drei Teilprobleme zu 1dsen:
das Problem der Minimierung von (2) iiber
Uev.,, Uev,, Uev,.

Jetzt haben sich bei euch sicher drei Fra-
gen herauskristallisiert:

a) Unklar ist, welches der konstruierten
Teilprobleme wir jeweils widhlen sollen, um
aus ihm zu verzweigen.

b) Wiinschenswert wire eine Mdglichkeit,
friilhzeitig zu entscheiden, ob aus einem
Teilproblem iiberhaupt verzweigt werden
muB. Denn, wenn wir sichern konnen, daB
wir die Rundreise minimaler Liange fiir das
Ausgangsproblem gewiBl nicht bei der Lo-
sung eines speziellen Teilproblems erhal-
ten konnen, so missen wir doch dieses
Teilproblem iiberhaupt nicht l6sen, oder?
Das Ergebnis dieser Moglichkeit ist eine
bedeutende Verringerung des Rechenauf-
wandes bei der Berechnung der Rundreise
minimaler Gesamtlidnge.
¢) Die dritte Frage ist die, welcher Pfeil als
nidchstes zur Verzweigung aus einem Teil-
problem verwendet werden soll.
Die ersten beiden Fragen werden wir mit
einer Methode beantworten, die dem Lo6-
sungsalgorithmus gemeinsam mit dem
Verzweigungsprinzip seinen Namen
branch-and-bound-Algorithmus gab (engl.:
branch = verzweigen, bound = begrenzen).
Wir werden fiir jedes der Teilprobleme eine
untere Schranke fir die Gesamtlange aller
in ihm moglichen Rundreisen konstruie-
ren. Wenn wir solche Schranken berechnen
k6nnen, ergibt sich als Antwort auf die Fra-
gen a), b): In jedem Schritt werden wir aus
demjenigen Teilproblem verzweigen, wel-
ches den kleinsten Schrankenwert hat. Um
die zweite Frage zu beantworten, nehmen
wir an, daB wir eine spezielle Rundreise
kennen, deren Gesamtlinge / ist, und da
die untere Schranke der Gesamtldnge aller
Rundreisen eines anderen Teilproblems L
ist. Wenn nun

I=L
ist, so folgt

IsLs Y ¢

tijrel

fir alle moéglichen Rundreisen in diesem
Teilproblem, d. h., keine einzige kann kiir-
zer sein als die schon berechnete. Damit
muB dieses Teilproblem nicht geldst wer-
den. Wenn (4) fur alle noch zu lésenden
Teilprobleme erfiillt ist, so haben wir die
Rundreise kiirzester Gesamtlinge schon
berechnet, unser Problem ist geldst.
Uberlegen wir uns jetzt, wie wir solche un-
teren Schranken berechnen kénnen. Dazu
betrachten wir nur die Bedingungen (i), (ii)
an eine Rundreise und vergessen fiir den
Augenblick die Forderung (iii).
In jedem Knoten aus E muB also genau ein
Pfeil beginnen, m.a. W., von den Elemen-
ten einer jeden Zeile von C muB genau
eines in der Summe (2) enthalten sein.
Wenn wir jetzt die Summe der kleinsten
Zahlen jeder Zeile von C bilden, erhalten
wir folglich eine untere Schranke fir die
Gesamtldnge einer beliebigen Rundreise.
Wir verwenden die kleinste Zahl einer je-
den Zeile von C auch dazu, die Elemente
von C zu verkleinern, indem wir die klein-
ste Zahl jeder Zeile von allen Elementen
dieser Zeile abziehen. Von den Elementen
der ersten Zeile der Matrix C aus (1) zie-
hen wir also 109, von den Elementen der
zweiten Zeile 100 usw. Wir erhalten dann
die Matrix C; mit den Elementen cj;. (LaBt
euch durch die in Klammern stehenden
Zahlen nicht irritieren, deren Bedéutung
wird spéter erklirt.)
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© 10 0¢5) 2 10
5 ® 10 0(5) 10
Co=|0(9 5 o 5 4
{6 02) 3 = 0 (4)
6 2 10 02 =

5
Sei U die Menge der Pfeile ciner beliebi-
gen Rundreise, dann ergibt sich:
c¢;; = ¢; — minimales Element der Zeile i,
fiir alle Elemente der Matrix C
und folglich
) Z ¢ = Z ¢;; + Summe
a.pe e U
der minimalen Elemente der Zeilen
= ) cj+509.

e U

Da alle Elemente der Matrix C' nichtnega-
tiv sein miissen, ist ihre Summe nichinega-
tiv und wir erhalten als untere Schranke fir
die Linge einer beliebigen Rundreise in
unserem Beispiel mit der Matrix C aus (1)
L =509.
Die gleiche Prozedur kénnen wir natiirlich
auch mit den Spalten der Matrix C’ wie-
derholen, wodurch sich die Elemente der
Matrix nochmals verkleinern (oder auch
nicht, wie in unserem Beispiel) und die un-
tere Schranke fiir die Rundreisen L noch
weiter erhohen (kann). Insgesamt haben
wir damit ein dquivalentes Rundreisepro-
blem erhalten (die minimalen Lingen der
Rundreisen unterscheiden sich nur durch
einen konstanten Summanden).
Welche Auswirkungen hat jetzt die Wahl
eines Pfeiles, z. B. die Wahl von (3, 1), und
die entspechende Konstruktion zweier
Teilprobleme auf die Berechnung unterer
Schranken fir die Gesamtlinge der Rund-
reisen”
a) Das erste Teilproblem entsteht durch die
Forderung, daB (3, 1) zur konstruierenden
Rundreise gehoren soll. Somit miissen wir
von Ort 3 in den Heimatort 1 fahren, diir-
fen also nicht woandershin fahren. Folglich
kénnen in (2) keine anderen Summanden
der 3. Zeile auftreten als ¢y, wir konnen
die anderen Elemente der 3. Zeile mit «
belegen, die entsprechenden Fahrtrouten
sind verbolen. Analoges trifft auf die erste
Spalte zu, da der letzte Ort in unserer
Rundreise schon gefunden ist. Damit ent-
steht Matrix C;:

(6)

[ 8 o 08 8
® ™ 7 0(7) 10
C|'= © o™ @ =) )
o 0(2) 0(7) = 0(8)
| @ 2 7 02) = @)
[ o 10 0(5) 2 10
0(l) = 10 0(0) 10
Ci=|leo 1 o 1 0 (1)
1 o) 3 ® 0(0)
| 1 2 10 0Q) =

Klar ist, daB wir jetzt auch Fahrtroute (1, 3)
verbieten miissen, da sonst die Bedingung
(iii) an eine Rundreise verletzt wire. Des-
halb steht dort «. Fiir dieses Problem kén-
nen wir analog zu (6) wieder eine untere
Schranke berechnen, wir erhalten L, = 514
(L3, 1)).

b) Wenn die Reiseroute (3, 1) nicht in der
zu konstruierenden Rundreise enthalten
sein-soll, so ist sie verboten, wir kénnen
¢3; = « setzen und anschlieBend eine neue

untere Schranke flir die Gesamtldnge aller
moglichen Rundreisen (die (3, 1) nicht ent-
halten) berechnen. Die entstehende Matrix
ist Matrix C; aus (7), die Schranke
L,=518 (L3, 1)).
Damit k6nnen wir auch dié letzte noch of-
fenstehende Frage kldren. Dazu liberlegen
wir uns [Ur jede der Nullen in der Ma-
trix C’, welche Auswirkungen es auf den
Wert der Schranke hitte, -wiirden wir die
entsprechende Fahrtroute in einer Rund-
reise verbieten. Bei den eben durchgefiihr-
ten Uberlegungen stieg der Schrankenwert
um die Summe der minimalen Elemente
der 3.Zeile und der ersten Spalte (auBler
c3; =0). Analog konnen wir die Steige-
rungsrate fir eine beliebige Fahrtroute (i, )
mit ¢}; =0 berechnen und erhalten:
Steigerungsrate = [Summe der
minimalen Elemente der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte auBer ¢j; = 0].
Fir die Aufgabe mit der Entfernungsma-
trix Cy erhalten wir:
- verbieten wir (1, 3), ist die Steigerungs-
rate gleich2 +3 =15,
— verbieten wir (2, 4), ist die Steigerungs-
rate gleich 5+ 0 =5, usw.
Wir werden diese Steigerungsraten in der
Matrix C’ hinter den Nullen in Klammern
angeben und stets den Pfeil zur Verzwei-
gung aus einem Problem auswihlen, der

8

_die groBte Steigerungsrate hat. Damit er-

gibt sich folgender Losungsprozefl flir un-
sere Beispielaufgabe, wobei wir der Uber-
sicht halber sowohl die Matrizen C als
auch die berechneten Schranken L ge-
nauso durch Indizes kennzeichnen wollen,
wie die Mengen V der einzelnen Teilpro-
bleme.

Zunichst erhalten wir wie oben beschrie-
ben die Matrix C; aus (5). Also ist 9 die
groBte Steigerungsrate, wir wihlen den
Pfeil (3, 1) und verzweigen wie in Bild 5§
angegeben. C| und C; haben wir schon be-
rechnet. Nach der Schrankenberechnung
sowie der Verkleinerung der Elemente die-
ser Matrizen analog zu (6) erhalten wir die
Matrizen C; und C; aus (7), wobei
L,=514und L,=518 ist.

Den kleineren Schrankenwert hat nun Pro-
blem 1 mit L, = 514. Um aus ihm zu ver-
zweigen, wihlen wir den Pfeil mit der groB-
ten Steigerungsrate in C,| aus, das ist der
Pfeil (1, 4) mit der Steigerungsrate 8. Pro-

blem 3 entsteht durch die Forderung, daB
sowohl die Fahrtroute (3, 1) als auch die
Fahrtroute (1, 4) in der Rundreise enthal-
ten sein sollen, Problem 4 durch die Forde-
rung, daB Pfeil (3, 1), nicht aber Pfeil (1, 4)
in der Rundreise enthalten sein soll. Ma-
trix C; entsteht aus der Matrix C, durch
Verbieten aller Fahrtrouten, die in Ort 1
beginnen bzw. in Ort 4 enden sowie der
Fahrtroute (4, 1). Danach wurden die Ele-
mente der Matrix in gewohnter Weise ver-
kleinert und es ergibt sich

o o ® ®
o ™ 0(8) © 3

C3’= © o =] © ™
© 0(0) » o 0(3)
[ © 0(5) § ® o )
[ © 0(0) = © 00
© ™ 7 0(7 10

C,=| ©» = oo © ©
o 0(0 0(7) = 0(0)
o2 7 0Q) =

Nach der Berechnung der Schranke /., se-
hen wir, daB die kleinste Schranke L, ist.
Wir rechnen also in Problem 2 weiter und
wihlen (1, 3) als niachsten Pfeil aus, usw.
Die Rechnung ist in Bild 5 aufgezeigt.
Nach der Losung von Problem 10 erkennen
wir, daB in Problem 9 nur noch eine Rund-
reise moglich ist: Vy enthiilt alle Rundrei-
sen, die die Fahrtrouten (1, 3), (5, 4). (2, 1),
nicht aber (3, 1) enthalten. Die einzige
Rundreise, die sich entsprechend (i), (ii),
(iii) daraus noch bilden 14Bt, ist
U=1(1.3),(54).@2.D,
(3,5).4,2)].

Die Lange dieser Rundreise ist
I=epytesgt ot osten

=109 + 100 + 105 + 104 + 100 = 518.
Durch Vergleich der Linge dieser Rund-
reise mit den unteren Schranken fir die
Linge der Rundreisen in den noch zu 16-
senden Teilproblemen 3, 4, 10, 8, 6 analog
zu (4) erkennen wir, daf8 alle diese Pro-
bleme nicht mehr gelost werden miissen,
die Rundreise minimaler Linge ist die in
(10) gegebene.
Wenn wir die oben am Beispiel beschrie-
bene Rechnung formalisieren, erhalten wir
den folgenden Algorithmus zur Lésung des
Rundreiseproblems:
Schritt 1: Berechne eine untere Schranke L
fur die minimale Gesamtlinge einer belie-

(10)

Bild 5 V,,Lo =509
(31) ] (5
[ - 1
WLy =514 V, L, =518
e | dw (3 [ o
Vy, Ly=523 V, L,=522 v, Ls=518 W, L, =523
(5.4 | (5,4)
[ 1
VL,=518 Y,Lg=519
(2.1) § (2.4)
[ 1
V, Ly =518 Vio,L 1o = 529
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bigen Rundreise und verkleinere die Ele-
mente der Matrix C entspechend (5), wobei
die Rechnung sowohl beziiglich der Zeilen
als auch der Spalten der Matrix C durchge-
fithrt wird. Es ergibt sich Matrix C,. Setze
k=0.

Schritt 2: Wihle aus der Menge noch zu 16-
sender Teilprobleme dasjenige mit der
kleinsten unteren Schranke L; aus. Sei dies
Problem p. Berechne fiir alle Nullen der
Matrix C, die Steigerungsraten entspre-
chend (8) und wihle einen Pfeil (i,j) mit
¢i; =0 und der gréBten Steigerungsrate aus.
Schritt 3: Bestimme die Teilprobleme k + 1
und k + 2. Problem k + 1 entsteht aus Pro-
blem p durch Verbieten aller Fahrtrouten,
die den Forderungen (i), (ii), (iii) an eine
Rundreise sowie der Aufnahme von (i, j) in
die entsprechend V, zu bildende Rundreise
widersprechen. Problem k + 2 entsteht aus
Problem p durch Verbieten der Fahrtroute
(i,j) (vgl. (7)). Bestimme die Schranken
L., und Lk-Z-

Schritt 4: Falls V,_, oder V.., aus nur
einer Rundreise besteht, merke sie dir.
Schritt 5: Uberpriife, welche der offenen
Probleme tatsdchlich noch zu 1dsen sind
anhand des Schrankentests (4). Wenn es
noch offene Probleme gibt, selze
k:=k+2 und gehe zu Schritt 2, sonst
Ende.

Der Algorithmus berechnet in Schritt 4
eine Reihe von Rundreisen, von denen tat-
sdchlich nur diejenige mit der kiirzesten
Gesamtldnge von Bedeutung ist. Alle ande-
ren konnen vergessen werden. Der Schran-
kentest in Schritt 5 kann natiirlich erst
dann durchgefiihrt werden, wenn erste
Rundreisen berechnet wurden.

Auf der Basis dieses Algorithmus lassen
sich relativ einfach Computerprogramme
entwickeln, die das Rundreiseproblem
auch bei einer gréBeren Anzahl von Kno-
ten im vollstindigen Graphen 16sen koOn-
nen. Zu groB diirffen die Graphen aller-
dings nicht werden, da wir schnell an die
Grenzen der Féahigkeiten unsérer Compu-
ter kommen werden. Daraus ergibt sich die
Notwendigkeit, entweder Algorithmen zu
entwickeln, die schnell Rundreisen kon-
struieren, welche zwar nicht die kleinst-
mogliche sondern eine nur wenig groBere
Gesamtlinge haben (solche Algorithmen
nennt man Néaherungsalgorithmen) oder
aber vollkommen neue Losungskonzepte
zu entwickeln. Beide Probleme werden in
der modernen Forschung auf dem Gebiet
der Diskreten Optimierung untersucht,
sind aber derzeit noch nicht zur Zufrieden-
heit gelost. Fraglich ist auch, ob die zweite
Moglichkeit iiberhaupt zu einer befriedi-
genden Losung fihren kann. Das kénnten
durchaus auch interessante Aufgabenstel-
lungen fiir euch sein! S. Dempe

Nachtrag: Wir danken dem Altberliner
Verlag und dem Mitteldeutschen Verlag
Halle herzlich fiir die uns als Buchprimien
in  Auswertung des alpha-Wettbewerbs
87/88 zur Verfugung gestellten Titel ihrer
Produktion. Durch einen bedauerlichen
Irrtum wurden beide Verlage im Heft 1/89
nicht genannt.
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Kirche, Konig, Konvergenz
Zum 200. Geburtstag

von A. L. Cauchy

Bild 1

o

Am 21. August 1989 begehen die Mathe-
matiker der ganzen Welt den 200. Geburts-
tag eines Fachkollegen, der mit 7 Biichern
und rund 800 Veroffentlichungen zu den
produktivsten und wirkungsreichsten Ma-
thematikern aller Zeiten gehért. Seinen
Namen tragen so zahlreiche mathemati-
sche Begriffe und Satze, daB er jedem Ma-
thematik- oder Physikstudenten schon in
den ersten Semestern geldufig wird: Augu-
stin Louis Cauchy (gesprochen Kooschi).
Aber auch schon im Mathematiklehrbuch
der 11. Klasse wird sein Name erwdhnt und
sein Bild gezeigt. Etwas vereinfacht kdnnte
man sagen, daB der gesamte Lehrstoff der
11.Klasse in seiner heutigen Form auf
Cauchy beruht. Zugleich war Cauchy eine
der widerspruchsvollsten und schillernd-
sten Personlichkeiten in der Geschichte
der Mathematik. Da man sich in dem weit-
verbreiteten Sammelband Biographien be-
deutender Mathematiker (herausgegeben
von H.WufBling und W.Arnold, Verlag
Volk und Wissen) ausfiihrlich iiber den Le-
bensweg Cauchys informieren kann, sollen
hier die biographischen Fakien nur in
Kiirze an den Anfang gestellt werden.

Cauchy wurde in Paris wenige Wochen
nach dem Sturm auf die Bastille in einer
konigstreuen und streng katholischen Be-
amtenfamilie geboren, die bald darauf vor
den revolutiondren Ereignissen in ein ab-
gelegenes Dorf floh, wo der Vater zunéchst
selbst die Erziehung und den Unterricht
des kleinen Augustin iibernahm. Diese
Herkunft und Erziehung bestimmte den
gesamten weiteren Lebensweg Cauchys.
Durch Vermittlung von Freunden der Fa-
milie, die sich frithzeitig Napoleon ange-
schlossen hatien, konnten die Cauchys

1800 nach Paris und in einfluBreiche
Staatsdmter zuriickkehren. Augustin be-
suchte von 1805 bis 1807 die beriihmte,
erst 1794 gegriindete Pariser Polytechni-
sche Schule und danach zwei Jahre lang
die Hochschule der ,Bricken und Chaus-
seen“, d. h. des Zivilingenieurwesens. An
der Polytechnischen Schule erteilten da-
mals hervorragende Mathematiker wie La-
grange, Monge, Laplace, Poisson, Poinsot
und Ampére den besten mathematischen
Unterricht in ganz Europa. Nach mehrjih-
riger praktischer Ingenieurtdtigkeit kehrte
auch Cauchy 1815 als Professor an diese
Hochschule zuriick. Die Riickkehr der
Bourbonen auf den Thron von Frankreich
brachte dem Angehdrigen einer als konigs-
treu bekannten Familie diesen Aufstieg
und weitere wie die Berufung zum Akade-
miemitglied. Es ist bezeichnend, daB die-
ser Berufung nicht die sonst {ibliche Wahl
durch die ibrigen Mitglieder der Akade-
mie vorausging, da Cauchy wohl zu dieser
Zeit schon als herausragende mathemati-
sche Begabung anerkannt, jedoch von der
Mehrheit der meist demokratisch oder na-
poleonisch gesinnten Gelehrten Frank-
reichs auf Grund seiner bourbonischen
und betont katholischen Position persén-
lich nicht geschitzt wurde.

Nach der Julirevolution 1830 verweigerte
Cauchy den Untertaneneid auf den ,Bir-
gerkonig” Louis Philippe und emigrierte,
zunichst in die Schweiz. dann nach Turin.
Von 1833 bis 1838 lebte er als Erzieher des
Sohnes des gestiirzten Bourbonenkdnigs
Charles X. an dessen Exilhof in Prag, wo er
auch in Beriihrung mit Bernard Bolzano,
dem anderen groBen Erneuerer der Analy-
sis, kam. Jedoch haben die erzwungene Zu-
rickgezogenheit Bolzanos vom offentli-
chen und wissenschaftlichen Leben und
die entgegengesetzten wellanschaulichen
und politischen Ansichten einen engeren
Kontakt beider Minner verhindert. Wih-
rend dieser Zeitl hatte Cauchy den wissen-
schaftlichen Kontakt mit den Mathemati-
kern Frankreichs aufrechterhalten und die
1835 gegriindete  Mitteilungszeitschrift
Comptes Rendues der franzdsischen Aka-
demie mit einer Flut von Verdtffentlichun-
gen beschickt. Nach dem Tode Charles X.
1836 begann er seine Riickkehr nach Paris
vorzubereiten und setzte sie 1838 in die
Tat um, konnte jedoch zunidchst keine
staatliche Anstellung erhalten und iibte da-
her nur eine Lehrtdtigkeit am Pariser Jesui-
tenkollegium aus. 1839 gelang es, ihn als



besoldeten Angestellten in das staatliche
.Lingenbiiro“ einzuschmuggeln. Nach der
Abschaffung des Amtseides durch die Re-
volution von 1848 konnte der zwar nicht
beliebte, aber inzwischen weltberiihmte
Cauchy seine Lehrtdtigkeit an der Poly-
technischen Schule und an der Pariser
Universitit in vollem Umfang wieder auf-
nehmen und blieb, vermoge einer Ausnah-
megenehmigung durch  Kaiser  Na-
poleon III., auch nach dessen Machtergrei-
fung 1852 unbehelligt, obwohl er wiederum
den Treueeid verweigert hatte. Cauchy
starb am 22. 5. 1857 in Sceaux bei Paris.

Cauchy gilt heute, gemeinsam mit Bol-
zano, vor allem als einer derjenigen Mathe-
matiker, die am Beginn des 19.Jh. die
reichlich 100 Jahre frither von Newton und
Leibniz begriindete Infinitesimalmathema-
tik (Differential- und Integralrechnung,
unendliche Reihen, Differentialgleichun-
gen usw.) auf eine solide logische Grund-
lage stellten, nachdem wéhrend des gesam-
ten 18.Jh. durch Gelehrte wie die Bernoul-
lis, Euler, Lagrange, Taylor und Maclaurin
eine Fiille inhaltsreicher Ergebnisse und
Anwendungen hervorgebracht worden war,
ohne daB diese Minner sich viele Sorgen
um saubere Definitionen und strenge Be-
weise gemacht hatten. lhre Intuilion hatte
sie trotzdem fast immer vor ernsthaften
Fehiern bewahrt. Nun aber. mit der sich
entfaltenden industriellen Revolution, be-
gann mathematischer Unterricht an den
traditionellen wie an den zahlreich entste-
henden hoheren technischen Bildungsan-
stalten eine immer zentralere Rolle zu
spielen. Was im 18. Jh. einzelne groBe Gei-
ster virtuos gehandhabt hatten, muBte fir
eine breite Schicht durchschnittlich begab-
ter Studenten lehrbar gemacht und nach-
vollziehbar aufbereitet werden. So begann

Bild 2
A H Cauchyps
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die grofle Zeit der Hochschullehrbiicher
der hoheren Mathematik.
Die aus dem Lehrbetrieb an der Polytech-
nischen Schule hervorgegangenen Lehrbii-
cher Cauchys bauten die niedere und ho-
here Analysis erstmals logisch streng auf
dem Grenzwertbegriff auf. Sie galten bald
als vorbildlich und wurden nicht nur an al-
len Hochschulen Frankreichs benutzt son-
dern auch in andere Sprachen iibersetzt.
Zum Beispiel erschien von Cauchys er-
stem, 1821 erschienenen Lehrbuch der ,,al-
gebraischen“ oder ,niederen* Analysis (die
das gesamte Vorfeld der Differential- und
Integralrechnung umfaflt) schon 1828 eine
deutsche Ubersetzung (siche Bild 2). 1885
folgte eine neue, davon unabhingige deut-
sche Ausgabe, die bereits in einem der bis
heute traditionsreichsten Verlage fur ma-
thematische Literatur, dem Julius-Sprin-
ger-Verlag, erschien. Dieses Buch enthielt
neben vielen anderen Neuerungen

— eine Definition ,unendlich kleiner
GroBen® als solcher Veridnderlicher,
deren Werte der Null beliebig nahe
kommen konnen, darauf aufbauend

- eine Definition der Stetigkeit einer be-
liebigen Funktion an einer bestimmten
Stelle ihres Definitionsbereichs,

— eine Definition des Begriffs konvergente
unendliche Reihe.

Bis dahin und insbesondere bei Euler und

Lagrange hatle man mit unendlichen Rei-

hen, auch mit in heutiger Sprechweise di-

vergenten, unbefangen als mit ,unendlich

langen Summen* gerechnet, ohne den Giil-
tigkeitsbereich der dabei verwendeten alge-
braischen Regeln zu untersuchen. Cauchy
formulierte und bewies als erster soge-
nannte Konvergenzkriterien, die heute
meist nach ihm benannt werden und zum

Grundhandwerkszeug jedes analytisch ar-

beitenden Mathematikers gehoren.

Cauchys weitere Lehrbiicher iber die

eigentliche Differential- und Integralrech-

nung, die ebenfalls bald nach ihrem Er-
scheinen ins Deutsche lbersetzt wurden,
boten u. a. erstmals

- eine Definition des bestimmten Inte-
grals als Grenzwert von elementaren
Flacheninhalten,

- eine Formulierung des Taylorschen
Satzes mit der exakten, nach Cauchy
benannten Formel flir das Resiglied,

d. h. fur die Differenz zwischen dem
Funktionswert und dem durch die
Taylorsche Formel gegebenen poly-
nomialen Niherungswert,

— das beriihmte Beispiel einer beliebig oft
differenzierbaren Funktion, deren
formal gebildete Taylorreihe zwar
konvergiert, jedoch nicht gegen den
Werl der Ausgangsfunktion,

— erste Existenzsdtze fir Losungen von
Differentialgleichungen.

Dall mathematische Strenge ein zeitabhén-

giger Begriff ist, wird ein weiteres Mal

durch den fundamentalen Irrtum Cauchys
demonstriert, der in Unkenntnis des erst
viel spdler herausgearbeiteten Begriffs der
gleichmadBigen Konvergenz von Funktio-
nenfolgen zu beweisen glaubte, daB die
Grenzfunktion einer konvergenten Reihe

stetiger Funktionen selbst stetig sein
muB.

Wo Bolzano und Cauchy das Gleiche er-
strebten, fallt ein Vergleich der Formulie-
rungen Cauchys mit den meist etwas frithe-
ren Bolzanos vom heutigen Standpunkt
fast immer zugunsten Bolzanos aus. Bolza-
nos Arbeiten blieben jedoch (aus Griinden,
die wir hier nicht erldutern kénnen, man
vergleiche dazu die Biographien bedeuten-
der Mathematiker) zu seinen Lebzeiten
fast wirkungslos, wihrend Cauchys Lehrbii-
cher sich breitester Resonanz erfreuten.
AuBerdem hatte Bolzano ein rein philoso-
phisches Interesse an der Mathematik und
stand deren Anwendungen fremd und ohne
Verstindnis gegeniiber, wihrend Cauchy
fest in einer Tradition engster Verschmel-
zung von Mathematik, Physik und Technik
stand, wie auch seine eigenen Beitrdge zur
Himmelsmechanik, Optik und Elastizitits-
theorie erkennen lassen. Nicht zuletzt muB
man aber iiber die Unterschiede in Bolza-
nos und Cauchys Herangehen an die Ana-
lysis bemerken, daB Bolzano gedanklich
die erst viel spiter von G. Cantor begriin-
dete und heute von fast allen Mathemati-
kern akzeptierte Lehre von den aktual un-
endlichen Mengen vorweggenommen
hatte, wihrend Cauchy sich aus letztlich
religiosen Griilnden um eine véllige Ver-
bannung des Aktual-Unendlichen aus der
Mathematik bemilhte. M. Moigno, ein
Schiiler und Anhdnger Cauchys, hat in den
von ihm herausgegebenen und mit Zusit-
zen versehenen ,Sieben Vorlesungen“
Cauchys iiber allgemeine Physik bezeugt,
daB fur Cauchy die Vorstellung der realen
Existenz aktual-unendlicher Gesamtheiten
mit dem biblischen Schopfungsakt unver-
einbar war. Hiernach mufBte jedes Ding
einen Anfang haben, zu jedem konkreten
Zeitpunkt endlich und nur in fortschreiten-
der Zeit potentiell unendlich, d. h. zu be-
liebiger VergroBerung fdhig sein.

Die herausragende Rolle, die Cauchy fir
die Entwicklung zweier bestimmender
Richtungen der Analysis im 19. Jh. gespielt
hat, niamlich Prizisierung der Grundlagen
und systematischer Aufbau einer Analysis
der komplexwertigen Funktionen komplex-
wertiger Verdnderlicher (worauf wir hier
nicht weiter eingehen kdnnen), 148t oft ver-
gessen, daB Cauchy auch auf anderen Ge-
bieten der Mathematik Bedeutendes gelei-
stet hat. So formulierte und bewies er
schon 1812 den nach ihm benannten Satz,
daB ein konvexes Polyeder durch sein Netz
(d. h. durch Form und Gro8e der AuBenfld-
chen und eine eindeutige Vorschrift, wel-
che Kanten miteinander zu verheften sind)
bis auf die Lage im Raum eindeutig be-
stimmt ist. LaB{ man auch nichtkonvexe
Polyeder zu, so ist dieser Sachverhalt of-
fenbar nicht mehr allgemein richtig. 1815
bewies er eine Behauptung Fermats, wo-
nach sich fir beliebige natiirliche Zahlen
n = 3 jede natiirliche Zahl als Summe von
hochstens n n-Eck-Zahlen darstellen [4Bt.
Zur Definition der n-Eck-Zahlen sieche
Bild 3 und Aufgabe 1. Der Begriff der soge-
nannten figurierten oder Polygonalzahlen
geht bis auf die Antike zuriick.

,
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1844 erschien nach vielen Vorstudien Cau-
chys umfassende etwa 100 Seiten starke
Abhandlung tber Permutationen und de-
ren Verkniipfung (heute ebenfalls Stoff der
11. Klasse!). Damit systematisierte er nicht
nur ein wichtiges Teilgebiet der Kombina-
torik, sondern nahm implizit an der Her-
ausarbeitung einer fundamentalen Diszi-
plin der modernen Mathematik. der Grup-
pentheorie, hervorragenden Anteil.

.Cauchy ist extrem katholisch und bigott.
Das ist eine sehr seltsame Sache bei einem
Mathematiker* schrieb der junge Abel im
Oktober 1826 in einem Briel ins heimatli-
che Norwegen. Spiirt man diesem Zug im
Wesen Cauchys in seinen Werken nach, so
wird manche sonst unmotiviert erschei-
nende Passage verstindlicher. Zum Bei-
spiel schweift die kurze Einleitung zum be-
reits erwihnten Lehrbuch der algebrai-
schen Analysis (1821) unvermittelt in
Ausfille gegen die radikal atheistische
franzdsische Aufklirung ab. Die in der Tat
auch aus heutiger Sicht verfehiten Vesuche
von P.S. Laplace, einem fithrenden Mathe-
matiker dieser Richtung, die Anwendun-
gen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch
auf juristische und moralische Probleme
auszudehnen, lieferten ihm einen willkom-
menen Angriffspunkt, ohne daB er den Na-
men Laplace dabei nennen muBte. Allge-
mein bekannt ist heute, daB durch Cauchys
Schuld eine bedeutende Arbeit Abels, die
dieser 1826 der franzosischen Akademie
eingereicht hatte und die Cauchy zur Beur-
teilung Ubergeben worden war, verlegt
wurde und erst nach Abels Tod auf Grund
einer Intervention der norwegischen Regie-
rung wieder aufgefunden wurde. Eine dhn-
liche Rolle hat Cauchy moglicherweise
auch bei der Unterdriickung von Arbeiten
des jungen Galois gespielt. Ob dies wirk-
lich nur durch Arbeitsiiberlastung Cauchys
und durch (schlimm genug!) Geringschit-
zung unbekannter junger Leute verursacht
war oder ob dabei auch die Abneigung
Cauchys gegen einen jungen Revolutionédr
(Galois) bzw. gegen den aus einem prote-
stantischen Land kommenden protestanti-
schen Pfarrersohn Abel im Spiel war, wird
sich vermutlich nie aufkldren lassen. Ein
gereiftes Verhiltnis zur allgemeinen wie
zur Wissenschaftsgeschichte gebietet uns,
die groBen Verdienste Cauchys um die Ma-
thematik ungeachtet seiner zwielichligen
Personlichkeit zu wiirdigen. P. Schreiber

Aufgaben auf den Spuren Cauchys

Al a Bild 3 veranschaulicht die Bildung
der n-Eck-Zahlen an den Beispielen
n=13,456.
a) Man priife an diesen Beispielen, daB
folgende induktive Definition der r-ten
n-Eck-Zahl p;, sinnvoll ist:

pl=1, pil=p'+1+(n-2)r.
Dies 148t sich auch in der Form

r-1
p,= Y. (1+ (n=2)k) schreiben.
k-0

b) Man beweise durch vollstindige Induk-
tion iiber r:

p{,=7r(2+(n—2)(r— ).
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n + 4 +7
Dreieckzahlen Quadratzahlen
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5 +g
+13

Finfeckzahlen

Bild 3: n-Eck-Zahlen Sechseckzahlen

¢) Man man priife an Beispielen den ,ein-
fachsten* Spezialfall des Cauchyschen Sat-
zes fur n =3: Jede natiirliche Zahl 1dRt
sich als Summe von ho6chstens drei Drei-
eckzahlen darstellen.

A2a Man konstruiere ein Polyedernetz
kleinster Flichenanzahl, das sowohl eine
konvexe als auch eine nichtkonvexe Reali-
sierung zuldBt. (Ein Polyeder heilt konvex,
wenn es zu je zweien seiner Punkte 4.8
auch die gesamte Strecke AB enthilt.)

A3 a Man konstruiere das Netz eines Po-
Iveders kleinster Flichenanzahl, das zwar
eine nichtkonvexe, aber keine konvexe
Realisierung zulaBt.

A4a Im ervdhnten Lehrbuch der alge-
braischen Analysis behandelt Cauchy auch
die Bestimmung unbekannter Funktionen
aus sogenannten Funktionalgleichungen.
Er zeigt u.a., daB die einzigen stetigen
Funktionen f, die der Funktionalglei-
chung (*) fix + y) = f(x) + f(p)

genigen. die Funktionen der Form
f(x) = ax (a beliebig) sind. (Dabei ist, wie
man sofort sieht, a = f(1).) Man vollziehe
seinen Beweis soweit nach, daB erkennbar
wird:

Gilt fir f die Gleichung (*), so ist fiir alle

rationalen Zahlen x (einschlieBlich der ne-"

gativen) f(x)=f(1)- x. (Erst die Ausdeh-
nung dieser Aussage auf irrationale x er-
fordert die Voraussetzung der Stetigkeit
von fund nichtelementare Beweisschritte.)

A5a Im gleichen Buch beschiiftigte sich
Cauchy auch mit den Begriffen der symme-
trischen und der alternierenden Funktio-
nen von mehreren Verinderlichen. Im
Falle zweier Verinderlicher x,y ist dabei
eine Funktion f

symmetrisch, wenn f(y, x) = f(x,y)

fur alle x,y ist,

alternierend, wenn f(y, x) = —f(x,y)

(Wir setzen der Einfachheit halber voraus.
daB f fiir alle Paare x,y von reellen Zahlen
definiert ist.)

a) Man suche Beispiele fiir symmetrische
bzw. fur alternierende Funktionen. Sym-
metrisch ist z. B. f(x,y) = x + v, allernie-
rend fix.y)=x—y.

b) Man beweise, daBl sich jede (fir alle
Paare x,y definierte) Funktion f als
Summe einer symmetrischen und einer al-
ternierenden Funktion darstellen 148t.

ala Létoile magique

Placez dans les cercles vides les nombres
compris entre 94 et 107 de fagon a toujours
obtenir le total de 402 en additionnant les
cercles situés sur une méme ligne droite.

aus: Logigram, Paris

A2A Hangure HaMMenbllee HATypalib-
110 YUCIO, KOTOPOE OKAaHYMBAETCS Ha 56,
AeNHUTCS Ha 56 U NMeeT CcymMMy LMdp, paBs-
HYIO S6.

aus: Quant, Moskau

A3 a Changing the cross into a square
The drawing shows a cross with four equal
arms. Use four straightline cuts to divide
the cross into five pieces so that you can re-
arrange the pieces to form a square.

—

Hint: Four of the pieces should be congru-
ent {exactly equal).
aus: Fun with mathematics, Toronto

wren g, |




XXIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1989

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die L&-
sungen werden im Oktober 1989 in der
Trommel und der Jungen Welt verGffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu 16sen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewuBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fiir die lei-
stungsstidrkeren Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: X ABC bezeichnet im folgen-
den die Gr6Be des Winkels 5 ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend 4B die Linge
der Strecke 4B bedeutet.

Olympiadeklasse 5

290511 Kerstin erhidlt am 30. April zu
ihrem Geburtstag von mehreren Verwand-
ten Geld geschenkt. Sie hat nun genau
35Mark in ihrer Sparbiichse und nimmt
sich vor, in den folgenden Monaten fleiBig
Altstoffe zu sammeln, so daB sie am Ende
jedes Monats genau 5 Mark in die Spar-
biichse stecken kann.

Am Ende welchen Monats werden, wenn
ihr Vorhaben gelingt, erstmals 55 Mark in
der Sparbiichse sein? ’

290512 Wenn man zwei zweistellige Zah-
len hintereinanderschreibt, entsteht eine
vierstellige Zahl.

Gib zwei zweistellige Zahlen so an, daB die
Summe aus diesen beiden Zahlen und der
daraus gebildeten vierstelligen Zahl genau
1478 betrégt!

(Ein Nachweis, daB es nur eine einzige
Moglichkeit fiir zwei solche Zahlen gibt,
wird nicht verlangt. Du kannst aber versu-
chen, einen solchen Nachweis zu finden.)

290513 Das Bild zeigt ein Spielbrett mit
einem Damestein auf dem Feld bl. Er darf,
wie im Damespiel iiblich, stets einen
Schritt nach links oben oder nach rechts
oben gehen. So kann er in vier Schritten
auf die oberste Zeile (d. h. auf irgendeines
der beiden Felder b5, d5) gelangen.
Gesucht ist die Anzahl aller verschiedenen
Wege, auf denen dieses Ziel erreichbar ist.
Gib diese Anzahl an und beschreibe, wie
du sie gefunden hast!

SV %
Wl O 7
77/
2| W) 77
7B %
a b c de

290514 a) Zeichne in einem Koordina-
tensystem (Einheit 1 cm) ein Dreieck ABC
mit 4(1;2), B(3;2), C(1;4)!

b) Wihle AB als Verschiebungspfeil und
zeichne das bei dieser Verschiebung aus
dem Dreieck ABC entstehende Bild A’B'C’
in dasselbe Koordinatensystem!

¢) Zeichne dazu noch das bei der Verschie-
bung A’C entstehende Bild 4”B”C” des
Dreiecks A'B'C’!

d) Welche Dreiecke und welche Parallelo-
gramme sind mit ihren vollstindigen Sei-
tenkanten in der nun entstandenen Ge-
samtfigur insgesamt enthalten? Zihle diese
Dreiecke und Parallelogramme wie iiblich
durch Angabe ihrer Eckpunkte auf!

Olympiadeklasse 6

290611 Peter mochte aus einer Kanne, in
der sich mehr als 13 Liter Milch befinden,
genau 13 Liter abmessen. Das genaue Fas-
sungsvermogen der Kanne ist nicht be-
kannt, und es ist auch nicht bekannt, wie-
viel Milch genau in der Kanne ist. AuBer
der Kanne stehen noch genau zwei weitere
GefidBe zur Verfiigung. Das eine hat ein
Fassungsvermdgen von genau S Litern, das
andere ein Fassungsvermdgen von genau
17 Litern. (Eine Skaleneinteilung oder
dhnliche Moglichkeiten zum Abmessen
anderer Mengen gibt es jedoch nicht.)
Beschrejbe, wie Peter allein mit diesen
Hilfsmitteln genau 13 Liter Milch abmes-
sen kann!

290612 a) Trage in die sechs Kreise des
Bildes je eine der Zahlen 1,2, 3, 4, 6, 12 so
ein, daB jeder Pfeil von einer Zahl zu
einem ihrer Teiler fiihrt! Dabei soll jede
der genannten Zahlen genau einmal ver-
wendet werden.

b) Ergidnze die Figur durch einen weiteren
Kreis mit der Zahl 18 und mit den entspre-
chend zu erklirenden Pfeilen!

¢) Zeichne eine neue Figur, wieder beste-
hend aus Kreisen und entsprechend zu er-
klirenden Pfeilen, in der die Zahl 75 und
alle ihre Teiler vorkommen!

290613 Ein rechteckiger FuBboden, der
3,6 m lang und 2,7 m breit.ist, soll mit zwei
Sorten gleichgroBer, aber verschiedenfarbi-
ger dreieckiger Teppichfliesen so ausgelegt
werden, daB ein Muster entsteht, wie es
durch Fortsetzen des Musters des Bildes zu
erhalten ist.

Je zwei solcher dreieckigen Fliesen einer
Farbe sollen durch einmaliges Zerschnei-
den einer quadratischen Fliese mit der Sei-
tenldnge 30 cm hergestellt werden.

Wie viele quadratische Teppichfliesen wer-
den von jeder der beiden Sorten insgesamt
benotigt?

% Z

290614 Von den 25 Schiilern einer
Klasse gehéren genau 20 einer Sportgruppe
an. An der AG Mathematik nehmen genau
12 Schiiler dieser Klasse teil. Genau
3 Schiiler dieser Klasse gehdren weder
einer Sportgruppe noch der AG Mathema-
tik an.

Zeige, wie man aus diesen Angaben erhal-
ten kann, daB es auf folgende Fragen ein-
deutig bestimmte Zahlenangaben als Ant-
worten gibt! Gib diese Antworten an!

a) Wie viele Schiiler dieser Klasse insge-
samt gehdéren zwar der AG Mathematik,
aber nicht einer Sportgruppe an?

b) Wie viele Schiiler dieser Klasse insge-
samt gehoren zwar einer Sportgruppe, aber
nicht der AG Mathematik an?

¢) Wie viele Schiiler dieser Klasse insge-
samt gehoren sowohl der AG Mathematik
als auch einer Sportgruppe an?

Olympiadeklasse 7

290711 Auf ein 6X6-Felderbrett (siehe
Bild) sollen 18 Steine so verteilt werden,
daB jeder Stein in genau einem Feld liegt,
in jedem Feld nicht mehr als ein Stein liegt
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sowie in jeder Zeile, in jeder Spalte und in
jeder Diagonalen nicht mehr als drei
Steine liegen.

Gib eine derartige Verteilung an!

Hinweis: Unter einer Diagonale wollen wir
in dieser Aufgabe jede Gerade verstehen,
die in einer Diagonalrichtung des Quadra-
tes durch die Mittelpunkte von mehreren
(mindestens 2, hochstens 6) Feldern ver-
lauft. Es gibt folglich auf diesem Brett ge-
nau 18 verschiedene Diagonalen.

290712 Thomas, Uwe und Volker beleg-
ten bei einer Mathematikolympiade die er-
sten drei Plitze, jeder von ihnen einen an-
deren Platz als die beiden anderen. Uber
diese Plazierung wurden nun die folgenden
drei Aussagen gemacht:

(1) Thomas wurde nicht Erster.

(2) Uwe wurde nicht Zweiter.

(3) Volker wurde Zweiter.

Von diesen drei Aussagen (1), (2), (3) ist
genau eine wahr. Untersuche, ob sich hier-
aus ermitteln 1aBt, wer von den drei Schii-
lern den ersten, den zweiten und den drit-
ten Platz belegte! Ist dies der Fall, so gib
die Plazierung an!

290713 Rolf sagt an seinem Geburtstag,
dem 1. September 1989: ,Die Quersumme
der Jahreszahl meines Geburtsjahres ist zu-
gleich auch das in Jahren gerechnete Alter,
das ich heute erreiche.“ Untersuche, ob es
genau ein Jahr als Rolfs Geburtsjahr gibt,
fiir das seine Aussage zutrifft! Ist das der
Fall, so gib dieses Geburtsjahr an!

290714 Bei der Wiederholung des Innen-
winkelsatzes flir konvexe Vierecke geraten
Anja und Klaus in einen Streit:

Klaus behauptet: , Zerlegt man ein beliebi--

ges konvexes Viereck ABCD durch Ein-
zeichnen der Diagonalen AC in die beiden
Teildreiecke ABC und ADC, dann betrigt
die Innenwinkelsumme jedes dieser Teil-
dreiecke 180°. Folglich muB im Viereck
ABCD die Innenwinkelsumme 2-180°
= 360° betragen.“ Anja entgegnet: ,Zeich-
net man aber noch die zweite Diagonale
BD ein, dann erhidlt man vier Teildreiecke.

Die Innenwinkelsumme von ABCD muB

folglich 4 - 180° = 720° betragen.“
Untersuche, welcher der beiden Schiiler
recht hat! Begriinde deine Entscheidung!
Anmerkung: Unter einem konvexen Vier-
eck versteht man ein Viereck, dessen beide
Diagonalen innerhalb dieses Vierecks lie-
gen (vgl. Lb. 6, S.179).
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290811 Auf einer Flasche mit handelsiib-
licher 40prozentiger Essigessenz stehe die
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folgende Gebrauchsanweisung: ,Der Inhalt
dieser Flasche (200 ml), mit 800 ml Wasser
vermischt, ergibt einen zehnprozentigen
Speiseessig.“
Stimmt das?

290812 Die Grundfliche eines geraden
Prismas ist ein gleichseitiges Dreieck mit
gegebener Seitenlinge a. Die Summe aller
Kantenldngen dieses Prismas betrigt 15a.

Berechne den Flicheninhalt der Mantelfld-
che dieses Prismas!

290813 Zwei Kreise k, und k, seien so
gelegen, daB sie zwei verschiedene Schnitt-
punkte A und D haben und daB ihre Mit-
telpunkte M), M, auf verschiedenen Seiten
der Geraden durch 4 und D liegen. Der
von A verschiedene Schnittpunkt, den k,
mit der Geraden durch 4 und M, hat, sei
B. Der von A verschiedene Schnittpunkt,
den k, mit der Geraden durch 4 und M,
hat, sei C.

a) Weise nach, daB unter diesen Vorausset-
zungen stets der Punkt D auf der Gera-
den g durch B und C liegen muf!

b) Stelle eine Vermutung iiber die gegen-
seitige Lage der Geraden g und der Gera-
den h durch M,, .M, auf! Beweise deine
Vermutung!

290814 Zu jeder sechsstelligen natiirli-
chen Zahl n, deren Einer-Ziffer von Null
verschieden ist, kann man diejenige Zahl
n’ bilden, die man erhilt, indem man die
Ziffern von n in umgekehrter Reihenfolge
schreibt. AnschlieBend kann man die Zahl
n + n’ berechnen.

a) Bilde einige Beispiele! Stelle fest, ob es
eine Primzahl gibt, durch die in deinen
Beispielen die Zahl n + n’ teilbar ist! Au-
Bere eine Vermutung!

b) Versuche, deine Vermutung zu bewei-
sen!

c) Jetzt sei k eine beliebige gerade natiirli-
che Zah! groBer als Null. Auch zu jeder
k-stelligen natiirlichen Zahl n, deren Ei-
nerziffer von Null verschieden ist, kann
man diejenige Zahl bilden, die man erhilt,
indem man die Ziffern von » in umgekehr-
ter Reihenfolge schreibt.

Gilt fir n+ n’ dann auch eine entspre-
chende Aussage wie in a), b)?
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290911 Fiir das Quadrieren von zweistel-
ligen Zahlen, die mit der Ziffer 5 enden,
gibt es folgende einfache Regel:

Man multipliziere die Ziffer an der Zeh-
nerstelle mit derjenigen Zahl, die um 1 gro-
Ber ist, und schreibe hinter das Produkt die
Ziffern 25.

Beispielsweise zur Berechnung von 252
fiihrt die Regel wegen 2-3 = 6 auf das Er-
gebnis 625.

Beweisen Sie diese Regel!

290912 Gibt es unter allen fiinfstelligen
Zahlen, die sich unter Verwendung genau
der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4 schreiben lassen,
eine Primzahl?

290913 Bei einem Abzihlspiel stehen
11 Kinder in einem Kreis. Eines dieser
Kinder sagt den Abzéhlvers auf; dabei wird

im Uhrzeigersinn bei jeder Silbe ein Kind
weiter gezdhlt. Auch der Spieler, der den
Abzdhlvers aufsagt, wird in das Abzihlen
einbezogen. Der Abzihlvers hat 15 Silben.
Das Kind, auf das die letzte Silbe trifft,
verlaBt den Kreis; beim nachfolgenden
Kind wird das Abzihlen wieder mit dem
Anfang des Abzéhlverses fortgesetzt. Die-
ses Abzdhlen und Ausscheiden erfolgt so
lange, bis nur noch ein Spieler im Kreis ist;
dieser Spieler hat gewonnen.

a) Bei welchem Kind mufBl der abzihlende
Spieler beginnen, wenn er selbst gewinnen
will? (Um die Antwort zu formulieren, nu-
meriere man die Kinder und gebe etwa
dem abzdhlenden Spieler die Nummer 1.)
b) Falls Sie die Moglichkeit haben, an
einem (Klein-)Computer zu arbeiten, soll-
ten Sie ein Programm schreiben, mit dem
sich Aufgabe a) fiir Abzihlspiele mit &
Kindern und einem Abzihlvers aus s Sil-
ben 10sen ldBt.

290914 Die Eckpunkte eines Wiirfels
seien wie im Bild bezeichnet.

a) Fertigen Sie mit verdoppelten Strecken-
lingen, aber gleichen Winkeln eine weitere
Zeichnung an, die zundchst nur die Eck-
punkte des Wiirfels wiedergibt! Zeichnen
Sie nun die Dreiecksflichen BHA, BHC,
BHD, BHE, BHF und BHG (durch Wieder-
gabe ihrer Seitenkanten) ein! Beriicksichti-
gen Sie dabei die Sichtbarkeitsverhaltnisse,
indem Streckenteile, die durch mindestens
eine davorliegende Dreiecksfliche verdeckt
sind, gestrichelt wiedergegeben werden!
Die Seitenflichen und fiir die Dreiecke
nicht bendtigten Seitenkanten des Wiirfels
selbst sollen nicht beriicksichtigt werden.
(AbschlieBend konnen Sie die Anschau-
lichkeit der Zeichnung noch durch Schraf-
fur oder Farbe erhohen.)

H G
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b) Beweisen Sie, daB die genannten Drei-
ecke sidmtlich untereinander kongruent
sind!
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291011 Geben Sie mindestens ein Bei-
spiel fur 1989 natiirliche Zahlen an, deren
Summe gleich ihrem Produkt ist! Bestiti-
gen Sie durch Berechnung der Surnme und
des Produktes die geforderte Gleichung!

291012 Jens gibt in seinen Taschenrech-
ner eine positive Zahl 4 ein und wendet
dann folgenden Ablauf von Rechenopera-
tionen an: Addition von 1, aus dem Ergeb-
nis Ziehen der Quadratwurzel.

Nun wiederholt er denselben Ablauf von
Rechenoperationen mehrere Male. Er be-
obachtet, daB nach geniigend héufiger
Wiederholung das Ergebnis auf einem



Zahlenwert Z ,stehenbleibt“, d. h., daB der
Ablauf, auf Z angewandt, wieder Z ergibt
(oder sich nur um einen - durch das in-
terne Runden des Rechners entstande-
nen - sehr kleinen Betrag von Z unter-
scheidet).

a) Beweisen Sie, daB aus jeder positiven
Zahl A, fir die diese Beobachtung zutrifft,
dieselbe Zahl Z entstehen muB, unabhédn-
gig von der Ausgangszahl 4!

b) Falls Sie die Moglichkeit haben, an
einem (Klein-)Computer zu arbeiten, soll-
ten Sie mit einem geeigneten Prograrnm
die in a) zu beweisende Behauptung fiir die
Anfangswerte 4 =1, 2, ..., 10 iberpriifen.

291013 Zwei Spieler haben sich folgen-
des Spiel ausgedacht: Auf einem Spielbrett
sind 14 Spielfelder im Kreis angeordnet,
eines dieser Felder gilt als Anfangsfeld A4.
Jeder Spieler hat einen Spielstein und setzt
ihn auf das Feld A.

Dann fiihrt jeder Spieler mit einem Wiirfel
einen Wurf aus. Werfen beide Spieler un-
terschiedliche Augenzahlen, so setzt der
Spieler mit der h6heren Augenzahl seinen
-Stein um 4 Schritte im Uhrzeigersinn vor-
wirts, der andere um 2 Schritte. Werfen sie
aber die gleiche Augenzahl, so setzt jeder
seinen Stein um 3 Schritte vorwirts. Dieses
Wiirfeln und Voransetzen beider Steine
gilt als ein ,Zug“. Infolge der kreisférmi-
gen Anordnung der Spielfelder kann es
vorkommen, daB ein Stein beim Voranset-
zen das Feld A4 erreicht oder iiberschreitet
(und damit einen neuen Umlauf beginnt).
Das Spiel ist beendet, sobald nach Durch-
fihrung eines ,Zuges“ der Stein minde-
stens eines Spielers genau auf dem Feld 4
steht. Dieser Spieler hat gewonnen, falls
der Stein des anderen Spielers dabei nicht
auf A steht. Falls jedoch beide Steine auf
A stehen, endet das Spiel unentschieden.
Welches ist die kleinstmogliche Anzahl
von ,Ziigen“, aus denen ein unentschiede-
nes Spiel bestehen kann? Begriinden Sie
lhre Antwort!

291014 Das Bild stellt einen ebenflachig
begrenzten Korper ABCD in senkrechter
Eintafelprojektion dar.

Projektion: HohenmaBstab:
p' c' BD
7

/
%
7
/
/
-/
7
A B' AC

Die Punkte A’, B, C’, D’ sind die Ecken
eines Quadrates mit gegebener Seitenldange
a. Der Abstand der Punkte 4, C von den
Punkten B, D im HohenmaBstab betrage
ebenfalls a.

Ermitteln Sie aus diesen Angaben das Vo-
lumen V(ABCD) des dargestellten Korpers!

Olympiadeklassen 11/12

291211 Man ermittle die Anzah] aller na-
tiirlichen Zahlen z mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Die dekadische Zifferndarstellung von
z besteht aus fiinf paarweise verschiedenen
Ziffern.

(2) Die erste und die letzte Ziffer darin
sind von 0 verschieden.

(3) Ist z’ diejenige Zahl, deren Zifferndar-
stellung aus der von 7 durch Umkehrung
der Reihenfolge entsteht, so besteht die
Zifferndarstellung der Zahl z+z' aus
samtlich einander gleichen Ziffern.

291212 Man ermittle alle Paare (x,y) re-
eller Zahlen, die das folgende Gleichungs-
system

x*+yr=1 )
x+xy+y=-1 2
erfiillen.

291213 In jedem Dreieck ABC zerlegt die
Mittelsenkrechte der Seite AB die Fliche
dieses Dreiecks in zwei Teilflichen, die so
mit T, T, bezeichnet seien, daB 4 in T)
und B in T, liegt. Der Fliacheninhalt von T;
sei F;, dervon T, sei F,.

Man ermittle unter allen Dreiecken 4ABC,
die rechtwinklig mit dem rechten Winkel
bei C sind, genau diejenigen, fiir die das
Verhiltnis k = F,: F, ganzzahlig ist.

291214 Fiir jede natiirliche Zahl n = 1 sei
f, diejenige Funktion, die fir alle reellen
x *# 0 durch
1-x  22-2x
) =—t—
2 -
32-3x o+ n?— nx
x x

2
+

definiert ist.

a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funk-
tionen f;, f,, f; und f;!

b) Beweisen Sie: Fiir jede natiirliche Zahl
n = 1 hat die Funktion f, genau eine Null-
stelle! Geben Sie diese Nullstelte in Ab-
hidngigkeit von n an!

¢) Beweisen Sie, daB es eine natiirliche
Zahl n gibt, mit der die Nullstelle der
Funktion f, groBer als 100 ist! Ermitteln
Sie die kleinste derartige Zahl n!

Zweimal Logik

In Heft 5/1986 wurde das Spiel ,Die Barri-
kade“ vorgestellt. Inzwischen kann dieses
und ein weiteres Schiebespiel in unseren
Spielwarenldden erworben werden. Der
VEB Kamenzer Spielwaren hat sie unter
der Bezeichnung ,Logik 1“ und ,Logik 2¢
hergestellt, sie kosten 3,90 M. In der Spiel-
anleitung von ,Logik 1“ ist gegeniiber der
Veroffentlichung in der ,,alpha“ eine etwas
geanderte Ausgangsstellung angegeben
und eine andere Endstellung gesucht.

Eine mogliche Losung findet man eben-
falls dort. Natiirlich sind bei diesem Spiel
die verschiedensten Konstellationen denk-
bar, dadurch wird es gerade so interessant.
Ubrigens, wer weitere Schiebepuzzle ken-
nenlernen und vielleicht auch nachbauen
will, schaue nach bei: R. Thiele, Die gefes-
selte Zeit, Urania-Verlag, 3. Auflage 1986.

W. Schmidt, Greifswald

Eine interessante
Multiplikation

Die Galla sind ein in Nordostafrika leben-
des Volk, das vorwiegend Viehzucht be-
treibt. Bei ihnen rechnet man Multiplika-
tionsaufgaben mit natiirlichen Zahlen auf
uns ungewohnte Weise. Es werden drei
Beispiele vorgestellt und anschlieBend er-
lautert.

64 17=7

32. 34

16-—68

136

-4 272

—2-—544

1-1088

64- 17=1088

46- 27="1
23- 54
11-108
5-216
2432
1-864 1-992

46- 27=1242 38- 31=1178

Der erste Faktor wird stets halbiert, der
zweite Faktor verdoppelt. Solange diese
Halbierung ohne Rest ausfiihrbar ist, dn-
dert das Produkt den Wert nicht; das davor
stehende Produkt wird deshalb gestrichen.
Wird aber bei diesem Vorgehen der erste
Faktor einmal ungerade, ist er also nicht
durch zwei ohne Rest teilbar, so wird beim
ndchsten Schritt (ohne Riicksicht auf den
Divisionsrest) der um eins verminderte er-
ste Faktor halbiert, der zweite verdoppelt,
das voranstehende Produki jedoch nicht
durchgestrichen. Die Summe aus allen auf
diese Weise nicht gestrichenen zweiten
Faktoren ist dann das gesuchte Produkt.
Die Richtigkeit dieser Multiplikations-
weise ist leicht einzusehen. Bei jedem Pro-
dukt mit ungeradem ersten Faktor wird die
Division nicht vollstindig ausgefiihrt (es
verbleibt ein Rest 1), so daB der Betrag des
zweiten Faktors genau einmal fehlen
wiirde, wenn er nicht durch Stehenlassen
und spiteres Addieren in das Gesamter-
gebnis eingehen wiirde.

Dieses einfache, aber geniale Vorgehen
beim Multiplizieren zweier natiirlicher
Zahlen zeigt, daB auch Volker mit geringen
mathematischen Kenntnissen erfolgreich

38 31=?
19 62
9-124

4248
2496

-praktische Aufgaben zu l6sen wuBten.

Th. Scholl
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Losungen

Losungen zu:
Olympische Kryptogramme

Heft 3/89

Ala 9035136:2112=4278

A2 A keine Losung

A3a 22Lbsungen,z.B.983 +45=1028

Ad4a 17 Lbsungen, z. B. 142-57 = 8094

Losungen zu:
Aufgaben iiber ein Dosierbesteck
Heft 3/89

Ala Laut Hebelgesetz, und weil die Ge-
wichtskraft das Produkt aus der Masse des
Korpers und der Erdbeschleunigung ist,
gilt:
m(a—10,3cm)=15g-10,3cm
m(103cm+85cm—a)=50g-5,4cm
Durch Addieren der linken und rechten
Seiten beider Gleichungen folgt:
m-85cm=15g-103cm + 50¢g
-5,4cm

15¢g-10,3cm+50g-54cm

m=
8,5cm

~4994g
Damit ergibt sich aus der ersten Gleichung

a= 155—1"?”3 +10,3 cm ~ 13,39 cm.

424 Laut Hebelgesetz muB gelten:
20g-x =m(10,3cm + 8,5¢cm
+54cm—a—x)
(20g+ m)x=m(10,3cm + 8,5cm — a)
_m(103cm+85cm+54cm—a)
B 20g+ m

=772cm.
A3 a Mit der Formel

V= %((ﬂ + dD + D?) ergibt sich

Vkleiner Becher ~ 51731 cm3

und VSWBH Becher ~ 103,8 Cms.

Der kleine Becher faBt also

50g-51,31cm’
1038cm - 247¢
15g:10,25cm + 50g-5,35cm

8,55cm

- 15g-545cm +50g-5,45cm

= 8,45cm

4926...g=m=50,62...g

15g-10,25¢cm
50,62...g

- 15g-10,35cm

=  4926...¢g

1328...cm=a2=13,50...cm.

AS5a Man verschiebt den Waagebalken

so lange auf der Schneide, bis er im

Gleichgewicht ist. Dann befindet sich der

Schwerpunkt S senkrecht unter der Dreh-

achse.

Ada

=m

+10,25cm=a

+10,35cm
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A6 A Damit sich der Schwerpunkt des
eingefiillten PSM auf der Becherachse be-
findet.

Losung zu:

Ein Wigestiick ist zu leicht

Bei der ersten Wigung legt er auf die linke
Waagschale die drei Wigestiicke mit den
Markierungen 1 und 2 und auf die rechte
Waagschale das Wigestiick mit der Zif-
fer 5. Geht dabei die rechte Waagschale
nach oben, so ist das Wigestiick mit der
eingeschlagenen 5 das gesuchte. In diesem
Fall ist eine zweite Wigung tiberfliissig.
Geht die linke Waagschale nach oben, so
ist eines der Wigstiicke mit den Ziffern 1
oder 2 das gesuchte. In diesem Fall legt er
bei der zweiten Wigung auf jede Waag-
schale eines der Wigestiicke mit der Zif-
fer 2. Ist dabei die Waage im Gleichge-
wicht, so hat das Wigestiick mit der
eingeschlagenen 1 weniger als 1g Masse.
Ist die Waage nicht im Gleichgewicht, so
ist das gesuchte Wigestiick das auf der
oben befindlichen Waagschale. Ist schlieB-
lich bei der ersten Wigung die Waage im
Gleichgewicht, so befindet sich das ge-
suchte Wigestiick unter den drei mit den
Ziffern 10 oder 20. Analog wie oben wird
mit der zweiten Wigung herausgefunden,
welches dieser drei weniger Masse besitzt
als seine Beschriftung anzeigt.

Ohne Wigestiicke!

Wegen I und weil die Masse einer Kugel
ein Vielfaches der Masse eines Kegels ist,
ist auch die Masse eines Wiirfels ein Viel-
faches der Masse eines Kegels. Mittels I
folgt aus II schrittweise:

b NBYN

_ri-

2 NIAYAN

-

Mittels I folgt aus III schrittweise:

3)

o o CIANTAMAA

5) DD NAAAAAAA_

6) D '\AAAAAAAA_
~ AAA

Aus 2 und 6 ergibt sich, daB drei Kegel die
gleiche Masse haben wie ein Wiirfel und
aus I, daB fiinf Kegel die gleiche Masse ha-
ben wie eine Kugel.

Losungen zu:
Einiges iiber das Sehnenviereck
Heft 3/89

A24 a=65%p=50°%
y=25°+90°=115°

Ad4a 7 BAC= xBDC .
(Peripheriewinkel iiber BC)
2 ACD = 5 DBA .
(Peripheriewinkel iiber AD)

A5a Drachenviereck; Hohensatz

A6a Kathetensatz

A7a  Satz des Pythagoras

A84A e2=ac+bh?

A9a e=7cm

Al10Aa u.a. xACB=45°; xCBD =25°;
Winkel bei S 70° bzw. 110°.

aAlla xCBDund 5BDC.

Losung zur Schachecke

1. 3+ g:f3, 2. e:d3+ c:d3, 3. Lf5+ e:f5,
4. Te6+ d:e6, 5. Td4+ c:d4, 6. a8L+ DdS5,
7. L:d5+ e:dS5, 8. Sf6+ g:f6, 9. DeS+ fie$,
10. Sg5 matt.

Moglich ist auch die Zugumstellung

5. Sf6+ g:A6, 6. Td4+ c:d4,

7. a8D+ DdS5, 8. Da:dS+ e:d5.

Losungen zu:
Ein mathematischer Blumenstraufi

DDR-40
Das Bild zeigt eine mégliche Eintragung:

0@0@0@@0@&0
@ @ @ @ OE®
D,60,0,0]0,0,C,CACENC)

Von Bezirk zu Bezirk

Es sind eingetragen v.1.n.1.:

Schwerin (2. Zeile), Dresden (6. Z.),
Erfurt (8. Z.), Leipzig (9. Z)),

Potsdam (9. Z.);

v.r.n. L.: Neubrandenburg (1. Z.),

Suhl (2. Z.), Frankfurt/Oder (3.Z.),
Karl-Marx-Stadt (4. Z.), Gera (5. Z.),
Magdeburg (7. Z.), Cottbus (8. Z.);
v.0.n.u.: Halle (1. Spalte),

Rostock (2. Sp.), Berlin (11. Sp.).

Die verbleibenden Buchstaben ergeben
den Namen der gesuchten Zeitschrift:
MIKROPROZESSORTECHNIK (MP).

Geographisches

Man erhilt fiir die FluBldngen ein eindeu-
tig losbares lineares Gleichungssystem, das
man in geeigneter Reihenfolge schrittweise
l6sen kann:

Elbe: 1165 km (nach (1));

Bode: 169 km (nach (4));

Peene: 156 km (nach (2));

Saale: 427 km (nach (6));

Oder: 861 km (nach (3));

Havel: 343 km (nach (7));

Spree: 382 km (nach (5));

Mulde: 124 km (nach (8)).
(Zahlenangaben nach BI-Handlexikon in
zwei Bédnden, Leipzig 1982)

Von Stadt zu Stadt

Es waren folgende Stidtenamen (in der
Reihenfolge des Textes) versteckt:

Waren, Aue, Thale, Bergen, Forst, Artern,
Freital, Sonneberg, Wolfen, Barth, Torgau,
Zeitz, Dresden, Leipzig, Altenburg, Burg,
Querfurt, Erfurt, Eisenach, Borna, Wolgast,
Halle, Wismar, Rostock, Giistrow, Merse-
burg, Grimma, Calau, Jena, Bernau,
Oschatz, Werdau, Greiz, Riesa, Schwerin,
Aken, Weiflwasser, Berlin, Wurzen, Gera.

Ein grundlegendes Recht

1. Rechteck, 2. Exponent, 3. Computer,

4. Hyperbel, 5. Tangente, 6. Astroide,

7. Ursprung, 8. Funktion, 9. Béschung,

10. Integral, 11. L6sungen, 12. Division,
13. Umlegung, 14. Neunzehn, 15. Gradient.
Die Anfangsbuchstaben ergeben:

RECHT AUF BILDUNG.



Fermsehturm-Domino
Das Bild zeigt eipe Legemoglichkeit:
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Erbauliche Ansichten =
Das Bild zeigt je eine Legemoglichkeit:
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“Losungen zu: Ein Hobl:)y—1

mathematiker stellt sich vor

a1l a Die gesuchten Zahlen sind 14 091;
32208; 50325; 62403; 80520.

A2 a Die Milchmenge ist jahrlich um
39 kg zu steigern.

A3a Wegen der Teilbarkeitsregeln ist
die Summe der jeweils letzten zwei Ziffern
aller Potenzen der Aufgabe zu ermitteln.
Diese endet auf 50. Bei Division durch 4
ergibt sich der Rest 2.

Ad4a a)Esgibt keine Losung.

b) 2763 + 1841 = 4604;

2863 + 1741 = 4604; 1832 + 5475 = 7307,
1432 + 5875 =7307; 2613 + 4574 = 7187;
2513 + 4674 =7187; 5716 + 2482 = 8198;
5416 + 2782 = 8198; 6847 + 2592 = 9439;
6547 + 2892 = 9439; 5816 + 3293 = 9109;
5216 + 3893 = 9109, 3814 + 5295 = 9109;
3214 + 5895 =9109. :

[ D E ED E ED CE R EE

B0

AS A Auf dem letzten Feld sind
8388608 Weizenkorner. Insgesamt liegen
16777215 Kérner auf dem Brett. Das ent-
spricht dem Ertrag einer Anbaufliche von
0,14 Hektar.

A6 a Eshandelt sich um Kombinationen
ohne Wiederholung zur 1. bis 3. Klasse. Es
ergeben sich 129 verschiedene Kombina-
tionen.

Losungen zu:
Uberall Niherungswerte }

Ala Genaue Werte: a), ), h), k)
Niherungswerte: b), ¢), d), e), g), i)

A2 a Zahnpasta:-
46g=m=<>54g,646¢g, 54g
Waschpulver:

860g=m=940¢g, 860g, 940¢g
Tafelbutter:

250g +t4g,246g=m<=<254g

A3a b)2, 265,275, 2,65=x,s2,75
c) 2, 10,5, 11,5, 10,5= x, = 11,5
d) 11,0, 11,05, 10,95 = x,, = 11,05

e) 11,00, 4, 10,995, 11,005

Ada

Moglicher Uberschlag  genaues Resultat -
a) 1000 - 500 = 500000 691782
b) 7000 - 200 = 1400 000 1345192
¢) 9000: 30=300 265

ASaA
a) z.B.: 7000- 150 = p = 7500- 150
1050000 = p = 1500000

b) z:B.: 8000:40 = g =9300:30
200=¢=310
A6a abdf N

Losungen zu:
Acht mathematische Knobelaufgaben

Ala
1+9+49+40=1+9+189,(..=99
1+94+9+4+0=19+89,(...=108).
A2a Aus N+ N+ N=45folgt N=15,
aus N+ N =P folgt P=130,

aus N+ P=1 folgt I =45,

aus N-P =R folgt. R = 450,

aus R+ R+ R=E folgt E=1350,

aus ]+ N:N+I:N+I:N=0 folgt

O = 54. Dabher gilt
P+I+0+N+I+E+R

=30+ 45+ 54+ 15+ 45+ 1350 + 450
=1989.

A3 a Angenommen in Klasse 5a von Su-
sanne sind x Schiiler; dann sind (x — 1)
Schiiler in Klasse 5b und (x + 1) Schiiler
in Klasse Sc. Zusammen sind -das 2-x
Schiiler. Nun gilt 2- x =58, also x =29.
In Susannes Klasse sind 29 Schiiler.

A4 a Die vierte Zahl lautet

a) 4455, b) 4564, c) 4123, d) 4456.

AS5A 1'1:2:4=1+1+2+4=8.

A 6 A Beispiel: (359 + 593 + 935)
1(3+5+9)=1887:17=111.

Allgemeine Losung: Die drei Zahlen seien
abe, bea, cab in dezimaler Schreibweise.
Dann gilt: -
100-(a+b+c)+10-(a+b+c)+1
‘(@atbt+te)y=111-(a+b+ec).
Wegena+ b+ c*+0ist 111-(a+ b+ ¢c)
{at b+c)=111. -

Das Ergebnis lautet also stets 111.

A 7a Die kleinste gewiirfelte Summe ist
1+7=8, die groBte ist 6 + 12 = 18. Die
dazwischenliegenden Summen sind
(z.B)n+7,n=2,3,4,5, 6 und
6+m,m=8,9,10, 11

Es kdnnen also 11 verschiedene Summen
der Augenzahlen gewiirfelt werden.

A8A A=5U=1F=1G=2,
E=3,P=2,8=5T=4 M=3,
H=21=10=1 )

Das Produkt lautet dann 7200.

Losungen zur Sprachecke

A la Magischer Stern

Schreibe in die leeren Kreise Zahlen zwi-
schen 94 und 107, so daB man stets die
Summe 402 erhilt, wenn man die Zahlen
addiert, die in den Kreisen auf einer Gera-
den stehen.

Lésung:

A=97,B=103, C=99, D=104,

E =96, F=101, G =106, H = 105, -
I1=100,7=102, K=95 L =98.

A2A Bestimmt die kleinste natiirliche
Zahl, welche auf 56 endet, durch 56 teilbar
ist und die Quersumme 56 besitzt!
Lésung: Laut Aufgabe hat die gesuchte
(1) moglichst kleine natiirliche Zahl z
(2) die Form z = 56- x,
(3) eine auf 56 endende Dezimalstellung,
(4) die Quersumme 56.
Aus (2) folgt, weil 56 =87 ist,
i(5) 8|z und (6) 7|z.
Wegen (1) bis (5) und auf Grund der Teil-
barkeitsregel fiir 8. endet die Dezimaldar-
stellung von z auf 856 und weiterhin wegen
(1) bis (6) auf 9856 = 56176 = y.
Da 9 + 8 + 5 + 6 = 28’ist, miissen die noch
fehlenden Stellen der Dezimaldarstellung
von z die Quersumme 56 — 28 = 28 erge-
ben. (Folgerung aus (4):)
Kleinstmégliche Zahl mit dieser Quer-
summe ist 1999.
Da aber 5619999856 und 56|y ist und
weil (1) bis (6) gelten muB, priifen wir, ob
eine der Zahlen 2899, 2989, 2998 ohne
Rest-durch 7 teilbar ist. Das trifft nur bei
2989 = 7-427 zu. '
Da 29899856 = 56-533926 gilt, ist, wie
die Herleitung zeigt, z = 19899 856 die ge-
suchte natiirliche Zahl.

Ala
Verwandle das Kreuz in ein Quadrat
Die Zeichnung zeigt ein Kreuz mit vier °
gleichen Armen. Teile mit vier Geraden
das Kreuz so in fiinf Teile, daB du die Teile
neu in Form eines Quadrates ordnen
kannst.
Hinweis: Vier der Teile sollen kongruent
sein.

N

Losung:




Gut gedacht
ist halb gelost

Ermittelt die jeweils gesuchten GroBen, in-
dem ihr eure Kenntnisse iiber kongruente
Dreiecke, Sitze am Kreis und die Satz-
gruppe des Pythagoras nutzt.

Ch. Werge

3 ges.x,y 5 ges.r,x

6 ges.:rX 7 ges.:d, x
8 pges.:s|,s,;, d

9 ges.r,I; 10 ges.:d, x,y 11
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Jung geblieben

mit seinen Schulern —

Gerhard GruB3

Zum 40. Jahrestag der DDR nahmen wir uns
vor, einen mindestens 40 Jahre im Schuldienst
tdtigen Mathematiklehrer zu interviewen. Und
suchen brauchten wir solch einen Kollegen
nicht lange, denn unser technischer Zeichner
OStR G. Grup, stellvertretender Direktor einer
Polytechnischen Oberschule in Leipzig kann
auf eine noch lingere Berufspraxis zuriickblik-
ken. Alphons

Frage: Warum wurden Sie 1946
(Mathematik)Lehrer?

Zur Beantwortung dieser Frage ist es not-
wendig, einige Jahre (vor 1946) zuriickzu-
blenden.

Ich habe 1940 bis 1942 im Flugzeugbau als
technischer Zeichner gelemnt. Uber Abend-
semester der techn. hoheren Lehranstalt
versuchte ich mein Ziel Ingenieur im Flug-
zeugbau zu erreichen. Der faschistische
Krieg zerstorte diese berufliche Entwick-
lurtg und manche andere Illusion.

Als ich bereits im November 1945 aus
Kriegsgefangenschaft zuriickkehren
konnte, zeichneten sich in der damaligen
sowjetischen Besatzungszone die ersten
Schritte zur Neugestaltung der Volksbil-
dung ab. Fanatische Nazi-Lehrer, die mich
zu formen versuchten, Hafttage im Arbeits-
haus Leipzig (wegen Auseinandersetzun-
gen mit der HJ), Erlebnisse als Soldat und
meine fachlichen Vorkenntnisse waren An-
laB, mich als Neulehrer zu bewerben. Da-
mals noch verschwommene Vorstellungen
von einer anderen Erziehung junger Men-
schen motivierten meine Bewerbung. Nach
achtmonatiger , Kurzausbildung® mit eini-
gen Grundgedanken der Psychologie, Pdd-
agogik und anderen fachlichen Aspekien
begann ich dann, so ,gut geriistet“ als Leh-
rer fiir Physik und Mathematik an der
35. Volksschule in Leipzig.

Frage: Wie sahen damals Studium

und Schulpraxis aus?

Es gibt viele Veroffentlichungen iiber un-
sere demokratische Schulreform. Ich
mochte nun keine grundsatzlichen Wieder-
holungen dazu bringen, sondern nur an ei-
nigen Beispielen zeigen, welche Probleme
wir auBer der Unterrichtsgestaltung auch
zu l6sen hatten. Aufgaben, die fiir unsere
Absolventen jetzt kaum noch vorstellbar
sind. Unsere Stundenzahl bewegte sich bei
30 Wochenstunden Unterricht, dazu kam
obligatorisch zweimal wodchentlich nach-
mittags Weiterbildung in Psychologie/Pid-
agogik/Methodik. In einer Reihe von Er-
ziehungs- und auch Bildungsfragen war es

ein Arbeiten von ,der Hand in den Mund*
und die tdgliche Praxis war unser konkrete-
ster Ausbilder.

Vieles liee sich liber den Schulalltag er-
zahlen. Ich mdéchte hier nur einige unter-
richtliche wie auch ,auBerunterrichtliche*
Episoden anklingen lassen. Episoden, die
auch zeigen, daB in schwerster Zeit unsere
Partei im Rahmen des damals mdglichen
alles fiir die Jugend tat:

— jeden 2. Tag Ausgabe eines
Roggenbrotchens an die Schiiler

— in gewissen Abstinden zusitzliche
Ausgabe von 25 g Butter je Schiiler (selbst
ausgewogen aus einem 10-kg-Block)

— Ausgabe von Bezugsscheinen fir
Schuhe und andere Kinderbekleidung

— fiir Mathe-Lehrer selbstverstandlich die
Mitwirkung beim zweimal durchgefiihrten
Umtausch der alten Banknoten (nie
wieder hatte ich soviel Geld in den
Hinden)

— Mitwirkung bei den in gewissen
Zeitabstinden durchgefiihrten
Preissenkungen freier Waren (Inventuren
in den betreffenden Liden).

In besonderer Erinnerung ist mir noch der
sehr strenge Winter 1946/47. Die Heizung
der Schule war mehr als ein Problem, bzw.
keines, es lief nichts. Progressive Eltern
halfen damals im Rahmen ihrer Moglich-
keiten, so unterrichtete ich zum Beispiel
mit meiner 7.Klasse (36 Jungen) an fol-
genden Stellen:

— tédglich 2 Std. mit je 12 Schiilern im
Kinderzimmer des Kunstmalers Vogler

— mit je 10 bis 12 Schiilern in den
entsprechenden freien Zeiten, im
Wartezimmer von Dr. Geidel (Coppistr.)

— die anderen Schiiler trafen sich téglich
in der Schule zum Empfang der neuen
Hausaufgaben und Abgabe der filligen
Aufgaben

— zweimal wochentlich mit der gesamten
Klasse 3 Std. im Hundebad des
Stadtbades (Wandtafel war die mit
schwarzem Papier beklebte Tiir).

Trotz der genannten Episoden war es eine
padagogische ,Lehrzeit”, die mir viel gege-
ben hat. Gerade die Vielfalt der Probleme
prigten bei vielen von uns Einsatzbereit-
schaft, parteilichen Standpunkt und me-
thodische Variabilitit. In diesen ersten
Jahren schied sich aber auch bei uns dama-
ligen Neulehrern die Spreu vom Weizen.

Meine personliche Entwicklung ging iiber
die 1. und 2. Lehrpriifung mit den Wahlfd-
chern Mathematik und Physik, spiter

dann, nach Einfilhrung des polytechni-
schen Unterrichts liber ein Fernstudium
zum Fachlehrer fiir PA. Viele Details lie-
Ben sich noch zusammentragen. Alles war
aber geprigt von dem Gedanken. eine
junge Generation zu bilden, die unseren
damals jungen Staat achten und lieben
lernt und die alle ihre Moglichkeiten zur
Sicherung des Friedens einsetzt.

Frage: Wie kam es zu Ihrer Mitarbeit

bei ,,alpha"“?

1953 kam ich als Fachlehrer fiir Ma (Phy)
an die 29.POS (Wohnungsnihe). Der
Mathe-Unterricht an dieser Schule wurde
gepragt vom ersten Chefredakteur der
»alpha“, J. Lehmann. Aus der tiglichen Zu-
sammenarbeit ergab es sich zwangsldufig,
daB mich Koll. Lehmann schon relativ
kurze Zeit nach dem Erscheinen der
~alpha“ bat, bei der zeichnerischen Gestal-
tung mitzuarbeiten. Daraus entwickelte
sich nun eine fast 25jdhrige Zusammenar-
beit. Die Arbeit ap der Gestaltung der
Zeichnungen zu den einzelnen Mathe-Auf-
gaben gaben mir persénlich viele Anregun-
gen zur eigenen Unterrichtsgestaltung und
sind fir mich eine Form der notwendigen

- stindigen Weiterbildung.

Es ist mir in den vielen Jahren auch zum
Bediirfnis geworden, mich immer wieder
an der Gestaltung selbst kompliziertester
Details zu priifen und diese zu ldsen.

Frage: Wie stellen Sie sich

+~Meine Schiiler” vor?

Von den mir vorgelegten Fragen die
am schwierigsten zu beantwortende Frage.
Unsere grundsitzlichen Positionen zur
Erziehung der Jugendlichen hat der
8. Pidagogische KongreB3 eindeutig klarge-
iegt und wird bestimmt der 9. Pdd. Kon-
greB unterstreichen und wenn notwendig
in einigen Details prézisieren. Dazu
méchte ich keine weiteren Ergdnzungen
bringen.

Ich selbst habe mich immer als Freund
und Berater meiner Schiiler betrachtet und
von ihnen gegenseitige Achtung der Per-
sonlichkeit, vor allem aber Vertrauen in je-
der Situation erwartet. (Das kann unsere
redaktionelle Mitarbeiterin Rosemarie
Schubert als seine ehemalige Schiilerin nur
bestitigen! — Die Red.)

Mit dieser Grundhaltung habe ich immer
in den bisher 43 Jahren meinen sozialisti-
schen Lehrauftrag aus meiner Sicht ordent-
lich erfullt, stets einen guten Kontakt zu al-
len ,Meinen Schillern“ wie auch deren
Eltern gehabt.

In Vorbereitung auf diesen Beitrag verbrachten
wir einen interessanten Vormittag im Schulmu-
seum des Hauses der Lehrer Leipzig (Sitz:
57. Oberschule ,Georg Schwarz“, G.-Schwarz-
Str. 113, Leipzig 7033). Schulmuseen existie-
ren noch in Berlin, Dresden und Karl-Marx-
Stadt. Neben den Sammlungen in Jiiterbog,
Schwerin-Muef8, Groflenhain und Delitzsch
befinden sich an vielen Schulen hervorragend
ausgestattete Traditionskabinette, die sich
ebenfalls mit Schulgeschichte beschdftigen.

alpha, Berlin 23 (1989) 5 - 97



Kostengiinstigstes Strallennetz

Die Kooperationy von Wissenschaft und Produktion erweist sich als tragfihig
und ist zu einer unverzichtbaren Grundlage fir unser weiteres 6konomisches
wie gesellschaftliches Voranschreiten geworden.

Erich Honecker (7. Tagung des ZK der SED)

(I) Drei (P,, P,, P;) oder vier (Q,, Q,, @3,
Q,) in ebenem Geldnde gelegene Orte sol-
len durch ein StraBennetz der in den Bil-
dern la bzw. 1b angegebenen Struktur
miteinander verbunden werden.

Py

Bild 1a

Bild 1b

Vor diesem StraBenbau wurden die Kosten
Ai(i=1,2,3) bzw. p;(7=1,2,3,4,5)

je Langeneinheit der TeilstraBen ermittelt.
Diese Kosten je Lingeneinheit sind be-
stimmt durch die Bau- und die in einem
langeren Zeitraum anfallenden Reparatur-
kosten der StraBen sowie die zum gleichen
Zeitraum gehorigen VerschleiB- und Kraft-
stoffkosten der die TeilstraBen voraussicht-
lich befahrenden Fahrzeuge. Diese Kosten
je Lingeneinheit sind im allgemeinen von
TeilstraBe zu TeilstraBe voneinander ver-
schieden, z. B. bedingt durch unterschiedli-
che StrafBenbreite und Fahrzeugdichte.
Statt um ein StraBennetz konnte es sich
um ein Rohrleitungsnetz handeln, bei dem
die Kosten je Lingeneinheit von Rohrlei-
tung zu Rohrleitung — z. B. bedingt durch
unterschiedlichen Rohrquerschnitt - im
allgemeinen voneinander verschieden sind.
Die Problemstellung lautet: Wie miissen
die Kreuzungspunkte X, Yund Z und wie
mul die Streckenfilhrung der TeilstraBen
gewihlt werden, damit bei gegebenen
Ai(i=1,2,3) bzw. u;(G=1,2,3,4,5)

die Gesamtkosten moglichst klein werden?

(II) Da die kiirzeste Verbindung zweier
Punkte die Strecke ist, und die Kosten fur
jede TeilstraBe ihrer Léinge proportional
sind, kann die gesuchte Minimalldsung
nur unter den zuldssigen StraBennetzen
enthalten sein, bei denen die TeilstraBen
geradlinig verlaufen (Bild 2).

98 - alpha, Berlin 23 (1989) 5
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Bild 2a

Bild 2b

0,Z und YZ
Gesamtkosten
k(X)=4 P X+ A,P,X+ 4,- P,X bzw.
Kﬁl) Ih_QlY+ 00T+ 130 Z + g
QuZ+ us- YZ.

bezelchnet SO betragen dle

(IV) Das entscheidende Hilfsmittel zum
Finden der Minimallésung auf geometri-
schem Wege ist eine Extremaleigenschaft
des Sehnenvierecks, die wir uns zunichst
erarbeiten (Bild 3):

Bild 3

R

Ist X ein beliebiger Punkt in der Ebene des
Dreiecks ABC, so gilt stets
a-AX+b-BX=zc-CX.

In dieser Ungleichung gilt das Gleichheits-
zeichen dann und nur dann, wenn X ein
Punkt des die Punkte 4 und B verbinden-
den Teiles AB des Umkreises von A4ABC
ist, auf dem nicht der Punkt C liegt. Vier-
eck AXBC ist also dann ein Sehnenviereck.
Durch die Drehstreckung mit Zentrum C,
orientiertem Drehwinkel 5 ACB und Strek-
kungsfaktor k = % wird die Figur in Bild 3
auf eine zu ihr dhnliche abgebildet. Liegen

X, X’ und B nicht auf einer Geraden, so
gilt nach der Dreiecksungleichung BX'
+BX > XX (Bild 4). Ist B ein #uBerer
Punkt der Strecke XX’, so gilt ebenfalls
BX + BX > XX . Ist schlieBlich B ein in-
nerer Punkt oder Randpunkt der Strecke
XX, so gilt BXY + BX=XX'.

Bild 4

X O
Fiir alie Punkte X der Ebene des Dreiecks
ABC gilt also BX + BX =z XX'. Dabei gilt
das Gleichheitszeichen nur, wenn B ein
Punkt der Strecke XX’ ist. Wo muB X lie-
gen, damit B ein Punkt der Strecke XX’ ist
(Bild 5)?

Bild 5

Fillt X mit 4 oder B zusammen, so ist B
ein Randpunkt der Strecke XX’ und umge-
kehrt. Jetzt sei B ein innerer Punkt der
Strecke XX'.

, , AC XC
Wegen 4 ACA’ = 4 XCX’ und Tc - ¥c

— Eigenschaften der Drehstreckung — gilt
AABC ~ AXCX' und damit

% BAC= xX'XC = x BXC. Also mufl nach
der Umkehrung des Peripheriewinkelsatzes
Viereck AXBC ein Sehnenviereck sein.
Und auch umgekehrt gilt: Ist Viereck
AXBC ein Sehnenviereck, so liegt B zwi-
schen X und X'. Das SchlieBen dieser Be-
weisliicke sei dem Leser iiberlassen. Nun
sei X wieder ein beliebiger Punkt der
Ebene des Dreiecks ABC.

Wegen ABX'C ~ AAXC gilt

sr-BC x_2
BX V1o AX -'AX und wegen
, AB
AXX'C~ AABC XX ==c CX—— x
(siehe Bild 4!). Damit erweisen swh die
Ungleichungen
BX + BX=z XX,
S AX+BXz - TX und

a-AX+b- BX; ¢- CX als #quivalent.

(V) Nun zuriick zur Problemstellung: Wel-
cher Punkt mu8 als Kreuzungspunkt X ge-
wihlt werden, damit fir drei gegebene,
nicht auf einer Geraden liegende Orte P,



P, und P; und gegebene Kosten 4;
(i=1,2,3) je Lingeneinheit der Teilstra-
Ben die Gesamtkosten
k(X)=A P X+ P,X + 4 P,X
am kleinsten sind?
Beide Seiten dieser Gleichung werden
durch ein 4;, etwa A; dividiert:

P R P
k/(:’) =T;-P,X+T:-P2X+P3X.
Da alle 4; konstant sind, sind die Kosten
k(X) genau dann minimal, wenn auch
k(X)

A
nimmt. Statt das Minimum von k(X) zu
bestimmen, werden wir das Minimum von
k(X)
A

ermitteln. Zunichst ordnen wir den 4i;
(i=1,2,3) Strecken /; (i=1,2,3) zu, die
durch die folgenden Forderungen eindeu-
tig bestimmt sind: /; = P, P,,

A Y
h=7-PP, h=7"PP.

den kleinstméglichen Wert an-

, das die Dimension einer Linge hat,

GemiB der Ermittlung der 4; kann ange-
nommen werden, daB alle A; rationale
Mafizahlen haben. Da auBlerdem alle 4;

4 A

gleiche MaBeinheit haben, sind — und
A A

positive rationale Zahlen und damit sind

!, und !, durch Konstruktion zu ermit-
telnde Strecken. Insbesondere gilt
Li:bh:ly=24,:4:Aund
ﬂ=£.m+ilm+m_

A3 I A
Das Bestimmen des giinstigsten Punktes X
gelingt mittels einer durch die Problemstel-
lung selbst bedingten Fallunterscheidung:
Im ersten Fall mégen sich die Kreise um
P, mit Radius /, und um P, mit Radius /, in
einem Punkte P;. schneiden, der in bezug
auf die Gerade P,P, nicht in der gleichen
Halbebene wie P; liegt und die Winkel
B4, B> und B3 von AP P,P;. miégen zusam-
men mit den Winkeln «,, o, und «; von
AP, P, P, die Ungleichungen
a, + f, < 180°, &, + B, < 180° und
oy + f; < 180° erfiillen (Bild 6).

Bild 6

Wegen o + f, <180° und o, + §, < 180°
schneidet die Gerade P;P;. den die
Punkte P, und P, verbindenden Bogen Pﬁ’z
des Umkreises von AP,P,P,., auf dem
nicht der Punkt P.. liegt, in einem inneren
Punkte X, und wegen a; + f; < 180° liegt
P; auBerhalb des Umkreises von AP, P,P;..
k(X)
4
die Gesamtkosten k(X) minimal werden,
wenn X mit X, zusammenfillt: Ist X ein

Wir behaupten, da8 und damit auch

beliebiger Punkt der Ebene von AP, P,P;.,
so gilt nach dem bereitgestellten Hilfssatz
L-PX+1L-PXzl PX

und damit auch

L — L
L. P X+ 2. P,X = P,X sowie
3 L

L L
k(X) = LPX+-2PX+PX2P.X
A L L

+ P,X.
Dabei gilt das Gleichheitszeichen nur, falls
X ein Punkt des Bogens P, P, ist. Nach der
Dreiecksungleichung gilt
P X+ P, X = P;P,..
Hier gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn
X ein Punkt der Strecke P,P;. ist. Aus bei-
den Ungleichungen folgt
kX L 7y

4
Und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn
X sowohl ein Punkt des Bogens PP, als
auch ein Punkt der Strecke P;P;. ist, also
wenn X mit X, zusammenfillt (Bild 7a, b).
Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt fur die
Schnittwinkel der TeilstraBen des optima-
len StraBennetzes
4 P, XoPs = By und 4 Py Xo P, = f,.

¥

Bild 7a

Bild 7b

Vor dem Betrachten der weiteren Fille
sind erginzende Bemerkungen zum ersten
Fall angebracht: Den eindeutig bestimm-
ten ginstigsten Kreuzungspunkt X, und
die eindeutig bestimmten Minimalkosten
k(Xy) = A3+ PyP5. hitte man auch erhalten,
x)

wenn statt des Minimums von das
3
von k'({X) bzw. l‘% ermittelt worden
2 1

wire. Die dann jeweils an AP, P,P; angela-
gerten Dreiecke P,P;P,. und P,P;P,. sind
zu dem von uns betrachteten Dreieck
P, P, P;. dholich, die Umkreise der drei an-
gelagerten Dreiecke und die drei Strecken
P,P,., P,P,. und P;P,. verlaufen durch X,
wobei als Schnittwinkel dieser drei Strek-

ken paarweise 8, f, und f; auftreten. DaB
zusitzlich der Produktengleichheit

PP, P,P,. = P,P,.- PP

=P, P,. - P,P,. gilt, moge sich der interes-
sierte Leser selbst iiberlegen (Bild 8).

Bild 8

Py

Im 2. und 3. Fall soll weiterhin das
AP,P,P;. mit P,P, =1, PiPy. =, und
P,P,. = ], existieren, aber es sollen

nicht alle drei Ungleichungen

o, + B, < 180°, a0y + B, < 180° und

oy + B3 < 180° gelten.

Dann ist sicher nur eine dieser Unglei-
chungen nicht erfiillt. Denn z. B. aus

o, + B, = 180° und o, + B, = 180°

witrde o, + o, + f, + > = 360°

folgen und hiernach miiite

o, + o; = 180° oder B, + B, = 180°
gelten, was dem Innenwinkelsatz des Drei-
ecks widerspricht.

0.B.d. AV gelte &, + f§, = 180°

und damit «, + f, < 180° und

o+ f; < 180°.

(Die Moglichkeiten

o, + B, = 180° bzw. o, + f, = 180°
kénnen durch Vertauschen der Zeiger in
a; + f, = 180° tiberfuhrt werden.)

Bild 9

Im zweiten Fall

gelte
(Bild 9). Mit geringfiigigen Anderungen
gelten die im ersten Fall angestellten Uber-
legungen auch jetzt: Die Kosten k(X) sind
minimal, wenn der ,Kreuzungspunkt X
mit X, =P, zusammenfillt und es gilt

o + B, = 180°

) _ gy
V3
Im dritten Fall gelte a; + §, > 180°
(Bild 10). Dann existiert ein Hilfspunkt
P;.., der bestimmt ist durch
4 PP\ Py = 1. = 180° — &t; <
und P,P;.. = I,. Hieraus folgt
PyPy.= ;. < l;und damit /, — [, > 0.
GemifB dem 2. Fall nimmt die Funktion
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I,
L
den Minimalwert P, P;.. an.

—
PX+-- PX +PX fur X = Py
3

Bild 10

-1 —

nimmt fur

Die Funktion P X
3
X = P, den Minimalwert 0 an. Also nimmt

die Funktion

kKX)  he —— b o
W b opx+ 2 px+Px
A3 ] 5

I = Iy
+ PX

L

als Summe der beiden betrachteten Funk-
tionen fir X = X, = P, ihren kleinstmogli-
chen Wert P,P;.. + 0= PyP,.. an.
Im vierten und letzten Fall schlieBlich sol-
len /,, /; und /; nicht die Seiten eines Drei-
ecks sein. Dann gilt entweder
izl +1l;0der l, =z I, + I oder
Lz +1.0.B.d. A. geniigt es,
I, 2 L, + Iy zu betrachten: Der Kreis um P,
mit Radius /, schneidet die Verlingerung
der Strecke PP, liber P, hinaus in einem
Punkte P;... Nach der Dreiecksungleichung
gilt fir die Seiten von AP P,P;..
L+ 15> 1.= P,Ps... Aus dieser Unglei-
chung und aus /; = [, + /; folgt /; > ;. und
damit /, — /;.> 0. Mit der aus dem 3. Fall
bekannten SchluBweise wird erkannt, da
MO b e mxPX
A3 I3 L
I = Il' T o
+T-P1X fir X=X,=P,
am kleinsten ist und der Minimalwert
10—
= P, P ist.

A
Nur im ersten Fall liegt der giinstigste
Kreuzungspunkt im Innem von AP,P,P;,
in allen anderen Fillen fillt er mit einem
Eckpunkt von AP, P,P; zusammen.

(VI) Nunmehr moge der Leser durch An-
wenden der kennengelernten Beweismetho-
den das vier Orte Q,, Q,, Q; und Q, verbin-
dende StraBennetz der in Bild 2b angege-
benen Struktur, fur das die Kosten K(Y, Z)
am kleinsten sind, ermitteln. Dabei soll zu-
sdtzlich gelten (Bild 11):

1. Die Seiten des Dreiecks Q,0,Qs- sind

00: = ms, 005 = m =2 0,0y und

Q.05 =m, = % Q.0;.

2. Die Seiten des Dreiecks Q;0,0Qs.. sind
Q30 = ns, Q305 = 4= Z_: 0,04 und

Q405w = ny =& 0,0,
Hs
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Bild 11

3. Die Strecke Qs.Qs.. schneidet den Um-
kreis von AQ,Q,0s. in einemn Punkte Y; und
den von AQ;Q,Qs. in einem Punkte Z,.
Dabei liegt Z, zwischen Qs und Yp. Wei-
terhin liegt Y, auf dem Kreisbogen Q,Q,
des Umkreises von AQ,0Q,0Qs., auf dem
nicht Q. liegt, Z, liegt auf dem Kreisbogen
Q;Q, des Umkreises von AQ;Q,Qs., auf
dem nicht Qs. liegt.

Fiir weitere Fille, die durch geeignetes Ab-
andern der zusédtzlichen Bedingungen 1 bis
3 entstehen, 1483t sich ebenfalls mit den uns
bekannten Mitteln das kostengiinstigste
Straffennetz bestimmen.

(VII) Fiir einige einfache Fille konnten wir
mit uns bekannten mathematischen Hilfs-
mitteln das kostengiinstigste StraBennetz
ermitteln. Wenn man beachtet, daB allein
der Bau einer Strale von 1 km Linge von
525000M (3,5m  breite StraBe mit
Schwarzdecke) bis 4650000 M (Autobahn
mit beidseitig 1,5 m breiter Standspur) ko-
stet, ist ersichtlich, welche riesigen Einspa-
rungen durch Ermitteln optimaler Losun-
gen zu erzielen sind. Und diese Aussage
gilt fir alle Bereiche der Volkswirtschaft!
Deshalb sagen wir mit Fug und Recht, die
Mathematik ist zur Produktivkraft gewor-
den.

W. Triger

' ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

100mal 1989

Stellt die Zahlen von 1 bis 100 mit Hilfe
der Ziffern 1, 9, 8 und 9 in dieser Reihen-
folge dar. Dabei darf jede der Ziffern nur
genau einmal vorkommen. Zur Verkniip-
fung kénnen die vier Grundrechenarten,
das Wurzelziehen und Potenzieren, die Fa-
kultdt und Klammern im Bereich der gan-
zen Zahlen verwendet werden.
Im Heft 6/89 geben wir euch je eine Lo-
sung an!

Alphons

A la Lavaleur des symboles

Chaque symbole correspondant a un chiff-
re choisi entre 1 et 9, décodez cette grille
de maniére a toujours obtenir un total de
114 en additionnant trois nombres situés
sur une méme droite.

aus: Logigram, Paris

A2a [IBa mapamrenorpaMma  MMEIOT
ofIIyl0 BEpPILUMHY ¥ €Ile N0 ONHOA Bep-
UIMHE KaXXIbld HAa CTOPOHE APYroro (cM.
pucyHok). I[lokaxkuTe, YTO MX IUTOLIAgU
PaBHbI.

_—\
i

aus: Quant, Moskau

A3 a The number 1989
It is immediately obvious that this number
is not a prime-it is divisible by 9. (How
can one see it immediately, without carry-
ing out the division?)
The number obtained after dividing 1989
by 9 is a product of two consecutive pri-
mes. Find these primes.

aus: Fun with mathematics, Toronto



456 Jahre nach dem Weltuntergang

von Lochau

Wege und Irrwege eines Mathematikers

Wer nach Wittenberg reist, der wird erwar-
ten, Spuren Luthers und Melanchthons
dort zu finden. Viele Touristen werden ver-
mutlich die Tafel am SchloBeingang nicht
weiter beachten, die verkiindet, daB hier
1533 Michael Stifel eingesessen habe;
wenn sie aber mathematisch interessiert
sind, so fragen sie sich gewiB, was einen
Rechenmeister mit dem Gesetz in Konflikt
bringen konnte.

Stifel war ein herausragender Mathemati-
ker des 16.Jahrhunderts, er verfaBte 1544
das beste Fachwerk der Arithmetik seiner
Zeit, die ,Arithmetica integra“ (Die ge-
samte Arithmetik). Wir verdanken Stifel
z. B. die Einfiihrung der runden Klammern
oder den Begriff Exponent. Er machte sich
auch um die Durchsetzung der Rechenzei-
chen + und — verdient. Stifel besaB klare
Vorstellungen von irrationalen Zahlen,
hatte das Prinzip des logarithmischen
Rechnens erfaBt und einige seiner AuBe-
rungen iiber die vierten Potenzen kénnen
durchaus als Vorahnungen der vierten Di-
mension gedeutet werden.

Diese kurze Wiirdigung der unvergdngli-
chen mathematischen Verdienste ist un-
umginglich, bevor von seinem Zahlenaber-
glauben die Rede sein kann. Stifel wurde
1486 oder 1487 in Schwaben geboren. Er
kam in ein Augustinerkloster, in dem er
sich mit Mathematik und Mystik beschif-
tigte. Durch seinen Glauben an den Er-
kenntnisfortschritt war es fiir ihn gewiB,
daB mystische Dinge wie mathematische

Y

§
N

180777

verstehbar seien, ja gerade durch Mathe-
matik verstanden werden konnten. Mit fur
uns geradezu naivem Vertrauen betrieb
Stifel eine damals gingige Wortrechnung,
die zur Deutung von historischen Texten
und Prophezeiungen benutzt wurde. Die
auBerordentlich fragwiirdige Basis dieser
Rechnung besteht in der Zuordnung oder
Identifizierung von lateinischen Buchsta-
ben des Textes zu rémischen Zifferzeichen
(z.B. X zu 10) und einem nachfolgendem
eigensinnigen Abzihlen, Abziehen, Multi-
plizieren und Interpolieren. Die Sache lag
Stifel gewissermaBen im Blut, denn bereits
sein Vater hatte eine groBe Kirchenverbes-
serung geweissagt. Der Sohn sah diese Pro-
phezeiung mit Luther eingetroffen, und
seine Anhidngerschaft fir den Ketzer, die
sich z.B. in Versen wie ,Johannes (ge-
meint ist die Offenbarung des J.) tut uns
von einem Engel schreiben klar/Der Got-
tes Wort soll treiben — ganz luter (= Mar-
tin Luther) offenbar“ zeigte, zwangen ihn,
aus dem Kloster zu fliehen. Stifel lernte

spater Luther kennen, der ihm 1528 eine .

begehrte Pfarrstelle in Lochau (etwa 35 km
von Wittenberg) verschaffte, die Stifel zu-
gleich mit der Witwe des Amtsvorgidngers
iibernahm. Lochau gibt es auf der Land-
karte nicht mehr, der Ort heiBt jetzt nach
dem SchloB Annaburg. In dem kleinen Ort
dachte Stifel nicht nur iiber seine Predig-
ten nach, sondern betrieb ausgedehnt die
Wortrechnung. 1532 wurde gerade noch
Jrechtzeitig” sein Werk der Wortrechnung
»Rechenbiichlein Vom End Christ“ fertig,
in dem er schwarz auf weiBl den Untergang
der Welt fiir den 18. Oktober 1533 um
8 Uhr morgens ermittelt hatte. Luther hielt
nichts von diesen (aber auch den anderen)
Rechenkiinsten seines Predigers, wohl aber
dessen Pfarrgemeinde. In der Weltunter-
gangsstimmung verpraBten viele Bauern
ihr Hab und Gut, Stifel verschenkte seinen
Hausrat, ohne zu bedenken, was die Emp-
finger damit anfangen sollten. Angesichts
des Jiingsten Gerichts waren ihm derartige
nichtige logische Ungereimtheiten entgan-
gen.

So begab es sich, daB die Lochauer Ge-
meinde am 18. 10. 1533 in den friilhen Mor-
genstunden betend in Erwartung des baldi-
gen Weltuntergangs in der Kirche versam-
melt war. Die Zeit verging, das Weltende
schien sich zu verzogern. Nach 9 Uhr ka-
men mit festern Schritt Boten, aber nicht
die des Jingsten Gerichtes, sondern die
des Kurfiirsten, die Stifel abfiihrten, nicht

vor das erwartete Jiingste Gericht, sondern
nur vor das Wittenberger Gericht. Luther
verhalf dem falschen Propheten nach sei-
ner einmonatigen Haft zu einer Prediger-
stelle in Holzhausen bei Wittenberg (heute
an der F 187 gelegen). Stifel suchte bis an
sein Lebensende den Fehler in der Weltun-
tergangsberechnung. 1567 starb er in Jena.
R. Thiele

Ein Zuschnittproblem

Manche Betriebe erhalten von Zulieferbe-
triecben Zwischenprodukte, zum Beispiel
Bleche, Stoffballen, Papierrollen usw. in
einer bestimmten GroBe. Fiir die weitere
Verarbeilung dieser Zwischenprodukte
werden aber meistens kleinere Stiicke des
Materials gebraucht. Die Aufgabe besteht
dann darin, den Zuschnitt so auszufihren,
daB moglichst wenig Abfall oder Verschnitt
entsteht, daB also mit der geringsten
Menge an Material eine moglichst groBle
Anzahl an erforderlichen kleineren Stiik-
ken erzielt wird.

Uwe will einen Drachen mit rechtwinkli-
gem Kopf bauen. Ihm stehen zwei rechtek-
kige Bogen Papier zur Verfigung, die beide
die Lidnge a¢=90cm und die Breite
b = 60 cm haben. Er fertigt fiir jeden Bogen
eine Zeichnung, ein Drachenviereck, an.
Aus den Bildern 1 und 2 geht hervor, wie
Uwe die Drachenvierecke gezeichnet hat.
Uwe iiberlegt nun, bei welcher der beiden
Bilder der geringste Verschnitt entsteht,
d. h., bei welcher der beiden Bilder die Fli-
che des Drachenvierecks am groBten ist.
Wer kann Uwe helfen und ihm die Losung
sagen? C

! 0 B
19
&
n
o
A
Bild 1 b =60cm
C
90°
D
8
A
Bild 2 S. Tunn, bearbeitet von Th. Scholl
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Ein Stiick Experimentalgeometrie

beim Papierfalten

1. Wie knifft man in ein rechteckiges
Papierblatt eine Diagonale ein?

Wenn es sich um ein quadratisches Papier-
blatt handelt, so 16st sich die Aufgabe ein-
fach. Man bringt zwei Gegenecken des
Quadrates ABCD, etwa 4 und C, Uberein-
ander und streicht dann das gewdlbte Pa-
pierblatt glatt. Zur Kontrolle beachtet man
dabei, daB die Kante AD auf die Kante DC
fallt. Zwangsldufig fallt dann die Kante 4B
auf die Kante BC. Die beim Glattstreichen
entstehende Knifflinie verlduft entlang der
Diagonale BD. Wenn man jetzt noch von
dem gefalteten Dreieck BDA(C) den Eck-
punkt B mit dem Eckpunkt D zusammen-
legt und wieder glattstreicht (wobei man
zur Kontrolle die Doppelkante B4 (C) ent-
lang der Doppelkante DA(C) fihrt), so ent-
steht die Knifflinie A(C)E. Beim Entfalten
erscheinen jetzt im urspriinglichen Qua-
drat die Diagonalen BD und AC einge-
knifft (Bild 1).

b) c
Bild 1 A 8

D A(C)  B(D)

A(C)

Fiir ein nicht quadratisches, aber rechtek-
kiges Papierblatt verlduft das Verfahren
nicht: mehr so einfach. Man muf einen
Umweg gehen! Dazu ist es vorteilhaft zu
entscheiden, wie die Knifflinie in einem
Papierblatt zu kennzeichnen ist, wenn man
zwei Punkte A4, B eines Blattes durch Ein-
wolben iibereinander bringt und dann
glattstreicht (Bild 2).

Bild 2

/s
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Das Glattstreichen bringt als Knifflinie
den geometrischen Ort aller der Punkte
hervor, die von 4 und B den gleichen Ab-
stand haben: | AP |=| PB|. Das ist die Mit-
telsenkrechte zwischen den Punkten A4, B.
Sie hat damit fir zwei Punkte des Papier-
blattes eine ganz reale Bedeutung beim Pa-
pierfalten. Danach entsteht also fir ein
Rechteck ABCD durch Ubereinanderfalten
des Blattes, so daB die Punkte 4 und C zu-
sammenfallen, die Mittelsenkrechte zur
Diagonale 4AC. Wir erhalten damit die
Knifflinie £F (Bild 3).

12}
D F Cc A(C)
- — F
AN ,//’
T M
A £ B E 8
B3 Y o F ¢
// /
’ e
81D) g atil y
{'1 7/
E(F) ™ A £ 8
Als Faltfigur ergibt sich ein Fiinfeck
BEFDA(C). Dieses Fiinfeck ist gleich-
schenklig und in zwei Winkelpaaren

gleichwinklig:

|FD|=|EB|,|DA|=|BA]|,

A DFE = X BEF, x ADF= 5 ABE.

Das begriindet man etwa wie folgt.

Die Kongruenz der Strecken AD und BC
sowie der Winkel 2 ADE und xCBE ist
klar. AuBerdem sind die Dreiecke CFM
und AEM nach dem Kongruenzsatz WSW
kongruent, deshalb sind auch die Strecken
CF und AE kongruent. Das Dreieck
A(C)FE in dem Fiinfeck ist also gleich-
schenklig. Darauf sind die beiden kongru-
enten Dreiecke A(C)DF und A(C)BE auf-
gesetzt. Wenn man nun den Punkt B des
Fiinfecks mit dem Punkt D und den
Punkt E mit F ubereinander bringt und
knifft, so entsteht die Mittelsenkrechte
A(O)M im Dreieck EFA(C). Als Faltfigur
liegt das Viereck ME(F)B(D)A(C) vor.
Beim Entfalten erscheinen in dem Aus-
gangsrechteck ABCD die Diagonale AC
und deren Mittelsenkrechte EF einge-
knifft. Nachdem man die Knifflinie EF er-
halten hat, kénnte man natiirlich in dem
wieder entfalteten Rechteck die Knifflinie
AC durch Ubereinanderbringen der Punkte
E und F und durch Glattstreichen erlangen.

Das Viereck AECF ist {ibrigens ein Rhom-
bus. Ist das Viereck ME(F)B(D)A(C), wel-
ches vielleicht den Eindruck von Spiegel-
symmetrie hervorruft, wirklich spiegelsym-
metrisch? Mit anderen Worten; wann sind
die Dreiecke BEC und MEC des Ausgangs-
rechteckes kongruent? Dann muf
{MC|=|CB| und |ME|=|EB| sein.
Wegen des rechten Winkels bei M bzw. B
folgt aus dem Kongruenzsatz WSS, da3 die
Kongruenz der beiden Dreiecke genau
dann eintritt, wenn | MC | =|CB|. Das be-
deutet ein Rechteck ABCD, in dem die
Diagonalen doppelt so lang sind wie die
kiirzere Rechteckseite b. Sei die ldngere
Rechteckseite a. Dann bekommt man nach
dem Pythagoras

a2+b2=4b2,d.h.—z—=1/3_.

Eine andere SchluBweise zur Kongruenz-
bedingung der beiden Dreiecke BEC und
MEC kann so ablaufen: Die drei beim Eck-
punkt C auftretenden Winkel der aneinan-
derstoBenden Dreiecke sind dann kongru-
ent. Es muB sich also in dem Rechteck
ABCD bei dem Winkel x ACD um einen
von 30° handeln. Das Dreieck ACD ist also
ein Halbierungsdreieck eines gleichseiti-
gen Dreiecks (Bild 4).

Bild 4

60"\

2. Eine Faltkante als Dreh- und
Spiegelachse

Wenn man ein einmal gefaltetes Papier-
blatt entfalten will, so kann man den einen
Blatteil etwa auf einer Ebene festhalten
und den anderen Teil um die Faltkante
ebenfalls in diese Ebene zuriickdrehen.
Ein Punkt P des aufgefalteten Teiles, der
nicht auf der Faltkante liegt, beschreibt
dann beim Zuriickdrehen einen Halbkreis-
bogen im Raum. Der unter dem Punkt P
liegende Punkt des unteren Blatteiles sei
P* (Bild 5).

Eine Strecke von P zu einem Punkt R der
Faltkante durchliuft im Raum beim Zu-
riickdrehen die Mantellinien eines halben
Kreiskegels. P liegt in der entfalteten
Ebene spiegelsymmetrisch bezlglich der
Faltkante zum Punkt P*. Die Faltkante ist



ja gerade die Mittelsenkrechte zu den
Punkten P, P*. Ein von einem Punkt R der
Faltkante ausgehender Strahl wird durch
das Falten in einen ebenfalls von R ausge-
henden Strahl der anderen Halbebene
iiberfiihrt. Fiir diese beiden Strahlen, die
in den beiden Halbebenen verlaufen, stellt
die Faltkante die Winkelhalbierende dar.
Winkelhalbierende von dreieckigen, vierek-
kigen, ..., n-eckigen Papierblittern kdnnen
daher durch Ubereinanderbringen der an-
einanderstoBenden Seiten eingeknifft wer-
den.

Durch Experimente mit Dreiecken gewinnt
man beim Falten Vertrautheit mit der Tat-
sache, daB die Winkelhalbierenden eines
Dreiecks sich in einem Punkte schneiden.
AuBerdem zeigt sich einem auch das Vor-
kommen von Vierecken, die nicht eben
sind (Bild 6).

Bild 6

Jetzt betrachten wir wieder ebene Vierecke
und fragen nach der Beschaffenheit von
denjenigen Vierecken, wo eine der Diago-
nalen, das sind die Verbindungsstrecken
von zwei Gegenecken, das Viereck in zwei
kongruente Dreiecke zerlegt. Wir denken
uns dazu das Viereck lings einer solchen
Diagonale zusammengefaltet.

Dann sind zwei Fille méglich. Das eine
Teildreieck kommt mit dem anderen zur
Deckung, oder das tritt nicht ein. Im ersten
Falle ist also die Diagonale eine Symme-
trielinie fiir das Viereck. Die andere Diago-
nale verlduft senkrecht zur ersten Diago-
nale und wird von ihr halbiert. Diese
zweite Diagonale wird Grundseite von zwei
gleichschenkligen Dreiecken. Wenn diese
beiden Dreiecke auf verschiedenen Seiten
der gemeinsamen Basislinie liegen, han-
delt es sich um ein Drachenviereck, ande-
renfalls bezeichnet man das dann nicht

konvexe Viereck als Windvogelviereck
(Bild 7).
D
A C
8

Gelangen die beiden kongruenten Teildrei-
ecke bei Drehung um die Faltachse nicht
zur Deckung, dann erscheint die im Bild 8
illustrierte Situation.

Bild 8

A

Das durch Drehung des Dreiecks ABD um
die Faltachse entstandene Dreieck sei
BA*D. Dieses Dreieck ist zu dem Dreieck
BCD kongruent. Folglich stimmt der Win-
kel x A*DB mit dem Winkel x DBC iiber-
ein. Damit sind die Winkel xADB und
4 DBC gleich, also ist AD parallel zu CB.
Entsprechendes gilt fiir AB und CD. Das
Ausgangsviereck wird in diesem Falle ein
Parallelogramm. Die Linie EE*, die als
Senkrechte zu BD durch den Schnittpunkt
E* von CD und BA* bestimmt war, wird
die Mittelsenkrechte zur Diagonale BD. Das
Dreieck BE*D ist ndamlich gleichschenk-
lig und EE* halbiert den Winkel bei E*.
Das Viereck DE*BE ist ein dem Paralielo-
gramm einbeschriebener Rhombus. Durch
Spiegelung an der Symmetrielinie EE*
geht das Dreieck BA*D in das Dreieck
BCD iiber. Der im ersten Abschnitt festge-
stellte Sachverhalt gilt also fiir beliebige
Parallelogramme: Die Mittelsenkrechte zu
einer Parallelogrammdiagonale bestimmt
durch die Schnittpunkte mit zwei Gegen-
seiten und die Endpunkte der Diagonale
einen dem Parallelogramm einbeschriebe-
nen Rhombus.

3. Faltlinien am Ostwaldschen Rechteck

Ein im DIN-Format vorliegendes Rechteck
wollen wir ein Ostwaldsches Rechteck nen-
nen. Wilhelm Ostwald, der bekannte Che-
miker, Wissenschaftstheoretiker und Wis-
senschaftsorganisator, war Anfang unseres
Jahrhunderts dafiir eingetreten, die Papier-
formate international zu normen. Um kei-
nen Abfall zu erzeugen, bedient man sich
des Verdoppelns und des Halbierens als
Prozedur. Wenn dabei das Seitenverhiltnis
invariant bleiben soll, kommt man auf die
Forderung eines Seitenverhidltnisses von

1: 42 beim Rechteck (Bild 9).
Bild 9
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Es muBl dann ndmlich x:y = %: x gelten.

Das bedeutet
2
x =%, d.h x:y=1:42.

Solche Ostwaldschen Rechtecke treten als
Diagonalschnitte durch Wiirfel auf. Nun

nehmen wir folgende Faltungen an einem
Ostwaldschen Rechteck vor. Zuerst werde
die kiirzere Rechteckseite auf die lingere
aufgelegt. Es entsteht die vom Eckpunkt 4
ausgehende Einkniffung lings der Qua-
dratdiagonale des im Rechteck befindli-
chen Quadrats AEFD. Als Faltfigur erhilt
man das Trapez ABCF (Bild 10).

D 7 F C
Bild 10 N

h N

A 7 B
Die Kante DF fillt auf die Linie EF. Das
Dreieck ABF ist gleichschenklig, weil
|AB|=y2 |AD| im Ostwaldschen Recht-
eck und | AF| = y2 | 4D | als Quadratdiago-
nale. Jetzt moge man das Kantenstiick CF
auf die Diagonale FA4 auffalten. Es entsteht
als Faltfigur das Dreieck ABF mit den
Dreieckshohen BG und EF. Wenn man
nun noch die Dreiecksseiten 4B auf die
Dreiecksseite AF auffaltet, so ergibt sich
als Faltlinie die Winkelhalbierende des
Winkels 5 BAF.

Entfaltet man das Gebilde wieder zum
Rechteck, dann findet man die im Recht-
eck eingezeichneten Knifflinien. Die Li-
nien EF, BG und AJ verlaufen durch einen
Punkt H. Das liegt daran, daB A4J im
gleichschenkligen Dreieck ABF zugleich
eine Hohe ist. In einem Dreieck gehen
aber alle drei Hohen durch das sogenannte
Orthozentrum. In dem Rechteck BCFE ist
die Linie HJ die Mittelsenkrechte der Dia-
gonale BF. Die Knifflinien AJ, AF und 4J
teilen den rechten Winkel bei 4 in vier
gleiche Teile. Wenn man das Dreieck DAJ
um die Achse AJ in die Blattebene hinein-
dreht, so kommt es mit dem Dreieck AGJ
zur Deckung.

Ein weiteres Herumklappen flihrt zu dem
Dreieck AGH und dann zu dem Dreieck
AHE. Mit anderen Worten: Die Vierecke
ADJG und AGHE sind kongruente Dra-
chenvierecke. Sie machen zusammen ein
Viertel eines regelmiBigen Achtecks mit
dem Umkreisradius | AJ| und dem Inkreis-
radius |AD| aus. Die Dreiecke AJ/F und
AFH ergeben ebenfalls ein Drachenvier-
eck. Durch das fortgesetzte Umklappen
dieses Dreiecks erhilt man ein regelmaBi-
ges Sternachteck. SchlieBlich ergibt sich
wieder ein konvexes regelmiBiges Achteck,
wenn man das Dreieck AJB (bzw. das dazu
kongruente Dreieck AFJ) fortgesetzt her-
umklappt (Bild 11).

Bild 11
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Eine Aufgabe
von Prof. Dr.

J. Flachsmeyer

Sektion Mathematik
der Ernst-Moritz-Arndt-Universitdt
Greifswald

A 3044 A Bei einem Ostwaldschen Recht-
eck, das etwa als ein Papierblatt im DIN-
A-Format vorliegt, soll man lediglich durch
die Prozedur des Papierfaltens jede der
Rechteckseiten nach dem Ostwaldschen

Verhiltnis 1: \/2_ teilen.

Kurzbiographie

Jahrgang 1935 — Abitur 1954 — Mathema-
tikstudium an der E.-M.-Amdt-Universitat
Greifswald 1954 bis 1959 - Promotion
1960 (Zerlegungsspektren topologischer
Réume) - 1962 bis 1963 Forschungsauf-
enthalt an der AW der UdSSR (Gast beim
Stammuvater der sowjetischen Topologen-
schule P.S.Alexandrov) - Habilitation
1965 (Topologie und Boole-Algebren) -
1960 bis 1969 Assistent und Arbeitsgrup-
penleiter am Institut fiir Reine Mathema-
tik der AdW zu Berlin — 1969 Ordentlicher
Professor an der Universitit Greifswald,
Lehrstuhl fiir Geometrie und Topologie.

Veroffentlichungen in alpha:
Kombinatorische Betrachtungen bei
Schiebespielen Heft 4/78;

Verteilungen Heft 6/79;

Kombinierte Figuren aus Quadraten und
Dreiecken Heft 3/80;

Zum Verhiltnis von Kunst und
Wissenschaft am Beispiel der Ornamente
und der Mathematik Heft 5/89 (Teil 1),
Heft 6/89 (Teil 2);

Symmetrien Ostwaldscher Ornamente
Heft 2/89.

Achtung!

Schaut euch unser Titelblatt genau an!
»Eingelibten Auges“ kénnt ihr ein wichti-
ges Ereignis ablesen!

Viel SpaB wiinscht euch Alphons
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Alpha-
Schachwettbewerb
1989

Alle Schachfreunde sind wiederum aufge-
fordert, an dem mittlerweile 7.alpha-
Schachwettbewerb teilzunehmen!

Unser Wettbewerb soll Schachfreunden als
Anregung dienen und neue Interessenten
ermuntern, sich etwas intensiver mit dem
koniglichen Spiel zu beschiftigen.

Vier Schachaufgaben gilt es zu l6sen. An-
ldBlich eines Treffens von Schachproblem-
komponisten im Mai dieses Jahres in Fles-
senow stellten Schachfreunde die Aufga-

Wolfgang Berg (Rampe)

ben als kleinen Beitrag zum 40. Jahrestag

- der Griindung unserer Republik fir alpha

zur Verfugung. Alle vier Aufgaben sind Ur-
drucke und werden somit zum ersten Mal
verbffentlicht.
In allen vier Aufgaben begmm WeiB und
setzt Schwarz trotz bester Gegenwehr mit
dem zweiten bzw. dritten Zug matt.
Als vollstindig gilt die Lésung, wenn alle
Abspiele bis zum Matt angefiihrt sind.
Unter den Teilnehmern, die die Aufgaben
Nr. 1 bis Nr. 4 korrekt gelost haben, werden
Buchpreise verlost und Urkunden verteilt.
In einer weiteren Verlosung haben auch
alle anderen Teilnehmer, die zumindest
eine Aufgabe richtig gelost haben, die
Chance, einen Buchpreis zu gewinnen.
Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Die Einsendung der Losungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist bitte bis
zum 31.12.1989
unter Angabe von Name, Vorname, Alter
und Adresse zu richten an

Redaktion alpha

PSF 14

Leipzig

7027.
Die Ldsungen sowie die Gewinner werden
in alpha 3/1990 veroffentlicht.
Lalpha“ dankt den vier Schachkomponisten
herzlich fiir die vier Urdruckprobleme!

Dr. Rainer Staudte (Karl-Marx-Stadt)
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Boncoup - ein
neues Brettspiel

Heute wird immer mehr Menschen klar,
daB die Geschichte kein Spiel mit einer
Nullsumme darstellt, bei dem der eine in
dem MaB gewinnt, wie der andere verliert.
Michail Gorbatschow

Der Name Boncoup (etwa wie ,bongku“
gesprochen) wurde aus den franzosischen
Wortern bon (gut, geschickt) und coup (Zug,
Schlag, Hieb) gebildet. Das Bild zeigt
das 5-7 = 35 Felder umfassende Spielfeld
mit eingezeichneten roten (sansemsms) und
griinen (Cw—w—w) Linien und den zu Par-
tiebeginn aufgestellten Spielsteinen: Auf
den Feldern der Reihen 2 und 6 stehen
dann griine (\\\\\\\) und auf denen der
Reihen 1 und 7 rote (//////) Spielsteine.
Die roten Spielsteine auf den Mittelfeldern
der Reihen 1 und 7 sind die Hauptsteine,
gekennzeichnet durch einen schwarzen
Punkt. Die 10 Spielsteine des Spiclers A
sind kreisformige, die des Spielers B qua-
dratische Scheiben.

Die Spielregeln

Beide Spieler ziehen abwechselnd. Bei
einem Zug darf und muf entweder ein grii-
ner Stein ldngs einer griinen oder ein roter
Stein lidngs einer roten Linie geradlinig auf
ein anderes Feld gezogen werden, falls alle
Felder zwischen dem Ausgangsfeld und
dem gewihlten Endfeld {rei sind und das
Endfeld ebenfalls unbeselzt oder mit

einem feindlichen Stein besetzt ist. Im
letzten Fall wird der feindliche Stein ge-
schlagen, d. h. vom Feld genommen. Das
Spiel ist beendet, wenn von einer Partei der
Hauptstein geschlagen ist. Diese Partei hat
die Partie verloren. Wird ein kreisférmiger
(quadratischer) Stein, der kein Hauptstein
ist, von einem Feld der 7. (1.) Reihe von
dieser Reihe weggezogen, so darf der Spie-
ler A.mit den kreisformigen (B mit den
quadratischen) Steinen auf das frei gewor-
dene Feld der 7. (1.) Reihe einen seiner ge-
schlagenen Steine wieder einsetzen mit fol-
gender Bedingung:

Wurde der von der 7. (1.) Reihe weggezo-
gene Stein auf ein Feld gezogen, von dem
mehr griine als rote Linien ausgehen, so
mubB der wieder eingesetzte Stein ein grii-
ner, andernfalls ein roter sein. Die Partie
endet unentschieden, wenn bei 20 aufein-
anderfolgenden Ziigen kein Stein geschla-
gen oder neu eingesetzt wird. Spielen zwei
Spieler mehrere Partien gegeneinander, so
fihrt im Wechsel jeder von beiden zu Par-
tiebeginn den Erdffnungszug aus.
Nachdem ein Spielfeld auf ein Blatt Papier
gezeichnet ist und die Spielsteine aus
Pappe angefertigt sind, sollten zum Gewoh-
nen an die Spielregeln und zum Sammeln
erster strategischer Erfahrungen die ange-
gebenen Endspiele nachvollzogen werden.

1. Endspiel
Ausgangssituation:
Kreisformige Steine
Rote Steine: Hcl (Hauptstein), el, a2
Griine Steine: d2, ¢3
Quadratische Steine
Rote Steine: He7, a7, b7
Griine Steine: a6, c6, d6
Spieler A mit den kreisf6rmigen Steinen ist
am Zuge und gewinnt mit dem 3. Zug.
Ziige des Spielers ...
1. A B

c3-a5 a6-bé6 (Fall F)) oder

Hc7-d7 (Fall Fy)!

Steht hinter einem oder mehreren angege-
benen Ziigen von B ein Ausrufezeichen, so
sind die angegebenen Ziige die einzigen
fir B, nach denen A nicht bereits mit
einem geeigneten Folgezug die Partie vor-
zeitig gewinnt. Steht vor einem Ausrufezei-
chen mehr als ein Zug, so ist eine Fallun-
terscheidung erforderlich.

Fall Fy:
1. c3-a5 a6-b6
2.d2xd6 ? ??

A zieht seinen Stein vom Feld d2 nach
Feld d6 und schligt damit den gegneri-
schen Stein auf Feld d6. Drei Fragezeichen
bedeuten, daB unabhingig davon, wie B
zieht, A mit seinem Folgezug stets die Par-
tie gewinnt.
Fall F,:

1. c3-a$
2. el-eb

I1. Endspiel
Ausgangssituation:
Kreisféormige Steine
Rote Steine: Hcl
Griine Steine: b2
Quadratische Steine
Rote Steine: Ha7

Hc7-d7
7?7

Griine Steine: —

Spieler A ist am Zuge und gewinnt.

Ziige des Spielers . .

A B

1. Hcl-c6 o o @!

Drei fette Punkte bedeuten, daB B mit die-

sem Zuge seinen Hauptstein nicht auf eine

Angriffslinie cines gegnerischen Steines

setzt (andernfalls wiirde A die Partie I..-

reits mit einem geeigneten nichsten Zug

gewinnen) und daB das Weiterspielen von

A nicht von dem von B gewiihlten Zuge ab-

hiingt, also keine Fallunterscheidung nétig

ist.

2. b2-b7 e @ @!

Da der Stein auf b7 durch den kreisformi-

gen Hauptstein gesichert ist, wiirde ein

Schlagen des Steines auf b7 den Partiever-

lust fir B mit dem nichsten Zug von A be-

dingen.

3. b7-b2 (b7 griin) o @ @!

Der Stein auf b2 kann durch den roten

Hauptstein von B nicht geschlagen werden,

weil keine rote Linie zum Felde b2 fiihrt.

Da ein vom Hauptstein verschiedener

kreisférmiger Stein von der 7. Linie wegge-

zogen wurde, setzt der Spieler A auf das

Feld b7 einen griinen kreisformigen Stein

ein, weil vom Felde b2 nur griine, also

mehr griine als rote Linien ausgehen.

4. b7-b6 e @ @!

5. b6—d4 H..-a$5 (Fall F)) oder
H..-a6 (Fall F,) oder
H..-el (Fall F,) oder
H..-e6 (Fall F,) oder
H..-e7 (Fall Fy)!

Sofern der Spieler B einen vorzeitigen Par-

tieverlust vermieden hat, steht sein Haupt-

stein nunmehr auf einem der Felder a$, a6,

cl, e6 und e7.

Fall F;:

5. b6-d4 H..-a$s
6. Hc6-b7 2?2 ?
Fall F,:

S. b6-d4 H. -aé6
6. Hc6-c?7  Ha6-a$!
7. Hc7-b7 29772
Fall F;:

5. b6-d4 H..-el

6. He6-d7 ? 77

Fall F,:

5. b6-d4 H..-e6
6. Hc6-c7 Heb-el!
7. Hc7-d7 7 ?77?
Fall Fs:

5. b6-d4 H..-e7
6. Hc6-cl  He7-e6!
7. Hcl-dl  Heb6-e7!
8. b2-b6 ???
II1. Endspiel
Ausgangssituation:

Kreisformige Steine
Rote Steine: Hcl, c4
Grine Steine: c5
Quadratische Steine
Rote Steine: Hc7, d7, a6, e6
Griine Steine: d6, d4
Spieler A ist am Zuge und gewinnt mit
dem 2. Zuge.
Welchen ersten Zug muB A wihlen?
Zige des Spielers ...
A B

1. ¢5-b6 ?7?77? W. Triger
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Kann man mit
Naherungswerten
genau rechnen?
Teil 2

Jorg und Martin streiten sich iiber die

Gr6Be des Flicheninhalts ihres Sportplat-
zes. Sie beschlieBen, ihn ganz genau zu er-
mitteln. Dazu messen sie Linge und Breite
des markierten rechteckigen FuBballfeldes
mit einem BandmaB: a=105,3m und
b= 58,6 m. Mit einem Taschenrechner be-
rechnet nun Martin:

A=1053m-58,6m=06170,58 m?.
Beide sind sehr stolz iiber das genaue Er-
gebnis, das den Flicheninhalt auf Quadrat-
dezimeter genau angibt.

Ala Was meinst du dazu?
Trotz aller Sorgfalt sind die Ergebnisse von
Messungen — also_auch die von Jorg und
Martin - stets mit einer gewissen Unsi-
cherheit (Fehler) behaftet; es sind keine ge-
nauen, sondern Naherungswerte.
Wir wollen nun iiberlegen, wie man mit
Niherungswerten rechnet, denn das haben
Jorg und Martin nicht beachtet. Dazu be-
trachten wir wieder unser obiges Beispiel.
Zunidchst muB man die Genauigkeit der
MeBwerte beschreiben:
Dazu gibt man an, wie stark der genaue
Wert vom MeBwert abweichen kann. In un-
serem Beispiel ist eine Abweichung von
10cm=0,1m beim Messen mit einem
20-m-BandmaBl {iber diese Entfernung
durchaus moglich. Nun kOnnen wir die
MeBwerte priziser angeben:

=(105,3 £0,1) m und
b= (58,6 £ 0,1) m oder jeweils als Doppel-
ungleichung geschrieben:
1052m = e <1054 m und

585Sm=b=s 587m.
Damit kann man auch die Genauigkeit des
Fliacheninhalts zahlenmiBig durch eine
Doppelungleichung beschreiben, indem
man den kleinstméglichen Flicheninhalt
(eine untere Wertschranke) und den groBt-
moglichen Flicheninhalt (eine obere Wert-
schranke) berechnet.
A,=a, b,=1052m-58,5m

=6154,2m?
A, = a," b,=1054m-58,7m
=6186,98 m?.
105,4 m
L § 27N
a|ta ° 27EN
1 ? 1052m  LE o
WA 1]
uA‘._.e.;ux_;/.é.ug.__...“jl_i
a
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Wir konnen also fiir den Flicheninhalt des
FuBballfeldes lediglich ein Intervall ange-
ben, in dem der wahre Wert liegt. Diesen
Sachverhalt veranschaulicht auch das Bild.
Der Flicheninhalt des FuBbalifeldes kann
auf Grund der MeBungenauigkeit bei den
Seitenlingen zwischen rund 6 154 m? und
6187 m? schwanken. (Beim Runden von
Wertschranken rundet man untere Wert-
schranken stets ab, und obere Wertschran-
ken immer auf.)
Eine mathematisch exakte Angabe des Fli-
cheninhalts fiir diese Aufgabe ist:
6154m?= A4 <6187 m?
oder 4 =(6170,5 + 16,5) m?.
Damit wird sichtbar, daB in diesem Bei-
spiel eine auf Quadratdezimeter genaue
Angabe eine zu groBe Genauigkeit vor-
tduscht und daher abzulehnen ist.
A2aA Berechne das Volumen einer
Streichholzschachtel mit
a=(5310,05cm,
b=(3,7%£0,05) cm,
¢c=(1,520,05cm.
Diese Methode, nach der man mit Nahe-
rungswerten mathematisch exakt rechnen
kann, heiBt Wertschrankenmethode. Ihr
Wesen besteht darin, eine untere und eine
obere Wertschranke des Ergebnisses unter
Beriicksichtigung der Wertschranken der
gegebenen Niherungswerte zu berechnen.
Wie man die unteren bzw. oberen Wert-
schranken des Ergebnisses berechnet,
hédngt vom zu berechnenden Term ab.
Beispiel:
Ines fahrt mit einem D-Zug und schaut aus
dem Fenster. Dabei fillt ihr auf, daB ,,Kilo-
metersteine“ in Abstinden von 200 m ent-

lang der Eisenbahnstrecke stehen. Sie.

kommt auf die Idee, die Geschwindigkeit
des Zuges zu berechnen und miBt die Zeit
fir die Fahrt von Kilometerstein zu Kilo-
meterstein (8 s).

Weg und Zeit sind offenbar Nédherungs-
werte, und Ines gibt sie folgendermaBen
an:

s§s=(200+1)mund r=8 *+1)s.

Bei der Wertschrankenberechnung fur die
Geschwindigkeit muB man beachten, wann
ein Quotient am kleinsten bzw. am groBten
ist.

km

m
—22,1?— 79,6 h

v = Su_199m
A 9s
A3a Berechne die obere Wertschranke
v, und gib die Geschwindigkeit des D-Zu-

ges mit Hilfe einer Ungleichung an!

A4 a Zur Berechnung der Dicke eines
Kreisringes werden die Radien des duBeren
und des inneren Kreises gemessen.

r, = (15,0 £ 0,05) cm und

r,=(10,3£0,05) cm.

Welche Dicke hat der Kreisring?

Wir haben bis hierher festgestellt:

— Wenn Niherungswerte in eine
Rechnung eingehen, so muB man das
bei der Rechnung und bei der
Ergebnisangabe berlicksichtigen.

— Eine Moglichkeit, die Genauigkeit von
Ergebnissen beim Rechnen mit
Niherungswerten zu ermitteln, bietet
die Wertschrankenmethode.

In der Praxis wird nicht immer bei jedem

Niaherungswert die Abweichung mit ange-

geben, sondern in vielen Fillen gilt die

Vereinbarung: Werden zu einem Nihe-

rungswert keine Wertschranken mitgeteilt,

so nimmt man alle gegebenen Ziffern des

Niherungswertes als zuverldssig an, d.h.

die Abweichung betrigt hochstens eine

halbe Einheit des Stellenwertes der letzten
mitgeteilten Ziffer.

Beispiel:

5;=17m, 5,=17,0m

(s), 5; Ndherungswerte)

Stellenwert der letzten angegebenen Ziffer

von s, ist Einer, also

s1=(17 t%ﬂ)m,

d.h.165m=<s5=175m

Stellenwert der letzten angegebenen Ziffer
von s, ist Zehntel, also

5= (17,0 + % 0,1) m,
d.h.1695m=s,=17,05m.

A S5aAa Gegeben sind die Zahlen a = 88,7
und b=132.

(1) Berechne Summe, Differenz, Produkt
und Quotient von a und b unter der Vor-
aussetzung, daB diese Werte genau sind!
(2) Berechne die Wertschranken dafiir,
wenn a und b Niherungswerte mit zuver-
lassigen Ziffern sind!

Die Wertschrankenmethode ist fiir die all-
tagliche Praxis des Rechnens mit Nihe-
rungswerten im allgemeinen zu aufwendig,
denn jede Rechnung muB zweimal ausge-
fiuhrt werden. Daher hat man , Faustregeln“
fiir das Rechnen mit Niherungswerten ent-
wickelt.

Beispiel:

Frank fahrt in den Ferien mit dem Fahrrad
von Halle zu seiner Cousine Anja nach
Karl-Marx-Stadt. Bis zum Ortsausgangs-
schild von Halle legt er 5,7 km zuriick.
Diese Entfernung wurde mit Hilfe des Ki-
lometerzdhlers am Fahrrad ermittelt. Am
Ortsausgangsschild von Halle findet er die
Angabe: Leipzig 32km. Die Entfernung
von Leipzig nach Karl-Marx-Stadt ermit-
telt Frank mit Hilfe einer Karte (80 km).
Addiert man einfach die Kilometeranga-
ben, so erhidlt man 117,7 km.

Aus unseren bisherigen Uberlegungen wis-
sen wir allerdings, daB dieses Resultat mit
Sicherheit eine zu groBe Genauigkeit vor-
tduscht.

Um keine untere und keine obere Wert-
schranke berechnen zu miissen, gehen wir



einen anderen Weg. Wir schreiben die
Summanden untereinander und kenn-
zeichnen ,alle” Stellen, die uns nicht ganz
sicher erscheinen. Zum Beispiel versehen
wir auch die Einerstelle von 80 km (Entfer-
nung, die mit Hilfe der Karte ermittelt
wurde) mit einem Fragezeichen. Also gilt:
5,7 km
32,7km
87,2 km
117,7 km
?7?
Ausgehend von diesen Uberlegungen ist
ein Runden des Resultats 117,7 km auf
Zehner sinnvoll.
Auf diese Weise haben wir uns die Regel
zur Addition bzw. Subtraktion von Nihe-
rungswerten, die im Mathematiklehrbuch
fiir die Klasse 6 formuliert ist, plausibel ge-
macht.
Regel 1:
Bei Addition und Subtraktion von Nihe-
rungswerten
— denjenigen Niherungswert
heraussuchen, bei dem die letzte
zuverlissige Ziffer am weitesten links
steht!
— Ergebnis auf diese Stelle runden!
Eine entsprechende Regel gibt es auch fur
die ,, Punktrechnung”.
Regel 2:
Bei Multiplikation und Division
— Niherungswert mit der geringsten
Anzahl zuverldssiger Ziffern
heraussuchen!
— Ergebnis auf diese Zahl von Ziffern
runden!

A 64 Berechne Summe, Differenz, Pro-
dukt und Quotient fiir die Naherungswerte
a=88,7 und b=32 und wende dabei die
Regel 1 bzw. Regel 2 an! Vergleiche mit
den Ergebnissen von Aufgabe 5!

Diese Faustregeln erleichtern uns das
Rechnen mit Niaherungswerten, da wir nun
nicht jedes Mal zwei Rechnungen durch-
fuhren miissen. Sie sichern aber nicht, daB
das so erhaltene Resultat nur zuverldssige
Ziffern enthilt. Es wird lediglich erreicht,
daB keine voOllig unsinnige Genauigkeit
beim Rechnen mit Nidherungswerten vor-
getduscht wird.

Jorg und Martin hitten also ihr erstes Er-
gebnis entsprechend Regel 2 auf 3 Ziffern
runden k6énnen. Das Resultat 6 170 m? ist
ein Nidherungswert, der bezogen auf die

Aufgabenstellung und die gegebenen Ni- *

herungswerte eine sinnvolle Genauigkeit
besitzt.

L. Flade/M. Pruzina

Scharf nachgedacht!

Es gingen zwei Viter und zwei Sohne
iibers Feld und fanden drei Apfel und teil-
ten sie so, daB jeder einen ganzen erhielt.
Wie war das moglich?
aus: 0. Spittel ,Kleines Ratselbuch fiir
Kinder*, Der Kinderbuchverlag Berlin

Eissegeln

Es wird immer wieder berichtet, daB die
Freunde des Eissegelns mit ihren schnellen
Untersitzen Geschwindigkeiten bis zu

120 % erreichen.

Wie ist es zu erkliren, daB solche Ge-
schwindigkeiten erreicht werden, wo doch
die in solchen Fillen vorhandene Windge-
schwindigkeit mit Sicherheit wesentlich ge-
ringer sein miifte?

(Beachte, daB 120 kTm =3333 % ist; und
das ist die Geschwindigkeit eines Orkanes.
Es ist aber absolut nicht anzunehmen, daBl
bei derartigen Windgeschwindigkeiten
roch gesegelt werden: kann.) Die Erkldrung
ist verhdltnismidBig einfach zu finden,
wenn man die Krifte, welche der Wind an
dem Segel hervorruft, untersucht.

Die Bilder 1 und 2 sollen das fir den allge-
meinen Fall veranschaulichen. In Bild 1 ist
ein gewolbtes Segel in einer beliebigen
Stellung zur Wind- und zur Fahrtrichtung
dargestelit. Das Segel soll als starr (z.B.
aus Aluminium - wie bei einem japani-
schen Versuchssegelschiff) und um den
Mastpunkt M beliebig drehbar angenom-
men werden. Fiir den die Vortriebskraft
(zunichst in Windrichtung) erzeugenden
»Staudruck“ ist aber nicht die reale Segel-
fliche sondern die ,Schattenfliche“ des
Segels mafBgebend. Diese ergibt sich aus
der senkrechten Projektion der realen Se-
gelfliche auf die senkrecht zur Windrich-
tung stehende Projektionsebene. (In Bild 1
gestrichelt dargestellt.)

Die Wolbung des Segels spielt aber eben-
falls eine wichtige Rolle, weil die Form

Bild 1

o0
]
2.
-
)
'g
<
=

Schattenfliche 3'

eines in einer Strémung (ganz gleich ob
Luft- oder Wasserstromung) befindlichen
Korpers einen wesentlichen Einflu auf
den Widerstand, den der Korper der Stro-
mung entgegensetzt, hat. Die Einflisse die-
ses ,Formwiderstandes“ sollen aber in den
folgenden Betrachtungen unberiicksichtigt
bleiben.

Aus Bild 1 ist leicht zu ersehen, da die
Schattenfliche dann am groBten ist, wenn
das reale Segel rechtwinklig zur Windrich-
tung steht und damit die Entfernung
A’'B' = AB ist.

Die nachstehenden Betrachtungen bezie-
hen sich also ausschlieBlich auf die Schat-
tenfliche des Segels. Diese soll aber mit
~Segel“ bezeichnet werden.

Bild 2
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2
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Schattenflache des Segels
in Fahrtrichtung

In Bild 2 bezeichnen:

F, = Kraft aus dem Staudruck des Windes

F, = Vortriebskraft in Fahrtrichtung

F,= Komponente aus F, rechtwinklig zur
Fahrtrichtung, die von den Kufen
des Eisseglers als Seitenkraft
aufgenommen werden muB, um ein
Driften des Seglers zu verhindern.
(Man stelle sich den Segler in
Schienen gefiihrt vor. Dann miissen
die Schienen diese Komponente
aufnehmen.)

Die Vortriebskraft F,.erzeugt also eine Be-
schleunigung des Seglers in Fahrtrichtung,
und es ist leicht einzusehen, daB diese Be-
schleunigung im gleichen Male abnehmen
wird, wie die Geschwindigkeit des Seglers
steigt, weil durch die zunehmende Ge-
schwindigkeit ein zunehmender Gegen-
wind entsteht, der seinerseits wieder eine
aus dem zugehorigen Staudruck resultie-
rende ,,Gegenwindkraft“ erzeugt.

Die Geschwindigkeit des Seglers wird also
solange zunehmen, solange eine Beschleu-
nigung in Fahrtrichtung vorhanden ist.
Und das ist solange der Fall, wie die Vor-
triebskraft F, groBer ist als die aus dem Ge-
genwind entstehende Gegenkraft F,. Die
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GréBe der Kraft F, ist eine unmittelbare
Funktion aus der Geschwindigkeit in
Fahrtrichtung und der gleichgerichteten

Komponente der Windgeschwindigkeit.
GemaiB Bild 2 gilt:

F,=F,-cosy, (1
weiterhin

F,=a, m

(wobei m = Masse des Seglers einschlieB-
lich der Reibungskraft zwischen Kufen und
Fahrfliche).

Also: Vortriebsgeschwindigkeit in Fahrt-
richtung

V,=a, t= L.

3|m

Die in Fahrtrichtung wirkende Kompo-
nente V,, der Windgeschwindigkeit ist
V,=V,-cosy.
Damit hat der auf das bewegte Segel bezo-
gene ,Gegenwind“ die Grofle
Ve=V,—V,,=V,—V,-cosy.
Und damit ist die Gegenkraft
F=f- A,

hierin f, = Staudruck (%)

A’= Schattenfliche des Segels
in Fahrtrichtung (m?)

A'=A-cosy

A = Schattenfliche des Segels
in Windrichtung (m?).

Der Staudruck ergibt sich aus

2 .
fg-_-.z_Ay;

mit

;

wobei p = Dichte der Luft k%;‘%—) :
Insgesamt also
(2)

Die Vortriebsbeschleunigung wird dann
gleich Null, wenn F, = F, also (mit (1) und
2))

A -%-(Vu =V, -cosy)

g

Fg=A~cosy-—§—-V’

-cosy = F,-cosyund mit
2.
2
V,=—V,-cosyp=V,.
Umgestellt ergibt sich

V,=V,(1+cosy).
Weil cosy maximal den Wert 1 haben
kann, kann die maximale Vortriebsge-
schwindigkeit

V, =2V,

Pmax w

F, = A-—=-V? bleibt schlieBlich

sein.
Das ist natiirlich ein theoretischer Wert,
der eine hundertprozentige Umsetzung der
Windenergie in Beschleunigungsenergie
und damit einen energetischen Gesamtwir-
kungsgrad von 12 100 % voraussetzt.
Dennoch zeigt sich, daB bei Windge-
schwindigkeiten, die etwas groBer als
k
50-hﬂ sind, unter idealen Bedingungen
und bei Fahrtrichtung genau in Windrich-

k
tung Geschwindigkeiten um 100Tm

durchaus mdoglich sind. (Der Reibungsko-
effizient von Stahl auf Eis kann mit 0,014
angenommen werden.)
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Einige Betrachtungen zum Eissegeln
aus der Grundlagenphysik

Wir stellen uns eine Versuchsanordnung
vor, wie sie im Bild 3 dargestellt ist.

Bild 3

Auf einem Wagen sei eine halbe Hohlku-
gel angebracht. Der Wagen 1dBt sich (wie
eine Modelleisenbahn-Lokomotive) mit
einem Elektromotor antreiben. Die Motor-
leistung kann von auBen geregelt werden.
Der Versuchswagen befinde sich in einem
Windkanal. Die Hohlkugel soll zum einen
aus Richtung A und zum anderen aus
Richtung B angeblasen werden.

Beim Anblasen in der Richtung A fdngt
die Hohlkuge! den Luftstrom auf, und der
Wagen will sich in Bewegung setzen. Wenn
wir jetzt den E-Motor so anlaufen lassen,
daB} sich der Wagen mit diesemm Anirieb
dem Luftstrom entgegen bewegt, ist es vor-
stellbar, einen Zustand zu erreichen, bei
dem der Wagen in Ruhe verharrt, sich also
die Antriebskraft vom E-Motor mit der
vom Luftstrom erzeugten Kraft im Gleich-
gewicht befindet.

Die Kraft, die notwendig ist, uin die Hohl-
kugel in dem Luftstrom unbeweglich ver-
harren zu lassen, wollen wir als Widger-
standskraft F. bezeichnen.

Wiederholen wir das Experiment mit einer
Luftstromung in Richtung B, wird sich der
Wagen ebenfalls in Bewegung setzen wol-
len. Wenn wir nun den Antrieb des Wa-
gens wieder so einregeln, daB der Wagen in
Ruhe bleibt und die elektrische Leistungs-
aufnahme mit der des vorhergehenden Ver-
suches vergleichen, werden wir feststellen,
dafB bei gleicher Strdmungsgeschwindigkeit
der Luft im ersten Versuch wesentlich
mehr Leistung aufgenommen wurde als im
zweiten. ’
Ihr werdel sagen: ,Das ist ja ganz kliar,
denn bei der Richtung A staut sich die
Luftstromung in der Hohlkugel, wihrend
sie bei Richtung B verhiltnismiBig leicht
um die Kugelform herum stromen kann.“
Das ist richtig.

Und wenn wir jetzt den Wagen mit der
Hohlkugel in ruheader Luft fahren lassen,
einmal in Richtung B und zum anderen in
Richtung A, werden wir aus den gleichen
Griinden wieder unterschiedliche Wider-
standskrifte ermitteln.

Wir werden dabei auch feststellen, daB es
gleichgiiltig ist ob die stillstehende Hohl-
kugel angeblasen oder ob sie in ruhender
Luft bewegt wird. Also ist einzig und allein

die Relativbewegung maBgebend. Die
(Gr6Be der Widerstandskraft wird aber of-
fensichtlich von der Form des von der Luft
umstromten Korpers bestimmt. Deshalb
bezeichnet man diese Widerstandskraft
auch als ,Formwiderstand“.

Der Formwiderstand wird berechnet mit

F,=c-A-§-v2. (N)

Hierin bedeuten:

¢ = formabhingige Widerstandszahl (sie
ist der Literatur zu entnehmen)

A = Schattenfliche des angestromten
Kérpers (m?)

o = Dichte der Luft ( k%)
m

v = Anblasegeschwindigkeit (%)

Fiir die Hohlkugel unserer Versuche gelten
folgende Widerstandszahlen:
~ bei Anstrémung in der Richtung A

¢, =133
— bei Anstromung in der Richtung B
Cpy = 0,34 .

Wir fiihren jetzt ein drittes Experiment
durch. Dabei setzen wir generell reibungs-
freie Verhiltnisse voraus.

Wir lassen jetzt die Hohlkugel wieder in
Richtung A anblasen und beobachten, was
mit unserem Wagen geschieht.

Die Kraft, die wir beim ersten Versuch
brauchten, um den Wagen im Ruhezu-
stand zu halten, wird jetzt den Wagen in
der Strdmungsrichtung beschleunigen.
Diese Beschleunigung wird offenbar so-
lange anhalten, wie die beschleunigende
Kraft gréBer ist als die sich aus dem zuneh-
meanden Gegeawind ergebende Gegenkraft.
Die Beschleunigung wird also dann zum
Stillstand kommen (oder Null werden),

wenn F,, = F,

0
oder ¢, - Au~§~ vi= c-D-A,,--;- vi.
Wegen A, = 4,

vereinfacht sich die Gleichung zu
¢,* 2= ¢, v} und hieraus

cﬂ
Up = — U4
b X a

Mit den Zahlenwerten ergibt sich fiir unser
spezielles Beispiel

/1,33 _ 5
v = 0.34 v, = 1,978 - v,.

Weil die Luftstrémung mit », in Rich-
tung A erfolgt, ist v, gleich der Eigenge-
schwindigkeit unseres Wagens, bezogen
auf seine Fahrebene. A. Kérner

Schon gewuBt?

[n der DDR werden téglich uiber 9 Millio-
nen Exemplare von Tageszeitungen ge-
druckt. Hinzu kommen unter anderem
15 Zeilungen und Zeitschriften fiir Kinder
und Jugendliche mit einer Gesamtauflage
von iiber 7 Millionen Exemplaren. Die
DDR steht nach dem statistischen Jahr-
buch der UNESCO von 1987 mit 550 Ta-
geszeitungen fiir je 1000 Einwohner inter-
national an 2. Stelle hinter Japan.

nach: ,Volkswacht“, Gera



Auf den Spuren von Mathematikern
Lindenau, Bailly, Lalande

Viele von euch denken sicher zuerst an
Skat, wenn es um die Kreisstadt Altenburg
im Bezirk Leipzig geht. Bei einer Exkur-
sion nach Altenburg wird daher oft auch
das Spielkartenmuseum im SchloB be-
sucht. In dieser Stadt gibt es jedoch ein
weiteres Museum, dessen Besuch Kunst-
interessierte auf keinen Fall versiumen
sollten: das Staatliche Lindenau-Museum.
Es besitzt die umfangreichste Sammlung
frithitalienischer Tafelbilder auBerhalb Ita-
liens, bekannt sind weiterhin die (Gips-)
AbguBsammlung von Plastiken des Alter-
tums und der Antike sowie die Sammlung
(originaler) griechischer und italienischer
Keramik. Hier findet man auch drei etwa
60 cm hohe Biisten von Personlichkeiten,
die fiir Mathematiker von Interesse sind:
Mit einer Bronzebiiste des Kiinstlers David
d’Angers wird des Griinders und Stifters
dieses Museums, Bernhard von Lindenau,
gedacht. Aus Lindenaus Besitz stammen
auch zwei Terrakotta-Biisten, welche die
franzdsischen Astronomen J. S. Bailly und
J.J. L. Lalande darstellen. Diese Biisten
wurden von Jean Antoine Houdon geschaf-
fen. Einige Fakten aus dem Leben der drei
bemerkenswerten Méanner sollen hier ange-
fiihrt werden.

Der ,groBe Sohn eines kleinen Landes* [1]
Bernhard von Lindenau wurde am
11.6.1779 in Altenburg, das damals zum
Herzogtum Sachsen-Gotha-Altenburg ge-
horte, geboren. Schon mit 15 Jahren be-
gann er ein Studium an der Universitit

Leipzig. Seine Neigung galt der Astrono-
mie und der Mathematik, aus dieser Zeit
ist eine Arbeit von ihm iiber die ,Dimen-
sion des Erdsph#roids“ bekannt.

Lindenau wurde an die Sternwarte in
Gotha berufen, deren Leiter er von 1808
bis 1817 war. Er verfaBte oder bearbeitete
redaktionell Arbeiten zur Astronomie, er
leitete die ,,Astronomische Correspondenz*
und gab eine ,Zeitschrift fir Astronomie
und verwandte Wissenschaften“ heraus.
Fiir seine Arbeiten und Tafelwerke erhielt
er 1811 den Lalandeschen Preis (s.u.) der
franzosischen Akademie (diese war von
1793 bis 1816 zum ,Institute de France“
zusammengefaBt). Von Lindenau stammen
auch Beitrige zur Geschichte der Astrono-
mie.

Reisen fiihrten ihn 1812 nach Holland,
Frankreich, Spanien und Italien. 1814
nahm er als Oberstleutnant am Freiheits-
krieg teil. Ein ehrenvolles Angebot des Za-
ren Alexander, als fiir Vermessungsaufga-
ben verantwortlicher General nach Peters-
burg zu kommen, lehnte er ab. 1817 trat
Bernhard von Lindenau wieder in den
Staatsdienst. Zeitweilig war er Gesandter
beim Bundestag in Frankfurt, dann ging er
nach Dresden und wurde 1830 Kabinetts-
minister. Unter seiner Leitung wurde z. B.
auch ein Schulgesetz verabschiedet! In
Dresden iibertrug man ihm die Oberauf-
sicht uber die koniglichen Museen und
wissenschaftlichen Sammlungen, die er in
ernsthafter Arbeit ordnete.
Unstimmigkeiten mit Koénig Friedrich
August 1. fiihrten 1843 zum Riicktritt Lin-
denaus. Nur im Frankfurter Parlament war
er nach der biirgerlichen Revolution noch
einmal kurz als Politiker tdtig. SchlieBlich
war B.v.Lindenau etwa 25 Jahre lang
Kunstsammler. Er hat sehr bescheiden ge-
lebt und sein Vermogen fiir den Ankauf
von originalen Kunstwerken, Kopien und
Biichern sowie fiir gemeinniitzige Zwecke
verwandt. Seine Sammlung vermachte er

‘dem Herzogtum Sachsen-Altenburg, ,um

dem gemeinsamen Besten zu dieren“ [1].
B.v. Lindenau starb am 21.5.1854 in Al-
tenburg. Ein groBeres (das jetzige) Mu-
seumsgebdude wurde erst 1876 fertigge-
stellt. Die beachtenswerte Kunstsammlung
ist in unserer Republik ein Staatliches Mu-
seumn, das den Namen seines Griinders
tragt. i

Astronom und Politiker war auch Jean Syl-
vain Bailly, der am 15.9.1736 in Paris ge-
boren und dort am 11.11. 1793 hingerich-

tet wurde. Durch seine Arbeiten zur
Geschichte der Astronomie wurde er als
Wissenschaftler bekannt und geschitzt.
Von 1763 an war er Mitglied der Academie
de sciences (Naturwissenschaften), 1783
nahm man ihn auch als Mitglied der Aca-
demie francais (Geisteswissenschaften)
auf. Bailly zdhlte am Anfang der Franzosi-
schen Revolution zu den fortschrittlichen
und sehr populdren Politikern. Er wurde
1789 zum Prisidenten der Nationalver-
sammlung gewihit. Im Lehrbuch Ge-
schichte fiir Klasse 7 ist auf Seite 148 ein
Ausschnitt des Gemaildes ,Ballhaus-
schwur“ von J. L. David (um 1793 entstan-
den) abgebildet. Die zentrale, dunkel ge-
kleidete Person, die auf einem Tisch steht
und die rechte Hand zum Schwur erhebt,
stellt mit groBer Wahrscheinlichkeit

J. S. Bailly dar.

Von 1789 bis 1791 war Bailly Biirgermei-
ster von Paris. Politisch gehorte er zu den
Anhingern einer konstitutionellen Monar-
chie. Als der Konig im Juli 1791 aus Paris
zu flichen versuchte und Demonstranten
auf dem Pariser Marsfeld die Absetzung
und Verurteilung des Konigs forderten, rief
Bailly das Kriegsrecht aus und lie8 auf die
Demonstranten schieBen. Im November
1791 trat Bailly als Politiker zuriick. Von
der Jakobinerdiktatur wurde er 1793 wegen
der Ereignisse auf dem Marsfeld unter dem
Fallbeil hingerichtet.

Die dritte im Lindenau-Museum aufge-
stellte Biiste zeigt Joseph Jerome Lefran-
cois de Lalande, geboren 1732 in Bourgen-
Bresse, gestorben 1807 in Paris. Er war
Jesuitenschiiler und lernte bei dem Astro-
nomen Delisle am College de France, des-
sen Lehrstuhl fiir Astronomie er 1762 er-
hielt. Von 1768 bis zu seinem Tode war er
Direktor des Pariser Observatoriums. In il-
teren mathematikhistorischen Werken wer-
den seine Untersuchungen iiber Mars und
Mond sowie die von ihm dazu erstellten
Tafeln geriihmt. Die Halleyschen Tafeln
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verlegte er neu, und er verfaBte eine ,Ge-
schichte des beriihmten Planeten Halley“.
Erwihnen muB man auch eigene Beitrige
zur Geschichte der Astronomie, mit denen
er uns eine ,Chronik der Wissenschaften
seiner Zeit“ hinterlassen hat, und seine
Verdienste um die Verbreitung von Resul-
taten anderer Wissenschaftler, z. B. oblag
ihm seit 1760 die Redaktion der ,Conais-
sance des temps®, und er redigierte die
,Geschichte der Mathematik“ von Mon-
tucla.

J.J. L. de Lalande war Mitglied der Akade-
mie in Berlin.

Ich wiirde mich freuen, wenn euch der
kleine Aufsatz zu einem Besuch des Linde-
nau-Museums anregen sollte. Das Museum
ist taglich — auBer montags — von 9.00 bis
12.30 Uhr und von 13.00 bis 17.00 Uhr ge-
offnet.
Die Redaktion der ,alpha“ wartet auf eure
Entdeckungen zu ,Spuren von Mathemati-
kern“ und mochte euch zum Schreiben er-
mutigen!

W. Schmidt

Literatur:

[1] Gabelentz/Scherf.

Das Staatliche Lindenau-Museum.
Geschichte und seine Sammlungen.
Altenburg 1967

Wir widmen diesen Beitrag dem 200. Jahrestag
der Franzésischen Revolution, deren weltge-
schichtliche Bedeutung in der Beseitigung der
feudalen Produktionsverhéltnisse und Einlei-
tung der Periode des Aufstiegs und Sieges des
Kapitalismus auf dem europdischen Kontinent
bestand.
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Automatische
Einteilung
von Achsen

Ich weiB aus Erfahrung, daB Schiiler an
voll graphikfihigen Computern (z.B.
KC85/2,3,4) gern Funktionen grafisch
darstellen. Die Programme dazu sind gar
nicht so kompliziert, der Rechner kann
auch umfangreiche Terme schnell berech-
nen und man hat nach kurzer Zeit eine
Vorstellung vom Verlauf der Funktion.
Problematisch ist oft die Einteilung der
Achsen. Ich mdchte mich dabei zunidchst
auf die x-Achse beschrianken.

Wenn jemand fiir alle Funktionen den De-
finitionsbereich [0,10] betrachtet, dann
kann er z. B. die Achse von 0 bis 10 gleich-
miBig in Einerschritten teilen und sogar
problemlos die Zahlen 0 bis 10 an die
Achse schreiben (Bild 1).

Aber bei besseren Programmen kann man
den gewiinschten Ausschnitt aus dem Defi-
nitionsbereich frei wihlen. Und dann sind
wir mitten drin im Problem der Einteilung
der Achse. Man kann natiirlich vollig auf
Zwischenwerte verzichten und nur An-
fangswert und Endwert angeben (Bil-
der 2a, 3a). Das erschwert das Aufsuchen
von Zwischenwerten. Manche teilen dann
z.B. immer in 10 gleiche Teile (Bil-
der 2b, 3b). Das sieht zwar schon aus und
erleichtert das Aufsuchen von Zwischen-
werten, es entbindet einen trotzdem nicht
von viel Rechnerei. Die Zwischenwerte lie-
gen namlich bei:

Bild 2b: 3,77; 4,14; 4,51, 4,88; ...,

Bild 3b: —1,7; —1,4; —1,1; —0,8; ....

Ich glaube, niemand kdme auf die Idee,
solch eine Einteilung zu verwenden, wenn
er per Hand auf Millimeterpapier Graphen
mit diesem Definitionsbereich zeichnen
miiBte.

Was wire denn da sinnvoll? Fir Bild 3
wiirde man 6 oder 12 gleichgroBe Ab-
schnitte wihlen, die Abstinde wéren dann
0,5 oder 0,25 (Bilder 3¢, d). Und bei Bild 2
wiirde man wahrscheinlich die Achse von 3
bis 8 in Einerschritten teilen. Denkbar
wire auch: von 3,25 bis 7,25 in Schritten
von 0,25 oder von 3 bis 7,5 in Schritten von
0,5 (Bilder 2¢,d, e). Auf keinen Fall ist
hier sinnvoll, von 3,4 bis 7,1 eine gleichmi-
Bige Teilung in gleichgroBe Teile vorzu-
nehmen. Wer aber so auf dem Computer-
schirm aufteilt, verschenkt Platz. Ich finde
es am besten, wenn man von 3,4 bis 7,1
einteilt, aber an denselben Stellen wie bei
den letzten Bildern (das heifit also, bei
sinnvollen Werten!) (Bilder 2f, g, h).

Wie macht man so etwas mit einem Pro-
gramm? Das Problem liegt darin, eine ge-

naue Handlungsanweisung zu entwickeln,
denn nur die kann in ein Computerpro-
gramm umgesetzt werden. Die erste Frage
wire, was sinnvolle Achseneinteilungen
sind. Sicherlich solche Schrittweiten wie 1,
10, 0,1, ..., 2,20,0,2, ..., 2,5, 25, 0,25, ...,
5, 50, 0,5, .... Also legen wir fest: als
Schritte fir die Achseneinteilung kommen
nurl-10m 2-10m 2,5-10™ und 5- 10" mit
ganzzahligem m in Frage. Die nichste
Frage wire, welche dieser Zahlen bei gege-
benen Intervallenden a und b (a < b) zu
wihlen zweckmaiBig ist. Es diirfen ja weder
zuviel noch zuwenig Zwischenwerte sein.
Man kann auch nicht festlegen, daB man
genau sieben Teilintervalle nimmt. Das
wiirde nadmlich bei vielen Paaren (a,b)
nicht moglich sein, wenn wir nur die oben
festgelegten Schritte zulassen. Es geht aber
so:

Wir legen z.B. fest, daB die maximale
Schrittlinge hochstens ein Viertel der In-
tervallinge ist (und wéhlen diesen oder den
nichsten kleineren Wert von den zugelas-
senen als Schrittweite). Damit wiren wir
mit der Handlungsanweisung fertig, aber
das Problem besteht nun darin, dem Com-
puter diesen letzten Schritt beizubringen.
Wie kommt man denn von 1001 zu 1000,
von 0,38 zu 0,25, von 73 zu 50 oder von
0,00248 zu 0,002? Wir bemerken, daB wir
die Ziffern der Zahlen betrachten miissen
und dort etwas verdndern, die Gré8enord-
nung der Zahlen aber beibehalten. Dazu
nehmen wir am besten die Exponentialdar-
stellung der Zahlen!

1,001 10° wird zu 1-10°,

3.8-107! wird zu 2,5-107},

7,310 wird zu 5- 10" und

2,48-1073 wird zu 21077,

Betrachten wir an dieser Stelle unseren
Weg! Wir haben ein ,groBes“ Anfangspro-
blem gehabt. Wir haben es geldst, indem
wir es zerlegt haben und immer ein ande-
res ,kleineres“ Problem iibrig blieb. Dieser
ProzeB setzt sich fort, bis wir einmal das
Restproblem vollstindig 16sen!

Aber zuriick! Wenn wir erst einmal eine
Zahl in Exponentialdarstellung haben, -bei
der der Faktor f vor der Zehnerpotenz die
Bedingung 1 = f < 10 erfullt, brauchen wir
f nur beizubehalten oder bis zur nichst-
kleineren Zahl 1, 2, 2,5 oder 5 zu verklei-
nern. Wie bekommen wir aber diese Zerle-
gung in f und eine Zehnerpotenz?

Der Logarithmus zur Basis 10 leistet das
Gewiinschte! Es ist nimlich:

1g 1001 = 3,00043 = 3 + 0,00043,

10,38 = —0,42022 = —1 + 0,57978,
1lg73=1,86332=1+0,86332 und
180,00248 = —2,6055 = —3 + 0,39445 .
Nach Zerlegung in den ganzzahligen und
gebrochenen Anteil (dieser ist nichtnegativ
und kleiner als 1) ist letzterer fiir die Zif-
fernfolge verantwortlich, iiber die Potenz
zur Basis 10 kann er in den gewiinschten
Faktor f umgerechnet werden.

Nun sind wir also fertig! Aber halt! Man
findet zwar fiir die Abtrennung des ganz-
zahligen Anteils eine niitzliche Funktion
im Computer (INT), aber es gibt meistens
keine fiir den dekadischen Logarithmus.
Dafiir gibt es bei den zu Anfang genannten
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Rechnertypen den natiirlichen Logarith-
mus (LN) (zur Basis e, die uns aber nicht
konkret interessiert). Man findet aber auch
log.a

log b’

be-

noch irgendwo die Formel log,a =

. . In x

mit deren Hilfe man dann lg x = n10
kommt. Nun sind wir also wirklich am
Ziel.
Das folgende kleine BASIC-Programm er-
mittelt nach Eingabe von 4, B und N (In-
tervallgrenzen und die Zahl, durch die die
Intervallinge geteilt wird, um die maxi-
male GroBe der Schrittlinge zu erhalten)
alle Werte, bei denen die Achse einen Tei-
lungsstrich bekommt. Das Umsetzen dieser
Werte in Graphik, das eventuelle Beschrif-
ten der Achse und ein Teilen der y-Achse
(von wo bis wo eigentlich??) sei dem Hob-
byprogrammierer iiberlassen. Es treten
auch noch numerische Storeffekte auf, die
zum Teil behoben werden kdnnen (dazu
dient z. B. FAK). Aber probiert alles wei-
tere selbst aus. Die Grundidee habe ich
euch gegeben. Bild 4 zeigt eine Graphik,
die mit meiner Arbeit zusammenhingt.
Dafiir habe ich auch diesen Algorithmus
entwickelt.

166 INPUT“A=";A

116 INPUT“B=";B

120 INPUT“N=";N

130 FAK=1.000091

146 D=(B-A)/N

150 L=LN(D)/LN(19)

1686 E=INT(L)

176 M=10A(L-E)

186 IF M<2 THEN M=1:GOTO 220

196 IF M<2.5 THEN M=2:GOTO 220

200 IF M<5 THEN M=2.5:GOTO 220

216 M=5

220 D=M¥*10AE

230 W=(INT(A/D)-1)%D

240 W=W+D:IF W¥FAK<A THEN
249

258 TF W>FAK%B THEN 276

268 PRINT W:W=W+D:GOTO 250

276 END

Es bedeuten:

D: maximale Schrittlinge (Zeile 140),
wirkliche Schrittlinge (Zeile 220),
dekadischer Logarithmus von D,
ganzzahliger Anteil von L,

: der im Text mit f bezeichnete Faktor
vor (Zeile 170) und nach (Zeile 220)
der Anderung,

W: nimmt nacheinander Werte an, fir

die eventuell die Achse geteilt wird.

J. Helbig

L@
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In freien Stunden - alpha-heiter

Sechs Magische Quadrate auf einmal!

In ein Magisches Quadrat, in dessen Innern sich
weitere finf Magische Quadrate befinden — nidm-
lich ein Quadrat aus 8 X8 Feldern und vier Qua-
drate aus 4% 4 Feldern — sind die Zahlen 1 bis 100
eingetragen gewesen.

Fiir jedes dieser Quadrate gilt: In jeder Zeile (Waa-
gerechten), jeder Spalte (Senkrechten) und jeder der
beiden Diagonalen ergibt sich die gleiche Summe
(magische Konstante).

In der Mitte der untersten Zeile ist die Jahreszahl
1989 und dariiber die Zahl 49 zu erkennen.

80(92 |90 8212 ° 116 |13 |91
2611 (99| 8 |94|27|73|34| 68|75
25|96 f

“F 3l 297
2ulsl? [P | sl [ |31]#»
181 7 (93| 2 [100] 33 {67 | 28 | 74| 83
gel35|es|42]* | " |50[52]47
grle2|uol” ° | [* |55|45]20
18les (38" [° ¥ |' [53|4%]23
19141 159]" [V |49 | 44| 58|22
09 (M4 [19(89 85|88 |21

Es sind nun die fehlenden Zahlen a bis z einzutra-
gen! Da das Vorhandensein dieser sechs Magischen
Quadrate vorausgesetzt ist, ist die Losung nicht all-

zuschwer zu finden. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

(gestaltet nach einer Zusendung
von T. Bakos, Budapest, 1984)

Kochprobe

Isaac Newton (geb.1643) war oft sehr zerstreut.
Eines Tages wurde seine Haushilterin in dem
Augenblick abberufen, als sie ihrem Herrn ein Ei
kochen sollte. Sie stellte den Gelehrten also selbst
an den Herd, gab ihm in die Rechte das Ei, in die
Linke eine Sanduhr und schirfte ihm ein, sobald
das Wasser koche, das Ei in den Topf zu legen und
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eine bestimmte Zeit darin zu kochen. Dann kOnne
er es herausnehmen.

Nach einer halben Stunde kehrte sie in die Kiiche
zuriick und fand den Gelehrten tief in Gedanken
versunken am Herd stehend, die aufsteigenden
Diampfe des kochenden Wassers beobachtend. Das
Ei hielt er nach wie vor in der Rechten, aber die

Uhr lag im brodeinden Wasser.
aus: Lingmann/Schmiedel:
Anekdoten, Episoden, Lebensweisheiten,
VEB Fachbuchverlag, Leipzig

Holzchenspiel

Mit 30 Holzchen lassen sich 16 kongruente gleich-
seitige Dreiecke legen. Wie kann man 16 kongru-
ente gleichseitige Dreiecke bereits mit 29 Holzchen

/\
JAVAN
/N/N/N
VAVAVAVAN

Kryptarithmetik

In den nachstehenden Kryptogrammen sind die
Sternchen so durch Ziffern zu ersetzen, daB man
richtig gel6ste Multiplikationsaufgaben erhiit.

W. Trdger, Débein

8) 5162 %% b) 4*0x - %+
15486 86 =6
* % x 17 % % %
¥ x k D x * x * * 7
*« % % % % * 4 * ok *x ok k Kk ok

Kerstin Liebschner, Karl-Marx-Stadt

Der Satz des Thales

Ein Kreisdurchmesserendpunkt meint,
daB seine Lage nutzlos scheint.

Dies ihn verdrieB8t. Drum er sich rafft
zum Ausbruch auf auf Wanderschaft.
Er geht in froher Art und Weise
entlang des Umfangs von dem Kreise.



Und weil es sich beim Wandern schickt,
daB man in die Umgebung blickt,
bemerkt er, seine Heimatstatt,
sieht stets er unter 90 Grad!
»auck an“, sagt er ganz unbekiimmert
und sich des Thalessatz’ erinnert...
K. Nither, Leipzig

Mathe - aktuell

a) Zerlegt die beiden abgebildeten gleichen Figuren
auf verschiedene Weise so in 6 kongruente Teile,
daB die Summe der sich in jedem solchen Teil be-
findlichen Zahlen 40 betrigt!

b) Addiert man den zweiten, vierten und achten
Teil einer bestimmten Zahl, so ist das Ergebnis um
5 kleiner als die Zahl selbst. Wie lautet diese Zahl?

[1]9]8]s3 [1]9]8]9]
6|7 6|7
1]9]ela[3]a] [1]s]s]e[3]s
alg]7]s5]3]8] [8]s]7]s5]3]s
7]9l8le|7]7| [7]9]a]e]7]7
6]als[s|7]e] [6]9ls]s]7]e
8|3 8|9
[1]9]4]9] 19l 49

R. Mildner, Leipzig

Traumhafter Gleisplan

Jens ist Mitglied einer AG ,Modelleisenbahn“ und
knobelt mit seinen Freunden am Gleisplan der vor-
gesehenen neuen Gemeinschaftsanlage. Eines
Nachts triumt er von einem ,ganz verriickten“
Gleisplan und hat dabei die Aufgabe, einen Zug
von A nach B zu bringen, ohne dabei einen Strek-
kenabschnitt mehrmals.zu befahren. Welchen Weg
muB er nehmen?

A. Kérner, Leipzig

LA

Yo

./

Bildungsgesetz gesucht

1 1
2 3
5 8
13 21
34 55
89 144

Alle Zahlen dieser beiden Spalten auBer den zwei
Zahlen der ersten Zeile sind nach fester Vorschrift
gebildet. Wie lautet diese? Wie heiBen die beiden
Zahlen der 7. Zeile? W. Trager, Débeln

Auf den Kopf gestelit

Lege drei der zehn KnéGpfe so um, daB die Spitze
der Pyramide nach unten zeigt.

o0
00

2o
a

) og .0

e
(=374
oo

Dirichlet, der Nachfolger von Gaufl in Géttingen
war und dessen Hauptleistungen auf dem Gebiet
der Zahlentheorie und Analysis lagen, galt als hoch-
gradig schreibfaul.

Als gliicklicher Vater seines neugeborenen Kindes
telegrafierte er seinem Schwiegervater kurz und
biindig: ,1+1=3.©

eingesandt von
Yvonne Stopfel, Geisa

%0 0%
%o & 28

nach Lingmann/Schmiedel:
.Anekdoten, Episoden, Lebensweisheiten®,
VEB Fachbuchverlag Leipzig

»Sie flittern wohl das erstemal

einen Computer?“ \\
L[]
o

o
3
*

3

EEE
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XXVIII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Erfurt, 8. bis 12. Mai 1989

Olympiadeklasse 10

281041 Zeigen Sie, daB es genau eine na-
tiirliche Zahl n gibt, mit der
28 + 211 + 27

eine Quadratzahl ist!
281042 Zeigen Sie, dafl es ein Paar von
Funktionen f, g gibt, fiir das folgende Aus-
sagen gelten:
(1) Die Funktionen f und g sind fiir alle

reellen Zahlen x definiert.
(2) Es ist f(0) =
(3) Fiir jedes reelle x gilt

g(x)-f{x+1)

70 =g@2x)+1.

Von den nachstehenden Aufgaben
281043 A und 281043 B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu l6sen.

281043 A Man denke sich die natiirlichen
Zahien, beginnend mit 41, so spiralférmig
angeordnet, wie aus dem Bild als Anfang
einer solchen Anordnung zu erkennen ist:
Beweisen Sie, daB (bei dieser Anordnung)
in der Diagonale, von der im Bild die Zah-
len 61, 47, 41, 43, 53 auftreten, mindestens
30 Primzahlen stehen!

50— 51— 52— 53
1 !
49 42—43 54
|
48 41 44 S5

T 1 o
62 474645 56
1

616059 <58 <57

281043B Uber 13 sonst beliebige Punkte
in einer Ebene werde vorausgesetzt, daB
sich unter je drei dieser 13 Punkte stets
zwei befinden, deren Abstand voneinander
kleiner als 1 cm ist.

a) Man beweise, daB aus dieser Vorausset-
zung stets folgt: Es gibt einen Kreis vom
Radius 1cm, dessen Inneres sieben der
13 Punkte enthilt.

b) Man untersuche, ob aus dieser Voraus-
setzung stets folgt: Es gibt einen Kreis vom
Radius 1cm, dessen Inneres acht der
13 Punkte enthilt.

281044 Beweisen Sie, da8 fir keine reelle
Zahl x die Gleichung
x1—6x3+14x2-24x+40=0

gilt!

281045 1In einer Ebene seien drei zuein-
ander parallele Geraden g, h, k so gegeben,
daB g und h voneinander den Abstand
8 cm haben und daB k im Abstand 5Scm
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von g in dem Streifen zwischen g und A
verlduft. Man untersuche, ob ein gleichsei-
tiges Dreieck ABC existiert, fir das 4 auf
g, B auf h und C auf k liegt.

Falls kein solches Dreieck existiert, so be-
weise man diese Aussage. Falls ein solches
Dreieck existiert, so gebe man an, wie die
Seitenldnge eines solchen Dreiecks rechne-
risch oder konstruktiv erhalten werden
kann, und beweise, daB ein gleichseitiges
Dreieck ABC mit der nach dieser Angabe
erhaltenen Seitenlinge die geforderten Be-
dingungen (4 auf g, B auf k, C auf k) er-
fullt.

281046 Beweisen Sie, daB zu jedem Qua-
drupel (a, b, ¢, d) positiver reeller Zahlen,
fur das

a+b+c=§\/3_

gilt, ein Tripel (x,y, z) reeller Zahlen exi-
stiert, das die drei Gleichungen

N
Vzi—b% +{x?- b2 =4,
VYx2=c + 42— ¢ = d erfullt!

Olympiadeklassen 11/12

281241 Man ermittle alle reellen Loésun-
gen (x,y, z) des Gleichungssystems
2 + yZ + 22 1
x+2y+3z= \/_4 .
281242 Man untersuche, ob es zu jeder
natiirlichen Zahl n =1 jeweils eine Funk-
tion f gibt, die die folgenden Bedingungen
erfullt:
(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen
Zahlen x definiert.
(2) Es gibt eine reelle Zahl x mit
S(x)*0.
(3) Wenn man Funktionen fi, f3, ...,
fa+1 durch die Festsetzungen
definiert, fiir alle reellen x gelte

filx)=f(x) sowie
Jee1(X) =1 (filx))
fir k=1,...,n, dann

gilt fir alle reellen x die Gleichung
kZ SlX) = fos1(x).
=1

281243 Man ermittle alle diejenigen kon-
vexen Vielecke P, P,...P,, in deren Inneren
ein Punkt X existiert, fiir den

Pix2+Px2 + ...+ P,x?
gleich dem doppelten Flﬁcheninhalt von
P,\P,...P,ist.

281244 Um einen Tresor zu o6ffnen, ist
eine unbekannte dreistellige Zahlenkombi-
nation (a,, a,, a;) einzustellen, wobei die
drei Zahlen unabhidngig voneinander ein-
gestellt werden konnen und fiir jede der
drei Zahlen genau 8 Werte moglich sind.
Infolge eines Defektes Offnet sich aber der
Tresor bereits immer genau dann, wenn
eine eingestellte Kombination (k;, k;, k3)
mindestens zwei der drei Bedingungen
k;=a; (i=1,2,3) erfullt.

Man ermittle die kleinste Zahl N, fiir die
es N Kombinationen gibt, bei deren
Durchprobieren der Tresor in jedem Fall
(d.h. fir jede unbekannte Kombination
(a,, a,, a3)) sich 6ffnen muB.

281245 Fiir ein Tetraeder ABCD werde
vorausgesetzt, daB der Mittelpunkt M der
Umbkugel des Tetraeders im Innern des Te-
traeders liegt. Die Verbindungsgerade von
M mit jeweils einer Tetraederecke 4, B, C
bzw. D schneide die Seitenfliche des Te-
traeders, die der betreffenden Ecke gegen-
iiberliegt, in 4’, B’, C’ bzw. D’. Der Radius
der Umkugel sei r.

Beweisen Sie, daBl aus diesen Vorausset-
zungen stets

A7 +BE +TC + DD 2 5
folgt!

Von den nachstehenden  Aufgaben
281246 A und 281246B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu 16sen:

281246 A Man beweise: Fiir jede natiirli-
che Zahl n > 1 und fiir je n + 2 reelle Zah-
len p, q, a,, ..., a,, die
O<p=ag=sq(i=1,..,n) (1)
erfiillen, gelten die beiden Ungleichungen

2<<Za.> (Z} jk) @
o [5] (2 - )

(Hinweis: Zu reellem x bezeichnet w1e ib-
lich [x] die ganze Zahl
[x]=gmitg=sx<g+1).

Man ermittle ferner zu gegebenen n, p, q
mit 0 < p = g alle diejenigen a; mit (1), fur
die in (2)

a) zwischen der ersten und zweiten Zahl,
b) zwischen der zweiten und dritten Zahl
das Gleichheitszeichen gilt.

281246B Man ermittle die groBtmogliche
Anzah!l von Quadraten der Seitenldnge 1,
die sich in ein gegebenes Quadrat der Sei-
tenldnge 1,99 legen lassen, ohne iiber des-
sen Rand hinauszuragen und ohne sich ge-
genseitig zu iberlappen.

Die Losungen dieser Aufgaben werden wir
im Heft 1/90 veroffentlichen.

Die Internationale Mathematikolympiade
fand im Juli dieses Jahres in Braun-
schweig/BRD statt.

Unserer Mannschaft gehdrten neben dem
Vorjahressieger Andreas Siebert noch Rii-
diger Belch, Frank Goring, Gerard Zenker,
Jan Fricke und Andre Ponitz an.

Alle Teilnehmer errangen Preise! Damit er-
reichte unsere Mannschaft das mit Ab-
stand beste Ergebnis der letzten 20 Jahre.
Mehr zur Jubildums-IMO im Heft 6/89.



Die XXVIII. OIM fand nun schon traditio-
nell in der Pidagogischen Hochschule
,Dr. Theodor Neubauer“ in Erfurt statt.
Der Festsaal des Erfurter Rathauses bot
den feierlichen Rahmen fiir die AbschluB-
veranstaltung. Prof. Dr. W.Engel trug in
seiner Festrede Historisches zu mathemati-
schen Wettbewerben vor.

Einen ersten Preis in Klasse 10 erhielten:
Max Wardetzky, Spezialschule

»C. F. GauB“ Frankfurt/O.; Michael
Dreher, S.-M.-Kirow-OS Halle; Nicole
Giard, Erweiterte Spezialoberschule
»Georg Thiele“ Kleinmachnow; Andreas
Englisch (K. 9), Spezialschule Leipzig;
Tobias Kunstmann (KI. 9), Spezialschule
»H. Hertz* Berlin

Einen ersten Preis in Klasse 11/12
erhielten:

Gerard Zenker, Riidiger Belch, beide
Spezialschule Karl-Marx-Stadt; Frank
Géring, Spezialklasse an der EOS

J. W.Goethe“ Ilmenau

Einen zweiten Preis erhielten 19 Schiiler,
einen dritten Preis 30 Schiiler und eine
Anerkennung 23 Schiiler.

An der OJM nahmen 167 Schiiler, davon
15 Midchen, teil.

Geschwister

1. Armin hat drei Briider und jeder von
ihnen hat eine Schwester.
Wieviel Geschwister sind das zusammen?

2. Luise fragt Monika nach der Zahl ihrer
Geschwister.  Monika antwortet ver-
schmitzt: ,Ich habe ebensoviel Briider wie
Schwestern. Meine Briider aber haben dop-
pelt soviel Schwestern wie Briider.“

3. Franziska hat viele Geschwister. Ihre El-
tern haben vier Tochter, Franziska mitge-
zihlt. Jedes Méddchen hat zwei Brider.
Wieviel Geschwister hat Franziska?

4. Wieviel Geschwister sind in der Familie,
wenn Lutz doppelt soviel Briider wie
Schwestern, Rosi aber drei Briidder mehr als
Schwestern hat?

5. Ulrich ist a Jahre alt. Er ist um x Jahre
dlter als sein b Jahre alter Bruder Berthold.
Setze fiir a, b und x solche Zahlen ein, dafl
eine richtige Aussage entsteht!

6. Bernd ist b Jahre alt. Er ist um y Jahre
dlter als seine ¢ Jahre alte Schwester Chri-
sta.

Gib die Gleichung zur Berechnung von b
an, wenn die Werte y und ¢ gegeben sind.
(Zum Beispiel: y=5und c=13.)

7. Jeder Junge einer Familie hat 3mal so-
viel Schwestern wie Briider, wiahrend jedes
Midchen gleichviel Briider wie Schwestern
hat.

Wieviel Geschwister sind das insgesamt,
und wieviel sind davon Jungen bzw. Mid-
chen?

8. Johannes stellt fest: ,Meine Schwester
ist zwei Jahre jiinger als ich; ich selbst bin
drei Jahre jiinger als mein Bruder. Zusam-
men sind wir 40 Jahre alt.“

Wie alt ist jedes der Geschwister?

9. Max ist doppelt so alt, wie Otto sein
wird, wenn Paul so alt ist wie Max heute.
Wer von den dreien ist der Alteste und wer
der Jiingste?

A. Kéorner/J. Lehmann
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1990

Ma 5m3011 Berechne die Summe aus al-
len dreistelligen ungeraden natiirlichen
Zahlen, bei denen jeweils der Zehner um 2
groBer als der Einer und der Hunderter um
1 kleiner als der Zehner ist!
Mathematiklehrer J. Kreusch, Lobau

Ma5m3012 In dem Schema
MATHE
+ MATHE
ALPHA
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern. verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern.
Mathematiklehrer J. Kreusch, Lobau

Ma 5m 3013 Kosmonaut Juri Roma-
nenko erreichte im Jahre 1987 den bisher
lingsten Raumflug. Mit dem Raumschiff
»30jus TM4“ war er 326 Tage im Weltall.
Rechnen wir den ersten und letzten Flug-
tag (Start und Riickflug zur Erde) als einen
Tag, so umkreiste er rund 325 Tage die
Erde. Fiir eine Erdumkreisung brauchte
sein Raumschiff 90 Minuten. Wie viele
Erdumkreisungen hat Juri Romanenko ins-
gesamt gemacht?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 3014 Rolf 16st eine Additionsauf-
gabe. Sie ist aber so schlecht geschrieben,
daB er beim ersten Summanden den Einer
als 6 anstatt 1 liest. Beim zweiten Sum-
manden liest er den Hunderter als 2 anstatt
9 und den Zehner als 3 anstatt 9. Nun
rechnet er ohne Fehler und erhilt 1234.
Wie lautet die Rechenaufgabe und die
richtige Losung?

Ma 5m 3015 Ein Reporter befragt
132 Jungen und 112 Midchen, ob sie regel-
maiBig Sport betreiben. Die Umfrage ergibt,
daB von den Jungen 44 und von den Mid-
chen jedes vierte regelmiBig Sport betrei-
ben. Jeder wievielte Junge und wieviel
Midchen dieser Befragten treibt regelma-

Ma 5 ®3016 Es sind zwei aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen zu ermitteln, die
folgende Bedingung erfiillen: Subtrahiert
man von der Summe dieser beiden Zahlen
7, multipliziert man die erhaltene Diffe-
renz mit 4,5, so erhilt man als Ergebnis 81.
Um welche Zahlen handelt es sich?
Schiiler L. Freitag, Schwarzheide

Ma 5m 3017 Die drei Schiiler Andreas,

Bernd und Claus haben (in anderer Rei-

henfolge) die Familiennamen Miiller,

Schmidt und Reich.

Von ihnen ist folgendes bekannt:

(1) Andreas hat nicht den
Familiennamen Reich.

(2) Die Mutter von Bernd ist Hausfrau.

(3) Bernd ist Schiiler einer 8. Klasse.

(4) Der Schiiler mit dem Familiennamen
Reich geht in die 7. Klasse.

(5) Die Mutter des Schiilers mit dem

Familiennamen Schmidt ist

Verkduferin.

Ordne jedem Schiiler seinen Familienna-

men zu! Schiiler S. Reinald, Zerbst

-~

Ma 6 m3018 Streichhdlzer (Linge Scm,
Dicke jeweils 2 mm) sollen so zusammen-
gelegt und zusammengeklebt werden, daB
ein Wiirfel mit einem Volumen von 1 dm?
entsteht. Wie viele Streichholzschachteln
sind dazu nétig, wenn in jeder Schachtel
genau 50 Streichholzer sind? (Klebstoff-
schicht und Ziindképfe solien dabei unbe-
riicksichtigt bleiben) StR H.-J. Kerber

Ma 6 w3019 In einem Klassenraum hin-
gen die gerahmten Portrits von vier be-
rihmten Mathematikern. Bei einem Wett-
streit, der in dieserm Klassenraum durchge-
fihrt wird, erhalten die teilnehmenden
Schiiler jeweils vier Kirtchen, auf denen
die Namen dieser Mathematiker stehen.
Diese Namenskirtchen sind den Portriits
richtig zuzuordnen. Von einem Achtel
aller Wettbewerbsteilnehmer wir.'en alle
vier Namen falsch zugeordnet; bei genau

Big Sport? Schiilerin K. Leuenberg, Iden so vielen war nur ein einziger Name richtig
et Shelemor Aadw
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. (Die Klassenstufen-
nummer steht vor der Aufgabennummer.)
Schiiler der Klassenstufen 11/12 und Er-
wachsene 16sen die Aufgaben, welche mit
Ma 10/12 oder Na/Te 10/12 gekennzeich-
net sind.
4, Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (siehe Muster),
da die eingehenden Lésungen aufgaben-
weise sortiert und korrigiert werden. Noch
eine Bitte an die Schulen: Sendet bitte die
Losungen bereits nach Aufgaben sortiert
ein.
5. Teilnehmer, die eine richtige Losung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Pridikat ,sehr gut gelost*,
»gut gelost* oder ,geldst". Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!
6. Jeder Teilnehmer sollte einen Durch-
schlag seiner Losungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefle spiter erschei-
nenden Losungen vergleichen zu kénnen.

Der Jahreswettbewerb 1988/89 liuft von
Heft 5/1988 bis Heft 1/1989. Zwischen
dem 1. und 10. September 1989 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/88 bis 1/89 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur
dann zuriickgesandt, wenn ein Riickum-
schlag mit ausreichender Frankatur bei-
liegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 verdffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (von
den Wettbewerben der Hefte 5/88 bis 1/89)
erhalten hat und diese einsendet, erhilt
eine Anerkennungsurkunde und ein
alpha-Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden  besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1988/89 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Ur-
kunde zuriick). Schiiler, die schon mehrere
Jahre teilnehmen, senden bitte die zuletzt
erhaltene Urkunde mit ein. Allein anhand
dieser werden die Teilnehmerlisten aufge-
stellt. Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und
die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird.

Redaktion alpha



zugeordnet. Genau 12 Schiiler hatten zwei
richtige Namen gesetzt; bei genau so vie-
len waren alle vier Namen richtig angeord-
net. Wie viele Schiiler hatten alle vier Na-
men falsch zugeordnet?

StR H.-J. Kerber

Ma 6 m3020 Gegeben seien zwei belie-
bige einander in § schneidende Geraden g
und h. Ein beliebiger Kreis um S schneide
g bzw. h in A, B, C bzw. D. Es ist nachzu-
weisen, daB ABCD ein Rechteck ist. Fr.

Ma 6 m 3021 Fiinf Freundinnen sind zu-

sammen 25 Jahre alt. Susanne ist 2 Jahre

jinger, Doreen 2 Jahre ilter als Dana. Jea-

nette ist doppelt so alt wie Dana, Angelika

drei Jahre jiinger als Jeanette.

Wie alt ist jedes dieser fiinf Méddchen?
Schiilerin S. Rudloff, Freist

Ma 6 w3022 Die vier Freundinnen An-
drea, Beate, Christine und Doris haben (in
anderer Reihenfolge) die Familiennamen
Fischer, Grohmann, Hofmann und Ilgen.
Von ihnen ist folgendes bekannt:

(1) Andrea und Beate und das Middchen
mit dem Familiennamen Hofmann betrei-
ben gemeinsam Leichtathletik.

(2) Christine und das Miadchen mit dem
Familiennamen Hofmann trafen sich kiirz-
lich im Schwimmbad.

(3) Andrea, Christine und das Maidchen

mit dem Familiennamen Ilgen sind Lese- .

ratten.
(4) Andrea und das Middchen mit dem Fa-
miliennamen Grohmann nehmen an einer
Arbeitsgemeinschaft Basteln teil.
Ordne jedem Vornamen den Familienna-
men zu!

Schiilerin U. Kretschmer, Dresden

Ma 6 m 3023 Eine quadratische Rasenfli-
che soll in eine rechteckige mit gleichem
Flicheninhalt umgearbeitet werden. Da-
durch wird die Linge der rechteckigen Ra-
senfliche um 4 m groBer, die Breite um
2 m kleiner als die der quadratischen Ra-
senfliche. Ermittle Linge und Breite der
rechteckigen Rasenfliche!

Diplomlehrer M. Freitag, Schwarzheide

Na/Te 6m452 Eine Schleusenkammer hat
eine Linge von 325 m, ist 25 m breit und
4,30 m hoch. Welches Volumen hat die
eingelassene Wassermenge, wenn der Was-
serspiegel seinen hochsten Stand 0,50 m
unter der Oberkante der Schleusenkammer
hat? Gib das Ergebnis in Kubikmetern an!
Runde dabei auf Vielfache von Hundert!

R.

Ma 7 w3024 Addiert Axel zur Zahl sei-
nes Geburtsjahres deren Quersumme, so
erhilt er als Ergebnis 1989. Welches Le-
bensalter erreicht Axel im Jahre 19897 Sch.

Ma 7 m 3025
a) Welcher Bruch mit dem Nenner 1989
liegt am nichsten bei 0,4?
b) Welche Ziffer steht an der 1989. Stelle
hinter dem Komma, wenn x mit
x= % +% als Dezimalbruch geschrieben
wiirde?

StR H.-J. Kerber

Ma 7 w3026 Gegeben sei ein Rechteck
ABCD. Zeichne ein beliebiges
gleichschenkliges Trapez AECF so hinzu,
daB AE | CF gilt, F innerer Punkt von CD
ist und E auf der iiber B hinaus verlinger-
ten Strecke 4B liegt. Beweise, daB Recht-
eck und Trapez flachengleich sind!

StR H.-J. Kerber

Ma7m 3027 Ein Gestiit mit 63 Pferden
wiirde mit dem vorhandenen Futtervorrat
72 Tage reichen. Es werden aber Pferde
verkauft, so daB dieser Futtervorrat jetzt
12 Tage ldnger reicht. Wie viele Pferde
wurden verkauft?

StR H.-J. Kerber

Ma 7m 3027 Die Mathematiklehrer Mett,
Birken, Rebrek und Kempcke wohnen (in
anderer Reihenfolge) in den Stiddten RG-
bel, Anklam, Neubrandenburg und Neu-
strelitz. Jeder von ihnen hat ein Auto; die
Automarken sind Skoda, Dacia, Lada und
Trabant. Von ihnen ist folgendes bekannt:
(1) Herr Kempcke besuchte mit seinem

Skoda Herrn Mett in Anklam.
(2) Der Neustrelitzer besuchte mit

seinem Dacia Herrn Birken.
(3) Der Neubrandenburger hat einen

Trabant.
Ordne jedem Mathematikiehrer Wohnort
und Automarke zu!

StR H.-J. Kerber

Na/Te7w453 Ein Korper mit einer
Masse von 1 kg dehnt eine Schraubenfeder
um 10 cm. Wie groB ist die Gewichtskraft
eines Korpers, der diese Feder auf 25cm
dehnt? R.

Na/Te 7m454 Die Gewichtskraft eines
Korpers wird um so kleiner, je weiter er
von der Erde entfernt ist. Nachfolgende Ta-
belle gibt die Abhingigkeit der Gewichts-
kraft eines Korpers mit der Masse 1 kg von
der Hohe an:

Entfernung von Gewichtskraft
der Erdoberfliche
in km inN
0 10

290 9

690 8
1200 7
1800 6

Wie groB ist die Gewichtskraft eines Kor-
pers in 1000 km Hohe, dessen Masse 4 kg
betrigt? (Graphische Losung) R.

Ma 8 w3029 Becker, Fischer und Schnei-

der haben die Vornamen Hans, J6rn und

Kurt und spielen gemeinsam Skat. Nun

sind die folgenden Aussagen wahr:

(1) Der Sieger im Spiel trug einen blauen
Schlips.

(2) Fischer ist zum ersten Mal bei Becker
zu Gast.

(3) Kurt trigt keinen Schlips.

(4) Becker wire fast bester Spieler
geworden.

(5) JOm hat immer beim Skat das Sofa
als Stammplatz.

(6) Schneider trigt einen griinen Schlips.

Welchen Vor- und Nachnamen hat jeder?

StR H.-J. Kerber

Ma 8 m 3030 In der nachstehenden Glei-
chung sind die Kastchen durch Terme so
zu ersetzen, daB die Gleichung allgemein-
gliltig ist (fur alle reellen Zahlen x stets
eine wahre Aussage wird)!
ex+3)-(O+0D

=x-Q2x+ 1) +[] StR H.-J. Kerber

Ma28m3031 Addiert man zu 1111 das
Quadrat einer natiirlichen Zahl z, so erhalt
man das Quadrat des Nachfolgers von z. Es
ist z zu bestimmen! StR H.-J. Kerber

Ma8m3032 Im Dreieck ABC sei der
Punkt C genau so weit von AB entfernt wie
der Punkt 4 von BC. Es ist zu beweisen,
daB das Dreieck ABC gleichschenklig ist!
StR H.-J. Kerber

Ma8m3033 Gegeben sei eine Gerade g
und zwei verschiedene Punkte P und Q,
die auf ein und derselben Seite von g lie-
gen (in ein und derselben Halbebene be-
ziiglich g). Es ist ein Kreis k zu konstruie-
ren, der durch P und Q geht und g beriihrt.
Dabei sollen die Lote von P und Q auf g
nicht zusammenfallen und auch unter-
schiedlich lang sein. Sch.

Na/Te8m455 Ein Skildufer (Masse
m = 70 kg) wird mit einem Lift einen Hang
von 600 m Linge, der 30° gegen die Waage-
rechte geneigt ist, hochgezogen. Welche
Arbeit verrichtet der Elektromotor des Lifts
am Skildufer?

Anmerkung: Bei der genannten Neigung

betrigt das Verhidltnis HoOhenunter-
schied/Linge = 0,5.
Na/Te 8md456 Der Haftreibungskoeffi-

zient u gibt das Verhiltnis zwischen der
Kraft, die notwendig ist, um einen auf
einer Unterlage ruhenden Korper gerade
zum Gleiten zu bringen, und der Kraft, mit
der dieser Korper auf seine Unterlage
driickt, an.

Auf einer waagerechten Unterlage ruht ein
Korper mit einer Gewichtskraft F; = 50 N.
Er ist liber ein Seil und eine feste Umlenk-
rolle mit einem Korper verbunden, der sich
in vertikaler Richtung unter dem Einflu
der Gravitation bewegen kann. Wie groB
muB die Masse dieses Korpers sein, damit
bei £ =0,5 der auf der Waagerechten ru-
hende Korper gerade zu gleiten beginnt?

Ma9®3034 Es ist zu beweisen, daB der
Term 9n+ 18n° +9n? fiir alle natiirli-
chen Zahlen n durch 6 teilbar ist.

F. Zéliner, Sondershausen

Ma9m3035 Fiir je zwei positive reelle
Zahlen a und b ist das arithmetische Mit-

+b
tel M=a—2—, das geometrische Mittel

mit G = ya- b und das quadratische Mittel

2+ 2
mit Q= W/% definiert.

Es ist zu zeigen, daB die folgende Aussage
wahr ist:

Das arithmetische Mittel aus dem Quadrat
des quadratischen und dem Quadrat des
geometrischen Mittels ist gleich dem Qua-
drat des arithmetischen Mittels von a und
b! StR H.-J. Kerber
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Ma9m3036 Es ist zu beweisen, daB eine
dreistellige Zahl, deren Grundziffern als
einstellige Zahlen aufgefaBt, eine arithme-
tische Folge bilden, stets durch 3 teilbar
ist. Schiiler U. Fahrenberg, Berlin

Ma9m 3037 Ineinem Dreieck ABC sei D
der Mittelpunkt von BC und E der Mittel-
punkt von AC. Die Seitenhalbierenden AD
und BE mit den Lingen s, und s, sind
senkrecht zueinander. Der Flicheninhalt 4
des Dreiecks ABC ist allein durch die Lin-
gen s, und s, der beiden Seitenhalbieren-
den 4D und BE auszudriicken! Sch.

Ma9m3038 In drei gleichaussehenden
Schachteln befinden sich je zwei Kugeln.
In der ersten Schachtel liegen zwei
schwarze, in der zweiten zwei weiBe und in
der dritten eine schwarze und eine weifie
Kugel. Auf den Schachteln steht geschrie-
ben: ,zwei weiBe“, ,zwei schwarze“ und
.schwarz und weiB“. Die Inhalte der
Schachteln wurden so vertauscht, daB
keine der Aufschriften mehr stimmt. Kann
man, indem man aus irgendeiner Schach-
tel eine Kugel herausnimmt (ohne hinein-
zuschauen), bestimmen, wo welche Kugeln

i 9
liegen? Schiiler R. Holke, Leipzig

Na/Te9m457 Fiir den kubischen Aus-
dehnungskoeffizienten y gilt annihernd:
y = 3 - «. Fiir die Volumenausdehnung von
Korpern (festen und fliissigen) gilt:

AV=y-V-AT. Ein hohler Wiirfel von
!=1cm Kantenlinge, der aus diinnem
Kupferblech zusammengefiigt ist, ist oben
offen. Er wird bei 20°C vollstindig mit
Wasser gefiilit und auf 80°C erhitzt. Wie-
viel Wasser flieBt aus? R.

Na/Te9m458 Ein Glaskolbchen enthilt
eine Wasserstoffilllung (Normaldruck p,
bei 20°C). Im Inneren befindet sich eine
kleine Wolframspirale. FlieBt durch sie ein
elektrischer Strom, so kann das Gas erhitzt
werden. Dadurch steigt der Druck im Gas.
Bei einem Uberdruck von 5 p, platzt der
Kolben.

Welche Temperatur wurde erreicht? R.

Ma 10/12 m 3039

Untersuche, ob die Ungleichung
18>1:(9-445)

eine wahre oder eine falsche Aussage dar-

stellt! Sch.

Ma 10/12 = 3040
Gegeben sei das Kryptogramm
abb- ac = abbc.

Man ermittle alle Lésungen dieses Krypto-
gramms, wobei gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern und verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern bedeuten.

Dipl.-Math. A. Fitige, Berlin

Ma 10/12 m 3041 Es ist zu beweisen, daB
in einem beliebigen Dreieck ABC die
Summe der Lingen der drei Seilenhalbie-
renden kleiner als der Umfang des Drei-

ecks ABC ist.
Schiiler T. Vogt, Ilmenau

Ma 10/12 m 3042 Zeichnen Sie durch die
drei Eckpunkte eines spitzwinkligen Drei-
ecks ABC die Parallelen zu den drei Seiten
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und bezeichnen Sie die Schnittpunkte die-

ser Parallelen mit D,, D,, D,.

a) Beweisen Sie, daB die so gebildeten

Dreiecke paarweise zueinander kongruent

sind!

b) Beweisen Sie, daB das so entstandene

Bild als Korpernetz einer Pyramide ABCD

(nichtreguldres Tetraeder) aufgefat wer-

den kann!

Bestimmen Sie D’ und zeichnen Sie den

GrundriB dieses Korpers! ’
StR H.-J. Kerber

komm
blofR nicht
ﬂqf die Idee/,

22U kdhdl:gen y

Ma 10/12 @ 3043 Es seien a, b, c die Sei-

tenldngen eines Dreiecks und h die Linge

der Hohe auf c. Es ist zu beweisen, daB gilt
a-b—h-c20.

In welchem Falle gilt das Gleichheitszei-

chen? Dipl.-Math. A. Fittge, Berlin

Na/Te 10/12 w459 Welche Gesamtmasse
kann ein HeiBluftballon mit einem Volu-
men V=290 m?, der mit Luft der Tempe-
ratur ¢, = 100°C gefiillt ist. bei einer Au-
Bentemperatur der Luft ¢, =0°C gerade
anheben? Die Dichte der Luft bei 0°C und
dem gerade herrschenden Luftdruck ist
0, =129kg-m™3. R.

Na/Te 10/12m 460 Ein Aufzug habe die
Masse m; = 500 kg. An der Decke des Auf-
zuges hdngt an einem Faden, der als mas-
selos zu betrachten ist, ein Korper mit der
Masse m,=5kg. Durch eine Kraft
F=6000N werden der Aufzug und der
Korper mit einer Beschleunigung nach
oben bewegt. (2 =9,81m s7?)

a) Wie groB ist die Beschleunigung des
Aufzuges (einschlieBlich des Kérpers)?

b) Wie groB ist die Spannkraft im Faden,
an dem der Korper mit der Masse m, aufge-
hingt ist?

c) Der Faden soll plétzlich zerreiBen. Wie
groB ist dann die Beschleunigung des Auf-
zuges und die des Korpers? R.

Unsere Buttons sind da! Statt der
Anstecknadel gibt es ab diesem
Wettbewerb flir unsere erfolgreichen
Teilnehmer Buttons in dieser GroBe,
natiirlich in Gold und Silber.

o

€

Losungen

Losung zu: Eine harte Nuf
Heft 4/89

Sei (x,y,2); x,y,zganz; 1= x,y,z=<9,
Losung des Gleichungssystems
x+ y+ z=19 1)
3x+5y+6z=28S. )
Multipliziert man Gleichung (1) mit dem
Faktor (—3) und addiert diese zu (2), so er-
hélt man 2y + 3z = 28 bzw.

3)

Damit y ganzzahlig wird, so muB3 z gerad-
zahlig sein: z=2n;n=1,2,3,4. Setzt man
z=2n in die Gleichungen (3) und (1) ein,
so ergeben sich
z=2n, y=14 —3n;
x=5+n((n=1273,4).
Es ergibt sich folgende Tabelle:

3
y—14—7z. P

n | x y z
1 6 11 2
2 7 8 4
3 8 5 6
4 9 2 8

Da y = 11 zweistellig ist, so entfillt das er-
ste Tripel, und man erhilt drei geforderte
Losungstripel (7, 8,4), (8,5,6) und (9,2, 8).
Jedes dieser Tripel erfiillt in der Tat die
Gleichungen (1) und (2), wovon man sich
durch Einsetzen leicht {iberzeugt.

Losungen zu:
Gut gedacht ist halb geldst, Heft 4/89

1. MA=8-2-r;42=(8-2r)-8
(Sekantentangentensatz)
r=3

2. 42 = 8- x (Sekantentangentensatz)
x=2

AB Durchmesser ~ % ADB = 90°
(Satz des Thales)

s?+ x? =42 (Satz des Pythagoras);
s2=16—4; s=2y3 ~346



C 4 A

3.4-y=3-8 (Sehnensatz) y =6
— 4+y _
BC=T=5~AB=BC—4=1
MB2=1T72— 5= x2—12

(Satz des Pythagoras); x =5

4. x M,AM, = 90° (paarweise Tangente
und Beriihrungsradius)

M, M,% =202 + 15? (Satz des Pythagoras);
MM, =25

~MB=25-15=10;
M,C=25-20=5; x=10

y gleich der Héhe in AM\M,A
24,=20-15=25"y (Flicheninhalt);
y=12

5.AB=2~22=4-x
(Sekantentangentensatz); x = 1
CD=15~r?=22+1,5

(Satz des Pythagoras); r=2,5

A B

6. BC?=132-12? _
(Satz des Pythagoras); BC =5

BD =BE, 4D = 4F (Tangenten);
AB=4D+BD=13

u=2r+2-13=30

(Umfang des Dreiecks); r=2

x(x +2r) = BE? (Sekantentangentensatz)
x2+4x-9=0; (x+2)2-13=0;

x+2=+\/ﬁ; x=yfl_3_—2==l,61
;]

7. 16(x + 16) = 14(42 + 14)
(Sekantensatz); x = 33

ADB = 90° (Satz des Thales)

BD?= 56— 16* = 2880

(Satz des Pythagoras); BD = 24 5
d? = x2 + BD? (Satz des Pythagoras)
=332+2880; d=63

8. 18- (18 + 5,) = 302
(Sekantentangentensatz); s, = 32

4 ABC = 90° (Satz des Thales)

~BD Durchmesser (Satz des Thales)
—>AABC= AADB ~s, =32

X ABF = 5 ACB (Sehnentangentenwinkel)
~AAFB ~ ABAC

4B =302 - 182 =24

(Satz des Pythagoras)

30 _ d

T A

9. C liegt auf M\ M,
(Radien der Beriihrungstangente).

4CAB = % 4 AM,C und

X ABC = % % BM,C

(Sehnentangentenwinkel)

4 CAB+ %4 ABC= % 180° (Wechsel-

winkel) ~ AABC ist rechtwinklig.
AB? =127 + 92 (Satz des Pythagoras);
AB=15

- AB _n 15 _n
AADM, ~ MBC; S == == =5
ry =10 und analog r, = 5,625
10. 4B ist Durchmesser (Satz des Thales).
D liegt auf AB (gemeinsame Beriihrungs-
radien einer gedachten Tangente in A4)

AB2=6*+ (12- 6 )* = 30?
(10- @ = BD- B4 (Sekantentangenten-
satz); BD=20~d=10
x2 =62+ (2- 6 )? (Satz des Pytha-
goras); x =2 Ew 7,75
x-y=2- \/6_ 10- \/6_ (Sehnensatz);

120

= ;y=4-y15 ~ 15,49
y Wi y V15

11. ADCM = ADBM (nach sss); MD 1L BC
4 ABC = 90° (Satz des Thales);

AB L BC~AB| MD ~ 5 CAB = 4 CMD
ACMD ~ AABM (gleichschenklige

 Dreiecke mit gleichen Basiswinkeln)

DM _CM 9 6
Ne—=——; —=—; x=4;
.-_MA AB’ 6 x

Losungen zur Sprachecke

Ala Der Wert der Symbole

Jedes Symbol in der vorliegenden Figur
entspricht einer Ziffer zwischen 1 und 9.
EntschliBle diese Figur, indem du die ent-
sprechenden Ziffern einsetzt! Dabei muB
die Summe von drei Zahlen, die auf einer
Geraden liegen, stets 114 ergeben.

Losung: ¥ =1, V=2, & =3 @ =4,
V=6&6=7 m=8.

alpha, Berlin 23 (1989) 5 - 119



A2 A Zwei Parallelogramme besitzen ge-
meinsam eine Ecke und dann noch jeweils
eine Ecke auf einer Seite des anderen
(siche Zeichnung). Zeige, daB ihre Fla-
cheninhalte gleich groB sind!

Losung 1: Der Fldacheninhalt eines Drei-
ecks ist halb so groB wie der Flicheninhalt
eines Parallelogramms, das mit ihm in
einer Seite und der dazugehOrigen Hohe
ubereinstimmt. Das schraffierte Dreieck
hat deshalb einen halb so groBen Flichen-
inhalt wie jedes der beiden Parallelo-
gramme. Deshalb sind deren Flichenin-
halte gleich groB, w.z.b. w.

Losung 2: Die beiden schraffierten Drei-
ecke sind zueinander kongruent (wsw).
Darum sind die Parallelogramme ABCD
und EHCD zueinander flichengleich (vgl.
Bild). Parallelogramme, die in einer Seite
und der zugehorigen Hohe ibereinstim-
men, sind flichengleich. Somit sind auch
die Fldcheninhalte der Parallelogramme
EHCD und EFGD gleich groB. Damit (Drit-

tengleichheit!) folgt die Behauptung der
Aufgabe, w.z. b. w. G
D C
F
A E 8 H

A3 A Die Zahl 1989

Es ist sofort klar, daB diese Zahl nicht prim
ist, sie ist teilbar durch 9. (Wie kann man
es ohne Ausfiihrung der Division sofort se-
hen?) Die Zahl, die man nach Division von
1989 durch 9 erhilt ist das Produkt zweier
aufeinanderfolgender Primzahlen. Finde
diese.

Lésung: Die Quersumme von 1989 betrigt
27, diese ist durch 9 teilbar, damit auch
1989.13-17=221.

Losung zu: Ein Zuschnittproblem

Figur 1: Die Diagonalen des Drachenvier-
ecks zerlegen dieses in vier rechtwinklige
Dreiecke; der Verschnitt besteht ebenfalls
aus vier rechtwinkligen Dreiecken. Von
diesen acht rechtwinkligen Dreiecken sind
jeweils zwei kongruent, also auch flichen-
gleich. Fiir den Verschnitt gilt deshalb

V1=a‘b—%-a-b, also

Vl=—;—~a-1ril=%-90-60cm2
=2700 cm?.

Figur 2: Nach dem Satz des Pythagoras
gilt, wie aus dem Bild ersichtlich, folgen-
des:

120 - alpha, Berlin 23 (1989) §

60%+ (30 + x)* = (90 - x)?,

3600 + 900 + 60x + x? = 8100 — 180x

+ x2?, 240x=3600, x=15. Daraus folgt
fiir den Verschnitt

V,= (15~45+%-60~45) cm?,
V, = 2025 cm?.

Fir Figur 2 ist der Verschnitt also um
675 cm? kleiner.

60-x C «x
X
D 60-x
90-x 8
90-x 30+x
A 60

Losungen zu: Kann man mit
Niherungswerten genau rechnen?

A2a V=294%1,7cm?
ada uo=1o3,37143kTm,
km

79kTm§u§104-—h—

Ada d=r,—rn=(47101cm

ASa a+bh a-b
Ergebnis von (1) 120,7 56,7
untere 120,15 56,15
Wertschranke
obere 121,25 57,25
Wertschranke

a-b a:b
Ergebnis von (1) 2838,4 2,771 875
uniere 2792,475  2,7276923
Wertschranke
obere 2884375 2,8174603
Wertschranke
AGA a+b=121;a-b=57;

a-b=2800;a:5=2,8

Loésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Sechs Magische Quadrate auf einmal!
Die magischen Konstanten lauten fiir das
10x10-Quadrat 505, fiir das 8% 8-Quadrat
404 und fiir die 4x4-Quadrate 202.

Dann ist sofort k =202 — 142 = 60

und n =202 — 139 = 63 (Diagonale),

sowie 0 =202 — 165 =37.

Ferner ist x =202 — 151 = 51 und

u =202 — 156 = 46 (Diagonale),

sowie t =202 — 146 = 56.

Die Zahlen in den jetzt vorliegenden vier
2x2-Quadralen ergeben sich nach gleichen
Uberlegungen. So ist
c+d=202-99=103,
ct+g=202-192=10,
d+g=202-101=101.

Aus (ctd)+(ct+g)—(d+g)

=103+ 10 — 101 folgt 2¢ =12,
c=6undd=97,g=4, h=95.
Entsprechend findet man in den drei ande-
ren Quadraten

e=32,f=71,i=30,;=69; r=61,
s=39,0v=36,w=66;,1=43 , m=757,
p=254,g=48.

In der ersten Zeile des 10X 10-Quadrates
gilt a+ b=505-476=29. Man findet
die noch moglichen Zahlen 15 und 14.
(Die Idee, eine Jahreszahl in ein Magi-
sches Quadrat (mit 4 x4 Feldern) einzuar-
beiten, hatte als erster Albrecht Diirer. Er
verwandte die Jahreszahl 1514.) Schlie8-
lich ist y = 505 — 404 — 15 = 86 und z = 87
(oder die letzten beiden Zahlenpaare ver-
tauscht).

Hé6lzchenspiel

Kryptarithmetik
a) 5162-312 =1610544
b) 4303-249 = 1071447

Mathe-aktuell

M ECICE 19[83]
e 7 617
ilo 8 8 3]9 1 9|8|8f3 39
8 9l75/[2 8 8[g 7|5 3]s
79867 7 7[9 86 7|7
69 5 5 7|6 € als|5[7 6
8 9 819
19 49 [15]+ 9]

b) Fur die gesuchte Zahl x muf gelten:

X X X
== - 5. . a =40.
7 + 3 3 x — 5. Man erhélt x 0

Traumbhafter Gleisplan P

i

Bildungsgesetz gesucht!

Jede Zahl der linken Spalte ist die Summe
aus der iiber ihr stehenden Zahl und deren
rechten Nachbar. Jede Zahl der rechten
Spalte ist die Summe aus dem Doppelten
der iiber ihr stehenden Zahl und deren lin-
ken Nachbar. Die beiden Zahlen der
7. Zeile sind

89 + 144 =233 und 2- 144 + 89 = 377.

Auf den Kopf gestellt
O
f;aoooy
CL00



Unsere Erlebnisse

im Spezialistenkurs
Mathematik /BASIC 1989

Innerhalb der letzten 15 Jahre wurden ip
vielen Kreisen unserer Republik Schiiler-
akademien gebildet. Diese bieten interes-
sierten Schiilern eine Reihe von Veranstal-
tungen aus Gesellschaftswissenschaften,
Naturwissenschaften, Kultur und Technik
an. Vortrige mit Diskussionsmoglichkei-
ten, Experimentalvorlesungen, Koch-Back-
und DRK-Kurse, Stenographiezirkel, Ex-
kursionen und Besichtigungen, Teilnahme
an AHA-Studioproduktionen, individuelle

Beratungen zu Partnerschaftsproblemen,
wissenschaftliche Arbeitszirkel fir EOS-
Schiiler mit ausgewdhlten Studienwin-
schen seien als Beispiele genannt. Der
Schiiler kann nach eigenem Ermessen Ver-
anstaltungen auswihlen. Informationen
dariiber, ob in eurem Kreis eine Schiiler-

akademie existiert oder die Maoglichkeit -

der Teilnahme im Nachbarkreis besteht,
erhaltet ihr bei eurem Schuldirektor. '
Alphons

Wie jedes Jahr veranstaltete die Schiiler-
akademie Erfurt in der 1. Woche der Win-
terferien einen Spezialistenkurs fiir 60 ma-
thematisch besonders interessierte Schiiler
der Klassen 6 bis 8. Erstmals wurde die
Verbindung Mathematik/BASIC erprobt.
Diese Verbindung hat sich sehr gut be-
wihrt. Taglich absolvierten wir zwei Dop-
pelstunden Mathematik und eine Doppel-
stunde BASIC.

Im Mathematikteil behandelten wir die
Darstellende Geometrie, Funktionen, Mi-
schungsaufgaben, Kombinatorik und Zah-
lenfolgen. Zur Auflockerung gab-es zwi-
schendurch auch ein paar Knobelaufgaben.
Insgesamt fanden wir den Mathematikteil
sehr interessant, obwohl die Themen
manchmal etwas schwierig waren und wir
die Gleichungen sowie Stereometrie ein
wenig vermiBiten. .
BASIC war den meisten von uns noch
recht unbekannt. Doch wir lernten schnell
dazu. Nach anfinglichen kleinen Ubungen
konnten wir bald. unser erstes Programm
schreiben. Wir lieBen Flichen- und Ober-
flicheninhalte, Volumen und andere Gro-
Ben ausrechnen.

Ein Programm zur Berechnung von Qua-
drat- und Kubikzahlen wollen wir hier vor-
stellen:

16 CLS

20 PRINT “BERECHNUNG VON

- QUADRAT- UND KUBIKZAHLEN"

39 PRINT “—————- - ——
—————————— ”: PRINT

_ 49 INPUT “ANFANGSZAHL:"A :

PRINT

560 INPUT “ENDZAHL:”;'B : PRINT

PRINT “ZAHL”, “QUADRAT-
ZAHL”, “KUBIKZAHL” : PRINT
PRINT “ZAHL”, “QUADRAT- ,
ZAHL”, “KUBIKZAHL": PRINT
FOR A = A TO B STEP C
PRINT A, A¥A, A¥A¥A

NEXT A
END

Viele von uns wollen nach diesen Anfin-
gen gerne mit BASIC weitermachen.
Zum AbschluB wurden die aktivsten Schii-
ler von uns ausgezeichnet und wir sahen
uns einen Film an. Allen hat dieser Kurs
sehr gut gefallen, unsere Erwartungen wur-
den erfiillt und wir stnd alle der Meinung,
daB der Kurs nichstes Jahr unbedingt wie-
der mit BASIC verbunden werden sollte.
B. Kraft, C. Sommer, C. Adamczyk
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Jakobsstab aus dem Schiffahrtsmuseum
Rostock (Nachbildung, angefertigt von
H. Lange)

- P
-
-~

Prinzip des Jakobsstabes

D e ——— Q

Der Jakobsstab

Im Verkehrsmuseum Dresden, im Staatli-
chen Mathematisch-Physikalischen Salon
im Dresdner Zwinger und im Schiffahrts-
museum Rostock findet man (meist in
Nachbildungen) ein WinkelmeBgerit, das
trotz oder vielleicht gerade wegen seiner
theoretischen und praktischen Anspruchs-
losigkeit jahrhundertelang zu den wichtig-
sten nautischen Geriiten gehdrte und auch
in der Astronomie und im Vermessungswe-
sen eine bedeutende Rolle gespielt hat.
Dieses Geriit ist heute hauptsichlich unter
dem Namen Jakobsstab bekannt. Die deut-
schen Seeleute nannten es auch Gradstock
oder Kreuzstab, die Englinder cross-staff,
die Franzosen arbaléte, die Portugiesen ba-
lestilha. ..

Das mathematische Prinzip des Jakobssta-
bes ist einfach: Der auf dem Lingsstab ver-
schiebbare Querstab (auch ,Hammer“ ge-
nannt) wird in eine solche Lage geschoben,
dafl vom Beobachterauge B am Ende des
Lingsstabes die auf die Endpunkte E,F
des Querstabes gerichteten Sehstrahlen
gleichzeitig zwei anzupeilende Punkte P, Q
(z.B. Sterne oder Kirchturmspitzen) tref-

; . o ES

fen. Dann ist (Bild 2) tan 2~ SB

her fir den zu messenden Sehwinkel o
=2 arcta.n%. Anfangs war der Lingsstab
mit gleichabstindigen Marken (Kerben)

—- und da-.

versehen, und man muBte eine Tabelle
oder Rechenvorschrift benutzen, um aus
dem auf dem Lingsstab abgelesenen Zah-
lenwert den Winkel o zu bestimmen. Ver-
mutlich ist der Niirnberger Mathematiker
Johannes Werner (1468 bis 1528) als erster
auf die Idee gekommen, die Teilung des
Lingsstabes so zu gestalten, daB man den
Winkel o dort unmittelbar ablesen konnte.
Dabei sind die mef3baren Winkel nach un-
ten durch die begrenzte Linge des Lings-
stabes beschriankt, und dariiber hinaus ist
eine fiir das jeweilige praktische Bediirfnis
befriedigende Ablesegenauigkeit bei einem
Querstab immer nur in einem gewissen Be-
reich von Winkeln méglich. In einer Spit-
phase, etwa ab Mitte des 17. bis Anfang
des 19.Jh., trug der Ldngsstab daher meh-
rere Querstibe fiir verschiedene Winkelbe-
reiche, zu denen jeweils auf dem Lingsstab
eine entsprechende Winkelskala gehorte
(vgl. Bild 1). Die so mit dem Jakobsstab
insbesondere unter den schwierigen Bedin-
gungen auf schwankendem Schiff und bei
schlechtem Wetter erzielbare MeB- und
Ablesegenauigkeit bewirkte zusammen mit
der bei Seeleuten ausgeprigten Anhing-
lichkeit an Hergebrachtes und der einfa-
chen Handhabung, daB die ab 1731 (durch

"John Hadley u.a.) erfundenen, prinzipiell
‘leisfungsfihigeren

Spiegel-Winkelmesser
Oktant bzw. Sextant sich nur sehr langsam
allgemein durchsetzen konnten. Zum Bei-
spiel empfahl der Greifswalder Mathema-
tikprofessor Lambert Heinrich R6hl noch
1778 in seinem vielbenutzten Buch ,An-
weisung zur Steuermannskunst“ ausdriick-
lich den Jakobsstab.

Uber die Geschichte des Jakobsstabes gibt
es eine erstaunlich umfangreiche Spezialli-
teratur. (Interessenten seien auf das von
W.Kbberer herausgegebene Buch ,Das
rechte Fundament der Seefahrt“, Berlin:
transpress-Verlag 1982, verwiesen, das ne-
ben dem Wiederabdruck klassischer Arbei-
ten zur Navigationsgeschichte einen guten
Zugang zu weiterfiihrender Literatur gibt.)
Die beiden Hauptfragen, die in dieser Lite-
ratur lange Zeit immer wieder diskutiert
wurden, sind die nach dem Erfinder bzw.
nach Ort und Zeit der Erfindung des Ja-
kobsstabes und nach der Herkunft und Be-
deutung des Namens. Hinsichtlich der er-
sten Frage ist man sich heute ziemlich
einig, daB der vielseitige jiidische Gelehrte
Levi ben Gerson (1288 bis 1344) als erster
Europier den Jakobsstab und seine Ver-
wendung beschrieben hat und daB diese
Schrift in lat. Ubersetzung dem Regiomon-
tanus (1436 bis 1476, vgl. den Artikel
»Eine Aufgabensammlung aus dem Jahre
1475“ in alpha 1986, Heft 4) bekannt gewe-
sen sein muB, der lange Zeit als ,Vater”
des Jakobsstabes galt. Der aus Spanien
stammende und in Siidfrankreich wirkende
ben Gerson bezeichnete sich zwar selbst
als Erfinder des Gerites, das in der latein.
Ubersetzung auch schon als ,baculus (d. h.
Stab) Iacob“ bezeichnet wird, es ist aber
wahrscheinlich, daB dhnliche Vorrichtun-

ISSN 0002-6395 - alpha - Berlin - 23 (1989) S - Seiten 97 bis 120

Idee bis auf Archimedes zu.uck, der sie in
seiner Schrift ,Die Sandrechnung® zur Be-
stimmung des Sehwinkels, unter dem die
Sonpe uns erscheint, benutzt. Uber den
Namen Jakobsstab gibt es noch immer ver-
schiedene Hypothesen. Eine fiihrt ihn auf
den Erzvater Jakob des Alten Testamerts
und die dort im 1. Buch Mose (30.37) be-
richtete Geschichte zuriick, wie Jakob ei-
nige in Abstinden stiickweise entrindete
Aststibe zur Ziichtung gefleckter Schafe
verwendet haben soll. Wem dies allzu weit
hergeholt und unwahrscheinlich vor-
kommt, der bedenke, welch bestimmende
Rolle religioses Denken und innige Ver-
trautheit mit den Gestalten und Begeben-
heiten der Bibel jahrhundertelang im Le-
ben der Menschen gespielt haben. Eine
andere Hypothese stiitzt sich jedoch dar-
auf, daB der Apostel Jakob (spanisch:
Sanct Jago), nicht zu verwechseln mit dem:
Erzvater Jakob, mit dem Jiinger Jesu ,Ja-
kob dem Jiingeren“ oder mit ,Jakob dem
Gerechten“, dem Fiihrer der urchristlichen
Gemeinde von Jerusalem, der Nationalhei-
lige der Spanier ist. ’

Der Name Jakobsstab tritt in der deutsch-
sprachigen Literatur erstmals als ,baculus
Iacob* in dem Einblattdruck von 1502 auf,
danach in der erstmals 1531 in Frankfurt
a.M. gedruckten Schrift ,Jakobs Stab
kiinstlich und gerecht zu machen und zu
gebrauchen“ des Oppenheimer Stadtschrei-
bers Jakob Kobel. Die Mehrheit der zahl-
reichen Gelehrten, die im 16. und 17.Jh.
die Anwendung des Jakobsstabes fiir ver-
schiedenste Zwecke beschrieben, bevor-
zugte lateinische Bezeichnungen wie bacu-
lus astronomicus, baculus geometricus,
radius visorius (J. Werner). DaB der Ja-
kobsstab auch heute, obgleich lingst auBer
Dienst, noch nicht ganz vergessen ist, be-
zeugt u. a. eine niederlindische Briefmarke
aus dem Jahre 1986. P. Schreiber

Béstimmung der geographischen Linge
durch Messung von Mondabstinden
mittels Jakobsstab
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Schneekristalle

Wer hat nicht schon einmal die ersten
Schneeflocken auffangen wollen, um sie zu
betrachten. Es sind zarte Gebilde, die baild
vergehen. Sie bestehen meist aus flachen
Sternchen mit gefiederten Strahlen, selten
aus diinnen Tiéfelchen oder Nadeln. Beson-
ders die ebenen Figuren lassen ganz regel-
miBige Formen und die sechzihlige,
manchmal dreizihlige Symmetrie gut er-
kennen (siehe Titelbild und Bild 1).

Die sechszdhlige oder dreizdhlige Symme-
trieachse verlduft senkrecht zur Ebene der
Schneesterne oder -tifelchen durch deren
Mittelpunkt. Diese Ebene ist eine Symme-
trieebene. Der Schnittpunkl der sechszéhli-
gen (nicht der dreizdhligen) Symmetrie-
achse mit ihr bildet ein Symmetriezentrum
oder Inversionszentrum. Ebenfalls senk-
recht zu den Sternchen und mit Schnittge-
raden entiang der Strahlen und/oder ihrer
Winkelhalbierenden befinden sich 3 +3
bzw. 3 Symmetrieebenen. Bei den Tafel-
chen berilhren diese Symmetrieebenen
und Schnittgeraden die einander gegen-
iiberliegenden Ecken und/oder Kantenmit-
ten der Sechsecke bzw. Dreiecke. Die senk-
rechten Symmetrieebenen schneiden sich
in der sechs- oder dreizdhligen Symmetrie-
achse und schlieBen Winkel von 30° oder
60° ein. In den genannten Schnittgeraden
beobachtet man 3 + 3 bzw. 3 zweizihlige
Symmetrieachsen. Die bei sechszihliger
Symmetrie auftretenden beiden Arten der
senkrechten Symmetrieebenen und der
zweizdhligen Symmetrieachsen sind nicht
gleichwertig.

Wie alle chemischen Substanzen kristalli-
sieren Schnee oder Eis in der ihnen eige-
nen, charakteristischen Gestalt. Die Sym-
metrie der duBeren Erscheinung wird
durch die Anordnung der atomaren Bau-
steine, hier der H,0-Molekiile, bedingt.
Diese innere Struktur, das Kristallgitter,

Titelbild des Heftes
Schneekristalle mit sechszdhliger und
dreizdhliger Symmetrie

besitzt die oben beschriebene sechszihlige
Symmetrie (Kristallklasse dihexagonal-di-
pyramidal) oder nur eine polare, d. h. in
beiden Richtungen bzw. an beiden Enden
ungleiche sechszdhlige Symmetrieachse
und 3 + 3 sich in ihr schneidende Symme-
trieebenen (Kristallklasse dihexagonal-py-
ramidal).

Dem Zusammenhang zwischen der sicht-
baren Form der Schneekristalle und ihrem
inneren Aufbau ging bereits der Astronom,
Physiker und Mathematiker Johannes Kep-
ler (1571 bis 1630) nach. Seine in lateini-
scher Sprache verfate Schrift ,Neujahrs-
gabe oder Der sechseckige Schnee“ (1611)
steht am Anfang der Kristallographie als
Wissenschaft. Kepler erkannte als erster
die sechszdhlige Symmetrie der Schnee-
sternchen und versuchte, sie durch die
Geometrie der Zusammenfligung von an-
genommenen gleichgroBen Erstarrungskii-
gelchen des Wasserdampfes zu erklidran.
Mit seinen Gedanken nahm er die heute
gewohnte Darstellung von Kristallstruktu-
ren durch Kugelpackungen vorweg. Die
eigentlich notwendig zu folgernde Ablei-
tung der duBeren Symmetrie aus der inne-
ren Anordnung der Materie ‘gelang ihm
aber nicht. Kepler beobachtete auch, daB
der Schnee in Gestalt der Sternchen und
der Schneegraupeln falit. Bei dem frithen
wissenschaftlichen Interesse an den
Schneekristallen ist es schon bemerkens-
wert, wenn bis in die Gegenwart noch nicht
alle Fragen ihrer Symmetrie endgiiltig ge-
16st sind.

Die Schneesternchen zeichnen sich durch
zwei Besonderheiten aus. Sie sind fast nur
zweidimensional entwickelt. Dadurch feh-
len in der Regel Kristallflichen anderer
riumlicher Orientierung, die die Symme-
trie besser erkennen lassen wiirden. AuBer-
dem entstehen die Schneekristalle Gber-
wiegend als Kristallskelette in Form der
Sternchen mit gefiederten Strahlen. Das
geschieht durch bevorzugtes Wachstum der
Kristallkanten und -ecken vor den Kristall-
flachen. Die Ausbildung der Kristalle wird
von dem Bau des Kristallgitters und den
Kristallisationsbedingungen beeinfluBit. Er-
sterer hat bei den Schneesternen offenbar
das Ubergewicht, was man aus ihrer Regel-
maiBigkeit schlieBen kann. H. Beyrich

(beide Abbildungen aus

I. I. Schafranovskij, Vorlesungen iiber
Kristallmorphologie (russ.), Leningrad
1968)

Bild 1
Schneekristalle mit sechszdhliger
Symmetrie (nach Nakaya)

Ala Laloterie
Si la roue de cette loterie se déplagait de 17
tours 11/16¢ vers la droite, puis de 7 tours
1/2 vers la gauche et enfin de 9 tours 3/4 a
nouveau vers la droite, quel serait le nu-
méro gagnant situé en dessous du repére
fixe A? ‘

aus: Logigram, Paris

A2 a Find your centre

The drawing shows a circle whose centre is
not marked. You forgot to bring your draw-
ing instruments with you. The only thing

- you have is your notebook.

Can you find the centre of the circle using
only sheets from the notebook?
aus: Fun with mathematics, Toronto

4A3A Moxer nM OblThb BepHbIM pa-
BEHCTBO
XK-Y-P-H-A-I=K-B-A-H-T,
€CJIM B HEr0 BMeCTO 6YKB MOACTaBMTD K-
pbl 0T 1 go 9? OpnHakoBbLIM GyKBaM mpH
3TOM OOJNXHbI COOTBETCTBOBATh ONMHAKO-
Bble 1IN DPbI, PA3HBIM — pPa3HbIE.

aus: Quant, Moskau
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Viele Aufgaben —
die gleiche
Methode

Bei der Bezirksolympiade 1988 lautete die
Aufgabe 271234 wie folgt:

Man beweise fur jedes Dreieck ABC: Bezeich-
nen wie ublich b, ¢, h, die Langen der Seiten
AC, AB bzw. der auf BC senkrechten Hohe
und a die Grofe des Winkels 5 BAC, so gilt

n,gﬁmg. §))

Man ermitle alle diejenigen Dreiecke ABC,
bei denen in (1) das Gleichheitszeichen gilt.

Bevor wir uns der Ldsung zuwenden, wol-
len wir folgendes Leitmotiv voranstellen:

Lasungsprinzip: 1d allen nachfolgenden Un-
gleichungen treten mindestens vier Bestim-
mungsstiicke eines Dreiecks auf. Da ein
Dreieck bereits durch drei unabhingige
Stiicke eindeutig bestimmt ist, werden alle

weiteren durch diese drei ausgedriickt.

Nach dem Erreichen dieses Teilziels wird
dann die entstandene Ungleichung bewie-
sen. .

Wir wenden nun dieses Losungsprinzip auf
die oben stehende Aufgabe an. Dazu drik-
ken wir h, durch die anderen drei GroBen
aus. Die Hohe h, tritt in der Formel
A= %ah, auf. Der Flacheninhalt A4 1aBt
sich durch Dreiecksseiten und Winkel-
funktionen ausdriicken. Damit haben wir
einen gangbaren Weg vor Augen. (Natiir-

lich ist es auch méglich, cosg- durch b, ¢,

h, auszudriicken. Aber aus dem Schulstoff
bekannte Formeln gibt es dafir nicht. Will
man b oder ¢ durch die anderen Gro8en
ausdricken, so ergibt sich die gleiche Si-
- tuation.)

Werden wir nun konkret.

Esist 4 =%h,a, also

b= 24 - 2-0,5-bcsina _ besina
? " a a a
besina
= .
b2+ et —2bccosa

Das Nahziel ist erreicht. Wir haben es ge-
schaflt, A, durch b, ¢ und Winkelfunktio-
nen von o« auszudriicken. Gelingt es nun
zu zeigen, daB der letzte Term kleiner

gleich JE cos% ist, dann ist der Beweis

erbracht. Hier tritt der Faktor fb: auf und
in (2) steht bc im Zahler. Es wire also
schon, wenn wir erreichen konnten, daB
der Nenner von (2) den Faktor fb; liefert.

Es ist

- besin a
Yb2+ 2 - 2bccosa

122 . alpha, Berlin 23 (1989) 6

besin a

\/E \/ s +=- 2cosax
c b
mensionslose GroBen entstanden sind,
die auBerdem zueinander reziprok sind.
Wenn wir ihre Summe durch den kleinst-
moglichen Wert ersetzen, vergroBern wir
den letzten Term. Nun gilt:

. C .
. und b di-

Fir x>0 ist x+—l;;2, wobei das

Gleichheitszeichen genau dann steht,
wenn x =1 ist. (Beweist dies selbstin-
dig!)
Setzen wir x=£, so ist£+£;2, wO-
c ¢ b
bei das Gleichheitszeichen genau dann
steht, wenn b = c gilt.
Damit erhalten wir:
besina
h, = ) .
Jb_c ‘/ —+ £_ 2cosax
c b
< 1/; sina )
J2 —2cosax
Und damit sind wir am Ziel. Wir miissen
nur noch merken, daB fiir 0° < a < 180° die
@ _ sina
2 . Jf2-2cosa

sachlich ist (vergleicht in der Zahlentafel!)

Gleichung cos gilt. Tat-

i o =9 cin-F cos-Z.
sma—2smzcoszund

2—Zcosa=2—2(l—25'm’%)

=4sml§,sodan
. @ o
sing 2S5 08y

\/T—Zcosa \/4sin1%

Zsm—gcosf 2s'l £z
2 %3 175 c0s3

2

2 siﬁ%

=cos%’ ist, weil fir 0°<%<9o°

sinl B
2

die Gleichung

sin | =sin == gilt.

Aus ‘der Herleitung ist ersichtlich: Das
Gleichheitszeichen steht in der zu bewei-
senden Ungleichung genau dann, wenn
b=cist

Damit hat sich das eingangs geschilderte
Losungsprinzip als niitzlich erwiesen. ~
Uberpriifén wir es an einem weiteren Bei-
spiel.

Man beweise:
In jedem Dreieck gilt A, = y/s(s— d),
wobei 5 = %(a + b+ ) ist.

Voriiberlegung: .

In s treten a, b, ¢ auf. Also treten in der
Ungleichung mit A, vier Gr6Ben auf. Wel-
che-GroBen driicken wir diesmal durch die
anderen aus? Wir kennen eine Formel (sie
ist nicht im Lehrplan enthalten), in der s
auftritt. Es ist die Heronische Dreiecksfor-
mel. Sie lautet:

A=ys(s—a)(s—-b)(s—¢c). Die Hohe

ldBt sich durch 4 und g ausdriicken. Da-
mit haben wir einen Losungsplan.

Wir driicken s, durch A4, a aus, dann be-
nutzen wir die Heronisché¢ Dreiecksformel
und schlieBlich versuchen wir, die dann
entstandene Ungleichung zu beweisen.
Losung:

Wegen 4 =%h,a ist
h '=2_A___ ZJs(s—a)(.r—b)(s—c)~
? a a ’

Angenommen, es gibt‘ ein Dreieck, in
dem
hy > Js(.l — a) gilt. Dann ist
2 y/s(s— a)(s—b)(s—c)
h, = -
a
> {s(s—a), also

Ve-b)(s—o) >§(s—a,s, a>0)

2
" und damit (s - b) (s — ¢) >"T. Wegen

= %(a + b+ ¢) ist dies aquivalent mit

a—b+c atb-c a*

2 2 4
(@a-b+c)y(a+b-e)>a?,
at—(b—c)*>a? also —(b—c)>0.
Diese letzte Ungleichung stelit einea Wi-
derspruch dar. Also war die Annahme
falsch und daher gilt fiir alle Dreiecke

h,éfs(s— a).

Kommentare: )

1. Die Annahme stellt einen technischen
Trick dar. Wir konnen dann die Losung in
der Reihenfolge aufschreiben, in der wir
sie gefunden haben. Hatten wir diesen
Trick nicht angewendet, dann hitten wir
namlich von der wahren Aussage
(b—c)*=0 auf die Behauptung h,
= y/s(.t — a) schlieBen miissen. Und das
bedeutet, daB wir die Losung gerade in um-
gekehrter Reihenfolge in bezug auf den
FindungsprozeB hatten notieren miissen.
2. Der Term fiir s ist erst so spat als mog-
lich eingesetzt worden, damit die Uber-
sichtlichkeit bewahrt bleibt.

3. SchlieBlich kann man in (*) ausmultipli-
zieren oder man sieht, daB die linke Seite
von der Form (a—x)(a+ x)mit x=b—c.
ist und verwendet die dritte binomische
Formel.

Wenden wir uns einer dritten Aufgabe zu.

Man beweise:
In jedem Dreieck gilt

5

L LI 24 o2
A= 12 (a*+b*+ch.

®

3

Vorbetrachtungen:

Erneut treten in der zu beweisenden Un-
gleichung vier GroBen auf. Der Flachenin-
halt lieBe sich mittels der Heronischen

" Dreiecksformel durch a, b, ¢ ausdriicken.

Doch wegen der Wurzel und dem Produkt
aus vier Faktoren wird man versuchen, die-
sen rechenaufwendigen Weg zu umgehen.
(Am Schlu8 des Artikels wird gezeigt, wie
auch dieser Weg zum Ziel fiihrt.) Als nich-
1 .
ste Formel kime A4 = 2 besina in Be-
tracht, aber mit ihr haben wir fir 4 die



neue GroBe a erhalten. Wir kdnnten dann

a mittels Kosinussatz durch b, ¢, « aus-
- driicken und haben dann an Stelle der vier

GroBen A, a, b, ¢ drei neue, nimlick

b, c, a. =~

Nach dem Einsetzen ist die oblge Unglei-

chung dquivalen(l mit

1 V3

= H <1 2 + 2424 )2

7 besina = 2 (c?+b*+ect+ b

— 2bccos ), also

2+ b2~ ch(cosa + Y3 sina)=0.

Fiir den Beweis dieser Ungleichung gibt es

nun einige Standardverfahren:

1. Auf der linken Seite der Ungleichung

steht ein in ¢ (oder b) quadratischer Term.

Dieser soll fur alle ¢ nicht negativ sein.

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Dis-

kriminante nicht positiv ist. Es geniigt also

zu zeigen, daB

D=(cosa+y3 sina)’ —4=0ist.

Dies ist aber nacheinander dquivalent mit

cos?a +2 ﬁsinacosa+3 sinfa—4<0,

cos?a—1+2 43 sinacos & + 3(sinex — 1)

=0,

~sin’a+2 y3 sinecosw — 3 cos?a =0,

—(sina— \/ZT cos a)l <0 und diese Un-

gleichung gilt fiir alle &, so daB der Beweis

erbracht ist.
2. Die Ungleichung ist nach Division

durch 52>0 mit der Substitution
c . .
=3 > 0 dquivalent mit

x2~ x{cosa + 43 sina) +120.

Der Giiltigkeitsnachweis gelingt nun wie in
1., wobei euch vielleicht dieser Weg ver-
trauter ist, da ihr statt ¢ und b eine ver-
traute quadratische Ungleichung vor euch
habt.

3. Der linke Term legt es nahe, Terme wie
c2+ b2+ 2ch oder ¢?+ b*~—2ch ins Spiel
zu bringen. Dazu miissen wir aber wissen,
welche Werte cosor + J3_ sin « annehmen
kann. Ein Standardweg bestebt darin, die
Enremwenberechnung auf die Funktion

f(a)=cosa + J3_ sin & anzuwenden.
(Fiihrt dies selbstindig durch!) Vielleicht
geht es aber auch ohne Differentialrech-
nung.

AuBerdem wollen wir noch etwas mehr wis-
sen, namlich:

Man untersuche, welchen maximalen (mini-
malen) Wert der Term ssin a + { cos « einen
Beweisversuch starten. Aber leider haben wir
nichts derartiges. Es ge_ht aber wie folgt:

Es ist ssina + tcosa = ys52 + 12

x = ‘ cose ).
Vsi+ Vsi+ g2

Nunist -1= s , 1.
‘/;z_,_,z

(Uberzeugt euch selbst!)

Es gibt also (wie groB er wirklich ist, inter-
essiert uns gar nichtf) einen Winkel f§, fir
den

sina +

t
Vs2+ ¢

A

t

cosf =—2 _ und sinff = —
s2+ 1 Vsi+ 12
ist. (Tatsﬁchlich ist namlich :
2 2
sin? § + cos? f = s =1!).

t
2 2+ 2
s+t s24 12

Damit gilt

ssina +tcosa

= ys2+ 12 (cos fsin & + sin f cos «)

= ys2 + £? sin (& + §) und somit

—ys2+ (2 =ssinx+ tcosa < s+ 2
wegen —1 ssin(ax+ f)=1.

Etwas kiirzer 148t sich das Ergebnis durch
die Ungleichung

|ssina + tcosa| < s? + 1* fassen.

Nun hat sich die Situation gewandelt —
nun kennen wir das Ergebnis — nun kon-
nen wir dieses Resultat (zum zweiten Mal)
beweisen.

Beweis: Fiir alle s, ¢, o ist
(tsin@—scosa)’ = 0. ’

Dies ist nacheinander dquivalent mit
1?sin*a — 2tssinaxcos + s2cosla 2 0,
2+ 522z (%1 —sin’a)

+2essinacosa + 51 — cos? &),

2+ 522 (2 cos’a + 2tssin o cos o

+s?sin’

12+ 5= (tcosa + ssina)?.

Hieraus ergibt sich durch Radnzleten die
Behauptung.

(Man vergleiche diesen Weg mit der Unger-
suchung von D unter 1.1)

Kehren wir zuriick. Es ist also

~2= {1+ (3) scosa+ {3 sina
<y12+ ({3)* = 2 und damit

(c+b¥2=c+b2+2ch

ze?+ b%—ch(cosa + ﬁsina)
>c2+b2-2ch=(c—b)*=0

und damit ist auch die letzte Liicke ge-
schlossen. Nun wollen wir eine letzte Un-
gleichung besprechen.

/

Man beweise: In jedem Dreieck gilt
VBa+b+c)z2(h +h+h).
Voriiberlegung:

Nun treten in der Ungleichung sogar sechs
GroBen auf. Nach den bisherigen Uberle-
gungen liegt es nahe, den Versuch zu ma-
chen, die Héhen durch 4 und die Seiten
auszudriicken. Damit ist die obige Unglei-
chung dquivalent mit

1 1 1
+ > —+—+—
V@ b+c)34A(a T c)
=22 2L 2 o+ b+ .
Eine Ungleichung zwischen 4 und den
Seiten hatten wir gerade besprochen. Es
gilt

(C))

A §£(u? + b% + ¢?), also auch

1,1 1\ 3 oo
4A(a+b )g 3 (@2+b2+ ¢

(% l —) Wean es uns gelingt,

J_ L1,
—_— 2 + 2 + 2 —_—

(@’ +b%*+¢?» ( b c)
< J‘ 3(a+b+c) ¢!
zu zejgen, dann haben wir den Beweis er-
bracht. Wenn dies moglich ist, dann haben
wir die Ungleichung durch das ,Zwischen-
schieben“ des Terms

V3

1
L= (g2 + p? 2y { —
3 (a b +c)»(a+

1

1
+ —) bewiesen.
b ¢

Vorsichtshalber iiberprifen wir (*) an
einem konkreten Beispiel. Es sei etwa
a=3, b=4, ¢c=S5. Einsetzen liefert so-
fort, daB (*) nicht erfiillt ist. Dann ist aber
die Idee mit dem ,Zwischenschieben“
eines Terms nicht realisierbar.

Vielleicht gelingt es uns aber zu beweisen,
daB folgende Aussage gilt:

Fiir a, b, ¢ > 0 gilt die Ungleichung

(a2+b2+c2)( 44 l)

b ¢
=3 (a+b+c). 5)
Ein Zugang besteht darin, daB man a + b
+ ¢ =2s beachtet, denn wir hatten eine
Hohe durch Terme von s abgeschitzt.
Es ist

20, + by + b)) =2(Ys(s — a)
+ys(s—b) +yss—¢)),

und nun ist zu zeigen, daB der letzte Term
kleiner oder gleich 2 \/3_ s ist. Nach Divi-

sion durch 2 J; entsteht hieraus die dqui-
valente, aber noch zu beweisende Unglei-
chung

1/s—a +Js—b+»/s—c§ﬁ.

Wenn man versucht, das Quadrieren zu
vermeidgn, so wird man
x=J;—a,y=Js—b, z=Js—c
substituieren. Dann gilt offenbar

x%+ y? + 22 = sund die zu beweisende Un-
gleichung nimmt die Form
x+y+z=3(x2+y?+ 2% oder

x+y+z [x2+y2+ 22
; = ); an

Wir erkennen: Links steht das arithmeti-
sche Mittel der positiven Zahlen x, y, z und
auf der rechten Seite das Quadratmittel.
Wir beweisen nun ganz allgemein:

Fir x,y,z € R gilt

x+y+z x2+y2+ 22
= ®

Fir beliebige x,y,Z€R

Beweis:
Tkt E (= x?20
2 2 1 ED

x2+y?+z2=xy+yz + 2x,
2x2+2y?+272 2 2xy + 2yz + 22x,
3(x24+y2+z) =z xt+yrtzi+2xy
+2yz+2zx=(x+y+2z)»* und hleraus
folgt unmittelbar die Behauptung.
Bemerkung: Man kann diese Ungleichung
auf n Zahlen x;, i=1,2,...,n ausdehnen.
Der entsprechende Satz lautet dann:
Fiir beliebige n reelle Zahlen x;,
i=1,2,...,n gilt
xitx,+...+x, <

n = n
Den Beweis kénnt ihr selbst filhren. Er ist
dem obigen sehr dhnlich. Damit ist dann
aber auch die Ungleichung (4) bewiesen.
Nun beweisen wir noch die Ungleichung
(5), die bei unseren Beweisversuchen ent-
stand. Dazu iiberfithren wir sie in die dqui-
valente Form

[a2+b7+¢2 )’
3

a+b+c
> .
= 3

x2+x2+...+x?

3
1,1°
+T+7

Q=

Fortsetzung auf Seite 143
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Viele Ziffern

verderben den Brei

- .

6

Klaus rechnet hin und wieder mit dem Ta-
schenrechner seiner groBen Schwester. Da-
mit macht ihm das Losen von Mathe-Auf-
gaben viel mehr SpaB als bisher, da man
die Ergebnisse unter Umstinden mit acht
Ziffern angeben kann. Klaus ist fest davon
iiberzeugt, daB er auf diese Weise die Er-
gebnisse ,ganz genau“ ermittelt.

Hier nun einige Aufgaben mit den Losun-
gen von Klaus.

1. Herr Schmidt legt die Strecke von Cott-
bus nach Falkenberg (85 km) mit seinem
Trabant in 90 min zuriick.

Klaus gibt an, daB Herr Schmidt im Durch-
schnitt die Strecke Cottbus - Falkenberg
mit einer Geschwindigkeit von

56,666 667 kTm zuriickgelegt hat,

2. Klaus entnimmt dem Kursbuch die Ent-
fernung von Halle (Hbf.) bis Leipzig
(Hbf.). Es sind 37,6 km. Diese Entfernung
legt er der Berechnung des Fahrpreises zu-
grunde (Fahrpreis fiir Personenziige je Ki-
lometer 0,08 M). Fiir den Fahrpreis ermit-
telt Klaus zunichst 3,008 M. Er gibt das
Ergebnis auf Pfennige gerundet mit 3,01 M
an.

3. Der FuBlboden des Klubraumes soll neu
gestrichen werden (siehe Bild). Um die
notwendige Farbe einkaufen zu konnen,
muf der Flacheninhalt des FuBlbodens er-
mittelt werden.

Klaus vereinfacht das Problem, indem er
von einem rechteckigen FuBboden aus-

geht. Er ermittelt als Flicheninhalt.
28,4375 m2.
- —
L U
E
b3
pid

I 6,25m

Was meint ihr? Hat Klaus die Resultate
der einzelnen Aufgaben mit sinnvoller Ge-
nauigkeit angegeben?

Aufgabe 1

Sowohl die zuriickgelegte Strecke (85 km)
als auch die benétigte Fahxzeit (90 Minu-
ten) sind MeBwerte - also Niherungs-
werte. Damit steht fest, daB auch der Zah-
lenwert fiir die Durchschnittsgeschwindig-
keit ein Ndherungswert ist. Auf Grund der

124 - alpha, Berlin 23 (1989) 6

Faustregel iiber die Angabe des Resultats
bei Quotienten von Naherungswerten wire
es sinnvoll, den fiir die Durchschnittsge-
schwindigkeit ermittelten Niherungswert
nicht mit mehr als zwei Ziffern anzugeben.

km
Also 57 h

Ala Emmittle eine untere und eine
obere Wertschranke fiir die Durchschnitts-
geschwindigkeit!
Wie eine Wertschrankenberechnung zeigt,
liegt die Durchschnittsgeschwindigkeit in
folgendem Intervall:
84,5-60 km 85,5-60 km

95 h 85 h

53,3 kTms V<604 kT“’
Damit wird deutlich, daB die Angabe

IA

v

A

km .
57T noch etwas zu genau ist. Trotzdem

scheint dieses Resultat sinnvoll zu sein.

. . k
Ein weileres Aufrunden z.B. auf 60—-;1n
wire eine zu grobe Information iiber die
Durchschnittsgeschwindigkeit und eine
Resultatsangabe mit mehreren Stellen
nach dem Komma wiirde eine nicht vor-
handene Genauigkeit vortduschen.

Aufgabe 2

Obwohl bei dieser Aufgabe zur Berech-
nung des Fahrpreises einer Fahrkarte von
Halle nach Leipzig nur von genauen Wer-
ten (Tarifkilometer 38; Fahrpreis je Tarifki-
lometer 0,08 M) auszugehen ist, entspricht
das von Klaus rechnerisch richtig ermit-
telte Resultat nicht dem tatsidchlichen
Fahrpreis. Das liegt an dem konkreten
Sachverhalt. Die Deutsche Reichsbahn run-
det ndmlich entsprechend einer speziellen
Preistafel die Fahrpreise bis 2,- M auf
Vielfache von 10Pf bzw. ab 2,-M auf
Vielfache von 20 Pf auf.

A2 A Ermittle aus nachstehendem Aus-
zug der Preistafel den Fahrpreis (2. Klasse)
fiir die Strecke Halle - Leipzig!

km 31 32 34 35 36
Preis

inM |2,60 (260|280 |280 (3,00
km 37 38 39 40 41
Preis

inM | 3,00 | 3,20 | 3,20 | 3,20 | 3,40

Aufgabe 3

" Klaus wendet bei der zu berechnenden Fli-

che bewuBt die Formel fiir den Flichenin-
halt eines Rechtecks an, obwohl die FuB-
bodenfliche nicht rechteckig ist. Abgese-
hen von den Aussparungen ist wohl auch
nicht zu erwarten, da8 die Winkel genau
90° sind usw. Diese Vereinfachung ist si-
cher zweckmdpig und sinnvoll, bezogen auf
den Sachverhalt (Einkauf von Farbe). Aus-
gehend von diesen Vereinfachungen ist be-
reits klar, daB das Ergebnis nur ein Nahe-
rungswert sein kann. Hinzu kommt, daB
die Zahlenwerte fiir die Linge und Breite
des Raumes als MeBwerte, Naherungswerte
sind. Klaus tduscht daher mit seinem Er-
gebnis von 28,4375 m? eine viel zu hohe,
real gar nicht vorhandene Genauigkeit vor.
Nutzt man fiir die Resultatsangabe die
Faustregeln fur das Arbeiten mit Nihe-
rungswerten (Multiplikation), so konnte
man den Niherungswert fiir den Flichen-
inhalt auf drei Ziffern gerundet angeben.
Dabei muBB man aber beachten, daB es bei
Materialberechnungen notwendig ist, auch
abweichend von den Rundungsregeln auf-
zurunden (sinnvolles Resultat 28,5 m?).
Da das Ergebnis eine Grundlage fiir die zu
kaufende Farbe darstellt, ist auch ein Auf-
runden auf volle Quadraimeter sinnvoll.
Bezogen auf den konkreten Sachverhalt
wire hier als Ergebnis 29 m?, ja sogar auch
30 m? gerechtfertigt.

Aus der Diskussion zu den einzelnen Auf-
gaben ist deutlich geworden, daB eine Re-
sultatsangabe mit sinnvoller Genauigkeit
stets ein tieferes Nachdenken iiber die ge-
gebenen Zahlenwerte und den speziellen
Sachverhalt erfordert.

Ein Vorgehen wie bei Klaus, der ein Ergeb-
nis mit moglichst vielen Ziffern angibt,



zeugt nicht gerade von mathematischem

Sachverstand, da dadurch, wie ihr gesehen

habt, eine nicht vorhandene Genauigkeit

vorgetduscht wird.

Um ein Ergebnis mit sinnvoller Genauig-

keit anzugeben, muB man also die Aufga-

benstellung griindlich durchdenken:

— Treten unter den gegebenen Zahlen
oder GroBen Ndherungswerte auf?

Wie genau sind diese?

— Wurde eventuell bei der Berechnung
der Sachverhalt idealisiert?

— Welche Forderungen stellt eventuell
der gegebene Sachverhalt an die
Resultatsangabe?

Versucht nun selbst einmal, folgende Auf-

gaben zu l6sen! Achtet dabei auf die An-

gabe des Ergebnisses mit sinnvoller Genau-
igkeit!

A3a Ein Werkstiick besitzt einschlieB-

lich Verpackung eine Masse von 7,3 kg.

Die Masse des Werkstiicks allein betrigt

das Zehnfache der Masse der Verpackung.

Gib die Masse der Verpackung an!

A4 a Im Ferienlager fiihrt Herr Knifflig
mit den Schillern der unteren Klassen
einen Mathe-Quiz durch. Als Preis wihlt er
zwei Buchtitel (,,2 %2 plus SpaB dabei“ fir
2,60M und ,Kurzwei] durch Mathe* fiir
10,00 M). Daftir stehen ihm 40,00 M zur
Verfiigung. Insgesamt sollen acht Schiiler
ausgezeichnet werden. Wieviel Biicher fiir
10,00 M kann Herr Knifflig unter diesen
Bedingungen hochstens kaufen?

4 5a Eine Flurwand soll einen Olfarben-
anstrich von 1,55m HOohe erhalten. Die
Linge der zu streichenden Wand betrigt
19m. Es soll vorgestrichen und lackiert
werden. Der Hersteller gibt als Ergiebigkeit
der Olfarbe einen Durchschnittswert von
7 m? pro 1kg an.

a) Wieviel Kilogramm Lackfarbe bzw.
Vorstreichfarbe werden benétigt?

b) Eine Biichse der Olfarbe enthilt 0,8 kg.
Wie viele Biichsen sind jeweils zu kaufen?

L. Flade/M. Pruzina

Buchtips

Ju. A. Sagkin
Ecken, Flichen, Kanten

120 S., 44 Abb.
Bestell-Nr. 5718307
MSB Nr. 136

Preis: 8,70 M

E. Quaisser/H.-J. Sprengel
Geometrie in Ebene und Raum

224 S., 154 Abb.
Bestell-Nr. 5718286
MSB Nr. 137

Beide Titel: VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften

Preis: 13,80 M

H. Schleusener/B. Viehweger
Programme, Rechner und
Dateien

etwa 160 S., 63 Abb., 18 Tab.
Bestell-Nr. 547 5325 Preis: etwa 5,50 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

20 Jahre alpha
in Friedeburg

Wir sind Schiiler der kleinen Landschule
Friedeburg. Im Oktober 1988 hatten wir
einen guten Grund zum Feiern. Seit
20 Jahren nehmen Schiiler unserer Schule
ohne Unterbrechung am alpha-Wettbewerb
teil. Zu unserem Appell waren aus der ge-
samten Republik ehemalige Schiiler ange-
reist.
Besonderes Vorbild ist fir uns Dr. Petra
Dietzel, die 1968/69 als erste Preistrigerin
unserer Schule geehrt wurde. Wir haben
viele alpha-Abzeichen in der Zwischenzeit
fiir mehrjdhrige Teilnahme bekommen, am
ausdauerndsten ist der jetzige Mathematik-
lehrer Bernd Hartwig mit 15jdhriger Teil-
nahme.
Ein besonderes Erlebnis hatten wir, als in
der ganzen DDR eine von unserer Heike
Briiggemann ausgedachte Wettbewerbsauf-
gabe geldst wurde.
Neben unserer zielstrebigen mathemati-
schen Arbeit kilmmern wir uns auch um
die Ausgestaltung unseres Mathematikrau-
mes. Natiirlich beschiftigen wir uns in un-
serer Freizeit nicht nur mit Mathematik.
Wir waren z.B. in diesem Jahr auch im
Theater und im Museum in Halle.

AG alpha, Klassed, 7a, 7b

In meiner alpha-Gruppe, Klasse 7, sind
sechs Schiiler mit sehr guten mathemati-
schen Leistungen. Wir méchten einen
Hoch- oder Fachschulberuf erlernen, bei
dem Mathematik eine groBe Rolle spielen
wird. Die leichteren alpha-Aufgaben erle-
digen wir als Hausaufgaben, mit den

schwereren Problemen und mit Kreisolym-
piadeaufgaben vergangener Jahre beschaf-
tigen wir uns in der Arbeitsgemeinschaft.

Wir sind sehr stolz darauf, daB Nicole
Schiller und Tobias Gerlach zweimal Preis-
trager waren und Janet GoBrau, G6tz Lo-
thal und Dominik Schewski einmal Aus-
zeichnungen der alpha-Redaktion erhalten
haben. Dominik Schewski, KI. 7

In unserer alpha-Gruppe, Klasse 7,'sind
iiberwiegend Schiiler mit guten mathemati-
schen Leistungen. B

Wir nehmen schon vier Jahre am Weltbe-
werb teil und haben immer noch Freude
daran. Wir suchen uns leichtere Wettbe-
werbsaufgaben aus und merken, daBl wir
dadurch im Unterricht beim Lésen von
Textaufgaben gut vorangekommen sind.
Wir sind optimistisch, daB wir unsere Ma-
thematiknote bis zur 10. Klasse verbessern
konnen. Die alpha-Urkunden und das
alpha-Abzeichen sind uns ein groBer An-
sporn dabei. Janet Gofrau, Kl. 7

Wir sind acht Schiler der 4. Klasse und da-
mit die jingsten alpha-Mitglieder. Durch
unsere Eltern und Verwandten kannten wir
die Arbeitsgemeinschaft schon. Wir treffen
uns wochentlich 1 Stunde. An unserer er-
sten Wettbewerbsaufgabe haben wir 45 Mi-
nuten gearbeitet. Aber jetzt geht es schon
schneller. Wir freuen uns riesig iiber jede
Losungskarte. Im Oktober gab es das erste
alpha-Abzeichen fiir uns alle und das soll
noch lange nicht unser letztes sein!
Wir wollen euch eine selbst ausgedachte
Aufgabe stellen:
Lost folgendes Kryptogramm
HAUS
+ MAUS
LAUBE

Setzt dabei fiir gleiche Buchstaben gleiche
Ziffern ein, fiir verschiedene Buchstaben
verschiedene Ziffern.

Manuela Voigt, K. 4

Kundendienst fiir Ortsunkundige:
Friedeburg (Saale) liegt im Bezirk Halle,
Kreis Hettstedt

Ehemalige Schiiler, Teilnehmer an den ersten alpha-Wettbewerben, gemeinsam mit

jetzigen Arbeitsgemeinschaften zum Festappell im Oktober 1988

alpha, Berlin 23 (1989) 6 - 125



Die Quadratur der Parabel
Zum 2200. Jahrestag des Todes

von Archimedes
Teil 1

Bei fast allen Messungen von Flichen
"dient das Quadrat als Grundeinheit der
FlichenmaBe. Man wihlt dazu dasjenige
Quadrat, dessen Seite die gewidhlte Lin-
geneinheit ist. Ist also das Meter als Lén-
geneinheit gewihlt, so ist das Quadratme-
ter die Einheit des FlichenmaBes. Das
Parallelogramm mit vier gleichen Seiten
und vier rechten Winkeln, also das Qua-
drat, hat bei der Flicheninhaltsbestim-
mung somit eine groSe Bedeutung.
Unter der Quadratur einer ebenen geome-
trischen Figur versteht man ihre Verwand-
lung in ein Quadrat, d. h. die Konstruktion
eines Quadrats, das mit ihr den gleichen
Flacheninhalt hat. Es ist leicht, eine gerad-
linig begrenzte Figur in ein Quadrat zu
verwandeln. Die Quadratur des Rechtecks
ist die alte Aufgabe, die mittlere Proportio-
nale m zwischen zwei gegebenen Strecken
a, b (die Seiten des Rechtecks) zu bestim-
men: a:m=m:b
oder ab = m?. Eine Losung dieser Aufgabe
ist Bild 1 zu entnehmen. AB=a, BC=b
seien die gegebenen Strecken. Man
zeichne Gber AC den Halbkreis und ziehe
BD = m von B aus rechtwinklig zur Gera-
den AC. Das Dreieck ADC ist bei D recht-
winklig. Die Dreiecke an der Hohe (L/ot)
DB sind einander dhnlich. Daher gilt:
AB:BD=BD:BC,d.h.a:m=m:b,
~wie verlangt.

D
Bild 1

Bild 2

[(ES

c
Es ist leicht, ein Dreieck in ein Rechteck
(und damit in ein Quadrat) zu verwandeln.
Hat das Dreieck die Basis ¢ und die Hohe
h, so leistet das Rechteck mit den Seiten ¢

und L] das Verlangte (Bild 2), denn der

2

. h
Flacheninhalt beider Figuren ist -
Da es moglich ist, ein beliebiges Vieleck in
ein anderes Vieleck mit gleichem Flachen-
inhalt zu verwandeln, das eine Seite weni-
ger hat (Aufgabe P1: Wie?), so kann man
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durch -Fortsetzung dieses” Verfahrens das
Vieleck schlieBlich in ein Dreieck verwan-
deln.. Dieses kann dann in ein Rechteck
und das Rechteck in ein Quadrat verwan-
delt werden.

DaB man auch krummlinig begrenzte Figu-
ren quadrieren kann, zeigte schon im
S.Jahrhundert v.u.Z. Hippokrates von
Chios. Es handelte sich um die Quadratur
gewisser von zwei Kreisbogen begrenzter
Flachenstiicke (,Mondchen des Hippokra-
tes“, siche H. Pieper, Heureka — Ich hab’s
gefunden, Mathematische Schiilerbiiche-
rei, Band 135, Berlin 1988).

Im 3.Jahrhundert v.u. Z. gelang dem ge-
nialen griechischen Mathematiker Archi-
medes (um 287 bis 212 v.u. Z.) die Qua-
dratur eines weiteren krummlinig begrenz-
ten Flachenstiicks. Er schrieb dariiber:
»Einige friihere Geometer haben zu bewei-
sen versucht, daB es moglich sei, eine ge-
radlinig begrenzte Fliche zu finden, die
einem gegebenen Kreise und einem gege-
benen Kreissegment gleich ist; darauf ha-
ben sie versucht, die von dem Schnitt des
ganzen Kegels und einer geraden Linie be-
grenzte Flache [also wohl ein Ellipsenseg-
ment] zu quadrieren, indem sie schwerlich
zuldssige Hilfssdtze voraussetzten, so daB
die meisten erkannten, daB .die Aufgabe

nicht gelost war. Aber ich habe nichts da- _

von gehort, daB einer meiner Vorginger
versucht hitte, das von einer geraden Linie
und dem Schnitt eines rechtwinkligen Ke-
gels begrenzte Segment zu quadrieren,
eine Aufgabe, deren Lésung ich jetzt ge-
funden habe.“

Was ist das fiir eine teils krummlinig, teils
geradlinig begrenzte Figur, die Archimedes
als erster quadrierte?

Schnitt eines rechtwinkligen Kegels

Es sei ein Kreiskegel mit rechtem Off-
nungswinkel gegeben; der Achsenschnitt
ergebe das rechtwinklige Dreieck 4SB
(siehe Bild 3). Senkrecht zur Seitengerade

Bild 3 S

SA sei durch O eine Schnittebene gelegt.
OC sei der Durchschnitt der Schnittebene
mit dem Dreieck 4SB. Man ziehe durch O
parallel zum Durchmesser 4B die Gerade
00, ferner die Gerade MN parallel zu AB
durch einen Punkt P der Geraden OC,
iuberdies die Gerade Y’PY parallel zur
Schnittgeraden D’CD des Grundkreises mit
der Schnittebene. Das Flichenstiick, be-
grenzt von der Geraden DD’ und der Kurve
D'Y'OYD, ist es, das Archimedes als erster
quadriert hatte.

Kegelschnitte

Die Kurve, die man so erhalt, bezeichneten
die alten Griechen, so auch Archimedes,
als ,rechtwinkligen Kegelschnitt“. Erst
Apollonios, der etwa ein Vierteljahrhun-
dert nach Archimedes geboren wurde,
fiihrte die Bezeichnung ,Parabel“ ein. Die
Kurve, die man erhilt, wenn man einen
Kegel mit stumpfem bzw. spitzem Off-
nungswinkel mittels einer Schnittebene,
die auf einer der Seitenlinien des Kegels
senkrecht steht, schneidet, wurde ,stumpf-
winkliger Kegelschnitt® (Hyperbel) bzw.
spitzwinkliger Kegelschnitt* (Ellipse) ge-
nannt (Bild 4). Durch diese Kegelschnitte
wurden ,Darstellungen“ fiir Kurven gege-
ben, die als ebene Kurven wahrscheinlich
schon eher bekannt waren.

Bild 4
Elipse é

Parabel

Hyperbel

Als _Entdecker“ der Kegelschnitte wird
Menaichmos (4.Jh. v.u.Z.) angesehen.
Aristaios und Euklid (beide lebten in der
zweiten Hilfte des 4. Jh. v.u. Z.) haben be-
reits (heute verschollene) Biicher dariiber
geschrieben. Auf diese ,Kegelschnittsleh-
ren“ konnte Archimedes sich berufen.

s

Die Gleichung der Parabel

Menaichmos, der in Platons Akademie in
Athen wirkte, soll bereits die ,Sympto-
mata“, also so etwas wie die Gleichungen
dieser Kegelschnitte gekapnt haben. Wie er
sie erhielt, ist nicht bekannt. Wir setzen fur
einen beliebigen Punkt Y der Parabel (s.
Bild 3) PY=y, OP = x. Die von Archime-
des als ,das Stiick bis zur Achse“ bezeich-
nete Strecke OF (SF ist ja die Achse des
Kegels), werde mit p bezeichnet. Dann gilt:
(M y'=2px.

Beweis (s. Bild 3): Wegen der Ahnlichkeit
der Dreiecke MPO und OQS ist

PM: PO = 0Q: QS. Daher ist auch
PM-PN:PO- PN=-00Q:0S.Da PY?=y?
= PM - PN (Hohensatz im bei Y recht-
winkligen Dreieck MNY) und PN = 0Q
ist, folgt y2: PO-0Q = 0Q:QS, d. h.



%% . Fur die Diagonale OQ des
Quadrats OFQS gilt nach dem Satz von
Pythagoras 0Q? = 20S?. Somit ist
y¥=1x-2-QS=2px (weil QS = OF = p ist).
Q.e.d.

yr=x

Eine andere Parabeldefinition

Der griechische Gelehrte Pappos (um 320
u.Z.) gab in seiner ,Mathematischen
Sammlung® sinngemiB folgende Defini-
tion der Parabel (s. Bild 5). Eine Parabel ist
die Menge aller Punkte Y, fiir die die Ent-
fernung von einem festen Punkt B (Brenn-
punkt genannt) so groB ist wie ihr Abstand
von einer festen Gerade [/ (Leitlinie ge-
nannt).

Bild 5 Y

oS L
NQ

Die Entfernung des Brennpunkts von der
Leitlinie werde mit g bezeichnet.

Wir wahlen, um die Gleichung der Parabel
zu erhalten, die x-Achse so, daB sie durch
B verlduft und auf / (in A4) senkrecht steht.
Als Anfangspunkt wihlen wir O so, daB

AO=0B= 4 ist. Die Parallele zu ! durch

2
O sei die y-Achse. Dann gilt
)  y*=2¢x.

Beweis: Der beliebige Parabelpunkt ¥ habe
die Koordinaten (x, y) und P sei der Punkt
(x, 0). Dann giit BP? + PY? = BY?,

2 2 .
d.h. (x-‘?q) +y2¥(x+21) , denn der
Abstand von Y und B ist laut Definition
der Parabel so gro8 wie der Abstand von Y

und / (der gleich x + 4 ist) . Hieraus folgt

2
(2).Q.e.d.
Eine jede Kurve der Form y?=2gx ldBt
sich natiirlich durch Abtragen von SO
= OF = q (Bild 3) auf die oben beschrie-
bene Weise als Schnitt eines getaden und
rechtwinkligen Kreiskegels erhalten.

Anwendungen

Das ,klassische“ Problem der Verdopplung
des Wiirfels (siehe Pieper, Heureka...), das
darin besteht, zu einem gegebenen Wiirfel
der Seitenlinge g die Seitenlinge x des
Wiirfels mit doppelt so groBem Volumen
zu finden: x3 = 2¢*, hatte Hippokrates von
Chios auf die Bestimmung von zwei mittle-
ren Proportionalen x,y zwischen ¢ und 2q
zuriickgefiihrt:
g x=x:y=y:2q.

Hieraus folgt y2 = 2gx und x2 = qy.

Der Schnittpunkt (xo,y,) dieser beiden Pa-
rabeln (Bild 6) liefert die gesuchte GroBe:

aV_ g X % _1 P
AY_ @ X N2 gh xi=2¢.
(Io) Xo Yo 29 2° Yo~

DaB Parabeln eine reale physikalische Exi-
stenz besitzen, erkannte erst Galileo Gali-
lei. Er zeigte in seinem 1638 erschienenen
Buch ,Discorsi“, daB beim Wurf ,ohne al-
len Widerstand“ die Wurfbahn eine Para-
bel ist.

Bild 6

Der Satz von Archimedes

Archimedes zeigt als erster, ,daB jedes von
einer geraden Linie und einem Schnitt
eines rechtwinkligen Kegels (also einer Pa-
rabel) begrenzte Segment gleich vier Drit-
teln des Dreiecks ist, das mit dem Segment
dieselbe Grundlinie und gleiche Hohe
hat“. Ist F der Flicheninhalt des Parabel-
segments, das vom Parabelbogen Y'OY und
der Sehne Y'Y gebildet wird (Bild 7), und
G der Flicheninhalt des von der Parabel
umspannten Dreiecks Y 0Y, so gilt:

_4
@ F=3G6.
Bild 7 Y
0
y

Ist g die Linge der Grundlinie Y'Y und h
die Hohe des Dreiecks Y'0Y, so ist

G= gTh und daher

2

@ F=3eh

Der Satz von Archimedes erlaubt, das Pa-
rabelsegment durch  ein inhaltsgleiches
Rechteck (z. B. mit den Seiten %gund h)
zu ersetzen und dann dieses Rechteck (wie
anfangs beschrieben) in ein Quadrat zu
verwandeln. Damit ist dann das Parabel-
segment quadriert. Der Satz iber die Para-

Bild 8

9

A
\V

belquadratur wird von Archimedes fiir-ein
beliebiges von einer Sehne und dem ent-
sprechenden Parabelbogen gebildetes Para-
belsegment bewiesen (also auch fiir den
Fall, daB die Grundlinie nicht senkrecht zu
OB ist, Bild 8). Er habe den Satz ,zuerst
mit Hilfe der Mechanik gefunden und
dann auch geometrisch bewiesen“, betonte
Archimedes.

H. Pieper

Aus dem Leben und Schaffen
des Archimedes

Alexander von Macedonien hatte im Jahre
332 v.u.Z. in dem von ihm beherrschten
Agypten die Stadt Alexandria griinden las-
sen. Der sich schnell entwickelnde Ort
wurde ein Zentrum von Handel und Wirt-
schaft. In deren Folge blilhten Wissen-
schaft und Kunst auf. Zahlreiche bedeu-

tende Philosophen kamen aus Griechen-

land heriiber, ihrerseits wieder eine Viel-
zahl von Schiilem nach sich ziehend. So
war es kein Wunder, daB auch der junge
Archimedes seine Ausbildung in dieser be-
deutenden nordafrikanischen Hafenstadt
erhielt. .
Er war als Kind einer vornehmen, aller-
dings nicht besonders wohlhabenden Fa-
milie in Syrakus geboren worden und hatte
durch den Vater schon bald Anregungen
zum Studium mathematischer Werke er-
halten. Nach einem lingeren Aufenthalt in
Alexandria kehrte er in seine Vaterstadt
zuriick. Er fand den Tod, als die Rémer im
Jahre 212 v.u. Z. Syrakus eroberten.
Archimedes (d. h. der Erzdenker) war ein
bedeutender Vertreter der Mathematik, Er
beschiftigte sich mit Zahlenreihen, be-
stimmte die Zahl m mit ausgezeichneter
Genauigkeit, berechnete krummlinig be-
grenzte Flichen mit Hilfe von Verfahren,
die eine Vorstufe der fast 2000 Jahre spi-
ter entwickelten Integralrechnung darstel-
len. Mit mathematischen Methoden suchte
Archimedes zu physikalischen Erkenntnis-
sen zu gelangen. So entwickelte er die Ge-
setze des Hebels und die Bedeutung des
Schwerpunktes fir das Verhalten eines
Korpers. Hebel und Flaschenziige, die er
konstruiert, vervielfachten die Krifte des
Menschen. Fiir seine Heimatstadt entwik-
kelte Archimedes Kriegsmaschinen, mit
deren Hilfe sie sich zwei Jahre lang gegen
den Ansturm der romischen Eroberer ver-
teidigen konnte. Er beschiftigte sich mit
Hydraulik, gewann Erkenntnisse iiber das
Sinken, Schweben und Steigen von Kor-
pern in Fliissigkeiten. Seine wissenschaftli-
chen Leistungen und die gewaltige Kraft
der von ihm konstruierten Maschinen
brachten ihm nicht mit Unrecht den Na-
men Gigant von Syrakus ein.

J. Lehmann/Th. Scholl
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Auf den Spuren von Mathematikern
Ein Besuch in Magdeburg

Magdeburg — Stadt des Schwermaschinen-
baus. An vielen Stellen des Stadtzentrums
wird der Besucher an den beriihmten Sohn
und Biirgermeister dieser Stadt, an Otto von
Guericke erinnert.

1986 jihrte sich sein Todestag zum
300. Mal. v. Guericke lebte von 1602 bis
1686. Er studierte Jura in Jena und Kriegs-
baukunst (militdrische Befestigungslehre)
in Leiden. Seit 1626 wirkte er als vermo-
gender Ratsherr in Magdeburg. 1646 wurde
er zum Biirgermeister gewdhlt, Otto von
Guericke war Kurbrandenburgischer Rat.
Nachdem Magdeburg 1631 durch Tillys
Truppen fast vollig zerstért worden war, be-
wirkte Guericke den Wiederaufbau. Dane-
ben befaBte er sich als hochbegabter Wis-
senschaftler mit physikalischen Experi-
menten. Er erfand die Luftpumpe, mit
deren Hilfe es ihm gelang, in groBen Gefé-
Ben ein Vakuum zu erzeugen.

Beriihmt wurde seine Demonstration der
Magdeburger Halbkugeln vor Kaiser und
Reichstag: je acht Pferde zogen an den bei-
den Halbkugeln und vermochten nicht, die
Kraft des Luftdrucks auf die Kugeln zu
iiberwinden. Er beobachtete 1646, daBl der
Luftdruck mit der Hohe abnimmt, und
1654, daB der Luftdruck sich mit dem
Wetter dndert. v. Guericke konstruierte Ba-

Bild 1
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rometer und Thermometer. Uber den
Wiirzburger Mathematikprofessor Caspar
Schott soll Robert Boyle von der Luftpumpe
v.Guerickes und dessen physikalischen
Experimenten des gasfreien Raumes erfah-
ren haben. Er wurde dadurch zu eigenen
Arbeiten angeregt (Boyle-Mariottesches Ge-
setz). Otto von Guericke hat auch zu den
Anfingen der Elektrizititslehre Beitrige
geliefert. Er entwickelte eine rotierende
Kugel, an der durch Reibung Funken er-
zeugt werden konnten. Mit dieser ersten
Elektrisiermaschine hat er die Reibungs-
elektrizitdt entdeckt. v. Guerickes physika-
lische Experimente fanden in der Zeit des
Ubergangs vom Feudalismus zum Kapita-
lismus statt. In dieser Zeit entwickelten
sich enge Beziehungen zwischen den Na-
turwissenschaften und der Mathematik.
Noch im 18.Jahrhundert wurden in Ma-
thematiklehrbiichern auch physikalische
Probleme ausfiihrlich dargestellt, in Kapi-
teln zur Aerostatik und zur Pneumatik sind
z. B. die Arbeiten v. Guerickes angegeben.
Bild 1 zeigt Otto von Guericke nach einem
zeitgenossischen Kupferstich aus dem
Jahre 1649. In der Nihe des alten Rathau-
ses von Magdeburg befindet sich ein tiber-
lebensgroBes Bronzedenkmal (Sitzbild)
(Bild 2). Es wurde 1907 von C. Echtermeier

Bild 2

geschaffen und zeigt v. Guericke mit Attri-
buten seines Wirkens, u. a. mit den Magde-
burger Halbkugeln. Der Versuch, die Halb-
kugeln mit je acht Pferden auseinanderzu-
reiBen, ist auf einem der szenischen
Reliefs an dem hohen Granitsockel zu se-
hen.

Den- Namen Otto von Guericke tragt seit
1961 die Technische Universitit Magde-
burg, die aus der 1953 gegriindeten Hoch-
schule fiir Schwermaschinenbau hervorge-
gangen ist. Magdeburg ist also auch
Hochschulstadt (TU, Pidagogische Hoch-
schule, Medizinische Akademie). Seit
1965 werden in Magdeburg Diplommathe-
matiker und auch Diplomlehrer fiir Mathe-
matik und Physik ausgebildet (Bild 3).

Bild 3

Vor der Mensa der Technischen Universi-
tdt stoBt man auf eine Plastik des DDR-
Bildhauers G. Thieme aus dem Jahre 1978.
Diese zeigt den griechischen Mathemati-
ker, Physiker und Techniker Archimedes
(287 bis 212 v.u. Z.), wie Thieme ihn sich

vorstellt. Dariiber wurde bereits in der
alpha, Heft 1/1986 berichtet. .
Unmittelbar neben den TU-Gebduden, an
der Carais-Strafe, steht ein Denkmal (von
J. Goetz, 1905) fur einen Mann, durch des-
sen Erfindung die schnelle Verbreitung
wissenschaftlicher Erkenntnisse erst er-
moglicht wurde: Es handelt sich um den
Erfinder des Buchdrucks mit beweglichen
Lettern, Johannes Gensfleisch zum Guten-
berg. Er lebte von (vermutlich) 1400 bis
1468 in Mainz und StraBburg. Dozent
Dr. Schreiber duBert sich in seinem Buch
Mathematik und ihre Geschichte im Spiegel
der Philatelie: ,Gutenberg hat auf seine
Weise fur die Mathematik nicht weniger
geleistet als irgendeiner der berithmtesten
Mathematiker.“

Auch die alpha gibe es ohne seine Erfin-
dung nicht! Erste mathematisch-naturwis-
senschaftliche Biicher sind von Regiomon-
tanus (Johann Miiller, 1436 bis 1476) in
Niirnberg gedruckt worden (siehe alpha,
Heft 3/86). Euklids Elemente wurden 1482
in Venedig in lateinischer Sprache verlegt.
Auf dem Gebiet der heutigen DDR gab es
erste Buchdruckereien in Rostock (1476)
und Magdeburg (1480).



Die Spuren, die eine weitere fiir die Mathe-
matik interessante Persénlichkeit in Mag-
deburg hinterlassen hat, sind leider nicht
mehr auffindbar. In Magdeburg starb am
2.10. 1823 der franzosische Offizier, Politi-
ker und Wissenschaftler Lazare-Nicolas-
Marguerite Carnot, der hier seit 1861 im
Exil lebte. Er wurde in Magdeburg beige-
setzt, seine Gebeine Uberfiihrte man 1889
nach Paris in das Pantheon. Bis vor weni-
gen Jahren soll noch eine Grabplatte fiir
Carnot auf dem Geldnde des Nordparkes,
in unmittelbarer N&he der Technischen
Universitit also, vorhanden gewesen sein.
Carnot wurde am 13.5.1753 in Nolay
(Burgund) als Sohn eines Notars geboren.
Er studierte Befestigungskunst auf der
Kriegsschule in Paris, aber auch Mathema-
tik, Mechanik und Naturwissenschaften,
und diente als Offizier. Carnot gilt als
Schiiler Gaspar Monges. Nach der franzdsi-
schen Revolution wurde er 1791 in den
Konvent gewihlt, dessen Priasident er 1794
war. Carnot schloB sich den Jakobinern an.
1797 muBte er Frankreich verlassen,
konnte aber 1799 zuriickkehren und war
kurzzeitig Kriegsminister. Danach arbei-
tete er vor allem wissenschaftlich. Nach
Napoleons Riickkehr war er 1815 noch ein-
mal Minister. Als die Bourbonen an die
Macht kamen, ging er liber Warschau,
Frankfurt (Oder) nach Magdeburg. Als Ma-
thematiker hat sich L. Carnot durch seine
Arbeiten zur projektiven Geometrie und
zur Differentialrechnung ausgezeichnet.
Nach Gutenberg und Otto von Guericke
sind in Magdeburg auch StraBen benannt.
Weitere Strafen erinnen an GauB, Helm-
holtz, Kant, Kepler, Kirchhof, Leibniz,
Planck, Rontgen, R.Mayer und Ziol-
kowski. In Magdeburg gibt es also auch fiir
Mathematikinteressierte etwas zu entdek-
ken!

Chr. Grundmann/W. Schmidt

Nach Redaktionsschluf3 erfuhren wir, daf im
Mai 1989 im Nordpark eine Carnotbiiste
(Bildhauer Heinrich Apel) und in der Magda-
lenenkapelle ein Carnotrelief (von Gerhard
Thieme) enthiillt wurden! Alphons
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Schachbrett-Puzzle

In der Regel kommen mathematische
Schachknobeleien auf dem Schachbrett
nicht ohne Figuren aus. Jedoch auch das
Schachbrett ist ein interessantes Objekt
fir Denkspiele. So kann man das Brett in
Quadrate oder Rechtecke aufteilen oder
zerschneiden und die Teilstiicke anders
zusammensetzen.
Ein Schachbrettdiagramm ist in 18 Teile
zerschnitten worden. Fiige es wieder zu
einem vollstandigen Diagramm
zusammen! Es entsteht dann eine
Schachaufgabe des unvergessenen
Dresdener Arbeiterschachsportlers Willy
Roscher (1900 bis 1957), Matt in
2 Zigen.

H. Riidiger

Buchtips fiir Schachfreunde

Neuerscheinung
J. Neistadt

Erfolgreich angreifen —
Der Konig im Visier
192 S., 189 Diagr.

Bestell-Nr. 6717840 Preis: 15,50 M

E. Bonsch
Schachlehre

446 S., 944 Diagr., 3. Auflage
Bestell-Nr. 671699 5 Preis: 24,00 M

Beide Titel: Der Sportverlag Berlin

Hermann
Minkowski zum
125. Geburtstag

»Seit meiner ersten Studienzeit war mir
Minkowski der beste und zuverldssigste
Freund, der an mir hing mit der ganzen
ihm eigenen Tiefe und Treue. Unsere Wis-
senschaft, die uns das liebste war, hatte uns
zusammengefiihrt“, berichtete David Hil-
bert in seiner Gedichtnisrede auf Her-
mann Minkowski (1864 bis 1909).

Sowohl in der Zahlentheorie vollbrachte
Minkowski herausragende Leistungen, in-
dem er mit seinem berithmten Gitterpunkt-
satz die ,,Geometrie der Zahlen*“ als mathe-
matische Theorie begriindete, als auch in
der Geometrie. Gleichzeitig widmete er
sich den Anwendungen der Mathematik
und lieferte wesentliche Beitrige zur Ent-
wicklung der mathematischen Grundlagen
der speziellen Relativititstheorie.

Nachdem er schon 1896 und 1907 Biicher
bei B. G. Teubner in Leipzig veroffentlicht
hatte, edierte das gleiche Verlagshaus 1911
auch Minkowskis zweibdndige ,Gesam-
melte Abhandlungen®, herausgegeben von
David Hilbert unter Mitwirkung von An-
dreas Speiser und Hermann Weyl.
Dieser Tage nun erschienen in Leipzig —
anldBlich seines 125. Geburtstages ~ Her-
mann Minkowskis ,Ausgewihlte Arbeiten
zur Zahlentheorie und zur Geometrie“, als
zwolfter Band der Reihe ,Teubner-Archiv
zur Mathematik“ (siehe alpha, Heft 1/89).
Neben den Originalabhandlungen, einem
neuverfaBten kommentierenden Anhang
und unverdffentlichten Briefen Min-
kowskis aus der Handschriftenabteilung
der Gottinger Universitatsbibliothek ent-
hilt der Band auch den vollstindigen foto-
mechanischen Nachdruck der eingangs be-
reits zitierten Gedichtnisrede David Hil-
berts vom 1. Mai 1909.

J. Weif3
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In freien Stunden - alpha-heiter

Verschliisselte Wiinsche

ambxwcg przsgvkb umxqs zqxxwf wv aszzs xkiz
ylxnirlmnc, ywxuasywnlkmx eqwfss, biotbtawulsri
lixxgxevkigzfulkm yufycprpnc oir zenq rxwzyi.
Benutzt zum Dechiffrieren dieses Satzes die folgen-
den Hinweise:

® Ordnet zunichst den Buchstaben ihrer Position
im Alphabet entsprechend die natiirlichen Zahlen
von 1 bis 26 zu.

@ Das Dechiffrieren von ,fxgwm bbngvodkb!“ mit
dem gesuchten Schliissel ergibt ,,Frohe
Weihnacht!“

® Schreibt nunmehr unter die Buchstaben von
»fxgwm bbnqvodkb!“ und ,Frohe Weihnacht!“ die
zugeordneten Zahlen. Durch Vergleichen beider
Zahlenfolgen ist der gesuchte Schliissel zu
erkennen. W. Trager, Débeln

Biiroklammer-Magie

Falte einen kleinen Bogen Papier und befestige
zwei Biroklammern, so wie es im Bild angegeben
ist. Ziehe dann kriftig an den beiden Enden des Pa-
piers. Das wird wieder tadellos gerade, wihrenddes-
sen die Biiroklammern losschieBen und hoch sprin-
gen. Wenn du die Biiroklammern aufhebst, wirst du
entdecken, daB sie ineinander hdngen.

Um genau zu sehen, was geschieht, muBt du es ein-

mal ganz langsam probieren.
aus: Pythagoras, Amsterdam

Wortspielereien

Welcher Ausspruch ist hier versteckt?
Daniela Simon, Braunsdorf
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Dreiecks-Magie

Tragt die natiirlichen Zahlen von 1 bis 6 so in die
Felder jedes Bildes ein, daB die Zahlensumme in je-
dem weiBen Teildreieck bei Bild a) 10, bei Bild b)
11 und bei Bild ¢) 12 betrigt!

Jens Mildner, Leipzig

b)

a) c)

Einer zu viel

KEL L ER
GRABEN
KREI SE
RI NG ER
BRATEN
QUA D ER
KAMMER

Jedes dieser Worte weist die gleiche Besonderheit
auf — nur eines nicht. Finde dieses Wort und be-

griinde das!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

G. Th. Fechner ging durch die Anwendung physika-
lischer Methoden in der Psychologie in die Wissen-
schaftsgeschichte ein.

Einmal stellte er kurz vor Beginn der Vorlesung
fest, daB sich seine Uhr nicht wie iiblich in der lin-
ken Westentasche befand. Sofort beauftragte er
einen Assistenten: ,Bitte gehen Sie schnell zu mei-
ner Frau und lassen Sie sich meine Uhr geben, die
ich wahrscheinlich im EBzimmer liegen lieB.“ Er
griff zerstreut in die rechte Westentasche, holte die
Uhr hervor, warf einen Blick darauf und fuhr fort:
»Es ist jetzt neun Uhr, wenn Sie sich beeilen, kon-

nen Sie rechtzeitig wieder hier sein.“
aus: Lingmann/Schmiedel. Anekdoten,
Episoden, Lebensweisheiten,
VEB Fachbuchverlag Leipzig



Ritselhafter. Quader

Welche der untenstehenden Quader gehoéren zu
dem Korpernetz?

Puzzelei

Fertigt abgebildete Teile an und legt sie zu einem

Schachbrett zusammen.
aus: Fiiles, Budapest

Kreuzzahlritsel

Ersetze alle Zeichen (graue Quadrate) durch natiir-
liche Zahlen aus der Menge {1,...,9}, so daB die
waagerechten und senkrechten Gleichungen erfullt
werden. Dabei sollen die Zahlen in der rechten
Spalte so gewihlt werden, daB die Summe der vier

Zahlen dieser Spalte nicht kleiner als 50 ist.
Dr. W. Schmidt, Greifswald

+|4]+] [=]18
+1 o+ -] [+
+| [—]2|=
— — + —
+l6]|—|1]|=
U+ 7 [+] =17

,Ich trainiere fiir die Mathe-Olympiade!“

Problem eines Weihnachtsmannes

Fir die Kinderweihnachtsfeier eines Betriebes
wurde ein Raum geschmiickt, der maximal 80 Per-
sonen faBt. Nachdem die Kinder im Raum Platz ge-
nommen hatten, teilte zum Auftakt der Feier ein
als Weihnachtsmann verkleideter Betriebsangehori-
ger an jedes Kind 3 Pralinen aus, die mit roter, gel-
ber, blauer oder griiner Alufolie umwickelt waren.
Er verteilte insgesamt 11 gelbe Pralinen mehr als
griine, 35 blaue mehr als grilne und doppelt so viel
rote wie griine. Insgesamt wurden mehr rote als von
jeder anderen Farbe verteilt. Jedes Kind erhielt nur
verschiedenfarbige Pralinen.

Wieviel Kinder erhielten keine griine, wieviel keine
gelbe, wieviel keine blaue und wieviel keine rote

Praline?
W. Trager, Dobeln

Magisches

Streiche von diesen 36 Punkten 6 so weg, daB in je-
der Reihe, senkrecht und waagerecht die gleiche
Anzahl von Punkten iibrigbleibt.

Die Intelligenz des Denkens ist nichts ohne die In-
telligenz des Herzens. Und sie ist auch nichts ohne

den gesunden Menschenverstand.
Romain Rolland

alpha, Berlin 23 (1989) 6 - 131



Wer hat recht?

Maria und Max sind beim Frithstiick. Max
trinkt Kaffee und Maria Milch (beide ha-
ben die gleiche Menge Fliissigkeit).

,Gib mir bitte einen Loffel Milch aus dei-
nem Glas“, bittet Max Maria.

,Gern“, sagt Maria, ,aber gib mir dann
einen Loffel von deinem Milchkaffee zu-
riick, damit ich wieder die gleiche Fliissig-
keitsmenge wie du habe.“

Jetzt hat Max einen Milchkaffee und Ma-
ria ein Milch-Kaffee-Mischgetrink.

»Habe ich eigentlich mehr Kaffee in mei-
ner Milch als du Milch in deinem Kaffee?“
fragt Maria.

Bild 1

Max weiB es nicht, aber er sagt: ,Ich
glaube, daB ich mehr Milch im Kaffee
habe als du Kaffee in der Milch.“

»Wieso glaubst du das?“

»Ich weil nicht, vielleicht weil ich. zuerst
etwas bekommen habe.“

Jetzt schaltet sich Katharina ein und ver-
blifft beide mit dem Hinweis: ,,Wire euer
Loffel groB genug gewesen, so daB der
ganze Tasseninhalt hineingegangen wire,
dann wire die Antwort klar: jeder hitte die
gleiche Menge vom anderen bekommen.
Denn Max hitte eine groBe Tasse Milch-
kaffee bekommen, von dem Maria dann
eine halbe Tasse abgekriegt hitte.“

»Das leuchtet mir ein“, meinte Max, ,aber
der Loffel war eben kleiner.“ Und er zeigt
den beiden den benutzten Kaffeeloffel.
L,Gut“, entgegnete Katharina und brachte
eine neue Idee ins Spiel, ,dann machen
wir den Loffel eben kleiner. Ich schlage
vor, so klein, daB gar nichts mehr auf ihn
geht. Das Ergebnis ist dann das gleiche wie
fur den groBen Loffel: jeder hat auch in
diesem Fall die gleiche Menge vom ande-
ren, namlich diesmal gar nichts.“ Maria be-
endet die Diskussion: ,Fiir die beiden ulki-
gen Loffel wissen wir die Antwort. Aber
wie lautet sie fiir den Kaffeeloffel, den wir
benutzt haben? Oder fir andere Loffel?
Wenn ihr es herausbekommt, sagt es mir.
Ich muB jetzt in die Schule.“

Wir wollen die drei jetzt allein mit ihrem
Problem lassen. Sie haben ihre Getrinke
getrunken, und damit ist ein experimentel-
les Uberpriifen der Behauptungen nicht
mehr moglich. Aber wir haben das Problem
ja im Kopf und brauchen zum Uberlegen
keine Tassen und Getranke.

132 - alpha, Berlin 23 (1989) 6

Wie lautet eure Vermutung? Konnt ibhr
Griinde dafiir angeben?

Katharina hat ja gute Griinde angegeben,
aber loste sie das Problem? Nur fir zwei
ganz besondere Fille, die zwar sehr gekiin-
stelt aussehen, aber das ist immerhin etwas
und das gibt uns vielleicht einen Hinweis
auf die LoOsung: Wir konnten vermuten
(weil es ja in Katharinas Fillen richtig
war), daB in der Tat fiir alle Loffel jeder die
gleiche Menge vom anderen bekommt.
Wie groB diese Menge fir einen bestimm-
ten Loffel ist, das wissen wir nicht. Das sa-
gen wir damit auch nicht, sondermn wir
driicken nur aus, daB die Menge immer die
gleiche ist. Die Menge muB, wenn wir un-
sere extremen Loffel in Betracht ziehen,
irgendwo zwischen nichts und der Hilfte
der Fliissigkeit liegen.

Uberlegt einmal in dieser Richtung weiter
und sucht Griinde fiir die Richtigkeit der
Vermutung! Jeder weitere Fall (d. h. jede
andere LoffelgroBe) kann die Vermutung
starken, aber sicher sind wir erst, wenn alle
LoffelgroBen beriicksichtigt worden sind.
Wie soll das gehen? Einfacher wire es,
wenn unsere Vermutung falsch wire und
wir eine Loffelgrofle finden, die das zeigt.
Dann ist klar, daB wir uns mit der Vermu-
tung geirrt haben, denn es gibt ein Gegen-
beispiel. Wir miiBten eine neue Vermu-
tung aufstellen und hoffen, daB diese
stimmt.

Am Nachmittag treffen wir Max und Maria
wieder in der AG Informatik. Guntram
empfingt die beiden und sagt ihnen stolz,
daB sein Spielprogramm jetzt lduft. Der
Computer besiegt angeblich jeden in
einem Streichholzspiel.

»In was fiir einem Spiel?“ wollen beide wis-
sen.

,40 Hélzchen liegen auf einem Haufen. Je-
der nimmt abwechselnd wenigstens ein
Holzchen und hochstens drei Hélzchen
weg. Wer das letzte Holzchen wegnimmt,
der ist Sieger. Der Computer 148t dich so-
gar anfangen und zieht als Zweiter.“

Der Computer hat bald Spielgegner, und er
schldgt sie tatsichlich alle nacheinander.
»Das habe ich euch ja gesagt!“ triumphiert
Guntram, ,.er gewinnt immer.*“

»Aber das ist noch nicht bewiesen“, wendet
Katharina ein, ,denn das ndchste Spiel
kann der Computer ja verlieren.“ Sie erin-
nert sich an das Problem vom Friihstlick
und sagt zu Max: ,Im Gegensatz zu den
unendlich vielen LoffelgroBen sind wir hier
besser dran, denn es gibt ja nur eine ge-

wisse Zahl an Zugmdoglichkeiten. Wenn wir
die alle durchmustern, sehen wir, ob der
Computer tatsichlich eine unschlagbare
Strategie fir das Spiel hat.“

Max iiberlegt. ,Ich habe drei Méglichkei-
ten, das Spiel anzufangen:

namlich 1, 2 oder 3 H6lzchen zu nehmen.
Der Computer hat auch drei Méglichkeiten
zu antworten. Das sind pro Runde 3:3=9
Zugmoglichkeiten, nach zwei Runden er-
gibt das schon 9:9 =281 Méglichkeiten,
nach drei Runden 9-9-9 =9 =729 Mog-
lichkeiten. Lassen wir das Spiel 10 Runden
dauern (wir werden spiter sehen, daB Max
hier sehr gut geschidtzt hat), dann sind das
=387420489 Moglichkeiten
Ziige — das schaffen wir nicht!“
Maria ist beeindruckt. ,Sag mal Guntram,
wie bist du mit diesen vielen Fillen fertig
geworden? Da sitzt man doch wochenlang
dran!“

»Ach wo“, lichelt Guntram, ,sieh dir noch
einmal an, wie das Spiel gegen Wolfram
gerade lauft.“ .

Wolfram hat von den 8 Hoélzchen, auf die
der Haufen inzwischen geschrumpft ist,
2 Holzchen weggenommen, und der Com-
puter wiederholt diesen Zug (nimmt also
auch 2 Hélzchen). Wolfram sieht auf die
restlichen 4 Holzchen des Haufens und
geht seine drei Moglichkeiten durch:
»,Nehme ich 1 Holzchen, dann nimmt der
Computer 3; nehme ich 2 Holzchen, dann
nimmt der Computer 2; nehme ich 3 Holz-
chen, dann nimmt der Computer 1. Ich
habe also stets verloren, wie ich es auch an-
fange.“

»lch begreife das Spiel! ruft Maria plotz-
lich aus. ,Du hattest schon verloren, als du
von den 8 Holzchen zu nehmen hattest,
denn der Computer konnte es so einrich-
ten, daB du dann von 4 Hélzchen zu neh-
men hattest,” was dich zum Verlierer
macht. Denn der Nachziehende kann stets
erreichen, daB pro Runde genau 4 Holz-
chen weggenommen werden. Infolgedessen
warst du vor den 8 Hélzchen bei 12, 16, ...,
36 und 40 Holzchen - keine Chance fur
dich. Guntram hat recht.“

,2Die Idee war gut“, gesteht Max. ,Der
Computer hat sich mit der Sprungweite 4
von der Haufenzahl 40 heruntergearbeitet.
Dazu braucht er 10 Spielrunden, pro
Runde gibt es bei dieser Taktik nur 3 Fille,
denn der Computer erginzt in den drei
Fillen, die sein Gegner zur Wahl hat, le-
diglich die Holzchenzahl auf 4. Das macht
dbrigens. nur 319=55049 verschiedene
Spiele, also wesentlich wenigerals vorhin.“
»,Das ist richtig“, ergdnzt Guntram, ,aber
du brauchst doch diese Fille gar nicht im
einzelnen zu betrachten! Es reicht doch,
daB der Computer als Nachziehender es
stets schafft, pro Runde genau 4 Hélzchen
zu entnehmen. Damit arbeitet er sich ziel-
strebig von 40 auf 4 herab, und was dann
bei 4 Holzchen passiert, das hat uns Wolf-
ram vorhin klar gemacht.“

Sehen wir uns einmal die Diskussion der
AG-Teilnehmer an. Um die Stichhaltigkeit
ihrer Argumente hervorzuheben, benutzten
sie Worter wie ,folglich, daher, wenn“. Die

fir die



Aussagen stehen nicht beziehungslos ne-
beneinander, sondern werden so verkniipft,
daB sie uns in dieser Reihenfolge iiberzeu-
gen. Wir wissen, daB in dieser Kette jede
Aussage stimmt, also insbesondere die
letzte, auf die es ankommt. Fiir unsere
Spielstrategie konnen wir die Argumenta-
tion biindiger so aufschreiben:

Wenn ein Spieler 1, 2 oder 3 Holzchen
nimmt, dann nimmt der Computer 3, 2
oder 1 Hélzchen. Damit erreicht er, daB
pro Runde genau 4 Holzchen entnommen
werden. Folglich wird er nach seinen Zii-
gen bei einer Ausgangszahl von 40 seinem
Gegner nacheinander die Haufenzahlen
36, 32, 28, 24, 20, 16, 12, 8 und 4 iiberlas-

Sen. n 1 Computer
Bild 2
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Die Strategie des Computers: der Spieler
hat 3 Zugmoglichkeiten, der Computer er-
ginzt die Holzchenzahl auf 4.
Deshalb gewinnt der Computer. Denn wie
viele Holzer sein Gegner auch in der letz-
ten Runde entnimmt (nach Spielregel zwi-
schen 1 und 3), der Computer nimmt den
Rest (der kleiner als 4 ist).
Die Strategie des Computers klappt nicht
nur fiir 40 Holzchen, sondern schlechthin
fir alle Haufenzahlen, die durch 4 teilbar
sind. Das konnt ihr euch leicht selbst iiber-
legen. Der Mathematiker sagt dafiir, daB
ihr die Aussage von n =40 auf beliebiges
n=4r, r=1,2,3,..., verallgemeinert habt.
Wie sieht es fur Zahlen aus, die nicht
durch 4 teilbar sind? Wer sollte da anfan-
gen und wie? War es eine GroBziigigkeit in
Guntrams Programm, daB der Computer
seinen Gegner anfangen lieB?
Wie konnte eine Kette von wahren Aussa-
gen fur unser Friihstiicksproblem ausse-
hen? Solche Ableitungen sind manchmal
recht schwierig zu finden, auch wenn es
hinterher kinderleicht aussieht. Womit fan-
gen wir an? Und wie geht es dann weiter?
Offenbar miissen wir ein biBchen probieren
(genau wie bei dem Spiel), ehe wir eine
iiberzeugende Kette von Aussagen haben.
Versuchen wir es so:
Wenn wir die Getrdnke mischen, so ist am
Ende in jedem Glas wieder die gleiche
Fliissigkeitsmenge (denn wir verschiitten
nichts). Wenn also Milch aus dem Glas
von Maria herausgenommen wird, dann
muB schlieBlich die gleiche Menge Milch-
kaffee wieder zuriickkommen. Was ihr
jetzt an Milch im Glas fehlt, das ist durch
Kaffee aufgefiillt worden. Genau diese
Menge Kaffee fehlt nun Max (denn woher
sollte der Kaffee sonst kommen!), aber da-
fir hat Max Milch bekommen, denn seine
Fliissigkeitsmenge stimmt. Also hat jeder
die gleiche Menge Fliissigkeit vom anderen
erhalten (wobei natiirlich die GroBe der
Menge von der GroBe des Loffels abhingt).
R. Thiele

Spieler

r

100mal 1989 —
beispielhaft gelost

1=1989

2=19-8-9
=-1+49-8+9
4=1-/9 -8+9

5=1+9-8+49
6=1°+8— 9
7=-1-9+8+9

8=1-9+8-9
9=1-9+8+9
10=1%+9
11=1+9-8+9
12=19+8+49

13=-1+49 +8+49
14=-1-9+8-49
15=1+y9 +8+49

16=19+8+9
17=1°-8+9
18=19+8-9
19=19-8+9
20=19-8+9
21=1+y9 +8+9
22=198:9
23=-17+8-49

24=1°8-y9
25=-1+9+8+9
26=1-9+8+9)
27=1+9+8+9
28=1+9 +8-49
29=(1+9)-8-49
30=19+8+49
31=(-1+49D-8-9
32=-1+9+8-19
33=(19-8)-y9
34=1+9+8-4/9

35=(1+y9)-8++49

36=19+8+9

37=(-1+490)-8—49

38=19-[8:49]
39=1-/91-8-9
0=(-1+9)-(8—-+9)
41=(1++9)-8+9

42=(1+9)-[/8]-y9

43=19+8-y9
44=-1+9-8-49)
45=1-9-8—9)

46=1+9-(8-+9)
47=1++9)-8-9
48=(-14+9+8)-y9
49=(-1%9n8+9
50=-1+y9-(8+9)
51=1-/9-@8+9)
52=1+9-(8+9)
53=-19+8-9
S4=(1+9+8)-49
55=(-1+9)-8-9

56=(—1+9)!: (Y81 [y9))!

57=19-[vy89 |
58=(—1+9)-8—+49!
59=(1+y91)-8+9
60=(1+9)-[y8]-9.
61=(-1+9)-8-+9
62=-1+9-8-9

63=1-9-8-9
64=1+9-8—9
65=(1+9N-8+9
66=198:49

67=(-1+9)-8++9
68=—-1+9-8—49

69=-1-y9 +8-9
70 = —19 + 89
T=(1+9)-8-9
72=1-y9-8-49
73=(-1+9)-8+9
74=-1+9-8+9
75=1-y9 +8-9
76=1++9 +8:9
77=01+9)-8—-+9
78=(1+[9-V8]) /9

79=-1-9+89
80=-1+9-8+9
81=1-9-8+9
82=1+9-8+9

83=(1+9)-8++9
84=[1+9)-V8]-19
85=—-1-+9 +89
86=—1-49 +89

87=1-+9 +89
88=(-1+9)-(8++9)
89=1-98-9
90=1+98-9
91=-1++9 +89
92=1-49 +89
93=1++9 +89
94=-1+98—+9
95=19-(8 - y9)
96=(1+y9)-8-V9
97=-1+9+89
98=-1+9-8++9)
99 =(19-8)-9

100=1+9-8+9)

[...] bedeutet Aufrunden des Ergebnisses
auf ganzzahlige Werte.

Wenn ihr eine Moglichkeit ohne diesen
Trick gefunden habt, schreibt uns bitte!

Die hier angegebenen Losungsmoglichkei-
ten erarbeitete OStR Prof. Dr. H. Vohla mit
seinem  Vorbereitungskurs auf die
20. Osterreichische Mathematik-Olym-
piade 1989. In diesen Vorbereitungskursen
(1989 waren es 40) qualifizieren sich je-
weils bis fiinf Schiiler im Alter von 14 bis
19 Jahren in zwei Stunden pro Woche fiir
die zweite Stufe, die Gebietswettbewerbe.
Die Schiiler aus den neun Bundeslindern,
aufgeteilt in drei Gruppen, i6sen dort in

“vierstiindiger Arbeitszeit zentral vorgege-

bene Aufgaben.
Die jeweils 8 bis 10 besten Schiiler nehmen
an einem 14tdgigen Vorbereitungsseminar
auf den Bundeswettbewerb teil. Dieser be- -
steht aus zwei an aufeinanderfolgenden
Vormittagen abgehaltenen und jeweils finf
Stunden dauernden Einzelwettbewerben,
insgesamt sechs zentral vorgegebene Auf-
gaben sind zu 1dsen.
In diesem Jahr siegte nach langer Zeit wie-
der einmal ein Midchen.
Die sechs besten Teilnehmer erhalten die
Delegierung zur Internationalen Mathema-
tik-Olympiade.

Alphons
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PHOBOS -
Betrachtungen zu

einem Unternehmen

Jan Wierzba, der Autor dieses Beitrages, wurde
am 16. 12. 1973 geboren. Er errang von 1985
bis 1988 erste Preise zur Kreisolympiade Di-
beln und 1987 bzw. 1988 erste Preise zur Be-
zirksolympiade Leipzig in der Klassenstufe 7
bzw. Klassenstufe 8. Seit September 1988 ist
Jan Schiiler an der Spezialschule mathema-
tisch-naturwissenschaftlicher Richtung ,Fried-
rich Engels®, Riesa. 1989 errang Jan als Friih-
starter zur XXVIII. OJM der DDR in der
Klassenstufe 10 einen 3. Preis.
Wir wiinschen Jan weiterhin viel Freude an der
Mathematik und einen erfolgreichen Abschluf
der Spezialschule.

Alphons

Im Juli 1988 wurden von der UdSSR auf
internationaler Basis zwei Weltraumson-
den zur Erforschung des Nachbarplaneten
Mars und seines kartoffelihnlichen Mon-
des Phobos gestartet — die interplanetaren
Sonden PHOBOS I und PHOBOS II. Im
"September 1988 brach der Funkkontakt zu
PHOBOS 1 ab. Dazu kam es durch das
Fehlen eines einzigen Buchstabens in
einem Kommando des Flugleitzentrums.
Bei Arbeiten an Bahnkorrekturen ri8 Ende
Mirz auch die Verbindung zu PHOBOS I1
ab. So kam es zum vorzeitigen Ende dieser
Mission.

Eine der beiden Sonden sollte einen
Landeapparat auf dem Marstrabanten ab-
setzen — einen sogenannten Hopper mit
automatisch wirkender Sprungfeder, der je-
weils mehrere Spriinge wie ein Tischtennis-
ball ausfiihrt. Dabei soll der erste Sprung
etwa 20 m lang sein. Auch wenn nun dieser
Teil der Expedition ausblieb, soll dies kein
Grund sein, auf einige interessante Berech-
nungen zu verzichten.

Ein solcher Sprung ist wegen der geringen
Anziehungskraft des Phobos eine sehr
energiegiinstige Form der Fortbewegung,
was sich schon mit recht einfachen Mitteln
zeigen laBt. Der Phobos hat eine durch-
schnittliche Beschleunigung von gpy

cm . .
=0,7?, was im wesentlichen auf dem

geringen Durchmesser von 21/23/28 km
beruht. Dagegen betrigt die Erdbeschleu-

nigung im Mittel gg = 981 cs_rzn

Auf einen Korper mit der Masse m wirkt
an der Erdoberfliche die Gewichtskraft
Fg=m- gg und auf einen Korper mit der
gleichen Masse m auf der Phobosoberfli-
che Fpy = m- gpy . Die Gewichtskrifte mas-
segleicher Korper auf Phobosoberfliche
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und Erdoberfliche verhalten sich wie die
zugehorigen Beschleunigungen:
FPH:FE=gPH:gE=0v0007---
Eben aus dieser Tatsache der kleinen Ge-
wichtskraft ergibt sich jene energiearme
Fortbewegung.
Fiir die weiteren Berechnungen wird vor-
ausgesetzt, daB die Phobosoberfliche im
Sprungbereich des ,Hoppers“ eben ist, und
daB die Beschleunigung auf diesem Ober-
flichenstiick senkrecht steht. Sofern diese
Voraussetzungen zutreffen, gelten die fol-
genden Betrachtungen fir die Oberfliche
jedes erkalteten Himmelskorpers.
Um einen Sprung des Hoppers mathema-
tisch beschreiben zu konnen, wird ein Ko-
ordinatensystem eingefiihrt: Der Koordina-
tenursprung soll der Absprungpunkt des
Hoppers sein, und der Sprung soll in der
Ebene des Koordinatensystems liegen. Die
si-Achse (lotrechter Weg) soll die gleiche
Richtung, aber entgegengesetzten Rich-
tungssinn wie die Beschleunigung haben.
Die sh-Ach\se (horizontaler Weg) liegt so-
mit in der Oberflache des Phobos.
Die Bewegung des Hoppers wird senkrecht
auf das Koordinatensystem projiziert
(Bild 1). Die Startgeschwindigkeit ¢ wird
hierdurch in die Komponenten ¢, und cy
zerlegt. Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

cl= cﬁ + c,z (1) (Bild 2).
&
c
L ey e (X 7]
|
I h
«) |
Sh w Sh
Bild |
-
c |
|
|
|
|
|
|
|
Bild2 X« |

Sh
Die horizontale Bewegung des Hoppers er-
folgt kriftefrei, sie ist also eine geradlinig
gleichformige Bewegung mit der Ge-
schwindigkeit c,. Findet der Absprung zur
Zeit t=0 statt, so gilt fiir die horizontale

Bewegung s, die Formel s, = ¢, t. Die lot-

rechte Bewegung ist die Uberlagerung der
geradlinig gleichformigen Bewegung des
Absprungs ¢, t und der dieser entgegenwir-

kenden Fallbewegung %gtz, so daB gilt:
1 .
5= c,~l—7gt2. Die Flugbahn wird also

beschrieben durch:

Sh=Ch ! (2)
3
Am Ende des Fluges hat der Hopper kei-
nen vertikalen Weg mehr zuriickgelegt, so
daB s, = 0 gesetzt werden kann. Das ergibt

s =(:-t—l 12
1 | 28~

1
0=qT- TgTZ, wobei T die ganze Flug-
zeit sein soll. Durch Ausklammem von T

erhilt man 0= T~(c,—%gT>. Also muB

1
entweder T oder ¢, — 7gT gleich Null sein.
Wire T=0, bedeutet das, es wire der
Flugstart. Fiir die ganze Flugzeit gilt also

. 2
0=c,——;—gT oder T=?c1 4).
Aus (2) ergibt sich die Sprungweite W mit

W=c¢, T. .
Durch Einsetzen von (4) folgt:
2
W= E ChrCy . (5)

"Aus den erhaltenen Formeln soll eine erste

Folgerung gezogen werden: Wiirde ein
Koérper auf Phobos- und Erdoberfliche mit
gleicher Absprunggeschwindigkeit ¢ und
gleichem Absprungwinkel « (Bild 2), d. h.
mit gleichen Komponenten ¢; und ¢, ab-
springen, so gilt fir die Sprungweiten auf
Phobos- und Erdoberfliche nach der For-
mel (5): Wg: Wpy = gpu : 8- Durch Einset-
zen aller Werte erhilt man: Mit derselben
Absprunggeschwindigkeit und demselben
Absprungwinkel, mit dem der Hopper auf
dem Phobos 20 m weit springt, schafft er
auf der Erde nur 1,4 cm!

Fiir weitere Berechnungen erhebt sich die
Frage nach dem giinstigsten Absprungwin-
kel a. Bei konstanter Absprunggeschwin-
digkeit ¢ soll der Absprungwinkel o ge-
sucht werden, fir den die Sprungweite W
maximal wird. Dazu wird (5) quadriert:

4
Wi=ct ci-—.
1 gz

Wenn W maximal ist, so ist auch W? maxi-
mal und umgekehrt. Wegen (1) ist ¢Z + ¢2
konstant, so daB sich nur die Differenz x
von ¢} und ¢} dndern kann. Mit Hilfe die-
ser Differenz kénnen ¢ und ¢} dargestellt
werden durch:

.
T2 2
Fiir die Sprungweite ergibt sich nun:

=iz(c_2+£).(c_’_1)
g?\2 2 2y

_ 4 [t X

3 (T - T) '
Da das Quadrat von x stets nichtnegativ

ist, wird also W? bei x2 =0 und damit bei
x = 0 maximal. Das bedeutet, W wird bei

a=a=312 ®)

maximal, was einem Absprungwinkel von
o = 45° entspricht. Dabei wurde aber der

2
¢
2
und c¢j = -
172

0| =

2
Ch



Luftwiderstand vernachlissigt, was hier je-
doch unbedeutend ist, da der Phobos keine
Atmosphire besitzt. Entgegen dem ist auf
der Erde der giinstigste Absprungwinkel
46,1°.
Die maximale Sprungweite geniigt wegen
x =0 der Formel:
. 2
Wuax = —.

M

- 4 (c* x?
Zusitzlich folgt aus W2 = P ( " )

Je groBer | x|, desto kleiner ist die dazuge-
hoérige Wurfweite. Zu x-Werten mit glei-
chem absolutem Betrag | x |, also zu x und
—x, gehoren die gleichen Wurfweiten. Zu
x gehéren dann

¢z x ¢ x
=— 4 = -
[} 2 2undc,1 2 2"
und zu —x gehdren
c? x c x
o= o=,
[ 2 2 und ¢y 3 2

Somit gilt fiir entgegengesetztes x:

ag=cy und ¢, =¢;.

Bild 3 verdeutlicht das. Wegen der Kongru-
enz der Dreiecke ergibt sich a + a* =90°.
Zu diesen beiden Spriingen mit gleicher
Sprungweite und gleicher Absprungge-
schwindigkeit ¢ gehdren also Absprungwin-
kel, deren Summe 90° betrigt.

Bild 3

ot pom——m

a

cy Ch

Wihlt der Hopper auf dem Phobos bei
einem 20-m-Sprung den giinstigsten Ab-
sprungwinkel o =45°, so lassen sich Ab-
sprunggeschwindigkeit ¢ mittels (7), ihre
Komponenten ¢; und ¢y, mittels (6) und die
Flugzeit T nach (4) unter Benutzung von

gen = 0,7 cs_rzn berechnen zu

c=o,37%, o= ch=0,26% und

T=1756s, d.h. der Hopper fliegt etwa
76 s, um einen Sprung von 20 m Linge bei
o = 45° auszufihren! Hingegen dauert ein
20-m-Sprung mit Absprungwinkel 45° auf
der Erde wegen

ge = 981 cs_r;l nur 2,0s.

Welche Absprungenergie ist nun fiir diesen
20-m-Sprung auf dem Phobos bei optima-
lem Absprungwinkel erforderlich?

Bei der Annahme, daB der Hopper eine
Masse von 50kg hat, ergibt sich aus

E= % mc? die bendtigte Absprungenergie

B kg - m?
E=35 2

Kl1.7/10, S.37). Das entspricht derselben
Energie, die nétig ist, um eine Glithlampe

=3,5Ws (sieche Tafelwerk

6V
(m> etwa 6s brennen zu lassen. Dar-

aus erkennt man, wie wenig Energie hierzu
notig ist. :

Zum SchluB noch eine Bemerkung zu
Bild 1. Dieses entstand mit der folgenden
Werttabelle nach der Parameterdarstellung
(1) und (2) mit

,;=o,7°s—‘;n und c,=c,,=0,26%.
tins Lo 10 20 30 40
spinm 0 26 53 19 11
s inm 0 23 39 48 5
tins 50 20

sinm 45 33 14 0

Stellt man die Formel (2) nach ¢ um, und
setzt den erhaltenen Term in (3) ein, so er-
gibt sich die Gleichung der Flugbahn in
der Form

3
s,=c—h-sh—2;i§~s§.
Hiernach ist s, eine quadratische Funktion
von s,. Da der Graph einer quadratischen
Funktion ,Parabel“ heiBt, werden die hier
betrachteten Flugbahnen auch Flugpara-
beln genannt.
Im weiteren mochte ich fiir die freundliche
Unterstiitzung von Herrn Walter Triger,
Dobeln und Herrn VLAV Helmut Busch,
Hartha danken.
J. Wierzba

W ... Sprungweite
H ... max. Sprunghéhe

alpha gratuliert
StR H.-Joachim
Kerber

Das langjédhrige Milglie:d des Redaktions-

-kollegiums der alpha, unser geschitzter

Kollege H.-Joachim Kerber aus Neustre-
litz, feierte in diesem Jahr seinen 70. Ge-
burtstag. Seit dem Jahre 1971 stellte er fiir
den alpha-Wettbewerb mehr als 300 Kno-
belaufgaben bereit, eine beachtliche Lei-
stung. Dariiber hinaus bereicherte er un-
sere Schillerzeitschrift durch interessante
und vielseitige mathematische Beitrige.

Dem Kollegen Kerber wiinscht alpha Ge-
sundheit, personliches Wohlergehen und
anhaltende Schaffensfreude. Wir sind da-
von {Uberzeugt, daB unsere alpha-Leser
auch kiinftig harte mathematische Niisse,

ausgetiiftelt von Studienrat H.-Joachim
Kerber, zum Knacken dargereicht bekom-
men. Als Vorgeschmack darauf stellen wir
einige Knobeleien mit Jahreszahlen vor,
die aus seiner Feder stammen.

Alphons

ala Zum 40.Jahrestag unserer Repu-
blik schreibt jemand die Gleichung 1949
+ 40 = 1989. Setzt man nun zwischen die
Ziffern

a) genau zwei weitere Pluszeichen, nim-
lich 1+949+40=1+ 989,

b) genau drei weitere Pluszeichen, nim-
lich 194+9+4+0=198+9,

c) genau funf weitere Pluszeichen, nim-
lich1+94+9+4+0=1+98+9,

so erhdlt man wieder wahre Aussagen, wie
der Leser selbst nachpriifen mage.

Fiir jeden der drei Fille a), b) und c) ist
eine zweite Moglichkeit anzugeben!

A2a Schreibt man 1989 einmal vor-,
einmal rickwirts und setzt ein Gleich-
heitszeichen dazwischen, dann erhilt man
die falsche Aussage 1989 = 9891 .
Zwischen die Ziffern sind

a) genau zwei Pluszeichen,

b) genau drei Pluszeichen,

c) genau vier Pluszeichen,

d) genau ein Pluszeichen und genau ein
Minuszeichen so zu setzen, daB man je-
weils eine wahre Aussage erhilt.

A3a Ersetze in 198 *9=1989 198+ 9
die Sternchen durch Rechenzeichen fiir
die Addition, Subtraktion, Multiplikation
oder Division so, daB eine wahre Aussage
entsteht.

A4 Setzt man Klammem und Rechen-
zeichen zwischen die Ziffern der Zahl
987654 321, so 1dBt sich, ohne die Reihen-
folge der Ziffern zu verindern, die wahre
Aussage
©9+8)-(7+6)-5—4)-3-2+1)=1989
bilden.

Wie erhdlt man aus der Zahl 987 654 321
unter gleichen Bedingungen die Jahreszahl
19907

A 5a Denke dir eine beliebige (von Null
verschiedene) natiirliche Zahl und fiihre
nacheinander folgende Rechnungen durch:
a) Bilde Vorgidnger und Nachfolger deiner
gedachten Zahl und berechne deren Pro-
dukt;

b) multipliziere das Ergebnis mit 4,

c) addiere zum neuen Ergebnis 4,

d) ziehe aus diesem Ergebnis die Quadrat-
wurzel,

e) multipliziere nun mit 199,

f) dividiere danach durch die von dir ge-
dachte Zahl,

g) multipliziere abschlieBend mit S!
Begriinde, warum man bei diesem Vorge-
hen fiir jede gedachte natiirliche Zahl
x 2 1 als Ergebnis stets die Jahreszahl 1990
erhilt!
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Pi'ogrammieren
auf jeden Fall?

Auch im Zeitalter der Mikroelektronik ist
Rechenzeit eine endliche GroBe. Sparsa-
mer Umgang mit der Rechenzeit ist bei der
Losung anspruchsvoller Aufgaben notwen-
dig und fiir den fortgeschrittenen Program-
mierer selbstverstindlich. DaB dies auch
im einfachen Beispiel seinen Ausdruck fin-
den kann, soll dieser Beitrag demonstrie-
ren. .
Bei vielen Aufgaben fiihren Voriiberlegun-
gen bereits direkt zur Lésung, und die Be-
nutzung eines Computers erweist sich als
tiberfliissig (vgl. alpha 6/88, Seite 139).
Es sollen 30 Biicher zu'30, 24 und 18 Mark
gekauft werden, deren Gesamtwert
600 Mark betrigt. Die Anzahlen seien a, b
und c. Dann gilt
a+ b+ c¢= 30
30a + 245 + 18c = 600.
Dic Auflosung dieses Gleichungssystems
ergibt
b=10 - 2a
c=20+ a.
Einsetzen der vier sinnvollen Werte fiir a
ergibt sofort die Losung. Wozu also hier
einen Computer bemiihen!
(Einige Schiiler 15sten die Aufgaben
Ma6m2922 und Ma7 w2924 ebenfalls
mit dem Computer. Auch hier dauert si-
cher das Eintippen des Programms bereits
linger als die Losung mit Képfchen! — Al-
phons.) :
Sinnvoll ist die Anwendung des Computers
bei folgender Wettbewerbsaufgabe:
Ma7m2926 In die neun Quadrate des
Bildes sind die natiirlichen Zahlen von 1
bis 9 so einzutragen, daB die Summe aus
den Produkten der Zahlen jeder Zeile mog-
lichst klein ist. Gib diese Summe an! (Ein
Beispiel geniigt.)

-

Bei oberflichlicher Betrachtung gibt es
91 =1362880 verschiedene Moglichkeiten,
9 Zahlen im quadratischen Schema anzu-
ordnen. Heute wird wohl kaum noch je-
mand auf die Idee verfallen, die Summe
der Zeilenprodukte fur alle diese Anord-
nungen manuell zu berechnen. Aber selbst
fir einen Computer ist dies keine kleine
Aufgabe. Die zum Untersuchen von so vie-
" len Quadraten bendGtigte Rechenzeit iber-
steigt mit Sicherheit die Geduld der mei-
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sten KC-Nutzer erheblich. Einfache Uber-
legungen ermoglichen  jedoch, diese Viel-
falt recht schnell erheblich einzuschréin-
ken.

1. Vertauschen der Zeilen dndert den Wert
nicht. .

2. Vertauschen der Zahlen innerhalb einer
Zeile verindert den Wert nicht. .

Daraus ergeben sich die Festlegungen:

1. Die 1 stehe immer oben links (sonst.

kann sie ja durch Vertauschen dorthin ge-
bracht werden).

2. Die Zahlen in jeder Zeile seien der
GroBe nach geordnet.

3. Die Zahlen in der ersten Spalte seien
der GroBe nach geordnet.

Die erste Festlegung 148t sich auch aus den
beiden anderen ableiten, sollte aber ge-
danklich am Anfang stehen.

Erste SchluBfolgerungen sind:

1. Die erste Zeile kann auf ¥= 28 Ar-
ten aufgebaut werden.

2. Die erste Zahl der zweiten Zeile ist die
kleinste der restlichen 6 Zahlen.

3. Die zweite Zeile kann auf 5—24— =10 Ar-
ten aufgebaut werden.

4. Die dritte Zeile enthilt alle iibrigen
Zahlen in geordneter Reihenfolge, liegt
also eindeutig fest.

5. Es gibt somit genau 28-10 =280 ver-
schiedene Anordnungen, die den obigen
Festlegungen geniigen.

Das folgende BASIC-Programm wurde
nach genau diesen Festlegungen und
SchluBfolgerungen aufgestelit. Zur Kon-
trolle wird am Programmende der Anord-
nungszihler ausgegeben. Sein Endwert be-
stitigt die Ubereinstimmung von Theorie
und Programm.

10 M=1000 : Z=0: Al=1

20 FOR A2=2TO 8

390 FOR A3=A2+1TO 9

49 IF A2)2 THEN B1=2 : ELSE

IF A3=3 THEN B1=4: ELSE B1=3

56 FOR B2=B1+1TO 8

60 IF B2=A2 OR B2=A3 THEN 200

76 FOR B3=B2+1TO 9

80 IF B3=A2 OR B3=A3 THEN 190 -

9¢ FOR 1=B1+3 TO 9
IF I YA2 AND I( )A3 AND
I{ )B2 AND I( )B3 THEN C3=I
NEXT 1
FOR I=B1+2 TO C3-1
IF I YA2 AND I( )A3 AND
I{ B2 AND I( )B3 THEN C2=]
140.NEXT I
156 C1=45-A1-A2-A3—-B1
-B2-B3-C2-C3
Z=Z+1 '
S=A1%A2%A3+B1%B2%B3
+C1¥C2%C3
IF S(M THEN M=S : PRINT
Al;A2;A3;B1;B2;B3;C1;C2;C3;
M;Z

196 NEXT B3
2% NEXT B2,A3,A2
219 PRINT “ANORDNUNGEN:” ;Z
Auf dem KCB85/2 benétigt dieses Pro-
gramm knapp 2 Minuten, um alle Fille zu
berechnen und den kieinsten Wert heraus-
zufinden. W. Girgens
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Resiimee

der LOosungen

zur Wettbewerbsaufgabe
Ma 10/12 m 2941

aus alpha 5/88

-Zu welchen Sehnenvierecken gibt es eine

Gerade, durch die das Sehnenviereck in
zwei Vierecke zerlegt wird, die wiederum
Sehnenvierecke sind? Welche Lage hat
eine solche Gerade?

Fast alle Einsender der 360 als richtig ge-
16st anerkannten eingesandten Bearbeitun-
gen benutzen den Satz vom Sehnenviereck
,Im Sehnenviereck sind zwei Gegenwinkel
zusammen 180° groB“, seine Umkehrung
,Wenn in einem Viereck zwei Gegenwin-
kel zusammen 180° groB sind, so ist es ein
Sehnenviereck und die folgende Defini-
tion des gleichschenkligen Trapezes oder’
eine mit ihr dquivalente.

Definition: Gleichschenkliges Trapez heiBt
ein Trapez, das axialsymmetrisch zur Mit-
telsenkrechten einer Seite ist.

Eine vollstindige Losung dieser Wettbe-
werbsaufgabe besteht aus zwei Teilen:

Im Teil A (Analyse) sind Eigenschaften
herzuleiten, die jedes . gesuchte Viereck
und die gesuchte zugehorige Gerade haben
miissen. In der Mathematik sagt man da-
fiir, es sind notwendige Bedingungen her-
zuleiten, die jede Losung erfilllen muB.
Den Teil A beginnt Ulrich Miiller (Fisch-
bein, 7.Klasse) mit den prignanten Wor-
ten: ,Angenommen, es gibt zu einem Seh-
nenviereck eine solche Gerade, dann
miiBte gelten ...“ Die folgende Herleitung
gliedert Thomas Lotze (Suhl, 7.Klasse)
sehr iibersichtlich. Er erschlieBt aus
,OABCD und OBCFE sind Sehnenvier-
ecke“ die Parallelitit von g und 4D
(Bild 1): D

Bild 1

o + p = 180° (Satz vom Sehnenviereck)
€+ y=180° (Satz vom Sehnenviereck)
x=¢
gllAD  (Umkehrung des
Stufenwinkelsatzes)

Analog erschlieBt er aus ,04BCD und
OEFDA sind Sehnenvierecke® g || BC.



Und aus g|4D und g| BC folgert er
AD| g| BC.

Uwe Senf (Holzdorf-Ost, Offz. der NVA)
folgert weiter: Wegen AD | BC gilt fur die
Mittelsenkrechten m, und m, der Seiten
AD und BC my|m,. Da sich di¢ Mittel-
senkrechten eines Sehnenvierecks im Mit-
telpunkt seines Umkreises schneiden, miis-
sen my und m, zusammenfallen. Das
Sehnenviereck ist also achsensymmetrisch
zur gemeinsamen Mittelsenkrechten paral-
leler Seiten, es ist ein gleichschenkliges
Trapez. Mit einer so gefiithrten Analyse ist
bewiesen:

Satz: Wenn ein Sehnenviereck mit zugeho-
riger Geraden LGsung der Aufgabe 2941
ist, so ist es ein gleichschenkliges Trapez,
und die zugehorige Gerade ist eine Zwi-
schenparallele zu parallelen Trapezseiten.

Die ermittelten notwendigen Bedingungen
sind durch Unterstreichen hervorgehoben.
Wird ein gleichschenkliges Trapez zusam-
men mit einer Zwischenparallelen zu par-
allelen Trapezseiten als ein Element aufge-
faBt, und ist G die Menge mit allen diesen
Elementen, so lautet das Ergebnis der Ana-
lyse L « G, wobei L die Losungsmenge der
Aufgabe ist.

Im Teil B (Synthese) ist zu priifen, welche
der die in der Analyse ermittelten notwen-
digen Bedingungen erfullenden Sehnen-
vierecke und zugehorige Geraden tatsich-
lich Losungen sind.

DaB die hier ermittelten notwendigen Be-
dingungen zugleich hinreichende sind, da3
also jedes Element von G Loésung ist, wird
durch Beweisen der Umkehrung des mit
der Analyse hergeleiteten Satzes gezeigt:

Sven Volker (Bad Salzungen, 10.Klasse)
zeigt zunichst, daB jedes gleichschenklige
Trapez auch Sehnenviereck ist:

Aus o + f+ ¥ + 6 = 360° (Innenwinkelsatz
des Vierecks) und aus e¢=6 und f=y
(0.B.d. A. wird die Mittelsenkrechte der
Seite BC als Symmetrieachse angenom-
men) folgert er 2 + 2y = 360° und weiter
o+ p=180° und schlieBlich ,0A4BCD ist
ein Sehnenviereck“ (Umkehrung des Sat-
zes vom Sehnenviereck). Er stellt weiter
fest, daB jedes gleichschenklige Trapez
durch eine Gerade, die Zwischenparallele
zu parallelen Trapezseiten ist, in zwei
gleichschenklige Trapeze und damit in
zwei Sehnenvierecke zerlegt wird: Wolf-
gang Vogel (Thalheim, Elektrofacharbei-
ter) zeigt dasselbe wie folgt: Bei Spiegelung
an der Mittelsenkrechten s der Seiten BC
und AD, der Symmetrieachse, wird die
Mittelsenkrechte m, der Seite AB auf die
Mittelsenkrechte m. der Seite CD abgebil-

Bild 2 A d p

' ¢

det und der Schnittpunkt M von m, und s
als Punkt der Symmetrieachse auf sich
(Bild 2). Also verlduft auch die vierte Mit-
telsenkrechte m, durch M und das gleich-
schenklige Trapez ist ein Sehnenviereck.
GemiB Synthese gilt G < L und laut Ana-
lyse L c G. Hieraus folgt L = G.

Einige weitere Bemerkungen zu den einge-
sandten Losungen sind noch angebracht:
® Im ermittelten Ergebnis ,gleichschenk-
lige Trapeze“ sind automatisch die Spezial-
fille ,Rechtecke“ und , Quadrate“ mit er-
faBt. Wer also beim Angeben der ermittel-
ten Sehnenvierecke ,gleichschenklige Tra-
peze, Rechtecke und Quadrate“ nennt, hat,
falls er ein Mehrfachauffiilhren von L6-
sungsvierecken vermeiden will, die nicht
gebrauchlichen und unzweckmifBigen De-
finitionen , Gleichschenkliges Trapez heiBt
ein Trapez, das zwei gleich lange; aber
nicht parallele Seiten hat“ und ,Rechteck
heiBit ein Parallelogramm mit einem rech-
ten Winkel als Innenwinkel und verschie-
den langen Nachbarseiten“ benutzt.

® Beim Losen einer Aufgabe ist es oft
zweckmiBig, zum Erfassen der Problema-
tik sich zunichst an Spezialfillen zu orien-
tieren. Wenn auch nicht erforderlich, sind
solche Betrachtungen zusdtzlich in einige
Bearbeitungen aufgenommen worden:
Beate Balzer (Lindau, 11. Klasse) zeigt: Je-
des Rechteck ist ein Sehnenviereck (Um-
kehrung des Satzes vom Sehnenviereck),
denn es hat vier rechte Winkel und damit
betrigt die Summe von zwei Gegenwinkeln
180°. Jede Gerade, die parallel zu einer
Rechteckseite ist, zerlegt das Rechteck in
zwei Rechtecke und damit in zwei Sehnen-
vierecke.

Felix Kraenz (Picher, 11. Klasse) schlieBt
hier wie folgt:

Da im Rechteck die Diagonalen gleich
lang sind und jede durch ihren Schnitt-
punkt halbiert wird, besitzt das Rechteck
einen Umkreis, dessen Mittelpunkt der
Diagonalenschnittpunkt ist, und ist damit
ein Sehnenviereck.

® In einem Teil der eingesandten Bearbei-
tungen wird das Ergebnis mittels Zeich-
nungen veranschaulicht (Bild 3):

Bild 3a

Zeichnungsvorlagen:

zu Bild 3a: Silvio Loffler
(Cottbus, 10. Klasse)

Peter Zienicke (Magdeburg, Student)
spricht in seiner Bearbeitung statt von
gleichschenkligen Trapezen von Sehnen-
trapezen.
Eine mogliche Definition wire:
Definition: Sehnentrapez heiBt ein Viereck,
das gleichzeitig Trapez und Sehnenviereck
ist.
Es 4Bt sich zeigen, daB jedes Sehnentrapez
ein gleichschenkliges Trapez und auch um-
gekehrt jedes gleichschenklige Trapez ein
Sehnentrapez ist. Gleichschenkliges Tra-
pez und Sehnentrapez sind identische Be-
griffe.
® Wer beim Lesen dieses Beitrages fest-
stellen muB, daB seine Bearbeitung der
Aufgabe 2941 kleine Unzuldnglichkeiten
aufweist, troste sich damit, daB die in
»alpha“ 1/89 abgedruckte Ldsung auch
nicht fehlerfrei ist. In der Zeichnung ist ein
Winkel statt mit { mit ¢ bezeichnet und in
der Formulierung ,parallel zu den paralle-
len Seiten“ ist das Wort ,den“ zu strei-
chen.

W. Trager

Anmerkung zur Aufgabe
Ma 10/12 m 3008

Sowohl die Aufgabe (Heft 1/89) als auch die
Lisung (Heft 3/89) riefen bei unseren Lesern
starke Proteste hervor.
Verstindlich, denn da haben wir Unsinn ge-
baut. Zur Richtigstellung:
Es kann nur heifien:

—sinx-cosx 0,5

oder —sinx-cosx<0,5

x € P; x*%Tn+k~n; keG.

Das heifit aber, die Wahrheit der Aussage
—sinx-cosx <0,5

fiir alle reellen x 1dBt sich nicht nachwei-

sen.

' Alphons

zu Bild 3b: Wiete Dorn
(Jena, Ausbildung als Unterstufenlehrerin)
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Wie ich eine
Eigenaufgabe
erfand

Vergeblich .wiirde man in einem Lexikon
oder im Duden das Wort Eigenaufgabe su-
chen. Es miiBte ndmlich genau hinter ,ei-
genartig” bzw. vor ,Eigenbau“ stehen. Und
doch hat es gerade mit diesen zwei Worten
rechi viel Gemeinsames. '

Nun sind es schon mehr als zwanzig Jahre-

her, seit ich zum ersten Mal das Wort
Eigenaufgabe benutzte. Es war zur Bezirks-
olympiade der VIII. Olympiade Junger Ma-
thematiker, Bezirk Neubrandenburg, 1969.
Ich war fiir die Forderung mathematischer
Talente und fiir die Durchfithrung der Be-
zirksolympiade verantwortlich. Die Teil-
nehmer der Bezirksolympiaden wurden
aufgefordert, zu diesen Wettbewerben stets
eine selbstindig entwickelte Aufgabe — ge-
nannt Eigenaufgabe — mitzubringen. (Alle
ehemaligen Preistriger wurden hierzu so-
gar verpflichtet!)

Um ,schone* Eigenaufgaben zu entwik-
keln, sollten sich die Teilnehmer mit Auf-
gaben (und Losungen!) aus dem
alpha-Wettbewerb, mit Olympiadeaufga-
ben usw. beschiftigen. Daraus sollten sie
‘dann schopferisch neue Problemstellungen
gewinnen. Die Aufgaben sollten eigenartig
und reizvoll und natiirlich ein Eigenbau
des Absenders sein.

Inzwischen sind mehrere hundert Einsen-
dungen von der Jury als sehr gut oder gut
gewertet, zum Teil in alphe vertffentlicht
oder fiur die Forderung im Bezirk genutzt
worden. Seit einiger Zeit ist auch im Be-
zirk Rostock die Idee der Eigenaufgaben
bekannt. Auch dort sollen sie zur Bezirks-
olympiade abgegeben werden.

Seit eh und je gilt der Grundsatz: Geh mit
gutem Beispiel voran! Daher habe auch ich
schon seit 1971 Eigenaufgaben erdacht
und diese dann zur Verwendung fiir den
alpha-Wettbewerb an die Redaktion der
alpha gesandt. Das ist bis heute eine stattli-
che Anzahl geworden.

Oft schon bin ich gefragt worden, wie man
immer wieder auf neue Ideen fiir Eigenauf-
gaben kommen kann. — Mit ein paar Sit-
zen 148t sich dies jedoch schwer erkliren.
So will ich an einem Beispiel zeigen (das
bekanntlich keine Allgemeingiiltigkeit
hat), wie ich eine Eigenaufgabe erfand.
Beim Lesen der Aufgaben des alpha-Weit-
bewerbs in Heft 6/1988 fand ich unter
6 m 2953 folgende Aufgabe, die fiir Schiiler
ab Klassenstufe 6 gedacht war.

Sie lautete:

Ein innerer Punkt P des abgebildeten Qua-
drates ABCD wurde mit den vier Eckpunk-
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ten des Quadrates verbunden. Es seien 4,
A,, A;, A, die - Flicheninhalte der vier
Dreiecke (Bild 1). Es ist zu beweisen, daB
gilt: A, + 4, = A4, + A,!

Bild1 © _C
Ay

Ay

A B
Losung: Ist a die Grundseite des Quadrats,

“so gilt fiir die Flicheninhalte der Dreiecke:

A,+A3=—;—a-h1+—;—a-hz

1
= 7a(h1 +h,).

Da b+ h,=a, ist 4, +A3=%a1.
Da der Flicheninhalt des Quadrates a? be-
trigt, ist auch A, + 4, = %az und somit

A+ A4;,=A,+ A,

1. Die erste Uberlegung war, ob die Be-
hauptung auch fiir ein Rechteck ABCD
gilt. DaB dies der Fall ist, sicht der Leser
sofort, da wegen
h,+h2=bﬁirA,+A,=%a-bgilt.

Auch fiir ein Parallelogramm ABCD gilt
noch die Behauptung. Fiir dessen Flichen-
inhalt gilt 4=g-h, (g Grundseite, h,
Hoéhe) und hier ist dann h + h, = h,.

Bis hier ist es mit der ,Erfindung“ noch
nicht weit her. ‘

2. Nun konnte auch der Punkt P auf dem
Rande des - Rechtecks (Parallelogramms)
liegen. Auch dann wiirde die Behauptung
noch gelten. Eine der vier Teilflichen wire
nimlich verschwunden, also Null. — Der
Beweis fiir diesen Sonderfall diirfte iiber-
haupt nicht schwerfallen, da bereits
A= %a - b gilt.

Interessant wird es, wenn noch die Diago-
nale BD eingezeichnet wird (Bild 2).

P c

D
Bild 2

Ay

A 8
Fiir den Flicheninhalt des Dreiecks AABP

giltA14-A‘=%a-b.
AuchgiltA,+A5=%a-bund
A3+A;+A5=%a-b. Aus den letzten

beiden Gileichungen folgt A;= A4;+ A,
oder anders A, — A; = A;. — Die neue Auf-
gabe konnte dann lauten: ... Es ist zu be-
weisen, daB die Beziehung A4, — 4, =A4;
gilt (Bild 2). .

In ;Erfinderlaune“ versetzt, geht die Uber-

legung gleich weiter. Anstelle der Diagona-
len BD liege jetzt ein weiterer Punkt Q auf
AB, der mit D und C verbunden sei. Das
sidhe z. B. so aus (Bild 3):

Bild3 O

\
3. Sind P und Q Punkte auf der Rechteck-
seite DC bzw. AB und seien P4, PB, QD
und QC eingezeichoet, so gilt fiir die in
Bild 3 gekennzeichneten Flicheninhalte
Al +A2=A3+A4.

Der Beweis ist wieder nicht schwer, denn
sofort gilt wegen

1
A=ab A+ A+ My=A+ A+ A,

woraus die Behauptung folgt.

Und nun komme ich zu meiner angekiin-
digten Eigenaufgabe, die aus 1. und 2. ge-
funden wurde, nimlich: Ein Punkt P liege
im Innern und ein Punkt Q liege auf dem
Rande des Rechtecks (Parallelogramms).
4. Auf DC des Rechtecks ABCD wurde ein
beliebiger Punkt P (P + D, P # C) mit den
Eckpunkten 4 und B verbunden. Ferner
wurde auf AP ein beliebiger Punkt Q
(0 + 4, Q=+ P) mit allen vier Eckpunkten
verbunden. Bezeichaet man die Flichenin-
halte der Dreiecke ADQP, AQBR, ARCP
mit A,, A,, A, so gilt stets 4, =4, — A;
(Bild 4). Man beweise dies!

Bild4 0

A ' B8

5. Auf den ersten Blick ist dies eine Auf-
gabe fiir Schiiler. der 9. oder 10. Klasse ge-
worden.

Aber der Schiiler der Klasse 6, der den gan-
zen Weg bis zu dieser Aufgabe hin mitver-
folgt hat, wird sofort alle Flicheninhalte
der Dreiecke mit A4, bis A4, bezeichnen
(z. B. wie in Bild S) und finden, daB

A+ (A + Ay + A;) = A7+ A, + Aggilt.
Nach Subtraktion von A; und A, erhiit
man A, + A; = A, und schlieBlich
Ay=A,—A;,w.z.b.w

Bild 5 4
A, 4, .

AS
Ag A,

Az

Ubrigens: Wandert P nach Q, so daB P=(Q
gilt, so erhdlt man Fall (1). Wandert dage-
gen Q nach P, so daB Q = P gilt, so erhilt
man Fall (2). H.-J. Kerber
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Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb 1988/89

OS Fr. GroB8e, Altenberg; OS E. Schneller, E.-
Mider-OS, Fr.-Engels-OS, alle Altenburg; E.-
Schneller-Schule, Stadtklub Jg. Math., beide Al-
tentreptow; W.-Seelenbinder-OS, Alt Ruppin; OS
H. Schlemann, Ankershagen; Dr.-Th.-Neubauer-
Schule II, Apolda; E.-Weinert-OS, Arnstadt; OS
Dr. R. Sorge, Asbach; OS W. Lamberz, Bad
Berka; OS Bad Kleinen; H.-Beimler-OS, Bad Ké-
stritz; Neubauschule Bad Lausick; R.-Schwarz-
OS, Bad Liebenstein; St. Jg. Techn. u. Naturf,,
OS VI A. Saefkow, M.-Poser-OS, OS Th. Neu-
bauer, EOS E. Thilmann, O.-Grotewohl-OS, alle
Bad Salz ; H.-Beimler-OS, Birenklau; OS
Bandelin; H.-Heine-OS, Barchfeld; K.-Lieb-
knecht-OS, Barth; H.-Belz-OS, Behrenhoff; O.-
Nowack-OS, Bentwisch, OS E. Weinert, Berka;
26.0S L. Renn, 19. 0S, 41. OS L. Welskopf-Hen-
rich, 21. 08, 23.0S, 33.08S, 44.0S Fr. Espen-
beck, alle Berlin; A.-Becker-OS, Berlingerode;
OS G. Fugger, Bernau; OS Bernterode; OS Bir-
kungen; OS Geschw. Scholl, Blankeaberg; OS Fr.
Schiller, Bleicherode; W.-Seelenbinder-OS, Bis-
mark; L.-Herrmann-OS, Blumenhagen, G.-
Ewald-OS; Blumenthal; Fr.-Weineck-OS, Blum-
berg; Geschw.-Schoil-0OS, Bensdorf; OS Beuren;
K.-Wagner-OS, Bohrigen; OS Bockau; OS E.
Thélmann, A.-Bebel-OS, beide Boizenburg; J.-
Schehr-0OS, Born; U.-Steinhauer-OS, Brandsha-
gen; OS B. Brecht, Brehme; OS W. Pieck, Brei-
tenworbis; OS H. Beimler, W.-Seelenbinder-0OS,
beide Breitungen; P.-Neruda-OS, Britz; Dr.-Th.-
Neubauer-OS, Brotterode; M.-Poser-OS, Biirgel;
OSII P. Kortschagin, Burg-Stargard; W.-Pieck-
OS, Burow; W.-Estel-OS, Buttlar;. W.-Seelenbin-
der-OS, Buttstidt; 2. OS O. Grotewohl, Calau; St.
Jg. Naturf. u. Techn. Prof. Dr. G. Hertz, Calbe;
0.-Koschewoi-OS, . Callenberg; OS A. Einstein,
Caputh; K.-Marx-OS, Fr.-Weineck-OS, beide
Coswig; St. Jg. Naturf. u. Techn. Cottbus; OS
Dallgow; OS Br. Kithn, Dambeck; M.-Gorki-OS,
Dermbach; R.-Breitscheid-OS, Dessau; Kreis-
klub Jg. Math., Demmin; OS Dersekow; E.-Wei-
nert-OS, Deuna; OS Makarenko, Dingelstidt;
2.0S Dr. S. Allende, Débern; OS Fr. Reuter, Dé-
mitz; M.-Curie-OS, Dohna; OS K. Niederkirch-
ner, Domersleben; OS A. Matrossow, Dorndorf;
0.-Grotewohl-OS, Dreitzsch; Pionierpalast W.
Ulbricht, 100. OS P. Neruda, beide Dresden; M.-
Seydewitz-OS, Diirrréhrsdorf; Kreisklub, W.-
Pieck-0S, beide Eberswalde; OS H. Grundig, Ell-
rich; 1. OS R. Amstadt, Elsterwerda; E.-Weinert-
OS, Empfertshausen; Dr.-Th.-Neubauer-OS,
OS5 55 W. Hammann, Haus d. JP O. Grotewohl,
alle Erfurt; 3. OS O. Benario-Prestes, Falkenberg;
Th.-Miintzer-OS, Fambach; W.-Pieck-0S, Fehr-
bellin; 1.0S J. Korczak, 5.08 G. Dimitroff,
beide Finsterwalde; K.-Marx-OS, Floha; B.-
Brecht-OS, Floh; Stat. Jg. Techn. u. Naturf,
Kreisklub Math., Spezialschule C. F. GauB, Dr.-
Th.-Neubauer-OS, alle Frankfurt/O.; W.-Seelen-
binder-OS, Freienhufen; E.-Thalmann-OS, Frei-
tal; E.-Thilmann-OS, Friedeburg; OS F. Reuter,
OSII, beide Friedland; OS W. Seelenbinder,
Finfeichen; OSV H. Giinther, Fiirstenwalde;
Th.-Mintzer-Schule, Gehren; R.-Armstadt-OS,
Geisa; J.-R.-Becher-OS, Gemnrode; E.-Hartsch-
0S8, Gersdorf; J.-Gagarin-OS, Geithain; Kalinin-
08, Geschwenda; OS Gielow; W.-Pieck-0S, Gle-
sien; 7.0S, 5.0S J.-Gagarin-Schule, beide
Gorlitz; J.-Brinckmann-OS, W.-Husemann-0S,
beide Goldberg; Fr.-Engels-OS, OS R. Luxem-
burg, Haus d. JP Br. Kiihn, alle Gotha; OS J. Ga-
garin, Grabowhofe; Kreisklub Math. Grifenhai-
pichen; Stat. Jg. Techn. u. Naturf. Gransee;

,

Lenin-OS, E.-Thilmann-OS, beide Greifswald;
Goethe-0S, Greiz; K.-Marx-Schule, OS H. Beim-
ler, beide GreuBen; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.,
Grevesmiihlen; A.-Frank-OS, E.-Schultz-0S,
beide Grimma; A.-Walther-OS, Groditz; OS CL
Zetkin, Groitzsch; OS Grofbartloff; OS N.
Ostrowski, GroBdeuben; Haus d. Pioniere u. Ju-
gend G. Walter, Pestalozzi-OS, beide Groflen-
bain; OS Gr. Nemerow; J.-Gagarin-OS, Griin-
hain; Th.-Miintzer-OS, Gumpelstadt; OS H.
Giinther, Hachelbich; W.-Bredel-OS, Hagenow;
M.-Gorki-OS, Hainichen; Lenin-OS, Stat. Jg.
Techn. u. Naturf.,, beide Halberstadt; G.-Dimi-
troff-OS, Haldensleben; Kreisklub Halle-Siid; OS
f. Korperbeh. N. Ostrowski, Halle; Stat. Jg.
Techn. u. Naturf. Halle-Neustadt; E.-Thialmann-
0S, Harbke; J.-Fucik-OS, Hartha; K.-Opper-
mann-0S, Harzgerode; OS Hammerbriicke; OS
J. Marchlewski, Fr.-Wolf-OS, beide Havelberg;
OS B. Koenen, Hedersleben; Schule d. DSF, Hei-
ligengrabe; Math. Schiilerklub, Heiligenstadt; P.-
Schreier-OS, Hennigsdorf; Kreisklub Jg. Math.,
Hermsdorf; Cl.-Zetkin-OS, Hohenstein-E.; OS
Horka; 21. 0S, 22. OS, beide Hoyerswerda; OS E.
Egert, Hundeshagen; OS Hunshagen; OS W. See-
lenbinder, OS N. Mandela, beide Ilmenau; Goe-
the-0OS, Ilsenburg; G.-Dimitroff-OS, Immelbom;
G.-Ewald-OS, Ivenack; A.-Becker-OS, Jatzmick;
Kreismath.-Klub, Jiterbog; Fr.-Engels-OS, Kal-
tennordheim; OS A. Becker, Kamsdorf; H.-Beim-
ler-OS, Karbow; A.-S.-Makarenko-OS, M.-J.-Ka-
linin-OS, OS f. Kbérperbeh. Dr. F. Wolf,
E.-Schneller-OS, H.-Menzel-OS, W.-1.-Lenin-
OS, Pionierthaus M. Miiller, E.-Thilmann-OS,
Fr.-Matschke-OS, W.-Komarow-0S, Fr.-Heckert-
0OS, M.-Saupe-0S, P.-Tschaikowski-OS, G.-Agri-
cola-OS, alle Karl-Marx-Stadt; E.-Boberg-OS,
Karlsburg; J.-Warncke-OS, Katzow; OS Cl. Zet-
kin, Kaulsdorf; Zentral-OSI, Ketzin; OS E.
Schneller, Kirchberg; OS Th. Neubauer, Kiesel-
bach; E.-Thalmann-0S, Kleinmachnow; OS E.
Thilmann, Kleinoschersleben; H.-Matem-OS,
Klietz; OS H. Matern, Klockow; OS E. Thil-
mann, Klosterfelde; Goetheschule Konigsee;
Kreisklub Math. Konigs Wusterhausen; W.-See-
lenbinder-08S, Kénitz; OS O. Grotewohl, Kothen;
K.-Marx-OS, Kranichfeld; Bundesgymnasium
Krems (Osterreich); OS M. Burwitz, Kritzmow;
OS Kiillstedt; OS Cl. Zetkin, Laage; OS R. Breit-
scheid, Latdorf, Goetheschule, Lauscha; Pesta-
lozzi-OS, Leegebruch; E.-Wiesner-OS, Leezen;
OS E. Weinert, Legefeld; R.-Teichmiiller-OS,
Leimbach; OS R Luxemburg V, K.-Liebknecht-
0S, EOS K. Marx, Dr.-S.-Allende-0S, E.-Thil-
mann-0S, J.-C.-Fuhirott-OS, alle Leinefelde;
6.0S Cl. Zetkin, Haus d. JP A. Saefkow, beide
Leipzig; H.-Beimler-OS Leisnig; Lessing-OS,
Lengefeld; M.-Poser-OS, Lengfeld; A.-S.-Maka-
renko-OS, Leubnitz; E.-Thilmann-OS, Leuten-
berg; EOS Prof. Dr. M. Schneider, Lichtenstein;
C.-B.-GeiBler-OS, Liebstadt; OS Linda; OS W.
Wallstab, Loderburg; 1. 0S, Lommatzsch; Haus
d. JP Th. Kémer, Ludwigslust; OS 6 Kreismathe-
klub, Liibbenau; Stat. Jg. Naturf. u. Techn.,
Liibs; W.-Seelenbinder-OS, Lossau; OS M. Wall-
burg, Lobau; OS W. Bredel, Liibz; F.-L.-Hahn-
0OS, Liibtheen; OS K. Marx, Liibz; F.-Dzier-

zynski-OS, Magdala; LaBner-OS Math. Klub,

Magdeburg-Siid; J.-R.-Becher-OS, Mahlis; Haus
d. JP'F. Siemon, Markkleeberg; R.-Luxemburg-
OS, Markneukirchen; Cl.-Zetkin-OS, Meerane;
Dr.-Th.-Neubauer-OS, 7. 0S M. I. Kalinin, beide
Meiningen; A.-Kuntz-OS, Mellingen; OS J. Ga-
garin, Merkers; A.-Diirer-OS I, Merseburg; OS
Geschw. Scholl, Meuselbach; OS H. Rau, Mie-
ste; OS O. Benario, Mirow; OS E. Steinfurth,
Mittenwalde; OS Mittelstille; OS H. Danz, M6-
ser; O.-Grotewohl-OS, Naumburg; OS J. Fucik,
Naundorf; OS W. Bykowski, Neetzow; OS 12 E.
Weinert,” Neubrandenburg; M.-Burwitz-OS,
Neuenkirchen; F.-Dzierzynski-OS, Neuhaus; R.-
Hallmeyer-OS, Neundorf; Fr.-Schiller-OS, Goe-

theschule, beide Neustadt; W.-Seelenbinder-OS,
Niederlichtenau; Dr.-Th.-Neubauer-Schule, Nie-
derorschel; W.-Pieck-OS, Niederwiesa; Haus d.
JP H. Matern, OS W. 1. Lenin, beide Nordhau-
sen; H.-Beimler-OS, Oberbermsdorf; OS E. Wei-
nert, Oberschénau; Fr.-Frobel-OS, OberweiB-
bach; AG Jg. Math. Oebisfelde; E.-Weinert-OS,
Ohrdruf; Haus d. JP H. Coppi, Oranienburg, EOS
K. Marx, Oschersleben; O.-Eichler-OS, Oschatz;
OS P. Kmiec, Osternienburg; W.-Pieck-OS,
Osterwieck; Th.-Miintzer-OS, Osthausen; OS O.
Grotewohi, Pappenheim; Haus d. JP P. Géring,
Kreisklub Math. Parchim; Haus d. JP E. Weinert,
Pasewalk; A.-Becker-OS, Passau; OS Dr. Th.
Neubauer, Pfaffschwende; Spezialistenlager
Plauen-Land; Makarenko-OS, Plessa; OS E.
Schneller, Poleben; H.-Edenhofer-OS, Po8neck;
K.-Foerster-0S, - Potsdam; W.-Pieck-OS, Prem-
nitz; OS Pritzerbe; Goethe-Schule II, Pritzwalk;
OS Quellendorf; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Rack-
witz; OS G. Titow, OS Pestalozzi, beide Rade-
beul; W.-1.-Lenin-OS, Radewege; Stat. Jg. Na-
turf. u. Techn., Br.-H.-Biirgel-OS, Geschw.-
Scholl-0S, alle Rathenow; E.-Weinert-OS, Rei-
chenbach; E.-Thilmann-OS, Reinberg; A.-Hen-
necke-OS, Reinsdorf; E.-Thilmann-OS, Remda;
OS U. Steinhauer, J.-Gagarin-OS, H.-Burmeister-
08, alle Ribnitz; H.-Matem-0S, Spezialschule
Fr. Engels, Pestalozzi-OS, alle Riesa; J.-Gagarin-
OS, Riethnordhausen; H.-Matemn-0S, Rochlitz;
J.-Curie-OS;, Robel; Fr.-Schmenkel-OS, Ros-
kow; Ziolkowski-OS, RoBdorf; 1.0S W. Schro-
der, Haus d. JP, 37.0S K. Merseburg, alle Ro-
stock; O.-Grotewohl-OS, Rudolstadt; K.-Nieder-
kirchner-OS, Saal; W.-M.-Komarow-0OS, Saal-

‘feld; Stat. Jg. Techn. u. Naturf. E. Thidlmann,

Salzwedel;, OS Th. Miintzer, Stat. Jg. Naturf. u.
Techn.,, OS W. Pieck, alle Sangerhausen; T.-
Bunke-OS, Sanitz; OS Schadeleben; OS H. Ma-
tern, Schernberg; OS M. Gorki, Schkolen; OS
Schlagsdorf; OS H. Danz, OS J. G. Seume, OS K.
Marx, OS L. Pappenheim, alle Schmalkalden; P.-
Goring-OS, Schmiedefeld; OS Schule d. DSF,
Schneidlingen; K.-Liebknecht-OS, Schénbrunn;
OS K. Liebknecht, Schonebeck; H.-Beimler-OS,
Schonhausen; OS Kuba Schule d. DSF, Schors-
sow; E.-Weinert-OS, Schollene; OS Fr. Engels,
Schwallungen; OS _S. Kosmodemjanskaja,
Schweikershain; OS Fr. Frobel, Schweina; Lenin-
0S8, Schwarzenberg; Kreispionierhaus M. Bohme,
Sebnitz; OS H. Warmnke, Sielow; OS-Th. Miint-
zer, Silkerode; Haus d. JP M. Gorki, Fr.-Engels-
08, beide Sommerda; W.-Pieck-OS, Sonneberg;
OS Gliickauf, OS W. Pieck, OS A. Saefkow, alle
Sondershausen; A.-Becker-OS, Spreenhagen; OS
H. A. Eckemann, Sponholz; K.-Marx-OS, Kreis-
klub Math. OS A. Becker, beide Spremberg; R.-
Sorge-0S, Schwerin; I1. OS E. Wolk, Kreisklub
Math., beide Stadtroda; OS W. 1. Lenin, J.-W.-
Goethe-08S, beide StaBfurt; J.-Fucik-OS, Stein-
bach; R.-Luxemburg-OS, Steinsdorf; F.-Dett-
mann-OS, Stralsund; Haus d. JP F. Weineck,
Strausberg; Lasker-OS, Strobeck; K.-Marx-OS,
Stralsund; TOS, Siinna; 12.0S Dr. R. Sorge,
Suhl; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Tangerhiitte; OS
E. Thilmann, Tannenbergsthal; H.-Beimler-OS,
Tantow; E.-Weinert-0S, Teichwolframsdorf; J.-
Gagarin-OS, Teistungen; Fr.-Mehring-OS, Tie-
fenort; Pestalozzischule, A.-Einstein-OS, beide
Torgelow; E.-Schoeller-OS, Toplitz; OS Shukow,
Treben; OS W. Pieck, Trusetal; OS Dr. S. Al-
lende, Uebigau; Kreisklub Math., Goetheschule,
E.-Welk-0S, A.-Nitz-0S, alle Ueckermiinde; H.-
Beimler-OS, Unterbreizbach; OS UnterweiBbach;
E.-Schneller-OS, Umshausen; OS J. G. Seume,
Vacha; OS F. Luther, Velten; W.-Seelenbinder-
0S8, Viernau; OS Vitte; W.-John-0S, Vitzenburg;
OS Volkershausen; A.-Bebel-OS, Vogelsang; OS*
Walchow; Zentrale OS, R.-Luxemburg-OS, beide
Waldau; OS E. Schneller, Waldkirchen; Goethe-
schule Waren; OS Wasserthaleben;
Fortsetzung auf Seite 142
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1990

Ma 5m 3045 Drei Briider sind zusammen
41 Jahre alt. Roland ist S Jahre dlter als
Heinz, und Lothar ist ein Jahr dlter als Ro-
land. Welche Lebensalter (in ganzen Zah-
len) hat jeder dieser drei Briider?

Schiilerin R. Roch, Langenwolmsdorf

Ma5m3046 Eine Familie unternimmt
am Wochenende einen Ausflug. Jede der
vier Personen nimmt etwas Taschengeld
mit. Die beiden Kinder Bernd und Tina
haben gleichviel Taschengeld in ihrer
Geldborse. Der Vater hat 10,— M mehr ein-
-gesteckt als die Mutter. Der Vater, Bernd
und Tina haben zusammen 60,—M Ta-
schengeld mitgenommen. Uber wieviel
Mark Taschengeld verfigt jedes Familien-
mitglied, wenn sie zusammen 100,-M
mitgenommen haben? )

Schiilerin S. Heusing, Brotterode

Ma 5m 3047 Wie lautet die kleinste, wie
die groBte dreistellige natiirliche Zahl mit
der Quersumme 13? (Hinweis: Die Quer-
summe der Zahl 369 lautet 3 + 6 + 9 =18.)

Sch.

Ma 5m 3048 Die Schiiler Andreas,
Bernd, Claus und Daniel haben die Nach-
namen (in anderer Reihenfolge) Eckbart,
Fadelmann, Ginsich und Hermhaus. Sie
tauschen ihre Ferienerlebnisse aus.

Aus dem Gesprich geht folgendes hervor:
(1) Der Schiiler Génsich war mit Bernd
und Claus im selben Ferienlager.

(2) Andreas hat den Nachnamen Fadel-
mann.

(3) Auf einem Foto steht Claus neben dem
Schiiler mit dem Nachnamen Hermhaus.
Wie heiBen die Schiiler mit Vor- und
Nachnamen? Schiiler C. Puddig, Safnitz

Ma S m 3049 a) Jan denkt sich eine natiir-
liche Zahl. Er addiert 10 und verdoppelt
dann noch diese Summe. Damit erhilt er
als Ergebnis 52 mehr als seine gedachte
Zahl.

Wie lautet die gedachte Zahl?

b) Jorg denkt sich eine andere natiirliche

Zahl. Er erhilt bei gleichem Vorgehen je-
doch 20 mehr als seine gedachte Zahl.
Wie lautet Jorgs gedachte Zahl?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5w 3050 In dem Schema
KLEE
KLEE
KLEE

WIESE.

sind die Buchstaben so durch Ziffern 0, 1,
2,3, 4,5, 6,7, 8 bzw. 9 zu ersetzen, daB
man eine richtig geloste Additionsaufgabe
erhilt. Sch.

Ma5m3051 Ein Betrieb hat einen
,Lada“ und einen ,Dacia“. Der Lada ver-
braucht auf 100 km im Durchschnitt 1 Li-
ter Benzin mehr als der Dacia. Wihrend
eines Monats legte der Lada 800 km zu-
rick. Er verbrauchte fiir diese Fahrstrecke
5 Liter Benzin mehr als der Dacia ver-
braucht hitte. Im gleichen Monat ver-
brauchte der Dacia 63 Liter Benzin. Wie-
viel Kilometer Fahrstrecke legte der Dacia
zuriick? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m 3052° Ein Wanderer, der je Stunde
rund 6km geht, und ein Radfahrer, der
viermal so schnell ist wie der Wanderer,
kommen sich entgegen. Sie sind noch 1 km
voneinander entfernt. Welche Zeit vergeht,
bis sie erneut 1km voneinander entfernt
sind? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m 3053 Der Flicheninhalt des abge-
bildeten Quadrates betrage 144 cm?. Jede
Seite des Quadrates ist in drei gleichlange
Strecken unterteilt. Die sechs Eckpunkte
der schraffiert dargestellten Fliche liegen

+
+
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Die Klassenstufen-
nummer steht vor der Aufgabennummer.)
Schiiler der Klassenstufen 11/12 und Er-
wachsene 16sen die Aufgaben, welche mit
Ma 10/12 oder Na/Te 10/12 gekennzeich-
net sind.
4. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (siche Muster),
da die eingehenden Losungen aufgaben-
weise sortiert und korrigiert werden. Noch
eine Bitte an die Schulen: Sendet bitte die
Losungen bereits nach Aufgaben sortiert
ein.
5. Teilnehmer, die eine richtige Ldsung
(nicht nur Antworisatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Priadikat ,sehr gut geldst®,
,eut geldst” oder ,gelost*. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!
6. Jeder Teilnehmer solite einen Durch-
schlag seiner Losungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefte spéter erschei-
nenden Losungen vergleichen zu kénnen.

Der Jahreswettbewerb 1988/89 lauft von
Heft 5/1988 bis Heft 1/1989. Zwischen
dem 1. und 10. September 1989 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/88 bis 1/89 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.

Eingesandte Antwortkarten werden nur
dann zuriickgesandt, wenn ein Riickum-
schlag mit ausreichender Frankatur bei-
liegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 verdffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (von
den Wettbewerben der Hefte 5/88 bis 1/89)
erhalten ‘hat und diese einsendet, erhilt

eine  Anerkennungsurkunde wund ein
alpha-Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden  besitzen und

diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1988/89 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Ur-
kunde zuriick). Schiiler, die schon mehrere
Jahre teilnehmen, senden bitte die zuletzt
erhaltene Urkunde mit ein. Allein anhand
dieser werden die Teilnehmerlisten aufge-
stellt. Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und
die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird.

Redaktion alpha



auf solchen Teilungspunkten der Quadrat-
seiten. Welchen Fldcheninhalt besitzt das
schraffiert dargestellte Sechseck?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m3054 Im Rahmen eines Wettbe-
werbs sammelten die Schiiler der Klas-
sen 4, 5 und 6 einer Schule insgesamt
274 kg Altpapier. Die Schiiler der Klasse 6
sammelten 18 kg Altpapier weniger als die
Schiiler der Klasse 5; die Schiiler der
Klasse 4 sammelten 10 kg Altpapier mehr
als die Schiiler der Klasse 6. Wieviel Kilo-
gramm Altpapier entfallen auf die Schiiler
dieser drei Klassen?

Schiilerin H. Engel, Brotterode

Ma 6m3055 Ein Kleintierhalter -besitzt
doppelt soviel Hithner wie Géanse und drei-
mal soviel Kaninchen wie Hiihner. Diese
Tiere haben zusammen 120 Beine. Wie
viele Gédnse, Hiihner bzw. Kaninchen be-
sitzt dieser Kleintierhalter?

Schiiler A. Schmatloch, Blankenhain

Ma6m3056 In einer Gemiiseverkaufs-
stelle wurden an einem Vormittag insge-
samt 290 kg Gemiise verkauft, und zwar
doppelt soviel Kilogramm Mohren wie Ra-
dieschen, 10 kg Kohlrabi mehr als Méhren
und 20 kg Kohl weniger als Radieschen.
Wieviel Kilogramm jeder Sorte wurden ver-
kauft? Schiiler T. Peter, Brotterode

Ma 6 3057 Welche gebrochenen Zahlen
mit dem Nenner 17 sind groBer als 71( und
kleiner als i?

Schiiler T. Peter, Brotterode

Na/Te 6 m460 Laut Kursbuch betrégt die
Entfernung zwischen Leipzig und Dresden
120km. Der D492 fihrt in Dresden
9.00Uhr ab wund ist fahrplanmiéBig
10.42 Uhr in Leipzig. Wie groB ist die
Durchschnittsgeschwindigkeit dieses Zu-
ges? R.

Ma7m3058 Zeichne ein Quadrat ABCD.
Konstruiere tiber der Seite BC nach auBen
und iiber der Seite CD nach innen jeweils
ein gleichseitiges Dreieck. Bezeichne die
neuen Eckpunkte dieser gleichseitigen
Dreiecke mit E und F und verbinde E mit
F. Vergleiche den Flicheninhalt des Drei-
ecks EFC mit dem des Quadrates ABCD.
Begriinde deine Feststellung.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m 3059 Die Mitglieder einer Fami-
lie sind zusammen 92 Jahre alt. Die Toch-
ter Dagmar ist drei Jahre &lter als ihre

Schwester Ulrike. Die Mutter ist drei Jahre

dlter als das dreifache Alter von Ulrike.
Der Vater ist drei Jahre jlinger als das drei-
fache Alter von Dagmar. Wie alt ist jedes
der vier Familienmitglieder?

Schiilerin K. Bolzmann, Gadebusch

Ma7m 3060 Eine Familie hat drei Kin-
der. Im Jahre 1988 war das zweite Kind
vier Jahre idlter als das jiingste Kind. Das
dlteste Kind war zweimal so alt wie das
jingste Kind. Die Mutter war dreimal so
alt wie das zweite Kind, und der Vater war
vier Jahre ilter als die Mutter. Wie alt war

in diesem Jahre jedes Familienmitglied,
wenn alle zusammen 112 Jahre alt waren?
Schiilerin M. Schlegel, Schneidlingen

Ma7m 3061 Ein Parallelogramm A4BCD
habe die Eigenschaft, daB der Schnittpunkt
E der beiden Winkelhalbierenden der In-
nenwinkel BCD und ADC auf der Seite 4B
liegt. Beweise, daB dann CD = 4D + BC

gilt! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
D C
) {
2 f2
¢ H
A E B

Ma 7m 3062 Gegeben sei ein spitzwinkli-
ges Dreieeck ABC mit seinem Umkreis k.
Ein beliebiger innerer Punkt P des Drei-
ecks ABU werde mit B und C verbunden.

'Es ist zu beweisen, daB x BAC kleiner als

A BPC gilt. Sch.

Na/Te 7m461 Ein Wiirfel aus Alumi-
nium mit der Kantenlinge 2,08 cm hingt
an einem Federkraftmesser. Dadurch wird
die Feder um 10 mm gedehnt. Der Korper
wird durch einen Wiirfel aus Stahl ersetzt.
Wie groB ist nun die Ausdehnung der Fe-
der? R.

Na/Te 7m462 Vor einer Sammellinse
(Brennweite f=10cm) steht im Abstand
g=15cm ein G = 4 cm hoher Gegenstand.
Wo entsteht sein Bild (b) und wie groB ist
es (B)? (zeichnerische Losung) R.

Ma 8 m3063 Die Differenz aus einer vier-
stelligen natiirlichen Zahl und der Zahl,
die durch ein beliebiges Vertauschen der
Grundziffern dieser vierstelligen Zahl ent-
steht, ist stets durch 9 teilbar.
a) Bilde ein Beispiel!
b) Wie viele Vertauschungsméglichkeiten
gibt es?
¢) Beweise die Behauptung an einer Ver-
tauschung!

Schiiler P. Sewing, Horst

Ma8m®3064 Bildet man die Summe von
irgendwelchen finf aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen, verdoppelt man dann
diese Summe und streicht schlieSlich die
letzte Ziffer weg, so erhilt man stets den
mittleren Summanden dieser fiinf Zahlen.
Beweise diese Behauptung und gib zuvor
ein Beispiel an!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 8 m3065 Zeichne zwei beliebige sich
von auBlen im Punkt 4 beriihrende Kreise!
Sind B und C die Berithrungspunkte einer
gemeinsamen Tangente an diese beiden
Kreise, so ist der Winkel 5 BAC ein rech-
ter.
Diese Behauptung ist zu beweisen!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 8 m3066 Das Bild stellt ein Rechteck
ABCD mit den Seitenlingen AB = a und
BC = b dar. Auf der iiber D hinaus vérlin-
gerten Rechteckseite AD wurde ein Punkt
E festgelegt, und es habe 4AE die Linge c.
Durch E ist eine Gerade zu konstruieren,

die auf CD einen Punkt F erzeugt, so daB
CF die Linge d hatund a- b = ¢ dgilt.

Sch.
E
) C
O
b
A a B

Ma 8 m3067 Jemand berechnet das Volu-
men und die Oberfliche eines Wiirfels
(Einheit der Wiirfelkante: 1 cm) und stellt
fest, daB beide MaBzahlen {iibereinstim-
men.
Welches Volumen hat der Wiirfel?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Na/Te 8 m463 Ein Gleichstrommotor
nimmt bei 220 V 59 A auf. Wieviel mecha-
nische Leistung gibt er bei einem Wir-
kungsgrad von 85 % ab? R

‘Na/Te 8 m464 In einem Kalorimeter be-

finden sich 6,7 g Wasser. Ein Thermometer
wird eingebracht. Dabei steigt die ange-
zeigte Temperatur um Af= 14,6 K und
zeigt nach dem Eintauchen eine Tempera-
tur von 32,4°C an. Um das Thermometer
um 1K zu erwirmen, sind 1,93 J notwen-
dig. Welche Temperatur hatte das Wasser
vor dem Eintauchen des Thermometers?
(Die Wirmeabgabe des Kalorimeters wird
nicht beriicksichtigt.) -R.

Ma9m3068 Die Spannweite eines Briik-
kenbogens betrigt 60 m.
Wie groB ist seine Pfeilnéhe x, die sich
zum Durchmesser des zugehdrigen Kreises
wie 1:10 verhilt?

Schiiler A. Kellner, Halberstad!

X
60

Ma9m3069 Von zwei konvexen Vielek-
ken hat das eine drei Ecken und 21 Diago-
nalen mehr als das andere Vieleck. Um
welche Vielecke handelt es sich? Sch.

Ma9m3070 Einem gleichseitigen Drei-

eck mit der Seitenldnge a sei ein Quadrat

mit der Seitenlinge x so einbeschrieben,

wie es das Bild zeigt.

Es ist der prozentuale Anteil der Quadrat-

fliche an der Dreiecksfliche zu berechnen.
F. Thomas, Neukirch
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Ma9m3071 Jemand bildet vier natiirli-
che Zahlen so: Die zweite Zahl ist doppelt
so groB wie die erste; jede folgende Zahl ist
doppelt so groB wie die Summe aller voran-
gegangenen Zahlen. Eine der Zahlen ist
Primzahl, und eine lautet 1986.
Wie heiflen diese vier Zahlen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9w®3072 Eine kreisformige Rasenfli-
che mit einem Durchmesser von 20 m soll
von einem gleichmiaBig breiten Weg umge-
ben werden. Die Flicheninhalte von Weg
und Rasen sollen gleich groB sein.
Es ist eine Konstruktion des Rasens mit
Weg im MaBstab 1:500 anzufertigen! Die
Konstruktion ist zu begriinden!

-StR H.-. Kerber, Neustrelitz

Na/Te 98465 Drei Widerstinde 5,0 Obm,
10 Ohm und 20 Ohm werden a) hinterein-
ander und b) parallelgeschaltet und an eine
Spannungsquelle (Leerlaufspannung
13,5V, Innenwiderstand 1Ohm) gelegt.
a) Welche Klemmenspannung tritt an den
Klemmen der Spannungsquelle auf?

b) Bei der Paralielschaltung der drei ge-
nannten Widerstinde wird ein Gesamt-
strom von 3,0 A gemessen. Wie groB sind
die Teilstrome und die an den Widerstan-
den auftretenden Warmeleistungen? R.

Na/Te9m466 Eine elektrische Koch-
platte (Leistungsaufnahme 1000W) hat
einen Wirkungsgrad von 70 %. Wieviel Li-
ter Wasser von 18°C kann man in 15 min
auf 100 °C erwirmen? R.

Ma10/12 m3073 In welchem Zahlensy-
stem stellt die folgende Gleichung eine
wahre Aussage dar?
(1354),- (12), = (16 470),
Dipl.-Landwirt H. Boettcher, Weimar

Ma 10/12 m 3074 Es ist folgende Aussage
zu beweisen: Wenn die Summe dreier na-
tiirlicher Zahlen durch 3 teilbar ist, so ist
auch die Summe ihrer Kuben durch 3 teil-
bar. Schiler St. Krdhe, Gistrow

Ma 10/12m 3075 Einem Quadrat ABCD
sei ein gleichseitiges Dreieck so einbe-
schrieben, wie das Bild zeigt.
Es gelte a = f = 15°.
Wieviel Prozent der Quadratfliche wird
von der Dreiecksfliche eingenommen?

F. Thomas, Neukirch

D F C

‘ \
¢
A =3
A a B
Ma 10/12 3076 Unter welcher Bedin-
gung ist das folgende Gileichungssystem im

Bereich der natiirlichen Zahlen 16sbar?

1 ¢ + fabe? = ac + ¢?
@ JI=%
a, b ceN,;
abc*+0 F.Pampel, Zeulenroda
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_eine Kubikzahl ist.

Ma 10/12m 3077 Es sind die kleinsten
drei aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, fir welche . die
Summe aus deren Kubikzahlen ebenfalls
Sch.

Na/Te 10/12'm 467 Wie groB ist die Pe-
riodendauer einer Fliissigkeitssdule von
1 m Linge, die in einem U-Rohr schwingt?
(Es wird von der Reibung der Fliissigkeit
an der Rohrwandung abgesehen.)

Na/Te 10/12m 468 Mit einem Tauchsie-
der eine bestimmte Wassermenge zum Sie-
den zu bringen, dauert bei einer Spannung
von U, =205V 2 min langer als bei voller
Netzspannung U, =220V. Welche Zeit
wird bei voller Netzspannung benotigt?
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OS' Wechmar; A.-Becker-OS, Wechselburg;
Geschw.-Scholl-OS, WeiBenbomn-L.; Kreisklub
Jg. Math. WeiBwasser; J.-Gagarin-OS, Wemeu-
chen; OS A. Giinther, Wermnshausen; Haus d. JP
A. Becker, Werder; J.-Harder-OS, Wesenberg;
0OS O. Grotewohl, Westerengel; K.-Marx-OS,
Wilkau-HaBlau; Math. Zirke! ,Quant“, Winniza
(UdSSR); OS Wipperdorf; Stat. Jg. Naturf. u.
Techn. Wittenberg-L.; OS IV, Wittstock; OS H.
Heine, Wémmlitz; OS F. GieBner, Woffleben;
Dr.-Th.-Neubauer-OS,  Wohlmirstedt; Stat. Jg.
Techn. u. Naturf. G. Hertz, Wolfen; OS DSF,
Wolgast; OS Wormstedt; Lenin-OS, OSI H. Wer-
ner, beide Worbis; Dr.-R.-Sorge-OS, Wollin; OS
Th. Miintzer, Wulfen; F.-Frenz-OS, Wustermark;
G.-Walter-OS, Wustrow; H.-Kristen-OS, Zahna;
Lutherschule, OS Fr. Schiller, beide Zella-Meh-
lis; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Zembschen; W .-
Seng-0S, Zer=mick; Fr.-Schiller-OS, Zeulen-
roda; Zentrale OS W. Seelenbinder, Zielitz;
Prof.-Dr.-W.-Du-Bois-0S, Zittau; OS O. Benario-

_ Prestes, Zobersdorf.

Unterhaltsamer
Denksport

Versuche zunichst, die Aufgaben im Kopf
zu rechnen. Bilde dann Gleichungen und
berechne die Variablen!

1. Das 3fache einer Zahl, vermehrt um .ihr
4faches, ist 21. :

2. Das 12fache einer Zahl, vermindert um
12, ist 12.

3. Vermindert man das 7fache’ einer Zahl,
um 27, so erhialt man ihr 4faches.

4. Die Zahl 45 ist derart in drei Teile zu
teilen, daB alle drei untereinander gleich
sind, wenn man den zweiten mit 2 multi-
pliziert und den dritten durch 3 dividiert.

5. Vermehre ich eine Zahl, die ich im
Sinne habe, um die Hilfte dieser Zahl, so
erhalte ich 9.

6. Die Summe zweier Zahlen betrigt 7,
ihre Differenz 2.

7. Wie oft ist die Differenz der Zahlen 48
und 33 in der Zahl 225 enthalten?

8. Die Differenz zweier Zahlen ist 5, ibf
Produkt 300. Welche Zahlen sind es?

9. Es bleibt sich gleich, ob man den 9. Teil
einer Zahl um 9 vermindert oder ob man
ein Neuntel der Zahl um ihr 9faches ver-
mindert.

10. Addiert man zum 5. Teil einer Zahl'5,
so erhilt man dasselbe als wenn man von
der Zahl selbst 5 subtrahiert.

11. Um wieviel ist 99 gréBer als der Unter-
schied der Zahlen 98 und 22?

12. Die Summe der Quadrate zweier auf-
einanderfolgender Zahlen ist 61. Wie hei-
Ben die beiden Zahlen? )

13. Um wieviel ist der Quotient aus 120
und 8 kleiner als die Summe der beiden
Zahlen?

14, Vermehrt man eine Zahl um 6 und
vermindert dieselbe Zahl um 2, so ist das
Produkt der neuen Zahien 20.

15. Das Sfache einer Zahl, vermehrt um 5,
ergibt 50.
A. Kormer/l. Lehmann.

aus: Funktio, 5/87



XXX. Internationale
Mathematikolympiade

Braunschweig, 13. bis 24. Juli 1989

Aufgaben
1. Man Dbeweise, daB die Menge
{1,2,...,1989} derart in 117 paarweise ele-

mentfremde Teilmengen A,, A,, ..., A7
- zerlegt werden kann, daB folgende Bedin-
gungen erfullt sind:
(1) fir alle i enthilt 4; genau 17
Elemente,
(2) fir alle 4 hat die Summe der
Elemente in A; denselben Wert.
(Philippinen)

2. Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck.
Die Winkelhalbierenden seiner Innenwin-
kel «, f und y schneiden den Umkreis in
den Punkten A,, B, bzw. C,. Die Halbie-
renden der AuBenwinkel von § und y
schneiden sich auf der Geraden- A4, im
Punkt A,; analog seien die Punkte B, und
C, bestimmt. Die Flicheninhalte des Drei-
ecks A,B,C,, des Sechsecks AC,BA,CB,
und des Dreiecks ABC seien mit
| AyByCo |,| AC,BA,CB; | bzw. | ABC|
bezeichnet. Man zeige:
a) | AgBoCo | =2-| AC,BA,CB, |,
b) | AoBoCo!lz4-| ABC)|.

(Australien)

3. Es seien k und n feste positive ganze

Zahlen. In der Ebene sei eine Menge S von

n verschiedenen Punkten mit folgenden Ei-

genschaften gegeben: ‘

(i) keine drei Punkte von S sind
kollinear,

(ii) zu jedem Punkt P aus S gibt es
mindestens k verschiedene Punkte
aus S, die denselben Abstand von P
haben.

Man beweise: k<l+ 2n.

2
(Niederlande)

4. In einem konvexen Viereck 4BCD gelte
fir die Seiten AB,  AD und BC, daB
AB = 4D + BC ist.

Im Inneren dieses Vierecks liegt ein Punkt
P, der von der Geraden CD den Abstand A
und von den Punkten 4 und B den Ab-
stand h + 4D bzw. h + BC hat.

1 1 1

ise: =2 —F——+—.
Man beweise: ﬁ = \/;E JB_C

h (Island)
5. Man zeige:
Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es r aufein-
anderfoigende natiirliche Zahlen, von de-
nen keine eine Primzahipotenz mit ganz-
zahligem Exponenten ist.

(Schweden)

6. Wir nennen eine Permutation
(xy,%3,..., X2, der Zahlen 1, 2, ..., 2n an-
genehm, wenn

| x; — x;+ | = n fiir mindestens ein
i€(l,2,...,2n — 1} erfullt ist.

Man zeige, daB fiir jede natiirliche Zahl n
mehr als die Halfte aller Permutationen an-
genehm ist.

(VR Polen)

Arbeitszeit: zweimal 4,5 Stunden.
Bei jeder Aufgabe konnen 7 Punkte er-
reicht werden.

Unsere Mannschaft der IMO 89:

Prof. Dr. Burosch, Delegationsleiter
Prof. Dr. H.-D. Gronau,
stellv. Delegationsleiter

Andreas Siebert 1. Preis, 42 Punkte
Gerard Zenker 1. Preis, 42 Punkte
Frank Goéring 1. Preis, 42 Punkte
Jan Fricke 2. Preis, 33 Punkte
(Neubrandenburg)

André Ponitz 2. Préis, 30 Punkte
(Karl-Marx-Stadt)

Riidiger Beich 3. Preis, 27 Punkte

(Karl-Marx-Stadt)

Inoffizielle Linderwertung —

Preisverteilung
Platz Land 1. 2 3
1. VR China 4 2 -
2. SR Ruminien 2 4 -
3. UdSSR 3 2 1
4. DDR 3 21
5. USA 1 4 1
6. CSSR 2 1 3
7. VR Bulgarien 1 3 2
8. BRD 1 3 2
9. SR Vietnam 2 1 3
10. . Ungarische VR - - 4 1
11. Jugoslawien 1 3 1
12. VR Polen - 3 2
13.  Frankreich -1 5
14.  Iran -2 3
15. Singapur - - 4
16.  Tiirkei -1 4
Hongkong - 21

Jede Mannschaft bestand aus 6 Schiilern.
1. Preis fiir =38 uns =42 Punkte

2: Preis fur =30 und <37 Punkte

3. Preis firr =18 und =29 Punkte

Es nahmen Schiiler aus 50 Lindern teil.

Die Losungen der Aufgaben 'sendcn wir
euch auf Wunsch zu. Legt bitte einen fran-
kierten Riickumschlag bei. Alphons

Im Heft 1/90 wird Goldmedaillengewinner
Frank Goring iiber die Jubildums-IMO be-
richten.

Fortsetzung von Seite 123

- Wir erkennen: Links steht das Quadrat des

Quadratmittels der Zahlen a,b,c, rechts
das Produkt aus arithmetischem und har--
monischem Mittel. Nun ist aber (nach dem
oben bewiesenen) das Quadratmittel gro-
Ber gleich dem arithmetischen und dieses
wiederum (wir zeigen es anschlieBend) gro-
Ber gleich dem harmonischen, so daB die
Ungleichung in trivialer Weise bewiesen .
ist. Den letzten Beweis holen wir nun
nach: "

Es gilt: Fiir a,b,c¢ > 0 ist

a+b+c 3
3 1 1 1°
PR
Beweis: Es ist
1 1
(a+b+c)( ; -
= +-£
1+ (5 (64 2) (2+3)

=23+2+2+2=9,
wegen x+ l = 2 fur positive x.

Hneraus folgt aber sofort die Behauptung.
Die Verallgemeinerung lautet:

Fiir n positive Zahlen x;, i=1,2,...,ngilt
x,+x2+..+_7c-,,2 n
n -1 1 ’
—+—+...+—1-
Xy X3 Xn

Fiihrt den Beweis selbst, indem ihr wie im
Fall n = 3 vorgeht.

AbschlieBend zeigen wir, daB die Unglei-
chung (3) auch durch die Verwendung der
Heronischen Formel beweisbar ist.

Es ist

A=Yss—a)5-b)(s—¢)

3
=fs(Ys-a) -0 s-0)’

- - — 3
.é‘/;((: a)+(.13b)+(s c))2

(5 =2G)
g(aHbHc’)lL

4 7
=g’(a1+b’+c7).

Bei der ersten Abschitzung wurde benutzt,
daB das geometrische kieiner gleich dem
arithmetischen Mittel ist. Die zweite Ab-
schitzung ergibt sich aus (6).

W. Moldenhauer

1. 0. Kemer
Numerische Mathematik
mit Kleinstrechnern

288 S., 77 Abb., 58 Tab.
Bestell-Nr. 5717021
VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften

Preis: 19,80 M

alpha, Berlin 23 (1989) 6 - 143



Losungen

Losung zum Titelblatt, Heft 5/89
40. Jahrestag der DDR

Losungen zu: Geschwister, Heft 5/89

1. Es sind fiinf Geschwister, ndmlich ein
Maidchen und vier Jungen.

2. Es sind sieben Geschwister, ndmlich
vier Middchen und drei Jungen.

3. Es sind sechs Geschwister, nimlich vier
Miidchen und zwei Jungen.

4. Bezeichne Midchen mit M und Jungen
mit J! Es gilt dann J — 1 = 2M;
J=M-1)+3;:J=M+2; also
M+2=2M+1;also: M=1und J =3.
Es sind vier Geschwister, namlich ein
Midchen und drei Jungen.

5. Es gilt: a = b+ x. Damit sind aber un-
endlich viele Losungen méglich, z. B.
b=11;x=4;a=11+4=15.

6. Die Gleichung lautet: b=c+y. Mit
den gegebenen Werten ergibt sich =13
+5=18.

7. 6=M+J; M=3(J-=-1;
damit: M=3M -2);

also: M =3 und J =2. In der Familie sind
drei Mddchen und zwei Jungen, d. h. finf
Geschwister.

8. s=j—2; also:
s=(b-3)—-2=b-5;j=b-13,;

also: b+j+s5=40,;

b+ (b—3)+(b—5)=40;

also: 3b—-8=40;

daraus folgt b=16;j=13;s=11.
Johannes ist 13 Jahre, seine Schwester

11 Jahre und sein Bruder 16 Jahre alt.

9. In a Jahren ist Paul (P) so alt, wie Max
(M) heute ist; also: P+a=M. In den a
Jahren ist Otto (O + a) Jahre alt. Max ist
heute aber doppelt so ali;

also M = 2(0 + a). Wir wissen jetzt:

P=M—aund0=%—a.

I=M-1;

Es ist aber M—a>%—a, also

P> O und M >P, folglich M>P>O0.
Max ist der Alteste und Otto der Jiingste.

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Flachsmeyer, Heft 5/89

Gegeben war ein Ostwaldsches Rechteck
(DIN-Blatt).

Also gilt |AD| : |4B|=1: 2.

Teilung der Minorstrecke nach der Ost-
wald-Proportion.

(1) Man falte AD auf AB auf. Es entsteht
die Knifflinie AE. Der FuBpunkt von E sei
F. Fur das Rechteck FBCE kniffe man die

144 - alpha, Berlin 23 (1989) 6

Diagonale BE ein (iber die frither darge-
legte Benutzung der Mittelsenkrechten GH
zu BE). Dann teilt der Punkt H die Strecke
BC in Ostwald-Proportion.
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(2) Teilung der Majorstrecke nach der Ost-
wald-Proportion. (In entsprechender Weise
wie unter (1). Dazu muB man zunichst das
Ostwald-Rechteck Giber 4B als Minor her-
stellen!)

Lésungen zu den ,, Aufgaben auf
den Spuren Cauchys“, Heft 5/89

2. Ein solcher K6rper muB eine Ecke P ha-
ben, die man wahlweise nach auBen oder
nach innen ,stiilpen“ kann. Dies 148t sich
mit der minimalen Zahl von 6 Flichen
(Dreiecken) verwirklichen, wenn man auf
eine dreiseitige Pyramide 4ABCD eine klei-
nere Pyramide ABDP aufsetzt, die an der
Ebene ABD gespiegelt den fiinften Eck-
punkt P’ eines nichtkonvexen Kérpers
ABCDP’ ergibt (Bild 1a, b).

Bild 1a c

Bild 1b ¢

3. Eine iiber einer nichtkonvexen vierecki-
gen Grundfliche errichtete Pyramide er-
gibt einen nichtkonvexen Korper mit 5 Be-
grenzungsflichen (Bild 2). Jeder Korper
mit nur 4 ebenen Begrenzungsflichen ist

‘ein Tetraeder, d. h. eine von vier Dreiecken

begrenzte (eventuell schiele) Pyramide und
folglich konvex.

4. Im 1. Schritt zeigt man fir m = 2 durch
vollstindige Induktion:

Sflmx)=m- f(x}.

2. Schritt: Aus f (k) =f(n %)

o) ofE) )

n Summanden

1 1
)—7'f(k)—7'f(l+...+l)

k Summanden

jx= ==

n -

3. Schritt: Aus f(x +0) = f(x) + f(0)
folgt f(0)=0.

4. Schritt: Aus 0 = f(0) = f(x — x)
=f(x) + f(—x) folgt f(—x) = —f(x).

5. Ist f eine beliebige fiir alle Paare x,y
von reellen Zahlen definierté Funktion, so
ist

1 .
fi(6y) =5 (flx.y) + f(y, x)) symmetrisch

und £,(x.9) = 5 (f0x,) — fly, ) alter-
nierend und f(x,y) = fi(x,y) + fo(x,y).

Losungen zur Sprachecke

Ala Lotterie
Das abgebildete Lotterierad dreht sich zu-

nichst 17 1

16 Umdrehungen nach rechts,

dann 7i Umdrehungen nach links und

2
schlieBlich noch einmal 9—3— Umdrehungen

nach rechts. Welche Gewinnzahl steht am
Ende aller Umdrehungen unter dem fest-
stehenden Zeiger 4?

Losung: Es ist die Zahl 2.

A2 Ao Finde den Mittelpunkt

Die Zeichnung zeigt einen Kreis, dessen
Mittelpunkt nicht markiert ist. Du hast dei-
nen Zirkel vergessen, als einziges dein
Notizbuch mit.

Kannst du nur mit einer Seite des Notizbu-
ches den Mittelpunkt finden?

Lésung: Das geht mittels des Satzes des
Thales (ndherungsweise), indem du ein-
fach an zwei verschiedenen Stellen des
Kreises eine Ecke anlegst und jeweils die
Schnittpunkte der anliegenden Seiten mit
dem Kreis markierst und verbindest. Der
Schnittpunkt der beiden Strecken ergibt
den (ungefdhren) Mittelpunkt.

A3 a Kann die Gleichung
XK-Y-P-H-A-I=K-B-A-H-T

erfiilll sein, wenn an Stelle der Buchstaben
die Zahlen von 1 bis 9 eingesetzt werden.
Gleiche Buchstaben miissen dabei glei-
chen Ziffern entsprechen, verschiedene
verschiedenen.

Losung: Da 4=2% 6=2-3,8=23 9=32
ist, folgern wir, daB 5 und 7 auf beiden Sei-
ten der Gleichung als Faktor stehen miis-
sen. Deshalb kann nur A-H=5-7=7"5
sein. Die Primzahlzerlegung der verblei-
benden geraden Zahlen 2, 4, 6, 8 ergibt,
dafl die Zahl 2 insgesamt siebenmal als
Faktor steht. Wenn die Gleichung erfillt
ist, muB aber die Anzahl der Faktoren 2 ge-
rade sein. Somit kann die Gleichung im
angegebenen Definitionsbereich nicht er-
flillt werden.

Losungen zu:

Viele Ziffern verderben den Brei

A2a 320M

A3a 066kg

A4 A Hochstens 2 Biicher zum Preis von
10,00 M.

A 54 a) Rund 5kg Lackfarbe (bzw. Vor-
streichfarbe) werden benoétigt.

b) Es sind 6 Biichsen Vorstreich- bzw.
Lackfarbe zu kaufen (Ausgangspunkt: un-
gerundete Masseangabe 4,2...kg). Auch
Ergebnis: 7 Biichsen kann gerechtfertigt
sein, wenn Ausgangspunkt 5kg:0,8 kg
= 6,25 (Aufrunden auf 7!).



Loésungen zu:
20 Jahre alpha in Friedeburg

Beispiele fiir eine Losung sind:
7248 + 5248 = 12496,
5243 + 7243 = 12 486;
5248 + 7248 = 12496,
7243 + 5243 = 12486.

Losungen zur Schachecke

Die Schachsteine stehen im zusammenge-
fligten Schachbrettdiagramm auf folgenden
, Feldern.

WeiB: Ke7, Dg8, Te2, Tg7, LbS, Lgl, Sc2,
Sg4, Baé, b4, 13, f6.

Schwarz: Kd5, Dal, Tel, Th7, Lb8, Se6,
Sf7, Ba$, b2, d6, d7.

1. a7 (droht 2. a8D matt)

L:a7/a:b4/Sed8/Sfd8/Sd4/Se5
2. Da8/S:b4/Tg5/Td2/Sce3/Sge3 matt.

Loésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Verschliisselte Wiinsche

Der gesuchte Kode lautet: Ist dem n-ten
Buchstaben ‘des chiffrierten Satzes die
Zahl &, und dem des dechiffrierten Satzes
B, zugeordnet, so gelten

By =0, und B,4 = oty — B, oder

ﬂn+1 =26+ On+ 1 _ﬂn fur

n=123,..

Der dechiffrierte Satz lautet:

alphons wuenscht allen lesern im neuen
jahr gesundheit, erfolgreiches lernen, nutz-
bringende gesellschaftliche taetigkeit und
viel freude.

Wortspielereien
Es ist noch kein Meister vom Himmel ge-
fallen.

Dreiecks-Magie
Das Bild zeigt je eine mogliche Losung.

Einer zy viel

Streicht man den ersten und den letzten
Buchstaben, so ergibt sich ein neues Wort.
Nur nicht bei QUADER.

Riitselhafter Quader
Quader B und E.

Puzzelei

Kreuzzahlritsel
S5+ 4+ 7 =16
+ + .- +
24+9-2=29
— - + —
3+46-1=28
4 + 7 + 6 =17

Problem eines Weihnachtsmannes ,
40 Kinder bekamen keine griine, also eine
gelbe, blaue und rote Praline. An 29 Kin-

- der wurde keine gelbe, an 5 keine blaue

und an 3 keine rote Praline iiberreicht.

Magisches

00000

Losungen zu:
Mathematisches ALPHA-Quintett

Figur 1: ALPHA-HOlzchenspiel

ALEPH (2,1), ALGOL (5,1), APHEL
(7, 1), FOLGE (7, 1), SECHS (5, 1);

d.h., 2,5,7, 7 bzw. § H6lzchen sind umzu-
legen, und 1 Hoélzchen ist in jedem Falle
wegzunehmen.

Figur 2: ALPHA-Magisches

Das Bild zeigt eine mogliche Eintragung
der natiirlichen Zahlen von 1 bis 35 in die
ALPHA-Figur mit der charakteristischen
Summe 50:

OE® ®
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Figur 3: ALPHA-Kreuzwortritsel
Waagerecht: 1. Magma, 4. Hesse (Ludwig
Otto), 8. Rebus, 10. Werst, 11. Basis,

12. Meter, 13. Menge, 14. Sinus.
Senkrecht: 1. Maxwell (James Clerk),

. 2. Abstand, 3. Tangens, 4. Hilbert

(David), 5. Eins, 6. Klammer, 7. Umkreis,
8. Rhombus, 9. Strecke.

Figur 4: ALPHA-Legespiel

S s
2

/
e

Das Bild zeigt je eine Legemoglichkeit fur

die Buchstaben-Figuren von ALPHA sowie
fur einige weitere Legefiguren:

Figur 5. ALPHA-RoGsselsprung

A (links): KEGELSTUMPF, L: DURCH-
MESSER,

P: IKOSAEDER, H: HYPOTENUSE,

A (rechts): HAUPTNENNER.

Losungen zu: alpha gratuliert

Ala

a) 19+49+40=19 +89;

b) 19+49+40=1+98+9;

c) 19+4+9+4+0=19+8+9

A2a

a) 1+989=989+1;

b) 19+89=98+9+1;

c) 1+9+89=9+89+1;

d) 198-9=98+91

Ala 198-9=1989—198 —9(=1782)

Ada (9+8)-(T+6)-5+4H-3-2)
+1=1990

AS5A Es sei x die gedachte Zahl; dann

sind nacheinander folgende Rechnungen

durchzufiihren:

a) (x=1-(x+1)=x*-1;

b) 4-(x2—1)=4x>-4;

c) 4x?—4+4=4x?%;

d) y4x? =2x;

e) 199-2x =398 x;
398 - x

f) T—398,

g) 5398 =1990.

Aus f) folgt, daB man bei diesem Vorgehen
flir jede gedachte Zahl x das konstante Er-
gebnis 398 und wegen 5-398'=1990 stets
die Jahreszahl 1990 erhilt.

Losung zu: Zwei harte Niisse
Zum Jahresausklang 1989
Aus xy + x + y = 1989 folgt
(x+1)(y+1)=1990=2-5-199.
Da 2, 5 und 199 Primzahlen sind, lauten
die Losungen (0;1989), (1;994), (4;397)
und (9;198).
Ein aktuelles Losungsprodukt
Die lineare Gleichung (1) besitzt die ein-
deutige Losung x = x, = % Die quadrati-
sche Gleichung (2) besitzt die Losungen
x=-1 und x=x;= -151 (positive Lo-
sung). Die kubische Gleichung (3) besitzt
die drei Losungen x= -1, x= -2 und
7

= IIW (positive Losung). Das ge-
suchte Losungsprodukt P lautet dann:
.17 1989

199 1990 °

X=X



Mathematisches ALPHA-Quintett

Figur 1:

ALPHA-Hoélzchenspiel

Wieviel Holzchen mufl man jeweils umle-
gen und wieviel wegnehmen, um aus dem
mit 25 gleich langen Holzchen aufgelegten

Wort ALPHA die Worte ALEPH, ALGOL,.

APHEL, FOLGE bzw. SECHS erzeugen zu
kénnen?

Figur 2:

ALPHA-Magisches

Tragt die natiirlichen Zahlen von 1 bis 35

so in die Kreisfelder der ALPHA-Figur ein,

daB die Zahlensumme auf jedem geradlini-
 gen Buchstaben-Abschnitt 50 betriigt!

Figur 3:

ALPHA-Kreuzwortriitsel

Waagerecht: 1. glutflissige Gesteins-
schmelze des Erdinnemn, 4. deutscher Ma-
thematiker (1811 bis 1874), 8. Bilderritsel,
10. alte russische Léngeneinheit
(=1,067km), 11. Teil des Logarithmus,
12. SI-Basiseinheit der Linge, 13. Gesamt-
heit bestimmter Objekte, 14. Winkelfunk-
tion.

Senkrecht: 1. englischer Physiker, Astro-
nom, Mathematiker und Philosoph (1831
bis 1879), 2. Entfernung zweier Punkte,
3. Winkelfunktion, 4. bedeutender deut-
scher Mathematiker (1862 bis 1943), 5. na-
tirliche Zahl, 6. Formel-Hilfszeichen,
7. der einem Dreieck umbeschriebene

- Kreis, 8. Viereck mit vier gleich langen Sei-

ten, 9. geometrischer Begriff.

. Figur 4: .

ALPHA-Legespiel

Zerschneidet ein rechteckiges Stiick Kar-
ton, dessen Seitenlingen im Verhiltnis
1:2 stehen und das ihr euch aus acht kon-
gruenten Quadraten zusammengesetzt
denken konnt, in die abgebildeten sieben
(dick umrandeten) Teile (1 Rechteck (1), 1
gleichschenkliges Trapez (2), 1 ungleich-
schenkliges Trapez (3), 1 Parallelogramm
(4) und 3 kongruente gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke (5-7)). Legt nun
mit diesen sieben Teilen jeden Buchstaben
des abgebildeten Wortes ,ALPHA“ zusam-
men.

Fiir die doppelt auftretende A-Figur finde
man zwei wesentlich verschiedene Zusam-
menlegungen. :

Entwerft sodann noch weitere Figuren
(Buchstaben, Zahlen, Gebdude, Bdume
0.4.), die sich mit unseren siebefi Legetei-
len zusammensetzen lassen!
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Figur 5:

ALPHA-ROsselsprung

In jede Buchstaben-Figur wurde im Rossel-
sprung, d. h. in der Gangart eines Springers
beim Schachspiel, ein mathematischer Be-
griff eingetragen. Wie lauten diese fiinf Be-
griffe?

Viel SpaB beim Knobeln wiinscht euch
’ R. Mildner

(1115 o—0 [
I

34MII‘A a1 T Toe} fe] ) [er s
" = mp | e BN
LT IEEEE dn w11 ]
- fd - ¢ H - - e
E N Jusam = 2 EE =
4/_\ '
y R N
5] .

S| FlullelH slt|eEpfHE [sEINTRHTP]
v e{ P elu]l st o o ulr|{Yl ule]E
ElrlphlclrImMbdk[AlEL R[EINPIN]T]A
._KJ',G DIS|RJI|R E OL& N

ISSN 0002-6395 - alpha - Berlin - 23 (1989) 6 - Seiten 121 bis 144

Zwei harte Niisse

Zum Jahresausklang 1989

Welche geordneten Paare (x;y) natiirlicher
Zahlen x und y mit x < y erfiillen die Glei-
chung )

xy+x+3y=19897 W. Triger

Ein a.ktt'lelles Losungsprodukt

Gegeben sind die folgenden drei Gleichun-
gen:

(€3] Ix—-8=x+1,
2) 5x*-8x-13=0,
3 199x3 + 580x2 + 347x — 34 =0.

Ermittelt alle reellen Losungen jeder Glei-
chung und bildet danach das Produkt
P=x,;x,x,, wobei x; die jeweils positive
Lésung der Gleichung (i),i=1, 2,3, ist.
Wenn diese Losungen x; und P'nicht in De-
zimaldarstellung, sondern in (gekiirzter)
Bruchform angegeben werden, so ist .der
Zusammenhang von P mit dem bevorste-
henden Jahreswechsel offensichtlich.

R. Mildner



