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Die Biene
als Geometer

Wenn wir uns eine dem Bienenstock frisch
entnommene Honigwabe anschauen, so be-
eindruckt uns neben dem siiflen, goldgelben
Honig auch die aus Bienenwachs kunstvoll
gefertigle Wabe, in deren Zellen die Bienen
den Honig eingetragen haben. Wir [ragen
uns, wie die Bienen dieses komplizierte geo-
metrische Gebilde so regelmidBig gestalten
konnen. Wollen wir uns daher mit der Form
der Bienenzelle und dem Aufbau der Wabe
aus den Zellen niher vertraut machen! Hier-
zu werde einmal von der gewiB nicht richtigen
Annahme ausgegangen, daB die Biene ein
vernunftbegabtes und zu menschlichen Uber-
legungen [dhiges Wesen sel.

Bei der Erfindung von Zelle und Wabe miifte
die Biene folgende Forderungen aufgestellt
haben:

1. Die Zellen der Wabe sollen der Arbeitsbiene
Raum und Schutz bei ihrer Entwicklung vom
Ei bis zum ausgewachsenen Individuum bie-
ten.

2. Die Zellen sollen AufnahmegefiBe fiir den
Wintervorrat (Honig) sein.

3. Jede Zelle soll in gleicher Weise leicht zu-
ginglich und pflegeleicht sein.

4. Der Zellverband soll raum- und material-
sparend angelegt sein; d. h. Blockbauweise ist
anzustreben.

Diese vier Forderungen resultieren ‘aus den
natiirlichen Trieben der Biene nach Selbst-
erhaltung und Arterhaltung. Zur Arterhal-
tung gehort z. B, daB die Konigin mit einer
kleinen Stammbelegung von Arbeitsbienen
auch den strengsten Winter iiberleben kann.
Entsprechond den vier Forderungen ist von
der Grunckonzeption auszugehen, daB eine
gewisse Anzahl von prismatischen Zellen, die
den KorpermaBen der Biene angepaft sind,
zu einer Wand (Wabe) vereinigt werden. We-
gen der zu fordernden liickenlosen Zusam-
mensetzbarkeit kommen dafir nur regulire
Dreieck-, Viereck- oder Sechseckprismen als
Zellformen in Betracht.

Beim Dreieckprisma ist die GroBe der Innen-
winkel 60°. Die Inhalte von Inkreis und Drei-
eck stehen im Verhdltnis 1:1,654. Der Raum
der Zelle wiirde von der sich entwickelnden
Biene nur zum Teil ausgelastet werden. Die
Zelle ist nach jedem ,,Gebrauch® zu reinigen.
Auch dafiir wire der Arbeitsaufwand wegen
der spitzen Innenwinkel sehr groB. Dreieck-

prismen scheiden daher fiir diesen Zweck
aus.

Beim quadratischen Prisma ist die Grof3e der
[nnenwinkel 90 . Die Inhalte von Inkreis und
Quadrat verhalten sich wie 1:1.273. Auch
hier wird der Raum der Zelle nicht hinrei-
chend genutzt. Daher scheiden quadratische
Prismen zur Gestaltung von Zellen aus. Be-
merkenswert ist jedoch, daBB der Mensch
quadratische Prismen und. Rechte¢kprismen
fir Speicherzwecke bevorzugt heranzieht.
Man denke nur an die Schubkisten in den
Schranken von Apotheken und Drogerien
oder an Karteikasten in Verwaltungen und
Bibliotheken.

Beim reguliiren Sechseckprisma ist die Grofe
der Innenwinkel 120°. Die Inhalte von In-
kreis und Sechseck verhalten sich wie 1 :1,102.
Dieses Prisma bietet unter der zusitzlichen
Forderung der liickenlosen Zusammensetz-
barkeit zu einem Verband die beste Anpas-
sung an den Drehzylinder. Sechseckige Zellen
erlauben bei optimaler Raumauslastung we-
gen der stumpfen Innenwinkel eine Skonomi-
sche Wartung. Im heutigen Sprachgebrauch
wiirde man dies als die ,,nutzerfreundlichste
Losungsvariante™ bezeichnen.

Bis zu einem gewissen Entwicklungsstand,
auf dem z. B. die Wespen stehengeblieben
sind, wurden die Waben nur einseitig genutzt.
Wie auch in neuzeitlichen Bibliotheken zwei-
seitig nutzbare Biicherregale parallel zuein-
ander aulgestellt werden, baute die Biene von
einem gewissen Entwicklungsstand an auch
zweiseitig nutzbare Wabenwinde aul. Diese
ordnete sie in ihren Wohnhohlen, z. B. hohlen
Bdumen, parallel zueinander an.

Wie sieht nun die Mittelwand einer solchen
zweiseitig nutzbaren Wabe aus? Die Biene
16ste dieses Problem in einer Weise, die nicht
nur dem Geometer Bewunderung abnotigt.
Wir denken uns zunichst eine Ebene, auf die
eine Schicht kongruenter Kugeln mit dem
Radius r derart ausgebreitet wird, daB jede
innere Kugel der Schicht genau sechs weitere
Kugeln in je einem Punkt beriihrt. Die Tan-
gentialebenen an eine innere Kugel in den
Beriihrungspunkten mit den sechs Nachbar-
kugeln ergeben ein regulédres Sechseckprisma.
Nun wird auf diese Kugelschicht eine zweite
Schicht von Kugeln mit dem Radius r so aul-
gelegt, daB jede Kugel der oberen Schicht je
drei Kugeln der unteren Schicht beriihrt.
AuBerdem beriihrt jede innere Kugel der auf-
gelegten Schicht genau sechs Kugeln der
gleichen Schicht. In der Werkstoffkunde wird
eine solche Kugelpackung als ,dichteste Pak-
kung“ bezeichnet. Die Mathematiker haben
noch nicht bewiesen, ob es sich hier wirklich
um die dichteste Kugelpackung handelt. Wir
wollen trotzdem die bei Technikern iibliche
Bezeichnung iibernehmen.

Durch Ausmessung der Gipsabgiisse von
Bienenzellen 148t sich bestdtigen, da man
sich die doppelseitig genutzte Bienenzelle in
der folgenden Weise erzeugt denken kann:

Legt man in den gemeinsamen Punkten je
zweier sich beriihrender Kugeln aus zwei
Schichlen der dichtesten Packung von Ku-
geln mit geeignetem Radius die Tangential-
ebenen an die betreffenden Kugeipaare. so
lassen sich die Begrenzungsebenen der Bie-
nenzellen mit diesen Tangentialebenen zur
Deckung bringen.

Wie man aus dieser Erzeugung der beider-
seitig genutzten Wabe leicht erkennt, ist deren
Mittelwand keineswegs einc ebene Wachs-
platte. sondern ein aus Rhomben zusammen-
gesetztes Flichenstiick. Der Boden einer Zelle
besteht aus drei Rhomben. Wir kdnnten nun
die GroBe der Schnittwinkel berechnen, die
zwei Rhomben der Basislliche bilden oder das
Liingenverhiltnis der Diagonalen des Rhom-
bus ermitteln. .
Interessanter ist die Aufgabe zu zeigen, wie
man das Kantenge[lige einer Bienenzelle aus
dem Wiirfel herleiten kann. Der geometrische
Aufbau der Zelle wird dadurch iibersichtli-
cher und f[iir die Berechnung von Winkel-
groflen und Streckenverhiltnissen leichter
zuginglich. Wir greifen eine Kugel Ko mit
dem Mittelpunkt M, aus der oberen Schicht

-heraus. Diese umschliefen wir mit einem re-

guldren Sechskantprisma, so daB} jede Seiten-
fliche des Prismas gemeinsame Tangential-
ebene von K und einer benachbarten Kuge:l
(Ka...Ko) der oberen Schicht ist. Nach unten
wird dieses Prisma durch drei Rhomben ab-
geschnitten, die in den gemeinsamen Tangen-
tialebenen von K, und K, bzw. Ko und K,
bzw. Ko und K; liegen. Die Kugeln K;
(i=1, 2, 3) gehoren der unteren Schicht an
(vgl. Bild 1).

Der Berithrungspunkt von Ko mit K; wird
mit B; bezeichnet. Der zu K; gehorige Mittel-
punkt sei M; Dann gilt offenbar MB;
=M;B;=r. Daraus folgt MoM;=2r. Da sich
die Kugeln K, (i=1, 2, 3) auch untereinander .
beriihren, gilt lerner M;M, =2r lir i k.
Folglich sind die Kugelmittelpunkte Mo, M,,

.M,, M, Eckpunkte eines reguliren Tetra-

eders. Die Punkte B; sind Halbierungspunkte
der von M, ausgehenden Tetraederkanten
M M., Ferner steht die gemeinsame Tangen-
tialebene 1; von Ko und K; in B; senkrecht
aul MoM, Auf Grund der Symmetrie von

Rg

Bild 1



MM, beziiglich 1; schneiden sich die drei _

Basisebenen 7; im Schwerpunkt S (Mittel-
punkt) des Tetraeders (Bild 2). Als Kanten der
Basisebenen ergeben sich die Strecken SC;
(i=1, 2, 3). Wie aus Bild 2 leicht erkennbar
ist, gilt fiir die Léngen dieser Kanten C;C,=2r
firi+k.

Nun passen wir das regulire Tetraeder
MoMiM;M; in einen Wiirfel geeigneter
GroBe derart ein, daB jede der sechs Tetra-
ederkanten mit genau einer Diagonalen aus
jeder Seitenfliche des Wiirfels zur Deckung
kommt. Bei dieser Einpassung werden die
vier Tetraederecken in vier Ecken des Wiirfels
und der Tetraederschwerpunkt § in den Wiir-
felschwerpunkt iibergefiihrt.

Bild 2

Da auBerdem entsprechend Bild 2
C,C3=MoM, sowie C,C;L MoM, und
C,C,LSB, gilt, kann gefolgert werden, daB
die Punkte C,, C3 und damit auch C, bei
dieser Einpassung in drei weitere Eckpunkte
des Wiirfels fallen. Die Schnittgeraden (t,t,)
=(8C3), (t213)=(SC)), (r374)=(SC,) decken
sich also mit drei der vier Raumdiagonalen
des Wiirfels. Weiterhin ist erkennbar, daB die
Rhomben der Basisflache der Zelle senkrecht
auf der sie jeweils durchsetzenden Wiirfel-
seite stehen. Zum Beispiel ist der von den
Strecken SC; und SC3 aufgespannte Rhom-
bus senkrecht zu der Wiirlelseite MoC,M ,Cs.
Ferner sind die zu Rz bzw. f3 parallelen
Seiten des Basisrhombus Diagonalen in einem
Wiirfel, den man auf den gegebenen aufsetzen
kann. Aus dieser Einpassung der Zelle in den
Wiirfel ist weiterhin abzulesen, daB sich die
Diagonalen in den Rhomben der Basisfliche
wie 1:]/2 verhalten (vgl. Bilder 3 u. 4). Nach
Bild 2 stehen die Kanten des Sechseckprismas
senkrecht auf der von den Punkten Cy, C,, C,
aulgespannten Ebene. Aus Bild 4 ist zu schlie-
Ben, daB diese senkrecht zur Geraden (SP),
der vierten Raumdiagonalen des Wiirfels,
steht. Diese Diagonale ist eine drei Zellen der
Wabe gemeinsame Kante. Diese Zellen sind
in entgegengesetzter Stellung beziiglich der
bisher betrachteten angeordnet. Jeder der drei
Rhomben der Basisfliche der ersten Zelle ist
zugleich ein Rhombus der Basisfliche je einer
der drei gegenstindigen Zellen. Legt man zu
(SP) Parallelen durch die Eckpunkte M, C,,
M;, Cy, M3, C; des betrachteten Wiirfels, so
decken sich diese mit den Seitenkanten der
um die Kugel Ko gelegten Zelle (Bild 4).
Diese Parallelen sind wiederum Diagonalen
in Wiirfeln, die man sich an den vorgegebenen
Wiirfel angebaut denken kann. Der liicken-
lose Zusammenbau untereinander kongruen-
ter Wiirfel fiihrt zu einem ,.kubischen Raum-
gitter®.

Da alle Seitenkanten einer idealisierten Wabe
untereinander parallel sind, folgt aus diesen

Uberlegungen der Satz: Die Kanten der -

Zellen einer Bienenwabe liegen in den Diago-
nalen eines kubischen Raumgitters.

Der hier vorgefiihrte Idealfall des Aufbaus
einer Bienenwabe liegt in Wirklichkeit nicht
exakt vor. Da die Zellen u. a. fliissigen Honig

.aufzunehmen haben, sind diese leicht nach

oben geneigt. Zur Arterhaltung gehért auch
die Aufzucht von Drohnen. Diese sind groBSer
und schwerer als die Arbeitsbienen. Es gibt
daher auch Zellen, die der GréBe der Drohnen
angemessen sind. Die der GréBe der Arbeits-
bienen angepaBten Zellen sind Mehrzweck-
zellen. Sie dienen sowohl der Aufnahme der
Brut wie auch des Honigs. Im Friihling ist zu-
nédchst der Bedarf an Brutzellen groBer. Im
Sommer und Herbst iiberwiegt die Nutzung
der Zellen fiir die Aufnahme von Honig.

SchlieBlich erfordert die Aufzucht einer K6ni-
gin besonders groBe Zellen (Weiselzellen), da
der Hinterleib einer K&nigin besonders stark

ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Aus der Arbeit
des Kreiskorrespondenzzirkels
Zschopau

Die Kreiskorrespondenzzirkel im Kreis
Zschopau sind aus den Kreisarbeitsgemein-
schalten, die in drei Stiitzpunkten fiir die
Klassenstufen 5/6, 7/8 und 9/10 durchgefiihrt
wurden, hervorgegangen. Hierbei ergaben
sich vor allem durch die geographisch un-
giinstige Lage des Kreisgebietes zwei Haupt-
mangel. Es war schwierig, Termine fiir die ge-
meinsamen Zusammenkiinfte so zu finden,
daB alle Schiiler anreisen konnten, und einige
Orte konnten in die Arbeit iiberhaupt nicht
einbezogen werden. So beschlossen wir vor
nunmehr zwei Jahren, die Forderung der
Schiiler auf der Basis der Korrespondenz fort-
zusetzen, wobei langjihrige AG-Leiter als
Leiter eines solchen Korrespondenzzirkels
tatig sind.

Die Korrespondenzzirkel bestehen in den
Klassenstufen 5 bis 10, die Teilnehmer werden
nach dem Leistungsprinzip ausgewihlt, die
Teilnahme selbst erfolgt auf freiwilliger Ba-
sis.

Auf Grund der Ergebnisse bei der Kreis-
olympiade werden jedes Jahr die 16 Schiiler

ausgebildet ist. So finden alle Belange der
Selbsterhaltung des Bienenvolkes und der
Arterhaltung der Bienen beim Bau ihrer Zel-
len und Waben einen konstruktiven Nieder-
schlag. E. Schroder

Aufgaben

Ala Wie groB ist der Winkel, den die
Normalenvektoren zweier Basisrhomben der
Bienenzelle miteinander einschlieBen?

A2A Wie groB ist der Winkel, den die
Normalenvektoren eines Basisrhombus und
einer Seitenfliche der Bienenzelle miteinan-
der einschlieBen?

Bem.: Die Normalenvektoren sollen in das In-
nere der Zelle zeigen.

A3 A Zwei Basisflichen einer Bienenzelle
(Rhombentripel) lassen sich zu einem Rhom-
boeder (geschlossenes konvexes Polyeder) zu-
sammensetzen. In welchem Verhiltnis stehen
die Lingen von Kante und Hohe dieses
Korpets?



der Klassenstufe 5 mit den besten Ergebnissen
angesprochen und durch die Schule delegiert.
Besondere Hinweise und Wiinsche der Schule
werden dabei mit berlicksichtigt. Wer nicht
regelmdBig am Zirkel teilnimmt oder keine
entsprechenden Leistungen bringt, scheidet
aus. Andererseits besteht aber auch die Mog-
lichkeit, nach guten Ergebnissen bei der Kreis-
mathematikolympiade neu in den Zirkel auf-
genommen zu werden. Unser Ziel besteht
darin, einen Stamm von Schiilern zu erhalten,
die von der Klasse 5 bis 10 sich regelmiBig
auBerunterrichtlich mit Mathematik beschéf-
tigen. |

Im allgemeinen erhalten die Jungen Mathe-
matiker bis zum 10. jeden Monats vier Auf-
gaben (eine Serie) zugeschickt, die Losungen
sind bis Monatsende an den Betreuer zuriick-
zusenden, der mit den neuen Aufgaben die
Aufgaben des Vormonats korrigiert und mit
Hinweisen versehen dem Teilnehmer zusen-
det. Geplant sind im Jahr acht bis zehn Serien
je nach Klassenstufe. Am Ende jedes Jahres
erhalten alle erfolgreichen Teilnehmer eine
Urkunde, die Besten Buchpramien.

Uber die brieflichen Verbindungen hinaus
treffen sich die Betreuer ein- oder zweimal pro
Jahr mit den Teilnehmern zu Konsultatio-
nen. Eine Konsultation ist dabei eingebettet
in das Mathematik-Spezialistenlager, welches
wir jihrlich in den ersten drei Tagen der
Herbstferien durchfiihren und vorwiegend
der Vermittlung neuen Gedankengutes dient,
aufl dem dann die Betreuver im Korrespon-
denzzirkel aufbauen konnen. S. Reulecke

Aufgaben (Auswahl)

Klassenstufe 5

Ala Auszwei Orten 4 und B, die 75km
auseinander liegen, fuhren gleichzeitig zwei
Radfahrer ab und sich entgegen. Der eine fuhr
mit einer Geschwindigkeit von 12 km in der
Stunde, der andere mit 13 km in der Stunde.
Zusammen mit dem ersten Radfahrer lief ein
Hund los, der in der Stunde 35 km zuriick-
legte. Nachdem dieser Hund den ersten Rad-
fahrer hinter sich gelassen hatte, lief er dem
zweiten Radfahrer entgegen. Als er ihm be-
gegnete, lief er zum ersten zuriick. So lief er
vor und zuriick, bis die Radfahrer einander
begegneten. s

Wieviel km lief der Hund in dieser Zeit ins-
gesamt? ’

A2a Auf einer Wiese weiden Génse und
Schafe. Alle zusammen haben 40 Kopfe und
96 Beine. Wieviel Ginse und Schafe weiden
auf der Wiese? -

A3a Aus einem Draht von 120 cm Linge
soll einmal das Kantenmodell eines Wiirfels,
zum anderen das Kantenmodell eines Qua-
ders mit einer Linge von 15cm und einer
Breite von 10 cm hergestellt werden.

Um wieviel Kubikzentimeter unterscheiden
sich die Rauminhalte dieser beiden Korper?

Klassenstufe 6

Ala Esist sowohl die kleinste als auch die
groBte natiirliche Zahl zu ermitteln, die durch
36 teilbar ist und in der Form 7x35x darge-
stellt werden kann, wobei x beliebige Zilfern
sein kOnnen.

A2a Wenn man die Seiten a und b eines
Rechteckes um 6 cm verlingert, vergroBert
sich der Flicheninhalt um 174 cm?. Berechne
die Seiten a und b, wenn a=b+1 ist!

A3a Im Dreieck ABC sei der Winkel
ABC=45°, BD=a, DC=2q und der Winkel
ADC =60°. Bestimme den Winkel ACB!
Hinweise: a) Ein Dreieck mit zwei gleichen
Winkeln ist gleichschenklig. Ein gleichschenk-
liges Dreieck hat zwei gieiche Winkel.

b) Hat ein rechtwinkliges Dreieck noch Win-
kel von 30° und 60°, dann verhilt sich die
kurze Kathete zur Hypotenuse wie 1:2.

c) Beginne so: Fillt man das Lot von C auf
AD... '
d) Nicht maBstébliche Skizze:

[of
]
”
A B
Klassenstufe 8
Al A Beweise,daB fiir alle natiirlichen Zah-

2 3
len m auch der Ausdruck g_'_m__'_m_ eine

2 6
natiirliche Zahl ist!
Hinweise: a) Bilde den Hauptnenner und
addiere! b) Klammere aus! c) Uberlege dir
die Regel zur Teilbarkeit von Produkten
natiirlicher Zahlen! :
A2A Gegeben sei ein rechtwinkliges Drei-
eck ABC. Zu konstruieren ist ein Quadrat.
Zwei Quadratecken sollen auf der Hypotenu-
se AB liegen, die anderen beiden aul der
Kathete AC bzw. BC.

Hinweis: Zur gesuchten Figur finde eine dhn-
liche, brauchbare Hilfsfigur (zentrische Strek-
kung)!

A3 A Bestimme die Losungsmenge der fol-
genden Ungleichung im Bereich der ganzen
Zahlen:
4-2x
ol
Hinweis: Wann ist ein Bruch positiv? Fall-
unterscheidung!

>0

Ein Mathematik-Klub
in der Armenischen SSR

Prof. Eganjan hat viel mit Schiilern zu tun
und berichtet uns von einem Mathematik-
Klub ,,xyz* an einer Mittelschule der Arme-
nischen SSR: -

».-.Der Klub ,xyz* hat sich auf meine An-
regung hin den Namen ,C. F. Gaul}‘ gegeben.
Seine Mitglieder sind Schiiter der Mittel-
schule des Ortes Lernadsor im Kafansker
Rayon der Armenischen SSR, die sich unter
Anleitung ihres Lehrers Robert Grigbrjan
mit speziellen mathematischen Problemen
befassen. Sie horen dazu Vortrige von erfah-
renen Lektoren oder tragen auch selbst vor,
und natiirlich bemiihen' sie sich um die L&-
sung von Aufgaben aus dem gerade behan-
delten Gebiet, die an der Klubwandzeitung
veroflentlicht werden. Ich nenne euch einige
Themen des Klubs:

1. Primzahlen und Primzahlverteilung

2. Darstellung  bestimmter Primzahlen als

Summe zweier Quadratzahlen und Fermat-
scher Satz
3. Gitterpunktprobleme
4. Planare Graphen und Vierfarbenproblem
5. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal...“

Wie unser Bild zeigt, wird unsere Zeitschrift
vonden Schiilern im fernen Armenien gelesen,
woriiber wir uns alle sicher freuen. Vielleicht
sendet ein Mathematikzirkel unserer Repu-
blik seine Losung der Aufgabe von Prof.
Eganjan an den Klub ,,C. F. GauB* und tritt
mit ihm in Erfahrungsaustausch? Die Adresse
lautet: Klubim K. F. Gaussa pri schkole sela
Lernadsor, Kafanskogb raiona Armen. SSR,
UdSSR




Olympiadeaufgaben

aus Freundesland

Sozialistische Republik Vietnam (1974 bis 1976, Klassenstufe 10)

Al A Man beweise, daB die Zahl 2'47 —1

durch 343 teilbar ist.

Lisung: Wegen 2'°=1024 und 1029=3 - 343

gilt "

2147 1 =27 (21014 _ 1 =27 - 10244 — 1
=27-(1029 —5)!'*—1
=27-5"%_1(mod 343)=50" -1

(mod 343). (1)
Nun gilt
507 — 1 =(50— 1) (50 + 50° + 50* +- 50° + 502
+50+1)
=49 [(50°—1)+(50° = 1) +...
+(50-1)+7). )

Da die Summanden 50° — 1, 50° -1, ...,50—1
in der eckigen Klammer auf der rechten
Seite von (2) simtlich durch 50— 1=49, also
durch 7 teilbar sind und da auch der Sum-
mand 7 durch 7 teilbar ist, ist auch die
Summe durch 7 teilbar.

Daraus folgt, daB die Zah! 507 —1 durch
49-7=1343 teilbar ist. Wegen (1) ist daher
auch 2'47 — 1 durch 343 teilbar, w.z.b.w.

A2a Essind alle Paare (x, y) von ganzeh
Zahlen x und y zu ermitteln, fiir die

x(x+ 1) (x+7) (x +8)=y? )
gilt. '
Lésung: Es seien x, y ganze Zahlen, fiir die
die Gleichung (1) erfiillt ist. Setzt man
u=x+4, so ist auch u eine ganze Zahl, und
es gilt

U= @=-3)W+3)@+4=y"

also  (u?—16)(u*—-9) =y2

. 25 . .
Setzt man weiter t=u2—7, 50 ist 2t eine

ganze Zahl, und es gilt

(5

P =2,

4g2 —4y2 =49,

(2t +2y) (2t —2y)=49. 2)
Da 2t +2y und 2t — 2y ganze Zahlen sind und
49 sich wie folgt als das Produkt zweier
ganzer Zahlen darstellen 1408t:
49=1-49=7-7=49-1=(—1)- (—49)

=(=7)(=N=(-49)(-1),

erhédlt man die Gleichungen
2t+2y=amita=+1, +7, +49,

2t—2y=t~9.

15 -

Daraus [olgt

4I=a+£, t=%a+f‘2>,

a 4 a

49 1 49
dy=a——, y—z(“—;)- (3

also b+d—da’=a, )
ad +bc=0, also ad —ub=0,
d. h., a(d —b)=0. (5)
bd=b. 6)

1. Ist b0, so folgt aus (6) d=1 und daher
aus (5) =

a(l=b)=0. V)]
1.1. Ist a+0, so folgt aus (7) b=1 und daher
aus (4)

2—ag?*=aq,also a*+a—-2=0,d. h.,
a=1lundc=—1odera=—2und ¢c=2.

Man erhalt also die beiden Polynome
Pilx)=x*+x2+1,
Pyx)=x*—2x2+1,

die die gestellten Bedingungen erfiillen; denn

es gilt
Pix)=(x*+x+1)(x2=x+1),

) Pa(x)=(x2=2x + 1) (x? +2x +1).

1.2. Ist a=0, so folgt aus (4)

Man erhilt daher alle Werte fir x und y, fir b+d=0,alsob=—1.
die die Gleichung (1) erfiillt ist, aus der fol- Man erhélt das Polynom
genden Tabelle: Pi(x)=x*—1,
49 _1 49 2_,, 25 _ _y 4
a 7 f—a(d*-?) u —I+2 u x=u—4 y_4 a 7
1 49 22—5 25 5 1 —-12
-5 -9 —-12
-1 —-49 B 0 0 -4 12
2
7
7 7 3 16 4 0 0
-4 -8 0
7
-7 -7 = 5 9 3 -1 0
-3 -7 0
49 1 22_5 25 5 1 12
-5 -9 12
a9 1 2 0 0 -4 12

Dabher hat die Gleichung (1) genau die folgen-
den ganzzahligen Losungen (x, y):

©, 0), (1, 12), (1, —12), (=1, 0), (-4, 12),
(-4, —12), (=7, 0), (-8, 0), (-9, 12),
(-9, —12).

A3a Man ermittle alle Paare (g, b) reeller
Zahlen, fir die das Polynom x*+ax?+b
durch das Polynom x? + ax +b teilbar ist.
Lésung: Es seien a und b reelle Zahlen, fir die
x*+ax?+b durch x*+ax+b teilbar ist.
Dann gilt fiir alle reellen x
x*+ax? +b=(2+ax+b) (x> +cx+d), (1)
wobei ¢ und d reelle Zahlen sind.
Aus (1) folgt
x*+ax?+b=x*+(@+c)x>+(b+d+ac)x?
+(ad + bc)x + bd. (2)
Da die Gleichung (2) fir alle x erfiillt ist,

stimmen die Koeffizienten auf beiden Seiten

von (2) liberein. Daher gilt
a+c¢=0, also c= —aq, 3)
b+d+ac=a,

das wegen x*—1=(x?—1)(x>+1) die ge-
stellten Bedingungen erfillt.
2. Ist b=0, so folgt aus (5) ad=0, also a=0
oder d=0.
2.1. Ist a=0, so [olgt weiter wegen (4)
Man erhélt das Polynom

PA(X)=X4,
das wegen x*=x?-x? die gestellten Bedin-
gungen erfillt.
2.2. Ist a%0, so gilt d=0. Wegen (4) folgt
weiter

a*+a=0, also ala+1)=0,d. h.,

a=-—1.

Man erhilt das Polynom

Ps(x)=x*—x2, .
das wegen x*—x?=(x2—x)(x2+x) dic ge-
stellten Bedingungen erfiillt.
Daher haben die Polynome Py (x), Pi(x),
P3(x), P4(x) und Ps(x) und nur diese die ge-
forderten Eigenschaften. Es gibt also genau
5 Paare von reellen Zahlen mit den gefor-
derten Eigenschaften, namlich
(1, 1),(—=2, 1), (0, —1),(0,0), (— 1, 0).

d=0.



Eine Aﬁfgabe von

Prof. Dr.
A.M. Eganjan

Padagogisches Institut Jerewan ,H. Abowjan*
Armenische SSR

Leistungsschau
der Studenten an
der TU Dresden

A 1822 A Gesucht ist eine natiirliche Zahl
mit funf Ziffern, die 45mal groBer ist als das
Produkt ihrer Ziflern.

Ad4a Es seien g und b sowie a,, ay, ...,
a, (n=2) positive reelle Zahlen mit

aga b (k=1,2,...,n).
Ferner sei

1
m, =;1(a1 +az+...+ay),

1
mz=;(ai+a§+...+aﬁ).

Man beweise

+b)?
my é(a4ab) m}.

AS5A Esseien x, y, z reelle Zahlen mit
xX+y+z=xyz 1

1 1 1

und |x|<V3,|y|<V5,|z|<V5. )
Man beweise, dafl .
Ix—x? 3y—y* 3z-2°
1-3x2 l—-3yz+l—3zz
C3x—x3 3y—y? 3z-23
T1-3x% 1-3y7 1-322 -
gilt.

1

A6A Ohne Benutzung eines Tafelwerks ist
die folgende Summe zu berechnen:
’ Tn

L 65_7' 6 /T
S=tan 18+tan 18+tan 8

3)

A7A Es sind alle regelmaBigen n-Ecke
(n=4) anzugeben, die die folgende Eigen-
schaft besitzen:

Die Differenz der Linge der groBten Dia-
gonale und der Linge der kleinsten Diagonale
ist gleich der Linge der Seite des regelmaBi-
gen n-Ecks. .
Nguyén thdi Hing/R. Liders

Wir danken dem Mathematikstudenten Ngu-
yén thai Hing (z.Z. TU Dresden) fir die
Ubersendung der sieben Aufgaben und Ober-
studienrat Dr. R. Liiders fiir ihre Bearbeitung.
Die Lésungen zu den Aufgaben 4 und 5 siche
S.21. Die Losungen zu den Aufgaben 6 und 7
verdlfentlichen wir im Mittelteil des Heftes
3/79,d. Ked.

Alljahrlich werden an der Technischen Uni-
versitit Dresden Leistungsschauen der Stu-
denten und jungen Wissenschaftler auf Sek-
tions- und Universitatsebene durchgefiihrt.
Die Leistungsschau lehrt, sich an den Besten
zu messen und spornt zu neuen Erfolgen an.
In der Leistungsschau der Sektion Mathema-
tik stellt Rainer Tichatzky sein Exponat ,,Bild-
schirmhardcopy mittels Zeichenmaschine*
aus. Er studiert in der Seminargruppe 74/07/02
der Sektion Mathematik die Spezialrichtung
Mathematische Kybernetik -und Rechentech-
nik. Vor dem Ehrendienst in der NVA absol-
vierte er die Erweiterte Oberschule Pasewalk
mit Auszeichnung und ist Trager der Lessing-
medaille in Silber. Als mathematisch interes-
sierter Schiiler war er bei Mathematikolym-
piaden erfolgreich. Im Kollektiv der Seminar-
gruppe wirkt er gesellschaftlich als einer der
FDJ-Aktivisten der Gruppe. Er leitet den
Filmklub der Sektion.

Das vorgestellte Praktikumsergebnis ist Rai-
ner Tichatzkys erste selbstindige Entwick-
lungsarbeit. Innerhalb kiirzester Zeit hat er
Programmierung und Gerite zu beherrschen
gelernt. Seine eigene Arbeit stets kritisch und
methodisch priifend, gelangte er vor allem
auch zu einer bewuBten Einordnung seiner
Titigkeit in das Gesamtsystem Bildschirm.

Die Verteidigung der Praktikumsarbeit fand
erfolgreich im Rahmen des Austauschprakti-
kums in der VR Bulgarien statt.

Die Aufgabenstellung Kopie von Bildschirm-
bildern mittels Zeichenmaschine ist aus den
Forschungs- und Entwicklungsarbeiten der
Arbeitsgruppe Digitalgeometrie am WB Ma-
thematische Kybernetik und Rechentechnik
der Sektion Mathematik zum Aufbau eines
ESER-anschluBfahigen Kleinrechner-Bild-
schirm-Systems (Digitalgeometrischer Ar-
beitsplatz) abgeleitet. Die Erzeugung der
Bildschirmkopie gestattet das Fixieren des
Bildschirmbildes in im allgemeinen ausrei-
chender Detailtreue und im Zusammenwir-
ken mit der Umkehraktion, dem Darstellen
von als Steuerlochbédnder vorliegenden, mit-
tels Zeichenmaschine herstellbaren Bildern,
ein redigierfahiges Darstellungsarchiv zu ver-
walten.

Ubrigens: Die Besten sind nie mit sich zu-
frieden. Rainer Tichatzky hat inzwischen sein
Hardcopyprogramm selbstindig weiterent-
wickelt — ohne Betreuung und ohne Auf-
gabenstellung.

Rainer Tichatzky bei der Arbeit am ungari-
schen grafischen Bildschirmgerat GD'71.
Das Steuergerit ist ein DDR-Kleinrechner
KRS 4201, der wiederum mit einer ESER-
Anlage gekoppelt ist.

Als Zeichenmaschine wird ein DIGIGRAF
aus der CSSR verwendet. Der Digitalgeo-
metrische Arbeitsplatz entstand in interna-
tionaler sozialistischer Gemeinschaftsarbeit.

Kurzbiographie: Geboren 1953 in Lom-
matzsch, Besuch der EOS, Pasewalk, Abitur;
Auszeichnung mit der Lessingmedaille in
Silber, Teilnehmer an Mathematikolympia-
den; Ehrendienst bei der NVA, Mathema-
tikstudium an der TU Dresden, Sektion
Mathematik, Leiter des Filmklubs der Sek-
tion.




Albert Einstein
Teil 2

Ein Einblick in Einsteins
Gedankenwelt
(spezielle Relativititstheorie)

Isaac Newton hatte zwar auf die Schwierig-
keiten, die sich beim Messen und Vergleichen
der Zeit ergeben, hingewiesen, von weit-
reichenderem EinfluB war jedoch seine An-
sicht, die er in seinem Buch ,,Philosophiae
naturalis principia mathematica“ (1687)
auBerte: ,,Die absolute, wahre und mathe-
matische Zeit verflieBt an sich und vermoge
ihrer Natur gleichférmig und ohne Bezie-
hung auf irgendeinen duBeren Gegenstand.*
Neben der absoluten Zeit, einer fur alle Beob-
achter gleichen Zeit (Weltzeit), benutzt New-
ton auch den absoluten Raum, in dem sich
die Bewegungen physikalischer Koérper voll-
ziehen. Einstein, der dem Machschen Prinzip
folgte, nur experimentell Nachweisbares zu
akzeptieren, durchdachte die Zusammen-
hinge nochmals. Zunidchst ist es klar, daB
jeder Beobachter ein Koordinatensystem zur

Verfiigung hat, mit dem er den ihn umgeben-

den Raum beschreibt und seine eigene Zeit
(Ortszeit) miBt. Um mit einem anderen Beob-
achter Informationen auszutauschen, muB er
mit diesemn Signale austauschen (Lichtzei-
chen, Tone usw.), wozu Zeit bendtigt wird.

Betrachten wir ein Signal, das lings einer
Geraden, als x-Achse bezeichnet, vom Beob-
achter B im Punkt 0 (x =0) ausgesandt wird.
Das Signal ist ausreichend im Sinn der Physik
beschrieben, wenn wir zu jeder Zeit wissen,
an welchem Ort es sich befindet, also jedem

Zeitpunkt ¢ ein Ort in Abhidngigkeit von ¢

zugeordnet werden kann: x(t). Das kdnnen
wir . B. tun, indem wir an jedem Ort die Zeit
notieren oder in einem Achsenkreuz die
Funktion x(t) einzeichnen, die den Zusam-
menhang herstellt t— x(¢). (Zur Vereinfachung
betrachten wir im weiteren nicht Bewegungén
im dreidimensionalen Raum, sondern ledig-
lich lings einer in ihm gelegenen Geraden, die
als x-Achse gewihlt wird. Das hat den Vor-
teil, daB wir in einer Ebene .eine Zeitachse
(t-Achse) anbringen konnen. Wiirden wir
eine Ebene als Bewegungsraum wihlen, so
benétigen wir bereits den dreidimensionalen
Raum zur Anbringung einer Zeitachse, und
fiir den dreidimensionalen Raum selbst ist das
Anbringen einer Zeitachse anschaulich nicht
mehr moglich.)

Eine Signaliibertragung wird wie jede physi-
kalische Bewegung durch die Menge aller
durchlaufenen Orte (Punkte) mit der zugeho-

6

rigen Zeit beschrieben, also durch die Menge
der Paare (t, x(t)). Das Paar (¢, x(r)) gibt dabei
an, was sich in bezug auf das Signal oder einen
Korper an dem Ort x zur Zeit ¢ ereignet hat.
Deshalb wird jedes Paar (¢, x(t)) ein Ereignis
genannt. Die Menge aller Ereignisse charak-
terisiecren den Bewegungsablauf, sie bilden
gewissermafen die ,,Lebenslinie” des Signals
oder des bewegten Korpers. Die ,Lebens-
linie* nennen die Physiker genauer die Welt-
linie eines Korpers.

tetg t=t, tty x
Signal zur Zeit ¢ am Ort x
X
Q
X i), ;)
P
0 %o t
4

Bild 1: Weg-Zeit-Diagramm zur Beschrei-
bung einer Signalausbreitung. (Die einge-
zeichnete Gerade ist die Weltlinie eines von 0
ausgehenden Lichtsignals)

X

Verganpenheit

Bild 2: Der Lichtkegel
v=tanf=x/t>tanag=c

fiir den Punkt R (mdgliches Signal
von 0 nach R)

V=tan f=x/t>tanag=c

fit den Punkt Q (unmogliches Signal
von 0 nach Q)

In Bild 1 breitet sich das Signal P mit der Ge-
schwindigkeit v=Weg/Zeit=const. aus, der
Zusammenhang zwischen Weg und Zeit ist
durch die Gerade x=const.-t gegeben. Es
gibt nun eine groBtmdgliche Signalgeschwin-
digkeit, die nicht zu iibertreffen ist, und das
ist die Geschwindigkeit, mit der sich das
Licht ausbreitet (¢=2,9979250-10® m/s im
Vakuum. Beriicksichtigen wir das in Bild 1,
wenn die eingezeichnete Gerade als die von 0
ausgehende Weltlinie eines Lichtsignals an-
gesehen wird, so zeigt sich, daB die oberhalb
der Geraden gelegenen Ereignisse — wie Q —

nicht von einem Lichtsignal aus 0 erreicht
werden konnen. Natiirlich kann der zum
Ereignis Q gehorige Ort x, durch ein Licht-
signal zur Zeit ¢, erreicht werden, aber das
stellt das Ereignis (¢;, x,(¢;)) dar, das vom
Ereignis Q verschieden ist!

Verfolgen wir die Weltlinien des Lichtsignals
[ir vergangene Zeiten und zeichnen noch die
Weltlinie eines Lichtsignals ein, das in Rich-
tung der negativen x-Achse ausgesandt wur-
de, so erhalten wir den in Bild 2 gezeichneten
Lichtkegel. Die im mit Zukunft bezeichneten
Teil liegenden Ereignisse konnen von 0 aus
mit Signalen erreicht werden. Auf sie’kann ein
Beobachter in 0 Einf{luB nehmen. Der Ver-
gangenheitskegel enthélt die Ereignisse, von
denen Signale an einen Beobachter in O ge-
sandt worden sein konnen. Die restlichen Er-
eignisse der ,,Welt* stehen in keinem kausalem
Zusammenhang zu einem Beobachter in 0.
Die Weltlinie eines unbewegten Korpers ver-
lauft parallel zur t-Achse.

Gibt es zwei Beobachter aul einer Geraden
(x-Achse) mit den Koordinatensystemen K
bzw. K’ (x- bzw. x'-Achse sowie Zeit ¢ bzw. ¢')
und bewegen sich die Beobachter mit der Ge-
schwindigkeit v bzw. —v gegeneinander, so
daB fir t=¢'=0 ihre Urspriinge 0 bzw. 0
zusammen(allen, dann rechnen sich nach
Einstein deren Angaben (Koordinaten und
Zeit) wie folgt ineinander um

. t—ux/c? Y+ vx'/c? 1)
V1i—(o/c)? V1-(v/c)?
, x—ot x'+ vt )

x'= x= .
V1—(v/cp V1=(v/c)?
Bemerkenswert ist hieran,-daB nicht nur die
Ubermittlungszeit fiir die Uberwindung der
gegebenen Entfernungen und die gegenseitige
Geschwindigkeit v beriicksichtigt werden,
sondern die Beobachtungszeit dhnlich wie die
Orte umgerechnet wird!! Ist v sehr klein, so
liegt /1 —(v/c)* sehr nahe bei 1, also ergeben
(1) und (2) ndherungsweise die Gleichungen
t=t' x'=x-—ut,
die aus der klassischen Mechanik bekannt
sind (Bild 3). t=t' bedeutet, daB es fiir alle
Beobachter eine einheitliche Weltzeit gibt.
Die Einsteinsche Relativititstheorie enthilt
ganz unerwartete Folgerungen, die unsere
Vorstellungen von Raum und Zeit arg stra-.
pazieren. Auf einer Geraden (der x-Achse)

I

vt

0 t

Bild 3: Zwei ‘Beobachter mit verschiedenen
Bezugssystemen in der klassischen Mechanik
(Galilei-Translormation)



soll ein Stab der Linge I ruhen, dessen End-
punkte in einem Koordinatensystem auf der
Geraden fiir einen ruhenden Beobachter B
die Koordinaten x; und x; (x;>x;>0) ha-
ben. An diesem Stab bewegt sich ein Beob-
achter B’ lings der Geraden mit der Ge-
schwindigkeit v voriiber. Welche Stabldngen
messen der ruhende und der bewegte Beob-
achter? Die Linge des Stabes wird von jedem
Beobachter als Diflerenz der von ihm zur
gleichen Zeit wahrgenommenen Koordinaten
der Stabenden ermittelt. Der ruhende Beob-
achter- erhilt natiirlich zu allen Zeiten /=x,
—x,. Der bewegte Beobachter muB die Ko-
ordinaten x,” und x, der Stabenden zur
gleichen Zeit messen, d. h. t,"=t,".
Aus der ersten Gleichung von (1) folgt daher
ta—1 =(X2 —x;)v/cz.

Damit 148t sich aus der ersten Gleichung
von (2) die Linge I' des Stabes fiir den be-
wegten Beobachter berechnen:
X2 =Vt — X1+ 0,

/1= (/e

_I=uta =) _ 1—I(v/c)? - 1—(v/c)?
Vi-?  V1-0ff  V1-(0/)
=1)/1—(v/c)? also

U=1/1—(v/c)*.
Da die Wurzel kleiner als 1 ist, folgt

I' <l (Ldngenverkiirzung),
und der Unterschied der gemessenen Lingen

ist um so groBer, je ndher v bei ¢ liegt (weil
dann }/1—(v/c)*-0).
Bild4 zeigt die Verhdltnisse anschaulich.

I* ist das durch Lichtsignale iibermittelte
visuelle Bild, das beide Beobachter vom Stab
haben. | bzw. ! sind die verschiedenen Lin-
gen, die auf den x- bzw. x’-Achsen vom ruhen-
den bzw, bewegten Beobachter zum gleichen
Zeitpunkt gemessen werden. Obwohl die
Rechnung I>0 ergab, zeigt Bild4 </
Hier liegt kein Widerspruch vor, denn in
unserem Bild der Raum-Zeit-Welt werden

die Abstinde nicht so gemessen, wie wir
es normalerweise gewohnt sind. Zum Ver-

gleich erinnern wir daran, daB es auf jeder
geographischen Karte der Erde GroBen gibt
(z. B. Lingen, Winkel, Flichen u.a.), deren
Messung komplizierter als auf der Erde ist,

I’=xz’—x1’=

X
x'f
p /
2
{ { *
X1 7
¢
0 Y-!anc!
o' t

Bild 4: Lingenverkiirzung eines Stabes fur
den bewegten Beobachter. Der ruhende Beob-
achter B miBt im x,t-System, der bewegte im
x',t'-System.

so daB beispielsweise groBer erscheinende
Entfernungen bei Azimutalprojektionen oder
groBer erscheinende Landflachen bei Mer-
catorprojektionen in Wirklichkeit kleiner
sind.

Biicher iiber Einstein
und die Relativititstheorie

Landau/Rumer

Was ist die Relativititstheorie?

8. Auflage 1977, 58 S., 3,60 M

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft

Melcher

Relativitiitstheorie in elementarer
Darstellung (mit Aufgaben und Losungen)
5. Auflage 1976, 344 S., 12,80 M

VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften

Liebscher

Relativitiitstheorie mit Zirkel und Lineal
1978, 155 S., 8- M

Akademie-Verlag

Schmutzer

Relativititstheorie aktuell

1979, etwa 180 S., 12,50 M

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft

Herneck

Albert Einstein

3. Auflage 1977, 124 S.,5-M

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft

Herneck

Einstein privat. Herta W. erinnert sich
an die Jahre 1927-1933

1978, 172 8., 7,50 M

Buchverlag Der Morgen

Einstein

Uber die spezielle und die allgemeine
Relativitiitstheorie

4. Auflage 1976, 130 S, 8,- M
Akademie-Verlag

In einem Moskauer Park fotografiert:

{

%

Der Physiker A.F. Joffe iiber Einstein:
,,Wihrend meines Aufenthalts in Berlin in-
teressierte sich Einstein fiir meine Untersu-
chungen iiber Kristalle. Er bat mich, ausfiihr-
licher dariiber zu sprechen. Ich erinnere mich,
daB ich um 3 Uhr zu ihm gekommen war.
Ungefahr nach einer Stunde kam seine Frau
und bat Einstein, irgend jemanden zu empfan-
gen, der aus Hamburg gekommen war, um
den beriihmten Gelehrten kennenzulernen.
Einstein ging derartigen Begegnungen und
allem, was den Charakter von Reklame trug
oder seine Berithmtheit unterstrich, aus dem
Wege. Aber offenbar fand er in seiner Familie
keine Unterstiitzung. Deshalb fiihrte er mich
in einen benachbarten Park, um ungestort
das Gesprich fortsetzen zu konnen. Erst als
die Gefahr einer Begegnung voriiber war,
kehrten wir in sein Kabinett zuriick. SchlieB-
lich, um 2 Uhr nachts, war das Gesprich
beendet und alles klar. Weder ich noch wahr-
scheinlich die Mehrzahl der Wissenschaftler
waren einer so langen und systematischen
Gedankenanspannung fahig. Aber fiir Ein-
stein war das offenbar eine gewohnte Sache !
(Aus A.F.Joffe ,Begegnungen mit Physi-
kern, B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig, 1967)
Einsteins Mantel
Einstein traf einen seiner Bekannten. ,,Herr
Einstein, Sie sollten sich unbedingt einen
neuen Mantel kaufen!* riet ihm dieser. ,, Wes-
halb denn?* entgegnete Einstein. ,,In dieser
Stadt kennt mich doch keiner!*“ Nach Jahren
trafen sich beide in derselben Stadt wieder
und Einstein trug den alten Mantel immer
noch. Der Bekannte riet dem Gelehrten er-
neut, sich einen neuen Mantel zu kaufen.
,,Weshalb denn7* entgegnete Einstein. ,,Hier
kennt mich doch jeder!**

(Aus Wurzel 5/78, Jena)
Einstein schien geradezu eine Freude daran

.zu haben, alle Maoglichkeiten der wissen-

schaftlichen Behandlung eines Gegenstandes
mit unermidlichem Wagemut durchzuko-
sten. (Brod)

Sowijetische Studentinnen bei aktiver Beschiftigung mit Mathematik
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

>
&

.. von Fans fiir Fans ..

\zum freien Du\vnloud/

Letzter Einsendetermin: 5. Mai 1979

ZEimngs]rIb
¢

Mathematik

Ma5 #1823 Wie lautet die vollstindige
Subtraktionsaufgabe **** — *** = | 114, wenn
an Stelle der Sternchen nur Ziffern fiir gerade
Zahlen stehen diirfen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #1824 Fiir eine Zirkusveranstaltung
wurden genau 1978 Eintrittskarten verkauft,
und zwar an der Kasse 4 Eintrittskarten von
der Nummer 001 bis 498, an der Kasse B von
der Nummer 1247 bis 1999. An der Kasse C
hatte die erste verkaufte Eintrittskarte die
Nummer 3000. Welche Nummer stand auf
der zuletzt an der Kasse C verkauften Karte?
Mathematikfachlehrer W. Forg,

Schwaz, Osterreich

Ma5 ®1825 Erwin, Torsten und Simone
gingen gemeinsam ins Kinderwarenhaus ein-
kaufen. Erwin kaufte ein Hemd fiir 20,50 M.
Torsten erwarb fir seinen kleinen Bruder eine
preisgesenkte Hose. Simone hatte fiir ein
Kleid und eine Schiirze zusammen 40,25 M
zu bezahlen. Der Preis des Kleides war gleich
dem dreifachen Preis der Hose, die Torsten
kaulte. Wie teuer war die Schiirze, wenn man
weiB, daB die Hose genau halb so teuer war
wie das Hemd, das Erwin kaufte?

Schiiler St. Franze, Dresden, 67. 0S

Ma5 =1826 Das Bild stelit ein Quadrat

ABCD mit der Seitenlinge AB=a dar. Die

Seite AB wurde iiber B hinaus bis F, die

" Seite BC iiber C hinaus bis G, die Seite CD
F

iiber D hinaus bis H, die Seite DA iiber A
hinaus bis E jeweils um sich selbst verlidngert.
Es ist zu untersuchen, wievielmal der Flidchen-
inhalt des Quadrates ABCD im Flacheninhalt
des Vierecks EFGH enthalten ist. Sch.

Ma$5 ®1827 In dem Schema
abb+ cd=efb
3 +
agd— f =aef

eb - hk=fla ]
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB man sechs richtig geldste Aufga-
ben erhilt. Dabei sind fiir gleiche Buchstaben
gleiche Ziffern, liir verschiedene Buchstaben
verschiedene Ziffern einzusetzen. Sch.

Ma5 w1828 Die Schiiler einer Klasse gra-
tulieren im Jahre 1978 ihrem Lehrer, der
dlter als 30 Jahre, aber jlinger als 40 Jahre
geworden ist, zum Geburtstag. Auf der Gra-
tulationskarte wurden von den Schiilern in

- scherzhalter Weise die beiden Ziffern. der

Zahl, die das Lebensalter des Lehrers angibt,

vertauscht. Dadurch wurde dieser Lehrer um

neun Jahre ,jiinger gemacht“. In welchem
Jahre wurde dieser Lehrer geboren?

Schiilerin Kirsten Hawlitschek

und Schiiler Ulf Kretschmer, Débeln

Ma6 ®1829 In den drei Gleichungen

1) aa*b=ccd, :
(@)  Bb-c=bb,
3) ccrd=d,

die ein-, zwei- und dreistellige natiirliche
Zahlen in dekadischer Darstellung enthalten
sollen, sind die Buchstaben so durch Ziffern
zu ersetzen, daB wahre Aussagen entstehen.
Fiir gleiche Buchstaben sind gleiche Ziffern,

q fiir verschiedene Buchstaben verschiedene
- : Ziffern einzusetzen. Es ist die Zahl x aus der
Gleichung x =a+b+ ¢ +d zu bestimmen. Die
Losung ist zu begriinden.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
H
Thies LuAbar, 26 Grvsrow, Werdersér. 22 Ma 7s
Kersting-0S, Kbasse 7 g| 1369
30 150 p
Preicikat: ol
______ LLosrng:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-.
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der ‘Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene lésen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstidndige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost', ,gut gelost oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.
Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1978/79 liuft
von Heft 5/78 bis Heft 2/79. Zwischen dem
1. und 10. September 1979 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/78 bis 2/79 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt,
Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/79 veroffentlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten — richtig
geldst — (durch die Beteiligung an den Wett-
bewerben der Hefte 5/78 bis 2/79) erhalten hat
und diese einsendet, erhilt eine Anerken-
nungsurkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1978/79 ein-
senden, erhalten das alpha-Abzeichen in Gold
(und-die Urkunden zuriick). Wir bitten darauf
zu achten, daB alle Postsendungen richtig
frankiert sind und daB die Postleitzahl des
Absenders nicht vergessen wird.

Redaktion alpha



Ma6 #1830 In einem gleichschenkligen
Dreieck ABC mit der Basis AB sei der Mittel-
punkt des Schenkels AC mit M bezeichnet.
Der Streckenzug von M iiber C nach B sei
45 cm lang; der Streckenzug von B iiber 4
nach M sei 25cm lang. Wie lang sind die
Seiten dieses Dreiecks?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®1831 In dem abgebildeten Dreieck
ABC mit dem Winkel X CAB=a=72° wurde
aul der Seite AC ein innerer Punkt D so
festgelegt, daB AB=BD=CD gilt. Es ist zu
beweisen, daB das Dreieck ABC gleichschenk-
lig ist. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

(o

A\

A 8

Ma6 u1832 In dem Schema

b - cd=efgh
+ o+

ci —dg= ik
iga+ hc = gig

sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB in jeder Zeile und Spalte richtig
geldste Aulgaben stehen. Dabei sind fir glei-
che Buchstaben gleiche Ziffern, fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziflern einzu-
setzen.

Ma6 ®1833 In einem Ferienlager trelfen

sich vier Schiiler mit den Vornamen Mario, .

Torsten, Gotz, Peter und den Nachnamen
Krause, SaBnitz, Schmidt, Jacke. Von ihnen
ist folgendes bekannt:

(1) Sie wohnen in Berlin, Erfurt, Prag bzw.
Rostock.

(2) Jeder von ihnen ist Schiiler genau einer der
Klassen 6, 7, 8 und 9.

(3) Der Schiiler Mario heiBt mit Nachnamen
nicht Jacke.

(4) Der Schiiler aus Berlin geht in die
6. Klasse.

(5) Peter und Jer Schiiler mit dem Nach-
namen Jacke stehen im Briefwechsel mit-
einander.

(6) GOtz ist Schiiler der' 9. Klasse.

(7) In Rostock wohnt der Schiiler mit dem
Nachnamen Krause. . -
(8) Peter wohnt weder in Prag noch in Berlin
und heit mit Nachnamen nicht Krause.

(9) Der Schiiler mit dem Nachnamen Krause
geht in die 9. Klasse; er ist mit Torsten be-
freundet.

(10) Der Schiiler mit. dem Nachnamen
Schmidt geht in die 6. Klasse; der Schiiler
mit dem Nachnamen SaBnitz geht in die
8. Klasse.

Welchen Vor- und Nachnamen hat jeder die-

Sch. -

ser Schiiler, welches ist ihr Wohnort, welche
Klasse besucht jeder von ihnen?.
Schiiler Volker Franke, Nordhausen, KI. 6

Ma7 =1834 Addiert man zur Summe zweier

natiirlicher Zahlen ihr Produkt, so erhélt man .

110. Wie viele Losungen besitzt diese Aufga-
be? Gib alle Losungen an!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 w1835 Von einer Familie ist folgendes
bekannt:
Vater und Mutter sind zusammen 75 Jahre,
Vater und Sohn zusammen 54 Jahre, Vater
und Tochter zusammen 51 Jahre alt. Alle
vier sind zusammen 100 Jahre alt. Wie alt ist
jedes Familienmitglied, wenn die Lebensalter
in ganzen Zahlen ausgedriickt sind?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 81836 Es mogen folgende Definitio-

nen gelten:

(1) Ein Primdreieck ist ein Dreieck, bei dem
die MaBzahien der drei Seitenlingen PFim-
zahlen sind.

(2) Ein Primdreieck heiBt reguldr, wenn die

~MaBzahlen der drei Seitenldngen aufein-
einanderfolgende Primzahlen sind.

(3) Ein Primdreieck hei8t bindr, wenn die
MaBzahl des Umfangs des Dreiecks eine
zweistellige Primzahl ist.

Wieviel Primdreiecke, die untereinander nicht

kongruent sind, gibt es, die zugleich reguldr

und binir sind?
OL Werner Melka, Neubrandenburg

Ma7 ®1837 Unser Kalender hat 7 Monate
mit je 31 Tagen. Man beweise, daB es in jedem
Kalenderjahr genau einen Wochentag gibt,
auf den der 31. Tag eines solchen Monats
nicht fallen kann.
Schiilerin Vera Wilhelm, Leipzig
Dr.-Bruno-Schoenlank-0S

- Ma8 ®1838 Gegebenseien [olgende ,,alpha-
Gleichungen*:
W a=22 @ pX2EE
a a o
o, o o
() L_E+E 4) H=(a+a) 5
5 a=22
oo

In den Gleichungen (1) bis (5) sind die Buch-
staben A, L, P, H, a durch die Zilfern 1, 2, 3,
4,5,6,7, 8,9 so zu ersetzen, dal wahre Aus-
sagen entstehen. Dabei sind gleiche Buch-

& T AT e fER(A-2
bordi 0LV -1 7. P BT

2 Caeor w2y P ps- TP
’- -'-';’,L',, f?‘:‘;‘- s 4 O
e —

DB

g

,,Na und - ich nehme an der Fernseh-
akademie teil ! -

staben durch gleiche Ziffern und verschiedene
Buchstaben durch verschiedene Ziffern zu er-
setzen. Gib simtliche Méglichkeiten an!

OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Ma8 =1839 Familie Miiller war 25 Tage im
Urlaub. Nach der Riickkehr (ragten Freunde
Herrn Miiller, wie denn das Wetter gewesen
sei. Herr Miiller antwortete:
295% der Tage waren kalt, 85% naB, 75%
windig und 65%; triibe.*
Wie viele Tage des Urlaubs waren windig,
triibe, kalt und naf zugleich?

Schiiler Maik Weide, POS Crostau, KI1. 8

Ma8 ®1840 Welchen Flicheninhalt hat das
Netz einer geraden quadratischen Pyramide,
wenn eine Seitenfliche der Pyramide einen
Umfang von 16 cm hat und eine Seitenkante
der Pyramide 1,5mal so lang ist wie die
Grundkante? Fr.

Ma8 #1841 Gegeben sei ein Parallelo-
gramm ABCD. Die parallelen Seiten AB bzw.
CD sind je 10 cm und die anderen parallelen
Seiten BC bzw. AD sind je Scm lang. Der
Abstand der beiden lingeren parallelen Sei-
ten betrigt h=4cm. Zu berechnen sind die
Lingen der beiden Diagonalen AC bzw.
BD. Schiiler Dirk Spiering, 4.0S Zittau, K1.7

Ma9 ®1842 Man bestimme drei natiirliche

Zahlen, deren Summe 945 ist, wobei é der

ersten Zahl gleich % der zweiten Zahl und

gleich % der dritten Zahl ist.

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma9 ®1843 Man ermittle alle Paare natiir-
licher Zahlen, fur die gilt: Die Diflerenz der
Quadrate beider Zahlen ist gleich dem Vier-
fachen des arithmetischen Mittels beider
Zahlen. Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma9 ®]1844 Man beweise, daB [ir jede
Primzahl p> 3 der Term p? —1 durch 24 teil-
bar ist. Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma9 1845 Gegeben sei ein Dreieck ABC
mit einem Umfang von 9,6 cm. Die' Summe
der Lingen der Seiten AB und BC ist doppelt

so groB wie die Linge der Seite AC. Die

Linge der Seite BC verhilt sich zur Linge der

Seite AB wie 5 : 3. Es sind die Langen der drei

Seiten 4B, BC und AC zu berechnen.
Schiiler Andreas Giinther, Altenburg

Ma10/12 m1846 In einem Dreieck mit den
Seitenlingen a, b und ¢ und den GroBen der
Innenwinkel a, § und y soll gelten:

(1)  c¢?=4a? und

@  a+f=y

In welchem Verhiltnis stehen die drei Seiten-
lingen zueinander? Ing. A. Kérner, Leipzig

Ma10/12 m1847 Es ist ein gleichseitiges
Fiinfeck ABCDE mit der Seitenlinge a=2 cm
zu konstruieren. Das Fiinfeck soll zwei nicht

9



benachbarte rechte Winkel besitzen. Der
Flacheninhalt dieses Fiinfecks ist zu be-
rechnen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma10/12 m1848 Bei den 32. Ski-Weltmei-
sterschaften 1978 in Lahti errang die Sowjet-
union mit 75 Punkten den ersten Rang in der
Nationenwertung. Die Anzahl der Gold-
medaillen war gleich der der Bronzemedaillen
-und gleich der Anzahl der vierten und gleich
der der fUnften Plitze. Die Anzahl der Silber-
medaillen war gleich der Summe aus der An-
zahl der Bronzemedaillen und der Anzahl der
sechsten Platze. Wieviel Gold-, Silber- und
Bronzemedaillen, 4., 5. und 6. Plidtze errang
die UdSSR?
(1. Platz: 7 Punkte; 2.Platz: 5 Punkte;
3. Platz: 4 Punkte; 4.Platz: 3 Punkte;
5. Platz: 2 Punkte; 6. Platz: 1 Punkt.)
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma10/12 #1849 Gegeben sei eine aus sie-
ben kongruenten Quadratflichen zusammen-
gesetzte Rechteckflache (siehe Bild). Es ist zu
beweisen, daf fiir die Winkel der GréBen a
und B der Figur gilt:26,5° <a+ f < 26,6°.
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

z (AT
// ]

Physik

Ph6 w51 Der Mond bewegt sich auf einer
fast kreisformigen Bahn um die Erde. Diese
Umlaufbahn hat eine Linge von rund
2400000 km upd wird in ungefdhr 40000 min
durchlaufen. Berechne die Geschwindigkeit
(Bahngeschwindigkeit), mit der der Mond die
Erde umkreist in kh_m!

Ph7 852 Ein PKW mit einer Gewichtskralt
von 1250 kp fdhrt eine StraBe mit 129 Stei-
gung hinauf. (Auf 100 m waagerechte Linge
12 m Steigung.) Welche Kraft muB der Motor
mindestens aulbringen, wenn man die Rei-
bung vernachlassigt?

Bemerkung: Entnimm einer maBstdblichen
Zeichnung die Grofe 1!

Ph8 w53 Durch einen Tauchsieder [lieBt
ein elektrischer Strom mit einer Stirke von
2,3 A. Berechne die elektrische Ladung, die in

1 . .
zh durch den Tauchsieder transportiert
wird!

Ph9 854 In einem Fahrstuhl wird eine
Person mit einer Masse von 75 kg erst auf-
wirts und dann abwirts befordert. Dabei
treten jedesmal beim Anfahren Beschleuni-
gungen von 1,8 m - s~ 2 auf. Berechnen Sie die
Belastung (in kp) des Fahrstuhlbodens durch
die Person wihrend der Beschleunigung in
beiden Fillen!
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Ph10/12 55 Eine Stimmgabel schwingt
beim Kammerton a’ mit einer Frequenz von
440 Hz und einer Amplitude von 3 mm. Be-
stimmen Sie:

a) rechnerisch die Elongation nach 1ms
(Millisekunde);

b) zeichnerisch die Elongation nach I ms,
indem Sie die erste Schwingung in ein ty-
System eintragen!

Chemie

Ch7 w41 Ein Kupfer(Il)-oxid enthalt 5%
Verunreinigungen. Es soll mit Kohlenstoff zu
Kupfer reduziert werden. Bei der Produktion
entsteht auBerdem noch Kohlenmonoxid.

a) Wieviel Kilogramm Kupfer kann man aus
1,2 t Kupfer(II)-oxid gewinnen?

b) Wieviel Kilogramm Kohlenmonoxid er-
hilt man, wenn mit einem Gasverlust von
1,5%, gerechnet werden muf3?

Ch8 w42 0,57 g einer Substanz werden in
Wasser gelost und mit Salzsdure verseizt. Die
Losung wird zum Sieden erhitzt und mit einer
Bariumchloridlosung  vollstandig  gefillt.
Nach dem Filtrieren, Auswaschen und Trock-
nen des Niederschlags von Bariumsulfat wird
bis zur Massenkonstanz geglitht. Der leere
Tiegel hat ein Gewicht von 13,92 g, nach dem
Glithen wiegt er mit Inhalt 14,15 g. Berechnen
Sie den Prozentgehalt an Schwelel in der
urspriinglichen Substanz!

MBORN‘Taanm

Ch9 =43 0,07 g Aluminiumpulver reagieren
mit Natriumhydroxid nach folgender Glei-
chung: :

1Al+2NaOH+ 6 H,0—2NaAl(OH), +3H,
Dabei werden 77,4 ml trockenes Wasserstoll-
gas von 25°C und 750 Torr gebildet. Wieviel
Prozent Aluminium enthilt das Pulver?

Ch10/12 w44 Salpetersaure kann aus dem
Nichtmetalloxid Stickstofldioxid und durch
Reaktion von Natriumnitrat mit Schwefel-
sdure hergestellt werden. Bei beiden Verfah-
ren werden 25kg 82%ige Stickstoffverbin-
dung eingesetzt. Die Dichte der Salpeter-
sidure betrdgt 1,509 kg-17!. Welche Variantc
liefert die groBte Ausbeute 99%;ige Salpeter:
saure in Liter?

Aus dem Referat des Ministers fiir Volks-
bildung, Margot Honecker, auf dem VIII. Piid-
agogischen Kongrefl, Oktober 1978

Mit den jetzt geltenden Lehrplinen fiir Ma-
thematik haben wir endgiiltig mit dem biir-
gerlichen Rechen- und Raumlehreunter-
richt gebrochen. Als dieser Weg vor fiinfzehn
Jahren eingeschlagen wurde, gab es noch
manchen Zweifel an der Realisierbarkeit der
hohen Zielstellung unseres Mathematikunter-
richts. Wir kénnen heute feststellen, daB diese
Ziele in immer hoéherer Qualitat realisiert
wurden. Das mathematische Wissen unserer
Schiiler ist griindlicher geworden. Grund-
legende Fertigkeiten werden sicherer be-
herrscht, was jedoch nicht heiBt, daB wir bei-
spielsweise mit der Entwicklung der Rechen-
fertigkeiten schon zufrieden sein konnten.
Auch an der Uberwindung der Schwierigkei-
ten bei der Losung von Anwendungs- und
Sachaufgaben muB weitergearbeitet werden.
Wir miissen noch mehr darauf achten, alle
Schiiler zu befdhigen, aus einem gegebenen
Sachverhalt die mathematische Aufgaben-
stellung herauszuarbeiten und die erforder-
lichen mathematischen Verfahren zu ihrer
Losung einzusetzen. Gerade das Finden des
Losungsweges und das selbstindige Begriin-
den der einzelnen Schritte bereitet den Schii-
lern oft Schwierigkeiten. Wir missen daher
priifen, ob die Schiiler geniigend zum Ver-
gleichen, Erldutern, Begriinden angehalten
und befihigt werden. -



Die letzten
30 Jahre
haben Gewicht

Seit hunderttausend Jahren wird gezihlt, und
schon seit mehreren tausend Jahren be-
schaftigen sich Menschen ,,hauptberuflich*
mit Mathematik. Als im Jahre 1409 die
Leipziger Universitit gegriindet wurde, gab
es Lehrveranstaltungen in diesem Fach aller-
dings nur im Rahmen der ,,freien Kiinste*,
deren Studium Voraussetzung war, um Theo-
logie, Jura oder Medizin studieren zu kénnen.
Sie wurden oft von verschiedensten Profes-
soren anderer Fachrichtungen mit gehalten.
Spéter waren es in Leipzig vorwiegend Astro-
nomen, die auch in der Mathematik hervor-
traten.

Seit etwas mehr als 100 Jahren gibt es einen
Aufschwung der Mathematik in Leipzig, der
vor allem durch eine stindig weitergefiihrte
Anwendung der Analysis (Differential- und
Integralgleichungen,  Variationsrechnung,
Theorie der komplexwertigen Funktionen)
auf physikalisch-technische Probleme ge-
kennzeichnet ist (Strémungslehre, Elastizi-
tatstheorie, Optik, heute auch Relativitéts-
und Quantenfeldtheorie).

Jeder kiinftige Fachmann auf diesem Gebiet
stoBt auf Ergebnisse beriihmter Leipziger
Professoren wie Carl Neumann, Sophus Lie,
Otto Holder, Paul Koebe, Leon Lichtenstein.
Jedes Jahr beim Studentenaustausch mit der
Sowjetunion, beim Aufenthalt in Leningrad
oder Kiew, staunen unsere heutigen Studen-
ten, wie gut die sowjetischen Freunde Namen
und Leistungen dieser Gelehrten kennen. In
jedem ernsthaften Lehrbuch iiber Geometrie
in der Welt taucht der Name von Felix Klein
auf, der 1861 das Mathematische Institut an
der Leipziger Universitit griindete. Er und
seine Nachfolger fiihrten eine Ausbildung von
Mathematiklehrern auf hohem Niveau ein,
die ebenfalls bis heute ein Charakteristikum
an unserer Universitit ist.

® 1945 lag die Leipziger Universitit in
Trimmern. Zwei Drittel aller Gebidude,
Bibliotheken und Gerite waren zerstdrt. Die
Amerikaner nahmen bei ihrem Abzug aus
Leipzig 46 Wissenschaftler und zahlreiches
Material mit nach Westen. Bis zur Griindung
der DDR waren die Kriegsfolgen an der
Universitidt nicht iiberwunden. Wenn man
noch diesen Ausgangspunkt bedenkt — was

kénnen dann angesichts tausendjihriger Ent--

wicklung der. Mathematik, hundertjahriger
Traditionen in Leipzig die letzten 30 Jahre be-
deuten? Haben sie iiberhaupt Gewicht?

Es gibt sogar soviel Gewichtiges und Neues,
daB man sich auf eine Aufzihlung von Bei-
spielen beschrinken muB! Zunichst ,,AuBer-
lichkeiten*‘: Gegeniiber den Maximalzahlen
von vor 1949 hat sich an der Mathematik die
Studentenzah]l mehr als verdoppelt und die
der Wissenschaftler etwa vervierfacht. Wir
lernen, lehren und forschen in einem Neubau-
komplex, der internationale Vergleiche nicht
zu scheuen braucht. Die Mehrzahl der Stu-
denten wohnt gut und billig in neu entstan-
denen Wohnheimen, wird durch eine Mensa
mit Mittagessen versorgt, die pro Portion
0,60 M aus dem Staatshaushalt zuzahlt; der
Anteil von Studenten mit Stipendium und die
Stipendienhohe sind gemessen an der Ver-
gangenheit oder dem jetzt international Ub-
lichen Spitze. Die Mathematik ist heute keine
brotlose freie Kunst mehr, sondern hat eine
anerkannte und wichtige Stellung im gesell-
schaltlichen Leben errungen. Die 1969 ge-
griindete Sektion Mathematik ist geachteter
Baustein der sozialistischen Karl-Marx-Uni-
versitit. Seit 1963 verfiigt die Universitit liber
ein eigenes Rechenzentrum.

® Neu in den letzten 30 Jahren: Ein fort-
schrittlicher Geist hat sich auch an der Sek-
tion Mathematik voll durchgesetzt. Das biir-
gerliche Bildungsprivileg wurde gebrochen —
etwa die Hallte aller Studenten und Wissen-
schaftler sind Arbeiter- oder Bauernkinder.
Alle Studenten werden mit dem Marxismus-
Leninismus vertraut gemacht. Aktive Partei-,
FDJ- und Gewerkschaftsorganisationen mo-
bilisieren die Sektionsangehorigen zu hohen
Leistungen.

Etwa ein Drittel der Studierenden sind Mad-
chen und Frauen - da hat vor hundert Jahren

noch keiner dran gedacht. Noch der welt-
berihmte Physiker Max Planck empfand es
als bemerkenswert, daB3 er ,,probeweise und
stets widerruflich** einigen Frauen den Zu-
tritt zu seinen Vorlesungen gestattete. An
unserer Sektion Mathematik haben in den
letzten fiinf Jahren sechs Frauen ihre Doktor-
arbeit verteidigt.

® Neu in den letzten 30 Jahren : Das Studium
vollzieht sich auf der Grundlage ‘wohliiber-
legter Plane. Die ,.akademische Freiheit*,
nach der sich frither jeder Student aus einem
nicht immer koordinierten Vorlesungsange- '
bot etwas aussuchen und sich irgendwann
einmal zur Priifung melden konnte, ist iiber-
wunden:

Bei uns wird moglichst effektiv und deshalb
angespannt und diszipliniert gearbeitet wie
in anderen Bereichen der Gesellschaft auch.

® Neu in den letzten 30 Jahren: Um die fiih-
renden Professoren gruppieren sich ganze
Forschungskollektive, deren Mitglieder ge-
meinsam versuchen, zusammenhidngende
Fragen der Mathematik in groBerer Breite
und Geschwindigkeit zu bearbeiten, als es ein
einzelner vermag. Auf diese Weise gelang es
uns, eine hohere Anzahl von Doktorarbeiten,
wissenschaftlichen Aufsidtzen und Biichern
fertigzustellen als je zuvor — und ein beacht-
licher Teil davon entspricht dem internatio-
nalen Hochststand. Unsere bedeutendsten
Forscher erhalten Einladungen aus aller
Welt, ihre neuen Ergebnisse vorzustellen.
Besonders enge Beziehungen haben wir mit
fiihrenden Zentren der Sowjetunion, stindig
befinden sich einige Wissenschaftler dort zum-
Gedankenaustausch.

® Neu inden letzten 30 Jahren: Studentenaus-
bildung und Forschung orientieren sich be-
wuBt auf die Bediirfnisse der Praxis. In die
Studienpldne wurden rechtzeitig neue Lehr-
inhalte aufgenommen (Wahrscheinlichkeits-
rechnung, Optimierung, Rechentechnik), de-
ren Kenntnis wichtig fiir einen modernen
Mathematikunterricht und die Anwendung
mathematischer Methoden in der Wirtschaft
ist. Alle Studenten gehen wihrend des Stu-
diums mehrmals ins Praktikum in Betriebe,
Rechenzentren bzw. in die Schulen. Wir wir-
ken bei der Weiterbildung der Mathematiker
in den Betrieben und der Mathematiklehrer
mit. Mehrere Forschungskollektive haben
umfangreiche Forschungsvertrage mit Braun-
kohlenkombinaten, metallurgischen Betrie-
ben u.a. oder unterstiitzen Physiker und
Chemiker beim Erarbeiten praxiswirksamer
Forschungsergebnisse.

G. Dewef

In weiteren Beitridgen gehen wir speziell auf
beriihmte Mathematiker der Universitit
Leipzig, wie Felix Klein, Sophus Lie, A.F.
Moébius u. a. ein, d. Red.
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Lineare
Optimierung

Teil 2

Im Heft 6/78 wurde eine Aufgabe der linearen
Optimierung formuliert und gralisch gelost.
Wir betrachten jetzt unter Beibehaltung der
Nebenbedingungen des Beispiels B4 eine
andere Zielstellung in dem folgenden Bei-
spiel:

4b Jedes der zu produzierenden Erzeug-
nisse E; und E, bringe einen Erlés von
5 Geldeinheiten (GE). Bei der Herstellung von
x Erzeugnissen E; und y Erzeugnissen‘ E, ist
der Gesamterlds fiir den betrachteten Zeit-
raum gegeben durch z=>5x+5y. Welches
Produktionsprogramm sichert dem Betrieb
unter Beachtung der gegebenen Kapazitits-
beschrinkungen maximalen Erlos? -
Mathematisches Modell:

Zielfunktion z=5x + 5y maximal

Nebenbedingungen (I) x+ y=10
(I1) x+2y£16

(III) 4x+ y=28

aw) x 22

(V) yz 0

Grafische Ldsung: Den Nebenbedingungen
werden lineare Funktionen und diesen die
Geraden g; (i=1, 2, ..., 5) zugeordnet (Bild 7).

Bild 7

Der Losungsbereich ist durch das konvexe
Fiinfeck mit den Eckpunkten (2; 0), (7; 0),
(6; 4), (4; 6), (2; 7) gegeben. Fiir z=0 erhilt
man aus der Zielfunktion deren Spur y= —x.
Bei groBtmoglicher Parallelverschiebung die-
ser Spur in den Losungsbereich hinein erhalt
man die durch die Punkte A(4; 6) und B(6;4)
gehende Gerade, deren Punkte alle denselben
maximalen Wert der Ziellunktion zp. =350
besitzen. Aus der Problemstellung der Auf-
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gabe geht hervor, daB ganzzahlige Anzahlen
der Produktionserzeugnisse E, und E, gefor-
dert werden. Alle Punkte der Kante AB mit
A(4; 6) und B(6; 4) sind optimale Punkte; fiir
das vorliegende praktische Problem kommen
jedoch nur diejenigen Punkte der Strecke in
Betracht, die ganzzahlige Koordinaten ha-
ben: A(4; 6), B(6; 4), C(5; 5). Beziiglich der
gegebenen Zielfunktion sind alle diese Punkte
gleichwertig. In jedem Fall wird derselbe
maximale Erlos zm.x=50 GE erzielt. Andere
Uberlegungen werden dariiber entscheiden,
welches Programm realisiert wird, z. B. die
Frage nach Auslastung einer bestimmten
Maschineneinheit oder die Frage nach der
Gesamtzahl der freien Maschinenstunden, die
Frage nach dem Materialeinsatz oder nach
Auslastung der Arbeitskrifte. In der folgen-
den Tabelle sind die optimalen Produktions-
programme dargestellt:

Produktionsprogramm
A B C

Anzahl der Erzeugnisse E, (x) 4 6 5

Anzahl der Erzeugnisse E; (y) 6 4 5
Maximaler Erl6s in GE (zmax) 50 50 50
Freie Maschinenstunden: M, - - =
M, - 2
M, 6 — 13

insgesamt 6 2 .4

Fiir das Beispiel 4b wurde das Zahlenmate-
rial derart gewidhlt, daB die Eckpunkte des
Losungsbereiches ganzzahlige Koordinaten
haben. In den meisten Fillen praktischer An-
wendungen erhilt man nach der Parallelver-
schiebung der Spur der Zielfunktion einen
Eckpunkt des Losungsbereiches als Opti-
mum, dessen Koordinaten nicht ganzzahlig
sind. Fordert die Aufgabenstellung ganz-
zahlige Werte, so stellt ein Nachbarpunkt des
Optimums mit ganzzahligen Koordin-‘en in
der Regel einen brauchbaren Néherungswert
dar. Dieser Nachbarpunkt muB ein innerer
Punkt des Losungsbereiches sein. Es ist vor-
teilhalt, die Gitterpunkte — Punkte mit ganz-
zahligen Koordinaten — im Losungsbereich
besonders zu kennzeichnen, dann vom Opti-
mum aus eine Parallelverschiebung der Ziel-
geraden — das ist die Parallele zur Spur der
Zielfunktion durch das Optimum - in den
Losungsbereich soweit vorzunehmen, bis die
Gerade durch einen der Gitterpunkte geht.
Dieser Gitterpunkt ndhert das Optimum am
besten an. Es gibt Methoden zur Berech-
nung eines Optimums mit ganzzahligen Ko-
ordinaten, die unter dem Begriff ,,ganzzahlige
Optimierung" zusammengefaBt sind. Daraul
wird hier nicht eingegangen.

Zur Festigung der grafischen Losungsmétho-
de [ir eine Aufgabe der linearen.Optimie-
rung mit zwei Variablen sei ein einfaches Bei-
spiel angeschlossen, das sogleich als mathe-
matisches Modell gegeben ist. Der Leser
moge sich jedoch vorstellen, daB es sich wie-

der um die Herstellung zweier Erzeugnisse
handelt, daB die Ungleichungen (I) bis (III)
gewisse Kapazititsbeschrankungen wider-
spiegeln und daB die Ziellunktion den Erlos
fiir die Erzeugnisse angibt, wie etwa im Ein-
gangsbeispiel des Solidaritatsbasars.

B5 Fiir welche nichtnegativen Werte der
Variablen x und y nimmt die Zielfunktion
z=2x+ 3y unter den Nebenbedingungen

() 3x+2y<28

(II) 5x+ y=35
(I1I) x +2y <20 ihr Maximum an?
Die Forderung nach Nichtnegativitdt der
Variablen x und y 4Bt sich durch zwei zu-
sitzliche Nebenbedingungen darstellen:
(1v) x= 0

V) yz 0.
(1) Den Ungleichungen werden die Geraden
gi (i=1, 2, ..., 5), der Zielfunktion wird ihre
Spur g, zugeordnet:

gi1:3x+2y=28 oder g;:y= —%x+14
g2:5x+ y=35 g2:y=—-5x+35
gs: x+2y=20 g;:y=—£x+10
ga: X =0 ga:x=0

gs: y=0 gs:y=0

gs: 2x+3y= 0;z=0 gs: y=—§x

(2) Eintragen der Geraden g; (i=1, 2, ..., 5)
und der Geraden g, in ein rechtwinkliges
Koordinatensystem (Bild 8).

(3) Einzeichnen des Losungsbereiches des ge-
gebenen Systems linearer Ungleichungen.

(4) Maximale Parallelverschiebung der Ge-
raden g, in den Losungsbereich.

(5) Ablesen der Koordinaten des Optimums
und Berechnung des maximalen Wertes der
Zielfunktion: Poy(4; 8); Zmex =32.

Eine geometrische Losung fiir ein Problem
der linearen Optimierung mit mehr als zwei
Variablen ist im allgemeinen nicht méglich.
Unter gewissen Voraussetzhngen 148t sich ein
Problem mit drei Variablen jedoch aul eine
Aufgabe mit nur zwei Veranderlichen trans-
formieren, die dann geometrisch geldst wer-
den kann. Dies soll an dem folgenden Beispiel




gezeigt werden, das bei Gasmischungsproble-
men eine Rolle spielt. Es sei sogleich das
mathematische Modell der Aufgabe gegeben:

B6 Fiir welche nichtnegativen Werte der
Variablen x;, x; und x; nimmt die Ziel-
funktion z=2x, + 5x, + x3 unter den Neben-
bedingungen

0) x1+ x2+ x3= 60

@M 2x;+4x,+ x35210

(II) 2X| +4x;+ X32120
(IIT)  4x;+2x,+3x3<180
ihr Minimum an?
Der Forderung nach Nichtnegativitit der Va-
riablen entsprechen die folgenden zusitzli-
chen Bedingungen

vy x 2 0
v) x2 20
(vI) x:= 0.

Unter den Nebenbedingungen tritt eine Glei-

chung auf. Dies macht die Transformation,

auf eine Aufgabe mit nur zwei Variablen
x; =x und x; =y moglich. Nach Subtraktion
der Summe (x;+x;) in der Gleichung (0)
erhilt man x;=60—x— y und nach Einset-
‘zen dieser Beziehung in die Zielfunktion und
alle Ungleichungen (I) bis (VI):
z=60+x +4y minimal
I) x+3y=150
Iry x+3yz
ar) x— ys
awv) x 2
V) yz
(VI) x+ y=
Den Ungleichungen werden die Geraden g;
- (i=1, 2, ..., 6) zugeordnet:

$oood

g1:x+3y=150  oder glzy;—%x+50
.g2:x+3y= 60 g2 y= —%x+20
giix— y= 0 gsiy= x
ga' X = 0 ga:x= 0
gs: y= 0 gs:y= 0
ge:x+ y= 60 ge: y=—x+60
J
“ﬁ Bild 9

Der Losungsbereich des Systems der Un-
gleichungen (I') bis (VI') ist das konvexe Fiinf-
eck mit den Eckpunkten (0;20), (15;15),
(30; 30), (15; 45), (0; 50) (Bild 9).

Die Spur der Zielfunktion erhdlt man fiir
z=0:60+x+4y=0 oder y= —%x— 15. Setzt
man in der Zielfunktion [iir z der Reihe nach
z=1,2,3, ... ein, so erhilt man Parallelen zur

" Spurgeraden in der in Bild9 angegebenen

Richtung. Fiir alle Punkte ein und derselben
Parallelen sind alle z-Werte gleich. Da im
vorliegenden Fall das Minimum der Ziel-
funktion unter den gegebenen Nebenbedin-
gungen zu ermitteln ist, muB unter allen
Parallelen zur Spur der Zielfunktion diejenige
betrachtet werden, die den kleinsten Abstand
von der Spur besitzt und mindestens einen
Punkt mit dem Losungsbereich gemeinsam
hat. Die durch den Punkt P(15;15) gehende
Parallele zur Sput erfiillt diese Bedingungen.
Damit ist dieser Punkt das gesuchte Opti-
mum: P°®(15; 15). Durch Einsetzen der Ko-
ordinaten x=15, y=15 in die Zielfunktion
erhilt man deren Minimum unter den ange-
gebenen Nebenbedingungen: zy,=135. Aus
Gleichung (0) folgt: x3=30. Damit ist die
Losung der Aufgabe

(X1, X2, X3)op =(15; 15; 30); zpmin=135.

Dem Leser wird empfohlen, die Losungen der
folgenden Aufgaben 8 und 9 grafisch zu er-
mitteln. Die Losungen werden am Ende des
Beitrages angegeben.

8. Man ermittle Maximum und Minimum
der Zielfunktion z =2x +4y fiir nichtnegative
Variablen x und y unter den Nebenbedin-

gungen N
I —-x+2y= 4

I  3x+ y<4

Iy —-x+2y<32

av) x+ y= 8.

9. Fiir welche nichtnegativen Werte der Va-
riablen x;, x, und x; nimmt die Zielfunktion
z=2x;+5x3+x;3 unter den folgenden Ne-
benbedingungen a) ihr Maximum, b) ihr Mi-
nimum an?
(0) X’1+3X2+X3= 90
I 2x;+4x,+x32100 .
(II)  2x;+4x,+x3=<130
(III)  2x;+2x2+x3< 90
E. Lehmann

Es sei darauf hingewiesen, daB auch analy-
tische Verfahren entwickelt wurden fir die
Losung von Aufgaben der linearen Optimie-
rung. Diese Methoden sind auf Probleme mit
beliebig vielen Veridnderlichen anwendbar.
Interessierte Leser seien auf das im Teubner-
Verlag erschienene Biichlein ,Lineare Opti-
mierung fiir Junge Mathematiker” hingewie-
sen.

aufgepalit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Drunter und driiber

Verzweifelt sucht Christoph in seiner Schul-
tasche nach dem Zeichendreieck. Alle anderen
in der Klasse 6b haben schon lange begon-
nen, die gestellte Aufgabe zu 15sen. Dabei
weil er genau, daB er alles fiir den Geometrie-
unterricht eingepackt hat. Und jetzt kommt
auch schon Frau Schulze, die Mathematik-
lehrerin, um ihm freundlich Hilfe anzubieten.
Sie wirft einen Blick in seine Schultasche und
sieht gar nicht mehr so freundlich aus. ,In
dieser Tasche kannst du nichts finden“, sagt
sie, ,,80 ein Durcheinander, alles liegt drunter
und driiber.* Nach der Schule eilt Christoph
sofort mach Hause. Kaum nimmt er sich die
Zeit, Mutti zu begriiBen, und verschwindet
sofort in seinem Zimmer. Nach kurzem
Klappern und Poltern ist es still hinter der
Tiir. )

Am Nachmittag klingelt Anja, Christophs
Freundin. Schon seit Tagen vermiBt sie
Christoph beim FuBballspielen auf dem Hof.
Als sie in sein Zimmer tritt, bleibt sie erst ein-
mal erschrocken an der Tiir stehen. Das
sieht ja aus bei Christoph! Mitten im Zimmer
liegen viele Zeichnungen mit seltsamen, ver-
worrenen und ineinander verschlungenen Fi-
guren; manche schwarzweiB, andere farbig.
Am Schreibtisch sitzt Christoph selbst, ganz
vertieft in seine Arbeit, von Zeichenblittern,
Zirkel, Lineal, Dreiecken und Farbstiften um-
geben. Anja sagt zur BegriiBung nur: ,Na,
bei dir ist ja was los, da geht ja alles drunter
und driiber. So eine Unordnung!“ Christoph
scheint das nicht zu erschiittern. Ruhig und

‘gelassen sitzt er an seinem Tisch, angelt nach

einem Stuhl, den er an seine Seite riickt und
bittet Anja Platz zu nehmen. Dann sagt er:
»,Du denkst wohl, wenn es drunter und driiber
geht, ist das das gleiche wie Unordnung? Da
irrst du dich aber. Sieh dir einmal diese Zeich-
nungan!*

»Auch hier geht alles drunter und driiber, und
doch ist es wohlbedacht und nach einem
bestimmten Schema gezeichnet.“ Anja be-
trachtet die Figur und liberlegt. Dann sagt
sie:,,Wie hast du denn das so hinbekommen 7
Christoph schldgt cinfach vor: ,,Hier hast du
ein Blatt Papier, wir wollen es zusammen ver-
suchen. Ich werde dir helfen. Dann biickt er
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sich, hebt ein Blatt vom FuBboden auf und
meint: ,, Mit dieser einfachen Figur fangen wir
an.*

»Der Grundgedanke ist bei allen Figuren
gleich. Es handelt sich immer um einen Kreis
mit vier Quadraten darin.!) Zeichne zuerst
den Kreis, und teile ihn in acht gleichgroBe
-Teile!" Als Anja soweit ist, ruft sie: ,,Ich sehe
schon, die acht Schnittpunkte mit dem Kreis
sind die Eckpunkte fir die zwei groBlen
Quadrate.” ,,Ja*, sagt Christoph, ,jetzt fehlen
aber noch die zwei kleinen Quadrate. Auch
diese findest du leicht, wenn du alle Punkte

suchst, in denen sich je eine Seite des einen

groBen Quadrats mit der Diagonalen des
anderen schneidet. Verbindest du diesé acht
Punkte .in der richtigen Art und Weise, er-
hiltst du wieder zwei Quadrate. Jetzt muBt
du mit dem Farbstift noch beide Figuren so
nachzeichnen, daB die eine mal iiber und mal
unter der anderen liegt.“ Anja findet, da8 das
Nachzeichnen gar nicht so einfach ist. Ein
paarmal zeichnet sie verkehrt, aber dann hat
sie es doch geschaflt.

wJetzt willich auch noch versuchen, die andere
Figur (Bild 1) zu zeichnen“, sagt Anja nun.
»,Dazu ist es notwendig, die Grundfigur noch
einmal zu Konstruieren, allerdings ohne sie
am Ende mit dem Farbstift nachzuziehen®,
schickt Christoph voraus. Als Anja so weit ist,
erklirt er weiter: ,,Du muft jetzt vier gleich-
groBe Kreisringe zeichnen. Der Radius jedes

) Der Grundaufbau ist unten erkennbar. Die
vier Quadrate sind A4;A4345A47, A;AsAsAs,
I 3151 und L1 I Iy. Der Kreis hat den Durch-
messer d=A,As=...=A4Ag.
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AuBenkreises betrdgt die Hilfte vom Radius
des groflen Kreises. Der Radius der Innen-
kreise ist so groB wie der vierte Teil der Linge
einer Diagonalen eines kleinen Quadrats.”
»Ja, das verstehe ich®, sagt Anja, ,aber es
fehlt noch der Mittelpunkt.“ ,Den Mittel-
punkt eines Kreisringes findest du als Schnitt-
punkt der Diagonalen eines groBen mit der
Seite eines kleinen Quadrats®, erwidert Chri-
stoph daraul. Anja iiberlegt eine Weile und
sagt dann erstaunt: ,Da [inde ich ja zwei ver-
schiedene Mittelpunkte, je hachdem, welche
Diagonale ich betrachte.”

Das hat sich Christoph auch schon iiberlegt,
und so kann er gleich darauf antworten: ,,Das
macht nichts, Anja, deine Figur wird trotz-
dem richtig. Sie ist aber gegeniiber meiner
Figur um 45° gedreht. Du muBt dann nur
daraufl achten, daB du beim Nachzeichnen
das richtige Quadrat?) auswihlst.* Anja
zeichnet die vier Kreise ein und st6hnt dar-
iiber, daB es ganz schon schwierig sei. ,,Jetzt
wird es noch komplizierter”, sagt Christoph,
,wenn du die Figuren so nachzeichnest, da
es richtig drunter und driiber geht. Am besten
ist, du beginnst mit den Kreisringen und legst
dann am Ende das Quadrat hinein.“

Anja miiht sich sehr und wird bald ungedul-

dig, denn immer wieder muB sie zum Radier-

gummi greifen, weil sie {alsch gezeichnet hat.
Als Anja endlich fertig ist, schaut sie zu
Christoph hiniiber, der inzwischen merkwiir-

Bild 3

2) Hier driickt sich Christoph unkorrekt aus,
denn er spricht von einer Figur, die durch ein
Innen- und ein AuBenquadrat begrenzt wird;
also von einem Quadratring. Diese Bezeich-
nung ist aber ebenfalls widerspriichlich. Der
Einfachheit halber akzeptieren wir deshalb
diese Ausdrucksweise. .

dig still geworden ist, weil er angefangen hat,
eine neue Figur zu zeichnen, die ihm gerade
eingcfallen'ist. Ein paar Skizzen sind schon,
wie die anderen Zeichnungen vorher, auf dem
FuBboden gelandet, und jetzt ist er bereits
dabei, die Figur sauber und ordentlich zu
konstruieren.

Schnell hat Anja das Grundprinzip dieser
Figur erkannt und beginnt selbst mit der
Konstruktion. Wenige Minuten nach Chri-
stoph ist sie damit fertig. Nur am Ende beim
Nachziehen muB sie mal schnell auf sein
Blatt sehen, sonst hat sie es allein geschalfft.
Da es schon spiit geworden ist, mahnt Chri-
stophs Mutter, die leise ins Zimmer gekom-
men ist, zum Aufbruch. Anja und Christoph
verabreden sich fiir morgen, und Anja erinnert
ihn daran, daB er seine Schultasche doch noch
aufriumen muB, denn das Drunter-und-Drii-
ber darin war sicher nicht so ordentlich wie

die gezeichneten Drunter-und-driber-Figuren.
Am nichsten Tag iiberraschen sich Anja und
Christoph gegenseitig damit, daB jeder fiir
sich schon neue Figuren erfunden hat.

Bild 5




Anja hat eine Figur konstruiert (Bild 5} und
Christoph sogar zwei (Bild4 und 6). Auf-
merksam betrachten beide ihre Entwiirfe.
SchlieBlich sagt Christoph: ,,Dein Einfall ist
prima, denn die Figur ist etwas Neues; meine
erste Konstruktion dagegen ist beinahe so
wie die andere gestern. Ich habe nur den
Radius so gewihlt, daB sich die Kreisschleife
gerade um das Quadrat herumlegt.“ Anja
meint dagegen, daB ihr seine zweite Figur
(Bild 6) sehr gefalit, da sich die Kreise ganz
auBerhalb vom Quadrat belinden. Den rest-
lichen Nachmittag verbringen sie damit her-
auszufinden, wie der andere das wohl kon-
struiert habe und es dann selbst zu probieren.
Anja hat auch schon einen Vorschlag fiir das
nidchste Mal. , Wir machen es folgender-
maBen*, sagt sie: ,,Wir iiberlegen uns jeder
eine neue Figur und fertigen dazu eine
Konstruktionsbeschreibung an. Diese tau-
schen wir dann aus.“ Christoph unterbricht
sie aufgeregt: ,,Ich weiB schon, wie es gemeint
ist. Wir zeichnen die Figur nach der Kon-
struktionsbeschreibung, ohne sie vorher ge-
sehen zu haben. Dabei kdnnen wir sehr gut
iiberpriilen, wie exakt wir uns in der Be-
schreibung ausgedriickt haben.*

,Nun habe ich doch noch eine Frage“, be-
merkt Anja: ,,Bist du ganz allein auf die Idee
gekommen, solche Figuren zu konstruieren 7
,»Nein, Anja, das natiirlich nicht. Ich habe
neulich auf dem Dachboden gekramt und ein
ganz altes Geometriebuch gefunden. Darin
sah ich diese Figur.“

Bild 7

,Ich versuchte, sie zu konstruieren, aber es
gelang mir nicht sofort. Zur Voriibung habe
ich mir dann die anderen Figuren ausge-
dacht.“ , Aber inzwischen hast du diese
schwierige Figur schon konstruiert? will
Anja jetzt wissen. ,,Ja“, sagt er stolz,\,,hier ist
sie!*

Und nun versucﬁt es einmal selbst mit fol-
genden Aufgaben!

Al A Essei Pder Schnittpunkt der Strek-
ken A¢Ag und AsA,. Zeige, daB A9P=%!

A2A Konstruiere eine Grundfigur, die aus
einem Kreis und vier darin liegenden gleich-
seitigen Dreiecken besteht (analog Bild 2)!

...Nun ist das letzte Schuljahr fiir mich vor-
bei. Ich mdchte mich nochmals [ir die Hille
durch alpha bedanken. In allen Abiturfachern
habe ich je die 1 geschafft, Abi mit Auszeich-
nung, Herdermedaille in Silber.

Guido Blosfeld, Halle
Teilnehmer am alpha-Wettbewerb

seit 10 Jahren

...Nun nehme ich schon drei Jahre am alpha-
Wettbewerb teil. Dies verbesserte meine Lei-
stungen in Mathematik und das Denkver-
mogen. Viola Petermann, Leipzig (K1.8)

...Ich glaube, ohne die Hille der Fiille der in
alpha abgedruckten Olympiade-, Wettbe-
werbs- und sonstigen Aufgaben hitte ich
meine bisherigen Erfolge (Preise bei OJM der
Stufen III und IV) nicht erreichen koénnen,
dafiir herzlichen Dank.

Frank Erdmann, Zeitz

...Wir méchten Thnen weiterhin soviel Ge-
schick und Einfiihlungsvermogen fiir die
alpha-Leser wiinschen und auch neue Er-
folge. Familie Baitalow, Kasan (UdSSR)

...Wir werten stets in unserer nichsten Zu-
sammenkunft — nach Erscheinen der Losun-
gen zum alpha-Wettbewerb — alles Material
griindlich aus, um eine noch hohere Qualitit
zu erreichen. AG Mathe, OS Schmélin

...Im Mathe-Club der Stadt Wismar, dem
ich angehore, freuen wir uns iiber jede neue
Aufgabenstellung in der alpha.

) Silke Gabriel, Wismar

...Die alpha lese ich sehr gern. Ich bemerkte,
daB ich mich gegeniiber dem Wettbewerb
1976/77 stark verbesserte.

Volker Winkler, Gorlitz

A3a  Zeichne in die Grundfigur von Auf-
gabe 2 drei ineinander verschlungene Kreise
(analog Bild 3)!

A4a Konstruiere die’in Bild 7 gezeigte
Figur!

AS5A Zeichne die Konstruktion von Bild 7
(Aufgabe 4) so nach, daB eine andere Drunter-
und-driiber-Figur entsteht!

Cordula Rohr

...Als Schiilerin der 8.Klasse stobere ich
schon in den Beitrdgen der 9. und 10. Klasse,
schon weil es mir hillt, Wettbewerbsaufgaben
hoherer Klassenstufen zu 15sen, auch in de-
nen der Klasse 5 bis 7, weil auch das immer
interessant ist. ... Anbei ein Aufgabenvor-
schlag. Iren Bohme, Dresden (K L 8)

...Ich begann im Oktober 1978 an der Techni-
schen Universitdt in Wien mit dem Studium
der Technischen Mathematik und werde gern
weiterhin am alpha-Wettbewerb teilnehmen.
Hannes Kubr, Klosterneuburg (Osterreich),
alpha-Teilnehmer seit 8 Jahren

...Ich gehe seit September 1978 auf die EOS
und bin sicher, daB mich auch dort die regel-
miBige Teilnahme am alpha-Wettbewerb im

Fach Mathematik in meinen Leistungen

voranbringen wird.  Kristine Lessig, Leipzig

...Ich habe mich sehr gefreut, da meine ein-
gesandte Aufgabe verdlfentlicht wurde
(Ma6/1714). Das ist ein Ansporn fiir die
weitere gewissenhalte Teilnahme am Wett-
bewerb; anbei weitere Aulgabenvorschlige.
Kerstin Miiller, Wernshausen (K1.8)

...Hiermit sende ich meine im Schuljahr
1977/78 erworbenen 50 Antwortkarten und
2 Urkunden dazu. ... Die Teilnahme am
alpha-Wettbewerb hat meine mathematische
Entwicklung wesentlich vorangetragen...
Auf weiterhin gute Zusammenarbeit !
Gabriele Sprotte, Dobeln (K1.9)

...Ein groBes Kompliment und Dankeschén
an alpha fiir die interessanten Stunden bei der
L6sung kniffliger Aufgaben. Damit kann man
sein Wissen iiberpriifen. ’

Petra Korn, Aschersleben (K1.8)

...Ich habe eine Vertretung in der Lenin-OS
in Greifswald in der Klasse 6R iibernommen
(auBerhalb meiner Tatigkeit an der Uni-
versitit). Vom ersten Tage an gehorten die
alpha-Aulgaben fest zum Unterricht, der da-
durch bereichert wurde. ..

Dozent Dr.sc. J. Buhrow, Greifswald

Ich bin Schiiler einer 6. Klasse und beschal-
tige mich oft in meiner Freizeit mit Mathe-
matik. Als ich zur Ubung Terme umformte,
bekam ich zufillig a®+2a+1 heraus. Ich
setzte in diesen Term fiir a natiirliche Zahlen
ein und erhielt dabei dieselben Werte wie flir
den Term (a+ 1)%. Ich vermutete, daB fir alle
natiirlichen Zahlen a die Gleichung
a’+2a+1=(a+1)?
eine wahre Aussage sei.
Ich suchte den Beweis daliir, fand ihn aber
nicht. Als ich dann im Kompendium der
Mathematik blitterte, entdeckte ich die bino-
mische Formel a?+2ab+b*=(a+b)>. Sehr
schnell hatte ich heraus, daB die Gleichung
a®+2a+1=(a+1)* die binomische Formel
mit b= 1 ist. So war mein Problem gelost.
Thomas Strobel, Berlin-Lichtenberg
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In freien Stunden alpha heiter

Psychologischer Test

Wie sehen die Figuren 2, 3 und 4 aus, wenn man sie aus
der Lage 4 in die Lage B in Gedanken umdreht, ent-
sprechend der Figur 1?

=)

N2
A
N3 |
Oen—
A
N4
A .
Wer in einer Minute mit dem ,,Umzeichnen* fertig
wird, besitzt eine ausgezeichnete Fahigkeit, mit Vor-
stellungen zu operieren, wer anderthalb Minuten

dafir braucht, ist gut; wer mehr Zeit bendtigt, muf3
noch tﬁChtig tiben! aus: Sputnik 7[78, Moskau

s L8] m‘-o o] ~J

Muf Strafe sein?

,,Kann man denn fiir etwas bestraft werden, was man
nicht getan hat? fragt der kleine Leo Liidermann
seinen Mathematiklehrer. ,,Nein, das wire ungerecht,
erkldrt der Padagoge. ,,Da habe ich aber nochmal
Gliick gehabt. Ich habe heute ndmlich meine Mathe-
Aufgaben nicht gemacht!*

Unterhaltsames Legespiel

Pause die sieben schraffierten Teile ab, schneide sie aus,
und lese sie so, daB sie die weiBe Fliche des Quadrats
voll bedecken!

aus: Fiiles, Budapest
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Wer findet den Weg?

N
)L

Kleinschachbrett: 5 x 5

3

aus: Fiiles, Budapest

a) Ein Springer ist am Mittelfeld eines 5 x 5-Klein-
schachbretts plaziert, von wo er acht Felder erreichen
kann (die in dem Bild a) einen Punkt haben). Trage
die Zahlen in die restlichen Felder ein, die angeben,
wieviel Felder der Springer von diesem Feld aus in
einem Zug erreichen kann!

s ® 0 2 2
° ° 112
8 2 |1 2
° ° 2 2
o e 2 2

b) Der Springer ist jetzt in einer Ecke (Feld 0) plaziert.
Die Felder, die er mit einem Zug erreichen kann, sind
mit 1, die er mit zwei Ziigen erreichen kann, mit 2
gekennzeichnet. Gib fiir jedes Feld des Bretts die Zahl
der Ziige an, die der Springer mindestens braucht!

aus: Math. Pie, London
Studentenhobbys

Vier Studenten treiben Sport und betitigen sich in der
Laienkunst. Rate, welcher was macht, wenn dir fol-
gendes bekannt ist: ‘
1. Der Boxer iBt gern Kaviar, Mischa dagegen Torte.
2. Der Ténzer ist mit dem Schwerathleten befreundet.
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. Grischa ist ein Original.

4, Der Kunstpfeifer meint, wenn der Schachspieler so
stark wie Tischa und so gewandt wie Mischa wiire,
dann wire er der Schwarm aller Midels.

5. Eduard putzt sich jeden Morgen die Schuhe, was
man vom Schwerathleten leider nicht sagen kann.

6. Der Student, dessen Hobby Sticken ist, hat blaue
Augen.

7. Der Boxer hilt es fiir unter seiner Wiirde, Tanzen
zu lernen. Tischa ist anderer Meinung, lernt aber
auch nicht tanzen.

8. Der Schwerathlet kennt Tischa nicht und will ihn
auch nicht kennen.

9. Der Boxer liebt Mascha, Mascha liebt Eduard, und
der singt im Chor.

10. Der vierte Student spielt FuBBball.
aus: Nauka i Shisn, Moskau
Ohne Worte

H. Jankowski,
aus: Eulenspiegel, 33/78

Silbenritsel

Aus den Silben
ar —bei —car—da -de —de —des —fi— g¢ —mo —mo —
nat — ni —nie —-no —on —on—ga—ro—ta - ten — tes —
ti —ti — to — tung — ver
sind Worter folgender Bedeutung zu bilden:
1. unbegrenzte gerade Linie Deovar
2. Drehung um eine Achse '
3. Festlegung eines Begriffs
4. Einheit der Zeit [ heivieT
5. franzosischer Mathematiker (1596 bis 1650)
6. Anwendungsbereich der Mathematik in der Wirt-
schaft
7. spezieller Untersuchungsgegenstand bei Kurven-
diskussionen.

Sodann entnimmt man jedem dieser Woérter eine
Silbe. Aneinandergereiht ergeben sie den Namen
eines italienischen Mathematikers, der sich um die -
Losung kubischer Gleichungen verdient gemacht hat.
Zur Erleichterung kann dié nachstehende Zahlenfolge
benutzt werden, aus der ersichtlich ist, welche der
Silben zu benutzen ist: 1;1;3;1;2;1;2

K.-H. Lehmann, Berlin

Ein Rechentrick

Mit dem folgenden Trick kannst du deine Freunde
verbliiffen. LaB sie drei Zahlen untereinanderschrei-
ben, dann darunter die Summe dieser 3 Zahlen, weiter
die Summe der letzten 3 Zahlen und so fort, bis
8 Zahlen untereinanderstehen.

Nun kannstdu ihnen erkliaren, du konntest in kiirzester
Zeit die Summe dieser 8 Zahlen berechnen.

Dazu muBt du nur die zweitletzte Zahl mit 4 multi-
plizieren (11221 - 4 = 44884).

638
487

Ingo Rath, Wien

821

1946

325447 UsSW.
6021
11221
20496

44884

Wie fiingt ein Mathematiker einen Lwen
in der Wiiste?

Der Mathematiker muB3 zuerst definieren, was es heit,
einen Lowen gefangen zu haben.
Definition: Ich habe einen Léwen gefangen, wenn
zwischen mir und dem Lowen iiberall Gitter ist.
Der Mathematiker setzt sich selbst in einen Kéfig und
hat somit entsprechend seiner Definition den Léwen
gefangen. Wenn der Mathematiker jedoch ein Spe-
zialist in Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathe-
matischer Statistik ist, wird er wahrscheinlich eine
noch elegantere L6sung finden. Er stellt einen - Kifig
mit ge6ffneter Tir in die Wiiste. Dann hat das Er-
eignis ,,Im Kifig befindet sich ein Lowe* eine von
Null verschiedene Wahrscheinlichkeit. Er braucht
also nur zu warten, bis dieses Ereignis eintritt, und
dann die Tiir zu schlieBen. Der Lowe ist gefangen.

aus: Wurzel 4{78, Jena

L.Otto, aus ,,Kindereien', Eulenspiegelverlag
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Berufsbild :

Ingenieurschule

fiir GieBereitechnik
»»Georg Schwarz*
Leipzig

Wo Maschinen laufen, ob in einer Werkhalle
oder im Haushalt, wo Autos fahren oder Ziige
der Reichsbahn, der aufmerksame Beobach-
ter wird feststellen, die genannten Einrichtun-
gen enthalten Teile aus gegossenen Werk-
stoffen — GuBteile. Es wird deutlich, die Pro-
duktion von GuBerzeugnissen ist volkswirt-
schaftlicher Schwerpunkt und gewinnt in zu-
nehmendem MaBe an Bedeutung.

Fiir die Erfiillung der dabei zu 16senden Auf-
gaben werden Ingenieure bendtigt, die u.a.
auch ein anwendungsbereites Wissen und
Konnen auf mathematisch-naturwissen-
schaftlichem Gebiet besitzen miissen.
Aufbauend auf dem in der 10klassigen poly-
technischen Oberschule und in der Berufs-
ausbildung erworbenen Wissen ist die Ver-
mittlung eines soliden, anwendungsbereiten
gesellschaftswissenschaftlichen, mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen und techni-
schen Grundlagenwissens Voraussetzung fiir
eine praxisverbundene Fachausbildung und

fir einen vielseitig einsetzbaren GieBerei--

ingenieur. Diese Ingenieure werden in der
Ingenieurschule fiir GieBereitechnik ,,Georg
Schwarz* in der Fachrichtung ,,Technologie
des GieBereiwesens'* ausgebildet. Sie ist die
einzige Ingenieurschule mit diesem Ausbil-
dungsprofil in der DDR und hat den ge-

samten Bedarf an mittleren Kadern fiir die

GieBereiindustrie als einem der wichtigsten
Zulieferzweige zu decken.

Die Vielseitigkeit der fachwissenschaftlichen
Ausbildung bedingt ein sehr praxisorientier-
tes Studium. Aus diesem Grunde arbeitet die
Ingenieurschule eng mit der sozialistischen
Praxis zusammen. Auf der Basis von Partner-
schaftsvertragen halten viele erfahrene Fach-
leute der Industrie, insbesondere aus dem
VEB Kombinat GISAG, Vcrlesungen an
unserer Schule. Wihrend des Studiums er-
folgt ein umfangreiches Exkursionspro-
gramm in filhrende GieBereibetriebe der
DDR.

Zum Studium aufgenommen werden 0-Klas-
sen-Abgdnger mit GieBereiberufen wie Gie-
Bereifacharbeiter und Modellbauer. Wegen
der bereits dargelegten volkswirtschaftlichen
Notwendigkeit der Entwicklung der GieBerei-
industrie besteht ein groBer Bedarf an Gie-
Bereiingenieuren. Aus diesem Grunde kon-
nen sich auch 10-Klassen-Abgiriger bewer-
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ben, wenn sie einen Beruf der metallverarbei-
tenden Industrie wie Schlosser, Maschinen-
bauer und dergleichen erlernt haben. Die
Ingenieurschule organisiert fiir diese Bewer-
ber ein 12wéchiges Praktikum und sichert den
dem Studienplan entsprechenden Ablauf des
Studiums ohne Zeitverlust.

Die Gesamtdauer der Ausbildung im Direkt-
studium betrigt drei Jahre. Die Mathematik-
ausbildung innerhalb des Studiums soll den
Studenten befdhigen, technische Probleme
durchdenken und l6sen zu konnen. Neben
dem eigenen Bildungsziel der Mathematik
hat die Ausbildung an der Ingenieurschule
die Aufgabe, Fihigkeiten und Fertigkeiten
zu entwickeln, die in den technischen Lehr-
gebieten angewendet werden. Es versteht sich
von selbst, daB die technisch orientierte
Mathematik neben einer soliden Theorie vor
allem viele Ubungen und Aufgaben mit gro-
Bem Rechenaufwand aus der Praxis beinhal-
ten mub. N

Damit der Student diesen Anforderungen
gerecht wird, muB er gefestigte Kenntnisse
aus der POS (einschlieBlich des Umgangs mit
dem Rechenstab) mitbringen. Dann ist er in
der Lage, folgende Teilgebiete der Mathema-
tik in drei Semestern mit insgesamt 324 Stun-
den (1.Semester 144 Stunden, 2.Semester
108 Stunden, 3. Semester 72 Stunden) zu stu-
dieren:

Zahlenbereich und Rechenoperationen —
Funktionen — Kegelschnitte —

Folgen, Reihen, Grenzwerte —
Differential- und Integralrechnung -
Gewdhnliche Diflerentialgleichungen —
Gleichungen und Ungleichungen —
Lineare Septeme (Determinanten und
Matrizen) — Linearoptimierung —
Wabhrscheinlichkeitsrechnung —
Mathematische Statistik — Nomografie.

Im 6. Semester fiihren die Studenten ein halb-
jahriges Ingenieurpraktikum in einem sozia-
listischen Betrieb durch, der in der Regel der
spitere Einsatzbetrieb des Absolventen ist.
Das Studium wird mit dem Ablegen von
Priifungen sowie der Anfertigung und der
erfolgreichen Verteidigung der Ingenieur-
AbschluBarbeit beendet. Der Absolvent er-
hilt die Berufsbezeichnung ,,Ingenieur*. Der
Einsatz der Absolventen erfolgt in den
GieBereien zur Vorbereitung, Durchfiihrung,
Uberwachung und Analyse der Produktion.
Die Absolventen sind in der Lage, Produk-
tionsanlagen in der GieBerei zu leiten, hoch-
produktive GieB-, Form- und Kernherstel-
lungsverfahren zu beherrschen und an der
Rationalisierung der Anlagen und Prozesse
mitzuwirken. In der Ingenieurschule fir
GieBereitechnik hat sich unter Leitung der
FDJ ein vielseitiges geistig-kulturelles und
sportliches Leben entwickelt. Diese Entwick-
lung wird begiinstigt durch die Stadt Leipzig
selbst, die als GroB- und Messestadt eine Fiille
von kulturellen und sportlichen Veranstal-
tungen bietet.

Weitere Angaben iiber die Ausbildung kon-
nen dem vom Ministerium fiir Hoch- und
Fachschulwesen der DDR veroffentlichten
Studienplan fiir die Grundstudienrichtung
Werkstoffwesen entnommen werden.

Aufgabe

Ein guBeiserner Wiirfel mit der Kantenlange
a wird rechtwinklig zu ztvei Seitenflichen
derart durchbohrt, daB der so entstehende
Restkorper eine Oberfliche erhalt, die um
257, groBer als die Wiirfeloberfliche ist.

Wie groB ist der Radius der Bohrung?
(Bemerkung : Fiir 10.Klasse, keine Eigen-
entwicklung, Quelle der Aufgabe unbekannt)

Studenten bei der Bestimmung der chemischen Zusammensetzung von Legierungen




Abzeichen in Gold

Fiir elfjahrige Teilnahme

Christoph Scheurer, Glauchau-Gesau; Henrik
Frank, Greilswald; Lutz Piffeld, Hennigsdorf;
Eckhard Schadow, Oranienburg

Fiir zehnjiihrige Teilnahme

Martin Ermrich, Elbingerode; Bernd Hanke, GroB-
schweidnitz; Guido Blosleld, Halle; Astrid Rosel,
Rostock

Fiir neunjihrige Teilnahme

Holger Jurack, Burkau; Ullrich Riedel, Floha;
Angelika Miiller, Greifswald; Falk Bachmann,
Halle; Rainer Gutsche, Herzberg

Fiir achtjahrige Teilnahme

Borwin Wegener, Berlin; Amo Feuerherdt, Bran-
denburg; Marid Helbig, Frankfurt; Thomas Jakob,
Gera; Ursula Mirker, Greifswald; Thies Luther,
Giistrow; Ulv Krabisch, Leipzig; Lew Dimenstein,
Leningrad (UdSSR); Norbert Littig Lichtenberg;
Sybille Baumgart, Loderburg; Uwe Bormann,
Magdeburg; Regina Kupfer, Miltitz; Berthold
Wettengel, Oelsnitz; Frank ABmus, Oranienburg;
Rainer Seifert, Pinnau; Volker Lerche, Schmal-
kalden; Bernhard Zschada, Sondershausen;
Gudrun Drews, Wébbelin

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Ralfl Henze, Arnstadt; Andreas Fittke, Berlin; Ulf
Ritschel, BooBen; Uwe Lumm, Clingen; Clemens
Jaunich, Cottbus; Wolfgang Seeber, Gehren; Karin
Kramer, Gorlitz; Sylke und Bengt No6lting, Irmhild
Bittner, alle Greifswald; Ingo Lenz, Hagenow;
Claudia Kummer, Stefan Kasper, beide Leipzig;
Lothar Gruber, Linz (Osterreich); Gerald Werner,
Meiningen; Volker Schulz, Nauen; Axel Miiller,
Oberlungwitz; Barbara Gehb, Henri Hofmann,
Reinhold Beckmann, alle Schmalkalden; Birgit
Rosenberger, Suhl; Manfred HauBler, Westgreu-
Ben; Rolf Kuhn, Wintzingerode; Katrin Richter,
Wittenberg; Karsten Konig, Zeuthen; Jorg Briistel,
Ziegelheim; Kurt Oertel, Zschomewitz

Fiir sechsjihrige Teilnabme

Volkmar Tiirke, Auerbach; Torsten Flade, Beier-
feld; Cordula Becher, Andreas Gude, Andrea
NieBen, alle Berlin ; Michael Feudel, Bischofferode;
Peter Rohl, Cottbus; Ralf Ott, Demmin; Frank
Regensburger, Michael Apitz, Werner Jeroch, Uwe
Hanisch, Reinhard Pohl, alle Dresden; Andrea
Puchert, Eichicht; Heidelore Stallbohm, Eldena;
Eberhard Georgy, Erfurt; Wolfhart Umlauf, Frei-
tal; Dietmar Richter, Garitz; Michael Schott,
Grafenthal; Christian Woll, Greifswald ; Jens Neg-
wer, Grimma ; Burkhard Rahr, Gr. Naundor[; Giin-
ter Mosel, Giilze; Andrea Herrmann, Hammer-
unterwiesenthal; Jirgen Hiittner, Kottengrin; Ar-
min Korner, Leipzig; Ralf Kretzschmer, Dresden;
Peter Wiehe, Leinefelde; Steffen Langbein, Lichte;
Gabriele Otto, MeiBlen; Rainer Bauer, Mittweida;
Thomas Richter, Neuhausen; Andreas Massanek,
Neusornzig; Michael Thrianhardt, Oranienbaum;
Joérg Schubert, Plaflroda; Wilfried Réhnert, Rade-
beul; Thomas Apel, Reichenbach; Christiane Jor-
dan, Reitwein; Armin Hoell, Ribnitz; Michael

Zwicke, Riesa; Ralf Briesemeister, Siegfried Miiller,
beide Sachsendorf; Haiko Miiller, Thomas WingeB,
beide Schmalkalden ; Torsten Léwe, Schleiz; Berna-
dette Domaschke, Seifhennersdorf; Hans-Dietrich
Schwabe, Sondershausen; Holger Hoppe, Stendal;
Giinter Carlsen, Titschendorf; Dirk Herrmann,
Toplitz; Katrin Wahn, Uebigau; Sylvia Zipf, Wald-
heim; Thomas WeiB, Weimar; Sylvia Kunze, Wei-
Benfels; Carola Senft, Wingerode; Ralf Becker,
Wolmirstedt; Ute Scharkowski, Zepernick; Jirgen
Rolle, Zittau

Fiir finfjahrige Teilnahme

Udo Clemens, Altenburg; Dieter und Henri Koch,
Arnstadt; Olal Rausch, Aue; Burkhard MaeB, Bad
Doberan; Lutz Heinrich, Bad Langensalza; Dag-
mar Fischer, Birgit Ewald, Marion Breitschuh,
Michael Prescher, Katrin Kolliwer, alle Berlin;
Werner Konig, Berlingerode; Thomas Dittrich,
Brand-Erbisdor(; Vera Schulze, Brandis; Adelbert
Heddergott, Biittstedt; Iris Grinda, Calbe; Jens
Schumann, Coswig ; Ilka Kohlstock, Andrea Dreyer,
Ellen Harnath, Jens Purand, Grit Schulze, Iris
Grundke, alle Cottbus; Jirgen Anders, Dahlewitz;
Mario Binkowski, Demmin; Annett Koérner, Uta
Qelschlagel, Angela Jircik, Klaus-Dieter Gloe, Nor-
bert Katsch, Lutz Friedemann, Matthias Apitz,
Peter Alexander Pohler, Frank Wittwer, Andreas
Schimmang, alle Dresden; Jorg Bruchertseifer,
Dubna (UdSSR); Daina Semper, Thomas Bohme,
beide Eisleben; Uwe Kintzel, Erfurt ; Maritta HeB,
Lutz Mittelsdorf, beide Fambach; Ka&lrin MeiBner,
Forst; Beret Brabec, Frankfurt; Heike Briigge-
mann, Thomas Gerlach, Ute Ribbe, Bernd Hart-
wig, Steffen Toepfer, Mike Liebegott, Dirk Kramer,
alle Friedeburg; Sylvio Klose, Gera; Kerstin Miller,
Pedro Tiesler, Christol Herrmann, alle Greifswald;
Viola Richter, Garnitz; Bernd Diibe, Gr.-Bade-
meusel; Matthias Weser, Grofenhain; Andrea
Potthofl, Gro Wistenfelde; André Motz, Griin-
hain; Hubert Steinmetz, Griiningen; Gudrun Tap-
pert, Guben; Jens Folgmann, Ruth Jacobs, beide
Halle; Doris Planer, Hohendorf; Knut Bauer,
Hohenstein-Ernstthal; Undine Nathan, Michael
Dietrich, beide Hoyerswerda; Rolf Kamieth, Kak-
kerbeck; Marko Hanke, Ronald und Arnd Résch,
alle Karl-Marx-Stadt; Jorg Pohland, Klingenthal;
Alois Weninger, Knittelfeld (Osterreich); Heimo
Woitek, Leinefelde; Uwe Haberlandt, Karola Na-
ther, Jens Rudolf, Thomas Richter, alle Leipzig;
Ute-Barbara Heuer, Leisnig; Jorg Steinbach, Lim-
bach-Oberfrohna; Barbel Wintzler, Lobenstein;
Annett Weise, Loderburg; Martina Wolf, Magde-
burg; Udo Kretzschmann, Markneukirchen;
Peter Stolze, Moéhlau; Volkmar Riemer, Neu-
brandenburg; Liane Krimmling, Neuenhofe;
Matthias Theurich, Olbersdorf; Riidiger Dising,
Osterburg; Antje Langer, Oybin; Ute Mollhoff,
Piesau; Sabine Einert, Pockau; Jens Jacobi, Jens-
Uwe Sprengel, heide Potsdam; Jens-Peter Planke,

- Premnitz; Uwe Hadamik, Dagmar Herrlich, Kar-

sten und Falk Breuer; alle Radebeul; Ronald
Bracholdt, Riesa; Jana Walter, R6bel; Birgit und
Heiko Lehmann, Rostock; Ina und Uwe Ebert,
Ruppendorf; Regina Bricks, Saalfeld; Helmut
Engelmann, Sachsendorf; Siegrid Kretschmann,
Schlagsdorf; Ina Sp , Schl gen; Heinz-
Olaf Miiller, Sabine Ender, Frank Wurschi, Almut
Beckmann, Martin Tengler, alle Schmalkalden;
Lutz Moller, Schmiedeberg; Torsten Jeschke,
Schwarzheide; Eckart Mdbius, Roderich Winkler,
beide Schwerin; Frank Maschke, Sebnitz; Annelie
Meyer, SilberstraBe; Simone Mahlow, Sonders-
hausen; Volker Steuer, Spremberg; Gerd Birnbaum,
Spitzkunnersdorf; Thomas Eichhorn, Steinach;
Angela Bieber, Sabine Munk, beide Steinbach-
Hallenberg; Simone Teichmiiller, Stockey; Heike
Carlsen, Titschendorf; Jiirgen Prestin, Waren,
Beate Seiler, Rall Kurch, Beate Nihler, alle Wei-
mar; Uwe Felsberg, Worbis; Uwe Miiller, Wroclaw
(VR Polen); Christoph Chojetzki, Zeithain; Frank
Erdmann, Zeitz; Birgit Thomas, Uwe Langer,

Regina Kreul, Uta RoBler, Matthias Theurich,
Steffen Pankow, Gabriele Herzig, alle Zittau; Ute
Baumann, Zschocken; Dietmar Ulbricht, Velten

Fiir vierjiihrige Teilnahme

Frank Kéampfer, Holger Herold, beide Altenburg;
Hajo Herbst, Allenpleen; Uwe Maaz, Arnstadt;
Henri Kriechling, Asbach; Guntram Tiirke, Auer-
bach; Ralph Miiller, Bad Bibra; Frauke MaeB,
Bad Doberan; Elke Herrlich, Bad Gottleuba;
Kersten Pegesa, Bad Muskau; Thorsten Tonndorf,
Bad Salzungen; Jens Spyrka, Bergen; Birgit Woll-
schlager, Bergwitz; Stefan Berg, Frank Bendin,
Andreas Schaale, Ingrid Woll, alle Berlin; Hagen
Geppert, Bernburg; Gabriele Orgis, Bernsbach;
Ulrich Kramer, Gundolfl Schilling, beide Bernte-
rode; Astrid Markgraf, Bischoflerode; Carmen
Schneider, Bischolswerda; Pia Zimmermann, Inge
Beck, beide Bleicherode; Andreas Kraska, Breiten-
worbis; Birgit Weishaupt, Bilow; Hagen Hartleb,
Biittstedt; Birbel Konig, Annegret Schneider, Si-
mone Kahl, alle Burkau; Guido Mehne, Ralph
Voigtlinder, beide Calbe; Maik Weide, Callenberg;
Olaf Seifert, Camburg; Andreas Winkler, Cosse-
baude; Uwe Rohl, Ralf Hortig, Andreas Schlecht,
Thomas Hoffmann, Susanne Liebelt, Kathrin Ma-
gister, Detlef Baur, Ralph Bernhardt, alle Cottbus;
Karola Sarodnick, Dallgow; Carsten Lehmann,
Damsdorf; Manfred Kutschank, Deutschenbora;
Monika Nolte, Silke Zimpel, beide Dingelstidt;

Michael Beetz, Dreetz; Michael Giesecke, Jérn

Wittig, Thomas SiiB, Jiirgen Grafenstein, Thomas
Hartwig, Thomas KeBler, Lutz Jeroch, Jens Rotsch,
Michael Pietschner, Uwe Riedel, Michael Berton,
Ralph Rénsch, Helmuth Goldberg, Karl Klotzsche,
Carolin Engel, Susanne Miiller, Thomas Schind-
helm, Ingolf Kérner, alle Dresden; Mandy Rinklin,
Thomas Marek, Peter Weise, alle Eisenach; Volker
Georgy, Henrik Seifert, Dirk-Thomas Orban, Re-
nate Liitzkendorf, Uwe Nagel, Uwe Strohmeier, alle
Erfurt; Math. Zirkel der Hugo-Joachim-OS Espen-
hain; Iris Abt, Elke Héfner, beide Fambach; Jérg
Butter, Freiberg; Ralf Baumhekel, Freital; Andreas
Fintzel, Friedeburg; Gerd Hackbarth, Gallentin;
Anne-Katrin Schmidt, Gelmeroda; Angela Illing,
Gersdorf; Meike Pfiitzenreuter, Gerterode; Frank
Scheffler, Gnoien; Rafael Stein, Gédern; Bodo
Heise, Anne-Kathrin Endtricht, beide Goérlitz;
Yvonne Pforr, Matthias Kasparek, beide Grafen-
hainichen; Andreas Wolf, Stefan Géckeritz, Gun-
nar Miller, Katharina Herrmann, Ines Kath,
Manuela Heims, Astrid Renz, Silvia Falk, alle
Greifswald ; Michael Katzer, GreuBen; Heike Klitz,
Grimmen; Cornelia Mewes, Marian Wiepke, beide
Guben; Susanne Zollner, Halle; Regine Binder,
Halle-Neustadt; Volker Reck, Heiligenstadt; Enka
Stelzer, Heringsdorl; Eike Harmel, Hohenferche-
sar; Kerstin Hirsch, Holzdorf; Mathias Grund-
mann, Roland Dietrich, Rene und Conchita Schiip-
pel, alle Hoyerswerda; Volkmar Liebscher, Iithe-
nau; Horst Fliegner, Jarmen; Torsten Zahn, Kan-
delin; Thomas Mader, Jens Ponisch, Birgit Hol-
mann, Anett Mirker, Andreas Hengst, alle Karl-
Marx-Stadt; Ute Silchmiiller, Heike Wenig, beide
Kieselbach; Barbara Tschada, Kleinberndten ; Stef-
fen Rieth, Klostermansfeld; Antje Meyer, Kraut-
heim; Kerstin Willek, Kriebitzsch; Karsten Dre-
scher, Leinefelde; Birgit Haberlandt, Ines Bauer,
Stephan Bonewitz, Heiko Rudolf, Jorg Schwarzer,
Peter Kasper, Katrin Bormann, alle Leipzig; Kath-
leen Weise, Loderburg; Manuela Marpert, Mar-
kersdorf; Uwe Zscherpel, Meerane; Thomas Eller,
Silke Marquardt, Dagmar Werner, alle Meiningen;
Tobias Liicke, MeiBen; Kerstin Friedrich, Beate
Dutschke, beide Mittelherwigsdorl; Antke Kossel,
Mittelschmalkalden; Per Witte, Mittenwalde; An-
gelika Radtke, Mittweida; Heidrun Janchen, Mohs-
dorf; Gudrun Hebestreit, Miihlhausen ; Uwe Grase-
nack, Nauendorf’; Torsten Kretschmer, Naumburg;
Birger Wirth, Nermsdorf; Kerstin Feigel, Neun-
dorf; Sigrun Massanek, Neusornzig; Karsten Woi-
ke, Neustadt; Uwe Pauluhn, Nordhausen; Anett
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Rabe, Birgit Uhlmann, beide Oberlungwitz; Jérg
Lehmert, Oelsen; Kerstin Johannes, Oranienbaum;
Andreas Bollmann, Osteroda; Peter Seifert, Pinnau;
Kerstin Zirnstein, Pirna; Thomas Mittelbach,
Plessa; Elisabeth Schiiltke, Potsdam; Hagen Mro-
wetz, Prenzlau; Christiane Dobberstein, Rathenow;
Claudia Wiirker, Reichenbach; Ralph Neumann,
Ulrich Zeitzmann, beide Ribnitz; Susanne Forst-
reuter, Astrid Wruck, Kirsten Kowalewski, alle
Rostock; Wolfgang Stein, Rudolstadt; Birgit Bricks,
Saalfeld ; Eva Schubert, Schalkau; Cornelia Grulke,
Schernberg; Jens Gollmer, Henri Kriechling, Cor-
nelia Schidlich, Susanne Heuer, Thomas Gerth,
Christoph Wille, Werner Hifner, alle Schmal-
kalden; Sabine BuB, Schorssow; Wolfgang Forg,
Schwaz (Osterreich); Elke MeiBner, Sitzendorf;
Bert Hoffmann, Silke Mistol, Martin Forster, alle
Sollichau; Matthias Schneiderheinze, Sondershau-
sen; Cornelia Recknagel, Pia Kollmann, Corina
Speck, Udo Walther, Andrea Moller, Sabine Bah-

ner, Barbara und Christina Usbeck, Peter Nickel, -

Annedore R&ll, Doris Rothdmel, alle Steinbach-
Hallenberg; Silke Reuscher, Ines Pubanz, Roland
Goldenbogen, alle Stralsund ; Elke Rdsner, Straus-
berg; Peter Pfannschmidt, Suhl; Heidrun Tiedt,
Teterow; Annekatrein Heuer, Tieckow; Ulf Carlsen,
Titschendorf; Margit Creutzburg, Thal; Ute Berg-
mann, Katrin'Schatz, beide Torgau; Kerstin Spie-
gel, Waldheim; Stefan Syring, Warin; Klaus-Detlef
Gehrke, Warnemiinde; Kerstin Ackermann, Wa-
sungen; Gudrun Boettcher, Weimar; Olal Seidel,
WeiBwasser; Sebastian Strube, Wernsdorf; Mayk
Rehtanz, Wernshausen; Torsten Grimm, Sven
RiBmann, beide Wesenberg; Silke Gabriel, Eric
Link, beide Wismar; Torsten Noack, Wittenberg;
Karsten Schlutter, Wittstock; Jérg Schleinitz, Wol-
sickendor{; Eva-Maria Heubner, Wolfen; Birgit
Schmidt, Worbis; Birgit SchlutheiB, Wiistenbrand;
Torsten Ninebuck, Roland Wehmeier, beide Wii-
steney; Christine Gruhn, Zepernick; Uli Zurth,
Zerpenschleuse; Michael Holdys, Heike Kiehne,
beide Ziesar; Gabriele Schubert, Anett Schulzen-
sohn, Heimo Henschelmann, Bernd Dunger, alle
Zittau; Gerald Kothe, Leinefelde

Fiir dreijihrige Teilnahme

Margret Detsch, Bad Salzungen ; Timo Kretzschmar,
Bahratal; Henry Fischer, Bitterfeld; Marlis Schro-
der, Brandenburg; Stefanie Began, Breitenworbis;
Uta Boldt, Burg Stargard; Kerstin Kridhe, Calbe;
Petra Sarodnick, Dallgow; Gabriele Sprotte, D6-
beln; Birgit Wittwer, Jochen Lattermann, alle Dres-
den; Gabriele Fischer, Deutschenbora; Susanne
Schreiber, Elsterwerda; Thomas Schmidt, Erfurt;
Birgit Voigtmann, Freiberg; Carla Miiller, Friede-
burg; Kerstin Wickner, Hermannsdorf{; Thomas
Jez, Herzberg; Sabine Sentker, Hettstedt; Ines
Gillwald, Holzendorf; Marion Endrigkeit, Jessen;
Jens Hoflmann, Holger Friedrich, Andreas Bernd,
alle Karl-Marx-Stadt; Axel Schiiler, Kleinmach-
now; Karsten Ihlenburg, Konigs Wusterhausen;
Gerald Pfitzenreuter, Jorg Drechsel, beide Leine-
felde; Ute Fischer, Liibbenau; Uwe Wiirker, Miil-
sen; Liane Helmbold, Neuenhofe; Dieter Seifert,
Pinnau; Axel Schulz, Potsdam; Katrin Lippuner,
Rheinsberg; Dieter Grebner, RoBdorf; Ulrike Mar-
tin, Ines Dalisda, beide Rostock; Petra Zachert,
Sachsendorf; Michael Gerth, Schmalkalden; Ma-
nuela Recknagel, Steinbach-Hallenberg; Ekkehard
Breuel;, Stendal; Christine Mohr, Teterow; Thor-
sten Eidner, Zeulenroda; Kerstin Hoffmann, Zittau;
Birgit Schenke, Zschornewitz; André Schlosser,
Klingenthal. Die hier genannten Schiiler erhielten
Buchpreise.

Immanuel Dittrich, Altenburg; Ines Matthesie,
Simone GroB, Peter Engelhaupt, Rolf Standau,
Gerhard Fribel, Heike Rem, Antje Eck, alle As-
bach; Frank Baumgart, Aschersleben; Evelyn
Heyer, Aue; Ulrich Horn, Bad Frankenhausen;
Kathrin Gutte, Bad Gottleuba; Dagmar Klopsch,
Bad Kleinen; Knut Rommel, Bad Liebenstein; Su-
sanne Stadler, Uwe Wieczoreck, Steflen Beyer,
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Ingrid Heidrich, Karola Durner, alle Leimbach;
Heidrun Schwerin, Bandau; Kerstin Strohbach,
Bautzen; Kirsten Rechner, Baruth; Jérg und
Peter Kruppa, Cornelia Schroeter, Ute Hueb-
scher, Liane Winkler, Sabine Mantel, Cortez Schulz,
Andrea Schick, Jiirgen Pommerening, Marc Sche-
we, alle Berlin; Wilfried Diiring, Binz; Stefan
Krtschil, Birkenwerder; Steffi Lofller, Blanken-
felde; Heike Frenzel, Rita Krieghoff, beide Blum-
berg; Tilman Volzke, Bohlen; Holger Reimann,
Bohlitz-Ehrenberg; Heike Hoffmann, Frank Blink-
rei, Brita Hoffmann, alle Boizenburg; Kerstin
Quedenfeld, Daniela Bruer, Beate Daul, Monika
Bruer, Detlef Kriiger, Diana Meiner, alle Bregen-
stedt; Uwe Dall, Heiko Walter, Heike Wiegand,
Matthias BeiBberger, Claudia Heller, Sandro End-
ter, alle Breitungen; Irene Palm, Brieselang; Catrin
Zenner, Buttelstedt; Ute Wolf, Burgstiidt; Steffen
Griitzner, Burkau ; Uwe Queck, Burkersdorf’; Britta
Leschka, Buttelstedt; Bernd Bethge, Butzow; Ka-
trin Treue, Calbe; Frank Glotz, Camburg; Chri-
stine Pompe, Axel Harnath, Stefan Jakubaschk,
Royald Lenk, alle Cottbus; Dietmar Berthold,
Crimmitschau; Olaf Mattis, Meike Stegemann,
beide Dambeck ; Thomas Claus, Demitz-Thumitz;
Anette Paetzold, Demmin; Ines Fehrmann, Deut-
schenbora; Thomas Richter, Dietlas; Rainer Nolte,
Dagmar Schunck, Annette Hindermann, alle Din-
gelstadt; Steffen Kanert, Mike Westphal, Carsta
Rolofl, alle Dobbertin; Helga Loos, Doérfel; Ma-
nuela Schwenke, Dohna; Heike Georgi, Heike
Taschenberger, Kerstin Hofmann, Frank Molden-
hauer, Veronika Enkelmann, Manuela Geisler, alle
Deutschenbora; Peer Forberg, Stefan Girtner,
Peter Schreiber, Stefan Edelmann, Asja Niirnber-
ger, Matthias Liebig, Jérg Hempelt, Frank Eiselt,
Elmar Hartenstein, Falk Wagner, Antje Kihn,
Giinter Kiihn, Michaela Woelk, Thorsten Niirn-
berger, Hans-Peter Kulbe, Gerd Schmidt, Cornelia
Muiiller, Uta Reiche, alle Dresden; Reinhard WeiB-
nicht, Siegfried Obst, beide Eberswalde; Martina
Beau, Effelder; Petra Albsleben, Eich_enbarleben;
Birgit RoBler, Kerstin Mans, beide Eisenach; Peter
Schlag, Eisenberg; Andre Kélbel, Thomas Jage-
mann, alle Eisenberg; Thomas Pigorsch, Dirk Ku-
berne, beide Eisleben; Petra Kramer, Elmenhorst;
Matthias Schreiber, Elsterwerda; Heike Heber,
Erfurt; Marlis Patz, Petra Patz, beide Etterwinden;
Heiko Blochwitz; Falkenberg; Simone Otzel, Ka-
trin Sievers, beide Fambach; Petra Ziemann, Feld-
berg; Reinhard Walter, Finsterwalde; Karsten
MeiBner, Forst; Antje Wagner, Kathrin Hoffmann,
beide Frankfurt; Elke Jahn, Kathrin Schmieder,
beide Freiberg; Cornelia Voigt, Friedeburg; Torsten
Siebert, Gorlitz; Gesine Beyrich, Greifswald ; Klaus
Siemoneit, Grimmen; Ute Hennig, GroBrohrs-
dorf; Uwe Ansorge, Griinhain; Matthias Bauer,
Genthin; Urte Conrad, Gielow; Andrea Schulz,
Glindow; Torsten Kochy, Gniest; Birgit Reilinger,
Britta Pfiitzner, Gudrun Kirstein, Uwe Rehbein,
André Koster, alle Goldberg; Kerstin Schneider,
Annette Meckel, beide GoBwitz; Angelika Ceslik,
Thomas Silz, beide Grifenhainichen ; Olaf Schmidt,
Wilfried Schleinitz, Eckhard Buhrow, alle Greils-
wald; Heike Mobius, Grimma; Andrea Milke,
GroBbodungen; Sylke Jager, GroB-Ernsthof; Clau-
dia Miiller, Gr.-Leuthen; Grit Méckel, Griinbach;
Gotz Kluttig, Thomas Burkhardt, beide Guben;
Petra Brandstidter, Michael Rohn, beide Giistrow;
Annegret Winkler, Gustebin; Anka Nagler, Halber-
stad(; Volker Kunert, Thomas Reissig, beide Halle;
Ralf GruB, Roger Fischl, Giinter Schichinsky,
Katrin Miiller, alle Halle-Neustadt; Thomas Eng-
hardt, Peggy Unger, Jan-Erik Kunze, alle Hammer-
briicke; René Geipel, Hartha; Christina Liebe,
Gudrun Liebe, beide Hartmannsdorf; Ralf Gruner,
Ramona Madckel, beide Hauptmannsgriin; Carmen
Schwaab, Christine Hatzky, Silvio Anohle, alle
Haynrode; Birbel PiBler, Heike Wendler, Katrin
Ullmann, Frank Eberlein, Heinz Wickner, alle
Hermannsdorl; Carola Gresens, Herold; Gerald
Jage, Christel Schiewietz, beide Herzberg; Regina

Planer, Hohendorf; Jens Fiebig, Hohnstedt; Harald
Kriiger, Hohenstein; Cornelia Gillwald, Holzen-
dorf; Anke Rentsch, Horka; Katrin Schulze, Tor-
sten Dietrich, beide Hoyerswerda; Rigobert Hu-
pach, Hiipstedt; Martin Arnold, Ilmenau; Joachim
Krummow, Hanjo und Conny Sauermann, alle
Joachimsthal; Detlef Henschel, Kamenz; Norbert
Nehrdich, Kandelin; Simona Ritzke, Karbow; Bir-
git Georgi, Jane Voll, Uwe Seidel, Frank Hiibler,
Holger Leonhardt, Andreas Niepel, Mike und Rall
Kosser, Claus-Peter Endter, Ralf Buschmann,
Christiane Glumann, alle Karl-Marx-Stadt; Ma-
nuela Wohlfahrt, Thomas Baer, Dany Eiche, Bernd
August, alle Kieselbach; Kathrin Geier, Karin
Hempel, Dagmar Miihlmann, alle Kirchberg; Ralf
Schiiler, Kleinmachnow; Joachim Pankewald,
Klein Zetelitz; Susanne Marx, Klepzig; Dirk
Schlender, Klosterfelde; Frank Dronsz, Kénigs
Wusterhausen; Ralf Hantsch, Kéthen; Joachim
Braun, KoBdorf; Frank Batschon, Krauschwitz;
Ramona Werner, Krautheim; Andrea Ludwig,
Kummersdorf; Gunar Schneider, Langenbach; Ste-
fan Kiigler, Langenleuba; Grit Heyde, Latdorf;
Dirk Eigenwillig, Lauchhammer; Silke Greiner-
Vetter, Heidi Krumpholz, beide Lauscha; Barbara
Surma, Jens Dette, Roland Bolze, Sylvio May,
Thomas Winkler, Anka Reinecke, Ralf Hertram,
Petér Grolle, alle Leinefelde; Annette Zschiesche,
Jana Deckbar, Ulrike Haasl, Susan Miller, Lutz
Limmer, Holger Rhan, alle Leipzig; Marika Goe-
decke, Leisnig; Heiko Schinke, Leuna; Andrea
Walther, Limbach-Oberfrohna; Heiko Nowarra,
Uwe Lautenschliger, beide Léssau; Birgit Arndt,
Loitz; Ronald Arndt, Liiblow; Torsten Harnisch,
Liitzen; Sven Weinkaut, Mammendor{; Antje
Zscherpel, Meerane; Matthias Neundorf, Carola
Héhn, beide Meiningen; Peter Kiirbis, MeiBlen;
Christiane Krause, Menteroda; Rolf Dietzel, Men-
zengraben; Frank Birmbaum, Beate Besser, beide
Merseburg; Marko Badel, Michendorf; Birgit Za-
bel, Andrea Richert, beide Mihlhausen; Katrin
Wilke, Anke Krukenberg, beide Nauendorf; Chri-
stine Braun, Naundorf; Anett Jennrich, Heike Mei-
necke, Beatrice Pitz, Anne-Kathrin Pitz, alle
Neuenhofe; Fred Hiickstadt, Petra Ahrens, beide
Neukloster; Ronny Forster, Neumark; Thomas
Lange, Winfried Solf, beide Neustadt; Hans-Dieter
Biichler, alle Neustadt; Gabi Stritz, Neustrelitz;
Thomas Kunz, Nossen; Jens Horn, Michael Déll,
beide Oberschéna; Rolf Bittig, Oschatz; Petra
Kirchner, Thomas Kelch, beide Parchim; Dieter,
Jorg und Uwe Vogel, alle Petzschwitz; Uwe
Schulze, Pirna; Ingrid Becker, Annette Hergert,
Andrea Sesselmann, alle Plauen; Sabine Kern-
bach, PéBneck; Ralph Lorenz, Poggendorf; Petra
Baldauf, Anne Klausnitzer, Ines Freyholdt, Rainer
Rithe, Sigurd Assing, Georg Schreckenbach, Kar-
sten Milek, Michael Hansch, Thomas Schrecken-
bach, alle Potsdam; Jens Uhlemann, Prausnitz;
Sigrid Planke, Tim Planke, beide Premnitz; Katrin
Arnhold, Radebeul; Lutz Hiibschmann, Simone
Lein, beide Raschau; Thurals Meinl, RaDnitz;
Birgit Richter, Reuden; Christiane Smykalla, Rib-
nitz; Ina und Manfred Hille, Steffen Andrich,
alle Riesa; Frank und Uwe Holubek, beide Riet-
schen; Thomas Riihlemann, Beate Walke, beide
Robel; Gertrud Rudisch, Roitzsch; Lutz Otto,
Heiko Baubel, Ellen FuB, Silke Bieleit, Christine
Pfaff, alle RoBdorf; Matthias Neundorf, RoBlau;
Jiirgen Trager, RoBleben; Bernd Schentschischin,
Christiane Woitke, Klaus Viebrandt, Anett Miiller,
Hans Nitschke, Anett Becker, Sabine Heinze,
Sylke Giese, alle Rostock; Steffi Lehmann, Heike
Grosser, Yvonne Loser, alle Rothschénberg; Ca-
thrin Ballmann, Birgit Quinque, beide Rotta;
Anke Benecke, Sachau; Frank Richter, Schko-
len; Sigrid Schréter, Martina Riihl, beide Schla-
ditz; Ronald Fabian, Schleife; Gabi Rem, Sonja-
Gramann, Antje Poerschle, Brita Brettschneider,
Beate R Ym, Mathias Brandt, Steffen Abicht, Heike
Wittmann, Detlel Christ, Sylvia Luck, Petra Vier-
eck, Silke Kaus, Erike Peter, Gabi Kirchner,



Ute Morgenroth. alle Schmalkalden ; Markus Woll,
Schonbach: Edgar Liider, Schonborn: Gabricle
Miiller, Schénwalde: Gunnar Jeschke, Schwarz-
heide: Detlel Wassermann. Schweinitz; Rall Bek-
kert, Schwerin: Heike Menk. Sehnsdorl: Jens
GlaBer. Seiffen: Michael Hruschka. Senfienberg;
Daniela Ziegert, Sondershausen: Jens Reckna-
gel, Veiko Recknagel. Stefan Schiiler, Chrisloph
Nothnagel. Yvonne Recknagel. Anka Wilhelm,
Karin Lehmann. Kathrin Roder, Silke Kdllmann,
André¢ Barisch, Matthias Baumann. Frank Hélner,
Matthias Holland-Nell, Friedo Lohse, Claudia
Hafner. Latrin Heim, Astrid Keller, Christine
Mangold. Jens Plannschmidt, Veiko ZeiB3, Sabine
Artschwager, Ines Baumeister. Martina Biichner,
Heike Hilner, Evi Konig, Beale Konig, Kerstin
Holland-Letz, Sabinc Holland-Letz, Andreas K&-
nig, Evelin Plannschmidt, Andrea Hoffmann, alle
Steinbach-Hallenberg; Rall Wunderlich, Steins-
dorf; Torsten Roeger, Stendal; Thomas Merten,
Stralsund; Kerstin Gundlach. Strasburg; Katrin
Rosenberger, Suhl: Susanne Kiihnert, Tangerhiitte:
Klaus Pfeiffer. Taubach: Uwe K&hler, Thomas
Kohler, beide Taura; Antje Wull, Constanze
Gasch, Holger Norenberg. alle Teltow; Lars Herr-
mann, Téplitz; Heike Waller, Torgelow; Kathrin
Scheibe, Trebitz; Rall Reinhold, Katrin Grusch-
witz, Andrea Geier, alle Unterheinsdorl; Corina
Walter. Uthausen; Holger Schick, Ronald Kallen-
bach, Heidrun Kallenbach, alle Vacha; Annette
Schiller, Katrin Badeke, beide Wallwitz; Ralf Ditt-
mar, Kerstin Anschiitz, beide Waren; Peira Acker-
mann, Wasungen; Bettina Liittich, Weimar; Ute
Hausmann, Christiane Hotze, beide WeiBenborn;
Holger Meinhard, WeiBenfels; Birgit Schmidt,
Steffen Riiger, beide WeiBwasser; Man[red Petzelis,
Wendisch-Rietz; Carola Schauseil, Jérg Goldam-
mer, Gunda Gérlich, alle Wesenberg; Frank Scho-
ne, Matthias Scharf, Rall Breda, Dirk Hilbrecht,
Ingo Forster, Almuth Nehring, alle Wiehe ; Carmen
Rauscher, Wilkau-HaBlau; Wollgang Kihler, Wis-
mar; Berrit Richter, Wittenberg; Christel Hartig,
Wodorf; Ellen Raeck, Wolmirsted(; Roll Heubner,
Wolfen; Uwe Eix, Steffen Klimpel. beide Wolgast;
Claudia Groh, Wiistenbrand; Jorg MeiBner, ZeiB-
holz; Kar] und Jochen Oertel, Zeitz; Uwe Miiller,
Zeulenroda; Hella Paelchen, Andrea Garske, beide
Ziesar; Kerstin Wiinsche, Cornelia Lorenz, Katrin
Bohme, Claudia Hampel, J6rg Rothe, Michael
Moénch, Karsten Amthor, Ingrid Soblik, Olaf
Kretschmar, alle Zittau; Norbert Welzel, Zschorne-
witz; Norbert Schlosser, Uta Escher, beide
Zwickau; Achim Saft, Sigurd Heller, Ralph Tépfer,
Iris Krech, alle Bad Liebenstein; Freddy Dall-
mann, Coswig; UIf Riechen, Dresden; Andreas
Kerdas, Kéthen; Antje Schlosser, Klingenthal;
Uwe Schulze, Pirna; Jens BalBuweit, Sondershau-
sen.

10. Internationale
Chemie-Olympiade

Warschau: Eine Goldmedaille fir die DDR
erkampfte Michael Handschuh aus Dessau
bei der 10.Internationalen Chemie-Olym-
piade von Schiilern der allgemeinbildenden
Ober- und Mittelschulen in Torun. Die Jury
erkannte ihm in der Gesamtwertung des
unter UNESCO-Patronat stehenden Wett-
bewerbs den 2.Platz zu. Sieger des am
10. Juli beendeten Wettstreits in der Torurier
Nicolaus-Kopernikus-Universitit, an dem
Mannschaften aus 12 europiischen Landern
mit jeweils vier Schiilern teilnahmen, wurde
Andrej Wedernikow-(UdSSR).

Losungen

_Xx+y+z—xyz

Wegen (1) ist

X+y+:c—xyz=0 und wegen (2)

1 —.\1‘\'—.\':—.\‘:> | —%—%—%:0;

daraus folgt wegen (7)

tan{u+c+w)=0. (8)
Da wegen (5) |+ +w | <—§ ist, lolgt i+ +w
=0und daher 3u+ 3v + 3w =0, also auch
tan(3u+3v+3w)=0. 9)
Andererseits gilt wegen (7)

tan(3u+ 3v+ 3w)=
tan 3u +tan 3¢ +tan 3w —tan 3utan 3rtan 3w

Losungen zu den Aufgaben 4 und 5
der Olympiadeaufgaben aus der SR Vietnam:

Ad4a Wegen asa gilt ay,—a=0, wegen
a <b gilt a,—b=<0, also (a,—a)(ax—b)<0.
Daraus folgt

(ax—a)(a—b) =0,
|

k

[l aoFl

al—(a+b)) a,+nabz0,
k=1 k=1

1& 1&
=Y al—(a+b)- =Y a+ab<0,
n'= ni'=4

my—{(a+b)ym, +ab<0,
ab+myZ(a+b)m;.

Wegen ab+m;>0und (a+b)m, >0
folgt weiter

(ab+m3)? £ (a+b)*m,?, also
(ab+m2)* —(ab—m;)* <(a+b)*m,?,
4abm, < (a+bYm,?,

2
la+h) m;2, w.z.b.w.

<
M= 4ab

AS5a Ist x=tanu mit|x| <[/l—_’
k)

also | u | <%, so gilt

tan2u+tanu

tan u=tan(Qu+u)=———F«——
( ) Il —tan2utanu

2tanu
1 tanZy Tt _3tanu—tan’u
B 2tan’u 1 —3tan’u

T 1-tan’u

3x—x?
T3
Es liegt daher nahe,
x=tanu, y=tanv, z=tanw ()
mit|u|<%,|v|<%,|w|<7—é )

zu setzen und zu beweisen, daBB

tan3u +tan3v+tan3w=tan3utan 3vtan 3w
gilt, wenn x + y+z=xyz ist. ©)
Nun gilt fiir alle u, v, w, fiir die (5) erfiillt ist,
tan(u+v+w)= tan(u+v)+tanw

1 —tan(u+v)tanw
tanu+tanv

T———————+tan
_l—tanutanu+t w

(tanu +tanv)tanw

" 1—tanutanv
_tanu+tanv+4-tanw—tanutanvtanw
" I—tanutanv—tanutanw—tan vtanw

T—xy—xz—yz

U

| —tan3utan3v—tan3utan 3w —tan3vtan 3w’
also wegen (9)

tan 3u +1an 3¢ +tan3w=tan 3utan3vtan Jw,
womil die Richtigkeit der Gleichung (6) und
damit auch der Gleichung (3) bewiesen ist.

AGA S=tan61—ng+lan6?—g+tan"z—g
=le+ZZJ+Z33

=9[92—3-11]+3~%=9~4s+1

=433.

a7a Es gibt nur ein regelmaBiges n-Eck,
fiir das die Bedingungen der Aulgabe erfiillt
sind, namlich das regelméBige 9-Eck.

Ausfiihrliche Losungen zu Aufg. 6 und 7
siehe Heft 3/79.

Lésungen zu: Lineare Optimierungen
lL.x21;2 xg%; Ixe[—1,2];4. x=2;

S. Viereck mit den Eckpunkten (0; 3),
(6;3),(4;5)(2;6);6. L=g&,;

7. Sechseck mit den Eckpunkten (2; 2),
(4;1),(8;3)(7;5),(6:6),(3; 5);

8. Prin(4;4), Zmin=24; Prmax(8; 20),
Zmax =96;9. Prin(5; 5), Zmin= 105,
x3="70, (x1, X2, X3)min=(5; 5; 70);
Pax(15; 25), Zmay = 155, x3=0,

(x1, X2, X3)max = (155 25; 0).

Losungen zu: Drunter und driiber

Ala Dadas Dreieck A;17P gleichschenk-
lig ist, gilt: A7I;=1,P. Aus dem Quadrat
AzA4AAg sicht man, daB Agl; =1,M.
Daraus folgt:

4 MA, =T;M + Ao = gl + TP = AsP.

Einfacher erkennt man die Gleichheit durch
eine Drehung von Agls um I-.
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A2A

Ala

A4 A Indie Grundfigur werden acht Kreise
mit dem Radius r= A4,l,, deren Mittelpunkte
Ax (k=1, ..., 8) sind, eingezeichnet. Sie stellen
die Innenkreise dar. Der Radius der dazu-
gehorigen AuBenkreise ergibt sich durch Ver-
bindung zweier benachbarter Punkte 4, und
Ai+y (k=1, ..., 7) als Abstand von A, zum
Indenkreis um Ay .+ ;. Danach verbindet man
die sich iiberschneidenden Kreisringe parallel
zu den Verbindungsgeraden der Mittelpunk-
te.

AS5A

Losungen zum Kryptogramm:

Flocke + Flocke = Schnee, Heft 6/78
218350 +218350=436700
219350+ 219350=438 700
416350 +416350=832700
481650 +481650=962300

Lisungen zu: Kryptarithmetik
Heft 6/78,S.123
6-1035=6210; 6 - 7539=45234,
. 4-1329=5316;4-1302=5208;
6-1063=6378

Lisungen zu: 10 Jahre Jugendobjekt

Klub Junger Mathematiker Dresden,

Heft 6/78

Ala Grundbereich der Variablen sei die

Menge der natiirlichen Zahlen.

1. Wenn a =1, so lautet das Ergebnis der Be-
rechnung des Terms 8.

2.2a=2b,wenna=b;z.B.a=3,b=3.

3. y=0, x beliebig

4. x=17

22

5.4a<Ta+7b ist eine wahre Aussage, wenn
a=1,b=2.

6. Wenn a=1, =0, so lautet das Ergebnjs
der Berechnung des Terms 3.

7. Ergebnis 84

8. 11 =13 ist eine falsche Aussage.

A241 2 3 4 56

AFA A AFA AF
- WF - F —

Al a Die Negationen der Aussagen lauten:

1. 29 ist keine Primzahl.

2. 5 ist nicht groBer als 9.

3. Nicht alle durch 10 teilbaren Zahlen sind
gerade.

4. Es gibt keine rechtwinkligen Dreiecke.

5.25+31%65

1 23 45
Aussage WF WWF
Negation F WF F W
Ada
4 AF Bemerkungen
e/a/ WW er/n
ex er
1. e F
2. er fir a=0
3. ex W
4 ex W fur m=0
5. a w
. 6. er allgemeingiiltig
7. er Rirt<2
8 ex W
9. e F
10.ex F x=0 und x=2 erfil-
len die Gleichung
X+x=x"'X
11. a w

Lésungen zu: Winterliche Knobeleien,
Heft 6/78

Ala

MEIEEEERE

A2aA
Spiegeln an der y-Achse bedeutet in den For-
meln x durch —x zu ersetzen und y zu be-
lassen. Die gespiegelten Funktionen sind also

,V1'=—%(x—8) fir 3<x<8

y)'’=—-x-8 fir 0=x<3

w| L

y3'=‘3_1(x—7)+7 rur%§x§7

y41=%(x_7)+7 fiir %§x§7.

Eine Spiegelung an der x-Achse heiBt, in den
Formeln y durch —y zu ersetzen und x zu
lassen. Wir erhalten als Spiegelbilder der
Funktionen y; bzw. y/ (i=1, 2, 3, 4) die

nr,

Funktionen y;” bzw. y;"’:

»n=- %(x+8) fir —8<xg3,

]

v =— §x+8- fir -3=x=<0,

fuir -7sx< —12—1,

y3"=%(x+7)+7
" 3 ; 3
ya' = —1—1(x+7)+7 fiir —7§x§—§,

3
yi"=-zx-8)

5 fir 3<x<8,
5 :
y2 =—§x+8 fir 0ZxZ3,
. y;”’=—1?1(x—7)—7 fur %§x§7,
3 .3
ya=—shx=T)=T fir S<xs7.

A3 A Vom Autor gefundene Losungen:
218350+ 218350=436700;
219350+ 219350=438700;
416350+416350=2832700




XVII. Olympiade Junger Mathematiker der
DDR ‘ "
Losungen zu Aufg. 5/6, DDR-Ausscheid:

5. Um zu zeigen, daB der Term (1) eine reelle
Zahl definiert, benutzt man, daB die Funktion
Ig x fiir alle x>0 reelle Werte annimmt, und
daB g x=0 genau dann gilt, wenn x=1 ist.
Dabher reicht es, die Ungleichungen

5/2-7>0,3-2)/2>0,3— 1/2{# 1
zu beweisen, etwa so:

@

50>49-)/50>/49-5)/2-7>0
9> 8-}/ 9>/ 8-3-2)/2>0.

Wire 3—2[/5= 1, so wire [/5.= 1 oder 2=1.
Um nun zu zeigen, daB (1) sogar rational ist,
stellten die meisten Schiiler fest, daB
5/2-1=(/2-1)
3-2/2=(/2-1p
bzw. (5)/2-T)*=(3-2)/2) gilt.
Benutzt man z. B. (4), so erhilt
le5)/2-7)_le[3-2)/2)
183-2/2)  1g3-2)/2)
_3.1g3-2)2) 3
2 1g3-2)/2) 2
Das Kiirzen der Logarithmen ist nach (2)

€]
@
an

erlaubt. Da % eine rationale Zahl ist, ist alles

gezeigt.
Eine etwas andere Moglichkeit fiir diesen
Beweis ist, zunichst die Annahme zu machen,
daB zwei ganze Zahlen p, g (g+0) existieren,
mit denen

lg(5)/2-7)_p ilt

1g3-2)/2) ¢
Hieraus folgt .
q-lg(s)/2-7=p- ls(3;/2_lﬁ)
1g(5)/2-Ty=1g(3-2)/2p.

Damit erhilt man

(5Y/2-7r=06-2/2p. 7
Zur Begriindung fiir diesen Schritt kann z. B.
die strenge Monotonie der Funktion
Ig x(x>0) oder die nach (2) erlaubte Umfor-
mung von (6{/@

(5)2=771_

le [(3 - 2|; 2)’] 0
herangezbgen werden, wenn jetzt die bereits
genannte Tatsache benutzt wird, daB Ig x=0
genau dann gilt, wenn x =1 ist. Durch Probie-
ren (vgl. (3), (4)) findet man, daB p=3,9=2in
(7) moglich ist. Durch Logarithmieren der so
entstehenden Beziehung (4) ergibt sich, daB
tatsichlich

1g(5)/2-7) 3.

=8t

183-2)/2) 2
Damit ist wieder alles gezeigt.

©)

©

k]

Bemerkungen: Die Bewertung der Losungen
zeigt, daB die Aufgabe als fiir die 4. Stufe der
Olympiade sehr leicht einzustufen ist:
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 5 9 10 4 6 22 37
Nur zwei Schiiler unternahmen keinen Lo-
sungsversuch. Ursachen fiir Punktabziige wa-
ren oft nur Fehlen oder Unvolistiandigkeit des
Beweises von (2) und mangelhhafte Begriin-
dung einzelner Schritte, z. B. von (6) nach (7).
Dipl-Math. G. Seifert,
Zentralinstitut fiir Math. und Mechanik
der Akademie d. Wissenschaften der DDR

6. Angenommen, es gibt eine Lisung (x, y),
dann folgt mit
z=x+yaus(l)
xy=2+3[/§—z bzw. mit
22=x2+2xy+y? aus (2)
. 22 -2xy=6. 5
Aus (4) und (5) ergibt sich fir z eine quadra-
tische Gleichung
2242z-10-6}/2=0
mit den Losungen
21=2+)/2 6
2= —4-}/2. ™
Setzt man nun (6) bzw. (7) in (3) und (4) ein,
so erhdlt man die folgenden Gleichungs-

systeme
}(6')

x+y=24]/2
xy=2|)/2
}(7')

x+y=—4— 1/5

xy=6+ 4[/5
In beiden kann man nach dem Einsetzungs-
verfahren etwa y eliminieren und erhilt eine
quadratische Gleichung fiir x. Diese hat im
Falle (7') keine reellen Losungen und im Falle
(6') die Losungen x;=2 und x1=[/5. Die
zugehorigen y-Werte sind y; = [/5 und y,=2.
Hat das Gleichungssystem (1), (2) Losungen,
so konnen das hochstens (2, [é) und ()/2, 2)
sein. Wie man durch Einsetzen in (1) und (2)
zeigt, sind dies tatsachlich Losungen.
Bemerkungen: Die hier angegebene Losung
mittels einer Substitution (3) wurde im Prin-
zip von etwa einem Dirittel der Schiiler ge-
wihlt. Wiederum ein Drittel der Schiiler
wihlte das Einsetzungsverfahren. Dieses fiihrt
auf eine Gleichung 4. Grades. Durch Ablesen
von Losungen und Polynomdivision fanden
die Schiiler auch auf diesem Wege meistens
zum Ziel.
Die restlichen Schiiler fanden zwar meist noch
die Lésungen, konnten aber nicht exakt zei-
gen, daB diese Losungen die einzigen sind.
Insgesamt war das Ergebnis bei dieser, einer
4. Stufe angemessenen Aufgabe gut.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 8 7 7 20 7 5 8 31 .

Dr. H.-J. Sprengel, Pad. Hochschule

,Karl Liebknecht*, Potsdam

©)
@)

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklasse 11/12 werden in der Zeitschrift
»Mathematik in der Schule*, Heft 10/78, ver-
offentlicht.

Losungen zu: Labyrinthe, Helt 6/78:

Eisbude, Geisterbahn, Luftschaukel, Karus-
sell.

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/78

Ma5 81766 Die Anzahl der Antwortkarten
muB durch 12 teilbar sein; deshalb gilt

" 20<12-n<30, also n=2. Der Schiiler erhielt

'somit 24 Antwortkarten. Das Pradikat ,,Sehr
gut gelost“ trugen 24:12=2 Karten, das
Pridikat ,,Gut gelost* hatten 24:2=12 Kar-
ten, das Pridikat ,Gelost“ hatten 24:6=4
Karten. Genau 24 —2 — 12 —4 =6 Karten tru-
gen den Vermerk ,,Nicht gelost®.

Ma$5 81767 Angenommen, in dieser Ge-
meinde gab es am dritten Tag nach Eroflnung
der Bibliothek 2 - n Leser;dann haben n Leser
je ein Buch und n Leser je zwei Biicher aus-
gelichen.

Somit haben 2 - n Leser jeweils 3 Biicher aus-
geliehen. Insgesamt waren 360 —360:3 =360
— 120=240 Biicher ausgeliehen.
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Deshalb gilt
3 2n=240,
2n= 80.

Am dritten Tag nach Er6ffnung der Biblio-
thek gab es in dieser Gemeinde bereits
80 Leser.

Ma5 ®1768 Da Petra und Frank im Jahre
1976 zusammen 28 Jahre, Birgit und Frank
zusammen 26 Jahre alt waren, mul} Birgit
2 Jahre jiinger sein als Petra. Da Petra und
Birgit zusammen 32 Jahre alt waren und
Birgit 2 Jahre jiinger ist als Petra, war Birgit
(32—2):2=15 Jahre alt. Somit war Petra
17 Jahre und Frank 11 Jahre alt.

Ma5 &1769 Angenommen, Hans ist gegen-
wirtig n Jahre alt; dann ist sein Freund Peter
(n+6) Jahre alt, der Vater von Peter ist somit
(2n+6) Jahre alt.

Nun gilt
n+(n+06)+(2n+6)=76,
4n+12=176,
4n=064,
n=16.

Hans ist gegenwirtig 16, Peter 22, der Vater
von Hans 38 Jahre alt.

Ma5 w1770 Die Anzahl der Briefmarken
muB sowohl durch 3 als auch durch 4 und
somit durch 12 teilbar sein. Zwischen 450
und 460 ist nur die Zahl 456 =12 - 38 durch 12
teilbar. Somit besitzt Ulrike gegenwirtig
456 Brielmarken. Aus 456—?—?:456
—152—114=190 folgt, daB 190 Marken zum

Tauschen vorgesehen sind.
Mas5 w1771 Aus (81—-2-2+1):3=78:3=

26 und 26:2=13 folgt, daB jeder dieser drei
Klassen 13 Jungen angehdoren.

Klasse Jungen Midchen Schiiler
5a 13 15 28
5b 13 15 28
Sc 13 12 25

Ma6 w1772 Diezweistellige natiirliche Zahl
1aBt sich in der Form 10a + b darstellen; thre
Quersumme betrégt a+b.
Nun gilt
[(10a+b)+(a+b)] - 5=150,

(1la+2b)- 5=150,

1la+2b=30,
11a=30-2b,
lla= 2-(15-b).

Die rechte Seite dieser Gleichung muB wegen
11 a ebenfalls durch 11 teilbar sein. Wegen
0= b<9 trifft das nur fir =4 zu. Somit gilt
1la=2" 11, also a=2. Die Zahl lautet 24.

Ma6 81773 Angenommen, den Klassen 6a
und 6b gehoren zusammen n Schiiler an;
dann gilt

n n n

stzts+3=n,

8 3 2
3n 8n 12n 72 24n
Atutw T
23n+72=24n,

n=72.

24

Aus 72—2=70 und 70:2=35 folgt, daB der
Klasse 6a genau 37 Schiiler, der Klasse 6b
genau 35 Schiiler angehoren.

Loésungen zu alpha-heiter, Heft 1/79

Psychologischer Test
Umkehrungen

Wer findet den Weg?

Z

N\

Kleinschachbrett 5 x 5

Unterhaltsames
Legespiel

2131413 2 01312132

3(s|6)4]|3 3411213

416|664 21|43 (2

3[#|6]4]|3 3({213]|2]3

2 13| #p3]2 213123 )4
Studentenhobbys

Mischa ist Gewichtheber und lernt tanzen.
Tischa spielt Fuflball und stickt als Hobby.
Grischa boxt und lernt Kunstpfeifen, und
Eduard spielt Schach und singt im Chor.

Silbenritsel )

1. Gerade, 2. Rotation, 3. Definition,
4. Monat, 5. Descartes,

6. Datenverarbeitung;

7. Monotonie — Geronimo Cardano

Ein Rechentrick.
Die drei frei gewidhlten Zahlen bezeichnen
wir mit a, b und ¢ und fihren die verlangten
Additionen algebraisch durch.
a b c
a+ b+ ¢ (Summe der 3 Zah-
len)

a+ 2b+ 2¢ (Summe der letzten
22+ 3b+ 4c 3 Zahlen) usw.
4a+ 6b+ Te
Ta+ 13¢

11b+

16a+24b + 28¢ (Summe aller 8 Zahlen)
Das Ergebnis ist das Vierfache der 7. Zahl:
16a+24b+28c =4 (4a+6v+Tc).

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Wir wollen auch heute wieder LoOsungs-
varianten zu Wettbewerbsaufgaben vorstel-
len, die bei uns eingegangen sind. Sie mogen
unseren aktiven Teilhehmern am alpha-Wett-
bewerb Anregungen zum Ldsen von Aufga-
ben geben.

Im Heft 5,1977 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 ®[66] Eine sechsstellige natiirliche
Zahl beginnt mit der Ziffer 2. Streicht man
diese Ziflfer und hiingt man sie hinter den ver-
bleibenden fiin[ Zilfern an, so erhilt man eine
Zahl, die dreimal so grol3 ist wie die urspriing-
liche Zahl. Um welche Zahl handelt es sich?

Im Heft 1/1978 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:
Die gesuchte sechsstellige natiirliche Zahl
laBt sich in der Form z,=2-100000+x
=200000 + x darstellen. Die Zahl z, hat dann
die Form z;=10x+2, und es gilt 3-z,=z,.
Wir erhalten somit folgende Gieichung:
3-(200000 + x)=10x +2,

600000 + 3x = 10x + 2,

7x=599998,
x=85714.

Die urspriingliche Zahl lautet somit
2, =200000+85714=285714.
Probe: z,=857142=3-285714.

Wir stellen nun die Losung -von Silvia
Schneider aus Goldberg vor, die jetzt Schiile-
rin der Klasse 8a der John-Brinckmann-Ober-
schule ist. Silvia |6ste diese Aulgabe wie folgt:
Die gesuchte Zahl IaBt sich darstellen durch
2xyzow =2 105 +x - 10* +y- 10* +z- 10?
+v- 10+ w.

Die durch Streichen der Ziffer 2 und durch
Anhingen erhaltene Zahl 1aft sich darstellen
durch

xyzow2=x-10°+y-10*+z- 103+ - 10?
+w-10+2.

Nun gilt

32-10°+x-10*+y-10°+z- 102 +v- 10
+w)=x-10°+y-10*+z-10° +v- 102
+w-10+2,

600000+ 30000x + 3000y + 300z + 30v + 3w
= 100000x + 10000y + 1000z + 100v + 10w
+2,

70000x + 7000y + 700z + 70v + 7w = 599998,
10000x + 1000y + 100z + 10v + w=85714.
Daraus folgt, daB die gesuchte Zahl 285714
heiBt.

Wir stellen nun die Losung von Gétz Kluttig
aus Wilhelm-Pieck-Stadt Guben vor, der jetzt
Schiiler der Klasse 8b der Pestalozzi-Ober-
schule ist. Gtz geht bei der Losung der Auf-
gabe schrittweise vor:

Es seien z; =2xyzab und zz=m, und es
gilt 3-2xyzab=xyzab2 mit 1£x<9 und
0<y,2,a,bs9.

Das Produkt 3 - b endet auf die Ziffer 2; des-
halb gilt b=4.

Das Produkt 3-a endet aul die Ziffer b—1
=4-1=3;deshalbgilta=1.

Das Produkt 3-z endet aufl die Ziffer 1;
deshalb gilt z=7.

Das Produkt 3y endet auf die Zilfer z—2
=7—2=5; deshalb gilt y=5.

Das Produkt 3-x endet auf die Ziffer y—1
=5—1=4; deshalb gilt x=8.

Es handelt sich somit um die Zahl 285714.
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Wie Hipparch
die Bahn der Sonne
berechnete

An einem Beispiel wollen wir uns einmal an-
sehen, mit welchen Vorstellungen, Gedanken
und mathematischen Methoden sich die
Astronomen vor etwa 2000 Jahren um die
Beschreibung der Bewegungen der Himmels-
korper bemiiht haben.

Hipparch von Nicéa, der bedeutendste Astro-
nom des Altertums, lebte etwa von 190 bis
125v.u.Z. Auf der Insel Rhodos und in
Alexandria machte er zahlreiche astronomi-
sche Beobachtungen. Die Astronomie ver-
dankt ihm grundlegende Erkenntnisse. Hip-
parchs Werke sind zwar verschollen, aber das
»2Handbuch der Astronomie“ von Claudius
Ptolemdus, der etwa 300 Jahre nach Hip-
parch in Alexandria lebte, ist uns unter dem
Titel ,,Almagest“ vollstindig iiberliefert. Pto-
leméus kannte und schitzte Hipparchs Arbei-
ten. Er hat in sein Handbuch auch Hipparchs
Losung der Aufgabe, fiir jeden Zeitpunkt den
Ort der Sonne am Himmel zu berechnen,
aufgenommen. Anhand einer deutschen Uber-
setzung des Almagest, die 1963 in Leipzig er-
schienen ist, wollen wir Hipparchs Sonnen-
theorie verfolgen. Als mathematische Hills-
mittel bendtigt er Sdtze aus der Geometrie
des Kreises und die Trigonometrie, die er zu
diesem Zweck in die Astronomie einfiihrte.
Uns ist geldufig, daB die Erde zwei voneinan-
der unabhingige Bewegungen ausfiihrt: Sie
rotiert wie ein Kreisel in 23 h 56 min einmal
von West nach Ost um ihre Achse, und sie
bewegt sich innerhalb eines Jahres einmal
auf einer Ellipsenbahn um die Sonne. Einem
Beobachter auf der Erde wird durch die Erd-
rotation eine scheinbare, sich tiglich wieder-
holende Bewegung der Sonne von Ost nach
West um die Erde vorgetduscht. Als Folge des
Erdumlaufes um die Sonne scheint es ihm,
als ob die Sonne in einem Jahr einen groBten
Kereis auf der scheinbaren Himmelskugel von
West nach Ost durchlduft (Bild 1). Dieser
Kreis heiBt Ekliptik. Sie schneidet den Him-
melsdquator in zwei sich diametral gegen-
iiberliegenden Punkten F’ und H’, dem Friih-
lings- und Herbstpunkt. Die beiden Halb-
kreisbogen der Ekliptik zwischen F’ und H’
werden durch die sogenannten Wendepunkte
S’ und W’ halbiert. In S’ steht die Sonne von
der Erde aus gesehen zu Beginn des Sommers,
in W’ zu Beginn des Winters. Da die Erde
ihre Bahn mit unterschiedlicher Geschwindig-

keit durchlduft, bewegt sich auch die Sonne
auf ihrer scheinbaren Bahn, der Ekliptik, ver-
schieden schnell. ‘

Hipparch hilt diese beiden scheinbaren Son-
nenbewegungen fur tatsdachlich vor sich ge-
hende Bewegungen der Sonne. Er nimmt an,
daB ,die Erde die Mitte des Himmelsgewol-
bes einnimmt“ und daB die Sonne (wie alle
Himmelskorper) die Erde jeden Tag einmal
umkreist. Er geht also von einer ,geozentri-
schen“ Vorstellung aus (griechisch ist ,.ge*
die Erde, lateinisch ,centrum* der Mittel-

Bild 1

punkt). Ihm ist zwar die Kugelgestalt der Erde
bekannt, doch weist er die von einigen Philo-
sophen geduBerte Vermutung, die Erde ro-
tiere, zurick, weil sonst ,alles, was aul der
Erde nicht niet- und nagelfest wire, scheinbar
immer in einer einzigen Bewegung begriffen
sein miifte, welche der Bewegung der Erde
entgegengesetzt verliefe”. Zur Erkldrung der
zweiten Bewegung der Sonne (ndmlich auf der
Ekliptik) macht Hipparch die willkiirliche
Annahme, daB sich die Sonne in einem Jahr
auf einer Kreisbahn von West nach Ost, also

Bild 2

l__
Exliptik
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entgegengesetzt zur ersten Bewegung, um die
Erde bewegt. Dieser Kreis projiziert sich als
Ekliptik aufdie Himmelskugel. Jahrhunderte-
lang waren die Astronomen nimlich iiber-
zeugt, daB sich alle Himmelskdrper auf Krei-
sen bewegen, da man den Kreis als die voll-
kommenste Figur ansah. SchlieBlich nimmt
er noch an, daB die Sonne diesen Kreis mit
gleichformiger Geschwindigkeit durchlduft,
daB sie also in gleichen Zeiten gleichlange
Bogen ihrer Bahn zuriicklegt. Die Bestim-
mung des Sonnenortes auf diesem Kreis ist
der Inhalt der Sonnentheorie von Hipparch.
Die Aufgabe ist gelost, wenn es gelingt, den
Winkel ¢ (Bild 6) zwischen einem festen
Punkt 4 der Ekliptik und dem jeweiligen
Sonnenort S zu berechnen.

Wir verfolgen nun Hipparchs Losung und
stellen uns dabei auch auf seinen geozentri-
schen Standpunkt.

,Unter allen Aufgaben, die die Theorie der
Sonne uns stellt, ist die erste, die Linge des
Jahres zu finden.” So beginnt die Darstellung
dieser Theorie bei Ptolemius. Als ein Jahr
bezeichnet er die Zeitspanne, die die Sonne
fir zwei aufeinanderfolgende Durchginge
durch den Friihlingspunkt bendtigt. (Wir
nennen diesen Zeitraum heute ein tropisches
Jahr) Aus vielen Beobachtungen findet er,
daBl ein tropisches Jahr etwas kiirzer als
365,25 Tage sein muB. Die Auswertung dieser
Beobachtungen hatte namlich ergeben, daB
nach 300 ,Jahren” zu je genau 365,25 Tagen
die Sonne bereits einen Tag friiher als er-
wartet den Friihlingspunkt erreicht. Wir le-
sen dazu bf;i Ptolemaus (er rechnet im Sech-
zigersystem der Babylonier): ,,Wenn wir daher
den einen Tag auf die 300 Jahre verteilen, so

kommen auf jedes Jahr % eines Tages;

wenn wir dieses von 365 +£

werden wir die gesuchte Jahreslinge mit

abziehen, so

14 48 « . .
365 +@+W Tagen erhalten.”“ Es ist leicht

nachzurechnen, daB das tropische Jahr nach
Hipparch 365,24667 Tage=365d Sh 55 min
12s dauert. (Wir messen heute 365d 5h
48 min 46 s.) Also — schlieBt Hipparch weiter —
bewegt sich die Sonne mit einer gleichformi-
gen Geschwindigkeit v;=360°:365,24667 Ta-
ge=0,98564° pro Tag in ihrer Bahn ostwirts
weiter. (Aufgabe 1)

Weiter wuBte Hipparch aus Beobachtungen,
daB — von der Erde aus gesehen - die Sonne
die Ekliptik nicht mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit durchlduft. Zur Erklirung die-
ses Widerspruchs zu seiner Annahme nimmt
er an, daB der Mittelpunkt M des Kreises, aul
dem sich die Sonne mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit bewegt, nicht mit dem Erd-
mittelpunkt E zusammenfillt (Bild 2). Er
stellt sich also vor, daB die Sonne auf einem
exzentrischen Kreis um die Erde lduft. A ist
der erdfernste Punkt, das Apogium, P der
erdnichste Punkt, das Perigdum der Sonneh-
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bahn. Dazu sagt Ptolemius: , Ziehen wir als-
dann nach Abtragung der gleichgroBen Bo-
gen S;A und PS, die Verbindungslinien
SiM, SyE, S:M, S,E, so wird ohne weiteres
klar sein, daB die Sonne, nachdem sie jeden
der beiden Bogen in gleicher Zeit zuriickgelegt
hat, auf dem um E beschricbenen Kreise
scheinbar ungleiche Bogen durchlaufen ha-
ben. mufB3; denn Winkel S;EA wird kleiner,
Winkel S;EP groBer sein als jeder der als
gleich angenommenen Winkel S;MA und
S,MP.“ Und er folgert weiter, ,,daB die klein-
ste Bewegung stets im erdfernsten und die
groBte Bewegung stets im erdnichsten Punk-
te vor sich gehi, weil Winkel AES, in allen
Fillen (wenn Bogen AS,;=Bogen PS, ist)
kleiner ist als Winkel PES,.“ (Aufgabe 2)
Nun wird das Verhidltnis e:R berechnet.
e ist die Lange der Strecke ME, R die Radius-
linge der Sonnenbahn (Bild 3). AuBerdem ist
die GroBe w des Winkels F'EA’ zu ermitteln.
Dieser Winkel heiBt ,Lénge des Apogdums®.
Durch ihn wird die Lage des Apogdums aul
der Ekliptik festgelegt.

Hipparchs Losung dieser beiden Aufgaben
ist verbliiffend einfach. Er hatte beobachtet,
daB der Friihling 94,5 Tage und der Sommer
92,5 Tage dauert. Er iiberlegt zunichst, da
A aul dem Friihlingsbogen FS liegen muB:
Den Halbkreis F'S'H’ durchlduft die Sonne
nach Beobachtung in 187 Tagen, also in mehr
als der Halfte eines Jahres. Der Halbkreis
H'W'F’ wird in kiirzerer Zeit durchlaufen. Die
Sonne ist demnach im Sommer,halb“jahr

langsamer als im Winter, halb“jahr. Also muB -

A’ auf dem Bogen F'S’H’ liegen, und zwar
zwischen F' und §, da von den beiden
gleichlangen Bogen F'S’ und S'H’ der erste in
der lingeren Zeit, also mit kleinerer Ge-
schwindigkeit durchlaulen wird. Der Mittel-
punkt M der Sonnenbahn liegt auf der Gera-
den durch A’ und E zwischen diesen beiden
Punkten.

Bild 4 zeigt die Sonnenbahn um M noch ein-
mal. Als Hilfslinien sind durch M die Paralle-
len zu HF und WS, durch F die Parallele zu
WS und durch S die Parallele zu HF gezogen.
Bei Ptolemius lesen wir dazu: ,,Nun betrigt
die gleichformige Bewegung der Sonne in
94,5 Tagen von den 360 Graden des Kreises
93°9’ und in 92,5 Tagen 91°11’ (wir nennen

* diese WinkelgroBen hier « und f), so daB auf

den Kreisbogen- FSH 184°20' kommen."
(Aufgabe 3) Damit berechnet Hipparch die
Gro68en 2y und 26 der beiden Zentriwinkel
FMBund SMK. Er findet 2y=184°20' — 180°
=4°20" und 6=a—90°—y=0°59, also 26
=1°58'".

Wir wiirden heute aus den rechtwinkligen
Dreiecken FCM und MNS sofort |CF|
=R-siny und |SN|=R'sind entnehmen
und unter Beachtung von | CF | = | MQ | und
|SN|=|EQ| aus dem rechtwinkligen
Dreieck MQE das Verhiltnis e:R berech-
nen. Dazu bendtigen wir eine Tafel der Werte
der Sinusfunktion. Eine solche kannte Hip-

parch nicht. Er arbeitet statt dessen bei trigo-
nometrischen Rechnungen mit seinen ,,Seh-
nentaleln”. Aus diesen Tafeln kann er zu je-
dem Zentriwinkel im Kreis die Linge der zu-
gehorigen Sehne entnehmen. Da Ptolemaus
Hipparchs Sehnentafeln samt ihrer Berech-
nung in den Almagest aufgenommen hat,
wissen wir, wie Hipparch diese Tafeln be-
rechnet hat. Darauf kénnen wir hier jedoch
nicht eingehen.

Mit Hilfe dieser Tafeln findet Hipparch
| BF| =R-0,0756 und | SK | =R - 0,0344. Da

1|BF| = |CF| = | MQ|und 5| SK| = |sL]

= | EQ| ist, erhilt er aus dem rechtwinkligen
Dreieck EQM mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras
e=)/|MQ|*+|EQ[*=R-)/0,03782 +0,01722.
Als Ergebnis gibt er e:R=1:24 an. (Dazu
Aufgabe 4)

Zur Berechnung von w beschreibt Hipparch
um das rechtwinklige Dreieck MQE den Um-
kreis (Bild 5). Dessen Mittelpunkt T halbiert
die Hypotenuse M E. Der Durchmesser dieses
Kreises und die Linge der Sehne EQ sind
bekannt. In der Sehnentalel findet er, daB zur
Sehne EQ ein Zentriwinkel der GroBe 49°
gehort. Folglich ist w=65°30". Wir k6nnen
das leicht nachpriifen, denn es ist tanw
=|MQ|/|EQ|.

Somit hat Hipparch gefunden, daB der Mittel-

punkt M der Sonnenbahn 21—4 der Linge des

Radius der Sonnenbahn von der Erde entfernt
ist in der Richtung, die auf einen Punkt der
Ekliptik zeigt, der 65°30 6stlich vom Friih-
lingspunkt liegt.

SchlieBlich zeigt Hipparch, wie man aus der
gleichformigen Bewegung der Sonne um M
ihre ungleichférmige Bewegung um E berech-
nen kann. Um uns kurz fassen zu kénnen, ver-
lassen wir jetzt Hipparchs Darstellung und
verwenden unsere Kenntnisse der Trigono-
metrie. Als Beispiel berechnen wir den Winkel
¥ (Bild 6), der den Sonnenort auf der Ekliptik ¢
Tage nach dem Durchgang der Sonne durch
das Apogaum angibt.

Es ist y=¢ —{, da Winkel AMS ein AuBen-
winkel des Dreiecks EMS ist. Zuerst berech-
nen wir ¢ =t - v,. Um { zu bestimmen, wenden
wir aul das Dreieck SME den Sinussatz der
ebenen Trigonometrie an: )
e:R=sin{:sin(¢ —{). Diese Gleichung lsen
wir nach sin{ auf und wenden ein Additions-
theorem trigonometrischer Funktionen an.

Wir erhalten sin{ = %(sin ¢ cos{ —cos¢ sinl).

Nun dividieren wir diese Gleichung durch
cos{ (es ist cos{+0, wenn ¢ kein ganzzahli-
ges Vielfaches von 180° ist) und losen sie
nach tan{ auf:

tan{= % sing :<l +% cos ¢>. Daraus 1a8t sich

{ berechnen, da % und ¢ bekannt sind. Damnit

kennen wir auch ¢y =¢ —{. Nun ist der Win-



kel AES bestimmt und der Sonnenort S ge-
geben:
Die Sonne steht ¢ Tage nach dem Apogdums-
durchgang in dem Punkt der Ekliptik, der
(w+y) Grad vom Friihlingspunkt entfernt
ist.
Damit war Hipparch in der Lage, die Bewe-
gung der Sonne mathematisch in einer Weise
zu beschreiben, die der damaligen Beobach-
tungsgenauigkeit geniigte. DaB er trotz fal-
scher Voraussetzungen die Sonnenbewegung
annihernd richtig beschreiben konnte, liegt
daran, daB die Erdbahnellipse nur wenig von
der Kreisform abweicht.
Es ist lehrreich, Hipparchs Formeln mit heu-
- tigen Werten durchzurechnen. Im Jahre 1978
war Friihlingsbeginn am 21. Mérz 1 h, Som-
merbeginn am 21. Juni 19 h und der Herbst-
beginn am 23.September 10h. Wer die
Rechnungen ausfiihrt, wird fiir seine Miihe
mit einer astronomischen ,Entdeckung“ be-
lohnt (dazu Aufgabe 5).

Aufgaben

Ala Man priife Hipparchs Berechnung
der Jahreslinge und von v, nach.

‘A2a Man beweise Hipparchs Behaup-
tung: ,Winkel S;EA wird kleiner, Winkel
S,EP groBer sein als jeder der als gleich
angenommenen Winkel S;MA4 und S;MP.“
Die Bezeichnungen entnehme man aus Bild 2.

A3 A Man fiihre die Berechnung der Win-
kelgroBen « und B aus.

A4a Man berechne das Verhiitnis e:R
unter Benutzung einer Tafel der Werte der
Sinusfunktion und vergleiche das Ergebnis
mit dem von Hipparch angegebenen.

A5A a) Man berechne nach Hipparchs
Verfahren die Apogéiumsléingez [ir 1978 aus
den am Ende gegebenen Daten. (Die heutige
Apogiaumslinge o weicht erheblich von Hip-
parchs Wert w ab. Also kann.das Apogidum
kein auf der Ekliptik fester Punkt sein. Tat-
sidchlich bewegt es sich pro Jahr um 61.9 Win-
kelsekunden auf der Ekliptik vorwirts.)

b) Man berechne aus der Apogdumsdiflerenz
“w—w, wieviel Jahre seit Hipparchs Beobach-
tungen ungeldhr vergangen sind.

W. Ihle

Lesen — das ist die beste Lehre,

den Gedanken eines groBen Menschen

zu folgen, ist die unterhaltsamste
Wissenschaft. Alexander Puschkin

Biicher lesen, heifit wandern gehen
in ferne Welten, aus den Stuben iiber
die Sterne. Jean Paul

100 Binde

Mathematische Schiilerbiicherei

Als vor rund 16 Jahren das Politbiiro des ZK
der SED und der Ministerrat den Mathe-
matikbeschluB faBten, wurde damit auch die
Idee der ,,Mathematischen Schiilerbiicherei*
geboren. Sie sollte dazu beitragen, das Inter-
esse an der Mathematik und die Freude an
mathematischer Betatigung zu wecken und
damit die mathematischen Kenntnisse der
Schiiler und Jugendlichen zu verbessern.
Verschiedene Verlage taten sich zusammen,
um fiir alle Klassen- und Altersstufen ent-
sprechende mathematische Literatur heraus-
zubringen, Verlage, die schon eine gewisse
Tradition auf diesem Gebiet hatten; wie
z.B. der Teubner-Verlag (BGT), der Deut-
sche Verlag der Wissenschaften (DVW), der
Verlag Volk und Wissen (VWYV), aber auch
der Urania-Verlag (U), der Fachbuchverlag
(FV) und der Kinderbuchverlag (KV).

Als Autoren wurden hauptsichlich Mathe-
matikiehrer und Wissenschaftler an Universi-
titen und Hochschulen gewonnen, die bereits
in der Arbeit mit Schiilerzirkeln Erfahrungen
gesammeit hatten. So entstanden z.B. die
,,Ubungen fiir Junge Mathematiker*, die bei
der Vorbereitung auf die Mathematik-Olym-
piaden eingesetzt werden, die ,,Grundbe-
griffe der Mengenlehre und Logik* von M.
Hasse, das Biichlein ,,Geometrische Kon-
struktionen und Beweise in der Ebene** von
E. Hameister, die vier Bindchen von H. Belk-
ner iber ,Determinanten“, , Matrizen*,
,Metrische Ridume* und ,,Reelle Vektor-
raume** und viele andere.

Ein groBer Teil der Bandchen der Mathe-
matischen Schiilerbiicherei wurde aus ande-
ren Sprachen ibersetzt. An erster Stelle
stehen die Ubersetzungen aus dem Russi-
schen, denn in der UdSSR ist bei vielen
Schiilern die Beschaftigung mit der Mathema-
tik iiber den Rahmen der Schule hinaus zu
einer beliebten Freizeitbeschaftigung gewor-

.den, die mit Ausdauer und Flei betrieben

wird und deren Erfoige sich bei der Inter-
nationalen Mathematik-Olympiade zeigen.
Bedeutende sowjetische Wissenschaftler un-
terstiitzen die Schiler durchh entsprechende
Literatur. Zu den ersten Ubersetzungen in
dieser Reihe gehdrten Werke von Mathema-
tikern mit Weltruf wie z. B: ,Einfiihrung in
die Gruppentheorie’ von P.S. Alexandroff
und ,,Die Fibonaccischen Zahlen** von N. N.

Worobjow. Viele weitere folgten, z.B. ,,Die
Methode der vollstindigen Induktion* von
1. S. Sominski, die ,,Ungewdhnliche Algebra“
von I. M., Jaglom, die ,,Unterhaltsame Men-
genlehre** von N. J. Wilenkin.

Aber auch Biicher aus anderen Lindern
wurden iibersetzt und in diese Reihe aufge-
nomren, z. B. ,,Einfilhrung in die Graphen-
theorie* von J.Sedladek aus dem Tschechi-
schen, ,,Kombinatorik‘‘ von L. Lovasz, J. Pe-
likan und L. Vesztergombi aus dem Ungari-
schen und ,,Zihlen und Rechnen einst und
jetzt* von W. Krysicki aus dem Polnischen.
Bei der Entwicklung der Mathematischen
Schiilerbiicherei haben sich zwei Wissen-
schaftler besonders verdient gemacht, denen
Dank gebiihrt, doch die das Erscheinen des
100. Bindchens nicht mehr erleben konnten:
Dr. Ernst Hameister und Professor Dr. Her-
bert Karl.

Viele von den Binden der Reihe haben bei
den Schiilern groBes Interesse gefunden und
sind schon in mehreren Auflagen erschienen.
Es ist ja auch wirklich erstaunlich, wie viele
interessante Fragen und Probleme mit Hilfe
der Mathematik beantwortet und gelSst wer-
den konnen. Mancher, der urspriinglich
glaubte, die Mathematik sei eine ,,trockene*
Sache, hat sich schon durch interessante
Lektiire vom Gegenteil iiberzeugen lassen.
So zeigt z.B. O.Zich im Buch ,,Unterhalt-
same Logik*, wie man mit Hilfe mathemati-
scher Schliisse einen Kriminalfall l6sen kann.
N.J. Willenkin erzihlt in seinem obenge-
nannten Buch, was John Tichy auf seiner
1001. Reise in eine andere Galaxis in einem
Hotel mit unendlich vielen Betten erlebt hat;
dabei zeigt sich, daB man der ,,Wunderwelt
des Unendlichen‘* mit mathematischen Mit-
teln ganz schén beikommen kann! So kénnte
man noch viele Beispiele bringen, wie-in den
Biichern heiter und unterhaltsam, aber auch
ernst und zielstrebig mathematische Zusam-
menhdnge dargeboten werden. Doch das
beste ist, thr seht euch die Liste der 100
bisher erschienenen oder in néichster Zeit er-
scheinenden Béndchen auf der IV. Umschlag-
seite einmal genauer an; dann wird bestimmt
Jeder etwas Interessantes fiir sich finden.

D. Ziegler
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Einstein und
die Uhrzeiger

Einsteins Name ist untrennbar mit der neuen
Aullassung des Zeitbegrifls verbunden. Im
folgenden geben wir eine Aufgabe an, die
Einstein wihrend einer leichten Erkrankung
von einem Freund gestellt wurde:

Wann konnen auf einer Uhr der groBe und
kleine Zeiger vertauscht werden, ohne daB
falsche (d.h. unmogliche) Zeigerstellungen
entstehen?

Hier ist eine Losung des Problems: Es geniigt,
die Zeigerstellungen zu untersuchen, die sich
etwa von Mitternacht bis Mittag ergeben,
da sich von Mittag bis Mitternacht die
Zeigerstellungen wiederholen. Wir benutzen
die im allgemeinen gegebene Unterteilung des
Ziffernblattes in 60 Teile (Minutenstriche). Zu
einem bestimmten Zeitpunkt z seien der Stun-
denzeiger x und der Minutenzeiger y Teil-
striche (im Uhrzeigersinn gerechnet) von der
12 (Mitternacht) entfernt. Wir miissen beach-
ten, daB die Stellung des Stundenzeigers
bereits genau die Zeit angibt und die Position
des Minutenzeigers, der nur zur besseren Ab-
lesbarkeit angebracht wurde, schon mitbe-
stimmt ist, also nicht mehr beliebig ist. (Um-
gekehrt legt der Minutenzeiger die Uhrzeit
nicht genau fest, da jeweils 12 verschiedene
Stellungen des Stundenzeigers moglich sind.)
Wenn zu einem Zeitpunkt z eine Zeiger-
vertauschung eine sinnvolle Zeitangabe er-
gibt, so ist die vertauschie Zeigerstellung z’

durch y Teilstriche fiir den Stundenzeiger und
x Teilstriche fiir den Minutenzeiger charakte-
risiert.

Der Stundenzeiger benétigt 12 Stunden, um
einmal das Zifferblatt zu umlaufen, folglich
fir einen der 60 Teilstriche é%:% Stunden.
Fiir 15 Teilstriche also 3 Stunden, fiir 16 Teil-
striche 3,2 Stunden bzw. 3 Stunden und
12 Minuten. Entsprechend braucht der Minu-

. 1 . A
tenzeiger % Stunden [ur einen Teilstrich. Der

.einfache* Grundgedanke, der zur Ldsung
fiihrt, beruht darauf, daB jede mogliche Zei-
gerstellung aus der Zeigerstellung 12 Uhr
(Mitternacht) hervorgehen muf}. Wir betrach-
ten nun irgendeine Zeigerstellung z, die durch
x - bzw. y Teilstriche fiir Stunden- bzw.
Minutenzeiger bestimmt ist_. Dann waren vor

)—;Stunden beide Zeiger auf der 12. Da %

die Minuten angibt, die verstrichen sind, seit
der Minutenzeiger die 12 das letzte Mal ver-

lassen hat, gibt )—5(—6"1—0 die ganzen Stunden an,

die seit dem gemeinsamen Stehen auf 12 Uhr
(Mitternacht) verflossen sind. Damit ist

;—Gy—b eine ganze Zahl zwischen O und 11:

XY m (m=
3gp="m (m=0,12,..,11). (1)

Wenn def Zeitpunkt z eine sinnvolle Ver-
tauschung zuldBt, so muB die durch y Teil-
striche fiir den kleinen und x Teilstriche fiir
den groBen Zeiger gegebene Stellung z' mog-
lich sein, d.h., in diesem Fall hitten beide

Zeiger vor %Stunden auf der 12 (Mitter-

nacht) stehen miissen. Entsprechend gibt

X
5760
zwischen 0 und 11 einschlieBlich liegen muB:
g—%q (n=0,1,2,...,11) | ®)
Das Gleichungssystem (1), (2) stellt den rech-
nerischen ,einfachen* Grundgedanken dar.

die ganze Zahl der Stunden an, die

Eine gleichwertige Schreibweise fir das

System ist

12x_y=60m (m,"=0v 1,2, ceey “)
12y_x=60n.

Hieraus folgt

_60(12m+n)

_60(12n+m)
=13

143

mitm,n=0,1,2, ..., 11. Setzen wir [iir m und n

A m=n=0, B C
m=n=11 D m=0, n=1 E m=1,n=0
12 Uhr 1 Uhr 50 Min.
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143

alle zuldssigen Werte ein, so erhalten wir alle
Losungen.
Die Stundenangabe ergibt sich aus der grofB-

X .
ten ganzen Zahl von 3 oder einfacher aus der

natiirlichen Zahl m; y gibt die Minuten an.

Fiir m=n=0 erhalten wir die Zeigerstellung

12 Uhr (Mitternacht), die durch Vertauschen

ungeéndert bleibt. Zu m=0und n=1 gehdren
60 720 5

*=1g Y= 1=

Die % Teilstriche des kleinen Zeigers geben

0 Stunden (m=0) an, die 5% Teilstriche des
groflen Zeigers bedeuten S% Minuten. Ver-
tauschung von x und y liefert die Zeit 1 Uhr
und % Minuten (n=1). Fahren wir so fort,
so erhalten wir fiir jedes m genau 12 Kombi-
nationen mit einem n, insgesamt also 12 - 12
=144 Vertauschungsmdoglichkeiten. Fiir m
=n=11 folgt aber x=60, y=60 (Mittag,
12 Uhr), und diese Zeigerstellung ergab sich
ja bereits [ir m=n=0. Also gibt es von Mitter-
nacht bis Mittag 143 Zeitpunkte, an denen die
Zeiger der Uhr vertauscht werden konnen.

Mitgeteilt von R. Thiele

Personlichkeiten werden nicht durch
schone Reden geformt,
sondern durch Arbeit und Leistung.

A. Einstein

Dieses Bild wurde 1978 im Auftrage der
Friedrich-Schiller-Universitit Jena von dem
Jenaer Maler Hans Lasko zur Ausgestaltung
der 9. Internat. Konferenz gemalt.



9. Internationaler Kongrefl
iiber

Allgemeine Relativitiitstheorie
und Gravitation 1980 in Jena

In einem ADN-Gesprich teilte Prof. Dr.
E.Schmutzer, Mitglied der Internationalen
Gesellschaft fir allgemeine Relativititstheo-
rie und Gravitation, mit, daB im Juli 1980 an
der Jenaer Friedrich-Schiller-Universitit der
9. KongreB stattfinden .wird. Fiihrende Wis-
senschaftler aul dem Gebiet der relativisti-
schen Physik aus iiber 40 Landern werden als
Teilnehmer erwartet. Dieser KongreB wird
einer der wissenschaftlichen Hohepunkte der
Ehrungen zum 100. Geburtstag des Begriin-
ders der allgemeinen Relativitétstheorie, Al-
bert Einstein, in der DDR sein.

Im Mittelpunkt des fiir die thiitingische Uni-
versititsstadt ersten Weltkongresses werden
die aus der Einsteinschen Theorie resultieren-
den neuesten Erkenntnisse auf diesem physi-
kalischen Fachgebiet stehen. Etwa ein Drittel
der geplanten Vortrige wird experimenteller
Art sein und sich u. a. mit dem Nachweis von
Gravitationswellen befassen. Die theoreti-
schen Beitrige untersuchen auch die enge
Verbindung zwischen Relativititstheorie und
Quantentheorie.

An der Friedrich-Schiller-Universitit wird
seit zwei Jahrzehnten international anerkann-
te Forschung betrieben. Enge Kontakte be-
stehen zu dhnlichen Forschungseinrichtungen
in vielen Landern, insbesondere in die UdSSR
nach Moskau und Minsk sowie nach London
und Kopenhagen.

9th International Conference on General
Relativity and Gravitation under the auspi-
ces of the International Society for G.R.G.
(July 14-19, 1980, Friedrich Schiller Uni-
versitdt Jena). Das Signet zeigt die Buchsta-
ben GR9.

9. Internationale K onferenz iiber Relativitits-
theorie und Gravitation

»Albert Einstein war schlieBlich nicht der
Schlechteste, und er hatte keinen Taschen-
rechner!"

Gute
Grundkenntnisse

gefragt

Klasse 5-

Al A Entscheide, ob Frank recht hat, wenn
er behauptet:
a) Es gibt wenigstens eine natiirliche Zahl x,
fir die

x-0=x ist.
b) Es gibt wenigstens eine natiirliche Zahl m,
fir die

m-0=1ist.
c) Fiir jede natiirliche Zahl z ist z - 3> z.
A2A a) Welcher der Dezimalbriiche 0,7;
0,1:0,09ist am weitesten von Null entfernt?
b) Gib die kleinste natiirliche Zahl an, die
groBer als 4,12 ist! .
c) Gib die groBte natiirliche Zah] an, die klei-
ner als 6,71 ist!
A3a Zwischen welchen benachbarten na-
tiirlichen Zahlen liegen die Ergebnisse [olgen-
der Aufgaben?

a)4,71+0,12  b)9,30+2,99
¢) 1,79-0,75 d)502—175
A4 a Inwelchen Beispielen kann die Strek-

ke A'B’ nicht das Spiegelbild von AB beziig-
lich der Geraden g sein? Begriinde deine
Antwort!

a) 8
% SB'
Bl

A
9
Al
A A
g
c) 8
8' A
A g
8 4
g 8

b)

e) 8

d)
Bl
A

Klasse 6

Al A Von den natiirlichen Zahlen a und b
weill man, daB hochstens eine durch 9 teilbar
ist. Ist thr Produkt (ihre Differenz) durch 9
teilbar?
A2A Es gilt a|b und a|c. Kann man
daraus schlielen, daB

al(b-o)?
A3 A Zerlege 18 so in zwei Faktoren, daB
— beide durch 3 teilbar sind;
- genau einer durch 3 teilbar ist;
— keiner durch 3 teilbar ist.
A4 A Bestimme das Volumen der Quader
Q: und Q,, deren Kantenlinge a, b, ¢ ge-
messen wurde:

a b c

¢, 4 dm 18 dm 26 dm
Q; 075dm 1,2dm 0,64dm
Runde die Ergebnisse sinnvoll!

Klasse 7

ala Peterist 12 Jahre alt, seine Schwester
Ute schon 24 Jahre, also doppelt so alt wie
Peter.

a) Wie alt waren beide vor 6 Jahren? Wieviel-
mal so alt wie Peter war damals Ute?

b) Ist das Alter von Ute proportional zu
Peters Alter?

Bestimme den Proportionalitdtsfaktor, wenn
das zutrifft!

A2a Gegeben sei ein Trapez mit den
Grundseiten a=8cm und c=6cm. Seine
Hohe betrage 3 cm.

a) Berechne fiir dieses Trapez den Fliachen-
inhalt!

b) Verkleinere die Grundseite a um jeweils
1 cm, bis a=c gilt.

Berechne die Fldacheninhalte der so entstan-
denen Trapeze!

c) Untersuche, ob der Fldcheninhalt der
Trapeze proportional zur Grundseite a ist.

A3a Rechne folgende Aufgaben (Priife
stets, ob es mehrere Losungen gibt!):

a b_2_,
373

b S_v_1
63 2

¢ 02+a=07

d) 020+u=0,200

A4 a Fiille folgende Tabelle aus!

a b a:b ab<a a:b>a
3

27 3

27 3

1 . .

3 nein nein

2

g 0

33

4 2
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'Funf Aufgaben aus Freundesland

Aufgaben der schriftlichen Aufnahme-
priifung 1976 im Fach Mathematik -

fiir Studienbewerber der Moskauer Staat-
lichen Universitit ,,M. W. Lomonossow*‘,
Fakultiit fir numerische Mathematik

und Kybernetik

Al A Gegeben seien ein Parallelogramm
mit den Lingen der Seiten [/ﬁ und é 2 so-
wie dem Winkel 45° zwischen diesen Seiten
und ein Quadra} mit der Seitenliange 3[/5

S
Es ist zu ermitteln, was groBer ist: der Fli-

cheninhalt des Parallelogramms oder der

Flacheninhalt des Quadrats.

A2a Es sind alle reellen Losungen (x,y)
des Gleichungssystems
7 -logsx  =-2 (1
4-T+logsx= 2 zuermitteln. (2)

A3a Man ermittle alle Werte fiir cotx,
fir die '

]/2+cotx—sin2x—\/ﬁ—sin2x

/30 .
= ﬁ+cotx gilt. (1)

AdA In der Ebene seien zwei einander
schneidende Kreise &k, und k, mit den Mittel-
punkten N, und N, und den Radienr, = 5]/5,
r,=8 gegeben. Die Strecke NN, schneidet
beide Kreise;dabei gilt x FN,;N| =45°, wobei
F einer der beiden Schnittpunkte der Kreise
k, und k; ist.

Nun seien L der Schnittpunkt des Kreises k,
mit der Strecke N,N; und AKLM ein recht-
winkliges Dreieck mit ¥ KLM =90°, wobei
KM eine Sehne des Kreises k, ist, die senk-
recht aul der Geraden N, N, steht.

Man ermittle die Léngen der Seiten des Drei-
ecks KLM, wenn bekannt ist, daB KL > 8.

A5 A Essind alle positiven reellen Zahlen
a zu ermitteln, fiir die es unendlich viele reelle
Zahlen x und y gibt, die gleichzeitig die fol-
genden Bedingungen erfillen:

18x2+%{1 —a)(x*+9x)

—%a(x2+9)2§0, )

6x | ay a
Zrooatate @
y>0, 3)

30

Lésungen:

Al A Fiir den Fldcheninhalt F, des Paral-
lelogramms gilt, da die Seitenlingen gleich

1/5 bzw. %

kel gleich 45° sind,
Fi =[/1_9'é[/§~sin45°.
Wegen sin45° =%[/§

folgt Fi=)/15-1)/2-3)/2=1y/5.

Fiir den Flicheninhalt F, des Quadrats gilt,

2 und der eingeschlossene Win-

da die Seitenlidnge gleich 3

5
3\ 18
F2_<§1/§) =35

2 ist,

Also gilt
Rrl® a3
36’ 625
Daraus lolgt
Fi>F%;

denn 19 -625> 36324, weil 11875> 11664.
Wegen F,; >0, F,>0 gilt daher

Fl > Fz,
d. h., der Flicheninhalt des Parallelogramms
ist groBer als der Flicheninhalt des Qua-
drats.

A2A Setzt man 77=u, logsx=v, so erhilt
man das Gleichungssystem
u-v=-2 3)
4ut+v= 2 “)
Ist nun (i, v) eine Losung dieses Gleichungs-
systems, so gilt

u+0,v= —g,
u
also wegen (4)
4u— z =2,
u
2 _y—— =
u'—su 3 0.
Diese quadratische Gleichung hat die beiden
Lésungen
a)u=1; dannistv=-2;

b)u= —%; dann ist v=4.

Im Falle a) erhdlt man
7= 1,also y=0;
logsx= —2, also x=5‘2=%_

Die Probe zeigt, daB fiir diese Werte von x
und y die Gleichungen (1) und (2) erfiillt sind.

Im Falle b) erhilt man
1
P2
2
da aber fir alle reellen Zahlen y 77>0 gilt,
erhdlt man in diesem Falle keine reelle Lo-
sung. Daher hat das Gleichungssystem (1),

(2) genau eine reelle Losung, namlich
1
x= 3% y=0.

A3a  Esseix eine reelle Losung der Glei-
chung (1). Dann giit

2+cotx—sin2x=<\/l4—7—sin2x

0 2
+\/ﬁ+cotx ' .

2+colx—sinzx—i—sin2x+3_0 +cot
17 17 Teotx

4 ., 30
+2\/<ﬁ—sm x)(l—7+cotx),

4 ., \[30
also (ﬁ —sin x) (ﬁ +cot x) =0. 2)

Die Gleichung (2) ist erfiillt, wenn

30
a) cotx = - oder

4
L2 4
b) sin‘x = 7
. cos?x 2
Im Falle a) gilt wegen s’y =cot?x,

also
1 —sin2x=sin?x cot?x, d.h.
T
S X = oty
1 289
900 1189

_ l+m

sinZx

Dabher gilt

i —sin?x = i — &

17 17 1189
_4756—4913
TO1189-17

d. h., der zweite Radikand aul der linken Seite

von (1) ist negativ, die Gleichung (1) hat also

in diesem Falle keine reelle Losung.

Im Falle b) gilt )

<0,

4
l—sin2x_ 17 13
_sin’x 4 4~
_7

cot?x =

—

also cotx=% 13 oder cotx= —%]/G

Nun gilt aber
30 1 i 900 13
ﬁ<§[/ﬁ, denn @<7,
weil 3600 <3757,

und daher cotx + —%[/1_3, da sonst der Radi-

kand aufl der rechten Seite von (1) negativ
wire.
Also gilt

cotx= %[/ﬁ

und nur fir diesen Wert ist die Gleichung (1}
erfiillt, was durch die Probe bestatigt wird;
denn es gilt



]/2+cotx—sin2x—\/?—7——sin2x
1 4 4 4
24/ B
_\/17 U

30
ﬁ+ cotx.

Ad4a Wegen KL>8=r, ist der Punkt L
innerer Punkt der Strecke NN (siehe Bild).
Nun sei P der FuBpunkt des von F auf N\N,
geliliten Lotes und H der FuBpunkt des von
K auf NN, gefillten Lotes. Da AKLM
rechtwinklig und KM eine auf NN, senk-
recht stehende Sehne des Kreises k, ist, ist
auch AKLH rechtwinklig mit ¥ KLH =45

Ferner gilt KH=LH=2z.
Nun folgt aus ¥ PN,F=45°
FP=PN,,
.64

also W§=%r =—=32,

172
PN,=4)/2.
Ferner gllt
N l;i [/?ﬁ_z =}/50-32
8=3
NN, =4)/2+3)/2=7)/2.
Daraus folgt
LN,=N\N,—r,=7)/2-5)/2=2)2,
also nach dem Satz des Pythagoras in dem
rechtwinkligen Dreieck KN, H
22+(z—2[/§)2= .
22— 4)/2:-56= 0,
2-2)/2:-28= 0.
Diese quadratische Gleichung hat genau eine
positive reelle Losung, nimlich
2=)/2+)/30=)/21+)/15).
Ferner gilt
KL2=2z2,
KL =)/2:=21+)/15).
Das rechtwinklige Dreieck KLM hat daher
die Senenlangen
KL=LM=2(1+)/15),

KM=2)/2(1+)/15).

also

AS5a Esseien x, y und a>0 reelle Zahlen,

fiir die die Bedingungen (1), (2) (3) erfiillt sind.

Dann gilt wegen (1)
36x2 3(1 —a)6x

2x2+9)* " 2-6(x*+9)

Lo

6 .
Setzt man z=xz—x so gilt

+9’

1,1 1

= — ———a<

37 +—(1 a)z §a=0,
l-a a

z? +Tz—3 <0,

- 1 a 1
—_j— —_1<
z(z+2 —{2 z+2>_0,

&

Ferner gilt wegen (2)

1 ay a
h)
2= 9y 3 )
Wegen y>0, a>01stz=—6x >0
T, x2497 7
also x>0. Daraus folgt
2
x +9=x+2g2'3=6,
x
1 =6 <
also z —2—+ (6)

Nun sind genau 2 Fille zu unterscheiden:
1.Fall:0<ax2.

Dann ist (4) erfiillt fir z+-20

und z —550 also fir
2.Fall: a>2.

-55z5

Nl'—‘Nl—-

4
bl

1
>
2_0

und z —Ego, also wegen (6) fir —

Dann ist (4) erfuillt fir z+
1
-<z<

2=z= 1.

Nun gilt wegen (2) und a>0, y>0

co(L 4285 Ve
“\9y" 3 6%6

. 3a+g. (7

9
Im 1. Fall gibt es daher unendlich viele reelle
Zahlen x, y, fur die (1), (2), (3) erfiillt sind,

a
wenn 5 >z,d.h., wenn

a 2
3735
a 2
379

Va3

a>3
3

Im 2. Fall gibt es unendlich viele reelle Zahlen
x, y, fir die (1), (2), (3) erfillt sind, wenn

Ja+6,

3a,

1>§ 3a+g,

d.h. é<a+§[/§[/;+§)—§<l,
1 2 A\ 11
g(l/‘;*'jl/i) <3
Vards <[5
Va <W/22-2),

a <§(13-21/§)z2,41.
Daher gibt es fiir alle positiven reellen Zahlen
amit 4

§<a<§(13-21/2_2)

und nur fir diese unendlich viele reelle Zahlen
x und y, die die Bedingungen (1), (2), (3) er-
fiillen.

(Die vorliegenden Aufgaben wurden der
sowj. Zeitschrift ,,Quant”, Heft 2/1977 ent-

nommen und von Oberstudienrat Dr. R. Lii-

ders bearbeitet.)

Eine Aufgabe von

einem Autorenkollektiv
der Karl-Marx-Universitit
Leipzig unter Leitung von
Prof. Dr. H. Schumann

Direktor der Sektion Mathematik

Die Beschiftigung mit der Mathematik be-
steht zu einem groBen Teil im Auffinden sinn-
voller Fragestellungen und dem Losen der
daraus sich ergebenden Probleme und Auf-
gaben. Trotz der groBen Vielfalt moglicher
Problemstellungen lassen sich doch einige
allgemeine Hinweise zu ihrer Bearbeitung
geben. Dies soll hier an folgendem Beispiel
demonstriert werden. ’

Al A a)Untersuchen Sie folgende Aussage:
Ist das Produkt von n positiven reellen Zah-
len gleich 1, so ist ihre Summe nicht kleiner
alsn(n=2).

b) Unter allen Quadern, deren Kanten die
Léngen a, b, ¢ mit konstanter Summe s haben,
ist der volumengroBte anzugeben.

Losung der Aufgabe des Autorenkollektivs
der Karl-Marx-Universitiit Leipzig

Ala Der wichtigste - und gewiB nicht
selbstverstdandliche — Hinweis ist: Sie miissen
den festen Willen und die erforderliche Hart-
nickigkeit aufbringen, das Problem aus eige-
ner Kraft bis zu Ende zu l0sen.
Die beiden Teile unserer Aufgabe haben auf
den ersten Blick nichts miteinander zu tun.
Also wenden wir uns zunichst dem Teil a) zu.
(I) Wir beginnen mit einer Analyse der Auf-
gabenstellung:
(1) Welches sind die Voraussetzungen, welches
ist die Behauptung?
Voraussetzungen:
V; : Gegeben sind n reelle Zahlen; n>2.
V,: Diese n Zahlen sind simtlich positiv.
V: Das Produkt der n Zahlen ist gleich 1.
Behauptung :
B: Die Summe der n Zahlen ist nicht kleiner
als n.
(2) Konnen wir die Aussage unter Benutzung
der mathematischen Symbolik formulieren?
Fiir unser Beispiel ergibt sich etwa:
V) ay, az, ..., 6,€R (n22);

R Menge der reellen Zahlen
(V3) a;>0 fir alle i=1,2,...,n
Va) ay-az-...-a,=1
(B)a,+a+...+a,2n
(3) K6nnen wir eine Vermutung aussprechen,
ob der Satz wahr oder falsch ist?
Die Antwort auf diese Frage wird unser
weiteres Vorgehen entscheidend beeinflussen.
Vermuten wir, daB die Aussage wahr ist,

(B)
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werden wir'sie zu beweisen versuchen, andern-
falls konzentrieren wir uns darauf, sie zu
widerlegen. Die Aussage ist widerlegt, wenn
wir ein spezielles Beispiel {inden konnen, in
dem sidmtliche Voraussetzungen erfiillt sind,
die Behauptung jedoch gilt nicht (Gegen-
beispiel). Andernfalls versuchen wir, Argu-
mente zu finden, die fiir die Richtigkeit der
Aussage sprechen; dazu bietet sich im allge-
meinen die Betrachtung geeigneter Spezial-
falle an. In unserer Aufgabe sehen wir sofort:
Wenn alle Zahlen gleich sind, dann ist ihre
Summe gleich n (warum?). Sind nicht alle
Zahlen gleich, so mufB es wegen der Voraus-
setzung (V3) solche geben, die grofer als 1
sind, und solche, die kleiner sind als 1.

Nehmen wir z. B. den Spezialfall zweier Zah-
len, von denen eine ¢> | ist; dann ist die an-

dere %<1. Ist nun c+%§2? Fiir alle ¢>2

stimmt das offenbar. Das bestdrkt uns in der
Vermutung, dafl die Aussage richtig ist. Wir
werden also versuchen, sie zu beweisen.
Selbstverstindlich wird man sich bei der
Analyse andersartiger Aufgabenstellungen ge-
gebenenfalls anderer oder weiterer Voriiberle-
gungen bedienen; beispielsweise hat sich das
Anfertigen eciner Skizze bei geometrischen
Problemen bewihrt.

(1I) Die Analyse hat ergeben: Das Ldsen der
Aufgabe besteht im Beweisen der Aussage.
Beim Suchen eines Beweisansatzes helfen oft
folgende Fragestellungen.

(1) LaBt sich der zu beweisende Satz zweck-
maBiger formulieren? Ist eine Umformulie-
rung der Voraussetzungen bzw. der Be-
hauptung niitzlich? Wic sind die auftretenden
Begriffe definiert? Kann ich statt einer Vor-
aussetzung eine dazu #quivalente Aussage
oder eine unmittelbare Folgerung aus dieser
zweckmaBig benutzen?

Vielleicht finden wir auch eine ,,beweistech-
nisch™ leichter zugéngliche Formulierung des
Satzes.

Es gibt sogar Fille, in denen es einfacher ist,
einen allgemeineren Zusammenhang zu be-
weisen, aus dem sich unsere Behauptung als
Spezialfall ergibt (vgl. Aulgabenteil b)). Oder
aber wir fragen umgekehrt:

(2) LaBt sich ein Spezialfall des Satzes leicht
beweisen?

Offenbar ist dies der Fall bei unserem Satz,
der fiir zwei Zahlen einfach bewiesen werden
kann. Wir wollen zeigen: Wenn a,, a, positive
reelle Zahlen, a,-a;=1, so a;+a,=>2. Es
liegt nahe, die schon oben gemachte Uber-
legung zu einem Beweis auszubauen. Falls
ay=az=1, so ist a; +a,=2. Andern(alls ist
eine der Zahlen, etwa a,, groBer als 1, und
dafiira; <1.

Ubung 1 : Beweisen Sie fur diesen Fall die Be-
hauptung a,+d,22, indem Sie a;=1+4+¢

(c>0) setzen und die Zerlegung

—1-=1-—L benutzen!
l+c c+1

32

Vielleicht wiren wir bei der Behandlung des
Spezialfalles n=2 auch so vorgegangen: Ist

1 . . .
a;=a>0, so muf az=; sein, also ist zu zei-

gen: a +£g 2 [iir beliebiges a>0. Wenn dies

gilt, dann auch (nach Multiplikation mit
a>0) a*+1=2a oder a>—2a+120 oder
(a—1)2=0. Die letzte Ungleichung ist nun
gewil richtig, da das Quadrat einer reellen
Zahl nie negativ ist. Der Beweis ist erbracht,
wenn eine wahre Aussage am Anfang der
SchluBkette und an ihrem Ende die Behaup-
tung steht. Also brauchen wir, um unseren
Beweis zu fiihren, nur zu iiberlegen, ob alle
Schliisse umkehrbar sind. Dies ist in der Tat
moglich. Fiir beliebiges a ist (a—1)2=0, also

a*—2a+120 oder a’+1=2a. Falls a>0,”

I N
folgt daraus a + g 2 2. Der Beweis zeigt auBer-
dem, daB das Gleichheitszeichen genau dann
o 1.
eintritl, wenn a=1=-— ist.
a

Der erste Beweis ging von den Voraussetzun-
gen aus, die wir geeignet formulierten bzw.
umformulierten, bis wir schlieflich die Be-
hauptung a, +a, =2 veriliziert hatten. Beim
zweiten Beweisversuch hingegen haben wir
gewissermaflen ,,von hinten*, namlich mit der
Behauptung begonnen und diese mehrfach
umgeformt, um so Anregungen fiir die Be-
weisfiihrung zu erhalten. Weitere Anregun-
gen vermitteln hiufig auch folgende Frage-
stellungen:

(3) Ist uns die Losung einer dhnlichen Aul-
gabenstellung bekannt? In diesem Falle kénn-

ten wir versuchen, daraus methodische An-
regungen [ir unsere Problemstellung zu ge-
winnen. Auch nach jedem Teilschritt kann
man sich fragen: Erinnert mich die gegen-
wirtige Konstellation in der Beweisfiihrung
an eine dhnliche Stelle eines schon geflihrten
Beweises? (Je mehr Beweise man kennt, desto
groBer ist das Repertoire an Ideen.) Welche
Voraussetzungen wurden noch nicht be-
nutzt?

(4) Welche bekannten Sitze kdnnen wir bei
der Losung unserer Auflgabe benutzen?
Suchen Sie besonders solche Sitze, deren Vor-
aussetzungen auch solche der zu beweisenden
Aussage sind!

Ubung 2: Beweisen Sie nun den unter a) ge-
nannten Satz! Anleitung: .
Natiirlich liegt es hier nahe, die Beweis-
methode der vollstindigen induktion heran-
zuziehen. Die Betrachtung des Spezialfalles
n=2 liefert gerade den Induktionsanfang.
Beim Beweis der Induktionsbehauptung be-
nutze man die Zerlegung

a, +ar+...Fat iy

=(t\ay+1+az+...+a)
+l4a,+as 1 — 1 —ardp+y
=(a1ay+ 1 +az+...+ay)

+14(a =D (1 —ae)
wobet a; > 1 und g, ; < 1-angenommen wird.
(I1I) Jedes geloste Problem wirlt sofort neue
Fragen auf, deren Beantwortung die ur-
spriingliche Aussage erginzen und ihre Be-
ziehungen zu anderen Problemstellungen auf-
decken kann. Wir wenden uns also der Dis-
kussion des erhaltenen Ergebnisses zu.

Prof. Dr. Horst Schumann (1. Reihe, 3. v. links) erhielt auf dem VIII. Pid. KongreB

den ,,Vaterlindischen Verdienstorden® in Gold. Er ist u. a. einer der hervor-

ragenden Forderer der auBerunterrichtlichen Arbeit im Fach Mathematik in seiner
Eigenschaft als Leiter der Mathematischen Schiilergesellschaft der Karl-Marx-Universitat
Leipzig.




(1) Haben wir alle Voraussetzungen beim
Beweis benétigt, oder konnen wir gewisse
Voraussetzungen abschwichen, vielleicht so-
gar entbehren?

In unserer Aufgabe kann auf keine der Vor-
aussetzungen verzichtet werden. Die Betrach-
tung geeigneter Beispiele zeigt: LaBt man ir-
gendeine der Voraussetzungen weg, kann die
Behauptung nicht aufrechterhalten werden.
Finden Sie selbstindig ein Beispiel, welches
zeigt, daB keine der Zahlen negativ sein darf!
Analog zur Frage nach der Abschwichung
von Voraussetzungen stellen wir die Frage
nach der Verschirfung der Behauptung:

(2) Hitte sich aus den Voraussetzungen auch
eine schirfere Aussage beweisen lassen?
Offenbar kann die untere Schranke n fiir die
Summe a; +a, + ... +a, nicht vergroBert wer-
den, da fir a,=a,=...=a,=1 die Summe

[INgE]

a;=n ist.

i=1

Allerdings zeigt der Beweis, daB dieser Fall
auch nur dann eintritt, wenn alle Zahlen qa;
gleich 1 sind, und in jedem anderen Fall die
Summe groBer ist als n.

Wir konnen unser Resultat also wie folgt
prézisieren:

Sind a,, a,, ..., a, n positive reelle Zahlen
(n=2)mita,a;...a,=1,s0ista;+a,+... +a,
2n, und das Gleichheitszeichen tritt dann
und nur dann ein, wenn a; =a;=...=a,=1
ist.

(3) Welche Spezialfille des Satzes sind von
Interesse? Welche unmittelbaren Folgerun-
gen gestattet der Satz?

Den Fall n=2 konnen wir auch geometrisch
interpretieren:

Fiir den Umfang U eines Rechtecks mit den
Seitenldngen a, b und dem Inhalt A=ab=1
gilt U=2(a+b)=4, und das umfangskleinste
Rechteck vom Inhalt 1 ist das Quadrat mit
der Seitenldnge 1.

Ubung 3: Folgern Sie diese Aussage aus obi-
gem Satz!

Ubung 4: Suchen Sie weitere unmittelbare
Folgerungen aus unserem Satz!
(4) In welcher Weise 1dBt sich das Resultat
verallgemeinern? Folgende triviale Verall-
gemeinerung liegt auf der Hand:
Sind ay, a,, ..., a, beliebige reelle
Zahlen mit a1a;...a,=+1,
soist|ay |+ |az| +...+ |a.| Zn
SchlieBlich kann man noch nach einer Ab-
schitzung [ir die Summe a;+az;+...+ax
fragen, wenn a, - a; - ... - a,=c=const fiir die
positiven Zahlen ay, a3, ..., a, gilt. Unter
Benutzung des fiir c=1 bewiesenen Satzes
erhilt man

a; +a2+...+a,.gn+c—:—1M

mit M =max (a,, .... an).

Wenden wir uns nun dem Aufgabenteil b) zu,

der sich von. a) zundchst dadurch unter-
scheidet, daB die Behauptung zuerst aulge-
stellt werden muB.

(I) Welche Vermutung haben wir?

Als erstes erscheint die Vermutung gerecht-
fertigt, daB die Aulgabe losbar ist; ob aller-
dings die Losung eindeutig ist oder ob es
Quader verschiedener Abmessungen der ge-
wiinschten Eigenschaft gibt, 140t sich von
vornherein schwerer abschitzen. Vielleicht
probieren wir ein wenig mit konkreten Zah-
len, etwa a+b+c=12. Wer allerdings weiB,
daB unter allen Rechtecken gleichen Um-
fangs das Quadrat das flichengroBte ist, wird
durch Analogieschlu8 aus dem ,,ebenen Pro-
blem*“ schneller die folgende Vermutung fiir
das ,,raumliche Problem* aufstellen:

Unter allen Quadern mit den Kantenlingen
a, b, ¢ konstanter Summe s=a+b+c ist der

Wirfel mit der Kantenldnge ; der volumen-
groBte.

Wir formulieren den Sachverhalt ausfiihrlich:
Voraussetzungen: Gegeben ist ein Quader mit
den Kantenldngen a, b, ¢ und dem Volumen
V; a+b+c=s, s>0konstant.

3
Behauptung: V <V, ., =<;> , und VY, tritt
. s.
ein, wenn a=b=c =3 ist.

(II) Bei der Suche nach einem Beweisansatz
konnen Sie versuchen, die zur Losung des
~ebenen Problems“ verwendete Beweisidee
auf unsere Fragestellung zu iibertragen. Wir
wollen diese Kenntnisse jedoch nicht voraus-
setzen und fragen: LBt sich der Satz zweck-
miBiger formulieren? Wir behaupten

3
V§<§> , andererseits ist ¥V =abc und

s=a+b+c, also kénnen wir die Behauptung
auch so formulieren:

3
abc< (_a +g + C) oder

3
Vabc< %W.

In dieser Ungleichung steht rechts das arith-
metische Mittel der drei positiven Zahlen
a, b, ¢, und links steht ihr geometrisches
Mittel, so daB unsere Behauptung gleich-
bedeutend ist mit der folgenden, die wir ver-
allgemeinernd gleich fiir n Zahlen ausspre-
chen: Das arithmetische Mittel 4 von n
positiven Zahlen a,, a;, ..., a, ist nicht kleiner
als ihr geometrisches Mittel G:

ata+...+a,

n
a,a;3...a,=GZ A= o

In dieser Ungleichung kommen das Produkt
und die Summe von n positiven Zahlen vor;
das muB uns doch an den Aufgabenteil a) er-
innern! Allerdings ist das Produkt der n Zah-
len ay, a,, ..., a, nicht gleich 1, sondern es ist
a,a;...a,= G".

Ubung 5: Folgern Sie die Ungleichung zwi-
schen arithmetischem und geometrischem
Mittel von n positiven reellen Zahlen aus dem
in a) bewiesenen Resultat! Wann tritt das
Gleichheitszeichen ein?

Hinweis: Man betrachte a;a;...a,=G" als
Anregung, von den n Zahlen ay, ..., a, zZu n
(positiven) Zahlen vom Produkt 1 iiberzu-
gehen.

Damit haben wir also, auf die urspriingliche
Aufgabenstellung zuriickkommend, bewie-
sen: Sind a, b, ¢ die Kantenlingen eines
Quaders, so gilt fiir dessen Volumen V stets

a+b+c\® [s\?
—abc<[Z———} ={=
v-aes(25) ().
und das Gleichheitszeichen tritt genau dann

. s,
ein, wenn a=b=c=§ ist.

Hier haben wir das vorgelegte Problem also
am zweckmiBigsten dadurch gelost, daB wir
eine allgemeinere, umfassendere Fragestel-
lung behandelt haben, nimlich die nach der
GroBenbeziehung zwischen arithmetischem
und geometrischem Mittel.

(III) Aus der Ungleichung A2 G ldBt sich
wiederum eine Vielzahl von Folgerungen
ableiten.

Ubung 6 : Zeigen Sie, daB der Radius des Um-
kreises eines rechtwinkligen Dreiecks nie
kleiner sein kann als die Lange der zur Hypo-
tenuse gehorenden Hohe des Dreiecks!

Eine etwas weiterreichende Verallgemeine-
rung erhalten wir, wenn wir die Ungleichung
zwischen arithmetischem und geometrischem
Mittel anwenden auf die Zahlen a;, a,,
veey A1, A2, G2y .euy A2y oevy Oy .., g, WODEI
aip;-mal,a,p,°mal, ..., a,p,-mal auftreten soll.
Dann erhalten wir mit p;+p2+...+p,=m
sofort:

m
VaiP1azP2.. .an

<%1P1+a2p2+ ... +anPa
- m

Dieser Beitrag ist eine Leseprobe aus dem
unten genannten Ratgeber fiir Schiiler, Leh-
rer und Eltern.
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Wer lost mit?

H||I|IH -Wettbewerb \V t

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1979

F

Zeitungg, .
% gs]fl%

.. von Fans fiir Fans ..

Mathematik

Ma5 1851 Im Pionierlager Artek auf der
Krim verbringen Junge Pioniere aus befreun-
deten Lidndern ihre Ferien. Wihrend eines
Durchgangs waren es viermal soviel Pioniere
aus der Sowjetunion wie aus der Ungarischen
Volksrepublik. Aus der VR Polen waren ge-
nau so viel Pioniere angereist wie aus der
DDR. Die Anzahl der Pioniere aus der
Sowjetunion war gleich der Summe der An-

zahlen der Pioniere aus der DDR und der -

VR Polen. Insgesamt waren es mehr als
1990, aber weniger als 2000 Junge Pioniere.
Wie viele Pioniere verbrachten in diesem
Durchgang ihre Ferien in Artek? Wie viele
Pioniere kamen aus den einzelnen Lindern?
Schiilerin Una Heinecke,

Georg-Kunze-0S Eisenberg

Ma5 m852 Einige Kinder spielen mit Mur-
meln. Sie haben 50 Murmeln so untereinan-
der aulgeteilt, daB jedes Kind gleichviel
Murmeln erhielt; dabei blicben 2 Murmeln
iibrig. Bevor das Spiel begann, wurde ein Kind
von seiner Mutter weggerufen; es gab die er-
haltenen Murmeln zuriick. Die 50 Murmeln
wurden erneut an die verbliebenen Kinder
aufgeteilt; jetzt erhielt jedes Kind zwei Mur-
meln mehr als zuvor, und es blieben keine
Murmeln iibrig. Wie viele Kinder spielten mit

Murmeln?  gepiler Stefan Schieiff, Halle

Ma$5 21853 Ein Teilnehmer an der Kreis-
olympiade Junger Mathematiker wurde ge-
fragt, wieviel Punkte er erreicht habe. Er
antwortete: ,,Wenn man zur Anzahl der von
mir erreichten Punkte 10 addiert und die so
erhaltene Summe verdoppelt, so {ehlen noch
10 an 100 Punkten.“ Wie viele Punkte er-
reichte dieser Schiiler?

Schiilerin Kathrin Benewitz, .

Ma5 81854 Beim Ballweitwurf erreichten
sechs Schiiler folgende Wurfweiten:
Bernd schaffte 16 m mehr als Antje,
Jochen warf 2 m weiter als Peter,
Dieter erzielte 6 m mehr als Birgit,
Antje fehlten 14 m an der Wurfweite
von Peter,
Birgit schaffte 3 m mehr als Antje.
Addiert man die Wurfweiten dieser sechs
Schiiler, so erhdlt man 148 m. Wie weit
warf jeder von ihnen den Ball?
Schiilerin Grit Maciejewski, Rostock,
Kl 6

Ma5 ®1855 Auf einem Solidaritdtsbasar
wurde von den Schiilern der Klassen 5a, 5b
und 5ceiner Schule durch den Verkauf selbst-
gebasteiter Gegenstdnde Geld eingenommen,
das aul das Solidarititskonto iiberwiesen
wurde. Die Schiiler der Klasse 5a erzielten
eine Eiftnahme von 30 M. Die Schiiler der
Klassen 5b und 5c erzielten zusammen eine
Einnahme von mehr als 61 M, aber weniger
als 65 M. Wieviel Mark wurden auf das
Solidaritdtskonto insgesamt iberwiesen,
wenn die Einnahmen der Klassen 5b und 5¢
jeweils volle Markbetrige waren und die
Schiiler der Klasse 5¢ sieben Mark mehr
erzielten als die Schiiler der Klasse 5b?
Schiiler Klaus Mohnke, K rupskaja-
i OS Liibbenau, Kl. 7a

Ma$5 w1856 Hans hatte im Garten Apfel
gepfliickt und in drei Spankérbe gelegt. Beim
Auszihlen der Apfel stellt er fest, daB sich im
zweiten Korb ein Apfel weniger als im dritten
befand und daB der dritte Korb drei Apfel
mehr enthielt als der zweite. Zusammen wa-
ren es 67 Apfel. Wieviel Apfel enthielt jeder
dieser drei Korbe?

Schiilerin Gabriele Wehrsdorfer,

POS Zschornewitz Georg-Ki:nze-0S, Eisenberg, Kl. 5a

Thigs LuAber, 26 Gudrow, Werdersir 22 Ma 7

Kersting -0, Klamse 7 3| 1369
P 150 !
| Priika: ol

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle «/pha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift «(Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoéheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.
5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.
6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhallen von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost, ,,gut gelost” oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gel6st*,
Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1978/79 ldult
von Heft 5/78 bis Heft 2/79. Zwischen dem
1. und 10. September 1979 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/78 bis 2/79 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion eir 7usenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/79 verdffentlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten — richtig
gelost — (durch die Beteiligung an den Wett-
bewerben der Hefte 5/78 bis 2/79) erhalten hat
und diese einsendet, erhdlt eine Anerken-
nungsurkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1978/79 ein-
senden, erhalten das alpha-Abzeichen in Gold
(und die Urkunden zuriick). Wir bitten darauf
zu achten, daB alle Postsendungen richtig
[rankiert sind und daB die Postleitzahl des
Absenders nicht vergessen wird.

Redaktion alpha



Maé6 81857 Hans schaut morgens aul die
Wanduhr in seinem Zimmer. Der grofle
Zeiger hat %
vollen Stunde zuriickgelegt; der kleine Zei-
ger befindet sich zwischen den Ziffern 7 und 8.
a) Wie spit ist es zu diesem Zeitpunkt?
b) Berechne die GréBe des Winkels, der von
beiden Zeigern gebildet wird!

Schiiler T. Weifs, Weimar

seiner Kreisbewegung bis zur

Ma6 #1858 Evelyn, Katrin, Susanne und
Ulrike haben Altstoffe gesammelt und an die
Erfassungsstelle abgefiihrt. Den Erlés iiber-
gaben sie ihrem Freundschaltspionierleiter als
Solidaritdtsspende fiir Vietnam. Jede von
ihnen i{ibergab dem Freundschaftspionierlei-
ter einen vollen Markbetrag. Katrin iibergab
zweimal soviel (Mark) wie Ulrike, Evelyn
iibergab 2 M weniger. als Katrin, Susanne
iibergab zweimal soviel (Mark) wie Evelyn.
Alle vier zusammen iibergaben mehr als 20 M,
aber weniger als 30 M. Wieviel Mark hat
jede der vier Schiilerinnen dem Solidaritits-
konto zugefihrt?
Schiilerin Silke Meifigeier,
Schonbrunn, KI. 6

Ma6 w1859 Heidrun berichtet von ihrer
Familie folgendes:
~Meine Mutter ist dreimal so alt wie ich
selbst. Mein Vater ist sechs Jahre alter als
meine Mutter. Meine Schwester Katja ist
acht Jahre jiinger als ich. Meine Schwester
Gabi ist dreimal so alt wie meine Schwester
Katja. Addiert man die Lebensjahre (in
ganzen Zahlen) aller Mitglieder der Familie,
so erhilt man als Ergebnis 95 Jahre." Wie alt
ist jedes der Familienmitglieder?

Schiilerin Heike Klith, Heidrun Kirstein

Mathe-Club Brandenburg Land (Ziesar)

Ma6 ®1860 Rolf liest ein Buch. Am ersten
Tag schafft er 12 Seiten, am zweiten Tag den
vierten Teil der noch zu lesenden Seiten, am
dritten Tag die restlichen 57 Seiten. Wie
viele Seiten umfaBt dieses Buch?

« Schiiler Ch. Garz, Halle

Maé6 w1861 Ein D-Zug fdhrt um 21 Uhr in
Berlin ab und kommt am folgenden Tag um
5 Uhr in Warschau an. Um 3 Uhr trifft er den
Gegenzug (Warschau-Berlin) in Kutno.
Wann ist der Gegenzug aus Warschau ab-
gefahren? Die Entfernung Berlin—Warschau
betrigt 560 km, die Entfernung Berlin— Kutno
420km. (Die Geschwindigkeit beider Ziige
ist als gleich und konstant anzunehmen.)
Schiiler Stefan Fritsch,
Fiirstenwalde, KI. 6

Ma7 #1862 Uber das gegenwirtige Le-
bensalter (in ganzen Zahlen) von vier Freun-
den mit den Vornamen Axel, Bernd, Chri-
stian und Dieter sei folgendes bekannt:

(1) Axel ist jiinger als Bernd.

(2) Die Summe aus den Zahlen, die das
Lebensalter von Bernd und Dieter angeben,

ist kleiner als die Summe aus den Zahlen, die
das Lebensalter von Axel und Christian an-
geben. '
(3) Die Summe aus den Zahlen, die das Le-
bensalter von Axel und Bernd angeben, ist
gleich der Summe aus den Zahlen, die das
Lebensalter von Christian und Dieter ange-
ben.
Welcher dieser vier Freunde ist der Jiingste?
Schiilerin Carola Stark,
W.-Pieck-Stadt Guben, KI. 7

Ma7 ®#1863 Zwei FuBballmannschaften A
und B trugen ein Freundschaftsspiel aus. Ins-
gesamt wurden 13 Tore geschossen. Das erste
Spiel verlief unentschieden. Im zweiten Spiel
ficlen mehr Tore als im ersten Spiel, und
zwar erzielte Mannschalt 4 im zweiten Spiel
doppeit soviel Tore wie Mannschaft B. Es
sind die Ergebnisse beider Spiele zu ermitteln.

Schiiler Steffen Gliwa, Staffurt

Ma7 w1864 Im Jahre 1977 wurde in der
Frauenklinik des Bezirkskrankenhauses von
Karl-Marx-Stadt durchschnittlich in einem
Zeitabstand von jeweils 124 Minuten ein Kind
geboren. Von den in diesem Jahr in dieser
Klinik insgesamt geborenen Kindern waren
55 Prozent Midchen. Wie viele Knaben wur-
den im Jahre 1977 in dieser Klinik geboren?
Schiiler Frank Thieme, K1. 8,
Karl-Marx-Stadt

Ma7 m1865 Gegeben sei ein Trapez ABCD
mit den parallelen Seiten AB=a und CD =c,
und es gelte a>c. Ferner sei S der Schnitt-
punkt der Diagonalen AC und BD. Es ist zu
beweisen, daB der Flacheninhalt 4, des Drei-
ecks ABS groBer ist als der Eldcheninhalt 4,
des Dreiecks CDS.
Schiiler Klaus Mohnke, Krupskaja-
OS Liibbenau, Kl. 7a
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Ma8 ®1866 Fiir welche natiirlichen Zahlen
z wird die Differenz z2—z ein ganzzahliges
Vielfaches von 10?7  Dr. G. Hesse, Radebeul

MaB8 #1867 Gegeben sei die folgende Aus-
sage:
»Fir jede natiirliche Zahl x ist x2+x+11
eine Primzahl.“ Es ist zu entscheiden, ob
diese Aussage wahr oder falsch ist. Die Ent-
scheidung ist zu beweisen.

Schiilerin Karin Ottlinger, Pirna

Ma8 #1868 Ein Dreieck ABC habedie kon-

stanten Seitenldngen a=15c¢m und b=8 cm.

Man gebe Bedingungen fir ¢ an, unter

denen das Dreieck ABC

a) existiert, b) spitzwinklig ist,

c) rechtwinklig ist, d) stumpfwinklig ist!
Schiiler Jorg Casper, Hohndorf, K1. 8

Ma8 w1869 ZweiRadfahrer,die 63 km von-
einander entfernt wohnen, fahren einander
entgegen. Der erste Radlahrer startet im Ort A
um 9.00 Uhr und fahrt mit einer konstanten

Geschwindigkeit von 12 k_;n_ Der zweite Rad-

fahrer startet zur gleichen Zeit im Ort B und
fahrt mit einer konstanten Geschwindigkeit
von 15 kTm Um wieviel Uhr und wieviel Kilo-
meter von A entfernt treffen sich die beiden
Radfahrer?

Schiilerin Karin Ottlinger, Pirna, KI. 8

Ma9 81870 Irina geht einkaufen. Thre Mut-
ter hat ihr 2,65 M gegeben; Irina soll dafir
9 Stiickchen Kuchen kaufen, und zwar Neger-
kiisse zu 0,25 M, Apfelkuchen zu 0,35 M und
Bienenstich zu 0,30 M je Stiick. Irina gibt das
Geld vollstindig aus; sie kauft mehr Neger-
kiisse als Apfelkuchen; vom Bienenstich kault
sie die wenigsten Stiicke. Wieviel Stiick Ku-
chen jeder Art hat Irina eingekauft?
Schiilerin Kathrin Scholl,
Neubrandenburg, K1. 6

Ma9 #1871 Gegeben sei ein rechtwinkliges
Dreieck ABC mit ¥ BCA=90° h.=3cm und
A=12cm? Wie lang sind die Seiten AB,
AC und BC?

Schiiler Steffen Lausch, Grimma, K1. 8

Ma9 »1872 Gegeben sei ¢in gleichseitiges
Dreieck ABC mit der Seitenlinge 3cm.
AuBerdem sei der Umkreis dieses Dreiecks
konstruiert. Berechnen Sie den Fldcheninhalt
des schraflierten Flichenstiickes! (Skizze
nicht maBstablich!)

Schiiler Volker Leutheuser, Sonneberg, KI. 8

Ma9 w1873 Es ist zu beweisen:

In jedem gleichseitigen Dreieck ist der Fla-
cheninhalt des Quadrats iiber einer Seite
dreimal so groB wie der Flacheninhalt des
Quadrates iiber dem Radius des Umkreises
dieses Dreiecks.

Schiiler Jérg Schmidt, Neubrandenburg, K1. 9

Ma10/12 w1874 . Beweisen Sie, daB der Aus-

druck 136"—5"—11" fiir alle natiirlichen

Zahlen n mit n>0 durch 10 teilbar ist!
Schiiler T. Weifs, Weimar

Ma10/12 #1875 Gegeben sei ein rechtwink-
liges Dreieck ABC mit den Katheten a (Lange
der Seite BC) und b (Linge der Seite AC). Es
sei b um 5 cm linger als a. Weiter gilt:
3cos(f+7y)+6sina=0.

Gesucht sind die Lingen der Katheten und
der Flacheninhalt.des Dreiecks ABC.

P. Braumiiller, Linz, Republik Osterreich
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Ma10/12 m]1876 Es ist zu beweisen, dall
stets gilt:
2 sina sin § cosy =sin2a 4 sin%f
—~sin?y!
Ing. A. Korner, Leipzig

Ma10/12 =1877 Einem reguldaren Oktaeder
mit der Kantenldnge a sei eine Kugel so um-
schrieben, daB alle Eckpunkte des Oktaeders
die Oberfldche der Kugel beriihren.
a) Fertigen Sie eine anschauliche Skizze an!
b) Driicken Sie den Durchmesser der Kugel
mit Hilfe der Kantenlinge a des Oktaeders
aus!
¢) Wie verhdlt sich das Volumen der um-
beschriebenen Kugel zum Volumen des Okta-
eders?
d) Aus dem in c) errechneten Verhiltnis ist
das Volumen der Kugel zu ermitteln, wenn
die Kantenldnge des Oktaeders a=3,7cm
betrégt.

Olaf Werger, EOS Nauen, K1. 12

Physik

Ph6 56 Peter hat einen Stein gefunden
und mochte feststellen, welcher Gesteinsart
dieser angehort. Deshalb bestimmt er zu-
ndchst die Masse des Steines mit 242 g. Beim
Eintauchen des Steines in einen MeBzylinder
steigt das Volumen des Wassers von 250 ml
aufl 343 ml. Wie kann Peter aus den gegebe-
nen GroBen die Gesteinsart bestimmen ?

Ph7 w57 Bei Bremsversuchen mit einem
PKW werden bei verschiedenen Geschwin-
digkeiten die Bremswege gemessen. Dabei er-
geben sich folgende Werte:

Geschwindigkeit
20 40 60 80 100
102 236 41 64

. km
in —

h
Bremsweg in m 2,6

a) Fertige eine grafische Darstellung an!

b) Untersuche, ob zwischen Geschwindigkeit

und Bremsweg Proportionalitit besteht!

¢) Entnimm der Zeichnung den Bremsweg bei
km __km __km

10 T 30 = 90 T !

d) Entnimm der Zeichnung die Geschwindig-

keit fiir einen Bremsweg von 16 m; 31,4 m!

Ph8 ®58 Bestimme den Wirkungsgrad
eines Tauchsieders aus folgenden Messun-
gen!

Stromstiarke I=45A
Spannung U=220V
Zeit t=270s
Masse des Wassers m=750g
Anfangstemperatur 3, =15,5°
Endtemperatur 8,=91,5°

(Hinweis: cal sind in Ws umzurechnen)

Ph9 ®59 Ein elektrischer Trockenofen soll
je Stunde 2,5 Mcal abgeben. Berechnen Sie
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den Widerstand des Heizkorpers, wenn bei
einer Netzspannung von 220 V die notwendi-
ge Heizleistung gebracht wird! (Verluste sol-
len unberiicksichtigt bleiben.)

Ph10/12 m60 Die StraBenbahnen fahren auf
einer Strecke im zeitlichen Abstand von
12 min mit einer Geschwindigkeit von
48kmh~!. In der gleichen Fahrtrichtung
lauft ein FuBgénger mit der Geschwindigkeit
von 4kmh ™!, Berechnen Sie den zeitlichen
Abstand, in dem der FuBginger die Bahnen
an sich voriiberfahren sieht !

Chemie

Ch7 w45 Im VEB Hydrierwerk Zeitz wird
in Winkler-Generatoren Wasserdampf iiber
gliihende Kohle geleitet. Dabei entsteht ein
Gemisch von Kohlenmonoxid und Wasser-
stoff, welches als Wassergas bezeichnet wird.
Wieviel Tonnen Wassergas werden aus 5t
Koks, der 809, Kohlenstoff enthilt, bei einem
Gasverlust von 159 gewonnen?

Ch8 w46 Ein aus Steinkohle erhaltenes Ge-
neratorgas hat [olgende Zusammensetzung:

23,5%; Kohlenmonoxid
6,39, Wasserstoff
5,1%; Kohlendioxid

62,49 Stickstoff
1,79, Methan

Es sei angenommen, die Luft besteht zu 219
aus Sauerstofl.

Zu berechnen sind

a) die theoretisch zur Verbrennung von 1 m*
Gas erforderliche Luftmenge

b) die prozentuale Zusammensetzung der
Rauchgase.

Ch9 a47 Ester der Hexadekansiure ist
Hauptbestandteil des Bienenwachses. Wie-
viel Gramm eines Alkandls mit

a) 15 Kohlenstoffatomen im Molekiil miissen

-eingesetzt werden, damit 250 g des Esters der

Hexadekanséure gebildet werden?
b) Wieviel Gramm der Sdure miissen zur
Reaktion gebracht werden?

Ch10/12 w48 Im VEB Chemiewerk Cos-
wig/Anhalt wird Schwefelsiure unter Nut-
zung einheimischer Rohstoffe nach dem Gips-
Schwefelsdure-Verfahren hergestellt. Wieviel
Tonnen 989 ige Schwelelsdure lassen sich
aus 208 t Anhydrit herstellen?

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Heute stellen wir erneut Losungsvarianten zu
Wettbewerbsaulgaben vor, die bei uns ein-
gegangen sind. Sie mogen allen Teilnehmern
am alpha-Wettbewerb Anregungen zum Lo6-
sen von Aulgaben geben.

In Helt 5/1977 verdffentlichten wir folgende
Aufgabe:
Ma7 #1664 Eine Schulklasse unternimmt
wihrend der Schulferien eine mehrtigige
Fahrt. Dieser Klasse gehdren 15 Miadchen
mehr an als Jungen. Die Anzahl der Madchen
verhilt sich zur Anzahl der Jungen wie 5:2.
Die Unkosten belaufen sich auf insgesamt
875 M. Wieviel Mark hat jeder Teilnehmer
aufzubringen, wenn alle Schiiler dieser Klasse
an der Fahrt teilnehmen?
In Heft 1/1978 ver6ffentlichten wir dazu eine
Losung:
Angenommen, dieser Klasse gehdren x Jun-
gen an; dann gehdren der Klasse (x+15)
Midchen an, und es gilt
(x+15):x=5:2,
S5x=2(x+15),
5x=2x+ 30,
Dieser Klasse gehoren somit 10 Jungen und
25 Midchen an. Jeder Teilnehmer hat
875 M :35=25 M aulzubringen.
Wir stellen nun die Ldsung von Dieter
Grebner aus RoBdorf, Schiiler einer 6. Klasse
der Ziolkowski-Oberschule vor. Dieter 1oste
diese Aufgabe wie folgt:
Es sei a die Anzahl der Jungen und b die An-
zahl der Médchen. Ich erweitere den Quo-

3x =30,
x=10.

tienten E=u firn=2,13,4,5, ... und lertige
a an

dazu eine Tabelle an:

a 2 4 6 8 10 12

b 5 10 15 20 25 30

b—a 3 6 9 12 15 18

Nur fiir a=10 und b=25 ist die Differenz
b—a=15. In allen anderen Fillen ist diese
Differenz ungleich 15.

Die Gesamtzahl der Schiiler betriagt 35. Die
Unkosten fiir einen Schiiler belaufen sich aufl
25M, denn 875 M :35=25M.

Wir stellen nun die Losung von Bernd
Stammler aus Halle-Neustadt, Schiiler der
Kl 6b der Wilhelm-Pieck-Oberschule, vor.
Bernd 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Die Anzahl der Jungen sei x. Wenn man x

mit % multipliziert, dann erhdlt man die An-

zahl der Maddchen. Deshalb gilt

3

5 1
5 x—x+15,§ x=15,z-x=5, also x=10.

2

Der Klasse gehoren 10 Jungen und 10+ 15
=25Midchenan. Aus875:(10 +25)=875:35
=25 folgt, daB jeder Teilnehmer 25M zu
zahlen hatte.

Sowohl Dieter als auch Bernd sind beide
Schiiler einer 6. Klasse. Sie haben sich an die
Losung von Aufgaben gewagt, die fiir Schiiler
einer 7. Klasse bestimmt sind.



Spielereien mit Vielecken

Aus regelmiBigen Vielecken kann man mit
etwas schopferischer Phantasie eine ganze
Reihe neuer geometrischer Figuren erzeugen,
wie man ihnen z. B. in Ornamenten begeg-
net.

Man verbindet dazu die Eckpunkte eines
regelmiBigen Vielecks in irgendeiner Reihen-
folge durch Strecken, wobei jeder Eckpunkt
nur einmal durchlaufen werden darf, und er-
hélt eine neue Figur, die aus einer in sich
geschlossenen Linie besteht. Dabei interes-
sieren nur (axial- oder punkt-) symmetrische
Figuren.

Aus einem regelmaBigen Dreieck erhidlt man
auf diese Art noch nichts Neues. Aber aus
einem regelméBigen Viereck (Quadrat) ent-
steht eine ,,Sanduhr* (Bild 1). Das regel-
miBige Fiinfeck lielert so vier neue Figuren,
das Sechseck 11 - davon sind in Bild 1 nur
sechs gezeichnet.

Al A Versuche selbst, die restlichen fiinf zu
entwerfen!

Von einem regelmiBigen Siebeneck gibt es
schon 24 abgeleitete Figuren (wovon 18 in
Bild 1 gezeichnet sind). Das Achteck hat 67

Bild 1: Aus regelmiBigen Vielecken abgeleitete symmetrische Figuren

usw. (Aul das Bestimmen dieser Anzahlen
soll hier nicht eingegangen werden.)

Mit etwas Phantasie erkennt man in diesen
Figuren bekannte Formen, wie eine Blume,
einen Frosch, einen Stern.

Man kann das Ganze noch interessanter
machen, indem man den flachen, linienférmi-
gen Figuren Relief verleiht. Dies gelingt,
wenn man statt der Linien Streifen zeichnet
und diese ineinander verflicht. Die so ent-
stehenden Figuren sehen noch schoner aus
(Bild 2).

A2A Versuche, die Grundfiguren in Bild |
wiederzufinden! Beim Vergleich wirst du
merken, um wieviel abwechslungsreicher, um
wieviel lebendiger sie geworden sind. .
Man kann noch einen Schritt weitergehen
und aus den regelmiBigen Vielecken ring-
formige Muster ableiten:

Ausgangspunkt sei die aus dem regelméaBigen
Viereck gewonnene ,,Sanduhr* (Bild 3). Um
die Eckpunkte des Vielecks werden Kreise
gezeichnet, deren Radien mit den Langen der
fur die abgeleitete Figur benutzten Seiten
bzw. Diagonalen iibereinstimmen. Auf diese

Weise entstehen Kreisringe, die noch erfin-
derisch ineinandergeflochten werden kon-
nen.

Man kann so sehr viele Muster erhalten. In
Bild 3 sind nur einige Beispiele dargestellt.

A3a  Geh nun selbst an die Arbeit! Nimm
ein regelmiBiges Vieleck (beginne einfach),
leite eine linienformige Figur ab, dann eine
streifenformige! Versuche danach, ein Ring-
muster zu entwerfen! Falls es zu schwierig
sein sollte, arbeite erst eines der angegebenen
Beispiele nach!

Aus: ,,Pythagoras* (Niederlande)
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Bild 2: Geflochtene Streifenmuster

Bild 3: Geflochtene Ringmuster
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Z.auberhafte
Mathematik

Andreas erstaunte seine Freunde mit der An-
kiindigung, daB er beabsichtigt, im Kultur-
programm, das zur traditionellen Klassen-
fahrt aufgefiihrt werden soll, als Zauberer und
Gedankenleser aufzutreten.

Die Tanzpause hatte gerade begonnen, als
Andreas das kleine Podium betrat. In der
rechten Hand hielt er sechs groBe Papptafeln,
die iiberdimensionalen Spielkarten glichen.
»Das magische Spiel FEMTOS gibt mir die
auBergewohnliche Fiahigkeit“, sagte er ge-
heimnisvoll, ,,die mir unbekannten Gedanken
anderer Menschen blitzschnell zu erraten.”
Wihrend er sprach, klammerte er die Tafeln
an eine iiber das Podium gespannte Leine.
Jeder aus dem Publikum konnte nun auf den
Riickseiten der Karten die Buchstabenfolge
JF—E-M=-=T- 0 - S lesen. Jetzt bat
Andreas als erste Mitspielerin seine Klassen-
lehrerin, Frau Roch, nach vorn. ,,Das Kunst-
stiick besteht darin®, erklirte er den Zuhdrern
mit gedimplter Stimme und drehte nachein-
ander alle sechs Karten herum, ,,daB ich eine
Zahl erraten kann, die sich Frau Roch ge-
merkt hat!“ Auf jeder der sechs Karten waren
nun 16 Zahlen zu lesen:

Vorderseite:
412 [8124] 518
si2t] | 925|161 19
6122] |10 126 | 9122
7123] [11127] |10 123
r———l-—- =4 —-—q ==t
12:28 | (12} 28 [11 126
13129 [13129] |14 ;27
14130 | |14 130] |15 29
15131 [15 131 |17 131
2018 [ 1017] [161 24
3119} | 3119 [17125
6122| | 5i21| |18126
1 23 7123|1927
el o "ol a0 58]
126| | 9.25| |20 28
) 27| |11 127 |21 129
P30 (13129 (22130
'31] (15031 (2331
E M
T 0. S



»Frau Roch, merken Sie sich bitte eine der
natiirlichen Zahlen zwischen O und 31, und
zeigen Sie mir diejenigen Karten, aul denen
diese Zahl steht!* lautete seine erste Anwei-
sung. Frau Roch zeigte stumm auf die zweite,
dritte, vierte und sechste Karte. Solort kam
Andreas’ Reaktion: ,,Frau Roch, stimmt es,
daB Sie sich die 26 gemerkt haben7* Als die
Klassenleiterin dies bejahte, wurde es unter
den Zuschauern unruhig; man war verbliifft.
Gelassen fuhr Andreas fort: ,Nun kénnte
jemand denken, ich habe diese Zahl gar nicht
gewult, sondern zufdllig richtig geraten.
Wiederholen wir das Spiel! Wer méchte mit-
machen?‘ Zuerst hatte sich Stefan, das
Mathematik-As der Klasse, gemeldet. ,,Stefan,
merke auch du dir eine Zahl zwischen 0 und
31, und zeige mir alle Karten, aul denen diese
Zahl enthalten ist!“ Die Zahl, die sich Stefan
ausgewihlt hatte, stand nur auf der zweiten
Tafel. Wieder z6gerte Andreas keinen Augen-
blick und sagte: ,Stefan hat sich die 8 ge-
merkt.” Stefan bestdtigte die Aussage von
Andreas; einige begannen vor Begeisterung zu
klatschen. Als néchster wollte Nico den Ge-
dankenleser auf die Probe stellen. Er trat nach
vorn und zeigte aul die zweite, dritte und
finfte Karte. Ohne nachzudenken nannte
Andreas die 9 als unbekannte Zahl. ,,Das ist
falsch®, entgegnete Nico verschmitzt, ,ich ha-
be mir die 11 gemerkt !“ Andreas achtete nicht
auf das Raunen unter den Anwesenden, iiber-
legte kurz und erwiderte: ,, Tut mir leid, Nico,
dir ist beim Uberpriifen der Karten ein Irrtum
unterlaufen, denn du hast vergessen, auf die
vierte Karte zu zeigen, die ebenfalls eine 11
enthdlt. Wie ihr seht, kann ich nicht nur
Gedanken lesen, sondern auch Fehler finden.*
" ,Wie macht er das nur? fragten sich die
Schiiler ratlos. Da bereitete Andreas seine
nichste, zugleich letzte und grofite Uber-
raschung vor. ,Ihr werdet vielleicht denken,
ich habe die Zahlen aul den Karten aus-
wendig gelernt, oder ich suche nach dem
Zeigen schnell die in Frage kommenden
Karten ab. Dem ist nicht so, wie ich euch be-
weisen will.“ Dabei trat er langsam hinter die
Leine zuriick, so daB er die Vorderseiten
seiner Zauberkarten nicht mehr im Blickfeld
hatte. ,Ich kann die Gedanken auch raten,
ohne die Zahlen zu sehen, die auf den Karten
stehen. Wer spielt zum AbschluB noch einmal
mit?* Siska, die erst kiirzlich in die Klasse
gekommen war, weil ihre Eltern umziehen
muBten, stand auf und trat vor: ,Die Zahl,
die ich meine, steht auf der ersten und auf der
letzten Karte.“ Sogleich kam hinter der Leine
die Antwort von Andreas: ,Es muf3 die 20
sein, die du dir herausgesucht hast. Habe ich
recht? Siska antwortete: ,Ja.“ Nun konnte
sich der kleine Giinter, Frau Rochs Sohn, der
schon lange unruhig auf seinem Stuhl hin-
und herrutschte, nicht linger beherrschen.
Er platzte heraus: ,Ich habe mir eine Zahl
gemerkt, die auf keiner einzigen Karte zu
finden ist!“ Andreas kam wieder hinter der

Leine hervor und sagte dabei: ,,Es gibt keinen
AnlaB zur Aufregung, Giinter. Du hast dir die
0 ausgewidh!t.“ Giinter nickte zustimmend,
und Andreas empfing den wohiverdienten
Beifall seiner Freunde. Danach setzte die
Musik wieder ein. Es wurde weiter getanzt,
aber noch lange bewegte alle die Frage: ,,Wie
hat Andreas das nur gemacht 7

Die Frage nach dem ,,Wie? 140t sich einfach
beantworten. Andreas hat die natiirlichen
Zahlen von 0 bis 31 nach einem gutiiberleg-
ten System auf finf der sechs Tafeln, nimlich
die erste, zweite, vierte, fiinfte und sechste,
aufgeteilt. Mit der dritten Karte hat es eine
besondere Bewandtnis. Andreas befiirchtete,
daB ein gewitzter Mathematiker seinen Trick
schnell durchschaut. Deshalb fiihrte er zur
Verschleierung diese Tafel mit 16 unsyste-
matisch und willkiirlich zusammengestellten
Zahlen ein. Fiir das Erraten der unbekannten
Zahl hat sie keinerlei Bedeutung. Es ist vollig
gleichgiiltig, ob diese Karte genannt wird oder
nicht. Andreas konzentriert sich bei der L6-
sung nur auf die ersten beiden und die letzten
drei, die sogenannten bedeutsamen, Karten.
Um die unbekannte Zahl zu finden, addiert
Andreas die in der linken oberen Ecke ste-
henden Zahlen der von den fiinf bedeutsamen
Karten, die ihm ein Mitspicler nennt.

4120|8124
siatf | 9125
6122/ |10} 26
RAEIRLSED
121 28] [121 28
13,29 |13129
1430 |14 30
15 31| |15} 31

2118 1117] [16 ] 24

319) | 3119] 1725

6122| | 5121 |18 26

7123| (7123 (19127
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10126] [9125] [20 128

11727( |11 1274 [21 ;29

14130 {13129 22 |30

154 31| [15 131 |23 |31

Frau Roch zeigte auf die zweite, dritte, vierte
und sechste Karte. Sie nannte Andreas damit
drei bedeutsame Karten. Die gesuchte Zahl
heiBt 8 +2+16=26.

Stefan wies nur auf die zweite Karte. Somit
war 8 seine gedachte Zahl.

Nico wihlte die zweite, dritte und Finfte
Karte, also zwei bedeutsame Karten. Die un-
bekannte Zahl lautet deshalb 8+1=9, wie
es Andreas richtig angab. Nico behauptete
dagegen, daB er sich die 11 gemerkt hitte.
Nun folgerte Andreas aus der Tatsache, daB
die Differenz zwischen seiner Berechnung
und Nicos Behauptung 2 betrigt, daB Nico
die bedeutsame Karte, in deren linker oberer
Ecke die 2 steht — also die vierte Karte —
iibersehen hatte.

Als Siska auf die erste und letzte Karte
zeigte, stand Andreas aber hinter der Leine.
Er konnte die Zahlen links oben gar nicht
sehen, und trotzdem gelangte er zum richti-
gen Ergebnis! Nichts einfacher als das: Die
Buchstaben auf den bedeutsamen Karten
hallen ihm. Er wahlte den Namen des magi-
schen Spiels namlich so, daB die Riickseiten
der Karten die Anfangsbuchstaben der links
oben stehenden Zahlen verraten, und zwar in

englischer Ubersetzung:
links oben  englische Anfangs-
stehende Zahl Ubersetzung buchstabe
4 four F
8 eight E
2 two T
1 one (0]
16 sixteen S

Die Buchstaben F der ersten und S der letzten
Karte entsprechen den Zahlen 4 und 16. Die
gesuchte Zahl ist dann 4+ 16=20. Stellt je-
mand wie Giinter fest, daB seine Zahl auf
keiner der Karten steht, kann er sich nur die
Null gemerkt haben.

Nachdem jetzt erkldrt ist, wie mit Hille des
,magischen* Spiels FEMTOS Zahlen erraten
werden konnen, wollen wir zuletzt Andreas’
Gedanken zuriickverfolgen, auf welchem Weg
er das System entdeckte. Dadurch erhalten
wir eine Antwort auf die Frage nach dem
mathematischen Hintergrund des Zahlen-
ratens. Wie allen Schiilern in seinem Alter
war auch Andreas das Dezimalsystem be-
reits in Fleisch und Blut iibergegangen. Es
ermoglichte Andreas, allen Anforderungen
gerecht zu werden, und es gab fiir ihn keinen
Grund, iiber andere Zahlensysteme nachzu-
denken. Eines Tages jedoch erfuhr er von
seinem Onkel Michael, der in einem der
modernen Rechenzentren arbeitete: ,,Es gibt
unendlich viele Positionssysteme, und das dir
so vertraute Dezimalsystem ist fir die Re-
chentechnik einigermaBen ungeeignet. Fiir
uns in der Datenverarbeitung ist beispiels-
weise das Dualsystem bedeutungsvoller. Das
liegt daran, daB sich zwei Zustinde tech-
nisch gut realisieren lassen; ein Schalter
ist geofTnet oder geschlossen, ein Strom [lieBt
oder flieBt nicht, ein Kondensator ist geladen
oder ungeladen. Diesen beiden Zustinden
kann man die Grundziffern O und 1 des Dual-
systems zuordnen.“ Die nichsten Tage ver-
brachte Andreas damit, sich mit den Eigen-
schaften des Dualsystems vertraut zu ma-
chen, das Dezimal- und das Dualsystem zu
analysieren sowie deren Gemeinsamkeiten
und Unterschiede zu bestimmen. Er stellte
dabei [olgendes fest:

1. Die Basis des Dezimalsystems ist 10. Die
Menge D o seiner Grundziffern enthilt 10 Ele-
mente: D10={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

2. Es gibt 10! = 10 einstellige Dezimalzahlen;
sie stimmen mit den Grundziffern iiberein.
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Mit Hilfe der Elemente von D, lassen sich
10% = 100 zweistellige, 10> = 1000 dreistellige,
..., 10* k-stellige Dezimalzahlen bilden.

3. Ausfihrlich geschrieben bedeutet z.B.
124 :1-10*+2- 10" +4-10°.

Entsprechend fand Andreas fir das Dual-
system die Eigenschaften:

1. Die Basis des Dualsystems ist 2. Die Menge
D, seiner Grundziffern enthalt 2 Elemente:
Dz = {0, 1}

2. Es gibt 2'=2 einstellige Dualzahlen; sie
entsprechen den Grundziffern. Unter Ver-
wendung der Elemente von D, kénnen 22 =4
zweistellige, 23 =8 dreistellige, ..., 2* k-stellige
Dualzahlen zusammengestellt werden.

3. Ausfiihrlich geschricben bedeutet z.B.
10110: 1°2%40-234+1-2241-2'+0-2°
Nun verstand Andreas, daB es unendlich
viele Positionssysteme geben muBte, je nach
der Wahl der natiirlichen Zahl als Basis. Da
ihm die Dualzahlen aber noch ziemlich (remd
waren, beschloB er, sich einmal alle 32 fiinf-
stelligen Dualzahlen aufzuschreiben. Die
kleinste ist 00000; sie entspricht im Dezimal-
system der 0. Die groBte ist 11111, dezimal
bedeutet sie 31.

Dezimal-Dual-Konvertierung der Zahlen
0 bis 31

0 00000 8 01000
1 00001 9 01001
2 00010 10 01010
3 00011 11 01011
4 00100 12 01100
5 00101 13 01101
6 00110 14 01110
7 00111 15 01111
16 10000 24 11000
17 10001 25 11001
18 10010 26 11010
19 10011 27 11011
20 10100 28 11100
21 10101 29 11101
22 10110 30 11110
23 10111 31 11111

Mit dieser Tabelle zur wechselseitigen Um-
wandlung (Konvertierung) beschéftigte sich
Andreas ziemlich lange. Nach mehreren Ta-
gen fiel ihm eine gewisse RegelmiBigkeit in-
nerhalb der 32 finfstelligen Dualzahlen auf:
es gibt 16, die in der 5. Stelle die Grundziffer 1
haben (dezimal: 16, 17, ..., 31); es sind
16 Dualzahlen, die in der 4. Stelle die Grund-
ziffer 1 besitzen (8, ..., 15, 24, ..., 31); bei
16 Dualzahlen steht an der 3. Stelle die Grund-
ziffer 1 4, ..., 7, 12, ..., 31); 16 Dualzahlen
haben an der 2. Stelle die Grundziffer 1 (2, 3,
6,7,10,11,...,31) und 16 enden in der 1. Stelle
auf die Grundziffer 1 (1, 3, 5, ..., 31).
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Nun war es bis zur Entdeckung des Ritsels
nur noch ein kleiner Schritt. Andreas iiber-
trug diese flnfmal 16 Zahlen auf je einen
Zettel (ohne zu wissen, daB er dadurch die
vorn erwdhnten bedeutsamen Karten gefun-
den hatte).
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1, 3 5 7 911, 1 2
13,15,17,19, 21,
23,25,27,29,31
2 2, 3, 6 7,10,11, 20 2'=2

14,15, 18,19, 22,
23,126,217, 30, 31
3 4, 5 6, 7,12,13, 3 2= 4
14,15, 20,21, 22,
23,28,29,30,31
4 8, 9,10,11, 12, 4
13,14, 15, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, 31
5 16,17, 18, 19, 20, 5
21, 22,23,24,25,
26,27, 28,29, 30, 31

—

2%=8

24=16

Merkte er sich eine der natiirlichen Zahlen,
war es ihm aus der Dualkonvertierung jedes-
mal moglich vorherzusagen, aul welchen
Zetteln diese Zahl geschrieben ist. Die Stellen,
an denen die Grundziffern 1 stehen, ent-
sprechen nach seinem System genau den
Nummern der Zettel. Notierte er sich z. B.
die 23 - ihr entspricht in dualer Form 10111 -,
muB sie aul den Zetteln 1, 2, 3 und 5 vorhan-
den sein.

Um das magische Zahlenritsel zu erhalten,
drehte Andreas diesen SchluB einfach um:

Zeigt ihm jemand die Zettel, auf denen eine._

Andreas noch unbekannte Zahl steht, weil er
in Wirklichkeit bereits, an welchen Stellen der
dualen Konvertierung dieser Zahl die Grund-
ziffer 1 steht. Damit ist Andreas die Zahl aber
gar nicht mehr unbekannt; er braucht die
duale lediglich noch in die dezimale Form
zuriickzuliihren. Dazu addiert er bloB die den
genannten Stellen zugeordneten Werte aus
der vorangegangenen Tabelle. Diese Werte
stehen als erste Zahlen auf den Zetteln bzw. in
der linken oberen Ecke der bedeutsamen Kar-
ten. Nehmen wir an, daB ein Mitspieler die
Zettel 1 und 4 angibt. Ihnen entsprechen die
1. Stelle mit dem Wert 1 und die 4. Stelle mit
dem Wert 8, so daB 8 + 1 =9 die unbekannte
Zahl war. Die einzige Fahigkeit, die der Ge-
dankenleser bei seinem Aulftritt bendtigt, be-
steht darin, addieren zu konnen.

Um aus diesen mathematischen Erkenntnis-
sen ein wirkliches Zauberkunststiick zu ma-
chen, fiihrte Andreas die Buchstaben aufl den
Riickseiten der Karten ein. Damit das System
fir andere nicht zu leicht erkennbar wird, er-

ginzte er eine zusdtzliche Karte, die er in
Wirklichkeit gar nicht benutzt. SchlieBlich
verdnderte er noch die Reihenfolge der Zettel,
damit aus den Buchstaben ein gutklingender
Name wird. Da das kommutative Gesetz der
Addition gilt, hat diese.Vertauschung natiir-
lich keinen EinfluB aul das zu erratende
Ergebnis.

Versucht es nun einmal selbst mit euren
Geschwistern, Eltern, Freunden und Klassen-
kameraden! Sicher habt ihr mit der kleinen
mathematischen Zauberei viel Erfolg.

Wer sich noch einige weitergehende Gedan-
ken iiber Andreas’ Kunststiick machen moch-
te, kann folgende Aufgaben 16sen:

Al A LBt sich ein Spiel konstruieren, das
auf einem System beruht, das die Zahlen auf
einem Zettel zusammenfaBt, die in dualer
Form die Grundziffer 0 an der gleichen Stelle
haben?

Wie lautet die neue Regel zur Bestimmung der
unbekannten Zahl?

A2a Erweitert das Spiel auf alle sechs-
stelligen Dualzahlen! Welche Verdnderungen
ergeben sich?

A3 A Entwickelt ein entsprechendes Spiel
auf der Grundlage des Ternarsystems (Basis 3,
D3;={0, 1, 2})! Bis zu welcher natiirlichen
Zahl kann man raten, wenn vierstellige Ter-
niarzahlen verwendet werden? Wie viele be-
deutsame Karten bendtigt man?

M. Rohr

Ohne Worte

»
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematischer
Leistungsvergleich
Potsdam - Opole

Im April 1978 [and erstmalig ein mathemati-
scher Leistungsvergleich zwischen Schiilern
aus Opole, der Partnerstadt Potsdams, und
Schiilern aus dem Bezirk Potsdam statt. Die
polnische Delegation mit 15 Schiilern und
zwei Betreuern weilte mehrere Tage — betreut
vom BKAT Potsdam - in unserer Bezirks-
hauptstadt. An einem dieser Tage wurde eine
vierstiindige Klausur geschrieben. In voran-
gegangenen Absprachen wurden ein Modus
und die Aufgaben in der [olgenden Art ver-
einbart.

In drei Klassenstufen (9. Klasse, 10. Klasse
und 11./12. Klasse) werden jeweils drei Aul-
gaben gestellt. (Der Schwierigkeitsgrad liegt
etwa zwischen dem unserer Kreis- und Be-
zirks-Olympiaden.) Jede Delegation besetzt
jede Klassenstufe mit mindestens drei Schii-
lern. Durch die letzte Festlegung entstanden
unterschiedlich starke , Startfelder”. Der Be-
zirk Potsdam etwa nutzte diesen Wettstreit
insbesondere. um seinen Friihstartern eine
weitere Erprobungsmoglichkeit zu geben,
und Axel Schiiler (aus der Klasse 7) erreichte
in der 9. Klasse auch 19 von 20 mdglichen
Punkten. Die Schiiler aus Opole dagegen
dominierten eindeutig in der 11./12. Klasse,
vier von ihnen errangen die volle Punktzahl!
Unter diesen ragte Radislaw Atlas noch
durch die Art seiner Losungen hervor.
Insgesamt war die Bilanz ausgeglichen, jede
Delegation erreichte im Durchschnitt aller
Starter 16 Punkte.

Trotz der Sprachunterschiede gab es keine
Verstandigungsschwierigkeiten, auch bei der
Korrektur nicht. (An eine moglichst einlache
Korrektur war schon beim Zusammenstellen
der Aufgaben gedacht worden!)

AuBer fiir die Mathematik interessierten sich
natiirlich unsere polnischen Freunde fiir die
Sehenswiirdigkeiten Potsdams. Als eine der
Touristenstddte der DDR hinterlie Potsdam
bei unseren Gisten einen tiefen Eindruck,
insgesamt hat ihnen ihr Besuch bei uns groB3-
artig gefallen. Fiir 1979 ist unsere Delegation
anldBlich der Mathematik-Olympiade nach
Opole eingeladen. H.-J. Sprengel

Aulgaben
Klassenstufe 9

Al a Beweisen Sie, daB fiir jede reelle Zahl
a die Ungleichung
2

T+a° = =
A2A Gegeben seien zwei Primzahlen p
und p+2 mit p=5. Beweisen Sie, daBl die
Summe dieser beiden Primzahlen stets durch
12 teilbar ist!

l
1
> gilt!

A3 A Gegeben sind zwei sich schneidende
Geraden g und h und ein Punkt P, der weder
aufl g noch h liegt.

Konstruieren Sie eine Gerade m mit [olgenden
Eigenschaften:

(1) m geht durch P

Potsdam - Cecilienhof

Panorama Opole

(2) m schneidet g in G und h in H
(3) P teilt GH innen im Verhiltnis 2:1!

Klassenstufe 10

Al a Entscheiden Sie, ob durch zwei Qua-
drate mit der Seitenldnge a=7cm ein Kreis
mit dem Radius r=4 cm iiberdeckt werden
kann!

A2a Fiir welche Primzahlen x, y, z gilt
XY
x—y

=27

A3 a Siehe 9/3!

Auf die Veroffentlichung der Aulgaben der
Klassenstufe 11/12 wurde verzichtet, d.Red.

M" :
) a4
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In freien Stunden ﬂlllllﬂ heiter

Aufgabe mit Spiegel

Drei Figuren 4, B und C befinden sich vor einem
Spiegel. Ihr Spiegelbild hilft dem Betrachter, sich
einen Begriff von der Form einer jeden zu machen.
Aus: Nauka i Shisn, Moskau

Zwei sind gleich. Welche?

Niederlindischer Denksport

Punt F ligt op de zijde AD van vierkant ABCD. In C
wordt een loodlijn opgericht op CF; deze snijdt het
verlengde van AB in E. De oppervlakte van ABCD
is 256 en die van ACEF is 200. De lengte van BE is:
(4) 12 (B) 14 15 (D) 16 (E) 20

Zeit und Ewigkeit

Eine amerikanische Journalistin fragte einmal Albert
Einstein:

,,»Welch ein Unterschied besteht zwischen der Zeit und
der Ewigkeit?*

,,Mein Kind“, antwortete Einstein gutmiitig, ,,wenn
ich die Zeit hitte, Ihnen diesen Unterschied zu er-
kliren, wiirde eine Ewigkeit vergehen, bis Sie verstehen
wiirden. < Aus: ,,Wurzel* 6{78, Jena

Gute Beobachtungsgabe gefragt

Wie verhalten sich der Flicheninhalt der schraffierten
zur nicht schraffierten Fliche? Aus:, Mathematika*, Sofia

I Il

il
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Die Kreiszahl n

Das Bild zeigt die Kreiszahl 7 an 1134 Stellen genau
nach einem Programm an BASIC und in netter Form
fiir alpha ausgedruckt von

Mathematikfachlehrer M. Vowe, Therwil, Schweiz

3,1415926535
897493238462654338327950
28A4197169399375105820974944
5923N7816406206208998628N3482534
2117067982 1480865132823066470)9384460
Y5505682231725:359408128481117450284 1027
0193R521101555964462294A89549303819644288109
756659334461284756402337867A3165271201909145
64H56692346N34R6104514326648213393AN072602491412
737245870N660631558817488152092096282925409171
5364367R9259N360011331N53054R82046652138414695194
15116N943305727N3657595919530921861173819326117¢9
310511H54680744623799627495673518857527248912279381
83011949129833673362440656643086021394946395224737
190702179H860943720277053921717629317675230467481846
76694N51320N056812714526356N08277857713427577896091
7363717877214684401911224953430146549585371N050792279
AHY25A9235142N1995611212902 196N8A4N344 18159413629
77477130996N5187200721134999999837297804995 1059731
7328160963 1H5950244594553469083026425223082533
446850352619311868171010N0313783A7528BH65R75332N
H3B142065171776691473035982534904287554687311
SU562H63HH23537875937519577818577808421712
ZHHNB613NN19278726611195909216420198938
—~NY52572011N65485863278865936153381827
96823N301952035301852496099577362
25994 13A91249721775283479131
515574A5722424541506959
5(IH295331168

Buchstaben-Mosaik

Die Buchstaben sind so durch Ziffern zu ersetzen,
daB das Potenzieren zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

Fo = EH

AFo = EEKH
AAFo = EEEKKH
AAAFx=  EEEEKKKH

AAAAFa = EEFEEKKKKH
HHHHGa = FFFFFCCCCB

HHHGa= FFFFCCCB
 HHGo = FFFCCB
HGa = FFCB

. Ga= FB

OL Ing. K. Koch, Schmalkalden



Franzosischer Denksport -

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, die ge-‘

sucht sind. Vorher sind die vier arithmetischen Zei-
chen +, —, -, : an Stelle der Sternchen zu setzen, wenn
man weiB, daB jedes Zeichen nur einmal vorkommt.
(1 aab* ¢ = adde
(2) adde*e= ccc
(3 cec*f= fff
@4 fff*g= s/nd

Aus: ,,Sphinx'‘, Paris (1932)

Magische Quadrate

In der folgenden Anordnung von Buchstaben verbirgt
sich der Name eines franzosischen Mathematikers.
Man findet ihn auf folgende Weise:

MIo[C AlefBTE|[c|z]s]E|T chs oD
N[ofa]e[T[T[Alc]a]jz]s]N ’
Afa[rTE[mlaTlH]T 6|1 [N]L
Z{a|F|R|{M|RIR[H|T|T|T|L
HILIF[ M| L{H[HD]UTL|D
afL|I[R AleTAlLYp|o
‘QlulU|R{ui{s[L[L[BIB|D|R
efRIEJulT|{sImlG[L|D|R
SISITIE[T{EIM|L;D|1]D|N
] s]TER{M[Uf L] 1 [ETRN
K|LIEIT|{B[R|AJAIL E|Q|R
kKio[tlajrlv[rRIL]zTETN|R
TiEfT|VIvII|R|Z|HIN]D|N
uiTim{vie:LiR[E[H]AIR]R
TIME|E|L|TTIE|L|A|W|U
AlafalAlLlie[1|L|z[Z [W]E
Hlg[ Nl ZjA{P| N[V ]LI i
Glu|N[Bla[K|K|NILTEH]T

Sucht zunichst in dem Bild alle aus vier Kastchen
bestehenden Quadrate heraus, in denen vier ver-
schiedene Buchstaben auftreten, und umrandet sie!
Aus den Buchstaben jedes dieser Quadrate 148t sich
ein Wort bilden, das fiir den Mathematikunterricht
eine Bedeutung hat.

Zum besseren Verstindnis sind in dem Bild bereits
zwei solcher Quadrate umrahmt. Thre Buchstaben er-
geben die Worter ,,zehn** und ,,Rand*.

Einige Buchstaben gehdren dann zwei solchen um-
randeten Quadraten an. Liest man sie hintereinander,
so erhilt man den gesuchten Namen.

OStR K.-L. Lehmann, VLAV, Berlin

Einige Wortspiele

Ein unentbehrlicher Ratgeber ist uns der Duden, ohne
dessen Hilfe wir z.B. auch die Bedeutung manches
Wortes nicht klaren konnten. In MuBestunden lassen
sich mit ihm Spiele durchfiihren, die die Kombina-
tionsfreude wecken. Findet neue Beispiele zu folgenden
Vorschlagen! '

(1) Von hinten gelesene Worter mit gleicher Bedeu-
tung: Radar, Otto, Rotor. Ein Satz: Ein Ledergurt
trug Redel nie.

(2) Von hinten gelesene Worter mit anderer Bedeu-
tung: Neger, Lage, Ohr.

(3) Worter mit Silbentausch:

a) zweisilbige Worter, die beim Silbentausch eine
andere Bedeutung bekommen: Er le — leer; Ilse — Seil,
Serie — Riese; Geber — Berge; Galle - legal.

b) zweisilbige Worter, die beim Silbentausch die
gleiche Bedeutung behalten: Mama, Papa, Toto,

c) dreisilbige Worter und ihre Silbenvertauschung:
Rei se rei, Ge he ge, Ma hat ma; Tor na do — Donator.

(4) Wortketten:
zweigliedrige Wortketten, die sich aus einem Wort
durch Anhingen eines Buchstabens ergeben: Auto -

M vf\/[Autor; Wicht — Wichte; Bach — Bache oder eine wei-

tere Variante: Wicht — Wichte — Wichtel; Gatt —
Gatte — Gatter.

Viel SpaBl beim Suchen weiterer solcher Wortspiele

wiinscht
Diplom-Lehrer E. Schulze, Muldenberg

Nichtlicher Sturm

Ein 20 m hoher Radiomast wird durch einen Sturm
geknickt. Christian und Barbara unterhalten sich
dariiber, in welcher Hohe der Mast gebrochen ist,
ohne sich beim Schitzen einig werden zu koénnen.
Unmittelbar zu messen ist die Hohe der Bruchstelle
nicht, die Entfernung vom FuBende des Maststumpfes
bis zu der Stelle, wo jetzt die Spitze den Boden be-
riihrt, betragt genau 6 m. Christian, der Praktiker, und
Barbara, theoretisch sehr gut, denken sich jeder eine
Methode aus, um die Hohe der Bruchstelle genau
festzustellen. Sie kommen damit zu dem gleichen
richtigen Resultat. Wie machen sie das?

Mathematikfachlehrer W. Forg, Schwaz ( Osterreich)

,,Komischer Kauz, dieser Archi! Knobelt und kno-
belt, obwohl!’s dafiir gar keine Zensuren gibt.*

Aus: , Eulenspiegel** 38/78, B. Henniger
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Losungen

XVIIL Olympiade Junger Mathematiker
der DDR

6. Angenommen, es gibt eine Losung (x, y),
dann [olgt mit

z=x+yaus (1) 3)
xy=2+3)/2—z bzw. mit @)
22=x%+2xy+y* aus (2)

22 —-2xy=6 (5)

Aus (4) und (5) ergibt sich fiir z eine quadra-
tische Gleichung
22 422-10-6]/2=0
mit den Losungen
z1=2+)2 ©)
2= —4-)/2. )
Setzt man nun (6) bzw. (7) in (3) und (4) ein,
so erhdlt man die folgenden Gleichungs-

systeme
x+y=2+[/§ N X+y=-—4-— [/_
foo i
xy=2[/5 xy= 6+4[/_
In beiden kann man nach dem Einsetzungs-
verfahren etwa y eliminieren und erhilt eine
quadratische Gleichung fiir x. Diese hat im
Falle (7') keine reellen Losungen und im Falle
(6') die Losungen x;=2 und xz=[/5. Die
zugehorigen y-Werte sind y, = [/5 und y,=2.
Hat das Gleichungssystem (1), (2) Lésun
so konnen das hochstens (2, [/_) und ([/f 2)
sein. Wie man durch Einsetzen in (1) und (2)
zeigt, sind dies tatsdchlich Losungen.
Bemerkungen: Die hier angegebene Losung

mittels einer Substitution (3) wurde im Prin- .

zip von etwa einem Drittel der Schiiler ge-
wihlt. Wiederum ein Drittel der Schiiler
wihlte das Einsetzungsverfahren. Dieses fiihrt
auf eine Gleichung 4.Grades. Durch Ablesen
von Losungen und Polynomdivision fanden
die Schiiler auch aul diesem Wege meistens
zum Ziel.
Die restlichen Schiiler fanden zwar meist noch
die Losungen, konnten aber nicht exakt zei-
gen, daB diese Losungen die einzigen sind.
Insgesamt war das Ergebnis bei dieser, einer
4. Stufe angemessenen, Aufgabe gut.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 8 7 7 20 7 5 8 31

Dr. H.-J. Sprengel, Pdd. Hochschule

Karl Liebknecht*, Potsdam

Die Losungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklasse 11/12 werden in der Zeitschrift
,Mathematik in der Schule“, Heft 10/78, ver-
offentlicht.
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Ldsungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 6/78:

Maé6 w1774 Die kleinste Primzahl ist die
Zahl 2; folglich hat Peter den zweiten Platz
belegt. Angenommen, Peter hatte n Punkte
erreicht; dann gilt

2+4n 92 +46n = 50n,
5 46 =10n, 4n=92,
(24 n)-46=>50n, n=23.

Peter hatte 23 Punkte erreicht.

Maé 1775 Angenommen, im Korb be-
fanden sich anfangs n Niisse. Nachdem sich

n
Hans 3

im Korb n—g=23—n Niisse. Nachdem sich

Niisse genommen hatte, verblieben

2n .
Bernd —- Niisse genommen hatte, verblieben

im Korb 2_n_2_n 4n

) Niisse. Nachdem sich

Elke dn Niisse genommen hatte, verblieben

27
4n 4n 8n 8n
im Korb 9 7" Niisse.Nun gilt 7= 16,
also n=>54.

Im Korb befanden sich anfangs 54 Niisse.
Hans hat dem Korb 18 Niisse, Bernd 12 Niisse
und Elke 8 Niisse entnommen.

Ma6 ®1776 Aus (2) und (4) folgt: Herr
Miiller unterrichtet nicht Biologie. Aus (3)
folgt: Herr Taubert unterrichtet nicht Bio-
logie. Folglich unterrichtet Herr Weber das
Fach Biologie.

Aus (4) folgt: Herr Weber, der Biologielehrer,
unterrichtet nicht Mathematik.

Aus (5) folgt: Herr Miiller unterrichtet nicht
Mathematik. Folglich unterrichtet Herr Tau-
bert das Fach Mathematik.

Aus (5) folgt: Herr Taubert, der Mathematik-
lehrer, unterrichtet nicht Englisch.

Aus (5) folgt: Herr Miiller unterrichtet nicht
Englisch. Folglich unterrichtet Herr Weber
das Fach Englisch. Da Herr Weber die Fi-
cher Biologie und Englisch unterrichtet, ent-
fallen fir ihn die Facher Geographie, Ge-
schichte und Russisch.

Aus (3) folgt: Herr Taubert unterrichtet nicht
Russisch. Folglich unterrichtet Herr Miiller
das Fach Russisch.

Aus (1) folgt: Herr Miiller, der Russischlehrer,
unterrichtet nicht Geographie. Folglich unter-
richtet Herr Miiller Geschichte und Herr
Taubert Geographie.

Herr Miiller unterrichtet die Ficher Rus-
sisch und Geschichte; Herr Taubert unter-
richtet die Fiacher Mathematik und Geogra-
phie; Herr Weber unterrichtet die Ficher
Biologie und Englisch.

Ma7 81777 Wegen 18=2-9 muB z durch 2
und durch 9 teilbar sein, d. h., z muB eine
gerade Zahl und ihre Quersumme ¢=2x
+6y=2(x+3y) muB durch 9 teilbar sein.
Nun ist ¢ nur durch 9 teilbar, wenn x+ 3y
durch 9 teilbar ist. Wegen x> y trilft das nur
zufir x=6 und y=1 oder fir x=6 und y=4.

Die gesuchten Zahlen lauten somit 61111116
und 64444 46.

Ma7 w1778 Es ist

a(c—b)>0 genau dann,
b-a

wenn entweder ,,c>b und b>a" oder ,c<b

und b<a" gilt, d. h., wenn entweder a<b<c¢

oder a>b>c gilt.

Fira<b<c,also fira=13,b=15,c=20er-
. 13-(20—15) 13-5

halten wir ~T5-13 =T=32’5’ also

keine ganze Zahl. Fiir a> b > c, also fiir a=20,

b=15, c=13 erhalten wir

20-(13-15) 20-(-2)

15-20 = —5

=8.

Ma7 81779 In der abgebildeten Planfigur

wurde um S mit dem Radius S—B=%~f ein

Kreisbogen geschlagen, der SC in P schnei-
det, und es wurde B mit P verbunden. Des-
halb gilt AP=45+5P=3-(e+/). Aus 5B

=SP und £BSP=90° folgt xSBP=«SPB
=45°. Somit liBt_sich zunichst das Teil-
dreieck ABP aus AB=a=5,5cm,

AP=— (e+f)=7cm und XxAPB=45° kon-

struneren. Die Senkrechte zu AP durch B
schneidet AP in S. Der Kreis um 4 mit a
schneidet BS in D. Der Kreis um B mit a
schneidet AP in C. ) c

Planfigur:

Konstruktion: Die Konstruktion ergibt zwei
Rhomben ABCD und AB'C’'D’, die zueinan-
der kongruent sind.

Ma7 w1780 Fiir die gesuchten Zahlen
z=abc soll a+b+c ist durch 2 teilbar und
a—b=13"-(b—c)gelten. Wir nehmen eine Fall-
unterscheidung vor:

1) Aus b—c =0 folgt b=c, was nicht moglich
ist, da b ¥ ¢ sein soll. _

2) Aus b—c =1 folgt a— b =13 und somit

a=b+3 b=c+1 ¢ a+b+c
4 1 0 5
5 2 1 8
6 3 2 11
7 4 3 14
8 5 4 17
9 6 5 20



Nur von den Zahlen 521, 743 und 965 ist die
Quersumme eine gerade Zahl.
3) Aus b—c =2 folgt a —b =6 und somit

a=b+6 b=c+2 c a+b+c
8 2 0 10
9 3 1 13

Nur von der Zahl 820 ist die Quersumme
eine gerade Zahl!

4) Aus b—c=3 folgt a—b=9 und somit
a=b+9 und b=c+3, also a=(c+3)+9
=c+ 12, was nicht moglich ist. Es existieren
genau vier Zahlen mit den geforderten Eigen-
schaften; sie lauten 521, 743, 820 und 965.

Ma8 u1781 Der Vorginger der natiirlichen

Zahl n ist n—1, der Nachlolger n+ 1. Nach ,

den Bedingungen der Aufgabe gilt dann:
(n—1)(n+1)=2208, d. h.
n?—1=2208 bzw.
n?=2209.
Die gesuchte Zahl n ist 47. Es gilt 46-48
=2208.

Ma8 ®1782 Es sei x eine beliebige natiir-

liche Zahl. Soll sie die Bedingungen der Auf-
gabe erfiillen, so muB gelten:

x2—1=p (p sei Primzahl).
Zerlegt man die Diflerenz in ein Produkt, so
erhdlt man

(x+1)(x—-1)=p.
Eine Primzahl p ldBt sichnurinp- 1 oder1-p
zerlegen; daraus folgt, daB entweder x+1=1
oder x—1=1 gilt.
Aus x+1=1 folgt x=0. Das ist nicht mog-
lich, da dann p=0 wiire, und 0 ist keine Prim-
zahl.
Aus x—1=1 folgt x=2 und p=3, also eine
Primzahl. Nur die natiirliche Zahl 2 erfiillt
die Bedingungen der Aufgabe. Esist 2> —1=3.

Ma8 ®1783 zu (1): Man formt zunichst
beide Terme um, indem man die Klammern
auflost (linke Seite: binomische Formel!)
a,2b,2 +2a.biazh, +az?bs?

<a;%b,? +aia:b* +arazb,* +a?b,2.

Nun subtrahiert man von der Ungleichung
den Term (a,2b,%+a3%b,?) und erhilt

2aybiasbrSajazb? +aazh,? | :aja;
2b1b2<bi % +b,? | —2b1b,
0<b,2—2b,b, +b,? '
0<(by—b2)~

Da das Quadrat einer reellen Zahl stets
nichtnegativ ist, wird die letzte Ungleichung
stets erfillt. Da alle Schritte riickwirts dqui-
valente Umformungen sind, ist also auch die
Ungleichung (1) stets erfiillt, w.z.b.w.
zu (2): Analoge Umformungen fihren zu:
ay2b2—=2a,biasb; +a;2by?
éalzblz —alazbzz
—asa b2 +ay%h,?
—2aybyazhy = —ayazbr* —azarh,?
—2b1by2 —by?—b,?

by —2b1b+b,220

(b1 —b2)*20.
Da die letzte Ungleichung stets erfiillt ist und
nur dquivalente Umformungen vorgenom-

men wurden, ist die Ungleichung (2) stets
erfiillt, w.z.b.w.

Mag8 w1784 Skizze:
D c=120m (o

40-x

d- W0nf - \Fb\
X
B

A az=150m

Fiir den Flacheninhalt A'des Trapezes gilt:

(Wir rechnen nur mit den MaBzahlen!)-
A==k

_150+120

4 2

40,

also A =5400.
Wenn das Grundstiick halbiert werden soll,
so miissen folgende Gleichungen erfiillt sein:
150+y

(1 7 +x=2700 und
@ ‘202” - (40— x)=2700.
. 5400
Aus Gleichung (1) folgt x—m. Ersetzt

man nun in der Gleichung (2) x durch diesen

Term, so erhilt man Gleichung (2'):

120+y 5400
2 ( - 150+y)=2700'

Die &dquivalente Umformung Hihrt zu

y=135,83. Daraus folgf x =~ 18,89.

Der Zaun ist etwa 135,83 m lang, und der

Abstand des Zaunes von der Seite AB betrigt

etwa 18,89 m.

Ma9 #1785 Fiir den Flicheninhalt A des

Dreiecks ABC gilt
_x(x—1) _x2—x
A= 5 bzw. 15= 5
Nach Umformung erhilt man
x2~x—30=0,
i 41 =6,

xx= —15 (entfillt).
Die Basis des Dreiecks ABC ist 6 cm lang. Fiir
die Breite y des Rechtecks gilt nach den Be-
dingungen der Aufgabe:
6:y=15bzw. y=2,5.
Die Breite des Rechtecks betrigt 2,5 cm.

Ma9 81786 X ACB ist ﬁ'eripheriewin‘keﬁ
und Winkel X AMB ist Zentriwinkel iiber
dem gleichen Bogen AB. ’
Dreieck ABM ist gleichschenklig (m_ und
BM sind Radien desselben Kreises); DM ist
Hohe von der Spitze aul die Basis; sie ist
zugleich Winkelhalbierende des Winkels an
der Spitze und Seitenhalbierende der Basis.
Folglich gilt im rechtwinkligen Dreieck
ADM: c

2,5cm

sin 80° =

baw. re 2,5cm

—m; rx2,54cm

Ma9 =1787 Aus den Angaben (iir den Fla-
schenpfand [olgt, daB 30 Flaschen gekauft
wurden.
Es sei x die Anzahl der Flaschen Cola und y
die Anzahl der Flaschen Limonade, dann
gilt x + y=130.
Es ist dann weiter 0,35 x der Preis fiir x Fla-
schen Cola und 0,25y der Preis [ir die y Fla-
schen Limonade (in Mark). Dann gilt

0,35x +0,25y=10.
Beide Gleichungen bilden ein System:
(1) 0,35x+0,25y=10
) x+  y=30|(-025)
1) 0,35x+0,25y=10

2y -0,25x—-0,25y=-1,5
(©)] 0,1x =25
x =25

Es folgt y=S5, also L={[25; 5]}.
Es wurden 25 Flaschen Cola und § Flaschen
Limonade gekault.

Ma9 81788 Aus (1) folgt y<x.

Aus (2) folgt y< —4x.
Aus (3) folgt y< — 1.

Die Menge aller Punkte der schrafliert dar-
gestellten Flache mit Ausnahme der Punkte
der Begrenzungsgeraden y= —1, y=x und
y= —4x genligen den geforderten Bedingun-
gen.

Ma10/12 1789 64 ldBt sich durch die Po-
tenzen 64", 82, 4° oder 26 darstellen. Es sind
also 4 Fille zu unterscheiden.

1. Fall: Es sei 64=64'. Dann gilt 2x+2=64

31
bzw. x=31. Es miiBte dann gelten [/67= 1.
Das ist offensichtlich nicht der Fall.
Daraus folgt: L=(.
2. Fall: Es sei 64=8% Dann gilt 2x+2=8
bzw. x=3. Es miiBte dann gelten la/g =2. Das
ist wahr.
Daraus folgt: L={3}. . -
3. Fall: Es sei 64=43 Dann gilt 2x+2=4
bzw. x =1. Es miilte dann gelten ]1/2=3. Das
ist (alsch.
Daraus folgt: L=-
4. Fall: Es sei 64=2% Dann gilt 2x+2=2
bzw. x =0. Es miif}te dann gelten 0[/5_:6. Das
ist nicht definiert.
Daraus folgt: L=(.

Die Gleichung (2x +2)V>** 2 =64
hat die Losungsmenge L = {3}.
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Ma10/12 w1790 Jedes regelmiBige n-Eck
1dBt sich in n gleichschenklige Dreiecke zer-
legen. Diese Dreiecke sind paarweise kon-
gruent. Die Basis jedes Dreiecks ist gleich
der Seite des n-Ecks. Die Hohe jedes Dreiecks
ist gleich dem Radius des Inkreises des n-
Ecks. Der Winkel an der Spitze jedes Drei-
360°

ecks hat die Gréfe _

Der Flidcheninhalt 4, des Inkreises des n-
Ecks betrdgt A, =nr? Der Flicheninhalt A4,

des n-Ecks betrigt A,=n -; r.Da

a

z=tan 180 und somit E=r-tanﬂ gilt,
r n 2 n

betrdgt der Flicheninhalt A, des regelmiBi-

gen n-Ecks

Az=n-r*-tan 18'10 .

Das gesuchte Verhiltnis ist dann

n~r2-tan(lso> h-tan(laoo)
n n

A, nr n

Ma10/12 #1791 a) Es seien a, a+1 und
a+2 drei aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen. Dann muB nach Aufgabenstellung
gelten:

(@+2)®=(a+1)*+a?;
d.h. a*-23-3=0.
Die Losungsmenge dieser quadratischen Glei-
chung ist L={—1; 3}. Nach unserer Aufgabe
kommt nur die Losung 3 in Frage; es gilt

32442=52
.b) Bekanntlich ist ein Dreieck genau dann
rechtwinklig, wenn die Beziehung a2 + b* =¢?
gilt. Dabei sind a und b die MaBzahlen der
Katheten, c ist die MaBzahl der Hypotenuse.
Drei natiirliche Zahlen a, b, ¢, die diese Be-
ziehung erfiillen, heiBlen pythagoreische Zah-
len. )
Die Zahlen 3, 4, 5 erfilllen die Gleichung,
denn es gilt '

32 4+42=52bzw. 9+ 16=25.
Auch die Gleichung
(3n)? +(4n)* =(5n)* wird fiir natiirliche Zah-
len n=1 erfiillt; denn es gilt

9n? 4+ 16n% =25n?,

25n2=25n

Folglich gibt es beliebig viele Tripel natii-
licher Zahlen, fir die gilt, daB das Quadrat
der groBten Zahl gleich der Summe der Qua-
drate der beiden anderen Zahlen ist, w.z.b.w.
Beispiel fir n=7:

46

B-D+@-=(57?
2124+ 282=352
41+ 784=1225
1225=1225. Aus
(3-n)?>+(4-n)*=(5-n)?* folgt
(3n)2 +(3n+n)>=(3n+2n)2
Fiir k=3n gilt dann

2 EZ_ 2k 2
k +(k+3 =(k+3 )

Das heilt, die gewdhlten natiirlichen Zahlen
k miissen durch 3 teilbar sein.
Beispiel fur £ =99:
992 +(99 +33)* =(99 + 66)?,
997 +1322=1652,
9801+ 17424 =27225
27225=27225.

Ma10/12 #1792 Nach dem Kosinussatz gilt
im Dreieck AMC:

2
§)] st2=b2+<£) —2b-§-cosa

2
Nach dem Kosinussatz gilt im Dreieck ABC:
2, .2 2
2 cosa =b+2#.

niO)|
X
~in)
o

A

Setzt man (2) in (1) ein, so erhdlt man

2 y2,€ bP+c*-a?
S = b + T _T
(bc wurde gekiirzt)
Die weitere dquivalente Umformung ergibt
5.2 =2a2+2b2 -c?
¢ 4

se=o/ AP+ B~

Setzt man nun die gegebenen Lingen ein,
so gilt:

73 cm bzw. 5.~ 4,27 cm.

Se=73]

2

Ph6 ®4]1 a) Versuch:
116,5 ml —95 ml=21,5 ml2&21,5 cm?
(1 ml21 cm?). Das Volumen betriigt 21,5cm?.

b) Geg.: Kantenlingen a=19 mm, =27 mm,.

c=43 mm
Ges.: Volumen V in cm?

V=a'b-c

V=19mm-27mm-43 mm

V =22059 mm?

V'=22,059 cm?
Das berechnete Volumen betrigt 22,059 cm?.
€)22,059 cm® —21,5 ¢m>=0,559 cm?
=559 mm?.
Dic MeBergebnisse unterscheiden sich um
559 mm® Das errechnete Ergebnis ist ge-
nauer.

Ph7 u42 |

a) MaBstab 10kp2a1cm.
Dannist Fy=F,; =48 kp24,8 cm.
b)G,=G,=~48kp24,8cm

—_—

G, & [ ¥
7777) 1777777777741 774774
|
+
Fs f
Ph8 u43

Geg.:m;=100g, m,=250 g, 9, =25°C,
9,=40°C, W,.,;=80% von W,

Ges.: Die Mischtemperatur 3,

Nach der Grundgleichung der Wirmelehre

gilt W=c-m- A9
W“f=0,8 ng
comy-(3q—9%) =08-c-my (3,—9)
my '(9,,,—\91) =0,8 ‘ma (\92—3,,,)

100g-(8,—25°C)=0,8-250g-(40°C—39,)
9n=35°C
Die Mischtemperatur betrigt 35°C.

Ph9 844 Geg.:

a) §=625m
h=3,75m
I=18m

t=90 min= 1,5 h (Regendauer)

n=1 E=0,001 % (Regenmenge

h
b  r=6cm=06dm FroStunde
Ges.:
a) V, (Gesamtregenmenge)

b)  ti (Uberlaufzeit)

a) Weil gemiB der Aufgabe der Regen senk-
recht fallen soll, ist die in die Rechnung ein-
zusetzende ,wirksame* Auffangfliche gleich
der senkrechten Projektion des Daches aul die
Horizontalebene. Diese Projektion des Da-
ches ist gleich der Auffangflache A.

Die Gesamtmenge V, findet man mit der

Gleichung

V,=A-n"t (1)
Nun ist A zu berechnen. Nach Bild 1 und
Bild 2 ist

A=2-a-1 al=s*—h?

A=2)s*—h%-] a=|/s*—n?

In (1) eingesetzt, ist dann
V,=2)/s*—h*-1-n-t
V,=2}/6,252—3,752m- 18 m

m
- 0,001 5 1,5h
¥,=0,27m3
¥,=270dm3=2701

Vom Dach werden 270 1 Regenwasser aufge-

fangen.

b) Fiir die Uberlaufzeit t; gilt
tiit=2Vs:V,

2Vt
L7 ¥]

Dabei ist V; das Volumen einer Dachrinne

mit V;=%r2 “mel.

In (2) eingesetzt



_rrm-lt

li=—

| A
t‘.=0,6zdm2 +3,14-180dm- 1,5h
“ 270dm
ta~1,1304 h

ti~1h; 7min;.50s

ti~1h; 8 min
Die Dachrinne wiirde nach 1Stunde und
8 Minuten iiberlaufen.

Ph10/12 w45
Geg.: Bahnradius /;=384000 km
Umlaufzeit t;=1d, t,=27,33d
Ges.: Bahnradius des Satelliten I,
Nach dem 3. Keplerschen Gesetz vethalten
sich die Quadrate der Umlaufzeiten zweier
Satelliten wie die dritten Potenzen der Bahn-
radien (bei elliptischen Bahnen der groBen
Halbachsen).
3:3=13:03
-3
£

5 12-384000° ,

h=——ygr km

I, =384000:]/27,33% km

1, ~42320 km
Die Hohe iiber der Erdoberfliche ist dann
42320km —6370 km=35950 km.
Der Fernseh-Satellit muB sich in einer Hohe
von etwa 36000 km iiber der Erdoberfliche
befinden.

=

Ch7 =33
a) 500 kg Schwefelkies2 180 kg Schwefel
x21500 kg Schwelel
500kg- 1500 kg
=—180kg =4167kg
b) 4167 kg - 30~ 125000 kg
c) 125000 kg2 1009,
4167 kgax
Chsg =34 x=33%
54 Teile Ul .
66 Teile Kalilauge
278 Teile Spiritus
158 Teile Wasser
556 Teile Seifenspiritus2 14 kg
a) 556 Teile2 14 kg

54 Teileax
54-14
X=—gzp—= 1,34kg Ol
66- 14 .
b) x=—gge= 1,66 kg Kalilauge
27814 .
) x="Zz¢ =7,0 kg Spiritus
15814
d) X=W=3’98 kg Wasser
Ch9 =35
7 ml Vo
CH4+20,-C0O,;+2H,0
2241 4481
Tml-4481
V_T =14ml

Zur Verbrennung von 7 ml Methan werden
14 ml Sauerstoff benétigt270ml Luft. Da
5094 LultiiberschuB

70 ml + 35 ml= 105 ml

Ch10/12 =36
a) m 300t
Ca0+3C—CaC,+CO
56g 64g
300t-56¢g
m= T 263t
263 t Branntkalk miissen fir die Erzeugung
von 300t Kalziumkarbid eingesetzt werden.

b) 0,13kWh _ Wai
64g 300000000 g
W =609370 kWh
c) I CaC, +2H,0-Ca(OH),
II C,H, +H,0 -CH3;CHO
III CH;CHO+H, —C,HsOH
2000g m
CaC, C;HsOH
64g 46g
2000g-46g
m —Tg= 1440 g

Aus 2 kg Kalziumkarbid erhilt man theore-
tisch 1440 g2 1,44 kg Athanol.

Ldsungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/78, Fortsetzung:

Ma5 #1793 Wegen 1113—-999=114
und 1111-997=114
und 114> 112 gibt es nur die Losung
1111-999=112.

Ma5 81794 Hitte jedes der 60 Fahrzeuge
nur zwei Rider, dann wiren es nur 2 - 60 Ri-
der, also 120 Rider gewesen. Aus 200~ 120
=80 und 80:2=40 folgt, daB 40 Autos und
20 Fahrrader die Briicke passierten.

Ma5 w1795 Wir stellen eine mogliche Lo-
sungvor:

%

N

Ma5 w1796 Der Kifer hat [olgende Mog-
lichkeiten, von A nach G zu gelangen:
(@, b, D), (a k [f)@c 1D dmg), e f)
(i, h, g). Es sind insgesamt sechs Moglich-
keiten.

Ma5 u1797 Angenommen, Hans hat n Pilze
gesammelt; dann hat Jiirgen (2n—5) Pilze,
Erika (3n—20) Pilze gesammelt. Insgesamt
sind es (6n —25) Pilze. Nun gilt

90 <6n-25 <100,

115<6n<125,

19< n<2l,alson=20.
Hans hat 20, Jiirgen 35, Erika 40 Pilze ge-
sammelt.

Ma5 ®1798 Aus aa+fg=>bbffolgt b=1.
Aus ade — lja=1dk folgt j=0 und a=2.

Aus 22 +fg=11ffolgt f=9 und g=7.
Aus 97+h=102 folgt h=5.
Aus 119 +e5=1dk folgt k=4.
Aus 2de —102=1d4 folgt e=6.
Aus 22 -1c =246 folgt c=3.
Aus 119+ 65=1d4 folgt d=8.
Wir erhalten somit
22 - 13=286
+ - -
97+ 5=102
1194+ 65=184

Ma6 =1799 Die Summe aus allen Prim-
zahlen, die kleiner als 100 sind, betragt
s=24+3+5+...497=1060. Nun gilt

n=<10?g- 3+ 12):10, also n=133.

Dieser Klasse gehoren 33 Schiiler an.

Ma6 81800 Die Anzahl der Schiiler dieser
Klasse muB ein Viellaches von 9 und von 6,
also ein Vielfaches von 18 sein. Wegen
20 <n <40 trifft dies nur zu fir n=136. Dieser
Klasse gehdren somit 36 Schiiler an. Ange-
nommen x Schiiler haben die Note 3 erhalten;
dann gilt

x=36—§—§—£, also x = 14.

Die Note 3 erhielten 14 Schiiler.

Ma6 w1801 Es sei CH Hohe zur Seite
AB des Dreiecks ABC und PK Héhe zur
Seite AB des Dreiecks ABP. Wegen AD~DB
sind die Dreiecke AADP und ADBP fli-
chengleich. Aus dem gleichen Grunde sind
aber auch die Dreiecke AADC und ADBC
flichengleich. Folglich gilt [ir die Flachen-
inhalte der Dreiecke AAPC und ABCP
auch A, =A,, d. h,, sie sind ebenfalls flichen-
gleich. c

A K D 8
Ma6 w1802 Aus 3+8=11 folgt, daB Olaf
im Jahre 1978 11 Jahre alt war. Angenom-
men, die Mutter war im gleichen Jahre
n Jahre alt; dann war der Vater (n+ 3) Jahre

alt. Nun gilt
3+11+n4+(n+3)=77,
2n+17=171,
2n=60,
n=30.

Im Jahre 1978 sind die Mutter 30, der Vater
33, Olaf 11, sein Bruder Richard 3 Jahre alt.

Ma6 #1803 Angenommen, nach der Preis-
senkung wurden x Portionen Essen ausge-
geben; dann gilt
* 80 (x—200)=70"x,
8- (x~—200)=7"x,
8x—1600="7x,
x=1600.
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Es wurden nach der Preissenkung tdglich
1600 Portionen Essen ausgegeben.

Ma7 #1804 Angenommen, es sind x Innen-
und y AuBenplitze;
dann gilt x=6y (1) und
x4+2=4-(y+6)bzw. x=4y+22(2).
Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir
4y +22="6y,
2y=22,
y=1L
Daraus [olgt durch Einsetzen x=6"11=066.
Das Schiff hat (iir 77 Personen Sitzplitze.

Ma7 ®1805 Der Abstand der beiden Sessel
Nr. 19 und Nr. 99 von jeder der beiden Sta-
tionen des Sessellifts ist zum Zeitpunkt der
Beobachtung gleich groB. Daraus [olgt
Xx+x=99-19,
2x =80,
x=40.

Wegen 19+40=59 und 140:2=70 und 59
+_70£129 befindet sich Sessel Nr. 59 in der
einen, Sessel Nr. 129 in der anderen Station.

S S | S
A T

Ma7 w1806 Die Mannschalt der Klasse 9b
hatte zwei Spiele zu bestreiten, und zwar
gegen die Mannschaften der Klasse 10a und
10b; Die Mannschaft der Klasse9b kann
kein unentschiedenes Spiel erzielt haben;
denn sonst miiBte sie aul Grund des Punkte-
verhéltnisses sowohl gegen die Mannschalt
der Klasse 10a als auch gegen die der Klasse
10b unentschieden gespielt haben. Das ist
wegen des Torverhiltnisses nicht moglich.
Das Spiel zwischen den Mannschaften der
Klassen 10a und 10b ging unentschieden
aus, da die Pluspunkte 3 und 1 des Punkte-
verhiltnisses ungerade Zahien sind.
Fallunterscheidung:

1. Angenommen, das Spiel zwischen den
Mannschalten der Klassen 10a und 10b en-
dete mit dem Torverhiltnis 0:0, dann miiBte
“das Spiel (10a/9b) 3:2 geendet haben. Das
ist nicht méglich, da die Mannschaft der
Klasse 9b nur ein Tor einstecken mubBte.

2. Angenommen, dieses Spiel endete 1:1;
dann miiBte das Spiel (10a/9b) 2:1 geendet
haben. Das Spiel (9a/10b) hitte dann 1:0
enden miissen, was nicht moglich ist. Das
Torverhiltnis der Mannschaft der Klasse 10b
miiBte dann 1:2, aber nicht 2:5 lauten.

3. Angenommen, dieses Spiel endete 2:2;
dann lautet das Torverhidltnis des Spiels
(10a/9b) 1:0, das des Spiels (9b/10b) hinge-
gen 3:0. Nur dieser Fall ist moglich.

Ldsungen zu: alpha-heiter, Heft 2/79

Aufgabe mit Spiegel
A und c sind gleich.
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Niederlandischer Denksport

De driehoeken CDF en CBE zijn congruent,
zodat opp. AECF = opp. ABCD = 256. Daar
opp. CEF =200 en opp. AECF =256, is
opp. AEF = 56. Stel BE = x, dan is AE = 16
+x en AF = 16—x. We drukken de opp. van
drichoek AEF in x uit en vinden zo de
vergelijking (16 +x)(16 —x)=2-56=112.
Zo blijkt, dat BE =12 is.

Gute Beobachtungsgabe gefragt

Zerlegt man das Quadrat in vier gleiche
Teile, so erkennt man sofort, da} das Ver-
hiltnis schraffiert-nichtschraffiert wie 9:27
bzw. 1:3ist.

Buchstaben-Mosaik

Da nach Aufgabenstellung verschiedene
Buchstaben auch verschiedene Ziffern bedeu-
ten und da in Gleichung (1) Basis und Ex-
ponent einstellige Zahlen sind, die Potenz
aber zweistellig ist, besitzt Gleichung (1)
folgende Losungen:
2*=16;3*=81;4*=16;

7 =49; 82 =64;9* =81.

Da die Potenz der Gleichung (2) vierstellig
ist, entfallen die Losungen mit dem Expo-
nenten 4 (vierte Potenz einer zweistelligen
Zahl ist mindestens fiinfstellig), also gilt
a = 2. Da die Ziffer der Basis in Gleichung (1)
iibereinstimmt mit der Ziffer an der Zehner-
stelle in der Potenz der letzten Gleichung,
kann F nur 4 oder 8 und G nur 7 oder 9
sein.

Durch Einsetzen dieser Zahlen in die Glei-
chungen (9) und (2) iiberzeugt man sich, dal
nur F=4, G=7sowie H=6 und 4 =3 die
Gleichungen (1) bis (10) erfiillen —

4= 16
342 = 1156
3342 = 111556
33342 = 11115556

333342 = 1111155556
66667 = 4444488889

6667° = 44448889

667* = 444889

67t = 4489

7= 49
Franzisischer Denksport

In der Gleichung (1) kann es sich nur um eine
Vervielfachung handeln. In der Gleichung (3)
konnte eine Vervielfachung oder eine Divi-
sion sein, somit Teilung. Entsprechend ergibt
sich bei (2) nur das Zeichen ,,—** und bei (4)
das Zeichen ,, +*“. Bei (3) kann f'nur 2 oder 3
sein; nach (2) folgt dann ¢=9 und f=3;
dann ergibt (2) adde =999 +9 = 1008, somit
a=1, d=0, e=8. Nach (1) wird also
1008:9 = 112, also b = 2. SchlieBlich gilt (4)
firg=7und h=4.

(1)112-9=1008; (2) 1008 —9 =999,

(3) 999:3 = 333; (4) 333 +7 = 340.

Magische Quadrate
Die Worter in den Teilquadraten lauten:
Lage, Beta, Eins, Grad, Acht, Zins, Zahl,

prim, dual, plus, halb, quer, Rest, rund, Term,
drei, Raum, Lote, Kote, Zehn, viel, Rand,
Mega, Teil, ganz, z_wei, echt

Gaspard Monge
mip|LlAle[8[E]c|z|s][e])
NIplele]TiT[A]ca |z 5w
AJA[RJE[M[A|H|T]|G]|! [N]L
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VIL{S|TIRMJUIL |V JE|R|N
KJLE|T|BJR|AJAIL]E|Q|R
Kfo]T|B|R|[VIR|L|Z [E|N|R
TIE]JT{v]v | |RI|Z]H DN
U|T|M[V]E[L]JR]JE|H]A[R]R
TIMIE]e [L|T]T[E]L {A]w]V
AJARGl AL [Pl VL2 ]z |W]E
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Nichtlicher Sturm

Christian nimmt einen 20 cm langen Bind-
faden und befestigt beide Enden mit Steck-
nadeln auf einem Brett in einer Entfernung
von 6 cm. Er schiebt den Bindfaden von einem
Punkt aus senkrecht zur Verbindungslinie der
beiden Stecknadeln in die Héhe, bis sich der
Faden strafft, und miBt die Entfernung; fir
die cm, die er abliest, setzt er m ein und
erhalt so die genaue Hohe.

Barbara rechnet mit dem pythagoreischen
Lehrsatz:

Hoéhe x: x> = (20 — x)> — 62

x=9,10m
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30 Jahre haben Gewicht
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Gesamt{verzeichnis

Alexandroff, Einfiihrung in die Grupp.ntheorie (DVW)
Hasse, Grundbegnile der Mengenlehre und Logik (BGT)
Markuschewitsch, Streilziige durch die Mathematik [ (U)
Hameister, Geometrische Konstruktionen und Beweise in der
Ebene (BGT)

Vysin, Methoden zur i.6sung matiematischer Aufgaben (BGT)
Lietzmann, Der Pythagoreische Lehrsatz (BGT)

Varga, Mathematische Logik fi: Anfinger] (VWYV)
S<minski, Die Methode der vollstandigen Ind tion (DVW)
orowkin, Ungleichungen (DVW)

Gnedenko/Chintschin, Elernentare Einfithrung in die Wahr-
scheinlichkeitsrechaung (D VW)

Lietzmann. Wo steckt der Fehler? (BGT)

L:etzmann, Altes und Neues vom Kreis (BGT)

Lietzmann, Kiesen und “werge 1m Zahienreich (BGT)

Miller, Rechenvorteile (BGT)

Natanson, Einfachste Maxima- und Minimaauafgaben (DY W)
Natanson, Summierung unendlich kleiner Groflen (DVW)
Dubnow, Fehler in geometrischen Beweisen { DVW)
Dynkin/Uspenski, Mathematische Unterhaltungen I (DVW)
Wcrobjow, Die Fibonaccischen Zahlen (DVW)
Dynkin/Uspenski. Mathemausche Untevhaltungen II (DVhy)
Kurosch, Algebraische Gleichungen beliebigen Grades (DVW)
Gelfond, Die Auflésang von Gleichungen in ganzen Zahlen
(DVW)

Schafarewitsch, Uber die Aufldsung von Gleichungen héheren
Grades (DVW)

Markuschewitschi. Streifziige durch die Mathemauk 1 (U)
Markuschewitsch, Rekursive Folgen (DVW)

Dynkin; Uspenski. Mathematische Unterhaltungen 111 (DVW)
Steinhaus, 100 Aufgaben (U)

Perelman, Unterhaltsame Geometrie (VWYV)

Perelman, Unterbaltsame Algebra (VWYV)

Kolosew, Kreuz und quer durch die Mathem: .k (VWYV)
Teplow. GrundriB der Kybernetik (YV''V)

Jaglom/Bolijansi i, Konvexe Figuren (DVW)

Belkner, Determinanten (BGT)

Autorenkollektiv. Rund um die Mathematik (KB)

Schmidt, Kein Arger mit der Alg.-bra (KB)

Ubungen fiir Junge Mathematiker, Tzil 1: Lehmann, Zahlen-
theorie (BGT)

Ub.‘.ngen fir Junge Mathematiker, Teil 2: Grosche, Elementar-
geometrie (BGT)

Ubungen fiir Junge Mathematiker, Teil 3: Kleinfeld, Ungleichun-
gen (BGT)

Krysicki, Zdhlen und Rechnen einst urd jetzt (BGT)
Sedlagek, Einfithrung in die Graphentheorie (BGT)
Gelfand/Glagolewa/Kirillow, Die Koordinatenmethede (BGT)
Markuschewitsch. Komplexc Zahlen und konforme
Abbildungen (DVW)

Markuschewitsch. Flacheninhalte und Logarithmen (DVW)
Donath, Die merkwiirdigen Punkte und Linien des ebenen
Dreiecks (DVW)

Roman, Regulire und halbregulire Polyeder (DVW)
Autorenkollektiv, Kompendium der Mathematik (VWV)
Lehmann, Lineare Optimierung fiir Junge Mathematiker (BGT)
Belkner, Matrizen (BGT)

May, Differentialgleichungen (BGT)

Sobol, Die Monte-Carlo-Methode (DVW)

Zich/Kolman, Unterhaitsame Logik (BGT)

Worobjow, Teilbarkeitskriterien (DVW)

Band 53 Freyer/Gabler/Mdckel, Gut gedacht ist halb geldst (U)

Band 54 Biirger/Wittmar, Was ist, was soll Datenverarbeitung? (U)

I 'nd 55 Cendrowski, Bande der unsichtbaren Hand (KB)

Band 56 Gdtiner, Was ist, was soll Operationstorschung? (U)

Band 57 Dege, EDV Maschinelles Rechnen (U)

Band 58 Gelfand/Glagolewa/Schnol, Funktionen und graphische
Darstellungen (BGT)

Band 59 Kaloujnine, Primzahlzerlegung (DVW)

Band 60 Trachtenbrot, Wieso kénnen Automaten rechnen? (DVW)

Band 61 Boltjanski-Gochberg, Ko. binatorische Geometrie (DVW)

Band 62 Varga, Mathematische Logik fiir Anfinger 11 (V:*

Band 63 Maibaum, Wahrscheinlichkeitsrechnung (VWV)

Band 64 Wilenkin, Unterhaltsame Mengenlehre (BGT)

Band 65 Belkner, Metrische Rdume (BGT)

Band 66 Jickel, Mathematik heute (U)

Band 67 Sedldgek, Keine Ang . vor Mathematik (FV)

Band 68 Schiciber/WuBing, Die Mathematik und ihre Geschichte
im Spiegel der Philatelie (BGT) (1980)

Band 69 Gronitz, Praktische Mathematik (VWV)

Band 70 Hilbert. Matrizen (VWV)

Band 71 Wissensspeicher Mathematik (VWYV)

Band 72 Steinhaus, 100 neue Aufgaben (U)

Band 73 Miller, Geldste und ungeléste mathematische Probleme (BGT)

Bana 74 Solodownikow, Lincare Ungleichungssysteme (DVW)

Band 75 Gc¢  w~ina/Jaglom, Vollistindige Induktion in der Geometrie
(DVW)

Band 76 Rehm. Zahl, Menge, Gleichung (KB)

Band 77 Lehmann, kurzweii durch Mathe (L) (1979)

Bard 78 Kordem.: i, Kopfchen, Koéptchen (U)

Band 7Y Glade/Manteuflel, Am Anfang siand der Abacus (U)

Band 80 Baschmakowa, Diophant und diophantische Gleichungen
(DVW)

Band 81 Pieper, Zahlen aus Primzahlen (DVW)

Band 82 Lehmann. Mathe mit PRf (U)

Band 83 Jaglom, Ungewéhnliche Algebra (BGT)

Band 84 Belkner, Reelle Vektorriume (BGT)

Band &5 Stahl/Wenzel, Elektronische Datenverarbeitung (VWV)

Band 86 Gotines/Fischer/Krieg, Was ist. was kann S:atistik? (U)

Band 87 (Jbunger fiir junge Mathematiker, Teii 4: Borneleit, Gleic..un-
gen (BGT)

Band 88 Kolman, De vierwe Dimension (BGT)

Band 89 ODrews, Lincare Gleichungssysteme und lineare Optimierungs-
aufgaben (DVW)

Band 90 Lovasz, Pelikan/Vesztergombi, Komoinatorik (BGT)

Band 91 Rehm, Strecke, Kreis, Zylinder (KB)

Band 92 Fanghinel;Vockenberg, Arbeiten mit Mengen (VWV)

Band 93 Fehringer, Ndherungsrechnung (VWV)

Band 94 | se, Elementare Stadstik (VWV) (1981)

Band 9% KantoriSolodownikow, Hyperkomplexe Zahlen (BGT)

Band 96 Smogorschewski, Lobatschawskische Geometrie (BGT)

Band 97 3erg, Differentialgleichungen 2. Ordnung mit Anwendungen
(DVW) (1979)

Band 98 Ruben, Philosophie uad Mathematik (BGT) (1979)

Band 99 Thiele, Mathematische Beweise (BGT) (1979)

Band 100 Lehmann, . x2 plus SpaB dabei { VWV) (1979)

Zitat von Gerhart Holtz-Baumert,
Vizeprasident des Schriftstellerverbandes der DDR
aus seinem Diskussionsbeitrag auf dem VIII. Pad. Kongref3

... Wir hatten e¢ine Zeitlang die Vorstellung, die Literatur diirfe
nichts oder wenig Lehrhaftes enthalten. Aber Brecht wulite es schon
anders. Ich denke neute: Jeder Schriftstcller muB3 auch ein Lehrer,
ein Erzieher sein -- ein guter natirlich, kein grober, aufdringlicher,
aber wann wiinschen wir uns den uberhaupt!

Und in jedem Lehrer muBl nach memner Meinung ein Kiinstler
stecken, nicht rur in denen, die Literatur, Musik oder Kunst lehren,
in allen, also auch im Mathematik- und Sportlehrer. . .

Von den vielen Welten, die der Mensch nicht von der Natur
geschenkt bekam, sondern sich aus dem eigenen Geist
erschaffen hat, ist die Welt der Biicher die groBte.

Hermann Hesse
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Geometrie auf
der Gummihaut?

Ihr alle kennt doch sicher Luftballons, die mit
lustigen Gesichtern bemalt sind. Wenn man
den Luftballon verzerrt, kann man erreichen,
daB aus einem lustigen Gesicht ein trauriges
wird und dhnliches mehr. Wir betrachten
folgende Skizze:

o) &

Kann mgn durch Verzerren des Luftballons
erreichen, daB sich der Hut vom Kopfhebt ?
Mit diesem Vorgang des Verzerrens, Dehnens
und Stauchens einer ,,Gummihaut® (hier Luft-
ballon) kann man sich Abbildungen veran-
schaulichen. Eine exakte Begriffsbildung ist
aber auch mdoglich und notwendig und soll
hier erfolgen.

Aus dem Geometrieunterricht kennt ihr
Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen
zwischen Teilmengen der Ebene. Durch der-
artige Abbildungen werden gegebene geo-
metrische Figuren (Punktmengen der Ebene)
auf andere, zu den gegebenen kongruente
bzw. dhnliche Figuren abgebildet. Bei diesen
Abbildungen wird ein Dreieck immer auf ein
Dreieck, ein Kreis auf einen Kreis abgebildet,
nie kann ein Dreieck auf einen Kreis abge-
bildet werden.

Es gibt eine ganze Reihe von Eigenschaften
der Figuren, die bei Kongruenz- bzw. Ahn-
lichkeitsabbildungen erhalten bleiben miis-
sen. Zum Beispiel:

Gro6Be von Winkeln

Linge von Strecken (nur bei Kongruenz-
abbildungen).

Derartige Eigenschaften nennt man Invarian-
ten einer Abbildung. (Das lateinische Wort
minvariant“ bedeutet so viel wie ,unverinder-
lich*))

Kehren wir zu den Abbildungen zuriick, die
wir uns zum Anfang veranschaulicht haben.
Bei diesen Abbildungen kann es durchaus
vorkommen, daB ein Dreieck auf einen Kreis
abgebildet wird.

Bild 2

Bild 1

(2) Ist es bei solchen Abbildungen auch mog-
lich, folgende Figuren aufeinander abzubil-

den?
Bild 3 @ Q

(3) Oder kann man jeden einzelnen Buch-
staben des Wortes IDEE so verzerren, dal
das Wort SAFT entsteht?

Um die gestellten Fragen beantworten zu
konnen, werden wir zunichst eine genaue
Erklirung fiir die Abbildungen angeben, die
durch Verzerrungen einer ,,Gummihaut” ver-
anschaulicht werden kénnen. Daran anschlie-
Bend werden ‘wir nach Invarianten dieser
Abbildungen suchen.

Einiges iiber Punktmengen der Ebene

Wir wollen fiir die Veranschaulichung von

Mengen in der Ebene folgendes vereinbaren:

— alle Punkte der Menge werden grau ,,ge-
zeichnet*

— schwarz markierte Punkte gehoren nicht
mehr zur Menge M

Bild 4 d ¢

a b
Beispiel:
Die Menge M besteht hier aus der Vierecks-
fliche abed ohne die Strecke cd und ohne die
Punkte p und g.

An dieser Stelle m6chte ich darauf hinweisen, ,

daB Punkte mit kleinen Buchstaben und
Mengen mit groBen Buchstaben bezeichnet
werden. Das ist hier so iiblich und hat sich bei
der Unterscheidung von Mengen und Punk-
ten bewzhrt. Dabei bezeichnet E immer die
ganze Ebene, und wenn M eine Menge in der
Ebene E ist, so ist E\M (lies: E minus M) die
Menge aller Punkte der Ebene, die nicht zu M
gehoren, also der ganze ,,Rest von E“.

Was ein Kreis ist, wiBt ihr. Die Menge K
wollen wir als offene Kreisscheibe um den
Mittelpunkt m bezeichnen.

Bild 5

(Elemente von K sind all die Punkte, die von
m einen Abstand haben, der kleiner ist als
eine gegebene positive Zahl.g.) Schauen wir
uns einige (markierte) Punkte der folgenden
Mengen einmal genauer an.

. Bild 6

Wie wiirdet ihr die markierten Punkte beziig-
lich ihrer Lage zur Menge M in jedem der
Fille 1 bis 12 unterscheiden?

Zunichst gibt es innere Punkte der Menge M.
Das sind solche Punkte von M, um die man
eine offene Kreisscheibe ,.zeichnen“ kann, die
ganz in M liegt.

Beispiele fiir innere Punkte sind:

im Fall1  der Punkt b

im Fall 3  die Punkte a und.e

im Fall 12 die Punkte b und g

Dann gibt es Punkte, die ,.etwas entfernt” von
der Menge M liegen — duflere Punkte. Das
sind solche Punkte der Ebene, um die man
eine Kreisscheibe ,zeichnen® kann, die nur
Punkte von E\M enthilt. (Skizziere dir fiir
die folgenden Beispiele doch einmal solche
Kreisscheiben!) Beispiele fiir duBere Punkte
sind:

imFall2 Punkta
im Fall4 Punktd
im Fall 6 Punkte g und d

SchlieBlich gibt es noch Punkte, die weder
innere noch duBere Punkte von M sind. Das
sind solche Punkte x der Ebene, bei denen in
jeder Kreisscheibe um x (egal wie groB oder
klein ich sie wihle) sowohl Punkte der Menge
M als auch Punkte der Menge E\M liegen.
Man nennt solche Punkte Randpunkte von
M. Beispiel fiir Randpunkte sind:

imFall1 Punkta

im Fall 3  die Punkte b, c und d

im Fall 6 die Punkte b und ¢

im Fall 12 die Punkte ¢, d und f

Bei den Randpunkten einer Menge M fillt
auf, daB es Randpunkte von M gibt, die auch
Elemente von M sind (z.B. im Fall3 der
Punkt c) und solche, die nicht zu M gehoren
(z.B. im Fall 3 die Punkte b und d).
Uberlege, um was fiir Punkte es sich bei den
hier nicht genannten handelt, z. B. bei den
Punkten a, b, ¢ im Fall 5 oder bei den Punk-
ten a, b, c, d im Fall 9!

Stetige Abbildungen

Schauen wir uns einmal folgende Abbildun-
gen an, von denen einige stetig und einige
nicht stetig sind (in einigen Punkten un-
stetig).

Uberlege, ‘in welchem Zusammenhang (mit
welcher Bedeutung) dieser Begrifl stetig in der
Umgangssprache benutzt wird!

1. Spiegelung einer Teilmenge der Ebene an
einer Geraden g

Dem Punkte x wird durch die Spiegelung der
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Punkt f(x) — das Bild von x — zugeordnet.
Analog ist f(a) das Bild von a.-

f(x)
‘I {{ra}
/
I

1
. - i p
Bild 7 x - Triainal

Bild

2. Senkrechte Projektion einer Teilmenge der
Ebene auf eine Gerade g

Biild 8
) originol
T s
plc)  pw)

9

1
p(ﬂ)v p(b)

3. Senkrechte Projektion einer Teilmenge der
Ebene auf eine ,, Treppe*

| b

! (]
i i d = Original
=
pa | I e | )
[l PE) ke Bild
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4. Zentrische Streckung einer Teilmenge der
Ebene mit dem Streckzentrum z

Bild 10

S. ,Fensterladen aufklappen®

Original: Viereck abcd

Bild: Viereck hadg vereinigt mit dem Viereck
befc ohne die Strecke ef.

[} d c f

Bild 11

Welche dieser Abbildungen sind nach eurer
Meinung stetig?

Bei den Abbildungen 3 und 5 gibt es Un-
stetigkeitspunkte — Punkte, bei deren Durch-
laufen die Bilder durchgehender Linien einen
»Sprung" machen.

Schauen wir uns das an einem Beispiel ge-
nauer an.

Bei der dritten Abbildung ist z. B. der Punkt b
ein Unstetigkeitspunkt.

Bild 12

Wir kénnen-um das Bild p(b) von b eine offene
Kreisscheibe K finden, die die folgende Eigen-
schaft hat: egal was fiir eine Kreisscheibe U
du um b zeichnest, immer gibt es Punkte
von U, deren Bilder nicht in K liegen. In der
Skizze triflt das z. B. aul den Punkt x zu,
zwar gilt xe U, aber p(x)¢ K. Suche weitere
Unstetigkeitsstellen in den Abbildungen 3
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und 5! Bei den Bildern 1, 2 und 4 handelt es
sich dagegen um stetige Abbildungen. Wenn
wir von der Erkldrung fir die Unstetigkeits-
punkte ausgehen, die ja bei stetigen Abbil-

dungen auf keinen Punkt zutreffen darf, er- .

halten wir folgende Definition:

Definition: Seien M und N Teilmengen der

Ebene und f eine Abbildung zwischen ihnen.

/ heiBt dann stetig in ae M, wenn es fiir jede

Kreisscheibe K;cN um f(a) eine Kreis-

scheibe K, c M um a gibt, so daB gilt:
S(K3)cK, ’

(Die Bilder aller Punkte aus K, miissen also

in K, liegen.)

Bild 13
("
2

Betrachten wir z. B. eine zentrische Streckung
mit dem Zentrum z und dem Streckungs-
faktor k in irgendeinem beliebigen Punkt a.
Dann geht jede offene Kreisscheibe K; um
f(a) aus einer Kreisscheibe K; um a hervor.
Wenn der Radius r, von K, bekannt ist, kon-
nen wir genau sagen, wie groB r, hochstens

Ay

sein darl, damit die Bedingungen der obigen’

Definition erfiillt sind, namlich r, < dann

: : =k’
gl]t f (K 1) cK 1.
Zentrische Streckungen sind also in jedem
Punkt der Ebene stetig.

Betrachten wir folgende durch Skizzen ge-
gebenen Teilmengen der Ebene. In welchen
Fillen gibt es deiner Meinung nach eine
stetige Abbildung von M, auf M,?

My A M, M,

°) V-2 ) R— I
b Py e

h) T’%

%
v

) By -

k)

) %
Bild 14

In den Fillen b, ¢, k und [ ist auf keinen Fall
eine stetige Abbildung zwischen den Mengen
M, und M, denkbar. Im Fall k wire z.B.
der Punkt p bei jeder méglichen Abbildung
zwischen M, und M, ein Unstetigkeitspunkt.
In allen anderen Fiillen sind stetige Abbildun-
gen moglich. (Natiirlich ‘sind auch unstetige
Abbildungen denkbar.)

Wenn wir die Mengen M, und M, in allen
Beispielen betrachten, gibt es unter ihnen
zusammenhingende Mengen M, das sind
solche Mengen, bei denen man zwei beliebige
Punkte von M durch einen ganz in M liegen-
den Weg verbinden kann, und unzusammen-
hiingende Mengen.

Fiir stetige Abbildungen gilt nun folgende
Eigenschaft, die wir hier nicht beweisen wol-
len:

Bei stetigen Abbildungen sind die Bilder zu-
sammenhingender Mengen wieder zusam-
sammenhingender Mengen wieder zusam-
menhingende Mengen.

Beispiele: Welche der folgenden Mengen sind
zusammenhingend ?

" Die Mengen M,;, M4 und M; sind zusam-

menhiingend. (Skizziere jeweils einen Weg,
der die Punkte a und b miteinander verbindet
und ganz in der Menge M liegt!)

Aus der Eigenschaft, daB bei stetigen Abbil-
dungen die Bilder zusammenhingender Men-
gen wieder zusammenhéngende Mengen sind,
konnen wir schluBfolgern, daB eine Abbil-
dung f, die M, auf M, abbilden soll, auf
keinen Fall stetig sein kann, wenn M, zu-
sammenhéngend und -M, unzusammenhin-
gend ist. Damit haben wir eine Begriindung
dafiir, warum in den Fillen b, ¢, k und ! keine
stetigen Abbildungen zwischen M; und M,
moglich sind. Dagegen ist es bei stetigen Ab-
bildungen durchaus méglich, daB8 unzusam-
menhingende Mengen auf zusammenhin-
gende Mengen abgebildet werden.

Bild 15

Wenn wir von solchen Abbildungen (z.B.
im Fall ¢) die Umkehrabbildungen betrach-
ten, so konnen diese aber nicht stetig sein. Die
Forderung, daB auch die Umkehrabbildung
einer stetigen Abbildung stetig sein soll, fiihrt
uns zu dem Begriff der topologischen Ab-
bildung.

Topologische Abbildungen

Definition: Eine Abbildung f zwischen Teil-
mengen M und N der Ebene heiBt topologi-
sche Abbildung, wenn

1. f eine eindeutige Abbildung von M auf N
ist.

Das heiBt, jedem Punkt von M entspricht
genau ein Bildpunkt aus N, und jeder Punkt
von N hat in M genau einen Originalpunkt.

2. f stetig ist,

3.1 7! stetig ist.

Mit dieser Erklirung ergibt sich sofort, daB
bei topologischen Abbildungen auch die Ori-~
ginale zusammenhingender Mengen zusam-
menhingend sein miissen (wegen 3). Im Fall ¢
wire also zwar eine stetige aber keine topo-
logische Abbildung denkbar. Fiir welche Bei-
spiele gilt das noch?

Die Eigenschalt einer Abbildung, topologisch
zu sein, ist also eine stirkere Forderung als



die der Stetigkeit. Wenn wir an unsere Ver-
anschaulichung denken, kénnen wir uns den
Unterschied auch folgendermaBen verdeut-
lichen:

bei stetigen Abbildungen darf man die ,,Gum--

mihaut® beliebig verzerren, nicht zerreilen,

aber zusammenkleben;

bei topologischen Abbildungen ist auch das

Zusammenkleben nicht erlaubt. Bei diesen

Abbildungen handelt es sich also um die-

jenigen, die wir uns am Anlang veranschau-

licht haben.

Der Zusammenhang einer Menge ist also eine

topologische Invariante, d.h., hat man eine

zusammenhidngende Menge und [ihrt eine
topologische Abbildung aus, so erhilt man
wieder eine zusammenhidngende Menge.

Damit konnen wir bereits eine der zu Beginn

aufgeworfenen Fragen beantworten. Es ist

nicht moglich, den Luftballon so zu verzerren,
daB sich der Hut vom Kop[ hebt, da sonst der

Zusammenhang der urspriinglichen Figur

verloren ginge. Zu dem eingangs erwihnten

Hilfsmittel zur Veranschaulichung topologi-

scher Abt;ildungen konnen wir greifen, um

Vermutungen iiber weitere Invarianten dieser

Abbildungen zu bekommen. DaB es sich

wirklich um Invarianten handelt, miissen wir

dann erst beweisen.

Viele der hier bendtigten Invarianten be-

ruhen auf dem Begrifl der Kurve.

D: Eine Teilmenge C der Ebene heiBt Kurve

(Kurvenbogen), wenn es eine topologische

Abbildung der Einheitsstrecke aul C gibt.

(Kurven sind topologische Bilder der Ein-

heitsstrecke.) Geschlossene Kurven sind topo-

logische Bilder des Einheitskreises.

So wie die Nacheinanderausfiihrung zweier

Kongruenzabbildungen wieder eine Kon-

gruenzabbildung ist, ist die Nacheinander-

ausfihrung zweier topologischer Abbildun-
gen wieder eine topologische Abbildung, und
es gilt deshalb:

— Kurven gehen bei topologischen Abbildun-
gen in Kurven iiber. .

— Geschlossene Kurven gehen bei topologi-
schen Abbildungen in geschlossene Kurven
iiber.

— Nichtgeschlossene Kurven gehen bei topo-
logischen Abbildungen in nichtgeschlosse-
ne Kurven iiber.

Hier ist ledigﬁch zu zei'gen, daB es zwischen

der Einheitsstrecke und dem Einheitskreis

keine topologische Abbildung geben kann.

Uberlege, wie man einen (indirekten) Beweis

fiihren kénnte! Bei topologischen Abbildun-

gen ist also zwar
Bild 16

O~ ~(7—~D

u. 4. denkbar, nicht aber

- T

Damit ist auch die zu Beginn gestellte Frage

(2) beantwortet. Auch hier ist keine topologi-

sche Abbildung moglich, da es sich bei der

einen Figur um eine geschlossene und bei der
anderen Figur um eine nicht geschlossene

Kurve handelt.

Als néchstes finden wir:

— Schnittpunkte von Kurven gehen bei topo-
logischen Abbildungen in Schnittpunkte
von Kurven iiber.

Diesen Satz wollen wir beweisen:

C; und C; seien Kurven

CiNCy={p}, d.h. C; und C; haben genau

einen Punkt - ihren Schnittpunkt - gemein-

sam. i

[sei eine topologische Abbildung von C; UC,

auf f(C,)Uf(Cy)

Behauptung:

f(C)NSF(C2)={f(p)}, d.h, auch die Bild- .

kurven haben genau einen Punkt - ihren
Schnittpunkt — gemeinsam, und dieser ist das
Bild von p bei der Abbildung f.

Beweis:

Machen wir uns zunichst eine Skizze.

J ¢, fee
EE—— fip)
P Bild 17 fley)

Aufl Grund der schon bekannten Invarianten
ist klar, daB f(C;) und f(C;) Kurven sind.
Da peC, gilt f(p)ef(C,) und da peC, gilt
fp)ef(Ca). .

Also f(p)ef(C)NS(Ca).

Da f eineindeutig ist, gilt.

S(CiNCy)= f(Cy1)NSf(C;) und somit,

da C,NC,={p} ' '

)} = f(C)NSf(Cy). )

Diese Invarianz kann man auch etwas anders
formulieren: )

- Die Eigenschaft eines Punktes, daB von ihm
3 (oder mehr) Kurven ausgehen, ist eine
topologische Invariante. (Formuliere diesen
Satz, ohne das Wort Invariante zu benutzen!)
Fiir eine weitere topologische Invariante miis-
sen wir erkliren, wann ein Punkt a auf der
Kurve C zwischen den Punkten b und c liegt.
Da Kurven topologische Bilder der Einheits-
strecke sind, betrachten wir zunichst vonein-
ander verschiedene Punkte x, y, z dieser
Strecke. .

Dann sagt man ,x liegt zwischen y und z*,
wenn y<x <z oder y>x>z. '
Mit dieser Uberlegung kénnen wir erkldren:
D: Seien g, b, c drei voneinander verschiedene
Punkte der Kurve C. Dann liegt a auf C
zwischen b und ¢, wenn gilt:

(1) f7HE)<f"Ha)<S " (c) oder

@ SO>S @>S e

Wobei f die topologische Abbildung ist. die
die Einheitsstrecke auf C abbildet.

Bild 18 ¢
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(1) bedeutet z.B., daB das Urbild von b auf
der Einheitsstrecke vor dem Urbild von a
liegt

und das Urbild von g auf der Einheitsstrecke

vor dem Urbild von c liegt.

Es scheint ganz offensichtlich, dafB gilt:

- Wenn-aufder Kurve C der Punkt a zwischen

den Punkten b und c liegt, liegt nach An-

wenden der topologischen Abbildung f der

Punkt f(a) auf der Kurve f(C) zwischen den

Punkten f(b) und f(c). (Auf einen Beweis wird

hier verzichtet.) Auf Grund der Zwischen-

beziehung kann ein Endpunkt e der Kurve C

als ein Punkt charakterisiert werden, zu dem

es keine zwei voneinander verschiedenen

Punkte a und b der Kurve C gibt, so dal e

zwischen a und b liegt.

Damit gilt sofort:

- Endpunkte von Kurven gehen bei topolo-
gischen Abbildungen 'in Endpunkte von
Kurven iiber.

Jetzt konnen wir untersuchen, ob zwei ge-

gebene Figuren topologisch 4quivalent

(gleichwertig) sind, d.h. ob es eine topologi-

:sche Abbildung gibt, die sie aufeinander ab-

bildet. Betrachten wir ein Beispiel:
Z f

9
P

Bild 19

Sind F, und F, topologisch dquivalent?
Antwort: Nein, da in F; nur nicht geschlos-

-sene Kurven auftreten, in F, dagegen eine

geschlossene Kurve. Wir haben also eine
topologische Invariante gefunden, die zwar
die Figur F,, nicht aber die Figur F, besitzt.
Jetzt kdnnen wir auch die letzte der zu Beginn
aufgeworlenen Fragen beantworten. Betrach-
ten wir uns die einzelnen Buchstaben, die
aufeinander abgebildet werden sollen, ge-
nauer.
Bei den Buchstaben I und S handelt es sich
um nichtgeschlossene Kurven, sie kénnen to-
pologisch aufeinander abgebildet werden.
Auch D und A4 sind topologisch dquivalent.
Beide bestehen aus einer geschlossenen und
zwei nicht geschlossenen Kurven, die je
einen Punkt mit der geschlossenen Kurve
gemeinsam haben, E und F sind topologisch
ﬁquivalé_nt, da beide aus drei nichtgeschlos-
senen Kurven, die einen gemeinsamen End-
punkt haben, bestehen.
Das gleiche gilt fir E und T.
Also kann das Wort IDEE durch ,,Verzerren“
jedes einzelnen Buchstabens in das Wort
SAFT iiberfithrt werden.
Betrachten wir noch folgendes Beispiel:
Sind F; und F, topologisch dquivalent?

f

Fy ¢
Bild 20

.‘
L3
=

'

51



Antwort: Ja! Wir konstruieren eine topolo-
gische Abbildung zZwischen F; und F, fol-
gendermaBen: Die Strecke be wird auf die
Strecke uz abgebildet. ef auf us (ut wire auch
als Bild von ef denkbar). Der Punkt a wird
auf den Punkt x abgebildet. (Gemeinsamer
Punkt zweier geschlossener Kurven.) Das
Dreieck von F; wird auf den Kreis von F,
und der Kreis von F auf das Dreieck wyv
abgebildet.

Auf welchen Punkt muB der Punkt d abge-
bildet werden? (Wodurch ist er topologisch
charakterisiert ?)

An diesem Beispiel konnt ihr auch sehen, da3
nicht alle topologischen Abbildungen durch
»Verzerren einer Gummihaut* veranschau-
licht werden konnen, denn beim Verzerren
einer ,,Gummihaut“ geht es immer um eine
topologische Abbildung der gesamten Ebene,
in dem obigen Beispiel aber nicht.

Weitere Aufgaben: -

Ala a)Kann F, auf F; topologisch so ab-
gebildet werden, daB f(s)=¢ (¢t Bildpunkt

von s)?
f(ff)

[ f(q)
Fl “?__Q Fz
Bild 21 !
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Bild 22 b
b) Sind F und F, topologisch dquivalent?
Welche Punkte von F; miissen bei irgendeiner
topologischen Abbildung in welche Punkte
von F, iibergehen?

A2 A Betrachte folgende Figur!
Bild 23

a K

Welche der folgenden Aussagen beschreiben
topologische Eigenschaften?

a) Die Figur besteht aus einem Quadrat und
einem Kreis.

b) Die Figur besteht aus zwei Kurven, von
denen eine vier Ecken hat.

c) Die von K 'eingeschlossene Fliche ist
groBer als die von Q eingeschlossene Fliche.
d) Die geschlossenen Kurven Q und K schnei-
den sich nicht.

A3 A Welcheder folgenden nur aus Kurven
bestehenden Figuren sind topologisch dqui-
valent? Begriinde deine Entscheidung!

g A3 0 A n A4
& o ™M

0 1S
X e
e)O

D %
k=3
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Eine geometrische Deutung
der Mittelwert-Ungleichungen

Unter dieser Uberschrift gibt Gy. Darvasi in
der ungarischen Zeitschrift A Matematika
Tanitdsa (Der Mathematikunterricht) eine
geometrische Veranschaulichung verschiede-
ner Mittelwerte zweier positiver Zahlen a
und b, die auch fiir uns recht interessant ist.
Er betrachtet fiir zwei positive Zahlen a und b
1. das arithmetische Mittel A:

A=
2. das geometrische Mittel G:

G=)ab
3. das harmonische Mittel H:

)
H 2\a b
4. das quadratische Mittel Q:
a’+b

0= [——
Bezeichnet man mit min(a, b) bzw. max(a, b)
die kleinere bzw. die groBere der beiden posi-
tiven Zahlen a und b, so gélten die Un-
gleichungen
max(a, b)2 Q= A2 G= H2min(a, b).
Von ihrer Richtigkeit kann man sich anhand
eines Trapezes ABCD mit 4B | DC iiberzeu-
gen.
1. (Bild 1) EF sei die Mittellinie von ABCD,
ihre Linge sei k. Bezeichnet man die Lange
von AB mit a und die Linge von DC mit b,

sogilt k=20 d b die Linge der Mittellinie

>
eines Trapezes ist das arithmetische Mittel
der Lingen der beiden parallelen Trapez-

seiten.

Vergleichen wir zum Schlu8 die topologi-

schen Abbildungen mit den euch bekannten

Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen,

so stellen wir [est, da3 Kongruenz- und Ahn-

lichkeitsabbildungen ganz spezielle topolo-
gische Abbildungen sind. (Uberlege, warum!)

Das heif3t also:

— Alle Invarianten, die wir fiir topologische

- Abbildungen gefunden haben, sind auch
Invarianten von Kongruenz- und Ahnlich-
keitsabbildungen.

— Dagegen gibt es bei Kongruenz- und Ahn-
lichkeitsabbjldungen weitere, spezielle In-
varianten, die allgemeine topologische Ab-
bildungen nicht haben miissen.

M. Grassmann

Bild 1

Ala Wie kann man EF konstruieren?

2. (Bild 2) Die Trapeze ABHG und GHCD
seien einander dhnlich, die Linge von GH
sei g. Dann gilt §=§ also g=1/ab, d.h., die
Linge der Parallelen') zu AB, die das Trapez
in zwei zueinander dhnliche Trapeze zerlegt,

ist das geometrische Mittel der Lingen der
beiden parallelen Trapezseiten.

Bild 2

A2A Wiekann man GH konstruieren?
(Hinweis: Satzgruppe des Pythagoras!)

3. (Bild 3) O sei der Diagonalenschnittpunkt
von ABCD die Parallele durch O zu AB (bzw.
zu DC) schneide AD (bzw. BC)in J (bzw. K);
die Linge von JK sei h. AuBerdem seien die
Lingen von 75, AJ, ﬁ, JO bzw. OK in dieser
Reihenfolge mit d, d;, d;, hy bzw. h; bezeich-
net.

Dann gilt nach dem Strahlensatz %’-=%2-

E E_dl'{'dl_
- = =

hy d
und -2 ==L, woraus man 1

b d

b d

und weiter i=l+l erhilt. Entsprechend er-
hy a b

1

1 1 .
Y =4 Iso hy=h,=
hilt man n a+b Es gilt also hy=h;

N = N>

1
und damit z=£+1 oder umgeformt —=
h a b h



(%+%), d.h,, die Linge der Parallelen!) zu

AB durch den Diagonalenschnittpunkt des

Trapezes ist das harmonische Mittel der Lin-
gen der beiden parallelen Trapezseiten.

4. (Bild 4) Die Trapeze ABML und LMCD

seien einander flicheninhaltsgleich, x und y

seien die Lingen ihrer Hohen; g sei die
a+q__a+b

Linge von LM. Dann gilt —5x= T(x +¥)
und %b y =aT+b(x +y) oder umgeformt

_x __atb un X __a+b
x+y 2(a+q) x+y 2(b+gq)
Daraus erhilt man
x L,y _a +b a+b
x+y x+y 2@+q) 2b+9
(a+b)(b+q)+(@+b)(a+q)
2Aa+q)(b+9q)
_(a+b)(b+a+2q)
) " 2(a+q)(b+9)
2(a+q)(b+g)=(a+b)(a+b+2q)
242 _ az + b2
a2 +
=2
d.h., die Linge der Parallelen!) zu 4B, die
das Trapez in zwei einander flicheninhalts-
gleiche Trapeze zerlegt, ist das quadratische
Mittel der beiden parallelen Trapezseiten.

1=

Bild 4 Y/

1L g M

Z x

A a b

A3A Wiekann man LM konstruieren?
(Hinweis: Satzgruppe des Pythagoras!)

Mit diesen Vorbereitungen kann nun gezeigt
werden, daB

max(a, b)=Q0> A2 G= H2=min(a, b)

gilt.

Es sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
azb. Dann ist a=2q=k=g=>h2>b zu zeigen.
Im folgenden werden die Lingen der Hohen
der Trapeze ABCD bzw. ABKI bzw. ABHG
mit m bzw. m; bzw. m, bezeichnet (Bild 5).

a) Aus a2b folgt a+k=b+k, “zikgﬂ

2
%k : %:bzlk : ;, d.h. A.pre=Aercp
(vgl. Bild 1).
Da LM das Trapez ABCD in zwei flichen-
inhaltsgleiche Trapeze teilt (vgl. Bild 4), ist
es nicht moglich, daB LM ,oberhalb* von
EF liegt — es gilt also g= k.

und

!y Unter der ,Linge der Parallelen zu AB“
soll hier die Linge der vom Trapez ABCD
aus der entsprechenden zu AB parallelen
Geraden herausgeschnittenen Strecke ver-

standen werden.
[ 3

b) Wegen ABHG ~GHCD (vgl. Bild 2) gilt
AG_BH_AB_ a =\/Eg1 )
GD CH GH |/ab

d.h. AG2 CD, BH=HC, weshalb GH nicht
wunterhalb* der Mittellinie EF liegen kann —
es gilt also k=g.

Denke dir
eine Zahl . ..

Bild 5 0 b c

0

G \H .
m
m,\
my
A a s b &
c) Wegen AABO~ AAB'C gilt '"2=Lb’ Ala Denk dir eine Zahl, und schreibe sie
a m a+b" auft Multipliziere sie mit 5, addiere dann 2,

d.h.my= atp ™ (I multipliziere mit 4, und addiere dann 3! Mul-

(vgl. Bild 5); wegen ABHG ~ GHCD gilt wei-
m—m; _ﬁ

i \/g (siehe I). Daraus folgt

M=mz+mz\/§=mz(l+ﬁ)

a a

a
also m, ot [/a_b m.
Durch Vergleich von (III) mit (II) erhélt man
my 2 m;. (Beachte: Aus a=b>0 folgt
Vab2)/b?=b)

Deshalb kann GH nicht ,,oberhalb® von JK
liegen - es gilt also g=h.

ter

(11

Bild 6 0 b ¢
AN

G -IA‘,—

£ F

N
A a 8

FaBt man die Ergebnisse der Uberlegungen
von a), b) und c) zusammen, so erhilt man

steht die Gleichheit nur im Fall a=b, d.h.
wenn das Trapez ABCD ein Parallelogramm
ist. Es ist dann

W. Tuarke

tipliziere jetzt mit 5, ud addiere dann 7!
Schreibe das Ergebnis auf! Streiche die bei-
den letzten Grundziffern weg! Was stellst du
fest?

A2A Denk dir eine Zahl, und schreibe sie
auf! Multipliziere sie mit 3 und addiere dann
2! Multipliziere nun mit 4 und addiere 4!
Dividiere durch 12, und subtrahiere von die-
sem Ergebnis die gedachte Zahl! Was siehst
du nun? '

A3 A Schreibe 3 verschiedene einstellige
Zahlen auf, und bilde daraus 6 verschiedene
dreistellige Zahlen! Schreibe diese unterein-
ander, und berechne ihre Summe! Berechne
dann die Summe der drei zuerst aufgeschrie-
benen einstelligen Zahlen! Dividiere die
Summe der 6 dreistelligen Zahlen durch die
Summe der drei einstelligen Zahlen! Wie
lautet stets dein Resultat?

A4a Ich kann deine gedachte Zahl ,er-
raten“, wenn du mir das Ergebnis sagst!

- Denk dir eine Zahl, und schreibe sie auf!

Addiere 1 und multipliziere mit 3! Addiere
dann 5 und zuletzt die gedachte Zahl! (Ich
subtrahiere vom genannten Ergebnis 8 und
dividiere dann durch 4 und erhalte damit die
gedachte Zahl.)

AS5A Ich kann deinen Geburtstag erraten!
Multipliziere die Tageszahl mit 20 und ad-
diere 3! Multipliziere dann mit 5, und addiere
die Monatszahl! Multipliziere das Ergebnis
mit 20, addiere 3 und multipliziere mit 5!
Addiere zum Schlu8 die Jahreszahl (nur die
aus den letzten beiden Grundziffern ables-
bare Zahl) dazu!

(Ich subtrahiere von dem genannten Ergebnis
1515 und lese von links nach rechts die Tages-,
Monats- und Jahreszahl ab.)

Diese fiinf Aufgaben wihlten wir fiir unsere
jlingsten Leser aus dem Abschnitt: ,, Text- und
Sachaufgaben in der auBerunterrichtlichen
Arbeit“ aus. Sie wurden dem Buch entnom-
men:

E. GeiBler

Sachaufgaben in den unteren Klassen

Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin
142 Seiten Preis: 4,20 M Bestell-Nr. 002024
Hervorragend geeignet zur Verbesserung der
Grundkenntnisse!
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Eine Aufgabe von einem Kollektiv
der Hochschule fiir Architektur
und Bauwesen Weimar unter
Leitung von Prof. Dr. sc. techn.

Harald Zrost

Sektion Bauingenieurwesen

Prol. Dr. Zrost schreibt: ,Die von mir im
Wissenschaftsbereich Baumechanik geleitete
Arbeitsgruppe, der Bauingenieure, Mathema-
tiker und Physiker angehoren, sucht nach
Losungen fir Probleme der Baumechanik.
Bei der numerischen Herstellung solcher L6-
sungen spielen lineare Gleichungssysteme mit
einer groBen Zahl von Unbekannten eine be-
deutende Rolle. Daher entstand in meiner
Arbeitsgruppe die folgende Aufgabe.”

41878 o Ein eindeutig losbares lineares

Gleichungssystem

anxi+aixs+...+a1.x,=b 1)
ay1X1+az2x2+ ... +a2pX,=b2 @)
An1 X1 +anzx2+---+annxn=bn (n)

(an+0firallei=1,2,..,nund alle k=1, 2,
..., n) werde nach dem GauBschen Algorith-
mus schrittweise in folgender Form gelst:
Man stellt im ersten Schritt ein dem gegebe-
nen System dquivalentes System her, dessen
erste Gleichung (1) mit der Gleichung (1)
identisch ist und dessen folgende Gleichungen
(2),(3), ... (") die Unbekannte x; nicht mehr
enthalten. Dabei soll jede Gleichung (k')
k'=2,%,...1)
@i2X2+Ai3X3+ ... + Gipx = by, (k)
nach der folgenden Vorschrilt gebildet wer-
den.

R ay .
Es SClﬁ,=a—l. Dann gilt aj;=fi - a1i— G
11

und by=f; - by — b, fiir alle i=2,3,...,n.

Im zweiten Schritt wird analog ein dem ge-
gebenen System &dquivalentes Gleichungs-
system gebildet, dessen erste Gleichung (17)
mit der Gleichung (1) und dessen zweite
Gleichung (2”) mit der Gleichung (2') iiber-
einstimmt und dessen weitere Gleichungen
(3"), @), ... (n") die Unbekannten x; und x,
nicht mehr enthalten.

Die Vorgehensweise sei die gleiche wie beim
ersten Schritt; die Rolle der Gleichung (1)
iibernimmt die Gleichung (2'). Bei allen wei-
teren Schritten verfihrt man analog, so daB
man schlieBlich ein dem gegebenen System
dquivalentes System erhidlt, dessen letzte

Gleichung nur die Unbekannte x,, dessen vor-

letzte Gleichung nur die Unbekannten x, und
X, -1 enthilt usw.
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— Es soll vorausgesetzt werden, daB alle in den
Zwischenrechnungen bei dieser Methode zu
berechnenden Koeffizienten von Null ver-
schieden sind, d. h., daB in keiner Gleichung
aufler der zu eliminierenden Unbekannten
noch eine weitere herausfillt. —

Hat das Gleichungssystem diese Form (Drei-
ecksgestalt), dann kann man ausgehend von
der letzten Gleichung nach der Einsatz-

_ methode die Unbekannten berechnen.

Im folgenden sei jede Addition, Subtraktion,
Multiplikation bzw. Division zweier Zahlen
als eine Rechenoperation bezeichnet. (Die
Summation von n Summanden sind alson—1
Rechenoperationen.)

Es sei z=f(n) diejenige ganzrationale Funk-
tion, die fiir jede natiirliche Zahl n> 1 die An-
zahl aller Rechenoperationen angibt, die be-
notigt werden, um ein lineares Gleichungs-
system von n Gleichungen mit n Unbekann-
ten bei den angegebenen Voraussetzungen
nach der angegebenen Methode zu 16sen.

a) Man ermittle f(n)!

b) Wie lange miifite man rechnen, um ein
Gleichungssystem von 50 Gleichungen mit
50 Unbekannten zu 16sen, wenn man (ohne
technische Hilfsmittel) fiir jede Rechenopera-
tion 30 s Zeit bendtigt? '

c) Welche Zeit braucht eine elektronische
Rechenanlage fiir eine Rechenoperation im

Durchschnitt, wenn sie ein solches Glei-
chungssystem von 50 Gleichungen mit 50 Un-
bekannten in 15 Minuten 16st?

CHITER),
* e %

CHUL

gy,
s, &
vy o

%,

%
Wermar

In der von Prof. Dr. sc. techn. Zrost geleiteten
Arbeitsgruppe werden zwei ,,Wissenschalft-
lich-praktische Arbeitsgemeinschaften” aus
der EOS ,Friedrich Schiller* Weimar von
Dr.Heinrich Bode und Dipl-Math. Karl-
Heinz Miiller betreut. Die Schiiler eignen sich
Grundkenntnisse aus bestimmten Teilgebie-
ten der Baumeéchanik an. Dabei werden die
Schulkenntnisse aus der Differential- und
Integralrechnung angewendet und vertieft.
AuBerdem erlernen die Schiiler eine Pro-
grammiersprache. Sie fertigen fiir die Unter-
suchung bestimmter Probleme (Spannungen
in ebenen Bauelementen, EinfluB von Zu-
fallsgroBen bei einfachen Bauwerken) Re-
chenprogramme an, die auf der EDVA der
Hochschule fiir Architektur und Bauwesen
Weimar gerechnet werden. Die Auswertung
der Ergebnisse vieler Beispiele fiihrt zu Aus-
sagen iiber Brauchbarkeit von Niherungs-
I16sungen, die in der AbschluBarbeit zZusam-
mengestellt werden. Diese Aussagen werden
in die Forschungsarbeit im Wissenschafts-
bereich Baumechanik einflieBen.



Life — ein mathematisches Spiel

Das von John Herton Conway, einem Mathe-
matiker an der Universitit Cambridge, er-
fundene Spiel erfordert keinen Gegenspieler.
Es ist interessant durch die Vielzahl der auf-
tretenden Figuren. Seinen Namen bekam es
durch Analogien zur Entwicklung von Grup-
pen lebendiger Organismen. Uber die erstaun-
liche Vielfalt der Erscheinungen in diesem
Spiel werde ich im nichsten Heft berichten.
Zunichst mochte ich dem Leser die Spiel-
regeln vorstellen, damit er schon eigenstindig
experimentieren kann.

Das Spiel wird auf einem (beliebig weit fort-
gesetzt zu denkenden) GO-Brett gespielt.
Kariertes Papier ist auch ausreichend; aber
fiir den Anfanger wird es schwierig sein, die
Ubersicht zu behalten. Man startet nun mit
einer beliebigen Konfiguration, die darin be-
steht, daB sich in bestimmten Quadraten
schwarze Steine befinden (Organismen). Da-
nach betrachtet man, welche Verinderungen
sich durch Anwendung von Conways ,,geneti-
schen Gesetzen* iiber Geburt, Uberleben und
Tod ergeben. Fiir das Spiel ist der Begrifl
des Nachbarquadrates zu einem gegebenen
Quadrat von Bedeutung. Man versteht dar-
unter sowohl die 4 Quadrate, die mit dem
gegebenen eine gemeinsame Linie haben, als
auch diejenigen 4, die nur in einem Punkt an
das Ausgangsquadrat grenzen, insgesamt also
8 Stiick. Die Spielregeln sind dann folgende:
1. Uberleben : ein Stein mit 2 oder 3 Nachbar-
steinen ,,iiberlebt** fir die nachste Genera-
tion

2. Tod: ein Stein mit 4 oder-mehr Nachbam
,»Stirbt wegen Uberbevélkerung“, und ein
Stein mit keinem oder einem Nachbarn
,.stirbt wegen Isolation*

3. Gebur:: in jedem leeren Quadrat mit genau
3 Nachbarn wird ein Stein ,,geboren*.

Man beachte unbedingt, daB die Regeln
simultan anzuwenden sind. Dadurch entsteht
eine neue Generation. Man spricht auch von
einer einfachen Bewegung innerhalb der ge-
samten Lebensgeschichte einer Ausgangs-
konfiguration. Es ist empfehlenswert, fol-

gende Verfahrensweise anzuwenden, um Feh- -

ler bei der gleichzeitigen Anwendung der drei
Regeln zu vermeiden:

1. Die Ausgangskonfiguration bestehe aus
schwarzen Steinen.

2. Suche alle Steine, die ,,sterben* werden!

Kennzeichne sie durch einen dariiber geleg-
ten schwarzen Stein! ’
3. Suche die Quadrate, in denen Steine
,.geboren* werden! Kennzeichne sie durch
weibBe Steine, und beachte, daB diese weiBen
Steine keine Bedeutung fiir die Geburt wei-
terer Steine wihrend dieser Generation ha-
ben!
4. Nach doppelter Uberpriifung entferne die
schwarzen Steine von den Quadraten, auf
denen zwei Gbereinander liegen, und ersetze
die weiBen durch schwarze Steine! Damit ist
ein einfacher Generationswechsel abgeschlos-
sen.
Man iiberdenke die Regeln an folgendem Bei-
spiel:
Dem Leser wird beim Nachspielen des Bei-
spiels schon aufgefallen sein, daB es not-
wendig ist, zwei Sorten von Steinen zu ver-
wenden. Da die Regeln simultan auf alie
Steine angewendet werden sollen (sonst ware
keine eindeutige Reihenfolge einfach festleg-
bar), mub einerseits gesichert werden, daB
,,-absterbende‘* Steine nicht entfernt werden,
ehe ihre Wirkung auf die umliegenden Steine
betrachtet wurde, und andererseits diirfen die
weiBen Steine, die fiir die nachste Generation
,»geboren** werden, nicht schon Anla8 fir
Geburt oder Tod anderer Steine in dieser
Generation sein. Auf einem GO-Brett ist da-
mit eine giinstigere Realisierungsmoglichkeit
fir das Spiel gegeben als bei der Verwendung
von kariertem Papier.
Damit sind die Regeln geklirt. Nun kann der
Leser selbst einige Erfahrungen sammeln. Es
ist glinstig, zunachst mit einfachen Anfangs-
konfigurationen zu beginnen. In meinem
Artikel im nachsten Heft dieser Zeitschrift
werde ich u.a. auf einige Fragestellungen
eingehen, die der Leser beim Experimentieren
aber bereits beobachten sollte:
Wie endet das Spiel?
— Ist es moglich, daB sich unendlich lange
Veranderungen ergeben?
- Kann es zu ciner explosionsartigen Aus-
breitung der Steine kommen?
— Kann es relative Stabilitit geben (z.B.

Figuren, die in gleichbleibender Form nach’

jeweils einer bestimmten Anzahl von Bewe-
gungen ins Unendliche abwandern)?

AbschlieBen méchte ich mit einer Frage, die
bei der ersten Verdffentlichung des Spieles im

Jahre 1970 noch ungeldst war und fiir deren
Beantwortung damals ein Preis ausgesetzt
war:

— Ist es moglich, daB eine endliche Ausgangs-
konfiguration unbegrenzt wichst, d.h. jede
endliche Anzahl von Steinen einmal iber-
schritten wird? stud. math. R. Schuster

In eigener Sache

Ich studiere Mathematik im 4. Studienjahr in
Leipzig und méchte einige Ansto8e aufzeigen,
die mich auf den Weg zu dieser Wissenschaft
brachten. In der S.Klasse kam ich mehr zu-
fallig als durch besondere Schulerfolge zur
Mathematikolympiade. Durch einen kleine-
ren Anfangserfolg angespornt und durch
Lehrer und Eltern ermutigt, beschaftigte ich
mich mit Aufgabensammlungen und alpha-
Aufgaben. Im 6. und 7. Schuljahr erhielt ich
entscheidende Impulse durch zentrale Mathe-
matikzirkel. Neben diesen trat in den folgen-
den Jahren zunehmend die selbstindige Be-
schiftigung mit der Mathematik in den Mit-
telpunkt. Im 9. und 10. Schuljahr begann ich,
mich mit Schulstoff und Olympiadeaufgaben
der Klassen 11/12 zu beschiftigen. Im
10. Schuljahr legte ich die Abiturpriifung in
Mathematik ab; wihrend der Klassen 10,
11 und 12 erarbeitete ich mir den Lehrstofl
des ersten Jahres an der Universitit und legte
die dazugehérigen Priifungen ab. Neben die-
sem ,solideren** Hintergrund beschiftigte
ich mich viel mit olympiadespezifischen Pro-
blemen. Es gelang mir, in den Jahren 1973
und 1974 bei der IMO in Moskau und Erfurt
Preistrager zu werden. Die Beschiftigung mit
der Mathematik half mir, einen auch fiir die
Schule effektiven Arbeitsstil zu finden. So
blieb mir noch immer Zeit fiir mein Hobby
und fiir Entspannung. Das Interesse fiir
Mathematik war bei mir auch stindig be-
gleitet von dem Interesse fiir andere Wissens-
gebiete. In der modernen Forschung tritt die
interdisziplindre Arbeitsweise immer mehr in
den Mittelpunkt. Heute gibt es selbst die An-
wendung mathematisch nicht trivialer Theo-
rien in der Biologie (z.B. Differentialtopo-
logie in der Genetik); ich habe mich bemiiht,
diese Tendenz im folgenden Artikel anklingen
zu lassen. '
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Endliche

und unendliche
periodische
Dezimalbriiche

Wir wissen: Jede gebrochene Zahl 1dBt sich
als endlicher oder als unendlicher Dezimal-
bruch schreiben. .

Wir erinnern uns: Auf die endlichen Dezimal-
briiche werden wir iiber die sog. Zehner-
briiche gefiihrt. Zehnerbriiche sind solche
Briiche, die eine Potenz 10" (n natiirliche
Zahl, n2 1) als Nenner haben. Alle gebroche-
nen Zahlen, die sich durch Zehnerbriiche an-
geben lassen, konnen auch durch endliche
Dezimalbriiche angegeben werden. Endliche
Dezimalbriiche besitzen stets (entweder vor
oder hinter dem Komma) eine letzte von 0
verschiedene Stelle.

Beispiel:

1 o1 Looor L-oon
0 0 10 0"
und so weiter.

13—0=o,3 1%:0,23 %‘,:o,ou
und so weiter.

25 376 3408

ﬁ=2’5 W=3’76 1—03—=3,408

und so weiter.

. 1 1. 1.
Aber auch die Zahlen 155 oder o konne_n

mit Hilfe endlicher Dezimalbriiche darge-
stellt werden, denn auch sie kénnen durch
Zehnerbriiche angegeben werden.

Beispiel:

%_1%50=0,25 1;—5=%=o,ooa
%=%=0,75 1—75=1i=0,056
%:12—5=0,025
430=%=0,_225

. . m
Wie nun aber erkennt man an einem Bruch w

der eine gebrochene Zahl darstellt, ob er
durch einen endlichen Dezimalbruch ersetzt
werden kann oder nicht?

Bekanntlich kann jede gebrochene Zahl durch
einen gemeinen Bruch mit zueinander teiler-
fremden Zihler und Nenner angegeben wer-
den. Daher wollen wir uns bei unseren Uber-

. . m
legungen auf einen gemeinen Bruch — be-
: n

schrianken, bei dem die natiirlichen Zahlen m
und n zueinander teilerfremd sind. AuBerdem
wollen wir uns begniigen mit solchen Brii-
chen, bei denen m<n und n#1 ist..
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Treten nun in der Primfaktorzerlegung des
Nenners n eines solchen Bruchs héchstens die
Primfaktoren von 10, also 2 oder 5 auf, so
1dB8t sich der Bruch durch einen endlichen
Dezimalbruch ersetzen. Bedient man sich der
Potenzschreibweise, wobei 2°=1 und 5°=1
festgelegt sein soll, so kann man statt dessen
auch sagen:

Die gebrochene Zahl % 1Bt sich als end-

licher Dezimalbruch angeben, wenn es natiir-
liche Zahlen a und b gibt, so daB n=2°- 5* ist.
(Ist 2 bzw. 5 kein Primfaktor von n, so kann
man n=2°-5% bzw. n=27-5° schreiben, da
2°=1und 5°=1 gilt)

Beispiel:

1_ 1 _ s 5 25

0 25555 T 10
=0,025

3_ 3 32 6 _6

50 2157 275227 2257 107

11

i T T TP
=0,25

7 7 7-22 78 56

55 52 T10° 100
=0,056

Jeder Bruch % 148t sich durch Erweitern

auf einen Zehnerbruch bringen, und zwar,
falls a>b ist, durch Erweitern mit 5°~2, falls
a<b ist, durch Erweitern mit 2° . Falls a=b
ist, so ist der Bruch bereits ein Zehnerbruch.

Die gebrochene Zahl %5 148t sich daher als

ein endlicher Dezimalbruch angeben, der a
oder b Stellen nach dem Komma hat, je nach-
dem ob a=2b oder a<b ist. Die Anzahl d
der Dezimalstellen ist folglich gleich dem
groBeren der beiden Exponenten a und b
oder, falls g und b iibereinstimmen, gleich a.
(Das gilt fiir echte Briiche, wogegen die Aus-

sage, daB %5 durch einen endlichén Dezi-

malbruch darstellbar ist, fiir beliebige Briiche
richtig ist.)

Beispiel:

11

20 275

a=2 b=1. Alsod=2. (0,05)
7 _ 7

25 2'-5°

a=1 b=3. Alsod=3. (0,028)
11

16 2*

a=4 b=0. Alsod=4. (0,0625)
9 9

125 5°

a=0 b=3. Alsod=3. (0,072)

Die gebrochene Zahl ; wobei m und n

teilerfremde natiirliche Zahlen sind, 148t sich
dagegen nicht durch einen endlichen Dezi-
malbruch angeben, wenn der Nenner n min-

destens einen Primfaktor enthiilt, der von 2
und 5 verschieden ist,d. h., wenn es eine mit 10
teilerfremde natiirliche Zahl k31 und natiir-
liche Zahlen a und b gibt, so daB n=22-5* -k
ist. (Falls 2 oder 5 keine Primfaktoren von n
sind, so ist dabei a=0 oder b=0.)

Wir wollen uns im folgenden zuniichst aufl

"solche gemeine Briiche beschrinken, deren

Zighler gleich 1 sind.

Beispiel:
1 1
11 ,
—1-15='2—2—;-o—3 a=2 b=0 k=3
=gy a=0b=1k=3
1 1
g0 25t =4 b=l k=l
! L a=1b=3 k=7

1750 21-5°-7
Solche gebrochenen Zahlen lassen sich durch
unendliche Dezimalbriiche angeben. Diese
Dezimalbriiche besitzen (im Gegensatz zu
den endlichen Dezimalbriichen) keine letzte
von 0 verschiedene Stelle nach dem Komma.

Wir erinnern uns: Durch Anwendung des
schriftlichen Divisionsverfahrens kann man
zu jedem gemeinen Bruch einen entweder
endlichen oder aber unendlichen Dezimal-
bruch erhalten.

Beispiel:
1:16=0,0625 1:11=0,090909...
100 100
40 " 100

80 100

0 1

1:12=0,0833...
100
40

L

4

Wenn eine solche schriftliche Division einer
natiirlichen Zahl m durch eine natiirliche
Zahl n, wobei m<n ist, auf einen unend-
lichen Dezimalbruch fiihrt, so miissen sich in
dessen Dezimalstellen eine bestimmte Grund-
ziffer oder Gruppen von Grundziflern stindig
wiederholen. Als Reste bei einer solchen
Division sind nimlich héchstens die Zah-
len 1 bis n—1 moglich, so daB sich spa-
testens nach der (n—l)ten Stelle ein Rest
r (1=r<n—1) ergeben muB, der bereits ein-
mal vorgekommen ist. Nach dem ersten sich
wiederholenden Rest muB3 daher im unend-
lichen Dezimalbruch eine Grundziffer oder
eine Gruppe von Grundziffern immer wieder-
kehren. Eine solche Gruppe sich wieder-
holender Grundziflern nennt man eine Pe-
riode und die Anzah! der Grundziffern in
einer Periode die Periodenlinge ! des un-
endlichen Dezimalbruchs.



Beispiel:
%=0,333333...=0,"3‘

Periode:3  I=1
11_1=o,o909o9... =009

Periode: 09  1=2
2i7=0,037037... —0,037

Periode: 037 =3
ﬁ_0 033333...=0,03

Periode:3  [=1
L2=0083333 =0087

Periode:3  I=1
1‘_5= 0,066666... = 0,06

Periode: 6 I=1

Da es auch unendliche Dezimalbriiche gibt,
die nicht periodisch sind, nennt man die un-
endlichen Dezimalbriiche, die man bei der
Division natiirlicher Zahlen erhalten kann,
periodische Dezimalbriiche.

Wir fassen zuniichst zusammen: Jede gebro-

chene Zahl % 1aBt sich durch einen endlichen

oder durch einen unendiichen, aber periodi-
schen Dezimalbruch angeben.

Unter den unendlichen periodischen Dezi-
malbriichen gibt es nun solche, deren Periode
unmittelbar hinter dem Komma beginnt

z.B. %:0,0_9 , und solche, deren Periode
nicht unmittelbar hinter dem Komma anfingt
(z. B. %:0,085 . Die ersteren nennt man

rein-periodische Dezimalbriiche; bei den letz-

teren sagt man, sic haben eine Vorperiode. .

Eine Vorperiode ist eine Grundziffer oder
Gruppe von Grundziffern, die im unendlichen
Dezimalbruch vor der Periode steht. Die An-
zahl der Grundziffern in einer Vorperiode
nennt man die Lange v der Vorperiode.

Beispiel:
1‘—5 =0,06 Vorperiode: 0 v=1
11—2 =0,083 Vorperiode: 08  v=2

% =0,001136 Vorperiode: 0011 v=4
1

1750 =0,000571428 Vorperiode: 000 v=3

Ob zu einer gebrochenen Zahl % ein unend-

licher rein-periodischer Dezimalbruch oder
ein unendlicher Dezimalbruch mit einer Vor-
periode gehort, 148t sich nicht nur nach einer
schriftlichen Division feststellen, sondern
auch dadurch ermitteln; daB man den Nenner
n'als Produkt 2°- 5° - k (a, b, k seien natiirliche
Zahlen mit den Bedingungen a=0, b=0,
k#1, 2fk, 5}k) schreibt. Ist nun a=b=0,

so gehort zu der gebrochenen Zahl % ein

unendlicher rein-periodischer Dezimalbruch.

Sonst gehort zu ihr ein unendlicher Dezimal-
bruch mit Vorperiode. Die Linge v der Vor-
periode eines solchen Dezimalbruchs ist
gleich dem (gréBeren) der beiden Exponenten
a und b, bzw. gleich q, falls a=b ist.
Beispiel:

a) Rein-periodische Dezimalbriiche

% n= 3=20.5°3

a=b=0 (k=3) (03
11‘1 n=11=2°-5%-11
a=b=0 (k=11) (0,09)

b) Dezimalbriiche mit Vorperiode

1
— = 1 =22' 0.
W n 2 59-3

a=2 b=0 (k=3). Also v=a=2.
1
3 "= 30=2'-5'-3

a=1 b=1 (k=3). Also v=a=1.
1
g0 "= 880=2%-5"-11

-a=4 b=1 (k=11). Also v=a=4.
1 = =91.453.
7% n=1750=2"-5%-7

a=1 b=3 (k=7). Also v=b=3.

Auch wenn die gebrochenen Zahlen durch
gemeine Briiche dargestellt werden, deren
Zihler von | verschieden sind, dndern sich die
genannten Eigenschaften der zugehdrigen un-
endlichen Dezimalbriiche nicht, sofern die je-
weiligen Zahler und Nenner teilerfremd sind
und der Zihler kleiner als der Nenner ist.
Beispiel:

127% 1250=2'-5% ' a=1 b=4

Also endlicher Dezimalbruch; d=b=4.
(0,0056)

37—3 33=22-5°-33 a=0 b=0 k=33
Also rein-periodischer Dezimalbruch. .
0,21)

3 —2%.5!. = =1 k=
880 880=2%-5'-11 a=4 b=1 k=11
Also Dezimalbruch mit Vorperiode; v=a=4.
(0,003409)

11 al.c3. _ -
750 1750=2"-5-7 a=1 b=3 k=7
Also Dezimalbruch mit Vorperiode; v=b=13.
(0,006285714)

Wir wollen uns nun etwas niher mit den rein-
periodischen Dezimalbriichen beschiftigen.
Unter ihnen sind besonders diejenigen interes-
sant, die zu gemeinen Briichen gehéren, deren
Nenner Primzahlen sind. Jede gebrochene

Zahl (p sei Primzahl, aber von 2 und 5

verschleden, m sei natiirliche Zahl mit
0<m<p) liefert einen rein-periodischen De-
zimalbruch. Die Periodenlinge ! dieser Dezi-

malbriiche ist, wie bereits gesagt, héchstens

p—1. Es gibt gebrochene Zahlen % die auf

Dezimalbriiche der Periodenlinge p—1 fiih-
ren, aber nicht alle derartigen Zahlen liefern
Dezimalbriiche der Periodenlidnge p— 1.

Beispiel:

a) ;=0,142857
p=7 p—-1=6 1=6 I=p-—1
1 -

b —-=

) 3 03
p=3 p—-1=2 I=1 I%p-1
1
e 0,076923
p=l3 p—1=12 =6 I¥p-1
ﬁ=0,01369863
p=73 p—1=72 [=8 I%p-1I
1 —_—
ﬁ—0,0099
p=101 p—1=100 [=4 I+p—1I

Weitere Beispiele neben ! fiir gemeine Briiche

3
mit Primzahlnenner p, die tatsdchlich auf rein-
periodische Dezimalbri.iche der Perioden-
1 1 1 Bei
17 19’ 23’ 29°
der schriftlichen Division 1 : p miissen in die-
sen Fillen alle moglichen Reste von 1 bis
p—1 genau einmal auftreten, bevor sich die
ZifTernflolge im Dezimalbruch periodisch wie-
derholt.
Beispiel:

linge p—1 fiihren, sind —

—

7—1 :7=0,1428571..

10
30

60
40
50
1
Daher 148t sich jedem der moglichen Reste
bei der Division 1:p, also den Zahlen von 1

-bis p—1, genau eine Ziffer der Periode des

zugehorigen periodischen Dezimalbruchs zu-
ordnen.
Beispiel: p=7

Rest [1]3 |2 | |4 |s
Ziffer der Periode Il |4 [2 8 | ’7

Folglich 148t sich aus dieser Tabelle sofort das
Ergebnis der Division m:p (0<m<p), also

der zu % gehorige periodische Dezimalbruch

ablesen.

Beispiel:

2 3
7—0,285714, 7=0,428571,
4 _ 0571438, 2=0714785,
7 7

3 0,857142

Entsprechendes ist auch fir die anderen ge-
nannten Primzahlen méglich.
Beispiel: p=17

Rest (Zihler) 1[10{15{14(4 |6 (915
Periodenziffer 0|5/8|8(2|3|5](2

Rest (Zdhler) 16| 7(2]|3|13(11{8]12
Periodenzifler 9l4(1(1]| 7| 6|4] 7
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=0,0588235294117647

|~ 35—

7= 0,4117647058823529

Wenn aber die Periodenlidnge ! des zu %

gehorigen rein-periodischen Dezimalbruchs
nicht p—1 ist, so ist / zumindest ein Teiler

vonp—1.

Beispiel:

5 p=13 p-1=12 =6 612
1

73 P=T3 p-1=T2 I=8 8|12
1

Tof P=101 p—1=100 I=4 4[100

In diesen Fillen treten natiirlich nicht mehr
alle Zahlen von 1 bis p—1 als Reste bei der
Division 1 'p auf.

Belsplel —=0,076923

Rest (Zahler) [1 [10]9 |12]3 |
Periodenziffer 0 | 7 |6 | 9 | 2 |
Alsoist: %—0 923076, %—0,307692

Mit Hilfe dieser Tabelle 148t sich 12—3 allerdings
nicht (direkt) ermitteln. Durch Division 2:13

ergibt sich fir — 2

¥l der periodische Dezimal-

bruch 0,153846 und die entsprechende Rest--

Periodenziffer-Tabelle:
Rest (Zihler) [2 |7 |5 1|6 |8
Periodenzifler [1]5 3 ’8 (4 |6

Also ist %=0,846153.'

Da fiir p= 13 die Zahl p— 1 =12 das Doppelte
von [ =6 ist, gibt es in diesem Fall genau zwei
elementfremde Restfolgen mit deren Hilfe

sich jeder zu — (0<m<l3) gehorige rein-

periodische Deznmalbruch ermitteln laBt. Fiir
p=13 gibt es 7 solche elementfremden Rest-
folgen, da fiir p=73 gilt: p—1=72, [=8, also
p—1=7-1

Man erkennt sofort, daB der Zihler in jedem
dieser Falle keinen EinfluB auf die Perioden-
linge der zugehorigen Dezimalbriiche hat.

Ist der Nenner n des gemeinen Bruchs % das

Produkt zweier Primzahlen p, und p,, die
von 2 und 5 verschieden sind, und haben die

zZu 1 und 1 gehorigen rein-periodischen
P P2

Dezimalbriiche die Periodenldngen /, und /,,

so hat der zu % gehorige rein-periodische

Dezimalbruch als Periodenlange das kleinste
gemeinsame Viellache von [; und /,.
Beispiel:

Derzu - ! gehorlge (rein-periodische) Dezimal-

bruch hat die Periodenlinge ! = 6. Der zu l(l)—l

gehdorige (rein-periodische) Dezimalbruch hat
die Periodenlinge [, =4. Folglich hat der zu
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7 1 . . o
707 (= m) gehorige (rein-periodische)
Dezimalbruch die Pefiodenliinge I=12, denn
das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen
6 und 4 ist 12.

Gehort zu einer gebrochenen Zahl em rein-

periodischer Dezimalbruch, so lhBt sich des-
sen Periodenlinge ! auch noch auf andere
Weise ermitteln, ohne die Division 1:n aus-
zufithren. Die Periodenlinge ! ist nimlich die
kleinste natiirliche Zahl z, die groBer als Null
ist und fiir die 10 — 1 durch n teilbar ist.
Beispiel:

a)% n=3 10'—1=9 39
1 Alsoist I=1.
b)7 n=7 10'=1=9 7}9
102—1=99 799
10°—1=999 7/999
10*—1=9999  7/9999
10°—1=99999  7/99999
10— 1=999999  7/999999
Also ist I=6.

Umgekéhrt lassen sich aufl Grund der Prim-
zahlzerlegungen der Zahlen 10' —1=9, 10?
—1=99, 10°—1=999, ... die Zahlen n er-

. . . 1 .. .
mitteln, fiir welche die zu " gehorigen rein-

periodischen Dezimalbriiche die Perioden-
linge 1, 2, 3, ... haben.
10'—1=9=3

|
= die einzigen gebroche-

Folglich sind % und 3

nen Zahlen % (die sich also durch gemeine

Briiche mit dem Zihler 1 darstellen lassen),
deren zugehdrige Dezimalbriiche rein-perio-
disch mit der Periodenlinge 1 sind.
102~1=99= 32 11

1 1
Folglich sind — 11 33 und %

brochenen Zahlen '—', deren zugehorige Dezi-

die einzigen ge-

malbriiche rein- periodisch mit der Perioden-

lange 2 sind. ( und = smd bereits bei der

Periodenlidnge 1 erfaf3t.
0°-1=999= 33 37

1 1 1 I,
Folglich sind = 27 111" 333 und 399 die
einzigen gebrochenen Zahlen %, deren zuge-

horige Dezimalbriiche rein-periodisch mit
der Periodenlinge 3 sind. (Bereits zuvor erfaB-

te Zahlen % werden hier selbstverstiandlich

nicht mehr angegeben, da ihre Periodenldnge
kleiner als 3 ist.)
0“—1—9999—32- 11-101
1 1 1 1 1

Folglich sind 1—01 303 §09° 1111 3333 3999

" die einzigen gebrochenen Zahlen ;, deren zu-

gehorige Dezimalbriiche rein-periodisch mit
der Periodenlédnge 4 sind.

. ldnge gleich 6, da —1;=

Diese Erkenntnisse lassen sich aber auch

nutzen, wenn man die Periodenlﬁnge des zu
einer gebrochenen Zahl gehongen periodi-

schen Dezimalbruchs ermmeln will, falls die-
ser eine Vorperiode hat.

Beispiel:
2) 1 1 1 1
880 2%-5T-11 2%-5T 11

Aus dem Exponenten der Potenz 2* im Nen-
ner des ersten Bruchs auf der rechten Seite-
geht hervor, daB die Linge v der Vorperiode
gleich 4 ist. Da im Nenner des zweiten
Bruchs auf der rechten Seite die Primzahl 11
steht und der zu ll—lgehﬁrige rein-periodische
Dezimalbruch dle Periodenlinge 2 hat, hat

auch der zu m gehorige Dezimalbruch die

Periodenldnge 2. Zu _—— gehort ein periodi-

880
scher Dezimalbruch, der eine Vorperiode der
Lénge 4 hat und dessen Periodenlinge 2 ist.
(0,001136)

1
6060

Folglich ist bei dem zu —— gehdrigen pe-

b) 6060 = 22 - 5 - 303

riodischen Dezimalbruch die Linge der Vor-
periode gleich 2 (auf Grund der Exponenten
der Potenzen von 2 und 5) und die Perioden-

linge gleich 4, da m die Per'odenl'énge 4

1
hat. dchli —=
a (Tatsachhch ist 060 0,000165)

1 _92.50.33.
c) 7376 2376=2%-5°-3"-11

1 -
3376 gehorigen pe-
riodischen Dezimalbruch die Linge der Vor-
periode gleich 3 (auf Grund der Exponenten
der Potenzen von 2 und 5) und die Perioden-

Folglich ist bei dem zu

L die Periodenlange 3,

11 die Periodenlidnge 2 hat und das kleinste

gemeinsame Viellache von 3 und 2 gleich 6 ist.

RS | YOI LI
(Tatsachhch ist m—0,000420875.>
Die hier genannten Eigenschalten sind die
wichtigsten der periodischen Dezimalbriiche.
Auch die zu beliebigen gebrochenen Zahlen

% gehorigen Dezimalbriiche haben diese

Eigenschaften; sofern nur die natiirlichen
Zahlen m und n (= 1) zueinander teilerfremd
sind. Wir haben keine dieser Eigenschaften
bewiesen. Wer Freude an der Beschiftigung
mit solchen Zahlenproblemen hat, sollte die
nachfolgenden Aufgaben selbstindig 15sen,
und wer dariiber hinaus sogar diese oder jene
Eigenschaft beweisen mochte, der sollte ein-
mal ein Biichlein zur Hand nehmen, in dem
er systematisch in das interessante Gebiet der
Zahlentheorie eingefiihrt wird.
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Aus dem Inhalt: Sind Beweise notig? — Die
Strenge der Beweise — Aussagen - Aussagen-
verbindungen — Negation, Konjunktion, Dis-
junktion, Implikation — Logisches SchlieBen —
Beweise — Der axiomatische Aufbau - Direkte
Beweise ~ Indirekte Beweise — Fallunterschei-
dungen — Einige typische mathematische Be-
weise — Die Induktion - Losungen — Literatur

Unmoglichkeitsbeweise

In der Mathematik gibt es zahlreiche Pro-
bleme, deren Lésung in ihrer Unlésbarkeit
besteht. Einer der dltesten Unmoglichkeits-
beweise wurde um 450 v.u.Z. von Hippasos
von Metapontion gefihrt und ergab, daB

[/i (die Linge der Diagonalen im Einheits-
quadrat) keine rationale Zahl ist.

Alz Ermittle mit Hilfe der zu p=17 bzw.
p=13 gehorigen Restfolge-Tabellen die zu %,
14 9 7 . .
14 9 7 L —— .
71313 gehorigen Dezimalbriiche! Uber
priife die Ergebnisse mit Hilfe der schrift-
lichen Division!
A2A Ermittle (ohne auszudividierer_l), wel-
che der folgenden gebrochenen Zahlen end-
liche und welche unendliche Dezimalbriiche
haben! Ermittle ferner je nachdem entweder
die Anzahl der Dezimalstellen nach dem
Komma oder die Linge der Vorperiode und
die Periodenlidnge der zugehérigen Dezimal-
briiche!

L4111

280’ 45’ 34’580’ 323’ 80
A3a Ermittle alle natiirlichen Zahlen n,
fir die der zu % gehorige Dezimalbruch un-

endlich und rein-periodisch ist und die Pe-
riodenlinge 5 (6, 7, 8) hat! M. Rehm

Das Cantorsche Diagonalverfahren zeigte
ebenfalls die Unméglichkeit, die reellen Zah-
len abzuzihlen. Die Quadratur des Kreises
(d.h. seine Verwandlung in ein flichenglei-
ches Quadrat) mit Zirkel und Lineal ist nach
Lindemann ebenfalls unméglich. Da die Fla-
che eines Kreises mit dem Radius r gleich nr?
ist, hat ein Quadrat mit den Seitenldngen
r|/; den gleichen Flacheninhalt wie der
Kreis. Hier ist genau darauf zu achten, was
verlangt wird und was unméglich ist, denn es
gibt zwar eine Strecke der Linge r]/‘l_t und
damit ein zugehoriges Quadrat der Fliche
7r?, jedoch 14Bt sich diese Strecke aus dem
Radius r nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struieren. Mit geeigneten anderen Konstruk-
tionsmitteln kann die Aufgabe 16sbar sein!
Drei Beispiele sollen zeigen, wie genau dar-
auf zu achten ist, was verlangt wird.
Beispiel: Mit 12 Hdlzern konnen 4 gleich-
seitige Dreiecke gebildet werden, so daB jedes
Holzchen als Seite dient. Dies geht mit
9 Holzchen ebenfalls. Ist das auch mit
6 Holzchen moglich?

Wenn eine Losung moglich ist, dann muB sie
sich aus der im Bild gezeigten Figur ergeben,
denn fiir ein Dreieck sind genau 3 Hélzchen
notig. Die restlichen 3 Holzchen miissen, da-
mit sie die bereits gelegten Holzchen als
mogliche Seite ausniitzen, in den Ecken des
Dreiecks angelegt werden. Dann ist es jedoch
offenbar unmoglich, alle Holzchen wie im
Bild zu einem Dreieck zu schlieBen. Unmog-
lich ja, aber nur in der Ebene, was nicht ver-
langt wurde, sondern durch die vorausge-
gangenen Konstruktionen automatisch un-
terstellt wurde. Im Raum bilden die 6 Kanten
eines regelmidBigen Tetraeders vier gleich-
seitige Dreiecke.

X

Bild 1

Beispiel: Es ist unmoglich, aul einem Schach-
brett mit dem Springer von einer Ecke zur
diagonal gegeniiberliegenden Ecke zu ziehen
und dabei jedes Feld genau einmal zu be-
setzen. Die Diagonale und damit gegeniiber-
liegendé Ecken haben die gleiche Feldfarbe.
Der Springer wechselt bei jedem Zug die
Farbe des Feldes. Ein Schachbrett hat 64 Fel-
der. Angenommen, die Aufgabe ist 15sbar,

Bﬂdz E

dann benotigte der Springer 63 Ziige. Nach
einer ungeraden Anzahl von Ziigen besetzt
der Springer ein Feld, das eine andere Farbe
als sein Ausgangsfeld hat. Also auch nach
dem 63.Zug. Das widerspricht der Gleich-
farbigkeit der diagonalen Ecken.

Beispiel: Eine Spinne sitzt auf der im Bild
gezeigten Mauer an der mit S markierten
Stelle. Die Spinne mdchte alle Fugen des ge-
zeichneten Mauerstiicks ablaufen (der Rand
gehort dazu), ohne eine Fuge zweimal zu
durchlaufen. Ist das méglich? Auf ihrem
Rundgang kommt die Spinne an eine Stelle
(z. B. den Punkt A), wo sich die Fuge ,,gabelt”,
so daB sie eine der beiden Fugen benutzen
muB. Wenn sie alle Fugen durchlaufen soll,
dann muB sie irgendwann auch die an der
Gabelung nicht benutzte Fuge passieren. In
dieser Fuge kommt sie.aber nur bis zum
Gabelungspunkt, weil die beiden anderen
Fugen bereits durchlaufen wurden. Also muf3
ihr Rundgang hier enden. Da es aber mehrere

.solcher Gabelungen gibt, bleibt die Spinne

aul ihrem Rundgang stecken.

Bild3 | l l

3

il

Al a Es ist unmoglich, daB sich bei einer
BegriiBung 7 Personen die Hande geben, und
zwar so, daB jeder genau zwei Personen nicht
die Hand gegeben hat.

A2a Fiir alle natiirlichen Zahlen n ist 7
kein Teiler von 2"+ 1.

A3 A Aufeinem Schachbrett mit 3 x 3 Fel-
dern befinden sich 9 Figuren, die auf dem

_gleichen Brett vollig neu aufgestellt werden.

Ist eine neue Aulstellung moglich, in der alle
urspriinglich benachbarten Figuren wieder
benachbart sind?

2In+4 . .
Ad4A Der Bruch @ns3 ist fiir alle n un-
kiirzbar.
A5A In einem Schachbrett (8 x 8 Felder)

fehlen die sich diagonal gegeniiberliegenden
Ecken. Kénnen die restlichen 62 Felder durch
31 Dominosteine vollstindig belegt werden?
A6A Zu drei Hausern soll in einer Ebene
eine Zuleitung des Gaswerkes, des Wasser-
werkes und der Elektrizititsanstalt gelegt
werden. Beweisen Sie, daB dies nicht kreu-
zungsfrei moglich ist!

A7A Beweisen Sie, daB es unmoglich ist,
iiber die im Bild gezeichneten Briicken so zu
gehen, daB jede Briicke genau einmal be-
nutzt wird (Konigsberger Briickenproblem)!

Neuer Pregel
Bild 4 \ E i f - i E
Pregel I %
Alter Pregel
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Gute Grundkennt-
nisse gefragt

Klasse § ,
AlA Versuche, bei den folgenden Beispie-

. len in die Késtchen solche Operationszeichen

einzusetzen, daB wahre Aussagen entstehen!
Fiir alle natiirlichen Zahlen x gilt:

a) x[0=0 d) xOx=x
b) xOl=x e) x[(0=x
c) xOx=t f) xO1=0!

. Untersuche, ob es mehrere Losungen gibt!

A2A Heinz reist mit seinen Eltern in Ur-
laub. Sie fahren mit jhrem ,Trabant“. Am
Beginn der Reise werden 201 Kraftstofl ge-
tankt und dafiir 30 M bezahlt. 41 befanden
sich noch im Tank. Das Reiseziel ist 150 km
entfernt. Vater rechnet mit einem Kraftstoff-
verbrauch von 81 fiir 100 km und. mit einer
Fahrzeit von etwa 3 h.
Wird es notwendig sein, unterwegs noch ein-
mal Zu tanken?
A3 A Gib, falls moglich, die kleinste natiir-
liche Zahl an, die kleiner als 9,05 ist! Gib,
falls moglich, die groBte natiirliche Zahl an,
die groBer ist als 0,85!
A4 a Konstruiere die Spiegelbilder folgen-
der Dreiecke beziiglich g!

J

ge;21)

[ ——

A5a Versuche, an Stelle der Sternchen (*)
jeweils solche Grundziffern einzusetzen, daB
wahre Aussagen entstechen! Wo das nicht
moglich ist, antworte mit ,,nicht 16sbar“!

a) 8,32<*32 f) 9,97<9,*8

b) 42*>428 g) 0*1<0,11

" a) +3+%=0

c) 0,72<0,*2
d) 6,5* <6,51
e) 2,*6>298

h) 5,99 <5,9**
i) 0,***<0,01

Klasse 6

Ala Kann man zu a=24 eine weitere na-
tiirliche Zahl b finden, so daB die Summe a +b
a) durch 8 teilbar ist;

b) nicht durch 8 teilbar ist?

Begriinde deine Ansicht! MuB b durch 8
teilbar _sein ?

A24a Klaussagt:,40 kann man als Summe
zweier Zahlen auf unterschiedliche Art dar-
stellen. Da 40 durch 5 teilbar ist, miissen auch
die beiden Summanden immer durch 5 teil-
bar sein, z. B. 40=5+35."

Untersuche an weiteren Beispielen, ob Klaus
recht hat!

AJa Gib, falls moglich, alle gebrochenen
Zahlen an, die die Gleichung erfiillen!

a) 3-y=1 c) §'2=1

b)%-t=1 d)0-y=1

A4 A Versuche, je zwei Zahlen anzugeben,
fiir die gilt:

)1' >1 c)g'z>3
a) 5:x>5 7:2>3

2
b) 7:t>7

A5a Ein PKW fihrt von einem Ort zu
einem anderen Ort mit einer durchschnitt-
lichen Geschwindigkeit von 60 km pro Stun-
de. Er benétigt fir die Fahrt 3 Stunden. Ein
LKW, der im Durchschnitt nur 40 km pro
Stunde fahrt, benotigt fiir die gleiche Strecke
4,5 Stunden.

a) Ist die benétigte Fahrzeit zur Geschwindig-
keit (direkt oder umgekehrt) proportional?
Nenne den Proportionalititsfaktor, wenn das
zutrifft!

b) Wie groB ist die"Entfernung zwischen die-
sen beiden Orten?

Klasse 7

Ala Vonden jeweils angegebenen vier Er-
gebnissen (es wurde mit dem Rechenstab ge-
rechnet) ist eines richtig. Ermittle es durch
Uberschlag! Begriinde!

Aufgabe Ergebnisse
30,7 -849 0,26; 26; 260; 2600
1,9 -0,605 0,0066;0,066; 0,66; 6,6
246 :0,33 0,745; 7,45; 74,5; 745
0,118 :25,7 0,0046; 0,046; 0,46; 46

A2A Gib, falls moglich, alle rationalen
Zahlen an, die die jeweilige Gleichung er-
fiillen!

a) |x|=+9 d) |a|=—-a
b yl=-3  olyl=
¢ —|x|=-8 nJv|]= 0

A3 A Gib jeweils, falls moglich, alle ratio-
nalen Zahlen an, die die folgenden Gleichun-
gen erfiillen!

c) —1,5+z=0

b) y+(+7,5=0  d) z+(-39=0



XVIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(3./4. Februar 1979)

Olympiadeklasse 7

L. In einem Spezialistenlager fiir Junge Ma-
thematiker fithrt Dirk eine Knobelaufgabe
vor. Er stellt auf einen Tisch in eine Reihe
— [ir die Zuschauer von links nach rechts —
finf GefdBe aul: eine Flasche, einen Krug,
eine Tasse, einen Becher und eine Kanne.
Sie sind, nicht notwendig in dieser Reihen-
folge, mit je einem der Getrinke Tee, Kaflee,
Milch, Limonade und Most gefiillt. Den Zu-
schauern ist nicht bekannt, welches Gefd3
welche Fliissigkeit enthalt.

Dirk sagt: ,Stelle ich die Kanne — wobei ich
die anderen GefidBe unverandert stehen lasse -
so zwischen zwei der anderen GefiBe, daB
unmittelbar links neben ihr das GefdB mit
Tee und unmittelbar rechts neben ihr das
GefdB mit Milch steht, so stehen Milchgefd
und Limonadengefil unmittelbar nebenein-
ander, und auBerdem steht dann das Gefi
mit Kaffee als mittleres in der Reihe der fiinf
Gefile.

Findet nun heraus, womit die einzelnen Ge-
[4Be gefiillt sind !*

Untersuche, ob allein aus diesen Angaben er-
mittelt werden kann, welche Getrinke sich in
jedem der fiinf GefiBe befinden! Gib alle mit
Dirks Angaben iibereinstimmenden Mog-
lichkeiten einer Verteilung der Getrinke auf
die Gefile an!

2. Definition: Beriihrt ein Kreis k eine Seite s
eines Dreiecks D und Verlingerungen der
beiden anderen Seiten von D, so heiBt k
»Ankreis des Dreiecks D (an die Seite s)“.
Aufgabe: Beweise folgenden Satz:

»Ist k Ankreis eines Dreiecks ABC an die
Seite BC und ist M, der Mittelpunkt von k,
so hangt die GroBe des Winkels ¥ BM.,C
nur von der GriBe a des Winkels ¥ CAB
ab.“

Zum Beweis ermittle eine Formel fiir die
GroBe des Winkels ¥ BM,C in Abhiingigkeit
von a!

3. Gegeben seien ein Winkel, dessen GroBe
kleiner als 180° ist, und ein Punkt P im
Innern dieses Winkels. Der Scheitel des Win-
kels sei A.

Konstruiere eine Gerade g, die durch den
Punkt P geht und die die Schenkel des Win-
kels so in Punkten B+ A4 bzw. D+ A schnei-
det, daB P der Mittelpunkt von BD ist!

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob es genau eine Gerade
gibt, die die Bedingungen der Aufgabe er-
fullt!

4. In einem Behilter befinden sich genau
25kg einer 47jigen waBrigen Losung, d.h.,
49, dieser Losung bestehen aus der gelésten
Substanz, der Rest besteht aus Wasser.

Wieviel Prozent des Wassers sind dieser Lo-

sung zu entzichen, damit eine neue Lb'sumgl

entsteht, deren Wasseranteil nur noch 90%;
betrigt?

5. In einem Dreieck ABC sei u die Linge des
Umfangs, und r sei die Linge des Umkreis-
radius.

Beweise, daB dann die Ungleichung r >§ gilt!

6. Ermittle alle rationalen Zahlen a mit fol-
gender Eigenschaft: Das Produkt aus der
Zahl a und ihrem absoluten Betrag ist gleich
der Summe aus der Zahl g und ihrem abso-
luten Betrag!
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1. Im Inneren eines spitiwink]jgen Dreiecks
ABC, dessen Innenwinkel die Groflen a, §, ¥
haben, sei ein Punkt P so gelegen, da8
PA=PB=PC gilt. Die GroBe der Winkel
X PAB, ¥ PBC bzw. ¥xPAC seien mit J, ¢
bzw. n bezeichnet.

a) Berechne &, ¢ und # fiir den Fall, daBB
&=70° und f=80° gilt!

b) Ermittle eine Formel fir é in Abhangig-
keit von a, f und 7, ebenso eine Formel fiir ¢
und eine Formel fiir !

2. Von einem Dreieck ABC wird gefordert,
daB fiir die Lange a der Seite BC, die Linge ¢
der Seite AB, die Linge w, der Halbierenden
des Winkels £ BAC und fir die GréBe § des
Winkels ¥ ABC die Beziehungen
a:c=2:3,
w,=6cm,
p=35°
gelten.
a) Konstruiere ein solches Dreieck, und be-
schreibe deine Konstruktion!
b) Beweise, daB jedes so konstruierte Dreieck
die gestellten Forderungen erfiillt! Eine Ana-
lysis und eine Determination werden nicht
l verlangt.

3. Jiirgen ist im Ferienlager und will fiir seine
Gruppe Brause zu 0,21 M je Flasche ein-
kaufen. Er nimmt kein Bargeld, sondern nur
leere Flaschen mit. Fiir das eingeloste Pfand-
geld (0,30 M fiir jede leere Flasche) kauft er
mdoglichst viele Flaschen Brause, wobei er fiir
jede volle Flasche auBer dem Preis von 0,21 M
auch 0,30 M Pfand zu zahlen hat. Es stellt sich
heraus, daB er sieben Flaschen weniger er-
hdlt, als er abgegeben hat. AuBerdem be-
kommt er noch Geld zuriick. .
Ermittle alle Moglichkeiten, wie viele leere
Flaschen Jiirgen mitgenommen haben konnte
und wieviel Geld er dann zuriickerhielt!

4. Beweise folgenden Satz:
Ist p eine Primzahl groBer als 3, so ist die Zahl
(p—1)(p+1) durch 24 teilbar!

5. Zum Experimentieren wird eine 30%;ige
Salzlésung benotigt. Vorhanden sind aber
lediglich 2 Liter 10%iger Salzlosung sowie
eine Flasche mit 42%;iger Salzl6sung.
Ermittle, wieviel Liter 42%;ige Salzlgsung den
2 Litern 10%{iger Salzlésung zuzusetzen sind,
damit eine 30%/ige Salzlosung entsteht!

6. Es sei AABC ein spitzwinkliges Dreieck,
d die Lange des Durchmessers seines Um-
kreises, a bzw. b die Lingen der Seiten BC
bzw. AC und schlieBlich h die Linge der auf
AB senkrecht stehenden Héhe.
a-b

Beweise, daB dann stets d= A

gilt!
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1. Beweisen Sie folgenden Satz:

Wenn a, b, ¢ und d reelle Zahlen sind, fiir die
ab—cd+0 gilt, dann gilt a®>+b%>0 oder
c24+d?>0!

2. In einer Aufgabe der 2.Stufe war zu zei-
gen, daB unter vier aufeinanderfolgenden
sechsstelligen Zahlen nicht notwendig eine
sein muB, deren Quersumme durch 4 teilbar
ist. Man ermittle die gr6Bte natiirliche Zahl
n, fiir die die folgende Aussage wahr ist: ,Es
gibt n aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen,
unter denen sich keine befindet, deren Quer-
summe durch 4 teilbar ist!“

3. Gegeben sei ein Wiirfel, dessen Volumen
mit V; bezeichnet sei. Verbindet man den
Mittelpunkt je einer Seitenfliche dieses Wiir-
fels mit den Mittelpunkten aller benachbarten
Seitenflichen, so erhilt man die Kanten eines
regelméBigen Oktaeders. Das Volumen die-
ses Oktaeders sei V, genannt. Verbindet man
nun wieder den Schwerpunkt je einer Seiten-
fliche dieses Oktaeders mit den Schwer-
punkten aller benachbarten Seitenflichen, so
erhilt man die Kanten eines zweiten Wiirfels.
Sein Volumen sei V3 genannt.

Berechnen Sie das Verhiltnis V; : V, : V3!

4. In einem rechtwinkligen Dreietk ABC mit
dem rechten Winkel bei C teile die von C
aul die Hypothenuse AB gefillte Hohe diese
im Verhiltnis 1:3.



Berechnen Sie die GroBe der bei 4 bzw. B
.liegenden Innenwinkel des Dreiecks ABC!

5. Beweisen Sie, daB fir jede Primzahl p der
Rest, den p bei Division durch 30 l48t, ent-
weder .1 oder eine Primzahl ist!

6. Gegeben seien ein Dreieck ABC sowie zwei
Punkte 4, und B, im Innern dieses Dreiecks.
Bei der Verschiebung, die 4 in A4, iiberfiihrt,
habe AABC das Bilddreieck A;B,C;. Bei der
Verschiebung, die B in B, iiberfiihrt, habe

AABC das Bilddreieck A,B,C,. Der Durch-’

schnitt der - Dreiecksflichen (4BC) und
(A1B,C,) sei die Flache F,. Der Durchschnitt
der Dreiecksflichen (ABC) und (A4;B,C,) sei
die Fliche F,. .

Man beweise, daB F, entweder durch eine
Verschiebung oder durch eine zentrische
Streckung in F, iiberfiihrt werden kann!
Hinweis: Ist XYZ ein Dreieck, so verstehen
wir unter der Dreiecksfliche (X Y Z) die Men-
ge aller Punkte auf dem Rande und im Innern
des Dreiecks XYZ.
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1. Beweisen Sie folgende Aussage: Wenn eine
Funktion f fur alle reellen Zahlen x definiert
ist und fiir alle x die Gleichung

X flx+2)=(x*-9)f(x)
erfiillt, so hat sie mindestens drei reelle Null-
stellen!

2. Beweisen Sie: Ein Dreieck ist genau dann
gleichseitig, wenn mindestens zwei seiner
Seitenhalbierenden auch Winkelhalbierende
sind!

3. Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen
a, fir die erstens die Terme, die auf beiden
Seiten der Gleichung

1 1 N 1
@ 3a+2 P =5a+6 @—TaT 12

1 1 1
P PR R g e T, R ¢ prw
_ ala+5)
"a*—8a+7

_stehen, definiert sind und zweitens diese Glei-
chung gilt!

4. Achim, Bernd und Dirk nehmen jeder ge-

nau einen der [olgenden Gegenstinde an sich:

einen Ball, einen Ring, einen Wiirfel. Danach

machen sie folgende Aussagen:

(1) Achim hat nicht den Ball, oder Bernd hat
den Ring.

(2) Bernd hat den Ring nicht, oder Dirk hat
den Wiirfel.

(3) Dirk hat den Wiirlel, und Achim hat den
Ball.

(4) Achim hat den Ball, und Bernd hat den
Ring nicht.

Ist es moglich, dal

a) alle vier Aussagen, b) genau drei Aussagen,

c) genau zwei Aussagen, d) genau eine der

Aussagen, e) keine der Aussagen gleichzeitig

wahr sind (bzw. ist)?

I

5. Man untersuche, ob es reelle Zahlen q, b, c,

d mit folgender Eigenschaft gibt: Wenn f die

fiir alle reellen Zahlen x durch die Gleichung
f(x)=ax®+bx*+cx+d

definierte Funktion ist, so gilt
fO)=10;f(1)=12;f(2)=4 und f(3)=1.

Gibt es solche Zahlen g, b, ¢, d, so ermittle

man alle derartigen Zahlen!

6. Gegeben seien drei Punkte M, S und C,
wobeiCM =6cm,CS=7 cmundM_S=1,5cm
gelte. )

Man konstruiere zwei Punkte 4 und B so,
daB sie zusammen mit C ein Dreieck ABC
bilden, das den gegebenen Punkt M- als
Mittelpunkt seines Umkreises und den ge-
gebenen Punkt S als Schnittpunkt seiner
Seitenhalbierenden besitzt.

Beschreiben und begriinden Sie die Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob ein solches
Dreieck ABC eindeutig durch die gegebenen

"Punkte M, S, C bestimglt ist!
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1. Man ermittle alle diejenigen Polynome f(x)
(mit reellen Koefﬁzienten), die fiir alle reellen
x die Gleichung

Sx+1)—f(x)=x+1
erfiillen!

2. Im Raum seien 4, B zwei verschiedene
Punkte und ¢ eine Ebene. Fiir jede mogliche
Lage von A, B, ¢ ermittle man zu diesen
gegebenen A, B, ¢ alle diejenigen Punkte C
auf ¢, fir di¢ die Abstandssumme AC +BC
moglichst klein ist!

3. Es ist zu untersuchen, ob es in einer Menge
M von 22222 Elementen 50 Teilmengen M;
(i=1,2, ..., 50) gibt mit den folgenden Eigen-
schaften: '

(1) Jedes Element m von M ist Element min-
destens einer der Mengen M.

(2) Jede der Mengen M, (i=1, 2, ..., 50) ent-
hdlt genau 1111 Elemente.

(3) Fiir je zwei der Mengen M;, M; (i +j) gilt:
Der Durchschnitt von M; und M; enthilt
genau 22 Elemente.

4. Man beweise: Ist n2>2 eine ganze Zahl, so
ist die [iir alle reellen x durch

f(x)= k; cos (x[/E)
definierte Funktion fnichtperiodisch!

5. Es sei n= 2 eine gegebene ganze Zahl. Man
untersuche, ob sich unter allen denjenigen
recllen Zahlen x,20, ..., x,20, fir die
x;+...x,=1 gilt, auch solche befinden, fiir
die der Wert von x3+...x3

a) moglichst groB

b) moglichst klein

ist. Ist dies der Fall, so ermittle man diesen
groBten bzw. kleinsten Wert!

6A. Es sei (a,)(n=0, 1, 2, ...) eine Folge
reeller Zahlen, fir die ap,=0 sowie a3,

=%af,—1 fir alle n=1, 2, ... gelte.

Man zeige, daB es dann eine positive reelle

Zahl g <1 gibt, so daBfiir alle n=1, 2, ...
|Gn+1—an| Sq|an—an-1|

gilt, und gebe cine derartige reelle Zahl g an!

6B. Ist AABC ein Dreieck, so bezeichne

A’ den Bildpunkt von A bei Spiegelung an der

Geraden durch B und C,

B’ den Bildpunkt von B bei Spiegelung an der

Geraden durch C und 4, ’

C’ den Bildpunkt von C bei Spiegelung an der

Geraden durch A4 und B.

Mit diesen Bezeichnungen beweise man: Ge-

nau dann ist' A4'B'C’ ein zu AABC ihnliches

Dreieck — mit jeweils A, A’ bzw. B, B’ bzw.

C, C' als entsprechenden Ecken —, wenn

AABC gleichseitig ist!

Losungen
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1. Angenommen, es gibt eine Dirks Angaben
entsprechende Verteilung der Getranke aul
die GefdBe. Dann gibt es — da die Kanne nach
dem Umstellen zwischen zwei anderen Gefé-
Ben steht, wobei das TeegefiB jeweils un-
mittelbar links, das MilchgefdB unmittelbar
rechts neben der Kanne steht —, genau die
nachfolgend angegebenen drei Moglichkeiten
fiir die Reihenfolge der GefiBe:

)
Flasche Kanne Krug K Tasse Becher
Tee Milch
@
Flasche Krug Kanne Tasse Becher
Tee Milch
) -
Flasche Krug Tasse Kanne Becher
Tee Milch

Die Mdglichkeiten (1) und (3} scheiden aus,
da sie der Angabe widersprechen, daB sich in
dem in der Mitte stehenden GefiB Kalfee be-
findet.

Somit verbleibt nur die Moglichkeit (2), und
dabei ist nach der eben genannten Angabe die
Kanne mit Kaffee gefiillt. Hiernach und da
auferdem das LimonadengefdB unmittelbar
neben dem MilchgefdB steht, verbleibt als
einzig mogliche mit Dirks Angaben iiber-
einstimmende Verteilung die folgende:

Die Flasche enthdlt Most, der Krug Tee, die
Kanne Kaffee, die Tasse Milch und der
Becher Limonade. Fiir die Verteilung treflen
alle von Dirk gemachten Angaben zu. Sie ist
daher die einzige Verteilung der gesuchten
Art.

2. Es'seien B, y die GréBen von £ ABC bzw.
¥BCA. Die Beriihrungspunkte von k mit
den Verldngerungen von AC bzw. AB seien Q
bzw. R (siehe Bild).

Dann gilt fiir die Nebenwinkel von ¥ ABC
bzw. ¥ ACB:
¥ CBR=180°—f und ¥BCQ
=180°—y.



Da M, als Mittelpunkt eines Kreises, der bei-
de Schenkel des Winkels « CBR beriihrt, auf
der Halbierenden dieses Winkels liegt, gilt:

@

Entsprechend gilt {BCM=90°—%. A

Daraus folgt nach dem Satz iiber die Summe
der Innenwinkel, angewandt auf das Dreieck
BM.C:

xBM,C=180°— (90° —g)

2
Nach dem gleichen Satz, angewandt auf das
Dreieck ABC, gilt:

_(o0e_?\_B .7
90 2)_2+.

B+y=180°—a,
B .7 _one @ .
also §+§—90 5> Woraus dann

{BM,C=90°—; folgt.

3. I. Angenommen, es gibt eine Gerade g, die
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt. Daon
schneidet sie die Schenkel des gegebenen Win-
kels in Punkten, die mit B bzw. D bezeichnet
sind, und es ist ferner P Mittelpunkt von BD.
Der Scheitelpunkt des Winkels sei 4. Dann
gibt es genau einen Punkt C auf dem Strahl
von A durch P, so daB P Mittelpunkt der
Strecke AC ist. Daher halbieren sich die
Strecken BD und AC, d’h, das Viereck
ABCD ist ein Parallelogramm.

Folglich kann eine Gerade g nur dann alle
Bedingungen der Aufgabe erfiillen, wenn sie
durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

II. (1) Man zeichnet vom Scheitelpunkt A des
gegebenen Winkels einen Strahl durch P, aul
dem man von A aus eine Strecke der Linge
24P abtrigt. Ihr anderer Endpunkt sei C
genannt.

(2) Durch C zieht man die Parallelen zu den
Schenkeln des gegebenen Winkels. Ihre
Schnittpunkte mit den jeweils anderen Schen-
keln seien B bzw. D.

(3) Man zeichnet die Gerade g durch B und D.
I11. Jede so konstruierte Gerade g erfiillt alle
Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion gilt AD | BC
und AB || CD sowie AP = PC. Folglich ist das
Viereck ABCD ein Parallelogramm und P der
Mittelpunkt seiner Diagonalen AC. Daher
geht auch die andere Diagonale BD durch P
und wird von P halbiert.

IV. Da die Konstruktionsschritte (1). bis (3)
stets eindeutig ausfiihrbar sind, gibt es genau
eine Gerade der geforderten Art.

4. In der Ausgangslosung befinden sich genau
4% der gelosten Substanz, das ist bei 25 kg
Losung genau 1 kg.
Diese Menge stellt nach dem Entzug einer
Wassermenge genau dann 109, der neuen
Lésung dar, wenn die neue Losung insgesamt
10 kg umfaBt.
Somit - betriigt genau dann, wenn man der
Ausgangslosung 15 kg Wasser entzogen hat,
sein Anteil 90°;, wie es gefordert war. Zu er-
mitteln ist demnach, wieviel Prozent von
24 kg Wasser 15kg Wasser sind. Fiir diesen
gesuchten Prozentsatz x gilt die Beziehung
x:100%,=15:24
x=130y~625%
Demzufolge sind 62,59, des in der Aus-
gangslosung enthaltenen Wassers dieser Lo-
sung zu entziehen, um eine neue Losung mit
909, Wasseranteil zu erhalten. -

und damit

5. Bs sei M der Mittelpunkt des Umkreises

-des Dreiecks ABC. Wir unterscheiden nun

die folgenden beiden Fille:
(a) M liegt im Innern oder auBerhalb des Drei-
ecks ABC;
(b) M liegt auf einer der drei Seiten des Drei-
ecks ABC.
Im Falle (a) sind ABM, BCM und ACM
nichtentartete Dreiecke. Wegen MA=MB
=MC=r gilt daher nach der Dreiecks-
ungleichung stets
(1) 2r=MA+MB>AB,
0 2r=MA+MC>AC,
(3) 2r=MB+MC>BC.
Durch Addition erhilt man daraus
@) 6r>AB+AC+BC=uy,also
u

r>e.
Im Falle (b) entartet genau eines der drei be-
trachteten Dreiecke zu einer Strecke; an die
Stelle genau einer der drei Ungleichungen
tritt daher die entsprechende Gleichung. Auch
in diesem Falle erhilt man aus dieser Glei-
chung und den beiden restlichen Ungleichun-
gen durch Addition die Ungleichung (4). Da
mit (a), (b) eine vollstindige Fallunterschei-
dung getroffen wurde, ist damit der geforderte
Beweis erbracht.

6. Angenommen, eine rationale Zahl a habe
die genannte Eigenschaft. Dann gilt

a-|a| =a+|a|. 1)
Fiir die Zahl a trifft nun genau einer der fol-
genden zwei Fille zu:

1.Fall: a20.
Dann gilt | a|=a, also folgt aus (1)
a*=2a. 2

Hiernach verbleiben im 1. Fall nur die Mog-
lichkeiten, daB entweder a=0 gilt, oder falls
a=+0 ist, aus (2) weiter a=2 folgt.

2.Fall: a<0.

Dann gilt |a|=—a, und es folgt cinerseits
a-|a|=+0, andererseits a+ |a| =0. Die An-
nahme, daB a die Eigenschaft (1) hat, fiihrt
somit im 2. Fall auf einen Widerspruch.
Folglich kénnen nur die beiden Zahlen 0 und
2 die genannten Eigenschaften haben. Tat-
sichlich gilt 0. 0=0+0 sowie 2-2=4=2+42.
Also sind genau die Zahlen 0 und 2 die ge-
suchten Zahlen.

Olympiadekilasse 8

1. a) Nach dem Satz iiber die Innenwinkel-
summe, angewandt auf das Dreieck ABC,
gilt )
y=180°—a—f=180°—70° —80°=130".
Folglich gilt

) =%(70° +80°—30%)=60°,
P =%(30° +30° =70°)=20°,

n= %(30° +70°—80°)=10°.

b) Da die Dreiecke ABP, BCP und CAP
nach Voraussetzung gleichschenklig sind, gilt
laut Basiswinkelsatz

¥ PBA= XPAB=3,

¥PCB= ¥ PBC=g¢,

XPAC=%PCA=n.
Da P im Inneren des Dreiecks liegt, folgt
hieraus

a=3+1,

B=b+¢,

y=¢+n, also

a+f—y=24,

5=%(a+ﬂ—y) und analog

! .
e=5(f+y-a),

1
n=5(+a—p).
2.a) (1) Man konstruiert eine Strecke AB',

deren Linge das Dreifache einer beliebig ge-
wihlten Linge ¢ ist.

J
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Mit Troll auf Du und Du

Augenmal

Die Figur soll in vier gleiche Teile zerlegt werden.
Dabei sollen in jedem Stiick je zwei der drei ver-
schiedenen Tiere sein.

o | X
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XU X|X|X &
P
x| X L
| |S&K|<€9
x| (Al |&|&

Irrgarten

Wer findet am schnellsten den Weg von 4 nach B?

v

Miihleaufgabe

WeiB gewinnt mit dem 5. Zug.

1 F; if

: 3 ;
10 n L]
‘19
|, .

Unauffillig

Oben ist der bekannte Schauspieler X in seiner Rolle
als Faust zu sehen. Nach dem Verlassen des Theaters
befindet er sich unerkannt in der Menschenmenge.
Wer findet ihn heraus?
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Augen auf!

Welcher SchattenriB gehort zu welcher Figur?

Einsatz

Wie miissen die Zahlen von 1 bis 17 eingesetzt werden,
wenn im Mittelkreuz sich jeweils 45 und auch in den
beiden Diagonalen 45 ergeben (12 wurde bereits ein-
gesetzt)?

Mit List und Liebe

Wie muB eine Wandergruppe ihren Weg lenken, wenn
sie in 4 beginnt, alle Planquadrate besucht, aber nie-
mals den Weg kreuzt oder gar ein Feld doppelt be-
sucht? Erreichen die Touristen B?

B

Sachverstand

Es sind noch die Zahlen 2 bis 19 so einzusetzen, dal
sich in der Mittelwaagerechten und den beiden Diago-
nalen jeweils 50, dagegen in allen anderen Linienver-

-bindungen nur 43 ergeben.

Wandert, Freunde

...von 1 zur Zielzahl 118 — iiber 11 Stationen — aber
lauft euch keine ,,Zahlenblasen*, versucht es mit Ad-
dieren!.

= 1)4|33]6 |6Q
9 |10 8 |99|44|55
71/68|11]2 1203
45|77 66 [100| 17| 13
Wel15[12{ 7 |21]5

® | Hor mal®, sagt ein Junge zu seiner Schwester, ,,die
Hilfte von deiner Apfelsine muBt du mir abgeben.
,Warum?“ | Wenn ich dich nicht am Zopf gezogen
hitte, dann héttest du nicht geweint und Mutti hétte
dir keine Apfelsine gegeben.*

Endspurt

Acht Pferde sind am Start mit den Nummern 1 bis 8
(Bild 4). Welches Pferd siegt um Nasenldnge (Bild 8)?




"(2) In B’ trigt man an den Strahl aus B’ durch
A einen Winkel der GroBe 35° an.

(3) Auf seinem freien Schenkel trigt man von
B’ aus diejenige Strecke B'C’ ab, deren Linge
das Zweifache von ¢ ist.

(4) Man konstruiert den Strahl s, der den
Winkel ¥ B’AC’ halbiert.

(5) Auf s trigt man von A aus die Strecke AD
der Linge 6 cm ab.

(6) Man konstruiert die Parallele durch D zu
B'C'. Sie schneidet den Strahl aus A durch B’
in einem Punkt B ind den Strahl aus 4 durch
C' in einem Punkt C.

b) Ist AABC auf diese Weise konstruiert, so
folgt:
Nach (6) ist BC | B'C’, also
¥ ABC= £ AB'C’ (Stufenwinkel an
Parallelen)
a=135° (nach (2)).

Nach (4) ist AD Halbierende des Winkels
¥B'AC’, der wegen (6) mit dem Winkel
% BAC zusammenfillt. Ferner hat AD nach
(5) die Linge 6cm. Nach einem Teil des
Strahlensatzes gilt wegen BC || B'C’
BC:AB=B'C : AB und daher nach (1), (3)

= 2t:3

2:3.

Damit sind alle geforderten Eigenschalten
fiir AABC nachgewiesen.

3. Jiirgen habe x leere Flaschen mitgenom-
men, er habe y Plennig zuriickerhalten. Somit
bezahlte Jiirgen einen Betrag von 30x—y,
und er erhielt dafiir x—7 volle Flaschen zu
0,51 M. Es gilt folglich:

(1) 30x—y=>51(x—7) mit 0<y<5l, da Jiir-
gen im Falle y=51 noch weitere Flaschen
erhalten koénnte und im Falle y =0 kein Geld
herausbekdme. Aus (1) erhélt man:
y=357-21x=7(51-3x), also 0<51—-3x<

2. Aus 0< 51 —3x folgt x<17. Aus 51 —3x <

7
% folgt 3x>6—'7ﬂ, also x>12—2> 14. Daher
verbleiben nur die Moglichkeiten x =15 und
x=16.

Fiir x=15 gilt y=42 und Rir x=16 folgt
y=21

1. Moglichkeit: Jiirgen hatte 15 leere Flaschen
mitgenommen, das entspricht 4,50 M Pfand-
geld. Er kaufte 15— 7 =8 Flaschen Brause und
muBte dafir 408 M bezahlen. Er erhielt
0,42 M zuriick, woliir er keine weitere Flasche
Brause kaufen konnte.

2. Méglichkeit : Jiirgen hatte 16 leere Flaschen
mitgenommen, das entspricht 4,80 M Pfand-
geld. Er kaufte 16 — 7=9 Flaschen Brause und
muBte dafiir 4,59 M bezahlen. Er erhielt
0,21 M zuriick, wofiir er ebenfalls keine wei-
tere Flasche Brause kaufen konnte.

VI

4. Die natiirlichen Zahlen p—1, p, p+1 sind
drei aufeinanderfolgende Zahlen. Von diesen
ist genau eine durch 3 teilbar. Die Zahl p
kann dies als eine Primzahl p> 3 nicht sein,
also muB es eine der Zahlen p—1, p+1 sein.
Folglich ist das Produkt (p—1) (p+ 1) durch 3
teilbar. *

Da p cine Primzahl und groBer als 3 ist, ist p
ungerade; p— 1 und p+ 1 sind daher zwei auf-
einanderfolgende gerade Zahlen. Von diesen
Zahlen ist stets genau eine durch 2 und die
andere durch 4 teilbar. Folglich ist das Pro-
dukt (p—1) (p+ 1).durch 8 teilbar. Da 3 und 8
teilerfremd sind, ist somit (p— 1) (p+ 1) durch
3-8=24 teilbar, w.z.b.w.

5. Angenommen, beim Zusetzen von x Litern
429%;iger Salzlosung zu den 2 Litern 109 iger
Salzlsung bilden dic entstehenden (x +2) Li-
ter eine 30%;ige Salzlosung.
Es gilt dann:
2 Liter 10%ige Salzlosung enthalten

" 0,20 Liter Salz
x Liter 42%/ige Salzlosung enthalten

0,42x Liter Salz

. (x+2) Liter 30%;ige Salzlosung enthalten

0,30(x +2) Liter Salz.
Da die Salzmenge im Losungsgemisch stets
gleich der Summe der Salzmengen in den ge-
mischten Lsungen ist, muB gelten:
0,20+ 0,42x =0,30(x +2)
20+42x=30x+60

12x=40
x-—&
3

Man muB also ? Liter 42%ige Salzlésung

zusetzen, um die geforderte 30%;ige Salz-
16sung zu erhalten. )
Probe: Man erhilt als Mischung
2 Liter + ? Liter =13—6 Liter
einer Losung mit folgendem Salzgehalt:
2 Liter 10%;ige Salzlosung enthalten
0,20 Liter Salz
10 . .
TO Liter 42%;ige Salzlosung enthalten
1,40 Liter Salz
Das sind zusammen 1,60 Liter Salz.

16 . L .
Von T6 Litern Gesamtfliissigkeit sind diese

1,60 Liter Salz aber 1,60 ? 100%¥30%,

wie es verlangt war.

6. Es sei M der Mittelpunkt des Umkreises,
D der FuBpunkt der auf AB senkrecht stehen-
den Hohe und E der Schnittpunkt der Ver-
lingerung von CM iiber M hinaus mit dem
Kreis k. Da AABC spitzwinklig ist, liegt D
zwischen A und B, und E ist von A und B
verschieden. Die Dreiecke CBD und CEA
sind einander #hnlich, da sie in den rechten
Winkeln % CDB und % CAE (Satz des Tha-
les) sowie in den Winkeln ¥ ABC und
¥ CEA (Peripheriewinkel iiber dem gleichen
Bogen) iibereinstimmen. Ahnliche Dreiecke

stimmen in den Verhiltnissen gleichliegender
Seiten iiberein, deshalb ist
d:a=b:h,also

a-b
d—T, w.z.b.w.

C

Olympiadekiasse 9

1. Angenommen, es gibe reelle Zahlen g, b, c,
d, fiir die ab —cd %0 gilt und zugleich die Aus-
sage, daB a® +b? >0 oder ¢ +d? > 0 sei, nicht
zutrifft. Dann wire fir diese Zahlen weder
a®+b*>0noch c2+d?>0.

Da fiir reelle a, b stets a> +b?=0 gilt, wobei
das Gleichheitszeichen nur fir a=b=0 zu-
trifft, miiBte demnach a=b=0 sein. Ebenso
folgt ¢c=d=0. Also ergibe sich ab—cd=0,
im Widerspruch gegen ab—cd +0.

Wegen dieses Widerspruchs ist die eingangs
gemachte Annahme falsch; damit ist.der ge-
forderte Beweis erbracht.

2. Man beweist die folgenden Behauptungen

(1), @)

(1) Es gibt 6 aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen, von denen jede als Quersumme eine
nicht durch 4 teilbare Zahl besitzt.
(2) Fiir jede natiirliche Zahl n>7 gilt: Unter
je n aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
gibt es eine, deren Quersumme durch 4 teilbar
ist. .
Beweis zu (1)::Zum Nachweis geniigt die An-
gabe eines Beispiels. Ein solches bilden etwa
die 6 aufeinanderfolgenden Zahlen

997, 998, 1000, 1001, 1002;
denn ihre Quersumme 25, 26, 27, 1, 2, 3 sind
simtlich nicht durch 4 teilbar.
Beweis zu (2): Es sei n irgendeine -natiirliche

" Zahl, die groBer oder gleich 7 ist. Fiir je n

aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen gilt
dann: Ist a die kleinste unter ihnen, so kom-
men wegen n2>7 unter ihnen mindestens die
Zahlen a, a+1, ..., a+6 vor.

Es gibt nun nur folgende Moglichkeiten:

I) Die Einerziffer x von a ist eine der Ziffern
0, ..., 6. Ist dann s die Summe aller Zillern, die
in a vor der Einerziffer stehen, so haben a,
..., @+ 3 die Quersumme s+x, s+x+1, s+x
+2,5+x+3.

Da dies 4 aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen sind, befindet sich unter ihnen eine

--durch 4 teilbare Zahl.

1I) Die Einerziffer von a ist eine der Ziffern
7,8,9. Dann hat die Zahl g + 3 als Einerziffer y
eine der Ziffern 0, 1, 2. Ist ¢t die Summe aller
Ziffern, die in a+ 3 vor der Einerziffer stehen,
so haben a+3, ..., a+6 die Quersumme
t+y, t+y+1L,t+y+2,t+y+3.



Da dies 4 aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen sind, befindet sich unter ihnen eine
durch 4 teilbare Zahl.

Aus den somit bewiesenen Behauptungen
(1), (2) ergibt sich: .
Die in der Aufgabenstellung genannte Aus-
sage ist wahr fiir n=6, sie ist falsch fiir jede
natiirliche Zahl n27. Daraus folgt: Die ge-
suchte Zahl lautet 6.

3. Die Kantenlinge des gegebenen Wiirfels
sei a. Es seien F und F' zwei benachbarte
Seitenflichen dieses Wiirfels; ihre -Mittel-
punkte seien M bzw. M’, die Kante, die F
und F” als benachbarte Seitenflichen gemein-
sam haben, sei s. Bei einer Verschiebung

(parallel zu s um den Betrag g) gehen M,

M’ in die Mittelpunkte N, N’ zweier benach-
barter Seitenkanten eines Quadrates der Kan-
tenlinge a iiber. Daher hat das Oktaeder die
Kantenlidnge

b=M_M'=W=§1/§.

Das Oktaeder 14Bt sich in zwei vierseitige
Pyramiden mit einem Quadrat der Kanten-

lange b als Grundfldche und g als Lange der

zugehorigen Hohe zerlegen; daher betrigt das
Oktaedervolumen

V1=2'1-b2~

=2- Vi

NIR IR
=

a? a®
e

W] = W

Weiter seien die Flichen der Dreiecke ABC
und ABC’ zwei benachbarter Seitenflichen
des Oktaeders; ihre Schwerpunkte seien S
bzw. §'; die Mittelpunkte von AC bzw. AC’
seien D bzw. D’. Dann teilen S bzw. S’ die
Strecken BD bzw. BD’ im Verhiltnis 2:1,
nach dem Strahiensatz (einschlieBlich Um-

"kehrung) folgt SS' | DD’ und W=§_D_D’.

Ist ferner A’ die gegeniiberliegende Oktaeder-
ecke zu A, so ist ACA'C’ ein Quadrat der

Kantenldnge b, also gilt ﬁ=%]/§ -b. Daher

hat der zweite Wiirfel die Kantenlinge 35’

=§ : %[/5 -b =%]/§ : gl/.;.=g und folglich

a® 1 .
das Volumen V; =35=57 V;. Somit gilt
11
VI:V2_1%=1:6:ﬁ=54:9:2.

4. Die Linge der Hypotenuse sei ¢. Der FuB-
punkt der von ¢ auf AB gefillten Hohe sei D.
O.B.d.A. gilt dann AD:DB=1:3,

— 1
also AD —Zc.
Daraus folgt nach dem Kathetensatz
AC?=c-& ac=°
AC*=c¢ g also AC >
Spiegelt man das Dreieck ABC an BC, so

entsteht das Dreieck 44'B, wobei A’ das Bild
von A ist. Fiir die Seiten dieses Dreiecks

gilt H=2-§=c, AB=AB=c.

Das Dreieck AA'B ist also gleichseitig, folg-
lich gilt )

X A'AB= xCAB=60".
Die GroBe des einen der bei A bzw. B liegen-
den Innenwinkel des Dreiecks ABC betrigt
also 60°, die des anderen daher 30°. d

5. LdBt p bei Division durch 30 den Rest 7,
so ist r eine natiirliche Zahl mit r <30, fir
die p=30n+r mit natiirlichem n gilt. Ist dabei
n=0, so ist r=p Primzahl. Ist n2 1, so ist r
kein Vielfaches von 2, 3 oder 5; denn wire
dies der Fall, so wire p durch 2, 3 bzw. 5
teilbar und zugleich grofBer oder gleich 30,
also keine Primzahl. Jede natiirliche Zahl
r <30 aber, die nicht Vielfaches von 2, 3 oder
5 ist, ist entweder 1 oder eine Primzahl. (Dies
erkennt man durch aufzihlendes Probieren
oder folgendermafen:

Wenn eine natiirliche Zahl r weder 1 noch
Primzahl noch Viellaches von 2, 3 oder 5 ist,
so ist sie das Produkt mindestens zweier
Primzahlen, die simtlich groBer oder gleich 7
sind, also gilt-dann r=49> 30.)

Damit ist die Behauptung in jedem Falle
bewiesen.

6. Die Strecken A;B;, A;C, schneiden BC
in je einem Punkt Q bzw. R, die Strecken
A;B;, C,B, schneiden AC in je einem
Punkte S bzw. T. Mit diesen Bezeichnungen
sind Fy, F, die Dreiecksllichen (4, QR) bzw.
(SB,T), und wegen ihrer Entstehung.bei den
genannten Verschiebungen gilt

AiQ| SBs, QR | BoT, RA, || TS. (1)

Da T, Q, R nicht auf einer geméinsamen
Geraden liegen (und dasselbe fiir B;, Q, R

gilt, also insbesondere R+T sowie Q=+ B,.

ist), sind die durch R, T gehende Gerade g
und die durch Q, B, gehende Gerade h (je-
weils eindeutig bestimmt und) voneinander
verschieden.

I)Ist g || h, so [olgt hieraus und aus (1), daB
RTB,Q ein Parallelogramm ist. Es gibt daher
eine Verschiebung, die R in Tund Q in B,
iiberfiihrt.

II) Ist g h, so haben g und h genau einen

“und

Punkt Z (+ ‘R, T, By, Q) gemeinsam. Die-
jenige Streckung mit Z als Zentrum, die R in
T iiberfiihrt, fiihrt Q in den Schnittpunkt von
h mit der Parallelen durch T zu RQ iiber,
also nach (1) in den Punkt B,.

Die in (I) bzw. (II) genannte Verschiebung
bzw. Streckung fiihrt die Gerade durch @, 4,
in die zu ihr parallele Gerade durch B, iiber,
also wegen (1) in die Gerade durch B,, S.
Ebenso fiihrt diese Verschiebung bzw. Strek-
kung die Gerade durch R, A4, in die Gerade
durch T, S iiber. Dabher fiihrt sie 4, in § und
somit insgesamt die Fliche F, in die Fliche
F, iiber, w.z.b.w.

Olympiadeklasse 10

1. Setzt man in der gegebenen Gleichung
nacheinander x=0, x=3, x= -3, so erhilt
man:

0-f2) =-9-£(0), alsof(0) =0
3-f(5) = O0-f(3), alsof(5) =0
=3:-f(-1)= 0-f(-3) alsof(—1)=0.

Die Funktion f hat mithin mindestens die
drei Nullstelien
x0=0,x;=5,x2=—1.

2. A) Ein Dreieck ABC sei gleichseitig, d. h.,
es gelte AB=AC = BC. Der Mittelpunkt von
AB sei M. Dann gilt nach dem Kongruenz-
satz sss:
AAMC= ABMC.
Also gilt X ACM = XBMC, d.h., die Seiten-
halbierende CM ist auch Winkelhalbierende.
Entsprechend beweist man die gleiche Aus-
sage fiir eine der anderen Seitenhalbieren-
den.
B) In einem Dreieck ABC sei M der Mittel-
punkt von 4B, und die Seitenhalbierende CM
sei auch Winkelhalbierende. Dann gilt
AM=MB W
*xACM = £MCB. (2)
Die Parallelen zu AC durch B und zu BC
durch A schneiden sich in einem Punkt C’,
und hierfiir ist AC'BC ein Parallelogramm.
Wegen (1) und da sich die Diagonalen im
Parallelogramm halbieren, geht CC’ durch M.
Somit sind ¥ MCB und ¥ AC'M Winkel an
geschnittenen Parallelen und daher einander
kongruent; hiernach und wegen (2) gilt
XACM =% ACM.
Also ist das Dreieck AC'C gleichschenklig
mit AC=AC. Hieraus und aus AC' =CB
folgt AC=BC. 3)
Analog zeigt man: Ist etwa die Seitenhalbie-
rende durch B auch Winkelhalbierende, so
folgt AB=CB. @
Aus (3) und (4) folgt die Gleichseitigkeit von
AABC.

3. Fiir jede reelle Zahl q gilt
a’— 3a+ 2=(a—1)(a-2),
a’*- Sa+ 6=(@—2)(a-3),
a*— Ta+12=(a-3)(a—9),
a’— 9a+20=(a—4)(a—5),
a*—11a+30=(a—5)(a—6),
a*—13a+42=(a—6)(a—7),
a*— 8a+ 7=(@—1)(a-7)

VII



Daher sind die Terme auf beiden Seiten der
gegebenen Gleichung genau.dann definiert,

wenn a keine der Zahlen 1, 2, ..., 7 ist. Triflt
dies zu, so gilt ferner fir k=1, ..., 6

1 1 1
@—Ra—(+0)  a—k a1

Also ist fiir reelles a# 1, 2, ..., 7 die gegebenc
Gleichung genau dann erfiillt, wenn
1 I ala+9)
a—1 a-7 a®2=8a+171
oder, fur reelles a+1, 2, ..., 7 gleichbedeu-
tend hiermit,
—(@—=T+@-1)_ a—5u
(@a-1)(a-7)

T a’—8a+7T
6 _ a*+5a

a?=8a+7 a*—8a+7T

a’+5a—-6=0
gilt. Da die letztgenannte Gleichung genau
die reellen Losungen a=1 und a= —6 hat.
ist sie fiir reelles a1, 2, ..., 7 dquivalent mit
a= —6. Also erfiillt genau diese Zahl die Be-
dingungen der Aufgabe.

4. Es gibt genau 6 Moglichkeiten, die dre

Gegenstinde b (Ball), r (Ring), w (Wiirfel) aul

die drei Schiiler A (Achim), B (Bernd), D
(Dirk) zu verteilen. Aus der Definition der
Alternative bzw. Konjunktion ergibt sich:

ABD wahre falsche
Aussagen  Aussagen
brw 1,2.3 @
b wr 2.4 1.3
rbw (1),(2) (3).@
rwhb 1, (3@
wbr (1),42) (3).@
wr b (1 2.0, 4

Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB a) und ¢!
nicht méglich sind, aber b), ) und d).

5. Fiir alle reellen a, b, c, d sind genau dann
die geforderten Bedingungen erfiillt, wenn [uir
sie die folgenden Gleichungen (1) bis (4)

gelten: d=10, ()
a+ b+ c+d=12, )
8a+4b+2c+d= 4, 3
27a+9b+3c+d= 1. 4

I) Wenn (1) bis (4) fur reelle a, b, ¢, d erfillt
sind, so folgt durch Einsetzen von (1) in (2).
(3) und (4):
a+ b+ ¢c= 2,
c= 2—a-b,
8a+4b+2c=—6,

also (O]

also 4a+4+2b+ ¢c=-3, 6
27a+4+9b+3c=-9,
also 9a+3b+ c=-3. @

Setzt man (5) in (6) und (7) ein, so erhilt man
3a+ b= -5,also b=—5-13aq, 8)
8a+2b=-5. )

Durch Einsetzen von (8) in (9) folgt 2a=S5,

woraus man

5

2

erhilt. Aus (10) und (8) ergibt sich

25
b=— 5
Daraus und aus (10) und (5) folgt

a=

(10)

(1

VIII

5 25

c=2 —§+ 7,
also ¢=12. (12)
Daher konnen nur die in (10), (11), (12), (D)
genannten Zahlen die Gleichungen (1) bis (4)
erfiillen.
11} Wie man durch Einsetzen dieser Zahlen
in (1) bis (4) zeigen kann, erfiillen sie diese
Gleichungen.
Die gesuchten Zahlen lauten somit a=f.

he-B 12, d=1 )
’—_'7.(— 5 =10.

v
6. I. Angenommen, ein Dreieck ABC erfiillt
die Bedingungen der Aufgabe. Ist H der
Mittelpunkt von AB, so teilt S die Seiten-
halbierende CH im Verhiltnis 1 :2, also liegt

H im Abstand m=% SC auf der Verlinge-

rung von CS. Ferner liegt M als Mittelpunki
des Umkreises auf der Mittelsenkrechten von
4B. MH verlduft also senkrecht zu AB.
SchlieBlich liegen A und B auf dem Umkreis.
d.h. dem Kreis um M durch C. Daraus [olgt.
daf ein Dreieck nur dann den Bedingungen
der Aufgabe geniigt, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

I1. (1) Man trdgt an CS in S aufl der Ver-
liingerung von CS iiber S hinaus die Strecke

der Linge %ﬁ an; ihr zweiter Endpunkt
sei H.

{2) Man konstruiert die Gerade durch H, die
auf M H senkrecht steht.

(3) Man zeichnet den Kreis um M durch C.

Schneidet er die nach (2) konstruierte Gerade
in zwei Punkten, so seien diese 4 und B
genannt.

I11. Beweis, daB jedes so konstruierte Dreieck

1BC den Bedingungen der Aufgabe geniigt:"

Ml ist der Mittelpunkt des Umkreises des
Dreiecks ABC,da A, B und C nach Konstruk-
tion auf ein und demselben Kreis um M lie-
gen, Ferner gilt nach Konstruktion MA=MB
und ¥ AHM = £ BHM =90°,also ist AAHM
>~ ABHM (Kongruenzsatz ssw; dieser ist an-
wendbar, da ¥ AHM, xBHM als rechter
Winkel jeweils der lingsten Dreieckseite ge-
geniiberliegen). Somit gilt 4H =BH, folglich
ist CH Seitenhalbierende im Dreieck ABC.
Da sie nach Konstruktion durch S im Ver-
hiltnis HS:SC=1:2 geteilt wird, ist S der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des
Dreiecks ABC.

[V. Konstruktionsschritte (1) und (2) sind ein-
deutig ausfihrbar. Die Konstruktion ergibt
ferner, daB H im Innern des nach (3) kon-
struierten Kreises liegt. Also schneidet die
in (2) konstruierte Gerade diesen Kreis in

zwei Punkten. Da schlieBlich 4B senkrecht
zu M H verlduft und ¥ MHC <90° ist, liegt C
nicht auf der Geraden durch 4 und B. Also
existiert zu den gegebenen Punkten M, S, C
genau ein Dreieck ABC, das den Bedingun-
gen der Aufgabe geniigt.

Lésungen zu alpha-heiter 3/79:
Pfiffige Miidels
Marina ist jiinger.

Welchen Beruf haben sie?
Bauingenieur, Vermessungsfacharbeiter, Sta-
tistiker.

Kryptarithmetik
7. 7=49 20-5=15
. + b_ p— — —
3=12- 9 5-2=10
21+19=40 15:3=5

695540+ 32665= 728205
391+69451+972=70814

Mathematisches
Riitsel
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Zahlenpyramide

D=1;E=2;L=3,T=4,A=5.
12

112

1112

1111% =

111112 =

Labyrinth

Wer berichtet den Lesern der alpha iiber
mathematische Aktivititen im Rahmen der
Messe der Meister von morgen?



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

15 Jahre Bezirksklub
Junger Mathematiker
Bez. Neubrandenburg

Die I11. Olympiade Junger Mathematiker der
DDR (1964) war mit der 4. Stufe in Berlin ab-
geschlossen. Ohne besondereu Erfolg kchrte
die Neubrandenburger Marinschaft von die-
ser Olympiade zuriick. Da entwickelte sich
bei den Schiilern und Lehrern der Wunsch,
systematische Forderungen im Bezirk und
den Kreisen einzurichten. Es bildeten sich der
Bezirksklub (BJM) und nach und nach die
Kreisklubs (KJM) in den Kreisen.

Im BJM sind etwa 45 Pioniere und FDJler
der Klassen 7 bis 12 vereinigt. Durch gute
Leistungen bei der Bezirksolympiade muB
die Mitgliedschaft immer wieder neu erwor-
ben werden. Es ist eine Auszeichnung, Mit-
glied des BJM zu sein. Jahrlich werden sechs
Lehrginge an den Wochenenden oder in den
Ferien durchgefiihrt. Im Sommerlehrgang in
Malchow am Fleesensee hatten wir erstmals
10 Pioniere dabei, die gerade in K1. 6 gekom-
men waren. Jeder dieser Pioniere erhielt zwei
FDJler als Betreuer (siche Bild). Diese Be-
treuer halfen auch ihren Pionieren bei der
Vorbereitung der 8 Klausuren, die nach-
mittags geschrieben wurden. Gerlind Kiihn
aus Demmin erhielt am Ende des Lehrgangs
als Preis fiir den 1.Platz ein Paar Roll-
schuhe.

Die BJM-Mitglieder, die schon einmal bei
einer Bezirksolympiade dabei waren, erhiel-
ten jahrlich den Auftrag, eine selbst erdachte
Aufgabe von Olympiadetyp (mit Lésungs-
weg) zur Olympiade mitzubringen. Die inter-

essantesten werden am letzten Tag der Olym-
piade von den Verfassern in AG-Gruppen
behandelt. Seit 1970, also seit 10 Jahren, sind
insgesamt 390 Aufgabeh erdacht und aner-
kannt worden. Davon sind 272 mit ,,gut” oder
»sehr gut® bewertet worden. 140 Aufgaben
sind bereits im Bezirk veroffentlicht, z.B.
Mathematische Bldtter/Bez. Neubranden-
burg, 1972, ,,100 Aufgabefl von Jungen Ma-
thematikern“. Einige. wollen wir hier vor-
stellen. (Die Klassenangabe bezieht sich auf
den damaligen Zeitpunkt.)

Aufgaben fiir Klassen 5 bis 7

ala Uwe Briese, Burg Stargard, KI.6,
jetzt: Unteroffizier der NVA

Gegeben ist ein Quadrat mit der Seitenldnge
a=32cm. Es werden stindig die Mittel-
punkte der vier Seiten so verbunden, daB
:mmer wieder neue einbeschricbene Quadrate
‘nit den Seiten a,, a,, ... entstehen.

Welche Seitenldnge hat das zehnte so einbe-
schriebene Quadrat?

A2A Sabine Mamerow, Altentreptow,
KL 7, jetzt: Mathematiklehrerin -
Multipliziert man die Summe dreier natiir-
licher Zahlen mit der Summe zweier dieser
Zahlen, so erhilt man 72, 96 bzw. 120.

Wie lauten die drei Zahlen?
A3A H.-Ulrich Frommer,
K1. 8, jetzt: Offizier der NVA
Im Jahre 1971 wurde jemand nach seinem
Alter gefragt. Er antwortete: Vor 6 Jahren
war ich so alt wie es mein Enkel in 50 Jahren
sein wird. In einem Jahr ist mein Enkel so alt,
wie ein Siebentel der Dilferenz unser bei-
der Geburtsjahre.

Wie alt war der GroBvater? (Welche Angabe
ist iiberfliissig?)

A4 a Jirgen Prestin, Waren, Kl. 7, jetzt:
stud. math.

Man konstruiere das kleinste Quadrat, das
zwei einander beriihrenden Kreisen von je
2 cm Radius umbeschrieben werden kann'!

Neustrelitz,

Aufgaben fiir Klassen 8/9

A5a Marcus Kasner, Templin, KI. 8,
jetzt: Unterfeldwebel der NVA

Man beweise

a) Vonden auf S. 8 im Tafelwerk angegebenen
Zahlen n? sind 109 genau.

b) Der durchschnittliche prozentuale Fehler
aller Zahlen betrigt genau 0,025%;.

R. Neumann und seine
beiden Betreuer

im Sommerlehrgang
Malchow, 1978

\ur-q"‘r A1°
()

Bezlrk

® Ry
Sbrandent

A6 A Heino Rudolf, Waren, KI. 9,

jetzt: stud. math.

Vermehrt man das Produkt von vier aufein-
anderfolgenden geraden bzw. ungeraden Zah-
len um 16, so erhilt man stets eine Quadrat-
zahl. Man beweise beide Aussagen!

A7a Marlies Kolbatz, Gr. Quassow, K1. 9,
jetzt: Lehrling (BBS)

Die Summe aus der Summe der Quadrate
zweier Primzahlzwillinge und der Differenz
ihrer Quadrate 148t beim Teilen durch 24 stets
den Rest 2. (Fir P.-Zw. gilt p,—pi=2,
P1,p223)

Aufgaben fiir Klassen 10/12

A8aA Jiirgen RoBmann, Neubrandenburg,

K. 10, jetzt: stud. math.

Man beweise, daB

(@® +a")+2(a® +a®) + Ha* + a®) + 8(a* + a) fiir

jede natiirliche Zahl a durch 30 teilbar ist!
A9a MargittaRudolph, Neustrelitz, K111,

jetzt: Diplom-Mathematiker

Die 5. Potenzen zweier natiirlicher Zahlen |
m;, ma bestechen genau aus den Ziffern
m(1,3,3,3,3,59,9),m0,1,4,6,6,6,6, 7).
Welche der beiden Zahlen ist die groBere?
A10A Sabine Schlorfl, Neustrelitz, KI. 10,
jetzt: Diplom-Mathematiker

Es sind alle ganzzahligen x fiir die Funktion

f(x)=x2—9 an der Stelle xo zu bestimmen,
wobei gilt: f {f[f(x3+2x0)]} =72.

Ligsungshinweise

a? a?
> A =%
durch Umklappung von vier kongruenten
Dreiecken. ...Ajo=1cm?, a=1cm.

A2A Aufstellung der drei Gleichungen.
(x+y-+z) ist gemeinsamer Teiler von 72, 96,
120. ... (x, y, z)=(2, 4, 6). Probe.

A3A Opa x, Enkel y. x—6=y+50; y+1

AlAa A=d*A,= . ergibt sich

=% (1971 —y)— (1971 — x). Vereinfachen er-

gibt y=7, x=63. ... Probe. (Angabe 1971
unnotig)

A4a Eine der Diagonalen (AC) des Qua-
drates gehe durch die Mittelpunkte der Krei-
se, die sich in S beriihren. Man zeige, daB3
¥SBA=45°, £ SBM,=22,5°, £ SM,B=67,5°.
Daraus folgt die Konstruktion.

AS5A b)Beiden Endziffern 1 bis 9 ergeben
die Fehler bei den Quadraten 4-0,0001
+4-0,0004+0,0005. Bei 10 aufeinanderfol-
genden Quadraten sind dies 0,0025, bei
100 ist der Fehler 0,025.

A6A a(a+2)(a+4)(a+6)+16, acN fiihrt
zu (@® +b+c)? mit c=4, b=6a.

A7a Das Zusammenfassen der Quadrate
mit p;; ;=6n+1, n>0 ergibt 24(3n2 +n)+2.
Das Paar (3; 5) speziell untersuchen!

A8A Umformungzu

a(a+1) (a® +2)na* +(a* +4).
Fallunterscheidungen.

A9A my>my

Al0A xo1=1,x9,=—23 H.-Joachim Kerber
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Ein Blick in die Praxis:

Mathematik
und Forstwirtschaft

Wer das Wort Forstwirtschaft hort, denkt
dabei zuerst an die Jagd. Die Forstwirtschaft
hat aber noch eine Reihe anderer ‘Aufgaben
zu 16sen.

1. Holznutzung

Die Volkswirtschaft wird durch die planmi-
Bige Nutzung der Wilder kontinuierlich mit
Holz versorgt. Es konnen aber nur 609 des
Bedarfs aus eigenen Wildern gedeckt wer-
den, die restlichen 40°%, werden importiert.
Nutzung des Holzes: Zellstoffindustrie, Bau-
industrie, Spanplattenherstellung, Gruben-
holz.

2. Wildnutzung

Durch die Jager werden die Wildhandlungen
und die Gaststitten regelmaBig mit Wild be-
liefert. Schwarzwild, Rehwild und Rotwild
sind die Hauptlieferanten. Nicht zu unter-
schitzen ist die volkswirtschaftliche Bedeu-
tung der Bilge von Marder, Fuchs und Iltis.
Ein Teil der Trophéen, das sind Geweihe und
Gehorne, wird der Schmuckindustrie bzw. der
Knopfindustrie zugefiihrt.

3. Erholungsfunktion

Der Wald als Stitte der Erholung wird von
allen naturliebenden Menschen genutzt. Hier
sollen nur die Landschaftsschutzgebiete und
die Naherholungsgebiete erwiahnt werden.

4. Harznutzung

Eine der wichtigsten Rohstoffquellen des
Waldes finden wir im Harz der Kiefernwil-
der. Es wird fiir die chemische Industrie ge-
wonnen und findet bei der Herstellung von
Terpentin, Lacken und Farben Verwendung.
Die kosmetische Industrie und die Medizin
sind ebenfalls auf Naturharzeé angewiesen.
Die Harzung beginnt erst bei 90- bis 100jah-
rigen Kiefernwildern, wobei 1ha Kiefern-
wald mit etwa 300 Biumen jdhrlich etwa
600kg Harz liefert. Ein Wald kann etwa
10 Jahre fiir die Harzung genutzt werden.

Berufsméglichkeiten

Forstfacharbeiter fiir: Rohholzerzeugung,
Harzung, Traktorist, Motorsagenfiihrer;
Meister oder Ingenieur fir Rohholzbereit-
stellung oder im Bereich Technik. Der Beruf
»Ingenieur fiir Rohholzerzeugung“ entspricht
dem friiheren ,Revierforster”. Ausbildungs-
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stitten sind: Rabensteinfeld und Ballenstedt/
Harz als Fachschulen und- Tharandt als
Hochschule.

Aufgaben

Ein Festmeter (fm) ist ein Kubikmeter fester

Holzmasse. Der Rauminhalt eines stehenden

Stammes ldBt sich nach der Formel

J=g* H - fberechnen.

J: Rauminhalt in fm

g: Stammgrundfliche in m?, in Brusthohe
gemessen

f: die Formzahl, ein Reduktionsfaktor, der
als Niherungswert fiir Nadelholz mit
S =045 und fiir Laubholz mit f =0,5 an-
genommen wird. »

Die Hohe H stehender Baume kann mit dem

JForsterdreieck* ermittelt werden.

Al a Berechne den Rauminhalt einer Bu-
che, die 25 m Hohe und 30 cm Stammdurch-
messer hat!

Aus einem Stiick Fichtenholz von 10 kg Mas-
se konnen hergestellt werden:
0,5 m? Dielung

oder 6 kg Zeitungspapier
oder 800 Bogen Schreibpapier
oder 6 Flaschen Trinkbranntwein

A2 A Fichtenholz hat im Mittel eine Dichte
von 0,6 Eij Wieviel Fichten von 30 m Hohe

und einem Stammdurchmesser von 30cm
sind zur Herstellung einer Tagesauflage von
1000000 Zeitungen notig, wenn eine Zeitung
eine Masse von etwa 40 g hat?

A3 A Wieviel fm hat ein Mammuibaum,
der eine Hohe von 150 m und einen Stamm-
durchmesser von 10 m hat?

Ad4a Ein Kiefernwald von 27ha wird
8 Jahre lang fiir die Harzung genutzt.

Wie groD ist der Ertrag, wenn er 5% unter
den erwarteten Werten von 600kg je ha
jahrlich liegt?

Weshalb effektivere Holzwirtschaft?

Mit 17 Prozent am Rohstoffpotential der
DDR beteiligt, ist Holz [iir die Entwicklung
unserer Volkswirtschaft und zur Verwirklhi-

chung der Hauptaufgabe von groBer Be-
deutung. Man rechnet mit rund 4000 Einsatz-
gebieten, und der Bedarf steigt weiter an. In
unserer Republik erfassen die Waldbestinde
mit 2,8 Millionen Hektar 27 Prozent des
Territoriums. Pro Kopf der Bevolkerung ent-
fallen 0,17 Hektar Waldflaiche. Damit zihlt
die DDR zu den waldirmsten Lindern
Europas. Es kommt also daraufan, den Wald-
zuwachs durch komplexe Intensivierungs-
maBnahmen zu erhéhen und daraufl bedacht
zu sein, daB unser Naturreichtum Wald wirk-
samer fir die Steigerung des Nationalein-
kommens eingesetzt wird. Schon jetzt decken
wir ein Drittel unseres Holzbedarfs durch
Einfuhren aus der Sowjetunion und anderen
Lindern. Diese Importe lassen sich nicht
beliebig ausdehnen.

Deshalb wurden die Aufgaben zur Schaffung
entsprechender wissenschaftlich-technischer
Losungen fiir eine eflektivere Holzwirtschaft
in den Staatsplan Wissenschaft und Technik
aufgenommen. ’
Gegenwirtig werden nur 60 Prozent der
Holzsubstanz. eines Baumes der Verwertung
zugefiihrt. Moglichkeiten miissen gefunden
werden, um auch Kronen, Ast- und Stock-
holz zu nutzen. Mehr als 500000 Festmeter
Holz werden jihrlich noch verbrannt. Des-
halb bedarf es neuer Uberlegungen, um mehr
Holzreste zu verwerten. Holz und Holz-
erzeugnisse sparsam und klug einzusetzen
oder durch andere Werkstofle gleichwertig
zu ersetzen, also aus einem Festmeter Holz
mehr Endprodukte mit hohen Gebrauchs-
eigenschaften zu produzieren.

" Sehr viel ist noch fiir eine wirksamere chemi-

sche Verwertung des Holzes, die bessere Aus-
nutzung der natiirlichen Inhaltsstoffe zu tun.
Eine Tonne Holz ergibt zum Beispiel 170 bis
200 Liter Athanol fiir die Spirituosenproduk-
tion, wofiir sonst 700kg Getreide oder
1,7 Tonnen Kartoffeln eingesetzt werden miis-
sen. DaB imprignierte Schwellen gegeniiber
ungeschiitzten eine zehnfache Lebensdauer
haben, verdeutlicht den Wert wirksamer
HolzschutzmaBnahmen. Mit einem Wort:
Uberall wo Holz erzeugt, be- und verarbeitet
wird, sind strengere MaBstibe an die 6kono-
mische Nutzung dieses kostbaren einheimi-
schen Rohstoffes anzulegen.

Ursula Sonntag
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»Den vorgesehenen Plan der Holzeinsparung
konnten wir in diesem Jahr um 100 Prozent
iibererfiillen.“

Wildreichtum

Die Jiger der DDR bewirtschaften 8,9 Mil-
lionen Hektar Jagdfliche, die natiirlich auch
land- und forstwirtschaftlich genutzt wird.
Auf ihr kommen heute fast alle europiischen
Wildarten vor. Nach der letzten Zihlung, vor-
genommen im Friihjahr 1977, haben wir bei
uns folgende Wildbestinde zu verzeichnen:

Rotwild 28000
Damwild 15500
Rehwild 315000
Muffelwild 4200
Schwarzwild 48000
Hasen 198000
Wildenten 150000
Fasanen 62000
Rebhiihner 75000
GroBtrappen (geschiitzt) 250
Birkwild (geschiitzt)_ 300
Auerwild (geschiitzt) 200

Die geschiitzten Wildarten haben ganzjihrig
Schonzeit.

Weidmanns Heil!

Wihrend der Jagdsaison 1977 wurden bei-
spielsweise 21963 Stiick .Rotwild, 188188
Stiick Rehwild und 117128 Stiick Schwarz-
wild zur Strecke gebracht. Unser Bestand an
Rothirschen, Rehen und Wildschweinen ist
jedoch nach wie vor zu hoch. Deshalb ver-
stirken jetzt viele Jagdgesellschaften den
AbschuB, um dadurch VerbiBschiden an
land- und forstwirtschaftlichen Kulturen so-
weit wie méglich zu reduzieren.

Lésungen
Ala J=(0152-7-25-0,5
J=0,88fm

A2 A Rauminhalt einer Fichte: J=0,96 fm
Masse einer Fichte: m=576 kg
Da aus 10kg Fichtenholz 6kg Zeitungs-
papier hergestellt werden kann, kann man
aus einer Fichte also 346 kg Zeitungspapier
herstellen, das sind etwa 8655 Zeitungen zu
40 g. Fiir 1 Million Zeitungen benétigt man
demnach rund 115 Fichten dieser GroBe!
A3A Der Mammutbaum hat einen Raum-
inhalt von 5888 [m!
A4a Eswerden in den 8 Jahren 123120 kg
Harz gewonnen.

Eine Aufgabe —

verschiedene Losungen

In den letzten Heften der mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha haben wir interes-
sante Losungen von Schiilern zu Wettbe-
werbsaufgaben vorgestellt. Die Verdffentli-
chung von Losungsvarianten hat breite Zu-
stimmung unter unseren Lesern gefunden. In
unserem heutigen Heft stellen wir deshalb
wieder bei uns eingegangene vorbildliche
Ldsungen vor.

In Heft 6/77 wurde von uns folgende Aufgabe
gestellt:

Ma7 81693 Es sind alle gebrochenen Zah-
len x=§ zu ermitteln, fir die %<x <% und
b—a=12gilt!

In Heft 2/78 v.roffentlichten wir dazu fol- i
gende Losung:
Aus b—a=12 folgt b=a+12 und somit

a a1 a 1
x*——a_'_ o Nun gilt Z<—a+ 12<§, also
1

1o 8 yna -2 <l
4 a+12 a+12 3
3a<a+12, 12<3a und 2a<12, 4<a und
a<6.

Aus 4<a<6 folgt a=5. Es existiert genau
eine solche gebrochene Zahl; sie lautet

a+12<4a und

Sl

xX=

Unser Leser Ulrich Sperberg, Schiiler einer
7. Klasse der Theodor-Korner-Oberschule in
Freiberg, sandte uns [olgende Losung:

% so, daB der

Nenner jeweils um 12 groBer ist als der Zih-

Ich erweitere die Briiche % und

1 6 .
und I Nun gilt

. 1 4
ler und erhalte VT 3

16

4 a 6 . 5
ﬁ<a+_12<ﬁ’ folglich x =17
Ulrich hat eine knappe, aber prizise Losung
gefunden; ihm gilt unsere Anerkennung.

Unsere Leserin Silke Straubel, Schiilerin einer
7. Klasse der POS in KuBa, sandte uns [ol-
gende Losung:

a
b g
a b
113 Liow
1377
2
2 —
14 Z~014

3
3 15 E=—0,20
4
4 16 E=0,25
5
5 17 ﬁ~0’29
6
6 18 ﬁ~0,33
7
7 19 E~0,36
1 4 5 6 1 .
Wegen Z=T6<ﬁ<ﬁ—§ erfiillt nur die ge-
brochene Zahl x =1—57- die Bedingung der Auf-
gabe.

Silke hat durch systematische Untersuchung
aller moglichen Fille eine Losung gefunden,
die ebenfalls vorbildlich ist.

Was ist ein Karat?

Karat ist das MassemalB fur Juwelen, wie
z.B. Diamanten, Perlen und Edelsteine. Das
Kurzzeichen fiir diese MaBeinheit ist k, und
es gibt daliir keine Vorsitze, wie zum Beispiel
Milli-, Mikro- oder Dezi-.

Es wurde festgelegt:
1k=2-10"%kg(=0.2g)

Friiher wurde auch der Feingehalt des Goldes
nach Karat bestimmt. Das Karat gab an,
wie viele Vierundzwanzigstel reines Gold in
der Legierungsmasse enthalten sind. Auf

Tausendstel bezogen istdann 1 k= 41%"/00.

24 Karat £ Feingehalt 1000, d. h. vollig rei-
nes Gold;

14 Karat & Feingehalt 585, d.h. 585 Ge-
wichtsteile Gold sind in 1000 Ge-
wichtsteilen Legierung vorhan-
den;

8 Karat 2 Feingehalt 333, d.h. 333 Ge-
wichtsteile Gold sind in 1000 Ge-
wichtsteilen Legierung vorhan-
den.

Also gibt zum Beispiel der Stempel in
Schmuckgegenstinden den Feingehalt des
Goldes an.
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In freien Stunden il||l|IiI heiter

Nabil El-Solame,
aus NBI 10/78

Pfiffige Miidels

Zwei Freundinnen, Tanja und Marina, wurden gefragt :
,,Welche von euch ist jiinger? Die Midchen ant-
worteten mit einem Raétsel. Tanja sagte: ,,Vor zwei
Jahren war ich um zwei Jahre jlinger als Marina in
zwei Jahren sein wird.* Marina fiigte hinzu: ,,Und ich
bin erst in zwei Jahren um zwei Jahre ilter als sie vor
zwei Jahren war.*

Welche von den beiden ist jiinger?

aus: Nauka i Shisn, Moskau

Welchen Beruf haben sie?

INGE RUBIN, AUE T.STEIKT, RIESA

EVA S.SIGMAR-BENESCH

ERFURT
Fachlehrer D. Knape, Jessen
Kryptarithmetik
A - A =BC BK — E = AE
. + _ — .
D =EF— C E - B=AK
~ FE+ EC=BH AE :C= E
Christian Wiegand, Lutz Tietz, .
OS Steinheid (Kl.6) Dresden (12 Jahre)
MUTT ER DIE
+ KOMMT E<M +BIRNE T<N<B
U>K + IST
SOFORT —_—
SAUER

JindFich Pénéik, Prag, Musiker

8 Herr Ober, bringen Sie mir bitte ein Eisbein!*
,, Wiinschen Sie eins zu drei oder eins zu fiinf Mark ?*
,,Was ist denn da fiir ein Unterschied?*° ,,Zwei Mark,
mein Herr. . .*

A ,,Mein Kleiner, kannst du schon zdhlen?* ,,Ja, eins,
zwel, drei, vier, funf...* ,,Und weiter?* , Sechs, sie-
ben, acht, neune, zehn, Ober, Unter, Konig, As!*
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Mathematisches Riitsel

In die untenstehende Figur sind Worter der folgenden
Bedeutung — unabhingig von der angegebenen Reihen-
folge — einzutragen. Zur Erleichterung wird fiir jedes
Loésungswort in Klammern die Anzahl der Buchstaben
angegeben.

i

1. griechischer Buchstabe (5)

2. anderes Wort fiir ,,Stellung*‘ (4)

3. Einheit der Masse (5)

4. Abkiirzung fiir eine Zeiteinheit (3)

5. griechischer Mathematiker (Satz iiber Peripherie-
winkel im Halbkreis) (6)

6. norwegischer Mathematiker (1842 bis 1899) (3)

7. Senkrechte (3)

8. Grundbegriff der Mathematik (5)

OStR K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Die Zeit mathematisch betrachtet

Gestern lag ich in der prallen Sonne und dachte ein
wenig mathematisch nach. Dreiviertel sechs, dachte
ich, ist ja eigentlich, wenn man sich’s mathematisch
iiberlegt, dezimal sozusagen, dreiviertel von sechs, also
viereinhalb. Viereinhalb wiederum kénnte halb fiinf
sein, wenn halb fiinf nicht die Halfte von fiinf, also
zweieinhalb wire, was wiederum halb drei sein wiirde,
wenn halb drei nicht die Hélfte von drei und somit ein-
einhalb wire und dieses angeblich halb zwei sein soll,
wobei man aber beachten muB}, daB halb zwei ganz,
schlicht die Hélfte von zwei, also eins, ist, was es dann
auch bleibt. Nun, es kommt selbst mir unglaublich vor,
aber mathematisch betrachtet ist dreiviertel sechs in
der prallen Sonne genau ein Uhr! aus: Eulenspiegel 32/78



Zahlenpyramide

DE = D
DDE = DED
DDD® = DELED
DDDD® = DELTLED
DDDDDE® =DELTATLED

Die Buchstaben sind so durch Ziffern zu ersetzen, daB
das Potenzieren ‘zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

aus: Lapok 1078, Budapest

— T
sasis —

aus: Wurzel 1/79

., Wieviel ist 2 x 2, Kollege?*
,,Ich weiB nicht, es ist kein Strom da.*

Auf der Suche nach der Wahrheit
Igor Worobjow, Moskau

,}i};fgﬁmm‘ng 44?8’:% ‘iggwwz;ggzb

Bapiet
Feaschemn asE e

,.Ist sie nicht fabelhaft?
Sogar dazu findet sie noch Zeit!*
B. Henniger, aus: Eulenspiegel 3778

E’]m

Lésungen auf Seite VIII

aus: Fiiles, Budapest
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Den Verstand entwickeln

Leseprobe aus:

Lerne denken von Jugend an

Jeder gesunde Mensch hat von Natur
aus ein Gehirn, das sich als ,,Organ

des Verstandes* bis zur hochsten Stufe
der Begabung, bis zum Talent entwickeln
kann. Ob diese Stufe erreicht wird,
hiingt schon nicht von der Natur ab.

C'; $A:= n{n+1)(n-2)-(n-xs

n

(3

In. der Folklore aller Volker kommt die
typische Gestalt des Dimmlings vor, der
viele ihm eingepaukte Weisheiten von -sich
gibt, die aber alle fehl am Platz sind. Oder die
Gestalt des gelehrten Dilettanten, der stets in
eine peinliche Lage gerit, da er es nicht ver-
steht, seine Kenntnisse am richtigen Ort und
zur rechten Zeit anzuwenden. Beide, sowohl
der Diimmling als auch der gelehrte Dilettant,
sind alles andere als klug.

Wissen ist namlich nicht dasselbe wie Ver-
stand. ,,Viel Wissen bedeutet noch nicht Ver-
stand*, sagte Heraklit aus Ephesos im Jahre
540 v.u.Z. Schon in jenen alten Zeiten ver-
traten die Philosophen den Standpunkt, der
Verstand sei keine einfache Summe yon
Kenntnissen, kein mechanisches Beherrschen
von Regeln, Termini oder Lehrsitzen, son-
dern die Fahigkeit, das Wissen zu verwerten.
Auch Immanuel Kant war der Meinung, Ver-
stand sei die Fahigkeit zu urteilen, das heiBt
selbstandig iiber Tatsachen, Ereignisse, Er-
scheinungen und Menschen ein Urteil abzu-
geben. S

Wie ist das zu erreichen ? Erstens miissen dem
Menschen alle Schitze der geistigen Kultur
zuginglich sein. Zweitens muB man ihm bei-
bringen, wie er diese Schitze auswerten kann,
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und ihn mit Wissensdurst anstecken, so daB
das Bestreben, Kenntnisse zu erwerben, zum
Hauptbediirfnis der Personlichkeit wird. Die-
se Aufgabe l6sen hieBe, daB alle Menschen
klug werden. Dann wire das Talent keine
gliickliche Ausnahme, sondern etwas All-
tagliches.

Es ist somit sinnlos, die Verantwortung auf
die Natur abzuwilzen. Manche Erzieher be-
haupten, die Gene seien an allem schuld, und
beruhigen damit ihr Gewissen. Eine derartige
Einstellung ist alles andere als demokratisch
und zeugt von Unwissen, ja Ignoranz. Es gibt
ibrigens im Westen ,,Pddagogen®, die be-
haupten, nur 6 Prozent aller Kinder seien von
Geburt an intelligent und besidBen Fihigkei-
ten zu schopferischer Arbeit, wihrend die
andern nur imstande seien, die von den ,, K lu-
gen* ausgedachten Arbeitsginge zu wieder-
holen. Sie wollen uns glauben machen, es sei
moglich, durch Intelligenzteste schon im frii-
hesten Alter festzustellen, ob das Kind intelli-
gent oder dumm ist. Letzten Endes bahnt
diese Einstellung den einen den Weg zum
Wissen und verschlieBt ihn den anderen. Da
lieBe sich eben nichts machen. Je nach der
Intelligenzstufe werden somit fiir die einen
alle Bedingungen geschaffen, damit sich die
,»,angeborene'* Intelligenz entwickeln kann,
dagegen sei es sinnlos, den anderen eben-
solche Bedingungen zu schaffen. Wir sowje-
tischen Wissenschaftler konnen uns mit die-
ser Anschauung keinesfalls einverstanden
erklaren.

Alle Menschen sind begabt

Es ist wissenschaftlich bewiesen, daB die mei-
sten Menschen mit einem biologisch norma-
len Gehirn geboren werden. Daraus folgt,
daB die Natur allen Menschen die gleichen
potentiellen Moglichkeiten mit auf den Weg
gibt, so daB jeder seine Fahigkeiten ent-
wickeln kann und imstande ist, sich die Er-
fahrungen anzueignen, die die Menschheit
gesammelt hat. Wie leicht, ja spielend eignet
sich doch jedes Kind im 20. Jahrhundert die
im Laufe von Jahrtausenden herausgebilde-
ten Fahigkeiten und angehiuften Kenntnisse
an, eben weil es gebahnte Wege geht und
durch die Erfahrungen friitherer Generationen
vor den Fehlern bewahrt wird, die die

Menschheit als Preis gezahlt hat, um das zu
erwerben, was wir heute ,,Wissen'‘ nennen.
Was in fritheren Epochen den reifen Ver-
stand von Minnern beschiftigte, so Hegel,
ist in spéteren Zeiten dem Knabenverstand
zuginglich geworden. .

Es erhebt sich die Frage: Wie kommt es dann,
daB der eine oder andere in seiner Entwick-
lung auf einer Stufe stehenbleibt, die von der
Menschheit schon ldngst tiberschritten wur-
de? Wie mir scheint, liegt der Grund darin,
daB der BildungsprozeB der ,,geistigen Or-
gane'* des Menschen noch recht mangelhaft
,-eingerichtet* ist. Wir versuchen mitunter,
die oberen Etagen aufzufithren, ohne den
Grundstein fiir das Fundament der Elemen-
tarfahigkeiten gelegt zu haben. Wir sind be-
miiht, den Kindern schwer verstindliche
Kenntnisse “beizubringen, ohne "daB die
Grundlage dafiir vorhanden ist. Ist das Kind
aber nicht imstande, sich einen bestimmten
Lehrstofl anzueignen, so lernt es alles mecha-
nisch auswendig, ohne den Sinn zu verstehen.
Als Folge entwickelt sich zwar das Gedacht-
nis, doch keinesfalls die Urteilskraft.

Wenn wir uns aber damit begniigen, daB
unsere Schiiler Formeln, Gesetze oder Regeln
lernen, ohne daB sie verstehen, welche Pro-
bleme diesen Formeln usw. zugrunde liegen
und auf welche Weise sie gelost werden, er-
ziehen wir nur pedaamte Dogmatiker. Der
Dogmatiker jedoch ist nicht imstande zu be-
greifen, daB die ganze menschliche Kultur,
das ganze Wissen der Menschheit eine miihe-
voll errungene und oft nur erratene Antwort
auf Fragen ist, vor die das Leben seinerzeit
die Menschheit gestellt hat.

Fragen jedoch tauchen vor Menschen gerade
bei Auseinandersetzungen auf, im Meinungs-
streit, wenn einer etwas behauptet, was der
andere zuriickweist, und wenn jeder dabei be-
strebt ist, seine Meinung zu begriinden.

Kaltur des Diskutierens

Schon im Altertum hief es: ,,Schwore nicht
auf den Namen deines Lehrers, sondern fiihre
Beweise an.* Da aber ein Mensch mit dogma-
tischern Verstand nicht imstande ist, Tat-
sachen oder Erscheinungen, die Meinungs-
verschiedenheiten hervorrufen, selbstindig zu
begreifen, nimmt er zu ,,typischen Losungen*
Zuflucht. Gelingt ihm das aber nicht, gerit er
auBer Rand und Band.

Jedermann muB begreifen, daB seine Mei-
nung nicht die einzig mégliche und auch nicht
die einzig richtige ist. Den Dogmatikern fallt
es schwer, gerade das zu verstehen.

Die Kultur des Diskutierens setzt die Fahig-
keit voraus, Erscheinungen auch vom ent-
gegengesetzten Standpunkt aus betrachten zu
konnen, und die Gewohnheit, seine eigene
Meinung zu iiberpriifen: ,,Was geschieht,
wenn das Gegenteil vorausgesetzt wird 7 Nur
auf diese Weise kann die objektive Wahrheit
gefunden werden.



Die Kunst, sachlich zu diskutieren, ohne sich
mit dem Opponenten, der als gleichwertig be-
trachtet wird, in die Haare zu geraten, liegt
einer anderen Eigenschaft zugrunde, und
zwar der Fahigkeit, mit sich selbst zu disku-
tieren, d.h. selbstkritisch zu denken. Ohne
diese Eigenschaft bleibt der Verstand stets
vom Denken anderer Menschen abhingig,
die immer anwésend sein miiBten, um die
Einseitigkeit des dogmatischen Verstandes
und seine kindische Neigung, die Erscheinun-
gen nur von seinem engen Standpunkt aus zu
betrachten, zu kritisieren.

Die Kunst, mit sich selbst diskutieren zu kon-
nen, ist ein Merkmal hochster geistiger Kul-
tur. Ein dialektisch. denkender Mensch er-
forscht alle Seiten eines Problems, auch die-
jenigen, die anfangs unbedeutend schienen,
denn er weiB, daB in einem gewissen Moment
das scheinbar Unbedeutende ,,offensichtliche
Wahrheiten*“ und ,,widerspruchslose Kon-
struktionen‘ umwerfen kann.

Solch ein Mensch durchdenkt noch vor dem
Treffen mit dem Opponenten alle ,,Fiir* und
,»Wider seines Standpunktes. Um in der
Diskussion vor einem starken Gegner nicht
hilflos dazustehen, durchdenkt er.sowohl alle
seine Beweisgriinde als auch die eventuellen
Gegengriinde und verhilt sich miBtrauisch
zu den sogenannten absoluten Wahrheiten.

‘Die Tiicke abstrakter Wahrheiten

Je ,,absoluter* die eine oder die andere ,,ab-,

strakte Wahrheit* scheinen mag, um so hin-
terhaltiger kann sie in Wirklichkeit sein. Des-
halb ist es geraten, sehr vorsichtig mit thr um-
zugehen. Absolute Wahrheiten sind stets an
bestimmte Bedingungen gebunden und nur
innerhalb dieser Bedingungen unumstdBlich.
Das sachkundige Verhalten zu_absoluten
Wahrheiten will von frither Jugend an gelernt
sein, jedenfalls von der Schulbank an. Sonst
kommt der Mensch friiher oder spiter in eine
Lage, in der die ,,offensichtlichen Tatsachen*
mit den in der Schule erlernten Binsenwahr-

heiten in Widerspruch geraten und sie wider-
legen.

2+ 2=4. Das scheint eine unumstd8liche
Wahrheit zu sein. Ja, solange Stibchen oder
Apfel addiert werden. Doch was ergibt sich,
sobald zwei und zwei Wassertropfen vereint

werden? Ein Tropfen oder vierundvierzig

Spritzer?

Die Physiker von heute wissen, daB wenn im
Laufe eines Experiments eine neue ,,unerwar-
tete** Erscheinung auftritt, die alle Rechnun-
gen widerlegt, diese Erscheinung erforscht

werden muB, damit die Rechnungen richtig-
gestellt werden konnen. Fiir einen Dogmati-
ker ergibt sich jedoch in solch einem Fall eine
tragische Situation. Er beeilt sich, die wissen-
schaftlichen Erkenntnisse als ,,lebensfremde
Kliigeleien‘* abzutun, anstatt die Widersprii-

_che zu erforschen. Er kann es nicht verstehen,

daB nicht die Formel falsch ist, sondern da
sie im gegebenen Falle falsch angewandt
wurde. -
Der Mensch, der nicht gelernt hat, selbstandig
zu denken, schenkt den abstrakten Formeln
einen zu ehrfiirchtigen Glauben und befindet
sich deshalb in einem stidndigen Zustand der
Kollision mit dem Leben. Immer wieder wird
er zwischen abstrakten Wahrheiten und kon-
kreten Lebenssituationen hin- und hergeris-
sen. Er ist dem Leben bose, daB ,,es sich nicht
nach den GesetzmaBigkeiten der Wissen-
schaft entwickelt*, oder er verschlieft die
Augen vor Tatsachen, wenn sie sich nicht in
sein wissenschaftliches Schema zwingen las-
sen.
Wenn Sie also ein kluger Mensch sein'wollen,
der es versteht, seine Kenntnisse beim Be-
urteilen von Widerspriichen des realen Le-
bens anzuwenden, so gewdhnen Sie sich
daran, den Ursprung jeder zllgemeinen Wahr-
heit zu ergriinden und die miihevollen Wege
zu erforschen, die die Menschen zuriicklegen
muBten, um diese Wahrheit zu erkampfen.
E. lljenkow

Dem 100. Geburtstag des Gelehrten Albert
Einstein wurde am 20.2.1979 dieser Block
mit dem Portrit Einsteins und der bildlichen
Bezugnahme auf sein Wirkungsbereich in
Potsdam — dem Einsteinturm — gewidmet.

1879-1955 DDR :

BERT EINSTEIN
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Aus dem Hauptreferat auf dem
VIIL. Piidagogischen KongreB:

® Mit der Schaffung gleicher Bildungschan-
cen in der DDR ist nicht mehr nur fiir eine
Elite, sondern fiir alle der Weg geebnet zur
Entfaltung aller Begabungen und Talente,
sind alle Bildungswege fiir jeden geoffnet.

® Die Jugend muB vor allem lernen, daB es
nur vorwirts gehen kann, wenn man selbst
etwas tut, vor allern miissen wir sie befahigen,
Probleme selbst zu lésen, Schwierigkeiten
selbst zu iiberwinden.

® Auf allen Gebieten der auBerunterricht-
lichen Arbeit geht es nicht nur darum, Be-
diirfnisse zu befriedigen, sondern anspruchs-
volle Bediirfnisse zu wecken und auszupra-
gen.

® Die Schiiler sollen basteln und knobeln
konnen, forschen und konstruieren lernen,
denn gerade dies fordert Liebe zur Wissen-
schaft, Interesse fiir Technik, das Bediirfnis
nach schopferischer Tatigkeit.

Aus dem Diskussionsbeitrag

des Vizepriisidenten der Akademie
der Wissenschaften der DDR,
Prof. Dr. Heinrich Scheel:

o,

® Fundierte Allgemeinbildung also! Mein
Anliegen fordert, daB ich die Betonung 4uf
das Attribut lege: Fundierte Allgemeinbil-
dung — das heiBt eine Allgemeinbildung, die
auf einem soliden, dauerhaften Wissen auf-
baut, ein Wissen um Fakten und Sachver-
halte, die einfach und schlicht gelernt werden
miissen, um zu wahrhaft begniindeten theore-
tischen Verallgemeinerungen und wissen-
schaftlichen Gesetzen gelangen zu konnen.

® Solides dauerhaftes Wissen ist undenkbar
ohne andauernden FleiB. Die Erziehung zum
andauernden FleiB ist von fundamentaler Be-
deutung fiir jeden und fiir den, der einmal
wissenschaftlich tatig sein will, insbesondere
FleiB sichert solides, dauerhaftes Wissen,
aber darin erschopft sich nicht seine Bedeu-
tung. Ausdauernder FleiB kann auch schon
allein durch seine Quantitit in Qualitdt um-
schlagen und zu iiberaus wertvollen Leistun-
gen fiihren, die den Weltstand mitbestimmen.
® Wer in der Wissenschaft etwas leisten will,
muB schon schwitzen konnen.
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Hartes Training fiir Junge Mathematiker
Olympiadeaufgaben aus Freundesland,
Heft 1/79, S. 45:

A6a Ohne Benutzung eines Tafelwerks ist
die folgende Summe zu berechnen:

—tan® " +tan® 2"+ tan® /%
s=tan 13+t:dm 13+ta.t| TR
- e T 51
Losung: Die Werte z, =tan 8 z,=tan T
n
—tan2/ T
zz=tan 18 1)

mit 0<z; <z, <z; lassen sich zwar - ohne
Benutzung eines Tafelwerks — nicht unmittel-
bar angeben, es gilt aber '

23. 7 _yan2? 1
tan?3 i tan T 2)

tan®3-5z_ ,57 1
ST A @)

Tn Tz 1

2 $ ——— 2—=—
tan? 3 s tan =73 @

Andererseits gilt (vgl. die Losung zu Aul-
gabe 5) fiir alle reellen x mit tan? x 4:%

tan x(3 —tan?x)
1-3tan*x °’
tan? x(3 —tan? x)*

—tan?
W—tan 3x. 8]

tan 3x=

Ist nun — wie in (2), (3) und (4) - tan23x=%

und setzt man tan? x =z, so [olgt aus (5)
® (3-2? 1
=3 ¥

2(9—62 + zz)=%(1 —6z+9z%),

z’—9zz+llz—%=0. 6

Diese kubische Gleichung hat genau die drei
Wurzeln

z, =tan? i, z,=tan? z, z3=tan? Tz,

18 18 18’

denn sie hat einerseits hochstens drei reelle

Wurzeln, andererseits ist sie wegen (2), (3).

(4) und (5) fiir z;, z; und z3 mit z; <z, <t; er-

fulle.

Daher gilt nach dem Vietaschen Wurzelsatz

Z1+23+23= 9, 8)

212342323 +2123=11, 9

(10)

(h

1
212223=§.

Ferner gilt
(z1+z2+z3)P =22 +2° + 253 +3(z, + 22
+23) (2122 + 2223+ 2123) — 3212223,

68

213 +213 +Z33 =(Z| +Zz+23)[(21 +2z; +Zg)2
—3(2122 +2323 +2123)]+3212123.
Daraus folgt wegen (8), (9) und (10)

n

s=tan 18+ta.n 18+t:¢1.n 8
1

=213+Zz3+233=9[92—3'11]+3'§
=9-48+1=433.

A7a Es sind alle regelmifigen n-Ecke
(n=4)anzugeben, die die folgende Eigenschaft
besitzen:

Die Differenz der Linge der groBten Diago-
nale und der Linge der kleinsten Diagonale
ist gleich der Linge der Seite des regelmapBi-
gen n-Ecks.

Lésung: a) Es sei n eine ungerade natiirliche
Zahl, also n=5. Ferner seien 4;4,...4, ein
regelmiBiges n-Eck, M der Mittelpunkt des

]

Umkreises dieses n-Ecks und Za=3i0 die
GroBe des zu der Seite 4,4, gehérenden

Zentriwinkels; es gilt also

o =$ (siehe Bild).

Bezeichnet man mit

r den Radius des Umkreises,

s, die Linge der Seite 4,4,

d, die Linge der kleinsten Diagonale 4,4,
D, die Linge der groBten Diagonale An+14,,
so gilt :

sina=:"-

o= Sp=2r sin a,

sin 2a =ﬂ, d,=2r sin 2a,
2r
a Dy o
cos 3= D,=2rcos 3
Nach Voraussetzung soll gelten
Dn - dn =Sn
also s,+d,=D,.
Daraus folgt
2r sin a+2r sin 2a=2r cos%

und daher wegen r+0

. . a
sin a + sin 2a=cos 3
Wegen sin « +sin §

a-;ﬂ cos # folgt hieraus

=2sin

2 sinzacosﬁ—cosg
-2 27

Wegen 0 <a <45°, also cos ;# 0, gilt daher

.3 13 o o
smia—i,ia=30, a=20°

Aus a=20° =$ folgt n=9.

Ist also n ungerade, so sind die Bedingungen
der Aufgabe nur fiir das regelmiBige 9-Eck
erfiillt.
b) Es sei n eine gerade natiirliche Zahl, also
n=4. Dann ist die Linge der lingsten Dia-
gonale gleich dem Durchmesser des Um-
kreises, also D,=2r.
Ferner gilt wie unter a)

Sp=2r sin a, dy=2r sin 2a,
_180°
-—
2r sin a+ 2r sin 2a=2r,

sin a+sin 2a=1.

Nun ist fiir n=4, 6 und 8, d.h. a=45°, 30°,
22,5°

sin a+sin 2a> 1.
Fir n210 ist «a< 18°, also

sin a <0,31, sin 2a <0,59,

sin ¢ +sin 22<09<1.
Fiir gerade n sind daher die Bedingungen der
Aufgabe in keinem Falle erfiillt.
c) Es gibt also nur ein regelmiBiges n-Eck, fiir
das die Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind,
némlich das regelmiBige 9-Eck.

a

also

Liosungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 6/78:

Ma7 w1807 Es seien xCAP=a,, ¥xBAP
=d2,‘ {ABP=ﬂ1, {CBP=ﬂ2, {BCP='y1,
¥ ACP=7,. Als Peripheriewinkel iiber der-
selben Sehne sind jeweils folgende Winkel
kongruent: ¥CAD= xCFD=a;, xBAD=
XBED=a,, N
¥ ABE= XxADE=§8,, xCBE= ¥xCFE=§,,
¥BCF= xBEF=y,,

Fiir das Dreieck ABP gilt ferner

%+ B1+(60°+7)=180°bzw.a; + B, +7
=120°.

Fiir das Dreieck CAP gilt weiterhin

2y +y2+(60° + )= 180° bzw.

11 +92+ f=120°.

Durch Addition dieser Gleichungen erhalten
wir

{ay +02)+ B+7+(B1+72)=240° und wegen
x=a; +a, durch Einsetzen

2+ f+y+(B1 +72)=240° also
B1+72=60°bzw. ¥ EDF =60°.

Analog dazu gilt ¥ EFD= & DEF =60°.

Ma8 w1808 Es sei a eine beliebige natiir-
liche Zahl, dann ist a+ 1 ihr Nachfolger und
2-a-(a+1) das in der Aulgabenstellung ge-
forderte doppelte Produkt.

Fiir die in der Aufgabe angegebene Summe
gilt: a2 + (a + 1)2. Soll das Produkt um 1 klei-
ner sein als die Summe, so muf gelten:

2a(a+ 1)+ 1=a?+(a+ 1)



Die dquivalente Umformung dieser Glei-
chung ergibt
2a®+2a+1=a*+a*+2a+1.
Da diese Aussageform allgemeingiiltig ist,
gilt die Behauptung [iir alle natiirlichen
Zahlen,w.z.b.w.
Ma8 #1809 Die beiden Zahlen seien mit a
bzw. b bezeichnet, und es gelte ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit a>b.
Dann gilt nach Aufgabenstellung
1) ab=b+4 und
@) "2Lb =a—6.
Aus (2) folgt a+b=2a—12 bzw. b=a— 12.
Setzt man das in (1) ein, so erhélt man
Vala—12)=a—-12+4,
a®—12a=(a—8)%,
a?—12a=a*-16a+ 64,
a=16.
Durch Einsetzen ergibt sich b=4.
Die Probe zeigt, daB die Zahlen 16 und 4 den
Bedingungen der Aufgabe geniigen.
Ma8 ®1810 Man zeichnet zunichst eine
Strecke BD mit der Lange a+b="7cm. Dann
trigt man in B an BD den Winkel mit der
GroBe f=30° an. Um B zeichnet man jetzt
einen Kreis mit einem Radius der Linge
r=c=4cm, der den freien Schenkel des an-
getragenen Winkels in 4 schneidet.

8 Jc 0

Die Mittelsenkrechte von AD schneidet BD in
C. Man verbindet A mit C.

Da C auf der Mittelsenkrechten der Strecke
AD liegt, gilt AC=CD. Da die Summe der
Lingen von BC und CD 7cm betrégt, gilt
auch fir die Summe der Lingen von BC und
AC 7cm!

Masg »1811
a) @ g
c) Tetraeder (gerade; unregelmiBig)

N

Ma9 w1812 Jeder Term der Form a*—1

k k
148t sich zerlegen in (@2 +1)(a* - 1). Wir zer-
legen 38192 — | wie folgt:
38192 _ 1 (34096 1 1) (34996 _ 1), Damit ist
bereits gezeigt, daB die Zahl z keine Primzahl
ist.

Wir zerlegen nun den zweiten Faktor analog

und verfahren so weiter:

38192 -1 =(34096+ 1) (32048 + 1) (32048 — 1)
=(3%0%641)(32948 11) ...
SHFHD)EEHDE +HE -,

Wie man jetzt erkennt, sind z.B. 2; 4; 5; 10

und 82 Teiler von z.

Hinweis: Der Term —1 hat die Form

a*"—1 mit nN. Das liBt sich umformen zu

(@")?—1 bzw. (@"+ 1) (a"— 1). Diese Zerlegung

liefert das gleiche Ergebnis.

30192

Ma9 ®1813 Angenommen, zur Familie ge-
ren n Kinder, dann ist das Jiingste n Jahre
alt. Die folgenden Kinder sind stets zwei Jahre

" dlter, also n+2, n+4 usw. Jahre alt. Nach

Aufgabenstellung gilt:

n+(n+2)+(n+2-2)+(n+3-2)
+...+[n+(n—=1)-2]=9n.

Nach der Summenformel fiir arithmetische

Folgen erster Ordnung gilt dann weiter:

(n+n+(n- 1)-2)=9n.
Weltere Umlormungen ergeben

5(4n—2)=9n "

n(dn—-2) =18n
4n—-2=18
4n=20
- n=5

Das Jiingste Kind ist 5 Jahre alt; folglich ge-
horen nach Aufgabenstellung 5 Kinder zur
Familie. Die anderen Kinder sind 7, 9, 11
bzw. 13 Jahre alt.
Esgilt 5+7+9+11+13=5-9.

Ma9 =1814

(120 60°
A M- 8

Nach Voraussetzung giltv AM=BM=CM
=3cm. Wegen AM=CM gilt ¥CAM=
¥ ACM =30°. Folglich gilt ¥ AMC=180°
—2-30°=120° und ¥ BMC=060° als Neben-
winkel.

Wegen BM=CM gilt x MBC= xmcB=1

2
(180°—60°)=60°. Das Dreieck MBC ist
somit gleichseitig.
Folglich gilt BC=3 cm und ¥ ACB=90°.
Nach dem Satz des Pythagoras gilt im recht-
winkligen Dreieck ABC
AC*=4B>-BC?
AC?=27 cm?
AC=)/27cm
AC=52cm.
Die Seite AC des Dreiecks ABC ist etwa
5,2cm lang.

Ma9 ®1815 Esseienaund bdie Lingen der
Grundkanten und h die Lange der H6he der
Pyramide.

Aus a+b=66 folgt b=66—a.

Fiir das Volumen der Pyramide gilt somit

V=%abh=%~a(66—a)‘6= 1978.

Daraus folgt a(66 —a)=989.

Diese quadratische Gleichung hat die Lo-
sung 43 und 23. Durch Einsetzen erhalten wir
b=23 bzw. b=43. Die Grundkanten dieser
Pyramide sind 43 cm bzw. 23 cm lang. '

Ma10/12 w1816 Die zweistellige Zahl sei
10a+bmita,beNund 1£a<9und0=h<9.
Dann 1Bt sich die der Aufgabenstellung ent-
sprechende sechsstellige Zahl wie folgt dar-
stellen:

10%a+ 10*b + 10°a+ 10%b + 10a + b.

Nach Vereinfachen erhilt man

a(10® + 10% + 10)+5(10* + 10% + 1)

=101010a + 10101b

=10101(10a + b)

=273:37(10a+b).

Da 37(10a+b) eine natiirliche Zahl ist, gilt
die Behauptung!

Ma10/12 1817 Die Logarithmusfunktion

ist nur [ir positive reelle Zahlen definiert.
Daraus folgt
91—x*>0und 7—x>0,

d.h. x<7und x<]/91,d.h.
x</91.(}/91 4,498
Man formt die Gleichung wie [olgt dquiva-
lent um: '
g1 -x) _,
g(7-x)
12(91 —x3)=31g(7~x)
1g(91 —x3)=1g(7—x)?
91 —x3=(7~-x)}
91—x3=343—-147x+21x2—x3
21x% - 147x +252=0

x2—-Tx+12=0
X1.2=3,5il/(r2§

Xy =4

x2=3

Es gibt genau zwei reelle Zahlen x, die die
Gleichung erfiillen! Es sind die Zahlen 3
und 4.

Mal10/12 1818 Wir filhren den Beweis
durch vollstindige Induktion. Fiir n=1 ist
die Ungleichung (1) erfiillt, denn es gilt

1
VIézlﬁ_l:l'

Angenommen, die Ungleichung (1) sei [iir
n=k mit k=1 erfiillt. Dann gilt

7)) VII+VIE+VIE+"'+VIE§2W——L
Daraus folgt
@ St li gt L
VAT e
1
§2[/E+Vm—1

Es soll nun bewiesen werden, daf3

(4) )/ k+ ! <2)/k+1.
'i;k-i-l

4) ist erfiillt, wenn

5 20/k+1-)0)> V_l -

dh ket 1=)/klor ] )>— d.h.
©  Vkk+1 )<k+§.
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Nun ist die Ungleichung (6) erfiillt, wenn
2
kk+ 1)< k+%) dh.
Y]

Die Ungleichung (7) ist fiir alle natiirlichen
Zahlen k erfiillt, also auch die Ungleichun-
gen (6), (5) und (4), womit (4) bewiesen ist.
Aus (3) und (4) lolgt daher

1 1 1 1

(8) e S

VU2 /3T kst
k+1-1
d.h., wenn die Ungleichung (1) fir n=k er-
fiillt ist, so auch fir n=k+ 1. Da sie, wie oben
gezeigt wurde, auch fiir n=1 gilt, ist sie also
fiir alle natiirlighen Zahlen n mit n2 | erfullt,
w.z.b.w.

k’+k<k2+k+%.

<2

Ma10/12 ®1819 Es seien ¢ die Linge der
Hypotenuse, a und b die Langen der Kathe-
ten des rechtwinkligen Dreiecks ABC.
Fiir den Umfang des Dreiecks ABC gilt
1) a+b+c=30cm;
fur den Flicheninhalt gilt

b
(2) aT=30 cm? bzw. a- b=60 cm?.
AuBerdem gilt nach dem Satz des Pythagoras
(3) E=d*+b2

Aus (2) lolgt a= 6b—0

Setzt man das in (1) ein, so erhdlt man

@ %0+b+c=30.

Daraus folgt c=30— e_ b bzw.

b
) c2=<30—%-b)Z bzw.
c1=900—¥ —3%—%
+%8(—)+60—30b+60+b2.
Setzt man das in (3) ein, so ergibt sich nach
Vereinfachung
6) [020—36[)—00—60b=0

bzw. b%2—-17b+60=0. .
Diese quadratische Gleichung hat die Losun-
gen b; =12 und b, =35. Durch Einsetzen er-
gebensicha; =5bzw.a;=12und c; =c, =13.
Die Hypotenuse dieses Dreiecks ist 13 cm
lang, die Katheten sind 12 cm bzw. 5 cm lang.
Wie die Probe zeigt, erfilllen diese GroBen
die Bedingungen der Aufgabe.

Ph6 46 Geg.:
Schrittlinge /=65cm=0,65m
=0,00065 km

t=lmin=ih

Zeit &

Anzahl der Schritte n=80

Ges.: Wandergeschwindigkeit v in %
Die Wandergeschwindigkeit errechnet man
nach der Formel

s

v=-,

t
wobei s=n-1, also s=80- 65 cm
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80 - 0,00065 km
U=Lh

60

km
v=3,12 R

Peters Wandergeschwindigkeit betrigt
km
3,12 e
Ph7 #47 Geg.:
hy=hy=...= hg=6,5cm=0,065m
G1=G;=...=Gy=Tkp
Ges.: Hubarbeit W in kp
Es miissen 18 Stiick =9 Paar Steine auf ver-
schiedene Hohen gehoben werden, dabei
wiegt 1 Paar 7kp. Nur bei dem 1.Paar, das
aul dem Boden liegt, ist keine Hubarbeit
notwendig. Es gilt also:
1. Paar Okpm
2.Paar Wi=G,h,
Wy=7kp-1-0,065m
3. Paar W,=G, h;
W,=Tkp-2-0,065m

10. Paar Wo =G ho
Wo=Tkp-9-0,065m

Die gesamte Hubarbeit W ist dann
W=04+7-1-0,065+7-2-0,065

+...+7-9-0,065kpm
W=7-0,0651+2+...+9) kpm
W=7-0,065-45 kpm
W=20,475kpm=20 kpm
Jens muB insgesamt eine Hubarbeit von rund
20 kpm verrichten.

Ph8 m48 Geg.:

a=6m, b=8,§m, c=35m
T,=288°K, T, =298°K
p1=p2=770Torr
Ges.: Volumen V der ausstromenden Luft
Das Volumen V der ausstrémenden Lult er-
gibt sich aus der Diflerenz des Luftvolumens
V2 bei 25°C und ¥, bei 15°C. Es ist

V,_=abc
Vi=6m-85m-3,5m
V,=178,5m?

V, erhidlt man aus der Zustandsgleichung
der Gase

Viepa_Va'p2
., - T
Vi-pr' T
V,=21 P1 %2
2 Tyi-p2

_178,5m*- 770 Torr - 298°K

V= ——%"K 770 Tomr
V,~184,7 m®
Nun ist V =V, -V, also V =184,7 m?
~178 m*=62m?.

Aus dem Zimmer stromen 6,2 m® Luft.

Ph9 = 849 Geg.: #,=0,16
#2=0,10
m=35t

m
v=6—
S

g=9813
Ges.: Bremsweg s §

Den Bremsweg findet man nach der Formel
fiir die gleichméBig verzégerte Bewegung:
s=2. 12 mit v=ar und t=".
2 a

vz

s=52 M

Wenn F, die Reibungskraft ist, gilt F,=ma
bzw. a=%. In (1) eingesetzt, ist dann
v2em

S=3F %)

Gemil Aufgabe wird jede Achse mit der
Kraft % belastet. Damit driickt jedes Rad mit

einer Kraft -’;! auf die Schiene. Die Brems-

krifte sind also:

- beim Hemmschuh Fp =y, K

%
— beim anderen, blockierten Rad
F
Fo,=p3- Tg-
[nsgesamt ist dann

F, .
Fy=F,, +F,,2=T‘(;11 +u3). In (2) eingesetzt

1stdam;_ o om-4
2 Fy(uy+pa)
und da Fy=m- g gilt, ist
s v m-4
2-mg (u1+p2)

v?-2
s=—— =

g (uy +p2)

(Beachten Sie: Die Masse kiirzt sich aus der
Gleichung heraus!)
6m*-2-52
$=57981m (0,16 +0,10)
sx28,2 m.
Der Abbremsweg betrigt rund 28 Meter.

p—t—

Hemmschuh

B
z

Ph10/12 .50 Geg.: R,=10 Ohm
R,=1,6 Ohm
Ges.: Ry, R,
Fiir die Reihen- bzw. Parallelschaltung zweier
Widerstinde gelten die Beziehungen

Nigh

R,=R;+R, (0]
1 1 1
R_,_R_,+R—z' ()

Aus (1) und (2) erhilt man eine quadratische
Gleichung in R, : '

Rr ]zr_z“rn
Rl(',")=7j:\/——4 £
10 — »
=z 3
=543
R1' =B
Ry, =2

Dies in (2) eingesetzt, ergibt R; =2 Ohm bzw.
8 Ohm. Die gesuchten Widerstinde betragen
8 bzw. 2 Ohm.



Losungen zu: Mit Troll auf Du und Du,
Seite IV/V )

AugenmaBfl Yy Y e
2] |
» w| I»
wix] I
I Y| ¥YjY|¥Y
'y
w ¥

Miihleaufgabe
1. 20 — 14 bel. - 6,
2.21 - 15 bel. - 13,
3. 14 - 3 bel. - 24,
4.15-1 bel,,
5. Miihle

UnaufTillig
Der Herr mit Hut und Brille

In Ruhe betrachtet
123 + 504 = 627
- : +
110— 9=101

13- 56=728

Augen auf!
1-10, 3-8, 2-5, 7-12, 4-9, 6-11
sl Y ] E
6[16[14 R
9[11|8
4(2|1w7
5

15

Mit Lust und Liebe

ullan

[_
O
=

L

L]

1
]

A

Sachverstand

Wandert, Freunde!

1+4+8+11+2420+17421+7+12+15
=118.

Endspurt

Sieger ist Pferd Nummer 4.

Zum
,.ewigen Kalender*

,Ewige Kalender“, besser Mehrjahrkalender,
sind Formeln, Tabellen oder Spezialrechen-
schieber, mit denen man zu jedem Datum den
dazugehorigen Wochentag ermitteln kann.

Sie gelten nur so lange, wie der dazugehorige -

Kalender Geltung hat.

Die ,Kleine naturwissenschaftliche Biblio-
thek“ (BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft)
brachte einen Band , Ewige Kalender* von
Butkewitsch und Selikson, der neberf vielen,
verschiedenen langjahrigen Kalendern viel
Wissenswertes iiber Kalender enthilt. Es
fehlt aber die Ableitung der Kalenderformel,

“die es erst moglich macht, Tabellen zu be-

rechnen und Rechenschieber zu entwerfen.
Die Ableitung der Formeln fiir den juliani-
schen und den gregorianischen Kalender soll
hier gezeigt werden.

Lésungen zu: Unméglichkeitsheweise, S. 59
Ala Wenn 4 mit B einen Hindedruck
wechselt, so auch B mit A. Folglich ist die

Gesamtzahl der Hindedriicke stets gerade,
aber 5-7=35.

A2A 2"=1, 2, 4modulo 7, also 2"+ 1#£0
modulo 7.

A3 a Es gibt 4 weiBe und 5 schwarze Fel-
der (oder umgekehrt). Ein zu einem weilen
Feld benachbartes ist schwarz und umge-
kehrt, also keine Aufstellung moglich.

21n+4 Tn+1\, ..
A4A Wenn 14’H_a—1+<1+4n_'_3>-kurz-
. 14n+3 1
bar ist, so auch Tnrl 2 +7n—+1, was wegen

1 - . . .
Tt unkiirzbar aufeinen Widerspruch fiihrt.
A5a Die fehlenden Felder haben gleiche
Farbe. Die 31 Dominosteine bendtigen aber
je 31 weiBe und schwarze Felder.

A6 A Die Zuleitung vom Gas- und Wasser-
werk ist bei beliebiger Werkslage méglich. Die
Zuleitungen begrenzen zwei Gebiete in der

" Ebene. Gleichgiiltig, ob das E-Werk innerhalb

eines Gebietes oder auBerhalb beider liegt,
stets muB eine Leitung eine Berandung kreu-
zen.

A7a Da mehr als zwei ungerade Knoten,
mehr als ein Weg nétig. A

Fiir die Geltungsdauer der Kalender muf
man einige geschichtliche Tatsachen wissen.
Kalender wurden im Altertum von der
Priesterschaft errechnet, die die Gelehrten
stellte und viel Macht und Ansehen besaB.
Der oberste Priester war fiir die Einfiihrung
eines neuen Kalenders verantwortlich.

Julius Caesar lebte von 102 bis 44 v.u.Z., war
ein begabter rémischer Feldherr, Staatsmann
und Priester des héchsten rom. Gottes Jupi-
ter und wurde schlieBlich Diktator. Als er die
Regierung antrat, fand er einen verwilderten
Kalender vor. Um das groBe Romische Reich
zu regieren, brauchte er einen geordneten,
einheitlichen Kalender. Im Jahre 46 v.u.Z.
war er ,Pontifex Maximus®, also oberster
Priester, und fiihrte nach Berechnungen des
Agypters Sosigenes und des Rémers Scriba
M. Flavius einen neuen Kalender ein. In
diesem Kalender, der nach ihm genannt ist,
hat das Jahr 365,25 Tage, eine Verbesserung
gegeniiber dem dgyptischen Kalender, in dem
das Jahr 365 Tage hatte. Er galt von seiner
Einfiihrung an bis 1582 in Italien. In RuBland
war er sogar bis zur GroBen Sozialistischen
Oktoberrevolution giiltig. Auf dem Konzil
(einer Versammlung von katholischen geist-
lichen Wiirdentragern zur Regelung gesamt-
kirchlicher Anliegen) von Nicaea, 325 v.u.Z,,
wurde er fiir die Christenheit verbindlich. Im
Jahre 525 fihrte der romische Abt Dionysius
Exiguus die Zeitrechinung ,,nach Christi Ge-
burt“ ein. Bis dahin waren die Jahre ,,von der
Griindung der Stadt Rom an"“, ,,ab urbe con-
dita = a.u.c.” gezihlt worden.

Wie Dionysius den Zeitpunkt von Christi
Geburt bestimmt haben will, ist nicht be-
kannt. Auch weiB man nicht, ob er diesen
Geburtstag auf den 25. Dezember im Jahre 1
vor oder u.Z. festlegte. Ein Jahr O fiihrte er
nicht ein.

Am 15.10.1582 fithrte Papst Gregor VIIL
den nach ihm benannten ,gregorianischen
Kalender ein. Die Notwendigkeit einer Ka-
lenderreforrn ergab sich daraus, daB das
julianische Jahr um 0,0078 Tage zu lang war
und sich diese Differenz iiber einen groBen
Zeitraum hinweg bemerkbar machte. Auf
dem Konzil von Nicaea war die Friihlingstag-
und -nachtgleiche aul den 21. Mirz gefallen;
dies sollte nun in allen folgenden Jahren so
bleiben und das Jahr von einer Friihlingstag-
und -nachtgleiche bis zur nachsten dauern.
In den 1257 Jahren von 325 bis 1582 war
die Friihlingstag- und -nachtgleiche um fast
10 Tage auf den 11. Mirz gewandert. So lieB
Papst Gregor VIII. auf Donnerstag den 4. 10.
1582 julianischer Rechnung Freitag, den
15.10. 1582 gregorianischer Rechnung fol-
gen.

Nun waren durchaus nicht alle Fiirsten mit
der Neuerung des Papstes einverstanden, ob-
wohl sein Kalender genauer war. Erst 1700
war in ganz Deutschland der neue Kalender
eingefiihrt. In Europa, bis aul die Linder der
Ostkirche, wurde 1750 allgemein nach dem
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gregorianischen Kalender gerechnet. Aller-
dings ga]t in Frankreich vom 24. 11. 1793 bis
1. 1. 1806 ein Revolutionskalender. 1940 wur-
de der gregorianische Kalender in der Sowjet-
union eingefiihrt.
Auf die Zeiten der Giiltigkeit der verschie-
denen Kalender ist bei der Anwendung der
»ewigen Kalender” zu achten.
Die Voraussetzungen zur Ableitung der Ka-
lenderformeln sind durch die Struktur der
Kalender gegeben. Fiir beide Kalender gilt
1. die Woche hat 7 Tage, sie fangt mit Montag
an;
2. die Monate haben die uns bekannte An-
zahl von Tagen; )
3. das Gemeinjahr hat 365, das Schaltjahr
366 Tage;
4a. der julianische Kalender setzt ein Jahr
von 365,25 mittleren Sonnenfagen voraus.
Im biirgerlichen Jahr kann man aber nur
ganze Tage zihlen. Deswegen miissen Schalt-
tage eingefiihrt werden. Daraus ergibt sich die
julianische Schaltregel: Jedes Gemeinjahr hat
365 Tage, jedes Jahr, dessen Jahreszahl ohne
Rest durch 4 teilbar ist, ist ein Schaltjahr zu
366 Tagen.
4b. Das gregorianische Jahr hat 365,2422
mittlere Sonnentage. In 10000 Jahren sind
also 2422 Schalttage unterzubringen. In 400
Jahren also 96,88 Schalttage, die aul 97 auf-
gerundet werden. In 4G0 Jahren werden also
0,12 Tage zu viel gerechnet. Erst in 3333% Jah-
ren macht dieser Fehler 1 Tag aus. Nach die-
ser Zeit mufl also ein Schalttag eingespart
werden. Die 97 Schalttage werden in je
400 Jahren nach der gregorianischen Schalt-
regel im Kalender untergebracht: Die Ge-
meinjahre haben 365 Tage. Jedes Jahr, dessen
Jahreszahl ohne Rest durch 4 teilbar ist, ist
ein Schaltjahr mit 366 Tagen bis auf dic Jahre,
die ohne Rest durch 100 teilbar sind. Da das
aber nur 96 Tage wiren, gibt es noch eine
zweite Ausnahme. Die Jahre, die ohne Rest
durch 400 teilbar sind, sind wieder Schalt-
jahre.
So sind die Jahre 1800 und 1900 Gemeinjahre,
dagegen ist 2000 ein Schaltjahr.
Butkewitsch und Selikson schreien |a:b|
fir den Rest der Division a:b, also a:b
zwischen zwei senkrechten Strichen, und
[ : b] fiir das groBte Ganze-vona:b,alsoa:b
in eckigen Klammern. Das brauchea wir bei
der Ableitung der Kalenderformeln, bei der
wir noch von folgenden Uberlegungen aus-
gehen.
Wir ordnen den Wochentagen, beim Montag
beginnend, die Kennzahlen 1, 2, ..., 7 zu und
und da| 7:7|=0, setzen wir fiir 7 die Zahl10.
Ist der letzte Wochentag eines Monats be-
kannt, so konnen wir zu seiner Kennzahl die
Nummer Q des gesuchten Tages des nachsten
Monats addieren und von dieser Summe den
Rest bei der Division durch 7 bestimmen und
bekommen die Kennzahl des gesuchten Wo-
chentages. Zum Beispiel: Der Mirz hort mit
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Donnerstag auf. Donnerstag hat die Kenn-
zahl 4. Wir suchen den Wochentag des
23. April. Wir addieren 4+23=27. |27:7|
=6. Der 23. April ist ein Tag mit der Kenn-
zahl 6, also ein Sonnabend.

Ist uns der letzte Tag des Jahres j—1 bekannt,.

so konnen wir alle Wochentage des Jahres j
bestimmen. Wir erleichtern uns die Rech-
nung durch Tabelle 1. Darin ist T die Anzahl
der Tage, die am 1. eines Monats verflossen
sind; Km=| T:7| die Kennzahlen der Mo-
nate, die den letzten Tag des Vormonats an-
geben. g und s sind die Zeichen fiir Gemein-
und Schaltjahr. )

Ist uns die Kennzahl Kj des Jahres j bekannt,

so konnen wir die Summe Kj+Km+Q bil-

den und bekommen als Rest bei der Division
durch 7 die Kennzahl d und damit den
Wochentag des gesuchten Datums.
Um Kj auszurechnen, bestimmen wir die Zahl
Sj der Tage, die seit Einfithrung unserer Zeit-
rechnung bis Ende des Jahres j-1 vergangen
sind, aus den Schaltregeln,dazu die Kennzahl
x des 31.12. des Jahres 1 v.u.Z. Dann ist
Kj=Sj:7|+x. Ist dieser Wert groBer als 6,
so miissen wir von diesem Wert noch einmal
den Rest bei der Division durch 7 bilden.
Wir fangen mit dem gregorianischen Kalen-
der an. Fiir diesen gilt _ )
Sj=(—-1)-365+[(—1):4]-[G—1):100]
+[(—1):400]
und daraus
|8i:7 =] {G~1)-365+[G—1):4]
~[G~1):100] +[G—1):400]} : 7 |
und da | 365:7|=1ist, bekommen wir
ISj:7|={{G—-1)+[G-1):4]
—[G—1):100]+[G—1):400]} : 7 |
Die Kennzahl K;g7¢ ist 3, denn der 31.12.
1975 war Mittwoch. Wir bekommen die
Gleichung
[(1975+[1975:4] - [1975:100]
+[1975:400]):7 |+ x=3
[2453:7|+x=3
3+x=3
x=0.
Das Jahr 1 unserer Zeitrechnung hat im gre-
gorianischen Kalender die Kennzahl 0. (Es
hitte also mit einem Montag angefangen.)
Damit haben wir die Kalenderformel fiir den
gregorianischen Kalender
1. d=|{G-D+[G-1):4]
~[G—1):100]+ [G—1): 400]
+Km+Q}:7|.
Beispiel: Auf welchen Wochentag fiel der
Start des ersten kiinstlichen Erdtrabanten am
4.10.1957?
Wir setzen in die Formel ein und entnehmen

ﬂng fiir Oktober aus Tabellel und be-
kommen
d=| (1956 +[1956 :4]—[1956 : 100]
+[1956:400]+0+4):7 |
=|(1956+489—19+4+4):7|
=|2434:7|=5
d=5. Der 4.10. 1957 war cin Freitag.
Fiir den julianischen Kalender bekommen
wir nach der julianischen Schaltregel
Si=(—1)-365+[(—1):4]
und da |365:7|=1
ist d=|(Sj:7|+Km+Q):7|+x. .
Aus der Geschichte wissen wir, daB der
4.10. 1582 ein Donnerstag war, also d =4, und
daraus kénnen wir x errechnen. Da Km=0
fiir Oktober und Q =4 ist, bekommen wir
J{|(1581 +[1581:4]):7|+0+4}:7|+x=4
| {2+4}:7]+x=4
6+x=4
x=-2.
Zu negativen Resten addieren wir den Divi-
sor, um einen positiven Rest zu bekommen.
So bekommen wir x =5 anstelle von x= —2.
Die Kalenderformel [iir den julianischen Ka-
lender sieht dann so aus
2. d=|({—1+[(—1:4]+5+Km+Q):7|,
da die Summe der Divisionsreste der Sum-
manden dem Divisionsrest der Summe ent-
spricht. :
Beispiel: Johannes Kepler wurde am 27.12.
1571 geboren. Welcher Wochentag war es?
d=|(1570+[1570:4]+5+5+27):7|
d=]1999:7|=4.
4 entspricht dem Donnerstag. Johannes Kep-
ler wurde an einem Donnerstag geboren.
Mit Hilfe der Formeln 1.) und 2.) k6nnen wir
einen Spezialrechenschieber zur Bestimmung
der Wochentage aus dem Datum entwickeln.
Die Formeln zeigen, daB wir die Kennzahl
des Wochentages finden, wenn wir die Kenn-
zahlen des Jahres Kj, die Kennzahl des Mo-
nats Km und die Nummer Q des Tages im
Monat addieren und von dieser Summe den
Rest bei der Division durch 7 bilden.
Mit Hille von Skalen mit gleichmiBiger Ein-
teilung kann man auf zwei Arten Additionen
ausfiihren.
Die untere bewegliche Skale b wird gegen die
feststehende obere Skale a so bewegt, daB die
0 der Skale b unter dem Summanden auf der
Skale a steht. Auf Skale b wird der 2. Sum-
mand aufgesucht. Auf Skale a erscheint iiber
diesem die Summe. Unser Beispiel zeigt
3+ 5=8. Jede Summe hat ihren eigenen Platz
auf Skale a.
Bei Bild 2 sind die Skalen gegenldufig aufge-
tragen. Zur Addition von 3 +5 stellen wir die
Skale b so ein, daB die 3 unter der 5 der Skale

Tabelle 1

I II 111 v \ VI VII  VIII IX X X1 XII
Tg 0 31 59 120 151 181 212 243 273 304 334
Ts 0 31 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335
Kmg 0 3 3 6 1 4 6 2 5 0 3 5
Kms 0 3 4 0 2 5 0 3 6 1 4 6



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

—t X } + A——+——+ + + a
Bild 1 j + 4 T + + —t— —t + + b

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Bild 2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 Qi) 1L .
, . . X b
11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1

i — — T
1 0 6 5 4 3 2 1 0 6 5 4 3 2 1 0

Bild 3

a steht. Die Summe 8 erscheint unter der 0
der festen Skale a. Bei jeder Addition er-
scheint die Summe an dieser festen Stelle.
Rechnen wir mit den Resten bei der Division
durch 7, so erscheinen die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5,
6, 0 periodisch, und wir tragen sie gegenldulig
auf die beiden Skalen a und b auf und be-
kommen Bild 3.

Um die Summe 3 + 5 zu bilden, stellen wir die
Skale b so ein, daB die 3 unter die 5 von
Skale a kommt. Unter der 0'von Skale a steht
das Ergebnis 1. Es ist aber 1=|8:7|. Wir be-
kommen also gleich den Rest der Summe bei
der Division durch 7. Dieses Ergebnis er-
scheint wegen der Periodizitdt unter jeder 0
der Skale a.

Tabelle 2 zeigt uns alle Zahlen Q, die ein
Monat haben kann, in 7 Spalten geordnet.
Addiert man zu diesen die Summe Kj+Km
und bildet den Rest bei der Division durch 7,
so bekommen wir die Kennzahl des entspre-
chenden Wochentages.

Die Werte fiir die Monate in einem Gemein-
jahr aus Tabelle 1 schreiben wir um und ord-
nen die Monate unter ihre Kennzahlen ein
und bekommen Tabelle 3. Nun kdnnen wir
unseren Kalender bauen.

Um eine Drehscheibe zeichnen wir einen
Kreisring, den wir in 28 gleiche Teile teilen. In
diese Kreisringsektoren tragen wir im Gegen-
zeigersinn, also mathematisch positiv, die
Zahlen0, 1, ..., 6 als Kennzahlen Kj der Jahre
und auBerdem 3mal die Wochentage von
Sonntag bis Samstag ein, die ja auch den
Kennzahlen 0, 1, ..., 6 entsprechen.

Auf einem festen Blatt zeichnen wir einen
Kreis von der Gro8e der Drehscheibe. AuBer-
halb dieses Kreises tragen wir oben und unten
in zwei sich gegeniiberliegenden Quadranten,
die wir je in 7 Spalten unterteilen, die Tabellen
3 oben und 2 unten auf. Die Drehscheibe
befestigen wir konzentrisch auf dem festen
Blatt. Ist uns die Kennzahl Kj des gegebenen
Jahres bekannt, so addieren wir sie zu Km,
indem wir Kj auf dem Kreisring durch Dre-
hung unter die Kennzahl Km des gegebenen
Monats einstellen. Dann erscheint nach Bild 3
die Summe unter der Spalte 0 (Jan., Okt.) und
wegen der Periode 7 auch im 7. Feld mathe-
matisch positiv gezihlt, also genau vor der
Tabelle 2. In dieser suchen wir die Zahl Q au,

die zu (Kj+Km) nach Bild 1 addiert wird.
Dariiber erscheint auf dem Kreisring der
Drehscheibe der Wochentag. Wir bekommen
aber noch mehr. Die Wochentage auf dem
Kreisring ergeben in der gefundenen Stellung
mit Tabelle 2 zusammen das Kalenderblatt
fir den gegebenen Monat des gegebenen
Jahres.

Um die Kennziffern Kj zur Hand zu haben,
ordnen wir in Tabelle 4 die Jahre eines Jahr-
hunderts, bei 01 beginnend, fortlaufend in ein
Schema von 7 Spalten und 18 Zeilen ein. Wir
tragen die Schaltjahre 2mal hintereinander
ein. Die Kennzahlen Kms der Monate nach
dem 29. Februar sind in Tabelle 1 im Schalt-
jahr also um 1 gréBer als die entsprechenden
Kmg. Bei der Addition von Kj+ Km gibt es
dasselbe Resultat, ob wir Kj oder Kmg um 1
erhohen.

In die erste Zeile der Tabelle 4 haben wir die
Kennzahlen unseres Jahrhunderts geschrie-
ben, die wir aus Formel 1 errechnen. Die letz-
ten Zahlen in der 18. Zeile der Jahreszahlen
sind unter den Kennziffern 5 und 6 je 100.
Tabelle 4 tragen wir auf der Drehscheibe ein.
Nach Dionysius Exiguus ist das Jahr 2000
das letzte unseres Jahrhunderts.

Ein solcher vom deutschen Mathematiker
Goldstein errechneter Kalender war in der
2. Hilfte des vorigen Jahrhunderts im Handel.
Er galt fiir die Jahre 1866 bis 1915. In der
Schrift von Butkewitsch/Selikson ist dieser
Kalender nicht erwihnt.

Unser Kalender verliert fir das Jahr 2001
seine Giiltigkeit. Die Tabelle mit den Jahren
im Jahrhundert liBt sich weiter verwerten.
Man miiBte die Kennzahlen fiir die Jahre
2001 u.ff. ausrechnen und die oberste Zeile
andern. Da die Zahlen in der Periode 1, 2, ...,
6, 0 immer wiederkehren, ersetzen wir die
oberste Zeile Kj durch einen Schieber S, der
die Periode 1, 2, ..., 6, 0 mehrmals trégt, und
kénnen ihn, wenn wir nur die Kennzahlen
der Jahre a-100+1 ausrechnen, fir jedes
Jahrhundert u. Z. einstellen. Uber 01 miissen
wir K;. 100+ einstellen.

Wir errechnen 2 Tabellen 5 und 6 nach den
Formeln 1 und 2 fiir den julianischen und den
gregorianischen Kalender. Aus diesen kénnen
wir die K,. 100+ entnehmen und den Schie-
ber danach einstellen.

Diese Tabellen tragen wir links und rechts
von Tabelle 4 auf der Drehscheibe ein.
Durch den Schieber und die Tabellen be-
kommen wir einen langjihrigen Kalender,
der vom Jahre 1 u.Z. bis weit iiber die Ge-
genwart hinaus reicht. Aus unserer Konstruk-
tion geht die Gebrauchsanweisung hervor.

1. Beispiel : Der erste Abschnitt der Eisenbahn
Leipzig—Dresden von Leipzig bis Althen
wurde am 24. April 1837 eingeweiht. Welcher
Wochentag war damals?

In Tabelle 6 finden wir K,50; =3 und stellen
den Schieber S so ein, daB die 3 iiber 01 steht.
In Tabelle 4 suchen wir das Jahr 37 und finden
dariiber auf dem Schieber 5 die Zahl 6. Die 6
suchen wir auf dem Kreisring der Drehscheibe
auf und stellen sie unter April auf Tabelle 3.
Auf Tabelle 2 suchen wir den 24. und finden
dariiber Montag. Also war der 24. April 1837
ein Montag.

2. Beispiel : An welchem Wochentag entdeckte
Kolumbus Amerika? Es war der 12. 10. 1492.
1401 hat in Tabelle S fiir den julianischen Ka-
lender die Kennzahl 5. Den Schieber stellen
wir so, daB iiber dem Jahre 01 die Kennzahl 5
steht. 1492 ist durch 4 ohne Rest teilbar, ist
also ein Schaltjahr. Fiir Oktober gilt die
zweite 92 auf Tabelle 4. Sie hat die Kennzahl 0
auf dem Schieber. Die 0 aul dem Rand der
Drehscheibe stellen wir aul Oktober ein und
finden iiber der 12 in Tabelle2 fiir den
Wochentag der Entdeckung Amerikas einen
Freitag.

Wenn wir Daten suchen, die auf einen be-
stimmten Wochentag fallen sollen, gibt uns
der Kalender auch Auskunft. Interessiert uns
z.B,, in welchen Jahren dieses Jahrhunderts
der 1. Mai auf Sonntag fillt, so stellen wir den
Schieber fiir dieses Jahrhundert ein. Aus
Tabelle 6 entnehmen wir [iir 1901 die Kenn-
zahl 1, die wir iiber die 01 von Tabelle 4 ein-
stellen. Die Drehscheibe stellen wir so ein,
daB Sonntag iiber der 1 von Tabelle 2 steht.
Dann erscheint unter Mai aul Tabelle 3 die
Kennzahl 5 auf der Drehscheibe. In allen
Jahren, die auf Tabelle 4 unter der Kennzahl 5
stehen, bis auf die Schaltjahre, die unterstri-
chen sind, fir die die Kennzahl nur fiir
Januar und Februar gilt, fillt der 1. Mai auf
Sonntag.

Die Mehrjahrkalender werden in der Plan-
wirtschaft und von Historikern gebraucht.
Fiir die Wirtschaft wire allerdings eine
Kalenderreform von Nutzen. Der neue Kalen-
der miiBte so genau wie der gregorianische
sein. Zu jedem Tag im Jahr miiBte aber ein
fester Wochentag gehoren. Das konnte man
erreichen, wenn man die Woche von 7 Tagen
und die Zahl der Tage im Monat, so wie wir
sie kennen, beibehalten wiirde, bis auf den
31.12., der ein wochentagsloser Festtag wire.
In Schaltjahren konnte man in der Mitte des
Jahres auch einen wochentagslosen Festtag
einschalten.

Es liegen schon viele Vorschlige zu einer
solchen Kalenderreform vor. H. Méller



EWIGER KALENDER Anleitung: Kreis ausschneiden und auf Karton kieben, gestrichelte Linien einschneiden;

Zeichnung und Tabellen 2 und 3 auf Karton kleben. Beide Teile durch Druckknopf verbinden(x). Schieber ausschneiden .
und durch Einschnitt schieben.
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Wir arbeiten
mit Mengen

Axio |M) engenbildung
Allmeng | E | lementbeziehung
Teilmenge | N | ullmenge
Mengendarstellun | G | rundbereich
Leermeng | E | chte Teilmenge
Individue | N | eunermenge

Das Wort Menge ist von der Umgangs-
sprache in die mathematische Fachsprache
iibernommen worden und hat eine andere
Bedeutung erhalten. In der Mathematik stellt
man sich unter einer Menge eine Gesamtheit
von Individuen vor, die meist nach ganz
bestimmten Gesichtspunkten aus einem fest
vorgegebenen Grundbereich ausgewihlt und
zusammengefaBt werden. Gibt man sich z. B.
als Grundbereich alle natiirlichen Zahlen vor,
so kann man nach dem Mengenbildungs-
axiom fir Mengen 1. Stufe beispielsweise fol-
gende Menge bilden:

Die Menge aller derjenigen natiirlichen Zah-
len, die groBer als 5 und kleiner als 20 und
durch 3 teilbar sind.

Wir erhalten M ={6, 9, 12, 15, 18}.

Arbeitsblatt 1

Bezeichnet man die Eigenschalten (groBer als
5 und kleiner als 20 und durch 3 teilbar)
mit H(x), so kann man nach dem Mengen-
bildungsaxiom sagen:

,»Es gibt eine Menge M, zu der alle die, aber
auch nur die Individuen x geharen, fiir die die
Eigenschaft(en) H(x) zutriflt (zutreflen)* oder
sDas Individuum x ist ein Element der
Menge M genau dann, wenn [ir x die Eigen-
schaft(en) H zutrifft (zutreffen). .

In Symbolik: x e M«—H (x).

Mengen lassen sich auf verschiedene Arten
angeben (darstellen, veranschaulichen).
M={6, 9, 12, 15, 18} nennen wir element-
weise Darstellung. Bei einer solchen miissen
alle Elemente einzeln aufgeschrieben werden.
Die gleiche Menge 4Bt sich auch angeben,

indem man schreibt, aus welchem Grund-
bereich die Elemente stammen und welche
Eigenschaften sie besitzen miissen, also all-
gemein:

M={xel; H(x)}.

Fiir unsere Beispielmenge M wire die fol-
gende Schreibweise maoglich:
M={xeN;5<x<20A3|x}.(A:und)
Natiirlich kann man diese Menge auch gra-
phisch veranschaulichen, indem man z.B.
auf der Zahlengeraden oder auf dem Zahlen-
strahl diejenigen Punkte besonders markiert,
denen die Zahlen der betreffenden Menge
zugeordnet sind.

o oi—o e P

0 5 © 15 2 5

SchlieBlich 14Bt sich auch ein Mengendia-
gramm entwerfen:

Diese Darstellung soli verdeutlichen, daB man
sich um die Elemente der Menge gewisser-
maBen eine ,Hiille“ denkt. Die Reihenfolge
bzw. Anordnung der Elemente spielt keine
Rolle.

Es gilt {6, 9, 12, 15, 18}={6, 12, 18, 15, 9}
={18,6,12,9,15}=...

Wortdarstellung (verbale Darstellung)

elementweise Darstellung

Darstellung mit Hilfe von
Grundbereich und Aussageform H(x)

Die Menge der ersten zehn natiirlichen

M;1={0,1,2,3,4,56,7,8,9}

M,={xeN;0<x<9}

der 7 bis hochstens 37

1.
Zahlen
2 Die Menge aller durch 3 teilbaren natiir-
: lic.xen Zahlen, die kleiner als 24 sind
3 Die Menge aller nichtnegativen Vielfachen

99 und 100

4 Die Menge aller ganzen Zahlen zwischen

S.| Die Menge aller Teiler von —8

der 6, die kleiner als 30 sind

6 Die Menge aller nichtnegativen Vielfachen

rationalen Zahlen

Die Menge aller zwischen 3 und 5 liegenden

oder hochstens gleich 10 sind

Die Menge aller Teiler von 12, die groBer
8.| oder mindestensgleich — 10, aber kleiner

Die Menge aller natiirl. Zahlen zwischen 43

g und 50, die bei Div. durch 3 den Rest 1 lassen
Die Menge aller positiven ganzen Zahlen,
10:| die kleiner als 100, Vielfache von 9 und

durch 12 teilbar sind
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Die ,,Allmenge” und auch die , leecre Menge*
sind spezielle Mengen. Die Allmenge iiber
einen bestimmten Grundbereich enthilt alle
Elemente dieses Grundbereichs und keine
anderen. Die leere Menge enthilt kein einzi-
ges Element (in Zeichen §). Im folgenden
Arbeitsblatt wollen wir uns im Angeben von
Mengen iiben. Die [reien Felder sind nach
dem Beispiel 1 auszufiillen.

Teilmengenbeziehungen

Wir denken uns die Menge aller Schiiler einer
Klasse, etwa der Klasse 7a der 31. POS in
Leipzig, und bezeichnen diese Menge mit M.
Wihlen wir aus dieser Menge M nun Schiiler
mit besonderen Eigenschaften, Merkmalen
oder Titigkeiten aus und fassen diese zu einer
Menge zusammen! Als Beispiele konnten wir
uns folgende Mengen denken:

A sei die Menge aller Schiiler dieser Klasse
7a, die die Zeitschrift alpha abonniert haben;
B sei die Menge aller Schiiler dieser Klasse
7a, die eine Arbeitsgemeinschaft besuchen;
C sei die Menge ailer Schiiler dieser Klasse
7a, die Pioniere sind.

Jedesmal haben wir eine Teilmenge der
Menge aller Schiiler dieser Klasse 7a gebildet.
Wir sagen: A ist eine Teilmenge von M und
schreiben dafiir 4 < M.

Es konnte moglich sein, dal alle Schiiler
dieser Klasse 7a die Zeitschrift alpha abon-
niert haben. Dann sagen wir:

A ist eine (unechte) Teilmenge von M
(A £ M). Da wir in diesem Falle genau wissen,
daB beide Mengen gleich sind, kénnen wir
A =M schreiben.

Wenn aber nicht alle Schiiler dieser Klasse 7a
die Zeitschrift alpha abonniert haben, wenn
es also mindestens einen Schiiler dieser
Klasse gibt, der die alpha nicht abonniert
hat, dann sagen wir:

A ist eine echte Teilmenge von M und schrei-
ben AcM. Jede echte Teilmenge von M ist
natiirlich erst recht eine Teilmenge von M,
wihrend nicht jede Teilmenge von M etwa
eine echte Teilmenge sein muB!

Nun laBt sich verallgemeinern:

Seien A und B beliebige Mengen.

Es ist A eine Teilmenge von B genau dann,
wenn jedes Element von A auch ein Element
von B ist.

(AL B—\'x:xeA—>xeB)

Es ist A cine echte Teilmenge von B genau
dann, wenn jedes Element von A auch ein Ele-
ment von B ist und wenn es in der Menge B
mindestens ein Element gibt, das nicht Ele-
ment der Menge A ist.
(AcB--\Vx:xeAd—xeBAdxeB:x§A)

Zur Veranschaulichung mogen die folgenden
Mengendiagramme dienen:

M : Die Menge aller Schiiler der Klasse 7a
A: Die Menge aller alpha-Abonnenten dieser
Klasse 7a
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(1) A ist eine Teilmenge, sogar eine echte Teil-
menge von M. Jeder alpha-Abonnent dieser
Klasse ist auch ein Schiiler dieser Klasse; es
gibt aber mindestens einen Schiiler dieser
Klasse, der die alpha nicht abonniert hat.

Es gilt A € M, sogar AcM

(2) A ist eine Teilmenge von M.

Jeder alpha-Abonnent dieser Klasse ist auch
ein Schiiler dieser Klasse. Es ist aber auch je-
der Schiiler dieser Klasse ein alpha-Abonnent.
Es gilt A € M, sogar A=M.

Auf dem folgenden Arbeitsblatt sind in jeder
Aufgabe einige Mengen vorgegeben. Nach
dem Beispiel 1 sollen alle moglichen echten
Teilmengenbeziechungen, die zwischen den
vorgegebenen Mengen existieren, aufgeschrie-
ben werden.

Arbeitsblatt 2
vorgegebene Mengen echte Teilmengenbeziehungen
N: Die Menge aller natiirlichen Zahlen NcG, ZcV
G: Die Menge aller ganzen Zahlen ZcN,
L. | Z: Die Menge aller durch 2 icilbaren ZcgG,
natiirlichen Zahlen VeG,
V: Die Menge aller durch 4 teilbaren Zahlen|
B: Die Menge aller Biume
2 B,: Die Menge aller Aplelbdume
| B.: Die Menge aller Laubbiume
Bo: Die Menge aller Obstbdume
N: Die Menge aller natiirlichen Zahlen
N,: Die Menge aller durch 3 teilbaren
natiirlichen Zahlen
3. Ny: Die Menge aller durch 9 teilbaren
natiirlichen Zahlen
Gy: Die Menge aller durch 9 teilbaren
ganzen Zahlen
R: Die Menge aller Rechtecke
4. | V: Die Menge aller Vierecke
Q: Die Menge aller Quadrate
D: Die Menge aller Drachenvierecke
W : Die Menge aller Wiirfel
5| P: Die Menge aller Pyramiden
Q: Die Menge aller Quader
P, : Die Menge aller Prismen
S: Die Menge aller Sehnen des Kreises k
D: Die Menge aller Durchm. des Kreises k
6. R: Die Menge aller Radien des Kreises k
G: Die Menge aller Geraden, auf denen
Sehnen von & liegen
Z: Die Menge aller Zentralen von k
G: Die Menge aller Gleichungen
G,: Die Menge aller Gleichungen mit genau
einer Variablen
7 G,: Die Menge aller linearen Gleichungen
’ mit genau einer Variablen
G;: Die Menge aller linearen Gleichungen
mit genau einer Variablen, die keine
Lésung haben




Mengenoperationen

Denken wir uns die Menge aller Einwohner
der Stadt A zu einem ganz bestimmten Zeit-
punkt. Bezeichnen wir diese Menge mit M
und bilden nun die folgenden Teilmengen:
M, sei die Menge aller Einwohner der Stadt
A, die dlter als 25 und jiinger als 50 Jahre sind;
M, sei die Menge aller Einwohner der Stadt
A, die Altersrentner sind ;

M, sei die Menge aller Einwohner der Stadt
A, die eine Fahrerlaubnis besitzen.

Sicher gilt M, c M, M, c M und auch M;c M.
Sicher stehen M; und M, in keiner Teil-
mengenbeziehung zueinander, denn kein Ein-
wohner zwischen 25 und 50 Jahren kann
Altersrentner sein und umgekehrt. Solche
Mengen nennt man elementfremd (disjunkt).
Betrachten wir die Menge M, die alle Fahr-
erlaubnisbesitzer enthilt, so konnen solche
Einwohner der Stadt A4 Altersrentner sein,
aber auch zwischen 25 und 50 Jahren. Es
wird sicher auch solche Besitzer einer Fahr-
erlaubnis geben, die 25 Jahre oder jiinger sind
oder 50 Jahre oder dlter, aber noch keine
Altersrentner. Das heiBt, ein Teil von M,
liegt in M, ein Teil in M, und ein Teil weder
in M, noch in M,, aber natiirlich in M. Das
Mengendiagramm koénnte man wie [olgt
zeichnen:

My

M;
? M

M3

Aul dem folgenden Arbeitsblatt 3 sollen je-
weils die Flichenstiicke schraffiert werden,
die der angegebenen Menge graphisch ent-
sprechen. Beispiel 1 ist wieder vorgegeben.

Wer das Arbeitsblatt 3 fehlerlos ausgefiillt
hat, hat schon richtig mit Mengen operiert,
vielleicht ohne sich dessen voll bewuBt zu
sein.

Beziehen wir uns zunichst auf das Beispiel 5.
Die Menge M, wurde mit der Menge M ; ver-
einigt. Die Vereinigungsmenge (gesprochen:
»~M; vereinigt mit M,“; geschrieben:
M, UM,;) enthilt diejenigen Einwohner der
Stadt 4 — aber auch nur diese —, die Alters-
rentner sind oder eine Fahrerlaubnis be-
sitzen.

Man kann sich vorstellen, daB jeder Ein-
wohner der Stadt A die Fragen vorgelegt
bekommt ,Sind Sie Altersrentner? und
,Haben Sie eine Fahrerlaubnis 7* Wird wenig-
stens eine dieser Fragen mit ,ja“ beantwor-
tet, gehdrt der Betreffende zur Menge
M; UM, natiirlich auch dann, wenn beide
Fragen bejaht werden.

Wir kénnen nun allgemein sagen:

Es seien A und B beliebige Mengen. Ein
Individuum x gehort zur Vereinigungsmenge

Arbeitsblatt 3

Die Menge aller Einwohner der Stadt A,

R
i

1. die Altersrentner sind und keine Fahr-
erlaubnis besitzen.
Die Menge aller Einwohner der Stadt 4, M 4
die eine Fahrerlaubnis besitzen, aber Mz M
2 weder Altersrentner noch zwischen 25
und 50 Jahren alt sind. M 3
Die Menge aller Einwohner der Stadt 4, ”Z M 1
3, die zwischen 25 und 50 Jahren alt sind M
und eine Fahrerlaubnis besitzen.
M3
Die Menge aller Einwohner der Stadt A4, M
die 25 Jahre oder jiinger sind oder “2 1
4. 50 Jahre oder ilter, aber keine Alters- M
rentner sind und keine Fahrerlaubnis
besitzen. M 3
: . M4
Die Menge aller Einwohner der Stadt A, ”2
5. die Altersrentner sind oder eine Fahr- M
erlaubnis besitzen. M
3
In dieses Mengendiagramm soll-die M ]
Menge aller Kinder eingezeichnet wer- Mz
6. den, die den Kindergarten besuchen M
(Einwohner der Stadt A!). M
3
In dieses Mengendiagramm soll die My
Menge aller Schiiler bis zur 10. Klasse "Z
7. der POS eingezeichnet werden (Ein- M
wohner der Stadt A!). M
3
. : . M4
In dieses Diagramm soll die Menge aller ”2
8. Brillentriiger der Stadt A eingezeichnet M
werden.
M3
D : M4
ie Menge aller Einwohner der Stadt 4, M. A
9, die Altersrentner sind und eine Fahr- M
erlaubnis besitzen.
M3
Die Menge aller Einwohner der Stadt A
10. zwischen 25 und 50 Jahren ohne Fahr-

erlaubnis.
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A UB genau dann, wenn x zur Menge A4 oder
zur Menge B gehort.
(xe(AUB)~xecAVxeB).
Das Bindewort ,joder” wird in der Mathe-
matik im einschlieBenden Sinne gebraucht.
Beispiel: Wenn wir die Hausaufgaben ordent-
lich anfertigen oder im Unterricht gut aul-
passcn, werden wir gute Leistungen erzielen.
Jeder wird sicher uneingeschrinkt zustim-
men. Jafl wir auch dann gute Leistungen
erzielen werden, wenn wir beides tun. Das
,,Oder* schlieBt also das ,,Und* nicht aus!
Soll aber das ,,Und* ausgeschlossen werden,
so miissen wir die Bindeworter ,,entweder —
oder* verwenden.
Beispiel: Der Schiiler Miiller geht entweder
in die Klasse 6a oder in die Klasse 6b.
Wir werden sofort verstehen, daB dieser
Schiiler nicht in beiden Klassen zugleich sein
kann.
Da diese Unterscheidung in der Umgangs-
sprache oft nicht geniigend beachtet wird,
werden in der Mengenlehre manchmal Fehler
gemacht, wenn Vereinigungsmengen gebildet
werden sollen. Deshalb wollen. wir uns zu
dieser Problematik noch ein mathematisches
Beispiel ansehen:
Es sollen zwei Mengen M, und M, gebildet
werden. M set die Menge aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis 12, die durch 2 oder durch 3
teilbar sind; M, sei die Menge aller natiir-
lichen Zahlen von 1 bis 12, die entweder durch
2 oder durch 3 teilbar sind.
Wir erhalten

M;={2,3,4, 6,8,9,10, 12} und

M,;={2,3,4,8,9,10}
Wir sehen, dal3 die Zahlen 6 und 12, die durch
2 und durch 3 teilbar sind, in der Menge M,
enthalten sind, in der Menge M, jedoch
nicht. Man kann sich die Menge M, auch
entstanden denken durch die Vereinigung
zweier Mengen, und zwar der Menge A aller
natiirlichen Zahlen von 1 bis 12, die durch 2
teilbar sind und der Menge B aller natiirlichen
Zahlen von 1 bis 12, die durch 3 teilbar sind.
Dazu lieBe sich das folgende Mengendia-
gramm zeichnen:

6

A 8

Wir wollen nun noch verschiedene Fille
graphisch veranschaulichen und bringen auch
noch Beispiele, bei denen die Elemente von
Mengen natiirliche Zahlen sind.

n

3)

Es wurde stets A UB schraffiert!

1  4={1,23} @ A={1,23}
B={2} B={2,3,4}
AUB={1,2,3} AUB={1,2,3,4)
@) 4={1,23} @ .A={1,2}
B={4,5} B={1,2}
AUB={1,2,3,45} AUB={1,2}

Wenden wir uns nun dem Beispiel 9 zu. Hier
wurde der Durchschnitt der Mengen M, und
M3, gebildet (gesprochen: ,M, geschnitten
mit M3“ oder ,M, Durchschnitt M, ge-
schrieben: M, NM3).

In dieser Durchschnittsmenge liegen alle die-
jenigen Einwohner der Stadt 4 — aber auch
nur diese —, die sowohl Altersrentner als auch
Fahrerlaubnisbesitzer sind (beides also gleich-
zeitig). Nur wer beide Fragen mit ,ja“ be-
antwortet, gehort zur Menge M, NM,.
Allgemein 148t sich formulieren:

Es seien A und B beliebige Mengen. Ein
Individuum x gehért zur Durchschnitts-
menge ANB genau dann, wenn x. zur
Menge A und auch zur Menge B gehort.
(xe(ANB)~xeAAxeB). Analog zur Ver-
einigungsmenge folgen auch hier Beispiele.

0y )
A
A B8

6) @
00, @
A B8

Es wurde stets ANB sghraﬂ'lert!

(1) A={1,23} *@) A={1,2,3}
B={2} T B={4,5)
ANB={2} ANB=9
@3  A={1,23} @ 4={12}
B={2,3,4} B={1,2}
ANB={2,3} ANB={1,2}

Im Beispiel 1 miissen zunichst die Einwohner
Altersrentner sein, also der Menge M, an-
gehoren. Sie diirfen aber keine Fahrerlaubnis
besitzen, also der Menge M3 nicht angehdren.
Es wurde die Differenz der Mengen M, und
M ; gebildet.

Zur Diflerenzmenge M, \ M5 (M, Differenz
M) gehoren alle diejenigen Elemente — und
nur diese -, die zur Menge M, aber nicht
zur Menge M gehoren.

Allgemein kann man [ormulieren:

Seien A und B beliebige Mengen. Ein
Individuum x ist ein Element der Differenz-
menge A\ B genau dann, wenn x ein Element
von A und kein Element von B ist.
(xe(A\B)—~xeA Ax§B)  Beispiele:

@

@

Es wurde stets A \ B schralliert!

(1) A={1,2,3} @ A={1,23}
B={2} B={2,3,4}
A\B={1,3} A\B={1}
3 A={1,23} @  A={,2}
B={4,5} B={1,2}
A\B={1,2,3} A\B=0

Wir erkennen nun, daB aul dem Arbeitsblatt 3
folgende Mengen dargestellt sind:
1. M\ M,
M3\ M\ M,
M, NM;
M \AM \M;\ M;
M, UM,
M,NM;
10. M;\M,
Im folgenden Arbeitsblatt 4 wollen wir uns
im Operieren mit Mengen iiben.

O LA W

Arbeitsblatt 4
1. ANBNC 2. (AnNB\C
A@ A
¢ ¢
3. (AUB)\C 4. (4\B)nC

b3
&
b
(]

5. (A4\BNC
A@
¢
6. (AUB\C 7. ANBNC
A A
B 8
o C
8. Bl4\cC

g

9. (ANBUBNC)

10.  Gegeben seien
A=1{6,7,8,9};
B=1{5,6,10};
C={3,6,9,12,15}.

Man bilde folgende Mengen:

AUB A\C

AUC c\4

BUC B\cC

ANB c\B

ANC AUBUC

BNC ANB NC

A\B A\B\C

B\ 4 4NB)\ C W. Fregin
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Spiele mit Holzchen

ala Aus 18 Hélzchen kann man diese
Figur mit 6 Quadraten legen. Nimm aus der
Figur 6 oder 5 oder 4 oder 2 Holzchen weg!
Stets bleiben 4 Quadrate iibrig.

A2A Wie macht man aus 3 Quadraten
4 Quadrate, ohne die Lage der Holzchen der
beiden ersten Quadrate beim Umlegen zu
verdndern?

N NN
A VARV V4

A3 A a)Bilde durch Umlegen von 4 Holz-
chen aus dieser Figur 3 Quadrate!

b) Lege in der gleichen Figur 4 Holzchen so
um, daB 2 gleich groBe Quadrate zu erkennen
sind!

a4 a Entferne aus der Figur 16 Holzchen;
es sollen 12 gleich groBe Quadrate iibrig blei-
ben!

— —— e go—

A5 A Bilde aus 10 Holzchen eine Figur, die
drei gleichgroBe Quadrate enthiilt!

L T

A6a Diese sechs kongruenten gleichseiti-
gen Dreiecke sollen durch Umlegen von
3 Holzchen in sechs kongruente Parallelo-
gramme verwandelt werden.

/\

AVANE .
N\ [/
\/

A7A Von den 12 Holzchen, die diesen
Stern bilden, sollen 6 Holzchen so umgelegt
werden, daB drei gleich groBe, symmetrisch
liegende Vierecke entstehen.

/
A

48 a a)Durch Umlegen von 3 Hélzchen in
dieser Figur soll ein Sechseck entstehen.

b) Verwandle das aus 6 Holzchen gelegte
Dreieck in zwei Dreiecke!

c¢) Ich gebe dir noch 3 Hoélzchen. Diese sollst
du in die Figur so legen, daB du nunmehr vier
kongruente Dreiecke erhiltst.

Ak

A9a Hier wurde das Bild eines Hauses aus
10 Holzchen gelegt. Lege zwei Holzchen so
um, daB der Hausgiebel auf der anderen Seite
liegt!

A 10a Die gelegte Figur soll einen quadra-
tischen Garten, in dem sich ein kleiner qua-
dratischer Teich befindet, darstellen. Die
Gartenflache soll mittels weiterer 10 H6lzchen
in fiinf flichen- 'und formgleiche Beete auf-
geteilt werden.

3

»Seit wann ist Thr Sohn denn so fleiBig, Frau
Miiller 7 — ,Seit er Holzchen fiir die alpha
braucht !“

1979 =197-9+197+9

A=19+7-9
Y9+7+9

Y9+7+9

l-9~7-9

=1-1/9-7-/9-(1+9-7)-
9-7-1/9-(19-7— 9

—(1/_‘9+|/7+ )(—1+1/§+79)

=(197-9+1°7)(19-7-9)

=(14+9—TN7-(19—-7+9)

149-7-9 =1,9-79

19479 =(1+9+)/T+9(/1-9+)/7+9)

19-79=(1+9)(7-9)(19-7-9)

A=(1+9)-7-1/9
U=—1-9+79
S=19+7+9

19+7-9-1
—1%-7+49=2
1°=74+9=3
1°-1/749=4
1-)/9+7+4+9=5
—149+7-9=6
1:9+7-9=7
149+7-9=8
19+7_9=9

1°-7+)/9=10

Die Raumdiagonale eines Quaders mit qua-
dratischer Grundfliche mi3t [/ﬁ cm.

Wie groB sind die Kantenldngen des Quaders,
wenn nur ganzzahlige Werte zugelassen sind ?

Die 16 Teilnehmer einer Werkgruppe basteln
Wiirfel mit ganzzahligen Seitenlingen. Beim
Berechnen der Rauminhalte stellt sich heraus,
daB sich die 16 Wiirfel zu 4 Vierergruppen
ordnen lassen, wobei die Summe der Wiirfel-
volumen in jeder Gruppe 1979 ergibt.
Welche Seitenldngen haben die vier Wiirfel
jeder Gruppe?

Diese Zahlenspiele stammen aus der Feder
von Ing. H.Decker, Kéln; A. Fittke, EOS
H. Hertz,Berlin (KI. 11); stud. math. W. Forg-
Rob, Schwaz (Usterreich); W.Hoppe, OS
Marienberg (K1. 7).
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derartige Erscheinung aber dennoch. Darauf
werde ich noch zuriickkommen. Zunichst
fallt schnell auf, daB es Ausgangskonfigura-
tionen gibt, die bald ,aussterben“, wie die Bei-
spiele in Bild 1 zeigen.

Eine andere Dreierkonlfiguration wird schon
in der nichsten Generation zu einem stabilen
,»Block®, d.h., eine weitere Anwendung der
Regeln bewirkt keine weitere Verinderung
mehr (Bild 2).

Die ecinfachste Moglichkeit fir eine sich
peniodisch veridndernde Figur ist der ,Blin-
ker“ (Bild 3).

Drei Viererkonfigurationen fiihren nach 2 bis
3 Generationen zu einer stabilen Anordnung,
fir die die Bezeichnung ,Honigwabe“ ge-
pragt wurde (Bild 4).

Der Leser kann sich die Zwischenschritte
selbst iiberlegen. Nach der recht kurzen Le-
bensgeschichte dieser Viererkonfiguration ist
es erstaunlich, daB eine andere Viererkonfi-
guration 10 Generationen benétigt, um zu
einem periodischen Verhalten zu gelangen.
Dabei tritt noch eine Verdreifachung der
Anzahl der Steine auf (Bild 5). )

Die letzte Figur setzt sich aus 4 unabhingi-
gen , Blinkern“ zusammen. Man hat dafiir den
Begriff ,,Verkehrsampel“ geprigt. Damit ist
die Lebensgeschichte simtlicher Tetrominos
(Konfigurationen aus vier zeilen- und spalten-
weise zusammenhingenden Steinen) aufge-
zeigt.

Der Leser kann nun die Entwicklung der
12 Pentominos untersuchen. Dabei wird sich
herausstellen, daB 6 davon vor der 5. Gene-
ration verschwinden, 2 erreichen schnell eine
stabile Anordnung, die aus 7 Steinen besteht,
und weitere 3 verwandeln sich bald in ,,Ver-
kehrsampeln“. Eine Uberraschung ist der
in Bild 6 dargestellte Pentomino.
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Diese Konfiguration verschwindet weder in
absehbarer Zeit, noch wird sie stabil oder geht
in eine oszillicrende Anordnung iiber. Conway
hat das Geschehen 460 Ziige verfolgt, ohne
ein erkennbares Schicksal zu finden. Der
Leser beachte, daB zuniichst feststellbare Aus-
breitung kein Beweis fiir unbegrenztes Wachs-
tum ist. Es wiire bei der starken Unregel-
maiBigkeit durchaus denkbar, daB nach end-
lichen Generationen endlich viele unabhiin-
gige stabile oder oszillierende Teile entstehen

oder gar wieder alles ,,abstirbt“.
Bild 7
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[ ] [ ] [ ] @ (] J
@ [ [] o L o
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Dem Leser werden sicher schon einige der
einfachen stabilen Anordnungen aufgefatlen
sein (Bild 7).

Fiir eine aus 5 Steinen bestehende Figur wur-
de der Name ,Segler“ (,Glider*) geprigt
(Bild 8). Nach 2 Generationen finden wir die
gleiche Figur zunichst gespiegelt, und nach
4 Generationen hat sich die Konfiguration
lediglich ein Kistchen nach rechts unten be-
wegt. Dadurch entfernt sich der ,,Segler“, nach
jeweils 4 Ziigen betrachtet, bei gleichbleiben-
der Form beliebig weit. Die zunichst denk-
bare groBte Geschwindigkeit einer wandern-
den Figur ist die eines Knigs auf dem Schach-
brett; Conway nannte sie Lichtgeschwindig-
keit. Obiger ,Segler” bewegt sich also diago-
nal mit dem Viertel der Lichtgeschwindigkeit.
Conway hat bewiesen, daB dies die groBtmég-
liche Diagonalgeschwindigkeit einer Figur ist.
Es gibt noch weitere, sich bei gleichbleibender
Figur bewegende Figuren (nach einigen Gene-
rationen jeweils betrachtet), die sogenannten
~Raumschiffe“. Diese bewegen sich vertikal
mit der Hiilfte der Lichtgeschwindigkeit (nach
4 Generationen 2 Felder vorgeriickt) (Bild 9).
Bei der Bewegung entstehen kieine Abfall-
produkte, die aber solort wieder verschwin-
den. Wird der ,,Hauptkorper“ aber Linger als
6 Steine, so werden Objekte ,,geboren“, die
danach das ,,Raumschiff“ selbst zerstéren. Es
gibt jedoch trotzdem lingere, sogenannte
~Ubergewichtige Raumschilfe*. Diese benoti-
gen aber als Schutz vor der Selbstzerstérung
Eskorten von kleineren ,Raumschiffen“. Das
lingste Raumschiff, zu dessen Eskortierung
2 kleinere ausreichen, hat einen Hauptkérper
aus 12 Steinen (Bild 10). Conway hat heraus-
gefunden, daB ein Raumschiffl mit einem
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Hauptkdrper von 100 Steinen sicher sich be-
wegen kann. wenn es von einer Flotille von
33 kleineren Raumschiffen begleitet wird.
Eine Mittelstellung zwischen den _Raum-
schiffen und den stabilen Figuren nehmen
die oszillierenden Konfigurationen ein (wie
der schon genannte ,,Blinker*) (Bild 11).
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Es gibt auch periodische Figuren, die einen
festen duBeren Rand haben, mit dessen Hille
das Innere bewegt wird. Conway nennt sie
..Billard-Tisch“-Konfigurationen. Ein Beispiel
dafiir ist das , Speichenrad“. Das Innere (die
.Billardbille*) dreht sich bei jedem Genera-
tionswechsel um 90° (Bild 12).

Geringe Veridnderung der Ausgangsfigur kann
drastische Folgen haben. So kommt der Buch-
stabe ,H* zu einem schnellen Ende; wird
jedoch nur ein Stein um ein Feld verschoben.
so daB der Buchstabe ,,n“ vorliegt, so finden
wir erst nach 173 Generationen 5 ,,Blinker®,
6 ,.Blocke™ und 2 , Teiche* als (periodisches)
Ergebnis (Bild 13).

Eine interessante Lebensgeschichte finden war
auch bei der ,,Getreidemiihmaschiﬁe“. Das
abzuerntende Feld ist eine sehr lange Dia-
gonale von Steinen. Die Maschine bewegt sich
nun diagonal entlang dem Feld, ,emtet”.
obundelt in Garben“ und LiBt diese dann
hinter sich stehen (Bild 14).

Zu einem strategischen Spiel wird ,Life*
durch zwei Konfigurationstypen, auf der
einen Seite solche, die Geschosse abfeuern.
andererseits Figurenschlucker, die, wie ihr
Name sagt. andere Figuren verschlucken.
ohne dadurch verdndert zu werden (als pe-

riodische Figuren). Dies ist das Ergebnis der
im letzten Artikel erwihnten Preisaufgabe.
Wissenschaftler vom ,,Project of Artilicial
Inte'mgence“ vom ,,Massachusetts Institute of
Technology™ hatten dem Computer einfach
die Aufgabe gestellt, ein Gegenbeispiel zur
im vorigen Artikel erwidhnten Endlichkeits-
behauptung zu finden. Herausgekommen ist
dabei die ,Glider Gun“ (,Segler-Kanone*),
ein riumlich fixierter Oszillator, der nach
30 Generationen in seine urspriingliche Ge-
stalt iibergeht und dabei jeweils einen ,,Gli-
der“ abfeuert, der dann iiber das Spielfeld
wandert. Durch die Periodizitit ist gesichert,
daB eine unbegrenzte Zahl von Glidern pro-
duziert wird (die sich offensichtlich auch nicht
gegenseitig beeinflussen). Man kann das un-
begrenzte Wachstum aber verhindern, indem
man den Glidem einen ,Eater* (Figuren-
schlucker) in den Weg stellt (Bild 15, Bild 16).
Durch die vielfiltigen Beispiele erscheint die
Spielbezeichnung ,Life“ (Leben) keineswegs
upmotiviert. Aus einfachen Grundregeln wird
eine komplexe Welt aufgebaut. die nicht nur
komplex beziiglich der rdumlichen Struktu-
ren ist, sondern auch beziiglich des funktio-
nellen Verhaltens. In einem wesentlichen
Punkt aber scheint der Name nicht gerecht-
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fertigt; es [ehlt der ,schopferische Zufall®.
Wir finden ein Musterbeispiel eines determi-
nistischen Prozesses, bei dem alles aus den
Anfangsbedingungen folgt. Das Spiel offen-
bart seine Ideen, aber der Zufall ist einfach
nicht vorgesehen.
Ein mathematisches Spiel kann durchaus den
Blick auch in ein anderes Wissenschaltsgebiet
lenken. Das Conway-Spiel ist in der Tat nicht
weit entlernt von einem Weg, den die mathe-
matische und angewandte Forschung in den
letzten Jahrzehnten tatsichlich beschritten
hat. In unserem Spiel haben wir Zellen
(Quadrate), die sich in einer endlichen Zahl
von Zustinden befinden kénnen (in unserem
Spiel nur 2), und das Verhalten in der néch-
sten - Generation hidngt von gewissen Um-
gebungszellen (bei uns 8) ab. In der Mathe-
matik spricht man bei derartigen Systemen
auch von zellularen Automaten. Wir finden
hier aber keinesfalls nur einen abstrakten
Apparat zur Untersuchung von einem dem
Selbstzweck dienenden Spiele. Die Entwick-
lung der Theorie zellularer Automaten be-
gann 1950 mit Arbeiten des bekannten
Mathematikers John von Neumann. Er suchte
nach Automaten, die Modelle der biologi-
schen Reproduktion sind, indem sie genaue
Kopien ihrer selbst oder geringfiigig ab-
weichende Varianten herstellen. Er benotigte
dabei nicht nur 2, sondern 29 Zellzustinde,
jede Zelle hatte 4 Nachbarzellen (statt 8), und
der Automat bestand aus 200000 Zellen.
Nachdem zunichst die Theorie der zellularen
Automaten vorwiegend fiir die Konstruktion
parallel arbeitender Schnellrechner (Multi-
prozessoren) verwendet wurde, zeigen sich in
jlingerer Zeit auch Anwendungen in Biologie
und Medizin.
Die Situation, daB das zukiinftige Zellverhal-
ten vom Verhalten in Umgebungszellen ab-
hangt, finden wir auch bei'der Ausbreitung
von Stérungswellen in biologischen Zell-
verbinden. Es entstehen Moglichkeiten, Si-
tuationen zu modellieren, zu denen es in der
Herzmuskulatur bei einem Infarkt kommt.
Durch moderne Rechner konnen zellulare
Riume konstruiert werden, deren Anzahl von
Zellen etwa der Anzahl der Muskelzellen in
einem Gewebeteil entspricht.
In Bild 17 mé&chte ich noch — ohne damit
der Entfaltung der Phantasie Grenzen setzen
zu wollen - einige Ausgangskonfigurationen
angeben, die einen interessanten Spielverlaufl
gewihrleisten.

R. Schuster

Prof. Dr. A. J. Chintschin, Moskau:

Wer einmal die erhabene Freude der schop-
ferischen Leistung erfahren hat, wird niemals
die Anstrengungen scheuen, um diese von
neuem zu erleben.
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XX. Internationale
Mathematik-
Olympiade 1978

Bukarest
(3.7. bis 10.7.1978)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. Jan VySin

Prag -

Die XX. Internationale Mathematikolympia-
de fand im Juli 1978 in Bukarest statt. An ihr
nahmen Mannschalten aus 17 Landern teil.
Wie gewohnlich bestand die Mannschaft eines
jeden Landes aus 8 Schiilern. Den Teil-
nehmern wurden 6 Aufgaben vorgelegt — je 3
an jedem der zwei Tage des Wettbewerbs. Fiir
die Losung jeder Aufgabe “erteilte die Jury
eine bestimmte Anzahl von Punkten. Die
maximal mogliche Summe der Punkte fiir die
Losung aller Aulgaben betrug fiir die einzel-
nen Teilnehmer 40, d.h., fir die gesamte
Mannschaft 320 Punkte. In der inoffiziellen
Wertung erreichte die SR Ruminien mit
237 Punkten den ersten Platz; es folgten
USA (225 P.), GroBbritannien (201 _P.), Viet-
nam (200 P.), CSSR (195 P.). Die DDR war
bei dieser Olympiade nicht vertreten.

Aufgaben

1. Es seien m und n natiirliche Zahlen mit
n>mz 1. Die Dezimaldarstellung von 1978™
und 1978" enden beide auf denselben Dreier-
block von Ziffern. Bestimme m und n so, daB
m-+ n minimal

2. P ist ein gegebener Punkt im Inneren einer
gegebenen Kugel, und A, B, C sind drei be-
liebige aul der Kugel gelegene Punkte, so
daB PA, PB und PC paarweise zueinander
senkrechte Strecken sind. Es sei Q die zu P
diagonal gegeniiberliegende Ecke im durch
PA, PB und PC aufgespannten Quader.
Bestimme die Menge aller Punkte Q (geo-
metrischer Ort von @), wenn die Punkte A,
B und C alle moglichen erlaubten Lagen
durchlaufen!

3. Die Menge aller positiver ganzer Zahlen
sei die Vereinigung zweier disjunkter. Teil-
mengen

{f(D.f(2), ....f(n), ...} und

{g(1), g(2), ..., g(n), ...}, wobei

A 1879 A Es ist folgender Additions-Algo-
rithmus gegeben

SOMMER
‘OSTSEE

FER I EN

Jeder Buchstabe bedeutet eine ganze Zahl aus
dem Intervall [0, 9], verschiedene Buchstaben
bedeuten verschiedene Zahlen.

Diese Aufgabe wurde dem MSB-Buch Nr. 5
Methoden zur Lisung mathematischer
Aufgaben

entnommen.

146 Seiten, 41 Abb., kartoniert, Preis 9,60 M
BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

Bestell-Nr. 6656355

f)<f(2), <...<f(m<...,
g(1);<g(2), <...<g(n)<...,und
gm)=f(f(n)+1 furallen=1.
Bestimme f(240)!

4. Es sei ABC ein Dreieck mit AB=AC. Ein
Kreis beriihre sowohl den Umkreis des Drei-
ecks ABC von innen als auch die Seiten AB
und AC. Die Beriihrungspunkte mit den Sei-
ten AB bzw. AC seien P bzw. Q.

Beweise, daB der Mittelpunkt der Strecke PQ
der Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks
ABC ist! '

5. Es sei {ax}(k=1, 2, ..., n, ...) eine Folge
paarweise verschiedener positiver ganzer Zah-
len.
Beweise, daB fiir alle positiven ganzen Zah-
lenn

6. Die Mitglieder einer internationalen Ge-
sellschaft stammen aus 6 verschiedenen Lin-
dern. Die Liste der Mitglieder enthilt 1978
Namen, welche mit 1, 2, ..., 1978 numeriert
sind. ° :

Beweise, daB es ein Mitglied gibt, dessen
Nummer gleich der Summe der Nummern
zweier Mitglieder aus seinem eigenen Land
oder gleich dem Doppelten der Nummer
eines Mitglieds aus seinem eigenen Land ist!



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Eine Methode zur Ermittlung
pythagoreischer Zahlentripel

Ich bin seit Jahren Mitglied des Zentralen
Mathematikzirkels des Kreises Bischolswerda
sowie des Bezirkskorrespondenzzirkels Dres-
den und natiirlich auch alpha-Leser. Aul
Grund der auBerschulischen Beschiltigung
mit der Mathematik konnte ich schon mehr-
mals unter den Preistragern bei Kreis- und
Bezirksolympiaden sein. In der AG Mathe-
matik beschiftigen wir uns u.a. mit pytha-
goreischen Zahlentripeln.

Im folgenden mochte ich eine Methode zur
Gewinnung solcher Tripel darstellen.

Definition: Ein Tripel [a; b; ¢] von Null ver-
schiedener natiirlicher Zahlen g, b, ¢ wird ge-
nau dann pythagoreisches Tripel genannt,
wenn a? +b%=c? gilt.

Solche Tripel sind z.B. [3; 4; 5] und

[5; 125 13].

Wenn [a; b; ¢] ein pythagoreisches Tripel ist,
so ist fiir beliebige natiirliche Zahlen & (k +0)
auch das Tripel [ka; kb; kc] ein solches. (Be-
weist diesen Satz!)

Wie kann man nun aber weitere pythago-
reische Tripel finden? Um zu einer Idee zu
kommen, untersuchen wir einige bekannte py-
thagoreische Tripel etwas genauer:

[3;4;5] 3%+ 4= 5
32= 9= 4+5
[5;12;13] 52+ 122=13?
52=25=12+13
[7;24;25] 72 + 242 =257
72=49=24+25

Dabei [illt uns zunichst auf, daB man das
Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl als
Summe zweier aufeinanderfolgender natiir-
licher Zahlen schreiben kann. (Fiir alle ne N
gilt: 2n+1)2=4n® +4n+1=(2n*+2n)
+(2n% +2n+1).) Dann sehen wir, daB in un-
seren Beispielen diese beiden Summanden mit
der betrachteten ungeraden Zahl ein pytha-
goreisches Tripel bilden. Wir vermuten:

Satz: Jedes Tripel [a; b; c] natiirlicher Zahlen
mit a’=b+c, c=b+1 und b0 ist ein
pythagoreisches Zahlentripel.

Beweis: 1. Wegenb+0,c=b+1lunda®=b+c
sind a, b und ¢ von Null verschieden.

2. Aus@’=b+4c=b+b+1=2b+1
und c2=(b+1®=b%+2b+1
folgt c>=a*+b*; w.z.b.w.
Da die Voraussetzung des Satzes fiir jede un-
gerade natiirliche Zahl a (@> 1) ~ und nur fir
diese — erliillbar ist, finden wir folgendes Ver-
fahren zur Konstruktion pythagoreischer
Zahlentripel:
1. Man wihle fir a eine ungerade natiirliche
Zabhl, die groBer als 1 ist.
a=2n+1, n+0
2. Man schreibe a? als Summe zweier aufein-
anderfolgender natiirlicher Zahlen b und c.
b=2n’+2n c¢=2n*+2n+1
3. [a; b; c] ist ein pythagoreisches Tripel.
a’+b?=c?
4. Fiir jedes ke N mit k+0 ist [ka; kb; kc]
ebenlalls ein pythagoreisches Tripel.
(ka)? +(kb)? = (kc)?
Natiirlich liefert diese Methode lingst nicht
alle pythagoreischen Zahlentripel, z. B. nicht
[9; 12;15].

AbschlieBend ein Beispiel: -

Im 30.Jahr des Bestehens unserer Republik
nehmen wir fur a die Zahl 1979 und erhalten
nach unserer Methode das pythagoreische
Zahlentripel [1979; 1958220; 1958221].
Wem es Spall macht, der kann es nach-
rechnen! S. Griitzner

Aus der Arbeit des
Kreisklubs Junger Mathematiker
Griifenhainichen

In diesem Schuljahr fiihrten wir ersimais
einen Mathematikwettbewerb fiir Schiiler der
Klassenstufe 4 durch. Ziel war, interessierte
und leistungsstarke Schiiler frithzeitig auf die
OJM vorzubereiten und sie fiir den seit acht
Jahren bestehenden Kreisklub auszuwihien.
Es beteiligten sich 71 Schiiler. - Zusétzlich
organisierten wir einen Mannschaftswettbe-
werb. An ihm nahmen fiinf Schulmannschaf-
ten der Klassenstufe 6 teil. Die AufSaben
dazu stellten wir nach den Empfehlungen der
Padagogischen Lesung von OStR G. Schulze,
Herzberg, zusammen.

R. Schulz, Rotta

Aufgaben des Wettbewerbs
der Klassenstufe 4

1. Trage in Bild 1 des beiliegenden Arbeits-
blattes die Zahlen 1 bis 9 in die vorhandenen
9 Felder ein! Dazu darf jede Zahl nur einmal
verwendet werden. In jeder Zeile (von links
nach rechts), in jeder Spalte (von oben nach
unten) und in jeder der beiden Hauptdiago-
nalen (Schragen) soll die Summe der drei Zah-
len stets 15 betragen. Zur Erleichterung sind
bereits drei Zahlen eingetragen. Schreibe auf,
wie du die Losung gefunden hast!

Bild 1 2 6

2. In Bild 2 beiliegenden Arbeitsblattes sind
gegeben:

Bild 2

(1) Eine Gerade g

(2) Ein Punkt P,, der nicht auf g liegt

(3) Ein Punkt P,, der nicht auf g liegt
Zeichne mit Lineal und Zeichendreieck zu g
die Parallele p durch P, und die Senkrechte s
durch P,!

3. Ersetze in den beiden Aulgaben die Varia-
bien (Buchstaben) durch Ziffern, damit zwei
richtig geloste Aufgaben entstehen! Vergi3
die Probe nicht!

1) as? ) 8000
+34bc - xyz
4444 7531

4. Du hast Fiinfmarkstiicke und Zweimark-
stiicke. Wie kannst du den Betrag von
29 Mark passend zahlen?

Hinweis: Es gibt nicht nur eine Losung.
Mache zu jeder Losung die Probe!

5. Ordne die folgenden Langenangaben der
GroBe nach! Verwende dabei das Zeichen
kleiner als*!

15m2cm;848cm; 9,01 m; 75dm; 10 m.
Hinweis: Wandle die Langenangaben so um,
daB sie alle dieselbe MaBeinheit besitzen!

6. Wieviel verschiedene Dreiecke enthilt das

Bild 3 auf beiliegendem Arbeitsblatt? Zwei:

Beispiele dazu lauten:

(1) Dreieck ADC (2) Dreieck AEC

Schreibe auch die iibrigen Dreiecke in dieser

Form auf, indem du ihre Eckpunkte angibst!
c

Bild 3
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Das Einbeschreiben

von Kreisen gleichen Durchmessers

in ein Quadrat

Ala Einem Quadrat mit der Seitenlinge a
sei ein Kreis einbeschrieben. Wieviel Prozent
der Fliche des Quadrats werden durch den

Kreis abgedeckt?
Losung :

al

i .
p=—7—"100=7-100=78,54
Es werden 78,549 der Fliche des Quadrats
abgedeckt.

Man kann nun dem Quadrat nicht nur einen
Kreis, sondern mehrere zueinander kon-
gruente Kreise einbeschreiben, etwa wie in
Bild 1.

D c
A B
Bild 1 Anordnung I

A24A Die gemeinsame Linge der Durch-
messer der zueinander kongruenten Kreise

inBild 1 sel . Wieviel Prozent der Fliche des

Quadrats werden durch die in Bild 1 darge-
stellten Kreise insgesamt abgedeckt?
Lésung:

- 1
4
p:

2 CAR]
£ ]

. 100=%- 100=178,54

Es werden 78,549, der Fliche des Quadrats
abgedeckt.

Wir stellen fest, daB der Anteil der abgedeck-
ten Flache an der gesamten Fliche des Qua-
drats iiberhaupt nicht von der Anzahl bzw.
GroBe der einzelnen Kreise abhingt, wenn
diese wie in Bild | angeordnet sind.

Was geschicht aber, wenn wir die zueinander
kongruenten Kreise ,,aufl Liicke“ wie in Bild 2
anordnen?

Dies soll uns im folgenden beschiftigen.
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D c
£ ——— o= — < F
d
2
=
o=
d
=
d o
1
A 8
Bild 2 Anordnung I1

Bild 2 zeigt, daB man in dem gegebenen
Quadrat bei Anordnung II nur 14 Kreise mit

dem Durchmesser d =§ unterbringen kann —

ge_geniiber 16 nach Anordnungl. Die Seite
CD des Quadrats wird von den Kreisen aber
nicht beriihrt.

A3 A Weise rechnerisch nach, da8 sich kei-
ne weitere ,,Lage" von Kreisen im Quadrat
ABCD (Bild 2) unterbringen LiBt! Berechne
die Breite AE des wausgefiillten“ Rechtecks
ABFE! Wie breit wire der von 5 Lagen ab-

gedeckte Streifen?
Losung:
d d

AE=5+33 3+-_-(2+31f) (vgl Bild 2)

Eine 5. Lage bringt einen Breitenzuwachs von
Y5

Der von 5 Lagen ausgefiillte Streifen hat eine
Breite ;(2 +4)/3)>4d=a.

Wird die Anzahl r der in der ersten Lage be-
findlichen Kreise gréBer (und damit ihr
Durchmesser kleiner), so werden die Zwi-
schenrdume von den folgenden Lagen besser
ausgefiillt und man kann evtl. zu den auf alle
Fille moglichen n Lagen m zusitzliche Lagen
von Kreisen im Quadrat unterbringen.

Ein Versuch mit Pfennigmiinzen 138t ver-
muten, daB erstmals bei n=8 eine zusdtzliche
Lage von Kreisen im Quadrat untergebracht
werden kann. Bei 8 Kreisen in der 1. Lage
lassen sich 8+ 1=9 Lagen von Kreisen dem
Quadrat einbeschreiben:

5 Lagen mit je 8 Kreisen,

4 Lagen mit je 7 Kreisen.

Das sind insgesamt 68 Kreise, die die Qua-
dratfliche zu 83,459 abdecken.

A4 a Bestatige rechnerisch, daB die durch
obigen Versuch gelundene Vermutung zutrifft,
und iiberpriife die daran anschlieBenden
Rechnungen'!

Wie sieht das nun bei noch gréBeren Werten
fiir n aus? LBt sich evtl. ein noch gréBerer
Anteil der Fliche des Quadrats abdecken?
Dazu suchen wir einen Term m, der fiir jedes
ne N angibt, wieviel Lagen Kreise zusitzlich
zu den n mit Sicherheit méglichen im Quadrat
untergebracht werden kénnen.

Losung:

Seigi(i=1, 2, 3, ...) die Gerade, die durch die
Mittelpunkte aller Kreise der i-ten Lage
geht.

Die Geraden g; und g;+, sind parallel zuein-
ander und haben — vgl. Losung zu A3a -

den Abstand ;1/5.
Die Geraden g, und g, haben dann den Ab-
stand (n— l)g[/i. Die Kreise von n aufein-

anderfolgenden Lagen fiillen somit ein Recht-
eck der Breite

3+-_-[2+(n—1)1f]

aus. Jede zusatzllche Lage verbreitert dieses
Rechteck um ;1/5
m ist nun die groBte ganze Zahl, fiir die

m- ;Vign : d—g [2+(n—1)/3] st

(Siehe Bild 3)
Wenn wir wissen, daB in der Mathematik fiir
jede reelle Zahl x mit [x] diejenige ganze
Zahl g bezeichnet wird, fiir die g<x<g+1
gilt (d.h. [x] ist die groBte ganze Zahl, die
nicht gréBer ist als x), so konnen wir schrei-

nd—;[2+(n—l)[/5]
d
i1/5
=[%(,.— 1)@)/3- 3)].

Setzen wir im letzten Term %(21/5 —3)=p,
so erhalten wir m=[(n—1)- p]. Wie man mit
Hilfe genauerer Zahlentafeln (oder durch
Intervallschaltung) ermittelt, ist

0,154700538 < p<0,154700539.

Zum Ermitteln zusammengehdriger Werte
von n und m geniigt meist schon der Rechen-
stab. Nur dann, wenn der Rechenstab fiir
(n—1)- p einen Wert in unmittelbarer Nihe
einer ganzen Zahl anzeigt, macht sich die
Verwendung eines Naherungswertes [ir p mit
groBerer Stellenzahl notwendig.

Erstmals fiir n=8 ist m>0.

Wenn man fiir jedes n das zugehéorige m aus-
rechnet, bemerkt man, daB n jeweils um 6
oder 7 vergroBert werden muB, damit sich m
um 1 erhoht. In der folgenden Werttabelle

d
§+(n



D ¢ ds Fl_ll
El— e _ F
BT A A AT Bild 3
9jn o3 = E v
» =
. OO “Fe
+
]
9 Bild 4
m=[0,154700538(n — 1)]
4 4 neN,nz=1
]
sind nur die Zahlen n aufgefiihrt, bei denen e
sich m im Vergleich zum der Zahl n—1 zu- : =
geordneten Wert dndert. (Ausfiihrlicheristder @ -
Zusammenhang zwischen m und n in Bild 4 z
dargestellt.) l; AAAAA
1 -
m=[n-1)-p]  p=32/3-3) T
n m 9 n m % :. -
8 1 8345 73 11 899 4 T .
14 2 8655 79 12 899 2 -
21 3 8762 86 13 899 4 =
27 4 88,56 92 14 9,0 O 4o 2 3o w S 60 w 0 t0 fo"
i?) Z ggfg 1(9)2 :2 3(1)8 so daB sich ¥, dem Wert
47 7 89,28 1L 17 90,17 %(2+2p)=‘—7:(1+p)z0,9069
a3 8 89’52 1003 155 90 63 nahert. (Die letzten Uberlegungen werden
2(6) 13 33,35 ’ cuch in Klasse 11 in exakterer Form wieder-

Die Tabelle gibt auch Auskunft iiber den
jeweiligen Anteil der von den Kreisen ab-
gedeckten Fliche an der Gesamtfliche des
Quadrats. Laut Tabelle wichst dieser Anteil.
Ist dieses Wachsen gesetzmiBig? Gibt es einc
Grenze flir dieses Wachstum?

Ist m-+n eine gerade Zahl, so gibt es genau
m+n

. . m+n
Lagen mit je n Kreisen und 5 Lagen

L . . nm+n
mit je n—1 Kreisen, insgesamt also

(2n—1) Kreise mit Durchmesser d=".
n" Das

Verhiltnis V, der Gesamtflache dieser Kreise
zur Fliche des Quadrats ist
n+m o,
_ 2 @n—1) Zd n+m@2n—1) =
" (nd)? = n? R
AS5A Berechne V, [ir den Fall, daB m+n
eine ungerade Zahl| ist!
Wir iiberlegen nun, welche Werte das Verhilt-
nis ¥, annimmt, wenn n immer gréBer wird.
Zunichst 148t sich dann m=[(n—1)- p] ni-
herungsweise durch (n—1)-p ersetzen (der
Unterschied von héchstens | fallt nicht mehr
ins Gewicht).
Wir erhalten fiir gerade Werte von m +n:
[n+(n—1p]2n—1) =
‘/n e . —
n 8
Ip 1 p
(2+2p+7—;+?) §
Fiir wachsendes n kommen die Werte der

31, & und % immer mehr der 0 nahe,
n’n n

n

Terme

begegnen.)

ab6a Welchem Wert nihert sich V, mit
wachsendem n, wenn fir m+ n nur ungerade
Zahlen in Frage kommen?

Aus der Folge der Verhiltnisse ¥, haben wir
zwei Teilfolgen ausgewihit:

1. Die Folge der V,, fiir die m+ n gerade ist.

2. Die Folge der V,. fiir die m + n ungerade ist.
Da fiir jede natirliche Zahl n das Verhaltnis
V, entweder zur 1. oder 2. Teilfolge gehort und
beide Teillolgen sich mit wachsendem n dem-

selben Wert (,,Grenzwert“) %[(l +p) nidhern,

hat auch die gesamte Folge der Verhiltnisse

V, den Grenzwert g-(l+p). (Man schreibt

n

dafiir auch lim V,= Tl“ +p))

Wenn wir - unter Beachtung der Anord-
nung II - die Kreise immer kleiner machen
(und damit ihre Anzahl erh6hen), schaflen wir
es trotzdem nie, das gesamte Quadrat zu iiber-
decken. Der Anteil der von den Kreisen iiber-
deckten Fliache an der Gesamtfliche des
Quadrats nihert sich lediglich 90.69%;.
AbschlieBend muB bemerkt werden, daB die
hier behandelten Abdeckungen des Quadrats
durch zueinander kongruente Kreise sehr spe-
ziell sind, da wir uns ja immer an Anord-
pung I oder Anordnung Il gehalten haben.
Man kann sich noch viele andere Anordnun-
gen ausdenken und diese untersuchen.

W. Zehrer

Internationaler
Mathematiker-
kongref 1978

Die Tradition dieser internationalen Kon-
gresse ist vergleichbar mit den Olympischen
Spielen der Neuzeit; der 1. Mathematiker-
KongreB wurde 1897 veranstaltet, die
1. Olympiade 1896. Die Kongresse fanden
dann regelmaBig aller vier Jahre statt, jedoch
wurde diese Folge durch die beiden Welt-
kriege unterbrochen. Die Mathematiker-
Kongresse werden von der Internationalen
Mathematiker-Union veranstaltet; diese legt
dafiir wechselnde Tagungsorte fest (darunter
1966 Moskau, 1970 Nice/Frankreich, 1974
Vancouver/Kanada, 1978 Helsinki). Fiir das
Jahr 1982 ist Warschau vorgesehen.

MATHEMATICA

suomi-FNLano 1,00

Die finnische Hauptstadt beherbergte die
rund 3000 KongreB-Teilnehmer vom 15. bis
23. August 1978. Der KongreB8 wurde in der
groBen Finlandia-Halle erofinet, in der 1975
die AbschluBberatung der Helsinki-Konfe-
renz stattfand. Die Plenartagungen des Kon-
gresses waren auch in dieser ‘Halle; fiir die
Beratungen in den Arbeitskreisen standen
Riume in den Gebduden der Universitit
Helsinki zur Verfiigung. Eine wertvolle In-
formationsquelle war die Buchausstellung zur
Mathematikliteratur, an der fithrende Ver-
lage aus aller Welt beteiligt waren.
Wie verlief ein Tag eines KongreBteilneh-
mers? Aus einer Broschiire mit einer zeit-
lichen Ubersicht aller Vortrige und Ver-
anstaltungen, ferner aus Mitteilungen Gber
Gesprichsrunden im kleineren Kreis konnte
jeder Teilnehmer im voraus auswihlen und
das Programm fiir diesen Tag selbst zusam-
menstellen. Vorteilhaft war es, daB nach
jedem Vortrag Zeit fiir Anfragen und Be-
gegnungen mit anderen Teilnehmern vorge-
sehen war, auch Kontakte zum Referenten
konnten gekniipft werden. Zum Teil wurden
an die Teilnehmer Arbeitstexte und Kurz-
informationen verteilt. Gerade diese person-
lichen Kontakte waren eine wertvolle Er-
ginzung fiir jeden Teilnehmer.
Jeder Leser sollte aber wissen, falls er in der
Mathematik zu wissenschaftlicher Arbeit vor-
dringen will, daB er dazu auch mindestens
zwei Weltsprachen gut beherrschen sollte,
um sein Anliegen bei Gesprachsrunden und
bei der allgemeinen Diskussion vorbringen
zu konnen.
Aus: ,rozhledy' 179, Prag
( Ubersetzt von O. Langer, Débeln)
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In freien Stunden il||I|lH heiter

Uber die Donau

In der eingezeichneten Position versetze man die
weilen Springer senkrecht auf e, f, gg h und die
schwarzen auf a, b, ¢, und zwar nicht unbedingt in
dieser Reihenfolge, bloB diirfen sie nicht wieder
zuriickversetzt werden (die weiBen nach links, die
schwarzen nach rechts). AuBerdem darf bei den Ziigen
auf jeder Linie nur ein Springer stehen.

(Diese Aufgabe stammt von dem bekannten englischen
Quizmeister S. Lloyd [1841 bis 1911]. Er schrieb, daB
sich viele seiner Freunde vergebens den Kopf zer-
brachen, wie sie ,,iiber die Donau* [die Linie ,,e*]
setzen sollen.)

2904107/, 042

abb‘dlfl’/lr

- N we n o

Silbenriitsel

Aus den folgenden Silben bilde man 8 Wdorter, deren

erste Buchstaben von oben nach unten gelesen den

Namen eines Rechenmeisters nennen.

a — ar — chi — del — des — eck — ex — in — ion - kat -

ke — kel - me — me — mul — nen - nent - pli — po —

recht — rith — strek — ta — ti — tik — win.

1. Teilgebiet der Mathematik;

2. griechischer Buchstabe;

3. Mathematiker des Altertums (um 287 bis 212
v.u.Z.);

4. Rechenoperation;

5. Fliche, bei dem je 2 gegeniiberliegende Seiten
gleichlang (und parallel) sind;

6. ithre Summe betrégt bei jedem Dreieck 180°;

7. Teil einer Potenz;

8. durch Punkte begrenzte Gerade.
K. Hacker, 31. OS Dresden (Kl. 8)
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Eineindeutige Abbildungen

Gegeben sind die Mengen
M,={D,1,0, P, H, A, N, T, X} und
M;=1{1,2,3,4,56,7,8,9}

sowie die Gleichungssysteme I und II.

Gleichungssystem I: Gleichungssystem II:

m p-2=p.2 m p+2=p-2
@ 1-i=11 @ I+5= 1%
®» 0-9=0.9 ® 0+%2-0-2
@ P—g=P-F @ p+i-p.t
) H—%=H-§ ) H+§=H.g
© A-5=4-% © A+h=a-4
) N—§= ‘% 7 N+§=N-%
® T—gp=T% ® 1+I-1.T

Aufgabe 1: Bilde die Mengen M, und M, eineindeutig
aufeinander ab, so daB} simtliche Gleichungen des
Systems I zu wahren Aussagen werden!

Aufgabe 2: Bilde die Mengen M; und M, einein-
deutig aufeinander ab, so daB3 simtliche Gleichungen
des Systems II zu wahren Aussagen werden!

OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Unsere Fibel

Beim ,,Durchkramen‘‘ seines Biicherschrankes fallt
dem pfiffigen Schiiler Hans-Jiirgen ,,Unsere Fibel* in
die Hinde. Er durchblittert sie bedachtig, und als er-
die nachfolgenden Worte aufmerksam betrachtet hat,
fallt ihm eine GesetzmaBigkeit auf.

Welche?
1. HEXE 6. HOI
2. EHE 7. ECHO
3. MIAU 8.0TTO
4. BEBE 9. MOTTO
5.OMA 10. TOTO E. Schmidt, Potsdam



Gesucht x, y, z! S. Tunn, Berlin Bitte anrufen!

Ein Freund hat zu Hause ein neues Telefon bekommen.

Ich frage ihn nach der Nummer.

,,Schreib auf*, sagt er, diktiert mir aber statt der Ruf-

nummer folgendes:

1. Sie ist fiinfstellig und enthélt keine Null;

2. die kleinste gerade Zahl steht links von der ihrem
absoluten Wert nach mittleren geraden Zahl;

Kryptarithmetik 3. die groBte ungerade Zahl steht links von einer be-
liebigen geraden Zahl;

4. die Differenz zwischen den ungeraden Zahlen ist
groBer als die kleinste gerade;

Gleiche Buchstaben entsprechen gleichen Ziffern. Es
ist die kleinste und groBte Summe zu finden.

1 R .. .
) \?/If E &) p RA;-)IIX 5. die ihrem absoluten Wert nach mittlere gerade Zahl
EIN MOSKAU ist kleiner als die kleinste ungerade;
EURGPA 6. die Nummer hat weniger ungerade als gerade Zah-
BAUM

len;

Jarmila Péncikovd, JindFich Péncik, Prag 7. die kleinste ungerade Zahl steht rechts von einer
beliebigen geraden Zahl;

8. die groBte gerade Zahl steht rechts von der ihrem
absoluten Wert nach mittleren geraden und

9.die kleinste ungerade ist kleiner als die groBte
gerade Zahl.

Welche Rufnummer hat mein Freund?

Aus: Sputnik, Moskau

Peter Gassdnyi, Budapest

Das sagt man so

In der untenstehenden Leiste sind Redensarten bildlich
dargestellt. Wie lauten sie?

Zusammengestellt aus der NBI




Im Gespriich mit
einem Automaten

Wer denkt bei dieser Uberschrift nicht an
einen Film, dessen Handlung in ferner Zu-
kunft spielt, malt sich nicht Abenteuer aus,
von denen er sicher zu wissen glaubt, daB sie
ja nie Wirklichkeit werden kénnen? Und
doch ist nicht alles davon Zukunftsvision.
Manche technische Entwicklung, die vor we-
nigen Jahrzehnten noch Utopie zu sein
schien, ist inzwischen Wirklichkeit gewor-
den.

Wir wollen nicht phantasieren, sondern ent-
decken, wie das ,,Gesprach mit einem Auto-
maten‘* bereits zur Realitit wurde, daB also
aus Zukinftigem bereits Gegenwart gewor-
den ist. Wir konnen mehr und vor allem
Genaueres erfahren, wenn wir Gelegenheit zu
einem kleinen Einblick in die Elektronische
Datenverarbeitung — oder wie viele kurz
sagen — in die EDV nehmen.

Diesen Einblick kann uns am anschaulichsten
ein Besuch in einem Rechenzentrum ver-
mitteln. Aber sicher haben nur wenige die
Gelegenheit zu einer solchen Besichtigung.
AuBerdem kénnte die Fiille der Eindriicke
dazu fiihren, daB Wesentliches iibersehen und
Nebensichliches miBverstanden wird. So
wollen wir versuchen, zunachst das Wichtig-
ste und Interessanteste vorzustellen.

Wer einmal im Rahmen der ,,wissenschaft-
lich-praktischen Arbeit* oder wihrend seines
Studiums die Moglichkeit zur Arbeit mit den
Mitteln der EDV erhilt, wird dann vieles
rascher verstehen.

Seit Jahren besteht an der jetzigen Techni-
schen Hochschule Leipzig ein Rechen-
zentrum, das mit einer modernen, leistungs-
fahigen Rechenanlage ausgestattet ist. Diese
technischen Mdoglichkeiten bieten den Stu-
denten Gelegenheit zu praktischen Ubungen
an einer Elektronischen Datenverarbeitungs-
anlage (EDVA). Dariiber hinaus ist an die-
sem Rechenzentrum ein grofes Wissenschaft-
lerkollektiv titig, zu dessen stidndigen Auf-
gaben es gehort, neue Verfahren bei der
Nutzung der modernen Rechentechnik zu
entwickeln und zu erproben.

Um unseren anfanglich genannten Proble-
men niherzukommen, wollen wir uns mit
einigen Grundziigen der Datenverarbeitung
vertraut machen. Ein Beispiel aus unserer
taglichen Umwelt soll das Verstandnis er-
leichtern:
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Wir wollen uns eine elektrische Registrier-
kasse vorstellen, wie wir sie in jeder Kaufhalle
schen koénnen. Diese Kasse erspart der Kas-
siererin eine Menge Arbeit. Frither wurden
alle Preise, die eine Kundin zu bezahlen
hatte, notiert und der Gesamtpreis im Kopf
ausgerechnet. Das erledigt jetzt die Maschine!
Ihr muB mitgeteilt werden, welche einzelnen
Preise sie verrechnen soll, d.h., durch die
Kassiererin werden alle notwendigen Zahlen
in die Maschine eingetastet — oder wie man
auch sagen kann: eingegeben. Ebenfalls durch
Bedienung der Tastatur wird die Maschine
dariiber informiert, welche Rechenoperatio-
nen sie mit den Zahlen ausfiihren soll. Das
kann unterschiedlich sein: verschiedenartige
Einzelpreise miissen summiert werden; kauft
ein Kunde aber mehrere Stiicke einer Ware,
so kann der einzelne Preis mit der Stiickzahl
multipliziert werden und so fort. Ist das alles
in die K asse eingegeben worden, veranlaBt die
Kassiererin durch Knopfdruck die Berech-
nung des zu zahlenden Gesamtpreises, der auf
den Kassenbon gedruckt wird. Dieser Bon,
den der Kunde mit sich nehmen kann, wird
von der Registrierkasse ausgegeben. Fiir die
Abrechnung nach Beendigung der Offnungs-
zeit wird zusatzlich eine besondere Liste be-
nétigt, die alle Gesamtpreise, die bezahlt
worden sind, und die Summe dieser einge-
nommenen Geldbetrige enthilt.

Deshalb werden diese Zahlen von der Regi-
strierkasse aufgehoben, d.h. auf einem Pa-
pierstreifen gespeichert. Manche Kassen, be-
sonders in groBen Kaufhdusern, speichern
diese Zahlen auch magnetisch auf einem
langen Band aus Folie. Solche Magnetbinder

Bild 1

Blick in den Rechnerraum der TH Leipzig
mit einer ESER-Rechenanlage vom Typ
EC 1022. Hier werden alle Programme ge-
rechnet, die entweder Lochkarten verarbei-
ten oder durch Kabel mit den Geriten in

dem in einem anderen Gebédude gelegenen
Bildschirmraum verbunden sind.

ahneln in ihrem Aufbau und ihrer Funktion
einem Tonband.

Wenn wir uns dieses Beispiel genau vorstellen
konnen, haben wir bereits vieles Wichtige von
der Elektronischen Datenverarbeitung ken-
nengelernt. Freilich spielt sich in einem
Rechenzentrum alles in viel groBeren MaB-
stiben ab: So werden sehr viel umfang-
reichere Zahlenmengen - oder wie man sagt —
Datenmengen verarbeitet. Diese Verarbei-
tung muB sebr schnell durchgefiihrt werden,
damit die Ergebnisse rechtzeitig verwendet
werden konnen.

Die Rechnungen, die mit diesen Daten aus-
gefiihrt werden, sind oft sehr viel kompli-
zierter.

Maschinen, die solche Berechnungen ausfiih-
ren, sind gréBer, komplizierter, und ihre Be-
dienung erfordert vielseitige Kenntnisse, ihre
Pflege obliegt speziell ausgebildeten Ingenieu-
ren. Die Bewaltigung derartig groBer Zahlen-
mengen stellt besondere Anforderungen:
Der Rechenweg, der zu beschreiten ist, wird
sehr lang. Meist besteht er aus einer langen
Reihe von mathematischen Ausdriicken, die
auf die Daten anzuwenden sind. Es wiirde viel
zu lang dauern, wenn diese Formeln fir jede
Rechnung neu zusammengestellt und ein-
gegeben werden miiBten. Sie werden deshalb
von Spezialisten — den Programmierern — fGr
die notwendigen Rechnungen aus der mathe-
matischen, technischen und Gkonomischen
Literatur herausgesucht und zusammenge-
stellt. Sie werden dabei nach bestimmten
Schreibregeln, die teilweise den herkémm-
lichen mathematischen Schreibweisen dhnlich
sind, aufgeschrieben. Dazu kommen noch
bestimmte Informationen, die die Reihen-
folge der einzelnen Rechenschritte regeln.
Alle diese Vorsthriften miissen mit viel Miihe
iberpriift und erprobt werden.

Das Ergebnis einer solchen Arbeit bildet ein
Rechenprogramm. Bei seiner Erarbeitung
muB sich der Programmierer in Gedanken
alle Besonderheiten vorstellen, die bei der
spateren Anwendung des Programms auf-




treten konnen. (So darf niemals eine Division
durch Null auftreten! Lauft nidmlich sein
Programm und erreicht dabei einen Punkt,
an dem eine Zahl als Divisor verwendet wird,
fiir die eine Null eingegeben wurde, so wird
die ganze Rechnung unbrauchbar, ohne daf
er noch korrigierend eingreifen kann.)
Diese Programmierarbeiten, die erst abge-
. schlossen werden kdnnen, wenn ein Pro-
gramm fehlerfrei ist, dauern oft viele Monate.
Das mag manchem als sehr lange Zeit er-
scheinen. Dafiir kann der Nutzen dann aber
auch sehr groB sein, wenn ein solches fertiges
Programm sehr oft angewendet wird und bei
jeder Verwendung in kurzer Zeit Probleme
I6st, die ein geiibter Rechner gar nicht oder
nur in sehr langer Zeit bewiltigen konnte.
So gibt es z. B. im Bauwesen Probleme, die
die Losung von Gleichungssystemen mit vie-
len, vielen Unbekannten (100 oder mehr!)
erfordern. Friiher rechneten Ingenieure wo-
chen- oder monatelang an solchen Systemen,
heute kann man dieselbe Aufgabe mit dem
Automaten eines Rechenzentrums in Stunden
oder gar Minuten berechnen.
Fiir die tagliche Arbeit eines Rechenzentrums
sind nun bestimmte Arbeitsregeln, bestimmte
Technologien, entwickelt worden, die die
Voraussetzung fir eine méglichst rasche, ko-
stengiinstige und weitgehend fehlerfreie Ar-
beit bieten sollen.
Bevor eine bestimmte Rechnung ausgefiihrt
werden soll, wird zunichst das betreffende
Programm in die Rechenanlage eingegeben.
Hierfur werden meist sogenannte Lochkarten
verwendet. Das sind Kartonkarten genormter
GroBe, in denen nach bestimmten Regeln
Lochungen angebracht werden. Aus diesen
Lochungen kann die Rechenanlage alle For-
meln, die sie realisieren soll, erkennen. Ein

Bild 2

Innenansicht des Bildschirmraumes der
TH Leipzig; hier stehen die Dialoggerite,
die mit der ESER-Anlage im Rechnerraum
durch Kabel verbunden sind.

solches Programm besteht oft aus mehreren
Hundert Lochkarten. Danach werden die
Daten eingegeben, die oft ebenfalls auf Loch-
karten stehen. Sind diese Eingaben abge-
schlossen, so fiihrt die Rechenanlage — der
Automat - mit den Zahlen die gewiinschten
Rechnungen aus. SchlieBlich erfolgt die Aus-
gabe der Ergebnisse. Hierbei werden die be-
rechneten Summen usw., Tabellen oder auch
schriftliche Mitteilungen, die die Maschine
ausgibt, von einem Druckgerat auf Papier
in normaler Druckschrift bereitgestellt. Wenn
wir uns an unser anfangliches Beispiel von der
Registrierkasse erinnern, so entdecken wir
wieder die drei wesentlichen Arbeitsginge:
Eingeben, Rechnen, Ausgeben. Die Anlagen-
teile fiir diese Arbeitsetappen kénnen nun
nicht mehr, wie bei einer Registrierkasse,
innerhalb eines einzigen Maschinengehauses
untergebracht werden.

Fir jeden dieser Arbeitsginge besitzt eine
EDVA besondere Gerite: Zur Eingabe der
Lochkarten — sogenannte Lochkarten-Leser,
fiir die Rechnung — die Zentrale Verarbei-
tungseinheit, fiir die Ausgabe — den Schnell-
drucker.

Freilich, von all dem sieht der Kunde eines
Rechenzentrums sehr wenig. Meist gibt er
alles Notwendige (Lochkarten mit Daten und
Programm) fiir die von ihm gewiinschte Rech-
nung an einem Schalter ab. Dort kann er
nach einiger Zeit wieder das Ergebnis ent-
gegennehmen, mit dem er zufrieden oder
manchmal auch unzufrieden ist. Denn hat er
etwas bei der Vorbereitung einer Rechnung
vielleicht iibersehen, hat er sich geirrt, so hatte
er friiher fast keine Méglichkeit, wihrend der
laufenden Rechnung in die Arbeit der Re-
chenanlage einzugreifen.

Das war in manchen Fillen ein gewichtiger
Nachteil. Deshalb lieB die Frage, ob man das
nicht noch verbessern kénne, vielen Wissen-
schaftlern keine Ruhe. Man suchte nach We-
gen, wie man wihrend einer laufenden Rech-
nung die Anlage nach dem Stand der Rechen-
operationen befragen konne, wie sie darauf

Antwort geben kénne. Diese Antwort kann
dann dem Kunden die Maoglichkeit geben,
unmittelbar die Weiterarbeit der EDVA zu
steuern.

Man fand fiir diese Probleme L&sungen:
lhnen gab man den Namen ,,Dialogarbeit*,
weil sich aus den Fragen des Kunden und den
Antworten der Maschine ein Dialog, ein ,,Ge-
sprach** ergibt. Denken wir dabei daran, daB
ein Gesprach nicht immer durch gesprochene
Waérter erzeugt wird. Zwei Menschen kénnen
Briefe wechseln und so miteinander in Ge-
dankenaustausch treten. So wollen wir das
,.Gespriach** verstanden wissen: Mensch und
Maschine fithren ein Gesprach durch den
Austausch geschriebener Texte. Das geschieht
meist so, daB der Mensch seine Anfrage iiber
eine Schreibmaschinentastatur in die Re-
chenanlage eingibt und die Maschine durch
die Ausgabe gedruckter Satze antwortel.
(Ubrigens, es wird bereits daran gearbeitet,
daB sich Mensch und Maschine akustisch
verstandigen - aber wir wollen ja in der
Gegenwart bleiben!).

Sehen wir uns die Dialogarbeit an, wie sie
im Rechenzentrum der Technischen Hoch-
schule Leipzig bereits durchgefuhrt wird.

Fiir digse Arbeit stehen den Mitarbeitern und
Studenten 5 ungarische Bildschirmgerite, die
in einem separaten Raum installiert sind, zur
Verfiigung. Sie bestehen aus einer, vom Fern-
sehen her bekannten Bildrohre und dazu-
gehorig einer  Schreibmaschinentastatur.
Uber Steuer- und AnschluBgerite sowie eine
Telefonleitung sind diese Bildschirmgerate
mit der schon genannten Rechenanlage
EC 1022 (siche Bild 1) verbunden. Erst diese
Verbindung erméglicht eine Nutzung der fiir
den Rechner zuganglichen Programme und
Daten.

Ein von Wissenschaftlern entwickeltes System
regelt den FluB der Mitteilungen, die von dem
Rechner zum Bildschirm kommen und denen,
die ein Nutzer an den Rechner schicken will.
Alle diese gesendeten Informationen werden
als geschriebener Text auf dem Bildschirm
sichtbar.

~ Ein einfaches Beispiel soll dies jetzt niher
zeigen:
- Studenten haben zur Wiederholung vor einer

Priifung  nachfolgende = Ubungsaufgabe
(1. Abschnitt einer groBeren Berechnung) er-
halten. Jeder einzelne muB mit anderen MaB-
angaben rechnen. Die Uberpriifung der Re-
sultate kann dann jeder Student selbstindig
mit Hilfe des Bildschirmdialogs durchfiihren.
Damit dieser Dialog iiberhaupt méglich wird,
mubBte vorher einmal ein Mitarbeiter diese
Aufgabe fiir den Rechner aufbereiten und
programmieren. Dieser Aufwand ist aber ver-
gleichsweise gering, wenn man bedenkt, da
so ein Programm dann beliebig oft genutzt
werden kann.
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Aufgaben
Gegeben sei der folgende T-Querschnitt
y-Achse
80
N [t—_ §— Flansch (2. Teil)
" ""‘I Schwerpunkt
= x-Achse

Steg (1. Teil)

Gesucht seien der Fliacheninhalt F, der Ab-
stand des Schwerpunktes von der X-Achse
EX und die Trigheitsmomente IX und IY.

Der Student begibt sich nach der Errechnung
der Ergebnisse an einen Bildschirm. Dort
startet er das Programm, und dann erfolgen
zeilenweise nacheinander Ausgaben und An-
forderungen an ihn, im Dialog gekennzeich-
net durch ,, MASCHINE* und entsprechende
Reaktionen von ihm, gekennzeichnet durch
»MENSCH*.

Dialog :

MENSCH START AUFGABE QUER-
SCHNITT

MASCHINE BERECHNUNG VON
QUERSCHNITTS-
WERTEN
WERTE GEMASS AUF-
GABENSTELLUNG
TEILEANZAHL

MENSCH 2

MASCHINE STEGDICKE DS [CM]

MENSCH 1.1

MASCHINE STEGHOHE HS [CM]

MENSCH 19.0

MASCHINE FLANSCH OBEN
DICKE TO [CM]
BREITE BO [CM]

MENSCH 14 205

Die speziellen Ausgangswerte der Aufgabe
stehen nun dem Rechner zur Verfiigung, und
in Bruchteilen von Sekunden werden die Er-
gebnisse berechnet. Der Student wird nun
aufgefordert, seine zu Hause errechneten
Resultate dem Rechner mitzuteilen und er-
hilt jeweils eine Aussage iiber die Richtigkeit
seiner Ergebnisse. Bei falschem Ergebnis wird
ihm zur Unterstiitzung bei einer erneuten
Berechnung eine Hilfsinformation gegeben.

MASCHINE TEILEN SIE JETZT IHRE
ERGEBNISSE MIT
FLACHE F

[CM x x2]

526

ERGEBNIS IST FALSCH
HILFSINFORMATION:
F = DS x HS + TO % BO
496 :
ERGEBNIS IST JETZT
FEHLERFREI
SCHWERPUNKT-
KOORDINATE EX [CM]
5.9 '

MENSCH
MASCHINE

MENSCH
MASCHINE

MENSCH
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MASCHINE ERGEBNIS IST FEHLER-
FREI
TRAGHEITSMOMENTE

TIX [CM 4]
IY [CMx x4]

MENSCH 1892 1004

MASCHINE 2. WERT IST UNGENAU

MENSCH 1892 1007

MASCHINE ERGEBNISSE SIND
JETZT FEHLERFREI
ENDE DER AUFGABE
QUERSCHNITT

Dieser Dialog zeigt deutlich, daB das Schema
Eingabe—Rechnung-Ausgabe durch ein stin-
diges Wechselspiel zwischen Eingaben, Aus-
gaben und Berechnungen ersetzt wird.

Wie man sich denken kann, ist diese Arbeits-
weise sehr vielfdltig zu variieren und einzu-
setzen. An der TH Leipzig wird sie zuneh-
mend genutzt, sei es zur Bemessung von Bau-
teilen (Stockwerkrahmen, Spannbetonquer-
schnitten), zur Losung von Gleichungssyste-

men, Projektierung von Elektroenergiesyste-
men oder um aus groBen Datenbestinden,
die auf Magnetbindern oder -platten gespei-
chert sind, Informationen herauszulesen —
etwa vergleichbar mit dem Blattern in einem
Buche — bzw. um solche Daten zu dndern.
So werden zum Beispiel simtliche Zensuren
aller Studenten in Speicher eingetragen und
aufbewahrt, um im Bedarfsfalle {iber die Bild-
schirmgerate abgefragt werden zu konnen.
Erstmals wurden auch Studenten im Studien-
jahr 77/78 mit der Bildschirmarbeit vertraut
gemacht. Bei ihrer spateren Tatigkeit wird das
fiir sie von Nutzen sein, da die Entwicklun-
gen dahingehen, daB immer mehr Betriebe
und Institutionen unmittelbaren Dialogkon-
takt mit GroBrechenzentren haben werden.
Diese Form der Ausbildung ist modern und
auf die Zukunft gerichtet.

Autorenkollektiv der TH Leipzig

Aus: ,,Eulenspiegel

XVIIIL. Olympiade
Junger
Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Preistriiger

Einen ersten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Andreas Goede (1),
General-Walter-EOS, Strausberg; Jiirgen
Grifenstein (2), EOS Martin-Andersen-Nexo,
Spezialschule f. Elektron. Industrie, Dresden;
Axel Schiiler (3), Gerh.-Eisler-EOS Klein-
machnow (KI. 8); Detlef Horbach (4), EOS
Friedrich Engels, Karl-Marx-Stadt

In Olympiadeklasse 12: Stefan Schuster (5),
EOS Ernst Schneller, Meilen; Steffen Zopf
(6), EOS Karl Marx, Leipzig (K1 11); Lutz
Dietrich (7), TH Karl-Marx-Stadt, Spezialkl.
Math. (KL 11)




Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Heinrich,
Goethe-Schule, Jiiterbog; Michael Giesecke,
Spezialschule f. Elektron. Industrie, Dresden;
Steffen Griinewald, EOS Kleinmachnow;
Marid Helbig, Spezialschule C. F. GauB,
Frank(urt (Oder); Jens Franke, 15. OS Rudoif
Scheffel, Gera (K. 8); Bernd Kirchheim, EOS
F. Schiller, Weimar (K1. 9); Gabriele Drausch-
ke, EOS Clara Zetkin, Neustrelitz; Ralf
Hartig, 13. OS Cottbus (KI. 9); Stefan Thiter,
EOS F. Schiller, Weimar; Norbert Miinch,
Goethe-EOS, Bad Doberan

In Olympiadeklasse 11/12: Andreas Kasparek,
Spezialkl. der Martin-Luther-Universitit
Halle; Uwe Szyska, EOS Friedrich Engels,
Neubrandenburg; Tilo Brock, BBS BMK

Jens

Leipzig Siid; Frank Eisenhaber, Spezial-
schule Math./Phys. der Humboldt-Universi-
tit zu Berlin; Axel Frohlich, Spezialschule
C. F. GauB, Frankfurt (Oder) (KI. 11); Frank
Erdmann, Spezialkl. der Martin-Luther-Uni-
versitat Halle (K1. 11); Matthias Gelbrich,
EOS Heinrich Hertz, Berlin (KL, 11)

25 Schiiler erhielten einen dritten Preis,
30 Schiiler eine Anerkennungsurkunde fiir gu-
te Leistungen. Ein Diplom fiir eine beson-
ders elegante Losung der Aufgabe 1, Klassen-
stufe 10, erhielt Norbert Koksch, EOS B.
Brecht, Dresden.

An der XVIIL. OJM nahmen 183 Schiiler,
davon 28 Maidchen, teil. 33 Schiiler waren
nFriihstarter”, d. h. starteten in einer hoheren
Klassenstufe.

Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. Wie lauten die letzten beiden Ziffern (bei

iiblicher dekadischer Ziffernschreibweise) der-

jenigen Zahl x, die die Gleichung ~
logy3[logy2(logi;x)]=1

erfiillt?

2. In einer Ebene ¢ seien durch ihre paar-
weise verschiedenen Endpunkte die 6 Strek-
ken A,4'y, B1B',,C,C'y, A2A'2, B2B',, C,C',
gegeben (siehe Arbeitsblatt).

Ay ———— ay

—_—
B2 B}

A A

—
31 Bi

Cy— ¢ Cy b————1 ¢}

2 2

Mit V, sei das Volumen eines Quaders be-
zeichnet, der die Kantenldngen
ay=AA"1,by=B,B'\,c,=C,C’, hat;
mit ¥, sei das Volumen eines Quaders be-
zeichnet, der die Kantenldngen
az= AzA/z, bz =BzB’z, Cr= CzC'z hat.
a) Beschreiben Sie eine in ¢ durchzufiihrende
Konstruktion zweier Strecken P,Q,, P.Q,
mit folgender Eigenschalt (*)!

l Falls P,Q, < P,Q; ist, gilt V; <V,;
*)

falls P1Q,=P,Q;ist, gilt Vi=V,;

falls P1Q1>P,Q; ist, gilt V; > V,.
(Zur Konstruktion diirfen wie iiblich nur
Zirkel, Lineal und Zeichendreieck verwendet
werden.)

DaB P,Q,, P,Q, die Eigenschal‘t (*) haben,
wenn sie nach der Beschreibung konstruiert
wurden, ist zu beweisen.

b) Untersuchen Sie fiir die Strecken A4,4',,
..., C;C’; aufl dem Arbeitsblatt auf die in a)
genannte Weise, ob Vi<V, V=V, oder
Vi >V, gilt!

3 A. Es sei a eine positive, von 1 verschiedene
reelle Zahl. Ferner sei f die fiir alle reellen
Zahlen x durch

f)=3(a*—a™)

definierte Funktion.

Man beweise, daB feine [iir alle reellen Zahien
definierte Funktion g als Umkehrfunktion
besitzt, und ermittle diese Funktion g.

3B. Man ermittle alle diejenigen reellen

Zahlen x, fiir die erstens jede in dem Aus-
druck

Vir3—a)/x—1+Vx+8-6/x-1
auftretende Wurzel und damit dieser Aus-

druck insgesamt (als reelle Zahl) existiert und
zweitens diese Zahl gleich 1 ist.

4. Man beweise: Wenn a, b, ¢, d positive
reelle Zahlen sind, c!ann gilt

a) “%bgﬁ und b) ﬂw;‘]/ abcd.

5. Ermitteln Sie alle Paare natiirlicher Zahlen
(n; 2), fiir die
2"+ 122 =22 -3%gilt!

6. Verbindet man bei einem Wiirfel mit der
Kantenlidnge a die Mittelpunkte je zweier be-
nachbarter Seitenflichen miteinander, so bil-
den die simtlichen entstehenden Verbin-
dungsstrecken die Kanten eines regelmiBi-
gen Oktaeders. Sein Volumen sei mit V be-
zeichnet.

Beweisen Sie, daB auch ein regelmiBiges Ok-
taeder existiert, dessen Ecken aul der Ober-
flache des gleichen Wiirfels liegen und dessen
Volumen mehr als 3V betrigt!

Die Aufgaben der Olympiadeklasse 11/12
werden in Heft 5/79 ver6(fentlicht.

Jugendhochschule Wilhelm Pieck, Berlin-Bo-
gensee, Gastgeber der OJM
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XIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

1. Stufe (Schulolympiade) Aufgaben

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): Ende September

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemein-
schaften bekannt sind, miissen alle verwende-
ten Aussagen prizise formuliert und bewiesen
‘werden. Der Losungsweg (einschlieBllich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
mufB deutlich erkennbar sein. Die Gedan-
kenginge und Schliisse sind in logisch und

grammatisch einwandfreien Sdtzen darzu-

legen. Die Losungen und Punktbewertungs-
tabellen werden ab Oktober 1979 verdffent-
licht.

Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels ¥ ABC. Ferner be-
zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten
4 und B, wihrend AB die Linge der Strecke
AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

I. (Eine historische Aufgabe, 2000 Jahre
v.d.Z\}

In einem Kifig sind Kaninchen und Fasane
eingesperrt. Diese Tiere haben zusammien
40 Kopfe und 104 FiiBe.

Nenne die Anzahl aller Kaninchen und die
Anzahl aller Fasane, die in dem Kafig sind !

2. In die sieben leeren Felder des folgenden
Bildes sind Zahlen derart einzutragen, dall
alle vier waagerechten und alle vier senk-
rechten Aufgaben richtig gerechnet sind.
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

G1+0

+ = + +
0-0
0-0-
C1+ [ -
3. Kurt, Peter und Konrad sind jeweils in
genau einer der drei Arbeitsgemeinschaften
»Mathematik“, . Biologie“, ,Zeichnen“. Fer-
ner ist bekannt: .
(1) Peter geht hiufiger z7um Schwimmen als
der Junge aus der AG ,,Mathematik“.
(2) Der Junge aus der AG ,Mathematik“
und Konrad haben nicht gleich viele Urkun-
den bei einem Sportwettkamp( erhalten.
(3) Peter geht in eine niedrigere Klasse als der
Junge aus der AG ,,Biologie*.
Welcher der drei Jungen besucht die AG
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~Mathematik“, welcher die AG ,Biologie“
und welcher die AG ,,Zeichnen“?

4. Wie viele Streichholzer wiirden sich insge-
samt in einem hohlen Wiirfel unterbringen
lassen, dessen Kantenlkinge, innen im Hohl-
raum gemessen, 1 m betrigt?

Wir wollen dabei annehmen, daB jedes
Streichholz genau 5 cm lang, 2 mm breit und
2 mm hoch ist Die Verdickung am Streich-
holzkopfund andere UnregelmiBigkeiten sol-
len bei dieser Aufgabe nicht beriicksichtigt
werden.

Olympiadeklasse 6
1. Von einem Busbahnhof fahren um 12.00

Uhr gleichzeitig vier Busse ab. Die Zeit, die

Jeweils bis zur nichsten Riickkehr und an-
schlieBenden erneuten Abfahrt vom gleichen
Busbahnhof vergeht, betrigt

fiir den ersten Bus ;Smnde,

. 1
fiir den zwetten Bus 3 Stunde.

fur den dritten Bus 36 Minuten und

fir den vierten Bus 1 Stunde.

Zu welcher Uhrzeit fahren hiernach erstma-
lig alle vier Busse wieder gleichzeitig von dem
Busbahnhof ab? Wie viele Fahrten hat jeder
der vier Busse bis dahin durchgefiihrt?

2. Ulrike mochte vier natiirliche Zahlen in
ciner bestimmten Reihenfolge angeben, so
daB folgendes gilt:

Die zweite Zahl ist um 1 kleiner als das
Doppelte der ersten Zahl, die dritte Zahl ist
um 1 kleiner als das Doppelte der zweiten
Zabhl, die vierte Zabhl ist um 1 kleiner als das
Doppelte der dritten Zahl, die Summe der vier
angegebenen Zahlen betrigt 79.

Zeige, wie man alle Zahlen finden kann, die
diese Bedingungen erfiillen! Uberpriife, ob
die gefundenen Zahlen alle Bedingungen er-
fiillen!

3. In einem Kaistchen befinden sich 12 rote,
15 blaue und 8 gelbe Kugeln, die sich nur
durch ihre Farbe unterscheiden. Anke will mit
verbundenen Augen eine Anzahl dieser Ku-
geln herausnehmen. Die Anzahl will sie so
wihlen, daB sie mit Sicherheit erreicht, daB
sich unter den herausgenommenen Kugeln
5 von gleicher Farbe befinden. Sie meint: ,,Es
geniigt hierzu, 15 Kugeln herauszunehmen.“

Birgit meint: ,,Es geniigen sogar 13 Kugeln.”
Cornelia behauptet: ,Es geniigen dafiir 12
Kugeln.™

Entscheide fiir jede der drei Meinungen, ob
sie wahr ist, und begriinde deine Entschei-
dung!

4. Drei Pioniere einer Schule, Karin, Dieter
und Frank, wurden zur Kreisolympiade Jun-
ger Mathematiker delegiert und errangen
einen ersten, einen zweiten und einen dritten
Preis (jeder der drei Pioniere genau einen
dieser drei Preise). Spater erkundigte sich
Anette nach dem Abschneiden der drei
Olympiadeteilnehmer. Man sagte ihr:
,.Dieter erhielt keinen ersten Preis.* )
,,Karin erhielt keinen zweiten Preis.“ - - (2)
HFrank erhielt einen zweiten Preis.* 3)
Spiiter stellte sich heraus, daB von diesen drei
Aussagen genau eine wahr, die anderen da-
gegen falsch waren.

Welcher der drei Schiiler erhielt hiernach den
ersten, welcher den zweiten und welcher den
dritten Preis?

Olympiadeklasse 7

1. Eine Gruppe von 8 Schiilern hebt bei der
Produktionsarbeit im Patenbetriecb einen
Graben von 30 cm Breite, 60 cm Tiefe und
20m Linge aus. Eine zweite Gruppe von
6 Schiilern hebt einen Graben von 25cm
Breite, 50 cm Tiefe und 22 m Linge aus. Es
werde vorausgesetzt, daB von jedem der
14 Schiiler fiir das Ausheben gleich groBer
Volumina gleiche Zeitén benétigt werden
(wobei die flir das Ausheben eines bestimm-
ten Volumens benétigie Zeit bei allen Schii-
lern dieselbe sei).

Welche der beiden Gruppen benétigt fur das
Ausheben ihres Grabens unter diesen Voraus-
setzungen weniger Zeit als die andere?

2. Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiir-
lichen Zahlen, die die Eigenschaft haben.
durch jede der Zahlen

2.3.4,5,6,7,8,9,10, 12,14, 15

teilbar zu sein!

3. Es sei AABC ein rechtwinkliges Dreieck;
C sei der Scheitel des rechten Winkels. Die
Halbierende dieses Winkels schneide die
Seite AB in D. Der Fupunkt des Lotes von D
auf AC sei E.

Beweise hierfiir die folgende Aussage:

Wenn £ CAB=22,5° ist, dann gilt

X ADE= £ CDB.

4. Sechs Schiiler halfen bei der Obsternte;
sie erhielten Anerkennungsprimien entspre-
chend ihren Leistungen. Jeder von ihnen iiber-
gab die Hilfte des erhaltenen Geldbetrages
dem Solidarititskonto. Uber diese Schiiler
ist ferner folgendes bekannt:

(1) Keiner von ihnen spendete weniger als
6 M und keiner mehr als 12 M.

(2) Konrad spendete mehr als Peter.

(3) Helga spendete mehr als Gisela, Gisela
mehr als Peter, Peter mehr als Inge.




(4) Frank spendete mehr als Helga und Helga
mehr als Konrad.

(5) Helga spendete 2 M weniger als Frank.
Peter 2 M mehr als Inge.

(6) Alle spendeten volle Markbetrdge.
Wieviel Geld erhielt jeder der Schiiler fiir das
Obstpfliicken?

Olympiadeklasse 8

1. Gegeben sei ein Wiirfel ABCDEFGH mit
der Kantenlinge 5cm (siehe Bild). Dieser
Wiirfel ist in senkrechter Zweitafelprojektion
abzubilden. Dabei wird gefordert, daB die
Raumdiagonale EC parallel zur Grundrif-
tafel und senkrecht zur AufriBtafel liegt. Un-
ter Beachtung dieser Forderung kann die
Lage des Wiirfels im Raum sonst beliebig ge-
wiihlt werden. Alle Eckpunkte sind entspre-
chend dem Bilde zu benennen.

Beschreibung und Begriindung der Konstruk-
tion sind nicht erforderlich.

2. Aus den Ziffern 0, 1, ..., 9 seien genau
sieben ausgewihlt,, von denen keine zwei
einander gleich sind.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen (im de-
kadischen System) sicbenstelligen Zahlen, die
in ihrer (dekadischen) Zifferndarstellung jede
der ausgewihiten Ziffern enthalten!

Dabei werde

a) vorausgesetzt, daB die 0 nicht unter den
ausgewihlten Ziffern vorkommt,

b) vorausgesetzt, daB die 0 unter den aus-
gewibhlten Ziffern vorkommt.

3. Gegeben seien die vier periodischen De-
zimalbriiche
p=0,3456.... r=0,3456...,
q=03456..., 5=0,3456...
a) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
n, fiir die folgende Aussage gilt:
In der n-ten Stelle nach dem Komma haben
alle vier Dezimalbriiche p, g, r, s dieselbe
Zifler.
b) Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
m, fiir die folgende Aussage gilt:
In der m-ten Stelle nach dem Komma haben
keine zwei der vier Dezimalbriiche p, g, r, s
dieselbe Ziffer.
4. Von zwei Kreisen werde vorausgesetzt, daB
sie sich von auBen in einem Punkt P berithren.
Die Gerade. die beide Kreise in P beriihrt.
sei t. Ferner sei s eine weilere gemeinsame
Tangente beider Kreise; sie beriihre diese in
den Punkten. Q@ bzw. R. Der Schnittpunkt
von s mit ¢ sei S.
Beweise, dafl unter diesen Voraussetzungen
S der Mittelpunkt der Strecken QR ist!

Olympiadeklasse 9

1. In der dargestellten Figur sei die GroBe o
des Winkels « DCB bekannt. Ferner sei vor-
ausgesetzt. daB gleichbezeichnete Winkel
auch gleiche GroBen haben.

Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzungen
die WinkelgréBen 2. f. 7. c. n und ¢ in Ab-
hangigkeit von ¢!

2. Von den 49 Feldern des Bildes sollen einige
angekreuzt werden. Je zwei angekreuzte Fel-
der diirffen dabei hochstens einen Eckpunkt
gemeinsam haben. In jeder Zeile und in jeder
Spalte des Bildes sollen genau so viele Felder
angekreuzt werden, wie durch die am Rande
stehenden Zahlen jeweils angegeben ist.

3 1 o 1 2 & 2

-

W = % Q N T o

N O NN

Ermitteln Sie fiir die anzukreuzenden Felder
alle diejenigen Verteilungen, die diesen For-
derungen entsprechen!

(Benutzen Sie zur Beschreibung des Losungs-
weges die angegebenen Buchstaben! So erhiilt
z. B. das erste Feld links oben die Bezeich-
nungaA.)

3. Den Ecken eines ebenflichig begrenzten
Korpers sollen Zahlen zugeordnet werden.
Ist n die Anzahl der Ecken des Korpers, so
soll dabei jeder Ecke genau eine der Zahlen
1, ..., n zugeordnet werden. Ferner soll er-
reicht werden:

Wenn zu jeder Seitenfliiche des Korpers die
Summe derjenigen Zahlen gebildet wird, die
den Ecken dieser Seitenfliche zugeordnet
wurden, so erhdlt man fiir jede Seitenfliche
des Korpers die gleiche Summe.

Beweisen Sie, daB eine solche Zuordnung
moglich ist, wenn der Koérper ein Wiirfel
ist, dagegen nicht beim Tetraeder und nicht
beim Oktaeder!

4. Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck
4BC.

Beschreiben Sie eine Konstruktion einer Seite
eines Quadrates, das denselben Flicheninhalt
wie das Dreieck ABC hat!

In der Konstruktionsbeschreibung sollen wie
iiblich nur solche Konstruktionsschritte aui-
treten, die sich unter alleiniger Verwendung
von Zirkel und Lineal ausfiihren lassen. Dal}
bei der Durchfiihrung der Konstruktion (nach

der von Thnen gegebenen Beschreibung) eine
Seite eines zu dem gegebenen Dreieck ABC
flicheninhaltsgleichen Quadrates entsteht, ist
2u beweisen.

Olympiadeklasse 10

1. Jens zeichnet auf ein Zeichenblatt ein
Quadrat von der Seitenldnge 2 cm. Dirk soll
vier moglichst kleine, einander kongruente
Kreise aus Papier ausschneiden und so auf
das Zeichenblatt legen, daB kein Punkt der
Quadratfliche mehr sichtbar ist.

Wie groB muB Dirk den Radius der vier
Kreise wihlen, um diese Forderungen zu
crfiitlen?

2. Es seien b und ¢ von 0 verschiedene natiir-
liche Zahlen und a eine Primzahl. Femer
gelte fiir sie die Gleichung a® + b% =¢2.
Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets a<b und b+ 1 =c gilt!

3. Man ermittle alle reellen Zahlen x mit
—1£x <1, fiir die der Term x?+3x+4 das
Quadrat ciner natiirlichen Zahl ergibt.

4. In die neun Felder des Bildes sollen die
Zahlen von 1 bis 9 so eingetragen werden,
daBl jede dieser Zahlen genau einmal vor-
kommt und daB in jeder Spalte und jeder
Zeile und in jeder der beiden Diagonalen die
gleiche Summe aufiritt.

Ermitteln Sie die groBtmégliche Zahl von
nicht zueinander kongruenten Eintragungen
dieser Art! Dabei werden zwei Eintragungen
genau dann als kongruent bezeichnet, wenn
sic durch eme Drehung oder Spiegelung in-
einander iiberfiihrt werden konnen.

Olywpiadeklasse 11/12

1. Es sei (beziiglich eines kartesischen x, y-
K oordinatensystems) p die Parabel mit y = x?
als Gleichung.

a) Man beweise: Durch den Punkt (0; 1) gibt
es genau eine Sehne von p mit der Linge 2.
b) Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen
¢ 20, fiir die folgende Aussage gilt: Durch den
Punkt (0; c) gibt es genau zwei Sehnen von p
mit der Linge 2

2. Fir zwei Linder, ,Nommalland“ und
.Spicgelland“, und ihre Netze von Eisen-
bahnlinien sei folgendes vorausgesetzt:

(1) Jede Stadt X in Normalland hat genau
cine Partnerstadt X’ in Spiegelland. Dabei
gilt: Zu jeder Stadt Y’ in Spiegelland gibt es
genau eine Stadt in Normalland. deren Part-
nerstadt Y ist.

{2) Jede Eisenbahnlinie in Normalland stellt
¢ine unmittelbare Verbindung zwischen zwei
Stidten her und beriihrt sonst keine andere
Stadt. Dieselbe Aussage trillt fiir Spiegelland
zu.
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(3) Fiir je zwet Stddte A4, B in Normalland und
ihre Partnerstiddte A’, B’ in Spiegelland gilt:
Entweder gibt es eine unmittelbare Eisen-
bahnverbindung zwischen A4 und B, aber kei-
ne zwischen A’ und B,

oder es gibt eine unmittelbare Eisenbahn-
verbindung zwischen 4’ und B’, aber keine
zwischen A und B.

(4) In Normalland gibt es zwei Stddte P, Q, die
so am Eisenbahnnetz gelegen sind, daB man
wenigstens zweimal umsteigen muB, um von
P nach Q zu gelangen.

Beweisen Sie, daB aus diesen Voraussetzun-
gen (1) bis (4) folgt: In Spiegelland kann man
von jeder Stadt zu jeder anderen gelangen,
ohne mehr als zweimal umsteigen zu miissen.

3. Von einem Dreieck werde gefordert, da
sein Flacheninhalt gleich %(az +b?) ist, wobei

a und b die Lingen zweier Seiten des Drei-
ecks sind.

Man beweise, daB diese Forderung erfiillbar
ist und daB durch diese Forderung die Gré-
Ben der Winkel des Dreiecks eindeutig be-
stimmt sind. Man ermittle ferner diese Win-
kelgroBen.

4. a) Zeigen Sie, daB das Gleichungssystem
7x+100y=0 1)
0,069x+ y=03 )
eine eindeutig bestimmte Losung (xo, yo) hat,
und ermitteln Sie diese!
Im folgenden werde in Gleichung (2) des
Systems (1), (2) der Koeffizient von x ,,inner-
halb einer gegebenen 6-Umgebung von 0,069
verandert”, d.h. fiir gegebenes reelles >0
sei eine reelle Zahl h auf das Intervall
—0Zh<é 3)
eingeschrinkt, und fir jedes solche h sei das
Gleichungssystem
7x+ 100y =0 1)
0,069 +h)x+ y=0,3 4
betrachtet. Man méchte erreichen, daB sich
xo durch diese Verdnderung des K oeffizienten
0,069 ,,um héchstens 1% dndern kann“. Da-
mit ist die unten folgende Aufgabenstellung
b), c) gemeint.
Zunichst wird definiert:
Besitzt fiir irgendein h das Gleichungssystem
(1), (4) eine eindeutige Losung, so sei diese mit
(xx; y») bezeichnet. Ist dies (bei gegebenem
&> 0) fiir alle in (3) genannten h der Fall und
gibt es unter diesen Werten h einen, fiir den
die Zahl
x|
| xo|
moglichst groB ist, so werde dieser moglichst
groBe Wert von 5 mit nmax (,beziiglich (3)
maximaler relativer Fehler” von x) bezeich-
net.
b) Ermitteln Sie alle diejenigen 4> 0, fir die
ein beziiglich (3) maximaler relativer Fehler
Nmax €Xistiert!
c) Ermitteln Sie unter den in b) gefundenen
Werten von J-alle diejenigen, fiir die sogar
Nmax = 0,01 gilt!

n
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Losungen

Lisungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/79

Ma5 81823 Da an Stelle der Sternchen nur
Ziffern fir gerade Zahlen stehen diirfen, be-
ginnt der Minuend mit der Ziffer 2. Aus
2000— 1114 =886 folgt, daB der Subtrahend
gleich oder grofer als 886 ist. Es existieren

- genau zwei Losungen; sie lauten

2000 —886=1114 und 2002 —888 =1114. Bei
den dreistelligen Subtrahenden, die gleich
oder groBer als 890 sind, tritt entweder an der
zweiten oder an der ersten Stelle des Minuen-
den eine Ziffer fiir eine ungerade Zahl aul.

Ma5 ®1824 Wenn durchnumerierte lEin-
trittskarten von der Nummer a bis zur
Nummer b verkauft werden, so sind das
(b—a+ 1) Eintrittskarten. Daraus folgt:

An der Kasse A wurden 498 —1 4 1=498, an
der Kasse B wurden 1999 — 1247+ 1 =753, an
der Kasse C wurden n—3000+ 1 =n—2999
Eintrittskarten verkauft. Nun gilt

498 +753+n—2999=1978, also n=3726.
Auf der zuletzt verkauften Karte stahd die
Nummer 3726.

Ma5 m1825 Preis der Hose: 20,50 M : 2
=10,25 M.

Preis des Kleides: 3- 10,25 M =30,75 M.
Preis der Schiirze: 40,25 M —30,7S M
=9,50 M.

Ma5 w1826 Drehen wir das rechtwinklige
Dreieck AEF um F als Drehzentrum im
mathematisch negativen Sinn um 90°, so fillt
das Bild E’ von E mit G zusammen, und wir
erhalten das Rechteck E'BF A’. Drehen wir das
rechtwinklige Dreieck CGH um H als Dreh-
zentrum im mathematisch negativen Sinn um
90°, so fillt das Bild G’ von G mit E zusam-
men, und wir erhalten das Rechteck HC'ED.
Der Fldacheninhalt des Vierecks EFGH setzt
sich somit zusammen aus der Summe der
Flacheninhalte der Rechtecke E‘BFA’ und

HC'ED und des Quadrats ABCD. Deshalb
gilt

Aprou=2"a-2a+a*=4a%+a>=5d%,

Ausep =a’,

Der Flicheninhalt des Quadrates ABCD ist
somit fiinfmal im Fldcheninhalt des Vierecks
EFGH enthalten.

Ma5 w1827 Aus abb—agd=eb folgt d=0,
aus ag0 —f=aef folgt f=35,

aus abb+c0=e5b [olgt e=a+1,

aus eSb+ae5=51a und e=a+1 folgt a=2
und e=3,

aus 3b-hk=512folgt h=1,

aus 35b +235=>512 folgt b=7,

aus 37- 1k=512 folgt k=6 und /=9,

aus 277 —2g0=137 folgt g =4,

aus c0:5=16folgt c=8.

Ergebnis: 277 +80=357
- o+

240 — 5=235

37 - 16=592

Ma5 #1828 Die Zahl des erreichten Le-
bensalters des Lehrers 148t sich durch
z=3-10+ y darstellen. Nun gilt

3-10+y=10"y+3+9,

9y=1i8, also y=2.

Im Jahre 1978 ist der Lehrer 32 Jahre alt
geworden; er wurde somit im Jahre 1946
geboren.

Ma6 m1829 Aus (2) folgt c=1; aus (3) folgt
d=0. Nach (1) gilt dann aa-b=110=55-2
=22-S5. Daraus folgt a=5 und b=2 oder
a=2 und b=>5. Demnach gilt
x=5+2+1+0=8.

Ma6 w1830 Es sei AM=MC=x und AB
=y, also BC=2x;

dann gilt x +2x =45, 3x=45, x=15.

Ferner gilt y+x=25, y+15=25, y=10.

Die Basis AB des Dreiecks ABC ist 10 cm
lang, jeder Schenkel ist 30 cm lang.

A y 8

Ma6 w1831 Aus AB=BD folgt ¥xBDA=
¥ BAD =72°. Im Dreieck ABD betrigt dann
X ABD=180°-72°—-72°=36°. Nach dem
AuBenwinkelsatz gilt

¥ BDC=T2°+36°=108°. Aus BD =CD folgt




¥DCB= xDBC. Im Dreieck BCD gilt des-
halb ¥ DCB= £ DBC=(180°—108°):2=36".
Daraus folgt weiter ¥ ABC=180°—72°—36°
=72°. Aus XxCAB=xCBA=172° folgt AC
=BC, d.h., Dreieck ABC ist gleichschenklig.

Ma6 ®1832 Ausab+ci=igafolgti=1.
Aus iga+ hc=gig folgt g=2.

Aus ci—dg=ik folgt k=9.

Aus efgh : ik =gig folgt h=38.

Aus efgh: ik =gig folgt weiter e=4 und f=0.
Aus ab - cd=efgh folgt b-d=8 oder 18 oder
28 oder 38 oder 48 oder 58 oder 68, denn
9-8=72.

Wegen 8=1-8=2-4 und i=1 und g=2 ist
dieser Fall nicht moglich. Wegen 28=4-7
und e=4 entfillt 28. Wegen 38=2-19 und
19>9 entfillt 38. Wegen 48=6-8 und h=38
entfillt 48. Wegen 58=2-29 und 29>9 ent-
fallt 58. Wegen 68=4-17 und 17>9 entfillt
68. Wegen 18=2-9=3-6 und g=2 gilt
b-d=3-6 oder b-d=6-3. Fir b=3 gilt
wegen ab + ci=iga a=4, was wegen e=4 nicht
moglich ist.

Folglich gilt b=6 und d = 3. Wir erhalten

76 - 53=4028
+ + :

51-32= 19
127485= 212

Ma6 w1833 Aus(6),(9) und (7) folgt:

Gotz geht in die 9. Klasse, er hat den Nach-
namen Krause und wohnt in Rostock.

Aus (10) und (4) folgt:

In Berlin wohnt der Schiiler mit Nachnamen
Schmidt; er geht in die 6. Klasse.

Aus (8) und (7) folgt:

Peter wohnt in Erfurt. Folglich heit Peter
mit Nachnamen SaBnitz oder Jacke.

Aus (5) folgt:

Peter hat den Nachnamen SaBnitz.

Aus (10) folgt: Peter ist Schiiler der 8. Klasse.
Aus dem bisherigen folgt: In Prag wohnt der
Schiiler mit Nachnamen Jacke; er ist Schiiler
der 7. Klasse.

Aus (3) folgt: Mario wohnt in Berlin. Deshalb
hat der Schiiler aus Prag den Vornamen
Torsten.

Ma7 w1834 Es seien a und b zwei natiir-
liche Zahlen, die die gestellten Bedingungen
erfiillen; dann gilt
(a+b)+a-b=110,
a+ab=110-b,
a(l1+b)=110-b,
110-b_ 111
1+b 1+b
_1-3-37
TT14b
a ist nur dann eine natiirliche Zahl, wenn
1 -3-37 ein Vielfaches von 1 +b ist. Das trilft
zu fiir b=0, 2, 36, 110 bzw. fiir =110, 36, 2, 0.
Sieht man von der Vertauschbarkeit der Sum-
manden bzw. Faktoren ab, so erhidlt man
genau zwei Losungen; sie lauten: 110 und 0
bzw. 36 und 2, denn 1104+0+110-0=110
und 36 +2+36-2=110.

-1

Ma7 {835 Angenommen, der Vater sei v
Jahre, die Mutter m Jahre, der Sohn s Jahre
und die Tochter ¢ Jahre alt; dann gilt
v+m=75 und v+s5=54 und v+t=51 und
v+m+ s+t =100. Addieren wir die ersten drei
Gleichungen, so erhalten wir 3v+m+s+t
=180. Subtrahieren wir davon die vierte
Gleichung, so erhalten wir 2v=_80, also v =40.
Die iibrigen Zahlen sind nun leicht zu er-
mitteln. Der Vater ist 40 Jahre, die Mutter
35 Jahre, der Sohn 14 Jahre, die Tochter
11 Jahre alt.

Ma7 m1836 Wir fertigen eine Tabelle an!
p1 p2 p3 P1+p2+p3
2 3 5 10
3 5 7 15
5 11 23 Primzahl
7 11 13 31 Primzahl
11 13 17 41 Primzahl
13 17 19 49
17 19 23 59 Primzahl
19 23 29 71 Primzahl
23 29 31 83 Primzahl
29 3 37 97 Primzahl

Der Tabelle ist zu entnehmen, daB es sieben
reguldre Primdreiecke gibt, die zugleich binér
sind.

Ma7 ®1837 Wir wihlen den 31. Januar als
Bezugspunkt und stellen fir reguldre Jahre
(Februar mit 28 Tagen) sowie fiir Schalt-
jahre (Februar mit 29 Tagen) folgende Ta-
belle auf:

Regulires Jahr

Datum Differenz d zum d:7
31.1.in Tagen
31.1. 0 0:7= 0-7+40
31.3. 59 59:7= 8-7+3
31.5. 120 120:7=17-7+1
317 181 181:7=25-7+6
31.8. 212 212:7=30-7+2
31.10. 273 273:7=39-7+0
31. 12 334 334:7=47-7+5
Schaltjahr
Datum Differenz d zuam d:7
31. 1. in Tagen
LI 0 0:7= 0-7+0
31.3. 60 60:7= 8-7+4
31.5. 121 121:7=17-7+2
31.7. 182 182:7=26-7+0
31.8. 213 213:7=30-7+3
31.10. 274 274:7=39-7+1
31.12. 335 335:7=47-7+6

Da eine Woche 7 Tage hat, gibt jeder Rest
vond : 7 einen bestimmten Wochentag an. Die
Tabelle zeigt, daB in einem reguliren Jahr
der Rest 4 fehlt und dafiir der 31. 1. und der
31. 10. auf denselben Wochentag fallen. In
einem Schaltjahr fehlt der Rest 5; dafiir fallen
der 31.1. und der 31.7. auf denselben
Wochentag. Also gibt es in jedem Kalender-
jahr genau einen Wochentag, auf den der
31. Tag eines Monats nicht fallen kann.

Ma8 w1838 Aus (1) oder (5) folgt, daB A fir
beliebiges a nur 1 sein kann. Aus (2) folgt,
daB L fir belicbiges a immer 2 ist.

Wenn a =3, dann ist P=4 und H=6.

Wenn a=4, dann ist P=5 und H=38.

Wegen A=1, L=2 und wegen Gleichung (4)
sind keine weiteren Belegungen fiir & mog-
lich; denn fir 25 wire H=10, was den
Bedingungen widerspricht.

Es gibt also genau zwei Moglichkeiten:

1. A=1,L=2,P=4,H=6,a=3
2.A=1,L=2,P=5H=8,a=4.

Ma8 w1839 Es waren 5% der Tage nicht
kalt, 155 nicht naB, 25%; nicht windig und
359% nicht triibe.

Daraus folgt, daB es an 209 aller Urlaubs-
tage kalt, naB, windig und triibe zugleich war.

Ma8 w1840 Skizze (nicht maBstéblich)

Die vier Seitenflichen sind kongruente gleich-
schenklige Dreiecksflachen. '
Es gilt fiir ein Dreieck: u=a+ 2b, wenn a die
Linge der Basis und b die Lénge eines Schen-
kels ist. Weiter gilt b= l,Sg. Da u=16, folgt
16=a+ 3a, 16=4a, 4=a. Daraus folgt b=6.
Nun ist nach dem Satz des Pythagoras
h=)/6*—22=)/32~566
(h bezeichnet die Linge der Dreieckshéhe).
Fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks gilt
A =aé—h, also Az4 : ;’66
Das Netz der Pyramide besteht aus vier der-
artigen Dreiecken und einem Quadrat
(Grund(ldche) mit der Seitenlinge 4 cm. So-
mit gilt [iir den Flicheninhalt des Netzes
Anx11,32-4+16
An=~61,28.
Das Netz dieser Pyramide hat einen Flichen-
inhalt von etwa 61,28 cm?.

x11,32.

Ma8 ®1841 Skizze (nicht maBstiblich)
] c
o b
A E 8 F

Zunichst berechnet man im rechtwinkligen
Dreieck AED die Linge der Seite AE nach
dem Satz des Pythagoras.
Es gilt AE2=5%—42

4E =)/5
AE ist 3cm lang,.
Nun berechnet man im rechtwinkligen Drei-
eck AFC die Linge der einen und im recht-
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winkligen Dreieck EBD die Linge der ande-
ren Diagonalen.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
AC?*=132+4%,d.h. AC=13,6 und

DB>= 7*+4% d.h. DB= 8,06.

Die beiden Diagonalen sind 13,6 cm bzw.
8,06 cm lang. (Die Malzahlen sind Nihe-
rungswerte!)

Ma9 ®1842 Es seien x, y, z die drei gesuch-
ten natiirlichen Zahlen. Nach der ersten Be-
dingung der Aufgabe gilt

(1) X+y+z=945.

Nach der 7weiten Bedingung gilt

) éx = ly = -l—z.

8

1 1 7
Aus gx--7y folgt y—ax,

aus 1x—lz fol tz—i
A S o

Nun lassen sich in der Gleichung (1) y und z
durch x ausdriicken:

7
1y x+—x+ﬂx=945 z)c:945

6 3 2

2 g4 X=20.

Es folgt nun
7 4 .

y=g 270, y=315 und z=3 270, z=360. Die
drei gesuchten Zahlen sind 270, 315 und 360.
Probe: 270+ 315+ 360=945

945=945
é von 270 ist 45, ; von 315 ist 45, % von 360
ist 45.

Ma9 #1843 Es sei (x; y) mit x>y ein sol-

ches Zahlenpaar.

Dann gilt nach Aufgabenstellung

Xty

2

Nach Umflormung beider Terme erhilt man
(x+y) (x—y)=2(x+y) und

nach Division der Gleichung durch (x + y)
x—y=2.
[(x + y) ist stets verschieden von Null! |

Alle Paare natiirlicher Zahlen. deren Diflc-

renz 2 ist, erfiillen die Bedingungen der Aut-

gabe.

(Beispiel: (6;4): 62 —42=4-

xz_yz=4

6+4
2
20=20.)

Ma9 =(844 Man zerlegt p>—1 in
(p—=1)(p+1).

Da p nach Voraussetzung ungerade ist, sind
p—1und p+ 1 gerade Zahlen. Da eine davon
durch 4 teilbar ist, ist das Produkt (p—1)
(p+1) durch 2-4,also durch 8 teilbar. Von
den drei aufeinanderfolgenden Zahlen p—1.
p, p+1 ist eine durch 3 teilbar. Da p=3, ist
entweder p— | oder p+ 1 durch 3 teilbar.
Daraus folgt, daB der Term p?>—1 fiir alle
Primzahlen p mit p> 3 durch 8 - 3, also durch
24 teilbar ist, w.z.b.w.

Ma9 w1845 Die Lingen der Seiten BC,
AC, AB seien mit a, b, ¢ bezeichnet. Dann gilt
nach der Aufgabenstellung:
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(1) a+b+c=96
(2) a+c=2b
3 a:c=5:3
Aus (1) folgt
4) a+c=96-b
und aus (2) und (4) folgt
9,6—-b=2b
9,6=3b
32=b.
Die Seite AC ist 3,2 cm lang.
Aus (2) [olgt
(5) a+c=6,4 und
aus (3) und (5) folgt
c=24:
Die Seite AB ist 2,4 cm lang.
Aus (2) [olgt nun

- (6) a+2,4=64 und daraus

a=4.
Die Seite BC ist 4 cm lang.
Die Probe ergibt, daB die Bedingungen der
Aufgabe erfiillt werden.

Ma10/12 #1846 Aus (1) folgt c=2a.

Aus (2) folgt 2y=180° wegen a+ f§+7y=180°.
Damit gilt y=90°, folglich auch a+f=90°.
Nach dem Sinussatz gilt

a: c=sina:siny, folglich

a:2a=sina:sin 90 und wegen sin 90°=1
a:2a=sina.

Daraus folgt sin a =% bzw. a=30° und damit
p=60°. Es gilt also

a:b:c=sin 30° :sin 60° :sin 90° bzw.

u:h:c=%:%lﬁ:l.

Ma 10 12 w1847 Skisze (nicht maBstiblich)

\0

A ]

Man konstrutert sunichst das Dreieck ABE
mit « £.4B=90 und den je 2cm langen
Seiten 4B und AE. Um B zeichnet man einen
K reis mit dem Radius der Linge von BE und
um E einen Kreis mit dem Radius der Linge
von AB. Beide Kreise schneiden einander in D.
(D muB in derjenigen Halbebene beziiglich der
Geraden EB liegen, die A nicht enthilt!) Um
D und um B zeichnet man je einen Kreis mit
dem Radius der Linge von AB. Die Kreise
schneiden einander in C. (C muB in derjeni-
gen Halbebene beziiglich der Geraden DB
liegen, die A nicht enthilt!) Der Flichen-
inhalt dieses Fiinfecks setzt sich aus den
Flacheninhalten von drei Dreiecken zusam-
men. Die Dreiecke ABE und BCD sind kon-
gruent. Sie sind gleichschenklig-rechtwinklig.
Man kann beide zu einem Quadrat mit dem
Flicheninhalt 4=4cm? zusammensetzen.
Das Dreieck EBD ist gleichschenklig. Die
Basis ED ist 2cm lang; EB und DB sind
[/gcm lang (Satz des Pythagoras). Die Hohe
von B aul die Basis ED ist |/70m lang (Satz

des Pythagoras). Fiir den Flacheninhalt des
Dreiecks EBD ergibt sich deshalb

7
cm?; Agppx2,65cm?.

Agsp=

Somit betragt der Fliacheninhalt dieses Fiinf-
ecks etwa 6,65 cm?.

Losungen zu: Lustige Logeleien

1.

2.

3.
- - %
4+4:2=4
—1=2=4

1 5

7. 6-4-2=0; 4+3-6=1;
4+2-3=3; 6+2—-4=4;
6-4+3=5; 6+3-2=7;
6+4-2=8.44+3+2=9

8. Der Seitenri} Nr. 5 gehort zum dargestell-

ten GrundriB.

Lisungen zu: Wir arbeiten mit Mengen
Arbeitsblatt 1:
M;={0,1.2.3,4,56,7,8,9}
M,={0, 3. 6.9.12, 15, 18, 21}
M3=1{0,7, 14, 21,28, 35}

M,=0

Ms={—8, —4 -2, —1,1,2,4,8)
Mg={0,6, 12, 18, 24}

nicht moglich

Mg={—6, —4, =3, 2. —1.1.2,3,4, 6}
M ={46, 49}

Myo={36,72}

M;={xeN;0=x=<9}
My={xeN;3|x Ax<24}
M3={xeN;7[xAx <37}
Mi={xeG:99 < x <100}
Ms={xeG:x| -8}
Mg={xeN:6|x Ax<30)
M;={xeR;3<x<5}



Mg={xeG;x|12 A—10£x<10}
Mo={xeN,;43<x <50 Ax
=3y+1 AyeN}
Mio={xeG; 0<x<100 A9|x Al12|x}
oder
Mio={xeG;0<x<100 A36|x}

Arbeitsblatt 2

ILNcG, ZcV,ZcN,ZcG, VG

2.B,¢cB,BycB,BocB,BycBo, By cBy,
BoCBL

3.N3CN,N9CN,N9CN3,N9CGQ

4 RcV,Q cV,DcV,0cR QcD

S.WCQ, Wce Pl,Q CP]

6.DcS,ZcG

7.G;¢G,G,¢G,G3¢G,G, ¢Gy,G3 Gy,
GgCGz

Arbeitsblatt 3:

2

M, U
10. "
M3

Arbeitsblatt 4:
1.  ANBNC 2. AnB)\cC

A‘:(%;:BA
C C

(AUB)\ C 4,

w

> »
@

A4\ BuUC

¥
=
-
D
a

7. ANBNC 8.

9.  (ANBYUBNC)
A 8
€D,
10. AUB={5,6,7,8,9, 10}
AUC={36,17,8,9, 12, 15}
BUC={3,5,6,9,10,12,15}
ANB={6}
ANC={6,9}
BNC={6}
A\ B={7,8,9}
B\ A={5,10}
A\ C={7,8}
C\4={3,12,15}
B\ C={5,10}
C\B={3, 9,12,15}
AUBUC={3,5,6,7,8,9, 10,12, 15}
ANBNC={6}

A\ B\C={1,8)
(ANB\C=0

Lidsungen zu: Spiele mit Holzchen!
Ala 6Holzchen weg 5 Holzchen weg
N 1

4 Holzchen weg 2 Holzchen weg

I
|| Ll

|| ||

A2A

A3aA a) oder b)

Ada (] ASAa 17T
A 1

Y AN

ATa AL N

aBa o) A\ =\

LN 42

A9A vorher

Lésungen zu: 1979

Vorletztes Problem:
252 +252427*=1979
Letztes Problem:

13 +534+534+12°=1979
22433 4+63+123=1979
53452493 +10°=1979
6> +63+6°+112=1979

Lissungen zu: Das Einbeschreiben
von Kreisen gleichen Durchmessers
in ein Quadrat

AS5A Ist m+n eine ungerade Zahl so gibt
m+n+1
2

€s genau Lagen mit je n Kreisen und

m+n—1
2

Lagen mit je n—1 Kreisen, insge-

Kreise mit

cam._aiso (4741

a
Durchmesser d=-.
n

Dann ist
(m+n)2n—1)+1
2
(ndy?
_(m+n)(2n—-1)+1
N n? 8

K]

dz

E

V,=

1_

A6a Fiir groBe Werte von n ersetzen wir
m durch (n— 1) p und erhalten fiir ungerade
m-+n (vgl. Lésung von A54)
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_{n+(n—1)p)(2n— N+l =

v n? 8
_ 3p__1 p,l =
Die Terme 2 1 p 1 kommen beim A
n s w ;’1, ;2' Om 1m An-

wachsen der fir n eingesetzten Werte immer
mehr der 0 nahe, so daB sich auch jetzt V,

dem Wert g(2+2p)=§(1+p)zo,9069 nii-
hert.

Lisungen zu: alpha-heiter

Uber die Donau

Man kann die Springer in 19 Ziigen um-
stellen. Hier der schnellste Ubergang iiber die
Donau: de, fd, gf, eg, ce, be, db, fd, hf, gh, eg,
ce, ac, ba, db, fd, ef, ce, dc.

Silbenriitsel

1. Arithmetik; 2. Delta; 3. Archimedes; 4.
Multiplikation; 5. Rechteck; 6. Innenwinkel;
7. Exponent; 8. Strecke.

Der Name des Rechenmeisters ist Adam Ries.

Eineindeutige Abbildungen

Beim Betrachten des Gleichungssystems I er-
geben sich folgende Feststellungen:

1. Alle 8 Gleichungen besitzen die gleiche
Struktur.

2. Der Zihler im Bruch einer beliebigen
Gleichung entspricht dem Nenner des Bru-
ches in der nachfolgenden Gleichung.

Auf Grund dieser Tatsachen lassen sich die
Variablen D, 1,0, P, H, A, N, T in Abhingig-
keit von X darstellen:

(la) D=X-1

(2a) I=D-1 bzw.(2b) I=X-2
(3a) O0=1-1 3b) 0=X-3
(4a) P=0-1 (4b) P=X-4
(5a) H=P-1 (5b) H=X-5
(6a) A=H-1 6b) A=X-6
(7]a) N=A-1 (7b) N=X-7
B8a) T=N-I 8b) T=X-8

Aus M, und den Gleichungen (1a), (2b), ...,
(8b) ergibt sich unmittelbar die Zuordnung
X DI 0 P H A NT

9 8 7 6 5 4 3 2 1

Die Proben fiir (1), ..., (8) bestitigen die
Richtigkeit:

o 8 8
) 8—§=8-§
64 64
99
1 1
8) 1—§=1 '3
1_1
22
Entsprechendes ergibt sich fiir Gleichungs-
system II
(la) D=X+1
(2a) I=D+1 bzw.(2b) I=X+2
(3a) O=I+1 (3b) O0=X+3
4a) P=0+1 4b) P=X+4
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(5a) H=P+1 (5b) H=X+5
(6a) X=H+1 (6b) A=X+6
(Ta) N=A4+1 (7b) N=X+7
(8a) T=N+1 8b) T=X+8
Die Zuordnung ist

X DI 0 P H A N T

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Die Proben fiir (1), ..., (8) des Gleichungs-
systems II bestitigen die Richtigkeit:

2 2
(1) 2+T_2 i
4=4

9 9

8) 9+ 3= 9- 3

81 _81

8 8
Unsere Fibel
Es gibt Buchstaben, bei denen die Symmetrie-
achse horizontal verlduft: B, C. E, K,
oder vertikal: A, M, U, V, W, T,
sowie beide Symmetrieachsen méglich sind:
O,LHX.
Bei den ausgewihlten Worten verlduft die
Symmetrieachse bei den Buchstaben in hori-
zontaler Richtung:
1. HEXE, 2. EHE, 4. BEBE, 7. ECHO,
in vertikaler Richtung: 3. MIAU, 5. OMA.
9. MOTTO, 8. OTTO, 10. TOTO
und in beiden Richtungen: 6. HOI

Gesucht x,y, z

x=4,5 (Ahnlichkeit und Winkelhalbierende)
y=6,54 (cos-Satz)
z =436 (cos-Satz)

Kryptarithmetik

(1) 279 + 365+ 564 =1208 oder
274+ 365+ 569 = 1208
9724406+ 605= 1983 oder
975+ 406 +602=1983

193+ 81262+ 390527 =471982
593 + 85262 + 390127 =475982

@

Das sagt man so

Den Buckel runter rutschen. Wie auf Eiern
laufen. Das Gras wachsen horen. Den Teufel
an die Wand malen. Geld zum Fenster her-
auswerfen. Einen Biren aufbinder. Mit dem
Kopf durch die Wand gehen. Die Flinte ins
Komn werfen. Wie aus allen Wolken fallen.
Ein Brett vorm Kopf haben.

Bitte anrufen!
Die Aufgabe hat zwei Losungen: 92465 und
92485.

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Wir stellen heute wieder Losungsvarianten
zu Wettbewerbsaufgaben vor, die bei uns ein-
gegangen sind. Sie mogen unseren aktiven
Teilnehmern am alpha-Wettbewerb Anre-
gungen zum Losen von Aufgaben geben.

Im Heft 5/1978 veroflentlichten wir lolgende
Aulgabe:

Ma6 u1772

Addiert man zu einer zweistelligen natiir-
lichen Zahl ihre Quersumme und multipli-
ziert man diese Summe mit 5, so erhdlt man
150.

Um welche Zahl handelt es sich?

Im Heft 1/1979 verdffentlichten wir dazu
eine Losung:
Die zweistellige natiirliche Zahl 1aBt sich in
der Form 10a + b darstellen; ihre Quersumme
betrdgt a + b. Nun gilt
[(10a +b)+(a+b)] - =150,
(11a+2b)- 5=150,

lla+2b= 30,
1la= 30—2b,
1la=2-(15-b).

Die rechte Seite dieser Gleichung muf3 wegen
11-a ebenfalls durch 11 teilbar sein. Wegen
0<b<9 trilft das nur fiir b=4 zu. Somit gilt
1la=2"11, also a=2. Die Zahl lautet 24.

Wir stellen nun die Losung von Axel Schulz
aus Potsdam vor, der Schiiler einer 6. Klasse
ist. Axel I5ste diese Aufgabe wie folgt:

Die zweistellige natiirliche Zahl z 1aBt sich
darstellen durch z=10a+b mit 0<a<9 und
0<b<9; ihre Quersumme lautet g=a+b.

Nun gilt
(z+4g) 5=150,
z+q= 30,
1la+2b= 30.

Da sowoh! die Summe 30 als auch der Sum-
mand 2b gerade Zahlen sind, muB auch der
Summand 11a eine gerade Zahl sein. Wegen
0<a und 11a<30 kann nur a=2 gelten. Wir
erhalten somit

11-2+2b=30,
2b= 8,
b= 4.

Die Zahl 24 ist die einzige, welche die Be-
dingungen der Aufgabe erfiillt.

Wir stellen nun die Losung von Wilfried

Maibius aus Schwerin vor, der Schiiler der

Klasse 6b der Maxim-Gorki-Oberschule ist.

Wilfried geht wie folgt vor:

Entsprechend der Aufgabenstellung kann ich

folgende Gleichung aufstellen:

(10x+y+x+y) - 5=150 mit x=0, also

l1x+2y=30.

Ich nehme eine Fallunterscheidung vor.

1. Fall: Es sei x=1; dann gilt

1142y =30, also 2y=19.

Es gibt keine natiirliche Zahl y, die diese
“Gleichung erfiillt.

2. Fall: Es sei x=2; dann gilt

22+42y=30,2y=8, y=4.

Die Zahl lautet 24.

3. Fall: Es sei x=3; dann gilt

33+2y=130,2y=30-33.

Wegen 30 < 33 ist diese Gleichung im Bereich

der natiirlichen Zahlen nicht 16sbar. Das trifft

auch zu fir x> 3.



Lustige Logeleien

1. Auf einem schmalen Bergpfad treffen sich vier
Wanderer. Zwei kommen von links, zwei von rechts.
Es gibt nur eine Stelle, an der jeweils einer der vier aus-
weichen kann.

Wie kommen sie so aneinander vorbei, daB jeder von
ihnen seine Wanderung in gewiinschter Richtung
fortsetzen kann? (siehe Titelbild)

2. Wie kommt der ,,Oldtimer zum Zeltlager?

3. Setzt Zahlen so ein, daB richtig geloste Gleichungen
entstehen!

4. Mit nur drei Schnitten ist die Figur so zu teilen, da3
sich jeweils nur ein Stern in jedem Figurenteil be-
findet.

S. Herr Knifflig will die acht Teile wieder so ein-
setzen, daB ein Quader entsteht. Wer hilft ihm?

6. Priigt euch die neun geometrischen Figuren 8 bis
10 Sekunden lang ein! Dann deckt ihr das Bild ab und
zeichnet die Figuren aus dem Gedichtnis nach. Wer
alle neun richtig hat, verdient ein Sehr gut, wer fiinf
bis acht Figuren behalten hat, das Pradikat Gut.

DA
I O
AV

7. Jeweils drei der Zahlen 6, 4, 3 und 2 sind so in die

acht Kryptogramme einzuzeichnen, daB richtig ge-
16ste Gleichungen entstehen.

OO
O-0+Q-s
O+Q-Om

O-0-O-s
O+O-Om
O+Q-Q=s  O+O-O-s
O+O-O= OO0~

8. Schaut euch die fiinf numerierten Konstruktionen
— im SeitenriB gezeichnet — genau an! Ganz rechts
ist eine davon im GrundriB zu sehen. Findet heraus,
welche es ist!

1L 8T
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alpha stellt vor:
Prof. em. Dr. Dr. h.c.

Wilhelm Hauser

Prof. Hauser gehort zu den Aktivisten der
ersten Stunde. Er hat entscheidenden Anteil
an der Entwicklung der 1948 gegriindeten
Brandenburgischen Hochschule, der jetzigen
Piadagogischen Hochschule Karl Liebknecht
Potsdam, zu einer angesehenen Bildungs-
stitte. In verschiedensten Funktionen hat er
als Hochschullehrer mit hohem Engagement
und groBem Optimismus wichtige Beitrige
zur demokratischen Umgestaltung des Hoch-
schulwesens geleistet.

In der Person von Prol. Dr. Hauser verehren
und schitzen wir einen Menschen, der sein
Leben in den Dienst der jungen Generation
gestellt und stets seine ganze Kralt und seine
Fidhigkeiten im Kampl um Frieden und
Sozialismus eingesetzt hat. Er war nach der
1907 mit summa cum laude an der Universitit
Erlangen abgelegten Doktorpriifung und dem
1908 mit Auszeichnung bestandenen Staats-
examen an verschiedenen hoheren Schulen
im Lande Baden ab 1912 als Professor titig.
Bereits vor 1914 hat Prof. Hauser Vortrige
gegen Militarismus und Krieg gehalten; ins-
besondere charakterisierte er die Rolle der
deutschen Riistungsfirmen Krupp und Thys-
sen bei ihrer Zusammenarbeit mit franzosi-
schen und englischen Riistungsfirmen wih-
rend des Krieges. Nach 1918 wurde er Mit-
glied der Deutschen Friedensgesellschaft und
ab 1922 Mitglied der SPD, fiir die er hiufig
als Referent auftrat.

Von den Faschisten wurde er 1933 aus politi-
schen Griinden aus dem Lehrdienst entlassen
und voriibergehend verhaftet. Im Jahre 1938
wurde Prof. Hauser in das KZ Dachau ein-
geliefert. Durch Vermittlung auslandischer
Freunde konnte seine Entlassung erwirkt
werden.

Prof. Hauser ging in die Emigration. Der Weg
fiihrte ihn iiber Paris, wo er an der illegalen
Arbeit gegen den deutschen Faschismus teil-
nahm, nach London. Bis 1946 war er als Lehr-
kraft an der Royal Grammar School Newcastle
on Tyne sehr erlolgreich titig.
Nach seiner Riickkehr 1946 in die damalige
sowjetische Besatzungszone hatte Prof. Hau-
ser wesentlichen Anteil am Aufbau der dama-
ligen Vorstudienanstalten, der spiteren Ar-
beiter-und-Bauern-Fakultiten. Bei der Griin-
dung der damaligen Brandenburgischen Lan-
deshochschule im Jahr 1948 wurde er als
Professor fiir Mathematik berulen.
Bis zu seiner Emeritierung 1956 forderte er
unermiidlich die wissenschaltliche und pad-
agogisch-methodische Ausbildung der Stu-
denten. Seine ausgezeichnete Lehrtitigkeit
verband er auf das engste mit der Erziehung
zur bewuBten Parteinahme fiir die neue Ge-
sellschaftsordnung.
Fiir seine Leistungen erhielt er hohe Aus-
zeichnungen, so
1953 (zum 70. Geburtstag) Verleihung

eines Ehrendoktortitels,
1963 Vaterldandischer Verdienstorden

in Silber,
1974 Vaterlandischer Verdienstorden

in Gold,
1978 Ehrenspange zum Vaterldndischen

Verdienstorden in Gold.

Deutsche Volkszeitung,
Diisseldorf vom 19.8.1976:

Aus gleichem Grund entlassen

(Aus einem Brief von Prof. Dr. Dr. h.c.
W. Hauser nach Endingen)

...Herr Faller (Sonderschullehrer in Endin-
gen, d.Red.) wurde auf Anweisung der staat-
lichen Behorden in Freiburg (BRD) aus politi-
schen Griinden aus dem Schuldienst ent-
lassen, obwohl die Gemeinde, die Eltern der
Kinder und weitere Kreise der Bevolkerung
von Endingen sich fiir das Verbleiben von
Herrn Faller in seiner Dienststellung einsetz-
ten, da Herr Faller nicht nur ein tiichtiger und
zuverldssiger Lehrer war, sondern sich fiir die
Weiterentwicklung physisch und psychisch
Zuriickgebliebener eingesetzt hat. Als alter
Kollege von ihm mochte ich ihm meine
Sympathie und Hochachtung fiir seine fort-
schrittliche Einstellung aussprechen.

Ich habe in Endingen in der alten Volksschule
in den Jahren 1889 bis 1893 den ersten Unter-
richt erhalten und bin dann spiter selbst
Lehrer geworden. Aber im Jahre 1933 bin ich
nach meiner ersten Verhaltung aus dem glei-
chen Grund aus dem Schuldienst entlassen
worden, wie es jetzt nach mehr als 40 Jahren
wieder bei Herrn Faller der Fall ist. Wenige
Jahre daraul muBte ich meine Heimat ver-
lassen...

Eine Aufgabe von
Prof. em. Dr. Dr. h. c.

Wilhelm Hauser

Pidagogische Hochschule Karl Liebknecht,
Potsdam

A1880Aa Die Menge aller Punkte, deren
Koordinaten x,y bez. cines kartesischen
Koordinatensystems der Gleichung
(1)  Ax?+4Bxy+y?=0mit A+0
geniigen, heiBt eine (ebene) algebraische Kur-
ve 2. Ordnung, ein Kegelschnitt. Zum Beispiel
beschreibt die Gleichung

x2-2x+y*=0
den Kreis um den Punkt mit den Koordinaten
x=1, y=0, der durch den Koordinaten-
ursprung geht (siche Bild).

y

OMZX

In dem Buch ,,Integrale algebraischer Funk-
tionen und ebene algebraische Kurven" von
Prof. Hauser und Burau (Berlin 1958) wird
u.a. die Frage untersucht, wann eine alge-
braische Kurve in Geraden zerfllt.

Man gebe eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Koeffizienten 4, B in der
Gleichung (1), daB die durch (1) beschriebe-
ne Punktmenge zwei Geraden mit den
Gleichungen y=ax und y=bx (a, b+0) sind.

Trotz all dessen, was ich und meine Familie
erlebt haben, wire ich gerne nach dem Krieg
in meine alte Heimat zuriickgekehrt, um er-
neut als Erzieher an der Heranbildung einer
neuen Generation mitzuwirken. Aber die da-
maligen Behorden in Freiburg haben meinem
Wunsche nicht entsprochen, und so muBte ich
mit meiner Frau, die in Karlsruhe geboren ist,
und meinen Sohnen und ihren Familien hier
in der DDR eine neue Heimat schallen, um
daran mitzuarbeiten, daB wenigstens in die-
sem Teil des ehemaligen Deutschen Reiches
eine Jugend herangezogen wird, die verhin-
dern wird, daB eine solche Katastrophe wie
in den Jahren 1933 bis 1945 nochmals iiber
Europa und besonders iiber Deutschland
hereinbrechen kann.

Sagen Sie bitte Herrn Falier, daB3 auch er
durch seine politische Einstellung und seine
berufliche Tatigkeit dazu beitrigt, daB auch
in der BRD dieses hohe Ziel erreicht wird...
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Ein Gitter-Puzzle

Ein Puzzle-Spiel kommt im allgemeinen da-
durch zustande, dafl man ein auf Pappe ge-
maltes Bild willkiirlich in Stiicke schneidet.
Der Spieler soll dann aus den durcheinander-
gebrachten Pappstiicken das Bild wieder zu-
sammensetzen. Wir wollen uns hier mit einem
weniger willkiirlichen Puzzle-Spiel beschifti-
gen, das mit der Gitterpunktsichre zusam-
menhingt und bei dem die einzelnen Puzzle-
stiicke gradlinige oder kreisbogenformige
Riénder haben.

Wir betrachten in der Ebene ein rechtwinkli-
ges Koordinatensystem. Diejenigen Punkte
der Ebene, deren beide Koordinaten ganze
Zahlen sind, nennen wir Gitterpunkte. Wir
bezeichnen sie in einer beliebigen Reihen-
folge mit Qy, Q,, Q3, ... t sei eine beliebig
gewihlte, positive reelle Zahl. Unter A(t, P)
wollen wir die Anzahl der Gitterpunkte ver-
stehen, die im Innern oder aul dem Rand des
Kreises um P mit dem Radius ¢ liegen. Die
(ebene) Gitterpunktlehre befaBt sich haupt-
sdchlich mit dem Studium von A(t, P), vor
allem fiir t—o0o. Wir wollen aber jetzt ¢ fest-
halten und P in der Ebene wandern lassen;
dann dndert sich A (¢, P) je nach der Lage von
P. Um dies etwas genauer zu untersuchen,
schlagen wir um jeden Gitterpunkt Q; den
vollen Kreisbogen S; mit dem Radius ¢. Diese
Kreisbogen S;, i=1, 2, ..., zerlegen die ganze
Ebene in unendiich viele Teilgebiete. Jedes
derartige Teilgebiet wird von Kreisbogen-
stiicken begrenzt; es liegt im Innern von end-
lich vielen unter den Kreisbdgen S; und
auflerhalb der iibrigen. Es sei F ein solches
Teilgebiet, das etwa im Innern von S;, Si,,
..., 8, liege; P sei ein innerer Punkt von F.
Dann haben die Gitterpunkte Q;, Qi,, ---,
Q;, eine Entlernung von P, die kleiner als ¢ ist,
wihrend die Entfernung aller iibrigen Gitter-
punkte von P groBer als ¢ ist.

Demnach hat fiir alle Punkte P im Innern
von F die Zahl A(r, P) den gleichen Wert,
namlich k. Wir wollen deshalb die entstande-
nen Teilgebiete — eines davon war F - die
Konstanzgebiete von A(t, P) nennen. (In
Bild 1 sind die Konstanzgebiete fiir den Fall
t=0,798... in einem Teil der Ebene gezeich-
net.)

Wir betrachten nun das Einheitsquadrat E;
es ist dies das Quadrat, dessen 4 Ecken die
Gitterpunkte mit den Koordinaten x,=0,
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y1=0; x2=1, y2=0; x3=1, y3=1; x4=0,
ya=1 sind. Wir suchen die Konstanzgebiete
heraus, die ganz oder teilweise im Innern von
E liegen; dies seien etwa die Gebiete F, ...,
F;; mit G; bezeichnen wir den Teil von F;,
der im Innern von E liegt. Das ganze Einheits-
quadrat zerlegt sich so liickenlos in die Ge-
biete G, ..., G;, die nur an ihren Rindern
zusammenstoBen konnen. Fiir alle Punkte im
Innern von G; hat A(t, P) den gleichen Wert,
den wir g; nennen. (In Bild 2 sind die Gebiete
G; wieder fiir t=0,798... gezeichnet, es ist
I=13, in jedes G; ist der Wert a; eingeschrie-
ben.)

1 2 1
33

2 4 2
3 <3

1 2 1

Jetzt kann unser Puzzle beginnen! Wir schnei-
den uns Pappstiickchen der Form der Gebiete
G, und zwar [ir jedes i gerade g; Stiick; da-
nach haben wir genaua; +a,+... +a; Puzzle-
Stiicke, wobei hochstens | verschiedene For-
men auftreten konnen. Wir behaupten nun:
Unsere sdmtlichen Puzzle-Stiicke konnen
lickenlos und ohne Uberlappung so an-
einander gelegt werden, daB eine volle Kreis-
scheibe vom Radius ¢ entsteht! Versucht es
einmal!

Wir wollen uns der Miihe unterziehen, unsere
Behauptung in allen Einzelheiten zu bewei-
sen!

1. Es sei K; die Kreisscheibe um Q; vom Ra-
dius ¢, also das Innere des Kreisbogens S;.
Die Numerierung der Gitterpunkte war zu-
nachst beliebig; jetzt denken wir sie uns so
gewihlt, daB die Kreisscheiben K|, K, ...,
K, Punkte aus dem Innern von E enthalten,
wihrend K,,, K,+,, ... hochstens Rand-
punkte mit E gemeinsam haben. Es sei nun
D; der Teil von K;, der in E liegt (d. h. der
Durchschnitt von K; und E), i=1,2, ..., r.
Bei der Zerlegung von E in die Teilgebiete
Gy, ..., G; muBten wir nun gerade die Rand-
bogen S, ..., S, der Kreisscheiben K, ..., K,
und die Rinder von E konstruieren, um die
Réander von Gy, ..., G; zu erhalten. Jedes
Gebiet D; zerlegt sich demnach liickenlos und
ohne Uberlappung in gewisse unter den Ge-
bieten G,, G, ..., G;; dabei kommt das Ge-
biet G; in genau g; Gebieten D; vor, da es im
Innern von a; unter den Kreisscheiben K,
..., K, liegt. Deshalb kann man aus unseren

Puzzle-Stiicken zunichst jedes der Gebiete
Dy, ..., D, zusammenlegen, ohne da} etwas
fehlt oder iibrigbleibt. Wir denken uns dies
ausgefiihrt und brauchen also nur noch die
Gebiete Dy, ..., D, zu einer Kreisscheibe vom
Radius ¢ zusammenzufiigen. (Im Beispiel von
Bild 2 sind die D; die Viertelkreisscheiben um
die Eckpunkte von E, es ist r=4.)

2. Wir denken uns das Gebiet D; an seinem
richtigen Platz im Einheitsquadrat E. Jetzt
machen wir diejenige Parallelverschiebung
(=Translation) Tj, die gerade den Gitter-
punkt Q; in den Nullpunkt O(das ist auch ein
Gitterpunkt!) iiberfithrt. Durch T; wird das
Gebiet D; in ein dazu kongruentes Gebiet D;
iiberfiihrt. Bevor wir zeigen, daf} die Gebiete
D}, j=1,...,r,den Kreis K umO vom Radius ¢
lickenlos und ohne Uberlappung erfiillen,
bemerken wir noch folgendes:

Ist Teine Parallelverschiebung, so erhilt man
die Koordinaten x', y’ des Bildpunktes eines
Punktes mit den Koordinaten x,y bekannt-
lich durch Formeln der Gestalt

1) x'=x+a, y=y+b.

Hierin sind a, b feste, nur von T abhingige,
reelle Zahlen. Genau dann, wenn T einen
Gitterpunkt in einen Gitterpunkt iberfiihrt,
sind a und b ganze Zahlen. Dies ist bei den
oben erwihten Translationen T; aber immer
der Fall.

3. a) Es sei P;j ein beliebiger Punkt von Dj;
dann gibt es genau einen Punkt P; im Innern
von Dj, der bei der Parallelverschiebung T;
auf P; abgebildet wird. Da P;in D; und D; in
K; liegt, liegt P; in K; und folglich ist
Q;P;<t; dabei bezeichnet Q;P; die Entfer-
nung beider Punkte. Bei der Parallelver-
schiebung T} geht Q; in O und P; in P’; Giber,
also ist auch Q;P;=0PF’;<t;demnach liegt P,
in K, und da P’; beliebig war, liegt das ganze
Gebiet Djin K und dies fiiralle j=1,2, ..., r.
b) Um zu zeigen, daB sich die Gebiete Dy, ...,
D; nicht iiberlappen, machen wir einen in-
direkten Beweis. Wir nehmen an, es gibe
einen Punkt P’, der sowohl im Innern von D;
als auch im Innern von Dj liegt, i$j. Dann
gibt es einen P; in D;, der bei T; auf P’ abge-
bildet wird; ebenso gibt es einen Punkt P;
in D;, der bei T; aufl P’ abgebildet wird. Dabei
ist P;% P;. Nach dem, was wir am Ende von
Abschnitt 2. sagten, konnen sich die Koordi-
naten von P; und P; nur um eine ganze Zahl
unterscheiden; also kdnnen P; und P; nicht
beide im [nnern von E liegen, und dies ist der
gewiinschte Widerspruch. Also: die Gebiete
Dj, ..., D] iiberlappen sich nicht.

¢) Nun bleibt bloB noch zu zeigen, daBl die
Gebiete D{, ..., D, den Kreis K liickenlos
erfiillen. Dazu sei P’ ein beliebiger: Punkt im
Innern von K, er habe die Koordinaten x', y’.
Dann gibt es ganze Zahlen n, m und reelle
Zahlen x, ymit 0$x<1,0€y<1,s0daB

) X=x4n y=y+m

n ist der ganze, x der gebrochene Teil von
%' und #hnlich fiir m, y, . Der Punkt P mit




den Koordinaten Xx, y liegt offenbar in E oder
auf dem Rand von E. Der Punkt Q mit den
Koordinaten —n, —m ist ein Gitterpunkt.

Es gilt nun: _ o
(@ AP +m? S+’ +m+y)P?=x?
+y2<t?

Der Nullpunkt hat also von Q ecine Entfer-
nung, die kleiner als ¢ ist, und deshalb enthilt
die Kreisscheibe um Q vom Radius ¢ auch
Punkte aus dem Innern von E; d. h. 0 ist einer
der Punkte Q,, ..., Q,, etwa Q=Q,;. Die Un-
gleichung (3) zeigt auBerdem PQ;<t, wes-
wegen P im Innern von K; liegt und dann
auch im Innern oder auf dem Rand von D;.
Bei der Parallelverschiebung T; geht nun P ge-
rade in P’ iiber, wie man auch aus (2) sieht;
also P’ liegt im Innern oder auf dem Rand
von Dj. Ganz K wird also durch die Gebiete
D{, ..., D] liickenlos iiberdeckt. Damit ist un-
ser Beweis vollstindig fertig.

Wir schlieBen noch einige Bemerkungen an!
1) In dem pgezeichneten Beispiel sieht alles
noch recht einfach aus, besonders die Gebiete
D, sind unkompliziert (Viertelkreisscheiben!).
Wenn man aber ¢ groBer wihlt, entstehen
sehr viele Gebiete D; und erst recht viele G;.
2) Wir hatten g; Puzzlestiicke der Gestalt G,,
diese liefern zusammengelegt eine Fliche vom
Inhalt: g; (Inhalt G;); simtliche Puzzlestiicke
ergeben eine Kreisscheibe vom Inhalt nt?;
daraus folgt:

i
4) Y a; (Inhalt G)=nt>.
=1

3) Man kann die folgende Grenzwertbezie-
hung beweisen:

) A, P)=

lim —=1.
o WL

(Vergleiche hierzu den Artikel: Gitterpunkte,
M. Giinther, alpha 3/1973.)

Die Beziehung (5) besagt, grob gesprochen:
fiir groBe ¢ gibt es annidhernd so viele Gitter-
punkte in einem Kreis, wie sein Flichen-
inhalt betrigt. Es ist interessant, daB der
Quotient A(t, P)/nt?> auch fir endliche ¢
immer wieder den Wert 1 annimmt, wenn
man P geeignet wihlt. Wir wollen das be-
weisen! Es sei N eine beliebige natiirliche
Zahl, N >1, auBerdem sei ¢ so gewdhlt, da3
nt?=N gilt. Mit diesem Wert von ¢ denken
wir uns die G;, i=1,2, ..., | konstruiert. Fiir P
in G; hat A(t, P) den Wert g;. Fiir zwei
Gebiete Gi, Gi,, die lings eines Kreisbogen-
stiickes aneinanderstoBen, gilt a;, =a;,+1;
denn wenn P ein Kreisbogenstiick von §;
iiberschreitet, ist in 4 (¢, P) der Gitterpunkt Q;
nicht mehr zu beriicksichtigen bzw. gerade
neu zu beriicksichtigen. Nehmen wir nun an;:
,alle a; sind groBer als N“, a;> N, dann [olgt:

(6) i 4 (Inhalt G)>N Y (Inhalt G)=N
i=1

i=1

wenn man
i
)] Y (Inhalt G)=1
i=1

beachtet, was aus der Tatsache folgt, daB die
samtlichen G; das Einheitsquadrat E liicken-

Fine mathematische
Wetterfahne

Die Wetterfahne auf meinem neuen Haus
sollte ein personliches und doch nicht zu auf-
falliges Erkennungszeichen sein. Nach vielem
Nachdenken und angeregten Diskussionen
entstand ein Entwurf, der das Werk des
Mathematikers (ich selbst) und des Architek-
ten des Hauses (D. A. Adams/Ely) verband.
Gebaut wurde die Wetterfahne von einer
Schlosserei des Ortes. Mit ihr sollten die
Schiiler und Studenten des angrenzenden
Stddtischen Colleges an die Mathematik er-
innert werden.

Die Grundfigur ist ein Rechteck ABCD mit
den Seitenldngen 13 Zoll bzw. 21 Zoll. In
diesem Rechteck wird die Diagonale BD ge-
zeichnet und das Lot von A auf BD gefdllt.
Der LotfuBpunkt O wird iiblicherweise als

A 8

Bild 1
(]

D E c

A B A
Bild 2 )

0
D [« b

los und ohne Uberlappung iiberdecken. Aus
der Gleichung (4) ergibt sich dann nt2> N,
was ein Widerspruch zur Wahl von t ist.
Ebenso fiihrt die Annahme: ,,alle g; sind klei-
ner als N* zu einem Widerspruch. Demnach
gibt es also entweder mindestens ein a; mit
a;=N oder es gibt mindestens ein a;, etwa a;,
mit a, >N und gleichzeitig mindestens ein
a;, etwa a;, mit g;<N. Im letzten Fall lassen
wir P von G, nach G, wandern; dabei gehe P
von einem Gebiet G; immer nur iiber ein
Kreisbogenstiick in ein Nachbargebiet, die
zugehorigen Werte a; unterscheiden sich bei
einem solchen Gebietswechsel immer nur um
+1; da a; >N, ay<N, muB [ir eines der
durchwanderten Gebiete G; auch a;= N sein.
Es gibt also stets Punkte P mit A(t, P)=N,
was zu beweisen war. (In unseren Zeichnun-
gen Bild 1 und 2 ist ¢ so gewdhlt,daB N =2)
P. Giinther

Goldenes Zentrum oder Auge des Rechtecks
bezeichnet. (Bild 1)

Das Dreieck AOD wird parallel zu den ldn-
geren Rechteckseiten so weit verschoben, daB
sein Bild A’'0’'D’ eine Pfeilspitze bildet, die die
Windrichtung anzeigt. (Bild 2)

Warum wurde aber nun gerade der Punkt O
derart hervorgehoben? Wenn ein Rechteck
so beschalfen ‘ist, daB man von ihm durch
eine Parallele zu seiner kiirzeren Seite ein
Quadrat so abschneiden kann, daB das ver-
bleibende Rechteck zum urspriinglichen dhn-
lich ist, so spricht man von einem Goldenen
Rechteck. Bild 3 zeigt eine Folge von Qua-
draten, die in ein Goldenes Rechteck einge-
nistet sind. Zeichnet man die Diagonalen
BD und AE ein, so sieht man, daB ABCD,
AFED, EGHD, GIJE usw. simtlich dhnliche
Dreiecke sind. Die Punkte C, F, H, J usw.
liegen alle auf einer gleichwinkligen Spirale,
deren Pol der Punkt O von Bild 1 ist.

F 8

Bild 3

D J £ c

Veranschauliche dir die letzte Behauptung,
indem du in einer maBstdblichen Zeichnung
die Folge der dhnlichen Rechtecke fortsetzt!
Benutze dabei BD und AE als Hilfslinien!
Weise nach, daB BD und AE aufeinander
senkrecht stehen !

Das Auge eines Rechtecks hat iibrigens auch
kiinstlerische Bedeutung: In der klassischen
griechischen Architektur tritt es hdufig in Er-
scheinung, und in einem Gemailde wird das
Auge fiir eine dominierende Stelle gehalten,
an der oft eine bedeutsame Einzelheit an-
geordnet wird.

Da ABCD und AFED Zhnliche Rechtecke

AB AD

sind, gilt Z====. Wihlt man AD als
AD

Lingeneinheit, so hat die Lange von A_Edie
MapBzahl 1; die MaBzahl der Lange von AB sei
mit x bezeichnet. Es gilt dann %=X—il Dies
fiihrt auf die quadratische Gleichung x? —x
—1=0. Deren (hier nur interessierende) po-

i | 5
sitive Losung ist i ~1,618.

2
Das Seitenverhiltnis des Ausgangsrechtecks,
nimlich 21:13, liegt sehr nahe bei 1,618.
1+)/5

Daher wurde auf meiner Wetterfahne

aus der Stahlplatte des Hinterteils des Pfeils
selbst herausgeschnitten, so daB dieser Term
in der Silhouette zu lesen ist.
Der Architekt und ich hoffen, daB der Wind
nicht so stark sein wird, daB er das Ganze von
dem pyramidenformigen Dach fegt, auf dem
die Wetterfahne montiert ist.

A. E. Lawrance
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Ist 11111111111 eine Primzahl?

(Mit einem unveréffentlichten Manuskript von C. G. J. Jacobi)

Teil 1: Primzahlen

Die Zahlen 1, 2, 3, 4 heiBen natiirliche Zahlen.
Das Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist
eine natiirliche Zahl. Es gibt also natiirliche
Zahlen, die sich als Produkt wenigstens
zweier Zahlen, die groBer als 1 sind, darstellen
lassen. (Man spricht von zusammengesetzten
Zahlen.) Zum Beispiel sind 10, 1001, 5031943
solche Zahlen; es ist ndmlich 10=2-5,
1001=7-11-13, 5031943 =7 - 449 - 1601.
Aber es existieren auch von | verschiedene
natiirliche Zahlen, die kein solches Produkt
sind, beispielsweise 2, 5, 7, 11, 13, 449, 1601.
Solche Zahlen heiflen Primzahlen. Die ersten
Primzahlensind 2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31, 37, 41, 43, 47. Auch die Zahlen 3041977,
261 —1;219937_1 sind Primzahlen. Die gréB-
te bekannte Primzahl ist (gegenwirtig) die
6553ziffrige Zahl 221701 |,

Schon der griechische Mathematiker Euklid
{um 300 v.u.Z.) konnte beweisen, daB es un-
endlich viele Primzahlen gibt. Ist eine natiir-
liche Zahl keine Primzahl, so kann man sie
(schrittweise) in ein Produkt zerlegen, in dem
alle Faktoren Primzahlen sind. Das kann
sicher auf verschiedenen Wegen geschehen.
Uberdies kann man die Primzahlfaktoren
noch in beliebiger Reihenfolge schreiben.
Doch abgesehen von dieser Willkiir in der
Anordnung fithren verschiedene Wege der
Zerlegung immer zur gleichen Produktzerle-
gung der Zahl in Primzahlen. Jede natiirliche
Zahl ist also (bis auf die Reihenfolge der Fak-
toren) eindeutig als Produkt von Primzahlen
darstelibar.

Beispiele sind die eingangs angegebenen
Produkte, weitere Beispiele sind 17=17,
222=2-3-37, 10121804=2-2-7-11-59
- 557, 18021851=223-77347. (Wiirde iibri-
geﬁs die Zahl 1 als Primzahl angesehen wer-
den, so wiirde die Eindeutigkeit verloren ge-
hen. So hitte z. B. 18 die verschiedenen Zer-
legungen 2-3-3,1-2-3-3,1-1-1-2-3-3)
Die Primzahlen sind nicht nur (im beschrie-
benen Sinne) die Bausteine fir den multi-
plikaten Aufbau der natiirlichen Zahlen. Fiir
sic gelten viele (zahlentheoretische) Gesetz-
miBigkeiten, die fiir zusammengesetzte Zah-
len falsch sein konnen. Als einige Kostproben
sollen die folgenden Aussagen (ohne Beweis)
dienen.
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Al: (nach Wilson, 1741 bis 1793):

Ist p eine Primzahl, so ist die Zahl (p—1)!+1
durch p teilbar.

(Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichnet hier n!
das Produkt [234...n aller natiirlichen Zah-
len von 1 bis n.)

Gilt umgekehrt fir eine natiirliche Zahl m,
daB (m—1)!— 1 durch m teilbar ist, so muB m
eine Primzahl sein!

A2: (nach Fermat, 1601 bis 1665):
Jede Primzahl p der Form 4k+1 ist eine
Summe zweier Quadratzahlen.
Beispiele sind 5=12422, 13=2%2432 17
=12442 29=224+52 37=1%246% 41=4*
+52.
Die Umkehrung ist nicht richtig; die Summe
zweier Quadrate braucht keine Primzahl zu
sein:

12432=10, 3*+92=90, 22+112=125.
Nicht jede natiirliche Zahl ist als Summe
zweier Quadratzahlen darstellbar, z. B. 3, 7,
11, 19, 23, 31, 43, 47, 1001, 21, 77.

A3 (nach Fermat):
Ist p eine Primzahl, so ist fir jede natiirliche
Zahl a die Zahl a” —a durch p teilbar.

Fermatscher Satz

Die Aussage A3 wurde zuerst von Fermat
im Jahre 1640 ausgesprochen. Fermat hat
jedoch keinen Beweis veroffentlicht.

Der erste bekannte Beweis stammt von
Leibniz (1646 bis 1716). Spiter gab Euler
(1707 bis 1783) mehrere Beweise (und verall-
gemeinerte die Aussage). Wir brauchen den
folgenden Spezialfall des Fermatschen Satzes.
Satz 1 : Ist p eine Primzahl, so ist 2 — 2 durch
p teilbar. (Dieses bedeutet, daB 27 bei der
Division durch p den Rest 2 1aBt. Beispiele:
siche Tabelle 1.)

Beweis: Nach dem binomialen Lehrsatz ist
P
2P=(1+1F=Y (), also
k=0

wegen (§)=(p)=1
2P-2  =(DHE+...+(20).

Die Zahlen ()= (O<k<p) sind

p!
ki(p—k)!
ganze Zahlen. Da p nicht den Nenner teilt,
muB p den Quotienten teilen, d. h. jede Zahl
(g) ist ein Vielfaches von p und damit auch

die Summe (f)+... +(,2,)=27-2.

Der bewiesene Satz laBt sich auch so formu-
lieren:

Ist fiir eine natiirliche Zahl n die Diflerenz
2" —2 nicht durch n teilbar, so kann n keine
Primzahl sein.

Ist n eine Primzahl?

Es ist im allgemeinen, insbesondere fiir groBe
Zahlen, nicht leicht, von einer Zahl n nach-
zuweisen, daB sie eine Primzahl ist oder (falls
sie keine Primzahl ist) thre Zerlegung in Prim-
zahlen anzugeben.

Satz 2: Ist eine Zahl n nicht Vielfaches einer
Primzahl p, fiir die p><n ist, so ist n eine
Primzahl.

Beweis: Wire n keine Primzahl, so lieBe sich n
in (sagen wir r=2) Primzahlen zerlegen:
n=p;...p

Da n nicht Vielfaches einer Primzahl p ist,
fir die p?<n ist, miiBte p,2>n, py2>n, ...,
pl>nalson’=p,?p;2..p2>n-n ... n=n"
sein. Wegen r>2 ist dies aber unméglich.
Das in Tabelle 2 angegebene ,,Programm“
(basierend auf diesem Satz) erméglicht es, die
Primzahlzerlegung einer ungeraden Zahl n
prinzipiell zu finden. Dabei denken wir uns
zwei ,Speicher I und II gegeben. Durch
»[I]* wird die Zahl bezeichnet, die sich im
Speicher I befindet. Analog ,,[1I]*.

Der Befehl ,,Speichere eine Grofle in einem
Speicher!“ bedeutet, daB ein evtl. schon vor-
handener Inhalt dieses Speichers geloscht und
durch die neue GroBe ersetzt wird.

FRAC %) bedeutet [ir einen Bruch % den
gebrochenen Teil dieser Zahl. So st

8\ 1 8 1 100
FRAC(7>—7 (da 7—l+7>, FRAC<?>

=0 (da %0 = 20). Esist FRAC(%) =0, falls

mein Teiler von n ist. Sonst ist FRAC - >0.

Die ,.angezeigten* Zahlen sind die gesuchten
Primfaktoren von n.

Die in Tabelle 3 durchgerechneten Zahlen-
beispiele werden das Verstiandnis der Tabelle?
erleichtern. (Die Anzeige der Primfaktoren
erfolgt in den Schritten 08 bzw. 04.)

Man kann den Befehl 09 natiirlich auch er-
setzen durch 09*:

»Speichere die auf [IT] folgende Primzahl im
Speicher I1!* und so in Tabelle 3 einige Zeilen
einsparen.

Fiir groBere Zahlen n wird man den in Ta-
belle2 gegebenen ,Algorithmus®* mittels
Computer anwenden kénnen, um die multi-
plikative Zerlegung in Primzahlen zu finden.
Als es jedoch elektronische Rechner noch
nicht gab, war es im allgemeinen eine miihe-
volle Arbeit, diese Zerlegung zu bekommen.
Auch nur die Entscheidung, ob eine gegebene
Zahl n Primzahl ist oder nicht, ist ebenso
miihevoll. Immerhin erkannte 1876 Lucas
(mittels eines besseren als in den Tabellen 2
und 3 beschriebenen Verfahrens), daB 227 -1
=170141183460469231731 687303715884
105727 eine Primzahl ist. Erst 75 Jahre spiter



mit dem Erscheinen elektronischer Rechen- Tabelle 1 Tabelle 2
anlagen fand man gréBere Primzahlen, nim-
lich die 44ziffrige Zahl = (2148 4 1) no2 -2 r-2duch g Befehl
17 n teilbar?
1971 wies Tucke.rm.an mittels C?:;E;xter naf:h, : o1 Speichere n im Speicher I
dap die ‘600221l'l’r1ge Zahl 2'°%°7 -1 eine 1 2 0 ja Gehe zu Schritt 02.
Primzahl ist. 2 4 2 h 02 Speichere 3 im Speicher I1.
Im folgenden sollen nun (zunichst ohne 3 8 6 Ja Gehe zu Schritt 03.
Computer) Beispiele natiirlicher Zahlen, die 4 16 14 nen 03 Verzweigung:
als Ziffern nur die 1 enthalten, betrachtet 35 32 30 Ja Ist schon [11]>}/[1]?
werden: 6 64 62 hetn Nein: Ist [II]<|/[I], so gehe
11 ist eine Primzahl. 7 128 126  ja 7u Schritt 05.
111 ist keine Primzahl (111 =3 37). 8 256 254 nein Ja: Ist [11]> /1], so gehe
1111 ist keine Primzahl (da 1111=11 - 101). 9 512 510 nein zu Schritt 04.
111111 ist keine Primzahl 10 1024 1022 nein 04 Zeige [1] an. Ende.
(da 111111=111- 1001 =11 - 10101). 12048 2046 ja 05 Dividiere [1] durch [I1].
11111111 ist keine Primzahl 12 4096 4054 hem Gehe zu Schritt 06.
(da 11111111 =11-1010101). 13 8192 8190  ja 06 Verzweigung: Ist
111111111 ist keine Primzahl 14 16384 16382 nein [1] R
(daz B. 111111111 =111 - 1001001). 15 32768 32766  nein FRAC(W)“:O-
1111111111 ist keine Primzahl Nein: Ist a>0, so gehe zu
(daz B.1111111111=11-101010101). Schritt 09.
o . . . Ja:Ist a=0, so gehe zu
Fiir die 5ziffrige Zahl 11111 findet man ana- Ist nun die 11ziffrige Zahl 11111111111 eine Schritt 07
log zu Tabelle 3 nach 20 Zeilen (bzw. nach  Primzahl? Um dieses zu entscheiden, werden ) [1]
12 Zeilen, wenn man den Schritt 09 durchden  wir nicht den Satz2, sondern gemiB einer Speichere m im Speicher L.
Schritt 09* ersetzt) als Primteiler 41. Es ist (vom Rechenkiinstler und Schnellrechner Gehe zu Schritt 08
11111=41-271 also keine Primzahl. Fiir die Z. Dase [1824 bis 1861] angeregten) Unter- 08 Zeige [11] an und gehe zu
7ziffrige Zahl 1111111 muB man bereits 119  suchung des berithmten Mathematikers Carl Schritt 05
(bzw. 51) Zeilen aufschreiben, um die Prim- Gustav Jacob Jacobi (10.11. 1804 bis 18.2. 09 Addiere 2 zur Zahl im
zahl 239 als Teiler zu finden. Es ist 1111111 1851) den Satz 1 benutzen. Speicher IL. Gehe zu Schritt 03
=239 - 4649 also auch keine Primzahl. H. Pieper
Tabelle 3 (Zahlenbeispiele zur Tabelle 2)
01 02 03 04 05 06 07 08 (0]
11 3 3I>)/111 nei o _y j 37
> nein — 3= ja —
37 1
37 3 3>|/37 nein — 3=1% nein — — 5
37 .2
37 5 5>1/37 nein — =75 nein — — 7
37 7 7>l/ﬁ ja - — — — —
Ergebnis: 111=3-37
1001 3 3>)/1001 nein — K?;.J=333§ nein — — 5
1001 5 5>]/1001 nein — léﬂ=2oo§ fen - - 7
1001 7 7>)/1001 nein - 10701 143 ja 143 —
143 7 7>1/143 nein — #:20; nein — — 9
143 8
143 ¢ 9 9>1/143 nein — 5= 15§ nein — — 11
143
143 1 i — W - _
11>}/143 nein =13 ja 13 [11]
B3| u H>YB
Ergebnis: 1001=7-11-13
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Wir arbeiten
mit Mengen
Teil 2:

Abbildungen

Um den Begrifl ,,Abbildung® zu erfassen, muB3
man zunichst wissen, was unter der Kreuz-
menge (dem Kreuzprodukt) zweier Mengen
zu verstehen ist.
Seien A und B beliebige Mengen.
Die Kreuzmenge AXB (gesprochen: ,,A
Kreuz B*) ist die Menge aller geordneten
Paare [a; b] mit 2e 4 und beB. In Zeichen:
AXBgzr{[a;b]); ac A AbeB).
Beispiel : Seien
A={a,b,c} und B={1;2}, so ist
AXB={[a; 1], [a;2], [b; 1], [b; 2], [c; 1],
[e;2]).
Es werden also alle Elemente der Menge A
mit allen Elementen der Menge B so zu Paa-
ren zusammengestellt, daB an erster Stelle
stets ein Element aus der Menge A, an der
zweiten Stelle stets ein Element aus der
Menge B steht.
Wenn wir die Mengen BX A bilden, so er-
halten wir
BXA={[1;4],[1;b],[1;c], [2;4], [2;b],
[2;c]}-
Das ist eine andere Menge als AXB. Es gilt
folglich allgemein: AXB+BXA; d.h, die
Bildung der Kreuzmenge ist nicht kommu-
tativ.
Wir erkennen aber sicher leicht, daB AXB
genau so viele geordnete Paare (das sind die
Elemente der Menge) enthalt wie BX A. Die
Kreuzmengenbildung ist eine mengentheore-
tische Grundlage fiir die Multiplikation von
natiirlichen Zahlen. 3 - 2=6, denn die Kreuz-
menge aus einer Dreiermenge und einer
Zweiermenge ist eine Sechsermenge. Weil
AXB genauso viele Elemente (nicht diesel-
ben!) enthilt wie BX 4, gilt fiir die Multipli-
kation zweier natiirlicher Zahlen das Kom-
mutativgesetz.

Eine anschauliche Darstellung des Sachver-
halts ergibt sich z. B, wenn man drei ver-
schiedenfarbige Bille und zwei verschieden-
farbige Netze betrachtet und alle Mdoglich-
keiten ausprobiert, genau einen bestimmten
Ball in genau ein bestimmtes Netz zu stecken.
Man wihlt zuerst einen Ball aus, etwa den
weilen, und kann diesen nun in das weile,
dann in das schwarze und schlieBlich in das
rote Netz stecken; ebenso verfihrt man mit
dem schwarzen Balil. Wir erhalten insgesamt
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6 Moglichkeiten, d.h. 6 geordnete Paare
[Ball; Netz]. Wenn B die Menge der Bille
und N die Menge der Netze bezeichnet, so
haben wir die Menge BX N gebildet. Die Bil-
dung der Menge N XB fiihrt auch auf eine
Menge von 6 geordneten Paaren. Man wihlt
aber zuerst ein Netz aus, um damit einen Ball
zu transportieren. Bild 1

8 N N [}

¢ o
6
g ®

NXB+BXN, aber N XB enthilt die gleiche
Anzahl von Elementen wie BXN. Deshalb
gilt 2-3=3-2 und allgemein fiir alle natiir-
lichen Zahlen a,b: a-b=5b"a!

Im Arbeitsblatt Nr.5 wollen wir nun das
Bilden von Kreuzmengen iiben.

Arbeitsblatt 5

Gegeben seien die folgenden Mengen:
M={1,2,3,4} P={5719} R={a}
N={2,3} Q0={x,y,z} S={b,c}

Man bilde folgende Mengen:

Teilmengen von Kreuzmengen

Eine Familie mit vier Kindern (Vater: V,
Mutter: M, Inge: I, Gisela: G, Peter: P, und
Horst: H) teilt sich am Wochenende in be-
stimmte Arbeiten. Diese seien: fegen: f]
wischen: w, bohnern: b, einkaufen: e, heizen:
h, Fenster putzen: p, umgraben: u, und
kochen: k.

Die Menge der Familienmitglieder wollen wir
mit

M,={V,M,I1,G,P,H}

und die Menge der zu erledigenden Arbeiten
mit

My={f,w,b, e, h,p,u, k} bezeichnen.

Wenn wir die Kreuzmenge M XM, bilden
wiirden, dann wiirde das in der Praxis be-
deuten, daB jeder alles macht, und das ist
natiirlich unméglich. Deshalb werden wir
jedem Familienmitglied eine Arbeit (genau
eine oder mehr!) zuordnen.

Eine solche Zuordnung nennt man auch Ab-
bildung. Es ist nur etwas ungewohnt zu sagen:
., Peter wird auf das Bohnern abgebildet.” Wir
sagen besser: ,Dem Peter wird das Bohnern
zugeordnet* oder ,,Peter bohnert“. Alle diese
verschiedenen Ausdrucksweisen spiegeln ein
und denselben Sachverhalt wider.

Losungen siehe S. 116

MXN ={[1;2],11;3], [2; 2], [2; 3], [3; 2], [3; 3], [4; 2], [4; 3]}

NXM

MXP

PXM

NXP

PXN

MXM

NXN

PXP

OXR

RXOQ

0Xs

$XQ

RXS

SXR

2Xx9

RXR

SXS




Wenn wir sagen ,,Peter iibernimmt das Boh-
nern®, so bilden wir in Gedanken das ge-
ordnete Paar [P; b]. Auf diese Weise lidBt sich
die Zuordnung (das ist die Abbildung F)) als
Menge geordneter Paare schreiben und an-
schaulich als Pfeildarstellung wie folgt skiz-
zieren:

Fi={{V;h), [Viul, [M;f}, [M;K], [1;w],

[G;p]. [P;b],[H;e]
M,

M, Bild 2

T VA~ E T
~ew > 6 o3 ™

Wir erkennen, da3 F, eine Teilmenge (sogar
eine echte Teilmenge) der Kreuzmenge
M| XM, ist; geschrieben: F, EM; XM,, so-
gar F; cM; XM,. Nun kdnnen wir den Be-
grifl ,Abbildung" allgemein definieren:
Seien A und B beliebige Mengen.
Jede Teilmenge F der Kreuzmenge 4XB
heiBt eine Abbildung aus 4 in B.
Nach Definition ist also die Kreuzmenge
selbst eine Abbildung, denn jede Menge ist
Teilmenge von sich selbst.
Kehren wir zu unserem Beispiel zuriick.
Ein Familienmitglied (cin Element der Menge
M), das an der Abbildung beteiligt ist (dem
mindestens eine Arbeit zugeordnet wird; von
dem mindestens ein Pfeil ausgeht), heiBt ein
Urbild. Wir stellen fest, daB alle Familien-
mitglieder an der Abbildung beteiligt, also
alle Elemente der Menge M, Urbilder sind.
Die Menge aller Urbilder heit Vorbereich
der Abbildung.
Fiir unser Beispiel gilt demnach:
Vb={V,M,1,G,P,H}=M,.
Eine Arbeit, die erledigt wird, also ein Ele-
ment der Menge M, das an der Abbildung
beteiligt ist (zu dem mindestens ein Pfeil hin-
fhrt), heiBt ein Bild. Wir stellen fest, daB alle
Arbeiten erledigt werden (an der Abbildung
beteiligt sind), d. h. alle Elemente der Menge
M Bilder sind. Die Menge aller Bilder hei3t
Nachbereich der Abbildung. Fiir unser Bei-
spiel gilt demnach:

Nb={f,w,b,e,h,p,u,k}=M,.
Wenn nun Vb=M, und Nb=M, gilt, dann
heiBt diese besondere Abbildung eine Ab-
bildung von M auf M.
An einem anderen Wochenende kann eine
ganz andere Abbildung F, vorliegen.
Es kann sein, daB Horst krank im Bett liegt
und Vater einem Nachbarn beim Bauen hillt;
auflerdem konnen Mutter und Inge schon am
Donnerstag abend gefegt und gewischt haben.
Fenster sollen auch nicht geputzt werden, und
der Garten soll bereits fertig umgegraben
sein.
Unter diesen Bedingungen kénnte die Abbil-
dung F, wie folgt aussehen:
Fy={[M;k],[I;¢e],[G;e]), [P;b], [P;H]}

M, M, Bild 3
|4 f
M w
I b
G e
P h
H p
u
k

Es gilt: Vb={M, 1, G, P}; Vbc M,
Nb={b,e,h,k}; NbcM,
Wenn gilt: VbcM,; und Nb cM,, dann liegt
eine Abbildung aus M, in M, vor.
Es sollte besonders beachtet werden, daB bei
dieser Abbildung F, die Elemente V und H
der Menge M, keine Urbilder und die Ele-
mente f, w und p der Menge M, keine Bilder
sind. Demnach gehoren die genannten Ele-
mente nicht zum Vorbereich bzw. Nachbe-
reich der Abbildung, wohl aber zur Menge
M bzw. M,.
Fiir unser Beispiel heiBt das etwa, daB Horst
an dem betreflenden Wochenende keine Ar-
beit im Haushalt verrichtet, weil er krank ist,
wobhl ist er aber ein Mitglied der Familie.
Fenster werden an dem betreflenden Wochen-
ende nicht geputzt; das Fensterputzen gehort
aber zur Menge der Arbeiten im Haushalt.
W. Fregin

(Dieser Beitrag wird mit einem 3. Teil: Wir
arbeiten mit Mengen-Funktionen-Relationen
in Heft 6/79 abgeschlossen, d. Red.)

Gotisches Mafiwerk

Zweischweifung Dreischweilung

(Fischblase)

quadratische
Fensteréflnung

Sechsschweifung

ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Isomorphe
Graphen

Unter einem Graph- wollen wir eine Figur
verstehen, die aus einer endlichen Anzahl von
Punkten (Knotenpunkten) und Linien (Kan-
ten) besteht, wobei eine Linie immer genau
zwei Punkte verbindet. Die Kanten eines
Graphen miissen nicht geradlinig sein und
diirfen sich kreuzen - s. Bild 1. (Ndheres zur
Definition eines Graphen und iiber interes-
sante Eigenschaften findet ihr in alpha 4/72;
6/72;1/73;2/73 und 4/73.)

Wir wollen im folgenden nur schlichte Gra-
phen untersuchen, d.h. solche, bei denen je
zwei Knotenpunkte durch hochstens eine
Kante verbunden sind.

Man kann z. B. einen elektrischen Schaltplan
als Graph aufTassen. Soll in der elektronischen
Industrie fiir eine solche Schaltung eine
Leiterplatte entwickelt werden, so miissen die
im Schaltplan vorgesehenen leitenden Ver-
bindungen auch auf der Leiterplatte vorhan-
den sein, sie diirfen sich jedoch nicht kreuzen.
Bild 1 zeigt eine mogliche Losung eines der-
artigen Problems. Die wesentlichen Eigen-
schaften des Graphen bleiben bei solch einer
Veranderung erhalten. Man sagt, die dar-
gestellten Graphen haben die gleiche Struk-
tur, sie sind isomorph.

Definition 1: Zwei Graphen G, und G, sind
isomorph, wenn es eine umkehrbar eindeutige
Abbildung ¢ von der Menge der Knoten-
punkte von G, aul die Menge der Knoten-
punkte von G, gibt, die folgende Eigenschalt
hat: Zwei Knotenpunkte A und B sind in G,
genau dann durch eine Kante verbunden,
wenn die zugehorigen Bildpunkte ¢(A4) und
¢(B) in G, ebenfalls durch eine Kante ver-
bunden sind.

Beispiel: Bildet man die Menge der Knoten-
punkte des Graphen G, in Bild 5 nach der
Vorschrift A—=1, B—»6, C—4, D2, E-T,
F—5, G-3 eineindeutig auf die Menge der
Knotenpunkte des Graphen Gy, ab, so sind
— wie man sich leicht iiberzeugt — zwei Kno-
tenpunkte in G, genau dann durch eine
Kante verbunden, wenn es auch die ent-
sprechenden Bildpunkte in Gy, sind (z.B.
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Bund D in Gy,, 6 und 2 in Gy,,). Folglich sind
die Graphen G;, und Gy, isomorph.

- Aus Definition 1 folgt unmittelbar, daB zwei
isomorphe Graphen die gleiche Anzahl von
Knotenpunkten bzw. Kanten haben miissen.
Ist die Bedingung aber auch hinreichend fiir
die Isomorphie zweier Graphen?

Al a - Welche der Graphen in Bild 2 sind
isomorph?

— Die Anzahl der von einem Knotenpunkt
eines Graphen ausgehenden Kanten wird als
Grad (oder Valenz) dieses Knotenpunktes be-
zeichnet (vgl. alpha 6/72). Aus Definition 1
folgt, daB zwei isomorphe Graphen die gleiche
Anzahl von Knotenpunkten eines vorgege-
benen Grades haben miissen.

Aber selbst diese Bedingung ist noch nicht
hinreichend daliir, da§ zwei Graphen iso-
morph sind (Biid 3).

— Die beiden Graphen in Bild 3 haben eine
unterschiedliche Anzahl von ,Vierecken®,
d.h. von Teilgraphen, die aus vier durch
4 Kanten zu einem geschlossenen Ring ver-
bundenen Knotenpunkten bestehen. Isomor-
phe Graphen miissen jedoch auch die gleiche
Anzahl ring(Grmiger Teilgraphen mit gleicher
Knotenzahl besitzen.

Die drei angegebenen Kriterien erlauben
lediglich, gegebenenfalls festzustellen, daB
zwei vorliegende Graphen nicht isomorph
sind. Zum Nachweis der Isomorphie muB auf
die Definition zuriickgegriffen werden. Be-
sonders bei uniibersichtlichen Graphen wird
dies mitunter erleichtert, wenn man statt des
gegebenen Graphen den zu ihm komplemen-
tdren Graphen untersucht.

Definition 2: Zwei Graphen G und G’ mit
denselben Knotenpunkten sind komplementir
zueinander, wenn in G’ genau die Knoten-
punkte jeweils durch eine Kante verbunden
sind, die dies in G nicht sind.

<K —
<X

Bild 1

Q

Bild2 a)

Bild 3

Wie man sich leicht iiberzeugt, gibt es zu
jedem Graphen genau einen komplementiren
Graphen.

A2aA Zeichne zu den Graphen in Bild 4
jeweils den komplementiren Graphen!

Es gilt nun

Satz l:

Zwei Graphen sind genau dann isomorph,
wenn ihre Komplemente (d. h. die zu ihnen
komplementidren Graphen) isomorph sind.

A3 a Beweise diesen Satz!

Wir haben bereits erkannt, daB die in A2 A
gezeichneten Graphen isomorph sind (vgl.
Al A, Bild 5). Da diese zu den Graphen in
Bild 4 komplementir sind, sind nach Satz 1
auch die Graphen in Bild 4 isomorph.

Betrachtet man den Graph Z so stellt

man fest, daB er zu seinem Komplement N
isomorph ist.

A4 A Bezeichne die Knotenpunkte der bei-
den Graphen, und gib eine Abbildung, wie sie
in Definition 1 gefordert wird, an!

Definition 3: Ein Graph, der zu seinem kom-
plementiren Graphen isomorph ist, heiBt
selbstkomplementir.

Alle selbstkomplementiren Graphen mit vier
Knotenpunkten sind zueinander isomorph.

A5a Die selbstkomplementiren Graphen
mit 5 Knotenpunkten lassen sich in zwei
Klassen einteilen, wobei zwei dieser Graphen
genau dann zu derselben Klasse gehéren,
wenn sie isomorph sind.

Zeichne aus jeder dieser Klassen einen Ver-
treter!

Satz 2:
Selbstkomplementire Graphen existieren nur
fir Knotenpunktanzahlen n, die sich in der

‘Form n=4a oder n=4a+1 (aeN) darstellen
lassen.

Beweis: Addiert man die Anzahl der Kanten

eines Graphen und seines Komplements, so

erhilt man die Anzahl aller Kanten, die man

erhilt, wenn man jeden Knotenpunkt mit

jedem verbindet. Wenn die Anzahl der Kno-

‘ nn—1)
2

tenpunkte n ist, so sind insgesamt

Kanten méoglich. Da isomorphe Graphen die
gleiche Anzahl von Kanten haben, entfallen
auf den Graphen und sein Komplement je-
weils die Hilfte — bezeichnen wir sie mit m.

Es gilt dann i"z_—l):zm, d.h. n(n—1)=4m.

Hieraus folgt, daB entweder n oder n—1
durch 4 teilbar sein muB, w.z.b.w.

Betrachtet man den Graph Z und sein

Komplement N etwas genauer, so kann

man eine Moglichkeit fiir die Konstruktion
von selbstkomplementidren Graphen erken-
nen. Ordnet man niamlich die Knotenpunkte
eines Graphen gleichmiBig auf den Kanten
eines Quadrats (bei n=4a) bzw. bei n=4a+1
n—1 Punkte auf den Eckpunkten eines Qua-
drats und den verbleibenden in dessen Mitte
an, erhilt man zwei zueinander komplemen-
tire und isomorphe (d. h. selbstkomplementa-
re) Graphen, wenn man die Punkte wie folgt
verbindet:

Den einen Graph erhdlt man, wenn man
alle waagerechten Verbindungen einzeichnet
und alle Verbindungen, die schrig von links
unten nach rechts oben verlaufen. Der andere
Graph entsteht durch Einzeichnen aller senk-
rechten und aller von links oben nach rechts
unten verlaufenden Verbindungen.

Nr.2 und 5 in Bild 6 wurden nach dieser Be-
schreibung konstruiert, die anderen auf dhn-
liche Art. Dabei sind keine zwei der angege-
benen Graphen isomorph.

A6a Konstruieredie Komplemente zu den
Graphen in Bild 6!

M.Birnbaum, J. Dolecek, P. Offel



David und Goliath

David heiBt er nur — der vierzehnjahrige
David Arutjunjan —, und ein Goliath ist er
keineswegs, auch wenn er bereits das dritte
Jahr erfolgreich an der Fakultit fiir Techni-
sche Kybernetik der Jerewaner Polytechni-
schen Hochschule Kar! Marx studiert. Er
- komponierte nicht, spielte nicht hervorra-
gend Klavier, schrieb keine Verse, loste keine
komplizierten arithmetischen Aufgaben,
konnte weder blitzschnell dreistellige Zahlen
addieren noch multiplizieren, und er hatte
auch kein besonders gutes Gedéchtnis.

,,Deshalb*, sagten die Eltern — der Vater ist
Biologe, die Mutter Sprachwissenschaftle-
rin —, ,,versuchten wir, Davids Gedichtnis
von Kindheit an zu trainieren.* Alle Ubun-
gen mit ihm bauten sie auf Spielsituationen
und auf den Interessen des Kindes auf. Sie
bemiihten sich, den Jungen nicht zu iber-
fordern, sondern ihm mehr zu zeigen und zu
erzihlen. In der Schulzeit begann David
armenisch und russisch lesen zu lernen und
l6ste schnell einfache arithmetische Aufga-
ben. Als die Lehrerin den Eltern mitten im
Schuljahr mitteilte, daB sich das Kind in der
ersten Klasse langweile, weil es den ganzen
Lehrstofl schon kannte, stimmten die Eltern
der Versetzung in die nidchsthohere Klasse
zu. Das Risiko war nicht allzu groB. Sollte
die Sache schiefgehen, konnte David noch-
mal die Klasse durchlaufen. Darauf bereite-

ten sie ihn vor, um ein psychologisches
Trauma zu vermeiden. . .

Der Junge bewiltigte innerhalb von zwei
Jahren den Lehrstoff von vier Klassen. Frei-
lich lernte er auch 6fter sonntags und in den
Ferien. Doch nicht mehr als zwei, drei Stun-
den taglich. Mathematik fiel ihm leicht. Die
Facher der zehnten Klasse mit erweitertem
Mathematikunterricht schloB er mit ,,gut*
und ,,ausgezeichnet'* ab. Und da spielten Zu-
gestandnisse der Lehrer wegen des nicht all-
tiglichen Falls keine Rolle? ,,Nein®, sagten
die Eltern, ,,bei den AbschluBexamina priif-
ten die Lehrer David oft sogar ldnger als
iiblich.*

Blieb ihm da noch Zeit fiir altersgemiBe
Jugendspiele? ,,Natiirlich war er nicht selte-
ner drauBen als andere Kinder. Wir machten
mit ihm viele Ausflige, besuchten Museen,
Sternwarten und Ausstellungen. In den Fe-
rien versuchten wir viel zu reisen, um ihm
auch andere Stidte zu zeigen. Korperlich ent-
wickelte er sich gut und verfugt auch iber
ein ausreichend stabiles Nervensystem.

Auf Uberforderungen achten wir genau. Und
nicht nur wir, auch der Schularzt- hitte sie
niemals geduldet.” Eine Klasse ist ein Kollek-
tiv, in dem sich Freunde finden. Oft fiirs
ganze Leben. Hat David Freunde? ,,Er ist ein
geselliger Mensch. Doch sein nicht alltag-

z Sl

licher Lernrhythmus brachte es mit sich, daB
er oft die Freunde wechselte. In jedem neuen
Kollektiv fand er ziemlich schnell AnschluB.
Aber das Fehlen fester Freunde beunruhigte
uns. Er fand sie zum Gliick in der 9. und
10.Klasse, in denen er jeweils ein volles
Schuljahr blieb und auch jetzt an der Hoch-
schule.*
Als ich nach Jerewan kam, befiirchtete ich,
einen Biicherwurm anzutreflen, der nichts
kennt auBer Schreibtisch und Bibliothek.
Meine Befiirchtungen waren unbegriindet.
Von den Studenten seines Studienjahres un-
terschied sich David kaum. Natiirlich sah er
ein wenig jiinger aus als die anderen. Er ist
mitteilsam und wiBbegierig. Er versiumt
keine Exkursionen und Praktika. Seine In-
teressengebiete sind umfangreich:
Theater, die Geschichte Armeniens, in der er
sich gut auskennt, Sport. David lernt gut,
bestitigten seine Kameraden. Und ohne jede
Bevorzugung. Natiirlich macht ihm sein
Schulalter manchmal zu schaffen. Er sagt
bisweilen etwas recht Naives, Kindliches.
Aber was das Studium anbelangt, passiert
ihm das nicht. Wir haben bisher keine Liicken
in seinem schulischen Wissen bemerkt, war
die Ansicht der Dozenten. Und sein Dekan,
Georgi Akondshanjan, meinte: ,,Ich bin
Priifer im Fach ,Theoretische Grundlagen
der Elektrotechnik'. Davids Antworten wa-
ren ausgezeichnet. An ihnen beeindruckte der
Forschergeist. Bisher habe ich noch keinerlei
negative Momente seines ziigigen Bildungs-
weges wahrgenommen, und er ist immerhin
schon im 3.Studienjahr. Viele nennen der-
artige Kinder ,Wunderkinder’. Auf David
trifft das jedoch nicht zu. Ich wiirde sagen,
er besitzt iiberdurchschnittliche Fahigkeiten.*
A. Simonjan (aus Freie Welt 2[79)

Ein Blick in das Rechenzentrum der Fakultit
fiir Technische Kybernetik der Jerewaner
Polytechnischen Hochschule Karl Marx
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Im Reich der Zahlen und Gleichungen geht
es zwar logisch und nach strengen Gesetz-
maBigkeiten zu, aber — auch diese Welt hat
ihre Romantik. Das Buch vermittelt dem,
der in ihr ,,Zahlenlabyrinth* eindringt, inter-
essante Begegnungen und erstaunliche Ent-
deckungen. Er kann in die Geheimnisse
magischer Quadrate eindringen und lernt
verbliffende Tricks mit Karten und Wiirfeln
kennen, die auf mathematischen Gesetzma-
Bigkeiten beruhen.

Leseprobe

Wie konnen wir uns beim groBen Einmaleins
das Kopfrechnen erleichtern?
Im Bereich von 11 bis 19 addieren wir zu-
nichst zur ersten Zahl die Einer der zweiten
Zahl, filgen dem Ergebnis eine Null hinzu,
multiplizieren noch die Einer beider Zahlen
und addieren die so erhaltenen beiden Er-
gebnisse. Am Beispiel 13 - 14 sicht das dann
SO aus:

13+ 4=17; eine Null anhéngen ergibt 170

3 - 4=12; addiert zu 170 ergibt 182.
13-14=182
Zum besseren Verstindnis noch eine solche
Aufgabe im Kurzverfahren des Kopfrech-
nens:

17 - 18

17+ 8=25; Null anhiéingen ergibt 250,

7 - 8=56; addiert zu 250 ergibt 306,

17 - 18= 306.
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Auf dhnliche Weise lassen sich auch andere
zweistellige Zahlen mit gleichem Zehner
multiplizieren, also Aufgaben wie 23 - 24,
33 -39, 42 - 49 usw. l6sen. In solchen Fallen,
wo sich die Faktoren im gleichen Zehner-
bereich befinden, muB man aber vor dem
Anhingen der Null die Summe noch mit der
an der Zehnersteile stehenden Zahl multi-
plizieren. An Beispielen wird das verstind-
licher.
23-24

23 +4=27, mal 2 (20er Bereich) ergibt 54;
Null anhangen ergibt 540, plus 3 mal 4 (12)

ergibt 552,
23 - 24=552.
33-39
33+9=42, mal 3 ergibt 126; Null anhingen
ergibt 1260,
plus 3 mal 9 ergibt 1287 )
33 -39=1287.

Natiirlich sind wir damit auch gleich in der
Lage, die Quadratzahlen blitzschnell und
sogar im Kopf auszurechnen. Bitte sehr:

442
44 +4=48, mal 4 ergibt 192, Null anhingen
ergibt 1920,
plus 4 mal 4 ergibt 1936

44% =1936.
Noch einfacher wird die Sache bei Zahlen,
deren letzte Ziffer 5 ist, z. B. 33 - 35 oder 352.
Hier multiplizieren wir die Zehnerstelle (3)
nur mit der nidchsthéheren Zahl (4) und
hingen 25 an.

352
3 :4=12; 25 anhéngen ergibt 1225,
352 =1225.

Diese Methode 1Bt sich fir die Multiplika-
tion von zwei zweistelligen Zahlen aus ver-
schiedenen Zehnerbereichen (also zum Bei-
spiel 17 - 24) leider nicht benutzen. Aber hier
hat uns der Mathematiker Ferrol einen an-
deren Weg gewiesen, der ebenso rasch zum
Ziel fithrt.
22 - 13 ergeben auf einen Blick 286 (2 Hun-
derter, 8 Zehner, 6 Einer). Die Einer finden
wir durch Multiplikation der Einer (2 - 3);
die Hunderter durch Multiplikation der Zeh-
ner (2 - 1); die Zehner erhalten wir aus der
Addition der Produkte der beiden duBeren
und der beiden inneren Glieder (also 2 -3
plus2 - 1=8).
Wenn sich jedoch bei der Ermittlung der
Einer oder Zehner zweiziffrige Zahlen erge-
ben, so iibertragen wir die ersten Ziffern (die
Zehner) dieser Zahlen jeweils aul die nichste
Stufe, also von den Einern auf die Zehner
und entsprechend von den Zehnern auf die
Hunderter usw. Dazu ein Beispiel:

27 - 36
Zuerst die Einer; 7-6=42, aiso 2, die
4 Zehner werden auf die Zehner iibertragen.
Jetzt die Zehner: (2 - 6)+(7 - 3)=33, plus 4
(Ubertrag) ergibt 37; also 7, die 3 Zehner
werden auf die Hunderter ibertragen. Nun
die Hunderter: (2 - 3)+3 (Ubertrag)=9. So-
mit erhalten wir als Resultat 972.

Diese Art, vorteilhaft zu rechnen, ist auch als
,,Multiplikation iiber Kreuz*‘ bekannt und
1aBt iiberdies eine vereinfachte Darstellung
des oben beschriebenen Verfahrens zur Multi-
plikation zweistelliger Zahlen aus verschie-
denen Zehnerbereichen zu. Hier giit der fol-
gende Weg:

— Die Einer des Produkts ergeben sich durch
Multiplikation der Einer der beiden Fakto-
ren.

- Die Zehner des Produkts erhilt man aus
dem UberschuB plus Einer mal Zehner plus
Zehner mal Einer.

— Die Hunderter des Produktes ergeben sich
aus dem ZehneriiberschuB plus Zehner mal
Zehner.

Machen wir uns das an einem Beispiel klar:

36 -57=

Rechengang:

Einer: 6 - 7=42

Zehner: 4+(6 - 5)+(3 - )=55
Hunderter: 5+(3 - 5)= 20.

5
B
L% 4

203 2

(Angeschrieben werden nur die unterstriche-
nen Ziffern.)

Man kann das Verfahren noch vereinfachen,
wenn in einer Spalte oder Zeile des ,,Uber-
Kreuz-Schemas** zwei gleiche Ziffern stehen.
Einer: 5 - 8=40

Zehner: 4+3(5+8)=43

Hunderter: 4+3(3 - 3) ;Q;

oy
0 B
133 0

Einer: 6 - 7=42
Zehner: 4 +7(6 +5) =81
Hunderter: 8 +(5 - 7) = 43.

3 6
L]
77

431 2

Das alles sieht zunichst recht kompliziert
aus. Aber mit ein wenig Ubung beherrschen
wir die Sache spielend und werden bald mer-
ken, daB uns solche Rechenkniffe von groBem
Vorteil sind.




Eine Aufgabe —

verschiedene Varianten mit steigendem

Schwierigkeitsgrad

Wir stellen unseren Lesern Aufgaben dhn-
lichen Inhalts fiir Schiiler der Klassen 4 bis 10
vor. Diese Aufgaben wurden von Klassenstufe
zu Klassenstufe variiert und im Schwierig-
keitsgrad erhSht. Wir empfehlen allen inter-
essierten Lesern, mit der Losung der Aulgabe
fiir Klasse 4 zu beginnen und bei Erfolg von
Klassenstufe zu Klassenstule voranzuschrei-
ten, soweit es zu schaffen ist.

Klasse 4

Aus einem Quadrat ABCD mit einem Fli-
cheninhalt von 121 cm? schneidet Stefan ein
kleineres Quadrat EFGH, wie aus der Abbil-
dung ersichtlich, heraus. Das verbliebene
Achteck AEHGFBCD hat einen Flichenin-
halt von 85 cm?®. Welche Seitenlinge hat das
Quadrat EFGH?

D C
Bild 1
H G
ror—p— 8
Klasse §

Aus einem Quadrat ABCD mit einem Fli-
cheninhalt von 144 cm? schneidet Stefan ein
kleineres Quadrat EFGH mit einem Flichen-
inhalt von 25cm?, wie aus der Abbildung
ersichtlich, heraus. Welche Linge hat der
Umfang des verbliebenen  Achtecks
AEHGFBCD?

(Zeichnung wie fiir KI.4)

Klasse 6

Aus cinem Quadrat ABCD mit dem Fli-
cheninhalt von 625 cm? schneidet Stefan ein
kleineres Quadrat EFGH, wie aus der Abbil-
dung ersichtlich, heraus. Der Umfang des ver-
bliebenen Achtecks AEHGFBCD ist 108 cm
lang. Welchen Flicheninhalt hat dieses Acht-
eck?

(Zeichnung wie fiir K1. 4)

Klasse 7

Aus einem Quadrat ABCD schneidet
Stefan vier kleinere kongruente Quadrate
E,F\G\H,, E,F,G;H,, E3F3G3;H; und
E F4G,H,4, wie aus der Abbildung ersichtlich,
heraus, deren Flicheninhalt jeweils 25 cm?
betrdgt. Der Umfang des verbliebenen 20-
Ecks betrigt 172 cm. Wie groB war in diesem
Fall der Flicheninhalt des Quadrates ABCD?

F
) - c
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Klasse 8

Aus einem Quadrat ABCD mit einem Fli-
chenjnhalt von 961 cm? schneidet Stefan, wie
aus der Abbildung ersichtlich, an allen vier
Seiten jeweils mehrere, aber stets gleichviele
kongruente Quadrate heraus. Das verblie-
bene n-Eck hat einen Umfang von 212 cm
Liange. Die MaBzahl der kleineren Quadrat-
seiten (gemessen in cm) ist eine natiirliche
Zahl. Welche Linge haben die Seiten der
kleineren kongruenten Quadrate? Wie viele
kleinere Quadrate insgesamt hat Stefan aus-
geschnitten?
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(Die Anzahl der Quadrate braucht nicht mit
der Losung iibereinzustimmen.)

D

Bild 3
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Klasse 9

Aus einem Quadrat ABCD schneidet Stefan,
wie aus der Abbildung ersichtlich, an allen
vier Seiten jeweils ein kleineres Quadrat

E\F\GH,, E;F,G2H,, E3F3G3H;,
E4F4G4H, heraus, die untereinander kon-
gruent sind. Das verbliebene 20-Eck hat einen
Umfang von 204 cm und einen Flidchenin-
halt von 969 cm?. Welchen Flicheninhalt hat
jedes der kleineren herausgeschnittenen Qua-
drate?

(Zeichnung wie fir K1. 7)

Klasse 10

Aus einem Quadrat ABCD schneidet Stefan,
wie aus der Abbildung ersichtlich, an allen
vier Seiten jeweils mehrere, aber stets gleich-
viele kongruente Quadrate heraus. Der Fli-
cheninhalt des verbliebenen n-Ecks betrigt

882% des Flicheninhalts des Quadrates
ABCD. Der Umfang des verbliebenen n-Ecks
betrigt 166;“/o des Umfangs des Quadrates

ABCD. Die Seite des Quadrates ABCD ist
um 66 cm linger als die Seite eines der klei-
neren herausgeschnittenen Quadrate. Wie
viele kongruente kleinere Quadrate wurden
insgesamt aus dem groBen Quadrat ABCD
herausgeschnitten? Welche Seitenlinge hat
Jjedes dieser kleineren Quadrate?
(Zeichnung wie fiir K1. 8)

H.-J. Kerber/Th. Scholl
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Die letzten

30 Jahre
haben Gewicht

Zwischen dem VII. und
VIII. Padagogischen Kongre — Zahien

Mit der fortschreitenden gesellschaftlichen
Entwicklung haben sich in unserer Republik
die Bedingungen fiir die sozialistische Bildung
und Erziehung der jungen Generation immer
glinstiger gestaltet. Davon zeugen die Lei-
stungen in der Volksbildung zwischen dem
VIIL. und VIII. Pidagogischen KongreB. Sie
waren mdglich, weil die Partei der Arbeiter-
klasse und unsere Regierung dem Bildungs-
wesen und seiner weiteren Entwicklung stets
groBte Aufmerksamkeit und Unterstiitzung
angedeihen lieBen, weil die Werktitigen
durch ihre unermiidliche Arbeit dafir die
entscheidenden Voraussetzungen schufen.

Steigende Anzahl von Piidagogen

Im Schulwesen der DDR sind 400000 Pad-
agogen titig. Gegenwdrtig arbeiten an den
nahezu 6000 allgemeinbildenden Schulen
(Oberschulen, erweiterte Oberschulen, Son-
derschulen) {iber 200000 Lehrer und Hort-
erzicher. Die Hilfte davon hat erst in den
vergangenen zehn Jahren die Tatigkeit in der
Schule aufgenommen. Etwa ein Drittel aller
Lehrer ist jinger als 30 Jahre. Zwischen dem
VII. und VIII. Padagogischen KongreB ist
die Anzahl der Paddagogen kontinuierlich ge-
stiegen. Im Schuljahr 1970/71 waren es zum
Beispiel 144000 Lehrer und Horterzieher.
1978/79 nahmen 8 200 Absolventen der Hoch-
und Fachschulen ihre padagogische Tatigkeit
auf.

Sinkende Klassenfrequenzen

Anden allgemeinbildenden Schulen der DDR
lernen im Schuljahr 1978/79 insgesamt rund
2,6 Millionen Schiiler, die in 107400 Klassen
erfafit sind,

Der Anteil der Madchen an der Gesamt-
schiilerzahl betriigt 49 Prozent. Im Interesse
einer effektiven Bildungs- und Erziehungs-
arbeit konnte die durchschnittliche Klassen-
stirke der Schiiler im RepublikmaBstab von
26,8 Schiiler je Klasse im Schuljahr 1970/71
auf 24,2 Schiller je Klasse im Schuljahr
1977/78 gesenkt werden.

Der VIII. Parteitag der SED hatte der Volks-
bildung die Aufgabe gestellt, den Aufbau der
zehnklassigen allgemeinbildenden polytech-
nischen Oberschule im wesentlichen abzu-
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schlieBen und 90 Prozent aller Schiiler der
8.Klassen zur 9. und 10.Klasse weiterzu-
filhren. Der IX.Parteitag der SED konnte
1976 feststellen, daB dieses Ziel erreicht
wurde.

Erhohte finanzielle Aufwendungen

Die Ausgaben des Staatshaushaltes fiir die
Volksbildung betrugen 1977 etwa 6,6 Mrd.
Mark. Im Jahre 1971 waren es 4,3 Mrd.
Mark. Die Ausgaben der ortlichen Haushalte
— der Rate der Bezirke, Kreise, Stidte und
Gemeinden - fir die Einrichtung der Volks-
bildung stiegen von 3,7 Mrd. Mark auf
6,9 Mrd. Mark 1978. Insgesamt wurden von
1970 bis 1978 dafiir 48,1 Mrd. Mark aus-
gegeben. 1972 betrugen die Mittel, die zur
weiteren Entwicklung der auBerunterricht-
lichen Titigkeit zusitzlich bereitgestellt wur-
den, 10 Millionen Mark, 1978 stiegen die
Ausgaben auf nahezu 54 Millionen Mark.

Kontinuierlicher Zuwachs
an Unterrichtsriumen

Gegenwirtig gibt es in den allgemeinbilden-
den Schulen unserer Republik etwa 113000
Unterrichtsrdume. In der Zeit zwischen dem
VIIL. und VIII. Pidagogischen KongreB ent-
standen 23400 Unterrichtsriume und etwa
1000 Turnhallen. Im Vergleich zu 1945 sind
bis heute iiber die Hilfte des Gesamtbestan-
des an Unterrichtsraumen in der DDR neu
errichtet worden. Besonders in den chemals
riickstdndigen Gebieten hat sich die Unter-
richtsraumkapazitit bemerkenswert verin-
dert. Zum Beispiel sind im Bezirk Rostock
71,4 Prozent, im Bezirk Neubrandenburg
66,9 Prozent und im Bezirk Cottbus 66,6 Pro-
zent aller Unterrichtsriume nach 1945 er-
richtet worden.

Bessere Bedingungen in den Schulhorten

Mehr als drei Viertel aller Schiiler der 1. bis
4. Klasse besuchen nach dem Unterricht den
Schulhort.

Standen 1970/71 etwa 608000 Hortplitze zur
Verfiigung, so sind es in diesem Schuljahr
755000. Von 1000 Schiilern der Klassenstu-
fen 1 bis 4 besuchen somit 809 Schiiler den
Hort. 1971 entfielen auf 1000 Schiiler der
Unterstufe 513 Hortplatze.

Allein 1978 wurden zusitzlich zu den in den
Haushaltsplanen der ortlichen Rite enthal-
tenen finanziellen Mittel aus dem zentralen
Staatshaushalt [iir die Ausgestaltung von
Schulhorten 6,8 Millionen Mark bereitge-
stellt; seit 1973 insgesamt 42,2 Millionen
Mark.

Héheres Niveau
im polytechnischen Unterricht

Bei der weiteren inhaltlichen Ausgestaltung
unserer Oberschule und der Vorbereitung
der jungen Generation auf die Arbeit leistet

der polytechnische Unterricht seit nunmehr
20 Jahren einen wesentlichen Beitrag.

Im Schuljahr 1970/71 waren 784000 Schiiler
der Klassen 7 bis 10 am polytechnischen
Unterricht beteiligt. Damals waren rund
25500 Werktitige als hauptamtliche und
nebenamtliche Betreuer eingesetzt. In den
darauffolgenden Jahren stieg die Zahl der am
polytechnischen Unterricht teilnehmenden
Schiiler kontinuierlich an. Damit wuchs der
Bedarf an Betrieben, an Betreuern, an moder-
nen Arbeitsplitzen fiir die Schiiler, an h6he-
ren materiellen und finanziellen Mitteln.

Im Schuljahr 1977/78 nahmen mehr als
1 Million Schiiler der Klassen 7 bis 10 am
polytechnischen Unterricht teil. Das erfolgte
in rund 5200 Betrieben unterschiedlicher
GroéBe. Etwa 33000 Betreuer, davon 8000
hauptamtliche, groBtenteils mit der padago-
gischen Qualifikation eines Lehrmeisters oder
Ingenieur-Padagogen, unterrichten die Schii-
ler.

Die Schiiler schaffen im Rahmen ihres poly-
technischen Unterrichts durch die produktive
Arbeit erhebliche materielle Werte. So betrug
die Jahresproduktion der Schiler 1976/77
beispielsweise im VEB Schwermaschinenbau
,,Ernst Thilmann* Magdeburg 3500 Stiick
Gasherde oder im VEB Berliner Bremsen-
werk 65000 Stiick Bremszylinder fiir Mih-
drescher und Anhanger und 40000 Stiick Be-
dienungsventile [iir das Allradgetriebe des
LKW W 50. Diese produktive Arbeit war eng
mit dem Lernen verbunden und bedeutsam
fiir die Erzichung der Schiiler.

GrofBeres Angebot
an naturwissenschaftlich-technischen
Arbeitsgemeinschalten

Insgesamt gab es im Schuljahr 1972/73 etwa
20000 naturwissenschaftlich-technische Ar-
beitsgemeinschaften mit 260000 Schiilern an
unseren Schulen. Von den 20000 Leitern der
Arbeitsgemeinschaften waren 14600 Pad-
agogen.

Im Schuljahr 1977/78 bestanden an unseren
Oberschulen in den Klassen 1 bis 10 insge-
samt etwa 23000 Arbeitsgemeinschaften des
Bereichs Naturwissenschaft und Technik mit
283000 Teilnehmern. Davon arbeiteten rund
6600 Arbeitsgemeinschaften mit iiber 80000
Schiilern der Klassen 9 und 10 auf der Grund-
lage von Rahmenprogrammen. Die Leiter
dieser Arbeitsgemeinschaften sind zu 85 Pro-
zent Padagogen. Von den insgesamt 32 Rah-
menprogrammen werden allein fiir den Be-
reich Mathematik, Naturwissenschaft und
Technik 15 Programme angeboten.

Durch die Einfilhrung der Arbeitsgemein-
schaften nach Rahmenprogrammen im Schul-
jahr 1970/71 wurde erreicht, daB sich ent-
sprechend den gesellschaltlichen Bediirfnis-
sen ein wesentlich groBerer Teil der Schiiler
der 9. und 10.Klassen zusitzlich naturwis-
senschaftlich-technische Kenntnisse aneignet.



Immer mehr Jungen und Midchen nehmen
auch an den naturwissenschaftlich-techni-
schen Arbeitsgemeinschaften in den auBer-
schulischen Einrichtungen — Hauser der Jun-
gen Pioniere und Stationen Junger Techni-
ker — teil. Gegeniiber 1975/76 ist die Anzahl
dieser Arbeitsgemeinschaften im Schuljahr
1977/78 um 471 und die der teilnehmenden
Schiiler um 4780 gestiegen.

Von den insgesamt in den auBerschulischen
Einrichtungen im Schuljahr 1977/78 beste-
henden 6800 Arbeitsgemeinschalten aller Art
sind allein 3370 im Bereich Naturwissen-
schaft und Technik angelagert. Etwa 38700
Schiiler nehmen daran teil. Seit dem Schul-
jahr 1974/75 bestehen dariiber hinaus auch
praktisch-produktive Arbeitsgemeinschaften
nach Rahmenprogrammen, in denen die
Schiiler — im Vergleich zu allen anderen Ar-
beitsgemeinschaften nach Rahmenprogram-
men - stirker produktiv titig sein konnen.
Damit wurden den Schiilern der 9. und
10. Klassen zusitzliche Moglichkeiten er-
schlossen, in betrieblichen und gesellschaft-
lichen Einrichtungen entsprechend ihren In-
teressen praktisch tétig zu sein.

Im Schuljahr 1974/75 arbeiteten auf der
Grundlage von drei zur Verfiigung stehenden
Rahmenprogrammen 6 100 Schiller in 617 Ar-
beitsgemeinschalten. 1977/78 wurde das An-
gebot aufl sechs Rahmenprogramme erwei-
tert. In 1570 Arbeitsgemeinschaften waren
19000 Schiiler titig. Die Mehrzahl dieser
Arbeitsgemeinschaftsleiter — rund 54 Prozent
— kommt aus betrieblichen und gesellschaft-
lichen Einrichtungen. Die Schiiler kdnnen
jetzt zwischen lolgenden sechs Rahmenpro-
grammen wihlen:

Bauwesen, Kfz-Technik, Kochen-Servieren
—Pflegen, Funktechnischer Geritebau, Tech-
nische Instandsetzung, Tierproduktion/Fut-
terproduktion.

Vielfiltigere kulturell-kiinstlerische
Betitigung der Schiiler

Die Schiiler haben in den allgemeinbildenden
Schulen vielfiltige Moglichkeiten, sich kultu-
rell-kiinstlerisch zu betdtigen. Im Schuljahr
1972/73 waren 369000 Schiiler der Klassen 1
bis 10 in rund 17900 kulturell-kiinstlerischen
Arbeitsgemeinschaften erfaBt.

Im Schuljahr 1977/78 arbeiteten 538 000 Schii-
ler der Klassen 1 bis 10 in 31600 kulturell-
kiinstlerischen Arbeitsgemeinschaften. Hin-
zu kommen noch 45000 Schiiler, die in
3500 Arbeitsgemeinschaften nach Rahmen-
programmen erfaBt sind (Klassen 9 und 10).
Gegenwiirtig gibt es 5916 Chore, 1990 Singe-
gruppen, 2805 Instrumentalgruppen und
Schiilerorchester, 1611 Tanzgruppen, 9241
Arbeitsgemeinschaften fiir Malen, Zeichnen,
Textilgestaltung, Keramik, Plastik und De-
koratives Gestalten sowie rund 3200 Arbeits-
gemeinschaften [iir Darstellendes Spiel, Ka-
barett und Puppenspiel. Dariiber hinaus sind
etwa 100000 Schiiler aktiv in kiinstlerischen

Kollektiven auBerhalb der Schule titig, in
den Pionierhﬁuse}n, Musikschulen, Theatern,
Museen und Kulturhdusern. Hunderttausen-
de von Schiilern stellen auch jahrlich in den
Ausstellungen ,,Galerie der Freundschaft* in
Schulen, Kreisen und Bezirken aus.

Wirksame MaBnahmen fiir die Schiiler-
und Kinderspeisung

Der IX. Parteitag der SED konnte feststellen,
daB sich die Qualitit der Schiiler- und Kinder-
speisung stindig erhoht hat. Unser Staat
stellte fir die Schiiler- und Kinderspeisung
in den Jahren von 1971 bis 1975 nicht weniger
als 1,7 Mrd. Mark zur Verfiigung. Betrug der
ZuschuB aus dem Staatshaushalt im Jahre
1971 dafiir 275 Millionen Mark, so stieg er
im Jahre 1975 auf 405 Millionen Mark und
im Jahre 1977 auf insgesamt 595 Millionen
Mark an.

Wachsende Teilnahme an Schiilerspeisung

Antei der Teilnehmer in Prozent

1976

971

1974

Zu Beginn des Fiinfjahrplanzeitraumes 1976
bis 1980 trat die neue Verordnung iiber die
Schiiler- und Kinderspeisung in Kraft. Mit
thr wurden wesentliche Voraussetzungen ge-
schaflen, um die Qualitit des Essens weiter
zu erhdhen und die Bedingungen der Essen-
einnahme zu verbessern. Im Ergebnis der viel-
féiltigen Initiative zur Durchsetlzung der Ver-
ordnung entsprechen nun die Speisepldne und
die Zusammensetzung der tiglichen Gerichte
besser den erndhrungsphysiologischen Anfor-
derungen. Fiir den hoheren Naturalwert wer-
den je Portion 20 bzw. 40 Pfennige mehr
aufgewendet. Die Kostenbeteiligung der El-
tern dagegen ist seit vielen Jahren konstant

geblieben. Sie betrdgt je Portion Schiiler-
speisung 0,55 M und je Portion Kinder-
speisung 0,35 M. Kostenlos werden iiber
10 Prozent aller Schiiler und Kinder mit
Mittagessen und Trinkmilch versorgt. Dabei
werden vorwiegend Kinder aus kinderreichen
und solchen Familien beriicksichtigt, deren
Einkommen eine staatliche Unterstiitzung
rechtfertigt.

Fiir diese MaBnahmen wurden im Jahre 1976
aus dem Staatshaushalt zusitzlich 183 Millio-
nen zur Verfiigung gestellt. In die Speise-
produktion fiir die Schiilerspeisung sind ge-
genwirtig rund 6500 Betriebe und Einrich-
tungen einbezogen. Die Hallte aller Portio-
nen — eine Million tiglich — werden in rund
3000 Schulkiichen hergestellt, weitere 235000
Portionen in Gaststitten und 350000 Portio-
nen in GroBkiichen. In den Jahren von 1976
bis 1978 stieg die Zahl der Teilnchmer an der
Schiilerspeisung um 7 Prozent.

Gegenwirtig nehmen rund 2 Millionen Schii-
ler daran teil. F. Jurgeleit

Steigende
Leserbediirfnisse

6015 Titel hera

Technik
- Medizin
Naturwissenschaften Tozo.r‘g"ﬁ(phm'
Land-, Forst- und ~
Nahrungsgiiterwirtschaft J 217 Theologie

Kunst- und Musik
Korperkultur, Sport/Freizeit™

Aufwendungen aus geselischaftlichen Fonds
in Milliarden Mark

7.4 tir Nahrungsmittelpreise

0.7 fiir Emolungswesen
12 fisr Kuttur

2.7 fiir Industriewaren

Stastiiche Zuschises
filr Sozisiversicherung
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Wer lost mit?

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1980
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Mathematik

Ma5 w1881 Ines, Jens und Angela sind jun-
ge Philatelisten. Ines hat bereits doppelt soviel
Briefmarken wie Jens gesammelt. Jens besitzt
37 Briefmarken mehr als Angela, die bereits
zwei Briefmarkenalben mit je 350 Briefmar-
ken angelegt hat. Wieviel Brie[marken haben
diese drei Schiiler zusammen bereits ge-
sammelt?

Schiilerin Marion Freiwald, Schlieben

Ma5 #1882 Jemand kauft 30 Flaschen
Astoria, die Flasche zu 0,95 M einschlieBlich
30 Pl Pfand. Nachdem simtliche Flaschen
dieses Fruchtsaftgetrinkes ausgetrunken wa-
ren, bringt der Kunde die leeren Flaschen
zuriick in die Kaufhalle und erwirbt allein
vom Pfandgeld erneut weitere Flaschen Asto-
rig. Das wird solange wiederholt, bis das
Pfandgeld fiir den Kauf von genau einer
Flasche Astoria nicht mehr ausreicht. Wie
viele Flaschen Astoria hat dieser Kunde auf
diese Weise insgesamt erworben? Welcher
Restbetrag verbleibt ihm? Sch.

Ma5 ®1883 Thomas und Simone kauften
sich Speiseeis. Thomas kaufte zwei Kugeln
Fruchteis und eine Kugel Schokoladeneis,
Simone dagegen eine Kugel Fruchteis und
zwei Kugeln Schokoladeneis. Beide hatten
zusammen 1,35 M zu bezahlen. Wieviel Mark
muBte jeder einzelne von ihnen bezahlen,
wenn eine Kugel Schokoladeneis um 5 Pf
teurer ist als eine Kugel Fruchteis?
Schiilerin Angelika Drauschke,
Neustrelitz, KI. 5

Ma$5 =1884 Ein UrgroBvater wurde am 21.
9. 1975 von seinen beiden Urenkeln, die Zwil-
linge sind, zum Geburtstag besucht. Er staun-
te, als er feststellte: , Wenn ich die Zahlen, die
das Lebensalter von jedem von uns dreien
angeben, miteinander multipliziere, so erhalte
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ich als Produkt eine Zahl, die gleich der
Jahreszahl des Jahres ist, in dem wir gerade
leben.“
Wie alt ist jeder von ihnen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma35 w1885 In dem abgebildeten Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Ziffern (0, 1,
2,3,4,5,6,7, 8,9) so einzusetzen, daB fiir
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Zilfern
stehen und daB alle angegebenen Rechenauf-
gaben richtig gerechnet sind.

ab—c=d
i +
e - f=ah
b +ba=bf

Schiiler Bernd Leifheit,
Fritz-Weineck-0S, K1. 5b, Struth

Ma5 w1886 Uwe sagt zu Peter: ,,Denke dir
cine zweistellige natiirliche Zahl. Multipli-
ziere die Zahl, die der ersten Ziffer der ge-
dachten Zahl entspricht, mit 5; addiere zu
diesem Produkt 6; multipliziere die so er-
haltene Summe mit 2; subtrahiere von diesem
Produkt 1; addiere schlieBlich die Zahl, die
der zweiten Ziffer der gedachten Zahl ent-
spricht, und nenne mir das Ergebnis!* Aus
diesem Ergebnis konnte Uwe die Zahl ermit-
teln, die Peter sich gedacht hatte. Wie ist das
moglich?
Gib dafiir eine Begriindung!

Schiler Mario Koppen, Berlin

Ma6 ®1887 Die Summe zweier Primzahlen
ist viermal so groB wie ihre Differenz. Wie
lauten diese Primzahlen?

Schaler Andreas Fittke, Berlin

Ma6 u1888 Es sind alle zweistelligen na-

tiirlichen Zahlen zu ermitteln, die viermal so

groB wie ihre zugehérige Quersumme sind.
Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb koénnen sich alle aipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrifl (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aulgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede L6sung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost”, ,,gut pgelost” oder ,.geldst™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost**.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1979/80 lauft
von Heft 5/79 bis Heft 2/80. Zwischen dem
1. und 10. September 1980 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn ein Riickumschlag mit ausreichender
Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/80 veroffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80) erhalten hat und diese einsendet, er-
hélt eine Anerkennungsurkunde und ein Ab-
zeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die bereits
zwei Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1979/80 einsenden, erhalten das alpha-
Abzeichen in Gold (und die Urkunden zu-
riick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht verges-
sen wird. Redaktion alpha



Ma6 1889 Waihrend der XVII. Mathema-
tik-Bezirksolympiade in Suhl saBen in einem
Klausurraum weniger als 25, aber mehr als
15 Teilnehmer aus den Klassen 7 bis 12. Uber
die Teilnehmer ist folgendes bekannt:
(1) Die Anzahl aller sich im Raum befinden-
den Teilnehmer ist eine Primzahl, und von
jeder Klassenstufe war mehr als ein Teilneh-
mer im Raum.
(2) Die Anzahl der Teilnehmer aus der 12. und
7. Klasse, aber auch die Anzahl der Teilneh-
mer aus der 10. und 8. Klasse war gleich.
(3) Aus der 11.Klasse war ein Schiiler mehr
anwesend als Schiiler aus der 10. Klasse.
(4) Die Anzahl der Teilnehmer aus der Klasse
9 war um 3 groBer als die Anzahl der Teil-
nehmer aus der Klasse 12. '
Wieviel Teilnehmer aus jeder Klasse saBen
im Raum?

Mathematikfachlehrer Rolf Langbein, Lichte

Ma6 w1890 Ermittie alle zweistelligen
Primzahlen, die sich in der dekadischen
Schreibweise in der Form ab und ba dar-
stellen lassen und deren Differenz gleich
einer Quadratzahl ist.
Schiilerin Heike Reichstein,
K|1.7, Konigs Wusterhausen

Ma6 81891 Gesucht sind alle zweistelligen
natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingun-
gen erfiillen:
a) Jede dieser Zahlen z ist um 54 groBer als die
zugehorige Quersumme.
b) Multipliziert man eine solche Zahl z mit 7,
so ist das erhaltene Produkt um 396 groBer
als die Zahl z.

Schiilerin Angelika Drauschke,

Neustrelitz, K1. 5

Ma7 ®1892 In einem Wohnhaus wohnen
12 Familien mit insgesamt 41 Personen. Es
sind Familien mit drei, vier und finf Perso-
nen, und zwar am meisten Familien mit drei,
am wenigsten Familien mit fiinf Personen.
Wie viele Familien mit drei, vier bzw. fiinf
Personen wohnen in diesem Haus?

Schiiler Burkhard Riedel, Karl-Marx-Stadt

Ma7 ®1893 In einer Schule werden die
Unterrichtsfacher Biologie, Geographie, Eng-
lisch, Franzosisch, Geschichte und Mathema-
tik von den Lehrern Morosow, Wassiljew und
Tokarew unterrichtet. Jeder von ihnen unter-
richtet genau zwei Facher.

Uns ist folgendes bekannt:

(1) Der Englischiehrer und der Franzosisch-
lehrer sind miteinander verwandt.

(2) Herr Morosow ist der jiingste dieser drei
Lehrer.

(3) Herr Tokarew, der Biologielehrer und der
Franzosischlehrer haben einen gemeinsamen
Schulweg.

(4) Der Biologielehrer ist dlter als der Mathe-
matiklehrer.

(5) In der Freizeit spielen der Geographie-
lehrer, der Mathematiklehrer und Herr Mo-
rosow haufig Skat.

Welche zwei Ficher unterrichtet jeder dieser
drei Lehrer?
Schiilerin Cornelia Bogdal, Weimar, K1.6

Ma7 ®1894 Es ist ein Rechteck ABCD zu
konstruieren, dessen Diagonale AC=5cm
und dessen Seite AB=4 cm lang ist. Dieses
Rechteck ist in ein [lichengleiches Viereck mit
vier gleichlangen Seiten zu verwandein. Die
Konstruktion ist zu begriinden.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 #1895 Drei 7.Klassen einer Schule
gehoren zusammen 89 Schiiler an. In
Klasse 7a sind zwei Jungen mehr als Mad-
chen. In Klasse 7b sind sieben Jungen weni-
ger als Midchen. In Klasse 7¢ sind zwei
Midchen mehr als Jungen. Jede Klasse hat
hochstens 30 Schiiler. Wieviel Jungen sind
insgesamt in diesen drei Klassen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Mag ®1896 Gegeben sei ein Rechteck
ABCD mit dem Umfang u=28 cm. Die Lin-
gen der Seiten a und b verhalten sich wie 4:3.
Zu ermitteln sind der Flicheninhalt und die
Linge der Diagonalen dieses Rechtecks.
Schiiler Uwe Wollert, Edderitz, KI. 8

Ma8 #1897 In einem Dreieck ABC schnei-
det die Mittelsenkrechte m, die Seite ABin £
und die Seite 4C in D. Die Seite 4B ist 6 cm,
die Strecke AD ist 5 cm lang. Es ist der Fli-
cheninhalt des Dreiecks A ED zu berechnen.
Schaler Uwe Schwarz, Rochlitz, K1.8

Ma8 ®1898 Diefolgenden drei wahren Aus-
sagen sind durch eine Aussageform zu erset-
zen, welche die Struktur der Aussagen zum
Ausdruck bringt.
Es ist zu zeigen, daB wir fiir jede Belegung
der Variablen in dieser Aussageform mit
natiirlichen Zahlen wahre Aussagen erhalten.
) 2-3+3-3+1=4-4
2 2-444-441=5-5
3) 2:5+5:5+1=6-6
Schiiler Markus Schulz,
Ndr.-Seifersdorf, KI.8

Ma8 =1899 Das abgebildete Fiinfeck
ABCDE ist unter alleiniger Verwendung von
Lineal und Zeichendreieck in ein flichen-
gleiches Dreieck umzuwandeln. Die Kon-
struktion ist zu begriinden.

£

A

Bemerkung: Die Konstruktion ist natiirlich
allein mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar; der
Einsatz des Zeichendreiecks vereinfacht das

Verfahren. Fr.-

Ma9 #1900 Reinhard macht sich im Obst-
laden einen SpaB. Er sucht sich zwei Pampel-
musen aus, legt sie nacheinander einzein auf

die Waagschale und ermittelt die Differenz
ihrer Massen.
Als Ergebnis erhilt er 25 g. Er sagt zur Ver-
kiduferin: ,,25g; das macht nach Preisliste
genau 10 Pf.“ ,Das mochtest du wohl®, ant-
wortet die Verkiuferin und legt beide Pam-
pelmusen zugleich aul die Waagschale. ,,Ich
bekomme 3,30 M“, sagt sie. Wie groB ist die
Masse einer jeden Pampelmuse?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 ®1901 Es ist ein Trapez ABCD zu
konstruieren, von dem folgendes bekannt ist:
Die Diagonale DB ist 4 cm lang; die GrofBe
des Winkels & DAB betriigt 90°; AD:DB:BC
=1:2:3.
Die Konstruktion ist zu beschreiben und zu
begriinden. Ist die Konstruktion eindeutig?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 a1902 Man ermittle die Losungsmen-
ge der Gleichung
4x* —6x* 1 4+2x*t2=0
fiir x +0 im Bereich der rationalen Zahlen!
Schiiler Torsten Siebert, Gorlitz, KI. 10

Ma9 ®1903 Von einem Dreieck ABC mit
den Seitenlingen a, b, ¢ und den Innenwin-
kelgr6Ben a, 8, y sei folgendes bekannt:

1)  y—B=q,

(2) a=5cm,
¢
3 h.= 7

Man berechne den Flicheninhalt dieses Drei-
ecks und konstruiere es!
Schiiler Alexander Schmidt, Berlin, K1. 7

Ma10/12 1904 Es ist zu untersuchen, ob
die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
Die Entscheidungen sind zu begriinden!

(1) Fiir alle natiirlichen Zahlen a ist die natiir-
liche Zahl z=a?+a+ 17 eine ungerade Zahl.
(2) Fiir jedesae Nist z=a%+a+ 17 eine Prim-
zahl.

(3) Es gibt keine natiirliche Zahl a derart,
daB die natiirliche Zahl z=a? +a+ 17 durch 3
teilbar ist. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma10/12 1905 Welche natiirlichen Zah-
len a, b erfiillen die beiden Gleichungen

1) @=2)(b+4) =1978,

2) (@a+1)(b+1)+1=1979?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

o ’
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Ma10/12 ®1906 Es ist zu beweisen, daB der
Term sin x +cosx niemals den Wert 1,5 an-
nehmen kann.

Schiiler Torsten Siebert, Gorlitz, K1. 10

Ma10/12 1907 Die Gletscher der Eiszeit
brachten grofle Gesteinsmassen mit. Als das
Volkerschlachtdenkmal gebaut wurde (1903),
trug die Bevolkerung hundert der (ast rund-
geschliffenen Steine von den umliegenden Fel-
dern zusammen. Man errichtete daraus eine
gerade quadratische Pyramide, deren Grund-
kante 5m und deren Seitenkante 6,1 m lang
ist. Die Zwischenrdume (etwa 45%;) wurden
mit Beton gefiillt, um der Pyramide einen
besseren Halt zu geben. Es ist dic Masse des
Gesteins zu berechnen, wenn dessen Dichte
2,6 g cm~ 3 betrigt. L.

Physik

Ph6 w61 Zur Markierung von Wander-
wegen werden 100 Blechtafeln von 15c¢m
Lénge und 6 cm Breite benotigt und mit einer
Lackschicht iiberzogen. Wie dick (in mm)
ist diese Schicht, wenn man zum Lackieren
67,5 cm® Lack braucht?’

Ph7 w62 Auf einer LandstraBe werden an
einem bestimmten Punkt A die folgenden Ver-
kehrsteilnehmer beobachtet. Sie bewegen sich
alle in der gleichen Richtung und mit einer
gleichbleibenden Geschwindigkeit:
— ein Fubginger mit einer Geschwindigkeit
von v, =4 k_m
h
— 20 Sekunden spiiter ein Radahrer mit einer
Geschwindigkeit von v; =18 kTm

— 0Sekunden nach dem FuBginger ein

PKW mit einer Geschwindigkeit von v;
km

=54 T
a) Nach welchen Zeiten, vom Zeitpunkt des
Vorbeifahrens am Punkt A4 gerechnet, iiber-
holt der Radfahrer den FuBliginger bzw. der
Autofahrer den Radfahrer und den Fufigin-
ger?
b) Wie groB sind im Augenblick des Uber-
holens die entsprechenden Abstinde vom
Punkt 4?
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Anmerkung: Lose beide Aulgaben mit Hilfe
eines entsprechenden Diagramms! Wihle
einen geeigneten MaBstab!

Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph8 863 Eine LPG hat aufl einer Fliche
von 4 Hektar Gemiise angebaut. Infolge
groBer Trockenheit soll diese Fliche kiinst-
lich beregnet werden, wozu das Wasser eines
in unmittelbarer Nahe liegenden Kanals ge-
nutzt werden soll. Der Kanal hat den skiz-
zierten Querschnitt. Das Wasser im Kanal
hat eine Strémungsgeschwindigkeit von

0,1 ? Welche Wassermenge in | pro Quadrat-

meter Beregnungsllache und pro Stunde steht
auf Grund des dem Kanal stindig zulaufen-
den Wassers zur Verfiigung? (Der Wasserzu-
laufist der Stromungsgeschwindigkeit im Ka-
nal direkt proportional.)

Ing. Armin Kérner, Leipzig

Ph9 64 An einem galvanischen Element
wird mit einem Voltmeter (R, =270Q) eine
Spannung von 4,05 V gemessen. Schaltet man

dem Voltmeter einen Widerstand von 135Q
parallel, fillt die Spannung auf 3,375 V.
Berechnen Sie die Leerlaufspannung U, des
Elements und den Innenwiderstand Ry der
Spannungsquelle!
Schiiler Jiirgen Grafenstein,
Dresden, K1.8

Ph10/12 w65 Die kinetische Energie eines
a-Teilchens, das durch radioaktiven Zerfall
aus einem Atomkern des Radiums abge-
strahlt wird, betrigt 7,648 - 1013 J. Berech-
nen Sie die Geschwindigkeit des a-Teilchens!
(Relative Atommasse des a-Teilchens betrigt
A,~4,0015)

Chemie

Ch7 w49 75ml eines Ga gemisches, wel-
ches Kohlendioxid enthilt, wird von Kali-
lauge absorbiert. Das Volumen nach der
Absorption betragt nur noch 68,2 ml. Wieviel
Prozent Kohlendioxid enthidlt das Gasge-
misch?

Ch8 »50 | kg Holz besteht aus 48° Koh-
lenstoff, 8%, Wasserstofl und 449, Sauerstolf.
Berechne die Masse an SauerstofT, die fiir die
Verbrennung der angegebenen Menge Holz
noch zu liefern ist!

Ch9 ®51 Kommt trockener Chlorwasser-
stoff von 35°C und 791 Torr mit Natron-
lauge in Verbindung, wird er absorbiert.
Wieviel Liter Chlorwasserstoflf werden unter
den gegebenen Bedingungen von 310 ml
15%iger Natronlauge absorbiert?

= £
(QNnou 1,153 mi

Ch10/12 w52 - Ein kugelférmiger Luftballon
von 8t Durchmesser soll bei 18°C. und.
750 Torr mit Wasserstoffgas gefiill{ werden,
welches aus Zink und 80%iger Schwefelsiure
hergestellt wird !

a) Welches Volumen (in m®) Wasserstoffgas
kann der Luftballon aufnehmen?

b) Wie teuer kommt die Fiillung, wenn 1kg
Zink 7,44 M und 1 kg Schwefelsiure 6,50 M
kostet?

,.Ich benutze aber ein
Anti-Nikotin-Mundstiick.“




XVIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Die Jensensche

. Ungleichung

Aufgaben der Klassenstufen 11/12

1. Man ermittle alle ganzen Zahlen a mit der
Eigenschaft, daB zu den Polynomen
Fl)=x"2—x" 435104 11x3
—x?423x+30,
gx)=x>+2x+a
ein Polynom h(x) so existiert, daB fir alle
reellen x die Gleichung f(x)=g(x) - h(x) gilt.

2. Im Staat Wegedonien gibt es ein StraBen-
netz. An jeder Kreuzung und an jeder Ein-
miindung von StraBen dieses Netzes steht ein
Verkehrsposten. Die Liange eines jeden Stra-
Benabschnittes zwischen je zwei benachbar-
ten dieser Posten ist kleiner als 100 km. Jeder
Verkehrsposten 148t sich von jedem anderen
aul einem Gesamtweg innerhalb des Netzes
erreichen, der kiirzer als 100 km ist. Ferner
gilt fiir jeden StraBenabschnitt zwischen zwei
benachbarten Verkehrsposten: Wird genau
dieser StraBenabschnitt gesperrt, so ist immer
noch jeder Verkehrsposten von jedem ande-
ren aus aul einem Gesamtweg erreichbar, der
sich nur aus ungesperrten StraBenabschnitten
des Netzes zusammensetzt.

Man beweise, da dies auf einem Weg erfol-
gen kann, der kiirzer als 300 km ist.

3. a) In einer Ebene sei P, P,...P, ein beliebi-
ges ebenes konvexes n-Eck E.

Man beweise folgende Aussage (1):

Sind im Innern oder auf dem Rande von E
Punkte Qy, ..., Q, so gelegen, daB Q,0,...0,
ein zu E kongruentes n-Eck ist, so ist jeder
Punkt Q; (i=1, ..., n)eine Eckevon E. (1)
b) Gibt es nicht-konvexe n-Ecke E, fiir welche
die Aussage (1) falsch ist?

c) Ist fir jedes nicht-konvexe n-Eck E die
Aussage (1) falsch?

4. Man beweise, daB fiir alle positiven ganzen
Zahlen m, n mit m> n die durch

s(m, n)=i'z_":1 j; [i—j]
delinierte Summe s(m, n) den Wert

s(m, n)=%(n —1)n(n+ l)+%mn(m —n)
hat.

5. Es sei n eine natiirliche Zahl groBer als 1.
Man zeige, daB es zu jeder der n Zahlen a,,

az, ..., @y mit aj=nl+j (j=1, 2, ..., n) eine
Primzahl p; gibt, die die Zahl a;, aber keine
weitere Zahl a, (k=) dieser n Zahlen teilt.

6A. Es sei A1A,A344A5 ein regelmiBiges
Fiinfeck mit gegebener Seitenlinge s. Um
jeden Punkt A4; (i=1, 2, ..., 5) sei die Kugel K;

mit dem Radius % und dem Mittelpunkt A;

gelegt. Dann gibt es in der Menge derjenigen
Kugeln K’, die die Eigenschaft haben, jede
der fiinf Kugeln K; zu beriihren, genau zwei

Kugeln K’; und K’, mit dem Radius %

Man untersuche, ob K’; und K’, einander
schneiden, berilhren oder ob sie keinen
Punkt gemeinsam haben.

6B. a) Es sei M die Menge aller Tripel
(x, y, z) von reellen Zahlen, fiir die die folgen-
den Ungleichungen (1) bis (5) erftillt sind:

55x+z=54, (1) S5x—4z=2 4, (3)
55y+z<54, (2 SSy—4z= 4, (4)
zz -1 (5

Man untersuche, ob fiir den Ausdruck
fx,y,2)=x+y*+22 )
ein Tripel (xo, yo, Zo)€ M mit der Eigenschaft
existiert, daB fir alle Tripel (x, y, z)eM die
Ungleichung f(xo, yo, zo)2f(x, y, z) gilt. Ist
dies der Fall, so ermittle man hierzu f(xo, yo,
Zp).
b) Es sei M’ die Menge aller Tripel (x, y, z)
von ganzen Zahlen, fiir die die Ungleichungen
(1) bis (5) erfiillt sind. Man untersuche, ob
fiir den Ausdruck (6) ein Tripel f(x,, y1, z1)
€ M’ mit der Eigenschalt existiert, daB fiir alle
Tripel (x, y, z)e M’ die Ungleichung f(x;, y1,
z))2f(x, y, z) gilt. Ist dies der Fall, so er-
mittle man hierzu f(x,, yi, z1).”

(Die Losungen zu den Aufgaben der Klassen-
stufen 11/12 werden in der Zeitschrift ,,Ma~
thematik in der Schule“ veroifentlicht, d.Red.)

Die abgebildete Ungleichung stellt die Jensen-
sche Ungleichung dar. Der dédnische Mathe-
matiker Jensen lebte 1859 bis 1925. Wir
wollen die Ungleichung erldutern.

Eine Funktion fheiBt konvex (konkav), wenn
fiir beliebige x,, x; € D die Ungleichung

f("’ ;"’) (>i) % [FGxn)+S(x2)] gilt,

wobei D den Delinitionsbereich von f be-
zeichnet. Man veranschauliche sich den Sach-
verhalt grafisch.

Sei f(x)=Ilnx mit x>0. Fir x;, x,>0 ist

I/ x1— [/)c_z)2 >0 genau dann, wenn %(x, +X3)

2]/ x x5 ist.
Hieraus folgt:

In (%);lu V x1x2 =% [nx,+1nx,],

d.h,, f(x) ist konkav. Damit gilt dann auch
nach der abgebildeten Ungleichung: Fiir x,,
X2, ..., Xg>0ist

In (M)z%anxl +Inx,

+... +lnx,)=‘ln.|/ X1X3...Xn

und infolge der Monotonie der Logarithmus-

funktion

p X .+ X,

LLLZ"]/—‘XM_J__
n

Wir haben damit die Ungleichung vom arith-
metischen-geometrischen Mittel erhalten.
Entsprechend kann man mit f(x)= l (x>0)
die Ungleichung *
1 1 1 2
—+—+. = X+ X)) >0
X1 X2 Xn

beweisen. (Bitte selber ausfiihren!)

AAufgabe o Man zeige, daB die Funktion
y=sinx in [0, n] konkav ist und beweise
dann [olgenden Satz:

Unter allen einem Kreis einbeschriebenen
Dreiecken hat das gleichseitige den groBten
Flicheninhalt. W. Moldenhauer

2 a,9(z)

2a,z,

2a,

I

g DAMARK
£3150 8

PB.2608
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In freien Stunden ﬂl|l||il heiter

Die letzte Spielmarke

Das ist ein altes Unterhaltungsspiel, mit dem sich die
Kinder schon zu Beginn des 18. Jahrhunderts die Zeit
vertrieben.

Sie nannten es ,,Bandwurm*‘ oder ,,Einsiedler*‘.
Fertigt euch ein Spielbrett an (siche Bild)! Legt in
jeden Kreis eine Spielmarke — ein Kreis bleibt frei,
gleichgiiltig welcher!

DO
®0O®
CJOROXCIVNCAC)
CACAORDICACAD
DOBHOBB
@B
@93

Die Aufgabe besteht nun darin, alle Spielmarken zu
schlagen, und zwar bei jedem Zug eine. Zum Schluf3
muB eine Marke iibrigbleiben — in demjenigen Kreis,
der zu Beginn des Spiels frei war. Das bedeutet also,
daB man mit 31 Ziigen die Aufgabe gelost haben
mufB! Dazu gehort schon ein wenig Nachdenken.
Man schligt eine Marke, indem man iiber sie auf einen
freien Kreis springt — nach rechts, links, riickwirts
oder vorwirts.

114

Silbenriitsel

Aus den Silben

a —acht — be — ben - bie — bild —de —der —di —e —ei —
fel — ge — gel — go — hal — ke — kel - kel - kér —le — les —
lig— ma — ma — man — na — ne — ner ~ netz — paar — per —
qua - recht — ren — schaft — schei — schei — sek — sen —
send — sie — spit — sti — tau — tel — tel — tel — tha — the —
tik — tor — win — win — wink — wis — ze — zwei — zun

sind Worter der nachstehend angegebenen Bedeutung
zu bilden. Danach entnehme man jedem Wort einige
seiner Buchstaben, und zwar so, wie es die in Klam-
merh angegebene Reihenfolge bezeichnet. (Fehlt diese
Angabe, so ist das gesamte Wort zu iibernehmen.)

Als Loésung erhidlt man einen Ausspruch von Karl
Marx.

1. ein Stellenwert (1; 2; 3; 4)

2. Oberbegriff zu Mathematik, Physik, Philosophie

3.der Basis gegeniiberliegender Eckpunkt eines
gleichschenkligen Dreiecks (3; 1; 4)

4. ein Teil eines Kreises (2; 6; 1; 4)

5. Verbindungsstrecke zweier nicht benachbarter
Eckpunkte eines Vierecks (1; 3; 6; 6)

6. griechischer Mathematiker (Satz der Kreislehre)
(3;4;6)

7. Bezeichnung fiir zwei Winkel mit gemeinsamem
Scheitelpunkt und paarweise auf der gleichen Ge-
rade liegenden Schenkeln (9; 5; 18;12; 8; 5;2; 3)

8. Bezeichnung fiir ein spezielles Dreieck (2; 8; 5; 6;
7;3;9;2;10;5)

9. Ergebnis der Aufgabe 251 -8 (6; 10; 1; 7; 8; 3;
14; 3, 10)

10. von zwei Strahlen begrenzter Teil der Ebene
(1;5;3;3)

11. eine einstellige Primzahl (1; 2; 3)

12. Linie, die eine Figur (z. B. eine Strecke) in zwei
gleichgroBe Teile zerlegt (10; 2; 1; 5;9)

13. ein Teil der Oberfliche eines geometrischen Kor-
pers (3;2;5;7,8;3;9)

14. deutscher Mathematiker des Mittelalters (3; 1; 2)

15. ein Teil des Winkels (1; 5; 2; 3)

16. ein spezielles Prisma (4; 5; 6)



17. eine Wissenschaft
18. Fliche, auf die eine Figur projiziert wird (1; 5; 4,
2;5;8;5;8)
19. ein Teil des Rechenstabs (1; 2)
20 eine zur Herstellung rdumlicher Gebilde vorberei-
tete Fliche (1;2;7;7;5;7)
OStR K.-H. Lehmann, Berlin

Unterhaltsame Logik

Welche der sechs Figuren muB logischerweise an Stelle
des Fragezeichens gesetzt werden?
Aus: Fiiles 4|79, Budapest

1 2 3 4
5 [}
Kryptarithmetik
a) aa-+aa=bb
+ + +
ad+ad= ef
bh + bh = mn
Schiiler Rainer Budziat, Krakow (KI.5)
b) ABC
—CB4
DBA: A= AA Aus: NBI 15/79

¢) In nachfolgendem Gleichungssystem sind die Buch-
staben so durch die Ziffern 1 bis 9 zu ersetzen, daB
wahre Aussagen entstehen. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern.

() o a=PE 5 D-a=UD
(2 P-a=RT 6) U-a=KO
3 R-a=0K (7N K-a=TR
4 O0-a=0U 8 T-a=EP
OL Ing. K. Koch, Schmalkalden
Frohliche Mathematik

® In einer Familie sind sechs Sohne. Jeder Sohn hat
eine Schwester. Wieviel Kinder hat diese Familie?

® Die Kinder von Herrn Miiller bezahlen fiir einen
Zirkusbesuch zusammen 7 Mark. Der Eintritt kostet
fiir Personen ab 14 Jahre 3 Mark, unter 14 Jahre
2 Mark. Wieviel Kinder hat Herr Miiller? Wieviel
davon sind jiinger als 14 Jahre?

® Ein Hotel hat 70 Ein- und Zweibettzimmer mit
zusammen 99 Betten. Wieviel Einbett- und wieviel
Zweibettzimmer sind es?

® Ein Holzwiirfel mit der Kantenldnge 1 cm hat eine
Masse von 0,8 g. Welche Masse hat ein Wiirfel mit
der Kantenlidnge 2 cm?

® Wieviel Minuten sind es bis 8 Uhr, wenn es vor
50 Minuten genau viermal soviel Minuten nach 5 Uhr

?
war: Aus: Pionierkalender 1979

Vierfarbproblem

Aus Anlaf3 der Losung des Vierfarbproblems (siehe
alpha 5/78) gab die Universitit von Illinois einen
Sonderstempel heraus.

FOUR COLORS
SUFFICE

iameamarsas

TR
LR
R

R

N
R
AT
R R Y
AARTH T
FRTRTY
BRI

nmmm \‘\?1\\\}3?}3\:\\\
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Lésungen zu: Wir arbeiten mit Mengen,
Seite 102

Arbeitsblatt 5

NXM={[2; 1], [2; 2], [2; 3}, [2; 4], [3; 1],
[3:2],[3; 3], [3; 41}

MXP ={[1;5],[1;7]),[1;9]. [2; 5}, [2; 7],
[2; 91, [3; 5], [3; 73, [3; 9], [4; 51,
[4; 71, [4; 91}

PXM={[5;1],[5;2],[5; 3], [5; 4}, [7; 1],
[7; 2], [7; 3], [7; 41, [9; 1], [9; 2],

[9; 3], [9; 41}

NXP ={[2;5},[2:7).[2:9). [3; 5], [3; 7],
[3;9]}

PXN ={[5;2],[5;3),[7; 2], [7: 3], [9; 2],
[9:31

MXM={[1;1],[1;2]), [1; 3], [1,43; [2; 1],
[2; 2], [2; 31, [2; 41, [3; 11, [3; 2],
[3: 3], [3: 41, [4; 13, [4; 2], [4; 3),
[4;4]1)

NXN ={[2;2],[2;3).[3; 21. [3: 31}

PXP ={[5;5).[5:71. [5; 9. [7; 50. [7; 7).
(7:91. [9; 5} [9; 70, [9; 91}

QXR ={[x; a}, [y; a), [2; a]}

RXQ ={[a; x], [a; ], [a; ]}

oXs =E[x;]b}]. [x; ¢, [y; b1, [y; c1, [ b],

SXQ ={[b; x], [b; y], [b; z], [c; x}, [¢; ¥]
[e; 2]}

RXS ={[a;b], [a; ]}

SXR ={[b; d], [¢; a]}

0XQ ={[x; x], [x; y], [x; zJ, [y; x], [v; v},
[y; 21, [z3 x}, [z; y1. [2; 2]}

RXR ={[a;d]}

SXS ={[b;b],[b;c] [c:b] [c;cl}

Lésungen zu: Eine Aufgabe —
verschiedene Varianten mit
steigendem Schwierigkeitsgrad, Seite 107

Klasse4: Wir rechnen 121cm?—85cm?=
36 cm?. Wegen 6 cm - 6 cm =36 cm? hat das
Quadrat EFGH die Seitenlinge 6 cm.

Klasse 5: Wegen'l12 cm - 12 cm = 144 cm? und
5cm - 5 cm=25cm? hat das Quadrat ABCD
die Seitenldnge 12 cm, das Quadrat EFGH
die Seitenlinge 5cm. Wegen HG=EF hat
das verbliebene Achteck AEHGFBCD einen
Umlang von der Linge 4-12cm+2-5cm
=48 cm+ 10 cm =58 cm.

Klasse 6: Es sei a die Linge von 4B und b
die Linge von EF; der Flicheninhalt des
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Achtecks AEHGFBCD betrigt dann a? —b2.
Fiir den Umfang dieses Achtecks gilt 4a+2b
=108 cm. Wegen 25 cm - 25 cm =625 cm? gilt
a=25 cm. Durch Einsetzen erhalten wir somit
4-25cm+2b=108cm, 2b=8cm, also
b=4cm. Daraus folgt a>—b%>=625cm?>—
16 cm? = 609 cm?.

Klasse 7: Es sei a die Linge von AB und b
die Linge von E;F;. Wegen S5cm-5cm
=25cm? gilt b=5 cm. Der Umfang des ver-
bliebenen 20-Ecks betrigt 4a+8b=172cm,
4a+40cm=172 cm, 4a=132 cm, also a=33
cm. Der Flicheninhalt des Quadrates ABCD
betriigt somit a?=1089 cm?.

Klasse 8: Es sei a die Linge von AB und b
die Linge eines der kleineren Quadrate. Nun
gilt a=}/961 cm® =31 cm. Fiir den Umfang
des verblicbenen n-Ecks gilt da+4n-2b=
212 cm, also
8n=212cm—124cm=88cm=11-8cm
und somit bn=11 cm.

Wegen n>1 und da n und b natiirliche
Zahlen sind, existiert genau eine L&sung,
nimlich n=11 und b=1cm. Die Léinge der
Seiten der kleineren Quadrate betrigt 1 cm;
Stefan hat insgesamt 44 kleinere kongruente
Quadrate herausgeschnitten.

Klasse 9: Es sei a die Linge von AB und b
die Linge von EF;; dann gilt g®—4b>
=969 cm? und 4a+8b=204 cm. Durch Um-
formen erhalten wir (@ + 2b) (a — 2b) = 969 cm?
und a=51 cm—2b. Durch Einsetzen finden
wir die Losung a=35 cm und b=8 cm. Jedes
herausgeschnittene kleinere Quadrat hat
einen Flicheninhait von 64 cm?.

Klasse 10: Es sei a die MaBzahl der Seiten-
linge von AB und b die MaBzahl der Seiten-
linge eines kleineren Quadrates, das heraus-
geschnitten wurde; dann gilt
§-a2 und 4a+4n'2b=§-a.
9 3
Daraus folgt weiter
1 8

2—-_g2 ==

4nb =34 und 8bn 3%

36nb%=ga? und n=%.

Durch Einsetzen erhalten wir
36ab®
3
Aus dem Quadrat ABCD wurden insgesamt
16 kongruente kleinere Quadrate herausge-
schnitten.

Wegen a—b=66 und a=12b gilt 11b=66,
also b=6. Diese kleineren Quadrate haben
die Seitenlange 6 cm.

Losungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/79
(Fortsetzung)

Ma10/12 w1848 Es sei a die Anzahl der
Goldmedaillen und b die Anzahl der sechsten
Platze. Dann ist die Anzahl der Silber-
medaillen a +b.

Nach der Punktetabelle gilt dann
Ta+Sa+b)+4a+3a+2a+b=75 bzw.
2la+6b=175; also 7a+2b=25.

a’>—4n-b=

=a? a=12b, also n=4.

Diese diophantische Gleichung mit zwei
Variablen hat im Bereich der natiirlichen Zah-
len nur eine Losung, und zwar das Paar
[3;2].

Damit gilt: Die UdSSR errang 3 Goldmedail-
len, 5 Silbermedaillen, 3 Bronzemedaillen,
3 vierte Pliitze, 3 fiinfte Plitze und 2 sechste
Pldtze.

Ma10/12 1849 Es ist tan a=% und tan §

=%. Aus der in diesem Fall giiltigen Bezie-
hung

tan a+tan § .
tan (a+ f)= I_tana tan § erhilt man dann

tan (¢ + f) =%.

Es ist tan 26,5° < 0,5 < tan 26,6°.
Wegen 0° <a<45° und 0° < f<45°
gilt stets

26,5°<a+f<26,6°, w.z.b.w.

Ph6 ®51

Geg.: Umlaufbahn: s=2400000 km
Umlaufzeit: t= 40000 min

Ges.: Geschwindigkeit v

Man nimmt die Gleichung fiir die Geschwin-

digkeit eines gleichfé mig bewegten Korpers

und rechnet in kTm um.

s
iy
_ 2400000 km
~ 740000 min
v=60 k_r_n= 3600 k_m
min h
Der Mond umkreist die Erde mit einer Ge-
km
R
Ph7 w52 Geg.: G=1250kp Ges.: Fy
h= 12m
I=101m
Die Berechnung erfolgt nach der Gleichung
fiir die geneigte Ebene.
Fy1=G-h

v

schwindigkeit von 3600

Fyu=22"

]
Fy= 1250kp-12m
101 m
Fy~148,5kp~1460 N
Der Motor muB eine Kraft von 1485 kp
(1460 N) aufbringen.

%
Ph8 #53 Geg.: /=234

t=0,25h=900s
Man verwendet die Gleichung

Ges.: Q

LS

I=

Q=1

0=234-900s
0=2070 As
0=2070C

Die Ladung betrigt 2070 C.

—



Ph9 u54

Geg.:m=75kg Ges.: Belastungen
a=1,8ms™2 aufwirts F,
9=9,81 ms™?2 abwirts F,

Die Belastung setzt sich in beiden Fillen aus
der Summe zweier Krifte zusammen, die
einmal entgegengesetzt und einmal gleich-
gerichtet sind. Dabei ist Fg die Gewichtskraft
der Person.
F,=F¢+F
Fo=m-g+m-a
F,=m(g+a)
F,=75kg(9,81+18)ms™2
F,~8708 N
F,~88.8kp
F,=Fg—F
Fu,=m-g—m-a
F,=m(g—a)
F,=75kg(9,81—1,8)ms™2
F.~6008 N
F.~612kp
Die Belastung des Fahrstuhlbodens betrigt
88,8 kp bzw. 61,2 kp.

Ph10/12 =55
Geg.! Ymax =3 mm
f=440s""
a) t=0,001s
Y=YmaxSiD@ -t
Y= Ymax " Sin 27f - ¢
y=3mm-sin2-3,14-440- 0,001
y=3 mm sin 2,76
y=3 mm sin 158°
y=3mm sin 22°
y=3mm 0,3746
y=1,12mm

mit F=m-a

Ges.: y

¥
in mm

1 (7:41)

_z.
-3

Die Elongation betragt 1,12 mm.
1
b) v 0,0023 s

Ch7 ®41 95% von 1,2t21,14t
a) L4t m
CuC +C—Cu+CO

795g  635g
_1L141-635g _

b) 1,141t m
CuQ +C-Cu+CO

7958 28¢g
_L,14t-28¢
M_W =0,4t=400kg

400 kg2 1009
x=98,5%
_400kg-98,57, _
x =0y, - 394 kg
Bei einem Gasverlust von 1,59 erhilt man
394 kg Kohlenmonoxid.

Ch8 ®42 H,SO,4+BaCl,—»BaSO,+2HCI
14,15¢
—-1392g
0,23 g Bariumsulfat wurden gewonnen.
Mpaso, : M;=023g:x
233:32 =0,23g:x
. 32-023g
233
x=0,023g
In 0,57 g der urspriinglichen Substanz sind
5,6%; Schwefel enthalten.
In 0,57 g Substanz sind 0,032% Schwefel

In 100 g Substanz sind x%, Schwefel
_100g-00325, _ _,
=057 %%

Ch9 =43 2Al-3H,

2
§A.l—'> Hz

Gegeben:
0,07 g Einwaage 750 Torr£0,987 atm
77,4 ml Wasserstofl 25°C2298°K

25°C Gastemperatur M=2 -27g=18¢g

3
750 Torr Gasdruck
v-p=m-R-T
m
v p=A—4 ‘R-T
v-p-M
R'T
m=0,0774 1-0,987atm- 18 g
1-atm o
0,082 - Grad 298 - °K
0,07 g2 1009,
0,056 g2 x
x=80%;
Das Aluminiumpulver enthidlt 805, Alumi-
nium.

=0,056g

Ch10/12 .44
25kg- 0,82 V1,509 kg
-171-0,99
4NO;+2H,;0+0,;—+4HNO;
184 g 252g
25kg-0,82-252

V=184g- 1,gso9 kg 1° f;40,99= 1881
25kg- 0,82 V-1,509kg-1"'-0,99
NaNO; + H,S04,—NaHSO, + HNO,
85g 63g

25kg-0,82-63¢
85g-1,509kg-1"1-0,99
Aus Stickstofldioxid entsteht das groBere
Volumen Salpetersiure.

V=

=10,21

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/79

Ma5 31851 Angenommen, aus der Ungari-
schen Volksrepublik kamen n Pioniere; dann
waren es 4 - n Pioniere aus der Sowjetunion.
Aus der DDR und aus der VR Polen kamen

jeweils 2-n Pioniere. Insgesamt waren es
somit 9-n Pioniere. Nun gilt 1990<9-n
<2000.

Von den Zahlen zwischen 1990 und 2000 ist
nur die Zahl 1998 ein Vielfaches von 9, denn
9-222=1998.

In diesem Durchgang verbrachten 1998 Junge
Pioniere ihre Ferien in Artek. Aus der Sowjet-
union kamen 888, aus der VR Polen 444, aus
der DDR 444, aus der Ungarischen Volks-
republik 222 Junge Pioniere.

Ma5 ®1852 Angenommen, anfangs waren
es n Kinder; dann erhielt jedes Kind (48:n)
Murmeln. Danach waren es (n— 1) Kinder,
und jedes Kind erhielt [50:(n—1)] Murmeln.
Wir stellen eine Tabelle aufl:

n 48:n 50:(n—1)
1 48 n.l
2 24 50
3 16 25
4 12 n.l
6 8 10
8 6 n.l
12 4 n.L
16 3 n.l
24 2 nl
48 1 n.l

Nur fiir n = 6 existiert eine Losung. Es spielten
anfangs 6 Kinder mit Murmeln, jedes Kind
erhielt 8 Murmeln, 2 Murmeln blieben iibrig.
Danach spielten 5 Kinder mit Murmeln,
jedes Kind erhielt 10 Murmeln, also zwei
Murmeln mehr als zuvor, und es blieb keine
Murmel iibrig.

Ma5 #1853 Angenommen, dieser Schiiler
hat n Punkte erreicht; dann gilt
(n+10)-2=100-10,

(n+10)-2= 90,
n+10 = 45,
n= 35.

Dieser Schiiler erreichte auf der Kreisolym-
piade Junger Mathematiker 35 Punkte.

Ma5 =1854 Angenommen, Antje schaflte
eine Weite von x Metern; die Wurfweiten der
sechs Schiiler sind in der nachfolgenden Ta-
belle erfafit:

Name Weite in m
Antje x

Bernd x+16
Peter x+14 ¢
Birgit x+ 3
Jochen x+16
Dieter x+ 9
zus. 6x + 58

Nun gilt 6x + 58 =148, 6x=90, x=15.

Antje warf den Ball 15 m, Bernd 31 m, Peter
29 m, Birgit 18 m, Jochen 31 m, Dieter 24 m
weit. .

Ma5 #1855 Angenommen, die Schiiler der
Klasse 5b hatten eine Einnahme von x Mark;
die Schiiler der Klasse Sc haben dann
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(x+7) Mark eingenommen; zusammen sind
das (2x +7) Mark.
Nun gilt

6l <2x+ 7<65,”

54 <2x <58,

27< x<29,also x=28.
Insgesamt wurden 30 M +28 M +35M, also
93 M auf das Solidarititskonto iiberwiesen.

Ma5 w1856 In Heft 2/1979 ist uns ein Feh-
ler unterlaufen. Die Wettbewerbsaufgabe
Ma5 ®1856 auf Seite 34 muB wie folgt lauten:
Hans hatte im Garten Apfel gepfliickt und in
drei Spankorbe gelegt. Beim Auszihlen der
Apfel stellt er fest, daB sich im zweiten Korb
ein Apfel weniger als im ersten befand und daB
der dritte Korb drei Apfel mehr enthielt als
der zweite. Wieviel Apfel enthielt jeder dieser
drei Korbe?
Lésung: Angenommen, der erste Korb ent-
hielt n Apfel; dann enthielt der zweite Korb
(n—1) Apfel, der dritte Korb (n+2) Apfel.
Zusammen sind es (3n+ 1) Apfel. Nun gilt

In+1=67,

3n=66, also n=22.

Der erste Korb enthielt 22, der zweite 21, der
dritte 24 Apfel.
(Alle Einsender erhielten eine Antwortkarte:
sehr gut gelost.)

Ma6 a1857 a) 60 min -%:24 min; die Uhr-

zeit lautet somit 7.24 Uhr.

b) Fiir den groBen Zeiger gilt:
1h2360°; 1 min26°; 24 min2 144°.
Fiir den kleinen Zeiger gilt:
12h2360°;1ha30°; 1 ming%ﬁ
24 min212°; 7h 24 min2 222°.

Nun gilt ferner 222° — 144° =78°; beide Zei-
ger bilden um 7.24 Uhr einen Winkel von 78°.

Ma6 81858 Angenommen, Ulrike spendete
x Mark; dann haben Katrin 2x Mark, Eve-
lyn (2x —2) Mark und Susanne (4x —4) Mark
gespendet. Zusammen sind das (9x — 6) Mark.
Nun gilt

20<9x— 6<30,

26 <9x <36, also x=3.
Es spendeten Ulrike 3 M, Katrin 6 M, Evelyn
4 M und Susanne 8 M.
Zusammen spendeten sie 21 M.

Maé6 =1859 Angenommen, Heidrun ist n
Jahre alt; dann ist ihre Mutter 3n Jahre und
ihr Vater (3n+6) Jahre alt. Ferner ist Katja
(n—8) Jahre, Gabi 3-(n—8) Jahre alt. Nun
gilt

n+3n+(3n+6)+(n—8)

+3-(n—8)=95,

11n—26=95,
1in=121,

n=11.

Heidrun ist 11, ihre Mutter 33, ihr Vater 39,
ihre Schwester Katja 3 und ihre Schwester
Gabi 9 Jahre alt.
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Ma6 =1860 Angenommen, das Buch um-
faBt n Seiten; nach dem ersten Tag hat Rolf
noch (n—12) Seiten zu lesen. Davon liest er

am zweiten Tag " _412 Seiten. Nun gilt
12+"_412+57=n,
n—12
3 +69 =n,
n—12+276 =4n,
264 =3n,
n =88.

Dieses Buch umfaBt 88 Seiten.

Maé6 81861 Von 21 Uhr bis 5 Uhr sind
8 Stunden. Nun gilt

s 560 km km
=ITF R Ch-
Ferner gilt
t=£=(560—420) km=2h, dh,
b qokm
h

der Gegenzug ist um 1 Uhr in Warschau ab-
gefahren, da er nach 2 Stunden also um
3 Uhr in Kutno auf den Zug Berlin—War-
schau traf.

Ma7 m1862 Es seien a, b, ¢ bzw. d die Zah-
len, die das Lebensalter von Axel, Bernd,
Christian bzw. Dieter angeben; dann gilt: -

a<b, (1)
b+d<a+ec, 2)
a+b=c+d. 3)
Aus (2) und (3) lolgt durch Addition
a+2b+d<a+2c+d,
2b<2c,
b<ec. C)]
Aus (1) und (4) folgt
a<b<e. (5)
Aus (3) folgt durch Umlormen
c=a+b—d. (6)

Durch Einsetzen von (6) in (2) erhalten wir
b+d<a+a+b—d,
2d <2a,
d<a. 7
Aus (5) und (7) folgt
d<a<b<ec.
Dieter ist der Jiingste.

Ma7 ®1863 Angenemmen, im ersten Spiel
schoB jede der beiden Mannschaften x Tore:
es fielen somit 2x Tore. Im zweiten Spiel habe
Mannschalt B y Tore, also Mannschaft A
2y Tore geschossen; es fielen somit 3y Tore.

Nun gilt
2x+3y=13,
3y =12+1-2x,
o 2x—1
y =4- 3

Nur fir x; =2, y; =3 und x, =5, y, =1 besitzt
diese Gleichung positive ganzzahlige Lsun-
gen.

Spiele Torverhidltnis Anzahl der Tore
1. Spiel 2:2 4
2. Spiel 6:3 9

Die zweite Losung entfallt (5:5; 2:1), da in
diesem Fall im zweiten Spiel weniger Tore
fielen als im ersten.

Ma7 w1864 1Jahr2365-24 - 60 Minuten
=525600 Minuten;
525600:124~4239.
Im Jahre 1977 wurden in dieser Klinik
4239 Kinder geboren.
(100—55):100=x:4239,

4239 - 45

X = 100 ~1908.

Im Jahre 1977 wurden in dieser Klinik

1908 Knaben geboren.

Ma7 w1865 Es sei A3 bzw. A4 der Flichen-
inhalt des Dreiecks BCS bzw. DAS; dann gilt
Aspcp  =Ai;+A;+As+As,

%'h(ﬂ+C)=A1+Az+A3+A4. (1)

Ausc<afolgt2a>a+c,alsoa>%- (a+c). (2)

Wegen (2) gilt

a-h>A,+ A;+ As + As. Ferner gilt 3)
A1+A4=%~a-h,
also A4=%-a-h—Alund 4)

A1+A3=%'G'h,

alsoA3=%~a-h—A1. (5)

Setzen wir (4) und (5) in (3) ein, so erhalten wir
1

a'h>A1+A2+%'a'h—A1+5'a'h—A|,

a'h>a'h+A2—A1,

Al >A2.

Ma8 81866 Die durch z2—:z dargestellte
Zahl muB laut Aulgabe als Endziller eine
Null haben. Folglich miissen die Zahl - und
ihr Quadrat z? die gleiche Endziffer haben.
Das ist nur [ir die Endziffern 0, 1, 5 und 6
moglich.

Fiir alle natiirlichen Zazlen - mit den End-
ziffern 0, 1, 5, 6 ist die Diflerenz z? —z ein
ganzzahliges Vielfaches von 10.

Ma8 ®1867 Belegt man in x>+x+11 die
Variable x mit den natiirlichen Zahlen 0, 1, 2,
3.4,5.6,7,8,9, so0 erhilt man stets eine Prim-
zahl. Fiir x = 10 ergibt sich jedoch 121 =112,
also keine Primzahl. Die Aussage ist falsch.
Um zu beweisen, daB eine Aussage falsch ist,
bedar{ es nur eines Gegenbeispiels.

Ma8 ®1868 a) Falls das Dreieck ABC exi-
stiert, miissen [olgende Dreiecksungleichun-
gen erfiillt sein:

(1) a+b>c,d.h. 15cm+8cm>c,

2) a+c>b,d h 15cm+c>8cm,

(3) b+c¢>a,d.h. 8cm+c>15¢cm.

Aus (1) und (3) lolgt 7cm <c <23 cm.

b) Falls das Dreieck ABC spitzwinklig ist,
miissen [olgende Ungleichungen erfilit sein:
(1) a@®+b2>c? d.h. 225cm? +64 cm? > ¢?



2) a*+c%>b% d. h.225cm?+c?>64 cm?
(3) b*+c*>a?d.h. 64cm®+c?>225cm?
Aus (1) und (3) folgt }/161 cm® <c <17 cm.

c) Falis das Dreieck ABC rechtwinklig ist, so
muB nach dem Satz des Pythagoras gelten
a’+b?=c?, falls ¢ die Hypotenuse ist. In
diesem Falle ist ¢c=17 cm. Falls a Hypote-
nuse ist, gilt b2 +c?=a>. Dann ergibt sich fiir
c=]/161 cm=~ 12,69 cm. Wegen b<a kann b
nicht Hypotenuse sein.

d) Falls das Dreieck 4ABC stumpfwinklig ist,
muB eine der Bezichungen gelten

(1) a’+b%<c? d.h.225cm?+64 cm?
<c?; ¢?>289 cm?,
a®>+c*<b? d.h. 225cm?+c2
<64 cm?; entfillt,
b?+c*<a? d.h. 64cm?+c?
<225cm?; c? <161 cm?®.

@
€

1. Fall: Wegen (1) und Dreiecksungleichung
(1) gilt 17cm<c<23cm, und ¥ ACB ist
stumpf.

2. Fall: Wegen (3) und Dreiecksungleichung

(3) gilt 7cm<c<]/161cm, und X BAC ist
stumpf.

Ma8 m1869 Der erste Radfahrer legt in
x Stunden 12x km zuriick, der zweite 15x km.
Wenn sich beide treffen, miissen sie zusam-
men die Gesamtstrecke von 63 km zuriick-
gelegt haben; es gilt also:

12x km + 15x km =63 km,

12x +15x =63,
27x =63,

X =z

3

Die beiden Radfahrer treffen sich nach
7
3
also um 11.20 Uhr.

Stunden, das sind 2 Stunden 20 Minuten,

Der erste Fahrer hat dann 12 - %km=28 km,

der zweite 15- %km=35 km zuriickgelegt;

sie treffen sich demnach 28 km vom Ort A
entfernt.

Ma9 =1870 Angenommen, Irina hat x

Stiick Negerkiisse, y Stiick Apfelkuchen und

z Stiick Bienenstich gekauft; dann gilt
x+y+z =9 und
25x+35y+30z=265.

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 25

und subtrahieren sie danach von der zweiten:

25x+35y+30z =265
25x+25y+252=225

10y+ 5z=40,
2y+ z=8§,
2y =8—2z,
z
y =4—§

Nur wenn z mit 2 oder 4 oder 6 belegt wird,
erhalten wir fiir y eine positive ganze Zahl,

niamlich y gleich 3 oder 2 oder 1. Von den
Tripeln (x, y, z), ndmlich 4, 3, 2), (3, 2, 4),
(2, 1, 6) erfiillt nur das erste Zahlentripel
wegem® x>y >z die Bedingungen. Irina hat
vier Negerkiisse, 3 Stiick Apfelkuchen und
2 Stiick Bienenstich gekauft.

Ma9 w1871 Die Lingen der Seiten BC,
AC und AB seien mit a, b, ¢ bezeichnet. Fiir
den Flicheninhalt dieses Dreiecks gilt

1
EC'h,=A,
1
56'3 =121
c= 8.
Ferner gilt
1
g bp=A
5a b s
1
i-q-b—12,
a-b=24,
p=24,
a

Nach dem Satz des Pythagoras gilt
a?+b%=c?; also
2
a*+ (E) =64,
a

a* —64a? +576=0.

Wir setzen a?=x und erhalten
x2—64x+576=0,

x1,2=32+)/7 64=3248)/7=32421,17
x; =53,17 x,=10,83.

a;, =}/53,17=1729 a*=]/10,83=329.
Daraus folgt weiter

24 24
b‘=ﬁ=3’29’ bz_ﬁ=7’29‘

Die Lingen der Seiten betragen entweder
a=17,29 cm, b=3,29 cm, c=8 cm oder
a=329cm, b=7,29cm, c=8 cm.

(Die MaBzahlen sind Nidherungswerte!)

Ma9 =1872 Esgilt

AABM ~ ABCM ~ ACAM.
(Begriindung siche Bild)
Weiter gilt

1 1 @
nr? -3’ %]/5, und wegen

2
=33/3=33 it

A==
3
r==-
1

v 4

2
3
A=§

A= 1:—% 3

A=184cm?

Der Fliacheninhalt des schralfierten Flichen-
stiickes betrigt etwa 1,84 cm?.

Ma9 m1873 Im gleichseitigen Dreieck fal-
len Mittelsenkrechte, Seitenhalbierende, Win-
kelhalbierende und Hohe jeweils zusammen.
Die Voraussetzungen seien durch die Skizze
geben.

Behauptung: r* =%az

A ! a ]
Beweis: Da sich die Seitenhalbiire_ndgim
Verhiltnis 2:1 schneiden, gilt CM:MD=

2:1; es folgt r=§- h. Da die Hohe im gleich-
seitigen Dreieck h =;—[/§ betrigt, folgt weiter

2 a
r=3 V%

2
r=§l/§, also r2=%, w.z.b.w.

Ma10/12 m1874 136" liBt bei jedem neN
und n>0 bei Division durch 10 den Rest 6;
5" 14Bt bei jedem ne N und n>0 bei Division
durch 10 den Rest 5;

11" 148t bei jedem ne N und n> 0 bei Division
durch 10 den Rest 1,

136" —5"—11" l14Bt bei jedem neN und n>0
bei Division durch 10 den Rest (6—5—1),
d.i. der Rest 0, und damit ist der Ausdruck
136" —5"—11" bei jedem ne N und n>0durch
10 teilbar, w.z.b. w.

Ma10/12 w1875 Wir [ormen zunichst die
Gleichung
3cos(f+7y)+6sina=0 wie folgt dquivalent
um:
3cos(B+y)+6sina=0]:3,

cos(f+7y)+2sina=0,
und wegen cos(f+y)=cos(180°—a)—cosa
gilt —cosa+2sina=0,

2sina=cosa,

sina 1
cosa 2
Wegen sina= _a .
2 o tana und tana—E gilt nun

a_L

=5 Laut Aufgabensteliung gilt dic Bezie-

hung b=a+5, also
a 1
a+s 2’
2a3=a+35,
a=>5. Es folgt b=10.
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Die Kathete a ist 5 cm und die Kathete b ist
ist 10cm lang. Fiir den Flicheninhalt des

Dreiecks gilt
=%, aiso A=20cm?, 425 cm,

Der Flicheninhalt dieses Dreiecks betrigt
25cm?.

Lisungen zu alpha-l;eiter 5/79:

Die letzte Spielmarke

Angenommen, Kreis 1 bleibt am Anfang frei,
dann springt man folgendermaBen (die Zah-
len zeigen den Sprung von - bis):

9-1, 7-9, 10-8, 21-7, 7-9, 22-8, 8-10, 64,
1-9, 18-6, 3—11, 16-18, 18-6, 30-18, 27-25,
24-26, 28-30, 33-25, 18-30, 31-33, 33-25,
26-24,20-18,23-25,25-11,6-18,9-11, 18-6,
13-11, 11-3, 3-1.

Silbenriitsel

1. Einer — Eine, 2. Wissenschaft - Wissen-
schaft, 3. Spitze - ist, 4. Sektor - erst,
5. Diagonale — dann, 6. Thales — als, 7. Schei-
telwinkelpaar - wirklich, 8. rechtwinklig -
entwickelt, 9. zweitausendacht — anzusehen,
10. Winkel — wenn, 11. sieben — sie, 12. Hal-
bierende — dahin, 13. Kegelmantel -~ gelangt,
14. Stifel - ist, 15. Scheitel —sich, 16. Quader -
der, 17. Mathematik — Mathematik, 18. Bild-
ebene — bedienen, 19. Zunge - zu, 20. Kérper-
netz — konnen.

Fine Wissenschalt ist erst dann als wirklich
entwickelt anzusehen, wenn sie dahin gelangt
ist, sich der Mathematik bedienen zu konnen.

Unterhaltsame Logik

Figur 1 gehort an Stelle des Fragezeichens.

Kryptarithmetik

a) 114+ 11=22; 17+17=34; 28+ 28=56;

b) Weil AA- A=DBA, so endet A% mit der
gleichen Ziffer wie A. Das ist fiir die Zahlen
1, 5 und 6 der Fall. Offensichtlich ist 4 un-
gleich 1, also muB A gleich 5§ oder 6 sein.
Wenn A =35 wire, so [olgte aus der letzten
Sdule, daB C =0 sein miiBte. Das aber ist aus-
geschlossen, weil C die erste Ziffer des Sub-
trahenden ist. Daher ist A =6. Es ergibt sich
A=6,B=9,C=2und D=3.

c) Wegen (1) a-a=PE scheiden fiir a zu-
nichst die Ziffern 1, 2, 3, 5 und 6 aus, da das
Produkt zweistellig und nach Voraussetzung
o+ E gilt.

Von den verbleibenden Ziflern 4, 7, 8 und 9
entfallen wegen (1) a-a=PE und (8) a T
=EP die Zilfern 4, 7 und 8, da bei Vertau-
schen der Ziffern in (4 - 4=)16, (7 - 7=)49 und
(8 - 8=)64 die zweistelligen Zahlen 61, 94 und
46 entstehen, die nicht als Produkte aus zwei
einstelligen Faktoren darstellbar sind. Also
gilt ¢ =9, woraus folgt:
P=8,R=7,0=6,D=5U=4, K=3,T=2,
E=1
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100 Jahre Mathematisch-

Physikalisches Seminar

Festkolloquium an der
Wilhelm- Pieck-Universitdit Rostock

Die altehrwiirdige Rostocker Universitit
wurde vor 560 Jahren gegriindet. In den Jahr-
hunderten ihres Bestehens haben namhafte
Gelehrte der Alma mater Rostochiensis sich
auch auf mathematisch-naturwissenschaft-
lichem Gebiet ausgezeichnet. So wirkten z. B.
an der ,,Leuchte des Nordens“ - wie die
Rostocker Universitit genannt wurde — der
Astronom Tycho de Brahe, der Universal-
gelehrte David Chytrius und der Mathe-
matiker und Naturwissenschaltler Joachim
Jungius. Nach dem Niedergang der Uni-
versitit im 17./18.Jahrhundert kam es erst
in der 2. Hilfte des 19. Jahrhunderts fiir die
Stadt Rostock aulgrund der aufstrebenden
Schiffahrt zu einer stiirmischen Aufwirts-
entwicklung. Dieser wirtschaftliche Auf-
schwung war mit einer Belebung der Natur-
wissenschaften verbunden. Der groBherzog-
liche ,,Landsherr* Friedrich Franz kam am
27. Februar 1879 zu der ,,gnidigsten Ent-
schlieBung . .., ein mathematisch-physikali-
sches Seminarium zu Unserer Universitit i ,
Rostock zu errichten*‘.

Am 20. April 1979 wurde anldBlich der
100. Wiederkehr der Griindung des mathe-
matisch-physikalischen Seminars eine Fest-
veranstaltung in der Wilhelm-Pieck-Universi-
tat Rostock durchgefiihrt. Nach der Erdofi-
nungsrede durch Magnifizenz Prof. Dr. sc.
phil. Brauer sprachen die Sektionsdirektoren
Prof. Dr. sc. nat. Engel (siehe Foto) und Prof.
Dr. sc. nat. Ulbricht iiber die Entwicklung der
Sektionen Mathematik und Physik. Einige
Gedanken seien aufgegriffen.

Die hohe Spezialisierung der Wissenschafts-
disziplinen, die u. a. zur Griindung selbstiin-
diger Sektionen Mathematik und Physik vor

Frohliche Mathematik

® Sieben Kinder sind in der Familie.

@ Herr Miiller hat drei Kinder. Davon sind
zwei jiinger als 14 Jahre.

® Das Hotel hat 29 Zweibett- und 41 Einbett-
zimmer.

@ Die Masse des Holzwiirfels mit der Kanten-
lange 2 cm ist nicht doppelt, sondern acht-
mal so gro} wie der andere Wiirfel. Sie be-
triagt also 6,4 g.

@ Es sind 26 Minuten bis 8 Uhr. Es ist also
gerade 7.34 Uhr.

10 Jahren fiihrte, erfordert heute mehr denn
je eine interdisziplinire Zusammenarbeit.
Deshalb kommt es in der Ausbildung daraul
an, die Studenten zu befahigen, selbstindig
in die Wissenschaften einzudringen, ihre theo-
retischen Kenntnisse in enger Zusammenar-
beit mit Wissenschaftlern anderer Bereiche
anzuwenden.

An der Sektion Mathematik der Wilhelm-
Pieck-Universitidt Rostock werden derzeitig
Diplommathematiker in den Fachrichtungen
Numerische Mathematik und Mathematische
Kybernetik und Rechentechnik sowie Di-
plomlehrer fiir Mathematik und Physik aus-
gebildet. Die Sektion Mathematik ist ferner
fiir die Mathematikausbildung der natur-
wissenschaftlichen, technischen, landwirt:
schaftlichen und o6konomischen Sektionen
verantwortlich. Zur Férderung des wissen-
schaftlichen Nachwuchses konnen die besten
Studenten, die sich u.a. als Schiiler auf
mathematischen Olympiaden auszeichneten
und ihre sehr guten Leistungen in den ersten
Studienjahren unter Beweis stellen, als Best-
studenten ausgezeichnet werden. Sie genieBen
cine individuelle Férderung z. B. nach einem
Sonderstudienplan.
Herr Prof. Dr. sc. nat. Burosch, Vorsitzender
der Jury des Zentralen Komitees der Olym-
piaden Junger Mathematiker der DDR,
wurde durch den Rektor mit der Ehrennadel
der Wilhelm-Pieck-Universitat ausgezeich-
net.
FDJ-Vertreter beider Sektionen stellten u. 4.
Ergebnisse vor, die sie im Rahmen einer
Preisaufgabe der FDJ erzielten.
Die Festveranstaltung klang mit zwei Fach-
vortridgen von Prol. Dr. habil. Berg iiber nu-
merische Stabilitit und Prof. Dr.sc.nat. Kelbg
iiber die Entwicklung und die Perspektiven
der Physik fliissiger Phasen aus.

Johanna und Wolfgang Moldenhauer



Aufgaben
aus der Praxis

Auf dieser Seite wurden Sachaufgaben aus
Mathematiklehrbiichern der Jahre 1945 und
1952 sowie aus dem Jahre 1979 zusammen-
gestellt. Aus ihnen soll ersichtlich werden, wie
sich die gesellschaftlichen Verhiltnisse in den
letzten dreieinhalb Jahrzehnten grundlegend
verdndert haben.

1945

Aus einem Mathematiklehrbuch des Verla-
ges Volk und Wissen, Verlagsgesellschaft
m.b.H,, Berlin/Leipzig:

® Ein Mann raucht an einem Tag 4 Zigarren.
Wieviel sind das: a) in einer Woche; b) in
einem Jahr; c) wiahrend 30 Jahren?

® Ein Kaulmann hat fur 1754 Mark Waren
verkauft und davon den 6. Teil verdient.
Wie groB war sein Verdienst?

® Ein Landmann braucht, um ein Feld mit
Roggen zu besien, 159 kg. Er erntet 2253 kg;
wif) ~1ltig war die Ernte?

T1anascnune von aer 1. dOre o— wnea.,

2
der 2.Sorte 7% Dtzd., von der 3.Sorte

d, von der 4.Sorte %thd. Wieviel

- und Stck. sind das im ganzen?

Mann miken am 1.Tag 5ha Sommer-
ide; wieviel ha bringen in derselben Zeit
lann fertig?

1952

Aus dem Mathematiklehrbuch des Verlages
Volk und Wissen, Volkseigener Verlag, Ber-
lin:

® Das Nationale Komitee fiir den Neuaufbau
der Hauptstadt Deutschlands berichtete am
15. April 1952, dalB3 seit dem 2. 1. 1952 3228t
Stahl und Schrott fiir den Wiederaufbau Ber-
lins geborgen wurden. Rund 19,059 entfallen
davon auf Nutzstahl.

Wieviel t Nutzstahl konnten geborgen wer-
den?

® In cinem volkseigenen Girtnereibetrieb
wurden 240 Obstbaume gepflanzt, 12 davon
sind nicht gekommen.

Wieviel Stiick wiirden unter gleichen Bedin-
gungen von 100 gepflanzten Bdumen nicht
angewachsen sein?

® Beim Aufbau eines Neubauernhofes haben

zwei Schulklassen eines Dorles gehollen. In
der einen Klasse beteiligten sich 36 von 40.
In der anderen Klasse beteiligten sich 40
von 50.

Welche Klasse war aktiver?

® Beim Aufbau der Volkswerft Stralsund
erfiillte der Nationalpreistriager Paul Sack die
Tagesnorm von 600 vermauerten Ziegelstei-
nen um das Vierfache.

Wieviel Ziegelsteine vermauerte er taglich?

® Zum Bau ecines Teilstiicks eines Radio-
apparates war 0,80 m Schaltdraht notig. Der
Montagearbeiter Hempel ersann eine ein-
fachere Konstruktion und kam nunmehr mit
0,67 m aus.

Wieviel Draht wurde bei 500 Geriten einge-
spart?

® Ein Bauer in Lindenthal lieferte im Ernte-
monat bereits 48,2 dz Getreide ab. Er hatte
damit sein Ablieferungssoll bis auf 6,4 dz er-

chen., Zu
ze.

?

n. Auler
[ag 20 PI.
. Arbeits-
)

gen in al-
L. 5 bis 8)

huljahr

1. Im Jahre 1952 wurden aul einem volks-
eigenen Gut 2468 dz Zuckerrizben geerntet.
Im Jahre 1955 sollen 3150 dz aul derselben
Flache geerntet werden.
Aul wieviel Prozent soll der Ernteertrag ge-
steigert werden? (Runde auf eine Dezimal-
stelle!)
2. Berechne:

(6x42y) - 3+(36x2 —24xy):6x

3. Berechne:
(—=7.2m+59p—-0,7r)—(—11,9m
+8,6p+7,5r)
4. Lose [olgende Gleichung und mache die
Probe!
15x—23 -5x=12x—17—4x
5. In einem Dreieck ist die Seite ¢ 2 cm grof8er
und die Seite a 1 cm kleiner als die Seite b.
Die Summe der drei Seiten betrdgt 19 cm.
Berechne die Seite ¢!
6. Von einem Dreieck sind gegeben:
c=7cm, s.=58cmund a=4,5cm.
Zeichne die Planfigur, konstruiere das Drei-
eck und beschreibe die Konstruktion!

1979

Aus einem Heft des alpha-Clubs der John-
Schehr-OS, Leipzig, eingesetzt im Rahmen
einer WissensstraBe aul dem Nationalen Ju-
gendfestival in Berlin:
Klasse 4
In den Plattenwerken der DDR werden GroB-
platten fiir den Wohnungsbau produziert. Im
Jahre 1975 wurden GroBplatten fiir 58000
Wohnungen hergestellt. Die Anzahl der Woh-
nungen, fir die im Jahre 1980 laut Plan GroB-
platten produziert werden sollen, ist um
16000 kleiner als die doppelte Anzahl des
Jahres 1975.
Fiir wieviel Wohnungen sollen im Jahre 1980
GroBplatten produziert werden?
Klasse 5
In der DDR werden tiglich rund 690000t
Rohbraunkohle gefordert. Etwa der sechste
Teil davon wird zu Briketts gepreBt. Wieviel
Tonnen Briketts werden in der DDR in einem
Jahr (365 Tage) etwa produziert?
Klasse 6
Im Jahre 1977 wurden von der Regierung der
DDR aus gesellschaftlichen Fonds fir den
Sport, fur das Erholungswesen und [ir die
Kultur insgesamt 2, Mrd. Mark zur Verfii-
pung gestelit. Dabei war der fiir die Kultur
aufgewendete Betrag sechsmal so grof wie der
fiir den Sport. Fiir das Erholungswesen wurde
ein halb so groBer Betrag bereitgestellt wie
fir den Sport und fiir die Kultur zusammen-
genommen.
Welche Aufwendungen aus gesellschaftlichen
Fonds entfielen im Jahre 1977 aul den Sport,
auf das Erholungswesen und auf die Kultur?
Klasse 7
Die Elektroenergie-Erzeugung der DDR ist
von entscheidender Bedeutung fiir die Volks-
wirtschall. An Elektroenergie wurden in der
DDR erzeugt:

14,6 Mrd. kWh im Jahre 1948,

34,9 Mrd. kWh im Jahre 1958,

63,2 Mrd. kWh im Jahre 1968,

96,8 Mrd. kWh im Jahre 1978.
Um wieviel Prozent konnte die Erzeugung
von Elektroenergie seit 1948 jeweils im Zeit-
raum von 10 Jahren gesteigert werden?
Um wieviel Prozent konnte die Erzeugung
von Elektroenergie im Jahre 1978 gegeniiber
dem Jahr 1948 gesteigert werden?



Unterhaltsame Psychologie

Die vier Probleme wurden aus dem Buch:

K. Platonow Unterhaltsame Psychologie

Verlag Progress Moskau/Urania-Verlag Leipzig -
Jena - Berlin,

Preis 13,80 M, Bestell-Nr. 653 390 2 entnommen.

Problem 1

Auf der untenstehenden Zeichnung sind eine Reihe
von Figuren aufgefiihrt, die sich innerhalb jeder Zeile
nach einer bestimmten GesetzmiBigkeit verdndern?
Wer findet sie?

6 10 14 18 22
10 12 11 13 12

LI E T
HH

ko o

Problem 2
Prige dir diese Figur ein!

Identifiziere hier die Figuren aus der vorherigen
Zeichnung!

——

'

Problem 3

Um jede dieser Linien von Anfang bis Ende mit dem
Blick zu verfolgen, bendtigt man Bestdndigkeit der
Aufmerksamkeit.

TITTTITTTTTITTITTIT IR

S EEREEEEEREERRE BRI T-N=

Problem 4

Die verschiedenen Kombinationen der Lage der
Augen, Lippen, Augenlider und Augenbrauen be-
stimmen den unterschiedlichen Ausdruck der Ge-
sichter.

Erst einprigen, dann nachmachen!
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Ist 11111111111 eine Primzahl?

( Mit einem unverdffentlichten Manuskript von C. G. J. Jacobi)

Teil 2

Der Rechenkiinstler Z. Dase

Fiir viele zahlentheoretische Untersuchungen
ist es niitzlich, die Primfaktoren der natiir-
lichen Zahlen und die Primzahlen unterhalb
einer bestimmten Grenze zu kennen. Man hat
sich seit langem darum bemiiht, diese in Ta-
bellen zusammenzustellen. Bis um die Jahr-
hundertwende besaB man solche Faktoren-
taleln bis zur 9.Million einschlieBlich. Die
Faktorentafeln fiir alle Zahlen der 7., 8. und
9.Million mit den darin vorkommenden
Primzahlen wurden von Zacharias Dase
(23.6.1824 bis 11.9.1861) ermittelt. (Sie er-
schienen in drei Binden zwischen 1862 und
1865 in Hamburg.)

Bereits mit 15 Jahren trat Dase 6ffentlich als
Schnellrechner und Rechenkiinstler in deut-
schen Stidten auf. In Wiesbaden multipli-
zierte er (im Kopf) eine 60ziflrige Zahl mit
einer anderen 60ziffrigen Zahl in 2 Stunden
59 Minuten. In Miinchen berechnete er die
Quadratwurzel aus einer 100ziffrigen Zahl
in 52 Minuten. Er ermittelte den Kreisumfang
eines Kreises mit dem Durchmesser 1 (also
die Zahl =) auf 200 Dezimalstellen. Durch
sein Rechentalent und Zahlengedichtnis
wurde er bei allen offentlichen Auftritten von
seinem Publikum staunend bewundert.

Dem ersten Mathematiker jener Zeit, Carl
Friedrich GauB (1777 bis 1855) in Gottingen,
wurde die Hille des Rechenkiinstlers ange-
boten. Doch GauB, der selbst eine aufler-
gewohnliche vor allem durch die Beschifti-
gung mit der Zahlentheorie erworbene Re-
chenfertigkeit besaB, lehnte die Hille von
jemand, der bloB mechanische Rechenfertig-
keit besifle, entschieden ab.

In einem Brief an seinen Freund, den Astro-
nomen H. C. Schumacher (1780 bis 1850),
schrieb er: ,,Man muB hier zwei Dinge unter-
scheiden: ein bedeutendes Zahlengedachtnis
und eigentliche Rechnungsfertigkeit. Dies
sind eigentlich zwei ganz voneinander unab-
hiingige Eigenschaften, die verbunden sein
konnen, aber es nicht immer sind. Es kann
einer ein sehr starkes Zahlengedichtnis ha-
ben, ohne gut rechnen zu konnen... Umge-
kehrt kann jemand eine superiore Rechnungs-
fahigkeit haben ohne ein ungewdhnlich star-
kes Zahlengedichtnis. Das letztere besitzt
Herr Dase ohne Zweifel in eminentem Grade;

ich gestehe aber, daB ich darauf sehr wenig
Wert legen kann. Rechnungsfihigkeit kann
nur danach taxiert werden, ob jemand auf
dem Papier ebenso viel und mehr leistet als

-andere.”

Gefordert durch A. v. Humboldt (1769 bis
1859) konnte Dase seit Mitte 1846 fir etwa
1% Jahre sein Talent [iir verschiedene wissen-
schaftliche Zwecke der Akademie der Wissen-
schaften in Berlin zur Verfiigung stellen. So
filhrte Dase Rechnungen fiir die Mathemati-
ker C. G.J. Jacobi (1804 bis 1851) und P. G. L.
Dirichlet (1805 bis 1859), [ir den Physiker
H. W. Dove (1803 bis 1879) und fiir den Geo-
diten J. J. Baeyer (1794 bis 1885) aus.

In diese Zeit fdllt sicher auch Dases Erkennt-
nis, daB die Zahl 11111111111 keine Prim-
zahl ist. Sechs Stunden intensiven Kopf-
rechnens waren fiir ihn dazu nétig. Welcher
Methode hatte er sich dabei bedient ?

C. G. J. Jacobi

Diese Frage stellte sich auch der neben GauBl
groBte deutsche Mathematiker in der ersten
Hilfte des 19. Jahrhunderts, Carl Gustav Ja-
cob Jacobi. In Potsdam geboren, studierte er
in Berlin und wirkte dann als Mathematik-
professor in K&nigsberg (Kaliningrad). Seit
1844 war er an der Akademie der Wissen-
schaften in Berlin titig. Zusammen mit
Dirichlet und dem Geometer J. Steiner (1796
bis 1863) entfaltete Jacobi hier eine mathe-
matische Tatigkeit, die wiirdig die im 18. Jahr-
hundert durch G. W. Leibniz (1646 bis 1716),
L. Euler (1707 bis 1783), J. H. Lambert
(1728 bis 1777) und J. L. Lagrange (1736 bis
1813) begriindete Tradition fortsetzte. (Berlin
wurde wieder eine Hochburg der Mathema-
tik.) Jacobi starb in seinem 47. Lebensjahr.

In seinem NachlaB, der im Archiv der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR in Berlin
aufbewahrt ist, befindet sich unter zahlreichen
unverollentlichten, meist unvollendeten Ma-
nuskripten eines, das der Frage nach dem
»Geheimnis®“ des von Dase erzielten Resulta-
tes iiber die Zahl 11111111111 gewidmet ist.
Auf dem Umschlag findet sich der Titel der
101t —1

9

Arbeit: ,,Untersuchung, ob die Zahl

=11111111111 eine Primzahl ist oder nicht.
Ein Kuriosum, veranlaBt durch Dase.*

Die Idee fiir den Nachweis,
daB 11111111111 keine Primzahl ist

Gewisse Kunstgrifle, deren sich viele Rechen-
akrobaten bedienen, finden ihre Begriindung
in dem Fermatschen Satz (A3, siehe 1. Teil):
Ist p eine Primzahl und a eine natiirliche
Zahl, so ist stets a” —a durch p teilbar. Hier
wird nur der Spezialfall a=2 gebraucht: Ist p
eine Primzahl, so 1aBt 27 durch p dividiert den
Rest 2. Wenn somit (fiir eine natiirliche Zahl
n) 2" durch n dividiert nicht den Rest 2 140t,
so ist n keine Primzahl.

Dieses wird fiirn=11111111111 gezeigt.

Es soll die Methode zunichst fir n=111 be-
schrieben werden. (Es kommt uns dabei nicht
darauf an, auf diese — fiir 111 umstiandliche —
Weise zu zeigen, daB 111 keine Primzahl ist,
das ist offensichtlich — 111 ist durch 3 teilbar,
vielmehr soll die Methode an dem Beispiel
n=111 verstandlich gemacht werden.)

Wir benutzen dabei die [olgenden zwei Aus-
sagen I und II.

I. Der Rest eines Produktes bei der Division
durch n ist gleich dem Rest des Produktes der
Reste der einzelnen Faktoren bei der Division
durch n.

Beispiele: n=11. Gesucht ist der Rest des
Produktes 13-15-17-19 bei der Division
durch 11.

Die Reste der Faktoren 13, 15, 17 bzw. 19
sind 2, 4, 6 bzw. 8. Der Rest des Produktes
2-4-6-8 der Reste der Faktoren ist 10.
Dies ist auch der Rest von 13-15-17-19 bei
der Division durch 11.

Beweis von 1.: Es sei a=a, a; ... a, das ge-
gebene Produkt. Haben die Zahlen a, a,,
..., Gy die Reste ry, 7z, ..., rn 0<ri<n, ...,
0<rn<n) bei der Division durch n, so gilt
ay=qn+ry, ar=qn+rz ..., Gu=qmh+rm
(mit natiirlichen Zahlen gy, ..., g»). Daher ist
a, a; ... a, die Summe eines Vielfachen von
nundryry...rp:

a=a;a,...n=gn+ryry ... r, Ist der Rest
von ry r; ... ry, bei der Division durch n gleich
r (0<r<n), so wird r, r; ... rp=¢'n+r (mit
einer natiirlichen Zahl g¢) und damit
a=(q+q')n+r,d.h. rtatsdchlich der Rest von
a bei der Division durch n.

IL Ist r der Rest der Zahl 2% bei der Division
durchn (0<r<n), so ist der Rest von 22" " bei
der Division durch n gleich dem Rest von r? bei
der Division durch n.

Beispiele: 22> 28 _ 256 1Bt bei der Division
durch 11 den Rest 3 (256=23-11+3). Der
Rest von 22%=216 (=65536) ist 32=9. Der
Rest von 22° =232 (=4294967296) ist gleich
dem Rest von 9% =81 bei der Division durch
11, d.h,, er ist 4. Der Rest von 22°=2% ist
gleich dem Rest von 42 =16 bei der Division
durch 11, d.h,, erist 5.

Beweis von Il.: Die Behauptung folgt aus
22! =22k2=(22k)2 und aus I. (angewendet
auf die zwei gleichen Faktoren 22").

Wir zeigen nun, daB 2!!! bei der Division
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durch 111 den Rest 8 (also nicht den Rest 2)
1aBt.

Esist 111=20+25+23422+42+1;

daraus folgt

9111 _ 926,925 923 522 92! 920

Mittels der Aussage II erhilt man unschwer
die Tabelle 4. Aus ihr ergibt sich (mittels der
Aussage I) der Rest von 2'!! als Rest von
2:-4-16-34-7-19beider Divisiondurch 111,
und dieser ist 8 (Tabelle 5).

Jacobis Manuskript

Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht
schwer, die Ausfithrungen Jacobis zu verste-
hen. Der Text des nachgelassenen Manu-
skripts (Jacobi-NachlaB II/27m, Archiv der
AdW der DDR) lautet [Ziffern in eckigen
Klammern verweisen auf die nachfolgenden
Anmerkungen]:

Untersuchung, ob die Zahl 11111111111
eine Primzabhl ist oder nicht

Wenn 2" durch N dividiert nicht den Rest 2
14Bt, so ist N keine Primzahl. Setzt man N
durch Addition aus Potenzen von 2 zusam-
men, so hat man, um diesen Rest zu finden,
nur nach und nach die Reste der Zahlen von
der Form 2" zu suchen und diese mit-
einander zu multiplizieren. Man wird daher
zu wiederholten Malen eine Zahl zu quadrie-
ren, das Quadrat durch N zu dividieren, den
Rest wieder zu quadrieren, das Quadrat
durch N zu dividieren, den Rest zu quadrie-
ren haben u.s.f.
Bei der graden Leichtigkeit, mit welcher
Hr. Dase diese Operationen ausfiihrt, konnte
er in 6 Stunden erkennen, daBl die Zahl
10 —1

9
hierzu nétigen Rechnungsresultate hersetzen,
wie sie von Herrn Dase im Kopf gefunden
sind.
Wenn man nach und nach die méglichst
hochsten Potenzen von 2 so lange addiert,
aber ihre Summe kleinerals N=11111111111
bleibt, so erhilt man [1]:

keine Primzahl ist. Ich will alle

23="8589934592

2= 21
107 ..

228 = 26
1100

2%6= 67
1107

225 33
11106

222 41 ..
111107 ...

218 = 26
111109 ...

217 = 13 ...
11111104 ...

212 40 ..
11111108 ...
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k Rest von 22" bei der Division durch 11 Quadrat des Restes
0 2 4
1 4 16
2 16 256
3 34 1156
4 46 2116
5 7 49
6 49 _
Tabelle 4
Zahl Die Zahl hat denselben Rest bei Rest bei der Division
der Division durch 111 wie die Zahl | durch 111
2-4 2-4 8
2:4-16 8-16 17
2-4-16-34 17-34 23
2:4-16-34-7 23-7 50
2-4-16-34-7-49 50-49 8
Tabelle 5
21 = 20 ... einander multipliziert werden, indem man
11111110656 nach jeder Multiplikation wieder den Rest
28 = 256 nimmt, welchen das Produkt durch N divi-
11111110912 diert 1483t.
27 = 128 Diese Produkte und Reste gibt das folgende
40 Schema:z 5_ a0
26 = 64 B
2= 73 ...
...04 288 ...
22 = 4 51129
.08 2= 314 ..
2 = 2 9.
.10
Man hat daher

1
=233+23l+223+226+225+222+218
+217 421242 428 427 426 4224 2!
+2°.
Es folgen jetzt die Reste R, welche die Zahlen
22" von 2%* an durch N dividiert lassen:
neben jedem steht sein vollstindiges Qua-
drat Q. Den Rest, welchen dasselbe durch N
dividiert ldBt, gibt das nichstfolgende R.*
(* Herr Dase ging hierbei von dem Werte
264=184467 ... aus, welcher durch 111 ...

- dividiert den Quotient 166 ... mit dem Rest

722 ... gibt) [2]

Die noch iibrige Rechnung besteht darin, daB
die Reste, welche die Potenzen 22>, 22*"  etc.
durch N dividiert lassen, nach und nach mit-

1496324899 [3]

Man sieht daraus, daB fir N=11111111111
2V _1 durch N dividiert nicht den Rest I,
sondern den Rest 14966324899 [3] 1aBt, und
daher 11111111111 keine Primzahl ist.

Ich bemerke noch, daB fiir die hier betrach-
tete Zahl 11111111111 die Divisionen sich
auf eine einfache Addition und Subtraktion
reduzieren. Denn, da 10'! durch dieselbe
dividiert den Rest 1 18t [4], kann man, wenn
man bloB den Rest wissen will, den eine durch
11111111111 dividierte Zahil 14Bt, von der-
selben die auf die ersten 11 Stellen folgenden
abschneiden und zu der tibrigbleibenden Zahi
addieren. [5]

Tabelle 6
n R o
6 7227352390 52234622569238712100
32 9765068449 95356561813655265601
33 3497720108 NB. Hier keine Zahl,




Bei der ersten zu dividierenden Zahl [6]
18446744073709551616 hat man auf diese
Weise
73709551616
+ 184467440

73894019056
— 66666666666

Rest 7227352390, wie oben.

1.[7]

Anmerkungen

[1] Im Manuskript sind die fehlenden Ziffern
nicht angegeben. Man vergleiche das Ergebnis
mit der Tabelle 7 der Potenzen von 2.
[2] Inder Tabelle 8 sind die Reste der Zah-
len 22" fiirn=0, 1,2, ..., 33 angegeben.
[3] In der Tabelle 9 sind die Reste ange-
geben. Wir erhalten abweichend von Jacobi
2992649798 als Rest von 2M1111111111 (e
der Division durch 11111111111,
Die Werte in den Tabellen 8 und 9 wurden
freundlicherweise von Herrn Arlt aul einer
EDVA im Rechenzentrum der Sternwarte
Babelsberg errechnet.
[4] 10"'=9-11111111111+1
[5] Diesen Rechenvorteil kann man auch
bei den Divisionen durch 11, 111, 1111, ...
anwenden.
Dazu einige Beispiele: Es soll der Rest von
5123 bei der Division durch 11 bestimmt wer-
den. Esist 102=9-11+1,d.h. 102=100 I8t
den Rest 1, folglich 200 den Rest 2, ..., 5100
denselben Rest wie 51. Man hat fiir 5123 den
Rest 8:
23
+51
T4
—66 (=6-11)
Rest ~ 8
(In der Tat, es ist 5123=465-11+38.)
Es soll ‘der Rest von 12345678 bei der
Division durch 111 bestimmt werden. Es ist
1000=10*=9-111+1, d.h, 1000 liBt den
Rest 1, folglich 12345000 denselben Rest wie
12345. Man hat fiir 12345678 den Rest 36:
12345
+ 678
13023
—12987 (=117-11)
T 36
(In der Tat, es ist 12345678=111222-111
+36.)
Als Rest von 13023 bei der Division durch 111
ergibt sich 36:
13
+23
T 36
(6] 926 _ 264 _ 232932 _
18446744073709551616.
7] J. - Kurzzeichen fir ,Jacobi* (Unter-
schrift).

Weitere Primzahlzerlegungen

Die Zahl 11111111111 ist also keine Prim-
zahl. Thre Primzahlzerlegung ist
21649513239,

Tabelle 7 (Potenzen 2* von 2) Tabelle 8
k 2k n Reste von 22" bei
der Division
durch 11111111111
0 1 0 2
1 2 1 4
2 4 2 16
3 8 3 256
4 16 4 65536
5 32 5 4294967296
6 64 6 7227352390
7 128 7 3094391659
8 256 8 6051191545
9 512 9 3534545105
10 1024 10 10515502227
11 2048 11 9369939622
12 4096 12 9692349458
13 8192 13 5821199033
14 16384 14 4361220893
15 32768 15 11063253259
16 65536 16 7331410141
17 131072 17 539580072
18 262144 18 9657992206
19 524288 19 7645070126
20 1048576 20 9819904626
21 2097152 21 9144949589
22 4194304 22 8409792173
23 8388608 23 4870419084
24 16777216 24 9584164432
25 33554432 25 4976889147
26 67108864 26 3996304087
27 134217728 27 377052477
28 268435456 28 3746590548
29 536870912 29 1169976378
30 1073741824 30 2869465109
31 2147483648 31 739609070
32 4294967296 32 9765068449
33 8589934592 33 3497720108
Tabelle 9
Zahl Rest bei der
Division durch
11111111111
220 2= ry
ry - 221 8= ra
ry 22 128=r,
ry -22° 2878883707 =r,
re 2% 8038661628 =rs
In der Tabelle 10 (nach S. Rosch, Bild der rs - 22° 10289303406 =r,
Wissenschalt, Heft 12, 1977), deren Zahlen- re 22" 956387382=r,
werte ebenfalls mit Hilfe des Computers ge- re .p2t? 1436213141 =rqg
funden wurd;n, werden abschlieBend die re -22%7 1146986783 =r,
Primzahlzerlegungen der nur aus der Ziffer 1 ro -22'° 10709789192=r,,
(bis zu 33ziffrigen) natiirlichen Zahlen an- rio- 227 40043007 =r,,
gegeben. Als Primzahl erweisen sich darunter rigc 2’:: 6953537925=r,,
. e 1019 - . riz-22 6842661773 =r,;
nur die 19ziffrige Zahl und die ris '22:1 11027977012 =r,,
s 103 -1 ria-2? 10797151647 =r, s
23ziffrige Zahl 9 r15‘2233 2092649798
H. Pieper
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Anzahl der Ziffern Zahl | Primzahlzerlegung

1

2 11 |11

3 111 | 3-37

4 1111 | 11-101

5 11111 | 41-271

6 111111 | 3-7-11-13-37

7 1111111 | 239-4649

8 11111111 | 11-73-101-137

9 111111111 | 3-3-37-333667

10 1111111111 | 11-41-271-9091

11 11111111111 | 21649-513239

12 111111111111 | 3-7-11-13-37-101-9901

13 1111111111111 | 53-79-265371653

14 1111111111111 | 11-239-4649-909091 -

15 11111111111011L | 3-31-37-41-271-2906161

16 1111111111111111 | 11-17-73-101-137- 5882353

17 IT1111111 11011111 | 2071723-5363222357

18 111111111111111111 | 3-3-7-11-13-19-37-52579-333667

19 T I111y f1aratantt11natinn

20 11111111111211111111 | 11-41-101-271-3541-9091-27961
21 11111111111 111111111 | 3-37-43-239-1933-4649- 10838689
22 111111111111 1111111181 | 11-11-23-4093-8779-21649-513239
23 T e1aa1 | 1111111111111t
24 ifita11111111 | 3-7-11-13-37-73-101-137-9901- 99990001
25 11111 111111111111111 | 41-271-21401-25601 - 182521213001
26 11111111111111111111111111 | 11-53-79-859-265371653 1058313049
27 1iititnrtrant11a11111111 | 3-3-3-37-757-333667-440334654777631
28 L1111 1131111111212 2000111 | 11-29-101-239-281-4649-909091 121499449
29 1111111111111 1111111111111 | 3191-16763-43037-62003 - 77843839397
30 ittt aeaae11ar | 3-7-11-13-31-37-41-211-241-271 - 2161+

9091-2906161

31 (ORI 1110 11010101112 100111111 | 2791-6943319-57336415063790604359

32 f L1311110012121111 2120101111811 | 11-17-73-101-137-353-449-641-1409-

69857-5882353

33 [t 1111111111111 | 3-37-67-21649-513239-1344628210313298373

Tabelle 10

Der alpha-Club der J.-Schehr-OS Leipzig
(Leitung: J. Lehmann, Chefredakteur alpha)
auf dem Pressefest der Leipziger Volkszeitung

o~

in Aktion. Uber 2000 Schiiler (oft gemeinsam
mit ihren Eltern) beteiligten sich an der Wis-
sensstrafie Mathematik (sieche Foto).

Loy 4

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Carl Gustav Jacob
Jacobi

Mitglied der Preufischen Akademie
der Wissenschaften in Berlin

Der 10. Dezember dieses Jahres ist der
175. Jahrestag der Geburt dieses bedeutenden
Mathematikers. (In Heft 1/80 veroffentlichen
wir eine umfassende Biographie.)

Als Quelle fiir diese Aufgabe wurde eine bisher
unverd(fentlichte Arbeit von C.G.J.Jacobi
benutzt, deren Manuskript Jacobi nach No-
vember 1850 angefertigt hat, deren Titel
,,Uber die Bestimmung der Anzahl der Prim-
zahlen, welche es bis zu einer gegebenen
Grenze gibt* lautet und die sich im Jacobi-
Nachla3 des Archivs der Akademie der Wis-
senschaften der DDR befindet.

A 1908 A a) Wieviel Zahlen gibt es unter
den natiirlichen Zahlen von 1 bis 250, welche
durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7 teilbar
sind?

b) Wieviel Zahlen gibt es unter den natiir-
lichen Zahlen von | bis 10000, welche durch
keine der Primzahlen 3, 11, 4001 teilbar
sind?

c) Es seien a, b, ¢, ... p beliebige voneinander
verschiedene Primzahlen und N =1 eine na-
tiirliche Zahl. Bestimme die Anzahl derjeni-
gen unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis N,
welche durch keine der Primzahlen a, b, c, ...,
p teilbar sind!

Hinweis: Benutze, daB die Anzahl der Zahlen
bis N, welche durch eine Zahl k teilbar sind,

dem Bruch % oder der nichst kleineren gan-

zen Zahl gleich ist!
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Aufgaben

1. Seien p und g natiirliche Zahlen, so daB
Pyttt oo 1,1

PR A B R ¢ VT AR T

gilt. Man beweise, daB p durch 1979 teilbar
ist. (6 Punkte)

2. Gegeben sei ein Prisma mit den Fiinfecken
A|A2A3A4A5 bzw. 3182B3B4B5 als Grund-
bzw. Deckfliche. Jede Seite der beiden Fiinf-
ecke sowie jede Verbindungsstrecke A4;B; fur
allei,j=1,2, ..., 5 sei entweder rot oder griin
gefiarbt. Jedes Dreieck, dessen Ecken Eck-
punkte des Prismas sind und dessen drei
Seiten gefidrbt sind, hat zwei Seiten verschie-
dener Farbe.
Man zeige, daB alle 10 Seiten der Grund- und
Deckfliche die gleiche Farbe erhalten.

(7 Punkte)

3. In der Ebene seien zwei sich schneidende
Kreislinien k,, k, gegeben. A sei einer der

Zwei Massenpunkte P, bzw. P, bewegen sich
mit konstanten Geschwindigkeiten im glei-
chen Drehsinn auf k, bzw. k;. Sie beginnen
gleichzeitig in 4 und treffen nach einem Um-
lauf wieder gleichzeitig in A4 ein.
Man zeige, daB es einen festen Punkt P in der
Ebene gibt, fir den in jedem Zeitpunkt der
Bewegung gilt:
PP{=PP,. (7 Punkte)
4. Gegeben seien ein Punkt P in der Ebene n
und ein Punkt Q auBerhalb der Ebene .
Bestimme alle Punkte R der Ebene =, fiir die
der Quotient
QP+PR
ORrR
5. Man bestimme alle reellen Zahlen g, fiir die
es nichtnegative reelle Zahlen x,, x,, x3, x4,
xs gibt, die den Bedingungen
5 5

Y ixi=a, Y iPx;=a®
=) i1

ein Maximum ist! (6 Punkte)

6. Es seien A und E zwei gegeniiberliegende
Eckpunkte eines reguldren 8ecks. In A sitzt
ein Frosch. Von jeder Ecke des 8ecks, mit
Ausnahme von E, darf er jeweils zu einer der
beiden Nachbarecken hiipfen. Sobald er die
Ecke E erreicht hat, bleibt er dort sitzen. Es
sei a, die Anzahl der unterscheidbaren Wege,
die Ecke E von der Ecke A4 aus in genau n
Spriingen zu erreichen.

Beweise. daB fiir n=1, 2, 3, ... gilt:

-y,

an-1=0, azﬂ=L St
V2

wobei x=2+]/2 und y=2—]/§ ist!
Bemerkung: Ein Weg aus n Spriingen ist eine
Folge (Po, Py, ..., P,) von Eckpunkten, so da3
] Po=A, P,=E,
(i) fir alle i mit 0Li<n—1 ist P; von E
verschieden,
fir alle i mit 0Li<n—1 sind P; und
P; . benachbarte Eckpunkte.

(7 Punkte)

(iii)

Zur DDR-Mannschaft gehorten Bernd
KreuBler und Frank Eisenhaber von der
Spezialschule Mathematik/Physik der Berli-
ner Humboldt-Universitidt, Thomas Gunder-
mann (2. Preis) von der EOS H. Pistor Sonne-
berg, Lutz Dietrich (2. Preis) aus der Spezial-
klasse der TH Karl-Marx-Stadt, Uwe Szyszka
(3. Preis) von der EOS Friedrich Engels Neu-
brandenburg, Steffen Zopf von der EOS Karl
Marx Leipzig, Bodo Heise (3. Preis) von der
F.-).-Curie-OS Gorlitz sowie Andreas Kas-

5

beiden Schnittpunkte. und Y i%x;=a’ geniigen. (7 Punkte) parek von der ABF Walter Ulbricht Halle.

i=1
Teilnehmerland erreichte Punkte insgesamt 1. Preis 2. Preis 3. Preis
Usterreich 20 23 13 16 21 15 19 25 152 4
Belgien 3 3 22 6 2 6 7 17 66 1
Bulgarien 9 20 23 24 24 23 5 22 150 5
Brasilien 5 5 2 4 3 - - - 19
Kuba 10 5 11 9 - - - - 35
CSSR 16 20 24 17 23 40 12 26 178 1 0 4
BRD 21 14 35 27 39 30 34 29 235 1 5 1
DDR 33 13 31 20 19 19 26 19 180 2 2
Frankreich 14 12 15 19 37 11 28 19 155 1 1 1
GroBbritannien 23 23 34 30 32 34 21 21 218 4 4
Griechenland 6 2 7 6 7 5 3 21 57 1
Ungarische VR 15 20 16 18 34 22 17 34 176 2 2
Israel 13 4 28 16 11 20 12 15 119 2
Niederlande 22 10 17 18 11 8 1 33 130 1 1
VR Polen 13 9 8 24 21 29 29 27 160 2 3
SR Ruménien 35 23 17 33 32 28 39 33 240 1 3 2
Schweden 14 10 17 29 13 22 9 29 143 2 l
Finnland 16 18 14 4 6 7 23 89 1
UdSSR 19 27 35 34 36 40 36 40 267 2 4 1
USA 17 9 27 17 39 24 32 34 199 1 2 2
SR Vietnam 32 29 33 40* - - - - 134 1 3
SFR Jugoslawien 13 27 13 11 23 26 24 35 172 1’ 4
Luxemburg 7 - — - - - - - 7
* Ein Schiiler der vietnamesischen Mannschaft erhielt 8 32 42

einen Sonderpreis fiir die elegante Losung der Aulgabe 3.
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Wir arbeiten
mit Mengen

Teil 3

Weitere Arten von Abbildungen

Es gibt noch weitere Arten von Abbildungen:
So liegt z. B. eine Abbildung von M, in M,
genau dann vor, wenn Vb=M, und Nbc M,
ist; es liegt eine Abbildung aus M, auf M,
genau dann vor, wenn Vbc M, und Nb=M,
ist. An der Abbildung F, erkennen wir, da3
Peter nicht nur das Bohnern, sondern auch
das Heizen erledigt. IThm ist also nicht genau
eine Arbeit zugeordnet; er erledigt zwei Ar-
beiten. Gisela hingegen geht nur einkaufen
und bekommt keine weiteren Aultrdge; ihr
ist genau eine Arbeit zugeordnet.

Mit Hilfe dieses Beispiels werden wir be-
stimmt nachstehende Definition erfassen, die
eine besondere Eigenschaft von Abbildungen
widerspiegelt :

Wenn jedem Urbild genau ein Bild zugeordnet
ist, so liegt eine eindeutige Abbildung vor; und
Jjede eindeutige Abbildung heiBt Funktion.

F, ist also keine Funktion. Auch F, ist keine
eindeutige Abbildung. In F; ist Peter nicht
genau eine Arbeit zugeordnet, und in F; sind
Vater und auch Mutter jeweils nicht genau
eine Arbeit zugeordnet.

'F, ist demzufolge eine nicht eindeutige Abbil-
dung von M, auf M,;

F, ist eine nicht eindeutige Abbildung agus
M, in M,. Von jeder Abbildung F 148t sich
eine Umkehrabbildung F~! bilden.

Das geschiebt, indem man die ,,Glieder” in
allen geordneten Paaren vertauscht. Aus
[a;b] wird [b;a].

Bei der Pfeildarstellung erhalten, alle Pfeile
den entgegengesetzten Richtungssinn, oder
wir vertauschen die Anordnung der Mengen
Ml und Mz.

Fiir unser praktisches Beispiel F, heiBt die
Frage:, Was erledigt Vater 7 Antwort: ,,Dem
Vater wird das Heizen zugeordnet.“ usw. Fiir
die Umkehrabbildung F,~! heiBt dann die
Frage: ,,Wer heizt?‘; Antwort: ,Der Arbeit
,Heizen‘ wird der Vater zugeordnet.* usw.

Es ist also F,~'={[f;m], [w:;I], [b;P],
[e:H), [h: V), [p;G], [w: V], [k: M]}.

Pfeildarstellung von F, ~!:

entweder: oder: ]
M M M M,
vV f f 4
M w w M
1 b b !

G e e G
P h h P
H p P H

. u u .
Bild 4a k X Bild 4b

Wenn ecine Abbildung F eindeutig und ihre
Umkehrabbildung F~! ebenfalls eindeutig

‘ist, so heift F eine eineindeutige (oder ein-

deutig umkehrbare) Abbildung.

Eine Funktion f besitzt demnach eine Um-
kehrfunktion f~! genau dann, wenn f ein-
eindeutig ist.

Wir wollen an zwei Beispielen die weiteren
Arten und Eigenschaften von Abbildungen
darstellen und erldutern:

1) Gegeben seien die Mengen A={1,2,3} und
B={4,5,6} und die Abbildung F3={[1;4],
[2:4], [3;5]}-

Pfeildarstellung:
F3
A B o
1 s
2 5
3 6

F ist eine eindeutige, aber nicht eineindeutige
Abbildung von 4 in B. Es gilt: Vb={1,2,3};
Nb={4,5}; Vb=A; NbcB.

F3 -1

W N
(- RN

F3~ ! ist nicht eindeutig, weil dem Element 4
nicht genau ein Element, sondern die Elemen-
te 1 und 2 zugeordnet sind.

2) Gegeben seien die Mengen A={1,2,3} und
B={4,5}.

Die Abbildung F,={[1;4], [2;5]} ist eine
eineindeutige Abbildung aus 4 auf B, denn es
gilt: F, ist eindeutig und auch F,~! ist ein-
deutig, wie die folgenden Pfeildarstellungen
anschaulich zeigen:

FA F4 -1
A B A B
i 4 1 )
2 5 2 5
3 3

Im Arbeitsblatt Nr.6 sollen nun die Kennt-
nisse iiber Arten, Eigenschaften und Dar-
stellungsmoglichkeiten von Abbildungen an-
gewendet werden.

Wir wollen nun noch etwas niher auf Funk-
tionen eingehen. Es mogen die Mengen
X={xeN;x<5}und Y={yeN;y<10} vor-
liegen. Die Abbildung F soll folgenden Sach-
verhalt widerspiegeln: Jeder Zahl der Menge
X soll ihr doppelter Wert aus der Menge Y
zugeordnet werden. Zunichst wollen wir das
veranschaulichen:

1979

THE TWENTY-FIRST
INTERNATIONAL
MATHEMATICAL

OLYMPIAD

Westfield College, London
3oth. June -7th. July

OXFORD
7th. July - 9th July

BRISTOL
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Nach den Klausurtagen unternahmen alle IMO-Teilnehmer eine Exkursion zur
Universitidt Oxford (Foto), lernten die Shakespeare-Stadt Stratford on Avon kennen.
Die Sehenswiirdigkeiten der britischen Hauptstadt hatten sie wihrend einer

Stadtrundfahrt bereits kennengelernt.
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Zun

Bild 5

D

10
F ist eine eineindeutige Abbildung von X in Y.
F ist eine Funktion. Wir bezeichnen sie mit f
und kénnen sie als Menge geordneter Paare

Arbeitsblatt 6

Gegeben seien die folgenden Pfeildarstellun-
gen von Abbildungen. Es ist der Liickentext
auszufiillen!

F1 FZ
M M M N
a a 4 —C
b <l b— oy
C ——— ¢ c g
d :
F] F4

A B R S
1 1 0 3
4 : 3 10 7
8 4 15 12
16 5
32 6

Fisteine......... Abbildung

......... M. ... M,

Vb= ,Vb......... M; Nb= ;
Nb......... M;

Fy={[ ; ]

F,isteine ......... Abbildung

......... M........N;

Vb= 2. 2. M;Nb= ;
Nb......... N;

F2={

Fjisteine ......... Abbildung

......... A........B;

Vb= iV oo A; Nb= ;
Nb......... B;

F3={

Fyisteine ......... Abbildung

......... R......§5

Vb= Vb R; Nb= ......... ,
Nb......... S;

F4={

Man schreibe als Menge geordneter Paare:
F1_1={

Fz-l={

F3_1={

F4_l={

J={[0:0], [1;2], [2;4], [3;6]. [4:8], [5;10]}
oder mit Hilfe von Grundbereich und Aus-
sageform
f={[x;y]eNXN; y=2x Ax<5 Ay<10}
schreiben.
Der Vorbereich einer eindeutigen Abbildung
F heiBt Definitionsbereich der Funktion f. In
unserem Beispiel gilt:
Db={0,1,2,3,4,5}.
Der Nachbereich einer eindeutigen Abbil-
dung F heit Wertebereich (oder Wertvorrat)
der Funktion /. In unserem Beispiel gilt:
Wb={0,2,4,6,8,10}.
Eine Funktion 148t sich in einem rechtwinkli-
gen Koordinatensystem darstellen.

¥
Bild 6
0 »
x
5t X
+ X
Lx
1 -I + 4= +
1 X

Die Funktion f besteht aus 6 geordneten
Paaren natiirlicher Zahlen. Thre graphische
Darstellung sind 6 Punkte der xy-Ebene.
Diese Punkte heiBen ,diskrete“ Punkte, weil
,,dazwisqhen Liicken sind“.

Wiirden wir fiir die Funktion f die Menge
aller reellen Zahlen als Grundbereich wihlen,
so wiirde die graphische Darstellung eine
Strecke sein. Ein Aufschreiben der Funktion
als Menge geordneter Paare wire dann nicht
moglich, da es unendlich viele geordneten
Paare reeller Zahlen gibt, die die Gleichung
y=2x im Intervall [0;5] erfiillen.
S={[x;y]ePXP;y=2x Ax<5}:

y
Bild 7

Bidvon f

Ohne die Einschrinkung x < 5 wiirden wir als
Bild der Funktion eine Gerade erhalten:

S={[x;y]ePXP;y=2x}:

Bild 8

Bad von f

Bilder linearer Funktionen kénnen Geraden,
Strahlen, Strecken oder Mengen diskreter
Punkte sein. Das hingt vom gewihlten

Grundbereich und vom Definitionsbereich
der Funktion ab.
Im Arbeitsblatt 7 sollen verschiedene Funk-

.tionen dargestellt werden.

Auf Grund des bisher Gelesenen wird es nicht
schwierig sein, auch den Begriff ,Relation zu
erfassen. Wir beginnen wieder mit einem sehr
einfachen Beispiel:

Eine Familie mdge aus Vater (v), Mutter (m),
Sohn (s) und Tochter (t) bestehen. Vater sei
41 Jahre, Mutter 36, Sohn 16 und Tochter
14 Jahre alt. In der Menge F={v,m,s,t}
soll untersucht werden, welches Familien-
mitglied zu welchem Familienmitglied in der
Beziehung ,,... ist jlinger als ...“ steht. Alle
geordneten Paare [a;b], bei denen das Fa-
milienmitglied a jiinger ist als das Familien-
mitglied b, sollen zur Menge R zusammen-
gefaBt werden. Wir erhalten

R={[t;s], [t;m], [t;v], [s;m], [s;0]), [m;v]}.
Die Menge R aller dieser geordneten Paare
widerspiegeln die Beziehung ,,... ist jiinger
als ..." in der Menge F. Wir kbnnen auch
sagen, daB in allen diesen geordneten Paaren
[a;b] a zu b in der Relation ,,... ist jiinger
als ...“ steht.

Die Menge R ist — wie man [eststellen kann —
eine Teilmenge der Kreuzmenge FXF.

Es gilt allgemein:

Jede Teilmenge R der Kreuzmenge M XM
heiBt eine zweistellige Relation in der Menge
M (und umgekehrt!). Wir erkennen, daf jede
Abbildung eine Relation ist (und umgekehrt!).
Es kommt nur auf die Betrachtungsweise und
aul ZweckmiBigkeitsgriinde an, ob man ,Ab-
bildung’ oder ,Relation‘ sagt.

In unserem Beispiel kénnte man auch formu-
lieren: , Jedes Familienmitglied aus F wird auf
ein idlteres Familienmitglied aus F abgebil-
det.“ Einfacher und verstdndlicher ist hier
sicher die Ausdrucksweise: ,Von je zweil
Familienmitgliedern aus F soll immer das
erste jiinger als das zweite sein.”

Relationen lassen sich mit Hilfe von Rela-
tionsgraphen veranschaulichen, wie wir das
an unserem Beispiel zeigen wollen:

Bild 9 P
x X
ﬁ Y "
Xo——>x . X X
v m s t
x X
s vf

Ein weiteres Beispiel soll das Verstindnis
vertiefen, ehe wir die Aufgabe erhalten, im
Arbeitsblatt 8 Relationen zu bilden und zu
veranschaulichen.

Gegeben sei die Menge M ={0,1,2,3} und die
Relation ,,... ist kleiner oder gleich ...“ in M.
Wir finden: 0=0; 0<1; 0<2; 0<3; 1=1;
1<2; 1<3;2=2; 2<3; 3=3. Es gibt keine
weiteren Elemente a und b aus M, [ir die die
Aussageform a<b zu einer wahren Aussage
wird.
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Arbeitsblatt 7

Die folgenden Funktionen sollen graphisch

dargestellt werden:

Si={[x;y]eNXN; y=3x—1 Ax<4 Ay<8}

fa={[x;y]eNXN; y=3x—1 Ax <4}

fi={[x;y]ePXP; y=3x—1 Ax<4}

Sa={[x;y]ePXP; y=3x—1}

Ss={[x:y]eGXG;y=3x—1 A—2=Zx=<4
A—5<y<8}

fo={[x;y]eR*XR*; y=3x—1 Ax>1}

(als Einheit ist 2 mm zu wihlen!)

Bild 10

YA YA YA
- L —a-
X X X

YA Yi Y
oo — L
b X X

Arbeitsblatt 8

Gegeben seien die folgenden Mengen M|,
M,, M3, M, und die in ihnen erklirten
zweistelligen Relationen Ry, R, R3, R4. Die
Relationen sind elementweise (als Mengen ge-
ordneter Paare) anzugeben und mit Hilfe von
Relationsgraphen zu veranschaulichen!

(1) M,;={2,3,4,5,6} und R;:
... ist Teiler von ...,
also Ry ={[a;b]eM XM, :a|b}!
R={[
x b x x x
2 3 4 5 ]
2) M,=1{0,1,2,3,4} und R;:
,»... 1aBt bei Division durch 3
denselben Rest wie ...*
Ra={[
X X X X X
0 1 2 3 4

(3) M;3={P,P;,P3,P4,Ps} und R;:
»-.. liegt links von ...“

Ry={[

.X x x
] A [
M
B R x x
L 3 3
()] M,={2,11,20,22,30,31,1011}
und Ry4: ,,... hat dieselbe
Quersumme wie ...*
Ra={[
x x x x
2 “ 20 22
X X x
30 H 04
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Wir schreiben als Menge geordneter Paare:
R={[0;0], [0:1], [0:2], [0:3), [1:1], [1:2],
[1;3], [2:2], [2;3], [3;3])

Es gilt RS M X M ; hier sogar Rc M X M. Wir
kénnen auch schreiben: R={[a;b]e M XM:
asbh}.

Relationsgraph:

BildllA
/_\/'\
& B &

Es gibt spezielle Relationen (z. B. Aquivalenz-
relationen oder Ordnungsrelationen), die eine
wichtige Rolle bei weiteren Betrachtungen
spielen. Darauf werden wir aber nicht ein-
gehen.

AbschlieBend wollen wir einige Erkenntnisse
zusammenfassen:

— Menge aller eindeutigen Abb. aus M in M

— Menge aller eineindeutigen
Abb. aus M in M

- Menge aller Abb. von M in M

Menge aller Abb. von M auf M
Menge aller Abb.aus M in M ——

Menge aller zweist. Relationen in M
Menge aller Abb. aus M auf M
Bild 12

Aus dem Mengendiagramm erkennen wir:
1. Jede Abbildung aus M in M ist eine zwei-
stellige Relation in M.
2. Jede zweistellige Relation in M ist eine
Abbildung aus M in M.
3. Jede Funktion f ist eine Abbildung, aber
nicht jede Abbildung ist eine Funktion.
4. Jede Funktion f ist eine Relation, aber
nicht jede Relation ist eine Funktion.

W. Fregin

Georg Cantor (1845 bis 1918)
Begriinder der Mengenlehre



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Uber eine AG Mathematik
der EOS Humboldt Erfurt

Stefan Geif, der z. Z. seinen Ehrendienst bei
der NVA leistet, war Schiiler der Erweiterten
Humboldt-OS Erfurt, Mitglied des Bezirks-
mathematikklubs Erfurt und Teilnehmer der
DDR-Mathematik-Olympiaden 1974, 1975,
1976 und 1977.

Gemeinsam mit drei anderen Schiilern leitete
er einen Mathematik-Zirkel fir Schiiler der
9. und 10. Klassen. Einige dieser Schiiler er-
reichten bei den Kreisolympiaden erste und
zweite Preise. Der AG-Stofl war so gestaltet,
daB in der Zeit zwischen den Olympiaden
‘gréBere Stolfkomplexe behandelt und vor
Olympiaden ein spezielles Aufgabentraining
durchgefiihrt wurde.

So wurden z.B. Elementargeometrie (u.a.
Dreieckskonstruktionen mit Kreis des Apol-
lonius, In- und Umbkreisradius), Ungleichun-
gen (Bestimmung von Losungsmengen und
Beweise) und Zahlenkongruenzen bespro-
chen.

Das folgende interessante Problem trug einer
der Schiiler des Zirkels vor. Es ist ein Verlah-
ren zur Teilung eines Winkels in drei gleiche
Teile. Natiirlich ist diese Konstruktion nicht
unter alleiniger Verwendung von Zirkel und
Lineal moglich.

1. Verfahren: Gegeben sei ein Winkel von
a<90°. Auf einem seiner Schenkel wird ein
Punkt P beliebig festgelegt (P+0). Von die-
sem Punkt P aus fillt man das Lot auf den
anderen Schenkel und erhilt C. Weiterhin
trigt man die Gerade g mit folgenden Eigen-
schaften ein:

a) g verlduft durch P,

b) sie ist dem Schenkel von « parallel, aul
dem P nicht liegt.

¢
g P 8
A/
a
0 c
Weiterhin trigt man die Strecke AB

(AB=2-OP) wie folgt ein (,EinpaBverfah-
ren*):

a) AcPC, b)Beg, c)0eg (A, B).

Diese Strecke findet man durch Probieren,
wenn auf einem Lineal AB abgetragen wird
und das Lineal so lange verschoben wird, bis
die Bedingungen erfiillt sind. Man kann nun
beweisen, daB g’ den Winkel a drittelt.

2. Bewelis:
a)Esgilt: 2=6—-4
=6—4 (sin 2y +cos?y)

=(3—4sin?y)—(4cos?y—3) [0<y<30°]
_3siny—4sin®y 4cos’y—3cosy
B siny - cosy

wegen 0<y<30°

[folgt siny=0 Acosy *0]

_sindy cos3y
" siny  cosy

cos’y wegen 0< 3y <90°
siny (tan3y—tany) [cos 3y£0 Asindy =+ 0]

Wir setzen 3y=a (= ¥ POC)

=>c—os—:(tana—-tan;)=2 [0<a<90°)

Sll'li
b) X AOC=o
Es gilt:

PC=tana - OC — —
A_C=tana’-0_C}=>PA=OC

(0 <o’ <90°)

(tana—tana’) (1)
Weiterhin gilt:
PA=AB- cos = AB cos(90° —a')
=AB-sin«’ @
und OC=0P-cosa. 3)
(2) und (3) in (1) eingesetzt ergibt:

AB - sina’ =0P - cosa (tana—tana’).
"—/ N———_ i

PA ocC
Wegen 20P=AB
cosa
lgt 2=— - ).
folgt or (tano—tana’)

¢) Aus a) und b) erfolgt der Nachweis, dal3
, a cosa
z'=_,denn — (tanaz—tanoz’):cOﬂ
3 sina .
sin—

3
tamz—temE
3)

O0<a<90°>cosa+0

- (tana—tana’)

sina’
1 o
=— (tana—tanj

sin2
3

5 1 1
—tano | —————
sind’ . «a
si

3

tan—
_tand’ 3
" sina’ sin®
3

( 1 1 ) 1 1

tana | ———J)= ——

sina’ o coso cos®

3 3

o

0<a’,§<90°

In diesem Intervall ist sinx streng monoton
wachsend und cosx streng monoton fallend,

1 1
also —— streng monoton fallend und —
sinx cosx
streng monoton wachsend.

Also gilt: Bei x; §x2 (0<x1, x3 <90°)

1 1 >

- ——= =0 und
sinx; sinx; <

1 1
COSX; COSXz

. 1 1 1
Bei x;+x, haben — —-— u

sinx; sinx; coSX;

o verschiedene Vorzeichen.
2

: ; o " , . o
Wir setzen x;=a' und xz=§. Wire o =1=§

und tana>0 (0 <a<90°), so folgt, daB tana

1 1 1 1 .
— und —— ——— verschiedene
sina’ . a cosa o

sin— COoS—

3 3
Vorzeichen haben. Also folgt aus

1 1 1 1 ,
tana | ———}=——-———1a'=7,
sina’ . a/ cosa o 3

sin S

d.h,, g’ drittelt den Winkel a.

Wir mochten nun eine Aufgabe stellen:
® Vereinfache den Ausdruck!

P=(x+a)(x2+a?)..(x" '+a?"})

Eine AG Zeichnen stellt sich vor:

In unserer Schule schneiden zahlreiche Schii-
ler gern Faltschnitte. Diese Technik ist im
Kunsterziehungsunterricht in verschiedenen
Klassenstufen eingebaut. Wir iiben sie aber
auch in der AG Zeichnen. Es gibt mehrere
Arten von Faltschnitten:

Einachsige Faltschnitte, Reihenschnitte und
Zentralfaltschnitte. Das im Titelblatt gezeigte
Bild ist ein Zentralfaltschnitt. Der Graphiker
der alpha wihlte aus einem schénen Sorti-
ment von Arbeiten anldBlich des Jahres des
Kindes den Schnitt der Schiilerin Iris Lange,
Klasse 4, aus. Eine Papierscheibe wurde zwei-
mal gefaltet, und die Figuren wurden halb-
seitig aufgezeichnet. Die Uberraschung nach
dem Schneiden ist jedesmal wieder groB, ob-
wohl alle wissen, daB durch die Faltung
Figuren und Gegenstinde mehrmals achsial-
symmetrisch erscheinen.

Chr. Bachmann, Kunsterzieher
an der Goethe-OS Limbach-Oberfrohna
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

Verteilungen

1. Im Anfangspunkt eines Zahlenstrahls
schichten wir eine Anzahl von Plattchen oder
gleichartigen Miinzen aul. Jetzt soll, wenn
moglich, die Halfte der Plittchen um ein
Feld nach rechts verschoben werden. Es 148t
sich die Aufgabe nur [iir gerade Startanzahlen
durchfithren. Dabei entstehen folgende Ver-
teilungen. (Bild 1)

Die nichste Aufgabe besteht in der Fortset-
zung der Verschiebung. Von jedem der zwei
entstandenen Plattchentiirme soll, wenn mog-
lich, gleichzeitig wieder die Hillte um ein Feld
nach rechts verschoben werden. Es 148t sich
die Verschiebung mit zwei Schritten nur fiir
die durch 4 teilbaren Startanzahlen durch-
fithren. —

Dabei entstehen folgende Verteilungen.

(Bild 2)

Nun fithren wir eine Verschiebung in drei
Schritten durch. Von jedem der drei ent-

standenen Plittchentiirme wird jeweils wie-
der die Hilfte abgehoben und die abgehobe-
nen Plittchen je ein Feld nach rechts ver-
schoben. Da man fur jeden Schritt die vor-
liegenden Anzahlen durch 2 teilen muf, kann
dann die Verschiebung mit drei Schritten nur
fiir die durch 8 (=2%) teilbaren Startanzahlen
durchgefiihrt werden.

Bei acht Ausgangsplittchen entsteht folgende
Verteilung. (Bild 3)

Fiille bitte die anschlieBende Tabelle fiir eine
3-Schritt- und 4-Schritt-Verschiebung aus!
Fiihre entsprechende Verschiebungen durch,
wenn in jedem Schritt ein Drittel von den
Plattchentiirmen abgehoben und nach rechts
transportiert wird!

Jetzt miissen die Startanzahlen fiir die Aus-
filhrbarkeit des ersten Verschiebungsschrittes
durch 3 teilbar sein. Wenn noch ein zweiter
Schritt ausfiihrbar sein soll, so miissen die
Startzahlen sogar durch 9 (=3?) teilbar sein.
Fertige dir entsprechende Tabellen an, und
bestimme die Verteilungen nach drei und vier
Schritten!

2. Wir zeichnen uns zunidchst Quadrate von
der Seitenldnge 1, 2, 3 und 4cm und teilen
diese jeweils in ein Quadratgitter der Seiten-
linge 1 cm (Bild 4).

Jedes dieser Quadrate stellen wir auf eine ihrer
Ecken. In diesen auf der Spitze stehenden
Quadraten benennen wir die Punkte in der
angegebenen Art und zeichnen ebenso Pleile
ein sowie die Werte % an diese Pfeile (Bild 5).
In dem Eingangspunkt E soll nun eine An-

zahl von Plattchen starten, davon sollen jetzt
langs der Pfeile die Hilfte nach links und die
andere Hilfte nach rechts abwandern. Wir
fragen, wieviel Plittchen in den Punkten Ao,
Ay; Ao, A1, Az; Ao, Ay, A2, A3 und schlieBlich
im letzten Fall in den Punkten Ao, A4, 43,
A, A4 anlangen? Damit die fortgesetzte Hal-
bierung méglich ist, muB man bei Quadrat
(1) mit einer durch 2 teilbaren Zahl in E
starten, bei Quadrat (2) mit einer durch 4
(=2?), bei Quadrat (3) mit einer durch 8
(=2%) und endlich bei Quadrat (4) mit einer
durch 16 (=2*) teilbaren Zahl beginnen. Wir
erhalten die gleichen Verteilungen wie bei den
Verschiebungen von Aufgabe 1. )

Bewertet man die nach rechts verlaufenden

Pfeile anstelle mit % jeweils mit % und die nach

links verlaufenden Pfeile mit % und nimmt die

Aufteilung der Pléttchentiirme nach diesen
Anweisungen vor, so erhdlt man in den Aus-
gabepunkten Ao, A1; Ao, Ay, Az; ...; Ao, Ay,
A,, A3, A4 die Verteilungen fir die durch 3;
9; 27 und 81 teilbaren Zahlen.

3. Man kann sich noch viele andere Ver-
schiebungspline aufstellen. Wir wollen noch
zwei angeben.

Mit welchen Anzahlen von Plittchen muB
man in dem Eingang E des Verschiebungs-
planes des Bildes 6 beginnen, damit am Aus-
gang A nach einer Anzahl von Ziigen wirk-
lich Plittchen anlangen?

Im ersten Schritt erfolgt eine Aufteilung in

1/ 3\ 1 1/ 2 .
3 (=3>, 3 und 3 ( —3>, d.h,, die Startanzahl

3 — S
0 1 %
[} .
[
= E H B =8 =
0 1 ° 1 ) 1 0 1 2
o L] Bild 3
n a—— — ——
— ni:] [ ]
= Bild 1 == = H B
4 1 0 1 0 1 2 3
' E ' (=== =S ) -
0 1 ] 1 o 7 2 Bild 4
i Bild 2
tn —3 . 3 D
— L 3 -
= HE el
=T T T T —r T T
0 1 0 1 0 1 2
Verteilung Verteilung Verteilung Verteilung
nach 1. Schritt nach 2. Schritt nach 3. Schritt nach 4. Schritt
Startanzahl Platz Platz Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz | Platz
0 1 0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 3 4
16
32
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Bild 6 é
1 4
2 U
1 A
E H I3 £
T RNGR!
§
; 1
A Bild 7 /] A

muB durch 6 teilbar sein. Die im ersten Zug
zum Mittelpunkt gelangende Pléttchenzahl
muB durch 3 teilbar sein, wenn die im zweiten
Schritt angewiesene Aulfteilung moglich sein
soll. Die Pldttchenaufteilung ist also bei den
durch 6 - 3=18 teilbaren Startzahlen auch im
zweiten Zug moglich.
Stelle fest, wieviel Plittchen bei den Start-
zahlen 18, 36, 54 jeweils im ersten Zug nach
A, im zweiten Zug nach 4 und wieviel im
dritten Zug nach A4 gelangen!
Lose entsprechende Fragen fiir den Vertei-
lungsplan in Bild 7! Mit welchen Start-
anzahlen muB man in E beginnen? Bei wel-
chen Startanzahlen bleiben keine Plittchen
stecken, sondern gelangen alle wirklich zum
Ausgang A?
Wieviel Ziige benotigt man dalfiir?
Zeichne dir in einer Skizze die Wege fur die
einzelnen Zugfolgen auf! Erstmalig konnen
nach zwei Ziigen Plattchen in 4 anlangen.
Es sind die moglichen Wege dafiir ebenfalls
in Bild 7 hervorgehoben. Finde auch die 3er
Wege heraus! Gibt es auch 4er Wege?

J. Flachsmeyer

Eine Aufgabe —

verschiedene L.osungen

Wir stellen auch diesmal wieder Losungsva-
rianten zu Wettbewerbsaufgaben vor, die bei
uns eingegangen sind. Sie mogen unseren
aktiven Teilnehmern am alpha-Wettbewerb
Anregungen zum L&sen von Aufgaben ge-
ben.

Im Heft 5/1978 verdffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 w1780 Gesucht sind alle dreistelligen,
aus verschiedenen Ziffern bestehenden natiir-
lichen Zahlen, die in dekadischer Darstellung
die Form z=abc haben und folgende Eigen-
schaften besitzen:

a) Ihre Quersumme ist eine gerade Zahl.

b) Die Differenz aus den Zahlen, die den er-
sten beiden Ziffern entsprechen, ist dreimal so
groB wie die Differenz aus den Zahlen, die
den letzten beiden Ziffern entsprechen.

Im Heft 2/1979 veroflentlichten wir dazu eine
Losung:

Fiir die gesuchten Zahlen z=abc solla+ b +¢
durch 2 teilbar sein und a—-b=3-(b—c) gel-
ten. Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
(1) Aus b—c =0 folgt b=c, was nicht moglich
ist, da b=+ ¢ sein soll.

(2) Aus b—c=1 folgt a—b=3 und somit

a=b+3 b=c+1 ¢ a+b+c
4 1 0 5

5 2 1

6 3 2 11

7 4 3 14

8 5 4 17

9 6 5 20

Nur von den Zahlen 521, 743, 965 ist die
Quersumme eine gerade Zahl.
(3) Ausb—c=2folgta—b=6

und somit

a=b+6 b=c+2 ¢ a+b+c
g 2 0 10

9 3 1 13

Nur von der Zahl 820 ist die Quersumme
eine gerade Zahl.

@ Aus b—c=3 folgt a—b=9 und somit
a=b+9 und b=c+3, also a=(c+3)+9
=c+ 12, was nicht moglich ist.

Es existieren genau vier Zahlen mit den gefor-
derten Eigenschaften:

sie lauten 521, 743, 820 und 965.

Wir stellen nun die Lésung von Jens-Uwe
Meyer aus Halberstadt vor, der Schiiler der
Klasse 7 der Marx-Engels-Oberschule ist.
Jens-Uwe loste diese Aufgabe wie [olgt:

Die Differenz aus den Zahlen, die den letzten
beiden Ziffern entsprechen, muf3 mindestens
gleich 1 sein. Die Differenz aus den Zahlen, die
den beiden ersten Ziffern entsprechen, muf3
mindestens gleich 3 sein. Ich nehme eine Fall-
unterscheidung vor:

(1) Fiir z=abc gelte b—c=1; die aus den
letzten beiden Ziffern gebildeten Zahlen k6nn-
ten dann 10, 21, 32, 43, 54, 65, 76, 87, 97 sein.
Die erste Ziffer miiSte dann in dieser Reihen-
folge 4, 5, 6, 7, 8, 9 sein, d. h,, es entfallen die
Zahlen 76, 87, 97. Von den Zahlen 410, 521,
632, 743, 854, 965 haben nur die Zahlen 521,
743, 965 eine gerade Zahl als Quersumme.

(2) Fiir z=abc gelte b—c=2; die aus den
letzten beiden Ziffern gebildeten Zahlen konn-
ten dann 20, 31, 42, ..., 97 sein. Die erste
Ziffer miiBte dann in dieser Reihenfolge 8 und
9 sein, d.h., es entfallen die Zahlen 42 usw.
Von den Zahlen 820 und 931 hat nur 820
eine gerade Zahl als Quersumme.

(3) fir z=abc gelte b—c=3; wegen a—b=9
existiert in diesem Falle keine Losung.

Die gesuchten Zahlen lauten 521, 743, 820,
965.

Wir stellen nun die Losung von Alexander
Goldberg aus Dresden vor, der Schiiler der
Klasse 7d der 59. POS ,,Max Zimmering" ist.
Alexander 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Fiir die Zahlen z=abc gilt a>b>c und
a+b+c=2k, wobei k eine natiirliche Zahl
ist. Ausa—b=3-(b—c) lolgt a=4b—3c.
Durch Einsetzen erhalten wir
4b—3c+b+c=2k, also 5b—2¢=2k. Daraus
folgt weiter, daB b eine gerade Zahl sein muB.
Wegen b > c konnte b gleich 2, 4, 6 oder 8 sein.
Ich stelle eine Tabelle auf:

a b c
8 2 0
5 2 1
16 4 0 nicht méglich
13 4 1 nicht méglich
10 4 2 nicht méglich
7 4 3
9 6 5

Da a>b kann fir b=8 nur a=9 sein. In
diesem Fall ist a — b nicht durch 3 teilbar. Die
Zahlen lauten 521, 743, 820, 965.
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

. Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1980

Allen alpha-Lesern

SCHONE
WUNS CHE
FUR1980

und viel Erfolg beim Knacken aller
50820667990!
Mit diesem Kryptogramm danken wir all
unseren Mitarbeitern des In- und Auslandes
fir die zahlreichen Ideen zur inhaltreichen
Gestaltung unserer Zeitschrift. Den iiber
4000 Teilnehmern am alpha-Wettbewerb,
die ein Abzeichen und eine Urkunde erhielten,
sprechen wir unsere Anerkennung fir diesen
Erfolg aus und wiinschen, daB auch im Wett-
bewerbsjahr 1979/80 wieder iiber 90000 Lo-
sungen bei uns eintreflen.
Unseren 55000 Lesern wiinschen wir ein er-
folgreiches und gesundes Neues Jahr.
Redaktion alpha

Mathematik

Ma5 a1909 Drei Schnecken machen von
einer gemeinsamen Startlinie aus einen ,, Wett-
lauf* zu einem Ziel, das 1 Meter entfernt ist.
Sie kriechen mit gleicher konstanter Ge-
schwindigkeit. Die Schnecke A4 kriecht im-
mer Scm vorwirts; danach legt sie eine
Pause von jeweils 6 Sekunden ein. Die
Schnecke B kriecht immer 10cm vorwirts;
dann macht sie jeweils 12 Sekunden Pause.
Die Schnecke C kriecht immer 20cm vor-
wirts; sie macht danach jeweils eine Pause
von 25 Sekunden Dauer. In welcher Reihen-
folge kommen die Schnecken im Ziel an?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 w1910 Zeichne auf kariertem Papier
ein Rechteck, das die sechsfache Breite und
die achtfache Linge eines Karos besitzt!
Zerlege dieses Rechteck durch Strecken ent-
lang des Gitternetzes so, daB genau

a)4 Quadrate, b) 6 Quadrate, c) 8 Quadrate
entstehen! Fertige hierzu drei verschiedene
Skizzen an!
(Eine Begriindung ist nicht erforderlich.)

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$5 #1911 a) Zeichne drei beliebig groBe

Kreise so, daB sechs von Kreisbogen begrenz-

te Flichen entstehen, die man zum Beispiel
verschiedenfarbig ausmalen konnte!
b) Zeichne nun drei Kreise so, daB sieben
solcher Flachen entstehen!
¢) Zeichne schlieBlich vier Kreise so, daB
moglichst viele solcher Flichen entstehen,
und gib die Anzahl der Flichen an!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$5 ®1912 Bernd kault auf dem Postamt
insgesamt 10 Briefmarken, und zwar 20-Pf-
Marken und 25-Pf-Marken. Dafiir muB er
insgesamt 2,15M bezahlen. Wieviel 20-Pf-
Marken und 25-Pf-Marken hat Bernd ge-
kauft?

Schiiler Wieland Handke, Pulsnitz, K1. 6

Ma5 a1913 Von den 36 Schiilern einer
Klasse nimmt jeder an genau einer der Sport-
arten Leichtathletik, Tischtennis, Schwim-
men, Schach und Judo teil. Der neunte Teil
der Anzahl der Schiiler dieser Klasse nimmt
entweder an der Sportart Schach oder Judo
teil; dabei ist die Anzahl der Teilnehmer
der Sportart Schach groBer als die der Sport-
art Judo. An der Sportart Tischtennis beteili-
gen sich zweimal soviel Schiiler wie an der
Sportart Schach. Mehr als die Hilfte der An-
zahl der Schiiler dieser Klasse betreibt Leicht-
athletik. An der Sportart Schwimmen be-
teiligen sich mehr Schiiler als am Tischtennis.
Ermittle fir jede dieser Sportarten die Anzahl
der an ihr teilnechmenden Schiiler dieser
Klasse!

Schiiler Manfred Opaterni, Babelsberg

Thiss Lusber, 26 Gunsrow, Werdersér. 22 Ma7n

Kersting-0S, Klawse 7 g| 1369
- 30 e 150

Pridikat: ol
______._M:_ _______________________ [ S —— -

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alle «ipha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich--
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut pgeldst™, ,gut gelost™ oder ,.gelost.
Schiiler, welche nur einen SchiuBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost*.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1979/80 lauft
von Heft 5/79 bis Heft 2/80. Zwischen dem
1. und 10. September 1980 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80 erworbenen Karten geschlossen an
die Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickgesandt,
wenn ein Riickumschlag mit ausreichender
Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/80 ver6ffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/79
bis 2/80) erhalten hat und diese einsendet, er-
hilt eine Anerkennungsurkunde und ein Ab-
zeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die bereits
zwei _Anerkennungsurkunden besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1979/80 einsenden, erhalten das alpha-
Abzeichen in Gold (und die Urkunden zu-
riick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daf§
die Postleitzahl des Absenders nicht verges-
sen wird. Redaktion alpha



Ma5 m1914 Ein Spazierginger befragte
eine Wandergruppe nach der Anzahl der Teil-
nehmer an der Wanderung. Ein Pfiffikus ant-
wortete: ,,Wiren es dreimal soviel Teilneh-
mer wie es sind und noch 10 Teilnehmer
mehr, dann wiren es 50 Teilnehmer mehr als
die doppelte Anzahl der Teilnehmer.“ Wie
viele Personen nahmen an dieser Wanderung
teil? Schiiler Uwe Wollert, Edderich, KI. 8

Ma6 1915 Im Finale um den FDGB-
Pokal im Handball gab es im Jahre 1978

folgende Ergebnisse:

SC Magdeburg (SCM) 6 Punkte,
ASK Vorwirts Frankfurt/O. 6 Punkte,
SC Empor Rostock (SCE) 5 Punkte,
Post Schwerin (PS) 2 Punkte,
SC Dynamo Berlin (SCD) 1 Punkt.

Dabei wurden fiir einen Sieg 2 Punkte, [ir ein
verlorenes Spiel keine Punkte, fiir ein unent-
schiedenes Spiel je Mannschalt ein Punkt ver-
geben. Es spielte jede Mannschaft gegen jede
genau einmal. Der SC Magdeburg (SCM)
blieb ungeschlagen. Das Spiel zwischen dem
ASK und dem SCD ging unentschieden aus.
Es sind die Ergebnisse aller Spiele zu ermit-
teln. Schiiler Frank Erdmann, Zeitz

Maé ®1916
ab
+ be
+ ca
abce
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern, verschiedene

Buchstaben verschiedene Ziffern.

Nach der sowjetischen
Schiilerzeitschrift Quant

In dem Schema

Maé6 81917 Vervolistindige die nachste-
hende Tabelle! Dabei sind a, b und ¢ natiir-
liche Zahlen

a b c {a—b)?-c a®-(b—o)
7 6 98
6 2 18
1 0 16
9 5 81
0 1
1 9

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Maé6 m1918 Welche geordneten Zahlentri-
pel [a,b,c] aus natiirlichen Zahlen g, b und ¢
erfiillen zugleich die beiden Gleichungen
a+b+c=20und a—-b=>5¢?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 ®1919 Die Abbildung stellt ein gleich-
seitiges Dreieck ABC mit seinen drei Hohen
AP, BQ, CR dar. Die Parallele zu BQ durch 4
schneidet die Parallele zu AP durch B im
Punkte D. Die Parallele zu BQ durch C schnei-
det die Parallele zu CR durch B im Punkte E.

Die Parallele zu CR durch A4 schneidet die
Parallele zu AP durch C im Punkte F. Es ist
nachzuweisen, daB die Seiten des Sechsecks
ADBECF gleich lang sind.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

" Ma7 #1920 Ein Schiiler hat eine Gleichung

zu l6sen; er geht wie folgt vor:
56x+252 =T2x+196,
56x—196 =72x—252,
7-(8x—28)=9 - (8x—28),
7=9.
Wo steckt der Fehler?
Herr Jochen Schréder, Riesa

Ma7 w1921 An einer Mathematikarbeit,
deren Leistungsdurchschnitt die Note 1,88
ergab, beteiligten sich 25 Schiiler. Es erzielten
halb soviel Schiiler die Note 3 wie die Note 2.
Die Note 3 erhielten doppelt soviel Schiiler
wie die Note 4. Kein Schiiler erhielt die Note
S. Wieviel Schiiler erhielten die Noten 1, 2, 3
bzw. 47

Schiiler Joachim Braun, Kofdorf, KI. 5

Ma7 w1922 Gegeben sei ein Trapez ABCD
mit den parallelen Seiten AB und ﬁ, deren
Lingen sich wie 5:4 verhalten. Die Mittel-
linie EF dieses Trapezes ist 54cm lang.
Welche Linge haben die beiden parallelen
Seiten AB und CD?

Herr A. Giinther, Altenburg

Ma7 w1923 Eine aufgestellte Malerleiter
bilde ein gleichschenkliges Dreieck, dessen
Basislange sich zur Schenkellinge wie 2:5

verhilt. Ein Schenkel ist um 1,5 m ldnger als

die Basis. Wieviel Zentimeter stehen die Lei-
terenden am FuBboden auseinander?
Herr A. Giinther, Altenburg

Ma8 a1924 Man beweise, daB fiir alle gan-
zen Zahlen q der Term ¢ —g durch 6 teilbar
ist.

Schiiler Ralf Taubmann, Sonneberg, K1. 9

Ma8 w1925 Es ist zu beweisen, daB das
Produkt m-n der zwei natiirlichen Zahlen
m und »n bei Division durch 6 den Rest 1 140t,
wenn jede der Zahlen m und n bei Division
durch 6 den Rest 5 14Bt.

H. Engelmann, Sachsendorf

Ma8 #1926 Wenn Lena 409, vom ihrem
Geld und Sweta 45% von ihrem Geld gibt,
dann sind das zusammen 2 Rubel 15 Kope-
ken. Wenn Sweta 409/ ihres Geldes mit 459
von Lenas Geld zusammenlegt, betragt die
Summe 2 Rubel 10 Kopeken. Wieviel Geld

besitzt jedes der Madchen? (1 Rubel hat
100 Kopeken)
Jérg Bruchertseifer, Dubna, K|. 8

Ma8 #1927 In das abgebildete Parallelo-
gramm ABCD wurde die Diagonale AC ein-
gezeichnet. Durch einen beliebigen inneren
Punkt E der Diagonalen AC sind die Paralle-
len zu AB und zu AD gezeichnet. Es ist zu
beweisen, daB die Parallelogramme IBGE
und FEHD flacheninhaltsgleich sind.

Schiiler Andreas Loffler,
Halle-Neustadt, KI. 8
2] H ¢
F [}
A 7 8

Ma9 ®1928 Jemand behauptet: Es gibt
zwei ganze Zahlen, deren Produkt 16 ist.
Addiert man die Quadratwurzeln dieser bei-
den Zahlen, so erhilt man als Summe die
Zahl 4. Stimmt diese Behauptung?

Schiiler Roland Kamke, Rostock, K1. 8

Ma9 #1929 Man ermittle alle Quadrupel
von vier aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
a, b, ¢, d, fir die folgendes gilt:
Das Produkt aus der kleinsten und zweit-
groBten Zahl ist gleich der Summe aus den
beiden anderen Zahlen.

Schiiler Torsten Siebert, Gorlitz, KL 10

Ma9 ®1930 Gesucht sind alle Paare ein-
stelliger natiirlicher Zahlen a und b, fiir die
das arithmetische Mittel gleich dem geo-
metrischen Mittel ist. Es ist zu beweisen, daB
alle zweistelligen Zahlen, die man mit diesen
Ziffern g und b bilden kann, durch 11 teilbar

sind. Baufacharbeiter Frank Walter,

Berlin,z.Z. NVA
Ma9 ®1931 Es ist zu untersuchen, ob die
Ungleichung

510+610<710

eine wahre Aussage darstellt. Sch.

Ma10/12 w1932 Als Uwe die Schule ver-
1aBt, zeigt die Schuluhr 13.00 Uhr, seine
eigene Uhr 13.02 Uhr an. Zu Hause ange-
kommen, zeigt seine Uhr 13.07 Uhr und die
Museumsuhr 13.05 Uhr an.
Die Schuluhr geht immer vor (1),
die Museumsuhr geht nie nach (2),
und Uwes Uhr geht héchstens 3 min
vor oder nach (3).
Wann verlie8 Uwe die Schule, und wann kam
er zu Hause an?

Schiiler Thomas Richter, Leipzig, KI. 12

Ma10/12 #1933 Man konstruiere ein recht-

winkliges Dreieck ABC mit ¥ BCA=90°,

h.=4cm und s,=7,5cm. Die Konstruktion
ist zu begriinden.

Schiiler Karsten Schlutter,

Wittstock, K1. 10

Ma10/12 1934 In dem abgebildeten Drei-
eck AABC ist die Winkelhalbierende CD des
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Winkels ¥ BCA eingezeichnet. Uber AD wer-
de ein Rechteck mit den Seiten AD und CB
und iiber AC werde ein Rechteck mit den
Seiten AC und DB errichtet. Wie verhalten
sich die Flacheninhalte beider Rechtecke zu-

einander? Lehrling Axel Schulz, Greifswald

(4

A ] 8

Ma10/12 ®1935 Gegeben sei ein beliebiges
Rechteck ABCD. Man konstruiere eine voll-
standige Aufteilung der Fliche von ABCD
in eine Dreiecks, eine Parallelogramm- und
eine Trapezlliche. Die Dreiecksfliche soll
einen halb so groBen Inhalt haben wie jede
der beiden anderen Flichen. Die Konstruk-
tion ist zu begriinden. Fr.

Physik

Ph6 m66 Ein vierachsiger GroBraumwagen
der Deutschen Reichsbahn hat eine Eigen-
masse von 27100 kg und ist mit 52 m* Roh-

braunkohle mit der Dichte g=960% bela-

den. Berechne die Gesamtmasse des belade-
nen Wagens in t! '
Ing. Armin Korner, Leipzig

Ph7 867 Eine Elektrolokomotive erreicht
an einer Steigung eine Geschwindigkeit von

km
90 'y
Berechne die Leistung in PS und in kW!

und eine Zugkraft von rund 11000 kp.

Ph8 w68 In einer Gasflasche herrscht ein
Druck von 75at bei 15°C. Auf wieviel at
erhoht sich der Druck, wenn die Temperatur
um 30°C steigt? Gib den Druck auch in Pa
(Pascal) an!

Ph9 69 Ein StraBenbahnzug besteht aus
dem Triebwagen mit der Masse 16 t und dem
Anhinger mit der Masse 8t. Er wird elektrisch
gebremst. Dazu wird der Motor als Generator
geschaltet. Es wird eine Spannung induziert,

die gemiB U =k - v mit k=60§ mit der Ge-

schwindigkeit rzusammenhingt.

a) Wie groB muB der an den Generator an-
geschlossene Bremswiderstand mindestens
sein, damit der Triebwagen nicht gleitet,
wenn nur dieser gebremst wird? v=50 kTm;
Haftreibungskoeflizient uo =0,2; iibrige Rei-
bung vernachlissigt. )

b) Welche Wirmemenge wird bei einmaligem
Bremsen bis zum Stillstand frei?

c) Wie grof ist die auftretende Verzogerung
am Anfang des Bremsens (Bremswiderstand
wie bei a))?
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Anmerkung: Man beachte die Einheitenum-
lkgm? |,

rechnung 1 V=ng:—, die man iiber die Be-

ziehung 1 Ws=1 Nm=1 VAs erhalten kann.

Annelie Meyer, Silberstrafe

Ph10/12 w70 Eine Pendeluhr geht in Mee-
resspiegelhohe richtig. Wieviel Sekunden geht
sie tédglich falsch, wenn sie an einen Ort ge-
bracht wird, der die Hohe 750 Meter iiber
NN hat? (Erdradius r=6370 km)

Annelie Meyer, Silberstrafie

Chemie

Ch7 =53 220g Braunkohle vom VEB
Braunkohlenwerk in Borna werden 2 Tage
bei Zimmertemperatur an der Luft getrock-
net. Danach hat die Kohle nur noch eine
Masse von 192,6 g. Berechne den Feuchtig-
keitsgehalt, den die Kohle nach zwei Tagen
noch besitzt!

Ch8 @54 Bei der Chlorkalielektrolyse ent-
steht eine 11%ige Natronlauge. Zu 10kg
dieser Natronlauge werden 251 Wasser zu-
gegeben. Wieviel prozentig ist die neue Lo-
sung? Welche Masse Kochsalz 148t sich aus
10 kg 11%;iger Natronlauge herstellen?

Ch9 =55 Einer 0,5-1-Flasche mit 40%igem
Alkohol wurde eine bestimmte Menge ent-
nommen und die gleiche Menge durch Was-
ser ersetzt. Dadurch ist ein 32%;iger Alkohol
entstanden. Welche Fliissigkeitsmenge in ml
(Alkohol und Wasser) wurde entnommen?

Ch10/12 w56 Ein Zimmer hat folgende Ab-
maBe: Linge 10 m, Breite: 5m, Hohe: 4 m.
Die Luft dieses Zimmers ist durch Schwefel-
wasserstoff im Verhiltnis 1:5000 verunrei-
nigt. Gereinigt wird durch Chlorkalk. Berech-
nen Sie die Masse an Chlorkalk mit 30%;
wirksamem Chlorgehalt, die zur Reinigung
bei 20°C und 780 Torr eingesetzt werden

muB! (H,S+Cl,»2HCI+S) O O
O

Er blickte so unverwandt in die Zukunft,
daB er die Gegenwart tibersah...

Losung zu: Schone Wiinsche fiir 1980
Wir danken dem Musikpidagogen Dr. Chri-
stian Lange vom IfL Leipzig, einem aktiven
Leser unserer alpha, fiir das schéne Krypto-
gramm.
Die einzige mogliche Losung lautet:
982160

3769820

4751980
Daraus ergibt sich fiir 50820667990 Rechen-
niisse.

Kleine
Knotenschule

Die Winterszeit regt zum Basteln an. Aus der
»Fur Dich* 12/79 entnahmen wir fir unsere
Leser die vorliegende kleine Knotenschule.
Mit etwas Geschick und vor allem Geduld
lassen sich daraus Umhingetaschen, Schliis-
seltaschen oder Halsbinder fertigen.

1. a) Einhidngen der, Fiden/Vorderseite
b, ¢, d verschiedene Arten der Doppelaufhin-

gung

a)

b)

d)

SERE!

2. a) Weber- oder Doppelknoten, die Arbeits-
fdden rechts und links werden um die Ein-
legefidden geschlungen.

b) Halber Weberknoten, der Knoten wird so
gekniipft, daB der linke Arbeitsfaden immer
vor den Einlegefiden liegt. Dadurch dreht
sich das gekniipfte Band zu einer Spirale.

a)

b)

3. Rippenknoten, er kann von der Vorder-

. und von der Riickseite aus verwendet werden.

Die Richtung des Einlegefadens bestimmt die
waagerechte, diagonale oder senkrechte Rei-
hung.



a) waagerechter Rippenknoten

b) diagonaler Rippenknoten

c) senkrechter Rippenknoten

4. Perlknoten, nach einer Anzahl Weberkno-
ten werden die Einlegefaden durch die Schlin-
gen des ersten gefddelt und zu einer Rundung
zusammengezogen. Die Anzahl der Weber-
knoten bestimmt die Gr68e der Perle.

5. Versetzte Weberknoten, Einlege- und Ar-
beitsfiiden werden wechselweise getauscht.
Diese Art 148t sich auch mit dem halben
Weberknoten ausfiihren.

6. Ein Beispiel [ir die Kombination ver-
schiedener Knoten mit eingearbeiteten Per-
len.
U. Kdhler

Wir basteln

ein Modell von der Bienenzelle

In Heft 1/1979 fanden wir einen Beitrag mit
der Uberschrift ,Die Biene als Geometer®.
Darin wurde uns der geometrische Aufbau
einer Bienenzelle und einer Bienenwabe be-
schrieben. Dieser Aufsatz weckt in uns das
Verlangen, auch selbst einmal ein Modell der
Bienenzelle als geschlossenes konvexes Poly-
gon aus Papier zu basteln. Wir geben euch
hier eine Vorlage dazu.

Schneidet zundchst die Teile 1, 2 urd 3 ent-
sprechend den Vorgaben des Bogens aus!
Teil 1 liefert die sechs Seitenwinde der Bie-
nenzelle, Teil 2 den Zellboden und Teil 3 den
Zelldeckel. Vor dem Zusammenkleben der
drei Teile zu unserem Modell sind die Korper-
kanten durch Anbringen von sauberen Falzen
entsprechend den Vorgaben des Modellbo-
gens an Teil 1 und Teil 2 herauszuarbeiten.
Auferdem sind die Klebestreifen A, B, C und
D an den Teilen 1 und 2 durch Falzen in die
vorgesehene Stellung zu bringen.

Bestreicht zuerst den Klebestreifen A von
Teil 1 mit Klebstoff, und verbindet die sechs
Zellenwinde zu einem geschlossenen Band!
Bestreicht den Klebestreifen D von Teil 2 mit
Klebstofl, und gebt dem Zellboden die vor-
gesehene Gestalt!

Nach Eintrocknen der Leimstelle 4 kénnen
die sechs Klebestreifen B von Teil 1 mit Leim
bestrichen und der Zelldeckel (Teil 3) auf-
gepaBt werden. Nun warten wir, bis die Klebe-
stellen B und D eingetrocknet und gefestigt
sind. AbschlieBend sind die Streifen C mit
Klebstoff zu versehen und der pyramiden-
formige Zellboden (Teil 2) auf das Sechseck-
prisma aufzusetzen.

Teil 1
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Beim Leimen sind alle Klebstellen gut aufein-
ander zu pressen. Mit einem Bleistift oder
einem Holzspachtel 148t sich an schlecht zu-
ginglichen Stellen leicht nachhelfen. LaBt
zwischen zwei Leimvorgingen stets hinrei-
chend Zeit, bis sich die Verbindungen an den
Leimstellen gut gefestigt haben! Wenn eine
groBere Zahl von Freunden je eine Zelle
basteln, dann konnt ihr diese Zellen einmal
zu einem Wabenstiick zusammensetzen.

Bei der Erarbeitung des Modellbogens waren
u.a. folgende geometrische Beziehungen zu
beachten:

1. In den Basisrhomben verhalten sich die
Lingen der Diagonalen wie 1 ]/5

2. Die stumplen Winkel der Basisrhomben
sind groBengleich mit den stumpfen Winkeln
der Seitenflichen des Prismas. Fiir den
stumpfen Winkel o, auch Maraldi-Winkel
genannt, gilt die Bezichung tana= —2]/5.
Daraus ergibt sich fiir « die Winkelgr68e von
109°28'16".

Weise durch Herleitung der Bienenzelle aus
dem Wiirfel die Giiltigkeit dieser geometri-
schen Beziehungen nach!

E. Schréder
\
™ Teil 2
A
5 Teil 3
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In freien Stunden Blpha heiter

Stadtplan

Welches ist das nicht weile Haus, dessen nordlicher
Nachbar nicht gestreift und dessen siidlicher Nachbar
nicht schwarz, im Westen und Osten jedesmal nur von

Biumen umgeben ist? Aus: Fules, Budapest
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Eulenspiegel-Leser lieferten zu untenstehender lustiger

Vignette witzige Unterschriften:

® Ich schlage vor, daB 6 +3 =9 ist. Wer dafiir ist,
den bitte ich um das Handzeichen.

® EIf wiirde ich als Kellner sagen.

® Herr Lehrer, ich hab’ meinen Taschenrechner
vergessen !

,.Schriftlich oder im Kopf?**
Des Menschen Tugend

Der Mensch gleicht einem Bruch: Der Zahler ist, was
er ist, der Nenner, was er zu sein glaubt. Je groBer der
Nenner, desto kleiner der Bruch.

Lew Tolstoi (1828 bis 1910)
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Riitselspall mit n

Wir wollen im beriithmten Park von Saint-Soszé alle
Sehenswiirdigkeiten von 1 bis 21 besichtigen, aber jede
nur einmal und ohne einen Weg doppelt zu gehen.

Wie muf3 man laufen, um vom Eingang E zum Aus-

gang A zu gelangen?
g g Aus: Magazin 5/79

Abschied von 1979

Zeige, daB die Zahl
A=1979 +2-(1 +2+3 +... +1978)
eine Quadratzahl ist!

Mathematikfachlehrer W. Firg, Schwaz ( Osterreich)




Mit einem Schnitt

Jede der hier abgebildeten acht geometrischen Figuren
kann man durch einen einzigen geraden Schnitt mit der
Schere in ein Quadrat verwandeln, wie, das ist auf der
Zeichnung rechts gezeigt (darauf wird die Figur 4 zum
Quadrat B). Das ist aber die achte Figur. Und wie
macht man das mit den iibrigen sieben?

|

Knopfspielereien

l. Die neun Knopfe bilden acht Dreierreihen (drei
waagerechte, drei senkrechte und zwei diagonale).

00O
000
Q00O

Die Knopfe sind so anzuordnen, daB drei Viererreihen
entstehen.

2. Auf dem Tisch liegen 24 Knopfe, und zwar in drei
Reihen zu 11, sieben und sechs Stiick. In jeder Reihe
sollen aber acht Kndpfe liegen.

o] Jelejelel I l6] 1@
L Joje] Jelele.
Ce000e®

Wieviel Schiibe von Reihe zu Reihe sind notig, wenn
man von einer Reihe in die andere nur genau so viele
Knépfe schieben darf wie in dieser bereits liegen?

3. Rechts liegen drei schwarze Knopfe, links drei weile
und ganz links ist ein freies Feld. Nun sollen die
schwarzen und die weiBen Knopfe durch Ziehen oder
Springen ihre Plitze tauschen. Das freie Feld ist dann
ganz rechts. (In einem Sprung diirfen ein, zwei oder
drei Knopfe iiberquert werden, wenn dahinter das freie
Feld ist.)

Wie viele Bockspriinge sind notig?

Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern (gilt nur
fiir jeweils eine Aufgabe): .
DIE

HIER WIR HIER
STEHT HABEN BIRNE IST
MEIN EINEN IST EINE
VATER KATER KLEIN KATZE
A>T W<A,A>T T<ED<R S<N<I
Ing. J. Péncik, Prag
Silbenriitsel
Aus den Silben

a—al-be-blo-bo-ca-di—-di—-e-gen—-go—gi-
ka — kreis — kur — le — le — li — lier — mil - na — nal — ne -
ne—ne-— o — on — per —ra —ri — scha — spek — sub —sti —
ti—ti—tu—us—va—ve —ven
sollen Worter folgender Bedeutung gebildet werden:
1. gekriimmte Linie; 2. Verbindungsstrecke nicht be-
nachbarter Eckpunkte eines Vierecks; 3. Hilfsmittel
zum Zeichnen gekriimmter Linien; 4. Einsetzung;
5. Hilfte des Durchmessers; 6. Vorname des franz6si-
schen Mathematikers Jordan (1838 bis 1922); 7. hiufig
verwendetes Verfahren zur Darstellung von Kérpern;
8. Zeichengerit ; 9. zweidimensionales Gebilde; 10. Ge-
gensatz zu ,,Bild*‘.
Sodann entnimmt man jedem dieser Worter eine Silbe.
Aneinandergereiht ergeben diese den Namen eines be-
rithmten italienischen Mathematikers, der sich um die
Stereometrie verdient gemacht hat. Zur Erleichterung
sind durch die nachstehende Zahlenfolge die auszu-
wihlenden Silben angegeben:2;4;2;3;1;1;2;1;1:2
OS!R K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Bemerkenswerte Kurve

To construct this curve divide a circle inlo hundred equal paris. Number the peintr
of division from 1 10 100. Then lel one dirdcted line stari al each poinl N and jerminate
at the poinl corresponding fo the number 2N or 2N — 101.

137



XIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
Aufgaben und Losungen

der Kreisolympiade (14. 11.

1979)

Olympiadeklasse 5 N

1. In einer Konsumverkaufsstelle werden ge-
nau vier verschiedene Waschpulversorten 4,
B, C und D angeboten. Insgesamt sind
900 Pakete Waschpulver im Lager der Ver-
kaufsstelle vorhanden; jedes Paket hat 250 g
Inhalt. Ein Drittel des gesamten Lagerbestan-
des an Waschpulver ist von der Sorte A. Ein
Viertel des iibrigen Bestandes ist von der
Sorte B. Von der Sorte C sind ebenso viele
Pakete im Lager wie von der Sorte D.

a) Wieviel Pakete betragt fiir jede einzelne der
vier Sorten der Lagerbestand ?

b) Wieviel Kilogramm Waschpulver sind ins-
gesamt in den Paketen enthalten?

Losung: a) Fiir die Sorte A betrdgt wegen
900:3=300 der Lagerbestand 300 Pakete.
Fiir die Sorte B betrigt wegen 900 — 300 =600
und 600:4 =150 der Bestand 150 Pakete. We-
gen 600—150=450 und 450:2=225 betrigt
fir die Sorten C und D der Bestand je
225 Pakete.

b) Wegen 250-900=225000 und 225000g
=225 kg sind insgesamt 225 kg Waschpulver
in den Paketen enthalten.

2. In einem Bericht eines Schiilers iiber einen
60-m-Laul war zu lesen: ,,Es war ein span-
nender Lauf unserer Madchen. Astrid zog an
Doris vorbei und konnte dann ihren Vor-
sprung bis ins Ziel behaupten. Aul den letzten
Metern gelang es sogar noch Beate, Doris zu
iiberholen. Das war zwar eine anerkennens-
werte Leistung, jedoch kam Beate noch etwas
spiter ins Ziel als Christine. Doris wurde nur
teilweise den in sie gesetzten Erwartungen
gerecht; immerhin konnte sie Christine hinter
sich lassen.“ Konnen alle Aussagen dieses
Berichtes gleichzeitig wahr sein? Begriinde
deine Entscheidung!

Lésung: Wiren alle Aussagen des Berichtes
wahr, so hitte Beate Doris ,,aul den letzten
Metern iiberholt, und Doris hitte Christine
Hhinter sich gelassen®. Also wire Beate vor
Christine ins Ziel gekommen. Das steht im
Widerspruch zu der Aussage, Beate wire
»etwas spiter ins Ziel gekommen als Chri-
stine”. Folglich kénnen nicht alle Aussagen
des Berichtes gleichzeitig wahr sein.

3. Auf dem Arbeitsblatt sind ein Dreieck
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ABC, ein Verschiebungspfeil P; P, sowie ein
Dreieck 4,B,C, abgebildet.

Gesucht ist ein Verschiebungspfeil P P; mit

folgender Eigenschaft:

Wendet man auf das Dreieck ABC zuerst die
Verschiebung P P; und dann die Verschie-

bung Px—P; an, so entsteht das Dreieck
A2B>C,. Konstruiere einen Verschiebungs-
pleil ﬁ: mit dieser Eigenschaft! Verwende
dabei nur Lineal (ohne Benutzung der Milli-
metereinteilung), Zirkel und (nur zum Kon-
struieren von Parallelen) Zeichendreieck!
Eine Konstruktionsbeschreibung wird nicht
verlangt!

8
G
A
4
4

Losung : Beispiel einer als Losung moglichen
Konstruktion:

Weitere Punkte und Linien sind (natiirlich
zuldssig, aber) nicht erforderlich.

1
c l "
\ Py
N
[} =1
8
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4. Das untenstehende Muster einer Multipli-
kationsaufgabe soll so ausgefiillt werden, daB
in jedes Kistchen genau eine Ziffer einge-
tragen wird und daB dabei eine richtig ge-
rechnete Aulfgabe entsteht. Fiir gleiche Va-
riable sind gleiche Ziffern einzusetzen. Wie
iiblich soll 0 nicht als Anfangsziffer vorkom-
men. Fiir das Ausfiillen der leeren Kistchen
werden sonst keine weiteren Vorschrilten
gemacht.
xyz-8xz
xx88
oo x
oooo
oooooo

Begriinde, wie sich aus diesen Forderungen
eine vollstindige Eintragung ergibt!
Lésung: Aus dem ersten Teilprodukt ist er-
sichtlich, daB z-8 auf 8 endet; daher muB
z=1 oder z=6 gelten. Wire z=1, so konnte
das dritte Teilprodukt nicht aus vier Ziffern
bestehen, sondern nur aus drei. Folglich ver-
bleibt nur die Moglichkeit
z=06.
Aus dem zweiten Teilprodukt ist nun ersicht-
lich, daB 6 - x aul x endet. Da x auch als An-
fangsziffer vorkommt, also x#0 gilt, kann
folglich nur x=2 oder x=4 oder x=6 oder
x =8 sein. Wire x eine der Ziffern 4, 6, 8, so
wiirde das zweite Teilprodukt nicht dreistel-
lig, sondern vierstellig. Also verbleibt nur die
Maoglichkeit x =2.
Hiernach lautet das erste Teilprodukt 2288.
Wegen 2288:8=286 muB daher der erste
Faktor der Multiplikationsaufgabe die Zeh-
nerziffer y=8 enthalten.
Nun kann die vollstandige Eintragung durch
Fertigstellen des schriltlichen Multiplizie-
rens erfolgen. Man erhélt:
286 - 826
2288
572
1716
236236

Olympiadeklasse 6

1. Gegeben seien zwei einander schneidende
Geraden. Die Groen dreier der dabei ent-
stehenden vier Schnittwinkel haben die Sum-
me 226°.

Ermittle die GroBe jedes einzelnen dieser
vier Schnittwinkel!

Lésung: Die GroBen aller vier Schnittwinkel
haben die Summe 360°. Hiernach und wegen
360—226=134 hat einer der Schnittwinkel
die GréBe 134°. Von den iibrigen ist einer der
Scheitelwinkel dieses Winkels, hat also eben-
falls die GroBe 134°. Die anderen beiden
sind jeweils Nebenwinkel des zuerst genann-
ten Winkels. Wegen 180 — 134 =46 hat daher
jeder von ihnen die GroBe 46°.

Die gesuchten GroBen sind mithin: 134°,
46°, 134° und 46°.

2. In einem Regal einer HO-Verkaufsstelle
liegen sechs Geschenkartikel zum Preis von



I5SM, 16 M, 18 M, 19 M, 20 M bzw. 31 M,
von jeder Sorte genau ein Stiick.

Ein Kaufer kaufte genau zwei dieser Ge-
schenke, ein anderer genau drei. Der zweite
Kéulfer hatte doppelt soviel zu bezahlen wie
der erste.

Ermittle aus diesen Angaben, welche der sechs
Geschenke vom ersten und welche vom zwei-
ten Kiufer'gekauft wurden!

Lésung: Der Gesamtpreis aller sechs Ge-
schenke betrigt 199 M. Da genau finf Ge-
schenke gekauft wurden, blieb genau eihes
zuriick. War es zu

15M,16 M, 18 M, 19 M, 20 M bzw. 31 M,

so hatten beide Kiufer zusammen

104 M, 103 M, 101 M, 100 M, 99 M bzw. 88 M
gezahlt.

Zahlte der erste Kdufer x Mark, so bezahlte
der zweite 2x Mark. Die von beiden gezahlte
Summe, 3x Mark, muB [olglich durch 3 teilbar
sein. Das trifft nur fiir den Betrag von 99 M
zu. Also wurde das Geschenk zu 20 M nicht
gekault; ferner ist 3x=99, der erste Kiufer
bezahlte 33 M.

Hitte er als eines seiner beiden Geschenke
das zu 16 M, 19 M oder 31 M gekauft, so
miiite das andere 17M, 14 M bzw. 2 M ge-
kostet haben; diese Preise kamen aber nicht
vor. Also hat der erste Kiufer die Geschenke
zu 15 M und 18 M gekauft, der zweite Kaufer
folglich die Geschenke zu 16 M, 19 M und
3IM.

3. Zum Montieren eines Gerites sind insge-
samt 110 Stunden geplant. Die Montage wird
in drei Abschnitten erfolgen. Fiir den zweiten
Abschnitt ist genau dreimal soviel Zeit vor-
gesehen wie fiir den ersten; der dritte Ab-
schnitt soll genau halb so lange dauern wie der
zweite.

Untersuche, welche Zeiten man hiernach fiir
jeden einzelnen Abschnitt zu planen hat!
Uberpriife, ob diese Zeiten alle gestellten For-
derungen erfiillen!

Lésung: Wenn die Forderungen erfiillt sind
und dabei der erste Abschnitt x Stunden
dauert, so dauert der zweite 3x Stunden und

der dritte %x Stunden. Daraus folgt

x+3x+%x= 110,

2 6 3
§x+§x+§x=110,
11
7x=110,

1
= 10,
x= 20.

Also konnen die Forderungen nur dadurch
erfiillt werden, daB man fiir den ersten Ab-
schnitt 20 Stunden und somit fir den zweiten
60 Stunden und fiir den dritten 30 Stunden
plant.

Diese Zeiten erfiillen die Forderungen; denn
60 Stunden sind dreimal soviel Zeit wie
20 Stunden, 30 Stunden dauern halb so lange

wie 60 Stunden, und wegen 20+ 60+30=110
ergibt sich die vorgesehene Gesamtzeit.

4. Ein automatischer Nummernstempel fiir
ein Serienprodukt druckt in jeder Sekunde
genau eine natiirliche Zahl. Er beginnt mit der
Zahl 0 und setzt dann das Drucken der Reihe
nach mit den aufeinanderfolgenden Zahlen
1,23, ... fort.

Ermittle die Anzahl aller Ziffern 1, die der
Stempel in der ersten Viertelstunde insgesamt
zu drucken hat!

Ldsung : Jede Minute hat 60 Sekunden, wegen
15-60=900 hat der Stempel genau 900 Zah-
len zu drucken, d.h. die natiirlichen Zahlen
von 0 bis 899.

Beim Drucken der Zahlen von 0 bis 9 kommt
die Ziffer 1 genau 1mal vor.

Setzt man vor jede dieser Zahlen (also an die
Zehnerstelle) jede der neun Ziffern 1, ..., 9, so
erhilt man alle natiirlichen Zahlen von 10 bis
99, jede genau einmal. Somit kommt in diesen
Zahlen die Ziffer 1 an der Einerstelle insge-
samt genau 9mal vor. Ferner gibt es unter
diesen Zahlen genau zehn mit der Zehner-
zilfer 1 (ndmlich die Zahlen 10, ..., 19).
Somit kommt in den Zahlen von 10 bis 99

die Ziffer 1 an der Zechnerstelle insgesamt

genau 10mal vor.
Setzt man vor jede der Zahlen von 0 bis 99
(nachdem die Zahlen von 0 bis 9 durch Vor-
schalten einer Zehnerziffer 0 zweistellig ge-
schrieben wurden) an die Hunderterstelle jede
der acht Ziffern 1, ..., 8, so erhdlt man alle
natiirlichen Zahlen von 100 bis 899, jede
genau einmal. Somit kommt in diesen Zahlen
die Ziffer 1 an den Einer- und Zehnerstellen
insgesamt achtmal so oft vor wie das bisher
ermittelte Vorkommen (1+9+10=20), d.h.
genau 160mal.
Ferner gibt es unter diesen Zahlen genau 100
mit der Hunderterziffer 1 (ndmlich die Zahlen
100, ..., 199). Somit kommt in den Zahlen von
100 bis 899 die Ziffer 1 an der Hunderterstelle
insgesamt genau 100mal vor.
Damit sind alle zu erfassenden Ziffern 1 be-
riicksichtigt; ihre Anzahl betrdgt somit
1+9+10+ 160+ 100=280.

Olympiadeklasse 7

1. Dieter, Hans, Klaus und Peter sowie ihre
Ehefrauen Erika, Gabi, Rita und Simone tau-
schen Erinnerungen aus. Ein Zuhérer ent-
nimmt der Unterhaltung folgendes:

(1) Simone und ihr Mann sowie auler ihnen
Erika und Hans waren zur Hochzeit von
Dieter eingeladen.

(2) Auf der Hochzeit von Hans waren Gabi
und Erika zu Gast.

(3) Zu den Hochzeitsgisten von Peter ge-
horten Klaus und Simone. Untersuche, ob fiir
jeden der vier Manner der Name seiner Ehe-
frau allein aus den Aussagen (1) bis (3) ein-
deutig zu ermitteln ist; wenn dies der Fall ist,
so gib die Namen der Ehepaare an!

Lésung: Wegen (2) ist Hans weder mit Gabi
noch mit Erika verheiratet, wegen (1) auch
nicht mit Simone. Folglich gilt:

(4) Hans ist mit Rita verheiratet.

Wegen (1) ist Dieter weder mit Erika noch
mit Simone verheiratet, wegen (4) auch nicht
mit Rita. Daher gilt:

(5) Dieter ist mit Gabi verheiratet.

Wegen (3) ist Peter nicht mit Simone, wegen
{4) nicht mit Rita und wegen (5) auch nicht
mit Gabi verheiratet. Also gilt:

(6) Peter ist mit Erika verheiratet.

Aus (4), (5), (6) folgt schlieBlich:

(7) Klaus ist mit Simone verheiratet.

Damit ist gezeigt, daB fir jeden der vier
Mainner der Name seiner Ehefrau eindeutig
ermittelt werden kann. Die Ehepaare sind
somit in (4), (5), (6) und (7) angegeben.

2. a) Beweise [olgenden Satz!
Wenn in einem Trapez ABCD mit AB | CD
die Gleichung

CD=AD (1)
gilt, dann gilt die folgende Aussage (2):
Die Diagonale AC halbiert den Innenwinkel

£ BAD. (2)
o Cc

A -]

b) Beweise auch die folgende Umkehrung!
Wenn in einem Trapez ABCD mit AB || CD
die Aussage (2) gilt, dann gilt die Gleichung
(1).
Lésung: a) Wegen AB || CD sind ¥ ACD und
¥ CAB Wechselwinkel an geschnittenen Par-
allelen, folglich gilt

X ACD= xCAB. 3)
Wegen (1) ist das Dreieck ACD gleichschenk-
lig mit AC als Basis; seine Basiswinkel sind
gleich groB, also gilt

¥ ACD= % CAD. 4)
Aus (3) und (4) folgt xCAB= & CAD;
w.z.b.w.
b) Aus AB || CD folgt wie oben (3).
Wegen (2) gilt

¥CAB= XCAD. (5)
Aus (3) und (5) folgt (4), also ist das Dreieck
ACD gleichschenklig mit AC als Basis; d. h.,
es gilt (1), w.z.b.w.

3. Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
z, die die folgenden Bedingungen (1) bis (4)
erfiillen!

(1) z ist eine dreistellige Zahl.

(2) Die Zehnerziffer (d. h. die an der Zehner-
stelle stehende Ziffer) von z ist um 1 groBer als
die Hunderterziffer von z.

(3) Die Einerziffer von z ist doppelt so groB
wie die Hunderterziffer von z.

(4) z ist das Doppelte einer Primzahl.
Lésung: 1) Wenn eine natiirliche Zahl z die
Bedingungen (1) bis (4) erfiillt und a ihre
Hunderterziffer ist, so folgt:

Wegen (1) gilt a+0, wegen (3) ist 2a <10, also
a<5. Die folgende Tabelle enthilt die fiir die
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verbleibenden Moglichkeiten a=1, 2, 3, 4 die
nach (2) und (3) sich ergebenden Zehner- und
Einerziffern und damit z.

Hunderter- Zehner- Einer- z
ziffer a ziffer ziffer

1 2 2 122
2 3 4 234
3 4 6 346
4 5 8 458

Von diesen scheidet die Zahl z=234 aus, da
sie das Doppelte von 117 ist und dies wegen
117=3-39 keine Primzahl ist. Also kdnnen
nur die Zahlen 122, 346 und 458 die Be-
dingungen (1) bis (4) erfiillen.

II) Sie sind dreistellig, erfiillen also (1). Ferner
zeigt die Tabelle, daB sie (2) und (3) erfiillen.
SchlieBlich erfiillen sie auch (4), da sie jeweils
das Doppelte von 61, 173 bzw. 229 sind und
diese Zahlen Primzahlen sind.

Somit lauten die gesuchten Zahlen: 122, 346,
458.

4. Ein Kraltfahrer fuhr mit seinem PKW von
A nach B. Nach einer Fahrzeit von 20 Minu-
ten hatte er eine Panne, die in 30 Minuten
behoben werden konnte. Nach weiteren 12
Minuten Fahrzeit muBte er an ciner ge-
schlossenen Bahnschranke 4 Minuten warten.
Bis dahin hatte er 40 km zuriickgelegt. Die
Fahrt von der Bahnschranke nach B begann
um 11.06 Uhr und verlief ohne Aufenthalt. In
B angekommen, stellt der Kraftfahrer fest,
daB er von der Abfahrt an der Bahnschranke
bis zur Ankunft in B genau die Hilfte der-
jenigen Zeit benétigt hat, die insgesamt von
der Abfahrt von A bis zur Ankunlt in B ver-
gangen war.

Es sei angenommen, daB der Kraltfahrer auf
jedem Teilstiick dieses Weges mit der gleichen
Durchschnittsgeschwindigkeit [uhr.

a) Zu welcher Uhrzeit traf der Kraftfahrer in B
ein? .

b) Wie grol war die Durchschnittsgeschwin-
km
h
c) Wieviel Kilometer hatte er insgesamt von
A nach B zuriickgelegt?

digkeit, in ausgedriickt?

Lésung: a) Der Kraftfahrer benotigte wegen
20430+ 12 +4=66 bis zur Abfahrt von der
Bahnschranke genau 66 Minuten. Da diese
Zeit ebenso lang war wie die Fahrzeit von der
Bahnschranke bis nach B, warer ab 11.06 Uhr
noch einmal 66 Minuten bis B unterwegs, tral
daher dort um 12.12 Uhr ein.

b) Fiir die ersten 40 km betrug die reine Fahr-
zeit wegen 66 — 30— 4 =32 genau 32 Minuten,
das sind 18—5 Stunden. Wegen 40:%: 75 be-
trug seine Durchschnittsgeschwindigkeit mit-

. km
hin 75 S
c) Da er den Rest des Weges mit der gleichen

Durchschnittsgeschwindigkeit  zuriicklegte

und dafiir 66 Minuten, also :—:)Stunden be-
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notigte, legte er dabei wegen 75-%=82,5

noch weitere 82,5 km zuriick. Mithin hatte er
von A nach B insgesamt 40km+82,5km
=122,5 km zuriickgelegt.

Olympiadeklasse 8

1. Eine Gruppe von 39 Schiilern unterhilt
sich iiber ihre Zensuren in den Fichern Ma-
thematik, Russisch und Deutsch. Dabei wird
festgestellt:

(1) Genau 11 Schiiler haben in Mathematik
die Zensur 2.

(2) Genau 19 Schiiler haben in Russisch die
Zensur 2.

(3) Genau 23 Schiiler haben in Deutsch die
Zensur 2.

(4) Genau ein Schiiler hat in allen drei
Féchern die Zensur 2.

(5) Genau 4 Schiiler haben in Mathematik
und Deutsch, aber nicht in Russisch eine ,,2“.
(6) Genau 7 Schiiler haben in Russisch und
Deutsch, aber nicht in Mathematik eine ,,2%.
(7) Genau 2 Schiiler haben in Mathematik und
Russisch, aber nicht in Deutsch eine ,,2“.
Ermittle aus diesen Angaben, wieviel Schiiler
dieser Gruppe in genau einem und wieviel in
keinem der angegebenen Facher die Zensur 2
haben!

Losung: Aus (1), (4), (5) und (7) folgt wegen
11-1-4-2=4, daB genau 4 Schiiler in
Mathematik die Zensur 2 haben. Aus (2), (4),
(6) und (7) folgt wegen 19—1—-7—-2=9, daB
genau 9 Schiiler genau in Russisch die Zen-
sur 2 haben. Aus (3), (4), (5) und (6) folgt, daB
wegen 23—1—-4—7=11 genau 11 Schiiler
genau in Deutsch eine ,,2* haben.

Wegen 4+9+11=24 haben somit genau
24 Schiiler dieser Gruppe in genau einem der
genannten Facher die Zensur 2.

Da wegen (5), (6), (7) genau 13 Schiiler in
genau zwei der Facher eine 2 haben und
wegen (4) noch ein weiterer Schiiler hinzu-
kommt, haben wegen 24 + 13+ 1 =38 mithin
genau 38 Schiiler in wenigstens einem der
Ficher die Zensur 2.

Folglich hat genau ein Schiiler dieser Gruppe
in keinem der genannten Ficher die Zensur 2.

2. In einer AG Mathematik stellte ein Mit-
glied der Patenbrigade den Teilnehmern fol-
gende Aufgabe:

,,Unsere Brigade hat mehr als 20, aber weni-
ger als 35 Mitglieder. Von ihnen nahmen im
letzten Jahr im Juli dreimal soviel, im Februar
doppelt soviel ihren Jahresurlaub wie im Mai.
Im Januar nahmen drei Personen weniger als
im Juli Urlaub, im August dagegen eine
Person mehr als im Mai. In den nicht ge-
nannten Monaten dieses Jahres nahm kein
Mitglied unserer Brigade Urlaub. Unter den
genannten Urlaubern ist jedes Mitglied un-
serer Brigade genau einmal vertreten.

Stellt fest, ob ihr allein aus diesen Angaben
die Anzahl unserer Brigademitglieder ermit-
teln konnt!*

Lésung: Die Anzahl der Mitglieder dieser
Brigade, die im Mai Urlaub nahmen, sei x.
Dann nahmen im Juli 3x, im Februar 2x,
im Januar 3x—3 und im August x+1 Bri-
gademitglieder Urlaub. Das sind zusammen
(10x —2) Personen.

Nun gilt
20< 10x —2< 35, also
22<10x <37

Da x eine natiirliche Zahl ist, folgt daraus
x=3.
Mithin hatte die Brigade 28 Mitglieder.

3. In einem Parallelogramm ABCD sei P ein
beliebiger Punkt auf der Diagonalen AC
(P+ A, P+C). Die Parallele durch P zu AB
schneide BC in H und AD in G; die Parallele
durch P zu BC schneide 4B in E und CD
in F.

Beweise, daB die beiden Parallelogramme
EBHP und GPFD den gleichen Flicheninhalt
haben!

) F c

Al P7
AVE/ B

Ldsung: Jede Diagonale eines Parallelo-
gramms zerlegt dieses in zwei kongruente und
somit flacheninhaltsgleiche Dreiecke. Wen-
det man dies auf die Parallelogramme ABCD,
AEPG und PHCF an, so erhilt man: Die
Dreiecke ABC und CDA haben denselben
Fliacheninhalt; dieser sei 4, genannt. Die
Dreiecke AEP und PGA haben denselben
Flicheninhalt; dieser sei A, genannt. Die
Dreiecke PHC und CFP haben denselben
Fliacheninhalt; dieser sei A; genannt. Daher
ergibt sich, daB sowohl das Parallelogramm
EBHP als auch das Parallelogramm GPFD
den Flacheninhalt A,-4,-A; haben.
Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.

4. Klaus sagt: ,,Ich denke mir drei natiirliche
Zahlen. Die zweite Zahl ist um 2 groBer als
die Hilfte der ersten Zahl. Die dritte Zahl ist
um 2 groBer als die Hilfte der zweiten Zahl.
Das Produkt der drei gedachten Zahlen be-
trdagt 1120. Welche Zahl habe ich mir ajs erste
gedacht, welche als zweite und welche als
dritte 7

Kann diese Frage eindeutig beantwortet wer-
den? Wenn das der Fall ist, so nenne die drei
gedachten Zahlen!

Lésung: 1) Wenn drei Zahlen die genannten
Eigenschaften haben und die erste Zahl n ist,
so lautet die zweite g+2 =22 ; 4 und die dritte
ﬁ.:ﬁ +2 =%+ 3. Da auch dies eine natiirliche
Zahl ist, ist n durch 4 teilbar.

Wire n eine (durch 4 teilbare) natiirliche
n
2
+2<8 und ;+3§6,

Zahl mit n<12, so wiren ~+2 und ;+3
n
2
also wire ihr Produkt

natiirliche Zahlen mit



n n
n (§+2)-<Z+3>§12-8-6=576

und daher kleiner als 1120. Wire n= 20, so

wiren ;+2§ 12 und ;+3g8, also das Pro-

dukt n~<;+2) »<§+3)g20- 12-8=1920

und daher groBer als 1120.
Also kommt als erste Zahl nur n=16, als

zweite nur g+2 =10 und als dritte nur
;+ 3=7in Frage.
1I) Diese Zahlen haben die geforderten Eigen-

schaften, wie die Bestitigung von %+2= 10,
%)+2=7, 16 - 10- 7=1120 zeigt.

Also kann die Frage von Klaus eindeutig be-
antwortet werden. Er hat sich als erste Zahl

16, als zweite 10 und als dritte 7 gedacht.

Olympiadeklasse 9

1. An einer Kreuzung standen in einer Reihe
hintereinander genau 7 Fahrzeuge. Jedes die-
ser Fahrzeuge war entweder ein Personen-
kraftwagen oder ein Lastkraltwagen. Uber
ihre Reihenfolge sei bekannt:

(1) Kein LKW stand direkt vor oder hinter
einem anderen LKW.

(2) Genau ein PKW befand sich unmittelbar
zwischen zwei LKW.

(3) Genau ein LKW befand sich unmittelbar
zwischen zwei PKW.

(4) Genau drei PKW standen unmittelbar
hintereinander.

Ermitteln Sie alle Moglichkeiten, in welcher
Reihenfolge diese 7 Fahrzeuge gestanden
haben kénnen!

Losung: Wir bezeichnen Personen- bzw.

Lastkraftwagen mit P bzw. L. Aus 12) [olgt:

(5) In der Fahrzeugreihe kommt ein Teilstiick
LPL *

vor. Hiernach folgt aus (1):

(6) An (*) schlieBt sich nach keiner Seite ein

L an.

Wegen (3) ist es auch nicht méglich, daB sich

an (*) nach beiden Seiten je ein P anschlieBt,

somit folgt:

(7) Eines der Enden des Teilstiicks (*) ist auch -

ein Ende der gesamten Fahrzeugreihe.

Aus (4) ergeben sich die beiden [olgenden

Aussagen:

(8) In der Fahrzeugreihe kommt ein Teilstiick
PPP (**)

vor.

(9) An (**) schlieBt sich nach keiner Seite

ein P an.

Da die Fahrzeugreihe insgesamt 7 Fahrzeuge

enthalt, [olgt:

(1) Das Teilstiick (**) kann entweder unmit-

telbar oder mit Dazwischenschalten genau

eines Fahrzeugs an (*) angeschlossen sein.

Ein Fahrzeug zwischen (*) und (**) kdnnte

aber wegen (6) kein L und wegen (9) kein P

sein; also entldllt in (10) die Moglichkeit des

Dazwischenschaltens, d. h., (*) und (**) stehen
unmittelbar hintereinander. Hiernach ist das
auBer (*) und (**) noch vorhandene Fahrzeug
wegen (7) an (**) angeschlossen und daher
wegen (9) ein L. Also gibt es insgesamt als
Maglichkeiten fiir die Reihenfolge nur
(*)(**) L, d.h. LPLPPPL,
L (**)(*), d.h. LPPPLPL.
Diese beiden Moglichkeiten erfiillen in der
Tat alle Bedingungen (1) bis (4). Daher sind
genau sie die gesuchten.

2. Die Zahlen in einem Zahlentripel [p,q,r]
seien genau dann ,Primzahldrillinge” ge-
nannt, wenn jede der drei Zahlen p, g, r eine
Primzahl ist und wenn p, ¢, r in dieser Reihen-
folge drei unmittelbar aufeinanderfolgende
ungerade Zahlen sind.

Beweisen Sie, daB es genau ein Zahlentripel
[p.g.r] gibt, das alle diese Bedingungen er-
fullt!

Lésung: Angenommen, ein Zahlentripel
[p.g,r] erfiille die genannten Bedingungen.
Dann ist p=3 sowie g=p+2 und r=p+4.
Wenn p bei Division durch 3 den Rest 1 er-
gibe, so wire g durch 3 teilbar, also wegen
g=5> 3 keine Primzahl. Wenn p bei Division
durch 3 den Rest 2 ergibe, so wire r durch 3
teilbar, also wegen r=7>3 keine Primzahl.
Daher verbleibt nur die Moglichkeit, daB p
durch 3 teilbar und folglich (als Primzahl)
gleich 3 ist. Somit kann nur das Tripel
[3,5,7] die Bedingungen der Aulgabenstel-
lung erfiillen. Es erfiillt diese Bedingungen;
denn 3, 5 und 7 sind Primzahlen, und sie sind
drei unmittelbar aufeinanderfolgende unge-
rade Zahlen.

3. Von einem konvexen Viereck ABCD werde
folgendes vorausgesetzt:

c

F

A 8

Konstruiert man die Winkelhalbierenden sei-
ner Innenwinkel, so entstehen Schnittpunkte
E,F, G, H, die so auf den Winkelhalbierenden
angeordnet sind, wie dies aus dem Bild er-
sichtlich ist.

Beweisen Sie, daB unter dieser Vorausset-
zung stets in dem Viereck EFGH die Summe
zweier gegeniiberliegender Innenwinkel 180°
betrigt!

Losung: Es seien xBAD=a; XCBA=§;
XDCB=y; ¥xADC=34. Dann gilt nach dem
Satz iiber die Summe der Innenwinkel im
Dreieck, angewandt auf das Dreieck 4HB:

XEHG=XAHB= 180°—<;+§ ) und ange-

wandt aufdas Dreieck DFC: X EFG= < DFC

—180°—(2 42
=180 (2+2>.

Somit erhilt man durch Addition

FEHG+ ¥EFG=360—(%+84+749
¥XEHG+ <EFG=1360 (2+ 2+2+2>.

Da aber die Summe der Innenwinkel im Vier-
eck 360° betrégt, gilt

a By, 0 oo :
§+5+§+2_180 und somit

¥xEHG+ £ EFG=180°, w.z.b.w.

4. Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen
Zahlen x, fiir die folgendes gilt!

(1) x ist das Quadrat einer natiirlichen Zahl.
(2) VergroBert man x um 24, so erhélt man das
Quadrat einer natiirlichen Zahl.

(3) Vermindert man x um 24, so erhilt man
das Quadrat einer natiirlichen Zahl

Losung: Angenommen, eine Zahl x habe die

Eigenschaften (1), (2), (3). Dann gibt es natiir-
liche Zahlen m, n, p fur die

x=n?, 4)
x+24=p?, %)
x—24=m? ©)
gilt. Aus (4) und (6) folgt

n?—m*=24, (W)
aus (4) und (5) folgt

p?—n?=24 8)

Aus (7) folgt (n—m) (n+m)=24. Damit ist 24
als Produkt der ganzen Zahlen n—m und
n+m dargestellt. Von diesen ist n+m eine
natiirliche Zahl, also auch der andere Faktor
n—m. Ferner ist die Diflerenz dieser Faktoren
(n+m)—(n—m)=2m eine gerade natiirliche
Zahl. Das trifft, wie die simtlichen Zerlegun-
gen24=1-24=2-12=3-8=4"6zeigen, nur
fiir die Fille
n—m=1,n+m=12,
alsom=5,n=17, 9)
n—m=4,n+m=6,
alsom=1,n=5 (10)
zu. Somit kann das Paar (m,n) nur eines der
Paare (1,5), (5,7) sein.
Aus (8) [olgt ebenso: Das Paar (n,p) kann nur
eines der Paare (1,5), (5,7) sein.
Daher verbleibt nur die Moglichkeit m=1,
n=5, p=7, nach (4) also x=25. Also kann
nur diese Zahl die Eigenschaften (1), (2), (3)
haben.
Sie hat diese Eigenschalten; denn es gilt
25=52,25+24=49=172,
25-24=1=12%

Olympiadeklasse 10

1. Ein rechteckiges Bild, dessen Seitenlingen
sich wie 2:3 verhalten, soll einen iiberall
gleich breiten Rahmen erhalten, dessen Fla-
cheninhalt so groB ist wie der des Bildes.
Ermitteln Sie alle diejenigen Werte des Lin-
genverhiltnisses der AuBenkanten des Rah-
mens, die diese Forderung erfiillen!

Losung : Es sei 2a die Lange der kiirzeren Seite
des Bildes,; dann ist 3a die Linge seiner linge-
ren Seite. Es sei d die Breite des Rahmens,
dann sind 2a + 2d bzw. 3a + 2d die Lingen der
AuBenkanten des Rahmens.

Die in der Aufgabe gestellte Forderung ist
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genau dann erfillt, wenn die von diesen

Kanten eingeschlossene Flache einen doppelt

so groBen Fldcheninhalt hat wie die des Bil-

des, d. h. genau dann, wenn
(2a+2d)(3a+2d)=22a"3a

gilt. Dies ist der Reihe nach dquivalent mit
6a’>+ 4ad+6ad+4d*=12a%,

4d? 4 10ad — 6a’ =0,
2, 5. 3, _
d*+ iad 30 =0.

Diese quadratische Gleichung hat genau die
Lo6sungen
_ 5 25, 24,
dl.z——zai\/ﬁa +Eﬂ f
von denen genau

d=—2a415-8
T4 74 2

nicht negativ ist. Daher ist die Forderung
genau dann erfiillt, wenn die AuBenkanten

die Lingen 2a+2-§=3a und 3a+2';=4a

haben.

Ist dies der Fall, so haben sie das Lingen-
verhiltnis 3:4, und auch umgekehrt gilt:
Haben die AuBenkanten das Lingenverhalt-
nis (2a+2d):(3a+2d)=13:4, so folgt 8a+8d

=92+ 6d, also 2d=a und damit d=g.

Somit erfiillt genau das Langenverhiltnis 3:4
die Bedingungen der Aufgabe.

2. Beweisen Sie die [olgende Aussage!
Wenn die Summe dreier Quadratzahlen durch
9 teilbar ist, dann sind entweder alle drei
Quadratzahlen durch 9 teilbar, oder genau
zwei der Quadratzahlen ergeben bei Division
durch 9 den gleichen Rest.
Lésung: Ergibt eine natiirliche Zahl bei
Division durch 9 den Rest
0,1,2,3,4,5 6,7 bzw. 8,
so ergibt ihr Quadrat jeweils den Rest
0,1,4,0,7,7,0,4 bzw. 1;

d.h, fiir jede Quadratzahl ist der Rest, den
sie bei Division durch 9 ergibt, eine der Zahlen
0, 1, 4, 7. Wenn die Summe dreier Quadrat-
zahlen durch 9 teilbar ist, so gilt das auch fir
die Summe der Reste, die diese Quadratzah-
len jeweils bei Division durch 9 ergeben.
1. Fall: Einer der Reste ist 0.
Dann ist die Summe der beiden anderen
Reste durch 9 teilbar. Alle Summen aus zwei
Summanden, von denen jeder eine der Zahlen
0, 1, 4, 7 ist, sind aber
0+0=0,0+1=1,0+4=4,0+7=7,1+4=5,
1+7=8,4+7=11.

aher verbleibt nur die Maoglichkeit, daB
auch die beiden anderen Reste O sind; d.h.,
es folgt: Alle drei Quadratzahlen sind durch 9
teilbar.

2.]. 1

3. ) Fall: Einer der Reste ist { 4

4. 7

Dann ergibt die Summe der beiden anderen
8

Reste bei Division durch 9 den Rest { 5
2
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Hierfiir verbleibt unter den Summen (1) nur
die Moglichkeit, daB die beiden anderen Reste
1und 7
1 und 4 }lauten.
4und 7
In jedem dieser Fille ergeben also genau zwei
der drei Quadratzahlen bei Division durch 9
den gleichen Rest.
Damit ist fir jeden moglichen Fall der ver-
langte Beweis gefiihrt.

3. Von einem Dreieck ABC seien die Seiten-
lingen BC=a, CA=b und AB=c gegeben.
Der Inkreis dieses Dreiecks beriihre die Seite
BC in D, die Seite CA in E und die Seite AB
inF.

Ermitteln Sie die Langen der Seitenabschnitte
BD,DC, CE, EA, AF und FB, in Abhingigkeit
von a, b und ¢ ausgedriickt!

Lésung: Es sei M der Inkreismittelpunkt des
Dreiecks ABC. Die Seiten des Dreiecks sind
Tangenten an den Inkreis, also gilt MELAC
und MF1 AB. Weiter [olgt AAEM ~ AAFM;
denn diese Dreiecke stimmen in den Seiten-
ldngen AM =AM, ME=MF und in der
GroBe ¥ AEM= ¥ AFM desjenigen Win-
kels iiberein, der in beiden Dreiecken als
rechter Winkel jeweils der groBten Seite ge-
geniiberliegt. Daher ist AE=AF. (Die hier
erhaltene Aussage, daB aul den Tangenten
von einem Punkt A4 an einen Kreis die Strek-
ter Satz zitiert werden.) Entsprechend laBt
ken A bis zu den Beriihrungspunkten ein-
ander gleichlang sind, kann auch als bekann-
sich zeigen, daB BF=BDund CD=CE gilt.
Fiir die gesuchten Seitenabschnitte
AE=AF=x,BF=BD=y,CD=CE=:

gilt somit das Gleichungssystem

y+z=a, 4}
x+z=b, )
x+y=c. 3)

Addiert man (2) und (3) und subtrahiert (1),
so folgt nach Division durch 2

x= % (b+c—a)
Entsprechend ergibt sich

1
—i(c+a—b),

1
z=3 (@+b—c).
Die gesuchten Liangen sind also

E=ﬁ=%(b+c—a),
ﬁ=ﬁ=%(e+a—b),

ﬁ='c‘s=%(a+b—c).

(Da die Existenz (des Inkreises und folglich
auch) der gesuchten Lingen als bekannt ver-

wendet werden darf, ist eine Probe (oder ein
Nachweis der Aquivalenz zwischen dem Sy-
stem (1), (2), (3) und der Angabe von x, y, z)
nicht erforderlich.)

4. Verbindet man in einem Quadrat ABCD
die Mittelpunkte M;, M,, M3 und M, der
Seiten jeweils mit den beiden gegeniiber-
liegenden Eckpunkten, so entsteht ein acht-
strahliger Stern, der in seinem Innern ein
Achteck EFGHIJKL (siehe Bild) enthalt.

] My c
X
L J
My E i "
F
g
A My L]

Stellen Sie fest, ob dieses Achteck regelmaBig
ist, und begriinden Sie Ihre Entscheidung!
Hinweis: Ein n-Eck heiBt regelmiBig, wenn
alle seine Seiten gleich lang und alle seine
Innenwinkel gleich groB sind.

Losung: Es sei M der Schnittpunkt der Dia-
gonalen und a die Seitenldnge des Quadrates.
Da M,M, Symmetrieachse des Quadrats ist,
liegt M auf M4M,, und da M4M Symmetrie-
achse des Rechtecks AMM;D ist, liegt E auf
M M. Da ferner AC Symmetrieachse des
Quadrats beziiglich der Spiegelung ist, die B
und D sowie M, und M| jeweils untereinan-
der vertauscht, liegt F aul AC.

Jeweils nach einem Teil des Strahlensatzes

folgt nun
M:lﬂ‘:l,oderM,‘E:E,m:g
DM, AD 2 4 4
und —
F__M.=A£M=l,alsom=ﬂ.

FA AB 3

Da AM die halbe Diagonale des Quadrats ist,
gilt AM = ; [/5 und daher X/I—F=g l/i

Wegen %[/54:% folgt ME+MF und hieraus

nach der Seiten-Winkel-Relation

¥MEF + £ MFE.

Da sowohl M M, als auch AC Symmetrie-
achsen der gesamten Figur sind, gilt
XLEF=2MEF und ¥EFG=2<%MFE.
Daher folgt aus der vorigen Ungleichung
auch & LEF+ XEFG. Da somit in dem
Achteck EFGHIJKL zwei verschieden grofle

0 M3 c
14
J

(]

M 7 M
F

¢l ¥

4 T M 3 8



Innenwinkel vorkommen, ist es nicht regel-
miBig.

2. Lasungsweg : Man zeigt )

AMEM 3~ AMKM,,~ AMEM,,

M3M :EM =2:1 und folglich
¥M;EM=£M /KM= xM,EM=¢ mit
tang =2,

Dabher ist einerseits ¥ FEL =2¢, andererseits
nach dem Innenwinkelsatz fir Vierecke, auf
EMKL angewandt, x ELK =270°—2¢. Wi-
re das Achteck regelmiBig, so folgte 2¢
=270°-2¢, ¢=67,5°. Wegen tan67,5°%2
ist damit ein Widerspruch erreicht.

Olympiadeklasse 11/12

1. Man ermittle alle Tripel [x,y,z] reeller
Zahlen, fiir die das folgende Gleichungs-
system erflillt ist:

x—l=1,
¥y
1
.V—;= L )]
1
Z——=
X

2. Ist ABCD ein konvexes Viereck, seine
Fliche also durch die Diagonale AC in zwei
Dreiecksflachen, nimlich die des Dreiecks
ABC und die des Dreiecks ACD, zerlegt, so
werde der Flicheninhalt des Dreiecks ABC
mit F,, der des Dreiecks ACD mit F, sowie
die GroBe des Winkels ¥« DAB mit a be-
zeichnet.

Von einem konvexen Viereck ABCD seien
nun die [olgenden Eigenschaften gelordert:

AB| CD, (1)
AB>CD, 2
BC=CD=DA 3)
ACL BC. @)

Man beweise, daB die Forderungen (1) bis (4)
erfiilllbar sind und daB die Werte von F,:F,
und a durch diese Forderungen eindeutig
bestimmt sind. Man ermittle diese Werte.

3. 100 Touristen sind in 100 verschiedenen
Stddten beheimatet, in jeder dieser Stadte
genau einer der Touristen. Keine zwei von
ihnen sind miteinander bekannt. Sie unter-
nehmen durch genau diese Stidte Rundrei-
sen, und zwar

a) als Touristengruppe (alle 100 Touristen
machen gemeinsam ein und dieselben Reisen),
b) als Einzelreisende (jeder legt die Reihen-
folge und die jeweilige Aufenthaltsdauer fiir
die einzelnen Stadte selbst fest, die Reisen
erfolgen unabhingig voneinander).

Ferner treffen sie die [olgende sonderbare
Vereinbarung: Je zwei dieser Touristen ma-
chen sich genau dann miteinander bekannt,
wenn sie sich zum ersten Mal gemeinsam in
einer Stadt befinden, in der keiner dieser bei-
den Touristen beheimatet ist.

Ermitteln Sie im Fall a) und im Fall b)
jeweils die kleinste natiirliche Zahl n> 0, fiir
die die folgende Aussage (*) wahr ist!

(*) Die Reisewege und -termine lassen sich so
festlegen, daB jeder Tourist spitestens dann
mit jedem anderen bekannt geworden ist,
wenn er in n Stidten gewesen ist.

4. a) Man untersuche, ob die [iir alle reellen
Zahlen x durch
sin (x[/i)

fib)= 1 +sinz(x[/5)
definierte Funktion f; periodisch ist.
b) Man untersuche, ob die fiir alle reellen
Zahlen x durch

sinx
X)=——T—

fex) 1+sin?(x}/2)

definierte Funktion f; periodisch ist.

Losungen

Lésungen zu:
Wir arbeiten mit Mengen, Teil 3:

Arbeitsblatt 6

F, ist eine eineindeutige Abbildung von M

auf M;

Vb={abc}; Vb=M; Nb={abc}; Nb=M,

Fy={[asb), [bia], [c:c]}

F, ist eine nur eindeutige Abbildung von M

aul N;

Vb={ab,cd}; Vb=M;Nb={efg}; Nb=N;

Fa={[a:], [b:/]. [c:g], [d:9]}

F3 ist eine nur eindeutige Abbildung aus 4

in B;

Vb={1,2,8}; VbcA; Nb={2;4}; NbcB;

F3={{1;2], [2:4], [8:4]}

F, ist eine nicht eindeutige Abbildung von R

inS;

Vb={0,5,10,15}; Vb=R; Nb={-3,12,2};
NbcS;

Fa={[0;-3],[0;2],[5;12],[10;—3],[15;2]}

Man schreibe als Menge geordnete Paare:

F\"'={[b:a], [a:b], [c;c]}

F;7'={[e:], [f:b], [g:c], [9:d]}

Fy='={[2;1], [4;2], [4:8]}

Fa~'={[-3,0], [2;0], [12;5], [-3;10],

(2151}
Arbeitsblatt 7
y y y
“ x
x
] 1 x
4 L x
1 x 1 X 1 x
y y y /
{
/
x /
4 4 b 1
¥ L x M 't 1 x
x
/ .

Arbeitsblatt 8

()R ={[2;2], [3:3], [4:4), [5:5], [636),
[2;4]. [2:6], [3:61}

O GO O«
(2) R,={[0;0], [1:1], [2;2], [3:3], [4:4],
(03], [3:0], [1:4], [4;1]}

T T

(3) Ry={[P1;P:], [P1;Ps), [P1;Ps], [P1;Ps],
[P2;P3), [P2;Ps], [P2;Ps], [P3;Pa),
[P3;Ps], [Pa;Ps]}

'/—\
X
P

P
’ X
A ! z /’,
A hAR X
A b

@) Re={[2:2], [11;11], [20:20], [22;22],
[30;30], [31;31], [1011;1011], [2;11],
[11;2], [2:20], [202], [11;20],
[20;11], [1011;30],  [30;1011],

[22;31], [31:22]}.

Liosungen zu: alpha-heiter 6/79

Stadtplan

Das Haus mit den Koordinaten C$ erfiillt
die Bedingungen.

RiitselspaB mit n

Die richtige Reihenfolge ist: E—1 -6 - 12 —
18-13-7-2-3-4-5-11-17-21-16-
10-9-8-14-20-19-A

Abschied von 1979

1+1978=1979

2+1977=1979

3+1976=1979

4989 - 1978«

989+990= 1979

A=1979+2-989-1979
=1979+ 1978 - 1979
=1979 (1 + 1978)
=1979 - 1979
=1979?

Mit einem Schaitt
Die eine Hilfte der Figur 7 muB3 man nach
dem Schnitt so umklappen, daB ein Quadrat

~ entsteht.
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Knopfspielereien

1. Ein gleichseitiges Dreieck mit einer Kan-
tenlange von je vier Knopfen wird gebildet.

2. Man braucht nur drei Schiibe: Von oben
nach Mitte sieben Knople, von Mitte nach
unten sechs Kndpfe, von unten nach oben
vier Knopfe.

3. Numerieren wir die Felder im Geist von
links nach rechts mit den Zahlen 1 bis 7.
Fiinf Spriinge sind nétig: 5 nach 1, 2 nach 5,
6 nach 2, 3 nach 6, 7 nach 3. Wenn man
nur iiber einen Knopf oder zwei Knopfe sprin-
gen darl, wird es schwieriger. Dann braucht
man 10 Ziige.

Kryptarithmetik

1820+ 53213+ 9287=64320
598 +26710419010=46318
298 +39618+ 975=40891

5962+ 908+ 6976=13846

Silbenritsel

1. Kreisbogen; 2. Diagonale; 3. Kurven-
schablone; 4. Substitution; 5. Radius; 6. Ca-
mille; 7. Kavalierperspektive; 8. Lineal; 9.
Ebene; 10. Original — BONAVENTURA
CAVALIERI )

l.:ﬁsungen zu: Winterfreuden

Bild 1: Alle haben sich bewegt: der hockende
Sportfreund seinen linken Skistock, der ste-
hende seine Hand. Das Maidchen hat ihr
Stirnband heruntergezogen und ihre linke
Hand versteckt. Der Mann neben ihr hilt
jetzt seine Pfeife anders, und der kleine Junge
hat die Augen geschlossen.

Bild 2: Mehr Einzelheiten: Nr. 2 - Giirtel-
schnalle; Nr. 5 - Miitzenbommel; Nr. 8 —
Schal; Nr. 10— Haarband ; Nr. 17 — Krawatte.
Weniger Einzelheiten: Nr. 7 - Pullover-
muster; Nr. 11 - Schlittschuh; Nr. 13 -
die Hand des Mannes; Nr. 20 - Hut; Nr. 21 -
Puck

Bild 3: Der Damenschuh befindet sich in um-
gekehrter Steliung oberhalb des wehenden
Schals des rechts am Schneemann bauenden
Jungen. Sein Absatz wird von einem Zaun-
brett und der schwarzen Hose des Mannes
begrenzt, dem ein wohlgezielter Schneeball
gerade den Hut vom Kopfe reiBt.

Bild 4

Bild 5

Losung zu: AGs im Blickpunkt
x2—a?)(x*+a?)...(x*" ' +a

xX—a

a—1
P= 7))

n n
x¥"—a?

XxX—a

Ldsungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/79, Fortsetzung:

Ma10/12 1876 Aus dem Sinussatz a:b:c
=sin o :sin f§:sin y folgt:
b-sina

) sinf == bzw.

_b?-sin’« und

2 sin’B—T
3) siny = CSn% w
c2-sin?a

4) sin?y= p

Wir formen nun die rechte Seite der Glei-
chung unter Verwendung von (2), und (4)
dquivalent um:
sin?a +sin? B —sin2y

. b? . c?
=sin’a +;is1n‘a ——3sina
a

2 2
=sin?a 1+llz—£i
a® a

., f[dP+bP—c
=Ssm-a —Ez— .
Nun gilt
2 2 2
. . a‘*—b*+c .
2smasmﬂcosy=sm2a(—az——), |:sina

a?+br—c?

2sinficosy =sina - pe

Unter Verwendung von (1) ergibt sich

b-sina . a’+b*—c? a
2- s cosy=singa————— =
a sina
2,12, a2
a‘+b*+c
2b - cos y=—a— bzw.

2ab-cosy=a%+b?—c? bzw.
c2=a?+b%—2ab" cosy.

Das ist der bekannte Kosinussatz. Da alle

Schritte dquivalente Umlormungen sind, ist

die Behauptung bewiesen.

Ma10/12 =1877 a)

b) Nach dem Satz des Pythagoras gilt
d*=a®+a* und somit d=a1;§
c) Fiir das Volumen der Kugel gilt

VK=%d3 und wegen b) V= %(a . [/5)3

=§ -a3|/§.

Fiir das Volumen des Oktaeders gilt:

3
Vo=% g ]/5 Nun gilt fiir das Verhiltnis der

beiden Volumina

LIRS
Ye_30°1/2
CRC Vo
3 U
Das Volumen der Kugel verhilt sich zum
Volumen des Oktaeders wie n:1.

d) Aus %=% folgt Vk=m" Vo,
0 Ve=n-23,87 cm?,
Vi =175 cm?®.
Das Volumen der Kugel betrégt 75 cm®.

Aus Platzgriinden geben wir zu den Physik-
und Chemie-Wettbewerbsaufgaben des Hef-
tes 2/79 nur die SchluBsitze wieder:

Ph6 56 Marmor hat die Dichte 2,6;%
(1t. ,,Tabellen und Formeln*“).

Ph7 &57 a)

s
601 in m

s
724
"
w4
”.J

— .

— } + >,

o 20 % % S & M K W W

km

b) Es besteht keine Proportionalitit. n h
¢) Ungefdhr 0,6 m; 5,8 m; 51,8 m.
d) Ungeféhr 50 k—rE 70 k—m

h h
Ph8 858 Der Tauchsieder hat einen Wir-
kungsgrad von 0,89.

Ph9 859 Der Widerstand des Heizkorpers
muB rund 16,7 Q betragen.

Ph10/12 w60 Der FuBginger sicht die Stra-
Benbahnen im Abstand von etwa 13 min an
sich voriiberfahren.

Ch7 #45 Unter den gegebenen Bedingun-
gen entstehen 8,5t Wassergas.

Ch8 ®46 a) Die theoretisch zur Verbren-
nung von 1 m? Gas erforderliche Luftmenge
betrdgt rund 0,9 m3.

b) Die Rauchgase bestehen aus: 18,4%, CO,
und 81,69, N,.

Ch9 m47 a) Es miissen 122,3 g des Alkanéls
eingesetzt werden.

b) Es miissen 137,3 g der Séure zur Reaktion
gebracht werden.

Ch10/12 =48 Aus208 t Anhydrit lassen sich
153 t 989 ige Schwefelsdure herstellen.

XVIII. Olympiade Junger Mathematiker
der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Die Losungen der Olympiade Klasse 10
verdffentlichen wir aus Platzgriinden ab
Heft 1/80, d. Red.



alpha-Wettbewerb
1978/79

Preistriiger

Manuela Winges, Bad Liebenstein; Alexander
Meénsch, Holger Neye, Kerstin Kantiem, Ingo Witt,
Martin SchnauB, Mario K&ppen, alle Berlin; André
Weber, Bischofferode; Helge Diirschke, Bitterfeld;
Andreas Jock, Blankenfelde; Andrea Fischer, Bur-
kau; Harald Schiffhauer, Buttlar; Peter Strempel,
Thomas Lundershausen, Frank Techen, alle Cott-
bus; Andrea Wetter, Michael Hoffmeier, Tobias
Kunisch, Holger Lorenz, alle Dingelstadt; Olaf
Jenkner, Dorfchemnitz; Thomas Hiibner, Horst
Schulze, beide Dresden; Bernd Leifheit, Eigenrie-
den; Monika GlaB, Claudia Pleyer, beide Eisenach;
Bodo Baumbach, Andreas Méller, Astrid Abt, alle
Fambach; Jens Wackernagel, Falkenberg; Ilka
Forbig, Floh; Kai-Uwe Barholz, Annett Helbig,
beide Frankfurt; Ralf Fiinfziger, Katrin Burgmann,
beide Friedeburg; Heiko MibBfeldt, Gammelin;
Susann Laue, Gerbstedt; Ingolf Hintzsche, Grem-
min; Erik Opelt, Gistrow; Stefan GroBe, Katrin
Friedrich, beide Halle; Andreas Lofller, Halle-Neu-
stadt; Steflen Heyde, Hohenbucko; Heidrun
Schmidt, Mirko Schulze, beide Hoyerswerda; Sa-
bine Sentker, Hettstedt; Michael Kaufhold, Hip-
stedt; Martin Jaekel, Jena; Andreas Israel, Jens
Siewert, Katrin Richter, Mathias Hinel, alle Karl-
Marx-Stadt; Udo Miiller, Kaltennordheim; Felix
und Anita Baitalowitsch, Kasan (UdSSR); Ralf
Laue, Leipzig; Sybille und Claudia Seifert, beide
Lichtenberg; Monika Mayr, Linz (Osterreich);
Reiner Gerlach, Liibs; Hagen Haberland, Meseken-
hagen; Jiirgen Seifert, Milkau; Petra Klein, Mittel-
stille; Birgit Polley, Miihlhausen; Rall Krause,
Antje Krause, Christian Voigtlander, alle Neu-
brandenburg; Arndt Kretzner, Neustadt; Henning
Schulz, Claudia Tiersch, beide Potsdam; Gerald
Stibbe, Grit Maciejewski, Lutz Andrews, alle
Rostock; Rolf Jurjans, Riga (UdSSR); Frank
Schréter, Rotta; Frank Schneevoigt, Salzwedel;
Bodo Bricks, Saalfeld; Comnelia Kubacki, Sarg-
stedt; Antje Rudolph, Schkélen; Karin Semm,
Schmalkalden; Lydia Balzer, Sondershausen; Beate
Nothnagel, Uwe D6ll, Christine Hafner, Ralf-Bir-
ger Hafner, Rainer Schwiblein, alle Steinbach-
Hallenberg; Cordula Gottwald, Stendal; Gerd
Mey, Suhl; Holger Wittner, Teterow; Steffen We-
ber, Tiefenort; Gabriele Wolf, Trusetal; Joachim
Riedel, Clemens Kuhn, beide Vacha; Joachim Klei-
nert, Wernshausen; Frank Zapke, Uwe Tews,
Marion Reek, alle Wittenberg; Cornelia Escher,
Wolgast; Ray Langlotz, Unterbreizbach; Gert
Kiinzelmann, Krina; Heiko Storandt, Wernshausen

Schwarz-OS Bad Liebenstein; Otto-Grotewohl-
OS 111, Magnus-Poser-OS, OS V, alle Bad Salzun-
gen; Zentrale OS Barenklau; OS Bahratal; Kurt-
Schweitzer-OS Basdorf; H.-Warnke-OS Bergwitz;
Botschafterschule der DDR in der ARA, Zille-OS,
26. OS Wolodja Dubinin, alle Berlin; OS Fr.
Mehring, Bernburg; OS Bernterode; OS Birkungen;
Clara-Zetkin-OS Bmschofferode; Kreisklub Math.
Bischofswerda; Friedrich-Schiller-OS, Max-Planck-
OS, beide Bleicherode; OS Fritz Weineck, Blum-
berg; Karl-Marx-OS Borna; OS Brandshagen; OS
Bregenstedt; OS Breitenworbis; Werner-Seelenbin-
der-OS Breitungen; Pablo-Neruda-OS Britz; Ma-
gnus-Poser-OS Biirgel ; OS Burkau; Wilhelm-Pieck-
OS Burow; Waldemar-Estel-OS Buttlar; Klub Jg.
Math., Station Jg. Naturf., Pablo-Neruda-OS, beide
Cottbus; OS Deetz; 11. POS Dessau; OS Deuna;
OS Deutschenbora; Nicolai-OS Diedorf; OS Dies-
dorf; OS Makarenko, OS K. Kollwitz, beide Din-
gelstddt; OS K. Birger, Dobbertin; Marie-Curie-
OS Dohna; alpha-Club Dolgelin; Paul-Gruner-
OS, 39. OS, beide Dresden; Fr.-Wolf-OS Ebers-
dorf; OS Fr. Engels, Effelder; OS Geschw. Scholl,
Eisenach; John-Schehr-OS Eisleben; OS H. Grun-
dig Ellrich; Hugo-Joachim-OS Espenhain; Th.-
Miintzer-OS Fambach; OS K. Niederkirchner, OS
E. Weinert, beide Ferchland; B.-Brecht-OS Floh;
Dr.-Th.-Neubauer-OS Frankfurt; OS Frauenhain;
OS Frauensee; OS Friedeburg; R.-Amstadt-OS
Geisa; Diesterwegschule Geringswalde ; E -Hartsch-
OS Gersdorf; OS Gerstungen; J.-Brinckmann-OS
Goldberg; Klub Jg. Math. Grifenhainichen; K.-
Krull-OS, O.-Drews-OS, beide Greifswald; OS
J. Gagarin, OS H. Beimler, beide Greuflen; OS
W. Seelenbinder Gréden; OS Cl. Zetkin Groitzsch;
OS GroBbodungen; Lessingschule GroBpostwitz;
OS GroBschénau; J.-Gagarin-OS Griinhain; Dr.-
Th.-Neubauer-OS, Diesterweg-OS, beide Guben;
Haus d. JP Hagenow; M.-Gorki-OS Hainichen;
E.-Thdlmann-OS Haldensleben; OS Diesterweg
Halle; W.-Koenen-0S, 12. OS, beide Halle-Neu-
stadt; 11. OS Hamm; OS Harmmerbriicke; Schule
d. DSF Heiligengrabe; P.-Schreier-OS Hennigs-
dorf; OS Th. Miintzer Hermannsdorf; EOS E.
Weinert, 1. OS H. Beimler, beide Herzberg; Goethe-
OS Hohenleipisch; OS Hundeshagen; O.-Grote-
wohl-OS Ilmenau; Goethe-OS Ilsenburg; OS Ive-
nack; Fr.-Engels-Schule Kaltennordheim; OS A.
Becker, Kamsdorf; Cl.-Zetkin-OS Kandelin; H.-
Beimler-OS Karbow; Pionierhaus J. Gagarin, P.-
Tschaikowski-OS, Fr.-Heckert-OS, Stadtbezirks-
pionierhaus Mitte-Nord, alle Karl-Marx-Stadt; OS
Kieselbach; Th.-Neubauer-Schule Kieselbach;
EOS, G.-Eisler-OS, beide Kleinmachnow; OS Th.
Miintzer Klettenberg; OS E. Thalmann Kloster-
felde; OS Konitz; Station Jg. Naturf. u. Techn.
Kothen; OS Kuhfelde; OS Kiillstedt; L.-Fiirnberg-
OS Laage; alpha-Club OS Latdorf; OS Lauscha;
R.-Teichmiiller-OS Leimbach; K.-Liebknecht-OS,

Dr.-S.-Allende-OS, OS IV, EOS Karl Marx, alle
Leinefelde; H.-Beimler-OS Leisnig; W.-Pieck-OS
Lichte; OS Liebstadt; E.-Schneller-OS Lobnitz;
Diesterweg-OS Lobenstein; OS W. Wallstab Loder-
burg; OS Lossau; R.-Niedermeyer-OS Léwenberg;
OS Lubmin; G.-Eisler-OS Martinroda; Th.-Neu-
bauer-OS Meiningen; Fr.-Heckert-OS Milkau; OS
Mittelherwigsdorf; OS Mittelstille; OS Naunhof;
TOS Neuenhofe; O.-Grotewohl-OS Neukloster;
Dr.-Th.-Neubauer-Schule Niederorschel; OS Nie-
dersalza; OS E. Thilmann, EOS W. v. Humboldt,
beide Nordhausen; OS W. Seelenbinder Oech-
sen; OS Osternienburg; Kreisklub Jg. Math. Par-
chim; OS Dr. Th. Neubauer Pfaffschwende; EOS
Rainer Fetscher, Pirna; R.-Luxemburg-OS Plau;
Makarenko-OS Plessa; OS 16 Potsdam; Stat. Jg.
Naturf. u. Techn. Pritzwalk ; OS Quitzébel; Dr.-Th--
Neubauer-OS Rackwitz; Pestalozzi-OS Radebeul;
OS Radis; Cl.-Zetkin-OS Raschau; OS Rehna;
J.-Gagarin-OS Ribnitz; H.-Matern-OS Riesa; J.-
C.-OS Robel; Ziolkowski-OS RoBdorf; Haus d.
JP, 34. OS M. Reichpietsch, beide Rostock; W.-
Pieck-OS Rotta; Fr.-Weineck-OS Rottleben; OS
Riidnitz; OS Saal; OS Il Saalfeld; alpha-Club
Sachsendorf; W.-Pieck-OS Sangerhausen; OS
Schernberg; M.-Gorki-OS Schkélen; OS H. Danz,
0S J. G. Seume, OS K. Marx, EOS G. Dimitroff,
alle Schmalkalden; OS Schmdlln; E.-Schneller-OS
Schoneiche; Stat. Jg. Naturf. u. Techn. Schén-
walde; OS Schule der DSF Schorssow; E.-Thil-
mann-OS, Martin-May-OS, beide Sebnitz; OS
Siedenbollentin; OS A. Hennecke Siersleben; OS
J. R. Becher Sondershausen; Kreisklub Jg. Math.
OS A. Becker, Spremberg; OS Stadtlengsfeld; OS
E. Thilmann Steinbach-Hallenberg; OS Steinsdorf;
0.-Grotewohl-OS, W.-Heinze-OS, Haus d. JP,
alle Stralsund; OS E. Schneller Stiilpe; 12. OS Dr.
R. Sorge Suhl; EOS Karl Marx, H.-Riecke-Schule,
beide Tangerhiitte; OS Teistungen; OS K. Nieder-
kirchner Teterow; Fr.-Mehring-OS Tiefenort; E.-
Schneller-OS Téplitz; Pestalozzischule Torgelow;
OS W. Pieck Trusetal; Goethe-OS Ueckermiinde;
H.-Beimler-OS Unterbreizbach; OS J. G. Seume
Vacha; OS Viernau; OS Vitte (Hiddensee); Zen-
trale OS Waldau; J.-Fugik-OS Waldheim; Goethe-
schule, Fr.-Engels-Schule, beide Waren; OS L.
Fiirnberg Wegeleben; OS Weilar; Sprachheil-OS
Weimar; OS E. Thilmann Weinbéhla; OS Weilen-
born-Liiderode; OS Wernshausen; OS O. Grote-
wohl Westerengel; Cl.-Zetkin-OS Wiehe; alpha-
Kollektiv der OS Wingerode; OS W. Lohmann
Wittenberg-A.; Schule IV Wittstock; OS H. Heine
Wormlitz; OS H. Beimler, Wolfen; Spezialistenla-
ger Jg. Math. Worbis; OS Th. Miintzer Wulfen;
H.-Eisler-OS Wusterhusen; OS Zahna; VEB Kom-
binat Zentronik BBS, Lutherschule, Fr.-Schiller-
08, alle Zella-Mehlis; Fr.-Schiller-OS Zeulenroda;
EOS, 5. OS, Prof. Dr.-W.-Du-Bois-OS, alle Zittau;
W.-I.-Lenin-OS Zwenkau; OS Zschornewitz

3 1 H Entwicklung des alpha-Wett- T
Kollektive Beteiligung g e : A
OS Fritz Weineck, Alsleben; Haus der JP Alten- * umgestellt von Kalenderjahr 1 ,’ ‘| YARY
burg; E.-Schneller-OS Altentreptow; W.-Ulbricht- auf Schuljahr u H —+
OS Altwigshagen; Karl-Marx-Schule Anklam; OS  ** ab 1971/72 nur noch 4 Wett- a ‘ \ “ ]
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Winterfreuden

Gruppenbild

,,Keine Bewegung! Ich fotografiere noch einmal!*“ Wer
hat sich nicht an diese Anweisung gehalten?

Komm mit aufs Eis!

Ein Teil dieser Zeichnung kann aus den 21 numerierten
Zeichnungsbausteinen zusammengestellt werden. In
manchen Bausteinen fehlen aber bestimmte Einzel-
heiten, in manchen sind Einzelheiten vorhanden, die
auf der groBen Zeichnung fehlen. Welche Bausteine
sind das, und in welchen Einzelheiten weichen sie von
der groBen Zeichnung ab? Bild 2

Da kannst du suchen!

Unter der Zeichnung sieht man fiinf Gegenstinde.
Einer davon ist sehr sorgféltig auf dem hiibschen
Winterbild versteckt worden.

Wer findet ihn?
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Zwei leuchtende Sterne

Auf Bild 4 sind zahlreiche Sterne ohne Zahl dargestellt.
Durchlaufe das Bild so, daB du dabei jeden beriihrten
Stern mit den Zahlen 1 bis 37 markierst! Jeden Stern
darfst du nur einmal erreichen, und der nichste Schritt
muB immer auf einen benachbarten Stern erfolgen.
(Einige Zahlen sind bereits angegeben.)

Bild 4

Auf Bild 5 sind in die kleinen Kreise des Sterns die
Zahlen 1 bis 12 so.einzutragen, daB die Summe aller
Zahlen auf jeder Geraden genau 26 betragt.

Bild 5



